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Introduction 

Les espaces à dualité de Poincaré ont été, clans les années soixante, l'objet prin
cipal de la topologie algébrique. Ces espaces ressemblent le plus aux variétés 
différentiables. Henri Poincaré avait établi à la fin elu siècle dernier que la coho
mologie des variétés compactes orientables possédait une '·dualité". En effet, le 
choix d'une orientation définit une forme bilinéaire non dégénérée : 

Cet te du ali té s'étend aux variétés topologiques mais pas aux pseudo- variétés (ou 
variétés singulières). Par exemple, en 1961, W. Browder établit que les H-espaces 
finis satisfont la dualité de Poincaré pour tout corps de coefficients. D'autre 
part, M. Spivak montra que les espaces de Poincaré possède un analogue du fibré 
normal stable et qu'il existe un classe de Thom-Pontrjagin. 

L'étude de la dualité de Poincaré des variétés singulières a connu ces dernières 
années un essor considérable sous l'impulsion en particulier de l\Iac Pherson, 
Goresky, A. Beilison, Jean-Paul Brasselet, Bernstein et Deligne. Ces travaux 
concernent la théorie de l'intersection et les faisceaux pervers. 

Une autre voie, concernant la dualité de Poincaré des variétés algébriques a 
été ouverte par A. Grothendieck qui a introduit la notion de module dualisant. 
Daniel Gorenstein puis H. Bass ont été amenés à l'étude de ce que l'on appelle 
maintenant les anneaux (ou modules) de Gorenstein. Un anneau local (A, rn) 
est dit de Gorenstein si le Ext'A (t{, A) est de dimension 1, lK = A;m étant son 
corps résiduel. David Eisenbud rapporte l'anecdote suivante: Daniel Gorenstein. 
étudiant de Oscar Zariski, introduit,dans sa thèse, les anneaux de Gorenstein 
(1952) ; Ensuite, il s'est intéressé aux groupes finis (il a écrit une bible qui l'a 
rendu célèbre) et il a affirmé qu'il n'avait jamais compris la définition d'un anneau 
de Gorenstein ! 

En homotopie rationnelle, une question se·posa naturellement dans les années 
1985 après le théorème de dichotomie : quelles restrictions sur l'algèbre de Lie 
d'homotopie d'un espace topologique sont imposées si cet espace a sa cohomologie 
qui satisfait la dualité de Poincaré? La réponse à cette question a été obtenue par 
l'introduction de la notion de Gorenstein sur les algèbres différentielles graduées. 
Moore a introduit un foncteur Ext différentiel. Yves Félix, Stephen Halperin et 
Jean-Claude Thomas ont alors posé les définitions suivantes : 
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INTRODUCTION 

Définition 2.2.1 
Une algèbre différentielle graduée est dite de Gorenstein .sur K sz 

E:ct(A,d) (K. (A. d)) est tuz -::~-espace vectoriel de dimension un. 

Définition 2.2.2 
Un espace topologique X est dit de Gorenstein suT Y: .sz 1 'algèbre différentielle 
graduée (C~(X, ?.:), d) est de Gorenstein sur If:. 

Les espaces de Gorenstein généralisent les espaces dont la cohomologie satisfait 
la dualité de Poincaré. En effet : 

Théorème 2.4.5([8], thm :3.6) 
Soit X 1w espace de Gorenstein .suT I!C. 

H~(.'(, Ir.:) est de dimension finie .si et seulem.r:nt si Jf•(X.IK) satisfait la dualité 
de PoincarÉ. 

Ce résultat découle del "interprétation topologique elu E;rlc•(X ;E) (!Y.:, C·(.'(; i:n) 
lorsque )( est un C\V-complexe fini, celui-ci est en fait identifié à la cohomologie 
réduite de la fibre de Spivak de X notée Fx. Cette dernière est de dimension 1 
si et seulement si X est un complexe de Poincaré. Goettlieb ([16]) a montré que 
pour une fibration F -+ E -+ B de complexes finis, les fibres de Spivak vérifient 
FE~ FF*F8 . où* est le joint, en particulier si deux des fibres sont des sphères. il 
est clair que la troisième est aussi une sphère (une sphère est caractérisée par son 
homologie). d'où E est un complexe de Poincaré si ct seulement si B et F sont 
des complexes de Poincaré. Yves Félix,Steeve Halperin et .Jean-Claude Thomas 
clans ([8], thm :3.-l:), en ont donné une version {}'-locale, dont les hypothèses ont 
été affinées par Aniceto Murillo clans [27] dont voici l'énoncé : 

Théorème 2.5.2 
Soit F -+ E .!.o, B une fibration d'espaces simplement conncces telle que l'une des 
deu:r hypothèses suivantes soit vérifiée : 

(i} H·(F. ::_) est de dimension finie. 

(ii} r.x(F) = ,,~ est de dimension finie ct r.~(p) C) ·Ql est stu:jectice. 

Alors on a un isomorphisme e:rplicite : 

En particulier. E est un espace de Gorenstein sw· •Ql si et seulement si B et F le 
sont. 
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Ce théorème n'a évidemment d'intérêt que si l'on connaît des espaces de Go
renstein autres que les complexes de Poincaré. Félix, Halperin et Thomas ont 
prouvé que les espaces dont l'homotopie (rationnelle) est finie sont aussi des es
paces de Gorenstein (sur ;Qi) (cf proposition 2.5.:3). On peut alors construire 
différents types espaces de Gorenstein (sur 11QI) dont \·oici l'exemple le plus impor
tant, G N, défini par 

Définition 5.2.2 
Un espace topologique rationnel 1-conne:re B de type fini sera dit de type GN s'il 
e:riste une fibration d'espaces rationnels 1-conne:res de type fini: 

B+--E+--F 

où E a sa cohomologie qui satisfait la dualité de Poincaré et F a son homotopie 
finie. 

L'ensemble des espaces de type GN est inclus dans !"ensemble des espaces de 
Gorenstein (sur !Ql). Il est alors naturel d'étudier le comportement de ces espaces 
avec une fibration. Pour cela, nous avons été amené à introduire une hypothèse 
sur la fibration : la e-minimalité, hypothèse qui englobe les deux cas elu théorème 

2 .. 5.2. Une fibration F ..:!..., E .!.., B, où B, E et F sont 1-connexes, sera dite e
minimale si l'inclusion de la fibre j : F-+ E induit des homomorphismes injectifs 
7i2k(j) 0 Q! : n2k(F) 0 Q -+ 7rzk(E) 0 iQI, /.; ~ 1 ou de manière équivalente, la 
projection E _!__, B induit des homomorphismes surjectifs 7i 2k+ 1(j) : ï.2k+ 1(F)® 
Ql-+ n2k+t(E) ,c~. k ~ 1. 

Nous établissons alors le théorème suivant 

Théorème 6.2.1 
Soit la fibration e-minimale : B f--E+-- F avec F de type Gs. 

i) Si B est de type Gs, alors E est aussi de type G,v. 

ii) Si B est dans G, alors E est aussi dans G. 

Ce théorème nous assure que tous les espaces de Gorenstein sur ~~ que l'on sait 
construire sont de type Gs. 

D'autre part, '{ves Félix, Stephen Halperin et .Jean-Claude Thomas ont défini 
1 'application cl 'évaluation cl 'un espace X. comme une application linéaire, notée 
evx, de f;âc•(X;'E.) (IK,C'~(X;!K)) dans H~(X,IK.). Son image est clans le socle de 
H*(X, IR:) (l'intersection de tous les annulateurs), sous ensemble très particulier 
de H~(X, IK). Cette application est non nulle si l'espace X admet une cellule 
terminale, i.e. X = 1,... U 1 e" (prop. 3A. L ). Donc elle est uon nulle pour les 
complexes de Poincaré. 
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Pour les espaces de Gorenstein en généraL le El:tc•(X;m.) (IK, C*(X; lK)) est de 
dimension 1, l'évaluation est clone plus facile à étudier. On s'intéresse au cas où 
elle est non nulle, il existe alors un élément particulier de H*(X, OC). 

Aniceto :..Iurillo a étudié l'application d'évaluation, en a donnée diverses in
terprétations et a montré le résultat suivant : 

Théorème 7.1.1([28]. théorème A) 
Soit S' un espace topologique 1-connc.re tel que ii~(S) .=i ,,~ soit de dimension finie. 
Alors les propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) H~(S: Cj est de dimension ]!nie. 

(ii) ev5 est non nulle. 

D'autre part '{ves Félix et Aniceto Murillo ont montré le résultat suivant : 

Théorème ([12], théorème 2) 
Soit S' un CW-comph.re 1-conne:re. Supposons qur G = H~(DS; Z) soit une 
algèbre de Hopf de Gorenstein. Alors il y a équiuafence entre les propositions 
suivantes: 

(i) la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré 

(ii) l'évaluation est non nulle 

Puisque les espaces dont l'homotopie rationnelle est de dimension finie sont 
de Gorenstein. ces résultats nous engagent à poser naturellement la question 
sui,·ante : 

Question 
Pour les espaces de Gorenstein sur 
suivantes: 

y-a-t-il équivalence entre les propositions 

(i) la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré 

(ii) l'évaluation est non nulle 

Le sens (i) =? (ii) est connu, le théorème 2.-L.S nous réduit la question à : 
Pour un espace X de Gorenstein sur i(]i dont l'évaluation est non nulle, H*(X; :Qi) 
est-elle de dimension finie ? 

On peut tout d'abord affaiblir la question en supposant que X admet une 
cellule terminale. La réponse est affirmative, ce pour n'importe quel corps : 
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Théorème 3.5.4 
Soit un espace de Gorenstein 1-connexe de type fini. 
Si il admet une cellule terminale alors sa cohomologie satisfait la dualité de 
Poincaré. 

D'autre part, comme les espaces de type GN contiennent tous les espaces de 
Gorenstein sur :Qi que nous savons construire, la réponse partielle à la question, 
illustrée par le théorème suivant, nous engage à penser qu'il y de grandes chances 
pour une réponse positive : 

Théorème 7.2.1 
Soit X de type GN. 
Alors les propositions suivantes sont éq1tivalentes : 

(i) H"'(X; (Qi) est de dimension finie. 

(ii) eux est non nulle. 

L'intérêt de GN est donc double, il permet de décrire une grande partie 
des espaces de Gorenstein et de répondre à la question pour une grande classe 
d'espaces de Gorenstein. On trouvera aussi clans cette thèse un autre résultat sur 
l'évaluation avec les espaces de type GN ( thm 7.4:.1). 

Finalement, on s'intéressera aussi au cas où la cohomologie est de Gorenstein 
(prop. 2.7.1 et 7.6.2), on en déduira: 

Théorème 7.6.1 
Soit 8 un espace de Gorenstein 1-conne;rc. Alors 

{ 

~~1est un complexe de Poincaré sur ç. 

eL's =/= 0 =* H"' ( c• ) , l . . o; Q n est pas noet 1enenne et 
n'est pas de Gorenstein. 

Théorème 7.7.1 
Soit X un espace formel de Gorenstein sur Qi. alors 

La suite s'organise de la manière suivante : les trois premiers chapitres sont 
essentiellement des rappels, on y trouvera toutefois la. preuœ elu théorème :3.5.4. 
Le chapitre 4 est entièrement dévoué aux exemples divers et variés, traités avec 
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différentes méthodes. Le chapitre .5 met en place les définitions de quelques 
ensembles cl"espa.ces de Gorenstein sur 'Q. Le chapitre 6 est consacré à la preuve 
du théorème 6.2.1 et à ses conséquences. Le dernier chapitre contient tous les 
résultats sur l'évaluation, notamment le théorème ï.2.l. 



Chapitre 1 

Préliminaires algébriques 

1.1 Algèbres graduées différentielles 

1.1.1 Une algèbre différentielle graduée ( adg) est une algèbre graduée (associa
tive) A = {A; };Ez avec unité 1 E A 0 et munie cl 'une différentielle satisfaisant 
cl(xy) = (clx)y + (-l)fxl;r(dy) (cl est une dérivation). Il s'en suit que l'image 
Im (cl) est un idéal de la sous-algèbre graduée du noyau I\:er (cl). H(A) possède 
donc une structure d'algèbre graduée. 

1.1.2 Un morphisme y : (A, cl) -+ (B. d) d'adg est un morphisme d'espace 
vectoriel gradué qui préserve les produits et l'unité: ainsi, H( y) est un morphisme 
d'algèbres graduées. Si H( y) est un isomorphisme, on dit alors que y est un 
quasi-isomorpllisme (ou, en abrégé, quism) cradg (noté-=..). 

1.1.3 L'ensemble de graduation des adg est souvent f! ou -IJ, pour ce dernier 
cas, on note par convention An pour A_ 11 • 

1.1.4 Un module gradué différentiel (à gauche) sur une adg (A, d), est un espace 
vectoriel gradué différentiel muni cl 'une application linéaire de degré zéro A 
Al -+ AI, a m ~--'> a.rn, telle que (aa').m = a.(a'.m), l.m = met d(a.m) = 
da.m + ( -l)l•'la.dm. 

1.1.5 Un morphisme de (A, d)-modules (à gauche) ou application A-linéaire (de 
degré i) est une application linéaire f : AI -+ iV (de degré i) telle que f(a.m.) = 
( -l)i/afa.(f(rn)). Ces applications A-linéaires (Hom .. t(A/, N), V) forment un sous
espace vectoriel gradué différentiel de (Hom(1lf, N), V) avec la différentielle 

Le foncteur Hom.4.( -,-) ne préserve pas les quasi-isomorphismes. 
Nous allons donc introduire les résolutions sernilibres qui sont les analogues 
différentiels des résolutions projectives. 

9 
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1.2 Modules semilibres. 

Définition 1.2.1 
Un module gradué Jlvf sur une algèbre A est appelé A-libre si il est de la forme 
AI ~ A 0 \/ avec V espace vectoriel gradué. 

Soit (A, d) une algèbre différentielle graduée. 

Définition 1.2.2 

(i) Un (A, d)-module (P, d) est une e;rtension semilibre d'un (A, d)-module 
(AI, cl) si il pe1d s'écrire comme l'union d ·une famille de (A, d)-sous-modules 
P(-1) C P(O) C ... , tels que P(-1) = (AI,d) et, po'ltr tout 1..: 2: 0, 
P(k)/ P(l..:- 1) soit A-libre sur une base de cycles. Si JI= 0, (P, cl) est un 
(A, d)-module semilibre. 

(ii) Soit f: (1H, d) -+ (N, d) 1w morphisme de (iL d)-modules. Une résolution 
semilibre de f est une e.rtension semilibrt ( P, d) de (JI, d) mun·ie d ·un quasi
isomorphisme de (A, d)-modules (P, d) ~ (N. d) se restreignant à f sur 
(AI, d). 

(iii) Une résolution semilibre d'un (A, d)-rnodule ( N. d) tsf twe résolution sernili
b re d c 0 -+ ( N, d) . 

Nous pouvons alors énoncer la proposition sui\·ëulte: 

Proposition 1.2.3 

(i) Tout m.orphisme f: (1H, d) -+(X, cl) de (A. d)-modules admet une résoht
tion sernilibre (Q,d) ~ (S,d). En particulier. tout (A.d)-module admet 
une résolution scmdibre. 

(ii) Si (P, cl) est un (A, d)-module semdibre. alors Hom .. 1(P,-) preserve les 
q·uasi-isomorphismes. 

(iii) Si (.4.cl) ~ (B,d) est ttn quasi-isomorphisme d'adg. alors les modules 
différentiels gradués HomA(P, N) et HomB(P, A) sont aussi quasi-isomor
phes. 

Proposition 1.2.4 
Si (P,d) est ltn (A,d)-module semilibre et f (J!,d) -+ (.Y,d) 1tn quzsm de 
(A, d)-modules à gauche, alors : 

p f . p rV. ·'I ---+ p 1·êi ·\r A . '::."A 1~ .::. . .-1 : 

est encore un quism. 
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1.3 Le foncteur [ xt différentiel. 

1.3.1 Rappelons d'abord que, si R est un anneau, on utilise les résolutions 
projectives pour calculer ExtR( -,- ), le foncteur dérivé de Homn( -,-) : 

oü P* -=s. 111 est une résolution projective elu R-moclule J[ (qui permet de définir 
la différentielle D). Ceci est illustré par un exemple clans la section 4.3. 
Dans le cadre différentiel, il est classique de définir l'analogue Let* elu foncteur 
E:r:t~·* ( , ) : 

Définition 1.3.2 
Si (A!, dM) et (N,dN) .sont de.s (A,d)-module.s à gauche. et si (P,dp) -=s. (JH,c(u) 
e.st une (A, d)-résolation .semilibre, alors 

Cette définition est indépendante elu choix de (P, dp ). 

1.3.3 Si (P,dp) est une résolution (A,d)-semilibre d'un (A,d)-module (Q,dQ), 
alors HomA( P.-) est un foncteur exact. Donc de toute suite exacte courte de 
(A, d)-modules: 

0 --+ (A, ds) --+ ( M, d.u) --+ ( M;x, (1) --+ 0 

On en déduit la longue suite exacte: 

ç ti-l (') \! ) ... --+ '-· .r .4 l;; , i · ;s --+ 

--+ Lct~4 (Q, JI)--+ [.Tt~.1 (Q, .N)--+ [Tt'.1 (Q, M;v)--+ E:rt~.1 (Q, AI)--+ ... 

1.3.4 Ici, on s'intressera essentiellement au E.rtA (tc, /1). C'est un invariant 
de l'adg (A, d) comme le prouve la proposition suivante. Dans le cas où A = 
C*(X; IK), avec X CW-cornplexe fini, cet invariant a une interprétation topologi
que : c'est la cohomologie réduite de la fibre de Spivak (cf proposition 2.4.-l:). 

Proposition 1.3.5 
Si on a un quasi-isomorphisme d'adg augmentées A -=s. B, on peut alors identifier 
E:rt.4 (!K, A) avec E.rts (IY.:, B) via les isomorphismes : 
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1.4 Modèle de Sullivan, KS-extensions 

Dans cette section, nous ne rappellerons que les résultats, pour les démonstrations 
et détails. nous renvoyons à [18], [:32] et [9]. Nous travaillerons exclusivement sur 
le corps des nombres rationnels 'Q. 

1.4.1 Une a.lgèbre différentielle graduée commutative (adgc) est une adg telle 
que 

a.b = ( -l)lal.lblb.a 

Un morphisme d'adgc est un morphisme d'adg. On note ADGC la catégorie des 
algèbres différentielles graduées commutatives. 
Une adgc (A, d.4.) est elite r-connexe si .:4° = iQ et Ai= 0 pour 1 ::; i::; r. 

1.4.2 Soit v· un espace vectoriel gradué, :\1/ désigne l'algèbre graduée commu
tative engendrée par V. L'algèbre graduée,\ 1,. est le produit tensoriel de l'algèbre 
extérieure engendrée par vimpai,· avec l'algèbre symétrique engendrée par vpaiJ· : 

!\V= Exterieure(1rimp.) Symétrique(VP"''"e) 

Si l'espace vectoriel V admet comme base {v1 , ...• Un}, par com·ention, on notera 
alors A V par ,\( v1 , ... , un). 
On désigne par i\P\l le sous-espace vectoriel des mots de longueur p, et ;\2::PV 

l'idéal engendré par iV V, i.e. le sous-espace vectoriel des mots de longueur :=::: p. 

1.4.3 Un h~S-complexe est une aclgc (.\X, d), où X = X2:: 0 admet une base bien 
ordonnée {.ru} vérifiant chc. E .\(X< 0 ). Il est elit minimal si i ::; j implique 
1-rd ::; l;rJ 1 ; si (:\.\', d) est 1-conuexe (.\ 1 = O) cette condition est équivalente à 
l( -.;r) \>') F G .·\. C ; -- .·\ . 

1.4.4 Un modèle (minimal) de Sulli\·an d'une aclgc (A. c(.t) est un quasi-isomor
phisme p : (:H",d) ..::,_ (A.c/..1) oü (AF.d) est un KS-complexe (minimal). Si 
H 0 (A,dA) =''~alors (A.d4 ) admet un modèle minimal. 

1.4.5 Il y équivalence entre les deux catégories homotopiques : 

ApL 

ADGCiJ! 
<.> 

avec la paire de foncteurs adjoints APL est le foncteur de PL-formes rationnelles et 
< . > est le foncteur réalisation. De plus H"(X; Q) est naturellement isomorphe 
à H*(ApL(X)). Un modèle de Sullivan de APL(X) est appelé modèle de Sullivan 
de l'espace X. Tout espace connexe nilpotent admet un modèle minimal de 
Sullivan. 



1.4 .. MODÈLE DE SULLILLV. I\.5-EXTENSIONS 

Exemples 1.4.6 

1. Le modèle de Sullivan de cpoo est (Aa:2, 0) et celui de cpn est 
(:\(.r2,Y2n+l),d) avec ch= 0 et dy= xn+l. 

:2. Le modèle de su lli \·an de S 2
n+ 1 est (A ( ;C 2n+ I). 0) et celui de S 2n est 

(A(x2n 1 Y-Ill-tl• d) avec dx = 0 et dy= :r2
. 

1.4.7 Une I\:S-extension est l'analogue dans ADGC d'une fibration: 
Une KS-extension d'une aclgc augmentée A ~ Q est une suite de morphismes 
cl 'adgc de la forme 

(A, 5) ~ (A 0 AX, d) ~(A.\-, cl) 

où (i\X,cÏ) est un I\:S-complexe et clxo: E A i\(X<c,). Elle est dite minimale si 
le KS-complexe (:\X, J) est minimal. 
Le (A, 5)-module (A 0 i\X. d) est une extension semilibre. 

1.4.8 .-\toute fibration d'espaces 1-connexes 

B~E+--F 

on peut associer une KS-extension : 

(AX, dx) ,____..(;\X iSJ.\V, d) --+(.\Y, dy) 

oü (:\X, dx ). (:\X (J .\L d) et (.\1-. dl") sont des modèles de Sullivan respectifs 
de B, E et F. Tout comme pour les espaces, on a la longue suite exacte de 
cohomologie ct la suite spectrale de Serre associées à une ES-extension. 

1.4.9 Du point de vue de l'homotopie, il y a un lien très étroit entre 1r"'(X) 0 iQl 

et les générateurs du modèle minimal de Sullivan (i\V,d) de X: 

Hom~ (7i,.(X),:Ql) =V* 

Si l'on considère, par exemple, 8 2
" on retrouve la partie libre de ïi,.(S'2n) aux 

degrés n et :2n - 1 (cf 1 .4.6). 

1.4.10 La longue suite exacte d'homotopie associée il une fibration se traduit 
en modèle (cf [:20]) et S. I-Ialperin (cf [20], thm lA(iii)) a montré que si H"'(F;Q) 
est de dimension finie, alors le connectant est nul pour les degrés pairs. Y. Félix 
et S.Halperin ont généralisé ([7], thm III) le résultat au cas où cat0 ( F) est finie 
(la catégorie est finie si H"'(F;!Ql) est de dimension finie). 
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1.4.11 A tout espace 1-connexe X, on peut lui associer la fibration des chemins : 

x+-- PX+-- nx 

Ce qui se traduit clans ADGC par : 

(A V, d) ~ ( i\ V () A f>, D) --+ (, \ f·, 0) 

oü (!\·v, d) est le modèle minima.! de Sullivan de X et ( C")k = l"k+l (car ïT.Hl ();_·) = 
1r~,;(DX) ). 
On elit que (.\V,.SlAf>, D) est la clôture acyclique de (:\Ld). d'autre part(!\\/(':') 
A -ç·, D) est une résolution semilibre de l[Jl en tant que (Al/, d)-module. Cette 
résolution nous sera utile pour les calculs de [:Yi ( , ) (cf chapitre 4). 

Exernples 1.4.12 

1. Pour CP'x-, son modèle de Sullivan est (A:r2 , 0), sa clôture acyclique est 
(A ( .r, :r), D) avec D ;1; = x. 

2. Pour cpn, son modèle de Sullivan est ( ,\(.r2 ,.if2,+ 1 ), d), sa clôture acyclique 
est (A(:r, y, :1;, f)). D) avec D:ï; =:ret Df) =y- .ï·:rn. 

1.4.13 Soit un espace.\:- obtenu en attachant à un espace Y une n-cellule. On 
dit alors que X admet une cellule terminale. 
Il existe un modèle commutatif de X de la forme ( ,\ 1.-,:;:, ':J'tt, d) avec deg(u) = lu 1 = 
n, !\\l (le modèle de 1-) est une sous-algèbre, u.A+1.- = 0 = u2 , du= 0 et u n'est 
pas un cobord (cf [9]). On entend par modèle une suite de quasi-isomorphismes : 

On parle alors de cellule terminale algébrique. Sm '::_. les notions de cellule 
terminale et cellule terminale algébrique sont équi\·édentes. 

1.5 Modèle d'Halperin-Stasheff 

1.5.1 Halperin et Stasheff clans [22], section 3, donne la construction d'un 
modèle de Sullivan (AZ,d) de H*(X,·Q) en considérant H*(X,,Q) comme une 
aclgc en prenant la différentielle nulle. Ce modèle possède deux graduations, la 
première, haute, qui est le degré classique et la seconde. basse. elite filtrante qui 
est établie lors de la construction de ce modèle. 

1.5.2 Z0 est un espace vectoriel qui admet pour base les générateurs (en tant 
qu'algèbre) de H*(X. '':}:). L'espace vectoriel Z 1 admet une base en bijection avec 
les générateurs des relations avec une différence de l pour les degrés (hauts). On 
pose dz 1 = ,. où r est une relation. De nouveaux cocycles pell\·ent apparaître en 
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(bas) degré Lon introduit alors l'espace vectoriel Z2 ayant une base en bijection 
avec les générateurs de ces nouveaux cocycles avec une différence de 1 pour les 
degrés (hauts). On pose d:-:2 = c où c est un cocycle de (AZ:::; 1 , d) 1 . On continue 
ainsi de suite. C'est un modèle minimal de (H*(.X:, Q), 0), appelé modèle bigradué 
de X. 

Proposition 1.5.3 ({22}, .3.8.2) 
H"'(X, IQ) est noethérienne si et seulement si Z0 est de dimension finie. 

1.5.4 Il existe une difFérentielle D définie sur AZ, telle que (AZ, D) soit un 
modèle (pas forcément minimal) de X. D = d + d1 + d2 + ... ott di est de 
degré bas -(i + 1). Ce modèle s'appelle le modèle filtré. L'intérêt de ce modèle 
est multiple, étude de la formalité, même espace vectoriel pour les deux aclgc 
H"'(X, Q) et APL(X) ... 

1.5.5 Le modèle bigraclué nous permet de trouver une résolution "d'Eilenberg
Moore" de l()! comme H = H*(A)-moclule, (A, d) étant une aclgc. C'est une 
résolution projective (même libre) de 'ÜJ en H-moclules. Elle est construite à 
partir de la résolution acyclique elu modèle bigraclué (:\Z, d). Celle-ci est de la 
forme ( i\Z () AZ, cl), avec Zf = Zf~1

1 , notons t.p : ( :\Z 0 ,\Z, d) ~ Q. La résolution 
(,\Z®AZ, d) est un (AZ, d)-moclule semilibre, d'où, en tensorisant par ce module, 
le quism tj·: (H.O) ~ (i\Z.d), on obtient, d'après la propositionl.2.4, un quism: 

4; ®Az i\Z i\Z: H C·Az :\Z 0 1\Z = H 0 i\Z ~ (i\Z 0 AZ,d) 

En composant par t.p, on trouve le quism '1 : H 0 i\Z ~ iQ. En filtrant AZ par 
les bas degrés, on obtient la résolution cherchée : 

... ~ H Ci ( AZ h ~ H 0 (A Z h ~ H ~ ,0~ -Jo 0 

Il est facile de ,·oir que (AZ) 1 = Z 1 . (;\Z)J = A2 Z 1 ± Z2 , et ainsi de suite ... 
Cette résolution est très utile pour les calculs de Ext comme on le verra par 

la suite clans certaines démonstrations et exemples (cf section 4.:3 ou encore clans 
la preuve de la proposition 7.6.2). 

1.5.6 Illustrons ceci avec un exemple fort simple. 
Prenons (A. cl) = (A( u, u, w ), cl) avec du = clv = 0, dw = uv, lui = lvi = 2 et 

lw! = :3. C'est le modèle de Sullivan de CP:xl V cp·x·. L'aclgc est formelle, i.e. 
(A, cl) et H*(A) ont le même type d'homotopie, (A(u, u, w), d) est clone aussi le 
modèle (bigraclué) de H*( A). On a ici Z0 = {u, v} et Z 1 = {w }. Par conséquent, 
Z1 = {u, ü} et Z2 ={tv}. Nous avons du= u, clv = u et chü = w- vu. Un calcul 
rapide montre que H~(A) =Au :\v. La résolution est donc de la forme : 

cÏ f:T - ( \Z-) ,] J. H ... --+ 1C) i. i--+ ... --+ 

a.vec ( AZhi = { lL'i' u.üŒ,i-l} et (A z hi+! = { uŒ,i, uŒ,i}. La différentielle est définie 
par elu = u, elu = v et cZû) = -vu. 
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1. 5. 7 :\hintenant, nous allons donner un exemple de construction de modèle 
bigradué qui sera étudié au paragraphe 4.5.:3. 

Soit (A, d) = (i\( u. t', w, t). d) avec du= du= cite= 0, dt= uvw.lttl = lvi = 
2, 1 wl = :3 et ltl = 6. Les cycles sont unvm et un t'rn wt'-'. avec n ;:::: 0, nz ;:::: 0 et 
p ;:::: 0, les borels sont u"vmu.:tP, avec n > 0, m > 0 et p ;:::: O. La cohomologie 
est clone engendrée en tant qu'espace vectoriel par [u"vm], [vmwtP] et [unwtP], 
avec n ;:::: 0, m ;:::: 0 et p ;:::: O. En notant ti = [wt'], i ;:::: 0, on a finalement 
H"'(A) = A(u, r, t;);{ul'l;.t,t

1
}, la relation titj vient elu fait que w est de degré 

rmparr. 
Nous allons calculer le modèle bigradué de A. 
Il s'agit d'abord de déterminer les générateurs en tant qu'algèbre de H"'(A), 
cet ensemble est noté Z0 , ici 2 0 = {u, u, t;}. Les éléments de Zr éliminent les 
relations, en l'occurrence {uut;, l;tj }, on pose clone tc; et l;,j, 0 ~ i < j tels que 
dtu; = uvt; et dt;,j = t;tj, Zr = {wi, t;,j}. Les autres Z; sont introduits de sorte 
que seuls les cocycles qui restent soient ceux de la première colonne, par exemple 
Z2 contient un élément O:o tel que dao = toWo. 
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1.5.8 Ce modèle peut être représenté par le tableau suivant : 

... / 
Ls 16 

Utott 
L 2to.1 / t2 

t0 w1 - uvt0 •1 u 3t v3t 1' 1 

t 1w0 + uvt0 .1 u6t v6t o, 0 J.S 
3 L towo uv C1t0 .uuL1t1 

O:u.1 / L 4 wo, L1
w1 / 

Ü[O / 

L3oo.o / Lï 14 

lolo.! L1 fol1 
... / ta.o.t / L 1la,t / 

') •) 

wt1, v-tl 
u·5t v.st a, 0 13 

L 1 taexa.o L2tawo ttvl 1,avL3ta 
Ltj3 / L 2oo.o / w1 , L 3 wa / 

L6 12 

uvno,u- ~wJ lolt 

Î/ to 1 / L 1
t1 

u4 ta, v4to 11 

lonu.o L 1lawa w•L"t 0 

;3 / L 1
oo.o / L 2 wo / 

L') 10 

tl 
u3 t0 , v 3 to 9 

tau·o uc L 1 la 

oo.o / Uwo/ 
L4 s 

2 2 ut0 ,vta 
u.l'lo 1 

Wo / 
L3 6 

L 1la .s 
[2 = u2. uv, v2 4 

ta :3 
L1 = u,v 2 

3 2 1 0 
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Chapitre 2 

Espaces de Gorenstein 

Dans tout ce qui suit espace signifie espace 1-connexe dont la cohomologie est de 
type fini. 

2.1 Introduction, algèbre co1nmutative. 

2.1.1 La terminologie de Gorenstein vient de l'algèbre locale. 
Soit (A, rn) un anneau local, rr: = A;m son corps résiduel. Un anneau de Gorens
tein (cf [:3]) est un cas particulier d'anneau de Cohen-:\[acaulas• qui est défini 
comme suit. 

Soit cl la dimension de Krull de A alors A est un anneau de Gorenstein si : 

l. E i (~ '') { 0 i =/:- d cun .rt .. 1 !0.:,,'"1 = 1 i = d. 

On se place maintenant clans le cas particulier d'un anneau gradué. 
De bonnes références sont [5] et [25]. Soit H une algèbre commutative graduée 
fini ment engendrée (noethérienne). 

2.1.2 Un élément f de H est elit régulier clans H, si Ann(I) est nul, il est 
évident que f a un degré pair. 
Une suite (/1 , ... , .fn) d'éléments de H est elite régulière si, pour tout i, fi est 
régulier clans Hfu1 •... ,J,_t)· 

2.1.3 La dimension de Jù·ull de H est n si H contient ·~[:r 1 , ···,x,] et H est un 
module finiment engendré sur ''Jl[x 1 , · · ·, :z:,J 
H est de Cohen-Macaulay si il existe une suite régulière (/1 , ... , fn) telle que 
H / (h .... ,Jn) est de dimension finie, alors on a KclimH = n. 

Plus particuli(•rement, si il existe une suite régulière (/1 , ... , fn) telle que 
Hf(fr, ... .fn) satisfasse la dualité de Poincaré, on elira alors que f-I est de Gorenstein. 

19 
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2.1.4 Le socle de H est l'intersection de tous les annulateurs, i.e. c'est l'ensem
ble des éléments w tel que w.H =O. 
Si H est de Gorenstein avec un socle non nul, alors H satisfait la dualité de 
Poincaré. 
En effet, il n'existe aucun élément régulier puisque le socle est clans l'annulateur 
de n'importe quel élément. 

2.2 Définitions et premières propriétés 

Par analogie, Félix, Halperin et Thomas dans [8] ont posé : 

Définition 2.2.1 
Une algèbre dzjférentielle graduée (noté adg) est dite de Gorenstein sur un corps 
[-<:si [:rt(A.d) (IV=, (A, d)) est de dimension un. 

Définition 2.2.2 
Un espace topologique X est dit de Gorenstein surI!~ si l"adg ( Cx(X, K), d) est de 
Gorenstein sur!:"=. 

Remarquons qu'à un espace topologique X, on peut aussi lui assoc1er l'adg 
( Cx(DX, IK), 8). le théorème suivant nous montre que le choix de l'adg n'importe 
pas. 

Théorème 2.2.3 ((8}. Théorème 2.1) 

2.2.4 L'algèbre H*(X. i:C) peut être considérée comme une aclg en mettant uuc 
différentielle nulle. Le [;rt ( -,-) différentiel coïncide alors a\·ec le Ext classique. 
En généraL la suite spectrale de Eilenberg-Moore converge : 

E p.q - E •fp,q (T'Z }!x (A· y,.r)) --------'- C ·tp+q (Y 4_· ) 
2 - X ff•(A;K) iêc, , uc ----,.- <--.(. ,-1 JL,. 

en particulier, si on suppose que l'adg A est isomorphe au dual (gradué) d'une 
certaine coalgèbre (notons que c'est le cas pour A= Cx():.-;IK)). 

De cette convergence, on en déduit immédiatement : 

Proposition 2.2.5 ({8}, prop S.:J(ii)) 
Soit A une adg telle que Hi( A) .soit de dimension finie pour tout i 1 si Hx(A) est 
de Gorenstein, il en est de même pmtr A. 

La réciproque est Causse en général (section LLS) même si on suppose que 
Hx(A;K) est noethérienne en tant qu'algèbre (exemple 4 .. 5.1). 
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2.3 Complexes de Poincaré 

2.3.1 Les espaces de Gorenstein généralisent les complexes de Poincaré, on va 
rappeler quelques notions et la définition de complexes de Poincaré. 
Les chaînes ( C*(X, Œ~), d) forment un ( C"(X, K), d)-moclule via le cap produit : 

.r 0 o: f---+ .r n o: 

On a la formule de dualité : < :ru y, o: >=< :t, y no: > ou u désigne le eup 
produit. Le crochet passe à l'homologie : 

< > H*(X, rr.) ® H .. (X, rr.) ~ Ii': 

:r ® o: f---+ < :r, o: > 

Définition 2.3.2 
Soit X 1Ln CTV-comple:re de dimension n, on dit que ):.· est 'ltn comple:re de 
Poincaré s'il existe fl E H,(X. K.) tel que : 

ntt Hx(X, ]{=) -----'r Hx(X. ~:) 
J' f---t :r n JL 

.soit un i.so mo rphis rn e. 

2.3.3 Comme on travaille sur un corps, cela signifie que H"( X, K) =!Ku.: et qu'il 
existe pour tout i, 0 :::; i :::; n, un isomorphisme : Hi(X, Z) -+ H"-i(X, K.) qui, à 
une classe .r, lui associe son dual :cv tel que x U :rv =w. 

2.3.4 Tous les résultats de ce travail sont clans le cadre rationnel, il est impor
tant de distinguer complexes de Poincaré et espaces dont la. cohomologie sur un 
corps donné, en l'occurrence 'Q), satisfait la dualité de Poincaré. Un complexe 
de Poincaré a sa cohomologie sur n'importe quel corps qui vérifie la. dualité de 
Poincaré. Nous nous intéresserons plutôt aux espaces dont la cohomologie ra
tionnelle satisfait la dualité de Poincaré, l'ensemble de ces espaces sera noté DP. 

2.4 Fibre de Spivak 

Soit X un sous-complexe de dimension n de 2n+k. 

Définition 2.4.1 {31} 
La fibre de Spivak, Fx, est la fibre homotopique de 1 'inclusion d1t bord d'un UOI-'31-

nage régulier de X. 

A suspension près, c'est un invariant homotopique de ){. 
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Proposition 2.4.2 {81} 
Soit .Y tm comple:re fini 1-conne.re. 

Fx est une sphère homotopique si et seulement si.\- est un compleu de Poincaré. 

2.4.3 Prenons un exemple simple, X = 8 1
, pour la fibre de Spivak : 

Tore plein Tore vide Fibre homotopique 

En effet, le tore vide a le type d'homotopie de 8 1 x 8 1 et le tore plein celui de 
5' 1

, il est facile de voir que l'inclusion est la projection suivant un cercle, la fibre 
est clone 8 1. 

Proposition 2.4.4 ({8}, corollaire 1.2) 

Ce qui a pour corollaire que les complexes de Poincaré sont des espaces de Go
renstein, plus précisément : 

Théorème 2.4.5 ((8}. thm 3.6) 
Sod X un espace de Gorenstein sur lK. 

Hx(X. Be) est de dimension finie si et seulement si fiX( X.:?::) satisfait la dualité 
de Poincaré. 

2.5 Fibration 

2.5.1 Introduction 

Goettlieb ([16]) a montré que pour une fibration F' --r E ~ B de complexes 
finis, les fibres de Spivak vérifient FE:::::: FF *Fa, oü * est le joint, en particulier 
si deux des fibres sont des sphères, il est clair que la troisième est aussi une 
sphère (une sphère est caractérisée par son homologie). d'oü E est un complexe 
de Poincaré si et seulement si B et F sont des complexes de Poincaré. Félix, 
Ha.lperin et Thomas dans ( [8]. thm :3.4) en ont donné une version 1Q-locale, dont 
les hypothèses ont été affinées par Murillo clans [27] dont voici l'énoncé : 

Théorème 2.5.2 
Soit F ~ E ~ B ttne .fibraüon d'espaces simplem.ent conne.res telle qtte l'tme des 

deu:r hypothèses suivantes soit vérifiée : 

(i) Hx(F. ( 1
) est de dimension finie. 

(ù) h'x(F) •Q est de dimension finie et r.x(p) <Ll •Q est surjectice. 
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Alors on a un isomorphisme e.rplicite : 

<.p E;rtc•(B:,~l (Q, Cx(B; 1Ql)) 0 E.Tfc·(F:ffcl (Q. C"'(F; rQ)) 

~ E:ctc•(E:!Ql (Q, C'"(E; rQI)) 

En partintlier, E est un espace de Gorenstein sur 1Ql si ct seulement si B et F le 
sont. 

Ce théorème n'a d'intérêt que si l'on connaît des espaces de Gorenstein autres 
que les complexes de Poincaré. 

Proposition 2.5.3 ({8}. proposition .J.4) 
Soit X un espace 1-connc.re tel que ïT,..(X) :) Q est de dimension finie, alors .\· 
est de Gorenstein sur Q. 

2.5.4 Un espace X tel que 7r,..(X)GQ est de dimension finie admet un modèle de 
Sullivan de la forme (i\{/.d) avec V de dimension finie (cf 1.4.9). En particulier, 
comme on le vérifiera par le calcul clans la chapitre 4, CP 2 et CP'X) sont de 
Gorenstein. 
On verra clans la chapitre .5 que, grâce à ce théorème. on peut construire des 
sous-ensembles de l'ensemble G des espaces de Gorenstein qui admettent des 
propriétés intéressantes vis à vis de l'évaluation. 

2.6 Dimension formelle 

2 .6.1 Introduction 
La dimension formelle est égale à. la dimension classique lorsque celle-ci est 

finie comme l'illustre la proposition 2.6.:3. Elle est avant tout définie à partir de 
l'invariant E:rt.1 (Z. A). Elle s'exprime en outre de façon explicite en fonction 
de la partie libre des groupes d'homotopie lorsque l'homotopie est finie (propo
sition 2.6 .. 5). Elle est parfois négative (voir les exemples de calculs). Enfin, pour 
les espaces de Gorenstein. elle est finie et se comporte bien avec les fibrations 
( .t. JG~) propos! IOn :.. . 1 . 

Définition 2.6.2 ({8}, section .5) 
La dimension formelle d'une adg A notée fel est : 

fel (A, f:C) = sup{T E ll/ [ E;rtA (IK, A)]" =/- 0}. 

Si Ext,4. (rr:. A) =O. on pose fel (A) = oo. 

Proposition 2.6.3 ({8},proposition 5.1) 
Si H'"(A, K) est de dimension finie alors 

fel (A,IK) = sup{r EN/ H~"(A,TK) =/- 0} 
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Proposition 2.6.4 
Sod (A, d) une adg de Gorenstein, alors fel (.4, JK) 
engendré par la classe [f]. 

lfl ou E:rtA (lK, A) est 

Preuve: fel (A.,IK:) ={rE=/ [ E:rtA (lK, A)]'"#- 0} = lfl • 
La proposition suivante est une généralisation d'une formule de S. Halperin 

clans [19] pour les complexes de Poincaré dont l'homotopie est finie (ici tout est 
rationnel). 

Proposition 2.6.5 (Proposition 5.2 de {8}) 
Si 7r~(X) 0 '':J' est de dimension finie alors 

fel (x; 'Qll = :L 1 ;t ;~ - :L (Jr i 1 - 1) 
l.z:, limp. IT, !pairs 

o1t les {;ri} forment une base de ïT"'(X) 0 Q. 

2.6.6 Eremples de calculs : 
Cette proposition nous permet de trouver, par exemples : 
fel (CP 11

) = 2n + 1- 1 = 2n ou encore fel (CPx·) = -l. 
Ceci montre que la dimension formelle peut être négative. Attention, une di
mension formelle positive ne signifie pas pour autant que la cohomologie est de 
dimension fiuie. il suffit de prendre le modèle de .5.:3 x cpc-::· : (A(:r2 , :t:3 ), 0). un 
calcul a la portée de tous finit de nous convaincre. 

Du théorème 2 .. 5.2, on en déduit : 

Proposition 2.6. 7 
Soit une l\.S-e.rtension d 'adgc simplement conne:z:e de type fini : 

(:\X, 8) ,___.. ( AX 0 A Y. d) ____, (:\V, cl) 

(AX, 8) et (i\Y, cl) étant minima1u. 
Si l'une des hypothèses suiuantes est vérifiées : 

(i) H"'(i\X, 'Q) est de dimension finie. 

(ii) X est de dimension finie et (i\X c?J i\.V, d) est minimal. 

alors : 
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2. 7 Algèbre commutative (le retour) 

Nous nous plaçons maintenant clans le cadre des adgc et de l'algèbre commutative, 
nous pouvons déjà énoncer un résultat dont la prem·e nécessite des arguments de 
ces deux domaines : 

Théorème 2.7.1 
Si H"(A;Q) est de Cohen-Macaulay et (A,d) une adgc de Gorenstein alors H~(A;Q) 
est de Gorenstein sur 'Ql. 

Pour la preuve du théorème on utilisera le lemme suivant 

Lemme 2.7.2 
Soit (A, d) 1tne adgc de Gorenstein et j un élément régulier de H~(A; Q) alors il 
e:riste une l\.S-extension 

(A, d) ,____._ (A 0 1\J.:, D) ----+ (. \ ( .r). 0) 

telle que (A0i\:r,D) soit de Gorenstein surcCJ! et H~(A .\.r;Q) = H~(A;Q)/ul· 

2. 7.3 Preuve du lemme :2.7.:2 : 
Pour plus de commodité, on notera Hx(A) pour H~( A: Qi). 

On définit :r et la KS-extension en posant D:-,; = tc où tc est un cocycle de A 
représentant f. Comme f est régulier, il est de degré pair, par conséquent celui 
de :7: est impair. Les hypothèses du théorème :2 .. 5.:2 étant satisfaites, on conclut 
que (A0 A:L D) est de Gorenstein sur Q. D'autre part. la suite spectrale de Serre 
associée à cette KS-extension nous donne 

et le fait que f soit un élément régulier nous permet de conclure. • 
2. 7.4 Preuve du théorème 2. 7.1 : 

Il existe une suite régulière (f1 , ... , fn) telle que H~(A)/u1 , ••• ,Jn) soit de dimen
sion finie. On définit, par récurrence, comme dans le lemme 2.7.:2 des éléments 
:r 1 , ... , Xn et une suite de KS-extensions 

telle que i = 0, ... , n, A0 = A, di+ 1:ri soit un représentant de fi dans H"'(A;) = 

H*(A)/u1 , .... ft-~) et les :ri soient de degré impair. Le lemme nous affirme que les 
(A;, d;) sont de Gorenstein et H*(An) = Ir(A)/u1 •••.• f,.) est de dimension finie. 
Comme H*(An) est de dimension finie et An est de Gorenstein, on en conclut, 
d'après le théorème 2.4 .. 5, que H*(An) satisfait la dualité de Poincaré et, par 
conséquent, H*(A) est de Gorenstein. • 
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Chapitre 3 

L'application d'évaluation 

3.1 Introduction 

3.1.1 L'application d'évaluation a été introduite par Félix, Halperin et Thomas 
clans [8] de façon algébrique, c'est une application linéaire de [J:tA (!K, A) clans 
H*(A,K), c'est un invariant (cf prop. :3.:2.2). A. Murillo [28] donne d'autres 
interprétations de l'application d'évaluation en termes d'algèbre homologique. 
Dans [11], on trouvera une interprétation géométrique basée sur la construction 
elu fibré de Spi\·ak. 

3.1.2 Il intéressant de savoir ce que signifie l'évaluation non nulle. En fait, 
"l'évaluation non nulle" est une notion intermédiaire à ·'il existe une classe de 
cohomologie dont un représ~1tant annule A+ = ker ~·· et à ''il existe une classe 
de cohomologie qui annule fr(A,l!:.)" (cf prop. :3.3.-5). Par exemple, elle est non 
nulle pour les complexes de Poincaré (cor. 3'.:3.15) ou plus généralement pour les 
espaces admettant une dernière cellule (prop. :).-1:.1 ). 

3.1.3 Pour les espaces de Gorenstein, le [;rt est de dimension un, l'importance 
de l'évaluation non nulle en est agrandie. En effet, il est conjecturer que l'évalua
tion non nulle soit équivalent au fait que la cohomologie satisfasse la dualité de 
Poincaré, ce pour les espaces de Gorenstein. Il est à noter que sans l'hypothèse 
Gorenstein, ceci est faux, il suffit de prendre le vveclge de deux sphères. 

3. 2 Définitions et premières propriétés 

Soit (A, cl) une algèbre différentielle graduée augmentée (adg). 

Définition 3.2.1 ([8}) 
L'application rL 'évaluation est une application linéaire : 

evA : E.rt.--~. (K, A) --+ lr( .4) 

27 
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qui à un élément [f] de E:-c(4. (1Q, A) représenté par un cycle f : P --+ A 
(P étant une résolution A .semilibre de 1Q), lui associe ev.4.([j]) = [f(p)] où p 
est un cocycle de P représentant 1. 

Soit (A,d) ~ (B,d) un quasi-isomorphisme d'adg augmentées, on a vu (cf 1.:3 .. 5) 
qu'il induit un isomorphisme ErtA (lK, A) ~ E.rt3 (K, B). 

Proposition 3.2.2 
Si on a (A, d) ~ (B, d). alors le diagramme suiuanl commute : 

E:rtA (Il. A)----- E:rt B (Z, B) 

ev.1 l leva 
H~(A,K) ~ H*(B,K) 

on peut alors identifier evA et ev B. 

Définition 3.2.3 
Pour un espace topologique 1-conneu S. ev s dé.signr evc•(S). 

3.2.4 La proposition permet d'écrire, sur Q : 

où (AX, cl) est le modèle minimal de Sullivan de S. 
Si on se réfère aux deux exemples que l'on étudiera au chapitre '1, on trouve 
immédiatement lm evcp"" = 0 et Im evcp" = [;l;'t]. 

D'autre part, comme on a vu pour les espaces de Gorenstein, à un espace 
topologique, on peut associer une autre aclg ( C.(DX, K), 8), l'application 
ev(C.(OX.EPl n'est pas intéressante. mais on va définir un analogue pour les cha.înes 
qui est utile. 

Définition 3.2.5 (cf {11},:!.4) 
Soit t: l'application linéaire : 

qui à un élément [.f] de Ext(c.(OX,K},S) (K, (C .. (DX, IK), 8)) représenté par un cycle 

(P étant une résolution C.(fL\,K) semilibre de K), lui associe le morphism.e de 

H*(.\, TJ{) dans IY.: (donc un Élément de fi"(.\·, K)) définit par : 

où p est 1 'application constante et q l'augmentation canonique C.(DX, P:) -+ 

Co(DX, IL) ~ rr:. 
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3.2.6 Cette définition est la version duale de la définition de l'évaluation. Ici, 
s([f]) sera non nulle si 1 a un antécédent. Ceci sera illustré clans le paragraphe 
sur les cellules terminales. Cette dualité s'exprime par le diagramme suivant : 

Proposition 3.2. 7 
Le diagramme suivant commute : 

E:rt(c•(X,Jr=),d) (Z, ( C*();.-, ~), d)) ---- E.û(C.(IlX.1h),6) (fr:, ( C*(DX, IK), 8)) 

evx j j s 

Jr(X. K) ===========H*(.':(, IK) 

L'isomorphisme est celui du théorème !2.2.S. 

3.3 Le socle 

Soit A ~ JK: une aclgc augmentée. 

Définition 3.3.1 

socle (,4) = {w E A/ u..•.ker s = 0} 

De la définition, on en déduit immédiatement la proposition suivante : 

Proposition 3.3.2 
Soit Z 0 l'ensemble des générateurs de A en tant qu'algebre, on a 

(w E socle (.A))<=? (w.:-o = 0 Vzo E Z0 ) 

Proposition 3.3.3 
Soit Hune algèbre graduée, (H*(A) par e:remplé), alors: 

Ext~j- CV:, H) =socle ( H) 

3.3.4 Pr·euve de la proposition S.3.3 : 

Nous nous plaçons clans le cadre rationneL la preuve ne perd en rien sa 
généralité. Prenons la résolution projective de 'G induite par le modèle bigradué 
de H (cf le paragraphe 1.5 .. 5 ). Les éléments de E:rt~- ({}:. H) sont les applica
tions H-linéaires f: H -+ H telles que f o cl: H 0 (:\Zh -+ H soit nulle. fest 
uniquement déterminée par l'image de 1, par conséquent, pour tout élément :- 1 

de (AZ) 1 = Z 1 , on a cfz1 .f( 1) = O. Or, cLZ1 = Z0 est l'espace vectoriel dont une 
base est formée des générateurs de H en tant qu'algèbre. La proposition :3.:3.2 
nous permet de conclure. • 
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Proposition 3.3.5 
On note S(A) l'ensemble des cycles non triuiatu de socle (A), on a alors les 
inclusions strictes .suicrwte.s : 

S(A) C lm ev.\ C socle (Hx(A,IK)) 

La proposition peut se traduire par : 
"L'évaluation non nulle" est une notion intermédiaire à "il existe une classe de 
cohomologie dont un représ_~!ltant annule A+ = ker .::" et à ;'il existe une classe 
de cohomologie qui annule fi* (A, K)". 

3.3.6 Preuue de la proposition 3.3.5 : 

• La première inclusion. 
Soit w un cycle non trivial de socle (A), i.e. on a cc:.A+ = 0, du..J = 0 et i.~c' n'est 

pas un borel. Soit P ~ IK, une résolution /t semilibre de K 

Posons fE (HomA(P, A); D) définie par: 

f: lt--7W 

p f--7 0 

Le fait que 0.-' soit un cycle et un élément du socle nous donne 'D f = O. 
Supposons qu'il existe g tel que f ='Dg, on aura en particulier: 

;.,_• = 'Dg(l) = Dg(l)- (-t)blg(d(l)) = Dg(l) 

alors w serait un borel. ce qui est exclu par hypothésc. Donc [f] est un élément 
non nul de t.rtA (KA) tel que ev .. t([f]) = w f O. 

Cette inclusion est stricte, il suffit de prendre le modèle de Sullivan de 5 2
. 

Remarque : Si w E socle (A) , alors d0.-• E socle (A), d'où la nécessité de 
l'hypothèse ··cycle non trivial". 

• La deuxième inclusion. 
Soit a E Im (ev:~). a non nul. Par définition o = H(f)fy] = [f(p)] pour un 

certain fE Hom.4.(P, A). Soit ;3 = [<T>] E ff+(A), montrons que o:./3 = 0 : 

o.,8 = [<T>.f(p)] = ( -l)l<t>llfl [f(<I>.p)] = ( -l)l<t>II!IH(f)[<T>.p] 

or [<I>.p] E ff+(P) =O. par conséquent o:./3 =O. 
Cette inclusion est stricte, comme le montre l'exemple 4 . .j.l. • 

Corollaire 3.3. 7 
lm evf/*(.4.) = socle (fr( A)) 

Lemme 3.3.8 
Soit (A, d) une adg dr Gorenstr:in .sur <C~. Si ev .. 1 f O. alors il e:ciste un élément 
du socle de Hx( A) donl le degré r:.st e:racternent la dimension formelle de A. 
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3.3.9 Preuve du lemme 3.3.8 : 
En effet, d'une part fel (A) = lfl d'après la proposition 2.6.4, où Ext.4 (Q, A) = 
<lJ![f] ; d'autre part w = [f(l)] = ev.4.([f]) est un élément du socle d'après la 
proposition 3.3 . .5. On en conclut que lwl = lfl =fel (.4). • 

Remarque 3.3.10 
La réciproque est fausse, comme l'illustre l'exemple cL.5.:2. 

Corollaire 3.3.11 

3.3.12 Preuve du corollaire 3 . ."3.11 : 
C'est une conséquence directe du corollaire :3.3.7 et de la proposition :3.:3.:5. • 

Proposition 3.3.13 
Si H(A) est finie, n le plus grand entier tel que Hk(A) -=/:- 01 alors Jr(A) C 
Im ev.4.. 

3.3.14 Preuve de la proposition S.S.l:J: 
On pose I = A_>n EB C où C 0 ker cl = An, I est ac.ycliq ue, clone on a un 

quasi-isomorphisme A ~ Ap. d'où, d'après la proposition :3.2.2, ev..~ = evA./!" 

D'autre part, (A/If c socle (A11) et 

La proposition :3.3 .. 5 nous permet cl 'écrire : 

S(A;I) ClmevA;r 

On en conclut donc que : Hn(A) C Im ev_.1. 

Cette inclusion est aussi stricte, il suffit de prendre une aclg qui ait des 
éléments de S(A) de degrés différents, avec H*(A) finie. • 

De la proposition :3.:3.1:3, on en déduit immédiatement : 

Corollaire 3.3.15 
Soit X un espnce dont la cohomologie H*()(, Ir:) satisfait la dualité de Poincaré, 
alors ev x -=/:- 0. 
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3.4 Résultats sur l'évaluation non nulle 

Le premier résultat sur l'évaluation non nulle est donné par Félix, Halperin et 
Thomas clans [8] : 

Proposition 3.4.1 ([8}, proposition 1.6) 
Soit ..-Y = YU f en un espace obtenu en attachant à llll espace 1-conne.re Y une 
n-ccllule (n 2: 2) et a: E Hn(X:rz) la classe caractéristique de en. 
Alors a est dans l'image de evx. En particulier, si a: f. 0, alors !rn evx f.O. 

Cette proposition nous permet de construire facilement des exemples d'espaces 
dont l'évaluation est non nulle, en particulier des bouquets. 

Dans la sui te de ce paragraphe, on travaillera exclusivement sur le corps de 
nombres rationnels !Ql. 

Aniceto l\Iurillo a prouvé deux résultats importants [2SJ : 

Théorème 3.4.2 ({28}. théorème A) 
Soit S'un espace topolo,r;ique 1-conne.œ tel que ïT,.(S') ~ "~ sod de dimension finie. 
Alors les propositions . .;;uiuantes sont équivalentes : 

(i) fr(S; 'Q) est de dimension finie. 

(ii) evs e.st non nulle. 

Nous donnerons une généralisation de ce dernier clans la section 7.2. 

Théorème 3.4.3 ({28}. théorème B) 

Soit F ---> E ~ B une .fibration d 'espace.s simplement conne:res. 

(i) Si H"'(F; ·Q) est de dimension finie, alors 

ev B f. 0 => evE f. 0 

(ii) Si ïT,.(F) :Q est de dimension finie et ïT.(p) 0 Q .szujectivc. alors 

evE f. 0 => ev F f. 0 

Un moyen mnémotechnique pour retenir ce dernier théorème : 
·'ça va clans le sens inverse des flèches" 

Ces deux théorèmes se traduisent clans ADGC par 

Proposition 3.4.4 
Soit (AV, d) un KS-comple:re tel que V est de dimension finie. Alors les proposi
tions suiuantes sont équiralentes : 

(i) H"(:\ V; Q) est de dimension finie. 
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(ii) evAv est non nulle. 

Proposition 3.4.5 
Soit (A,d) ~(A Al',D)-+ (Al-.D) une [\'S-e.rtension d'adgc 1-conne:res. 

(i) Si H*(A \') est de dimension finie. alors 

(ii) Si V est de dimension finie ct ïï*(p) c;?!) iQ injective. alors 

Tout comme pour les espaces, un moyen simple de retenir ce théorème est de 
remarquer que "ça \'a clans le sens des flèches". Le théorème suivant est un des 
buts principaux de cette thèse : 

Théorème 3.4.6 
Soit X un espace de type GN tel que ev x =F O. alors fi•(.\, iQ) est de dimension 
finie, i.e. H"(X, 0!) satisfait la dualité de Poincaré. 

ol.t GN désigne un ensemble large d'espaces de Gorenstein, qui contient notam
ment ceux dont la cohomologie est noethérienne. 
Finissons avec un lemme qui nous servira clans la. démonstration elu théorème 
:3.4.6 : 

Lemme 3.4.7 
Soit (A,d)- (i-l ·:S· A(x), D) -+ (.\(x).O) une [\'S-c:rtcnsion, avec :r de degré 
1 rn pm r. 

Si A est une a dg de Go re nste in et si e u.1 =F 0 alors A A (;r) est tlii e a dg de 
Gorenstein et eu.-\,;JA(x) =F O. 

Preuve : C'est une conséquence immédiate du théorème :2.5.2 et de la proposition 
:3.4 . .5. • 

3.5 Cellules terminales 

Définition 3.5.1 
On dd qu'un espace X rzdmet une dernière cellule si il est obtenu en attachant 
une (n + 1 )-cellule à 1Ln espace Y. On écrit X = :v Uü en+l où et : S" -+ Y est 
l'application d'attachement. 

En algèbre, !"analogue est la. notion de cellule terminale algébrique, en ADGC 
cela. donne : 
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Définition 3.5.2 
Une adgc (.A, d.4.) admet une cellule terminale algébrique si il existe un modèle 
commutatZf" de la forme (AV ffi \Qlu,d) avec /u/ = n, ;\\lest une sous-algèbre, 

tl E socle (A\,. ffi ((Jlu, du = 0 et tl n'est pas un bord. On entend par modèle, une 

suite de quasi-isomorphismes : 

(AV ffiQu,d) ~.--=-.. (A,d4 ) 

Proposition 3.5.3 ({9}, proposition 1J.11) Soit X un espace topologique q1à ad

met une dernière cellule, alors il e:~:iste un modèle commutatif de X qui admet 
une cellule terminale algébrique. 

Théorème 3.5.4 
Soit un espace de Gorenstein 1-conneu de type fini. 
Si il admet une cellule terminale alors sa cohomologie qui satisfait la dualité de 

Poincaré. 

3.5.5 Avant de prouver le théorème, nous allons traduire en modèle le fait qu'un 
espace admette une cellule terminale ([11], l..S). 

L'objet algébrique qui modélise le mieux la structure de C\V-complexe X = 

U:~: en est le modèle d' .-\clams-Hilton (TF, d) ( [1]) que nous prendrons à coefficient 
dans un corps !Y.:. L'espace vectoriel gradué V admet une base Vc, en correspon
dance bijective avec l'ensemble des cellules ea, /va/= /ec,/- 1. La différentielle d 
est induite par les applications d'attachement. 

La cohomologie réduite de x· est isomorphe à la suspension de la cohomologie 
elu complexe Hom+((i .. d1),IY:) où d1 désigne la partie linéaire de la différentielle 
d. Cette construction montre que : 

Proposition 3.5.6 
Si X = :v Uc, en+l e.-;t an espace qui admet une dernière cellule. son modèle 
d'Adams-Hilton est de la forme (T(l,-) U TIC:r,D) où (T(\.),D) est le modèle 

d'Adams-Hilton de Y, D:r E T(V) et .r est de degré n. 

3.5.7 Preuve du théorème 8.5.4 : 

Avant de commencer les hostilités, remarquons qu ïl suffit de démontrer que 
H•(X, K) est de dimension finie (cf thm :2.4.:3 ). 

• Les hypothèses 
Nous prenons bien évidemment les notations de la proposition :3..5.6, on a donc 
un qu1srn 

(A,D) = (T(V) UIY.::<:,D)--=-.. (C.(f!X,t=),8) 

On décompose V de la manière suivante : 

V= V(O) ffi ... ffi V(i) ffi ... , DV('i) E T(\l(s; i- 1)) 
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On peut construire une (A, D)-résolution semilibre de lK de la forme (P, D) = 

(A 0 ( IK ffi s V ffi 8 x), D) avec D su = v - 8 ( D v). 
Considérons l'application A-linéaire ft définie par .f1(s.r) = 1 et f 1 (sV) =O. 
Cette application est clairement un cycle. Ce n'est pas un borel car sa: n'est pas 
clans DsV. (On retrouve ici le fait que l'évaluation est non nulle). On a donc 

E:c(4 (P, A)= r-c.[ft] 

L'idée est la suivante : nous allons montrer que pour tout i et pour tout y de 
V(i), on a jyj :S ja·j, ceci prouvera que la cohomologie est finie (on a supposé X 
de type fini). 

• A propos elu E:rt 
De la courte suite exacte : 

0 ~ (A,D) ~(Ac~ (IK9 sV(O)),D) ~(A sV(O),D) ~ 0 

on en déduit une longue suite exacte de E:rt (cf paragraphe 1.:3.:3): 

ç 0 ti ( ,-/- 4' ) ç 0 ti ( ;;-- 4 .~, ( ,,.,- '7 .. ·, \/ ( 0) ) ) 0 ç 0 fi ( '7 ·1 ,-,\ ( '1 f ( 0) ) ) ... --+ '-·-2 .4 '-'-•. ---+ '-··L .4 __ , . . :_.· u.\J:'·~ · ___, <-·.1 'A '-'-: ."1·.:_., .~ · ---+ ... 

Or A est de Gorenstein donc les E.rt~4 (Y.:. A) sont nuls sauf pour i = n. D'autre 
part D.sV(O) = 0, clone E.z:t~4 (Z, A (sV(O))) = E.rt~.1 (!?.:,A) (s\/(0)) est lui 
aussi presque toujours nuL L'hypothèse 1-connexe nous assure que sv(O) sont de 
degré plus grand que 1. On obtient finalement que 

(2: ffi sV(O))) = ExfA (lK, A) 0 (?: 8 s1•.(0)) = [f1] 0 (IK ffi sV(O)) 

De la même façon, on montre 

s1'(i))) 

= Ex(1 (::-::,A) Cl (IY: ffi s\.(0) 2 ... ~ sV(i)) =[ft] (Z '±! .sV(O)@ ... ffi sV(i)) 

• l\Iontrons jyj :S j::rj 
Soit y E V(i), on a D(y- s(dy)) = O. L'application A-linéaire fv définie par 
fv(sx) =y- s(dy) et fv(sV) = 0 est un cycle de 

Hom((P, D). (A ·?J (IK a .sV(O) EB ... ffi s1"(i- 1)), D)) 
Comme il n'est pas de la forme Ut] (rrc e slf(O) -3 0 0 0 ffi sV(i- 1)), c'est 
nécessairement un borel. Posons g telle que Dg fv, on a donc 
Dg(sx) = Dg(s.r) ± a:g(l) ± g(sDa:) =y- s(dy). On écrit 

q D >' - "\"" ''L'' "('-·- •t- ~ L t•'- t 

avec w; E T( 1·). Soit la projection 
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On a alors 

!J = IT(y- s(dy)) = IT(Dg(s:r) ± :cg(l) ± g(sD.r)) = IICrg(l) ± L w;.g(svi)) 
v; EV 

Il reste à remarquer que les II(w;) sont clans v:::lrl. Ceci prouve clone que pour 
tout élément y de V(i), on a JyJ ::; J;rJ. • 



Chapitre 4 

Calculs de [xi et exemples. 

Dans ce chapitre, on effectue des calculs de Ext, ons 'aperçoit rapidement que les 
calculs sont très pénibles. 

4.1 Etude de C'P00 

Notre but est de démontrer que cpx· est de Gorenstein (cf définition 2.2.1), il 
faut donc montrer que : 

Pour cela, on prend le modèle de Sullivan de CPX): (,\:t-,0) _::;. ApL(CP00
) avec 

l:rl = 2. On va prouver que : 

Lct(i\(r),O) ( :=_. ( :\( ;r), 0)) = Hx ( H orn(i\(r),o) ( (A( ;r) () :\( .ï·), D), (A( :r ), 0)) , ·v) 

est de dimension L, où (A ( .r) C ;\( ;T). D) __::. Q est la clôt ure acyclique de (A(.r), 0), 
avec D;r = :r, IX·I =let 'Df =cl of- ( -l)lllf o D, avec d =O. 
Tout d'abord. on va décrire : 

(Hom(A(J~·J.oJ ((A(:r) rSJ A(.r), D), (A(.r), 0)), D) 

C'est l'ensemble des applications (A(x),O)-linéaires de (:\(.r) () 1\(:T), D) vers 
( A(;r ), 0), on peut le munir d'une base : fk 1 --+ ;rk 

.r 

Calculons leur différentielle : 

37 
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Dfk : { ~ .h { ~k Dg" : { ~ 9k { ~ x 

' 
.c 

~ nJ l d Dl l d 

{ ~ -fk { ~xk+l { ~: +9k { ~ 

Il en résulte que le seul cycle qui ne soit pas un bord est g0 :r ----+ 1, ce qui 
prouve que CP'00 est de Gorenstein. 

4.2 Etude de C'Pn 

L'espace CP" a sa cohomologie qui satisfait la dualité· de Poincaré, clone il est de 
Gorenstein (théorème 2.4.:5), ce qui signifie que: 

dim E.rtc•(CPn;ifJ!) ( 1Qi, c~(C:P'L; :::_)) = 1 

Nous allons le démontrer par le calcul. 
En modèle de Sullivan. cela se traduit par : 

dim E.rt(A(x,y),d) (1Ql, (i\(:c,y),d)) = 1 

Olt (A(:c, y), cl)__:; ApL(CPn), avec dy= :rn+l, 1-rl = :2. !YI= 2n + 1. 

E.:ct(A(x,y),d) (1Ql, (i\(1.:, y), d)) = 

fT ( H om(A(~·,y),d) ( ( A(;r, y) cJ A( l, D), D), (.\(x, y), d)) , D) 
olt ( A(;r, y) A( :r, y), D) __:; ,Ql est la clôture acyclique de ( :\( :r, y), d), avec D:r = :r 
et Dy= y- I::1:" et Df =do f- (-l)lfiJ o D. 
Tout d'abord, on va décrire : 

(H om(A(.c.vJ,dl ((A(;r, y) 0 A(:r, ü), D), (A(.e, y), d)), D) 
C'est l'ensemble des applications (A(:1:, y), d)-linéaircs de (A(.r, y) A( x, f)), D) 
vers (A(:r,y),d), on peut le munir d'une base: 

fk,m. -k y --+ .rm 9k.m .rfJ" --+ :1: rn !J 

fk.m i/ --+ :rrny 9k,m :rf/ --+ ;rrn 

Calculons leur difFérentielle ( bp,k = 1 si /.; = p, 0 sinon) : 
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Dfk.m { [jP fk.m { bp,!,;Xm 'Dgk,m { [jP [Jk,m { 0 
if/ 0 ;'/·_QP 8p.k;rmy 

~ oj~ n! 1 d l d 

{ P.t~fJp-1 --p~T":"ij}p-1 { -bp-l.kp:r"'y { pyj}p-1 - p:r''.Y:fjP-1 { 15 pxm+ny p,k-1 , . 
:tyP + pyxyP-1 -/k,m -8 xm+1 :cjjP + py:?:j}p-l -gk,m 15 rm+n+1 p,k· p,k· 

'D.h,m -( k + 1 )/k+1,m - 9k,m+1 Dgk,m 

Les applications 'Uk,m = Jk,m+n + ?ik,m sont donc des cycles. 

D.f'k.m 

( .,.m+n+1 
Up,k·v 
( .. m+l. 
Up,k•l Y 

-(/.: + 1)fk+1.m+n- (/.: + 1)gk+l.m 

Les applications vk,m = ( k + 1 )/k+I.m + 9k.m+l sont aussi des cycles. On \·oit 
facilement que : 

Tous les cycles sont des bords excepté : 

uo.o = fo.n + ?Jo.o : 1 
x 

:r" (évaluation non nulle) 
y (dimension formelle) 
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4.3 Calcul de Ext avec le modèle d'Halperin-
o 

Stasheff 

4.3.1 Nous allons effectuer un calcul de Ext sur un exemple assez simple. En 
règle généra.le, pour calculer E.rt;t (!Q!, H), H étant une algèbre graduée, on utilise 
une résolution projective de iÇ: en JI-module : 

dpd dp dLJ'n 0 . . . ---+ i ---+ . . . ---+ 1 ---+ 1" ---+ led! ---+ 

Un élément de Homk(P, H) est une combinaison linéaire d'applications JI-linéaires 
fi: Pj--+ H de degré i i.e. lfj(p)/-/p/ = i. La différentielle 'D: HomH(Pj,H)--+ 
HomH( PJ+ 1 , H) est définie par 'D fj = fj o d, et 

4.3.2 Nous allons prendre l'exemple étudié au paragraphe 1..5.6, H = H(A) 
avec (A,d) = (A(u,v,w),d) awc du= du= O,dw = uv,/u/ =/v/= 2 et /w/ = :3. 
fi"( A) =Au tB Au et la résolution est : 

,j - ,j ,j - ,j . ~ r:- ,j ' 
... ---+ H (AZ)i ---+ ... ---+ H@ (,\Z)z ---+ Hu (AZ)I ---+ H---+ IQ---+ 0 

avec (:\Zh = {zi, :r.!f. :=i-l}, (AZ)2;+1 = {.rzi.:yzi}. La différentielle est définie 
par elu = tL, cfü =v et cftT: = -y.r. 

4.3.3 Nous savons d'ores et déjà que E:rt~[- (f;!, H) est nul car le socle est nul 
(cf la proposition :3.:3.:3). Toutefois, regardons la différentielle des éléments de 
degré 0. 

fo.o L L 
,j fo.o 

--+ .r --+ .r --+ ,(' 

y--+y --+ y 'D fo.o = f1,1 + fh,1 
fo,p 1 :cP' p 2:: 1 

,j fo.p ,rP+l --+ x--+ .r --+ 

y--+y --+ 0 'Df. - f , O.p - l,p+l 

f~.p 1 --+ yP' p 2:: 1 
,j Ïo,o 

0 .r--+ :r --+ 

y -7 y --+ yP+l 'D J~.p = gl ,p+ 1 
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4.3.4 En degré 1 

f1,0 1 ::; d h.o 
;7: --+ - --+ -y x --+ -y 

:ry --+ ry - ;Y;y --+ -y 'Dft.o = -/2,1 - 92,1 

f1.p :rP' p > 1 
J h,p 

0 x --+ - --+ -y:r --+ -
:r !J --+ :ry- :ry --+ 0 D ft.p = 0 

J1,p yP,p > 1 ::; d }\ ,0 -yp+1 x --+ - --+ -y x --+ 

.ry --+ xy- ;r;y --+ -yp+1 Dl . l,p = - J2,p+l - 92,p+1 

1 ::; d !11,0 
0 91,0 :y --+ - --+ -y x --+ 

;cy --+ xy- xy --+ ;7: D91,0 = -92,1 

:cP, p > 1 
J 

-y x 
!ll,p 

0 91,p :y --+ "' --+ --+ 

:cy --+ :ry- xy --+ ;y;P+l D91,p = 92,p+1 

Jf,p > 1 
d -y;T; !h,o 

0 91.p :y --+ - --+ --+ 

,l:y --+ :cy- xy --+ 0 Df;1,p = 0 

Les cycles sont /r,p et f;1 ,p, mais pour p 2 2, ce sont des bords. D'autre part, 
on a D fo,o = /1,1 + !;1,1 , les deux cycles /1,1 et 9u sont donc identifiés. Il reste 
clone un seul élément en homologie: [fu] E E:rl~0 ( Q. H). 

4.3.5 Pour n 2 0, on pose : 
:rzn ---+ xm 

{ 

f2n+l,m : 

en degré 2n+1 J'2n+ 1,m : 
:fzn ---+ Ym 

fiz" .Tm 92n+1.m : ---+ 

92n+l.m : y zn ---+ !Jm 

f2n+2.rn : 

f2n+2.m : 

92n+2,rn : 

::;n+1 
"' 
.zn+l 

:r iJ z" en degré 2n+2 { 

92n+2,m : .ryz" 
cycles sont f2n+l.m+1• 92n+l,m, 

On a les relations suivantes : 

---+ :rm 

---+ !Jm 

---+ .l'm 

---+ Ym 

Les 
m>l. 

(n + 1 )f2n+2,m + 92n+2,m et 92n+2,m avec 

' -
(n + 1 )hn.+2,m+1 + .1hn+2.m+1 = 'Dfzn+l.m 

Il est clone clair qu'il n'y a qu'un seul cycle qui n'est pas un borel, i.e. E:rt[[" (Ci', H) 
est de dimension un. 
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4.4 Exemple traité avec l'algèbre locale 

4.4.1 Prenons (A, d) = (A(u. v, w), d) avec du= dt• =O. dtu = tlV, lui= lvi= 2 
et lwl = :3. C'est le modèle de Sullivan de C p-:o V C p-:o. Nous allons montrer que 
H*(A) est de Gorenstein selon la définition de l'algèbre locale. Pour cela, il faut 
trouver une suite régulière (f1 , ... ,fn) telle que H*(A)/(JI, ... .J,) soit une algèbre 
à dualité de Poincaré. 

4.4.2 Un calcul rapide montre que H~(A) =Au tB At•. Comme premier élément 
de la suite régulière, prenons / 1 = u- c (ni u, ni u tw conviennent). Cherchons 
maintenant un élément régulier de H*(A)/ul) =Au, cette fois-ci on peut prendre 
u = f 2 . On a H*(A)/(fl,h) = 1. qui est une algèbre à dualité de Poincaré. par 
conséquent fr(A) est de Gorenstein et sa dimension de Krull de H*(A) est 2. 

4.4.3 L'a.dgc (A, d) est elle aussi de Gorenstein puisque H•(fl) l'est, d'après la 
proposition 2.2.5. On peut le voir simplement en remarquant que A est formel, 
ou en remarquant que A est de la forme AV avec V de dimension finie (cf prop. 
•) "' '3) ~.o ... 

4.4.4 C'est le seul exemple que je connaisse où If~(A) soit de Gorenstein et 
H*(A) = H 1 d7 H 2 . D'autre part le socle de H~(A) étant nul, l'application 
d'évaluation de A est nulle (cf prop. :3.:3.5 ). 

4.4.5 Posons:: tel que d:: =u-v, et tl)= w-u::. On a un quasi-isomorphisme 
C\(u,v,w,:::).d) -=r (i\(u,v,Û',:::).ci) ott cZtù = u2

• D'autre part, si on considère la 
KS-extension : 

on montre facilement que l'on a un quasi-isomorphistue 

(A (u, tZ·) ,cL) -=r ( :\ ( u, c, tù. :::) , cl) 

d'où H*(i\(u,v,w,z)) est de dimension finie, et satisfait la dualité de Poincaré. 
Si on considère la KS-extension : 

(i\(u,t·,w),d),........__..(J\(u,v,w,z),d)-----+ (A(z),O) 

on peut appliquer le théorème 2 .. 5.2 pour prouver que ( A(u, v, w), d) est de Gor·ens
tein. Plus particulièrement, cela prouve que (A(u. u.w).d) E GN (cf définition 
5.2A). 



4.5. EXEMPLES OÙ H~(A) N'EST PAS GORENSTEIN 

4.5 Exemples où H*(A.) n'est pas Gorenstein 

Dans ce paragraphe, on donne trois exemples cl'aclgc de Gorenstein dont la co
homologie n'est pas de Gorenstein. Pour chacun, on montrera d'une manière 
différente que H* (A) n'est pas de Gorenstein. 

Exemple 4.5.1 
Soit (A, d) = (A(u, v, w, t), d) avec du = dv = dw = 0, dt = uvw, /u/ = 2, /v/ = 
/w/ = 3 et /t/ = 7. 

H*(A) = i\(u, v, w, a, b)!{uvw,aw+bv} où a = [vt] et b = [wt]. H~(A) est 
noethérienne. De la proposition 2.6.5, fel (A) = 1 - /u/ + /v/ + / w/ + /t/ = 
12 clone il existe un élément de degré 12 dans E.rlH.(A) (~.Q, H~(A)). Mais, 

Ext~-:(A) (Q, H*(A)) = socle (H*(A)) (cf prop. :3.:3.:3) et [mu] est clans le so

cle, /mu/ = 6 clone Ea;t'"Ff:(A) ((J!, H•(A)) contient au moins deux éléments (un de 
degré 12 et un de degré 6), donc fr(A) n'est pas de Gorenstein. 
D'autre part, il est clair d'après le théorème 7.1.1 que ev.4. = 0 puisque H(A) 
n'est pas finie. 
En résumé, on a une aclgc (A, d) de Gorenstein telle que H(A) n'est pas de Go
renstein bien que H(A) soit noethérienne. et telle que ev.4. est nulle bien que le 
socle de H(A) soit non nul. 

Exemple 4.5.2 
Soit (A,d) = (i\(a,:r,y,::).d) a.vec dy= ax et d:: = /:r / est évidemment 
toujours pair. 
Dans le cas où /a/ est pa.ir. on a H(A) = ,\(:r);x2 ffi A( a, t) avec t = [xy + az]. On 
se ramène à un cas semblable à l'exemple 4.5.1 (exercice !). 
Dans le cas /a/ impair, on a H( A) = EBi>o( Qtt; EB rQJ.v;) = socle H( A) oü u; = [:ry'] 
et v; = [ay']. -
Donc H(A) n'est pa.s de Gorenstein car E.rt~-:(A) (Q,H~(A)) =socle (H~(A)) est 
de dimension infinie. Ceci illustre aussi la. proposition 7.6.2. 
D'autre part, d'après la. proposition 2.6.5, fel (A) = :2. clone clans le cas où /.r/ = 2, 
on a :r qui est clans le socle et /;r/ =fel (A) bien que evA= 0 puisque H(A) n'est 
pas de dimension finie (cf théorème 7.1.1). 
Cet exemple prouve clone que la réciproque a.u lemme :3.:3.8 est fausse. 

Exemple 4.5.3 
Soit (A,d) = (i\(u,v,w,t),d) avec du= dv = dw = O.dt = uuw,/u/ =/v/= 
2, /w/ = :3 et /t/ = 6, H~(A) n'est pas noethérienne et le socle est nul. H*(A) 
n'est pas de Gorenstein, en effet on va. prouver que Eû~[:(A) (Q, H"(A)) contient 
une infinité d'éléments. 
H"'(A) = H =A( u, v, ti);{,wt;.t,t,} où t; = [wt']. On utilise la résolution projective 
de iQ en H-moclules obtenue avec le modèle bigraclué de H (cf paragraphe 1..5.5 ). 
Ici (AZh = Z1 = { u, v ,Ti} et Z2 = { tu;,f;J avec cftD; = -uvt; et clt;1 = -t;t1. 
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Soient (f;) i?_o une famille cl 'applications H -linéaires définies comme suit : 

fi H (!\Zh ----+ H 
l()ü f---7 ut; 

h::Ju f---7 0 
1 () t; f---7 0 

Vérifions que f; o cl = 0 

f; 0 d: H 0 (AZ)2 
d 

H ey (i\Zh 
j, 

H ----+ ----+ 

1 tL'j ----+ -Ufj () UUfj ----+ -Vfj.llf; =0 
1 t j.k ----+ tk G ti ----+ 0 
1 

-·) 

2u 0 fi 2u.ut; =0 u- ----+ ----+ 

1 
-·) v- ----+ 2v 0 ü ----+ 0 

1 0 üv ----+ u@v+v0ü ----+ v.td; =0 
1 0tik ----+ tj 0 [k + tk 0 [j ----+ 0 
1 C3lf;ü ----+ t.i 0 fi+ 1l@ t.i --+ lj.td; =0 
1 tjü ----+ t1 G v+ u 0 tj ----+ 0 

f; est un borel si il existe une application If-linéaire g : H-+ H (i.e. uniquement 
déterminée par g(1)) telle que j; =go cl. En particulier, on aurait td; = f(u) = 
g(u) = u.g( 1 ), ce qui force à a\·oir g( L) = f;. E\<·duons maintenant en v, on 
obtient une contradiction: 0 = f(v) = g(u) =ut; ~ Les f; ne sont donc pas des 

b cl /. E t 1
' 11 •1 (rH) l E ·t~.~ ff l l fi or s, on a . ; E 'x Il '~, , c one ·;~;'Il ('QI, - ) est ce c imeusion in nie et 

par conséquent H n'est pas de Gorenstein. 



Chapitre 5 

Ensembles d'espaces de 
Gorenstein sur Q 

5.1 Introduction 

5.1.1 On désigne par G l'ensemble des espaces de Gorenstein sur Q. Dans ce 
chapitre, on travaille exclusivement sur le corps des nombres rationnels Q, on 
omettra clone de préciser le corps sur lequel on travaille. On note DP l'ensemble 
des espaces X tels que Ir(X, <Q) satisfasse la dualité de Poincaré. On a d'après 
le théorème 2.4.5 

DPc G 

Le but de cette section est de décrire différents ensembles cl"espaces rationnels 
compris entre ces deux ensembles : 

Proposition 5.1.2 

Dp (ll ·\r Pl Gpair (:3) G (4) G (.s) G 
C)'C f C JC ;VC 

5.1.3 Définissons succinctement ces différents ensembles : 

• Le premier, J'v', est l'ensemble des espaces X de Gorenstein dont la. coho
mologie Ir (X; iQ!) est noethérienne. i.e. admet un nombre fini de généra
teurs en tant qu'algèbre. 

• L'ensemble G 1 (resp. Gjair) est constitué des espaces qui admettent un 
modèle de Sullivan de la forme (A 1,· 0 AP, D) qui une KS-extension de 
l'aclgc (A V, d) avec V un espace vectoriel finiment engendré (res p. par des 
éléments de degrés pairs) et ( AP, D) E DP. 

• L'ensemble GN est constitué des espaces admettant un modèle de Sullivan 
(AX, d) tels qu'il existe une KS-extension : 

(i\X, d)------ (1\.\- ('AU, D) -t ( i\C, D) 

45 
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oü U est finiment engendré par des éléments de degrés impairs, et 
i\X@ AUE DP. 

5.1.4 Les inclusions (1) et (:3) sont évidentes. L'inclusion (2) sera le but elu 
paragraphe .).4, la ( 4) celui elu paragraphe .5 .. 5 et la proposition 5.2.7 est consacrée 
à l'inclusion (.5 ). 

D'autre part, les inclusions (1) et (:3) sont strictes. Pour (1), il suffit de 
prendre CP':Q pour s'en convaincre. La seconde demande un peu plus de travail. 

Exemple 5.1.5 
On va la montrer en terme de modèles. Soit (A(u2 • v3 , w4 ), d) avec dw = uv, 
supposons que AU = i\(u, v, w) E Gjair, on a alors un quasi-isomorphisme 9 : 
(A V @ AP, D) _::. (AU, d). Pour des raisons de degré (V ne contenant que des 
éléments de degré pair), v sera dans AP, et, par conséquent, il en est de même 
de w. Dans (AP, cl) on a clw = 0, clone il existe~· tel que 1J. = wk pour un certain 
k, puisque H~(AP,cÏ) est finie ( (i\P,cÏ) E DP ). Finalement, ç)(chj·) = ul alors 
que 9( ~·) = 0, donc rjJ ne commute pas à la clifféreutidle. Absurde. 

L'aclgc (A(u 2 , v3 , tc4 ), d) avec dw = uu est clairement clans Gf mais pas clans 
Gjair. L'inclusion (3) est donc stricte. • 

Le premier sous-ensemble de G que l'on va définir est GN : 

5.2 L'ensemble G"v 

5.2.1 Introduction 

Cet ensemble est très intéressant pour de multiples raisons, en premier lieu, il 
contient tous les espaces de Gorenstein connus. 0 'autre part, sur GN, (évaluation 
est non nulle) est équivalent à (la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré), 
en effet on a (cf théorème 7.2.1) : 

Best de type GN,evs =f 0 ==:;.BE DP 

Enfin, cet ensemble reste stable par construction par fibration sous une certaine 
hypothèse, i.e. si la base et la fibre sont claus G.v alors il en est de même de 
l'espace total (cf théorème 6.2.2). 

Définition 5.2.2 
Un espace topologique 1-conne:re B de type fini sera dit de type GN s'il e:riste une 

fibration d'espaces 1-connens de type fini : 

B+--E+--F 

où E a sa cohomologie qui satisfait la dualité de Poincaré et F a son homotopie 
mtionnelle finie. 
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Ce qui se traduit clans ADGC par : 

Définition 5.2.3 
GN est l'ensemble des algèbres différentielles graduées 1 -conne.res (A, d) telles 
qu'il e:z:iste une h"S-e:z:tensioo : 

(A. cf),..____.. (A AU.D)---+ (;\C,i)) ( .5 .1) 

où U est espace vectoriel .finiment engendré par des éléments de degrés impairs, 
et A@ AUE DP. 

Cette définition est équivalente à la définition suivante : 

Définition 5.2.4 
L'ensemble GN est conshtué des algèbres différentielles graduées 1-conne:res (A, d) 
telles qu'il e:riste une suite finie de f(S-e:rtensions : 

(A;, di),..____.. (Ai+r,d;+I)---+ (:\:1:;.0) 

où 0 ~ i ~ N, (A0 ,d0 ) = (A,d), .ri est de degré impair et AN+I E DP. 

Proposition 5.2.5 
Soit ( AX1 , dr) un 1\'5-comple:re et une KS-e:dension : 

(:\Xr, dr),.._____.. (:\Xr 0 AUr, Dr)---+ (:\Ur, Dr) 

avec U1 un espace vectoriel finùnent engendré par des éléments de degrés impairs. 
Soit (AX2 , d2) le modèle minimal de (:\X1 0 i\U1 , Dr). on a alors : 

5.2.6 Preut•e de la proposition 5.:?.5 : 
Il existe c2 espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés 

impairs et une r...:S-extension : 

avec C\X2 0 :\U2 • D2) clans DP. Considérons la somme amalgamée suivante: 

La KS-extension (2) nous donne que AX1 i\['1 ~! .\C2 est clans DP, en effet, 
la base et la fibre sont clans DP. La composée de ( 1) avec la KS-extension donnée 
en hypothèse donne la KS-extension : 

(AXI.dt).....___ (:\Xr rD AU1 AU2,D)---+ (.\U1 0 i\U2.D) 

ce qui montre que :\X1 est clans GN. • 
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Proposition 5.2. 7 
GN est bien un sous-ensemble de G 

5.2.8 Preuz.·e de la proposition 5.2. 7: 
Soit A un élément de G N, on considère la ES-extension ( 5.1). D'après la 

proposition :2 .. 5.3, (AC D) est de Gorenstein, on a même (AU, D) E DP puisque 
U ne contient que des éléments de degrés impairs. d'autre part, comme (il 0 
i\U,D) E DP, il est de Gorenstein (cf théorème 2A.:5). La KS-extension (5.1) 
satisfait les hypothèses elu théorème 2.5.2, on eu conclut donc que A est de 
Gorenstein. • 
Remarque 5.2.9 
Pour un élément A. de GN, sa dimension formelle, fel (A) , peut être calculée grâce 
à la KS-extension (5.1), car on est bien clans le cadre de la proposition 2.6.7. 
On a: 

fel ( A) = fel ( A AU) - fel ( A U ) 

5.3 L'ensemble G f 

On définit maintenant G 1 un autre sous-ensemble de G : 

Définition 5.3.1 
Un espace topologiqzte E, 1-conne:re de type fini, sera dit de type G 1 s'il e:riste 
une fibration d'espaces 1-conne;res de type fini : 

F--+E---+B (.5.2) 

où fi"( F, u~) sahsfait la dualité de Poincaré el ïT.( B) ·.~ .. ::.;~ est de dimension finie. 

Proposition 5.3.2 
Soient deu.r fibratimzs du type (5.2) de même base : 

F ---+ E ---+ B et F' --+ E' ---+ B 

alors le produit fibré : E" = E x BE' est encore un espace de type G 1. 

Avant de prouver la proposition, on va traduire la définition clans ADGC : 

Définition 5.3.3 
Gf est l'ensemble des algèbres différentielles graduées commutatives (i\V,d) telles 
qu'il e.z:iste une KS-e:rtension : 

(i\\l,d),____...(f\Vc;lAP,D)--+ (i\P,D) (5.3) 

où ·v est de dimension finie et H"(AP. D) satisfait la dualité de Poincaré. 
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5.3.4 Preuve de la proposition 5.3.2 : 
On note (AV 0 i\P, D) (resp. (AV 0 i\P', D') le modèle de Sullivan de E 

(res p. E'), alors le modèle de Sullivan de E" est : 

(AV'·~ :\P, D) 0(AV,D) (:\ l·· AP', D')~(;\ V AP 0 AP, D") 

La ES-extension suivante est du type de (5.:3) : 

(AV, D)----- (Av· 0 i\P 0 i\P, D") ___, (AP 0 i\P, [J'') 

donc (i\V®i\PO;\P,D") E Gf, d'oi.t E" E Gf. • 
5.3.5 De même que pour GN, on prouve que G 1 CG, plus précisément dans le 

paragraphe 5 .. 5, on montrera que G 1 C GN, ce qui a pour corollaire immédiat : 

On en donnera néanmoins une autre démonstration qui découle d'une propriété 
des espaces de type G f avec l'évaluation (théorème 1.5.1 ). Pour cela, on aura 
besoin de la proposition suivante. 
Une aclgc (AX,d) est elite e-minimale si d.\·paà C :\+(X) :\+(X). 

Proposition 5.3.6 
Soit ( i\ Vi3) i\P. D) un élément de G f. alors si ( i\ V, D) ct ( !\P, D) sont des nwdèles 
minimau;r alors (:\V 0 i\P. D) est e-minimale. 

preuve : C'est une conséquence immédiate du théorème 4.1.5(iii) de [:20] (voir 
paragraphe 1.4. LO). • 

5.3.7 On s'intéressera aussi au sous-ensemble Gj'Lir de G f où, clans la fibration 
(.5.:2), r.*(B) Q = iïpail·(B) rQ. Ce sous-espace contient ,\(, l'ensemble des 
espaces de Gorenstein dont la cohomologie est noethérienne en tant qu'algèbre 
(cf le paragraphe -5.4). Il est clair d'autre part que Gj"'r est un sous-ensemble de 
GN, il suffit de looper la base pour le prouver. 

5.4 Preuve de JV C Gpatr 
f 

Proposition 5.4.1 
Soit Sun espace de Gorenstein tel que H*(S;f;:) soit nor:thùienne, alors S' E G 1 . 

5.4.2 Pre1n:e : 
Soit S' un espace de Gorenstein sur iQl tel que H*(S: Q) soit noethérienne. 

On considère le modèle filtré de APL(S) (paragraphe LS) : (i\Z, D) _:::. APL( S'), 
Z = tiln2:2fil ;:::oZ[', DZ;n C (AZ)~t 1 . L'espace vectoriel Zo engendre H*(S;Ql). 
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On définit Z pa.r Z = Z EB zgair. Comme H"' ( S; Q) est noethérienne, Z0 est de 
dimension finie (prop. 1..5.:3), et clone il en est de même de zgair. On considère 
la. KS-extension : 

(AZ, D) ~ (i\Z 0 .\zgait·, D) -Y (:\zgair, O) ( 5.4) 

Le terme E 2 de la. suite spectrale de Serre de la. KS-extension (5.4) est un H"'(AZ)
module de type fini ( H"'(Azgair) = Azgair est de dimension finie). On en déduit 

que le terme Ex, de la. suite spectrale est un H"'(AZ);z~'"r-moclule de type fini. 

Or H"'(:\Z);z~"'r est de dimension finie. pa.r conséquent H(i\Z 0 Azga.ir, D) est 

de dimension finie. Ceci montre que ... \· C GN. 
De plus, en appliquant le théorème 2 .. 5.2 à la. KS-extension (5.4), on montre 

que (i\Z 1~) Azga.ir, D) est de Gorenstein et clone H"'(i\Z 0 Azga.ir, iQl) satisfait 
la dualité de Poincaré (théorème 2.4.5). Maintenant, on remarque qu'il y a. un 
quasi-isomorphisme naturel : 

La ES-extension : 

est elu type de la. KS-extension (5.:3), on en déduit que (:\Z, D) E G1 et clone que 

SE Gf. • 
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5.5 Preuve de Gf C GN 

Proposition 5.5.1 
Soit S un espace topologique 1-connexe tel que 7ï*(S) 0 iQi est de dimension finie, 
alors S est de type GN. 

Nous allons proU\·er ce résultat avec les modèles, la proposition suivante est clue 
à Halperin et Levin : 

Proposition 5.5.2 ({21}, pmposition 3.1) 

Soit (i\ 1·. d) une adgc avœ V de dimension finie. alors il e.riste Ur..· et U espaces 
vectoriels finiment engend,·és par des éléments de degrés impairs tels que l'on 
ait une KS-e.tteosion (A\'",d),..___..(;\V 0 i\Uv,D) et 1111 quism (AU,du) ~ 
(Al/ 0 :\[\·, D) (modèle minimal). 
En particulier. (.\V, d) est dans Gs. 

Corollaire 5.5.3 
G1 est un sous-ensemble de GN. 

5.5.4 Preuve du corollaire 5.5.:3 : 

Soit(.\\/ i\P,d) un élément de Gf, avec V de dimension finie et (i\P,(Ï) E 

DP. D'après la. proposition .5.5.:2, il existe une adgc (!\Cv, 8) avec Uv de dimen
sion finie et ne contenant que des éléments de degrés impairs et une I~S-exteusion : 

(i\V,d)- (A\/ 0 AUv,5)---+ (AUv,S) 

telle que (.\V ,\Uv, 5) soit clans DP. 
En faisant une somme arna.lgamée, on trouve le diagramme suivant : 

( :2) 

( 1) A \i. ,..._. _____ A V 0 AU1 · ---- 1\ Uv 

1 1 
(:3) AV i\P ,___ _ _._AV 0 i\Uv 0 L\P -- i\Uv 

j j 
AP i\P 

• La ES-extension ( 1) exprime le fait que !\V est un élément de GN (cf la 
I\.S-extension (5.1) de la définition 5.:2.3). 

• La base et la fibre de la ES-extension (2) sont deux éléments de DP, clone 
l'espace tota.l aussi. 
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• La KS-extension (:3) est de la forme de la KS-extension ( 5.1) de la définition 
5.2.3 d'un élément de GN, ce qui prouve que (~H,- !\P,d) est dans GJV . 

• 
5.5.5 Preuve de la proposition 5.5.2 : 

On suppose ( 1\ V, d) minimal, avec 1' de dimension finie. 
On décompose V = 1'o E9 1/1 œ ... EB \li, avec d1·ô = 0 et dVi c A(Va E8 ... vj_I). On 
remarque que tous les l'i sont évidemment de dimension finie. On va démontrer 
la proposition par récurrence sur k. 

• Pour/.;= 0: On a donc (AV,d) = (i\1'0,0). On écrit V= Vpair@ VimpaiT 

et on pose U1• = \~rpail· et D ü = u, on considère alors la ES-extension : 

(A{·, d)------ (AV 0 AUv, D)---+ (~\U~·, 0) 

Notons U = Vimp, on a un quasi-isomorphisme (AU, du).:::. (AV® 1\U~;·,D). 
• On suppose le résultat vrai pour /._: = !\., on va le montrer pour k = I\ + 1. 

On pose Uo = \Ïtfair avec Dt-= 1.' et l'ensemble {/1 tel que DU1 = i\ 2 ({/~mpair) (on 

tue tous les clou bles proclui ts cl 'impairs). 0 n considère la KS-extension : 

(:\1>-,d)------ (!\V :\(Ua 4 UI),D)---+ (:\(Co 8 L't),O) 

On minimalise (A~~-, cl) -=. (A \·.:Z>A(Uac:BCI), D) et on décompose (r = \l0:f; .. . 81~[\ 
avec f/0 = \,~mpair EB 11i. f'1 = \ii EB U1 et ( = 1·i+ 1 pour :2::; i::; !\. On peut donc 
utiliser l'hypothèse de récurrence, il existe (r tel que la. KS-extension 

soit du t.ype (:5.1). En posant Uv= Ua e U1 EB Ü, on obtient une ES-extension: 

L'hypothèse de récurrence nous assure que le modèle minimal de (AV 01Hh·, D) 
ne contient que des impairs. • 

5.5.6 Illustrons la technique de la preuve avec deux exemples, on remarquera 
que pour ceux-ci, la cohomologie n'est pas noethérienne, i.e. les deux aclgc ne 
sont pas des éléments de JV. 

Exemple 5.5. 7 
Soit (:\V,d) = (:\(:r,y,z),d) avec d:c =dy= 0, d:: = :cy, j:l·j = 2, lvi= 3 et 

1::1 = 4. 
On introduit tout d'abord tt tel que Du= :c, on obtient la KS-extension : 

(:\V,cl)------(1\V()!\u,D)---+ (.\u,O) 
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On minimalise: (A(y,z).O) ~(AV@ i\u,D), la dernière étape consiste a 
éliminer z. On introduit z tel que Di= z. ce qui donne : 

(i\(y, z), O) ,.__.. (A(y, z) r::;, i\z, D)---+ (:\.:'. 0) 

Ce qui prouve que (AV, d) satisfait les conditions de la définition .S.2A. En une 
étape, cela donne 

(i\V,d)---(i\1lOA(ll,z).D)---+ (A(u,z),O) 
- -

avec Du= :-z; et Dz = z- uy. 

Exemple 5.5.8 
Soit (i\V,d) = (i\(a:,y,z,t),d) avec cLc =dy= dz = 0, dt= :cyz, lxi= IYI = 
lzl = :3 et ltl = 8. 
Avant de tuer sauvagement l'élément t, on doit en faire un cycle, pour cela on 
introduit u tel que du = ;r!J et on fait le changement de variable i = t- uz, ce 
qui donne le quasi-isomorphisme : 

(,\li .. ::.?) ;\u,d) ~ (:\(x,y,z,i,u),D) 

avec Du = xy et ;r, y, z, ides cycles. Il suffit clone de poser v tel que Dv = i pour 
montrer que (Al-,d) C Gs. 

5.5.9 La proposition suivante généralise la proposition 5 . .3.2 et la preuve s'inspire 
de la preuve de la proposition :3.2 de [27]. Elle nous sera très utile pour la preU\·e 
du théorème 6.2.2 (les G.v sont stables par fibrations) 

Proposition 5.5.10 
Soit (i\X, d) un 1\-S-compleu qllelconque. 

Pour tout rn 2: O. il e:riste IF. espace vectorieljinimenl engendré par des éléments 
de degrés ùnpair.s, tel que l'on ait la KS-uten.sion :\X-:-------:\.\' C) A IV el lel que 

le modèle minim.al i\Z de :\.\' r2 A W satisfasse ( z~m) '"'~'· = z~m. 

5.5.11 preuve de la proposition 5.5.10: 

Plusieurs méthodes sont possibles, on peut utiliser la même idée que celle elu 
paragraphe -5.::5.:). Nous utiliserons ici une autre méthode. 

Projetons (.\X, d) sur Ximp et prenons un modèle de cette projection : 

Ici i\Z est le modèle minimal de i\.)( 8 ,\ 1/, r.e. le modèle de Sullivan d'un 
vvedge de sphères, Z contient clone que des éléments de degrés impairs. Par 
conséquent, en supposant la h~S-extension ,\X,..____..:\.\- A V minima.le, 1/ ne 
contiendra que des éléments de degrés impairs. Il suffit alors de prendre ~V = 

V~m, et le modèle minimal ,\Z _=:,. :\.X .\IF vérifie biPn ( z~m) tm p. = z~m. • 
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5.6 Nombres intéressants 

5.6.1 Que ce soit pour GN, Gf ou encore G'7"·, on peut se demander ce que 
signifie la dimension de l'espace vectoriel finiment engendré. On les notera re
spectivement iV1v, N1 et Nj. .J'avoue ma quasi ignorance sur le domaine . .Je me 
suis toutefois intéressé au cas de GN, je me suis demandé si ce nombre, NN, était 
égal à la. dimension de Krull dans le cas où la. cohomologie serait noethérienne. 
L'exemple qui suit prouve que ces deux nombres sont différents. 

Exemple 5.6.2 
Prenons (il,d) = (i\(u,v,w),d) avec du= dv = O.dw = uv,/u/ =/v/= 2 et 
/w/ = :3. Dans la section 4.4, on a. montré que sa dimension de Krull était 2 alors 
N N est 1, il suffit de considérer la. KS-extension : 

(!\(u,t•.w),d)----(:\(u.u,w,::),d) __, (!\(::),0) 

avec dz = a - v (cf paragraphe "L4.5 ). 

5.6.3 D'autre part, on pourrait espérer aussi une formule elu type NN(E) = 
NN(B) + NN(F) pour les fibrations, vu le théorème 6.2.2. Il suffit de considérer 
la KS-extension suivante pour perdre tout espoir : 

(A.r,O)----(A(u,t·.w),d) __, (A(u,w),O) 

oü l'espace total est l'exemple .5.6.2 qui précède. 

5.6_.4 Bien que ne sachant pas si l'inclusion (2) de la proposition 5.1.2 : N C 
Gja'r est stricte ou non. on peut raisonnablement se demander si Nj est lui égal 
à la dimension de Krull clans le cas ol! la cohomologie serait noethérienne. Il est 
clair en tous cas que Nj ::::= N;v (il suffit de looper la fibration) et que N1 ~ Nj. On 
peut se demander quel est le lien entre Y 1 et NN (cette question est évidemment 
liée à l'inclusion (4)de la. proposition 5.1.2 Gf C GN)· 



Chapitre 6 

G N est stable par fibration 
e-minimale 

6.1 Introduction 

6.1.1 Le théorème 2 .. 5.2 nous donne la possibilité de construire différents espa
ces de Gorenstein au moyen d'une fibration, comme les espaces de type G 1 par 
exemple. Mais il ne définit pas un cadre stable. Le but de ce chapitre est de 
démontrer que si la base et la fibre d'une fibration "e-minimale" sont de type 
Gp.,;, alors l'espace total est aussi de type GN. 

6.1.2 L'hypothèse e-minimale signifie pour une fibration : 

1) que 'irimp(p) {~'est surjective en degrés impairs 
2) ou que ïrimp(j) 0 Q est injective en degrés pairs 
:3) ou encore que le connectant de la longue suite exacte d'homotopie associé à 
cette fibration est nul pour les degrés impairs. 

Cela se traduit en modèle par le fait que la différentielle D est minimale sur 
les éléments pairs dans la I~S-extension : 

(i\X, d)---- (:\X 0 i\ ,/-, D) _____. (i\ ,._ D) 

oü (1\X,d) et (Al',D) sont les modèles minimaux respectifs deBet F. On dit 
alors que la ES-extension est e-minimale. 

6.1.3 Dans les hypothèses elu théorème 2.5.2, Aniceto Murillo a introduit l'alter
native (ii), où apparaît l'hypothèse de "e-minimalité". En effet, ceci s'illustre 
clans le cas oü r. x ( F) !{)) !Q ne contient qu'un seul élément de degré pair. Dans le 
cas où r.*(F) Q ne contient qu'un seul élément de degré impair, l'alternative (i) 

.55 
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nous suffit et ne nous impose pas de condition de minimalité. Une récurrence sur 
le nombre de générateurs de r.,.(F) 0 Ql nous permet alors d'affaiblir (ii) en: 

(ii)bis r. *( F) 0 Q est de dimension finie et la fibration est e-minimale. 

D'autre part, l'alternative (i) n'est pas étrangère à la e-minimalité. En effet, 
Steve Halperin a montré que si H"'(F, Q) est de dimension finie, alors la fibration 
est e-minimale (cf paragraphe 1 A. lü). 

Au vu de ce qui précède, on peut énoncer sa.ns mal : 

Proposition 6.1.4 
Soit la fibration e-min imale d'espaces J -connues 

B<-E<-F 

avec B E G et F E G f, alors E est de Gorenstein. 

6.1.5 Preuve de la proposition 6.1.4: 
Nous nous plaçons dans le cadre des ilDGC. Prenons ( ;\),:·, d) et (A ii ('9 i\P, D) 
les modèles minimaux de Sullivan respectifs de B et F, V est de dimension finie 
et (:.\P, D) est clans DP (cf définition .5.:3.:3). Le modèle de E est obtenu par la 
KS-extension ( e-minimale) : 

(AX, d)--.. (AX Cl A ii 0 :\P, 6.) ---+ (:\V 0 i\P, D) 

Elle se décompose en deux I~S-extensions, la première : 

Elle entre tout à fait dans le cadre de l'hypothèse (ii)bis clone (AX ii) AV.6.) est 
de Gorenstein. 
La seconde : 

(AX 0 A 1·, 6.)--.. (i\X 0 AV 0 i\P, 6.) -+ (AP. D) 

entre clans le cadre de l'hypothèse (i). D'où, finalement, (A.x· 0 AV 0 AP, 6.) est 
de Gorenstein. • 

Remarque 6.1.6 
L'hypothèse (ii )bis peut être aussi introduite dans les hypothèses de la propo
sition 2.6.7 sans beaucoup de travail. En utilisant un raisonnement analogue à 
celui de la preuve de la proposition précédente, on peut prouver que l'on a : 

fel (AX ,~ i\Y) =fel (AX) +fel (:\Y) 

où AX, i\Y et AX @ .:\Y sont les modèles respectifs de B, F et E. 

Dans ce qui suit, nous allons donc généraliser cette proposition. 



6.2. THÉORÈME 

6.2 Théorème 

Théorème 6.2.1 
Soit la fibration e-minimale : 

B+---E+---F 

avec F de type GN. 

i) Si B e.st de type GN. alors E e.st au.s.si de type GN. 

ii) Si B est dans G, alors E e.st au.s.si dans G. 

Ce qui se traduit en AG DC par : 

Théorème 6.2.2 
Soit la KS-e:cten.sion e-minimale : 

(AX, dx) ,_____ (AX tSJ AV, D)--+ (:\ { ·, dv) 

avec ( i\ {/, dv) dans GN. 

i) Si (A.Y,dx) e.st dans Gs, alors(:\)( 0 ,H-,D) est aussi dan.s GN. 

ii) Si (i\X. dx) est dans G .. alors (AX 0:\ V, D) est aussi dans G. 

D'autre part la dimension formelle peut toujours être calculée : 

Proposition 6.2.3 
Avec le:s mêmes hypothèses du théorème 6.:2.:2 et (AX, dx) E G. on a : 

Remarque 6.2.4 

57 

Le théorème nous montre que tous les espaces de Gorenstein que nous savons 
construire sont de type G 1v. D'autre part, l'hypothèse e-minimale est nécessaire 
comme le montre l'exemple 6.2 .. 5. Il existe néanmoins des fibrations dont la base, 
la fibre et l'espace total sont de type GN tout en n'étant pas e-minimales, ceci 
est illustré par l'exemple 6.2.6. 

Exemple 6.2.5 ({8}, e:remple .{.{5) 
Soit la fibration : 

Elle n'est pas e-minimale, on a la base et la fibre de type GN mais F n'est pas 
de Gorenstein, a fortiori pas de type GN. F est un produit infini de sphère, le 
Ext est clone nul. 
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Exemple 6.2.6 ({27}, e.remple p. 81) 
Soit la fibration : 

['3 (0 -·3) 
k) f-- * f-- .... ::;, 

Elle n'est pas e-minimale, mais la base, l'espace total et la fibre sont de type GN. 

Remarque 6.2. 7 
Il est important de remarquer que pour ces deux exemples la proposition 6.2.:3 
n'est pas vérifiée. 
• Pour l'exemple 6.2.5, fel ((5'3 x 5'3 )#(5'3 x 5 3

)) +fel ((CP2
)
4

) = 9-4 = 5 alors 
que fel ( F) = oo. 
• Pour l'exemple 6.2.6, fel (53 )+ fel (053

) = :3- 1 = 2 alors que fel(*)= O. 

6.3 Preuve du théorème 6.2.2 

Nous admettons pour l'instant la proposition sui\·ante : 

Proposition 6.3.1 
Soient les dcu:r [\.S-e:ctcnsions e-minimales : 

(i\X c; :\\ ·, D) 
(A\·· C· ,\C, d) 

avec X et U des espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés 
impairs et (,\X, dx) est minimal. 
Alors il e:riste {•, espace rectoriel finiment engendré par des éléments de degrés 
impairs tel que l'on ait les f(S-e.rtensions : 

{ 
( AX _o :\v·,_ D) ,....__... 

(A\1 AU,d) ,....__... 

Rappelons la proposition suivante : 

Proposition 5.5.10 

(:\X C:• A\/ c:, ,\U 0 A{i, D) 
( A V @ :\ U , \ Ù, d) 

Soit(!\)(, d) an A-S-complexe quelconque. 
Pour tout m 2 O. il existe TY, espace vectoriel finiment engendré par des éléments 
de degrés im.pairs, tel qae l'on ait La l\.S-c.rtension ;\X,....__... AX ,\TV cl tel que 

le modèle rninimal AZ de L\X C! ,\ H' satisfasse z-:;m = z-:;rn. ( ) 

lrrtp. 

Nous allons donc prom·er le théorème clans le cas où (AX, dx) E GN (la preuve 
est résumé par le diagramme 6.:3.6). 
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6.3.2 Les hypothèses 

Considérons une KS-extension e-minimale : 

(AX,dx),....___.. (AX 0 AF,D)--+ (!\1-,dv) 

oü (AX,dx) et (i\V,dv) sont deux éléments de GN (on les considère minimaux). 
D'après la définition 5.2.:3, il existe clone deux espaces vectoriels finiment en
gendrés par des éléments de degrés impairs et deux KS-extensions : 

{ 
(AX; dx) 
( :\1 , dv) 

(i\X0i\Ux,Dx)--+ (AUx,Dx) 
(AV 0 i\U\.·,Dv) --+ (i\Uv,Dv) 

où (AX 0 i\L'x,Dx) et (AV 0 i\hr,Dt,·) sont des éléments de DP. 

6.3.3 Réduction au cas (i\.)(, dx) E DP : 
En faisant une somme amalgamée, on obtient la KS-extension e-minimale suiv
ante: 

(i\X i\Ux, Dx) ,....____..(A_\· 0 AUx 0 AV, .6.) --+ (AV, clv) 

On applique alors la proposition 5 .. 5.10 à (AX 0 AUx, Dx) avec m tel que l'on 
ait les KS-extensions ( e- minimales) : 

(:\X :Sm ::J AV:Sm-t, D) 
(~\ V:Sm-t !\Uv. d) 

On peut prendre par exemple m = J\IaxuEIJv j uj + 2. On a alors un espace vectoriel 
finiment engendré par des éléments de degrés impairs lF tel que l'on ait la KS
extension : 

(AX C' AUx, Dx) ,....____.. (AX 0 AUx 0 AH!, Dw) --+(A lV, Dw) 

et le modèle minimal ( !\Z. dz) ~ ( AX ··= .\Ux A TV. Dw) vérifie ( z:Sm) imp. = 

z:Sm. 

En faisant une somme amalgamée. on obtient la l(S-extension ( e-minimale) : 

D'autre part en minimalisant la base, on obtient la KS-extension ( e-minimale) : 

Il est intéressant de remarquer que l'on a la KS-extension : 

(i\X 0 AV, D) ,.....___.. (AX 0 AV AUx 0 i\W, Dw) --+(AUx 0 i\vV, Dvv) 

Comme Ux. 87 Il" est un espace vectoriel finiment engendré par des éléments de 
degrés impairs, ( AX 0 A V, D) sera clans GJv si ( AX A 1/ Q AUx A lV, Dw) est 
clans GJV. i.e. si (AZQi\1/,.6.) est dans GN (cf proposition .5.2 .. 5). D'autre part. 
comme (i\XQi\Ux, Dx) est clans DP, il en est de même de ( 1\XCAUx0A 1-V, Dw) 
et par conséquent de (AZ,clz). 
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6.3.4 ilfontrons que (AZ 0 AV,~) est dan.s GN : 
On a les deux KS-extensions e-minimales suivantes : 

(AzS:m Q A 1·-::;m-1 , ~) 

(AVS:m- 1 AU. d) 

Ç>n se trouve alors tout à fait dans les hypothèses de la proposition 6.:3.1, il existe 
U, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés impairs tel que 
l'on ait les ES-extensions : 

(Az"Sm A vsm- 1 0 !\Uv@ i\Û, Du) 

( 1\ri"Sm-1 (C::~ ;\''."A ;\[f D- ) .v .y.U,ly. , U 

De ces KS-extensions. on en déduit les suivantes : 

{ 
(.\Z,dz) 

(A V 0 .\Uv, d) 

Considérons le diagramme suivant : 
(:3) 

AZ ,\V 

(AZ 
(AV 

AVO.\Uv A(;,Du) 
!\Uv CS! :\[r, Du) 

( 1) 

AV 0 !\Uv 

1 1 
i\Z ,__ ____ i\Z J A V ;\Uv 0 ;\U ---- :\ 1" 0 ,\Uv 0 i\{! 

l l 
i\U1· 0 i\rl :\U 

(2) 

• La KS-extension (2) est la composée de la 1\.S-extension (:3) avec la I\:S
extension (AZ, Dz) ~ (:\Z Q !\V,~). 

• Dans la KS-extension ( 1). la base et la fi.bre sont clans DP, donc (A V 0 
!\Uv :\{!,Du) est aussi clans DP. 

• Dans la KS-extension (2). la base et la fibre sont dans DP, donc (i\Z 0 
A V 0 !\Uv 0 A(. Du) est aussi claus DP. 

• La KS-extension ( :3) montre que ( ;\Z , \\0
, ~) est clans G N, en effet Uv ffi Ù 

sont des espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés 
rmparrs. 

On peut résumer la démonstration par le joli diagramme 6.:3.6 

6.3.5 Cas où (A.\", dx) E G : 
Dans ce cas, il est inutile de s'embarrasser elu Ux. on passe clone cette étape. 
( i\Z, dz) n'est clone plus clans DP, mais simplement clans G. 
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• Dans la hS-extension (1), nous donne que (i\ V@ :\Uv 0 A(r, Du) est dans 
DP. 

• Dans la ES-extension (:2), nous donne que (.:\Z 0.\ V 0 i\Uv@ A(r, Du) est 
clans GJV. 

• La KS-extension (:3) montre que (AZ0AV . .6.) est clans G, en effet UvEBÜ 
est clans DP. 

• De la KS-extension : 

i\)( 0 AV-------... i\X 0 i\ V t3l AUx 0 i\~V--+ AUx 0 A ~V (6.1) 

et elu quism 
i\Z AV.........=.__ i\X 0 AV t3l AUx 0 1\rV (6.2) 

on en déduit que AX 0 A V est de Gorenstein. 

• 
6.3.6 

i\X i\X ( .. A V -------.- A V 

1 1 
AX C:, ;\Ux i\X iZ' AUx 0 A V------ A V 

1 1 
,LY :\Ux :J :\~V------ i\X 0 AUx i\TV AV---- i\ V 

~j j~ 
i\Z ------- i\Z 1S} A V------- A V 

1 
(3) A 1/ 0 AU v 

1 ( 1) 

A[r- AV 0 i\Uv 0 AÜ 

l 
i\Z ~-(-2-) -- i\Z c? A V G i\U~· 

l 
i\Uv AU i\U 

Toutes les KS-extensions horizontales sont e-minirnales. 
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6.3. 7 Preuve de la proposition 6.2 . .'3: 
On considère le diagramme 6.:3.6 : Considérons tout cl 'abord la KS-extension 
(1), la base et la fibre sont des éléments de DP, clone l'espace total aussi. Les 
quatre ES-extensions satisfont donc les hypothèses de la proposition 2.6.7. D'où, 
le calcul : 

fel (AX 0 Al/) 6
.
1 

6 ·) 

.5.2.9 

fel (AZ) 

fel (AX 0 AV) 

fel ( i\X i\ V() AUx 1HV) -fel (AUx @ l\ vV) 

fel (AZ 0 AV)- fel (AUx 0 1\fV) 

fel ( AZ 0 i\ V 0 AU v 0 !\{!) - fel (!\Uv 0 A0) 

fel (i\Z) +fel (AV 0 i\Uv 0 AÜ)- fel (i\Uv)- fel (AO) 

fel (AZ) +fel (A V G3l i\Uv)- fel (AUv) 

fel (AZ) +fel (i\1/.) 
fel (i\X AUx .. ;::) i\vV) 
fel ( i\ X) + fel ( 0 !\ Ux 0 !\ W) 
fel ( AZ) + fel ( 1\ V) -fel ( 0!\Ux 0 i\ Hl) 
fel (i\X) +fel (;\V) 

6.4 Preuve de la proposition 6.3.1 

• 

Il est à remarquer que cette proposition est liée à la proposition :3.1 de [2:3]. 
Rappelons tout d'abord la proposition : 

Proposition 6.3.1 
Soient les deu.r [\.S-e:densions c-rninimales : 

(AX 0 All,D) 
( i\ \i. 0 AU, d) 

avec X et U des espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés 
impairs et (,\..\-,cl x) est minimal. 
Alors il e.z:iste {r, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés 
impairs tel que l'on ait les f(S-e.densions : 

{ 
(i\X@ A ll, D) 

(A V i\U, cl) 

Remarques 6.4.1 

(!\X 0 i\ V 0 i\U 0 AÛ, D) 
(:\V@ i\U 0 AÜ, d) 

• L'hypothèse e-minimale ne porte évidemment que sur la première KS-extension. 
• La proposition 6.3.1 peut se transcrire par le eliagramrne suivant : 
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AX ,___ __ (_I_) --- i\X 0 i\ V -------- A V 

1 
1 
1 

l (2) 

i (Ibis) AV AU v 
1 
1 T 

i i ( 2bis) 
1 1 
T _ T _ 

AX ., ___ (Ïi~;) ___ AX 0 AV 0 i\Uv c;y i\U- A V 0 AUv <8! AU 
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Les ES-extensions (I) et (2) sont données par hypothèses, on doit trouver les 
KS-extensions (lbis) et (2bis), la (1ter) est simplement la composée de (1) avec 
(Ibis), elle este-minimale. On introduit{! afin de pouvoir étendre la différentielle 
D aux éléments de U. 

6.4.2 Cas où X = :r, [:r[ impair et U = u 
On a clone deux KS-extensions ( e-minimales) : 

{ 
( ib:' 0) ,....__._._ 
( A v·, d) ,....__._._ 

(.\xC.\\/, D) 
(AV(;) ~\u,d) 

du est un cocycle de (A\~·, d) mais pas forcément un cocycle de ( A:r 0 A V, D). 
Il faut faire en sorte que l'on puisse étendre la différentielle. Il est clair que si 
Ddu = 0, il suffit de poser Du =du. 
Dans le cas contraire, remarquons tout d'abord que D peut s'écrire de la forme 
D = d +x f) OLt () est une dérivation de .\V de degré 1 - [x[. On vérifie 
facilement que 0 o d = do O. L'hypothèse e-minimale se traduit simplement 
ici par le fait que :r n'est pas un cobord. Pour 0, cela donne()(\/) C A+(V). 
i.e. !Qi tf:. lm O. Pour définir Du, il suffit de définir ()(u). Comme Ddu =f. 0, 
on a Ddu = ()(du) = d'·()( u )", on introduit donc un nouvel élément u 1 tel que 
dul = ()(dtt) et e(u) = lll (()(dtt) =f. I, c'est ici qu'intervient l'hypothèse de e
minimalité). Notons que le degré de tt 1 est impair, en effet on a [u 1 [ = [u[ + 1-[x[. 
Du est maintenant bien défini : 

Du = du + .r 0 ut 

L'viais il reste à définir Du 1 , on sait déjà que du 1 =()(du). De la même manière. 
il suffit de connaître 0( tt 1 ). celui-ci devra satisfaire la relation cW(u 1 ) = ()( du 1 ) = 
O(()(dtt)). Si ()(()(u)) est nul, on a alors Du 1 = du 1 =()(du), sinon on pose u2 tel 
que du 2 = ()(()(du)) et 

Dtt 1 = ()(da) + x C' u2 

On peut définir de façon générique une suite (n;);:::o d'éléments de degrés impairs, 
avec u0 = u telle que 
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Cette suite est finie pour des raisons de degrés, en effet B est une dérivation 
de degré négatif (pair). Notons Ù = {tt1 , ... }, on a alors les ES-extensions 
recherchées : 

{ 
(A~r .\V, D) ----
(AV :\u, cl) ----

(. \ ~e CS) .\' . ;:;! , \ u AU, D) 

(AV 0 Au C) :\U, cl) 

Par composition, on trouve la ES-extension ( e-minima.le) : 

• 
6.4.3 Cas où X= :r, l:r/ impair. 

On rappelle que U est finiment engendré par des éléments de degrés impairs, on 
fait clone une récurrence sur le nombre n de générateurs de U. 

• Pour le cas n = 1, c'est le but elu paragraphe précédent. 
• Supposons le résultat vrai pour n = i, montrons le pour i + 1. 

On pose AU = i\Ui ® l\tt de sorte que la ES-extension (A 1', d)---- (A V 0 AU, cl) 
se décompose par la suite de KS-extensions : 

(Al·', d) ~(A V® :\U;, d)---- (:\ ,. :\U, d) 

Appliquons alors l'hypothèse de récurrence, il existe clone [r,, espace vectoriel 
finiment engendré par des éléments de degrés impairs tel que l'on ait les KS
extensions : 

{ 
( i\x 0 A V, D) --
(AV .\Ui,cl) ----

(A :r @ :\ 'l ·•:::: . \ U; AU;, D) 
(:\V ,\U; :J ,\[r,, d) 

Posons A ~V = A V 0 AU; 0 AÙ;, on a les KS-extensions ( e-minimales) suivantes : 

{ 
(;b:, 0) ,__ 

(i\W,d) ,__ 
( ·\ ·r· .. "' ·\ r.r,r. D ) .. ~ '.._;:) .. } ~ ' 

(A Hl 0 ~\u, d) 

La première est obtenue par composition, la seconde est la KS-extension ( 1) de 
la somme amalgamée : 

A 1• 0 i\Ui i\V i\U --------- i\u 

l l (21 

AvV 
(1) 

:\IV 1\tl -------- i\u 

On est clone réduit au cas n 1. il existe ( 0 , espace vectoriel finiment en-
gendré par des éléments de degrés impairs tel que l'on ait les I\:S-extensions : 

{ 
( i\x G , \ W, cl) 
(i\W C i\u, d) 

( A:r A W ,:::: Au i\(!0 , D) 
(A Hl 0 Au .g, A [F0 , cl) 
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Notons (/ = (i0 EB [/i, on obtient les deux KS-extensions : 

{ 
( !\x ® A 1,-, D) ,_______.. 

( !\ 1/ ® AU, d) ,_______.. 
(1Lr ® i\ V® i\U Cl AÙ, D) 
(A V 0 i\U 0 AÜ, cl) 

La première est la. composée des KS-extensions 

(A.rG;i\V,D)~(Ax i\W,D),...___..(Lb: :\Il' i\u0i\Ù0 ,D) 

en remarquant que ( i\x C) !\ vV () :\u 0 AÜ0 , D) = (kr c: A V 0 i\U@ AÜ, D ). 
La. seconde est la. composée des I\:S-extensions 

(AV 0 AU,d) .J2L (i\vV c) Au, cl),.....___.. (i\W 0 Au 0 i\Ù0 ,d) 

En remarquant que (i\vV Cl Au 0 AÜ0 ,d) =(AV 0 i\U 0 i\Ü,d). 
Remarquons finalement que la. KS-extension suivante est e-minima.le : 

(!\x, 0) ~ (A:r C_> A v· 0 i\U 0 A[\ D) -. (A V G2J i\U 0 AÙ, cl) 

6.4.4 Cas où )( est finiment engendré par des impairs. 
La. preuve se fait par récurrence sur le nombre n de générateurs de X : 

• Si n = 1, cela a été prouvé lors de l'étape précédente. 
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• 

• Supposons que cela. soit prouvé pour n = i, montrons le pour n = i + l. 
Ecrivons X = X; œ iQlx de sorte que !\Xi,......__... AX; 1\J- soit une KS-extension. 
Dans ce cas, on a les deux KS-extensions e-minima.les : 

{ 
(.\;r, 0) 

(.\X;, d) 
(i\:c .) A ll, D) 
(,\.\; =)i\xe>.\V.D) =(;\X Al",D) 

Il existe donc {i0 , espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés 
impairs tel que l'on ait les KS-extensions : 

{ 
(A:r 0 A V, D) ,...._...__.. 
(:\110 i\U,d) ~ 

(:b: c:9 AV 0 AU ';J AÜ0 , D) 
(AV 0 AU 0 i\Ù0 , cl) 

Posons maintenant \li = .r ;fl V et h = U EB Ù0 • on a. les KS-extensions suivantes : 

(lUC CJ LHi . D) 
(Ah AU1,d) 

Par hypothèse de récurrence, il existe Ù1 , espace vectoriel finiment engendré par 
des éléments de degrés impairs tel que l'on ait les KS-extensions : 

(AX;0AV1 AU1 AÜ1,D) 

(Alli@ i\U1 0 AÜt, cl) 



66 CHAPITRE 6. GN EST STABLE PAR FIBRATION E-NIINDHA.LE 

De ces KS-extensions, on obtient celles que nous cherchions, en posant U = 
Üo EB U1 : 

{ 
(,\X,dx) 

(:\V 0 :\U, d) 

La première est la composée 

( \ ~F (C:\ \ll :Ç'\ ·\[j" \/'\ •\[~! D) 1 .-'\. 'Cl 1 ~ co), • (:y L 1 

(AV 0 AU 0 AÜ,d) 

La seconde se déduit de la KS-extension 

(:b: 0,\ V 0 :\U, d) ,.___.._ (A:r AV C) .\U CJ A(r, d) 

6.5 Nouvelle définition de GN 

• 

6.5.1 La proposition qui suit donne une définition plus large d'un élément de 
Gs. 

Proposition 6.5.2 
Soit (i\X, d) un I\.S-comple.re tel qu'il e.z:iste 1we I\.S-cttension e-minimale 

(AX, d) ,.______.. (AX CS! i\ V, D) ---+ (.\ F, D) 

avec V un espace vectoriel de dimension finie et (:\X(~) i\ V, D) E DP. 

Alors (:\X. d) est un élément de Gs. 

6.5.3 Preuve de la proposition 6.5.2: 
Pour le prouver. il suffit de considérer le diagramme suivant, obtenu de la même 
manière que dans la preuve elu théorème 6.2.2 
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AX ~-------.- AX A 1/ -------- A V 

( 1) 1 1 
AX A \IV AX 0 AH,· A V ------..- i\ V 

"'1 (2) 1"' 
A Z ,__ _______ i\Z GJ :\11 --------..- A 11 

1 (3) 

(5) i\ V GJ i\Uv 

1 ( 4) 

AZ ---(
6
-)--.... AZ Q AV GJ AUv 0 i\Ù- i\ V 0 A. Uv® i\Ù 

Il 1 "' (7) 1 " 
i\Z~------1\ZQ:\Uz i\Uz 

(8) 

Toutes les 1\.S-extensions horizontales sont e-minimales et tous les U. sont 
espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés impairs. 

• Les ES-extensions ( l) et (:2) sont celles de la proposition .5.5.10. 

• La KS-extension (:3) est celle de la proposition 5.:).:2. 

• On a donc AZ Qi\ V et AV Q i\Uv tous deux clans DP. 

• Les KS-extensions ( 4), ( .S) et ( 6) sont celles obtenues par la proposition 
6.:3.1. Comme clans la preuve elu théorème. il convient de remarquer que 
l'on choisit m de façon adéquate. 

• La KS-extension (7) est un modèle minimal, a.vec Uz = U ffi U, U étant 
celui de la proposition .5 . .3.2. 

• i\Z 0 A 1'. 0 i\Uv 0 i\U est clans DP, par conséquent :\Z 0 i\Uz aussi. 
Comme U z est un espace vectoriel finiment engendré par des éléments de 
degrés impairs, on en déduit que i\Z est clans GJV. 

• La proposition 5.2 . .3 nous permet de conclure. 

• 
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Chapitre 7 

Lien avec l'évaluation 

7.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous donnons une généralisation des deux résultats suivants 
d'Aniceto Murillo. 

Théorème 7.1.1 ({28}, théorème A) 
Soit S un espace topologique 1-connue tel que 7r.,(S) ·Q est de dimension finie. 
Alors les propo8itions suicantes sont équivalentes : 

(i) H~(S; ,0!) est de dimension finie. 

(ii) eus est non nulle. 

Théorème 7.1.2 ({29}, lemme 3.3) 
Soit (i\1l,d) avec 1l de dimension finie, V= (v0 , ... ,vn)· alors 

ev(AV,d) # 0 =? ev(A~;.D,) # 0, avec \li =(v; .... , Vn) 

7.1.3 Si 7i*(S) 0 iQI est de dimension finie, alors S est, de façon évidente dans 
Gf, lui même inclus clans GN (proposition .5.5.:2). D'une part, théorème ï.:2.1 
généralise son premier résultat aux éléments de Gx, d'autre part le théorème 
ï.4.1 montre que 

ev(AFOAX.d) # 0 =? ev(AV,Oi\X.D;) # 0 

avec Vi = (v,, ... , vn) et 1\X dans GN (modulo une hypothèse de e-minirnalité). 

Nous réécrivons enfin la version clans ADGC elu théorème :3.4.:3 qui nous servira 
par la suite : 

Théorème 7.1.4 
Soit une J(S-e:rtension d ·adgc 1-connexes : 
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(i) Si H*(i\"Y-, D) est de dimension finie, alors 

(ii) Si :v est de dimension finie et 7r,.(p) () {~ injective (i.e. (AX@ Ar··, D)est 
minimal), alors 

ev(AX;)AY,D) i= Û =? ev(AY,D) i= Û 

7.2 L'évaluation non nulle sur GN 

Théorèn1e 7.2.1 
Soit X un espace de type GN. 
Alors les propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) H*(X:fg) est de dimensionfinie, i.e. H~(X,IQ)EDP. 

(ii) evx est non nulle. 

Pour démontrer le théorème, on admet pour l'instant le lemme suivant : 

Lemme 7.2.2 
Soit (A,d)-(AC):\(u),D) __, (A(u).O) une [\-S-e.t:tension telle que: 

• A est une adgc de Gort11sfein. 

• il e:ti.stt un élément u..· du socle de H~(A) dont le degré est exactement la 
dimension formelle de A, 

• H~(-4 :\(u)) est de dimension finie. cl Du i= 0 dans H~(A) et u est de 
degré impair. 

Alors H*(A) est de dimension finie. 

7.2.3 Preuve du théorème 7.2.1 : 
Soit X un élément de GN, le sens (ii) =} (i) est déjà connu (cf :3.:3.1.5). Nous 
allons prouver l'autre sens clans le cadre de l'algèbre. 

Soit (A, d) une aclgc qui est un modèle de X, par exemple son modèle de 
Sullivan. On a donc (A, d) E G:v avec evA i= O. D'après la définition .5.2.4, il 
existe une sui te finie de KS-extensions : 

ou l 0, ... , N, (/10 , d0 ) = (A, d), fr(AN+tl est de dimension finie et ui de 
degré impair. En utilisant le lemme :3A.ï, une récurrence (croissante) prouve que 
chaque (Ai, di) est de Gorenstein avec une application d'évaluation non nulle. 
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On a, d'après le lemme 3.3.8, un élément du socle de H"'( AN) dont le degré est 
exactement la dimension formelle de AN puisque evAN # O. La KS-extension : 

satisfait les hypothèses elu lemme 7.2.2, clone AN est aussi un élément de DP. 
Une récurrence décroissante prouve le théorème. • 

Corollaire 7.2.4 ({14}, thm 1) 
Soit (A, d) une adg de Gorenstein sur Q tel que H"(A; Q) soit noethérienne. 
Si evA # 0 alors H*(A; Q) est de dimension finie, i.e. H"'(A; Q) satisfait la dualité 
de Poincaré. 

Preuve : 
C'est une conséquence directe elu théorème 7.2.1 et de l'inclusion ;V C GN 
(proposition 5.1.2). • 

7.3 Preuve du lemme 7.2.2 

La preuve elu lemme utilise le lemme suivant : 

Lemme 7.3.1 
Soit la J(S-extension 

(A,d),._._ (A i\(u). D)----. (i\(u).O) 

telle que H*(A A(u)) soit de dimension finie, f =cl Du# 0 dans H*(A) et u 
de degré impair. 
Alors, pour tout j, la l\.S-e:dension 

(A,d)--- (A A(.I);;),D)----. (i\(!JJ),O) 

définie par cl D.r;j = Jl vérifie H*(A@ i\(yj)) de dimension finie. 

7.3.2 Preuve du lemme 1.3.1 : 
La preuve du lemme se décompose en trois étapes. 
Première étape. Soit f un élément de degré pair de H*(fl), notons (f) l'idéal 

engendré par f. Si H*(A)/(f) est de dimension finie alors Ann(f) est aussi de 
dimension finie. 
Preuve : en effet, si H*(A)/(f) est de dimension finie, H*(A) est un Q[j]-moclule 
de type fini et par conséquent il en est de même de Ann(.f) (Q[f] est noethérien), 
or f.Ann(f) = 0, donc Ann(f) est de dimension finie. 

Deuxième étape. H"'( A @ A( tl)) est de dimension finie si et seulement si 
H*(A)/(J) est de dimension finie où f = cl Du. 
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Pre,uve: on a H*(A®i\(u)) = H*(A)/(f)ffiAnn(f)GuQ, on conclut avec l'étape 
précédente. 

Conclusion. 
Ecrivons H"'(A) = B0 (f) 
Remarquons que B0 ~ H*(A)/(f) et H*(A) = LBof'. 

i>O 

Comme H*(A Q A(x)) est de dimension finie, iC en est de même de H"'(A)/(f), 
i=j-1 

de B0 et de fr(A)/(fl) = L Bof'. On conclut grâ.ce à l'étape précédente. 
i=O • 

7.3.3 Preuve du lemme 7.2.2: 
• Soit w E socle (H*(A)) telle que fel (A)= lwl, remarquons que lwl ~ lfl. 

En effet A Q A( u) est une adgc de Gorenstein avec une cohomologie de dimension 
finie, donc H"'(A 0 A(a)) est à dualité de Poincaré (cf 2.4 . .5). De plus 

fel fr( A 0 A(u)) =fel (A A(u)) =fel (A)+ fel (A(u)) = lwl +lui 

Supposons que l"'-'1 < lfl alors w se projette sur un élément non trivial de 
H"'(A)/(f). Appelons o: la classe duale (au sens de Poincaré) de w clans H"'(A Q 

A(u)), alors lo:l = lui. Pour des raisons de degré et parce que cl Du#- 0, o est 
dans H*(A)j(f), ce qui est impossible car west dans le socle. 

• Si on suppose que pour chaque i on ait f' #- 0 alors il existe un j tel que 
IJil > lwl. Le lemme 7.:3.1 nous permet de dire que la KS-extension 

(A,d)--- (A 0 i\(y),D)-----. (A(y),O) 

avec cl(Dy) = fl satisfait aussi les hypothèses du lemme, mais IPI > lwl ce qui 
est en contradiction avec l'étape précédente. Ceci prouve que, pour un certain j, 
on a p = 0 et donc que 

i=j-1 

H"'(A) = L Bof' 
i=O 

ce qui prouve que H"'(A) est de dimension finie. • 

7.4 L'évaluation non nulle sur GN (suite) 

Théorème 7.4.1 
Soit V un espace vectoriel finiment engendré, V= ( t·0 •... , un) et la KS-e:rtension 
e-minimale : 

(i\V.,d)--- (AV' 0 i\X,D)-----. (;\X,D) 

avec (i\\1' i\X,D) E GN. Posons V;= (v,, ... ,vn)· 
On a alors : 



7.4. L'ÉVALUATION NON NULLE SUR GN (SUITE) 73 

La preuve est basée sur le lemme général suivant, analogue du lemme :3.:3 (iii) 
dans [29]. La preuve utilise le même argument. 

Lemme 7.4.2 
Soit ( i\X, d) le modèle nu:nimal d'un espace de Coren ste in, et supposons q'ue 
(i\.r; 0 AX, cl) .soit de Goren.stein : 

(i) Si y est de degré pair 

(ii) Ou si y est de degré impair et y n'est pas un cobord dans (Ay Q AX, d) 

alors 

ev(AyOAX,d) =J 0 =} ev(AX,d) =J 0 

Remarques 7.4.3 1. Dans le lemme 7.4.2, quand IYI est pair, (AX, cl) E G 
implique que (A.r; ® AX, d) E G. 

2. L'hypothèse "y n'est pas un cobord" est en fait l'hypothèse de e-minimalité. 

Exemple 7.4.4 
On ne peut pas omettre l'hypothèse .. y n'est pas un cobord clans ( i\.r; 0 ,\)(, d)". 
En effet, si on considère l'adgc (A:r, 0) avec l:rl pair. alors (A.r, 0) E G1. ~Iain

tenant on définit (Ay t8 .\x, d) a.œc dx = y, alors ev(AyOAr,d) =J 0 bien que 

ev(Ax,O) = O. 

7.4.5 Preuve du théorème 7.4.1 : 
Le théorème 6. 2. 2 nous donne immédiatement que chaque (:\v; A X, D) sont 

clans GJV. En utilisant le lemme 7A.2, on montre par récurrence suri que 

• 
7 .4.6 Preuve du lemme 7.4 .2 : 

(i) Si IYI est pair, on considère la KS-extension 

(Ay i\X,d),___..(i\y0i\)(0i\sy,b)---+ (i\sy,O) 

L'espace vectoriel H~(i\sy) est de dimension finie et le théorème 7.1.4 nous donne 
que ev(AyOAXGAsy.S) =J 0, mais (Ay :3! !\X i\sy. b) _::. (AX, cl), d'où par naturalité 

ev(AX,d) =JO. 
(ii) Si IYI est impair. Comme y n'est pas un cobord. on a: 

( 7.1) 

On considère les clôtures acycliques : 
C = (Ay t;;) i\X i\sy i\s)(, D) _::. (:Ql. 0) de (Ay 0 i\X, cl) et 
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(AX 0 i\sX, D) ~ (IQl, 0) de (AX, d). On décompose la différentielle de i\y 0 AX 
de la manière suivante, en transcrivant la relation (7.1) 

d=d+y0B 

e est une dérivation de AX de degré 1-lyl et d = 10 cl. De même, on décompose 
D, la différentielle de C : D = ÎJ + y 0 0, 0 est une dérivation sur ( i\y 0 
AX 0 i\sy 0 i\sX) de degré 1- IYI- La relation (7.1) permet de supposer que 
dsx E Ay (9 :\+.Y 0 i\sX, on en déduit alors 

D = 1 0 jj @ idAsX (7.2) 

où lJ est la différentielle sur AX (9 i\sX. 
Soit g E (Hom(AyOAX.d) (( C, D); (!\y 0 AX, d)), D) et on écrit g = g1 + y.g2 avec 
Im giJAsyOAsX E AX, par un calcul direct, on montre que : 

Dg= Dg1 +y 0 [e o g1- ( -1)JgJ!.JBigl o e] + ( -1)1vly 0 Dg2 (7.3) 

où Dgi = cL o gi - ( -l)Jg,Jgi o iJ. On écrit : gi = L gf oü gfl(sy)JOAsX = 0 pour 
k>O 

j #k. On a g7JAXOAsX = gf et l.iJfl = Ill+ k(IYI-l). De (7.2), on en déduit que 

(iJgif = i>(gf) et on a 'È>gi = 0 ce qui donne iJ(gf) = 0, finalement Dgf = 0 Vk, 

où D est la différentielle dans Hom(AX,J) ((AX 0 i\sX, D); (i\X, cl)). 
Soit [f] une base de [;d(AX.J) (-Q, ( AX, cl)) (on suppose que ( AX, cl) est de Go

renstein). En particulier D f =cl of- ( -1)1/lj o lJ =O. 

On définit hE Hom(Ay:)AX,d) ((C, D); (!\y 0 i\X,d)) par 

{ 

1 1---+ y@j(l) 
h s<I> ~-----+ y .f(s<I>) 

(sy)nCs<I> ~-----+ 0 (n?::1) 

On ah= yh2 avec h2 = h~ = f, donc, en appliquant. (7.:3), on obtient que h est 
un cocycle. On suppose que ce soit un cobord : h = yf = Dg = D(g1 + yg2 ). 

Avec (7.:3), on montre que Dg1 = 0, d'où 'f>g} = 0 V/,· et, comme (AX, cl) est de 

Gorenstein. on a nécessairement g~ = 'f>uk, en effet l!i}l =III+ (k + 1)(1yl-1). 
Comme ·z)JAsX = D, glJAsX = 9? = Du0

, g2JAsX = gg et on en déduit par (7.:3) que: 

j = [e o 'f>u 0 - ( -1)(JuoJ+l).JBJ·f>u0 o 0] + ( -l)IYI·_Dg~ (7.4) 

De cf· = 0, on montre que e 0 cl = ( -1 )1 81cl 0 e' et on conclut que e 0 Du0 = 
( -1)181D o ()u0 , d'où (7A) s'écrit: 

f = ( -l)JBJD [e otto- ( -l)luoJ.JBJttO o 0 + g~] 

Donc fest un cobord ce qui est impossible. 
Comme [;ct(AyO.AX,d) ('Qi, (:\y 0 AX, d)) est de dimension une, [h] est une base 
et comme evAyOA.\'([h]) = [h(l)] = [y.f(1)] =/:- 0, evA_x-([f]) = [f(1)] # 0, d'où 

evAx,J =/:-O. • 



7.5. SUR Gp 7.5 

7.5 Sur Gf 

De l'inclusion G1 C GN (cf proposition .5.1.2) on en déduit les théorèmes suivants. 

Théorème 7.5.1 
Soit X un espace de type G 1 tel q'ue ev x =f. 0, alors H~(X, rQ) est de dimension 
finie, i.e. H*(X, rQ) satisfait la dualité de Poincaré. 

Théorème 7.5.2 
Soit (i\V ® i\P, D) E G1 avec V= (vo, ... ,un)· Posons \li= (vi, ... ,vn)· 
On a alors : 

ev(AVQAP,D) =f. 0:::} ev(AV,QAP,D) =f. 0 

Nous donnerons néanmoins une autre démonstration de ces résultats. 

7.5.3 Autre pre1we du théorème 1.5.1 : 
Soit (i\X, d) un modèle de Sullivan S', on écrit (AX, d) = (AV® i\P, d) oü 

V est de dimension finie et H"(i\P) est une algèbre satisfaisant la dualité de 
Poincaré. De la proposition 5.:3.6, ( i\X, d) est e-minimal donc on peut appliquer 
le lemme 7.4.2. On fait une preuve par récurrence sur la dimension N de V. 

Si N = 0, c'est immédiat. 
Si N = 1 : si lvi est impair, il est clair que H~(i\X, d) est de dimension finie, 

donc H"(i\X, d) satisfait la dualité de Poincaré, on se ramène au cas N = O. 
Si lvi est pair, on considère la KS-extension 

(i\X, d) ~ (i\X ® i\ü, D) ---t (Au, 0) 

avec Dv =v, (!\(X,ü),D)---+ (i\P,d) est un quasi-isomorphisme, donc 
H*(i\(X, ü). D) est de dimension finie. Finalement. en utilisant le lemme 

7.2.2, on conclut. 
Pour N = n + 1, on suppose le résultat vrai pour \ =:;; n. 

On a!\)(= i\(vo, ... ,vn) i\P. On pose AX1 = A(c1 •... , un) tJ i\P, il est clair 
que (i\Xr,dd E Gf et ev(AX.d) = ev(AvoOAX1 ,d) =f. 0 donc du lemme 7.4.2 on en 
déduit que, ev(AX1 ,di) =f. O. L'hypothèse de récurrence nous permet de conclure 
que (AX1 , dr) est un élément de DP, on s'est ramené au cas N = 1, donc H*(i\X) 
satisfait la dualité de Poincaré. • 

7.5.4 Preuve du théorènœ 1.5.2 : 
Comme chaque (!\Vi 0 i\P,D) sont par définition clans G 1, en utilisant le 

lemme 7.4.2 et la proposition 5.:3.6 on montre par récurrence sur i que 

• 
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7.6 Quand la cohomologie n'est pas noethérienne 

Théorème 7.6.1 
Soit S 'ltn espace de Gorenstein 1-conne:ce. Alors 

{ 

S est un complexe de Poincaré sur Q 
ou 

evs =J 0 =* H ( -, ) · h · · t * .) ; !(Ji n est pas noet enenne e 
n'est pas de Gorenstein. 

Le théorème 7.6.1 est un corollaire de la proposition suivante : 

Proposition 7.6.2 
Si H*(A.; Q) n'est pas noethérienne avec un .socle non nul alors H*(A; Q) n'est pas 
de Gorenstein. 

Corollaire 7.6.3 
Si H*(A; Q) n'est pa.s noethérienne alors 

evA =J 0 =} H*(A.; Q) n'est pas de Gorenstein. 

7.6.4 Preuve du théorème 1.6.1 : 
Soit S un espace de Gorenstein tel que evs =J 0 : 

• Si H"(S) est noethérienne. alors H"(S) satisfait la dualité de Poincaré 
d'après le corollaire 7.2.4. 

• Si H"( S) n'est pas noethérienne. le socle est non nul puisque lm eus C 
socle (H"(S)) et de la proposition 7.6.2. on en conclut que H"(S) n'est pas 
de Gorenstein . 

• 
Remarque 7.6.5 
Soit X un espace 1-connexe tel que H"(DX; Q) a une croissance polynomiale, 
H*(.\-) est noethérienne et evx =f- 0 clone X est un espace elliptique. 
En effet, par [10], la croissance polynomiale de H*(flX; Q) implique que 1r*(DX)0 
Q est de dimension finie, donc X est un espace de Gorenstein (proposition 2.5.3), 
finalement Ir( X; Q) est de dimension finie par le corollaire 7.2.4, clone X est un 
espace elliptique. 

7.6.6 Preuve de la proposition 1.6.2: 
On utilise le modèle bigradué de H*(A) = H (paragraphe L5.5) : (i\Z, d) ---+ 

(H, 0). On considère la résolution projective de Q en il-modules : 

d - - d -r. d . 0: 

... ---+ H G:J ( i\.Zh ---+ H 0 ( AZh ---+ H ----+ Q ---+ 0 
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Oll Zi = z!~/. Comme H n'est pas noethérienne, Zo est de dimension infinie 
(prop. 1.5.:3), donc (!\Z)I = Z 1 est aussi de dimension infinie. Soit w E socle (H), 
w E !\(x1 , ... ,:rn),xi E Z0 . On définit alors pour k > 0 

fk: H 0 (!\Z)t ---+ H 
1 0 Xn+k 1--+ w 

1 0 ;f;j 1--+ 0 

pour j =f. n+k. Ces applications vérifient !J.,od = 0 et il n'existe pas d'applications 
g: H 1--+ H telles que /k =go d, cl'oü Extu (\l)!, H) est de dimension infinie, clone 
H n'est pas de Gorenstein. • 

7. 7 Espaces formels 

Un espace X est formel si il a le même type cl 'homotopie que sa cohomologie. 
Les modèles de X et H"'( X, Q) sont clone les mêmes. Il est clair que X est de 
Gorenstein si et seulement si H"'(.\-, f}_) est de Gorenstein. De plus on a : 

Théorème 7. 7.1 
Soit X un espace formel de Gorenstein sur Q, alors 

ev x =f. 0 =} H"'(X, Q) E DP 

Pre-uve : 

Le fait que ev x =f. 0 nous oblige H*(X, (r:)_) à être noethérienne, sinon H*(X, Q) 
ne serait pas de Gorenstein (cf corollaire 7.6.:3) et clone d'après le corollaire 7.2.4 
H*(X, Q) est de dimension finie. Le théorème 2.4 .. 5 nous permet de conclure. • 
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Résun1é 

Dans cette thèse, on étudie les espaces de Gorenstein, introduits par Y. Félix, 
S. Halperin et .J.C. Thomas par analogie avec l'algèbre locale. Ceux-ci généralisent 
les espaces dont la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré. Sur le corps 
des nombres rationnels, les mêmes auteurs et A. Murillo ont prouvé le résultat 
suivant : avec diverses hypothèses sur la fibre, si deux espaces d'une fibration 
sont de Gorenstein, alors il en est de même elu troisième. Ce théorème nous 
permet d'introduire différents types d'espaces de Gorenstein, notamment GJV. 
Par exemple, les espaces dont l'homotopie est finie sont de type GN. En les 
considérant, on établit des théorèmes plus généraux clans deux domaines : 

D'une part, on s'intéresse aux fibrations dont la fibre est de type GN. On 
met en évidence une nouvelle hypothèse : la e-minimalité. Une fibration est elite 
e-minimale si le connectant de la longue suite exacte d'homotopie est nul en degré 
impair. Pour de telles fibrations, on prouve que si la base est de Gorenstein (res p. 
est de type GN) alors l'espace total est de Gorenstein (resp. est de type GN ). 
De ce fait, tous les espaces de Gorenstein que nous savons construire sont de type 
GN. 

D'autre part, sur GN, l'évaluation est non nulle si et seulement si la cohomolo
gie satisfait la dualité de Poincaré. Bien que ce résultat ne soit pas encore prouvé 
pour les espaces de Gorenstein (conjecture), nous démontrons, pour n'importe 
quel corps, l'équivalence avec l'assertion "avoir une cellule terminale", condition 
plus faible que l'évaluation non nulle. 

En conclusion, il s'avère que les espaces de Gorenstein de type G.v forment un 
nouveau cadre, très large, sur lequel on peut faire des calculs et des raisonnements 
par recurrence. 


