N° d’ordre : 2030

THESE

présentée a
L’'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE
pour obtenir
LE TITRE DE DOCTEUR DE L’UNIVERSITE
SPECIALITE : MATHEMATIQUES

par
Hervé GAMMELIN

ESPACES DE GORENSTEIN

&
APPLICATION D’EVALUATION

Soutenue le 5 juillet 1997 devant la Commission d'Examen :

Président : J. D’ALMEIDA, Université de Lille I
Rapporteurs : Y. FELIX, Université Catholique de Louvain
A. MURILLO, Université de Malaga
Examinateurs : N. DUPONT, Université de Lille I
S. HALPERIN, Université de Toronto
D. TANRE. Université de Lille I
Directeur de these : J.C. THOMAS, Université d’Angers



a Dolorés



Remerciements

Je tiens a remercier Jean-Claude Thomas, qui a dirigé cette theése avec une
grande compétence. Ses encouragements, ses questions, ses conseils ont été dé-
terminants pour la réalisation de ce travail. Il m’a initié a la recherche en
mathématiques, il m’a appris a rédiger et m’a permis aussi de rencontrer de
nombreux autres mathématiciens.

Je remercie tres vivement Yves Félix et Aniceto Murillo qui ont bien voulu
prendre sur leur temps précieux pour juger ce travail.

Mes remerciements vont aussi a Jean D’Almeida, Nicolas Dupont, Steve
Halperin et Daniel Tanré qui me font ’honneur de participer au jury.

Je suis aussi reconnaissant envers Yves Félix, Steve Halperin et Aniceto
Murillo pour les nombreuses conversations qui ont été des plus importantes pour
ce travail lors de mes séjours a Louvain, a Malaga et a Toronto. Ils m’ont posé
des questions pertinentes, leurs remarques m’ont permis d’établir et de simplifier
les démonstrations.

Lors de mes séjours, j’al toujours été bien accueilli et j'al une pensée toute
particuliere a mes amis locaux : Pascal (quand il était 100% belge), Sonia, les
deux Antonios (le premier barbu avec de longs cheveux, le second barbu avec de
longs cheveux, attention a ne pas les confondre) et Jonathan. Je n’oublie pas
les autres, ceux qui ont subi du Gorenstein durant les séminaires et groupes de
travail.

Je remercie le CNRS, le Fields Institute, I'Université d’Angers et I’Université
de Malaga pour leurs supports financiers indispensables.

Enfin, mes pensées vont a ceux qui ont du et doivent me supporter au quoti-
dien, mes parents et surtout Dolores a qui je dédie cette these.



Table des matieres

Introduction

1 Préliminaires algébriques

1.1
1.2
1.3
14
1.5

Algebres graduées différentielles . .
Modules semilibres. . . . . . . ...
Le foncteur Ext différentiel. . . . .
Modele de Sullivan, KS-extensions .
Modele d’Halperin-Stasheff . . . . .

2 Espaces de Gorenstein

VI OV )
N

Lo D DD LD L
SN IR - N SO &

Introduction, algeébre commutative.
Définitions et premieres propriétés .
Complexes de Poincaré . . . . . ..
Fibre de Spivak . . . . . ... ...
Fibration . .. .. ... ... ...
Dimeunsion formelle . . . . . . . ..

Algebre commutative (le retour) . .

3 L’application d’évaluation

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Introduction . . . . . . ... .. ..
Définitions et premieres propriétés .
Lesocle . ... ... .. ... ...
Résultats sur I’évaluation non nulle
Cellules terminales . . . .. . ...

4 Calculs de £zt et exemples.

4.1
4.2
4.3
4.4
45

Etude de CP> . . . . . . . . ...
Ftudede CP™ . . . . . .. .. ...

Calcul de Ext avec le modele d'Halperin-Stasheff . . . . . . . . ..

Exemple traité avec P'algebre locale

Exemples ou H™(A) n'est pas Gorenstein . . . . . . .. ... ...



2 TABLE DES MATIERES

5 Ensembles d’espaces de Gorenstein sur Q
5.1 Introduction . . . . . . . ...
5.2 Llensemble Gy . . . . . . .
53 Llensemble Gy . . . . .. ... 0oL
5.4 Preuve de N C G’}“i" .........................
55 Preuvede Gy C Gy . .. . ..o
5.6 Nombres intéressants . . . . . . . .. . ... .. ... ...

6 Gy est stable par fibration e-minimale
6.1 Introduction . . . . . . . .. ...
6.2 Théoreme . . . . . . . . ..
6.3 Preuve du théoreme 6.2.2 . . . . . . ... L.
6.4 Preuve de la proposition 6.3.1 . . . . ... .. ... ...
6.5 Nouvelle definition de Gy . . . . . . . . ..

7 Lien avec I’évaluation
7.1 Introduction . . . . . . ..
7.2 L'évaluation nonnullesur Gy . . . . . . . .. .. L.
7.3 Preuve dulemme 7.2.2 . . . ..
7.4 L’évaluation non nulle sur Gy (suite) . . . . . . .. ... ... ..
TH Sur Gy oo
7.6 Quand la cohomologie n'est pas noethérienne . . . . . . . . .. ..
7.7 Espacesformels . . .. ...

Bibliographie

45
45
46
48
49
o1
54

Gt G
(358

(1 ST
o OO =1 Ut

[@2BR e
(=23 (V)

69
69
70
71

5
76

[



Introduction

Les espaces a dualité de Poincaré ont été, dans les années soixante, 1'objet prin-
cipal de la topologie algébrique. Ces espaces ressemblent le plus aux variétés
différentiables. Henri Poincaré avait établi a la fin du siecle dernier que la coho-
mologie des variétés compactes orientables possédait une “dualité”. En effet, le
choix d’une orientation définit une forme bilinéaire non dégénérée :

H(M;R)® H(M,R) — R

Cette dualité s’étend aux variétés topologiques mais pas aux pseudo-variétés (ou
variétés singulieres). Par exemple, en 1961, W. Browder établit que les H-espaces
finis satisfont la dualité de Poincaré pour tout corps de coeflicients. D’autre
part, M. Spivak montra que les espaces de Poincaré possede un analogue du fibré
normal stable et qu’il existe un classe de Thom-Pontrjagin.

L’étude de la dualité de Poincaré des variétés singulieres a connu ces dernieres
années un essor considérable sous I'impulsion en particulier de Mac Pherson,
Goresky, A. Beilison, Jean-Paul Brasselet, Bernstein et Deligne. Ces travaux
concernent la théorie de I'intersection et les faisceaux pervers.

Une autre voie, concernant la dualité de Poincaré des variétés algébriques a
été ouverte par A. Grothendieck qui a introduit la notion de module dualisant.
Daniel Gorenstein puis H. Bass ont été amenés a I'étude de ce que l'on appelle
maintenant les anneaux (ou modules) de Gorenstein. Un anneau local (A4, m)
est dit de Gorenstein si le Exty (K, A) est de dimension 1, K = A/, étant son
corps résiduel. David Eisenbud rapporte I'anecdote suivante : Daniel Gorenstein,
étudiant de Oscar Zariski, introduit,dans sa these, les anneaux de Gorenstein
(1952) ; Ensuite, il s’est intéressé aux groupes finis (il a écrit une bible qui l'a
rendu célebre) et il a affirmé qu’il n’avait jamais compris la définition d’un anneau
de Gorenstein !

En homotopie rationnelle, une question se‘posa naturellement dans les années
1985 apres le théoreme de dichotomie : quelles restrictions sur 'algebre de Lie
d’homotopie d'un espace topologique sont imposées si cet espace a sa cohomologie
qui satisfait la dualité de Poincaré 7 La réponse a cette question a été obtenue par
Pintroduction de la notion de Gorenstein sur les algebres différentielles graduées.
Moore a introduit un foncteur Ext différentiel. Yves Félix, Stephen Halperin et
Jean-Claude Thomas ont alors posé les définitions suivantes :
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Définition 2.2.1
Une algebre differentielle graduée est dite de Gorenstein sur K st
Extiq gy (K.(Ad)) est un Z-espace vectoriel de dimension un.

Définition 2.2.2
Un espace topologique X est dit de Gorenstein sur ¥ si Ualgébre différentielle
graduée (C~(X, %), d) est de Gorenstein sur .

Les espaces de Gorenstein généralisent les espaces dont la cohomologie satisfait
la dualité de Poincaré. En effet :

Théoréme 2.4.5([8], thm 3.6)

Soit X un espace de Gorenstein sur K.

H*(X,¥) est de dimension finie si et seulement si H*( X %) satisfait la dualité
de Poincare.

Ce résultat découle de l'interprétation topologique du Extes xix) (K, C (X))
lorsque X est un CW-complexe fini, celui-ci est en fait identifié a la cohomologie
réduite de la fibre de Spivak de X notée F'y. Cette derniere est de dimension 1
si et seulement si X est un complexe de Poincaré. Goettlieb ([16]) a montré que
pour une fibration F' — £ — B de complexes finis, les fibres de Spivak vérifient
Fp ~ FpxFg.ou * est le joint, en particulier si deux des fibres sont des spheres, il
est clair que la troisieme est aussi une sphere (une sphere est caractérisée par son
homologie). d'ou £ est un complexe de Poincaré si et seulement si B et /' sont
des complexes de Poincaré. Yves Félix,Steeve Halperin et Jean-Claude Thomas
dans ([8], thm 3.4), en ont donné une version J-locale, dont les hypotheses ont
été affinées par Aniceto Murillo dans [27] dont voici ['énoncé :

Théoréme 2.5.2
. p . . . s
Soit F'— E — B une fibration d’espaces simplement connexzes telle que l'une des
deux hypotheses suivantes soit verifiée :
(i) H*(F.72) est de dimension finie.
(i) 7.(f) =G est de dimension finie et 7.(p) 2 T est surjective.
Alors on « un tsomorphisme explicite :

o 1 Eatonpig (0, C7(B;Q)) © Exter(rg (Q, CT(F;0Q))

1w

Exten (2, C7(E;Q))

En particulier, E est un espace de Gorenstein sur Q si et seulement st B et I' le
sont.
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Ce théoréme n’a évidemment d’intérét que si l'on connait des espaces de Go-
renstein autres que les complexes de Poincaré. Félix, Halperin et Thomas ont
prouvé que les espaces dont "homotopie (rationnelle) est finie sont aussi des es-
paces de Gorenstein (sur Q) (cf proposition 2.5.3). On peut alors construire
différents types espaces de Gorenstein (sur @) dont voici I'exemple le plus impor-
tant, Gy, défini par

Définition 5.2.2
Un espace topologique rationnel 1-connexe B de type fini sera dit de type Gy sl
existe une fibration d’espaces rationnels 1-connexes de type fini :

Be—F+——F

ot I a sa cohomologie qui satisfait la dualité de Poincaré et F' a son homotopie

finie.

L’ensemble des espaces de type Gy est inclus dans 'ensemble des espaces de
Gorenstein (sur Q). Il est alors naturel d’étudier le comportement de ces espaces
avec une fibration. Pour cela, nous avons été amené a introduire une hypothese
sur la fibration : la e-miuimalité hypothese qui englobe les deux cas du théoreme
2.5.2. Une fibration F 4 E % B, ou B, £ et F sont l-connexes, sera dite e-
minimale si I'inclusion de la fibre j : F' — F induit des homomorphismes injectits
(7)) ®@Q : mu(F) ©Q — 7u(FE) @ Q, & > 1 ou de maniere équivalente, la
projection F N B induit des homomorphismes surjectifs 7o 1(7)OTQ @ Tary 1 (F)D
Q — “2L+1(E) oQ, k2> 1.

Nous établissons alors le théoreme suivant :

Théoreme 6.2.1
Soit la fibration e-minimale : B «— E «— F avec F de type Gy.

i) Si B est de type Gy, alors E est aussi de type Gy.

ii) Si B est dans G, alors I est ausst dans G.

Ce théoreme nous assure que tous les espaces de Gorenstein sur @ que l'on sait
construire sont de type Gy.

D’autre part, Yves Félix, Stephen Halperin et Jean-Claude Thomas ont défini
Papplication d’évaluation d’un espace X, comme une application linéaire, notée
evy, de Extoe(xix (K, C(X;K)) dans H*(X,K). Son image est dans le socle de
H*(X.r) (I mteuectlon de tous les annulateurs), sous ensemble tres particulier
de H*(X,K). Cette application est non nulle si 'espace X admet une cellule
terminale, i.e. X = Y Uy e® (prop. 3.4.1). Donc, elle est non nulle pour les
complexes de Poincaré.
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Pour les espaces de Gorenstein en général, le Extev(xx) (K, C*(X;K)) est de
dimension 1, I’évaluation est donc plus facile a étudier. On s’intéresse au cas ou
elle est non nulle, il existe alors un élément particulier de H*(X,K).

Aniceto Murillo a étudié 'application d’évaluation, en a donnée diverses in-

terprétations et a montré le résultat suivant :

Théoreme 7.1.1([28], théoreme A)
Soit S un espace topologique [-connexe tel que m.(S) 2 Q soit de dimension finie.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) H*(S;TQ) est de dimension finie.

(ii) evs est non nulle.

D’autre part Yves Félix et Aniceto Murillo ont montré le résultat suivant :

Théoreme ([12], théoreme 2)

Soit S un CW-complexe [-connexe. Supposons que G = H (QS;%) soit une
algebre de Hopf de Gorenstein. Alors il y a €quivalence entre les propositions
sutvantes:

(i) la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré
(it) U'évaluation est non nulle

Puisque les espaces dont ['homotopie rationnelle est de dimension finie sont
de Gorenstein, ces résultats nous engagent a poser naturellement la question
suivante :

Question
Pour les espaces de Gorenstein sur @, v-a-t-il équivalence entre les propositions
suivantes:

(1) la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré

(i1) I'évaluation est nou nulle

Le sens (¢) = (21) est connu, le théoréeme 2.4.5 nous réduit la question a :
Pour un espace X de Gorenstein sur Q dont ['évaluation est non nulle, H*(X;Q)
est-elle de dimension finie ?

On peut tout d’abord affaiblir la question en supposant que X admet une
cellule terminale. La réponse est affirmative, ce pour n'importe quel corps :
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Théoreme 3.5.4

Soit un espace de Gorenstein 1-connexe de type fini.

St il admet une cellule terminale alors sa cohomologie satisfait la dualité de
Poincare.

D’autre part, comme les espaces de type Gy contiennent tous les espaces de
Gorenstein sur ¢ que nous savons construire, la réponse partielle a la question,
illustrée par le théoreme suivant, nous engage a penser qu'il y de grandes chances
pour une réponse positive :

Théoréeme 7.2.1
Soit X de type Gy.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) H*(X;Q) est de dimension finie.

(ii) evy est non nulle.

L'intérét de Gy est donc double, il permet de décrire une grande partie
des espaces de Gorenstein et de répondre a la question pour une grande classe
d’espaces de Gorenstein. On trouvera aussi dans cette these un autre résultat sur
’évaluation avec les espaces de type Gy (thm 7.4.1).

Finalement, on s’intéressera aussi au cas ou la cohomologie est de Gorenstein
(prop. 2.7.1 et 7.6.2), on en déduira :

Théoreme 7.6.1
Soit S un espace de Gorenstein [-connexe. Alors

S est un complexe de Poincaré sur
ou

H™(S;Q) n’est pas noethérienne et
n’est pas de Gorenstein.

evs # 0 =

Théoreme 7.7.1
Soit X un espace formel de Gorenstein sur Q. alors

evy #0= H(X,7) € DP

La suite s'organise de la maniere suivante : les trois premiers chapitres sont
essentiellement des rappels, on y trouvera toutetois la preuve du théoreme 3.5.4.
Le chapitre 4 est entierement dévoué aux exemples divers et variés, traités avec
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différentes méthodes. Le chapitre 5 met en place les définitions de quelques
ensembles d'espaces de Gorenstein sur Q. Le chapitre 6 est consacré a la preuve
du théoreme 6.2.1 et a ses conséquences. Le dernier chapitre contient tous les
résultats sur 'évaluation, notamment le théoreme 7.2.1.



Chapitre 1

Préliminaires algébriques

1.1  Algebres graduées différentielles

1.1.1 Une algebre différentielle graduée (adg) est une algebre graduée (associa-

tive) A = {A;}icz avec unité 1 € Ay et munie d’une différentielle satisfaisant
d(zy) = (dx)y + (=1)la(dy) (d est une dérivation). Il s’en suit que l'image
Im (d) est un idéal de la sous-algebre graduée du noyau Ker (d). H(A) possede
donc une structure d’algebre graduée.

1.1.2 Un morphisme ¢ : (4,d) — (B.d) d’adg est un morphisme d’espace
vectoriel gradué qui préserve les produits et ['unité ; ainsi, H(y) est un morphisme
d’algebres graduées. Si H(y) est un isomorphisme, on dit alors que o est un
quasi-isomorplisme (ou, en abrégé, quism) d’adg (noté =).

1.1.3 L’ensemble de graduation des adg est souvent Il ou —H, pour ce dernier
cas, on note par convention A" pour A_,.

1.1.4 Un module gradué différentiel (a gauche) sur une adg (A, d), est un espace
vectoriel gradué différentiel muni d'une application linéaire de degré zéro A @
M — M, a®m— am, telle que (ad’)on = a.(a’"m), L.m = m et d(a.m) =
da.m + (=D)Fa.dm.

1.1.5 Un morphisme de (A, d)-modules (a gauche) ou application A-linéaire (de
degré 1) est une application linéaire f: M — N (de degré ¢) telle que f(a.m) =
(=1)ela.(f(m)). Ces applications A-linéaires (Homy (M, N), D) forment un sous-
espace vectoriel gradué différentiel de (Hom(AM, V), D) avec la différentielle

Df=dyo f— (=D fody

Le foncteur Hom4(—, —) ne préserve pas les quasi-isomorphismes.
Nous allons donc introduire les résolutions semilibres qui sont les analogues
différentiels des résolutions projectives.
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1.2 Modules semilibres.

Définition 1.2.1
Un module gradué M sur une algebre A est appelé A-libre si il est de la forme
M= AQV avec V espace vectoriel gradué.

Soit (A, d) une algebre différentielle graduée.
Définition 1.2.2

(i) Un (A,d)-module (P,d) est une extension semilibre d’un (A,d)-module
(M, d) siil peut s'écrire comme 'union d’une famille de (A, d)-sous-modules
P(=1) C P(0) C ..., tels que P(=1) = (M,d) et, pour tout k > 0,
P(k)/P(k = 1) soit A-libre sur une base de cycles. Si M =0, (P,d) est un

(A, d)-module semilibre.

(ii) Soit f:(M,d) — (N,d) un morphisme de (A, d)-modules. Une résolution
semilibre de f est une extension semilibre (P, d) de (M, d) munie d un quasi-
isomorphisme de (A, d)-modules (P,d) = (N.d) se restreignant & f sur

(M, d).

(tit) Une résolution semilibre d'un (A, d)-module (N.d) est une résolution semuli-
bre de 0 — (N, d).

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :
Proposition 1.2.3
(i) Tout morphisme [ : (M,d) — (N,d) de (A.d)-modules admet une résolu-
tion semilibre (Q.d) = (N,d). En particulicr. tout (A, d)-module admet
une résolution semilibre.
(i) Si (P,d) est un (A,d)-module semilibre, alors Hom(P,—) préserve les
quasi-isomorphismes.

~

(1ir) Si (A, d) = (B,d) est un quasi-isomorphisme d’adg, alors les modules
différentiels gradués Hom (P, N) et Homp(P, V) sont ausst quasi-isomor-
phes.

Proposition 1.2.4
Si (P, d) est un (A, d)-module semilibre et f : (M,d) — (N,d) un quism de
(A, d)-modules a gauche, alors :

P & A f P&y M — P a4 N

est encore un quism.
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1.3 Le foncteur £zt différentiel.

1.3.1 Rappelons d’abord que, st R est un anneau, on utilise les résolutions
projectives pour calculer Extg(—, —), le foncteur dérivé de Homp(—, —) :

Extiy? (M, N) = H"™ (Homg(P,. N), D)

ou P. = M est une résolution projective du R-module M (qui permet de définir
la différentielle D). Ceci est illustré par un exemple dans la section 4.3.
Dans le cadre différentiel, il est classique de définir 'analogue Ext* du foncteur

Ext> (1, ):

Définition 1.3.2
Si(M,dyp) et (N,dy) sont des (A, d)-modules & gauche, et si (P,dp) = (M, dyr)
est une (A, d)-résolution semilibre, alors

Extly g (M, dy). (N, dy)) = H™ (Homeaa (P, dp). (N,dx)), D)

Cette définition est indépendante du choix de (P, dp).

1.3.3 Si (P, dp) est une résolution (A, d)-semilibre d’un (A, d)-module (Q, dg),
alors Hom (P, —) est un foncteur exact. Donc, de toute suite exacte courte de
(A, d)-modules:

0 — (N, dy) — (M, dy)) — (Myy.d) — 0
On en déduit la longue suite exacte:
C— St (Q M) —

— Eat! (Q, M) — Eat'y (Q,N) — Exty (Q, M)x) — Exty (Q, M) — ...

1.3.4 Ici, on s’intressera essentiellement au Exty (¥, A). Clest un invariant
de l'adg (A, d) comme le prouve la proposition suivante. Dans le cas ot 4 =
C*(X;K), avec X CW-complexe fini, cet invariant a une interprétation topologi-
que : c’est la cohomologie réduite de la fibre de Spivak (cf proposition 2.4.4).

Proposition 1.3.5
St on a un quasi-isomorphisme d'adg augmentées A = B, on peut alors identifier
Exty (K, A) avec Extg (K, B) via les isomorphismes :

Exty (K. A) = Eaty (K. B) &= Exty (¥, B)
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1.4 Modele de Sullivan, KS-extensions

Dans cette section, nous ne rappellerons que les résultats, pour les démonstrations
et détails, nous renvoyons a [18], [32] et [9]. Nous travaillerons exclusivement sur
le corps des nombres rationnels Q.

1.4.1 Une algebre différentielle graduée commutative (adgce) est une adg telle

que
a.b= (——1)’“"'“().&

Un morphisme d’adgc est un morphisme d’adg. On note ADGC la catégorie des
algebres différentielles graduées commutatives.
Une adgc (A,dy) est dite r-connexe si A°=Q et A' =0 pour 1 <i < r.

1.4.2 Soit V" un espace vectoriel gradué, AV désigne I"algebre graduée commu-
tative engendrée par V', L'algebre graduée A1 est le produit tensoriel de 'algebre
extérieure engendrée par VP4 avec 'algebre symétrique engendrée par VP :

AV = Exterieure(V'™) & Symétrique(1774")

St l'espace vectoriel V' admet comme base {v{,...,v,}, par convention, on notera
alors AV par A(vy,...,v,).

On désigne par APV le sous-espace vectoriel des mots de longueur p, et AZPV
'idéal engendré par A”V, i.e. le sous-espace vectoriel des mots de longueur > p.

1.4.3 Un KS-complexe est une adge (AX,d). ott X' = X'2% admet une base bien
ordonnée {z,} vérifiant dz, € A(N,). Il est dit minimal si ¢ < j implique
|2;] < |2;] 5 st (AX,d) est l-connexe (X! = 0) cette condition est équivalente a
d(X) C A22X.

1.4.4 Un modele (minimal) de Sullivan d'une adge (A4, d ) est un quasi-isomor-
phisme p : (AV,d) = (A,dy) ot (AV,d) est un KS-complexe (minimal). Si
HP(A,dy) = @ alors (A, d4) admet un modele minimal.

1.4.5 Il y équivalence entre les deux catégories homotopiques :

ApL
Topy, «—  ADGCy
< . >

avec la paire de foncteurs adjoints App est le foncteur de PL-formes rationnelles et
< . > est le foncteur réalisation. De plus H~(X; Q) est naturellement isomorphe
a H*(Apr(X)). Un modele de Sullivan de Ap(X) est appelé modele de Sullivan
de lespace X. Tout espace connexe nilpotent admet un modele minimal de
Sullivan.
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Exemples 1.4.6

I. Le modele de Sullivan de CP* est (Azy,0) et celui de CP" est
41

(A(z2,y2021),d) avec de =0 et dy =«
2. Le modele de Sullivan de S?"*! est (A(wgn41).0) et celui de S?* est
(AM(2an, Yauo1), d) avec do = 0 et dy = 2.

1.4.7 Une KS-extension est 'analogue dans ADGC d’une fibration :
Une KS-extension d'une adgc augmentée A — Q est une suite de morphismes
d’adge de la forme

(A,6) 2L (AQ AX,d) 25 (AX,d)

ot (AX,d) est un KS-complexe et day € A @ A(X,). Elle est dite minimale si
le KS-complexe (AX, d) est minimal.
Le (A, 6)-module (A @ AX.d) est une extension semilibre.

1.4.8 A toute fibration d’espaces 1-connexes
B~ E«—F
on peut associer une KS-extension :
(AX,dy)— (AX @ AV d) — (AY dy)

o (AX.dy), (AX © AY.d) et (AY.dy) sont des modeles de Sullivan respectifs
de B, [7 et I'. Tout comme pour les espaces, on a la longue suite exacte de
cohomologie et la suite spectrale de Serre associées a une XS-extension.

1.4.9 Du point de vue de I'homotopie, il y a un lien tres étroit entre 7(X) @ Q
et les générateurs du modele minimal de Sullivan (AV,d) de X :

Hom; (7.(X),Q) =V~

)

Si on considere, par exemple, S?* on retrouve la partie libre de 7.(S5?") aux
!

degrés n et 2n — 1 (cf 1.4.6).

1.4.10 La longue suite exacte d’homotopie associée a une fibration se traduit
en modele (cf [20]) et S. Halperin (cf [20], thm 1.4(iii)) a montré que si H*([;Q)
est de dimension finie, alors le connectant est nul pour les degrés pairs. Y. Félix
et S.Halperin ont généralisé ([7], thm III) le résultat au cas ou cato(F') est finie
(la catégorie est finie si H*(F;Q) est de dimension finie).
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1.4.11 A tout espace l-connexe X, on peut lui associer la fibration des chemins :
X — PX «— QX
Ce qui se traduit dans ADGC par :

(AV,d)— (AV @ AV, D) — (AT, 0)

oit (AV, d) est le modeéle minimal de Sullivan de X et (17)F = V¥ (car mpy (X) =
’/'TA(Q<\')) B

On dit que (AV © AV, D) est la cloture acyclique de (AV, d), d'autre part (AV @
AV, D) est une résolution semilibre de @ en tant que (AV,d)-module. Cette
résolution nous sera utile pour les calculs de Ext (, ) (cf chapitre 4).

Exemples 1.4.12

1. Pour CP*, son modele de Sullivan est (A, 0), sa cloture acyclique est

(A, ), D) avec D = .

2. Pour CP", son modele de Sullivan est (A(22, y2,41), d), sa cloture acyclique
est (A(z,y,%,9). D) avec DT =z et Dy =y — Ta".

1.4.13 Soit un espace X obtenu en attachant a un espace Y une n-cellule. On
dit alors que X admet une cellule terminale.
Il existe un modele commutatif de X de la forme (AV £ 0u, d) avec deg(u) = |u| =
n, AV (le modele de Y7) est une sous-algebre, u.A*V =0 = u?, du = 0 et u n’est
pas un cobord (cf [9]). On entend par modeéle une suite de quasi-isomorphismes :

(AV 2 Qu.d) < . = Ap ()

On parle alors de cellule terminale algébrique. Sur 7. les notions de cellule
terminale et cellule terminale algébrique sont équivalentes.

1.5 Modele d’Halperin-Stasheff

1.5.1 Halperin et Stasheff dans [22], section 3, donne la construction d’un
modele de Sullivan (AZ,d) de H*(X,Q) en considérant H*(X,Q) comme une
adgc en prenant la différentielle nulle. Ce modele posseéde deux graduations, la
premiere, haute, qui est le degré classique et la seconde, basse, dite filtrante qui
est établie lors de la construction de ce modele.

1.5.2 Z, est un espace vectoriel qui admet pour base les générateurs (en tant
qu’algebre) de H*( X, 7). L'espace vectoriel Z; admet une base en bijection avec
les générateurs des relations avec une différence de 1 pour les degrés (hauts). On
pose dz; = r ou r est une relation. De nouveaux cocycles peuvent apparaitre en
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(bas) degré 1, on introduit alors I’espace vectoriel Z, ayant une base en bijection
avec les générateurs de ces nouveaux cocycles avec une différence de 1 pour les
degrés (hauts). On pose dz; = ¢ ott ¢ est un cocycle de (AZ<y,d);. On continue
ainsi de suite. C'est un modele minimal de (H*(.X,@),0), appelé modele bigradué

de X.

Proposition 1.5.3 ([22], 3.8.2)
H™(X,Q) est noethérienne si et seulement si Zy est de dimension finie.

1.5.4 Il existe une différentielle D définie sur AZ, telle que (AZ, D) soit un
modele (pas forcément minimal) de X. D = d +d; + dy + ... ol d; est de
degré bas —(7 + 1). Ce modele s’appelle le modele filtré. L'intérét de ce modele
est multiple, étude de la formalité, méme espace vectoriel pour les deux adge

H(X,Q) et Ap[l(‘\:)

1.5.5 Le modele bigradué nous permet de trouver une résolution “d’Eilenberg-
Moore” de @ comme H = H*(A)-module, (A, d) étant une adgc. C’est une
résolution projective (méme libre) de @ en H-modules. Elle est construite a
partir de la résolution acyclique du modele bigradué (AZ.d). Celle-ci est de la
forme (AZDAZ,d), avec Z! = Z{F] notons ¢ : (AZOAZ,d) 5 . La résolution
(AZ@AZ,d) est un (AZ, d)-module semilibre, d’otl, en tensorisant par ce module,
le quism ¢ : (H,0) = (AZ.d), on obtient, d’apres la proposition 1.2.4, un quism :

VO AZ QAL HCOaz AZ@AL =HOAZ S (AZ O AZ,d)

En composant par ¢, on trouve le quism 7 : H © AZ = @. En filtrant AZ par
les bas degrés, on obtient la résolution cherchée :

A HOWD) S HoWIN S H S0 —0

[l est facile de voir que (A7), = Z,. (J\Z)g = A’Z, & Z,, et ainsi de suite . ..

Cette résolution est tres utile pour les calculs de Ext comme on le verra par
la suite dans certaines démonstrations et exemples (cf section 4.3 ou encore dans
la preuve de la proposition 7.6.2).

1.5.6 Illustrons ceci avec un exemple fort simple.

Prenons (A, d) = (A(u,v,w).d) avec du = dv = 0, dw = wv, Ju| = [v] = 2 et
lw] = 3. Cest le modele de Sullivan de CP** v CP™. L’adgc est formelle, i.e.
(A,d) et H*(A) ont le méme type d’homotopie, (A(u,v,w),d) est donc aussi le
modele (bigradué) de H*(A). On aici Zy = {u,v} et Z, = {w}. Par conséquent,
Zy = {u,v} et Zy = {w}. Nous avons dii = u, d¢ = v et div = w —va. Un calcul
rapide montre que H*(A) = Au & Av. La résolution est donc de la forme :

A oW L A (M A (WD) S H 500

avec (AZ)y; = {0, uvw' ™'} et (AZ)gipy = {@@, 11e'}. La différentielle est définie
par du = u, dv = v et dw = —vu.
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1.5.7 Maintenant, nous allons donner un exemple de construction de modele
bigradué qui sera étudié au paragraphe 4.5.3.

Soit (A, d) = (A(u.v,w,t).d) avec du = dv = dw = 0,dt = wow, |[u| = [v| =
2 Jw| = 3 et [t] = 6. Les cycles sont u™v™ et u"v™wt?, avec n > 0, m > 0 et
p > 0, les bords sont u"v™wt?, avec n > 0, m > 0 et p > 0. La cohomologie
est donc engendrée en tant qu'espace vectoriel par [u™v™], [v™wtP] et [u™wit?],
avecn > 0, m > 0et p > 0. En notant ¢; = [w‘ti], ¢ > 0, on a finalement
H*(A) = A{u,v,t)/quetne )y la relation tt; vient du fait que w est de degré
impair.
Nous allons calculer le modele bigradué de A.
Il s’agit d’abord de déterminer les générateurs en tant qu'algebre de H*(A4),
cet ensemble est noté Zy, ici Zy = {w,v,t;}. Les éléments de Z; éliminent les
relations, en 'occurrence {uvt;, t;t;}, on pose donc w; et ¢;;, 0 <7 < j tels que
dw; = wvt; et dt; ; = t;t;, Zy = {w;,t;;}. Les autres Z; sont introduits de sorte
que seuls les cocycles qui restent soient ceux de la premiere colonne, par exemple
Z, contient un élément aq tel que dagy = tgwyg.
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1.5.8 Ce modele peut étre représenté par le tableau suivant :

e
L8116
L3tot,
Loy /7 b
torwy — uvtoy u?’tl,vg’tl
tiwo + uvty ubty, voty | 15
Ltowe wv Ly, wv Lty
apy S Lrwy, Ltwy, /
a0 /!
L3ayy L7 14
tolo L'yt
e too. / L'ty / wty, vt
w3y, vt | 13
L'tgog g L*tywg wvty, uv L3ty
L's Loy / wy, L3wg
L6112
Urany — SWd toty
v/ toq / L't
ulty, vty | 11
topo Lty wo Lty
3/ Llao.o /! ngo /!
L? 110
t
Wiy, v3tg | 9
towo ur Lt
avo /S Lty /
L8
ulty, vity
uvty 7
wy
L3 6
L'y | 5
L? =u? uv,v?| 4
to! 3
L'=u,v| 2
3 2 1 0
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Chapitre 2

Espaces de (Gorenstein

Dans tout ce qui suit espace signifie espace 1-connexe dont la cohomologie est de
type fini.

2.1 Introduction, algebre commutative.

2.1.1 La terminologie de Gorenstein vient de 'algebre locale.
Soit (A, m) un anneau local, ¥ = 4/, son corps résiduel. Un anneau de Gorens-
tein (cf [3]) est un cas particulier d’anneau de Cohen-Macaulay qui est défini
comme suit.

Soit d la dimension de Krull de A alors A est un anneau de Gorenstein si :

: : 0 ¢#d
dim Bzt (K, A) = ) 7
; 1 =d.
On se place maintenant dans le cas particulier d’un anneau gradué.
De bonnes références sont [5] et [25]. Soit H une algebre commutative graduée
finiment engendrée (noethérienne).

2.1.2 Un élément f de H est dit régulier dans H, si Ann(f) est nul, il est
évident que f a un degré pair.

Une suite (fi,....f,) d’éléments de H est dite réguliére si, pour tout ¢, f; est
régulier dans H/ (s . 5_,).

2.1.3 La dimension de Krull de H est n si H contient Q[xy, -, x,] et H est un
module finiment engendré sur Q[zy,- -, a,].

H est de Cohen-Macaulay si il existe une suite réguliere (fq,..., fn) telle que
H/ .. 5.y est de dimension finie, alors on a KdimH = n.

Plus particulierement, si il existe une suite rvéguliere (f1....,f.) telle que
H/;,...1) satisfasse la dualité de Poincaré, on dira alors que H est de Gorenstein.

19
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2.1.4 Le socle de H est l'intersection de tous les annulateurs, i.e. c’est I'ensem-
ble des éléments w tel que w.H = 0.

St H est de Gorenstein avec un socle non nul, alors H satisfait la dualité de
Poincaré.

En effet, il n'existe aucun élément régulier puisque le socle est dans U'annulateur
de n’importe quel élément.

2.2 Définitions et premieres propriétés
Par analogie, Félix, Halperin et Thomas dans [3] ont posé :

Définition 2.2.1
Une algebre differentielle graduée (noté adg) est dite de Gorenstein sur un corps
K st Eatiaay (K, (A, d)) est de dimension un.

Définition 2.2.2
Un espace topologique X est dit de Gorenstein sur ¥ si Uadg (C~(X,K),d) est de
Gorenstein sur ¥.

Remarquons qu'a un espace topologique X, on peut aussi lui associer l'adg
(C.(QX,K),d), le théoreme suivant nous montre que le choix de I'adg n’importe
pas.

Théoréeme 2.2.3 ([8]. Théoréme 2.1)

1%

Exticr(xma (B (CT(X,K),d) = Exticaxms (F (CAQXK),0))

2.2.4 L’algebre H*(.X.¥) peut étre considérée comme une adg en mettant une
différentielle nulle. Le Ext (—, —) différentiel coincide alors avec le Ext classique.
En général, la suite spectrale de Eilenberg-Moore converge :

B} = Batil g (6 H(AK) = Ext(E, A)

en particulier, si on suppose que I'adg A est isomorphe au dual (gradué) d'une
certaine coalgebre (notons que c’est le cas pour A = C*(X;K)).

De cette convergence, on en déduit immédiatement :
Proposition 2.2.5 ([8], prop 3.2(ii))
Soit A une adg telle que H'(A) soit de dimension finie pour tout 1, si H*(A) est

de Gorenstein, il en est de méme pour A.

La réciproque est lausse en général (section 4.5) méme si on suppose que
H~(A;K) est noethérienne en tant qu’algebre (exemple 4.5.1).
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2.3 Complexes de Poincaré

2.3.1 Les espaces de Gorenstein généralisent les complexes de Poincaré, on va
rappeler quelques notions et la définition de complexes de Poincaré.
Les chaines (C.(X,K), d) torment un (C*(X,K), d)-module via le cap produit :

WXVER),d) — (Cu(X K),d)

(¢
0 — TN«

(C~(X,B).d) ©

xXr

On a la formule de dualité : < 2 Uy,a >=< 2,y Na > ol U désigne le cup
produit. Le crochet passe a I'homologie :

< , > H*(X,K) © H*(X,K{) — K
T ® o _ <z, a>

Définition 2.3.2
Soit X un CW-complexe de dimension n, on dit que X est un complexe de
Poincaré s’il existe p € H,(X,K) tel que :

N H(X.©) — H.(X.Z)

o= xrp
soit un isomorphisme.

2.3.3 Comme on travaille sur un corps, cela signifie que H™*(X,¥) = Kw et qu’il
existe pour tout ¢, 0 < ¢ < n, un isomorphisme : HY(X,%) — H" ' (X,K) qui, &
une classe x, lui associe son dual «V tel que z Uz = w.

2.3.4 Tous les résultats de ce travail sont dans le cadre rationnel, il est impor-
tant de distinguer complexes de Poincaré et espaces dont la cohomologie sur un
corps donné, en l'occurrence Q, satisfait la dualité de Poincaré. Un complexe
de Poincaré a sa cohomologie sur n'importe quel corps qui vérifie la dualité de
Poincaré. Nous nous intéresserons plutét aux espaces dont la cohomologie ra-
tionnelle satisfait la dualité de Poincaré, I'ensemble de ces espaces sera noté DP.

2.4 Fibre de Spivak

Soit X un sous-complexe de dimension n de BE"*,

Définition 2.4.1 [31]
La fibre de Spivak, Fx, est la fibre homotopique de linclusion du bord d’'un vousi-
nage régulier de X .

A suspension pres, c’est un invariant homotopique de X.
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Proposition 2.4.2 [31]
Soit X un complexe fini 1-connexe.
Fx est une sphére homotopique si et seulement si X est un complexe de Poincaré.

2.4.3 Prenons un exemple simple, X = S, pour la fibve de Spivak :
Tore plein Tore vide Fibre homotopique

En effet, le tore vide a le type d’homotopie de 5! x S! et le tore plein celui de
S, il est facile de voir que l'inclusion est la projection suivant un cercle, la fibre
est donc St.

Proposition 2.4.4 ([8], corollaire 1.2)
H.(Fy;¥) = Sateoym (K, s"T1C7(X,K))

Ce qui a pour corollaire que les complexes de Poincaré sont des espaces de Go-
renstein, plus précisément :

Théoreme 2.4.5 ([8], thm 3.6)
Soit X un espace de Gorenstein sur K.
H*(X,%) est de dimension finie si et seulement si H*(X.%) satisfait la dualité

de Poincaré.

2.5 Fibration

2.5.1 Introduction

Goettlieb ([16]) a montré que pour une fibration * — E — B de complexes
finis, les fibres de Spivak vérifient Fg >~ Fg * Fig, olt * est le joint, en particulier
si deux des fibres sont des spheres, il est clair que la troisieme est aussi une
sphere (une sphere est caractérisée par son homologie), d’oli £ est un complexe
de Poincaré si et seulement si B et F sont des complexes de Poincaré. Félix,
Halperin et Thomas dans ([8], thm 3.4) en ont donné une version Q-locale, dont
les hypotheses ont été affinées par Murillo dans [27] dont voici 'énoncé :

Théoreme 2.5.2

. . p . , . '
Soit ' — E = B une fibration d'espaces simplement connexes telle que {'une des
deur hypotheses suivantes soit vérifice :

(i) H*(F.Q) est de dimension finie.

() 7 (F) 20 est de dimension finie et m.(p) D G cst surjective.
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Alors on a un isomorphisme explicite :
o 1 Extowpay (0,CY(B;Q) & Extesiray (Q.C*(F;Q))

= eterpg (0,C7(E;0))

En particulier, E est un espace de Gorenstein sur Q si et seulement si B et F le
sont.

Ce théoreme n’a d’intérét que si l'on connalt des espaces de Gorenstein autres
que les complexes de Poincaré.

Proposition 2.5.3 ([8]. proposition 3.4)
Soit X un espace 1-conncxe tel que 7. (X) 2D Q est de dimension finie, alors X
est de Gorenstein sur Q.

2.5.4 Un espace X tel que 7.(X)©Q est de dimension finie admet un modele de
Sullivan de la forme (AV,d) avec V' de dimension finie (cf 1.4.9). En particulier,
comme on le vérifiera par le calcul dans la chapitre 4, CP? et CP™ sont de
Gorenstein.

On verra dans la chapitre 5 que, grace a ce théoreme, on peut construire des
sous-ensembles de l'ensemble G des espaces de Gorenstein qui admettent des
propriétés intéressantes vis a vis de 'évaluation.

2.6 Dimension formelle

2.6.1 Introduction

La dimension formelle est égale a la dimension classique lorsque celle-ci est
finie comme Uillustre la proposition 2.6.3. Elle est avant tout définie a partir de
Vinvariant Eaty (X, A). Elle s'exprime en outre de facon explicite en fonction
de la partie libre des groupes d’homotopie lorsque ['homotopie est finie (propo-
sition 2.6.5). Elle est parfois négative (voir les exemples de calculs). Enfin, pour
les espaces de Gorenstein, elle est finie et se comporte bien avec les fibrations
(proposition 2.6.7).

Définition 2.6.2 ([8], section 35)
La dimension formelle d 'une adg A notée fd est :

fd (A, %) = sup{r € z/ [ Exty (K, A)]" # 0}.
SiExty (K, A) =0. on pose fd (A) = 0.

Proposition 2.6.3 (/8] proposition 5.1)
Si H*(A,¥) est de dimension finie alors

fd (A, E) = sup{r e 1/ H'(A,E) # 0}
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Proposition 2.6.4
Soit (A,d) une adg de Gorenstein, alors fd (A, K) = |f| ou Extq (K, A) est
engendré par la classe [f].

Prewve : fd (A, x) = {rez/[ Eaty (K. A)] #0} =[] n

La proposition suivante est une généralisation d'une formule de S. Halperin
dans [19] pour les complexes de Poincaré dont ['homotopie est finie (ici tout est
rationnel).

Proposition 2.6.5 (Proposition 5.2 de [8])
St m.(X) © T est de dimension finie alors

fd (AX",‘D_)) = Z I;l?il —_ Z (|I,] - l)

|z Jimp. |z |pairs

AN

ou les {x;} forment une base de = (X)© Q.

2.6.6 Eremples de calculs :

Cette proposition nous permet de trouver, par exemples :

fd (CP") =2n+ 1~ 1 =2n ou encore {d (CP>™) = —1.

Ceci montre que la dimension formelle peut étre négative. Attention, une di-
mension formelle positive ne signifie pas pour autant que la cohomologie est de
dimension finie, il suffit de prendre le modele de S* x CP* : (A(a9,23),0), un
calcul a la portée de tous finit de nous convaincre.

Du théoreme 2.5.2, on en déduit :
3

Proposition 2.6.7
Soit une KNS-extension d’adge simplement conneze de type fini :

(AX,8)— (AX @ AY,d) — (AY,d)

(AX,6) et (AY,d) étant minimaua.
St l'une des hypothéses suivantes est vérifiees :

(1) H*(AX,Q) est de dimension finte.
(it) X est de dimension finie et (AX @ AY,d) est minimal.

alors :

fd (AX @AY, Q) =fd (AY. Q) + fd (AX, Q)
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2.7. ALGEBRE COMMUTATIVE (LE RETOUR)

2.7 Algebre commutative (le retour)

Nous nous plagons maintenant dans le cadre des adgc et de 'algebre commutative,
nous pouvons déja énoncer un résultat dont la preuve nécessite des arguments de
ces deux domaines :

Théoreme 2.7.1
Si H*(A; Q) est de Cohen-Macaulay et (A,d) une adge de Gorenstein alors H*(4;Q)
est de Gorenstein sur Q.

Pour la preuve du théoreme on utilisera le lemme suivant :

Lemme 2.7.2
Soit (A,d) une adgc de Gorenstein et f un élément régulier de H*(A; Q) alors il
existe une NS-extension

(A, d)— (A D Az, D) — (\(2).0)
telle que (A @ Az, D) soit de Gorenstein sur Q et H(A S Ax; Q) = H*(A;0)/(5)-

2.7.3 Preuve du lemme 2.7.2 :

Pour plus de commodité, on notera H*(A) pour H*(A; Q).
On définit z et la KS-extension en posant Dax = w ol w est un cocycle de 4
représentant f. Comme f est régulier, il est de degré pair, par conséquent celui
de z est impair. Les hypotheses du théoreme 2.5.2 étant satisfaites, on conclut
que (A® Az, D) est de Gorenstein sur ©@. D’autre part, la suite spectrale de Serre
associée a cette KS-extension nous donne

[;[‘(A & \l) = 1[‘(‘1, ‘;)/(j) = :lllll(f)

et le fait que f soit un élément régulier nous permet de conclure. =

2.7.4 Preuve du théoréme 2.7.1 :

[l existe une suite réguliere (fy, ..., f,) telle que H*(A)/(4,....;n) s0it de dimen-
sion finie. On définit, par récurrence, comme dans le lemme 2.7.2 des éléments
Ty,...,T, et une suite de KS-extensions

(A di)— (Ais1, div1) = (A 9 Az dip) — (A(27),0)

telle que 7 = 0,...,n, Ag = A, d;; 2, soit un représentant de f; dans H*(A4;) =
H*(A)/(5,,..5._1) et les a; solent de degré impair. Le lemme nous affirme que les
(A;, d;) sont de Gorenstein et H*(A,) = H*(A)/(s...5.) est de dimension finie.
Comme H*(A,) est de dimension finie et A, est de Gorenstein, on en conclut,
d’apres le théoreme 2.4.5, que H*(A,) satisfait la dualité de Poincaré et, par
conséquent, H*(A) est de Gorenstein. u
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Chapitre 3

L’application d’évaluation

3.1 Introduction

3.1.1 L’application d’évaluation a été introduite par Félix, Halperin et Thomas

dans [8] de facon algébrique, c’est une application linéaire de xty (¥, A) dans
H*(A,K), c’est un invariant (cf prop. 3.2.2). A. Murillo [28] donne d’autres
interprétations de l'application d’évaluation en termes d’algebre homologique.
Dans [11], on trouvera une interprétation géométrique basée sur la construction
du fibré de Spivak.

3.1.2 Il intéressant de savoir ce que signifie I'évaluation non nulle. En fait,
“I’évaluation non nulle” est une notion intermédiaire a “il existe une classe de
cohomologie dont un représentant annule A* = ker 7 et a “il existe une classe
de cohomologie qui annule H*(4,E)” (cf prop. 3.3.3). Par exemple, elle est non
nulle pour les complexes de Poincaré (cor. 3.3.15) ou plus généralement pour les

espaces admettant une derniere cellule (prop. 3.4.1).

3.1.3 Pour les espaces de Gorenstein, le Ext est de dimension un, I'importance
de I'évaluation non nulle en est agrandie. En effet, il est conjecturer que I'évalua-
tion non nulle soit équivalent au fait que la cohomologie satisfasse la dualité de
Poincaré, ce pour les espaces de Gorenstein. Il est a noter que sans I’hypothese
Gorenstein, ceci est faux, il suffit de prendre le wedge de deux spheres.

3.2 Définitions et premieres propriétés
Soit (A, d) une algebre différentielle graduée augmentée (adg).

Définition 3.2.1 (/8]

L’application d évaluation est une application linfaire :

evy : Exty (B, A) — H™(A)

[SV]
—~1
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qui a un €lément [f] de Exty (Q,A) représenteé par un cycle f : P — A
(P étant une résolution A semilibre de @), lui associe evy([f]) = [f(p)] ou p
est un cocycle de P représentant 1.

Soit (A4, d) = (B,d) un quasi-isomorphisme d’adg augmentées, on a vu (cf 1.3.5)
qu’il indult un isomorphisme Exty (K, A) = Extp (¥, B).

Proposition 3.2.2
Ston a (A, d) S (B,d), alors le diagramme swivant commute :

Exty (K. A) = Extg (K, B)
evy evp
H(AK) H*(B,EK)

1%

on peut alors identifier evy et evp.
Définition 3.2.3
Pour un espace topologique I-connexe S, evs désigne eves(s.
3.2.4 La proposition permet d’écrire, sur @ :
evg = eVC'(S'@) = ev,lPL(S) = evVax

ot (AX,d) est le modele minimal de Sullivan de 5.
Si on se réfere aux deux exemples que l'on étudiera au chapitre 4, on trouve
immeédiatement Im evgp~ =0 et Im evepr = [2"].

D’autre part, comme on a vu pour les espaces de Gorenstein, a un espace
topologique, on peut associer une autre adg (C.(QX,K),6), [lapplication
ev(c.(X.E).s) Nest pas intéressante, mais on va définir un analogue pour les chaines
qui est utile.

Définition 3.2.5 (c¢f [11],2.4)
Soit ¢ Uapplication linéaire :

¢ Exticaaxms (K, (C(OQXE),0)) — H(X,K)
qui @& un élément [f] de Extic,iaxm)s) (K, (Cu(QX,K),8)) représenté par un cycle
f:P=C.0X K)® H.(X,K) — C.(QX,K)

(P étant une résolution C.(QX,%) semilibre de ¥.), lui associe le morphisme de
H(X,K) dans ¥. (donc un €lement de H*(X, %)) définit par :

(D) = ¢.C(Q)(f (=)

ot p est Uapplication constante et q l'augmentation canonique : C(QX,¥) —

Co(QX,K) X K. '
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3.2.6 Cette définition est la version duale de la définition de I'évaluation. Ici,
£([f]) sera non nulle si 1 a un antécédent. Ceci sera illustré dans le paragraphe
sur les cellules terminales. Cette dualité s’exprime par le diagranune suivant :

Proposition 3.2.7
Le diagramme suivant commute :

Extionxmya (. (C*(X.K),d)) = Extieaxm (K, (CRX,K),0))
evy g
H-(X.K) H*(X,K)
Lisomorphisme est celui du théoréme 2.2.3.

3.3 Le socle

Soit A = K une adgc augmentée.
Définition 3.3.1
socle (A) = {w € A/ wker £ =0}
De la définition, on en déduit immédiatement la proposition suivante :

Proposition 3.3.2
Sott Zy l'ensemble des générateurs de A en tant qu’algébre, on a

(w € socle (A)) & (w.zg =0 V2 € Zy)

Proposition 3.3.3
Soit H une algébre graduce, (H*(A) par exemple), alors :

Exty (0, H) =socle (H)

3.3.4 Preuve de la proposition 3.3.3 :

Nous nous plagons dans le cadre rationnel, la preuve ne perd en rien sa
généralité. Prenons la résolution projective de ¢ induite par le modele bigradué
de H (cf le paragraphe 1.5.5). Les éléments de Ext}~ (Q.H) sont les applica-
tions H-linéaires f: H — H telles que fod: H ® (AZ), — H soit nulle. f est
uniquement déterminée par l'image de 1, par conséquent, pour tout élément z;
de (AZ), =Z,, ona cZzl.f(l) = 0. Or, d7; = Zy est l'espace vectoriel dont une
base est formée des générateurs de H en tant qu’algebre. La proposition 3.3.2
nous permet de conclure. ]
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Proposition 3.3.5
On note S(A) l'ensemble des cycles non triviaur de socle (4), on a alors les
inclusions strictes suivantes :

S(A) C lm evy Csocle (H7(AK))

La proposition peut se traduire par :
“L’évaluation non nulle” est une notion intermédiaire a “il existe une classe de
cohomologie dont un représentant annule A* = ker c” et a “il existe une classe
de cohomologie qui annule f*(A,K)".
3.3.6 Preuve de la proposition 3.3.5 :

e La premiere inclusion.

Soit w un cycle non trivial de socle (A), i.e. on aw. AT =0, dw = 0 et w n'est
pas un bord. Soit P = K, une résolution A semilibre de E.

Posons f € (Homy (P, 4); D) définie par :

f: 1l = w
p — 0

Le fait que w soit un cycle et un élément du socle nous donne D f = 0.
Supposons qu’il existe ¢ tel que f = Dg, on aura en particulier :

w="Dg(1) = Dg(1) — (=1)¥lg(d(1)) = Dg(1)

alors w serait un bord, ce qui est exclu par hypothese. Donc [f] est un élément
non nul de &ty (K, A) tel que evy([f]) = w # 0.

Cette inclusion est stricte, il suffit de prendre le modele de Sullivan de S2.
Remarque : Si w € socle (A) , alors dw € socle (A), d'ou la nécessité de
Ihypothese “cycle non trivial”.

e La deuxiéme inclusion.

Soit @ € Im (eva), o non nul. Par définition o = H(f)[p] = [f(p
certain f € Hom4(P, A). Soit 5 =[®] € H*(A), montrons que a.3 =

a.B=[0.f(p)] = (=D f(®p)] = (—=1)*MVIH(f)[.p]

ot [®.p] € H(P) = 0, par conséquent o.3 = 0.
Cette inclusion est stricte, comme le montre 'exemple 4.5.1. ]

)] pour un

)
0:

Corollaire 3.3.7
Im evye(4) = socle (H"(4))

Lemme 3.3.8
Soit (A, d) une adg de Gorenstein sur . St evy # 0, alors { existe un élément
du socle de H*(A) dont le degre est exactement la dimension formelle de A.
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3.3.9 Preuve du lemme 3.3.8 :

En effet, d'une part fd (A) = |f| d’apres la proposition 2.6.4, ot Exty (Q, A) =
Qlf] ; d'autre part w = [f(1)] = eva([f]) est un élément du socle d’aprés la
proposition 3.3.5. On en conclut que |w| = |f] = {d (A). n

Remarque 3.3.10
La réciproque est fausse, comme l'illustre ['exemple 4.5.2.

Corollaire 3.3.11
evy #0 = evyea) #0

3.3.12 Preuve du corollaire 3.3.11 :
C’est une conséquence directe du corollaire 3.3.7 et de la proposition 3.3.5. m

Proposition 3.3.13
Si H(A) est finie, n le plus grand entier tel que H*(A) # 0, alors H"(A) C

Im evy.

3.3.14 Preuve de la proposition 3.3.13 :

On pose [ = 4> & C ou (' & kerd = A", I est acyclique, donc on a un
quasi-isomorphisme 4 = Ay, d'ott, d’apres la proposition 3.2.2, evy = evy .
D’autre part, (Aﬂ)n C socle (..#1/1) et

e

HY(A) = H" (Ayr) = (S(4,0)
La proposition 3.3.5 nous permet d’écrire :
S (A/[) C Im eva,,

On en conclut donc que : H™"(A) C Im evy.
Cette inclusion est aussi stricte, il suffit de prendre une adg qui ait des
éléments de S(A) de degrés différents, avec H*(A) finie. u

De la proposition 3.3.13, on en déduit immédiatement :
Corollaire 3.3.15

Soit X un espace dont la cohomologie H*( X, ) satisfait la dualité de Poincare,
alors evy # 0.
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3.4 Résultats sur I’évaluation non nulle

Le premier résultat sur I’évaluation non nulle est donné par Félix, Halperin et
Thomas dans [3] :

Proposition 3.4.1 ([8], proposition 1.6)

Soit X = Y Uy e" un espace obtenu en attachant @ un espace I-connere Y une
n-cellule (n > 2) et o« € H*(X¥) la classe caractéristique de e™.

Alors o est dans l'image de evy. En particulier, si o # 0, alors Im evy # 0.

Cette proposition nous permet de construire facilement des exemples d’espaces
dont I’évaluation est non nulle, en particulier des bouquets.
Dans la suite de ce paragraphe, on travaillera exclusivement sur le corps de

Fa)

nombres rationnels @.
Aniceto Murillo a prouvé deux résultats importants [28] :

Théoreme 3.4.2 ([28]. théoréme A)
Soit S un espace topologique [-connexe tel que 7,(S) 2 Q soil de dimension finie.

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) H*(S;Q) est de dimension finie.
(ii) evs est non nulle.
Nous donnerons une généralisation de ce dernier dans la section 7.2.

Théoreme 3.4.3 ([28]. théoréme B)
il . o} a2 . + .
Soit F — E 5 B une fibration d’espaces simplement connexes.

(i) Si H*(F;Q) est de dimension finic, alors

evg #0 =>evp # 0

(11) Si 7. (F) D Q est de dimension finie et w.(p) © Q surjective, alors

evg # 0 = evp #0

Un moven mnémotechnique pour retenir ce dernier théoreme :
) |
“ca va dans le sens inverse des fleches”
Ces deux théoremes se traduisent dans ADGC par

Proposition 3.4.4
Sott (AV,d) un KS-complexe tel que V est de dimension finie. Alors les proposi-
tions survantes sont €quivalentes :

(i) H*(AV;Q) est de dimension finie.
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(11) evay est non nulle.

Proposition 3.4.5 )
Soit (A,d) 5 (A® AV, D) — (AV.D) une KS-extension d'adge [-connexes.

(i) St H*(AV) est de dimension finie. alors
eViid) #0 = eviigav,p) # 0
(it) StV est de dimension finie et 7.(p) @ Q injective, alors

eviapar.p) 7 0 = eviyvp) # 0

Tout comme pour les espaces, un moyen simple de retenir ce théoreme est de
remarquer que “ca va dans le sens des fleches”. Le théoreme suivant est un des
buts principaux de cette these :

Théoreme 3.4.6
Soit X un espace de type Gy tel que evy # 0, alors H*(X,¢) est de dimension
finie, i.e. H*(X,Q) satisfait la dualité de Poincaré.

ou Gy désigne un ensemble large d’'espaces de Gorenstein, qui contient notam-
ment ceux dont la cohomologie est noethérienne.
Finissons avec un lemme qui nous servira dans la démonstration du théoreme

3.4.6 :

Lemme 3.4.7

Soit (A, d)— (A D Alx), D) — (\(2).0) une KS-extension, avec x de degré
mpar.

St A est une adg de Gorenstein et si evy # 0 alors A & A(x) est une adg de
Gorenstein et cvygaz) # 0.

Preuve : C'est une conséquence immeédiate du théoreme 2.5.2 et de la proposition
3.4.5. ]

3.5 Cellules terminales

Définition 3.5.1

On dit qu'un espace X admet une derniére cellule si il est obtenu en attachant
une (n + 1)-cellule @ un espace Y. On écrit X =Y U, "™ ot a : S™ — ¥ est
Uapplication d’attachement.

En algebre, 'analogue est la notion de cellule terminale algébrique, en ADGC
cela donne :
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Définition 3.5.2

Une adge (A,dy) admet une cellule terminale algébrique si il existe un modéle
commutatif de la forme (AV & Qu,d) avec |u| = n, AV est une sous-algébre,
u € socle (AV @ Qu, du =0 et u n'est pas un bord. On entend par modéle, une
suite de quasi-isomorphismes :

(AV & Qu, d) _— = (A, dy)

Proposition 3.5.3 ([9], proposition 13.17) Soit X un espace topologique qui ad-
met une derniére cellule, alors il eviste un modéle commutatif de X qui admet
une cellule terminale algébrique.

Théoreme 3.5.4

Soit un espace de Gorenstein [-connexe de type fini.

St il admet une cellule terminale alors sa cohomologie qui satisfait la dualité de
Poincaré.

3.5.5 Avant de prouver le théoreme, nous allons traduire en modele le fait qu’un
espace admette une cellule terminale ([11], 1.5).

L’objet algébrique qui modélise le mieux la structure de CW-complexe X =
Us €o est le modele d’Adams-Hilton (T'V, d) ([1]) que nous prendrons a coefficient
dans un corps K. L'espace vectoriel gradué V" admet une base v, en correspon-
— 1. La différentielle d

dance bijective avec '’ensemble des cellules e,
est induite par les applications d’attachement.

La cohomologie réduite de X est isomorphe a la suspension de la cohomologie
du complexe Hom*((V, d,), k) ol d; désigne la partie linéaire de la différentielle
d. Cette construction montre que :

Vol = [€a

Proposition 3.5.6
Si X = Y U, "l est un espace qui admel une derniére cellule, son modéle
d’Adams-Hilton est de la forme (T'(V) U Kx, D) ou (T(V),D) est le modéle
d’Adams-Hilton de Y, Dx € T(V) et x est de degré n.
3.5.7 Preuve du théoreme 3.5.4 :
Avant de commencer les hostilités, remarquons qu'il suffit de démontrer que
H*(X,¥) est de dimension finie (cf thm 2.4.5).

o Les hypotheses
Nous prenons bien évidemment les notations de la proposition 3.5.6, on a donc
un quism

(A, D) = (T(V) UKz, D) =5 (C.(QX, %), )

On décompose V' de la maniere suivante :

V=V(0)$...8V@E)&..., DV(E) e T(V(<i-1))
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On peut construire une (4, D)-résolution semilibre de ¥ de la forme (P, D) =
(AQ (K& sV @ sa), D) avec Dsv = v — s(Dv).

Considérons l'application A-linéaire f; définie par fi(sz) = 1 et fi(sV) = 0.
Cette application est clairement un cycle. Ce n’est pas un bord car sz n’est pas
dans DsV'. (On retrouve ici le fait que I’évaluation est non nulle). On a donc

Exty (P A) = E[f]

L’idée est la suivante : nous allons montrer que pour tout ¢ et pour tout y de
V(7), on a |y| < |z|, ceci prouvera que la cohomologie est finie (on a supposé X
de type fini).

e A propos du Eat
De la courte suite exacte :

0 — (A4,D) — (4@ (E&sV(0)),D) — (A© sV(0), D) — 0

on en déduit une longue suite exacte de Ext (cf paragraphe 1.3.3) :
s Sat' (B A) — Eat'y (7, AD(ETsV(0))) — Satly (7, AD(sV(0))) — ...

Or A est de Gorenstein donc les Eutly (¥, A) sont nuls sauf pour ¢ = n. D’autre
part DsV(0) = 0, donc Exty (Z, A @ (sV(0))) = Ext'y (£, A) © (sV(0)) est lui
aussi presque toujours nul. L’hypothese 1-connexe nous assure que sv(0) sont de
degré plus grand que 1. On obtient finalement que

Eaty (B, A (2D sV(0)) = Eaty (2, 4) 0 (Z 2 sV(0)) = [£i] © (& @ sV(0))
De la méme facon, on montre
Exty (K. AD(ZSsV(0)=...&s1(0)

=&ty (LA EesV(0)2...3sV(E) =[Ale@Z2sV(0)d...8sV(i)

e Montrons ly| < |z|
Soit y € V(z), on a D(y — s(dy
fulsz) =y — s(dy) et f,(s} ) f (()

)) = 0. L’application A-linéaire f, définie par
est un cycle de

Hom((P, D), KosV(0)E... 5 sV ( 1)), D))
Comme il n’est pas de lc f01me [l (e sV (0)F ... o sV(i— 1)), cest
nécessairement un bord. Posons ¢ telle que DJ = f,, on a donc

Dyg(sx) = Dg(sx) £ ag(l) £ g(sDa) =y — s(dy). On écrit

sDr = Z W;. Sy

v, eV

avec w; € T(17). Soit la projection

™~ T

H:42(KEsV $sz) — VI
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On a alors

y =y — s(dy)) = [I(Dg(sa) £ 2g(1) £ g(sDa)) = M(xg(1) £ 3 wig(sv:))

veV

Il reste & remarquer que les II(w;) sont dans VEFI. Ceci prouve donc que pour
tout élément y de V (i), on a |y| < |z|. n



Chapitre 4

Calculs de £zt et exemples.

Dans ce chapitre, on effectue des calculs de Ext, on s’apercoit rapidement que les
calculs sont tres pénibles.

4.1 FEtude de (P>

Notre but est de démontrer que C' P> est de Gorenstein (cf définition 2.2.1), il
faut donc montrer que :

dim g;l‘tCW(cvpoc-;@) (Q,CVX(C'P(XE;Q)) =1

Pour cela, on prend le modele de Sullivan de CP> : (Ax,0) = App(CP™) avec
|z] = 2. On va prouver que :

Extiawmo (3.(A(2),0)) = H™ (Homamyo) ((AMw) @ A(3), D), (A(x),0)),D)

est de dimension 1, ott (A(2) @ A(Z), D) = T est la cldture acyclique de (A(x),0),
avec DF =z, [t|=1let Df =do f—(=1)MIf o D, avec d = 0.
Tout d'abord, on va décrire :

(Hom'(z\(a:).O) ((\(l) ® A(f), D)’ (A(I)v O)) sD)

C’est I'ensemble des applications (A(x),0)-linéaires de (A(x) @ A(Z), D) vers
(A(z),0), on peut le munir d’une base :  f; : 1 — 2F
r zk

Gk : T —_—
Calculons feur différentielle :

37
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Df‘k :{ J_“ /k { ;L‘k D(jk { % f/k { O
T 0 T T
D D/ |d D [ Dgs ld
0 0 0 0
v — fu —ghtt ; +3k 0
Dfe = —Gr+ Dg,. = 0

[1 en résulte que le seul cycle qui ne soit pas un bord est gy © T — 1, ce qui
prouve que (/P est de Gorenstein.

4.2 FEtude de C'P"

L’espace C'P" a sa cohomologie qui satisfait la dualité de Poincaré, donc il est de
Gorenstein (théoreme 2.4.5), ce qui signifie que :

dln] (t:l,'tcva(cvpn;@) (i@, C‘(C,'P’L.C;)) = 1

Nous allons le démontrer par le calcul.
En modele de Sullivan. cela se traduit par :

dim Extia(ey),g (O, (Alz,y).d) =1
olt (A(x,y),d) = Apr(CP™), avec dy = ™+, |a] = 2. |y| = 2n + 1.
Extia@aya) (O (Alz,y),d)) =
H™ (Homay).a) (Az,y) © A(Z,5), D). (A(x,y),d)), D)

ot (A(z.y)DA(Z,9), D) S Q est lacloture acyclique de (A(x, y),d), avec DT = x
et Dj =y~ 22" et Df =do f—(~1)Vlf o D.

Tout d’abord, on va decrire :
(Homawpa (M, y) @ A(Z,7), D), (Ax,y),d)), D)

C’est 'ensemble des applications (A(z,y), d)-linéaires de (A(x,y) @ A(Z,;
vers (A(x,y), d), on peut le munir d'une base :

=
~—
>
—

: . =k . p
,/k,m - Yy T " Jkom
3 . gk o
.f/\;./n . Yy g € m..l/ Jtm

4
B
=
3
<=

I 3
0

o~

=

3

Calculons leur différentielle (6,4 =1 st A = p, 0 sinon) :
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ka,nz . { ;lzp) fk‘m { 5Pekmm ‘D‘(]k,m . { ’,ljp gk,m { 0

bpat™y

Df D »

D [ Jim J d D l Jkm J d
[)_(/gp—l . pl‘ni.gl)_l ~6p—1,lcp1?my pyg’p—l _ p;l'”;i",ljp—l 6p,/c——1p:l:m+”y
xy? + pyzyP! —fem | =™t zy? + pyayt! ~Gkm | Gppx™tTl
)ka',m = _(k + 1)f}g+l,m = Gk,m+1 D.(]k,m = (A + 1)fk+1,m+n + 9k m+n+1

Les applications g m = frmin + Gim sont donc des cycles.
)ka‘.m . gp fk,m 6ka;ﬂlrmy ngk,m : l—-p Gim 0
TyP 0 ;i‘;fp (Spy;gﬂ:m
f Dy,

D l Jim ' d D j Jkim J d
pyyP~t — paEygP! §p g™t pyyP~t = patzygP! =81 pp™t"
2P + pyi‘g]p‘l +fk . 61)‘k;17"L+ly xy? + pyityp'l +km -5,)_1_kg);r"L;y
D/ka = fk,7n+n+1 + S:/l:.m+1 ng.m - —U‘ + 1)./-k+1.rn+n - (/‘ + 1)§k+1,771

Les applications vgm = (A 4+ 1) fer1.m + Gemer sont aussi des cycles. On voit
facilement que :

—1
E+1

Uk, m+1 = fo.m-, U410 = D ( ) G0y Vieom = _ka,m

Tous les cycles sont des bords excepté :

uoo = fon + oo ¢ 1 — ™ (évaluation non nulle)

T — Y (dimension formelle)



40 CHAPITRE 4. CALCULS DE £XT ET EXEMPLES.

4.3 Calcul de Ext avec le modele d’Halperin-
Stasheff

4.3.1 Nous allons effectuer un calcul de Ext sur un exemple assez simple. En
regle générale, pour calculer Exty; (Q, H), H étant une algebre graduée, on utilise
une résolution projective de ¢ en H-module :

R Ly Ly
Un élément de HomYy, (P, H ) est une combinaison linéaire d’applications H-linéaires

fi+ P;— H de degré ¢ ie. |f;(p)|—|p| = ¢. La diftérentielle D : Hompy(P;, H) —
HomH(PJH, H) est définie par Df; = f;o0d, et

Exthf (0. H) = H? (Hom};f*(P. H),D)

4.3.2 Nous allons prendre I'exemple étudié au paragraphe 1.5.6, H = H(A)
avec (A, d) = (AMu,v,w),d) avec du = dv = 0, dw = uv, |u| = |v] = 2 et || = 3.
H*(A) = Au < Av et la résolution est :

L HoWT) S A e\, S HO(WD) S H g —0

avec (AZ)y = {2,2§. 571}, (AZ)giqy = {22°.7%'}. La différentielle est définie
par dii = u, dv = v et dw = —yT.

4.3.3 Nous savons d'ores et déja que Exty (@, H) est nul car le socle est nul
(cf la proposition 3.3.3). Toutelois, regardons la différentielle des éléments de
degré 0.

foo: 1l —1 T 4 e

y—=y — oy Dfoo = fia+ g1a
fop:l—aPp>1 T 4 1 fog rPFl

y—y — 0 Dfop = frps
fop:l—yrp>1 ihe B

y—y — !/p+1 ‘Df(),p = gl,p+1
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4.3.4 En degré 1 :

fl,O 1T — 1

&2

fipix—aPp>1
fpiz—ytp>1
Gro:9—1

Grp:y—2fp21

gl.p:g—_)ypﬂpz 1

_ d
z
Ty —
- d
ol e
Ty —
- d
= —_
Ty —
_ d
= —
Ty —
- d
z =
Ty —
_ d
z =
Ty —

Ty — TY
Ty — Ty

-,
-
[=]

SN E

UK

1

ey

o

—>
—

o
=}

1,
—
—

&
bl

g1,

—
—

N

L,
—
—

[=3

Dfio=—fa1— G2a
Dfip=—lrpt1 — J2p11
Dg1o = —g2,1

Dgl,p = G2.p+1

Dgl,p = 0

Les cycles sont f,, et ¢ ,, mais pour p > 2, ce sont des bords. D’autre part,
on a Dfyg = fi1+ g1, les deux cycles fi 1 et g, sont donc identifiés. Il reste

donc un seul élément en homologie :

4.3.5 Pour n > 0, on pose :

en degré 2n+1

en degré 2n+2

f~2n+1,m :
f‘2n+l,m .
J2nt1,m ¢
_(}‘2n+l.m :
j;‘2n+2.m :
f'2n+2.m :
92n+2,m :
§2n+2,m :

3" —
AR—
gyt —

~n

gzt —
;:n—i—l
:‘:n*f-l

R —

TP —

[fl,l] S E;L'llHO (0. H).

Les C_}"CIGS sont f2n+1.m+la §2n+1,1n7 (ll + 1)f2rL+‘2,m + g2n+2,m et Jan+2,m avec
m > 1. On a les relations suivantes :

f‘Zn—}—l,m—f—l = Df’271,m7 m Z 1 f'2n+1,1 - D <

g2~n+1,m+l - ’Df'Zn,m

. 1.
f‘?.n,O - _g‘Zn,O)
n

G2nt2.m41 = PYrntim

(n + l-)f‘Zn—{-‘Z,m-}-l + .()27z+2,m+1 = lDf'Zn+1.m

[l est donc clair qu'il n’y a qu’un seul cycle qui n'est pas un bord, i.e. Exty (Q, H)

est de dimension un.
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4.4 Exemple traité avec l'algebre locale

4.4.1 Prenons (A, d) = (A(u.v,w),d) avec du = dv = 0,dw = wv, ju| = |v| = 2
et w| = 3. Cest le modele de Sullivan de C P>V C P™. Nous allons montrer que
H*(A) est de Gorenstein selon la définition de l'algebre locale. Pour cela, il faut
trouver une suite réguliere (f1,..., f,) telle que H*(A)/ (4, . s,) soit une algebre
a dualité de Poincaré.

,,,,,

4.4.2 Un calcul rapide montre que H™(A) = Au$ Av. Comme premier élément
de la suite réguliere, prenons f; = u — v (ni w, ni v ne conviennent). Cherchons
maintenant un élément régulier de H~(A)/ 5, = Au, cette fois-ci on peut prendre
u=fo. Ona H*(A)/(s.5) = 1. qui est une algebre a dualité de Poincaré, par
conséquent H~(A) est de Gorenstein et sa dimension de Krull de H*(A) est 2.

4.4.3 L’adgc (A, d) est elle aussi de Gorenstein puisque H*(A) l'est, d’apres la
proposition 2.2.5. On peut le voir simplement en remarquant que A est formel,
ou en remarquant que A est de la forme AV avec V' de dimension finie (cf prop.

2.5.3).

4.4.4 C’est le seul exemple que je connaisse ou H™(A) soit de Gorenstein et
H*(A) = H; & H,. D’autre part le socle de H~(A) étant nul, 'application
d’évaluation de A est nulle (cf prop. 3.3.5).

4.4.5 Posons = tel que dz = u—v, et w = w—wuz. On a un quasi-isomorphisme
(A, v . 2),d) = (Alu, v, @, 2).d) olt diw = u?. D’autre part, si on considere la
[S-extension :

(Alu, @), d) — (A(u, v. 0, 2)od) — (v, 2),d)

on montre facilement que l'on a un quasi-isomorphisime

(Au, @), d) S (A u,v, i@, 2),d)

d'ott H*(A(u,v,w,z)) est de dimension finie, et satisfait la dualité de Poincaré.
Si on considere la KS-extension :

(A(u, v, w), d)— (A(w,v,w0,2),d) — (A(2),0)

on peut appliquer le théoreme 2.5.2 pour prouver que (\(u,v,w), d) est de Gorens-
tein. Plus particulierement, cela prouve que (A(u.,v.w),d) € Gy (ct définition
5.2.4).
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4.5 Exemples ou H*(A) n’est pas Gorenstein

Dans ce paragraphe, on donne trois exemples d’adgc de Gorenstein dont la co-
homologie n’est pas de Gorenstein. Pour chacun, on montrera d’une maniere
diftérente que H*(A) n’est pas de Gorenstein.

Exemple 4.5.1
Soit (A,d) = (A(u,v,w,t),d) avec du = dv = dw = 0,dt = uvw,|ul = 2,|v| =
lwl =3 et |t|=T.

H*(A) = Alu,v,w,0,0)j{uvwawton) O ¢ = [vi] e
noethérienne. De la proposition 2.6.5, fd (4) = 1 - l (| | + |w] + |t =
12 donc il existe un élément de degré 12 dans Exty. , ) H~(A4)). Mais,
E:ct(}f’f(A) (Q, H*(A)) = socle (H*(A)) (cf prop. 3.3.3) e [ULL] est dans le so-
cle, lvw| = 6 donc Exty , (Q, H7(A)) contient au moins deux éléments (un de
degré 12 et un de degré 6), donc H™(A) n'est pas de Gorenstein.

D’autre part, il est clair d’apres le théoreme 7.1.1 que evy = 0 puisque H(A)

= [wt]. H*(A) est
+ [v
(@,

n’est pas finie.

En résumé, on a une adge (A, d) de Gorenstein telle que H(A) n'est pas de Go-
renstein bien que H(A) soit noethérienne, et telle que ev 4 est nulle bien que le
socle de H(A) soit non nul.

Exemple 4.5.2

Soit (A,d) = (Ala,z,y,z).d) avec dy = az et dz = 2*. |z| est évidemment
touyjours pair.

Dans le cas ol |a] est pair, on a H(A) = A(x)/,2 @ Aa,t) avec t =[xy 4 az]. On
se ramene a un cas semblable a I'exemple 4.5.1 (exercice !).

Dans le cas |a| impair, on a H(A) = @;5o(Gu; B Qu;) = socle H(A) ot u; = [2y']
et v; = [ay']. B

Donc H(A) n'est pas de Gorenstein car E‘vt(}}:m) (Q,H*(A)) = socle (H=(A)) est
de dimension infinie. Ceci illustre aussi la proposition 7.6.2.

D’autre part, d’apres la proposition 2.6.5, fd (A) = 2, donc dans le cas ol |x| = 2,
on a z qui est dans le socle et || = fd (A) bien que evy = 0 puisque H(A) n’est
pas de dimension finie (ct théoreme 7.1.1).

Cet exemple prouve donc que la réciproque au lemme 3.3.8 est fausse.

Exemple 4.5.3

Soit (A,d) = (A(u,v,w,t),d) avec du = dv = dw = 0,dt = wvw,|u] = | I =
2. Jw| = 3 et |t] = 6, H*(A) n’est pas noethérienne et le socle est nul. (A)
n'est pas de Gorenstein, en effet on va prouver que E‘lrt;‘[f“) (Q, H(A)) contlent
une infinité d’éléments.

H™(A) = H = Mu, v, ) jut; e, ) OU £ = [wt ‘l. On utilise la résolution projective
de @ en H-modules obtenue avec le modele bigradué de H (cf paragraphe 1.5.5).
Ici (AZ), = Z, = {8,0,5;} et Zy = {w;,1 ti;j} avec dit; = —avt; et dt” = —{;t;.
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Soient (f;);>o une famille d’applications H-linéaires définies comme suit :

fi : Ho )(;’\7)1 — H
1lou =  ul
130 =~ 0
1ot;, — 0
Vérifions que fiod =0
fiod: H@(AZ), % HoWZ), - H
1 & w; — —ut; © uvt; — —vtjut; =0
1® 'lfj:k — tk@)tj — 0
1o a2 — 2u@u —  2u.ut; =0
1@ o7 — WO — 0
1@ av —_— URUFvOU — vaut; =0
1Ll — LOL+4t — 0
1® fj-{ — L Qutu® fj — tiout; =0
lott  — tot+0dt;, — 0

/i est un bord si il existe une application H-linéaire g : H — H (i.e. uniquement
déterminée par ¢(1)) telle que fi = g o d. En particulier, on aurait ut; = f(u1) =
g(u) = u.g(l), ce qui force a avoir ¢g(1) = ¢,. LEvaluons maintenant en v, on
obtient une contradiction : 0 = f(?) = g(v) = vt; ! Les f; ne sont donc pas des
bords, on a f; € Ewt},}“‘l (0, H), donc Euatyy (Q, H) est de dimension infinie et
par conséquent H n’est pas de Gorenstein.



Chapitre 5

Ensembles d’espaces de
Gorenstein sur Q

5.1 Introduction

5.1.1 On désigne par G 'ensemble des espaces de Gorenstein sur Q. Dans ce
chapitre, on travaille exclusivement sur le corps des nombres rationnels @, on
omettra donc de préciser le corps sur lequel on travaille. On note DP 'ensemble
des espaces X tels que H(X,Q) satisfasse la dualité de Poincaré. On a d’apres
le théoreme 2.4.5

DPCG
Le but de cette section est de décrire différents ensembles d’espaces rationnels
compris entre ces deux ensembles :
Proposition 5.1.2

(D) D) iy B () (3)
DPCNCGY CG,CGyCG

5.1.3 Définissons succinctement ces différents ensembles :

e Le premier, N, est l'ensemble des espaces X de Gorenstein dont la coho-
mologie H*(.X;Q) est noethérienne, i.e. admet un nombre fini de généra-
teurs en tant qu’algebre.

e L’ensemble G (resp. G?air) est constitué des espaces qui admettent un
modele de Sullivan de la forme (AV @ AP, D) qui une KS-extension de
ladge (AV, d) avec V' un espace vectoriel finiment engendré (resp. par des
éléments de degrés pairs) et (AP, D) € DP.

e L’ensemble Gy est constitué des espaces admettant un modele de Sullivan
(AX,d) tels qu’il existe une KS-extension :

(AX,d)— (AX © AU, D) —s (AU, D)

45
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ou U est finiment engendré par des éléments de degrés impairs, et

AX @ AU € DP.

5.1.4 Les inclusions (1) et (3) sont évidentes. L’inclusion (2) sera le but du
paragraphe 5.4, la (4) celui du paragraphe 5.5 et la proposition 5.2.7 est consacrée
a l'inclusion (5).

D’autre part, les inclusions (1) et (3) sont strictes. Pour (1), il suffit de
prendre CP™ pour s’en convaincre. La seconde demande un peu plus de travail.

Exemple 5.1.5
On va la montrer en terme de modeles. Soit (A(us,v3,wy),d) avec dw = uv,
supposons que AU = Aw,v,w) € GZ}“’", on a alors un quasi-isomorphisme ¢ :
(AV @ AP, D) 5 (AU, d). Pour des raisons de degré (V7 ne contenant que des
éléments de degré pair), v sera dans AP, et, par conséquent, il en est de méme
de w. Dans (AP, (Z) on a dw = 0, donc il existe ¥ tel que ¢ = w* pour un certain
k, puisque H*(AP,d) est finie ( (AP,d) € DP ). Finalement, ¢(dv') = w* alors
que ¢(¢r) = 0, donc ¢ ne commute pas a la différentielle. Absurde.

L'adge (A(ug,vs,wy). d) avec dw = uv est clairement dans Gy mais pas dans
G5, L’inclusion (3) est donc stricte. n

Le premier sous-ensemble de G que l'on va définir est Gy :

5.2 L’ensemble Gy

5.2.1 Introduction

Cet ensemble est tres intéressant pour de multiples raisons, en premier lieu, il
contient tous les espaces de Goreustein connus. D’autre part, sur Gy, (évaluation
est non nulle) est équivalent a (la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré),
en effet on a (cf théoreme 7.2.1) :

Best de type Gy,evg # 0= B € DP

Enfin, cet ensemble reste stable par construction par fibration sous une certaine
hypothese, i.e. si la base et la fibre sont dans Gy alors il en est de méme de
'espace total (cf théoreme 6.2.2).

Définition 5.2.2
Un espace topologique 1-connexe B de type fini sera dit de type Gy sl existe une
fibration d’espaces 1-conneres de type fini :

Be—FE—F

ot E a sa cohomologie qui satisfait la dualité de Poincaré et I a son homotopie
rationnelle finie.
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Ce qui se traduit dans ADGC par :

Définition 5.2.3
Gy est Uensemble des algébres différentielles graduées [-connexes (A,d) telles
qu il existe une KS-extension :

(A, d)— (A D AU. D) — (AU, D) (5.1)
ot U est espace vectoriel finiment engendré par des €léments de degrés impairs,
et AQ AU € DP.

Cette définition est équivalente & la définition suivante :

Définition 5.2.4

L’ensemble Gy est constitué des algébres différentielles graduées 1-connezes (A, d)
telles qu’il existe une suite finie de KS-extensions :

(.AL', di) — (fli-{-lv (li+1) — (;’\Llfl'. O)
ou 0 <2 <N, (Ag.dp) = (A.d), x; est de degre impair et Ay, € DP.

Proposition 5.2.5
Soit (AX,dy) un KS-complexe et une KS-extension :
(AX,, dy)— (AX, @ AU, DY) — (AU, DY)
avec Uy un espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés impairs.
Soit (AX3,ds) le modéle minimal de (AX, @ AUy, Dy). on a alors :
(AX,.dy) € Ga) = ((AXL.dy) € Gy)

5.2.6 Preuve de la proposition 5.2.5 :
Il existe {7, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés
impairs et une \S-extension :

(AX,, dy)

avec (AX; @ AU,. D) dans DP. Considérons la somme amalgamée suivante :

(AX; @ Alh, Do) — (A, D)

AX, AX, ® AU, Al
~ (2)] ~
AX, @ AU, AX) @ AU, © AUy —— AU,

La KS-extension (2) nous donne que AX| & Al & Al est dans DP, en effet,
la base et la fibre sont dans DP. La composée de (1) avec la KS-extension donnée
en hypothese donne la KS-extension :

(AXy.ds) (AX, © AU, @ AU, D) — (AU, @ AUs. D)

ce qui montre que AX; est dans Gy. u
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Proposition 5.2.7
Gy est bien un sous-ensemble de G

5.2.8 Preuve de la proposition 5.2.7 :

Soit A un élément de Gy, on considere la KS-extension (5.1). D’apres la
proposition 2.5.3, (AL, D) est de Gorenstein, on a méme (AU, D) € DP puisque
U ne contient que des éléments de degrés impairs. d’autre part, comme (4 @
AU,D) € DP, il est de Gorenstein (cf théoreme 2.4.5). La KS-extension (5.1)
satisfait les hypotheses du théoreme 2.5.2, on en conclut donc que A est de
Gorenstein. [

Remarque 5.2.9
Pour un élément A de Gy, sa dimension formelle, fd (4) , peut étre calculée grace
a la KS-extension (5.1), car on est bien dans le cadre de la proposition 2.6.7.
On a:

fd (A4) =fd (A S AU) = td (AU)

5.3 L’ensemble G/

On définit maintenant G, un autre sous-ensemble de G :

Définition 5.3.1
Un espace topologique E, 1-connexe de type fini, sera dit de type Gy s’il existe
une fibration d’espaces [-connexes de type fini :

F— F-— B (5.2)
ou H*(F, Q) satisfait la dualité de Poincaré el w.(B) G est de dimension finie.

Proposition 5.3.2
Sotent devx fibrations du type (3.2) de méme base :

F—FE-—B e F —F —B
alors le produit fibré : B = E xp E' est encore un espace de type Gy.
Avant de prouver la proposition, on va traduire la définition dans ADGC :

Définition 5.3.3
Gy est l'ensemble des algébres différentielles graduées commutatives (AV,d) telles
qu il existe une KS-extension :

(AV,d)— (AV © AP, D) — (AP, D) (5.3)

ou V est de dimension finie et H*(AP, D) satisfait la dualité de Poincaré.
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5.3.4 Preuve de la proposition 5.3.2 :
On note (AV @ AP, D) (resp. (AV @ AP, D’) le modele de Sullivan de £

(resp. E'), alors le modele de Sullivan de E” est :
(AV O AP, D) ©avpy (AW O AP, D) = (AV S AP ® AP, D")
La KS-extension suivante est du type de (5.3) :
(AV,D)— (AV O AP ® AP, D") — (AP O AP, D")

donc (A\V © AP AP,D") € Gy, d'oit E” € Gy. .

5.3.5 De méme que pour Gy, on prouve que Gy C G, plus précisément dans le
paragraphe 5.5, on montrera que Gy C Gy, ce qui a pour corollaire immeédiat :

E e Gsevg#0= £ € DP

On en donnera néanmoins une autre démonstration qui découle d’une propriété
des espaces de type Gy avec 'évaluation (théoreme 7.5.1). Pour cela, on aura
besoin de la proposition suivante.

Une adge (AN, d) est dite e-minimale si d.XP*" C AT(X) @ A*(X).

Proposition 5.3.6 )
Soit (A\VRAP, D) un élément de Gy, alors si (AV, D) et (AP, D) sont des modéles

mintmaur alors (AV © AP, D) est e-minimale.

preuve : C'est une conséquence immédiate du théoreme 4.15(iii) de [20] (voir
paragraphe 1.4.10). =

5.3.7 On s’intéressera aussi au sous-ensemble G?}W de Gy ou, dans la fibration
(5.2), 7(B) & 0 = wpeir(B) @ ¢. Ce sous-espace contient V', 'ensemble des
espaces de Gorenstein dont la cohomologie est noethérienne en tant qu’algebre
(cf le paragraphe 5.4). Il est clair d’autre part que G’}‘m est un sous-ensemble de
Gy, 1l suffit de looper la base pour le prouver.

5.4 Preuve de NV C G?]’fm

Proposition 5.4.1
Soit S un espace de Gorensten tel que H™(S;0) soit noethérienne, alors S € Gj.

5.4.2 Preuve :

Soit S un espace de Gorenstein sur @ tel que H*(.S; Q) soit noethérienne.
On considere le modele filtré de Apz(S) (paragraphe 1.5) : (AZ, D) = App(S),
Z = Bn>2® 0 2, DZ} C (I\Z)Zfl. L’espace vectoriel Z; engendre H™(S; Q).
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On définit Z par Z = 7 & ZE*". Comme H*(S;Q) est noethérienne, Zy est de
dimension finie (prop. 1.5.3), et donc il en est de méme de Z§*". On considere
la KS-extension :

(AZ, D)— (AZ @ AZP¥, D) — (AZE*,0) (5.4)

Le terme £}, de la suite spectrale de Serre de la KS-extension (5.4) est un H™(AZ)-
module de type fini (H*(AZE™) = AZE™" est de dimension finie). On en déduit
que le terme £, de la suite spectrale est un H‘(/\Z)/ng-module de type fini.
Or H‘(.’\Z)/ngr est de dimension finie, par conséquent H(AZ @ AZg““’, D) est
de dimension finie. Ceci montre que N C Gy.

De plus, en appliquant le théoreme 2.5.2 a la KS-extension (5.4), on montre
que (AZ © AZE¥ D) est de Gorenstein et donc H*(AZ @ AZE™ Q) satisfait
la dualité de Poincaré (théoreme 2.4.5). Maintenant, on remarque qu’il y a un
quasi-isomorphisme naturel :

(AZ @ AZP*™ D) =5 (AZ/AZP¥ Dy = (AZ, D)
La KXS-extension :
(AZP¥ 0)— (\Z, D) — (AZ, D)

est du type de la KS-extension (5.3), on en déduit que (AZ, D) € Gy et donc que
S € Gf. [ |
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5.5 Preuve de G; C Gy

Proposition 5.5.1
Soit S un espace topologique 1-conneze tel que 7.(S) @ Q est de dimension finie,
alors S est de type Gy .

Nous allons prouver ce résultat avec les modeles, la proposition suivante est due
a Halperin et Levin :

Proposition 5.5.2 ([21]. proposition 3.1)

Soit (AV.d) une adge avec V' de dimension finie, alors il existe Uy et U espaces
vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés impairs tels que ['on
ait une KS-extension (AV,d)—— (AV @ AUy, D) et un quism (AU, dy) —=~
(AV @ AUy, D) (modéle minimal).

En particulier, (AV,d) est dans Gy.

Corollaire 5.5.3
G est un sous-ensemble de Gy .

5.5.4 Preuve du corollaire 5.5.3 : )
Soit (AV @ AP.d) un élément de Gy, avec V' de dimension finie et (AP,d) €

DP. D’apres la proposition 5.5.2, il existe une adge (Al'y, 8) avec Uy de dimen-
sion finie et ne contenant que des éléments de degrés impairs et une KS-extension :

(AV,d)—— (AV @ AUy, 8) — (AU}, 8)

telle que (AV O AUy, §) soit dans DP.

En faisant une somme amalgamée, on trouve le diagramme suivant :

(2)
(1) AV AV O AUy ——— AUy

(3) AV @ AP AV @ AUy © AP — AUy

AP AP

o La KS-extension (1) exprime le fait que AV est un élément de Gy (cf la
KS-extension (5.1) de la définition 5.2.3).

o La base et la fibre de la KS-extension (2) sont deux éléments de DP, donc
l'espace total aussi.
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<t
Q]

o La KS-extension (3) est de la forme de la KS-extension (5.1) de la définition
5.2.3 d’un élément de Gy, ce qui prouve que (AV o AP, d) est dans Gy.

5.5.5 Preuve de la proposition 5.5.2 :
On suppose (AV,d) minimal, avec V' de dimension finie.
On décompose V =12V & ... 5V, avec dVy =0et dV; C A(Vo...Vi_1). On
remarque que tous les V; sont évidemment de dimension finie. On va démontrer
la proposition par récurrence sur k.
e Pour & =0 : On a donc (AV,d) = (AV5,0). On écrit V = Vpair gy yimpair
et on pose U/y = VP4 et DT = v, on considere alors la IXS-extension :

(AV.d)— (AV @ AUy, D) — (AU, 0)

~

Notons I/ = V™ on a un quasi-isomorphisme (AU, dy) = (AV @ AUy, D).

e On suppose le résultat vrai pour & = A, on va le montrer pour £ = A + 1.
On pose Uy = VP*" avec DT = v et I'ensemble [/ tel que DU, = A2(V/™"*7) (on
tue tous les doubles produits d’impairs). On considere la KS-extension :

(AV, d)—— (AV @ AUy & U1), D) — (Mo & 171),0)

On minimalise (./_\f/', d) = (AVaAMUyl)), D) et on décompose V=VZ. .. 6V
avec Vo = V""" @ V.V = 158U, et Vi = Vi pour 2 <i < KA. On peut donc
utiliser 'hypothese de récurrence, il existe U/ tel que la KS-extension

(A, d)— (AV © AU, D) — (AU, D)

soit du type (3.1). En posant [7y = Uy & U, & U, on obtient une KS-extension :

(AVd)— (AV @ AUy, D) — (AU, D)

L’hypothese de récurrence nous assure que le modele minimal de (AV © AUy, D)
ne contient que des impairs. |

5.5.6 Illustrons la technique de la preuve avec deux exemples, on remarquera
que pour ceux-ci, la cohomologie n’est pas noethérienne, i.e. les deux adgc ne
sont pas des éléments de V.

Exemple 5.5.7

Soit (AV,d) = (A(z,y.2),d) avec do = dy = 0, dz = wvy, |[2] = 2, |y| = 3 et
|z] = 4.

On introduit tout d’abord u tel que Du = z, on obtient la KS-extension :

(AV,d)— (AV © Au, D) — (Au,0)
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On minimalise : (A(y,2).0) = (AV @ Au, D), la derni¢re étape consiste &

éliminer z. On introduit Z tel que Dz = z, ce qui donne :

(Aly, 2),0) (A(y,z) 2 Az, D) — (AZ,0)
Ce qui prouve que (AV,d) satisfait les conditions de la définition 5.2.4. En une
étape, cela donne

(AV,d)— (AV & A(u, 3), D) — (A(x, 3),0)
avec Du =z et D5 =z — uy.
Exemple 5.5.8
Soit (AV,d) = (A(z,y,=.t).d) avec dv = dy = dz = 0, dt = zyz, |z| = |y| =
|z] =3 et |¢] = 8.
Avant de tuer sauvagement l’élément ¢, on doit en faire un cycle, pour cela on
introduit u tel que du = xy et on fait le changement de variable { = t — uz, ce
qui donne le quasi-isomorphisme :

(AV 3 Au,d) = (A(x,y, 2, £ ), D)

avec Du = zy et x,y, 2, des cycles. Il suffit donc de poser v tel que Dv = £ pour
montrer que (AV,d) C Gy.

5.5.9 La proposition suivante généralise la proposition 5.5.2 et la preuve s’inspire
de la preuve de la proposition 3.2 de [27]. Elle nous sera tres utile pour la preuve
du théoreme 6.2.2 (les G sont stables par fibrations)

Proposition 5.5.10

Soit (AX.d) un KS-complexe quelconque.

Pour tout m > 0, il existe W, espace vectoriel finiment engendré par des éléments
de degrés impairs, tel que 'on ait la KS-extension AX —— AX D AW et tel que
le modele minimal AZ de AX @ AW satisfasse (me)“np' = Zsm,

5.5.11 preuve de la proposition 5.5.10 :

Plusieurs méthodes sont possibles, on peut utiliser la méme idée que celle du
paragraphe 5.5.5. Nous utiliserons ici une autre méthode.

Projetons (AX,d) sur X'™ et prenons un modele de cette projection :

AX\A\X QA —=— £\
Ximp

Ici AZ est le modéle minimal de AX © AV, i.e. le modele de Sullivan d’un
wedge de sphéres, Z contient donc que des éléments de degrés impairs. Par
conséquent, en supposant la KS-extension A X —— AX @ AV minimale, V' ne
contiendra que des éléments de degrés impairs. Il suffit alors de prendre W =

r<m . s >~ - Y : 7<m mp. <m
VE™ et le modele minimal AZ = AX @ AW vérifie bien <Z— ) =7 =m
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5.6 Nombres intéressants

5.6.1 Que ce soit pour Gy, Gy ou encore G5, on peut se demander ce que
signifie la dimension de 'espace vectoriel finiment engendré. On les notera re-
spectivement Ny, Ny et N7. J'avoue ma quasi ignorance sur le domaine. Je me
suis toutefois intéressé au cas de Gy, je me suis demandé si ce nombre, Ny, était
égal a la dimension de Krull dans le cas ou la cohomologie serait noetherienne.
L’exemple qui suit prouve que ces deux nombres sont diftérents.

Exemple 5.6.2

Prenons (A,d) = (A(u,v,w),d) avec du = dv = 0.dw = wv,|u] = |v] = 2 et
lw| = 3. Dans la section 4.4, on a montré que sa dimension de Krull était 2 alors
Ny est 1, 1l suffit de considérer la KS-extension :

(Alu, v w), d)— (A(uw,v,w, 2),d) — (A(2),0)
avec dz = u — v (cf paragraphe 4.4.5).

5.6.3 D’autre part, on pourrait espérer aussi une formule du type Ny(F£) =

la KS-extension suivante pour perdre tout espoir :
(Az,0)— (A(u,v.w0), d) — (A(v,w),0)
ou l'espace total est I'exemple 5.6.2 qui précede.

5.6.4 Bien que ne sachant pas si I'inclusion (2) de la proposition 5.1.2 : N C
GH™" est stricte ou non, on peut raisonnablement se demander si N} est lui égal
a la dimension de Krull dans le cas ou la cohomologie serait noethérienne. Il est
clair en tous cas que N¥ > Ny (il suffit de looper la fibration) et que Ny < N. On

peut se demander quel est le lien entre Ny et Ny (cette question est évidemment
liée a l'inclusion (4)de la proposition 5.1.2 Gy C Gy).



Chapitre 6

Gy est stable par fibration
e-minimale

6.1 Introduction

6.1.1 Le théoreme 2.5.2 nous donne la possibilité de construirve différents espa-
ces de Gorenstein au moyen d’une fibration, comme les espaces de type G par
exemple. Mais il ne définit pas un cadre stable. Le but de ce chapitre est de
démontrer que si la base et la fibre d’une fibration “e-minimale” sont de type
G, alors 'espace total est aussi de type Gy.

6.1.2 L’hypothese e-minimale signifie pour une fibration :

BB F
1) que mim,(p) & € est surjective en degrés impairs
2) ou que mimp(J) © Q est injective en degrés pairs
3) ou encore que le connectant de la longue suite exacte d’homotopie associé a
cette fibration est nul pour les degrés impairs.
Cela se traduit en modele par le fait que la différentielle D est minimale sur
les éléments pairs dans la KS-extension :

(AX.d)— (AX @ AV, D) — (AV. D)

ot (AX,d) et (AV, D) sont les modeles minimaux respectifs de B et £. On dit
alors que la KS-extension est e-minimale.

6.1.3 Dans les hypotheses du théoreme 2.5.2, Aniceto Murillo a introduit 'alter-
native (¢z), ou apparait 'hypothese de “e-minimalité”. En effet, ceci s'illustre
dans le cas ou 7.(/") @ U ne contient qu’un seul élément de degré pair. Dans le
cas ot 7. (F) 3 Q ne contient qu’un seul élément de degré impair, l'alternative (7)

(w1}
[}
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nous suffit et ne nous impose pas de condition de minimalité. Une récurrence sur
le nombre de générateurs de 7.(F) ® Q nous permet alors d’affaiblir (z¢) en :

(ii)bis ©.(F') @ Q est de dimension finie et la fibration est e-minimale.
D’autre part, I'alternative () n’est pas étrangere a la e-minimalité. En effet,
Steve Halperin a montré que si H*(F, Q) est de dimension finie, alors la fibration
est e-minimale (cf paragraphe 1.:4.10).

Au vu de ce qui précede, on peut énoncer sans mal :

Proposition 6.1.4
Soit la fibration e-minimale d’espaces [-connexves

Be—FE—F
avec B € G et I' € Gy, alors E est de Gorenstein.

6.1.5 Preuve de la proposition 6.1.4:

Nous nous plagons dans le cadre des ADGC'. Prenons (AX,d) et (AV @ AP, D)
les modeles minimaux de Sullivan respectifs de B et [, V" est de dimension finie
et (AP, D) est dans DP (cf définition 5.3.3). Le modele de £ est obtenu par la
KS-extension (e-minimale) :

(AX,d)—{(AX AV OAP.A) — (AWVR AP, D)
Elle se décompose en deux KS-extensions, la premiere :
(AX,d)— (AX & AV.A) — (AV. D)

Elle entre tout a fait dans le cadre de I'hypothese (ii)bis done (AX @ AV, A) est
de Gorenstein.
La seconde :

(AX @ AV,A)— (AX © AV © AP, \) —s (AP, D)

entre dans le cadre de I'hypothese (7). D’ou, finalement, (AX ® AV @ AP, A) est
de Gorenstein. n

Remarque 6.1.6

L’hypothese (iz)bis peut étre aussi introduite dans les hypotheses de la propo-
sition 2.6.7 sans beaucoup de travail. En utilisant un raisonnement analogue a
celui de la preuve de la proposition précédente, on peut prouver que l'on a :

fd (AX @ AY) ={d (AX) 4+ fd (AY)
o AX, AY et AX ® AY sont les modeles respectifs de B, F et £.

Dans ce qui suit, nous allons donc généraliser cette proposition.
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6.2. THEOREME

6.2 Théoreme

Théoreme 6.2.1
Soit la fibration e-minimale :

B+—F+—F
avec F' de type Gy.
i) Si B est de type Gy, alors E est aussi de type Gy.
ii) Si B est dans G, alors E est aussi dans G.

Ce qui se traduit en AGDC par :

Théoréme 6.2.2
Soit la KS-extension e-minimale :

(AX,dy)—— (AX @AV, D) — (AV dy)
avec (AV,dy) dans Gy.
t) S (AX,dy) est dans Gy, alors (AX @ AV, D) est ausst dans Gy.
it) St (AX,dy) est dans G, alors (AX © AV, D) est aussi dans G.
D’autre part la dimension formelle peut toujours étre calculée :

Proposition 6.2.3
Avec les mémes hypotheéses du théoreme 6.2.2 et (AX,dy) € G, on a :

fd (AX @ AV) =td (AX) +1d (AV)

Remarque 6.2.4

Le théoreme nous montre que tous les espaces de Gorenstein que nous savons
construire sont de type Gy. D’autre part, Uhypothese e-minimale est nécessaire
comme le montre 'exemple 6.2.5. Il existe néanmoins des fibrations dont la base,
la fibre et P'espace total sont de type Gy tout en n'étant pas e-minimales, ceci
est illustré par 'exemple 6.2.6.

Exemple 6.2.5 ([8], exemple 4.{.5)
Soit la fibration :

o

(S? x S?)#(8? x §%) e— F «+—— (CP*)!

Elle n’est pas e-minimale, on a la base et la fibre de type Gx mais F n’est pas
de Gorenstein, a fortiori pas de type Gy. F est un produit infini de sphere, le
Ext est donc nul.
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Exemple 6.2.6 ([27]. exemple p. 81)

Soit la fibration :
3

Vs

Elle n’est pas e-minimale, mais la base, ['espace total et la fibre sont de type Gy.

Remarque 6.2.7

Il est important de remarquer que pour ces deux exemples la proposition 6.2.3
n’est pas vérifiée.

e Pour 'exemple 6.2.5. fd ((S% x S3)#(S® x §%)) +1td ((CP*)*) = 9—4 = 5 alors
que fd (F7) = oo.

e Pour 'exemple 6.2.6, fd (5%) 4+ {d (25°) =3 — 1 = 2 alors que fd (x) = 0.

6.3 Preuve du théoréme 6.2.2

Nous admettons pour l'instant la proposition suivante :

Proposition 6.3.1
Solent les deur NS-extensions e-minimales :

(AX.dy) —— (AX AV, D)
(AV,dy) —— (AV 2 AL, d)

avec X et U des espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degres
impairs et (AX,dy) est minimal.

Alors il existe U, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés
impairs tel que lon ait les KS-extensions :

&

2 AU @ AU, D)

AV 2
AU S AU, d)

&)

¥

(AX @ AV,D) —— (AX @
(AV & AU d) —— (AV®

Rappelons la proposition suivante :

Proposition 5.5.10

Soit (AX,d) un KS-complere quelconque.

Pour tout m > 0, il existe W, espace vectoriel fintment engendré par des éléments
de degrés impairs, tel que Uon ait la KS-extension AN —— AX © AW el tel que

le modele minimal AZ de AN & AW satisfasse (ZS’”>“”1)' = Z<m,

Nous allons donc prouver le théoreme dans le cas ou (AX,dy) € Gy (la preuve
est résumé par le diagramme 6.3.6).
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6.3.2 Les hypotheses
Considérons une KS-extension e-minimale :

(AX,dx)— (AX ® AV, D) —> (AV, dy)

ou (AX,dx) et (AV, dv) sont deux éléments de Gy (on les considere minimaux).
D’apres la définition 5.2.3, il existe donc deux espaces vectoriels finiment en-
gendrés par des éléments de degrés impairs et deux KS-extensions :

(AX.dy) —— (AX®AUx,Dy) — (AUy,Dy)
(AV.dy) —— (AV@AUv.Dy) — (AUy,Dy)

ou (AX @ AUy, Dyx) et (AV @ AUy, Dy ) sont des éléments de DP.

6.3.3 Réduction au cas (AX,dx) € DP :
En faisant une somme amalgamée, on obtient la KS-extension e-minimale suiv-
ante :

(AX @ AUx, Dy)— (AX @ AUx @ AV, A) — (AV,dy)

On applique alors la proposition 5.5.10 a (AX @ AUy, Dx) avec m tel que l'on
ait les KS-extensions (e-minimales) :

{ (AXS™ dy) (AXS™ o AVER-1 D)

(AVE™=1 & AUy, d)

||

(AVS™=1 dy)

On peut prendre par exemple m = Max,er, [u]+2. On a alors un espace vectoriel

finiment engendré par des éléments de degrés impairs W tel que l'on ait la K5-
) 2 ] {

extension :

(/\‘X— o \U\, D_\') — ([\X’ & ./\("r_\' oy} A "V, DH:) — (A "'V, Dw)

et le modele minimal (AZ.dz) —=+ (AN 2 AUx &AW, Dyy) vérifie (25™) e
zsm,

En faisant une somme amalgamée, on obtient la KS-extension (e-minimale) :
(AX @ AUx OAW, Dy )—= (AX @ AUy @ AW @ AV, Ay ) — (AV dy)
D’autre part en minimalisant la base, on obtient la KS-extension (e-minimale) :
(AZ,Dz)— (AZ @ AV, A) — (AV.dy)

Il est intéressant de remarquer que 'on a la KS-extension :
(AX @ AV, D)— (AX @ AV @ AUx @ AW, D) — (AUx @ AW, Dyy)

Comme Uy & 117 est un espace vectoriel finiment engendré par des éléments de
degrés impairs, (AX ® AV, D) sera dans Gy si (AX AV QAUx @ AW, Dy ) est
dans Gy, i.e. si (AZ @ AV, A) est dans Gy (cf proposition 5.2.5). D’autre part,
comme (AXTAUx, Dy ) est dans DP, il en est de méme de (AXSAUxQAW, Dy)
et par conséquent de (AZ,dz).
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6.3.4 Montrons que (AZ © AV, A) est dans Gy :
On a les deux KS-extensions e-minimales suivantes :

(AZS™, dy) (AZS™©AVE™1 A)
(AVS™=1 dy) e (AVE™L 0 AU, d)

On se trouve alors tout a fait dans les hypotheses de la proposition 6.3.1, il existe
U7, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés impairs tel que
I'on ait les KS-extensions :

(AZS™ dy) — (./\ZSm®AVSm-1@45@@1\(/,0@
(AVSm=L @ AUy, d) —— (AVE™1 AUy @ AU, Dy)

De ces KS-extensions. on en déduit les suivantes :

(AZ.dz) ~—— (AZDAV AUy @ AU, Dy)
(AV @ AUv,d) —— (AV AUy @ AU, Dy)

Considérons le diagramme suivant :

(3) (1)
AZ oAV AV @ AUy

2

AL ——————AZ 5AV AUy O AU ——— AV 2 AUy QAU (2)

AU © AU AU

o La KS-extension (2) est la composée de la KS-extension (3) avec la KS-
)

(AZ © AV, A).

extension (AZ, Dy

e Dans la KS-extension (1), la base et la fibre sont dans DP, donc (AV @
AUy © AU, D) est aussi dans DP.

o Dans la KS-extension (2). la base et la fibre sont dans DP, donc (AZ ©
AV & AUy @ AU, Dyy) est aussi dans DP.

e La KS-extension (3) montre que (AZ O AV, A) est dans Gy, en effet Uy eU
sont des espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés
impairs.

On peut résumer la démonstration par le jolt diagramme 6.3.6

6.3.5 Cas ou (AX,dy) € G :
Dans ce cas, il est inutile de s’embarrasser du Uy. on passe donc cette étape.
(AZ,dz) n'est donc plus dans DP, mals simplement dans G.
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e Dans la KS-extension (1), nous donne que (AV © AUy © AU, Dy) est dans
DP.

e Dans la KS-extension (2), nous donne que (AZ © AV OAUy @ AU, Dyr) est
dans Gy

e La KS-extension (3) montre que (AZ @ AV, A) est dans G, en effet Uy & U
est dans DP.

e De la KS-extension :
ANOAV— AXOAV R AUy QAW — AUy © AW (6.1)

et du quism

AZ @AV —=+ AX @AV @ AUy @ AW (6.2)

on en déduit que AX ® AV est de Gorenstein.

6.3.6
AX AX @AV AV
AN AUy ————AX QAU © AV AV

AXQAUxy QAW —AX O AUx O AW & AV ———— AV

AZ AZ S AV AV
(3) AV © AUy

(1)

AZ **-77—' AZSAV & AUy @ AU —— AV @ AUy © AU

AUv & AU AU

Toutes les KS-extensions horizontales sont e-minimales.
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6.3.7 Preuve de la proposition 6.2.3 :

On considere le diagramme 6.3.6 : Considérons tout d’abord la KS-extension
(1), la base et la fibre sont des éléments de DP, donc 'espace total aussi. Les
quatre KS-extensions satisfont donc les hypotheses de la proposition 2.6.7. D’ol,
le calcul :

fd (AX @AV) & AX DAV O AUy @ AW) —fd (AUx @ AW)
6:2 td AZ @ AV) —fd (AUx @ AW)
[d(AZoAV) 2 fd(AZeAV oAU, @ AT) - d (AUy @ AD)
2 fd (AZ) +fd (AV @ AUy © AL) — id (AUy) — fd (AD)
)
5.;;9

fd (AZ) + fd (AV)

td (AX @ AUy © AW)

fd (AX) +fd (@AUx © AW)

fd (AZ) + td ( \K ) —td (@AUx © AW)
fd (AX) +£d (AV)

fd (AZ)

fd (AX @ AV)

d (
(
(4
(
fd (AZ) + fd (AV @ AUy) — fd (AUy)
(
(
(
(
(

6.4 Preuve de la proposition 6.3.1

Il est a remarquer que cette proposition est liée a la proposition 3.1 de [23].
Rappelons tout d’abord la proposition :

Proposition 6.3.1
Soient les deur KS-extensions e-minimales :

(AX,dx) — (AX @AV, D)
(AVidy) — (AV®AU,d)

avec X et U des espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés
tmpatrs et (AX,dy) est minimal.

Alors il existe U, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés
impairs tel que lon ait les KS-extensions :

(AX @ AV, D) —— (AX @ AV ®AU ® AU, D)
(AV @ AU, d) — (AV QAU AU, d)

Remarques 6.4.1
e L’hypothese e-minimale ne porte évidemment que sur la premiere KS-extension.
e La proposition 6.3.1 peut se transcrire par le diagramme suivant :
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(1)

AX AX ® AV AV
2)
iumg AV @ AUy
| (20is)
AX =mmrmmeeoee ~AX @AV © AUy @ AT —— AV @ AUy © AT

(Lter)

Les KS-extensions (1) et (2) sont données par hypotheses, on doit trouver les
KS-extensions (1bis) et (2bis), la (1ter) est simplement la composée de (1) avec
(1bis), elle est e-minimale. On introduit I afin de pouvoir étendre la différentielle
D aux éléments de U.

6.4.2 Cas ou X = z, || impair et U = u
On a donc deux KS-extensions (e-minimales) :

(A2,0) —— (\z@ AV, D)
(AV,d) —— (AV @ Au,d)

du est un cocycle de (AV,d) mais pas forcément un cocycle de (Az @ AV, D).
Il faut faire en sorte que l'on puisse étendre la différentielle. Il est clair que si
Ddu = 0, il suffit de poser Du = du.

Dans le cas contraire, remarquons tout d’abord que D peut s’écrire de la forme
D = d+ 2@ 60 ou 0§ est une dérivation de AV de degré 1 — |z|. On vérifie
facilement que # o d = d o #. L’hypothese e-minimale se traduit simplement
ici par le fait que x n’est pas un cobord. Pour §, cela donne 6(V) C A*(V).
Le. @ ¢ Im #. Pour définir Du, il suffit de définir §(u). Comme Ddu # 0,
on a Ddu = §(du) = d*8(u)”, on introduit donc un nouvel élément u; tel que
du; = 0(du) et (u) = u; (6(du) # 1, c'est ici qu'intervient 'hypothese de e-
minimalité). Notons que le degré de u; est impair, en effet on a |u,| = |ul+1—|z].
Du est maintenant bien défini :

Du=du+zxQu

Mais il reste a définir Duy, on sait déja que duy = #(du). De la méme maniere,
il suffit de connaitre 8(u;), celui-ci devra satisfaire la relation df(w,) = 6(du,) =
A(0(du)). St 8(6{u)) est nul, on a alors Du; = duy = O(du), sinon on pose u, tel
que duy = 0(0(du)) et

Duy = 0(du) + 2 © us
On peut définir de fagon générique une suite (u;)i>o d’éléments de degrés impairs,

avec ug = u telle que
Du; = 0'(du) + x @ ujqq



64 CHAPITRE 6. Gy EST STABLE PAR FIBRATION E-MINIMALE

Cette suite est finie pour des raisons de degrés, en effet 6 est une dérivation
de degré négatif (pair). Notons U = {uy,...}, on a alors les KS-extensions
recherchées :

(Az © AV O Au© AU, D)

(AV ®/\u DAL l)

(/)

(Az @ AV, D)
(AV & Au, d)

Par composition, on trouve la KS-extension (e-minimale

(A2, 0)— (Az ® AV @ Au@ AU, D) — (Au AU, D)

6.4.3 Cas ou X = z, x| impair.
On rappelle que U est finiment engendré par des éléments de degrés impairs, on
fait donc une récurrence sur le nombre n de générateurs de U.

e Pour le cas n = 1, c’est le but du paragraphe précédent.

e Supposons le résultat vral pour n = 7, montrons le pour z + 1.
On pose AU = AU; © Au de sorte que la KS-extension (AV,d)—— (AV @ AU, d)
se décompose par la suite de KS-extensions :

(AV,d)— (AV @ AU d)— (AV & AU, d)

Appliquons alors 'hypothese de récurrence, il existe donc [V;, espace vectoriel
finiment engendré par des éléments de degrés impairs tel que l'on ait les KS-

extensions :
(A @ AV, D) —— (AzQAV QAU © AU, D)
(AV O AU, d) —— (AV QAU; D AU d)
Posons AW = AV @ Al/; © AU;, on a les KS-extensions (e-minimales) suivantes :

(Az,0) — (Az QAW D)
(AW, d) —— (AW @ Au.d)

La premiere est obtenue par composition, la seconde est la KS-extension (1) de
la somme amalgamée :

\V & AU, AV & AU Au
| e
AW - AW & Au Au
(1)

On est donc réduit au cas n = 1. il existe [y, espace vectoriel finiment en-
gendré par des éléments de degrés impairs tel que 'on ait les KS-extensions :

(Az & AW, d) —— (A2 AW & Auv & J\(jro, D)
(AW @ Au,d) —— (AW & Aug All, d)
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Notons U = Uy & U;, on obtient les deux KS-extensions :

(Az ® AV, D) —— (Az®@ AV ® AU AU, D)
(AV @AUd) —— (AV QAU @ AU.d)

La premiere est la composée des KS-extensions
(Az @ AV, D) (Az © AW, D)— (Az © AW © Au® AUy, D)
en remarquant que (Az @ AW © Au® 1\6’0, Dy=(Azc AVOAUR AU’, D).
La seconde est la composée des KS-extensions
(AV @ AU, d) N (AW @ Aw, d)— (AW © Au @ AUy, d)

En remarquant que (AW @ Au® AUy, d) = (AV @ AU @ AU, d).
Remarquons finalement que la KS-extension suivante est e-minimale :

(Az,0)— (Az AV © AU @ AU, D) — (AV @ AU @ AU, d)

6.4.4 Clas ou X est finiment engendré par des impairs.
La preuve se fait par récurrence sur le nombre n de générateurs de X :

e Sin =1, cela a été prouvé lors de 'étape précédente.

e Supposons que cela soit prouvé pour n = ¢, montrons le pour n = z + 1.
Ecrivons X = X; & Qx de sorte que AX;—— AX; © Az soit une KS-extension.
Dans ce cas, on a les deux KS-extensions e-minimales :

(‘\‘T* O) - (:’\.’l? O AV, D)
(AXid) —— (AX; DAz DAV, D) = (AX AV, D)

Il existe donc [y, espace vectoriel finiment engendré par des éléments de degrés
impairs tel que l'on ait les KS-extensions :

(Ax ®AV.D) —— (Az @AV ® AU D AUy, D)
(AV @ AU d) —— (AV @ AU @ AL, d)

Posons maintenant V; = &V et {7, = U@y, on a les KS-extensions suivantes :
(AX;,d;)) —— (AX; @ AL D)
(M, dv) —— (AVI®© AULLd)

Par hypothese de récurrence, il existe U}, espace vectoriel finiment engendré par
des éléments de degrés impairs tel que 'on ait les KS-extensions :

(AX;, d;) —— (AX; @AV, @ AU @ AU, D)
(AV, © AU d) —— (AVL® AUy @ ALY, d)
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De ces KS-extensions, on obtient celles que nous cherchions, en posant U =

6,’0 6} UI :

(AX,dy) —— (AXQ®AVOAU®AU,D)
(AV oAU, d) —— (AV® AU © AU, d)

La premiere est la composée

(AX,dy)— (AX @AV, D) = (AX; @ AV}, D)

— e (AX; D AV, @ AUL © AU, D) = (AV @ AU @ AU, d)

La seconde se déduit de la KS-extension

(Az @ AV © AU, d)— (Az © AV & AU @ AU, d)

6.5 Nouvelle définition de Gy

6.5.1 La proposition qui suit donne une définition plus large d’un élément de

Gy

Proposition 6.5.2
Soit (AX,d) un KNS-complexe tel qu'il existe une NS-extension e-minimale

(AX,d)— (AX @ AV, D) — (AV, D)
avec V' un espace vectoriel de dimension finie et (AN © AV, D) € DP.

Alors (AX,d) est un élément de Gy .

6.5.3 Preuve de la proposition 6.5.2 :
Pour le prouver. il suffit de considérer le diagramme suivant, obtenu de la méme
maniere que dans la preuve du théoreme 6.2.2
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AX AX @AV AV
(1)
AX @ AW AX @ AW © AV AV
~ 1 (2) ~
AZ AZ © AV AV
(3)
(3) AV @ AUy
(4)
AZ ©) AZOAV @ AUy @ AU —— AV @ AUy @ AU
~ (7) | ~
AZ B AZ @ AU AU

Toutes les KS-extensions horizontales sont e-minimales et tous les U, sont
espaces vectoriels finiment engendrés par des éléments de degrés impairs.

Les KS-extensions (1) et (2) sont celles de la proposition 5.5.10.
La KS-extension (3) est celle de la proposition 5.5.2.
On a donc AZ @ AV et AV @ AUy tous deux dans DP.

Les KS-extensions (4), (3) et (6) sont celles obtenues par la proposition
6.3.1. Comme dans la preuve du théoreme. il convient de remarquer que
Uon choisit m de facon adéquate.

La KS-extension (7) est un modele minimal, avec Uy = U @ U, U étant
celui de la proposition 5.5.2.

AZ @ AV @ AUy & AU est dans DP, par conséquent AZ @ AUz aussi.
Comme Uz est un espace vectoriel finiment engendré par des éléments de
degrés impairs, on en déduit que AZ est dans Gy.

La proposition 5.2.5 nous permet de conclure.
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Chapitre 7

Lien avec ’évaluation

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons une généralisation des deux résultats suivants
d’Aniceto Murillo.

Théoréme 7.1.1 ([28], théoréme 4)
Soit S un espace topologique 1-connexe tel que 7.(S) D G est de dimension finie.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) H*(S;Q) est de dimension finie.
(ii) evs est non nulle.
Théoreme 7.1.2 ([29], lemme 3.3)
Soit (AV,d) avec V' de dimension finie, V = (vg,...,v,). alors
eviava) # 0 = evay.p,y # 0, avec V; = (vi,...,v,)

7.1.3 Si m.(5) @ Q est de dimension finie, alors .S est, de facon évidente dans
Gy, lui méme inclus dans Gy (proposition 5.5.2). D’une part, théoreme 7.2.1
généralise son premier résultat aux éléments de Gy, d’autre part le théoreme
7.4.1 montre que

eviaveoax.d) # 0 = evaveax.n) # 0

avec V; = (v;,...,v,) et AX dans Gy (modulo une hypothese de e-minimalité).

Nous réécrivons enfin la version dans ADGC du théoreme 3.4.3 qui nous servira
par la suite :

Théoréme 7.1.4
Soit une KS-extension d’adgc [-connezes :

(AX,d) —~ (AX ® AY, D) —s (AY, D)

69
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(i) Si H*(AY,D) est de dimension finie, alors
eviaxa) # 0 = eviaxsar.p) # 0

(i1) Si Y est de dimension finie et w.(p) @ Q ingective (i.e. (AX @ AY, D)est
minimal), alors

eviaxaay,p) # 0 = eviyp) # 0

7.2 L’évaluation non nulle sur Gy

Théoreme 7.2.1
Soit X un espace de type Gy.
Alors les propositions suivantes sont €quivalentes :

(1) H*(X;Q) est de dimension finie, i.e. H*(X,Q) € DP.
(ii) evx est non nulle.
Pour démontrer le théoreme, on admet pour l'instant le lemme suivant :

Lemme 7.2.2
Soit (A, d)—— (A3 A(u), D) — (A(u),0) une KS-extension telle que :

o A est une adge de Gorenstemn,

o i/ existe un €lément w du socle de H*(A) dont le degre est exactement la
dimension formelle de A,

o H*(A @ A(u)) est de dimension finie, ¢l Du # 0 dans H*(A) et u est de

degré impair.
Alors H*(A) est de dimension finie.

7.2.3 Preuve du théoreme 7.2.1 :
Soit X un élément de Gy, le sens (12) = (z) est déja connu (ct 3.3.15). Nous
allons prouver l'autre sens dans le cadre de ['algebre.

Soit (A, d) une adge qui est un modele de X, par exemple son modele de
Sullivan. On a donc (A, d) € Gy avec evy # 0. D’apres la définition 5.2.4, il
existe une suite finie de KS-extensions :

(A, dy) (Aiprdizr) = A © Au;) — (A(w),0)

out = 0,....N, (Ao, do) = (A, d), H*(Ayz1) est de dimension finie et u; de
degré impair. En utilisant le lemme 3.4.7, une récurrence (croissante) prouve que
chaque (A;,d;) est de Gorenstein avec une application d’évaluation non nulle.
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On a, d’apres le lemme 3.3.8, un élément du socle de H*(Ay) dont le degré est
exactement la dimension formelle de Ay puisque evy, # 0. La KS-extension :

(An,dn)— (Ant1,dvt1) — (Aluy),0)

i

satisfait les hypotheses du lemme 7.2.2, donc Ay est aussi un élément de DP.
Une récurrence décroissante prouve le théoreme. |
Corollaire 7.2.4 ([14], thm 1)

Soit (A, d) une adg de Gorenstein sur Q tel que H*(A; Q) soit noethérienne.
Stevy # 0 alors H*(A; Q) est de dimension finie, i.e. H*(A;Q) satisfait la dualité
de Poincaré.

Preuve :
C’est une conséquence directe du théoreme 7.2.1 et de l'inclusion N' C Gy
(proposition 5.1.2). n

7.3 Preuve du lemme 7.2.2

La preuve du lemme utilise le lemme suivant :

Lemme 7.3.1
Soit la KS-extension

(A d)— (A ® Aw). D) — (A().0)

telle que H*(A © A(u)) soit de dimension finie, f = ¢l Du #0 dans H*(A) et u
de degré impair.
Alors, pour tout j, la KS-extension

(A, d)—— (A2 Aly;), D) — (A(y;),0)
définie par cl Dy; = f? vérifie H*(A® Aly;)) de dimension finie.

7.3.2 Preuve du lemme 7.3.1 :

La preuve du lemme se décompose en trois étapes.

Premiére étape. Soit f un élément de degré pair de H~(A), notons (f) l'idéal
engendré par f. Si H*(A)/(f) est de dimension finie alors Ann(f) est aussi de
dimension finie.

Preuve : en effet, si H*(A)/(f) est de dimension finie, H*(A) est un Q[f]-module
de type fini et par conséquent il en est de méme de Ann(f) (Q[f] est noethérien),
or f.Ann(f) =0, donc Ann(f) est de dimension finie.

Deuziéme étape. H*(A @ A(u)) est de dimension finie si et seulement si
H*(A)/(f) est de dimension finie ot f = ¢l Du.
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-}
oo

Preuve : on a H*(AQ A(w)) = H*(A)/(f)® Ann(f) S uQ, on conclut avec 'étape

précédente.
Conclusion.
Ecrivons H*(A) = By & (f)
Remarquons que By = H~(A)/(f) et H*(A) = > Bof".
>0

Comme H*(A @ A(z)) est de dimension finie, il en est de méme de H*(A)/(f),

1=7-—-1
de By et de H*(A)/(f?) = Z By ft. On conclut grace a 'étape précédente.

=0

7.3.3 Preuve du lemme 7.2.2

e Soit w € socle (H*(A)) telle que fd (A) = |w|, remarquons que |w| > |f].
En effet A®@ A(u) est une adgce de Gorenstein avec une cohomologie de dimension
finie, donc (A ® A(w)) est a dualité de Poincaré (cf 2.4.5). De plus

fd H*(A® Alu)) =td (43 A(u)) =td (A) + td (A(w)) = |w| + |v]

Supposons que |w| < [f] alors w se projette sur un élément non trivial de
H*(A)/(f). Appelons a la classe duale (au sens de Poincaré) de w dans H*(A ®
A(u)), alors |a| = |u|. Pour des raisons de degré et parce que cl Du # 0, o est
dans H*(A)/(f), ce qui est impossible car w est dans le socle.

e Si on suppose que pour chaque i on ait f* # 0 alors il existe un j tel que
|f?] > |w|. Le lemme 7.3.1 nous permet de dire que la KS-extension

avec cl(Dy) = f7 satisfait aussi les hypotheses du lemme, mais |f?| > |w| ce qui
est en contradiction avec I'étape précédente. Ceci prouve que, pour un certain 7,

on a f7 =0 et donc que
1=7~1

= Y Bof
i=0

ce qui prouve que H*{A) est de dimension finie. (]

7.4 L’évaluation non nulle sur Gy (suite)

Théoréme 7.4.1
Soit V' un espace vectoriel finiment engendré, V = (vy....,v,) et la KS-extension
e-minimale :
(AV,d)— (AV @ AX,D) — (AX, D)
avec (AV @ AX, D) € Gy. Posons V; = (v;,...,v,).
On a alors :
eviaveax.n) # 0 = evavieax,p) # 0
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La preuve est basée sur le lemme général suivant, analogue du lemme 3.3 (iii)
dans [29]. La preuve utilise le méme argument.

Lemme 7.4.2
Soit (AX,d) le modéle minimal d'un espace de Gorenstein, et supposons que
(Ay ® AX,d) soit de Gorenstein :

(i) Siy est de degré pair

(1) Ou sty est de degré impair et y n’est pas un cobord dans (A\y © AX,d)
alors

eviayorxd) 7 0 = eviaxa) # 0

Remarques 7.4.3 1. Dans le lemme 7.4.2, quand [y| est pair, (AX,d) € G
implique que (Ay @ AX,d) € G.

2. L’hypothese “y n’est pas un cobord” est en fait 'hypothese de e-minimalité.

Exemple 7.4.4

On ne peut pas omettre 'hypothese “y n’est pas un cobord dans (Ay ® AX.d)
En effet, si on consideére ['adge (Awx,0) avec |x| pair. alors (Ax,0) € Gy. Main-
tenant on définit (Ay @ Aa,d) avec dor = y, alors eviyyoarg) # 0 bien que

bk

eV(A:z:,O) =0.

7.4.5 Preuve du théoréeme 7.4.1 :
Le théoreme 6.2.2 nous donne immédiatement que chaque (AV;©AX, D) sont
dans Gy. En utilisant le lemme 7.4.2, on montre par récurrence sur : que

evavoax.0) 7 0 = evav,,oax.0) # 0

7.4.6 Preuve du lemme 7.4.2 :
(1) Si |y| est pair, on considere la KS-extension

(Ay ® AX,d)—— (Ay @ AX ® Asy, §) — (Asy,0)

L’espace vectoriel H*(Asy) est de dimension finie et le théoreme 7.1.4 nous donne
que eviayaaxeasy.s) 7= 0, mais (Ay @ AX © Asy, 6) 5 (AX,d), d'olt par naturalité
eviax,d) # 0-

(ii) Si |y| est impair. Comme y n'est pas un cobord. on a :
dAyOAX)C1OAN Sy ATY (7.1)

On considere les clotures acycliques :

C=Ay2AX ©Asy @ AsX. D) = (Q,0) de (Ay @ AN d) et
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(AX®AsX,D) 5 (Q,0) de (AX,d). On décompose la différentielle de Ay ® AX
de la maniere suivante, en transcrivant la relation (7.1)
d=d+ y0

0 est une dérivation de AX de degré 1 - |y] et d = 1©d. De méme, on décompose
D, la différentielle de C' : D = D +y ® O, O est une dérivation sur (Ay ®
AX ® Asy @ AsX) de degré 1 — |y|. La relation (7.1) permet de supposer que
dsz € Ay @ ATX ® AsX, on en déduit alors

D=19D®idyx (7.2)
ot D est la différentielle sur AX © AsX.
Soit g € (Honl(,\y@,\x,d) (C,D);(Ay @ AX,d)) ,'D) et on écrit g = g; + y.g2 avec
Im gijpsyonasx € AX, par un caleul direct, on montre que :

Dg=Dg+ye [og —(-1)¥lg00] + (-1)¥ly @Dy, (7.3)

ot Dg; = do gi — (=1)l#lg; o D. On écrit : ¢; = Zglf ol g{‘l(sy)@{\sx = 0 pour
>0
J# k. Ona gf'lAA\,QASA\, =g et |gF] = |gF] + k(ly] = 1). De (7.2), on en déduit que
-~ k& ~ - <

('Dgi) = D(g¥) et on a Dg; = 0 ce qui donne D(g¥) = 0, finalement Dg¥ = 0 Vk,
ot D est la différentielle dans Homy v g _((AX @ AsX, D); (AX, (Z))_.

Soit [f] une base de Ext(yx g (), (AX,d)) (on suppose que (AX,d) est de Go-
renstein). En particulier Df =do f —(=1)flfo D = 0.

On définit 2 € Homayoax,qg) ((C, D); (Ay ® AX,d)) par

I — y® f(1)
h s — y@ f(sP)
(qy)”: s® — 0 (n>1)
On a h = yh, avec hy = hY = f, donc, en appliquant. (7.3), on obtient que A est

un cocycle. On suppose que ce bOlt un cobord : A = yf = Dg = D(g1 + yga)-
Avec (7.3), on montre que Dg, = 0, d'ott Dgr = 0 Yk et, comme (AX,d) est de
Gorenstein. on a nécessairement & = Du*| en effet |75 = |f| + (k + 1)(|y| = 1).
Comme Dy, x = D, gij,x = 77 = Du°, P2ppsx = G5 et on en déduit par (7.3) que :

f= [0 o Du® — (=1)I*HDIIDY 0 O] + (—1)¥DgS (7.4)
De d*> = 0, on montre que # od = (=1)Pld 0 4, et on conclut que 0 o Du® =
(=D)PID o u®, d'ou (7.4) s'écrit :

F=(=1)fD [9 04° — (_1)|u0|,19|u0 e +98]

Donc f est un cobord ce qui est impossible.
Comme Extiayoax,a (O, (Ay @ AX,d)) est de dimension une, [h] est une base
et comme evy,oax([h]) = [R(1)] = [y.-f(1)] # 0, evax([f]) = [f(1)] # 0, d’on
evaxad # 0. n
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7.5 Sur Gf

De linclusion Gy C Gy (cf proposition 5.1.2) on en déduit les théoremes suivants.

Théoreme 7.5.1
Soit X un espace de type Gy tel que evy # 0, alors H*(X,Q) est de dimension
finte, t.e. H*(X,Q) satisfait la dualité de Poincaré.

Théoreme 7.5.2
Soit (AV@ AP, D) e Gy avec V = (vg,...,v,). Posons V; = (v;,...,v,).
On a alors :

eviavearp) 7 0 = eviavieaprn) # 0

Nous donnerons néanmoins une autre démonstration de ces résultats.

7.5.3 Autre preuve du théoréme 7.5.1 :

Soit (AX,d) un modele de Sullivan S, on écrit (AX,d) = (AV ® AP,d) ou
V' est de dimension finie et H*(AP) est une algebre satisfaisant la dualité de
Poincaré. De la proposition 5.3.6, {AX, d) est e-minimal donc on peut appliquer
le lemme 7.4.2. On fait une preuve par récurrence sur la dimension N de V.

Si N = 0, c’est immédiat.

Si N =1: si |v] est impair, il est clair que H*(AX,d) est de dimension finie,
donc H*(AX,d) satisfait la dualité de Poincaré, on se ramene au cas N = 0.
Si |v] est pair, on considere la KS-extension

(AX,d)— (AX ® AB, D) — (A5,0)

avec Dv =wv, (A(X,0),D) — (AP, d) est un quasi-isomorphisme, donc
H*(A(X,9).D) est de dimension finie. Finalement. en utilisant le lemme
7.2.2, on conclut.
Pour N = n+1, on suppose le résultat vrai pour N < n.
On a AX = A(vg,...,v,) D AP. On pose AX| = A(vy....,v,) AP, il est clair
que (AX{,dy) € Gy et eviax.a) = €V(aworx, g # 0 donc du lemme 7.4.2 on en
déduit que, eviax,q) # 0. L’hypothése de récurrence nous permet de conclure
que (AX|,d;) est un élément de DP, on s'est ramené au cas N = 1, donc H*(AX)
satisfait la dualité de Poincaré. .

7.5.4 Preuve du théoréme 7.5.2 :
Comme chaque (AV; © AP, D) sont par définition dans Gy, en utilisant le
lemme 7.4.2 et la proposition 5.3.6 on montre par récurrence sur i que

eviav,oar.D) 7 0 = evav,,oapp) # 0



76 CHAPITRE 7. LIEN AVEC L'EVALUATION

7.6 Quand la cohomologie n’est pas noethérienne

Théoréeme 7.6.1
Soit S un espace de Gorenstein I-connexe. Alors

S est un complexe de Poincaré sur @
ou

H*(S5;Q) n’est pas noethérienne et
n'est pas de Gorenstein.

evs # 0 =

Le théoreme 7.6.1 est un corollaire de la proposition suivante :

Proposition 7.6.2
St H*(A; Q) n'est pas noethérienne avec un socle non nul alors H*(A; Q) n’est pas
de Gorenstein.

Corollaire 7.6.3
St H*(A; Q) n'est pas noethérienne alors

evy # 0 = H"(4;Q) n'est pas de Gorenstein.

7.6.4 Preuve du théoréme 7.6.1 :
Soit S un espace de Gorenstein tel que evs # 0 :

e Si H™(S) est noethérienne, alors H=(S) satisfait la dualité de Poincaré
d’apres le corollaire 7.2.4.

e Si H™(S) n’est pas noethérienne, le socle est non nul puisque Im evs C
socle (H*(5)) et de la proposition 7.6.2, on en conclut que H*(5) n’est pas
de Gorenstein .

7

Remarque 7.6.5

Soit X' un espace 1-connexe tel que H.(2X;Q) a une croissance polynomiale,
H*(X) est noethérienne et evy # 0 donc X est un espace elliptique.

En effet, par [10], la croissance polynomiale de H.(2.X; Q) implique que 7. (22X )®
Q est de dimension finie, donc X" est un espace de Gorenstein (proposition 2.5.3),
finalement H*(X;Q) est de dimension finie par le corollaire 7.2.4, donc X est un
espace elliptique.

7.6.6 Preuve de la proposition 7.6.2 :

On utilise le modele bigradué de H*(A) = H (paragraphe 1.5.5) : (AZ,d) —
(H,0). On considere la résolution projective de @ en H-modules :

S HR(AZ), S Ho (A2 -5 H 50— 0
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ol 7{ = Z,{fll. Comme H n’est pas noethérienne, Z; est de dimension infinie
(prop. 1.5.3), donc (AZ); = Z, est aussi de dimension infinie. Soit w € socle (H),
w € Azy,...,2,),2; € Zy. On définit alors pour & > 0

fo: HO(AZ), — H
1®~(En+k = w
l®.’i‘j — 0

pour j # n+k. Ces applications vérifient frod = 0 et il n'existe pas d’applications
g: H — H telles que fr = god, d'ou Exty (Q, H) est de dimension infinie, donc
H n’est pas de Gorenstein. [ ]

7.7 Espaces formels

Un espace X est formel si il a le méme type d’homotopie que sa cohomologie.
Les modeles de X et H*(X,Q) sont donc les mémes. Il est clair que X est de
Gorenstein si et seulement si H*(X,Q) est de Gorenstein. De plus on a :

Théoréme 7.7.1
Soit X un espace formel de Gorenstein sur @, alors

evy # 0= H"(X,Q) € DP

Preuve :

Le fait que evy # 0 nous oblige H*(X,Q) a étre noethérienne, sinon H*(X,Q)
ne serait pas de Gorenstein (cf corollaire 7.6.3) et donc d’apres le corollaire 7.2.4
H*(X,Q) est de dimension finie. Le théoreme 2.4.5 nous permet de conclure. =
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Résumé

Dans cette thése, on étudie les espaces de Gorenstein, introduits par Y. Félix,
S. Halperin et J.C. Thomas par analogie avec I'algebre locale. Ceux-ci généralisent
les espaces dont la cohomologie satisfait la dualité de Poincaré. Sur le corps
des nombres rationnels, les mémes auteurs et A. Murillo ont prouvé le résultat
suivant : avec diverses hypothéses sur la fibre, si deux espaces d’une fibration
sont de Gorenstein, alors il en est de méme du troisieme. Ce théoréme nous
permet d’introduire différents types d’espaces de Gorenstein, notamment Gy.
Par exemple, les espaces dont I'homotopie est finie sont de type Gy. En les
considérant, on établit des théoremes plus généraux dans deux domaines :

D’une part, on s’intéresse aux fibrations dont la fibre est de type Gy. On
met en évidence une nouvelle hypothese : la e-minimalité. Une fibration est dite
e-minimale si le connectant de la longue suite exacte d’homotopie est nul en degré
impair. Pour de telles fibrations, on prouve que si la base est de Gorenstein (resp.
est de type Gy) alors 'espace total est de Gorenstein (resp. est de type Gy).
De ce fait, tous les espaces de Gorenstein que nous savons construire sont de type
Gy.

D’autre part, sur Gy, I'évaluation est non nulle si et seulement si la cohomolo-
gie satisfait la dualité de Poincaré. Bien que ce résultat ne soit pas encore prouvé
pour les espaces de Gorenstein (conjecture), nous démontrons, pour n’importe
quel corps, I'équivalence avec I'assertion “avoir une cellule terminale”, condition
plus faible que I'évaluation non nulle.

En conclusion, il s’avere que les espaces de Gorenstein de type Gy forment un
nouveau cadre, tres large, sur lequel on peut faire des calculs et des raisonnements
par récurrence.




