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1 Introduction 

A tout espace topologique X est associé un invariant numérique, noté catX, 
appelé la catégorie de Lustern'ick- Schnirelmann de X. C'est le plus petit 
entier n tel que l'espace X puisse être recouvert par n + 1 ouverts, chaque 
ouvert étant contractile dans X. Cet invariant a été introduit comme une 
minoration du nombre de points critiques d'une fonction sur une variété. 
Il joue tm rôle très important, depuis ces dernières années, en théorie de 
l'homotopie. 

La simplicité de la définition de catX contraste avec la difficulté de son 
calcul. Par exemple, on ne connaît pas la LS-catégorie de tous les groupes 
de Lie. Aussi de nombreuses approximations ont-elles été introduites par 
différents auteurs. Nous nous intéressons ici à celles de nature algébrique 
considérées par S. Halperin et J . .M. Lemaire [9}: si k désigne un corps, on 
définit, à partir de l'algèbre des cochaînes singulières de l'espace X à coef­
ficients dans k, les invariants numériques M cat( X; k) et Acat( X; k) tels que 

J'v! cat(X; k) :::; Acat(X; k) :::; catX. 

Si X désigne le groupe de Lie Sp(2) alors Acat(X; k) = 2 pour tout 
corps k et catX = 3, [9]. Si X désigne un espace 1-connexc rationnel dont 
la cohomologie est de type finie, alors, d'après K. Hess [11}: 

}.fcat(X; Q) = Acat(X; Q). 

Ce dernier résultat, associé à celui de B. Jessup [13] permet de démontrer 
un cas paTticulier de la conjecture de Ganea: 

Acat(X x sn; Q) = Acat(X; Q) + 1. 

Ces résultats appellent les questions suivantes ([15], 7.3), lorsque R dési­
gne un anneau principal : 

(1) Est-il possible de définir des invariants algèbriques 

l-A1cat(X; R) r-fvfcat(X; R) et Acat(X; R)? 

(2) Si X est un espace 1-connexe dont la cohomologie à coefficients dans 
l'annean principal Rest de type fini, a-t-on alors 

Afcat(X; R) = Acat(X; R)? 
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Afin de répondre à la première question, nous nous restreignons aLLX es­
paces dont l'homologie de l'espace des lacets H.(DX: R) est R-libre. La 
réponse à la deuxième question nécessite, même lorsque R = k, l'introduction 
d'une structure plus riche que la simple structure d·algèbre sur les cochaînes 
singulières, comme le montrent les contre-exemples d'Idrissi [12] et les travau..x 
de Bitjong. En effet, d<:ms sa thèse [2], Bitjong introduit la notion d'algèbre 
quasi-commutative, l'invariant BicatX, et établit, pour tout corps k de carac­
téristique différente de 2, que: 

(1) Bicat(X; k) = Acat(X;k). 

En corollaire du principal résultat de cette thèse, nous obtenons que pour 
tout GW complexe r-connexe de dimension n et pour tout corps R de carac­
téristique p > n/r 

lvfcat(X; R) = Acat(X; R) 

Acat(X x sn; R) = Acat(X; R) + 1. 

En fait, notre résultat le plus général concerne les espaces R-rnodérés au 
sens de D. Anick [1]. 

Rappelons qu'un GW complexe X, r-conncxe de dimension n est dit R­
rnodéré si 

di mX < t·p( R) 

lorsque p(R) désigne le plus petit nombre premier non inversible dans R. 
Pour de tels espaces nous définissons les invariants 

tels que 

Afccat(X: R) et Accat(X; R) 

1\Iccat(X; R) ~ Accat(X; R) 

et 11dccat(X; R) = I'd cat(X; R) 

pour tout corps R de caractéristique p > dirnXjr et nous démontrons le 
théorème suivant : 

Théorème 1 . Soit R un sous-anneau de Q et soit X un CW complexe 
R-rnodéré de dimension n tel que 

a) H*(DX; R) est R-libre 

b) Hn(X; R) est R-libre 

alors 
Afccat(X; R) = Accat(X; R). 
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Il résulte alors du théorème précédent: 

Théorème 4. Sous les hypothèses du théorème 1 et si X x sn, n 2': 2, est 
R-rnodéré alors 

ie l'invariant Accat( -; R) satisfait la conjecture de Cauca [7]. 
Signalons que très récemment, Bitjong a donné, [3], une démonstration 

de 1 'égalité 
Afcat(X; k) = Acat(X; k) 

pour tout corps de caractéristique différente de 2, égalité obtenue en utilisant 
la structure d'algèbre quasi-commutative de C*(X; k). Notre démarche est 
cornplétement différente. 

Le point de départ de notre démonstration est le résultat fondamental de 
D. Anick [1] qui assure l'existence d'une algèbre de Lie différentielle graduée 
de la forme: 

L = { L;}i2:l, dimLi < x, Li R-librc 

et d'tm quasi-isomorphisme d'algèbres de chaînes: 

ceci pour tout anneau Ret tout GW complexe X satisfaisant les hypothèses 
du théorème 1. Ce quasi-isomorphisme préserve la diagonale à homotopie 
près. Il suit alors l'existence de detL'I: quasi-isomorphismes d'algèbres de 
cochaînes: 

C*(L) t-- Bv(C*(0.X; R)) ___, C*(X; R) 

lorsque C*(L) désigne le complexe des cochaînes sur l'algèbre de Lie L et 
Bv désigne la bar construction duale. Cette dernière équivalence permet 
d'associer à chaque C\V complexe X, vérifiant les hypothèses ci-dessus, un 
modèle commutatif (AW, d) similaire au modèle de Sullivan qui est considéré 
lorsque R = Q. 

En adaptant, grâce aux travaux de S. Halperin [8], la démonstration de 
K. Hess [11], nous établissons le théorème 1. Puis, à partir de la démonstra­
tion rationnelle de B. Jessup [13], nous démontrons le théorème 4. 

2 Les invariants 1-Mcat, r-Mcat et Acat 

N"ous nous plaçons sur un anneau principal R de caractéristique quelconque. 
Nous allons définir les notions de modèles libres sur un anneau principal 
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R en suivant la même démarche que S. Halperin et J.~L Lemaire [9] qm 
travaillaient sur un corps. 

2.1 Modèle relatif libre d'un homomorphisme de R­
adg 

Proposition 1. Soient (A, dA) et (B, d8 ) detLX R-adg telles que 

i) H 0 (A,dA) = H 0 (B:d8 ) = R, H 1(A,d/-t) = H 1(B,ds) = 0 

ii) Hi(A, dA) et Hi(B, ds) sont des R-modules finiment engendrés po·ur 
tout i 

iii) H 2 (B, ds) est un R-module libre 

iv) A est R-libre. 

Soit f : A ----:> B un homomorphisme de R-adg tel q·ue 

v) H 2 (J) : H 2(A) ----:> H 2(B) soit injectif. 

Alors il existe 1.m diagramme commutatif dans la catégorie des R-adg de la 
forme: 

(B,ds) 

"? T ~ 
(Au T(V), d) ~ (T(V), d) 

où: 

1) V est un R-mod'Ule libTe et T(V) déBigne l'algèbre tensorielle s·ur V 

2} AU T(V) désigne le produit libre des algèbres graduées A ct T(V) 

3) i désigne l'inclusion naturelle, i(a) =a, et p l'homomorphisme deR­
adg de noya·u l'idéal engendré par A dans AU T(V) 

4) cp est ·un quasi-isomorphisme de R-adg. 

Un tel diagramme commutatif satisfaisant 1) 2) et 3) eBt appelé un modèle 
libre du morphisme de R-adg f : A ----:> B. 

La proposition 1 assure l'existence d'un tel modèle sous les hypothèses (i) à 
(iv). 
Preuve de la proposition 1: Supposons construit: 

cp: (AUT(V),d) ----t (B,d) 

tel que, pour tout entier k ~ 2: 
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ak) V = VS:k est un R-module libre 

bk) H::;k ( :.p) est un isomorphisme 

ck) Hk+ 1 (:.p) est surjective. 

Notons Z un sous-module de (AU T(V))k+I n ker(d) qui se projette sur 
kerHk+I(4J). Nous pouvons choisir une base z1 , ... , Zn de Z telle que 

soit une base de Imd n Z, avec Ti E R, m ~ n ct rmlrm-11· .. Jr,. 
Introduisons 

u = 'UJR e ... e UnR, deg lli =k. 

tel que dui = Zi et ;(ui) = O. 
Il existe Yi E (TVS:k)k+l tel que 

Par suite d(yi - T{ui) = 0, pour i = 1, ... , m. 
Introduisons 

Vl-r = WtR 8 ···ffi WmR, deg Wj = k- 1. 

Posons dwi = Yi - r;ui, 

Alors :.p s'étend de manière unique en un homomorphisme de R-adg 

·lj;: (Au T(V e· U e ~V), d) --7 (B, d) 

tel que H 1(:p) = H 1(1j;) pour l ~ k -1. 

• Pour l < k - 1, aucun nouveau élément n'a été apporté, donc nous 
avons H 1 

( :.p) = H 1 (lj;). 

• ).Iontrons que Hk-l (?t•) = Hk-l ( :p) : 
Si o: E (AU T(V eU 9 ~'V))k-l alors o: = o:o + w 
avec a0 E (AU (T(V) )k-I et w E Hl. 
Les relations da = 0 et da\ - Yi E Hl entraînent que u• = O. 

• Montrons que Hk('lj;) = Hk(:p): 
Si o: E (A U T(V 8 U e vV) )k alors a = o:o + u 
avec o:0 E (AU (T(V) )k et ·u E U. 
Les relations da= 0 et dui = zi # 0 entraînent que ·u =O. 
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• Montrons que Hk+l ( 'lj;) est injective: 
Si a E (Au T(V 8 u 8 vV))k+l alors a= Do+ f3w + w'/3' 
avec a0 E (AU (T(V))k+l w,w' E vV {3,{3' E (T(V)) 2 = V 2 • 

Nous en déduisons que: 

da = 0 = dao + d/3 w ± f3 dw + dw' f3 ± w' d{J 

Nécessairement nous avons ,8 = ,8' = 0 et donc a = a 0 , ie il n'y a pas 
de nouveau cycle en degré k+ 1. 

Supposons que :p(a) = d/3 et da= 0 avec a E (AU T(V eU@ ~V))k. 
D'après ce qui précéde, a= a 0 E (AU T(V) )k, ce qui entraîne que 

n n 

a= L Àizi = d(L Àiui). 
i=l i=l 

• Montrons que ·1/; s'étend en un homomorphisme ede R-adg: 

8: AUT(VeUelVeS) ~ (B,ds) 

1 
{ HS.k+ 1 

( 8) est un isomorphisme 
te que Hk+2 (8) est surjective. 
Pour cela posons 

avec t;+ 1iti ct posons: 

sl = Z! Re ... 8 ZrR avec deg Zi = k + 2 

s2 = XtR 2· ... 9 XsR avec deg :r:; = k + 2 

Nous avons dzi = 0 O(zi) = ·ui dxi = 0 et O(xi) =vi 
Clairement HS.k+ 1(8) = HS.k+ 1(1/') et Hk+ 2 (8) est surjective. • 

Défirùtion 1 . Si A = R alors :p : T(V) ~ ( B, d) est appelé le modèle 
libre de (B, d ). 

Remarquons que nous avons introduit une partie linéaire de la différentiel­
le au début de la démonstration en posant pour w1 E 1.-rk-l dw1 = y1 - r{U-i 

avec ri+llri· 

Si r 1 est une unité de R, il en est de même de chaque r; et en fait, en 
posant ui = (ri)- 1ui, on obtient dwJ = YJ- ik 

Remarquons aussi que si A = R 
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Définition 2. Une R-adg (T(V), d) est dite minimale si: 

a) H 0 (T(F), d) = R, H 1(T(V), d) = 0, H 2(T(V), d) est libre 

b) V est un R-module libre de type fini 

c) Pou·r chaq'ue degré k, il existe 1tn élément rk non invC'rS'ible de R, tel 
que 

'rfv E Vk dv E ·rk Vk+ 1 + y2:2 V. 

La R-adg (T(V), d) est dite décomposable si en o·utre d 1 =O. 
La R-adg (T(ll), d) est d'ile localement nilpotente s'il existe ·une filtration 

0 = F(O) c V(1) c · · · c F(i) c · · · 

deR-module grad·ué telle que V= U F(i) et d(V(i)) C T(ll(i- 1)) 
' 

La proposition précédente entraîne, lorsque A = R, l'existence d\m mü­
dèlc minimal libre pour toute R-adg ( B, d) telle que 

H0 (B,d) = R, H 1(B,d) = 0, H2 (B,d) libre. 

D'autre part, ce modèle minimal est localement nilpotent comme on le 
voit en posant 

V(1) = S{ et V(k + 1) = F(k) ~ Uk+l E9 nrk-2 EB 5~+1 8 5~+2 

avec les notations introduites dans la démonstration précédente. 

Proposition 2 (Lemme de relèvement) . Etant donné un diagramme 
d'homomorphismes de R-adg: 

(B,da) 

(T(V), d) 

où 

a) (T(F), d) est une adg minimale 

b) ~J est un quaS'i-isomorphisme SU'Tject'if 

alors il e:J:iste 

f: (T(F), d) ___, (B,ds) telle que ·lj; of= cp. 

Preuve de la proposition 2: Par induction sur les V(k) introduits ci­
desstLs. 

• 
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Une autre conséquence de la propriété de nilpotence locale est: 

Proposition 3 .(8, proposition 2.8/ Si (T(V), d) eBt une R-adg minimale et 
$i B dé$igne la bar con~.;;truction alors l'application naturelle 

B(T(V), d) ~Re s(V, dl) 

est un quasi-isomorphisme de R-modules. 

Il résulte en particulier de la proposition 3 que (T(V), d) est décompo­
sable si et seulement si H(B(T(V),d)) est un R-rnodule libre. 

Proposition 4. Un qlta$i-isomorphi$me ~; : (T(V), d) ___, (T(vV), d') entre 
de·ux adg décomposables est un Î$omorphi.sme. 

Preuve de la proposition 4: D'après la proposition 3, cp induit un quasi­
isomorphisme 

cp: Res(V,dr) --jo RGs(H1,dr) 

et puisque d1 = 0, cp induit aussi un isomorphisme p : V ~ ~V. Par suite 
cp est un isomorphisme. • 

Corollaire 1 . Soient 

(T(V), d) __.::_. (A, dA) ~ (T(vV), d') 

deux modèles décomposables d'une adg, alors 'il existe un isomorphisme d'a dg 

(T(V),d) 2. (T(lF),d') 

Preuve du corollaire 1 : Considérons l' adg acyclique 

T(U 2 dU) --jo (A, dA) 

au dessus de (A, dA) et le diagramme: 

T(lY) U T(U e dU) 

l 
(T(V),d) ~ 

où la flèche verticale est un quasi-isomorphisme surjectif. 
D'après le lemme de relèvement, nous avons l'existence d'un quasi-iso­

morphisme: 
T(V) ___, T(lV) u T(U 8 dU) 

que l'on compose avec le quasi-isomorphisme: 

T(vV) u T(U e dU) --jo T(~V) 

pour obtenir un quasi-isomorphisme: 

T(V) __.::_. T(vV) 

On applique alors la proposition 4. 
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2.2 Catégorie d'une R-adg 

Soient (A, dA) une R-adg telle que 

(*){ H 0 (A) = R, H 1(A) = 0, H 2 (A) est libre 
Hl(A) est un R-rnodule de type fini. 

et (T(V),d)--. (A, dA) un modèle minimal de (A, dA). 

Notons par T>m(V) l'idéal des mots de longueur supérieure à rn en V. 
Cet idéal est stable par la différentielle. Notons 

Qm : (T(V), d) ~ (T(V)jT>m(V), J) 

la projection canonique associée. 
D'après la proposition 1, Qm admet un modèle relatif libre: 

(TV, d) Qrn 
~ ( Tvjr>rn, ci) 
\. 

l î :p 

(TVUTW,D) (TV, 15) 

et, en particulier, lïnclusion 'i fait de (TV U T~V, D) = (T(V e ~V), D) un 
(TV, d )-module à gauche (respectivement à droite, respectivement 
(TV, d )-bimodule). 

Définition 3. Si (A, dA) est ·une R-adg vérifiant(*) et si (T(V),d) est un 
modèle libre décomposable de (A, dA) alors Acat A (respectivement r-Mcat A, 

l-McatA, bi-McatA) est le plus petit entier m (éventuellement oo) tel q·ue le 
mo·rphisrne i admette une rétraction r d 'adg (respectivement de TV -modules 
à droite, à gauche, de bimodules), ie tel que r o i = idTir. 

Remarque 1. 

1) Le corollaire 1 montre que les invariants Acat (A, dA), l-.l'vf cat (A, dA), 
r-AI cat (A, dA) et bi-AI cat (A, dA) sont indépendants du choix du mo­
dèle décomposable. 

2) On a évidemment la suite cl 'inégalités : 

l-1\!I cat A, r-Aicat A~ b·i-.l'vfcat A~ A.cat A. 
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2.3 Catégorie d'un espace 

Considérons X un espace 1-connexe deR-type fini, ie: 

{ 
H 0 (X; R) = R H 1(X; R) = 0 
Hi(X; R) est un R-module de type fini pour tout 'i. 

Il résulte alors du théorème des coefficients universels que H 2 (X; R) est un 
R-module libre. Par suite, l'algèbre des cochaînes singulières normalisées à 
coefficients dans R, C*(X; R), vérifie les conditions du paTagraphe précédent. 
En particulier, C*(X; R) admet un modèle minimal 

p: (T(V), d) ----... C*(X; R). 

Définition 4. La R-adg (T(V), d) est appelée ·un R-rrwdèle rrân'irnal l'ibre 
de l'espace X. 

Il résulte de ce qui précéde que tout espace 1-connexe deR-type fini admet 
un R-modèle minimal libre. 

Un espace X admet un R-modèle minimal décomposable si et seulement 
si H*(OX; R) est R-libre. 

Définition 5. Soit X un espace 1-connexe de R-type fini admettant un 
modèle l'ibre décomposable (TCV), d), aloTs 

Acat(X; R) 
l-i\1cat(X: R) 
r-}vfcat(X; R) 

bi-lvfcat(X: R) 

Acat (T(V), d) 
l-lvfcat (T(V), cl) 
r-Mcat (T(V), d) 
bi-lvfcat (T(V), cl) 

Comme les adg C*(X; R) et C*(X; R)ap ont le même type d'homotopie nous 
avons l- }vf catX = r- }-.1 catX, ie dans le cadre topologique on ne distingue pas 
la catégorie à droite et la catégorie à gauche. Aussi dans la section suivante 
nous noterons simplement Af catX cet invariant. 

3 Le cas commutatif 

3.1 Modèle relatif commutatif d'un homomorphisme 
de R-adgc 

Considérons R un anneau principal. Rappelons qu'une R-adgc est une R-adg 
A= (Ai) telle que si xE Ai y E AJ alors xy = ( -l)iJy1:. 
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Proposition 5. Soient (A, dA) et (B, da) deux R-adgc telles que 

i} H 0 (A,dA) = H 0 (B,da) = R, H 1(A,dA) = H 1(B,da) = 0 

ii) Hi(A, dA) et Hi(B, da) sont des R-modules finiment engendrés, pour 
tov.t i 

iii} H2 (B,da) est un R-mod·ule libre 

iv) A est R-libre. 

Soit f : A ---t B un homomorphisme de R-adgc tel que 

Alors -il existe un diagramme commutatif dans la catégorie des R-adgc de la 
fonne: 

f 
---t (B, da) 

~ i >? 

(A® AV,d) __!____.. (Al-',d) 

o·ù: 

1} V est un R-module l'ibre et AV désigne l'algèbre commutative sur V 

2) i désigne l'indus-ion naturelle. i(a) = a et p l'homomorphisme de 
R-adgc de noya·u l'idéal engendré par A dans A ·& A V 

3) :p est un quasi-isomorphisme de R-adgc. 

Un tel diagramme commutatif satisfaisant 1}, 2) et 3) est appelé un modèle 
cornm'IJJatif du morphisme de R-adgc f : A ---t B. 

La proposition 5 assure l'existence d'un tel modèle sous les h,ypothèses ( i) à 
(iv). 

Preuve de la proposition 5 : Supposons construit : 

:p : (A :g: A V, d ) ---t ( B, d) 

tel que, pour tout entier k ~ 2 : 

ak) V= V9 est un R-module libre finiment engendré 

bk) H~k ( r.p) est un isomorphisme 

ck) Hk+ 1 ( :p) est surjective. 
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Notons Z un sous-module de (A® AV)k+t n ke·r(d) qui se projette sur 
kerHk+1(r.p). Nous pouvons choisir une base z1, ... , Zn de Z telle que 

soit une base de Imd n Z, avec riE R, m:::; net rmlrm-tl· .. jrt. 
Introduisons 

U = urR EB • · · EB UnR, deg ui =k. 

tel que dui = Zi et :p('ui) = O. 
Nous avons alors 

Par suite d(yi- TiUi) = 0, pour i = 1, ... , m. 
Introduisons 

vV = WtR EB ... e WmR, deg 'Wj = k- 1 

Posons dwi =Yi- TiUi· 

Alors r.p s'étend de manière unique en un homomorphisme de R-adgc 

·7/J: (A :g A(V eUe VV),d) ~ (B,d) 

tel que H 1(r.p) = H1 ('~;) pour l:::; k -1. 

• Pour l < k - 1, aucun nouveau élément n'a été apporté, donc nous 
avons H 1Cp) = H 1(1i'). 

• Montrons que Hk-t ( 1j;) = Hk-1 ( r.p) : 
Si a E (A 0 A(V eU 8 ~F)t- 1 alors a.= a.o + w 
avec a.o E (A 0 AV)k-I et w E vV. 
Les relations da. = 0 et dtvi -Yi E vV entrainent que w = O. 

• Montrons que Hk ( 1/J) = Hk ( r.p) : 
Si a E (A® A(V EB U EB ~Y))k alors a= a 0 + u 
avec ao E (A® i\V)k et ·u EU. 

Les relations da = 0 et dv.i = zi f=. 0 entraînent que u =O. 

• f..Iontrons que Hk+I (7/J) est injective: 
Si a E (A® A(V eu 9 vV))k+l alors a.= Do+ (hu 
avec noE (A®AV)k+l, w E Hr {3 E (AV)2 = V 2 . 

Nous en déduisons que: 

da. = 0 = da.0 + d,f3 w ± {3 dw 
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Nécessairement nous avons /3 = 0, ie a= a0 , ie il n'y a pas de nouveau 
cycle en degré k+l. 

Supposons que rp(a) = d,B et da= 0 avec a E (A@ AV EB U e W))k. 
D'après ce qui précéde, a = o:0 E (A@ AV)k ce qui entraîne que 

n n 

a= L Àizi = d(L Àiui). 
i=r i=r 

• Montrons que 4; s'étend en un homomorphisme() de R-adg: 

():A 0 A(V EB U e1 ~'V EB S)----> (B, dn) 

1 
{ H::Ok+ 1 

( 8) est un isomorphisme 
te que Hk+2(8) est surjective. 
Pour cela posons 

avec ti+rlti et posons: 

Sr = Zr Re ... 8 ZrR avec deg Zi = k + 2 

52= x·lR e ... 8J'sR avec dcg T; = k + 2 

Nous avons dzi = 0 ()(zi) = 'Ui d.'E; = 0 et e(:z:;) = L'i 
Clairement H~k+ 1 (()) = H::Ok+r(t)) et Hk+ 2 (()) est surjective. • 

Définition 6. Si A = R alors :p : (AV, d) ----> ( B, d) est appelé un modèle 
commutatif de ( B, d). 

Définition 7. Une R-adgc (AV, d) est dite minimale si 

a) H 0 (AV,d) = R, Hr(AV,d) = 0, H 2 (AV,d) est libre 

b) V est un R-module libTe de type fini 

c) PouT chaque degré k il existe un élément rk non inversible de R, tel 
que 

La R-adgc (AV, d) est dite décomposable si en O'Utre d1 = O. 
La R-adgc (A V, d ) est dite nilpotente s 'il existe une filtration 

0 = V(O) c V(l) c · · · c V(i) c · · · 

deR-module gmdué telle que V= U V(i) et d(V(i)) c A(V(i -1)). 
~ 
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Nous avons, comme dans le cas des modèles libres, un lemme de relè­
vement, ainsi que l'a montré S. Halperin dans ([8], proposition 7.5). 

Proposition 6 (Lemme de relèvement) . Etant donné un diagramme 
d 'homomoTphisme de R-adgc 

où 

(B,ds) 

1 "' 
(AV,d) ----r (A,dA) 

a) (A V, d) est une adgc minimale 

b) V' est un quasi-isomorphisme smjectif 

alors il e1:iste 

f : (A V, d ) ----r ( B, d s) telle que ·1/J o f = rp. 

Remarque 2. A la différence du cas rationnel, il n'existe pas de lemme de 
relèvement lorsque ·1/J n'est pas supposé surjectif. Ceci entraîne en particulier 
que nous n ~avons pas unicité du modèle minimal. Par contre, il y a unicité 
dans le domaine d' Anick. 

Définition 8. Une R-adgc (A, dA) est R-modér·é si (A, d;~) est une R-adgc 
telle q·u 'il e:riste un entier n tel que 

(a) H>n(A, dA) = 0 
(b) p(R) > njr 

lorsque p( R) désigne le pZ.us petit entier non inversible dans R. 

Proposition 7. Si (A, dA) est une R-adgc telle que 

{ 
Hi(A, dA)= 0 pour i > r et r > 1 
dimHz(A, dA) < oo 

alors (A, dA) admet un modèle commutatif minimal au sens d'Anick 

(AW, d) ----+ (A, dA). 

Si en outre (A, dA) est R-modéré, aloTs le modèle commutatif est ·unique à 
quasi-isomorphisme près. 

Preuve de la proposition 7 : La proposition 7. 7 et le début de la remarque 
7.8 de S. Halperin [8] nous donne exactement cette proposition. • 
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3.2 c-catégorie d'une R-adgc minimale 

Soit (AV, d) une R-adgc minimale. 
Notons par A>m.v l'idéal des mots de longueur supérieure à men V. Cet 

idéal est stable par la différentielle. Notons 

qrn: (AV,d) ~ (AVjA>m.v,d) 

la projection canonique associée. 
D'après la proposition 5, qm admet un modèle relatif commutatif: 

(AV, d) 

'> ir 
(AV rg;AW,D) ~ (A~V,D) 

et, en particulier, l'inclusion i fait de (AV 0 AvV, D) = (A(1/ 2 vV), D) un 
(AV, d )-module. 

Définition 9 . Si Qm admet un modèle relatif i tel q·u 'il existe une rétraction 
r d'adgc (respect-ivement de AV-mod,ules). ie tel q·ue roi = idAv, alors 
Accat(AV,d) ~ m (respectivement fvfccat(AV,d) ~ m). 

Remarque 3. On a évidemment rïnégalité: 

fvfccat( AV, d) ~ Accat( AV, d). 

Remarque 4. Le morphisme qm admet une résolution semi-libre au sens de 

[5] 
(AV,d) (AVjA>mV,d) 

j::: 

P =AV® E 

Du lemme de relèvement, il résulte que 1\Iccat(AV) ~ m si et seulement si i' 
admet une rétraction de AV -modules. 

Proposition 8. Si (T(X), d) ....=:._. (AV, d) désigne un modèle décomposable 
de (A V, d), alors pour to·ut corps de caractéristique =J 2 

a) Accat(i\.V, d) ~ Acat(TX, d) 

b) lvfccat(AV,d) = l-fvfcat(TX,d) =r-Afcat(TX,d) 

Preuve de la proposition 8 : 
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a) La preuve de S. Halperin et J.M. Lemaire ( [9], théorème 3.3) s'applique 
mot à mot au modèle commutatif (AV, d), puisque sur un corps nous 
avons l'existence de supplémentaires. 

b) Les égalités du b) résultent du fait que (AV@AVV, D) est une résolution 
semi-libre de (AV, d) à droite et à gauche. 

3.3 c-catégorie d'un CW complexe R-modéré 

.Jusqu'à présent nolL'3 avons considéré un anneau principal R. Comme un 
ru1neau principal est intègre, l'image de l'application canonique 

:p: Z _,. R 
n t--+ n.1 

est un sous-anneau de Q ou est isomorphe au corps premier F p· Posons p( R) 
le plus petit nombre premier p E Z tel que ;;(p) soit non inversible dans R. 

Les anneatLx R que nous avons en vue sont plus particulièrement 

{ 
r 1 1 tl z ?' 3) ... ) ~i 
"- -

Z(p) 1' anneau des entiers localisés à p. 
F P le corps premier de caractéristique p. 

Remarquons que Z(p) C Q et que nous avons la projection canonique 

Z(p) --)- Fp 

a Vb ab- 1 t;,PA --)-

Puisque la théorie de D. Anick repose sur les R-algèbres de Lie graduées, 
il est commode de supposer dès le départ que 1/2 E R, afin de garder la 
condition 

[a, b] = -( _ 1)dega.degb[b, a]. 

Définition 10. Un C~·V c.omp[e..?;e X de type fini ·r·-connexc (r > 1} tel que: 

dimX ~ rp(R) 

est dit R-modéré. 

Le résultat fondamental de D. Anick ([1], théorème 4.8) énonce que siR 
est un sous-anneau de Q alors pour tout C\V complexe R-modéré, il existe 
une algèbre de Lie différentielle graduée (ALDG en abrégé) (L, d) et un quasi-

isomorphisme <I>: UL ~ C*(nX: R) d'adg tels que chaque Li est R-libre et 
finiment engendré. 
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Ce quasi-isomorphisme préserve les diagonales à homotopie près. De plus, 
la classe d'homotopie dans la catégorie des adg de ce quasi-isomorphisme est 
unique. Il définit donc un unique isomorphisme d'algèbres de Hopf: 

lorsque H*(0.X; R) est R-libre. 
Comme l'a remarqué S. Halperin ([8J, p.274), le résultat de D. Anick 

s'étend à tous les GW complexes R-modérés par extension c!"anneaux. 
Rappelons que pour toute ALDG, (L, d), nous avons un morphisme: 

C*(L) = (fsL,d) c T(sÜL) = BUL 

entre l'algèbre des chaînes sur (L, d), C*(L) et la bar construction sur U L. 
Ici, f(V) désigne l'algèbre des puissances divisées engendrée par le module 
v. 

On note C*(L) = (f(sL), dt l'algèbre des cochaînes de l'ALDG (L, d). 
D'après [8], si L est R-libre alors l'inclusion des coalgèbres différentielles 

graduées 

est un quasi-isomorphisme. De plus si L est un R-modulc de type fini alors 

Notons 0.C la cobar construction de la coalgèbre graduée différentielle C. La 
suite de qua.'3i-isomorphismes de coalgèbres 

Î ~ 
C*(X; R) ~ B0.C*(X; R) 

se dualise en la suite de quasi-isomorphismes 

(2) 

Autrement dit, l'adg C*(X; R) est équivalente à une adgc. 
Notons (A r'V, d) ~ C* ( L) un modèle minimal de C* ( L). 

Définition 11. Soit X un espaceR-modéré. Un modèle minimal de 

(AH.,d) ~ C*(L) 

est appelé un R-modèle minimal commutatif de X. 

20 



Proposition 9. Soit X un espace R-modéTé. Si H.,(flX) est R-libre alors 
X admet un modèle minimal décomposable 

(AX, d) ~ C*(L) 

unique à isomorphisme près. 

Preuve de la proposition 9: Cette proposition vient du théorème 7.8 de 
S. Halperin [8]. • 

L'intérêt de considérer ce modèle commutatif réside dans le résultat sui­
vant: 

Notons E l'algèbre de Lie du modèle minimal (A~V, d), ie 

{ 

E~s~Vv=(s- 1 ~V)v 

é) = (s-ldl)v 
d2 définit le crochet de Lie par dualité 

alors d'après ([8], théorème 8.3): 

Théorème 2. Si (L, d) est 'Une DGL R-hbre et de type .fini. alors les condi­
tions suivantes sont équivalentes : 

(i) H(U L) est sans torsion 

(ii) C* ( L) admet un modèle minimal décomposable. 

Lorsq·ue ces deu.T conditions sont vérifiées alors U E est isomorphe à H ( U L) 
en tant qu'algèbre de Hopf graduée. 

Corollaire 2 . Soit X un CW complexe R-modéré. alors les conditions sui­
vantes sont équivalentes : 

(i} X admet un modèle minimal commutatif décomposable (A ~V, d) 

(ii) X admet un modèle minimal libre décomposable (T(V), d) 

(iii} H*(flX; R) est R-libre. 

Si l'une de ces trois conditions est vérifiée, alors: 

Preuve du corollaire 2 : 
(i) ~ (i'i) d'après le théorème précédent et l'isomorphisme 

( [8], théorème 8.1) : 
H.,(flX;R) f'-1 HUL. 

(ii) ~ (i'ii) d'après ([5], corollaire 2 et théorème 5) 
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Remarque 5. Le corollaire 2 généralise aux CvV complexes R-rnodérés tels 
que H*(nX; R) est R-libre, le résultat fondamental de l'homotopie ration­
nelle: 

3.4 c-catégorie d'un espace R-modéré 

Définition 12. Soit X un espace admettant un modèle commutatif ( AW, d) 
au sens d'A nick, alors 

Afccat(X, R) = Nfccat(AH', d) 

Accat(X, R) = Accat(A~'V, d) 

Il résulte de la proposition 8 que si R est un corps de caractéristique 
p > dimXjr alors 

Remarque 6. 

Afccat(X; R) = .i\fcat(X; R) 

Accat(X; R) 2: Acat(X; R). 

(i) Si R est un corps de caractéristique p > n/r alors 

J.v! cat(X; R) = 1\Iccat(AvV, d) 

et ceci pour tout modèle (Al/V, d). En effet, lorsque 

T(V) ~ (AvV, d) 

alors 
1vfccat(AvV,d) = J.Vfcat(T(V),d). 

D'autre part, si X est modéré 

T(V) 

Xous en déduisons que si T(V) est un modèle de X alors 

.Mccat(AW, d) = .l'vfcat(X; R) 

ceci quelque soit le (A~V: d)-modèle. 

Remarquons alors que LVI catX peut-être calculé à partir de n'importe 
quel modèle d'Anick sur un corps et qu'une conséquence du théorème 
1 de l'introduction est que AcatX peut aussi être calculé à partir de 
n'importe quel modèle d 'Anick sur un corps. 
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(ii) Nous pouvons noter que, si X est R-modéré, alors: 

Accat(X; R) 2:: Acat(X; Q) et 1\Iccat(X: R) ~ Ivfcat(X; Q). 

En effet, considérons le diagramme suivant où (AV, d) est un modèle 
minimal décomposable de X: 

(AV,d) ---. (AVjA>mV,d) 

'> i 
(1\V®J\Y,D) 

et tensorisons par Q. Nous obtenons le diagramme: 

(i\V,d)®Q ---. 
R 

i0idq 

(AV/ J\>mv 0 Q d) 
R ' 

T 
(AV®AY 0 Q,D) 

R 

Ceci prouve que si r est une rétraction de i, alors r g idQ est une 
R 

rétraction de i :g üiQ. Donc 

Accat(X; R) 2:: Accat(X; Q). 

La même démarche s'applique pour J\fccat. 

Remarque 7. Le modèle d'Adams-Hilton de X= sn Up en+t est 

Nous avons alors 

T(:rn-1: Yn), dyn = PXn-1· 

C*(L(xn-t,Yn)) = (AV,d) 

{ 

da=pb 
d'U = JlU- a 2 

~~~n-! = pt:{n - av 

db= 0 
dv =ab 
dt3rt = bv 

Lorsque R = Z(q), avec pJq alors T(xn-!,Yn) ~Ret donc nous avons 
AccatX = O. Tandis que si R = ZjpZ, pv = a 2 f. 0 dans H(J\V, d) ce 
qui implique que catc(X, Z/pZ) f. 0 
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Remarque 8. Considérons un anneau R C Q et X un GW complexe R­
modéré tel que H(X) est R-libre. Supposons en outre que Acat(X: Q) = 1. 
Alors, pour tout sous-anneau R de Q 

Accat(X; R) = Accat(X; Q) et lvfccat(X; R) = Afccat(X; Q). 

En effet, si Acat(X, Q) = 1 alors X ~ wedge de sphères, donc si (T(V), d) 

désigne le modèle d'Adams-Hilton de X 

(T(V), d) tZJ R-----.. ((T(V), d) ~ Q = T(V ® Q) 

avec V = sfi. Donc d ® R = 0 et C(L(V ® R)) = (AV, d2 ). Par suite 
Accat( AV, d) = 1. La même démarche s'applique ici aussi pour Afccat. 

4 Modèle de Ganea sur un anneau R 

4.1 Filtration par la longueur des mots 

Considérons (A.X, d) un modèle décomposable dont rexistence a été montrée 
à la section 3.3, et écrivons: d = d2 + d3 + · · ·, avec diX c NX. 
Posons xr = xt.r-I et définissons ainsi une bigraduation sur AX telle que: 

Ceci permet de définir une bigraduation sur H(AX, d2 ): 

La première graduation est la longueur des mots, la seconde est le degré 
complémentaire et la somme des detL-x est le vrai degré. 

De même, nous pouvons considérer AX/ A>mx comme une adgc bigra­
duée en posant: (AX/A>mxtt = qm((AX/ A>rnx)k,l) où Qrn est 'ta projection 
canonique 

(AX,d)---+ (AX/A>m X,d). 

Considérons maintenant un modèle de (AX/A>mx, d): 

j -
(AX, d) ~ (AX@ 1\Y, D) ---+ (AY, D). 

et supposons l'existence d'une filtration sur Y: }~l c Y 1 C · · · C Ya C · · · et 
d'une bigraduation Y= EBYp,q vérifiant: 
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yn = E9 yi,i yi,*= E9 yi,i et yc•,a) =yi,* 
a t,J a a J a a · 

Nous obtenons alors une bigraduation sur AX 0 AY telle que: 

Lorsque la différentielle D augmente strictement le premier degré 

D(A(X EB Y)Y·* c (A(X EB Y) fr·*. 

Nous écrivons D = D2 +D3 +···avec Di((A(X 9 Y) Y·*) c (A(X e Y)y+i,*, 

D 2 est une différentielle et H(A(X e Y), D 2 ) est bigraduée: 

4.2 Théorème d'existence du modèle de Ganea 

Théorème 3. S'il existe une application R-linéaire 

r: H(AX/A>mx,d)---. H(i\X,d) 

telle que r o H(qm) = idH(AX,d) 
alors il existe un diagramme commutatif dans la catégorie des R-adgc: 

( AX,d) ( i\X 0 AY, D) ~ ( AY, D) 

vérifiant: 

(1) Y = ym,* EB ym+L,* EB · · · avec ym+r = EB }jm+r EB y~+r pour r 2: 0 
j?_O 

(2} (D- D)(Y(r.a)) c (A+ x'~ y<(r.a))>r+l,* pour a EN= Nu oc 

(3} r.p = r.po + r.pr + · · · où r.pi( ((A(X EB Y) Y·*) c ( 1\.Xji\.>mxy+i,* et r.po est 
un quasi-isomorphisme 

(4) .D = D2 

(5) (AX 0 AY)>m,* n kerD c D((l0< 0 Y)>m-t,*). 

Définition 13 . Un tel modèle est appelé modèle de Ganea de Qm. 
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Corollaire 3 . L 'homomo·rphisme tp est un quasi-isomorphisme. 

Preuve du corollaire 3: En filtrant par le premier degré, nous obtenons 
une suite spectrale de premier quadrant telle que E2(tp) = zp0 . Comme tpo 
est un quasi-isomorphisme, cp aussi. • 

Preuve du théorème 3: Démontrons dans un premier temps l'existence 
d'un tel modèle. Nous le montrons tout d'abord dans le cas où d = d2 , puis 
dans le cas général. 

Première étape: on suppose que d = d2. 

Dans ce cas, le théorème 3 devient: 
Théorème 3'. S'il existe une application R-linéai·re 

r: H(i\Xji\>mx,d)--+ H(AX,d) 

telle q·ue r o H(qm) = ùlH(AX,d) 

alors il e1:iste un diagmmme commutat-if dans la catégorie des R-adgc: 

( AX, d2 ) (AX:~AY,D2 ) ~ (AY,fh) 

vérifiant: 

(1) Y= ym,* EB ym+l,* EB · · · avec ym+r = EB ~m+r e y~+r pour r ~ 0 
j?_O 

(2) (D2- D2)(Y(r,a)) C (A+ X® y<(r.a)y+h 

( 3) c.p0 ( ( (A(X EB Y))r•*) C ( AX/ A>m X, d2 Y·* et c.p0 est un quasi-iso­
morphisme 

L'idée est de mimer la construction du modèle relatif d'un homomorphisme 
d'adgc, avec le premier degré r dans xr,* jouant le rôle du degré total. Ici 
la construction se simplifie puisque H(qm) admet une rétraction linéaire et 
puisque (AX.jA>m Xt·* = 0 pour r >m. 

Considérons les bigraduations sur AX et sur i\XjA>m X: 
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a) Posons y<m = {0}, D2 =ch rp = Qm· 

Nous avons s<m(:p) = s<m(qm) qui est un isomorphisme. L'existence 
de l'application 'T implique que Hm( rp) = Hm(qm) est injective. 

b) Rendons H(:p) surjective. 

Hm(AX) H~) Hm(AXjA>mx) ~ Hm(AX) 

kerr est un sous-module de Hm(l\.Xj.f\.>m X)~ Am X. 

Notons <1?1 = [<1?1], ... <I>k = [<I>k] une base de kerr. 

Posons alors 

Clairement 

est surjective et 

est un isomorphisme. 

c) Considérons 

Soit a= [a] E Hm+ 1(l\.X g AYam, D2). 

'"'1 - q 'i-'AX- m· 

Nous avons a E (AX 0 AY)m+t = Nn+tx e (X (8) AYJn) e (A2 Yom) et 
donc nous pouvons écrire 

k k 

a = ao + LXi ~~ Zi + L Zs 0 Zt 
i=l s,t=l 

avec ao E Am+l X et Xi EX. 
D(a) = 0 {=;. d2xi = dao = O. Or r o H(qm)([ao]) = 0 = [ao] donc 

a0 =db avec bE Am X et [a]= [ .t Xi :;>9 ::i + , t Zs :g, Zt], 
,=1 ,.t=l 

Posons 
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l { 
(xi)i=l 1 désigne une base de X n kerd = K0 

orsque ( ) , ... , d, . b d ~./1n 
z· ·- . esrgne une ase e .1, • •-l, ... ,k 0 

et rply= =O. L'homomorphisme rp s'étend alors en 
l 

tel que H ( rp) soit surjectif et H<m ( rp) soit un isomorphisme. 

ct) Vérifions que Hm(rp) est toujours injectif. 

Soit a E (AX 0 A}ôm 0 AYt)m =Am X EB Yom 8 ~m. 

Ecrivons a= ao + z +y avec a0 E N"X z E Y0n y E Y(". 

Or Da = 0 => da0 = 0 et Dy = O. Nous en déduiso:n.'i que y = 0, et 
que a= a0 + z. 
De plus a= db, [a] = [z] et rp([a]) = cp([z]) = 0 => z =O. 

c:2) Soit a E (AX &' AY0" :g A~m)'n+l =Am+! X S· X g r~;n eX g Y1m. 

Ecrivons 
n 

a = ao + LXi 0 Zi + L x~,s 0 Yr,s 
i=l r,s 

Da = 0 ~ dx~ s = 0 
{ 

da0 = 0 

dxi' = ± .Z::: .T~/ti 
Notons 1r: X 0 (Y

0
m+t 8 Y1m+t) ---+X 0 Y0m+t_ 

Alors kef7r n ker D est un sous-module libre de X .g. (}0m+I 8 }7'n+l) c 
x+ 0 y+_ 

Considérons une base èP 1 , ... <I> 1 de ker 1r n ker D et posons alors 

cp(yi) =O. 

c3 ) ~ ous construisons ainsi par induction 

tel que 

1) ym = YQm E9 ~m 8 ... 

2) D2Yo'n = o 
D2Y;_m EX ::>9 (}ôm EB ~m 8 · · · ~~\) 
D2 Y;_m posséde une composante non rmlle dans ~~\. 
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Remarquons maintenant que puisque X est de degré total > 2 alors 
Y0m est de degré total 2:: 2m et plus généralement r:m est de degré total 
2:: 2m + i. 
Un cocycle de degré total N dans AX 0 AYm est un élément de 

N-2m-l 
AX® E9 ym 

j=l J 

et par construction c'est le cobord d'un élément de 

AX® 

Il en résulte que 

{ 
H(:p) surjective 

vérifie 
HS.m+1(:p) injective. 

N-2m 
E9 ym. 

j=l J 

d) Notons Z un sous-module de (AX ®AYmyn+2 n (ker D2 ) qui se projette 
sur ker Hm+ 1 ( '-P). Nous pouvons choisir une base ::1 , ... , Zn de Z telle 
que 

soit une base de ImD2 n Z, avec r; ER, k::; net rklrk-II···Ir 1. 

Introduisons 
y;m+ 1 

- u R = · · · ç::-, u R 0 -t= 'Vk· 

tel que dui = z; et :p( u;) = O. 

Nous avons alors 

Par suite d(y;- Tiu;) = 0, pour 'i = 1, ... , k. 

Introduisons 

Posons du\ = y; - T;U;. 

Alors :p s'étend de manière unique en un homomorphisme de R-adgc 

:P1 : (AX ® A(Y;n \B Y~' EB Yorn+I), D2) ------> (AX/ A>m X, d2) 

tel que HL(r.p1) = HL(p) pour l::; m. 
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- Pour l < m, aucun nouveau élément n'a été apporté, donc nous 
avons H1(zpt) = H1(cp). 

- Montrons que Hm(cpr) = Hm(r.p): 
Si 0: E (AX (Z..O A(Y;n EB Y~ ffi Y0n+t) )m alors 0: = O:o + w 

avec o:0 E (AX 0 AY*mrn et w E ~~-
Les relations do:= 0 et dwi -Yi E Y~ entraînent que w =O. 

Remarquons que l'existence de l'application linéaire 

r: H(AX/A>mx,d) ---t H(AX,d) 

telle que r o H(qm) = ·idH(AX,d), nous donne H>m(AX,d2 ) =O. 

l\otons alors 

1r : (AX 0 A +(y*m e Y~ EB Y0"+ 1
)) ---t (AX 0 A+ (}~m+t)) 

Alors ker 1r n ker D2 est un sous-module libre de 

(AX .g A+(y*m e y~t e Yon+t)). 

Considérons une base <I> 1 , ... , <f>t de ker 1r n ker D2 et posons 

,,nn+t _,., a·R 
.I 1 -tV 1 Dai = <I>i 

Alors :ç 1 s'étend en un unique homomorphisme de R-adgc 

'P2 : (iL-Y 0 A(Y:m e Y~ e Y;~+t ), d) ---t (AX/ A>m X, d2 ) 

tel que H 1(r.p2 ) = H 1(tp1) pour l::; m. 

l\ ous continuons ainsi par induction et nous construisons 

:.p: (AX 0 A(y;n e Y~ e t:m+t ), d) ---t (AXji\.>mx, d2 ) 

tel que 

1) ym =y; ym+l = y;~+l 

2) D2Y:m+l E AX 0 A+(t:m EB Y~' EB Yü"+ 1 
· · · Y:~t 1 ) 

D 2Y:m+l posséde une composante non nulle dans Y:~t 1 

3) H~m+ 1 (:.p) et un isomorphisme. 

Le même argument sur le degré total nous donne alors que 

; : (AX 0 A(r:n e Y~ 2 y*m+t ), d) ---t (AXjA>mx, (h) 

, .fi { H ( r.p) est surjective 
ven e H<m+?( ) . . t· - - rp est lllJeC IVe. 

La construction se poursuit alors par induction en suivdnt la même 
démarche. 
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La construction du modèle étant effectuée, vérifions les différentes asser­
tions du théorème 3: 
Les points (1) et (3) se trouvent prouvés par construction. 
Le point ( 4) est immédiat puisque: 

Prouvons le point ( 2) : 
Nous pouvons remarquer que 

donc 

et 

{ 

D2y(r,i) c (l\X '~ J\Y<(r.i)y+l,* 
D2y(r,oo) c (l\X Q9l\Y*<ry+l,*@ y;+l 

{ 

jj2y(r,i) C A2:2y<(r,i) pour i E N 
jj2y(r,oo) c A2:2y<r e y;+! 

Lemme 1 . Nous avons : 

Preuve du lemme 1 : En effeL considérons la construction acyclique bi­
graduée: 

(J\X ,:59 fsX, d2 ) ~ R 

avec s(Xr,k) = (sxy- 1·\ nous avons alors des quasi-isomorphismes: 

De plus, on a une courte suite exacte de modules gradués: 

dont on déduit que 

• 
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Remarquons que nous pouvons choisir un modèle particulier: 

Lemme 2. Nous pouvons choisir Y et D2 vérifiant: 

y = ym EB y2m- t EB y 3m-2 EB ... 

avec fh(Ym) = 0 et D2(y>m) C A2Y. 

Preuve du lemme 2 : 
Pour y E ~m, i 2: 1, nous avons D2lJ E (AX 0 J\Y~'I)m+I. 
Si m + 1 < 2m, alors D2y = O. Ceci entraîne que 

y= lh(\I!) . avec \I! E 
i-t 
EB ym. 

j=O J 

Comme D2~m C J\X ,:29 AY~7j, j 2: 1, uous avons uécessairement \I! E }~net 

donc y= 0, ce qui permet d'affirmer que ym = y~n. 
Si y' E Y~, alors D2y' E Am+lx 8 X :29 Y0n e y~n+l ct donc fhy' E Yom+l. 

Si z E YJ"+ 1, alors D2z E (AX ::!9 AYm)m+2 = Am+2 X e A2X 0 ym, si 
m+2 < 2m. 
Le lemme 1 nous donne alors l'existence de :;: E Y0n 8 Y~ tel que :::; = D2:;:. 

Nous en déduisons que z = D2 cp' avec :.p' E Y~t· 
Nous pouvons alors affirmer que 

D- . ym '\/m+l 
2· oo -----. 1 0 

est surjective. 
Donc il existe w' c. ym tel que D2 u/ = n· où u.:' c. Y"' u· est une base de t'- 00 1 1 t'- OC' l 

y;m et w· est une base de ym vérifiant 0 Z DO 

Ceci entraîne que 

En posant vi = wi- riw:, nous avons D2vi = 0 et donc Y0m+I =O. 
Nous pouvons itérer le procédé tant que m + i < 2m, ie i :::; m- 1. 
Nous reprenons ensuite le même raisonnement pour y E Y:2m-I, y' E 

y~m-l et :::; E Y0
2m et ainsi de suite, en remarquant qu·à chaque étape nous 

pouvons prendre la différentielle D2 purement quadratique pour la longueur 
des mots en Y, ie D2 (Y>m) C A2Y. 

Finalement, nous avons : 

y= ym@ y2m-l@ y3m-2@ ... 
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avec 

et 
(AX 0 AYfm n ker D2 c D 2 (AX 0 AYfm-t. 

De plus, nous trouvons que 

• 
Poursuivons la démonstration du point (2) du théorème 3 en écrivant: 

D2 = D2 + D2,0 + D2,1 + ... avec D2,k(y(r,i)) CA+ X® Ak(y<(r,i)) 

et montrons par induction sur (r, i) que D2,k = 0 pour k 2: 2. 
On suppose donc que D2.k = 0 sur y<(r,i) et on considére x E y<(r,i). 

Alors pour un certain l :S: lx~l, la relation D2D2 = 0 implique que: 
D2D2,z(x) = 0 (pour des raisons de degré et car D2 (Y(r,il) c A2Y<(r,il). 

Si on écrit D 2,1(x) = .E ÀJ ®<I>J, avec Àj une base de A+ X et <I>J E A1Y<(r,i), 
J 

alors: .E Àj ® D2 <f!J = 0 et donc 
J 

On écrit 

j j 

Si y= .1:- 2: (crJ 0 wJ) alors D2(y) = D2(y) + D2.o(y) + ... + D2.1-1(y). 
J 

D'où par induction sur l 2: 2, on obtient, après un changement fini de 
différentielles. que 

L'application de ce procédé à tous les éléments d'une base de y(r.i) permet 
de conclure, ce qui achève la démonstration du théorème 3 dan."i le cas oü 
d =rh. • 

Deuxième étape: on suppose que d = d2 + d3 + · · · 
Dans ce cas le modèle de Ganea de (AX, d) est filtré. 

Remarquons que Y = EB Yc., avec Y0 = y;n,* 
Ct 

et si a>_ 1 D yr,* c (AX ,o AY::;r,* )r+t,* 2 a '<Y :Sa-1 

Nous allons construire par récurrence sur a une différentielle D sur 
AX t2) AY telle que: 
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a) D = D2 + D3 + · · · où D2 désigne la différentielle définie précédemment 

b) ~oD=Do~ 

c) D et cp respectent la filtration par le premier degré. 

Ces trois conditions assurent que 

cp : ( AX 0 A Y, D) ---t ( AX /A >mX, d) 

est un quasi-isomorphisme. En effet, en filtrant par le premier degré, nous 
obtenons un homomorphisme de suites spectrales dont le terme E1 est pré­
cisemment: 

• Pour a= 0, on pose: Dix= d, Dlym,• = 0 et on vérifie facilement 
0 

que 
cp0 : (AX ç~;AY~n·*,D)---. (1\Xji\>mx,d) 

satisfait les con di ti ons a) b) et c). 

• Pour a arbitraire: 
Soit y E y:m+r,* tel que D, y = <P E (AX ,o. AY:Sm+r,*)m+r+I,* et sun.. a-1 2 ~ Sa-I ~ 

posons que D définie sur AX 0 i\Yfa~1r,* satisfait a) b) etc). 

Alors Di!! est définie et puisque D2iJ! = 0 
Di!! D3éf> + D4<P + · · · 

B + t.v' avec -
{ 

B E (AX 0 AY~s~~~r,*)m+r+:l.* 

w E (AX 0 AYf~~~r·*yn+r+4 ·* 

Nous avons D o Di!! = 0 ===> D2B = 0 

===> ::J01 E (AX 0 AY::;~rr~tr·*)m+r+2,* tel que e = D201 

===> D(iJ!- BI) E (AX ,::9 AY::;s:~r·*)m+r+4,*. 

En itérant ce procédé, on trouve que pour un certain k (pour des raisons 
de degré) 

avec ei E (AX@ AY::;~~t'.,*)m+r+i+l.*. 

Posons alors Dy= <P- 01 - B2 ···-Bk 

En effectuant la construction précédente pour les éléments d'une base de 
Y, nous définissons une différentielle D sur AX ,g i\Y qui vérifie les conditions 
a) b) etc). • 
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L'existence du modèle semi-libre de Ganea bigradué étant établi, mon­
trons les différentes assertions du théorème 3. 

Les points (1) et (3) se trouvent prouvés automatiquement par construc­
tion. 

Le point (5) est immédiat puisque, pour r > m: 

H(r,*l(AX ® i\Y, D) ~ H(r,*l(AX/ A>mx, d) = 0 

et donc (A.\'"® AYY·* n kerD c D((AX 0 AY)<r-t,*) 
~foutrons que D = D2 (point ( 4) du théorème 3): 
Procédons par induction sur (r, o:) et donc supposons que D = fh sur 

y<(r,n). 

Considérons x E y(r,n) et écrivons : 

De la relation Do D = D2 o D2 = 0, nous déduisons, puisque D2x E AY<(r,a), 
que 

o = D2D3x + D3D2x = fhD3x. 

Comme D3x E A 3 Y c ( AY)~3m, il existe <I> E A +y tel que fhx = D2if>. En 

posant y= x- <I>, nous obtenons Dy= D2y + D4y + · · · + D1y avec l 2:: "~~ 1 . 
Le même argument de changement de générateurs que précèdemment nous 
permet de supposer que Dx = D2x + D4x + · · · + Dkx. 

En itérant ce procédé, nous prouvons ainsi que 

D = D2 pour :rE y(r.n). 

Une induction sur une base linéaire de y(r,cc) permet de conclure. 
Il nous reste à montrer le point ( 2) : 

Comme dans le cas où d = d2 , nous pouvons choisir Y et D tels que 

Supposons que (2) est vraie sur y<(r.i), choisissons :r E y(,.,;) et écrivons 

Dx = Dx + D0 x + D1x + · · · + Dkx 
JxJ + 1 

avec k < . - m 

L'égalité Do Dx = 0 implique que Do D~.; = D2D~.;x = 0, ce qui permet de 
conclure comme dans le cas d = d2 . • 
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Corollaire 4 . On a le diagramme commutatif suivant : 

(AX,d) cl_, (AX@(ReYm,*),D') !!_, (REBYm,*,O) 
q"' 
\. l<fl 

(AXjA>mX,d) 

où rp est un quasi-isomorphisme de ( AX, d )-modules. 

Remarque 9. Le corollaire 4 exprime que la projection qm admet une 
(AX,d)-résolution semi-libre au sens de [5}, d'un type particulier. 

5 Démonstration du théorème 1 

L'objet de ce chapitre est la démonstration du théorème 1 . 

Théorème 1. Soit R un sous-anneav, de Q et soit X 'Un CW complexe 
R-modéré de d'imension n < ao tel que : 

a) H*(rlX; R) est R-hbre 

b} Hn(X; R) est R-libre 

alors 
Afcatc(X;R) = Acatc(X;R). 

Remarquons que si X est 1-connexe ct à dualité de Poincaré, nous avons 
Hn(X; R) =Ret l'hypothèse du théorème 1 est vérifiée. 

Remarquons aussi que si R = Q, alors le théorème est celui de K Hess 
[11]. Nous pouvons donc supposer que H>n = 0 pour un certain n. 

Le théorème 1 est une conséquence du résultat algébrique suivant : 

Théorème 1 '. Soient 1 < r < n deux entiers, R 'Un SO'US-anneau de Q et 
(AX, d) 'une adgc décomposable tels que: 

a) H<r(AX,d) = 0 = H>n(AX,d) et Hn(AX,d) est R-libre 

b) Les entiers kEN- {0}, k:::; njr .sont inversible.s dans R 

alors 
Afccat(AX) = Accat(AX). 

Le reste du paragraphe est consacré à la démonstration de ce théorème 
algébrique. 
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5.1 Réduction 

R désignant un sous anneau de Q, la réduction consiste à remplacer l'adgc 
(AX, d) par une adgc (A, dA) telle que A>n =O. 

Proposition 10. Soit (AX, d) décomposable. Si H>n(AX, d) = 0 et si 
Hn(AX, d) est R-lib're alors û existe ·un idéal I de AX tel que la pmjection 
7/; : AX ---+ AX / I = A soit un quasi-isomorphisme et A>n = 0. 

Preuve de la proposition 10: Soit p un nombre premier qui n'est pas 
inversible dans R. Posons : 

- Y= X ~~ Fr, (AY)n = S EB kerd 
R 

- J =l'idéal engendré par Set (AY)>n 

- :p: (AX,d)---+ (AY,d) = (AX,d)@ FP 
R 

- I = :p-I(J). 

Remarquons que 
(AXfn cI c (AX)~n 

et que I est un idéal différentiel. Par suite la projection 

(AX, d) ---+ (AX/ I, d) 

induit 
Hi(AX. d) ---+ Hi(AX/ I, d) 

qui est un isomorphisme pour ii- n. 
Remarquons aussi que :p induit un isomorphisme AX/ I x· F P ~ AY / J, 

d'où le diagramme commutatif, pour tout i .2: 0 

0 ~ Hi(AX)@ Fr --+ Hi(AY,d) --+ Torf(Hi+ 1(AX): Fr) -+ 0 
R 

l l ~ l 
0 ~ Hi(AX/1) ~Fr-+ Hi(AYjJ,d)--+ Tarf(Hi+ 1(l'tX/I):Fp) -+ 0 

R 

et l'isomorphisme 

Hn(AX) 0 Fr---+ Hn(AX/1) ~ Fr 
R R 

et ceci pour tout p premier qui n'est pas inversible dans R. 
Puisque Hn(AX) est un R-module libre de type fini 

Hn(IP): Hn(AX) ---+ Hn(AX/ I) 

est injective. D'autre part, puisque I :J (AXt+l, de la suite exacte longue 
d'homologie il résulte que Hn(~·) est surjective. • 
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Remarque 10. Le quasi-isomorphisme V; : AX ~ AX/ 1 =A respecte la 
filtration par la longueur des mots et induit un quasi-isomorphisme 

Considérons alors un modèle de Ganea 

(AX,d) --r (AXjA>mx,J) 

\. T 
(AX®AY,D) 

et posons 
(A:~AY,d)=A 0, (AX0AY,D) 

AX 

Alors 

8: AX ,g (AX 0 AY,D) = (AX 0AY,D) ---7 (Ag AY,d) 
AX 

est un quasi-isomorphisme puisque ( AX 0 AY, D) est (A.:'(, d )-semi-libre. 
i\"ous avons alors le diagramme commutatif suivant: 

AjA>m +-- A 
w 

AX AXjA>mx ~ ---7 

ryj / j i\. ~r'P 

A®AY 
(} 

AX0AY +---

où e, 'lf;, :p, ''7 sont des quasi-isomorphismes. 

Proposition 11. Avec les notations précédentes, l'homom01phisme j admet 
une rétraction d'algèbres (respectivement de A-modales) si et seulement si i 
admet une rétraction d'algèbres (respectivement de A .. X' -modules ) . 

Preuve de la proposition 11: Le quasi-isomorphisme t) étant surjectif, 
d'après le lemme de relèvement, il existe a : A ---7 AX tel que ·If o a = ·id,\X. 
Sir est une rétraction de j, alors a oro 8 est une rétraction de i. L'autre 
implication est claire. • 

5.2 Fin de la démonstration du théorème l' 

Supposons que Afcat(AX, d) =m. Alors 

H(qm) : H(A .. Y, d) --r H(i\XjA>m X, d) 

admet une rétraction linéaire. Il existe donc, d'après le théorème 3, un modèle 
de Ganea 

i\X ---7 i\X ~~ AY--. A Y. 
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D'après le lemme de réduction, considérons le pull-back de cette fibration le 
long de AX ~A. 

A----+ A®AY ~Y 

D'après la proposition 11, il suffit alors de montrer que l'existence d'une 
rétraction A-linéaire entraîne celle d'une rétraction d'adgc de 

A ----+ A :3J AY 

Donc, pour établir le théorème 1', il suffit de montrer que s'il existe un 
homomorphisme de A-modules 

T: (A &AY,D) ~ (A,d) 

tel que r o j = idA 
;:ùors il existe un homomorphisme d'adgc 

r: (A &AYD) ~ (A,d) 

tel que ioj = idrt. 
De plus, puisque A>n = 0, il suffit de construire i(y) pour les y E Y tels 

que deg y ::; n. 
Con .. 'ltruction de f par induction sur la filtration de Y par les ( s, o:) définis 
dans le chapitre 4: 

Nous avons A ~ AX (A = AX/!) et d'après le théorème 3, nous 
avons un diagramme commutatif où les flèches verticales sont des quasi­
isomorphismes : 

(AX, d) 
l 

(AX ®(Re ym,*), D) 

llm. 
---Jo 

j 
~ 

(AXjA>m X, d) 
i'P 

(AX®AY,D) 

Ceci donne le diagramme commutatif suivant : 

Considérons 

(A,d) 
l 

(A® (R tB ym,*), D) 

q 
----+ 

j 
~ 

(AjA>m,J) 
i'P 

(A®AY,D) 

T: (A'& (R 8 ym,*), D) ----+(A, d) 

homomorphisme de (A, d )-modules, tel que roi= idA. r se prolonge en un 
unique homomorphisme cl' ad ge 

T: (A z, AYTTI·*), D) ---Jo (A, d) 
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telqueroj=idA· 
Remarquons, par le lemme 2, que 

ys,a = Y:Xm+i(m-l),* pour un certain i 

Posons Il y Il= i + 1 pour y E yam+i(m-I),* 

Supposons pour le moment : 

Lemme 3. Si deg y ::; n alors IIYII est inveTsible dans R. 

et supposons avoir construit : 

-une application linéaire: cp : y<(s,a) ____,. Ag; (R Gym,*) 

-un morphisme d'adgc: r: (Ag, AY(sp), D) -----t (A, d) 

tels que r o j =idA et f(y) = ~1 r:.p(y) pour y E y<(s,a) et deg y< n. 
IIY1 • -

Pour la première étape de l'induction, il suffit de prendre :.p =id et r = r. 
Soit x E y(s,a), <.Ùors 

Dx =a+ L aiyi + LYJYk· 
j,k 

a 'C · c. 4+ ve a, a.t ..._ • , YL E y( . .;.a). On pose : 

Admettons pour le moment que : 

(i) nj;(x) =Il x Il r Dx 

(ii) Dlj;(x) = 0 

(iii) ·lj;(x) E (A 0 (R@ ym,*))>111•*. 

La condition (5) du théorème 3 ainsi que (i) et (ii) entraînent l'existence de 

rp(x) E (A 0 (Re ym,*) )>m,* 

vérifiant 

(iv) Dr.p(x) = ·lj;(x). 

40 



Posons alors P(x) = 11; 11 -np(x), cc qui donne 

Dr(x) = RtD(np(x)) = ~r(Dç(x)) 

= 11 ~ 11 nj;( x)) par (iv) 

= P(Dx) par ('i). 

Démontrons maintenant les points ( i), (ii) et (iii). 

(i)Ona: 
nj;(x) = Il x Il a+ 2: ai((ll x Il - Il Yi li)P(yi) + np(y;)) 

' 

+ f1 f(yj) Il Yk Il r(yk)+ Il YJ 11 r(yj )r(yk) 

Il x Il a+ Il x Il 2: a,.f(yi) + > (Il YJ Il +Il Yk li)P(yJ)r(yk) 
t tk 

Or, Il YJ Il + Il Yk 11=(1 x Il donc: 

nj;(x) = Il x Il (a+ 2: atr(yi) + > f(yJ)P(yk)) 
1 J:k 

= llxllfD(x). 

(iii) remarquons que ~i Il x Il - Il Yi !If: 0 alors 

Il x Il - Il Yi Il~ met donc aiE A~m 

(ii) nous définissons une -?-dérivation () sur A 0 AY<(s,a) par . 

B lx= 0, O(y) =(li y li f(y))- cp(y), y E Y. 

Donc, pour y E y<(s,n), nous avons 

a) 1/J(y) =(Il y li f- O)Dy 

b) DB- BD est une ?-dérivation qui s'annule sur y<(s,o:) et donc DO =BD 

Nous déduisons de ces deux points que 

Dl);(y) =(Ji y Il P- 0) (DDy) =O. 

ce qui achève la démonstration de l'existence d'une rétraction d'adgc. 
Nous avons ainsi, par la proposition 11, une rétraction f d'adgc 

f: (J\X,d) ~ (AXgAY,D). 

• 
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Preuve du lemme 3 : Reprenons les notations de la section 4, alors: 

- D2(ym+l) C (1\X g, }\y<m+r,*)m+.-+1 

_ y= ym E.B ym+(m-l)@ ym+2(m-l)@ ... 

Puisque X est concentré en degré > r et que si y E y~n+i(m-I),* alors 
dy posséde une composante non nulle dans AmX 0 ym+(i-t)(m.-J),*, nous 
déduisons facilernment que si y E y~n+i(m-l),* alors 

deg y 2: i[(m- l)(r + 1) + 1] + 2(r + 1). 

D'où, si deg y::; n alors i < nfr, ie IIYII est inversible dans R. 

6 Démonstration de Acat(XxSn)==Acat(X)+l 
pour les espaces X R-modérés 

Dans cette section, nous adaptons la démonstration de B. Jessup [13] au ca.s 
des espaces R-modérés. 

Soient R un anneau principal et X un espace R-rnodéré, ie X est un 
CvV complexe de type fini tel que dim X ::; rp(R) lorsque 

{ 
X est r-cormexe 

p( R) désigne le plus petit élément premier non inversible dans R. 

Remarque 11. 

a) Si X et Y sont R-modérés alors 

dim Y ::; rzp( R) 

et dim X x Y::; (r1 + r2)p(R). 

Comme X x Y est r-connexe avec r = sup(r1 , r 2 ), le produit X x Y 
n'est pas nécessairement R-modéré, mais il existe un sur-anneau R' de 
R tel que X x Y soit R'-modéré. 

b) Une sphère sn, n 2: 2 est R-modérée pour tout auneau principal con­
tenant 1/2. 

c) Si R est un sous-anneau de H et si X est R-modéré alors X est R'­
modéré. 

42 



d) Si X x Y est R-modéré alors X et Y sont R-moclérés. 

Théorème 4. Soient R un so·as-anneau de Q, X Wl. CW cornple~?:e R­
modéré de dimension n tel q·ue 

a) H*(flX; R) est R-libre 

b) Hn(X; R) est R-libre. 

Si de plus X x sn, n ~ 2, est R-modéré alors 

Acat(X x sn; R) = Acat(X; R) + 1 

Preuve du théorème 4 : 
Il résulte du théorème 1 et des remarques précédentes qu'il suffit d'établir 

que: 
A1cat(X x sn;R) = A1cat(X;R) + 1 

Lemme 4. Si (A v', d) est un modèle commutatif de X alors le produit ten­
so-riel des ad ge /vt ,~ (A V, d) est un modèle commutatif de X x sn lorsq·ue 

{ 
(Aa, 0) /a/ = n si n est impair 

M= ? . . 
(A(a,b),d) /a/=n db=a- sz nestpmr. 

Preuve du lemme 4: Le modèle d'Adams-Hilton de sn (respectivement 
de X x sn) est de la forme (T(u), 0), lui= n -1 (respectivement de la forme 
(T(uR e ~V), d) lorsque (T(~V), d) désigne un modèle d'Adams-Hilton de 
X). ~ous en déduisons que: 

(T(u), 0) = U(L(u), 0) 

et 
(T(uR e vV),d) = U(L(uR e vV),a). 

La relation 
C*(L eL')= C*(L) ':>9 C*(L') 

permet alors de conclure. • 
Le lemme précédent montre que le théorème 4 est une conséquence de la 

proposition suivante: 
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Proposition 12. Soit 

(AX,d) ~ (AX ®AY,d) ~ (AY,d) 

une KS extension de R-adgc. Si H (p) est surjective alors 

A1 cat(AX ® AY, d) ~ 1\I cat(AX, d) + c 

lorsque e désigne le plus grand entier n tel q·u 'il e:ristc 

oEAn(XeY)nkerd 

satisfaisant [p( a:)] f 0 dans H* ( AY, d). 

En effet, on applique la proposition 12 à la KS extension 

(AV,d) ~ (AV,d) &A1 ~ -'vt 

en remarquant que dans ce cas e=l. 
Preuve de la proposition 12: Choisissons ct comme dans l"énoucé. 
Définissons un homomorphisme de (AX, d )-modules: 

p : ( AX, d ) --+ ( AX g A Y, d ) 

en posant ~l(x) = :ra:. 
Admettons pour le moment le lemme suivant : 

Len1me 5. Il ex·iste un homorrwrphi.sme de ( AX, d) -modules 

Considérons alors les résolutions semi-libres 

'lj,: (AX ®T,d)-----+ (AX/A>mx,J) 

ct 
cp: (A( X EB Y)® S, d) -----+ (A( Xe Y)/A>rn+e(X e Y), d) 

pour un m et un e fi'<és. 
~ous obtenons alors le diagramme 

(AX,d) 
121 

(AX0T,d) 

~ (A(X 6 Y), d) 

""" ~ (AX/ A>m X, d) 
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Supposons que lvi cat(A(X 8 Y), d) = rn+ e. Alors, par la remarque 4, il 
existe 

r 1 : (A(X 8 Y) 0 S,d)--+ (A(X G Y),d) 

tel que 
TJ 0 JI = idA(XGY) 

D'autre part, :pétant un quasi-isomorphisme surjectif, il existe un homo­
morphisme de (AX, d )-modules 

tel que 

Posons 

Alors 

(): (AX :2;,-T, d) --+(A( X 8 Y) .g S, d) 

r2 =v or! o(J: (A.X ®T,d)--+ (AX,d). 

1'2 ° }2 v o r 1 o () o j 2 

VOTtOJIOtf 

V o f-l = idJ\X· 

Cc qui prouve que 
}vf cat(AX, d) .::; m 

ct donc que 
A1cat(AX ,g AY,d) ~ J\1cat(AX,d) + e. 

Reste à établir la preuve du lemme 5. 
Preuve du lemme 5: Remarquons que la condition H(p) surjectif équivaut 
à la condition 

H(ltX. gAY, d):::: H(luY, d) g. H(AY, d) 

En effet la suite spectrale obtenue en filtrant par le degTé en AX dégénère 
au terme E2 . 

Il existe donc un quasi-isomorphisme 

TJ: (AX, d) 0 (H(AY,d ), 0) --+ (AX :gAY, d) 

de (AX, d)-modules. 
Notons H = H(AY, d) et (AX, d) ,g (H(AY, d ), 0) = (AX 0 H, D ). 
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Comme (i\.)( 0 AY, d) est aussi un module semi-libre, il existe un homo­
morphisme de (AX, d )-modules: 

m: (AX ®AY,d)-----+ (AX ®H,D) 

tel que 
T) o rn~ idAx:;sAY· 

Remarquons que rn est un homomorphisme qui est nécessairement sur­
jectif et donc quitte à appliquer une nouvelle fois le temme de relèvement, 
nous pouvons supposer que 17 o m = ·idAx;:;;AY. 

Posons [p(n)] =a# 0 E H = H*(J\Y, d) et choisissoru:; q : H -----+ R une 
forme R-linéaire telle que q(a) = 1. 

Nous avons alors le diagramme : 

AX ft AX .~AY ----t 

Il 1/ Tl m 

AX 
,,., 

AX®H v' AX -----+ -----+ 

, { v'(x 0 h) = x·q(h) 
ou 

rl(x) = ax. 
ce qui nous donne mo {l = J-L1 et v' o J-L

1 = idAx, d'où, en posant v= v' o m, 
nou..<> obtenons 

1 1 1 "d v o {L = v o ·rn o {L = v o {l = t ,\X. 

• 
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Résumé 

A partir de l'algèbre des cochaînes singulières de l'espace X à coefficients 
dans un armeau principal R, nou.'i définissons les invariants J\1 cat( X; R) 
et Acat(X; R) en généralisant les définitions données par S. Halperin et 
.J .M. Lemaire. 

Lorsque l'homologie de l'espace des lacets sur Rest R-libre, l'espace X ad­
met un modèle minimal décomposable commutatif qui joue le rôle du modèle 
de Sullivan lorsque R = Q. En mimant les définitions rationnelles nous in­
troduisons les invariants Afccat et Accat. 

Nous démontrons alors que pour un CW complexe R-modéré, au sens de 
D. Anick, tel que l'homologie de l'espace des lacets sur R et la cohomologie 
de l'espace X sur R soient R-libres, nous avons 

Afccat(X; R) = Accat(X; R). 

Puis à partir de la démonstration rationnelle, nous établi...;;sons que 

Lorsque R est un corps de caractéristique plus grande que la dimen­
sion de X, comme l'ont montré S. Halperin et .J.:~I. Lemaire, nous avons 
J.'I.IccatX = AI catX ct AccatX ::; AcatX. Il en résulte dans ces conditions 
que 1\fcat(X; R) = Acat(X; R) ce qui constitue une généralisatiou du résultat 
obtenu par K. Hess dans le cas rationnel. 

De plus nous avons aussi Acat(X x 5 1
\ R) = Acat(X: R) + 1 

ce qui signifie que Acat( -; R) vérifie la conjecture de Ganea. 
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