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1 Introduction

A tout espace topologique X est associé un invariant numérique, noté catX,
appelé la catégorie de Lusternick — Schnirelmann de X. C’est le plus petit
entier n tel que 'espace X puisse étre recouvert par n + 1 ouverts, chaque
ouvert étant contractile dans X. Cet invariant a été introduit comme une
minoration du nombre de points critiques d’une fonction sur une variété.
Il joue un réle trés important, depuis ces dernieres années, en théorie de
I'homotopie.

La simplicité de la définition de catX contraste avec la difficulté de son
calcul. Par exemple, on ne connalt pas la LS-catégorie de tous les groupes
de Lie. Aussi de nombreuses approximations ont-elles été introduites par
différents auteurs. Nous nous intéressons ici a celles de nature algébrique
considérées par S. Halperin et J.M. Lemaire [9]: si k désigne un corps, on
définit, & partir de I'algebre des cochaines singulieres de 'espace X a coef-
ficients dans k, les invariants numériques Mcat(X; k) et Acat(X;k) tels que

Mecat(X:; k) < Acat(X; k) < catX.
S1 X désigne le groupe de Lie Sp(2) alors Acat(X;k) = 2 pour tout
corps k et catX = 3, [9]. Si X désigne un espace l-connexe rationnel dont
la cohomologie est de type finie, alors, d’apres K. Hess [11]:

Mecat(X; Q) = Acat(X; Q).

Ce dernier résultat, associé a celui de B. Jessup [13] permet de démontrer
un cas particulier de la conjecture de Ganea:

Acat(X x S™; Q) = Acat(X; Q) + 1.

Ces résultats appellent les questions suivantes ([15], 7.3), lorsque R dési-
gne un anneau principal :

(1) Est-il possible de définir des invariants algebriques

I-Mcat(X; R) r-Mcat(X;R) et Acat(X;R)?

(2) Si X est un espace 1-connexe dont la cohomologie & coeflicients dans
I'anneau principal R est de type fini, a-t-on alors

Mecat(X; R) = Acat(X, R) ?



Afin de répondre a la premieére question, nous nous restreignons aux es-
paces dont 'homologie de 'espace des lacets H.(QQ.X; R) est R-libre. La
réponse a la deuxieme question nécessite, méme lorsque R = k, 'introduction
d’une structure plus riche que la simple structure d’algebre sur les cochaines
singuliéres, comme le montrent les contre-exemples d’Idrissi [12] et les travaux
de Bitjong. En effet, dans sa thése [2], Bitjong introduit la notion d’algébre
quasi-commutative, I'invariant Bicat.XX, et établit, pour tout corps k de carac-
téristique différente de 2, que:

(1) Bicat(X; k) = Acat(X;k).

En corollaire du principal résultat de cette these, nous obtenons que pour
tout CW complexe r-connexe de dimension n et pour tout corps R de carac-
téristique p > n/r

Mcat(X; R) = Acat(X;R)
Acat(X x S™;R) = Acat{X; R) + 1.

En fait, notre résultat le plus général concerne les espaces R-modérés au
sens de D. Anick [1].

Rappelons qu'un CW complexe X, r-connexe de dimension n est dit R-

modéré si
dimX < rp(R)

lorsque p(R) désigne le plus petit nombre premier non inversible dans .
Pour de tels espaces nous définissons les invariants

M.cat{(X; R) et Accat(X; R)

tels que
M_.cat(X; R) < Accat(X; R)
et Me.cat(X; R) = Mcat(X;R)

pour tout corps R de caractéristique p > dimX/r et nous démontrons le
théoréme suivant :
Théoréme 1. Soit R un sous-anneau de Q et soit X un CW compleze
R-modéré de dimension n tel que

a) H.(QX; R) est R-libre

b) H"(X; R) est R-libre

alors
M.cat(X; R) = Accat{X; R).



Il résulte alors du théoréme précédent :

Théoreme 4. Sous les hypothéses du théoréeme I et si X x S™, n > 2, est
R-modéré alors

Accat(X x S™ R) = Accat(X; R) + 1.

ie I'invariant A.cat(—; R) satisfait la conjecture de Ganea [7].

Signalons que trées récemment, Bitjong a donné, [3], une démonstration
de I'égalité

Mecat(X; k) = Acat(X; k)

pour tout corps de caractéristique différente de 2, égalité obtenue en utilisant
la structure d’algébre quasi-commutative de C*(X;k). Notre démarche est
complétement différente.

Le point de départ de notre démonstration est le résultat fondamental de
D. Anick [1] qui assure P'existence d’une algebre de Lie différentielle graduée
de la forme:

L= {Li}izh dimL; < o, L; R-libre

et d'un quasi-isomorphisme d’algebres de chaines:
UL — C.(2X; R)

ceci pour tout anneau R et tout CW complexe X satisfaisant les hypotheses
du théoreme 1. Ce quasi-isomorphisme préserve la diagonale a homotopie
pres. Il suit alors 'existence de deux quasi-isomorphismes d’algebres de

cochalnes:
C*(L) «— BY(C.(2X; R)) — C*(X;R)

lorsque C*(L) désigne le complexe des cochalnes sur 1'algeébre de Lie L et
BY désigne la bar construction duale. Cette derniére équivalence permet
d’associer a chaque CW complexe X, vérifiant les hypotheses ci-dessus, un
modéle commutatif (AW, d) similaire au modele de Sullivan qui est considéré
lorsque R = Q.

En adaptant, grace aux travaux de S. Halperin [8], la démonstration de
K. Hess [11], nous établissons le théoreme 1. Puis, & partir de la démonstra-
tion rationnelle de B. Jessup [13], nous démontrons le théoreme 4.

2 Les invariants -Mcat, r-Mcat et Acat

Nous nous placons sur un anneau principal R de caractéristique quelconque.
Nous allons définir les notions de modeles libres sur un anneau principal
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R en suivant la méme démarche que S. Halperin et J.M. Lemaire [9] qui
travaillaient sur un corps.

2.1 Modele relatif libre d’un homomorphisme de R-
adg
Proposition 1. Soient (A,da) et (B,dp) deuz R-ady telles que
i) H°(A,ds) = H°(B.dg) = R, H'(A,ds) = H'(B,dg) =0
i) H'(A,d4) et H(B,dg) sont des R-modules finiment engendrés pour
tout 1
1) H*(B,dg) est un R-module libre
i)} A est R-libre.
Soit f: A — B un homomorphisme de R-adg tel que
v) H*(f) : H*(A) — H?*(B) soit injectif.
Alors il existe un diagratnme commutatif dans la catégorie des R-adg de la

forme :
(4,d)) -5 (B,dy)
> 1
)

(AUT(V).d) - (T(V),d)
ou:
1) V est un R-module libre et T(V') désigne 'algébre tensorielle sur V
2) AUT(V) désigne le produit libre des algébres graduées A et T(V')
3) i désigne l'inclusion naturelle, i(a) = a, et p l'homomorphisme de R-
adg de noyau ['idéal engendré par A dans AUT(V)
4)  est un quasi-isomorphisme de R-adyg.

Un tel diagramme commutatif satisfaisant 1) 2) et 3) est appelé un modéle
libre du morphisme de R-adg f : A — B.

La proposition 1 assure l'existence d'un tel modele sous les hypotheses (i) a

(iv).

Preuve de la proposition 1: Supposons construit :

¢ (AUT(V),d) — (B,d)

tel que, pour tout entier k > 2:



ar) V = V=F est un R-module libre
br) H<*{;p) est un isomorphisme
cr) H () est surjective.

Notons Z un sous-module de (AL T(V))**' N ker(d) qui se projette sur

ker H**1(¢). Nous pouvons choisir une base zi,.. ., z, de Z telle que
Ty =712+, Tm = T'mlm,
soit une base de ImdN Z, avec r; € R, m <n et rp|rm—1|...|r1.
Introduisons

U=uwRe --2u,R, degu; =k.

tel que du; = 2 et o(u;) = 0.
Il existe y; € (TV=F)**1 tel que

;= dy; =12 = ridu; = d(riug).

Par suite d(y; — riu;) =0, pour i =1,...,m.
Introduisons

W=wuwRe  -Sw,R, deguw;=%k—-1

Posons dw; = y; — riu;.
Alors ¢ s’étend de maniere unique en un homomorphisme de R-adg

Y (AUuT(VaelUaW)d — (B.d)
tel que H'(p) = H'(¢) pourl <k —1.
e Pour [ < k£ — 1, aucun nouveau élément n’a été apporté, donc nous
avons H'(yp) = H' ().

e Nontrons que H¥ 1 (y)) = H*1(¢):
Siac (AUT(VaUsW))lalorsa=ay +w
avec ap € (AU (T(V))¥Let we W.
Les relations do = 0 et dw; — y; € W entrainent que w = 0.

o Montrons que H*(¢)) = H¥(p):
Siae (AUT(VaUa W) aorsa=ay+u
avec ag € (AU(T(V)) et u e U.
Les relations da = 0 et du; = 2; # 0 entrainent que u = Q.
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e Montrons que H**'(¢) est injective:
Siace (AUT(VoUaW)) ! alors a = ay + Bw + w'3’
avec ag € (AU (T(V)*! ww' e W 3,8 € (T(V))?=V2
Nous en déduisons que:

do=0=dag+dfw=x Bdw +duw' B+ w'ds
Nécessairement nous avons 8 = 3’ = 0 et donc o = «p, ie il n'y a pas
de nouveau cycle en degré k+1.

Supposons que ¢(a) =d3 et da=0aveca € (ALUT(VaUg W)t
D’aprés ce qui précéde, a = oy € (AU T(V))*, ce qui entraine que

o =

n
i=

/\izi = d(z /\iui).
i=1

1
e Montrons que ¥ s’étend en un homomorphisme 8 de R-adg:
0:AUTValUeWeaes)— (B,dg)

tel que 4 2 <k+1(9) est un isomorphisme
4 H**2(8) est surjective.
Pour cela posons

H"**B,dg) =uwuR&---®ou.Rov (R/t\R)& - &v, (R/tR)
avec ti+1]t; et posons:
Si=znRe---52R avecdeg 2, =k +2
Sy=2Re-- Sz, R avecdegax; =k +2
Nous avons dz; =0 6(z;) =wu; dx; =0¢t 8(z;) = v;

Clairement H=*1(9) = HS**1(y)) et H**2(6) est surjective. n

Définition 1. Si A = R alors ¢ : T{(V) — (B,d) est appelé le modéle
libre de (B,d).

Remarquons que nous avons introduit une partie linéaire de la différentiel-
le au début de la démonstration en posant pour w; € V¥'  dw; = y; — ri,
avec T'H_lif’i.

Si r; est une unité de R, il en est de méme de chaque r; et en fait, en
posant u; = (r;)”'@;, on obtient dw; = y; — 4.

Remarquons aussi que si A = R

gy € TV C T2(V).



Définition 2. Une R-adg (T(V),d) est dite minimale si:
a) HY(T(V),d) =R, HYT(V),d)=0, H*T(V),d) est libre
b) V est un R-module libre de type fini

c) Pour chaque degré k, il existe un élément ri. non inversible de R, tel
que
Yo e VF dv e r VT + T2V

La R-adg (T(V'),d) est dite décomposable si en outre d; = 0.
La R-adg (T(V),d) est dite localement nilpotente s’il existe une filtration

0=V cVvVl)c---cV@E) cC---
de R-module gradué telle que V = U V(i) et d(V(i)) Cc T(V(i—1))

La proposition précédente entraine, lorsque A = K, 'existence d'un mo-
déle minimal libre pour toute R-adg (B,d) telle que

HB.d)=R, HYB,d)=0, H*B,d) libre.

D’autre part, ce modele minimal est localement nilpotent comme on le
volt en posant

V)=S?et Vk+1) =V(k)a U o W2 g St o S5
avec les notations introduites dans la démonstration précédente.

Proposition 2 (Lemine de relevement). FEtant donné un diagramme
d’homomorphismes de R-adg:

(Bv dB)

%

TW)d) £ (4,dy
ou
a) (T(V),d) est une adg minimale
b) i est un quasi-isomorphisme surjectif
alors il existe
f:(T{(V),d) — (B,dg) telle que o f = .

Preuve de la proposition 2: Par induction sur les V(k) introduits ci-
dessus.
|
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Une autre conséquence de la propriété de nilpotence locale est:

Proposition 3./8, proposition 2.8/ Si (I'(V'),d) est une R-adg minimale et
st B désigne la bar construction alors l'application naturelle

B(T(V),d)y — Re s(V.dy)
est un quasi-isomorphisme de R-modules.

Il résulte en particulier de la proposition 3 que (T(V),d) est décompo-
sable si et seulement si H(B(T(V),d)) est un R-module libre.

Proposition 4.0Un quasi-isomorphisme v : (T(V),d) — (T(W),d") entre
deux adg décomposables est un isomorphisme.

Preuve de la proposition 4: D’apres la proposition 3, ¢ induit un quasi-
isomorphisme
¢:Ros(V,d)) — Ros(W, dy)
et puisque d; = 0, ¢ induit aussi un isomorphisme ¢ : V. — W. Par suite
@ est un isomorphisme. ]
Corollaire 1. Soient
(T(V),d) == (A,da) < (T(W),d")
deux modéles décomposables d’une adg, alors il existe un isomorphisme d’adg
(T(V).d) == (T(W),d)
Preuve du corollaire 1: Considérons ['adg acyclique
T(U 2dU) — (A,da)
au dessus de (A,d4) et le diagramme:
TWHYUT(U @ dU)
!

(T(V).d) — (Aid.)

ol la fleche verticale est un quasi-isomorphisme surjectif.
D’apres le lemme de relévement, nous avons l'existence d’un quasi-iso-
morphisme :

que l'on compose avec le quasi-isomorphisme :
TWHYUT({U edU) — T(W)
pour obtenir un quasi-isomorphisme:
(V) = T(W)

On applique alors la proposition 4. |
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2.2 Catégorie d’une R-adg
Soient (A, d4) une R-adg telle que

() H°(A)=R, H'(A)=0, H?(A) est libre
7] H*(A) est un R-module de type fini.

et (T(V),d) — (A, da) un modele minimal de (A, d4).

Notons par T>™(V') I'idéal des mots de longueur supérieure & m en V.
Cet idéal est stable par la différentielle. Notons

g (T(V),d) — (T(V)/T>™(V),d)

la projection canonique associée.
D’apres la proposition 1, ¢,, admet un modele relatif libre:

(Tv,d) I~ (TV/T>™.d)
> Te

PP

(TVUTW,D) -2 (TV,D)

et, en particulier, I'inclusion ¢ fait de (TV UTW, D) = (T(V& W), D) un
(TV,d)-module & gauche (respectivement & droite, respectivement
(TV.d)-bimodule).

Définition 3. Si (A,d.) est une R-adg vérifiant (x) et si (T(V),d) est un
modeéle libre décomposable de (A,d.) alors Acat A (respectivement r-Mcat A,
[-Mcat A, bi-Mcat A) est le plus petit entier m (éventuellement oo) tel que le
morphisme i admette une rétraction r d'adg (respectivement de TV -modules
a droite, 4 gauche, de bimodules), ie tel que r o i = idpy .

Remarque 1.

1) Le corollaire 1 montre que les invariants Acat (A, d4), I-Mcat (A, da),
r-Mecat (A,d4) et bi-Mcat (A, d,4) sont indépendants du choix du mo-
dele décomposable.

2) On a évidemment la suite d'inégalités :

[-Mcat A,r-Mcat A < bi-Mcat A < Acat A.



2.3 Catégorie d’un espace

Considérons X un espace 1l-connexe de R-type fini, ie:

HY(X:R)=R HYX;R)=0
H{(X; R) est un R-module de type fini pour tout 1.

11 résulte alors du théoréme des coeflicients universels que H2(X; R) est un
R-module libre. Par suite, I'algébre des cochaines singulieres normalisées a
coefficients dans R, C*(X; R), vérifie les conditions du paragraphe précédent.
En particulier, C*(X; R) admet un modele minimal

0 (T(V),d) — C*(X;R).

Définition 4. La R-adg (T(V),d) est appelée un R-modéle minimal libre
de l'espace X.

1l résulte de ce qui précéde que tout espace 1-connexe de R-type fini admet
un A-modele minimal libre.

Un espace X admet un R-modeéle minimal décomposable si et seulement
si H,(2X; R) est R-libre.

Définition 5. Soit X un espace 1-connexe de R-type fini admettant un
modéle libre décomposable (T'(V),d ), alors

Acat(X R) = Acat(T(V),d)
-Mcat(X:R) = I-Meat(T(V).d)
T A[caf(X R) = r-Mcat(T(V),d)
bi-Mcat( X = bi-Mcat{T(V),d)

Comme les adg C*(X; R) et C*(X; R)°? ont le méme type d’homotopie nous
avons [-McatX = r-McatX, ie dans le cadre topologique on ne distingue pas
la catégorie a droite et la catégorie & gauche. Aussi dans la section suivante
nous noterons simplement McatX cet invariant.

3 Le cas commutatif

3.1 Modele relatif commutatif d’un homomorphisme
de R-adgc
Considérons R un anneau principal. Rappelons qu'une R-adgc est une R-adg

A= (A" tellequesiz € A' ye€ A7 alors 1y = (—1)Yyz.
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Proposition 5. Soient (A,d4) et (B,dg) deux R-adgc telles que
i) H°(A,d4) = H°(B,dg) = R, H'(A,d4) = HY(B,dg) =0
i) H'(A,d) et H(B,dg) sont des R-modules finiment engendrés, pour

tout i
i) H*(B,dg) est un R-module libre
iv) A est R-libre.
Soit f : A — B un homomorphisme de R-adgc tel que
v) H*(f) : H}(A) — H?*(B) soit injectif.

Alors il existe un diagramme commutatif dans la catégorie des R-adgc de la

forme :
(A,ds) L (B,dg)
™ )
i o] ~
(AgAV,d) -2 (AV.d)
on :

1) V est un R-module libre et AV désigne l'algébre commutative sur V

2) i désigne linclusion naturelle, i(a) = a et p 'homnomorphisme de
R-adgc de noyau l'idéal engendré par A dans A g AV

3) ¢ est un quasi-isomorphisme de R-adgc.

Un tel diagramme commutatif satisfaisant 1), 2) et 3) est appelé un modéle
commutatif du morphisme de R-adge f: A — B.

La proposition 5 assure l'existence d’un tel modele sous les hypotheses (i) a

(iv).

Preuve de la proposition 5: Supposons construit :
e: (ARAV.d) — (B.d)
tel que, pour tout entier k > 2:
ag) V = V=F est un R-module libre finiment engendré
bi) H=*(y) est un isomorphisme
c) HFF1(;p) est surjective.

14



Notons Z un sous-module de (4 ® AV)**' N ker(d) qui se projette sur

ker H**'(). Nous pouvons choisir une base zi,..., z, de Z telle que
Ty =712 Tm = Tmm,
soit une base de ImdN Z, avec r; € R, m < n et ry|rm—i|...|r.
Introduisons

U=uyyR& - - ®u,R, degu; =k.

tel que du; = 7 et p(u;) = 0.
Nous avons alors

z; = dy; = iz = ridu; = d{row).

Par suite d(y; — ryu;) =0, pouri=1,...,m.
Introduisons

W=wRe  -2w,R, deguw;=%k—-1

Posons dw; = y; — riu;.
Alors ¢ s’étend de maniere unique en un homomorphisme de R-adge

vi(AgAVaeUaW)d) — (B.d)

tel que H'(p) = H'(y) pourl <k —1.

e Pour [ < k — 1, aucun nouveau élément n’a été apporté, donc nous

avons H'(¢) = H' ().

o Montrons que H*~(¢0) = H* () :
Siac (AAVaUas W) lalorsa=ay+w
avec ap € (AQ AV letwe W.
Les relations da = 0 et dw; —y; € W entrainent que w = 0.

o Montrons que H*(¢p) = H*(y):
Siae (A9 AVaUaW))falorsa=ay+u
avec ap € (AQ AV et ue U.
Les relations da = 0 et du; = z; # 0 entrainent que u = 0.

o Montrons que H**1(y) est injective:
Sia € (AQAV aU e W)k alors a = ay + Pfw
avec ap € (AR AV weW ge(AV)? =V2
Nous en déduisons que:

da=0=doy +d3w + 3dw



Nécessairement nous avons 3 = 0, ie a = qy, ie il n’y a pas de nouveau
cycle en degré k+1.

Supposons que p(a) =dB et do =0avec o € (AQAV o U @ W))*.
D’aprés ce qui précéde, a = ap € (A ® AV)* ce qui entraine que

Q= Z /\izi = d(z /\iu,-).
i=1 i=]

e Montrons que ¥ s’étend en un homomorphisme 4 de R-adg:
B: AN VaelUaWas)— (B,dg)

tol que 4 2 Sk+1(9) est un isomorphisme
1 H*2(8) est surjective.
Pour cela posons

H*?*(B,dg) =wR&®---@uw.Rov, (R/tR)& - du,(R/t,R)
avec t;41]t; et posons:
Si=z1R&---92R avecdeg z;, =k +2

So=xR=---2x,R avecdegur; =k +2

Nous avons dz; =0 8(z;) =u; dz; =0et 6(z;) = v
Clairement HSM1(9) = HSM1(y) et H¥2(0) est surjective. n

Définition 6. Si A = R alors ¢ : (AV,d) — (B,d) est appelé un modéle
commutatif de (B,d).
Définition 7. Une R-adgc (AV,d) est dite minimale si
o) HYAV,d)=R, HYAV,d)=0, H*AV.d) est libre
b) V est un R-module libre de type fini

¢) Pour chaque degré k il existe un élément ri non inversible de R, tel
que
Vo e VP dv e n VA + APV

La R-adge (AV,d) est dite décomposable si en outre dy = 0.
La R-adge (AV,d) est dite nilpotente s'il existe une filtration

o=VOo)ycViy))c---CcV(@) c---
de R-module gradué telle que V = U V(i) et d(V(i)) C A(V (i - 1)).
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Nous avons, comme dans le cas des modeles libres, un lemme de rele-

vement, ainsi que I'a montré S. Halperin dans ([8], proposition 7.5).

Proposition 6 (Lemme de reléevement). Etant donné un diagramme
d’homomorphisme de R-adgc

(B7d3)
L
(AV,d) — (A, dy)

ol

a) (AV,d) est une adgc minimale

b) ¥ est un quasi-isomorphisme surjectif
alors il existe

f{AV,d) — (B,dp) telle que Y o f = .

Remarque 2. A la différence du cas rationnel, il n'existe pas de lemme de
relevement lorsque 1 n’est pas supposé surjectif. Ceci entraine en particulier
que nous nh'avons pas unicité du modele minimal. Par contre, il v a unicité
dans le domaine d’Anick.

Définition 8. Une R-adgc (A,d4) est R-modéré si (A,d4) est une R-adgc
telle guil existe un entier n tel que

(@) H>™(A,d4) =0
(b) p(R)>n/r

lorsque p(R) désigne le plus petit entier non inversible dans R.
Proposition 7. Si (A,d.) est une R-adgc telle que

HY(A,ds)=0  pouri>retr>1
dzmH‘(A,dA) < X0

alors (A,da) admet un modéle commutatif minimal au sens d’Anick
(AW7 d) - (Ay dA)

Si en outre (A,da4) est R-modéré, alors le modéle commutatif est unique a
quasi-isomorphisme prés.

Preuve de la proposition 7: La proposition 7.7 et le début de la remarque
7.8 de S. Halperin [8] nous donne exactement cette proposition. .
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3.2 c-catégorie d’une R-adgc minimale

Soit (AV,d) une R-adgc minimale.
Notons par A>™V P'idéal des mots de longueur supérieure a m en V. Cet
idéal est stable par la différentielle. Notons

gm : (AV,d) — (AV/A>™V,d)

la projection canonique associée.
D’apres la proposition 5, ¢,, admet un modele relatif commutatif:

(AV,d) = (AV/A>™V.d)
> 1o

(A VAW, D) % (AW,D)

et, en particulier, l'inclusion i fait de (AV @ AW, D) = (A(V2aW),D) un
( AV, d )-module.

Définition 9. Si q,, admet un modéle relatif i tel qu'il existe une rétraction
r d’adgc (respectivement de AV -modules), ie tel que v o i = idyv, alors
Accat(AV,d) < m (respectivement M cat(AV,d) <m).

Remarque 3. On a évidemment l'inégalité :
M.cat(AV,d) < Accat(AV,d).

Remarque 4. Le morphisme ¢, admet une résolution semi-libre au sens de

[5]
(AV,d) = (AV/A>™V.d)

> T
P=AVRE

Du lemme de relevement, il résulte que M cat(AV) < m si et seulement si ¢’
admet une rétraction de AV-modules.

Proposition 8. Si (T(X),d) — (AV,d) désigne un modéle décomposable
de (AV,d), alors pour tout corps de caractéristique # 2

a) Accat(AV,d) > Acat(TX,d)
b) M.cat(AV,d) = [-Mcat(TX,d) = r-Mcat(TX, d)

Preuve de la proposition 8:
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a) La preuve de S. Halperin et J.M. Lemaire ( [9], théoréme 3.3) s’applique
mot & mot au modele commutatif (AV,d), puisque sur un corps nous
avons 'existence de supplémentaires.

b) Les égalités du b) résultent du fait que (AVQ AW, D) est une résolution
semi-libre de (AV, d) a droite et a gauche.

3.3 c-catégorie d’'un CW complexe R-modéré

Jusqu'a présent nous avons considéré un anneau principal R. Comme un
anneau principal est integre, I'image de 'application canonicque

c: L — R
n +~— n.l

est un sous-anneau de Q ou est isomorphe au corps premier F,. Posons p(R)
le plus petit nombre premier p € Z tel que ¢(p) soit non inversible dans R.
Les anneaux R que nous avons en vue sont plus particulicrement
AL
Zp) anneau des entiers localisés & p.
F, le corps premier de caractéristicue p.

Remarquons que Zg) C Q et que nous avons la projection canonique

Zyy — F
eplb — ab™!

Puisque la théorie de D. Anick repose sur les R-algebres de Lie graduées,
il est commode de supposer des le départ que 1/2 € R, afin de garder la

condition
[a7 b] — __(_1)dega.degb[b7 a].

Définition 10. Un CW complexe X de type fini r-conneze (r > 1) tel que :
dimX < rp(R)
est dit R-modéré.

Le résultat fondamental de D. Anick ([1], théoréme 4.8) énonce que si R
est un sous-anneau de Q alors pour tout CW complexe R-modéré, il existe
une algebre de Lie différentielle graduée (ALDG en abrégé) (L, d) et un quasi-
isomorphisme @ : UL —= C.(QX: R) d’adg tels que chaque L; est R-libre et
finiment engendré.
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Ce quasi-isomorphisme préserve les diagonales & homotopie prés. De plus,
la classe d’homotopie dans la catégorie des adg de ce quasi-isomorphisme est
unique. Il définit donc un unique isomorphisme d’algebres de Hopf:

H(UL) — H.(QX;R)

lorsque H.(2X; R) est R-libre.
Comme l’a remarqué S. Halperin ([8], p.274), le résultat de D. Anick
s’étend & tous les CW complexes R-modérés par extension d’anneaux.
Rappelons que pour toute ALDG, (L, d), nous avons un morphisme:

C.(L) = (TsL,d) c T(sUL) = BUL

entre ’algebre des chaines sur (L,d), C.(L) et la bar construction sur UL.
Ici, (V) désigne l'algebre des puissances divisées engendrée par le module
V.
On note C*(L) = (I'(sL),d)" 'algebre des cochaines de 'ALDG (L, d).
D’apres [8], si L est R-libre alors U'inclusion des coalgebres différentielles
graduées
(i.) : C(L)C BUL

est un quasi-isomorphisme. De plus si L est un R-module de type fini alors
(C*(L))Y = C(L)

Notons £2C la cobar construction de la coalgtbre graduée différenticlle C. La
suite de quasi-isomorphismes de coalgebres

c(L) * BWL) 2% BC.(OX:R)

~

CJ(X;R) — BQC.(X:R)
se dualise en la suite de quasi-isomorphismes
(2) C*(L) +— BC.(QX:R) = C*(X: R)

Autrement dit, Padg C*(X; R) est équivalente & une adge.
Notons (AW, d) — C*(L) un modele minimal de C*(L).

Définition 11. Soit X un espace R-modéré. Un modéle minimal de
(AW, d) — C*(L)

est appelé un R-modéle minimal commutatif de X .
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Proposition 9. Soit X un espace R-modéré. Si H.(2X) est R-libre alors
X admet un modéle minimal décomposable

(AX,d) — C*(L)
unique a isomorphisme prés.

Preuve de la proposition 9: Cette proposition vient du théoréeme 7.8 de
S. Halperin [8]. [

L’intérét de considérer ce modele commutatif réside dans le résultat sui-
vant :
Notons E 'algebre de Lie du modele minimal (AW, d), ie

& sWY = (s71W)Y
6 = (S—Idl)v
ds définit le crochet de Lie par dualité

alors d’apres ({8}, théoréme 8.3):

Théoreme 2. Si (L,d) est une DGL R-libre et de type fini. alors les condi-
tions sutvantes sont équivalentes:

(i) H(UL) est sans torsion
(i1} C*(L) admet un modéle minimal décomposable.

Lorsque ces deuxr conditions sont vérifiées alors UE est isomorphe ¢ H(UL)
en tant qu’'algébre de Hopf graduée.

Corollaire 2. Soit X un CW complexe R-modéré. alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i} X admet un modéle minimal commutatif décomposable (AW, d)
(1) X admet un modéle minimal libre décomposable (T(V'),d)
(iii}) H.(2X; R) est R-libre.
St l'une de ces trois conditions est vérifiée, alors :
H(QX;R)=UE.

Preuve du corollaire 2:
(i) <==> (ii) d’apres le théoreme précédent et l'isomorphisme
([8], théoreme 8.1):
H(QX;R)= HUL.

(11) <= (vii) d’apres ([5], corollaire 2 et théoréme 5) [
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Remarque 5. Le corollaire 2 généralise aux CW complexes R-modérés tels
que H.(Q2X;R) est R-libre, le résultat fondamental de 'homotopie ration-

nelle :
E=Z27r,(2X)RQ e H(QX;Q)=UFE

3.4 c-catégorie d’un espace R-modéré

Définition 12. Soit X un espace admettant un modéle commutatif (AW,d)
au sens d’Anick, alors

M._.cat(X, R) = M_ cat(AW, d)
Accat(X, R) = Accat(AW,d)
Il résulte de la proposition 8 que si R est un corps de caractéristique

p > dimX/r alors
M cat(X; R) = Mcat(X; R)

Accat(X; R) > Acat(X; R).

Remarque 6.
(i) Si R est un corps de caractéristique p > n/r alors
Mecat(X; R) = M.cat(AW, d)
et ceci pour tout modele (AW, d). En effet, lorsque
T(V) = (AW,d)
alors
Mcat(AW,d) = Mcat(T(V),d).
Drautre part, si X est modéré
AW = C*L+«— BY(C,(QX);R) — C*(X;R)

AN S
(V)

Nous en déduisons que si T(V) est un modele de X alors
M cat(AW,d) = Mcat(X; R)

ceci quelque soit le (AW, d)-modele.

Remarquons alors que McatX peut-étre calculé a partir de n’importe
quel modele d’Anick sur un corps et qu'une conséquence du théoreme
1 de l'introduction est que AcatX peut aussi étre calculé & partir de
n'importe quel modele d’Anick sur un corps.
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(ii) Nous pouvons noter que, si X est R-modéré, alors:

Accat(X; R) > Acat{X; Q) et Mecat(X:; R) > Mcat{X; Q).

En effet, considérons le diagramme suivant ot (AV,d) est un modele
minimal décomposable de X :

(AV,d) — (AV/A™V,d)
> 1
(AV @ AY,D)

et tensorisons par Q. Nous obtenons le diagramme :
(AV,d) 2 Q — (AV/A™V 2 Q.d)
> i

'i®idQ

(AV®AY 2 QD)

Ceci prouve que si r est une rétraction de i, alors r % idg est une
rétraction de i ® idq. Donc

Accat(X; R) > Accat(X; Q).

La méme démarche s’applique pour M_.cat.

Remarque 7. Le modeéle d'Adams-Hilton de X = 5™ U, e™*! est

T(z‘n—l 3 yn)y dyn = PTp—1-

Nous avons alors
C*(L{zn-1,%2)) = (AV,d)

avec V' = an, bpt1, Uan—1; Van, tan—1,t3n, - . . AVEC
du = pv — a? dv = ab

dt3n~1 = pt3n, —av dtSn =bv

Lorsque R = Z(,, avec pfq alors T(z,—1,¥=) ~ R et donc nous avons
AccatX = 0. Tandis que si R = Z/pZ, pv = a? # 0 dans H(AV,d) ce
qui implique que cat.(X,Z/pZ) # 0



Remarque 8. Considérons un anneau R C Q et X un CW complexe E-
modéré tel que H(X) est R-libre. Supposons en outre que Acat(X; Q) = 1.
Alors, pour tout sous-anneau R de Q

Accat(X; R) = Accat(X; Q) et Mecat(X; R) = M.cat(X; Q).
En effet, si Acat(X,Q) =1 alors X % wedge de spheres, donc si (T(V'),d)
désigne le modele d’Adams-Hilton de X
(T(V),d)g R — ((T(V).d) 2 Q=T(V2 Q)

avec V = sH. Donc d® R = 0 et C(L(V ® R)) = (AV,d,). Par suite
Accat(AV,d) = 1. La méme démarche s’applique ici aussi pour M_.cat.

4 Modele de Ganea sur un anneau R

4.1 Filtration par la longueur des mots

Considérons (AX, d) un modele décomposable dont 1'existence a été montrée
a la section 3.3, et écrivons: d =dy +ds + - -+, avec d; X C A'X.
Posons X™ = X!7~! et définissons ainsi une bigraduation sur AX telle que:

(AX)H = (ARX)* et di((AX)S) € (AX)FH
Ceci permet de définir une bigraduation sur H(AX,dy):
H(AX,dy) = Efz HPYAX,dy) ou HPIAX,dy) = (ker dy)??/(Im dy)P?

La premiére graduation est la longueur des mots, la seconde est le degré
complémentaire et la somme des deux est le vrai degré.

De méme, nous pouvons considérer AX/A>™X comme une adgc bigra-
duée en posant : (AX/A>™X )% = ¢, ((AX/A>™X)*Y) oil g, est la projection
canonique

(AX,d) — (AX/A°T X, d).
Considérons maintenant un modele de (AX/A>™X.d):
(AX,d) L (AX ® AY, D) — (AY, D).

et supposons l'existence d’une filtrationsur Y: Y, CY, C---CY, C --- et
d’une bigraduation Y = @Y7 vérifiant :

(D - D)(Y,) CAYX R AYy, avec 3 < a,
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«

Yo= 9V vit= Qv et YO =Yir
Nous obtenons alors une bigraduation sur AX ® AY telle que:
ANX @NY™ C (MX YY)yt
Lorsque la différentielle D augmente strictement le premier degré
DIAXaY)"™ Cc(AXaY))".

Nous écrivons D = Dy + D3 +--- avec D;({(A(X@Y))™*) C (MX &Y))+,
Dy est une différentielle et H(A(X €Y), D;) est bigraduée:

HAX®Y),Dy) = & HAMX ©Y),Dy).

4.2 Théoréme d’existence du modele de Ganea
Théoréme 3. S’il existe une application R-linéaire
r HLAX/N™X,d) — H(AX,d)

telle que T o H(gm) = idy(ax.q)
alors il existe un diagramme commutatif dans la catégorie des R-adgce :

(AX,d) < (AX®AY,D) 2 (AY,D)
q\ L o»
(AX/A>™X,d)

vérifiant :

()Y =Y"*aY™ b g ... quec Y™ = & YT @ Y pourt >0
j=0

(2) (D — D)(Y"a) c (AtX g Y<tra)>r+ls poyr o € N = NU o

(3) e=wo+p1+- o g (MX@Y))*) C (AX/A>™X) " ety est
un quasi-isomorphisme

(4) D= D,
(5) (AX ® AY)>™* N kerD C D((AX ® Y)>™1*).

Définition 13. Un tel modéle est appelé modéle de Ganea de gy, .
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Corollaire 3. L’homomorphisme ¢ est un quasi-isomorphisme.

Preuve du corollaire 3: En filtrant par le premier degré, nous obtenons
une suite spectrale de premier quadrant telle que Ex(y) = po. Comme o
est un quasi-isomorphisme, ¢ aussi. =

Preuve du théoreéme 3: Démontrons dans un premier temps l'existence
d’un tel modele. Nous le montrons tout d’abord dans le cas ou d = dy, puis
dans le cas général.

Premiere étape: on suppose que d = ds.
Dans ce cas, le théoreme 3 devient :
Théoréme 3’. S’ existe une application R-linéaire

r: H(AX/A™X,d) — H(AX,d)

telle que v o H(gm) = idu(ax.a)
alors il existe un diagramme commutatif dans la catégorie des R-adgc :

(AX.dy) <> (AX®AY,Dy) 2 (AY,Dy)
L o

( AAX'/1I\>7“X, CZQ )

qm
vérifiant :

(1) Y — Ym,* @ Ym-{-l,* @ ... gvec Ym+r — @ }/jm+r @ Y£+r pOUI' T Z 0
=20

(2) (Dy — D)(Y®) € (ATX g Y <{ra)yr+ls

(3) wo(((MX @Y))*) C (AX/A>™X,dy )"* et gy est un quasi-iso-
morphisme

(4) (AX @ AY)>™* NkerDs C Dy((AX ® Y)>™ 1),

L'idée est de mimer la construction du modele relatif d’'un homomorphisme
d’adgc, avec le premier degré r dans X™* jouant le role du degré total. Ici
la construction se simplifie puisque H(g,,) admet une rétraction linéaire et
puisque (AX/A>™"X)"* = 0 pour r > m.

Counsidérons les bigraduations sur AX et sur AX/A”™X

(ATX)S — (AX)r,s-r
‘ (AX)™* pourr <m
(AX/APm X)) =

0 pour r > m
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a)

Posons Y<™ = {0}, Dy=dy © = gmn.

Nous avons H<"(yp) = H<™(gm,) qui est un isomorphisme. L’existence
de I'application r implique que H™(yp) = H™(g,,) est injective.

Rendons H (i) surjective.
Hm.(AX) H_’“_(i;n) Hm(AX/A>mX) __1_, Hm(AX)

ker r est un sous-module de H™(AX/A™X) = A™X.
Notons @, = [®,],... §; = [®4] une base de kerr.

Posons alors

k
Yo' = @ zR Dy(z) =0 () =@ elax = gm-

Clairement
H(p): HAX & AY]", Dy) — HAX/AN™ X, dy)
est surjective et
H="(p) : HS™(AX ® AYY", Dy) — HS™(AX/N™X, dy)
est un isomorphisme.
Considérons
H™ ) : H"HAX @ AYG", Do) — H™Y(AX/A™X,d; ) = {0}

Soit a = [Cl] & Hm+1(AX 5% A}/Om, Dg)

Nous avons a € (AX @ AY)™ = A™H X o (X ® AY]") @ (A?YS") et
donc nous pouvons écrire

Kk K

a=ap+ Y TR+ Y LRz

i=1 §,t=1
avec ap € A™X et x; € X.
D(a) =0 <= dz; = dap = 0. Or r o H(gm)([ao]) = 0 = [ap] donc

A<

k

ap =db avec b € A™X et [a] = { }:_jl T, R+ ~;1 Zg & zt}.

Posons

k k
YW=(8 yRo( & yuR) Doyy) =3z Daly) =232
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lorsque { (Z;)i=1,..1 désigne une base de X Nkerd = Ky
) (Zi)izl

et ¢|ym = 0. L’homomorphisme ¢ s’étend alors en

1111

¢ (AX ®AY & Y™), Dy) — (AX/A™X, dy)

tel que H(p) soit surjectif et H<™(y) soit un isomorphisme.
c;) Vérifions que H™ () est toujours injectif.

Soit a € (A X @ AYJ* Q AY" )" =A"X oY Y™

Ecrivons a = ap + z + vy avec ap € A™X =z eY" yel.

Or Da = 0 = dap = 0 et Dy = 0. Nous en déduisons que y = 0, et
que a = ag + 2.

De plus a = db, [a] = [z] et ¢([a]) = ¢([z]) =0=2=0.
ca) Soit a € (AX @ AY" R AY")"H =A™ X =Xz a X2y
Ecrivons .

a=ao+ ) Ti®z+ I Tn,®Yrs

=1 r,s

dao =0
Da=0 <= ¢ dz;,, =0
de'i = * Z .’L‘,:.yi.'f/’i

Notons 7 : X @ (Yo" @ V™) — X @ YL

Alors ker 7 Nker D est un sous-module libre de X & (Yg"*' 2 Y C
Xty
Considérons une base ®y,... ®, de ker w Nker D et posons alors
Wr=eyR Dy=%0 o) =0
c3) Nous construisons ainsi par induction
@ : (AX @ AY™, Dy) — (AX/N™X,d,)
tel que

1) Ym:}/om®y'1m@'“

2) DY =0
DQKm cX® (Yom a Y'lm @ - - 'Y;Tl)
D,Y;™ posséde une composante non nulle dans ¥;™.
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Remarquons maintenant que puisque X est de degré total > 2 alors
Y5™ est de degré total > 2m et plus généralement Y;™ est de degré total
>2m 4+ 1.
Un cocycle de degré total N dans AX ® AY™ est un élément de
N-2m-1
AX ® @ )/jm
j=1
et par construction c’est le cobord d’un élément de
N-—2m
AX® & Y™
=t 7

Il en résulte que

0 (AX ® AY™ D) — (AX/N>™ X, dy)

‘s H{y) surjective
verifie { H="*1() injective.
Notons Z un sous-module de (AX ® AY™)™+2N(ker Dy) qui se projette
sur ker H™*!(;p). Nous pouvons choisir une base zi,...,2, de Z telle
que

Ty =T1281y -+ s Tk = T2k,

soit une base de ImDy N Z, avec r; € R, k < n et refrioi]...|r.
Introduisons

Y7 =uy R® - @ wR.
tel que du; = z; et ¢(w;) = 0.
Nous avons alors

ZI; = dy, =TiZ = ridui = d(’r,-ui).

Par suite d(y; —r;u;) =0, pour i = 1,... k.

Introduisons
Y =wR& - ®wukR.

Posons dw; = y; — riu;.

Alors y s’étend de maniere unique en un homomorphisme de R-adgc
P (AX @AY YT @Y). Do) — (AX/N"X dy)
tel que H'(yp) = H'(p) pourl < m.
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— Pour [ < m, aucun nouveau élément n’a été apporté, donc nous
avons H'(p1) = HY(p).
— Montrons que H™(¢) = H™(p):
Sia e (AXSAY"2 Y@ Yy" )™ alors a = ap +w
avec ag € (A X Q AY™")™ et w € YT
Les relations da = 0 et dw; — y; € Y entrainent que w = 0.
Remarquons que 'existence de U'application linéaire
r: H(AX/N°™X,d) — H(AX,d)
telle que r o H(gn) = idy(ax.q), nous donne H>"(AX, dz) = 0.
Notons alors
T (AX @ A (YT @ YD @ YY) — (AX ® AT (YgHH)
Alors ker # N ker Dy est un sous-module libre de
(AX g AV (Y 2 Y oY th).
Considérons une base ®y,...,®, de kerw Nker D, et posons
Y =3 a;R Da; = @, ¢ola) =0
Alors ¢y s’étend en un unique homomorphisme de R-adge
2 (AX ®AY 2 Y2 @ YIH),d) — (AX/A™X,dy)
tel que H'(p3) = H'(¢1) pour ! < m.
Nous continuons ainsi par induction et nous construisons
o (AXSAY" oY oY™),d) — (AX/A°™X,dy)
tel que
Y™ =Y Y™t = Yg’(‘)“

2) DY e AX @ AT(Y" @ Y @ Yyt Y
D,Y;™"! posséde une composante non nulle dans ¥,

3) HE™!(ip) et un isomorphisme.
Le méme argument sur le degré total nous donne alors que
e AXRAYeY2 Y™ d) — (AX/N™ X, dy)

H(p) est surjective

vérifie injecti
{ H="*2(p) est injective.

La construction se poursuit alors par induction en suivant la meéme
démarche.
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La construction du modele étant effectuée, vérifions les différentes asser-
tions du théoreme 3:
Les points (1) et (3) se trouvent prouvés par construction.
Le point (4) est immédiat puisque:
H™(AX ® AY, D,) = H™*(AX/AN>™X,dy) = 0.

Prouvons le point (2):
Nous pouvons remarquer que

DQY('r,i) C (x/\X R AY((r,i))r+l,*
D,Y (n>0) = (AX @ AYS)y+hx g y0-r+1

donc B ‘ .
(D2 _ Dz)Y(r,t) C (A+X & Ay<(r,z))r+l,x

DY (i) ¢ \A22y <(rd) pouri € N
D2y'(r,oo) C ‘//\22Y<r o }/Or-}—l

Lemme 1. Nous avons:
H*Y(AY,Dy) = H™(AY, D,).
Preuve du lemme 1: En effet, considérons la construction acyvelique bi-

graduée :
(A X®TsX,dy) — R

avec s(X™) = (sX)~'* nous avons alors des quasi-isomorphismes :

(AY, D) = (AX ® AY, D,) & (AX ®TsX,dy) = (AX/A"T"X @ T'sX,dy)
De plus, on a une courte suite exacte de modules gradués:

0— (A°"XQRTsX,dy) = (AX ®TsX,ds) — (AX/A""X & TsX,d,) — 0
dont on déduit que

HY*(AY, Dy) = H™(AY, Dy)
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Remarquons que nous pouvons choisir un modele particulier:
Lemme 2. Nous pouvons choisir' Y et Dy vérifiant :
Y=Y"oY™ oY g
avec Do(Y™) = 0 et Dy(Y™>™) C A%Y.
Preuve du lemme 2:

Pour y € Y™, > 1, nous avons Dyy € (AX & AYZ})™*!.
Sim+ 1< 2m, alors Doy = 0. Ceci entraine que

_ it
y=D(¥) . avec¥ e & Y
=0

/m

Comme DQYJ."‘ CAX R AY<"]L., 7 > 1, nous avons nécessairement ¥ € et
donc y = 0, ce qui permet d’affirmer que Y™ = Y™
Siy € Y, alors Doy € A™X @ X Y™ @ Yg" et donc Dy’ € Yy L.

Si z € Yy*t!, alors Dyz € (AX ® AY™)™2 = A™2X o A2X @ Y™,
m + 2 < 2m.
Le lemme 1 nous donne alors Pexistence de ¢ € Yy" & Y7 tel que =z = Dy,
Nous en déduisons que z = Dy’ avec ¢’ € YU
Nous pouvons alors affirmer que

DQ . Yogl . YE)m+l
est surjective.

Donc il existe w} € Y tel que Dyw; = u; olt w; € Y2, u; est une base de
Yg" et w; est une base de Y' vérifiant

DQ'lUi = r;u; € (AJ( X }/;jrn)77l+] .
Ceci entralne que

Dy(w; — rawl) € (AX © Ymy™+,

En posant v; = w; — ryw!, nous avons Dyv; = 0 et done Yg"*! =

0.
Nous pouvons itérer le procédé tant que m +1i < 2m.iei <m — 1.
Nous reprenons ensuite le méme raisonnement pour y € Y, Ly e
Y2l et z € YZ™ et ainsi de suite, en remarquant qu'a Chaque etape nous
pouvons prendre la différentielle D, purement quadratique pour la longueur
des mots en Y, ie Dy(Y>™) C A%Y.
Finalement, nous avons:

Y:Ym@Ymel&EYgﬂL—{z@-“

32



avec
D2ym+k C (AX ® Ay<m+k)m+k+1
et
(AX ® AY)>™ Nker Dy C Dy(AX ® AY)>™ L,

De plus, nous trouvons que
H(AY,D)) = RaY™
=

Poursuivons la démonstration du point (2) du théoréme 3 en écrivant :
Dy = D2 + DQ’() + D2,1 + ... avec Dgyk(Y(r’i)) CATX & Ak(y<('r’i)>
et montrons par induction sur (r,i) que Dox =0 pour k& > 2.
On suppose donc que Ds . = 0 sur Y<("9 et on considére z € Y'<("3),
Alors pour un certain [ < %ﬂ, la relation Dy Dy = 0 implique que:
Dy Dy (z) = 0 (pour des raisons de degré et car Do(Y ™)) € A2Y<(r9),

Si on écrit Do ,(z) = b \;j @ ®;, avec \; une base de At X et &; € AlYy<(nd),

alors: Y. A; ® Da®; = 0 et donc
J

[®,] € HZ"™*(AY,Dy) =0 pour [ > 2.
On écrit

(pj = DQ\IJ]' alors ‘I/j € A+Y et DQ’[(x) = Z/\j@DQ\I’j = DQ(Z(/\] X‘I/]))
; -

J

Siy=12— % (&) alors Dy(y) = Da(y) + Dao(y) + ... + Dyyi(y).
¥
D’ott par induction sur [ > 2, on obtient, apres un changement fini de
différentielles, que

Dy(z) = Dy(x) + Dap(z) + Dy, ()

L’application de ce procédé a tous les éléments d'une base de Y permet
de conclure, ce qui achéve la démonstration du théoréme 3 dans le cas ou
d= (12. n

Deuxiéme étape: on suppose que d =ds +dz + - - -
Dans ce cas le modele de Ganea de (AX, d) est filtré.

Remarquons que ¥ = ? Y., avec Yy =Yg~

etsia>1 DYy C(AX @AY+
Nous allons construire par récurrence sur o une différentielle D sur
AX ® AY telle que:
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a) D = Dy+ D3+ --- ol Dy désigne la différentielle définie précédemment
b) poD=Doy
¢) D et p respectent la filtration par le premier degré.

Ces trois conditions assurent que
v : (AX ®AY,D) — (AX/AN""X, d)

est un quasi-isomorphisme. En effet, en filtrant par le premier degré, nous
obtenons un homomorphisme de suites spectrales dont le terme E) est pré-
cisemment :

¢ : (AX ® AY, Dy) — (AX/A°™X, dy).

e Pour a =0, on pose: Djx =d, Dlym- =0 et on vérifie facilement
que )
o (AX @ AYY™", D) — (AX/A°" X, d)

satisfait les conditions a) b) et c).

e Pour « arbitraire:
Soit y € Yart™* tel que Doy = @ € (AX ® AYZ{"")™F+1* et sup-

<m+r=

posons que D définie sur AX ® AYZ, "7 satisfait a) b) et ¢).
Alors D® est définie et puisque Dy® =0
D® = D3®+Dd+---
6 € (AX @ AYEErmymar+3s
avec » —< m+r,* 4
w € (AX @ AY 50T )ymer+as

= f+w

Nous avons Do D® =0 = Dy =0
= 30, € (AX & AYE*)ym++2% to] que § = D,8,

= D(® - 1) € (AX ® AV 5 )mroie,

En itérant ce procédé, on trouve que pour un certain k (pour des raisons
de degré)

D(®—60,—62---—6)=0
avece 91 < (AX & AYSS:i-{ITV*)nL—{»-r%—iﬁ»I,*.

Posons alors Dy =® — 8, — 8,--- — O
En effectuant la construction précédente pour les éléments d’une base de

Y. nous définissons une différentielle D sur AX & AY qui vérifie les conditions
a)b) et c). =
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L’existence du modeéle semi-libre de Ganea bigradué étant établi, mon-
trons les différentes assertions du théoreme 3.

Les points (1) et (3) se trouvent prouvés automatiquement par construc-
tion.

Le point (5) est immédiat puisque, pour r > m:

HUD(AX @ AY, D) = HOD(AX/N™X,d) = 0

et donc (AX @ AY)"* NkerD C D((AX ® AY)<"™1)
Montrons que D = D, (point (4) du théoréeme 3): ) .
Procédons par induction sur (r,a) et donc supposons que D = Dy sur
Y<(r,a).

Counsidérons z € Y™ et écrivons :

lz| +1
m

Dz = Doz + D3z + -+ + Drx  avec k < et Diz € Ny <tned,

De la relation Do D = Dyo Dy = 0, nous déduisons, puisque Dyx € AY <n9)
que
0= DzDg.L + DgDzIL’ = DQDg[l‘.
Comme Dyr € A3Y € (AY)2*™ il existe ® € A*Y tel que D3z = Dy®. En
posant y = z — ®, nous obtenons Dy = Dzy +Dyy+---+ Dzy avec [ > %
Le méme argument de changement de générateurs que précedemment nous
permet de supposer que Dz = Doz + Dyz + - - - + Dix.
En itérant ce procédé, nous prouvons ainsi que

D =D, pourzey™,

Une induction sur une base linéaire de Y™™ permet de conclure.
Il nous reste & montrer le point (2):

D-DY"))c (AtX g (RaYy<Ud)prhs
Comme dans le cas ou d = da, nous pouvons choisir ¥ et D tels que
D(Y(r.i)) c A2y <D,
Supposons que (2) est vraie sur Y <("9_ choisissons € Y et écrivons

lz| +1
m

Dr=Dxr+Doyx+Dixz+---+Dix aveck <

L'égalité D o Dz = 0 implique que D o Dy = DyDyx = 0, ce qui permet de
conclure comme dans le cas d = ds. ]
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Corollaire 4. On a le diagramme commutatif suivant :

(AX,d) & (AX®(ReY™),D') & (ReY™,0)
gm
N Ly

(AX/A>™X,d)

ot @ est un quasi-isomorphisme de ( AX,d)-modules.

Remarque 9. Le corollaire 4 exprime que la projection ¢, admet une
(AX,d)-résolution semi-libre au sens de [5], d'un type particulier.

5 Démonstration du théoréme 1

L'objet de ce chapitre est la démonstration du théoreme 1 .
Théoréme 1. Soit R un sous-anneau de Q et soit X un CW complexe
R-modéré de dimension n < oc tel gque:
a) H(QX; R) est R-libre
b) H™(X;R) est R-libre
alors
Mcat(X; R) = Acat.(X; R).

Remarquons que si X est 1-connexe et & dualité de Poincaré, nous avons
H*(X; R) = R et 'hypothese du théoreme 1 est vérifiée.

Remarquons aussi que si B = Q, alors le théoreme est celui de K Hess
[11]. Nous pouvons donc supposer que H>™ = 0 pour un certain 7.

Le théoréme 1 est une conséquence du résultat algébrique suivant :

Théoréme 1’. Soient 1 < r < n deux entiers, R un sous-anneauw de Q et
(AX,d) une adgc décomposable tels que :

a) H<(AX,d) =0 = H>(AX,d) et H*(AX,d) est R-libre
b) Les entiers k € N — {0}, k < n/r sont inversibles dans R
alors

M.cat(AX) = Accat(AX).

Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration de ce théoréme
algébrique.
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5.1 Reéduction

R désignant un sous anneau de Q, la réduction consiste a remplacer 'adge
(AX,d) par une adge (4,d,) telle que A" = 0.

Proposition 10. Soit (AX,d) décomposable. Si H>™{(AX,d) = 0 et si
H*(AX,d) est R-libre alors il existe un idéal I de AX tel que la projection
Y : AX — AX/I = A soit un quasi-isomorphisme et A>" = 0.

Preuve de la proposition 10: Soit p un nombre premier qui n'est pas
inversible dans R. Posons:

-Y=X 2 F,, (AY)" =S @ kerd

- J =Vlidéal engendré par S et (AY)>"

- ¢ (AXd) — (AY.d) = (AX,d) 2 F,

- I =¢71(J).

Remarquons que
(AX)>" cIc(AX)="

et que [ est un idéal différentiel. Par suite la projection
(AX.d) — (AX/I,d)

induit ' 4 ~
H'(AX.d) — H'(AX/I.d)

qui est un isomorphisme pour i # n.
Remarquons aussi que ¢ induit un isomorphisme AX// R F, ~ AY/J,
d’oli le diagramme commutatif, pour tout i > 0

0 — HY{AX) % F, — H{AY,d) — TorF(H*(AX);F,) — 0
ol e o
0 — H’(AX/I)%FP — HYAY/J,d) — Torf(H*YAX/I);F,) — 0
et I'isomorphisme
H™"(AX) (% F, — H"(AX/I) % F,
et ceci pour tout p premier qui n’est pas inversible dans R.
Puisque H*(AX) est un R-module libre de type fini
H"(v): HY{AX) — H"(AX/I)
est injective. D’autre part, puisque I D (AX)"*!, de la suite exacte longue

d’homologie il résulte que H™(v') est surjective. =
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Remarque 10. Le quasi-isomorphisme ¢ : AX — AX/I = A respecte la
filtration par la longueur des mots et induit un quasi-isomorphisme

AX/APTX — AJA™™ ot A”™ = ¢(A”"X).
Considérons alors un modele de Ganea

(AX,d) — (AX/A>™X,d)

N i
(AX ® AY,D)

et posons
(A®AY,d)=A 8 (AX @AY, D)

Alors

8:AX AXX (A XRAY,D)=(AX®AY,D) — (AR AY,d)
est un quasi-isomorphisme puisque (AX ® AY, D) est (AX,d)-semi-libre.
Nous avons alors le diagramme commutatif suivant :

AJA™ e A & AX — AX/ATX
al i i\ =Ty

g

AQAY e AX R AY
ol 6, ¥, p, n sont des quasi-isomorphismes.
Proposition 11. Avec les notations précédentes, homomorphisme j admet
une rétraction d’algébres (respectivement de A-modules) st et seulement si i
admet une rétraction d’algébres (respectivernent de AX -modules ).
Preuve de la proposition 11: Le quasi-isomorphisme ¢ étant surjectif,
d’apres le lemme de relévement, il existe @ : A — AX tel que Y oa = idyx.

Si r est une rétraction de j, alors a o r o # est une rétraction de i. L’autre
implication est claire. .

5.2 Fin de la démonstration du théoréme 1’

Supposons que Mcat(AX,d) = m. Alors

Hlgn) : HIAX,d) — H(AX/A™X,d)

admet une rétraction linéaire. Il existe donc, d’apres le théoréme 3, un modele

de Ganea
AX — AX R AY — AY.
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D’apres le lemme de réduction, considérons le pull-back de cette fibration le
long de AX — A.
A— AQRAY — Y.

D’apres la proposition 11, il suffit alors de montrer que l'existence d’une
rétraction A-linéaire entraine celle d’une rétraction d’adge de

A— AR AY

Donc, pour établir le théoréeme 17, il suffit de montrer que s’il existe un
homomorphisme de A-modules

r:(A®AY,D) — (A d)

tel que roj =1ida
alors il existe un homomorphisme d’adge

7 (ARAY.D) — (A.d)

tel que Foj =ida.

De plus, puisque A>™ = 0, il suffit de construire 7(y) pour les y € Y tels
que deg y < n.
Counstruction de 7 par induction sur la filtration de Y par les (s, ) définis
dans le chapitre 4:

Nous avons A «— AX (A = AX/I) et d’apres le théoreme 3, nous
avons un diagramme commutatif ot les fleches verticales sont des quasi-
isomorphismes :

(AX,d) 2, (AX/A>™X d)
{ _ Te
(AX®(ReY™), D) < (AX®AY,D)

Ceci donne le diagramme commutatif suivant :

(A, d) —  (A/A7™,d)
! | Te
(A® (R®Y™*), D) -2 (AR®AY.D)

Considérons
r: (AR (ReY™"), D) — (A d)

homomorphisme de (4,d )-modules, tel que r o i = id4. r se prolonge en un
unique homomorphisme d’adgce

ri(ASAY™). D) — (4,d)

39



tel que ro 3 =idy4.
Remarquons, par le lemme 2, que

Yo = ymHm=br  pour un certain i

POSOHS l y ”: }, -+ 1 pour y € Ycz‘fl-f-i("l—l),*
Supposons pour le moment :

Lemme 3. Si deg y < n alors ||y|| est inversible dans R.

et supposons avoir construit :
—une application linéaire: ¢ :Y<G®% — Ag (ReY™)
—un morphisme d'adge: 7#: (AR AYEY D) — (A.d)

tels que 7o j =1id,y et *(y) = H—;ﬂr,:(y) pour y € Y< et deg y < n.

Pour la premiere étape de 'induction, il suffit de prendre ¢ = id et ¥ = r.
Soit « € Y& alors

Dr=a +Zaiyi +Zy1yk

.k

avec a,a; € AY,  y € Y% On pose:

va)=llzlla+ > allzll =5 IDFw) + T A)e(u) +0ly)7 (0e)
Admettons pour le moment que:

(D) r¢(z) =l 2 || Dz

(ii) Dy{z) =0

(iii) Ylz) € (A (ReY™*))>m*.
La condition (5) du théoreme 3 ainsi que (i) et (ii) entrainent l'existence de

plz)ye (A (ReY™ )™

vérifiant

(iv) Dg(z) = (x).
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Posons alors 7(z) = mrgp(x) ce qui donne
Dﬁ('L) = Han(l"p( )) Iz ”' ( ?(i))
= ”x“r‘/)(x)) ar (iv)
= 7(Dzx) par (i).

Démontrons maintenant les points (i), (ii) et (iii).

(i) On a:
rp(z) = Jzlle+ Za(ll el =1y D7) +re(y)
]22 (%)7»/( %) + r@(%) ()
| zl|la+ 2 ai((l z Il = 1w ID7Cya)+ 1l e | 7(w:))
+ 2; (i) 1y E7 Qo)+ 1wy 7 ()7 (k)
lzlla+rllzl 3 aif(y) + b3 s I+ 1y D7 ()7 ()
Or, [y [l + 1l wx =] 2 || donc:

rp(z) = Jlz| (a+ 2 af(y:) + ]Z; Py )7 (ya)

| z || #D(x).
(iii) remarquons que si || z || — || v ||# 0 alors
Nzl =1l % = m et donc a; € AZ™

(ii) nous définissons une F-dérivation 8 sur A @ AY <) par
Glx=0, 0y)=Uyll7y)—ely), yevY
Donc, pour y € Y<{=% nous avons
a) ¥(y) =(lyll 7 —6)Dy
b) D8 —0D est une 7-dérivation qui s'annule sur Y <% et donc Df = D
Nous déduisons de ces deux points que
() =(ly ) (DDy) = 0.

ce qui acheve la démonstration de I'existence d’une rétraction d’adge.
Nous avons ainsi, par la proposition 11, une rétraction 7 d'adge

7 (AX,d) — (AXQAY, D).
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Preuve du lemme 3: Reprenons les notations de la section 4, alors:
_ Dz(ym-f-l) C (AX R Ay<m+r,*)m+s+1
- Y =YymgYymtm=1) g ym+Am-1) o ..

Puisque X est concentré en degré > r et que si y € Y/H{m=D* ajors
dy posséde une composante non nulle dans A™X @ Y™+E-Dm=1hx noys
déduisons facilemment que si y € Y*+m=D-* glors

degy > i[(m—1)(r+ 1)+ 1] +2(r +1).

D’ou, si deg y < n alors i < n/r, ie ||y|| est inversible dans R.

6 Démonstration de Acat(X xS")=Acat(X)+1
pour les espaces X R-modérés

Dans cette section, nous adaptons la démonstration de B. Jessup [13] au cas
des espaces R-modérés.

Soient R un anneau principal et X un espace R-modéré, ie X est un
CW complexe de type fini tel que dim X < rp(R) lorsque

X est r-connexe
p(R) désigne le plus petit élément premier non inversible dans R.

Remarque 11.
a) Si X et Y sont R-modérés alors
dim X <rip(R)
dimY < rsp(R)
et dim X xY < (ry +r2)p(R).

Comme X x Y est r-connexe avec v = sup{ry,r2), le produit X xY
n'est pas nécessairement R-modéré, mais il existe un sur-anneau R’ de
R tel que X x Y soit R'-modéré.

b) Une sphere 5™, n > 2 est R-modérée pour tout anneau principal con-
tenant 1/2.

¢) Si R est un sous-anneau de R' et si X est R-modéré alors X est R'-
modéré.
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d) Si X xY est R-modéré alors X et Y sont R-modérés.

Théoréme 4. Soient R un sous-anneau de Q, X un CW compleze R-
modéré de dimension n tel que

a) H QX R) est R-libre
b) H*(X; R) est R-libre.
Si de plus X x 5™, n > 2, est R-modéré alors

Acat{(X x S™; R) = Acat(X;R) +1

Preuve du théoreme 4:
Il résulte du théoreme 1 et des remarques précédentes qu'il suffit d’établir

que:
Meat(X x S™; R) = Mcat(X;R) + 1

Lemme 4. S5 (AV,d) est un modéle commutatif de X alors le produit ten-
soriel des adge M & (AV,d) est un modéle commutatif de X x S™ lorsque

M= (Aa,0) la] =n  si n est impair
) (Ala,b),d) lal=n db=a* si n est pair.

Preuve du lemme 4: Le modele d’Adams-Hilton de S™ ({respectivement
de X x S™) est de la forme (T°{u),0), lu] = n—1 {respectivement de la forme
(T{uR & W),d) lorsque (T'(W),d) désigne un modele d'Adams-Hilton de
X). Nous en déduisons que:

(T'(u),0) = U(L{u),0)

et
(T(uR e W),d) = U(L(uR e W), o).

La relation
C(LeL)=C(L)2C (L)

permet alors de conclure. =

Le lemme précédent montre que le théoréme 4 est une conséquence de la
proposition suivante:
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Proposition 12. Soit

(AX,d) = (AX Q AY,d) -2 (AY,d)
une KS extension de R-adgc. Si H(p) est surjective alors

Mcat(AX @ AY,d) > Mcat(AX,d) + ¢
lorsque e désigne le plus grand entier n tel qu’il existe

ae A" (XeY)Nkerd
satisfaisant [p(a)] # 0 dans H*(AY,d).
En effet, on applique la proposition 12 & la KS extension
(AVd) — (AVd) g M — M

en remarquant que dans ce cas e=1.
Preuve de la proposition 12: Choisissons « comme dans ['énonce.
Définissons un homomorphisme de (AX, d )-modules:

pi(AX d) — (AX R AY . d)

en posant pu(zr) = za.
Admettons pour le moment le lemme suivant :

Lemme 5. [l existe un hornomorphisme de (AX.d)-modules
v (AX/A°™X,d) — (MX eY)/N™X gY),d).
Considérons alors les résolutions semi-libres
P (AX®T,d) — (AX/NTX,d)

ct
o (A(X eY)® S,d) — (A(X D Y)/A>’"+C(X @ Y),J)

pour un m et un e fixés.
Nous obtenons alors le diagramme

(AX,d) X (MXeY)d) & (MX8Y)®5,d)
g2 | N AN ~ |y

(AX®T,d) — (AX/A>"X,d) £ (AXeY)/A™e(XaY)d)
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Supposons que Mcat(A(X @ Y),d) = m + e. Alors, par la remarque 4, il
existe
r:(AMXeY)®Sd) — (AXaY)d)

tel que
Ty 0 j1 = ida(xsy)
D’autre part, ¢ étant un quasi-isomorphisme surjectif, il existe un homo-
morphisme de (AX, d }-modules

0: (AX ®T,d) — (AMXBY)% S,d)

tel que
poll =foy.
Posons
ro=vor;of:(AX®T,d — (AX,d).
Alors

re0jy = vor oflojs
= voriojiop
= vou =1idyx.
Ce qui prouve que
Mcat(AX,d) <m

et donc que
Mcat(AX  AY,d) > Mcat(AX,d) + ¢.

Reste a établir la preuve du lemme 5.
Preuve du lemme 5: Remarquons que la condition H{p) surjectif équivaut
a la condition

HAX @ AY,d)~ H(AX,d) 2 H(AY,d)

En effet la suite spectrale obtenue en filtrant par le degré en AX dégénere
au terme Fo.
1l existe donc un quasi-isomorphisme

n: (AX,d)® (H(AY,d),0) — (AX & AY,d)

de (AX, d)-modules.
Notons H = H(AY,d) et (AX,d) 3 (H(AY,d),0) = (AX ® H, D).
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Comme (AX @ AY,d) est aussi un module semi-libre, il existe un homo-
morphisme de (AX,d)-modules:

m:{(AXQAY,d) — (AX®HD)

tel que
nom =~ tdyxgay-

Remarquons que m est un homomorphisme qui est nécessairement sur-
jectif et donc quitte a appliquer une nouvelle fois le lemme de relevement,
NOUS pouvons supposer que 170 m = idaxgoay -

Posons [p(a)] =a # 0 € H = H*(AY,d) et choisissons ¢ : H — R une
forme R-lincaire telle que g{a) = 1.

Nous avons alors le diagramme :

AX £ AXRAY
l, 7’ Tl i1}
AX X AXgH 24 AX

w(z) = azx.
ce qui nous doune mo u = u' et v/ oy’ = idyx, d'ou, en posant v = v/ om,
nous obtenons

ol { V'(z®h) = zq(h)

vop=vomopu=rvop =1idyx.
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Résumé

A partir de algebre des cochaines singulieres de 'espace X a coefficients
dans un anneau principal R, nous définissons les invariants Mcat(X; R)
et Acat(X; R) en généralisant les définitions données par S. Halperin et
J.M. Lemaire.

Lorsque ’homologie de I’espace des lacets sur R est R-libre, l'espace X ad-
met un modele minimal décomposable commutatif qui joue le role du modele
de Sullivan lorsque R = Q. En mimant les définitions rationnelles nous in-
troduisons les invariants M .cat et A.cat.

Nous démontrons alors que pour un CW complexe R-modéré, au sens de
D. Anick, tel que I'homologie de I'espace des lacets sur R et la cohomologie
de 'espace X sur R soient R-libres, nous avons

M.cat(X; R) = Accat(X; R).
Puis a partir de la démonstration rationnelle, nous établissons que
Mcat(X x 8™, R) = Aycat(X; R) + 1.

Lorsque R est un corps de caractéristique plus grande que la dimen-
sion de X, comme 'ont montré S. Halperin et J.M. Lemaire, nous avons
M.catX = McatX et A.catX < AcatX. Il en résulte dans ces conditions
que Mcat(X; R) = Acat(X; R) ce qui constitue une généralisation du résultat
obtenu par K. Hess dans le cas rationnel.

De plus nous avons aussi Acat(X x 8™ R) = Acat(X;R) + 1
ce qui signifie que Acat(—; R) vérifie la conjecture de Ganea.




