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INTRODUCTION

En 1930, SIGNORINI1) découvrit le résultat (étonnant a I’époque) qui suit :
le probleme de traction pur (équilibre d’un corps élastique soumis uniquement a des
forces imposées) dont on sait qu’il admet une et une seule solution définie a un champ de
moments prés en €lasticité linéaire, peut en présenter plusieurs en élasticité non linéaire
définies a un champ de déplacement de solide prés du corps et des charges.

Ce qui rendait ce résultat encore plus remarquable est le fait que cette non unicité
dépend non seulement de la fonction densité d’énergie libre W, mais aussi du tenseur
d’¢lasticité C de la théorie linéaire défini par :

O°W
. 2 7
ou F désigne le tenseur des déformations de Green-Lagrange.

Cette apparition, en théorie non linéaire d’extra-solutions et leur absence en théorie
linéarisée n’est pas facile a appréhender de fagon intuitive et expérimentale (quoique,
dans certains cas, on puisse la relier aux analogies du flambement des poutres).Cette
constatation conduisit & un nombre important de travaux (surtout italiens) et souleva
meéme une controverse sur la validité de I’€lasticité linéarisée.

A présent, on n’y voit plus de contradiction mais plutot un phénomene de bifurcation
dans I’espace des solutions de 1’élasticité statique : chaque fois qu’il y a bifurcation, la
correspondance entre le probléme non linéaire et le probléme linéarisé devient
singuliere . 1l y a instabilité a la linéarisation.

ClE]

(OE, ®E,®E, ®F,

Nous nous basons ici sur les travaux de JE.MARSDEN et T.R.J. HUGHES [1978 et
1983 Jo @ ainsi que sur ceux de D.R.J CHILLINGWORTH, JEMARSDEN et
Y.HWAN [1982 J@.

Ce travail pose le probleme de savoir si des phénomenes similaires se produisent
pour des matériaux soumis a des champs de forces d’origine mécanique, mais aussi
d’origine ¢lectromagnétique. L’exemple choisi est celui des diélectriques piézo-
¢lectriques qui, lorsqu’ils sont soumis a un champ électrique, ont la particularité de se
déformer (électrostriction). De plus, certains de ces diélectriques génerent une
polarisation lorsqu’ils sont soumis a des efforts mécaniques (effet piézo-électrique).On

(1) A.SIGNORINI [1930]. Sulle deformazioni termoelastiche finite, Proc. 3 Int. Cong.
Appl. Mech. 2, 80 -89.

(2) JMARSDEN et T.HUGHES [1978]. Topics in the Mathematical Foundations of

Elasticity, in 'Volume II, R.J KNOPS (ed.), Pitman.

(3) JMARSDEN et T.HUGHES [1983]. The Mathematical Foundations of Elasticity,

Prentice-Hall.
(4) D.R.J.CHILLINGWORTH, ] MARSDEN et Y.H. WAN [1982]. Symmetry and Bifurcation
in Three -Dimensional Elasticity, Part I. Arch. Rational Mech. Anal. 80,295-331.



ne se limitera ici qu’au premier type de matériau cité.

C’est donc dans le cadre de I’électro-€lasticité que 1’on apporte une généralisation au
probleme de traction. On observe que le phénomene de bifurcation se produit encore
tout en amenant certaines restrictions quant au nombre de solutions obtenues dans le
cadre de I’€lasticite pure. Ces restrictions sont dues a une certaine interdépendance entre
la déformation du solide et le champ électrique (ou plus précisément le champ de
polarisation) a travers la fonction densité d’énergie libre (interdépendance due a la
propriété d’objectivité). Bien entendu, on est amené a se poser la question de la stabilité
des différentes solutions. Il s’avere difficile, dans une stricte généralité d’y répondre.
Mais en distinguant deux notions de stabilité “stabilité mécanique” et ‘“stabilité
électrique”, on peut dégager quelques regles. Un fait intéressant apparait : une solution
instable au sens de I’élasticité peut devenir stable lors de I’intervention d’un champ
électrique.

Voici maintenant quelques indications sur le contenu.

Le premier chapitre consiste tout d’abord a un bref rappel sur les lois fondamentales
de [Iélectromagnétisme des milieux continus. Les différentes grandeurs
¢lectromagnétiques et les équations de Maxwell sont alors exprimées dans un repére
Galiléen de référence R que constitue le laboratoire. Celles-ci sont ensuite tour a tour
exprimées dans un repére Galiléen quelconque, c’est a dire un repére en translation
uniforme par rapport a Rg, puis dans un repére lié au matériau (continliment) déformable
en mouvement. En redéfinissant dans chacun des cas les opérateurs de dérivation, on peut
constater que la forme des équations de Maxwell est invariante.

Les notions de force, couple et énergie sont introduites de facon classique par la
procédure de Lorentz. Dans un souci de rigueur, il est proposé une seconde approche tout
a fait formelle de ces notions qui s’inspire d’une présentation de C.TRUESDELL et
R.TOUPIN(); celle-ci permet d’écarter toute approximation. L’intérét se porte ensuite
sur I’indépendance du choix de I’observateur (ou principe d’objectivité) des différentes
quantités électromagnétiques.

Le deuxieme chapitre présente les €quations d’équilibre en électromagnétisme des
milieux continus : bilan des forces et des moments des forces, conservation de 1’énergie
et second principe de la thermodynamique. On peut se référer par exemple a un article de
G.AMAUGIN et A.CEERINGEN). Ces équations sont exprimées tout d’abord dans la
configuration actuelle, dite Eulerienne, en se préoccupant de ne faire intervenir que des
quantités vérifiant le principe d’objectivité ; on peut alors les ramener a une
configuration de référence, dite Lagrangienne. En se placant dans le cas des diélectriques
non magnétisables tels que les diélectriques piézo-électriques, de 1’inégalité de Clausius-
Duhem, on déduit des lois de comportement : par exemple P= c?a_\;\’ Cette relation
classique liant le premier tenseur de Piola-Kirchhoff généralisé ;P a la fonction densité

d’énergie libre W figure, par exemple, dans les travaux de G.A.MAUGING).

(1) C.TRUESDELL and R.A. TOUPIN. [1960], The classical Field Theories,in Handbuch der
physik, Bd. III/Led. S. FLUGGE, Springer Berlin, Sect. 279 et 283 a 286.

(2) G.AMAUGIN and A .CERINGEN.,[1977], On the Equations of the Electrodynamics of
Deformable Bodies of finite Excent, ] Mecanique, 16 , ppl01-147.

(3) G.AMAUGIN, {1988}, Continuum mechanics of electromagnetic solids. Elsevier Science
Pulb., Amsterdam.
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Il est choisi dans toute la suite pour variables indépendantes le gradient de

déformation F et le champ de vecteurs de polarisation IT(exprimé dans la configuration
Lagrangienne). De plus on suppose que le matériau est isotrope et homogéne. Ces
hypothéses conduisent, dans le cadre d’une évolution adiabatique, a une linéarisation des
équations du mouvement.

Dans le troisiéme chapitre, les équations non linéaires répondant au probléme de
traction dans le cadre de [’électro-€lasticité¢ statique sont présentées a 1’aide d’un
opérateur @ . Dans le cas ou on ne s’intéresse qu’a des diélectriques ne possédant que la
propriété d’électrostriction, il est possible d’effectuer un découplage de 1’espace des
charges %2. Ainsi la propriété d’objectivité énoncée au deuxiéme chapitre conduit a
définir une action de groupe sur cet espace .2’: action du groupe SO(3) sur la
composante mécanique de I’espace des charges et action du groupe O(3) sur la
composante électrique. Le but est alors d’étudier la « géométrie » de I’espace des
charges. On définit une application appelée « charge astatique » qui établit une
correspondance entre 1’espace des charges d’origines mécanique et €lectrique et I’espace
des matrices de MExNGcWZ. Celle-ci permet de traduire en terme de symétrie
matricielle qu’un couple de charges est en €quilibre relativement a une configuration (ou
déformation) donnée. Les actions des groupes SO(3) et O(3) amenent a déterminer les
¢léments de SO(3) x O(3) ne détruisant pas I’équilibre d’un couple de charges donné
relativement a la configuration non déformée 1. Il en découle alors comme premier
résultat une décomposition de I’espace des charges.

Puis on s’intéresse plus particuliérement au sous-espace £, de £ constitu¢ des

couples de charges équilibrées relativement a la configuration non déformée lg . On
reprend la présentation de la classification en différents types de charges de la mécanique
classique exposée par D.R.J.CHILLINGWORTH , J.EMARSDEN et YHWAN() ,que
’on étend ensuite aux charges d’origine électrique. Cette classification est établie selon
I’égalit¢ ou non des valeurs propres de la matrice associée au couple de charge et selon
I’existence ou non de couple d’axes d’équilibre. Le second résultat est alors le
dénombrement des éléments de I’intersection de I’espace £, et de I’orbite d’un couple

de charges selon le type de celui-ci.

Le chapitre quatre pose le probleme de traction en électro-élasticité statique. Grace
a lopérateur @, il est possible de traduire ce probléme comme une application du
théoréme des fonctions inverses. On suppose que dans la configuration non déformée I,
le matériau pi€zo-électrique n’étant soumis a aucun effort, il existe des contraintes

résiduelles, ainsi qu'un champ de polarisation I1, non nul tel que le couple (lg,lzlo)soit

solution du probléme pour un couple de charges nulles. Dans un premier temps, on
présente le probléme de traction dans le cadre linéaire pour un matériau isotrope et

homogene. En reprenant les équations linéarisées au voisinage de (lg,ﬁo) déterminées
dans le chapitre deux, I’opérateur ® (qui est linéaire) permet d’énoncer le principe de

(1) Idem P 1(4)



superposition. Dans I’hypothese d’une propriété forte dite « d’ellipticité » du premier
tenseur d’électro-€lasticité (cette propriété représente une généralisation de celle imposée
dans la partie III de I’article de Y.H.WAN et J E.MARSDEN() dans le cas de contraintes
résiduelles), on peut démontrer que le probléme linéaire admet un unique couple solution
a un champ de déplacement pres.

Dans un second temps, on s’intéresse au probléme non linéaire. Tout en présentant
encore ’ensemble des solutions comme graphe de I'opérateur @, la démarche sera
différente. En effet, on perd ici la propriété de lin€arité¢ de 1’opérateur @ . Toutefois,
grace a la propriété d’objectivité de la fonction énergie libre W, I’opérateur ® permet de
transposer I’action du groupe SO(3) agissant sur 1’espace des déformations en ’action du
groupe SO(3) x O(3) sur I’espace des couples des charges décrite dans le chapitre trois. 11

en résulte que les couples (QIQ,QI:IO) avec QeSO(3) (et ﬁo exprimé dans la

configuration Eulerienne) sont aussi solution du probléme, ¢’est-a-dire appartiennent
aussi au graphe relatif au couple de charges nulles. Pour un couple de charges voisin du
couple identiquement nul, la recherche du graphe se traduit encore par I’application du
théoréme des fonctions inverses. Mais lors de 1’application du procédé d’inversion (et
dans les cas les plus simples), a un couple de charges donné de £, voisin du couple

identiquement nul, il peut correspondre 1, 2 ou 4 couples solutions. Cette
correspondance assez inattendue tient au fait qu’a ce couple de charges donné, il
correspond grace a 1’action de groupe 1, 2 ou 4 couples de charges de son orbite, chacun
étant en relation biunivoque avec un couple solution.

Pour un couple de charges donné, les solutions ainsi exhibées dans le cadre non
linéaire peuvent aussi apparaitre comme points critiques de la fonction énergie
potentielle V. On fera icit référence aux travaux de D.R.J.CHILLINGWORTH,
JJEMARSDEN et Y HWAN@. Traduisant 1’instabilit¢ mécanique (respectivement
électrique) d’un couple solution comme dégénérescence de la forme quadratique définie
par la partie mécanique (respectivement €lectrique) de la différentielle seconde de V, on
observe que les différentes solutions, pour un couple de charges donné, sont d’indices
d’instabilit¢ mécanique (respectivement électrique) différents. Ainsi dans le cas de quatre
couples solutions, les indices sont respectivement 3,2,1 et 0, ce dernier signifiant que le
couple solution correspondant est stable au sens mécanique ( ou au sens €lectrique).
Malheureusement, il est impossible de conclure quant a la stabilit¢ au sens électro-
élastique sans en venir au cas par cas. Toutefois, un phénoméne intéressant peut se
produire : une solution instable au sens de 1’élasticité¢ peut devenir stable au sens de
I’électro-€élasticité lors de I’intervention d’un champ électrique extérieur. Le champ
électrique peut ainsi avoir un rdle d’effet stabilisateur dans le probléme de traction en
¢lectro-¢lasticité.

() YH. WAN et JEMARSDEN.,,[1983], Symmetry and Bifurcation in tree-dimentional
Elasticity, Part Il. Arch. Rational Mech. Anal. 83, 202-233.
(2) Idem P 1(4)



CHAPITRE 1

I /RAPPEL D’ELECTROMAGNETISME. EQUATIONS DE MAXWELL DANS UN
REPERE GALILEEN

Dans cette premicre partie sont retracées les différentes étapes pour parvenir aux

équations de Maxwell. Il ne s’agit pas ici de donner des explications expérimentales
précises, mais d’effectuer une construction mathématique a 1’aide des concepts
classiques tels que la conservation de la charge €lectrique et la loi de Faraday. Les
équations sont exprimées sous forme globale puis locale dans le repére Galiléen de
référence Rg que constitue le laboratoire. On peut consulter les ouvrages de
PANOFSKY-PHILLIPS1),G . BRUHAT®.
On exprime ensuite les différentes grandeurs électromagnétiques ainsi que les équations
de Maxwell dans un repere Galiléen R’ quelconque, c’est a dire un repere en translation
uniforme par rapport a R . Pour cela, il est nécessaire de redéfinir les opérateurs de
dérivation temporelle et spatiale. On peut alors remarquer que la plupart des grandeurs
relatives a R’ sont complétées par un terme correctif dépendant linéairement de la
vitesse de R’ par rapport a Rg. De plus les €quations sont invariantes dans leurs formes :
elles possedent la propriété dite « d’invariance Galiléenne ».

1-Grandeurs physigues

Les principales grandeurs physiques qui interviennent dans la suite sont:
le scalaire q, qui désigne la densité volumique de charge libre et les vecteurs J, E,

D, P, H, B et M désignant :

J - le flux électrique (appelé aussi densité de courant)
- le champ ¢lectrique

: le déplacement électrique

- le champ magnétique

- I’induction magnétique

W T O T

Si le milieu est non polarisable et non magnétisable, on a :

- - - 1 .
anD=¢,Eet H=—B
Ho

ou g, et ;l—sont deux constantes caractéristiques du milieu ne dépendant uniquement
Q

que des unités de longueur, de temps, de charge, de flux magnétique. On peut choisir un
systéme dans lequel ces constantes sont intégrées aux champs, c’est a dire tel que ’on ait
D=Eet H=B.

Si le milieu est polarisable et/ou magnétisable, on note P le vecteur de polarisation et M
le vecteur de magnétisation définis par :

(1.2) P=D-EetM=B-H



2-Axiomes fondamentaux. Equations de Maxwell

Les axiomes suivants sont exprimeés dans le repere Galiléen R de référence.

1] Conservation de la charge électrique

Quel que soit le domaine D fixe de R’de frontiére 6.2 régulicre, la variation par
unité de temps de la charge électrique totale contenue a lintérieur de D est produite par
le flux de charges a travers 09 ce qui se traduit par : -

0 ..
(1.3)—quV+ IJ.NdA=O, &«

ot N est le vecteur normal unitaire extérieur & la fronticre 62de 9.
Cette relation étant valable quel que soit &, il en résulte d’aprés le théoréme de
localisation que, ponctuellement, on ait :

oq -
H—+V-J=0.
(14)at

On introduit alors le vecteur déplacement électrique D défini par :
a5»V-D=qq,
ce qui est équivalent a

(1.6) IﬁNdA = J.qde.
D o)
Cette relation est connue sous le nom de la loi de Gauss.

: b - .
L’équation (1.2) montre alors que le vecteur — + J est a divergence nulle.

ot
11 existe alors au moins un vecteur H , appelé champ magnétique, tel que :
Ui D 1 i
1InVxH-——=-J.
4 cot ¢

Si X désigne une surface deR’ fixe de bord X, (15 s’exprime sous la forme :

(I.S)J;I?I-?dL—%glﬁ-NdA=%_£j-NdA, B

N

(loi ’ Ampere) -

ou Nest le vecteur unitaire normal a la surface T , qui définit son orientation, et T un
vecteur unitaire tangent & 0Z .

La formule .8 traduit que la dérivée par rapport au temps du flux du vecteur
déplacement électrique a travers une portion de surface X fixe, de bord 0%, additionné
du flux de charges a travers X est égale a la circulation du champ magnétique le long du
contour de 0% .



2] Loi de Faraday

La dérivée par rapport au temps du flux de I’induction magnétique Ba travers une
portion de surface T fixe, de bord 0, est opposée a la circulation du champ électrique
le long du contour 0 , ¢’est a dire :

(1.9)%§fﬁ-ﬁdA+jE-‘?dL:O,
= L

—

N

oz
ce qui est €quivalenta :
4 - 1B -
L1V x E+-C—E =0.
En choisissant pour surface X la frontiére 62 d’un ouvert @ de R*,X étant alors fermée,

on peut déduire de (1.7) que la divergence de B est constante par rapport au temps. Si on
suppose qu’a I’instant t, la divergence est nulle, alors a tout instant ton a :

(1.11)V-I§ =0,
ce qui est équivalent &

(112 jENdA =0.

0D
Cette relation exprime la conservation du flux magnétique.

Remarque : la formule (1.11), contrairement a (1.5), traduit que les charges magnétiques,
ou monopoles magnétiques, sont supposées ne pas exister.

3] Récapitulation : Les équations locales de Maxwell

Les équations locales de Maxwell dans le repere Galiléen R, de référence sont :

-~ 10B . .
VxE+—E:O sur ¥ V-B=0 dans ©

c

(1.13)ﬁ —
. 18D 1. ~
VxH—E—EngsurZ V-D=q, dans ©

Remarque : Lorsque le milieu est polarisable et/ou magnétisable, les équations de
Maxwell restent identiques, mais les grandeurs D et H représentant le déplacement
¢lectrique et le champ magnétique sont définies par :

D=E+Pet H=B-M.

4] « Invariance Galiléenne »
On peut remarquer que les équations de Maxwell sont invariantes pour toute

transformation, indépendante du temps, entre repéres d’inertie du groupe constitué par
les translations et les rotations spatiales.



S1 on introduit un nouveau repere R’ en translation uniforme de vitesse V par rapport a
R, la transformation est déterminée par :

X'=X+Vt
114
a1 t'=1t
Par ce changement de repére, on est amené a définir les opérateurs relatifsa R’ :

L’opé drivati tiale :V'=V — (X't
opérateur de dérivation spatiale 1e. 6X'( )= X (X t)

L’opérateur de dérivation temporelle : il ( V. V)
8q aq B_0q
X', X,t)-V X,t
at!( ) at ( > ) axB ( )
Les équations de Maxwell sont alors invariantes par cette transformation si et seulement
si les nouvelles grandeurs électromagnétiques dans le repere R’ sont définies par :

q; (X.1)=q,(x.1)
P'(X',t)= B(X,1)
J(x,1)=1(X1)+q,(X 1)V
M'(X', 1) = M(X,t) -1V x B(X, 1)
E'(X',t) = B(X,1)- 1V x B(X,t)
B(X',t)=B(X,t)+1Vx E(X,t)
les équations de Maxwell devenant alors dans R’g:

(1.15)3

-
V'XE'+%§ =0 VB=0

On dit que les équations de Maxwell possédent I’invariance Galiléenne.

Preuve de (1.16) : en utilisant le fait que la vitesse V est uniforme, on peut démontrer
que (V'V)]§= Vx(fo V) et (V-V)ﬁ= Vx(ﬁxV)+V(V-ﬁ).

. 0B _ . . o B o 2 _ - B -
D’oir on obtient V'xE'+{—==Vx (E-1VxB +%E—{-(V-V)B =VxE+i—=0,
I’équation (1.16); se démontrant de la méme maniére.
Remarques :
*Les formules de transformations (1.15) ne font apparaitre aucune contribution d’ordre
\Vl
[3 =
*Elles constituent, dans la plupart des situations, une excellente approximation tant que
v
=—l
c

*Dans le cadre de cette approximation, on peut remarquer que la plupart des grandeurs
relatives a R’g sont complétées par un terme correctif dépendant linéairement de la

vitesse V.



*On ne peut pas définir dans R’ le déplacement électrique D'(X,t') par :

B(X ) = E(X)+ F(Xt)
car un défaut de symétrie est a noter dans les équations (1.15), et (1.15).

I /ELECTROMAGNETISME DANS UN MILIEU DEFORMABLE CONTINU EN
MOUVEMENT

Cette seconde partie consiste cette fois a exprimer les différentes grandeurs
physiques et les équations de Maxwell dans un repere R¢ lié au milieu déformable
continu en mouvement. On peut alors constater que les formules de transformation (1.15)
entre repéres Galiléens se généralisent facilement entre un repere Galiléen et le repere
Rc. Puis il est exposé brievement la démarche présentée dans une étude de
G.A.MAUGINq) pour définir les notions de force, couple et énergie : le raisonnement
consiste a passer d’un point de vue microscopique a un point de vue macroscopique.
Cette démarche qui met en jeu différents développements en série de Taylor ainsi que
des approximations peut nuire a la rigueur demandée pour I’étude des équations non
linéarisées. On est alors amené a redéfinir les notions de force, couple et énergie par une
méthode purement formelle proposée dans un article de C. TRUESDELL et R. TOUPIN®).
Il est a noter que la plus grande partie des calculs présentés ici proviennent d’une
démonstration de B.COLLET et G.AMAUGIN@. Finalement, on se propose de
distinguer parmi les grandeurs électromagnétiques celles qui répondent au principe
d’objectivité (ou indépendance du choix de 1’observateur) a celles qui n’y répondent pas.

1-Eguations de Maxwell

On considére un élément de matiere déformable en mouvement, on note & la

configuration actuelle de repere {x,('éa)} , Q la configuration de départ de repere
{X,(E A)} et ¢, la déformation ¢, Q2 — d avec x = ¢(X,t). On suppose que 'on a:
0,(Q) =5, ¢,(0Q) =85, ¢, cW*(QR*) avec I, = det(D40,))0 et ¢;' eW*(Q,R).

On suppose que le repere {x,(éa)} de la configuration actuelle soit un repere Galiléen :

Re= {x,(éa )} Posons R = {X(E A)} Les lois de I’électromagnétisme sont alors régies

par les équations de Maxwell exprimées dans Rs. Le but est alors de traduire ces
équations dans le repére Re de la configuration de départ, c’est a dire d’exprimer les
équations de Maxwell dans un repére en co.mouvement li¢ a I’élément de maticre
déformable continu en mouvement.

Les différentes grandeurs de la formulation (1.13) liées au repére Rg sont transportées dans
le repére R comme suit :

W0 =Talxt)  TXO=1I T E(X.) = E(x F
an{D(X,t) = J,D(x, t)f " B(X,t)=1 B(x, " H(X,t) = H(x, t)F
B, 1) = IL,P(x, T M(X,t) = M(x,t)f

ou F désigne le gradient de déformation V¢,.
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Remarque : on peut rapprocher cette situation a la situation classique ou Rg et R¢
représentent les reperes liés aux configurations respectivement Lagrangienne et
Eulerienne ; dans ce cadre, on pourra alors utiliser les techniques habituelles de
dérivation.

Par analogie au paragraphe intitulé “invariance Galiléenne”, on peut interpréter la
situation ainsi : a tout instant t =t’, on considére que le mouvement du milieu continu, de
vitesse v, définit lui-méme, localement et instantanément, une transformation Galiléenne

du type ¢.14) : pour cela, on poseR' = RC(X,t) pour tout t, ou R¢ représente alors un

repére en co.mouvement li€ a I’élément de matiere continu; ona donc v=-V.
On peut alors escompter que les nouvelles grandeurs induites par ce co.mouvement sont
définies par :

T(X1)=1(X,1) - g,
(X, 1) = M(X, 1) + v x B(X, t)
118) 3 %( t) = B(X, ) 13 xB(X, t)
B(X,t) = B(X,t) - ¢V < E(X.t
(X,t):H( ,)—}vxf)(X,t)

Sur quelques exemples, on va justifier ces formules en évoquant le principe d’invariance
de la forme des équations de Maxwell :
La conservation de la charge électrique se traduit dans le repere Rg par

0 > .
——Iq(x,t)dx+ j.J(x,t)-n da=0
oy, 02
Dans ce contexte, Rg est un repére de la configuration actuelle. Si on considere Rc
comme un repere Lagrangien, l’opérateurg peut €tre assimilé a un dérivée matérielle

(ou particulaire).
Grace aux formules de transformation (.17, on a :

gfq(X,t)dX+ fI(X,t)-N dA=0,
atD D

_(0q - .
soit ig(X,t)dX+a‘LJ(X,t)~N dA =0

ce qui peut se traduire localement par :
0 -
(1.19)Eq(X,t) + DIV, J(X,1)=0.

On va ici utiliser la notion de dérivée convective :

*

pour un scalaire q, la dérivée convective notée q est définie par :

* a . ] ~
(120q = Eq + div(q{'/) =q+q div v ;

*

pour un vecteur D, la dérivée convective D est définie par :

D~ %D + rot{D x ¥) + (divD)v = D—(B- V) ¥ + (div ¥)D
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On a alors

| [&(X, t) - DIV, (q¥(X, t))]dX+ [I(x.t)-N da =0,

soit [ (X, 0)aX + [[7(x.1) - q(X,1)¥]- N da =0

On pose alors N4 (X, t) = .T(X,t) - q(X,t)\'/ , €t on obtient :
Ja(x,0ax + [ F(X,1)-N da =0,
D D

ce qui peut se traduire par

4(X, 1)+ DIV, (F(x.1)=0.

On a ainsi gardé la forme de I’équation traduisant la conservation de la charge électrique.

On procede de la méme maniére pour la loi d’Ampere. Dans Rg, on a :
. - 0= . = -
é’;H(x,t)-@dl - %EQD(x,t)mda = %{J(x,t)-nda,
ce qui donne dans R, en posant ¢ et dc telles que ¢,(c) =2 et ¢,(dc) =%,
{H(X,t)-7dL —%%fﬁ(X,t)-NdA = 1{7(x,t)- NdA,
do c c

soit [ FI(,1)-7dL — 1] %(X,t)NdA _1{5(x.1)-NdA
do c ]

ce qui se traduit localement par :

a2 ROT. H(X t)———%tg(X t) = %j(X,t).

*

A I'aide de la dérivée convective D de D,

AT [fj(x, )~ (DIV, B(X, )7 - Rot  (B(X,) v)} KA = [7(x,0)-Naa

(o]

J[A(X,8) -9 x D(X,1)]-7dL - ID(X t)-NdA = 1 [[3(x,1) - (DIV,B(X,1))7|- Naa

On pose alors ¢%(X,t) = H(X,t)- v x D(X,1)
et (7(X,1) = J(X,t) - DIV, D(X, t)¥).
En remarquant que DIV D(X t) J,div ( t)=1J rqf(x,t) = q(X.,t), on peut dire que

fc%()uzdL [DXt)NdA“Lng NdA,

soit ROT, (X, 1) - %D(X,t) =1 7(X,1).

Les autres formules du I/ 2- peuvent étre obtenues de la méme fagon.
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On a réussi a conserver la forme des équations de Maxwell grice a la notion
classique de dérivée convective. Cette dérivée répond au principe d’objectivité, qui est
une propriété intéressante que 1’on développera au paragraphe 1/ 3-.

Pour récapituler, I’expression des €quations de Maxwell dans un repére Rc est :

Remarque : lorsque le matériau est polarisable et /ou magnétisable les grandeurs D
et H sont définies par :

- - — I - " - — 1 .

D=D ,+Pet H=H -Mou D, =¢E et H =u—B.

Puisque D, et H_ représentent respectivement un déplacement électrique et un champ
magnétique, leur passage du repere R au repere Rc est régi par :

20D (X,t) = I1,D (x, )" et ﬁD(X,t) =H_ (x,t)F.

2-Force, couple et énergie

1] Approche par la procédure de Lorentz

Pour déduire les effets macroscopiques, on applique la procédure dite de Lorentz, qui
consiste a considérer un “micro-élément” de volume AV contenant des chargesdq”(la
distance moyenne entre les charges voisines étant suffisamment petite par rapport aux

dimensions de AV ). N a

Notations :x est le centre du volume AV . -
:8q“ est une charge ponctuelle contenue dansAV . <& E*
:E“ est 1a coordonnée interne dedq* dansAV . X
X% est la position moyenne de8q“.

\r

La vitesse absolue V®de la charge 8q* est V* = \7+E°‘ + V% avec V=% ot Veest la
vitesse de fluctuation de8q” due a ’agitation thermique.

Au niveau microscopique, dans un champ électromagnétique, chaque chargedq”est
soumise a la force 8f®de Lorentz définie par :

(1253 = 6q°‘[‘é(x°‘) +19% xb(x* )]

ou et b sont les champs électromagnétiques microscopiques évolués enx®d’ou la
résultante des forces :

(1.26) , fAV = 26?“ ,

et le moment résultant des forces
(1.27) CAV = Zi“ x &f % .
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On appelle couple pondéromoteur le couple ;¢ défini par :
(1.28),, CAV = Z E“ x 6F* .

L’énergie est notée , w

(1.29) s WAV = ZSq“V“ . E(x“)

On définit les champs macroscopiques comme suit :
130 E(x) = &(x) B(x) = B(x)
la charge libre q;AV = Zéq“

Dans le repere en co — mouvement,
le moment dipolaire électrique P,AV = D 5q°E?

(1'3”J le moment quadripolaire électrique Q AV = Z%Sq“if‘i‘.‘
le moment dipolaire magnétique m,AV = ch 8q” (& xg )

le courant de conduction (7 AV = Z:(Sq“\/OL

On note alors

la polarisation effective P, =P - Qlj ;
(-2 {1&1 magnétisation effective I, =m, +78, Y, ,Q,
En écartant le cas des quadripdles, ce qui amene des simplifications, et en effectuant un
développement en série de Taylor, on peut démontrer que les expressions de la force Mf,
du couple pondémodérateur ;€ et de I’énergie ,, w sont de la forme :

Mfzqf%+%(j +}3) xB+(B-V)&+(VB)- %

ou I1=—est la polarisation par unité de masse.
p

Pour toute précision, on peut consulter les travaux de G. A MAUGIN [1988], pages 170 a
174.
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2] Approche formelle

Comme 1l a ¢été précisé auparavant, la procédure de Lorentz nécessite des
développements en série de Taylor suivis d’approximations pour déterminer les
expressions de ,,f, ,,¢ et ,,w. Il est clair que I’objectif de se travail étant de mettre a
profit certaines propriétés dues a la non hinéarisation des équations du mouvement, il
n’est pas possible de se baser sur cette procédure. Il s’agit donc de proposer une autre
approche qui évite toute approximation. Ainsi dans ce paragraphe, il sera redéfini les
notions de force, couple et énergie par une approche formelle exposée dans un article de
C.TRUESDELL et R.TOUPIN, les expressions des différentes notions alors mises en
évidence pouvant €tre considérées comme des notions premieres :

- la variation dans le temps du vecteur quantité de mouvement G =1D, xB fait

apparaitre 1’expression de la force ,, f ainsi qu’un tenseur de contrainte, noté , t, que ’on
identifiera,

- la vanation dans le temps de I’énergie Mu=%(E-]30+B *0) fait apparaitre

I’expression d’une €nergie ,, w ainsi que le vecteur de Poynting S=cExH.

Dans un premier temps on présente la méthode dans le repére Galiléen de référence Rg
en s’intéressant a un milieu ni polarisé, ni magnétisé. Puis on effectue les calculs dans le
repere en co.mouvement R¢ en considérant tout de suite le cas d’un matériau polarisable
et/ou magnétisable.

a. Dans un repere Galiléen

Dans le repere Galiléen Rg de référence, si le milieu n’est ni polarisé, ni magnétise,

. . = = = o - = = =
expérimentalement il est établi que D, =¢ Eet H =—B, soit D =E et H =B

lorsque 1’on se place dans un systeme adapte On définit 1a quantité de mouvement
¢lectromagnétique par le vecteur G = D xB.
D’aprés les équations de Maxwell (1.13), on peut écrire :

dr~ (D, = - @B . .
aLG(x,t)dx:;jl = xB+D0xE)dx=£(RtHoxB—;JxB+RotE><D0)dx.
On définit e tenseur  t par :

(1.34)Ftij = EiDoj +H0iBj —i(ﬁ .E+B-O )Sij

o 0.t OE! aD,’ aH" OB’
[ onaa- [2 f{ pyap R Mgy
D

I ox’ x| o ° ox!
oDk | OE*  oB* oH “j
- Dk — —H ¥ + B¥ —2—| tdx.
( aX‘ E + 0 axl + axl 0 + 6Xl X
On a alors :
d : o - - =i
—[Glax- [ ;tinida=-[(q,E' + (7 x B) Jax
dt.@ 0D 2
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i k k
+f{(Rot ExD,) -D, i & %aD‘j E*+4D,* E }Gx.
> ox’ Ox 0x
Or on peut établir facilement que sit et Vv sont deux champs de vecteurs différentiables,
ona:
o\ s ou vt ot aut oove
(1.35)(Rot uxv) -v’ aT+5a—lu +2v Py =3(v 5{7—6711 ) )

Puisque de plusona D, = E et H, = B, les deux derniéres intégrales sont nulles et :

(1.36)-3{£Gidx— a_LFtijnjda = —i(qui +-cl-(j X E)i)dx

Cette ¢égalité a la forme d’une équation d’équilibre. On y reconnait M? =q fE +1IxB
qu est le siege de la transformation d’une force électromagnétique en une force
mécanique. La formule (1.36) traduit que le flux du tenseur €lectromagnétique .t est égal a

la variation dans le temps du vecteur quantité de mouvement G additionné a la force M f.

De méme, on calcule la variation de 1’énergie , u = %(E D, +B- I:IO) X

d OE . - 8D, 6B - - oH
—jMu dx=J%(—-D +E-—* ‘H, +B- at")dx,

dt 2 et C o ot °
or ﬁe.%zsoﬁ-%zﬁa(;@:ﬁ-a&t" et de méme E-aglt":ﬁo-%—t d’ou
d - oD, OB - o = -
Eimu dX=£ (E = +§-Hojd i{(c Rot H, -T)-E-c RotE.Ho}dx
=¢[(Rot A, -E-Rot E-A jJ Edx .
@

D’aprés la formule
a3nRot i-v—Rot v-u=Div (i xV),
on peut écrire :

(1.38)%“.Mudx=—fg-ﬁda——ff~l:3dx

2 0D 2

d
On remarque que la puissance perdue % f v udx dans le volume 9 correspond a la
D

puissance rayonnée a travers la surface fermée 09 . La formule (138) traduit alors que la
puissance €lectromagnétique rayonnée a travers 09 est égale au flux sortant a travers
0D du vecteur de Poynting S = cE x H additionné de la puissance dissipée par effet

Joule J..T-E dx.
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b. Dans le repere en co.mouvement R¢

On suppose maintenant que le milieu est polarisable et/ou magnétisable :
deplacement electrlque D et le champ magnétique H sont alors définis par :
D=D_,+Pet H=H, -M.

On veut exprimer les relations analogues a (1.36) et (1.38) dans le repere Re .
Grace aux relations (1.24), on peut affirmer que :

_—"@Gi(x,t)dx=£Gi(X,t)dX et iMu(x,t)dx=_£Mu(X,t)dX

Calcul relatif a la force électromagnétique :

& [ okox = oo [ B+ ol fox

8D -
d’aprés .22, ROT, H - _E =17,
et la formule équivalente concernant le champ électrique et I’induction magnétique est
. , 8B
ROTGE-+t—
X < at
Si on introduit le tenseur intermédiaire
' =E'D’ +H'B - 4(D, -E+B-H,)s"=,t" +E'’P' ~-M'B .
On a alors,

0.

ja(F'fii +GiVj)dX

d .
—[Glax - .
dti e

=_I(qu+ JxB) —%j.(——xB+cROTE )dX
D

D
o S & B
ROT B) -B'— kg
{( OT FixB) -B' 35 +4 (ax* e aX' )}dx
R - OE! oD k
ROT ExD) -D!— i( 2 )
+£{( S o }dx

=—[{qE" + (I+@-)><Bi+(ROTExP +[{(-ROT MxB) +BjaMidX
AR at ! X

oE'
X’

+

O by

{ROT ExB) -P'—

=] B4l (I+@+CROTM)x}§i+P’aEI g™
AR at X axX

Ie
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On définit maintenant le tenseur ,,t par:
39,1t =E'D+H "B+ &P - o¥'B’ —zi(f)o -E+B-H, —209%0-1*3)8“,
soit y t9=, T +1(¥x B) P! - (¥ x B) B! + #°*B*8" .

dp . ot +G'VY)
5£de—f Y tdx

X
- N L M
=_I{qu‘+%KJ+E+c Rot M)XB:( +P =5 B —%
vxB) oP’ vxP) o _ioB 2o oB*
g{a(aXJ) P (v B) o a(aX’) B - (7B S o g B ot
Orona
0B’ oM AvxB) s
x | B aXJ_%.BJ (axi) =P
qE +4(TxB) =q,% +1(7 xB) : (ROTM x B) =(ROTE x B)
: +-i-(ROT(§7><1—5)><f3)i
| AvxB) 0% A RN
P’ an R ) =P —= |5 *B) -(RoT(vxP)xB)

+((7xB)DIV B) = (I:’x B)i

Donc on peut ecnre

j-GdX j‘ tU+GV)dX
X’
= {q, & +1 (&+13+cR0Te%@)xBi+Pla%l g & X
SRR oX’ X | X
oB"
k
+W aXi}dX,
N Y
or (ROT 9 xB) =B’ — —-B'— — dosona:

(1.4(»%[6@(— [(4t+G®7v)-Nda = -{ ,fax,
D D

oD

i}dx
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Calcul relatif a I’énergie :

%iMu(X,t)dxz i! (XX = £(8gtu N 6(Mu_Vj)}dX

oX’
ja(M“V +[42(E-B, + B, )X
X /2 ot ° o
A I’aide d’une Justlﬁcatlon analogue a celle du paragraphe I1/ 2- 2] a.,ona:
4 udX
dts ™
6(Muvj) ((f . B . J
= | ——44X E+—-H
£ X +£ a Et oy HojiX
_JM@H (i g Oz 9B . B M)dx
BESN).< ot ot ot

D
o v uv’ A . - P - B _
= I—(L—)dX+f{(c ROT H~E—J)~E—c ROT E-H——~E+——~M}>dX
D D
6[(Mu+ﬁ~f’)vj—c(ﬁxﬁ)j] .. oP . B -
= . dX - {3J-E+—-E-— M+ DIV, E P \%
£ oX’ f{ ot ot [ ]}
ou ¢ ExH désigne le vecteur de Poynting S .
On veut maintenant démontrer que cette égalité¢ peut s’écrire sous la forme :

a.an %j L udX — j{(MHG@v)-V—ﬁ}-NdA = —[ ywdX,
D D

oD

ou MW=M?~V+j-%—Q%-§+p%-ﬁ et

(1.42)§=C %x@:é .

Pour cela, on démontre dans un premier temps que :
S=S+[t+Gev-(u+E-F)I|-¥,

et dans un second temps que :

j E+%—I:-~E——B M+ DIV|(E - P)v]=),w
*S=c %x%=c(]§+%vx—)x(ﬁ—l\7xﬁ)
§=cExﬁ—ﬁx(?xﬁ)+(?x]§)xﬁ—%(?x*)X(Vxﬁ)
§=5+(-E)D-(B-E)y+ (- A)B-(B-Af - [(D- (7% B))v - (v x B))D]
§=S+[E@D-D-E 1+H®B-B-A 1]-v-1|D (*xfa]v
S=5+[E®D,+E®P-D,-E 1-F-E 1+H,®@B-M@B-B-H, 1+B-H ]
-—L[]j (VXB)]V
P B)® B B P
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=(qf%+§,ﬁxB+(13-V)E—(VE).13)-V+UF7 E+E- ;—P—e%@ B+0¥-[(v-V)B]

+-E+E-—--o¥-B+DIV|(E-P)7]

= F v-l(f)x B) v-L[(B-v)¥ xB)|-v-[(VE) -B|-v+[(VE)-B] v +[(VP)-E]
+(E ?)DIVv+LE/-%§+E-%tE—o% B

(;{E+[(P v)9| %=(%;.E+[(v V)B]-E-|(B-v)9]-E+(E- P)DIVV+‘P(V><B))

et [(13 : V)V]O(V x B) = —[(13 V)7 x E)] -V, ainsi que
(vP)-E]-v=[G-V)P].E
L’expression est alors egale a
v+ T E-- B+ %+[(P V) ] <.

Or on a la relation :
(1.43)I3+ (f’ . V)"\'/ = pfl
d(p
En effet pll= Pxls =P+DIV, v P= P+(P V)V .

D’ou le second resultat est établi.

Les relations traduisant la variation de la quantité de mouvement G =2D_ x B et de

I’énergie ,u= %(ﬁ-ﬁo +1§-ﬁo)par rapport au temps dans le repere R contiennent
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bien les expressions de la force Mf‘ et de I’énergie ,, w définies précédemment par la
procédure de Lorentz. Elles mettent en évidence le célébre vecteur de Poynting
S=c ExFet un tenseur noté ,,t qui est défini par B.COLLET et G.A MAUGIN

[1974] (1). On peut remarquer que ces €galités ont la forme d’équations de I’équilibre. Le
tenseur  test alors interprét¢ comme un tenseur de contraintes d’origine électro-

magnétique. Celui-ci se décompose en deux tenseurs :
144y, t) = E'P) — W'B + o9 - BSY et
145,t=ED, +H B -+(D,E+B-H,)5", avec
(1.46) g t= T+t

= = 1 - . .
En se remémorant que D, =€ E et H =—B, il est clair que le tenseur .t est

Ho

0

symeétrique.
11 reste a définir de fagon formelle le couple pondéromoteur ,, € :
(1.47)Mci =gl Mtkj .
ona:
i 1k ¥ ik
MC = %’SJ (Mt J_Mtj )7
or les tenseurs ;t et (Q%B) | composants ,,t sont symétriques, d’ou il reste :
uc = e (ZEPI - 9P BI),
50it € = P x L+ 0% xB.
Le vecteur ,,C défini par (.47 correspond bien au couple pondéromoteur déterminé

précédemment par la relation (1.33).. Pour mettre en évidence la notion de couple du
vecteur ,,C, on énonce :

(I.48)%I5(><de= —f()zxM—f+M6)dX+ I{f(x{(Mt+G®V).N]}dA.
D D D

Effectivement, cette égalité s’interprete comme les équations d’équilibre des moments
des forces électromagnétiques.

Démonstration :

d o\l 85(><Gi 0 N
a£(XXG)dX=;[ (at )+6Xj[(XxG) VJ] X

_ £(Xx%}idX+£[(XxG)ivjNi]dX,

ot (# X G)iVij =e¥X*G'VN’ = Siklxk[(é ®V)N]] - {Xx [(G ®v).ﬁ]}i ’
i K

= _(Xfo)i _,__é%_(giijthkl)_ gik ¥

= —(f(x M—f)i +—a%(aiijj wt)—wc’ ; d’ou le résultat.
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3] Principe d’objectivité

La description des quantités physiques associées au mouvement d’un corps dépend
en général du choix de ’observateur. On se propose de distinguer les champs de tenseurs,
vecteurs ou scalaires qui dépendent intrinsequement de I’observateur de ceux qui en sont,
par essence, indépendants. Ces derniers seront appelés champs objectifs.

Certaines quantités telles que q(x, t), .T(x, t), E(x, t), ﬁ(x, t), B(x, t) et Hx, t) sont
supposées objectives (de fagon naturelle). Cette propriéte était sous-entendu lorsque 1’on
a énoncé les formules (1.17), a (1.17, régissant le changement de repére. Il sagit donc ici

d’étudier les quantités définies par la procédure de Lorentz telles que P(x, t) , cﬂz@(x,t) ,

-

Tx,t), et ,C.

On appelle changement d’observateur une transformation (x,t) — (X, t) définie par

X = Q(t)x +cft
(1.49) {? 4 f t> ) ou pour tout t, Q(t) e SO(3) et c(t) ek’
La charge libre q; est, de fagon évidente, un champ objectif (Lagrangien).
On note R_ le nouveau repére.
On a les relations suivantes :

<1.50)5°‘ =Q(t)g°‘, 64 =06q°, AV = AV.

Le vecteur moment dipolaire électrique vérifie alors PAV = Q(t)(13 AV)

Le tenseur moment quadripolaire électrique QNAV = Q(1(QAV)Q™ (1)  sn
Le vecteur de fluctuation de vitesse V= Q(t)\:/“ |
Le vecteur courant de conduction LEAV = Q(t)&AV

Les égalités étant triviales, on peut affirmer que ces quantités sont des champs objectifs
(Euleriens)

Puisque I’on a I’égalité Q, . = Q;()Q,;,, on peut dire de méme quant au vecteur P de

.7
polartsation effective.

Par contre, le moment dipolaire magnétique m dépend intrinséquement de I’observateur,
ceci étant di a la présence dans son expression de la dérivée matérielle par rapport au
temps.

Pour le vecteur magnétisation effective, on doit introduire une nouvelle forme :

(15D AV = ﬁZSQQ{Ea X (DJEQ)L +185d;,QAV,

< N -(X. : o o 1 aVJ aVP
ou (1'33)(DJ§ >; =3 _V[ij]éi etdj, =7 oxP +§
On veut démonter que la nouvelle dérivée Dy est objective, ainsi on pourra conclure a

1’objectivité du vecteur e .
On rappelle que :

~ i 3 v %X,
v, = %—q)1 +Quvy; dyy = ijdkl(QT)lp et Vig) = QikV[k,I](QT)lj +-_at—l(QT)‘j'
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Ainsi, on a alors :

(DJga)i = gia - v[ij]gja

aQij a ‘o T o il (AT o
:_GTE"j +Qy%; _Qikv[kj](Q )lejm‘im _%(Q )]ijmim
= QU(D Jé“ )j , "ot le résultat.

—

v
Puisque I’on se place dans un cadre non relativiste, %((1 .On note O([¥]) =€ O(c)ou ¢

est un parametre trés petit proche de zéro. En effectuant un développement en série de
Taylor et en retenant au plus les termes d’ordre £, on admettra que la force de Lorentz
appliquée a la charge 6q*“ vérifie :

1598f% = Q(1)5f% .

D’ou la relation pour Ie couple pondéromoteur ,,C :

(155 CAV = Q(t)] , €AV].

On ne cherchera pas a conclure quant au scalaire ,, w représentant une énergie, celui-ci

sera en fait remanier lorsque I’on énoncera le 2™ principe de la thermodynamique dans le
chapitre 2.

On remarque finalement que I’opérateur dérivée convective vérifie bien le principe
d’objectivité :

si un champ de vecteurs B vérifie B=QB, alors B=QB.

En effet :
BB -5, 5
VT ] a’)‘(l i a')\ik
aQi‘ . ov aQ; ov
= atJ Bj +Q'ij - ijBki:Qil E;TL-(QT)mj +——a—tl—(QT)lj +Qiij§t
. ov, ov,
=Q;B; - QiBy §+Ql‘jBJ‘ &T
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CHAPITRE 2 :

Dans ce chapitre sont rappelées les lois de 1’équilibre en électromagnétisme des milieux
continus : I’équilibre des forces, 1’équilibre des moments des forces, la conservation de
Pénergie et le second principe de la thermodynamique. Il est mis en évidence deux
formulations Eulériennes possibles de ces équations. La seconde répondant au principe
d’objectivité est alors retranscrite dans la configuration Lagrangienne en ne considérant que le
cas des diélectriques non magnétisables. Dans I’hypothése du choix des wvariables

indépendantes (F,ﬁ,ﬁ, 9), I’inégalité de Clausius-Duhem apporte certaines restrictions : les
lois de comportement. Bien entendu, celles-ci amenent a restreindre dans le cas des
diélectriques non magnétisables le systéme de variables a (F,I*I,B)‘ Puis dans le cadre d’une

évolution adiabatique, il est proposé pour les matériaux isotropes et homogenes une
linéarisation des équations. On pourra constater que dans ce cadre seul le cas d’une
polarisation initiale non nulle est intéressante.

1/LOIS D’EQUILIBRE EN ELECTRODYNAMISME DU CONTINU

En respectant les notations du chapitre 1, on considere un corps matériel QQ plongé dans
un champ électromagnétique. Les hypotheses sous lesquelles les lois d’équilibre seront
€noncees sont les suivantes :

(1) 1l existe différentes contributions d’origine électromagnétique définies dans le
paragraphe II / du chapitre 1 :

- une densité de force volumique ,, f définie sur Q
- un couple pondéromoteur ,, ¢ définie sur Q
- une densité d’énergie volumique ,, w définie sur Q
- une densité de force surfacique ,, _f(n , définie sur 0Q
(1) le corps est aussi soumis a des contraintes purement mécaniques :
- une densité de force volumique f définie sur Q
- une densité de force surfacique 1,,, définie sur 6Q

- un apport calorique massique h défim sur
- un apport calorique surfacique Qg définie sur 6Q sous la forme d’un flux g défini par

Q. =g-n
- un apport surfacique N, d’entropie définie sur 0Q sous la forme d’un flux pdéfini par

N ,=p-i; =_9
(ny = P11 ; ON SUPPOSE quUE P = 5

(1i1) 1l existe une densité d’énergie interne, e, et une densité d’entropie, m, définies par
unité de masse sur Q. On suppose que les sources d’entropie sont purement mécaniques.

On note t,, la densité surfacique de force résultante des deux contributions :
b = Yoy Pl
On suppose I’existence du tenseur de contraintes de Cauchy généralisé t défini par :
t,.,=tn..
(ni i
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1-Lois d’équilibre dans la configuration Eulerienne

Dans la configuration actuelle &, de frontiére 05, lié au repére {x, (éa )} les équations
d’équilibre sont :

Equations globales

. d
Conservation de la masse : 2.1 & f pdx =0
3

Equilibre des forces : Q22 —(%J pvdx = j(_f+M? X + It ‘1 da
8 ) 8
Equilibre des moments des forces :
@3) —(%f(i X pV)dx = f{i X (F+MF)+M E}dx + I{i x(t- ﬁ)}da
8 [ (&
Conservation de I’énergie :
2.4 %!p(%v2 +e)dx = f(F-V+ph+Mw)dx+ f{(t.v).ﬁ+q’-ﬁ}da

8 B

. . d h
2" principe de la thermodynamique : 2.5 aj pndx > I pgdx + j p-nda
8 19 a6

Remarque : on peut proposer une seconde formulation de 2.2), 23 et 4. En soustrayant
membres 2 membres les égalités 2 2), 2.3), 24 respectivement aux égalités (1.40), (1.48), (1.41), on
obtient :

2.6) iJ.(G+p@‘)dx=I?dx+f(t+Mt+G®V‘)-ﬁda
dt 3 3 e

(2.7)%_({5(’X(G+p?)}dx= jix?dx+j{§x(t+Mt+G®V)-ﬁ}da
5 3

8

(2.8) (%j{p(zlvz +e)+u}dx:J(f'-\“f+ph)dx+f{(t+Mt+G®§)-V—S’+q}-ﬁda
3 d o

Dans la 1 forme 2.3), 2.4, 2.5, I’action des champs électromagnétiques sur la matiére ressemble
a une action a distance telle que la gravitation (de la mécanique Newtonienne), tandis que dans
la 2™ forme @.6), 2.7, 2.8), €lle ressemble a des actions d’inerties et de contacts .

Equations locales

Pour passer des équations globales aux ¢quations locales, on utilise les théoréemes de
localisation habituels et on obtient alors :

Conservation de la masse : 9 p+pdivv =0

Equilibre des forces : @.10) pV = T+, F +div't
Equilibre des moments des forces : @.11) gt +yC; =0
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Preuve de 2.11) : on a d’apres un théoréme de localisation :

(7 V), + (7 x p¥),dive = {7 x (Foy )8 + (Fxt-a),, |

donc d’apres la conservation de la masse :

(f X pi.’/)i = {i’ X (i:%-h,[_f:)}i+,\,[ci + {fl x (t- ﬁ)}i + {? x (t- ﬁ)’l }i ;

en utilisant I’équilibre des forces, I’équation se simplifie :
O=yc, + {7, x (-7}

ce qui revient a écrire :
O=pC; +e,t; cqfd .

En remplagant ,,c, par son expression (133, on peut donner une autre formulation de
I’équilibre des moments des forces :

— \ -1
@)ty = %J.Pk] +B[jcﬁﬁk], Uty =2 (tjk —tkj)

Conservation de I’énergie : 2.13) pé =t: VvV + N p.% TI-o% B+ divg + ph

ou (2.14) tVV =t,v, ..

Preuve : on a grice a 27, pv -V + pé = f - ¥ + ph+,,w + div(t-¥) + divg,
d’aprés I’équilibre des forces, pé = ph— T - ¥+, w +div(t- ) - (div't)v + divd,
s0it pé=,,w—,,f -V +t: V¥ +divg +ph .

L’équation (1.33), donne alors pé=tVv+ T-&+ p% T1-09% B+ divg+ph cqfd.

Les théoremes de localisation permettent ainsi d’écrire immédiatement :

1 1
Second principe de la thermodynamique : 2.15) p7 2 a(ph + divq) +q- V(gj

On introduit Ia notion d’énergie libre W définie par :
cie WP =e—mo .
Par élimination de ph+divg a l’aide de I’équation (2.13), on énonce une forme du second
principe :
1

(2.17)—p(lP+né)+t:VV+ﬁ-%+p%’-ﬁ-oﬁ}?-§+6q’.Ve2O )

Remarques :
- Contrairement a la théorie de I’élasticité pure, I’équation de 1’équilibre des moments des

forces ne donnent pas la symétrie du tenseur de Cauchy t.

- Les vecteurs I et Bne vérifient pas le principe d’objectivité, ceci étant di a la dérivée
matérielle.



26

Autre formulation des équations locales :
_ > \ _1
t(ﬁ) +%in) +B“o%>j), ou t(ij) = ;,,(tji +tij).

s t est un tenseur nécessairement symétrique.

On définit le tenseur ;t par c.18) g t;; =
En écrivant t; = ty Tl eten utilisant la 2™ formulation de 1’équilibre des moments, on
peut démontrer que ; t peut étre aussi défini par :

=1, +PJ..§ + %, B,

(2.19)Etj,-

Si I’on définit une nouvelle énergie interne € et une nouvelle énergie libre W par :

| . - 1 - .
(2.20)€Ee+509?-B ‘P=‘P+509P-B

en remarquant que 2.21) pﬁ = 1:’+ (13 . V)V
ete.2) tVVv=tVv+ %-(IS-V)V+]§-(Q97¢TO-V)V

I’inégalité de Clausius Duhern peut alors s’écrire :

1
<2A23>—p(‘1’+n8)+ th+P %+Q%°B+J %+6 V620,

soit en introduisant la symétrie du tenseur t
A . . . - Y - 1
(2.24) —p(‘P + ne>+Et:d+P-%+o%’-B+L7 . %+5q-ve >0,
1 an aVi

ous d; =3 8’Xi+5—)zj— .
La conservatlon de I’ energle donne :
(2.26) pe— t: d+P E+o90-B+.7 - %+dlvq+ph
En introduisant la charge effective q°", ainsi que la force effective de Lorentz | f
@ q" = q, - divP et f qrE+ %(ﬁ+13) x B,
I’équilibre des forces devient
@18 pV = f+Lf +divgt+ [(Vﬁ) -o% — (diVQ@_.?) ‘B~ (09”? . V)ﬁ] .

Dans un diélectrique en mouvement sans propriété de magnétisation, cette relation se
simplifie

229) PV = ?+Lf’ +divgt.
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2-Lois d’équilibre dans la configuration Lagrangienne

On se place dans le cas d’un di€lectrique (en mouvement) non magnétisable W =0.
Le corps Qest affecté de la déformation ¢ QxR* >3

(X.t) > (X, )=
((bt)tek_ est une famille de difféomorphisme de Q sur ¢,(€).

On note F, le gradient de déformation ¢,: T, — T, 3, de Jacobien J,.
On supposera que pour toutt J, 0.

Le passage de la configuration Eulerienne a la configuration Lagrangienne est régi par les
formules suivantes :

Les scalaires : LI"(X, t) = lI’(x, t), n(X, t) = n(x, t), G(X, t)= O(X, t), h(X, t) = h(x, t)
(2.30) pO(X,t) = Jpp(x, t) ou x = ¢(X,t) .

Les vecteurs : %(X,t) = %(x,t).[‘1 1§(X,t) = J,B(x,t)F " 7 (X,t) =] Fﬁ (x,t)F T

@31) v,0=V oF (X, t) = J,B(x, T G(X,t)=J,q(x, t)f "
Letenseur:  S*(X,t) = J,F't*(x, t)f "
(2.32)

Par conséquent, ona : ; S*(X,t) = JF ' t*(x,t)f " donc J, ; t{x,t} d=; S(X,t}D
oIl N = oIl
(2.33) E(X’t) =J, P(x,t)F Tdonc ) . &(x,t)- P(x,t) = F(X,1)- o —(X,t)
17 (x,1) &(x,1) = T(X,1)- F(X, t)et I,d(x,1)- V.0 =G(X,1)- V46
F(X.6) =1, f(x,tF
Dans I"hypothése des charges mortes, on a aussi :
@2.34) ?(X,t) =] Ff‘(x,t)l"
On peut alors écrire les équations locales dans la configuration Lagrangienne :

Equilibre des forces : @35 P, % = f+j‘ +DIV, ;S
Equilibre des moments des forces :
236 g S ;=g S;
Conservation de ’énergie: 237) p, %:E SSD+ %] K+ 7B+ DIVyq+p,h
Inégalité de Clausius Duhem :
(2.38)—p0(%tw—+n§)+ SD+%—I L+ - &+ é‘ 0>0
ov. Ov
ou 239Dy = —(aX 6Xi)
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11/ LOIS DE COMPORTEMENT

Dans toute la suite, on écarte toute source de chaleur, c’est a dire h=0 et g = 0.

1-Conséquences de I'inégalité de Clausius Duhem

Enposant P(X,t)=1J,, t(x, )7, I'inégalité 238 s°&crit :
60)  oF ol

ov = - =
(2.40)—p0(§+n5)+EP:E+E-%+J-%20.

On choisit pour variables indépendantes le systeme I' = F(F,I:I,E,B) ;
ean¥ = ‘{A’(F,l:l, E,G), EP:Eﬁ(F,ﬁ, E,G)
On est alors amené a poser les restrictions suivantes :

o¥ - W . ¥ . oz oz
: — = -1 —=&, —= —_— &>
@4 n, p, =Y B 0,p, o Let 7 &>0.

Démonstration : On considére deux cas :
* ]a déformation est indépendante du temps ; soient o, B et v trois réels quelconques.

~ eta :eto = ﬁt =ﬁt = }:31 =Bt
On pose 8, tel quey < - LI telque { = ° . LB tlquesy -° .,
6‘0 = aeto Hto = Bnt‘, Bto = YBto

et on suppose ces différentes fonctions constitutives : & =% , 7, =7 etn, =1, .
Puisqu’en t_, I’équation (2.40) devient :
oV Lo ool on z ¥B) = z
_ 22 R —p . —p, —— - €20

on obtient les restrictions (2.42),, (2.42), (2.42), (2.42)s .
* les variables 6 . I1. B sont indépendantes du temps ; soit a un réel quelconque .

{3

t‘O

i

O a)-l t l ’(\blto = q)to d [aﬂﬁ)
n pose ¢, tel que { = . donc | —
¢xo = a¢ t, at t

o

P: 7 - &>0 d’ou la restriction 2.42), .

PoaF ot TE ot

En t, (240 devient oc(

Remarques :
*on suppose ici que le milieu est homogene, ce qui permet de ne pas prendre X comme

variable dans le systeme I".

. . . \ . o ‘
* puisque —— =0, on est amené a restreindre le systtme des variables indépendantes a
I =r(k1L6).
* grace a I’axiome d’indifférence matérielle :
.43 pour tout Q € SO(3), ¥(QF,QT1,6) = ¥(F.1i,6),
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on peut dire que P ne dépend pas directement du couple (F, I:I(x)) , mais du couple (C, fI(X))
ou ( désigne le tenseur de déformation de Cauchy-Green défini par ( = F'F
On posera alors :
a4y W = ‘i‘(ﬂ,ﬁ(X)) )
£S représentant le 2™ tenseur de Piola-Kirchhoff défini par la relation (2.33), on peut établir :

_ oF
45 g S= po—éc— )

2-Symétrie matérielle

1] Isotropie et premiéres conséquences

On supposera que le matériau est isotrope, ¢’est a dire que le groupe de symétrie matérielle
de ¥ est 03(TBTCR) . T3 515
e46Pour tout Q € O] (T(ZJ’, T(Z’) , ‘i’(FQ“,Qﬁ, 6) = ‘i’(F,ﬁ, 9) QY /N'
En conséquence, on obtient les relations suivantes : TCB F
L 1(QCQ™,QIl,8)=,T(C,11,6)
e ? H(QCQT,QIL,6)=,F(C,11,6)Q"
.S(QcQ™,Qi1,6) =Q, §(C.11,6)Q™!

2] Autres conséquences dans le cadre d’une évolution adiabatique

Dans I’hypothése de I’isotropie du matériau, ¥ doit étre une fonction isotrope du tenseur
{ et du champ de vecteurs TI(X). Sans explications techniques, on admettra que‘f’ ne dépend

pas alors directement du couple (C, ﬁ(X)) mais de leurs invariants par ’action du groupe
SO(3), soit :
a1, =Tr 0,1, =(Det ¢ Tr 1, 1, = Det ¢ , 1, = [I-I1, I, = i1-(eF1), 1, = (1) (e

On pourra pour ces résultats se référer & un ouvrage de C.C. WANG .
On se propose simplement de vérifier que ces différentes quantités sont bien des invariants :

Pour tout Q €SO(3), (Qﬁ) O(Ql:[) =TI-T1.

On considére les tenseurs F et { définis par :

T@—F—>T8 T@’—LT@
Q4 / F=FQ" Q4 $QT {=F"F
TCB ¥ T&o’——ﬁ—-)'l“&o’ {=0Q"Q™"

on a (QfT)-(TQft) = (Qf)-(Q i) = (i) -(Q 1) = F1-(ef1),
¥ )= (Qeii)-(Q"ert) = (Q off)-(q o) = (efd) - (er1) .



< 0P =z o¥ . OP
PuisqueES:—et%=—,onaES=—a—

ol 0

Or on peut démontrer que : (249)

oL, ol,

1 . Ol 1 2 1

—=G", =10 -10*, 2 =1,0", =X =0,
’ ? Yoo ol

1 1|1 1,1 |
x4 10 -2 _ 2 2 _l1t2 g 2
avec { _—13(0 L,0+1,1) et € T [—I C +(1 L ]C+(—I Iljl],

) I B o, .
— =TT, = ={M)@N+TNQI), ==-32=—2=0, ===
a ®’ac()®+®()an VT E
a, . al, .

—2 = 2011, —> = 20*7 .

oIl o2

Donc le tenseur S et le vecteur champ électrique L peuvent s’écrire sous la forme :
EE(C,IZI) =y l+yl+y,0* + y3ﬁ®ﬁ+%y4[(ﬂﬁ)®fl+ﬁ®(lfﬁ)]

@509 =, . - - -

%(C,H) = ot IT + o, 0TT + at, 0T

ot les v, etles a, sont des fonctions de X et des invariants I,, ..., I, de € et IT.

On supposera que les fonctions vy, (X, ) et o (X, ) soient différentiables.

3] Linéarisation

*Linéarisation des champs de vecteurs et de tenseurs :
Puisque on a

SPP(0TT) = 7,8 4y 0% 49,0850 4y TP + £y, (C2TT°TP + TMCETTE)
ou (=142, pour E proche de 0 et IT= I1, + P avec p proche de 0, alors
0,5 8, S*® _
LS (14+28 10, + B)=, S (1,11, ) + (;CT) 2ECD+( - ) pe +0(E,B).

0

Or de simples calculs montrent que I'on a :

ol al, ol
(v (B (2]
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0
&, o, oy, J (ay‘ ay) .
L (T - -1 E §48 4| —L AL AB
+(811+812(2 I3)+al3 3 OTr O™ + 515+2516 E.(H0®H0)8
0
or; O, oY oy, 0oy, L.
+(5TI—+E(12—13)+5II3 OTrE IIATIR + L. +2£ OE(HO®HO)H§‘H§
+%(Y4)O(EADHODHB HAEBDH ) ou 1 e{ ,1,2} et Je{3,4}
68) c (w &, ay-j -
==L 42=L 425 1O, - oA
(aHC P\e, e, T, o P
ory O 5’}’;} -
+2—+2 I1, - pritIme
(314 o, o), ot
+(v; +7v,), (P2 + 115 p" ouief0,12} et je{34},

d’ou 1l existe des fonctions A, A,, B;, B,, Ky, My, &y, O, et nde varable X telles que :

@50 Eg(l + ZE,I:I,, + 5)=E§(1>ﬁ0)

[, (Tr B)+ a, (B(7, @11, )) + B, (EL, - B)[t + B+ [ BT, ) @ T, + T, @ (BT, )
[x (Te B)+ o, (B:(1T, @11, )) + B, (I, p)]ﬁ0®ﬂo+uz(f)®ﬁo+ﬁ0®f))
+0(E,f_)) .

De méme,

_ . capo= oy [0F o&A

(142811, +p) = E*(1,T +( ] 2ECD+( ) p€ +o(k,p)

( 0 ) ( 0) (D 0 ATIC i
ou

DEA da;, O da da;, _ oo .-
(%CDJ R _(8T+8T(1 -1 ) EIJ Tr B 1) + (5—”‘ aIJ E(H0®H0)H§
0 0

0

+ (o, +20,), (BT,)"

o%A do, _da, oo\ = _
(anc) P z(au 2, +2616) M, -BII) +{ox),p"
0

0
D’ou il existe des fonctions A, B;, a;, v, et & de X telles que :

2.52) é(l + 28,11, + f)) = 2?(1,1:10)
+{7\.3<TI' E)Hx (E (I:I »+B3( 0 p)]ﬁ, + B, +§f)+o(E,f)) :



Remarques : lorsque le matériau n’est soumis a aucun effort extérieur, que ce soit mécanique
ou électrique, ona E=0 et p=0. Dans les formules (2.51) et 2.52),1] reste :

- S(I,HO) le tenseur de contraintes résiduelles ; d’aprés 2.50,0n a

Eg(l,flo) = (yo +v, +y2)01+(y3 +y4)01:10 ®f10.

- %(l,ﬁo) le champ ¢lectrique résiduel, avec %(1,f10) = (OL1 +a, + a3)01:10 = E11, .
Dans I"hypothese ou &(1,11,) =0,

si ﬁo #0, alors &=0, d’ou dans I’expression de %(1+2E,ﬁ0 +f)), la composante Ep
disparait.
Par contre si I1, = 0, alors (251 et .52 deviennent :

2.53) Eg(] +2E,§)=E§(1,6)+ k1<Tr E)l +u,E ou Eg(l,ﬁ) = (yo +y, + yz)ol ,
et (1 +28,5) = &p.

Donc sous les hypotheses fIO =0 et %’;(1,5) =0, le tenseur E§(l +2F, f)) se résume au second

tenseur de Piola-Kirchhoff de la mécanique classique, ce qui sous-entend que les contraintes
d’origine électrique sont au moins dans ce cas d’ordre 2. De plus le champ électrique est alors
proportionnel a la polarisation.

‘ _ & 2.8

D’apres les lois de comportement 2.42) et 45, 0na — = ——.
o oIl
Or d’apres les €galités utilisées pour établir les formules .51y et 2.52), on peut €crire :
o&"
N g
et
aE SAB
ol

On peut alors conclure que B, = 4,, B, =a; et p, =37

= A, T158% + o, ISTIATI? + +y (125 + 11287),

= BIIS8*% + B, TISTIATI? + pu, (TTP6% + TT2A5P)

* Linéarisation des équations du mouvement :
Soit ¢, la configuration non déformée 1, et I, un vecteur de polarisation non nul.

Le but de ce paragraphe est de linéariser au point (¢ﬁ) :(d)o,flo) les équations du

mouvement p0-5t—= f+Lf+DIVEl3 pour un petit déplacement de vecteur U et une petite
variation p du vecteur de polarisation.

On supposera que le champ électrique %(l,ﬁo) est nul. Par contre le matériau étant

initialement polarisé, il existe des contraintes résiduelles c’est a dire §(1,f10) #0.
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Soit ’application f: (¢,ﬁ) - f(d),fl) de classe C*sur & x«®, ou € désigne ’ensemble des

configurations ¢ de Q et «® celui des champ de vecteurs de polarisation (voir le début du
chapitre 3 pour de plus amples précisions). On note T(%_ﬁo)f la différentielle de f en (¢O,ﬁ0),
qui est une application de classe C*™' sur T,, € x Tﬁoac,@, ou T, € désigne le plan tangent a
I’ensemble & des déformations sur Q en ¢, et Tﬁoe@ désigne le plan tangent a I’ensemble
«® des champs de vecteurs de polarisation en TT,.

La linéarisation de [’application f au point (d)o T 0) est définie par :

25 L o) f(5.5) = £00,71,)+ T, ,f(@.5).

On linéarise de cette fagon chacune des composantes figurant dans les équations du
mouvement :
Soit a :h— o, une famille de déplacements continiment différentiables (ainsi que leur

da
gradient) au voisinage de h = 0 telle que —2  =TGet ahLFO =0,.

dh h=0
Soit 11 :A —>1II, une famille de champs de polarisation continiment différentiables au
g I, . - .
voisinage de A = 0 telle que Y =P et HA!H =TI1,.
A=0

La linéarisation des différentes composantes sont données par : 2.55)

f:(¢,11) > F L) f(BB) =B + Vi=1+ Vi,

£ :(¢,11) > Det P=1J Ly oy f(8.5) =, +(div @),

£:(.11) - % Ly, )f(E.5) = dd;h LO ¥ (ciit;1 ’

f:(9,01)—, P Lo f8B) =2y +(?F—§)O:Vﬁ+(%)0f),
or 6Eﬁ:va= 6(F’Sg):vrpFa(Eg)-.Ww;é.Vﬁ: 2F6E§:e(ﬁ)+E§.Vﬁ,

oF of of ol
ob e(T) = LH(Vi+ V).
S . . g
On notera —a—C—zEC qui désigne ainsi le second tenseur d’électro-€lasticité.
5,0 oS5 8,5 o%
= = F - F_ .
ol o1 oIl o)

—~ X A . a:
£:(6.11) > -DIVTT &) L, f(55) = ~(DIVy T, [_fr(li)) fﬁ[ x J

0

On peut aussi remarquer que

6%()() :Vu

0

lorsque 1’on suppose %(ﬁ)o ,6) =0
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o n P an Pt
z o F%(X)) ) z S
0Z(x) ( : 0% S 2%
Vi=——Vi=& Vi+F—:Vi= &-Vi —:e(u).
et — Vi 5 i=& - Vi+f P Vi=& - Vi+2F x e(d)
En supposant qu’au point (¢O,I:IO) on ait
dzoch - = ~
@360 Po{ ~g7 | = fo+. f, + DIV Py,
0
la linéarisation des équations du mouvement est alors :

d*u

@57 Py e 5f +8L_f: + DIVX[Z+ESO.VT1]

—
-~

I ) _fa) _ fad)
ou Z=2EC0:e(u)+(E} p et 8Lf=—(DIVXH0 (Bﬁ} p+2(E} -e(i

0

On notera que le tenseur lin€arisé X est exprimé en fonction de (ﬁ, f)) par : (2.58)
T= [x, (Tr e(ﬁ)) + o, (e(@) (I, ©1L,)) + b, (11, -13)]1 +p,e() + n[(e(ﬁ)ﬁo) ®TL, + 11, ® (e(ﬁ)ﬁo)]
+ {kz(Tr (D) + o, (e(@) (M, © 1, )) + B, (I, .ﬁ)]ﬁo ®T1, +u,(p®T, +11,®5) .
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CHAPITRE 3

Le chapitre 3 se décompose en trois parties :

- dans la premiére partie, les €équations non linéarisées répondant au probléme de
traction dans le cadre de I’électro-élasticité statique sont présentées a 1’aide d’un
opérateur @ . Cet opérateur est défini du produit &€ x «® de I’espace des configurations
€ et de I’espace des champs de polarisation «& sur I’espace des charges .2 . Grice au
tenseur ,t défini dans le chapitre 2, il est possible en se restreignant au cadre de
I’électrostriction d’effectuer un découplage de ’espace des charges : £ se décompose
en somme directe de I’espace des charges £~ d’origine mécanique et de I’espace .2,
des charges d’origine électrique. L’action naturelle du groupe SO(3) sur I’espace de
départ € x «&® amene a définir une action de groupe sur ’espace £ : action du groupe
SO(3) sur la composante mécanique £ et action du groupe O(3) sur la composante
électrique £, . Le but est alors d’étudier la « géométrie » de I’espace des charges 2.

- I'objectif de la deuxiéme partie est double : caractériser le fait qu’un couple de

charges 1= (1 i ) n’admette pas de couple d’axes d’équilibre et décomposer 1’espace

des charges .£. D’abord on définit les applications linéaires notées @ M etk

désignant respectivement les applications « résultante », « moment résultant » et « charge
astatique ». Cette demniere application permet de traduire simplement qu’un couple de

charges | est en équilibre relativement a une configuration ¢ en terme de symétrie du
tenseur k(T,d)) de W, x W, < N, D’apres les actions des groupes SO(3) et O(3)
sur les espaces -2 et £, on caractérise pour un couple de charges donné les éléments
de SO(3) x O(3) conservant son équilibre relativement a la configuration non déformée
lo: par exemple, le couple de charges 1= (Tm,Te) n’admet pas de couple d’axes
d’équilibre si et seulement si les valeurs propres des composantes respectives mécanique
et ¢lectrique du tenseur k(T,lQ) ne sont pas opposées deux a deux. Ensuite on s’intéresse

a décomposer grace a "application « charge astatique » k I’espace des charges - : on
caractérise le noyau de I’application k , on démontre que k est une surjection de & sur
¥ NG, puis on utilise la décomposition algébrique en « noyau et image ».

- la troisiéme partie consiste d’une part a classer les couples de charges en différents

types et d’autre part a décrire suivant le type du couple 1 Iintersection de I’orbite de 1
et de D’espace %, constitué¢ des couples de charges équilibrées relativement a lg. La
classification des couples de charges équilibrées 1 se transpose grice a I’application
« charge astatique » k 2 la classification des tenseurs symétriques k(T,lQ) de MEXANE.
Celle-ci s’effectue selon [’égalité ou non des valeurs propres de chacune des
composantes mécanique et €lectrique du tenseur k(T,IQ) et selon la condition de non-

existence de couple d’axes d’équilibre. On dénombre alors cinq types de charges
d’origine mécanique et sept types d’origine électrique. Afin de décrire I’intersection de
I’orbite d’un couple de charge 1 donné et de ’espace -&,, on se pose alors le probléme

de la bijectivité de I’application k qui permet cette transposition. L’étude de cette
intersection se fait en deux temps : étude des charges d’origine mécanique suivie de



I’étude des charges d’origine électrique. Il est & noter que dans le cas le plus simple, cas
des couples de charges de types (0,0) ou (0,0°), cette intersection dénombre quatre
couples de charges.

[/INTRODUCTION

En considérant pour matériau les diélectriques non magnétisables, on a
W =0 et q, =0, cette dernicre égalité traduisant que les diélectriques ne possédent

aucune charge électrique libre. On suppose de plus que le champ magnétique &% est
constamment nul : & = (B3 =10.

On considére un diélectrique Q(c R’ ) , qui est plongé dans un champ électrique et qui
est aussi soumis a des efforts mécaniques. La densit¢ de force volumique d’origine
mécanique est notée f et celle d’origine électrique Mf La densité surfacique de force
résultante des deux contributions est notée f, =t-fi ou t désigne le tenseur de

contraintes de Cauchy.
On a démontré dans le chapitre 2 que les équations du mouvement peuvent s’écrire dans
la configuration actuelle & = ¢(Q) :

%j(éwv)dx:[?dx+j(t+Mt+G®v)-ﬁda, 26)
8 3 o)
ou ,t est un tenseur défini par

i_‘.de—-_‘.(Mt+(q}®V)~ﬁda=—J‘lezdx. (1.40)
dt 8 e 8

On avait remarqué dans le chapitre précédent que ces deux €galités peuvent s’interpréter

de fagon formelle comme équations de I’équilibre, ou ,t désignerait un tenseur de

contraintes d’origine €électromagnétique.
Dans le cadre de ’¢lectro-€lasticité statique, elles s’écrivent plus simplement :

3.1 _ﬁ‘dx+ I(t+Mt)oﬁda =0
8 8
32 j o TAX + j(—Mt)»ﬁda =0
8 93
ot yt'=E'D,’+ &P —1D, -E8"
et f= (13 V)%
avec le tenseur t+,,t symétrique.

A Dégalité 3.2), on peut préférer
(33) j L?dx+ j.(—Ft)-ﬁda =0
4 2
ou  t! =E'D '-1D_-Ed"
et f=-divP &
Ainsi, la force d’origine électrique | f ressemble & une force exercée sur une « charge »

- d1'VXI3 , quantité qui refléte la propriété de polarisation du matériau au point X ; cette
charge est appelée « charge de polarisation ».
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Remarques : -
* dans le cadre de la statique, ona £ =E.
* si [’on additionne membre a membre les €quations 3.2 et 3.3), on retrouve les équations
d’équilibre 2.29) :

f(f+L1:°)dx +f gt-fida=0,
3 &

ol t=t+P® g

On peut alors reformuler le probléme de traction ainsi, en prenant des notations plus
uniformes :

Un diélectrique Q(c R?) est soumis 4 :
- des efforts mécaniques surfaciques T, et volumiques F,,

- un champ électrique qui engendre des efforts surfaciques 7, et volumiques F. .
Si I’on suppose qu’il est en état d’équilibre, alors les équations suivantes sont vérifiées :

oun P =J,(t+Mt)F'T et PC:J,(—Mt)F’T ou Pc=J,(——Ft)F‘T suivant que l'on

choisisse M? ou , T pour expression de la force volumique d’origine électrique.
En regroupant on a aussi :
{DIVXEP+Fm +F =0
T L 3.5
PN=7T +7,

ou ;P=P +P . On dira que P_ et P, sont les composantes d’origines respectives
mécanique et électrique du premier tenseur de Piola-Kirchhoff généralisé _P.

La décomposition 3.4) suggere de considérer les forces d’origines mécanique et €lectrique
de fagon indépendante. Il est clair que la présence d’un champ électrique n’a aucune
influence sur les forces d’origine mécanique. Tandis que le fait de soumettre le matériau
a des efforts mécaniques influe sur I’expression des efforts d’origine électrique, ceci
¢tant di a Deffet piézo-€lectrique direct. Donc en toute rigueur, pour effectuer un
découplage de I’espace des charges en I’espace des charges d’une part d’origine
mécanique et d’autre part d’origine €lectrique, il faut supposer que le diélectrique ne
possede que la propriété piézo-électrique inverse, c’est a dire la propriété
d’électrostriction.

Sous cette condition, on peut alors supposer quetoute charge volumique
(respectivement surfacique) soit représentée par un vecteur de R® | les 3 premiéres
composantes représentant le vecteur charge d’origine mécanique et les 3 autres
composantes représentant celui d’origine électrique.
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Ainsi,
une charge volumique d’origine mécanique F_ est représentée par le vecteur de R° [ 6’} ,
. N . = . , 6 0
une charge volumique d’origine électrique F, est représentée par le vecteur de R )
et on procédera de méme pour les charges surfaciques ©_ et 7.
On note L I’espace des charges 1 =(F,7) € R® xR,
On munit R® de la métrique usuelle et on définit un produit scalaire sur ’espace L par :
pour toutes charges 1 = (??) et 1= (?,%) del,
ao (1) = J(F().F()) ax+ J(E00.700) 8.

Q

L est alors muni de la norme de I"espace produit 17(Q) x 1?(8Q).

Remarques :
* si | et ] désignent respectivement des charges d’origine purement mécanique et

purement électrique, on a (Tm ,Te> =0.
* il sera commode de décomposer ’espace L en L=1L_ ®L, ou L et L, désignent

respectivement 1’espace des charges d’origine mécanique et électrique.
On définit un nouvel espace vectoriel des charges £ par :

anL = {(F,E) eR® xR/ [ E(X)dX + [#(X)dA = 6} .

Celui-ci peut aussi se déconposer en .i; =L &L, avec

L, = {(Fm,%m) ek’ xR/ [F,(X)dX + [ 7,,(X)dA = 6}
Q aQ
(3.8)

L, = {(Eﬁe) el xR* / [F,(x)dX + [T (X)dA = 6}

Les équations de I’équilibre peuvent alors s’écrire sous la forme :
3.9 CD(({),I:I\) = {(Fm,:ﬁm),(?e,?e)}

ou @ désigne ’application définie par :
o100 ®(,11) = {(- DIV,L, P, N),(- DIV,P, PN},

m>"m

m> "m

(d),l:l) , alors [(Fm,fm), (Fe,fe)] €L, 0L,.

En effet, les équations 3.5) permettent d’écrire
[F.(¥dx+ [7,(x)dA = - [DIV,P,dx+ [P, NdA =0
Q a0 Q [5:9]

On peut remarquer que si [(F T ) (Fe,fe)] vérifie les équations 3.4y pour un couple
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d’apres la relation j‘ P_NdA = J-DIVXPde ; d’ou le résultat pour les charges d’origine
X0 Q
meécanique, celul pour les charges d’origine électrique étant identique.

Si on désigne par € 1’ensemble des configurations (ou déformations) de Q défini par :
o€ ={b D> /9(0)=0, ¢ cl*(QK), J, = detD, )0},
(67:0(Q) = Q est supposé aussi dans B : ¢ et ¢~ sont alors de classe €')
et par «® Y ensemble des champs de vecteurs de polarisation défini par :
3.12) P = {I:Izﬁ —> R/ eﬂl(ﬁ,l{3)},
Popérateur @ est définide € x«® dans L= &L, .
oW
oF
fonction énergie libre W= p(,‘f’ est une fonction de (X,F ﬁ) eQx ¥} xR’sur R. On
supposera la fonction W de classe C*(Qx o] xR?).

oW

On pourra alors dire d’apres la relation (2.42), il & que Ie champ de vecteurs L est

Le tenseur P =P +P est défini par la loi de comportement (242, Ef’ = , ou la

de classe C'(Qx o975 xRk?).

L’axiome d’indifférence matérielle 2.43)

pour tout Q de SO(3), W(QF,QII(4(X))) = W(F, T1(6(x)))
permet d’affirmer que

0.1 B(QF, QTI($(3))) =, M(F. T1($(x))).

On supposera de méme pour P_ et P, :

a19 P, (QF,QI(6(X))) = QF, (F, [1(6(x))) et B.(QF,QII(6(x))) = QP (P, T1((X))).
L’opérateur @ possede alors la propriété suivante :
G1spour tout Q de SO(3), ®(Qp, QII(6(X))) = (Q1,.,Q1.).

Cette propri¢té amene a définir des actions sur les espaces €, L, et L, par:
actionde SO3)sur €: Q ¢ =Qo0

de SO(3) sur -&,: Q T,(X)=(QF,(X),Q%,(X) o

de 03) sur £,: Q 1,(¥) = (QF.(X).Q%.(X)).

Remarque : la premiére action est naturelle puisque I’axiome d’indifférence matérielle
consiste a conserver 1’élément de volume ainsi que 1’orientation, cette derniere propriété
imposant que le déterminant de Q soit positif. La deuxiéme est tout aussi naturelle
puisqu’elle découle a travers 1’opérateur @ de la premicre. Tandis que dans la demicre,
on peut se permettre éventuellement un changement d’orientation. Cet aspect qui est lié
au phénomeéne d’électrostriction sera repris dans le chapitre 4.
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II /ETUDES DES CHARGES

1-Définitions

Il s’agit de définir sur chacun des espaces L et L, différentes applications. L’espace
noté dans la suite L désignera alors respectivement L ou L, . Pour que ces applications

aient un sens, il suffira de supposer que F,_ eHl(Q,R3), F, eHl(Q,R3),E eH‘(éQ,R3)

et 7, el'(AQ,R*). On peut remarquer que les conditions relatives & F, et 7, sont

m

nécessairement vérifices puisque I1eH'(QR%)et que W est de classe C? sur
Qx ;" x R*ce qui implique ¥ de classe C' sur Q x €} x k.
Considérons...
(1) I’application linéaire “résultante” (3 :
& L - ®
(3.17 -f N é(‘l’)
ou @1 j F(X)dX + j (XA

(i1) I’application linéaire “moment résuitant en O” 1\71(0, ) :
¥(0.) L - K
¢19 1 > M(0,7)

on M(0,T) jF(x)xox dx+jx(x)xo><dA

Ce vecteur est associ€ a la partie antisymétrique de...

(111)’application linéaire “charge astatique en O” k(O,.):
L - &%,

(3.19) k(O,.) :

1 > k(O T)

ou k{(0,1) jF(X)@OX dX + jx(x)®ox dA.

Remarque : Ces applications sont relatives aux espaces L ou L, ; elles sont alors au
nombrede6‘.@ .Q:’p M_(0,).M, ( ,),k (O,), (O )
On peut aussi définir ces applications sur I’espace tout entier L=1_ &1L, :

par exemple,
L, ®L, — &, <, c W,

(3.20) ( - e) k(O, 1m ’ 1e)
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Autres remarques :
*les applications M et k peuvent étre considérées comme appliquant R° x 1L
respectivement & R® et %,

M(0',7) = M(0,7) + 0'ox &(1)
*elles vérifient : N _ . 6w
ko', 1) = 1{0, 1)+ 0'0® &(7)

En particulier, on peut énoncer :

Proposition 3.22): Les applications M et k sont indépendantes du choix du point O
st et seulement si _Q—@(T) =0, ce qui est équivalent & 1eker @ (=2).

Comme par hypothése ¢(O) = O, on peut définir

3.23) k(O,Tm,Te, )=$:km( (’)Im’d)) y (OOT d)J avec

k,(0.1,.6) = [E.(0)®@ 60X + [ 7, (X) @ 6(X)dA,
k(0.1, .0) = [EO@4(XHX + [7.(X)@4(X)dA,

ou ¢(X) désigne le vecteur 6¢(X) .

—

k(0.1

m >*m>

—

lo) = k,(0,1,) note k(L)

m

- .\ (3.29).
)

On a alors ke(O, [ ,lQ)= k, (oje) noté ke(l

Définition 25 ¢ €€, 1 .2

[= (T L) est relativement équilibrée a ¢ lorsque Tm et L sont simultanément

m >

équilibrées relativement & ¢, c’est a dire M, (T,,6) =0 et M,(i,,¢) = 0.

On désigne par ., ’espace des charges de .£ relativement équilibrées a | .
On peut remarquer que &, = (Em)o @ (Z?e)o ,
ou (gm)o est I’espace des charges d’origine mécanique relativement équilibrées a 1 et

(f}e)o est I’espace des charges d’origine électrique relativement équilibrées a 1.

11 découle directement de 1a définition :
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Proposition (.26):
1, est équilibrée relativement a ¢ si et seulement si k ( 0,1.,0 ) est indépendant de O et

k, (Tm ,d)) est une matrice de %, symétrique.

1, est équilibrée relativement a ¢ si et seulement si ke(O, e,(t)) est indépendant de O et
k, (Te , (])) est une matrice de %5 symétrique.

T est équilibrée relativement a ¢ si et seulement si km(O,Tm , le d)) est indépendant de O

et k ( 1, e,(1)) est matrice de O¥Z symétrique.
En particulier | € .2, ssi k( l) est matrice de O¥g symétrique.

Démonstration : On démontre la derniere partie de la proposition.
1, k, £ .. désignentatourderdlesoit I, k, £ ..soitl, k,, £ .. .

Te £, équivaut a .@(T) =0 et M(O,T) =0 ce qui est équivalent a dire que k(O,T) est
indépendant de O d’aprés la proposition .22) et que la partie antisymétrique de k(O,T)
est nulle. D’ou le résultat.

L, L_ et 1, munis du produit scalaire 3.6 sont des espaces de Hilbert. Les applications

@_et @ étant continues de L_ et L, respectivement dans R’ leurs noyaux

€

L et L, sont des sous-espaces fermés de L_ etl,. Ils admettent chacun un

supplémentaire orthogonal, noté respectivement .2+ et £+ qui sont des sous-espaces
fermésdel telquel =2 &L L, =2 ® L etl=1_1,.

Tout €lément A = (km,kc) el se décompose alors de maniére unique en A =1+1*
avec 1=(1.1,) e, 08, T*=(11,1 ) e L @8 et (I,T*)=0.

Puisque £ = ker.(ZZm et £ = ker.(/?ae, par les applications .(/ém et .(/2e les espaces

Lo et £+ s’identifient chacun a R*. De fagon plus précise :

Proposition 3.27: L’espace vectoriel L se décompose en L=.2& £ avec
L=L &L, 6 L =L L ol Let £ sont des espaces vectoriels de

dimension 3 formés des champs constants de R’.

Démonstration : Soit ¥ un champ de vecteurs de R* indépendant de X € Q.
On définit la charge mécanique constante || = (V,V) :

Pour tout 1, € £,,, {I,.1,) = [jF (x)dX+jr (X)dA:, =0-9=0.

Donc I’espace vectoriel des champs constants, qui est de dimension 3, est contenu dans
25 qui est lui aussi de dimension 3. D’ou I’égalité des espaces. On procédera de méme

pour .£r .
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On peut remarquer que pour tous IF=(,.V.)eLet I} =(9,.9,) £ ona:
7 (T ) mes(Q)v,, @ (l ) mes(Q)v,
M (0,7) = mes(@)0Gx v, M,(0,1}) = mes(@)0Gx V.,
ou mes(ﬁ) = mes(Q) + mes(6Q) et G est le centre de gravité de Q.
On a alors M_, (G,T,,;L) =M, (G,Tj) =0: = 2= @ £ est 'espace des glisseurs
dont le support passe par G.
De plus, k,,(0.12) = mes(Q) 0G® 7, k.(0,1*) = mes(Q) OGO,
k,(G.1})=[v, ®GXdX+ [v, ®GXdA =0,
Q o
k(G.14) =7, ®GXdX + [¥, ®GXdA = 0, ,
c’est a dire, tout élém:nt de £t a unZQ charge astatique en G nulle.
réciproquement, si k(G T) = O, , On a d’apres (.24 km(O,Tm) = O_)G® _@m (Tm) et

ke(O,l) OG®Q’; (l) qui sont respectivement les charges astatiques des champs

constants @m( %es(ﬁ) et @e(%es(ﬁ)' D’ou on peut énoncer :

Lemme 28y, 1 € £* si et seulement si k(G,T) =0, -

Grace aux actions sur les espaces €, L, et L, définies par .16, ’application « charge

astatique » k possede les propriétés suivantes :
Proposition (.29):

(A) Soient 1 e Let ¢ €&

Pour tous Q,,Q, de SO(3), k.(Q,1,.Q,0)=Qk,(i,.0)Q;",
en particulier km( ITm) = Qlkm(im) :

Pour tous Q,,Q, de O3) et SO(3), k (Q,1.,Q,0) = Qk.(1..6)Q5',
en particulier ke(_lfe) = —(Zke(fe).

(A,) Soient e Let ¢ €€ .

Pour tous W;, W, de skew, k (W Tm , d)) =

Pour tous W, , W, de skew, k (WT ,¢) =
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Démonstration :
1, k, £... désignentsoit 1, k_, £ .. soit |, k,, £,..
(A)) Soient QQ; et Q, de SO(3).
k(Q,1.0,0) = [[QFx]@[Q0)x + [[Qi(x)]®[Q,0]dA

Q

= Qle) F(X)®]Q X + j (X) ®[Qz¢]dAJ

car (QE)® W(w) = (7.W)Qi = Q7. w 1) = Q[u ® ¥(#)].

Or i®QW(w) = (Qv)-w i=7-(Q'W)i=i®¥(Q™W),

soit I®QV=1®V.Q".

k(Q,1.Q,0)= QI[J F(X)®¢ dX+ [H(X)®¢ dA} ;
Q oQ

donc k(Q,1,Q,6) = Q.k(1,$)Q;" .

(A;) Soient W, etW, de skew. On note I un voisinage centré en 0 de R.
On considere les arcs paramétres Q; et Q, définis par :

1 > 503 1 > 50(3)
Qi exp(th) Qi exp(tWZ)’ avee
dQ, (1) dQ, (1)

Q[(O)zQz(O)Zl ) =Wl et —

at |, dt
D’aprés (A,), ona k(Q,(11,6) = Q,(Dk(T,¢) et k(T,Q,(1)¢) = k(T,$)Q;'(1).

Puisque les intégrales sont finies, on peut dériver sous le signe intégrale, et on obtient
immédiatement les résultats en remarquant pour le second que :

Q;'(t) = exp(— tW, ) et dQ;'(¥)

=W,.

t=0

2-Conséquences des actions de groupes

Théoréme de Da Silva .30 Soit I € 2, alors (@rm x @, )m L.

1.e. tout couple de charges T=(Tm,Te) de £ peut étre équilibré relativement a la

configuration non déformée 1, par un couple de transformations (QG) de SO(3) x O(3).

Démonstration : On utilise le théoreme classique de décomposition polaire appliqué
dans le cadre de I’espace des matrices de &%©,. Ce théoréme, qui figure par exemple

dans un ouvrage de MNEIMNE et TESTARD), permet de dire que :
km(Tm) € %€, implique Uexistence d’un Q €SO(3) et A esym tel que km(Tm)=TQA ,

et k (1) e, celled’un Q €SO(3) = O(3) et B esym tel que k(I )="OB.
e\t 3
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k,.(Ql,)=A S S
ke((C_ﬂe ;:B ::32} . done (Q1,.Q1) €2, et (Q1,.Q1) €O, xO; .

On a alors
Définition .31 : Soient 1 € £, et (1,7) eR® xR, [u] = [v]=1.
On dit que (ﬁ, \7) est un couple d’axes d’équilibre pour 1 lorsque
pour tous 6,6 de B, (exp(GWﬁ )i...exp(BW, )L) e,
i.e. toute rotation de 1_ autour de I’axe de vecteur i issu de X ainsi que toute rotation de

1, autour de I’axe de vecteur ¥ issu de X ne détruit pas I’équilibre relatif a 1’identité.

Proposition ¢32): Soit 1 €ef,.Onnote A_= km(Tm), A, = ke(L) et A= k(T) qui
sont symétriques. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) T admet un couple d’axes d’équilibre (i, 7).
(2) il existe (3,7) eR* xR°, Jdl = |9l =1 tel que W,1, €(.£,), et W,1, (£
skew ® skew c W, —> skew @ skew ¢ N

(3) (W) (W) (W) n’est pas un isomorphisme.
W - A W + W A

(4) TrA  est une valeur propre de A _ ou TrA, est une valeur propre de A, .

0

Démonstration :
(1) = (2) Si 1 admet un couple d’axes d’équilibre (1, v) eR® xR*, [[u) =] =1,
exp(E)Wﬁ )Tm € (.Em)o
pour tous 8,6 de R, (exp(BWﬁ ),..exp(6W, )_1;) €8, ou et

exp(GWi )Te € (.Ee)o |

d
On considere Y’ application t — ©, telle que GtLO =0et — =1.

dt |,
Puisque exp(G,Wﬁ )Tm e(f}m ) , > alors w1 e(fm ) , car (Em )0 est un espace vectoriel ;
de méme W, 1, € (Q?e)o_
(2) = (1) On suppose qu’il existe (11,7) eR> xR, [i| = J¥] = 1, telle que W, 1, e(l?,m)
et W, I, e(.&)o.
Puisque [ € &, 1_ e(,z?m)o donc A = km(fm) est symétrique.
Puisque W, I e(.gm )0, km(Wﬁ fm) = Wﬁkm(fm) est symétrique.

0

On veut démontrer que si Wik (Tm) est symétrique, alors Wit'k (Tm) est symétrique.
Pour cela, on remarque tout d’abord que W;k (Tm) ==k, (Tm)Wﬁ ; en effet :
[Wﬁkm (T'“)]T = [km(Tm)]T W, =-k, (THI)Wﬁ car k (—l;n) esym et W; eskew or

W.k (Tm)est symétrique, soit [Wﬁkm(fm )]T = Wﬁkm(fm) , donc Wﬁkm(im) = —km(fm )Wﬁ .
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D’autre partona:

Wik, (L)] =[wa(Weka ()] = [Weka(i)] We =Wk (i)W,
= Wrw.k, (1) = Wor'k, (1),

Par récurrence, on a alors Yn e N* W' e (.Em)o ‘

Or kaexp(GWﬁ )Tm} est définie par :

km[exp(GWﬁ )fm} = exp(GWﬁ )km(fm) = [l + eﬁlﬁ + el;;]‘% +...}km(fm).

Chaque composante étant symétrique, km[exp(GW‘.1 )Tm] est alors symétrique.
Donc on a exp(GWa)fm e(.gm) , pour tout 6 de R
de méme exp(BW, )L, e(.£,)
(2) = (3) On suppose qu’il existe (1, v) €R®> xR?, JJa] =] =1 tel que W.1_ e(.g?m)o et
W, 1 (.&)0.

On a vu que Wﬁkm(fm) symétrique implique que W, A =-A _W,,

pour tout § de n} (exp(OW; )T, exp(BW, )1, ) € £,

0

de méme que(Te) symétrique implique que WA, =-A W,

v 6. (1)- (-3 2
. + = o)~
c’est a dire que pour (u,v), W, W, AW, +W.A, 0

st () o {27} e m o
ou ' app 1cation lineaire W —> W + W n’est pas un 1Isomorphisme.

(W WY (W . ) o
(3)=(2) si W > A Wt A n’est pas un isomorphisme, alors il existe un

couple (W, W) e skew @ skew , autrement dit un couple de vecteurs (,7) de R* x R® tel

A(Wﬁ) (Wﬁ)A 0 o g [AnWet WA, =0
WA w,) w27 MR AW, WA, =0

ko (T )W, + Wk o (1,) = 0 dquivauta Wik, (T,) = —k, (L)W, =Wk, (1,)]
équivaut 3 W,k_(I_

De méme W_k, (Te) est symétrique, d’out W, 1 e(.{?m )0 et W, 1, e(.{?e) o

) est symétrique.

' - TrA, )l -A 0 L, 0
(3) = (4) Soit L e ¥, définie par L = (( ()) (TrAc)l—Ajzl: 0 L ]

[

Puisque A est symétrique, A est diagonalisable dans une base orthonormale (é’.l) de R® ;

on note A, les valeurs propres associées. (él ,62,63) désignent les trois vecteurs propres
de A, et (64,65,66) ceuxde A,.
On veut démontrer que pour tout 1 € {1,2,3} AW, +W, A =W .,

et pour tout i € {4,56} AW, +W, A =W, ;.
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Pouri e {123}, (A, W, +W,A,} =(a,) (W) +(Wél)jl(Am)lk

BCARARS

[la sommation se fait =\, (W
sur les indices {1,2,3} ( ey )(W_ )

(W), = (vv(mm_xl)éi)jk =(TrA,, - xi)(wé‘)jk =(n+ kk)(wél)jk
donc A W, +W,A =W, ;. L'autre formule s’établit de la méme maniere.
D’ou pour tout U € @)ect(el,ez, ) AW+ WA =W 4,
et pour tout v € éyect(e4,e5,e6 ) AW, + WA =W, ..

ol

Si P’application (XV—J - A(—“i) + (EJA n’est pas un isomorphisme, il existe un couple
W W w

(4, v) €R® xR® ou @ ou ¥ est non nul tel que {Amwﬁ Wik, =0

’ AW, +WA, =0~

W, . =0

WLeV =0

<1 C‘-l
01 o;

. _ L,
ce qui équivaut a { solt encore a { L.

A T=(TrA, )i

A =(Tra)v

Puisque I’un des deux vecteurs au moins est non nul, soit TrA _ est une valeur propre de
A, soit TrA, est une valeur propre de A, (ou éventuellement les deux).

(4) = (3) Si TrA , est une valeur propre de A ou TrA, est une valeur propre de A, il

c’est a dire {

existe un couple (ﬁ,V) de vecteurs de B> dont un au moins est non nul tel que

L i=0 ! dire te] (W) A(W) (W)A , _ .
G , c'est a dire tel que W —> W + W ne soit pas un 1ISomorphisme.

Puisque I’on choisit un couple de charges 1= (Tm,l:) dans £, = (.Z? )0 GB(\%?C)O,

d’apres la proposition (3.26) la matrice A est symétrique ainsi que les matrices A _ et A, .
Donc A est diagonalisable dans 6%, . Notons A, les six valeurs propres de A, A,,A,,A,
¢tant celles de A et A,,A;, A, celles de A,, de vecteurs propres associés €;. Le

systeme de vecteurs ( ) forme une base de R®. Avec ces notations, on peut énoncer

Corollaire ¢33): Soient | € £, A = k(T), A, = ke(L) et A = km(Tm).
On note A,,A,,A, les valeurs propresde A et A,,A A, cellesde A, .

La charge 1 n’admet pas de couple d’axes d’équilibre si et seulement si
(O #0000 + 2 )00 #2025 ) + 2 )R +2) 20
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Démonstration : D’apres la proposition 3.29), 1 n’admet pas de couple d’axes
d’équilibre si et seulement si TrA  n’est pas une valeur propre de A, et TrA, n’est

pas une valeur propre de A, c’est a dire si et seulement si I’application linéaire L est un

isomorphisme. Or dans la base (Ei) de R® composée des vecteurs propres de A et A,
(dans cet ordre), L =diag(h, +2;,4, +A,,4, +A, A5 + A, A, A0, +4;) . D'od
I’assertion est équivalente a (kl + 7»2)()»1 + 7»3)(7‘2 + M)(M + ks)(M + ké)(xs + xé) #0.

3-Caractéristiques de la charge astatique. Décomposition de 1’espace des charges

Proposition (3.34:
(1) ker k consiste en les charges de £, pour lesquelles tout couple d’axes est un couple

d’axes d’équilibre.
(2) k .. & > W, x W, < U est une surjection.

Démonstration :
(1) = Soit 1 ekerk. Ona k(T)zO soit k_(1I ):O , ke(Te)=o et (Tm,Tc) €.5,.

Pour tout (Wu W, ) € skew @ skew, {klz, (Wa 1{,3 =Wk, lm) =0

- — -

et k(Wﬁ 1, W, le) = 0 implique que (Wa lm,Wﬂe) €B,.
D’ou 1 est une charge de £, pour laquelle tout couple d’axes est un couple d’axes
d’équilibre.

< Si pour tout (Wﬁ,WV) € skew @ skew (W.T W{l;) e,

w5) b, (g7 o[ Ja -0 cemaare TG
pour tout (u,v e’ xRk, W, + W, A =0 c’estadire W, =0"
L =0
On a alors . = ouencore L=0.
Lv=0

(TrA 1-A, =0 [A, =(TrA )
, soit .
(Tra )1-A, =0 A, =(Tra )

StA, = (TrAm)l , ona TrA  =3TrA
Deméme A, =0, c'est a dire A=0.

Si k(1)=0, cela signifie que T ekerk.

Ceci implique que {

soit TrA =0 . Donc A =0.

m >

(2) On veut démontrer que les applications k,, et k. sont des surjections de .5,
respectivement £, sur 0%5.

L et L, sont munis du produit scalaire défini en 3.6).

On munit I’espace vectoriel %5 du produit scalaire usuel :

N, x N, — R

(8 o (am), o (B, =T(a"B)
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On a la décomposition &%, =Imk,, @ ker kI et &9, =Imk, @ Im k!

Le but est alors de mettre en évidence les applications adjointesk . et k! des applications
linéaires k _ et k_, puis de démontrer que ker k. = {O@P}} et ker k! = {009,,,;3 }
Ainsi on aura %, =Imk, et &%, =Imk,, ce qui signifie que les applications
k_:E — I, et k.1 L, > W, sont des surjections, soit k (2 — oW, x N, est

surjective.
Dans la suite de la démonstration, 1, k, £ ...désignent soit 1_, k_, &£, ..., soit

1.k, 2 ...
Puisque I’application k(O,.) est linéaire et continue, elle admet une application linéaire
adjointe k'(0,.) définie de %, dans L par:

Pour tout (I,D) el x &9, (1,k(0,D)), = (k(0.).D)

e,

or (k(0,1).0) = [F,(X)X,DydX+ [r,(x)X,D,dA
e Q

= <T,DT ox> :
L
Donc P’application linéaire adjointe en O est définie par :
X, - L

T . - -
k'(0,) D - (DTOX,DT ox)
Ona alors k™(0',D) = k"(0,D) + (DT 0'0,DTO o) .
La définition de I’application adjointe appliquée en G (centre de gravité de Q ) permet de
dire, grace au lemme (.28, que si 1 € 24, alors k™(G,D) e 2.
De plus, on a les équivalences suivantes :
"K"(G,D)=0," équivauta "D =0, " équivauta "kerk"(G,) = {0, "
D’aprés la proposition (3.22), la restriction de k a £ est indépendante du choix du point
O, ainsi que k' . L’application k' est alors définie de 0%&,; sur .£ par :

pour tout D e 0%, k(D) = [DT OX-v,D" OX- v) ,

1 - -
ou V= ————_—UDT OXdX + D' OXdA].
meS(Q) Q B
En effet, _@a(kT(D)) est ainsi égale a
1.2 T 2 1 .2 T2 .
[pToxax+ [ D' Oxda ———T[jn OXdx + |D OXdA} x mes(Q),
0 o0 mes(Q) Q oQ
donc _Q:’o(kT(D)) =0, c’estadire k' (D) € £2.
On peut alors affirmer que I’application k' :0%, — £ est une injection, c’est & dire

kerk' = {0 o, } .D’ou le résultat.



50

Proposition (33):
%ker k)t (kerk)" — 0%, x ¥, < OUE, est un isomorphisme,

et on a les décompositions suivantes : 2 = .2 @ , L, avec
L= (Skewm D, Symm>®£m kerk,, (é?m)o
2 = (Skewe D, Syme)EB_ge kerk, , (£,), =Sym, @, kerk,.

=Sym, ® , kerk,,

Démonstration : Puisque k_ : 2 — I, et k, 1 £, — ¥, sont des surjections,

%{erk )J_-' (kerl{m)l—)eg}’c@3 et %{erk )l: (kerke)l_>e%c>3 ot dos

isomorphismes, d’applications réciproques respectivement notées j_ et j..

On note Skew,, = j,_(skew) c (kerkm)l, Sym,, = j,(sym) = (ker km)l,
Skew, = j, (skew) (ker ke)l , Sym_ = jc(sym) c (ker ke)l.

Skew < £ et dim Skew_ =dim skew=3.

Sym,_ c.Z_et dim Sym_ A =dim sym=6.

On a de plus skew®,,, sym=0%,, donc j_ respectant la somme algébrique on a

Sym_ = (kerkm)l .

alg

I (skew) @, Julsym) = jm(e%3) ,C’est a dire Skew @
Donc £ = (Skewm D, Symm)éBgm kerk .

alg

De plus on sait que Tm e(gm)o ssi km(Tm)est symétrique. On a alors les équivalences

suivantes :

1 e(fm)0 ssi km(Tm) € Sym ssi (soit I ekerk,, soit %erk )L (Tm) esym}

sst (soit Tm ekerk,, soit e jm(sym))

ssi (soit Tm ekerk,, soit Tm eSymm)

m?

ssi 1, ekerk, @, Sym,
Donc (gm)o =Sym, @, kerk,

On pourra faire de méme pour .2, .

Remarque : La décomposition peut s’écrire
o= [(Skewm ®,, Skew, )&, (Sym, ® Syme)]% kerk

alg

ot &, = (Sym,, ®,,, Sym, )@ , kerk.

Proposition 3.36): kerk et kerk, sont les plus grands sous espaces vectoriels

respectivement de (.8“)0 et (_86)0 invariants respectivement par SO(3) et O(3).
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Démonstration : Leurs invariances respectives sont évidentes.
On remarquera que la proposition (3.34) sur la description de ker k peut en fait se
décomposer en deux propositions :

ker k., consiste en les charges de (.{?m) , pour lesquelles tout axe est un axe d’équilibre.
ker k., consiste en les charges de (_593)0 pour lesquelles tout axe est un axe d’équilibre.

Si I e(.gm)

Ql, ¢kerk

et I ekerk_, il existe un vecteur U ek tel que

o Q = exp(6W, ) €SO(3).

0

m?>

Donc ker k,, est bien le plus grand sous I’espace vectoriel de (.Z}m) , 1nvariant par SO(3).

On procédera de méme pour ker k. avec Q = exp(@WV) €S0(3) c 0O(3).

1 /CLASSIFICATION DES CHARGES EQUILIBREES.

Dans le paragraphe I, 1l a ét€¢ mis en évidence que les groupes SO(3) et O(3) agissent
respectivement sur les espaces des charges .2 et £, . Il s’agit dans cette partie de

décrire I’intersection de I’orbite ©. x©; d'un couple de charges 1= (Tm,L) et de

I’espace &, = (fm )o ® (.f?e) , constitu¢ des couples de charges équilibrés relativement

—

a la configuration non déformée |, . En choisissant le couple de charges I= (l 1. ) dans

£,, on peut dire que les tenseurs A :km(Tm) et A, =ke(_l;) sont des tenseurs

symétriques de &%;. Ainsi cette étude peut se transposer grace a I’application « charge
astatique » k a I’é¢tude de I'intersection de 'orbite ®, x©, et de 'espace sym x sym
des tenseurs symétriques de UzxH5 .

11 s’agit dans un premier temps de classer les couples de charges en différents types.

- -

Puisque 1= (1m,le) appartient a £, les tenseurs symétriques A, et A, sont
diagonalisables dans o%;. Trois critéres vont alors intervenir pour cette classification :

- I’égalité ou non des valeurs propres de A _, respectivement de A . Cette condition

influe sur le nombre d’éléments appartenanta ®, Nsymeta ©, Nsym.

- le cas ou il existe des valeurs propres de A, , respectivement de A, qui sont
opposées. Dans le cas contraire, on peut affirmer que le couple de charges
1= (Tm ,Te) n’admet pas de couple d’axes d’équilibre.

- I’éventuelle nullité des valeurs propres qui est liée a4 Ia notion d’isotropie des
tenseurs A et A,.

Dans un second temps, on s’intéresse aux conditions que doivent remplir les tenseurs
A= km(fm) et A, = ke(fe) pour que les applications « charge astatique » k et k,

réalisent une relation biunivoque entre @, MNsym et ®Tm m(}}m)o d’une part,

©, Nsym et O; m(&)o d’autre part. Ces conditions se révéleront étre lies aux

propriétés d’isotropie des tenseurs A, et A,
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Dans un troisi¢me temps, a I’aide de la classification, on étudie selon le type du

couple de charges Tz(l l) la description de l’intersection (91; x@L)m.ff)o. On

presentera tout d’abord 1’étude de O, m(fm)o réalisée dans le cadre de I’élasticité

classique par D.R.J.CHILLINGWORTH, JEMARSDEN et YHWAN . Puis on
adaptera le raisonnement au cas des charges d’origine électrique afin de décrire

®fe m(‘ge)

0"

1-Description des différents types de charges

I est question dans cette partie de cataloguer les couples de charges en équilibre
relativement a la configuration non déformée |, .

—_ -

D’apres la proposition (3.26), on sait qu’un couple 1= (lm , le) € £, si et seulement si
km(Tm) =A_et ke(fe) = A sont deux tenseurs de O%7 symétriques. A, et A, sont alors
diagonalisables, c’est 4 dire qu’il existe une base orthonormale de R’ pour chacun notée
respectivement (61,62,63), (64,65,66) et deux triplets de réels notés (kl,kz,x3),
(k4,k5,K6) tels que l'on ait les décompositions A = Pdiag()»] ,kz,x3)P"1 et

A, = ?diag(k 4,7»5,7»6)?‘ ou P et P sont respectivement les matrices de passage de la

base canonique (i, j,k) aux bases respectives (61,62,63) et ('64,65,66). Le premier

critére qui s’ impose est [’égalité ou non des valeurs propres. Cette question revient alors
a déterminer la dimension du sous-espace propre associé a chacune de ces valeurs
propres de A, respectivement de A,. Comme on pourra observer dans la suite, ce

premier critere s’avérera €tre important puisqu’il conditionnera le nombre d’éléments
appartenant a ®, Nsym et a ®, Nsym, et par voie de conséquence celui des

¢léments appartenant a Gfm N (.Em)o eta GL N (.Z?e)o.
La propriété qui fait I’objet du deuxiéme critére a €t¢ abordée précédemment dans le
corollaire 3.3». On a émis une condition nécessaire et suffisante pour que 1= (ije)

n’admette pas de couple d’axes d’équilibre qui est :
(425 )0+ 2 ) + 2 )0y + A5 )(hy + A6 HRs +26) % 0.
11 faut donc observer s’il existe des valeurs propres de A _, respectivement A, qui sont

opposées. Dans le cas contraire, on peut affirmer que le couple de charges 1= (Tm,fe)

n’admet pas de couple d’axes d’équilibre. Cette condition se révélera nécessaire dans le
chapitre 4 lors de [’étude des solutions des équations de I’électro-¢lasticité statique.

Le troisieme critére est I’éventuelle nullit¢ des valeurs propres. Il s’agit donc de
classer les couples de charges suivant la dimension des noyaux ker A _ et kerA, des

tenseurs A et A, . Ce critere est aussi li€ a la notion d’isotropie de ces tenseurs :
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.Définition 337
Soit G le groupe agissant sur [’espace des charges. On considére la matrice A de 0§
définie par A = k(1) ou k est la charge astatique.

Lorsque A possede la proprieté :“s’il existe Q €G tel que QA = A, alorsQ =1,, 7, on dit

que A n’a pas d’isotropie.

D’aprés 1’action de groupe définie par G.16) sur I’espace 2. donnant G = SO(3), on
¢tudie U'isotropie de A | suivant la dimension du noyau kerA

Proposition 3.38): Soit A _ € Sym.
Sidimker A <1, alors A n’a pas d’isotropie.
Sidimker A =2, alors QA = A _ avec Q €SO(3) entraine “Q est une rotation d’axe
ImA,, et d’angle quelconque”. On dit que A, admet le cercle S' pour isotropie.
Sidimker A, =3, alors A_ =0. A admet SO(3)pour isotropie.

Pour les charges d’origine électrique, le groupe d’action G est O(3) :

Proposition 3.39: Soit A, € Sym.
Si dim ker A, = 0, alors A, n’a pas d’isotropie.
Si dim ker A, = 1, alors QA, = A, avec QeO(3) entraine “Q est soit la réflexion plane par
rapport a ImA,, soit I’identité 1,
Si dim ker A, = 2, alors QA, = A, avec QeO(3) entraine “Q est soit une rotation d’axe
ImA, et d’angle quelconque, soit une réflexion plane par rapport a un plan contenant
ImA,, soit I’1dentité Illa

Sidimker A, =3, alors A, =0. A, admet O(3) pour isotropie.

Démonstration des deux propositions :

Sur ImA, QA=A signifie (%m A= lima-

C’estadire ImA c 9+, ou & est ’espace vectoriel des vecteurs invariants par Q.

*Si dim ker A =0, dim ImA =3 donc Q =1, .

*SidimkerA=1,dimImA=2doncdim &' >2.

Dans O(3), deux éléments répondent aux conditions : la réflexion plane par rapport a
ImA et lll3 ; seul 1[l3 appartient a SO(3).

*S1 dim ker A =2, dim ImA =1 donc dim &/ >1.

Soit dim©+ =1, Q est une rotation d’axe ImA et d’angle quelconque ; Q € SO(3).

Soit dim©®* =2, Q est la réflexion plane par rapport 2 ImA ; Q ¢SO(3).

Soit dim®* =3, Qest 1 ;.

*Soit dim kerA =3, A = 0. Q est un élément quelconque du groupe d’action.

On peut observer le fait que pour les charges d’origine électrique, contrairement a
celles d’origine mécanique , le tenseur A, admet un élément d’isotropie dans le cas ou
dim ker A, = 1. Par conséquent, lors de la classification des charges d’origine électrique,
il faudra considérer I’éventualité ou une valeur propre de A, s’annule.
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Description des différents types :

(1) Les trois valeurs propres de A _, respectivement de A ., sont deux a deux distinctes :
*On dit que Tm est de type 0.

*Si les trois valeurs propres de A, sont non nulles, on dit que fe est de type 0 ; sinon, si
une des trois valeurs est nulle, on dit que 1, est de type 0’.

(2) Deux valeurs propres exactement sont identiques (et nécessairement non nulles)

*On dit que Tm est de type 1.

*Si la troisiéme valeur propre de A, est non nulle, on dit que Te est de type 1 ; sinon, on
dit que 1, est de type 1°.

(3) Les trois valeurs propres sont identiques (et nécessairement non nulles) :

*On dit que 1, respectivement I, est de type 2.

respectivement 1, admet au moins un axe d’équilibre, c’est a dire

(3

Lorsque I

(A, + 2, )(hy + 25 )(h, +2,) = 0, respectivement (A, + s )(R, +2)(As +24)=0, on se
propose de décrire d’abord les différents types de charges 1_, puis de déterminer ou la

différence réside quant 4 1’étude de 1, .

Trois cas de figure se présentent :

(1) A, =-A,, A, #-A et A, #—A, :

A, =P diag(h, -1, A, )P = QP diag(A,, R, -2, )P

a) Soit A, #0. Puisque A, # —A; et A, # A,, Ap, appartient a |’orbite d’une charge
de type 1.
B) Soit A, =0, donc A, # 0.dim ker Ap,,=2.

(2) A, ==A,, A, == et A, #-A, :

A, =P diag(r,,-A,~% )P = Qe P diag(A,,A,, 4, )P~

Nécessairement, A, # 0. A, appartient a ’orbite d’une charge de type 2.

BG)r, =—A,, A, =—A;et A, #-A, . Alors A, =k, =A;=0et A =0.

Dans le cas ou Tm admet au moins un axe d’équilibre, soit A,, appartient a I’orbite d’une
charge n’ayant aucun axe d’équilibre, soit A, admet un noyau de dimension 2, ou de
dimension 3 ; les deux derniéres possibilités représentent les charges dites de types
respectifs 3 et 4.

Pour 1’étude de L une seule différence se dégage : dans le cas (1) a), A, appartient &
I’orbite d’une charge soit de type 1 si la troisieme valeur propre est non nulle, soit de type
I’ sinon.
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Récapitulatif : 3.40)

Onditque I € (.Em)o estde ...

On dit que 1, e(.!?e)o estde ...

Type 0 : Lorsque les valeurs propres A,,A,,A;
de km(fm) sont deux a deux distinctes et
(A, + 2, )0, +25)(h, +2,) % 0

ie. I n’apas d’axe d’équilibre.

Type 0: Lorsque les valeurs propres
Aok b de k(T
distinctes et non nulles et

(g + 1)y +26)(Rs +2e) 20

i.e. 1, n’apas d’axe d’¢quilibre.

) sont deux a deux

€

Type 0’ : Dans les mémes conditions que
le type O mais une des valeurs propres
est nulle.

ie. I n’apasd’axe d’équilibre.

Type 1 : Lorsque
A=k, 24y et A (A, +2,)#0

te. | n’apasd’axe d’équilibre.

Type 1 : Lorsque
Mg =hs 20 et A, (A, +2) 20

i.e. 1, na pas d’axe d’équilibre et A, # 0.

Type 1’ : lorsque
Ay=As#0 et A, =0

Te n’a pas d’axe d’équilibre.

Type2:Lorsque A, = A, =A, #0

1 n’a pas d’axe d’équilibre.

Type2:Lorsque A, =A,=A, 20

Ten’a pas d’axe d’équilibre.

Type 3 :Lorsque A, =A, =0#A;.

Type 3 :Lorsque A, =A; =0+ A,.

Type 4 : Lorsque
A=A, =A, =01 ekerk,,.

Définition G.41:Une charge [ = (l

m? ¢

Tm et Te sont respectivement de type p et q.

2- Lien entre (@i x @ )mf’oe_t((ak (

Il"l'\

Type 4 - Lorsque
Ay =As=L, =01, ekerk,.

1)est dite de type (p,q) lorsque les charges

) X N (L )) N sym: étude de la bijectivité

des charges astatiques ky, et k..

Pour que I'¢tude des intersections O m(.gm)

et O; m(.{?e)o puisse se

0

transposer en ’étude de O, (i,) M sym et O () "sym de fagon biunivoque, il est

nécessaire d’examiner la bijectivité des applications « charge astatique» k, et k..
Comme on pourra observer, la bijectivité est en fait liée a la propriété d’isotropie des

tenseurs A = km(Tm) et A, = ke(Te).
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Proposition 42):  Les  applications k'O r\(j,?o)m -0, (1,) Ysym et
ke:®L m(.Z?O)e -0 Wiy sym sont surjectives mais ne sont bijectives que si

= (Tm ,Te) e £, esttelle que 1_soitde type 0,1 ou 2 ainsi que 1.

Démonstration :

Surjection: ©, ; | = {Qk,.(1,)/ Q es03)} = {k,(Ql, )/ Q es0(3)} = km(®1m).

0, = {2.(L)/ T 0} = {.(Q1)/T 03} =K [0, )

Soit B,, €0, () O SV, B, ekm((')- ) donc il existe 1'_ €0 tel que km(f'm)zBm et

Im ]m
I' e( _g)m)o puisque B,, est symétrique, donc km:®Tm m(fo)m - km(GIm)m sym est
une surjection. De méme on démontrera que k. est surjective.
Injection : S’il existe deux rotations Q, et Q, de SO(3) tels que km(QITm) = km(szm)
alors QA _ =Q,A,, soit Q;'Q,A_=A_. Dans le cas oul I_est de type 0, 1 ou 2,
dimkerA <1 et donc d’aprés la proposition .38 A _n’a pas d’isotropie : Q;'Q, =1 ,
soit Q, = Q,. D’ou I'injection de ky,.
Pour I_, le raisonnement est identique avec Q, et Q, eO(3). I_étant de type 0, 1 ou 2,
dimker A, =0 et donc d’aprés la proposition 3.39 A, n’a pas d’isotropie.

3-Comptabilisation des charges de ©; N2,

On peut remarquer qu’il existe 35 types de charges, soit 15 sans couple d’axes
d’équilibre et 20 avec au moins 1 couple d’axes d’équilibre. Etant donné cette diversité,
pour la comptabilisation il est préférable de procéder en deux temps: étude de

0, (\(Em)o puis de ©; r\(.?e)o.
11 Etude de ©; n(£2,),
Proposition .43 Soit I e (.Z?m)o , de type 0. L ensemble ©; N (f]m)o consiste en 4

charges de type O.
Démonstration : On considere le tenseur A, =k, (Tm) qui est symétrique.

Dans la base orthonormale (”e’I ,62,63) de B’ constituée des vecteurs propres de A, de
valeurs propres associées A;,A,,A;, ®, Msym consiste en 4 points.

(1) A, = diag(®,,%,,4,) pour Q=1 A=A,
(2) A, = diag(- A,,~%,.);) pour Q=diag(-1,-1,1) ; A, = Q(&,,7)A,

(3) A, = diag(-1,,A,,~A,) pour Q=diag(-11-1) ; A, = Q(&,.7)A,
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4) A, = diag(r, %, ~1,) pour Q = diag(1-1-1) ; &, =QE,.n)A,

On peut remarquer que les 4 points sont distincts puisque les valeurs propres
Ay, A,, Aysontdeux a deux distinctes.

Soit A _ €®, nsym, alors il existe Q € SO(3) tel que A_=QA_.

On note €; les vecteurs propres de A, de valeurs propres associées A, .

Chaque sous-espace propre est, par hypothése, de dimension 1 car les A; sont deux a
deux distinctes.

On peut remarquer que A2="A A _="A_TQQA _="A _A_=A2,

or A% =A% =228 Donc les 22 sont les valeurs propres de A, de vecteurs
propres associ€s les €,. Puisque I’on sait que les valeurs A, sont, deux a deux, ni égales,
ni opposées, les A> sont distinctes. Chaque sous-espace propres de AZest alors de

dimension 1. On peut ainsi en déduire que les vecteurs propres de A _sont nécessairement
les €;, de valeurs propres associ€es les £ A ;.

Dans la base des vecteurs propres €, , on a alors 8 possibilités pour A _ :

(1) &, = diag(X,,1,,0,) (5 A, = diag(-%,,~1,,4,)

@) A, =diag(-%,,4,,%,)  (6) A, =diag(~1,,%,,-1,)

3) A, = diag(h,~%,,0,)  (7) A, =diag(h,,~2,,A;)

4) A, = diag(h,,A,~A,)  (8) A, =diag(-A,,~*,,~A,)

Puisque det Q = +1, les possibilités (1), (5), (6), (7) conviennent et concordent avec celles
qui sont énoncées au début de la démonstration. Par contre, celles qui sont numérotées

(2), (3), (4) et (8) ne conviennent pas a priori. En prenant exemple sur la possibilité (2),
on observe que celle-ci conviendra a la seule condition que A, soit nulle ; or dans ce cas

la possibilité (2) revient a la possibilité (1). De méme pour les 3 autres. D’ou on se
ramene effectivement au 4 points énoncés.

L’application k, :©. m(fm)o —> 0, Msym étant une bijection, aux 4 points de

©,_Msym correspond 4 charges de ©; M (fm)o , qui sont de type 0.

Proposition ¢.44: SoitI_ e (.?m)o , de type 1. ®1'm N (.f?m) , consiste en deux €léments

(dont 1_ lui-méme), chacun n’ayant aucun axe d’équilibre, et en un ensemble isomorphe

alP', chaque élément ayant un axe d’équilibre.

Démonstration : L’espace est rapporté a la base orthonormale directe (I]E) .

Soit le tenseur A = km(Tm) de type 1. Puisque A, est symétrique, A, est diagonalisable
dans o%,(R) ; A,,A,.A,désignent les trois valeurs propres, de vecteurs propres associés
€,,6,,€,. On peut choisir les trois vecteurs tels que (61,62,63) soit une base
orthonormale. La matrice A, ¢tant de type 1, on peut dire que A, =XA,,
A, # Ay et ll(kl +?b3)2 #0. Donc A = Pdiag(kl,kz,l3)P" ou P est la matrice de

passage de (Ijﬁ) a (él,él,ég).
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Soit A_ €@ a, M Sym, par un raisonnement analogue a la démonstration précédente, on
peut dire que A _est diagonalisable dans la méme base que A_ avec pour valeurs
propres respectives + A, *A,, *A;. De la méme fagon, puisque det Q = +1, on se
rameéne a 4 solutions : dans (I,EE) ,

A, =Pdiag(A, A, A )P = A A, = Pdiag(- 2, ,1,,~%, )P = Q&,,7)A,
A, = Pdiag(- %, ,~A,,A, )P =Q(8,,n)A, ,A,, = Pdiag(r,,-A,,~1, )P = Q(&,,7)A,,
Puisque les valeurs propres A, et A,sont confondues, (él,éz) désigne une base

orthonormale quelconque du plan {63 }l. Les deux dernieres solutions constituent en fait
une famille qui est :
{Qli,n)A, /T eS' daxe &}. Notons X = {Q(3,x)/ G eS'}.

s » X
i » Qg
par i{ Donc X est isomorphe a S'/1,, soit encore a RP*. Cette famille est alors de la forme
RP°. .
Ilp res?e a remarquer que les deux premiéres solutions n’ont pas d’axe d’équilibre car le

produit des sommes des termes pris deux & deux est non nul. Par contre, chacune des
solutions de la famille RP'. A, admet un unique axe d’équilibre qui est &,. En effet, dans

la base (EI,EZ,EJ), on a KmWé3+Wé3/§m=0 pour Km:diag(—?bl,ll,—M)

L’application )qui est surjective, est de plus injective si ’on quotiente S'

0 -1 0
(ou A_= diag()»,,—)»l,—M» avec W, =11 0 0} et on pourra vénfier que pour
0 0 O

i=1,2, AW, +W, A, =0, donc pour tout i e{&,}", A, W, + W,A, #0.
Finalement, ["application k_:®. N (_Z?m)o — ©, Msym étant une bijection pour I de

type 1, on obtient deux solutions qui sont Tm et Q(é3 ,n)fm , ainsi que la famille RP'. Tm.

Proposition .45 Soit I_ e(fm)o , de type 2. O m(Em)o consiste en une charge

qui est Tm lui-méme et en un ensemble isomorphe a R, dont chaque élément admet un
plan d’équilibre.

Démonstration : Soit A, de type 2. Les trois valeurs propres étant identiques, on la
note A ; dans toute base (61,62,63) orthonormale, A = A IK,.
De plus A, n’admettant pas d’axe d’équilibre, on peut dire que A est non nul.
Soit A, €®, msym . A _est diagonalisable dans la méme base que A, avec pour

valeurs respectives *A, +A, +A. Puisque detA_=detA_, on a quatre familles de

solutions :

m?

= diag(A,A,A) = A,
= diag(A,-A,-1) = Q(§,, M)A,

dans (e,,ez,e3) , A
Am
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A, = diag(- 2,2.-2) = Q(&,.7)A,,.

K, = diag(- 1,-2,1) = Q(&,,n)A,.
Puisque (61 ,€, ,63) désigne une base orthonormale quelconque, les trois derniéres
familles constituent en fait une méme et unique famille qui est {Q(ﬁ, n)A, /Te Sz} .
Onnote Y = {Q(t,n)/ T eS?} .

S? 5 Y

L’application _ - qui est surjective, est de plus injective si I’on quotiente
u - Q(u,n)

S? par I,.
Donc Y est un isomorphe d S% I, soit encore RP*. Cette famille est alors de la forme
RP®. A, . Chaque élément Q(3,n)A,, de RP*.A,, admet un plan d’équilibre qui est {@}".

Proposition (.46): Soit Tm € (fm) o

©, Msym consiste soit en deux ¢€léments qui sont A, et —A_ si A est de type 3,

soit en un élément quiest A =0 st Ay est de type 4.
Il en résulte que pour le type 3, 0; N (_Z)m)o = {Tm +kerk } U {— Tm + ker km}, et

®

pour le type 4, ®1'm N (.&’m)o

W

Démonstration :

*Si A, est de type 3, il existe une base onhononnale(é’l,éz,é’3) dans laquelle on a
A = diag(0,0,A) avec A#0. Si A_ €0, Nsym, kerA, =kerA_et & est un
vecteur propre de valeur propre associée +A. On a alors soit A = diag(0,0, x) =A_,
soit A _ = diag(0,0,-1)=-A
Maintenant u e 0, N (.Em)

m*

, si et seulement si il existe une rotation Q € SO(3) tel que

i=QI avec k_(ii)=QA,, esym. Puisque k(i) €®, nsym, k, (@) ==%A,, soit

k, (W) =k, (_ Tm), donc ii = +I_ +kerk, .

m >

*Si Ay estde type 4, k, (Tm) =0 cequiéquivauta I ekerk,_ et QI ekerk, pour tout
Q de SO(3). Donc ©; ckerk, (.Z?m)o, soit ©; m(_[?m)o =0; .

Remarque : {Tm +kerkm}u {-— 1 +ker km} représente 1’'union de deux cercles
k
disjoints. En effet, ker k_représente, par abus de langage, kerj ™ s et
J m p p g g (%)Im m(_gm)o]

kerk,, = {Q eS0(3)/k,(Q1,) = k, (1)} = {Q €503}/ QA = A, }. soit
kerk,, = {Q eSO(3)/ Q= Q(g,,0) avec 6 quelconque} :

Donc kerk _ est isomorphe au cercle S' d'axe €,.
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On peut démontrer par une autre méthode que dans le cas ou Tm est de type 3,
0; N (jjm)o consiste en deux cercles :
ie®; m(.f}m)o si et seulement si il existe QeSO(3) tel que ti=QI_ et
k,(7) = QA,, esym. Puisque k, (i) €®, nsym, QA A =*A .
Pour QA_ =A_, Q= Q(Eg,e) avec © quelconque. Donc I’ensemble e, m(.f{’m)o est
isomorphe a S'.1_ .
Pour QA =-A_, Q(—Am):Am si et seulement si QQ(ﬁ,n)Am =A_,ouu est
unitaire quelconque dans {EJL. D’apres la proposition (.38, puisque dim kerA =2,
QQ(ﬁ, mA_ = Q(éj,e) avec 0 quelconque, donc Q = Q(Q,G)Q(ﬁ, n).
Dot ©, N(£,), = {Q:.6)Q(i.n)1, /6 ek} qui est isomorphe & S.Q(L. )T, o i
est un vecteur quelconque unitaire du plan {63 }l et S' est le cercle d’axe &,.
On peut remarquer que si U et U sont deux vecteurs unitaires de {'e}}l, les deux
ensembles {Q(é3,G)Q(ﬁ, )i, /6 eR} et {Q(@,G)Q(ﬁ',ﬂﬁm /0 eR} sont identiques.
En effet : 1a base ('é1 ,€, ,63) peut étre choisie orthonormale directe.
Soient U, et U, deux vecteurs tels que (ﬁ,ﬁl,é3) et (ﬁ',ﬁ'l,é'3) soient des bases
orthonormales directes. Soient ¢ et ¢' deux réels tels que dans (él ,62,63) ,

Cos @ —sin@ cosQ' —sing'
il sing , @, cosg |, G|sing | G cosg'

0 0 0 0

cosO —-sinB Ofcos¢p —-sing O1 O O | cosp sing O
Q(§3,G)Q(ﬁ,ﬂ) =lsin@ cos@ Ofsing coseg Of0 -1 O f-sing coso O
0 0 1| O 0 1j0 0 -1 0 0 1

cos(e + 2(p) sin(e + 2(p) 0
Q(&,.0)Q(W,n) = | sin(6+2¢) —cos(6+2¢) 0 | .Deméme,
0 0 -1
cos(6+2¢") sin(6+20) 0
Q(&,.6)Q(@,n) = sin6 +29) —cos(6+2¢) ©
0 0 -1
D’ou lorsque 6 décrit R, les charges Q(E3 ,B)Q(ﬁ, 7)1 et Q(E3 ,O)Q(ﬁ' ,n)Tm décrivent le

méme ensemble.
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21Etude de ©; (-2,),

L’étude de ©; m(.g?c )0 s’effectue comme celle de 0, N (fm)o. Toutefois, 1l a été

remarqué lors de la proposition 3.39) qu’il est nécessaire de considérer dans chacun des
cas 1’éventualité ou une valeur propre de A, s’annule.

Pour des raisons évidentes, on choisit a nouveau (61,62,63) pour systéme de
vecteurs propres de A_ constituant une basede R>. Puisqu’il n’y a pas de confusion

possible avec le paragraphe précédent, on peut encore prendre comme notation pour les
valeurs propres associées A,,A,,A;, aulieude A, A, A.

Proposition ¢ 47: Soit Te 6(86)0, de type O (respectivement 07). ©; m(.&)o
consiste en 8 charges de type 0 (respectivement 0°).

Démonstration :
*Lorsque 1, estde type O :

Dans la base orthonormale (el,ez, ) de R’ constituée des vecteurs propres de A_, de

valeurs propres respectives A,,A,,A;, ®, Nsym consiste en 8 eléments. On retrouve
les quatre ¢léments de la proposition (3.43) complétés des quatre €léments suivants :

(5) A, = Pdiag(- 1,,~1,,~1,)P™" pour Q = diag(~1,-1,-1) Ke —A,

(6) A, = Fdiag(kl,kz,—k3)§" pour Q = diag(1,1,-1) (e3, )( Ae)

(7) A, = Fdiag()»[,—kz,M)F* pour Q = diag(1,-1,1) (ez, )( Ae)
(8) A, =Pdiag(-%,,A,,A,)P"  pour Q =diag(~111) A, Q(el, n)-A,)
e

ou P désignent la matrice de passage de la base canonique (Y 1 k) a la bas (e1 ,62,63).

Puisque k, :GL m(fje)o — 0, Msym est bijective pour le de type 0, aux 8 ¢€léments
de ®, Msym correspondent 8 charges de ©; m(.{‘}e)o 1, Q(él,n)L, Q('éz,n)TC,
Q(@,n)i , —L, Q(El,n)(— Te), Q(‘éz,n)(— L), Q('é3,7t)(— L). I a été démontré que les

4 premiéres sont de type 0. Les 4 autres sont alors aussi de type 0 comme opposées de
charges de type 0.

*Lorsque I est de type 0°, dimker A, =1 : soit A, =0.
On peut voir que les 8 éléments de ®, M sym se reduisent en fait & 4 qui sont :
dlag(kl,Kz,O)P‘l =A,
diag(~ A= O)P ! = —A,
I_’diag(—— A 0P = QE,,m)A,
dlag(kI , AZ,O) = Q(ez, )( e) .

:t>z >>z > >z
n TR T
~u| ~u|
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Mais dans le cas ou Te est de type 0°,k, n’est pas bijective. On observe alors cas par cas :
ie®; N (j}e)o si et seulement si il existe une transformation Q € O(3) tel que i = QI,

avec k (i) = QA esym.
QA, esym signifie que k(1) =QA, €®, Nsym.
Or d’apres la proposition (39, puisque dimkerA, =1, si QA =A_, alors soit

Q=58 .8,) = -Q,.x), soit Q=1.
1cas: QA, = A, donc =1, ou i=-Q&,,x)I..
2™ cas - QA, = —A, équivaut & QA, = Q(E,,n)A
Donc soit Q(é3,n)Q =1 c'est a dire Q= Q(E3,n),
soit Q(é’3,7r)Q = —Q(é3,7t) c'est & dire Q=-1.
D’ousoit 1i=-1,, soit i=Q[g,,n)l,.
3™ cas: QA, = Q(é’z,n)Ae si et seulement si Q(Ez,vr)QAe =A,.
Donc soit Q(‘éz,n)Q =1 c'est a dire Q = Q(E2,7r),
soit Q(8,,7)Q = -Q(&,,) c'est a dire Q=-Q(E,,7)Q(E,,7) = -QE,.x).
D’ousoit u= Q(é2 ,Tt)_[e, soit U= Q(E1 ,n)(— Te) .
4m cas - QA, = Q(E,.)(- A,) = Q&,,m)A, si et seulement si Q(E,,x)QA, =A.,.
Donc soit Q(é’l,n)Q =1 c'est a dire Q = Q(él,n),
soit Q(’e’I ,n)Q = —Q(é’3, n) c'est a dire Q = —Q(EI ,n)Q(é3,7r) = —Q(62 ,n).
Dow ii = Q(&,,n)1,, soit ii=Q(E,,n)(-1).

On peut alors conclure que, pour Tc de type 0°, O m(.Z?c)O est ausst constitué¢ de 8

€

équivaut 2 Q(8,,7)QA, = A,.

charges qui sont de la méme forme. Ces 8 charges sont de type 0°.

Proposition 348). Soit Te e(l?e)o, de type 1 (respectivement 1°). ©; r\(.&)o
consiste en quatre éléments (dont 1 et — Te) chacun n’ayant aucun axe d’équilibre, et en
deux ensembles isomorphes a RP'.T et a RP‘.(—L), chaque élément ayant un axe

d’équilibre.

Démonstration :
*En appliquant le méme principe que celui utilisé lors la démonstration de la proposition

.47, lorsque 1, est de type 1, on retrouve pour I’intersection @ a, N sym les 4 €léments

de la démonstration (344), complétés de leurs opposés respectifs. Puisque 1’application
k, :G)fe m(_ge)o —> 0, Nsym est bijective pour Te de type 1, on obtient alors les 4

charges + 1, Q("é3,7r)(i L) et les deux ensembles isomorphes & RP' .(i L).
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*Lorsque Te estde type 1’,dimkerA_=1: soit A, =0.
On peut reprendre 1’étude des charges de type 0°. Puisque ici A, = A,, (él,éz) désigne
-1,

(4

une base orthonormale quelconque du plan {63 }l. Donc on obtient 4 charges : |,

Q(’e’3,n)L, Q(é3,7t)(—- I:) , ainsi que 2 familles de charges: {Q(ﬁ,n)fe /1 eS' d'axe 63}
et {Q(ﬁ,n)(—l)/ﬁ eS' d'axe 63} qui sont isomorphes respectivement a RP'.[ et

RP’.(— Ie). On a déja démontré que les deux premiéres charges n’ont aucun axe

d’équilibre et que celles de la premiere famille n’ont qu’un axe d’équilibre. Il en sera de
méme pour leurs opposées.

Proposition .49): Soit I, e(.Z?e)O, de type 2. ©; m(.&)o consiste en deux charges
qui sont 1 et —1 , et deux ensembles isomorphes a RP?.1 et RPZ.(—TE), dont chaque

¢lément admet un plan d’équilibre.

Démonstration : En s’appuyant sur la proposition (.45, on utilise le méme genre de
justification qu’a la proposition précédente puisque k, est aussi bijective pour une

charge L de type 2.

Proposition 3.50): Soit Te € (.Z?e)o.
L’ensemble ©®, Msym consiste soit en deux éléments qui sont A, et —A si A, estde

type 3, soit en un €lément quiest A, =0 si A, est de type 4.
I en résulte que :

Pour le type 3, O m(fe)o
S'.Q(u, 7)1, RP'.T et RP'.Q(t, 7)1, ot @i est un vecteur (unitaire) de KerA, .

consiste en quatre ensembles isomorphes a S'.1,,

Pour le type 4, ©; r\(fe)o =0

[

Démonstration : Si A est de type 3, il existe une base orthonormale (él ,€, ,63) , qui

peut étre choisie directe, dans laquelle A, = diag(0,0,K) avec A # 0. De la méme fagon,
ona @, Nsym= {iAe}.

ie®; N (_Z?e)o si et seulement si Q € O(3) tel que ii = QI, avec QA, = A .

Pour QA,=A,, Q= Q(é3,6) avec 0 quelconque ou Q = s(ﬁ,éS) avec U € {‘e'}}l.
{Q..0)T, /0 ek} = S' 1, et {s(a,é3)1 /u e{@}l} ~R1.

Pour QA,=-A,, Q= Q(é3,8)Q(ﬁ,n) ou s(\Tv,E3)Q(ﬁ,n) avec U et W quelconques
dans {63}l.

{Qe,.0)Q(E )1, /6 ek ~8".Q(E,7),et {s(v*v,és)Q(ﬁ,n)L /W e {63}i} ~ RP'.Q(G, 7)1,
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On peut remarquer que quelque soit le vecteur 4 du plan {63}l, le support de chacun

des deux ensembles ne change pas. En effet, pour I’ensemble SI.Q(ﬁ,n)Te , cela a été
démontré lors de la remarque relative a la proposition (3.46).

De la méme fagon , soit U un vecteur non nul de {63}L, il faut montrer que
B! Q(T, )1, et R .QW, 7)1, ont le méme support. Dans la base orthonormale directe
(8,,8,.8,), on considére G, T, et W, tels que (5,8,.8,), (@.5,.8,) et (W,%,,8,)
soient des bases orthonormales directes.
Soient @, @' et ytrois réels tels que dans (61,62,63),
cos(p —sing cos o' —sing' | | cosy — siny
G sing |, 4,| cosg |, U|sing'|, §,| cose' |W| siny | W,| cosy
0 0 0 0 0 0
Dans (61,62,63),
cosyy -siny Oj1 0 Of cosy siny O
S(Vv,é3)= sinyy cosy OO0 -1 O)-siny cosy O
0 0 110 0 1 0 0
cosp —sing Of1 O O || cosp sing

1
0
Q(ﬁ,n)z sing cos¢p O0(0 -1 O [—sing cose O
0 0 1j0 0 -1 0 0 1
Donc, s(Vv,@)Q(ﬁ, n)
cos2y  sin2y OTcos2(p sin2¢p 0 cos2(\u—(p) —sin2(\u—(p) 0
=|smm2y -cos2y O0]sin2¢ -—cos2¢ 0 |= sin2(\y—(p) cosZ(w—(p) 01,
0 0 1y 0 0 -1 0 0 -1
et o(%,8,)Q(u )
cos2y  sin2y Or0052(p' sin2¢" O cos2(\u—(p') —sin2(\u—(p’) 0
=|sin2y -cos2y O0fsin2¢' -cos2¢p' 0 |= sin2(\p—(p') cos2(w—(p') 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

Donc lorsque w décrit R, les charges s(\Tv, 63)Q(ﬁ, n)Te et s(\Tv, @)Q(ﬁ',n)i décrivent le

méme ensemble.
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CHAPITRE 4

Le chapitre quatre pose le probléme de traction en électro-€lasticité. On suppose que dans
la configuration non déformee |, le matériau piézo-électrique n’étant soumis a aucun

effort, il existe des contraintes résiduelles, ainsi qu un champ de polarisation fIO non nul

tel que le couple (IQ,fIO)soit solution du probléme pour un couple de charges nulles.

Dans un premier temps, on présente le probleme de traction dans le cadre linéaire pour
un matériau isotrope et homogeéne. En reprenant les équations linéarisées au voisinage de

(IQ,I:IO) déterminées dans le chapitre 2 , on met en évidence un opérateur @ défini
de T, € x T <@, ou T, € désigne le plan tangent 4 1’ensemble € des déformations sur
Q enlget Tﬁﬂe@ désigne le plan tangent a I’ensemble «& des champs de vecteurs de

polarisation (exprimés dans la configuration Lagrangienne) en flo, sur ’ensemble des
couples de charges de £ _@® £,. @ est un opérateur linéaire. Le probléme de traction

—_

linéaris€ pour un couple de charges (1 I ) voisin de (6,6) peut alors se traduire comme

une application du théoreme des fonctions inverses au voisinage de (]Q,I:IO). 11 ne s’agit

pas ici d’effectuer une étude compléte du probleme linéaire, ni d’exprimer une condition
sur les coefficients o, B., A;, p,, et n caractéristiques du matériau qui permettrait

I’obtention de la condition « d’ellipticité » nécessaire a ’application du théoréme. Il est
question dans ce paragraphe de mettre en €vidence les différentes causes pour lesquelles
la multiplicité des solutions n’a pas lieu. En effet dans ce cadre linéaire, le théoreme des

fonctions inverses permet de conclure pour un couple de charges (T 1) donné en

m?> e
I’existence d’un unique couple (¢1:I) solution défini & un champ de déplacements pres.
Dans un deuxieéme temps, on s’intéresse au probleme non linéaire qui est le véritable
propos de ce travail. Les conditions initiales sont identiques, mais ’opérateur @ est
remplaceé par ’opérateur ® défini sur & x «? qui a été mis en place dans le chapitre 3.
La démarche est similaire. Toutefois ® ne posséde pas les mémes propriétés. En effet @
n’est pas un opérateur linéaire. De plus @, qui peut cette fois bénéficier de la propriété
d’objectivité de la fonction densité d’énergie W, permet de transposer 1’action du groupe
SO(3) agissant sur & en I’action du groupe SO(3) x O(3) agissant sur .£_® .2, Il en

résulte que les couples (QI o ,Qﬁo) avec QeSO(3) (et ﬁo exprimé dans la configuration
Eulerienne) sont aussi solution du probleme, c’est & dire appartiennent aussi au graphe

- -

relatif au couple de charges nulles. Pour un couple de charges (1 \ ) donné voisin du

m? e

couple identiquement nul, la recherche du graphe se traduit encore par [’application du

théoreme des fonctions inverses. Mais a ce couple de charges (T 1), I’action de

SO{3) x O(3) permet d’exhiber d’autres couples de charges auxquels peuvent aussi
s’appliquer le procédé d’inversion. Ceci a pour conséquence de mettre (éventuellement)

en évidence des couples ((b,fl) voisins de (QIQ,QﬁO) avec Q €SO(3) solutions du

probléme relativement au méme couple de charges(l | ) Dans le cas ou 1 est du type

m? ‘e

le plus « simple », noté type (0,0) ou (0,0’) , les couples (QIQ,QﬁO) sont au nombre de
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1, 2 ou 4, ce nombre variant suivant des conditions de « compatibilité » entre les
composantes 1 et 1, de 1.

L ) donné, les solutions ainsi exhibées dans le

m?>-¢

Pour un couple de charges 1 = (l
cadre non linéaire peuvent aussi apparaitre comme points critiques de la fonction énergie
potentielle V- . L’instabilit¢ d’un couple (d),fl) solution se traduit par la dégénérescence

de la forme quadratique définie par la différentielle seconde DiVI de V;. On observe

que dans la direction transverse a l’orbite de la configuration ¢, le couple solution

((1),1:1) est nécessairement stable grace a I’hypothese « d’ellipticité ». Pour 1’étude de la
stabilit¢ dans la direction de Vorbite de ¢, il s’impose de différencier la stabilité

mécanique de la stabilité électrique. En reprenant les travaux de
D.R.J.CHILLINGWORTH, JEMARSDEN et Y.HWAN, on remarque que les
différents couples solutions sont d’indices d’instabilité mécanique (respectivement
¢lectrique) différents. Ainsi, dans le cas de quatre couples solutions, les indices sont
respectivement 3, 2, 1 et 0, ce dernier signifiant que le couple solution correspondant est
stable (au sens mécanique ou au sens ¢€lectrique). Malheureusement, pour conclure au
sens de 1’électro-€lasticité¢ il faut certaines conditions de « compatibilité » entre les
composantes 1 et 1. de I, d’ou il est impossible de se fixer quant 4 la stabilité électro-
¢lastique sans en venir au cas par cas. Toutefois, un phénomeéne intéressant peut se
produire : une solfution instable au sens de [’élasticité¢ peut devenir stable au sens de
I’électro-€lasticité¢ lors de I’intervention d’un champ électrique extérieur. Le champ
¢lectrique peut ainsi avoir un role d’effet stabilisateur dans le probléme de traction en
¢électro-€lasticité.

Comme il a été précisé au début de I’introduction, on suppose qu’a I’état initial le

matériau n’est soumis a aucun effort d’origine mécanique, soit (Fm,%m) = (6,6) ,eta
aucun effort d’origine électrique, soit (Fe,‘te) (6,6). On suppose que le matériau est
alors dans la position non déformé lp, et on fait I’hypothése que dans ces conditions il
existe un champ de polarisation fIO non nul, ainsi que des contraintes Ef‘(l,ﬁo)dites

résiduelles. Les hypotheses peuvent alors se résumer a : @.1)

pour (6,11) = (1,11, ), &1, [1,) = 0.8, (1,,11,) = 0 et P (1 I,)#0
(Hy) _
avec DIVXPm(lQ, 0):0 et m(IQ, 0)

Iemarque . puisque %(lg,ﬁo)z 0, dans le cadre de la statique on peut dire que

m»
::1¢

) 0. Donc d’apres les expressions vues en 2 et ¢3) de P, il est clair que
I,)=0.

On rappelle que :
€ désigne I’ensemble des configurations (ou déformations) de 2 défini par :

={p O /40)=0, ¢ B(QR), 1, = detD )0},
(07:6(Q) > Q est supposé aussi dans I* : ¢ et ¢~ sont alors de classe ')

o)l

(1o,
(Lo,
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« désigne I’ensemble des champs de vecteurs de polarisation défini par :
@ = {0 >R /T el(Q1)}.
Les charges 1, = (F,.,7,) et I, = (F,,,) appartiennent a B'(Q,R*) x H'(6Q,R?).
On suppose de plus que la fonction densité¢ d’énergie libre W qui est une fonction de
(X,F,ﬁ) eQx ¥} xR est de classe C*(Qx ¥} xR?). Le champ de vecteurs &
oW

est alors de classe C'(Qx %] x R*) puisque d’apres la relation .42, on a Eve =g,

I/LE PROBLEME DE TRACTION EN ELECTRO-ELASTICITE LINEAIRE

Dans le chapitre 2, on a vu que dans le cadre de 1’électro-€lasticité statique pour un
milieu isotrope et homogene, les équations linéarisées au voisinage de la solution

naturelle (IQ,IZIO) sont :
{DIVXEF+F,” +F, =0
“4.2)

__ 1P =F(Z+.S,. Vi),
N =3 +7, o ¢ F = F{z+:$, V1)

On reprend ici les hypotheses énoncées dans le chapitre 3 : on suppose que le champ
magnétique &% est nul et on considére les diélectriques non magnétisables ne possédant
que la propriété d’électrostriction. Cette derniere hypothése permet alors d’écrire les
€quations sous la forme :

(E) DIYXIE tF=0 @3)
PN=7t_ '
PN=%,
ou P_ et P sont les composantes mécanique et électrique respectives du tenseur [

1-Validité des hypotheses (H;) dans le cadre de la linéarisation des équations

On a vu dans le chapitre 2 que lors de la linéarisation des €quations du mouvement
au point (IQ ,ﬁo), il est nécessaire de supposer qu’initialement on ait :

d2(lh - = ~
Pol 52 ) = f,+, f, + DIV B, (2.56)
0

ou . 130 désigne le premier tenseur de Piola-Kirchhoff non linéarisé en (IQ ,l:IO) :

EP0=EP(IQ>H0)-

11 est question ainsi dans ce paragraphe de corroborer les hypotheses (H;) dans le
cadre de la linéarisation des équations. En effet, on a choisi le cas restrictif des matériaux
homogenes isotropes pour exprimer les équations linéarisées au voisinage de (IQ,I:[()).
Dans ce contexte particulier, il s’agit donc de montrer que les hypothéses (H;) sont
valables.
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Dans le cadre de la statique avec les notations de (3.4, s’il on prend en compte
qu’initialement —

(F,.%.)=(0.0) et (F,.7,)=(00),
alors 1l faut s’assurer que :
DIV,  P(1,,1,)=0.
Drapres le découplage, 11 faut alors vérifier que :
DIV, @, (1,,,I1,) =0 P (1,.1T,) N=0
@.4) XA"’(Q »0) _ sur Q et Am(g ﬁo)q _ sur 0Q.
DIV, (1,.00,) = 0 (15,01, )N =0
En utilisant le second tenseur de Piola-Kirchhoff ;S=F
DIV, S, (14.11,)=0 Sully,M1,) N=0
(4.5){ X '"(Q 0) surQet{ m(Q 0) 5 sur Q.

7P, il revient & vérifier :

DIV, S, (15, 11,) =0 S.(15,11,). N =

En considérant des matériaux homogenes et isotropes, on a choisi dans le chapitre 2
pour invariants les scalaires I; avec i € {16} Dans cette hypothese, d’apres 2.50) on a
en (IQ,fIO) :
(4.6)E§(lg,ﬁ0) = (}'O +7, +y2)01 +(y3 +y4)0ﬁ0 ®II,.
Si I’on prend pour condition initiale
1,1, ) = E(15,11,) = 0,
on a remarqué dans I’introduction du chapitre que la composante électrique 11 (IQ,fIO)
du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est nul, ce qui revient a dire que la composante
§e(19,f10) du second tenseur de Piola-Kirchhoff I’est aussi. Il est alors légitime de

supposer dans le cadre du choix des invariants I; que la partie électrique du second
tenseur de Piola-Kirchhoff est nul, ce qui signifie en d’autres termes que toute

’expression du second membre (y o tY, Y 2)01 + (y sy 4)OI:I0 ®TI, représente en fait

la partie mécanique du tenseur §(IQ,I:IO) :

Puisque ’on suppose que le matériau n’admet pas de charge libre q;, d’apres les
équations de Maxwell on a :

DIV,D =0 sur Q (1.23),
Dans la configuration de référence, on a

D=¢g,E+TI.
Puisque initialement

~

&1.11,) = B(1,,11,) = 0.

ona
@7 D= fIO , soit
@8 DIV, IT, =0 sur Q.



69

Pour tout volume 2 contenu dans Q, de frontiere 62, on a alors
0= [DIV,[1,dV = [11,-NdA, soit
&) aQ

1, -N=0 sur 69.

Cette relation signifie qu’en I’absence de charge libre le champ de polarisation initial flo
est tangentiel a toute surface fermée, en particulier a la surface 0Q :
4.9) fIO N =0 sur 8Q.
De plus,
|p1v, (71, ®11,)dv = (1, ®1,)-NdA = [(fT, -N)i,dA , soit
D

a2 02

f DIV, (fIO ® flo)dV =0, soit encore
2

@.10 DIV, (flo ® ﬁo) =0 sur tout ., donc en particulier sur Q.
On a ainsi démontré que

DIVX[(Y3 +’Y4)0ﬁ0 ®ﬁ0]: 6 sur Q et [(Yz. +Y4)0ﬁ0 ®ﬁ0]N =6 sur 0Q).

On peut alors remarquer que
@11 (yo +7, +y2)0 =0.
En effet la condition
Eg(lg,ﬁo).ﬁ =0 sur 8Q
implique que
(yo +7, +y2)ON +(y3 +y4)0(ﬁ0 -N)I:IO =0 sur Q.
Or II,-N =0 sur 6Q

—

donc (yo +v, +y2)oN =0,
ce qui revient & dire que
(Yo +Y1+Y2)0 =0.

D’ouona
DIV, S, (1,.1,) =0 sur Q et §, (1,,11,) N =0 sur 60

Pour un matériau homogene et isotrope, le choix des invariants [; avec i € { 1,...,6}
permet d’obtenir ainsi grace & I’hypothése de non-existence de charge libre
DIVxﬁm(lQ,ﬁo) =0 sur Q et ﬁm(lg,ﬁo).ﬁ =0 sur Q.

Puisque d’autre part la condition %(l Q,I:IO) =0 permet d’affirmer que

DIVXﬁe(lQ,ﬁO) =0 sur Q et ﬁe(lg,ﬁo).ﬁ =0 sur 8Q,

on peut alors dire que les hypothéses (H;) sont bien compatibles avec les conditions
initiales requises pour 1’obtention des équations linéarisées de la statique.
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2-Expression des différentes quantités linéarisées

Pour une petite déformation et un petit champ de polarisation, i.e. E voisin du
tenseur 0 et P voisin du vecteur 0, il s’agit de traduire a 1’aide des coefficients (définis
dans le chapitre 2) o,, B,, v,, m, A,, u, caractéristiques du matériau un
développement limité d’ordre 2 en E et p de I’énergie emmagasinée W. Puis a 1’aide de
celui-ci, on retrouvera le développement limité de chacun des tenseurs en utilisant soit
les lois de comportement soit les définitions, en évaluant pour chacun 'ordre de
’approximation.

Le développement limité (.12

W(1+ 28,11, + ) = w(1n)+(aw) 28+ (Zvl;') P

‘ azwj ' '(a2w] B} ,(azw) B} 2 s
+[2E.( pve 2 +2 x 2F: AoTL 0p+p T 0p +0(E ,p)

0

se traduit grace aux formules établies pour la relation 251y du chapitre 2 par : .13
W(] +2E,Iﬂ]0 + f)) = W(I,ﬁo) +2(y0 +y, + y2)0 trk +2(y3 + y4)0 (l:l0 ®f]0):E

42, () + BB + (cr, + 2, )(erb)(7, ® F1, Y B+ (B, )- (873, ) + o, (B: (77, © 11, ))°
+2B, (11, - B)(trb) + 28, (11, - B)| (1T, © 11, }B)+ 20, | (& 1, )8 + (11, © ):B]
+16,(1, -13)2 +o(B2,5%).

, oW , .
On veut déterminer le tenseur S = o ZLE a partir du développement limité de W,

dont la partie réguliere donnera le 2™ tenseur de Piola-Kirchhoff du cadre de 1’électro-
¢élasticité linéaire. Un simple calcul donne : 4.14

, S*P {1+ 28,11, +p)

aE
+[2,08) + 4 e, + 0, (B (L, @ L))+ B, (1, -B)]t + i+ {8, ) @ 71, + 11, © (BT, )|
+[ (at, +2,) (TrE)+a (B:(f1, ©11,)) + B, (T, -p)]ﬁo ®T1, +p,(p@ i, + I, ® p)
+0(E,f) )
De la méme maniére, on obtient le 2™ tenseur d’électro-élasticité en prenant la partie
réguliére de ;C = G;CS 3 aaES

@19 CPP (1 +E, T, + ) = $1,G*G
+41,(G*G™ +GA°G™) + 1o, +x2)[GAB(ﬁO of,)” +(i, @ﬁO)ABGCD]
nne (i, ©11,)™ + 6211, ©11,)" + (T, © 1,)“ 6™ + (T, ©1,) " 6™
Lo, (M, ®11,) (1, ®1,) " +O®) +o(p) .
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2 2

aer & o

Le calcul de donne ;

W
o ) §
*W

(4'17)5m6_11;= ﬁ3(ﬁ0 @I:IO)AB + O(Ez)-f-O(ﬁ).

@16 =B,G11¢ +8, (T, ® T1,) " TS + 1, (GATI? + IT2G ™) + ofE, B).

Finalement, on peut exprimer a I’aide des expressions précédentes le tenseur X qui

intervient dans les équations linéarisées. Puisque 1’on a I’égalité
2

. *W
£(1+ 28,10, + ) =2, Cb+ o

‘P @s6p,
alors on obtient
515 2"%(1+ 28, 1T, + ) = [}” (trB) + +(ot, + 2, )(E:(TT, ©1,)) + B, (1L, ﬁ)}GAB b
+1(B1,) @11, + 11, © (B11,)]
#[Ho + 2, Yerk) + @, (B:(F5, @1, )) + B, (T, -B)|( T, ©T,)"
+1, (PO, +11,®5)" +o(E,).
Remarque : Les linéarisations se sont ici effectuées suivant Ie tenseur E . Il est & noter

qu'en général, elles se font suivant le tenseur Vi, représentant la partie linéaire du
gradient de déformation F au voisinage de 1, . En notant

@19e(id) = %(Vﬁ + VﬁT)

I’approximation lin€aire du tenseur

w20 B(T) = +(Vii+ Vi" +Vi'Va),

I’expression 4.18) devient g2y

Z2(1+6,1, +p) = {xl(tre(ﬁ)) 4o, + 2, Ye(@) (1, @ 1, )) + 8, (L. ‘p)]GAB +u,e(@)™
+4|(@)i,) @ 1, + 1, ® (@)
[+, + 2, Norel@) + o, (e (7T, © T1,)) + B (1L, -B)|(TL, © 11, )™
1, +11,85)" +o(Vi,p).

3-Le probléme de traction linéarisé

Les équations linéarisées au voisinage de (IQ ,ﬁo) peuvent s’écrire :
(4.22)5(1 + ﬁ,ﬁo + }3) = (Tm ,L) ,
avec 1_ = (I:"m,?m) etl, = (Fe,?e),
ou ® désigne I’opérateur défini par :
2 ®(1+ &I, + ) = {(- DIV, P, B, N),(- DIV, P EN)}

m?> m
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Ainst pour un couple de charges T=(l L) fixe, (l+ii,f[0+§) est solution des

équations d’équilibre (E) si et seulement si 5(1 +4,I1,+7) = (Tm,i).
L’opérateur @ est défini sur T € xTﬁﬂg@', ou T, € désigne le plan tangent a
I’ensemble & des déformations sur Q en ln et Tﬁoe@ deésigne le plan tangent a

I’ensemble «® des champs de vecteurs de polarisation en IT,. Ces deux espaces sont
regardés ici comme les espaces affines associés aux espaces vectoriels d’origine
respective I et T,

Comme il a été mis en évidence au niveau de la formule 3.10) du chapitre 3, @ admet
pour ensemble d’arrivée I’espace vectoriel £ =2 _® £, des couples de charges de
bilan nul.

Sil’on regarde T, € x Tﬁoe@ comme un produit d’espaces vectoriels, on peut remarquer
alors d’aprés les expressions 21, (2 et @23 que Vopérateur @ est une application
linéaire en le couple (ﬁ, 13) :

w29 ®@(d, +1,,p, +B,) = (d,,p,) + B(4,,5,) .

Par conséquent, si (d)l,f]l) et (d)z,ﬁz) avec ¢, =1+14,, ¢, =1+1,, II, =TT, +p, et

I, =TI, + P, sont des couples solutions relativement aux charges 1 et I,, alors le

couple (cl)1 +¢, T, + ﬁz) est solution du probléme relativement a la charge 1, +1,. Ce

résultat est connu sous le nom de « principe de superposition ».

Un simple calcul permet de montrer que si 3@ est un vecteur constant de R’ et si K est un
tenseur antisymétrique de 0¥, , alors :

4.25) ﬁ_)-(ﬁ,ﬁo) = (6,6}, ?ID—(KX,ﬁO) = (6,6), soit 5(5 + K)z,ﬁo) = (6,6) .
Le deuxiéme résultat peut aussi écrire ff(l +KX, ﬁo) =(0.0).

On retrouve ici que les solutions du probléme de traction lin€aire sont définies & un
champ de déplacement prés. En effet si 0:t — e*' avec K eskew est une famille de

rotations continiment différentiable au voisinage de t=0, on a 8, =1 et

d,
dt_,

£(6.f) > e  est L, (KB =1+K.

= K. En reprenant les notations du chapitre 2, la linéarisation de I’application

On impose dans la suite que la déformation ¢ vérifie ¢p(0) = 0.
Les résultats .16y conduisent a définir la relation d’équivalence :
@26) 1~V lorsqu’il existe un tenseur K de skew(T8) tel que i(X) = V(X) +KX,

. T €
8 LR e . . , . 1
et on est alors amené¢ 4 considérer la restriction @ de @ définie sur ° /X Tﬁoas@.



4-Le théoreme d’inversion locale

Pour un couple de charges I = (lm,j;) donné voisin du couple (6,5) , on recherche les
couples solutions (IQ +14,11, +p) voisins de (IQ,ﬁO) vérifiant les équations
$(l+ﬁ,ﬁo +f)) = (Tm,L). La méthode consiste a appliquer le théoréme d’inversion
locale en déterminant la différentielle D®(),T1,) de ® en (1,11, |

Dfﬁ(l,flo) est définie de T, %% x Ty @ sur L @© L, par:

DIV. (ap Vi +ap )(ap V*+6F’“ *)N
- U+— —.
| oF Pl o P

(4.27) D@(l,ﬁo)(ﬁ, _IS) = ap op oP P
(-DIV ( . -*M—CIWJ’ ] '4] ﬁ)

oF oIl of oIl

D’apres la linéarité du tenseur X en (Vﬁ, f)) , On remarque que

0P - O o)

aF : ) ) SOIt encore
3P 8, P o=

W Vit =t - =R P(1+ Va1, + ).

D’aprés @25, on peut alors affirmer que pour tout tenseur K de skew(T8), ou T§
désigne le plan tangent a I’espace d’arrivée de la configuration ¢, ona:

D&(1, 1, )(KX,0) = (6,0).
En posant I’ensemble % = {KX/K € skew(TS)} qui n’est autre que la classe nulle
relativement a la relation d’équivalence @.26), on peut dire que :
S x {6} c KerD$(lQ,ﬁ0) :
En imposant que la premieére composante u de tout élément (ﬁ,f)) du noyau

KerD@(lQ ,ﬁo) vérifie i(0) = 0 , on peut remarquer que ...

- - - ou,
si i =KX, (Vi),, = GX—A =K, 8" ouKe skew,
et réciproquement si X - =K_8" avec Ke skew et K constant ,

alors u, = K, 8°,X* +k_,

or puisque u(0)=0 onak,=0,

donc u, = K, 8°4X"*, soit i = KX.
D’ou on redéfinit I’ensemble <% par :
4.28) G = {ﬁ eTZ/u0) =0 et (Vi)(0) e skew} .
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Puisque %% x {6} c KerD@(lQ,l:IO) , on montre maintenant que si (ﬁ, f)) vérifie
D@(]Q,ﬁ )(u p) (O 0) alors i e % et p=0.
Lorsque DCD(IQ,HO)( ,p) = (6,6) , en utilisant la forme de la différentielle 27), on peut

écrire que pour tout vecteur v e l'(Q,R?), ona

oP, 6P 81’
- Vil + —2.5 Zm Zm 7
£DIV (GF + 3 p} vdX+j.{( o Vu+ 3 p] } vdA =0

et

b, 5[’ aP _
- I —Vi+—=-p e e Y —
£D V (8[“ u+a p) vdX +I{( Vu+a }N} vdA =0

or pour tout tenseur A = j DIV A vdX +j AN VdA = jA VvdX .29
Q

en effet : fA“NVdA j A(A Jix = fXA adX+£AaAaa}V<;dX

Donc pour tout vecteur v,

I(VV:%:Vﬁ+VV:a—P‘“—-§]dX=O .
at o o soit | [VV L) ﬁ} dX = 0
J(Vvip— Vu+Vvﬂ p)dX:O ¢ * o

oF oIt

2
On note ® la forme définie sur (Tl% % Tﬁ s@) par (4.30)-

W W FW W
— A" + A N .
a A T A S S amar A S AT

o [(A.0)(aLe)] =A: e

On fera I’hypothéese forte dite « d’ellipticité » de la forme ® : @31
il existe un réel € >0 tel que pour tous A,A',C,C
(H.) 1,

[( A’Q)’(Av’g»)]zg G(A+AT),C) x G(A#A'T)@)“

ol “(AC)N = sup (”A”o%o,>”(;”a3)

Cette hypothése (H 2) permet d’affirmer que “(e( ii), f))” =0, c’est a dire e(@i) =0
et p= "0, soit encore (G,p) € 5% x {ﬁ}

2w W
Vi + VY
a2 T Y Ve

eneffet: 0= f (Vv

BT et x 20
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Proposition .32y KerD@(lQ ,ﬁo) = {ﬁ eT € /i(0)=0 et (Vi}0) e skew} X {6} .

Pour le produit scalaire (A,B) = tr(ATB) , on a la décomposition en somme directe
%", = sym skew .
Par conséquent, on a la décomposition suivante :

- ~ 1 -
[KerDCD(IQ ,no)] = Com x Ty @ 01 €, = {T €T, €/ W0)=0 et (VE)0) esym)
Donc sur €, x Tﬁogﬁo,D5(lQ ,ﬁo) est une injection.

Etude de la surjectivité :
Pour cela, 1l faut se rappeler qu’en élasticité classique, la surjectivité de 1’application

Dﬁ;(lg) s’obtient grace a 'alternative de Fredholm : @33
(F) kerD®(1,) =36 et ImD®(l,)= 6 ou* = {T e/ <T,K5(> =0vK € skew}

Comme dans FICHERA(1972)1, on montre que 1’alternative de Fredholm est obtenue en

: : : . e - _O°W
établissant I’inégalité de Garding pour la forme bilinéaire B(4,1) = jVu: > VudX -

2

O°W
«.34) pour tout i GHI(Q,R3),fVﬁZ e Vazylfalh - A, lal
Q

ou y, et A,sont des constantes,y,)0 et A,2>0.
Si I’on suppose, comme dans Y. H. WAN et J.E MARSDEN@), que :

2

oW
. 35)_“Vu P

on obtlent I’inégalité voulue en utilisant la seconde inégalité de Korn [FICHERA(1972)] :

'VidX > ele(T)]], ot ¢ est une constante, £)0,

436) lle(ﬁ)uzﬁ +[lal%. > clful}, ou c est une constante, c)0.
Dans le cadre de I’électro-€lasticité, on supposera que dans [I’hypothese forte de
Péllipticité (H,), on peut généraliser I’alternative de Fredholm : @37

(F) kerDCD(lg, )—p%x{ } et ImD$(1 ,ﬁ0)=[%x{()}r0\‘1
[oe < (0] = {(1,.1) e, @£ /{1, KR)=0 et (I KX) = 0VK e skew}

).
EEF(KX)dX +_(f-(KX)dA=I(5(AF)-&’)dX +I(5(Af)-o3dA .

oQ Q oQ

orl = (f’ T
(1,KX) =

ot K=o"

=0 soit I e(_gm)o

donc (1 1 ) eImDCI)(l I )ssi

m?> ¢

0

dX dA
oQ
ff(/\ L dX +f5(/\fedA=0 soit I, e(£,)
Q oQ
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d’ou le résultat :

Proposition .38 Im D&(IQ,I:IO) = (’\/('Om)o @ (Jf’e )0 :

Remarque : pour rendre compte de I’effet d’électrostriction, il est nécessaire de

- = 2, .
restreindre Im DCD(IQ,HD) a (.Em)o EB( )/i-l . En effet, I'effet piézo-¢lectrique
inverse exprime qu’une variation de champ électrique 5 (1c1 choisie petite) créant une
(petite) variation de la charge 61 engendre une (petite) déformation, de plus la variation

-3& qui crée la variation - Sfe engendre la méme déformation.
D’ou la proposition suivante :

Proposition «.39) : 1’application D%(lg,ﬁo)est un isomorphisme de €, x Ty & sur

(e.),0(2), o (2), -/,

On munit T, €'et Tﬁog@ des normes respectives ll “H, et H uﬁ .

(TIQ%Z X Tﬁoe@ sup(“ “1 “ “LZ )) et((fm) @ (J?e) . ,“ “ﬁ) sont des espaces de Banach.

Drapres le théoréme d’inversion locale, il existe une boule ouverte U x U' centrée
~ T - o .
sur(io,11,) de '“%Z x T, & et un voisinage W x W' de (0.0) de (Em)o ® (fe)o tels
que ® soit un difféomorphisme de classe C'de Ux U'sur Wx W' . D’ou ...

—

Corollaire @40): Soit [ = (lm,fe

) un couple de charges de %, proche de (5,6). 1
existe un unique couple (d),ﬁ\) dans T'Q%Z X Tﬁou@ solution du probléme de traction
®(¢,11) = (1,.1,).

Remarque 1: La déformation ¢ =1, +u du couple solution est alors par I’espace

. T ¥ .
quotient ' 4 définie a un déplacement pres (cf. @.25))

Remarque 2 : Le résultat ne vaut que dans la recherche de solutions au voisinage de
(]Q,I:IO) du fait du caractére local de la linéarisation des équations de la statique. Il est

clair que des lors que 1I’on connait un autre couple de solutions trivial, on peut appliquer
le méme principe de recherche des couples solutions au voisinage de ce couple donné. Il
est a noter que dans ce cadre, la linéarisation €tant effectuée, il n’est pas possible de
bénéficier de I’axiome d’indifférence matérielle.
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IVFORMULATIONS DU PROBLEME DE TRACTION EN
ELECTRO-ELASTICITE NON LINEAIRE

1-Le probléme de traction non linéarisé

Les équations non linéaires en ¢électro-élasticité statique s’expriment sous les
hypotheses du chapitre 3 :
DIV,P +F =0
DIV,P +F, =0
PN=7
PR =

(E)

o

m

a1
)

Elles peuvent aussi s’€crire (D(d),ﬁ) = (Tm L) ou I’opérateur @ est défini par
@i D Ex P > L

(6.17) - @{o.11)

{(-D1v,»,.p,N),(- DIV,P, p.N)}

m> m e?"¢

Comme dans le cadre linéaire, on dira que pour un couple de charges 1= (lm, le)ﬁxé,

(d),ﬁ) est solution des équations d’équilibre (E) si et seulement s1 (D(d),l:l) =1.

11 est clair que dans le cadre non linéaire I’espace des déformations € ne peut pas &tre
regardé comme un espace vectoriel, @ n’est donc pas une application linéaire, d’ou le
principe de superposition n’est pas vérifié. Par contre, d’apres ’axiome d’indifférence
matérielle on a vu dans le chapitre 3 que :

w2 pour tout Q de SO(3), ®(Q0, QMI($(X))) = (1,.Q1,)
On peut alors dire que les éléments (Q.IQ,l:IO(X)) [ou (Q.]Q,Qﬁo((b(X)))]

avec Q € SO(3) sont aussi solution de (E) pour 1= (6,6) .

Le probleme de traction se formule alors ainsi :
(Py) Décrire l’ensemble des solutions de d)(cb,l:[):(k 1 kje) voisines de

m m?

(Q.IQ,I*TO(X))e%"’x«ﬁ/D pour (kmfm,lje)efj, A, et A_ étant des réels positifs
: -

A T) étant voisin du couple I, = (Tmo, leo) donné

proches de 0 et le couple 1= (km el
dans .£. Plus précisément :

*dénombrer les solutions,
et

xétudier leur stabilité.
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2-Le théoréme d’inversion locale

La différentielle de @ en (],I:IO) est;

oIV (aﬁm V*+aﬁ" ﬁ) (aﬁm v*+aﬁm ‘]*
- —Vu+—-— — . VUl +—
x\ o on PP\ o P

DIV. [iﬁf—-vwaﬁe ‘) §_E_,V-+6E p|N
e Pl Y Tan P

Bien entendu, d’apres les définitions .2), et 257, 0na:
0P _opP  OpP 0P
aF O A o

(4.43) Dd)(l,ﬁo)(ﬁ, p)=

(4.44) , soit Dd)(l,ﬁo) = DE(I,I:IO).
Si dans un premier temps on examine I’injectivité de I’application D(D(l,ﬁO) , on utilise
soit la propriété d’équivariance 3.155de ® etona:
CI)(e K X,ﬁo) =(0,0) pour tout réel t et pour tout K e skew(T8)
donc en calculant la différentielle pour t =0,
D(1,,11, (KX,0) = (0,0) od (KX), =K,,5°X*,
soit on reprend le raisonnement du cadre linéaire.
Dans I’hypothéese forte « d’ellipticité » 431) de la forme ® , on peut aussi conclure que le

noyau de Dd)(] Q,ﬁo) est défini par :
KerD®(1,,,T1,) = {i T, & /(0) = 0 et (V)0) e skew} x {0}.

La surjectivité de D(D(l,flo) se traite aussi de la méme fagon et on peut affirmer que
Dd)(l,ﬁo) est une surjection de €, x «® sur (.Z}m)o ® (fc) 0

La différence réside ici en le fait que ® n’étant pas une application linéaire, ® est un
isomorphisme local de €, x « sur une variété de I’espace £, @ .£,. Pour mettre en

évidence cette variéte, on va reprendre la démonstration des fonctions implicites en trois
points.
Tout d’abord on peut remarquer que pour tout U € €, , ¢ =1, +i €€ : € peutétre

regardé comme un sous espace affine de & centré sur 1, .

Si on considére « comme un espace affine d’espace vectoriel associé¢ «& attaché en

I1,, de la méme fagon on peut regarder T, «&® comme un sous espace affine de «@
0

centré en flo et Tﬁoqga est isomorphe & «#. Dans la démonstration, on utilise alors
Pespace @ au de Tﬁon@.

@ est une application de By X L dans L = ((fm ) @ Skew) @ ((Ee ) % Skew).

On notera @' la différenticlle D&D(]Q ,ﬁo) tant qu’il n’y aura pas d’ambiguité.

@ est alors un isomorphisme tel que (TD(IQ,ﬁO) = (5,6) :

€ ym €t @ sont munis des normes respectives “ “n, et “ “Lz ,etonmunit €, x«® dela

norme « sup. ».
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(%’M X sup(“ “n‘ “ “Lz )) et((!fm)o ® (.E?e) o H “1} ) sont des espaces de Banach.

[a] D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe une boule ouverte U x U' centrée
sur(lg,ﬁo)de € m x«@et un voisinage WxW' de (6,6) de (fm)o @(.Z)e)o tels que

@ soit un difféomorphisme de classe C'de Ux U'sur W x W' .

[b] Comme @' applique (.gm)o @ (.f?e)o sur €, x «®, I’application composée
Y Ux U—25Wx W—g—égvm x«® est différentiable en (lo,I,)de UxU' et

‘*P'(IQ,I?IO) =lg .. Eneffet..

‘P(IQ +4,1, +p) - (1,11 0)=® ( &(1, +4,1, +p)-® (IQ,fIO)) car @' est linéaire,
w1, + 6,10, + ) - Py, 11,) = &~ (B'(8,5) + (3, p)),

W, + 8,01, +5) - ¥(1,.10,) = (@.9) + (o (@,5)).

d’ou le résultat.

on peut remarquer que @' (ﬁ f)) se décompose ainsi:
@'(d,p) = ( /€, )u+(CD /@) P ( /€, )u+(&) /<@)P
ou (D =p, o® , P, désignant la projection de . £ sur 2

<I> =P, o® ,p.désignant la projection de .2 sur 2,

On considére alors g (ﬁ, f)) - (ﬁ, ;3) - ‘P(ﬁ, f)) qui est différentiable en (IQ,fIO),
g (19,1:[0) = l‘gsymxu@ - lsg'smx@ =0

Puisque g:UxU— %€ x«® est continue, il existe un réel r positif tel que des

que“ u,p ”(r alors Ng u, p n . D’apres le théoréme des accroissements finis, on a

|e(2.7) - e(0.0)] < +|(a.5) - (@.9)] soife(a.5)] < 4{(w. )

g est alors lipschitzienne de rapports € ]O,l[ dans la boule “(ﬁ f))‘kr.

On peut appliquer la méthode des approximations successives pour montrer que ¥ est
un homéomorphisme d’un ouvert Vx V' de (6,6) c UxU' dans un voisinage ouvert
W, x W, de $(00) c &, x®

L’application ® = ®¥ est alors un homéomorphisme deVx V' sur WxW' ou
WxW=@(VxV)c(L,), e(£.).

[c] @ est une bijection continue et ouverte de Ux U' sur ®(U x U"), donc
¥=0"/®(UxU)— Ux Uest continue.
L’application @ est bien un homéomorphisme de UxU' sur d(UxU) EO ou

j?o = (‘gm)o ea(jjc)

0"
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Pour tout (Tmo,nl‘eo) eWx W'=d(Ux U), (ﬁ,f[) = lI’(_l.mo 1 0) eUxU.

Par conséquent,

w19 =BUxU)=(i,,1) € & @Skew/ 1, = (¥ -1, )iy, T, e W x W]
est une variété lisse de .2, graphe de 1’unique application

F:(ﬁm)o ® (.Z?e)o — Skew @ Skew telle que

F=®o® -1, =®o(d/0(UxU)) -1, vérifie
F(0,0) = ®(1,,0) - (0,0) = (0,0) et F'(6.0) = ®'(1,,.6)-(0,0) - (6,0) = (0,0),
ce qui signifie que <Y est tangente en (6,6) a (.8“) & (f}e)o.

En distinguant les charges d’origines mécaniques et électriques, on peut aussi définir
cette variété <Y ainsi :

(4_46)@/:{[( o Lo ) (1o 1)) €((£,), @Skew) @ ((£,), @ Skew) /T, = F, (1....1,)

etl, :Fe(lmo, eo) ou I eWxW}

ou Fm Z(T)m o(@/(TJ(Ux U'))_l —l( o

‘*-’m)o

E =&, o(®/Huxv)) 1,
avecF=F_+F,.

Proposition 4.47): 1l existe une boule centrée en (1 Q,ﬁo) dans €, x «® dont I'image

par @ est une sous variété lisse de £ = £, @ £, tangente en (6,6) a ('8"’)0 ® (.?e)o.

Cette variété &Y est le graphe dune et wune seule application

F(£,), ®(£,), > Skew ® Skew telle que F(0,0) = (0,0) et F'(0,0)=(3,0).

¢}

Sym_ @ Sym,

=
T/F

Skew , ® Skew,
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Remarquel : soit ¢ €€, ¢ =1, +U ot U eT, € avec ii(0)= 0. I existe un unique
QeSO(3) tel que Q¢ el + &, . Eneffet ...
D =1, + Vi e £ (TR,
D’apres le théoréme de décomposition polaire, il existe un unique Qe SO(3) et un unique
Uesym, tels que Do = Q"U, alors QD¢ = U e sym, soit Ql, +QVi esym.
or Q¢ peut s’écrireQd =1, +1, ou v, =Ql, -1, +Qu,
et Vi, = Ql, -1, +QVi esym, donc
1,(0)=0 et (Vi J(0) = Q1 ~ I, +(QVEK0) e sym
c’estadire Qp el, + €,

Remarque 2 : si (d),ﬁ) vérifie les équations (E) avec ] = (Tm,];) €.Z , il existe un
unique Q de SO(3) tel que ¢ = Qp €%, . On pose T = QI
Q(@ﬁ) = (I)( Qd),Ql:I) = Q<D(¢,f[) d’apres la propriété +.42) de @, donc
@(a,ﬁ) = (Q1,,Q1.) dou @(5,5) e(@l-m y @L)m o

3-Les reformulations équivalentes du probléme

1] 1°° reformulation du probléme

(P2) Pourl = ( lmo,l )une charge fixée dans £, proche de (O O) étudier comment

©; x O; rencontre <Y pour 1 variable proche de 10.

On pose (@)- «®- ) r={(Qui, Qi) izt e i=1,..k}.

A chaque couple (le 1,.Q jefe) correspond, d’aprés la proposition @47y , un couple

(q)u,l"[u) de €, x<®tel que CI)(dpu, ) (le m>Qje e) La propriété @42 de ® ne

peut s’appliquer que dans le seul cas ou Q;, =+Q, €SO(3). Lorsque Q,, =Q,,, alors
(Q"d)l,Q"l'I) (mfe) c’est a dire (Q;’&,Q;‘ﬁi)est solution de 1’équation (E)

avec | =(1 ) LorsqueQ,, = —Q,, €SO(3), puisque (.88)0 est quotienté¢ par *1,

Q; L~Q,l . » €t on est alors ramené au cas précédent.

11 est nécessaire de se poser la question suivante :
Pour deux charges distinctes (Q 1m,Qlle),(Q ,Q. l), a-t-on deux couples de

Eym * @ distincts ?
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i (Q'8,.Q0' T )=(Q;'5,,Q; 1T, alors §, = QQ;'5, ot Tet , sont

voisines de 1,dans €. Or,

Lemme @4) : il existe un voisinage U de 1, dans €, tel que
sipeUet QpeU alors Q=1.

D’apres le lemme, on peut alors affirmer que Q; =Q;, donc que les charges

(Qifm,QiL) et (Q jfm,Q er) sont identiques d’ou une contradiction.

On peut alors conclure effectivement que pour deux couples de charges distincts
(Qij,QjTe), (Qﬁm,Q }.Te), les deux couples respectifs associés de €, x« sont
distincts .

Démonstration du lemme :¢ =1, +ueUc €, peut se traduire par I’existence

d’un réel strictement positif € tel que i, <<, ce qui entraine V. <t .
On a vu dans la remarque 2 relative a la proposition 470 que Q¢ peut s’écrire

Qb =1g +, 01 Hy =Q-1, +Qf, avee (Vii, )(0) = Ql, ~ 1, +(QVi)0) € sym.
Puisque de plus Vii(0) esym,ona Q' —Q = QVii(0) - Vi(0)Q" .

Cette égalité peut se traduire dans une base orthonormée directe (Ei) dans laquelle
Vi(0) = (G ij) et Q désigne la rotation d’axe €, et d’angle 0. Un simple calcul montre
en effet que Q" —Q et QVii(0) — Vi(0)Q" sont représentés respectivement dans la base

(éi) par:
0 2sin6 0
—2sin0 0 0]et
0 0 0
0 —sin6(G,, + G, ~G,;(1-cos0) - G, sin
sin6(G,, +G,,) 0 G ,3(—1+c0s0) + G, sinb |.
G,;{1-c0s8)+ G, sin@ —G,(~1+c0s8) — G, sinb 0
L’égalité des deux quantités implique alors le systéme suivant :
G,, sin® + G, sinb = —2sind (G, +G,, +2)sin6 =0
s G3(1-cos0) +G,,sin6 =0 , 501t G 5(1-cos8) — G, sinB =10 , c’est a dire
G,(~1+c0s8) +G,,sinB =0 G,(1-cos8) + G, sin0=0
(G, +G, +2)sin0 =0 (G, +G,, +2)sin6 =0
. ,9 : 0 : . © . © 0
2G , sin’ 5—2G23 Sin~ cos> = 0, soit sz(Gu sino Gy cosa) =0.
. .0 .6 06 0 0 0
2G  sin’ P +2Gy, S, €087y = 0 SinE(GB sin—2—+ G; COSE] =0




1cas: sin6=0, O=kn
: : .0
* st k est pair, 8=2pn et smE: sinpt=0. Il n’y a donc pas de condition sur
Gyet G, , et Q=1.

) ) ) . 6 0 )
* si k est impair, 6=(2p+1)7r, sm5=(— nr, cos—2—:0 et nécessairement

G,; =G, =0. Ainsi Q = diag(-1,-1,1),

Gu G12 0 _2_Gu _Gu 0
Vi(0) =G, G, 0 |etVi,(0)=| -G, -2-G, O
0 0 G, 0 0 G,

Pour que [Vi. <e et “VﬁQ“Ll <g, 1l est nécessaire que l’on ait simultanément
‘G”[ <g et (— 2- G“‘ < ¢, ce qui est contradictoire sachant que € est petit.

. 6 :
* 271 cas sinz = 0, 6=2pn etdonc Q=1 (voir 1 cas).

. .0 .
* 3" cas: sinB#0 et sin— # 0. Le systéme devient alors :
G,+G,+2=0 .6 0
0 0 SIn - —COS—
G;sinT—-G,co057=0 ou det 2 2 =sinB =0,
13 2 23 2 ) e e
0 0 Sin— COoS—
G sin+ Gy cos- = 0 2 2

ce quiimpose G, +G,, +2=0=G; =G,;.

Or pour que {[Vil,: <, il faut \Gn( <g et lez\ <¢ donc ‘Gn + G22l <2,
d’ou (G“ +G22[ (2 des que g(1. Ceci est impossible puisque G,; +G,, =-2.
En conclusion de cette démonstration, Q = | est bien la seule possibilité.

D’apres la proposition 3.35) du chapitre 3,

étant donné
}et A, = ke@) ,on peut €crire :

____________________________ +_______._______________.____.___
B dalkew, )@ foym )@ kerk, | £, = i (skew, )0 ifoym O kerk,
(©,), = inlsym, )@ ker k, Jr(w)" = j.(sym,)® ker k,
Tm = jm(skewAm)+jm(symAm)+nm Te = je(skewAe)+je(symAe)+ne
oun, eker k, ou n, eker k,

Quly = jn(skewQ, A, ) +jn(symQuA L) | Q.1 = j.(skewQ.A, )+ j. (symQ.A.,)
+anm I +Qene
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Ainsi, d’aprés la définition @46y de la variété <V, dire que (Qme,QcTe) e &Y signifie

(jm (skermAm)} _ (Fm (jm (SmemA m), Je (SmeeAe ), Quny, Q.10 )}

j.(skewQ.A,) ) "\ F.(j, (symQ,A,). i (symQ.A,).Q,n,.Q.n,)

que :

D’ou la reformulation du probléme (P,) :

2] 2™ reformulation du probléme

(P3): Pour loz(AmO,Am,nmo,neo) donnée dans £, voisine de (5,6) et

I= (Am,Ae ,nm,ne) voisine de fo trouver (Qm ,Qe) e SO(3) x O(3)tel que :

(jm(skermAm)— Fo{jn(symQ mAm)aie(SmeeAe),Qm“erne)J _ @

ju(skewQ.A ) - E.(j, (symQ, A, )i (symQ.A,),Q,n,.Q.n,)) ~\D

La chargel = (Tm ,Te) sera caractérisée par un couple de parametres réels (km,le) voisin
du couple (0,0) qui permettra de distinguer la taille ainsi que 1’orientation de chacune
des charges 1 et fe .
On remplacera alors :

I’équation (D(d),l:I) = (Tm,Te) par CD(d),fI) =(}»me A T) (l A ) voisin de (0,0) dans
R*. Comme F(6 5) (6 5) et F' (6 6) (6 O) on a, pour ( A ) voisin du couple (0,0)
F(r,1,.2.1) = 4[22,02,F(0.0)(1,,.1,) + 22,102 F(0 o( 1) +22D2, F(0.0)(L.1)]

a1

+i],02, L F(0.0)(1,.1,.1,) + 3%, D2, F0.0)(1,..

' D3 11 ) +3%,22D2 F(0,0)(1,.1..1.)

+ DL FO0)(1.1.1))+ o(x, 1) avec i+j=4

OrF,=p,oFetF, =p, oF,donc

Fo(hal, 0 1) = 4[12p,, 0 D2, F(0.0)(1,.T,) + 20, .p,, o D2 F(O.0)(1,. )]

+4[8p,, 0 D2 FOI)(,. 1, 1,) + 3824, p,, 0 DL, F(0.0)(T,. T,.T.)

+3h,22p, o D2 F(O.0)T,.1.,T.) [+0(¥,n) avec i+j=4det ix1.

D’ou F  peut s’écrire Fm(?\.mT A 1) AF (km,ke,lm,le) ou F_est une application
Fm(o 0,11
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On peut faire de méme pour F, et mettre ainsi une application F, en évidence possédant le
méme type de propriétes.
Puisque skew(kam (Kmim)) = kmskew(QmAm) ,

et skew(Qeke(Kje)) = keskew(QeAe) ,

les équations de (P3) s’écrivent :
[xm[jm(skermAm)—Fm(xm,xe,jm(smemA o) i(symQ.A,),Q,n m,ane)]} _@
A1 (kewQA ) - F(hao ks i (5ymQuA ). i, (5YmQ.A,).Qun,.Qun )| | 0

,[mem(xm, A_A.n.n..Q..Q. )) (6) ‘
soit ~| ou
A'CPIC(}\'m’}\’e’A e) m’ e’Qm’Q) O

H, et H, sont deux applications définies par ces relations.

Ce qui mene a la formulation définitive suivante :

3] 3°" reformulation du probléme

Py Pour = (A A, nmo,nw) donnée dans &, voisine de((),ﬁ) 1= (Am,Ae,nm,ne)

mo ?

voisine del,, trouver (Q,,Q,)€SO(3)xO3)tel que:

(Hm(xmxe,Am,Ae,nm,ne,Qm,Q )j (0)
H

Amh AL A N,0,Q,.Q,)) (0

Cette derniére formulation, mettant en évidence les équations de bifurcation, sera la
base de 1’étude des solutions de I’équation d)(q),f]) ( w2 )
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[I /ETUDE DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE TRACTION EN
ELECTRO-ELASTICITE NON LINEAIRE

Aprés I’extension de 1’'un des théoreme fondamentaux de Stopelli [1958] o) qui
démontre qu’il existe une solution et une seule au voisinage de (IQ,I:IO) pour (x A )

m?2>°""e

proche de (0,0) si la chargeT = (lm ,L) n’a pas de couple d’axes d’€quilibre, on montrera
que ceci n’est plus vrai au voisinage des solutions triviales (Ql Q,Qﬁo) avec QeSO(3),
le nombre des solutions et leur stabilité dépendant du type de 1= (T 1. ) :

m?* e

—

1-Etude des solutions de (I)(d),f[) = (k 1 ?\je) au voisinage des solutions triviales

m m?

(Ql,,,Qf,) avec QeSOA). lorsque T = (1,1, ) est de type (0.0) ou (0.0°).

— —_ -

11 Solutions de Cb(dp,fl) = (?\ 1 kje) voisines de(lQ,fIO) , pourT = (1 1 ) sans

m-m? m? ¢

couple d’axes d’équilibre

Théoréme (+.49: Soit] = (Tm, Te) € £, sans couple d’axes d’équilibre. Pour (Am ,ke)

suffisamment proche de (0,0), il existe un unique couple (5 ﬁ) de €, x<® et un

unique Q dans un voisinage de [D’identit¢ dans SO(3) tels que le couple

—

((b,fl) = (Q‘@,Q‘lﬁ) soit solution du probléme de traction ®(¢,ﬁ) = (X | kje).

m-™m?

Démonstration : 1 = (l 1 ) étant fixé, A ,n_,A ,n, sont fixés.

Soit H I’ application défin . RZxSO(3)x0O(3) — skew @ skew
01 a 1cation aerinic par .
PP P (303.QmQ.) = H(Ay.20.Q0.Q.)

ou

skew(QmAm)—Fm().m,)»e,sym(QmAm),anm,sym(QeAe), ene)}
skew(QeAe)—E(km,ke,sym(QmAm),anm,sym(QeAe),Qene)

Le but est de déterminer, 1 étant fixé, le (ou les) couple(s) (Qm,Qe) €S0O(3) x O(3)

tel(s) que (Q,, (2, 1,).Q.(~.1.)) e@r, soit H(x,.2..Q,.Q.)=(0.0).

On utilise le théoreme des fonctions implicites.

Puisque on cherche a déterminer des déformations ¢ proches de 1,, on verra qu’il est
nécessaire de chercher Q,, voisin de 1 dans SO(3). Par contre aucune condition de cet
ordre n’est fixée sur le vecteur I1, donc par conséquent sur Q. de O(3). Toutefois, pour
utiliser la propriété d’équivariance 442 de I’application @ concemnant le couple

(Qm(kmfm),Qe(lje)) €9, il est nécessaire que Q_ =Q, €SO(3).

H(xm,xe,Qm,Qe){
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La différentielle de H en (0,0,1,Q), ou Q est quelconque dans O(3), est définie par :
T,SO(3) x T,0(3) = skew @ skew
1 WmAm _(‘A/mlkm)T
DH(0,0,,Q): (W,.QW,) 3% E
QW,.A, -(QW.A.)
1 0
Silonnote B =

. (1 O)
0o o) 2 “lo o

On peut remarquer que DH(0,0,1,Q)=Ad(B)~ DH(0,0,1,1),
ou I’application Ad(B) est définie sur %, (R) par AdB):M— B M B™" .
Ad(B) est un isomorphisme de skew @ skew sur skew @ skew .

( WA _+A _W_ )
QWA ,+A WQ") "

Ny

—

Puisque 1= (lm,L) n’a pas de couple d’axes d’équilibre, d’aprés la proposition (332 du
chapitre 3, DH(0,0,],]) est un isomorphisme de T,SO(3) x T,O(3) sur skew @ skew, d’ou
DH(0,0,I,Q) est un isomorphisme de T,SO(3) x T,O(3) sur skew @ skew .

Il existe alors un voisinage U, x U_ de (0,0) dans R°,
il existe une unique application Q,, définie par :

U_ xU, - SO(3)
Qu:
(A2) = Qn(2mo)
il existe une unique application Q. définie par :
U, xU,x0(3) — 0(3)
Q. : ;
(AnoteQ) > Ql3.2..Q)
tels que H(%,, %, Qu (A2 Q. (1 2,,Q)) = 0.
On cherche maintenant Q tel que Q, (km A ,Q) =Q,. (xm ,ke).
L’application Q, qui est de classeC' sur U, x U, x O(3), vérifie D,Q,(0,0,Q) =1 qui

est un isomorphisme de T,0(3) sur T,0(3). Donc d’apres le théoreme des fonctions

, de classe C' avec Qm(0,0) =1,

de classe C' avec Q.(0,0,Q)=Q

implicites, il existe un voisinage U'_xU', de (0,0) dans R?,
il existe une unique application Q définie par :

U, xU, - 0(3)
< (Aor) - QR,02,)°
tels queQ, (A, 4., QA s 1)) = Qu (12 )-

On a alors H(km,kc ,Qm(hm,kc),Qm(xm,xe)) =0,
SOit (Q‘“ (}\'m ’}\'e)(;\’m_l.m):Qm (km’}‘“e)()\'c_l;)) c LW .

A cet unique couple de Y associ¢ a la charge 1 = (T | ) grice a la proposition .47

m> e

de classe C' avec Q(0,0)=Q

on associe un unique couple ((I);\Me ’Hkm ,ke) voisin de (IQ,I:IO) dans €, x <& tel que

(Qi(&m,h)(ﬁ_@xm’ke,Qi(xm,le)ﬁxm,ke) soit la solution (unique) des équations
d’équilibre (E).
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En effet, .
Q1 (A2 By, 5. QL (A2 )T, )

Q5 (hr 2 NQu (k2 Y a1 ) Q22 ). 1))
=(haTaon 1)

et QL (}»m,Ke )(b i, est voisin de Ql, puisque 6;%’;”6 appartient a €, donc voisin de

lyet Q, (Km,?»e) est aussi voisin de .

2] Solutions de @((j),ﬁ) = (kam ,kefe) voisines des solutions triviales (QIQ,QﬁO)

avec QeSO(3) pour 1 = (T,,1,) de type (0,0) ou (0,0")

D’aprés I'unicité de la solution CD(d),fI):(A 1 keTe) voisine de (IQ,I:IO) pour

(km,ke) proche de (0,0) et Tz(fm T) sans couple d’axes d’équilibre, on cherche

2 7e

maintenant a déterminer le nombre de solutions voisines des solutions triviales

(Q1,,Qf1,) avec QeSO(3).
Comme l’ont montré D.R.J. CHILLINGWORTH, JE. MARSDEN et Y.H.
WAN dans les deux articles intitulés “ Symmetry and Bifurcation in Three-Dimensional

Elasticity Part I. and Part I.”q), la réponse dépend du type de la charge 1 = (Tm ,Te). Dans
ce travail, on ne traite que les cas les moins compliqués que sont ceux des charges de
type (0,0) ou (0,0’) (1= (Tm,]:) e L, et T est sans couple d’axes d’équilibre).

Théoréme @.50: Soit 1= (ij;) e .&,, de type (0,0) ou (0,0’). Pour (xm,xe)
suffisamment proche de (0,0), dans un voisinage d’un couple de solutions triviales
(Ql Q,Qf[o) avec QeSO(3), ’équation CD(¢,fI) = (l e ,LCL) admet soit...

—

-1¥ cas : 1 unique couple solution lorsqu’aucun vecteur propre de km(lm) n’est vecteur

propre de kc(fe).
2°™ cas: 2 couples solution exactement lorsqu’il existe un unique vecteur qui soit

vecteur propre simultanément de k (Tm) et k, (L).
-3%™ cas : 4 couples solution exactement lorsque les vecteurs propres de km(Tm) sont

aussi vecteurs propres de k, (L) .
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Remarque : comme il sera possible de le voir a travers la démonstration, il n’y a pas
d’intermédiaire entre le 2™ cas et le 3™ cas

Démonstration : Soit [ = (ije) un couple de charges de £, de type (0,0) ou

(0,0%). Le couple (A ( ) est du méme type. D’apres les propositions 3.43) et 3.47) du

mm’

chapitre 3, ((‘9.%1“ X0, L)ﬁ-go est formée de 32 couples de charges du méme type
T=(1,.1), soit(Qu(r,1,).Qu(1)) avec ief1234} «

que le couple initial

jefl2,.. 8.

En remarquant que les transformations orthogonales {er} sont du type

jef1.2,..8}
{ier}je{l,m} avec Q,; €S0(3), (Gi-mim XG‘)%L)(’\((-gm)O 63(-2-,0‘8)0) consiste en 16

couples de charges qui sont sans couples d’axes d’équilibre.
D’aprés le théoréme généralisé de Stopelli appliqué a (Q .(X i ) Q. (x T)) pour

(lm,?»e) voisin de (0,0), il existe un unique couple (d)u,H“) voisin de ( )dans

Cym x<® et un unique Ry voisin de 1 dans SO(3) tels que le couple
(05.77,) = (R;9,,.R;'TL; ) soit solution du probléme ®(¢.11) = (Qui (1. 1,). Qy (. 1))
avec (¢ﬁ) voisin de (1Q,ﬁ0).

On utilise maintenant la propri€té d’équivariance de @ qui nécessite ’égalite Q. = Q.
Trois cas se présentent alors :

-1 cas : si aucun vecteur propre de km(fm) = A, n’est vecteur propre de ke(Tc) =A,,
seule 1 vérifie la condition Q,; = Q.

-2°™ cas: s’il existe un unique vecteur i qui soit vecteur propre simultanément de
A_et A_,alors|et Q( u, H) sont les deux uniques rotations communes.

-3"™ cas: s’il existe plus d’un vecteur qui soit vecteur propre simultanément de
A _ et A_, alors nécessairement A _ et A sont diagonalisables dans la méme base et

quatre rotations sont communes.
Par conséquent, parmi les seize couples de charges de type (0,0) ou (0,0’), on en retient

respectivement que 1, 2 ou 4 qui sont alors de la forme (Qi (k me),Qi (KCL )) .
Puisqu’alors

cp(R;‘ai,R;‘_ﬁi) =(Q ) Q1)) @(Q;‘R;%T)i ,Q;‘R;‘ﬁ) (A.1,,%.1). Donc
les couples (Qi‘ 'R;'¢,,Q'R; ’ﬁi) sont solution de I’équation @(¢,I1) = (Amlm,l Te) et
sont de plus voisins des solutions triviales du type (QlQ , Ql:IO) avec QeSO(3) puisque les
couples (R;I&-,R{ lﬁi) sont voisins de (I, T1,).

Dans les cas ou ils sont au nombre de 2 ou 4, les couples (Q{ 'R'9,,Q/'R; lﬁi) sont a

priori deux a deux distincts. Pour le vérifier, il suffit de montrer qu’a deux couples de
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charges distincts de (®7~me ngei)ﬁ((fm)o@(-?e)o) correspond deux couples
distincts de € x«@ .
Si on considere les deux couples de charges distincts (Qi(l me),Qi(kje)) et
(Qj(kmfm),Qj(kefe)) ,alorsona Q; #Q,. Si les deux couples (Q;‘R{'Ei,Qi‘lRi’lﬁi)
et (Q}’R}‘$j,Q}’R;’ﬁj) étaient identiques, on aurait Q['R;'¢, =Q;'R;'¢; avec
Q;,Q; €SO(3)
R,,R; voisins de | dans SO(3) , soit §; = R,Q,Q;'R;"¢,.
.9, voisins de 1, dans &,
¢, étant voisin de I, dans &, ., R,Q,Q;'R;'¢; et ¢, sont voisins de I, dans &,
avec R,Q,Q;'R;' €SO(3). D’apres le lemme a8, on a alors R,Q,Q;'R;' =1 soit
Q,=R{'R,Q,,etdonc QA, =R;'R.QA, ou A, =k, (I,) esym .
Onpose QA, =B, QA,=Bet R/'R,=Q.
Puisque Qifm et Q jfm appartient é(.f?m)o, Q;A, et Q;A sont symétriques et Q est

voisin de | dans SO(3).
On est ramené a un résultat déja utilisé dans la proposition (3.43) du chapitre 3 :
Puisque B =QB avec B esym, Besym et Q €SO(3), B?=B'B=A2 =B?. Les

deux matrices B et B, qui sont diagonalisables, le sont nécessairement dans la méme base
de vecteurs propres et les valeurs propres associées sont soit identiques, soit opposées.
Puisque de plus Q € SO(3), on se ramene a quatre cas :

Q=l,Q=diag(-1,-1,1), Q = diag (-1,1,-1), Q = diag (1,-1,-1).
Puisque de plus Q est proche de 1, I'unique cas possible est I. Donc R; =R; et Q, =Q;.

L’égalit¢ Q; =Q; est contradictoire avec I’hypothese, d’ou les deux couples

(Qf 'R;'$,,Q/'R; lﬁi) et (QJ.‘IRJ-‘I(T>j ,Q;'R;'I j) sont nécessairement distincts.

Remarque : D’apres les deux dernieres démonstrations, entre autre par le fait que les
applications (lm,xe)l—-)Qm(km,ke) et (km,le)l——)Qe(km,lc) soient de classeC'sur
un voisinage U_x U, de (0,0), il est clair que les couples solution dépendent

continiment de (lm ,Ae) qui caractérise la taille ainsi que I’orientation des charges.

De fagon plus précise, on démontre que si T est un couple de charges voisin de To dans
£,, tous deux de type (0,0) ou (0,0”), alors les couples solution relatifs au couple 1 sont
proches des couples solution relatifs & 1. Pour cela, il suffit de démontrer que les
rotations Q, telles que les couples (Qi(kmfm),Qi(keTe)) appartiennent a I’espace £,
sont proches‘ des rotations Q, telles que les couples (Qm (kmfmo),Qo‘. (xjeo))

appartiennent a ., .
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Si 1 est voisin de 1, avec | = {(Fm,f‘e),(im,%e)} et I, = {(Fmo,ﬁeo),(%moﬁeo)} ,ona:

(B, —Fof av+ [JE - Bl av+ [[fo - Tl da+ [[f. -7 da 2

Q Q 2.0 (2]

ou £ est un réel strictement positif suffisamment petit .

Puisque Qest borné, on a alors “Fm —f*“mou ( ke, [F,—Fl ¢ ks,u?m —?molt ( ke et

T, -1, ( ke pour presque tout X de Q, k étant une constante positive.

On peut donc écrire que :

F=F,+0(e) et =7, +0'(g) ou F,F,,T,7, désignent les charges d’origine mécanique,
respectivement d’origine électrique.

D’ou

A=k{T)=k(i,) +Oe) = A, +O(g).

Si (QOTmO,QOTeO) e(.{?m)o @(i?e)o, d’apres la bijection de k et k, (respectivement

ke) dans le cas des couples de charges de type (0,0) (respectivement (0,0°)), on a

(QuA QAL €(®, X0, )nsym.

Puisque QoA o €Sym , (QuA o) = QoA o, SOit Ay =QuA,0Q,. Or d’aprés les
expressions des rotations Q,, on peut affirmer que Q,=Q;', donc A , = Q,A_,Q;'. De
méme A, = Q,A ,Q;".

Puisque (Q(E)Tm (e),Q(e)I, (8)) e(-£,) , @ (é?e )0 , ON a aussi

AL(e) =QAe)A, (e)Q7(e) et A, (e) = Ae)A.(6)Q7'(e).

Donc pour les couples de charges d’origine mécanique, respectivement électrique, on a
Qe)A(e)Q7' () = Alg), soit Q(F,)[A0 + O(s)]Q'l(e) =A,+0(g).
Or A, =Q,A,Q; ou A, =Q;'A,Q, ,donc
Q(e)Q3'A,Q,Q7' () + Q(e)O(e)Q ™' () = A, + O(e), soit
Qe)Q,'A,(Qe)Q;) ™ - A, = O(e) oit Oe) = Oe) - Qe)O(e)Q (e).
SO(3) »  5(R)
Q - QAQ-A;

A, étant fixée, on introduit ["application ¢, :

Cette application vérifie ¢, (1)=0.
Pour déterminer la différentielle de ¢, en I, on considere un intervalle I centré sur 0 et

la famille des rotations (Q()teI définie par :

:i : ei&if\z[) ou M es0(3), avec Q(0) =1 et deft) o M eso(3).
do . Q) -1
9 cht )} _ d?ét)} , ondt(t) AL AL M) = MAL A

so(3) -  o%,(R)

d D 1) .
one Do, 0\ Ma, —AM
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Dans la base des vecteurs propres de A ,, de valeurs propres associées a, b et c,

0 ®; -0,
A:diag(a,b,c), M=|-o, 0 ®, |, et
0, -0, 0
0 ~w,(a-b) o,(a-c)
D(pAO(I)(M)z -o,(a-b) 0 oc-b)|.
o,{a-¢)  o,(c-b) 0

Puisque A, est de type 0 (ou 0°), les valeurs propres a, b, ¢ sont deux a deux distinctes,
donc Do, (1) est un isomorphisme. D’ou d’aprés le théoréme des fonctions inverses, il

existe un voisinage U de | dans SO(3) et un voisinage V de 0 dans o%2,(R) tels que

¢, soit un difféomorphisme de U sur V. Par conséquent, lorsque € — 0, Q(£)Q;' — 1,
soit Q(e) = Q,. D ou le résultat.

—

On vient en fait de montrer que, pour 1 = (]

le probleme ®(9,11) = (.,,1

m-m?>

m> ‘e mo0 > ‘el

T) suffisamment voisin de 1, = (T 1. )

ML) admet respectivement 1, 2 ou 4 couples solution, et

que la configuration des charges de types (0,0) ou (0,0’) est stable pour de petites
perturbations du couple de charges TO.

2-Etude de la stabilité

On étudie maintenant la stabilité des solutions trouvées, qui se définit ainsi :

Définition @ sy : Soit [, = (l LD) un couple de charges fixe.

mo >
La déformation ¢, telle que le couple (¢f1) soit solution de (D(d),ﬁ) = TO, est dite stable
si elle réalise un minimum local de 1’énergie potentielle

v, (9) = E[W(X,F,ﬁ)dX— (1,.0), ou
(1.o)=[(F, +E)-(X)dX + [ (7, +7.)-6(X)dA = Tik(T,0)].

Q

Si ¢ n’est pas stable, I’indice de ¢ est défini comme la dimension du plus grand sous-
espace vectoriel des U € T, €, tels que \A (d)) décroisse le long d’une courbe tangente a

u en ¢ (Iindice O correspond donc a la stabilité ).

On montre dans un premier temps que les déformations ¢, telles que (¢0,ﬁ0) soient
solutions de (I)(d),fl) = TO sont les points critiques de Vﬂo )

TE - R

. s . ¢
On cherche alors a déterminer la différentielle D 4 Vﬂo Dy N D¢0 VM'(, (@) -
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Soi _ICR - £ da
ot o : h N ah ou dh

[w(x.r n)dx (A, @ )=£€h—h=0

h=0Q

D, V, (@) =) —-
$o "2l u E[ap

Or on a la relation . P):Vii = DIV, (t]’ ﬁ)—(DIVXEP)ﬁ.

Donc D, V,; (%) = j ‘P, i) - NdA - J(DIVXEPO)-ﬁdX—<ﬂ0,ﬁ>,

soit DV, (i) = (@ (¢0,H0),) (uo i) car ({P)-N = (,,N) 1

soit encore Dy V,; () = <<D( O,I:IO)—)LI,,ﬁ>.

D’ou ¢, est un point critique de Vit équivaut a <CD(¢O,1:IO)— AL, ﬁ> =0 VueT, €

—ﬁ et ah\h:o =0, .

¢o kl(,(u) dh

:VEdX - (A1,,1) = | Py VadX - (A1, 9).
Q

équivaut a ®(¢O,ﬁ0) =Al,.
L’¢étude de la stabilité se fait a I"aide de la différentielle seconde de V,; end,:

2
D2 v ( ¢o %7) - R
BRI > DLV, ()
Cette différentielle seconde définie une forme bilinéaire en (ﬁ V) Puisque ¢, est un
point critique de V. MO , ¢, est stable, c’est a dire réalise un minimum local de I’énergie
potentielle , lorsque la forme quadratique associ¢e u €T, € — D; 4 Vai (ﬁ, ﬁ) est définie

positive. Ce résultat découle directement du lemme de Morse. 1l sera pratique, étant
donné le raisonnement que 1’on est sur le point de suivre, de se référer pour ce lemme a
la version donnée par TROMBA(1) ou par GOLUBITSKY & MARSDEN).

On peut remarquer, d’une part, que pour tout Q eSO(3), d’aprés le principe

d’objectivité, pour une déformation ¢, fixée, W(X,Qq)o,ﬁo) = W(X,([)o,ﬁo) =c*, en

d’autres termes, la fonction énergie est constante sur 1’orbite de ¢,. On décompose par
4

conséquent T, € en T, € :(T%@ %)@(T%G) %) et donc on effectue 1’étude de la

stabilité sur chacun des deux sous espaces.
D’autre part, on peut aussi remarquer que, dans I’étude des solutions proches des

solutions triviales (ng,ﬁo) , plus le parametre A = (km,hc) est voisin de (0,0) , plus

les solutions QTRT9, sont voisines de QT (= Q,) : les solutions dépendent contingment
du paramétre A . Ainsi, dans la démonstration qui va suivre, on pourra se placer dans un
premier temps dans le cas ou la déformation solution est ¢, = Q" (= Q), puis dans un

second temps, conclure quant & la stabilité de la solution ¢, proche de Q" par un critére
de continuité. De plus aucune erreur ne pourra étre commise au niveau de 1’univocité de



94

la stabilité entre les solutions triviales Q, et les solutions Q'R ¢, correspondantes car

on sait que la configuration des charges est stable pour de petites perturbations de 1.

1
* Sur (T%@%) :
2
%F\Y} :VudX -0

0

D}, V,; (@)= Vﬁ:(
Q

Pour ¢, = Q, solution triviale du probleme, grace a I’hypothese d’ellipticité (H 2), ona:
o'W o'W oW 2
Vi+ 2V P+p-———=-Pp2 u),p
aiap i+ 2V gy B+ B P 2 el(e(@. )]

ou £ désigne un réel strictement positif et ‘[(e(ﬁ),fa)“ = sup(”e(ﬁ)" e, ’“f)“u’) .

Vi

Ici, pour f):@,on a:
2 - \Ji2
D;, Vﬂq (@) > e“fe(u)“ Q%dX :
Q
w2 e wa . o= oW _ ) -
Or uell;=quell*/ t=0suro, et —aﬁg-:Vu -N =0 sur 0, ¢ car le tenseur

est appliqué en ¢, = Q. D’aprés la 1% égalité de Korn, on a de plus :

2

oF?

(452 pour tout i eliZ, f “e(ﬁ)"i%dX > nfdfl: avec n)0,
Q
soit Dy V, i (1) = g, avec c)0.

is
> - - — 112
D’ou pour tout u G(T%@%) avec ¢, =Q, DioVﬂo (@) > s, .
Par un argument de continuité sur A, on a alors :
L
pour tout i (T, @, | . D2V, (@)= dfil}, .
On peut conclure que dans la direction transverse a ©, , pour ¢, proche de Q, la

forme quadratique est définie positive, ¢’est a dire que la solution ¢, est stable.

* Sur T%G o -
On sait que sur ’orbite de ¢, la fonction énergte est constante,

donc V,; (Q¢,) = c* = (A1, Q0,).

¢, €tant un point critique de [’application foo définie sur &, il I’est aussi pour la

.. V}"IO
restriction ® 0 .

On introduit alors [’application [ définie par [ :

- R

6 - o)={(1,,0)"
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Puisque Vi (Q¢0) =c" - I(Qd)o) , on peut affirmer que ¢, est aussi un point critique de

/®¢ et que la stabilit¢ de ¢, dépend de l'indice de la différentielle seconde

vi( J6, )

4
Comme pour 1’étude sur (T%@%) , grace a un critére de continuité on peut choisir la

déformation ¢, = Q
11 faut tout d’abord vérifier que Q est bien un point critique de /QQ = %;)
1

D’apres l’extension de I’alternative de Fredholm .33, on a

tmD(l,,,[T,) = {(T,.1) £, @£ /{1,.KX) =0 et {I..KX)=0 VK eskew].
) : , (leTmO,KX> =0 VK eskew

(Q}\’mlmo?Qle CO) ( ) ®(£e)0 . {<Q}\'e Io.K ) 0 VK eskew

(xmlmO,Q KX)=0 VK eskew
ssi .
(A.1,,Q'K'X) =0 VK eskew

e e0?
DI, (Q"NKX) = 0 VK eskew
D1, (Q")K'X) =0 VK eskew

ssi D{QTYKX,K'X) =0 V(K,K') e(skew)’
ssi Q' est un point critique de % ,
Io
d’ou le résultat puisque les rotations qui interviennent ici vérifient Q" = Q.

Pour étudier la stabilité, Il faut déterminer Dg(%) ) .
Ig

I - SO(3)

uw 3) = skew.
£ 5 exp(tW) ou W e50(3) = skew

Soit alors 1’arc paramétré exp :

%(exp(tW)) = W eT,S0(3) et %(exp(tW)Q) = WQ e T,S0(3)
Pour I’application t — l(exp(tW)Q) ,ona:

d? - -

el (exp(tW)Q) = gtj«klo,exp(tW)Q» = (MO,WZQ>

=ik, (%, mo,w Q ]+Tr[k e eo,w2Q)]
= Trlk o (h 0o JQTW? ]+ ek, (3, T 1 JQ™W?
= Ti]A,, QW]+ T A ,QW?]
= Ti{W?QA , |+ T W>Qa, ]
On note ® le vecteur tel que pour tout i ek’ Wii= 3" 4.
La matrice W? vérifie W? =& ® & - [6[°1.
Donc W2QA = (& ® 3)QA - 6]’ QA = 3 ®(QA®) -6l QA
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soit Tr(W2QA) = (6.QA&) -~ |61 Tr(QA) = ((QA - Tr(QAN)6.5 ).

- (oA, (A ))5.6) + ([0, - Tr(0A )6 ).

t=0

(exp(tW)Q)

Dot ¢
(6] B
dt”

soit DV, (@) = ((Tr(QA, )1-QA , )6.6) +((Tr(QA, )1-QA )6.6).

La solution triviale Q est alors stable si la somme des deux formes quadratiques

q, ®— <(Tr(QAm)l-QAm)c6,6)> et q, 10— <(Tr(QAe)l-QAe)o3,o3> est une forme
quadratique définie positive.

L’¢tude de la stabilit¢ de la solution Q se raméne ainsi a I’étude des deux formes
quadratiques q,, et q,. Pour déterminer leurs expressions relativement a une base, il faut

se rappeler que puisque 1—(1111,1) e(.{{)m)o @(f}e)o, les matrices A =km(in) et
A, = ke(le) sont symétriques ce qui permet de les diagonaliser. On se référera alors a

’étude du chapitre 3. Pour homogénéiser les notations, on notera dans la suite a, b, ¢ les
valeurs propresde A eta’,b’,c cellesde A, .

Etude de la 17 forme quadratique q, :

Puisque Tm est choisi de type 0, d’apres le chapitre 3 on sait que 1’on a au maximum

quatre possibilités pour la rotation Q. On va pour chacune d’elles traduire la matrice de la
forme quadratique relativement a la base orthonormale directe constituée des vecteurs
propres de A . Cette matrice €tant diagonale, I'indice de Q est alors le nombre de

valeurs (strictement) négatives de la diagonale.

Pour Q, =diag(L,1,1) =1, (QAm)l - QA =diag(b+c,a+c,a+b)
Pour Q, = diag(~1,-1 1) Tr(QA )1 - QA , = diag(-b +c¢,—a+c,—a—b)
Pour Q, = diag(- \ Tr(QA m)l ~ QA =diag(b-c~a-c—a+ b)
Pour Q, = dlag(l,—l,—l) ) Tr(QA m)l —QA, =diag(-b-c,a-c,a—Db)

Pour des raisons de symétrie, on peut supposer a(b(c. De plus Tm étant de type 0, on a
(a+b)(b+c)c+a) = 0.8 cas se présentent alors :

(Xa(be a{(Xb(c a{(Xb{c a{(Xb{c a(b{(Xc¢ ab{Xc alb{{Xc¢ ab(e{0
et et et ¢t ct ¢t
falblddl fbldalde [bldeldal lel¢/bl(al |bidcldlal [bl{alic]
indice de Qy 0 0 1 2 3 2 1 3
indice de Q, 1 1 0 0 0 0 0 0
indice de Q, 2 2 2 1 1 1 2 1
indice de Q3 3 3 3 3 2 3 3 2
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On peut conclure que lorsque |al(|bl(|c|, Q, est stable , sinon dans les autres cas, c’est Q,

qui est stable, c’est a dire la rotation d’angle n autour de I’axe défini par le vecteur
propre dont la valeur propre associ€e est la plus grande (ici la valeur c).

Pour la 2™ forme quadratique, I’étude est identique car bien qu’éventuellement une
unique valeur propre peut s’annuler, cette unicité n’implique pas la nullité des valeurs

propres de Tr(QAe)l -QA,.

Afin de conclure pour la forme quadratique q=q, +q,, il faut considérer les deux
problémes suivants :

* 1’indépendance des charges Tm et L implique d’une part I’'indépendance des bases

orthonormales (directes) dans lesquelles A =km(Tm) et A, =ke(Te) sont

diagonalisables, et d’autre part I’indépendance des valeurs propres a, b, c de A avec les
valeurs propres a’, b’,c’ de A, .

* la propriété d’objectivité de @ rencontrée dans le théoréme d’existence des solutions
impose que la rotation Q soit identique pour chacune des deux formes q_, et q,.

D’ou la situation dans laquelle on puisse faire une lecture immédiate a partir du tableau
ci-dessus (le tableau relatif a la charge €lectrique étant similaire), est celle ou les deux
formes quadratiques sont toutes deux définies positives. Dans ce cadre, on va alors
reprendre les 3 cas de figure du théoreme précédent et préciser, lorsque cela est possible
sans une étude plus approfondie, la stabilité des solutions.

1 cas : Si aucun vecteur propre de A _ n’est vecteur propre de A, alors Q, =1.

D’apres le tableau si les valeurs propres de A _, et respectivement celles de A, sont
rangées dans le méme ordre que leurs valeurs absolues, alors Q, =1 est stable.

2% cas : S’il existe un unique vecteur G qui soit simultanément vecteur propre de A _ et
de A, alors soit Q, =1, soit Q = Q(d, ).

Les conditions de stabilité¢ de Q, =1 sont les mémes que celles citées précédemment.

Si elles ne sont pas remplies, et si la valeur propre associée a U de A_, et
respectivement celle de A, est la plus grande dans ’ensemble des valeurs propres de

A, respectivement de A, alors la solution triviale Q = Q(ﬁ,n) est stable.

3™ cas : Si les vecteurs propres de A _ sont aussi les vecteurs propres de A, alors on a
les quatre rotations possibles pour Q.

Les conditions de stabilité¢ de Q, =1 sont les mémes que précédemment, ainsi que celles
de Q= Q(ﬁ, n) ou U est un vecteur propre commun a A_ et A_, qui admet comme
valeur propre associée pour A_, et respectivement pour A., la plus grande dans
I’ensemble des valeurs propres de A, respectivement de A, .

La situation ou les deux formes quadratiques sont toutes deux définies positives, n’est
qu’une condition suffisante a notre probléme, mais pas nécessaire.
On peut ainsi envisager , par exemple, la situation suivante :

les charges 1_ et 1 sont telles que A = km(Tm) et A, = ke(Te) soient diagonalisables
dans la méme base orthonormale directe, de valeurs propres associées respectives a, b, ¢
eta’, b’, ¢’ ou a¢0(b(c avec |bj(al(c| et 0 <a'(b'(c'. Alors la solution Q, =1 n’est pas

stable relativement a la forme quadratique q,, mais, par contre, I’est relattivement a q,.
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Dans cette base, la forme quadratique q=q,_, +q, est représentée par la matrice
diagonale diag(b +c+b+c;a+c+a+c;a+b+ a'+b') . Iei b+c)0, b'+c')0 donc
b+c+b'+c')0; de méme a+c¢)0, a'+c')0 donc a+c+a'+c')0. Par contre
a+b(0 et a'+b")0. Si on pose, par hypothese, |a'+b')a+b|, alors a+b+a'+b')0. D’ou
la forme quadratique q est définie positive.

En conclusion :

Proposition .53):Soient I= (Tm,l:) €.£, une charge de type (0,0) ou (0,0’),
A= k(T) se décomposanten A=A _ +A_ avec A, =k, (Tm) et A, = ke(T ) et

e

-

S, ={Q €S0(3)/(QA,,.+QA, ) esym®sym} = {Q €50(3)/(Q1, Q1) .5, }.
S, , regardé comme sous-espace de € , est ’ensemble des points critiques de /@l .

La rotation Q=1¢€S, est stable si les valeurs propres de A _, et respectivement celles
de A _, sont rangées dans le méme ordre que leurs valeurs absolues.
Sinon, s’il existe au moins un vecteur propre U commun a A_ et A_, alors la rotation

Q= Q(ﬁ,n) €S, est stable si la valeur propre associ€e pour A _, et respectivement pour
A, est la plus grande dans I’ensemble des valeurs propres de A, respectivement de
A

e

Nota Bene : Les conditions de stabilité exprimées dans la proposition @53 sont
suffisantes mais non nécessaires. Il peut se produire qu’une solution instable au sens de
I’¢élasticité (donc relativement a la forme q_ ) puisse devenir stable au sens de 1’électro-
¢lasticité (donc relativement & la forme q=q,_ +q,) grice a un phénomene de
compensation due a la partie électrique. Le champ électrique peut ainsi avoir un rdle
d’effet stabilisateur dans le probleme de traction en électro-élasticité.



99

CONCLUSION

Le phénoméne de bifurcation lors de la linéarisation du probleme de traction n’est
pas facile a appréhender de fagon intuitive et expérimentale. Ce travail établit & nouveau
’unicité de la solution répondant au probleme linéarisé au voisinage de I’identité dans le
cadre de I’électro-¢lasticité. Lors de 1’étude du probléme non linéarisé, la propriété
d’objectivité permet d’exhiber des solutions triviales du probléme et aussi de rendre
compte des actions sur I’espace des charges. Elle élargit ainsi la recherche des solutions
au voisinage d’autres solutions triviales que la solution identique. C’est donc la propriété
d’objectivité qui permet 1’éventuelle multiplicité des solutions du probléme non linéarisé,
et qui est donc a la source du phénomene de bifurcation lors du passage du probléme
linéarisé au probléme non linéarisé. On peut remarquer que I’approche globale, qui est
tout aussi efficace dans I’étude de la stabilité des solutions en élasticité non linéaire pure,
ne 1’est malheureusement plus dans le cadre de I’électro-€lasticité. La classification des
charges permet tout de méme de donner quelques éléments d’information, mais ne permet
pas de conclure sans en venir au cas par cas.

Le cadre de cette étude est celui des matériaux piézo-électriques ne possédant que la
propriété d’électrostriction. Cette condition restrictive qui permet un découplage de
P’espace des charges apporte une simplification certaine dans le raisonnement. Mais le
phénomene piézo-électrique direct étant un phénomene important, il serait utile de
réexaminer cette restriction. De fagon plus générale, il serait aussi intéressant d’étudier le
phénomene de bifurcation pour des matériaux électro-magnéto-€élastiques.

Bien entendu, on se propose d’associer ultérieurement a cette étude théorique
I’étude du flambement des poutres possédant la propriété d’€lectrostriction. Cette mise en
évidence sur un plan pratique du phénomene de bifurcation a la linéarisation constituera
un second travail dans lequel on pourra tres certainement observer I’effet stabilisateur que
peut avoir un champ électrique sur de tels matériaux.
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