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INTRODUCTION 

En 1930, SIGNORINlcl) découvrit le résultat (étonnant à 1' époque) qui suit : 
le problème de traction pur (équilibre d'un corps élastique soumis uniquement à des 
forces imposées) dont on sait qu'il admet une et une seule solution définie à un champ de 
moments prés en élasticité linéaire, peut en présenter plusieurs en élasticité non linéaire 
définies à un champ de déplacement de solide prés du corps et des charges. 

Ce qui rendait ce résultat encore plus remarquable est le fait que cette non unicité 
dépend non seulement de la fonction densité d'énergie libre W, mais aussi du tenseur 
d'élasticité C de la théorie linéaire défini par : 

où E désigne le tenseur des déformations de Green-Lagrange. 
Cette apparition, en théorie non linéaire d'extra-solutions et leur absence en théorie 

linéarisée n'est pas facile à appréhender de façon intuitive et expérimentale (quoique, 
dans certains cas, on puisse la relier aux analogies du flambement des poutres).Cette 
constatation conduisit à un nombre important de travaux (surtout italiens) et souleva 
même une controverse sur la validité de 1' élasticité linéarisée. 

A présent, on n'y voit plus de contradiction mais plutôt un phénomène de bifurcation 
dans l'espace des solutions de l'élasticité statique: chaque fois qu'il y a bifurcation, la 
correspondance entre le problème non linéaire et le problème linéarisé devient 
singulière : il y a instabilité à la linéarisation. 

Nous nous basons ici sur les travaux de J.E.MARSDEN et T.R.J.HUGHES [1978 et 
1983 ](2) (3) ainsi que sur ceux de D.R.J CHILLINGWORTH, J.E.MARSDEN et 
Y.H.WAN [1982 ]C4). 

Ce travail pose le problème de savoir si des phénomènes similaires se produisent 
pour des matériaux soumis à des champs de forces d'origine mécanique, mais aussi 
d'origine électromagnétique. L'exemple choisi est celui des diélectriques piézo­
électriques qui, lorsqu'ils sont soumis à un champ électrique, ont la particularité de se 
déformer (électrostriction). De plus, certains de ces diélectriques génèrent une 
polarisation lorsqu'ils sont soumis à des efforts mécaniques (effet piézo-électrique).On 

(1) A.SIGNORINI [1930]. Sulle deformazioni termoelastiche finite, Proc. 3rd !nt. Cong. 
Appl. Mech. 2, 80 -89. 

(2) J.MARSDEN et T.HUGHES [ 1978]. Topics in the Mathematical Foundations of 
Elasticity, in Volume II, R.J KNOPS (ed.), Pitman. 

(3) J.MARSDEN et T.HUGHES [1983]. The Mathematical Foundations of Elasticity, 
Prentice-Hall. 

(4)D.R.J.CHILLINGWORTH, J.MARSDEN et Y.H. WAN [1982]. Symmetry and Bifurcation 
in Three -Dimensional Elasticity, PartI. Arch. Rational Mech. Anal. 80, 295-331. 
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ne se limitera ici qu'au premier type de matériau cité. 

C'est donc dans le cadre de l'électro-élasticité que l'on apporte une généralisation au 
problème de traction. On observe que le phénomène de bifurcation se produit encore 
tout en amenant certaines restrictions quant au nombre de solutions obtenues dans le 
cadre de 1' élasticité pure. Ces restrictions sont dues à une certaine interdépendance entre 
la déformation du solide et le champ électrique (ou plus précisément le champ de 
polarisation) à travers la fonction densité d'énergie libre (interdépendance due à la 
propriété d'objectivité). Bien entendu, on est amené à se poser la question de la stabilité 
des différentes solutions. Il s'avère difficile, dans une stricte généralité d'y répondre. 
Mais en distinguant deux notions de stabilité "stabilité mécanique" et '"stabilité 
électrique", on peut dégager quelques règles. Un fait intéressant apparaît: une solution 
instable au sens de l'élasticité peut devenir stable lors de l'intervention d'un champ 
électrique. 

Voici maintenant quelques indications sur le contenu. 
Le premier chapitre consiste tout d'abord à un bref rappel sur les lois fondamentales 

de 1' électromagnétisme des milieux continus. Les différentes grandeurs 
électromagnétiques et les équations de Maxwell sont alors exprimées dans un repère 
Galiléen de référence Ra que constitue le laboratoire. Celles-ci sont ensuite tour à tour 
exprimées dans un repère Galiléen quelconque, c'est à dire un repère en translation 
uniforme par rapport à Ra, puis dans un repère lié au matériau (continûment) déformable 
en mouvement. En redéfinissant dans chacun des cas les opérateurs de dérivation, on peut 
constater que la forme des équations de Maxwell est invariante. 

Les notions de force, couple et énergie sont introduites de façon classique par la 
procédure de Lorentz. Dans un souci de rigueur, il est proposé une seconde approche tout 
à fait formelle de ces notions qui s'inspire d'une présentation de C.TRUESDELL et 
R.TOUPINcl); celle-ci permet d'écarter toute approximation. L'intérêt se porte ensuite 
sur l'indépendance du choix de l'observateur (ou principe d'objectivité) des différentes 
quantités électromagnétiques. 

Le deuxième chapitre présente les équations d'équilibre en électromagnétisme des 
milieux continus: bilan des forces et des moments des forces, conservation de l'énergie 
et second principe de la thermodynamique. On peut se référer par exemple à un article de 
G.A.MAUGIN et A.C.ERINGEN(2). Ces équations sont exprimées tout d'abord dans la 
configuration actuelle, dite Eulerienne, en se préoccupant de ne faire intervenir que des 
quantités vérifiant le principe d'objectivité ; on peut alors les ramener à une 
configuration de référence, dite Lagrangienne. En se plaçant dans le cas des diélectriques 
non magnétisables tels que les diélectriques piézo-électriques, de l'inégalité de Clausius-

p aw 
1 

. 
Duhem, on déduit des lois de comportement : par exemple E = BF . Cette re atwn 

classique liant le premier tenseur de Piola-Kirchhoff généralisé E P à la fonction densité 

d'énergie libre W figure, par exemple, dans les travaux de G.A.MAUGIN(3). 

(1) C.TRUESDELL and R.A.TOUPIN.,[1960], The classical Field Theories, in Handbuch der 
physik, Bd. IIVI,ed. S. FLÜGGE, Springer Berlin, Sect. 279 et 283 à 286. 

(2) G.A.MAUGIN and A.C.ERINGEN.,[1977], On the Equations of the Electrodynamics of 
Deformable Bodies affinite Excent, J.Mecanique, 16, pp101-147. 

(3) G.A.MAUGIN, [1988], Continuum mechanics of electromagnetic solids. Elsevier Science 
Pulb., Amsterdam. 
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Il est choisi dans toute la suite pour variables indépendantes le gradient de 

déformation F et le champ de vecteurs de polarisation fi (exprimé dans la configuration 
Lagrangienne). De plus on suppose que le matériau est isotrope et homogène. Ces 
hypothèses conduisent, dans le cadre d'une évolution adiabatique, à une linéarisation des 
équations du mouvement. 

Dans le troisième chapitre, les équations non linéaires répondant au problème de 
traction dans le cadre de l'électro-élasticité statique sont présentées à l'aide d'un 
opérateur <1>. Dans le cas où on ne s'intéresse qu'à des diélectriques ne possédant que la 
propriété d'électrostriction, il est possible d'effectuer un découplage de l'espace des 
charges .13. Ainsi la propriété d'objectivité énoncée au deuxième chapitre conduit à 
définir une action de groupe sur cet espace .13 : action du groupe S0(3) sur la 
composante mécanique de l'espace des charges et action du groupe 0(3) sur la 
composante électrique. Le but est alors d'étudier la «géométrie» de l'espace des 
charges. On définit une application appelée « charge astatique » qui établit une 
correspondance entre l'espace des charges d'origines mécanique et électrique et l'espace 
des matrices de cffl"j'xcffl:3c<2~. Celle-ci permet de traduire en terme de symétrie 
matricielle qu'un couple de charges est en équilibre relativement à une configuration (ou 
déformation) donnée. Les actions des groupes S0(3) et 0(3) amènent à déterminer les 
éléments de S0(3) x 0(3) ne détruisant pas l'équilibre d'un couple de charges donné 
relativement à la configuration non déformée 10 . Il en découle alors comme premier 
résultat une décomposition de 1' espace des charges. 

Puis on s'intéresse plus particulièrement au sous-espace -Eo de -E constitué des 

couples de charges équilibrées relativement à la configuration non déformée 10 . On 
reprend la présentation de la classification en différents types de charges de la mécanique 
classique exposée par D.R.J.CHILLINGWORTH, J.E.MARSDEN et Y.H.WAN(l) ,que 
1 'on étend ensuite aux charges d'origine électrique. Cette classification est établie selon 
1' égalité ou non des valeurs propres de la matrice associée au couple de charge et selon 
l'existence ou non de couple d'axes d'équilibre. Le second résultat est alors le 
dénombrement des éléments de l'intersection de l'espace -30 et de l'orbite d'un couple 

de charges selon le type de celui-ci. 

Le chapitre quatre pose le problème de traction en électro-élasticité statique. Grâce 
à l'opérateur <1>, il est possible de traduire ce problème comme une application du 
théorème des fonctions inverses. On suppose que dans la configuration non déformée 10 , 

le matériau piézo-électrique n'étant soumis à aucun effort, il existe des contraintes 

résiduelles, ainsi qu'un champ de polarisation TI0 non nul tel que le couple (1 0 , Ïi0 ) soit 

solution du problème pour un couple de charges nulles. Dans un premier temps, on 
présente le problème de traction dans le cadre linéaire pour un matériau isotrope et 

homogène. En reprenant les équations linéarisées au voisinage de (1 0 ,TI0 ) déterminées 

dans le chapitre deux, l'opérateur <1> (qui est linéaire) permet d'énoncer le principe de 

(1) Idem P 1(4) 
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superpositiOn. Dans l'hypothèse d'une propriété forte dite «d'ellipticité» du premier 
tenseur d'électro-élasticité (cette propriété représente une généralisation de celle imposée 
dans la partie III de l'article de Y.H.WAN et J.E.MARSDEN(l) dans le cas de contraintes 
résiduelles), on peut démontrer que le problème linéaire admet un unique couple solution 
à un champ de déplacement près. 

Dans un second temps, on s'intéresse au problème non linéaire. Tout en présentant 
encore l'ensemble des solutions comme graphe de l'opérateur <1>, la démarche sera 
différente. En effet, on perd ici la propriété de linéarité de 1 'opérateur <l> . Toutefois, 
grâce à la propriété d'objectivité de la fonction énergie libre W, l'opérateur <l> permet de 
transposer l'action du groupe S0(3) agissant sur l'espace des déformations en l'action du 
groupe S0(3) x 0(3) sur l'espace des couples des charges décrite dans le chapitre trois. Il 

en résulte que les couples (Q1 0 ,Qll0 ) avec QES0(3) (et ll0 exprimé dans la 

configuration Eulerienne) sont aussi solution du problème, c'est-à-dire appartiennent 
aussi au graphe relatif au couple de charges nulles. Pour un couple de charges voisin du 
couple identiquement nul, la recherche du graphe se traduit encore par 1 'application du 
théorème des fonctions inverses. Mais lors de l'application du procédé d'inversion (et 
dans les cas les plus simples), à un couple de charges donné de -30 voisin du couple 

identiquement nul, il peut correspondre 1, 2 ou 4 couples solutions. Cette 
correspondance assez inattendue tient au fait qu'à ce couple de charges donné, il 
correspond grâce à l'action de groupe 1, 2 ou 4 couples de charges de son orbite, chacun 
étant en relation biunivoque avec un couple solution. 

Pour un couple de charges donné, les solutions ainsi exhibées dans le cadre non 
linéaire peuvent aussi apparaître comme points critiques de la fonction énergie 
potentielle V. On fera ici référence aux travaux de D.R.J.CHILLINGWORTH, 
J.E.MARSDEN et Y.H.WAN(2). Traduisant l'instabilité mécanique (respectivement 
électrique) d'un couple solution comme dégénérescence de la forme quadratique définie 
par la partie mécanique (respectivement électrique) de la différentielle seconde de V, on 
observe que les différentes solutions, pour un couple de charges donné, sont d'indices 
d'instabilité mécanique (respectivement électrique) différents. Ainsi dans le cas de quatre 
couples solutions, les indices sont respectivement 3,2,1 et 0, ce dernier signifiant que le 
couple solution correspondant est stable au sens mécanique ( ou au sens électrique). 
Malheureusement, il est impossible de conclure quant à la stabilité au sens électro­
élastique sans en venir au cas par cas. Toutefois, un phénomène intéressant peut se 
produire : une solution instable au sens de 1' élasticité peut devenir stable au sens de 
l'électro-élasticité lors de l'intervention d'un champ électrique extérieur. Le champ 
électrique peut ainsi avoir un rôle d'effet stabilisateur dans le problème de traction en 
électro-élasticité. 

(1) Y.H. WAN et J.E.MARSDEN.,[l983], Symmetry and Bifurcation in tree-dimentional 
Elasticity, Part III. Arch. Rational Mech. Anal. 83, 202-233. 

(2) Idem P 1(4) 
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CHAPITRE 1 

I /RAPPEL D'ELECTROMAGNETISME. EQUATIONS DE MAXWELL DANS UN 
REPERE GALILEEN 

Dans cette première partie sont retracées les différentes étapes pour parvenir aux 
équations de Maxwell. Il ne s'agit pas ici de donner des explications expérimentales 
précises, mais d'effectuer une construction mathématique à 1 'aide des concepts 
classiques tels que la conservation de la charge électrique et la loi de Faraday. Les 
équations sont exprimées sous forme globale puis locale dans le repère Galiléen de 
référence Ra que constitue le laboratoire. On peut consulter les ouvrages de 
PANOFSKY-PHILLIPScl),G .BRUHATcl). 
On exprime ensuite les différentes grandeurs électromagnétiques ainsi que les équations 
de Maxwell dans un repère Galiléen R'a quelconque, c'est à dire un repère en translation 
uniforme par rapport à Ra . Pour cela, il est nécessaire de redéfinir les opérateurs de 
dérivation temporelle et spatiale. On peut alors remarquer que la plupart des grandeurs 
relatives à R' a sont complétées par un terme correctif dépendant linéairement de la 
vitesse deR' a par rapport à Ra. De plus les équations sont invariantes dans leurs formes : 
elles possèdent la propriété dite« d'invariance Galiléenne». 

1-Grandeurs physiques 

Les principales grandeurs physiques qm mterviennent dans la suite sont : 
le scalaire q r qui désigne la densité volumique de charge libre et les vecteurs J, E, 

5, P, H, B et M désignant: 

J : le flux électrique (appelé aussi densité de courant) 
E ·. le champ électrique 

5 : le déplacement électrique 
H : le champ magnétique 
B : 1' induction magnétique 

Si le milieu est non polarisable et non magnétisable, on a : 

- - - 1 -o o D = E 0 E et H = - B 
J..l.o 

1 
où E

0 
et -sont deux constantes caractéristiques du milieu ne dépendant uniquement 

J..l.o 
que des unités de longueur, de temps, de charge, de flux magnétique. On peut choisir un 
système dans lequel ces constantes sont intégrées aux champs, c'est à dire tel que 1' on ait 
- - - -D=E et H=B. 
Si le milieu est polarisable et/ou magnétisable, on note P le vecteur de polarisation et M 
le vecteur de magnétisation définis par : 

(1.2) P = 5- Ë et M: = :8- A 
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2-Axiomes fondamentaux. Equations de Maxwell 

Les axiomes suivants sont exprimés dans le repère Galiléen Ra de référence. 

1] Conservation de la charge électrique 

Quel que soit le domaine S!J fixe de R 3 de frontière iJS!J régulière, la variation par 
unité de temps de la charge électrique totale contenue à l'intérieur de!}) est produite par 
le flux de charges à travers iJS!J ce qui se traduit par : 

8 f f--(1.3) at qdV + J.NdA = 0, 
Sè af.!J 

où N est le vecteur normal umtaue 
Cette relation étant valable quel que soit 
localisation que, ponctuellement, on ait : 

àq -
04)Bt+V·J =0. 

extérieur à la frontière iJQ) de Q)_ 

S!J, il en résulte d'après le théorème de 

On introduit alors le vecteur déplacement électrique D défini par : 

cu)V·D=qf, 
ce qui est équivalent à 

(16) f ÜNdA = f qfdV. 
()SlJ .Q 

Cette relation est connue sous le nom de la loi de Gauss. 

L, , · 1 1 85 1- , d. 11 equatiOn (1.2) montre a ors que e vecteur at + est a rvergence nu e. 

Il existe alors au moins un vecteur H , appelé champ magnétique, tel que : 

- taf> I­
(1.7) V x H- - ~ = - J . 

C Ul C 

Si L. désigne une surface deR 3 fixe de bord iJL. , (1.5) s'exprime sous la forme : 

f - 1 a f- - IJ- _ o.s; H· rd.L--- D·NdA =- J ·NdA, 
. .,. cat.,. c" 
~ - -

où N est le vecteur unitaire normal à la surface L. , qui définit son orientation, et r un 
vecteur unitaire tangent à aL.. 
La formule (1.8) traduit que la dérivée par rapport au temps du flux du vecteur 
déplacement électrique à travers une portion de surface L. fixe, de bord iJL. , additionné 
du flux de charges à travers L. est égale à la circulation du champ magnétique le long du 
contour de aL. . 
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2] Loi de Faraday 

La dérivée par rapport au temps du flux de l'induction magnétique B à travers une 
portion de surface L. fixe, de bord aL. , est opposée à la circulation du champ électrique 
le long du contourôL., c'est à dire: 

lai-- J-(1.9)-- B·NdA + E ·rdL = 0, 
côt"E a1: 

ce qui est équivalent à : 

- 1 aB -
cuo) V x E + ~ ôt = 0. 

En choisissant pour surface L. la frontière o..9 d'un ouvert ..9 de R 3 , L. étant alors fermée, 

on peut déduire de (1.7) que la divergence de B est constante par rapport au temps. Si on 
suppose qu'à l'instant t 0 la divergence est nulle, alors à tout instant ton a: 

o.n)V·B=O, 
ce qui est équivalent à 

eLu) J i3. Nd.A = o. 
i)Q) 

Cette relation exprime la conservation du flux magnétique. 

Remarque : la formule (1.11), contrairement à (1.5), traduit que les charges magnétiques, 
ou monopoles magnétiques, sont supposées ne pas exister. 

(1.13) 

3] Récapitulation: Les équations locales de Maxwell 

Les équations locales de Maxwell dans le repère Galiléen RG de référence sont : 

_ 1 o:B _ 
V x E + -- = 0 sur L. 

côt 

-loD 1-
vxH---=-Jsur L. 

c ôt c 

Remarque : Lorsque le milieu est polarisable et/ou magnétisable, les équations de 
Maxwell restent identiques, mais les grandeurs 6 et H représentant le déplacement 
électrique et le champ magnétique sont définies par: 
- - - - - -D=E+P et H=B-M. 

4] «Invariance Galiléenne» 

On peut remarquer que les équations de Maxwell sont invariantes pour toute 
transformation, indépendante du temps, entre repères d'inertie du groupe constitué par 
les translations et les rotations spatiales. 
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Si on introduit un nouveau repère R' 0 en translation uniforme de vitesse V par rapport à 
Ra, la transformation est déterminée par : 

{
X'= X+ Vt 

(l.l4) 1 

t = t 
Par ce changement de repère, on est amené à définir les opérateurs relatifs à R '0 : 

L'opérateur de dérivation spatiale : V'= V . àq 1 1 àq ( ) 
1.e. ax·(x ,t)= ax X,t 

a a (- ) L'opérateur de dérivation temporelle : àt' = àt - V· V 

i.e. :(X',t')= :(x,t)- vB ai..B (x,t) 

Les équations de Maxwell sont alors invariantes par cette transformation si et seulement 
si les nouvelles grandeurs électromagnétiques dans le repère R' 0 sont définies par : 

q' r (X', t')= qr(x, t) 

P'(X', t')= P(X, t) 

Ï'(X', t')= Ï(x, t) + qAx, t)v 

cu
52 M'(X', t')= M(X, t)- iv x P(X, t) 

È'(X' ,t')= Ë(x, t)- +v x i3(x, t) 
B'(X'' t')= Ë(X, t) ++v x Ë(X, t) 

les équations de Maxwell devenant alors dans R' 0 : 

(1.16) 

_ 
1

oB __ 
V'xE'+-- = 0 V'·B = 0 

c àt' 

- 1 àD ~-V'xH'--- =-J' 
c àt' c 

On dit que les équations de Maxwell possèdent l'invariance Galiléenne. 

Preuve de o 162 : en utilisant le fait que la vitesse V est uniforme, on peut démontrer 

que (v.v)Ë=Vx(Ëxv) et (v-v)5=vx(5xv)+v(v-5). 

- 1 as (- 1 - -) 1 ai3 1 (- ) - - 1 ai3 -D'oùonobtient V'xE'+--=Vx E--VxB +---- V·V B=VxE+--=0 
c àt' c c àt c c at ' 

l'équation (1.16)3 se démontrant de la même manière. 

Remarques: 
*Les formules de transformations (1.15) ne font apparaître aucune contribution d'ordre 

2 lvl
2 

J3 =-~ . 
c~ 

*Elles constituent, dans la plupart des situations, une excellente approximation tant que 

13 =lvi «L 
c 

*Dans le cadre de cette approximation, on peut remarquer que la plupart des grandeurs 
relatives à R' 0 sont complétées par un terme correctif dépendant linéairement de la 
vitesse V. 
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*On ne peut pas définir dans R' G le déplacement électrique 5' (x'' t') par : 

f>'(x·, t')= Ë·(x·, t')+ ï>(x', t') 
car un défaut de symétrie est à noter dans les équations (1.15)2 et (1.15),. 

II /ELECTROMAGNETISME DANS UN MILIEU DEFORMABLE CONTINU EN 
MOUVEMENT 

Cette seconde partie consiste cette fois à exprimer les différentes grandeurs 
physiques et les équations de Maxwell dans un repère Re lié au milieu déformable 
continu en mouvement. On peut alors constater que les formules de transformation (1.15) 

entre repères Galiléens se généralisent facilement entre un repère Galiléen et le repère 
Re. Puis il est exposé brièvement la démarche présentée dans une étude de 
G.A.MAUGIN(l) pour définir les notions de force, couple et énergie : le raisonnement 
consiste à passer d'un point de vue microscopique à un point de vue macroscopique. 
Cette démarche qui met en jeu différents développements en série de Taylor ainsi que 
des approximations peut nuire à la rigueur demandée pour l'étude des équations non 
linéarisées. On est alors amené à redéfinir les notions de force, couple et énergie par une 
méthode purement formelle proposée dans un article de C. TRUESDELL et R. TOUPIN cl). 

Il est à noter que la plus grande partie des calculs présentés ici proviennent d'une 
démonstration de B.COLLET et G.A.MAUGIN(l). Finalement, on se propose de 
distinguer parmi les grandeurs électromagnétiques celles qui répondent au principe 
d'objectivité (ou indépendance du choix de l'observateur) à celles qui n'y répondent pas. 

!-Equations de Maxwell 

On considère un élément de matière déformable en mouvement, on note ô la 

configuration actuelle de repère {x,(ëa)}, Q la configuration de départ de repère 

{x,(ËA)} et $1 la déformation $ 1 :0~ô avec x=$(X,t). On suppose que l'on a: 

$ 1(0)=ô, <j>J80)=8ô, $ 1 EH 3 (0,R 3
) avec Jr =det(Dx$ 1))0 et $~1 EH 3 (0,R3

). 

On suppose que le repère{x,(ëa)}de la configuration actuelle soit un repère Galiléen: 

~= {x,(ëa)}. Posons Re = {x,(ËA)}. Les lois de l'électromagnétisme sont alors régies 

par les équations de Maxwell exprimées dans ~. Le but est alors de traduire ces 
équations dans le repère Re de la configuration de départ, c'est à dire d'exprimer les 
équations de Maxwell dans un repère en co.mouvement lié à 1' élément de matière 
déformable continu en mouvement. 
Les différentes grandeurs de la formulation (1.13) liées au repère ~ sont transportées dans 
le repère Re comme suit : 

{ 

q(X,t)=J,q(x,t) 

(1.17) ~(x, t) = J r~(x, t)F-; 
P( X, t) = J F P( x, t )F-

:f(x, t) = J r:f(x, t)F-r 
B(X, t) = J rB( x, t)F-T 

M(X, t) = M(x, t)F 

où F désigne le gradient de déformation V x<l>t. 

Ë(x, t) = Ë(x, t)F 
H(X, t) = H(x, t)F 
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Remarque : on peut rapprocher cette situation à la situation classique où ~ et Re 
représentent les repères liés aux configurations respectivement Lagrangienne et 
Eulerienne ; dans ce cadre, on pourra alors utiliser les techniques habituelles de 
dérivation. 
Par analogie au paragraphe intitulé "invariance Galiléenne", on peut interpréter la 
situation ainsi : à tout instant t =t', on considère que le mouvement du milieu continu, de 
vitesse v, définit lui-même, localement et instantanément, une transformation Galiléenne 

du type (1.14): pour cela, on poseR'G = Rc(X,t)pour tout t, où Re représente alors un 

repère en co.mouvement lié à l'élément de matière continu; on a donc v= -V. 
On peut alors escompter que les nouvelles grandeurs induites par ce co.mouvement sont 
définies par : 

c.o-(x, t) = J(x, t)- qcv 

ct>~( x, t) = M(X, t) +~v x P(X, t) 

(Ll8) ~(x, t) = Ë(x, t) +{-v x Ë(x, t) 
à( X, t) = Ë( X, t) - +v x Ë( X, t) 

~(x, t) =A( x, t)- tv x IS(x, t) 

Sur quelques exemples, on va justifier ces formules en évoquant le principe d'invariance 
de la forme des équations de Maxwell : 
La conservation de la charge électrique se traduit dans le repère ~ par 

! J q(x, t~x + fJ(x, t) ·ii da= 0 . 
.0 8.0 

Dans ce contexte, Ra est un repère de la configuration actuelle. Si on considère Re 
a 

comme un repère Lagrangien, l'opérateur at peut être assimilé à un dérivée matérielle 

(ou particulaire ). 
Grâce aux formules de transformation(l.I7), on a: 

~fq(X,(~lX+ fJ(X,t)·N dA=O, 
QtD 8D 

soit f ôq (x, t)dx + fJ(x, t). N dA= 0' 
DOt 8D 

ce qui peut se traduire localement par: 

o.19J: (x, t) +DIV x J(x, t) =o. 

On va ici utiliser la notion de dérivée convective : 

pour un scalaire q, la dérivée convective notée q est définie par : 

• àq d' ( -) . d' -(!.20)q =at+ IV qv = q+ q IV V ; 

pour un vecteur D , la dérivée convective D est définie par : 

..: aB (- ) ( -) .:. (- ) ( )-(1.21)D= at +rotDxv + divDv=D- B·V' v+ div vD. 
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On a alors 

J[~(X,t)-DIVx{qv(X,t))}x+ fï(X,t)·N dA= 0, 
D àD 

soit J ~(x, t)dX + J[J(x, t)- q(X, t)v] · N dA= o. 
D oD 

On pose alorsJl"(x, t) = Ï(X, t)- q(X, t)v, et on obtient: 

J ~(x,t)dX + J Jl"(x,t) · N dA= o, 
D oD 

ce qui peut se traduire par 

~(X,t)+ DIVx(Jl"(X,t)) = 0. 

On a ainsi gardé la forme de 1' équation traduisant la conservation de la charge électrique. 

On procède de la même manière pour la loi d'Ampère. Dans Ra, on a : 

J fr( x, t)· 001- i! J 5(x, t)· fida = i Jï(x, t)· fida, 
~ I I 

ce qui donne dans Re, en posant cr et 8cr telles que ~ 1 (cr) = L et ~ 1 ( 8cr) = 8L , 

f fr(x,t)·idL -i !J 5(x,t)·NdA = i fï(x,t)· NdA, 
oo cr cr 

soit J H(X,t)· "idL- i J a;: (x,t)· NdA = i fJ(x, t)· NdA, 
oo cr cr 

ce qui se traduit localement par : 

o.22)R0TxH(X, t)- i ~(X, t) = ~Ï(X, t). 

A l'aide de la dérivée convective 5 de 5, 

f fr(x,t)·idL- i f[B(x, t)- (nrvx5(x, t))v- Rotx(5(x, t) x v)]· NdA = i fï(x,t)· NdA 
oo cr cr . 
J [fi( x, t)- iv x fi( x, t)]. tdL- + J fi( x, t). NdA = + J[J(x, t)- (DIV x fi( x, t))v]. NdA 
fu a a 

On pose alors ~(X, t) = H(X, t)- ~v x fi( x, t) 

et ff(X, t) = Ï(X, t)- (DIVxÏ>(X, t)v). 

En remarquant que DIV xD( X, t) = J rdiv )3( x, t) = J rq r (x, t) = q( X, t) , on peut dire que 
• 

f ~(x, t) · idL- if 5(x, t) · NdA =if &"(x, t) · NdA, 
oo cr cr 

* 
soit ROTx@%(x, t)- +fi( x, t) = +Jl"(x, t). 

Les autres formules du I 1 2- peuvent être obtenues de la même façon. 
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On a réussi à conserver la forme des équations de Maxwell grâce à la notion 
classique de dérivée convective. Cette dérivée répond au principe d'objectivité, qui est 
une propriété intéressante que 1 'on développera au paragraphe 1 1 3-. 
Pour récapituler, l'expression des équations de Maxwell dans un repère Re est : 

{ 
ROTx~+~~ = 0 DIVxB = 0 

(1.23) • 

ROTx@% +~Ï> =~cff DIVxD = qr 

Remarque : lorsque le matériau est polarisable et lou magnétisable les grandeurs i5 
et H sont définies par : 

------- -- 1-D = D + P et H = H - M où D = s E et H = -B 
o o o o o J...lo . 

Puisque Do et Ho représentent respectivement un déplacement électrique et un champ 

magnétique, leur passage du repère Ra au repère Re est régi par : 

(1.24)Do(X,t) = IrDo(x,t)F-T et Ho(X,t) = Ho(x,t)F. 

2-Force, couple et énergie 

1] Approche par la procédure de Lorentz 

Pour déduire les effets macroscopiques, on applique la procédure dite de Lorentz, qui 
consiste à considérer un "micro-élément" de volume~ V contenant des charges 8q a (la 

distance moyenne entre les charges voisines étant suffisamment petite par rapport aux 
dimensions de~ V ). 
Notations :x est le centre du volume~ V. 

: 8q a est une charge ponctuelle contenue dans ~V . 

: ça est la coordonnée interne de 8q a dans~ v . 
:x a est la position moyenne de 8q a. 

La vitesse absolue va de la charge 8q a est va = V+~ a + y a avec V = ~ où y a est la 

vitesse de fluctuation de8qa due à l'agitation thermique. 

Au niveau microscopique, dans un champ électromagnétique, chaque charge 8q a est 

soumise à la force 8fa de Lorentz définie par : 

(l.2S)Dfa = 8qa[ë(xa) +~Va X b(xa )] 

où ë et b sont les champs électromagnétiques microscopiques évolués en x a d'où la 
résultante des forces: 

(1.26) Mf~V = L8f(1' 

et le moment résultant des forces 

(1.27) ë~V = L Xa X ()fa. 
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On appelle couple pondéromoteur le couple Mc défini par : 

(1.28) M ë~ V = .I ~a X Dfa . 
(l 

L'énergie est notée Mw : 

CL29)M wL\V = Ioqava · ë(xa) 
(l 

On définit les champs macroscopiques comme suit : 

(1.30) Ë(x) = ë(x) B(x) = b(x) 

(l 

Dans le repère en co - mouvement, 

le moment dipolaire électrique P;L\V = .Ioqaç~ 
(l 

(1.31) le moment quadripolaire électrique Q;iL\ V= .I toqaç~Çf 
u 

le moment dipolaire magnétique miL\ V = L 21c ùq a (~a x ~a). 
u 1 

le courant de conduction JTi L\ v = I oq (l via 
u 

On note alors 

{
la polarisation effective P. = P - Q ... 1 1 IJ,J 

(1.32) 1 ' . . f~ . cf)){? 1 v Q a magnet1sat10n e 1ect1ve - i = m; + ë E iik i.P kp 

En écartant le cas des quadripôles, ce qui amène des simplifications, et en effectuant un 

développement en série de Taylor, on peut démontrer que les expressions de la force Mf, 
du couple pondémodérateur M ë et de l'énergie Mw sont de la forme: 

MI= qr~+t( &'+~)x B+(P·V)~+(v:B)·~ 
(1.33) M ë = p x ~ + ~ x B 

MW=Mf ·V+p~·ll-dJ~.OJ +&' ·~ 

- p 
où II = -est la polarisation par unité de masse. 

p 

Pour toute précision, on peut consulter les travaux de G.AMAUGIN [1988], pages 170 à 
174. 
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2] Approche formelle 

Comme il a été précisé auparavant, la procédure de Lorentz nécessite des 
développements en série de Taylor suivis d'approximations pour déterminer les 

expressions de Mf, M ë et Mw . Il est clair que 1 'objectif de se travail étant de mettre à 

profit certaines propriétés dues à la non linéarisation des équations du mouvement, il 
n'est pas possible de se baser sur cette procédure. II s'agit donc de proposer une autre 
approche qui évite toute approximation. Ainsi dans ce paragraphe, il sera redéfini les 
notions de force, couple et énergie par une approche formelle exposée dans un article de 
C. TRUESDELL et R. TOUPIN , les expressions des différentes notions alors mises en 
évidence pouvant être considérées comme des notions premières : 
- la variation dans le temps du vecteur quantité de mouvement G = ~.5o x B fait 

apparaître 1' expression de la force M f ainsi qu'un tenseur de contrainte, noté Mt , que 1' on 

identifiera, 

- la variation dans le temps de l'énergie Mu= t(:E ·Do+ B · H:a} fait apparaître 

r expression d'une énergie Mw ainsi que le vecteur de Poynting S = cE x H . 

Dans un premier temps on présente la méthode dans le repère Galiléen de référence Ra 
en s'intéressant à un milieu ni polarisé, ni magnétisé. Puis on effectue les calculs dans le 
repère en co.mouvement Re en considérant tout de suite le cas d'un matériau polarisable 
et/ou magnétisable. 

a. Dans un repère Galiléen 

Dans le repère Galiléen Rer de référence, si le milieu n'est ni polarisé, ni magnétisé, 

- -- 1- ----
expérimentalement il est établi que Do = E

0
E et Ho = -B, soit Do = E et Ho = B 

J.lo 
lorsque 1' on se place dans un système adapté. On définit la quantité de mouvement 

électromagnétique par le vecteur G = :5" x B . 
D'après les équations de Maxwell (I.JJ), on peut écrire: 

d f -( ) f ( oÏ> - - oB) f ( - - - - - - \..1 .. - G x, t dx = ~ __ o x B +Do x - dx = Rot Ho x B- ~ J x B +Rot E x D" F. 
dt SD SD 0t 0t SD 

On définit le tenseur Ft par : 

(JJ4)Ftii = EiDoi +H
0
iBi -t(:5o ·E+B·Ho}8ii. 

.. . oFtii {8Ei . . oD i oH i . . oBi 
f t'JnJda = J~x = J --. D J + E' __ o_ + __ o_BJ + H '--. 

F axJ axJ o axJ axJ o axJ 
asg SD SD 

_l. __ o_Ek +D k ___ +--. H k +Bk __ o_ dx. 
(

oD k oEk 8Bk oH k)} 
2 àx' 0 àx' ox' 0 àx' 
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{ 
· àE; àD k à k ~ +f (Rot ËxD )'-Di __ +.L __ o_Ek+.LD k~ x 

0 0 àxl 2 àx' 2 0 àx' . 
.Q 

Or on peut établir facilement que si ü et v sont deux champs de vecteurs différentiables, 
on a: 

( - -)i . au; \ àvk k \ k auk \ ( k auk àvk k) eus) Rot uxv -vl-. +---. u +-v--.=- v--.---. u 
àxl 2 àx' 2 àx' 2 àx' àx' · 

Puisque de plus on a Do = Ë et Ho = B, les deux dernières intégrales sont nulles et: 

CI.36)~Jœdx- J Feinida=-J(qfE; +HJxBY'wx. 
dt 2 a2 .Q Ï 

Cette égalité a la forme d'une équation d'équilibre. On y reconnaît Mf= qfË + i J x B 

qui est le siège de la transformation d'une force électromagnétique en une force 
mécanique. La formule (1.36) traduit que le flux du tenseur électromagnétique F t est égal à 

la variation dans le temps du vecteur quantité de mouvement G additionné à la force Mf . 

De même, on calcule la variation de l'énergie Mu= t(Ë ·Do+ B ·:Ho) : 

d J J 1 ( aË - - a.5 ai3 - - aH: ) - u dx= - -·D +E·--0 +-·H +B·--0 dx dtM 20t o 0t 0t 0 0t, 
flJ flJ 

_ aË _ aË _ a( E OË) _ an _ oH _ ai3 
or D ·-= E E·-= E· = E·--0 et de même B·--0 = H d'où 

"àt 0 àt àt àt àt "àt 

d J J ( - a.5 a.B - J J {( - -) - - - \~ -d Mu dx= E·--0 +-·Ho dx= cRot Ho -J ·E-c Rot E·H 0 JUX 
t 2 flJ 8t 8t flJ 

=cf(Rot Ho ·Ë-Rot Ë-Ho)dx- JI·Ëdx. 
flJ flJ 

D'après la formule 

037) Rot ü ·v- Rot v· ü =Div (ü x v), 
on peut écrire : 

d f f- f- -(1.38)- M udx =- S · ïida- J · Edx . 
dt flJ aSlJ SlJ 

On remarque que la puissance perdue - dd J M udx dans le volume ft) correspond à la 
tQ) 

puissance rayonnée à travers la surface fermée ()ft) . La formule (1.38) traduit alors que la 
puissance électromagnétique rayonnée à travers a.Q) est égale au flux sortant à travers 

à!i:J du vecteur de Poynting S = cË x H additionné de la puissance dissipée par effet 

Joule JI· Ë dx. 
flJ 
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b. Dans le repère en co.mouvement Re 

On suppose maintenant que le milieu est polarisable et/ou magnétisable: le 
déplacement électrique 5 et le champ magnétique H sont alors définis par : 
D=Do +Pet H=H0 -M. 
On veut exprimer les relations analogues à (1.36) et (1.38) dans le repère Re . 
Grâce aux relations (1.24), on peut affirmer que: 

J Gi (x, t ~ = J G i (X, t ~ et J Mu( x, t ~x = J Mu( X, t~ 
Si0 D Si0 D 

Calcul relatif à la force électromagnétique : 

= J 8~, (a'v'}lx+;J( ~x ihn x :)'dX-;J(: x B+ rx :)'dX 
, . -lan~-

d apres (1.22), ROTxH- c at = C" I, 

et la formule équivalente concernant le champ électrique et l'induction magnétique est 

ROT E-.L oB= 0 x c at . 

Si on introduit le tenseur intermédiaire 
-tii = EiD 1 +HiBi _.L(J5 ·Ë+B·H )oii= tii +Eipi -MiBj 

F 2 o o F · 

On a alors, 

_!J GidX- Jo(F:pi +GiVi)dX 
dtD D axj 

( - )i f( . (- -)i) f aP - - -= - q rE 1 + ~ J x B dX- ~ -x B + c ROT E x P dX 
D D at 

{ . ( k k)rx J ( - -)i . 8H1 
1 oB k k oH + ROT HxB -B1-. +- -. H +B _o __ ax) 2 ax~ o ax~ 

D 

f ( - -) i . oE 1 BD k k BE { . ( k k)rx 
+ D ROT ExD -D

1 axj +t a;,.i E +Do axi 

= -I{q,E' +;[(J +:)x Ë J +(ROT Ê x P)'r+ [{(-ROT Mx B)' +B' :~; }dX 

J{( _ -)i . 8Ei ~ + ROTE xP -Pl--i 
n ax 

{ [( - ) Ji . ·r . . - oP - - . BE 1 
. oM1 =-f qE'+.L T+-+cROTM xB +P1 --.-Bl___ . c c • at axj axj 

D 
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On définit maintenant le tenseur Mt par : 

(1 39) tij = EiD j + H iBj + -6ipi - <:ffl?iBj _.l(fi . Ë + i3. :H - 2~. i3)oij 
·M o o 2 o o ' 

Oron a 

oBi 
--0 axi-

. 8Mi 
1 

. a( v x Pr . àd:'ff?i 
: -Bl ___ --Bl . =-BJ · axJ c oxJ axJ 

qfEi +HY x Br= qf~i +H&- x BY : (RüTMxBr =(RoT~xBY 

++(Ro~v x .P) x Br 

: (: xB)' -(RoT(vx.P)xBr 

+ ( (v x B) DIV P r = (~x B l 

( - -)i . 8d!ff?i 
or ROT d:'ff? x B = Bl . 

àXJ 

. 8d!ff?j 
Bl . , d'où on a: 

à X 

(1.40)~JôdX- J(Mt+G®v)·NdA=-J MfdX, 
iliD ® D 

oùMf=qr~++(&-- +~) xB+(P·V)~+(VB)·~. 
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Calcul relatif à 1 'énergie : 

d f d f f(OMU o( M uvi)J - u{x t)dx =- u(X t}dx = -+ . dX 
dt M ' dt M ' at ox) 

Q D D 

Jo( M uvi) J a (- - - - ) = i dX+ t- E·Do +B·Ho dX. 
0 oX 0 0t 

A l'aide d'une justification analogue à celle du paragraphe II 12- 2] a., on a: 

dd J MudX 
to 

f o(M uvi) f(o5" - oB - J = . dX+ -·E+-·H dX 
o oXl o 0t 0t o 

J 
o(M uvi) J(a5 - ap - aB - aB -) = . dX+ -·E--·E+-·H+-·M dX 

0 oX1 
0 0t 0t 0t 0t 

= f 0 Mu~ dX + f ( c ROT H: · Ë- J) · Ë- c ROT Ë. H - oP . Ë + oB . M. ( i) { - - }x 
D àX D Ot àt 

o[(Mu+Ë·P)vi-c(ËxH)i] {- _ oP _ oB _ _--} 
=! axi dX-! J ·E+et·E-at·M+DIV[(E·P)v] dX, 

où c Ë x H désigne le vecteur de Poynting S 0 

On veut maintenant démontrer que cette égalité peut s'écrire sous la forme: 

oAn_!J MudX- J{(Mt+G0v)·v-S}·NdA=-J MwdX, 
dt o ao o 

où Mw= Mf· v+ ff · ~-~ · B + p~ ·TI et 

(1.42) s = c ~ x ~ 0 

Pour cela, on démontre dans un premier temps que : 

S = S +(Mt +G 0 v-(u +Ë·P)t]· v, 
et dans un second temps que : 

_ _ aï' _ oB - [(- -) ] 
J ·E+at·E-et·M+DIV E·P v =Mw 0 

* s = c ~ x ~ = c( Ë +~v x Ë) x (A - ~v x 5) 
S =c ËxH-Ëx(vxD)+(vxB)xA-HvxB)x(vx5) 

s = S+ (v. Ë)5- (5· Ë)v +(v· A)ï3- (B· fi)v- ~[(5·(v x ï3))v- (v( v x B))n] 

S=S+[Ë05-5·Ë l+H0B-B·H t]·v-i[5·(vx8))v 
s = s + [Ë 'X' 5 + Ë 0 P- 5 . Ë t- P. Ë t + H: 0 8- M: 0 8- 8 ·A t + 8 ·A t] L 'CIO 0 0 0 

- ~ ( 5 . (v x 8) ]v 
s = S+M t ·v- (Ë .p + u)v- ~((v x 13)0 P]·v +~((v x B)0 B]· v- ~(B·(v x r)]v 

- ~ [ 5 . (v x B) ]v , 
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or [ (v x B) ® P] · v = [ (v x B) ·v ]ï> = 6 ; de même [ (v x B) ® B] ·v = 6 , 

- [ 8 . (v x P) ]v - [ 5 . (v x 8) ]v = [ (v x 8) . P ]v - [ (v x 8) . 5 ]v = -[ (v x B) . 5" ]v 

= ((5" x 8)-v]v = (ô®v]·v. 
Donc 
s = S+M t. v- (Ë. P+M u)v+ [ô® v]. v' d'où le premier résultat. 

_ _ oP - oB - [( _ _) J * J ·E+Bt·E-Bt·M+DIV E·P v 

( - - ( -) - -) - aï> - aB ( -) as [(- _) ] = d·~-f vxB ·d+qrv·~ +E·at-~·at+f vxP ·at+DIV E·P v 

( - - - - -) - - - aï> - aB [(- -) ] = qr~+t&'"xB+Rot ExP ·v+&'"·E+E·Bt-ctU?· at +DIV E·P v 

= (qr~+h_xO" x B+(P· v)Ë -(vË)·P)·v+exo- ·Ë +Ë ·:- ctW·B+ctW ·[(v· V)B] 

+ Div[(Ë. ï>)v] 

= (qf~+i~ x B+ (ï>. v)Ë- (vs)-ctW)· v -+[(ï>. v)(v x B)]·v -[(vË). ï>]·v 

+tfr ·Ë+Ë·: -ct>A?-B +Drv[(Ë·P)v) 

=Mf ·v- t(~x B) ·v -t[(i>. v)(v x 13)] ·v -[(vË) ·P]. v +[(vË) ·P]. v +[(vi>) ·Ë]. v 

(- -) - - - aP - ..:.. + E·P DIVv+d·~+E·at-~·B, 
or 

~. Ë +((P. v)v]. ~ ~ (:. Ë +[<v. v)P]· Ë- ((P. v)v]. Ë +(H)mvv +â·(V x îiJ) 
+ [(ï>. v)v]· Ë + [(ï>. v)v] ·(iv x 8), 

et [(ï>. v)v]·(v x B) = -[(ï>. v)( v x s)]· v' ainsi que 

[(vï>). Ë]·v =[(v· v)P]· Ë. 
L'expression est alors égale à : 

M [ ·v+rff -~ -ctW·B +P· ~+[(ï>· v)v]·~. 
Or on a la relation : 

* * 
(1.43)P+(P·V)v=pÏI . 

..:.. d ( p) ..:.. - .: (- ) En effet pii = p dt p = P +DIV x v P = P+ P ·V v . 

D'où le second résultat est établi. 

Les relations traduisant la variation de la quantité de mouvement G = f 5o x B et de 
l'énergie Mu= !(Ë ·Do+ B ·:Ho) par rapport au temps dans le repère Re contiennent 
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bien les expressions de la force M f et de 1 'énergie M w définies précédemment par la 
procédure de Lorentz. Elles mettent en évidence le célèbre vecteur de Poynting 

S = c ~x~ et un tenseur noté Mt qui est défini par B. COLLET et G.A.MAUGIN 
[ 197 4] ( 1 ). On peut remarquer que ces égalités ont la forme d'équations de 1' équilibre. Le 
tenseur Mt est alors interprété comme un tenseur de contraintes d'origine électro-
magnétique. Celui-ci se décompose en deux tenseurs: 
(1.44) M ·pi = ~ipi - ~iBi + ~ · B8ii, et 

(1.45) Ft= EiDoi + HoiBi- t(DoË + B · :Ho)8ii, avec 

(146) M t=M t+F t. 

- - - 1 -
En se remémorant que Do = s o E et Ho = - B , il est clair que le tenseur F t est 

f.!o 
symétrique. 
Il reste à définir de façon formelle le couple pondéromoteur M ë 

i ijk kj 
(1.47) MC = E Mt . 
on a: 

ci _lgiik( tki_ tik) M -2 M M ' 

or les tenseurs Ft et ( cfit? · B) l composants Mt sont symétriques, d'où il reste : 

M ci = Eiik( ~kpi _ 0~kBi), 

soit M ë = P x .~ + ct~ x B. 
Le vecteur M ë défini par (147) correspond bien au couple pondéromoteur déterminé 
précédemment par la relation (1.33)2. Pour mettre en évidence la notion de couple du 
vecteur M ë , on énonce : 

(148)~ f x x GdX = -f (xxMf+Më}ix + f {x x [(Mt+ a 0 v)· N-]}dA. 
dtD D iJD 

Effectivement, cette égalité s'interprète comme les équations d'équilibre des moments 
des forces électromagnétiques. 

Démonstration: 

- XxG dX= +--. XxG v 1 X d J(- _)i I{à(xxaY à [(- -)i .
1
r 

dt n n àt àX1 

= {(Xx ~}dX+ ![{XxGrv'N']dX, 
or (XxGfviNi =EildXkG'viNi =Eildxk[(ô0v)N]' ={xx[(G0v)·N]f, 

et (x x~)' = -•''kxj M fk + ··ikX' aa~~ 
= -(xxMfr +-;_(sijkxj M tk')- si'k M tk' a x 

( - -)i à ( ijk j Id) i 
=-XxMf +ax' s XMt -Mc ; d'où le résultat. 
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3] Principe d'objectivité 

La description des quantités physiques associées au mouvement d'un corps dépend 
en général du choix de 1 'observateur. On se propose de distinguer les champs de tenseurs, 
vecteurs ou scalaires qui dépendent intrinsèquement de 1 'observateur de ceux qui en sont, 
par essence, indépendants. Ces derniers seront appelés champs objectifs. 

Certaines quantités telles que q(x,t), I(x,t), E(x,t), D(x,t), B(x,t) et A(x,t) sont 

supposées objectives (de façon naturelle). Cette propriété était sous-entendu lorsque l'on 
a énoncé les formules (1.17)1 à (1.17). régissant le changement de repère. II sagit donc ici 

d'étudier les quantités définies par la procédure de Lorentz telles que .P( x, t), ~(x, t), 

Jl"( X, t) , Mf et MC . 

On appelle changement d'observateur une transformation (x, t) ~ (x, t) définie par 

{
x= Q(t)x + c(t) 

(1.49) - oùpourtoutt, Q(t)ES0(3) et c(t) ER 3 

t =t-t() 

La charge libreqf est, de façon évidente, un champ objectif(Lagrangien). 

On note Re le nouveau repère. 

On a les relations suivantes : 

(1.50) ~a = Q( t )~a, Dqa = Dq a, ~V = ~V. 

Le vecteur moment dipolaire électrique vérifie alors 

Le tenseur moment quadripolaire électrique 

Le vecteur de fluctuation de vitesse 

Le vecteur courant de conduction 

~~v= QCt(r~v) 
Q~V = Q(t)(Q~V)QT (t) 

ya = Q(t)Va 

~V=Q(t)~V 

(1.51) 

Les égalités étant triviales, on peut affirmer que ces quantités sont des champs objectifs 
(Euleriens) 
Puisque l'on a l'égalité Qij.j = Qil(t)Qu_1 , on peut dire de même quant au vecteur P de 

polarisation effective. 
Par contre, le moment dipolaire magnétique rn dépend intrinsèquement de l'observateur, 
ceci étant dû à la présence dans son expression de la dérivée matérielle par rapport au 
temps. 
Pour le vecteur magnétisation effective, on doit introduire une nouvelle forme : 

(l.52)cffi9i~v = de Ioqa[~ a x (nJ~a )l + iEijkd jpQkp~v' 
a 

où (J.53)(D 1 ~a )i = ~~- v[ij]Çj et diP = t(:~ + :~) 
On veut démonter que la nouvelle dérivée D1 est objective, ainsi on pourra conclure à 

1' objectivité du vecteur c9?t?. 
On rappelle que : 

- ôQil À Q - ( T) - ( T) oQil ( T) 
vi =-atovl + ilvl; diP = Qikdkl Q Ip et v[ii] = Qikv[k.l] Q Ii +--at Q Iï 
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Ainsi, on a alors : 

( DJ~a). = ~ia- v[ij]~t 
' 
_ OQij ):a +Q ~a -Q (QT) Q ):a_ àQil (QT) Q ):a - at '-:> j ij '-:> j ik V [ kl) Ij jrn '-:> rn at lj jrn '-:>rn 

= Qii( D 1 ~ a) i , d'où le résultat. 

Puisque l'on se place dans un cadre non relativiste, lvi ((1. On note ü(lvl) = E O(c) où E 
c 

est un paramètre très petit proche de zéro. En effectuant un développement en série de 
Taylor et en retenant au plus les termes d'ordre E

2
, on admettra que la force de Lorentz 

appliquée à la charge ùq a vérifie : 

(l.54)0fa = Q(t)ofa. 

D'où la relation pour le couple pondéromoteur M ë : 

eus) M ~L1v = Q(t)[ M ëL1 v]. 
On ne cherchera pas à conclure quant au scalaire M w représentant une énergie, celui-ci 
sera en fait remanier lorsque 1 'on énoncera le 2nd principe de la thermodynamique dans le 
chapitre 2. 
On remarque finalement que l'opérateur dérivée convective vérifie bien le principe 
d'objectivité: 

* 

si un champ de vecteurs B vérifie B = QB, alors B = Q B. 
En effet: 
~ ,.:._ ~ avi ~ avk 
B~· =B -B.-. +B.-k 

1 J ax.J 1 ax. 

àQij · [ Ov1 ( T) oQil ( T) J ÔVk 
=-atBi +QiiBi -QikBk Q;, oxrn Q rni +-at Q 'i +QiiBi oxk 

. av, avk 
=Q.B-Q.,Bk-k +QB-k 

IJ J 1 .Qx. IJ JQx. 
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CHAPITRE 2: 

Dans ce chapitre sont rappelées les lois de 1 'équilibre en électromagnétisme des milieux 
continus : 1' équilibre des forces, 1' équilibre des moments des forces, la conservation de 
1 'énergie et le second principe de la thermodynamique. Il est mis en évidence deux 
formulations Eulériennes possibles de ces équations. La seconde répondant au principe 
d'objectivité est alors retranscrite dans la configuration Lagrangienne en ne considérant que le 
cas des diélectriques non magnétisables. Dans l'hypothèse du choix des variables 

indépendantes (F,Ïi,.B,e), l'inégalité de Clausius-Duhem apporte certaines restrictions: les 

lois de comportement. Bien entendu, celles-ci amènent à restreindre dans le cas des 

diélectriques non magnétisables le système de variables à (F,ft,e). Puis dans le cadre d'une 

évolution adiabatique, il est proposé pour les matériaux isotropes et homogènes une 
linéarisation des équations. On pourra constater que dans ce cadre seul le cas d'une 
polarisation initiale non nulle est intéressante. 

I /LOIS D'EQUILIBRE EN ELECTRODYNAMISME DU CONTINU 

En respectant les notations du chapitre 1, on considère un corps matériel n plongé dans 
un champ électromagnétique. Les hypothèses sous lesquelles les lois d'équilibre seront 
énoncées sont les suivantes : 
(i) il existe différentes contributions d'origine électromagnétique définies dans le 

paragraphe II 1 du chapitre 1 : 

- une densité de force volumique M f définie sur n 

- un couple pondéromoteur M ë définie sur Q 

- une densité d'énergie volumique M w définie sur Q 

-une densité de force Surfacique M t(n) définie SUr an 

(ii) le corps est aussi soumis à des contraintes purement mécaniques: 

-une densité de force volumique f définie sur n 
-une densité de force surfacique t(n) définie sur an 

-un apport calorique massique h défini sur Q 

- un apport calorique surfacique Ocn) définie sur an sous la forme d'un flux q: défini par 

Q(n) = q • fi 
-un apport surfacique N(nl d'entropie définie sur ansous la forme d'un flux pdéfini par 

N - - - q 
(nl = p· n ; on suppose que p = 8 

(iii) il existe une densité d'énergie interne, e, et une densité d'entropie, 11, définies par 

unité de masse sur Q . On suppose que les sources d'entropie sont purement mécaniques. 

On note t\n\ la densité surfacique de force résultante des deux contributions: 
- - -
t(n) = t(n) +M t(n) · 

On suppose 1' existence du tenseur de contraintes de Cauchy généralisé t défini par : 
t( l. = t .. n. n 1 IJ J • 
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1-Lois d'équilibre dans la configuration Eulerienne 

Dans la configuration actuelle 8, de frontière 88, lié au repère {x,(ëa)}, les équations 

d'équilibre sont : 

Equations globales 

Conservation de la masse : (2. I) ! J pdx = 0 
8 

Equilibre des forces : c2.2) ~ f pvdx = f (r +M f)dx +ft· ïi da 
dt 8 ô li 

Equilibre des moments des forces : 

(2.3) ~ f (x x pv~x = f {x x (f+Mf)+M ë~x + f {x x (t · ii)}da 
dtli li 88 

Conservation de l'énergie : 

(24)! I p(fv
2 

+ e)dx = I (l. v+ ph+M w)ix + L {(t· v)· ïi + q. n}da 

2nd principe de la thermodynamique : (2.5) dd J Plldx ~ J p~x + J p · ïida 
ts 8 e 85 

Remarque : on peut proposer une seconde formulation de (2.2), (2J) et (2.4). En soustrayant 
membres à membres les égalités (2 .2), (2.3), (24) respectivement aux égalités (1.40), (148), (141), on 
obtient: 

C26) ~ J ( G + pv )dx = J fdx + J ( t +Mt + G ® v)· ïida 
dt 8 li 88 

<2 7) ~ J {x x ( G + pv) }ctx = J x x fdx + J {x x ( t+ Mt + G ® v) · ïi }cta 
ilis s 85 

<2.8) ~ f {p(tv2 +e) + u~x = f (t ·v+ ph}Jx + f {(t+Mt +G ® v)·v- S +q} · ïida 
ili8 8 ffi 

Dans la 1er forme (2.3), (2.4), (2.5), 1' action des champs électromagnétiques sur la matière ressemble 
à une action à distance telle que la gravitation (de la mécanique Newtonienne), tandis que dans 
la 2nd forme (2.6), (2.7), (2.8), elle ressemble à des actions d'inerties et de contacts . 

Equations locales 

Pour passer des équations globales aux équations locales, on utilise les théorèmes de 
localisation habituels et on obtient alors : 

Conservation de la masse : (2.9) P + pdiw = o 
Equilibre des forces : (2.10) pt= f+Mf + div 1t 

Equilibre des moments des forces : c2.11) E iik t ik +Mc i = 0 
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Preuve de c2.11): on a d'après un théorème de localisation: 

(rx.pv)i+(fxpv)idivv= {rx(f+Mf)+Më}i +{fxt·n}u, 

donc d'après la conservation de la masse: 

(rxp~)i = {rx(f+Mf)}i+MCi +{r.l x(t·n)}i +{rx(t·n),l}i 

en utilisant 1 'équilibre des forces, 1' équation se simplifie : 

O=Mci + {~1 x (t. m}i ' 

ce qui revient à écrire : 
O=Mc + E-ktk 1 lJ. J. cqfd. 

En remplaçant M ci par son expression (1.33)2, on peut donner une autre formulation de 

1' équilibre des moments des forces : 

(2.12) t[jk] = ~lkJ + B[j~kl, où t[jk] = t(tjk - tkJ 

Conservation de l'énergie : (2. JJ) pé = t: Vv + c.fT · -~ + p@; · Îi- c.fflv · B + divq +ph 

où (2.14) 

Preuve :on a grâce à (2.7), pv. ~ + pë = f. v+ ph+M w + div(t. v)+ divq' 

d'aprèS l'équilibre deS fOrCeS, pë =ph-Mf • V+M W + div(t ·v)- (div 1t)v + divq, 

soit pé=Mw-Mf·v+t:Vv+divq +ph. 

L'équation (1.33)3 donne alors pë = t: Vv + LÇr • ~ +p.@;· fi-c.~· B + divq +ph 

Les théorèmes de localisation permettent ainsi d'écrire immédiatement : 

Second principe de la thermodynamique: C2.15) P'Ïl?: ~(ph+ divq) + q ·v(~) 
On introduit la notion d'énergie libre 'l'définie par: 
(2.16) 'l'= e -118 . 

cqfd. 

Par élimination de ph + divq à 1' aide de 1' équation (2.13), on énonce une forme du second 

pnnctpe: 

(2.17)- p( ti'+ 11é) + t: vv + iT. ~ + P~. n- ctft? . .8 + ~ q. ve ;::: o . 

Remarques: 
- Contrairement à la théorie de l'élasticité pure, l'équation de l'équilibre des moments des 
forces ne donnent pas la symétrie du tenseur de Cauchy t. 

. Les vecteurs fi et B ne vérifient pas le principe d'objectivité, ceci étant dû à la dérivée 
matérielle. 
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Autre formulation des équations locales : 

On définit le tenseur Et par (2.18) Et ji = t(ji) + ~1 Pj) + B(i~j), où t(ii) = t(t ji + t;J. 

Et est un tenseur nécessairement symétrique. 

En écrivant t ii = t(ii) + t\ii] et en utilisant la ième formulation de 1 'équilibre des moments, on 

peut démontrer que E t peut être aussi défini par : 

(2.19)Et = t +P-~ +cffl?B Jl Jl J ':-:>; J J • 

Si 1 'on définit une nouvelle énergie interne ê et une nouvelle énergie libre 'Î' par : 
1-- ~ 1--

(2.20) ê = e+-~·B tp = tp +-cffl?·B 
p p 

• 
en remarquant que (2.2IJ piT= P+ (P · v)v 

et(2 .. 22) Et:Vv=t:Vv+~·(P·V)v+B·(cfflD·V)v' 
l'inégalité de Clausius Duhem peut alors s'écrire: 

(2.23)- P(~ + 11è)+E t:Vv + ~- ~+ ~- .B +ir·~+ ~q · ve 2: o, 
soit en introduisant la symétrie du tenseur Et 

(2241- P(~ + 11è)+Et:d +~· ~+ ~-B+L(1. ~+~q · V8 2:0, 

(
àvj àv) où (2.25) d .. = -2

1 
-. + --' 

JI 0x1 axJ 

La conservation de 1 'énergie donne : 
* 

(2.26) pê=E t: d + P· ~ + cfk='. B +ir·~+ divq +ph. 

En introduisant la charge effective q eff ' ainsi que la force effective de Lorentz L f 

(2.27Jq•ff=qf-divP et Lf=q·ff~+t(ir+P)x.B, 
1' équilibre des forces devient 

(2.28) p~ = f+Lf +div ~t+[(vË)·~- (div~)· B-(~ · v)i3] . 
Dans un diélectrique en mouvement sans propriété de magnétisation, cette relation se 
simplifie: 

(2.29) p~ = f + J + div~ t . 



27 

2-Lois d'équilibre dans la configuration Lagrangienne 

On se place dans le cas d'un diélectrique (en mouvement) non magnétisable : ~ = 6. 
Le corps Q est affecté de la déformation $ Q x R + ~ 8 

(x, t) ~ $(X, t) = x 

( $ t) teR- est une famille de difféomorphisme de Q sur $ t (Q). 

On note Ft le gradient de déformation $t:TxQ ~ Txù, de Jacobien J r. 

On supposera que pour tout t J r )0. 

Le passage de la configuration Eulerienne à la configuration Lagrangienne est régi par les 
formules suivantes : 

Les scalaires: 'l'( X, t) ='l'( x, t), Tl( X, t) = 11(x, t), e(X, t) = e(x, t), h(X, t) = h(x, t) 

(2.30) pJX, t) = J rP(x, t) où x= $(X, t). 

Les vecteurs: ~(X, t) = ~(x, t).F B(X,t) = J ,.B(x, t)F-T 

C2.3I) ~,::\e =V' xe.F fr( X, t) = J rP(x, t)F-T 

Le tenseur: S#(X, t) = J rF-'t#(x, t)F-T 
(2.32) 

ff(X, t) = J ,ff( x, t)F-T 

q(X, t) = J r'i(x, t)F-T 

Par conséquent, on a: E s#(x, t) = J FF-I E t#(x, t)F-T donc J FE t(x, t} d=E s(x, t} D 

(2.33) 
afr .: -( ) .:( ) ::-( ) afr ( ) ôt (X,t)=JrP(x,t)F-TdoncJF~x,t ·P x,t =..'é:X,t ·at X,t 

J rff(x, t) ·~(x, t) = ff(x, t) ·~(X, t) et J rëi(x, t) ·V xe= q(X, t) ·V xe 

L f( X, t) = J F L f( x, t )F 
Dans l'hypothèse des charges mortes, on a aussi: 

(2.34) f(X,t)=JFf(x,t)F. 

On peut alors écrire les équations locales dans la configuration Lagrangienne : 

av - = 
Equilibre des forces: (2.35) Po at= f+J +DIV x~ S 

Equilibre des moments des forces : 
(2 36) E S · · = E S · . JI 1] 

àe an - - -
Conservationdel'énergie:c2J7) Po àt=ES:D+ àt ·~+07"·~+DIVxq+poh 

Inégalité de Clausius Duhem: 

(
a'I' ae) an - - - 1 

(2.38) - p 0 at+ 11 at +ES: D + ôt . ~ + 01· ~ + e q . ve 2 0 

(àv àvj) 
où (2.39) D ij = t axlj + axi . 
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II 1 LOIS DE COMPORTEMENT 

Dans toute la suite, on écarte toute source de chaleur, c'est à dire h=O et q = 6 . 

1-Conséguences de l'inégalité de Clausius Duhem 

En posant EP(X, t) = J FE t(x, t)F-T, l'inégalité (2.38) s'écrit: 

(otF oe) or ofr - - -
(2.40)- Po àt + llat +EP: àt + àt . ~+ g. ~ "2: 0. 

On choisit pour variables indépendantes le système r = r( F, fr, B, 8) : 

(2.41) 'l' = 'Î'(F ,fr, :B, 8). E P=E P(F ,fr, :B, 8) ... 
On est alors amené à poser les restrictions suivantes : 

. àtY - A àtY - fi; àtY - - àtY- A ~ ~ 
(2.42) a8 = -11, Po arr= k'l ' aB = 0 ' Po aF =EP et g. k'l?. 0 . 

Démonstration : On considère deux cas : 
* la déformation est indépendante du temps; soient a, f3 et y trois réels quelconques. 

{
e =e {;:: _- {;:: _-~ ,

0 
to ::: II 1 - ll1 ::: B1 - B

1 

On pose81 tel que e = aé ,II1 tel que ;:;: 
0 

_ ~
0 

,B1 tel que ;:;: 
0 

_ ~
0 

, 

'a to II1 - f3ll 1 B1 - yB1 0 0 0 0 - -,... - " -
et on suppose ces différentes fonctions constitutives:~ = ~ , Jl1 = j;t et ~~ = llt . 

0 0 0 0 0 0 

Puisqu'en to, l'équation (2.40) devient : 

( olÎ' oe A o8J ( o'Î' afr afr ~J ( olÎ' o:BJ -;: ~ 
-apo a8 at+ 11at +f3 -po an àt + àt -~ +y -po aB at +§·~?.O, 

on obtient les restrictions (2.42)1. (2.42)2, (2.42)3, (2.42),. 

* les variables 8 . fr. B sont indépendantes du temps ; soit a un réel quelconque . 

~ { ~~0 = <l>t0 (aF) (aF) 
On pose ~~ tel que ,.:.. =a.. donc at =a àt 

$ !
0 

$ !
0 

t la 
0 

Remarques: 
*on suppose ici que le milieu est homogène, ce qui permet de ne pas prendre X comme 
variable dans le système r . 

A 

a'I' -
* puisque àB = 0, on est amené à restreindre le système des variables indépendantes à 

r = r(F,fr,8). 
* grâce à l'axiome d'indifférence matérielle: 

C2.43)pourtout Q eS0(3), 'Î'(QF,Qfr,8) = 'Î'(F,fr,8), 
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on peut dire que lÎ' ne dépen~ pas directement du couple (F,ft(x)), mais du couple (c,ft(x)) 
où C désigne le tenseur de déformation de Cauchy-Green défini par C = F1F 
On posera alors : 

(244) \}' = \P(c,ft(x)) . 
ES représentant le 2nd tenseur de Piola-Kirchhoff défini par la relation (2.33)1, on peut établir : 

~ a\P 
(2.45) Es= Po ac . 

2-Symétrie matérielle 

1] Isotropie et premières conséquences 

On supposera que le matériau est isotrope, c'est à dire que le groupe de symétrie matérielle 

~ ( ~) F de 'f' est o; TaTa . Ta~T8 

(2A6)Pourtout Q Eo;(Ta,Ta), ~(FQ-1 ,QÏI,e) = ~(F,fi,e) QJ. ~ 
En conséquence, on obtient les relations suivantes: Tà F 

l 
E t(QCQ1 ,Qfl,8)=E t(C,fl,8) 

(2.47) E!( oc~r ,Q_?,e)=EP(~,ti,_e)Q-1 
_

1 Es(QcQ ,Qn,e) =QEs(c,n,e)Q 

2] Autres conséquences dans le cadre d'une évolution adiabatique 

Dans l'hypothèse de l'isotropie du matériau, \P doit être une fonction isotrope du tenseur 

C et du champ de vecteurs fi( X). Sans explications techniques, on admettra que \f1 ne dépend 

pas alors directement du couple (c,ii(x)) mais de leurs invariants par l'action du groupe 

S0(3 ), soit : 

C248) I1 = Tr C, I2 =(Det c) Tr c-1
, I 3 = Det C , I 4 = fi.fi, I5 = fi.(cfi), I6 = (cfi).(cfi). 

On pourra pour ces résultats se référer à un ouvrage de C.C. WANG (1). 

On se propose simplement de vérifier que ces différentes quantités sont bien des invariants : 

Pour tout Q ES0(3), (Qfi)·(Qfi) =fi. fi. 
On considère les tenseurs F et U définis par : 

F C 
Ta~T8 Ta~Ta 

Q J, / F = FQ -1 Q -!- J, Q-T 

TàJ F TCB C >TCB 

On a (Qfi) ·(CQfi) = (Qfi) ·(Q-Tefi) = (Qfi) ·(Q efi) =fi ·(efi), 
et (uofi).(uofi)=(Q-Tefi).(o-Tefl)=(Q efl)·(Q cfi)=(cfi).(cfi). 
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. - a'Ï' ::; a'Ï' - a'Ï' a1 \ ::; a'Ï' a1 1 

Pwsque S=- et~=- on a S=-- et~=--
E oc an ' E o1 

1 
oc o1 

1 
arr · 

Or on peut démontrer que : (249) 

a1 ~ a1 a1 a1 _I = G" _z = 1 c-I -1 c-t _3 = I c-I _4 = 0 
oC 'OC 2 3 'oC 3 'oC 

1 1 (. ) . 1 [12 2 ( 1112 ) (1; ) ] avec c- =-C·-I,C+I 2 1 etc-·=- -C + 1-- C+ --1
1 

1, 
13 13 13 13 13 

ai 5 - - ai 6 ( - ) - - ( - ) a1 1 ai 2 a1 3 - ai 4 --=n®n -=ffi ®TI+n® Cn -=-=-=0 -=2n ol' ' oC ' on an on ' an ' 
a15 - a16 ·-
-= 2Cll, -= 2C"TI. an arr 

Donc le tenseur ES et le vecteur champ électrique ~ peuvent s'écrire sous la forme: 

{

ES(C,fi) =y 0 1 +Y ,C, +y !C 2 +Y 3fi ®fi+ !Y 4 [(cfi)® fi+ fi® (cfi)] 
(2.50) ::;( ) 

~ C,fi = a,fi+a2Cfi+a3C
2IT 

où les yi et les ai sont des fonctions de X et des invariants 11 , •.. , I 6 de C et fi. 

On supposera que les fonctions yi {X,.) et ai {X,.) soient différentiables. 

3] Linéarisation 
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({)yi {)yi( ) {)yi ) A B ({)yi {)yi) (- -) A B 

+ar!+ ar2 12-13 + ar3 13 OTrE IIoiio + ar5 +2a16 OE: IIo0IIo IIoiio 

+t(r 4 )0 (EADI100ll~ +ll~E 80 il00 ) où i E{0,1,2} et j E{3,4} 

(aE§AB) C =({)yi +2 f)yi +2 0yi) ti .-{)AB 
anc p ol ol ol 0 p 

0 4 5 6 0 

({)yi {)yi {)yi) - - A B 

+ ar + 2 m + 2 ar llo . piio llo 
4 5 6 0 

+(y 3 +y 4 )0 (pATI~+il~p 8 ) OÙÏE{0,1,2} et jE{3,4}, 

d'oùilexistedesfonctions À1, À2, J3 1 , J3 2 , J..l 1, J..l 2, a 1 , a 2 et rtdevariableXtellesque: 

c2.Sl) Es(t+2E,ti. +15)=Es(t,ti0 ) 

+ (À 1(Tr E) + a 1 {E:(tio 0 tio)) + J3 1 (tio · 15)]1 + J..l 1E + rt((Etio) 0 1Î0 + ti0 0 (Efio)] 

+ [ À2(Tr E) + a 2{E:(tio 0 IT0 )) + J3 2(fio · 15 )]fio 0 IT0 + J..l 2(15 0 1Î0 + IT0 0 15) 

+ o(E,15) . 

De même, 

~A( - -) ~A( - ) (0~/J CD (O~AJ C ( -) ~ 1+2E,I1 0 +p =-t> l,II0 + acco 2E + anc p +oE,p 
0 0 

où 

( a~AJ co (aai àai ( ) àai ) A (oai aai) ·(- - ) A 
acco 2E = m+a 12-13 +mr3 Tr E llo+ BI+2m E. llo ®llo llo 

0 1 12 3 0 5 6 0 

+ (a2 + 2a3)
0 
(EfioY 

(a~A) pc =(aai +2aai +2aai) fi ·p-IIA +(a) PA. an c ar ar a1 o o ' o 
0 4 5 6 0 

D'où il existe des fonctions À 3, [3 3, a 3 , y, et Ç de X telles que : 

(2.52) ~(1 + 2E,ti0 + p) = ~(1,ti0 ) 
+[À 3(Tr E)+a 3(E:(tio 0tio))+f33 (fio ·ï5)]n, +yElÎ, +Çp+o(E,p). 
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Remarques: lorsque le matériau n'est soumis à aucun effort extérieur, que ce soit mécanique 
ou électrique, on a E = 0 et p =Ô. Dans les formules (2.5Il et (2.521, il reste: 

-ES(l,fi 0) le tenseur de contraintes résiduelles; d'après (2.50J,on a 

Es(l,fio) = (Yo +y,+ Y 2)0 1 +(y 3 +Y 4)
0
fio 0Ïlo. 

- ~(l,fl0) le champ électrique résiduel, avec ~(l,fl 0 ) =(a, +a 2 +aJ
0
fi 0 = Ç,:fi 0 . 

Dans l'hypothèse où ~(l,fl 0 ) =Ô, 

si TI0 *Ô, alors .; = 0, d'où dans l'expression de ~(1 + 2E,TI0 + p), la composante Çp 
disparaît. 

Par contre si fl:0 = Ô, alors (2.51) et (2.52) deviennent : 

(2.53) E s(l + 2E,p)=ES(t,ô) +À, (Tr E)t + J..!,E où Es(t,ô) = (Yo +y 1 +y Jot , 

et ~(1 + 2E,p) = Çp. 

Donc sous les hypothèses fio = 6 et ~(1,6) = 6, le tenseur E s(l + 2E, p) se résume au second 

tenseur de Piola-Kirchhoff de la mécanique classique, ce qui sous-entend que les contraintes 
d'origine électrique sont au moins dans ce cas d'ordre 2. De plus le champ électrique est alors 
proportionnel à la polarisation. 

D ' ' 1 1 . d 8~ 8E s apres es ms e comportement (2.42) et (2.45), on a OU = 
811 

. 

Or d'après les égalités utilisées pour établir les formules (2.51) et (2.52), on peut écrire : 
8~c 
---À Tic ô AB+ a IIciiAIIB + .l..y(IIBùcA + IIAùcB) ac -3o 3ooo 2 o o, 

AB 

et 

On peut alors conclure que J3 1 = À3 , J3 2 =a 3 et J-!2 = tY . 

* Linéarisation des équations du mouvement : 

Soit ~ 0 la configuration non déformée 1 n et TI0 un vecteur de polarisation non nul. 

Le but de ce paragraphe est de linéariser au point (~,fi)= (~ 0 ,IT0 ) les équations du 

8V - = A 

mouvement p0 at= f+Lf +DIV Ep pour un petit déplacement de vecteur û et une petite 

variation p du vecteur de polarisation. 

On supposera que le champ électrique ~(l,fi0 ) est nul. Par contre le matériau étant 

initialement polarisé, il existe deS COntrainteS résiduelleS c'est à dire E s(J,ll0)-* 0. 
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Soit l'application f:(<!>,fi) -t f(<\>,fi) de classe Ck sur ~xc&', où ~désigne l'ensemble des 

configurations $ de n et cs@ celui des champ de vecteurs de polarisation (voir le début du 

chapitre 3 pour de plus amples précisions). On note T(q,o.flo)f la différentielle de f en($ 0 ,IT0 ), 

qui est une application de classe ck-I sur T4>o ~x Tflo cs@, où Tq,
0 
~ désigne le plan tangent à 

l'ensemble 't; des déformations sur n en Q> 0 et T fi cs@ désigne le plan tangent à 1' ensemble 
0 

cs@ des champs de vecteurs de polarisation en IT0 . 

La linéarisation de 1 'application fau point ( $ 0 , IT0 ) est définie par : 

(2.54) L(4>o.no/( Ü,p) = f($ 0 ,ÏI0 ) + T(4>o.flo)f(ü,p). 

On linéarise de cette façon chacune des composantes figurant dans les équations du 
mouvement: 
Soit a : h -t ah une famille de déplacements continûment différentiables (ainsi que leur 

gradient) au voisinage de h = 0 telle que d~h 1 = ü et ahLo = <\> 0 . 

h;O 

Soit fi :À -t IT1 une famille de champs de polarisation continûment différentiables au 

diTÀ - 1 -
voisinage de À = 0 telle que dÀ = p et II'" '";

0 
= II0 . 

À;Û 

La linéarisation des différentes composantes sont données par : (2.55) 

f :(~,fi) -tF L(4>o.flo/(ü,p) =F0 +Y'Ü=1+V'Ü, 

f :($,fi) -t Det F = J L(4>o.Ïio/( ü,p) = J 0 +(div u)J 0 , 

- d2~ (- -) d
2
a 1, d

2
û 

f :(~,II) -t dt2 L(~o.fi.o/ u,p = dh2 + de ' 
h;O 

(

- -) A (aEPÎ _ (aEPJ _ 
L(.Po.iiol u,p =EPO + --aF) :Vu+ an p, 

0 0 

aEP - o{FEs) - a(Es) - A - aEs - A -

or TF: Vu= aF :Vu= F ~: Vu+E S. Vu= 2F ac: e( u)+E S. Vu 

où e(ü) = t(Vü + Vür). 

On notera a~s =EC qui désigne ainsi le second tenseur d'électro-élasticité. 

. aEP' a(FEs) aEs a~ 
On peut ausst remarquer que an = an = F an = F ac · 

_ _ - \l(a~(x)) _ (a~(x)l -] f:(+.fi)-->-DlYxiÎ .~(x) L(,,.14/(u,p)~-(DIYxi1ot arr 
0

P+ ill' J,:Vu 

lorsque l'on suppose ~(Q> 0 ,()) =O. 
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a~( x)- ~Fi(x))- a~-
Or an P = an P = F an P' 

a~( x). __ a(F~x)). __ ~ _ a~. __ :: _ a~. _ 
et oF . Vu- oF . Vu- -Q· Vu+F oF. Vu-~· Vu+2F oC .e(u). 

En supposant qu'au point (~ 0 ,ÎJ0 ) on ait 

(
d
2ahJ - = A 

(2.56) Po ili2 
0 

= f 0 +J0 +DIVE P0 , 

la linéarisation des équations du mouvement est alors : 

d2u - = 
(2.57) Po dt 2 = ùf +ù 1 f + DIVx['L+ES 0 .Vü] 

où L ~zEe, e(ü)+( 8!J pet oJ ~ -(DNxrr)( !~] P+2( 8!J e(ü)}. 
0 1 0 0 

On notera que le tenseur linéarisé 'Lest exprimé en fonction de (ü,p) par: (2.58) 

'L = r A1 ( Tr e(u)) + a1 (e(u):(fio@ fio)) + f3 1 (fio · .P))t + J.t1e(u) + 11[( e(u)fi0 )@ TI0 + TI0 @ ( e(ü)fio)] 

+[A2 (Tr e(u))+a2 (e(ü}(fio ®llo))+t32 (llo ·.P)]llo ®ll0 +J.tt(.P®ll0 +ll0 ®p). 
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CHAPITRE 3 

Le chapitre 3 se décompose en trois parties : 
- dans la première partie, les équations non linéarisées répondant au problème de 

traction dans le cadre de l'électro-élasticité statique sont présentées à l'aide d'un 
opérateur <l>. Cet opérateur est défini du produit cg x~ de l'espace des configurations 
cg et de 1' espace des champs de polarisation cM' sur 1 'espace des charges -E. Grâce au 
tenseur Mt défini dans le chapitre 2, il est possible en se restreignant au cadre de 

l'électrostriction d'effectuer un découplage de l'espace des charges: -E se décompose 
en somme directe de l'espace des charges -Em d'origine mécanique et de l'espace Ee 
des charges d'origine électrique. L'action naturelle du groupe S0(3) sur l'espace de 
départ cg x ~ amène à définir une action de groupe sur 1 'espace .13 : action du groupe 
S0(3) sur la composante mécanique -Em et action du groupe 0(3) sur la composante 

électrique -Ee . Le but est alors d'étudier la« géométrie» de l'espace des charges-!]. 

- l'objectif de la deuxième partie est double: caractériser le fait qu'un couple de 

charges Ï = (ïm ,ï.) n'admette pas de couple d'axes d'équilibre et décomposer 1' espace 

des charges -E. D'abord on définit les applications linéaires notées iA M. et k 

désignant respectivement les applications« résultante»,« moment résultant» et« charge 
astatique». Cette dernière application permet de traduire simplement qu'un couple de 

charges Ï est en équilibre relativement à une configuration ~ en terme de symétrie du 

tenseur k(ï, <1>) de ctJfJ3 x ctrl?3 c ctJfJ6 . D'après les actions des groupes S0(3) et 0(3) 

sur les espaces -E rn et -Ee , on caractérise pour un couple de charges donné les éléments 

de S0(3) x 0(3) conservant son équilibre relativement à la configuration non déformée 

1Q: par exemple, le couple de charges Ï = (ïm, ~) n'admet pas de couple d'axes 

d'équilibre si et seulement si les valeurs propres des composantes respectives mécanique 

et électrique du tenseur k(Ï,t 0 ) ne sont pas opposées deux à deux. Ensuite on s'intéresse 

à décomposer grâce à 1 'application « charge astatique » k 1 'espace des charges -E : on 
caractérise le noyau de l'application k, on démontre que k est une surjection de J3 sur 

~x~, puis on utilise la décomposition algébrique en« noyau et image». 
-la troisième partie consiste d'une part à classer les couples de charges en différents 

types et d'autre part à décrire suivant le type du couple Ï l'intersection de l'orbite de Ï 
et de 1 'espace -l]0 constitué des couples de charges équilibrées relativement à 10 . La 

classification des couples de charges équilibrées Î se transpose grâce à 1' application 

«charge astatique» k à la classification des tenseurs symétriques k(Ï,t 0 ) de ~x~. 
Celle-ci s'effectue selon l'égalité ou non des valeurs propres de chacune des 

composantes mécanique et électrique du tenseur k(Ï,1 0 ) et selon la condition de non­

existence de couple d'axes d'équilibre. On dénombre alors cinq types de charges 
d'origine mécanique et sept types d'origine électrique. Afin de décrire l'intersection de 

l'orbite d'un couple de charge Ï donné et de l'espace -!]0 , on se pose alors le problème 

de la bijectivité de l'application k qui permet cette transposition. L'étude de cette 
intersection se fait en deux temps: étude des charges d'origine mécanique suivie de 
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l'étude des charges d'origine électrique. Il est à noter que dans le cas le plus simple, cas 
des couples de charges de types (0,0) ou (0,0'), cette intersection dénombre quatre 
couples de charges. 

I !INTRODUCTION 

En considérant pour matériau les diélectriques non magnétisables, on a 

cfflv = 6 et qf = 0, cette dernière égalité traduisant que les diélectriques ne possèdent 

aucune charge électrique libre. On suppose de plus que le champ magnétique @%' est 

constamment nul : .iiq; = a = 6 . 
On considère un diélectrique n( c R 3 ) , qui est plongé dans un champ électrique et qui 

est aussi soumis à des efforts mécaniques. La densité de force volumique d'origine 
- -

mécanique est notée f et celle d'origine électrique Mf. La densité surfacique de force 

résultante des deux contributions est notée t(n) = t · ïi où t désigne le tenseur de 

contraintes de Cauchy. 
On a démontré dans le chapitre 2 que les équations du mouvement peuvent s'écrire dans 
la configuration actuelle 8 = ~(Q) : 

i_J(G+pv)dx= Jrdx+ J(t+Mt+G0v)·ïida, 
dt 8 8 88 

(2.6) 

où M t est un tenseur défini par 

i_ J Gdx - J ( M t + G Q9 v)· ïida = -J M fdx . 
~6 ~ 8 

(1.40) 

On avait remarqué dans le chapitre précédent que ces deux égalités peuvent s'interpréter 
de façon formelle comme équations de 1' équilibre, où M t désignerait un tenseur de 

contraintes d'origine électromagnétique. 
Dans le cadre de 1' électro-élasticité statique, elles s'écrivent plus simplement : 

(3 .l) J fdx + J( t +Mt) · fi da = 6 
6 Do 

(3.2) J M fdx + J( -Mt)· fida = 0 
8 iJ6 

OÙ M tij = EiDoj + ~ipi- t Do· Ë8ij 

et Mf=(P·V)~ 
avec le tenseur t+M t symétrique. 

A l'égalité (3.2), on peut préférer 

(3.3) J Jdx + J( -Ft)· fida = 0 
li iJ6 

o' tii = EiD i _lf> ·Ë8ii 
U F o 2 o 

et J~ =-div J) ~-
Ainsi, la force d'origine électrique L f ressemble à une force exercée sur une « charge » 

- div )5 , quantité qui reflète la propriété de polarisation du matériau au point x ; cette 

charge est appelée« charge de polarisation». 
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Remarques: 

* dans le cadre de la statique, on a ~ = Ë. 
*si l'on additionne membre à membre les équations (3.2) et (3.3), on retrouve les équations 
d'équilibre (2.29) : 

f (r + J)dx + f E t · nda = 6 , 
ô èô 

OÙ Et = t + p <8) ~ . 
On peut alors reformuler le problème de traction ainsi, en prenant des notations plus 

uniformes: 

Un diélectrique n( c R 3 ) est soumis à : 

- des efforts mécaniques surfaciques t rn et volumiques F rn 

- un champ électrique qui engendre des efforts surfaciques te et volumiques Fe. 

Si l'on suppose qu'il est en état d'équilibre, alors les équations suivantes sont vérifiées: 

DIVxPm +Fm= 0 
(E) DIVxPe +Fe= 0 

PmN =tm 
(3.4) 

où Pm=lr(t+Mt)F-T et Pe=lr(-Mt)F-T ou Pe=lr(-Ft)F-T suivant que l'on 

choisisse Mf ou L f pour expression de la force volumique d'origine électrique. 

En regroupant on a aussi : 

{
DIVxEP+Fm +Fe= 6 

PN- - - - (3.5) 
E -rm+re 

où E P = P rn + Pe . On dira que P rn et Pe sont les composantes d'origines respectives 

mécanique et électrique du premier tenseur de Piola-Kirchhoff généralisé E P. 

La décomposition (3.4) suggère de considérer les forces d'origines mécanique et électrique 
de façon indépendante. Il est clair que la présence d'un champ électrique n'a aucune 
influence sur les forces d'origine mécanique. Tandis que le fait de soumettre le matériau 
à des efforts mécaniques influe sur l'expression des efforts d'origine électrique, ceci 
étant dû à l'effet piézo-électrique direct. Donc en toute rigueur, pour effectuer un 
découplage de l'espace des charges en l'espace des charges d'une part d'origine 
mécanique et d'autre part d'origine électrique, il faut supposer que le diélectrique ne 
possède que la propriété piézo-électrique inverse, c'est à dire la propriété 
d'électrostriction. 

Sous cette condition, on peut alors supposer que toute charge volumique 

(respectivement surfacique) soit représentée par un vecteur de R6 
, les 3 premières 

composantes représentant le vecteur charge d'origine mécanique et les 3 autres 
composantes représentant celui d'origine électrique. 
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Ainsi, 

une charge volumique d'origine mécanique F. est représentée par le vecteur de R' ( F&') , 

une charge volumique d'origine électrique F. est représentée par le vecteur de R' (~), 
et on procédera de même pour les charges surfaciques "i rn et "i e . 

On note L l'espace des charges y= (F, r) E R6 x R6
. 

On munit R 6 de la métrique usuelle et on définit un produit scalaire sur 1' espace L par : 

pourtoutescharges Ï =(F;:t) et l =(F,t) deL, 

(3.6) (ï ,1) = j (F(x),f(x)) ,/IX+ j (r(X), t(X) \ 6 dA. 
Q àQ 

Lest alors muni de la norme de l'espace produit L2 (Q) x L2 (éln). 

Remarques: 

* si t et l désignent respectivement des charges d'origine purement mécanique et 

purement électrique, on a (ïm , Ïe) = 0 . 

* il sera commode de décomposer l'espace L en L =Lm E9Le où Lm et Le désignent 

respectivement l'espace des charges d'origine mécanique et électrique. 

On définit un nouvel espace vectoriel des charges -E par : 

(l7J-l>{(F,t) eR' xR' 1 p(x)dX+ l,t(X)dA ~ô}. 
Celui-ci peut aussi se décomposer en ..E = -Em E9 -Ee avec 

-Em = {(Fm,rm) eR 3 
x R3

/ }Fm(X)dX+ Jrm(X)dA = o} 
Q èQ 

-Ee = {(Fe,re} eR3 
x R3 

1 fFe(X)dX+ fre(X)dA = o} 
Q èQ 

(3.8) 

Les équations de 1' équilibre peuvent alors s'écrire sous la forme 

(3.9) <t>($,fi) = {(Fm,rm),(Fe,re)} 

où <t> désigne l'application définie par : 

o.w) <t>(tJ>,fi) = {(- DIVxPm,PmN),(- DIVxPe,Pe:N)}. 

On peut remarquer que si [(Fm, rm),(F'e, :rJ] vérifie les équations (3.4) pour un couple 

( tj>,ÏI)' alors [(Fm' rm),(Fe' rJJ E -Em œ -Ee. 

En effet, les équations (3.5) permettent d'écrire 

fFm(X)dX+ frm(X)dA=-fDIVxPmdX+ fPmNdA=O 
n m n ro 
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d'après la relation J P mNdA = J DIVxP mdX ; d'où le résultat pour les charges d'origine 
DQ D 

mécanique, celui pour les charges d'origine électrique étant identique. 

Si on désigne par ?;; 1' ensemble des configurations (ou déformations) de n défini par : 

(3.11 l ?;; = { 4> : Q ~ R 3 1 4>( 0) = 0, 4> E H 3 
( Q, R 3), J r = det D x</> )0} , 

( 4> -l: 4>(.0) ~ n est supposé aussi dans 03 
: 4> et 4> -l sont alors de classe ?;;1

) 

et par c&P l'ensemble des champs de vecteurs de polarisation défini par : 

(312)c.&'= {fi:n~R 3 ;fi EH 1(n,R3
)}, 

1 'opérateur <P est défini de ~ x r.diP dans J!] = J!] rn EB JJ. . 
~ ow 

Le tenseur E p = p rn + P. est défini par la loi de comportement (2.42). E p = aF ' où la 

fonction énergie libre W =Po lÎ' est une fonction de (x,F,fi) E Q x cfl>t?3+ x R3 sur R. On 

supposera la fonction W de classe C 2 
( Q x c5J'f93+ x R 3 

). 

àW - _ 
On pourra alors dire d'après la relation (2.42)2 oiT = --6 que le champ de vecteurs -6 est 

de classe C 1 
( n x c5)'P3+ x R 3 

). 

L'axiome d'indifférence matérielle (2.43) 

pour tout Q de S0(3 ), w( QF, Q fi( <\1( X))) = w(F, fi( <\1( X))) 

permet d'atlirmer que 

(3.13) E Ji( QF, Qfi( 4>(X))) =QE P(F,ÏI( lj>(X))). 

On supposera de même pour P rn et P. : 

(3l4)Pm(QF ,Qft(q,(x))) = QPm (F ,fi(q,(x))) et P.(QF ,Qft(q,(x))) = QP. (F ,fi(q,(x))). 

L'opérateur <P possède alors la propriété suivante: 

(JJ5)pourtout QdeS0(3), <I>(Q<!>,Qii(~J>(X)))=(QTm,Q~). 
Cette propriété amène à définir des actions sur les espaces ?;;, Lm et L. par: 

action de S0(3) sur ?g: Q 4> = Q o <ji 

de S0(3) sur -Em: Q Tm (X)= (QFm (X),Qrm (X)) (3.16) 

de 0(3) sur -Ee: Q le(X) = (QFe(X),Q!.(X)). 

Remarque : la première action est naturelle puisque l'axiome d'indifférence matérielle 
consiste à conserver l'élément de volume ainsi que l'orientation, cette dernière propriété 
imposant que le déterminant de Q soit positif La deuxième est tout aussi naturelle 
puisqu'elle découle à travers l'opérateur <P de la première. Tandis que dans la dernière, 
on peut se permettre éventuellement un changement d'orientation. Cet aspect qui est lié 
au phénomène d'électrostriction sera repris dans le chapitre 4. 
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II /ETUDES DES CHARGES 

!-Définitions 

Il s'agit de définir sur chacun des espaces Lm et Le différentes applications. L'espace 

noté dans la suite L désignera alors respectivement Lm ou Le. Pour que ces applications 

aient un sens, il suffira de supposer que Fm EH 1(!2,R 3
), Fe EH 1(!2,R 3

), tm EH 1(an,R 3
) 

et te E B1 (an, R 3). On peut remarquer que les conditions relatives à Fe et te sont 

nécessairement vérifiées puisque fi E D 1 
( Q, R 3 ) et que W est de classe C2 sur 

n x cm?3+ x R3 ce qui implique ~ de classe C 1 sur n x cm?3+ x R3
. 

Considérons ... 

( i) l'application linéaire "résultante" ..@ : 

- L ~ R3 

(3.17) ..Œ :y ~ i?6(ï) 

où _Œ(ï) = f F(X)dX + f t(X)dA 
o. èQ. 

(ii) l'application linéaire "moment résultant en 0" M(O,.) : 

_ L ---+ R3 

(3.18) M(o,.) :ï ---+ M(o,ï) 
..... ..... 

où M(o,Ï)= JF(X)xOX dX+ J:r(x)xOX dA 
o. éJQ 

Ce vecteur est associé à la partie antisymétrique de ... 
(iii)l'application linéaire "charge astatique en 0" k(O,.): 

L ---+ c9.1? 3 

(3.19) k(o,.) :ï ---+ k(o,ï) 

..... ..... 
où k(o,ï) = J F(x) 0 ox dX + J !(x) 0 ox dA. 

Q 00 

Remarque : Ces applications sont relatives aux espaces Lm ou Le ; elles sont alors au 

nombre de 6: _@rn ,_Œe,M.Jo,.),Me(o,.),kJO,.),ke(O,.). 

On peut aussi définir ces applications sur 1 'espace tout entier L = L rn EB Le : 
par exemple, 

Lm EBLe ---+ ct1t?3 x ct1t?3 c cm?6 

(
3

.
20

) k : (ïm ,Ïe) ---+ k( 0, Îm ,Îe) 

( - -) [km(o,îm) 0 ] 
OÙ k Ü, lm, le = O ke ( O, ï:) 
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Autres remarques : 

*les applications M et k peuvent être considérées comme appliquant R 3 x L 
respectivement à R 3 et ~ 3 . 

, . M(o·,ï)=M(o,ï)+oiox.&(ï) 
*elles venfient: (3.21) 

k(o· ,ï) = k(o,ï)+o7o® .&(ï) 

En particulier, on peut énoncer: 

Proposition (3.22): Les applications M et k sont indépendantes du choix du point 0 

si et seulement si _&(ï) = 0, ce qui est équivalent à Ï E ker_&(= -E). 

Comme par hypothèse $( 0) = 0 , on peut définir 

( - - ) [km(o,ïm,$) 0 J 
(3.23) k 0, lm, le,~ = ( - ) avec 

Ü ke O,Je,$ 

km (o,Tm,$) = J Fm (X)0 $(X}ix + Jtm (X)0 $(X)dA, 
n an 

ke ( O,Ïe , $) = f FJX) 0 $(X}ix + f te (X) 0 $(X)dA, 
n an 

..... 
où $(X) désigne le vecteur O$(X). 

km(O,Ïm,in) = km(O,Ïm) noté km(ïm) 
On a alors ( - ) ( _ ) (- ) (3.24). 

ke 0, le ,ln = ke 0, le noté ke le 

Définition (3.25): $ E 'f;;, Ï E -E . 
T = (Tm,~) est relativement équilibrée à $ lorsque t et Te sont simultanément 

équilibrées relativement à $ , c'est à dire .M rn (Tm,$) = 6 et .Me (Te,~) = 6 . 

On désigne par -Eo 1 'espace des charges de -E relativement équilibrées à ln . 

On peut remarquer que -Eo = (-Em)o EB (-Ee)o, 

où (-Em)o est l'espace des charges d'origine mécanique relativement équilibrées à 10 et 

(-Ee}
0 
est l'espace des charges d'origine électrique relativement équilibrées à ln. 

Il découle directement de la définition : 
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Proposition (3.26): 

Tm est équilibrée relativement à ~ si et seulement si k rn ( 0, Tm,~) est indépendant de 0 et 

km {Tm,~) est une matrice de c0.1?3 symétrique. 

T. est équilibrée relativement à ~ si et seulement si k. ( 0, T., ~) est indépendant de 0 et 

k. (ï., ~)est une matrice de cflfif symétrique. 

Ï est équilibrée relativement à <\> si et seulement si k rn ( 0 ,Ïm ,Ï., <\>)est indépendant de 0 

et k rn (Tm, Ïe, <\>) est matrice de ~symétrique. 

En particulier Ï E -30 ssi k(ï) est matrice de ~symétrique. 

Démonstration : On démontre la dernière partie de la proposition. 

Ï, k, -E ... désignent à tour de rôle soit Ïm, k rn, ..E m ... soit Ï., ke, -Ee... . 

Ï E -30 équivaut à ..Œ(ï) = 6 et :M:( 0, ï) = 6 ce qui est équivalent à dire que k( 0, ï) est 

indépendant de 0 d'après la proposition (3.22) et que la partie antisymétrique de k(o,ï) 

est nulle. D'où le résultat. 

L, Lm et Le munis du produit scalaire (3.6) sont des espaces de Hilbert. Les applications 
- -

..Œm et ..œ. étant continues de L rn et L. respectivement dans R 3 , leurs noyaux 

-E rn et -E. sont des sous-espaces fermés de L rn et L. . Ils admettent chacun un 

supplémentaire orthogonal, noté respectivement -E;;; et -E;;- , qui sont des sous-espaces 

fermés deL, tel que Lm = -Em EB Pm, L. = .JJ. EB -B;;- et L =Lm EB L •. 

Tout élément À. = (À. rn , À..) E L se décompose alors de manière unique en À. = Ï + P 
avec T = (ïm, Ïe) E ..E rn E9 -E., Ï .L = (T~, Ï • .L) E ~ E9 ~ et (T, Ï .L) = 0 . 

- - - -
Puisque -E rn = ker Q'6m et -E. = ker ..Œ., par les applications ..@rn et ..œ. les espaces 

..E! et ~ s'identifient chacun à R3
. De façon plus précise: 

Proposition (3.27): L'espace vectoriel L se décompose en L = -E EB P avec 

-E = .Ern EB .Ee, E =Pm EB E;, où ~ et -E; sont des espaces vectoriels de 

dimension 3 formés des champs constants de R 3 . 

Démonstration : Soit v un champ de vecteurs de R 3 indépendant de x E n . 
On définit la charge mécanique constante Ïm = (v, v) . 

Pour tout 1. e.Em, (CI.)~ [pm(X)dX + J,tm(X)dA }v~ Ô ·V~ O. 

Donc l'espace vectoriel des champs constants, qui est de dimension 3, est contenu dans 
Pm qui est lui aussi de dimension 3. D'où l'égalité des espaces. On procédera de même 

pour -E;. 
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On peut remarquer que pour tous ï; = (v rn ,v rn) E -E;, et ï.j_ = (v e ,v e) E P. , on a : 

.@rn (ï;) = mes(n)v rn, --_œ. (ï._j_) = mes(n)v e, 

Mm(o, ï,;) = mes(n)OGx v m' Me(o, Lj_) = mes(n)OGx v e, 

où mes(n) = mes(n) +mes( an) et G est le centre de gravité de n. 

On a alors M rn ( G ,ï;) = Me ( G ,Ï/) = 6 : ..Ej_ = ~ ffi P. est r espace des glisseurs 

dont le support passe par G. 

De plus, krn(o,ï;) = mes(n)OG0 v m' k.(o,ï.j_) = mes(n)OG0 v., 

km(G,ï;)= J v rn ®GXdX+ J v rn ®GXdA = o@'
3

, 

Q ê!Q 

ke(G, ~j_) = f ve ®GXdX+ f ve ®GXdA = o&to
3

, 

Q OQ 

c'est à dire, tout élément de ~ a une charge astatique en G nulle. 

réciproquement, si k(G, î) = 0@'
6

, on a d'après (3.24) km (o, îm) = OG0 .@rn (ïrn) et 

k.(o,î.)=OG®_Œ.(ï.) qui sont respectivement les charges astatiques des champs 

constants _Œm (ïfmes(Q) et .ŒJ~~es(n) . D'où on peut énoncer 

Lemme (3 .28): ï E e si et seulement si k( G 'ï) = 0 @'6 . 

Grâce aux actions sur les espaces ~. Lm et L. définies par (3.16), l'application «charge 

astatique >> k possède les propriétés suivantes : 

Proposition (3.29): 

(A1) Soient Ï E ..E et ~ E '(;. 

Pour tous QpQ2 de S0(3), km(QJm,Q2 <1>) = Q,km(Ïm,<I>)Q;\ 

en particulier km(QJm) = Q1km(Ïm) · 

Pour tous QpQ2 de 0(3) et S0(3), ke(QJe,Q 2<1>) = Q1ke(Ïe,<I>)Q;', 

en particulier k. (Q, ~) = Q, k.(~). 
(A2) Soient T E ..E et ~ E '(;. 

Pour tous W1, W 2 de skew, k rn ( wJm, ~) = W, k rn (ïm, <1>) et km (Ïm, W2 <1>) = - k rn (ïm, <1> )W2 . 

Pourtous W" W2 deskew, k.(wJe ,<I>)=W1k.{ï. ,<!>)et k.(ï. ,W2<1>)=-k.(ï. ,<I>)W2 . 
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Démonstration : 

1, k, .E ... désignent soit Tm, km, -Em···, soit Te, ke, -Ee··· . 
(A1) Soient Q1 et Q2 de S0(3). 

k(QJ,Q2<!>)= f(olF(x)]®[Q2<1>fix+ f[ol:r(x)]®[Q2<!>]dA 
Q èQ 

= Q1[JF(x)®lQ 2<I>}ix+ J:r(x)®lQ 2 <!>]dA] 
o ao 

car ( Qü) ® v( w) = (v. w )Qü = Q( v. w ü) = Q[ ü ® v( \\r)]. 

or ü ® Qv( w) = ( Qv) . w ü = v. ( Q r w )ü = ü ® v( Q r w) , 
soit ü ® Qv = ü ® v. Q r . 

k(o,ï,o,$)~ o,[F<x)e>$ dX + l<(x)e>$ dA Jo;' 

donc k(Q),Q2 ~) = Q1 k(T,~)Q;1 
. 

(A2) Soient W1 etW2 de skew. On note 1 un voisinage centré en 0 de R. 
On considère les arcs paramétrés Q1 et Q2 définis par : 

1 ~ S0(3) I ~ S0(3) 
Q · ( ) et Q · ( ) avec 1 ·t ~ exp tW1 

2 ·t ~ exp tW2 ' 

Q (O)=Q(O)=l dQ 1(t) =WetdQ2(t) =W
2

. 
1 2 ' dt 1 dt 

t=O t=O 

D'après (A1), on a k(Q,(t)T,~) = Q1 (t)k(T,~) et k(Ï,Q2 (t)~) = k(T,~)Q;1 (t). 
Puisque les intégrales sont finies, on peut dériver sous le signe intégrale, et on obtient 
immédiatement les résultats en remarquant pour le second que : 

dQ;1(t) 
Q;1(t)=exp(-tW2) et dt =-W2. 

t=O 

2-Conséquences des actions de groupes 

Théorème de Da Silva (3.30): Soit ï E ..E' alors (eî.n x eï, )n -Eo # 0. 

I.e. tout couple de charges T =(Tm ,Te} de -E peut être équilibré relativement à la 

configuration non déformée 10 par un couple de transformations (Q, Q) de S0(3) x 0(3). 

Démonstration : On utilise le théorème classique de décomposition polaire appliqué 
dans le cadre de 1 'espace des matrices de ctJ1?3 . Ce théorème, qui figure par exemple 

dans un ouvrage de MNEIMNE et TESTARDo ), permet de dire que: 

km (Tm) E c'W3 implique l'existence d'un Q E S0(3) et A E sym tel que km (Tm)= T QA, 

et k., (ï.,) e c'W3 celle d'un Q e S0(3) c 0(3) et B e sym tel que k., (TJ= T QB. 
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On a alors 

Définition (3.31): Soient ï E -Eo et (ü, v) E R3 x R3
' llüll = llvll = 1. 

On dit que (ü, v) est un couple d'axes d'équilibre pour Ï lorsque 

pour tous e,e deR, (exp(ewü)ïm,exp(ewv)ïe) E-Eo· 

i.e. toute rotation de lm autour de l'axe de vecteur ü issu de X ainsi que toute rotation de 

Ïe autour de 1' axe de vecteur v issu de X ne détruit pas 1' équilibre relatif à 1' identité. 

Proposition (3.32): Soit Ï e..E0 . On note Am= km(ïm), Ae = ke(ïJ et A= k(ï) qui 

sont symétriques. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) Ï admet un couple d'axes d'équilibre (ü, v). 

(2) il existe (ü, v) E R3 x R
3

' llüll = llvll = 1 tel que w)m E (-E m)o et WvÏe E (-Ee)o. 

skew ffi skew c œ 3,6 ~ skew ffi skew c œ3,6 

(3) (~) ~ (
w) (w) n'est pas un isomorphisme. 

AW+WA 

(4) TrAm est une valeur propre de Am ou TrAe est une valeur propre de Ae. 

Démonstration : 

(1) ~ (2) Si Ï admet un couple d'axes d'équilibre (ü, v) E R3 x R 3 , ))ü)) =))v))= 1, 

{

exp(ewu)ïm E (-Em)o 

pour tous e,e deR, (exp(ewü)ïm,exp(ewv)ïe) E-Eo ou et 

exp{ewv )ïe E (-Ee)o 

On considère l'application t--> e, telle que e,l,,, ~ 0 et d!, L = 1. 

Puisque exp{8 1Wü)Ïm e(-Em)o, alors W)m e{-Em)o car (-Em)o est un espace vectoriel; 

de même WvÏe e(-2.}
0

. 

(2) ~ (1) On suppose qu'il existe (ü, v) E R3 x R3' ))ü)) =))v))= 1' telle que wJm E (-Em )0 
et wvïe e(-EJo. 

Puisque Ï E -Eo' Ïm E (-Em)o donc Am =km (ïm) est symétrique. 

Puisque W)m e(-Em)
0

, km(wJm) = Wükm(ïm) est symétrique. 

On veut démontrer que si w;km (Ïm) est symétrique, alors W;+1km(ïm) est symétrique. 

Pour cela, on remarque tout d'abord que Wükm(ïm) = -km(ïm)wü ; en effet: 

[wükm("L)r =[km("L)rw[ = -km(ïm)wü car km("L) esym et Wü eskew or 

Wükm(ïm)est symétrique, soit [wükm(Tm)f = Wükm(Tm), doncWükm(Tm) = -km(Tm)wü. 



46 

D'autre part on a : 

[wt
1
km(Tm)f = [wü(wünkm(Tm))f = [w;km(Tm)f wür = -wünkm(Tm)wü 

= wünwükm(ïm) = wün+lkm(ïm)· 

Par récurrence, on a alors Vn EN* wünïm e(-Em)o. 

Or kmlexp(ewü)ïm) est définie par: 

k.[exp(ew,)l]=exp(ew,)k.(l)=[l+ s~, +s';; +}.(I...). 

Chaque composante étant symétrique, k rn [exp( ew ü) Tm] est alors symétrique. 

Donc on a exp(ewü)Tm e(-Em)o pour tout 9 deR} ( ( )- (- )-) 

(
- )- ( ) - exp SW- 1 exp SW- 1 e _[} 

de même exp e wv 1. E ..E. 0 pour tout e de R u rn ' v e 0 
. 

(2) => (3) On suppose qu'il existe (li, v) eR 3 x R3
, ))li))= ))v))= 1 tel que w)m e(..Em)o et 

wvïe e(-E.)o. 

On a vu que Wükm(Tm) symétrique implique que WüAm =-Am Wü, 

de même Wvke(~) symétrique implique que WvAe =-A. Wv, 

. , . _ _ (WüJ (WüJ (Am Wü + WüAmJ (OJ c·est a due que pour (u, v), A W- + W- A= A - - = = 0. 
V V e Wv + WvAe 0 

D'où l'application linéaire (~J ~A(~)+ (~)A n'est pas un isomorphisme. 

(3) => (2) Si (~J ~ A(~J + (~JA n'est pas un isomorphisme, alors il existe un 

couple ( W, W) e skew ffi skew , autrement dit un couple de vecteurs (li, v) de R 3 x R 3 tel 

(
WüJ (WüJ {Am Wü + WüAm = 0 

que A W- + W- A = 0 . On a A W- W-A = O 
v v e v+ v e 

km(ïm)Wü + Wükm(ïm) = 0 équivaut à Wükm(ïm) = -km(ïm)Wü = [wükm(ïm)f 

équivaut à Wükm (Tm) est symétrique. 

De même W"k.(T.) est symétrique, d'où W)m e(..Em)o et WvÏe e(-2.)
0

. 

(3) => (4) Soit L ectW
6 

définie par L = [(TrAm)l-Am ( 
0
) ]= [Lom 

0 IrA. l-A. 

Puisque A est symétrique, A est diagonalisable dans une base orthonormale (eJ de R6 ~ 

on note À. i les valeurs propres associées. (el' e2 'e3) désignent les trois vecteurs propres 

de Am et (e4 ,e5 ,e6 ) ceux de A •. 

On veut démontrer que pour tout i E { 1,2,3} A rn wë + wë A rn = WL ë ' 
1 1 rn t 

et pour tout i E {4,5,6} A. wë + wë A. = WL ë . 
1 1 e 1 
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PouriE{l,2,3}, (AmWë +WëAm). =(Am).(we) +(we).(Am) 
• • Jk JI ' lk , JI lk 

(
la sommation se faitJ 

sur les indices {1,2,3} 

= À.(w-) +(w-) Àk 
J e, jk e, jk 

=(À + Àk\lw_) 
J J\ e, jk 

(wL-) =(w( )-) =(TrA -ÀXW-) =(À +Àk)(w-) mei jk TrAm-À, e; jk rn 1 e, jk J e, jk 

donc Am wê + wê Am= WL ê. L'autre formule s'établit de la même manière. 
1 1 rn 1 

D'où pour tout ii E §Vect(ë1,ë2 ,ë3), Am Wu+ WûAm = WLmu' 

et pour tout v E §Vect(ë4,ë5,ë6), AeWv + WvAe = wL,v. 

Si l'application (~)---+A(~) +(~)A n'est pas un isomorphisme, il existe un couple 

( ) 
3 3 {Am Wü + WüAm = 0 u, v E ll x ll où ü ou v est non nul tel que A W- W-A = 0 , 

e v+ v e 

. , . , {WLmü = 0 . , {Lm u = 0 
ce qm eqmvaut a W _ 

0 
, smt encore a _ - , 

L,v- Le V= 0 

c'est à dire . {
Am ii= {TrAm)ii 

A.V = (TrAe)v 

Puisque l'un des deux vecteurs au moins est non nul, soit TrAm est une valeur propre de 

Am, soit TrA. est une valeur propre de Ae (ou éventuellement les deux). 

(4) => (3) Si TrAm est une valeur propre de Am ou TrA., est une valeur propre de A.,, il 

existe un couple ( ü, v) de vecteurs de R3 dont un au moins est non nul tel que 

{ ~ ~:: ~ , c'est à dire tel que (;) ~ A(;)+ (;)A ne soit pas un isomorphisme. 

Puisque l'on choisit un couple de charges T =(Tm,~) dans -30 = (-Em)o E9 {-EJ
0

, 

d'après la proposition (3.26) la matrice A est symétrique ainsi que les matrices Am et Ae. 

Donc A est diagonalisable dans d3Jt?6 . Notons Ài les six valeurs propres de A, À1,À2 ,À 3 

étant celles de Am et À4,À5,À6 celles de A., de vecteurs propres associés ëi. Le 

système de vecteurs (ëJ forme une base de R6. Avec ces notations, on peut énoncer: 

Corollaire (3.33): Soient Ï E -l]0 , A= k(ï), A. = k.(ï.) et Am= km(ïm). 

Onnote À1,À2 ,À 3 lesvaleurspropresde Am et À4,À5,À6 celles de Ae. 

La charge T n'admet pas de couple d'axes d'équilibre si et seulement si 

(À,+ '-z)(t-, + t-3)('-z + À3)(t-4 + '-s)(t-4 + '-6)('-s + '-6) * 0 · 
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Démonstration: D'après la proposition (3.29), 1 n'admet pas de couple d'axes 
d'équilibre si et seulement si TrAm n'est pas une valeur propre de Am et TrAe n'est 

pas une valeur propre de Ae, c'est à dire si et seulement si l'application linéaire Lest un 

isomorphisme. Or dans la base (ëJ de R6 composée des vecteurs propres de Am et Ae 

(dans cet ordre), L = diag(t-. 2 + À3 ,À1 + À3 ,À1 + À2 ,À 5 + À6 ,À4 + À6 ,À 4 + t-. 5) . D'où 

l'assertion est équivalente à (À 1 + À2 )(À 1 + À3 )(t-. 2 + t-.J(À 4 + "-s)(t-.4 + À6 )(À 5 + À6 ) * 0. 

3-Caractéristigues de la charge astatique. Décomposition de 1 'espace des charges 

Proposition (3.34) : 

(1) ker k consiste en les charges de -30 pour lesquelles tout couple d'axes est un couple 

d'axes d'équilibre. 
(2) k : .E ~ ~3 x cflt?3 c d3Jt?6 est une surjection. 

Démonstration : 

(1) ::::>Soit T Ekerk.Ona k(I)=O soit km(Tm)=O, ke(Te)=O et (Im,~)E-30 . 

( ) {
km {Wü Tm)= Wükm {Tm)= 0 

Pourtout Wü,Wv EskewEBskew, ( -)- (-)- , 
ke Wvle - Wvke le -0 

et k(wJm,Wvle)=O implique que (wJm,w)J E-30 . 

D'où Î est une charge de -30 pour laquelle tout couple d'axes est un couple d'axes 

d'équilibre. 

<= Si pour tout (wü, Wv) E skew E9 skew, (wü Ïm, Wv ïe) E -30 , 

(W-) (W-) {WL ü = 0 
pourtout(u,v)ER

3
xR

3
,A w: + w: A=Oc'estàdire WL~v=o· 

On a alors rn - ou encore L = 0 . {
L Ü=O 
L v=O e 

. . . {(TrAm)l- Am = 0 . {Am = (TrAm)l 
Ceci Implique que ( ) _ = , smt _ ( )t . 

TrAe 1 Ae - 0 Ae - TrAe 

Si Am= (TrAm)l , on a TrAm= 3TrAm, soit TrAm= 0 . Donc Am= 0. 

De même Ae = 0, c'est à dire A= 0. 

Si k(T) = 0, cela signifie que T E ker k . 

(2) On veut démontrer que les applications km et ke sont des surjections de .Em, 
respectivement -Ee, sur~-
-Emet .Ee sont munis du produit scalaire défini en (3.6). 

On munit l'espace vectoriel~ du produit scalaire usuel: 

ctJt93 x cflt?3 ~ R ) 
(A,B) ~ (A,B)ctJP où (A,B)ctJP, = Tr(Ar.B . 

3 



49 

Le but est alors de mettre en évidence les applications adjointes k: et k~ des applications 

linéaires km et ke, puis de démontrer que ker k~ = {oc91"'
3

} et ker k~ = {oc91"',}. 

Ainsi on aura cf1t?3 = Imkm et cfl!{?3 = Imke, ce qui signifie que les applications 

km:-Em ~ cf:Jt?3 et ke:-Ee ~ cf1t?3 sont des surjections, soit k :.E ~ cf:Jt?3 x cf:W3 est 

surjective. 
- - - -

Dans la suite de la démonstration, 1, k, .E ... désignent soit lm, km, -E m ... , soit 

Ïe, ke, -Be ··· · 
Puisque l'application k(O,.) est linéaire et continue, elle admet une application linéaire 
adjointe eco,.) définie de cfW3 dans L par: 

Pour tout (I,D) EL x ~3 , (î,kr(O,D)\ = (k(o,ï),D)~,. 

Or (k(o,ï),D)œ = JFi(X)XiDüdX+ J 'ti(X)XiDiidA 
3 Q èQ 

= (Ï,DT ox)L . 
Donc 1' application linéaire adjointe en 0 est définie par : 

ctW ~ L 3 

kT(o,.): D ~ ( DTOX,DT ox) 
On a alors kT(O' ,D) = k T(o,D) +(DT o1o,DT o1o). 

La définition de l'application adjointe appliquée en G (centre de gravité de Q) permet de 

dire, grâce au lemme (3.28), que si T E g, alors kr ( G, D) E -E . 
De plus, on a les équivalences suivantes: 

Il k T(G,D) = OL Il équivaut à Il D = oc91"', Il équivaut à Il kerk T(G,.) = {oc91"'J". 

D'après la proposition (3.22), la restriction de k à -E est indépendante du choix du point 

0, ainsi que kr. L'application kT est alors définie de ~3 sur-E par: 

pour tout D E~3' kT(D) = (DT OX- v,DT ox- v)' 

où v= \ )[J DT OXdX + J DT oxdAJ. 
mes n 0 ao 

En effet, _&(kT (D)) est ainsi égale à 

J DT OXdX+ J DT OXdA-
1
( )[J DT OXdX+ J DT oxdA] x mes(n)' 

o ao mes Q o ao 

donc .Œ(kr(D))=O,c'estàdire kT(D)E-E. 

On peut alors affirmer que 1' application kT : <flt93 ~ -E est une injection, c'est à dire 

ker kT = {o c91"', } . D'où le résultat. 



50 

Proposition (3.35): 

Ycker k)J.: (ker k)j_ ~ ~3 x d:J;fD3 c cf!J/?6 est un isomorphisme, 

et on a les décompositions suivantes : -E = -E rn EB -E -Ee avec 

-Em =(Skewm ffialg Symm)ffi-Em kerkm, (-Em)o =Symm ffi-Em kerkm, 

-Ee = (skew e EB alg Syme) EB -Ee ker ke , (-Ee )0 = Syme EB -Ee ker ke. 

Démonstration: Puisque km :-Em ~ ctJt93 et ke :-Ee ~ c!JP3 sont des surjections, 

isomorphismes, d'applications réciproques respectivement notées jm et je. 

Onnote Skewm =jm(skew)c(kerkmt, Symm =jm(sym)c(kerkmt, 

Skew e =je (skew) c {ker kJ_j_ , Syme =je ( sym) c (ker key. 

Skew rn c -Em et dim Skew rn= dim skew = 3. 

Symm c -E rn et dim Symm = dim sym = 6 . 

sont des 

On a de plus skew EB aig sym = c!JP3 , donc jm respectant la somme algébrique on a 

jm(skew)EBaig jm(sym)=jm(ctJt93),c'estàdire Skewm EBaig Symm =(kerkmr. 

Donc -2 rn = ( Skew rn EB alg Symm) EB -Em ker k rn. 

De plus on sait que Ïm E(-Em)o ssi km(ïm)est symétrique. On a alors les équivalences 

suivantes: 

Ïm E(-Em) ssi km(ïm) ESym ssi (soit Ïm Ekerkm, soit km/( )j_ (l) EsymJ 
0 /(kerkm 

ssi (soit Ïm E ker km, soit Ïm E jm ( sym)) 

ssi (soit Ïm E ker km, soit Ïm E Symm) 

SSl Ïm E ker km ffi -Em Symm 

Donc (-Em)o = Symm EB -Em ker km 

On pourra faire de même pour -Ee . 

Remarque: La décomposition peut s'écrire 

.!.] = [(skewm E&a,g Skewe)œalg (symm E&alg Syme)]œ -E kerk, 

et .!.]0 = ( Syrnm E9 alg Syrne) E9 .E ker k . 

Proposition (3.36): ker k rn et ker ke sont les plus grands sous espaces vectoriels 

respectivement de (-Em)o et (..8.)
0 
invariants respectivement par S0(3) et 0(3). 
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Démonstration : Leurs invariances respectives sont évidentes. 
On remarquera que la proposition (3.34) sur la description de ker k peut en fait se 
décomposer en deux propositions : 

ker km consiste en les charges de (-Em)o pour lesque11es tout axe est un axe d'équilibre. 

ker ke consiste en les charges de (-EJ
0 

pour lesquelles tout axe est un axe d'équilibre. 

Si Îm e(.Em)o et Tm ~kerkm,ilexisteunvecteur üeR 3 telque 

QTm ~ker km, où Q = exp(ewü) E S0(3). 

Donc ker km est bien le plus grand sous l'espace vectoriel de (-Em)o invariant par S0(3). 

On procédera de même pour ker ke avec Q = exp(ewv) e S0(3) c 0(3). 

III /CLASSIFICATION DES CHARGES EQUILIBREES. 

Dans le paragraphe I, il a été mis en évidence que les groupes S0(3) et 0(3) agissent 
respectivement sur les espaces des charges -Em et .Be. Il s'agit dans cette partie de 

décrire 1 'intersection de 1 'orbite e c. x e ~ d'un couple de charges î = (Tm ' ~) et de 

l'espace -Ea = (-Em)o EB (.EJ
0 

constitué des couples de charges équilibrés relativement 

à la configuration non déformée 10 . En choisissant le couple de charges Î = (t, ~) dans 

.E 0 , on peut dire que les tenseurs A rn = k rn (Tm) et A e = k e (Te) sont des tenseurs 

symétriques de cfJ/t?3 . Ainsi cette étude peut se transposer grâce à l'application «charge 
astatique» k à l'étude de l'intersection de l'orbite 0 A X 0 A et de l'espace sym X sym 

rn e 

des tenseurs symétriques de ~x~. 
Il s'agit dans un premier temps de classer les couples de charges en différents types. 

Puisque T = (Tm' Te) appartient à -E 0' les tenseurs symétriques Am et A e sont 

diagonalisables dans cfJ!p3 • Trois critéres vont alors intervenir pour cette classification : 
- l'égalité ou non des valeurs propres de A rn , respectivement de A e . Cette condition 
influe Sur le nombre d'élémentS appartenant à E) A (1 sym et à E) A (1 Sym. 

rn e 

- le cas où il existe des valeurs propres de Am, respectivement de A e , qui sont 
opposées. Dans le cas contraire, on peut affirmer que le couple de charges 

Î = (îm,T.) n'admet pas de couple d'axes d'équilibre. 

- l'éventuelle nullité des valeurs propres qui est liée à la notion d'isotropie des 
tenseurs A rn et A e . 

Dans un second temps, on s'intéresse aux conditions que doivent remplir les tenseurs 

Am= km(îm) et Ae = k.(T.) pour que les applications« charge astatique)) km et k. 

réalisent Une relation biunivoque entre E) Am (1 sym et E)În, (1 (.Bmt d'une part, 

0 A, n sym et E>ï. n (-Ee}
0 

d'autre part. Ces conditions se révéleront être liées aux 

propriétés d'isotropie des tenseurs Am et A. 
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Dans un troisième temps, à 1 'aide de la classification, on étudie selon le type du 

couple de charges Ï = (ïm, ~) la description de 1 'intersection ( 0 ï.n x 0 îJ n -Eo. On 

présentera tout d'abord l'étude de 0ï.n n (-Em)o réalisée dans le cadre de l'élasticité 

classique par D.R.J.CHILLINGWORTH, J.E.MARSDEN et Y.H.WAN oJ. Puis on 
adaptera le raisonnement au cas des charges d'origine électrique afin de décrire 

0ï n(-EJ. 
' 0 

!-Description des différents types de charges 

Il est question dans cette partie de cataloguer les couples de charges en équilibre 
relativement à la configuration non déformée 10 . 

D'après la proposition (3.26), on sait qu'un couple Î = (îm, îJ E -Eo si et seulement si 

km (îm) = Am et ke (îe) = A e sont deux tenseurs de ~ symétriques. Am et Ae sont alors 

diagonalisables, c'est à dire qu'il existe une base orthonormale de R3 pour chacun notée 

respectivement (e1 ,ë2 ,ëJ, (ë4 ,ë5 ,ë6 ) et deux triplets de réels notés (Â 1 ,Â2 ,Â3), 

(Â 4 ,Â5 ,Â 6 ) tels que l'on ait les décompositions Am= Pdiag(Â1 ,À2 ,À3)P-1 et 

Ae = Pdiag(Â4 ,Â 5 ,À 6 )P-1 où P et P sont respectivement les matrices de passage de la 

base canonique (T,J,k.) aux bases respectives (ë1 ,ë2 ,ë3) et (ë4 ,ë5 ,ë6). Le premier 

critère qui s'impose est régalité ou non des valeurs propres. Cette question revient alors 
à déterminer la dimension du sous-espace propre associé à chacune de ces valeurs 
propres de Am, respectivement de A e . Comme on pourra observer dans la suite, ce 
premier critère s'avérera être important puisqu'il conditionnera le nombre d'éléments 
appartenant à 0 A n sym et à 0 A n sym, et par voie de conséquence celui des 

rn ' 

éléments appartenant à 0 ï.n n ( -E rn) 0 et à 0 î, n ( -E.) 0 . 

La propriété qui fait 1 'objet du deuxième critère a été abordée précédemment dans le 

corollaire (3.33). On a émis une condition nécessaire et suffisante pour que Î = (îm ,î.) 
n'admette pas de couple d'axes d'équilibre qui est: 

(À 1 + Â2 )(Â1 + À3 )(Â2 + ÀJ(Â4 + Â5 )(À4 + À6 )(À 5 + Â6 ) * 0. 

Il faut donc observer s'il existe des valeurs propres de Am, respectivement A co qui sont 

opposées. Dans le cas contraire, on peut affirmer que le couple de charges Î = (îm, Îe) 

n'admet pas de couple d'axes d'équilibre. Cette condition se révélera nécessaire dans le 
chapitre 4 lors de l'étude des solutions des équations de l'électro-élasticité statique. 

Le troisième critère est l'éventuelle nullité des valeurs propres. Il s'agit donc de 
classer les couples de charges suivant la dimension des noyaux ker Am et ker A. des 

tenseurs Am et A •. Ce critère est aussi lié à la notion d'isotropie de ces tenseurs: 
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.Définition (3.37): 

Soit G le groupe agissant sur 1 'espace des charges. On considère la matrice A de ~ 
définie par A= k(l) où k est la charge astatique. 
Lorsque A possède la propriété :"s'il existe Q E G tel que QA =A, alorsQ = 1

1
, ",on dit 

que A n'a pas d'isotropie. 

D'après l'action de groupe définie par (3.16) sur l'espace -Em donnant G = S0(3), on 

étudie l'isotropie de Am suivant la dimension du noyau ker Am : 

Proposition (3.38): Soit A rn E Sym. 

Si dim ker Am :S: 1, alors Am n'a pas d'isotropie. 

Si dim ker Am = 2, alors QArn =Am avec Q E S0(3) entraîne "Q est une rotation d'axe 

ImAm et d'angle quelconque". On dit que Am admet le cercle S1 pour isotropie. 

Si dim ker Am= 3, alors Am =O. Am admet S0(3)pour isotropie. 

Pour les charges d'origine électrique, le groupe d'action G est 0(3): 

Proposition (3.39): Soit A. E Sym. 

Si dim ker Ae = 0, alors Ae n'a pas d'isotropie. 
Si dim ker Ae = 1, alors QAe = Ae avec QE0(3) entraîne "Q est soit la réflexion plane par 
rapport à ImAe, soit l'identité ltt, ". 

Si dim ker Ae = 2, alors QAe = Ae avec QE0(3) entraîne "Q est soit une rotation d'axe 
ImAe et d'angle quelconque, soit une réflexion plane par rapport à un plan contenant 
IffiAe, soit l'identité IR,". 

Si dim ker A. = 3, alors A. =O. A. admet 0(3) pour isotropie. 

Démonstration des deux propositions : 

Sur ImA, QA=A signifie 9-<mA = t,rnA. 

C'est à dire ImA c :§2J, où West l'espace vectoriel des vecteurs invariants par Q. 
*Si dim ker A= 0, dim ImA = 3 donc Q =1

8
,. 

*Si dim ker A= 1, dim ImA = 2 donc dim §)} ~ 2. 
Dans 0(3 ), deux éléments répondent aux conditions : la réflexion plane par rapport à 
ImA et IR, ; seul IR, appartient à S0(3). 

*Si dim ker A= 2, dim ImA = 1 donc dim §2J ~ 1. 
Soit dim§)} = 1, Q est une rotation d'axe ImA et d'angle quelconque; Q E S0(3). 

Soit dim§)} = 2, Q est la réflexion plane par rapport à ImA; Q è S0(3). 

Soit dim§lJ = 3, Q est IR,. 

*Soit dim kerA = 3, A= 0. Q est un élément quelconque du groupe d'action. 

On peut observer le fait que pour les charges d'origine électrique, contrairement à 
celles d'origine mécanique , le tenseur Ae admet un élément d'isotropie dans le cas où 
dim ker Ae = 1. Par conséquent, lors de la classification des charges d'origine électrique, 
il faudra considérer 1' éventualité où une valeur propre de Ae s'annule. 
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Description des différents types : 

( 1) Les trois valeurs propres de A rn, respectivement de A. , sont deux à deux distinctes : 

*On dit que lm est de type O. 

*Si les trois valeurs propres de Ae sont non nulles, on dit que 1. est de type 0 ; sinon, si 

une des trois valeurs est nulle, on dit que 1. est de type 0'. 

(2) Deux valeurs propres exactement sont identiques (et nécessairement non nulles): 

*On dit que lm est de type 1. 

*Si la troisième valeur propre de Ae est non nulle, on dit que ï. est de type 1 ; sinon, on 

dit que 1. est de type 1'. 
(3) Les trois valeurs propres sont identiques (et nécessairement non nulles) : 

- -*On dit que lm, respectivement 1., est de type 2. 

- -
Lorsque lm, respectivement 1., admet au moins un axe d'équilibre, c'est à dire 

(À 1 + À2 )(À 1 + À3)(À2 + À3 ) = 0, respectivement (À 4 + À5)(À4 + À6)(À 5 + À6 ) = 0, on se 

propose de décrire d'abord les différents types de charges lm, puis de déterminer où la 

différence réside quant à 1' étude de 1 •. 

Trois cas de figure se présentent: 

(1) À1 = -À2 , À1 * -À 3 et À2 * -À 3 : 

A rn = p diag(Àl ,-Àl ,À3)p-l = Q(ë,.nl diag(Àl ,Àl'-À3)p-I. 

a) Soit À1 1= O. Puisque À1 1= -À 3 et À 1 1= À3, Am appartient à l'orbite d'une charge 

de type 1. 
f3) Soit À 1 = 0, donc À3 i= O.dim ker Am= 2. 

(2) À 1 = -À 2 , À 1 = -À 3 et À2 * -À3 : 

Am = P diag{ À1 ,-À1 ,-À1)P-1 
= Q(ë,.n)P diag( À1 ,À1 ,À1 )p-I. 

Nécessairement, À 1 1= O. Am appartient à l'orbite d'une charge de type 2. 

(3)À 1 =-À2 , À 1 =-À3 et À2 i=-À 3 .Alors À1 =À2 =À3 =0 et Am =0. 

Dans le cas où Ïm admet au moins un axe d'équilibre, soit Am appartient à l'orbite d'une 

charge n'ayant aucun axe d'équilibre, soit Am admet un noyau de dimension 2, ou de 
dimension 3 ; les deux dernières possibilités représentent les charges dites de types 
respectifs 3 et 4. 

Pour 1' étude de ï., une seule différence se dégage : dans le cas ( 1) a) , Ae appartient à 

l'orbite d'une charge soit de type 1 si la troisième valeur propre est non nulle, soit de type 
1' sinon. 



55 

Récapitulatif : (3.40) 

Type 0 : Lorsque les valeurs propres À P À 2 , À 3 

de k rn (ïm) sont deux à deux distinctes et 

(À 1 + À2 )(ÀI + À3)(À2 + À3 ) * 0 

i.e. t n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 1 : Lorsque 

À1 = À2 * À3 et À1 (À 1 + ÀJ * 0 

i.e. lm n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 2: Lorsque À1 = À2 = À3 * 0 

lm n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 3 : Lorsque À 1 = À 2 = 0 * À 3 . 

Type 4 : Lorsque 

À 1 = À2 = À 3 = 0 ~ lm E ker k rn . 

Type 0 : Lorsque les valeurs propres 

À4,À 5 ,À6 de ke(ïJ sont deux à deux 

distinctes et non nulles et 

(À4 + Às)(À4 + À6)(Às + À6) * 0 

i.e. le n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 0' :Dans les mêmes conditions que 
le type 0 mais une des valeurs propres 
est nulle. 

i.e. Ï. n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 1 :Lorsque 

À4 =Às *À6 et À4(À4 +À6)*o 

i.e. le n'a pas d'axe d'équilibre etÀ6 *O. 

Type 1' :lorsque 

À4 = À5 * 0 et À6 = 0 

le n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 2: Lorsque À4 = À5 = À6 * 0 

le n'a pas d'axe d'équilibre. 

Type 3: Lorsque À4 = À 5 = 0 * À6. 

Type 4 : Lorsque 

À4 =À 5 =À6 =0~ Ï. Ekerke. 

Définition (34l):Une charge Ï = (ïrn, ïJ est dite de type (p,q) lorsque les charges 
- -lm et le sont respectivement de type p et q. 

2- Lien entre ( elrn x el,) n -Eo~ ( e km (lm) xe k,{I,)) n sym: étude de la bijectivité 

des charges astatiques k~:. 

Pour que 1 'étude des intersections 0; n ( -E rn) et 0 î n (-Be) putsse se 
'rn 0 e 0 

transposer en l'étude de 0 krn(îrn) n sym et 0 k,(I,) n sym de façon biunivoque, il est 

nécessaire d'examiner la bijectivité des applications «charge astatique» km et ke. 

Comme on pourra observer, la bijectivité est en fait liée à la propriété d'isotropie des 

tenseurs Am= km(ïm) et Ae = ke(~). 
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Proposition C3Azr Les applications k rn: 0ï n (-Eo) ---+ 0. (- ) n sym et 
rn rn km lm 

ke:0ï, n (-Eo). ---+ 0 k,(~) n sym sont surjectives mais ne sont bijectives que SI 

Ï = (ïm, ï.) E .E 0 est telle que Ïm soit de type 0,1 ou 2 ainsi que ï •. 

Démonstration : 

Surjection: 0krn(ïrn) = {Qkm (Tm) 1 Q E S0(3)} ={km (QÏm) 1 Q E S0(3)} = km(e~). 

ek,(~) = {Qk.(T.)IQ E0(3)}= {k.(QT.)!Q E0(3)}=k.(0~)-

Soit Bm E0krn(~) nsym, Bm Ekm(eïJ donc il existe Ï'm E0~ tel que km(T·m)=Bmet 

Ï'm E(-Em)o puisque Bm est symétrique, donc km:0Ïm n(-EoL---+ km(e~)nsym est 

une surjection. De même on démontrera que ke est surjective. 

Injection: S'il existe deux rotations Q 1 et Q 2 de S0(3) tels que km(QJm) = km(Q 2lm) 

alors Q 1Am = Q 2Am, soit Q~1Q 1Am =Am. Dans le cas où Tm est de type 0, 1 ou 2, 

dimker A rn ::;: 1 et donc d'après la proposition (3.38) Am n'a pas d'isotropie : Q;'Q1 = l , 
soit Q, = Q2 • D'où l'injection de km. 

Pour l, le raisonnement est identique avec Q1 et Q2 E 0(3). ï. étant de type 0, 1 ou 2, 

dim ker A. = 0 et donc d'après la proposition (3.39) A. n'a pas d'isotropie. 

3-Comptabilisation des charges de 0ï n-30 

On peut remarquer qu'il existe 35 types de charges, soit 15 sans couple d'axes 
d'équilibre et 20 avec au moins 1 couple d'axes d'équilibre. Etant donné cette diversité, 
pour la comptabilisation il est préférable de procéder en deux temps : étude de 

0ï n(.Em) puis de 0ï n(P.) . rn 0 e 0 

11 Etude de 0-1 n (.E rn) rn 0 

Proposition (3.43): Soit Tm E (-Em)o, de type O. L'ensemble 0Ïm n (-Em)o consiste en 4 

charges de type 0. 

Démonstration: On considère le tenseur Am =km (Tm) qui est symétrique. 

Dans la base orthonormale ( ë1 , ë2 , ë3 ) de 83 constituée des vecteurs propres de Am, de 

valeurs propres associées À 1, À 2 , À 3 , 0 A n sym consiste en 4 points. rn 

(1) Am= diag(À 1 ,À 2 ,Â- 3 ) pour Q = 1 ; Am= Am 

(2) Am= diag(- À 1 ,-Â. 2 ,ÀJ pour Q = diag(-1,-1,1) ; Am= Q(ë3 ,n)Am 

(3) Am= diag(- ÀpÀ 2 ,-À3 ) pour Q = diag(-1,1,-1) ; Am= Q(ë2 ,n)Am 
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(4) Am= diag(À 1 ,-À 2 ,-ÀJ pour Q = diag(1,-1,-1) ; Am= Q(ë1 ,rt)Am 

On peut remarquer que les 4 points sont distincts puisque les valeurs propres 
À 1 , À 2 , À 3 sont deux à deux distinctes. 

Soit Am E0Am nsym, alors il existe Q ES0(3)tel que Am= QAm. 

On note ëi les vecteurs propres de Am de valeurs propres associées Âi. 
Chaque sous-espace propre est, par hypothèse, de dimension 1 car les Âi sont deux à 

deux distinctes. 
Onpeutremarquerque A~=TAmAm=TAm TQQAm=TAmAm =A~, 

or A~ëi = A~ëi = À~ëi. Donc les À~ sont les valeurs propres de A~, de vecteurs 
propres associés les ëi. Puisque l'on sait que les valeurs Ài sont, deux à deux, ni égales, 

ni opposées, les À: sont distinctes. Chaque sous-espace propres de A~ est alors de 

dimension 1. On peut ainsi en déduire que les vecteurs propres de A rn sont nécessairement 

les ëi, de valeurs propres associées les ± Ài. 

Dans la base des vecteurs propres ë; , on a alors 8 possibilités pour A rn : 

(1) Am= diag(À 1,À 2 ,À3 ) (5) Am= diag(- À1,-À 2 ,ÀJ 

(2) Am= diag(- À1,À 2 ,À 3) (6) Am= diag(- À1,À 2 ,-À 3 ) 

(3) Am= diag(À 1 ,-À 2 ,ÀJ (7) Am= diag(À 1 ,-À 2 ,-ÀJ 

(4) Am= diag(ÂpÂ2 ,-ÂJ (8) Am= diag(- À1,-À2 ,-ÀJ 

Puisque det Q = + 1, les possibilités (1), (5), (6), (7) conviennent et concordent avec celles 
qui sont énoncées au début de la démonstration. Par contre, celles qui sont numérotées 
(2), (3), (4) et (8) ne conviennent pas à priori. En prenant exemple sur la possibilité (2), 
on observe que celle-ci conviendra à la seule condition que À1 soit nulle; or dans ce cas 
la possibilité (2) revient à la possibilité (1). De même pour les 3 autres. D'où on se 
ramène effectivement au 4 points énoncés. 

L'appbcation km:ei;, n(-Em)o ~ 0Am nsym étant une bijection, aux 4 points de 

0 Am n sym correspond 4 charges de 0i;, n (-Em)o, qui sont de type O. 

Proposition (3.44): Soit t E (.Em)o, de type 1. 0~ n (.Em)o consiste en deux éléments 

(dont t lui-même), chacun n'ayant aucun axe d'équilibre, et en un ensemble isomorphe 

àRP 1
, chaque élément ayant un axe d'équilibre. 

Démonstration: L'espace est rapporté à la base orthonormale directe (T,],k). 
Soit le tenseur Am = km (ïm) de type 1. Puisque Am est symétrique, Am est diagonalisable 

dans ct1e3 (R) ; À1 ,À 2 ,À 3 désignent les trois valeurs propres, de vecteurs propres associés 

ë1 ,ë2 ,ë3 . On peut choisir les trois vecteurs tels que (ë1 ,ë 2 ,ë3 )soit une base 

orthonormale. La matrice Am étant de type 1, on peut dire que À1 = À- 2 , 

À1 -:f. À3 et À1(À1 + À3t -:f. 0. Donc Am= Pdiag(À1 ,À 2 ,ÀJP-1 où P est la matrice de 

passage de (1,I,k) à (ë 1 ,ë 1 ,ë,). 
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Soit Am E 0 A n sym , par un raisonnement analogue à la démonstration précédente, on 
rn 

peut dire que A rn est diagonalisable dans la même base que A rn avec pour valeurs 

propres respectives ± À1 , ±À 1 , ±À3. De la même façon, puisque det Q = + 1, on se 

ramène à 4 solutions : dans (1, 1, k.), 
Am= Pdiag(À 1,À 1 ,À 3 )p-l =Am, Am= Pdiag(- À1,Àp-ÀJp-l = Q(ë2 ,n)Am 

Am = Pdiag(- Àp-À 1 ,ÀJp-l = Q(ë3 , n)Am ,Am = Pdiag(Àp-À 1 ,-À3)P-1 = Q(ëi' n)Am 
Puisque les valeurs propres À1 et À2 sont confondues, (ë1 ,ë2 ) désigne une base 

orthonormale quelconque du plan {ëJ..L. Les deux dernières solutions constituent en fait 

une famille qui est : 

{Q(û, n)Am 1 û E S1 d'axe ë 3 }. Notons X= {Q(û, n) 1 û ES1
}. 

S1 ~ x 
L'application _ (- ) qui est surjective, est de plus injective si 1' on quotiente S 1 

U H Q U,1t 

par h Donc X est isomorphe à S 11 Z2, soit encore à RP 1. Cette famille est alors de la forme 
RP1

. Am. 
Il reste à remarquer que les deux premières solutions n'ont pas d'axe d'équilibre car le 
produit des sommes des termes pris deux à deux est non nul. Par contre, chacune des 
solutions de la famille RP1

. Am admet un unique axe d'équilibre qui est ë3. En effet, dans 

la base (ë1 ,ë2 ,ë3 ), on a AmWë
3 

+Wë
3
Am =0 pour Am =diag(-À 1 ,À1,-ÀJ 

(ou Am= diag(À 1,-À 1,-ÀJ) avec We
3 
=(~ -Ol ~J 

0 0 0 

et on pourra vérifier que pour 

i=1,2, Am we, + we,Am :;t: 0' donc pour tout u E {ë3 r' Am wü + WÜAm :;t: 0. 

Finalement, l'application km:0ïm n (-Em)o ~ 0 Am n sym étant une bijection pour Tm de 

type 1, on obtient deux solutions qui sont Tm et Q(ë3, n)Tm, ainsi que la famille RP 1
. Tm. 

Proposition (345): Soit Tm E (-Em)o, de type 2. 0~;, n (-Em)o consiste en une charge 

qui est Tm lui-même et en un ensemble isomorphe à RP2
, dont chaque élément admet un 

plan d'équilibre. 

Démonstration: Soit Am de type 2. Les trois valeurs propres étant identiques, on la 

note À; dans toute base (ë1 ,ë2 ,e3) orthonormale, Am= À lRl· 

De plus Am n'admettant pas d'axe d'équilibre, on peut dire que À est non nul. 

Soit Am E 0 Am (1 sym . Am est diagonalisable dans la même base que Am avec pour 

valeurs respectives ±À, ±À, ±À . Puisque det A rn = det A rn' on a quatre familles de 

solutions: 

dans (ë1,ê2 ,ê3), Am =diag{À,À,À)=Am. 

Am= diag(À,-À,-À) = Q(êl>n)Am. 
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Am= diag(- À, À,-À)= Q(ë2 ,n)Am. 

Am= diag(- À,-À,À) = Q(ë 3 , n}Am. 

Puisque ( ë1 , ë2 , ë3 ) désigne une base orthonormale quelconque, les trois dernières 

familles constituent en fait une même et unique famiJle qui est { Q( ü, n )A rn 1 ü ES 2 } . 

On note Y = { Q( ü, 1t) 1 ü E S 2 } . 

----+ y s2 
L'application _ 

u (
- ) qui est surjective, est de plus injective si 1 'on quotiente 

----+ Q u, 1t 

S2 par Z2. 

Donc Y est un isomorphe à S2
/ Z2, soit encore RP2

. Cette famille est alors de la forme 

RP2.Am. Chaque élément Q(ü, n)Am de RP2.Am admet un plan d'équilibre qui est {ü}J.. 

Proposition (3.46): Soit Tm E (-Em)o. 

8 Am n sym consiste soit en deux éléments qui sont Am et -Am si Am est de type 3, 

soit en un élément qui est Am= 0 si Am est de type 4. 

Il en résulte que pour le type 3, 0\n n (-Em)o ={Tm+ ker km} u {- Ïm +ker km}, et 

pourletype4, E>ï n(-Em) =8-1 . 
rn 0 rn 

Démonstration: 

*Si Am est de type 3, il existe une base orthonormale ( ë1 , ë2 , ë3 ) dans laquelle on a 

Am=diag(O,O,À) avec À:t:O. Si Am E8A nsym, kerAm=kerAm et ë3 est un 
rn 

vecteur propre de valeur propre associée ±À. On a alors soit Am= diag(O,O,t..) =Am, 

soit Am= diag(0,0,-1..) =-Am. 

Maintenant ü E 8î n (-Em) si et seulement si il existe une rotation Q E S0(3) tel que 
m 0 

û=QÏm avec km(û)=QAm Esym. Puisque km(ü)E8A nsym, km(û)=±Am, soit 
rn 

km (ü) =km(± Tm), donc Ü =±Tm +ker km. 

*Si Am est de type 4' km (Tm) = 0 ce qui équivaut à Tm E ker k rn et Q Tm E ker k rn pour tout 

Q de S0(3). Donc E>ï c ker km c (2m) , soit 8; n(-Em) = 8ï . 
'rn 0 'rn 0 rn 

Remarque: {Tm +kerkm}u {-Tm +ker km} représente l'union de deux cercles 

disjoints. En effet, ker km représente, par abus de langage, ke{ Ye ~ n ( -E m) J ; et 

ker km = {0 E S0(3) 1 km (Qïm) =km (ïm)} = {Q E S0(3) 1 QAm =Am}, soit 

kerkm ={QES0(3)/Q=Q(ë3 ,8) avec 8 quelconque}. 

Donc ker k rn est isomorphe au cercle S 1 d, axe ë3 . 
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On peut démontrer par une autre méthode que dans le cas où lm est de type 3, 

eï, n (-Em)o consiste en deux cercles: 

u E eï n (-Em) si et seulement si il existe Q E S0(3) tel que u = Qlm et 
m 0 

km(ü) = QAm Esym. Puisque km(u) E0A nsym, QAm =±Am. 
rn 

Pour QAm =Am, Q = Q(ë3 ,e) avec e quelconque. Donc l'ensemble el;, n (-Em)o est 

isomorphe à S 1 
• Tm . 

Pour QAm =-Am, Q(-Am)=Am si et seulement si QQ(u,7t)Am =Am où Ü est 

unitaire quelconque dans { ë J .L . D'après la proposition (3.38), puisque dim ker A rn = 2 , 

QQ{'ü, 1t )Am = Q(ë3 , e) avec 8 quelconque, donc Q = Q(ë3 , e )Q( u, 1t). 

D'où el;, n(-Em)o = {Q(ë3,e)Q(u,1t)Tm Je ER} qui est isomorphe à S1.Q(ü,7t)lm où ü 

est un vecteur quelconque unitaire du plan { ê3 } .Let S 1 est Je cercle d'axe ë3 . 

On peut remarquer que si û et ü' sont deux vecteurs unitaires de {ë3 r, les deux 

ensembles {Q(ë3 ,e)Q{û,7t)lm le ER} et {Q(ë3 ,e)Q{u',7t)Ïm /e ER} sont identiques. 

En effet: la base (ë1 ,ë2 ,ë3) peut être choisie orthonormale directe. 

Soient Ü1 et ü~ deux vecteurs tels que ( ü, Ü1 , ë 3 ) et ( ü', ü~, ë3 ) soient des bases 

orthonormales directes. Soient q> et q>' deux réels tels que dans (ë1 ,ë2 ,ë3), 

r

cose -sine OJrcosq> - sinq> 
Q(ë3 ,8)Q(ü,7t)= sine cosS 0 sinq> cosq> 

0 0 1 0 0 

0 Jr cosq> 
0 - sinq> 

-1 0 

[

cos( e + 2cp) sin( e + 2cp) 0 l 
Q(ë3 ,8)Q(ü,7t)= sin(8+2cp) -cos(8+2cp) 0 . De même, 

0 0 -1 

[

cos( e + 2q>') sin( e + 2q>') 0 l 
Q(ë3 ,8)Q(U',7t)= sin(8+2q>') -cos(8+2cp') 0 . 

0 0 -1 

D'où lorsque 8 décrit R, les charges Q(ë3 ,8)Q(û,7t)lm et Q(ë3 ,8)Q(ü' ,1t)lm décrivent le 

même ensemble. 
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L'étude de 0~ n (-1?.)
0 

s'effectue comme celle de 0~;, n (-Em)o. Toutefois, il a été 

remarqué lors de la proposition (3.39) qu'il est nécessaire de considérer dans chacun des 
cas l'éventualité où une valeur propre de Ae s'annule. 

Pour des raisons évidentes, on choisit à nouveau ( ë~> ë2 , ëJ pour système de 

vecteurs propres de A. constituant une base de R3
. Puisqu'il n'y a pas de confusion 

possible avec le paragraphe précédent, on peut encore prendre comme notation pour les 
valeurs propres associées À1 ) ... 2 ,À 3 , au lieu de À4 ,À 5 ,À 6 . 

Proposition (3.47): Soit ï. E (-Ee)o' de type 0 (respectivement 0'). eî n (-Be) 
e 0 

consiste en 8 charges de type 0 (respectivement 0'). 

Démonstration : 

*Lorsque le est de type 0 : 

Dans la base orthonormale (ë, ,ë2 ,ëJ de R3 constituée des vecteurs propres de A., de 

valeurs propres respectives À1 ,À2 ,À 3 , 0 A, n sym consiste en 8 éléments. On retrouve 

les quatre éléments de la proposition (343) complétés des quatre éléments suivants : 

(5) Ae = Pdiag(- À1,-À2 ,-À 3)P-1 pour Q = diag(-1,-1,-1) A.= -Ae 

(6) A.= Pdiag(À 1 ,À2 ,-ÀJ:p-l pour Q = diag(1,1,-1) A.= Q(ë3 ,rr)(-Ae} 

(7) Ae = Pdiag(À 1,-À2 ,À3 )P-' pour Q = diag(1,-1,1) A.= Q(ë2 ,rr)(-Ae} 

(8) A.= Pdiag(-À1,À2 ,À 3)P-1 pour Q = diag(-1,1,1) Ae = Q(ë,,rr)(-AJ 

où P désignent la matrice de passage de la base canonique (T, 1, k.) à la base ( ë1 , ë2 , ë3) . 

Puisque ke : eï, n (2.)0 ~ e A, n sym est bijective pour ïe de type 0, aux 8 éléments 

de 0A r1Sym COrrespondent 8 Charges de 0Ï n(-E.) : ï., Q(ë,,rr)ï., Q(ë2 ,rr)ï., 
e e 0 

Q(ë3 , rr)Ï., - ï., Q(ë,, rr)(- ï.), Q(ë2 , rr )( -1.), Q(ë3 , rr )( -1.). Il a été démontré que les 

4 premières sont de type O. Les 4 autres sont alors aussi de type 0 comme opposées de 
charges de type O. 

*Lorsque ï. est de type 0', dimker A. = 1 : soit À3 = 0. 

On peut voir que les 8 éléments de 0 A, n sym se réduisent en fait à 4 qui sont : 

A.= Pdiag(À 1 ,À 2 ,o)p-' = Ae 

Ae = Pdiag(- À1,-À 2 ,0)P-1 = -Ae 

A.= Pdiag(- À"À2 ,0)P-1 = Q(ë2 ,rr)A. 

A. = Pdiag(Â 1 ,-À2 ,ü):P-' = Q(ë2 ,rr)(- A.). 
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Mais dans le cas où 1. est de type 0', k. n'est pas bijective. On observe alors cas par cas : 

Û E 8 f rl ( -Ee) Si et seulement si il existe une transformation Q E 0( 3) tel que Ü = Q Îe 
• 0 

avec k.(ü) = QA. Esym. 

QA. Esym signifie que k.(ü) = QA. E8A nsym. 
' 

Or d'après la proposition (3.39), puisque dimker A. = 1, si QA. =A., alors soit 

Q = s(e1 ,eJ = -Q(e3 ,n), soit Q = l. 

1er cas : QAe =A. donc Ü = Ïe ou Ü = -Q(e3 , 1t )ïe. 

iemecas: QAe =-A. équivaut à QA. =Q(e3 ,n)Ae équivaut à Q(e3 ,n)QA. =A •. 

Donc soit Q(e3 , n )Q = l c'est à dire Q = Q(e3 , n), 

soit Q(e3 ,n)Q = -Q(e3 ,n) c'est à dire Q = -1. 

D'oùsoit Ü=-Ï., soit ii=Q(e3 ,n)T •. 

3ieme cas: QA. = Q(e2 ,n)A. si et seulement si Q(e2 ,n)QA. =A •. 

Donc soit Q( ë 2 , 1t )Q = 1 c' est à dire Q = Q( ë2 , 1t), 

soit Q(e2 , n )Q = -Q(e3 , 1t) c'est à dire Q = -Q(e2 , n )Q(e3 , n) = -Q(ep n). 
D'oùsoit û=Q(e2 ,n)ï., soit ü=Q(ep7t)(-ï.). 

4ieme cas : QAe = Q(e2 , 1t )(-A.}= Q(e1, 1t )Ae si et seulement si Q(e1, 1t )QAe = Ae. 

Donc soit Q(e1 , n )Q = 1 c'est à dire Q = Q(e1, n), 
soit Q(e1,n)Q=-Q(e3 ,n) c'est à dire Q=-Q(e1,n)Q(e3 ,n)=-Q(e2 ,n). 

D'où ii=Q(e1 ,n)~, soit ii=Q(e2 ,n)(-~). 
On peut alors conclure que, pour ï. de type 0', e 1 n(-E.) est aussi constitué de 8 

e 0 

charges qui sont de la même forme. Ces 8 charges sont de type 0'. 

Proposition (3.48): Soit ï. E (-Ee)o' de type 1 (respectivement 1 '). eî, n (-E.)o 
- -consiste en quatre éléments (dont 1. et - 1.) chacun n'ayant aucun axe d'équilibre, et en 

deux ensembles isomorphes à RP 1 . "( et à RP 1 . (- "(), chaque élément ayant un axe 

d'équilibre. 

Démonstration: 
*En appliquant le même principe que celui utilisé lors la démonstration de la proposition 

(3.47), lorsque Te est de type 1, on retrouve pour l'intersection e A n sym les 4 éléments 
e 

de la démonstration (3.44), complétés de leurs opposés respectifs. Puisque l'application 

k. :e~ n(-3.)
0 
~eA, nsym est bijective pour T. de type 1, on obtient alors les 4 

charges ± T., Q( e3 , n )( ± ~), et les deux ensembles isomorphes à RP 1
. { ± T.). 
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*Lorsque le est de type 1 ',dimker Ae = 1 : soit À3 = 0. 

On peut reprendre l'étude des charges de type 0'. Puisque ici À1 = À2 , (ë 1,ë2 ) désigne 

une base orthonormale quelconque du plan {ë3 r. Donc on obtient 4 charges : Ïe, - Ï., 

Q(ë3 ,n)Ï., Q(ë3 ,n)(- Ï.), ainsi que 2 familles de charges: {Q(ü,n)Ï.Iü ES1 d'axe ë3 } 

et { Q( ü, 1t )(- Ï.) 1 ü ES 1 d'axe ë3 } qui sont isomorphes respectivement à RP 1 • Ï. et 

RP 1
.(- Ï.). On a déjà démontré que les deux premières charges n'ont aucun axe 

d'équilibre et que celles de la première famille n'ont qu'un axe d'équilibre. Il en sera de 
même pour leurs opposées. 

Proposition (349): Soit ï. E (-Be) ' de type 2. eï n (-Ee) consiste en deux charges 
0 ' 0 

qui sont Ïe et - Ï., et deux ensembles isomorphes à HP 2
. Ï. et HP2

. (- ïJ, dont chaque 

élément admet un plan d'équilibre. 

Démonstration: En s'appuyant sur la proposition (3.45). on utilise le même genre de 
justification qu'à la proposition précédente puisque ke est aussi bijective pour une 

charge le de type 2. 

Proposition (J.sor Soit Ïe E (-Ee)
0

. 

L'ensemble 0 A n sym consiste soit en deux éléments qui sont Ae et - Ae si Ae est de 
' 

type 3, soit en un élément qui est Ae = 0 si Ae est de type 4. 

II en résulte que : 

Pour le type 3, 0ï n (-Ee) consiste en quatre ensembles isomorphes à S1 jeo 
e 0 

S 1 . Q( ü, 1t) Ïeo RP 1 je et RP 1. Q{ ü, 1t) Ïe où ü est un vecteur (unitaire) de KerAe . 

Pourletype4, 0ï n(-Ee) =0î. 
e 0 e 

Démonstration : Si A e est de type 3, il existe une base orthonormale ( ë1 , e2 , ë3), qui 

peut être choisie directe, dans laquelle Ae = diag{O,O,À) avec À -:f:. 0. De la même façon, 

on a 0A, nsym= {±Ae}. 

ü E eî. n (-Eelo si et seulement si Q E 0(3) tel que ü = QÏe avec QAe = ±Ae. 

Pour QAe = Ae, Q = Q(ë 3,8) avec 8 quelconque ou Q = s(ü,ë3) avec ü E {e3r. 
{Q(ë3,8)Ïe 18ER}~ S1 .Ïe et {~ü,ë3)Ïe 1 ü E {e3 V} ~ RP 1

.Ïe. 

Pour QAe = -Ae, Q = Q(ë3 ,8)Q(ü,n) ou s(w,ë3)Q(ü,n) avec ü et w quelconques 

dans {ë
3

} .L. 

{Q(ë3,8)Q(ü,7t )ïe 18 E a}~ S1.Q(ü,7t )ïeet {~ w,ë3)Q(ü,7t )ïe 1 w E {ë3} _L} ~ RP 1
. Q(ü,n)Ïe 
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On peut remarquer que quelque soit le vecteur ü du plan {ë3 r, le support de chacun 

des deux ensembles ne change pas. En effet, pour l'ensemble S 1. Q( ü, 1t) T. , cela a été 

démontré lors de la remarque relative à la proposition (3.46). 

De la même façon , soit ü' un vecteur non nul de {e3r, il faut montrer que 

RP'.Q(ü,n)Ï. et RP'.Q(ü',n)T. ont le même support. Dans la base orthonormale directe 

(ë,,ê2 ,ë3), on considère ü,, ü~ et w 1 tels que (ü,ü,,ëJ, (ü',ü;,eJ et (w,w1,ë 3) 

soient des bases orthonormales directes. 

Soient cp, cp' et \J.ftroisrée1ste1squedans (ë1,ê2 ,ë3), 

f~i= J üfc~n: J ü[:~~=) üf~i:.}[:~~: J wf~~n: l 
Dans (ë,,ê2 ,e3), 

s(W,ê,)~r:~i: -c:~n: m ~1 ~r::: 

Q( ü, 7t) = r:~:: ~:~n~cp ~Jr~ ~ 1 ~ Jr~~isn<p<p 
0 0 1 0 0 -1 0 

sm<p 

COS cp 

0 

Donc, s( w,ë3)Q(u, n) 

[

COS2\J.f sin2\J.f 

= sin2\j/ - cos2\j/ 

0 0 

et s( w, ëJQ( ü' , 1t) 

[

cos 2 \)1 sin 2 \ji 

= sin2\j/ - COS2\j/ 

0 0 

Ol[cos2cp 
0 sin2<p 

1 0 

Ollcos2<p' 
0 sin2cp' 

1 0 

sin2cp 

- cos2<p 

0 

sin2<p' 

- cos2cp' 

0 

0 l rcos2( \ji- <r') - sîn2( \ji- cp') 
0 = sin2( \ji- <r') cos2( \ji- cp') 

-1 0 0 

~ ], 
-1 

Donc lorsque \If décrit R, les charges s(w,ë3 )Q(ü,n)Ï. et s(w,ë3 )Q(ü',n)T. décrivent le 

même ensemble. 
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CHAPITRE4 

Le chapitre quatre pose le problème de traction en électro-élasticité. On suppose que dans 
la configuration non déformée 10 , le matériau piézo-électrique n'étant soumis à aucun 

effort, il existe des contraintes résiduelles, ainsi qu'un champ de polarisation TI0 non nul 

tel que le couple (1 0 ,ÏÏ0)soit solution du problème pour un couple de charges nulles. 

Dans un premier temps, on présente le problème de traction dans le cadre linéaire pour 
un matériau isotrope et homogène. En reprenant les équations linéarisées au voisinage de 

(l 0 ,ÏÏ0 ) déterminées dans le chapitre 2 , on met en évidence un opérateur <1> défini 

de T1 cg x Trr- cd!?, où T1 cg désigne le plan tangent à l'ensemble cg des déformations sur 
Q 0 Q 

n en 10 et TÏia cd!? désigne le plan tangent à l'ensemble cd!? des champs de vecteurs de 

polarisation (exprimés dans la configuration Lagrangienne) en TI 0 , sur 1' ensemble des 

couples de charges de -Em ffi -Ee. <1> est un opérateur linéaire. Le problème de traction 

linéarisé pour un couple de charges (Tm, Te) voisin de (6,6) peut alors se traduire comme 

une application du théorème des fonctions inverses au voisinage de {1 0 , Ïr0 ). Il ne s'agit 

pas ici d'effectuer une étude complète du problème linéaire, ni d'exprimer une condition 
sur les coefficients ai, f3i, Ài, J..li, et 11 caractéristiques du matériau qui permettrait 

1' obtention de la condition « d'ellipticité » nécessaire à 1' application du théorème. Il est 
question dans ce paragraphe de mettre en évidence les différentes causes pour lesquelles 
la multiplicité des solutions n'a pas lieu. En effet dans ce cadre linéaire, le théorème des 

fonctions inverses permet de conclure pour un couple de charges (ïm, Ïe) donné en 

l'existence d'un unique couple (<!>,fi) solution défini à un champ de déplacements près. 

Dans un deuxième temps, on s'intéresse au problème non linéaire qui est le véritable 
propos de ce travail. Les conditions initiales sont identiques, mais 1 'opérateur <1> est 
remplacé par l'opérateur <1> défini sur cg x cd!? qui a été mis en place dans le chapitre 3. 
La démarche est similaire. Toutefois <1> ne possède pas les mêmes propriétés. En effet <1> 
n'est pas un opérateur linéaire. De plus <1>, qui peut cette fois bénéficier de la propriété 
d'objectivité de la fonction densité d'énergie W, permet de transposer l'action du groupe 
S0(3) agissant sur cg en l'action du groupe S0(3) x 0(3) agissant sur -Em ffi -Ee. Il en 

résulte que les couples (Ql 0 ,Qti0 ) avec QES0(3) (et Ïi0 exprimé dans la configuration 

Eulerienne) sont aussi solution du problème, c'est à dire appartiennent aussi au graphe 

relatif au couple de charges nulles. Pour un couple de charges (ïm, Ïe) donné voisin du 

couple identiquement nul, la recherche du graphe se traduit encore par 1 'application du 

théorème des fonctions inverses. Mais à ce couple de charges (Tm, Ïe), 1 'action de 

S0(3) x 0(3) permet d'exhiber d'autres couples de charges auxquels peuvent aussi 
s'appliquer le procédé d'inversion. Ceci a pour conséquence de mettre (éventuellement) 

en évidence des couples (Q>,fr) voisins de {Ql 0 ,QÏI0 ) avec Q ES0(3) solutions du 

problème relativement au même couple de charges {ïm, ïe). Dans le cas où Ï est du type 

le plus« simple», noté type (0,0) ou (0,0'), les couples (Q1 0 ,QÏI0 ) sont au nombre de 
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1, 2 ou 4, ce nombre variant suivant des conditions de« compatibilité» entre les 
- - -

composantes lm et le de 1 . 

Pour un couple de charges Ï = (ïm, ~) donné, les solutions ainsi exhibées dans le 

cadre non linéaire peuvent aussi apparaître comme points critiques de la fonction énergie 

potentielle Vï. L'instabilité d'un couple ($,fi) solution se traduit par la dégénérescence 

de la forme quadratique définie par la différentielle seconde D~Vï de Vï. On observe 

que dans la direction transverse à 1 'orbite de la configuration 4>, le couple solution 

(<!>,fi) est nécessairement stable grâce à l'hypothèse« d'ellipticité». Pour l'étude de la 

stabilité dans la direction de l'orbite de $, il s'impose de différencier la stabilité 

mécanique de la stabilité électrique. En reprenant les travaux de 
D.R.J.CHILLINGWORTH, J.E.MARSDEN et Y.H.WAN, on remarque que les 
différents couples solutions sont d'indices d'instabilité mécanique (respectivement 
électrique) différents. Ainsi, dans le cas de quatre couples solutions, les indices sont 
respectivement 3, 2, 1 et 0, ce dernier signifiant que le couple solution correspondant est 
stable (au sens mécanique ou au sens électrique). Malheureusement, pour conclure au 
sens de l'électro-élasticité il faut certaines conditions de «compatibilité» entre les - - -
composantes lm et le de 1 , d'où il est impossible de se fixer quant à la stabilité électro-
élastique sans en venir au cas par cas. Toutefois, un phénomène intéressant peut se 
produire: une solution instable au sens de l'élasticité peut devenir stable au sens de 
l'électro-élasticité lors de l'intervention d'un champ électrique extérieur. Le champ 
électrique peut ainsi avoir un rôle d'effet stabilisateur dans le problème de traction en 
électro-élasticité. 

Comme il a été précisé au début de l'introduction, on suppose qu'à l'état initial le 

matériau n'est soumis à aucun effort d'origine mécanique, soit (F rn, 1 rn) = (6,6) , et à 

aucun effort d'origine électrique, soit (F'., te) = (6,6). On suppose que le matériau est 

alors dans la position non déformé 10 , et on fait 1 'hypothèse que dans ces conditions il 

existe un champ de polarisation TI0 non nul, ainsi que des contraintes E P( l, TI 0 ) dites 

résiduelles. Les hypothèses peuvent alors se résumer à: (4.1) 

(HJ){pour ($,fi)= (1 0 ,fi0 ),~(1 0 , ~0 ) = ~ Pe(l~ ,fr0 ) ~ 0 :t P~(lo ,fi0 ) :t 0 

avec DIVxPm(l 0 ,II0 ) = 0 et Pm(t 0 ,II0 )N = 0 

remarque: puisque ~(l 0 ,ft 0 )= Ô, dans le cadre de la statique on peut dire que 

:Ë(t 0 ,Ïi 0 ) = 6. Donc d'après les expressions vues en (3.2) et (3.3) de P., il est clair que 

Pe{l 0 ,fr0)= O. 

On rappelle que : 
Y;; désigne 1' ensemble des configurations (ou déformations) de Q défini par : 

cg={$ :Q ~ R3 1 $(0) = 0, $ EH3(Q,R3
), J r = detDx$)0}, 

( $ _,: $(n) ~ Q est supposé aussi dans H3 
: $ et <t> _, sont alors de classe Y;;') 
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0!? désigne 1' ensemble des champs de vecteurs de polarisation défini par : 

L<t? = {fi:.n ~ H3 1 fi EH1(Q,R 3
)}. 

Les charges Ïm = ( F rn , t rn) et Ïe = (Fe, te) appartiennent à H 1 
( n, R 3 ) x H 1 (an, R 3 ) . 

On suppose de plus que la fonction densité d'énergie libre W qui est une fonction de 

(x,F,ii) EOxctJ>ê\+ xR 3 est de classe C2 (Qx~; xR 3
). Le champ de vecteurs~ 

est alors de classe C 1 
( Q x cffiD; x R 3 

) puisque d'après la relation (2.42)2 on a ~~ = _@, . 

I ILE PROBLEME DE TRACTION EN ELECTRO-ELASTICITE LINEAIRE 

Dans le chapitre 2, on a vu que dans le cadre de 1 'électro-élasticité statique pour un 
milieu isotrope et homogène, les équations linéarisées au voisinage de la solution 

naturelle (1 a, TI0 ) sont : 

{
DIVxEP+Fm+Fe=Ô , - ( -) 

(4.2) -- _ _ _ ou Ep = F ~+ES0 . Vu . 
EPN- 'tm +'te 

On reprend ici les hypothèses énoncées dans le chapitre 3 : on suppose que le champ 

magnétique ~ est nul et on considère les diélectriques non magnétisables ne possédant 
que la propriété d'électrostriction. Cette dernière hypothèse permet alors d'écrire les 
équations sous la forme : 

DIVxPm +Fm= 6 

(E) DIV x~ +Fe = 6 
- - (4.3) 
PmN =tm 
il;N' =te 

où Pm et Pe sont les composantes mécanique et électrique respectives du tenseur E P . 

1-Validité des hypothèses (H1) dans le cadre de la linéarisation des équations 

On a vu dans le chapitre 2 que lors de la linéarisation des équations du mouvement 

au point (1a,fi0 ), il est nécessaire de supposer qu'initialement on ait: 

[
d
2ah) _ = A 

Po df2 = fo+Jo +DIVxEPo, 
0 

(2.56) 

où EPo désigne le premier tenseur de Piola-Kirchhoffnon linéarisé en (1a,fio) : 

EPo=E P(la,Ïio) · 
Il est question ainsi dans ce paragraphe de corroborer les hypothèses (H1) dans le 

cadre de la linéarisation des équations. En effet, on a choisi le cas restrictif des matériaux 

homogènes isotropes pour exprimer les équations linéarisées au voisinage de (t 0 , ÎI 0 ). 

Dans ce contexte particulier, il s'agit donc de montrer que les hypothèses (H1) sont 
valables. 
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Dans le cadre de la statique avec les notations de (3.4), s'il on prend en compte 
qu'initialement 

(F rn, t rn)= (6,6) et (F rn, t rn)= (6,6) , 
alors il faut s'assurer que : 

DIVx EP(l 0 ,Il0 ) = 6. 
D'après le découplage, il faut alors vérifier que : 

{
DIV)m(l 0 ,ÏI0) = 6 {Pm(l0 ,IT0).N = 6 

(4.4) ~ ( - ) - sur n et ~ ( - ) - - sur an. 
DIVxPe 10 ,II0 = 0 Pe f0 ,II0 .N = 0 

En utilisant le second tenseur de Piola-Kirchhoff ES = r 1 
E P, il revient à vérifier : 

{
DIVxSm (1 0 ,Il0 ) = 0 {Sm (1 0 ,ll0}N = 0 

(4.s) ~ ( - ) _ - sur n et ~ ( - ) - _ - sur an. 
DIVxSe 10 ,TI0 -0 Se 10 ,TI0 .N- 0 

En considérant des matériaux homogènes et isotropes, on a choisi dans le chapitre 2 

pour invariants les scalaires Ii avec i E {1, ... ,6}. Dans cette hypothèse, d'après (2.50) on a 

en (I 0 ,fr0 ) : 

(4.6) ES(lo,fjo) = (Yo +Y 1 +Y 2)01 +(y 3 +Y 4)
0
iio ® iio · 

Si 1' on prend pour condition initiale 

~(l 0 ,fr 0 )= Ê(l 0 ,Ïl0)=6, 
on a remarqué dans 1 'introduction du chapitre que la composante électrique Pe (1 0 , TI0 ) 

du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est nul, ce qui revient à dire que la composante 

Se(l 0 ,ii0 ) du second tenseur de Piola-Kirchhoff l'est aussi. Il est alors légitime de 

supposer dans le cadre du choix des invariants Ii que la partie électrique du second 
tenseur de Piola-Kirchhoff est nul, ce qui signifie en d'autres termes que toute 

1' expression du second membre (y 0 + y 1 + y 2 ) 
0 
l + (y 3 + y 4 lo IT0 ® IT0 représente en fait 

la partie mécanique du tenseur Es(t0,fr0 ). 

Puisque l'on suppose que le matériau n'admet pas de charge libre qr, d'après les 

équations de Maxwell on a : 
DIVxD = 6 sur n (1.23). 

Dans la configuration de référence, on a - - -D = l> 0E+TI. 
Puisque initialement 

~(l 0 ,IT0 ) = Ê(l 0 ,IT0 ) = 6, 
on a 

(4.7) D = IT0 , soit 

(4.8) DIVxÏÏo = 6 sur n. 
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Pour tout volume SlJ contenu dans n, de frontière àSlJ, on a alors 

0 = J DIVxll0 dV = J TI0 • NdA, soit 
Q èQ 

IT0 • N = 0 sur 8ft) . 

Cette relation signifie qu'en l'absence de charge libre le champ de polarisation initial fi 0 

est tangentiel à toute surface fermée, en particulier à la surface an : 
(4.9) II0 • N = 0 sur on. 

De plus, 

J DIVx(fio <8> ll0 )dV = J (no <8> TI0 ) • NdA = J (fia· :N)fi0 dA, soit 
~ ~ ~ 

f DIVx(fio <8> fr 0 )dV = 6 , soit encore 
flJ 

(4.JO) DIVx(fi0 <8> ll0 ) = 0 sur tout SlJ, donc en particulier sur n. 

On a ainsi démontré que 

Dlvx[(v 3 +y 4))10 Q9 ÏI 0 ] = 6 sur Q et [(v 3 +y 4 )
0
ÏI 0 <8> ÏI 0 ]· N = 6 sur 8Q. 

On peut alors remarquer que 

( 4.11) (y 0 + y 1 + y 2) 0 = 0 . 

En effet la condition 

Es(tQ,fio).N = 6 sur an 
implique que 

(Y a +yi +y2)0:N +(y3 +y4)0(Ïia ·N)fia = 6 sur an. 
Or fio . N = 0 sur an 
donc (y 0 + y 1 + y 2 ) 

0 
N = 0 , 

ce qui revient à dire que 

(Yo +yt +y2}0 =O. 

D'où on a 

DIVxSm (la.ïio) = 0 sur n et sm (la.fio). N = 0 sur an. 

Pour un matériau homogène et isotrope, le choix des invariants Ii avec i E {1, ... ,6} 
permet d'obtenir ainsi grâce à l'hypothèse de non-existence de charge libre 

DIVxPm(tQ.IÏo) = 6 sur net Pm(ta.fio).:N = 6 sur an. 
Puisque d'autre part la condition ~(l 0 ,TI 0 ) = 6 permet d'affirmer que 

DIVxPe(lQ,fro)=6 surn et Pe(lQ,fio).N=6 suràQ, 

on peut alors dire que les hypothèses (H1) sont bien compatibles avec les conditions 
initiales requises pour l'obtention des équations linéarisées de la statique. 



70 

2-Expression des différentes quantités linéarisées 

Pour une petite déformation et un petit champ de polarisation, i.e. E voisin du 
tenseur 0 et p voisin du vecteur 0, il s'agit de traduire à l'aide des coefficients (définis 

dans le chapitre 2) ai, f3i, yi, Tli, Â.i, lli caractéristiques du matériau un 
développement limité d'ordre 2 en E et p de l'énergie emmagasinée W. Puis à l'aide de 
celui-ci, on retrouvera le développement limité de chacun des tenseurs en utilisant soit 
les lois de comportement soit les définitions, en évaluant pour chacun l'ordre de 
l'approximation. 
Le développement limité (4.12) 

w(t + 2E,IT0 + p) = w(t,flo) + ( 
8
;) 

0 

:2E + ( ~~) 
0 

P 

[ (8
2W) ( 02W) (8

2W) ] + 2E: OC2 o:2E+2x2E: àCoTI op+p 8TI2 op +o(E2,p2) 

se traduit grâce aux formules établies pour la relation (2.51) du chapitre 2 par: (4.13) 

w(l + 2E,n0 + p) = w(l,n0 ) + 2(y 0 +y 1 +y 2)
0 

trE + 2(y 1 +y 4 )
0 
(no 0 no}E 

+Â 1 (trE)
2 

+J11E:E+(a 1 +Â.2)(trE)(fi0 0ll0}E+T](Efi0)·(Efi0 )+a2(E:(fi0 0ll0)r 
+ 2{31 (no · p)(trE) + 2{32 (no · P)[(no 0 n 0 ):E] + 2112 [(P 0 no}E +(no 0 p):E] 

+ ±f33 (ll0 • PY + o(E
2 ,p2

). 

0 d , · 1 s aw 1 aw , · d d, 1 1· · , d w n veut etermmer e tenseur E = ac = 2 oE a partir u eve oppement Imite e ' 

dont la partie régulière donnera le 2nd tenseur de Piola-Kirchhoff du cadre de 1 'électro­
élasticité linéaire. Un simple calcul donne: (4.14) 

AB( - -\ 1 aw ES l+2E,TI0 +pJ=2~ 
AB 

+ [Â.JTrE) + t( a 1 + Â. 2)(E:(flo 0 ll0 )) +(\(no· ï5)]l + !l1E + t11((Efi0 ) 0 ll 0 + ll0 0 (Eflo )] 

+ (t(a1 + ~ 2 )(TrE)+ a2 (E:(flo 0 fio)) + !3 2 (ll0 • ï5)]no 0 ll0 + !l2(p0 llo+ llo 0 p) 

+ o(E,p2
) 

De la même manière, on obtient le 2nd tenseur d'électro-élasticité en prenant la partie 
' . ' OE s 1 OE s 

reguliere de E C = ---ac = 28E : 
(4.15) E CABeD(l + E,fio + p) =! Â.JGABGeD 

+ t.u
1 

( GADGBe + GAeGBD) + t{a 1 + ~2)[aAB(fio 0 fiorD+ (fla 0 flo)AB GeD] 

+ hl[GAe(no 0 notD + GAD(flo 0 note +(no 0 note GBD +(no 0 no)AD GBe] 

+ta2(flo ®fio)AB(fio ®norD +O(E)+o(p). 
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Finalement, on peut exprimer à 1' aide des expressions précédentes le tenseur L qm 
intervient dans les équations linéarisées. Puisque 1' on a 1' égalité 

- o2 VV 
L(I + 2E, II0 + p) =2 E C: E + atoll · p c2.s6)2, 

alors on obtient 

(4.18) l:AB(J + 2E,Ïla + p) = [ÀJtrE) + t( a 1 + ÀJ(E:(I\ 0 ÏÎ0 )) + [31 (fia. i5)]GAB + ).1 1EAB 

+trr[(Efi0)0Ïi0 +fi0 0(Efi0 )]AB 

+[t(a 1 + À2)(trE) +a2 (E:(fio 0 fio)) + 132(fio · i5)Kno 0 fioY
8 

+J.12(p0TI0 +TI0 0p)AB +o(E,p). 

Remarque : Les linéarisations se sont ici effectuées suivant le tenseur E . Il est à noter 
qu'en général, elles se font suivant le tenseur Vü, représentant la partie linéaire du 
gradient de déformation F au voisinage de l 0 . En notant 

(4.19) e(ü) = !( Vü + Vür) 
l'approximation linéaire du tenseur 

(42ü)E(ü) = t{Vü + Vür + VürVü), 
l'expression (4 18) devient (4.21): 

LAB(l + ü,fr0 + p) = (À 1 (tre(ü)) + +(a1 + À 2)( e(ü): (fro 0 fro)) + (3 1 (fr0 . ï5)]aAB + !l1e(ü)AB 

+ 111[(e(ü)fr0 ) 0 TI0 + TI0 ® (e(ü)fr 0 )]AB 

+ ( +(a 1 + À2)( tre(ü)) + a2( e(ü):(fro ® fro)) + (32(fro · ï5)](rro ® fro)AB 

+ ll2(P ® Îi 0 + fro ® p)AB + o(Vü,p). 

3-Le problème de traction linéarisé 

Les équations linéarisées au voisinage de ( 10 , ÏÎ0 ) peuvent s'écrire : 

(4.22) <1>(1 + Ü, TI0 + p) = {ïrn, Ïe), 
avec Ïm = (Fm,"im) et Ï. = (F.,"i.), 
où <l> désigne 1' opérateur défini par : 

c4.23)<l>(t + ü,ÎI0 +v)={(- DIVxPm,P)~),(- DIVx~,~N)}. 
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Ainsi pour un couple de charges Ï = (ïm ,ïJ fixé, (t + ü,IT 0 + p) est solution des 

équations d'équilibre (E) si et seulement si <t>(t + ü, D0 + p) = (ïm, Ïe). 
L'opérateur <l> est défini sur T10 '{;' x T fio cili';), où T10 '{;' désigne le plan tangent à 

l'ensemble '{;'des déformations sur .Q en 10 et T fio ~ désigne le plan tangent à 

l'ensemble 0!? des champs de vecteurs de polarisation en IT0 . Ces deux espaces sont 
regardés ici comme les espaces affines associés aux espaces vectoriels d'origine 

respective 10 et D0 . 

Comme il a été mis en évidence au niveau de la formule (3.10) du chapitre 3, <l> admet 
pour ensemble d'arrivée l'espace vectoriel -E = -Em ffi -Ee des couples de charges de 
bilan nul. 
Si l'on regarde T, ':(;x Tn- 0!? comme un produit d'espaces vectoriels, on peut remarquer 

0 0 

alors d'après les expressions (4.21), (4.2)3 et (4.23) que l'opérateur <l> est une application 

linéaire en le couple ( ü, p) : 
c4.24)<t>(ü, +ü2,p, +i52)= <t>(ü,,p,)+<t>(ü2,i52). 

Par conséquent, si (~ 1 ,ÏJ 1 ) et (~ 2 ,fr2 ) avec ~ 1 =l+u1, ~2 =1+u2, ll1 =fr0 +p1 et 

D2 = TI0 + p2 sont des couples solutions relativement aux charges Ï, et Î2, alors le 

couple (<1> 1 + <\> 2 ,Ïi1 + fi 2 ) est solution du problème relativement à la charge Î1 + Î2 . Ce 

résultat est connu sous le nom de« principe de superposition». 
Un simple calcul permet de montrer que si a est un vecteur constant de R 3 et si K est un 
tenseur antisymétrique de cfYt?3 , alors : 

(4.25) <t>(a,D0 ) = (5,5), <t>(KX,fi0 ) = (5,5), soit ct>( a+ KX,ti0 ) = (5,5). 
Le deuxième résultat peut aussi écrire <t>(l + KX, ll0 ) = (5,5). 
On retrouve ici que les solutions du problème de traction linéaire sont définies à un 
champ de déplacement près. En effet si 8:t ~ eKt avec K E skew est une famille de 

rotations continûment différentiable au voisinage de t = 0 , on a e 1 / t=o = l et 

ddS t 1 = K . En reprenant les notations du chapitre 2, la linéarisation de 1 'application 
t t=O 

f:( ~,fi)~ eKt est L(t.no/(K,p) = 1 +K. 

On impose dans la suite que la déformation ~ vérifie ~(0) = 0. 
Les résultats c~.1&) conduisent à définir la relation d'équivalence: 
(4.26) ü ~ v lorsqu'il existe un tenseur K de skew(T8) tel que ü(X) = v( X)+ KX' 

et on est alors amené à considérer la restriction cP de <f> définie sur T,o ~x Tfio 0!?. 
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4-Le théorème d'inversion locale 

Pour un couple de charges T =(Tm,~) donné voisin du couple (6,6), on recherche les 

couples solutions (1 0 + ü,TI0 + p) voisins de (t0 ,TI0 ) vérifiant les équations 

<Ï>(l + ü, TI 0 + p) = (Tm ,ï.). La méthode consiste à appliquer le théorème d'inversion 

locale en déterminant la différentielle D<Ï>(t,fi0) de <Ï:> en (1 0 ,TI0) . 

D<Ï>(l,fi0) est définie de T1 ~x Tflo ..& sur -Em EB -Ee par: 

( (
aP"m _ aP"m -Î (aP"m _ aP"m -Î -) 

- DIVx aF :Vu+ arr ·PJ, oF :Vu+ arr ·PJN 
(4.27) D<Ï>(l,TI 0 Xü, p) = ( ( J ( J J oPe _ oPe _ oPe _ oPe _ -

- DIV x aF :Vu+ arr . P , oF :Vu+ arr . P N 

D'après la linéarité du tenseur 1: en ( Vü, p) , on remarque que 

aE p -( - ) aE p -( - ) 8F: Vü =FE p 1 + Vü, ilo et arr . p =FE p 1, llo + p soit encore 
- -

OE p _ oEP _ -( _ - -) TF: Vu+ arr. p =F Ep l + Vu,Ilo + p 0 

D'après (4.25), on peut alors affirmer que pour tout tenseur K de skew(Tù), où Tù 
désigne Je plan tangent à J'espace d'arrivée de la configuration ~,on a: 

D<Ï>(t,fi0)(Kx,o) = (6,6) 0 

En posant l'ensemble G~ = { KX 1 K E skew( Tù)} qui n'est autre que la classe nulle 

relativement à la relation d'équivalence (4.26), on peut dire que: 

,___70 x {6} c KerD<Ï>(l 0 ,ÏI0) 0 

En imposant que la première composante ü de tout élément ( ü, p) du noyau 

KerD<Ï>(t 0 ,fr0 ) vérifie ü(O) = 6 , on peut remarquer que .. o 

0 

- KX (v-) 8ua K ù h ' K k SI U = , U aA = oX A = ab A OU E S ew, 

au 
et réciproquement si ax: = Kahù hA avec KE skew et K constant, 

alors ua= Kab()b AXA +ka' 

or puisque ü(O) = 6 on a ka=O, 

donc u. = K.bùh AXA, soit ü = KX 0 

D'où on redéfinit l'ensemble X par: 

(4.28) ,___70 = {ü E T1~ 1 ü(O) =Ô et (Vü)(O) E skew}. 
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Puisque ~%'x {6} c KerD<Ï>(t 0 ,fl0), on montre maintenant que si (ü,p) vérifie 

D<Ï>(t a, ll0 )( Ü, p) = (0,0), alors Ü Ev%' et p = 0. 
Lorsque o<Ï>(ta,fio)(ü,p) = (5,6), en utilisant la forme de la différentielle (4.27), on peut 

écrire que pour tout vecteur v E B 1 
( .Q, R 3 ) , on a 

f (aPm _ aJim -J _ J{(aPm _ àPm -J -} _ - DIV -:V'u+-·p ·vdX + -:Vu+-·p N ·vd.A = 0 
a x aF an ilQ aF an 

et 

f (ô'. _ ôPe -J _ f{(aP. _ aP. -J -} _ - DIVx -:Vu+-·p ·vdX + -:Vu+-·p N ·vd.A = 0 
a OF an ilQ OF an 

or pour tout tenseur A= (A aA ), - J (DIVxA) · vd.X + J (AN)· vdA = J A:Vvd.X (4.29) 

Q ilQ Q 

. f aA f 0 ( aA )..Jv f àA aA f aA Ov a en effet. A NA vadA = -a A A va~= --=-:;-Va A adX+ A --A dX 
ilQ 0 X 0 X o ax 

Donc pour tout vecteur v , 

f( _ ôPm _ _ ôPm -J 
0 

Vv: oF :Vu+ Vv: an ·p dX = 0 

J( aile aile ~ 
o Vv: oF :Vü+ Vv: arr ·p)dX = o 

soit 

On note ro la forme définie sur ( T1 'tg x TITo~) 
2 

par (4.30): 

&w &w &w &w 
co [(A,~),(A',ç)] =A: 8Ft :A'+ A: àFàii ·Ç + ~· olloF:A' + ~· àiit ·Ç 

On fera l'hypothèse forte dite« d'ellipticité »de la forme ro : (4.31) 

{ 

il existe un réel E > 0 tel que pour tous A, A' ,~,Ç 

(Hz) m [(A,Ç),(A',Ç')]~E (~(A+AT),ç) x (~(A'+A'T),ç') 

où ~~A,~)//= sup (1/A//cœ3 ,/~//13) 
Cette hypothèse ( H 2 ) permet d'affirmer que //( e( ü), p )// = 0, c'est à dire e( ü) = 0 
et p = 0 , soit encore (ü,p) eX x {6} 

en effet: o = J(vv: ?iV: :Vü + Vv: °F
2

w · pîdX ~ s J//(e(v),ü)// x 1/(e(ü),p)/1 dX ~ o 
a aF a arr ') a 
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Pour le produit scalaire (A,B) = tr(A TB), on a la décomposition en somme directe 

&r~ = sym EB skew . 
Par conséquent, on a la décomposition suivante : 

[KerD<D(lc.Pfio)r =~S\1n xTfiot&"' où ~sym ={üeT10~ tü(O)=O et (Vü)(O)Esym} 

Donc sur ~s)'lll x Tflo c&, D<Ï>(t 0 ,fr0 ) est une injection. 

Etude de la surjectivité : 
Pour cela, il faut se rappeler qu'en élasticité classique, la surjectivité de l'application 

D<t>(tQ) s'obtient grâce à l'alternative de Fredholm: (4.33) 

(F) ker D<t>(l 0 ) =X et ImD<I>(l 0 ) = X.LoùL%'.L ={TE-E 1 (T,KX) = OVK E skew} 

Comme dans FICHERA(1972)Cl), on montre que l'alternative de Fredholm est obtenue en 

établissant l'inégalité de Garding pour la forme bilinéaire B(ü, ü) = J Vü: 
02 V:: VüdX : 

a oF 

o2W 
(4.34) pour tout ü E H1(f2,R 3), J Vü: oF 2 :Vü?:: y 0 //ü//~~ - !.. 0 //ü//~2 

Q 

où y 0 et À 0 sont des constantes, y 0 )0 et À0 ?:: 0. 

Si l'on suppose, comme dans Y.H.WAN et J.E MARSDENcl), que: 

(4.35) J Vü: 
02V: :V'üdX?:: E\\e(ü)\\~2 où E est une constante, E)O, 

a oF 
on obtient l'inégalité voulue en utilisant la seconde inégalité de Korn [FICHERA(1972)] : 

(4.36) lle(ü)ll~1 + llüll~' ?:: cllüll~~ où c est une constante, c)O. 

Dans le cadre de 1 'électro-élasticité, on supposera que dans l'hypothèse forte de 
l'éllipticité (H2), on peut généraliser l'alternative de Fredholm : (4.37) 

(F') kerD<Ï>(l 0 ,ll0)=L%x{6} et ImD<Ï>(l 0 ,fi0)=[xx{o}roù 

[x x {o}r = {(Tm ,Te) e -Em ElLEe 1 (ïm,Kx) = 0 et (ïe,KX) = 0\iK e skew} 

or Ï = (F, !) , on a 

(ï,KX)= fF·(Kx}dx + fr·(KX)dA = f(XAF)·rodX + f(xAr)·rodA 
aa ao 

où K =ffi/\ 
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d'où le résultat : 

Remarque: pour rendre compte de l'effet d'électrostriction, il est nécessaire de 

restreindre ImD<i>(t 0 ,ÏI0 ) à (-Em)o EB (-E.)~ . En effet, l'effet piézo-électrique 

inverse exprime qu'une variation de champ électrique 15~ (ici choisie petite) créant une 

(petite) variation de la charge 151. engendre une (petite) déformation, de plus la variation 

- 15~ qui crée la variation - 15 Ï. engendre la même déformation. 

D'où la proposition suivante: 

Proposition (4.39): l'app1icationD<P(1 0 ,IT0)est un isomorphisme de~sym x Tflo c.&"'sur 

(-Em)o œ (i;J\) où (ile}\)= (-E.)~. 

On munit T10 'tg et Tflo cs.0' des normes respectives \\ \\nl et \\ \\L2 . 

(11Q~ xTfio~ sup(\\\\ 8~,\\\\L2))et((-Em) 0 EB(-Ë.)0 ,\\ t2) sontdesespacesdeBanach. 

D'après le théorème d'inversion locale, il existe une boule ouverte U x U' centrée 

sur(1 0 ,fi0) de Tta ~x Tflo cs.0' et un voisinage W x W' de (o,o) de (-Em)o EB (1?.)
0 

tels 

que <D soit un difféomorphisme de classe C 1 de U x U' sur W x W' . D'où ... 

Corollaire (4.40): Soit Ï = (ïm, ï.) un couple de charges de -!]0 proche de (ô,ô) . Il 

existe un unique couple (t~>,fi) dans Tta~ x Tflo~ solution du problème de traction 

<1>( 1\>, fi) = (Ïm , Ïe) . 

Remarque 1 : La déformation <1> = 10 +li du couple solution est alors par l'espace 

. 11 'tg l d'fi . ' d' 1 ' ( f ) quotient Q 1~ e 1me a un ep acement pres c . (4.25) 

Remarque 2 : Le résultat ne vaut que dans la recherche de solutions au voisinage de 

(l 0 , IT0 ) du fait du caractère local de la linéarisation des équations de la statique. Il est 

clair que dès lors que l'on connaît un autre couple de solutions trivial, on peut appliquer 
le même principe de recherche des couples solutions au voisinage de ce couple donné. Il 
est à noter que dans ce cadre, la linéarisation étant effectuée, il n'est pas possible de 
bénéficier de l'axiome d'indifférence matérielle. 
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II/FORMULATIONS DU PROBLEME DE TRACTION EN 
ELECTRO-ELASTICITE NON LINEAIRE 

1-Le problème de traction non linéarisé 

Les équations non linéaires en électro-élasticité statique s'expriment sous les 
hypothèses du chapitre 3 : 

DIVxPm +Fm = 0 
(E) DIVxPe +Fe = 0 

PmN =tm 
PeN= te 

EJJes peuvent aussi s'écrire <l>( ~'fi) = (Tm, Ïe) où 1 'opérateur <l> est défini par 

(4.41) <l> :'?;x r& ~ ..E 

(tJ>,ÏI) ~ <l>( l)>,fi) = {(- DIVxPm ,PmN),(- DIVxPe ,P;N)} 

Comme dans Je cadre linéaire, on dira que pour un couple de charges Ï = (Tm,~) fixé, 

(~,fr) est solution des équations d'équilibre (E) si et seulement si <l>{~,fr) = Ï. 
Il est clair que dans le cadre non linéaire l'espace des déformations '?; ne peut pas être 
regardé comme un espace vectoriel; <l> n'est donc pas une application linéaire, d'où le 
principe de superposition n'est pas vérifié. Par contre, d'après l'axiome d'indifférence 
matérielle on a vu dans le chapitre 3 que : 

(4.42) pour tout Q de S0(3 ), <l>( Q~, Qii( MX))) = ( Q Ïm, Q ~) 

On peut alors dire que les éléments (Q.l 0 ,fr0 (X)) [ou (Q.l 0 ,Qfr0 (~(x)))] 
avec Q E S0(3) sont aussi solution de (E) pour Ï = (o,o) . 

Le problème de traction se formule alors ainsi : 

(P1) Décrire l'ensemble des solutions de <l>(~,fr) = (ÀmÏm) .. J.} vmsmes de 

(Q.t 0 ,fr 0{X))E~xcX' pour (ÀmÏm) .. )JE-E, Àm et Àe étant des réels positifs 

proches de 0 et le couple T = (À rn Tm, À J.} étant voisin du couple l0 = (Tmo ,Teo) donné 

dans -E. Plus précisément: 

*dénombrer les solutions, 
et 

*étudier leur stabilité. 



78 

2-Le théorème d'inversion locale 

Bien entendu, d'après les définitions (4.2h et (2.57)2 on a: 
A - A -

8EP 8EP 8EP 8EP . ( - ) -( - ) 
(4.44) aF = aF et an = an 'SOit D<I> l,no = D<I> l,no . 

Si dans un premier temps on examine l'injectivité de l'application D<I>(l,fr0 ), on utilise 

soit la propriété d'équivariance (3.15) de <1> et on a: 

<t>(eK1X,fi0 ) = (6,6) pour tout réel tet pour tout K E skew(T8) 

donc en calculant la différentielle pour t = 0, 

D<I>(l 0 ,TI0 )(KX,O) = (0,0) OÙ (KX)
8 

= Kab8b AXA, 

soit on reprend le raisonnement du cadre linéaire. 
Dans l'hypothèse forte« d'ellipticité» (4.31) de la forme co , on peut aussi conclure que le 

noyau de D<t>(l 0 , TI0 ) est défini par : 

KerD<t>(l 0 ,TI0 ) = {ü E T10 '(; 1 ü(O) = 0 et (Vü)(O) E skew} x {6}. 

La surjectivité de D<l>(l,fi0 ) se traite aussi de la même façon et on peut affirmer que 

Dct>(l,fi0 ) est une surjection de '(;sym x 0!? sur (-Em)o ffi (-Èe)o . 

La différence réside ici en le fait que <1> n'étant pas une application linéaire, <1> est un 

isomorphisme local de 'gsym x 01? sur une variété de l'espace -Em ffi .Èe. Pour mettre en 

évidence cette variété, on va reprendre la démonstration des fonctions implicites en trois 
points. 
Tout d'abord on peut remarquer que pour tout ü E 'gsym, <1> = 10 + ü E '(; : '(;sym peut être 

regardé comme un sous espace affine de 'g centré sur 1 0 . 

Si on considère 01? comme un espace affine d'espace vectoriel associé 0!? attaché en 

TI0 , de la même façon on peut regarder T fio 0!? comme un sous espace affine de 0!? 

centré en ll0 et Tfi 0!? est isomorphe à 0!?. Dans la démonstration, on utilise alors 
0 

1' espace 0P au de T flot.& . 

ii> est une application de 'gsym x crtP dans -E = ( ( -E rn) 
0 

ffi Skew) ffi ( ( -Ee) 
0 

e7 Skew) . 

On notera él>· la différentielle D<i>(l 0 ,TI0 ) tant qu'il n'y aura pas d'ambiguïté. 

éï>' est alors un isomorphisme tel que <i>(l 0 ,TI0 ) = (6,6). 
~s}m et 0!? sont munis des normes respectives \\\\ 81 et \\\\L2 , et on munit ~sym x 0!? de la 

norme« sup. ». 



79 

[a] D'après le théorème d'inversion locale, il existe une boule ouverte U x U' centrée 

sur(1 0 ,ÏÎ0 )de <g>sym x ~et un voisinage W x W' de (6,6) de (-Em)o ED (PJ
0 

tels que 

<i> soit un difféomorphisme de classe C1de U x U' sur W x W' . 

[b] Comme <f>H applique (-Em)o ffi (J?e)o sur <g>sym x~, J'application composée 

'P. U x U (î) > W x W <D-l ~ x cs@ est différentiable en (1 
0

, IT
0

) de U x U' et 

'1"(1 0 ,f\) = 1~xc.&>. En effet... 

\}1(1 0 +u,ÎI0 +p)-'I'(1 0 ,ÏI0 )=<f>'-I(éi>(1 0 +u,ÎI0 +p)-<i>(1 0 ,ÏI0 )) car<f>'-'estlinéaire, 

tp(la + ü,IÎ0 + P)- tp(l 0 ,ll0 ) = éj)'-I(<f>'(ü,p) + o(ü,p)), 

tp(la + ü,IÎ 0 + !5)- tp(l 0 ,fi0) = (ü,p) + éj)'-'(o (u,p)), 

d'où le résultat. 

on peut remarquer que <f>• ( ü, p) se décompose ainsi: 

<i>'(ü,p) =(<Pm/ ~sym)'ü +(<Pm/ ~)'p +(<1> e / ~sym)'ü + (<Pe / ~)'p 
où <f>m =pm oéî>,pmdésignant la projection de .Esur -Em 

él>e = Pe oél>,pedésignant la projection de -3 sur -Ee 

On considère alors g:(ü,p)H(u,p)-'I'(ü,p)qui est différentiable en (l 0 ,fi0 ), 

g' (t 0 ,fl0 ) = l~S)lllxt<i? -l~S)mxt<i? = 0 

Puisque g': U x U' ~ ~sym x ~ est continue, il existe un réel r positif tel que dès 

que\\(ü,p)\\<r alors \\g'(ü,p)\\ s t. D'après le théorème des accroissements finis, on a 

\\g( ü, p)- g(o,ü)\\ s t\\( ù, p)- (o,ü)\\, soit\\g( ü, p )\\ s t\\( ù, p )\\ 

g est alors lipschitzienne de rapport t E ]0,1[ dans la boule ((( ü, p )((<r. 
On peut appliquer la méthode des approximations successives pour montrer que \}1 est 

un homéomorphisme d'un ouvert V x V' de (6,6) cU x U' dans un voisinage ouvert 

w, x w,' de 'P(o,o) c '€'sym x~ 0 

L'application <i> = <î>'o'P est alors un homéomorphisme de V x V' sur W x W' où 

W x W' = <l>'(V x V') c (-Em)o œ(i;e)o 0 

[ c 1 <i> est une bijection continue et ouverte de U x U' sur <i>( U x U') , donc 

tp = (f)-' / <b(U x U') ~ U x U' est continue. 

L'application <i> est bien un homéomorphisme de U x U' sur <b(U x U') c -Èo où 

Ëo = (-Em)o œ(lJe)o. 
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Pour tout (Ïmo,Ïeo) E W x W' = éi>(U x U'), (ü,fi) = 'I'(Ïmo,Ïeo) EU x U'. 

Par conséquent, 

(4.45) Gqr- = éf>(u x U') = { (ïo' Y.) E -Èo Ee Skew /Y. = ( (j) 0 'f' -1-Eo )ïo' ~ E w x w·} 
est une variété lisse de .E, graphe de l'unique application 

F:(.Em)o EB(-Ëe)
0 
~ SkewEBSkew telle que 

F =ii> o 'l'- l..eo =ii> o (<i>'/<l>(U x U')r -l..eo vérifie 

F(o,o) = <i>(l 0 ,6)- (5,5) = (5,5) et F'(O,O) = <i>• (1 0 ,0) · (5,6) - (5,5) = (5,6), 
ce qui signifie que '-çy est tangente en (5,5) à (-Em)o ffi (..BJ

0
. 

En distinguant les charges d'origines mécaniques et électriques, on peut aussi définir 
cette variété c9Y ainsi : 

C446)~Y = {[(ïmo' J.o),(t,ïe,)] E((..Em)o $Skew) œ((-Ee)o Ei7 Skew) 1 Ïms =Fm (ïmo, t) 
et Ïes =Fe (Ïmo,Ïeo) OÙ Ï0 E W x W'} 

où Fm= éi>m o(iiJ;if;(u x U')r
1

- J(~lo 

F: =a>e o(ai;a{uxu)r
1 

-1(~)0 
avec F = F rn + Fe . 

Proposition (447): Il existe une boule centrée en(1 0 ,IT0 ) dans ~s)'lll x r.& dont l'image 

par a> est une sous variété lisse de .E = -Em Ee .Ee tangente en (5,5) à (-Em)o Ee (-Ëe)o. 
Cette variété c5"Y est le graphe d'une et une seule application 

F: (.E m)o ffi (-Ëe}
0 
~ Skew EB Skew telle que F(o,o) = (5,5) et F'(O,O) = (o,o). 

Skew m EB Sk~we 
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Remarque! : soit ~ E ~, ~ = 10 + ü où ü E T1 ~ avec ü(O) = 6. Il existe un unique 
0 

QES0(3) tel que Q$ E l0 + '€',}111. En effet ... 

D~ = 10 + Vü E .E'"(TGS,R 3
). 

D'après le théorème de décomposition polaire, il existe un unique QES0(3) et un unique 
UEsym, tels queD~ = Q1 U, alors QD~ = U E sym, soit Qln + QV'ü E sym. 

or Q~ peut s'écrireQQ> = 10 + ÜQ où ÜQ = Qln -ln +Qü, 

et V'üQ = Qln -ln+ QV'ü E sym, donc 

üQ(o) = 0 et (vüQ )(o) = Qln -ln+ (QVü)(o) E sym 

c'est à dire Q$ E ln + ~sym. 

Remarque 2 : si (~,fi) vérifie les équations (E) avec T =(Tm, "ï.) E ..E , il existe un 

unique Q de S0(3) tel que~= Q~ E ~s}m. On pose fi= Qiî. 

<D(~,ti) = <D(Q~,Qiî) = Q<D(~,fi) d'après la propriété (4.42) de <D, donc 

<D(~,rr)=(QTm,QT.) d'où <D(4>,fl)E(e~ xednLW. 

3-Les reformulations équivalentes du problème 

1] 1 ére reformulation du problème 

(P2) Pour To = (Tmo' t)une charge fixée dans -Eo proche de {6,6), étudier comment 

eï x eï rencontre &Y' pour T variable proche de To. 
rn e 

On pose ( 0 ~ x 0 d n t91"' = { ( Q im Ïm, Q i)e) 1 i = 1, ... , n et j = 1, ... , k}. 

A chaque couple ( QiJm, Q i)•) correspond, d'après la proposition (447) , un couple 

($ii, fiii) de '?;,}111 x~ tel que <t>(~ii, fiii) =( Qim Ïm, Qi)e). La propriété (4.42) de <D ne 

peut s'appliquer que dans le seul cas où Qim = ±Qi• ES0(3). Lorsque Qim =Qi., alors 

<D(Q;1$i,Q;1fii) = (ïm,ïe), c'est à dire (Q;14}i,Q;1fii)est solution de l'équation (E) 

avecÏ =(Ïm,ïJ. LorsqueQim =-Qi• ES0(3), puisque (-8.}
0 

est quotienté par ±1, 
- -Qi• I. ~ Qim I., et on est alors ramené au cas précédent. 

Il est nécessaire de se poser la question suivante : 

Pour deux charges distinctes (QiÏm,QJ.),(QiÏm,QiÏe), a-t-on deux couples de 

'?;,ym x ~ distincts ? 
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1- 1- 1- 1- - 1- - -( -) ( -) si Q~ "'· Q~ TI = Q-:"' Q-: TI alors"' = Q.Q-:"' où "'.et "' sont 1 'l' 1 , 1 1 J 'l' J, J J , 'l' 1 1 J 'l' J 'l' 1 'l' J 

voisines de 10 dans x;'s~. Or, 

Lemme (4.48) : il existe un voisinage U de 10 dans x;'s)111 tel que 

si <\> EU et Q<\> EU alors Q = 1 . 

D'après le lemme, on peut alors affirmer que Qi =Qi, donc que les charges 

(QJm ,Qi f.) et (QJm ,Qif.) sont identiques d'où une contradiction. 

On peut alors conclure effectivement que pour deux couples de charges distincts 

(QJm,QJe), (Q)m,Q)e), les deux couples respectifs associés de x;'s)111 x&? sont 

distincts . 

Démonstration du lemme : <\> = 10 + ü E U c x;'s)111 peut se traduire par 1 'existence 

d'un réel strictement positif~ tel que \\ü\\H' ~~,ce qui entraîne \\Vü\\L2 ~ ~ . 

On a vu dans la remarque 2 relative à la proposition (4.47) que Q<\> peut s'écrire 

Q~ = 10 + üQ où üQ = Q- 10 + Qü, avec (vuQ)(o) = Ql 0 - 10 +(QVü)(o) E sym. 

Puisque deplus V'ü(O) Esym,ona QT -Q=QV'ü(O)-V'ü(O)QT. 

Cette égalité peut se traduire dans une base orthonormée directe (eJ dans laquelle 

Vu(O) =(a ii) et Q désigne la rotation d'axe e3 et d'angle 8. Un simple calcul montre 

en effet que Q T - Q et QVü( 0) - V'ü( 0 )Q T sont représentés respectivement dans la base 

(eJ par: 

[
- 2~in8 2 s~ne ~l et 

0 0 0 

[ 
sine( G ~ + G 22 ) 

- sine( G 11 + G 22 ) 

0 

- G 13 (1 - cos 8) - G 23 sin 8] 

G23(-l+co~8)+G 13 sin8. 
G 13(1- cosS)+ G 23 sine 

L'égalité des deux quantités implique alors le système suivant : 

{ 

G 22 sin 8 + G 11 sin 8 = -2 sin 8 { ( G 11 + G 22 + 2) sin 8 = 0 

G 13 (1- cos 8) + G 23 sin 8 = 0 , soit G 13 (1- cos 8) - G 23 sin 8 = 0 , c'est à dire 

G 2/- 1 + cos 8) + G 13 sin 8 = 0 G 2/1 - cos 8) + G 13 sin 8 = 0 

(Gu + G 22 + 2) sin 8 = 0 ( G n + G 22 + 2) sin 8 = 0 

. 2 e . e e . 
2G 13 sm 2-2G23 sm2cos2 = 0, smt 

. e( . e 8) 0 sm2 G 13 sm2- G 23 cos2 = . 
• 2 8 . e e 

2G 23 sm 2+2G 13 sm2cos2 = 0 . e( . 8 8) 0 sm
2 

G 23 sm2+G 13 cos2 = 
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1er cas : sine = 0 ' e = kn 

* si k est pair, e = 2 p7t et sin ~ = sin p7t = 0. Il n'y a donc pas de condition sur 

a13 et a23 , et Q=l. 

* si k est impair, e = ( 2 p + 1 )1t' sin~ = (- 1) p' cos i = 0 et nécessairement 

a 13 = a 23 = 0. Ainsi Q = diag( -1,-1, 1 ), 

Vü( 0) = r~ :: ~ :: ~ ] et VüQ ( 0) = r- ~ ~ ~ u - ~ ~ ~ 22 ~ ] . 

0 0 a 33 0 0 a 33 

Pour que IIVüll L2 ~ E et ((vüQ L ~ E , il est nécessaire que 1' on ait simultanément 

(a 11 ( ~ E et (- 2 - a 11 ( ~ E , ce qui est contradictoire sachant que E est petit. 

erne .8 er * 2 cas: sm2 = 0 , e = 2pn et donc Q = l (voir 1 cas). 

e * 3eme cas : sine # 0 et sin 2 # 0. Le système devient alors : 

Gu +G 22 +2 = 0 
. e e 

G 13 sm 2-G 23 cos2 = 0 

G 
. e G e 

23 sm 
2 

+ 13 cos 
2 

= 0 

. e 
sm-

où det . ~ 
sm-

2 

e 
-cos-i = sin8:t0, 
cos-

2 

ce qui impose Gu + G 22 + 2 = 0 = G 13 = a 23 . 

Or pour que IIVüiiL2 ~ E , il faut !a 11! ~ E et !G 22 ! ~ E donc !G 11 +a 22 ! ~ 2E, 

d'où (G tl + G 22 ( (2 dès que E(l. Ceci est impossible puisque G tl + G 22 = -2. 

En conclusion de cette démonstration, Q = 1 est bien la seule possibilité. 

D'après la proposition (3.35) du chapitre 3, 

~tan~ do~né _ l _ , . 
1 = (lm' le) E -E, Am =km (lm) et A. =k. (re) ,on peut ecrue: 

r----------------------------~---------------------------
-Em = jm(skewm)Ee jm(symm)Eekerkm 1-E. = j.(skew.)Ee j.(syme}Eekerk. 

~----------------------------~---------------------------
(-Em)o = jm(symm)Eeker km / (-3.)

0 
= j.(sym.)Eeker k. 

~--~-------------------------~~--------------------------
lm = jm (skewAm) + jm (symAm) + nm / 1. =je (skewA.) + j. (symA.) + n. 

OÙ nm Eker km OÙ ne Eker ke 
-----------------------------~---------------------------

L'action de S0(3) sur -Em étant donnée par:) L'action de 0(3) sur -E. étant donnée par: 

-----------------------------,----------------------------
QmTm = jm(skewQmAm)+ jm(symQmAm) 1 Q). = j.(skewQ.A.)+ j.(symQ.A.) 

+Qmnm +Q.n. 
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Ainsi, d'après la définition (4.46) de la variété c_C)_,.., dire que (QmÏm,Q.Ïe} E~/y""signifie 
que: 

(
jm (skewQmAm)J =(Fm Um (symQmAm),je (symQeAJ, Qmnm, Qene )Î 
je(skewQeAe} Fe (jm (symQmAm),je (symQeAe), Qmnm ,Qene )j 

D'où la reformulation du problème (P2): 

21 ième reformulation du problème 

(P3): Pour Ïo = (Amo,Aeo,nmo'neJ donnée dans -Bo' VOISine de (6,6) et 

Ï = (Am,Ae,nm,nJ voisine de Ï
0

, trouver (Qm,QJ ES0(3) x 0(3)tel que: 

La charge Ï = (ïm, ïe) sera caractérisée par un couple de paramètres réels (À. m, À. J voisin 

du couple ( 0,0) qui permettra de distinguer la taille ainsi que 1' orientation de chacune 
- -des charges lm et le . 

On remplacera alors: 

l'équation <P(~,.fi) = (Tm,ïe) par <t>(~,.fi) = (Àmlm,À)J,(Àm,ÀJ voisin de (0,0) dans 

R2
. Comme F(6,6) = (6,6) et F'(6,6) = (6,6) on a, pour ( À

111
, ÀJ voisin du couple (0,0) 

F(Àm Tm ,Àe TJ = +IÀ2mD~mF(O,O)(Ïm, Tm)+ 2ÀmÀeD~eF{6,6)(Tm, TJ + À~D~eF(ô,ô)(Te ,Te)] 

+ tiÀ~D~mmF{O,O)(Tm ,Tm, Tm)+ 3À2mÀeD~meF{O,O)(Tm, Tm, TJ + 3ÀmÀ~D~eeF{ô,ô)(Tm ,Te, Te) 

+ À3eD;,eF(6,6)(Te ,Ïe, Te)]+ 0(Ài111 ÀiJ avec i + j = 4 

Or F rn =Pm oF et Fe = Pe oF, donc 

F m(À.Jm ,À.JJ = t["-2mPm 0 D~mF(ô,6)(ïm ,Tm)+ 2À.mÀ.ePm 0 D~eF(6,6)(ïm ,Te)] 

+ i[ À.3mPm 0 D~mmF(ô,6)(ïm, Ïm, Ïm) + 3À.2m"-ePm 0 D~meF(6,6)(Tm, Ïm, Te} 

+3À.mÀ.2ePmoD~eeF(6,6)(Ïm,Ïe,Ïe) ]+o(À.imÀ.ie) avec i+j=4et i~l. 

D'où Fmpeut s'écrire Fm(À.mÏm,À..Ïe)= À.mFm(Àm,Àe,Ïm,Ïe) où Fmest une application 

{ 

Fm(o,ojmje) = 6 

vérifiant Dm~m (o,O,Im, !e): 0 . 

D.fm (o,O, lm, 1J- 0 
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On peut faire de même pour Fe et mettre ainsi une application Fe en évidence possédant le 

même type de propriétés: 

Puisque skew(Qrnkrn (Àrn Ïm)) = Àrnskew(QmArn), 

et skew( Q.k. (À. ïJ) = À.skew( Q.A.), 

les équations de (P3) s'écrivent: 

[
À rn( j~(skewQmAm)-!m(Àm ,Àe :jm (symQmAm):je(symQ.A.),Qmnm ,Q.ne )J] ~ m 

Àe( Je(skewQeA.}- Fe(Àm,Àe,Jm(symQmAm),Je(symQeA.},Qmnm,Qene )] 

. (ÀmHm(Àm,Àe,Am,Ae,nm,ne,Qm,Qe)~ (OJ , 
SOit ( ) = - OU 

ÀeHe Àm ,Àe ,Am ,Ae,nm ,ne,Qm,Qe Q 

Hm et He sont deux applications définies par ces relations. 

Ce qui mène à la formulation définitive suivante : 

3] 3eme reformulation du problème 

(P4) Pour To = (Amo,Aeo,nmo,neo)donnée dans-Eo voisine de(6,6)' T = (Am,Ae,nm,ne) 

voisine de To, trouver (Qm ,Q.) ES0(3) x 0(3)tel que: 

(
Hm(Àm,Àe,Am,Ae,nm,ne,Qm,Q.)Î = (~î 
He(Àm,Àe,Am,Ae,nm,ne,Qm,Q.)) 6) 

Cette dernière formulation, mettant en évidence les équations de bifurcation, sera la 

base de l'étude des solutions de l'équation <1>(~,fi) = (ÀmÏm,ÀmT.). 
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III /ETUDE DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE TRACTION EN 
ELECTRO-ELASTICITE NON LINEAIRE 

t. 

Après l'extension de l'un des théorème fondamentaux de Stopelli [1958] (!) qui 

démontre qu'il existe une solution et une seule au voisinage de(l 0 ,iia) pour (.Àm,Àe) 

proche de (0,0) si la charge Ï = {ïm,ï.) n'a pas de couple d'axes d'équilibre, on montrera 

que ceci n'est plus vrai au voisinage des solutions triviales (Ql 0 ,QÏI0 ) avec QeS0(3), 

le nombre des solutions et leur stabilité dépendant du type de Ï = (ïm, ï.) . 

1-Etude des solutions de <t>( q,,fl) = (À.Jm ,À..Ï.) au voisinage des solutions triviales 

(Ql 0 ,Qll0) avec QeS0(3), lorsque Ï = (ïm ,ï.) est de type (0,0) ou (0,0'). 

1] Solutions de <t>(q,,fl) =(À. rn Ïm ,À..Ï.) voisines de(l 0 ,ll0), pour Ï = (ïm, ï.) sans 

couple d'axes d'équilibre 

Théorème (4.49): Soit Ï = (ïm, ~) E ..30 , sans couple d'axes d'équilibre. Pour (À rn ,À.) 

suffisamment proche de (0,0), il existe un unique couple (~,ii) de ~sym x 0iP et un 

unique Q dans un voisinage de l'identité dans S0(3) tels que le couple 

(<t>,fi) = (Q-1~,Q-1 rr) soit solution du problème de traction <t>(q,,fl) = (À.Jm ,À..ïJ 

Démonstration: Ï = (ïm,ï.) étant fixé, Am,nm,A.,n. sont fixés. 

R2 x S0(3) x 0(3) ~ skew E9 skew 
Soit H r application définie par H : (À À Q Q ) H(À À Q Q ) 

m' e' m' e ----)> m' e' m' e 

où 

( )
-(skew( QmAm)- Fm (À rn ,À. ,sym( QmAm),Qmnm ,sym(Q.A.), Q.n. )J 

H À.m,À.e,Qm,Qe - ( ) - ( ( ) ( ) ) skew Q.A. -F. À.m,À.e,sym QmAm ,Qmnm,sym Q.A. ,Q.n. 

Le but est de déterminer, Ï étant fixé, le (ou les) couple(s) (Qm,Q.) eS0(3) x 0(3) 

tel(s) que (Qm(À.mÏm),Q.(À.J.)) E'--W, soit H(À.m,À.e,Qm,Qe) = (0,0). 

On utilise le théorème des fonctions implicites. 
Puisque on cherche à déterminer des déformations <P proches de 10 , on verra qu'il est 

nécessaire de chercher Qm voisin de l dans S0(3 ). Par contre aucune condition de cet 

ordre n'est fixée sur le vecteur fi, donc par conséquent sur Qe de 0(3). Toutefois, pour 
utiliser la propriété d'équivariance (4.42) de J'application <l> concernant le couple 

(Qm(À.Jm),Q.(À..Ï.)) e&, il est nécessaire que Qm = Q. eS0(3). 
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La différentielle de H en (O,O,I,Q), où Q est quelconque dans 0(3), est définie par: 

Si l'on note B = (~ ~' B-
1 

= (~ ~T). 
On peut remarquer que DH(O,O,I,Q)=Ad(B) o DH(O,O,I,I), 

où l'application Ad(B) est définie sur ~3(R) par Ad(B): M 1--7 B M B-1 
. 

Ad(B) est un isomorphisme de skewEf1 skew sur skewEB skew. 

Puisque 1 = {ïm, ïe) n'a pas de couple d'axes d'équilibre, d'après la proposition (3.32) du 

chapitre 3, DH( 0,0,1,1) est un isomorphisme de T1S0(3) x Tp(3) sur skew EB skew, d'où 

DH( 0,0,1, Q) est un isomorphisme de T1S0(3) x TQ 0(3) sur skew EB skew. 

Il existe alors un voisinage U rn x U. de (0,0) dans R2
, 

il existe une unique application Qm définie par : 

Qrn:U( rn xU). ~S0((3) ),declasseC1 avec QJü,ü)=l, 
Àrn,Àe ~ Qrn Àrn,Àe 

il existe une unique application Q. définie par: 

U m X U e X 0(3) ~ 0(3) 
1 

Q. : ('A À Q) Q ('A À Q)' de classe C avec Q.(O,O,Q) = Q 
m' e' ~ e m' e' 

tels que H(Àrn,Àe,Qrn(Àrn) .• ),Q.(Àm,Àe,Q)) =O. 

On cherche maintenant Q tel que Q. {'Arn,Àe ,Q)=Qm ('A 111 ,À.). 

L'application Q., qui est de classeC1 sur Urn x U. x 0(3), vérifie DQQ.(O,O,Q) = 1 qui 

est un isomorphisme de TQ0(3) sur TQ0(3). Donc d'après le théorème des fonctions 

implicites, il existe un voisinage U'm xU'. de (0,0) dans R2
, 

il existe une unique application Q définie par : 

u'm x u~ ~ 0(3) 1 
Q : ( ) ( ) , de classe C avec Q(O,O) = Q 

Àm,Àe ~ Q Àm,Àe 

tels queQ.(Àm,Àe, Q(Ârn,Àe)) = Qm (À rn ,À.)· 

On a alors H(Àrn,Àe,Qrn(Àrn,Àe),Qm(Àrn,Àe)) = 0, 

SOit ( Qm (ÀnPÀe)(Àmï.,J,Qm (À 111 ,À.)(Àe T.)) E &Y· 

A cet unique couple de c.-O)r- associé à la charge Ï = (ïm ,ïJ, grâce à la proposition (4.47) 

on associe un unique couple {ëi>ï.m,ï.e ,IÏ:ï.m,ï..) voisin de (1 0 ,TI0 ) dans '€',ym x crt!P tel que 

(Q~(Àm,À.)(j)ï.m,ï.e ,Q~(Àm,Àe)fiï.m)'J soit la solution (unique) des équations 

d'équilibre (E). 
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En effet, 

<P(Q: (À rn ,Àe)<i>/.m,/•e 'Q: (À rn ,Àe )I\.m,/•e) 

=Q~ (1-m ,!-.)( Qm (1-m ,t-.)(1-m Tm), Qm ('-rn,!-.)(!-. T.)) 

=(/-rn Tm ,Àe~) , 

et Q: (Àm,Àe)<i>i.m,ï·e est voisin de Q1 0 puisque ëj),_m,i•e appartient à ~ym donc voisin de 

1 Q et Q rn (À rn' t-.) est aussi voisin de 1. 

2] Solutions de <1>(~,fi) = (t-mTm,t-).) voisines des solutions triviales {Q1 0 ,QTI0 ) 

avec QES0(3) pour T =(Tm, T.) de type (0,0) ou (0,0') 

D'après l'unicité de la solution <1>(~,ti) = (t-mTm,t-).) voisine de (1 0 ,ll0 ) pour 

(1-m,À.) proche de (0,0) et T =(Tm,~) sans couple d'axes d'équilibre, on cherche 

maintenant à déterminer le nombre de solutions voisines des solutions triviales 

(Ql 0 ,Qll0 ) avec QES0(3). 

Comme l'ont montré D.RJ. CHILLINGWORTH, I.E. MARSDEN et Y.H. 
WAN dans les deux articles intitulés " Symmetry and Bifurcation in Three-Dimensional 

Elasticity Part I. and Part IL" (l), la réponse dépend du type de la charge T = (Tm, T.) . Dans 

ce travail, on ne traite que les cas les moins compliqués que sont ceux des charges de 

type (0,0) ou (0,0') (T = (Tm,J.) E-30 et Test sans couple d'axes d'équilibre). 

Théorème (4.50): Soit T = (Tm,T.) E ..30 , de type (0,0) ou (0,0'). Pour {1-m,À.) 

suffisamment proche de (0,0), dans un voisinage d'un couple de solutions triviales 

(Ql 0 ,Qfr0 ) avec QES0(3), l'équation <1>(~,ft) = (t...m Tm ,t...).) admet soit... 

-1er cas: 1 unique couple solution lorsqu'aucun vecteur propre de km(Tm) n'est vecteur 

propre de k. (ï.). 
-2ème cas : 2 couples solution exactement lorsqu'il existe un unique vecteur qui soit 

vecteur propre simultanément de km (Tm) et k. (TJ. 

-3ème cas : 4 couples solution exactement lorsque les vecteurs propres de k rn {Tm) sont 

aussi vecteurs propres de k. (ï.). 
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Remarque: comme il sera possible de le voir à travers la démonstration, il n'y a pas 
d'intermédiaire entre le 2eme cas et le 3eme cas. 

Démonstration: Soit Ï = (ïm je) un couple de charges de -Eo de type (0,0) ou 

(0,0'). Le couple (ÀmÏm,ÀJJ est du même type. D'après les propositions (3.43) et (3.47) du 

chapitre 3, ( e Î-m~ xe "-eÎe) n -Eo est formée de 32 couples de charges du même type 

que le couple initial 1 =(Tm je), soit(Qmi(ÀJm),Q.i(ÀJ.)) avec i E {1,2,3,4} et 

jE {1,2, ... ,8}. 

En remarquant que les transformations orthogonales {Q.i}. sont du type 
JE{\,2, ... ,8} 

{±QejLe{l,2,3,4} avec Qej eS0(3), (e,_mJ;., xe,•eÎe)n((-Em)o EB(l?et) consiste en 16 

couples de charges qui sont sans couples d'axes d'équilibre. 

D'après le théorème généralisé de Stopelli appliqué à (Qmi(ÀmÏm),Q.i(ÀJe)), pour 

(Àm,ÀJ voisin de (0,0), il existe un unique couple (~ii,tiiJ voisin de (tn,fi0 }dans 

gsym x ~"' et un unique Rij voisin de 1 dans S0(3) tels que le couple 

(<Pii,tiiJ = (Rij 1~ii,Rij 1 llii) soit solution du problème CX>(q,,fi) = (Qmi(Àm Im),Qei(ÀJe)) 

avec (q,,ti) voisin de (1 0 ,ll0 ). 

On utilise maintenant la propriété d'équivariance de ci> qui nécessite l'égalité Qmi = Qei. 

Trois cas se présentent alors : 

-1er cas : si aucun vecteur propre de k rn (Im) = A rn n'est vecteur propre de ke (Te) = A e ' 

seule 1 vérifie la condition Q mi = Qei . 

-2ème cas : s'il existe un unique vecteur u qui soit vecteur propre simultanément de 

Am et Ae, alors 1 et Q(u,rr) sont les deux uniques rotations communes. 
-3ème cas: s'il existe plus d'un vecteur qui soit vecteur propre simultanément de 
Am et Ae, alors nécessairement Am et Ae sont diagonalisables dans la même base et 

quatre rotations sont communes. 
Par conséquent, parmi les seize couples de charges de type (0,0) ou (0,0'), on en retient 

respectivement que 1, 2 ou 4 qui sont alors de la forme(Qi (À rn Ïm),Qi (Àeï.)) . 

Puisqu'alors 

ci>(Ri 1~i ,Ri1lli) =(Qi (Àm lm), Qi (ÀJ.)), ci>(Qi 1Ri1 ~i ,Qi
1
Ri

1
lli) = (Àmlm,ÀJ.). Donc 

les couples (Qi1Ri1 ~i,Qi1Ri1 lli) sont solution de l'équation ct>(q,,fi) = (Àmlm,ÀJ.) et 

sont de plus voisins des solutions triviales du type ( Q1 0 , QÏi0 ) avec QeS0(3) puisque les 

couples (Ri1 ~i ,R;1fii) sont voisins de (1 0 ,ll0 ). 

Dans les cas où ils sont au nombre de 2 ou 4, les couples (Qi1Ri1 ~i,Qi1Ri1 lli) sont à 

priori deux à deux distincts. Pour le vérifier, il suffit de montrer qu'à deux couples de 
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charges distincts de (e,_mL x eï.,ï.,)n((-Em)o EB(-Ëe)o) correspond deux couples 

distincts de ~ x -0Z? . 

Si on considère les deux couples de charges distincts (Qi (À Jm ), Qi (À).)) et 

(Qi(ÀmÏm),Qi(ÀJJ) ,alors on a Qi :;tQi. Si les deux couples (Q~1 R~1 ~i,Q~1 R~1 fli) 

et (Qj1 Rj1 ~i,Qj 1Rj1 lli) étaient identiques, on aurait Q~1 R~~"$; = Qj1 Rj1 ~i avec 

{

Qi,Qj ES0(3) 

R. R. voisins de l dans S0(3) soit~.= R.Q.Q~1 R~1~ 
[' J ' 'l' [ [ [ J J 'l' J . 

(Fi, (Fj voi sin s de 1 Q dans ~sym 

l étant voisin de lQ dans ~sym, R;Q;Qj'Rj'~i et ~i sont voisins de lQ dans ~sym 

avec R;Q;Qj1Rj1 ES0(3). D'après le lemme (4.48), on a alors RiQ;Qj1Rj1 = 1 soit 

Qi= R~1 RiQi,etdonc QiAm = R~1RiQiAm OÙ Am= km(lm) ESym. 

On pose Q .A = B Q A = B et R~1R. = Q 
1 rn ' J rn 1 J • 

Puisque QJm et QJm appartient à(-Bm)
0

, QiAm et QiAm sont symétriques et Q est 

voisin de 1 dans S0(3 ). 
On est ramené à un résultat déjà utilisé dans la proposition (3.43) du chapitre 3 : 
Puisque B = QB avec B E sym, B E sym et Q E S0(3), B2 = B rB= A~ = B2

. Les 

deux matrices B et B, qui sont diagonalisables, le sont nécessairement dans la même base 
de vecteurs propres et les valeurs propres associées sont soit identiques, soit opposées. 
Puisque de plus Q E S0(3) , on se ramène à quatre cas : 

Q =1, Q = diag (-1,-1,1), Q = diag (-1,1,-1), Q = diag (1,-1,-1). 
Puisque de plus Q est proche de 1, l'unique cas possible est l. Donc R; =Ri et Qi =Qi. 

L'égalité Qi =Qi est contradictoire avec l'hypothèse, d'où les deux couples 

(Q~,R~'~ Q~1R~'rr) et (Q~'R ~~~ Q~1R~'rr.) sont nécessairement distincts [ [ 'l' [' [ [ [ J J 'l'J' J J J . 

Remarque :D'après les deux dernières démonstrations, entre autre par le fait que les 

applications (Àm,À.)HQm(Àm,Àe) et (Àm,À.)HQ.(Àm,ÀJ soient de classeC'sur 

un voisinage um x u. de (0,0), il est clair que les couples solution dépendent 

continûment de (À rn, À..) qui caractérise la taille ainsi que 1 'orientation des charges. 

De façon plus précise, on démontre que si Ï est un couple de charges voisin de Ï0 dans 

-Eo, tous deux de type (0,0) ou (0,0'), alors les couples solution relatifs au couple 1 sont 

proches des couples solution relatifs à Ï0 . Pour cela, il suffit de démontrer que les 

rotations Qi telles que les couples (Q;(ÀmÏm),Qi(ÀJ.)) appartiennent à l'espace -30 

sont proches des rotations Q0; telles que les couples (Qo;(ÀmÏm0 ),Q0;(ÀJ.o)) 

appartiennent à -30 . 
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Si Ï est voisin de Ï0 ,avec Ï={(Fm,FJ(~m'~J}et Ïo={(Fmo,Feo),(~rno'~eo)},ona: 

JIIF rn- F rnoll
2 

dV + JIIFe- Feof dV + Jll~rn- ~mof dA+ Jll~e- ~eoll
2 

dA (E
2 

Q Q èQ èQ 

où E est un réel strictement positif suffisamment petit . 

Puisque nest borné, on a alors ((Fm -Fmo(( ( kE, ((Fe -Feo(( ( kE,((im -imo(( ( kE et 

((re - t eü (( ( kE pour presque tout X de Q , k étant une COnstante positive. 

On peut donc écrire que : 

F = F0 + O(E) et i = i 0 + O'(s) où F}0 , i, i 0 désignent les charges d'origine mécanique, 

respectivement d'origine électrique. 
D'où 

A= k(T) = k(~) + O(s) = A 0 + O(s). 

Si (Qot0 ,Q0 leo) e(-Em)o EB(-Èe)
0

, d'après la bijection de km et ke (respectivement 

ke) dans le cas des couples de charges de type (0,0) (respectivement (0,0')), on a 

( QOAmo 'QOAeo) E ( e Arno x e A.o) n Sym . 

Puisque Q 0Amo E Sym , (Q 0Amor = Q 0Arno, soit Arno= Q 0Am0Q0 . Or d'après les 

expressions des rotations Qi, on peut affirmer que Qi=Q~1 , donc Arno= Q0Am0Q~1 . De 

même Aeo = QoAeoQ~~. 

Puisque (Q(E)lm(s),Q(s)Trn(E)) e(.Em)o EB(-Èe)
0

, on a aussi 

Arn(s) = Q(s)Am(s)Q-1(s) et AJs) = Q(s)AJs)Q-1(s). 

Donc pour les couples de charges d'origine mécanique, respectivement électrique, on a 

Q(s)A(s)Q-1(s) = A(s), soit Q(s)[Ao + O(s)]Q-1(s) = A 0 + O(s). 

Or A 0 = Q0A 0Q~
1 ou A 0 = Q~1A 0Q0 , donc 

Q(s)Q~1 A 0Q0Q-1 (s) + Q(s)O(s)Q-1 (s) = A 0 + O(s), soit 

Q(s)Q~1Ao(Q(s)Q~1 ri- Ao = Ô(s) où Ô(s) = O(s)- Q(E)O(s)Q-1(E). 

A , fi , . d . l' l' . S0(3) ~ ~J(R) 
0 etant 1xee, on mtro mt app 1cat10n <pA : 

a Q ~ QAoQ-1 -Ao. 

Cette application vérifie <pA (l) = 0 . 
0 

Pour déterminer la différentielle de <p Aa en l , on considère un intervalle I centré sur 0 et 

la famme des rotations (QJtEI définie par: 

I ~ S0(3) dQ(t) 
Q : p( ) où M E so( 3) , avec Q( 0) = 1 et -d- = M E so( 3) . 

t ~ ex tM t t=o 

d<p Ao (Q( t}) 
dt 

dQ(t) dQ-1(t) 
- _d_t_ Ao + Ao dt 

t=Ü 
t=Ü t=Ü 

so(3) ~ 
donc D<p A (l) : 

o M 
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Dans la base des vecteurs propres de A 0 , de valeurs propres associées a, b et c, 

A~ diag(a,b,c), M J~, r~, -~~'],et 
lm2 -ml 0 

- m3 (a- b) m2 (a- c)J 
0 ro 1(c-b) . 

m1(c- b) 0 

Puisque A 0 est de type 0 (ou 0'), les valeurs propres a, b, c sont deux à deux distinctes, 

donc Dcp Ao (1) est un isomorphisme. D'où d'après le théorème des fonctions inverses, il 

existe un voisinage U de 1 dans S0(3) et un voisinage V de 0 dans @t?3 (R) tels que 

cp A soit un difféomorphisme de U sur V. Par conséquent, lorsque E ~ 0, Q(s)Q~1 ~ 1, 

soit Q(s) ~ Q0 . D'où le résultat. 

On vient en fait de montrer que, pour T = (Tm, Te) suffisamment voisin de T0 = (Tmo, ~0 ), 
le problème <1>(~,fr) = ("'-mTm,"'-)J admet respectivement 1, 2 ou 4 couples solution, et 

que la configuration des charges de types (0,0) ou (0,0') est stable pour de petites 

perturbations du couple de charges T0 . 

2-Etude de la stabilité 

On étudie maintenant la stabilité des solutions trouvées, qui se définit ainsi : 

Définition (4.51) : Soit Î0 = (Tmo, Îeo) un couple de charges fixé. 

La déformation <1>, telle que le couple (<!>,fr) soit solution de <t>(<J>,fr) = Î0 , est dite stable 

si elle réalise un minimum local de l'énergie potentielle 

V~ ( ~) = J w( X, F, fr }ix - {îo , ~) , où 
Q 

(T,~) = f (F rn + F.) · t/>(X)dX + f (rm + r.) · t/>(X)dA = Tr[k(T, 4>)]. 
Q 00 

Si 4> n'est pas stable, l'indice de <P est défini comme la dimension du plus grand sous-

espace vectoriel des ü ET</>~, tels que V~ ( ~) décroisse le long d'une courbe tangente à 

ü en <1> (l'indice 0 correspond donc à la stabilité). 

On montre dans un premier temps que les déformations <1> 0 telles que ( <1> 0 , TI0 ) soient 

solutions de <1>( ~'fr} = Ï0 sont les points critiques de V,_Ïo . 

T ~ ~ R 
On cherche alors à déterminer la différentielle D<l>o V1.ï : "'-uo ( ) 

'<l ~ D <l>o V1.ïo ü . 
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cg où ddahh 1 = ü et ahlh=O = cl>o . 
ah h=o 

IcR ~ 
Soit a : h ~ 

n,. v,4 (ü) ~ d~I,.J w(x,r,ti)lx- (ü;,,ü) ~ r:t, (x,r,rr)dx- (~cl;,, ü), 

Dq,OV,_~(ü) = J8;'1 :VüdX-(ÀÏo,ü)= J EPo:VüdX-(ÀÏo,ü). 
Q h=O Q 

Or on a la relation EP0 :Y'ü = DIVxUP0 ü)- (DIV x EP)ü. 

Donc D~o v~.~ (ü) = J UPoü). NdA-J (DIV x EPo)· üdX- {ÀÏo, ü)' 
Q Q 

soit Dq,
0 
VÀ~ (ü) = (<1>(~ 0 ,ÏJ0 ),ü)-(À~,ü) car UP0 ü)·N = (EP0 N)·ü, 

soit encore Dq,
0 
VÀ~ (ü) = ( <1>(~ 0 ,Ïi0)- À~, ü). 

D'où ~0 estunpointcritiquede VÀ~ équivautà (<I>(~o,fio)-À~,ü)=o Vü ETq,ocg 

équivaut à <1>( ~0 ,Il0 ) = ÀÏ0 . 

L'étude de la stabilité se fait à l'aide de la différentielle seconde de v~.~ en $0 : 

D2 V~ .(T<Pocgr ~ R 
.Po À~ • (- -) ----"- D2 V (- -) . 

U, V -----,. .Po À~ U, V 

Cette différentielle seconde définie une forme bilinéaire en ( ü, v) . Puisque ~ 0 est un 

point critique de VÀ~, <Po est stable, c'est à dire réalise un minimum local de l'énergie 

potentielle , lorsque la forme quadratique associée û E Tq,
0 
cg~ D~o V~.~ { û, ü) est définie 

positive. Ce résultat découle directement du lemme de Morse. Il sera pratique, étant 
donné le raisonnement que 1' on est sur le point de suivre, de se référer pour ce lemme à 
la version donnée par TROMBAcl) ou par GOLUBITSKY & MARSDEN(2). 

On peut remarquer, d'une part, que pour tout Q E S0(3), d'après le pnncrpe 

d'objectivité, pour une déformation <Po fixée, w(X,Q<IJ 0 ,ii0 ) = W(X,</J 0 ,ii0 ) =ete, en 

d'autres termes, la fonction énergie est constante sur l'orbite de <P 0 . On décompose par 

conséquent Tq,
0
'(; en Tq,

0
'(;=(Tq,

0
0q,JEB(Tq,

0
0q,Jj_ et donc on effectue l'étude de la 

stabilité sur chacun des deux sous espaces. 
D'autre part, on peut aussi remarquer que, dans l'étude des solutions proches des 

solutions triviales (Ql 0 ,fr0 ), plus le paramètre À= (Àm,À.) est voisin de (o,o), plus 

les solutions Q;R;~i sont voisines de Q; (= QJ :les solutions dépendent continûment 

du paramètre À . Ainsi, dans la démonstration qui va suivre, on pourra se placer dans un 

premier temps dans le cas où la déformation solution est ~ 0 = Q1 {= Q), puis dans un 

second temps, conclure quant à la stabilité de la solution cl> 0 proche de Q 1 par un critère 
de continuité. De plus aucune erreur ne pourra être commise au niveau de l'univocité de 
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la stabilité entre les solutions triviales Qi et les solutions QTRT$i correspondantes car 

on sait que la configuration des charges est stable pour de petites perturbations de Ï0 . 

* Sur (T 0 )J. : <Po <Po 

D~o vü, (li)= J Vu:( 02~) : Vud.X- o 
o OF ) o 

Pour ~ 0 = Q, soluüon triviale du problème, grâce à l'hypothèse d'ellipticité (H2 ), on a: 

o2 W o2 W o2 W 2 

Vu: oF oF :Vu+ 2Vu: oFoii . p +p. oiioii . p ~ s//( e( u), p )// 

où s désigne un réel strictement positif et !!( e(u), p)!! = su~lle(u)lléle, ,jjpjjlll). 

Ici, pour p = 6 , on a: 

D~o V~.Ïo (li)~ s flle(u)//~, dX. 
Q 

Or ûeHi ~{uen' 1 u~ô sur a, et (a;;v:vu)-N~o sur a,} car le tenseur a;;v 
est appliqué en ~ 0 = Q. D'après la 1er égalité de Korn, on a de plus: 

(4.52) pour tout li EH~, J //e(u)//~'~~"3 dX ~ 11//u//~1 avec TJ)O, 
Q 

soit D!o Vï.Ïo (li)~ cilull~1 avec c)O. 

D'où pour tout li E(T<I>o 0<1>o r avec $0 = Q, D~o V~.Îo (li)~ cilüll~1 
Par un argument de continuité sur À , on a alors : 

pour tout u E ( T<l>o 0 <Po r, D~o V~.Îo (li)~ c//u//~1 . 

On peut conclure que dans la direction transverse à 0<1>o, pour $0 proche de Q, la 

forme quadratique est définie positive, c'est à dire que la solution $0 est stable. 

*Sur Tct>o 0<t>o : 
On sait que sur 1 'orbite de 4> 0 , la fonction énergie est constante, 

donc v,_Îo (Q<?o) = C1
e- (Àlo,Q<?o). 

<1> 0 étant un point critique de l'application V~.Îo définie sur <tg , il 1 'est aussi pour la 

v~ restriction J.Io e . 
<Po 

<tg ~ R 
On introduit alors 1 'application 1 définie par 1 : $ ~ 1($) = (1J0 ,$) · 
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Puisque v,.lr, ( Q<l> 0 ) = c te - 1( Q<j> 0 ) , on peut affirmer que <V 0 est aussi un point critique de 

1~ et que la stabilité de <j> 0 dépend de l'indice de la différentielle seconde 
~~<Po 

D!o(/e~J · 
Comme pour 1 'étude sur ( T<l>o 0 <Po ) .L , grâce à un critère de continuité on peut choisir la 

déformation <V 0 = Q . 

Il faut tout d'abord vérifier que Q est bien un point critique de li'> = li'> . 
/~Q ;~,0 

D'après l'extension de l'alternative de Fredholm (4.33), on a 

ImD<1>(1 0 ,fi0 ) = {(ïm,ïe) E Em EB -E./ (ïm ,KX) = 0 et (ïe ,KX) = 0 VK E skew}. 

( 
- - ) ( ) ( · ) {(QÀ.mÏm0 ,KX) = 0 VK Eskew 

QÀ.m 1mo,QÀ.e leo E )?rn 0 ffi -Be 0 SSi ( - • ) · 
QÀ.e leo ,K x = 0 VK E skew 

. {(À.mÏm0 ,QrKX) = 0 VK Eskew 
SSl ( - T , ) , 

Àeleo,Q K x = 0 'ltK E skew 

·{Dlm0 (Qr)(KX) = 0 VK Eskew 
ssi Dl.

0
(Qr)(K'X)=O VK' Eskew 

ssi Dl(QrXKX,K'x) = 0 v(K,K') E(skew)2 

ssi Q r est un point critique de Dl~ , 
;~," 

d'où le résultat puisque les rotations qui interviennent ici vérifient Q r = Q . 

Pour étudier la stabilité, Il faut déterminer D~(Je,J. 
I ~ S0(3) 

Soit alors l'arc paramétré exp : ( ) où W E so(3) = skew. 
t ~ exp tW 

! (exp(tW)t=o = W ET;S0(3) et ! (exp(tW)Qt=o = WQ ETQS0(3) 

Pour l'application t ~ l(exp(tW)Q), on a: 

:t2

2 l(exp(tW)Q) = :t2

2 ((À.Ï0 ,exp(tW)Q)) = (À.l0 ,W
2
Q) 

1=0 1=0 

= Tr[km (Àm Ïmo' W
2
Q)] + Tr[ke (Àe Ïeo' W

2
Q)] 

=Ir[ km (Àm Ïm0 ,1 0 )QTW2
] +Ir[ k. (Àe Ï:0 ,1 0 )QTW2

] 

= Tr[AmQW2 )+Tr[AeQW2
) 

= Tr[W2QAm)+Tr[W2 QA.). 

On note ffi le vecteur tel que pour tout ü ER 3 Wü = ffi A ü. 

La matrice W2 vérifie W2 =ffi® ffi- ffffi[[
2 
l. 

Donc W2QA = (ffi® êô)QA- ))ffi))2 QA =ffi® ( QAffi)- ))ffi))
2 
QA, 
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soit Tr(W2 QA) =(ffi, QAffi) -llffilf Tr(QA) = ((OA- Tr(QA)t)cü,ffi). 

D'où :t: l(exp(tW)Q) = ((OAm -Tr(QAJt)ffi,ffi)+((OAe -Tr(QAe}t)ffi,cü), 
t=O 

soit D!o Vï_~ (ü) = ((Tr( QAm )t- QA m )ffi,ffi) + ((Tr( QAe )t- QAe )cü,ffi). 

La solution triviale Q est alors stable si la somme des deux formes quadratiques 

qm :ffi~ ((Tr(QAm)l-QAm)ffi,ffi) et qe :ffi~ ((Tr(QA.)l-QAe)ffi,ffi) est une forme 

quadratique définie positive. 
L'étude de la stabilité de la solution Q se ramène ainsi à l'étude des deux formes 
quadratiques q m et q e . Pour déterminer leurs expressions relativement à une base, il faut 

se rappeler que puisque T =(Tm, Te} E (-Em)o EB (-Ee}
0

, les matrices Am =km (Tm) et 

Ae = ke (Te} sont symétriques ce qui permet de les diagonaliser. On se référera alors à 

l'étude du chapitre 3. Pour homogénéiser les notations, on notera dans la suite a, b, c les 
valeurs propres de A 

111 
et a', b', c' celles de A e . 

Etude de la 1 ere forme quadratique q m : 

Puisque Tm est choisi de type 0, d'après le chapitre 3 on sait que l'on a au maximum 

quatre possibilités pour la rotation Q. On va pour chacune d'elles traduire la matrice de la 
forme quadratique relativement à la base orthonormale directe constituée des vecteurs 
propres de Am. Cette matrice étant diagonale, 1 'indice de Q est alors le nombre de 

valeurs (strictement) négatives de la diagonale. 

Pour Q 0 =diag(l,l,l)=l, Tr(QA
111
)l-QA

111 
=diag(b+c,a+c,a+b) 

Pour Q 1 = diag( -1,-1,1) , Tr(QAm)t- QA 
111 

= diag( -b + c,-a + c,-a- b) 

Pour Q 2 =diag(-1,1,-1), Tr(QAm)l-QA
111 

=diag(b-c,-a-c,-a+b) 

Pour Q 3 = diag(1,-1,-1) , Tr(QA m)t- QAm = diag(- b- c,a- c,a- b) 

Pour des raisons de symétrie, on peut supposer a(b(c. De plus Tm étant de type 0, on a 

(a+ b)(b + c)(c +a) =1= 0. 8 cas se présentent alors: 

li(a(b(c 
a(O(b( c a(O(b(c a(IJ(b(c a(b(O(c a(b(O(c a(b(O(c 

a(b(c(O 
et et et et et et 

lal<ihi<ld 1 bi <1 al <Ici lbl<ld<lal lcl<lbl(lal lbl<lcl<lal lbl(lal<lcl 

indice de Qo 0 3 0 2 " 2 1 .) 

indice de Ql 1 0 0 0 0 0 0 

indice de Q2 2 2 2 1 1 1 2 1 

" " 3 2 " 3 .) .) .) indice de Q3 3 2 
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On peut conclure que lorsque lal(lbl(lcl, Q0 est stable , sinon dans les autres cas, c'est Q 1 

qui est stable, c'est à dire la rotation d'angle 1t autour de l'axe défini par le vecteur 
propre dont la valeur propre associée est la plus grande (ici la valeur c). 
Pour la 2nd forme quadratique, l'étude est identique car bien qu'éventuellement une 
unique valeur propre peut s'annuler, cette unicité n'implique pas la nullité des valeurs 

propres de Tr(QAe)l-QAe. 

Afin de conclure pour la forme quadratique q = qm + qe, il faut considérer les deux 
problèmes suivants : 

- -* l'indépendance des charges lm et le implique d'une part l'indépendance des bases 

orthonormales (directes) dans lesquelles Am= km(ïm) et Ae = ke(ïe) sont 

diagonalisables, et d'autre part l'indépendance des valeurs propres a, b, c de Am avec les 
valeurs propres a', b', c' de Ae. 

* la propriété d'objectivité de <l> rencontrée dans le théorème d'existence des solutions 
impose que la rotation Q soit identique pour chacune des deux formes q rn et qe . 

D'où la situation dans laquelle on puisse faire une lecture immédiate à partir du tableau 
ci-dessus (le tableau relatif à la charge électrique étant similaire), est celle où les deux 
formes quadratiques sont toutes deux définies positives. Dans ce cadre, on va alors 
reprendre les 3 cas de figure du théorème précédent et préciser, lorsque cela est possible 
sans une étude plus approfondie, la stabilité des solutions. 
1er cas: Si aucun vecteur propre de Am n'est vecteur propre de Aeo alors Q0 = l. 

D'après le tableau si les valeurs propres de Am, et respectivement celles de Ae, sont 
rangées dans le même ordre que leurs valeurs absolues, alors Q0 = 1 est stable. 
2eme cas: S'il existe un unique vecteur ü qui soit simultanément vecteur propre de Am et 

de Ae, alors soit Q0 = l, soit Q = Q{ü,rr). 
Les conditions de stabilité de Q0 = l sont les mêmes que celles citées précédemment. 

Si elles ne sont pas remplies, et si la valeur propre associée à ü de A rn, et 
respectivement celle de Ae, est la plus grande dans l'ensemble des valeurs propres de 

Am, respectivement de A e, alors la solution triviale Q = Q( ü, 1t) est stable. 
3eme cas: Si les vecteurs propres de Am sont aussi les vecteurs propres de Ae, alors on a 

les quatre rotations possibles pour Q. 
Les conditions de stabilité de Q0 = 1 sont les mêmes que précédemment, ainsi que celles 

de Q = Q( ü, 1t) où ü est un vecteur propre commun à A rn et Ae, qui admet comme 
valeur propre associée pour A rn, et respectivement pour A e , la plus grande dans 

1 'ensemble des valeurs propres de A rn, respectivement de A e . 

La situation où les deux formes quadratiques sont toutes deux définies positives, n'est 
qu'une condition suffisante à notre problème, mais pas nécessaire. 
On peut ainsi envisager , par exemple, la situation suivante : 

les charges Ïm et Ïe sont telles que Am= km(ïm) et Ae = ke(ïe) soient diagonalisables 

dans la même base orthonormale directe, de valeurs propres associées respectives a, b, c 
et a', b', c' où a(O(b(c avec lbl(laJ<]cl et 0 ~ a'(b'(c'. Alors la solution Q0 = 1 n'est pas 

stable relativement à la forme quadratique qm mais, par contre, l'est relativement à qe. 
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Dans cette base, la forme quadratique q = qm + q. est représentée par la matrice 

diagonale diag(b + c + b'+c';a + c + a'+c';a+ b + a'+b'). Ici b +c)O, b'+c')O donc 

b+c+b'+c')O; de même a+c)O, a'+c')O donc a+c+a'+c')O. Par contre 

a+b(O et a'+b')O. Si on pose, par hypothèse, la'+b'l)la+bl, alors a+b+a'+b')O. D'où 

la fonne quadratique q est définie positive. 

En conclusion : 

Proposition (4.53) :Soient T =(Tm,~) E .20 une charge de type (0,0) ou (0,0'), 

A= k{T) se décomposant en A= Am +A, avec Am= km {Tm) et A,= k,{~), et 

SA = {o ES0(3) 1 (QAm,±QA.) Esym œ sym} = {o ES0(3) 1 (QTm ,±Q~) E-Bo}. 

SA , regardé comme sous-espace de 'g' , est 1 'ensemble des points critiques de 1~ . /tl0 

La rotation Q = l E SA est stable si les valeurs propres de A rn, et respectivement celles 

de A., sont rangées dans le même ordre que leurs valeurs absolues. 

Sinon, s'il existe au moins un vecteur propre u commun à Am et A., alors la rotation 

Q = Q( u, 1t) E SA est stable si la valeur propre associée pour A rn, et respectivement pour 

A., est la plus grande dans l'ensemble des valeurs propres de Am, respectivement de 

A •. 

Nota Bene: Les conditions de stabilité exprimées dans la proposition (4.53) sont 
suffisantes mais non nécessaires. Il peut se produire qu'une solution instable au sens de 
1 'élasticité (donc relativement à la forme q rn ) puisse devenir stable au sens de 1' électro-

élasticité (donc relativement à la forme q = q m + qe ) grâce à un phénomène de 

compensation due à la partie électrique. Le champ électrique peut ainsi avoir un rôle 
d'effet stabilisateur dans le problème de traction en électro-élasticité. 
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CONCLUSION 

Le phénomène de bifurcation lors de la linéarisation du problème de traction n'est 
pas facile à appréhender de façon intuitive et expérimentale. Ce travail établit à nouveau 
l'unicité de la solution répondant au problème linéarisé au voisinage de l'identité dans le 
cadre de 1 'électro-élasticité. Lors de 1' étude du problème non linéarisé, la propriété 
d'objectivité permet d'exhiber des solutions triviales du problème et aussi de rendre 
compte des actions sur l'espace des charges. Elle élargit ainsi la recherche des solutions 
au voisinage d'autres solutions triviales que la solution identique. C'est donc la propriété 
d'objectivité qui permet l'éventuelle multiplicité des solutions du problème non linéarisé, 
et qui est donc à la source du phénomène de bifurcation lors du passage du problème 
linéarisé au problème non linéarisé. On peut remarquer que l'approche globale, qui est 
tout aussi efficace dans l'étude de la stabilité des solutions en élasticité non linéaire pure, 
ne 1' est malheureusement plus dans le cadre de 1' électro-élasticité. La classification des 
charges permet tout de même de donner quelques éléments d'information, mais ne permet 
pas de conclure sans en venir au cas par cas. 

Le cadre de cette étude est celui des matériaux piézo-électriques ne possédant que la 
propriété d'électrostriction. Cette condition restrictive qui permet un découplage de 
l'espace des charges apporte une simplification certaine dans le raisonnement. Mais le 
phénomène piézo-électrique direct étant un phénomène important, il serait utile de 
réexaminer cette restriction. De façon plus générale, il serait aussi intéressant d'étudier le 
phénomène de bifurcation pour des matériaux électro-magnéto-élastiques. 

Bien entendu, on se propose d'associer ultérieurement à cette étude théorique 
l'étude du flambement des poutres possédant la propriété d'électrostriction. Cette mise en 
évidence sur un plan pratique du phénomène de bifurcation à la linéarisation constituera 
un second travail dans lequel on pourra très certainement observer 1' effet stabilisateur que 
peut avoir un champ électrique sur de tels matériaux. 
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