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0 Introduction 

Etant donnée une structure de Cauchy-Riemann V sur une variété lisse Jv! de 

dimension 2n-1, existe-t-il une immersion <I> de M dans en telle que <I>.(V) soit 

la structure C.R de l'hypersurface <I>(M), induite par la structure complexe de 

en? Lorsque la réponse est affirmative on dit que la structure V est réalisable. 

Nous nous limitons à une étude locale; ce problème est alors équivalent à un 

problème sur les systèmes d'équations aux dérivées partielles du premier ordre 

du type suivant : Etant donnés k opérateurs différentiels du premier ordre et 

à coefficients complexes L 1 , L2 , ... , L~.: sur RN qui satisfont à la condition de 

compatibilité : 

le système L j tt = 0, (j = 1, 2, ... , k) admet-il N - k solutions indépendantes ? 

La réponse est positive lorsque N = 2k + 1, [ et [ sont linéairement indé

pendants et à coefficients analytiques; c'est une conséquence du théorème de 

Frobenius holomorphe [4]. 

Lorsque les coefficients sont seulement indéfiniment différentiables, il se passe 

des phénomènes nouveaux découverts par H. Lewy ( 1956); dans e x R on 

considère l'opérateur P = :x+ izlt L'équation Ptt= f n'a, en général aucune 

solution, même localement, pour f fonction indéfiniment différentiable. L. Ni

rembert (1974) montre que le noyau de l'opérateur P + i::r.p :t + itjJ · (z :x- z :z ), 
où cp(O, 0, t) et <P(O, 0, t) sont des fonctions plates à l'origine, bien choisies, est 

trivial sur tout ouvert connexe contenant 1 'origine. Ainsi certaines perturbations 

d'un opérateur analytique peut rendre son noyau trivial. 

H . .J acobowitz et F. Trèves ( 1982) [7] démontrent le résultat général suivant 

dont l'opérateur P de Lewy-Niremberg est un cas particulier. Soit L la structure 

C.R induite par la structure complexe de e 2 sur une hypersurface strictement 

pseudo-convexe. Alors il existe une perturbation de la formeL = L+ ft Ql + hQ2 

où f1 et h sont plates à l'origine, Q 1 et Q 2 sont deux champs de vecteurs 

convenables, telle que si lv = 0 avec v indéfiniment différentiable, toutes les 

dérivées de v à l'origine sont nulles. 

Sou vent les systèmes possédant certaines symétries font exception à la règle 

générique. S. Baouencli, L.P. Rothschild et F. Trèves (198.5) [:3] ont introduit la 

notion de rigidité sur les C.R structures. 

Ce sont les structures de Cauchy-Riemann V sur un ouvert Q de R ::!n-l 

pour lesquelles il existe une sous algèbre de Lie Ç de dimension finie des sections 

tangentes à M vérifiant : 
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Les auteurs démontrent que de telles structures C.R, rigides et indéfiniment 

différentiables, sont réalisables dans en. 
La démonstration repose sur les théorèmes de Frobenius et Nirenbert-Newlancler. 

E.M. Chirka a généralisé clans [5] ce résultat aux structures rigides de classe 

ck+a (!.: 2: 1,0 < Q < 1). 

Enfin, les structures C.R, indéfiniment différentiables et strictement pseudo

convexes dans R 2n-l sont toujours localement réalisables, pour n 2: 4, le pro

blème restant ouvert lorsque n = 3. 

La preuve de ce résultat, démontrée initialement par Kuranishi [8], a été 

simplifiée par Akahori [l] et Webster [12]. 

Dans ce travail, nous proposons lorsque n = 2, c'est-à-elire clans R3 , une 

nouvelle démonstration du résultat de Chirka [5]. La méthode utilisée repose sur 

l'utilisation de l'opérateur de Cauchy clans C, la mise sous une forme canonique 

du champ définissant la structure C.R, et l'inversion d'un opérateur clans un 

espace de Banach convenable. 
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1 Opérateur de Cauchy 

Pour étudier la réalisabilité des structures de Cauchy-Riemann rigides de R 3 

dans les classes Holderiennes, nous utiliserons les propriétés de l'opérateur de 

Cauchy A sur C; défini par : Af = "\ * f. 
Il est connu que A augmente l'ordre de dérivabilité d'une unité clans les 

classes Holderiennes d'exposants non entier (E.M. Stein [11]); afin d'estimer la 

norme de l'opérateur A, nous proposons une démonstration de ce résultat qui 

repose sur la décomposition de Littlewood-Paley dont on trouve une exposition 

récente clans [2]. Commençons par rappeler quelques définitions qui fixeront les 

notations : 

S' : Ensemble des distributions tempérées sur Rq. 

A (resp. A) : Transformation de Fourier (resp. inverse). 
{3 q {3 a!J, a!3r Il Il D : pour tout f3 E N , on note D = ~ ... -:::-,r, et f3 = L-;{3;. 

âx 1 âx 1 cr (Rq) (res p. C[j, C(J) : pour tout réel a ~ 0, c'est la classe Holclerienne des 

fonctions u sur Rq à valeurs clans C dont des dérivées jusqu 'à la partie entière de 

a (notée aussi lai), sont bornées et continues sur Rq (resp. et de plus à support 

compact, resp. à support dans un compact Q donné) et vérifiant : 

pour x et y clans R'~, et pour tout f3 tel que 1/!31/ =1 a 1 . 
La meilleure constante C clans la relation précédente est notée 1/ u /1~. 

Pour tout tl E cr, on pose Il tl llo= SuP.cERq lu(x) 1· 
cr (R'~) est un espace normé par 1/ u /la=// u 1/o + 1/ u //~, . 

On introduit les deux fonctions t.p et 4' suivantes : 

·lj; E Crf(R'~), 1/;(Ç) = 1 pour 1 Ç I:S ~,et ~'(Ç) = 0 pour 1 Ç 1~ 1, 

t.p(Ç) = 1/;(~) -1/;(Ç); t.p est supportée clans la couronne~ :SI Ç I:S 2. 
Pour toute distribution u dans S' on pose : 

ttp = t.p(2-Px)v * u pour pEN 

ll-1=1/;v*lt. 

Les fonctions ttp sont les restrictions à R<J de fonctions holomorphes sur C'l 

et pour toute distribution u E S', on a u = Lp:O::-l up, la convergence ayant 

lieu pour la topologie de la convergence simple de S' en dualité avec l'espace 

des fonctions à décroissance rapide; c'est la décomposition de Littlewood-Paley 

de u. 

Dans la suite, afin de simplifier l'ecriture, les inégalités établies le seront à 

des constantes universelles et multiplicatives près. 



Proposition 1 Il existe une constante C ne dépendant que de la dimension de 

l'espace telle que : 

Il DfJttp llo:S 2rl/f311.cllf31/. Il Up llo , pour tout f3 E Nq , pour tout p 2: O. 

Il DP tt_ 1 /lo:S cl/!31/. Il U-r llo ' pour tout f3 E Nq 0 

Preuve : Soit x une fonction plateau valant 1 sur le support de <p. 

La variable d'espace est notée Ç. 

(Df3up)"(Ç) = çfJ(up)" = ÇP<p(2-PÇ)(u)"(Ç) = 2PI/f311(çf3.x)(2-PÇ).(up)"(Ç) 

Df3up = 2Piif311(çf3 .x)(2-PÇ)v * uP, pour tout p 2: O. 

La propriété, pour p 2: 0, est obtenue en remarquant que 

1 ((0!3 .x)(2-rçr IL' 1 ((çl.x)v IL' 

< 1 (I + 6)'1((U'.x) lu 
< cl/;311 

où C est une constante qui ne dépend que de la dimension q. 

Un calcul analogue conduit à: DPu_ 1 = ((Ç)f3 .x) v* u_ 1 où cette fois x est une 

fonction plateau valant 1 sur le support de ~', l'inégalité cherchée s'en déduit 

immédiatement. 

Proposition 2 Il existe une constante Cne dépendant que de la dimension de 

l'espace telle que pour tout a positif et non entier et tout u dans ca, on a : 

Il u lla:'S C""[lltt-r llo +Jfax[-(
1 

, 
1 

( ].S'ttPp>O Il 2Paup llo] da) 1-da) -

où d(a) désigne la partie décimale de a. 

Preuve : Tout d'abord : 

Il u llo:S L Il ttp llo:SII u_r llo+ 
1 

_
1
2

_a .Supp?_O Il 2pa Up llo 
p?_ -1 

Il Df3u llo:SII Df3u_l llo+ L /1 DL' 1lp llo 
p>O 

Par application de la proposition 1, on obtient : 

Il D(Ju llo:S cllf31i[ll U_[ llo +(L 2P(I/JI/-a)).Supp?_O ll2paUp llo] 
p?_O 
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Ainsi lorsque 1 j3 1 est égale à la partie entière de Cl', on a : 

Cette majoration montre que le terme de droite dans la proposition 2 majore 

Enfin lorsque 1 x- y I:S 1, on a: 

p-1 +oo 

1 D 13 u(x)- D 13 u(y) I:S L Il V' D 13 uq liai x- Y 1 + L Il D13 uq llo 
q=-1 q=p 

En utilisant la proposition (1), on obtient : 

p-1 

1 D 13 u(x)- D13 u(y) 1 < C 111311 [11 U-1llol x- y ld(a) + :L2q(ll!3ll+1)·11uq liai x-y 1 
0 

+oo 
+ L 2qJI!3II Il uq llo] 

q=p 

< cll!3ll[llu-1 liai x- Y ld(a) 
p-1 +oo 

+ (Sttpq?_o2q" Il Uq lla).(L 2'1(1-d(aJJ. 1 X- Y 1 + _LTqd(a))] 
0 q=p 

< C 111311 [111L1 liai x- Y ld(a) + 
2P(1-d(a)) 2-pd(a) 

+ (Stt]Jp?_o2P" llttp lla).( 21 _d(a) _ 
1 

· 1 x- Y 1 + 1 _ 2-d(a) )]. 

Comme 1 x- y I:S 1, on choisit p vérifiant : 

1 1 ----,----: < 2P < ~---: 
2lx-yl -lx-yi 

On constate alors que ID"~~~)~?c:~(Yll est majoré par le membre de droite de la 

proposition 2, ce qui, compte tenu de la majoration de Il tt llo, fournit le résultat. 

Proposition 3 Il existe une constante Cne dépendant que de la dimension de 

l'espace telle que pour tout Cl' positif: 

llup llo:S C"TP" Il u lia mboxpourlout p 2: -1. 
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Preuve : Pour p 2: 0, on a : 

(up)" = cp(2-PÇ)(u)"(Ç) = L (TPÇ)f3Xf3(TPÇ)(up)"(Ç) 

l/31=k 

· ç!3.x c · 1 1 1 1 ou Xf3 = '\' ( f3 )2 , avec pour X une tonctwn p ateau va ant sur e support 
L..,llf311=k ç 

de <p. Ainsi : 

up = Tpk L Xp(TPÇ)v * Df}ttp, avec ; 11,81/ = k 
lfJI=k 

Il ttp llo < 2-pk L 1 Xp(TPÇ)v IL' .Suplli3ll=k Il DPuP llo 
ll/3ll=k 

< Trk .ck .SttPiif311=k Il nf3 ttp llo . 
1 1 

En effet : 1 Xp(2-PÇ)v lf,=l xfi If, est majoré par une constante ne dé-

pendant que de la dimension de l'espace et le cardinal des ,8 dans Nq, vérifiant 

ILBII = k, est majoré par une puissance k. 

Il reste à majorer Df3up lorsque II,BII =1 a 1. 

car cp(O) = O. 

Ainsi 

cp(TPçt * Df3u = 2pq j cpv(2P(x- y))Df3u(y)dy 

2pq j cpv(2P(x- y))[Df3u(y)- DPu(x)]dy 

Il DPttp llo < 2pq lill lia j 1 t.pv (2P(x- y)) 1 · 1 x- Y Id( a) dy 

< 2pq lill lia j 1 Cf' v (y) 1 · 1 Y Id( a) dy.Tpd(a) 

Ce qui donne la majoration annoncée pour p 2: O. D'autre part, on a : 

Il tt-1 llo:SI 1/Jv IL' ·litt llo· 
Proposition 4 (cr , Il lia) est un espace de Banach, et quitte à multiplier la 

norme par une constante (Cb' , lilla) est une algèbre de Banach. (o: non entier). 

Preuve : D'après la proposition 1, il existe deux constantes positives a et b 

telles que : 

Soit (tt") une suite de Cauchy clans l'éspace C'b'
cl 'une part on a : 
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la suite (u") converge vers tt dans l'espace C~, car llllo~lllla et (C~, lillo) est 

un éspace complet, et de la relation 

Il (u"- um)p llo Il !f'(TPzt *(tt"- um) llo 
< 1 if'v lu ·Il u"- tr llo 

on déduit que pour tout entier pla suite ( u~) est une suite de Cauchy clans C~, 

qui converge clans C~ ; en passant à la limite clans la relation u~ = !f'(2-P z) v* u", 

la limite de u~ est clone up. 

D'autre part : 

pour ê > 0, ::JN(t:) EN tq: Vn, m 2': N(t:) on a: Sttpp(2Pa Il (u"- u"')p llo)< ê 

ams1 : 

Vp 2': O. 

En faisant tendre 1 'entier m vers +oo, on obtient : 

et 

d'où : 

la suite (u") converge vers u clans Cf, et l'éspace Cf est clone complet. 

D'autre part, la propriété multiplicative de Cf résulte de l'inégalité suivante 

démontrée clans [2] : il existe une constante Ca telle que : 

Il uv lia~ Ca[ll tt lloll V lia + Il u lia li V llo] 
pour tout u, v E Cf (a tt N). 

Théorème 1 Dans C, l'opérateur de Cauchy A est un opérateur borné de l'es

pace CQ dans ca+l pour tout Œ positif non entier. Jl existe une constante C 

telle que la norme Il A lia vérifie la majoration suivante : 

Il A lia~ ca[( diamQ) + il;fax( d(~)' 1 - ~l( Œ) )] 

pour tout a dans R+ \N. On a noté diamQ, le diamètre de Q. 

Preuve : On s'appuie sur le résultat suivant dont la démonstration est reportée 

en fin. 
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Lenune 1 

Il (Af)p llo~ 2-P Il JP llo pourtout p 2 0 

Il (Af)_l llo~ (diamQ). Il f 11,, . 

D'après la proposition 2, on a: 

Il Af lla+l~ C"[ll (Af)-1 llo +Max[ !(
1 

)' 
1
1
( )].Supp>O ll2p(a+l)(AJ)p llo] 

ca 1-ca -

On utilise maintenant le lemme : 

Il Af lla+l~ C"[(diamQ).II f lia +Max[d(l . 
1

1
( ].Supp>O ll2~'"(f)p llo]. 

a:) 1-c a) -

Il suffit maintenant d'appliquer la proposition 3 et de changer la constante 

C, pour obtenir le résultat. 

Preuve du Lemrne : Soit 8 une fonction de classe ccv sur C, valant ~sur la 

couronne t ~~ :: 1~ 2, et à support compact. 

Puisque A est un inverse à droite de :z, pour les fonctions à support compact 

on a: 

Il en résulte : 

[) 
(-=A(!))" .2-PB(TP ::) 
ô:: p 

'') 
[;/A(f))p]" .T~'B(TP ::) 

(A!); :::.T~'O(T~' :::) 

= (AJ)" .ç(TP ::).::.T~'O(TP :::) 

= (A!)" .ç(TP ::) 

(AJ);. 

Il (Af)p llo < TP 1 B(TP::)v lu ·Il JP llo 

< TP 1 ev lu . Il !p llo 
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2 Opérateurs différentiels rigides 

Désignons par Xk l'ensemble des germes des champs de vecteurs de classe Ck 

à l'origine deR n, et par Di! Jk+t le groupe local des germes de difféomorphismes 

à l'origine de Rn de classe Ck+ 1 . 

Soit X un élément de Xk, on lui associe son flot F x ; F x est dans Dif Jk. 

Etant donné <p E Di/ Jk+1, on définit <p. Fx par conjugaison : 

<p.Fx = <poFxo<p- 1
, <p.Fx est un sous groupe à 1 paramètre de Diffk. On a: 

(1) 

où 

Soit Pk l'ensemble des opérateurs differentiels lineaires, d'ordre 1 dont les 

coéfficients sont des germes de fonctions de classe ck à l'origine. 

A tout X appartenant à l'ensemble Xh on lui associe l'élément Lx dans Pk, 

en posant par définition : 

d t 
Lx(!)= dt [foF x(x)]t=O (2) 

Le groupe Dif fk+l agit par définition sur Pk de la facon suivante : 

Ainsi on a la relation : 

(3) 

Supposons qu'il existe un sous-groupe local G à 1 paramètre de Dif Jk+l 

laissant l'opérateur Lx invariant (i.e il existe~> 0 tel que (G 1).Lx =Lx, 

V 1 t 1 ::=; ~), alors pour tout élément <p de Di f Jk+ 1 , cp. G est un sous-groupe qui 

laisse l'opérateur L 9 .(XJ invariant. 

Soit Y le générateur infinitésimal de G (i.e Y( x)= ft[G 1(x)]t=o). Si Y(O) =/= 

0, alors cl 'après le théorème de linéarisation des champs de vecteurs, il existe 

un difféomorphisme <p E Diffk+l tel que le groupe ç.(G) soit un groupe de 

translations le long elu vecteur Y(O). 

Ce groupe est donné par l'ensemble des transformations qui à tout x assez 

voisin de l'origine fait correspondre l'elément .1: + 0'(0). Il est alors clair qu'on 

a la proposition sui vante : 
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Proposition 5 Soit L un élément de h. S'il existe un sous-groupe à 1 para

mètre de Dif Jk+l laissant l'opérateur L invariant, dont le générateur infinité

simal ne s'annule pas à l'origine alors: 

il existe un système de coordonnées locales (x 1 , x2, ... ,x,) dans lequel L s'ecrit 

sous la forme : 

où les coefficients a; (i= 1, 2, ... ' n) sont des fonctions de classe ck. 
Par complexification ce résultats 'étend au champs à coefficients complexes. 

Proposition 6 Soit Lx E C 0 Pk, et X E C 0 Xk où X est le champ de vec

teurs associé à l'opérateur différentiel donné par (2). On suppose que l'opérateur 

Lx est invariant par un sous-groupe à 1 paramètre de Dijjk+l, de générateur 

infinitésimal Y, tel que les vecteurs X(O) et Y(O} sont C-linéairernents indépen

daTtis. Alors : 

il existe un système de coordonnées locales dans lequel le champ Lx a pour 

forme: 

où les coefficients bk{k=2, ... ,n} sont des fonctions réelles de classe C"', et A une 

fonction non nulle à l'origine. 

Preuve : D'après la proposition 5, il existe un système de coordonnées locales 

dans lequel 

L = 2:::7= 1 a;(xl, x2, ... ,X n-t) a~. et Y(O) = (0, ... , 0, 1) -:f.O. 
Puisque X(O) et Y(O) sont linéairement indépendants, alors l'un des coeffi

cients de L est non nul à l'origine. 

En renumérotant les n-1 premières variables, on peut supposer que L s'écrit 

sous la forme : 

P l' • \" à R (Ln-[ ( . ) à ) osons operateur i = -;;-:- + e ._., a; Xt, x2, ... , Xn-1 ~ . 
vx1 l-- ux, 

soit CXj la solution du problème de Cauchy clans R"- 1(;rl' ... , Xn-t) suivant: 

{
Ncxj=O 

CXjl.c,=O = Xj, j = 2, ... ,n-1 
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Soit j3, une solution dans R"- 1 (x 1 , x", ... , x,_ 1) du problème de Cauchy 

suivant : 

{ 
N(f],) +Re( an)= 0 

jJ,(O) = 0 

Les solutions Cl:!, ... , Œn-1 et f3n sont déterminées dans un voisinage de 
l'origine et le Jacobien à(x,,cro, ... , crn-t,Pn+xn)(O) = 1. 

8(x1,X2, ... ,xn) 

On peut donc prendre (x1, et2, ... , Œn-1, j3, +x, = et,) comme nouvelles 

coordonnées dans lesquelles le champ L devient 

L 
8 8 8 8 

L(x1 )-;:;-- + L(et2)-;:;- + ... + L(etn-1)-:::l- + L(et,)~ 
ux1 uet2 uŒn-1 uCtn 

0 . n-l OCt~ 0 
A[-;:;--+ t(Im(2:= a;(x 1 , ... , x,_r)~ ))-;:;-- + ... + 

UX[ :! UXj UCt':! 

+ • ( 1~ ( Oé"Yn-1 0 tf m 6 ai Xl, ... , X 11 - r)----;:;-:-:--)) -:::\-- + 
2 

ux, uCtn-1 

n-1 

+i(Im(L aj(Xt, x2, ... , x,_ 1) ~·~")+lm( a,)) ~)a J 
2 

ux1 uet, 

oit: 

~ oetk 
bk(X!' ... , .r,_r) = Im(6 a;(X!, ... , Xn-1) ox-) , k = 2, ... , n- 1 

i=2 t 

et 
n-1 83 

b,(x!, ... , Xn-1) =lm("\"' a;(x!, x2, ... , x,_t) ,_~ ")+lm( an), 
6 ux-

2 ' 

A est une fonction de classe Ck à valeurs complexes et non nulle à l'origine et 

h(k=2, ... ,n) des fonctions reèlles de classe ck. 
Définition 1 Un germe Là l'origine, d'opérateurs différentiels linéaires d'ordre 

1 à coéfficients de classe Ck et complexes, sera dit rigide, s'il existe un sous

groupe à 1 paramètre <I> E Di/ Jk+ 1, de générateur infinitésimal Y tel que : 

L soit invariant par <I> et tel queL, L et L1' soient C-lwéairement indépendants. 

Proposition 7 Soit L E C 0 Pk qu'on suppose rigide alors : 

il existe un s:l)stème de coordonnées locales dans lequel: 
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où les coéfficients bk(k=2, ... ,n) sont des fonctions réelles de classe ck en les va

riables (X:), ... , x,_ t) et de classe ck- 1 en ( X1, X:), ... , x,_ t) et A est ·une fonction 

de classe ck non nulle à l'origine. 

Preuve : D'après ce qui précède, il existe un difféomorphisme W E Dif fk+ 1 

pour lequel 

w*(L) = A[â~i + i L~=2 bk(x1, X:), ... , Xn-1) Ô~k], où bk(k=2, ... ,n) sont d'es fonc

tions réelles de classe Ck et le champ IJi * ( Ly) = 8~". 
Comme L, L et Ly sont linéairement indépendants, l'un des bk(O) # 0 

(k = 2, ... ,n-1) 

Ecrivons la fonction bk sous la forme 

alors b~ sont des fonctions de classe Ck et Ck est de classe Ck en les variables 

(x2, ... , Xn-1) et de classe ck- 1 en (x1, X2, .... , Xn-1)· 

Comme l'un des b~(O) est non nul (k=2, ... ,n-1), on peut linéariser le champ 

L~=2 b~(x2, X3, ... , Xn-1) &~. dans R"- 2
(x2, ... , Xn-d, et en renumérotant éven

tuellement les nouvelles coordonnées, le champ L devient : 
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3 Réalisabilité locale des structures de Cauchy

Rieinann rigides 

Une structure de Cauchy-Riemann (Abrev C.R) sur un ouvert n de R 2n-t 

(n>l) est la donnée d'un sous fibré V de dimention n-1 de C ® T(D) tel que 

vnv = {0} et [V, V] CV. 

Une telle structure est dite localement réalisable en a, s'il existe un difféomor

phisme <I> d'un voisinage de a sur une hypersurface M de en tel que <P.(V) soit 

la structure C.R de M (elite structure C.R standard) obtenue en restreignant 

à C ® T(j'vf) la structure complexe de C" engendrée par les champs &~, (i= 
1,2, ... ,n) et notée T 0 •1(Ivf). 
Ce problème se ramène à l'étude d'un système d'équations aux dérivées par

tielles par la proposition suivante : 

Proposition 8 Soit <I> = (<Pt, ... , <I>,) un difféomorphisme d'un voisinage de a 

sur une hypersurface 1lvf de C" tel que L(<I>k) = 0, pour tout k= 1,2, ... ,n et tout 

L dans V. 

Alors <I>.(V) est la structure C.R standard de M. 

Preuve : On exprime <I>. ( L) dans la base ( 8~,, &~,) : 

â - â 8 - 8 
<I>~(L) = L(<I>t)â~ + L(<I>t)

8
, + ... + L(<I>,)-0 ~ + L(<I>,)

0
;: , 

-1 -1 -n -n 

la proposition exprime l'appartenance à ( 8~,, ... , &~n) de <P.(L) pour tout L 

dans V. 

Lorsque n = 2, on sait d'après l'iirenberg (9], qu'étant donné un champ L 

engendrant une structure C.R sur R 3
, le système L(<I>t) = L(<I> 2 ) = 0 peut 

n'avoir que des solutions triviales. 

Plus précisément soit L = &~, - iz1 l,, (L est le champ de vecteurs qui 

engendre T 0 •1(S), où S est l'hypersuface de C 2 d'équations Im::2 - 1 :: 1 1
2= 0, 

u = Re::2, est biholomorphe à la sphère 53 ) alors il existe un champ L tangent 

à l'ordre infini (à l'origine) à L, tel que 

les seules solutions de l'équation L(<I>) = 0 sont les fonctions constantes. 

Cet exemple a été étendu par Jacobowitz (6], aux champs L engendrant 

T 0
•1(lvf) pour toute hypersurface 1\I strictement pseudo-convexe de C 2 . 

La structure de Cauchy-Riemann V est dite strictement pseudo-convexe en 

a si la forme hermitienne définie sur t;, x Va par : 

.C(L, M) = i[L, jf] (mo(n;, +Va) est définie positive ou négative. 

14 



On sait qu'une structure C.R, indéfiniment différentiable et strictement pseudo

convexe en a est localement réalisable lorsque n :::=: 4 [1], [8] et [12] pour n = 3, 

le problème est ouvert; pour n = 2 la structure C.R peut n'être pas localement 

réalisable comme il vient d'être décrit. 

Hypersurface rigide : 

Définition 2 Soit Jl;J un germe à l'origine d'hypersurfaces de classe Ck de en; 

ill est dit rigide à l'origine s'il existe un germe X de champs de vecteurs holo

morphes, sans point critique dont la partie réelle est tangente à M. 

Proposition 9 Supposons que le germe M est rigide. Alors : 

il existe un système de coordonnées holomorphes dans un vozsmage V de 

l'origine de en, pour lequel AI a une équation de la forme: 

Af = {Imzn = f(::1, ... , Zn-1)}, où f est une fonction de classe Ck, f (0) = 
0 et f'(O) =O. 

De plus le sous-fibré T 0 •1 (AI) de e 0 Tiv! a une base formée d'opérateurs 

différentiels rigides pour un même sous groupe à un paramètre dans le groupe 

Dif Jk+1. 

Preuve : D'après le théorème de linéarisation des champs de vecteurs holo

morphes, il existe un système de coordonnées holomorphes dans un voisinage 

de l'origine V dans lequel le champ X prend la forme X(::)= (0, ... , 0, 1). 

Le plan tangent de M à l'origine est alors défini par Ta(i'd) = {Im::n = 0}, 

et l'hypersurface M prend la forme AI= {Im::n- j(::1, ... , Zn-1, Re( zn))= 0}, 

avec /(0) = 0 et f'(O) =O. 

Enfin puisque le vecteur X(z) est tangent à M, la fonction f est indépendante 

de Re(:n). 

Si on paramètre M par (.: 1 , ... , Zn_ 1, Re( zn)), alors tout élément L de T 0
•
1(i\!I) 

a pour base des opérateurs différentiels Lk de la forme suivante : 

fJ . fJ! fJ 
Lk = f):: - zfJ" -

8 
, u =Re( zn) , (k = 1, ... , n- 1) 

.:.k --k u 

Les opérateurs Lk sont donc rigides. 

M.S.Baouendi, L.P.Rothshild et F.Trèves [3] démontrent pour les structures 

C.R. rigides et indéfiniment différentiables la réciproque; ils prouvent qu'une 

telle structure C.R est localement réalisable sur une hypersurface rigide. 

Rappelons la définition de la rigidité des structures de Cauchy-Riemann 

introduite par ces auteurs [3]. 
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Définition 3 La structure de Cauchy-Riemann V est dite rigide sur 0 s'il 

existe une sous algèbre de Lie Ç, de dimension finie, de l'espace des sections 

C00 (0, Til) telle que : 

* Va + Va + Wa Ç$1 C) = c@ Ta(O) Va E n 
* [.C, Q) C .C avec .C = C00 (0, V) 
* [Ç, 9] = 0 

On a vu au chapitre II, que cette définition coïncide lorsque n = 2 avec celle 

que nous avons donnée. 

D'autre part E.M.Chirka, utilisant une extension en classe ck+a (k 2: 1, 0 < 
a: < 1) du théorème de Nirenberg-Newlander obtenu par SM. Webster [13] étend 

le résultat de [3] cité plus haut aux champs rigides de classe c"+a 0 

Lorsque n = 2, c'est-à-dire dans R3 , nous proposons dans ce qui suit une 

nouvelle démonstration du résultat de Chirka [5] reposant sur les propriétés de 

l'opérateur de Cauchy dans les classes Holderiennes. 

On reprend les notations du chapitre II; on a établi l'existence d'un système 

de coordonnées locales dans lesquelles le champ L définissant la structure C.R. 

rigide de R 3 a pour forme, au voisinage de l'origine: 

L= 
0
° +i

0
° +itb1(t,x)

0
° +itb2(t,x)

0
°. 

t x x y 
(4) 

Définition 4 Nous dirons qu'une structure C.R. rigide de R 3 est dans la classe 

Holderienne ca si les fonctions br eth de {1) sont dans cette classe, au VOlSl

nage de l'origine. 

Cette définition est intrinsèque par la proposition suivante : 

Proposition 10 Soit <I> un difféomorphisme local, conservant l'origine, trans

formant le champ (1) en un champ du même type : 

( ) â 0 â 0 1 - ( 1 ') â 0 'b- ( 1 ') â <I>. L = -
0 

+ z-
0 

+ zt b1 t , x -
0 

+ 1t 2 t , x -
0 

. 
t' x' · x' y' 

Alors en s·upposant seulement b1 , b-1 , b2, b~ continues dans un voisinage de 

l'origine, b-1 et b~ sont liées à b1 et b2 par les relations suivantes : 

b-2 = d.b2, b-1 = b1 + c.bz, où c et d sont des constantes avec d non nulle. 

Preuve : Désignons par ( <I> 1 , <I> 2 , <I> 3 ) les composantes de <I>, on a : 

â<I> 1 0 â<I> 1 â<I> 1 â<I> 1 
-

0 
+ z( -

0 
+ tbr(t, x)-

0 
+ tb2(t, x)-

0 
) = 1 (5) 

t :r x y 

a<r>~ a<r>~ a<I>~ a<I>~ -
-0 ~ +i(-

0
- +tb1(t,x)-

0 
• +th(t,x)-

0 
")=i[l+<I>J.(b1o<I>)] (6) 

t x x y 
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a<I>3 a<I>3 a<I>3 a<I>3 -
Tt+ i( ax + tbl(t, x) ax + tb2(t, x) ay ) = i<I>l-(b2o<I>) (7) 

Supposons b2 et b-2 non identiquement nulles; quitte à considérer <I>- 1 au 

lieu de <I>, on peut supposer b2 non identiquement nulle. La relation (2) donne : 

<I>1 = t + c(x,y) et g~ + tb 1 (t,x)g~ + tbz(t,x)g~ =O. 
En posant t = 0, on obtient ~~ = 0, puis b2 (t, x)c'(y) = 0 

Ainsi <I> 1 = t 
Les relations (3) et (4) donnent la relation (5) suivante: 

<I>z = x+ c(y) , c(O) = 0 

<I>3 = d(y), d(O) = 0, d'(O) =F 0 

bz( l, x )d'(y) = b~(t, x+ c(y)) 

En posant y= 0 dans (5), on obtient 

b~(t, x)= b2(t, x)d'(O) 

b-1(t, x)= b1(t, x)+ bz(t, x).c'(O). 

(8) 

Considérons maintenant le cas où 62 et b~ sont identiquement nulles; le début 

de la discussion du cas précédent montre 

<I>1 = t + c(y), c(O) = 0 

<I>z est independant de t (9) 

(10) 

Posons t = y = 0 dans la dernière relation de ( 6), on obtient : 88~" (0, x) = 1, 

ce qui entraine <I> 2(0, x)= x. 
Posons maintenant seulement y = 0, on obtient b-1 ( t, x) = b1 (t, x). 

Théorème 2 Soit L une structure de Cauchy-Riemann ngide appartenant à 

la classe Holderiènne ca dans un voisinage de !"origine de R 3
. Si a est un 

réel positif non entier, alors il existe un voisinage V de l'origine de R 3 et une 

immersion <I> de V sur une hypersurface rigide de C 2, telle que <I> soit dans la 

classe ca, et telle que <I>.(L) soit la structure complexe standard de iv!, c.à.d 

<I>.(L) = yo,l(Jvf). 
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Preuve : On introduit l'application u de R 3 dans C 2
, définie par u(t, x, y) = 

(x- it, y); on cherche <P sous la forme <I> = u- H. 

On considère 1 'equation 

(1) L(H) = L(u) 

D'après la proposition 8, il s'agit de montrer que ( 1) admet, clans un voisinage 

convenable de l'origine, une solution dans la classe Holclerienne ca, telle que 

H'(O) soit assez petit pour que <I> soit une immersion. 

La proposition ï permet cie prendre des coordonnées locales clans lesquelles 

L est cie la forme : 

â . â â â 
L = -

8 
+ t(-

8 
+tb1(t,x).-

8 
+tb2(t,x).-

8 
) 

t x x y 

Par hypothèse b1 eth appartenant à ca clans un voisinage compact cie l'origine 

que l'on notera Q dans la suite. On a: 

Puisque Lu est indépendant cie y, on peut chercher une solution cie l'équation 

(1) sous la forme H = ~A(V), alors A étant un inverse à droite cie %z• (1) 

devient : 

(2) V+ ~tb1. :x oA(V) = L(u). 

Soit \:Q une fonction plateau à support clans le compact Q et valant 1 clans 

~-Q. 
Soit é un réel > 0 et considérons l'équation : 

où :: = t +ix 
alors la fonction V(z) = ~V(~) sera solution cie l'équation (2) sur le compact 

~.Q. 

En effet : 

on a AV(::)= é.AW(~) et (txAV)(::) = (txAW)(~) lorsque V(z) = W(~). 
Soit T€ 1 'opérateur défini par : 

i . â 
T,(W)(z) = -

2
E.t.b1(éz).( -

8 
oAW)(z).xQ(::). 

x 

On sait, d'après le chapitre 1, que txoA est un opérateur borné de CQ clans ca 
et que ca est une algèbre de Banach.II est alors clair que T, est un opérateur 

borné de CQ et que la norme Il T, llc0= O(é). 
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On choisit € assez petit pour que Id + T. soit inversible dans C(J. 

Considérons : 

!IV (Id+ T< )- 1(Lu(cz).xQ(z)) 

ic.(Id + r.t 1[xQ(.::).(lbt(€z),tb2(€z))]. 

Alors H(z) = ~AV(z) = ~AW(~) sera dans la classe ca et solution de (1). 
De plus H'(O) = ~AW(O) = O(c). 

Ainsi pour € assez petit <J> = tt - H sera une immersion clans C 2 , appar

tenant à la classe ca, elu voisinage ~.Q de l'origine de R 3 . Ce qui termine la 

construction de <J>. 

Il reste à verifier que l'image M d'un voisinage de l'origine de R 3 par <J> est 

une hypersurface rigide. 

Désignons par <I> 1 et <I>2 (resp. Ht et H2) les composantes de <li (resp. H) 
dans C 2 

0 

On a: 

Re<J>1 =x- ReHt(l, x) 

Im<J>1 = -t- ImHt(t, x) 

Im<J>2 = ImH2(t, x). 

Comme H'(O) est un O(c), on peut choisir € assez petit pour que l'application 

qui a l'elément (t,x) associe (Re<P 1 ,Im<P 1 ) soit un difféomorphisme local. 

Il existe donc une application B de classe C 1 telle que l'equation de i\I soit dans 

un voisinage de 1 'origine : 

Ainsi M est rigide clans ce voisinage de l'origine. 
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