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Introduction

Le point de départ de ce travail est une étude réalisée par Y. A. Davydov,
lequel a montré un principe d’invariance (P.I.) local pour une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (v.a.i.i.d.). Le premier ob-
jectif était donc de généraliser ce résultat au cas des chaines de Markov (c.m.).

La méthode utilisée par Y. A. Davydov consiste, dans un premier temps, a
majorer la distance en variation (notée || ||) entre la loi d’une suite et la loi trans-
latée, en faisant apparaitre des quantités de type Fisher. En effet, considérons
une suite & = (& )ken- de v.a.iid.. Pour tout k¥ € N, la v.a. & est définie sur
un espace probabilisé (2, 4,IP) et & valeurs dans (IR, B(IR), A), ot B(RR) est la
tribu des boréliens de IR et A la mesure de Lebesgue. Supposons que la densité p
de & est absolument continue (a.c.) et définissons la quantité de Fisher associée

a p par

Soit @ = (ag)ken- une suite réelle et n € IN*. Notons P,, P? les lois respectives
des vecteurs £ = (&1,...,&) et E+a = (& +ai1,...,& + a,) et P, P° les lois
respectives des suites & et £ +a = (& + ax)ken-. Si I(p) est finie, alors Y. A.
Davydov a montré les inégalités suivantes

1P2 = Pall < VI(p),| D a2,
k=1

IPe - Pl < VIW), S ab.

k>1

Nous supposons bien siir que a € ¢, dans la deuxieme inégalité, sinon la majora-
tion serait triviale, avec

Vk € N*, ap € R et Zaﬁ<oo}.

0 = {a = (ak) ke
k>1

Une inégalité de méme type existe aussi dans le cas oll £ est une suite de v.a.i.
n’ayant plus la méme loi.



2 INTRODUCTION

Ensuite, grace a la premiere inégalité, Y. A. Davydov a montré un P.I. local
pour les fonctionnelles stochastiques dans le P.I. de Donsker-Prokhorov. Ici, la
suite £ est telle que pour tout k € IN*, IE(&;) = 0 et Var(&) = 0% < co. Posons
Sp = 0 et pour tout k € IN*, Sy =& + ... + &. Fixons n € IN* et construisons
le processus polygonal ¢, obtenu & partir des points (k/n,Siy/o\/n) pour tout
0 < k < n. Il est défini pour tout ¢ € [0;1] et tout w € Q par

Goltyw) = === [Sug (@) + (nt = [Pt Euaaa ()

1
ov/n
ou [z] désigne la partie entiére de z. Notons C[0; 1] ’espace des fonctions continues
sur [0;1] et notons P, la loi de ¢, dans C[0;1]. Le P.I. de Donsker-Prokhorov
(théoréme 10.1, [1]) affirme que P, = W, ou W est la loi du processus de Wiener
défini par {w(t);t € [0;1]} et « = » désigne la convergence en loi. Du résultat
précédent, nous pouvons déduire que si ¢ est une fonctionnelle définie sur C[0; 1],
W -presque partout (p.p.) continue, alors

Pl = We,

c’est-a-dire que nous avons ici la convergence faible. Y. A. Davydov s’est alors in-
téressé aux hypotheéses qu’il faut ajouter pour établir la convergence en variation
et il a montré qu’en imposant des conditions plus fortes sur la distribution com-
mune des v.a. & et qu’en restreignant la classe des fonctionnelles, il est possible
de montrer que P,¢~! converge en variation vers W¢™!, que nous noterons

Pt L Wl
n—00

La premieére étape de ce travail a donc été de généraliser les inégalités ci-dessus
au cas des c.m. homogeénes stationnaires ou non. Ensuite, nous sommes revenus
au cas d’une suite de v.a.i. et nous avons majoré la distance en variation entre
la loi de cette suite et la loi de la suite translatée par une autre suite de v.a.i..
Ce travail constitue ’objet du premier chapitre et s’effectue en deux temps. En
effet, il faut d’abord estimer la distance en variation entre la loi d’un vecteur de
dimension n (n € IN*) et la loi du vecteur translaté. Puis, nous avons montré
qu’on 'on peut passer a la limite dans cette majoration.

Quand nous nous sommes intéressés aux différentes applications de ce type
d’inégalités, nous avons constaté qu’elles pouvaient nous permettre d’étudier la
continuité absolue entre la loi d’une suite et la loi translatée. Bien siir, cette ques-
tion a déja été largement étudiée par L. A. Shepp (1965) dans le cas d’une suite
de v.a.i.i.d. lorsque la translation est non aléatoire. D’autre part, H. Sato (1991) a
étudié la continuité absolue entre des chaines de Markov localement équivalentes.
Enfin, concernant le cas des v.a.i.i.d. lorsque la translation est aléatoire, des ré-
sultats ont été donnés par H. Sato, M. Tamashiro et C. Watari (1993-1994). Dans



le deuxieme chapitre, nous avons pu grace aux inégalités, aborder ce probléme de
fagon unique.

Enfin, le troisieme chapitre consiste a utiliser la méthode de Y. A. Davydov
pour touver un P.I. local pour les c.m.. Nous avons effectué ce travail dans le cas
des c.m. homogenes stationnaires et dans le cas des c.m. homogenes non station-
naires. Pour ce faire, considérons une c.m. £ = (&)ren- définie sur (22, A, IP) et
a valeurs dans (IR, B(IR), A) et une fonction f définie sur R et & valeurs réelles.
Pour n € IN*, nous définissons le processus polygonal construit & partir des (n+1)
points (0,0) et (k/n,Sk/+/n) pour tout 1 < k < n, ot Sy = f(&1) + ... + f(&).
Celui-ci s’écrit pour tout ¢ € [0; 1] et tout w €

Gult0) = =[S @) + (0t = [n]) (g ()]

Comme d’habitude, la loi de (,, est notée P,. Tout d’abord, nous avons supposé la,
convergence faible de cette suite de lois (B,), c’est-a-dire P, = W,, ou W, est la
loi du processus défini par {cw(t);t € [0;1]} avec ¢ une certaine constante. Nous
avons montré qu’en restreignant la classe des fonctionnelles ¢ et en ajoutant
certaines conditions sur f, il était possible d’en déduire, grace a un théoréme
limite local pour les fonctionnelles stochastiques di & Y. A. Davydov, que nous
avions aussi la convergence forte, c’est-a-dire

Pn‘P_l = ? WCQD*I'
n—»00

Enfin, nous avons recherché dans tous les résultats existant déja sur la convergence
faible de la suite de lois (B,), le plus approprié & notre situation. En particulier,
nous nous sommes intéressés au cas des c.m. Harris-récurrentes. Cela nous a alors
permis d’énoncer un P.I. local pour les c.m. homogenes stationnaires, puis pour
les c.m. homogénes non stationnaires.
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Chapitre 1

Inégalités pour la distance en
variation entre la loi d’une suite
aléatoire et la loi translatée

1.1 Introduction

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux inégalités dans le cas fini,
c’est-a-dire que nous allons majorer la distance en variation entre la loi d’un
vecteur aléatoire de dimension n et la loi du vecteur translaté. Cette étude a déja
été réalisée par Y. A. Davydov [4], dans le cas des v.a.i.i.d., mais aussi dans le
cas des v.a.l. n’ayant plus la méme loi.

En effet, soit £ = (€k)ken- une suite de v.a.i.i.d., définies sur un espace pro-
babilisé (2, A4,IP), & valeurs dans (IR, B(IR),A). Pour n € IN*, nous noterons
a=(ay,...,an) ER" E=(&,...,&) deloi PoetE+a= (&1 +ar,...,& +an)
de loi P$. De plus, nous supposons que la densité p de la v.a. { est a.c.. La
quantité de Fisher I(p) est définie par

I(p) = /IR [%(x)rp(x) dz.

Dans ce cas, si I(p) < oo, I'inégalité démontrée par Y. A. Davydov [4] est la
suivante

| P2 =P l< VID),|D (1.1)
k=1

De méme, supposons que les v.a. & sont indépendantes, mais n’ont plus la
méme loi. Pour tout & € IN*, la densité p, de la v.a. & est supposée a.c.. La
quantité de Fisher relative & py, est I(px). Avec les mémes notations, si pour tout

5



6 CHAPITRE 1. INEGALITES

1 <k <n, I(pg) < oo, alors nous avons

I Pr—Pall<

L’objectif de ce chapitre est tout d’abord de généraliser ces inégalités au cas
des c.m. homogenes stationnaires ou non. D’autre part, nous nous intéressons
au cas ou la translation est aléatoire. Pour ce faire, nous considérons aussi une
suite £ = (& )ren~ de v.a.did. et 7 = (M )ken- une suite de v.a.i., indépendante
de la suite £ et nous étudions la distance en variation entre la loi du vecteur

€= (&,...,&) et laloi du vecteur E+ %= (&, +n1,...,&n + ).
Enfin, il est intéressant d’étudier le comportement de ces inégalités lorsque n
tend vers l'infini, cela constituera l'objet du dernier paragraphe de ce chapitre.

1.2 Cas des chaines de Markov homogeénes sta-
tionnaires

1.2.1 Notations et définition

Soit & = (€k)ken+ une c.m. homogene stationnaire, définie sur un espace pro-
babilisé (2, 4, IP), & valeurs dans (IR, B(IR), A), de loi de probabilité initiale sta-
tionnaire II et de noyau de probabilité de transition P. Nous supposons que la
densité 7 de II est a.c.. La famille {p(z,.);z € IR} est la famille des densités de
probabilité de transition de P. Pour tout z € IR, nous supposons que la densité
p(z,.) est a.c.. Nous noterons 7' la dérivée de 7 et p, p, les dérivées de p respec-
tivement par rapport & la premiére et & la deuxiéme coordonnée, en supposant
que ces quantités sont définies et existent au sens usuel de la dérivabilité.

Considérons la chaine inversée (par rapport & la loi de probabilité initiale
stationnaire IT) et notons @ son noyau de probabilité de transition. Alors @Q est
défini par la famille des densités de probabilité de transition {¢(y,.);y € R} ou

Définissons la notion de I-régularité suivante (voir [13], §7).
Définition 1.1 Soit O un ensemble ouvert de IR. La famille des densités de
probabilité {p(.,0);0 € O} est dite I-réguliére (ou d’information réguliére) si
Uapplication

0O — L*(R,))

9 — p¥%(.,0),

est continiment différentiable (au sens des normes standard de R et L*(IR, ))).
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Remarque 1.1 Cela implique que pour tout § € O, Zp'/?(.,0) € L*(R,\).
Appelons I(8) la quantité d’information associée définie par

2

16) = 4] (.0

2
ol || |l désigne la norme dans L*(IR, A).

Remarque 1.2 Méme si nous ne supposons pas l’existence des dérivées ponc-
tuelles, nous avons certaines conséquences qui découlent de la I-régularité. En

effet, posons
0

= 7P
00
alors nous avons la représentation suivante

&(.,0) 12(.,9),

28(.,0)pY?(.,0) = %p(.,@).

Donc si 'application § — p'/2(.,8) est différentiable (comme une application
valeurs dans L?(IR, \)), alors 'application  — p(.,6) est différentiable (comme
une application & valeurs dans L!(IR, \)). Par conséquent, I(f) peut s’écrire sous
la forme usuelle de la quantité de Fisher

2.0 01"
1(6) = /m {%5@} p(z,0) dz.

Posons J = {z € R|r(z) > 0}. Grice & la stationnarité, il est clair que
pour tout £ € IN*, la loi de la v.a. & est concentrée sur J. Nos hypothéses de
I-régularité sont les suivantes.

(R) La famille {n(. +¢);t € IR} est I-réguliére.

La quantité de Fisher associée ne dépend pas de t et sera notée I(w). Elle est
donc définie par

I(r) = /m [%I(:v)rﬁ(z) dz = /J [”—'(x)rw(x) dz. (1.3)

m

Il est clair que I(7) < 0.

Remarque 1.3 Dans ce cas, il est suffisant de supposer la différentiabilité de
Papplication en ¢ = 0 seulement. En effet, la translation 71/2(.) — w/2(. + ¢)
est un opérateur unitaire de L2(IR, \).

Remarque 1.4 Sous la condition (R), = a une version a.c.. En effet, si | |
désigne la norme dans L'(IR, )\), grace & la remarque 1.2, nous avons

||7r(. 1) —7() - /Ot (. + ) dqu = o(t).
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Alors
“’/T( +t) —7w(.) - /ot 7'(. +u) du“1
o ] (-0 T (L P AR |
k=1

—t

n

=l (-+ ) =) —/O%W'(.Jru) @,
=no<%>-—>0, 7 — 00.

Donc pour tout £ € IR et pour presque tout z € IR, nous avons

n(z +t) —7(z) :/0 7' (z + u) du.

Posons

Alors 7 est a.c. et pour tout ¢ € IR, nous avons
7(.+t)—7()=7(+1t)—7(),

(7F—m)(+1t) = (@ -m)(),

c’est-a-dire que © — 7 est une constante p.p.. Mais griace au lemme 1.1 qui est
démontré p.11, nous savons que

lim 7(z) =0
|z]—00

et m € L'(IR, \), donc cette constante est nulle.

Nos autres hypotheses de I-régularité sont les suivantes.
(R*) La famille {p(z,.);z € J} est I-réguliére.

Nous noterons I (z) la quantité de Fisher associée, définie pour tout z € J par

re= [ [”;’f(m,y)rp(x,ywy: / [%(w,y)rp(x,y)dy. (1.4

(R™) La famille {q(y,.); y € J} est I-réguliére.
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Nous noterons I~ (y) la quantité de Fisher associée, définie pour tout y € J par

Sy 3 ey ol gee [ ]E90D) ’
P =4 ) gy o) dx_/m ¢'/%(y, )
8 2
3 554y, 7)
= o[ | s
= [ [Py oy ] T @)
= /m[p(’y) 7r(y)} o d
_ Popp T 2 m(z)p(,y) .
= /J[p( ' Y) 7r(y)} W) da. (1.5)
Nous supposons de plus que
/I+ 1) dr < 00, (1.6)
/J “(y)7(y) dy < oo. (1.7)

Nous noterons alors

[=I(x)+ / I*(z)r(z) dz + /J I (y)r(y) dy.

J

Enfin, soit n € N* et @ = (ay,...,a,) € R™. De la méme facon que dans le
paragraphe 1.1, nous définissons les vecteurs aléatoires § = (&1,...,&,) de loi P,
et £+(_1= (§1+a1,...,§n+an) de IOIP:

1.2.2 Reésultat

Le probléme est de majorer la distance en variation entre P, et P? dans le
but d’obtenir une inégalité de type (1.1). Nous rappelons que

IP2-pull = [

n
(21 + a1) [ [ p(@k1 + @1, 7 + ai)
=2

—m(z1) Hp(ifk—l, ﬂ?k)‘ az, (1.8)

ouz = (zy,...,z,) € R™
Théoréme 1.1 Sous les hypothéses (R), (R*), (R7), (1.6) et (1.7), inégalité
suivante a lieu

| P2 = Py lI< VL, |3 ad. (L.9)
k=1
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Remarque 1.5 L’inégalité (1.8) peut étre transformée de la fagon suivante

| Pr — Fu “S/ |m(z1 + a1) — 7 (1) IHP(% 1, Tk) dZ

k=2
-I-/ m(zy + a1)

Appelons [, la deuxiéme intégrale, alors
| Pr = Po ISl P = P | +1a.

Cette séparation permet ainsi d’éviter des conditions restrictives sur 7. D’autre
part, nous nous intéressons au comportement asymptotique de cette inégalité
et une remarque analogue s’applique aussi pour un nombre fini de premieéres
coordonnées.

Remarque 1.6 Nous pouvons comparer I'inégalité (1.9) obtenue avec le résultat
(1.1), c’est-a-dire lorsque la c.m. est une suite de v.a.i.i.d.. Nous obtenons alors
I’inégalité (1.1) & la constante v/2 prés.

n n
Hp(xk—1 +ak—1, Tk + 0x) — Hp(ﬂ?k—h )| dZ.
k=2 k=2

1.2.3 Démonstration

L’idée principale de la démonstration est inspirée de la théorie de ’estimation
asymptotique de I. A. Ibragimov et A. Z. Has’minskii [13].

Nous allons définir une nouvelle suite de v.a. et nous montrerons que celles-ci
sont centrées, 2 non-corrélées et que leurs moments d’ordre 2 sont majorés par I.
En effet, posons

v: [0;1] —R
n ,
t  — () =7(z; + tay) HP($k-1 + tag_1, Tr + tag).
‘ k=2
L’expression (1.8) peut alors s’écrire sous la forme

|Pe— P | = / T(1) — ¥(0)| dz = v(t)di| d

< / / (t)| dz dt = / / ——(——) U(t) dz dt, (1.10)
ol
T'(¢ ! .
W(t)) = [?(5171 + tal) + %(Iﬁl + tal,illg -+ taz)]
n—1 p/ p,
+ Z a li—pg(l’k_l +tag_q1, Tk + tak) + ';(.’Ek +tag, Tpy1 + tak+1)}
k=2

!
+an, {%’— (Tp-1 + tan—1,2n + tan)J .
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C’est pourquoi nous définissons les v.a. suivantes

=Z(&) + *"(51,52)
Xk = —“(fk 16k) + B (&, 1) pourtout 2 <k <n—1, (1.11)

(én—l; §n) .

En effectuant un changement de variables dans I'inégalité (1.10) et en utilisant
les notations (1.11), nous obtenons

" " REL
Y Xe| < []E(Zaka) } . (1.12)

Avant d’étudier les moments des v.a. X;, nous allons démontrer quelques résultats
préliminaires.

Lemme 1.1 Si la famille des densités de probabilité {p(.,8);60 € O} est
I-réguliére, alors pour tout 8 € O

0
—p(z,0)dz = 0.
| 570

Preuve : rappelons que ¥(.,8) = 2p'/2(.,6), alors nous avons déja vu que

20(., 0)pV/2(.,0) = é%p(.,e). (1.13)

| Pr — P lI< E

Montrons que %p(., 6) est intégrable pour tout § € O.

/( =0(z,0) /IR —%;:;a(:;—)e—zp(x,e)dx
20,0 "
< (/IR [W} p(z,0) da:)
= /I(8) < 0.
D’autre part, la différentiabilité de
0O — L*(R,)\)

9 — p'?(,0),
implique la différentiabilité de

0O — R \
0 — [0,
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Par conséquent

0 1205 0)) dz = 2 _9,_
ae/m(p (x,&)) dac—ae lRp(x,@)dm—agl— .

Mais

0 0
5 Lo @0 ds = [ 2050 (z,0) ds

D’apreés (1.13), nous obtenons
5}

Nous allons alors appliquer ce lemme aux hypothéses (R), (R*) et (R7).
La famille {7 (. +t);¢ € R} est I-réguliére donc

/—wx+t =0,

c’est-a-dire qu’en effectuant un changement de variables, nous avons

/IR'R"(SE) dz = /JW’(CE) dz = 0. (1.14)

La famille {p(z,.);z € J} est I-réguliére donc pour tout z € J, nous avons

0 0
/IRa—zp(w,y)dy=/J5; (z,y)dy =0,

/Jp;(x, y)dy = 0. (1.15)

La famille {q(y,.);y € J} est I-réguliére donc pour tout y € J, nous avons

0
—q(y,z)dx =0,
/may (y, )

Py y)r(z) e yr@)]
L5 g = (119

ou encore

ou encore

Ceci peut s’écrire

/J l}r(x)Ply(z, y) — 7r?,(y)w(a:)p(ar, y)] dz = 0. (1.17)
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Montrons que fJ |py T,y |7r ) dz < oo pour presque tout y € J.

Y (z,y)

(L seneersa)'- (L f

2

</ [py (@.0)] m(@)pla) dody

n(z)p(z,y) dz dy)

! !

W) wlalpta, ) do

s
T
2

<2 [Bew-Z0)| np

s

w2 [ [L0)] n@me.) dzay

!

= [%’(x,y)—”—(y)] R L

+2 /J E(y)r /J m(z)p(z, y) dz dy.

Or la chaine est stationnaire, donc

/J r(2)p(z,y) dz = 7 (y).

Par conséquent

</ Py (2, 9)| 7 (=) drcdy)2 < Z/JI"(y)W(y) dy+2(m) <oco.  (1.18)

Revenons & I'inégalité (1.17), pour presque tout y € J, nous pouvons écrire

!

[ 7@z —Z0) [ r@ptesde =0,

J

| o (e)do = w'w) (1.19)

Cela implique que

/J2 m(z)p,(z,y) drdy = /JTr'(y) dy = 0. (1.20)

Il est également intéressant de montrer que pour presque tout z € J, nous avons

/Jp;(:v,y) dy = 0. (1.21)
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Lemme 1.2 Soit f: R — R une densité de probabilité a.c. telle que

= [ [f7,(x)rf(w) i < oo,

alors

/mf'(:v) dz = 0.

Preuve : il est clair que f’ est intégrable, car

r@ldz= [ L)
. LI

De plus, f est a.c. et si a et b désignent deux réels quelconques, nous avons

/ab f'(z)dz

f(z)dz < /I(f) < o0

< [ 17 s

|7 (6) = fa)l =

Alors pour tout b > a,

/ If'(z)] dz < /+oo If'(z)] dx — 0, a — +o0. (1.22)

Par conséquent, la suite (f(n)),en- est de Cauchy et (f(n))nen~ converge vers
une limite [ > 0, lorsque n tend vers infini.
De plus, |f(z) — f([z])] = 0 quand z — +o0 grace & (1.22), donc

lim f(z)=1.

z—+-00
Sil > 0 alors

/IRf(:z;) dz = +00.

Ceci contredit le fait que f est une densité. Donc [ = 0 et lorsque a et b tendent
respectivement vers —oo et 400, nous avons

./uzf’(x) dz = 0.

L’idée pour obtenir (1.21) est d’appliquer ce lemme & la densité conditionnelle de
&3 /& = z. Celle-ci est définie pour tout z € J par

f:J —R
y — f(y) =p(z,y).



1.2. C.M. HOMOGENES STATIONNAIRES 15

Nous savons déja que

[ [ fw)] o arm@as= [ [Ben)] rwme v dedy < oo

Donc pour presque tout z € J, nous avons

1= [7'<y>]2f(y) dy < 0.

D’autre part, nous avons supposé que p(z,.) est a.c. pour tout z € IR. Nous
pouvons alors appliquer le lemme 1.2 et pour presque tout € J, nous avons

/Jf’(y) dy = /J;v’y(w, y) dy = 0.

Montrons maintenant que les v.a. X sont centrées.
Lemme 1.3 Pour tout 1 < k < n, nous avons E(X}) = 0.
Preuve : calculons tout d’abord IE(X;).

EC) = E|Z6)+ 2606
= [ Zr@do+ [ Ew i@l dedy
= [#@i+ [ [ dyre

D’apres (1.14) et (1.15), E(X;) = 0.
Soit 2 < k < n — 1, calculons E(X}).

E(Xy) = E [%(&—h&)‘*‘%(ék@kﬂ)}
= /ﬂ py(z, y)m(z) dz dy + /ﬂ Py(z, y)m(z) dz dy
= /sz’y(x,y)w(z) d:vdy—f—/J/Jp’z(:c,y) dy m(z) dz.

D’aprés (1.15) et (1.20), IE(X}) = 0.
Enfin, d’apres (1.20)

B() =B 26,60 = [ i) dsay o
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Lemme 1.4 Pour tout 1 < k < n, nous avons E(X?2) < I.

Preuve : commengons par calculer E(X?).
' I 2
E() = B|T(e) + Z(68)

/J E—I(x)rw(x) dr + /J 2 [%—”(a:, y)]Qw(x)p(x, y) do dy

e / r(2)7 (2, y) de dy
J2

= 1w+ [ [ [%(z,y)rp(x,y)dyw(x)dx
+2/J7r'(:r)/Jp’z(x,y) dy dz.

D’aprés (1.15), le troisitme membre de cette égalité est donc nul.
Donc d’apres (1.4), nous avons

E(X2) = I(r) + /, I*(2)n(z)do < 1.

Soit 2 < k < n — 1, calculons E(X?).
p/ p, 2
BGE) = B[ (6 6) + )]

- [ [Z’—;@,y)rw(x)pu, y) dz dy

D

+ / 2 [%@,y)rw(x)p(x,y) dz dy

+ 2/ P, (@, )Py (v, 2)7(x) dz dy dz.
J3

Comme [, p(y,z) dz =0, la derniére intégrale vaut 0.
D’autre part, nous avons

[ B y)]2w<x>p<x,y) o dy

p
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+ /ﬂ [I’(y)} 2 7(z)p(z,y) dz dy

s

v2 [ e Zur@ a2 [ [T0)] sy dd

T

= [rwrwa- [ [Z0)] [~@pem i
+2 [ Z0) [ e,

D’aprés (1.19), [, 9, (z,y)7(z) dz = 7'(y) et
[ |Baw] sonenaa= [ roswarim. o)

Par conséquent

E(X?) = /J I*(z)7(z) dz + /J I~ (y)r(y) dy + I(x) = I.

Enfin, nous pouvons calculer IE(X?2) et en déduire d’apreés (1.23) que
7, ?
E(X) = E|2(66)]

B /ﬂ [li'g(% y)J 2 r(2)p(z, y) dz dy

P
- /J I (y)r(y) dy+ I(x) < I.

Lemme 1.5 Nous avons les résultats suivants :
(¢) pour tout 1 <k <n-—1, Cov(Xg, Xp41) < I1/2,
(i1) pour tout 1 <k < n—2 et pour tout 2 <1< n—k, Cov(Xy, Xesi) =0.

Remarque 1.7 La propriété (i7) ressemble aux conditions de la définition d’une
suite 2-dépendante. En effet, une suite aléatoire (Xg)ren- est dite 2-dépendante
si pour tous sous ensembles S, S’ C IN*, d(S,S’) > 2 implique que o(Xi; k € S)
est indépendante de o(Xy; k € S').

Preuve :
(i) Soit 2 < k < m — 2, d’apres le lemme 1.3, il est clair que

COV(X]C,X;C_H) = ]E(Xka+1)
=k l:(zj_;(gk—lyfk) + p—;(fk,fkﬂ)) (p_ly(fkyfk+1) + p_;(fk+17§k+2))]
P p D D
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= _/310;(55, y)p;(y, z)7(z) dedydz
J
+ / P, (T, Y)pz (2, ) (2)p(y, 2) dz dy dz di
J4
+/ P (z, )L (y, 2)m(z) dz dy dz
J3

A P,
4 / P (. )22 (2, ) ()p(e, ) da dy.
J2 P D

Grace & (1.15) et (1.21), il est clair que les trois premiéres intégrales sont nulles.
Sachant que 2ab < a? + b? et d’apres (1.23), le calcul nous donne

1 ! 2
Cov(Xk, Xgr1) < 5/ [%(m,y)] m(z)p(z,y) dz dy
J2

+ % /J 2 [%(x,y)rw(w)p(x, y) dzdy

1 1 1
= 3 [ e da+ [ I @) dy+ 31
2/, 2/, 2
1
= 5[ .
Calculons de méme

covii X) = B[(Tie+ ) (266 + Eea) |

- &:c I_)Igz w(z)p(z T
- /sz( ¥)> (@ y)m(@)p(a,y) dzdy

IN
I
~

De fagon analogue, nous avons

COV(Xn—l,Xn) = E [(%(fﬂ—?;fn—l) + %(fn—l,fn)) <%(€n—h€n)>]

P NP N r(2)ol ) da
B /;2 p( ’y)p( ,y)m(z)p(z,y) dz dy

1
< =T
- 2
(1) Soit 2 <k <n—-3e2<i<n-—k—1 Comme k+17 > k+ 2, alors
k +1— 1 # k. De plus, nous avons
COV(X;C, Xk+i) = E(Xka+i).

Il est clair que cette covariance est nulle grace aux égalités (1.15) et (1.21).
Il en est de méme pour Cov (X1, X14;) et Cov(X,_;, Xp) pour tout 2 <i < n-—2,
ainsi que pour Cov(Xy, X,,). n
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Revenons maintenant & la démonstration du théoréme 1.1 et a I'inégalité (1.12).
Grace aux lemmes 1.3, 1.4 et 1.5, nous pouvons écrire

- n 1/2
| PE= Pl < |Var(d>_ aka)}
k=1

; n 1/2
= Z Var(ap Xi) + 2zl<i<j<n lai| |a;| Cov(X, XJ-)J
| k=1 - T

n—1

mn 1/2
= ZazE(X,f) +22|a,| |ai+1|Cov(Xi,Xi+1)}
Lk=1 i=1
[ n n-1 1/2
IZaz + IZ lai| !ai+1lJ
L k=1 i=1
i n n 1/2 n
< VI|S e (z Iai12> (z lai+1l2>
k=1 i=1 i=1

[ n 1/2
< VI zzag} |
L i=1

IN

127 V2

ce qui est bien l'inégalité attendue.

1.3 Cas des chaines de Markov non homogenes

1.3.1 Notations

Soit € = (&k)ren+ une c.m. définie sur (2, A, IP), & valeurs dans (R, B(IR), A).
La loi IT est la loi de probabilité initiale, de densité m que nous supposons a.c. .
Pour tout k > 2, {pk(z,.);z € IR} est la famille des densités de probabilité de
transition de 'instant £ — 1 & linstant k. Pour tout £ > 2 et tout z € IR, nous
supposons que pg(z,.) est a.c. . D’autre part, 7' désigne la dérivée de 7 et pour
tout k£ > 2, pf et p} sont les dérivées respectives de p, par rapport & la premiere
et & la deuxieéme coordonnée. Nous supposons que ces dérivées existent au sens
usuel de la dérivabilité.

Considérons la chaine inversée (par rapport a la loi de probabilité initiale IT).
Pour tout & > 2, nous noterons {gx-1(y,.);y € R} la famille des densités de
probabilité de transition de l'instant —k & l'instant —(k — 1).

Pour tout £ > 1, notons fr la densité de &, c’est-a-dire

frly) = /mk-l 7(z1)p2(z1, o) . - . Pk (Th-1, y)dTy - . . dTp1.
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Nous supposons que 7 est strictement positive A-p.p. et pour tout & > 2, p; est
strictement positive A\%-p.p., ot A? est la mesure de Lebesgue sur (IR?, B(IR?)).
Avec ces notations, nous pouvons alors exprimer la densité g;—;(y,.). En effet,

elle s'écrit ) o )
— Pe\Y) k-1
Qk-l(y’ ) fk(y) .

Nos hypotheses de I-régularité sont les suivantes.
(R) La famille {n(. +¢);t € R} est I-réguliére.

La quantité de Fisher associée est

I(x) = /m [—(x)rw(x) dz < oo. (1.24)

Pour tout & > 2
(Ry) La famille {fx(. + t);t € R} est I-réguliére.

La quantité de Fisher associée est

I(fe) = /m [jﬁ—f(y)rfk(y) dy < 0. (1.25)

(R{) La famille {px(z,.); z € R} est I-réguliére.

La quantité de Fisher associée est définie pour tout z € IR par

= [ [z—f(:x,wrm(m) dy. (1.26)

(Ry) La famille {gx-1(y, .); ¥y € R} est I-réguliére.

La quantité de Fisher associée est définie pour tout ¥ € IR par

8 Wy, z 2
I (y) = [R[M} Qr-1(y, 7) dz

9k-1(y, 7)
_ P_Z z.y) — fk ’ Pe(z, y) fe-1(z) -
- /IR [Pk( 9) fk(y):l Je(y) - (127

De plus, pour tout & > 2, nous supposons que
Ir = / LH(z) fe—1(z) dz < o0, (1.28)
R

E o= [ @ht) <o (1.20)
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Notons alors pour n € IN*

L =Im)+1(f;)+ I+ I,
I =I(fe) +1(fesr) + I+ I+ I + I, pour tout2 <k <n-1,
I, =17+ I+ 1(fa).

Enfin, pour @ = (ay,...,a,) € R", nous définissons les vecteurs £ et £ + @ de
lois respectives P, et P2.

1.3.2 Résultat

Il s’agit ici de majorer la distance en variation suivante

| Br =Pl = / lﬂ(xl +a1) Hpk(xk—1 + k-1, Tk + ak)
R" k=2
—7(z1) Hpk(:vk_l, :rk){ dz. (1.30)
k=2

Théoreme 1.2 Supposons que (R) soit vérifiée et que pour tout 2 < k < n,
(Ry), RY), (Ry), (1.28) et (1.29) soient vérifides, alors linégalité suivante a
lieu

| Po— Pull< (1.31)

Remarque 1.8 Lorsque nous comparons I'inégalité (1.31) avec I'inégalité (1.9),
obtenue dans le cas des c.m. homogenes stationnaires, nous pourrions croire que la
majoration obtenue ici est meilleure car la constante qui appparait est \/ﬁ alors
que dans (1.9), la constante est v/2. En fait, si la c.m. est homogene stationnaire,
pour k allant de 2 jusque n — 1, les quantités I, sont égales & 21 et I, , I,
sont inférieures ou égales & 2I. C’est pourquoi, dans le cas des c.m. homogenes
stationnaires, (1.31) est exactement (1.9) & la constante 1/3/2 prés. De méme, si
la c.m. est maintenant une suite de v.a.i., alors (1.31) est analogue & l'inégalité
(1.2).

1.3.3 Démonstration

La démonstration de ce théoréme suit le méme schéma que celle du théoréme
dans le cas homogene stationnaire. La difficulté réside ici dans la complexité des
notations.

Introduisons la fonction
v: [0;1] —R
n
t — U(t) =7w(z1 + tar) Hpk(il?k—1 + tak_1, Ti + tag)-
k=2
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L’expression (1.30) devient alors

| Pe - P, ||</ / ()| dz dt. (1.32)

Apres le calcul de ¥/'(t), nous définissons les v.a. suivantes

Xy = (fl)'*' (51,52)

Xp = ;k‘(fk—l;fk) 4 B (&, &k+1) pourtout2<k<n-—1, (1.33)
k +1

Xn = %(fn-—la §n)

En effectuant un changement de variables dans (1.32) et en utilisant ces notations,
nous obtenons

n n 2 1/2
| Pr— P |[<E Zaka < {E(Zaka) J . (1.34)
k=1 k=1
Les v.a. X}, possedent les mémes propriétés que dans le cas homogéne stationnaire,
c’est-a-dire qu’elles sont centrées, 2 non-corrélées et que les moments d’ordre 2
sont majorés par les quantités I a une constante pres.
Mais donnons d’abord quelques égalités qui seront utiles par la suite.
D’aprés (R) et le lemme 1.1, nous avons

/ 7' (z)dz = 0. (1.35)
R
Pour tout 2 < k < n, d’aprés (Rg) et le lemme 1.1, nous avons
/ fe(y) dy = 0. (1.36)
Pour tout 2 < k < n, d’apres (R;) et le lemme 1.1, nous avons pour tout z € IR
| sty =o (1.37)

Pour tout 2 < k < n, d’aprés (Ry) et le lemme 1.1, nous avons pour tout y € R

/ —qi—1(y, ) dz =0,

/pWWMJ) ﬁUnxmmwﬂm=a

R k

/ﬁ@wﬁd ﬂ /nl 2y) de,
Afﬂawnl<wm—ﬁ< (1.38)
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Pour tout 2 < k& < n, d’apreés (1.28), nous avons

/Im [i—f(x,y)rfk—l(x)pk(x, y) dz dy

:/IR/IR[Z_E(x,y)rpk(x,y)dyfk—l(x)dx
- /m I{ (2) fy-1(z) da

/ {Bi(m,y)r feor(2)pi(z, y) du dy = I, (1.39)

R? LPk

Par conséquent

De méme, pour tout 2 < k£ < n, calculons
o
/2 [ £ (z, )} fe-1(z)pi(z, y) dz dy
R

= [ [Eww - L+ Eo)] penenea

Dk fr fe
v ' 2
-/ [&(ax,y)——k( )} for (el ) da dy
R? | Pk fr

- [ |2 >} for(@)pe(z, ) da dy
+2/ oz, )jﬁ()fk 1(z) do dy

//[ Y ]fk () px(z,y) dz dy
/[ }/f’” )pi(z,y) do dy

1 / f’;( ) /m P2, y) for (2) d dy.

D’apres (1.25), (1.27), (1.29) et (1.38), nous avons alors

y 2
/ [&(x, y)} fe—1(@)pe(z,y) de dy = I + I(fi). (1.40)
Rr? LPk

Enfin, la densité conditionnelle de & /&x-; = x est la fonction suivante

R —R
y — p(z,y).
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Nous savons que

[ [Ben)] st imdy <co

Donc pour presque tout z € IR, nous avons

/ [pk (=, y)rpk(x,y) dy < co.

Dk

En appliquant le lemme 1.2, nous avons alors pour presque tout z € IR

| stiev)dy = (1.41)

Revenons-en maintenant aux v.a. X; et montrons qu’elles sont centrées.

ﬂJ

E(X)) = E [;(51)+%§(§1,§2)J
= [ #@do+ [ pileura) dedy

= /w(xdm+//p2xy dy 7 (z) dz.

D’apres (1.35) et (1.37), E(X;) = 0.
Soit2<k<n-1.

Pht1

Yy

E(Xy) = ]El:%:'(&c—lagk) (gk,§k+1)}
Yy

= / &(x,y)fk—l(x)pk(%y)dxdy
Rr? Dk

p:x:
+/ o (z,y) fe(x)prs1(z, y) dz dy
R? Dk+1

- //p%(:v,y) dy fi-1(z) dz
//pk+1 z,y) dy fr(z) dz

D’apres (1.37) et (1.41), E(X) = 0.
Enfin

E(X,) = E{g_g(gn—hfn)}
= | P nha@ dedy
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D’apres (1.41), E(X,) = 0.
Calculons les moments d’ordre 2.

B0 = B[T@)+ B
= [ [?—'(x)rw(x)m LB y)rw(mpz(x,y)dxdy

T Do
+2 / ™' (z)p3 (2, y) dz dy.
m2

D’apres (1.37), il est clair que la troisiéme intégrale est nulle. D’autre part, d’aprés
(1.24) et (1.39), nous avons

A [g(ﬂc)rw(x)dx:.f(vr) e [ |2 y)rﬁ(x)pg(x,y)dzdy: i

Donc
IE(Xf) =I(n) + Ij.

Soit 2<k<n-1.

py p:r: 2
E(X7) = E[—’E(fk—uﬁk)‘*‘ k+1(§k,€k+1)]
Dk +1

= /IR2 [g%(x,y)rfk—l(x)m(%y) dz dy

+/1R [%(z, y):l2fk(.7})pk+l(x’y) dz dy

2 | Pe+1

+ / 3p%(x, Y)Prsr(Y> 2) fe—1(z) dz dy dz.
R

Il est clair d’apres (1.37), que la troisiéme intégrale est nulle.
D’apres (1.39) et (1.40), nous avons

]E(Xk)_[ +I(fk)+ k+1°

Enfin
B(X?) = [—%@n 1,§n>]2
- [ ] foes (5)pal2,9) da dy.

D’apres (1.40), il est clair que
E(X2) = I7 + I(fa).
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Calculons les covariances. Nous savons déja que les v.a. X} sont centrées.
7r/ T Y T
Cov(X1,X2) = E [(‘—(fl) + &(51752)> (&(51752) + &(52,53))J
T D2 D2 D3
= [ m@py) dsdy
IR2
+ / ™ (@)p3(y, 2)p2 (2, y) de dy dz
R

+ /1;‘3 pg(:l:, y)P;a;:(y, Z)?T(.’L') dzx dy dz
Yy

+ / P (2, )2 (2, y)e () dr dy.
RrR2 D2 P2

Il est clair d’apres (1.37) et (1.41), que seule la derniére intégrale est non nulle et
en utilisant 2ab < a? + b2, nous avons

Cov(X1,X,) < l/ [gz(a:,y)rﬁ(x)pz(x,y)dxdy

+ lA2 [g_g(x,y)rw(x)pg(x,y) dz dy
1

1 _ 1

Soit 2 < k < n— 2, de la méme facon

y T
Cov(Xi, Xs11) = B [ (ﬁ(fk—hfk) + &ﬂ(&c,fknﬂ))
Pk DPk+1

Yy T
(‘f’ﬁl@k, o) + B2 (g, §k+2)> }

Dk+1 k+2

P41 p%+1
("Ev y) (J?, y)fk (x)pk-i-l (SL', y) dIII dy
R2 Pk+1 Dk-+1

IN

-1—/le [pi’ﬂ (w,y)rfk(f)pkﬂ(%y) dz dy

2 Di+1
1 p% 1 2
3 [ B aemen doay
R2 [ Dk+1

Par conséquent
1., 1__ 1
COV(Xk, Xk+1) S 51k+1 + §Ik+1 + EI(fk.H).

Enfin
Y T
COV(Xn—la Xn) = ]E [(pn—l (571—2751;—1) + i—n(fn—la 671.)) (?(En—-l; 5n)>i|

Pn—1




1.3. C.M. NON HOMOGENES

= [ Prgg P, .
B /IR'~’ pn( y)pn( Y) fr-1(z)pn(z,y) dz dy

< 1 [ [Eev)] pm@mensa
1

v 5 o [ )] fa-1(2)pa(a,y) da dy.

Par conséquent

Cov(Xn_l,X)<2I++ 1 + I(fn)

27

D’autre part, il est facile de montrer que pour 1 < k <n—-2et2<i<n—k,

COV(Xk, Xk+i) = 0.

Revenons & la majoration de la distance en variation et a l'inégalité (1.34).

n 1/2
Var(z aka)J

- n R
| B =Pl < E(zakxk)} _

L k=1

n—1

k=
1

7N
> 3
i [

1

n—1

Lk=1 k=1
Appelons S la quantité qui se trouve entre crochets.

S = ]E(X2)+a E(X2) + a?Cov(Xi, X3) + a2Cov(Xn-1, X,)

+Zak Xk +COV(Xk,Xk+1)+COV(Xk 1,Xk)]

3

IA

2
1 3 3

+Zak[ (fe) + I(fk+1)+ = P S I,;*+1+

27k T g7k

< —2“ kz_:laifk.

Donc 'inégalité annoncée est prouvée.

1/2
= ZVar(aka +221<< <n la:| laj| Cov( z,X)}
1/2
= Zak (X2 +2Z|ak||ak+1|Cov(Xk,Xk+1):l

1/2
Zai IE(X]?) -+ (ak +az+1)COV(Xk,Xk+1)J

a? [I(vr)+—1(f2)+—1;+%f2‘] [ (fn)+ I + I+}

1/2
= X:akIE)(X,c )+ aﬁ[Cov(Xk,XkH)+Cov(Xk_1,Xk)” :
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1.4 Cas ou le vecteur de la translation est aléa-
toire

1.4.1 Notations

Dans ce paragraphe, nous considérons une suite de v.a.i.i.d., & = (§)ren+,
définies sur un espace probabilisé (2, 4,1P), & valeurs dans (IR, B(IR), A). La
densité p de la v.a. & est supposée a.c.. Les dérivées premiére et seconde de p
sont notées p’ et p”. Nous définissons alors les quantités suivantes, sous réserve
d’existence de p’ d’une part et de p” d’autre part

ao) = [ [?i'<m)]2p<x)dx o ho)= [ [%(@fpmdx. (142

p

D’autre part, soit 7 = (7 )ren- une suite de v.a.i., définies sur le méme espace
probabilisé (£, A, IP), & valeurs dans (IR, B(IR), ), supposée indépendante de £.
Pour tout £ € IN*, nous noterons @ la loi de la v.a. nx. Enfin, pour n € IN*,

les vecteurs aléatoires & = (&1,...,&,) et Ex7 = (& + M, ..., & + 7,) ont les lois
respectives P, et P7. Nous rappelons que la densité de ce dernier est définie par

h: R — R
7 r——>h(a):/np(u1—vl)~--p(un—vn)Ql(dvl)---Qn(dvn).

1.4.2 Résultats

Le probléme est donc de majorer la distance en variation

tez=rll = [ |, Tlotos - muten - Hp
=/n H/ (ue — vi)Qr(dug) — liIP
= [ |TTmiptes ~ m) - T ot

k=1 k=1

Théoréme 1.3 Si I;(p) < 0o, alors pour tout € > 0, l'inégalité suivante a lieu

di. (1.43)

| PP = Po|I< (| 1i(p) D Bl Nn<e] + SZ]P{IUH > e} (1.44)
k= k=1

Remarque 1.9 Lorsque nous faisons tendre ¢ vers l'infini, nous retrouvons alors
une inégalité completement analogue & (1.1). En effet,
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Corollaire 1.1 Si I;(p) < oo, alors

| 7= Pu|I< v 1i(p)

(1.45)

De plus, si 7 n’est plus une suite de v.a. mais une suite réelle, alors (1.45) est
exactement I’inégalité (1.1).

I1 est possible de démontrer une autre inégalité dans le cas ou les lois des v.a.
M, sont symétriques.

Théoréme 1.4 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ny est symétrique. Si
I,(p) < oo, alors pour tout € > 0, l'inégalité suivante a lieu

25 n n
| B7—Pall< '2‘4‘12(17) ZE[%H{I%ISS}] + 8ZP{|77kl > e} (1.46)
k=1 k=1

Remarque 1.10 Il est possible de faire tendre € vers I'infini dans I'inégalité
précédente, cela nous donne

Corollaire 1.2 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ny, est symétrique. Si

L(p) < oo, alors
25
n_ <42

Nous obtenons également deux résultats du méme type lorsque & = (&)ren-
est une suite de v.a.i. mais n’ayant plus la méme loi, c’est-a-dire que pour tout
k € IN*, & a la densité pg, supposée a.c.. Par contre, 7 = (7x)ren- €st toujours
une suite de v.a.i., indépendante de £. Avec les mémes notations, nous obtenons

les deux résultats suivants.
Théoréme 1.5 Si pour tout 1 < k < n, I)(pr) < o0, alors pour tout € > 0,
l'inégalité suivante a lieu

(1.47)

| BT = P ll< (1D Ii(pe) B[nd gy, <] + 8 D P{Ine| > e} (1.48)

Remarque 1.11 Lorsque nous faisons tendre € vers l'infini, nous obtenons une
inégalité analogue & (1.2).
Corollaire 1.3 Si pour tout 1 <k < n, I;(px) < 0o, alors

| B = Po (1< 4| D Li(pe) Elngl. (1.49)
k=1
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D’autre part, lorsque 1 est une suite réelle non aléatoire, ceci est exactement
'inégalité (1.2).

I1 est clair que le cas ou 7 est une suite symétrique donne aussi un résultat
analogue au théoreme 1.4.
Théoréme 1.6 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de 1y est symétrique. Si
pour tout 1 < k < n, I(pr) < o0, alors pour tout € > 0, l'inégalité suivante a
lieu

25 n n
I BT = PulI< 4| 57 2 (o) Bl ce] +8 Y P{lme| >} (1.50)
k=1 k=1
Remarque 1.12 Lorsque ¢ tend vers infini, nous obtenons

Corollaire 1.4 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de n; est symétrique. Si
pour tout 1 < k < n, Ir(px) < o0, alors

25
| P7 = Py |I< ﬁzfz(pk)E[ﬂﬁ]- (1.51)
k=1

1.4.3 Démonstrations

Les idées de démonstrations sont inspirées de deux articles, I’un de H. Sato
et C. Watari [28] et I’autre de H. Sato et M. Tamashiro [27]. Dans un premier
temps, nous allons définir de nouvelles notions et transformer 'égalité (1.43). La
définition et les résultats qui suivent, se trouvent dans le livre de J. Jacod et A.
N. Shiryaev ([14], chapitre IV et V).

Définition 1.2 Soient deuz mesures de probabilité Py et P,, toutes deuz a.c. par
rapport 4 une troisieme mesure Q, de densités respectives zy et zo par rapport
d Q. Nous définissons alors la distance de Hellinger p(Py, P;) dont le carré est
défini par

PP, P) = 5 [(VE - varde. (1.52)

Cette distance vérifie alors le résultat suivant

Théoréme 1.7 Avec ces notations, nous avons l'inégalité suivante
| PL— Py [|< 2V2p(Py, Py). (1.53)

Notons

H(Pl,Pg):/\/El—Z;dQ

Par conséquent
PQ(P1,P2) =1 ”‘H(Pl,PZ)
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et (1.53) donne
| P =P < 8(1—H(P1,P2)>. (1.54)

Or P} et P, sont deux mesures de probabilté a.c. par rapport & A" (qui est la
mesure de Lebesgue sur (R", B(IR"))), donc nous pouvons appliquer (1.54) et

| P = P |P< 8(1— H(B, B.)), (1.55)

ol

H(F, F) = [Rn \J [ Elp(u - nk)]\l [[p(us)da
k=1 k=1

I1 / VEp(ur = ne)] v/ plur) duy. (1.56)
k=1 R

Pour tout 1 < k£ < n, notons p et v, les lois respectives des v.a. & + nx et &g.
Alors

Hpsy o) = /m VED{ = m0)v/plas) dus
= 1— p*(u, ),

ou

Pt

(VETRax = 7] - Vo)) du
(VERE-ml - Vp@) dn. (157

Plaem) = 3 [

X
=

2

I
5

Par conséquent

H(PLP) = []H(me )
= TI(1- Pluem)). (1.58)

x
)

Le résultat suivant tres classique se démontre facilement par récurrence.

Lemme 1.6 Soit x = (z¢)ren- une suite de nombre réels tels que pour tout
ke IN*, 0 <z, <1. Alors pour tout n € IN*, nous avons
n n
1-JJO—z) <> a. (1.59)
k=1 k=1
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Soit 1 < k < n. 1l est clair que p?(ux,v) > 0. D’autre part, lorsque a,b > 0,
(a — b)? < a? + b?. Par conséquent

Plu ) < 3 /m Elp(z ~ ne)]da + 5 /m p(z) dz

1 1
= §/mzp(x-—y)dek(dy)+§
1
2

= 5 ) P duQuan)+

_ %/n:p(u)du/IRQk(dv)—kézl.

Donc pour tout 1 < k& < n, nous avons 0 < p?(ug, v¢) < 1 et d’apres le lemme 1.6

n
1—H(1— uk,vk) Zp ks Vi)

k=1

En combinant ceci avec (1.55) et (1.58), nous obtenons

| P7-PlP < 8(1-H(PLP)

< 8(1- f[(l Na)

k=1

< 8Zp2(,uk,1/k). (1.60)

Ainsi, pour majorer || P7 — P, ||, il suffit de majorer p?(px, vk ).

Preuve du Théoreme 1.3 : soit 1 <k <nete >0, alors
| (VERE =0l - o) ds
R
/}R (\/ﬁp(z — M) Ljnei<ey] + Blp(z = 1) L >3]
V@ Pl < ) + PP {Inel > }) da

Or nous savons que pour tous a, b, ¢, d > 0, I'inégalité suivante a lieu

(\/a+b—\/c+d)2 < (Va— ey + (Vb — VA

pz(:ukn Vk) =

N — DN

Par conséquent
P (ke 1) < (Al + As), (1.61)
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ol

A = /IR (\/]E[P(ﬂf“ﬂk Lpei<er] = V@) P{|me| < 6})2 dz
A2 = /m (v/Elp(z = 1) Laeises] = /@R el > 5})2 dz

Pour majorer A,, utilisons pour a,b > 0
(a —b)? < a® +b%.

Alors
A

IA

FSE TS e

(Elp(z = 1) L) + p(@)P{Inel > }) da
/p@—yﬂwxn%uwdx+Pwm>sy/
R

p(u)H{IvI>e} Qk(dv) du + ]P{lnkl > 5}

2

p(v) du/IRH{Iv|>5} Qx(dv) + P{|m| > e}
Par conséquent
Ag < 2P{lni > ). (1.62)

Pour majorer A;, nous allons définir la fonction suivante

o [0;1] — R

t = Ox(t) = BV [p(z — tr) Uity

Nous allons vérifier que & est dérivable. Soit

F: [0;1] —R

¢ PE) = [ plo = )Ty Qeld) (1.63)
R
Posons f(t,y) = p(z — ty)L{y<e}- Alors
0
( f(t y)| = I—yp z- ty)n{lyl<€}'

//lyl [p'(z — ty)| Lgyi<e) Qe(dy) dz = //|Ullpl(“)lﬂ{lvlsq@k(dv)du
RJIRR .
/ P/ (u)] du / o] Ljoj<ey Qi (dv)

ol

(11( )) v (E[nkﬂ{lnleE}D
\/.71_@ X € < 00.

u) du E[|ne| Lijn,i<e)]

1/2

IN

IA
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Donc [ %{(t, y)l @k (dy) < oo pour presque tout z € IR et F'(¢) s’écrit donc

F,(t) = /le1 —yp’(x - ty)ﬂ{ly|§5} Qk(dy)

= E[-np'(z — tne) L i<e})- (1.64)

Calculons alors ,
E[—np' (2 — te) Ui, j<e)]

2EY?[p(z — tne) Ljnei<e}]

AUES

Par conséquent

4, = /IR<<I>k(1)—<I>k(0))2dx=/IR</01<I>}c(t)dt>2dx
/1/ @}C(t) de dt

k2 —tn )10 €
/ / [=mev'(@ = tn) Lmei<)] 0 (1.65)
r 4E[p(x — tne) L, <e]

D’apres I'inégalité de Schwarz, si E(Y?) < oo et ]E(—Y—z) < o0, alors
E*(X) X?
—=<E{—=). 1.
£ <5 (7) 169
Montrons que nous pouvons appliquer cette inégalité Prenons

9 X? 2P
V2 =p(a— ) Lpni<e) e Tz =T ; (= t7) L 1<ey-

VAN

Tout d’abord
/ E(Y?)dr = / p(z — ty) Ly <ey Qr(dy) dz
R R?
= / p(u) Ljjj<ey Qi (dv) du
]R2

= / p(u) du/ o) <ey Qr(dv)
R R
- Pml<e <1 (167
Donc IE(Y?) < oo pour presque tout z € IR.

Ensuite
X2 p/2
/ . <Y2> = /]Rz 5 (@~ 1)y Ty1<ey Quldy) do

p?
— / P ()0 L ey Qu(dv) du
R2 P

_ P 2 2
= /m[;(u)} p(u)du/}Rv I {jo|<e} @x(dv)
= Li(p) By, <] < €211 (p) < o0
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Donc E ( ) < oo pour presque tout z € IR.
Nous pouvons alors appliquer (1.66) et (1.65) devient

A < / / l:nk (z — tnk)H{IUkKe}] dz dt

N ,/ /IRz ~— (2 — ty)y* Ljjyi<ey Qi(dy) dz dt

2
1
= Zjl(p) IE[UZH{MHSE}]- (1.68)
En combinant (1.60), (1.61), (1.62) et (1.68), nous obtenons

| PT=P P < 4) (A+4)
k=1

(1
< 4y (511(19) B0 Ljn.|<ey] + 2P {Ime] > 6})
k=1

= I(p) ZE[T}I%I[{ITIHSE}] + 82113{,%] > e}
k=1 k=1

Remarque 1.13 Nous pouvons remarquer que dans cette démonstration, grace
au théoreme 1.7, nous avons en fait majoré la distance de Hellinger p(PJ, P,).
Nous obtenons donc, comme corollaire du théoreme 1.3, une inégalité pour cette
distance.

Corollaire 1.5 Si I1(p) < oo, alors pour tout € > 0, l'inégalité suivante a lieu

p(F Pa) < \]sz(uk,l/k)
k=1

1 " n
< 575\ ) D EniLnical +8) P{iml > e},
k=1 k=1

ou v est la loi de & et uy est la loi de & + 1.

Etudions maintenant le cas ol les v.a. 7 sont symétriques. Nous allons dé-
montrer le théoréme 1.4 pratiquement de la méme facon que le théoreme 1.3.

Preuve du Théoréme 1.4 :soit 1 < k < nete > 0. La loi de n est symétrique,

donc
) = 5 [ (VERGE+m] - Vo) de
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De la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 1.3, nous écrirons

1
P (1 Vi) < §(A1 + Ap), (1.69)

ol

Ay

/IR (VER( + 1) Lnisat] = VP@P {0l < s})2 dz,
A = /]R (VEIR( + 1) Lnget] = VE)PTnel > s}>2 dz.

La quantité A, se majore de la méme facon, c’est-a-dire
Ap < 2P{|m| > e}. (1.70)
Pour majorer A;, nous définissons aussi la fonction suivante

P, : [0, 1] — R
t o O(t) = EY?[p(z + tne) L <oy

Ici, nous savons que I>(p) < co. Or d’apres le théoréme 1 de [28],

L) < SVED).

Donc I;(p) < oo et comme dans le raisonnement précédent, ®, est dérivable et
. (t) s'écrit
s ooy Emep' (@ + 1) Lo <))
(I)k (t) - 1/2 .
2 [p(z + tm) L <e)]

Ceci implique grace a la symétrie de la loi de 7, que

3.(0) = B[ Lni<ey)p' (@) _
VTP (| <edple)

Montrons que @) est dérivable. Soit
G: [0;1] —R
t  —G() =/ yP'(z + ty) Ly <e} Qi (dy)- (1.71)
R

Posons g(t,y) = yp'(z + ty) Ly <c}. Alors

dg
= (by) = y?p" (z + ty) Lgyi<e}
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et
//Zf 10" (z + ty)| Ty1<ey Qi(dy) dz = //1)2 D" ()] Lijo)<e Qi (dv) du
RJR RJR

/ 10 ()] / o Tcep Qi (dv)
R R

pI/
/m =
< (BE)Y? (EhiTjm<a])
< VLp) x €% < c0.

Il

p(u) du E[nily, <))

Donc [ I%%(t, y)[ Qr(dy) < oo pour presque tout z € IR et G'(¢) s’écrit

G'(t) = /m y*p" (= + ty) Tji<e) Qe(dy)
= E[5p" (¢ + tne) L, <e))- (1.72)

Calculons alors
Enip" (z + tm) T <ey] X 2EY[p(z + t76) Lo, j<c)]
4 E[p(z + tn%) L, <))
_ E* (e (2 + 1) Lipne <<
4E[p(z + ) Ly <e) X BY?[p(z + t7%) L <e ]
Enip" (@ + tne) Lyng<ey]  E*[mep/ (@ + tne) L <c))
2EY?[p(z + t0e) Lpnicey]  4EY?[p(z + 1) Lypny <))

Par intégration par parties, nous avons

oi(t) =

2

A = A{(@k(l)—ék(o))?dax:/m[(I)}C(O)nt/gl(l—t)@’k’(t)dt} dz

< Al(l—t)QA(QZ(t))2dxdt.

Comme (a — b)? < 2a? + 262, alors

1 ]E2 2.1 ¢ 1 .
A < 2/ (1_t)2/ [rep" (@ + ) Lpai<e]
0 r 4Ep(x + ) L, <e}]

1 En.p' tne) I R
+2/ (l_t)Q/ [m;p @+ Uni<all e (173)
0 r 16 E°[p(z + ) L, 1<e3]

Montrons que nous pouvons & nouveau appliquer (1.66).
Ici, Y2 = p(z + tne) Lgj <e} €6 nous savons déja que E(Y?) < oo pour presque
tout z € IR. Par ailleurs, nous prenons

X2 an

4
— =, —(z +in)1 e}
V2 lcp( k) {Ink|<e}
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X? 4p//2
/IRIE (-)—-/3> dr = /1R2y —p——(x+ty)]I{|y,55} Qr(dy) dz

112
= / v P () Ty ey Qi (dv) du
R2 D

7 2
= /m[%(u)] p(u)du/mv“H{h,ISE}Qk(dv)
= L(p) B[l <] < *L(p) < co.

Donc IE ( ) < oo pour presque tout z € IR.
En appliquant (1.66), nous obtenons

112

E[n2p" (z + tn) I
120" (= + 1) Ljme <) %($+tnk)ﬂ{lnk156}]. (1.74)

Elp(z + t) L <e)]

<E [n}é

D’autre part, d’aprés I'inégalité de Hélder, si E(Y*3) < co et E (%) < o0,

alors
E4(X) X4 .
—~—E3(Y4/3) <E (—“Y‘*) . (1.75)

Montrons que nous pouvons ’appliquer. Prenons

X4 pr4

Y% = p(z + ) L, <e) et 7= nﬁg(x + £7k) L, <e}-

Alors
/ E (Y*?) dz = / (@ + 1) Tyi<e) Qe(dy) do
R R

= /p(u) du/ Tp<ey Qr(dv)
R R
= P{ln|<e}<1.

Donc E(Y*/3) < oo pour presque tout z € IR.

4 "
/]E(ii) dr = / P (m+ty)y Iyi<ey Qildy) dz

/ / v ji<c) Qr(dv)
P R

K( )E[nkﬂ{mm}]

e*K(p),

I
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ol .
pl
k)= [ 2] st
RLP
Or d’apres la proposition de [28], nous savons que

K(p) < 7R ().

Donc K (p) < co. Par conséquent, [E ()}f—:) < oo pour presque tout z € IR et nous
pouvons appliquer (1.75), ce qui nous donne

E*[nep’ (z + tnk) Lijn <<} [ p'"
=L < B i (z + tne) Lypp, < ] : 1.76
]Eg[p(flf + tﬂk)ﬂ{|nk|§s}] kp3 ( e) {imel<e) ( )

Appliquons donc les deux inégalités (1.74) et (1.76) & (1.73), alors
1 1 p”2
A < 2/ (1- t)2/ ~E [nﬁ—-(z + t1k) Lfjne|<e} | dz di
0 R 4 D

! 1
+ 2/ (l — t)2/ —E 77/; = (CL‘ + tnk)ﬂ{lnkKe} dz dt
0 r 16

1 1 p//2
= —2-/0 (l—t)Q/IR-p—(u) du/IRU4H{|U|S€} Qr(dv) dt

1 1 14
+1 / (1—1)? / P w) du / o ey Qu(dv) dt
8 Jo R P R -

{_%(1 - t)B}; [IQ(p) + K(p)] E[n: L{inei<e)]

1 9
X = X [1 + =X —] L(p) EneL{n.<e}]

[y
W |

3 4 4
= I2(p) E[nén{[nklgs}]' (1.77)

En combinant (1.60), (1.69), (1.70) et (1.77), nous obtenons

1P =P < 43 (4, + 4)

k=1

< i4A1+82n:1P{lnkl > )

IN

*fz(p ZIE nkH{lnk|<€}]+82 P{lnk| > €}
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Remarque 1.14 Comme nous ’avons signalé lors de la remarque 1.13, nous
obtenons également un corollaire du théoreme 1.4 pour la distance de Hellinger.

Corollaire 1.6 51 I;(p) < oo, alors pour tout € > 0, l'inégalité suivante a lieu

p(PLB) < (1> 0% (e, i)
k=1

1 25 n n
< Yo E[n: 1 3+ 8 P > €y,
= 92\| 24 2(p) £ (7 Lfjmui<ey] kZ:l {7 }

ou vy est la lot de & et py est la loi de & + n.

En ce qui concerne le cas ot £ = (&k)ken~ €st une suite de v.a.i. mais n’ayant
plus la méme loi, la distance en variation que nous devons majorer est la suivante

1P-pul= [

Il est évident que les démonstrations des théorémes 1.5 et 1.6 se rédigent de la
meéme fagon que celles des théorémes 1.3 et 1.4, a la différence prés que la densité
p doit étre partout remplacée par la densité py.

11 Epx (ur = )] = T ] pe(ws)| da.
k=1 k=1

1.5 Passage a la limite dans ces inégalités

Il est intéressant d’étudier le comportement de ces inégalités lorsque n tend
vers l'infini. Dans un premier temps, nous démontrons un lemme qui nous permet
de passer & la limite dans les différents cas que nous avons traités précédemment,
ensuite nous énoncerons les inégalités limites ainsi obtenues.

1.5.1 Lemme

Tout d’abord, rappelons les quelques notions suivantes. Nous notons IR® ’es-
pace des suites infinies £ = (zx)ren- de nombres réels, muni de sa tribu borélienne
B>. De plus, IR* muni de la métrique définie dans [1] (p. 218 et p. 19), est un es-
pace métrique complet séparable (e.m.c.s.). Pour n > 1, notons II, la projection
naturelle suivante

I,: R — R"
z — I (z) = (21, .., Zn),
qui est mesurable, continue et inversible.

Un ensemble cylindrique est, par définition, un ensemble de la forme II 1 H,
ou H € B(R") et n > 1. Or pour n > 1, IT, est continue, donc les ensembles
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cylindriques appartiennent & B%. Notons F la classe des ensembles cylindriques,
comme IR* est séparable, F engendre B® (voir [1]).

Soient X = (Xi)ken- et Y = (Yi)ren+ deux suites de v.a. réelles, définies sur
un espace probabilisé (£2,.4,1P). Notons P et Q les lois respectives de X et de
Y dans (IR*, B®). Pour n € IN*, P, et Q, désignent respectivement les lois des
suites (Xi,...,X,,0,...) et (¥1,...,Y,,0,...). Notons alors

P =PJI;' =PI et Qn= QuII;' = QII;Y,

les lois respectives des vecteurs X = (X;,...,X,) et Y = (¥3,...,Y,).

Lemme 1.7 Awvec ces notations, nous avons
|P—Ql<limsup || Po—Qnll. (1.78)

Preuve : nous savons que P, = P si et seulement si P,(A) — P(A) pour tout
ensemble A de P-continuité cylindrique (voir [1], p. 19). Dans notre cas, il est
clair que

P.=P et Q.= Q.

Or d’apres le théoreme 2.7 de [6], nous savons que

Pn=P } |P—Q||<limsup || Pn— Q|| - (1.79)

On=Q

Enfin, notons F, = {z € R®|z = (z1,...,2,,0,...)}. Il est clair que E, est
isomorphe a IR"™. Alors

| Pn= Qnll=ll o= Q- (1.80)
Ainsi, (1.79) et (1.80) I'inégalité annoncée (1.78). n
Remarque 1.15 En réalité, nous pouvons montrer le résultat suivant.
| P~ Q= lim || P~ Qa . (1.81)
Preuve : pour tout n € IN*, posons

Jo: R® — E,
z > Ju(z) = (z1,...,2n,0,...).
Alors
P,=PJ' et Q,=0J",

donc

I Pn = Q=PI = QI ISP =21l
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Par conséquent
limsup || Pn = Qn ISP - Q|-
Ainsi avec (1.79), nous avons
|P—Q||=limsup || Pn— Qn || -
De plus, posons u, =|| P, — Qn ||- Alors (un)nen+ est une suite croissante car
Pn = Pn+1J1:1 et Qn = Qn+1~]7:1
et
Un =|| Po—=Qull = |l ’Pn+1J7:1 - Qn~l~lJn_1 I
< ) Prt1 = Qusr [|= ntar

Par conséquent, la suite (un)nen+ est croissante majorée, donc la limite existe et

| P~ Qli= lim || P~ Qu = lim || P Qu |

1.5.2 Résultats

Le passage a la limite dans toutes les inégalités finies des paragraphes précé-
dents se fait alors sans difficulté grace au lemme 1.7.

Premier cas : v.a.i.i.d. et translation non aléatoire

Soit & = (&k)ren- une suite de v.a.i.i.d. de loi P et soit a = (ax)ren+ une suite
réelle. P désigne alors la loi de la suite £ + a = (& + ax)ken+. Le passage & la
limite dans I’inégalité (1.1) nous donne le résultat suivant : si la densité p de &
est a.c., si I(p) < oo et si a € £y, alors

P =P <VI(p), [> dk (1.82)
£>1
Deuxiéme cas : v.a.l. et translation non aléatoire

Nous conservons les mémes notations, mais & = (& )xew- est ici une suite de
v.a.i.. Le passage & la limite dans (1.2) nous donne : si pour tout £ € IN*, la
densité p, de & est a.c., I(px) < co et > o, axd(pr) < 00, alors

| P* =P < Zakj(pk)~ (1.83)
\/ k>1
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Troisiéme cas : c.m. homogeénes stationnaires et translation non aléa-
toire

Soit & = (&k)ken+ une c.m. homogene stationnaire de loi de probabilité initiale
stationnaire II, de densité 7 a.c., de noyau de probabilité de transition P, de
famille de densités de transition {p(z,.);z € IR}. Pour tout z € IR, p(z,.) est
a.c.. Avec les mémes notations que dans le paragraphe 1.2, le passage & la limite
dans le théoreme 1.1 nous donne
Théoréme 1.8 57 (R), (R*), (R7), (1.6) et (1.7) sont vérifides et si a € {5,
alors

| P* =P ll< V2l [> al. (1.84)

k>1

Quatriéme cas : c.m. non homogeénes et translation non aléatoire

Soit £ = (& )ren- une c.m. de loi de probabilité initiale IT (de densité 7 a.c.).
La famille des densités de probabilité de transition de I'instant k£ — 1 a l'instant
k est {pr(z,.);z € R}. Pour tout £ > 2 et pour tout z € IR, pi(z,.) est a.c..
Avec les mémes notations que dans le paragraphe 1.3, le passage a la limite dans
le théoréme 1.2 nous donne
Théoréme 1.9 Si (R) est vérifice, si (Ry), (Ri), (Ry), (1.28) et (1.29) sont
vérifiées pour tout k > 2 et si de plus

Z ailk < 00,

k>1

1P =Pl [2 S ath (1.8

Cinquiéme cas : v.a.i.i.d. et translation aléatoire

alors

Soit £ = (£k)ken- une suite de v.adid. et n = (7)rew+ une suite de v.a.i,
indépendante de £&. Comme d’habitude, P est la loi de £ et P7 est la loi de la
suite £ + 7 = (& + M) ken- - Avec les notations du paragraphe 1.4, le passage & la
limite dans le théoréme 1.3 donne

Théoréme 1.10 Si I;(p) < oo et si pour e > 0

S B <] <00 et Y P{n| >e} < o0, (1.86)

k>1 E>1

alors

1P - P < \/mp)ZIE[nzﬂuqk[se}J 183 P{ml>el  (187)

k>1 k>1
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Gréce a la remarque 1.13 et au corollaire 1.5, nous obtenons le corollaire suivant
pour la distance de Hellinger.

Corollaire 1.7 Si I;(p) < oo et si pour € > 0, (1.86) est réalisée, alors

p(P,P) <[> (s i)

1
B WG L(p) ZE[UI%H{WISE}] + SZIP{M,C[ > e},

k>1 £>1

ot vy, est la loi de & et py est la loi de & + 1.

Remarque 1.16 En fait, au lieu de la condition (1.86), nous pouvons supposer
que 7 € £ preque sirement (p.s.). En effet, démontrons le résultat tres classique
suivant.

Lemme 1.8 Soit o = (a)ken- une suite de v.a.i. telle que pour tout k € N*, la
loi de oy, soit concentrée sur IR*. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(1) pour é >0

ZE[akﬂ{akSJ}] <oo et ZIP{ak >4} < 0.

k>1 k>1

(1) D k>1 @k < 00 p.s..
Preuve :
(2) = (it) : si )5, PP{Jak| > 8} < o0, nous avons d’apres le lemme de Borel-
Cantelli
P{limsup{ax > d0}} = 0.

Donc pour presque tout w de , il existe ko(w) € IN tel que pour tout & > ko(w),
ak(w) = QO (w)ﬂ{ak(w)gd}-

De plus
E I:Z akﬂ{aksg}:l = Z E[akﬂ{akgé}] < o0,

E>1 k>1

donc
Zakﬂ{aksé} < oo p.s.,

k>1

et > oy 0k < 00 P.S..
(17) = (¢) : d’apres le théoréme des trois séries de Kolmogorov, comme

Zak < DS,
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alors il existe 6 > 0 tel que

ZE[akﬂ{IakISJ}] <o et Z]P{,akl >4} < oo,

k>1 k>1

ce qui signifie, puisque la loi de a4 est concentrée sur R™, que

S Elailjaen] <oo et Y P{ay > 6} < co.

k>1 k>1

Pour justifier la remarque 1.16, nous pouvons appliquer le lemme 1.8 & la suite

(o )ken = (UZ)keIN‘ et § = &2
Le passage a la limite dans le corollaire 1.1 nous donne

Corollaire 1.8 Si I1(p) < co et si 3, E[nf] < oo, alors

| P"-Pl< VL(p) /me (1.88)

Sixiéme cas : v.a.i.i.d. et translation aléatoire symétrique

Le passage a la limite dans le théoreme 1.4 nous donne

Théoréme 1.11 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ni est symétrigue.
Si I(p) < oo et si pour € >0

ZE[Uﬁﬂ{mrsE}] <oo et ZIP{Inkl > e} < 00, (1.89)

k>1 k>1

alors

|77 - Pn<\[ D) S Bl Ignico) + 8 Pl >} (190

k>1 k>1

Gréace a la remarque 1.14 et au corollaire 1.6, nous obtenons le corollaire suivant
pour la distance de Hellinger.

Corollaire 1.9 §i I,(p) < oo et si pour e > 0, (1.89) est réalisée, alors

p(P",P) < /Z P* (k. Vi)

< —= =D(0) Y EniTjnca) + 8> P{n| > €},
2v21/ 24 ;21 ) k>1

ou vy, est la loi de & et py est la loi de & + 1.
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Remarque 1.17 Au lieu de la condition (1.89), il est possible de supposer que
n € £4 p.s.. Cela découle du lemme 1.8 appliqué & la suite (o )rens = (7)ken- et
§=¢t

Le passage a la limite dans le corollaire 1.2 donne

Corollaire 1.10 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ny, est symétrique.
i Ir(p) < oo et si Y 4 E[ni] < oo, alors

1P =P < oo 1) Y Blof] (1.91)

k>1

Septiéme cas : v.a.i. et translation aléatoire

Soit € = (€k)ken+ et 7 = (Mk)ken- deux suites de v.a.i., indépendantes I'une
de 'autre. Comme d’habitude, P est la loi de € et P7 celle de £ + 1. Avec les
notations du paragraphe 1.4, le passage a la limite dans le théoréme 1.5 donne

Théoréme 1.12 Si pour tout k € N*, I (pg) < 00 et si pour e > 0

> n(pk) B <] <oo et Y P{|n| > e} < o0, (1.92)

k>1 k>1

alors

1P —P < \/Z L) B Tgnee) +8 S P{ml > e} (193)

k>1 k>1

De méme, le passage a la limite dans le corollaire 1.3 nous donne
Corollaire 1.11 Si pour tout k € IN*, I1(px) < 0o et si

S™ L(p) Bl < oo,

k>1

alors

1P =Pl< [> Lipe) Elnf] < oo. (1.94)

k>1

Huitiéme cas : v.a.i. et translation aléatoire symétrique

Enfin, en passant & la limite dans le théoreme 1.6 et dans le corollaire 1.4,
nous obtenons

Théoréme 1.13 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ny est symétrique.
Si pour tout k € IN*, Ir(px) < 00 et si poure >0

le(pk) E(n; L <e}] < oo et ZIP{Inkl > e} < oo, (1.95)

k>1 k>1
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alors

|P" =P < \/ ‘z‘?i > Loe) Blnflp, <] +8)_P{Ine| >e}.  (1.96)

£>1 k>1

Corollaire 1.12 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de n;, est symétrique.
Si pour tout k € IN*, In(px) < oo et st

> I(pe) Elng) < o0,

k>1

alors

1P =P < 20 S Loe) Elnf] (197

k>1
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Chapitre 2

Continuité absolue

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est ’application des inégalités démontrées dans le
chapitre précédent a I’étude de la continuité absolue.

Dans un premier temps, nous démontrons quelques lemmes préliminaires
concernant la notion de continuité absolue. Ensuite, en appliquant ces lemmes
et en utilisant les inégalités du paragraphe 1.5, nous montrerons la continuité
absolue entre la loi d’une suite de v.a. et la loi translatée, dans tous les cas que
nous avons traités.

2.2 Lemmes préliminaires

Nous rappelons que si x et p' sont deux mesures définies sur un espace mesu-
rable (Q2, A), alors p est absolument continue (a.c.) par rapport & p' (p < p'), si
pour tout A € A tel que p'(A) = 0, nous avons p(A4) = 0.

Sip < ' ety < p, alors p et u' sont équivalentes et ceci se note pu ~ u'.

2.2.1 Continuité absolue entre mesures produits

Soit (2,.4) et (€', A") deux espaces mesurables, 4 une mesure définie sur
(22, A) et vy, vy deux mesures définies sur (€', .A’). Nous considérons alors les deux
mesures produits 4 X vy et u x v définies sur I’espace produit (2 x ', A x A').

Lemme 2.1
vy ~ Uy &= WXV~ U XV

Preuve : supposons que v, < vy. Alors pour tout A’ € A’ tel que v1(A") =0,

nous avons vs(A’) = 0.
Soit B € A x A’ tel que u x v1(B) = 0.

49
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Notons pour tout z € Q, Bz = {y € Q'|(z,y) € B}, alors Br € A'. Par
conséquent, 4 x v;(B) = 0 implique que

ux v (B) = /Qz/l(Bz)u(d:c) = 0.

Dans ce cas, v1(Bz) = 0 u-p.p. et grice a la continuité absolue de v, par rapport
a vy, nous avons aussi v»(Bz) = 0 p-p.p.. Ainsi

p X vp(B) = /Q vo(Bz) u(dz) = 0.

Ceci signifie que p X v <€ p X v1. De la méme fagon, v € v, implique que
LXv LU X v, :
Supposons maintenant que p X vo € p X v;. Pour tout B € A x A’ tel que
p x v1(B) =0, nous avons p X 1»(B) = 0.

Soit A’ € A’ tel que v1(A") = 0 et posons B = x A’. Dans ce cas

pXn(B)=pxun(QxA)=u Q) d)=0.

Alors pu X vo(B) = 0, soit p(Q)e(A’) =0 et 1,(A') = 0, autrement dit vp <K vy.
Un raisonnement analogue montre que si p X vy < p X vy, alors v; < v,. Ceci
termine la preuve du lemme. [

2.2.2 Continuité absolue et mesure translatée

Nous considérons 'espace (IR, B(IR), A) et u une mesure sur (IR, B(IR)), a.c.
par rapport a A. Donc d’apres le théoréeme de Radon-Nikodym, la densité ¢ de u
par rapport & A existe et pour tout A € B(IR), nous pouvons écrire

p(A) = /A q(z) d.

Soit a € IR et u® la mesure translatée de p définie pour tout A € B(IR) par

p) =pa+a)= [

. q(z)dz = /Aq(x +a) dz.

Lemme 2.2 Pour tout a € IR, nous avons
p~pt = qg>0 Alpop.

Preuve : supposons que q est strictement positive A-p.p.. Soit A € B(RR) tel que
n(A4) = 0.

p(A):/q(a:)d:v et ¢>0 Mp.p,
A
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donc A(A) = 0. Or X est invariante par translation, donc pour tout a € R,
AMA+a)=0cet

pt(4) = /A+ g(z) dz = 0.

Par conséquent, pour tout a € IR, pu* < u. Par symétrie, il est évident que pour
tout a € IR, p < p.

Supposons maintenant que pour tout a € R, u® ~ u. Soit N la mesure de la loi
normale centrée réduite et ¢ sa densité par rapport & A (¢ > 0).

Posons v = u * N. Pour tout A € B(IR), nous avons

(A — 2)p(z) d = /IR W (A)plz) da.

v(A) = ux N(A) :/
R

Or pour tout z € IR, u{~® ~ u. Donc pour tout A € B(RR) tel que u(4) = 0,

nous avons u(®(A4) = 0 et v(A4) = 0.

Par conséquent, v < u. Réciproquement, pour tout A € B(IR) tel que v(A) =0,

nous avons

/ 1) (A)p(z) dz =0,
R

donc u(®)(A) = 0 et u(A) = 0 A\-p.p.. Ainsi u < v et u ~ v. Nous avons alors
w1~ v et la densité de p par rapport & A existe et est strictement positive A-p.p..
n

2.2.3 Continuité absolue et convergence en variation

Soit (n)new+ une suite de mesures et u une mesure, définies sur un espace
. . var

mesurable (2, .A). Lorsque p, converge en variation vers u (u, —— p), alors
n—o0

pour tout A € A, nous avons

lim i (A)

n—o0

u(A).

Lemme 2.3 Si j, —— 1 et si pour tout n > 2, i, ~ 1, alors p < .
n—0
Preuve : soit A € A tel que u;(A) = 0, alors pour tout n > 2, p,(A) = 0. Or
Un —— 1, donc
n—oo
p(A) = lim p,(A) =0,

n—o0

donc p < 1. n
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2.3 Cas des variables aléatoires indépendantes
et translation non aléatoire

2.3.1 Cas des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées

Reprenons les notations du paragraphe 1.1. Soit £ = (&)ren+ une suite de
v.a.i.id.. La densité p de & est supposée a.c. et I(p) désigne la quantité d’infor-
mation de Fisher associée a p.

Pour toute suite a = (ax)ren- réelle, nous définissons la suite translatée £ +a
et P, P désignent respectivement les lois de € et £ + a. Dans ce cas, le résultat
obtenu est
Théoréme 2.1 Supposons que p > 0 A-p.p. et I(p) < oo alors pour toute suite
a € ¥y, nous avons

P~ Pe
Remarque 2.1 L’étude de la continuité absolue dans ce cas a déja été réalisée
par L. A. Shepp [29] et son résultat est beaucoup plus complet que celui-ci. La
démonstration de L. A. Shepp utilise I’alternative de Kakutani [16], ce qui n’est
pas notre cas. Apres les démonstations du paragraphe 2.3.3, nous expliquerons
comment nous pouvons aussi utiliser I’alternative de Kakutani.

2.3.2 Cas des variables aléatoires indépendantes n’ayant
plus la méme loi
Ici, € = (€k)ken+ est une suite de v.a.i.. Pour tout & € IN*, la densité p; de &
est supposée a.c. et I(pi) est la quantité de Fisher associée a py.

Dans ce cas, avec les mémes notations, c’est-a-dire que P et P® désignent
respectivement les lois de £ et € + a, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 2.2 Supposons que pour tout k € IN*, pp > 0 A-p.p. et I(pg) < oo,
alors pour toute suite a telle que

Zaﬁ[(pk) < 00, (2.1)

nous avons
P~ PC
2.3.3 Démonstrations
Notons

= +a)=E+ay,. & +an,...) deloi Py =P?,
52: (fl’£2+a2a"'7€n+an,~-) de IOiPQ,
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et plus généralement, pour tout n € IN*,

& = (.. én-1,6n + an, &1 + Any1, .. .) de loi Py,
§n+1 = (glx--w&n—l; én y§n+1+an+1,...) delOiPn+1.

Pour tout n € IN*, v, désigne la loi de la v.a. &, et U5 1a loi translatée, donc

la loi de la v.a. &, + a,. De plus, si u, est la loide (¢y,...,&-1,&+1+ Gny1,-.-),
nous pouvons écrire

Pn = tn X y,(l"“") et Ppt1 = Un X Up. (2.2)

Preuve du théoréme 2.1 : cas des v.a.i.i.d.

Premiére étape : montrons que P <« P°.

Fixons n € IN*. La densité p de la v.a. £, est strictement positive A\-p.p.. Donc
d’apres le lemme 2.2, pour tout a, € IR, nous avons

Up ~ 1/,(;“").
Grace au lemme 2.1, pour tout a, € IR, nous avons
Hn X Vp ~ lUn X Vr(;,—an)a

soit encore

Pn+1 ~ Py.
Par récurrence, nous en déduisons que pour tout n > 2, nous avons
Notons a™ = (0, ...,0,an, any1,- - -). Dans ce cas, P, est la loi de la suite £ + a”,
c’est-a-dire

Pn =P,

Supposons que a € ¥y, alors a” € ¢, également. D’autre part, I(p) < oo. Nous
pouvons donc appliquer l'inégalité (1.82)

| P2 =P 1< V1), [ ((a))?,

E>1
Oou encore
1P =P IS VIW), S d.
k>n

Or a € #5, donc le second membre de l'inégalité tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. Ainsi
lim [P, ~P =0 et P, —P. (2.4)
n—oc n—oo
En appliquant le lemme 2.3 & (2.3) et (2.4), nous avons
P <P =P
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Deuxiéme étape : montrons que P* K P.
Notons

¢ = (Ck)ren = (& + ar)ren- de loi Q =P,
¢ —a=(Ck — ak)ken = (§k)ren- de loi Q7% =P,

Il est évident que le raisonnement précédent s’applique aussi aux suites ¢ et { —a.
En effet, ¢ vérifie toutes les hypotheses nécessaires, c’est une suite de v.a.i.i.d.,
la densité de (i est a.c. et elle est strictement positive A-p.p. (z — p(z — a;)).
La quantité de Fisher associée & cette densité n’est autre que I(p), elle est donc
finie. De plus, (—a) € ¥¢,. Par conséquent, Q@ < Q7% c’est-a-dire que P* <« P.
Ceci termine la démonstration du théoréme 2.1. [

Preuve du théoréme 2.2 : cas des v.a.i.

Premieére étape : montrons que P < Pe.

Fixons n € IN*. La densité p, de la v.a. &, est strictement positive A-p.p.. Donc
d’aprés le lemme 2.2, pour tout a, € IR, nous avons

Up ~ 1/,(1"““).
Gréace au lemme 2.1, pour tout a, € IR, nous avons
Hn X Vp ~ U X V,(z_a");

c’est-a-dire
Pn+1 ~ Pn A

Par récurrence, nous en déduisons que pour tout 7 > 2, nous avons
Pn ~ Pl = Pe, (25)
D’autre part, P, = P%". Nous savons que pour tout ¥ € IN*, I(px) < co et a est

telle que
Z aij(pk) < 09,
k>1

alors la suite a™ vérifie aussi cette hypothese et nous pouvons appliquer I'inégalité
(1.83)

1P =Pl< [> Ipe) (@),

k>1

1 PPl [ I(pe)al.
k>n

ou encore



2.3. V.A.L ET TRANSLATION NON ALEATOIRE 55

Lorsque n tend vers l'infini, le second membre de I'inégalité tend vers 0 et
lim || P, =P=0 et P, s P. (2.6)
n—oo n—o0

Or (2.5) et (2.6) sont exactement les hypothéses du lemme 2.3, donc

PLP, =P

Deuxiéme étape : montrons que P¢ < P.

Comme auparavant, nous définissons les suites ¢ = ((x)rews = (& + ar)ren- de
loi @ =P%et (—a= (( — ax)ren- de loi @™% = P. Les v.a. {; vérifient les
mémes hypotheses que les v.a. . Elles sont indépendantes et pour tout £ € IN*,
la densité de ¢ est gr(z) = pr(z — ax). Elle est donc strictement positive A-p.p.
et I(gx) = I(px) < 00. De plus, la suite (—a) est telle que

D (=) I(a) =) ail(p) < oo

k>1 k>1

Nous appliquons alors le raisonnement de la premiere étape et
Q < Q7 cest-a-dire que P* < P.

Expliquons maintenant comment utiliser ’alternative de Kakutani [16] dans
le cas des v.a.i.i.d.. Pour tout k € IN*, nous avons vu que la loi de v, de la v.a.
& est équivalente a la loi Vk %) de la v.a. &k + ag, car nous avons Supposé que p
est strictement positive A-p.p.. D’autre part, nous pouvons calculer le carré de la
distance de Hellinger entre ces deux lois, il est défini par

p (z/ y,(c_“k)> = %/{R(\/p(x-{—ak)—\/p(m)ydz.

11 est facile de voir que

- 1
,02<z/k,z/,(c ak)) < =adiI(p).

Donc

Zp(u I/kak>< =I(p Zak

k>1 k>1

Or a € I, et I(p) est finie par hypothéses, donc d’aprés lalternative de Kakutani,
nous en déduisons directement que P ~ P°.
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Nous avons évidemment le méme raisonnement dans le cas ou £ est une suite
de v.a.i.. En effet, pour tout k¥ € IN*, p; est supposée strictement positive A-p.p.,
donc la loi de & est équivalente a la loi de & + ax. Dans ce cas, nous avons

Z p2 (Vk’ ylg“ak)) < .é. Z azf(pk).

k>1 k>1

Or le second membre de I'inégalité est fini par hypothéses et d’apres ’alternative
de Kakutani, P ~ P2,

2.4 Cas des chaines de Markov et translation
non aléatoire

2.4.1 Chaines de Markov homogenes stationnaires

Nous reprenons ici toutes les notations du paragraphe 1.2 que nous rappelons
brievement. Soit £ = (& )ren+ une c.m. homogene stationnaire. La densité de
probabilité initiale stationnaire m est supposée a.c.. Pour tout z € R, p(z,.)
est la densité de probabilité de transition supposée a.c.. Nous considérons la
chalne inversée par rapport a la loi de probabilité initiale stationnaire et pour
tout y € R, ¢(y,.) est la densité de probabilité de transition de cette chaine.
Pour tout z € R et tout y € R, I(n), I*(z) et I~ (y) désignent les quantités
de Fisher associées respectivement aux hypothéses de I-régularité (R), (R*) et
(R7). Enfin, rappelons que

I:I(7r)+/m[+(:r)7r(x) d:z-i—/n;f"(y)w(y) dy.

Soit a = (ax)rew- une suite réelle. Comme précédemment, P désigne la loi de
la chaine & et P® celle de la loi translatée £ + a = (§ + ax)ren-- Dans ce cas, le
résultat que nous obtenons grace au théoreme 1.8 est le suivant

Théoréeme 2.3 Supposons que
(z) 7> 0 A-p.p. et p> 0 A2-p.p.,
(i1) (R), (R*) et (R™) sont vérifiées,
(111) [r It (z)7(z)ds < oo et [ I~ (y)7(y) dy < oo,

alors pour toute suite a € {3, nous avons

P~ PO
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2.4.2 Chaines de Markov non homogénes

Rappelons les notations du paragraphe 1.3. Ici, £ = (& )ren+ €st une c.m. qui
n’est plus homogeéne . La densité de probabilité initiale 7 est a.c. et pour tout
k > 2 et tout z € IR, pr(z,.) est la densité de probabilité de transition de I’instant
k —1 & l'instant k& supposée a.c.. Nous considérons la chaine inversée par rapport
a la loi de probabilité initiale et pour tout & > 2 et tout y € R, gx—1(y,.) est la
densité de transition de I'instant —k & l'instant —(k — 1).

I(r) est la quantité de Fisher associée a I’hypothese de I-régularité (R) et pour
tout k > 2, tout z € R et tout y € IR, I(fx), I (z) et I_,(y) sont les quantités
de Fisher associées respectivement aux hypotheses de I-régularité (Ry), (R) et
(R, ). Nous notons pour tout £ > 2

I = /m @) fema(0)do ot Iy = /m I () ) dy,

ol fr est la densité de .
Rappelons que
L=I(m)+1(f)+ I +17,

et pour tout k£ > 2
Iy = I(fk) + I(fk+1) + I/j + Ii: + I:+1 + Ik—-i-l'

Dans ce cas, avec les mémes notations (£ et € +a de lois respectives P et P?),
nous obtenons grace au théoréeme 1.9

Théoréme 2.4 Supposons que

(i) ™ > 0 A-p.p. et pour tout k > 2, pp > 0 \-p.p.,

(i1) (R) est vérifiée ainsi que (Ry), (R}) et (Ry) pour tout k > 2,
(#33) pour tout k > 2, It < oo et I < oo,
alors pour toute suite a telle que

Z arl; < oo, (2.7)

k>1

nous avons

P~ P

Remarque 2.2 Le cas des c.m. a déja été traité par H. Sato [26]. Ce dernier a
démontré la continuité absolue de deux c.m. localement équivalentes. Sa démons-
tration utilise un résultat di & Y. M. Kabanov, R. S. Lipcer et A. N. Shiryaev
[15]. Aprés les démonstrations, nous expliquerons la méthode et les outils utilisés
par H. Sato.
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2.4.3 Démonstrations

Nous utilisons les mémes notations que dans les démonstrations du para-
graphe 2.3.

= (6+a)=(&+ay,...,& +ap,...) de loi P, = P
et plus généralement, pour tout n € IN¥,

" = (&1, &n-1,&n + Gn Enpr + Qo .. ) de loi Py,
§n+1 = (61)"'7571—1) é-n ;§n+l+an+1,--') de loi Pn+1'

Montrons tout d’abord le lemme suivant, valable dans les deux cas.
Lemme 2.4 Pour tout n € N*, P, ~ Ppy;.

Preuve : fixons n € IN*. Les suites " et £"*! sont & valeurs dans (IR*, B®).
Posons

Y, = {(0,...,0,Zn41,ZTnsa,...)| pour tout k > 1, z,4 € R}
Z, = {(z1,.-+,2n,0,...,0,...)] pour tout 1 < k <n, 2, € R}.

Dans ce cas, nous pouvons identifier R® & Y, x Z,. Considérons une partition
de Y, x Z,, notée

F={y;yeYa}ouy={y+zz€Z,}

Posons u, la projection de P, sur Y, c’est aussi la projection de Pp4; sur Y.
Ainsi, p, est la loi de la suite (0,...,0,& 41 + Gnt1,Ense + Qni2, - - ).
Soit y = (0,...,0,Zny1, Tnto, .. .) € Ya, appelons
- P} : la loi conditionnelle de (&1, ..., &n-1,&n + an) sachant que
Ent1 + Any1 = ZTny1, €nte + Gtz = Tnga, - -
: 1a loi conditionnelle de (&1, ...,&. -1, &) sachant que
En+1 t Gny1 = Tni1, &nv2 + Gni2 = Ty, - - -
En considérant la chaine inversée par rapport a la probabilité initiale qui est aussi
une c.m. et qui vérifie la propriété de Markov,
- P} est la loi conditionnelle de (&1, &n1,&n + an)/Ens1 + Gn1 = Tnyt,
- (5 est la loi conditionnelle de (€1y .oy &n1,60) /ns1 + Qi1 = Tny1-
Alors P} et @} sont des lois n-dimensionnelles dont les densités respectives p, et
¢r sont données pour Z = (x1,...,Z,) par
- dans le cas homogene stationnaire

pn: R* — 1R

-Q

<3

71'(5()1) e 'p(zn—la Tn — an)p(xn — Qn, Tn4+1 — an+1)
W(zn-i-l - an+1)

T —rpa(T) =

g, R" — R

3

7T($1) . 'p(CUn—l, xn)p(xmxn—f-l - an+l)
7r(xn+1 - an+1)

T g (Z) =

)
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- dans le cas non homogene

pn: R — R

T — 71'(.'1,‘1) o 'pn(xn—l’ Ln — an)pn+1($n — Qg Tny1 — an+1)’

fn+1($n+1 — Gn+1)

g, : R" — 1R

7 m(xy) - 'pn(xn—l,xn)pnﬂ(xmxnﬂ + an+1).

fri1(@ne1 — Qn+1)

Grace 4 la condition () du théoréme 2.3 et & la condition (i) du théoreme 2.4, p,
et g, sont strictement positives A™-p.p. dans les deux cas. Donc pour tout y € Y,
P~ Q) |

Soit A € B> tel que P,(A) = 0. Par conséquent

Pa(d) = / PR(A) pm(dy) =0,

c’est-a-dire que pour tout y € Yy, P;(4) =0 pn-p.p..
Comme P} ~ @y pour tout y € ¥y, nous avons

Qy(4) =0 pnp.p.

et aussi

Prn(4) = | Q3(A) unldy) =0

Donc P41 K Py.
Un raisonnement analogue montre que P, < Pyn41, ce qui termine la démonstra-
tion du lemme 2.4. [ ]

Par récurrence, nous en déduisons que pour tout n > 2, nous avons
P ~ Py =P (2.8)

Preuve du théoréme 2.3 : cas homogene stationnaire.

Premiere étape : montrons que P <« P°.

Fixons n € IN*. Rappelons que a™ = (0,...,0,an,an+1,--.), P est la loi de la
chaine ¢ et P, est la loi de la chaine £ + a™, ce qui signifie avec les notations
habituelles que P, = P%". Si a € ¢,, alors a™ € ¢, également. Nous pouvons donc
appliquer I'inégalité (1.84) & ce cas précis et

I P =Pl VoI > (@),

k>1
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ou encore

| Pn—Pli< V2T > dd.

k>n

Nous savons que I < oo et le second membre de I'inégalité tend vers 0 lorsque n
tend vers l'infini (car a € £,), donc

lim || P, —P[=0 et P, — P. (2.9)
n—eo n—o0
Il nous reste & appliquer le lemme 2.3 & (2.8) et (2.9), ce qui nous donne
P LP =P

Deuxiéme étape : montrons que P? < P.

Ceci s’effectue comme dans les démonstrations du paragraphe 2.3 en posant
¢ = (Ck)ren+ = (€ + ak)ren- de loi Q@ = P,
¢ —a=(Ck — ar)ren = ({k)ren- de loi Q7% =P.

En appliquant le raisonnement précédent aux c.m. ¢ et ( — q, il est clair que

Q<K Q™% Cclest-a-dire P*<KP.

Preuve du théoréme 2.4 : cas non homogeéne.

Premiére étape : montrons que P <« P°.

Fixons n € IN*. Supposons que la suite a soit telle que >_ ., a2l < oo, alors la
suite a™ vérifie aussi cette hypothese car

> (@)l = atly < co.

k>1 k>n
Nous avons alors toutes les hypotheses permettant d’appliquer le théoreme 1.9 et
'inégalité (1.85).

1P =P l<  [3 S(@)e L

k>1

| Pa=Pls [53ath

Le second membre de I'inégalité tend vers O lorsque n tend vers 'infini grace a
I'hypothese (2.7) et

ou encore

lim |P,—P||=0 et P, ——P. (2.10)
n—od n—o0

Ceci combiné avec (2.8) permet de conclure
PP =P
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Deuxiéme étape : montrons que P* < P.

Le méme raisonnement s’applique aux chaines ¢ et ( — a et nous donne
QK Q7% C(est-a-dire P P.

Expliquons maintenant comment obtenir la continuité absolue en utilisant les
outils de H. Sato [26] et de Y. M. Kakanov, R. S. Lipcer et A. N. Shiryaev [15].
Nous savons que

|P* — P|| < 2v2p(P°, P). (2.11)

D’autre part, le théoréme 4.6 de H. Sato [26] nous donne

PP, P) < ZIE[/ (\/})k (Ex-1 + ak—1,y + ax) — V/Pe(&k- 1,?!)) }

k>1

< M1+M2 (Zak> (2.12)

k>1

ou

~ -

z 2
M, = suplE /[&(&—1,9)} Pe(&e—1,9) dy|,
R Pk

£>1

P} 2
M, = supE A[i(fk—h?ﬂ} Pr(&e-1,) dy

>
k>1 L ]

Dans le cas homogene stationnaire, nous avons alors
M, =/ If(z)r(z)dz =TT et M2=/ I“(y)r(y)dy + I(x) = I~ + I(r).
R R

Donc en combinant les deux résultats (2.11)et (2.12), nous obtenons une inégalité
analogue a (1.84)

[P ~Pll <2vT [> al.

k>1

Dans le cas non homogeéne, nous voyons par récurrence comme nous 1’avons fait
dans le paragraphe 1.4.3, que

P (P, Pp) < %;E [/IR <§/Pk(§k—1 + ag-1, Uk + ag) — \/pk(§k~1,uk))2duk:| ,
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olt py(ug, u1) = m(u;) et ap = 0. Définissons maintenant (h,),en- le processus de
Hellinger associé & P, et P? (chap IV, [14]) par

n

S %Z [‘/IR (\/Pk(fk—l + a1, ug + ag) = Pk(fk—l,uk))zdukJ -

k=1

Posons pour tout £ > 1,

Iy = IEUIR {%(fk_l,y)rpk(fk-l,y)dy],
If = EU]R [ﬁ—f(fk-l,y)]?pk(ﬁk-l,y)dy]-

Nous voyons alors que I7 = I(7) et I}t =0.
En suivant la méme idée de démonstration que celle du théoreme 4.6 de H. Sato
[26], nous avons

. 1 _
(P P) < Blheo) < 5D (1T + i),

£>1

Donc dans notre cas, nous avons

P~ Pl <2 [ (a2 J& +adly).

k>1

Ceci est analogue a I'inégalité (1.85).
Venons-en & la continuité absolue. Nous savons d’aprés le corollaire 2.8 du
chapitre IV de [14] que

Plho <o0)=1 = PP

Si

Z(al%—ljlj +ail;) < oo,

k>1

nous avons alors P <« P¢. Cela donne aussi P <« P~%. Il nous reste maintenant
a appliquer le lemme 4.2 de [26], nous obtenons P* < P.
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2.5 Cas des variables aléatoires indépendantes
et translation aléatoire

2.5.1 Cas des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées

Reprenons les notations du paragraphe 1.4. La suite £ = (& )ren+ est une
suite de v.a.i.i.d.. La densité p de & est supposée a.c.. Rappelons que

/

he) = [ [;<x>]2p<x>daz o ho)= [ [”;"<x>]2p<x>dz.

i~

D’autre part, 7 = (7x)ren- est une suite de v.a.i., indépendante de £. Pour
tout £ € IN*, Q) désigne la loi de 7. Enfin, P et P" désignent respectivement
les lois des suites & et € + 1. Grace au théoreme 1.10, nous obtenons le résultat
suivant.

Théoréme 2.5 Supposons que p > 0 A-p.p. et I1(p) < 00, alors pour toute suite
n telle qu’il existe € > 0 vérifiant

Y Byl <oo et > P{lmn|>e} <o, (2.13)

k>1 k>1

nous avons

P ~ PN (2.14)
Remarque 2.3 Comme nous ’avons signalé lors de la remarque 1.16, au lieu de
la condition (2.13), nous pouvons supposer que la suite n € £3 ps..

Remarque 2.4 H. Sato et M. Tamashiro ont étudié le cas particulier ou £ est
une suite gaussienne standard et 7 une suite non négative. Leur démonstration
utilise aussi 'alternative de Kakutani [16] et ils ont aussi démontré (théoreme 1,
[27]) que dans ce cas, (2.14) implique que pour tout € > 0

Z]E[n,fﬂ{nkge}] <oo et ZIPQ{nk >e} < 0.

k>1 k>1

Le corollaire 1.8 nous donne le résultat suivant.

Corollaire 2.1 Supposons que p > 0 A-p.p. et I (p) < 00, alors pour toute suite
7n telle que
> " Enf] < oo, (2.15)
k>1
nous avons
P~ P
Supposons maintenant que la suite 7 est symétrique, le théoréme 1.11 nous
permet de démontrer le résultat suivant.
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Théoréme 2.6 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ny est symétrique.
Sip> 0 A-p.p. et I(p) < oo, alors pour toute suite n telle qu’il existe ¢ > 0
vérifiant

> Bl <l <co et > P{n| > e} < oo, (2.16)

k>1 k>1
nous avons

P~ P

Remarque 2.5 Comme nous l’avons signalé lors de la remarque 1.17, au lieu de
la condition (2.16), nous pouvons supposer que la suite n € ¢4 p.s..

Le corollaire 1.10 nous donne le résultat suivant.

Corollaire 2.2 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de ny, est symétrique. Si
p>0 A-p.p. et I,(p) < o0, alors pour toute suite n telle que

Y Eni] < oo, (2.17)

k>1
nous avons

P~ PO,

Remarque 2.6 Ce cas a déja été étudié par H. Sato et C. Watari [28] et ils uti-
lisent aussi P’alternative de Kakutani. Apres les démonstrations, nous montrerons
comment nous pouvons également utiliser cette alternative.

2.5.2 Cas des variables aléatoires n’ayant plus la méme
loi

Ici, & = (& )ken~ est une suite de v.a.i.. Pour tout & € IN*, p, désigne la loi
de & et est supposée a.c.. De plus, 7 = (7 )ren+ €st toujours une suite de v.a.i.,
indépendante de &. Les lois respectives de & et £ + 1 sont P et P7. Grace au
théoréme 1.12, nous démontrons

Théoréme 2.7 Supposons que pour tout k € IN*, py > 0 A-p.p. et I;(px) < oo,
alors pour toute suite n telle qu’il eriste € > 0 vérifiant

> L) Eniln <l <oco et Y P{m| > e} < oo, (2.18)
k>1 k>1
nous avons
P~ P,

Comme conséquence du corollaire 1.11, nous avons

Corollaire 2.3 Supposons que pour tout k € IN*, pp > 0 A-p.p. et I (px) < oo,
alors pour toute suite n telle que

S L) Elf) < oo, (2.19)

E>1
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nous avons

P~ P
Enfin, dans le cas symétrique, grace au théoreme 1.13, nous démontrons

Théoréme 2.8 Supposons que pour tout k € IN*, la lot de n est symétrique,
pr > 0 A-p.p. et Iy(pr) < oo, alors pour toute suite n telle qu’il eriste ¢ > 0
vérifiant

Zfz(pk)IE[nﬁII{mEe}] <oco et Z]P{lnkl >e} < oo, (2.20)
k>1 k>1
nous avons
P~ P

Comme conséquence du corollaire 1.12, nous obtenons

Corollaire 2.4 Supposons que pour tout k € IN*, la loi de n est symétrigue,
pr > 0 A-p.p. et I(pr) < 00, alors pour toute suite n telle que

™ L(pe) Efnf] < oo, (2.21)

k>1
nous avons
P~ P,

2.5.3 Démonstrations
Nous noterons comme dans toutes les démonstrations précédentes
g =E+n=EE+m,. &+, ..) deloi P, =P7,

et plus généralement, pour tout n € IN*,

" = (&, €1, En F My Engl F sty - - ) de loi P,
§n+1 = (517 e a§n—17 €n :€n+1 + M+t - - ) de loi Pn-{-l-

De plus, v, et v, * @, sont les lois respectives des v.a. &, et &, + n,. Notons pu,
la loi de la suite (&,...,&n—1,&n+1 + Mty Ensa + Mo, .- .). Dans ce cas, nous
pouvons écrire

Pr = ptn X (Vn * Qn) et Ppi1 = tin X Vn.

Montrons tout d’abord le résultat suivant valable dans le cas des v.a.i.i.d. ou le
cas des v.a.i..

Lemme 2.5 Pour tout n € IN*, v, * Qn ~ v,,.
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Preuve : soit A € B(R) tel que v,(A) = 0. Nous savons que p est strictement
positive A-p.p. (ou pi est strictement positive A-p.p. pour tout £ € IN*), donc
d’apres le lemme 2.2, pour tout a € IR, nous avons

a
vV, ~ Vp,

z)

c’est-a-dire que pour tout x € IR, u,(,_ ~ v,. Par conséquent

Vo On(A) = /m va(A - 7)Qn(d2)
B /mv,s"“(A)Qn(dz)=0

et v*xQp L vy
Réciproquement, soit A € B(IR) tel que v, * @,(A4) = 0. Donc

Un * Qn(A) = / V(A — 2)Qn(dz) =0

R

et vp(A — z) = 5P (4) = 0 Qu-p.p..
Or p est strictement positive A-p.p. (ou p; est strictement positive A-p.p. pour
tout £ € IN*), donc pour tout z € IR, nous avons

v~y
Donc v,(A) =0 et v, K vy * Q. n
Nous pouvons alors appliquer le lemme 2.1. Pour tout n € IN*, nous avons
Prn = pin X (Un * Qn) ~ pin X Vn = Ppyy.
Par récurrence, nous en déduisons que pour tout n > 2, nous avons
P~ Py =P". (2.22)
De plus, nous définissons également

C1:§: (61762)"')51’1)"') de loi Ql :Pa
= (& +m,6 ..., &n, ) de loi Oy,

et plus généralement, pour tout n € IN*,
Cn = (§1+771,---,§n—1+77n—1, é-n 1§n+1)"') de 101 Qn)
<n+1 = (§1 + 71,5 €n1 +77n—1a§n+77nyfn+1,'-') de loi Qny1.

Bien siir, v, et v, * @, sont toujours les lois respectives des v.a. &, et &, 4+ n,. De
plus, appelons 7, la loi de la suite (& + n1, ..., &1+ Mn-1,&n+1,Ensa, - . .). Dans
ce cas, nous pouvons écrire

Qn =Tp XU, et Qn—}—l =Tp X (Vn * Qn)
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D’apres les lemmes 2.1 et 2.5, nous montrons que pour tout n € N*, Q,, ~ @,
et pour tout n > 2, nous avons

Montrons maintenant les théorémes énoncés plus haut.

Preuve du théoréme 2.5 : v.a.i.l.d. et translation aléatoire.

Premiere étape : montrons que P < P".

Fixons n € IN*. Notons " = (0,...,0,%n, n+1,...). Dans ce cas, P est la loi de
£ et P, est la loi de la suite translatée & + n,, c’est-a-dire

P~ P
Supposons que 7 vérifie la condition (2.13), c’est-a-dire qu’il existe £ > 0 tel que

Z]E[nzll{,,,k|55}] <oo et ZIP{]nkl > e} < 00,
E>1 E>1
alors pour le méme ¢, n™ vérifie aussi cette condition car

> E(0Me) Tyamuize) = O Bl Ly, <e] < 00

k>1 k>n

STP{MM] > e} =Y P{iml > e} < 0.

k>1 k>n .

D’autre part, I;(p) < oo, donc toutes les conditions du théoréme 1.10 sont réali-
sées et nous pouvons appliquer l'inégalité (1.87)

| P" —PI< \/11(10) > E[((0M)e)2Lenyizey] + 8 Y PLm™)l > e},

k>1 k>1

ou encore

| Pa—P < \/mp) S BT gnce] +8 3 P{nd > e}

k2n k>n

Les deux séries qui apparaissent dans le second membre de cette inégalité sont les
restes de deux séries convergentes, donc leurs limites sont nulles lorsque n tend
vers l'infini. Par conséquent

lim | Pn =P =0 et Py —:+ P. (2.24)

En appliquant le lemme 2.3 & (2.22) et (2.24), nous avons
P<LP =P
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Deuxiéme étape : montrons que P" K P.

Posons

=G Fm, b1 F 1,60, &ngr - - -) de loi Oy,
€+77 = (61 + M. .- 7£n—1 +77n—1;§n + 77n;§n+1 +77n+17 c. ) de loi P,

Notons pour n € IN*

Y, =(0,...,0,&n,&nt1, .. .) de loi Py,
Zn = (0,...,0,& + N, ns1 + Mg - ..) de loi Py .

Grace a I'indépendance des v.a., il est évident que
| @n—P" |[=l| Py, = Pz, || -

De plus, Z, =Y, + n" et toutes les hypotheses du théoreme 1.10 sont vérifiées,
ainsi

I Pr. - Pz, [I< \/mp) S B[R L <) +8 S P{mil > €).

k>n k>n
Donc
lim || Q, —P"||=0 et Q, —— P (2.25)
n—oo n—oco
En appliquant le lemme 2.3 & (2.23) et (2.25), nous avons
PP =P.

Preuve du corollaire 2.1 : le raisonnement est identique & la démonstration
précédente, hormis le fait que nous appliquons le corollaire 1.8 et I'inégalité (1.88)
APetP,=P" et Py, et Pz, c’est-a-dire que

1P =P < VL), > El((0Me)?,

k>1

ou encore

| P =P lI< VLD, D Em.

k>n

Or I1(p) < oo et grace a I’hypothése (2.15), le second membre de I'inégalité tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini et

lim |P,~P|=0 et P, ——P. (2.26)
n—oo n—oo
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Donc (2.22), (2.26) et le lemme 2.3 permettent de conclure

PP, =P".
De méme
I Py, = Pz, IS VL), [ Y Eln,
k>n
lim || @, =P"||= lim || Py, — Pz, ||=0
n—o0 n—oo
Donc

Qn —— Q=P. (2.27)
n—oo
Ainsi, (2.23) et (2.27) nous donne grace au lemme 2.3
PP Q=
n

Preuve du théoréme 2.6 : v.a.i.i.d. et translation aléatoire symétrique.
Le méme raisonnement est valable en appliquant le théoréme 1.11 et 'inégalité
(1.90), c’est-a-dire

k>1

P —PI< —12 E{((7)6) Lyiirmyui<e] + 8> P{I(n )kl >},
k>1
ou encore

| Pa=P < \/—12 1) S Bl Ine] + 85 P{Iml > e).

k>n k>n

Or I(p) < oo et grace a I’hypothese (2.16), les deux séries qui apparaissent dans
le second membre de cette inégalité sont les restes de deux séries convergentes.

Donc
lim [P, ~P||=0 et P, ——P.
n—o0 n—00

Par conséquent

PP =P".
De méme
| Py, Py < \/—fz 2) S i) + 83 Pl > ).
k>n k>n
Donc

lim || @, —P"||=0 et Qnijbpn,
Pl Q)=
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Preuve du corollaire 2.2 : en appliquant le corollaire 1.10, nous avons

177 =P l< \ g ), [ Bl

k>1

ou encore
25
1P = PlIS \ 55220, D Eld]
k>n

Or I1(p) < oo et grace & ’hypothése (2.17), le second membre de 'inégalité tend
vers 0 lorsque n tend vers I’infini et

lim || Pa—Pll=0 et Pn-2s 7P,
n—o0 n—oo

P << Pl = ’P77.
De méme
25
| Py, — Pz, 1< 4/ ﬁb(P) ZEWS
k>n
Donc

Jim [| @u = P" ||= lim || Py, = Pz, [|=0.

Alors Q, = P" et
n—o0

P« Q@ ="7P.

Preuve du théoréme 2.7 : v.a.i. et translation aléatoire.
Nous appliquons le théoreme 1.12.

1P =Pl > Lo B0 Tyemyeza] +8 D Pl > €},

k>1 k>1

ou encore

| Pa—Pli< \/Z L(pk) Bl T gnee) +8 5 P{m| > ¢},

k>n k>n

Grace a I'hypothese (2.18), nous avons
lim || P, —P =0 et P, 2P,
n—r0o n—oo

P << P1 :’P".
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De méme

I Py, =Pz IS, [D 1i(pe) Bl L 1cey] + 8 P{|me| > €}

k>n k>n

Donc
lim || @, —P"||=0 et Q, 2P
n—>00 n—oo

Pk Q) =7P.
]
Preuve du corollaire 2.3 : en appliquant le corollaire 1.11, nous avons
1P =Pl D Lipe) BI(0)e)?),
k>1
ou encore
| Pn—P < Zh(pk)E[ni]-
k>n
Or Y i>1 11(px) E[n{] < 0o. Donc
ILIH “ Pn—P”=O et ’Pn_vg"r_)Pa

P < Pl = 'P’I_

De méme
| Py, = Pz, <, [ Lilew) Elng].
k>n
Donc
lim [ @~ P" [|= lim || Py, = Pz, |=0.
Alors Q, —= P et
n—oo
Pk Q) ="7P.
]

Preuve du théoréme 2.8 : v.a.i. et translation aléatoire symétrique.
En appliquant le théoreme 1.13, nous avons

| P —P < g—iZ12(plc)E[((nn)k)4ﬂ{l(7l")k155}] +8)  P{|n| > e},

ou encore

| Po= Pl o0 D Bo(o0) Bl s +8 S Pl > e}

k>n k>n
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Grace a I’hypothese (2.20),

lim | P, —P[=0 et P, 2P,

n—oo n—roQ

P<<P1=Pn.

De méme

25
I Pv = Pz 1< /55 Y I(pk) BT <] + 8> P{Ine| > €}

k>n k>n
Donc
lim || @, —P"||= lim || Py, — Pz, [|[=0 et Q, —= P",
n—00 n—oo n—00

Pk Q) ="7P.

Preuve du corollaire 2.4 : en appliquant le corollaire 1.12, nous avons

1P =P lis 20 S Blp) BI(()e))

k>1

ou encore

1 Pa =P IS 20 > Toloe) Els].

k>n

Gréce a ’hypothese (2.21),

lim || P, =P =0 et Pp—22s7P,

P << Pl == P’I_
De méme
25
[Py = Pau 1< [50 3 o) Bl
Donc

lim || Qu = P" ||= lim || Py, = Pz, [|=0 et Qn ——P".

Pr« Q1 =7P.
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Comme dans le cas des v.a.i.i.d. et de la translation non aléatoire, nous pou-
vons aussi démontrer 1’équivalence des lois en utilisant directement 1’alternative
de Kakutani. C’est d’ailleurs la méthode utilisée par H. Sato et C. Watari dans
[28]. En effet, nous avons déja énoncer deux inégalités pour la distance de Hel-
linger (corollaires 1.7 et 1.9) et d’apreés les hypothéses des théorémes 2.5 et 2.6,
nous savons que

> Pk v) < 0, (2.28)

k>1

ou v et uy sont les lois respectives des v.a. & et & + 7. Nous avons déja vu que
pour tout & € IN*, u est équivalente & vy, car p est strictement positive A-p.p.. Il
reste donc & appliquer directement I’alternative de Kakutani et cela nous donne

P ~ PO,
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Chapitre 3

Principe d’invariance local pour
les chaines de Markov

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la recherche d’un P.I. local pour les c.m.. L’idée
est issue d’une étude réalisée par Y. A. Davydov lequel a utilisé I'inégalité (1.1)
pour démontrer un P.I. local pour les fonctionnelles stochastiques dans le P.I. de
Donsker-Prokhorov [6].

En effet, soit £ = (& )kew- une suite de v.a..i.d., définies sur (2, 4, 1P) et a
valeurs dans (IR, B(IR), A) telles que pour tout k¥ € IN*, [E(&) = 0 et Var(&) =
0? < co. La densité de chaque v.a. & est notée p et I(p) est la quantité de Fisher
associée.

Posons Sp = 0 et pour tout £ € IN*, Sy = & + ... + &. Fixons n € IN*
et construisons le processus polygonal (, obtenu & partir des (n + 1) points
(k/n,Sk/o+/n) pour tout 0 < k < n. Le processus (, est un processus 3 tra-
jectoires continues sur [0;1], c’est-a-dire que ¢, est un élément de C[0;1]. Alors
¢, est défini pour tout ¢ € [0;1] et tout w € Q par

Calt ) = Ef’}ﬁ [1(@) + (nt = 18] s ()] (3.1)

Comme nous 'avons déja signalé dans 'introduction générale, nous notons P, la
loi de ¢, et le P.I. de Donsker-Prokhorov (théoreme 10.1, [1]) affirme que P, = W
dans CJ[0; 1]. Par conséquent, si ¢ est une fonctionnelle définie sur C[0; 1], & valeurs
dans IR, mesurable et W-p.p. continue, alors

Pl = We .

En imposant des conditions plus fortes sur la densité p et en restreignant la
classe des fonctionnelles, il est possible d’obtenir une assertion plus forte. En effet,
voici le résultat obtenu par Y. A. Davydov (théoréme 15.2, [5]).

75
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Théoréme 3.1 Soit ¢ : C[0;1] — IR. Si les conditions suivantes sont réalisées
(1) p est a.c. et I{p) < oo,
(2) ¢ € My (voir la définition dans 3.2.2),

alors nous avons
—~1 var -1
P —— W™

n—oo

Dans [5], nous pouvons trouver la définition de la classe My, et une démons-
tration de ce résultat qui n’utilise pas 'inégalité (1.1). Plus tard, Y. A. Davydov
a réalisé une autre démonstration de ce résultat qui utilise (1.1) et un théoréme
limite local pour les fonctionnelles de processus aléatoires (théoréme 1, {3]). Cette
nouvelle approche donne la possibilité de simplifier la démonstration.

Le but est d’utiliser cette deuxiéme méthode de démonstration dans le cas
des c.m.. Dans un premier temps, nous donnerons un P.I. local pour une c.m.
homogene stationnaire. Ensuite, nous nous intéresserons au cas homogene non
stationnaire.

3.2 Cas des chaines de Markov homogénes sta-
tionnaires

Soit & = (€k)ken- une c.m. homogeéne stationnaire, définie sur (Q, A, IP) et
a valeurs dans (R, B(IR), ). Soit f : R — IR et n € IN*. Nous construisons
alors le processus polygonal (,, suivant. Posons Sy = 0 et pour tout & € IN*,
Sk = f(&)+...+ f(&). Le processus ¢, est construit & partir des (n+ 1) points
(k/n, Sk/+/n) pour tout 0 < k < n et est défini pour tout ¢ € [0;1] et tout w € Q
par

Calt,w) = — Stny(w) + (nt = [nt]) f (€1 (w)) |- (32)
Jn

Notons P, la loi de (,. Dans un premier temps, nous allons supposer la conver-
gence faible de cette suite de lois et nous allons montrer que nous avons aussi la
convergence en variation. Ensuite, nous appliquerons ce résultat au cas des c.m.
Harris-récurrentes.

3.2.1 Inégalité pour la chaine de Markov (f(&))ren

Supposons que £ est la c.m. homogeéne stationnaire définie dans le para-
graphe 1.2. Rappelons que II est la loi de probabilité initiale stationnaire de
densité m supposée a.c. et P est le noyau de probabilité de transition avec la fa-
mille des densités de probabilité de transition {p(z,.);z € IR}. Pour tout z € IR,
p(z,.) est supposée a.c.. Les dérivées 7/, pl, et p, existent au sens usuel. Rappe-
lons que g est la densité de probabilité de transition de la chaine inversée (par
rapport & II). @ est le noyau de transition correspondant & la famille des densités
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{q(y,.); v € R}. Rappelons les hypotheses de I-régularité.
(R) La famille {n(. +t);¢ € IR} est J-réguliére.

I = [ [f—'@)]zvr(x) dz,

™

ou J = {z € R|n(z) > 0}.
(R*) La famille {p(z, .); x € J} est I-réguliére. Pour tout z € J, nous avons

rw=[|%e y>]2p<x, ) dy

(R™) La famille {q(y,.);y € J} est I-réguliére. Pour tout y € J, nous avons

rw-= [ [%( ) - 1'<y)]2 TP g

De plus, nous notons
It =/I+(:r)7r(:z:) dz, I~ :/I“(y)ﬂ'(y) dy et I=I(m)+I"+1". (3.3)
J J

Dans le paragraphe 1.2, nous avons démontré une inégalité pour la distance
en variation entre les lois des vecteurs (£1,...,&,) et (& +ay,...,& + an), ol la
suite a = (ag)ren- est réelle et n € IN* est fixé.

Dans ce paragraphe, nous allons majorer la distance en variation entre les lois
des vecteurs (f(&1), ..., f(&:)) et (f(é1)+ay, ..., f(&)+an) notées respectivement
j’; et }/’E
Théoréme 3.2 Soit f : IR — IR une application deux fois dérivable vérifiant les
deuz conditions suivantes

(1) 36 > 0 tel queVz € R, f'(z) > 6,
(i3) IM > 0 tel queVz € R, |f"(z)| < M.
Si (R), (RT), (R™) sont vérifides, si It < oo et I~ < 00, alors ’inégalité suivante

a lieu

n
| P2 =Py ll< VI, | > a, (3.4)
k=1

ou T =4I+ 22 4 L(n).

Remarque 3.1 Gréce aux hypotheses, il est clair que T < oo.
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Remarque 3.2 La suite (f(&k))ren reste une c.m. homogene stationnaire. Il
aurait été possible d’appliquer directement le théoreme 1.1 et l'inégalité (1.9) a
la chaine (f(&k))ken+, en donnant les conditions en termes des densités des v.a.
(f(€k))kenw- . Toutefois, il est préférable de garder les conditions sur la chaine
initiale € et d’en ajouter sur f. En effet, nous nous intéressons au P.I. pour les
c.m. et un tel résultat existe déja avec certaines hypotheéses sur f.

Preuve : f réalise une bijection (strictement croissante) de R sur IR. Donc
(f(&k))ken+ est une c.m. homogene stationnaire.
Si J = {z € R|r(z) > 0}, nous noterons J = f(J) = {u € Rlrx[f~1(u)] > 0}.
La densité de probabilité stationnaire de la chaine (f(£x))ren- est notée T et est
définie pour u € IR par

n[f M w)

") = 5T

D’autre part, {D(u,.);u € IR} désigne la famille des densités de probabilité de
transition. Pour tout u € IR et tout v € IR, elles sont définies par

N T N0
) = ")

Grace aux hypotheses (7) et (¢¢), nous pouvons démontrer que 7 et p(u,.) pour
tout u € R, sont a.c.. Notons {g(v, .); v € IR} la famille des densités de probabilité
de transition de la chaine inversée. Pour tout u € IR et tout v € J, nous avons

2w, 1) = T(wplu,v) _ wlf~ (w)plf " (w), /7 ()]
’ m(v) P @) ()]

Alors P, est la loi du vecteur (f(&), ..., f(&)), de densité

n
pa(ut, ..., Un) = T(w1) Hﬁ(uk—b Up).
k=2

La distance en variation que nous devons majorer est donc
| Pa— P, ||= / Ipn(ur + a1, .., U + ay) — prluy, ..., us)| da.
IR‘".

Nous pouvons appliquer l'inégalité (1.9) ala c.m. (f(&))kew-- Pour cela, calculons
I(7).

[ [Eo] roe [ [ - ) At
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En utilisant (a — 5)? < 2a% + 2b% et les hypothéses (i) et (i¢) du théoréme 3.2,
nous obtenons

/m [g(u)rﬁ(u)du < 532 /}R [%I(z):,27r(z)dx+2 /m %E—))]];w(x)dx,
2 2M?

I(m) < ﬁl(w)+5—4. (3.5)
Avec le méme changement de variables, nous pouvons aussi calculer
[ [Bewn] s myao= [ [, 2,
et notons
Tt = //[ (uv] p(u,v) dv T(u) du
= [ (B g e
= /m[( ] G %) T dedy
< 51—21+ (3.6)

De méme, nous calculons

0 a(v,u ?
/IR[—_B;((]'lE u))} q(v, u) du

[ A ON R0 W0
P W), O I 0)]
A @ ), S )

X

P @RE]
et notons
~ o [ [Eaew]
I- = /IR2 [ ) } q(v,u) du w(v) dv

_ @) w0 e ey < Lo
- /. {p(w,y)f’(y) W(y)f’(y)} Tl dedy S I ()

En combinant (3.5), (3.6) et (3.7), nous avons alors I'inégalité annoncée. n
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3.2.2 Définition de la classe Mp

Les notions introduites dans ce paragraphe sont issues des sections 13 et 14
de [5). Soit (X, Bx, P) un espace vectoriel métrique mesurable. Chaque élément
! de X engendre un groupe G' = {G;c € R} de translations

G(z) =z + cl.

Définition 3.1 Une translation | est admissible pour P si P' = P(G')~! « P.
De plus, | définit une direction admissible pour P si le groupe G* est admissible,
c’est-a-dire, si P < P pour tout ¢ € IR. L’ensemble de toutes les directions
admissibles pour P est noté Hp.

Soit z,l € X et a,b € IR. Un segment paralléle a [ est un ensemble de la forme
A = {z+cl;c € [a;0]} (noté A || I). De plus, A, = {z, + cly;c € [an; by}
converge vers A (noté A, - A)siz, =2z, l, =1, a, > aet b, = b.

Enfin, pour un segment A = {z + cl;c € [a;b]} et une fonctionnelle ¢ : X — IR,
nous définissons la fonction suivante pour tout ¢ € [a; b]

pa() = p(z + cl).

Définition 3.2 Nous dirons que ¢ € Mp si pour P-presque tout z € X, il existe
l € H, et un voisinage V' de x tels que pour P-presque tout y € V et tout segment
A= {y+cl;c€ [a;b]} CV, nous avons

Ap || —1 _var oy -1
An - A = /\QOA” n—00 /\(pA ’
pour toute suite (I,) qui converge vers [.

Dans le paragraphe suivant, nous allons nous intéresser plus particuliérement &
la classe Myy. Prenons X = C[0; 1].

Remarque 3.3 Nous savons que Hyy est défini par
Hy = {z € C[0;1)] L a.c. ,i(0) =0 et I' € L2([0; 1])}.

Hy est aussi appelé espace de Cameron-Martin (voir par exemple [25], chap.
VIII, § 2).

Définition 3.3 Nous dirons que ¢ € My, si pour W-presque tout z € C[0;1],
eziste | € Hy et un voisinage V' de z tels que pour W-presque tout y € V' et tout
segment A = {y +cl;c € [a;b]} C V, nous avons

Ap || 1 var 1
An - A } = /\C'DA" n—00 /\QOA )

pour toute suite (I,) qui converge vers (.
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Remarque 3.4 Les classes Mp et My, sont vraiment tres larges. Appelons X*
Iespace dual de X, muni de la topologie faible et de la forme bilinéaire < .,. >
exprimant la dualité de X et X*. Supposons que X est un espace de Banach
séparable, nous dirons que ¢ est continliment Frechet différentiable dans une
région G C X, si lapplication z — Dy(z) de G dans X* est continue au sens
de la topologie faible. D’aprés le théoréme 13.7 de [5], nous savons que si pour
P-presque tout z, il existe un voisinage V; de = dans lequel ¢ est continliment
Frechet différentiable et si Dy(z)(Hp) # {0}, alors ¢ € Mp.

Les exemples qui suivent sont disponibles dans [5] et sont des exemples de fonc-
tionnelles qui appartiennent a My .

Exemple 3.1 Soit ¢, € [0; 1]. Posons
p1: C[0;1]] — R
z > i(z) = z(to)-
Alors ;1 € My
Exemple 3.2 Posons
w2 : C[0;1] — R

x> po(x) = sup z(t).
te(0;1)

Alors ¢y € M.
Exemple 3.3 Posons
v3: C[0;1] — R

T ps(z) = sup |o(t)].
t€[0;1]

Alors w3 € M.

Exemple 3.4 Considérons la fonctionnelle intégrale suivante

ps: C0;1] — R
T pu(a) = / o(z(t)) p(de),

ol 4 est une mesure finie sur B([0; 1]) et ¢ une fonction mesurable sur IR. D’aprés
le théoréme 14.4 de [5], si Ve > 0, 3 un intervalle ouvert J C (—¢;¢) sur lequel ¢/
est continue et non nulle, alors @4 € M.

Remarque 3.5 Soit ¢ > 0. Notons W, la loi du processus {cw(t);t € [0; 1]}, ot
{w(t);t € [0;1]} est le processus de Wiener. Il est clair que My, et My, sont les
meémes.

D’autres exemples de fonctionnelles appartenant & My, ou plus généralement a
Mp, sont disponibles dans [5] et [6].
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3.2.3 Principe d’invariance local

Nous avons déja construit le processus polygonal ¢, défini par (3.2) et nous
notons P, sa loi. Le P.I. local s’énonce de la fagon suivante.

Théoréme 3.3 Si les conditions suivantes sont réalisées
1) R), R"), R"), [T <o et ™ <oo,
(2) f est dérivable deuz fois et il existe 6 > 0 et M > 0 tels que Vz € IR,
fiz) 26 et|f'(z)] <M,
(3) P, = W, pour une constante ¢ > 0,
(4) ¢ € Mw,

alors nous avons
-1 var -1
Ppo™ — W™
n—o0

Remarque 3.6 Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’en ajoutant des
conditions supplémentaires peu restrictives sur la chaine £ et sur la fonction f, il
existe un P.I. pour le processus (,, c’est-a-dire que la condition (3) sera réalisée
pour une certaine constante c.

Preuve : I'idée de la démonstration est d’utiliser I'inégalité (3.4) et un théoréme
limite local pour les fonctionnelles de processus aléatoires (théoreme 1, [3]). En
effet, considérons une suite de lois de probabilité (P,)n,en+ définies sur la tribu
borélienne Bx d’un e.m.c.s. X muni de la distance p. Notons Z(IR) I'espace de
Banach des mesures finies sur B(IR) avec la variation totale comme norme. La
restriction de la mesure de Lebesgue & B([a;b]) est notée A,y). La fonction ¢
est définie sur X et & valeurs réelles. Le théoréme 1 de [3] s’énonce de la fagon
suivante.

Théoréme 3.4 Supposons que P, = P, et que pour Py,-presque tout z, il eziste
une boule ouverte B de centre z, € > 0 et une famille (G¢n;c €)0;€];n € IN*) de
transformations de X vérifiant les points sutvants

(i) pour tout ¢ €]0;¢[, GenT = GeooZ, 1 — 00, en mesure P,

(43) la transformation G. est continue pour tout c €|0;€[ et pour toute boule
S

d(S,c) =sup p(z,Geo) = 0, ¢—0,
z€S

(#47) limeolimsup || PGz, — P, [|=0,
(iv) pour tout § €]0;¢]

/ | Aoz m — A0s61®a00 || Pn(dz) =0, n— o0,
B

ot ‘Pz,n(c) = @(Gc,nz)i c 61035]7 n € IN*,
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(v) pour tout & €]0;¢[, l'application

B — Z(R)
Z '_'>/\[0;6]90;,c1>o,

est continue Py -p.p.,

alors nous avons
-1 var -1
Pop™ —— Pop™ .
n—0

Dans notre cas, X = C[0; 1] est un e.m.c.s.. La distance p est définie pour tous
éléments f, g € C[0;1] par

p(f,g) = sup |f(t) — g(t)].

te[0;1]

La tribu B(C[0;1]) sera notée Bc. Grace & la condition (3), nous voyons que
Py =W.,.

Fixons n € IN*. Notons F,, le sous espace des lignes polygonales passant par les
points (k/n,z(k/n)) pour tout 0 < k£ < n et tout z € C[0;1]. Alors F,, est de
dimension finie et P, est concentrée sur F,. Posons II, I’application de C[0; 1]
dans F;,, qui a tout point z associe la ligne polygonale construite & partir des
points (k/n,z(k/n)) pour tout 0 < k < n.

Soit ¢ € M. Appelons X, I'ensemble considéré dans la définition de la classe
My, c'est-a-dire que W(X,) = 1. Soit z € X, alors il existe | € Hy et V,
un voisinage de z tels que pour W-presque tout y € V et pour tout segment
A = {y+cl;c € [a;b]} C V, nous avons

A || In
A, — A

n

} = A, Mg

pour toute suite [, — .

Alors, [ et V sont fixés par la précédente définition. Choisissons B une boule
ouverte de centre z telle que B C V et choisissons € > 0 tel que pour W-presque
tout y € B, tout segment A = {y + cl; c € [0;¢]} soit inclus dans V.

Posons pour tout ¢ €]0;¢] et tout y € B

Geny =y +clly(l) et Geooy=y+cl

Le but est maintenant de vérifier les cing conditions du théoréme 3.4.
(¢) Soit ¢ €]0;¢[. Alors

Gent =z + Il (1),

GeooT =z +cl.

Or lorsque n — oo, II,({) — I, alors Gepz — Geoor. Comme la convergence
est uniforme sur les boules {| z |[< 4; 4 € R} et comme la fonction G est
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continue, nous avons la convergence en mesure F,.
(it) Soit ¢ €]0;¢[. Alors
Geooy =Y +cl.

Ici G0 est une application continue. Soit S une boule, calculons

=

d(S,c) = supp(z,Geooz) =sup sup |2(t) — z(t) — cl(t)]

z€S 2€8 te[0;1)
= sup sup [cl(t)| =c sup JI(t)] = 0, c—O.
z€S te(0;1] 1€(0;1]

(117) Appelons T, 'application de F,, dans R", qui & toute ligne polygonale pas-
sant par les points (k/n, zx = z(k/n)) (pour tout 0 < k& < n) associe le vecteur
(vnz1, vVn(ze — 21), ..., V/1(Ty — Tn-1)). Alors T, est linéaire bijective. Rappe-
lons que ¢, est la ligne polygonale passant par les points (k/n, Skx/\/n), pour tout
0 <k < n. Alors

Donc P,T;! = P,.
D’autre part, ¢, + cII,(!) est la ligne polygonale passant par les (n + 1) points
(k/n,Sr/+/n+ cl(k/n)) pour tout 0 < k < n. Rappelons que Sy = 0 et [(0) = 0,
car [ € Hy. Alors

To(Go + (1) = (£(&) +ev/ml(L/n), ..., f(&n) + ev/A(l(1) - (L = 1/n))).

Posons pour tout 0 <k <n-1
o= (5] o (2)]

Alors
Tn(Cn + Cnn(l)) = (f(fl) +cay, ..., f(fn) + Can)-

Or (o + clln(l) = Genln et PG AT = F,;'\“ Comme T, est linéaire bijective,
nous avons

PGt~ P, ||=|| P.GIIT - PT7 ||1=|| P - By ||
en n n

entn

Par conséquent, les conditions (1) et (2) du théoréme 3.3 permettent d’appliquer
le théoreme 3.2 et I'inégalité (3.4) et nous obtenons

| PGl = PalI< cV2l, | > al.
k=1
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Or
S = Sl =3 [ roa]
k/n p k/n
B nz /(/c 1)/n l( } Z/ 1)/"[ } nd
_ Z / CEE / ORI
Donc

| PaGZl — P ||< VI |V |2

D’aprés la remarque 3.1, T < oo et d’aprés la remarque 3.3, I' € L?([0;1]), nous

en déduisons que
lirré limsup || PG, ~ P, ||=0.
c— !

(v) Soit 6 €]0;¢[. Pour tout ¢ €]0;¢[ et tout z € B,
(Pz,n(c) = SO(GC,nZ) = ‘P(z + Cnn(l))a
©02.00(€) = ©(Ge0z) = (2 + cl).

Nous savons que pour W-presque tout z € B, A = {z+¢l;c € [0;¢]} C V. Posons
A = {zn + Il (1);c € [0;¢]}. Si z, — 2z et comme II,(I) = {, alors A, || II,(!)
et A, — A. Donc d’apres la définition de la classe My, nous savons que

-1 var -1
Moan S5 Mas
avec pour c¢ €]0;¢[

©a.(c) = p(zn + clln(l)) = @z,n(c),
walc) = p(z+cl) = @, 00(c).

Donc pour W-presque tout z € B, nous avons
/\(pzn,n 5 /\(pz 00

/\[0;5]‘10;,,,1;, m A[0;(5]()02:,001

| Ao Prmn — Ao Prc0 [0, 1 — 0. (3.8)

D’autre part, posons A, = {z, + cl;c € [0;¢]}, alors si 2z, — 2z, A, — A. Donc
d’apres la définition de la classe My, nous savons que

n—oo
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avec pour ¢ €)0;¢|

DA, (C) = (p(zn + Cl) = Pz,,00 (C))
palc) = p(z +cl) = . 00(c).

Donc pour W-presque tout 2z € B, nous avons
-1 var -1
)‘(pzn,oo ? /\(pz,oo’
n—o0

A0iPrmco 7oe? MolPrco

| Mose195. 0 — A0ss1 P70 I— 0, 1 —> 00, (3.9)

Pour continuer, nous avons besoin du résultat suivant.
Lemme 3.1 Soit h, et h des fonctions bornées. Si P, = P et s1

D = {z|V(z,), 20 = 2, hn(2z) = h(2)}

/hndPn————>/th.

La preuve de ce lemme découle directement du théoréme 5.5 de [1].
Appliquons ce lemme. En effet P, = W, et posons

est tel que P(D) =1, alors

hn(zn) :” /\[0;5]99z_n1,n - /\[0;6]<Pz_n1,oo ” et h(z) = 0.

Or

hn(zn) 5” /\[0;5]‘)0;"1,11 - /\[0;5]‘10;,;) H + “ ’\[0;5]902_"1,00 - )\[0-,5]902_,3,0 ” .
D’apres (3.8) et (3.9), nous savons que pour W-presque tout z € B, si 2, — 2,
alors hy,(2,) — 0. Donc 'ensemble D = {z € B| V(z,), 20 = 2, hn(2) — h(2)} est
tel que W(D) =1 et d’apres le lemme 3.1, nous avons

/ | As610zm — A0i61P5 00 || Pa(dz) — 0, 7 — oo.
B

(v) Soit ¢ €]0;¢[. Rappelons que Z(IR) est I’espace de Banach des mesures finies
sur B(IR) avec la variation totale comme norme.
Soit z € B. Choisissons une suite (z,)nen- telle que 2z, € B et z, — 2.

Prnoo(€) = ©(Geoon) = @(2n +cl),
Proo(€) = @(Geoz) = (2 + cl).
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Or nous savons que pour W-presque tout z € B, A ={z+cl;c € [0;¢]} C V et
si nous posons A, = {z, + cl; ¢ € [0;¢]}, A, — A. Donc d’aprés la définition de
la classe My, nous savons que

A -1 var A -1
(PAn n—)oo; QOA )
avec pour ¢ €]0; €[,

Pa.(c) = @(zn+cl) = @s,0(c),
‘PA(C) = QO(Z + Cl) = (Pz,oo(c)'

Donc pour W-presque tout z € B, si la suite (z,,) est telle que z, € B et 2z, — 2z,
alors

-1 var -1
’\(pzn,oo n—+ooa /\(Pz,om

Aol Prmeo 7t Aoz 000

I ’\[O;J]GDz—nl,oo - /\[0;5]‘Pz_,éo [— 0, n—co.
L’application

B — Z(R)
z r—)z\[o;(;]gozéo,

est continue W-p.p..
Ainsi nous avons vérifié toutes les hypothéses du théoréme 3.4 et

Pt L Wt
n—00

3.2.4 Cas des chaines Harris-récurrentes

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les relations entre les conditions de
I-régularité et les conditions requises pour avoir le P.I., c’est-a-dire la condition
(3) du théoréme 3.3. Les notions et résultats qui suivent sont principalement issus
de [23]. Soit € = (€k)ken~ la c.m. définie dans le paragraphe 3.2.1.

Définition 3.4 (définition 2.1, [23]) Un ensemble F' non vide est un fermé de
transition pour le noyau P si P(x, F¢) =0 pour tout x € F.

La chaine est indécomposable s’il n’existe pas deuz fermés de transition disjoints.
Nous supposons que £ est indécomposable. Pour un ensemble B € B(IR) et un
état initial z, h$(z) désigne la probabilité de visiter B une infinité de fois en
ayant commencé en z.
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Définition 3.5 (définition 3.5, [23]) La chaine & est récurrente par rapport d
une mesure u définie sur l’espace des €tats, si pour tout ensemble B mesurable
tel que u(B) > 0, nous avons h¥(z) > 0 pour tout = et h§ = 1 excepté pour un
ensemble de mesure p nulle. Si hy =1, alors la chaine est Harris-récurrente.

Remarque 3.7 D’aprés la proposition 2.4 de [23], si une chaine est récurrente
par rapport & une mesure u non triviale, alors il existe une mesure dite maximale
qui a la collection la moindre possible d’ensembles nuls relativement a d’autres
mesures par rapport auxquelles la chaine est récurrente. En particulier, toute
mesure stationnaire est maximale en supposant que la chaine est récurrente par
rapport & une certaine mesure.

Lemme 3.2 5% une c.m. est indécomposable et a une mesure de probabilité sta-
tionnaire, alors elle est récurrente.

Preuve : selon le théoréme 3.6 de [23], toute chaine indécomposable est soit
dissipative, soit récurrente. Rappelons que la chaine est dite dissipative (défini-
tion 3.3, [23]) si Gg = D 5o P*g < oo partout sur I'espace des états, pour une
fonction g mesurable strictement positive. Pour une chaine dissipative, une telle
fonction g peut étre choisie de telle fagon que Gg < 1 partout sur l'espace des
états (proposition 3.9, [23]). Alors en intégrant Gg par rapport & la probabilité
stationnaire, nous obtenons co < 1, donc la chaine est récurrente. n

Lemme 3.3 Le noyau de transition x — P(z,.) est continu en variation dans
tout intervalle ouvert Jy C J.

Preuve : rappelons que J = {z € R|r(z) > 0}. Pour tout B € B(IR),
P(e,B) = [ plo,v)dy
B

Posons pour n € N*, J, = {z € R|r(z) > +}. Alors, comme 7 est a.c., J, est
ouvert. D’autre part, J = (J,en+ Jn- Soit 1,72 € Jo, 1 < 33, alors il existe
n € IN* tel que Jy C J, et nous avons

Z2
/ Ip(22,3) - pler,y) dy < / / P (z,9)] do dy
R R Jzx;
T2
-/

< [Trrepras

1

12p — 3|2 (/J I*(2) d:v) v

o
—I)—(w, y)| p(z,y) dy dz

<
1/2
< ¢V gy — 4y |M? (/ It (z)m(z) d:v)
Jo
< \/FLIZEQ — l'1|1/2 VIt.
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Donc le noyau de transition est continu en variation dans Jy. [

Lemme 3.4 L’ensemble J est un fermé de transition.

Preuve : soit zy € J et supposons qu'il existe un ensemble A tel que ANJ =0
et P(zg, A) > 0. Comme conséquence du lemme 3.3, nous avons

P(,A) > %P(xo,A),

dans un voisinage IV de zo, N C J. Alors grace a la stationnarité de la chaine,
nous avons

II(4) = AW(y)dy=A/Jp(w,y)ﬂ(z)dx dy

_ /J Pz, A)r(z)dz > /N Plz, An(z) dz

1 1
> = P(zo, 4 /N w(z) dz = 5 P(zo, ATI(N).

Or N C J, donc II(N) > 0 et P(zg,A) > 0, donc II(A) > 0. Mais ANJ =0
donc II(A) = 0 ce qui contredit I’assertion précédente. n

Selon la proposition 3.13 de [23], pour une c.m. récurrente, il existe un sous
ensemble H de l'espace des états, fermé de transition, dont la mesure de pro-
babilité stationnaire est égale & 1 et tel que la restriction de la chaine & H soit
Harris-récurrente. Un tel ensemble est un ensemble de Harris.

Lemme 3.5 J est un ensemble de Harris pour &.

Preuve : rappelons qu’une fonction h est dite harmonique (respectivement sur-
harmonique) pour un noyau de transition P si Ph = h (respectivement Ph < h).
Prouvons d’abord que toute fonction bornée harmonique pour &/, (la restriction
de £ & J) est une constante.

Soit h une telle fonction, définie sur J et A < K sur J pour une constante K.

Posons ha) ;
= ) siz € J,
h(“’)“{K sizdd

Or J est un fermé de transition, donc pour tout =z € J, P(z, J¢) = 0.
Soit z € J. Comme h est harmonique pour P sur J, nous avons

Ph(z) =~4Mmpw@»=ﬁﬁ@wwﬂw

Ah@P@@w=Pmm=mw=ﬁuy

Soit z ¢ J. Alors

RS
o
&
Il
S
o>
S
3
8
[
s
IN
=
S—
3
8
QL
N
Il
=
i
=
&
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Donc pour tout z € IR, Ph(z) < h(z) et h est sur-harmonique. Grace A la
proposition 3.13 de [23], la récurrence de la chaine £ implique que toute fonction
sur-harmonique est une constante II-p.s.. Donc h est une constante A-p.p. sur J.
Or h est harmonique sur J, donc pour tout x € J

/m h(y)P(z, dy) = Ph(z) = hz).

Mais d’apres le lemme 3.3 et grace a la bornitude de h, Ph est continue comme une
fonction sur J. Ceci nous permet de conclure que h est une constante. Ainsi, nous
avons prouvé que toute fonction bornée harmonique pour &, est une constante.
Selon le théoreme 3.8 de [23], ceci implique que £, est soit dissipative, soit Harris-
récurrente. Cependant, elle ne peut étre dissipative & cause de 'existence de la
loi de probabilité stationnaire (voir la preuve du lemme 3.2), donc elle est Harris-
récurrente. ]

Remarque 3.8 D’apres le théoréeme 5.2 de [23], comme la loi de probabilité
stationnaire est finie, la chaine est aussi positive récurrente.

Venons-en maintenant au P.I. pour les c.m.. Il y a différentes versions du théo-
reme central limite (T.C.L.) et du P.I. pour les c.m. homogénes stationnaires.
Nous allons considérer leur approche basée sur la résolution d’une certaine équa-
tion dans l’espace de Hilbert L?(J,II) par rapport & la mesure stationnaire II.

M. I. Gordin a proposé un T.C.L. pour les suites stationnaires générales dans
[8] et un P.I. pour les processus stationnaires généraux dans [9]. Plus tard, dans
[10], ces résultats ont été utilisés pour prouver le T.C.L. pour les c.m. station-
naires générales et sous les mémes conditions, le P.I. a été démontré dans [11].
Parallélement, N. Maigret a démontré un P.I. pour les processus étagés construits
a partir d’une c.m. stationnaire Harris-récurrente positive [17]. C’est exactement
le cas de la c.m. que nous avons considérée, c’est pourquoi [17] peut étre consi-
déré comme une référence clé. Cependant, N. Maigret considere des fonctions sur
I’espace des trajectoires de la chaine qui dépendent de deux valeurs successives
alors qu’ici nous nous restreignons aux fonctions dépendant seulement d’un état
de la chaine.

Considérons € une c.m. homogene stationnaire et Harrris-récurrente sur J de
loi de probabilité initiale stationnaire I1. Soit f € L?(J, II) une fonction qui vérifie
la condition suivante

(C) Pf = Pg — g pour une fonction g € L2(J,II).

Remarque 3.9 La représentation (C) pour une fonction Pf est possible si et
seulement si f peut étre représentée sous la forme

(C") f = Ph — h pour une fonction h € L*(J,II).

En effet, si f vérifie (C'), Pf = P(Ph—h) = P(Ph)—(Ph), alors (C) est vérifiée
pour g = Ph.
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Et si f vérifie (C), alors f = f~Pf+Pf=f—Pf+Pg—g=P(g—f)—(9—f),
alors (C') est vérifiée pour h =g — f.

Remarque 3.10 Remarquons que [, f(z)II(dz) = 0 est une condition nécessaire
évidente pour que ’équation (C) ait une solution. Notons

LA TT) = { f e LM )] /J f(@)1(dz) = o}.

Remarque 3.11 L’équation (C) a une solution mesurable paur toute fonction
f € L}(J,1I1). Cela découle du théoréme 5.1 dans [18]. D’autre part, si | P f| est une
fonction spéciale (définition dans [18] et [23]) et si f € L(J,I1), alors Pf = Pg—g
pour une fonction g € L*®(J, IT) (qui désigne ’ensemble des fonctions mesurables
bornées).

L’assertion (C) a certains avantages pour les c.m. Harris-récurrentes parce que
Pf est une « meilleure » fonction que f. Par contre, la formule pour la variance
limite introduite ci-apres, semble plus simple lorsqu’elle est écrite en fonction de
h.

Rappelons que ¢, est le processus polygonal construit au début du paragraphe
3.2 & partir de la c.m. £ qui est simplement supposée homogeéne stationnaire et
Harris-récurrente positive, pour énoncer le théoréeme qui suit. La loi de (, est P,.
Notons || ||z la norme dans L?(J, II) et W, la loi du processus {ow(t);t € [0;1]}.

Théoréme 3.5 Si f € L*(J,11) vérifie (C), alors
P, =W,

ot 0® = [lg = fIf — [IP(f — 9)lI3 = 2]l — || PAll3.

Ce théoréme est un mélange des résultats de [10], [11] et [17]. Nous voyons alors

que la condition (3) du théoreme 3.3, p. 82 est vérifiée avec la constante ¢ = o.
Les résultats précédents et le théoreme 3.3 nous permettent alors d’énoncer

le corollaire suivant. Rappelons que & est la c.m. homogéne stationnaire définie

dans le paragraphe 3.2.1.

Corollaire 3.1 Si les conditions sutvantes sont réalisées
(1) (R), RY), R7), It <0 et <oo,
(2) f € L*(J,11) est dérivable deuz fois et il existe 6 > 0 et M > 0 tels que
VreR, f'(z) 26 et |[f"(x)] £ M et f vérifie (C) (ou (C')), avec

o® =llg = flI3 = I1P(f = 9)ll3 = lIRllz = I PRIz >0,

(3) & est indécomposable,
(4) @Y € MVV;

alors nous avons
—~1 var -1
P —— Wop™.

n—o0
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Remarque 3.12 Dans le théoreme 3.5, c’est-a-dire pour la convergence faible,
nous ne sommes pas obligés de supposer que o2 > 0, ce qui est nécessaire dans le
résultat précédent pour la convergence forte.

Remarque 3.13 Les conditions (1) et (3) permettent, grace aux lemmes 3.2 et
3.5, de conclure que la chaine £ est Harris-récurrente positive sur J. Ceci, avec
la condition (C), nous donne le P.I. pour P,. Ainsi, toutes les hypothéses du
théoreme 3.3 sont vérifiées.

3.2.5 Applications

Appliquons le corollaire 3.1 aux exemples cités dans le paragraphe 3.2.2.
Rappelons que Sy = 0 et pour tout £ € IN*, Sy = f(&1) + ... + f(&). Fixons
n € IN*. Pour tout w € Q et tout ¢ € [0;1], le processus polygonal est défini par

Gu(t0) = —= ) + (0t = [t £ G ()]
Exemple 3.5 Soit
v1: C[0;1] — R
z — o1(z) = z(1).
Alors P! est la répartition de ¢, (1) = S,//n et Wopr! est la répartition de
ow(1), c’est-a-dire N(0, 02). D’ou

Sn var 2

Remarque 3.14 Ceci n’est autre qu'un théoreme limite local pour la chaine de
Markov (f(fk))kelN‘ .
Exemple 3.6 Soit

w2: C0;1] — R

Tz +— ps(z) = sup z(¢).
te[0;1]

Alors P,p;! est la répartition de
Sk
sup (,(t) = max (——)
te(0;1] ) 0<k<n \ /R

et nous avons alors

/1 0<k<n n—»00 te[0:1]

L (L max Sk> Ly (a sup w(t)) )
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Exemple 3.7 Soit

v3: C0;1] —R
T+ p3(z) = sup |z(t)].
te[0;1)

Ici nous avons

L (j_ max ISkl) -L_a:——> L (a sup |w(t)|> .

V/n 0<k<n te[0;1)

3.3 Cas des chaines de Markov homogenes non
stationnaires

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux c.m. homogenes non sta-
tionnaires, c’est-a-dire que la loi de probabilité initiale n’est plus la loi de proba-
bilité stationnaire II, mais une loi de probabilité initiale I'.

3.3.1 Inégalité pour la chaine de Markov (f(&x))kent

Supposons que & est la c.m. définie dans le paragraphe 1.3, mais ici la chaine
& est homogene. Supposons que la loi de probabilité initiale a une densité v a.c..
Le noyau de probabilité de transition P a pour famille de densités de probabilité
de transition {p(z,.);z € R}. Pour tout z € IR, p(z,.) est a.c.. Les dérivées +/,
Pl et p; sont définies et existent au sens usuel de la dérivation. Pour £ > 2, f;
désigne la densité de la v.a. &. Elle est donc définie par

fk(y):/IRk_l'Y(ml)p(mlax?)"'p(xk—lay)dxl---dIk~1-

Par commodité, nous supposons que < est strictement positive A-p.p. et pour
tout k > 2, py est strictement positive A\%-p.p.. Nous considérons alors la chaine
inversée par rapport a la loi de probabilité initiale, de famille de densités de
probabilité de transition {gr_1(y,.);y € R}, ol

p(,y) fi-1()
-1y, ) = ==
k 1(y ) flc(y)
Rappelons les hypotheses de I-régularité.
(R) La famille {y(. + t);¢ € R} est I-réguliére et

!

I(y) = /m [%(z)] 2 +(z) daz.



94 CHAPITRE 3. PRINCIPE D’INVARIANCE LOCAL

(R*) La famille {p(z,.); z € R} est I-réguliére et pour tout z € R, nous avons

2 ?
+p) = [ |P=
I'(z) = /m [ » (z, y)J p(z,y) dy.
Pour tout £ > 2, nous avons
(Rk) La famille {f¢(. + ¢);t € IR} est I-réguliere et
/ 2
15 = [ [Ew] iwas

(Rx™) La famille {gx_1(y,.);y € R} est I-réguliére et pour tout y € IR, nous

avons .
= [ [%@,y)—%(y)} ﬂ—fcl{;j)—@d

De plus, pour tout £ > 2, nous supposons que
Ir :/ I't(z) fe-1(z) dz < oo,
R
Iy = /IRfk"_l(y)fk(y) dy < oo.

Fixons n € IN* et notons

L=I(m)+I(fR)+IF+13,
Lo =I(fe) + I(ferr) + If + I+ Ig + I, pourtout 2<k<n-—1,
L =17+ I+ I(f,).

Enfin, notons Q} et @, les lois respectives des vecteurs € + @ et £ Le résultat
donné par le théoreme 1.2 est alors le suivant

3 n
5 Z ai.[k.
k=1

Comme dans le paragraphe 3.2.1, ce qui nous intéresse, c’est de majorer la
distance en variation entre les lois des vecteurs (f(£1) + aq, ..., f(&) + a,) et
(f(&),--., f(&)) que nous noterons respectivement é}l et Q.. En procédant de
la méme facon que dans ce paragraphe, nous obtenons

Q7 — @nll <

Théoréeme 3.6 Soit f : IR — IR une application deuz fois dérivable vérifiant les
deuzx conditions suivantes

(¢) 36 > 0 tel queVz € R, f'(z) >4,
(43) M >0 tel queVz € R, |f"(z)| < M.
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Si (R), (RY), (Rk) et (Ri™) pour tout k > 2, sont vérifiées et si pour tout k > 2,
IF < oo et Iy < o0, alors

”Q% - Qn” S

n
3 E aﬁ[k,
k=1

ot pour tout 1 < k < n, nous posons
1 I 2M?
TR

Preuve ; la démonstration est identique a la démonstration du théoréme 3.4. La
densité de probabilité initiale de la chaine (f(&x))ren- est notée 7 et est définie

pour u € R par
_ W)

T = F)
D’autre part, {p(u,.);u € IR} désigne la famille des densités de probabilité de
transition. Pour tout u € R et tout v € IR, elles sont définies par
-1 -1
) = P50
FIFHw)]
Gréce aux hypotheses (i) et (i7) du théoréme 3.6, nous pouvons démontrer que
7 et p(u, .) pour tout v € IR, sont a.c..
Notons fy la densité de f(£), elle est définie pour tout v € IR par
=y Self ()]
S =)
De méme, {gk-1(v,.);v € R} désigne la famille des densités de probabilité de
transition de la chaine inversée, elles sont définies pour tout u € R et tout v € J

o (o) = Bl ), )]
’ P )] felf 1 (v)]
Pour appliquer I'inégalité (1.31) du théoréme 1.2, nous calculons les quantités de
Fisher associées aux densités définies précédemment. En effet, nous avons
~ 2 2M?
1) = HlN+-—75

et pour tout £ > 2, nous avons

L

~ 1

~ 2 2M?
I(fx) < ggf(fk) + 5

~ 1

Ceci termine la preuve du théoréme. =
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3.3.2 Principe d’invariance local

La c.m. € est celle définie au début du paragraphe précédent. Rappelons que
So = 0 et pour tout k € N*, S = f(&1) + ...+ f(&). Le processus polygonal ¢,
est défini pour tout ¢ € [0; 1] par
1
(8) = =[St + (08 = 8] (G|

Cette fois, nous noterons @, sa loi. Comme dans le paragraphe 3.2.3, nous pou-
vons énoncer un P.I. local.

Théoréeme 3.7 Si les conditions suivantes sont réalisées

(1) R), (RY), (Ry), Ri™), Iif <00, I < oo pour tout k > 2,

(2) f est dérivable deuz fois et il existe 6 > 0 et M > 0 tels que Vx € R,

fllzg) =z é et |f"(z)] < M,

(3) Q. = W, pour une constante ¢ > 0,

(4) ¢ € My,
alors nous avons

Qn(P_l L Wc(P_l-
n—>ro00

Preuve : le seul changement par rapport a la démonstration du théoreme 3.3 se
situe au niveau du point (4i¢). En effet, nous avons

To(Ga) = (F(€1), - -, (£n)) donc QT = @,
et

To(Go + (D) = (£(6) + evVAl(1/n), .., f(§n) +ev/mll(D) = i1 = 1/m))),

donc _
Q"Gc_yrlzTgl =7,
en posant pour tout 0 < k<n-—-1

o =52 1))

n

Alors
1QnG3E — Qull = 1102 - Qull < |3 2y
k=1
D’on
limsup [|QnG7p — Qnll < ¢, [3 sup L [|I]]o-
0<k<n
Donc

limlimsup ||Q.GSL — Q.|| = 0.
c—0 ’
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3.3.3 Principe d’invariance

Ici € est une c.m. homogene Harris-récurrente positive, de loi de probabilité
initiale I', de noyau de probabilité de transition P et de loi de probabilité sta-
tionnaire II. Soit f : IR — IR. Rappelons que S5y = 0 et pour tout £ € IN¥,
Sk = f(&) + ...+ f(&)- Le processus ¢, est défini pour tout ¢ € [0; 1] par

Gnlt) = == [Sion + (t = [0 o]

Nous indicerons par I" lorsque I' sera la loi de probabilité initiale et nous omettrons
cet indice si la loi de probabilité initiale est la loi de probabilité stationnaire II.
D’autre part, la loi de ce processus sera notée P, lorsque II est la loi de probabilité
initiale et @, si la loi de probabilité initiale est I'. D’apres le théoreme 3.5, nous
savons que si f € L2(IR, II) vérifie la condition (C), alors P, = W,. Nous allons
montrer que cette convergence reste valable lorsque I' est la loi de probabilité
initiale.

Théoréme 3.8 Si f € L>(R,II) et vérifie (C), alors

Qn = W,

Preuve : l'idée de la démonstration est inspirée de la méthode utilisée par
P. Billingsley dans [2] et [1] (théorémes 16.3 et 20.2), mais aussi d’une méthode
issue de N. V. Gizbrekht [7]. D’aprés [2], il existe une suite d’entiers naturels
(kn)nen- qui tend vers l'infini assez lentement pour que

Jim P{max|Sy| > ev/n} =0, (3.10)
Jim Pr{max|S| > evn} =0, (3.11)

pour tout € > 0. Définissons alors le processus suivant pour tout ¢ € [0; 1] par

/= O si0<t< e
G(t) = Galt) =22 sifa<i<

Nous noterons P, et @, les lois de ¢}, lorsque la loi de probabilité initiale est
respectivement IT et .

Posons
6n = sup |a(t) — (D))
0<t<1
Il est clair que
1
0n < —=max |Sk],
n k<kn
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autrement dit, grace & (3.10) et (3.11), nous avons
nlg{.lo P{é, > ¢} =0,

lim Pr{5, > ¢} =0.

Calculons maintenant la distance en variation

1P, = Qull = 1P (1) f ) = R (Erns)rmfie |l
= IlP(Ekn+1)--~y€n) - Q(fknﬁ—l)"'){ﬂ)'l’
olt P, ... (respectivement Qe, ., ..¢,) est laloi du vecteur (€g,41,---,6n)

lorsque la loi de probabilité initiale est IT (respectivement I'). Donc

1P —Qull = / . (dzg,+1)P(Tk, 41, dTka42) - - - P(Tn—1, dzp)
RA~—*n

—CP** Y (dzg, 11) P(Tkot1, dThy42) - - P(Znoy, dTn)),

ol I'P*¥»+1! désigne la loi de &, 41 lorsque T est la loi de probabilité initiale. Nous
pouvons alors écrire

1P, - QL) = /m IT1(dz) — TP*+(dx)| = |[TT — TPA=+1|

Or d’apres le théoréme 2.2 de [23] et la définition de J, nous savons que notre
c.m. récurrente est apériodique. D’aprés le corollaire 6.7 de [23], si € est une c.m.
apériodique Harris-récurrente positive, de loi de probabilité stationnaire II, alors
pour toute loi de probabilité initiale quelconque I', nous avons

lim ||I'P™ —1I|| = 0.
n—o
Par conséquent
lim ||, — @]l = 0.
n-—00
D’aprés le théoréme 4.1 de [1], nous pouvons affirmer que
P, =W,

= P =W,.
5n——IP—>0} n

D’autre part, ||P, — @,|| = 0, n = oo, donc
Q, = W,.
En appliquant de nouveau le théoréme 4.1 de [1], nous avons

Q, =W,

5. P: 0} = Q= W,.

Ceci termine la démonstration du théoréme 3.8. n
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3.3.4 Cas des chaines Harris-récurrentes

Enfin, il nous reste a énoncer un corollaire du théoréme précédent en utilisant
le théoréme 3.8.

Corollaire 3.2 57 les conditions suivantes sont réalisées
(1) (R), (RY), (Ri), (Rk7), f,;" < 00, I < oo pour tout k > 2,

(2) f € L3(IR,1I) est dérivable deuz fois et il existe § > 0 et M > 0 tels que
Ve R, f/(z) > 6 et |f"(z)| < M et f vérifie (C) avec 0% > 0,

(3) & est indécomposable,
(4) p € My,

alors nous avons
-1 var -1
Q™" — W™
n—c

3.4 Remarque sur ’espace DD[0; 1]

Il est trés fréquent que le processus étagé défini pour tout ¢ € [0;1] par

~ 1

Cn = — S,

On
ou o, sont des constantes normalisantes, soit considéré. Les trajectoires de ce
processus sont des fonctions étagées qui sont continues & droite et qui ont une
limite & gauche (fonctions cadlag). L’espace C[0; 1] n’est pas approprié & 1'étude
de la convergence faible des lois de tels processus et est habituellement remplacé
par I'espace ID[0; 1], des fonctions sans discontinuités de second ordre, muni de
la topologie de Skorokhod. Pour la convergence forte des distributions des fonc-
tionnelles de trajectoires du processus (,, une difficulté apparait, liée au fait que
I'espace ID[0; 1] n’est pas un espace vectoriel topologique et par conséquent, nous
ne pouvons pas directement utiliser les résultats du paragraphe 3.2 et 3.3. En
fait, la méme méthode que celle développée dans ces deux paragraphes précé-
dents peut étre appliquée a ce cas précis a la condition de réadapter certains
résultats & ’espace ID[0; 1], en particulier le théoréme 3.4.

Y. A. Davydov a étudié ce probleme dans [5] et a montré que dans le cas des
v.a.i.id., il est possible de remplacer ’espace ID[0; 1] par un espace plus approprié.
En effet, soit D la tribu borélienne de ID[0; 1] et U la tribu des sous ensembles de
D[0; 1] engendré par la topologie uniforme. Soit P, les lois sur D correspondant
aux processus é:, et W la loi du processus de Wiener sur D. Les lois P, et W
peuvent étre étendues a U (voir [1]). Nous garderons les mémes notations pour
ces extensions. Si & = (&;)ken+ définissant le processus (. sont i.i.d. et telles que
E(¢,) = 0 et Var(&,) = o2 < oo, alors nous avons aussi la convergence faible
dans U,

P, =W.
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Nous notons E[0; 1] la fermeture uniforme de I’ensemble des fonctions de ID[0; 1]
qui ont un nombre fini de sauts et ou les moments de ces sauts sont des points
rationnels. Alors F[0;1] muni de la topologie uniforme est un espace de Banach
séparable. La tribu borélienne de E[0; 1] coincide avec la tribu 4N E[0; 1]. Comme
E[0;1] est le support des lois P, et W, nous pouvons immédiatement appliquer
la méthode utilisée dans [5] par Y. A. Davydov et nous obtenons

Théoréme 3.9 Si les conditions suivantes sont réalisées
(1) p la densité de la v.a. & est a.c. et la quantité de Fisher associée I(p) < co,

(2) pE MW’

alors nous avons
— var -—
Py ! 2 Wl

n->00
Il semblerait que la méme méthode que celle utilisée par Y. A. Davydov que
nous venons d’exposer peut s’appliquer au cas des chaines de Markov homogenes
stationnaires ou non, c’est dans cette direction, entre autre que nous envisageons
de poursuivre les recherches sur ce sujet.
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