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Introduction générale 

Cette étude est essentiellement consacrée au problème des extrêmes dans 
le cas des processus gaussiens stationnaires multivariés et des processus rn­
dépendants stationnaires. 
Le problème de la comparaison des extrêmes d'une suite stationnaire à ceux 
de la suite de variables aléatoires indépendantes de même loi marginale a su 
attirer l'attention de nombreux mathématiciens. On peut citer à ce sujet Wat­
son (43] (1954); Berman [2], [3] (1962, 1964); Loynes [31] (1965); O'Brien [36] 
(1974); Leadbetter (28] (1974); Galambos [14] (1975); Deheuvels [9] (1978); 
Haiman [20] (1981); Leadbetter, Lindgren, Rootzen [29] (1983); Amram[1] 
(1985); Leadbetter, Rootzen [30] (1988). 
Ce problème, qui était étroitement lié aux questions ayant trait à la notion 
de loi limite, a permis l'étude de différents modèles stationnaires dépendants. 
Plusieurs directions de recherche ont été envisagées. L'étude qui est présen­
tée ici se situe dans la direction des travaux de Haiman [21], [22], [23], [24], 
[25], [26]. Cette direction consiste à considérer les modèles ayant le même 
type de loi limite que la suite de variables aléatoires indépendantes de même 
loi marginale et d'imposer à ces modèles stationnaires des hypothèses sup­
plémentaires qui assurent aux extrêmes d'avoir presque sûrement le même 
comportement que ceux d'une suite de variables aléatoires indépendantes. 
Plus précisément, le résultat est un principe d'invariance qui montre qu'étant 
donnée une suite stationnaire vérifiant certaines hypothèses d'indépendance 
locale et asymptotique, on peut construire sur le même espace de probabilité 
sur lequel cette suite est définie, une suite i.i.d., telle qu'à partir d'un certain 
rang, les maxima des deux suites coïncident. 
Ce principe d'invariance a été démontré pour la première fois par Haiman 
dans [21] pour une suite stationnaire rn-dépendante de variables aléatoires 
dont les lois marginales sont uniformément distribuées sur (0, 1) et vérifient 
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l'hypothèse H 1 suivante : 
Il existe f3 > 0 tel que pour tout 1 < i :::; m, 

l . ( P(Ul<u,v<Ui<w)) 1m sup sup < +oo. 
€-+0 O<v<w<€ u/3 ( W - V) 

O<u<€ 

Pour les processus gaussiens stationnaires, Haiman, dans [22], a obtenu le 
même résultat sous l'hypothèse H 2 suivante : 
La fonction de covariance r(n), (r(O) = 1), vérifie : 

+oo 1 
L lr(n)l < 2' 
n=l 

et 
limsup lr(n)l n4+e < +oo pour un certainE> O. 
n-++oo 

Ce résultat a été étendu par Haiman et Puri, dans [25], à la suite des vec­
teurs des J plus grandes valeurs parmi X 1 , ••• ,Xn, J 2:1 fixé, sous d'autres 
hypothèses. 
Haiman, dans [24], a généralisé son résultat de [21] au cas multivarié où la 
suite stationnaire rn-dépendante {Xn = (XAl), ... , XAd))}, d 2: 1 vérifie l'hy­
pothèse H 3 suivante : 
il existe f3 > 0 tel que, pour tout 2 :::; k :::; m et 1 :::; i, j :::; d, et, pour k = 1, 
1 :::; i < j :::; d, 

lim sup{ sup 
z-+b z<v<w<b 

z<u<b 

P(X(i) > u v < X(i) < w 
1 ' k } . . < +oo, 

( -ln(P(Xit) > u)))-(l+d+fJ)P(v < Xit) < w) 

où 
b = sup{x, P(X~i) < u) < 1}. 

Haiman, Kiki et Puri, dans [26], ont démontré le même résultat pour une 
chaîne de Markov en supposant que (Xn) est strictement stationnaire et 
admet une densité de transition f(x, y) par rapport à la mesure de Lebesgue 
vérifiant : 
il existe un entier s 2: 1, deux constantes 0 < TJ < 1 et M > 1, et une densité 
de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue g(y) tels que : 

ryg(y):::; r(x,y):::; Mg(y), x, y E JR, 
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où Jk(x, y) est définie par : 

fk(x, y) = j fk- 1(x, z)f(z, y)dz, k 2:: 1. 

Haiman, Mayeur, Nevzorov et Puri dans (27], ont établi le même principe 
d'invariance pour une suite strictement stationnaire (Xn)n~l de v.a.r. !­
dépendante de f.d.r. F(x) = P(X1 ::; x) supposée strictement croissante 
au voisinage de w = sup{x,F(x) < 1} (c-à-d pour x 2:: x0 , x0 < w), sous 
l'hypothèse H suivante : 
i) La fonction H(u) = P{F(X1) > u, F(X2) > u} est continument différen­
tiable au voisinage de u = 1 et 

H-'( )=l· P{X1 >x,X2>x} = O< l/2 1 1m P{X } a, _ a ::; . 
x-tw 1 >X 

ii) Il existe une constante positive ]( telle que pour tout u s; v ::; w, on a 

P{X2 > u,max(X2 ,X3) E (v,v+dv)}::; Kh(u,v), 

où 
h(u,v) = P{X1 ::; u,X2 > u,max(X2,X3) E (v,v+dv)}. 

Nous avons apporté notre contribution dans Habach (18] en démontrant un 
principe analogue pour une suite de vecteurs aléatoires gaussiens i.i.d. dont 
les coordonnées ne sont pas nécessairement indépendantes. 
Le plan de ce travail est le suivant : 
Le chapitre 1 est une synthèse des résultats principaux de la théorie des 
valeurs extrêmes dans le cas classique i.i.d. et dans le cas général stationnaire. 
Pour les développements, nous renvoyons à la bibliographie et notamment à 
Galambos (15], Leadbetter, Lindgren, Rootzen (29], Resnick [41]. 
Nous commençons le chapitre 2 par introduire la notion de records et temps 
de records et nous en donnons quelques propriétés importantes que nous 
utiliserons dans le reste de ce travail. Une synthèse complète des résultats 
connus sur les records jusqu'en 1987 est donnée dans Nevzorov (34]. Nous 
considérerons après une suite stationnaire rn-dépendante vérifiant l'hypothèse 
(H) suivante : 
(H) : il existe (3 > 0 tel que, pour tout 1 < i s; m, 

limsup{ sup 
z-tl z<v<w<l 

z<u<l 

P{X1 > u, v< Xi< w} } 
( -ln(l- u))-(2+f3)(w- v) < +oo. 
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Soit !vin = max(X1 ... , Xn), n 2: 1. Haiman, dans (24], a démontré le théo­
rème suivant : 

Théorème 0.0.1 On peut construire sur le même espace de probabilité sur 
lequel { Xn} est définie, une suite { Xn ; n 2: 1} de variables aléatoires i. i. d. 
de loi uniforme sur [0, 1] telle que si Mn = max(X1 ... , Xn), n 2: 1, alors il 
existe N 0 tel que p.s. pour tout n 2: N 0 : 

Nous nous proposons d'évaluer la queue de distribution de la variable aléa­
toire N0 . Plus exactement, nous démontrons le théorème suivant : 

Théorème 0.0.2 (Habach et Haiman (19]) Il existe À > 0 tel que : 

->. 
P(N0 > s) = O((logs)2+>- ). 

Ce problème d'évaluation est lié étroitement à la construction de la suite 
{ Xn}. Nous rappelons donc les grandes lignes de cette construction. Pour 
démontrer le théorème précédent, nous avons été amené à majorer la proba­
bilité P(Tn > s) où (Tn) est la suite des temps de records telle qu'elle est 
définie par Haiman (avec un seuil initial r 0 ). Dans le cas des records clas­
siques, nous connaissons des résultats sur le moment d'ordre 1 du logarithme 
de la suite des temps de records, on peut voir à ce sujet Nevzorov (34] et 
Pfeifer (37]. Nous avons donc pensé à détérminer l'analogue de ces résultats 
dans le cas de la suite (Tn). Ensuite, pour majorer P(Tn > s), on applique 
l'inégalité de Markov à la suite log Tn. Nous démontrons alors le résultat 
suivant : 

Théorème 0.0.3 Soit (Tn) la suite des temps de records définie dans le cha­
pitre 2 par (2.1). On a : 

ro 1- ro d 
lElogTn = n- c+ log(

1 
) + -- + -

2 2 + 0(1/2n), 
- ro ro ro 

où ldl :::; 1, IO(x)l :::; C(ro) lxi, C(ro) étant une fonction de ro et c est la 
constante d'Euler. 

Dans le chapitre 3, nous rappelons la définition des records dans le cas multi­
varié et nous en donnons quelques propriétés avant de démontrer le théorème 
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suivant : 
Soit {Xn = (Xà1l, ... , Xàd)) ; n ~ 1} une suite de vecteurs aléatoires in­
dépendants et identiquement distribués avec x1 = (xpl, ... , xid)) vecteur 
gaussien centré tel que : 

Notons par: 
u* = u*(u) = inf(u(l), ... , u(d)), 

1 100 x2 G(u*) = 1- F(u*) = ~ e-Tdx, 
y 27f u• 

et pour T > 0 fixé, 

'1/J(u*) = G(:*) ln G(~*) et E(u*) ={nE N, 1 ~ n ~ '1/J(u*)}. 

Théorème 0.0.4 Il existe u0 > 0, deux constantes c0 > 0 etc> 0 tels que, 
pour tout u vérifiant u0 < u*(u) et k > 0 assez petit : 

max max 
1$j$d uUl<v<il<w<il<u<il(l+k) 

nEE(u•) 

P(M < u nd . -(X(i) < u(il) vUl < X(j) < wUl) 
n _ ' z=l,z#J n+l ' n+l . _ 

1 
(flf=1 P(X(i) < u(il))n(flf=I,ih P(X(i) < u(il))P(vUl < X~j 1 < wUl) 

Ce théorème veut dire qu'asymptotiquement, la probabilité d'avoir un record 
est voisine de celle du cas où la suite {Xn} est i.i.d. avec indépendance des 
coordonnées. Pour des raisons de simplicité et pour ne pas alourdir les nota­
tions, la démonstration de ce théorème, basée sur le « lemme de comparaison 
de Berman »pour les processus gaussiens, est donnée dans le cas bivarié et 
son intérêt réside dans le fait qu'on peut en déduire un principe d'invariance 
presque sûr pour la suite des maxima-partiels du processus considéré. 
Dans le chapitre 4, nous démontrons ce principe d'invariance à l'aide d'une 
méthode de couplage des records multivariés, c'est-à-dire en construisant sur 
le même espace de probabilité sur lequel {Xn} est définie, une suite {:Xn} de 
vecteurs aléatoires gaussiens indépendants et de même loi ayant en plus la 
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propriété d'avoir des coordonnées indépendantes, telle qu'à partir d'un cer­
tain rang aléatoire, les records et temps de records des deux suites coïncident 
(modulo un décalage aléatoire d'indice). 
Un résultat antérieur a été obtenu dans ce sens par Geffroy dans [16] mais 
n'implique qu'une indépendance asymptotique« en loi» des plus grandes va­
leurs des marges d'un échantillon gaussien à deux dimensions. Notre résultat 
peut donc être considéré comme la version forte du résultat de Geffroy. 
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Chapitre 1 

Introduction à la théorie des 
valeurs extrêmes 

. 
1.1 Théorie classique des extrêmes : cas uni-. , 

varie 

Soit { Xn, n ~ 1} une suite de variables aléatoires indépendantes identi­
quement distribuées ( i.i.d.) de fonction de répartition (f.d.r.) F(x). 
La théorie classique des extrêmes étudie la loi limite et les propriétés de 
Mn = max(X1, ••• , Xn) quand n tend vers +oo. 
Donnons quelques définitions avant d'énoncer les résultats principaux de cette 
théorie. 

Définition 1.1.1 Soit 

6 (x) = { 0 s~ x < 0 
1 Sl X~ Ü. 

On dit qu'une fonction de répartition est dégénérée si elle est de la forme 
.6(x- xo). 

Définition 1.1.2 Deux fonctions de répartition non dégénérées G1 et G2 

sont dites de même type s'il existe a > 0, b E lR tels que 

(1.1) 
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Exemple 1.1.1 La loi normale N(O, 1, x) de moyenne 0 et de variance 1 est 
du même type que N(p, a2 , x)= N(O, 1, a-1x- a-1p) pour a> 0 et p E 1R, 
en effet : 

1 lx (t-1:/ 1 17 .U.: 
/tC e- 2.,. dt= /tC e- 2 dy= P(N ~ a-1x- a-1 p). 

av2w -oo v2w -oo 

La fonction de répartition de Mn 
puisque : 

n n 

Fn(x) = P(lvin::; x)= P(n(xi ~x))= II P(Xi ~x)= Fn(x). 
i=l i=l 

Lemme 1.1.1 

lim Mn= w(F) p.s. où w(F) = sup{x: F(x) < 1}. 
n-++oo 

• 

En effet, pour x < w(F), F(x) < 1 et P(Mn ::; x) = Fn(x) qui tend vers 
0 lorsque n tend vers +oo. Donc Mn converge vers w(F) en probabilité et, 
comme (Mn) est une suite croissante, la convergence en probabilité implique 
la convergence presque sûre. • 

Le lemme précédent montre qu'une loi limite non dégénérée ne peut exis­
ter que si on normalise Mn. En réduisant alors convenablement la loi de Mn, 
c'est-à-dire en substituant à Mn la variable anMn+bn (an> 0), celle-ci admet 
souvent une loi limite : 

Le problème de la théorie classique des extrêmes dans le cas univarié est donc 
le suivant : 
Existe-t-il deux suites an> 0, bn et H(x) une f.d.r. non dégénérée telles que: 

(1.2) 

pour tout x dans le support de H? 
D'importants résultats ont été indiqués sur ce sujet (Fisher et Tippet [11], 

Fréchet [13]), mais le résultat central de cette théorie est dû à Gnedenko [17] 
qui a trouvé les formes possibles de H(x) et les conditions que doit vérifier 
F(x) pour que Fn(anx + bn) converge vers une loi d'un type détérminé. 
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Théorème 1.1.1 (Gnedenko [17]) Les seules distributions possibles, limites 
faibles de Mn -bn, an > 0 sont les distributions de fonction de répartition : 

an 
Type 1 (loi de Gumbel) : 

A(x) = e-e-x, x E IR. 

Type 2 (loi de Fréchet) : 

<I>a(x) = { ~-x-a 

Type 3 (loi de Weibull) : 

Wa(x) = { ~-(-x)a 

si x~ 0 
si x< O. 

si x~ 0 
si x< O. 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

La convergence a lieu dans le sens que H est du même type que A, cf>a ou 7/Ja· 

Un autre résultat fondamental de cette théorie est le célèbre théorème de 
Khintchine ( Leadbetter, Lindgren et Rootzen [29]), qui prouve qu'en dehors 
du cas dégénéré, la loi limite, si elle existe, est unique. 

Théorème 1.1.2 Soient Fn une suite de f.d.r. et G une f.d.r. non dégéné­
rées, an > 0 et bn des constantes telles que Fn(anx + bn) converge vers G(x). 
Alors pour G* f.d.r. non dégénérée, ct'n > 0, f3n des constantes, 

lim Fn(ct'nX + f3n) = G*(x) {::=::} lim ct'n =a et lim f3n- bn =b. 
n~+oo n~+ooan n~+oo an 

En plus, 
G*(x) = G(ax + b). 

1.2 Domaines d'attraction des lois limites ex­
trêmes 

Définition 1.2.1 Si G est l'une des trois lois limites extrêmes, on dit que 
F est dans le domaine d'attraction de G, et on note F E D(G), s'il existe 
an > 0, bn E lR tels que : 

11 



1.2.1 Convergence de P(Mn <un) où (un) est une suite 
de constantes : 

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante de conver­
gence de P(Mn ::; un) où (un) est une suite de constantes. Ce résultat, trivial 
dans le cas i.i.d., joue un rôle important dans la détérmination des domaines 
d'attraction et dans le cas stationnaire. 

Théorème 1.2.1 Soit (Çn) une suite de variables aléatoires i.i.d. de f.d.r. 
F; 0 ::; T ::; +oo, Mn = max(6, ... , Çn) et Un une suite de nombres réels. 
Alors : 

Notons que (1.2) est un cas particulier de (1.6) en faisant les identifications 
suivantes : T = -log H(x) ; Un = anx + bn. Une condition nécessaire et 
suffisante pour la loi limite H est donc : 

lim n(l- F(anx + bn)) = -log H(x). 
n~+oo 

Il est important de connaître sous quelles conditions l'un ou l'autre des trois 
types de lois limites possibles s'applique. Le résultat suivant nous donne des 
conditions nécessaires et suffisantes pour que F E D( G) où G E {type!, 2, 3}. 
D'autres résultats concernant les domaines d'attraction des lois limites ex­
trêmes sont donnés dans De Haan (6]. 

1.2.2 Conditions nécessaires et suffisantes 

Théorème 1.2.2 Pour le type 1 : 

FE D(J\) {:::=} 
. 1-F(t+xg(t)) 

::Jg(t) > 0 telle que hm F( ) =e-x, V xE IR. 
Hw(F) 1- t 

(1. 7) 
Pour le type 2 : 

. 1-F(tx) -a 
w(F) = +oo et hm F( ) =x ; a > 0, x> O. 

t~+oo 1- t 
(1.8) 
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Pour le type 3 : 

. 1- F(w(F)- xh) a 
w(F) < +oo et À~ 1 _ F(w(F) _ h) =x ; a> 0, x > O. 

(1.9) 

Remarque 1.2.1 Pour le type 1, on montre que Jt~)(1- F(u))du < +oo 
et un choix convenable de la fonction g est donné par : 

};w(F) (1 F( ))d 
g(t) = t - u u pour t < w(F). 

1- F(t) 
(1.10) 

Corollaire 1.2.1 Dans le théorème précédent, les constantes an et bn quz 
interviennent dans la convergence de P( M::bn <x) vers H(x) sont : 
Pour le type 1 : 

Pour le type 2 : 

Pour le type 3 : 
an= w(F)- Àn; bn = w(F). 

Exemple 1.2.1 1) Loi de Cauchy : 
Sa fonction de répartition est donnée par F(x) = ~ + ~ arctanx. On vérifie 
facilement que c'est le type 2 qui s'applique avec : 

7r 7r n 
an = tan(- - -) rv - ; bn = o. 

2 n 1r 

2) Loi uniforme sur (0,1) : 
C'est le type 3 qui s'applique avec : 

3) Loi normale N(O, 1) : 

1 
an=-; bn = 1. 

n 

On montre dans ce cas que c'est le type 1 qui s'applique avec : 

_ ( ) _l . b _ ( ) 1. ~(log log n + log 47r) 
an - 2 log n 2 ' n - 2 log n 2 - 1 • 

(2logn)2 
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1.2.3 Lois limites pour les k-extrêmes 

(Xn)n>l une suite de variables aléatoires i.i.d. de f.d.r. F(x) = P(X1 <x). 

Définition 1.2.2 La statistique d'ordre de X1, ... , Xn désigne le n-uple or­
donné par valeurs croissantes obtenu à partir de X1, ... , Xn noté : 

(1.14) 

Remarquons que : X1,n = inf(X1, ... , Xn) et Xn,n = max(X1, ... , Xn)· 

Définition 1.2.3 Pour k 2: 1 fixé, quand n -T +oo, Xk,n et Xn-k+l,n sont 
appelés les k-ièmes extrêmes : 
Xk,n : k-ième extrême inférieur, 
Xn-k+l,n : k-ième extrême supérieur. 

Si on note Aj(x) = (Xi > x) et Bj(x) = (Xi <x), on a : 

(Xk,n 2: x)= (au plus (k- 1) des Bj(x), 1:::; j:::; n se réalisent), 

(Xn-k+l,n <x) =(au plus (k- 1) des Ai(x), 1 :::; j < n se réalisent). 

D'où: 
k-1 

Fn-k+l,n(x) = P(Xn-k+l,n <x)= L C~(l- F(x))t(F(x)t-t. (1.15) 
t=O 

k-l 
P(Xk,n 2: x) = 1- Fk,n(x) = L C~(F(x))t(1- F(x)t-t. (1.16) 

t=O 

Théorème 1.2.3 (Galambos [15]) Pour k fixé, les deux assertions suivantes 
sont équivalentes : 
i) il existe an > 0, bn et H(k)(x) non dégénérée telles que : 

lim Fn-k+l n(anx + b) = H(k)(x); a(H(k)):::; x:::; w(H(k)). (1.17) 
n->+oo ' 

ii) il existe an > 0, bn et H(x) non dégénérée telle que : 

lim Fn(anX + bn) = H(x), n-t+oo 

si H(k)(x) existe, alors pour a(H) <x< w(H) : 

(k) - ~ ~ _1_ t ( ) { } H (x)- H(x) 6 t! (log H(x)) , où H x E type 1, 2, 3 . 
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Ce théorème nous montre que si Mn a une loi limite H, le k-ième extrême 
supérieur a aussi une loi limite donnée par (1.19) avec les mêmes constantes 
de normalisation que Mn. 

1.3 Théorie classique des extrêmes cas mul­
tivarié 

1.3.1 Fonctions de répartition et fonctions de réparti­
tion marginales 

Soit X = (X(l), ... , X(d)) E lRd un vecteur aléatoire de f.d.r. : 

F(x) = F(xl, ... 'xd) = P(X(l):::; xl, ... ' x(d) :::; Xd), 

et de f.d.r. marginale : 

p(i)(xi) = F(+oo, ... ,xi, ... ,+oo) = P(X(i) :S xi), i = 1, ... , d. 

Il est bien connu que p(l) , ... ,F(d) ne détérminent pas F. Deux exemples de 
cas possibles sont : 
-l'indépendance : I1f=1 p(i). 
-l'égalité des marges : X(l) = ... = X(d); F = min(F(1), ... , p(d)). 

Tout de même, F est partiellement liée à ses marges, (Deheuvels [lü]). Dans 
le cas d'une loi bivariée (d = 2), Fréchet a montré que F(x, y) peut prendre 
des valeurs arbitraires satisfaisant l'inégalité : 

Plus généralement, pour d ::::: 2, les inégalités suivantes sont usuellement 
appelées inégalités de Fréchet : 

et découlent (en considérant les événements : Ai = (X(i) > xi) et 1 -
P(uAi) = F(x)) des inégalités de Bonferroni, qui s'écrivent pour: 
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2m d 2m-1 

Vm= 1,2, ... ,[d/2], 2J-1)k-lyk::; P(UAi):::; 2::: (-1)k-ln. 
k=l i=l k=l 

On obtient d'ailleurs, avec les mêmes notations, la formule de Poincaré : 

d d 

P(U Ai)= 2:(-1)k-lyk· 
i=l k=l 

1.3.2 Enoncé du problème 

Soit Xn = (XA1), ... , XAd)),n ;::: 1, d;::: 1 une suite de vecteurs aléatoires 
i.i.d. de f.d.r. : 

F(x) = F(x1, ... ,xd) = P(X(l) < x 1, ... ,X(d) < xd), 

et de f.d.r. marginale p(il(xi). On pose : 

M (i) - (X(i) X(i)) . . - 1 d M (M(1) M(d)) n - max 1 ' ... ' n ' 2 - ' ... ' et n = n ' ... ' n . 

On s'intéresse donc au problème suivant : 
Existe-il deux suites an> 0, bn et H(x) non dégénérée (chaque marge de H 
l'est) telles que : 

lim P(Mn::; ~Xn + bn) = H(x), n-t+oo (1.20) 

pour tout x dans le support de H. 

Définition 1.3.1 1) Fn(x) converge vers F(x) si elle converge en tout point 
de continuité de F. 
2) F(x) est non dégénérée si toutes ses fonctions de répartition marginales 
le sont. 

Lemme 1.3.1 Si Fn(x) converge vers F(x), alors FJil(xi) converge vers 
p(i) (xi) pour tout i tel que 1 ::; i ::; d. 

Par conséquent, si le problème général a une solution, alors les coordonnées 
de an, bn et les marges de H sont les solutions du problème univarié pour 
les marges de F : 

(1.21) 
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1.3.3 Fonctions de dépendance Caractérisation des 
lois extrêmes multivariées 

L'introduction de la fonction de dépendance, définie pour une fonction de 
répartition F de X= (X(l), ... , X(d)) de lois marginales F 1 , ... ,Fd continues, 
par l'identité : 

(1.22) 

a permis de résoudre le problème de la convergence faible asymptotique de 
Mn. En effet, on montre que Mn converge asymptotiquement vers une loi 
limite si et seulement si c'est le cas pour chaque coordonnée et si 

D ( ) D n( 1/n 1/n) 
n ul,···,ud = ul , ... ,ud (1.23) 

converge vers une f.d.r. limite. 
Deheuvels [9] a, en plus, démontré sous quelles conditions Dn converge vers 
une limite et a caractérisé toutes les limites possibles de Dn. Il a ensuite 
déduit la condition nécessaire et suffisante suivante pour l'indépendance : 

Théorème 1.3.1 Pour que { MA1l, ... , NfAd)} soient asymptotiquement in­
dépendants, il faut et il suffit que, si : 

'11 :::; i:::; d, 'ln 2: 1, ai,n est tel que P(X(i) > ai,n) :::; ~ :::; P(X(i) 2:: ai,n), 
n 

alors, 
'11 < i < j < d lim nP(X(i) > a· x<il > a· ) =O. - - 'n--t+oo ~,n, ;,n 

En d'autres termes, il faut et il suffit que la condition d'indépendance soit 
vérifiée pour tous les couples de coordonnées. 

1.3.4 Autres caractérisations des lois limites 

Théorème 1.3.2 (Resnick [41]) Soit (Xn, n 2: 1) une suite de vecteurs aléa­
toires i.i.d. dans 1Rd, d 2: 2, de f.d.r. F. On suppose, pour simplifier, que 
les f. d. r. marginales de F sont toutes égales à F1 (x) qu'on suppose dans le 
domaine d'attraction de G 1 (x), l'une des trois lois limites du cas univarié, 
c'est-à-dire, 

(1.24) 
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Alors les propositions suivantes sont équivalentes : 
i) 

d 

Fn(anX + bnl) --7 II Gi(x(i)). (1.25) 
i=1 

ii) Pour tout 1 ~ i < j ~ d : 

iii) Pour x<P) tel que G1 (x<P)) > 0, 1 ~ p ~ d : 

lim nP(X(p) >a x(P) + b ·p = i J.) = 0 pour 1 < i < J. < d. (1.27) n-++oo 1 n n' ' _ _ 

iv) Pour 1 ~ i < j ~ d : 

P(X(i) > t XU) > t) 
lim ' =O. 

t-+w(F) 1- F1(t) 
(1.28) 

D'autres versions de ce théorème ont été démontrées par Geffroy [16], Sibuya 
[42], De Haan et Resnick [7], Galambos [15], Marshall et Olkin [32]. 
Un corollaire très important est donné dans Sibuya (42] pour le cas gaussien 
multivarié : 

Théorème 1.3.3 (Sibuya (42]) Soit F une f.d.r. de loi normale multivariée 
avec les f.d.r. marginales supposées N(O, 1) pour simplifier. Si 

JE(X(i) x<i)) = p· · < 1 pour tout i J. 1 1 t,J ) ) (1.29) 

alors l'indépendance asymptotique i) du théorème précédents 'applique avec : 

G1(x) = A(x) = e-e-". (1.30) 

Une généralisation au cas gaussien stationnaire multivarié a été faite par 
Amram [1]: 
Soit {Xn = (XA1), ... , X}?)), n 2: 1} un processus gaussien stationnaire p­
dimensionnel tel que : 

lEXn = (JEXAi) = o, 1 ~ i ~ p). 
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On pose: 

VXn = (V X~i) = 1, 1 :::; i :::; p). 

rkl(n) = Cov(Xf:) X~+n' 1 :::; k, l:::; p). 

Théorème 1.3.4 Si, pour a= 1, 2, ... 

et 

alors : 

avec 

+oo 
L irkl(n)la < +oo; 1 :::; k =/:. l ::; p, 
n=l 

+oo 
L iru(n)la < +oo; 1:::; l:::; p, 
n=l 

anX + bn = (al,nXl + bl,n, ... , ap,nXp + bp,n), 

a· = (2logn)-112 
t,n , 

1 
bi,n = (21og n) 1/

2 
- "2 (2log n t 112 (log log n +log 47f), 

Xi E IR pour 1 :::; i :::; p. 

(1.31) 

1.4 Théorie des extrêmes pour les suites sta­
tionnaires 

Définition 1.4.1 On dit que la suite (Xn)n2:l est strictement stationnaire 
si et seulement si pour tout n, h, i 1 , ... , in entiers, les vecteurs (Xip ... , XiJ 
et (Xi 1+h, ... ,Xin+h) ont la même distribution. 

On note i(k) = (i1, ... , ik), j(t) = (j1, ... ,jt)· 
Fj(t) ( u) = P(Xil < u, ... , Xit < u). 

an,l = max{IFi(k)j(t)(un)- Fi(k)(un)Fj(t)(un)l 

1 :::; i1 < i2 < ... < ik < j1 < ... < }t ::; n, j1 - ik :2:: l}. 
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Définition 1.4.2 On dit que la suite (Xn)n::=: 1 satisfait la condition D( un) si 

O:n,ln --+ 0 pour une suite ln = o( n). (1.32) 

Théorème 1.4.1 (Leadbetter, Lindgren et Rootzen (29]) Soit (Xn) une suite 
stationnaire, an > 0 et bn des constantes telles que P( Mn -bn) converge vers 

an 
une f.d.r. non dégénérée G. On suppose que la condition D(un) est satisfaite 
pour Un = anx + bn pour chaque réel x, alors G est du même type que l'une 
des trois lois limites du cas classique i. i. d .. 

Définition 1.4.3 On dit que la suite stationnaire (Xn) satisfait la condition 
D'(un) si 

+oo 1 
limsupn L P(X1 > UnM,Xj > UnM) = o( ~ 1,), M--+ +oo. 
n-t+oo j=2 ivJ 

(1.33) 

Théorème 1.4.2 (Loynes [31], Leadbetter, Lindgren et Rootzen [29]) Soit 
(Xn) une suite stationnaire de f.d.r. F et satisfaisant la condition D(un) 
pour Un = anx + bn pour tout réel x ; an > 0 et bn des constantes telles que 
Fn(anx + bn) converge, quand n --+ +oo, vers une f.d.r. G(x). Si, en plus, 
la condition D'(un) est satisfaite, alors P( M~:bn :::; x) converge vers la f.d.r. 
G (x) (qui, nécessairement, est du même type que l'une des trois lois limites 
du cas classique i. i. d.). 

Remarque 1.4.1 Si la suite (Xn) est rn-dépendante (pour tout n, l, i 1 < 
... < in < j 1 < ... < jz, entiers, les vecteurs (Xi 1 ••• , XiJ et (Xj 1 ••• , Xj1) 

sont indépendants dès que j 1 - in 2 m], la condition D( u) est vérifiée puisque 
O:n,l = 0 pour l 2 m, et la condition 

l
. max2<j<m P(X1 2:: u, Xj 2 u) 

0 lill = 
u-+w(F) 1- F(u) 

(1.34) 

implique D'(u). 

1.4.1 Convergence de P( Mn < un) sous la dépendance 

Théorème 1.4.3 (Leadbetter, Lindgren et Rootzen (29], Davis [5]) Soit (un) 
une suite de constantes telle que D( un) et D' (un) soient satisfaites pour une 
suite stationnaire (Xn) et soit 0 :::; T < +oo. Alors : 

P(Mn:::; Un) --+e-T ~ n(1- F(un)) --+ T. 
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Si n(l- F( un)) -t +oo, la condition D' (un) n'est pas toujours satisfaite. Pour 
prolonger le théorème précédent au cas T = +oo, on fait les modifications 
suivantes: 

Corollaire 1.4.1 On suppose que pour T fini et suffisamment grand, il existe 
une suite (vn) telle que n(l- F(vn)) -tT et D(vn), D'(vn) soient satisfaites. 
Alors les conclusions du théorème précédent restent vraies, c'est-à-dire : 

1.4.2 Cas gaussien stationnaire 

Soit (Xn) une suite stationnaire centrée gaussienne avec : 

On sait que dans le cas i.i.d. (rn= 0), on a: 

lim P(Mn .S anx + bn) = e-e-"', pour tout x, 
n-++oo 

avec an et bn donnés par (1.13). 
Ce résultat a été généralisé par Watson (43] au cas rn = 0 pour un nombre 
fini d'entiers (cas de la rn-dépendance). Berman (3] a démontré qu'on a la 
même conclusion en supposant que rn tend vers 0 suffisamment vite, c'est 
-à-dire : 

lim rn logn = 0 ou 
n-++oo 

+oo 

2: r~ < +oo. 
n=l 

Mittal et Ylvisaker (33] ont montré le résultat suivant : 
1) Si 

alors : 

où 

2) Si 

lim rn log n = T ; 0 < T < +oo, 
n-++oo 

-x 1 lx t2/2 i\(x) = e-e , cp(x) =- e- dt. 
y'2; -oo 

(rn)n est décroissante, rn(logn) 113 
-t 0, 
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(rn logn) est croissante, rn logn -t +oo, 

alors : 

Pickands [38] a démontré que la condition limn-++oo rn = 0 ne suffit pas pour 
avoir la convergence vers A(x) = e-e-x de P(1\1n :::; anx + bn)· 

22 



Chapitre 2 

Comportement p.s. des 
extrêmes de suites stationnaires 
rn-dépendantes 

2.1 Introduction et résumé 

Soit { Xn ; n ~ 1} une suite stationnaire de variables aléatoires réelles 
(v.a.r.) rn-dépendantes ( pour tous n, l, i 1 < ... < in < j 1 < ... < j 1, 

entiers, les vecteurs ( xit' ... 'x in) et ( xit' ... 'xjz) sont indépendants dès 
que j 1 -in ~ m ) de fonction de répartition F(x) = P(X1 :::; x). Posons 
w = sup{x; F(x) < 1}. 
Soit r 0 < w. On note : 

et pour n ~ 2, 

{ (Tn, Rn); n ~ 1} est appelée la suite des temps de records et records associée 
à {Xn}n et ro. 

Proposition 2.1.1 (Galambos [15]) Si F est continue, la loi de (Tn)n2:l ne 
dépend pas de celle de X 1 . 
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Remarque 2.1.1 Ce résultat nous permet, pour l'étude des records, de sup­
poser que les variables aléatoires réelles considérées sont de loi uniforme sur 
l'intervalle [0, 1]. 

On considére l'hypothèse (H) suivante : 
(H) : 3/3 > 0 tel que, pour tout 1 < i :::::; m, 

l . { P{X1 >u,v<Xi<w}} tm sup sup < +oo. 
z--+1 z<v<w<l ( -ln(1- u))-(2+.8)(w- v) 

z<u<l 

(2.2) 

Remarque 2.1.2 Dans les exemples suivants, l'hypothèse (H) est satisfaite. 
(a) Soit {Yn, n 2: 1} une suite de variables aléatoires ayant la loi de Morgens­
tern. On a 

P(Yt :SUt, Yk :S Uz) = 1- e-u1 - e-u2 + e-u1-u2 [1 + ak(1- e-u1 )(1- e-u2 )], 

où 2:::::; k :::::; m; 0:::::; u1, 0 :::::; u2 et ak est une constante donnée. Alors, avec la 
transformation 

{Xn: =F(Yn),n2:1}, 

où F(y) = P{Y1 < y}, on obtient 

l . { P{X1 >u,v<Xi<w}} 
liDSUp SUp = 1 + Œk, 

z--+1 z<v<w<l (1-u)(w-v) 
z<u<l 

ce qui implique (2.2) pour tout f3 > O. 
(b) Soit {Yn, n 2: 1} une suite de variables aléatoires ayant la loi N(O, 1). 
Alors, si lE(Y1Yk) :::::; 0, pour 2 :::::; k :::::; m, on montre que 

P{X1 > u,v < Xk < w} :S (1- u)(w- v), 

ce qui implique (2.2) pour tout f3 > O. 

Pour d'autres exemples où (2.2) est, ou n'est pas satisfaite, voir [27]. 
Soit Mn = max(X1 ... , Xn), n 2: 1. Haiman, dans [24], a démontré le théo­
rème suivant : 

Théorème 2.1.1 On suppose que {Xn; n 2: 1} vérifie l'hypothèse (H). On 
peut construire sur le même espace de probabilité sur lequel { Xn} est définie, 
une suite { Xn ; n 2: 1} de variables aléatoires i. i. d. de loi uniforme sur [0, 1] 
telle que si Mn = max(X1 ... , Xn), n 2: 1, alors il existe N0 tel que p.s. pour 
tout n 2: No : 

(2.3) 
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Nous nous proposons d'estimer la queue de distribution de la variable aléa­
toire N 0 . 

Notre résultat est le théorème suivant : 

Théorème 2.1.2 La variable aléatoire N0 dans le théorème (2.1.1) satisfait 

->. 
P(No > s) = O((logs)2+>. ), (2.4) 

où À = 1 + (3 - T > 0, avec T un paramètre fixé pour chaque construction de 
{Xn}, satisfaisant 1 + {3/2 < T < 1 + (3. 

Remarque 2.1.3 Notons que quand (H) est satisfaite pour tout (3 > 0, 
alors pour tout 8 > 0, 

P(N0 > s) = O((logs)-(l-cî)). (2.5) 

Remarque 2.1.4 D'après la proposition (2.1.1), le théorème (2.1.2) reste 
valable pour une suite de variables aléatoires rn-dépendantes de fonction de 
répartition continue (non nécessairement uniforme sur [0, 1]). 

Comme ce problème d'estimation est lié étroitement à la construction de 
la suite { Xn, n 2: 1}, il nous paraît intéressant de reproduire les grandes 
lignes de la méthode de construction de cette suite. Pour les détails des 
démonstrations, voir Haiman [21], [23], [24]. 
Nous commençons par introduire la notion de record dans le cas classique et 
dans un cas plus général (avec un seuil initial fixé). Nous en donnons quelques 
propriétés utiles pour le reste de ce travail. 

2. 2 Records classiques 

Soit { Xn ; n 2: 1} une suite de variables aléatoires i.i.d. de f.d.r. commune 
F. On définit la suite {(Tn,Rn)}n>l par: 

et pour n 2: 1, 

(2.6) 
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Les suites (Tn)n::::1 et (Rn)n::::1 sont appelées respectivement temps de records 
et records de la suite (Xn)n::::l· Remarquons que si Nin = max(X1, ... , Xn), 
Tn est le nième entier k tel que Mk > Mk-l, k > 1. On peut en effet définir 
la suite { (Tn, Rn) }n2:1 à l'aide de Nin : 

T1 = 1 ; R 1 = NI1, 

et pour n 2: 1, 

Théorème 2.2.1 (Chandler [4], Foster et Stuart [12], Rényi [39]) 
La suite (Tn) est une chaîne de Markov de probabilité de transition : 

l 
P(Tn = k J Tn-1 = l) = k(k _ 

1
) si k > l 2: n- 1, n = 2, 3,.... (2.7) 

Corollaire 2.2.1 La distribution conjointe des temps de records est donnée 
par: 

Ceci permet de donner les distributions marginales : 

d'où 

1 
P(T2 = k) = k(k _ 1), 

et par suite, puisque T2 ~ Tn, n 2: 2, 

lE(Tn) = +oo. 

De même: 

P(Tn = k) = [(k2- 1) ... (kn-1- 1)(k- 1)k]-1. 

(2.8) 

(2.9) 

Remarque 2.2.1 Pour les temps inter-records 6n = Tn- Tn_ 1, n 2: 2, on a 
aussi : 

(2.10) 
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Les théorèmes suivants, dûs à Rényi [40], donnent une représentation des 
records comme sommes de variables aléatoires indépendantes et des résultats 
asymptotiques concernant la suite des temps de records : 

Théorème 2.2.2 Soit (Xn)n~l une suite de variables aléatoires i.i.d. ayant 
une f.d.r. F continue et (Çn)n>l la suite des indicatrices records définie par: 

Alors : 

Çn = { 1 s~ Xn est un record 
0 smon. 

1) (Çn) est indépendante et sa distribution est donnée par: 

1 
P(Çn = 1) =-

n 
n = 1,2 ... 

2) On a les deux représentations suivantes : 
2.1 : 

n 

N(n) = Lçk n = 1, 2, ... 
k=l 

N(n) est le nombre de records observés sur les variables X 1, ... , Xn. 
2.2 : La suite Tn vérifie 

P(Tn > k) = P(N(k) < n). 

Théorème 2.2.3 On suppose F continue sur IR. Alors : 

. logTn 
hm -- = 1 p.s. 

n-++oo n 

lim P(logTn- n <x)= <P(x) = jx _1_e-t2/2dt. 
n-++oo yin -oo V27f 

1
. logTn- n 
1msup =1. 
n-++oo ( 2n log log n )1/2 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

Remarque 2.2.2 Le théorème précédent reste vrai pour la suite des temps 
inter-records ~n· 
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2.3 Une autre définition des records 

Pour une suite (Xn) strictement stationnaire de variables aléatoires de 
f.d.r. marginale F(x) = P(X1 ::::; x) supposée continue, Haiman, dans [21], a 
donné la définition plus générale suivante de la suite des records : 

Définition 2.3.1 Soit r 0 un seuil initial donné, a ::::; r 0 < w, où 

a= inf{x, F(x) > 0} ; w = sup{x, F(x) < 1}. 

T1 = inf{k 2 1,Xk > ro} 

et pour n 2 1, 

Tn+l = inf{k > Tn, Xk >Rn} 

Le choix du seuil initial r0 n'influe pas sur le comportement asymptotique des 
records d'après la proposition suivante qui justifie la définition précédente : 

Proposition 2.3.1 (Haiman [21]) Si {(T~, R~)}n>l est une autre suite telle 
que pour n 2 no : 

T~+l = inf{k > T~, Xk > R~} ; R~+l = Xr' , 
n+l 

alors, il existe n 1 et q telles que pour n 2 n 1 : 

T~ = Tn-q et R~ = Rn-q· 
Haiman, dans [21], a donné des majorations et minorations presque sûres de 
la queue de distribution de la suite des records ainsi que de la suite inter­
records : 

Proposition 2.3.2 1) Pour tout 0 < a < 1, 

P{1- F(Rn) 2 e-an i.s.} = 0, (2.17) 

et pour tout /3 > 1, 

P{1- F(Rn) :S e-f3n i.s.} =O. (2.18) 

2) On note ln2 (x) = lnlnx et [x] la partie entière de x. Alors, pour tout 
T > 1, 

P{Tn+l- Tn > 1 _ ;(Rn) ln2(
1

_ ;(Rn)) i.s.} = 0, (2.19) 

et pour 0 < A < 1, 

P{T~+l - Tn < [1 _ F
1
(Rn)]A i.s.} =O. (2.20) 
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2.4 Méthode de construction de la suite {Xn} 

On observe, comme dans Haiman [24], que le théorème (2.1.1) est équi­
valent au 

Théorème 2.4.1 On suppose que {Xn; n 2:: 1} vérifie l'hypothèse (H). Il 
existe r0 et une suite { (Tn, Rn), n 2:: 1} de variables aléatoires définies sur le 
même espace de probabilité que { Xn, n 2:: 1} élargi de facteurs indépendants, 
('Î'n) étant une suite strictement croissante d'entiers et r0 < R1 < R2 < ... , 
tels que : 
i) { ('Î'n, Rn), n 2:: 1} a la même loi de probabilité que { (Tn, Rn), n 2:: 1} lorsque 
la suite { Xn, n 2:: 1} est i. i. d .. 
ii) Il existe deux variables aléatoires entières Net Q telles que p.s. pour n 2:: 
N: 

A A 

Tn = Tn-Q et Rn= Rn-Q· (2.21) 

On construit d'abord la suite { (Tn, Rn), n 2:: 1} ayant la loi de probabilité 
des records lorsque la suite { Xn} est i.i.d .. La construction se fait de façon 
récursive : 
On définit (Î'1 , R1 ) indépendamment de (Xn)n>l et on suppose que la suite 
('Î'p, Îlp) est construite pour 1 :::; p ::; n de sorte que les événements de la forme 
('Î'1 = t1,R1 E A1); ... ; (Tn = tn,Îln E An) (où 1 :S t1 < t2 < ... < tn sont 
des entiers, et Ai, i = 1, ... , n, des boréliens de JR) soient Œ{X1 , ... , Xtn} x 0"

1 

mesurables, où a' est une a -tribu indépendante de a{ Xn, n 2:: 1 }. 
Pour construire ('Î'n+I, Îln+1), on démontre d'abord la proposition suivante : 

Proposition 2.4.1 On suppose que {Xn} satisfait l'hypothèse (H). Alors il 
existe 0 < u0 < 1 et une constante c 2:: 0 tels que pour tout u0 ::; u < 1, on 
a : 

où 

sup 
u<v<w<l 
l:=;n:=;'I/J(u) I

P{max(XI, ... ,Xn) < u,v < Xn+l < w} -li 
un(w- u) 

1 1 
:::; p(u) = c(ln2 --)(ln --)-2

- 13 , (2.22) 
l-u l-u 

T 1 
ln2 (x) = lnln(x) et?f;(u) = --ln2 --,T > 1. 

l-u l-u 

29 



Remarque 2.4.1 (2.22) est la conséquence du théorème (2.5.1), p.35. 

On utilise ensuite, en faisant les identifications nécessaires, le lemme : 

Lemme 2.4.1 (Haiman [21]) Soit Y un élément aléatoire dans un espace 
mesurable (E, E). Soit H appartenant à E et P une probabilité surE telle 
que 0 < F(H) < 1. 
On suppos~ que sur H la loi de probabilité de Y est absolument continue par 
rapport à P et : 

max -A (y)- 1 (1- P(H))-1 = q < 1. 
l

dPy 1 A 

yEH dP 
(2.23) 

Soit Q une variable de Bernoulli indépendante de Y telle que P(Q = 0) = q. 
Alors, il existe deux variables aléatoires y' à valeurs dans H et Y à valeurs 
dans He telles que si l'on pose : 

alors la loi de Y est P. 

si Q = 1 et Y EH 
si Q = 1 et Y E He 
si Q = 0, 

He est le complémentaire de H dans E. 

Soient r > r 0 et n 2: 1 fixés et soit 

E = Er = { ( s, r'), s E N, r' > r}. 

L'élément aléatoire Y = Yt,r est défini sachant 'Î'n = t , Rn = r par : 

(2.24) 

{Y= It,r = (s, r'); (s, r') E Er} -<==> rn1 

(Xt+m+j :Sr), Xt+m+s = r' }, 
]=0 

et on prend, 
H ( r) = { ( s, r') E Er, 1 :S: s :S: '1/J ( r)}. 

Soit Pla loi de probabilité induite sur Er lorsque la suite {Xn} est i.i.d .. On 
obtient alors comme conséquence de la proposition (2.4.1) le 
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Lemme 2.4.2 Il existe une constante positive c telle que : 

max 
(s,r 1 )EH(r) 

dP;: (s, r') - 1 (P(Hc(r)))- 1 ~ c(ln2 -
1
-)(ln -

1
-)-2-.B+r. 

dP 1- r 1- r 
(2.25) 

Pour r suffisamment proche de 1 et T > 1 tel que 2 + j3- T > 0, on a : 

1 1 
q = c(ln2 --)(ln --t2-.B+r < 1. 

1-r 1-r 

On peut donc appliquer le lemme (2.4.1) avec : 

) 

A ) 1 )( 1 )-2-.B+r Q = Qn+l tel que P(Qn+l = 0 = q(Rn = c(ln2 A ln A • 

1-Rn 1-Rn 

On choisit Qn+l ne dépendant de {Xn, n 2:: 1} qu'à travers .Rn. 
Soit Ln+l une variable de Bernoulli telle que : 

On suppose en plus qu'elle est indépendante de Y et Qn+l et ne dépend de 
{ Xn, n 2:: 1} qu'à travers Rn. 
Soit Y = (Y1, Y;) un vecteur aléatoire à valeurs dans lN x (Rn, +oo) indé­
pendant de Qn+l, Ln+I, Y et ne dépendant de {Xn} et ('Î'1, R1), ... , ('Î'n, Rn) 

A / A 

qu'à travers Rn, tel que pour tout s 2:: 1 et r > Rn : 

On définit maintenant ('Î'n+l, Ê-n+I) comme suit : 

Si Ln+l = 0, alors 'Î'n+l = 'Î'n + Y1 ; Rn+1 = Y2. (2.26) 

Si Ln+l = 1, alors 'Î'n+l = m- 1 + Y1 ; Î4t+l = }2, (2.27) 

où (Y1 , }2) =Y est le vecteur aléatoire défini par le lemme (2.4.1) en faisant 
les identifications appropriées. 
On vérifie que {('Î'1, R1), ... , (Tn+l, Rn+1)} possède la loi des records lorsque 
la suite {Xn} est i.i.d., à savoir: 
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Proposition 2.4.2 (Deheuvels [8]) {(Tn, Rn)}n2:l est une chaîne de Markov 
telle que , pour n ~ 1, 1 < t2 < ... < tn, s ~ 1, entiers, et pour des réels 
r1 < ... < rn+l, on ait : 

P{Tn+l- Î'n = S; Rn+l < rn+l 1 R1 = r1 ; Î'2 = t2, R2 = r2; ... 

Î'n = tn' Rn = rn} 

P{Tn+l- Î'n = S; Rn+l < rn+l 1 Rn= rn} 

(P{ X 1 :S; rn} )s-I P{rn < X1 :S; r n+I}· 

La dernière étape de la construction consiste à montrer qu'il existe N et Q 
v.a. entières telles que p.s. pour n ~ N : 

~ ~ 

Tn = Tn-Q et Rn= Rn-Q· 

Remarquons, par (2.26) et (2.27), que si : 

inf{k ~ 0; XTn+m+k >Rn} :S '1/J(Rn) 

(on note En 1 'intersection de tous ces événements), alors 

o -x--'Ln+l - Tn+l' 

ce qui donne, en particulier, la même relation de récurrence que (2.1). 
On conclut, en utilisant la proposition suivante : 

(2.28) 

Proposition 2.4.3 (Haiman (24]) Soit {(T~, R~), n ~ 1} une suite de vec­
teurs aléatoires à valeurs dans lN x 1R telle que p.s. il existe p ~ 1 tel que 
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pour tout n 2: p , on a : 

{ 

~+1 = inf{k > T~,x. > R;,} 

Rn+l = XT' . 
n+! 

(2.29) 

Alors il existe deux entiers n 1 et q tels que p.s. pour tout n 2: n1, on a : 

Tn = T~-q et Rn= ~-w 

Ainsi, pour montrer (2.28), il suffit de montrer que : 

P(B~ i.s.) =O. 

Pour cela, on utilise le lemme suivant : 

Lemme 2.4.3 (Haiman (24]) Pour tout 0 < a < 1 : 

P(1- Rn > e-o:n i.s.) = 0, 

pour déduire que, sous la condition, 

1 < T < 1 + {3, 

il existe k1 , k2 , k3 , k4 des constantes positives telles que : 

P(B~) :S k1e-o:(n+1) + k2n-2-/J+T + k3n-T + k4n-2-f3. 

D'où, par Borel-Cantelli, 
P(B~ i.s.) =O. 

2.5 Démonstration du théorème 2.1.2 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

Nous commençons par évaluer la queue de distribution de la variable 
aléatoire N du théorème 2.4.1 qui, par la construction précédente, est telle 
que, p.s. pour n 2: N : 

Tn+l inf{ t > Tn, Xt > Rn} 

(2.36) 

33 



Lemme 2.5.1 Si, dans la construction précédente de {(Tn, Rn)}, on prend 
2 + j3 < 2T, alors on a 

avec).= 1 + j3- T. 

Démonstration : 

1 
P(N > s) = 0(~), 

s 

Si 2 + j3 < 2T, par (2.34), il existe c1 > 0 telle que : 

P(E~) ~ c1n_2_ 11+7
• 

Ainsi, puisque T < 1 + /3, on a 

00 

L P(E~) < oo, 
n=l 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

et il résulte, par le premier lemme de Borel-Cantelli , qu'il existe un événe­
ment n', P (n') = 1 tel que pour tout w E n', il existe N ( w) telle que si 
n 2 N(w), alors w E En. Nous avons aussi, pour tout k 2 1, 

(N > k) cU Ef, 
l?_k 

donc, 

P(N > k) ~ P(U El)~ LP(Ef) ~ (const.) Lz-2-/J+T ~ (const.)k- 1
- 13+7

• 

l?_k l?_k l?_k 

Ainsi nous avons (2.37). • 
Soit { Xn ; n 2 1} une suite stationnaire de variables aléatoires réelles rn­
dépendantes et uniformément distribuées sur l'intervalle (0, 1]. Soit 

Mn= max(Xt ... ,Xn), n 2 1. 

Lemme 2.5.2 Soit (un) une suite de nombres réels telle que 

lim n(1 - Un) = O. 
n-t+oo 

(2.40) 

Alors il existe une constante positive k telle que 

(2.41) 
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Démonstration : 
Soit S1 (x) = 1- x et, pour 2:::; k:::; m, soit 

(2.42) 

Nous utiliserons le résultat suivant : 

Théorème 2.5.1 (Haiman [20]) Il existe 0 < u < 1 et une fonction p(x), 
définie pouru :::; x :::; 1, telle que 

où 101 ( u) 1 < k1 u, k1 étant une constante universelle. 
Par ailleurs, la fonction J..L satisfait 

où J02 (u)J < k2u, k2 étant une constante universelle. 

Nous avons alors : 

(2.43) 

Ainsi, puisque limn~oo J..Ln(x) = 0, u :::; x < 1, il existe une constante k1 > 0 
telle que : 

P(Mn ~x):::; k1(1- J..Ln(x)), u:::; x:::; 1. (2.45) 

Ensuite, par (2.44), 

où, puisque limn~oo n(1 - un) = 0, le terme de droite vaut 

1- n(1- Un)+ o(n(1- Un)), n---+ oo. 

D'où (2.41). • 
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Lemme 2.5.3 Pour tous entiers n et s ~ n, on a 

(2.46) 

où 

ro 1- ro d 
A(n, r0 ) = n- c +log(--)+--+ -

2 2 + 0(1/2n), 
1 - r0 ro r0 

(2.47) 

où Jdl ~ 1, JO(x)J ~ C(r0 ) JxJ, C(r0 ) étant une fonction de ro et c est la 
constante d'Euler. 

Démonstration : 
Le résultat est une conséquence simple de l'inégalité de Markov et du 

Lemme 2.5.4 Soit A(n, r 0 ) comme dans (2.47), on a : 

JE(logÎ'n) = A(n, ro). (2.48) 

Démonstration : 
Soit { Ln}n;:::I la suite des temps de records classiques associée à une suite 
{Yn}n;:::1 de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition continue F(x) = 
P(Y1 ~x). { Ln}n>l est définie par L 1 = 1 et pour k ~ 1, 

(2.49) 

Nous allons utiliser les théorèmes suivants : 

Théorème 2.5.2 (Pfeifer [37]) Quand n -+ oo, 

JE(log Ln)= n- C + 0(1E(1/ Ln)) où lE(l/ Ln)= O(n2 /2n). (2.50) 

Théorème 2.5.3 (Nevzorov [35]) 

(2.51) 

Afin d'estimer JE(logÎ'n), les Î'n peuvent être considérés comme les temps 
de records définis à l'aide d'un seuil initial r 0 , 0 < r 0 < 1 sur une suite 
de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur [0, 1] 
comme suit: 

Î'1 = inf { t ~ 1; yt > r o}, 
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et pour k 2: 1, 
'Î'k+l = inf{ t > 'Î'k; yt > YtJ· 

Notons par Uk les Yi qui sont > r0 et par Zt les Yi qui sont ::; ro. Soit L(n) 
le nième temps de records classiques observé sur les Uk. Les valeurs records 
{UL(n)}n coïncident avec { Rn}n et 

où BL(n) est le nombre des zk qui sont entre les ui, i ::; L(n). 
Sachant que L(n) = l, BL(n) suit une loi binomiale négative de paramètres l 
et r 0 et on a : 

+oo 
1E(log'Î'n) L1E[log(L(n) +BL(n)) 1 L(n) = t]P(L(n) = l) (2.52) 

Soit 

On a alors: 

l=n 
+oo +oo 
L (L log(l + b)Cl+L1 (1- ro)trg)P(L(n) = l). (2.53) 
l=n b=l 

l lro 
1E (B) : = lE(BL(n) 1 L(n) = l) = --. 

1 - ro 
(2.54) 

+oo +oo l + b ]El (B) 
JE(log'Î'n) = ~(~[log1El(B)+log(1+ JE~(B) )] x (2.55) 

Ci+L1 (1- ro)trg)P(L(n) = l) 
+oo r 
2::(log l)P(L(n) = l) +log - 0

- + (2.56) 
l=n 1- ro 
+oo +oo l + b- lEl(B) 
2::(2:log(1 + l( ) )Ci+L1(1- ro)trg)P(L(n) = l), 
l=n b=l 1E B 

où, par le théorème 2.5.2, 

+oo 1 
2::(logl)P(L(n) =l) =n-c+O(lE(y-)). (2.57) 
l=n n 

37 



Afin d'évaluer le dernier terme dans (2.56) observons que 

1 
l + b -lE1(B) _ l + b _ (l + b)(1- ro) > 

1 
_ r 

+ lE1(B) - lE1(B) - lro - 0
' 

d'où 
l + b -lE1(B) ----,--..:__:_ > -ro 

lE1(B) - . 

Alors, en utilisant le fait que pour x 2:: -r0 , 

x2 
Jlog(1 +x) -xl :::; 2(1 _ ro)2, 

et que, 
lro 

Var(BL(n) 1 L(n) = l) = ( )2, 
1- ro 

le dernier terme dans (2.56) vaut 

1 - r 0 1 1 1 1 
--+ -

2
0(2 + ( )2 lE(-L )), avec JO(x)l:::; x. (2.58) 

To To 1 - To To n 

En combinant (2.56), (2.57), (2.58) et (2.51), on a (2.48). On combine main­
tenant les lemmes 2.5.1 et 2.5.3 pour avoir le 

Lemme 2.5.5 On a 

(2.59) 

Démonstration : 

P(TN > s) - P(TN > s, N:::; v)+ P(TN > s, N >v) (2.60) 

< P(TN > s, N:::; v)+ P(N > v). (2.61) 

Ensuite, 

v 

P(TN > s, N :::; v) - L P(Tn > s, N = n) (2.62) 
n=l 

v 

< l:P(Tn > s), (2.63) 
n=l 
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et, par (2.46) 

f P(Tn > s) = v(v + 1) 0(-1-) = zi0(-1-). 
n=l 2 log s log s 

Ainsi, il existe des constantes K 1 et K 2 telles que 

A v2 1 
P(TN > s) ::::; K1-

1
- + K2-;., 

og s v 

et la valeur de a telle que 

est 

1/2 1 
- =- = (logsy~ 
log s v>. 

-À 
a= 2+À. 

Démontrons maintenant le théorème 2.1.2 : 
Soit 

et observons que 

Par le lemme 2.5.5, il existe une constante k1 telle que 

A À 

P(TN > t) ::::; k1(1ogt)-2+À =: E(t). 

Puisque limH+oo E(t) = 0, on peut appliquer le lemme 2.5.2 avec 

et alors 
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(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 



Pour tout t fixé, soit 
(2.68) 

On a alors 
P(A) ::; 2E(t), (2.69) 

et pour l ~ 1, 

P ( ( L > l) n A) P ( (inf { k ~ m, XtN +k > MtN} > l) n A) 

< P((inf{k 2: m,Xi'N+k >ut}> l) n ('Î'N::; t)) 
t 

L P( (inf{k ~ m, XTN+k >Ut}> l) n (TN = r)) 

Puisque 

7=1 
t 

L P(inf{k 2: m, XTN+k >Ut}> lJ 'Î'N = T) 
7=1 

x P('Î'N = r). 

(TN = r) E CT(X1, ... ,X7 ) X CT', 

où CT
1 

est indépendante de (Xn), on a, par la rn-dépendance et la stationnarité, 

Ainsi 

P(inf{ k 2: 1, xk > Ut} > t) 
P ( Mz ::; Ut) . 

P((L > l) nA)::; P(lv!z::; ut)· 

Ensuite, pour s 2: 1 et 0 < (3 < 1 fixé, on pose t = [ s.B]. 
On a alors: 

(2.70) 

P(N0 > s) < P(TN + L > s) 
< P{('Î'N+L>s)nA}+P{A} 
< P{(TN::;t,L>s-t)nA}+2E(t) 

P{(L > s- t) nA}+ 2E(t). (2.71) 

Par (2.70), 
s-t 

P{(L > s- t) nA}::; P{Ms-t::; Ut}::; u-;::-. 
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Ensuite, 

u:2 1 = (1 - é(t))•;t = (1 - k 1 (1og[sfl])-2-h).-~.13l 
kt k[sfl] 

Ainsi, par (2.66), 
s-t 

u-2 /é(t) ---* 0 as t---* oo, 

d'où (2.4). 
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Chapitre 3 

Etude des extrêmes multivariés 
de suites gaussiennes i.i.d. 

3.1 Introduction et préliminaires 

On peut généraliser la définition des records au cas multivarié de la façon 
suivante : 

Définition 3.1.1 (Haiman [24]) Soit {Xn = (X~1 ), .•• , X~d))}, d ;:::: 1 une 
suite de vecteurs aléatoires et 0 < r 0 < 1 fixé. On pose : 

T1 inf{k > 0, sup(Xk1
), ... , Xkd)) > ro} 

{ y01 si x(j) > r 
(R~1), ... , R~d)) avec R~i) = ..- T

1 T1 0 

R1 

ro sinon, 

et pour n;:::: 1, 

Tn+1 inf {inf { k > T. X(j) > RU)}} (3.1) l< '<d n' k n _)_ 

x(j) si x(j) >RU) 
( (1) (d) ) (j) - { 

Tn+! Tn+l n 
Rn+l - Rn+l, . .. , Rn+l avec Rn+l -

R(j) sinon. n 

La suite { (Tn, Rn), n ;:::: 1} est appelée suite des temps de records et records 
multivariés associée à (Xn) et à r 0 . 
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Remarque 3.1.1 D'après la définition précédente, on remarque qu'un re­
cord n'est pas toujours un point de l'échantillon et qu'il est réalisé dès qu'on 
a dépassement sur l'une ou l'autre des composantes de l'ancien record. Le 
résultat suivant montre que dans le cas i.i.d. (coordonnées indépendantes), 
presque sûrement, à partir d'un certain rang, on n'a dépassement que sur 
une seule composante de l'ancien record. 

Proposition 3.1.1 (Haiman (24]) On note : 

J(n) = #{j; 1 s; j s; d, R~) > R~2 1 }, d ~ 2, n ~ 2. 

Si {Xn}n est i. i. d. avec indépendance des coordonnées qu'on suppose unifor­
mément distribuées sur [0, 1], alors : 

P{J(n) > 1 i.s.} =O. (3.2) 

La proposition 2.3.2 du chapitre précédent se généralise au cas multivarié de 
la façon suivante : 
Soit {Xn}n une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. de f.d.r. F. On note, pour 
x= (x(ll, ... ,x(d)), 

On a la 

Proposition 3.1.2 (Haiman (24]) 1) Pour tout 0 < a < 1 et b tel que 
bln(d/(d- 1)) > 1, on a: 

P{1- F(R~) > e-(afd)[n/(b!nn)J i.s.} = 0, 

[x] désigne la partie entière de x. 
2) Pour tout T > 1, 

(3.3) 

T 1 . 
P{Tn+l - Tn ~ 1 _ F(R~) ln2( 1 _ F(R~)) z.s.} =O. (3.4) 

Soit {Xn = (XA1), ... , XAd)) ; n ~ 1} une suite de vecteurs aléatoires in­
dépendants et identiquement distribués avec x1 = (x pl, ... , xid)) vecteur 
gaussien centré tel que : 
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On pose: 

u - (u(ll, ... ,u(d)). 

u :::; v si 

max( Xii), ... , X~i)) ; i = 1, ... , d, d?:. 1. 

(M~1), .•• , M~dl), n ?:. 1. 

u(i) :::; v(i), i = 1, ... , d. 

Remarque 3.1.2 Comme la suite {Xn,n?:. 1} est i.i.d., {Mn,n?:. 1} est 
un processus de Markov tel que pour tout u 1 :::; ... :::; Un+l, on a 

Notons aussi par : 

et pour T > 0 fixé, 

U 1, ... , Mn = Un} 

P{Mn+l :::; Un+l 1 Mn= Un} 

P{Xl :::; Un+d· 

u* = u*(u) = inf(u(ll, ... , u(d)), 

1 100 :r2 G(u*) = 1- F(u*) = rn= e-Tdx, 
V 27r u• 

'1/J(u*) = G(:*) ln G(~*) et E(u*) ={nE lN, 1:::; n:::; '!j;(u*)}. 

On se propose de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 3.1.1 Il existe u0 > 0, deux constantes c0 > 0 etc> 0 tels que, 
pour tout u vérifiant u0 < u*(u) et k > 0 assez petit : 

max max 
l~j~d uUl<vUl<w<il<uUl(l+k) 

nEE(u*) 

P(M < u n~ . . (X(i) < u(i)) vUl < xUl < wUl) 
n _ ' t=l,t:PJ n+l ' n+l . _ 

1 
(I1f=1 P(X(i) < u(il))n(Tif=l#i P(X(i) < u(il))P(vUl < X~j1 < wUl) 

(3.6) 

Pour des raisons de simplicité et pour ne pas alourdir les notations nous 
démontrerons ce résultat dans le cas bivarié. 
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3.2 Le cas bivarié 

Avec G(u*), '1/J(u*), et E(u*) définis précédemment, l'énoncé du théorème 
3.1.1 dans le cas bivarié est le suivant : 

Théorème 3.2.1 Il existe u0 > 0, deux constantes c0 > 0 etc> 0 tels que, 
pour tout u vérifiant u0 < u*(u) et k > 0 assez petit : 

max max 
j=l;~=2 uUl <vU> <w(i) <u<il(Hk) 
J=2;z=l nEE(u•) 

P(M < u X(i) < u(i) vUl < X(j) < wUl) 
n _ , n+l ' . n+l . _ 1 

P(X(l) < u(l))nP(X(2) < u(2))nP(X~1 1 < u(il)P(vUl < X~J1 < wUl) 

(3.7) 

Démonstration : 
La démonstration de ce résultat est basée sur le lemme de comparaison de 
Berman pour les processus gaussiens. On pose : 

Q(n, u) P(Mn::; u) 
P(M~1 ) ::; u(ll, M~2l ::; u(2l) 

P(Xi1
) ::; u(ll, ... , X~1 ) ::; u(l), Xi2) ::; u(2), •.. , X~2l ::; u(2l). 

Q1(n, u) désigne la probabilité Q(n, u) quand la suite {Xn, n 2: 1} est i.i.d. 
avec indépendance des coordonnées. 
QI(n, u) = P(X(l) < u(l))nP(X(2) < u(2))n. 

Lemme 3.2.1 Il existe u1 > 0, deux constantes positives c1 et c2 , r0 > 0 tels 
que pour tout u* 2: u 1, 0 < T < r0 , on a : 

(3.8) 

Pour démontrer ce lemme, on utilise le « lemme de comparaison » suivant : 

Lemme 3.2.2 (Berman [3]) Soient 6, f.2, ... , Çn des variables aléatoires nor­
males réduites de matrice de covariance A1 = (A}j)i,j=l, ... ,n et TJI, TJ2, ... , Tfn 

des variables aléatoires normales réduites de matrice de covariance A 0 = 
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(A 0 ) · · 1 ij l,J= , ... ,n· 
On suppose A 0 et A 1 strictement définies positives. 
Soient a1 < b1, ... , an < bn des nombres réels. 
Alors : 

Démonstration du lemme 3.2.1 
En appliquant (3.9), on a 

A= (Aij) est la matrice de covariance d'ordre 2n de la suite 
x pl, x~l), ... , x~l), xi2l, ... , x~2l. 

(3.9) 

Cette matrice a la forme suivante à cause de l'indépendance des vecteurs 
Xn, n 2: 1 : 

A= 

1 0 

0 1 

0 

p 

0 p 

0 

0 p 0 

p 

1 

1 

1 

1 

p 
0 p 0 

0 

p 0 

p 

0 

1 0 
0 1 

Tous les termes situés strictement au dessus de la diagonale s'annulent sauf 
n termes correspondants à 

lE (x(llx(2)) - . - 1 
i i - p, z - , ... , n. 
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Alors l'inégalité précédente devient : 

IQ(n, u)- QI(n, u)l 

Or 

QI(n, u) P(X(l) < u(l)t P(X(2) < uC2))n 

- (1- G(u(1)))n(l- G(u(2))t 

> (1- G(u*)fn 
2-r ln 1 > (1-G(u*))G(u•) G(u•) 

""' (G(u*)) 2r; (ln(1- x)"' -x quand x---+ 0), 

d'où 

1 
Q(n, u) 11 
QI(n, u) 

_ IQ(n, u)- QI(n, u) 1 

QI(n, u) 

or 

*2 

< (const.)n( G(u*)) -
2

r exp(
1
-:IPI) 

T 1 -2r -u* 2 

< (const.)(G(u*) ln G(u*))(G(u*)) exp( 1 + IPI) 
* 3+2r ( 2 1 1 + 2T ) < (const.)(u) exp u* (- 1 + IPI + 2 ) 

(ceci car G(u)"' vk~ exp(- ~
2

) quand u-+ oo) 
*2 2 

< (const.)(u*)3+
2

r exp( -;-(
1 

+ IPI- (1 + 2T))), 

21 1 - (1 + 2T) > 0 {::=:} 2T < 1- IPI 
1 + p 1 + IPI 

. (u*)3+2r exp( -~u*2) 
hm ( )c2 = 0 pour 0 < c2 < (3, 

u•-+oo G(u*) 
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d'où (3.8) avec 

1-IPI 2 
0 < T < To < 2(1 + iPi) et 0 < c2 < 1 + IPI - (1 + 2T). (3.10) 

Lemme 3.2.3 On note par j(x, y) la densité conjointe de X 1, X2 . 
On pose 

P(u, s) j_~ f(x, s)dx, 

1 .z 
P(X1 < u)cp(s), cp(s) = fiLe-T. 

y27r 

Alors, il existe 0 < a < 1 et K > 0 tels que : 

sup P(u, s) - 11 ~ Kg(u), 
O<u<s<u(l+k) PI( U, S) 

avec 

(1-et)2u.2 

• 

(3.11) 

. 2lpl ue z 
k > 0 assez petzt, K = V et g(u) = P(X

1 
< u) · 

(1 - p2) 27r(1 - p2 ) 

Démonstration : 
Soit fh la densité de la variable aléatoire N(O, Ah) où 

Notons 
F(h) = j_~ fh(x, s)dx, 0 < h < 1. 

{1 1 

P(u, s)- P1(u, s) = F(1)- F(O) =Jo F (h)dh. 

1 lu ajh lu ajh aA~2 
F (h) = -oo ah (x, s)dx = -oo 8Aq2 ah dx. 
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Or, d'après (3.12), 

D'où 
1 lu ôfh 

F ( h) = p ~ \h dx. 
-oo ui 12 

Comme fh est gaussienne, 

donc 
1 lu Ô

2 fh ôjh 
F (h) = p ô ô (x, s)dx = p~(YI = u, Y2 = s). 

-oo Y1 Y2 uy2 
La densité fh est donnée par : 

( ) 1 { -1 2 2 } 
fh Yb Y2 = 21rj1 _ p2h2 exp 2(1 _ p2h2) (y1 + Y2 - 2phyly2) . 

ô fh 1 phy1 - Y2 { -1 2 2 } 
ôy2 (yi, Y2) = 27r)1- p2h2 1- p2h2 exp 2(1 - p2h2) (YI + Y2 - 2phyly2) 

et après simplification, 

1 phu- s 

J27r(1- p2h2) 1- p2h2 
(3.13) 

x exp{ 2(1 ~~2h2) (u- phs)2}. 

Pour k positif assez petit, on a : IPI (1 + k) < a < 1 donc IPI hs ~ cm, 
d'où 

u- phs ~ (1- a)u. 

D'autre part, 

(3.14) 

jphu- si ~ IPI u + (1 + k)u = u(IPI + (1 + k)) ~ 2u. (3.15) 
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En appliquant (3.13), (3.14), (3.15), on a, pour k > 0 assez petit, si u < s < 
u(1 + k) : 

Finalement, 

P(u, s)- P1(u, s) 
P(X1 < u)cp(s) 

< {1 F' (h) dh 
lo P(X1 < u)cp(s) 

2IPI u 1 { -1 ( 2 2 < exp - 1 - o:) u } 
1- p2 j21r(1 _ p2) P(X1 < u) 2 ' 

d'où (3.11). • 
On déduit alors comme conséquence du lemme précédent qu'il existe u2 > 0, 
deux constantes positives c3 et c4 tels que pour tout u 2: u2 , 

sup P(u, s) -1 ::::; c3(G(u))C4. 
O<u<s<u(l+k) PI ( U, S) 

En effet, 

( 
(1-a) 2 u2

) . uexp - 2 
hm ( )c = 0 pour 0 < C4 < (1 - o:)2

. 
u--+oo G(u) 4 

D'où le 

Corollaire 3.2.1 Pour tout u ~ u2 , 

1 

P(X(1
) < u, v< X(2

) < w) 1 (G( ))C4 
sup (1) 2 - 1 < c3 u , 

O<u<v<w<u(l+k) P(X < u)P(v <X( ) < w) -

où c3 et c4 sont les constantes définies précédemment. 

Démonstration du théorème 3.2.1 
Le théorème (3.2.1) est une conséquence immédiate de (3.8) et (3.17). 
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Chapitre 4 

Comportement p.s. des 
extrêmes multivariés de suites 
gaussiennes i.i.d. 

4.1 Introduction 

La définition des records dans le cas multivarié a été donnée dans le 
chapitre précédent (définition 3.1.1). 
Le résultat suivant montre que le choix du seuil initial r 0 dans cette définition 
n'influe pas sur le comportement asymptotique des records : 

Proposition 4.1.1 (Haiman [24]) Soit { (T~, R~), n ~ 1} une suite de vec­
teurs aléatoires à valeurs dans N x IR d telle qu'il existe p ~ 1 tel que p.s. 
pour tout n ~ p , on a : 

inf {inf{k > T~, Xki) > R'~)}} 
l~j~d 

t(l) t(d) t(j) { 
(R n+l' ... , R n+1) avec R n+l = 

R'n (j) sinon. 

Alors il existe deux entiers n 1 et q tels que p.s. pour tout n ~ n 1, on a : 
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Notre résultat est le théorème suivant : 

Théorème 4.1.1 Soit {Xn = (X~1 l, ... ,X~d)); n:?: 1} une suite i.i.d. avec 
X 1_ = (Xi1

), ... , xid)) vecteur gaussien centré tel que : 

lE [(Xii))2
] = 1; i = 1, ... 'd et lE (Xii) xii)) = Pi,j; IPi,jl < 1. 

Alors on peut construire sur le même espace de probabilité, qu'on suppose 
suffisamment grand, sur lequel {Xn, n :?: 1} est définie, une suite {Xn, n :?: 1} 
· · d x~ - (X~ (1) xA (d)) ·x~ (1) x~ (d) · d- d t N(o 1) 11 · z. z. . , 1 - , ... , , , ... , zn epen an es , te e que sz 
{ (Tn, Rn)} est la suite des records multivariés de {Xn, n :?: 1} et { (Tn, Rn)} 
celle de {Xn, n :?: 1}, alors il existe deux variables aléatoires entières N et Q 
telles que pour n :?: N : 

(4.1) 

Par suite, si 

~ - ~ (1) ~ (d) A (i) - ~ (i) A (i) 
0 

° -Mn-(Mn , ... ,Mn) avecMn -max(X1 , ... ,Xn ),z-1, ... ,d 

alors, il existe N0 tel que p.s. pour n :?: N0 , 

Observons, comme dans (Haiman [24]), que le théorème 4.1.1 est équi­
valent au 

Théorème 4.1.2 Il existe r0 et une suite { (Î'n, Îtn), n :?: 1} de vecteurs 
aléatoires définis sur le même espace de probabilité que {Xn, n :?: 1} élargi de 
facteurs indépendants, (Tn) étant une suite strictement croissante d'entiers; 
{Rn = (Îl~1 ), •.• , R~d)); n :?: 1} est telle que : 

~ ~ . - (1) (d) -Ro < R1 < R2 < ... , Ro- (R0 , ... , R0 ) - (ro, ... , ro). 

On a, en plus : 
i) {(Tn,Rn),n:?: 1} a la même loi de probabilité que {(Tn,Rn)} lorsque les 
coordonnées de la suite {Xn, n :?: 1} sont indépendantes. 
ii) Il existe deux variables aléatoires entières Net Q telles que p.s. pour n :?: 
N: 

(4.2) 
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Remarque 4.1.1 Dans la suite, nous construisons {Xn, n 2:: 1} telle que 
{(Tn,Îtn),n 2:: 1} vérifie i) et ii) du théorème (4.1.2), c'est-à-dire qu'à une 
translation aléatoire d'indice près, à partir d'un rang également aléatoire, 
{(Tn,Îtn),n 2:: 1} coïncide avec la suite des records de {Xn,n 2:: 1}. Remar­
quons cependant que { (Tn, Rn), n 2:: 1} n'est pas une suite de records de 
{Xn, n 2:: 1} au sens de la définition (3.1.1). 

Remarque 4.1.2 Geffroy dans [16] considére une suite i.i.d. bivariée {Xn}, 
non nécessairement gaussienne, telle qu'il existe (x0 , y0 ), Xo :S +oo, y0 ::; +oo, 
tel que : 

( ) ( 
(1) (2) ) F Xo, Yo = p xl ::; Xo, xl ::; Yo = 1 

et 
F(x,y) < 1 pour x< xo ou y< Yo· 

Il montre que si 

lim { 1 + F(x, y) - F(x, Yo) - F(xo, y)} = 0 ( 4.3) 
x-+xo,y-+yo 1- F(x, y) 

alors MA1) et M~2) sont « asymptotiquement indépendants » au sens que 

~~; IP(M~1 ) <x, M~2) <y)- P(M~1 ) < x)P(M~2) < y)l = 0(1/n). 
yS,yo 

(4.4) 
Lorsque {Xn} est gaussienne, la condition ( 4.3) est satisfaite donc ( 4.4) est 
vraie. Notre théorème 4.1.1 peut donc être considéré comme la «version 
forte » du résultat de Geffroy. 

La démonstration de ( 4.3) dans le cas gaussien est donnée en annexe. 

Remarque 4.1.3 Un résultat analogue au théorème 4.1.1 a été obtenu dans 
Haiman (24], pour une suite strictement stationnaire rn-dépendante, m 2:: 1, 
de vecteurs de dimension d 2:: 1, {Xn = (XA1), ... ,XAd)),n 2:: 1}, dont les lois 
des couples (XÎi),X~i)), 2::; k::; m, 1::; i,j::; d et k = 1,1::; i < j::; d 
vérifient certaines conditions. Dans notre cas, ces conditions se réduisent à 
une seule, à savoir : 
il existe {3 > 0 tel que pour tout 1 ::; i < j ::; d, 

{ 
P{X~i) > u,v < X~i) < w} } 

lim sup sup . . < +oo, 
z-++oo z;~~~~t,oo (-ln(P(XÎt) > u)))-Cd+l+!3)P{v < XÎJ) < w} 

(4.5) 
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et celle-ci n'est satisfaite que si 

Cov(X(i) xm) - lE (X(i)XU)) - p·· < 0 1 l 1 - 1 1 - IJ • 

Par conséquent, le théorème 4.1.1 étend au cas Pii ~ 0 l'application du 
résultat précité au cas i.i.d. gaussien. 

Remarque 4.1.4 La démonstration du théorème 4.1.1 doit être considérée 
comme une phase préliminaire et introductive à l'extension du résultat aux 
suites de vecteurs gaussiens stationnaires, suivant des techniques analogues 
à celles du cas univarié (d=1), introduites dans Haiman et Puri [25]. 

Nous démontrons le théorème 4.1.2 en construisant la suite { (Tn, Îtn), n ~ 1} 
satisfaisant i) et telle que : 

Tn+l = f + inf K(j)· K(j) = inf{k > 1 xV) > _k(i)} 
n l$j$d ' - ' Tn+k n 

sinon. 

On déduit alors le théorème 4.1.1 en utilisant la proposition 4.1.1. 
On construit d'abord la suite { (Tn, Îtn), n ~ 1} ayant la loi de probabilité des 
records lorsque les coordonnées des Xn sont indépendantes. La construction 
se fait de façon récursive : 
On définit (T1 , RI) indépendamment de (Xn)n?l et on suppose que la suite 
(Tp, ~)est construite pour 1 ::; p ::; n de sorte que les événements de la forme 
(Tl = tl' Rl E AI) ; ... ; (Tn = tn, Îtn E An) (où 1 ::::; tl < t2 < ... < tn sont 
des entiers, et Ai, i = 1, ... , n, des boréliens de IRd) soient a{X1, ... , Xtn} xt/ 
mesurables, où a' est une a -tribu indépendante de a{Xn,n ~ 1}. 
Pour construire (Tn+l, Îtn+I), on utilise la proposition ci-après, démontrée 
dans le chapitre précédent : 

Posons u* = u*(u) = inf( uU), ... , u(d)), G(u*) = 1- F(u*) = ~fu':' e_x2

2 

dx, 
et pour T > 0 fixé, 

'1/J(u*) = G(:*) ln G(~*) et E(u*) ={nE lN, 1 ::::; n::; 'lj;(u*)}. 

54 



Proposition 4.1.2 Il existe u0 > 0, deux constantes c0 > 0 et c > 0 tels 
que, pour tout u vérifiant u0 < u*(u) et k > 0 assez petit : 

max max 
l~j~d uUl<vUl<wUl<uUl(l+k) 

nEE(u•) 

P(M < u n~ . . (X(i) < u(il) vUl < xUl < wUl) n _ , ~=l,~:;z!:J n+l ' n+l . _ 
1 

(I1f=1 P(X(i) < u(il))n(I1f=l,i:;<:i P(X(i) < u(il))P(vUl <X~~~ < wUl) 

(4.6) 

On utilise ensuite, en faisant les identifications nécessaires, le lemme : 

Lemme 4.1.1 (Haiman [21]) Soit Y un élément aléatoire dans un espace 
mesurable (E, E). Soit H appartenant à E et P une probabilité surE telle 
que 0 < P(H) < 1. 
On suppos~ que sur H la loi de probabilité de Y est absolument continue par 
rapport à P et 

max ldP; (y)- 1[ (1- P(H))-l = q < 1. 
yEH dP (4.7) 

Soit Q une variable de Bernoulli indépendante de Y telle que P(Q = 0) = q. 
Alors, il existe deux variables aléatoires y' à valeurs dans H et Y à valeurs 
dans He telles que si l'on pose : 

alors la loi de Y est P. 

si Q = 1 et Y EH 
si Q = 1 et Y E He 
si Q = 0, 

He est le complémentaire de H dans E. 

(4.8) 

Nous démontrons le théorème 4.1.2 et construisons la suite { (Tn, Îtn), n :2: 1} 
dans le cas bivarié. Il est clair qu'on peut réécrire toutes les étapes de la 
démonstration en dimension supérieure. 
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4.2 Le cas bivarié 

Dans ce cas, notre résultat est le suivant : 

Théorème 4.2.1 Soit {Xn = (Xf/), XA2
)); n 2: 1} une suite de vecteurs 

aléatoires i. i. d. avec X 1 = (Xi1
), Xi2

)) vecteur gaussien centré tel que : 

Alors il existe une suite {Xn, n 2: 1} i. i. d. définie sur le même espace de pro­
babilité que {Xn, n 2: 1} élargi de facteurs indépendants, xl = (X(l)' X(2)); 
X(l), X(2) indépendantes N(O, 1), telle que si { (Tn, Rn)} est la suite des re­
cords bivariés de {Xn,n 2: 1} et {(Tn,Rn)} celle de {Xn,n 2: 1}, alors il 
existe deux variables aléatoires entières N et Q telles que pour n 2: N : 

(4.9) 

Par suite, si 

alors, il existe N0 tel que p.s. pour n 2: N0 , 

Observons comme précédemment que ce théorème est equivalent au 

Théorème 4.2.2 Il existe r0 et une suite { (Tn, Rn), n 2: 1} de vecteurs 
aléatoires définis sur le même espace de probabilité que {Xn, n 2: 1} élargi de 
facteurs indépendants, (Tn) étant une suite strictement croissante d'entiers; 
{Îtn = (R~1),R~2));n 2: 1} est telle que: 

A A (1) (2) 
Ro < R1 < R2 < ... ;Ro = (R0 ,R0 ) = (ro,ro). 

On a, en plus : 
i) {(Tn,Îtn),n 2: 1} a la même loi de probabilité que {(Tn,Rn)} lorsque les 
coordonnées de la suite {Xn, n 2: 1} sont indépendantes. 
ii) Il existe deux variables aléatoires entières N et Q telles que p.s. pour 
n 2: N: 

(4.10) 
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Au paragraphe ( 4.3), nous démontrerons le théorème 4.2.2 en construisant 
la suite { (Tn, :Îtn), n 2:: 1} satisfaisant i) et telle que : 

Tn+l = t: + inf K(j)· K(j) = inf{k > 1 x\i) > R(j)} 
n j=l,2 ' - ' Tn+k n 

:Îtn+l 

si x\i) > R(j) 
Tn+l n 

sinon. 

On déduit alors le théorème 4.2.1 en utilisant la proposition 4.1.1. 

Proposition 4.2.1 (Haiman [24]) Si {Xn, n 2:: 1} est i. i. d. avec indépen­
dance des coordonnées, alors pour tout 0 < a < 1 et b tel que b ln 2 > 1 : 

P{ G(R~) > e-%[bl~nl i.s.} = O. ( 4.11) 

Lemme 4.2.1 Il existe deux constantes positives c1, c2 et n0 tels que p.s. 
pour tout n 2:: n 0 , l'événement 

( 4.12) 

Démonstration : 
D'après ( 4.11), 3no tel que 'ïln 2:: no : 

G(R~) :::; e-%[bl~nl. 

Ceci est équivalent à 

Comme [x] 2:: x- 1, on a 

D'où (4.12) avec c1 = e% et c2 = ;b. • 
Proposition 4.2.2 Si {Xn, n 2:: 1} est i. i. d. avec indépendance des coordon­
nées, alors pour tout r > 0, on a 

P{Tn+l- Tn 2:: ?jJ(R~) i.s.} =O. (4.13) 
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Démonstration : 
D'après (4.12), si on pose Vn = c1e-c21:n, (4.13) est satisfaite si et seulement 
si : 

P{Tn+l- Tn 2: 'l/J(R~), F(R~) 2: 1- Vn i.s.} =O. 

Posons 

on a 

or, 

P{Tn+l- Tn 2: 'l/J(u*) J Tn t,Rn = u} 
(P(X( 1) < u(1))P(X(2) < u(2)))1/J(u•) 

< (F(u*))1/J(u•) 

(G(u*)t 

< (vnt· 

On en déduit 

On déduit ( 4.13) par le lemme de Borel Cantelli. • 

4.3 Construction de la suite { (Tn, Rn), n > 1} 

L'élément clé de la construction de la suite {(Tm Rn), n 2: 1} est le lemme 
(4.1.1). On construit la suite {(1\, Rn), n 2: 1} de façon récursive. On définit 
('Î'1, R1) indépendamment de (Xn)n:=:: 1 et on suppose que la suite ('Î'p, Îtp) 
est construite pour 1 ~ p ~ n de sorte que les événements de la forme 
('Î'l =tl, Rl E Al); ... ; ('Î'n = tn, Rn E An) (où 1 ~tl < t2 < ... < tn sont 
des entiers, et Ai, i = 1, ... , n, des boréliens de IR?) soient a{X1 , ... , Xtn} x a' 
mesurables, où a' est une a -tribu indépendante de a{Xn, n 2: 1 }. 
Pour construire ('Î'n+l• Îtn+1), on applique le lemme 4.1.1 en faisant les iden­
tifications suivantes : 
Soient r > R 0 et n 2: 1 fixés et soit 
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E = Er = { ( s, r1

), s E 1N, r
1 

> r} 
A A 

Y = Y't,r est définie sachant Tn = t , Rn = r par : 

{Y= Yt,r = (s, r'); (s, r
1

) E Er} {:::=::} {Xt+l < r, ... , Xt+s-1 < r, Xt+s = r
1

} 

et on prend, pour r* = r*(r) = inf(rC1), rC2l), 

1 (') l(j) (') H ( r) = { ( s, r ) E Er, 1 :::; s :::; 'ljJ ( r*), r 1 < r < r 1 ( 1 + k); j = 1 ou j = 2}. 

Soit P la loi de probabilité induite par Er lorsque les coordonnées des Xn 
sont indépendantes. On a le 

Lemme 4.3.1 Il existe deux constantes positives c0 et c telles que : 

dPy 1 1 A 1 2 :rpax -A (s, r)- 1 (P(Hc(r)))- :::; c0 (G(r*))c- T. 

(s,r )EH(r) dP 
( 4.14) 

Démonstration : 
D'après la proposition 4.1.2, il existe deux constantes positives c0 et c telles 
que: 

max -A (s, r)- 1 < c0 (G(r*))c. 
l

dPy 1 1 

(s,r1 )EH(r) dP -
( 4.15) 

Soit J(n) = #{j, 1 :::; j :::; 2, r~) > r~2r}. 
Pour k = 1,2, ... 

P(Hc(r)) > 1- P{n+r- Tk:::; '1/J(r*), J(k + 1) =li Rk = r} 
P{Tk+r- Tk > '1/J(r*) 1 Rk = r} 

+P{Tk+l- Tk :::; '1/J(r*), J(k + 1) 2: 1 1 Rk = r} 
> P{Tk+r- Tk > '1/J(r*) 1 Rk = r} 

(P(X(r) < r(ll)P(XC2l < rC2l))lf~Cr') 
> (1- G(r*)) 21fi(r') 

(G(r*)) 2
T. (4.16) 

On déduit (4.14) en appliquant (4.15) et (4.16). • 
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Construction de (Î'n+I, .Îtn+I) : 
Pour r* suffisamment grand et pour T vérifiant 0 < T < inf ( To, ~) on a, 

q = ca(G(r*))c-2r < 1. 

On peut donc appliquer ( 4. 7) et ( 4.8) : 
Soit la variable aléatoire Q donnée par le lemme 4.1.1, on pose : 

Qn+l = Q; (P(Qn+l = 0) = q(Rn) = co(G(R~))c-2r). 

On suppose que Qn+I ne dépend de {Xn,n ~ 1} et (Î'I,RI), ... ,(Tn,Îtn) 
qu'à travers .!ln. 
On définit (Î'n+I, Îtn+I) comme suit : 

Îtn+1 = Y2, 
où Y= (Y1 , Y2) est donné par (4.8) du lemme 4.1.1. 
On vérifie que {Î'1 , RI), ... , (Î'n+I, Rn+I)} satisfait la 

( 4.17) 

(4.18) 

Proposition 4.3.1 (Deheuvels [8]) Si les coordonnées des Xn sont indépen­
dantes, la suite { (Î'n, Rn)} est une chaîne de Markov telle que pour tout 
Ra < u1 < ... < Un, 1 ~ t1 < ... < tn et t > 0, on a 

t, .Îtn+! > Un 1 Ti= ti,~ = Ui, i = 1, ... , n} 
P{Tn+l - Î'n = t, .Îtn+! > Un l.Îtn =Un} 

(P{XP) < u~l)})t-l(P{Xi2) < u~2)})t-1 

x P{ (XP) > u~l)) u (Xi2
) > u~2l)}. 

4.3.1 Démonstration du théorème 4.2.2 

On pose 

K(J') = inf{k > 1 X(j) > Îl(j)} · 1 < J. < 2 
- ' Tn+k n ' - - ' 

et 
Cn+I = ( inf K(j) ~ 1/J(R~)) n (K(1) ::j: K(2)). 

]=1,2 
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D'après (4.17) et (4.18) Tn+l et Îtn+1 sont tels que si Qn+l = 1 et si l'événe­
ment Cn+l se réalise, alors 

Tn + .inf K(j) 
J=l,2 

Îtn+l ( 
~ (1) ~ (2) ) (j) { 
~+l' Rn+l avec Rn+l = 

R(j) 
n sinon. 

Il suffit donc de démontrer que 

P(Qn+l = 0 i.s.) =O. 

et 
P(Ccn+l i.s.) =O. 

Lemme 4.3.2 
P(Qn+l = 0 i.s.) =O. (4.19) 

Démonstration : 
D'après (4.12), 

P(Qn+l = 0 i.s.) = 0 -Ç::::::? P(Qn+l = 0, F(R~) 2:: 1- c1e-c2
I:n i.s.) =O. 

Posons 

Comme 
P(Qn+l = 0) = q(Rn) = co(G(R~))c-2r, 

on a 

{ -c n P(Qn+l = 0 J R~ = r)dPR;, (r) 
}F(r)'2.1-cte 2 Tnn 

-K
1

....!!.... c-2T 1 
( ) < Kle linn ; Kl = CoCl ; Kl = c2 c- 2T . 

1 

On déduit (4.19) en utilisant le lemme de Borel-Cantelli, puisque e-K h:'n est 
le terme général d'une série convergente. • 
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Lemme 4.3.3 
P(Ccn+l i.s.) =O. 

Démonstration : 
On pose 

Alors, 

et 

P(Ccn+l 1 Tn = t, Rn= r) 1- P(Cn+l 1 'Î'n = t, Rn= r) 
1- r dPy 

JH(r) 

( 4.20) 

f dP + f dP- f (dPyjdF)dP 
}He }H }H 

< F(Hc) + i j1- (dPyjdF)j dF. 

On a, d'après ( 4.14), sur H(r), 

j1- (dPyjdF)j:::; q(r*)F(Hc(r)); q(r*) = c0 (G(r*))c-2
T. 

On en déduit : 

P(Dn) :::; ;; c ...!L F(Hc(r))(l + q(r*))dPRn (r). 
{r!F(r•)>l-c1e- 2lnn} 

La définition de H(r) nous donne : 

1/J(r•) . 

F(H(r)) = 2: P{Mn-l :::; r, Xn = r', r(j) < r'(J) < r(j)(l + k); 
n=l 

j = 1 ou j = 2} 
1/J(r•)-1 . 

2: P{Mn:::; r,Xn+l = r',r(j) < r'(J) < r(j)(l + k); 
n=O 

j = 1 ou j = 2}. 
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D'après la proposition 4.1.2, il existe une fonction 

p(r*) = co(G(r*))c, 

telle que 
P{Mn :=:; r, Xn = r', rU) < r'(j) < rUl(1 + k) ; j = 1 ou j = 2} 

D'où 

et 

2: (1- p(r*))P(Mn:::; r)( ilr,
2 

P(Xii) :::; r(i))P(Xii) 2: rUl)) 
i:;éj 

= (1- p(r*))Pn(X 1 :::; r)( ilr,
2 

P(Xii) :::; r(il)P(Xii) 2: rUl)). 
i;i:j 

F(H(r)) 2: (1- p(r*))(1- (P(X1 :=:; r))7/J(r*l), 

P(Hc(r)) 1- P(H(r)) 
< 1- (1- p(r*))(1- (P(X1 :=:; r))7/J(r*)) 
< (P(X1 :=:; r))7/J(r*) + p(r*). 

Donc pour n assez grand, 

Par ailleurs, pour n assez grand, si 1- F(r*) < c1e-c2 !J;n, 

q(r*) co(G(r*))c-2r 

Ainsi pour n assez grand, 

< ( COnSt. )( e-Czl:n )C-2T 
< (const.)(e-cz(c-2r)l,;'n ). 

On déduit ( 4.20) par le lemme de Borel-Cantelli puisque le deuxième membre 
est le terme général d'une série convergente. • 
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Annexe 

Geffroy dans [16] considére une suite i.i.d. bivariée {Xn}, non nécessaire­
ment gaussienne, telle qu'il existe (x0 , y0 ), x0 ~ +oo, Yo ~ +oo, tel que 

( ) ( 
(1) (2) ) F Xo, Yo = p xl ~ Xo, xl ~ Yo = 1, 

et 
F(x, y) < 1 pour x < xo ou y< Yo· 

Il montre que si la condition ( G) suivante est satisfaite, 

lim { 1 + F(x, y)- F(x, Yo)- F(x0 , y)} = 
0 

x~xo,y~yo 1- F(x, y) 

alors MA1) et MA2
) sont « asymptotiquement indépendants » au sens que 

max IP(M~1 ) <x, lv1~2 ) <y)- P(M~1 ) < x)P(M~2) < y)l = 0(1/n). 
x<xo 
YSYo 

Démontrons que lorsque {Xn} est gaussienne, la condition ( G) est vérifiée. 
On pose: 

a - F(x0 , y)- F(x, y), 

b F(x, Yo) - F(x, y), 
c 1 + F(x, y)- F(x, y0 ) - F(x0 , y). 

On a a+ b + c = 1- F(x, y), et il faut démontrer que 

lim c = 0 
x~xo a+ b + c 
Y~YO 
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Soit 

c J r j(t, s)dtds 
j(X>x,Y>y) 

1 j J [ t2 
- 2rts + s2

]d d exp- t s. 
27rV1 - r 2 (X>x,Y>y) 2(1 - r 2 ) 

La fonction de x, h(x, y) = x2 
- 2rxy + y2 atteint son minimum au point 

x = ry. On a donc : 

de même 

On en déduit 

D'où 

J r exp[- t2- 2rts + s2]dtds 
J(X>x,Y>y) 2(1 - r 2 ) 

< J r exp[-~(t2 + s2)]dtds 
j(X>x,Y>y) 4 

r+oo t2 r+oo 82 
lx exp( - 4 )dt }y exp( - 4 )ds. 

Or, 

1
+oo t2 2 x2 

exp(--)dt <-exp(--). 
x 4 x 4 

D'où: 
4 1 

c27rV1- r 2 < -exp( --(x2 + y2)). 
xy 4 

On en déduit 
2 1 

c < 7rxy)1- r2 exp( -4(x2 + y2)). 

D'autre part, il existe une fonction r.p, limx-++oo r.p(x) = 1 telle que 

1 1+oo x2 1 x2 
b + c = -l2if x exp( - 2 )dx = r.p(x) -12ifx exp(-~). 
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De même: 

1 y2 
a+c=rp1(y) ro= exp(--)avec lim rp1 (x)=l. 

v2ny 2 x~+oo 

D'où 

a+b+2c N-r2 1 1 --- > --[rp(x)yexp( --(x2
- y2

)) + rp1(y)xexp( -(x2
- y2

))]. 
c 2n 4 4 

L'une des deux exponentielles dans l'inégalité ci-dessus est ~ 1. D'où 

et par suite 

a+ b + 2c 
lim = +oo, 

x-txo C 
y-tyo 

lim c =O. 
x~xo a+ b + c 
Y~Yo 
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