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1 Introduction 

Dans cette thèse, nous nous intéressons à certains problèmes liés atL'I: 

opérateurs semi-Fredholm. On évoque, notamment, le fameux problème 

d'approximation d'un opérateur T fixé dans B(H) par des classes M Ç 

B(H). Ce problème consiste à déterminer la distance de T à M notée 

dist(T, M) et définie par dist(T, M) = inf{IIT- LJJ : L E M}. Il a été 

posé au début des années soixante-dix par P.R. Halmos (34], R.B. Holmes 

et B.R. Kripke (40] et largement étudié par de nombretL'I: auteurs surtout 

dans le cas séparable. Citons en particulier, [1], [2], [7], [9], (13], [39]. Il a 

abouti à des résultats subtils dans la Théorie des Opérateurs ainsi qu'en 

Analyse Fonctionnelle. 

Dans ce travail ce problème est abordé dans le cas hilbertien mais 

dans un cadre un peu restreint où l'on ne considère généralement que 

les classes d'opérateurs liées à l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. 

Par exemple, dans le cas hilbertien séparable, si pn (resp. G±) désigne 

l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm (resp. semi-inversibles) d'indice 

n avec n E .!Z = .!Z U { -oo, +oo}, nous déterminons dist ( T, U Fj) et 
jEJ 

dist ( T, U G~) pour tout sous-ensemble J de Z. Nous calculons aussi la 
jEJ 

distance d'un opérateur arbitraire à l'ensembleS+ K(H) et Se où K(H) 

désigne l'ensemble des opérateurs compacts et S (resp. Se) l'ensemble des 

isométries dans B(H) (resp. C(H) = B(H)/K(H)). 

En 1992 M. Mbekhta a établi un résultat très intéressant dans le cas 

hilbertien séparable sur les composantes connexes semi-Fredholm dans 

B(H). Il a prouvé que les composantes connexes semi-Fredholm ont la 

même frontière et que B(H) s'écrit comme la réunion de cette frontière 

commune (6) et de l'ensemble des opérateurs semi-Freclholm. Ce résultat 

nous a incité à étudier la structure interne des composantes connexes semi-
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Fredholm dans B(H). Nous généralisons ce résultat pour toute réunion de 

composantes connexes semi-Fredholm et nous le montrons pour les ferme

tures des composantes connexes semi-inversibles. D'autre part, nous don

nons quelques résultats sur la structure des composantes connexes semi

Fredholm. Pour cela, on note F::;, l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm 

appartenant à P. et de nullité fixée égale à mE N = NU { +oo} (n ~ m). 

Nous prouvons que pour tout J Ç N, U Fjn est connexe par arcs et que 
jEJ 

FJ est dense dans U Fj avec i = inf{j: jE J} et n ~ i. 
jEJ 

L'abondance des résultats dans le cas hilbertien séparable d'une part 

et le manque de travalL'< dans le cas non séparable du moins pour tout ce 

qui concerne la structure des opérateurs semi-Fredholm d'autre part, nous 

a motivé à donner quelques résultats sur ce sujet dans le cas non séparable 

et de discuter dans ce cas le résultat de M. Mbekhta mentionné aupara

vant. Dans le cas séparable, on montre que l'ensemble :F des opérateurs 

Fredholm, :F, l'ensemble F+ des opérateurs Fredholm à gauche et F+ ont 

tous la même frontière 6. Il est donc naturel de se demander si ces égalités 

restent vraies dans le cas non séparable. 

D'autre part, dans le cas hilbertien non séparable, nous donnons quelques 

résultats sur les opérateurs a-semi-Fredholm qui sont des généralisations 

naturelles des opérateurs semi-Fredholm. Rappelons qu'un sous-espace X 

de H est dit a-fermé, a étant un cardinal compris entre N0 et dim H, s'il 

existe un sous-espace fermé lvi de H tel que lvi Ç X et dim(X n lvi J..) < 

a et qu'un opérateur T est dit a-semi-Fredholm si l'image de T est 

un sous-espace a-fermé et min{dimN(T),dimN(T*)} <a. En partic

ulier, les opérateurs N0-semi-Fredholm sont exactement les opérateurs semi

Fredholm. Nous étudions aussi les points de continuité de l'application 

la : T ~------+ !a(T) où !a(T) désigne la conorme de poids a de T qui car-

actérise exactement les opérateurs à image a-fermée. 
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Cette thèse comporte deux parties. 

Nous commençons par rappeler certains résultats classiques de la Théorie 

des Opérateurs, notamment, la définition de la conorme d'un opérateur et 

le fameux théorème de Kato sur la stabilité des opérateurs semi-Fredholm 

par des petites perturbations. Nous rappelons également quelques résultats 

primordials du module minimal essentiel me(T) = inf{..\: ..\ E iJe(ITI)}, 

qui joue un rôle crucial dans cette thèse ainsi que d'autres résultats dont 

on aura besoin dans la suite. 

Dans tout ce travail, H désigne un espace de Hilbert complexe de di

mension infinie et B(H) l'algèbre des opérateurs bornés de H dans lui 

même. Pour tout T E B(H), nous notons T*, N(T) et R(T) respective

ment l'adjoint, le noyau et l'image de T. On désigne par a.(T) = dim N(T) 

la nullité de T et par {J(T) = dim(H/R(T)) la codimension de R(T). 

D'autre part, pour un sous-ensemble M de B(H), on note M, int(M) et 

â(M) respectivement la fermeture, l'intérieur et la frontière de M dans 

B(H). 

Première partie 

Dans toute cette partie, on suppose que H est un espace de Hilbert 

séparable de dimension infinie. 

Dans le premier paragraphe, nous déterminons dist ( T, U F 1) ( J Ç Z) 
jEJ 

en fonction de me(T) et me(T*). Nous montrons l'égalité U F1 = U F1 
iEJ iEJ 

en justifiant le fait que U Fi s'écrit comme la réunion disjointe de U Fi et 
jEJ jEJ 

d'une partie 6. de B(H) indépendante de J, qui n'est autre que l'ensemble 

des opérateurs non semi-Fredholm. Ce fait permet également d'établir 

que la frontière de U Fi est égale à 6. pour J Ç Z. Par ailleurs, nous 
jEJ --

prouvons que U pi est égale à l'intérieur de U Fi. Ainsi, nous déduisons 
iEJ iEJ 
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que les ensembles U pi (avec J 1 î) ont tous la même frontière, égale à 
iEJ 

!J.. Plus précisément, 8( U Fi) = 8( U Fi) = 8( U Fi) = !J. (avec J 1 Z.) 
iEJ iEJ iEJ 

En particulier, si on note F (resp. F+) l'ensemble des opérateurs Fredholm 

(resp. semi-Fredholm à gauche), on obtient :F = FU !J., F+ = F+ U !J., 

int(F) = F, int(F+) = F+ et 8(F) = 8(F) = 8(F+) = 8(F+) = !J.. 

Un autre résultat important sur les opérateurs semi-Fredholm concer

nant, cette fois les opérateurs semi-inversibles, dit que pour tout TE B(H) 

et J Ç î, dist ( T, U Fi) = dist ( T, U G~). Ceci nous permet de remar-
iEJ iEJ 

quer que U G~ = U G~ = U pi et d'établir les mêmes formules sur la 
iEJ iEJ iEJ 

fermeture, 1 'intérieur et la frontière pour u ct 
iEJ 

Dans le deuxième paragraphe, nous nous intéressons à l'étude des struc

tures internes des composantes connexes semi-Fredholm. Nous définissons 

F::;_ comme l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm appartenant à pn et 

de nullité fixée égale à m (n :S m). Nous remarquons que si n < m et 
p p 

m > 0, U F:+i est d'intérieur vide et ainsi, nous concluons que U F:_+i 
i=O i=O 

est un ouvert si et seulement si m = n ou m = O. Nous montrons 

que si m, m' E N = NU { +oo }, et T, L E F::;_ U F;:;,, il existe un chemin 

continu inclus dans F;:; U F::;_,, d'extrémités T et L et par conséquent, 

nous prouvons que pour tout J Ç N, U Fj est connexe par arcs, avec 
iEJ 

:1; = inf {j : j E J} 2: n. 

Dans la deuxième partie de ce paragraphe, nous montrons que tout 

opérateur non semi-Fredholm peut être approché par une suite d'opérateurs 

de F::;_. Cela entraîne que !J. Ç F:;;_ pour tous n, m tels que n ~ m. De 

plus, nous déterminons explicitement dist(T, U Fin) et nous montrons que 
iEJ 

dist(T, U Fin) = dist(T, ~). Ceci prouve que F; est dense dans U Fjn. 
iEJ iEJ 

Dans le troisième paragraphe, nous nous intéressons à une classe très 
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particulière d'opérateurs semi-Fredholm; à savoir la classe Se = { L E 

B(H) : 1r(L*)1r(L) = 1r(J)} où 1r(L) dénote la classe de T dans l'algèbre de 

Calkin C(H) = B(H)/ K(H). Nous déterminons explicitement dist(T, S + 
K(H)), dist(T, Se) et dist(T, Ve) en fonction de la norme essentielle liT ile:= 
i11r(T) Il et du module minimal essentiel me(T) de l'opérateur T. S := { L E 

B(H) : L*L = I} étant la classe des isométries, V= S* US la classe des 

isométries partielles maximales et Ve = Se* U Se. Nous montrons, de 

plus, que toutes ces distances sont atteintes. Ceci prouve, en particulier 

que ces classes sont des parties fermées de B(H) et nous déduisons que 

Ve = V+ K(H). Cette dernière égalité donne d'une manière différente 

une réponse du résultat déjà connu de P. de la Harpe (voir, [35]) sur le 

relèvement dans l'algèbre de Calkin : si T est un opérateur de B(H) tel 

que 1r(T) soit une isométrie dans C(H), alors T s'écrit comme la somme 

d'une isométrie partielle maximale et d'un opérateur compact. D'autre 

part, nous prouvons que Se nIn (n E lU { -oo}) est à la fois ouvert et 

fermé dans Se où In désigne l'ensemble des opérateurs d'indice n. Enfin, 

nous prouvons que 8(Ve) = Ve, 8(S + K(H)) = S + K(H) et 8(Se) =Se. 

Deuxième partie 

Dans toute cette partie, on suppose que H est un espace de Hilbert 

non séparable. 

Dans le premier paragraphe nous introduisons la notion du module 

minimal d'un élément a d'une C*-algèbre unitaire A, ce module minimal 

est noté TJ (a) et défini par : 

TJ(a) = inf{IJaxl/: xE A et //x//= 1}. 

Nous montrons qu'un élément a de A admet un inverse de Moore-Penrose 

at tel que ata = e si et seulement si son module minimal TJ(a) est stricte

ment positif. Nous montrons que TJ(a) est égal à inf O"(/a/) où /a/ dénote la 
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racine carrée de a*a et que l'application 17: a 1--------l- 17(a) est continue. 

Dans le deuxième paragraphe, nous étudions les opérateurs a-semi

Fredholm. Notons, la(H) = {T E B(H) : dim(R(T)) < a} et Ka(H) = 

la(H) la fermeture de la(H) dans B(H). Comme pour les opérateurs 

semi-Fredholm, le module minimal me(·) joue un rôle important. On a 

heureusement une quantité qui joue le même rôle que ce dernier pour les 

opérateurs a-semi-Fredholm. Cette quantité n'est autre que le module 

minimal7](7ra(·)) (noté ma(·)) de 710 (·) où 7ra dénote la surjection canonique 

de B(H) sur l'algèbre quotient Ca(H) = B(H)/ Ka(H). Nous remarquons 

que ma(T) > 0 caractérise exactement l'ensemble <I>~ des opérateurs a

semi-Fredholm à gauche. Nous montrons que mn(T) est le rayon de la plus 

grande boule ouverte centrée en T et incluse dans <I>~. Nous établissons 

aussi un théorème qui étend le théorème de Kato atL'< opérateurs a-semi

Fredholm en prouvant que pour tout T E <l>± et pour tout S E B(H) 

tel que liT- Sll < ma(T), S E <l>± et inda(T) = indn(S) où inda(-) 

dénote l'indice de poids a. Nous montrons aussi que pour tout opérateur 

SE B(H) tel que R(S) soit un sous-espace a-fermé et si LE B(Jt) (avec 

H = R(S)) est un opérateur a-semi-Fredholm à gauche alors R(LS) est 

un sous-espace a-fermé. 

Dans le troisième paragraphe, nous continuons l'étude des opérateurs 

a-semi-Fredholm et nous nous intéressons, cette fois, aux points de conti

nuité de la conorme de poids a définie par : 

ln(T) = sup{ p(X, T) : X est un sous-espace fermé de N(T)j_ et 

dim(Xj_ n N(T)j_) <a}, 

où 

{ 

inf{I[T(x)[[ :xE lvi et [[x[[= 1} 
p(M,T) = 

+oo 

14 
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Nous montrons que pour tout TE la(H) u (Ka(H)r, 'Ya(T) = inf{ À: 

À E O"a(ITI) \ {0}} où O"a(T) désigne le spectre de poids a de l'opérateur 

T. Ceci nous permet, par exemple, de montrer que pour tout TE la(H) U 

( Ka(H)) c' "fa(T) est égale à la conorme c(7r0 (T)) de 7r0 (T). Nous prouvons 

que c(7ra(T)) = sup "f(T + K) et que ce supremum est atteint. Cela 
KEKc,(H) 

entraîne que pour tout TE la(H)U (Ka(H)r, 'Ya(T) = sup 'Y(T+K) 
KEKc,(H) 

et que ce supremum est atteint. Par ailleurs, nous montrons queTE B(H) 

est un point de continuité pour l'application c0 : B(H) ~ [0, +oo] donnée 

par Ca : T ~ c( 1r a (T)) si et seulement si c( 1r a (T)) = 0 ou T E <I>î. Par 

conséquent, nous déduisons que les points de continuité de l'application 

"fa : B(H) ___,. [0, +oo] donnée par "fa : T ~ "fa(T) sont exactement les 

opérateurs T de B ( H) tel que T tf. Ka ( H) et "fa (T) = 0 ou T E <I>î. 

Dans le quatrième paragraphe, nous nous intéressons au problème 

d'approximation qui est posé tout au début, dans le cas hilbertien non 

séparable. Nous calculons certaines distances à des classes d'opérateurs 

liées à l'ensemble semi-Fredholm. La difficulté, dans ce cas, est de dis

tinguer les opérateurs d'indice infini. En d'autres termes, il faudrait com

parer des cardinau.'< infinis. Notons que ce problème ne se pose pas dans le 

cas hilbertien séparable, puisque le seul cardinal infini dans ce cas est 

~o. Nous calculons la distance atL'< opérateurs Fredholm ainsi qu'au.'< 

opérateurs semi-inversibles G~ d'indice /3. Cette distance, contrairement 

au cas séparable, admet différentes formules suivant que 1/31 ::; T(T) ou 

l/31 > T(T). Nous montrons aussi les mêmes formules pour les com

posantes connexes senli-Fredholm d'indice /3. Ceci donne une idée sur 

la complexité de l'étude des composantes connexes semi-Freclholm clans le 

cas non séparable. Nous déterminons également la distance atL'< opérateurs 

semi-Fredholm à gauche et à droite. 

Dans le dernier paragraphe, nous nous intéressons à l'étude des corn-
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pesantes connexes dans le cas non séparable. Nous montrons que le résultat 

de M. Mbekhta cité auparavant sur les composantes connexes semi-Fredholm, 

ne se généralise pas au cas hilbertien non séparable. En fait, nous avons 

les mêmes résultats que dans le cas séparable pour les composantes con

nexes semi-Fredholm d'indice n compris entre -N0 et N0 . C'est à dire, 

pour tout J c; Z, on a int ( U pi) = U pi et la frontière de U pi coïncide 
iEJ iEJ iEJ 

avec la frontière U pi et est indépendante du choix de J. Notons A 
iEJ 

cette frontière commune. La différence des résultats obtenus par rapport 

au cas séparable est due essentiellement aux cardinau.x qui sont stricte

ment supérieurs à N0 • En effet, nous montrons dans le cas hilbertien non 

séparable que deux composantes connexes semi-Fredholm d'indices a et j3 

avec a =J j3 et a, j3 > N0 ou a, j3 < -N0 sont incomparables c'est à dire 

8(Pa) ct 8(P13 ) et 8(Pf3) ct 8(Po:) où P13 désigne l'ensemble des opérateurs 

semi-Fredholm d'indice /3. Nous montrons aussi que si a = dim H, alors 

Ac; 8(Pf3), 8(P+)) 8(P+) et 8(F) i- 8(P+)· Ceci diffère du cas séparable. 
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2 Préliminaires 

Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats sur la théorie des opérateurs 

semi-Fredholm en s'en tenant strictement à ce qui interviendra dans cette 

thèse. 

Lorsque nous parlerons d'algèbres dans cette thèse, il s'agira toujours 

d'algèbres sur le corps des nombres complexes. Dans ce travail nous nous 

intéressons essentiellement aux algèbres des opérateurs bornés d'un espace 

de Banach X dans un autre espace de Banach Y en particulier B(H) 

l'algèbre de Banach des opérateurs bornés de H dans H avec H un espace 

hilbertien; nous nous intéressons aussi au.-x algèbres quotients B(H)/ I avec 

I est un idéal fermé de B(H) satisfaisant certaines h_ypothèses. 

Le noyau et l'image d'un opérateur T de B(H) se notent N(T) et 

R(T), et le second est un sous-espace de H qui n'est pas nécessairement 

fermé. L'adjoint de T s'écrit T*. Rappelons les identités élémentaires et 

fondamentales [20], [57] 

(2.1) N(T) = (R(T*))l., 

En 1958 T. Kato [44], introduisit pour la première fois la conorme d'un 

opérateur T qui est définie par : 

(2.2) . { liT( x) Il } 
r(T) =mf d(x,N(T)) :x tf. N(T) , 

où d(x, N(T)) désige la distance dans X de x à N(T). 
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Alors on peut voir sans difficulté les égalités suivantes : 

1(T) inf {liT( x) JI :xE N(T).L et d(x, N(T)) = 1}, 

inf Lc~~t{~)) :xE X et d(x, N(T)) ~ allxJI, avec 0 <a< 1}, 

sup{a: IIT(x)ll ~ad(x,N(T))}. 

On remarque que pour les espaces hilbertiens la conorme d'un opérateur 

TE B(H) admet une expression plus simple : 

(2.3) !(T) = inf { IIT(x)ll :xE N(T).L et !lxii = 1 }. 

T. Kato montra dans son fameux article [44], que les opérateurs à 

image fermée sont exactement les opérateurs de B(X, Y) dont la conorme 

est strictement positive. En plus il montra que la conorme est stable par 

passage à l'adjoint. Plus précisément 

Théorème 2.1 ([18], [31], [32], [43], [44]) 

Soit TE B(X, Y), alors : 

1) 1(T) > 0 si et seulement si R(T) est fermé; 

2) 1(T) = !(T*). 

Comme la théorie des opérateurs semi-Fredholm est liées atL'i: opérateurs 

à image fermée, il est donc nécessaire de donner quelques résultats clas

siques mais essentiels sur cette classe d'opérateurs. 

Théorème 2.2 ([18], [31]) 

Soit T E B(X, Y). Supposons qu'il existe N un sous-espace fermé de Y tel 

que R(T) EB N (somme directe algébrique) est un fermé de Y. Alors R(T) 

est un fermé. 
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Démonstration : 

Soit Ta l'opérateur défini par : 

Ta:XxN~Y 

(x, y) ~ T(x) +y. 

Alors, Ta est un opérateur borné et comme par hypothèse R(Ta) = R(T) + 

N est un fermé de Y, on en déduit que : -y(Ta) > O. 

D'ailleurs on a : R(T) n N = {0}, donc N(T0 ) = N(T) x {0}. Ceci 

prouve en tenant compte de la relation (2.2), que : 

IIT(x)ll = IITo(x, 0)11 > -y(Ta) d( (x, 0), N(To)), 

-y(To) d(x, N(T)). 

Par conséquent, -y(T) 2 1(T0 ) > O. 

Corollaire 2.3 ((31], Corollaire IV.1.13) 

• 

Soit TE B(X, Y). Supposons que dim(Y/R(T)) est finie, alors R(T) est 

fermé. 

Démonstration : 

Vu l'hypothèse, il existe N un sous-espace de dimension égale à dim(Y/ R(T)) 

tel que Y soit la somme directe de R(T) et de N ( c.à.dire Y = R(T) EB N). 

Donc ceci nous permet par le Théorème 2.2, de conclure que R(T) est un 

sous-espace fermé. • 

Lemme 2.4 ([31], Lemme IV.2.9) 

Soit T E B(X, Y) un opérateu'r à image feTmée. Supposons qu'il existe Jvf 

un sous-espace de X (non nécessairement fe,rmé) tel que N(T) +Nf est un 

sous-espace fermé, alors T(Jvf) est fermé. En particulier, si NI est fermé 

et dim N(T) est finie alors T(Af) est fermé. 
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Démonstration : 

Soit T1 la restriction de T à N(T) +M. Alors T1 est un opérateur borné 

et il est clair que N(Tt) = N(T). D'où, 'Y(T1) 2:: 'Y(T) > O. Donc, il résulte 

du Théorème 2.1, que T(Jvf) = T1(M + N(T)) = R(T1) est un fermé. • 

Pour un opérateur T de B(X, Y), on notera a(T) la nullité de T c'est 

à dire a(T) = dim N(T) et j3(T) la codimension de R(T) c'est à dire 

j3(T) = dim Y/ R(T). 

Considérons les classes d'opérateurs suivantes : 

• F+ ={TE B(H): R(T) est fermé et a(T) est finie}, l'ensemble des 

opérateurs semi-Fredholm à gauche. 

• F_ = {T E B(H) : R(T) est fermé et a(T*) est finie}, l'ensemble 

des opérateurs semi-Fredholm à droite. 

• F = F+ U F_, l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. 

• :F = F+ nF_, l'ensemble des opérateurs Fredholm. 

Remarquons au passage que l'ensemble des opérateurs inversibles est 

inclus dans :F et que l'ensemble des opérateurs semi-inversibles est inclus 

dans F. 

Pour tout T de B(H), on appelle spectre essentiel de T, l'ensemble 

CJe(T) défini par: 

CJe(T) = p, E C: T- ).J n'est pas Fredholm }. 

Alors CJe (T) est un ensemble compact de C, non vide inclus clans le spectre 

classique (CJe(T) Ç a(T) ). 
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Pour un opérateur T serni-Fredholm on définit, l'indice de T, ind(T) 

par 

a(T)- a(T*) si max{ a(T), a(T*)} est fini, 

(2.4) ind(T) = +oo si a(T) est infinie, 

-oo si a(T*) est infinie. 

Maintenant, on va énoncer l'un des premiers théorèmes importants de 

la théorie des opérateurs semi-Fredholm établi en 1958 par T. I<ato [44]. 

Ce théorème affirme que les opérateurs semi-Fredholm sont stables par les 

petites perturbations. Plus précisément : 

Théorème 2.5 ([18], (31], (43], (44]) 

Soient T E B(X, Y) un opérateur semi-Fredholm et S E B(X, Y) tel que 

liT- Sll < r(T), alors : 

i) S est semi-Fredholm; 

ii) a(S) :::; a(T) et f3(S) :::; f3(T); 

ii) ind(S) = ind(T). 

L'une des conséquences importantes du théorème de Kato, le corollaire 

suivant : 

Corollaire 2.6 ([31], Corollaire V.1.7) 

Soient T E B(X, Y) un opérateur semi-Fredholm et S E B(X, Y) tel que 

Il SIJ < r(T), alors il existe un réel p > 0 tel que a(T + )...S) et f3(T + )...S) 

sont constantes pour tout 0 < j)...j < p. 
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Remarque 2. 7 

Dans le cas ou S = I, K.H. Forster et M.A. Kaashoek ont montré [29], 

dans le cas des espaces de Banach et pour les opérateurs Fredholm que le 

plus grand réel strictement positif p tel que a(T + )J) et j3(T + )J) sont 
1 

constantes pour tout 0 < j).j < p, est égal à lim "f(TnF. Et d'autre part, 
n-++oo 

1 1 
ils ont remarqué que lim "!(rn);;= sup"f(rn);; 2: "f(T). Ce résultat a été 

n-++oo n>O 

généralisé pour les opérateurs semi-Fredholm par J. Zemanek (voir [62]). 

L'essentiel pour la suite de ce travail, c'est qu'on peut prendre p = "((T) 

dans le Corollaire 2.6. 

Si X = Y, on note B(X) à la place de B(X, X). Nous noterons K(X) 

l'ensemble des opérateurs compacts sur X; on voit facilement que c'est un 

ideal bilatère hermitien fermé dans B(X). 

On appelle algèbre de Calkin de X et on note C(X) le quotient de B(X) 

par K(X) c'est à dire C(X) = B(X)/K(X); c'est une C*-algèbre avec 

unité. Le premier qui s'est intéressé à cette algèbre très particulière était 

J.vV. Calkin. Dans son article [17] publié en 1941, dans le cas hilbertien, 

il donne une esquisse de la nouvelle théorie des opérateurs semi-Fredholm. 

Nous désignerons par 1r: B(X) -j. C(X) la projection canonique et 

IITIIe = i11r(T) Il la norme essentielle de T. 

Du point de vue historique, la relation entre l'inversibilité dans B(X) 

modulo l'idéal des opérateurs compacts et la notion des opérateurs Fred

holm a été prouvé pour la première fois par Atkinson (voir [ 4 J et [ 5]), en 

montrant qu'un opérateur TE B(H) est Fredholm si et seulement si r.(T) 

est inversible clans C(X). 

De même il montra que si r.(T) est semi-inversible à gauche (resp. à 

droite) alors TE F+ (resp. TE F_). La réciproque tombe en défaut, c'est 
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à dire on a seulement les inclusions <Pte <; F+ et <Pre <; F_, où 

<Pte {LE B(X): r.(L) est semi-inversible à gauche dans C(X)}, 

<Pre {LE B(X): ~t(L) est semi-inversible à droite dans C(X)}. 

Mais si pour T E F+ (resp. T E F_) on rajoute la condition R(T) (resp. 

N (T)), admet un complément topologique alors T E <Pte (res p. T E <Pre). 

C'est à dire on a : 

<Pte {LE F+: R(L) admet un complément topologique}, 

<Pre {LE F_ : N(L) admet un complément topologique }. 

Lorsque X est un espace de Hilbert, on le notera par la lettre H pour 

faire allusion aux espaces de Hilbert. 

Donc pour les espaces hilbertiens on a : 

Théorème 2.8 ([33]) 

Soit TE B(H), alors on a : 

1) T E F+ si et seulement si il existe L E B(H) et K 1 E K(H) tels 

queLT=l+K1; 

2) T E F_ si et seulement si il existe S E B(H) et K 2 E K(H) tels 

queTS=l+I\2. 

Notons A(H) = {L E B(H) L* = L}, l'ensemble des opérateurs 

autoadjoints. 

Pour un ensemble n, d'un espace métrique (vV, d), on note Bor(D) 

l'ensemble des boréliens de n. 

Définition 2.9 ([24], (25], (53]) 

Soit E : Bor(O) -----> A(H) une application. On dit que E est une mesure 

spectrale si elle vérifie les trois conditions suivantes : 
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1) E(0) = 0, E(D) = I où I = IJH l'opérateur identité de H. 

3) Si (wk)k~O est une suite de D telle que les Wk (k :2: 0) sont deux à 

deux disjoints, alors L E(wk)(x) est convergente pour tout x E H 

et 

E( U wk) (x)= L E(wk)(x). 
k~O k~O 

Remarque 2.10 

2) Pour tout w E Bor(D), E(w) E A(H) et E(w) 2 = E(w). 

4) Pour tous x, y E H, l'application Ex,y: Bor(D) ---+ C définie par 

Ex,y(w) =< E(w)x, y>, w E Bor(D); 

est une mesure complexe sur Bor(D). 

5) Pour tous xE H et w E Bor(D), on a: 

Ex,x(w) =< E(w)x,x >= IIE(w)xll 2
. 

D'où, Ex,x est une mesure positive sur Bor(D) dont la variation totale 

est égale à IIEx,xll =!lxii-

Pour D un ensemble de IC, notons C(D) l'ensemble des toutes les fonc

tions continues sur n. 
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Théorème 2.11 ([53], Théorèmes 12.28 et 12.29) 

Soit T E B(H) un opérateur normal et E(·) sa mesure spectrale. Soit 

f E C(<7(T)) et notons, w0 = f- 1
( {0} ). Alors : 

1) N(f(T)) = R(E(wo)). 

2) N(T- .\0 ) = R(E({.\0 })), pour tout ).0 E <7(T). 

3) Ào est une valeur propre de T si et seulement siE( {.\0 }) i- O. 

4) Tout point isolé de <7(T) est une valeur propre de T. 

Pour TE B(H), T*T est un opérateur positif1, donc d'après le calcul 

fonctionnelle continue, il existe un unique opérateur positif L E B(H) 

vérifiant L2 = T*T. Lest appelée la racine carrée de T*T. Dans toute la 

suite on notera ITI cette racine carrée (ITI = (T*T) 112 ). On peut vérifier 

facilement que2 pour tout x E H, IIT(x)ll = Il ITI(x)ll. Il en résulte que 

N(ITI) = N(T). 

Nous notons pour LE B(H), EL(·) (resp. E[J) ) la mesure spectrale 

de ILl= (L* L) 112 (resp. IL*I = (LL*) 112
). 

Pour alléger les notations, on pose Er(·)= E(·) et ET(·)= E*(-) sans 

ambiguïté pour la suite. 

Soit Mun sous-espace de H. Soit (ei)iEI un système orthogonal max

imal de M. On vérifie facilement que si (h)iEJ est un autre système 

orthogonal ma.ximal de lv!, alors nécessairement carel(!) = car( J). Ceci 

justifie bien la définition suivante : la dimension d'un sous-espace vecto

riel Nf est le cardinal d'un système orthogonal maximal de Nf. Ainsi, par 

définition pour tout sous-espace vectoriel NI de H, on a: dim NI= clim NI. 

1 Car a(T*T) Ç IR+ et T*T est un opérateur autoadjoint. 

2 IIITI(x)ll2 =< IT1 2(x),x >=< T*T(x),x >=< T(x),T(x) >= IIT(x)ll2
. 
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Soient M, M'deux sous-espaces vectoriels de H, et (ei)iei (resp. (fi)ieJ) 

un système orthogonal maximal de lvi (resp. lvi'). Nous dirons que 

dimM < dim.NI' (resp. dim.NI = dim.NI') si carel(!) < card(J) (resp. 

carel(!) = carel( J)). 

Pour TE B(H), on définit, ind(T), l'indice de T par : 

o:(T) - a.(T*) si a.(T) < N0 et o:(T*) < No, 

o:(T) si o:(T) > o:(T*) et o:(T) 2: N0 , 

(2.5) ind(T) = 

-o:(T*) si o:(T*) > o:(T) et o:(T*) 2: N0 , 

0 si o:(T) = o:(T*) 2: ~o. 

Définition 2.12 

Soit V E B(H), on dit que V est une isométTie partielle si la restriction 

de V à N(V)l. est une isométrie, c'est à dire si V*VjN(V)l. = hrv(V)l.. 

Proposition 2.13 ([33], (53]) 

Tout opémteur T de B(H) se décompose d'une manière unique sous la 

forme T = VJTJ, avec V une isométrie partielle vérifiant N(V) = N(T) 

et R(V) = R(T). VJTJ s'appelle la décomposition polaire de T. 

En général, nous allons utiliser la Proposition 2.13 sous une autre forme 

mettant en évidence l'importance du rôle jouer par l'indice d'un opérateur. 

Plus précisément on a : 

Lemme 2.14 ([33]) 

Soit T E B(H), alors il existe vV une isométrie (resp. co-isométrie, 

unitaire) si ind(T) < 0 (resp. ind(T) > 0, ind(T) = 0) tel queT= l:VJTJ 

et ind(T) = ind(W). 
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Pour tout T de B(H), on note me(T), le module minimal essentiel (the 

essential minimum modulus) de T, défini par : 

(2.6) me(T) = inf{À: À E Œe(ITI)}. 

Cette quantité joue un rôle crucial dans la théorie des opérateurs semi

Fredholm et en particulier dans ce travail, comme on le constatera tout au 

long de cette thèse. Son avantage, est qu'elle caractérise complètement les 

opérateurs semi-Fredholm à gauche. Plus précisément on a : 

Théorème 2.15 ( [6], (28], (38]) 

Soit TE B(H), alors : 

1) me(T) > 0 si et seulement si dimN(T) est finie et R(T) est fermé. 

Autrement dit, 

me(T) > 0 si et se·ulement si TE F+. 

2) Si me(T) > 0 et me(T*) > 0, alors me(T) = me(T*), 

Remarque 2.16 

1) Si o:(T*) (resp. o:(T)) est infinie, alors me(T) > me(T*) (resp. 

me(T*) ~ me(T)). 

2) Si o:(T) (resp. o:(T*)) est finie, alors me(T) ~ me(T*) (resp. me(T*) ~ 

me(T)). 

3) Si o:(T*) ~ o:(T) (resp. o:(T) > o:(T*)), alors me(T) > me(T*) 

(resp. me(T*) ~ me(T)). 

Voici une propriété essentielle du module minimal essentiel, qui établi 

le lien étroit entre me(T) et la mesure spectrale de ITI. 
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Théorème 2.17 ([6], [38]) 

Soit TE B(H), alors : 

me (T) = inf {À > 0 : dim E(]À - é, À + é[)H est infinie, pour tout é > 0}. 

Géométriquement me(T) est le rayon de la plus grande boule ouverte 

incluse dans l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm à gauche et de centre 

l'opérateur T, (voir, par exemple [61]). Ce résultat est basé sur le théorème 

suivant : 

Théorème 2.18 

Soient T un opérateur semi-Fredholm d'indice nEZ et SE B(H) tel que 

liT- Sll < max{me(T),me(T*)}, alors 

1) S est semi-Fredholm; 

2) ind(T) = ind(S) = n. 

Démonstration : 

Quitte à permuter les rôles de T et T*, on peut supposer que me(T) = 

max{me(T), me(T*)}, sinon on passe à l'adjoint. Donc me(T) > 0, car 

dans l'hypothèse on a supposé que max{me(T), me(T*)} >O. 

D'autre part, soit "fe(T) = inf { O"e(ITI) \ {0} }, la conorme essentielle de 

T (voir [51], pour plus de détails). Alors, on remarque que "fe(T) = me(T) 

si me(T) > O. Or, d'après le Théorème 2 [51], il existe K un opérateur 

compact tel que "fe (T) = "!(T + K). Donc 

0 ~ liT- Sll < me(T) = "!e(T) = "!(T + K). 

D'où, 

liT+ J(- (S + K) Il ~ "f(T + K). 
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D'ailleurs, puisque TE F+, T + K est aussi un élément de F+. Ainsi, on 

conclut par(*) et le Théorème 2.5, que S +KEF+ et 

ind(T) = ind(T + K) = ind(S + K) = ind(S). 

• 
Dans cette thèse on va passer souvent par la décomposition polaire 

d'un opérateur. Il est donc nécessaire de connaître certaines propriétés des 

opérateurs positifs. 

Théorème 2.19 ([20], Proposition 4.5, page 359) 

Soient TE B(H) un opérateur normal et À E rJ(T). Alors 

R(T-ÀI) est un fermé si et seulement si À est un point isolé de rJ (T). 

Proposition 2.20 ([20], Proposition 4.6, page 359) 

Si T est un opérateur normal. Alors : 

rJ (T) \ rJ e (T) = {À E rJ(T) : À est un point isolé de rJ(T) et 

À est une valeur propre de multiplicité finie}. 

Pour TE B(X, Y), on note, m(T), le module minimal de T, défini par 

(2.7) m(T) = inf{IIT(x)ll: xE X et /lxii= 1}. 

Pour en savoir plus, en particulier sur les propriétés de m(T), voir par 

exemple [30]. Si TE B(H), on montre facilement la relation suivante : 

(2.8) m(T) = inf{À: À E Œ(ITI)}. 

Gelfond et Naimark ont montré en 1943 que toute C* -algèbre est iso

morphe à une sous-C* -algèbre d'opérateurs de B (11) pour un espace de 

Hilbert 1{ convenable plus précisément : 
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Théorème 2.21 ([20], (22]) 

Pour toute C* -algèbre A, il existe un espace de Hilbe·rt 11. et un homomor

phisme isométrique stellaire Q : A ~ B(H). 

En particulier, comme C(H) est une C*-algèbre, d'après ce dernier 

théorème, il existe 1t un espace hilbertien et un homomorphisme isométrique 

stellaire Q: A~ B(H). Donc pour tout TE B(H), et du fait que f2 est 

un homomorphisme, on conclut que 

a(Q1r(T)) Ç a(1r(T)). 

Puisque, Q( C ( H)) est une sous-C* -algèbre de B (H), et d'après la Propo

sition 1.14 [20] (page 235), on conclut que a.,cccHJJ(Q[7r(T)]) = a(Q[r.(T)]), 

où a"cccHJJ((}[-7r(T)]) désigne le spectre de l'élément f2(7i(T)) comme étant 

un élément de l'algèbre Q(C(H)). En utilisant maintenant le fait que 

Q- 1 : Q(C(H)) ~ C(H) est un homomorphisme, on obtient : 

Donc ( *) et ( **) impliquent que 

(2.9) a(r.(T)) = a(Q(r.(T))). 

D'autre part, comme r.(ITI) (resp. (}r.(ITI) ) est un élément positif de 

C(H) (resp. B(H)) et 1r(ITI) (resp. g7r(ITI)) vérifie (1r(ITI)) 2 = r.(T*)r.(T) 

(resp. (Q7r(ITI)) 2 = g1r(T*) g1r(T)), on conclut d'après l'unicité de la racine 

carrée que 1r(ITI) = l1r(T)I (resp. gr.(ITI) = lgr.(T)I). Cela justifie en 

tenant compte de (2.9) et (2.8), les égalités suivantes : 

me(T) inf {À : À E a(1r(ITI))} , 

inf {À : À E a(gr.(ITI))} , 
(2.10) 

inf {À: À E a(lgr.(T)I)}, 

m(g1r(T)). 
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premier Chapitre 

, 
Etude des opérateurs semi-Fredholm sur un 

espace hilbertien séparable 
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, 
3 Etude des opérateurs semi-Fredholm sur 

un espace hilbertien séparable 

Dans le cas hilbertien séparable, l'indice d'un opérateur T de B(H), admet 

une expression plus simple (mais qui coïncide bien évidemment avec la 

notion de l'indice qu'on avait adoptée au paragraphe précédent (voir (2.5), 

page 28)) 

ind(T) = dim N(T)- dim N(T*) (avec oo- oo = 0) . 

Ceci est dû au fait que le seul cardinal infini inférieur ou égal à dim H est 

égal à ~0· 

Pour nEZ= Z U { -oo, +oo }, nous notons: 

In= {TE B(H): ind(T) = n}, l'ensemble des opérateurs d'indice n 

et 

pt= F nIn l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm d'indice n. 

On rappelle que pn est connexe par arcs et que pn est une composante 

connexe de l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm, pour plus de détails 

voir par exemple [20], [21], [23] et [45]. 

Considérons aussi les classes d'opérateurs : 

• G+ ={TE B(H): Test semi-inversible à gauche}. 

• G_ = {TE B(H) :Test semi-inversible à droite}. 

• G± = G+ U G_ : l'ensemble des opérateurs semi-inversibles. 
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• G = G+ n G_ : l'ensemble des opérateurs inversibles. 

- Si nE Z, nous notons G± = G± nIn, l'ensemble des opérateurs semi

inversibles d'indice n. 

- Si nEz_ = z_ U { -oo}, nous notons G~ = G+ nIn, l'ensemble des 

opérateurs semi-inversibles à gauche d'indice n. 

- Si nEZ+= Z+ U {+oo}, nous notons G':_ = G_ nIn, l'ensemble des 

opérateurs semi-inversibles à droite d'indice n. 
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Structure topologique des composantes 
connexes semi-Fredholm 

Cette partie consiste en l'article [54) à paraître au 

" Proceedings of the American l\!Iathematical Society " 
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3.1 Structure topologique des composantes connexes 

semi-Fredholm 

En 1985 S. Izumino et Y. Kato (42], ont montré que pour tout n E Z, 

{ 

max{me(T),me(T*)} si ind(T) # n, 
dist(T, Fn) = 

0 sinon. 

P.Y. Wu (60], en 1989 obtient ces mêmes formules de distances pour les 

composantes connexes semi-inversibles G± d'indice n, et pour tout nEZ. 

Ainsi, en tenant compte du au Théorème 2.18, on voit sans aucune difficulté 

que cette dernière formule subsiste même si n E Z. 

Théorème 3.1.1 

Soient TE B(H) et nEZ. Alors : 

{ 

ma.x{ me(T), me(T*)} 
dist (T, pn) = 

0 

si ind(T) # n, 

sm on. 

Ceci prouve en particulier que pour tous nEZ et TE Fn, la boule de 

G± de centre de T et de rayon r avec 0 < r < max {me (T), me (T*)} est 

dense dans la boule B (T, r) Ç pn. 

Ce dernier théorème a permi à M. Mbekhta ([50], Corollaire 1.4) de 

montrer que dans B(H) les composantes connexes semi-Fredholm ont la 

même frontière et que B(H) s'écrit comme la réunion de cette frontière 

commune (6) et de l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. Ceci montre 

qu'on peut imaginer B(H) "comme" un cahier atLx bords soudés et dont 

les feuilles seraient les composantes connexes semi-Fredholm. 
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Théorème 3.1.2 ([50], Corollary 1.4) 

La frontzère de Fi ne dépend pas de j et si~= ô(Fi), alo·rs ~ = ô(Fi) 

et B(H) = ~ u (U pi). 
jEZ 

Remarque 

1) ~ = {T E B(H) : ma.x{me(T), me(T*)} = 0}. En effet, d'après le 

Théorème 2.1 [42] et le Corollaire 2.2 [42], on remarque que : 

~ = ô(P) = ô(G) ={TE B(H) : me(T) = me(T*) = 0}. 

2) ~ est un fermé avec intérieur vide (i.e de premier catégorie). 

3) ~ est stable par les perturbations compacts : ~ + K(H) = ~ où 

~ + K(H) = {T + S, TE~ et S compact}. 

4) ~ est connexe par arcs. En effet, puisque 0 E ~ et si T E ~' alors 

tT E ~ pour tout t E [ 0, 1]. 

Nous proposons maintenant de montrer le théorème suivant. 

Théorème 3.1.3 

Soient T E B(H) et J Ç Z. Alors 

1) 

2) 

. { ma.x{me(T),me(T*)} 
dist(T, U F 1

) = 
jEJ 0 

{ 

ma.x{me(T),me(T*)} 
dist(T, U Ii)= 

jEJ 0 
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Démonstration : 

1) Soit n = ind(T) E Z. Si n E J, alors pn Ç U pi, d'où on conclut 
iEJ 

que: 

(1) 0 ~ dist(T, U pi) ~ dist(T, Fn). 
iEJ 

Par ailleurs, d'après le Théorème 3.1.1, on a : dist(T, pn) = O. Par suite, 

on conclut compte tenu de (1), que 

dist(T, U pi) =O. 
iEJ 

Supposons maintenant que n rf. J et soit j 0 E J. Alors en utilisant le 

Théorème 3.1.1 et le fait que nf: j 0 , on obtient : 

(2) dist(T, U pi) ~ dist(T, pio) = max{me(T), me(T*)}. 
jEJ 

Montrons l'inégalité inverse, soit S E U pi, alors on a : ind(S) =1-
iEJ 

n = ind(T), donc d'après le Théorème 2.18, on doit avoir liT- Sll > 

max{me(T), me(T*) }. Ceci prouve que : 

(3) dist(T, U pi) ?: max{me(T), me(T*)}. 
iEJ 

Par conséquent, (2) et (3) impliquent que : 

dist(T, U pi)= max{me(T),me(T*)}. 
iEJ 

2) Remarquons d'abord que U pi Ç U Ii, donc si ind(T) = n E J, 
iEJ iEJ 

alors compte tenu de 1), on obtient que : 

0 ~ dist(T, U Ii) ~ dist(T, U pi) =O. 
iEJ iEJ 

Si maintenant n rf. J, alors pour tout S E U Ii, ind( S) =1- ind(T), donc 
iEJ 

d'après le Théorème 2.18, on conclut que liT- Sll ?: ma.'<{me(T), me(T*)}. 

Par conséquent, 

(4) dist(T, U Ii)?: max{me(T),me(T*)}. 
iEJ 
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Inversement, par la première assertion, on voit que : 

(5) dist(T, U Ii)~ dist(T, U Fi)= max{me(T),me(T*)}. 
jEJ jEJ 

Donc, on conclut au moyen de ( 4) et (5) que : 

dist(T, U Ii)= max{me(T),me(T*)}. 
jEJ 

Ceci achève la démonstration du Théorème 3.1.3 . • 

Le corollaire qui suit est une simple conséquence du Théorème 3.1.3. 

Corollaire 3.1.4 

Pour tout J Ç Z, on a : 

tJ. ç U Fi= U Ii. 
jEJ jEJ 

Corollaire 3.1.5 

Soit TE B(H). Alors 

me(T*) sz ind(T) = +oo, 

1) dist(T, F) = 0 S2 incl(T) est fini, 

me(T) sz ind(T) = -oo. 

{ me(T') S2 ind(T) = +oo, 
2) dist(T, F+) = O 

sz ind(T) =1- +oo. 

{ m,(T) S2 incl(T) = -oo, 
3) dist(T, F_) = 

0 sz ind(T) =/- -oo. 
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Démonstration : 

La première assertion résulte trivialement du Théorème 3.1.3, avec J = Z. 

2) et 3) sont des conséquences du Théorème 3.1.3, avec respectivement 

J = Z U {-oo}, J = Z U {+oo} et le fait que max{me(T),me(T*)} est 

égal à me(T) (resp. me(T*)) si a(T*) = +oo (resp. a(T) = +oo) (voir 

Remarque 2.16). 

Théorème 3.1.6 

Soit J Ç Z. Alors : 

1) 

2) 

Démonstration 

• 

u Fi=~ u (U pi)= u Fi; 
iEJ iEJ jEJ 

1) Si J = Z, alors le résultat résulte du Théorème 3.1.2, car U pi = B(H). 
jEJ 

Supposons maintenant que J # Z. Alors, de nouveau le Théorème 3.1.2 

nous permet d'écrire : 

B(H) = ~ U ( U pi) U ( U pi). 
jEJ iE"'i\1 

Cela entraîne que ~ U ( U pi) est un fermé, comme le complément de 
iEJ 

l'ouvert ( U pi) dans B(H). Donc, on en déduit que : 
iE"'i\1 

u pi ç ~ u ( u pi). 
iEJ iEJ 

L'inclusion inverse est évidente parce que par le Corollaire 3.1.4, on a : 

~cU Fi. 
iEJ 

La deuxième égalité est une simple conséquence de l'égalité suivante : 

U Fi = U ( ~ u pi). 
iEJ iEJ 
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2) Comme U pi est un ouvert de B(H), et en utilisant la première asser
iEJ 

tion, on en déduit que : 

a(U pi)= ( U Pi)\ (U pi)= (L.\ u (U pi))\ (U pi)= L.\. 
jEJ ieJ iEJ iEJ iEJ 

Ceci achève la preuve du Théorème 3.1.6. • 

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 

3.1.6. 

Corollaire 3.1. 7 

1) P = PU L.\, F =FU L.\, F+ = P+ U L.\, et F_ = P_ U L.\. 

2) ô(F) = o(F) = o(F+) = o(F_) = L.\. 

On a aussi: 

Corollaire 3.1.8 

Soit J Ç Z, alors 

U Ii = L.\ U ( U pi) = L.\ U ( U Ii). 
iEJ iEJ iEJ 

Démonstration : 

En utilisant le Théorème 3.1.6 et le Corollaire 3.1.4, on voit que : 

L.\ U ( U Ii) Ç U Ii = U Pi = L.\ U ( U pi) Ç L.\ U ( U Ii). 
iEJ iEJ iEJ iEJ iEJ 
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Théorème 3.1.9 

Soit J <$ Z. Alors : 

1) int ( U Fi ) = U pi = int ( U Fi ) ; 
iEJ iEJ iEJ 

2) a( u Fi) = a(u Fi) = ~. 
iEJ iEJ 

Démonstration : 

1) Montrons la première égalité. Clairement, comme U pi est un ouvert, 
ieJ 

de B(H), on a: 

U pi Ç int ( U pi ) . 
iEJ iEJ 

Inversement, soit T un opérateur appartenant à int ( U pi). Si T est 
iEJ 

semi-Fredholm, alors TE U Fi. En effet, d'après le Théorème 3.1.6, on 
iEJ 

voit que : 

TEint( U Fi) int(~ U [U Fi]), 
iEJ iEJ 

c ~u (U Fi). 
iEJ 

Et puisque T ~~'on conclut queTE U Fi. 
iEJ 

Supposons maintenant que T n'est pas semi-Fredholm, ceci revient à 

dire queTE 6. Soit n ~ J (ceci est toujours possible parce que J =/:. Z). 

Alors, en utilisant le Théorème 3.1.2, on voit queT E ~ = 8(Fn). Ceci 

nous permet de conclure que : 

TEint( U Fi) n 8(Pn), 
iEJ 

cela entraîne que ( U pi )nFn n'est pas vide, ce qui contredit la continuité 
iEJ 

de l'indice. 

La seconde égalité est une conséquence du Théorème 3.1.6 et de la 

première égalité. 
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2) En utilisant 1) et le Théorème 3.1.6, on obtient : 

o(U Fi) 
iEJ 

a( U Fi), 
iEJ 

( U pi) \ int ( U pi ) , 
iEJ iEJ 

( L\ u [ u pi]) \ (U pi) = L\. 
iEJ iEJ 

Ceci achève la démonstration du Théorème 3.1.9. 

Le corollaire suivant est une conséquence directe du Théorème 3.1.9. 

Corollaire 3.1.10 

1) int(F) = F, int(F+) = F+, et int(F_) = F_ . 

2) 8(F) = o(F) = o(F+) = o(F+) = o(F_) = o(F_) = L\ . 

On a aussi 

Corollaire 3.1.11 

Soit J ~ 1:. Alors : 

1) 

2) 

Démonstration : 

• 

1) La première égalité est une conséquence immédiate du Corollaire 3.1.8 

et des Théorèmes 3.1.6 et 3.1.9. 

Quand à la seconde égalité, il suffit de remarquer que : 

U pi Ç int ( U Ii) Ç int ( U Fi ) = U pi. 
iEJ iEJ iEJ iEJ 
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En effet, les deux premières inclusions sont évidentes et la dernière égalité 

est tout simplement la première assertion du Théorème 3.1.9. 

2) est une conséquence directe de la première assertion et du Corollaire 

3.1.8. • 
Théorème 3.1.12 

Soient TE B(H) et J Ç Z, alors 

. { max{me(T), me(T*)} 
dist(T, U C~) = 

jEJ Ü 

si ind(T) ~ J, 

sinon. 

Démonstration 

Soit n = ind(T). Si n E J, comme C± C U ct et en utilisant le 
jEJ 

Théorème 3.1 [60], on en déduit que : 

0 ~ dist(T, U Ci) ~ dist(T, C~) =O. 
jEJ 

Supposons maintenant que n ~ J. Soit j 0 E J, alors puisque C~ C 

U ct et en utilisant le Théorème 3.1 [60], on conclut que : 
jEJ 

(1) 0 < dist(T, U Ci)~ dist(r,c1) =max{me(T),me(T*)}. 
jEJ 

D'autre part, pour tout L E U ct ind(L) =/- n = ind(T). Donc d'après 
jEJ 

le Théorème 2.18, on doit avoir : liT- Lll 2': max{me(T), me(T*) }. Par 

conséquent, 

(2) dist(T, U Ci) 2': max{me(T), me(T*) }. 
jEJ 

Maintenant (1) et (2) impliquent que : 

dist(T, U Ci)= ma.x{me(T),me(T*)}. 
jEJ 

• 
Le corollaire suivant est une simple conséquence du Théorème 3.1.12. 
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Corollaire 3.1.13 

Soient TE B(H) et J Ç Z+, alo·rs 

. { ma.'<{ me(T), me(T*)} sz 
dist(T, U Cl_)= 

jEJ 0 SZ 

ind(T) rf_ J, 

ind(T) E J. 

On a aussi le même résultat pour U G~ avec J un sous-ensemble 
jEJ 

quelconque de :Z_. 

Corollaire 3.1.14 

Soient TE B(H) et J Ç :Z_, alors 

. { max{me(T), me(T*)} sz 
dist(T, U G~) = 

jEJ 0 SZ 

ind(T) rf_ J, 

ind(T) E J. 

Le Théorème 3.1.12, nous permet par exemple de calculer la distance 

de Taux ensembles G_ \ G et G+ \ G. 

Corollaire 3.1.15 

Soit TE B(H). Alors : 

1) dist(T, G_ \ G) 
{ 

me

0

(T) si ind(T) :::; 0, 

sm on. 

{ 

me(T*) si ind(T) 2: 0, 
2) dist(T, G+ \ G) = 

0 sinon. 

Le Théorème qui suit caractérise pour tout sous-ensemble J de Z la 

fermeture, l'intérieur et la frontière de U G~. 
jEJ 
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Théorème 3.1.16 

Soit J Ç Z. Alors : 

1) U G~ = ll u (U pi)= U G~. 
jEJ jEJ jEJ 

Si en plus J =j:. Z, alors : 

2) int( u G~) = u pi= int(U c~); 
jEJ jEJ jEJ 

3) ô ( U G1) = ô ( U G1) = ~. 
jEJ jEJ 

Démonstration : 

1) Montrons la première égalité. Si J = Z, alors comme G± est dense 

dans B(H) (voir (33], Problème 109), et en utilisant le Théorème 3.1.2, on 

conclut que : 

U G1 = ~ U ( U pi) = B(H). 
jEJ jEJ 

Supposons maintenant que J C$ Z, alors d'après le Théorème 3.1.6, on 

constate que flU ( U pi) est fermé. Or, U G~ est inclus dans ~U ( U pi), 
jEJ jEJ jEJ 

par suite 

(1) U G1 Ç ll U ( U pi). 
jEJ jEJ 

D'autre part, d'après le Théorème 3.1.12, on voit que : 

(2) ~ u (U pi) ç u G~. 
jEJ jEJ 

Donc, la première égalité résulte de (1) et (2). 

Pour la seconde égalité, d'abord d'après les Théorèmes 3.1.3 et 3.1.12, 

on conclut pour tout j E Z, que Fi = G~. Donc U G~ = U Fi. Par 
jEJ jEJ 

conséquent, en utilisant le Théorème 3.1.6, on obtient : 

L\ u (U pi)= u Fi= u G~. 
jEJ jEJ jEJ 
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2) Est une conséquence directe de la première assertion et des Théorèmes 

3.1.6 et 3.1.9. 

3) La première égalité est une conséquence directe de 1) et 2); la deux:ième 

égalité est due au fait que : 

a(u c~) = (~u [U Fi])\ (U Fi)=~. 
iEJ iEJ iEJ 

Ceci achève la preuve du Théorème 3.1.16. • 
Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates du Théorème 

3.1.16. 

Corollaire 3.1.17 

Soient J ç z_ et J' ç Z+. Alors : 

1) U G~ = ~ u ( U Fi) et U G~ = ~ u ( U Fi); 
iEJ iEJ iEJ' iEJ' 

2) int ( U G~ ) = U pi et int ( U G~ ) = U pi; 
jEJ jEJ iEJ' iEJ' 

3) a ( U c~) = a ( U c~ ) = ~. 
iEJ jEJ' 

Corollaire 3.1.18 

1) G+ = ~ u (U pi) et G_=~u(UFi). 
i~O i~O 

2) int(G+) = U pi et int(G_)= UFi. 
i~O i~O 

3) 8(G+) = 8(G_) = ~. 

Corollaire 3.1.19 
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1) G+\G=L\u(UFj) et G_\G=L\u(UFj). 
j<O j>O 

2) int(G+ \ G) = U Fj et int(G- \ G) = U Fj. 
j<O j>O 

3) a(c+ \ c) = a(c- \ c) = L\. 
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Structure des opérateurs semi-Fredholm 
avec nullité fixée 

Cette partie consiste en l'article 

[56], Acta. Sei. Math (Szeged). 63, (1997), 607-622. 
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3.2 Structure des opérateurs semi-Fredholm avec nul

lité fixée 

On garde les mêmes notations des paragraphes précédents. 

Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier les classes des opérateurs 

serni-Fredholm d'indice et de nullité fixés. 

D'après [20], [21], [23] et [45], on sait que les composantes connexes 

semi-Fredholm ce sont les pt (n E 2), l'ensemble des opérateurs semi

Fredholm de même indice n. 

Nous notons, F;:;_ = {T E pn : tel que o:(T) = m}, avec n ~ m ~ +oo 

et m ~ 0, l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm d'indice net de nullité 

m. 

Lemme 3.2.1 

Soit T E pt, tel que o:(T) > 0 et f](T) > 0 . Alors, pour tout réel ê de 

JO,')'(T)[, il existe TeE B(H), vérifiant 

i) 0 < liT- Tell ~ ê; 

ii) TeE Fn; 

cx(T,) = { 
n sz n > 0, 

i'ii) 

0 sz n ~O. 

Démonstration : 

Soient {e1, ... ,ea(T)} une base orthonormale de N(T) et {fl, ... ,ff3(T)} 

une base orthonormale de N (T*). Si n > 0, cela signifie que a (T) > (3 (T), 
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et a(T) :::; j](T) si n:::; O. On définit TE: E B(H), de la manière suivante 

-pour n > 0 

sfi si j = 1, ... ,j](T), 

0 si j](T) + 1 :::; j:::; a(T), 

T sur N(T)j_ ; 

-pour n:::; 0 

sfi si 1 :::; j :::; a(T), 

Alors, une vérification de routine montre que : 

si n > 0, 

si n :::; O. 

et 

Donc TE: vérifie i) et iii). 

ii) Est une simple conséquence du Théorème 2.5. 

Proposition 3.2.2 

Soient m, p E N et n E Z tels que n :::; m, alors : 

p 

1) int(UF~+i) =0 sin<m etm>O. 
j=O 

p 

2) U F:+i est un ouve·rt ~ m = n ou m =O. 
j=O 

Démonstration : 
p 

• 

1) Soit T E U F~+i' avec n <met m >O. On va prouver que pour tout 
j=O 

p 

é > 0, la boule de centre Tet de rayon é n'est pas incluse dans U F~+j· 
j=O 
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Tout d'abord, remarquons que la condition n < m signifie que {J(T) > O. 

D'autre part, il existe i un entier naturel compris entre 0 et p tel que 

a(T) = m + i > O. Donc, T vérifie les hypothèses du Lemme 3.2.1, d'où 

pour tout é > 0, il existe Lr:: E B(T, c) tel que Lr:: =1 Tet Lr:: n'appartient 
p p 

pas à U F:+i· Ceci prouve queT~ int(U F~+i). Par conséquent, 
j=O j=O 

p 

int(U F~+i) = 0. 
j=O 

2) "~" Sim= 0, alors l'assertion découle immédiatement du Théorème 

2.5. 
p 

Supposons donc n = m, soient TE U F;:+i et B(T, 1(T)) la boule ouverte 
j=O 

p 

de B(H) de centre Tet de rayon "f(T). Alors, B(T, 1(T)) Ç U F,7+i . En 
j=O 

effet, soit SE B(T, "f(T)), d'après le Théorème 2.5, on a: 

SE pn et n = ind(S) :::; a(S) :::; a(T) :::; n +p. 

p p 

Donc SE U F;:+i· Ceci prouve que U F;:+i est un ouvert. 
j=O j=O 

" ===} " Est une conséquence directe de 1). 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 3.2.2. • 

On remarque d'après la Proposition 3.2.2, que les F~ (avec n :::; m) 

n'ont pas la même structure puisque ~ est un ouvert pour n = m ou 

m = 0, et ne l'est pas pour les autres cas. Cependant le théorème suivant 

montre que tous les F;;_1 (n:::; m) sont connexes par arcs. 

Théorème 3.2.3 

Soient mE N et nEZ, tels que n:::; m. Alors F;~ est connexe par arcs. 

Démonstration : 

- Si 0 :::; m = n < +oo, alors F~ = G":._ est connexe par arcs. Si m = n = 

+oo, alors Ft~ = p+oo est connexe par arcs ([23], Théorème 5.32). 
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Supposons donc n < m < +oo. Soit T, S E F:, alors il existe U E 

B(H) unitaire tel que N(SU) = N(T). En effet, comme dim N(T) = 

dim N(S) et dim N(T).L = dim N(S).L = +oo, il existe des isométries 

surjectives : 

U0 : N(T)---+ N(S) et U1 : N(T).L---+ N(S).L. 

Donc U = U0 EB U1 est un opérateur unitaire de B(H) et on voit facilement 

que N(SU) = N(T). 

D'autre part, comme le groupe des opérateurs unitaires est connexe 

par arcs, il existe 8: [0, 1] ---+ B(H) une application continue avec 

8(0) = I, 8(1) = U et V t E [0, 1], 8(t) est un opérateur unitaire . 

Maintenant, l'application 8 : [0, 1] ---+ B(H) définie par b(t) = S8(t) est 

continue et vérifie : 

b(O) = S, b(1) =SU et b(t) E F:, V tE [0, 1]. 

Par conséquent, on peut supposer que N(S) = N(T). 

Soient {e 1, ••• ,em} une base orthonormale de N(T) et {fr, ... , fm-n} 

une base orthonormale de N(T*). Pour n > 0, définissons T par : 

T(ei) 0 si j =m-n+ 1, ... , m, 

et pour n ~ 0, 

T T sur N(T).L . 

- -
De la même façon on définit S. Alors, on voit facilement que Test semi-

inversible à droite (resp. à gauche) si n 2 0 (resp, n < 0) et incl(T) = n. 
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Grâce à la symétrie de l'adjoint, on peut supposer que T E cr:_ (n 2: 0). 

Tout d'abord, remarquons que N(T) = N(S) et puisque T, S sont deux 

éléments de cr:_, on constate d'après la preuve du Théorème 5.32 [23], qu'il 

existe rJ: [0, 1] --+cr:.. une application continue tel que : 

rJ(O) = S, rJ(1) = T et V tE [0, 1], N(rJ(t)) = N(T) = N(S). 

Soit maintenant, l'application B: [0, 1] --+ B(H), définie par 

{ 

rJ(t) sur N(T)J.. = N(S).1., 
B(t) = 

0 sur N(T) = N(S) . 

Alors, B est continue et on voit sans difficulté que : 

B(O) = S, 8(1) = T et V t E [0, 1], B(t) E E:. 

Ce qui prouve bien que F~ est connexe par arcs. 

Ceci prouve le résultat voulu. • 
M. Mbekhta m'a signalé que le Théorème 3.2.3, était déjà prouvé 

par J .P. Labrousse [45] dans le cas hilbertien pour les opérateurs non 

bornés, mais la démonstration qu'on avait donné plus haut est totalement 

différente. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant. 

Théorème 3.2.4 

Soient m, m' E N et n E :Z tel que n :::; m et n :::; m'. Alors F;:~, U F:;; est 

connexe par arcs. 

Démonstration : 

- Si m =m', le théorème résulte trivialement elu Théorème 3.2.3. 

-Sim i m', quitte à permuter les rôles demet m', on peut supposer que 
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m' <m. D'abord, remarquons que m < +oo. En effet, si m = +oo, alors 

n = +oo, d'où m' = +oo (car n :::; m') ceci contredit le fait que m' < m. 

On observe aussi que 0 < m - m' < m - n. 

Soient TE F;:;_ et LE F;::,_,. Soient { e1 , ... , em} une base orthonormale 

de N(T) et {JI, ... , fm-n} une base orthonormale de R(T)1.. Définissons 

T2 par: 

T2 N(T) --+ R(T)l. 

ei 1-----J. fi si 1 :::; i :::; m - m', 

ei 1-----J. 0 si m-m'< i:::; m = o:(T). 

Alors, l'image de T2 est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs 

JI, ... , fm-m'· Donc R(T2) est un sous-espace de H de dimension finie égale 

à m-m'. Posons maintenant T1 = 'IIN(T).L la restriction de T à N(T)l., 

alors R(T1) = R(T) est un sous-espace fermé de H. Soit Tl l'application 

définie par : 

[0' 1] --+ B(H) 

t 1-----J. T1 EB t T2 . 

Alors, 17(0) = Tet R('Tl(t)) est la somme de R(TI) un sous-espace fermé 

et R(T2 ) un sous-espace de dimension finie. Il en résulte que pour tout 

t E]O, 1], R('Tl(t)) est un sous-espace fermé de H. D'autre part, on vérifie 

sans difficulté que : 

o:('Tl(t)) = m- (m-m')= m' 

et 

f3(T7(t)) =(m-n)- (m-m')= m'- n. 

Donc, pour tout t E]O, 1], 'Tl(t) E F;::,,. Comme 'T7(1) et L sont dans F;::,, et 

que F;::,_, est connexe par arcs, il existe e un chemin continu tel que : 

e(O) = T7(1), 0(1) = L et V tE [0, 1], O(t) E ~~'· 
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Donc l'application p défini par: 

p : [0, 1] ~ B(H) 

~ { TJ(2t) 

fJ(2t- 1) 

si t E [0, 4L 
t 

si t E [~ , 1], 

est continue. En plus, on a : 

p(O) = T, p(1) = L et p(t) E F~, U F:, pour tout tE [0, 1]. 

Ceci prouve que F:' U F~ est connexe par arcs. • 
Dans toute la suite nous noterons j = inf {j : j E J}, pour un sous

'.] 

ensemble J deN (J Ç N). 

Nous allons en déduire une propriété intéressante concernant les F;:;_ ( n ::::; 

m). 

Corollaire 3.2.5 

Soient J Ç N et n E Z tel que n ::::; i. Alors : 

Démonstration : 

U Fjn est connexe par arcs. 
jEJ 

- Si J est réduit à un point, le corollaire résulte trivialement du Théorème 

3.2.4. 

-Si card(J) ~ 2, alors comme dans la preuve du Théorème 3.2.4, on remar

que que n < +oo, donc +oo rf. J. Et le corollaire résulte immédiatement 

du Théorème 3.2.4. • 
Nous allons déterminer la distance d'un opérateur T à U Fjn· Pour 

jEJ 

cela on aura besoin elu lemme suivant : 
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Lemme 3.2.6 

Soient T E B(H), J Ç N et n E Z tel que n < :;; . Supposons que 

max{me(T), me(T*)} > 0, alors: 

dist(T, U FJ) < dist(T, FJ) ::; max{me(T), me(T*)}. 
jEJ 

Démonstration : 

Si n = +oo. Alors, on remarque que U Ff'XJ = p+oo, ainsi d'après le 
jEJ 

Théorème 3.1.1, on conclut que 

dist ( T, U F/00
) = dist ( T, p+oo) ::; max {me (T), me (T*)}. 

jEJ 

Supposons maintenant que n < +oo. CommeT E Fin si et seulement si 

T* E Fj-_n,., et quitte à remplacer T parT*, on peut supposer sans perte de 

généralité que max{me(T), me(T*)} = me(T) >O. Donc par le Théorème 

2.15, on a: a.(T) est finie et R(T) est un fermé de H. 

Soit ê > 0, on lui associe le sous-espace fermé Xe = E([ü, me(T) +ê[)H. 

Alors, d'après le Théorème 2.17, on a : 

(1) dim(Xe) = +oo. 

D'autre part, comme a.(T) est finie et R(T) est fermé, d'après le Lemme 

2.4, on conclut que T(X-j-) est fermé, d'où H est la somme directe de T(X-j-) 

et T(X-j-) : 

H = T(X-j-) œ (T(X-j-))j_. 

Puisque, dim(E( {0} )H) = a.(T) < +oo et dim(Xe) = +oo, il s'ensuit que 

dim T(Xe) = dim Xe = +oo. Or, on vérifie sans difficulté que T(Xe) C 

(T(X-j-))j_, donc 

clim (T(Xf))j_ = +oo. 

Ainsi, il existe !vfe et !v!~ (resp. Ne et N~) deu.,x sous-espaces fermés de Xe 

(resp. (T(Xf))j_) tels que : 

!vie E& 1\I~ =Xe, dim !vfe = +oo et dim Nf~= .i, 
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(resp. Ne EB N~ = (T(Xf))l. , dimNe = +oo et dimN~ =i-n). 

D'autre part, puisque, dim Me= dim Ne= +oo, il existe U: Me ~ Ne 

une isométrie surjective. Maintenant définissons Te E B(H) par : 

0 sur NI~ , 

T sur Xf. 

Alors, on vérifie aisément que Te E FJ: et que 

(2) 

Par conséquent, 

dist(T, U FJ) ~ dist(T,fj) ~ me(T) = max{me(T),me(T*)}. 
jEJ 

• 
Dans la suite on aura aussi besoin du lemme suivant qui montre que 

tout opérateur non semi-Fredholm est la limite d'une suite d'éléments de 

F::; (avec n ~ m) plus précisément : 

Lemme 3.2.7 

Soient T E B(H), J Ç N et n E î tel que n < ~. Supposons que 

max{me(T), me(T*)} = 0, alo-rs 

dist(T, U FJ) = dist(T,F;) =o. 
jEJ 

Démonstration : 

Si n = +oo, alors on remarque d'abord que FJ~ = p+=, d'où d'après le 

Théorème 3.1.1, on conclut que: 

dist(T, Ft:) = dist(T, p+=) =O. 
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Supposons maintenant que n < oo, soit c > 0, on lui associe le sous-espace 

fermé Xe= E([O,c[)H. Alors, d'après le Théorème 2.17, on a: 

(1) dimXe = +oo. 

On va distinguer 2 cas : 

• 1er cas : Si a.(T) = a.(T*) = +oo. 

Alors, ind(T) = 0, d'où d'après le Lemme 2.14, il existe vV unitaire tel 

queT= WjTj. Or 

ITI(Xf) = ITIE([c, +oo[)H = E([c, +oo[)H =x;, 

par suite Xe= (ITI(Xj-))j_. 

D'autre part, comme Xe est un sous-espace fermé de H de dimension 

infinie, il existe Me et l\1[~ (resp, Ne et N~) delL'< sous-espaces fermés de Xe 

tels que : 

(resp, Ne EB N~ = Xe, dim Në = +oo et dim N~ = i - n). Puisque 

dim Aie = dim Ne, il existe U : 1\lfe -->- Ne une isométrie surjective. 

Définissons maintenant Ae E B(H) par: 

0 sur l\11~, 

ITI sur Xj-. 

Soit Te = vV Ae, alors Te E FJ et on a : 

Par conséquent, 

dist(T, U FJ) = dist(T,F~n) = max{me(T),me(T*)} =O. 
jEJ 
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• 2emecas : Si a(T) < +oo ou a(T*) < +oo. 

Tout d'abord, d'après le Lemme 1 (12], on a: 

(2) dimE(]O,c[)H = dimE*(]O,c[)H. 

D'autre part, puisque max{me(T), me(T*)} = 0, d'après le Théorème 2.17, 

on constate que : 

(3) E(]O,c[)H = +oo si a(T) < +oo, 

ou 

(4) E*(]O,c[)H = +oo si a(T*) < +oo. 

Par suite, on conclut au moyen de (2), (3) et (4) que : 

(5) dimE(]O,c[)H = dimE*(]O,c[)H = +oo. 

Par ailleurs, il n'est pas difficile de voir que : 

(6) T(E(]O,c[)H) Ç (T(Xf))j_. 

D'où, en tenant compte des (5) et (6), et le fait que 1JE(JO,t:[)H est un 

opérateur injectif, on conclut que : 

dim(T(Xf) )_!_ = +oo. 

Comme, T(Xf-) est un fermé de H, on en déduit que H est la somme 

directe de T(Xf-) et (T(Xf)j_ : 

Définissons, T€ comme dans la preuve du Lemme 3.2.6. Alors, on montre 

sans difficulté que : 
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Par conséquent, 

dist(T, U FJ) = dist(T, Fj) =O. 
jEJ 

Ceci achève la démonstration du Lemme 3.2.7. • 
Nous avons désormais en main les outils nécessaires pour attaquer la 

preuve du théorème suivant : 

Théorème 3.2.8 

Soient TE B(H), J Ç N et nEZ, tel que n ~ J;. 

1) Pour ind(T) # n, on a : 

dist(T, U FJ) = dist(T, Fj) = max{me(T), me(T*)}. 
jEJ 

2) Pour ind(T) = n. 

i) Si J; ~ a.(T), alors : 

dist(T, U FJn) = dist(T, ~n) =O. 
jEJ 

ii) Si J; > a.(T), alors : 

dist(T, U FJ) 
jEJ 

dist (r, Ff) 

{ 

g(T) 

me(T) sz 

sz me(T) > "((T), 

me (T) = "((T), 

où g(T) = sup {À: dim E([O, .\[)H < J;} . 

Démonstration : 

1) D'abord, d'après le Théorème 2.18, on remarque, pour tout L E U Fjn, 
jEJ 

que 

liT- Lll ~ max{me(T), me(T*)}. 
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Donc, 

(1) dist(T,.rr)?:: dist(T, U Ft)?:: max{me(T),me(T*)}. 
jEJ 

Inversement, d'après les Lemmes 3.2.6 et 3.2. 7, on conclut que : 

(2) dist(T, U FJ) :S dist(T,F;) :S ma:"<{me(T),me(T*)}. 
jEJ 

Donc (1) et (2) entraînent que : 

dist(T, U FJ) = dist(T, F;) = max{me(T), me(T*)}. 
jEJ 

2) i) Si i :S a.(T), on va distinguer deux cas : 

- 1er cas : Si a.(T) < +oo. 

Si R(T) n'est pas fermé, alors max{me(T),me(T*)} 

Lemmes 3.2.6 et 3.2. 7, on constate que : 

dist(T, U FJ) = dist(T,Fj) =O. 
jEJ 

Maintenant supposons que R(T) est fermé. 

- Si i = a.(T), alors l'assertion est évidente. 

0, d'où par les 

- Si i < a.(T). Soient { e1, ... , ea(T)} une base orthonormale de N(T) et 

{ft, ... , !a(T)-n} une base orthonormale de N(T*). Choisissons un réel ê 

strictement positif et définissons Té E B(H) de la manière suivante : 

Té(ei) 0 si j = 1, ... ,i, 

Té(ei) êfi-J si j = i + 1, ... , a.(T), 

Té T sur N(T)1.. 

Une vérification de routine montre que Té E Ft et liT- Té li :S ê. Donc, 

dist(T, U FJ) = dist(r,F;) =O. 
jEJ 
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- 2emecas : Si a(T) = +oo. 

• Si j < +oo, alors n = 0, ceci implique que a(T) = a(T*) = +oo. Donc 
'J 

par le Théorème 2.15, on conclut que max{me(T),me(T*)} =O. Ainsi, en 

utilisant le Lemme 3.2. 7, on en déduit que : 

dist(T, U Fi0) = dist(T, 1) =O. 
jEJ 

• Si i = +oo, alors n = 0 ou n = +oo. 
'J 

Si n = 0, alors comme le point précédent, on voit que : 

dist(T, U F?) = dist(T,Fj) =O. 
jEJ 

Supposons donc n = +oo, alors on remarque que a(T*) < +oo et que 

J = { +oo}. Donc T E F+oo = F:t;: = U Ffoo. Par conséquent, 
jEJ 

dist(T, U F/00
) =O. 

jEJ 

ii) Si J; > a(T). 

• Si me(T) = --y(T), tout d'abord, en utilisant le Théorème 2.5, on voit que : 

(3) me(T) = --y(T) ~ dist(T, U Fp) ~ dist(T, ~n). 
jEJ 

Inversement, puisque a(T) est finie, on conclut d'après la Remarque 2.16, 

que me(T) = max{me(T), me(T*)}. Maintenant en utilisant les Lemmes 

3.2.6 et 3.2.7, on constate que: 

(4) dist(T, U Fj) ~ dist(T, FJ) ~ me(T). 
jEJ 

Donc, en combinant (3) et ( 4), on conclut que : 

dist(T, U Fjn) = dist(T,F~n) = me(T). 
jEJ 

• Si me(T) > --y(T). 

D'abord, d'après le Théorème 1 [7], on constate que : 

(5) e(T) ~ dist(T, U Fjn) ~ clist(T, FJ). 
jEJ 
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Inversement, soit ê > 0, on va construire un opérateur T<- E FJ tel que 

liT - T;:. Il ~ g(T) + ê. 

D'abord, nous remarquons que dimE([O, g(T)+c[)H > i d'où, il existe 

M<- un sous-espace fermé de H de dimension i tel que : 

E([O, e(T)- c[)H Ç M<- Ç E([O, g(T) + c[)H. 

Notons, P;:. la projection orthogonale sur Mê et T;:. = T(I- P;:.). Alors on 

voit que: 

et 

{ 

a(T<-*) = i - a(T) + a(T*) = j, - n, 

a(T;:.) = i; 

D'autre part, comme me(T) > 0, par le Théorème 2.15, on constate que 

R(T) est un sous-espace fermé de H et a(T) < +oo. En utilisant main

tenant le Lemme 2.4, on conclut que R(T;:.) est fermé. Ceci prouve que 

T<- E FJ- D'où, 

dist(T, U.FJ) ~dist(r,F;) ~ IIT-T<-11 ~ e(T)+c. 
jEJ 

Par conséquent, 

(6) dist(T, U Fp) ~ dist(T, Fi) ~ g(T). 
jEJ 

Donc, (5) et (6) impliquent que : 

dist(T, U FJn) = dist(T, F;) = g(T). 
jE.! 

Ceci achève la preuve du Théorème 3.2.8. 

Corollaire 3.2.9 

Soient J Ç N et n E Z tel que n ~ j,, alo-rs FJ est dense dans U FP, 
jEJ 
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Démonstration : 

Conséquence immédiate du Théorème 3.2.8, puisque pour tout TE B(H), 

on a: 

dist(T, U FJ) = dist(T,FJ)· 
jEJ 

Notons C~ ={SE In: a(S) = m, avec n::; m}. 

Corollaire 3.2.10 

Soit J Ç N, alors 

Démonstration : 

U Fj est dense dans U C?. 
jEJ jEJ 

• 

La démonstration est une conséquence directe de l'égalité suivante qui n'est 

pas difficile a montré : 

V TE B(H), dist(T, U FF) = dist(T, U CJ). 
jEJ jEJ 

• 

Théorème 3.2.11 

Soient nE :Z et TE B(H) 'Un opérate'Ur semi-Fredholm d'indice n, alors : 

a(T) { r(T) 
dist(r, [ u FTr) = 

i=ü me(T*) 

sin=/:- +oo, 

sm on. 

Démonstration : 
a(T) 

Si n = +oo, alors on voit que U Fi+oo = Ft: = p+=. Or, d'après le 
i=Ü 

Théorème 3.1.2, on a 

B(H) = ~ U ( U Fi) U p+=. 
iEZ\{+oo} 
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Donc, 

Ainsi, en utilisant les Théorèmes 3.1.6 et 3.1.3 et la Remarque 2.16, on 

con cl ut que : 

+oo c 

dist(T, [U F/00
]) = max{me(T),me(T*)} = me(T*). 

i=O 

Supposons maintenant que n =/:- +oo, ceci implique que a(T) est finie. 

Soit € > 0, alors il découle directement de la définition de la conorme 

de T l'existance d'un vecteur unitaire x0 appartenant à N(T).l. tel que 

IIT(x0 ) Il :S 'Y(T) + €. Définissons maintenant L E B(H) de la manière 

suivante: 

L(x) = T(x) - <x, x0 > T(x0 ), 

où < ·, · > désigne le produit scalaire sur H. 

Alors, on voit sans difficulté que : 

a(L) = a(T) + 1, 'Y(L) 2 'Y(T) > 0 et a(L*) = a(T*) + 1, 

Ceci impliquent que, ind(L) = ind(T) = n. Par conséquent, LE F;:(T)+l· 

D'autre part, comme liT- Lll = IIT(xo)ll :S "f(T) + E, on en déduit que: 

a(T) 

dist(T, [ U Ftr) :S 'Y(T). 
i=O 

a(T) 

Inversement, d'après le Théorème 2.5, on voit que pour tout LE [ U Ftr, 
i=O 

liT- Lll 2 'Y(T). 

a(T) 

Ceci implique que, dist ( T, [ U 1\] c) 2 'Y(T). 
i=O 

Le Théorème 3.2.11 est démontré. • 
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Corollaire 3.2.12 

Soient i EN et nEZ tel que i 2 n. Soit TE Fi, alors: 

me(T*) sz n = +oo, 

'Y(T) si i = 0 ou n = i < +oo, 

0 sinon. 

Démonstration : 

- Si n = +oo, alors i = +oo. D'où Pt;: = p+=. Par conséquent, 

dist(T, (Ft;:)c) = dist(T, (F+oo)c). Donc, en utilisant les Théorèmes 3.1.6 

et 3.1.3 et la Remarque 2.16, on obtient : 

-Si i = 0 ou n = i < +oo, ceci implique que cr.(T) = 0 ou (3(T) =O. Donc, 

en utilisant le Théorème 2.5, on voit que 

liT- LJJ 2 "f(T), pour tout LE (F!:f· 

Ceci implique que dist(T, (Ft)c) 2 'Y(T). L'inégalité inverse découle di

rectement du Théorème 3.2.11. 

- Supposons maintenant que n < +oo, n i- i et i > 0, cela revient à dire 

que n < i et i > O. Puisque n -=f. i, on conclut que !3(T) > O. D'autre part, 

en tenant compte du fait que T E Fi et n < i, on conclut que i < +oo. 

On a : H = N(T) EB N(T)l.. Soit é > 0, fi'Cons un vecteur unitaire 

x0 de N(T) et un vecteur unitaire Yo de R(T)1.. Soit lvf un sous-espace 

de N(T) tel que N(T) =< Xo > œlvl, où < Xo > désigne le sous-espace 

engendré par x 0 . Définissons LE: E B(H) par : 

1 
T(x) 

LE:(x) = 
é<X,Xo> Yo 

si x E N(T)l., 

si xE N(T). 
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Alors, une vérification de routine montre que : 

Ceci entraîne que Lé E Ff- 1 Ç (Fi)c. Donc dist(T, (Ft)c) =O. • 

On va maintenant déterminer les frontières des F~~ et F::;_ (avec n ::; m). 

Avant cela nous montrons d'abord le théorème suivant. 

Théorème 3.2.13 

Soient J Ç N et n E Z tel que n ::; i. Alors 

1) U Fj =~u (U Fp). 
jEJ ~ ~j 

2) int ( U Fp) = l 0 

jEJ u Fj 
:j~j 

sz n < i et i > 01 

si n = j ou J. = 0 . 
'J 'J 

Démonstration : 

1) Si .i = 0, alors l'égalité est une simple conséquence du Théorème 3.1.6. 

Supposons donc .i > O. D'une part, par le Lemme 3.2.7, on voit que ~ Ç 

U Fp et d'autre part, par le Théorème 3.2.8, on constate que U Fjn Ç 
jEJ :j ~j 

U Fj. Donc 
jEJ 

(1) ~u(UFJ)çUFJ. 
:j ~j jEJ 

Montrons l'inclusion inverse. 

Comme U Fj est un ouvert (voir, Théorème 2.5), on en déduit que 
O~j<:j 
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Or, U Fj est inclus dans 6. U ( U Fj), par suite : 
jEJ ~~j 

(2) u Fj Ç 6. U ( u pjn). 
jEJ ~ ~j 

Donc, on conclut au moyen de (1) et (2) que : 

UFj=6.u(UFJ). 
jEJ ~ ~j 

2) 

• Si n < i et i > O. 

Soit T E U Fr Si Test semi-Fredholm, alors d'après la première asser
iEJ 

tion, on constate que : T appartient à U Fj. Maintenant, en utilisant 
i'2~ 

le Lemme 3.2.1 et encore une fois la première assertion, on conclut que : 

T ~ int ( U Fj ) . 
jEJ 

Supposons maintenant qu'il existe un opérateur TE int( U Fj1
), alors 

jEJ 

d'après ce qui précéde on constate que T n'est pas semi-Fredholm c'est 

à dire que T E 6.. Donc, compte tenu du fait que 6. = éJ(Fj) (voir, 

Théorème 3.1.2), on conclut que 

T E 8( F~ ) n int ( U F7 ) . 
jEJ 

ceci entraîne que F~ n Fn =/:- 0, ce qui contredit la continuité de l'indice. 

Par conséquent, int( U Fj') = 0. 
jEJ 

• Si i =O. 

Tout d'abord, d'après le Théorème 3.2.8, on remarque que U Fjn = Fn. 
jEJ 

Or, d'après le Théorème 3.1.9, on a: int( pn) = Pt, par suite : 

int( U pn) = pn = ( U FJn). 
jEJ j~J 

• Si j = n >O. 
1 

Soit T E int ( U pn). En utilisant la première assertion et le fait que 
jEJ 
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6. = â(Fm) pour un certain m différent den (voir, Théorème 3.1.2), on 

conclut que T ~ 6., c'est à dire T est semi-Fredholm. Donc, compte tenu 

de 1), on déduit queTE U Fj. Ceci prouve que int( U Fj) Ç U Fj. 
n$j jEJ n$j 

L'inclusion inverse découle immédiatement de 1) et de la Proposition 

3.2.2. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 3.2.13. • 
En utilisant la Proposition 3.2.2 et le Théorème 3.2.13, on voit sans 

difficulté les corollaires suivants. 

Corollaire 3.2.14 

Soient m,p EN et nEZ tel que n ~ m, alors: 

ô ( U E:+i) = 6. U ( U F~+i) . 
O$j$p p<j$+oo 

Corollaire 3.2.15 

Soient J Ç N et n E Z tel que n ~ J;, alors : 

(UP; sz n<J; et 1; > 0, 

â( u Fp) = jEJ 

jEJ 6. sz n=J,; et J; = 0 . 

Corollaire 3.2.16 

Soient J Ç N et nEZ tel que n :S J;, alors : 

U Fp est connexe par arcs. 
jEJ 

Démonstration : 

Vu le Corollaire 3.2.5 et le fait que 6. est connexe par arcs, il suffit de 
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montrer que si T E t1 et L E F~ avec m 2:: ~, il existe un chemin continu 

inclus dans U Fj et d'extrimités Tet L. L'application () définie par : 
jEJ 

() [0, 1] ~ B(H) 

t f---l. tT. 

est continue et B(t) E t1 pour tout tE [0, 1]. L'application 7J définie par: 

7J : [0, 1] ~ B(H) 

t f---l. tL. 

est continue, 7J(O) = 0 et 7J(t) E F~ pour tout t E]O, 1]. Donc, l'application 

T définie par : 

T [0) 1] ~ B(H) 

t-------t { B(2t) 

7J(2t- 1) 

si t E [0 , 4], 
t 

si t E [4 , 1], 

est continue et vérifie : 

T(O) = T, p(1) = L et p(t) E 6 U F: pour tout tE [0, 1]. 

Ceci prouve que U Fin est connexe par arcs. 
jEJ 
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Sur les isométries partielles maximales 
essentielles 

Cette partie consiste en l'article 

[55], Studia l\llathematica 128 (2) (1998), 135-144. 
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3.3 Sur les isométries partielles maximales essentielles 

Notons, 

U ={LE B(H): L*L = LL* = I}, l'ensemble des opérateurs unitaires. 

S ={LE B(H): L*L = !}, l'ensemble des isométries. 

Alors, il est bien connu que tout opérateur L de S, vérifie : 

IIL(x)ll =!lxii, pour tout x de H. 

On note aussi : 

V= SU (S)* ={LE B(H): L*L = I ou LL* = 1}, 

l'ensemble des isométries partielles ma.'(Ïmales. 

Considérons les classes d'opérateurs suivantes : 

• Ue = {LE B(H) : 1r(L*)1r(L) = 1r(L)1r(L*) = 1r(I)}, l'ensemble des 

opérateurs essentiellements unitaires. 

• Se = { L E B(H) : 1r(L*)1r(L) = 1r(I)}, l'ensemble des isométries 

essentielles. 

• Ve =Se U (Se)*= { LE B(H) : 1r(L*)1r(L) = 1r(I) ou 1r(L)1r(L*) = 

1r(I)}, l'ensemble des isométries partielles ma.'<imales essentielles. 

Alors, on voit sans difficulté les inclusions strictes suivantes : 

U C$Ue, S C$Se, V C$Ve; 

U C$ SC$ V et Ue C$ Se C$ Ve. 
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Lemme 3.3.1 

Soit TE B(H). Supposons queT E F+ et soit K 0 l'opérateur défini par 

Ko = E([O, me(T)[) (!Tl - me(T)I) + E(] IITIIe, IITII]) (!Tl- IITIIJ) · 

Alors, K0 est un opérateur compact et 

Il !Tl- I- Ko Il= max{1- me(T), IITIIe- 1} = IIITI- I lie· 

Démonstration : 

Nous notons, d'abord les deux opérateurs K 1 et K2 définies par : 

Alors, K1 et K 2 E K(H). En effet, soient é un réel tel que 0 < é < me(T) 

et 
Kt,€ E([O,me(T) -cD(ITI-me(T)I), 

K2,€ E(]IITIIe + é, li Til]) (!Tl - IITIIei) · 

Alors, d'après la Proposition 2.20, on remarque que pour tout point À de 

o-(ITI) n (ro, me(T)- c] U [liT lie+ c, IITIIJ) est un point isolé de o-(ITI) n 
(ro, me(T)- c] u [IITIIe + é, IITIIJ)' donc o-(ITI) n (ro, me(T)- c] u [IITIIe + 
é, IITIIJ) est un ensemble fini. 

Par ailleurs, comme À tf o-e(ITI), on conclut que E( {À} )H = N(ITI

ÀI) est un sous-espace de dimension finie. Par conséquent, dim R(I(i,E:) < 

+oo pour i = 1, 2. D'où, K 1,€ et K 2,6 E K(H). 

Or, on voit facilement que li Ki- Ki,€11 ~ c pour i = 1, 2, par suite : 

Kt E K(H), K2 E K(H) et Ko =Kt+ K2 E K(H). 

On a donc établi la première partie du lemme. Montrons maintenant la 

deuxième. Remarquons, d'abord que l'opérateur !Tl- I- K 0 peut s'écrire 

en fonction de E(·) sous la forme: 

ITI- I- Ko = ( me(T)- 1 )E([O, me(T)[) + E([me(T), IITIIe])(jTj- I) 

+(IITIIe- l)E(]IITIIe, IITII]). 

80 



Donc, on vérifie sans difficulté que : 

a(JTJ- I- Ko) Ç [me(T)- 1, JJTJJe- 1]. 

D'autre part, comme 

{me(T) -1, JJTJJe -1} Ç O"e(JTJ-J) = O"e(JTJ- I- Ko) Ç a(JTJ- I- Ko), 

on en déduit que 

me(T)- 1 E a(JTJ- I- Ko) et JJTIIe- 1 E a(JTJ- I- Ko). 

Par ailleurs, puisque que JTJ - I- !(0 est un opérateur autoadjoint, il 

s'ensuit que 

IJJTJ- I- Ko Il - sup{JÀJ, À E a(JTJ- I- Ko)}, 

- sup{JÀJ, À E [me(T)- 1, JJTJJe- 1]}, 

- max{1- me(T), JJTJJe- 1}. 

Par conséquent, 

JJJTJ- I- Ko JI= ma.'l:{1- me(T), JJTIIe- 1}. 

De même, comme rr(JTJ - I) est un élément autoadjoint de C(H), on 

conclut que : 

JJJTJ- I Ile - sup{JÀJ: À E O"e(JTJ- J)}, 

- sup{JÀJ :À E O"e(JTJ) - 1 }, 

- max{JJTJJe- 1, 1- me(T)}. 

La dernière égalité est due au fait que : 

me(T) = inf{JÀJ, À E O"e(JTJ)} et JJTJJe = sup{JÀJ, À E O"e(JTJ)}. 

Donc, 

JJJTJ- I- Ko JI= max{1- me(T), JJTJJe- 1} = JJJTJ- I Ile· 
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Ceci achève la preuve du Lemme 3.3.1. • 
Remarque: 

Le lecteur peut retrouver à la fin de cette thèse (Annexes page 159) une 

deuxième démonstration de l'égalité : 

IIITI- I- Ko Il= max{1- me(T), IITIIe- 1}. 

Théorème 3.3.2 

Soit TE B(H), alors 

{ 

max{IITIIe- 1,1- me(T)} 
dist(T, S + K(H)) = 

max{IITIIe- 1,1 + me(T*)} 

et cette distance est atteinte. 

Démonstration : 

si ind(T) ::=; 0, 

sznon, 

Tout d'abord, on voit facilement que pour tous vVE Set K E K(H) : 

(1) liT- vV- Kil ~ liT- vV- Klle = liT- vVIIe ~ IITIIe- 1. 

D'autre part, d'après la Proposition 6.10 [38], on voit que : 

(2) liT- vV- Kil ~ me(W)- me(T) = 1 - me(T). 

Par conséquent, (1) et (2) impliquent que : 

(3) dist(T, s + K(H)) ~ ma.-x:{IITIIe- 1, 1- me(T)}. 

• Si ind(T) :::; O. 

Soit T = vVo ITI' la décomposition polaire de T avec vVo une isométrie (voir' 

Lemme 2.14). Supposons d'abord que me(T) > O. Soit K 0 l'opérateur 
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défini comme dans l'énoncé du Lemme 3.3.1. Alors, W0 + W0 K 0 E S + 
K(H), donc en utilisant ce même Lemme 3.3.1, on obtient : 

(4) 

dist(T,S+K(H)) < IIT-(vVo+WoKo)ll, 

- IIITI - I - Ko Il, 

Il JTJ- f lie, 

max{IITIIe- 1,1- me(T)}. 

Par conséquent, on conclut par (3) et (4) que: 

dist(T,S + K(H)) max{IITIIe- 1,1- me(T)}, 

liT- (Wo + WoKo)ll. 

Ceci prouve que cette distance est atteinte. 

Maintenant, si me(T) = 0, alors en utilisant l'inégalité (3) et le Théorème 

2.3 (52], on obtient : 

dist(T,S + K(H)) = dist(T,U + K(H)) = max{IITIIe- 1, 1}, 

et cette distance est atteinte par le même Théorème 2.3 (52]. 

• Si ind(T) > O. 

D'abord, par le Théorème 2.3 (52], on remarque que 

dist(T, S + K(H)) < dist(T, U + K(H)), 

ma:x{IIT!Ie- 1,1 + me(T*)}. 

Réciproquement, soient vV ES et K E K(H), alors d'après le Théorème 

2.1 (52], on conclut que: 

(5) liT- vV- Kil 2: 1 + me(T*) (car ind(W) i= ind(T) ). 

D'où, (1) et (5) impliquent que 

clist(T, S + K(H)) 2:: max{IITIIe- 1,1 + me(T*) }. 
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Par conséquent, 

dist(T,S + K(H)) max{JITJie- 1,1 + me(T*)}, 

dist(T,U + K(H)). 

Et cette distance est atteinte d'après le Théorème 2.3 [52]. 

Corollaire 3.3.3 

Soit TE B(H) tel que ind(T) > 0, alors : 

dist(T,S + K(H)) 2: 1. 

Corollaire 3.3.4 

S + K ( H) est un fermé. 

Démonstration : 

Ceci résulte du fait que la distance à S + K(H) est atteinte. 

Théorème 3.3.5 

Soit TE B(H), alors : 

dist(T, V+ K(H)) = ma-'<{JIT/Ie- 1,min{1- me(T), 1- me(T*)} }, 

et cette distance est atteinte. 

Démonstration : 

• 

Quitte à remplacer T par T*, on peut supposer sans perte de généralité 

que ind(T) ~ 0, cela signifie que a(T) ~ a(T*). Donc par la Remarque 

2.16, on a : me(T) 2: me(T*). En utilisant maintenant le Théorème 3.3.2, 

on obtient : 

clist(T, V+ K(H)) < clist(T, S + K(H)), 

max{/ITIIe- 1,1- me(T)}, 

max{/ITIIe- l,rnin{l- me(T), 1- me(T*)} }. 
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Réciproquement, soient vV E V et K E K(H). Alors, grâce à la 

Proposition 6.10 (38], on obtient : 

liT- vV- Kil 2: ma"<{IITIIe- 1,1- me(T)}, 

(resp, max{IITIIe - 1, 1 - me(T*)} ), si vV est une isométrie (resp, co

isométrie). D'où, 

dist(T, V+ K(H)) 2:: max{ JITJie- 1, min{1- me(T), 1- me(T*)} }. 

Par conséquent, 

dist(T, V+ K(H)) = max{IITJJe- 1,min{1- me(T), 1- me(T*)} }. 

Ceci nous permet d'abord de conclure que 

{ 

dist(T, S + K(H)) 
dist(T, V+ K(H)) = 

dist(T, [S + K(H)]*) 

si ind(T) .::; 0, 

si ind(T) > 0; 

et ensuite par le Théorème 3.3.2 que cette distance est atteinte. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 3.3.5. 

Corollaire 3.3.6 

V+ K(H) est un fermé. 

Démonstration : 

Ceci résulte du fait que la distance à V+ K(H) est atteinte. 

• 

• 
Dans la suite, on va donner les expressions des distances d'un opérateur 

arbitraire T de B(H) à Se et Veen fonction de JJTJJe, me(T) et me(T*). 

Avant cela, nous avons besoin d'un lemme qui montre que me (TvV) 2: 

me(T) pour tous T de B(H) et W E Se. 
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Lemme 3.3.7 

Soient 1i un espace de Hilbe·rt et B(1i) l'algèbre des opérateurs bornés de 

1i dans 1i. 

1) Si vVE B(7i) est une isométrie et LE B(7i), alors m(LW) ~ m(L). 

2) Si W une isométrie essentielle de B(H) et TE B(H), alors me(TvV) ~ 

me(T). 

Démonstration : 

1) Puisque, {W(x): xE 1i et llxll = 1} Ç {xE 1i: llxll = 1}, on a: 

m(LW) inf{IILW(x)ll: xE 1i et llxll = 1}, 

> inf{IIL(x)ll :xE 1i et llxll = 1} = m(L). 

2) En utilisant 1), les relations (2.10) (voir page 32) et le fait que grr(W) est 

une isométrie de B(1i) où 1i l'espace de Hilbert qui provient du théorème 

de Gelfond et Naimark, on obtient : 

me(TW) = m(grr(TW)) - m(grr(T) grr(vV)), 

> m(g11(T)) = me(T). 

Théorème 3.3.8 

Soit TE B(H), alors : 

1) 
{ 

ma.-x{IITIIe- 1,1 + me(T*)} 
dist(T, Se) = 

ma.-x{IITIIe- 1,1- me(T)} 

et cette distance est atteinte. 

si ind(T) = +oo 

sznon, 

2) clist(T, Ve) = max{JITIIe- 1,min{1- me(T), 1- me(T*)} }, 

et cette distance est atteinte. 
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Démonstration : 

1) Tout d'abord, remarquons que pour tout W E Se, on a: 

liT- Wll ~ IITIIe- IIWIIe = IITIIe- 1. 

Donc, 

(1) dist(T, Se) ~ liT ile - 1. 

• Si ind(T) = +oo. 

D'abord, d'après le Théorème 2.4 [52], on voit que : 

(2) dist(T,Se)::; dist(T,Ue) = ma.-x{IITIIe -1,1 + me(T*)}. 

Réciproquement, soit vV E Se. Alors, en utilisant le Lemme 3.3. 7, le 

Théorème 2.1 [52], et le fait que ind(T*vV) = -oo, on conclut que : 

IIT*vV- Ille ~ 1 + me(T*W) ~ 1 + me(T*). 

D'où, 

liT- vVII ~ IIT*W- Ille ~ 1 + me(T*). 

Par conséquent, en tenant compte de (1), on obtient : 

(3) dist(T,Se) ~ max{IITI!e- 1,1 + me(T*)}. 

Donc (2) et (3) entraînent que : 

dist(T, Se) max{IITIIe- 1, 1 + me(T*)}, 

dist(T,Ue)· 

et cette distance est atteinte d'après le Théorème 2.4 [52]. 

• Si ind(T) i= +oo. Alors, en utilisant (1) et la Proposition 6.10 [38], 

on obtient : 

(4) dist(T,Se) ~ max{IITIIe -1,1- me(T)}. 
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Inversement. 

- Si ind(T) est fini. Alors, par le Théorème 2.4 [52], on a 

(5) dist(T,Se):::; dist(T,Ue) = max{IITIIe -1,1- me(T)}. 

Par conséquent, (4) et (5) impliquent que: 

dist(T, Se) max{IITIIe- 1,1- me(T)}, 

- dist(T,Ue). 

Et cette distance est atteinte par le Théorème 2.4 [52]. 

- Si ind(T) = -oo. Alors, d'après le Théorème 3.3.2, on voit que : 

(6) dist(T,Se):::; dist(T,S + K(H)) = max{IITIIe -1,1- me(T)}. 

Par conséquent, (4) et (6) impliquent que: 

dist(T,Se) - max:{IITIIe- 1,1- me(T)}, 

- dist(T,S+K(H)), 

et cette distance est atteinte par le Théorème 3.3.2. 

2) D'après le Théorème 3.3.5, on voit que 

dist(T, Ve) < dist(T, V+ K(H)), 
(7) 

< max{IITIIe- 1,min{1- me(T), 1- me(T*)} }. 

D'où, il suffit de montrer que : 

dist(T, Ve) 2 ma..x{ IITIIe- 1, min{1- me(T), 1- me(T*)} }. 

Soit vVE Ve, alors à l'aide de la Proposition 6.10 [38], on constate que : 

liT- vVII 2 min{1- me(T), 1- me(T*)}. 

Or, il est clair que liT- vVII 2 IITIIe- 1, par suite: 

(8) dist(T, Ve) 2 ma..x{IITIIe- 1,min{1- me(T), 1- me(T*)} }. 
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Par conséquent, (7) et (8) impliquent que : 

dist(T, Ve) = max{IITJJe- 1,min{1- me(T), 1- me(T*)} }, 

et en plus, on conclut que : 

{ 

dist(T, Se) 
dist(T, Ve) = 

dist(T, (Se)*) 

si ind(T) :::; 0, 

si ind(T) > O. 

Cela prouve en tenant compte de la première assertion que cette distance 

est atteinte. 

Ceci conclut la démonstration du Théorème 3.3.8. • 

Corollaire 3.3.9 

Se et Ve sont fermés. 

Démonstration : 

Ceci résulte du fait que les distances à Se et Ve sont atteintes. • 

Corollaire 3.3.10 

Ve =V+ K(H). 

Démonstration : 

Ceci est une simple conséquence des corollaires 3.3.6 et 3.3.9 et des Théorèmes 

3.3.5 et 3.3.8. • 

Corollaire 3.3.11 

1) SiTE Se, alors ind(T) # +oo. 

2) TE Se ~ JJTJJe = me(T) = 1. 

3) TE Ve ~ JJTJJe = me(T) = 1 OU JJTJJe = me(T*) = 1. 
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Corollaire 3.3.12 

S + K(H) est à la fois ouvert et fermé dans Se. 

Démonstration : 

Vu le Corollaire 3.3.4, il suffit de montrer que S + K(H) est un ouvert. 

Soit TE S+K(H), alors par le Corollaire 3.3.3, on constate que ind(T) = 

n s; O. 

Par ailleurs, si B(T, 'Y(T)) désigne la boule ouverte de B(H) de centre 

Tet de rayon "f(T), on va montrer que B(T,"((T)) n Se Ç S + K(H). 

Soit LE B(T, 'Y(T)) n Se, en particulier LE Se, donc d'après le Corollaire 

3.3.11, IILIIe = me(L) = 1. Or, d'après le Théorème 2.5, on doit avoir : 

ind(L) = ind(T) = n s; O. Donc ceci nous permet par le Théorème 3.3.2 

et le Corollaire 3.3.4, de conclure que L ES+ K(H). • 

Corollaire 3.3.13 

Pour n E Z U { -oo}, Se n In est à la fois ouvert et fermé dans Se. 

Démonstration : 

Comme pour tout T de Sen In, Test semi-Fredholm et grâce à la continuité 

de l'indice, on voit facilement que Sen In est un ouvert de Se. Montrons 

que Sen In est un fermé. Soit T E Sen In Ç Se = Se, donc Test semi

Fredholm et par la continuité de l'indice, on conclut queT est d'indice n. 

Par conséquent, TE Sen In. • 

Théorème 3.3.14 

1) ô(Ve) = ô(V + K(H)) = Ve =V+ K(H). 

2) ô(Se) = ô(Se) =Se= Se. 

3) ô(S + K(H)) = ô(S + K(H)) = S + K(H). 
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Démonstration : 

1) Tout d'abord, d'après le Corollaire 3.3.9, Ve est un fermé. On va montrer 

que int(Ve) = 0. Supposons que int(Ve) f=. 0. Soit T E int(Ve), alors on 

en déduirait qu'il existe r > 0 tel que la boule ouverte B(T, r) de centre 

T et de rayon r est incluse dans Ve, et comme l'opérateur L défini par 

L = (1 + 
211

;,
11 
)T appartient à B(T, r) Ç Ve, on conclurait que JJLJJe = 1. 

Ceci contredirait le fait que JILIIe = (1 + 211;,11
)11TIIe = 1 + 211;,11 

f=. 1. Par 

conséquent, 

2) Tout d'abord, d'après le Corollaire 3.3.9, Se est un fermé. Or, int(Se) = 

int(Ve) = 0, par suite : 

L'assertion 3) est une conséquence du Corollaire 3.3.4, et le fait que int ( S + 
K(H)) = 0. 

Ceci achève la démonstration du Théorème. • 

Corollaire 3.3.15 

2) 8(U + K(H)) = 8(U + K(H)) = U + K(H) = Ue n 10 . 

Démonstration : 

1) Comme dist(T,Ue) est atteinte, on en déduit que Ue est fermé. D'autre 

part, au cours de la démonstration du Théorème 3.3.14, on a prouvé que 

Ve est d'intérieur vide, et puisque Ue Ç Ve, Ue l'est aussi. Par conséquent, 
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2) En utilisant le Théorème 2.3 [52], on obtient que : 

U + K(H) = U + K(H) = Ue n 10 . 

Or, int( U + K(H)) = int(Ue) = 0, par suite : 

ô(U + K(H)) = ô(U + K(H)) = U + K(H) = Ue n Jo. 

• 
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Deuxième Chapitre 

, 
Etudes des opérateurs a-semi-Fredholm sur 

un espace hilbertien non séparable 
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, 
4 Etudes des opérateurs a-semi-Fredholm 

sur un espace hilbertien non séparable 

4.1 Le module minimal dans une C*-algèbre 

Dans ce paragraphe, nous allons établir quelques résultats concernant les 

C* -algèbres qui seront utilisées ultérieurement pour étudier les opérateurs 

semi-Fredholm et les opérateurs a-semi-Fredholm dans un espace hilbertien 

non séparable. 

Nous définissons le module minimal d'un élément a dans une C*-algèbre 

A. Nous donnons les importantes propriétés de ce module minimal. 

Soit A une C* -algèbre unitaire, dont nous notons e son élément uni té. 

On suppose que son élément unité e n'est pas réduit à 0 (autrement 

dit, e =1- 0), nous supposerons toujours que la norme vérifie la condition 

supplémentaire liell = 1. 

Soit a E A, on lui associe l'opérateur de ni.ultiplicatoin à gauche La, 

défini par : La(x) = ax, pour xE A. 

Nous notons, c(a) la conorme de a définie par: 

{ 

inf{l!axll : d(x, L;; 1(0)) = 1} 
( 4.1.1) c(a) ="((La) = 

+oo 

si a =1- 0, 

sinon. 

L'une des propriétés importantes de la conorme est donnée par le lemme 

suivant : 
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Lemme 4.1.1 ([37], (49]) 

1) c(a) = inf{ o-(JaJ) \ {0}} où Jal= (a*a) 112
. 

2) c( a) 2 = c( a* a) = c( a a*) = c( a*) 2 . 

Définition : 

Soit a E A, on appelle module minimal (minimum modulus) noté 77(a) de 

a, le réel défini par : 

TJ(a) = m(La) = inf{JJaxll xE A et JJxll = 1}. 

Alors, on voit sans difficulté, les deux propriétés suivantes qui seront 

utiles pour la suite : 

( 4.1.2) 

( 4.1.3) 

77(a) > 0 {::=:} L;1(0) = {0} et aA est fermé. 

TJ(a) > 0 ==::;. 77(a) = c(a). 

On dit qu'un élément a E A est régulier si a E aAa (que nous notons 

a E A); dans ce cas il existe b E A tel que aba = a, et on dit que b 

est un inverse généralisé de a. Alors ab et ba sont des idempotents (i.e 

(ab) 2 =ab et (ba?= ba). 

En général b n'est pas unique. Si en plus (ab)*= ab et (ba)*= ba, alors 

b est l'inverse de Moore-Penrose de a. Il est unique ( c.f. [36], Théorème 

5), et dans toute la sui te il sera noté at. 

Nous notons aussi At, l'ensemble des éléments de A qui admettent un 

inverse de Moore-Penrose. Le Théorème 6 [36], montre que ;tt = A. 

Après ces préliminaires, venons en au théorème essentiel de ce paragraphe. 
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Théorème 4.1.2 

Soit a E A, alors : 

1) TJ(a) > 0 si et seulement si a admet un inverse de Moore-Penrose at 

tel que ata = e. Et dans ce cas on a: TJ(a) = l!atll-1 = c(a). 

2) TJ(a*) > 0 si et seulement si a admet un inverse de Moore-Penrose 

at tel que aat = e. Et dans ce cas on a: TJ(a*) = 1/atl/-1 = c(a*). 

3) a est inversible si et seulement si TJ(a) > 0 et rJ(a*) > O. Et dans ce 

cas on a : TJ(a) = TJ(a*) = lla- 1 11- 1
. 

Démonstration : 

1) " Si " Par hypothèse ata = e d'où, LatLa = I. Donc pour tout x de A, 

on a: 

1/xl/ = IILatLa(x) Il = liat La(x) Il :::; liat IIIILa(x) Il, 

ceci implique que li xli llatll- 1 
:::; IILa(x) Il· Par conséquent, 

"Seulement si" En utilisant les Théorèmes 6 et 8 [36], et 1 'assertion ( 4.1.2), 

on constate que a E At. Ceci nous permet en sachant que aa ta = a, de 

conclure que e - at a E L~ 1 (0) = {0}, donc a ta = e. Enfin, par le 

Théorème 2 [37] et en tenant compte de l'assertion (4.1.3), on conclut 

que: TJ(a) = llatll- 1 = c(a). 

2) Est une conséquence immédiate de 1) et du fait que (at)* = (a*)t (cf. 

[36], page 73). 

3) Il suffit de remarquer que at = a-1 si a est inversible et ensuite utiliser 

1) et 2). 

Corollaire 4.1.3 

Soit a E A, alors : 

• 
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1) ry(a) > 0 si et seulement si lai est inversible. 

2) ry(a) = inf a(la!). 

Démonstration : 

1) Puisque, pour tout x de A, llaxll = Il lai x Il, on conclut que : 17(ial) = 
ry( a). Or, un élément positif dans une C* -algèbre est inversible si et seule

ment si il est semi-inversible à gauche, par suite en tenant compte du 

Théorème 4.1.2, on constate que 

ry(a) > 0 ~ lai est inversible. 

2) Si ry(a) = 0, alors lai n'est pas inversible. Donc ry(a) = inf a(ial) = O. 

Supposons maintenant que ry(a) > 0, alors d'après 1), on constate que lai 

est inversible, ceci implique que inf a(iai) > O. Donc, d'après le Lemme 

4.1.1, on con cl ut que : 

(1) c(a) = inf{ a(iai) \ {0}} = inf a(ia!). 

D'autre part, d'après l'assertion (4.1.3), on voit que : ry(a) = c(a), et en 

tenant compte de (1), on conclut que 

ry(a) = c(a) = inf a(iai). 

Ceci établit le Corollaire 4.1.3. • 

Corollaire 4.1.4 

Soit a, bE A tels que !la- bll < ry(a), alors : 

1) b admet un inverse de fvfoore-Penrose bt tel que bt b = e. 

2) a est inveTsible si et seulement si b est inveTsible. 
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Démonstration : 

1) Comme par hypothèse rJ(a) > 0, par le Théorème 4.1.2, on en déduit 

que rJ(a) = jjatll- 1
• Donc llat(a- b)ll < 1, ceci implique que e- at a- atb 

est inversible. Par conséquent, atb est inversible (car e = ata). Soit b1 = 
(afb)- 1at, alors b1b = e. Ceci implique que TJ(b) ::::: llb1 ll- 1 > O. Donc 

d'après le Théorème 4.1.2, on conclut que b admet un inverse de Moore

Penrose et que bfb = e. 

2) Comme atb est inversible, on voit facilement que : 

b est inversible si et seulement si at est inversible, 

si et seulement si a est inversible. 

Ce qui achève la démonstration du Corollaire 4.1.4. • 
On va terminer cette section par la proposition suivante qui affirme 

que l'application rJ : A ~ IR+, donnée par a f---+ rJ(a), est continue. 

Proposition 4.1.5 

Soient a et b dans A, alors : 

1) lrJ(a)- TJ(b)l :S lia- bll. 

2) lrJ(a) - TJ(b*)l :S lia- bll sz a est semi-inversible à ga·uche et b est 

semi-inversible à droite. 

Démonstration : 

1) Soit {bn} une suite d'éléments de A telle que llbnll = 1 et lim lib bnll = 
n-+oo 

TJ(b). Alors on a: 

Maintenant en faisant tendre n vers +oo, on obtient : 

lia- bll ~ TJ(a) - TJ(b). 
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En interchangeant, a et b, on obtient : 1/a- bll ~ TJ(b) - TJ(a). 

Par conséquent, 

lia- bli ~ 1 TJ(a)- TJ(b) 1 . 

2) Soit a 1 (resp. bi) un inverse à gauche (resp. à droite) de a (resp. b), 

alors on voit facilement que : 

TJ(a) ~ 1/ai!I-1 > 0 et TJ(b*) ~ 1/b~l/- 1 >O. 

D'où, par le Théorème 4.1.2, on déduit que a et b sont des éléments de At 

et qu'il existe at et bt de A tels que : 

Or, 

par suite: 

lia- bi/ ~ 1 TJ(a) - 17(b*) 1· 

Ceci achève la démonstration de la Proposition 4.1.5. • 
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4.2 Les opérateurs cx-semi-Fredholm 

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert complexe de dimension 

infinie non nécessairement séparable. 

Soit 8 ={a un cardinal: ~0 ~a~ dimH}. 

Dans tout ce qui suit a est toujours supposé un élément de 8. 

Soient X et Y deux espaces de Hilbert. Soit TE B(X, Y) l'ensemble 

des opérateurs bornés de X sur Y. D'après le Lemme 2.4 [47], on a : 

dim R(T) ~ dim X. Ceci nous permet de constater que : 

(4.2.1) dim N(T).L = dim R(T). 

En effet, soit T0 = 'ZIN(T)l. la restriction de T à N(T).L. Alors To : Xo = 

N(T).L ~ Yo = R(T) est un opérateur injectif à image dense. Donc, 

d'après le Lemme 2.4 [47], on doit avoir : 

dim Yo = dimR(T):::; dimX0 = dimN(T).L. 

Or, T0 * : Yo = R(T) ~ X 0 = N(T).L est aussi un opérateur injectif à 

image dense3 , par suite de nouveau le Lemme 2.4 [47], appliqué cette fois 

à l'opérateur T0 *, nous permet de voir que : 

(**) dimN(T).L = dimX0 = dimR(T0 *) ~ dim Y0 = dimR(T). 

D'où, l'assertion (4.2.1) résulte de(*) et(**). 

En particulier, s'il existe T : X ~ Y un opérateur injectif à image 

dense, on conclut d'après ce qui précéde que dimX = dim Y. 

3 Car N(T0 )* = R(Tol.) = {0} et R(To)* = N(To)l. = Xo (voir, (2.1)). 
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Nous notons, Ja(H) = {T E B(H) : dim(R(T)) < a}. Puisque a 2: 

N0 , on vérifie facilement que J0 (H) est un sous-espace vectoriel de B(H). 

Or, en utilisant (4.2.1), on voit que 

dimR(T) = dimN(T)J.. = dimR(T•), 

ceci implique que Ja(H) est stable par passage à l'adjoint en d'autre mots 

la(H) est un sous-espace hermitien de B(H). De plus, il n'est pas difficile 

de vérifier que pour tous J( E la(H) et TE B(H), KT et T J( appartien

nent à la(H). Par conséquent, la(H) est un idéal bilataire de B(H) (voir 

aussi, (47] Théorème 6.1). l\/Iais la(H) n'est pas en général un fermé de 

B(H), d'où il est naturel de considérer Ka(H) = la(H) la fermeture de 

la(H) dans B(H). Alors, Ka(H) est aussi un idéal bilataire autoadjoint 

de B(H) (c.f. (15], (26], (47]). On remarque aussi, que Ka(H) est un idéal 

bilataire fermé propre de B(H) parce que I tl la(H). En plus d'après 

le Corollaire 6.1 [ 4 7] et le Théorème 6.4 (4 7], tout idéal bilataire fermé 

propre de B(H) est de la forme Ka(H) pour un certain a de 8. Puisque 

Ka(H) Ç K13(H) pour a< /3, il s'ensuit que KctimH(H) est l'idéal bilataire 

fermé maximal de B(H). Enfin, on remarque que Kt~.0 (ff) n'est autre que 

l'idéal des opérateurs compacts. 

Nous remarquons aussi que du fait que Ka(H) = la(H), un opérateur 

T E B(H) est semi-inversible à gauche (resp. à droite) modulo Ka(H) 

si et seulement si T est serni-inversible à gauche (resp. à droite) modulo 

la(H). 

Nous notons, Ca(H) l'algèbre quotient B(H)/ Ka(H) et 7ï0 : B(H) ~ 

Ca(H) la surjection canonique. Alors, il est bien connu que Ca(H) muni 

de l'involusion * : 7ï0 (T)* = Tia(T*) est une C*-algèbre. 

Pour alléger la notation on pose, pour tout opérateur T de B(H), IITI!a 
au lieu de ll7ïa(T) llla norme de 7ïa(T). 
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Nous notons, ao:(T) le spectre de poids a de T, défini par : 

ao:(T) = {.\ E C: rto:(T- .\!) n'est pas inversible dans Co:(H)}. 

Alors, on voit facilement que pour tout ]( E Ko:(H), 

et si N0 :::; f3 ::::; a :::; dim H, alors 

Remarquons aussi que, comme l'inversibilité modulo Ko:(H) est équivalente 

à l'inversibilité modulo lo:(H), il s'ensuit que : 

ao:(T) = {.\ E C: T- .\I n'est pas inversible modulo la(H)}. 

Nous rappelons, qu'un sous-espace X de H est dit a-fermé s'il existe 

un sous-espace fermé lvi de H tel que lvi Ç X et dim(X n lvi J.) < a (voir 

[26]). On outre, si lvi est un sous-espace fermé de H inclus dans un autre 

sous-espace vectoriel X de H, alors : 

( 4.2.2) 

Cette assertion est une simple conséquence du lemme suivant : 

Lemme 4.2.1 ([26], Lemme 2.2) 

Soient X un sous-espace vectoriel de H et M un sous-espace fermé de H 

tel que M Ç X, alors: 

Soient TE B(H) et lv! un sous-espace de H, on considère la quantité, 

p( lvf, T), définie par : 

{ 

inf {1/T(x)//: xE lvi et 1/x/1 = 1} 
p(i\II, T) = 

+oo 
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Alors, on remarque d'une part, que p(M, T) :::; JJTII si M # {0} et 

p(M, T) = +oo si et seulement si M = {0} et d'autre part, la conorme 

r(T) égale à p(N(T)·l, T). 

Pour un opérateur T de B(H), la conorme de poids a (the reduced 

minimum modulus of weight a), notée ra(T), est définie par: 

ra(T) = sup{ p(X, T) : X est un sous-espace fermé de N(T)J.. et 

dim(XJ.. n N(T)J..) <a}, 

Alors, on remarque, pour tout T de B(H), que 

ra(T) :::; IJTIJ si a :::; dim R(T), 

et 

ra (T) = +oo si a > dim R(T). 

En fait, d'après l'assertion (4.2.1) (voir, page 101) on a: dimN(T)J.. = 

dimR(T), donc si a:::; dimR(T), on en déduit que dimN(T)J.. ~a. D'où, 

!a(T):::; inf {IJT(x)JI: xE N(T)J.., JlxiJ = 1}:::; JJTJJ. 

Par conséquent, ra(T) :::; JJTJJ si a:::; dim R(T). 

Maintenant, si a > dimR(T), alors d'après l'assertion (4.2.1), on a : 

dimN(T)J.. <a, ceci implique que "fa(T) ~ p({O},T) = +oo. 

Cette conorme de poids a a été étudiée par L. Burlando [15]. Elle a 

notamment montré que comme pour la co norme, la ( ·) vérifie : 

(4.2.3) /a(T) = /a(T*). 

D'autre part, elle a prouvé que cette conorme de poids a vérifie aussi : 

( 4.2.4) ra(T) > 0 si et seulement si R(T) est a-fermé . 

Enfin, on remarque que si a, f3 E 8 et j3 :::; a, 

(4.2.5) 
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Considérons maintenant les classes d'opérateurs suivantes : 

• <I>~ = { LE B(H) : 7ra(T) est semi-inversible à gauche dans Ca(H)}, 

l'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm à gauche. 

• <I>~ = { LE B(H) : 7ra(T) est semi-inversible à droite dans Ca(H)}, 

l'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm à droite. 

• <I>a = <I>~ n <I>~, l'ensemble des opérateurs a-Fredholm. 

• <I>î = <I>~ U <I>~, l'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm. 

Comme KN
0 

est l'idéal des opérateurs compacts, on constate d'après 

le théorème d'Atkinson que l'ensemble des opérateurs N0 -Fredholm (resp. 

N0 -semi-Fredholm à gauche, ~0-semi-Fredholm à droite, ~0 -semi-Fredholm) 

coïncide exactement avec l'ensemble des opérateurs Fredholm (resp. semi

Fredholm à gauche, semi-Fredholm à droite, semi-Fredholm). 

Comme pour le cas des opérateurs Fredholm (resp. semi-Fredholm 

à gauche, semi-Fredholm à droite, semi-Fredholm), on sait que T est 

Fredholm (resp. semi-Fredholm à gauche, semi-Fredholm à droite, semi

Fredholm) si et seulement si R(T) est fermé et ma.'<{ dim N(T), dim N(T*)} 

<~a (resp. dimN(T) <Na, dimN(T*) <Na, min{dimN(T), dimN(T*)} 

< Na), le Théorème 2.6 [26], étend ces résultats aux opérateurs a-Fredholm, 

a-semi-Fredholm à gauche, a-semi-Fredholm à droite et a-semi-Fredholm. 

Plus précisément on a : 

• Test a-Fredholm si et seulement si R(T) est a-fermé et max{ dim 

N(T), dim N(T*)} <a. 

• T est a-semi-Fredholm à gauche si et seulement si R(T) est a-fermé et 

dimN(T) <a. 
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• Test a-semi-Fredholm à droite si et seulement si R(T) est a-fermé et 

dim N(T*) <a. 

• T est a-semi-Fredholm si et seulement si R(T) est a-fermé et min { 

dimN(T), dimN(T*)} <a. 

Notons, pour T E B(H), ma(T) = inf {.\ : À E Œa(ITI)} (voir [15], 

Définition 3.5). Comme 7ra(ITI) est un élément positif de Ca(H) et 7ra(ITI) 

vérifie (7ra(ITI)) 2 = 7ra(T*) ?Ta(T), d'après l'unicité de la racine carrée, 

on déduit que 7ra(ITI) = l7ra(T)I. Ceci nous permet de voir d'après les 

notations du paragraphe précédent que ma(T) = TJ(7ra(T)). En effet, 

(4.2.6) 

inf{.\: À E Œ(l7ra(T)I)}, 

inf{.\: À E O"a(7ra(ITI))}, 

inf{.\: À E O"a(ITI)} = ma(T). 

On observe aussi que pour tout K de Ka(H), ma(T) = ma(T+K) et que 

'ffiN
0 
(T) = me(T), le module minimal essentiel de T. 

Comme pour le module minimal essentiel me(T) de T, on sait d'après 

le Théorème 2.17 (page 29) qu'il vérifie la formule suivante: 

me(T) = inf{.\: elimE(].\- E, À+ c[)H est infinie, Vc > 0}, 

L. Burlando a généralisé ce résultat pour ma(T) en montrant : 

Lemme 4.2.2 ((15], Lemme 3.6) 

Soient a E 8 et TE B(H) un opé-rateu-r autoadjoint, alo-rs 

À E O"a(T) {:::=:} dim ( E(].\- E, À+ c[)H) 2: a, pou-r toutE> O. 

Elle a montré aussi : 
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Théorème 4.2.3 ([15], Théorème 3. 7) 

Soient TE B(H) et a E 8, alors : 

1) ma(T) = sup{À > 0 : dimE((O,A[)H < a}, où par définition 

sup{À > 0: dimE((O,A[)H <a} égal à zéro si dimE([O,A[)H 2: a 

pour tout À> O. 

2) la(T) 2: max{mo(T),mo(T*)}. 

3) la(T) = m 0 (T) si dimN(T) <a. 

4) {a(T) = m 0 (T*) si dim R(T)l_ < a. 

Des Théorèmes 4.1.2 et 4.2.3, nous tirons le théorème suivant que nous 

utiliserons dans la suite pour étudier les opérateurs semi-Fredholm dans le 

cas des espaces de Hilbert non séparables. 

Théorème 4.2.4 

Soient TE B(H) et a E 8, alors : 

1) a) Il existe L E B(H) tel q·ue LT- I E Ka(H) si et seulement si 

m 0 (T) > O. Et dans ce cas, il existe L0 E B(H) tel que L0T- I E 

Ka(H) et ma(T) = IILoJJ;;1
. 

b) TE <P~ si et seulement si m 0 (T) >O. 

2) R(T) est a-fermé et dimN(T) <a si et seulement si ma(T) > O. 

3) a) Il existeS E B(H) tel que TS- I E K:x(H) si et seulement si 

m 0 (T*) > O. Et dans ce cas, il existe 50 E B(H) tel que TSo- I E 

Ka(H) et ma(T*) = JJSoJJ;; 1
. 

b) T E <P~ si et seulement si mo (T*) > 0. 

4) R(T*) est a-fermé et dim N(T*) < a si et seulement si ma(T*) > O. 
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5) T E <I>a si et seulement si ma(T) > 0 et ma(T*) > O. Et dans ce 

cas on a : ma(T) = ma(T*). 

Dans tout ce qui suit, E(T, r) désignera la boule ouverte de B(H) de 

centre T et de rayon r. 

Nous notons, inda la fonction définie de B(H) à valeur dans ( -8) U 

8 U Z qui à TE B(H) associe : 

a> N0 et max{dimN(T),dimN(T*)};::: a 

ind(T) SI ou 
inda(T) = 

a= N0 , 

0 si a> N0 et ma.'< {dimN(T),dimN(T*)} <a. 

où ind(T) désigne l'indice classique de T (voir (2.5), page 28). 

Nous rappelons (voir [19], Théorème 1) le résultat important suivant : 

l'application inda : T ~ inda(T) est constante sur chaque composantes 

connexes de <I>î . 

Ce résultat et le Théorème 4.2.4, vont nous permettre d'établir : 

Théorème 4.2.5 

Soient TE <I>~ et SE B(H) tel que liT- Slla < ma(T). Alors 

1) S E <l>~. 

2) inda(T) = inda(S). 

3) T E <I>a si et seulement si S E <I>a. 

Démonstration : 

Les preuves de la première et la troisième assertion découlent immédiatement 

du Théorème 4.2.4 et du Corollaire 4.1.4. 
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Il reste à montrer 2). Tout d'abord, nous déduisons de la première assertion 

que: 

?J(T,ma(T)) ={LE B(H): liT- Llia < ma(T)} ~ <I>î. 

D'autre part, on remarque que ?J(T, ma(T)) = U B(T + K, ma(T)). 
KEKo(H) 

On va montrer que ?J(T, ma(T)) est connexe par arcs. Soient L et S E 

?J(T, ma(T)), alors il existe K, I<' E I<(H) tels queL E B(T+K, ma(T)) et 

SE B(T+I<', ma(T)). Comme B(T+ K, ma(T)) et B(T+ K', ma(T)) sont 

connexes par arcs, il suffit de montrer queT+ J( et T + J(' sont connectés 

par un chemin continu inclus dans ?J(T, ma(T)). Soit T l'application définie 

par: 

T [0, 1] -----+ B(H) 

t ~ T + (1- t)K + tK'. 

Alors, T est une application continue et on voit facilement que T vérifie : 

T(O) = T + K, T(1) = T + K' et V tE [0, 1], T(t) E 73(T, ma(T)). 

Donc ?J(T, ma(T)) est connexe par arcs. Finalement, d'après le Théorème 

1 [19], qui a été rappelé un peu plus haut, on conclut que : 

V LE ?J(T,ma(T)), inda(T) = inda(L). 

• 
Le corollaire qui suit affirme que même si T et S vérifient la faible 

condition suivante: IIT-511 < ma(T)+ma(S), l'assertion3) elu Théorème 

4.2.5, subsiste. 

Corollaire 4.2.6 

Soient T et S dans B(H) tels que liT- Bila < ma(T) + ma(S), alors 
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Démonstration : 

Tout d'abord, observons que par le Théorème 4.2.5, min{ma(T),ma(S)} > 

0 et donc ce même Théorème 4.2.5, de nouveau implique que 1J(T, ma(T))U 

1J(S,ma(S)) Ç <I>~. Or, 1J(T,ma(T)) U 1J(S,ma(S)) est connexe (car tJ(T, 

ma(T)) n1J(S,ma(S)) -=J 0), par suite d'après le Théorème 1 [19], on con-

elut que inda(T) = inda(S). • 
Comme on la signalé dans les préliminaires, me(T) le module minimal 

essentiel de T est le rayon de la plus grande boule ouverte de centre T 

incluse dans F+ l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm à gauche. Cette 

propriété sera généralisée pour ma(T), le module minimal de poids a. 

Plus précisément on montre dans la proposition suivante que ma(T) est 

aussi le rayon de la plus grande boule ouverte de centre T incluse dans <I>~ 

l'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm à gauche. 

Proposition 4.2. 7 

Soient TE B(H) et a E 8, alors : 

1) a) ma(T) = dist(T, (<I>~)c). 

b) ma(T*) = dist(T, (<I>~)c). 

dist(O, Œt(T)), 

sup ma(Tn) 1/n, 
n 

où Œt(T) = {,.\ E C: T- ,.\1 tf. <I>~}. 

Démonstration : 

1) Tout d'abord, d'après le Théorème 4.2.5, on remarque que : 

Inversement, soient T = VjTjla décomposition polaire de Tet L = V(jTj

ma(T)I). Comme, !Tl- ma(T)I rf. <I>~, Lest aussi n'appartient pas à <I>~. 
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Donc, on en déduit que : 

La preuve de b) résulte de a) par passage à l'adjoint. 

La deuxième assertion découle immédiatement du Théorème 2.21 et du 

Théorème 3 [48]. • 
Si a= ~0 , on sait d'après les travaux de P.Y. Wu [60], sur les opérateurs 

semi-Fredholm dans un espace de Hilbert séparable, que la distance d'un 

opérateur T à l'ensemble des opérateurs non semi-Fredholm est égale à 

max{me(T), me(T*}, le théorème suivant étend ce résultat aux espaces de 

Hilbert non séparables et aux opérateurs non a-semi-Fredholm. 

Théorème 4.2.8 

Soient TE B(H) et a E 8, alors : 

dist(T, (<I>î)c) = ma..x{ma(T),ma(T*)}. 

Démonstration: 

Tout d'abord, observons que la Proposition 4.2.7, entraîne que : 

Inversement, on peut supposer queTE <I>~ (sinon l'inégalité est évidente) 

et que max{ma(T), ma(T*)} = ma(T) > 0 (sinon on passe à l'adjoint). 

Soit T = VITI la décomposition polaire de T. Soit é > 0, on lui associe 

l'idempotent Es = E(]ma(T) - é, ma(T) + é[). Alors, d'après le Lemme 

4.2.2, on voit que H6 = R(Es) est un sous-espace de dimension supérieure 

ou égale à a. 

Dans un premier temps, nous allons construire une suite d'opérateurs 

(Ss)oo de (<I>~)c vérifiant liT- Ssli < ma(T) + é. Posons Ss = T(I- Eë), 
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alors Hf! Ç N(S!!), ceci implique que dimN(SI!) 2 a 2 N0 • Par conséquent, 

d'après le Théorème 4.2.4, on voit que SI! ~ <I>~. 

D'autre part, SI! ~ <I>~. En effet, si SI! E <I>~, alors VITI (I - El!) est semi

inversible à droite modulo Ka, ceci entraîne que V est semi-inversible à 

droite modulo Ka, cela revient à dire que V E <I>~. 

D'ailleurs, puisque TE <I>~, on constate que dim N(V) = dim N(T) < 

a, donc de nouveau par le Théorème 4.2.4, on conclut que V E <l> 0
. Or, 

SI! = VITI(!- El!) E <I>~, par suite ITI(I- El!) E <I>~, cela revient à dire 

que 7ra(ITI(I- El!)) est semi-inversible à droite dans ca(H) et comme, 

7ra(ITI(I- El!)) est un élément positif, on en déduit que 7ra(ITI(I- El!)) 

est inversible dans c0 (H) ceci est équivalent à dire que ITI(I- El!) E <I>0
. 

Donc SI! = VIT 1 (I - El!) E <l>0
, ceci contredit le fait que SI! rf. <I>~. 

Par conséquent, on conclut que SI! rf. <l>±. 
Finalement, on en déduit que : 

et ceci imlique que 

dist (T, ( <I>± r) ::; mo. (T) = max {mo. (T), mo. (T*)}. 

Ceci achève la démonstration du Théorème 4.2.8. • 

Théorème 4.2.9 

Soit SE B(H) tel que R(S) est a-fe·rmé (avec a E 8). Notons 11 = R(S) 

et soit L E B(11) a-semi-Fredholm à gauche, alors R(LS) est a-fermé. 

Démonstration : 

Tout d'abord, pour lvi (resp. lvii) un sous-espace de H (resp. 11), on note 

!vij_ (resp. j_ !vit) le sous-espace orthogonal de JV[ (resp. Jld1 ) dans H (resp. 

11). Nous allons nous y prendre de la façon suivante. 
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D'abord, par définition d'un sous-espace a-fermé, il existe un sous-

espace fermé lvi Ç R(S) et un sous-espace fermé Y Ç R(L) tels que 

(1) dim(N!.L n 7-f) <a 

et 

(2) dim(Y n R(L)) <a. 

Soit L0 : D = L- 1(Y) n j_N(L) ___..Y la restriction deL à D. Comme, L0 

est une application linéaire bijective, on en déduit que r(L0 ) > O. 

Dans un premier temps, on va montrer que: 

(3) dim j_(lvf nD) < a. 

Soit M1 l'orthogonal de NIn D dans D, alors D s'écrit : 

(4) (Nf nD) EB NI1 = D, 

et par suite 7-{ s'écrit : 

(5) 
j_ 

(lvi nD) EB N/1 EB D = 7-f. 

Puisque, M est un sous-espace fermé de 7-f, il s'ensuit que : 

(6) 7-f = NI EB (NI .L n 7-f). 

Or, ( 4) implique que N/1 nM = {0} et en utilisant (5) et le fait que M Ç 7-f, 

on obtient : 

(7) NI EB },;JI Ç 7-f. 

Maintenant, en combinant (6), (7) et (1), on obtient : 

(8) dim NI1 ::; dim(Af.L n 7-f) <a. 

D'autre part, comme N(L) Ç l_D, il vient : 

(9) 
j_ j_ j_ 

D = N(L) EB N(L) n D. 
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Soit L 1 : j_N(L) n j_D ~ 1t la restriction de L à j_N(L) n j_D, alors on 

remarque que : 

(10) R(L1) n Y= {0}. 

En effet, soit y E R(L1 ) n Y, alors il existe x 1 E j_N(L) n j_D et x2 E D = 

L-1(Y) n j_N(L) tels que y = L 1(x1) = L0 (x2). Or, L 1(x 1 ) = L(xt) et 

L0 (x2) = L(x2), par suite L(x1 - x2) = 0, d'où x 1 - X2 E N(L). Mais 

comme, x 1 et x 2 appartiennent tous les deux à j_N(L), on conclut que 

Xl - X2 E j_N(L) n N(L) = {0}. Ceci implique, d'une part que Xt = X2 
j_ j_ 

et d'autre part que x1 = x 2 E D n D (car x 1 E D et x 2 E D). Donc 

x 1 = x 2 = 0, cela entraîne que y= O. 

Par ailleurs, puisque Y est un sous-espace fermé de R(L), on peut 

écrire : 

(11) 

Mais, compte tenu du fait que R(LI) Ç R(L) et R(L 1) n Y = {0}, on 

constate que : 

(12) 

Donc, (11), (12) et (2) entraînent que : 

(13) 

Maintenant, en utilisant (13) et le fait que L1 est injectif, on obtient : 

Et puisque Lest a-semi-Fredholm à gauche, il s'ensuit que dimN(L) < 

a. Ceci implique, compte tenu de (14) et (9), que dim j_D < a. Par 

conséquent, en combinant (5) et (8), on conclut que: 
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Donc (3) est démontré. 

D'autre part, on a L(MnD)nL(Mr) = {0}. En effet, soient x1 E NI nD 

et x2 E M1 tels que L(xr) = L(x2 ). Alors x1- X2 E N(L), donc x1- x2 E 

N(L) n l_N(L) = {0} (car x1 E D Ç l.N(L) et x2 E Nfr Ç D Ç l.N(L)). 

Ceci implique que x 1 = x2 • Comme x1 E M n D et x2 E Nfr, et compte 

tenu de (4), on conclut que: x1 = x2 =O. D'où, L(NinD)nL(Mr) = {0}. 

Maintenant, comme min{'Y(LIAJnv),"f(L,MJ} 2: "f(Lo) > 0, on en déduit 

que L(M n D) et L(M1) sont deux sous-espaces fermés de H, d'où, Y 

s'écrit : 

(15) L(M nD) EB L(Nfr) =Y. 

Puisque, L(NI nD) est un sous-espace fermé de Y, il s'ensuit que : 

(16) Y= L(M nD) EB (\L(NI nD)) n Y). 

Donc (15), (16) et (8) impliquent que : 

(17) dim(j_[L(M nD)] n Y) = dim L(NI1) :S dim 1vf1 < a. 

Maintenant, par (15) et (11), on conclut que : 

(18) l_(L(Jvf nD))= l.y EB L(Jvfr), 

et 

(19) R(L) = L(Jvf nD) EB L(Nh) EB (~ n R(L) ). 

D'où, on conclut au moyen de (18) et (19) que : 

(20) L(M1) Ç R(L) n l.[L(M n D)J. 

Ceci implique, compte tenu de (19) et de (20) que : 

R(L) n l.(L(lvf nD) = L(lvf1) EB [ ( R(L) n l.(L(Jvf nD)) )n 

( L(Jvf nD) EB [j_Y n R(L) J)], 

= L(M1) EB [j_Y n R(L)]. 
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Donc, 

dim c-[L(M nD)] n R(L)) < o:. 

Par conséquent, 

dim (.L[L(M nD)] n R(LS)) < o:. 

Ceci achève la preuve du théorème car L(M nD) Ç R(LS) et L(NI nD) 

est un sous-espace fermé. • 
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4.3 Les opérateurs points de continuité pour la conorme 

de poids a 

J.P. Labrousse et M. Mbekhta dans leur article [46], s'intéressent atL'< 

opérateurs points de continuité pour la conorme dans le cas des opérateurs 

non bornés dans un espace de Hilbert. Ceci nous a conduit à étudier les 

opérateurs points de continuité pour la conorme de poids a, toujours dans 

le cas des opérateurs bornés et en se basant sur les résultats du paragraphe 

précédent. 

Rappelons d'après les notations de la page 96, la conorme de 7ra(T) est 

donnée par: 

(4.3.1) c(7ra(T)) = inf { Œa(ITI) \ {0} }. 

L. Burlando dans son article (15], sur les opérateurs bornés dans un 

espace de Hilbert non séparable, a montré que la conorme de poids a 

admet une expression beaucoup plus simple que la première définition que 

l'on avait donnée à la page 104. Plus précisément elle montre que : 

Lemme 4.3.1 ((15], Théorème 4.1) 

Soit TE B(H), aloTs : 

"fa(T) = inf{À > 0: dim E(]O, >.[)H 2:: a}. 

Notre premier résultat de ce paragraphe est le théorème suivant qui 

donne pour n'importe quel opérateur T de (Ka(H))c une relation assez 

simple entre sa conorme de poids a et le spectre de poids a de son module 

ITI. 
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Théorème 4.3.2 

Soient TE B(H) et a E 8. Supposons queT tj. Ko:(H) 1 alo-rs : 

"fo:(T) = inf{ À: À E ao:(ITI) \ {0} }. 

Démonstration : 

Remarquons, d'abord que, 8 = inf{ À : À E uo:(ITI) \ {0}} existe4
. Sup

posons que 8 > "fo:(T). Soit E > 0 tel que 'Yo:(T) +E < 8, alors par définition 

de 8, on a: 

(1) JO, lo:(T) + c[ n ao:(ITI) = 0. 

On va montrer que 

(2) dim E(]O, 'Yo:(T) + E[)H < a . 

• 1er cas si a = ~0· 

Alors, on remarque que aNa (jTI) = ae(ITI) et en utilisant (1), on voit que 

]0, 'YNo (T) + E[ n ue(ITI) = 0. Donc d'après la Proposition 2.20, on conclut 

que dim E(]O, fNo (T) + E[)H < ~o. 

• 2eme cas si a > ~O· 

D'abord, d'parès (1) et le Lemme 4.2.2, on constate que pour tout À E 

]0, 'Yo:(T) +E[, il existe é,\ tel que ]À-é,\, À +é,\[ Ç ]0, 'Yo:(T) +é[ et dim E(]À

é>.., À+ E,\[)H < a. Ainsi, il existe detL'< suites (Àn)n>O et (En)n>O telles 

que En> 0, Àn E]O,"fo:(T) + E[, ]O,"fo:(T) + é[= UJÀn- E,,Àn + é,[ et 
O<n 

dim E(]Àn- En, Àn +En[)H <a. Il en résulte que dim E(]O, Îo:(T) + E[)H < 

a~0 =a. (voir [14], Corollaire 4, page 73). 

Ceci prouve (2). Maintenant, en utilisant le Lenune 4.3.1, on conclut que 

"fo:(T) + é ~ 'Yo:(T), absurde. Par conséquent, 8 ~ 'Yo:(T). 

4 Car cra(ITI) =f. {0}. En effet, si ce n'était pas le cas, puisque 7ra(ITI) est un élément 

positif, il s'ensuivrait que ll7ra(ITIJII = sup{>.: À E cra(ITI)} =O. Il en résulterait que 

ITI E Ka(H) et cela entraînerait que T E Ka(H). Ce qui serait incompatible avec 

l'hypothèse. 
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Montrons l'inégalité inverse. On peut supposer que "'!a(T) > 0, car 

sinon l'inégalité est évidente. 

Soit 0 < À < "Ya(T), alors d'après le Lemme 4.3.1, il existe ê > 0 tel que 

dim E(]O, À+ s[)H < a. D'autre part, en utilisant le Lemme 4.2.2, on 

conclut que : 

Cela entraîne que 8 ~ À, par conséquent 8 ~ "'!a(T). 

Ceci achève la preuve du Théorème 4.3.2. 

Remarque 

• 

D. Ernest, a montré [27], qu'un opérateur TE Ka(H) est à image a-fermée 

si et seulement si T E la(H). Donc, en tenant compte de l'assertion ( 4.2.4), 

on conclut, pour tout TE Ka(H) \ la(H), que "'!a(T) = O. D'autre part, 

il est évident que "'/a(T) = +oo si TE la(H). Donc, il résulte de tout cela 

que: 

inf {À : À E ua(ITI) \ {0}} si T rJ Ka(H), 

"'!a(T) = 0 

+oo si TE la(H). 

Corollaire 4.3.3 

2) Si T tf. Ka(H) et K E Ka(H), alors "'!a(T) = "'!a(T + K). 

Démonstration : 

1) SiTE la(H), alors "'/a(T) = c(1ra(T)) = +oo. SiTE (Ka(H)r, alors 

l'égalité résulte immédiatement de la relation ( 4.3.1) et du Théorème 4.3.2. 

2) Résulte trivialement de 1). • 
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Récemment M. Mbekhta et R. Paul, ont montré que la canonne es

sentielle "fe(T) d'un opérateur T qui est définie par : 'Ye(T) = inf {À : À E 

O'e(ITI) \ {0} }, vérifie "fe(T) = sup "f(T + K) (cf, [51] Théorème 1) et 
KEK(H) 

que ce supremum est atteint ([51], Théorème 2). Dans le théorème suiv-

ant nous généralisons ce résultat pour c( 1r a (T)) la con orme de 1r a (T), en 

montrant par une méthode plus élémentaire que : 

c( 1r a (T)) = sup "f(T + K) et que ce supremum est atteint. 
KEKa(H) 

Théorème 4.3.4 

Soient TE B(H) et a E 8, alors : 

1) c(7ra(T)) = sup "f(T + K). 
KEI<c,(H) 

2) Il existe}( E Ka(H) tel que c(7ra(T)) = "f(T + K). 

Démonstration : 

1) Si TE Ka(H), alors c(7ra(T)) = c(O) = +oo = sup "((T + K). 
KEKa(H) 

Supposons maintenant queT tf: Ka(H), alors grâce à l'assertion (4.3.1) et 

le Corollaire 4.3.3, on conclut pour tout J( E Ka(H), que "fa(T + K) = 

c(7ra(T + K)). Donc, pour tout f( E Ka(H), on a: 

'Ya(T) = c(7ra(T)) = c(1ïa(T + K)) = 'Ya(T + K) ~ 'Y(T + K). 

Par conséquent, 

sup "((T + K) ~ c(7ra(T)). 
KEKa(H) 

Montrons l'inégalité inverse, on peut supposer que c(1ïa(T)) > 0, car sinon 

l'inégalité est évidente. Soit T = VITI la décomposition polaire de T. Soit 

E > 0, on lui associe l'opérateur Ke = - VITIE(]O, "fa(T) - s[). Alors, par 

le Lemme 4.3.1, on conclut que dimE(]O,"fa(T)- s[)H <a, ceci implique 

que Ke E la(H) Ç Ka(H). 
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Par ailleurs, comme 

T + Ké = VJTJE(ha(T)- E, +oo[), 

on en déduit que 

Donc, 

sup 1(T + K) 2:: SUP!(T + Ké) 2:: !a(T) = c(7ra(T)). 
KEKa(H) é>O 

2) Si c(7ra(T)) = 0, alors 1(T) =O. Dans ce cas, il suffit de prendre K =O. 

Si c(7ra(T)) = +oo, alors T E Ka(H). Dans ce cas, il suffit de prendre 

K = -T. Supposons donc 0 < c(7ra(T)) < +oo. Alors T tf. Ka(H), d'où 

d'après le Corollaire 4.3.3, on a: c(7ra(T)) = !a(T). 

D'autre part, d'après 1), on voit qu'il exjste K 0 E Ka(H) tel que 

1(T + K0 ) > O. Soit L = T + K0 , alors !a(L) = !a(T) > O. Posons, 

Kt = EL(]O, !a(T)[)( -ILl + !a(T)I) où on rappelle que EL(·) désigne la 

mesure spectrale de JLJ. Alors Kt E Ka(H). En effet, soit E > 0, on lui 

associe l'opérateur 

Ké = EL(]O,!a(T)- é[)(-JLJ + !a(T)I), 

alors en utilisant le Lemme 4.3.1, on voit facilement que Ké E la(H). Par 

ailleurs, comme JI Kt- K€11 ~ E pour toutE> 0, et en sachant que Ka(H) 

est un fermé de B(H), on conclut que Kt E Ko:(H). 

D'autre part, on a : 

JLJ +Kt = /o:(T)EL(]O, lo:(T)[) + /L!EL([!a(T), +oo[), 

et on montre sans aucune difficulté que : 

'Y(JLJ +KI) = 1o:(T). 
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Maintenant, écrivant L sous sa forme polaire WILl avec W une isométrie ou 

co-isométrie (voir, Lemme 2.14), par symétrie de l'adjoint on peut supposer 

que West une isométrie. Posons K = Ko + WK1 , alors K E Ka(H) et K 

vérifie 

!(T + K) = !(L + W KI)= !(ILl+ KI) = la(T). 

Ceci achève la démonstration du Théorème 4.3.4. • 

Corollaire 4.3.5 

2) Si 7ra(T) E (Ca(H))t, alors: 

ll7ra(T)tll= inf II(T+I()tll. 
KEKcr(H) 

Démonstration : 

1) L'inclusion" 'B(H)'+Ka(H) Ç 'Ca(H)'" est évidente, montrons l'inclusion 

inverse. 

Soit T E 'Ca(H)', alors c(rra(T)) > 0 (cf. [37], Théorème 2), d'où d'après 

le Théorème 4.3.4, il existe K E Ka(H) tel que 1(T + K) = c(7ra(T)) >O. 

Donc, en tenant compte du Théorème 8 [36], on conclut queTE 'E(H)' + 

La preuve de 2) découle immédiatement du Théorème 2 [37]. • 

Le corollaire suivant résulte immédiatement du Théorème 4.3.4 et du 

Corollaire 4.3.3. 

Corollaire 4.3.6 

Soit TE B(H) et supposons queTE la(H) U (Ka(H) r, alors : 

la(T) = sup 1(T + K), 
KEKa(H) 

et ce supremum est atteint. 

122 



Corollaire 4.3. 7 

Soit TE B(H) tel queTE la(H) U (Ka(H)r, aloTs: 

'Ya(T) = c(7ra(T)) = sup 'Y(T + K). 
KEJo.(H) 

Démonstration: 

Si TE la(H), alors on voit sans aucune difficulté les égalités suivantes : 

c(7ra(T)) = c(O) = sup 'Y(T + K) = +oo. 
KEJa(H) 

Supposons maintenant queT tf. Ka(H). Au cours de la démonstration du 

Théorème 4.3.4, on a vu que l'opérateur K~ = - V/T/E(]O, 'Ya(T) - E[) E 

la(H). Par conséquent, 

(1) sup "f(T + K) ~ sup 'Y(T + K~) = 'Ya(T) = c(r.a(T)). 
KEJo.(H) ~ 

Or, 

(2) sup 'Y(T + K) ~ sup "f(T + K) = 'Ya(T) = c(r.a(T)). 
KEJo.(H) KEKc,(H) 

Donc, on conclut au moyen de (1) et (2), que : 

'Ya(T) = c(7ra(T)) = sup "f(T + K). 
KEJo.(H) 

• 

Lemme 4.3.8 

Soient TE <Pî et SE B(H) tel que 1/T- SI/ < c(7ra(T)), aloTs : 

/c(7ra(T))- c(7ra(S))/ ~ 1/T- SI/. 

Démonstration: 

Remarquons d'abord, qu'on peut supposer que T E <P~ sinon on passe à 

l'adjoint. Ainsi, en appliquant le Théorème 2 [37], on obtient : 
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D'où, on en déduit que : 

(1) 

Ceci implique que I -7ra(T)t(7ra(T) -7ro:(S)) = 7ra(T)t7ro:(S) est inversible, 

par conséquent SE <I>~. Finalement, d'après (1) et le Théorème 5 [37], on 

constate que : 

Le Lemme 4.3.8 est démontré. • 

Lemme 4.3.9 

L'application Ca : B(H) ~ [0, +oo] donnée par Ca :Tf----> c(7ro:(T)) est 

semi-continue supérieurement. 

Démonstration: 

Ceci résulte trivialement du Théorème 7 [37]. • 

Théorème 4.3.10 

Soit T E B ( H), alors T est un point de continuité pour l'application Ca : 

B(H) ~ [0, +oo] donnée par Co: : T f----> c(7ro:(T)) si et seulement si 

c(7ro:(T)) = 0 ou TE <I>~. 

Démonstration : 

" Si " Quand c(7ro:(T)) = 0, la continuité de Ca découle de sa semi

continuité supérieure (voir, Lemme 4.3.9). Si c(7ra(T)) > 0 et T E <I>~, 

alors la continuité de Co: se déduit du Lemme 4.3.8. 

" Seulement si " Supposons que l'application Co: est continue au point T 

et que c(7ra(T)) > O. Alors, il existe é > 0 tel que liT- Sll < é et 

c(7ro:(T)) 2: 8 = ~c(7ra(T)). 
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D'autre part, comme l'ensemble des opérateurs semi-inversibles est 

dense dans B(H) (voir [33], Problème 109), alors il existe (Tn)n une suite 

d'opérateurs de <Pî telle que lim IITn-TII =o. D'où, pour e = min{c, 8} > 
n-++oo 

0, il existe no E N tel que IITno -Til < e. Donc c(Tta(Tno)) 2: 8. Par 

conséquent, 

(1) 

Comme, Tno E <P~, par le Théorème 4.2.3, on conclut que 

Donc, d'après (1) et le Théorème 4.2.5, on conclut que TE <Pî. • 

Pour TE B(H), on note Pa(T) = (Œa(T))c = C \ O"a(T) 

Corollaire 4.3.11 

Soit T E B(H) tel que c(Tta(T)) > O. Alors les conditions suivantes sont 

équivalentes. 

(1) T est un point de continuité pour l'application Ca B(H) --> 

[0, +oo] définie par Ca: Tf-----* c(Tta(T)). 

(2) Il existe a, b > 0 tels que pour toutS E B(H), 

liT- Sll <a ==? c(Tta(T)) 2: b. 

(3) Il existe a, b > 0 tels que pour toutS E B(H), 

liT- Sll < a ===;. ]0, b[ ç Pa(ISI). 

( 4) Il existe a, b > 0 tels que pour toutS E B(H), 

liT- Sll <a ==? ]0, b[ ç Pa(IS*I). 
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(5) TE <P~. 

Démonstration : 

Les implications (1) ===} (2) ===} ( 3) sont triviales. 

(3) et ( 4) sont équivalentes, ceci découle simplement du théorème de l'application 

spectrale et du fait 

]0, b[ Ç Pa(T*T) {=:} ]0, b[ Ç Pa(TT*). 

(3) ===} (5) comme G± est dense dans B(H) (voir [33], Problème 109), il 

existeS E <P~ tel que liT- Sll <min {a, b }. D'où, en utilisant l'hypotèse 

(3), on constate que 

liT- Sll < c(7ra(S)). 

D'autre part, commeS E <P~, par le Corollaire 4.3.3 et le Théorème 4.2.3, 

on conclut que 

c(7ra(S)) = "fa(S) = ma.-x:{ma(S),ma(S*)}. 

Donc, on en déduit, par(*), (**)et le Théorème 4.2.5, queTE <I>~. 

(5) ===} (1) résulte immédiatement du Théorème 4.3.10. • 

Théorème 4.3.12 

Soit T E B ( H), alors T est un point de continuité pour l'application "fa : 

B(H) --> [0, +oo] donnée par "fa : T 1----1- "fa(T) si et se·ulement si T tf. 
Ka(H) et "fa(T) = 0 ou TE <P~. 

Démonstration : 

" Si " Si T tf. Ka(H) et "fa(T) = 0 ou T E <I>±, alors il existe {} un 

voisinage ouvert de T tel que{} Ç (Ka(H))c. D'où, par le Corollaire 4.3.3, 

on a: pour toutS E 7'J, "!a(S) = c(7ra(S)). Maintenant le Théorème 4.3.10, 
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nous permet de conclure. 

" Seulement si " Montrons d'abord : 

Si TE Ka(H), alors T n'est pas un point de continuité de l'application la· 

En effet, pour tout voisinage borné {} de T on a : {} n la(H) =J. 0 et 

{} n G± =/= 0 (car G± = B(H)). Ainsi, d'une part, on aurait : 

la(S) = +oo si SE{} n la(H), 

et d'autre part, 

0 < 1(S) ::::; la(S)::::; /IS/1 < +oo siSE{} n G±. 

Ce qui est absurde. Donc, on conclut que T ne peut pas être un point de 

continuité de l'application la· 

Soit T un point de continuité de l'application la (donc T tt Ko:(H)) 

et supposons que la(T) > O. Alors, il existe é > 0 tel que pour tout 

SE B(T, c), S tt Ka(H) et la(S) 2:: 4la(T) > 0 où B(T, é) ={LE B(H) : 

/IT- LJJ < é}. Alors, comme Co:IB(T,t:) = laiB(T,t:)' on en déduit queT est 

un point de continuité de l'application Ca et que ca(T) = la(T) > O. Par 

suite par le Théorème 4.3.10, on conclut queTE <Pî. 

Ceci conclut la démonstration du Théorème 4.3.12. • 

Corollaire 4.3.13 

Soit T E B(H) tel q'Ue la(T) > O. Alors les conditions S'Uivantes sont 

éq'Uivalentes : 

(1) T est 'Un point de contin'Uité po'Ur l'application la B(H) ------> 

[0, +oo] définie par la: T ~ la(T). 

(2) Il existe a, b > 0 tels q'Ue po'Ur to'Ut S E B(H), 

JJT- SJJ <a ===> la(T) 2:: b et S tt Ka(H). 
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(3) Il existe a, b > 0 tels que pour tout S E B ( H), 

liT- Sll < a ===} JO, b[ Ç Pa(ISI) et S tl. Ka(H). 

( 4) Il existe a, b > 0 tels que pour toutS E B(H), 

liT- Sll <a ===} JO, b[ Ç Pa(IS*I) et S tf_ Ka(H). 

(5) T E <l>±. 

Démonstration : 

L'implication (1) ===} (2) est facile à voir. 

L'implication (2) ===} (3) découle immédiatement du Théorème 4.3.2. 

(3) ~ (4) voir Corollaire 4.3.11. 

L'implication (3) ===} (5) est similaire à l'implication "(3) ===> (5)" du 

démonstration du Corollaire 4.3.11. 

(5) ~ (1) est une conséquence directe du Théorème 4.3.12. 

• 
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4.4 Approximation par les opérateurs semi-Fredholm 

Nous notons, G le groupe des opérateurs inversibles. 

Les quantités suivantes ont été introduites parR. Bouldin [lü], [11] et [12], 

afin de caractériser les éléments de G et pour determiner clist(T, G). 

( 4.4.1) 

( 4.4.2) 

Notons aussi : 

( 4.4.3) 

( 4.4.4) 

(4.4.5) 

essnul T = inf{climE([O,E"[)H: E > 0}. 

ess clef T ~cess nul T*. 

t;S(T) = ma..'<{~0 ,essnul T,essdefT}. 

r(T) = sup{>. > 0 : clim E([O, À[)H < t;S(T) }. 

JL(T) =max{ r(T), r(T*)}. 

R. Bouldin a énoncé quelques propriétés de T(T) et t;S(T) (cf. [12], 

Théorème 2). Il les a caractérisées en fonction de la mesure spectrale E(-) 

de jTj. Malheureusement, ii) de ce théorème est inexacte. Cependant ii) 

serait vrai si on remplaçait E(]À, À+ E[) par E(]/\- E, À+ €[) et les mêmes 

techniques utilisées au cours de cette démonstration s'appliqueraient aussi 

à E(]À- E, À+ €[). Ainsi, on obtient : 

Théorème 4.4.1 ([12], Théorème 2) 

1) T(T) 2: me(T) 2: O. 

2) r(T) = inf{À > 0 : climE(]À- E, À+ E[)H 2: t;S(T), Vé > 0}, et 

climE(]r(T)- E,T(T) +E[)H 2: t;S(T), Vé >O. 

3) r(T) = 0 ~ ess nul T 2: ess def T et ess nul T 2: ~o-
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4) Si T(T) = T(T*), alors ess nul T = ess def T et par conséquent T est 

dans la fermeture des opérateurs inversibles. 

5) Si T(T) > 0 et T(T*) > 0, alors T(T) = T(T*). 

On va utiliser à maintes reprises le lemme suivant qui établit la relation 

entre la mesure spectrale de ITI et celle de IT*I. 

Lemme 4.4.2 ([12], Lemme 1) 

Soit T = UITI la décomposition polaire de T, et soit V la restriction 

de U à R(T*), V = UIR(T•) : R(T*) ----t R(T). Si on note par A la 

restriction de ITI à R(T*) (A= ITIIR(T•)) et B la restriction de IT* 1 à R(T) 

( B = IT* IIR(T)), alors B = V A V*. Il s'ensuit que, pour tout intervalle w 

de JO, +oo[, E*(w) =V E(w) V*. 

On va determiner la distance de T à plusieures classes d'opérateurs. 

Avant cela nous montrons d'abord les deux lemmes suivants : 

Lemme 4.4.3 

Soit TE B(H), alors : 

T(T) > 0 et T(T*) = 0 si et seulement si dim N(T) :::; ess nul T < r:s(T) 

et dim N (T*) = ess def T = r:s(T). 

Démonstration : 

" ~" Résulte immédiatement du Théorème 4.4.1. 

"===}" Soit 0 <À< T(T), tel que: 

essnul T = dimE([O, .\[)H et essdef T = dimE*([O, .\[)H. 

Alors, par le Théorème 4.4.1, on conclut que: 

(1) dim N(T) :::; ess nul T < r:s(T) et ess clef (T) = r:s(T). 
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Or, d'après le Lemme 4.4.2 on a: dimE(]O, À[)H = dim E*(]O, >,[)H. Par 

suite, en tenant compte de (1), on conclut que: 

dim N(T*) = dim E*( {0} )H = dim E*([O, >,[)H = ess def T = ~(T). 

Ceci achève la démonstration du Lemme 4.4.3. 

Corollaire 4.4.4 

Soit TE B(H) tel que T(T) > 0 et T(T*) = 0, alo-rs ind(T) = -~(T). 

Démonstration : 

Conséquence immédiate du Lemme 4.4.3. 

Lemme 4.4.5 

Soit TE B(H) tel que T(T) > 0 et T(T*) > 0, alo-rs : 

Démonstration : 

Tout d'abord, d'après le Théorème 4.4.1, on constate que T(T) = T(T*). 

D'autre part, soit À E ]0, T(T)[ tel que: 

(1) ess nul T = dim E([O, ,\[)H et ess def T = dim E*([O, ,\[)H. 

Alors, par définition de T(T) et T(T*), on a : 

dim E([O, ,\[)H < ~(T) et dim E*([O, ,\[)H < ~(T). 

• 

• 

Donc, d'après (1) et la relation ( 4.4.3), on conclut que ~(T) = r\0 . Par 

conséquent, 

T(T) = T(T*) = me(T) = me(T*). 

Ceci achève la démonstration du Lemme 4.4.5. • 

131 



Remarque 4.4.6 

Soit TE B(H), alors T(T) = m"<T>(T). 

La démonstration de cette remarque découle immédiatement du Théorème 

4.2.3, parce que 

m 9 <TJ(T) = sup{,\ ~ 0: dimE([O,-\[)H < 8'(T)}. 

Pour simplifier les notations nous écrivons seulement r. (resp. :F) au 

lieu de 7rNo (resp. <I>N°). On remarque que :F n'est autre que l'ensemble des 

opérateurs Fredholm. 

Théorème 4.4. 7 

Soit T E B(H) tel queT tf_ :F, alors 

dist(T, :F) = dist(T, G) = f-t(T). 

Démonstration : 

Tout d'abord, on remarque par le Corollaire 8 [12], que : 

dist(T, :F) :::; dist(T, G) = f-t(T). 

D'où, il suffit de montrer que : dist(T, :F) ~ f-t(T). On peut supposer que 

f-t(T) > 0, car sinon l'inégalité est évidente. On va distinguer trois cas . 

• Si T(T) = T(T*) > o. 
Alors, d'après le Lemme 4.4.5, on voit que f-t(T) = me(T), et maintenant 

en utilisant le Théorème 4.2.5 (avec a = ~0 ), on obtient : dist(T, :F) ~ 

me(T) = f-t(T). 

• Si T(T) > 0 et T(T*) = O. 

D'abord, grâce au Corollaire 4.4.4, on constate que : 

ind9<T> (T) = ind(T) = -r;s(T). 
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D'autre part, comme pour tout L E F, ind~<TJ (T) =f - ~(T), et en util

isant le Théorème 4.2.5 (avec a= ~(T)), on conclut que 

dist(T, F) ~ T(T) = J.l(T) = m~(T) (T). 

• Si T(T) = 0 et T(T*) >O. 

Tout simplement, d'après le point précédent, on constate que : 

dist(T, F) = dist(T*, F) 2: T(T*) = J.l(T). 

Ceci achève la démonstration du Théorème 4.4. 7. • 

Corollaire 4.4.8 

Soit TE B(H) tel q,ue T tf. F, aloTs 

dist(1r(T), 7r(F)) = f.l(T). 

Démonstration: 

Tout d'abord, d'après le Théorème 4.4.7, on remarque que: 

dist(7r(T),7r(F)) :S dist(T,F) = J.l(T). 

Inversement, on peut supposer que J.l(T) > 0, car sinon l'inégalité est 

évidente. Comme T tf. F, d'après le Lemme 4.4.5, on constate que : 

min{T(T), T(T*)} =O. On va distinguer deux cas: 

• Si T(T) > 0 et T(T*) = 0, alors d'après le Corollaire 4.4.4, on a : 

ind~<TJ (T) = ind(T) = -~(T). 

D'autre part, comme ind(S) = ind~0 (S) est fini et ind(T) = indNo (T) = 

-~(T), et d'après le Théorème 4.2.5, (avec a= ~0 ), on doit avoir: 

//T- Sl/e = l/7r(T)- 7r(S)I/ ~ m~cr>(T) = J.l(T). 

Par conséquent, 

dist(7r(T), 7r(F)) 2: m~(T) (T) = f.l(T). 
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• Si T(T) = 0 et T(T*) > 0, alors en utilisant le point précédent, on voit 

que: 

dist('7r(T), 1r(.F)) = dist(1r(T*), 1r(.F)) 2: m'<l<T> (T*) = p,(T)o 

Ceci achève la démonstration du Corollaire 4.4080 • 
Pour j3 vérifiant - dim H ~ j3 ~ dim H, on note 

! 13 = {TE B(H) : ind(T) = /3}, l'ensemble des opérateurs d'indice /30 

Pour TE B(H), on lui associe les ensembles G(T) = {/3 un cardinal : 0 ~ 

j3 ~ SS(T)} et G_(T) = {-/3: (3 E 8(T)}o 

Nous, nous proposons de montrer le théorème suivant : 

Théorème 4.4o 9 

Soit TE B(H) 0 

1) Si J Ç G(T), alo-rs 

{ 

p,(T) 
dist(T, U (G_ n ! 13 )) = 

/3EJ 0 

si incl (T) rf. J, 

sznono 

2) Si (3 un ca-rdinal tel que SS(T) < (3 ~ clim H, alo-rs : 

Pour la démonstration du Théorème 4.409, on aura besoin elu lemme 

suivant : 

Lemme 4.4.10 

Soient TE B(H), é > 0 et À 2: p(T)o Notons HE:= E([O, À+ c[)H, si é 

suffisamment petit, alo-rs : 

dim HE: = dim(T Hf )1. 0 
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Démonstration du Lemme 4.4.10: 

Soit T = UITila décomposition polaire de T. Tout d'abord, d'après la 

Proposition 2.13, on a : 

(1) R(U) = R(T) = N(T*)j_ = N(IT* l)j_ = E*(]O, +oo[)H. 

D'autre part, on a : 

[UITIE([À + t:, +oo[)H]j_, 

[UE([À + t:, +oo[)Ht, 

[E*([À + t:, +oo[)U Ht (d'après le Lemme 4.4.2), 

[E*([À + c, +oo[)Ht (d'après (1)), 

E*([O, À+ c[)H. 

Maintenant, si À= 0, alors pour é suffisamment petit on a : 

(2) dim E([O, c[)H = ess nul T et dim E*([O, t:[)H = ess def T. 

Ainsi, en utilisant le Théorème 4.4.1 et le fait que ~L(T) = 0, on obtient : 

(3) 

Donc, 

(4) 

Par conséquent, 

~0 :::; ess nul T = ess def T. 

dim E([O, c[)H = dim E*([O, t:[)H. 

dim E*([O, t:[)H, 

dim E([O, t:[)H, 

Supposons maintenant que À > 0, alors par le Lemme 4.4.2 et le 

Théorème 4.4.1, on voit pour tout E > 0, que : 

(5) dim(E(]O, À+ t:[)H) = dim(E*(]O, À+ c[)H) ~ r:s(T). 
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Comme, 

dim(E( {0} )H) ::; ÇS(T) et dim(E*( {0} )H) ::; ÇS(T), 

il vient, 

dim(E([ü,). + c[)H) = dim(E(]O,). + c[)H) 

et 

dim(E*([O,). + c[)H) = dim(E*(]O,). + c[)H). 

D'où, il résulte de (5), que 

dim(E([O,). + c[)H) = dim(E*([O, À+ c[)H). 

Par conséquent, dim Hg= dim(THf)..L. 

Ceci établit la preuve du Lemme 4.4.10. 

Démonstration du Théorème 4.4.9 : 

• 

1) Si ind(T) E J. Soit T = UITila décomposition polaire de T avec U 

une co-isométrie et ind(U) = ind(T) (voir, Lemme 2.14). Soit é > 0, on 

lui associe le sous-espace Hg = E([O, c[)H. Soit Lg = E([O, c[) EB ITIIHt-. 

Alors, il est facile de voir que Lg est inversible, cela entraîne que U Lg E 

u ( Q_ n 1{3). Puisque, liT- u Lgll ::; IIITI- Lgll ::; 2é, il s'ensuit que : 
{3EJ 

dist(T, U (G_ n 1!3)) =o. 
{3EJ 

Supposons maintenant que ind(T) tf. J. 

Soit ( E J, cette fois on pose Hg = E([O, J.L(T) + c[)H. Comme, d'après 

le Lemme 4.4.10, Hg et [T(Hf)].L ont la même dimension, il existe vV : 

Hg ---+ (T Hf )..L une co-isométrie d'indice (. 

Définissons maintenant Lg = EW EB ~Hf E B(H). Une vérification de 

routine montre que : 

LgEG_ et incl(Lg)= ind(W)=(, 
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d'où, LeE U (G_ n !13). 
{3EJ 

D'autre part, comme 

il vient que : 

dist(T, U (G_ n ! 13 )) ::; p(T). 
{3EJ 

Montrons maintenant l'inégalité inverse. 

On peut supposer que p(T) > 0 (sinon l'inégalité est évidente). On va 

distinguer deux cas. 

• Si min{r(T),r(T*)} >O. Alors, d'après le Théorème 4.4.1, on constate 

que r(T) = r(T*) et par le Lemme 4.4.5, on voit que : p(T) = me(T). 

Ainsi, en utilisant le Théorème 4.2.5 (avec a= N0 ), on obtient : 

dist(T, U (G_ n !13)) 2: me(T) = p(T). 
{3EJ 

• Si min{ r(T), r(T*)} =O. Tout d'abord, par le Lemme 4.4.3, on conclut 

que ind\S(T)(T) = ind(T) = ±S'(T), ensuite en utilisant le Théorème 

4.2.5, on obtient : 

dist(T, U (G_ n 113 )) 2: max{m~CT>(T),m~CT>(T*)} = p(T). 
{3EJ 

2) Notons, 8(T) = ma.x{m13 (T),m13 (T*)}, alors 8(T) 2: p(T). Soit é > 0, 

on lui associe le sous-espace He = E([O, 8(T) + é[)H. Dans un premier 

temps on va prouver que dimHe = dim([T(Hf)]j_) 2: {3. 

-Si 8(T) =O. Alors, par le Théorème 4.2.3, on conclut que dim Hê 2: {3, et 

donc d'après le Lemme 4.4.10, on constate que dimHê = dim([T(Hf)]j_) 2: 

{3. 

- Si 8(T) > O. Supposons que 0 < é < 8(T), alors grâce au Lemme 4.2.2, 

on conclut que : 

dim(E(]8(T)-é, 8(T)+E[)H) 2: {3 ou dim(B"(]8(T)-é, 8(T)+s[)H) 2: {3. 
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Donc, en on déduit, d'après le Lemme 4.4.2, que : 

dim(E(]b(T)- €, b(T) + €[)H) = dim(E*(]b(T)- €, b(T) + €[)H) ~ /3. 

Ceci entraîne que 

dimHe ~ /3. 

Et donc, d'après le Lemme 4.4.10, on conclut que : 

dimHe = dim(THj-)j_ ~ /3. 

Ainsi, il existe vV : He --4 (THj)j_ une co-isométrie d'indice /3. 

Posons maintenant, Le = €W EB 1îHf, alors on voit aisément que Le E 

G_ n 1!3 et que liT- Le li~ b(T) + 2€. Ceci implique que: 

(1) dist(T, G_ n 1!3) ~ b(T). 

Inversement, pour tout L E G_ n 1f3, on a : 

ind(L) = /3 =1 ind(T) et indf3(T) = 0, indf3(L) = /3. 

Donc, d'après le Théorème 4.2.5, on doit avoir : 

liT- Lll ~ b(T), V LE G_ n 1!3. 

ceci implique que : 

(2) dist(T, G_ n 1!3) ~ b(T). 

Par conséquent, on conclut au moyen de (1) et (2) que : 

dist(T, c_ n 1!3) = b(T). 

Ceci achève la preuve du Théorème 4.4.9. • 
Le corollaire qui suit résulte immédiatement du Théorème 4.4.9, par 

passage à l'adjoint. 
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Corollaire 4.4.11 

Soit TE B(H). 

1) Si J Ç 8 _ (T), alors : 

si ind(T) tj J, 

sznon. 

2) Si fJ un cardinal tel que ÇS(T) < fJ :::; dim H, alors : 

dist(T, G+ n L/3) = max{mf3(T), mf3(T*) }. 

Corollaire 4.4.12 

Soit TE B(H). 

1) Si J Ç 8(T) U 8_(T), alors : 

{ 

f.L(T) 
dist(T, U I/3) = 

{3EJ Ü 

si ind(T) tj J, 

sinon. 

2) Si ÇS(T) < l/31 :::; dimH, alors : 

où 1!31 = { fJ 
-/3 

Démonstration : 

si fJ 2: 0, 

si fJ <O. 

1) Tout d'abord, d'après le Théorème 4.4.9 et le Corollaire 4.4.11, on doit 

avmr: 

dist(T, U I/3) < dist(T, U(G±ni/3)) 
{3EJ {3EJ 

si ind(T) tj J, 

smon. 
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Inversement, on peut supposer que ind(T) rf. J et !t(T) > 0, sinon 

l'inégalité est évidente. Deux cas peuvent se présenter. 

• Si min{ r(T), r(T*)} > O. Alors, d'après le Théorème 4.4.1, on a : 

r(T) = r(T*), et en tenant compte du Lemme 4.4.5, on conclut que : 

~t(T) = me(T). Or, pour tout SE U ! 13 , on a : 
{3EJ 

liT- Sll ?:. me(T) = ~t(T), 

car si liT - Sll < me(T), on conclurait d'après le Théorème 2.18, que 

ind(S) = ind(T) E J, ceci contredirait l'hypothèse ind(T) tf_ J. Par 

conséquent, 

dist(T, U !13) ?:. me(T) = ~t(T). 
{3EJ 

• Si min{r(T),r(T*)} =O. Tout d'abord, par le Corollaire 4.4.4, on con-

clut que ind::r(T) (T) = ind(T) = ±<S(T), ensuite en utilisant le Théorème 

4.2.5, on constate comme dans le point précédent que : 

dist ( T, U I /3) ?:. max { m\l(TJ (T), m\l(TJ (T*)} = p(T). 
/3EJ 

2) En utilisant le Théorème 4.4.9 et le Corollaire 4.4.11, on obtient 1 'inégalité 

suivante : 

et l'inégalité inverse résulte immédiatement du Théorème 4.2.5. 

Ceci conclut la preuve du Corollaire 4.4.12. 

D' ' 1 . ' 'cl ,T-.No rT-.No apres es notations prece entes on remarque que '±'+ U '±'-

l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. 

• 

F, 

Pour j3 un cardinal vérifiant j3 ::::; dim H, on note p/3 (resp. p-!3) 

l'ensemble des opérateurs semi Fredholm d'indice j3 (resp. -/3). 

On montre de la même façon les corollaires suivants. 
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Corollaire 4.4.13 

Soit TE B(H). 

1) Si J ç G(T) U 8_(T), alors : 

dist ( T, U ( F 13 )) = { JL(T) 
J)EJ 0 

si ind(T) tf. J, 

sznon. 

2) Si ~(T) < 1!31 :::; dim H, alors : 

dist(T, F13 ) = max{ ml/31 (T), mli3! (T*)}. 

Corollaire 4.4.14 

Soit TE B(H), alors : 

1) 
{ 

T(T*) si ind(T) > 0, 
dist(T, G+) = O 

sznon. 

2) 
{ 

T(T) si ind(T) < 0, 
dist(T, G_) = 

0 sznon. 

Corollaire 4.4.15 

Soit TE B(H), alors : 

inf { liT- Lll : LE B(H) tel que ind(L) =/= ind(T)} = JL(T). 

Corollaire 4.4.16 

Soit TE B(H), alo-rs : 

1) 
{ 

T(T*) 
dist(T, G+ \ G) = 

0 

si ind(T) 2: 0, 

sznon. 

2) 
{ 

T(T) si ind(T) :::; 0, 
dist(T, G_ \ G) = 

0 sznon. 
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Grâce au Corollaire 4.4.16, on voir sans difficulté que la distance de T à 

G ± \ G est donnée par : 

si ind(T) = 0, 

{ 

T(T) ( = T(T*)) 
dist(T, G± \ G) = 

0 sinon. 

Théorème 4.4.17 

Soit T E B(H), alors : 

T(T*) si ind(T) ~ ~0 , 

dist (T, :F) = 0 sz ind(T) est fini, 

T(T) sz ind(T) ~ -~0 . 

Démonstration: 

Soit (J = ind(T). 

• Si (J est fini, alors pt3 Ç :F, d'où d'après le Corollaire 4.4.13, on voit que: 

0 ~ dist(T, :F) ~ dist(T, F 13 ) =O. 

• Si (J ~ ~0 , alors il est facile de voir que '2s(T) = ess nul T. Donc, en 

tenant compte du Théorème 4.4.1, on conclut que T(T) = O. Ainsi en 

utilisant le Théorème 4.4. 7, on obtient : 

dist(T, :F) ::; dist(T, G) = T(T*). 

Inversement, pour tout L E :F, ind(L) est fini, d'où si (J = ind(T), on 

voit facilement que : 

ind13 (L) = 0 et ind13 (T) = ind(T) #O. 

Donc, en utilisant le Théorème 4.2.5 et le Lemme 4.4.3, on obtient : 

dist(T, :F) ~ m 13 (T*) = T(T*). 
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• Si j3.::; -N0 , tout simplement grâce au point précédent, on obtient : 

dist(T, :F) = dist(T*, :F) = r(T). 

• 

D'après les notations précédentes on voit que F+ = <P~0 est l'ensemble 

des opérateurs semi-Fredholm à gauche et F_ = <P~0 est l'ensemble des 

opérateurs semi-Fredholm à droite. 

Pour un opérateur T de B(H), la distance de T à F+ et F_ sont données 

par les formules : 

Théorème 4.4.18 

Soit TE B(H), alors : 

1) 
{ 

r(T*) 
dist(T, F+) = 

0 

2) 
{ 

r(T) 
dist(T, F_) = 

0 

Démonstration : 

1) Soit j3 = ind(T). 

si ind(T) 2 No, 

sznon. 

si ind(T) .::; -No, 

sznon. 

• Si j3 2 N0 , alors en utilisant le Théorème 4.4.17, on obtient : 

dist(T, F+) .::; dist(T, :F) = r(T*). 

Montrons maintenant l'inégalité inverse. 

On peut supposer que r(T*) > 0, car sinon l'inégalité est évidente. Comme 

ind(T) 2 N0 , on en déduit que C.S(T) = ess nul T et en tenant compte du 

Théorème 4.4.1, on conclut que r(T) =O. Donc, d'après le Théorème 4.2.5 

et le Lemme 4.4.3, on doit avoir pour tout L E F+, 

1/T- Lll 2 mf3(T*) = r(T*). 
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Ceci prouve que : 

dist(T, F+) 2: m 13 (T*) = r(T*). 

Donc, 

dist(T, F+) = r(T*). 

• Si /3 < ~0 , comme F n 1!3 Ç F+, d'après le Corollaire 4.4.13, on conclut 

que: 

La preuve de 2) résulte immédiatement de 1) par dualité. • 
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4.5 Sur la frontière de certains classes d'opérateurs 

Nous gardons les notations des paragraphes précédents. 

Notons, A= {LE B(H) : T(L) = T(L*) = 0}. 

Rappelons le résultat suivant qui a été démontré par R.H. Bouldin et dont 

aura besoin très souvent dans ce paragraphe. 

Lemme 4.5.1 ([12], Corollaire 8 ) 

Soit TE B(H), alors : 

{ 

!t(T) 
dist (T, G) = 

0 

si T tf. .rn Io, 

sm on. 

Dans le cas hilbertien séparable, S. Izumino et Y. Kato [42], ont montré 

qu'un opérateur T appartient à 8(G) si et seulement si T n'est pas semi

Fredholm (ceci équivalent à dire que me(T) = me(T*) = 0). La situation 

pour les espaces de Hilbert non séparables est un peu différente car la 

frontière de G est en générale incluse strictement dans le complémentaire 

des opérateurs semi-Fredholm. Plus précisément les opérateurs appar

tenant à 8( G) vérifient une condition plus forte donnée par : 

LE 8(G) ~ T(L) = T(L*) =O. 

Il faut noter que dans le cas hilbertien séparable, T(T) est égale à me(T) 

et donc le théorème qui suit étend le résultat de S. Izumino et Y. Kato 

[42], atL'< cas des espaces hilbertiens non séparables. 

Théorème 4.5.2 

8(G) ={LE B(H): T(L) = T(L*) = 0} =A. 
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Démonstration : 

"C" D'abord, d'après le Lemme 4.5.1, on voit sans difficulté les inclusions 

suivantes : 

G Ç Fn/0 Ç int(G) ç G. 

Donc pour tout opérateur T de â( G), on constate que T (j. F n 10 . D'où, 

d'après le Lemme 4.5.1, on doit avoir dist(T, G) = J-L(T). Donc, en sachant 

que T E 8( G) Ç G, on conclut que J-L(T) = O. Par conséquent T E A. 

" :J" Soit TE A, alors par le Lemme 4.5.1, on constate que: 

0 ~ dist(T, G) ~ J-L(T) = 0, 

ceci implique queTE G. Pour terminer la preuve du théorème, il suffit de 
-=:c 

prouver que T E G . 

Sans perte de généralité, on peut supposer que ind(T) :::; 0 sinon on 

passe à l'adjoint. Soit T = VITI la décomposition polaire de T avec V 

une isométrie et ind(V) = ind(T) (voir, Lemme 2.14). Soit é > 0, on lui 

associe l'idempotent Ee = E([O, é[), on pose aussi E-j- = I- Ee. 

Soit (ei)iEJ une base orthonormale de E([O, é[)H où J est un ensemble 

tel que card(J) = dimE((O,é[)H. Compte tenu du fait que T(T) = 0, on 

conclut que card(J) = dimE([O,é[)H ~ rzs(T). Fixons j 0 de J, comme 

card(J) = card(J \ {j0 } ), il existe une bijection <p: J---+ J \ {j0 }. 

Définissons, maintenant un opérateur vV de B(H) de la manière suivante : 

vV(x) X SI XE (Ee(H))l. = E-j-(H) , 

ecp(j) si j E J. 

Alors, on vérifie facilement que vV est une isométrie d'indice -1 et que 

(1) WE-j- =E-j-. 

Soient Se= (ITI-El)E-j- et Le= VvV(Se+d). Alors, on voit sans difficulté 

que: 

(2) 
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(3) 

Ceci implique que : 

N(Le) = {0} et ind(Lt:) :::; -1. 

Donc, on en déduit que Le tf. :Fn10 . Ainsi, par le Lemme 4.5.1, on constate 

que : dist(Le, G) = J-L(Le). 

D'autre part, comme R(Le) = R(VW) est un fermé et N(L6 ) = {0}, on 

en déduit que Le E F+, ceci implique que J-L(L6 ) ~ T(Le) ~ me(Le) > O. 

Donc, par le Lemme 4.5.1, on constate que Le tt G, ceci revient à dire que 

LeE Ge. 

Finalement, on conclut au moyen de (2) et (3) que liT- Lell :::; 2é. Ceci 

prouve queTE G. • 

Théorème 4.5.3 

Soit TE B(H), alors : 

dist(T, ô( G)) = J-L(T). 

Démonstration : 

-Si T tt G, alors dist(T,ô(G)) = dist(T,ô(G)). 

En effet, soit v = dist (T, ô ( G)), on peut supposer que v > 0, sinon 1 'égalité 

est évidente (car dist(T,ô(G)) :::; dist(T,8(G))). Soit B(T,v) = {L E 

B(H) : liT- Lll <v}, alors 

B(T,v) ç (ô(G)r =(en [int(GWr =Geu int(G). 

_e -

Or, G et int(G) sont delL'< ouverts disjoints, et comme B(T, v) est connexe, 

on en déduit que B(T, v) Ç Ge (carT tf. int( G) Ç G ). Donc dist(T, G) ~ 

v= dist(T, 8(G)). 
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Ainsi, on conclut d'après le Lemme 4.5.1, que dist(T, ô(G)) = ~t(T). 

- Supposons maintenant que T E G. Deux cas peuvent se présenter. 

• Si T tt F n ! 0 , alors par le Lemme 4.5.1, on déduit que: 

dist(T, G) = p(T). 

Or, commeT E G, on conclut que p(T) = 0, ceci implique queTE A= 

ô( G). Par conséquent, 

dist(T, ô( G)) = p(T) = O. 

• SiTE Fn ! 0 , tout d'abord d'après le Théorème 4.4.1 et le Lemme 4.4.5, 

on remarque que : 

T(T) = T(T*) = me(T) = me(T*) >O. 

D'autre part, on aG Ç FnJ0 Ç int(G), en particulier (FnJ0)nô(G) = 0. 

Par suite, en utilisant les Théorèmes 4.2.5 et 4.5.2, on voit que : 

V LE ô(G), liT- Lll ~ ~(T) = me(T). 

Par conséquent, 

dist(T, ô(G)) ~ ~(T) = me(T). 

Inversement, soit T = UITI la décomposition polaire de T avec U 

unitaire (voir, Lemme 2.14). Soit S = U(ITI- me(T)I), alors on voit sans 

difficulté que : 

(1) me(S) = me(S*) =O. 

Montrons que S E A. Soit c > 0 tel que : 

(2) essnul S = dimE5 ([0,c[)H et essdef S = dimE;([o,c[)H. 

Alors, comme S est un opérateur normal, dim N(S) = clim N(S*). Or, 

d'après le Lemme 4.4.2, on a : dim Es(]O, c[)H = dim E5(]0, c[)H, par 

suite : 

(3) dim Es([O, c[)H = dim E~([O, c[)H. 
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Ainsi, d'après le Théorème 2.17 et les relations (1), (2) et (3), on conclut 

que ess nul S = ess def S ~ ~0 . 

Enfin, par le Théorème 4.4.1, on constate que T(S) = T(S*) = 0, ceci 

entraîne que SE â(G) =A. Par conséquent, 

dist(T, â(G)) ~ liT- Sll = me(T) = p,(T). 

Ceci achève la démonstration du Théorème 4.5.3. • 
On voit sans difficulté l'assertion suivante : 

(4.5.1) 

Théorème 4.5.4 

Soit TE B(H), alors : 

{ 

p,(T) 
dist(T, â(G)) = 

m(T) = 77(T) 

si T tt G, 

sznon. 

Démonstration: 

-Si T tt G, alors dist(T, â(G)) = dist(T, G). En effet, soit v= dist(T, o(G)), 

on peut supposer que v > 0 sinon l'égalité est évidente. Soit B(T, v) = 

{LE B(H): IIT-LII < v},alorsB(T,v) ç (â(G)r = (cnccr = GCUG. 

Or, Ge et G sont deux ouverts disjoints, et comme B(T, v) est connexe, 
_c -

on en déduit que B(T, v) Ç G (carT tt G Ç G). Donc dist(T, G) ~ v= 

dist(T, 8( G) ). 

Ainsi, d'après le Lemme 4.5.1, on conclut que: 

dist(T, 8(G)) = dist(T, G) = p,(T). 

- Supposons donc T E G. On va distinguer deux cas. 

• Si T tt 10 , alors par le Lemme 4.5.1, on voit que : 

0 = dist(T, G) = p,(T). 
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Donc, TJ(T) = 0 (car J..L(T) ~ me(T) ~ TJ(T)), ceci implique queT n'appartient 

pas à G, donc 

T E G n cc = 8( G). 

Par conséquent, 

dist(T, 8( G)) = TJ(T) = O. 

• Si T E 10 , soit T = UITila décomposition polaire de T avec U unitaire 

(voir, Lemme 2.14). Soit L = U(ITI- TJ(T)), alors L n'est pas inversible. 

Soit c > 0, on lui associe l'opérateur Lo: = U(ITI - TJ(T) + c). Comme 

Œ(ITI - TJ(T)) Ç IR+ et -€ fi Œ(ITI - TJ(T)), on en déduit que Lo: est 

inversible. Or, IlL- Lo:ll = llcUII = c, par suite LE 8(G). Donc 

dist(T, 8(G)) ::; liT- Lll = TJ(T). 

Montrons l'inégalité inverse. 

Supposons qu'il existe L E 8(G) tel que liT- Lll < 17(T). Alors, d'abord 

par le Corollaire 4.1.4, on conclut queT et L sont semi-inversibles à gauche, 

ensuite commeT appartient à G n G+, et compte tenu de (4.5.1), on en 

déduit que Test un opérateur inversible. Enfin, par le Corollaire 4.1.4, on 

conclut que Lest un opérateur inversible, ce qui contredit le fait que Lest 

dans 8(G). Donc, 

V LE 8(G), liT- Ljj ~ TJ(T). 

Par conséquent, dist(T, 8(G)) ~ TJ(T). 

Le Théorème 4.5.4 est démontré. • 

Considérons maintenant pn = F n In, les classes des opérateurs semi

Fredholm d'indice n oü nEZ= Z U { -~o, ~0 }. 

Si n = 0, en utilisant le Lemme 4.5.1, nous montrons sans difficulté les 

deux assertions suivantes : 
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(4.5.2) 

(4.5.3) 

G=F0 . 

G n {LE B(H) : Jt(L) > 0} = pü. 

Nous avons montré dans le cas hilbertien séparables que pour tout 

J~ Z, int( U Fi) = U Fi et ô( U pi) = ô( U Fi) (= {T E B(H) : 
iEJ iEJ iEJ iEJ 

me(T) = me(T*) = 0} ), (voir, Théorèmes 3.1.6 et 3.1.9). On va montrer 

les mêmes égalités pour les espaces de Hilbert non séparables. 

Théorème 4.5.5 

Soit J ~ Z, alors : 

1) int( U Fi)= U Fi; 
jEJ iEJ 

2) a( u pi)= a( u Fi)= A. 
jEJ iEJ 

Démonstration : 

1) L'inclusion " U Fi Ç int( U Fi) "étant évidente, il suffit de montrer 
iEJ iEJ 

l'inclusion inverse. 

- Soit T E int ( U Fi). Nous allons montrer que M(T) > O. Si ce n'était 
iEJ 

pas le cas, comme M(T) 2: max{me(T), me(T*)} (voir, Théorème 4.4.1), 

on conclurait que T n'est pas semi-Fredholm. Soit m E Z \ J, ceci est 

possible car J ~ Z, alors par le Théorème 4.4.13, on devrait avoir T E pm 

(car p(T) = 0) et puisque T n'est pas semi-Fredholm, on conclurait que 

T E pm\ pm = â(Fm), il en résulterait que T E â(Fm) n int ( U Fi), 
iEJ 

donc ( U Fi) n pm f. 0, ce qui contredirait la continuité de l'indice. Par 
iEJ 

conséquent, p(T) > O. 

Donc par le Corollaire 4.4.13, on constate que T est un opérateur 

d'indice j E J (c.a.d T E U Ii). On va distinguer trois cas suivant que 
iEJ 
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l'indice n de T soit fini ou bien égal à ~0 ou à -~0 . 

• Si n fini. Alors 8(T) = min{ r(T), r(T*)} > 0, car si ce n'était pas le 

cas, on conclurait par le Corollaire 4.4.4, que ind(T) = ±~(T), cela re

viendrait à dire que ~(T) = ±n, ce qui contredirait le fait que ~(T) ;::: ~0 . 

Donc Jl(T) = r(T) = r(T*) > O. Par conséquent, par le Lemme 4.4.5, on 

conclut que : 

me(T) = me(T*) = Jl(T) > O. 

Donc 

T E :F n u Ii Ç u pi. 
iEJ iEJ 

• Si n = ~0 . Tout d'abord, remarquons que a(T) ;::: o:(T*), donc r(T) :s; 

r(T*). D'où, r(T) = 0 et r(T*) = Jl(T) > 0, car si r(T) > 0 par le 

Lemme 4.4.5, on conclurait que T est Fredholm, ceci contredirait le fait 

que T E Ji{0 • Par conséquent, d'après le Corollaire 4.4.4, on constate 

que ind(T) = r;}(T), ceci prouve que r;}(T) = ~0 , en particulier r(T*) = 

me (T*) > 0. Donc, T E F n 1 i{a = Fi{0 Ç F n ( U Ii) = U Fi. 
iEJ iEJ 

• Sin= -~0 . Alors r(T*) :s; r(T) et on montre comme le point précédent 

que me(T) = Jl(T) > O. Par conséquent, TE p-i{o Ç U Pi. 
iEJ 

2) La première égalité résulte immédiatement de la première assertion. 

Montrons la delL'<ième égalité. 

Soit TE A (c'est à dire Jl(T) = 0), d'abord comme Jl(T) ;::: ma'<{me(T), 

me(T*)} ;::: 0, on en déduit que T n'est pas semi-Fredholm, en particulier 

T r:j U pi. 
iEJ 

D'autre part, d'après le Corollaire 4.4.13, on voit que T E U Pi. 
iEJ 

Maintenant en utilisant 1), on conclut queTE a( U pi). Ceci prouve 
iEJ 

queAça(UPi). 
iEJ 

Montrons l'inclusion inverse" a( U Fi) ÇA". Soit TE o( U pi), alors 
iEJ jEJ 
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ti(T) = min { r(T), r(T*)} = 0, car si ce n'était pas le cas, on conclurait 

d'abord par le Lemme 4.4.5, queT est Fredholm, et ensuite par le Corollaire 

4.4.13, on constaterait que T E U Ii. Donc T E F n U Ii Ç U pi. Ceci 
iEJ iEJ iEJ 

contredirait le fait queTE â( U Fi). Par conséquent, ti(T) =O. 
jEJ 

Nous allons montrer que J-L(T) = O. Pour cela on va distinguer trois cas 

suivant que l'indice n de T soit fini ou bien égal à N0 ou à -N0 . 

• Si n est fini, supposons que ft(T) > 0, alors par les Corollaires 4.4.13 et 

4.4.4, on conclurait que n = ind(T) = ±~(T), ceci contredirait le fait que 

~(T) 2 Na. 

• Si n = N0 , alors r(T) ::::; r(T*). On va prouver que r(T*) = O. Si ce 

n'était pas le cas, comme ci-dessus, on conclurait par le Corollaire 4.4.4, 

que N0 = n = ind(T) = ~(T). Cela entraînerait que me(T*) = r(T*) >O. 

Donc T est semi-Fredholm. D'autre part, puisque p(T) = me(T*) > 0 et 

TE U Fi, d'après le Corollaire 4.4.13, on devrait avoir n = ind(T) E J. 
iEJ 

Il en résulterait queTE U Fi, ceci contredirait le fait queTE â( U Fi). 
iEJ iEJ 

• Sin= -N0 . On montre comme ci-dessus que r(T) = p(T) =O. 

Conclusion: Nous avons montré que pour tout opérateur T de a( U Fi), 
iEJ 

p(T) est nécessairement nulle, cela revient à dire que T E A. 

Ceci achève la preuve du Théorème 4.5.5. • 
L. Burlando a caractérisé aussi les éléments de â(prt) en fonction de 

d(T) (cf. [16]) où d(T) = min{de(T) : é > 0} et pour tout é > 0, de 

désigne la dimension commune du sous-espace fermé Y de H vérifiant 

IIT(x)ll ::S t:llxll, V xE Y, x =1- 0 et IIT(x)ll ~ t:llxll V xE y.L_ 

En utilisant l'assertion ( 4.5.2), et le Théorème 4.5.5, on montre sans diffi

culté le corollaire suivant : 

Corollaire 4.5.6 

153 



1) int(G) = p0 = :F n 10 . 

2) 8( G) = 8(F0
). 

3) a(G) = a(G) U (F0 
\ G). 

Remarque: 

Le Corollaire 4.5.6, est démontré dans le cas ou H est un espace de Hilbert 

séparable [42] par S. Izumino et Y. Kato, donc ceci étend ce résultat au 

cas des espaces de Hilbert non séparables. 

Théorème 4.5. 7 

1) int(:F) = :F. 

2) a(:F) = a(:F) =A. 

Démonstration : 

1) L'inclusion " :F Ç int(:F) " étant évidente, il suffit de montrer l'autre 

inclusion. En effet, soit T E int(:F), alors p(T) > 0, car si ce n'était pas 

le cas, par le Théorème 4.5.5, on conclurait que T E A = 8(FN°). Il en 

résulterait que T E int(F) n 8(FN°), ce qui entraînerait que :F n pNo f. 

0. Contradiction (à cause de la continuité de l'indice). Par conséquent, 

p(T) >O. Enfin, compte tenu du fait queTE :F, et par le Théorème 4.4.7, 

on conclut que T est Fredholm. 

2) La première égalité découle immédiatement de 1). 

Montrons d'abord l'inclusion " A Ç a(:F) ". Soit T E A, alors r(T) 

r(T*) = O. Donc d'après le Théorème 4.4.1, me(T) = me(T*) = O. Ceci 

entraîne queT tf. :F. D'autre part, d'après le Théorème 4.4.17, on constate 

queTE :F. Donc TE a(:F). Par conséquent, A Ç a(F). 

Montrons maintenant l'inclusion inverse. Soit TE a(:F). 

- Si ind(T) est fini. D'abord, on conclut que me(T) = me(T*) et r(T) = 
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T(T*). D'autre part, commeT</. :F, on en déduit que me(T) = me(T*) = 

O. Enfin par le Lemme 4.4.5, on voit que T(T) = T(T*) =O. Donc TE A. 

- Si incl (T) 2:: ~0 , ceci signifie que di rn N (T) 2:: dim N (T*), d'où T (T) ::; 

T(T*). Or, d'après Le Théorème 4.4.17, on a : dist(T,.F) = T(T*) et 

commeT E .F (carTE â(.F)), on conclut que T(T*) =O. Ceci implique 

que T(T) = T(T*) =O. Donc TE A. 

- Si ind(T) ::; -~0 . Comme le point précédent on constate que T(T) 2:: 

T(T*) et par le Théorème 4.4.17, on conclut que T(T) = O. Il en résulte 

que T(T) = T(T*) = O. Donc, on en déduit que T E A. 

Ceci achève la preuve du Théorème 4.5.7. 

Corollaire 4.5.8 

Soit TE B(H), alors 

dist(T, â(.F)) = dist(T, â(.F)) = J-l(T). 

Démonstration : 

D'après les Théorèmes 4.5.2 et 4.5. 7, on constate que : 

â(.F) = â(F) = â( G). 

Donc, en utilisant le Théorème 4.5.3, on obtient : 

dist(T, â(.F)) = dist(T, â(.F)) = J-l(T). 

• 

• 
Dans le cas ou H est un espace de Hilbert séparable, nous avons montré 

au premier paragraphe du chapitre précédent (voir Corollaire 3.1.10) que: 

â(.F) = â(F+) = â(F+) = {TE B(H) : me(T) = me(T*) = 0}. 

Il est donc naturel de se demander si ces égalités restent vraies pour les 

espaces de Hilbert non séparables. Le théorème suivant prouve qu'il n'en 

est rien. 
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Théorème 4.5.9 

1) â(F+)C$ â(F+) et â(:F) # â(F+)· 

2) Si a= dim H, alors AC$ â(Fa) et AC$ ô( F-a). 

3) Si N0 <a< (3::; dimH, alors â(Fa) cj. â(F!3) et â(F!3) ct. â(Fa). 

Démonstration : 

1) On va construire un opérateur T qui appartient à â(F+) et T n'appartenant 

pas ni à â(F) ni à â(F+)· 

Soit a un cardinal strictement supérieur à N0 et inférieur à dim H 

(No < a ::; dim H). Soient ]\;[ et N deux sous-espaces fermés de H tels 

que dim 1\!I = a, dim N = dim H et M EB N = H. Soient aussi lvi' et N' 

deux sous-espaces fermés de H tels que dim M' = N0 , dim N' = dim H et 

i'vf'EBN' = H. Soient U : N--+ N'une isométrie surjective et Ta E B(H), 

tel que Ta = U sur N et 0 sur M. Alors, dim N (Ta) = dim 1\!I = a, d'où 

me(Ta) = O. Puisque R(Ta) est fermé (car Î(Ta) = 1), il s'ensuit que 

dim N(T~) = dim R(Ta).L = dim N!.L = dim M' = N0 . Donc me(T~) = O. 

Par conséquent, 

(1) 

D'autre part, puisque 1 = Î(Ta) = inf{O"(ITal) \ {0}} [3], on conclut que 0 

est un point isolé de O"(JTaJ). Ceci implique qu'il existe c > 0 tel que pour 

tout À E]O, c[, 

ErcJ[O, ,.\[)H = N(Ta) et ErJ[O, ,.\[)H = N(T~). 

Par conséquent, 

ess nul Ta = a et ess clef Ta = N0 . 

Donc, on conclut que T(T~) 2 ~é > 0 et T(Ta) = O. 

Ceci impliquent que T~ tf. A. (2) 
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Et par conséquent, d'après le Théorème 4.5.7, on voit queT~ tj ô(F). 

D'autre part, comme ind(T~) =-a et en utilisant le Théorème 4.4.18, on 

en déduit que : T~ E F+. (3) 

D'où (1) et (3) impliquent queT~ E ô(P+)· 

Il en résulte que A= 8(F) =1- ô(P+). 

Montrons maintenant queT~ E int(P+ ). 

Tout d'abord, d'après le Théorème 4.2.4, on constate que ma(T~) > O. 

D'autre part, par le Théorème 4.2.5, on constate que pour tout opérateur 

L appartenant à B(T~, ma(T~)), ind(L) = inda(L) = inda(T~) =-a, où 

B(T~, ma(T~)) désigne la boule ouverte de B(H) de centre T~ et de rayon 

ma(T~). Donc, par le Théorème 4.4.18, on voit que B(T~, ma(T~)) Ç F+, 

par conséquent, T~ (j_ ô(P+). Il en résulte que ô(P+)) ô(P+)· 

2) D'abord, par le Corollaire 4.4.13, on conclut que A Ç pa. Or, An Fa= 

0, par suite A. Ç 8(Pa) (car pa est un ouvert). D'autre part, soit Ta défini 

comme dans 1). Puisque ind(Ta) = a, d'après le Corollaire 4.4.13, on 

conclut que Ta E pa. Or, d'après (1), Ta n'est pas semi-Fredholm, par 

suite Ta E ô(Fa). Finalement, comme ft(Ta) = T(T~) > 0, on en déduit 

que Ta tj A. Ceci prouve que A) ô(Pa). 

Enfin pour voir que Act ô(P-a), il suffit de remarquer que A Ç ô( P-a), 

T~ tj A. et T~ E ô(P-a). 

3) Soit Ta, T13 E B(H) définis comme dans 1). Puisque ind(Ta) =a (resp. 

ind(T13) = {3), d'après le Corollaire 4.4.13, on conclut que Ta E pa (resp. 

T13 E Fi3). Or, d'après (1), Ta et T13 ne sont pas semi-Fredholm, par suite 

Ta E ô(Pa) (resp. T!3 E ô(Pf3)). 

Par ailleurs, d'après le Corollaire 4.4.13, on a : 

et 
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Il en résulte que Ta ~ &(Ff3) et T13 ~ &(Fa). Ceci prouve que &(Fa) ct 
&(F13 ) et &(Ff3) ct &(Fa). • 

En montre de la même manière le corollaire suivant. 

Corollaire 4.5.10 

Si N0 <a< f3 ~ dimH, alors 

&(F-a) ct &(F13 ), &(F13 ) ct &(F-a); 

&(F-a) ct &(F- 13 ), &(F-13 ) ct éJ(F-a). 
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5 Annexes 

2eme preuve de Il ITI - I- Koll = ma.'<{IITIIe- 1, 1 - me(T)} (voir, 

Lemme 3.3.1 page 80). Soit 

W1 = (0, me(T)[), W2 = [me(T), liT lie] et W3 =JIITIIe, IITIIJ. 

Alors, H s'écrit : 

H = E(wi)(H) EB E(w2)(H) EB E(w3)(H). 

Soit xE H, x= x 1 + x2 + x3, avec XiE E(wi)(H), 1 ::; i:::; 3. 

En utilisant les mêmes notations que le Théorème 12.21 (page 319) (53] et 

le Théorème 12.22 (pages 321-322) [53], on voit que si 

alors 

IJ (ITI - I- Ko)(x) 11
2 - < 1 f(t) dE(t) (x), 1 f(t) dE(t) (x) > 

a(T) a(T) 

- < 1 lf(t)l 2 dE(t) (x), x> 
a(T) 

- 1 ((me(T)- 1) 2Xw1 (t) + (t- 1) 2Xw2 (t) 
a(T) 

+(IJTIJe - 1 )2Xw3 ( t)) df.Lx,x( t) 

- (me(T)- 1)2 < E(wi)(x),x > 

+ < f (t- 1) 2Xw 2 (t) dE(t) (x),x > 
Ja(T) 

+(IITIIe- 1)2 < E(w3)(x), X> 

- (me(T)- 1)2 < E(wi)(x), E(w1)(x) > 

+ < 1 (t- 1)2 dE(t) 1 Xw2 (t) dE(t) (x), x> 
w2 a(T) 

+(IITIIe- 1)2 < E(w3)(x), E(w3)(x) > 
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- (me(T)- 1)2 < E(wr)(xr), E(w1)(x1) > 

+ < L
2 

(t- 1)2dE(t) E(w2)(x), x> 

+(I!TIIe- 1)2 < E(w3)(x3), E(w3)(x3) > 

- (me(T)- 1)21 df-lxt.x 1 + 1 (t- 1)2 df-lx2 ,x2 
W! W2 

+(JJTJJe- 1)21 df-lx3,X3 
W3 

< (me(T)- 1)2 /JxlJ/ 2 + (JJTJJe- 1)2JJx3J/ 2 

+(JJTIIe- 1)21lx3ll 2 

< max{(me(T)- 1)2, (JJTJJe- 1)2} JJxJ/ 2, 

dans l'avant dernière égalité on a utilisé le fait que pour toute fonction 

boréliènne bornée g sur O"(T) et w un borélien de O"(T), on a : 

11 g().,)df-lx,xl s; ( supJg(.-\)/) 1/xl/ 2. 
w ~Ew 

Donc, on en déduit que 1/JTJ- I- Koll s; ma..'<{I/TIIe- 1,1- me(T)}. Or, 

si x est un vecteur unitaire de E(w1)(H), Il (JTJ-I -K0 ) (x) Il = /1-me(T)J, 

etsixestun vecteurunitairedeE(w2)(H), ii(JTJ-1-Ko) (x)l/ = 111TIIe-1J. 

Par conséquent, 

Il JTJ- I- Koll = max{IITIIe- 1,1- me(T)}. 

• 
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