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1 Introduction

Dans cette theése, nous nous intéressons & certains problémes liés aux
opérateurs semi-Fredholm. On évoque, notamment, le fameux probleme
d’approximation d’un opérateur T fixé dans B(H) par des classes M C
B(H). Ce probléme consiste & déterminer la distance de 7" & M notée
dist(T, M) et définie par dist(T, M) = inf{||T - L|| : L € M}. 1l a été
posé au début des années soixante-dix par P.R. Halmos [34], R.B. Holmes
et B.R. Kripke [40] et largement étudié par de nombreux auteurs surtout
dans le cas séparable. Citons en particulier, (1], [2], [7], [9], [13], [39]. Il a
abouti & des résultats subtils dans la Théorie des Opérateurs ainsi qu’en

Analyse Fonctionnelle.

Dans ce travail ce probleme est abordé dans le cas hilbertien mais
dans un cadre un peu restreint ol l'on ne considere généralement que
les classes d’opérateurs liées & I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm.
Par exemple, dans le cas hilbertien séparable, si F™ (resp. G7%) désigne
’ensemble des opérateurs semi-Fredholm (resp. semi-inversibles) d’indice
navecn € Z = Z U {—00,+00}, nous déterminons dist(T, U Fj> et

j€J
dist (T, U Gi) pour tout sous-ensemble J de Z. Nous calculons aussi la
distancéec{’un opérateur arbitraire & 'ensemble S + K(H) et S, ou K(H)

désigne ’ensemble des opérateurs compacts et S (resp. S.) 'ensemble des

isométries dans B(H) (resp. C(H) = B(H)/K(H)).

En 1992 M. Mbekhta a établi un résultat tres intéressant dans le cas
hilbertien séparable sur les composantes connexes semi-Fredholm dans
B(H). 11 a prouvé que les composantes connexes semi-Fredholm ont la
méme frontiere et que B(H) s’écrit comme la réunion de cette frontiére
commune (A) et de 'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. Ce résultat

nous a incité a étudier la structure interne des composantes connexes semi-
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Fredholm dans B(H). Nous généralisons ce résultat pour toute réunion de
composantes connexes semi-Fredholm et nous le montrons pour les ferme-
tures des composantes connexes semi-inversibles. D’autre part, nous don-
nons quelques résultats sur la structure des composantes connexes semi-
Fredholm. Pour cela, on note F} I'ensemble des opérateurs semi-Fredholm
appartenant & F™ et de nullité fixée égale & m € N=NU {+o0} (n < m).
Nous prouvons que pour tout J C N, U F7* est connexe par arcs et que
jeJ

Fg‘ est dense dans JlEJJF]n avec j = inf{]jezj €Jletn<j.

L’abondance des résultats dans le cas hilbertien séparable d’une part
et le manque de travaux dans le cas non séparable du moins pour tout ce
qui concerne la structure des opérateurs semi-Fredholm d’autre part, nous
a motivé a donner quelques résultats sur ce sujet dans le cas non séparable
et de discuter dans ce cas le résultat de M. Mbekhta mentionné aupara-
vant. Dans le cas séparable, on montre que l’ensemble F des opérateurs
Fredholm, F, 'ensemble F, des opérateurs Fredholm & gauche et F, ont

tous la méme frontiere A. Il est donc naturel de se demander si ces égalités

restent vraies dans le cas non séparable.

D’autre part, dans le cas hilbertien non séparable, nous donnons quelques
résultats sur les opérateurs a-semi-Fredholm qui sont des généralisations
naturelles des opérateurs semi-Fredholm. Rappelons qu’un sous-espace X
de H est dit a-fermé, o étant un cardinal compris entre Ny et dim H, s’il
existe un sous-espace fermé M de H tel que M C X et dim(X N ML) <
a et qu'un opérateur T est dit a-semi-Fredholm si l'image de T est
un sous-espace a-fermé et min{dim N(T),dim N(T*)} < a. En partic-
ulier, les opérateurs No-semi-Fredholm sont exactement les opérateurs semi-
Fredholm. Nous étudions aussi les points de continuité de 'application
Yo : T +— Y(T) olt v4(T) désigne la conorme de poids o de T’ qui car-

actérise exactement les opérateurs & image a-fermée.
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Cette these comporte deux parties.

Nous commengons par rappeler certains résultats classiques de la Théorie
des Opérateurs, notamment, la définition de la conorme d’un opérateur et
le fameux théoreme de Kato sur la stabilité des opérateurs semi-Fredholm
par des petites perturbations. Nous rappelons également quelques résultats
primordials du module minimal essentiel m.(7) = inf{A : A € o.(|T])},
qui joue un role crucial dans cette thése ainsi que d’autres résultats dont
on aura besoin dans la suite.

Dans tout ce travail, H désigne un espace de Hilbert complexe de di-
mension infinie et B(H) l'algebre des opérateurs bornés de H dans lui
méme. Pour tout 7" € B(H), nous notons T*, N(T) et R(T) respective-
ment ’adjoint, le noyau et 'image de . On désigne par o(T") = dim N (T)
la nullité de T et par B(T) = dim(H/R(T)) la codimension de R(T).
D’autre part, pour un sous-ensemble M de B(H), on note M, int(M) et
O(M) respectivement la fermeture, U'intérieur et la frontiére de M dans

B(H).

Premiere partie

Dans toute cette partie, on suppose que H est un espace de Hilbert

séparable de dimension infinie.

Dans le premier paragraphe, nous déterminons dist (T, U Fj> (J] CZ)
jed
en fonction de me(T) et me(T*). Nous montrons I'égalité | J Fi = U Fi
j€J j€J
en justifiant le fait que | J 7 s’écrit comme la réunion disjointe de | J F7 et
jeJ jeJ
d’une partie A de B(H) indépendante de J, qui n'est autre que 'ensemble

des opérateurs non semi-Fredholm. Ce fait permet également d’établir

que la frontire de [ J F7 est égale & A pour J C Z. Par ailleurs, nous
JjeJ
prouvons que U F7 est égale 3 I'intérieur de U F?. Ainsi, nous déduisons
jeJ jeJ
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que les ensembles | J F7 (avec J G Z) ont tous la méme fronticre, égale &
J€J
A. Plus précisément, (] F7) = d(| F7) = 0(|J F?) = A (avec JGZ.)
JjedJ jed jeJ

En particulier, si on note F (resp. F) 'ensemble des opérateurs Fredholm
(resp. semi-Fredholm & gauche), on obtient F = FUA, F, = F, UA,
int(F) = F, int(Fy) = Fy et 3(F) = 0(F) = 0(Fy) = 0(F,) = A.

Un autre résultat important sur les opérateurs semi-Fredholm concer-

nant, cette fois les opérateurs semi-inversibles, dit que pour tout ' € B(H)

et J C Z, dist (T, U Fj) = dist (T, U Gft) Ceci nous permet de remar-
jed jed

quer que U Gl = U Z’Z = F7 et d’établir les mémes formules sur la
j€J JjeJ j€J
fermeture, 'intérieur et la frontiére pour U Gl
j€J

Dans le deuxieme paragraphe, nous nous intéressons a I’étude des struc-
tures internes des composantes connexes semi-Fredholm. Nous définissons
F: comme ’ensemble des opérateurs semi-Fredholm appartenant & F™ et
de nullité fixée égale a m (n < m). Nous remarquons que si n < m et
m > 0, O E7 . ; est d’intérieur vide et ainsi, nous concluons que ij Fo o
est un élzl(:/ert si et seulement si m = n ou m = 0. Nous rrjlz(r)ltrons
que si m,m' € N = NU {+o0}, et T, L € F» UF", il existe un chemin
continu inclus dans F} U F7,, d’extrémités T et L et par conséquent,
nous prouvons que pour tout J C N, U FJ" est connexe par arcs, avec
jg=inf{j:jeJ} =n e

Dans la deuxiéme partie de ce paragraphe, nous montrons que tout
opérateur non semi-Fredholm peut étre approché par une suite d’opérateurs
de F™. Cela entraine que A C F” pour tous n,m tels que n < m. De
plus, nous déterminons explicitement dist (T , U FJ”) et nous montrons que

jeJ
dist (T, UJF}‘) = dist(T, F;") Ceci prouve que F est dense dans UJ 348
j€ j€

Dans le troisieme paragraphe, nous nous intéressons a une classe tres

12



particuliére d’opérateurs semi-Fredholm; & savoir la classe S, = {L €
B(H) : n(L*)r(L) = w(I)} ot w(L) dénote la classe de T" dans 'algebre de
Calkin C(H) = B(H)/K(H). Nous déterminons explicitement dist(7’, S +
K(H)), dist(T, S.) et dist(T, V,) en fonction de la norme essentielle ||T7)|, :=
|7(T)|| et du module minimal essentiel m.(T") de 'opérateur T'. S := {L €
B(H) : L*L = I} étant la classe des isométries, ¥V = S* U S la classe des
isométries partielles maximales et V. = S.* U S.. Nous montrons, de
plus, que toutes ces distances sont atteintes. Ceci prouve, en particulier
que ces classes sont des parties fermées de B(H) et nous déduisons que
Ve = V + K(H). Cette derniere égalité donne d’une maniere différente
une réponse du résultat déja connu de P. de la Harpe (voir, [35]) sur le
relevement dans l’algébre de Calkin : si T est un opérateur de B(H) tel
que 7(T") soit une isométrie dans C(H), alors T s’écrit comme la somme
d’une isométrie partielle maximale et d’'un opérateur compact. D’autre
part, nous prouvons que S, NI, (n € ZU {—o0}) est a la fois ouvert et
fermé dans S, ou I, désigne ’ensemble des opérateurs d’indice n. Enfin,

nous prouvons que 9(V.) = V., (S + K(H)) =S + K(H) et 0(S.) = Se.

Deuxiéme partie

Dans toute cette partie, on suppose que H est un espace de Hilbert

non séparable.

Dans le premier paragraphe nous introduisons la notion du module
minimal d’un élément a d’une C*-algébre unitaire A, ce module minimal

est noté n(a) et défini par :
n(a) = inf{|laz]: z€ A et |z| = 1}.

Nous montrons qu’un élément a de A admet un inverse de Moore-Penrose
al tel que ata = e si et seulement si son module minimal n(a) est stricte-

ment positif. Nous montrons que 7(a) est égal & inf o(]a|) olt |a| dénote la
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racine carrée de a*a et que 'application 77 : a — 7(a) est continue.

Dans le deuxieme paragraphe, nous étudions les opérateurs a-semi-

Fredholm. Notons, J,(H) = {T € B(H) : dim(R(T)) < a} et K, (H) =
J.(H) la fermeture de J,(H) dans B(H). Comme pour les opérateurs
semi-Fredholm, le module minimal m.(-) joue un réle important. On a
heureusement une quantité qui joue le méme role que ce dernier pour les
opérateurs a-semi-Fredholm. Cette quantité n’est autre que le module
minimal (74 () (noté mq(+)) de 7o (-) olt w4 dénote la surjection canonique
de B(H) sur 'algebre quotient C,(H) = B(H)/K,(H). Nous remarquons
que mq(T) > 0 caractérise exactement l’ensemble ®¢ des opérateurs a-
semi-Fredholm a gauche. Nous montrons que m,(7') est le rayon de la plus
grande boule ouverte centrée en T et incluse dans $%. Nous établissons
aussi un théoréeme qui étend le théoreme de Kato aux opérateurs a-semi-
Fredholm en prouvant que pour tout T € % et pour tout S € B(H)
tel que [T = S|| < ma(T), S € &% et indy(T) = inda(S) ol ind,(+)
dénote l'indice de poids o. Nous montrons aussi que pour tout opérateur
S € B(H) tel que R(S) soit un sous-espace a-fermé et si L € B(H) (avec

H = R(S)) est un opérateur a-semi-Fredholm & gauche alors R(LS) est

un sous-espace a-fermé.

Dans le troisieme paragraphe, nous continuons 'étude des opérateurs
a-semi-Fredholm et nous nous intéressons, cette fois, aux points de conti-

nuité de la conorme de poids o définie par :

Y (T) = sup{ p(X,T): X est un sous-espace fermé de N(T)* et
dim(X* N N(T)*) < a},
ou

inf{||T(z)]| :xz € Met|z|| =1} si M#{0},
p(M,T) =
+00 si M = {0},
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Nous montrons que pour tout T' € J,(H) U (KQ(H))C, Y(T) = inf{/\ :
A€ ao(|T))\ {O}} ol 0,(T) désigne le spectre de poids « de I'opérateur
T. Ceci nous permet, par exemple, de montrer que pour tout 7' € J,(H)U
(K (H )) «(T') est égale a la conorme ¢(7,(T')) de 7o (T"). Nous prouvons
que c(ma(T)) = p sup )'y(T + K) et que ce supremum est atteint. Cela

(=1

entraine que pour tout 7' € J,(H)U (Ka(H))C, Yo(T) = sup ~(T+K)
KeKq(H)

et que ce supremum est atteint. Par ailleurs, nous montrons que 7' € B(H)

est un point de continuité pour l'application ¢, : B(H) — [0, +00] donnée

par cq : T+ (7o (T)) si et seulement si c(7o(T)) =0 ou T € $%. Par

conséquent, nous déduisons que les points de continuité de 'application

o ¢ B(H) — [0, 4+00] donnée par v, : T —— v,(T) sont exactement les
opérateurs 7' de B(H) tel que T ¢ K (H) et v%(T)=0 ou T € ®2.

Dans le quatrieme paragraphe, nous nous intéressons au probléme
d’approximation qui est posé tout au début, dans le cas hilbertien non
séparable. Nous calculons certaines distances & des classes d’opérateurs
liées & I'ensemble semi-Fredholm. La difficulté, dans ce cas, est de dis-
tinguer les opérateurs d’indice infini. En d’autres termes, il faudrait com-
parer des cardinaux infinis. Notons que ce probléme ne se pose pas dans le
cas hilbertien séparable, puisque le seul cardinal infini dans ce cas est
No. Nous calculons la distance aux opérateurs Fredholm ainsi qu’aux
opérateurs semi-inversibles Gi d’indice §. Cette distance, contrairement
au cas séparable, admet différentes formules suivant que || < 7(T") ou
|G| > 7(T). Nous montrons aussi les mémes formules pour les com-
posantes connexes semi-Fredholm d'indice . Ceci donne une idée sur
la complexité de I’étude des composantes connexes semi-Fredholm dans le
cas non séparable. Nous déterminons également la distance aux opérateurs

semi-Fredholm & gauche et a droite.

Dans le dernier paragraphe, nous nous intéressons a l’étude des com-
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posantes connexes dans le cas non séparable. Nous montrons que le résultat
de M. Mbekhta cité auparavant sur les composantes connexes semi-Fredholm,
ne se généralise pas au cas hilbertien non séparable. En fait, nous avons
les mémes résultats que dans le cas séparable pour les composantes con-

nexes semi-Fredholm d’indice n compris entre —Ry et Ny. C’est a dire,

pour tout J(; Z, on a int U Fi) = U F7 et la frontiere de U F7 coincide
ded j€J j€J
avec la frontiere U F7 et est indépendante du choix de J. Notons A
jeJ
cette frontiere commune. La différence des résultats obtenus par rapport

au cas séparable est due essentiellement aux cardinaux qui sont stricte-
ment supérieurs & Ng. En effet, nous montrons dans le cas hilbertien non
séparable que deux composantes connexes semi-Fredholm d’indices « et 3
avec a # B et a,8 > Ry ou a,0 < —Ng sont incomparables c’est a dire
O(F*) ¢ O(FP) et O(FP) ¢ O(F*) ou F? désigne I'ensemble des opérateurs
semi-Fredholm d’indice 8. Nous montrons aussi que si @ = dim H, alors

Ag O(FP), O(Fy) G O(Fy) et O(F) # O(F}). Ceci differe du cas séparable.
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2 Préliminaires

Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats sur la théorie des opérateurs
semi-Fredholm en s’en tenant strictement & ce qui interviendra dans cette

these.

Lorsque nous parlerons d’algebres dans cette thése, il s'agira toujours
d’algebres sur le corps des nombres complexes. Dans ce travail nous nous
intéressons essentiellement aux algébres des opérateurs bornés d’un espace
de Banach X dans un autre espace de Banach Y en particulier B(H)
Palgebre de Banach des opérateurs bornés de H dans H avec H un espace
hilbertien; nous nous intéressons aussi aux algébres quotients B(H)/I avec

I est un idéal fermé de B(H) satisfaisant certaines hypothéses.

Le noyau et 'image d'un opérateur 7" de B(H) se notent N(T') et
R(T), et le second est un sous-espace de H qui n’est pas nécessairement
fermé. L’adjoint de T" s’écrit T™*. Rappelons les identités élémentaires et

fondamentales [20], [57]

(2.1) N(T) = (R(T")*,  R(T)=N(T")"

En 1958 T. Kato [44], introduisit pour la premiére fois la conorme d’un

opérateur T qui est définie par :

(2.2) ~(T) = inf {% Lz ¢ N(T)},

ou d(z, N(T)) désige la distance dans X de z & N(T).
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Alors on peut voir sans difficulté les égalités suivantes :
YT) = inf{|T(@)] :z € N(T)* et d(z, N(T)) = 1},

= inf{al% cx e Xetd(x, N(T)) > alz|, avec0 < a < 1},

= sup{a: |T(2)] > ad(z, N(T))}.

On remarque que pour les espaces hilbertiens la conorme d’un opérateur

T € B(H) admet une expression plus simple :
(2.3) Y(T) = inf {|T(@)]| : x € N(D)* et [|z]| = 1}.

T. Kato montra dans son fameux article [44], que les opérateurs a
image fermée sont exactement les opérateurs de B(X,Y’) dont la conorme
est strictement positive. En plus il montra que la conorme est stable par

passage a ’adjoint. Plus précisément

Théoréme 2.1 ([18], [31], [32], [43], [44])
Soit T € B(X,Y), alors :

1) v(T) > 0 si et seulement si R(T) est fermé;

2) A(T) =~(T").

Comme la théorie des opérateurs semi-Fredholm est liées aux opérateurs
a image fermée, il est donc nécessaire de donner quelques résultats clas-

siques mais essentiels sur cette classe d’opérateurs.

Théoreme 2.2 ([18], [31])
Soit T € B(X,Y). Supposons qu’il existe N un sous-espace fermé de Y tel
que R(T) & N (somme directe algébrique) est un fermé de Y. Alors R(T)

est un fermé.
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Démonstration :

Soit Ty ’opérateur défini par :
To : XXN — Y
() +— T(z)+v.

Alors, Tp est un opérateur borné et comme par hypothese R(Tp) = R(T) +
N est un fermé de Y, on en déduit que : y(7p) > 0.
D’ailleurs on a : R(T) N N = {0}, donc N(Tp) = N(T) x {0}. Ceci

prouve en tenant compte de la relation (2.2), que :

IT@)] = 1To(z,0) > Y(To) d((z,0), N(Tv)),
= (Ty) d(=z, N(T)).

Par conséquent, v(T") > v(Tp) > 0. u

Corollaire 2.3 ([31], Corollaire IV.1.13)
Soit T € B(X,Y). Supposons que dim(Y/R(T)) est finie, alors R(T) est

fermé.

Démonstration :

Vu I'hypothese, il existe N un sous-espace de dimension égale a dim(Y/R(T))
tel que Y soit la somme directe de R(T') et de NV (c.a.dire Y = R(T) & N).
Donc ceci nous permet par le Théoreme 2.2, de conclure que R(T") est un

sous-espace fermé. [

Lemme 2.4 ([31], Lemme IV.2.9)

Soit T € B(X,Y) un opérateur d image fermée. Supposons qu’il existe M
un sous-espace de X (non nécessairement fermé ) tel que N(T)+ M est un
sous-espace fermé, alors T(M) est fermé. En particulier, si M est fermé

et diim N(T') est finie alors T(M) est fermé.
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Démonstration :

Soit T} la restriction de T' & N(T') + M. Alors T} est un opérateur borné
et il est clair que N(T1) = N(T). D’oty, v(T1) > v(T') > 0. Dong, il résulte
du Théoreme 2.1, que T(M) = Ty (M + N(T)) = R(T}) est un fermé. m

Pour un opérateur 7' de B(X,Y), on notera a(7T’) la nullité de T c’est
a dire a(T) = dim N(T) et B(T) la codimension de R(T) c’est & dire
B(T) = dimY/R(T).

Considérons les classes d’opérateurs suivantes :

o Fy ={T € B(H) : R(T) est fermé et a(T) est finie}, 'ensemble des

opérateurs semi-Fredholm a gauche.

o [ = {T € B(H) : R(T) est fermé et a(T*) est finie}, I’ensemble

des opérateurs semi-Fredholm & droite.
e = F, UF_, I'ensemble des opérateurs semi-Fredholm.

e F=F,NF_, 'ensemble des opérateurs Fredholm.

Remarquons au passage que l'ensemble des opérateurs inversibles est
inclus dans F et que ’ensemble des opérateurs semi-inversibles est inclus

dans F.

Pour tout 7' de B(H), on appelle spectre essentiel de 7', ’ensemble
oe(T) défini par :

oe(T) = {\ € C:T — Al n’est pas Fredholm }.

Alors ¢ (T) est un ensemble compact de C, non vide inclus dans le spectre

classique (c.(T) C o(T)).



Pour un opérateur T semi-Fredholm on définit, I'indice de 7", ind(T)

par
a(T) - a(T*)  si max{a(T),a(T*)} est fini,
(2.4) ind(T)= +00 si a(T) est infinie,

—00 si a(T*) est infinie.

Maintenant, on va énoncer 'un des premiers théorémes importants de
la théorie des opérateurs semi-Fredholm établi en 1958 par T. Kato [44].
Ce théoreme affirme que les opérateurs semi-Fredholm sont stables par les

petites perturbations. Plus précisément :

Théoréme 2.5 ([18], [31], [43], [44])
Soient T € B(X,Y) un opérateur semi-Fredholm et S € B(X,Y) tel que
IT — S| <~(T), alors :

i) S est semi-Fredholm;
i) a(S) < a(T) et B(S) < B(T);

i7) ind(S) = ind(T).

L’une des conséquences importantes du théoreme de Kato, le corollaire

suivant :

Corollaire 2.6 ([31], Corollaire V.1.7)
Soient T € B(X,Y) un opérateur semi-Fredholm et S € B(X,Y) tel que
ISI| < v(T), alors il existe un réel p > 0 tel que a(T + AS) et B(T + AS)

sont constantes pour tout 0 < |A| < p.
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Remarque 2.7

Dans le cas ou S = I, K.H. Forster et M.A. Kaashoek ont montré [29],
dans le cas des espaces de Banach et pour les opérateurs Fredholm que le
plus grand réel strictement positif p tel que a(T + AI) et G(T + AI) sont
constantes pour tout 0 < || < p, est égal & nETm 7(T")%. Et d’autre part,
ils ont remarqué que nﬁToo 'y(T”)% = it;%'y(T")% > v(T). Cerésultat a été
généralisé pour les opérateurs semi-Fredholm par J. Zemének (voir [62]).
L’essentiel pour la suite de ce travail, c’est qu'on peut prendre p = v(T)

dans le Corollaire 2.6.

Si X =Y, on note B(X) a la place de B(X, X). Nous noterons K (X)
I’ensemble des opérateurs compacts sur X; on voit facilement que c’est un
ideal bilatere hermitien fermé dans B(X).

On appelle algebre de Calkin de X et on note C(X) le quotient de B(X)
par K(X) c’est a dire C(X) = B(X)/K(X); c’est une C*-algebre avec
unité. Le premier qui s’est intéressé a cette algebre tres particuliere était
J.W. Calkin. Dans son article [17] publié en 1941, dans le cas hilbertien,
il donne une esquisse de la nouvelle théorie des opérateurs semi-Fredholm.

Nous désignerons par 7:B(X) — C(X) la projection canonique et

ITlle = |l7(T)] la norme essentielle de 7.

Du point de vue historique, la relation entre l'inversibilité dans B(X)
modulo I'idéal des opérateurs compacts et la notion des opérateurs Fred-
holm a été prouvé pour la premiére fois par Atkinson (voir [4] et [5]), en
montrant qu’'un opérateur 7' € B(H) est Fredholm si et seulement si (1)
est inversible dans C(X).

De méme il montra que si 7(7T') est semi-inversible & gauche (resp. &

droite) alors T' € F, (resp. T € F_). La réciproque tombe en défaut, c’est
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a dire on a seulement les inclusions ¢, g Fy et ¢pe C:; F_, ou
de = {L € B(X):nw(L) est semi-inversible & gauche dans C(X)},

¢re = {L € B(X):w(L) est semi-inversible & droite dans C(X)}.

Mais si pour T € F, (resp. T € F_) on rajoute la condition R(T) (resp.
N(T)), admet un complément topologique alors T' € ¢y, (resp. T € dre)-

Cest & direon a :

¢e = {L € Fy: R(L) admet un complément topologique },

¢re = {L € F_:N(L) admet un complément topologique }.

Lorsque X est un espace de Hilbert, on le notera par la lettre H pour
faire allusion aux espaces de Hilbert. ’

Donc pour les espaces hilbertiens on a :

Théoréme 2.8 ([33])
Soit T € B(H), alors on a :

1) T € Fy si et seulement si il eviste L € B(H) et K, € K(H) tels
que LT =1+ K;;

2) T € F_ si et seulement si il existe S € B(H) et Ky € K(H) tels
que TS =1+ K.

Notons A(H) = {L € B(H) : L* = L}, ensemble des opérateurs
autoadjoints.
Pour un ensemble €2, d’un espace métrique (W,d), on note Bor(Q)

I’ensemble des boréliens de 2.

Définition 2.9 ([24], [25], [53])
Soit E : Bor(QY) — A(H) une application. On dit que E est une mesure

spectrale si elle vérifie les trois conditions suivantes :
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1) E(0) =0, E(Q) =1 ot I = Iy l'opérateur identité de H.

2) Siwy, wy € Bor(QY), alors E(w; Nws) = E(wy) E(ws).

3) Si (we)eso est une suite de §) telle que les we (k > 0) sont deuz d
deuz disjoints, alors Y E(wk)(z) est convergente pour tout x € H

k>0
et

B wk) (@) =Y Ewe)().

k>0 k>0

Remarque 2.10

1) Pour tous wi, we € Bor(2), E(w)) E(ws) = E(wq) E(wy).

2) Pour tout w € Bor(Q), E(w) € A(H) et E(w)? = E(w).

3) Sott wy, we € Bor(Q) tels que wy N wy = 0, alors E(w;)LE(ws).

4) Pour tous z,y € H, Uapplication E,, : Bor(§) — C définie par
B y(w) =< BE(w)z,y >, w € Bor(2);

est une mesure compleze sur Bor(Q).

5) Pour tousz € H et w € Bor(§2), on a :

E..(w) =< E(w)z,z >= | E(w)z]>.

D’ou, E, , est une mesure positive sur Bor(§) dont la variation totale

est égale 4 || Eg || = |||

Pour @ un ensemble de C, notons C(£2) I'ensemble des toutes les fonc-

tions continues sur 2.
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Théoréme 2.11 ([53], Théorémes 12.28 et 12.29)
Soit T € B(H) un opérateur normal et E(-) sa mesure spectrale. Soit

f €C(a(T)) et notons, wo = f~1({0}). Alors :

1) N(f(T)) = R(E(wo)).
2) N(T — Xo) = R(E({Xo})), pour tout Ao € o(T).
3) Xo est une valeur propre de T si et seulement si E({\o}) # 0.

4) Tout point isolé de o(T) est une valeur propre de T .

Pour T € B(H), T*T est un opérateur positif', donc d’apres le calcul
fonctionnelle continue, il existe un unique opérateur positif L € B(H)
vérifiant L2 = T*T. L est appelée la racine carrée de 7*7T. Dans toute la
suite on notera |T| cette racine carrée (|T| = (T*T)"/?). On peut vérifier
facilement que? pour tout z € H, |T(z)|| = |||T|(z)]|. Il en résulte que
N(|T|) = N(T).

Nous notons pour L € B(H), EL(-) (resp. F}(-) ) la mesure spectrale
de |L| = (L*L)/? (resp. |L*| = (LL*)/?).
Pour alléger les notations, on pose Er(-) = E(-) et Ef(-) = E*(-) sans

ambiguité pour la suite.

Soit M un sous-espace de H. Soit (e;);es un systéme orthogonal max-
imal de M. On vérifie facilement que si (fj)jes est un autre systéme
orthogonal maximal de M, alors nécessairement card(/) = car(J). Ceci
justifie bien la définition suivante : la dimension d’un sous-espace vecto-
riel M est le cardinal d’un systéme orthogonal maximal de M. Ainsi, par

définition pour tout sous-espace vectoriel M de H,on a: dim M = dim M.

1 Car o(T*T) C R, et T*T est un opérateur autoadjoint.
2TI@)I? =< [T (2), 2 >=< T*T(2),z >=< T(2),T(z) >= [|T(z)|*.
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Soient M, M’ deux sous-espaces vectoriels de H, et (€;)ier (resp. (f;)jes)
un systéme orthogonal maximal de M (resp. M’). Nous dirons que
dimM < dimM’ (resp. dimM = dim M’) si card(/) < card(J) (resp.
card(/) = card(J)).

Pour T € B(H), on définit, ind(T"), 'indice de T par :

[ a(T) = a(T*) si a(T) < Ro et aT*) < R,
a(T) si a(T) > a(T*) et o(T) > Ny,

(2.5) ind(7T) =
—a(T*) si a(T*) > a(T) et a(T*) > Ny,

0 si a(T) = a(T*) > N,.

Définition 2.12
Soit V€ B(H), on dit que V est une isométrie partielle si la restriction

deV a N(V)*t est une isométrie, c’est & dire si V*'Viyvyr = vy

Proposition 2.13 ([33], [53])
Tout opérateur T de B(H) se décompose d’une maniére unique sous la
forme T = V|T|, avec V une isométrie partielle vérifiant N(V') = N(T')
et R(V) = R(T). VI|T| s’appelle la décomposition polaire de T'.

En général, nous allons utiliser la Proposition 2.13 sous une autre forme
mettant en évidence I'importance du réle jouer par l'indice d’un opérateur.

Plus précisément on a :

Lemme 2.14 ([33])
Soit T € B(H), alors il existe W wune isométrie (resp. co-isométrie,
unitaire) si ind(T) < 0 (resp. ind(T) > 0, ind(T) = 0) tel que T = W|T|
et ind(T) = ind(W).
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Pour tout 7" de B(H), on note m,(T"), le module minimal essentiel (the

essential minimum modulus) de 7', défini par :
(2.6) me(T) = inf{A: A € o.(|T])}

Cette quantité joue un role crucial dans la théorie des opérateurs semi-
Fredholm et en particulier dans ce travail, comme on le constatera tout au
long de cette thése. Son avantage, est qu’elle caractérise completement les

opérateurs semi-Fredholm a gauche. Plus précisément on a :

Théoréme 2.15 ([6], [28], [38])
Soit T € B(H), alors :

1) me(T) >0 st et seulement si dim N(T) est finie et R(T) est fermé.

Autrement dit,

me(T) >0 si et seulement si T € Fy.

2) Sime(T) >0 et m.(T*) > 0, alors me(T) = me(T™).

Remarque 2.16

1) St a(T*) (resp. a(T)) est infinie, alors me(T) > me(T*) (resp.
me(T*) 2 me(T)).

2) Sia(T) (resp. a(T*)) est finie, alors me(T) > me(T*) (resp. me(T*) >
me(T)).

3) St a(T*) > a(T) (resp. a(T) > a(T*)), alors me(T) > me(T™)
(resp. me(T™) 2 me(T)).

Voici une propriété essentielle du module minimal essentiel, qui établi

le lien étroit entre m.(7") et la mesure spectrale de |7'|.
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Théoréme 2.17 ([6], [38])
Soit T € B(H), alors :

me(T) =inf{A > 0:dimE(JA — &, A+ <[)H est infinie, pour tout € > 0}.

Géométriquement m.(T) est le rayon de la plus grande boule ouverte
incluse dans ’ensemble des opérateurs semi-Fredholm & gauche et de centre
I'opérateur T', (voir, par exemple [61]). Ce résultat est basé sur le théoréme

suivant :

Théoreme 2.18
Soient T un opérateur semi-Fredholm d’indicen € Z et S € B(H) tel que
1T — S|| < max{m.(T),m.(T*)}, alors

1) S est semi-Fredholm;
2) ind(T) = ind(S) =n.

Démonstration :
Quitte & permuter les roles de T" et T, on peut supposer que m.(1") =
max{m.(T"), me(T*)}, sinon on passe a 'adjoint. Donc m.(T") > 0, car
dans 'hypothese on a supposé que max{m.(T), m.(T*)} > 0.

D’autre part, soit v.(T) = inf {Ue(|T|) \ {0}}, la conorme essentielle de
T (voir [51], pour plus de détails). Alors, on remarque que V.(T) = m.(T)
si me(77) > 0. Or, d’aprés le Théoreme 2 [51], il existe K un opérateur

compact tel que v, (T) = ¥(T + K). Donc

0<|T =S <me(T) =7(T) =T + K).
D’ou,
(%) 1T+ K- (S+ K)| <+(T + K).
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Drailleurs, puisque T € F,, T + K est aussi un élément de F,. Ainsi, on

conclut par (x) et le Théoreme 2.5, que S+ K € F, et

ind(7) = ind(T + K) = ind(S + K) = ind(S).

Dans cette these on va passer souvent par la décomposition polaire
d’un opérateur. Il est donc nécessaire de connaitre certaines propriétés des

opérateurs positifs.
Théoréme 2.19 ([20], Proposition 4.5, page 359)
Soient T € B(H) un opérateur normal et A € o(T). Alors

R(T—AI) est un fermé  si et seulement si A est un point isolé de o(T).

Proposition 2.20 ([20], Proposition 4.6, page 359)

Si T est un opérateur normal. Alors :
a(T)\oe(T) = {A€a(T): A est un point isolé de o(T) et

A est une valeur propre de multiplicité finie}.

Pour T' € B(X,Y), on note, m(T), le module minimal de T, défini par
(2.7) m(T) = inf{||T(z)]|: z € X et |lz| = 1}.

Pour en savoir plus, en particulier sur les propriétés de m(7T'), voir par

exemple [30]. Si 7" € B(H), on montre facilement la relation suivante :

(2.8) m(T) = inf{A: A€ o(|T|)}.

Gelfond et Naimark ont montré en 1943 que toute C*-algeébre est iso-
morphe & une sous-C*-algébre d’opérateurs de B(H) pour un espace de

Hilbert H convenable plus précisément :
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Théoréeme 2.21 ([20], [22])
Pour toute C*-algébre A, il existe un espace de Hilbert H et un homomor-

phisme isométrique stellaire 9 : A — B(H).

En particulier, comme C(H) est une C*-algebre, d’aprés ce dernier
théoreme, il existe H un espace hilbertien et un homomorphisme isométrique
stellaire g : A — B(H). Donc pour tout T € B(H), et du fait que ¢ est

un homomorphisme, on conclut que

(%) o(en(T)) € o(n(T)).

Puisque, o(C(H)) est une sous-C*-algebre de B(H), et d’aprés la Propo-
sition 1.14 [20] (page 235), on conclut que o, (o[ (T)]) = o(o[x(T))),
ol a4, (0[m(T)]) désigne le spectre de I'élément o(7 (7)) comme étant
un élément de algebre o(C(H)). En utilisant maintenant le fait que
07! o(C(H)) — C(H) est un homomorphisme, on obtient :

(%) o(w(T)) = o(0™ on(T)) C a(on(T)).

Donc (*) et (*x) impliquent que

(2.9) o(7(T)) = o(o(n(T))).

D’autre part, comme = (|T|) (resp. on(|T]) ) est un élément positif de
C(H) (resp. B(H)) et w(|T|) (resp. ox(|T]) ) vérifie (x(|T]))* = = (T*)x(T)
(resp. (om(|T)))? = on(T*) on(T)), on conclut d’apres 'unicité de la racine
carrée que w(|T|) = |x(T)| (resp. or(|T]|) = |on(T)|). Cela justifie en
tenant compte de (2.9) et (2.8), les égalités suivantes :

me(T) = inf{A:Aea(x(|T])},
= inf{A: X € a(or(T]))},
= inf{A: A€ a(lor(T)])},

= m(en(T)).



premier Chapitre

Etude des opérateurs semi-Fredholm sur un
espace hilbertien séparable
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3 FEtude des opérateurs semi-Fredholm sur

un espace hilbertien séparable

Dans le cas hilbertien séparable, 'indice d’un opérateur T de B(H ), admet
une expression plus simple (mais qui coincide bien évidemment avec la
notion de 'indice qu’on avait adoptée au paragraphe précédent (voir (2.5),

page 28))
ind(T) = dim N(T) — dim N(T*) (avec oo — oo =0).

Ceci est da au fait que le seul cardinal infini inférieur ou égal & dim H est

égal a No.
Pour n € Z=Z U {—00, 400}, nous notons :
I, ={T € B(H): ind(T) =n}, ensemble des opérateurs d’indice n
et
F" = FN I, 'ensemble des opérateurs semi-Fredholm d’indice n.

On rappelle que F™ est connexe par arcs et que F™ est une composante
connexe de ’ensemble des opérateurs semi-Fredholm, pour plus de détails

voir par exemple [20], [21], [23] et [45].

Considérons aussi les classes d’opérateurs :
o G, ={T € B(H) : T est semi-inversible & gauche}.
o G_={T € B(H) : T est semi-inversible & droite}.

e (G4 = G4 UG- : 'ensemble des opérateurs semi-inversibles.
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e G =G4 NG_ : 'ensemble des opérateurs inversibles.

- Si n € Z, nous notons G = G+ N I,,, 'ensemble des opérateurs semi-
inversibles d’indice 7.

- Si n€Z_ =2Z_U {-oo}, nous notons G% = G4 N I, 'ensemble des
opérateurs semi-inversibles & gauche d’indice n.

- Si ne€Z, =Z;U{+o0}, nous notons G = G_ N I, 'ensemble des

opérateurs semi-inversibles & droite d’indice n.
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Structure topologique des composantes
connexes semi-Fredholm

Cette partie consiste en l'article [54] & paraitre au
“ Proceedings of the American Mathematical Society ”
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3.1 Structure topologique des composantes connexes

semi-Fredholm

En 1985 S. Izumino et Y. Kato [42], ont montré que pour tout n € Z,

max{m(T),me(T*)} si ind(T)#n,
dist(T, F™) =
0 sinon.
P.Y. Wu [60], en 1989 obtient ces mémes formules de distances pour les
composantes connexes semi-inversibles G% d’indice n, et pour tout n € Z.
Ainsi, en tenant compte du au Théoréme 2.18, on voit sans aucune difficulté

que cette derniére formule subsiste méme si n € Z.

Théoreme 3.1.1
Soient T € B(H) et n € Z. Alors :
max{m.(T),me(T*)} si ind(T) #n,

dist(T, F™) =
0 sinon.

Ceci prouve en particulier que pour tousn € Z et T' € ™, la boule de
G7% de centre de T et de rayon 7 avec 0 < r < max{me(T),m.(T*)} est
dense dans la boule B(T,r) C F™.

Ce dernier théoréme a permi & M. Mbekhta ([50], Corollaire 1.4) de
montrer que dans B(H) les composantes connexes semi-Fredholm ont la
méme frontiere et que B(H) s’écrit comme la réunion de cette frontiere
commune (A) et de 'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. Ceci montre
qu’on peut imaginer B(H) “ comme ” un cahier aux bords soudés et dont

les feuilles seraient les composantes connexes semi-Fredholm.
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Théoréme 3.1.2 ([50], Corollary 1.4)
La frontiére de FI ne dépend pas de j et si A = (F7), alors A = O(FY)
et B(H) =AU (| F7).

JEZ

Remarque

1) A= {T € B(H) : max{me(T),me(T*)} = 0}. En effet, d’apres le

Théoreme 2.1 [42] et le Corollaire 2.2 [42], on remarque que :
A =0(F° =98(G) = {T € B(H) : me(T) = m.(T*) = 0}.

2) A est un fermé avec intérieur vide (i.e de premier catégorie).

3) A est stable par les perturbations compacts : A + K(H) = A ou
A+ K(H)={T+S5,T € A et S compact}.

4) A est connexe par arcs. En effet, puisque 0 € A et si T € A, alors
tT € A pour tout t € [0,1].

Nous proposons maintenant de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.3
Soient T € B(H) et J CZ. Alors

1

4

)

)

max{me(T),me(T*)} si ind(T) ¢ J,
dist(T, U Fj) =

jed 0 Sinon.

max{me(T),me(T*)} st ind(T) ¢ J,
dist(T, U 1]-) -

jeJ 0 sinon.
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Démonstration :

1) Soit n = ind(T) € Z. Sin € J, alors F™ C | J F?, d’olt on conclut
ieJ
que : ’

(1) 0 < dist (T, {J F7) < dist(T, F™).
JjeJ
Par ailleurs, d’apres le Théoréme 3.1.1, on a : dist(7, F™) = 0. Par suite,
on conclut compte tenu de (1), que
dist(T, | J F’) =0.
j€J
Supposons maintenant que n ¢ J et soit jo € J. Alors en utilisant le

Théoréme 3.1.1 et le fait que n # 7o, on obtient :
(2) dist (7, |J F?) < dist(T, F”*) = max{m.(T), m(T")}.
jeJ
Montrons l'inégalité inverse, soit S € [J F7, alors on a : ind(S) #

jeJ
n = ind(T), donc d’aprés le Théoreme 2.18, on doit avoir |T — S|| >

max{me(T),me(T*)}. Ceci prouve que :

(3) dist(T, |J F7) > max{me(T), m(T")}.
jeJ

Par conséquent, (2) et (3) impliquent que :

dist (T, UJFJ) = max{me(T), me(T")}.
j€

2) Remarquons d’abord que | J FI C U Z;, done si ind(T) = n € J,
jeJ j€J
alors compte tenu de 1), on obtient que :

JjeJ

0 < dist(T, |J 1) < dist (7, |J F7) =0.
jEJ

Si maintenant n ¢ J, alors pour tout S € |J I;, ind(S) # ind(T), donc
jed
d’apres le Théoreme 2.18, on conclut que |7 — S|| > max{m.(T), m.(T*)}.

Par conséquent,

(4) dist (7, |J 1) > max{m.(T), m.(T")}.
JjEJ
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Inversement, par la premiére assertion, on voit que :

®)  dist(T, J ;) < dist(T, |J F¥) = max{m.(T), m.(T*)}.
jedJ JjEJ
Donc, on conclut au moyen de (4) et (5) que :
dist(T, U Ij) = max{me(T), m.(T")}.
jeJ

Ceci acheve la démonstration du Théoreme 3.1.3 .
Le corollaire qui suit est une simple conséquence du Théoreme 3.1.3.

Corollaire 3.1.4
Pour tout JCZ, on a :

AcUF=UI

jeJ Jj€J

Corollaire 3.1.5
Soit T € B(H). Alors

me(T*) si ind(T) = +o0,

1) dist(T, F) = 0 si ind(T) est fini,

me(T) st ind(T) = —c0.

me(T*) si ind(T) = +o0,

0 si ind(T) # +oo.
me(T) si ind(T) = —o0,
3) dist(T, F.) =

0 st ind(T) # —o0.
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Démonstration :

La premiére assertion résulte trivialement du Théoréme 3.1.3, avec J = Z.
2) et 3) sont des conséquences du Théoréme 3.1.3, avec respectivement
J=2ZU{-00}, J =ZU {400} et le fait que max{m(T), m.(T*)} est
égal & m.(T) (resp. me(T*)) si a(T*) = +oo (resp. a(T) = +o0) (voir
Remarque 2.16). [

Théoréme 3.1.6
Soit J CZ. Alors :

1) UFJ:Au(UFf)zuTﬁ;

2) o(J F?) = A.

Démonstration

1) Si J = Z, alors le résultat résulte du Théoreme 3.1.2, car | J FY = B(H).
jedJ
Supposons maintenant que J # Z. Alors, de nouveau le Théoréme 3.1.2

nous permet d’écrire :

BH)=aU(JF)u( U F).

ieJd JET\J
Cela entraine que A U (U Fj) est un fermé, comme le complément de
JjeJ
I'ouvert ( U Fj> dans B(H). Donc, on en déduit que :
FETNJ

UF cau(UF).

jed j€J
L’inclusion inverse est évidente parce que par le Corollaire 3.1.4, on a :
Ac | F.

jeJ
La deuxiéme égalité est une simple conséquence de 1'égalité suivante :

UF=U(auF).

jed jeJ
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2) Comme | J F7 est un ouvert de B(H), et en utilisant la premiére asser-
jedJ
tion, on en déduit que :

o(UP) = (TP UP) = (u(UP)(Um) =2

jeJ Jj€J JjedJ Jj€J JjeJ

Ceci acheve la preuve du Théoréme 3.1.6. n

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théoreme

3.1.6.

Corollaire 3.1.7

1) F=FUA F=FUA  Ff=F,UA, et F_=F_UA.

I

2) O(F) = 8(F) = (Fy) = 8(F.) = A.

On a aussi :

Corollaire 3.1.8

Soit J C Z, alors

UL=au(UF)=au(UL).

JjeJ jed JjeJ

Démonstration :

En utilisant le Théoréme 3.1.6 et le Corollaire 3.1.4, on voit que :

av(Un)cUn=UF=au(UF)cau(UL)

jeJ Jj€J jedJ jeJ jeJ
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Théoréme 3.1.9
Soit J g-Z_. Alors :

1) int((JFi )= F =int(JF);

jeJ Jj€J Jj€J

2) o(UF)=0(UF)=A

jE€J j€J
Démonstration :

1) Montrons la premiére égalité. Clairement, comme U F7 est un ouvert,
jeJ
de B(H),ona:

UF cint(|JF?).

JjeJ jed

Inversement, soit 7" un opérateur appartenant & int( L F? ) Si T est
jeJ
semi-Fredholm, alors T € | | FY. En effet, d’aprés le Théoréme 3.1.6, on
j€J
voit que :

Teint(|JF) = mt(au[ F]),
jeJ jeJ
c au(UF)
j€J
Et puisque T ¢ A, on conclut que T € | J FY.
jeJ

Supposons maintenant que 7" n’est pas semi-Fredholm, ceci revient a
dire que T € A. Soit n € J (ceci est toujours possible parce que J # Z).
Alors, en utilisant le Théoreme 3.1.2, on voit que T € A = 9(F™). Ceci

nous permet de conclure que :

Teint( |JF)na(rm),
JjeJ

cela entraine que ( U FI )ﬂF" n’est pas vide, ce qui contredit la continuité
jeJ
de 'indice.
La seconde égalité est une conséquence du Théoréme 3.1.6 et de la

premiere égalité.
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2) En utilisant 1) et le Théoréme 3.1.6, on obtient :

o(UF) = o(UF),

jeJ jeJ
= (UF)\int(JF),
jeJ jed
- (ulUPPA(Y) =4
jeJ jeJ
Ceci acheve la démonstration du Théoreme 3.1.9. [

Le corollaire suivant est une conséquence directe du Théoréme 3.1.9.

Corollaire 3.1.10

1) int(F) = F, int(Fy)=F,, et int(F.)=F_.
2) O(F) =0(F)=0(Fy) = 0(Fy) = O(F_) = 0(F.) = A.
On a aussi

Corollaire 3.1.11
Soit J gz Alors :

1) int(|J ;) = U F? = int({J I;);

jedJ JjedJ JjeJ

(8]
~

o(UL)=0(UL)=a.

jeJ JjEeJ
Démonstration :
1) La premiere égalité est une conséquence immédiate du Corollaire 3.1.8
et des Théoremes 3.1.6 et 3.1.9.

Quand a la seconde égalité, il suffit de remarquer que :

UF cint(JL) cim(|JF )= F.
jeJ jeJ JjE€J

jeJ
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En effet, les deux premieres inclusions sont évidentes et la derniere égalité

est tout simplement la premiere assertion du Théoreme 3.1.9.

2) est une conséquence directe de la premiere assertion et du Corollaire

3.1.8. .

Théoréme 3.1.12
Soient T € B(H) et J C Z, alors

_ max{me(T), me(T*)} si ind(T) ¢ J,
dist(T, |J G%) =

i&J 0 sinon.
Démonstration
Soit n = ind(T). Sin € J, comme G% C J G, et en utilisant le
jeJ

Théoreme 3.1 [60], on en déduit que :
0 < dist(T, | G%) < dist(T,GL) = 0.
jeJ
Supposons maintenant que n ¢ J. Soit j, € J, alors puisque G’f@ -

| G%, et en utilisant le Théoréme 3.1 [60], on conclut que :
jeJ

() 0<dist(T, |J GL) < dist(T, G2) = max{m(T),m(T")}.
jeJ
D’autre part, pour tout L € | G, ind(L) #n = ind(T). Donc d’apres
jeJ
le Théoréme 2.18, on doit avoir : ||T' — L|| > max{me(T),m.(T*)}. Par

conséquent,

(2) dist (7, |J GL) > max{m.(T),m.(T")}.

Jj€J

Maintenant (1) et (2) impliquent que :

dist(7T, |J G%) = max{m.(T),m.(T")}.
JjeJ
u

Le corollaire suivant est une simple conséquence du Théoreme 3.1.12.
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Corollaire 3.1.13
Soient T € B(H) et J C Z,, alors
max{m.(T),me(T*)} si ind(T) & J,

dist (T, U G’_) =
7€/ 0 si ind(T) € J.

On a aussi le méme résultat pour ( J G% avec J un sous-ensemble
j€J
quelconque de Z_.

Corollaire 3.1.14
Soient T € B(H) et J C Z_, alors
max{m(T),m(T")} si ind(T) ¢ J,

dist(7T, |J G%) =
jeJ 0 si ind(7T) e J.

Le Théoreme 3.1.12, nous permet par exemple de calculer la distance

de T aux ensembles G_ \ Get G4\ G.

Corollaire 3.1.15
Soit T € B(H). Alors :

me(T) st ind(T) <0,
1) dist(T,G_\ G) =

0 sinon.

me(T*) si ind(T) > 0,

0 stnon.

Le Théoréme qui suit caractérise pour tout sous-ensemble J de Z la

fermeture, l'intérieur et la frontiere de | J GZ.
j€J
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Théoréme 3.1.16
Soit J CZ. Alors :

y Udk=au(UF)=Ud

jeJ JjeJ JjeJ

Si en plus J # Z, alors :

2 int(GL) = U P =ine(JTL);

jeJ jeJ jeJ
3) o(UGk)=0(JGkL)=A.
jeJ jed
Démonstration :

1) Montrons la premiére égalité. Si J = Z, alors comme G est dense
dans B(H) (voir [33], Probleme 109), et en utilisant le Théoréeme 3.1.2, on

conclut que :
UGi=00U(UF)=BH).

Jj€J Jj€J

Supposons maintenant que J G Z, alors d’apres le Théoréme 3.1.6, on

constate que AU ( U F7 ) est fermé. Or, | J G est inclus dans AU ( U F ),

JjeJ Jj€J jed
par suite
(1) Uckcau(UF).
jeJ j€J

D’autre part, d’apres le Théoreme 3.1.12, on voit que :
2) au(UF)cUGL
j€J jeJ
Dong, la premiere égalité résulte de (1) et (2).
Pour la seconde égalité, d’abord d’apres les Théoremes 3.1.3 et 3.1.12,
on conclut pour tout j € Z, que FL = G%. Donc U G = | Fi. Par

jeJ j€J
conséquent, en utilisant le Théoréme 3.1.6, on obtient :

Av(UF)=UF = JGL

jed jed Jjed
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2) Est une conséquence directe de la premiére assertion et des Théorémes

3.1.6 et 3.1.9.

3) La premiere égalité est une conséquence directe de 1) et 2); la deuxiéme

égalité est due au fait que :

o(UTL) = (30U P\ (U P) = o

jeJ JjeJ jeJ

Ceci acheve la preuve du Théoréme 3.1.16. n

Les corollaires suivants sont des conséquences immédiates du Théoréme

3.1.16.

Corollaire 3.1.17
Sotent J CZ_ et J' CZ,. Alors :

U—EJT:AU(UFj) et U_G—J;:AU(U Fj);

j€J jedJ jeJ! jEJ’
2) int(JG)=UF e int([JGL)= F;
jeJ jeJ JjEJ jeJ’

3 o(Uc)=o(Uc)=a

jeJ JEeJ!

Corollaire 3.1.18

1) Gr=au(UF) e G-=au(UF).

J<0 j>0
2) nt(Gy)=JF et int(Go)= ] F.
7<0 i>0

I

3) A(Cy) =0(C) = A.

Corollaire 3.1.19

o0



1) G\G=AaU(UF) e GNG=aU(lUPF)

Jj<0 j>0
2) int(Gy\G) = UOFJ' et int(G_\G) = UOFJ'.
I< >

3) 9(Gy\G)=0(G-\G) =a.

ol
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Structure des opérateurs semi-Fredholm
avec nullité fixée

Cette partie consiste en ’article
[56], Acta. Sci. Math (Szeged). 63, (1997), 607-622.

93



o4



3.2 Structure des opérateurs semi-Fredholm avec nul-

lité fixée

On garde les mémes notations des paragraphes précédents.
Dans ce paragraphe, on se propose d’étudier les classes des opérateurs

semi-Fredholm d’indice et de nullité fixés.

D’apres [20], [21], [23] et [45], on sait que les composantes connexes
semi-Fredholm ce sont les F™* (n € Z), 'ensemble des opérateurs semi-

Fredholm de méme indice n.

Nous notons, F;r = {T € F™ : tel que a(T) =m}, avecn <m < 400
et m > 0, 'ensemble des opérateurs semi-Fredholm d’indice n et de nullité

m.

Lemme 3.2.1
Soit T € F*, tel que a(T) > 0 et B(T) > 0 . Alors, pour tout réel ¢ de
10,9(T)|, il existe T. € B(H), vérifiant :

) 0<[T-Tf <e¢;

1) T, € F™;

n st n>0,
1) aT) =

0 s n<0.
Démonstration :

Soient {ey,...,eqxr)} une base orthonormale de N(T') et {fi,..., fam)}
une base orthonormale de N(T*). Sin > 0, cela signifie que a(T) > 5(7T),
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et a(T) < B(T) si n < 0. On définit T, € B(H), de la maniere suivante :
-pourn >0
Ts(ej) = Efj si ley;ﬂ(T)7
Te) = 0 si BT)+1<j<a(T),
. = T sur N(T)*;
-pourn <0
Te(e;) = ef; st 1<5<aT),
T. = T sur N(T)*.

Alors, une vérification de routine montre que :
a(T,)=n si n>0,
afT.)=0 si n<O0.

et

0<||T-T <e.

Donc T, vérifie 1) et i7).

i1) Est une simple conséquence du Théoreme 2.5. L]

Proposition 3.2.2
Soient m,p €N et n € Z tels que n < m, alors :

P
1) mt(U F,',‘L+j) =0 sin<metm>D0.
Jj=0

p
2) | Fpy, estun owert <> m=n ou m=0.
~

Démonstration :

P
1) Soit T € U F sy avecn <m et m > 0. On va prouver que pour tout
=0
’ P
¢ > 0, la boule de centre T et de rayon € n’est pas incluse dans U P
7=0
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Tout d’abord, remarquons que la condition n < m signifie que G(7T") > 0.

D’autre part, il existe ¢ un entier naturel compris entre 0 et p tel que

a(T) = m+ i > 0. Donc, T vérifie les hypothéses du Lemme 3.2.1, d’ott

pour tout € > 0, il existe L. € B(T,¢) tel que L. # T et L. n’appartient

pas a ij F ;. Ceci prouve que T ¢ int(o F +j). Par conséquent,
=0

J .

int ( U m+J) -

2) “<«=" Sim = 0, alors 'assertion découle immédiatement du Théoréme
2.5.

p
Supposons donc n = m, soient T' € U ; et B(T,v(T')) la boule ouverte

P

de B(H) de centre 1" et de rayon y(T'). Alors, B(T,v(T U g -

effet, soit S € B(T,v(T)), d’aprés le Théoreme 2.5, on a :
SeF* et n= ind(S)<a(S)<al) <n+p.

Donc S € U n+tje Ceci prouve que U ntj €St un ouvert.
=0 j=0
“=" Est une conséquence directe de 1).

Ceci achéve la démonstration de la Proposition 3.2.2. |

On remarque d’apres la Proposition 3.2.2, que les F* (avec n < m)
n’ont pas la méme structure puisque F;, est un ouvert pour n = m ou
m = 0, et ne 'est pas pour les autres cas. Cependant le théoréme suivant

montre que tous les F* (n < m) sont connexes par arcs.

Théoréme 3.2.3

Soient m € N et n € Z, tels que n < m. Alors F: est connexe par arcs.

Démonstration :
-S5i0<m=n < -+oo, alors F} = G est connexe par arcs. Sim =n =

+00, alors FifZ = F** est connexe par arcs ([23], Théoréme 5.32).
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Supposons donc 7 < m < +o0o0. Soit 7,5 € F, alors il existe U €
B(H) unitaire tel que N(SU) = N(T). En effet, comme dim N(T) =
dim N(S) et dim N(T)+ = dim N(S)* = +oo, il existe des isométries

surjectives :
Up: N(T) — N(S) et U:N(T): — N(S)*.

Donc U = Uy @ U est un opérateur unitaire de B(H) et on voit facilement
que N(SU) = N(T).
D’autre part, comme le groupe des opérateurs unitaires est connexe

par arcs, il existe § : [0,1] — B(H) une application continue avec
5(0)=1,6(1)=U et Vte[0,1],6(t) est un opérateur unitaire .

Maintenant, 'application 6 : [0,1] — B(H) définie par §(t) = S&(t) est

continue et vérifie :
6(0)=8,6(1) = SU et b(t) e F*, Yte[0,1].

Par conséquent, on peut supposer que N(S) = N(T).
Soient {ey,...,en} une base orthonormale de N(T) et {fi,..., fm-n}

une base orthonormale de N(T™*). Pour n > 0, définissons T par :

T(@j) = fj sijzl,...,m—n,

Te;)) = 0 sij=m—-n+1,...,m,

T = T sur N(T)
et pour n <0,
T(e;) = f; pour j=1,...,m,

T = T sur N(T)*.

De la méme facon on définit S. Alors, on voit facilement que T est semi-

inversible & droite (resp. & gauche) sin > 0 (resp, n < 0) et ind(T) = n.
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Grace & la symétrie de Padjoint, on peut supposer que T € G? (n > 0).
Tout d’abord, remarquons que N(T) = N(§) et puisque T, S sont deux
éléments de G™, on constate d’aprés la preuve du Théoreme 5.32 [23], qu'il

existe 7 : [0,1] — G™ une application continue tel que :

n(0)=35, n(1) =T et Vte|0,1],N(nt) = NT) = N(S).

Soit maintenant, 'application 6 : [0, 1] — B(H), définie par :

n(t) sur N(T)t = N(S)+,
6(t) =
0 sur N(T) = N(S) .

Alors, 6 est continue et on voit sans difficulté que :
(0)=S, 6(1)=T et Vte][0,1],0(t) € F;,.

. . n
Ce qui prouve bien que F7, est connexe par arcs.

Ceci prouve le résultat voulu. n

M. Mbekhta m’a signalé que le Théoreme 3.2.3, était déja prouvé
par J.P. Labrousse [45] dans le cas hilbertien pour les opérateurs non
bornés, mais la démonstration qu’on avait donné plus haut est totalement
différente.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant.

Théoréme 3.2.4
Soient m,m' € Netne€Z tel quen <m etn<m'. Alors F', U F est

connexe par arcs.

Démonstration :
- Sim = m/, le théoréme résulte trivialement du Théoreme 3.2.3.

- Si m # m/, quitte & permuter les roles de m et m’, on peut supposer que
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m' < m. D’abord, remarquons que m < +oo. En effet, si m = +o0o, alors
n = 400, d’ot m’ = +oo (car n < m’) ceci contredit le fait que m’ < m.
On observe aussi que 0 <m—m' <m — n.

Soient T € F; et L € F},. Soient {ey,...,€en} une base orthonormale

de N(T) et {fi,-.., fm-n} une base orthonormale de R(T)+. Définissons
T par :
T, : N(T) — R(T)*

e fi si 1<i<m-m/,

e — 0 si m—m' <i<m=aoT).
Alors, 'image de T3 est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
f1y- -+, fm—ms. Donc R(T3) est un sous-espace de H de dimension finie égale
4 m —m/. Posons maintenant Ty = Tjy(+ la restriction de T & N(T)+,

alors R(Ty) = R(T) est un sous-espace fermé de H. Soit n I'application

définie par :

t — T]_@tTQ

Alors, n(0) = T et R(n(t)) est la somme de R(7T}) un sous-espace fermé
et R(T3) un sous-espace de dimension finie. Il en résulte que pour tout
t €]0, 1], R(n(t)) est un sous-espace fermé de H. D’autre part, on vérifie

sans difficulté que :

an(t) = m— (m—m) = m

et
B(n(t)) = (m—n) ~ (m—m') =m' —n.

Donc, pour tout ¢t €]0, 1], n(t) € F,. Comme n(1) et L sont dans £}, et

que I, est connexe par arcs, il existe § un chemin continu tel que :
6(0) =n(l), 0(1)=L et Vtel[0,1], 0(t) € F,..
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Donc ’application p défini par :
p : [0,1] — B(H)
n(2t) site(0, 3],
o2t —1) sitel[t, 1],

est continue. En plus, on a :
p(0) =T, p(1)=L et p(t)e€ F UE,, pour tout ¢t € [0, 1].
Ceci prouve que F%, U F est connexe par arcs. |

Dans toute la suite nous noterons j = inf{j : 7 € J}, pour un sous-
ensemble J de N (J C N).
Nous allons en déduire une propriété intéressante concernant les F% (n <

m).

Corollaire 3.2.5
Soient J C N et n € Z tel quen < j. Alors :

U FT est connexe par arcs.

j€d
Démonstration :
- Si J est réduit & un point, le corollaire résulte trivialement du Théoreme
3.2.4.
- Si card(J) > 2, alors comme dans la preuve du Théoréme 3.2.4, on remar-
que que n < +oo, donc +o0o ¢ J. Et le corollaire résulte immédiatement
du Théoreme 3.2.4. n

Nous allons déterminer la distance d’un opérateur 7" a U F}. Pour

jeJ
cela on aura besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.2.6
Soient T € B(H), J C Netn € Z tel quen < j. Supposons que
max{me(T"), me(T*)} > 0, alors :
dist (T, U F;") < dist (T, F;) < max{m.(T), m.(T")}.
JjeJ
Démonstration :
Sin = +oo. Alors, on remarque que | F;'® = F**, ainsi d’aprés le

jeJ
Théoréme 3.1.1, on conclut que

dist (T, | F;*) = dist(T, F**°) < max{me(T), m.(T")}.
jed

Supposons maintenant que n < +o0o. Comme T' € F7* si et seulement si
T* € F;7,, et quitte a remplacer T par T*, on peut supposer sans perte de
généralité que max{m.(T), me(T*)} = me(T) > 0. Donc par le Théoréme
2.15,0on a : a(T) est finie et R(T) est un fermé de H.

Soit € > 0, on lui associe le sous-espace fermé X, = F([0, m.(T)+¢[)H.

Alors, d’apres le Théoréme 2.17, on a :
(1) dim(X,) = +o0.

D’autre part, comme a(7') est finie et R(T') est fermé, d’apres le Lemme
2.4, on conclut que T(X ) est fermé, d’olt H est la somme directe de T'(X 1)
et T(X21):

1 L)t
H=T(X} e (TX)) .
Puisque, dim(E({0})H) = a(T) < +oo et dim(X,) = +0o0, il s’ensuit que
dim7T(X,) = dim X, = +o0. Or, on vérifie sans difficulté que 7(X,) C
(T(X21))*, donc

dim <T(X€J“)>L = +o00.

Ainsi, il existe M, et M. (resp. N; et N]) deux sous-espaces fermés de X,

(resp. (T(X2))*) tels que :
M. M= X,, dimM,= +oco et dim M, = j,
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(vesp. N, ® N. = (T(X2))* , dim N, = +00 et dim N, = j —n).
D’autre part, puisque, dim M, = dim N, = 400, il existe U: M, — N,

une isométrie surjective. Maintenant définissons 7, € B(H) par :

elU sur M, ,
T = 0 sur M.,
T sur X+ .

Alors, on vérifie aisément que 7, € F; et que

(2) IT = Tell < I Tjx I + 1175,

| < me(T) + 2.

Par conséquent,

dist(T, U F;") < dist (T, F;) < me(T) = max{me(T), m.(T")}.

jeJ

Dans la suite on aura aussi besoin du lemme suivant qui montre que
tout opérateur non semi-Fredholm est la limite d’une suite d’éléments de

F (avec n < m) plus précisément :

Lemme 3.2.7
Soient T € B(H), J C Netn € Z tel que n < j. Supposons que
max{me(T), m.(T*)} =0, alors
dist(T, |J F}') = dist(T, F}) = 0.
jeJ
Démonstration :
Si n = +o0, alors on remarque d’abord que F& = F*°°, d’oll d’apres le

Théoréme 3.1.1, on conclut que :
dist(T, F/Z) = dist(T, F**°) = 0.
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Supposons maintenant que n < oo, soit € > 0, on lui associe le sous-espace

fermé X, = E([0,e[)H. Alors, d’apres le Théoréme 2.17, on a :
(1) dim X, = +o0.

On va distinguer 2 cas :

e1cas: Sia(T)=a(T*) = +oo.

Alors, ind(T) = 0, d’ou d’apres le Lemme 2.14, il existe W unitaire tel
que T =W|T|. Or

ITI(XZ) = TIE(fe, +oo) H = E([e, +oo[)H = X,
par suite X, = (ITI(XEL))l

D’autre part, comme X, est un sous-espace fermé de H de dimension
infinie, il existe M, et M/ (resp, N et N!) deux sous-espaces fermés de X,

tels que :
M. ® M; = X,, dimM, =+co et dimM=j,

(resp, Ne ® N[ = X, dm N, = +o0 et dimN, = j —n). Puisque
dim M, = dim N, il existe U : M, — N une isométrie surjective.

Définissons maintenant A, € B(H) par :

el sur M.,
A:=4¢ 0 sur M,
|T| sur X2

Soit T, = WA., alors T; € F; etona:

1T = Tell < 1T I + 1A,

| < 2e.
Par conséquent,

dist(7T, | J F}') = dist (7, F;) = max{me(T), me(T*)} = 0.

jed
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e2™ecas: Si a(T) < +o00 ou a(T*) < +oo.

Tout d’abord, d’aprés le Lemme 1 [12], on a :
(2) dim E(]0,¢[)H = dim E*(]0,¢[) H.

D’autre part, puisque max{me(T"), me(T*)} = 0, d’aprés le Théoréme 2.17,

on constate que :

(3) E(]0,e))H = 400 si a(T) < +o0,
ou
(4) E*(]0,e)H = +o0 si a(T*) < 4o00.

Par suite, on conclut au moyen de (2), (3) et (4) que :
(5) dim E(]0,e[)H = dim E*(]0,¢[) H = +00.
Par ailleurs, il n’est pas difficile de voir que :

Ry
(6) T(E(o,eDH) C (T(XH) .

D’ol, en tenant compte des (5) et (6), et le fait que Tjgoepn est un

opérateur injectif, on conclut que :
dim(T(X}))*: = +oo.

Comme, T(XZ1) est un fermé de H, on en déduit que H est la somme

directe de T(XZ1) et (T(XL)* :
H=T(X;)® (T(X)"

Définissons, 7, comme dans la preuve du Lemme 3.2.6. Alors, on montre

sans difficulté que :

T.e F} et |T-T.] <[,

|+ 1T Il < 26
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Par conséquent,

dist (7, |J F7) = dist(T, 1:;) =0.

j€J

Ceci acheve la démonstration du Lemme 3.2.7. n

Nous avons désormais en main les outils nécessaires pour attaquer la

preuve du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.8
Soient T € B(H), JC N etn€Z, tel quen < j.

1) Pour ind(T)#n, ona :

dist (7, UJ Fp) = dist (T, Ff;) = max{me(T), me(T*)}.

2) Pour ind(T)=n.
i) Sig <a(T), alors :

dist(T, |J F}') = dist(T, F}) = 0.

Jj€J

i) Sty >a(T), alors :

I

dist (T, U F;")

JjEJ

dist(T, F;)

o(T) st me(T) > ~v(T),

me(T) st me(T) =~(T),
ot o(T') = sup {/\ :dim E([0, \) H < ]J} .

Démonstration :

1) D’abord, d’apres le Théoreme 2.18, on remarque, pour tout L € | J F7,
jeJ

que ’

|7 = LIl > max{m,(T), m.(T*)}.
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Donc,

(1) dist (T, F;) > dist (T, | J F}') > max{m,(T), m.(T")}.
j€J

Inversement, d’apres les Lemmes 3.2.6 et 3.2.7, on conclut que :

() dist (7, jLGJJ Fp) < dist (T, F;) < max{me(T), me(T*)}.

Donc (1) et (2) entralnent que :

dist (T, U FJ") = dist (T, F;) = max{me(T), m.(T*)}.
j€J

2) @) Si j < a(T), on va distinguer deux cas :
-1%cas: Sia(T) < +o0.
Si R(T) n’est pas fermé, alors max{m.(T),me(T*)} = 0, d’ou par les
Lemmes 3.2.6 et 3.2.7, on constate que :
dist (T, ]-LEJJ F}) = dist (T, F;) = 0.
Maintenant supposons que R(T) est fermé.
- Si j, = a(T), alors I'assertion est évidente.
- Si J < a(T). Soient {ey,...,eq(r)} une base orthonormale de N(T') et
{f1,- .., far)=n} une base orthonormale de N(T™*). Choisissons un réel &

strictement positif et définissons T, € B(H) de la maniére suivante :

Te(e;) = 0 sig=1,...,3,
Te(es) = efj; sij=j+1,....aT),
T. = T sur N(T)*.

Une vérification de routine montre que 7, € FZ-" et |7 — T.]] <e€. Donc,

dist (7, |J Fp) = dist (T, F;) = 0.

jed
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-2cas: SiaT) = +oo.
e 8i j < +oo, alors n=0, ceci implique que o(T) = a(T™) = +co. Donc
par le Théoreme 2.15, on conclut que max{me(T),m.(7T*)} = 0. Ainsi, en
utilisant le Lemme 3.2.7, on en déduit que :
. ) .
dlst(T, U Fj) = dlst(T, F;) =0.
i€J
e Si j = +oo, alors n=0 oun = +oo.
Si n = 0, alors comme le point précédent, on voit que :
. 0\ _ 1 0) _
dlst(T, U F]) = dxst(T, F3> =0.
J€J
Supposons donc n = o0, alors on remarque que a(7*) < +o0o et que
J = {+o0}. Donc T € F¥® = F{2 = [JF>™. Par conséquent,
jeJ
dist(T, |J Fjt*) = 0.
J€J
i) Si j > a(T).
e Sim.(T) =~(T), tout d’abord, en utilisant le Théoréme 2.5, on voit que :
(3) me(T) = y(T) < dist(T, jLE)J Fp) < dist(T, F;)
Inversement, puisque «(7') est finie, on conclut d’apres la Remarque 2.16,
que me(T) = max{me(T), m.(T*)}. Maintenant en utilisant les Lemmes
3.2.6 et 3.2.7, on constate que :
(4) dist (T, U F}) < dist(T, F}) <m.(T).
jeJ
Donc, en combinant (3) et (4), on conclut que :
dist (7, U Fp) = dist (7, F;) = me(T).
jeJ
o Si me(T) > (7).
D’abord, d’apres le Théoreme 1 [7], on constate que :
(5) o(T) < dist(T, UF) < dist(T, F;).

jeJ
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Inversement, soit € > 0, on va construire un opérateur 7 € F; tel que

IT =Tl < o(T) +&.

D’abord, nous remarquons que dim E([0, o(T)+e[) H > j d’ou, il existe

M, un sous-espace fermé de H de dimension j tel que :
E([0,0(T) —e)H C M. C E([0,0(T) + €[ H.

Notons, P. la projection orthogonale sur M, et T, = T'(I — F.). Alors on
voit que :

a(I?) = j-—aol)+al")=j—n,

a(T:) = JJ ;
et

IT =T = ITF|| < o(T) +e.
D’autre part, comme m.(7T) > 0, par le Théoreme 2.15, on constate que
R(T) est un sous-espace fermé de H et a(T) < +co. En utilisant main-
tenant le Lemme 2.4, on conclut que R(7:) est fermé. Ceci prouve que
T, € F;. D’ou,
dist (7, jEJJ F}) < dist(T, F;) <|IT-T.| € o(T) +e.
Par conséquent,
(6) dist (T, U Fp) <dist (T, F}) < o(T).
i€

Dong, (5) et (6) impliquent que :

dist (7, jLeJ/ Fp) = dist(T, F}) = o(T).

Ceci acheve la preuve du Théoréeme 3.2.8. (]

Corollaire 3.2.9

Soient J C N etn € Z tel quen < J, alors F; est dense dans U F}.
j€J
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Démonstration :
Conséquence immédiate du Théoréme 3.2.8, puisque pour tout 7' € B(H),

on a:

dist (7, |J Fy') = dist(T, F;).

j€J
Notons Cpt = {S € I, : «(S) = m, avec n < m}.

Corollaire 3.2.10
Soit J C N, alors
U F}* est dense dans | J Cr.

J
jE€J 7€J

Démonstration :
La démonstration est une conséquence directe de I’égalité suivante qui n’est
pas difficile a montré :

VT € B(H), dist(T, | Fy") =dist(T, |J C}).

JeJ jeJ

Théoréme 3.2.11

Soientn € Z et T € B(H) un opérateur semi-Fredholm d’indice n, alors :

«T) 1(T)  sin# +oo,
dist(7,[ | F7|) =
=0 me(T*) sinon.

Démonstration :
o(T)

Si n = +oo, alors on voit que | J Ff® = F}2 = F*. Or, d’aprés le
=0

Théoreme 3.1.2, on a

B(H) =AU (@L{iw} FyuF*e,

70



Donc,
al(T)

(U F]=(@=)y=av( U F)

i=0 i€Z\{+o0}

i

Ainsi, en utilisant les Théoremes 3.1.6 et 3.1.3 et la Remarque 2.16, on
conclut que :
+o0 c
dist (7, [ U F]") = max{me(T), me(T*)} = me(T*).
=0

Supposons maintenant que n # +o00, ceci implique que a(7) est finie.
Soit € > 0, alors il découle directement de la définition de la conorme
de T lexistance d’un vecteur unitaire xo appartenant & N(T)* tel que
IT(zo)|| € ¥(T) + €. Définissons maintenant L € B(H) de la maniére
suivante :

L(z)=T(z) - <z,20 > T(x0),

ou < -,- > désigne le produit scalaire sur H.

Alors, on voit sans difficulté que :
ally=a(T)+1, v(L)2v(T) >0 et a(l’)=a(T") + 1,

Ceci impliquent que, ind(L) = ind(T) = n. Par conséquent, L € Eiry+1-
D’autre part, comme ||T — L|| = ||T(xo)|| < ¥(T) + ¢, on en déduit que :

a(T) c
dist (7, [L_jo Fr|Y) < (D).

a(T)

Inversement, d’apres le Théoreme 2.5, on voit que pour tout L € { U F,'-”]c,
i=0
IT = Ll = +(T).
a(T) .
Ceci implique que, dist (T, [ U F;"] ) > (7).
i=0
Le Théoreme 3.2.11 est démontré. =
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Corollaire 3.2.12
Soienti € N etn €Z tel quei >n. Soit T € F?, alors :

( me(T*) st n = +o0,
dist (7, (F7)°) = { AT) sii=0oun=i< o,

0 stnon.

Démonstration :
-Sin = 4oo, alors 1 = +oo. Dot F}Y = F*. Par conséquent,
dist (T, (Fjgj)c) = dist (T, (F+°°)c). Dong, en utilisant les Théoremes 3.1.6

et 3.1.3 et la Remarque 2.16, on obtient :
dist (T, (F{2)°) = max{me(T),me(T")} = m.(T").

-Sii=00un=1i< +o00, ceci implique que a(T) = 0 ou B(T) = 0. Donc,

en utilisant le Théoreme 2.5, on voit que
|T — L|| > ~(T), pour tout L € (F")".

Ceci implique que dist (T, (F{‘)c) > 4(T). L’inégalité inverse découle di-
rectement du Théoreme 3.2.11.
- Supposons maintenant que n < 400, n # ¢ et ¢ > 0, cela revient a dire
que n < i et ¢ > 0. Puisque n # 4, on conclut que G(T") > 0. D’autre part,
en tenant compte du fait que 7" € F* et n < 7, on conclut que i < +oo0.
Ona: H= N(T)® N(T)L. Soit & > 0, fixons un vecteur unitaire
zo de N(T) et un vecteur unitaire y, de R(T)*. Soit M un sous-espace
de N(T') tel que N(T) =< zo > ®M, ol < z > désigne le sous-espace

engendré par xo. Définissons L. € B(H) par :
T(x) si ze N,

Le(z) =
e<z,x0> 1y, si zeN(T)
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Alors, une vérification de routine montre que :
IT — Lell = llegoll = €, a(Le) = a(T) — 1, v(Le) > 0 et ind(Le) = n.
Ceci entraine que L. € F*, C (F*)°. Donc dist (T, (P}")C) =0. u

On va maintenant déterminer les frontieres des £ et 7 (avecn < m).

Avant cela nous montrons d’abord le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.13
Soient J C N etn € Z tel quen < 3~ Alors

) UFF=au(UFp).

jeJ b Y

2) int )=
) (ngj) UF s n=jouj=0.

. . J
355
Démonstration :

1) Sij =0, alors 'égalité est une simple conséquence du Théoreme 3.1.6.

Supposons donc j > 0. D’une part, par le Lemme 3.2.7, on voit que A C

U F7 et d’autre part, par le Théoréme 3.2.8, on constate que U FP C

3<]

j€J §<i
U F7. Donc
JjEJ
(1) au(Ur)cUF
] jeJ

Montrons l'inclusion inverse.

Comme U F7* est un ouvert (voir, Théoréme 2.5), on en déduit que
0<5<j

c

AU(U F}‘): (U FJ)U< U F;‘) est un fermé .

§<i i#n 0<i<j
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Or, | J F}* est inclus dans AU ( F;‘), par suite :

j€J ) <J

(L)

@ Urcau(UF).

jeJ 5<i

Donc, on conclut au moyen de (1) et (2) que :

Ur=au(U5)

j€J §<i
2)
e Sin<yjetj>0.
Soit T' € U F}. SiT est semi-Fredholm, alors d’aprés la premiére asser-
i€J
tion, on constate que : T appartient a U F?. Maintenant, en utilisant
>3
le Lemme 3.2.1 et encore une fois la premiere assertion, on conclut que :
T ¢ int( | FT).
j€T
Supposons maintenant qu’il existe un opérateur 1" € int( U 4 ), alors

j€J
d’apres ce qui précéde on constate que T n’est pas semi-Fredholm c’est

& dire que T € A. Donc, compte tenu du fait que A = 9(F?#) (voir,

Théoréme 3.1.2), on conclut que

T e 3(F) n int( | F}).

jeJ
ceci entraine que F¥ N F™ # (), ce qui contredit la continuité de I'indice.
Par conséquent, lnt( U F;) =0.

i€t
] Sijj' =0.

Tout d’abord, d’apres le Théoreme 3.2.8, on remarque que U = .
jeJ
Or, d’apres le Théoréme 3.1.9, on a : int( £™) = F™, par suite :
int( |JF*) =F"= (| F}).
jeJ i2;

° Sijj':n>0.

Soit T' € int( U F”). En utilisant la premiere assertion et le fait que
j€J
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A = 9(F™) pour un certain m différent de n (voir, Théoréme 3.1.2), on

conclut que T' & A, c’est & dire T est semi-Fredholm. Donc, compte tenu

de 1), on déduit que T € | F}*. Ceci prouve que int( U F;”) c | Fr
n<j jeJ n<j

L’inclusion inverse découle immédiatement de 1) et de la Proposition

3.2.2.

Ceci acheéve la démonstration du Théoréme 3.2.13. ]

En utilisant la Proposition 3.2.2 et le Théoréme 3.2.13, on voit sans

difficulté les corollaires suivants.

Corollaire 3.2.14

Soient m,pe N et n € Z tel quen < m, alors :

8( U F,’,‘LH):AU( U Fr?H-J')'

0<j<p p<j<+oo

Corollaire 3.2.15
Sotent J CNetn €Z tel quen < 3, alors :

UFT‘ st n<j etyg>0,

A st n:].;etjj'zo‘

Corollaire 3.2.16
Soient J C N et n € Z tel que n < j, alors :

U F est connexe par arcs.
jed

Démonstration :

Vu le Corollaire 3.2.5 et le fait que A est connexe par arcs, il suffit de
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montrer que si 7' € Aet L € F} avecm > J il existe un chemin continu

inclus dans U F} et d’extrimités T et L. L’application ¢ définie par :
i€J

6 : [0,1 — B(H)
t  — T
est continue et 6(t) € A pour tout ¢t € [0,1]. L’application n définie par :
n : (0,1 — B(H)
t +— tL.

est continue, 7(0) = 0 et n(t) € Fy. pour tout ¢t €]0, 1]. Donc, 'application

7 définie par :
T : [0,1] — B(H)
o(2t)  sitel0, 3],
n2t—1) sitels, 1],
est continue et vérifie :

7(0) =T, p(1)=L et p(t) € AU F] pour tout ¢t € [0, 1].

Ceci prouve que U F7 est connexe par arcs. L
j€J

76



Sur les isométries partielles maximales
essentielles

Cette partie consiste en l'article
[55], Studia Mathematica 128 (2) (1998), 135-144.

7
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3.3 Sur les isométries partielles maximales essentielles

Notons,
U={LeB(H): L*L=LL* = I}, 'ensemble des opérateurs unitaires.
S={L e B(H): L*L = I}, ’ensemble des isométries .
Alors, il est bien connu que tout opérateur L de S, vérifie :
IL(z)|| = ll=f|, pour tout x de H.
On note aussi :
V=SU(S)'={LeB(H):L'L=1oulLL"=1},

I’ensemble des isométries partielles maximales.

Considérons les classes d’opérateurs suivantes :

e U ={Le B(H):n(L*)r(L) = n(L)x(L*) = w(I)}, 'ensemble des

opérateurs essentiellements unitaires.

e Sc ={ L e B(H): n(L*)n(L) = n(I)}, Pensemble des isométries

essentielles.

o V., =S, U(S.)" = {LeBH): (L)L) = n(I) ou n(L)x(L*) =

w([)}, Pensemble des isométries partielles maximales essentielles.

Alors, on voit sans difficulté les inclusions strictes suivantes :
UGUe, SGSe, VGV

Z/((;ng et Z/{ec;Segve.
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Lemme 3.3.1
Soit T € B(H). Supposons que T € F, et soit Ko l'opérateur défini par

Ko = E((0,m(T))(|T| = me(T)I) + EQ T, ITI ) (IT] = 1Tl T).
Alors, Ky est un opérateur compact et
[T =1 — Kol = max{1l — m(T), |Tle = 1} = [ |T} = I [l

Démonstration :

Nous notons, d’abord les deux opérateurs K, et K, définies par :
Ky = E([0,me(T))(IT|=me(T)I) et Ko = E(|T|e, [T NATI=NTle])-

Alors, K, et Ky € K(H). En effet, soient € un réel tel que 0 < & < m.(T)
et

K. = E(0,mo(T) - )(IT] = me(T)1),

Koo = EQITle +&IT1)(1T] - I7].1).
Alors, d’apres la Proposition 2.20, on remarque que pour tout point A de
o(IT1) N ([0,me(T) ~ €] U [Tl + &, | T]) est un point isolé de o(|T) N
(10,me(T) =] U ITlle + ¢, ITI]), done o(1T1) N ([0,me(T) ~ ] U I Tle +
g, HT||]) est un ensemble fini.

Par ailleurs, comme A & o.(|T), on conclut que E{A})H = N(|T| —

Al) est un sous-espace de dimension finie. Par conséquent, dim R(K;.) <
+o0 pouri=1,2. D'ou, K. et Ky, € K(H).

Or, on voit facilement que ||K; — K .|| < € pour i = 1,2, par suite :
Ki € K(H), Ko € K(H) et Ko= K, + K, K(H).

On a donc établi la premiere partie du lemme. Montrons maintenant la
deuxiéme. Remarquons, d’abord que l'opérateur |T'| — I — K peut s’écrire

en fonction de E(-) sous la forme :

T =T =Ko = (me(T) = 1) E([0,me(T)]) + E([me(T), ITN(T] = 1)
+UTlle = DEANT e, IT1])-
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Donc, on vérifie sans difficulté que :
o(IT| = I = Ko) S [me(T) = LTl - 1].
D’autre part, comme
{me(T) =1, Tlle = 1} C 0e(IT| ~ 1) = 0e(|T| = I — Ko) S o(|T| — I — Ko),
on en déduit que
me(T)—1€o(|T|-1-Ko) et |T]e—1€o(|T] -1 - Ko).

Par ailleurs, puisque que |T| — I — K, est un opérateur autoadjoint, il

s’ensuit que
TI - I=Koll = sup{]Al, A€ o(IT] - I - KG)),
= sup{[, A€ [me(T) — 1, 1T ~ 1)},
= max{1 - m(T), |T] - 1}.
Par conséquent,
| 7]~ I = Ko || = max{1 - me(T), | Tl — 1}.

De méme, comme 7 (|T| — I) est un élément autoadjoint de C'(H), on

conclut que :
Tl =1Ille = sup{|A: A€ a(|T| - 1)},
= sup{[A[: A € o (|T]) — 1},
= max{||T(le — 1,1 —m.(T)}.
La derniére égalité est due au fait que :
me(T) = inf{|Al, A € oe(|T} et |T]le =sup{[Al, A € oe(|T])}.
Donc,
T =1~ Ko || = max{l — m.(T), [Tl = 1} = | |1T] = I |l
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Ceci acheve la preuve du Lemme 3.3.1. n

Remarque :
Le lecteur peut retrouver & la fin de cette thése (Annexes page 159) une

deuxieme démonstration de I'égalité :

HT| = I = Ko || = max{1 — m.(T), |T|le — 1}.

Théoréme 3.3.2

Soit T € B(H), alors
max{||[Tfle = 1,1 —me(T)} si ind(T) <0,
dist(T,S + K(H)) =
max{||Tfle = 1,1 + me(T*)}  sinon,

et cette distance est atteinte.

Démonstration :

Tout d’abord, on voit facilement que pour tous W € S et K € K(H) :
1) IT=W=K|>|T=W=K|.= T -Wl.> T]. - 1.
D’autre part, d’aprés la Proposition 6.10 [38], on voit que :

(2) [T =W — K[| 2 me(W) = me(T) =1 — me(T).

Par conséquent, (1) et (2) impliquent que :

(3) dist(T, S + K(H)) > max{||T|le — 1,1 — me(T)}.

e Si ind(T) <0.
Soit T' = W,|T|, la décomposition polaire de T avec W, une isométrie (voir,

Lemme 2.14). Supposons d’abord que m.(T) > 0. Soit K, 'opérateur
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défini comme dans I’énoncé du Lemme 3.3.1. Alors, Wy + WKy € S +

K(H), donc en utilisant ce méme Lemme 3.3.1, on obtient :
dist(T, S + K(H)) < |[T — (Wy + WoKo)ll,
= [T =1 -Koll,

(4)
T =1 ]le,

Il

= max{|T]l. - 1,1 - m.(T)}.
Par conséquent, on conclut par (3) et (4) que :
dist(T,S + K(H)) = max{||T|le = 1,1 —me(T)},
= |T — (Wy + WoKo)ll.
Ceci prouve que cette distance est atteinte.

Maintenant, si me(7") = 0, alors en utilisant I'inégalité (3) et le Théoréme

2.3 [52], on obtient :
dist(T,S + K(H)) = dist(T,U + K(H)) = max{||T|[. - 1,1},

et cette distance est atteinte par le méme Théoréme 2.3 [52].
e Si ind(T) > 0.

D’abord, par le Théoréme 2.3 [52], on remarque que
dist(T,S + K(H)) < dist(T,U + K(H)),
= max{||T|le — 1,1+ me(T*)}.

Réciproquement, soient W € S et K € K(H), alors d’apres le Théoréme

2.1 [52], on conclut que :
(5) IT =W — K| >14+me(T*) (car ind(W) # ind(T)).
Dot, (1) et (5) impliquent que

dist(T,S + K(H)) > max{[|T|le — 1,1 +m.(T")}.
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Par conséquent,

dist(T,S + K(H)) = max{||T].—1,1+ m(T*)},

= dist(T,U + K(H)).

Et cette distance est atteinte d’apres le Théoreme 2.3 [52]. n

Corollaire 3.3.3
Soit T € B(H) tel que ind(T) > 0, alors :

dist(T, S + K(H)) > 1.

Corollaire 3.3.4
S + K(H) est un fermé.

Démonstration :

Ceci résulte du fait que la distance & S + K (H) est atteinte.

Théoréeme 3.3.5
Soit T € B(H), alors :

dist(T,V + K (H)) = max{|| Tl — 1,min{1 = m,(T), 1 = m.(T*)}},
et cette distance est atteinte.

Démonstration :

Quitte a remplacer T par T, on peut supposer sans perte de généralité
que ind(T) < 0, cela signifie que a(T) < a(T*). Donc par la Remarque
2.16,ona: me(T) > m.(T*). En utilisant maintenant le Théoréme 3.3.2,

on obtient :

dist(T,V+ K(H)) < dist(T,S + K(H)),
= ma‘x{”T”e -1,1- me(T)}a
= max{||T]— 1, min{1 - me(T), 1 —m.(T")}}.
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Réciproquement, soient W € V et K € K(H). Alors, grice 4 la
Proposition 6.10 [38], on obtient :

IT—W — K[ > max{[[Tlle —= 1,1 = m.(T)},

(resp, max{||T|le — 1,1 — m.(T™*)}), si W est une isométrie (resp, co-
isométrie). D'ou,
dist(T, V + K(H)) > max{||T]l. — 1, min{1 — m(T), 1 — mo(T*)}}.
Par conséquent,
dist(T, V + K (H)) = max{||T]l — 1, min{1 — me(T), 1 — me(T*)}}.
Ceci nous permet d’abord de conclure que
dist(T, S + K(H)) si ind(T) L0,
dist(T,V+ K(H)) =
dist(7T, [S + K(H)]*) si ind(T") > 0;

et ensuite par le Théoréme 3.3.2 que cette distance est atteinte.

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 3.3.5. [ |

Corollaire 3.3.6
V+ K(H) est un fermé.

Démonstration :

Ceci résulte du fait que la distance & V + K(H) est atteinte. =

Dans la suite, on va donner les expressions des distances d’un opérateur

arbitraire T' de B(H) a S, et V. en fonction de ||T||e, me(T) et me(T*).

Avant cela, nous avons besoin d’un lemme qui montre que m,(TW) >

me(T) pour tous T de B(H) et W € S,.
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Lemme 3.3.7
Soient H un espace de Hilbert et B(H) l'algébre des opérateurs bornés de
H dans H.

1) SiW € B(H) est une isoméirie et L € B(H), alors m(LW) > m(L).

2) SiW une isométrie essentielle de B(H) etT € B(H), alors me(TW) >
me(T).

Démonstration :
1) Puisque, {W(z): z€ Het ||z||=1} C{xeH:|z]|=1},ona:
m(LW) = inf{||LW(z)|]|:z€H et |z]| =1},
> inf{||L{z)|| :x € H et |z|| =1} = m(L).

2) En utilisant 1), les relations (2.10) (voir page 32) et le fait que om (V) est
une isométrie de B(H) ou H l'espace de Hilbert qui provient du théoréme

de Gelfond et Naimark, on obtient :
me(TW) = m(on(TW)) = m(ox(T) or(W)),

> m(on(T)) = m.(T).

Théoréme 3.3.8

Soit T € B(H), alors :

max{||Tlle — 1,1 + me(T*)} i ind(T) = 400
1) dist(7T,S.) =

max{||T|le ~ 1,1 —m.(T)}  sinon,

et cette distance est atteinte.
2)  dist(T, Ve) = max{||T[le — 1,min{1 — me(T), 1 — me(T*)}},

et cette distance est atteinte.
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Démonstration :

1) Tout d’abord, remarquons que pour tout W € S,, on a :
1T =Wl 2Tl = IWle= T} - 1.

Donc,

(1) dist(T, Se) 2 || Tle — 1.

e Si ind(T) = +o0.
D’abord, d’apres le Théoreme 2.4 [52], on voit que :

(2) dist(T, S.) < dist(T,U.) = max{||T|le — 1,1 + m.(T")}.

Réciproquement, soit W € S.. Alors, en utilisant le Lemme 3.3.7, le

Théoréme 2.1 [52], et le fait que ind(T*W) = —o0, on conclut que :

[T*W —Ille 2 14+ me(T*W) 2 1 + me(T").
D’ou,

IT =W 2 |T°W = I]le 2 1+ me(T").

Par conséquent, en tenant compte de (1), on obtient :
(3) dist(T,Se) > max{||T|le — 1,1 + m.(T")}.
Donc (2) et (3) entrainent que :

dist(7,S.) = max{||T)le — 1,1+ m(T*)},

= dist(T,Ue).

et cette distance est atteinte d’aprés le Théoreme 2.4 [52].

e Si ind(T) # 4+o00. Alors, en utilisant (1) et la Proposition 6.10 [38],

on obtient :
(4) dist(T,Se) > max{||T|le — 1,1 — me(T)}.
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Inversement.

- Si ind(T) est fini. Alors, par le Théoreme 2.4 [52], on a :
(5) dist(T, S.) < dist(T,U,) = max{[[T)le — 1,1 — m.(T)}.
Par conséquent, (4) et (5) impliquent que :

dist(T,Se) = max{|[Tlle — 1,1 —me(T)},

= dist(T,U,).

Et cette distance est atteinte par le Théoreme 2.4 [52].

- Si ind(T) = —o0. Alors, d’aprés le Théoréme 3.3.2, on voit que :
(6)  dist(T,S,) < dist(T,S + K(H)) = max{||T|le — 1,1 — me(T)}.
Par conséquent, (4) et (6) impliquent que :
dist(T,S.) = max{|T|l. = 1,1~ m.(T)},
= dist(T,S + K(H)),

et cette distance est atteinte par le Théoreme 3.3.2.
2) D’apres le Théoreme 3.3.5, on voit que

dist(T,V.) < dist(T,V+ K(H)),

(7)
< max{||T]l — 1,min{l — me(T), 1 - me(T*)}}.

D’ot, il suffit de montrer que :
dist(T, V.) > max{[|T]l — 1, min{1 — m(T),1 = me(T*)}}.
Soit W € V., alors & I'aide de la Proposition 6.10 [38], on constate que :
T — W > min{l — m.(T),1 — m.(T")}.
Or, il est clair que |T'— W| > ||T|le — 1, par suite :
(8)  dist(T, V.) > max{|[T|l. — 1, min{l — m.(T), 1 — m.(T")}}.
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Par conséquent, (7) et (8) impliquent que :
dist(T,V,) = max{llT”e — 1,min{1 —m.(T),1 — me(T*)}},

et en plus, on conclut que :

dist(7T, Se) si ind(T) <0,
dist(T,V,) =
dist(T, (Se)*) si ind(T") > 0.

Cela prouve en tenant compte de la premiere assertion que cette distance

est atteinte.

Ceci conclut la démonstration du Théoréme 3.3.8. |

Corollaire 3.3.9

Se et V. sont fermés.

Démonstration :

Ceci résulte du fait que les distances & S, et V, sont atteintes. n

Corollaire 3.3.10
V., =V + K(H).

Démonstration :

Ceci est une simple conséquence des corollaires 3.3.6 et 3.3.9 et des Théorémes

3.3.5 et 3.3.8. |

Corollaire 3.3.11
1) SiT € S., alors ind(T) # +oo.
2)TeS < |[T]e=me(T)=1
) TeVe = |Tle=me(T) =1 ou[Tlle =me(T*) = 1.
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Corollaire 3.3.12
S+ K(H) est a la fois ouvert et fermé dans S..

Démonstration :
Vu le Corollaire 3.3.4, il suffit de montrer que S + K(H) est un ouvert.
Soit T' € S+ K (H), alors par le Corollaire 3.3.3, on constate que ind(7") =
n < 0.

Par ailleurs, si B(T,v(T)) désigne la boule ouverte de B(H) de centre
T et de rayon «(T), on va montrer que B(T,v(T)) NS, C S + K(H).
Soit L € B(T,v(T)) NS, en particulier L € S,, donc d’apres le Corollaire
3.3.11, ||L]le = me(L) = 1. Or, d’apres le Théoréme 2.5, on doit avoir :
ind(L) = ind(T) =n < 0. Donc ceci nous permet par le Théoreme 3.3.2

et le Corollaire 3.3.4, de conclure que L € S + K(H). =

Corollaire 3.3.13
Pourn € ZU {—o0}, Se N I, est d la fois ouvert et fermé dans S..

Démonstration :

Comme pour tout 7' de S, N1, T est semi-Iredholm et grace a la continuité
de 'indice, on voit facilement que S N I, est un ouvert de S,. Montrons
que S, N I, est un fermé. Soit T € S, N1, C S, = S, donc T est semi-
Fredholm et par la continuité de l'indice, on conclut que T est d’indice n.

Par conséquent, T € S, N I,,. L]

Théoréme 3.3.14
1) 8(V.) =8V + K(H)) = V. =V + K(H).
2) 0(S.) =0(S.) = Se = Se.
3) AS+K(H)=0(S+KH)=8+K(H).
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Démonstration :

1) Tout d’abord, d’apres le Corollaire 3.3.9, V, est un fermé. On va montrer
que int(Ve) = 0. Supposons que int(V.) # 0. Soit T € int(V.), alors on
en déduirait qu’il existe r > 0 tel que la boule ouverte B(T,r) de centre
T et de rayon r est incluse dans V,, et comme 'opérateur L défini par
L = (1 + 57;)T appartient & B(T,r) C Ve, on conclurait que [|L]e = 1.
Ceci contredirait le fait que ||L]le = (1 + ﬁ)HTHe =1+ 5q #1. Par
conséquent,

a(Ve) = a(ve—) = Ve = V.

2) Tout d’abord, d’apres le Corollaire 3.3.9, S est un fermé. Or, int(S,) =

int(V,) = 0, par suite :

6(‘5&) = 6(8—6) =S, = S..

L’assertion 3) est une conséquence du Corollaire 3.3.4, et le fait que int (S +
K(H))=0.

Ceci acheéve la démonstration du Théoréme. |

Corollaire 3.3.15
1) 8U.) = 0@k) =Tk = Us,

2) U+ K(H)=8U+K(H))=U+K(H)=U NI

Démonstration :
1} Comme dist(7',U,) est atteinte, on en déduit que U, est fermé. D’autre
part, au cours de la démonstration du Théoréme 3.3.14, on a prouvé que

V, est d’intérieur vide, et puisque U, C V., U, l'est aussi. Par conséquent,

a(ue) = 8(276) = Z’{e - ue-
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2) En utilisant le Théoréme 2.3 [52], on obtient que :
U+KH)=U+RKH) =U N
Or, int(U + K(H) ) = int(U,) = B, par suite :

dU+KH) =0U+KH))=U+K(H)=Un .
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Deuxiéme Chapitre

Etudes des opérateurs a-semi-Fredholm sur
un espace hilbertien non séparable
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4 FEtudes des opérateurs a-semi-Fredholm

sur un espace hilbertien non séparable

4.1 Le module minimal dans une C*-algebre

Dans ce paragraphe, nous allons établir quelques résultats concernant les
C*-algebres qui seront utilisées ultérieurement pour étudier les opérateurs
semi-Fredholm et les opérateurs a-semi-Fredholm dans un espace hilbertien
non séparable.

Nous définissons le module minimal d’un élément a dans une C*-algébre

A. Nous donnons les importantes propriétés de ce module minimal.

Soit A une C*-algébre unitaire, dont nous notons e son élément unité.
On suppose que son élément unité e n’est pas réduit a 0 (autrement
dit, e # 0), nous supposerons toujours que la norme vérifie la condition
supplémentaire |le| = 1.

Soit @ € A, on lui associe 'opérateur de multiplicatoin & gauche L,
défini par : L,(x) = azx, pour z € A.

Nous notons, c¢(a) la conorme de a définie par :
inf{|laz| : d(z, L;*(0)) = 1} sia#0,
(411) (@) =1(La) =
400 sinon.
L’une des propriétés importantes de la conorme est donnée par le lemme

suivant :



Lemme 4.1.1 ([37], [49])

1) c(a) =inf{o(lal) \ {0}} o |a] = (a'a)""”
2) c(a)® = c(a*a) = claa®) = c(a*)’.

Définition :
Soit a € A, on appelle module minimal (minimum modulus) noté n(a) de

a, le réel défini par :

n(a) = m(Ly) = inf{flaz|| : z€ A et ||z|| =1}

Alors, on voit sans difficulté, les deux propriétés suivantes qui seront

utiles pour la suite :

(4.1.2) n(a) >0 <= L;'0)={0} et aA est fermé.

(4.1.3) n(a) >0 = n(a) = c(a).

On dit qu’un élément a € A est régulier si a € aAa (que nous notons
a € A); dans ce cas il existe b € A tel que aba = a, et on dit que b
est un inverse généralisé de a. Alors ab et ba sont des idempotents (i.e
(ab)? = ab et (ba)? = ba).

En général b n’est pas unique. Si en plus (ab)* = ab et (ba)* = ba, alors
b est I'inverse de Moore-Penrose de a. Il est unique (c.f. [36], Théoréme
5), et dans toute la suite il sera noté af.
Nous notons aussi Af, I’ensemble des éléments de A qui admettent un

inverse de Moore-Penrose. Le Théoreme 6 [36], montre que Al =

Apres ces préliminaires, venons en au théoreme essentiel de ce paragraphe.
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Théoréme 4.1.2

Soit a € A, alors :

1) n(a) > 0 si et seulement si a admet un inverse de Moore-Penrose a!

tel que ata = e. Et dans ce cas on a : na) = |a’]|~! = c(a).

2) n(a*) > 0 si et seulement st a admet un inverse de Moore-Penrose
al tel que aa' = e. Et dans ce cas on a : n(a*) = |lat]|~! = c(a*).

3) a est inversible si et seulement si n(a) > 0 et n(a*) > 0. Et dans ce

cas on a - n(a) =n(a*) = [la~||~".

Démonstration :
1) “ Si ” Par hypotheése ala = e d’olt, Lyt L, = I. Donc pour tout z de A,
ona:

Izl = | Lot La(@)]l = lla' La(@)]] < lla'} | La()]],

ceci implique que [|z]| ||at||7! < || L.(z)]|. Par conséquent,
n(a) = flaf|~" > 0.

“ Seulement si ” En utilisant les Théorémes 6 et 8 [36], et ’assertion (4.1.2),
on constate que a € A!. Ceci nous permet en sachant que aa'a = a, de
conclure que e — afa € L;!(0) = {0}, donc ala = e. Enfin, par le
Théoréme 2 [37] et en tenant compte de I'assertion (4.1.3), on conclut
que : n(a) = [la"|~" = c(a).

2) Est une conséquence immédiate de 1) et du fait que (af)* = (a*)! (cf.
[36], page 73).

1

3) Il suffit de remarquer que a' = a™! si a est inversible et ensuite utiliser

1) et 2). u

Corollaire 4.1.3

Soit a € A, alors :
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1) n(a) > 0 si et seulement si |a| est inversible.
2) n(a) = int o(a]).

Démonstration :

1) Puisque, pour tout x de A, |az| = |||a| z ||, on conclut que : n(ja|) =
n(a). Or, un élément positif dans une C*-algebre est inversible si et seule-
ment si il est semi-inversible & gauche, par suite en tenant compte du

Théoréme 4.1.2, on constate que

n(a) >0 <= |a| est inversible.
2) Si n(a) = 0, alors |a| n'est pas inversible. Donc n(a) = inf o(la]) = 0.
Supposons maintenant que n(a) > 0, alors d’aprés 1), on constate que |al

est inversible, ceci implique que info(|al]) > 0. Donc, d’apres le Lemme

4.1.1, on conclut que :
(1) c(a) = inf{o(a]) \ {0}} = inf o(al).

D’autre part, d’apres 'assertion (4.1.3), on voit que : n{(a) = c(a), et en

tenant compte de (1), on conclut que
n(a) = c(a) = inf o (|al).

Ceci établit le Corollaire 4.1.3. ]

Corollaire 4.1.4
Soit a,b € A tels que |la — b|| < n(a), alors :

1) b admet un inverse de Moore-Penrose bl tel que b'b =e.

2) a est inversible si et seulement si b est inversible.
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Démonstration :

1) Comme par hypothése n(a) > 0, par le Théoréme 4.1.2, on en déduit
que n(a) = |lat||~!. Donc |laf(a — b)|| < 1, ceci implique que e — a’a — afb
est inversible. Par conséquent, a'b est inversible (car e = a'a). Soit b; =
(atb)~1at, alors b1b = e. Ceci implique que n(b) > ||by||~! > 0. Donc
d’apres le Théoreme 4.1.2, on conclut que b admet un inverse de Moore-

Penrose et que b'b = e.

2) Comme a'b est inversible, on voit facilement que :
b est inversible si et seulement si  a' est inversible,
si et seulement si  a est inversible.

Ce qui achéve la démonstration du Corollaire 4.1.4. ]

On va terminer cette section par la proposition suivante qui affirme

que ’application n : A — R, donnée par a — n(a), est continue.

T e

Proposition 4.1.5 Giw

Soient a et b dans A, alors : x\\‘

1) Ina) = n(b)| < lla - 8.

2) In(a) — n(d*)| < |la — b|| si a est semi-inversible d& gauche et b est
semi-inversible a droite.

Démonstration :
1) Soit {b,} une suite d’éléments de A telle que ||b,]| =1 et Jim 16 b,|] =

n(b). Alors on a :
la =0l > [[(a = b)ball = llaball — [60a]] = n(a) — [|bbn]|-
Maintenant en faisant tendre n vers 400, on obtient :

la — bl > n(a) — n(b).
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En interchangeant, a et b, on obtient : |la — b]| > n(b) — n(a).

Par conséquent,

lla = bl 2 | n(a) =n(b) | .

2) Soit a; (resp. b;) un inverse a gauche (resp. & droite) de a (resp. b),

alors on voit facilement que :
n(a) > lla|™' >0 et n(b*) > [ib3[~" > 0.

D’ol, par le Théoréme 4.1.2, on déduit que a et b sont des éléments de A'

et qu'il existe a! et bt de A tels que :

ala=bbt =e, n(a) = |la’]|™" et n(b*) = ||b7|~".

Or,
latl la = 6ll 151 > 16t = afl > | fla' - 16 11|,
par suite :
la— bl > | na) —n(s") |-
Ceci achdve la démonstration de la Proposition 4.1.5. n
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4.2 Les opérateurs a-semi-Fredholm

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert complexe de dimension
infinie non nécessairement séparable.
Soit © = {a un cardinal : Xy < a < dim H}.

Dans tout ce qui suit « est toujours supposé un élément de ©.

Soient X et Y deux espaces de Hilbert. Soit T € B(X,Y’) I’ensemble

des opérateurs bornés de X sur Y. D’apres le Lemme 2.4 [47], on a :

dim R(T) < dim X. Ceci nous permet de constater que :
(4.2.1) dim N(T)* = dim R(T).

En effet, soit Ty = Tjn(r): la restriction de T & N(T)*. Alors Tp : Xo =
N(T)* — Y, = R(T) est un opérateur injectif a4 image dense. Donc,

d’apres le Lemme 2.4 [47], on doit avoir :
(%) dim Yy = dim R(T) < dim X, = dim N(T)*.

Or, Ty* : Yo = R(T) — Xo = N(T)' est aussi un opérateur injectif a
image dense®, par suite de nouveau le Lemme 2.4 [47], appliqué cctte fois

a l'opérateur Tp*, nous permet de voir que :
(%) dim N(T)* = dim X = dim R(Tp*) < dim Yy = dim R(T).

D’ol, l'assertion (4.2.1) résulte de (x) et (xx).
En particulier, s'il existe T': X — Y un opérateur injectif a image

dense, on conclut d’apres ce qui précéde que dim X = dim Y.

3 Car N(To)* = R(Tot) = {0} et R(To)* = N(To)* = X, (voir, (2.1)).
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Nous notons, Jo(H) = {T € B(H) : dim(R(T)) < a}. Puisque o >
Ro, on vérifie facilement que J,(H) est un sous-espace vectoriel de B(H).

Or, en utilisant (4.2.1), on voit que
dim R(T') = dim N(T)* = dim R(T"),

ceci implique que J,(H) est stable par passage a 'adjoint en d’autre mots
Jo(H) est un sous-espace hermitien de B(H). De plus, il n’est pas difficile
de vérifier que pour tous K € Jo(H) et T € B(H), KT et TK appartien-
nent & J,(H). Par conséquent, J,(H) est un idéal bilataire de B(H) (voir
aussi, [47] Théoréme 6.1). Mais J,(H) n’est pas en général un fermé de
B(H), d’ou il est naturel de considérer K,(H) = J,(H) la fermeture de
Jo(H) dans B(H). Alors, K,(H) est aussi un idéal bilataire autoadjoint
de B(H) (c.f. [15], [26], [47]). On remarque aussi, que K,(H) est un idéal
bilataire fermé propre de B(H) parce que I & J,(H). En plus d’apres
le Corollaire 6.1 [47] et le Théoreme 6.4 [47], tout idéal bilataire fermé
propre de B(H) est de la forme K,(H) pour un certain a de ©. Puisque
Kq(H) C Kg(H) pour a < G, il s’ensuit que Kyim  (H) est I'idéal bilataire
fermé maximal de B(H). Enfin, on remarque que Ky,(H) n’est autre que

I'idéal des opérateurs compacts.

Nous remarquons aussi que du fait que Ko(H) = Jo(H), un opérateur
T € B(H) est semi-inversible & gauche (resp. & droite) modulo K, (H)
si et seulement si T est semi-inversible a gauche (resp. & droite) modulo

Ja(H).

Nous notons, Cy(H) 'algebre quotient B(H)/K.(H) et 7o: B(H) —
Ca(H) la surjection canonique. Alors, il est bien connu que C,(H) muni

de l'involusion * : w4 (T)* = 7o (T™*) est une C*-algebre.

Pour alléger la notation on pose, pour tout opérateur 7' de B(H), [T,

au lieu de ||7(7)| la norme de 7 (T).
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Nous notons, 0,(T') le spectre de poids a de T, défini par :
0o(T) = {A € C: 7o(T — AI) n’est pas inversible dans Co(H)}.
Alors, on voit facilement que pour tout K € K,(H),
0o(T + K) = 0,(T),
et si Ng <G < a<dimH, alors

0a(T) € 05(T) C oxo(T) = 0(T) S o(T).

Remarquons aussi que, comme l'inversibilité modulo K, (H) est équivalente

a I'inversibilité modulo J,(H), il s’ensuit que :
0a(T) = {A € C: T — A n’est pas inversible modulo J,(H)}.
Nous rappelons, qu'un sous-espace X de H est dit a-fermé s'’il existe
un sous-espace fermé M de H tel que M C X et dim(X N ML) < a (voir

[26]). On outre, si M est un sous-espace fermé de H inclus dans un autre

sous-espace vectoriel X de H, alors :
(4.2.2) dim(X N M*) = dim(X N M*).

Cette assertion est une simple conséquence du lemme suivant :

Lemme 4.2.1 ([26], Lemme 2.2)
Soient X un sous-espace vectoriel de H et M un sous-espace fermé de H

tel que M C X, alors :

XNMt=XnM"

Soient T'€ B(H) et M un sous-espace de H, on considére la quantité,
p(M,T), définie par :

inf {|T(z)] :z€ Met |z =1} si M # {0},
p(M,T) =
+00 si M = {0}.
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Alors, on remarque d’une part, que p(M,T) < ||[T|| st M # {0} et
p(M,T) = +oo si et seulement si M = {0} et d’autre part, la conorme

v(T) égale & p(N(T)*,T).
Pour un opérateur T de B(H), la conorme de poids a (the reduced
minimum modulus of weight a), notée v,(T'), est définie par :

Yo(T) = sup{ p(X,T) : X est un sous-espace fermé de N(T)* et
dim(X* N N(T)Y) < a},

Alors, on remarque, pour tout T de B(H), que
Yo(T) < IT| st o < dimR(T),

et

Yo(T) = +00 si a > dim R(T).

En fait, d’apres l'assertion (4.2.1) (voir, page 101) on a : dim N(T)* =

dim R(T'), donc si @ < dim R(T)), on en déduit que dim N(T)t > «. Doy,
Yo(T) < inf {|T(2)] : z € N(T)*, |Jz] = 1} < [T
Par conséquent, v,(T) < ||T|| si a < dim R(T).

Maintenant, si a > dim R(T), alors d’apres l'assertion (4.2.1), on a :

dim N(T)* < a, ceci implique que ¥ (T) > p({0},T) = +o0.

Cette conorme de poids a a été étudiée par L. Burlando [15]. Elle a

notamment montré que comme pour la conorme, v,(-) vérifie :

(4.2.3) Ya(T) = Ya(T7).

D’autre part, elle a prouvé que cette conorme de poids « vérifie aussi :
(4.24) v (T) >0 sietseulement si R(T) est a-fermé .

Enfin, on remarque que si a,f €0 et § < a,

(4.2.5) Y(T) < 7(T) < 7a(T).
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Considérons maintenant les classes d’opérateurs suivantes :

e & = { L € B(H) : 7o(T) est semi-inversible a gauche dans C,(H)},

I’ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm & gauche.

o & = { L € B(H) : mo(T) est semi-inversible a droite dans C,(H)},

I’ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm a droite.
e O = Y NP2, 'ensemble des opérateurs a-Fredholm.

e $F = &% U P2, 'ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm.

Comme Ky, est I'idéal des opérateurs compacts, on constate d’apres
le théoréme d’Atkinson que ’ensemble des opérateurs RN -Fredholm (resp.
R,-semi-Fredholm & gauche, X,-semi-Fredholm a droite, R,-semi-Fredholm)
coincide exactement avec l’ensemble des opérateurs Fredholm (resp. semi-

Fredholm & gauche, semi-Fredholm & droite, semi-Fredholm).

Comme pour le cas des opérateurs Fredholm (resp. semi-Fredholm
a gauche, semi-Fredholm a droite, semi-Fredholm), on sait que T est
Fredholm (resp. semi-Fredholm & gauche, semi-Fredholm a droite, semi-
Fredholm) si et seulement si R(T) est fermé et max{dim N(T), dim N (7™)}
< Wq (resp. dim N(T') < Ry, dim N(T™*) < Np, min{dim N(T), dim N(T*)}
< V), le Théoréme 2.6 [26], étend ces résultats aux opérateurs a-Fredholm,
a-semi-Fredholm & gauche, a-semi-Fredholm a droite et a-semi-Fredholm.

Plus précisément on a :

e T est a-Fredholm si et seulement si R(T") est a-fermé et max{dim

N(T), dm N(T*)} < a.

e T est a-semi-Fredholm & gauche si et seulement si R(T") est a-fermé et

dim N(T) < a.
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o T est a-semi-Fredholm & droite si et seulement si R(T') est a-fermé et

dim N(T*) < a.

o T est a-semi-Fredholm si et seulement si R(T') est a-fermé et min{

dim N(T), dim N(T*)} < a.

Notons, pour T € B(H), ma(T) = inf {A : XA € 0,(|T])} (voir [15],
Définition 3.5). Comme 7, (|T’|) est un élément positif de Co(H) et 7o (|T])
vérifie (7o (|T]))? = 7a(T*) 7o(T), d’aprés 'unicité de la racine carrée,
on déduit que 7o (|T]) = |7a(T)|- Ceci nous permet de voir d’apres les

notations du paragraphe précédent que mq(T) = n(ro(T)). En eflet,
n(ra(T)) = inf{A: A€ o(|ma(T)D},
(4.2.6) = inf{A: A € aa(ma(|T]))},

inf{\: A € oo (|T])} = ma(T).

On observe aussi que pour tout K de K (H), my(T) = mo(T + K) et que
mx, (T') = me(T), le module minimal essentiel de 7.
Comme pour le module minimal essentiel m.(T) de T, on sait d’apres

le Théoreme 2.17 (page 29) qu'il vérifie la formule suivante :
me(T) = inf{\ : dim E(J]A — ¢, A + ¢[) H est infinie , Ve > 0},
L. Burlando a généralisé ce résultat pour m4(7") en montrant :

Lemme 4.2.2 ([15], Lemme 3.6)

Soient « € © et T € B(H) un opérateur autoadjoint, alors

A€ oy(T) <= dim (E(]/\ —&A +5[)H) > a, pour tout e > 0.

Elle a montré aussi :
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Théoréme 4.2.3 ([15], Théoréme 3.7)
Sotent T € B(H) et a € O, alors :

1) ma(T) = sup{A > 0 : dmE([0,\)H < «a}, ot par définition
sup{A > 0 : dim E([0, \)H < a} égal d zéro si dim E([0, \)H > «
pour tout A > 0.

2) 7a(T) 2 max{ma(T), ma(T)}.

3) Ya(T) =ma(T) si dimN(T) < a.

4) ¥a(T) = ma(T*) si dimR(T)* < a.

Des Théoremes 4.1.2 et 4.2.3, nous tirons le théoréme suivant que nous
utiliserons dans la suite pour étudier les opérateurs semi-Fredholm dans le

cas des espaces de Hilbert non séparables.

Théoréme 4.2.4
Sotent T € B(H) et a € ©, alors :

1) a) Il existe L € B(H) tel que LT — [ € K, (H) si et seulement si
ma(T) > 0. Et dans ce cas, il existe Lo € B(H) tel que LyT — I €
Ko(H) et ma(T) = [[Lo|l5".

b) T € ®F si et seulement si mq(T) > 0.
2) R(T) est a-fermé et dim N(T') < « si et seulement si mo(T) > 0.

3) a) Il existe S € B(H) tel que TS — I € K,(H) st et seulement si
ma(T*) > 0. Et dans ce cas, il existe So € B(H) tel que TSy — I €
Ko(H) et mo(T*) = [Soll3"

b) T € ¢ si et seulement si mqa(T*) > 0.
4) R(T*) esta-fermé et dim N(T*) < a si et seulement si ma(T*) > 0.
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5) T € ®* si et seulement si mqo(T) > 0 et my,(T*) > 0. Et dans ce

cas on a : mu(T) = ma(T%).

Dans tout ce qui suit, B(T,r) désignera la boule ouverte de B(H) de
centre 1" et de rayon r.
Nous notons, ind, la fonction définie de B(H) & valeur dans (—©) U

©UZ qui a T € B(H) associe :

;

a > Ry et max{dim N(T),dim N(T*)} > «

ind(T) si ou

ind,(T") = .
a = Xg,

0 si a > R et max {dim N(T),dim N(T*)} < a.

ou ind(T") désigne I'indice classique de T" (voir (2.5), page 28).
Nous rappelons (voir [19], Théoréme 1) le résultat important suivant :
I'application ind, : T ind,(7") est constante sur chaque composantes

connexes de ®%.

Ce résultat et le Théoréme 4.2.4, vont nous permettre d’établir :

Théoréme 4.2.5
Soient T € % et S € B(H) tel que |T — Sla < ma(T). Alors

1) S e df.
2) ind(T) = ind4(S).
3) T € &> si et seulement si S € d*.

Démonstration :
Les preuves de la premiére et la troisiéme assertion découlent immédiatement

du Théoréme 4.2.4 et du Corollaire 4.1.4.
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Il reste & montrer 2). Tout d’abord, nous déduisons de la premiere assertion

que :
IT, ma(T)) = {L € B(H) : |T = Llla < ma(T)} € 2.

D’autre part, on remarque que 9(T,mo(T)) = |J BT + K, m.(T)).
KEKq(H)
On va montrer que 3T, m,(T)) est connexe par arcs. Soient L et S €

HT, mqa(T)), alors il existe K, K’ € K(H) tels que L € B(T+ K, mo(T)) et
S e B(T+K',mu(T)). Comme B(T+K,ma(T)) et B(T+K’,mo(T)) sont
connexes par arcs, il suffit de montrer que 7'+ K et T+ K’ sont connectés
par un chemin continu inclus dans 9(7T', m(T")). Soit 7 I’application définie
par :
T : [0,1] — B(H)
t — T+ (1 -t)K+tK'

Alors, 7 est une application continue et on voit facilement que 7 vérifie :
7(0)=T+K, 7(1)=T+K' et Vte|0,1], 7(t) € (T, ma(T)).

Donc ¥(T, mq(T)) est connexe par arcs. Finalement, d’apres le Théoreme

1 [19], qui a été rappelé un peu plus haut, on conclut que :

V L € (T, ma(T)), inda(T) = inda(L).

Le corollaire qui suit affirme que méme si T et S vérifient la faible
condition suivante : |7 =S| < mqa(T)+mq(S), 'assertion 3) du Théoreme

4.2.5, subsiste.

Corollaire 4.2.6

Sotent T et S dans B(H) tels que ||T — S|la < mo(T) + ma(S), alors
ind,(T) = indu(S).
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Démonstration :

Tout d’abord, observons que par le Théoreme 4.2.5, min{m,(T), my(S)} >
0 et donc ce méme Théoréme 4.2.5, de nouveau implique que 9(T, my(7"))U
(S, mqa(S)) C 2. Or, NT,mo(T)) U 9(S,ms(S)) est connexe (car ¥(T,
ma(T)) NI(S,ma(S)) # 0), par suite d’aprés le Théoréme 1 [19], on con-
clut que indo(7) = inda(S). L

Comme on la signalé dans les préliminaires, m.(7") le module minimal
essentiel de T" est le rayon de la plus grande boule ouverte de centre T
incluse dans F; I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm & gauche. Cette
propriété sera généralisée pour m,(7'), le module minimal de poids a.
Plus précisément on montre dans la proposition suivante que mqy(T) est
aussi le rayon de la plus grande boule ouverte de centre 7" incluse dans $¢

I’ensemble des opérateurs a-semi-Fredholm & gauche.

Proposition 4.2.7
Soient T € B(H) et a € O, alors :

1) a) ma(T) = dist(T, ($2)°).
b) ma(T*) = dist(T, ($%)°).
2)  lim muo(THY™ = dist(0,c}(T)),

= supmo(T™)'",
n

ot o (T)={AeC:T— A ¢&d%}.

Démonstration :

1) Tout d’abord, d’apres le Théoréme 4.2.5, on remarque que :
me(T) < dist(7T, (PF)°).

Inversement, soient T' = V|T| la décomposition polaire de T et L = V(|T|—
ma(T)I). Comme, |T| — mqa(T)I ¢ &%, L est aussi n’appartient pas a $¢.
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Donc, on en déduit que :
dist(T', (9%)°) < IT — Ll = ma(T).
La preuve de b) résulte de a) par passage a l'adjoint.

La deuxiéme assertion découle immédiatement du Théoréme 2.21 et du

Théoreme 3 [48]. n

Si a = N,, on sait d’aprés les travaux de P.Y. Wu [60], sur les opérateurs
semi-Fredholm dans un espace de Hilbert séparable, que la distance d’un
opérateur T' a l'ensemble des opérateurs non semi-Fredholm est égale a
max{me(T), m(T*}, le théoreme suivant étend ce résultat aux espaces de

Hilbert non séparables et aux opérateurs non a-semi-Fredholm.

Théoréme 4.2.8
Sotent T € B(H) et o € ©, alors :

dist(7, ($2)€) = max{mq(T), ma(T")}.

Démonstration:

Tout d’abord, observons que la Proposition 4.2.7, entraine que :
dist(T, ($2)°) > max{ma(T),ma(T*)}.

Inversement, on peut supposer que T € $¢ (sinon l'inégalité est évidente)
et que max{mqs(T), ms(T*)} = mo(T) > 0 (sinon on passe a 'adjoint).
Soit T' = V|T'| la décomposition polaire de T. Soit € > 0, on lui associe
lidempotent F. = E(Jma(T) — &, ma(T) + ¢[). Alors, d’aprés le Lemme
4.2.2, on voit que H, = R(FE.) est un sous-espace de dimension supérieure
ou égale a a.

Dans un premier temps, nous allons construire une suite d’opérateurs

(Se)eso de (P2)¢ vérifiant | T — S;|| < mo(T) +¢. Posons S. =T(I — E.),
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alors H, C N(S,), ceci implique que dim V(S;) > a > N,. Par conséquent,
d’aprés le Théoreme 4.2.4, on voit que S. & 2.
D’autre part, S, € ®%. En effet, si S, € ®2, alors V|T'|(I — E;) est semi-
inversible & droite modulo K, ceci entraine que V est semi-inversible &
droite modulo K, cela revient a dire que V' € ®°.

D’ailleurs, puisque T' € %, on constate que dim N (V) = dim N(T") <
a, donc de nouveau par le Théoréme 4.2.4, on conclut que V € &*. Or,
Se = VIT|(I — E;) € &2, par suite |T|(I — E;) € %, cela revient & dire
que 7o (|T|(I — E.)) est semi-inversible & droite dans c,(H) et comme,
mo(|T|(I — E¢)) est un élément positif, on en déduit que = (|T|({ — E.))
est inversible dans c,(H) ceci est équivalent & dire que |T|(I — E;.) € .
Donc S, = VI|T|(I — E.) € ®*, ceci contredit le fait que S, € PF.
Par conséquent, on conclut que S, &€ ®5.

Finalement, on en déduit que :

diSt(T, ((I)g)c) _<._ ”T - Ss” = “TE,;-” = ” |T

El £mo(T) +e,
et ceci imlique que
dist (T, (P2)€) < ma(T) = max{ma(T), m.(T)}.

Ceci acheve la démonstration du Théoreme 4.2.8. u

Théoréme 4.2.9
Soit S € B(H) tel que R(S) est a-fermé (avec o € ©). Notons H = R(S)
et soit L € B(H) a-semi-Fredholm a gauche, alors R(LS) est a-fermé.

Démonstration :
Tout d’abord, pour M (resp. M) un sous-espace de H (resp. H), on note
M* (resp. ~ M) le sous-espace orthogonal de M (resp. M) dans H (resp.

H). Nous allons nous y prendre de la fagon suivante.
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D’abord, par définition d’'un sous-espace a-fermé, il existe un sous-

espace fermé M C R(S) et un sous-espace fermé Y C R(L) tels que

(1) dim(MtNH) <«
et
(2) dim('Y NR(L)) < a.

Soit Lo : D = L=Y(Y)N"N(L) — Y la restriction de L & D. Comme, Lo
est une application linéaire bijective, on en déduit que v(Lg) > 0.

Dans un premier temps, on va montrer que :

(3) dim (M N D) < a.

Soit M) 'orthogonal de M N D dans D, alors D s’écrit :
(4) (MND)e M, =D,

et par suite H s’écrit :

(5) (MND)® M, & D=H.

Puisque, M est un sous-espace fermé de H, il s’ensuit que :
(6) H=Mo& M NH).

Or, (4) implique que M;NM = {0} et en utilisant (5) et le fait que M C H,

on obtient :
(7) M & M; CH.
Maintenant, en combinant (6), (7) et (1), on obtient :
(8) dim M| € dim(M*+NH) < a.
D’autre part, comme N (L) C "D, il vient :

1 L

(9) D=N(L)® N(IL)nD.
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Soit L; : “N(L) N "D — H la restriction de L & "N(L) N "D, alors on

remarque que :
(10) R(Ly)NnY = {0}.

En effet, soit y € R(L;)NY, alors il existe x; € LN(L) N'Detxzy €D =
LY Y)N'N(L) tels que y = Ly(z;) = Lo(zs). Or, Li(z;) = L(z,) et
Lo(z2) = L(x2), par suite L(zy — x2) = 0, d'olt z; — 22 € N(L). Mais
comme, x; et To appartiennent tous les deux a LN(L), on conclut que
T, — x2 € "N(L) N N(L) = {0}. Ceci implique, d’une part que z, = z
et d’autre part que z; = 20 € DN "D (car z, € “D et 2, € D). Donc
1 = x2 = 0, cela entraine que y = 0.

Par ailleurs, puisque Y est un sous-espace fermé de -Rm, on peut

écrire :

(11) RIL)=Y & (YNRD)).

Mais, compte tenu du fait que R(L;) € R(L) et R(L;) NY = {0}, on
constate que :

(12) Y & R(L,) C R(L).

Dong, (11), (12) et (2) entrainent que :

(13) dim R(L,) < dim("Y N R(D)) < e

Maintenant, en utilisant (13) et le fait que L; est injectif, on obtient :
(14)  dim("N(L)Nn D) = dim(L,('N(L) N "D)) < dim R(L,) < e

Et puisque L est a-semi-Fredholm & gauche, il s’ensuit que dim N(L) <
. Ceci implique, compte tenu de (14) et (9), que dim™D < o. Par

conséquent, en combinant (5) et (8), on conclut que :
dim (M ND) < dimM, +dim D < a.
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Donc (3) est démontré.

D’autre part, on a L(MND)NL(M,;) = {0}. En effet, soient z, € MND
et T2 € M tels que L(x;) = L(z2). Alors z; — 22 € N(L), donc xz; — x5 €
N(L)N*N(L) = {0} (car x; € D C "N(L) et zo € M; C D C "N(L)).
Ceci implique que z; = z,. Comme z, € M N D et o, € M, et compte
tenu de (4), on conclut que : x; = 2, = 0. D’ott, L(M ND)NL(M,) = {0}.
Maintenant, comme min{y(Ljxnp), ¥(Lias)} = v(Lo) > 0, on en déduit
que L(M N D) et L(M,;) sont deux sous-espaces fermés de H, d’'ou, Y
s’écrit :

(15) L(MND)® L(M) =Y.

Puisque, L{M N D) est un sous-espace fermé de Y, il s’ensuit que :
(16) Y =L(MnD)e ((LMnD)NY).

Donc (15), (16) et (8) impliquent que :

(17) dim([L(M N D) NY) = dim L(M,) < dim M, < a.

Maintenant, par (15) et (11), on conclut que :

(18) (LM ND))="Y &L(M),
et
(19) R(L) = L(MND)® L(M)® (Y NERL)).

D’ol, on conclut au moyen de (18) et (19) que :

(20) L(M,) € R(L)n“[L(M 0 D)].
Ceci implique, compte tenu de (19) et de (20) que :

RI)N (LM D) = LM [(R(L)N (LM N D)))N
(LM nDy® [V nR{L))],
= L(M)&[YNR(D).
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Donc,
dim (LM N D) NER(L)) < .

Par conséquent,
dim (“[L(M N D)| N R(LS)) < e

Ceci achéve la preuve du théoréme car L(M N D) C R(LS) et L(M N D)

est un sous-espace fermé. [ |
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4.3 Les opérateurs points de continuité pour la conorme

de poids a

J.P. Labrousse et M. Mbekhta dans leur article [46], s’intéressent aux
opérateurs points de continuité pour la conorme dans le cas des opérateurs
non bornés dans un espace de Hilbert. Ceci nous a conduit a étudier les
opérateurs points de continuité pour la conorme de poids a, toujours dans
le cas des opérateurs bornés et en se basant sur les résultats du paragraphe

précédent.

Rappelons d’apres les notations de la page 96, la conorme de 7, (7T") est

donnée par :

(43.1) e(ma(T)) = inf {oa(|T]) \ {0}}.

L. Burlando dans son article [15], sur les opérateurs bornés dans un
espace de Hilbert non séparable, a montré que la conorme de poids «
admet une expression beaucoup plus simple que la premiere définition que

I'on avait donnée a la page 104. Plus précisément elle montre que :

Lemme 4.3.1 ([15], Théoréme 4.1)
Soit T € B(H), alors :

Yo(T) = inf{A > 0 : dim E(]0, \) H > «}.
Notre premier résultat de ce paragraphe est le théoreme suivant qui
donne pour n’importe quel opérateur T de (K,(H))¢ une relation assez

simple entre sa conorme de poids « et le spectre de poids a de son module

7.
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Théoréme 4.3.2
Soient T € B(H) et a € ©. Supposons que T ¢ K,(H), alors :

a(T) = inf{A : A € 0u(IT]) \ {0} }.

Démonstration :
Remarquons, d’abord que, § = inf{/\ A€ a.(IT)\ {O}} existe?. Sup-
posons que 6 > Y,(T). Soit € > 0 tel que ¥,(T)+¢ < 8, alors par définition

de 6, on a:
(1) 10,7 (T) + €[N oo (|T]) = 0.
On va montrer que

2) dim E()0,7(T) + ) H < a.

e1°cas sia =N

Alors, on remarque que o, (|T']) = o.(|T|) et en utilisant (1), on voit que
10,7, (T) + €[N oe(|T]) = 0. Donc d’apres la Proposition 2.20, on conclut
que dim E(]0, v, (T) + ) H < Ro.

e 2°™€ cas si a > Ng.

D’abord, d’parés (1) et le Lemme 4.2.2, on constate que pour tout A €
10, va(T) +¢], il existe ¢, tel que JA—ex, A+ex[ €0, v (T)+<[ et dim E(JA—
Ex, A+ ax)H < a. Ainsi, il existe deux suites (A,)ns0 €t (€n)n>o telles
que &, > 0, A, €]0,7%(T) +¢€[, 10,7 (T) +e[= [J]A — cn, A + €0 et
dim E() A, — €n, An +e:[) H < a. Il en résulte que d(i)glnE(]O, Yo(T)+e)H <
aRy = a. (voir [14], Corollaire 4, page 73).

Ceci prouve (2). Maintenant, en utilisant le Lemme 4.3.1, on conclut que

Yo(T) + € < Yo(T), absurde. Par conséquent, § < v, (7).

4 Car 04(|T|) # {0}. En effet, si ce n’était pas le cas, puisque m(|T’]) est un élément
positif, il s’ensuivrait que |7, (JT])]] = sup{A : XA € 0,(|T|)} = 0. Il en résulterait que
|T| € Ko(H) et cela entrainerait que T € K,(H). Ce qui serait incompatible avec

I’hypothese.
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Montrons l'inégalité inverse. On peut supposer que v,(T) > 0, car
sinon l'inégalité est évidente.
Soit 0 < A < 74(T), alors d’apres le Lemme 4.3.1, il existe € > 0 tel que
"dim E(J0, A + ) H < a. D'autre part, en utilisant le Lemme 4.2.2, on
conclut que :

10, AlN oo (IT1) = 0.

Cela entraine que § > A, par conséquent § > v,(7).

Ceci acheve la preuve du Théoréme 4.3.2. =

Remarque

D. Ernest, a montré [27], qu'un opérateur T' € K, (H) est & image a-fermée
si et seulement si T € J,(H). Dong, en tenant compte de I’assertion (4.2.4),
on conclut, pour tout T € Ky(H) \ Jo(H), que 7o(T) = 0. D’autre part,
il est évident que o (T) = +o0o0 si T € Jo(H). Dong, il résulte de tout cela

que :

[(inf{A:heaa(TD\(0}} si T ¢ Ka(H),

Yal(T) =< 0 si T e Ko(H)\ Jo(H),

+00 si T € Jo(H).

\
Corollaire 4.3.3
1) SiT € Jo(H)U (Ka(H))", alors 1a(T) = c(ra(T)).

2) S$iT ¢ Ky(H) et K € K,(H), alors v4(T) = v.(T + K).

Démonstration :
1) Si T € Jo(H), alors 7a(T) = c(ra(T)) = +00. Si T € (Ka(H)), alors
I'égalité résulte immédiatement de la relation (4.3.1) et du Théoreme 4.3.2.

2) Résulte trivialement de 1). u
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Récemment M. Mbekhta et R. Paul, ont montré que la conorme es-
sentielle v,(7T") d’un opérateur T qui est définie par : .(7T) = inf {/\ TAE
o (IT]) \ {O}}, vérifie (1) = KSE}()H)%T + K) (cf, [51] Théoréme 1) et
que ce supremum est atteint ([51], Théoreme 2). Dans le théoréme suiv-
ant nous généralisons ce résultat pour c(ro (7)) la conorme de 74(7"), en
montrant par une méthode plus élémentaire que :

c(ma(T)) = sup (T + K) et que ce supremum est atteint.
KeKa(H)

Théoréme 4.3.4
SotentT € B(H) et a € ©, alors :
1) c(m(T)) = sup (T +K).
KeKa(H)

2) Il existe K € Ko(H) tel que c(no(T)) = v(T + K).

Démonstration :

1) SiT € Ko(H), alors c(n(T)) = ¢(0) = +oo= sup (T + K).
KeKa(H)

Supposons maintenant que T' ¢ K, (H), alors grace a ’assertion (4.3.1) et

le Corollaire 4.3.3, on conclut pour tout K € K, (H), que 7(T + K) =

c(ma(T + K)). Donc, pour tout K € K, (H), on a:
alT) = e(malT)) = clra(T + K)) = 1a(T + K) = +(T + K).

Par conséquent,

sup Y(T+ K) < c(na(T)).
KeKa(H)

Montrons I'inégalité inverse, on peut supposer que c(7,(7")) > 0, car sinon
I'inégalité est évidente. Soit T'= V|T| la décomposition polaire de 7. Soit
e > 0, on lui associe 'opérateur K, = —~V|T|E(]0,v,(T) — ¢[). Alors, par
le Lemme 4.3.1, on conclut que dim E(]0,v,(T) — €[} H < «, ceci implique
que K. € Jo(H) C Ky(H).
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Par ailleurs, comme
T+ K. = VIT|E([7a(T) — &, +00]),

on en déduit que

YT+ Ke) 2 7%(T) —¢.

Donc,

KESII(JEZH) YT+ K) > sup YT + Ke) 2 7%(T) = c(ma(T)).
2) Sic(na(T)) = 0, alors y(7') = 0. Dans ce cas, il suffit de prendre K = 0.
Si ¢(no(T)) = 400, alors T € Ky(H). Dans ce cas, il suffit de prendre
K = —T. Supposons donc 0 < ¢(m(T)) < +o0. Alors T ¢ K,(H), d’ol
d’apres le Corollaire 4.3.3, on a : ¢(m4(T)) = 7.(T).

D’autre part, d’aprés 1), on voit qu'il existe Ko € K,(H) tel que
v(T + Ky) > 0. Soit L = T + K, alors v,(L) = v.(T) > 0. Posons,
K = E(]0,7%(T))(=|L| + v(T)I) ot on rappelle que Er(-) désigne la
mesure spectrale de |L|. Alors K, € K4(H). En effet, soit € > 0, on lui

associe 'opérateur
K. = Er(0,7(T) = e (—|L| + v(T)I),

alors en utilisant le Lemme 4.3.1, on voit facilement que K, € Jo(H). Par
ailleurs, comme || K} — K¢|| < € pour tout € > 0, et en sachant que K, (H)
est un fermé de B(H), on conclut que K; € K, (H).

D’autre part, on a :
|L] + K1 = 7a(T)EL(10,7%(T)]) + [LIEL{[va(T), +o0)),
et on montre sans aucune difficulté que :

YL+ K1) = 7a(T).
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Maintenant, écrivant L sous sa forme polaire W|L| avec W une isométrie ou
co-isométrie (voir, Lemme 2.14), par symétrie de I’adjoint on peut supposer
que W est une isométrie. Posons K = Ko+ WK, alors K € K,(H) et K
vérifie '

AT + K) = 4L+ WKy) = Y(|L] + K1) = 7a(T).

Ceci achéve la démonstration du Théoreme 4.3.4. u

Corollaire 4.3.5

1) Co(H) = B(H) + Ku(H).
2) Si wo(T) € (Co(H))1, alors :

Ima(D) = inf 1T+ K]

Démonstration :

1) L’inclusion “ B(H)+K,(H) C Co(H) ” est évidente, montrons I'inclusion
inverse.

Soit T € Ch(H), alors c(ma(T)) > 0 (cf. [37], Théoréme 2), d’ott d’apres
le Théoreme 4.3.4, il existe K € K,(H) tel que v(T + K) = c(7a(T)) > 0.
Donc, en tenant compte du Théoréme 8 [36], on conclut que T € ‘B(H) +
K, (H).

La preuve de 2) découle immédiatement du Théoréme 2 [37]. L

Le corollaire suivant résulte immédiatement du Théoréme 4.3.4 et du

Corollaire 4.3.3.

Corollaire 4.3.6
Soit T € B(H) et supposons que T € Jo(H) U (Ka(H))C, alors :
Ya(T) = sup (T +K),
KEK(H)

et ce supremum est atteint.

122



Corollaire 4.3.7
Soit T € B(H) tel que T € J,(H) U (Ka(H))C, alors :

Ya(T) = c(7a(T)) = sup (T + K).
Keda(H)

Démonstration:

Si T € J,(H), alors on voit sans aucune difficulté les égalités suivantes :

c(me(T)) =c(0) = sup (T + K) = +o0.
KeJa(H)

Supposons maintenant que T ¢ K,(H). Au cours de la démonstration du
Théoréme 4.3.4, on a vu que l'opérateur K, = —V|T|E(]0,7.(T) — ¢[) €
Jo(H ). Par conséquent,

(1) sup (T + K) 2 supy(T + K:) = 7a(T) = c(ma(T)).
KeJa(H) B

Or,

(2) sup Y(T'+K) < sup YT+ K) =7(T) =c(ma(T)).
KeJa(H) KeKal(H)

Donc, on conclut au moyen de (1) et (2), que :

Va(T) = c(ra(T)) = sup (T + K).
Keldo(H)

Lemme 4.3.8
Sotent T € ¢ et S € B(H) tel que [T — S| < c(wa(T)), alors :

le(7a(T)) — c(ma(SHI < NIT = S

Démonstration:
Remarquons d’abord, qu'on peut supposer que 7' € $¢ sinon on passe a

Padjoint. Ainsi, en appliquant le Théoreéme 2 [37], on obtient :
IT = Slla < |7 = S| < c(malT)) = |7l
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D’oli, on en déduit que :
(1) |7a(T)! (ma(T) — ma(S)] < 1.

Ceci implique que I — 74 (1) (74(T) = 74(S)) = 7a(T) ma(S) est inversible,
par conséquent S € ®¢. Finalement, d’apres (1) et le Théoréme 5 [37], on

constate que :
lc(ma(T)) = c(ra(SN ST = Slla < T — S|

Le Lemme 4.3.8 est démontré. |

Lemme 4.3.9
L’application cq : B(H) — [0,+00] donnée par co : T —— c(ma(T)) est

semi-continue supérieurement.

Démonstration:

Ceci résulte trivialement du Théoréme 7 [37]. n

Théoréme 4.3.10
Soit T € B(H), alors T est un point de continuité pour l'application c, :
B(H) — [0,+0c0] donnée par co : T +— c(ro(T)) si et seulement si

c(ma(T)) =0 ou T € PZ.

Démonstration :
“Si” Quand c(mo(T)) = 0, la continuité de c, découle de sa semi-
continuité supérieure (voir, Lemme 4.3.9). Si ¢(mo(T)) > O et T € %,

alors la continuité de ¢, se déduit du Lemme 4.3.8.

“ Seulement si ” Supposons que l'application ¢, est continue au point T
et que c(ma(T)) > 0. Alors, il existe € > 0 tel que ||[T — S| < € et
c(ml(T)) > 6 = %c(wa(T)).
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D’autre part, comme l’ensemble des opérateurs semi-inversibles est
dense dans B(H) (voir [33], Probléme 109), alors il existe (7,,), une suite
d’opérateurs de ¢ telle que nl]}-{l»‘]éo |Tn—T| = 0. D’ot, pour # =min{e, 6} >
0, il existe ng € N tel que ||Th, — T|| < 8. Donc ¢(7a(Thn,)) > 6. Par

conséquent,

(1) I The = Tl < cma(Tn,))-

Comme, Ty, € %, par le Théoréme 4.2.3, on conclut que
(a(Tre)) = Ya(Tno) = max{ma(Th,), ma((Tho)")}-

Donc, d’apres (1) et le Théoréme 4.2.5, on conclut que 7' € ®2. u
Pour T € B(H), on note po(T) = (64(T))¢ = C\ 0o(T)

Corollaire 4.3.11
Soit T € B(H) tel que c(ro(T)) > 0. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes.

(1) T est un point de continuité pour ['application ¢, : B(H) —

[0, +00] définie par cy : T — (7o (T)).
(2) Il existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
IT—Sll<a = c(ma(T)) >0
(3) 1l existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
T =Sl <a = ]0,6[S pallS).
(4) Il existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
IT=Sl<a = ]0,b[S pal|S™])-
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(5) T e P%.

Démonstration :
Les implications (1) = (2) = ( 3) sont triviales.
(3) et (4) sont équivalentes, ceci découle simplement du théoreme de ’application

spectrale et du fait
10,b[S palT"T) = 10,b[C pa(TT").

(3) == (5) comme G4 est dense dans B(H) (voir [33], Probleme 109), il
existe S € ®¢F tel que |7 — S|| < min {a,b}. D’ol, en utilisant ’hypotése

(3), on constate que
(*) 1T = S| < c(malS)).

D’autre part, comme S € ®¢, par le Corollaire 4.3.3 et le Théoreme 4.2.3,

on conclut que
(%) c(ma(S)) = 7a(8) = max{ma(S), ma(5*)}.

Donc, on en déduit, par (), (xx) et le Théoreme 4.2.5, que T € P%.

(5) = (1) résulte immédiatement du Théoreme 4.3.10. |

Théoréme 4.3.12

Soit T € B(H), alors T est un point de continuité pour Uapplication v, :
B(H) — [0,4+oc0] donnée par vo : T +—— vo(T) si et seulement si T ¢
Ko(H) et %(T)=0 ou Tedf.

Démonstration :

“Si” SiT ¢ Ko(H) et 7(T) =0 ou T € 9%, alors il existe ¢ un
voisinage ouvert de T tel que ¥ C (K (H))¢. D’ou, par le Corollaire 4.3.3,
on a : pour tout S € 9, 74(S) = c(ma(S)). Maintenant le Théoreme 4.3.10,
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nous permet de conclure.

“ Seulement si ” Montrons d’abord :
Si T € K,(H), alors T n’est pas un point de continuité de ’application 7,.

En effet, pour tout voisinage borné ¥ de T on a : 9N J(H) # 0 et
9N Gz # 0 (car Gz = B(H)). Ainsi, d'une part, on aurait :

Yo (S) = +00 si § € 9N Jo(H),
et d’autre part,
0 <9(S) £7(S) < IS]| < +00 si SeINGy.

Ce qui est absurde. Donc, on conclut que 7' ne peut pas étre un point de

continuité de I’application 7.

Soit T un point de continuité de ’application v, (donc T ¢ K,(H))
et supposons que Yo(7) > 0. Alors, il existe € > 0 tel que pour tout
SeB(T¢€),S ¢ Ka(H) et ¥a(S) > 37a(T) > 000 B(T,¢) = {L € B(H) :
|T — L|| <e}. Alors, comme Caip(T,e) = Vais(re), o0 en déduit que T' est
un point de continuité de 'application ¢, et que ¢ (T) = v,(T") > 0. Par
suite par le Théoreme 4.3.10, on conclut que T € $2.

Ceci conclut la démonstration du Théoréme 4.3.12. n

Corollaire 4.3.13
Soit T € B(H) tel que v,(T) > 0. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) T est un point de continuité pour lapplication v, : B(H) —
[0, +00] définie par o : T — 7o (T).

(2) Il existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),
IT—S|l<a = ~((T)>b e S¢ K,(H).
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(3) 1l existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),

IT-S|<a = ]0,6[C pallS]) et S¢ Ka(H).

(4) Il existe a,b > 0 tels que pour tout S € B(H),

IT=5<a = ]0,0[C pa(lS°]) et S ¢ Ko(H).

(5) T e 4.

Démonstration :

L’implication (1) = (2) est facile & voir.

L’implication (2) = (3) découle immédiatement du Théoréme 4.3.2.

(3) <= (4) voir Corollaire 4.3.11.

L’implication (3) = (5) est similaire & I'implication “(3) = (5)” du
démonstration du Corollaire 4.3.11.

(5) <= (1) est une conséquence directe du Théoréme 4.3.12.
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4.4 Approximation par les opérateurs semi-Fredholm

Nous notons, G le groupe des opérateurs inversibles.
Les quantités suivantes ont été introduites par R. Bouldin [10], [11] et [12],

afin de caractériser les éléments de G et pour determiner dist(7, G).
(4.4.1) essnul 7 = inf{dim E([0,e[)H : ¢ > 0}.

(4.4.2) essdef T % essnul T

Notons aussi :

(4.4.3) S(T) = max{Ng,essnul T, essdef T'}.
(4.4.4) 7(T) = sup{A > 0 : dim E([0, \DH < S(T)}.
(4.4.5) w(T) = max{r(T), 7(T*)}.

R. Bouldin a énoncé quelques propriétés de 7(T) et S(T) (cf. [12],
Théoreme 2). 1l les a caractérisées en fonction de la mesure spectrale E(-)
de |T|. Malheureusement, ii) de ce théoréme est inexacte. Cependant 1)
serait vrai si on remplagait E(]A, A +¢[) par E(J]A —¢, A +€]) et les mémes
techniques utilisées au cours de cette démonstration s’appliqueraient aussi

a E(J]A—e, A+ ¢[). Ainsi, on obtient :
Théoréme 4.4.1 ([12], Théoréme 2)

1) T(T) > me(T) > 0.

2) 7(T) = inf{A >0 : dimE(A - A +e)H > S(T), Ve > 0}, et
dim E(7(T) — &, 7(T) + ) H > S(T), Ve > 0.

3) 7(T)=0 <= essnulT > essdef T et essnul T > Ry.
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4) Sit(T) =7(T"), alors essnul T = essdef T et par conséquent T est

dans la fermeture des opérateurs inversibles.

5 Sit(T) >0 etr(T*) >0, alors 7(T) = 7(T*).

On va utiliser a maintes reprises le lemme suivant qui établit la relation

entre la mesure spectrale de |T'| et celle de [T

Lemme 4.4.2 ([12], Lemme 1)

Soit T = U|T| la décomposition polaire de T, et soit V la restriction

de U d¢ R(T*), V = Ugepsy + R(T*) — R(T). Si on note par A la

a R(T*) (A= IT[lm) et B la restriction de |T*| & R(T)

restriction de [T
(B = |T*ll-é@—)), alors B = VAV*. Il s’ensuit que, pour tout intervalle w
de |0, +o0[, E*(w) = VE(W)V*.

On va determiner la distance de T a plusieures classes d’opérateurs.

Avant cela nous montrons d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 4.4.3

Soit T € B(H), alors :

7(T) >0 et 7(T*) =0 si et seulement si dim N(T') < essnul T < (T
et dim N(T*) = essdef T = (7).

Démonstration :

“ «<=" Résulte immédiatement du Théoreme 4.4.1.
“=" Soit 0 < A < 7(T), tel que :
essnul 7= dim E([0, \)H et essdef T = dim E*([0, A[) H.
Alors, par le Théoreme 4.4.1, on conclut que :
(1) dim N(T) <essnul T < X(T) et essdef (T) = (7).
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Or, d’aprés le Lemme 4.4.2 on a : dim E(]0, A\)H = dim E*(]0, A[)H. Par

suite, en tenant compte de (1), on conclut que :

dim N(T*) = dim E*({0})H = dim E*([0, A H = essdef T = (7).
Ceci acheve la démonstration du Lemme 4.4.3. |
Corollaire 4.4.4
Sott T € B(H) tel que 7(T) > 0 et 7(T*) = 0, alors ind(T') = —-(T).

Démonstration :

Conséquence immédiate du Lemme 4.4.3. n

Lemme 4.4.5
Soit T € B(H) tel que 7(T) > 0 et 7(T*) > 0, alors :

(T) =7(T*) = m(T) = m(T").

Démonstration :
Tout d’abord, d’aprés le Théoréme 4.4.1, on constate que 7(7") = 7(T™).
D’autre part, soit A € |0, 7(T)[ tel que :

(1) essnul T =dim E([0,\)H et essdef T = dim E*([0, A[) H.
Alors, par définition de 7(T") et 7(T*),on a :
dim E([0,ADH < S(T) et dim E*([0, \)H < (7).

Donc, d’apres (1) et la relation (4.4.3), on conclut que (7)) = Rp. Par

conséquent,

T(T) = 7(T") = me(T) = me(T7).

Ceci acheve la démonstration du Lemme 4.4.5. ]
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Remarque 4.4.6
Soit T € B(H), alors T(T) = mg,(T).

La démonstration de cette remarque découle immédiatement du Théoréeme

4.2.3, parce que

Mgy (T) = sup{A > 0: dim E([0, \DH < S(T)}.

Pour simplifier les notations nous écrivons seulement = (resp. F) au
lieu de 7y, (resp. <I>N°). On remarque que F n’est autre que 'ensemble des

opérateurs Fredholm.

Théoréeme 4.4.7
Soit T € B(H) tel que T ¢ F, alors

dist(T, F) = dist(T, G) = p(T).

Démonstration :

Tout d’abord, on remarque par le Corollaire 8 [12], que :
dist(T, F) < dist(T, G) = u(T).

D’od, il suffit de montrer que : dist(7,F) > u(7). On peut supposer que
1(T) > 0, car sinon l'inégalité est évidente. On va distinguer trois cas.

o Si(T)=7(T*) >0.

Alors, d’aprés le Lemme 4.4.5, on voit que u(T) = m.(T), et maintenant
en utilisant le Théoreme 4.2.5 (avec a@ = Nyp), on obtient : dist(7,F) >
me(T) = p(T).

o SiT(T)>0etr(T*)=0.

D’abord, grace au Corollaire 4.4.4, on constate que :

indgp, (T) = ind(T) = —S(T).
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D’autre part, comme pour tout L € F, indg ., (T) # —S(T), et en util-

isant le Théoreme 4.2.5 (avec a = (7)), on conclut que
dist(T, F) 2 7(T) = i(T) = my,, (T).

e SiT(T)=0¢et7(T*)>0.

Tout simplement, d’aprés le point précédent, on constate que :
dist(T,F) = dist(T*, F) > 7(T*) = u(T).

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 4.4.7. =

Corollaire 4.4.8
Soit T € B(H) tel que T ¢ F, alors

dist(w(T), n(F)) = u(T).

Démonstration:

Tout d’abord, d’aprés le Théoreme 4.4.7, on remarque que :
dist(w(T), 7(F)) < dist(T, F) = pu(T).

Inversement, on peut supposer que p(7') > 0, car sinon 'inégalité est
évidente. Comme T ¢ F, d’aprés le Lemme 4.4.5, on constate que :
min{7(T), 7(I™*)} = 0. On va distinguer deux cas :

e Si 7(T) > 0 et 7(T*) = 0, alors d’aprés le Corollaire 4.4.4, on a :
indg p, (T) = ind(T) = =S(T).

D’autre part, comme ind(S) = indy,(S) est fini et ind(7) = indx,(T) =

—S(T), et d’apres le Théoréme 4.2.5, (avec a = Ny), on doit avoir :
1T = Slle = I7(T) = 7(S)]| Z Mg, (T) = w(T).
Par conséquent,

dist(w(T), = (F)) > m,..(T) = u(T).



e Si 7(T) = 0 et 7(T™*) > 0, alors en utilisant le point précédent, on voit

que :
dist (w (T, 7(F)) = dist(x(T*), 7(F)) = mg, (T*) = u(T).

Ceci achéve la démonstration du Corollaire 4.4.8. [ ]

Pour g vérifiant —dim H < 8 < dim H, on note
Is={T € B(H): ind(T) = (3}, 'ensemble des opérateurs d’indice S.

Pour T € B(H), on lui associe les ensembles ©(T') = {f un cardinal : 0 <
B<S(T)}et 0 (T)={-8: B O(T)}.

Nous, nous proposons de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.9
Soit T € B(H).
1) SiJ CO(T), aors
w(T) si ind(T) ¢ J,
dist(T, |J (G- N1g)) =
peJ 0  sinon.

2) Si B un cardinal tel que S(T) < 8 < dim H, alors :

dist(T, G_ N I5) = max{ms(T), ms(T")}.

Pour la démonstration du Théoreme 4.4.9, on aura besoin du lemme

suivant :

Lemme 4.4.10
Soient T € B(H), ¢ >0 et A > u(T). Notons H. = E([0, A+ ¢[)H, si e

suffisamment petit, alors :
dim H, = dim(TH})*.
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Démonstration du Lemme 4.4.10 :
Soit T = U|T| la décomposition polaire de T. Tout d’abord, d’apres la

Proposition 2.13, on a :
(1) R(U) = R(T) = N(T*)* = N(IT*|)* = E*(|0, +oo) H.

D’autre part, on a :
(THH = [UIT|B(A + ¢, +oo]H] ™,
[VE(A+e,+ooDH],
= [E*([/\ + ¢, +c>o[)UH]l (d’apres le Lemme 4.4.2),
[B*(I\+e,+ooDH]"  (dapres (1),
= E*([0,A+¢[)H.
Maintenant, si A = 0, alors pour ¢ suffisamment petit on a :

(2) dimE([0,e)H =essnul T et dim E*([0,e[)H = essdef T.

Ainsi, en utilisant le Théoreme 4.4.1 et le fait que u(7T) = 0, on obtient :

(3) No < essnul T' = essdef T.
Donc,
(4) dim E([0,[)H = dim E*([0,¢[) H.

Par conséquent,
dim((T(HA)]Y) = dim B*(0,e) A,
= dim E([0,e[)H,
= dim HA..

Supposons maintenant que A > 0, alors par le Lemme 4.4.2 et le

Théoreme 4.4.1, on voit pour tout € > 0, que :
(3) dim(E(]0, A+ e[)H) = dim(E*(J0, A\ + ) H) > (7).
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Comme,
dim(E({0NH) < S(T) et dim(E*({0})H) < S(T),

il vient,

dim(E([0, X + e[ H) = dim(E(0, \ + ) H)

et
dim(E*([0, A + e))H) = dim(E*(J0, A + &[) H).

Do, il résulte de (5), que
dim(E([0, A+ e)H) = dim(E*([0, A + ) H).

Par conséquent, dim H, = dim(THZ)*.

Ceci établit la preuve du Lemme 4.4.10. |

Démonstration du Théoréme 4.4.9 :

1) Si ind(T) € J. Soit T = U|T| la décomposition polaire de T" avec U
une co-isométrie et ind(U) = ind(T) (voir, Lemme 2.14). Soit € > 0, on
lui associe le sous-espace H. = E([0,e[)H. Soit L. = E([0,¢]) @ |Tjns-
Alors, il est facile de voir que L. est inversible, cela entraine que UL, €

U (G'_ N [[3). Puisque, |7 — UL.| < || |T] — Le|| £ 2¢, il s’ensuit que :
peJ

dist(7, J(G-n1Is)) =0.
BeJ

Supposons maintenant que ind(T) & J.

Soit ¢ € J, cette fois on pose H, = E([0, u(T) + ¢[) H. Comme, d’apres
le Lemme 4.4.10, H, et [T(H})]* ont la méme dimension, il existe W :
H., — (THZ})* une co-isométrie d’indice (.

Définissons maintenant L. = eW @ Tjz: € B(H). Une vérification de

routine montre que :
L.e G- et ind(L:) = ind(W) = ¢,
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d'ot, L. € |J(G- N Ip).
seJ
D’autre part, comme

IT = Lell < 1 Theell + el W < u(T) + 2,

il vient que :

dist(T, J (G- n1p)) < w(D).
pgeJ

Montrons maintenant l'inégalité inverse.
On peut supposer que p(7T) > 0 (sinon l'inégalité est évidente). On va
distinguer deux cas.
o Si min{7(T),7(T*)} > 0. Alors, d’aprés le Théoréme 4.4.1, on constate
que 7(T) = 7(T*) et par le Lemme 4.4.5, on voit que : w(T) = me(T).
Ainsi, en utilisant le Théoréme 4.2.5 (avec a = Ng), on obtient :

dist (7, |J (G- N I5)) > me(T) = w(T).

BeJ
e Si min{7(T),7(T*)} = 0. Tout d’abord, par le Lemme 4.4.3, on conclut
que indgry(T) = ind(T) = £(T), ensuite en utilisant le Théoréme
4.2.5, on obtient :
dist (T, BLEJJ(G- N 15)) > max{mg ., (T), myq (T*)} = u(T).

2) Notons, §(T) = max{mgs(T), mg(T*)}, alors 6(T) > u(T). Soit € > 0,
on lui associe le sous-espace H, = F([0,6(T) + ¢[)H. Dans un premier
temps on va prouver que dim H, = dim([T'(H1)]*) > 8.
- Si §(T) = 0. Alors, par le Théoréme 4.2.3, on conclut que dim H, > [, et
donc d’apres le Lemme 4.4.10, on constate que dim H, = dim([T'(HZL)]*) >
8.
- Si 6(T) > 0. Supposons que 0 < € < §(T), alors grace au Lemme 4.2.2,

on conclut que :
dim(E(6(T)—¢,6(T)+e)H) > 8 ou dim(E*(J6(T)—¢,8(T)+<)H) > 6.
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Donc, en on déduit, d’apres le Lemme 4.4.2, que :
dim(E(]6(T) — €,6(T) + e)H) = dim(E*(J6(T) — ¢,6(T) +))H) > 3.

Ceci entraine que

dim H, > (.

Et donc, d’apres le Lemme 4.4.10, on conclut que :
dim H, = dim(TH})* > 3.

Ainsi, il existe W : H, — (TH})* une co-isométrie d’indice 8.
Posons maintenant, Le = ¢W @ Ty, alors on voit aisément que L. €

G_nNlIgetque |T— L < 6(T)+ 2. Ceci implique que :
(1) dist(T, G- N Ig) < 6(T).
Inversement, pour tout L € G_ NIz, on a:
ind(L) =8 # ind(T) et indg(T) =0, indg(L)=p.
Donc, d’aprés le Théoreme 4.2.5, on doit avoir :
\T—L|| >6T),YVLeG_nlp.
ceci implique que :
(2) dist(T, G_ N Ig) > &(T).
Par conséquent, on conclut au moyen de (1) et (2) que :
dist(T, G- N Iz) = 6(T).

Ceci acheve la preuve du Théoreme 4.4.9. u

Le corollaire qui suit résulte immédiatement du Théoreme 4.4.9, par

passage a ’adjoint.
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Corollaire 4.4.11
Soit T € B(H).
1) SiJCO_(T), alors :
w(T) st ind(T) ¢ J,

pes 0  sinon.
2) Si B un cardinal tel que S(T) < f < dim H, alors :

dist(T, G+ N I_5) = max{mg(T), ms(T*)}.

Corollaire 4.4.12
Soit T € B(H).

1) SiJCOMUo_(T), alors :

dist(T, J Is) =

pes 0  sinon.
2) SiS((T) < |l <dimH, alors :
dist(T, Is) = max{m,, (T), m, (T")},

B 1820,
ou |B]=
-0 sif<0.

Démonstration :
1) Tout d’abord, d’aprés le Théoreme 4.4.9 et le Corollaire 4.4.11, on doit

avolr :

dist(T, |J Is) < dist(T, (J (G 1))

peJ BeJ

W) si ind(T) ¢ J,

IA

0 sinon.
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Inversement, on peut supposer que ind(T) &€ J et u(T) > 0, sinon
I'inégalité est évidente. Deux cas peuvent se présenter.

e Si min{r(T),7(T*)} > 0. Alors, d’aprés le Théoreme 4.4.1, on a :
7(T) = 7(T*), et en tenant compte du Lemme 4.4.5, on conclut que :

1(T) = me(T). Or, pour tout S € | J Ig, ona:
geJ

1T = S| =2 me(T) = W(T),
car si [T — S| < me(T), on conclurait d’aprés le Théoréme 2.18, que
ind(S) = ind(T) € J, ceci contredirait ’hypothese ind(T") ¢ J. Par

conséquent,

dist (7T, | Is) = me(T) = u(T).
BeJ

¢ Si min{7(T),r(T*)} = 0. Tout d’abord, par le Corollaire 4.4.4, on con-
clut que indg(T) = ind(T) = £3(T'), ensuite en utilisant le Théoréme

4.2.5, on constate comme dans le point précédent que :

dist (T, U I,@) > max {mgy, (T), My, (T7)} = 1(T).
BeJ

2) En utilisant le Théoréme 4.4.9 et le Corollaire 4.4.11, on obtient I'inégalité

suivante :
dist(T', Ig) < dist(T,Gx N 1) < max{mg(T), ms(T*)},

et 'inégalité inverse résulte immédiatement du Théoréme 4.2.5.

Ceci conclut la preuve du Corollaire 4.4.12. =

N . s s R R
D’apres les notations précédentes on remarque que &° U ®2° = F,

I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm.

Pour 8 un cardinal vérifiant 4 < dim H, on note F? (resp. F~%)
’ensemble des opérateurs semi Fredholm d’indice G (resp. —3).

On montre de la méme fagon les corollaires suivants.
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Corollaire 4.4.13
Soit T € B(H).
1) i JCOT)Yuo_(T), alors :

(T) si ind(T) ¢ J,
dist (T, |J (F7)) = e e

pet 0  sinon.
2) Si(T) < |B| < dimH, alors :

dist(T, F?) = max{myg(T), m5(T*)}.

Corollaire 4.4.14
Soit T € B(H), alors :

T(T*) st ind(T) >0,
].) dlSt(T, G+) =

0 sinon.

7(T) s ind(T) <0,
2) | dist(T,G-) =

0 sinon.

Corollaire 4.4.15
Soit T € B(H), alors :

inf { [T—L||: L € B(H) tel que ind(L)# ind(T)} = u(T).

Corollaire 4.4.16
Soit T € B(H), alors :

7(T*) si ind(T) > 0,
1) dist(T, G+ \ G) =
. 0 sinon.
( r(T) si ind(T) <0,
2) dist(T,G_\ G) =
0 sinon.




Gréace au Corollaire 4.4.16, on voir sans difficulté que la distance de T" a
G+ \ G est donnée par :
(T) (=7(T*)) si ind(T) =0,

diSt(T, G:h \ G) =
0 sinon.

Théoréme 4.4.17
Soit T € B(H), alors :

[ H(T*) si ind(T) > No,

dist(T, F) = 0 st ind(7T) est fini,

7(T) si ind(T) < —Rq.

\

Démonstration:
Soit 8 = ind(T).
e Si B est fini, alors F# C F, d’ott d’aprés le Corollaire 4.4.13, on voit que :

0 < dist(T, F) < dist(T, F*) = 0.

e Si B > Ny, alors il est facile de voir que $(T') = essnul 7. Donc, en
tenant compte du Théoréeme 4.4.1, on conclut que 7(7°) = 0. Ainsi en

utilisant le Théoreme 4.4.7, on obtient :
dist(T, F) < dist(7,G) = 7(T7).

Inversement, pour tout L € F, ind(L) est fini, d’'ott si # = ind(T), on

voit facilement que :
indg(L) =0 et indg(T) = ind(T) # 0.
Dongc, en utilisant le Théoréeme 4.2.5 et le Lemme 4.4.3, on obtient :
dist(T, F) > ma(T*) = 7(T").
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e Si B < —Ny, tout simplement grace au point précédent, on obtient :

dist(T, F) = dist(T*, F) = 7(T).

D’apres les notations précédentes on voit que F = ®}° est I’ensemble
des opérateurs semi-Fredholm & gauche et F_ = ®2° est I’ensemble des
opérateurs semi-Fredholm & droite.

Pour un opérateur 7" de B(H), la distance de T" & F; et F_ sont données

par les formules :

Théoréme 4.4.18
Soit T € B(H), alors :

[ H(T*) si ind(T) > N,
1) dist(T, Fy) =

{ 0 sinon.

[ ~(T) s ind(T) < —Ro,
2) dist(T, F_) =

{ 0 sinon.
Démonstration :

1) Soit 8= ind(T).

e Si B > Ny, alors en utilisant le Théoréme 4.4.17, on obtient :
dist(T, Fy) < dist(T, F) = 7(T™).

Montrons maintenant ’'inégalité inverse.

On peut supposer que 7(7*) > 0, car sinon l'inégalité est évidente. Comme
ind(7") > Vg, on en déduit que I(7T') = essnul T et en tenant compte du
Théoréme 4.4.1, on conclut que 7(7") = 0. Donc, d’apres le Théoreme 4.2.5

et le Lemme 4.4.3, on doit avoir pour tout L € Fy,
IT = L|| 2 mg(T*) = 7(T").
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Ceci prouve que :
dist(T', Fy) > mg(T*) = 7(T™).

Donc,

dist(T, F,) = 7(T").

e Si 3 < Ny, comme FFN Iz C Fy dapres le Corollaire 4.4.13, on conclut
que :

0 < dist(T, Fy) < dist(T, F?) = 0.

La preuve de 2) résulte immédiatement de 1) par dualité. =
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4.5 Sur la frontiére de certains classes d’opérateurs

Nous gardons les notations des paragraphes précédents.

Notons, A = {L € B(H): (L) =7(L*) = 0}.

Rappelons le résultat suivant qui a été démontré par R.H. Bouldin et dont

aura besoin trés souvent dans ce paragraphe.

Lemme 4.5.1 ([12], Corollaire 8 )
Soit T € B(H), alors :
w(T) si T ¢ Fnl,
dist(7, G) =

0 sinon.

Dans le cas hilbertien séparable, S. Izumino et Y. Kato [42], ont montré
qu'un opérateur T appartient & 8(G) si et seulement si 7" n’est pas semi-
Fredholm (ceci équivalent a dire que m.(T) = m.(T*) = 0). La situation
pour les espaces de Hilbert non séparables est un peu différente car la
frontiere de G est en générale incluse strictement dans le complémentaire

des opérateurs semi-Fredholm. Plus précisément les opérateurs appar-

tenant & 8(G) vérifient une condition plus forte donnée par :
Led(G) < r(L)=7(L*)=0.

Il faut noter que dans le cas hilbertien séparable, 7(T') est égale & m.(7T")
et donc le théoreme qui suit étend le résultat de S. Izumino et Y. Kato

[42], aux cas des espaces hilbertiens non séparables.

Théoréme 4.5.2

O(G)={LeB(H): 7(L)=7(L")=0} =A.
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Démonstration :
“c ” D’abord, d’apres le Lemme 4.5.1, on voit sans difficulté les inclusions
suivantes :

GCFnIl Cint(G) CG.
Donc pour tout opérateur T' de 8(G), on constate que T ¢ F N Iy. Do,
d’apres le Lemme 4.5.1, on doit avoir dist(7, G) = u(7"). Donc, en sachant
que T € 8(G) C G, on conclut que x(T) = 0. Par conséquent 7" € A.

“D 7 Soit T € A, alors par le Lemme 4.5.1, on constate que :
0 < dist(T',G) < pu(T) =0,

ceci implique que T € G. Pour terminer la preuve du théoréme, il suffit de
prouver que T € F_

Sans perte de généralité, on peut supposer que ind(7) < 0 sinon on
passe & l'adjoint. Soit T' = V/|T| la décomposition polaire de T" avec V'
une isométrie et ind(V) = ind(T) (voir, Lemme 2.14). Soit ¢ > 0, on lui
associe 'idempotent E, = E([0,¢[), on pose aussi EX = — E..

Soit (e;)jes une base orthonormale de E([0,€])H ol J est un ensemble
tel que card(J) = dim E([0,e[)H. Compte tenu du fait que 7(T") = 0, on
conclut que card(J) = dim E([0,¢[)H > (7). Fixons j, de J, comme
card(J) = card(J \ {Jo}), il existe une bijection ¢ : J — J\ {Jo}-

Définissons, maintenant un opérateur W de B(H) de la maniére suivante :
W(z) = =z si z € (E.(H)*t=EXH),
W(@j) = €yu@) si j € J
Alors, on vérifie facilement que W est une isométrie d’indice —1 et que
(1) WEL = EL.

Soient S. = (|T'|—el)Etr et L, = VW (S, +¢l). Alors, on voit sans difficulté

que :
(2) Se+eleG e ||S.—|T]]<e,

146



(3) E}S.=65. et WS, =8..
Ceci implique que :
N(L;)={0} et ind(L.)<-L1.

Donc, on en déduit que L. ¢ FNIy. Ainsi, par le Lemme 4.5.1, on constate
que : dist(L., G) = pu(Le).

D’autre part, comme R(L.) = R(VW) est un fermé et N(L.;) = {0}, on
en déduit que L. € F, ceci implique que u(L:) > 7(L:) > m.(L.) > 0.
Donc, par le Lemme 4.5.1, on constate que L. ¢ G, ceci revient & dire que
L. €T .

Finalement, on conclut au moyen de (2) et (3) que |7°— L.|| < 2e. Ceci

prouve que 7" € G . |

Théoréme 4.5.3
Soit T € B(H), alors :

Ql

dist(T,8(G)) = w(T).

Démonstration :

-Si T ¢ G, alors dist(T', 8(G)) = dist(T, 8(G)).
En effet, soit v = dist(T, 8(G)), on peut supposer que v > 0, sinon ’égalité
est évidente (car dist(T,0(G)) < dist(T,0(G))). Soit B(T,v) = {L €

B(H): |T — L|| < v}, alors
B(T,v) € (0(G))" = (G [int(G)F)" =G U int(G).

Or, G et int(G) sont deux ouverts disjoints, et comme B(T, v) est connexe,
on en déduit que B(T,v) C G (car T ¢ int(G) C G ). Donc dist(T, G) >

v = dist(T, 0(C)).
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Ainsi, on conclut d’aprés le Lemme 4.5.1, que dist(7,9(G)) = w(T).
- Supposons maintenant que T' € G. Deux cas peuvent se présenter.

e Si T ¢ F NIy, alors par le Lemme 4.5.1, on déduit que :
dist(T, G) = u(T).

Or, comme T € G, on conclut que u(T) = 0, ceci implique que T € A =

9(G). Par conséquent,
dist(T,8(G)) = u(T) = 0.
e Si T € FNlIy, tout d’abord d’apres le Théoreme 4.4.1 et le Lemme 4.4.5,
on remarque que :
7(T) = 7(T*) = me(T) = m.(T*) > 0.

D’autre part, on a G C FN I C int(G), en particulier (FN1)NO(G) = 0.

Par suite, en utilisant les Théoremes 4.2.5 et 4.5.2, on voit que :
VL ed@), |T—L| 2 uT) = m.(T).
Par conséquent,
dist(T,9(G)) > u(T) = me(T).

Inversement, soit 7' = U|T| la décomposition polaire de T avec U
unitaire (voir, Lemme 2.14). Soit S = U(|T| — m.(T)I), alors on voit sans

difficulté que :

(1) me(S) = me(S*) = 0.

Montrons que S € A. Soit € > 0 tel que :

(2) essnul § = dim E4([0,e[)H et essdef S = dim E}([0,¢[) H.

Alors, comme S est un opérateur normal, dim N(S) = dim N(S*). Or,
d’aprés le Lemme 4.4.2, on a : dim Es(]0,e[)H = dim E%(]0,¢[)H, par
suite :

(3) dim Fs([0,e])H = dim E%([0,¢[) H.
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Ainsi, d’apres le Théoreme 2.17 et les relations (1), (2) et (3), on conclut
que essnul S = essdef § > N,.
Enfin, par le Théoréme 4.4.1, on constate que 7(S) = 7(5*) = 0, ceci

entraine que S € 8(G) = A. Par conséquent,
dist(T, 8(G)) < |IT = S|l = me(T) = (T).
Ceci acheve la démonstration du Théoréme 4.5.3. [

On voit sans difficulté ’assertion suivante :

(4.5.1) CNnG, =G.

Théoréme 4.5.4
Soit T € B(H), alors :

dist(T, (C))

Démonstration:

-SiT ¢ G, alors dist(T, 0(G)) = dist(T, G). Eneffet, soit v = dist(T, 9(G)),
on peut supposer que v > 0 sinon l'égalité est évidente. Soit B(T,v) =
{L € B(H): |T-L| < v},alors B(T,v) € (8(G))" = (GnG) =T UG.
Or, G et G sont deux ouverts disjoints, et comme B(T,v) est connexe,
on en déduit que B(T,v) C G (car T ¢ G C G). Donc dist(T,G) > v =
dist(7T’, 9(G)).

Ainsi, d’apres le Lemme 4.5.1, on conclut que :
dist(T, 9(G)) = dist(T, G) = u(T).

- Supposons donc T € G. On va distinguer deux cas.

e Si T ¢ Iy, alors par le Lemme 4.5.1, on voit que :
0 = dist(T,G) = u(T).
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Donc, n(T") = 0 (car u(T) > m(T") > n(T')), ceci implique que T n’appartient
pas & GG, donc

T eTNGe=d(G).

Par conséquent,

dist(T, 8(G)) = n(T) = 0.

e Si T € Iy, soit T' = U|T| la décomposition polaire de T avec U unitaire
(voir, Lemme 2.14). Soit L = U(|T| — n(T)), alors L n’est pas inversible.
Soit € > 0, on lui associe 'opérateur Le = U(|T| — n(T) + €). Comme
o(IT| — n(T)) C Ry et —¢ & o(|T]| — n(T)), on en déduit que L. est
inversible. Or, ||L — L.|| = ||eU]| = ¢, par suite L € J(G). Donc

dist(T,8(G)) < IIT = L] = n(T).

Montrons 1'inégalité inverse.

Supposons qu'il existe L € 9(G) tel que ||T' — L|| < n(T). Alors, d’abord
par le Corollaire 4.1.4, on conclut que 7" et L sont semi-inversibles & gauche,
ensuite comme T appartient & G N G, et compte tenu de (4.5.1), on en
déduit que T est un opérateur inversible. Enfin, par le Corollaire 4.1.4, on
conclut que L est un opérateur inversible, ce qui contredit le fait que L est

dans 9(G). Donc,
VL edG), IT—L| 2n(T).

Par conséquent, dist(7", 9(G)) > n(T).

Le Théoréme 4.5.4 est démontré. ]

Considérons maintenant F" = F'N I, les classes des opérateurs semi-
Fredholm d’indice n o n € Z = ZU {—Ng, Ro}.
Si n = 0, en utilisant le Lemme 4.5.1, nous montrons sans difficulté les

deux assertions suivantes :
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(4.5.2) G = FO.

(4.5.3) GN{LeB(H): L) >0}=F°

Nous avons montré dans le cas hilbertien séparables que pour tout
JGZ, int(J F7) = U F7 et a( U UFr) = a( U F7) (= {T € B(H) :
jeJ
me(T) = me(T*) = O}) (v01r Theoremes 3.1.6 et 3 1.9). On va montrer

les mémes égalités pour les espaces de Hilbert non séparables

Théoréme 4.5.5
Soit J gz alors :

1) it (JF) = U F

i€t j€J
2) o(UF)=0(UF)=A
jeJ jeJ
Démonstration :
1) L’inclusion “ | J F7 C int( U Fj> ” étant évidente, il suffit de montrer

) ) _ JE€J j€J
I'inclusion inverse.

- Soit T € int@?). Nous allons montrer que p(7) > 0. Si ce n’était
pas le cas, comjnfuja w(T) > max{me(T), me(T*)} (voir, Théoreme 4.4.1),
on conclurait que T' n’est pas semi-Fredholm. Soit m € Z \ J, ceci est
possible car Jg Z, alors par le Théoréme 4.4.13, on devrait avoir 7" € F™

(car u(T) = 0) et puisque T n’est pas semi-Fredholm, on conclurait que

T € F"\ F™ = 9(F™), il en résulterait que T € 9(F™) N int( U Fj),
jeJ
donc ( U Fj) N F™# Q, ce qui contredirait la continuité de 'indice. Par
jeJ
conséquent, u(7T) > 0.
Donc par le Corollaire 4.4.13, on constate que 7' est un opérateur
d’indice 7 € J (c.ad T € U I;). On va distinguer trois cas suivant que

JjeJd
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Pindice n de T soit fini ou bien égal a Ng ou & —Ny.

e Si n fini. Alors §(T) = min{r(T),7(T*)} > 0, car si ce n’était pas le
cas, on conclurait par le Corollaire 4.4.4, que ind(7T) = £3(7T), cela re-
viendrait & dire que (1) = £n, ce qui contredirait le fait que (7)) > No.
Donc u(T) = 7(T) = 7(T*) > 0. Par conséquent, par le Lemme 4.4.5, on
conclut que :

Me(T) = me(T") = u(T) > 0.

Donc

TernJLc|JF.
jeJ j€d

e Si n = Ny. Tout d’abord, remarquons que a(T) > a(T*), donc 7(T') <
7(T*). Dou, 7(T) = 0 et 7(T*) = w(T) > 0, car si 7(T) > 0 par le
Lemme 4.4.5, on conclurait que T est Fredholm, ceci contredirait le fait
que T € Iy,. Par conséquent, d’apres le Corollaire 4.4.4, on constate
que ind(T) = (T, ceci prouve que $(T') = No, en particulier 7(T™*) =

me(T*) >0. Done, T € FN Iy, =F*C Fn (L) = F.

jeJ jeJ
e Sin=—Ng. Alors 7(T*) < 7(T) et on montre comne le point précédent
que m(T) = p(T) > 0. Par conséquent, T € F~™ C [ J FI.
j€J

2) La premiere égalité résulte immédiatement de la premiere assertion.

Montrons la deuxieme égalité.
Soit T € A (c’est & dire u(T) = 0), d’abord comme (7)) > max{m.(T),

me(T*)} > 0, on en déduit que T n’est pas semi-Fredholm, en particulier

Te U F7.

j€J

D’autre part, d’apres le Corollaire 4.4.13, on voit que T € U FJ,

j€J
Maintenant en utilisant 1), on conclut que 7' € 0( U Fj). Ceci prouve
j€J
que A C 5( U Fj).
jeJ .
Montrons 'inclusion inverse 0( U Fj> CA”. Soit T € 8( U FJ), alors
jeJ j€J
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6(T) = min {7(T),7(T*)} = 0, car si ce n’était pas le cas, on conclurait
d’abord par le Lemme 4.4.5, que T est Fredholm, et ensuite par le Corollaire

4.4.13, on constaterait que 7€ | J ;. Donc T € FN | JI; € |J FY. Ceci

i€t jeJ jeJ
contredirait le fait que 7' € 8( U F ) Par conséquent, 6(7") = 0.
jeJ

Nous allons montrer que p(7") = 0. Pour cela on va distinguer trois cas
suivant que l'indice n de T soit fini ou bien égal & Ny ou & —N,.
e Si n est fini, supposons que u(T") > 0, alors par les Corollaires 4.4.13 et
4.4.4, on conclurait que n = ind(7) = £$3(T), ceci contredirait le fait que
X(T) > No.
e Sin = Ny, alors 7(T") < 7(T*). On va prouver que 7(7*) = 0. Si ce
n’était pas le cas, comme ci-dessus, on conclurait par le Corollaire 4.4.4,
que X =n = ind(T) = S(7T'). Cela entrainerait que m.(7*) = 7(7*) > 0.
Donc T est semi-Fredholm. D’autre part, puisque p(7) = me(T*) > 0 et
Te W, d’aprés le Corollaire 4.4.13, on devrait avoir n = ind(T) € J.

jeJ
Il enjreésultera,it que T € | J F7, ceci contredirait le fait que T € c‘?( U Fj).
e Sin=—Rg. On mont:‘:Jcomme ci-dessus que 7(T) = u(T) = O.]GJ
Conclusion : Nous avons montré que pour tout opérateur 7" de 0( U FI ),
(T est nécessairement nulle, cela revient a dire que T € A. <
Ceci acheve la preuve du Théoréme 4.5.5. u

L. Burlando a caractérisé aussi les éléments de O(F™) en fonction de
d(T) (cf. [16]) ot d(T) = min{d.(T) : € > 0} et pour tout ¢ > 0, d.
désigne la dimension commune du sous-espace fermé Y de H vérifiant

IT(@)l| < ellall, Vo € Y,z # 0 et IT(@)] 2 ellz] Vz € Y.

En utilisant l'assertion (4.5.2), et le Théoreme 4.5.5, on montre sans diffi-

culté le corollaire suivant :

Corollaire 4.5.6
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1) int(G) = F°=FnI,.
2) O(G) = 8(F").

3) A(G) =0(C)U(FO\G).

Remarque :
Le Corollaire 4.5.6, est démontré dans le cas ou H est un espace de Hilbert
séparable [42] par S. Izumino et Y. Kato, donc ceci étend ce résultat au

cas des espaces de Hilbert non séparables.

Théoréme 4.5.7

1) int(F)=F.
2) O(F)=0(F)=A.

Démonstration :

1) L’inclusion “ F C int(F) ” étant évidente, il suffit de montrer 'autre
inclusion. En effet, soit 7' € int(F), alors u(T) > 0, car si ce n’était pas
le cas, par le Théoréme 4.5.5, on conclurait que 7' € A = §(F™). 1l en
résulterait que T € int(F) N J(F™), ce qui entrainerait que F N F0 £
0. Contradiction (& cause de la continuité de l'indice). Par conséquent,
w(T) > 0. Enfin, compte tenu du fait que T € F, et par le Théoreme 4.4.7,

on conclut que T est Fredholm.

2) La premiére égalité découle immédiatement de 1).
Montrons d’abord linclusion “ A C 9(F) ”. Soit T € A, alors 7(T) =
7(T*) = 0. Donc d’apres le Théoreme 4.4.1, me(T) = m(T*) = 0. Ceci
entraine que T' ¢ F. D’autre part, d’apres le Théoréme 4.4.17, on constate
que T € F. Donc T € 8(F). Par conséquent, A C (F).

Montrons maintenant 'inclusion inverse. Soit 7' € 9(F).

- Si ind(T) est fini. D’abord, on conclut que me(T) = me(T*) et 7(T) =
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7(T*). D’autre part, comme T' & F, on en déduit que m.(T) = m (T*) =
0. Enfin par le Lemme 4.4.5, on voit que 7(T) = 7(T*) = 0. Donc T € A.
- Si ind(T) > Ny, ceci signifie que dim N(T) > dim N(T™*), d’ou 7(T) <
7(T*). Or, d’aprés Le Théoréme 4.4.17, on a : dist(7,F) = 7(T*) et
comme T € F (car T € O(F)), on conclut que 7(7™*) = 0. Ceci implique
que 7(T) =7(T*) = 0. Donc T € A.

- Si ind(T) < —Rp. Comme le point précédent on constate que 7(7") >
7(T*) et par le Théoréme 4.4.17, on conclut que 7(7) = 0. Il en résulte
que 7(T) = 7(T*) = 0. Donc, on en déduit que T" € A.

Ceci acheve la preuve du Théoreéme 4.5.7. [

Corollaire 4.5.8
Soit T € B(H), alors

dist(T, 8(F)) = dist(T, &(F)) = u(T).

Démonstration :

D’apres les Théoremes 4.5.2 et 4.5.7, on constate que :

Dong, en utilisant le Théoréme 4.5.3, on obtient :
dist(T, 8(F)) = dist(T, 8(F)) = u(T).

Dans le cas ou H est un espace de Hilbert séparable, nous avons montré

au premier paragraphe du chapitre précédent (voir Corollaire 3.1.10) que :
O(F) = 0(Fy) = 8(Fy) = {T € B(H) : m.(T) = m(T*) = 0}.

Il est donc naturel de se demander si ces égalités restent vraies pour les
espaces de Hilbert non séparables. Le théoreme suivant prouve qu’il n’en

est rien.

155



Théoréme 4.5.9
1) AFIGOF,) et O(F) 4 B(F,),
2) Sia=dimH, alors A G O(F*) et A G O(F~*).
3) SiNg<a< B <dimH, alors 8(F*) ¢ O(FP) et O(FP) ¢ O(F).

Démonstration :
1) On va construire un opérateur 7" qui appartient & (F,) et T n’appartenant
pas ni & 8(F) ni & 8(Fy).

Soit a un cardinal strictement supérieur & No et inférieur & dim H
(No < a < dim H). Soient M et N deux sous-espaces fermés de H tels
que dimM = a,dim N =dimH et M & N = H. Soient aussi M’ et N’
deux sous-espaces fermés de H tels que dim M’ = Ry, dim N’ = dim H et
M'®N'= H.Solent U : N — N’ une isométrie surjective et T, € B(H),
tel que Tp = U sur N et 0 sur M. Alors, dim N(7,) = dim M = a, d’olt
me(T,) = 0. Puisque R(T,) est fermé (car v(Tn) = 1), il s’ensuit que
dim N(T}}) = dim R(T,)* = dim N'* = dim M’ = Ry. Donc m(T) = 0.

Par conséquent,
(1) me(Ta) =me(T,) =0 (<= Tu ¢ F)

D’autre part, puisque 1 = v(Ty) = inf{c(|Ta|) \ {0}} [3], on conclut que 0
est un point isolé de o(|T,]). Ceci implique qu'il existe € > 0 tel que pour

tout A €]0, ],
Er ([0, A\DH = N(T,) et ET ([0, A\)H = N(T}).
Par conséquent,
essnul T, =a et essdef T, = N;.

Donc, on conclut que 7(T%) > 4 >0 et 7(T,) = 0.

Ceci impliquent que T ¢ A. (2)
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Et par conséquent, d’apres le Théoréme 4.5.7, on voit que T & O(F).
D’autre part, comme ind(7) = —« et en utilisant le Théoréme 4.4.18, on
en déduit que : T: € F. (3)
D’ou (1) et (3) impliquent que T € 8(F).
Il en résulte que A =0(F) # 0(F,).

Montrons maintenant que T € int(F, ).
Tout d’abord, d’aprés le Théoreme 4.2.4, on constate que mq(7}) > 0.
D’autre part, par le Théoréme 4.2.5, on constate que pour tout opérateur
L appartenant a B(T;,m,(7})), ind(L) = inda(L) = indo(T}) = —a, ol
B(Tx,ma(T2)) désigne la boule ouverte de B(H) de centre T et de rayon
meq(T%). Donc, par le Théoreme 4.4.18, on voit que B(Ts, mo(T2)) C FY,
par conséquent, T* ¢ O(Fy). 1l en résulte que O(F) - O(Fy).

2) D’abord, par le Corollaire 4.4.13, on conclut que A C F¢. Or, ANF® =
0, par suite A C 9(F*) (car F™ est un ouvert). D’autre part, soit T,, défini
comme dans 1). Puisque ind(7,) = «, d’aprés le Corollaire 4.4.13, on
conclut que Ty € F*. Or, d’aprés (1), T, n'est pas semi-Fredholm, par
suite T, € 0(F*). Finalement, comme u(T,) = 7(7T}) > 0, on en déduit
que T, & A. Ceci prouve que AC; O(F%).

Enfin pour voir que Ag A(F~*), il suffit de remarquer que A C 9(F~%),
T & Net Ty € O(F~).

3) Soit Ty, Tp € B(H) définis comme dans 1). Puisque ind(7,) = a (resp.
ind(Ts) = B), d’apres le Corollaire 4.4.13, on conclut que T, € F (resp.
Ts € FB). Or, d’aprés (1), Tu et T3 ne sont pas semi-Fredholm, par suite
T, € O(F*) (resp. Ts € O(FP)).

Par ailleurs, d’apres le Corollaire 4.4.13, on a :

dist(Ty, FP) = max{mg(T,), mg(T2)} > 7(T2) > 0

et
dist(T, F'*) = p(Tp) = 7(T3) > 0.
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1l en résulte que Ty, & O(F¥) et T & O(F*). Ceci prouve que 8(F*) ¢
O(FP) et 8(FP) ¢ 8(F*). N

En montre de la méme maniére le corollaire suivant.

Corollaire 4.5.10

SiNg <a< @< dimH, alors
B(F*) ¢ O(F~P), B(F™") ¢ B(F®);

O(F~*) ¢ O(F7), O(FF) ¢ O(F~);

O(F~*) ¢ O(F~F), 0(F~°) ¢ O(F~*).
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5 Annexes

2¢me preuve de || |T| — I — Kyl = max{||T]e — 1,1 — me(T)} (voir,
Lemme 3.3.1 page 80). Soit

wi = [0,m(T)[), we = [me(T), [|Tlle] et ws=][Tlle, [T].
Alors, H s’écrit :
H = E(w)(H) ® E(we)(H) & E(ws)(H).

Soit z € H, z = x; + x5 + x3, avec x; € F(w;)(H), 1 <i<3.
En utilisant les mémes notations que le Théoreme 12.21 (page 319) [53] et

le Théoreme 12.22 (pages 321-322) (53], on voit que si
f)= (me(T) = DX (t) + (t— 1)Xuws )+ (T — l)sz (),
alors

0TI~ 1= K@l = < [ fOdBO @), [ [0 dE0) @) >

= <[, VOF B @), 7>

= [y (me) = 125 (0 + (¢ = 1V 1)
(1T le = 1)%Xws () ) ditz 2 (2)

= (Mme(T) = 1)* < E(w)(z),2 >
+ < /G(T)(t — 1)%xu,(t) dE(t) (z),z >
+(ITfle = D? < Bws)(x),z >

= (me(T) = 1)* < B(w)(z), B(w)(@) >
+< /wz(t— 1)? dE() /U(T) Xen(8) dE() (z),2 >
H(ITlle = 1)? < Ews) (@), E(ws)(z) >
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= (me(T) — 1)? < E(w)(z1), E(w)(z1) >

+< /w (= 1)%dE() Blun) ()7 >

+(ITlle — 1)? < E(ws)(z3), £(ws)(xs) >
= (D) =12 [ o+ [ (= 1)? i
HTle =17 | din
(me(T) — 1?[lza) + (IT[le — 1)%[lza])?
+(ITlle — 1)*[lzs)|
< max{(m(T) — 1)*, (Tl — 1)*}|z])?,

IN

dans l'avant derniére égalité on a utilisé le fait que pour toute fonction

borélienne bornée g sur o(7") et w un borélien de o(7"), on a :

[ $Wdus| < (supla(M)) f1=.

Donc, on en déduit que || |T'| — I — Ko < max{||T|le— 1,1 —m.(T)}. Or,
si z est un vecteur unitaire de F(w,)(H), [(|T|—1-Ko) ()] = [1—m.(T)],
et si z est un vecteur unitaire de E(ws)(H), |(|T|-1—-Ko) (@) = [IT||l.—1]-

Par conséquent,

7] = I = Kol| = max{[|Tle — 1,1 = me(T)}-
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