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Introduction

L’étude classique de la convergence en loi des suites de processus sto-
chastiques utilise essentiellement deux cadres fonctionnels. Lorsque les tra-
jectoires ont des discontinuités, on a recours a ’espace de Skorohod D[0, 1] ou
D(R"). Lorsqu’elles sont continues, on se contente généralement de 'espace
C[0,1] ou C(R"). Les processus considérés sont souvent de la forme

fn(t) = hn(le - ,Xn,t),

ol (Xj);>1 est une suite de variables aléatoires réelles et les h, des fonctions
déterministes. C’est le cas notamment pour les processus de sommes par-
tielles lissés ou non, les processus empiriques, les processus quantiles,...Ces
deux espaces de trajectoires fournissent des fonctionnelles continues pour
la plupart des applications courantes de la convergence faible des processus
stochastiques.

Il peut y avoir quelque intérét a sortir de ces cadres fonctionnels usuels.
Pour certaines fonctionnelles des trajectoires définies & 'aide d’intégrales,
une topologie L?[0,1] ou LP[0,1] (donc plus faible que celle de D[0,1]) est
suffisante (cf. [34] et sa bibliographie). Ceci permet quelquefois d’obtenir
des théorémes de convergence sous des conditions de dépendance de la suite
(Xi)i>1 plus faibles que dans le cadre D(0,1). Cette approche a été utilisée
notamment par Oliveira [30], Oliveira et Suquet ([31] & [34]). Dans [45],
Suquet et Viano établissent la convergence faible dans L?[0, 1] d’une suite de
processus multiparamétriques construits sur des v.a. dépendantes et étudient
son application statistique & un probléme de détection de rupture. Une autre
alternative au cadre D[0, 1] est constituée par les espaces de Besov Bj? a
faible indice de régularité (s < 1/p). Nous renvoyons pour cette étude &
Boufoussi [6] et 4 Boufoussi, Chassaing et Roynette [5].

I’idée la plus naturelle si 'on cherche une alternative au cadre fonction-
nel C[0, 1] est d’utiliser une échelle d’espaces holderiens. Cela semble d’au-
tant plus légitime que les processus limites habituels comme le mouvement
brownien ou le pont brownien ont une régularité holderienne bien connue et
que les trajectoires de &, ont souvent elle-mémes une régularité supérieure
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(c’est le cas par exemple des lignes polygonales d’interpolation des processus
de sommes partielles dans le principe d'invariance de Donsker-Prokhorov).
Comme la topologie d’espace de Hoélder est plus fine que celle de CJ0,1],
on dispose dans ce cadre de davantage de fonctionnelles continues. Le pre-
mier résultat dans cette direction semble étre celui de Lamperti [25] qui en
1962, a renforcé le principe d’invariance de Donsker-Prokhorov en obtenant!
la convergence en loi dans les espaces de Holder d’exposant o < 1/2, ce qui
est juste la borne de régularité holderienne du mouvement brownien. Une
démonstration plus récente du principe d’invariance de Lamperti est die a
Kerkyacharian et Roynette [24] qui exploitent les isomorphismes entre les es-
paces de Holder et des espaces de suites fournis par ’analyse de ces espaces
a l'aide des fonctions triangulaires de Faber-Schauder. Ces isomorphismes
avalent été étudiés par Ciesielski [8] qui en avait donné une application a
la régularité des trajectoires d’un processus gaussien [9]. L’utilisation des
espaces de suites semble particuliérement bien adaptée a la théorie des pro-
cessus stochastiques. Une illustration récente en est le travail de Ciesielski,
Kerkyacharian et Roynette [10]. Le développement de la théorie des onde-
lettes et la caractérisation de la plupart des espaces fonctionnels usuels par
leurs coefficients d’ondelettes (cf. Meyer [27]) devrait avoir des retombées
dans cette direction.

Notre travail sur la convergence faible hélderienne des processus s’inscrit
dans cette perspective.

Nous commencons par rappeler au chapitre 1 ’étude due & Ciesielski de
'espace de Banach H, [0, 1] des fonctions hélderiennes d’ordre c. Cet espace
n’étant pas séparable, nous nous intéressons plus particuliérement & son sous-
espace H2[0, 1] qui lest (il s’agit des fonctions f telles que |f(z) — f(y)| =
o(|z — y|®) uniformément sur [0, 1]). En exploitant la caractérisation de Cie-
sielski du dual de H2, nous proposons une représentation intrinséque de ses
éléments & l'aide de couples de mesures signées. La question des fonction-
nelles continues sur H? nous ayant été souvent posées lors d’exposés relatifs
4 ce travail, nous en donnons ici une liste d’exemple assez fournie. Dans le
méme esprit, la continuité sur HY des opérateurs de dérivation et d’intégra-
tion fractionnaires que nous présentons briévement nous parait susceptible
d’applications ultérieures.

Aprés cette partie purement analyste, nous considérons les processus a
trajectoires holderiennes. Le point de vue que nous adoptons est de les traiter
comme des éléments aléatoires des espaces H2. La convergence en loi de tels
processus équivaut a celle des lois de dimension finie et & 1'équitension sur

!Lorsque les variables aléatoires X; ont des moments de tout ordre, voir le théoréme
2.1 au chapitre 2 pour un énoncé précis.



H? de leurs lois. Le principal outil d’équitension hélderienne disponible dans
la littérature est la condition de Lamperti [25] (voir aussi [24]) qui repose sur
une inégalité de moments du type :

E|.(2) — &a(s)]” < Clt — s|*°, s,¢€[0,1].

Nous prouvons (théoréme 1.24) qu’on peut se contenter de vérifier cette in-
égalité pour |t — s| > a,, ol a, décroit vers 0, au prix d’une condition sur le
contréle en probabilité du module de continuité holderien de &, évalué en a,,.

Dans le chapitre 2 nous étudions la convergence de deux suites de pro-
cessus de sommes partielles lissés. Nous commengons par une extension du
principe d’invariance de Lamperti (pour les lignes polygonales aléatoires de
Donsker-Prokhorov) au cas de variables X; dépendantes. Nous considérons
deux cas de dépendance faible : le mélange fort et I’association. Cette exten-
sion repose essentiellement sur des inégalités de moments et des théorémes de
limite centrale déja disponibles dans la littérature. Nous nous intéressons en-
suite au lissage par convolution des processus de sommes partielles et notre
théoréme 1.24 trouve la une premiére application pour établir un principe
d’invariance hélderien.

Le chapitre 3 est consacré au processus empirique uniforme. Son lissage
classique par une ligne polygonale (en remplagant la fonction de répartition
empirique par le polygone des fréquences cumulées croissantes) fournit un
processus &,. Il est bien connu que ce processus converge en loi dans C[0, 1]
vers le pont brownien. Nous prouvons sa convergence hélderienne faible pour
tout ordre de régularité o < 1/4. Nous montrons l'optimalité de cette borne.
Son caractére a priori surprenant (le processus limite ayant une régularité
a < 1/2) est lié au comportement asymptotique des espacements d’une suite
ii.d.. Ceci montre qu’en un certain sens, le lissage polygonal est trop bru-
tal. Pour un lissage par convolution, les choses rentrent dans l'ordre et nous
obtenons la borne de régularité o« < 1/2 dans la convergence holderienne
faible vers le pont brownien. Ce dernier résultat a surtout un intérét théo-
rique car le lissage par convolution ne commute pas avec le changement de
variable U; = F(X;) qui transforme un échantillon i.i.d. de fonction de répar-
tition marginale continue F en un échantillon uniforme sur [0, 1]. Ceci nous
a conduits a reprendre 1’étude du processus empirique lissé par convolution
dans le cadre plus général des processus indexés par la droite réelle.

Le chapitre 4 contient la partie générale de cette étude. Nous introduisons
I’échelle des espaces fonctionnels C§(R) formés des fonctions & régularité hol-
derienne globale a sur R et tendant vers 0 & l'infini. Notre premier travail
est I’extension des résultats de Ciesielski & cette échelle d’espaces. Dans 1'es-
prit de la théorie des ondelettes, nous les analysons grace a deux familles de



fonctions triangulaires. Pour des raisons de séparabilité, on considére I’échelle
des sous-espaces Cy"° et on montre qu’ils sont Schauder-décomposables. Nous
caractérisons le dual de Cj”° et en donnons une représentation intrinséque &
'aide de mesures signées. En utilisant des résultats généraux de Suquet [43]
sur I’équitension dans les espaces Schauder décomposables, nous obtenons
trois théorémes d’équitension de caractére assez général.

Comme application, on étudie au chapitre 5 la convergence faible dans
Cy°(R) de la suite de processus empiriques lissés par convolution. En parti-
culier quand la fonction de répartition marginale F' est suffisamment réguliére
(par exemple lipschitzienne), nous obtenons la convergence faible hélderienne
de cette suite de processus vers un processus gaussien centré de covariance
[(s,t) = F(s) A F(t) — F(s)F(t) pour tout o < 1/2. Plus généralement si F’
est seulement r-holderienne, cette convergence a lieu pour tout o < r/2 et
cette borne est optimale.



Chapitre 1

Le cadre fonctionnel H,

1.1 Les espaces de Banach H,[0,1] et HY[0, 1]

1.1.1 Définitions

Nous reprenons les notations et les résultats de Ciesielski [8] sur les espaces
de fonctions holderiennes sur [0, 1]. On définit 'espace de Hélder d’ordre o
(0 < a < 1) comme espace, noté H,[0,1], des fonctions f nulles en O telles

que :
o= sup OO
o<lt-sj<1 |t — 8]

On note wy(f, d) le module de continuité holderien de f

wa(f,é) = sup If(t)_f(s)l

Oc<li—s|<s |t —s|*
On définit le sous-espace HY[0, 1] de H,[0, 1] par :

feEH) & feH, et lim w, (£, 8) = 0.

Dans la suite, on abrégera les notations H,[0,1] et H2[0,1] en H, et HS,
(Ha, || - |l) est un espace de Banach non séparable. (H?,|| - ||o) en est un
sous-espace fermé séparable. (H,,|| - ||o) est séparable pour la norme || - ||,
pour tout 0 < 3 < a, de plus H, s’'injecte continiiment dans Hg.

1.1.2 Analyse par les fonctions triangulaires

Pour obtenir un isomorphisme de Banach, des espaces H, et HY avec des
espaces de suites, Ciesielski a utilisé la base de Faber-Schauder, obtenue par
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8 Chapitre 1. Le cadre fonctionnel H,,

translations et changements d’échelle dyadiques de la fonction triangulaire

2% si0<t<1/2
Al) =4 2(1—-¢) sil/2<t<1,
0 ailleurs.

Pourn=2"+k, 7>0,0<k <2, on pose :
An(t) = Aj(t) = ARt — k), te]0,1].

On note Ag(t) = t11)(t). On compléte la famille {A,,n € N} en lui adjoi-
gnant la fonction A_; définie par A_;(t) = 1j,yy(t). Alors {An,n > —1} est
une base de Schauder de (C[0,1],] - [lo) espace des fonctions continues sur
[0,1] muni de la norme du supremum. De plus {A,,n > 0} est une base de
Schauder de ’hyperplan fermé Cy[0,1] des fonctions de C[0, 1], nulles en 0.
Plus précisément nous avons :

Lemme 1.1 (Faber-Schauder) Pour toute fonction f de Co[0,1],

+oo
£ = 3 An()a(0), (11)
n=0
avec A(f) = f(1) et pourn=2"+k (7>0,0<k<2):

wif) = 2x0 = F(EEE) LA (E) s (55D o

La série (1.1) converge uniformément sur [0, 1], autrement dit, au sens de la
norme || - |0 de Co[0, 1].

Nous adoptons la notation classique £ pour 'espace de Banach des suites
bornées u = (uy)neny muni de la norme ||ullw = SUP,sg|un|- De méme ¢
désignera le sous-espace fermé des suites tendant vers zéro & 'infini.

Rappelons les résultats établis par Ciesielski en remarquant d’abord que
toute fonction f de H, étant dans Cy[0, 1], admet ainsi la décomposition
précédente avec convergence de la série (1.1) au moins dans o0, 1].

Théoréme 1.2 (Ciesielski [8]) Pour toute fonction f de HY, la série

F£) = A(H)An(),

converge au sens de la norme || - ||o. La famille {A,,n > 0)} est une base de
Schauder de (H2, || - ||a)-



1.1. Les espaces de Banach H,[0, 1] et H2[0, 1] 9

Théoréme 1.3 (Ciesielski [8]) On pose A% = 2-U+VaA pourn = 29 +k
(7>0,0<k<2)et AP = Ay. Les espaces (Ha, || - [la) et (€2, ]| - lco) sont
isomorphes par les opérateurs S, et T, = S;! définis comme suit :

S,:H, — ¢

f —_ U = (’un)nzo
avec u, = 20FDN () n > 1 et ug = Ao(f).

Ty:¢* — H®

+oo
U= (Up)aso +— f= ZunA,(f‘).
n=0
De plus ||Sa]l =1 et
2 < ITall £ 55
32— 1)(2t-e —1) = " T (2a — 1)(21-e — 1)

Théoréme 1.4 (Ciesielski [8]) HY est isomorphe par S, @ oo s0us-espace
des suites de £ vérifiant lim;_, o, 201 SUDg<k<2i |uj,k| =0.

Ainsi on a

feHy <= sup20™™ sup [N;i(f)] < +o0,  |Ae(f)] < +oo
Jj20 0<k<d

et

feH, = feHaet lim 2079 sup [A;(f)] =0.
j—+oo 0<k<

1.1.3 Lignes polygonales

L’approximation d’une fonction f par les sommes partielles de sa série de
Faber-Schauder n’est autre que son approximation par interpolation linéaire
entre des points d’abscisse dyadique. Les lignes polygonales d’interpolation
d’une fonction hélderienne jouent un role important dans notre travail. Pour
controler leur norme, le résultat d’analyse élémentaire suivant nous sera utile.

Lemme 1.5 Soit f une ligne polygonale sur [0,1], de sommets (z;, f(z;)),
(0<i<n+1) aveczg =0 et 41 = 1. Alors

|f(t) = F(3)]
ogsslilt)g It — s|@

est atteint en deur sommets s=z; ett=1z;, 0<i1<j<n+1.
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Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que f(0) = 0 et écrire
f sous la forme : :

f(t) = Z{pi(t - .’It,) + f(mi)}l]ziy$i+l](t)’ te [O’ 1]'

Ainsi pour s €]z;, zi41] et t €]z, 241],
f() = f(s) =pi(t — z3) — pi(s — m:) + flzy) — f(=2).

Notons Fyu(s,t) := |f(t) — f(s)||t — s|7°.

Casi=17:

F,(s,t) = p;]t — s|'=* est une fonction croissante de |t — s|, donc atteint son
maximum aux extrémités du segment [z;, z;41).

Casi<j:

Maximiser F,(t, s) revient & maximiser

() =560 _ 5

A(s,t) = =)=

(s,u) ol u=t—-s.

Comme s €]z;, Tiy1] et t €]z, Tj41],

_ lpi(s = =) —pi(t — 25) + f(z;) = f(@)]* _ Im +qt — psf?

A(s, 1) T o= |t — s[2a

avec m = p;z; — pizi + f(z;) — f(z:), ¢ = pj et p = p;. Donc

) AT
A(s,u) = (m + q(uu—;—as) ps)” _ u™?*(m + qu + 75)°

ol r = ¢ — p. On étudie A sur le domaine
D = {(s,u); s €]xi,Ti11), s + u €]z, Tj11]}

image par la bijection h(s,t) — (s,t — s) du carré A =|z;, ;1] %]z, Tj41]-
C’est le parallélogramme de sommets a,b,c et d :

= ($i7$j+1"$i)y b = ($i+1,$j+1"ivi+1)>
¢ = (Tiz1,Z5 — Tiy1), d = (z;,7; — i)

—— =20 m+ qu+rs)(—am + (1 — a)qu — ars).
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On étudie & s fixé, le signe de g—ﬁ. On a deux zéros, u; = —% et uy =

125575 et wuz < 0. On note u* = max(u,uz) > 0. Comme A change

de signe en u* (& s fixé) et lim A(s,u) = +oo quand u — +o0, A(s,.) est
décroissante sur [0, u*], croissante sur [u*, 1] et son maximum est donc atteint
sur I'un des segments [a, b] ou [c, d].

A u fixé, /~1(.,u) est un carré, nul pour s* = -’—"_ifﬁ Sis* < 0,/~1(.,u) est
croissante sur [0,1]. Si s* > 0, A(., u) est décroissante sur [0, s*] et croissante
sur [s*,1] et donc son maximum est atteint sur 'un des segments [a,d] ou
b,cl.

Ainsi le maximum de A (en s et u) est atteint sur 'un des sommets a, b, ¢
ou d du parallélogramme D ; c’est-a-dire en :

a = (IE,;,:L‘j+1 - Ii) = (57t) = (:131,1‘]_(_1)

b = (Tig1,Tj41 — Tiy1) = (s,t) = (Tit1,Tj41),
c = (Tit1, T — Tit1) = (5t) = (71, %)

d = (zi,z; — i) = (s,t) = (zi,75)

1.1.4 Compacité dans HY

La convergence faible hélderienne d’une suite de processus stochastiques
est équivalente a la convergence des lois fini-dimensionnelles de cette suite
(cf. Proposition 1.20 ci-dessous) et a sa relative compacité dans Pespace des
mesures de probabilité sur (la tribu borélienne de) H2 muni de la topologie de
la convergence étroite. Par le théoréme de Prokhorov, cette relative compacité
équivaut a 1’équitension de la suite des lois. Il est donc utile de connaitre
les compacts de H%. Commengons par une condition suffisante de relative
compacité tres utile en pratique.

Lemme 1.6 $i 0 < a < 8 < 1 et si K est borné dans H? alors K est
relativement compact dans HY.

Ce résultat est contenu implicitement dans la preuve d’un lemme d’équiten-
sion de Lamperti (voir le lemme 1 dans [25]). Cette preuve combine I'utili-
sation de la dérivation fractionnaire et le théoréme d’Ascoli. Nous proposons
ci-dessous une démonstration plus élémentaire exploitant les isomorphismes
avec les espaces de suites et la condition de relative compacité dans ¢y fournie
par la proposition suivante :

Proposition 1.7 Soit F' C cg. S’il existe g € ¢y telle que pour tout f =
(f(n))n>o € F, |f(n)| < g(n), Vn > 0 alors F' est relativement compact dans
Cop.
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Ce résultat est sans doute bien connu des analystes, mais ne l’ayant trouvé

dans la littérature que sous forme d’exercice, nous nous permettons d’en
expliciter la preuve.
Preuve : Pour éviter une double indexation, nous considérons les suites
comme des fonctions définies sur N. Soit g € cp et K = {f € cp; |f| < g}.
Comme K peut s'écrire K = [] .n[—g(n), +9(n)], il est compact pour la
topologie produit de RN d’aprés le théoréme de Tychonoff ou par le procédé
diagonal pour la compacité de [0, 1]N.

Soit (fn)n>0 une suite d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite
notée encore (f,)a>0 convergente vers f dans K (pour la topologie produit),
c’est-a-dire, Vt € N, f,(t) = f(t) (convergence simple sur N).

D’autre part, pour tout t € N et tout n > 0, |f,(t)| < g(¢) d’ou par
passage & la limite, |f(¢)| < g(¢). Comme g € ¢, on a pour tout € > 0 un
to € N tel que V& > tg, g(t) < §, donc |fn(t) — f(2)| < 29(¢) <e.

Pour chaque t =0,1,...,ty— 1, il existe un m; € N tel que pour n > m,
|fa(t) — f(t)| < &, grace A la convergence simple de f,, vers f.

Finalement pour ng = Itnj}gc Mg, ON a

Vn >no,VtEN, |fult) - f(t)] <e.

Ainsi f, converge uniformément vers f sur N, autrement dit au sens de la
topologie de co. K est donc compact dans co. Comme F (adhérence de F)
est fermé et est inclus dans K, on en déduit que F' est relativement compact
dans cq. n

Preuve du lemme 1.6 : Soit K un borné de H”. 1l est clairement inclus
dans tous les H? pour tout 0 < a < 8. On a (en notant comme d’habitude
n=2+k):

Sﬂ(I() = {(un)n207 Up = 2(j+1)ﬂ/\n((’0)’ pE K}

Comme Sjs est un isomorphisme, Sz(K) est borné, c’est-a-dire

3C >0, supsuplu,| <C
wEK n>0

ce qui est équivalent &
Do(p)] SC et 2070 (9)| < C, g eK.
Ainsi [Ao(p)| < C et

C2-Uth-a)  n>1 e K
C'n~B-)

20D ()]

INIA
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Donc, d’aprés la proposition précédente,
L = {(va)nz0, vn = 29"\ (0)], 0 € K}

est relativement compact dans ¢p. On a K = S;Y(L) = To(L). Comme T,
est continue de ¢y dans H?, K est relativement compact dans HY.

Lemme 1.8 (Suquet [44]) K est relativement compact dans H? si et seule-
ment st

lim sup we(f, ) = 0. (1.3)
-0 fex

Cette version holderienne du théoréme d’Ascoli n’est probablement pas ori-
ginale. Il nous a paru utile d’en reproduire une démonstration basée sur
Pisomorphisme entre H? et un espace de suites. Celle ci améliore un résultat
déja contenu dans [43].

Preuve : Montrons d’abord la suffisance de (1.3). Notons Ej;f la somme
partielle de la série de Faber-Schauder de f relative aux fonctions A;; pour
i <jet0 <k <2, Daprés un théoréme général caractérisant les relati-
vement compacts d’un espace Schauder décomposable (cf. théoréme 2 dans
[43]), K est relativement compact dans H? si et seulement s’il vérifie les deux
conditions :

VieN, supl|lEiflla < +oo, (1.4)
feK

lim sup||f—E;fll« = 0. (1.5)

J—r+o0 fek

En raison de I'isomorphisme du théoréme 1.4, il existe une constante C' > 0
telle que pour toute f € H?,

B:/la < € 0l + s max 2nun ) )
If — Ejflla < Csiligorsnkegi?"/\i,k(f)- (1.7)

Il est clair que |Ao(f)| = |f(1)] < walf,1) et que :
Qia/\i,k(f) < 2iawa (f, 2—(i+1))2—(i+1)a < wa(fy 2—(i+1))' (1.8)
On en déduit :

1B flla < 2Cwa(f,1), (1.9)
If = Ejflla < Cwa(f,277). (1.10)



14 Chapitre 1. Le cadre fonctionnel H,

On remarque alors que l'on a 'estimation élémentaire suivante :
Vi€Ha Vi21, we(f,1) < 2wa(f,27). (1.11)

En effet soient z et y fixés dans [0,1]. Si 277 < |z — y|, on découpe [0,1] en
27 intervalles dyadiques et on obtient par chainage :

(@) = FW)] < Zwa(f,277)277% < Dwa(f,27)|e — yI*.
Si|z —y| <277, on a directement :

f(2) = FW)] < walf,277)|z — g

Par (1.10), la convergence uniforme sur K de wq(f, ) vers 0 implique (1.5).
Grace a (1.9) et (1.11), on voit que (1.4) est alors automatiquement réalisée.
Ceci prouve la suffisance de (1.3) pour la relative compacité de K.

Pour montrer sa nécessité, on ne perd pas de généralité en supposant K
compact. Il résulte de (1.11) que pour § > 0 fixé, w,(f,d) est une norme sur
HY, équivalente & || f||o. Ainsi Papplication w,(.,d) est continue sur H. Si
d, décroit vers 0, la suite d’applications continues wy(.,d,) décroit vers 0
sur H?, a cause de la définition méme de H). Par le théoréme de Dini, cette
décroissance est uniforme sur le compact K, ce qui prouve (1.3). u

Remarquons que le caractére superflu de la condition (1.4) vient de la
nullité & 'origine de toutes les fonctions de H,. Sans cette nullité, il fau-
drait redéfinir la norme de ’espace en lui ajoutant par exemple |f(0)]. Le
contréle du module de continuité hélderien n’impliquerait plus celui de la
norme holderienne globale et on ne pourrait plus faire I’économie d’une condi-
tion contrélant la taille des trajectoires (via ||E;f|lo ou ||f|lcc Ou au moins
leur valeur en 0).

1.2 Fonctionnelles et opérateurs sur HY

Certains opérateurs et fonctionnelles utiles en statistique et quelques opé-
rateurs importants en analyse sont continus sur H,. Comme la convergence
en loi se conserve par image continue, la convergence en loi dans un espace
fonctionnel permet ainsi d’obtenir celle de fonctionnelles de trajectoires et
des processus images continues. De plus, comme la topologie de H, est plus
fine que celle de C[0, 1], on peut espérer obtenir plus de fonctionnelles conti-
nues. Nous présentons dans cette section des exemples de fonctionnelles et
d’opérateurs continus sur H,. Commengons par le dual de HZ.
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1.2.1 Dual de H?

On note (€1,]] - ||n), espace des suites réelles a = (ap, ai,...) telles que
llalles = 3,50 lan| < +00. Le dual de HY, est donné par les résultats suivants :

Théoréme 1.9 (Ciesielski [8]) Toute fonctionnelle linéaire continue ¢ sur
(HS, || - |la) est de la forme

o(f) = ant (1.12)

avec uy = Mo(f), un = 20D\ (f), n = P +k, (j > 0,0 <k < 29) et
a = (ap,ay,...) €L

De pius lplzy < 1Sl - lalle, llalles < 1Tl - Hllngy et les constantes
1Sl et [|Twll sont optimales.

Ce théoréme nous permet de proposer une caractérisation plus intrinséque
du dual de H?.

Théoréme 1.10 ¢ est une forme linéaire continue sur HY si et seulement
s’il eziste u mesure signée sur [0, 1] et v mesure signée sur [0, 1)? telles que :

o= [ s+ [ 2O =St u) = I, gy (119)

[0,1] [o,1)? us
ot la deuziéme intégrande vaut zéro lorsque u = 0, ce qui revient & la pro-
. . . 0
longer par continuité puisque f € H,.
Preuve : On rappelle qu’une mesure signée est une différence de deux me-

sures positives de masses finies. ¢ telle qu’elle est définie par (1.13) est clai-
rement une forme linéaire et

(A < 1 f ool 1[0, 1]) + 21 £llalI([0, 1]).

Ainsi [o(f)] < ¢]|flle ot ¢ = |u|([0,1]) + 2]»|([0, 1]?). Ceci entraine sa conti-
nuité.

Réciproquement, si ¢ est une forme linéaire continue sur H%, d’aprés le
théoréme 1.9, il existe @ = (an)n>0 € ¢* telle que

o(f) = antn avec up=Xo(f) et wu, =202\ (f),n>1.
n>0
En posant p = aod; (0 désignant la mesure de Dirac) et

21
. ; k+1/2
Y Z Z 5a2j+’°6tj,k ® O-j-1, OU ik = 9j

§>0 k=0
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on a
e(f) = Zanun
n>0
27 -1
. Q2 4k k+1/2 k41 k G+1)a
- i+ T3 5o (S50) ~1(557) 1 (5) f2
520 k=0
2f(t) — f(2 - f{t -
= [ soutay+ [ OO ZTEZ, g gy
[0,1] [0,1)2 u
Ainsi ¢ admet la représentation (1.13). n

Remarque : Il est clair qu’il n’y a pas unicité de la décomposition (1.13). Le
dual Hg' est en fait isomorphe & un quotient de I'espace de Banach M[0, 1] &
M][0,1]% L’intérét de la décomposition (1.13) est de clarifier la structure
d’une forme linéaire continue sur H%. Sa premiére composante u charge les
valeurs de f, comme une forme linéaire continue sur C[0,1]. La deuxiéme
composante v charge les différences secondes de f avec pénalisation u~%, ce
que 'on pourrait appeler les accroissements hélderiens de f.

1.2.2 Exemples de fonctionnelles

On donne maintenant quelques exemples de fonctionnelles continues sur
Exemple 1 : Cet exemple di & Ciesielski, nécessite l'introduction d’une
classe particuliére de formes linéaires continues sur C[0,1]. Soit f € C[0, 1]
et ¢ une fonction a variation V' (g) bornée sur [0, 1]. On considére I'intégrale
o(f) = fol gdf dont lexistence n’est pas évidente puisque f n’étant pas
supposée a variation bornée, on ne peut la considérer comme une intégrale
de Stieltjes. En fait on la construit comme :

o= [ o) = tim_ [ ov@d) = Jim Sen,  (119)

N—+o0

ou gy = Zf:;o anXn est la somme partielle de la série de Haar de g et en
notant :

by = / xa(®dF(): = An(f),

le n-iéme coefficient de Schauder de f. Remarquons que lorsque f est de
classe C!, l'intégrale ci-dessus coincide avec la définition classique (i.e. au
sens de Riemann) puisque fol Xn () f(t)dt = Ay (f). L'existence de la limite
dans (1.14) résulte du lemme élémentaire suivant.
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Lemme 1.11 Si g est une fonction a variation V(g) bornée sur [0,1] et
(an(9))n>0 est la suite de ses coefficients de Haar alors Y 125 |an(g)] < +oo.

Preuve : On a : xo(t) = 1po,y(t) et pour > 0,0 <k < 27,

X2i+k = 27/ (1 [ k l_cj-_lﬁ[ 1 [k.+1/2 k1 [)

27 2F 27 ' 2

Clairement, |ao(g)| = Ifo t) dt| < +oo car g est bornée. D’autre part,
1
agirk(g) = / X2 +k(t)g(t) dt
0

= 212 /Olg(t) (1[k iL[(t) - 1[&—3&%“”) i

g 2

. (k+1/2)277 (k+1)2—7
= 92/ [/ _ g(t) dt —/ g(t) dt}
k2-7 (k+1/2)2-1

En faisant le changement de variables t = (u + 2k)277~! dans la premiére
intégrale et ¢ = (v + 2k + 1)277~! dans la deuxiéme, on obtient :

1 1 i+ 2k t+2k+1
agi+k(9) = 2_2j/2A l:g( 2j+1 >_g<——é]T-)} .

271

1
Z |2 44 (9)] < 9. 23/2‘/(9)

Ainsi

car a t fixé,

t ok t  k+1
g‘g(ﬁJrQ])—g(%ﬁ = >}<V()

les intervalles [t;ﬁ’f, Hﬁﬁ"l] (0 < k < 27) étant disjoints. Par suite

27 —1
1% 1.
Z Zla2i+k(g)| < %Z(%)] < o0,
Jj20 k=0 j20 -
d’ou la conclusion. " u

A partir de ces fonctionnelles linéaires continues ¢ sur C[0,1], en impo-
sant des conditions de régularité supplémentaires & g, Ciesielski a obtenu des
fonctionnelles continues sur HZ.
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Théoréme 1.12 (Ciesielski [8]) Soit0 < a <1, a+f8=1ctge HP[0,1].
On suppose de plus que g est & variation V(g) bornée sur [0,1]. La fonction-
nelle linéaire

o= [ g()df ()

est continue sur HY et sa norme satisfait linégalité :

lellagy <[ [ o®)df + AV (@)lalls]

ou A(a) = WW}/Z‘{)"

Exemple 2 :

o(f) = o{l(“)’dt B <a.

Il est clair que c’est une fonctionnelle linéaire et

1
d
|<P(f)l§”f”a/0 Zw;_a<+oo pour < a.

Exemple 3 : Cet exemple généralise le précédent. Pour 0 < t; < 1 et
0 < B < a, considérons :

o(f) = VP/ fltsfnt(j;ﬁt()) dt

~ v () N
= {/ CEDECA / =)+ ‘“} |

Il est clair que ¢ est une fonctionnelle linéaire et que

! f(to)sgn(t — to) ' (f(t) = f(to))sgn(t — to)
)=v.p [t — to|LF8 dt+./o It — to]iP dt,

ou la deuxiéme 1ntegrale est convergente (8 < «) et vérifie :

L (f(8) — f(to))sen(t - to) S
/ | < Wl | s

|t — to|*P

La valeur principale de la premiére intégrale se calcule explicitement.
(t—t fo=e _ f(to) dt ! to) dt
/ f(to)sgn( O)dt - lm / f(to) +/ f(t)
|t —to|'*F =0 {Jo (to — t)1HP toe (to — £)1FP
€ 1-t :
L f(to) ° f(to)
= ?_r}%{ e=: du + i 145 dv
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Comme |f(tp)] est majoré par || f]|«, on obtient finalement

()] < Clas Byto)1 flla

et la continuité de la fonctionnelle linéaire ¢ s’en déduit. []

S =)
wﬁ—AuAHmf?fﬁ—dmwm

ou 4 est une mesure signée sur [0, 1]. ¢ est une fonctionnelle linéaire et

wm/ /;K}mmmw>
< 200, )| fll

Exemple 4 :

lo(H)]

IA

® est donc continue.
Exemple 5 : Listons pour mémoire quelques fonctionnelles non linéaires
dont la continuité sur H? est évidente :

o) = Ifle @2(f) = walf,8), wslf) = sup L =Sl

sefo,)] |t — tol®

Exemple 6 : La p-variation au sens de Wiener pour p > 1/a.
Soit f une fonction [0,1] — R. On suppose qu'il existe ¢ = ¢(f) telle que
pour toute famille (I, k > 1) d’intervalles disjoints (I =]ay, b[) de [0,1] :

(Z |f(bx) = f(ak)l”)l/p < ¢ < +oo. (1.15)
k

On dit alors que f a une p-variation bornée et on appelle p-variation de f la
borne inférieure V,(f) des constantes ¢ vérifiant (1.15). Si f € Hy, V,(f) est
finie pour tout p > 1/a, en effet :

(ZV (bi) — f (ax lp) " (Z(bk—ak)PaIf((’;i):ai()Zz)[”>1/”

k

A1) (b = au)
< Wl (> 0k — ar))'?

k

IN
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car pa > 1 et by — ar < 1. Comme ), (bx — ar) < 1, on obtient
1/p
(321760 = Flae)?) ™ < 1fla < +oo.
k

Par suite V,(f) < ||flla et comme V), vérifie I'inégalité triangulaire, ceci en-
traine sa continuité.

1.2.3 Exemples d’opérateurs

Exemple 1 : Intégration fractionnaire
Considérons 1’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre 3, de Riemann-
Liouville (cf. par exemple M. Riesz [38]) :

IPf(z) = F(lg_) /Om(x —f-Lf(8)dt, € 0,1). (1.16)

L’intégrale converge au moins pour 8 > 0 et f continue. L’opérateur 7 satis-
fait les propriétés suivantes :
[ﬁ([‘r) — JB+Y i(IﬁH) = I8
' dr
Proposition 1.13 On suppose o, > 0 et o+ B < 1. Alors I?P est un
opérateur linéaire continu de Hy dans Hayp[0,1].

Preuve : Il est clair que I? est un opérateur linéaire. L’appartenance de I? f
a Hayp pour f € H, est démontrée par le théoréme 14 de Hardy Littlewood
[21]. Pour vérifier la continuité de I?, nous reprenons leur preuve en regardant
comment les constantes sous-entendues dans leurs O dépendent de f. Il s’agit

d’estimer
A=I"f(z) - I°f((—R)V0), 0<h<T,

par un O(h®*#) uniformément en z.
1*cas:z—h >0,0na

A=1f(z) - I°f(0) = I"f(z),

ainsi
BRI A
Al S 7)) @0
T a .8
< Wl [ gpravar= 1oz S
0

L'(g) 8
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Par suite

1
Al < TG+D

2cas:0<zrz—h<z<l,ona

[ Fllah*e.

z z—h
T(B)A = /0 flz —uw)uPdu — /0 flz—h—v)vPldv.

En posant h + v = u dans la deuxiéme intégrale, on obtient :
A = /Ozf(:v ~w)uft du — /hzf(x —u)(u—h)*"du
= - [ (@ - 16— wp
: @

+/hz(f(cv) — fle—u)=h) dut 2@ = @~ b)),

qu’on peut écrire aussi, comme

_Mxﬁ_x_ s~ " z) — f(z — u))v’ L du
M = L2 - @) A(ﬂ) f(@ — u)wftd

—Aﬂﬂw—f@—u»w**—m—hW*Mu
= Ji+Jo+ J5.

Majoration de Jy
1 cas: h <z < 2h,ona

@l o ey Lt e
il = L2 — (2= 0)) < 5l loa"(2h),

par suite
a+8

&

5
2¢ cas : z > 2h (et donc z — j > x/2), on a 28 — (z — h)P = B(z — OR)P~1A,
6 €]0, 1], par le théoréme des accroissements finis. Ainsi

N1 < —=Iflah**.

P —(z-h)% < Blz-h)Ph, car B-1<0,
T\ B

< ﬁ<§> T = gty

Dot [Ji] < || f|la2}7P22+P~1h et comme a + 8 < 1 et £ > h, on obtient

1] < 2177 fllahotP.
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Une majoration commune pour les deux cas est donc :
5
|1 < -ﬁ—llfllah‘“ﬁ-

Magjoration de J,

DA / (@) - fl@— )b du

hot8

h
a+8-1 -
< A | fllau®P " du = ”f“aa—kﬂ.

Ainsi
|Jo] < l{;’—'“h“w )

Majoration de J3
R A T O
= [Iflla /: u((u—h)?t v du, car B-1<0.
On pose u = hw, on obtient
[Js| < Ifflah®*? /lr/h w*((w =17 — v ) dw
< ot [ ww =17 - w8

Notons oo
Cop = / w*((w — l)ﬂ~1 — wﬂ"l) dw.
1

Au voisinage de linfini, (w — 1)%7! — w1 ~ w#~1(1 — B)w™!, donc l'inté-
grande dans C,, g est équivalente & (8 — 1)w*+#~2 et comme o+ 5~ 2 < —1,
on en déduit que C, g est finie.

Finalement
Pi@) - P10)] < { i * 1o f Il =31,
T +1) T8
par suite
3 _ 3 Cap
177 fllars < Cllflla avec C= rG1D) T T

Ainsi I est bien un opérateur linéaire continu de H, dans H,.4[0, 1]. =
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Exemple 2 : Dérivation fractionnaire
L’opérateur de dérivation fractionnaire d’ordre  d’une fonction f est
défini formellement par :

D*f(z) = = (I'* 1)) (117)

dz
ou I'7P est I’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre 1 — 3 de Riemann-
Liouville.
On commence par un résultat de Hardy-Littlewood sur I’existence et la
définition de ’opérateur D? sur H,.

Théoréme 1.14 (Hardy-Littlewood [21]) Si0< < a <1 et f € H,,
alors DP f exziste et f = I°PDPf. De plus

DA(H,) = Hagl0,1] et DP(HY) = HO_,[0,1).

Proposition 1.15 D? est un opérateur continu de H, dans H,_5[0, 1].

Preuve : D’aprés le théoréme 1.14, I D? = Idy_ pour 0 < 8 < a. Vérifions
que DAI? =1Idy,__,. Soit g € Heg,

D°Pg(z) = %{P—f’(ﬂ’g)}(xb%(ﬂg):

- ([ swa) =gt

On en déduit que I? est une bijection de H,_5 sur H,. I” est un opérateur
linéaire continu et bijectif de I'espace de Banach H,_g sur I'espace de Banach
H,. Son inverse D? est donc lui aussi continu de H, dans Hq—p, grace a un
corollaire classique du théoréme de l’application ouverte (cf. par exemple
Brézis [7], corollaire I1.6 p. 19).

1.3 Processus a trajectoires dans H,

Dans cette section, nous présentons deux points de vue sur les processus
stochastiques & trajectoires holderiennes. Dans le premier, on observe un
nombre fini de valeurs £(t1),£(¢2), ... ,&(tx) & partir desquelles on souhaite
reconstituer la trajectoire et étudier sa régularité hoélderienne. Dans le deux-
iéme point de vue, on considére directement un processus & trajectoires dans
H, comme une variable aléatoire £: @ — H,. Sa loi P = P£! est une
mesure de probabilité sur la tribu borélienne de H<.
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1.3.1 Modification a trajectoires p.s. dans H,

Etant donné un processus {&,t € [0, 1]}, quelques conditions pour qu’il
ait une version a trajectoires presque sirement dans H, sont données par les
théorémes suivants :

Théoréme 1.16 (Kolmogorov) Soit (&, € [0,1]) un processus défini sur
un espace de probabilité (2, A, P) et supposons qu’il existe § > 0, v > 0 et
C > 0 tels que :

VA>0, P(l&—&|>A) <

< F't_ 5|19, (1.18)

Alors il eziste une version de & @ trajectoires dans H pour tout 0 < o < /7.

Théoréme 1.17 (Nobelis [29]) Une condition suffisante pour que presque
toutes les trajectoires de £ soient dans H® est qu’il eziste une fonction de
Young ¢ telle que :

/01 Qu)e™! (%) ual+1du < +o0, (1.19)

avec Q(u) = inf {a > 0: f{ls_tku}]Ed){%lft — fsl} dsdt < 1.
Dans ces conditions, pour tout € >0, on a

€ — 5 /
E| s <6 ) d 1.20
Lt—glzs 122)¢ — 3|°‘ - Q) et (1.20)
Rappelons qu'une fonction de Young est une fonction définie sur R, continue,
z
paire, convexe et vérifiant : lim —= ¢(z) =0, lim ﬂ—) = +00
z—0 I T—+400 T

Corollaire 1.18 (Nobelis [29]) Une condition suffisante pour que presque
toutes les trajectoires de € soient dans H est qu’il existe un nombre réel
p > 1, tel que :

' 1/p
1
B - Pdsdt S ' 191
‘/0 (‘/{ls—tku} 6= &ilds ) uat+1+2/p U < +00 ( )

On retrouve ainsi une condition suffisante antérieure d’Ibragimov.

Corollaire 1.19 (Ibragimov [23]) Soit f une fonction de’ﬁnievsur R*, crots-
sante telle que pour tous s,t dans [0, 1]

E & — &P < fP(It - sl). (1.22)
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Une condition suffisante pour que presque toutes les trajectoires de & soient
dans H, est que :

i)
. mdu < -00. (123)

Dans le cas ou l'intégrale diverge, Ibragimov a montré qu'’il existe un
processus ¢ vérifiant (1.22), tel que

Kt - Cs' — _
P(S;;}t) ’I‘t—_—sla == +OO> =1. (124)

1.3.2 Elément aléatoire dans H,

Le deuxiéme point de vue, qui est celui adopté dans notre travail, consi-
dére un processus a trajectoires holderiennes comme un élément aléatoire
de l'espace fonctionnel H,. On observe directement toute une trajectoire, ce
qui correspond au tirage au hasard d’une fonction £ suivant la loi P;. Cette
situation se présente par exemple dans I'étude des principes d’invariance ou
I'on peut observer directement toute la trajectoire &,(¢) (ligne polygonale) ou
lorsque la trajectoire est fournie par un appareillage analogique (sismographe

L’étude de la convergence en loi des éléments aléatoires de H? repose sur
le résultat suivant.

Proposition 1.20 La convergence en loi dans H% d’une suite de processus
(€n, n > 1) équivaut a Uéquitension sur HY de la suite des lois P, = P&t
des éléments aléatoires &, et a la convergence des lois fini-dimensionnelles de

{n-

Preuve : En effet, il est clair que I’équitension et la convergence des lois
fini-dimensionnelles sont des conditions nécessaires pour la convergence faible
hélderienne d’une suite de processus (&n, n > 1). D’autre part, si la suite des
lois (P,)n>1 est équitendue, il existe au moins une sous-suite de (P, )n>1 qui
converge vers P, loi d’un élément aléatoire £ de HY. Il reste & montrer que
cette loi limite est unique.

Pour cela, on rappelle que si X est un espace de Banach séparable, sa
tribu borélienne By coincide avec sa tribu cylindrique Cy, tribu engendrée
par les fonctionnelles ¢ du dual topologique X”. Ainsi, si on note, pour ¢
élément aléatoire de X et ¢ élément déterministe de A7,

Le(p) = Eexp(i(€, ¢)) = Eexp(ip(£)),
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la fonctionnelle caractéristique de &, on a
Le(p) = Le(p), Vo € X' <> £ et ( ont méme loi (P = F).

Par le théoréme de convergence dominée, on voit facilement que la fonction-
nelle caractéristique est continue sur X”. Il suffit donc de tester 1’égalité de
L¢ et L¢ sur une partie dense de &' pour vérifier I’égalité des lois de £ et (.

Revenons & H? et soit ¢ un élément du dual (H2)’. Le théoréme 1.9 nous
fournit une suite a = (a,) € £}(N) telle que :

+o0
o(f) =aof(1)+ ) _a.20M0eN(f), feH. (1.25)

n=1

De plus [l¢llmoy < [|Sallllalle. Cette inégalité nous permet de voir, via le
critére de Cauchy, que la série dans (1.25) converge pour la topologie de la
norme de (H%)". On en déduit alors que la famille des fonctionnelles {\,,
n > 0} définies par (1.2) est totale dans (H2)'. Il en résulte immédiatement
que la famille des évaluations aux points dyadiques (f — f(k277)) est totale
dans (H?)'".

Pour conclure, supposons que (P,),>1 ait deux sous-suites dont les lois
convergent respectivement vers F; et Pr. La convergence des lois fini-dimen-
sionnelles de (P,)n>1 entraine 1’égalité de P et ;. [

1.3.3 Reésultats d’équitension dans H,

Dans les problémes de convergence faible de processus dans H,, nous
avons besoin de conditions d’équitension. En raison de cette notion d’équi-
tension, on travaillera sur (H%,|| - ||.) qui est un espace polonais. Comme
H? s’injecte continiment dans H,, la convergence en loi sur HY implique la
convergence en loi sur H,. Une premiére condition suffisante est donnée par :

Théoréme 1.21 (Kerkyacharian, Roynette [24]) Soit (§,)n>1 une suite

de processus nuls en 0 et vérifiant pour des constantes y > 0,5 >0 etc >0 :
c

VA >0, P(l&() —&(s)|>A) < Flt — 5|19, (1.26)

Alors la suite des lois P, des processus &, est équitendue dans H® pour 0 <

a<d/y.

Dans les applications, cette condition est utilisée essentiellement sous sa
version moments, obtenue via I'inégalité de Markov, & partir de (1.26).
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Corollaire 1.22 (Lamperti [25]) Soit (§)n>1 une suite de processus nuls
en 0 et vérifiant pour des constantes vy > 0,6 >0etc>0 :

E [€(t) = &a(s)]” < cft — s['*°. (1.27)

Alors la suite des lois P, des processus &, est équitendue dans H® pour 0 <
a<d/y.

Par ailleurs, le lemme 1.8 nous donne directement la C.N.S. suivante, a
priori moins maniable, mais utile pour tester l’'optimalité de certains résultats
(cf. chapitre 3).

Théoréme 1.23 Soit (&,),>1 une suite d’éléments aléatoires de HY. Elle est
équitendue si et seulement si

Ve >0, limsup P(wy(én,d) >¢)=0.

-0 n>1

Enfin nous avons obtenu le résultat suivant, inspiré d’'un théoréme de
Davydov [13] dans le cadre D[0, 1] (espace de Skorokhod), pour disposer de
plus de souplesse dans 1'utilisation des inégalités de moment.

Théoréme 1.24 (Hamadouche [19]) Soit (&n(t))n>1 une suite de proces-
sus & trajectoires dans HS | vérifiant les conditions suivantes :

a) Il eziste des constantes a > 1, b > 1, ¢ > 0 et une suite de nombres
positifs (an) 1 0 telles que :

IE |€.(t) — €n(s)]* < |t — 5", (1.28)

pour tout n et tous s,t tels que |t —s| > a, ;
b) Ve >0, lim P{wa(&, as) > e} =0.
n—+00

Alors pour tout o < a™!(min(a, b) — 1), la suite (&,)n>1 est équitendue dans

Preuve : On construit un autre processus ¢, qui interpole linéairement &,
aux points ¢ = ka,(0 < k < k,) avec k, = [31:] et tx,+1 = 1. Les trajectoires
de ¢, sont des lignes polygonales, donc dans H?, pour tout & < 1. On utilise
alors a) pour montrer ’équitension de {(,,n > 1} et b) pour prouver la
convergence en probabilité vers 0 de [|£, — (alle- L'équitension de {&,,n >
1} s’en déduit facilement via la caractérisation séquentielle de la relative
compacité des familles de mesures de probabilité sur un espace polonais (ici
Premiére étape : FEquitension de {(,, n > 1}.
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Pour prouver 1’équitension dans H?, nous nous appuierons sur la condition
suffisante de Kerkyacharian et Roynette (1.21). Plus précisément, en utilisant
le corollaire 1.22, nous souhaitons montrer :

E[G(t) —G()* < Klt—s|", n2>1, st€(0,1] (1.29)
ou v = min(a, b).

1% cas : Si s et ¢ sont dans le méme segment Iy = [ka,, (k + 1)a,], (0 < k <
k), alors |s — t| < a, <1 et la définition de ¢, nous donne :

[Ca) = Gals)] = az ' [t — sllén(ti) — &nltus)],

d’ol en prenant les moments d’ordre a et en utilisant (1.28).

ElG() — G(s)* = az®lt = s|* El&a(tc) — &nalte+)|*
< cal Tt —s|®

Onalt—s| <a, <1,sib—a < 0, on majore a’® par |t —s|*=%;sib—a > 0,
on majore a?~® par 1. Nous obtenons ainsi :

E [¢a(t) — G(s)|* < clt —s|”, v = min(a, b).
2°cas : Sis€ I, et t € Iryy, on écrit :
|Ga(t) = Ga(9)] S 16a(t) = Galtesr)] + [GalErsr) = Gals)]-
et par convexité, on se raméne a la majoration du premier cas

E[Ga(t) = Gl < 27 e((t = tin]" + [tga — sI7)

<
< 2%t - s|”.
car v > 0, [t = tgp1| < [t — 5| et [tepr — 8| S [t — 5]

3% cas : Sis € Iy et t € Iy  avec (j > 1), on découpe 'accroissement de (,
en :

1Ga(t) = GalS)] < 1 (t) = Caltiers) | + [Caltiss) = Saltes)] + [Gn(Eran) — Ca(s)]-
Avec l'inégalité de Jensen, la condition a) et le premier cas, on obtient :

E[Ca(t) = Ga(s)|® < 37 ([t = thag|" + ltees = tra]” + ltwsr — s]7)
< 3%t — .

car |t — tkrjl, |tksj — tks1] et [te41 — s| sont inférieurs & |t — s|.
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Ainsi I’inégalité de moment (1.29) est bien vérifiée (avec K = 3%c). L’équi-
tension de {(n,n > 1} en découle. :
Deuxiéme étape : Convergence en probabilité de ||&, — (alla-

Posons pour alléger les écritures x, = &, — (,. Nous voulons montrer la
convergence en probabilité vers 0 de la suite de variables aléatoires réelles :

“X ” = sup ,Xn(t)_Xn(S)I_
T et JE—sle

Comme & la premiére étape nous discutons suivant la localisation de s et t.
1 cas: s, t € Iy, donc |t —s| <a,. On a

an(t> _ Xn(s)l < |§n(t) - fn(s)l ICn(t) - Cn(s)l

t=slc 7 ft—sl |t = sl

La trajectoire de (, étant affine sur I, on a :

(6 () = Ga(8)] _ [6n(te) — &nltata)] it — 5|10

— a4 - an
|t = sl

I

qui est de la forme f(u) = ku'~® u = |t — s| € [0,a,]. La fonction f est
croissante, son maximum est atteint en u = a,, donc

[6n(t) = Galo)] o [Gnlte) = Galter)|®
[t — s|@ - n
[6n (k) = &nltes1)|®

= an S wa(fman)-

D’ou
IXn(t) — Xn(s)l
|t — sl

< 2wa(§m an)~

2°cas: s € Iy, t € Iy,. On se raméne au premier cas par I'inégalité trian-
gulaire :
1Xn () = Xn ()] _ Dxn(t) = Xn(ths)| | DXn(E) = Xn (i)

+
t=sl® = |t = sl |t = sl®

Comme [t — s| > |t — txy;] et |t — s| > |s — tx41] on obtient

Ixn(t) ~ xn(5)] <4 max
It — Sla lt—s|<an |t - S|°‘
s5,t€[0,1]

= 4wa(§n; an)-
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3cas:sel, tely; (>1).

Xa®) = Xa(8)_ 1Xn(®) = Xaltkes)| . 1xa() = Xnltesn)]
t—sle = [t - s]° = sl
IXn (tkt1) = Xn(tess)]
+ T kti/l

Le dernier terme est nul car &,(¢;) = (u() pour 0 < ¢ < k,. D’aprés le 1¢
cas, on obtient :

<dwy(én,a,), 0<s<t<l.

Finalement, dans tous les cas de figure, |[(, —&nlla < 4 wa(&n, an). L’hypotheé-
se b) du théoréme nous donne alors la convergence en probabilité vers zéro
de ||¢n — &nlla- Ainsi {&,, n > 1} est équitendue dans HY. n



Chapitre 2

Principes d’invariance dans H,

2.1 Introduction

Soit (X;);j>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi,
centrées et telles que IE X 12 = 1. On définit classiquement les lignes polygo-
nales aléatoires &, par interpolation linéaire entre les points (j/n, S;//n) ou
S] = Zi:l Xk'

Le principe d’'invariance de Donsker Prokhorov nous dit alors que &,
converge en loi vers le mouvement brownien dans I’espace C|[0, 1] des fonc-
tions continues sur [0,1] muni de la norme du supremum. De ce résultat
découle la convergence en loi des fonctionnelles des trajectoires, continues
sur C|0, 1], comme par exemple : [|&:]lo = sup |£n(2)].

te[0,1

Or on sait que le mouvement brownien W[ es]t & trajectoires presque siire-
ment holderiennes pour tout ordre o < 1/2. Les lignes polygonales &, étant
elles-mémes holderiennes d’ordre a = 1, il est naturel d’étudier la conver-
gence en loi de &, vers W dans les espaces holderiens H,, pour a < 1/2. Le
principe d’invariance correspondant dans H, a été démontré par Lamperti
en 1962 [25]. Kerkyacharian et Roynette ont proposé plus récemment [24]
une variante de sa preuve en utilisant la base des fonctions triangulaires de
Faber-Schauder et leur condition suffisante d’équitension (1.21).

Théoréme 2.1 (Lamperti [25]) Soit (X;);>1 une suite de variables aléa-
totres indépendantes et de méme loi, centrées, réduites. On suppose qu’il
eziste v > 2 tel que IE | X;|7 < +o0o. On pose pour tout n e N*, 0 < j <n:

£t w) = %[Z Xu) + (nt = DXon)], L<e<lIh

. n n
0<k<j

(2.1)

La loi de &, converge étroitement vers la mesure de Wiener Py dans HC pour
tout < 1/2 = 1/7.

31
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Nous nous proposons d’étendre le résultat de Lamperti pour des variables
aléatoires dépendantes. Nous envisagerons deux types de dépendance : le
mélange fort (a-mélange!) et Iassociation. A chaque fois les propriétés utili-
sées sont une inégalité de moments pour les sommes de variables dépendantes
et un théoréme central limite. Ces outils sont rappelés & la section 2 et nos
principes d’invariance sous dépendance sont établis section 3. Dans la section
4, on considére le processus des sommes partielles normalisées de Donsker-
Prokhorov (dont les trajectoires sont des fonctions en escaliers) pour des
variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Aprés lissage par convo-
lution, on montre la convergence en loi dans H? du processus obtenu vers le
mouvement brownien. Ce résultat est étendu au cas de variables dépendantes
comme 3 la section 3.

2.2 Quelques outils de dépendance

On rappelle que le coefficient de mélange fort entre 2 tribus A et B est
défini par :

a(A,B)= sup |P(ANB)— P(A)P(B): (2.2)

(A,B)€AxB

Soit (X7 )n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé. On définit le coefficient de mélange fort «, par

Qp = sup{a(f{“, Fi3), ke N*} (2.3)

ol 7:]4 désigne la tribu engendrée par les variables (X;, j < ¢ < !). On dit
que (Xp)n>1 est fortement mélangeante ou a-mélangeante si o, tend vers
0 quand n tend vers l'infini. Pour une revue récente sur le mélange, nous
renvoyons & [15].

On dit que X, Xy, -+, X, est une suite finie de variables associées si

Cov(f(Xy,..., Xm),9(X1,..., Xn)) >0, (2.4)

pour toute paire f, g de fonctions R™ — R croissantes coordonnée par co-
ordonnée et telles que cette covariance existe. On dit qu’une suite (X,),>1
est une suite de variables associées si toute sous-suite finie est associée. Les
résultats connus sur ’association montrent que la structure de dépendance

!Le respect des notations classiques nous conduit ici & une surcharge, la lettre o étant
utilisée a la fois pour I'exposant de régularité holderienne et le coefficient de mélange. Le
contexte devrait éviter toute ambiguité.
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d’une suite de variables associées est fortement déterminée par sa structure
de covariance c’est-a-dire par le coefficient

u(n)=sup Y  Cov(Xj, Xy). (2.5)

keN . ¢
J:li—ki2n

Remarque : Si (X, )n>; est stationnaire

u(n) =2 Z Cov(X1, X;).

j>n+1

Pour établir des principes d’invariance sous dépendance, nous aurons be-
soin des théorémes de limite centrale et des inégalités classiques suivantes.

Théoréme 2.2 (Davydov [12]) Soient X et Y des variables aléatoires ré-
elles centrées de variances finies. Pourp, g, 7 > 1 et % + % +1=1,

|Cov(X,Y)| < 8a(X,Y)YPEY? | X|PIEV" |V (2.6)

Théoréme 2.3 (Yokoyama [46]) Soit (X;);>1 une suite strictement sta-
tionnaire, a-mélangeante telle que IEX; = 0, E|X1|" < +co pour un
vy>2,une>0et

+00
Z(n + 1) 1080+ < 4o,

n=0

Alors il existe C > 0 tel que
E|X;+ X+ + X,|T < Cn2. (2.7)

Théoréme 2.4 (Odaira, Yoshihara [35]) Soit (X;);>1 une suite a-mé-
langeante vérifiant pour des constantes € > 0, v > 2 les conditions :

+o0
S a0t < oo,
n=1
supE |X;"** < +oo.
jz1

Alors (X;)j>1 satisfait le théoréme central limite fonctionnel dans D0, 1].

Ce dernier théoréme a été amélioré par Doukhan, Massart et Rio [16]. Leur
méthode pour prouver I’équitension ne nous a pas paru transposable au cadre
fonctionnel holderien.

Voici maintenant les théorémes concernant 1’association.
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Théoréme 2.5 (Birkel[3]) Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires
associées, centrées, telles que supj21IE|Xj|7+€ < 400 pour un vy > 2 et un
g > 0. On suppose que le coefficient u(n) défini par (2.5) vérifie

u(n) =0 (n—(7—2)(7+€)/(2€)) ) (2.8)

Alors il existe une constante b telle que pour tout n > 1 :
k
sup E|Spim — Sm|” < % on S = ZXj. (2.9)

Théoréme 2.6 (Newman, Wright [28]) Soit (X;);>1 une suite stricte-
ment stationnaire de variables aléatoires centrées, de variance finie, associées
telles que
o’ = B(X}?) + 2ZCOV(X1,XJ') < +o00.
j22

Pour tout n > 1, on définit le processus :

1 ‘ ' + 1 ,
Wn(t)=a—\7—ﬁ(§ Xk+(nt—J)Xj+1), %St<JT,0SJ<n~
k=1

Alors W, converge faiblement dans C[0, 1] vers le mouvement brownien W.
A fortiori, les lois fini-dimensionnelles de W, convergent vers celles de W.

2.3 Principes d’invariance sous dépendance

Nous présentons maintenant deux extensions du principe d’invariance de
Lamperti aux variables aléatoires dépendantes.

Théoréme 2.7 Soit (X;);>1 une suite strictement stationnaire ca-mélan-
geante de variables aléatoires centrées. On suppose qu’il existey > 2 et &€ >0
tels que IE | X (|77 < 400 et

+00
> (n+ 1) o]/ < oo (2.10)

n=1

On pose pour toutn € N* et 0 < j<n:

S|
IN
A
.
+
et

. (2.11)

3 ‘

&a(t) = U_lﬁ {Z Xe+ (nt — ) Xjp], s
k=1
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olu
+0oo
o’ =EX{+2)» Cov( Xl,X)<+oo (2.12)
7j=2

Les lois de &, convergent étroitement vers la mesure de Wiener Py dans H?
pour tout a < 1/2 — 1/7.

Preuve : Montrons que sous les hypothéses du théoréme 2.7 on a :
IE |€,(2) — &a(s)]” < K|t — 5[ avec 146 = g > 1.

Sij/n<s<t<j+1/n, ona &) —&(s)| = [t = sl|Xjnlvn (on
suppose pour alléger que o = 1). Par suite

E[£n(t) = &a(s)|" < [t — [T (V) B X" < [t = s 72 (IE | X, [7*9)7/0%9),
car nft — s| < 1.
Si(j-1/n<s<i/n<(GHR)/m<t<(GHh+1)/n ona

E [60(t) ~ &a(s)" < 37‘1(1El§n(8) )+ Elen(L) - 62
]+k

+k

:BI“

)

+E () - <t>r')

par 'inégalité de Jensen.
On se contente d’estimer le terme du milieu car les deux autres se traitent
de la méme maniére que le cas précédent.

j k
Elfn(] fn(] b Xjrr + Kjpo +--- + Xj+k).7- (2.13)

IE!\/_

En utilisant le théoréme 2.3,

1E|§n(%) —e (Lt ’“)p < K'(’“)v/2 <K'lt—s"? car |t—s|>k/n.
(2.14)
On obtient finalement
IE [€a(t) — n(s)]” < K|t — s|'"7 avec 146 = 72- > 1. (2.15)

Ainsi par le théoréme 1.21 et 'inégalité de Markov, la suite des lois (P,) des
processus &, est équitendue dans HY, pour tout a < 6/y=1/2—1/7.

Pour terminer, les lois fini-dimensionnelles de &, convergent vers celles de
W par le théoréme 2.4 dont les hypothéses sont plus générales que celles du
théoréme 2.7 puisque pour v > 2,

Vn > 1, (an)e/(v+e) < (n+ 1)7/2—1(%)5/(7%)‘



36 Chapitre 2. Principes d’invariance dans H,

Théoréme 2.8 Soit (X;);>1 une suite strictement stationnaire de variables
associées, centrées telles que IE | X |7 .< 400 pour un v > 2 et un ¢ > 0.
On suppose que

u(n) =2 Z Cov(X,,X;) =0 (n_(7_2)("+5)/(25)) (2.16)
j2n+l

et
0<o?=E|X1]*+u(l) < 4oo0.

Les lois de &, convergent étroitement vers la mesure de Wiener Py dans H?,
pour tout @ < 1/2 —1/7.

Preuve : L’équitension se démontre comme dans le cas a-mélangeant en
utilisant I'inégalité de moments de Birkel (théoréme 2.5) au lieu de celle
de Yokoyama. La convergence des lois fini-dimensionnelles résulte du théo-
réme 2.6. ]

2.4 Lissage par convolution du processus de sommes
partielles

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi,
centrées telles que IE |X;|” < 400 pour un y > 2. Notons o2 leur variance
commune. On pose encore S; = » ,_; Xk, So = 0 et on considére le processus
des sommes partielles normalisées de Donsker-Prokhorov :

a(t) = %SM, t€0,1], (2.17)

ou [nt] désigne la partie entiére de nt. Selon le cas, nous utiliserons par
commodité 'une ou 'autre des expressions suivantes de &, :

1 n
éa(t) = ovn ; Silps, (2,

1 n
&) = —= ZXkl[&’”(t).
U\/T_l k=1 "
Soit K une densité de probabilité sur R telle que :

/ |ul K (u)du < +oo (2.18)
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et (bn)n>1 une suite de réels positifs tendant vers zéro et vérifiant :

1
-b}— =0(n"?), 0<r< > (2.19)

On définit la suite (K,)n>1 de noyaux de convolution par

Ka(t) = ix(g:), teR (2.20)

Nous considérons le processus de sommes partielles lissé défini par :

Cn(t) = (fn * Kn)(t) - (gn * Kn)(0)7 te [Ov 1]' (2'21)

Le terme correctif (&, * K,)(0) assure la nullité en zéro du processus. On
imposera quelques conditions sur K, afin que toutes les trajectoires de (,
soient dans Hj/, et donc dans HY pour a < 1/2. Ces conditions proviennent
du lemme suivant :

Lemme 2.9 Soit f une fonction mesurable bornée & support dans [0,1] et
K un noyau de convolution tel que

K € LY([-1,1)) n LY?([-1, 1)), (2.22)

|K(z) - K(y)| < a(K)|lz—yl, =z,ye€[-1,1], (2.23)

pour une certaine constante a(K). Alors la restriction & l'intervalle [0,1] de
[+ K — f* K(0) est dans Hy/,[0,1].

Preuve : Il est clair que f x K est bornée. D’autre part :
F2K@) ~f K@) S [ I )~ Kl da
< | fllooa(K) Yz — y|'/?
/ |K(z —u) — K(y —u)|"?du
(0,1]

< 2 flleoalE) ]z — 4 /

-1

| K (v)|Y2 dv
1]
< oK)z -yl

Ainsi
“f * K”1/2 = wl/z(f * I(, 1) < +00.
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Théoréme 2.10 Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendan-
tes, de méme loi, centrées et réduites telles que IE | X1|7 < 400 pour un vy > 2.
On suppose que les noyauz de convolution K, vérifient (2.20), (2.18), (2.22)
et (2.23). Alors la suite de processus de sommes partielles lissés (, définis
par (2.21) converge faiblement vers le mouvement brownien W dans H® pour
tout @ < 1/2 — max(r,1/7).

Preuve : Le lemme 2.9 nous assure que ¢, est dans H?, pour tout o < 1/2.
FEquitension

On applique le théoréme 1.24 avec a, = 1/n. Ceci nous conduit & étudier
séparément les cas t —s > 1/net 0 <t — s < 1/n. On supposera sans perte
de généralité que s<teto=1.
1 cas: |[t—s| > 1/n.

E|G(t) = Gu(s)]" = E|&* Ka(t) — &n * Ka(s)]”
= IE!\/_/< [n(t—u)] — Sin(s— u)) dul’y

[n(t—u)]

= IE}\/_/ 3 XK()du!

=[n{s—u)]+1

Par I'inégalité de Jensen et le théoréme de Fubini, on obtient :

B 1Ga(t) — Gals [7</E1f/ X,

i=[n(s—u)]+1

~

K, (u) du.

En utilisant I'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund pour les moments de som-
mes de variables aléatoires i.i.d., il vient :

n(t —u)] = [n(s — u)]\ "2
Pl =6l < /R<[ L )]n[( ”) ¢, Kn(u) du (2.24)

2\ /2
< _ z
< /R(u 14 2) " e, Ko(w) do.

car [n(t — u)] — [n(s — u)] < n(t —s) + 2. Ainsi, comme |t —s| > 1/n, on a
une constante ¢, telle que : .

E Kn(t) - Cn(3)|7 < nylt - S|7/2.

2°cas: 0<t—s<1/n.
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On procéde comme suit :
6o~ Gals)) = | / V) ZX ot = ) = Kol = 1)) s 410
< beZIXHt (1__)

En majorant 1 —i/n par 1, il vient

1Ca(t) = Ga(s)] fZlelt—sl

et par suite

1Ca(t) = Ca(s)] a(K) . l1-a
S A S

D’ou

wa(gn; ;1;) |<n(t) — C’n(‘s)l

I
XN
S 5 31
N -,
Ayl
— —_—
—
—
SNe—’
|
>

a(K =
< BQTL(T:;EZIXJ (2.25)
n i=1

D’aprés (2.19), b;2n®"'/2 tend vers 0 dés que 1/2 — a > 7. Par la loi forte
des grands nombres, n™! 31 | | X;| tend presque stirement vers IE | X;].

Ainsi wq (&, &) tend en probabilité vers 0 quand n tend vers Pinfini, pour
tout o« < 1/2 — 7.

On conclut sur I’équitension de ((,) par le théoréme 1.24, en notant que
ses hypothéses sont vérifiées poura = v,b = 7/2, (v > 2),c = c, et a, = 1/n.

On obtient ainsi ’équitension de ((,) dans H? pour tout o vérifiant o <
1/2 —Tet a<1/2— 1/, soit pour tout o < 1/2 — max(r,1/7).
Convergence des lois fini-dimensionnelles de {(,, n > 1}

On se raméne & celles de &, en montrant, par exemple, que la distance
euclidienne de ((,(t1), .. ,Cn(tk)) et (€n(t1),- .. ,&n(tk)) tend en probabilité
vers 0. Comme les lois fini-dimensionnelles de &, convergent vers celles du
mouvement brownien par le théoréme central limite de Lindeberg-Lévy, il en
sera de méme pour celles de (,. Il nous suffit donc de vérifier la convergence
vers 0 de IE |(,(¢) — &,.(¢)|? pour tout ¢ € [0, 1].
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On commence par noter que :

Bléw« Kolt) = O = B| [ (6nlt =) = &a(t) Knlu) |

1 2
= B / T(S[nu—un — Sing) Kn(u) dU}
fr(t-w)]

=1E/\/_ZXK i

(nt]+1

En appliquant l'inégalité de Jensen relativement & la mesure de probabilité
de densité K, puis le théoréme de Fubini, il vient

me-wl

E |¢, % Kn(t) — Ea(2)] /IEL/_ 3 X{ Ko (u) du. (2.26)

=[nt]+1

Par 'inégalité de moments de Marcinkiewicz-Zygmund, on obtient :
t— — [nt
E & Kn(t) = &) < c/ Il 12] [n ”Kn(u) du
R
< 2 K d
< ¢ /R (1 + =) ) (2.27)

Ainsi
E |6, + Kn(t) — E0(t)]2 < c(bn/R]le(v) dv + %)

Comme K posséde un moment d’ordre 1 et b, tend vers 0 quand n tend vers
I'infini, on en déduit que &, * K,,(t) — &,(¢) converge vers 0 dans L?(2) pour
tout ¢ € [0,1]. En particulier pour ¢t = 0, [E|€, x K,(0)]* converge vers 0.
Comme pour tout ¢ € [0, 1],

E [6a(t) = &I < é(lElfn K (t) = &a(0)]” + B, * Kn(0)|2>,

ceci achéve la preuve de la convergence des lois fini-dimensionnelles et du
théoréme 2.10. ]
Les techniques utilisées dans la preuve ci-dessus permettent une extension

du résultat au cas de variables dépendantes.
Théoréme 2.11 Soit (X;);>1 une suite strictement stationnaire c-mélan-
geante de variables aléatoires centrées. On suppose qu’il ezistey > 2 ete > 0
tels que B | X 1|77 < +00 et

+00

> (n+ 1) M o) < 400, (2.28)

n=1
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Alors
o? =E|X1[?+2) Cov(Xy,X;)
i>2

est fini. On suppose de plus que o®> > 0 et que les noyauz de convolution

K, vérifient (2.20), (2.18), (2.22) et (2.23). Alors la suite de processus de
sommes partielles lissés (, définis par (2.21) converge faiblement vers le mou-
vement brownien W dans HY pour tout o < 1/2 — max(r,1/7).

Preuve : La finitude de o? découle classiquement des hypothéses de mo-
ment et de mélange via l'inégalité de Davydov. L’équitension se démontre
de la méme maniére que dans le théoréme 2.10. Dans le cas |t — s| > 1/n,
on utilise & la place de l'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund, celle de Yo-
koyama (théoréme 2.3). Pour montrer la convergence en probabilité vers 0
de wo(Cn,1/n), il suffit de reprendre les majorations conduisant & (2.25) et
d’appliquer 'inégalité de Markov & l'ordre un :

a(K) 1< a(K) 1<
P {b%nlﬂ—-a;;lxi, 2> 5} < W;;EIXJ

Comme IE |X;| < MY0+¢) ce majorant est bien un O(b2n*"Y/?) et tend
vers 0 pour tout a < 1/2 — 7.

Pour la convergence des lois fini-dimensionnelles de (,, on se raméne &
celles de &, qui convergent vers celles du mouvement brownien grace au théo-
réeme d’Odalra-Yoshihara (théoréme 2.4). On montre la convergence vers 0
de IE [(,(t) — £a(t)|? en procédant comme dans le cas indépendant. La seule
différence est le passage de (2.26) a (2.27), on remplace 'inégalité de Marcin-
kiewicz-Zygmund par ’estimation de variance suivante, basée sur l'inégalité
de Davydov (théoréme 2.2) :

m j-1

Var(i Xz> = mVaer + 2ZZCOV(X1’Xj—i+1)
i=1 j=2 i=1

+00
< mVarXy+16m Y o/ EY X |[TEY X"
k=1

En choisissant ¢ = r = v + ¢ dans 'inégalité de Davydov, il vient :

m +o00

Var (Z Xi) < mVarX; + 16m(IE |X1|7+6)2/(7+e) Z af-”d/(%s).

i=1 k=1
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Comme v > 2, la convergence de la série ci-dessus découle de I’hypothése
(2.28) sur les coeflicients de mélange. On a donc bien

Var(in: X,.) = O(m)

et en appliquant ceci avec m = |[n(¢ — u)] — [nt]|, on peut conclure comme
dans le cas indépendant. ™

Théoréme 2.12 Soit (X;);>1 une suite strictement stationnaire de variables
associées, centrées telles que IE | X7 < +00 pour uny > 2 et une > 0.
On suppose que

u(n) =2 Z Cov(Xy,X;) =0 (n—(7—2)(7+5)/(26)) (2.29)

j2n+l

et
o =E|X* +u(l) >0,

On suppose de plus que les noyauz de convolution K, vérifient (2.20), (2.18),
(2.22) et (2.23). Alors la suite de processus de sommes partielles lissés C,
définis par (2.21) converge faiblement vers le mouvement brownien W dans
H? pour tout o < 1/2 — max(r,1/7).

Preuve : Elle est analogue & celle du cas a-mélangeant, en remplacant ’in-
égalité de moments de Yokoyama par celle de Birkel (théoréme 2.5) et le
théoréme de limite centrale d’Odaira-Yoshihara par celui de Newman-Wright
(théoréme 2.6). L’inégalité de variance est cette fois une conséquence directe
de ’hypothése u(1) < +o0. n



Chapitre 3

Processus empiriques lissés dans
0
HOA

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions des principes d’invariance hélderiens re-
latifs au processus empirique uniforme. Ce processus étant a trajectoires dis-
continues, il convient d’abord de le lisser. Le lissage polygonal correspond au
polygone des fréquences empiriques. Il est bien connu que ce processus poly-
gonal converge en loi dans C|0, 1] vers le pont brownien B (cf. Billingsley [2],
p. 105, théoréme 13.1). Nous allons renforcer ce résultat en établissant (dans
le cas d’une suite de variables aléatoires i.i.d.) que cette convergence en loi a
lieu aussi dans les espaces H? pour tout o < 1/4. Notons ici que, contraire-
ment au principe d’invariance de Lamperti, la borne obtenue pour l'ordre de
régularité o est inférieure a celle que 'on pourrait attendre de la régularité
du processus limite B (a < 1/2). Nous montrons l'optimalité de cette borne
1/4 dont le caractére & premiére vue surprenant, s’explique par les propriétés
des espacements d’une suite i.i.d.. Si 'on emploie plutét un lissage par convo-
lution du processus empirique, les choses rentrent dans l'ordre et on obtient
la convergence vers le pont brownien dans H? pour tout ordre o < 1/2.

3.2 Le processus empirique polygonal

Soit (X7 )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi uniforme sur [0,1]. La suite de processus empiriques uniformes &, cons-
truite sur (X,),>1 s’obtient en centrant et en normalisant les fonctions de

43
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répartition empiriques F;, des échantillons de taille n :

Fn(t) = %Zl{xiSt}) (31)
&(t) = W‘z_(Fn(t)—t), t€0,1], n > 1. (3.2)

Comme &, est & trajectoires discontinues, on le lisse en remplacant la fonction
de répartition empirique F;, par le polygone des fréquences empiriques G,, qui
interpole linéairement F,, entre deux sauts consécutifs. Pour expliciter ’écri-
ture de Gy, nous notons X,; (1 < ¢ < n) les statistiques d’ordre obtenues
en ordonnant dans le sens croissant chaque échantillon (X (w), ..., Xn (w))
Ainsi X, = minj<i<n X; et Xpn = max;<i<n X;. On pose de plus Xpo =0
et Xpme1 = 1. On définit alors :

n

1 t— Xn i
Galt) = Fl)+ 3 () Mt ke a(®), (33)
i=1 n:t n:i—

&(t) = Vn(Ga(t)—t), te€[0,1], n>1. (3.4)

Remarquons qu’a la différence de &,, én n’est qu’asymptotiquement sans biais.
On sait (cf. par exemple [2]) que

£, —53B et & —£4B.
D[o1] 0,1

Théoréme 3.1 Le processus empirique polygonal &, défini par (3.4) converge
en loi dans HY pour tout o < 1/4.

Preuve : En est une ligne polygonale, donc dans H? pour 0 < < 1. D’autre
part B; = W, — tW, est dans H?, pour 0 < a < 1/2. Comme En converge en
loi vers B dans C[0,1], la convergence des lois fini-dimensionnelles de &, vers
celles de B est acquise.

Pour I’équitension de (én),,zl dans HY, on va vérifier les deux hypothéses
du théoréme 1.24. Nous utilisons pour cela un résultat bien connu sur le
moment d’ordre 4 d’une somme de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi.

Lemme 3.2 Soient Y1,Y,,...,Y,, n variables aléatoires centrées, indépen-
dantes, de méme loi et telles que IEY < +00. Alors : '

E|> v =nEY +3n(n - 1)(EY?)2 (3.5)

=1
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En appliquant (3.5) avec Y; = 1{,cx,<i) — (¢ — 5), on obtient :

E |£a(t) = &(s)]* < %lt — s + 3l — sf.
Compte tenu de la majoration élémentaire ||&, — &, |lso < n™Y/2, on en déduit :

E[&(t) - (o)l < S(IE [€a (?) —fn(3)|4+717§)

128 1
< — g2 —|t —
S +8(3[t 3| +n|t s|)

En particulier pour |t — s| > 1/n,
IE |£,(t) — &a(s)|* < 160]t — s[>

Ainsi la condition (a) du théoréme 1.24 est satisfaite par &,, avec a = 4,
b=2,¢=160¢t a, = 1/n.

Pour vérifier la condition (b), on commence par remarquer que puisque les
trajectoires de &, sont des lignes polygonales, le supremum dans la définition
de leur norme holderienne est atteint en deux sommets de la ligne polygonale
(voir le lemme 1.5). Ceci reste vrai pour une ligne polygonale restreinte en
abscisses & un segment / de longueur a, au lieu de [0,1]. Pour étudier la
convergence en probabilité vers 0 de wqy(&n, an), On se raméne au controle
de la norme hélderienne de la restriction de £, dans tout sous-intervalle I
de longueur a, de [0,1]. On discute alors suivant le nombre de sommets
dans cet intervalle. Cette discussion fait intervenir I’espacement minimal d,,.;.
Rappellons que I'on définit les espacements 4, ; de ’échantillon (X7,...,X,)
par 8, ; = Xpy — Xnio1 (1 <9< n+1). On note dy, les statistiques d’ordre
construites sur (01, .. . 0n nt1). Ainsi dp.1 est la longueur minimale des n+ 1

intervalles découpés sur [0, 1] par I’échantillon (X3, ..., X5,).
Lemme 3.3 Si0<a<1,etsil>a,>1/(n+1),

Wa(6ny an) < w(ky, an)3, 5 (3.6)
0t (&, an) = tsug 1€0(2) — €(s)| désigne le module de continuité au sens
C[0,1] de &,. s

Preuve : Soit I = [a,b] un sous-intervalle de [0, 1] de longueur a,. Posons
pour alléger les écritures :

1) = F)]

iI|le = su
1/ Tl s,té% |t — s|e

s<t
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1°* cas : on n’a pas de sommet dans I'intérieur de I. Alors [|€,; I||o est atteint
pour |t — s| = a, et ainsi :

“gm Il < a;"w(én, an).

En utilisant la majoration évidente d,.; < 1/(n+ 1) < a, on en déduit :
1€n; Tla < w(&n, an)375. (3.7)

2¢ cas : On a un seul sommet d’abscisse u; intérieur a /. Alors soit le supre-
mum définissant ||&,; I||, est atteint aux bornes a et b de I, ce qui nous raméne
au premier cas, soit il est atteint pour (s,t) = (a,u;) ou (s,t) = (u1,b). Pour
fixer les idées, supposons que ce soit en (a,u,), le raisonnement est le méme
avec (up,b). Notons ug ’abscisse du premier sommet de la ligne polygonale
fn a gauche de a. Si up < uy — a,, la trajectoire de En étant rectiligne entre
ugp et u;, par croissance de la fonction z — '™ on a :

Enl) — En(@)] _ [En(r) ~ s = an)]

m—a = as

?

de sorte que (3.7) est encore vérifiée. Si u; —a, < up < a, le méme argument
nous donne :

Ign(ul) — én(a)l < Ign(ul) B gn(uﬂ)l

luy — al® T Jup = uele

S w(gn’ an)&rzcl!

Si up = a, comme u; — ug > d,.1, cette majoration reste valable.

3¢ cas : On a k sommets uy,...,ur (k> 1) dans Uintérieur de [ : a < uy <
... < uy. Si le maximum dans ||&,; I||, est atteint pour (s,t) = (u;, u;), alors
Ona < uj — u; < ap et clairement :

Ign (UJ) - gn(uz)l

< w(é e
|Uj _ uila — w(fn, an)csn.l

Si le maximum est atteint en (a,u;) avec u; > u,

Ign(uz) — gn(a)l < w(gna an) < w(gn,an)é—a

lui —al® 7 |uy—ug]® T et

et de méme pour un maximum atteint en (u;,b) avec u; < -ug. Enfin si
le maximum est atteint en (a,u;) ou (u,b), on obtient (3.7) comme au
deuxiéme cas.

Ainsi, (3.7) est vérifiée dans tous les cas de figure et comme le majorant
obtenu ne dépend pas de I, le lemme est démontré. u
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Pour le contréle de w(&,, a,) et 4.1, nous invoquerons deux lemmes.

Lemme 3.4 (Shorack, Wellner [40]) Soit &, le processus empirique défi-
ni par (3.2). Si (an)n>1 est une suite de nombres positifs tels que

n | ] n
an:(c nn) ot ¢, >0 et M—)O,
n Inn
alors (1
lim sup Mw(fn,an) <2, p.s.
n—>+00 Inn

Lemme 3.5 (Devroye [14], [40]) Soient §,.x les statistiques d’ordre des
espacements 83 = Xpn.i — Xn.i-1- On a, pour b, > 0 tel que b,/n? | 0

+00
0o . Zbk < +o0
] 2 < = L=

En appliquant le lemme 3.4, avec ¢, = 1/Inn et le lemme 3.5 avec b, = n¢,
€ > 0, on obtient :

- 1
p.s. Ing tel que Vn>ng n2,.; > v

et

In(1
p.s. dny tel que VYn > ng, \/—ﬁ#w(&“an) <2

En utilisant (36) et la majoration évidente :
(fn ) <_ (5 )
w y G yAn )y
n \/— +w n

on a alors pour tout n > ny = max(ng, n) :

wa(énwan) S w(é‘n,an)(sgal
- 2672
< wln @i+
2Inn 1 2
vnln(lnn) n-@+ee + ni/2=(2+e)a”

1
22+¢) <7
On en déduit que wq(éy,an) converge presque sirement vers 0 pour tout
a < 1/4. ceci achéve la vérification de I’hypothése (b) du théoréme 1.24 et la
preuve du théoréme 3.1. [ |

Ce majorant tend vers 0 quand n tend vers +oo pour tout o <
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L’ordre de régularité o < 1/4 obtenu dans le théoréme 3.1 est optimal.
Plus précisément, nous montrons maintenant que :
Théoréme 3.6 La suite (€,,n > 1) nest équitendue dans H® pour aucun
a>1/4.
Preuve : En raison des inclusions (topologiques) des espaces de Holder, il
est clair que 'on ne perd aucune généralité en faisant la preuve dans le cas
a = 1/4. On raisonne par 'absurde en supposant que En converge en loi dans
H(1)/4~ On note P, la loi de ’élément aléatoire §~n de H(l’/4 (ainsi P, est une
mesure de probabilité sur la tribu borélienne By, de 'espace polonais H¢ /4).
La famille {P,, n > 1} est donc relativement compacte pour la topologie de
la convergence faible des mesures de probabilité sur By/4. Par le théoréme
de Prokhorov, {£,, n > 1} est équitendue et doit donc vérifier (cf. théoréme
1.23) la condition suivante :

Ve >0, limsup P(wy4(€;,0) >¢) =0. (3.8)

|
=0 .721
Soit (an)nzl une suite quelconque décroissant vers 0. Comme

P(w1/4(£naan) >¢) < Sliﬁl) P(wl/ti(gj;an) > €),
5>

on doit avoir pour toute suite a, | 0 :

lim P(wya(&n, an) > €) = 0. (3.9)
n—+00
Soient X,.;, X,.441 les deux statistiques d’ordre réalisant I'espacement mini-
mal : 571:1 = Xn:i-H - Xn:i~ On pose :

|gn(Xn:i )_gn(an)l . \/T_Z 1
R, = H&”‘* =3 (== 6n. 1).

n:l

Comme 6,1 < 1/n, on a w1/4(§n, 1/n) > R, . De plus

(Raze) = {mr-olivaze]
n:l
s (g e+ i
= { nigrlz/:‘* 26+511/_4}
> {Zamze)
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d’ou :

1
P(R,>¢)> P[nl/%;{ﬂ <1 H]. (3.10)

Pour la loi limite de 4,1, nous disposons du résultat suivant :
Lemme 3.7 (Lévy [26], [40])

Vt>0, P[(n+1)%p <t] —1—e

n—+oo

On en déduit :

lim inf P(w1/4(6n, 1/n) > €) > im inf P(R, > €) > 1~ exp(=(1+£)7%) > 0.

Cette minoration contredit clairement (3.9). Donc (€,,7 > 1) n’est pas équi-
tendue dans H‘l)/4. Or pour « > 1/4, I'injection canonique de H? dans H?/4
est continue. Tout compact du premier espace est donc compact du deuxiéme
et (€,,m > 1) ne peut étre équitendue dans aucun H® pour a > 1/4. n

3.3 Le processus empirique lissé par convolu-
tion
On considére cette fois le processus

Ga(t) = (& * ka)(®) — (§ax k) (0), t€[0,1],n 21, (3.11)

&, étant le processus empirique uniforme non lissé et (k,) une suite de noyaux
de convolution du type k,(z) = ¢;k(c; z). Dans la définition de (,, le terme
supplémentaire (£,%k,)(0)est introduit pour corriger un certain effet de bord.
En effet, comme le support des trajectoires de &, *k,, excéde U'intervalle [0, 1],
on considére seulement leur restriction & [0, 1] et on souhaite avoir (,(0) =0
pour que les trajectoires soient dans HY.

Théoréme 3.8 Soit (k,) une suite de noyaur de convolution définie par
kn(z) = c;lk(c;tz) ou k est une densité de probabilité lipschitzienne sur
la droite réelle et c, décroit vers O de telle fagon que n~Y/* = O(c,). Alors
(Cay n > 1) converge en loi dans H2[0,1] vers le pont brownien B pour tout
a<1/2.

Preuve : On utilise le théoréme 1.24.
Convergence des lois fini-dimensionnelles. Puisque les lois de dimension fi-
nie de &, convergent vers celles de B, il suffit de vérifier que pour tout ¢,
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(&n * kn — &) (t) = 0p(1). Ceci est une conséquence facile de la majoration
suivante obtenue en appliquant I'inégalité de Jensen par rapport & la mesure
de probabilité &, (u) du.

€, # ka(t) — £(0) < /R IE €0t — 1) — £0() Phn (1) du

= /t—1 u(l — u)ky(u)du+t(t — 1) /R\[t_l . kn(u) du.

Equitension. En appliquant & nouveau inégalité de Jensen, nous obtenons
pour tout a > 2

BIG(0) = GO < [ Bt = ) = &ols = 1)) du.

L’inégalité de Rosenthal appliquée aux variables i.i.d. centrées
Vi = Lsmui—u(Xi) = (E~9), s<Ht,
nous donne '

E&(t —u) = &a(s —u)]* < Co(r'"2E V1| + Var*/?1})
< Co(nt = s| + |t — s]?).
Si on se restreint aux s, ¢ tels que t — s > 1/n, ce majorant est dominé par
2C, |t — 5|%? et en intégrant par rapport & ky,(u) du il vient

E[Go(t) ~ Ga(s)I° < 2Cult — 5|7, pour ft— 5] > =

Pour compléter la preuve, il reste a vérifier que wq(¢,, 1/n) converge vers 0
en probabilité. Notons d’abord que

wa(Cn,l/n)g/O & (u)|  sup |kn(t —u) — kn(s — u)|

[t—s|<n—1 It - Sla

du.

En notant a(k) la constante de Lipschitz de & on a
|k (t — ) — kn(s = w)||t — 5|7 < a(k)c; 2|t — 5|
et en utilisant 'inégalité élémentaire

E g (u)] < BY? & (w)* = Vu(l - u), 0<u<l,
nous obtenons
Ewa(Ga, 1/n) < a(k)ez™n®" = o(1),

pour tout 0 < a < 1/2. Par le théoréeme 1.24, {(,,n > 1} est ainsi équi-
tendue dans HY pour o < 1/2 — 1/a. Comme il n’y a aucune contrainte de
majoration sur le choix de a dans I'inégalité de Rosenthal que I'on a utilisée
ici, la convergence faible dans H? de {¢,,n > 1} vers B est établie pour tout
a < 1/2. Ceci achéve la preuve du théoréme 3.8. n



Chapitre 4

L’espace de Holder C§'(R)

4.1 Introduction

Si 'on envisage des applications statistiques de la convergence dans H,
(v < 1/2) du processus empirique uniforme lissé ¢, (cf. Théoréme 3.8), on
se heurte & une difficulté. En effet le lissage par convolution ne commute
pas avec le changement de variable U; = F(X;) ou F est la fonction de
répartition marginale de ’échantillon i.i.d. (X, Xs, ..., X,). Ceci semble li-
miter la portée de ce théoréme et suggére une étude directe du processus
empirique lissé bati sur 'échantillon (X1, Xs, ..., X,,), donc indezé par toute
la droite réelle au lieu de [0, 1]. Ceci était notre motivation de départ pour
I’étude des processus holderiens indexés par R. Ce chapitre est consacré a la
construction du cadre fonctionnel. On introduit une échelle d’espaces C§(R)
de fonctions tendant vers zéro & l'infini et de régularité holderienne globable
d’ordre o (0 < o < 1). Pour des raisons de séparabilité, nous considérons
des sous-espaces Cy°(R) (les définitions seront précisées par la suite). Tous
ces espaces sont analysés par des fonctions triangulaires de Schauder et on
montre qu’ils sont isomorphes a des espaces de Banach de suites. Cette ana-
lyse est une extension de celle de Ciesielski sur les espaces H,[0,1]. Nous
adoptons délibérément les notations de la théorie des ondelettes. En effet, &
Pexception de l'orthogonalité, la base des fonctions triangulaires se comporte
exactement comme une base d’ondelettes. L’avantage est dans la simplicité
de ces fonctions. De plus les espaces d’approximation V; correspondants ont
eux aussi une structure particuliérement simple. Ce sont les espaces de lignes
polygonales d’interpolation linéaire aux points dyadiques au niveau de réso-
lution 277.

ol
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4.2 Cadre fonctionnel

Pour 0 < a < 1, on définit C§(R) comme ’espace des fonctions f telles
que

] llirf: f(z) = 0 et (4.1)
1 Flle := I flloo + wa(f,1) < o0, (4.2)
ol || f|loo := sup{|f(z)|, = € R} et pour § > 0,
we(f,8) == sup M (4.3)
—00<$,t<+00 ,t - Sla
0<|t—s|<d
Il est facile de voir que || - [|o est une norme sur C§(R).

Remarque : La fonctionnelle w, (., 1) est en général une semi-norme. Com-
me on a imposé ici que f soit nulle 4 infini, la nullité de w,(f, 1) implique
celle de f. Ainsi wq(.,1) est une norme sur C§(R). On peut alors se de-
mander quelle est 'utilité d’incorporer || f||o dans la définition de || f|lo. Le
role de || f||o apparaitra clairement dans la preuve de la complétude de C§
(proposition 4.1 ci-dessous). En attendant, on peut donner I’argument élé-
mentaire suivant. Considérons la fonction triangle f, dont le graphe est le
triangle isocéle de base le segment [0, 2n] et de sommet principal le point
(n,+/n). On vérifie immédiatement que wy(f,1) = n~/2. Donc wa(fn,1)
tend vers 0 tandis que || fnllco tend vers +co. Les deux normes ne sont donc
pas équivalentes. Le méme contre-exemple montre que la convergence d’'une
suite de fonctions dans (C§, wa(.,1)) n’implique méme pas sa convergence
simple, ce qui fait que ce dernier espace normé n’est guére intéressant pour
une étude fine de la convergence des processus. La situation est donc assez
différente de celle de Hy[0,1] ot || f]leo est dominée par wo(f,1) grace a la
nullité de f en 0. =

Nous allons vérifier que C§(R) muni de la norme || - ||, est un bien un
espace de Banach. Son analyse ultérieure par des fonctions triangulaires de
Schauder montrera, entre autres, qu’il contient un sous-espace isomorphe
a £*°(N) et n’est donc pas séparable. Pour des raisons d’équitension, nous
remédions & cet inconvénient en introduissant le sous-espace Cy*°(R) défini
par' :

feCoR) = feCR) et mwa(f,a)zo} (4.4)

'Le zéro en indice rappelle la nullité & 'infini et le petit o en exposant rappelle que
pour les fonctions de cet espace on a l'estimation | f(z) — f(y)| = o]z — y|*) uniformément
sur R.
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Proposition 4.1 (C§(R),|| - |la) est un espace de Banach.

Preuve : 1l est clair que (C§(R), || - |lo) est un espace vectoriel normé. Soit
(fn)nyo une suite de Cauchy dans (C§(R),|| - ||o). Comme || fallo < || frlles
cette suite est aussi de Cauchy dans Cy(R), espace de fonctions continues
tendant vers zéro & l'infini, muni de la norme du supremum, qui est complet.
Ainsi (f,) converge dans Cp(R) vers une fonction f appartenant & Cy(R).

D’autre part, puisque (f,), est de Cauchy dans (C§(R), || -||«), on a pour
tout € > 0, un entier m(e) tel que Vn > m(e), || frtp — falla < €. Il existe
ainsi une suite d’indices (n¢)>1 telle que

VE>1, || fae = fuell, <275

On a
fne = fni + i(fnk+1 =~ fns)
et B
Jm fue = fo, + ;(fnm — fur) =1,

avec convergence dans (Cy(R), || ”00)«. On en déduit
1F@) = ) < [ fan @) = Fai ()] + D | Fuas ) = Fa @) = Faes (5) = fan (5)]

< Clt—s|* avec Ckz:1 | full, + 1.
Do

wa(f,1) SC et || flla = [[fllo + walf,1) < +o0.

Ainsi f appartient & (C§(R), || - [l«). On a aussi

|fn¢(t)_f(t)ﬁfn[(s)—f(s)l = lz fnk fnkl )—fnk(5)+fnk_1(5))|

k>t

< D e = Frcall JE = 81
k>

= Y 27t~
k>¢

ce qui implique

e = Flla < Moo= fllg+ 327

k>¢
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Comme (f,,) converge vers f dans Cy(R), il existe un entier 4, tel que

ety [fa=fll <3 et [D2H <t

k>0

Donc ”fm - f”a < € dés que ¢ > £y, ce qui prouve la convergence de la suite

de Cauchy (f,,) vers f dans C§(R) et la complétude de (Cg, ]| - ||o)- n
Proposition 4.2 (C3°(R),|| - |l«) est un sous-espace fermé, séparable de
(CER), [ - [le)-

Preuve : Montrons d’abord que c’est un sous-espace fermé de C§(R). Soit
(fn)n>o une suite de Cg”°, qui converge dans C§ vers une fonction f; ainsi
pour tout € > 0, il existe m(e) tel que || fm, — flla < €/2.

D’autre part

wa(fyd) wa(fmg _fa5)+wa(fm5a5)

Hfms - f“a + Wa(fm.,d), avec &< 1.

IN N

Comme f,,, € Cp°, il existe un y(e) > 0 tel que wo(fm,,d) < /2, V6 < y(e).
Ainsi, pour tout ¢ < ¥(g), wa(f,d) < €, donc f est bien dans Cy*°. Le sous-
espace Cy”° est donc fermé dans C§.

Passons & la séparabilité. Soit f € Cy°(R), pour j fixé dans N, notons
E;f la ligne polygonale d’interpolation linéaire de f aux point r;; = k/27,
keZ.Ona

1E;if = flla = [I1E5f = flleo + wa(Esf = f,1).
Dans ce qui suit, nous noterons [;; l'intervalle dyadique :
Lig = [rj5; Tike]-

Controle de ||E; f — flloo
Soit ¢t € R, il existe kg € Z tel que I;, contienne ¢. En notant que E;f est
affine sur [;4,, on a :

(B;f - £) ()] |E; £ (&) = B f(rike)| + | Ejf (rimo) — F(2)]
|Ei f (Tkor1) = Eif(Tiko)| + [ (Tiko) = f(2)]
lf(rj,ko+1) - f(Tj,ko)’ + lf(Tj,koH) - f(t)l
wa(f,277)277% + wa(f, 279) [t — Tiko|”
2wy (f,277)277,

IA A A N IA
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D’ou
IE;f = £l < 277 wa(f,279). (4.5)

Controle de wo(E; f — f,1)

On discute suivant la localisation de s et ¢ dans R, tels que {t — s| < 1. Pour
alléger les formules, nous poserons localement E;f — f = h;.

1°" cas : s et ¢ sont dans un méme intervalle [, s, donc |t — s < 277 et :

(0 =) |BiS @)~ Eif(s)] | 1£() = F(s)]

[t — s|® - , [t —s|* [t — 5]
B f(rix) = Ei f(ri41)] 1—a , [F@) = f(5)]
= k 2*3, k lt - SI + W.
Ainsi
|hj(t) — hji(s)] |F(rix) — f(riesn)|  1F(2) = £(5)]
ErCE 5-ia METE

< 2ue(f,277).

2° cas : s et t sont dans deux intervalles mitoyens, disons I;; et I; x4+1. On se
raméne au premier cas par l'inégalité triangulaire.

|h;(t) — hi(s)| _ |hi(s) = hi(riesr)] . |Rs() = By(rjken)]
E—s S s T Jf-sk

Comme [t — s| > [t — rj 1] €t |t = 5] > |s — 7jk41], il vient

|25(2) — hy(s)]

<4 2-9).
It_sla -— 'I.Ua(f, )

3° cas : s et ¢ sont dans des intervalles non mitoyens I;x et [ z4e (€ > 1).

|hi(t) — hy(s)] < |Bj(t) = hy(rjkse)] N |hi(s) = Bj(rpe1)]
|t — s]® - |t — 5[ It — s|®
i (T k41) = hy(Tskre)]
|t — sl

Le dernier terme est nul car Ejf coincide avec f aux points 7j 41 et 75 4e.
Ainsi, d’aprés le premier cas

|25(2) = hy(s)]

[t — s|e

< dwe(f,277).
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Finalement, dans tous les cas

(B f — @) — (Bif — )(5)]

It — s|° < dwo(f,27).
On en déduit les estimations
wa(Eif — f,1) < 4wa(f,1/2), (4.6)
|Bif = fll, < (4+2"7%)wa(f,277). (4.7)

L’inégalité (4.7) et la définition de Cj"° entrainent alors clairement la densité
de lensemble des lignes polygonales & sommets d’abscisses k/27, k € Z,
j €N, dans (C5°(R), || - ||a)- La séparabilité de cet espace en découle. n

On montre maintenant que Cy*° est Schauder décomposable, c’est-a-dire
Pexistence d’une suite de sous-espaces fermés (X}, € N) telle que :

Co* =P, (4.8)

ieN

ou la somme directe est topologique (i.e. les projections canoniques sur les
X; sont continues). Pour la théorie générale des décompositions de Schauder,
nous renvoyons & Singer [41].

Cette décomposition est utile pour obtenir un isomorphisme entre Cy*’
et un espace de Banach de suites et pour étudier 1’équitension de processus
a trajectoires dans C;*° suivant la méthode de [43]. La preuve est basée
sur I’analyse de Cy"° par deux échelles de fonctions triangulaires construites
comme suit. La premiére est constituée de la fonction

1+t si —1<t<0,
A*(t) = 1—¢t si 0<t<1, (4.9)
0 ailleurs

et de ses translatées
AZ(t) =A*(t — k), teR, keZ. (4.10)

La deuxiéme échelle est la base de Faber-Schauder, obtenue par translations
et changements d’échelle dyadiques de la fonction triangulaire :

2t si 0<t<1/2,
A=< 20 —t) si 1/2<t <1, (4.11)
0 ailleurs,
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en notant
Ajs(t) =A@t —k), teR, jEN keZ (4.12)

Pour expliquer les roles respectifs joués par ces deux échelles, rappelons l’al-
gorithme de Faber-Schauder de décomposition de l'espace C(0,1). Si f est
une fonction continue sur [0, 1] avec f(0) = f(1) = 0, sa projection P, f sur
(la droite vectorielle engendrée par) A est simplement 'interpolation linéaire
de f entre les points 0, 1/2 et 1. La fonction f — P, f s’annule ainsi en ces
points, la projection P f de f sur I’espace engendré par A;g, Ay est 'in-
terpolation linéaire de f — P, f aux points 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. . .ainsi de suite.
L’initialisation de I’algorithme pour une fonction quelconque f de C(0,1)
(pas nécessairement nulle en 0 et 1) nécessite I’adjonction & 1'échelle {Aj,
7 €N, 0 <k <2} de deux autres fonctions h_;(z) = 1 et ho(z) = z de
telle sorte que f — Pyf s’annule en 0 et 1, ou Fy est la projection donnée
Pof = f(0)h_1+ (f(l) — f(O))hO. Géométriquement parlant, ’étape d’initia-
lisation consiste en la soustraction du segment interpolant f aux points 0 et
1. Cette méthode ne peut &tre appliquée directement & Cy"°(R), puisque les
points extrémes sont rejetés a I'infini. L’idée est alors de soustraire la ligne
polygonale Eyf interpolant f aux points entiers. C’est précisément le role
qui sera joué par l'échelle {A}, k € Z}, puisque la projection f € Cg*° sur
le sous-espace engendré par cette échelle est Ey f. La fonction f — Eyf s’an-
nule ainsi en chaque entier [ € Z et peut étre traitée localement sur chaque
intervalle [[,! + 1] par I’algorithme de Faber-Schauder en utilisant I’échelle
{Ajx, 7 € N, k € Z}. 1l convient de noter ici que I'échelle {A}, k € Z} ne
coincide pas avec {A_x, £ € Z}. En particulier les supports de Aj et A},
se chevauchent.

Théoréme 4.3 L’espace Cy*° posséde la décomposition de Schauder
Gy =voo PW;, (4.13)
jeN

ot Vy est le sous-espace fermé de C§ engendré par {A}, k € Z} et pour
Jj >0, W; est le sous-espace fermé de C§ engendré par {Aji, k € Z}. Les
projections Ey sur Vy et D; sur W; sont données par :

Eof = > f(k)AL, (4.14)
kEZ
Dif = (Bjs1—E)f =) ciw(f)Aje, 720, on  (4.15)
kEZ

cu(f) = f((k+1/2)2 )——{f( )+ f((k+1)277)}. (4.16)
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Les séries (4.14) et (4.15) convergent dans C§.

La preuve est basée sur le lemme suivant qui montre que la suite de fonc-
tions triangulaires qui engendrent V5 ou W; est en fait une base de Schauder
de cet espace.

Lemme 4.4
(i) Une fonction g est dans Vy si et seulement si g = ZakA,’; avec

keZ
lklhm ar = 0. Cette représentation est unique, les ay sont donnés par
—+00
ar = g(k) et la convergence de la série a lieu au sens de la topologie de
C§.

(11) Pour j > 0, une fonction g est dans W; si et seulement si g =

E a;j Ak avec lim ajx = 0. Cette représentation est unique, les
Yoz |k| =400

ajx sont donnés par ajx = g((k + 1/2)277) et la convergence de la
série a lieu au sens de la topologie de C§.

Preuve : Soit ¢ une fonction de Vj, elle est limite uniforme sur R d’une suite
de fonctions g, affines sur chaque intervalle [I,!+ 1] (I € Z). Donc g est elle-
méme affine sur chacun de ces intervalles. En remarquant que Af(l) = &,
(symbole de Kronecker), la décomposition suivante s’en déduit

g9(z) =Y g(k)Ai(z), zER

keZ

avec (au moins) convergence simple. Comme A(l) = d,, cette décomposi-
tion est unique.
Réciproquement, soit (ax)kez une suite tendant vers zéro & l'infini, on
considére la série
h(z) =) ali(z), zER,

keZ

et ses sommes partielles

hn(z) = Z ax A (z).

k| <n

Pour z fixé, on a au plus deux termes non nuls dans cette série (on rappelle
que les supports de Ay et Aj,, se chevauchent), la convergence simple est
donc acquise et la fonction h est définie. Clairement

I1h = hnllo < 2max|ag]. (4.17)
|kj>n
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D’autre part, pour tous z,y dans R,

(b= h)@) — (b= b)) < 3 laallAL@) - ML) (418)

lk|>n
< 4|z — y| max|ag|, (4.19)
|k|>n

puisqu’a z et y fixés, on a au plus quatre termes non nuls dans le deuxiéme
membre de (4.18). Ainsi

W (h — hy, ) < 4617° max |ak]. (4.20)
>n

Les estimations (4.17) et (4.20) nous donnent alors la convergence de h,, vers
h au sens de la norme C§. Donc h est dans Vj et (¢) est établie.

La preuve de (77) est similaire, les seules différences sont les changements
d’échelle dyadiques et le non-chevauchement des supports de Ajx et Ajri1.
Remarque : Comme conséquence de () et (17), les espaces V et W; ont les
descriptions géométriques suivantes.

— Vb est I'espace des lignes polygonales tendant vers zéro & l'infini, avec

sommets d’abscisses entiéres.

— W; est 'espace des lignes polygonales tendant vers zéro a 'infini, avec

sommets d’abscisses (2777 (I € Z) et nulles aux points k277 (k € Z).
— Pour j > 1, la somme directe V; := V; & (@f;é W;) est lespace des
lignes polygonales tendant vers zéro a l'infini, avec sommets d’abscisses
k2=7 (k€ Z).
Preuve du Théoréme 4.3 : Soit f une fonction de C5*°. On rappelle que
E; f est 'interpolation linéaire de f aux points d’abscisses r;; = k277. Par la
description géométrique précédente, Fyf est clairement dans V; et de méme
(Ejs1 — E;) f est dans W;. On a

J
Binf=FEf+Y (Bin—E)f (4.21)

i=0

et par (4.5) et (4.6), cette expression converge dans Cg vers f. On obtient
ainsi la décomposition

+00
f=Eof+ Z(Ejﬂ — Ej)f (convergence forte dans C§). (4.22)
=0

La décomposition (4.14) de Eyf est évidente en utilisant (z) du lemme 4.4.
En appliquant (i¢) du méme lemme & ¢ = D;f = (E;+1 — E;)f, on trouve
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que les ccefficients correspondants a;x sont

a;x(9) = Ejnf((k+1/2)277) - E;f((k +1/2)27)
= J((k+1/2)27) - %{f(kT") + F((k+1)277)},

puisque E;f est affine sur le segment [k277,(k + 1)277]. Ainsi (4.15) est
vérifiée. Finalement, par (4.6) on obtient I’estimation

1B flla < 6llflla, f€C5 (4.23)

d’ott découle la continuité sur Cg*° des projections Ej et D; = Ej;; — E;. m

4.3 Isomorphismes avec des espaces de suites

On passe maintenant & la caractérisation des espaces C§ et Cp”° par leurs
isomorphismes avec des espaces de suites.

Théoréme 4.5 Soit S l'espace des suites doublement indezées

U= (uj,k; .7 2 —17 ke Z)y

telles que
Vi > —1 li ik = 0 et 4.24
J =z ’ |k]§£-loou]'k € ( )
llul] == sup 20 V% sup |u; x| < +oo. (4.25)
i>-1 keZ

Alors Uopérateur T : C§ — 8% défini par T'f = u ou
u_1x = f(k), kez, (4.26)

’

Uje = f(kgjm)——é—{f(%)drf(k;.l)}, J 20, k€ Z(4.27)

est un isomorphisme d’espaces de Banach.

Preuve : Premiérement T envoie continiment C§ dans ’espace de Banach
(8%, |l II)- Ceci découle clairement des estimations |u_1 | < || flloo €t [u;x] <
2-0+ Ve, (f,27971) qui donnent ||Tf]| < || flle-

D’autre part le candidat naturel & I'inversion de T' est 'opérateur K donné
formellement par |

+00
(Ru)(z) = Zu—l,kAZ(l‘) + Z Zuj,kAj,k(x), ueS* zeR (4.28)

keZ j=0 ke€Z
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Notons |u| la suite obtenue en substituant a chaque terme de u sa valeur
absolue. Comme pour z fixé, il y a au plus deux termes A} (z) non nuls, on a

+oo
Rlul(z) < 2suplu- el + Y 27+ sup2““)°luj,kl
€
3=0

sup sup 20Dy . |.

< 2suplu_jgl +
- kelz), 1 2 — 1 j>0 kez

On en déduit que la fonction Ru est bien définie, continue sur R et tend vers
zéro & l'infini. De plus

[ Rullo < [l (4.29)

2¢ — 1
Pour vérifier la régularité holderienne de la fonction Ru, on fixe z, y dans
R tels que 0 < |z —y| < 1 et on écrit

|Ru(z) — Ru(y)| < Y Juixl[Af(2) = Af )]+ ) 4, (4.30)
keZ §=0
avec Aj = Z |uj,k|lAj,k(:r) e A]’,k(y)l. (431)

keZ

La premiére série dans le deuxiéme membre de (4.30) ayant au plus quatre
termes non nuls, sa somme peut étre majorée par

D lusiel| Az r@)] <4suplu wellz =l (4.32)
ez
Comme 0 < Ajx < 1et Ajy a pour pente maximale 271!, les estimations
]Aj’k(:z:) - Aj,k(y)l < min(l, 29 — yl), keZ, (4.33)
donnent la majoration
A; <2 sup |uj e min(1, 27 |z — ). (4.34)

Soit jo 'entier tel que 277! < |z —y| < 277, En découpant la série >0 Aj
en deux sommes indexées respectivement par j < jp et 7 > 7o et en utlhsant
(4.33), on obtient

+00
ZAj < 2 sup 2(z+1alu kiZQ(ﬂ-l y(1- cxl — 9

1<jo, kEZ §=0

+2 sup 20FDay, | Z PR (4.35)
i>jo, kEZ G=jo+1
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Les majorations élémentaires

Jo : 2—a

; 2
ZQ(J+1)(1—a) < T |z —y|®7!
=0 B
et
1
> e Lo yp
J=jo+1
donnent
+00 8 9
IR (525 + 5= ) lull )= — vl (436)

Finalement en rassemblant (4.29), (4.32) et (4.36) il vient

8 4
< (4 Yl 4
|Rulla € (44 5= + 57— ) llul (4.37)
Ainsi la fonction Ru est dans Cg, 'opérateur R est continu et comme Ro T
est I'identité de C§, ceci achéve la preuve. =

Remarque : Il est facile de voir maintenant que C§ n’est pas séparable. En
effet il contient le sous-espace fermé

+o0

L= {f => %U;jmﬂj,o, (v3)i20 € fm(N)}’

qui est isomorphe & £*°(N).
Théoréme 4.6 Cy*° est isomorphe par T au sous-espace S*° de S® défini
par
© = ®  lim 20 = .
S {ue 8% Jim iuplu]kl 0}. (4.38)
Preuve : Par le théoréme 4.5, il suffit de vérifier les inclusions T(Cy”°) C §%°
et R(S§*°) C Cy°. Siu=Tf avec f € Cg°, alors par la définition de uj,

on a
Jujpl < 270D, (f,2797), ke Z.

La premiére inclusion s’en déduit. S
Réciproquement, soit u € S§%°, considérons la fonction f Ru. Par
(4.38), la suite (g;);>o définie par

— 9(j+l)a
g5 1= 20D sup |u 4|
kezZ
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tend vers zéro & U'infini. Pour vérifier que w,(f, §) décroit vers zéro avec 6, on
ne perd pas de généralité en supposant que ¢ est de la forme 2. Pour z,y
dans R tels que 0 < |z —y| < 4§, soit jo 'entier tel que 277! < |z —y| < 2770,
En utilisant (4.32) et (4.33) avec le méme découpage que dans la preuve du
théoréme (4.6), on obtient

Jo
M < 4sup ‘u*Lka _ yll—a +9 Zng(j+1)(l~a)|x _ yll_a
l.’ZI - yla kezZ prs
+o0 .
+2 Z 5].2—(J+1)a|m —y|™®
Jj=jo+l
Jo o +00 o
< 4“u”51—a + 4251.2(]*10)(1—&) +2 Z 8}.2(]0—])01
=0 J=jo+1
—a 4
< 4“u”(51 + 4Ujo + —Qa —3 sup €, (4.39)
Jj2je
avec

Jo
- . oi(a=1)
Ujg 1= E €jo—i2 .
1=0

Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour les séries, on a
limj, 400 ¥jo = 0. En prenant le supremum sur z,y dans I’estimation précé-
dente, on obtient

4
we(f,8) < 4|u||6"~* + 4supv; + —— supe;. (4.40)
il 20~ 1 5>

Comme ¢ = 27!, w,(f,d) tend vers zéro avec §. L’inclusion R(S*°) C Cg§*°
est établie et la preuve est compléte. ]

4.4 Le dual de Cy”°

Nous nous proposons maintenant d’obtenir des théorémes de représen-
tation pour le dual de C§*°, analogues aux théorémes 1.9 et 1.10 pour HY'.
La preuve du théoréme 1.9 de Ciesielski repose sur I'isomorphisme entre H?
et Despace de suites ¢o(N) et sur la dualité classique ¢j, = ¢'. Exploitant
I'isomorphisme entre C5"° et S*°, nous suivons la méme méthode au prix de
quelques complications dues & la double indexation des suites. Pour prouver
que ¢y = £1, le fait que la famille canonique {e,, n > 1} de co(N) soit une base
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de Schauder joue un réle clé2. Notre premier travail sera donc la construction
d’une base canonique de S*°. Introduisons la famille canonique normalisée
{e§f’}3, j > =1, k € Z} définie par :

2-G+Da i (3,1) = (j, k),

o @ =
Vi>~1, VlieZ, €k (i,0) = { 0 sinon.

(0)
Nous noterons e pour e, ;.

Lemme 4.7 La famille des suites {eg.:’,?, Jj > -1, k € Z} est une base incon-
ditionnelle de ’espace de Banach S%°.

Preuve : Rappelons qu'une famille de vecteurs {z;, i € I} d’un espace de
Banach X est une base inconditionnelle si tout élément z € A admet un
développement unique x = ), ., a;z; avec convergence forte dans A’ vers la
méme somme z pour toute permutation sur les termes de cette série. Une
base inconditionnelle est donc a fortiori de Schauder.

Considérons 1’espace S%° des suites v = (vjx);>—1, kez vérifiant :

P> — li L= '

Vj 1, " im_vj 0, (4.41)
lim ikl = 4.

i iteuz)|v],k| 0, (4.42)

muni de la norme :

llv]lso.0 = sup sup |v;l.
i>—1keZ

Par le changement de suite v;j, = 20+Y%y; ;. 5% est isométrique a S*°. 1l
suffit donc de prouver que la famille {e;x, 7 > —1, k € Z} est une base
inconditionnelle de $%°.

Soit v un élément quelconque de S%°. Montrons que la famille F =
{vjrejx, 7 > —1, k € Z} est sommable dans S*° et a pour somme v. Fixons
e > 0. Par (4.42) il existe j5 = jo(v,€) tel que :

Vj > jo, suplvjkl <e.
k€Z
Par (4.41), on peut alors trouver kg € N tel que :
Vi <Jjo, |kl>ko=|vjkl <e.
On obtient ainsi un ensemble fini d’indices :

I={(j,k); ~1 <3 <jo, 0< k] < ko}

2Qu’elle ne soit pas une base de £>°(N) permet d’ailleurs de comprendre pourquoi la
méme méthode ne donne pas l'identification du dual de £*°.
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tel qu’en notant /¢ son complémentaire dans ({—1} UN) x Z,

VJ fini C I, H Z Uj,kej,kH . < sup ikl <e.
(. k)ed S Gkere

F vérifie ainsi le critére de Cauchy généralisé pour les familles sommables
(voir L. Schwartz [39] (T. 2, XIV, 4; 1) p. 170). La série

z Z Vj,k€5,k (443)
j>—1k€Z

converge dans S%° vers la méme somme, quel que soit I'ordre de sommation.
D’autre part cette série converge ponctuellement vers v sur ’ensemble
A= ({-1}UN) X Z car pour (7,!) fixé dans A, la série numérique

D0 viken(i )
>—1kez

contient un seul terme non nul qui vaut v;;. Comme la convergence dans S%°
implique la convergence ponctuelle, la somme de la série (4.43) est bien v. m

Nous pouvons maintenant identifier le dual topologique &'*° de S®°.

Lemme 4.8 ) est une forme linéaire continue sur S*° si et seulement s’il
eriste z € £1(A) tel que :

Y(u) = Z Z 20+Voy 2ik, U € 8™, (4.44)
jz-1keZ

ot 'on a noté A = ({1} UN) x Z. Cette représentation est unique.

Preuve : Pour u € §*° notons comme précédemment, v;x = 2(j+1)°‘uj,k.
Soit ¥ une forme linéaire continue sur S*°. Grace au lemme 4.7, on a :

Vue S, pu) =Y > vxp(eld).

j>-1keZ

Pour N € N, choisissons u = u(/N) défini par :

vy = 20Ty, = { ;gn¢(6§f?) < Netf <N

Il est clair que ||ul|sec = Sup(;sea [vs4] = 1. En raison de la continuité de
1, on a pour tout N :

)l = S S el < [[llsee.

j=—1keZ
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Ce majorant ne dépendant pas de N, on en déduit que :

3 ST ()] < +oo.

J>—1keZ

Donc si 9 est dans &', la suite z = (%Z’(e;?;c)))(j bea
et vérifie (4.44).
Réciproquement, soit z € ¢1(A). Pour tout u € §°, la série :

Y, (u) = Z 22(j+1)an’[ch,k

jz2-1keZ

est un élément de ¢!(A)

est absolument convergente et vérifie :

e ()] < ll2llegay sup  20%D%ug] = [lzflacalluflsee.

7>—1k€Z
1, est donc bien une forme linéaire continue sur S*°. Enfin, pour vérifier
l'unicité de la représentation (4.44), par linéarité de z — 1, il suffit de sup-
poser que ¥, (u) est identiquement nul sur $*°. Comme z est dans £'(A), c’est
en particulier une suite bornée sur A. En choisissant u;x = 2-0+Dosgn(z; ),
on en déduit la nullité de [|2z]/;(4), donc de z. n

En utilisant 'isomorphisme entre $*° et Cy*°, nous déduisons immédia-
tement du lemme 4.8 une caractérisation du dual de Cj™°.

Théoréme 4.9 ¢ est un élément du dual topologique de Cy*° si et seulement
s’il eziste z € £(A) telle que :

o(f) =D D 2 gu(f), feCy”, (4.45)
i>—1kez
les formes linéaires u;x(f) étant définies par (4.26) et (4.27). Cette repré-
sentation est unique.

Enfin, nous pouvons donner une représentation & 1’aide de mesures signées,
comme au théoréme 1.10.

Théoréme 4.10 ¢ est une forme linéaire continue sur Cy° si et seulement
sl eziste p mesure signée sur R et v mesure signée sur Rx [0, 1] telles que :

o) = [ s+ [ HEIEEDIE D4

(4.46)

ot la deuzriéme intégrande vaut zéro lorsque y = 0, ce qut revient & la pro-
longer par continuité puisque f € Cy™.



4.4. Le dual de C5*° 67

Preuve : Si ¢ est définie par (4.46), on a clairement :

(A < I llooll(R) + 2wa(f, DIY|(R x [0, 1])
< {JBI®) + 2R x [0, DM flla-

¢ est donc bien une forme linéaire continue sur Cy™°. Réciproquement, si ¢
est une forme linéaire continue sur C;°, en utilisant la représentation (4.45)
du théoréme 4.9 et en choisissant :

= Z Zo1x0r et v= z Z %zj,k(skri ® Op-s-1,

keZ J>0 keZ

on obtient directement la représentation (4.46). n
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Chapitre 5

Convergence faible de processus
dans Cg o

5.1 Introduction

Pour montrer la convergence en loi d’une suite d’éléments aléatoires de
Cg°, la méthode est la méme que pour P'espace H2. Cette convergence est
équivalente a ’équitension de la suite des lois et & la convergence des lois fini-
dimensionnelles. On pourrait en effet reprendre la preuve de la proposition
1.20 en remplagant le théoréme 1.9 de Ciesielski par la caractérisation du
dual de C§"° obtenue au chapitre 4 (théoréme 4.9).

On est amené ainsi & étudier les conditions d’équitension dans Cy*° qui se-
ront présentées 4 la section 2. Comme application, nous étudions a la section
3, la convergence faible holderienne d’une suite de processus empiriques lissés
par une suite de noyaux de convolution!. En particulier lorsque la fonction
de répartition marginale F' de I'échantillon (X7,...,X,) est suffisamment
réguliére la suite de processus lissés converge faiblement dans Cy"° vers un
processus gaussien centré de covariance I'(s,t) = F(¢ A s) — F(t)F(s) pour
tout o < 1/2.

5.2 Equitension dans Cj”°

On présente ici quelques conditions d’équitension de suites de processus
stochastiques & trajectoires dans Cy"°. Notre résultat de base est le théoréme
suivant qui est une généralisation du théoréme de Prokhorov [36] sur 'équi-
tension dans les espaces de Hilbert.

1 Ces processus sont aussi appelés processus empiriques perturbés [42].

69
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Théoréme 5.1 (Suquet [43])
Soit X un espace de Banach, séparable et Schauder décomposable

+0o0
X = @Xi, (somme directe topologique).
1=0

On pose pour tout entier j > 0,

et on note E; la projection continue de X sur V;. Soit F une famille de
mesures de probabilité sur X et E;F = {po Ej_l, p € F}. Alors F est
équitendue si et seulement st

(i) Pour tout entier j > 0, E;F est équitendue sur Vj,

m supu(f e X: ||f - Eifll >¢€) =0.

(13) Pour tout e >0, li

Remarque : Il est facile de voir que K est compact dans V; si et seulement
si m; K est compact dans X; (0 < ¢ < j) ol m; est la projection canonique sur
AX;. Donc la condition (7) peut étre remplacée par la condition suivante plus
commode dans notre cas.

(i) Pour tout entier ¢ > 0, m;F est équitendue sur X;.

Notre premier résultat est une condition nécessaire et suffisante d’équitension
basée sur I'isomorphisme de Cg*° avec I'espace de suites S®°.

Théoréme 5.2 Soit (§,, n > 1) une suite d’éléments aléatoires de Cy°. On
définit les variables aléatoires u;,(&,) (7 > —1, k € Z) par

U—l,k(fﬁ) = gn(k)’
Ujp(&n) = fn((k+1/2)2-f)—%{fn(krf)+fn((k+1)2*f)}, j>0.

Alors (€n, n > 1) est équitendue dans Cy™° si et seulement si les trois condi-
tions suivantes sont vérifices

lim sup P(juis(&)| > 4) = 0, i>—1, ke Z,(51)

A—-+00 n>1 »
lim supP(sup [uik(€n)| > 6) = 0, 1> —1,’ e>0,(5.2)
q—>+o0 n>1 |k)>q
lim supP<3up 2lt+le gyp lui k()] > 5) = 0, e£>0. (5.3)
J—=+00 n>1 1> kezZ
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Preuve : En utilisant la décomposition (4.13) du théoréme 4.3 et 'isomor-
phisme T, (5.3) apparait comme une simple réécriture de la condition (i) du
théoréme 5.1. Pour voir que la condition (i') pour X = C5"° est équivalente
a (5.1) et (5.2), il suffit d’appliquer encore le théoréme 5.1 & l’espace T'(V})
ou T'(W;-;) (¢ > 1). Dans ce cas, la décomposition de Schauder est donnée
par la base canonique de ’espace correspondant. [

Remarque : Le systéme de conditions (5.1) & (5.3) ne peut pas étre réduit.
Pour le voir, montrons a l'aide de contre-exemples qu'aucune de ces trois
conditions ne peut se déduire des deux autres. Nos trois contre-exemples
seront des processus &, dont la loi est une masse de Dirac.

(56.2) et (5.3) n'impliquent pas (5.1) :

Prendre &, défini par :

wnEn) = 0 si(G,k) # (~1,0).

(5.3) et (5.1) n'impliguent pas (5.2) :
Prendre &, défini par :

u_1£(n) = 6k, kEZ,
wpl6) = 0 sij>0, kel

(5.1) et (5.2) n'impliquent pas (5.3) :
Prendre &, défini par :

wo(6a) = 27Uy, G2 1,
uie(6n) = 0 sij>—1, k#0.

Du théoréme 5.2, découle la caractérisation suivante de I’équitension, plus
intrinséque.

Théoréme 5.3 Une suite (&, n > 1) d’éléments aléatoires de Cy™° est équi-
tendue st et seulement si les deur conditions suivantes sont vérifiées

(a) Pour toute >0, lim sup P(sup 1€.(8)| > é‘) =0,
A=+400 p>1 ¢]>A

(b) Pour tout € > 0, lim sup P(wu(&,,6) > ¢€) = 0.
6—0 n>1

Preuve : Clairement (a) implique (5.2). En utilisant les estimations (4.5),
(4.6) et Iisomorphisme T, (5.3) découle de la condition (b). Montrons que
(a) et (b) impliquent (5.1). Le cas ¢ > 0 est immédiat puisque :

|1 6 (6n)| < 2wa(€n’2‘i“1)2—(i+l)a.
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Pour traiter le cas ¢« = —1, soit 7 > 0. En prenant € = 1 dans (a), il existe
un tp dans R tel que :

sup P(|é(t0)| = 1) <.

n>1
Par (b) il existe un ¢ > 0 tel que :
Vn>1, Pwa(£n,d)<1)>1—mn.

Soit k fixé dans Z. Il existe un entier N tel que (N — 1)§ < |k — to] < N4.
Par chainage de pas ¢, on en déduit :

Yn>1, P(|a(k) = &alto)] < N6%) > 1 —2n.
Donc pour A=1+ Né*, on a:

ce qui achéve la vérification du cas ¢ = —1. Ainsi les conditions (a) et (b)
sont suffisantes pour ’équitension de (&,, n > 1) dans Cg™°.
Pour montrer qu’elles sont aussi nécessaires, on utilise le résultat suivant.

Lemme 5.4 (Suquet [43]) Soit F une famille compacte (pour la topologie
de la convergence faible) de mesures de probabilité sur un espace métrique
séparable S. Soient (F}, | € N) une suite de parties fermées de S décroissante
vers . On définit les fonctions ¢, (I € N) par

o F —- Rt
P = ¢(P)=P(F)

Alors la suite (¢;) converge vers zéro uniformément sur F.

On considére maintenant deux suites A; T +o0, §; | 0 et on définit

F9 = {feCy’ sup |f(s)| =€}, (poure >0 fixe)
[s|> A
FP = {feC ws(f,6)>¢}, (poure >0 fixe).

Ces ensembles sont fermés en raison de la continuité sur Cg”’ des fonction-
nelles utilisées dans leur définition. En appliquant le lemme 5.4, on obtient
la nécessité des conditions (a) et (b)pour I’équitension de (&,, n > 1). u

On donne maintenant deux systémes de conditions suffisantes d’équiten-
sion dans C¢ dont la vérification est plus pratique que celle de (a) et (b).
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Théoréme 5.5 Soit (§,, n > 1) une suite d’éléments aléatoires de C5™°. On
suppose qu’il existe y > 1, 6 > 0 et 7 > 0, tels que les conditions suivantes
soient vérifiées
(?) Pour tout k € Z, sup IE|&,(k)|™ < +c0.
n>1

(it) La série ZIE |€.(k)|” converge, uniformément par rapport a n > 1.
keZ
(113) Il existe une suite de fonctions croissantes G, telle que

146
P(|§n(t)—§n(8)l > /\) < (Gn(t) —/\?’n(s)) , A>0, —00<s<t < +o0.

(v) Il existe 0 < r < 1, tel que G, vérifie les conditions de régularité
hélderienne suitvantes
Gn(t) — Ga(s)

Gnl = sup
I<s<t<i+1  (E=s8)

< 400, [€Z.

(v) La série Z 95 1(Ga(1+1)—Gn(l)) converge uniformément par rapport

lez
an >1 et ses sommes sont uniformément bornées.

Alors (&n, n > 1) est équitendue dans Cy*° pour tout 0 < o < rd /7.

Preuve : On va vérifier les conditions (5.1) & (5.3) du théoréme 5.2. Le cas
particulier 1 = —1 dans (5.1) et (5.2) découle clairement des deux conditions
() et (i7). Comme pour ¢ > 0,

e = e (F522) e (B)] - e (5 - (58]

Les conditions (47%) et (iv) donnent les estimations

k+1/2) (2

P(lugp(éa)l = A) < = [Gn( >]1+5
Lo () a2 e
)-

o (E5E) - au(E)]

< 2(i+1)rd A7

+27+g13"fm[@’n(%"1) -6 (M55 69

ol 'entier [ est défini par 28 < k < 2'(+1). Les fonctions G, étant décrois-
santes, on utilise pour vérifier (5.1) lestimation

<.

1 ta
Puss()] 2 4) € 5B (Gu+ 1) = Ga®),  (59)
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dont la majoration uniforme par rapport & n est une conséquence évidente
de la condition (v). Pour vérifier (5.2), on suppose, sans perte de généralité,
que ’entier g est de la forme ¢ = m2¢ ol m est un entier positif tendant vers
Vinfini. En utilisant 'estimation (5.5) avec le schéma de sommation

>-x(v e ¥ )

lkl>g {>m k=121 k=—(l+1)2i+1
on obtient
1
P({illli,ui,k(gn), > 5) < W{Z g1 [Gr(l+1) = Go(D)]

I>m

+ Z Gni-1[Gn(l) = Ga(l = 1)] }.(5.7)

l<—~m

Par la condition (v), ce majorant tend vers zéro uniformément par rapport a
n quand m tend vers U'infini. Ainsi (5.2) est vérifiee. Finalement pour vérifier
(5.3), la méme méthode nous donne

2(1-}-1) ya—rd)
> 68, [Gr(l+1)—Ga(1)].

P(sup 9(itDa sup [uik(&n)] > 6) < Z
i>7 leZ

27

Par la condition (v), ce majorant tend vers zéro uniformément par rapport
a n quand j tend vers linfini si ya — 7é < 0. ]

Théoréme 5.6 Soit (§,, n > 1) une suite d’éléments aléatoires dans Cy*°.
On suppose l'existence de constantes v > 1, 6 > 0 et 7 > 0, telles que les
conditions sutvantes soient satisfaites.

(i) Pour tout k € Z, sup]E 1€ (k)| < +o0.

(ii) Les séries Z E ]§n )| convergent, uniformément par rapport a n.

kez
(1i1) Il existe une suite de fonctions croissantes bornées G, telles que pour

A>0et —co<s<t<s+1<+o0,

It — Slé(Gn(t) - Gn(s)) ‘

P(|&n(t) = &a(s)| 2 2) < v
(i) M = 5up(Gof +00) = Gnf=o0)) < +oo

(v) Les séries Z 2(l4+1)— n(l)) convergent uniformément par rapport

IEZ
an > 1.
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Alors (&n, n > 1) est équitendue dans Cg5*° pour tout 0 < v < 6/7.

La démonstration est pratiquement la méme (en plus simple) que celle du
théoréme précédent et sera donc omise.

Lorsque 1’on a affaire & des éléments aléatoires de Cy"° engendrés & partir
de processus a trajectoires discontinues par quelque procédure de lissage,
la condition (7i¢) est parfois une exigence trop forte. On peut néanmoins
Paffaiblir de la maniére suivante.

Corollaire 5.7 Supposons que la suite (&, n > 1) d’éléments aléatoires de
Co™° vérifie

lim wa(&, 279™) =0 en probabilité, (5.8)

n—+00

ou j(n) est une suite d’entiers croissante vers l'infini. Alors le théoréme 5.6
reste valable avec (iii) vérifice seulement pour 1 >t — s > 279(),

Preuve : Considérons le processus auxiliaire &, = Ejnyén. Comme ui,k(gn)
est nul pour ¢ > j(n), le théoréme 5.5 donne I’équitension de (€n, n > 1). Par
(4.5), (4.6) et (5.8), (§&n — &) converge en probabilité vers 0. Il en résulte que
pour toute sous-suite (£,,, £ > 1) convergente en loi dans C§*°, (&,,, £ > 1)
converge vers la méme limite. La conclusion en découle par la caractérisation
séquentielle de la relative compacité et le théoréme de Prokhorov. |

5.3 Application au processus empirique lissé

On présente dans cette section, une application de nos résultats a la
convergence faible holderienne du processus empirique lissé. Soit (X,),>1 une
suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, identiquement distribuées
avec fonction de répartition marginale F. On note

1 n
F.it) = - Z 1[X,-,+oo[(t), teR (5.9)
i=1

la fonction de répartition empirique et

§n(t) = \/H(Fn(t) - F(t))1 teR (5‘10)

le processus empirique de Péchantillon (X, Xs,...,X,). On introduit une
suite de noyaux de convolution K,(t) = ¢;'K(t/c,) ou K est une densité
de probabilité sur R et le paramétre ¢, décroit vers 0 & une vitesse qui
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sera précisée ultérieurement. La suite (K,,n > 1) est une approximation de
I'identité, ce qui signifie ici

/Kn(t)dt =1, n>1, (5.11)
R

lim Ka(t)dt = 0, &>0. (5.12)

n—-+co |i|Z€
Le processus empirique lissé correspondant est défini alors par
(o = V(F = F) % K. (5.13)

Nous imposons quelques conditions supplémentaires 4 K pour que chaque
trajectoire de (, soit dans Cy/? et donc dans C&° pour tout o < 1/2 (puisque
nous n’attendons pas davantage de régularité pour le processus limite de (,).
Ces conditions sont données par le lemme suivant.

Lemme 5.8 Soit f une fonction mesurable (non nécessairement continue)
bornée, tendant vers zéro a l'infini et K un noyau de convolution vérifiant

K € L}(R) N LY?(R), (5.14)

|K(z) - K(y)| < a(K)|lz —yl, z,y€R, (5.15)

pour une constante a(K). Alors f *+ K est dans 03/2.

Preuve : Par des arguments élémentaires , f x K est bornée et tend vers
zéro & 'infini. L’estimation évidente

|f * K(z) = f * K(y)| < 2l fllooa(E) PN K || 12|z — y['/? (5.16)
donne wy2(f * K,1) < +oo0. ]

Dans ce qui suit, on suppose que les noyaux K, vérifient (5.14) et (5.15).

Théoréme 5.9 Supposons que la fonction de répartition marginale F de la
suite i.1.d. (Xj, 1 > 1) vérifie pour certaines constantes C >0, 0 <r <1

|F(z) - Fy)| < Clz—y|", z,yeR (5.17)
et
/ F@)Y2(1 - F(z)? dz < +o0. (5.18)
R
On suppose de plus que c, décroit vers zéro et vérifie ‘
n~* = 0(cy). (5.19)

Alors la suite des processus empiriques lissés ((n, n > 1) définis par (5.13)
est équitendue dans Cg°° pour tout 0 < a < r/2.
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Preuve : Nous utilisons le corollaire 5.7 avec la suite d’entiers j(n) définie
par 2/ < n < 27/(M+1 Nous commengons par vérifier les conditions (z) & (v)
du théoréme 5.6 (uniquement la forme affaiblie pour (747)).

D’abord (%) est satisfaite pour 7 = 2. En effet par l'inégalité de Jensen et
le théoréme de Fubini, pour tout ¢ € R,

IE‘/ £t — w) Ko (1) du‘Z < /IE 16t — 1) 2K () du = H = K, (&),
) : (5.20)

ou H=F(1-F). Avec H, = H * K, nous avons évidemment
E|G.(8)]° < Ha)) <1, teR, n>1. (5.21)

Pour vérifier (¢7), il suffit de prouver la convergence uniforme des séries
> kez Hn(k). Les H, étant positives, on a clairement

S H (k) = /R L(w)K, (1) du, (5.22)

kEZ
ou

Lu)=)Y H(k-u), uek (5.23)

keZ

Remarquons maintenant que (5.18) implique 'existence de IE X laquelle
équivaut & la convergence des séries ), ; P(X1 > k) et >, .o P(X1 < k).
La convergence normale sur R de la série (5.23) est alors une conséquence
immédiate des majorations

< 1-F(k-1), k>1, uelo,1], (5.24)
H(k—u) < F(k), k<0, uel0,1] (5.25)

et de la 1-périodicité de L. Ainsi L est continue et bornée sur R. D’autre part
pour m > 1,

> Ha(k) s/

k>m |ul<1 k>m

(1= F(k — 1)) Ka(u) du+/ 1L lloo K (1) s

lu|>1

Par les propriétés (5.11) et (5.12) des noyaux K, ce majorant converge vers 0
uniformément en n quand m tend vers l'infini. L’utilisation de (5.25) a la
place de (5.24) donne un résultat analogue pour >, . H,(k) (m — —00).
Donc (i7) est vérifiée pour 7 = 2. -
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Comme 1/n < 279 < 2/n, le corollaire 5.7 nous permet de verifier (i)
seulement pour 1 > ¢ — s > 1/n, sous réserve que nous puissions établir la
convergence en probabilité vers zéro de wqy((n;2/n). L’inégalité de Rosenthal
nous donne pour tout v > 2 une constante C, telle que

E|G(t) = G(s)[ < G PEI + (BYY)],  (5.26)

ou les variables indépendantes, de méme loi, centrées et bornées Y; sont dé-
finies par

Y= / (l(s—u,t—u](Xi) ~-E 1(s-u,t—u] (X’)) Kn(u) du.
R

Par linégalité de Jensen, le théoréme de Fubini et des majorations élémen-
taires des moments centrés de variables de Bernoulli, on obtient pour s < ¢
et g > 2

q
B < | Bl = B linio (X)) Kolu) du
R

/R(F(t —u) — F(s — u)) Kn(u) du
< FxKn(t) — F*Ky(s).

AN

En notant G, la fonction de répartition F % K,, et en revenant 4 (5.26), nous
avons

IE]Cn(t) — (n(s)P <C, [n1_7/2 + (@n(t) — G’n(s))”’/Q‘I] (é’n(t) — Gn(s)).
Comme les K, sont des densités de probabilité, les G, héritent la régularité
r-holderienne de F' (voir (5.17)) avec la méme constante C indépendante de
n. De plus pour 1 >t —s > 1/n, n'=7/2 < (¢ ~5)"/?71 < (t— )"0/~ Donc
pour 1 >t—s>1/n,

IEICn(t) - Cn(s)r < Olylt - Slr(7/2_1)(én(t) - én(s))) (5.27)

avec C!, = C,(1 + C?/*!). Ainsi la version affaiblie de (47i) est vérifiée pour
v>2avec§ =7(y/2—1) et :

G = C/F % K.

Comme les F x K, sont des fonctions de répartition, (iv) est satisfaite.
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Pour vérifier (v), on laisse tomber la constante C’ et on observe que pour
m €N,

ST(Frkal+1) = FxKy()) = (1-F)xKq(m), (5.28)
i (F+Eu(l) = Fx Kp(l=1)) = FxKu(-m). (5.29)

I<—m

La suite (K,) étant une approximation de l'identité, (1 — F) x K, et F' x K,
convergent uniformément sur R vers 1 — F' et F respectivement. Donc la
convergence vers 0 quand m tend vers I'infini des membres de droite de
(5.28) et (5.29) est uniforme en n. Ceci achéve la vérification de (v).

Pour compléter la preuve,il reste & montrer la convergence en probabilité
vers zéro de wa(Cn; 2/n). En utilisant (5.15), nous avons

Calt) = Cals)] < / a1 Knlt ~ u) ~ Kn(s — )] du
£ — s
= [ len(wldu

A

a(K)

On en déduit

1
oz [l

n

Wa(Gn; 2/n) < 2'7%a(K)

puis

IE we(Gr; 2/n)° < 2a(K) c

- [ Bl du

Enfin, puisque IE [&,(u)] < EY?|&,(w)]?,

na—l

B we(Ca: 2/7) < 20(K) /IR F(w)'2(1 - F(w)"2 du.

c
Ce majorant converge vers 0 grace a (5.18) et (5.19). Ainsi par le corollaire
5.7, ((uy n > 1) est équitendue dans C3*° pour tout a < r(y/2—1)/v. Comme
aucune contrainte de majoration n’est faite sur le choix de v dans l'inégalité
de moment (5.26), cette équitension a lieu pour tout o < /2. n

Théoréme 5.10 Sous les hypothéses du théoréme 5.9, la suite des processus
empiriques lissés (C,, n > 1) définis par (5.13) converge faiblement dans Cy”°
pour tout 0 < o < /2 vers un processus gaussien centré ( de fonction de
covariance

(s, t) = F(s) A F(t) — F(s)F(t), s,t€R. (5.30)
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Preuve : Par le théoréme 5.9, (¢,, n > 1) est équitendue dans Cy° pour
tout 0 < & < r/2. Pour montrer la convergence des lois fini-dimensionnelles
de ¢, on écrit

et on rappelle que les lois fini-dimensionnelles de &, convergent vers celles de
¢ par le théoréme central limite multinomial. Ainsi, il suffit de montrer que
pour tout ¢, (&, * K, — &,)(t) tend vers zéro en probabilité. Par 'inégalité de
Jensen

[&n * Kn(t) — &a(t)]* < / 6n(t — u) — &a(8)|P Kn (u) du. (5.32)
R
Par suite,
Blén s Knl®) = 60F < [ Blealt - 1) - (0 Kn(w) du
< / F(t) = F(t — u)|Ka(u) du.  (5.33)

F' est uniformément continue sur R, comme fonction de répartition continue
(d’ailleurs ceci découle aussi de I’hypothése plus forte (5.17) ). Par (5.12), le
deuxiéme membre de (5.33) tend vers zéro quand n tend vers I'infini. ]

Remarques : L’expression (5.30) de la covariance du processus gaussien
centré ¢ montre qu’il a méme loi que le processus (B(F'(¢)), t € R), ou B
désigne le pont brownien classique indexé par [0, 1]. Cette représentation de
la loi de ¢ est utile pour tester 'optimalité de 'ordre de régularité holderien
dans la conclusion du théoréme 5.10. Considérons pour cela la fonction de
répartition particuliére :

0 si t<0, ‘
Ft)=«¢ t" st 0<t<],
1 s1 t>1.

qui vérifie clairement les hypothéses (5.17) et (5.18). Pour le processus limite
¢ correspondant, nous pouvons écrire :

1<) = ¢l o ()]
sup —————— > limsup ——;-
lt~8|21 |t — 5|7/ tao+ 1772
et
: 1<)l : |B(F ()] :
hir_ljilp ol hgg}}p—FW (en loi)
= e

= +00 D.S.
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par un résultat classique de Lévy (voir par exemple [22]) sur le mouvement
brownien W. Donc presque slirement les trajectoires de ¢ n’appartiennent
pas a C’g/ %? et la conclusion du théoréme 5.10 ne peut étre améliorée. N
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Conclusion

11 est clair que ce document n’épuise pas le sujet de la convergence faible
holderienne. Les perspectives pour une poursuite de ce travail sont diverses.
Concernant les espaces H,[0, 1], une extension au cas multidimensionnel peut
étre envisagée en utilisant une base de Schauder adéquate pour obtenir des
isomorphismes avec des espaces de Banach de multi-suites.

En dimension 1, il serait intéressant de considérer d’autres méthodes de
régularisation comme le lissage mixte combinant interpolation polygonale et
convolution, le lissage par splines, les courbes de Bezier aléatoires,.. .

L’exploitation de la dérivation fractionnaire combinée avec la convergence
faible holderienne devrait trouver des applications & des processus du type
brownien fractionnaire, particuliérement dans les problémes de simulation.

Pour ce qui est des principes d’invariance, une extension de nos résultats
au cas de variables non identiquement distribuées est assez directe. L’étude
de la dépendance forte (longue mémoire) reste & faire.

L’étude dans H, du processus quantile est en cours et devrait permettre
une meilleure compréhension du réle des statistiques d’ordre.

Le cadre fonctionnel C§ que nous avons introduit devrait étre un outil
commode pour 'étude de processus naturellement indexés par toute la droite
réelle comme par exemple, la fonction caractéristique empirique lorsque la loi
sous-jacente a une densité (voir a ce sujet la récente contribution de Rackaus-
kas et Suquet [37]).

Les applications statistiques, notamment autour des divers processus em-
piriques ont été pour nous une source de motivation et constitueront un
prolongement naturel de ce travail.
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