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Introduction 

L'étude classique de la convergence en loi des suites de processus sto
chastiques utilise essentiellement deux cadres fonctionnels. Lorsque les tra
jectoires ont des discontinuités, on a recours à l'espace de Skorohod D[O, 1 J ou 
D(JR+). Lorsqu'elles sont continues, on se contente généralement de l'espace 
C[O, 1] ou C(JR+). Les processus considérés sont souvent de la forme 

où (Xi)i>l est une suite de variables aléatoires réelles et les hn des fonctions 
déterministes. C'est le cas notamment pour les processus de sommes par
tielles lissés ou non, les processus empiriques, les processus quantiles, ... Ces 
deux espaces de trajectoires fournissent des fonctionnelles continues pour 
la plupart des applications courantes de la convergence faible des processus 
stochastiques. 

Il peut y avoir quelque intérêt à sortir de ces cadres fonctionnels usuels. 
Pour certaines fonctionnelles des trajectoires définies à l'aide d'intégrales, 
une topologie L2 [0, 1] ou LP[O, 1] (donc plus faible que celle de D[O, 1]) est 
suffisante (cf. [34] et sa bibliographie). Ceci permet quelquefois d'obtenir 
des théorèmes de convergence sous des conditions de dépendance de la suite 
(Xi)i>l plus faibles que dans le cadre D(O, 1). Cette approche a été utilisée 
notamment par Oliveira [30], Oliveira et Suquet ([31] à [34]). Dans [45], 
Suquet et Viano établissent la convergence faible dans L2 [0, 1]2 d'une suite de 
processus multiparamétriques construits sur des v.a. dépendantes et étudient 
son application statistique à un problème de détection de rupture. Une autre 
alternative au cadre D[O, 1 J est constituée par les espaces de Besov B;·q à 
faible indice de régularité (s < 1/p). Nous renvoyons pour cette étude à 
Boufoussi [6] et à Boufoussi, Chassaing et Roynette [5]. 

L'idée la plus naturelle si l'on cherche une alternative au cadre fonction
nel C[O, 1] est d'utiliser une échelle d'espaces holderiens. Cela semble d'au
tant plus légitime que les processus limites habituels comme le mouvement 
brownien ou le pont brownien ont une régularité holderienne bien connue et 
que les trajectoires de Çn ont souvent elle-mêmes une régularité supérieure 
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(c'est le cas par exemple des lignes polygonales d'interpolation des processus 
de sommes partielles dans le principe d'invariance de Donsker-Prokhorov). 
Comme la topologie d'espace de Holder est plus fine que celle de C[O, 1], 
on dispose dans ce cadre de davantage de fonctionnelles continues. Le pre
mier résultat dans cette direction semble être celui de Lamperti [25] qui en 
1962, a renforcé le principe d'invariance de Donsker-Prokhorov en obtenant 1 

la convergence en loi dans les espaces de Holder d'exposant a < 1/2, ce qui 
est juste la borne de régularité holderienne du mouvement brownien. Une 
démonstration plus récente du principe d'invariance de Lamperti est dûe à 
Kerkyacharian et Roynette [24] qui exploitent les isomorphismes entre les es
paces de Bolder et des espaces de suites fournis par l'analyse de ces espaces 
à l'aide des fonctions triangulaires de Faber-Schauder. Ces isomorphismes 
avaient été étudiés par Ciesielski [8] qui en avait donné une application à 
la régularité des trajectoires d'un processus gaussien [9]. L'utilisation des 
espaces de suites semble particulièrement bien adaptée à la théorie des pro
cessus stochastiques. Une illustration récente en est le travail de Ciesielski, 
Kerkyacharian et Roynette [10]. Le développement de la théorie des onde
lettes et la caractérisation de la plupart des espaces fonctionnels usuels par 
leurs coefficients d'ondelettes (cf. Meyer [27]) devrait avoir des retombées 
dans cette direction. 

Notre travail sur la convergence faible holderienne des processus s'inscrit 
dans cette perspective. 

Nous commençons par rappeler au chapitre 1 l'étude due à Ciesielski de 
l'espace de Banach Ha[O, 1] des fonctions holderiennes d'ordre a. Cet espace 
n'étant pas séparable, nous nous intéressons plus particulièrement à son sous
espace H~[O, 1] qui l'est (il s'agit des fonctions f telles que IJ(x) - f(y)l = 
o(lx- Yla) uniformément sur [0, 1]). En exploitant la caractérisation de Cie
sielski du dual de H~, nous proposons une représentation intrinsèque de ses 
éléments à l'aide de couples de mesures signées. La question des fonction
nelles continues sur H~ nous ayant été souvent posées lors d'exposés relatifs 
à ce travail, nous en donnons ici une liste d'exemple assez fournie. Dans le 
même esprit, la continuité sur H~ des opérateurs de dérivation et d'intégra
tion fractionnaires que nous présentons brièvement nous paraît susceptible 
d'applications ultérieures. 

Après cette partie purement analyste, nous considérons les processus à 
trajectoires holderiennes. Le point de vue que nous adoptons est de les traiter 
comme des éléments aléatoires des espaces H~. La convergence en loi de tels 
processus équivaut à celle des lois de dimension finie et à l'équitension sur 

1 Lorsque les variables aléatoires X; ont des moments de tout ordre, voir le théorème 
2.1 au chapitre 2 pour un énoncé précis. 
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H~ de leurs lois. Le principal outil d'équitension holderienne disponible dans 
la littérature est la condition de Lamperti [25] (voir aussi [24]) qui repose sur 
une inégalité de moments du type : 

Nous prouvons (théorème 1.24) qu'on peut se contenter de vérifier cette in
égalité pour lt- si ~ an, où an décroît vers 0, au prix d'une condition sur le 
contrôle en probabilité du module de continuité holderien de Çn évalué en an-

Dans le chapitre 2 nous étudions la convergence de deux suites de pro
cessus de sommes partielles lissés. Nous commençons par une extension du 
principe d'invariance de Lamperti (pour les lignes polygonales aléatoires de 
Donsker-Prokhorov) au cas de variables Xi dépendantes. Nous considérons 
deux cas de dépendance faible : le mélange fort et l'association. Cette exten
sion repose essentiellement sur des inégalités de moments et des théorèmes de 
limite centrale déjà disponibles dans la littérature. Nous nous intéressons en
suite au lissage par convolution des processus de sommes partielles et notre 
théorème 1.24 trouve là une première application pour établir un principe 
d'invariance holderien. 

Le chapitre 3 est consacré au processus empirique uniforme. Son lissage 
classique par une ligne polygonale (en remplaçant la fonction de répartition 
empirique par le polygone des fréquences cumulées croissantes) fournit un 
processus Çn. Il est bien connu que ce processus converge en loi dans C[O, 1] 
vers le pont brownien. Nous prouvons sa convergence holderienne faible pour 
tout ordre de régularité a < 1/4. Nous montrons l'optimalité de cette borne. 
Son caractère a priori surprenant (le processus limite ayant une régularité 
a < 1/2) est lié au comportement asymptotique des espacements d'une suite 
i.i.d .. Ceci montre qu'en un certain sens, le lissage polygonal est trop bru
tal. Pour un lissage par convolution, les choses rentrent dans l'ordre et nous 
obtenons la borne de régularité a < 1/2 dans la convergence holderienne 
faible vers le pont brownien. Ce dernier résultat a surtout un intérêt théo
rique car le lissage par convolution ne commute pas avec le changement de 
variable Ui = F(Xi) qui transforme un échantillon i.i.d. de fonction de répar
tition marginale continue F en un échantillon uniforme sur [0, 1]. Ceci nous 
a conduits à reprendre l'étude du processus empirique lissé par convolution 
dans le cadre plus général des processus indexés par la droite réelle. 

Le chapitre 4 contient la partie générale de cette étude. Nous introduisons 
l'échelle des espaces fonctionnels C0(IR) formés des fonctions à régularité hol
derienne globale a sur IR et tendant vers 0 à l'infini. Notre premier travail 
est l'extension des résultats de Ciesielski à cette échelle d'espaces. Dans l'es
prit de la théorie des ondelettes, nous les analysons grâce à deux familles de 
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fonctions triangulaires. Pour des raisons de séparabilité, on considère l'échelle 
des sous-espaces C~·o et on montre qu'ils sont Schauder-décomposables. Nous 
caractérisons le dual de C~·o et en donnons une représentation intrinsèque à 
l'aide de mesures signées. En utilisant des résultats généraux de Suquet [43] 
sur l'équitension dans les espaces Schauder décomposables, nous obtenons 
trois théorèmes d'équitension de caractère assez général. 

Comme application, on étudie au chapitre 5 la convergence faible dans 
C~'0 (IR) de la suite de processus empiriques lissés par convolution. En parti
culier quand la fonction de répartition marginale F est suffisamment régulière 
(par exemple lipschitzienne), nous obtenons la convergence faible holderienne 
de cette suite de processus vers un processus gaussien centré de covariance 
f(s, t) = F(s) 1\ F(t)- F(s)F(t) pour tout o: < 1/2. Plus généralement si F 
est seulement r-holderienne, cette convergence a lieu pour tout o: < r /2 et 
cette borne est optimale. 



Chapitre 1 

Le cadre fonctionnel Ha 

1.1 Les espaces de Banach Ho:[O, 1] et H~[O, 1] 

1.1.1 Définitions 

Nous reprenons les notations et les résultats de Ciesielski [8] sur les espaces 
de fonctions holderiennes sur [0, 1]. On définit l'espace de Bolder d'ordre o: 
(0 < o: :::; 1) comme l'espace, noté H0 [0, 1], des fonctions f nulles en 0 telles 
que: 

llfllo = sup lf(t)- f(s)i < +oo. 
0</t-s/::;t it- sio 

On note wa(J, 6) le module de continuité holderien de f 

Wa(J, 6) = sup 
0</t-s/<8 

lf(t)- f(s)i 
it- sla 

On définit le sous-espace H~[O, 1] de Ha[O, 1] par: 

f E H~ {:=::=> f E Ho et lim Wa(J, 6) = O. 
8-tO 

Dans la suite, on abrègera les notations Ha[O, 1] et H~[O, 1] en Ha et H~. 
(Ha, Il · llo) est un espace de Banach non séparable. (H~, Il · llo) en est un 
sous-espace fermé séparable. (Ha, Il · lia) est séparable pour la norme Il · ll,a, 
pour tout 0 < {3 < o:, de plus Ha s'injecte continûment dans H,a. 

1.1.2 Analyse par les fonctions triangulaires 

Pour obtenir un isomorphisme de Banach, des espaces Ho et H~ avec des 
espaces de suites, Ciesielski a utilisé la base de Faber-Schauder, obtenue par 

7 



8 Chapitre 1. Le cadre fonctionnel Ha 

translations et èhangements d'échelle dyadiques de la fonction triangulaire 

{ 

2t si 0 ::::; t::::; 1/2, 
6(t) = 2(1- t) si 1/2 ::::; t ::::; 1, 

0 ailleurs. 

Pour n = 2i + k, j 2:: 0, 0 ::::; k < 2i, on pose : 

On note 6 0 (t) = t1[o,1j(t). On complète la famille { 6n, n E N} en lui adjoi
gnant la fonction 6_1 définie par 6_1(t) = l[o,1J(t). Alors {6n, n 2:: -1} est 
une base de Schauder de (C[O, 1], Il · !loo) espace des fonctions continues sur 
[0, 1] muni de la norme du supremum. De plus {6n,n 2:: 0} est une base de 
Schauder de l'hyperplan fermé C0 [0, 1] des fonctions de C[ü, 1], nulles en O. 
Plus précisément nous avons : 

Lemme 1.1 (Faber-Schauder) Pour toute fonction f de C0 [0, 1], 

+oo 
f(t) = L Àn(f)6n(t), (1.1) 

n=O 

avec )..0 (!) = f(1) et pour n = 2i + k (j 2:: 0, 0::::; k < 2i) : 

La série (1.1} converge uniformément sur [0, 1], autrement dit, au sens de la 
norme Il ·lloo de Co[O, 1]. 

Nous adoptons la notation classique /!.00 pour l'espace de Banach des suites 
bornées u = (un)nEN muni de la norme llulloo = supn~o lunl· De même co 
désignera le sous-espace fermé des suites tendant vers zéro à l'infini. 

Rappelons les résultats établis par Ciesielski en remarquant d'abord que 
toute fonction f de Ha étant dans C0 [0, 1], admet ainsi la décomposition 
précédente avec convergence de la série (1.1) au moins dans C0 [0, 1]. 

Théorème 1.2 ( Ciesielski [8]) Pour toute fonction f de H~, la série 

+oo 
f(t) = L Àn(f)6n(t), 

n=O 

converge au sens de la norme ll·lla· La famille {6n, n 2:: 0)} est une base de 
Schauder de (H~, Il ·lia)· 



1.1. Les espaces de Banach Ha[O, 1] et H~[O, 1] 9 

Théorème 1.3 ( Ciesielski (8]) On pose D.~a) = 2-(j+l)a D.n pour n = 2i +k 

(j ~ 0, 0::; k < 2i) et D.6a) = D.o. Les espaces (Ha, ll·lla) et (f00
, ll·lloo) sont 

isomorphes par les opérateurs Sa et Ta = S;;1 définis comme suit : 

Sa : Ha ---+ eoo 
J f---t U = ( Un)n~O 

avec Un= 2(j+l)aÀn(f), n ~ 1 et uo = Ào(f). 

+oo 
U = ( Un)n~O f---t J = LUnD.~ a). 

n=O 

De plus IISall = 1 et 

Théorème 1.4 (Ciesielski (8]) H~ est isomorphe par Sa à Co,a sous-espace 
des suites de goo vérifiant limj--.+oo 2(j+l)a SUPo::;k<2i luj,kl =O. 

Ainsi on a 

f E Ha {=::::} sup 2(j+l)a sup IÀj,k(f) 1 < +oo, IÀo(J) 1 < +oo 
j~O O::;k<2i 

et 

1.1.3 Lignes polygonales 

L'approximation d'une fonction f par les sommes partielles de sa série de 
Faber-Schauder n'est autre que son approximation par interpolation linéaire 
entre des points d'abscisse dyadique. Les lignes polygonales d'interpolation 
d'une fonction holderienne jouent un rôle important dans notre travail. Pour 
contrôler leur norme, le résultat d'analyse élémentaire suivant nous sera utile. 

Lemme 1.5 Soit f une ligne polygonale sur [0, 1], de sommets (xi, f(xi)), 
(0 ::; i ::; n + 1) avec x0 = 0 et Xn+l = 1. Alors 

lf(t)- f(s)l 
sup 

O<s<t<l lt - sla 

est atteint en deux sommets s =xi et t = Xj, 0 ::; i < j ::; n + 1. 
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Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que f(O) = 0 et écrire 
f sous la forme : 

n 

f(t) = L {Pi(t- Xi)+ f(xi)}l]xi,Xi+I](t), tE [0, 1]. 
i=O 

f(t)- f(s) = Pi(t- Xj)- Pi(s- xi)+ f(xj)- f(xi)· 

Notons Fa(s, t) := lf(t)- f(s)iit- si-a· 
Cas i = j: 
Fa(s, t) = Pilt- sl 1

-a est une fonction croissante de lt- si, donc atteint son 
maximum aux extrémités du segment [xi, xi+1]. 

Cas i < j: 
Maximiser Fa ( t, s) revient à maximiser 

A(s t) = (f(t)- f(s))
2 

= A(s u) où u = t- s. 
' (t- s)2a ' 

A-( ) (m+q(u+s)-ps) 2 
_ 2a( )2 

s, u = 2 = u m + qu + r s ua 

où r = q - p. On étudie A sur le domaine 

image par la bijection h(s, t) -+ (s, t- s) du carré 6 =]xi, xi+1] x]xj, Xj+tl· 
C'est le parallélogramme de sommets a, b, cet d : 

On a 

a 

c 
(xi, Xj+t- xi), 
(xi+l' Xj- Xi+t), 

b (Xi+t, Xj+t- Xi+t), 
d = (xi, Xj- Xi). 

ail 
- = 2u-2

a-
1 (m + qu + rs)( -o:m + (1- o:)qu- o:rs). ou 
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On étudie à s fixé, le signe de ~:. On a deux zéros, u1 - m~rs et u2 = 
1 ~a m~rs et u1u2 < O. On note u* = max(u1, u2) > O. Comme A change 

de signe en u* (à s fixé) et limA(s, u) = +oo quand u ---+ +oo, A(s, .) est 
décroissante sur [0, u*], croissante sur [u*, 1] et son maximum est donc atteint 
sur l'un des segments [a, b] ou [c, d]. 

A u fixé, À(., u) est un carré, nul pour s* = m~çu. Si s* < 0, A(., u) est 

croissante sur [0, 1]. Si s* > 0, À(., u) est décroissante sur [0, s*] et croissante 
sur [s*, 1] et donc son maximum est atteint sur l'un des segments [a, d] ou 
[b, c]. 

Ainsi le maximum de À (ens et u) est atteint sur l'un des sommets a, b, c 
ou d du parallélogramme D; c'est-à-dire en : 

a (xi, Xj+1 -Xi) ::::} (s, t) (xi, Xj+1), 
b (xi+l, Xj+1- Xi+1) ::::} (s, t) (xi+ 1 ) x j+ 1) ) 
c (xi+1, Xj - Xi+1) ::::} (s, t) (xi+1, Xj), 
d (x· x·- x·) t) J t 

::::} (s, t) (xi, Xj ). 

• 

1.1.4 Compacité dans H~ 

La convergence faible hëilderienne d'une suite de processus stochastiques 
est équivalente à la convergence des lois fini-dimensionnelles de cette suite 
(cf. Proposition 1.20 ci-dessous) et à sa relative compacité dans l'espace des 
mesures de probabilité sur (la tribu borélienne de) H~ muni de la topologie de 
la convergence étroite. Par le théorème de Prokhorov, cette relative compacité 
équivaut à l'équitension de la suite des lois. Il est donc utile de connaître 
les compacts de H~. Commençons par une condition suffisante de relative 
compacité très utile en pratique. 

Lemme 1.6 Si 0 < a < f3 < 1 et si K est borné dans Hf3 alors K est 
relativement compact dans H~. 

Ce résultat est contenu implicitement dans la preuve d'un lemme d'équiten
sion de Lamperti (voir le lemme 1 dans [25]). Cette preuve combine l'utili
sation de la dérivation fractionnaire et le théorème d'Ascoli. Nous proposons 
ci-dessous une démonstration plus élémentaire exploitant les isomorphismes 
avec les espaces de suites et la condition de relative compacité dans c0 fournie 
par la proposition suivante : 

Proposition 1.7 Soit F C c0 . S'il existe g E c0 telle que pour tout f = 
(f(n))n?.O E F, IJ(n)j:::; g(n), Vn 2: 0 alors Fest relativement compact dans 
co. 
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Ce résultat est sans doute bien connu des analystes, mais ne l'ayant trouvé 
dans la littérature que sous forme d'exercice, nous nous permettons d'en 
expliciter la preuve. 
Preuve : Pour éviter une double indexation, nous considérons les suites 
comme des fonctions définies sur N. Soit g E c0 et K = {! E c0 ; lfl ::; g }. 
Comme K peut s'écrire K = TinEN[-g(n), +g(n)], il est compact pour la 
topologie produit de IRN d'après le théorème de Tychonoff ou par le procédé 
diagonal pour la compacité de [0, 1]N. 

Soit Un)n>o une suite d'éléments de K, on peut extraire une sous-suite 
notée encore Un)n?.O convergente vers f dans K (pour la topologie produit), 
c'est-à-dire, \:ft EN, fn(t) --7 f(t) (convergence simple sur N). 

D'autre part, pour tout t E N et tout n ~ 0, lfn(t)l ::; g(t) d'où par 
passage à la limite, lf(t)l ::; g(t). Comme g E c0 , on a pour tout é > 0 un 
t0 EN tel que \:ft~ to, g(t) < ~' donc lfn(t)- f(t) 1 :S 2g(t) < ê. 

Pour chaque t = 0, 1, ... , t 0 -1, il existe un mt E N tel que pour n ~ mt, 

lfn(t) - f(t) 1 < E, grâce à la convergence simple de fn vers f. 
Finalement pour n0 = max mt, on a 

t<to 

Vn ~ no, Vt EN, lfn(t) - f(t) 1 < é. 

Ainsi fn converge uniformément vers f sur N, autrement dit au sens de la 
topologie de c0 . K est donc compact dans c0 . Comme F (adhérence de F) 
est fermé et est inclus dans K, on en déduit que F est relativement compact 
dans c0 . • 

Preuve du lemme 1.6 : Soit K un borné de H/3. Il est clairement inclus 
dans tous les H~ pour tout 0 < a< /3. On a (en notant comme d'habitude 
n = 2i + k): 

Comme Sfl est un isomorphisme, StJ(K) est borné, c'est-à-dire 

ce qui est équivalent à 

::JC > 0, sup sup lunl ::; C 
cpEK n?_O 

IÀo(<p)l::; C et 2(j+l)fJIÀn(<p)l::; C, <p E K. 

Ainsi 1 Ào ( <p) 1 ::; C et 

2(j+l)a1Àn(<p)l < CT(j+l)(fJ-al, n~1,<pEK 

< C'n-({3-a). 
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Donc, d'après la proposition précédente, 

est relativement compact dans c0 . On a K = S;;_ 1(L) = Ta(L). Comme Ta 
est continue de c0 dans H~, K est relativement compact dans H~. 

Lemme 1.8 (Suquet [44}) K est relativement compact dans H~ si et seule
ment si 

lim sup Wa(f, 6) =O. 
<Ï-->0 /EK 

(1.3) 

Cette version holderienne du théorème d'Ascoli n'est probablement pas ori
ginale. Il nous a paru utile d'en reproduire une démonstration basée sur 
l'isomorphisme entre H~ et un espace de suites. Celle ci améliore un résultat 
déjà contenu dans [43]. 
Preuve : Montrons d'abord la suffisance de (1.3). Notons Eif la somme 
partielle de la série de Faber-Schauder de f relative aux fonctions .6.i,k pour 
i ~ j et 0 ~ k < 2i. D'après un théorème général caractérisant les relati
vement compacts d'un espace Schauder décomposable (cf. théorème 2 dans 
[43]), K est relativement compact dans H~ si et seulement s'il vérifie les deux 
conditions : 

'Vj E N, sup IIEifl/a < +oo, 
/EK 

_lim sup 1/J- Ejfl/a O. 
J->+oo /EK 

(1.4) 

(1.5) 

En raison de l'isomorphisme du théorème 1.4, il existe une constante C > 0 
telle que pour toute f E H~, 

1/Eifl/a < C {Ào(f) + m~x max_ 2ia Ài,k(f)}, (1.6) 
os:~s:J 09<2' 

Il est clair que IÀo(f)l = lf(1)1 ~ wa(f, 1) et que : 

2ia Ài,k(f) ~ 2iawa(f, 2-(i+l))2-(i+l)a ~ Wa(f, 2-(i+ll). (1.8) 

On en déduit : 

IIEjflla < 2Cwa(J, 1), 
IIJ- Ejfl/a < Cwa(f, 2-i). 

(1.9) 

(1.10) 
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On remarque alors que l'on a l'estimation élémentaire suivante : 

(1.11) 

En effet soient x et y fixés dans [0, 1]. Si 2-j < Jx- yJ, on découpe [0, 1] en 
2i intervalles dyadiques et on obtient par chaînage : 

Si Jx- yJ :::; 2-i, on a directement : 

Par (1.10), la convergence uniforme sur K de wa(J, 6) vers 0 implique (1.5). 
Grâce à (1.9) et (1.11), on voit que (1.4) est alors automatiquement réalisée. 
Ceci prouve la suffisance de (1.3) pour la relative compacité de K. 

Pour montrer sa nécessité, on ne perd pas de généralité en supposant K 
compact. Il résulte de (1.11) que pour 6 > 0 fixé, wa(J, 6) est une norme sur 
H~, équivalente à JJ!IIa· Ainsi l'application wa(., 6) est continue sur H~. Si 
6n décroît vers 0, la suite d'applications continues wa(., 6n) décroît vers 0 
sur H~, à cause de la définition même de H~. Par le théorème de Dini, cette 
décroissance est uniforme sur le compact K, ce qui prouve (1.3). • 

Remarquons que le caractère superflu de la condition (1.4) vient de la 
nullité à l'origine de toutes les fonctions de Ha. Sans cette nullité, il fau
drait redéfinir la norme de l'espace en lui ajoutant par exemple Jf(O) J. Le 
contrôle du module de continuité hûlderien n'impliquerait plus celui de la 
norme holderienne globale et on ne pourrait plus faire l'économie d'une condi
tion contrôlant la taille des trajectoires (via J!Eiflla ou Jlflloo ou au moins 
leur valeur en 0). 

1.2 Fonctionnelles et opérateurs sur H~ 

Certains opérateurs et fonctionnelles utiles en statistique et quelques opé
rateurs importants en analyse sont continus sur Ha. Comme la convergence 
en loi se conserve par image continue, la convergence en loi dans un espace 
fonctionnel permet ainsi d'obtenir celle de fonctionnelles de trajectoires et 
des processus images continues. De plus, comme la topologie de Ha est plus 
fine que celle de C[O, 1], on peut espérer obtenir plus de fonctionnelles conti
nues. Nous présentons dans cette section des exemples de fonctionnelles et 
d'opérateurs continus sur Ha. Commençons par le dual de H~. 
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1.2.1 Dual de H~ 

On note (t'1 , ll·lle1), l'espace des suites réelles a= (a0 ,a1, ••• ) telles que 
llalle1 = l:n2:0 lanl < +oo. Le dual de H~ est donné par les résultats suivants: 

Théorème 1. 9 ( Ciesielski [ 8]) Toute fonctionnelle linéaire continue cp sur 
(H~, Il · llo) est de la forme 

+oo 
cp(!)= Lan Un (1.12) 

n=O 

avec Uo = Ào(/), Un= 2(j+1)0 Àn(/), n = 2j + k, (j 2: 0,0 ~ k < 2i) et 
a= (ao,a1 , .. . ) E é'1 . 

De plus llcpii(H~)' ~ li Soli · llalle1, llalle1 ~ IIToll ·llcpii(H~)' et les constantes 
IISoll et IIToll sont optimales. 

Ce théorème nous permet de proposer une caractérisation plus intrinsèque 
du dual de H~. 

Théorème 1.10 cp est une forme linéaire continue sur H~ si et seulement 
s'il existe f-l mesure signée sur [0, 1] et v mesure signée sur [0, 1 F telles que : 

cp(!) = r f(t)f-l(dt) + r 2f(t)- f(t + ~)- f(t- u) v( dt, du) (1.13) 
}[0,1] }[0,1]2 u 

où la deuxième intégrande vaut zéro lorsque u = 0, ce qui revient à la pro
longer par continuité puisque f E H~. 

Preuve : On rappelle qu'une mesure signée est une différence de deux me
sures positives de masses finies. cp telle qu'elle est définie par (1.13) est clai
rement une forme linéaire et 

lcp(f)j ~ IIJIIoolf-li([O, 1]) + 211JIIolvi([O, 1]2
). 

Ainsi jcp(f)l ~cil/llo où c = 11-li([O, 1]) + 2lvi([O, 1]2). Ceci entraîne sa conti
nuité. 

Réciproquement, si cp est une forme linéaire continue sur H~, d'après le 
théorème 1.9, il existe a= (an)n 2o E t'1 telle que 

cp(!) =Lan un avec Uo = Ào(/) et Un= 2(j+l)o Àn(/), n 2: 1. 
n2:0 

En posant f-l = a0 (5r ( c5 désignant la mesure de Dirac) et 

où t· = k + 1/2 
],k 21 ' 
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on a 

aof(!) + 2.:; I>;+k { 2f( k ~;l/2 ) - f C; 1) - !(~) }2(j+1)o 
j?:_O k=O 

{ f(t)J-L(dt) + { 2j(t) - j(t + :) - f(t- u) v( dt, du). 
}[0,1] }[0,1]2 u 

Ainsi r.p admet la représentation (1.13). • 
Remarque :Il est clair qu'il n'y a pas unicité de la décomposition (1.13). Le 
dual H~' est en fait isomorphe à un quotient de l'espace de Banach M[O, 1] EB 
M[O, 1]2. L'intérêt de la décomposition (1.13) est de clarifier la structure 
d'une forme linéaire continue sur H~. Sa première composante J-L charge les 
valeurs de f, comme une forme linéaire continue sur C[O, 1]. La deuxième 
composante v charge les différences secondes de f avec pénalisation u-a, ce 
que l'on pourrait appeler les accroissements holderiens de f. 

1.2.2 Exemples de fonctionnelles 

On donne maintenant quelques exemples de fonctionnelles continues sur 
H~. 
Exemple 1 : Cet exemple dû à Ciesielski, nécessite l'introduction d'une 
classe particulière de formes linéaires continues sur C[O, 1]. Soit f E C[O, 1] 
et g une fonction à variation V (g) bornée sur [0, 1]. On considère l'intégrale 
r.p(f) = f0

1 gdf dont l'existence n'est pas évidente puisque f n'étant pas 
supposée à variation bornée, on ne peut la considérer comme une intégrale 
de Stieltjes. En fait on la construit comme : 

1 1 N 

r.p(f) = { g(t)df(t) = lim { gN(t) df(t) = lim L anbn, 
Joo N~+oo}oo N~+oo 

n=O 

(1.14) 

où gN = .L:=o anxn est la somme partielle de la série de Haar de g et en 
notant : 

bn = 11 

Xn(t)dj(t): = Àn(/), 

le n-ième coefficient de Schauder de f. Remarquons que lorsque f est de 
classe Cl, l'intégrale ci-dessus coïncide avec la définition classique (i.e. au 
sens de Riemann) puisque f0

1 Xn(t)f'(t)dt = Àn(f). L'existence de la limite 
dans (1.14) résulte du lemme élémentaire suivant. 
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Lemme 1.11 Si g est une fonction à variation V(g) bornée sur [0, 1] et 
(an(g))n 2o est la suite de ses coefficients de Haar alors '2:~:0 Jan(g)J < +oo. 

Preuve: On a: xo(t) = 1[o,IJ(t) et pour j 2: 0, 0::::; k < 2i, 

X2i+k = 2i/
2 

(1 [.!. k+l/2 [- 1 [k+l/2 ill[). 
2J'2J 2J'2J 

Clairement, Ja0 (g)J = J J0
1 g(t) dtJ < +oo car g est bornée. D'autre part, 

a2i+k(g) = 11 

X2i+k(t)g(t) dt 

2j/
2 t g(t) (1 [.!. k+l/2 [(t) - 1 [k+l/2 ill [(t)) dt Jo 21' 21 21 • 21 

. [l(k+l/2)Ti j(k+1)2-i l 
21/2 g(t) dt- g(t) dt 

k2-i (k+l/2)2-i 

En faisant le changement de variables t = (u + 2k)2-j-l dans la première 
intégrale et t =(v+ 2k + 1)2-j-l dans la deuxième, on obtient : 

1 t [ (t + 2k) (t + 2k + 1 )] 
a2i+k(g) = 2. 2i/2 Jo g 2i+l - g 2i+l dt. 

Ainsi 

car à t fixé, 

t 1 g ci~ 1 + :j) -9 ( 2i~ 1 + k ~ ~) 1 < v (g) , 
k=O 

les intervalles [t+ 2
k t+2k+I] (0 < k < 2i) étant disJ'oints Par suite 2J+l ' 2J+l - . 

d'où la conclusion. • 
A partir de ces fonctionnelles linéaires continues r.p sur C[O, 1], en impo

sant des conditions de régularité supplémentaires à g, Ciesielski a obtenu des 
fonctionnelles continues sur H~. 
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Théorème 1.12 (Ciesielski [8]) Soit 0 <a< 1, a+/3 = 1 et gE Hl1[o, 1]. 
On suppose de plus que g est à variation V (g) bornée sur [0, 1]. La fonction
nelle linéaire 

<p(f) = 11 

g(t)df(t) 

est continue sur H~ et sa norme satisfait l'inégalité : 

ll<t?il(n~l' ~ 111 

g(t) dtl +A( a) [V(g) 1191111] 
112

, 

où A( a) = V2(2"
1
12_ 1). 

Exemple 2: 

11 f(t) 
<p(f) = a tl+/J dt, f3 <a. 

Il est clair que c'est une fonctionnelle linéaire et 

1
1 dt 

j<p(f)l ~ llflla a tl+IJ-a < +oo pour f3 <a. 

Exemple 3 : Cet exemple généralise le précédent. Pour 0 < ta < 1 et 
0 < f3 < a, considérons : 

<p(f) = 1
1 f(t)sgn(t- ta) d 

v.p. a it- tai1+11 t 

hm dt+ dt . . {1to-t: - f(t) 11 
f(t) } 

e-+a a (ta- t)l+/J to+e (t- ta)l+/J 

Il est clair que <p est une fonctionnelle linéaire et que 

(f) = 11 f(ta)sgn(t- ta) d 11 (f(t)- f(ta))sgn(t- ta) d 
<p v.p. a it- tall+IJ t + a it- tall+IJ t, 

où la deuxième intégrale est convergente (/3 < a) et vérifie : 

1 

t (f(t)- f(ta))sgn(t- ta) dtl ~ llflla 11 
dt . 

la it- tall+IJ a it- tall+IJ-a 

La valeur principale de la première intégrale se calcule explicitement. 

1
1 f(ta)sgn(t- ta) d _ 

v.p. l jl+/J t -a t- ta 
r { rto-E: -f(ta) dt + 11 

f(ta) dt } 
e~ la (ta- t)1+11 to+t: (ta - t)l+IJ 

. {i.e f(ta) 11
-to f(ta) } 

hm 1+i3 du + 1+/J dv 
e-+a to U t: v 

f(ta) ( 1 1 ) 
~ tg - (1 - ta)11 · 
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Comme lf(ta)l est majoré par ll!lla, on obtient finalement 

lcp(f)l::; C(o:,fJ,ta)llflla 

et la continuité de la fonctionnelle linéaire <p s'en déduit. 

Exemple 4: 

cp(!)= t _!_ { f(t)- f(s) dsdt11(du) 
la u 1{/t-s/~u} lt- sla 

où 11 est une mesure signée sur [0, 1]. <pest une fonctionnelle linéaire et 

lep(!) 1 < llflla t _!_ { dsdtl11l(du) 
la U 1{/t-s/~u} 

< 2IMI([o, 1])ll!lla, 

<p est donc continue. 

19 

• 

Exemple 5 : Listons pour mémoire quelques fonctionnelles non linéaires 
dont la continuité sur H~ est évidente : 

lf(t)- f(ta)l 
<p2(f) = Wa(f, 6), <p3(f) = sup 1 la · 

tE(a,1] t - to 

Exemple 6 : La p-variation au sens de \Niener pour p ~ 1/o:. 
Soit f une fonction [0, 1] ---+ R On suppose qu'il existe c = c(f) telle que 

pour toute famille (h, k ~ 1) d'intervalles disjoints (h =]ak, bk[) de [0, 1] : 

(1.15) 

On dit alors que f a une p-variation bornée et on appelle p-variation de f la 
borne inférieure Vp(f) des constantes c vérifiant (1.15). Si f E Ha, Vp(f) est 
finie pour tout p 2: 1/ o:, en effet : 

(
"'(bk_ ak)pa IJ(bk)- f(ak)IP) 

1
/P 

L;: (bk- ak)pa 

< (IIJII~) 1/P (L(bk- ak)pa) 
1
/p 

k 

< llflla(L(bk- ak)) 11P 
k 
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Par suite Vp(f) ~ /1!/la et comme VP vérifie l'inégalité triangulaire, ceci en
traîne sa continuité. 

1.2.3 Exemples d'opérateurs 

Exemple 1 : Intégration fractionnaire 
Considèrons 1 'opérateur d'intégration fractionnaire d'ordre /3, de Riemann
Liouville (cf. par exemple M. Riesz [38]) : 

1 t 
! 13 f(x) = r(,B) la (x- t) 13

-
1 
f(t) dt, xE[0,1J. (1.16) 

L'intégrale converge au moins pour /3 > 0 et f continue. L'opérateur Isatis
fait les propriétés suivantes : 

Proposition 1.13 On suppose a, /3 > 0 et a+ /3 < 1. Alors Jf3 est un 
opérateur linéaire continu de Ha dans Ha+/3[0, 1]. 

Preuve : Il est clair que Jf3 est un opérateur linéaire. L'appartenance de Jf3 f 
à Ha+/3 pour f E Ha est démontrée par le théorème 14 de Hardy Littlewood 
[21]. Pour vérifier la continuité de J!3, nous reprenons leur preuve en regardant 
comment les constantes sous-entendues dans leurs 0 dépendent de f. Il s'agit 
d'estimer 

A= ! 13 f(x)- Jf3 j((x- h) V 0), 0 ~ h ~ 1, 

par un O(ha+/3) uniformément en x. 
1er cas : x - h ;::: 0, on a 

A= ! 13 f(x)- ! 13 f(O) = ! 13 f(x), 

ainsi 

1 t lAI < f(/3) la (x- t) 13
-

1
lf(t)l dt 

< li fila t( )/3-1 ad - IIJII xa x/3 
f(/3) la x- t x t - a f(/3) 7f . 
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Par suite 

/A/ :::; f(,B ~ 1) 1/!1/aha+fi. 

2e cas : 0 < x - h < x :::; 1, on a 

{x rx-h 
f(,B)A =Jo f(x- u)ui1- 1du- Jo j(x- h- v)vi1- 1dv. 

En posant h + v = u dans la deuxième intégrale, on obtient : 

r(,B)A lx f(x- u)ufi- 1 du -lx f(x- u)(u- h)fi- 1 du 

-lx (!(x)- f(x- u))ufi-1 du 

+lx (!(x)- f(x- u))(u- h)fi- 1 du+ J~) (xfi- (x- h)f3), 

qu'on peut écrire aussi, comme 

r(,B)A = J(x) (xf3- (x- h)fi)- rh (!(x)- f(x- u))ufi-1 du 
,8 Jo 
-lx (!(x)- f(x- u))(u13 - 1

- (u- h)fi-1
) du 

11 + 12 + 13. 

Majoration de 11 
1er cas : h :::; x :::; 2h, on a 

par suite 
')et+/3 

/11/ ::=; TIIJI/aha+f3. 

2e cas: x> 2h (et donc x- j > x/2), on a xf3- (x- h)f3 = ,8(x- eh)f3- 1h, 
e E]O, 1(, par le théorème des accroissements finis. Ainsi 

x13 - (x- h) 13 :::; ,8(x- h)f3-1 h, car ,8- 1 < 0, 

:::; ,e(~)f3-1h = ,821-f3xfi-1h 

D'où /11/ :::; l/fl/a2 1-f3xa+f3- 1h et comme a+ ,8 < 1 et x> h, on obtient 

/11/ ::=; 21-f31/JI/aha+f3. 
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Une majoration commune pour les deux cas est donc : 

Majoration de J2 

IJ2l < 1h lf(x)- f(x- u)Ju13- 1 du 

l
h ha+/3 

< llfllaua+/3- 1 du= llflla--{3. 
o a+ 

Ainsi 

Majoration de J3 

Jl3J < lx llflla/u13- 1
- (u- h)13 - 1 jdu 

llflla lx ua((u- h) 13 - 1
- u13- 1

) du, car {3- 1 <O. 

On pose u = hw, on obtient 

Notons 

Jl3J < llfllaha+/31x/h wa((w- 1)13- 1 - w13- 1) dw 

< llfllaha+/31+oo wa((w -1) 13- 1 - w13- 1) dw. 

Ca,/3 = i+oo wa((w- 1)13- 1 - w13 - 1) dw. 

Au voisinage de l'infini, (w- 1)13-1 - w/3- 1 
rv w!3- 1 (1- {3)w- 1 , donc l'inté

grande dans Ca,/3 est équivalente à ({3- 1)wa+/3-2 et comme a+ {3- 2 < -1, 
on en déduit que Ca,/3 est finie. 

Finalement 

par suite 

13 J _ 3 Ca,/3 III !lla+/3 ::; c lilla avec c- r({3 + 1) + r([3) 

Ainsi ]13 est bien un opérateur linéaire continu de Ha dans Ha+/3[0, 1]. • 
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Exemple 2 : Dérivation fractionnaire 
L'opérateur de dérivation fractionnaire d'ordre f3 d'une fonction f est 

défini formellement par : 

(1.17) 

où Jl-/3 est l'opérateur d'intégration fractionnaire d'ordre 1- f3 de Riemann
Liouville. 

On commence par un résultat de Hardy-Littlewood sur l'existence et la 
définition de l'opérateur Df3 sur H0 • 

Théorème 1.14 (Hardy-Littlewood [21]) Si 0 < f3 < a ~ 1 et f E H0 , 

alors Df3 f existe et f = Jf3 Df3 f. De plus 

Proposition 1.15 Df3 est un opérateur continu de Ha dans Ha-/3[0, 1]. 

Preuve : D'après le théorème 1.14, Jf3 Df3 = IdHa pour 0 < f3 < a. Vérifions 
que Df3 Jf3 = IdH

0
_ 13 • Soit g E Ha-f3, 

On en déduit que Jf3 est une bijection de Ha-/3 sur Ha- Jf3 est un opérateur 
linéaire continu et bijectif de l'espace de Banach Ha-/3 sur l'espace de Banach 
H0 . Son inverse Df3 est donc lui aussi continu de Ha dans Ha-(3, grâce à un 
corollaire classique du théorème de l'application ouverte (cf. par exemple 
Brézis [7], corollaire II.6 p. 19). 

1.3 Processus à trajectoires dans Ha 

Dans cette section, nous présentons deux points de vue sur les processus 
stochastiques à trajectoires holderiennes. Dans le premier, on observe un 
nombre fini de valeurs Ç(t1), Ç(t2), ... , Ç(tk) à partir desquelles on souhaite 
reconstituer la trajectoire et étudier sa régularité holderienne. Dans le deux
ième point de vue, on considère directement un processus à trajectoires dans 
H0 comme une variable aléatoire Ç: D ---t Ha. Sa loi Pç = pç-1 est une 
mesure de probabilité sur la tribu borélienne de H 0

. 
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1.3.1 Modification à trajectoires p.s. dans Ho: 

Etant donné un processus {Çt, tE [0, 1]}, quelques conditions pour qu'il 
ait une version à trajectoires presque sûrement dans Ha sont données par les 
théorèmes suivants : 

Théorème 1.16 (Kolmogorov) Soit (Çt, tE [0, 1]) un processus défini sur 
un espace de probabilité (D, A, P) et supposons qu'il existe 6 > 0, 'Y > 0 et 
C > 0 tels que : 

(1.18) 

Alors il existe une version deÇà trajectoires dans H~ pour tout 0 <a< 6/"f. 

Théorème 1.17 (Nobelis [29]) Une condition suffisante pour que presque 
toutes les trajectoires de Ç soient dans H~ est qu'il existe une fonction de 
Young cP telle que : 

t 1 1 Jo Q(u)c/J-1 (u2) ua+l du< +oo' (1.19) 

avec Q(u) = inf {a> 0: f{ls-ti<u}lEc/J{~IÇt- Çsl} dsdt < 1. 
Dans ces conditions, pour tout c > 0, on a 

JE[ IÇt -Çsl ] 51f:Q( )"'-1( 1) 1 d sup al la ::; 6 u 'P 2 a+l u. jt-sj<o: 12 t- S 0 U U 
(1.20) 

Rappelons qu'une fonction de Young est une fonction définie sur IR, continue, 

· t ' 'fi t l' c/J(x) 0 r· c/J(x) pa1re, convexe e ven an : 1m -- = , 1m -- = +oo. 
x--+0 X x-++oo X 

Corollaire 1.18 (Nobelis [29]) Une condition suffisante pour que presque 
toutes les trajectoires de Ç soient dans H~ est qu'il existe un nombre réel 
p > 1, tel que : 

(1.21) 

On retrouve ainsi une condition suffisante antérieure d'Ibragirnov. 

Corollaire 1.19 (Ibragimov [23]) Soit f une fonction définie sur ffi.+, crois
sante telle que pour tous s, t dans [0, 1] : 

(1.22) 
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Une condition suffisante pour que presque toutes les trajectoires de Ç soient 
dans Ha est que 

1
1 f(u) 

o ua+l+l/p du < +oo. (1.23) 

Dans le cas où l'intégrale diverge, Ibragimov a montré qu'il existe un 
processus ( vérifiant (1.22), tel que 

( 
J(t- (sJ ) 

P sup J J = +oo = 1. 
s=/=t t - s a 

(1.24) 

1.3.2 Elément aléatoire dans Ha 

Le deuxième point de vue, qui est celui adopté dans notre travail, consi
dère un processus à trajectoires holderiennes comme un élément aléatoire 
de l'espace fonctionnel Ha. On observe directement toute une trajectoire, ce 
qui correspond au tirage au hasard d'une fonction Ç suivant la loi PE. Cette 
situation se présente par exemple dans l'étude des principes d'invariance où 
l'on peut observer directement toute la trajectoire Çn(t) (ligne polygonale) ou 
lorsque la trajectoire est fournie par un appareillage analogique (sismographe 
... ) . 

L'étude de la convergence en loi des éléments aléatoires de H~ repose sur 
le résultat suivant. 

Proposition 1.20 La convergence en loi dans H~ d'une suite de processus 
(Çn, n 2: 1) équivaut à l'équitension sur H~ de la suite des lois Pn = PÇ;;1 

des éléments aléatoires Çn et à la convergence des lois fini-dimensionnelles de 
Çn. 

Preuve : En effet, il est clair que l'équitension et la convergence des lois 
fini-dimensionnelles sont des conditions nécessaires pour la convergence faible 
holderienne d'une suite de processus (Çn, n 2 1). D'autre part, si la suite des 
lois (Pn)n>l est équitendue, il existe au moins une sous-suite de (Pn)n>l qui 
converge ~ers PE, loi d'un élément aléatoire Ç de H~. Il reste à montr~r que 
cette loi limite est unique. 

Pour cela, on rappelle que si X est un espace de Banach séparable, sa 
tribu borélienne Bx coïncide avec sa tribu cylindrique Cx, tribu engendrée 
par les fonctionnelles cp du dual topologique X'. Ainsi, si on note, pour Ç 
élément aléatoire de X et cp élément déterministe de X', 

LE(cp) = IEexp(i(Ç,cp)) = IEexp(icp(Ç)), 
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la fonctionnelle caractéristique de Ç, on a 

Lç('P) = Lc,('P), V'P EX' {:=} Ç et (ont même loi (Pç =Pc,). 

Par le théorème de convergence dominée, on voit facilement que la fonction
nelle caractéristique est continue sur X'. Il suffit donc de tester l'égalité de 
Lç et Le, sur une partie dense de X' pour vérifier l'égalité des lois de Ç et (. 

Revenons à H~ et soit 'P un élément du dual (H~)'. Le théorème 1.9 nous 
fournit une suite a = (an) E /!1 (N) telle que : 

+oo 
'PU) = aof(l) + L an2(j+l)a Àn(f), f EH~. (1.25) 

n=l 

De plus II'PIIcHg)' :S IISallllallel. Cette inégalité nous permet de voir, via le 
critère de Cauchy, que la série dans (1.25) converge pour la topologie de la 
norme de (H~)'. On en déduit alors que la famille des fonctionnelles { Àn, 
n 2: 0} définies par (1.2) est totale dans (H~)'. Il en résulte immédiatement 
que la famille des évaluations aux points dyadiques (f H f(k2-i)) est totale 
dans (H~)'. 

Pour conclure, supposons que (Pn)n2:l ait deux sous-suites dont les lois 
convergent respectivement vers Pç et Pc,. La convergence des lois fini-dimen
sionnelles de (Pn)n2:l entraîne l'égalité de Pç et Pc,. • 

1.3.3 Résultats d'équitension dans Ha 

Dans les problèmes de convergence faible de processus dans Ha, nous 
avons besoin de conditions d'équitension. En raison de cette notion d'équi
tension, on travaillera sur (H~, Il · lia) qui est un espace polonais. Comme 
H~ s'injecte continûment dans Ha, la convergence en loi sur H~ implique la 
convergence en loi sur Ha. Une première condition suffisante est donnée par: 

Théorème 1.21 (Kerkyacharian, Roynette [24]) Soit (Çn)n2:l une suite 
de processus nuls en 0 et vérifiant pour des constantes 1 > 0, c5 > 0 etc > 0 : 

(1.26) 

Alors la suite des lois Pn des processus Çn est équitendue dans H~ pour 0 < 
a< o;,. 

Dans les applications, cette condition est utilisée essentiellement sous sa 
version moments, obtenue via l'inégalité de Markov, à partir de (1.26). 
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Corollaire 1.22 (Lamperti (25]) Soit (Çn)n2::l une suite de processus nuls 
en 0 et vérifiant pour des constantes 1 > 0, c5 > 0 etc> 0 : 

(1.27) 

Alors la suite des lois Pn des processus Çn est équitendue dans H~ pour 0 < 
0: < c5j,. 

Par ailleurs, le lemme 1.8 nous donne directement la C.N .S. suivante, a 
priori moins maniable, mais utile pour tester l'optimalité de certains résultats 
(cf. chapitre 3). 

Théorème 1.23 Soit (Çn)n>l une suite d'éléments aléatoires de H~. Elle est 
équitendue si et seulement si 

Vc > 0, 

Enfin nous avons obtenu le résultat suivant, inspiré d'un théorème de 
Davydov [13] dans le cadre D[O, 1] (espace de Skorokhod), pour disposer de 
plus de souplesse dans l'utilisation des inégalités de moment. 

Théorème 1.24 (Hamadouche (19]) Soit (Çn(t))n>l une suite de proces
sus à trajectoires dans H~, vérifiant les conditions suivantes : 

a) Il existe des constantes a > 1, b > 1, c > 0 et une suite de nombres 
positifs (an) .J. 0 telles que : 

(1.28) 

pour tout n et tous s, t tels que lt- si 2:: an; 

b) 'VE > 0, lim P{ w 0 (Çn, an) > E} =O. 
n~+oo 

Alors pour tout o: < a-1 (min(a, b)- 1), la suite (Çn)n2::l est équitendue dans 
H~. 

Preuve : On construit un autre processus (n qui interpole linéairement Çn 
aux points tk = kan(O ::; k ::; kn) avec kn = fLJ et tkn+l = 1. Les trajectoires 
de (n sont des lignes polygonales, donc dans H~, pour tout o: ::; 1. On utilise 
alors a) pour montrer l'équitension de { (n, n 2:: 1} et b) pour prouver la 
convergence en probabilité vers 0 de IIÇn - (n llo· L'équitension de { Çn, n 2:: 
1} s'en déduit facilement via la caractérisation séquentielle de la relative 
compacité des familles de mesures de probabilité sur un espace polonais (ici 
H~). 
Première étape : Equitension de { (n, n 2:: 1}. 
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Pour prouver l'équitension dans H~, nous nous appuierons sur la condition 
suffisante de Kerkyacharian et Roynette (1.21). Plus précisément, en utilisant 
le corollaire 1.22, nous souhaitons montrer : 

lE i(n(t)- (n(s)ia ~Kit- si\ n 2: 1, s, tE [0, 1] (1.29) 

où "(=min( a, b). 
1er cas: Sis et t sont dans le même segment h =[kan, (k + l)an], (0 ~ k ~ 
kn), alors is- ti ~ an ~ 1 et la définition de (n nous donne : 

d'où en prenant les moments d'ordre a et en utilisant (1.28). 

a~ait- siaiE iÇn(tk)- çn(tk+l)ia 
< ca~-ait- sia 

On ait-si~ an~ 1, si b-a< 0, on majore a~-a par it-sib-a; si b-a 2:0, 
on majore a~-a par 1. Nous obtenons ainsi : 

lE i(n(t)- (n(s)ia ~ cit- si'Y, "(=min( a, b). 

2e cas : Si s E h et t E Ik+1 , on écrit : 

et par convexité, on se ramène à la majoration du premier cas 

lE i(n(t)- (n(s)ia < 2a-lc(it- tk+li'Y + itk+l- si'Y) 
< 2acit- si'Y. 

car "( > 0, it - tk+li ~ it - si et itk+l - si ~ it - si . 
3e cas : Si s E h et t E h+j avec (j > 1), on découpe l'accroissement de (n 
en: 

Avec l'inégalité de Jensen, la condition a) et le premier cas, on obtient : 

lE i(n(t)- (n(s)ia < 3a-lc(it- tk+ji'Y + itk+j- tk+li'Y + itk+l- si'Y) 
< 3acit-si'Y. 

car it- tk+ji, itk+j- tk+li et itk+1 - si sont inférieurs à it- si. 
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Ainsi l'inégalité de moment (1.29) est bien vérifiée (avec K = 3ac). L'équi
tension de { (n, n 2: 1} en découle. 
Deuxième étape : Convergence en probabilité de //Çn- (ni/a· 

Posons pour alléger les écritures Xn = Çn- (n· Nous voulons montrer la 
convergence en probabilité vers 0 de la suite de variables aléatoires réelles : 

1/xn//a = sup /xn(t)- Xn(s)/. 
DSs<tSl /t - s/a 

Comme à la première étape nous discutons suivant la localisation de s et t. 
1er cas: s, tEh, donc /t- s/::; an. On a 

/Xn(t)- Xn(s)/ < /Çn(t)- Çn(s)/ + /(n(t)- (n(s)/. 
/t- s/ 0 

- /t- s/ 0 /t- s/ 0 

La trajectoire de (n étant affine sur h, on a : 

/(n(t)- (n(s)/ = /Çn(tk)- Çn(tk+I)//t _ s/1-a, 
/t- s/ 0 an 

qui est de la forme f(u) = ku 1-a, u = /t- s/ E [0, an]· La fonction f est 
croissante, son maximum est atteint en u = an donc 

/(n(t)- (n(s)/ < /(n(tk)- (n(tk+r)/ 0 

/t- s/ 0 an 

/Çn(tk)- Çn(tk+I)/
0

::; Wa(Çn, an)· 
an 

D'où 
/xn(t)- Xn(s)/ < 2 (C ) 

1 1 
_ Wa <,n, an · t-s 0 

2e cas : s E h, t E Jk+l· On se ramène au premier cas par l'inégalité trian
gulaire : 

/xn(t)- Xn(s)/ < /xn(t)- Xn(tk+j)/ + /xn(t)- Xn(tk+r)/ 
/t- s/ 0 

- /t- s/ 0 /t- s/ 0 

Comme /t- s/ 2: /t- tk+jl et /t- s/ 2: /s- tk+1 / on obtient 

/xn(t)- Xn(s)/ < 4 /Çn(t)- Çn(s)/ _ 4 (C ) 
max - Wa<,n,an. 

/t - s/ 0 
- !t-s!:San /t - s/ 0 

s,tE[O,l] 
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3e cas : s E h, t E h+j (j > 1). 

IXn(t)- Xn(s)i 
it- sia 

< lxn(t)- Xn(tk+i)l + lxn(s)- Xn(tk+I)I 
it- sia it- sia 

+ lxn(tk+l)- Xn(tk+i)l 
it- sla 

Le dernier terme est nul car Çn(ti) = (n(ti) pour 0 ::; i ::; kn. D'après le 1er 
cas, on obtient : 

lxn(t)-xn(s)l <4w (t: a) O<_s<t_<l. 
it- sla: - Q <,n, n ' 

Finalement, dans tous les cas de figure, ll(n -Çnlla ::; 4 wa(Çn, an). L'hypothè
se b) du théorème nous donne alors la convergence en probabilité vers zéro 
de ll(n- Çnlla· Ainsi { Çn, n 2: 1} est équitendue dans H~. • 



Chapitre 2 

Principes d'invariance dans Ha 

2.1 Introduction 

Soit (Xj)j~l une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi, 
centrées et telles que JE XJ = 1. On définit classiquement les lignes polygo
nales aléatoires Çn par interpolation linéaire entre les points (j /n, Si/ fo) où 
sj = 2.:~= 1 x k. 

Le principe d'invariance de Donsker Prokhorov nous dit alors que Çn 
converge en loi vers le mouvement brownien dans l'espace C[O, 1] des fonc
tions continues sur [0, 1] muni de la norme du supremum. De ce résultat 
découle la convergence en loi des fonctionnelles des trajectoires, continues 
sur C[O, 1], comme par exemple: IIÇn/loo = sup IÇn(t)l. 

tE[O,l] 

Or on sait que le mouvement brownien vV est à trajectoires presque sûre-
ment holderiennes pour tout ordre o: < 1/2. Les lignes polygonales Çn étant 
elles-mêmes holderiennes d'ordre o: = 1, il est naturel d'étudier la conver
gence en loi de Çn vers W dans les espaces holderiens Hco pour o: < 1/2. Le 
principe d'invariance correspondant dans Ha a été démontré par Lamperti 
en 1962 [25]. Kerkyacharian et Roynette ont proposé plus récemment [24] 
une variante de sa preuve en utilisant la base des fonctions triangulaires de 
Faber-Schauder et leur condition suffisante d'équitension (1.21). 

Théorème 2.1 (Lamperti [25]) Soit (Xj)j~l une suite de variables aléa
toires indépendantes et de même loi, centrées, réduites. On suppose qu'il 
existe 1 > 2 tel que JE lXi l' < +oo. On pose pour tout n E N*, 0 :=:; j < n : 

1 [" . ] j j+1 Çn(t, w) = Vn L..t Xk(w) +(nt- J )Xj+l(w) , -:;;, :=:; t < -n-. (2.1) 
O<k~j 

La loi de Çn converge étroitement vers la mesure de Wiener Pw dans H~ pour 
tout o: < 1/2- 1/1· 

31 
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Nous nous proposons d'étendre le résultat de Lamperti pour des variables 
aléatoires dépendantes. Nous envisagerons deux types de dépendance : le 
mélange fort (a-mélange1) et l'association. A chaque fois les propriétés utili
sées sont une inégalité de moments pour les sommes de variables dépendantes 
et un théorème central limite. Ces outils sont rappelés à la section 2 et nos 
principes d'invariance sous dépendance sont établis section 3. Dans la section 
4, on considère le processus des sommes partielles normalisées de Donsker
Prokhorov (dont les trajectoires sont des fonctions en escaliers) pour des 
variables aléatoires indépendantes et de même loi. Après lissage par convo
lution, on montre la convergence en loi dans H~ du processus obtenu vers le 
mouvement brownien. Ce résultat est étendu au cas de variables dépendantes 
comme à la section 3. 

2.2 Quelques outils de dépendance 

On rappelle que le coefficient de mélange fort entre 2 tribus A et B est 
défini par : 

a(A, B) = sup IP(A nB)- P(A)P(B)j. (2.2) 
(A,B)EAxB 

Soit (Xn)n~l une suite de variables aléatoires définies sur le même espace 
probabilisé. On définit le coefficient de mélange fort an par 

(2.3) 

où Fj désigne la tribu engendrée par les variables (Xi, j ::; i ::; l). On dit 
que (Xn)n~l est fortement mélangeante ou a-mélangeante si an tend vers 
0 quand n tend vers l'infini. Pour une revue récente sur le mélange, nous 
renvoyons à [15]. 

On dit que X 1, X2 , · · • , Xm est une suite finie de variables associées si 

Cov(f(X1, ... ,Xm),g(XI, ... ,Xm)) 2: 0, (2.4) 

pour toute paire f, g de fonctions IRm --+ IR croissantes coordonnée par co
ordonnée et telles que cette covariance existe. On dit qu'une suite (Xn)n~l 
est une suite de variables associées si toute sous-suite finie est associée. Les 
résultats connus sur l'association montrent que la structure de dépendance 

1 Le respect des notations classiques nous conduit ici à une surcharge, la lettre o: étant 
utilisée à la fois pour l'exposant de régularité héilderienne et le coefficient de mélange. Le 
contexte devrait éviter toute ambiguïté. 
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d'une suite de variables associées est fortement déterminée par sa structure 
de covariance c'est-à-dire par le coefficient 

u(n) = sup L Cov(Xi, Xk)· 
kEN* j: li-kl2:n 

Remarque : Si (Xn)n:::: 1 est stationnaire 

u(n) = 2 L Cov(X1 ,Xj). 
j2:n+l 

(2.5) 

Pour établir des principes d'invariance sous dépendance, nous aurons be
soin des théorèmes de limite centrale et des inégalités classiques suivantes. 

Théorème 2.2 (Davydov [12]) Soient X et Y des variables aléatoires ré
elles centrées de variances finies. Pour p, q, r ~ 1 et ~ + ~ + ~ = 1, 

Théorème 2.3 (Yokoyama [46]) Soit (Xi)i2:l une suite strictement sta
tionnaire, a-mélangeante telle que IE X 1 = 0, IE JX1JI+c < +oo pour un 
r > 2, un ê > 0 et 

+oo 
2)n + 1)'/2-la~/b+t:) < +oo. 
n=O 

Alors il existe C > 0 tel que 

(2.7) 

Théorème 2.4 (Odaïra, Yoshihara [35]) Soit (Xj)j2:l une suite a-mé
langeante vérifiant pour des constantes ê > 0, 1 > 2 les conditions : 

+oo L at:jb+t:) < +oo, 
n=l 

supiE JXjJ-y+t: < +oo. 
j2:1 

Alors (Xi )i2:l satisfait le théorème central limite fonctionnel dans D[O, 1]. 

Ce dernier théorème a été amélioré par Doukhan, Massart et Rio [16]. Leur 
méthode pour prouver l'équitension ne nous a pas paru transposable au cadre 
fonctionnel holderien. 

Voici maintenant les théorèmes concernant l'association. 
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Théorème 2.5 (Birkel(3]). Soit (Xj)j~l une suite de variables aléatoires 
associées, centrées, telles que supj~ 1 1E IXii'Y+é < +oo pour un r > 2 et un 
é > O. On suppose que le coefficient u(n) défini par {2.5) vérifie 

(2.8) 

Alors il existe une constante b telle que pour tout n 2: 1 : 

k 

supEISn+m- Smi"Y:::; bn"Y12
, 

m 
où sk =Lxi. 

j=l 
(2.9) 

Théorème 2.6 (Newman, Wright (28]) Soit (Xj)j?;l une suite stricte
ment stationnaire de variables aléatoires centrées, de variance finie, associées 
telles que 

Œ
2 =lE( Xl)+ 2 L Cov(X1, Xj) < +oo . 

. >2 J_ 

Pour tout n 2: 1, on définit le processus : 

1 j 

vVn(t) = a-fo (~ Xk +(nt- j)Xi+1), 
j j + 1 
- :::; t < --, 0 :::; j < n. 
n n 

Alors vVn converge faiblement dans C[O, 1] vers le mouvement brownien vV. 
A fortiori, les lois fini-dimensionnelles de vVn convergent vers celles de W. 

2.3 Principes d'invariance sous dépendance 

Nous présentons maintenant deux extensions du principe d'invariance de 
Lamperti aux variables aléatoires dépendantes. 

Théorème 2.7 Soit (Xj)j~l une suite strictement stationnaire a-mélan
geante de variables aléatoires centrées. On suppose qu'il exister > 2 et c > 0 
tels que lE jX1 j"Y+é < +oo et 

+oo 
L(n + 1)"Y/2-l[anr/("Y+é) < +oo. (2.10) 
n=l 

On pose pour tout n E N* et 0 :::; j < n : 

j_<t<j+1 
sz - ' n n 

(2.11) 
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où 

+oo 

Œ
2 =lE Xi+ 2 L Cov(X1, Xj) < +oo. (2.12) 

j=2 

Les lois de Çn convergent étroitement vers la mesure de Wiener Pw dans H~ 
pour tout a < 1/2- 1/"f. 

Preuve : Montrons que sous les hypothèses du théorème 2. 7 on a : 

lE JÇn(t)- Çn(s)J'~' ~ KJt- sJ1+8 avec 1 + 6 = ~ > 1. 

Si jfn ~ s ::::; t::::; j + 1/n, on a JÇn(t)- Çn(s)J = Jt- sJJXi+lJVn (on 
suppose pour alléger que Œ = 1). Par suite 

lE JÇn(t)- Çn(s)J'~'::::; Jt- sJ'~'( y'n)'Y JE JX1J'~'::::; Jt- sJ'~'I2 (lE JX1j'f'+êp/{'Y+ê), 

car n J t - s J ::::; 1. 
Si (j- 1)/n::::; s::::; jfn ~ (j + k)/n::::; t::::; (j + k + 1)/n, on a 

JE JÇn(t)- Çn(s)J'~' ::::; 3'1'-l (JE JÇn(s)- Çn(l)J'~' +JE JÇn(l)- Çn(j + k )J'~' 
n n n 

+JE JÇn(j: k)- Çn(t)J'~') 
par l'inégalité de Jensen. 

On se contente d'estimer le terme du milieu car les deux autres se traitent 
de la même manière que le cas précédent. 

j j + k 'Y 1 1 l'Y JE/Çn(;;-) - Çn(-n-) / =JE yn(Xj+l + Xj+2 + · · · + Xj+k) . (2.13) 

En utilisant le théorème 2.3, 

car Jt- sJ2: kjn. 

(2.14) 

On obtient finalement 

JE JÇn(t)- Çn(s)J'~' ~ KJt- sjl+'Y avec 1 + 6 = ~ > 1. (2.15) 

Ainsi par le théorème 1.21 et l'inégalité de Markov, la suite des lois (Pn) des 
processus Çn est équitendue dans H~, pour tout a< 6/'Y = 1/2- 1/r. 

Pour terminer, les lois fini-dimensionnelles de Çn convergent vers celles de 
vV par le théorème 2.4 dont les hypothèses sont plus générales que celles du 
théorème 2. 7 puisque pour 'Y > 2, 

\ln 2: 1, (anY/{'Y+ê) < (n + 1)1'/2-l(anY/{'Y+ê). 

• 
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Théorème 2.8 Soit (Xik~ 1 une suite strictement stationnaire de variables 
associées, centrées telles que IE JX1 j'Y+e < +oo pour un 'Y > 2 et un c > O. 
On suppose que 

et 

u(n) = 2 L Cov(X1, Xj) = 0 (n-b-2)('Y+e)/(2e)) 

j2:n+l 

0 < a 2 = IE 1Xtl2 + u(1) < +oo. 

(2.16) 

Les lois de Çn convergent étroitement vers la mesure de Wiener Pw dans H~, 
pour tout a < 1/2- 1/"f. 

Preuve : L'équitension se démontre comme dans le cas a-mélangeant en 
utilisant l'inégalité de moments de Birkel (théorème 2.5) au lieu de celle 
de Yokoyama. La convergence des lois fini-dimensionnelles résulte du théo
rème 2.6. • 

2.4 Lissage par convolution du processus de sommes 
partielles 

Soit (Xi )i::::t une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi, 
centrées telles que IE JX1 J'Y < +oo pour un 'Y > 2. Notons a 2 leur variance 
commune. On pose encore Si= 2::~= 1 Xkl 50 = 0 et on considère le processus 
des sommes partielles normalisées de Donsker-Prokhorov : 

1 
Çn(t) = ~S[nt], t E [0, 1], 

ayn 
(2.17) 

où [nt] désigne la partie entière de nt. Selon le cas, nous utiliserons par 
commodité l'une ou l'autre des expressions suivantes de Çn : 

Soit J( une densité de probabilité sur .IR telle que : 

lluJK(u)du < +oo (2.18) 
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et (bn)n21 une suite de réels positifs tendant vers zéro et vérifiant : 

1 
0 < T < 2· 

On définit la suite (Kn)n;::: 1 de noyaux de convolution par 

1 t 
Kn(t) = bK(b ), tER 

n n 

Nous considérons le processus de sommes partielles lissé défini par : 
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(2.19) 

(2.20) 

(n(t) = (Çn * Kn)(t)- (Çn * Kn)(O), tE [0, 1]. (2.21) 

Le terme correctif (Çn * Kn)(O) assure la nullité en zéro du processus. On 
imposera quelques conditions sur Kn afin que toutes les trajectoires de (n 
soient dans H1; 2 et donc dans H~ pour a < 1/2. Ces conditions proviennent 
du lemme suivant : 

Lemme 2.9 Soit f une fonction mesurable bornée à support dans [0, 1] et 
K un noyau de convolution tel que 

(2.22) 

IK(x)- K(y)i::; a(K)Ix- yj, x, y E [-1, 1], (2.23) 

pour une certaine constante a(K). Alors la restriction à l'intervalle [0, 1] de 
f * K- f * K(O) est dans H1;2[0, 1]. 

Preuve : Il est clair que f * K est bornée. D'autre part : 

If* K(x)- f * K(y)i < r lf(u)IIK(x- u)- K(y- u)i du 
lro,lJ 

Ainsi 

< llfllooa(K)l/2jx- yjl/2 

r IK(x- u)- K(y- u)j 1
/

2 du 
lro,rJ 

< 2llf"llooa(K)l/2jx- yjl/2 lr-l,l)jK(v)jl/2 dv 

< c(K)Ix- yjl/2. 

Il!* Klll/2 = wl/'2(! * K, 1) < +oo. 

• 
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Théorème 2.10 Soit (Xi)i~l une suite de variables aléatoires indépendan
tes, de même loi, centrées et réduites telles que 1E iX1 i7 < +oo pour un 1 > 2. 
On suppose que les noyaux de convolution Kn vérifient (2.20), (2.18), {2.22) 
et (2.23). Alors la suite de processus de sommes partielles lissés (n définis 
par (2.21) converge faiblement vers le mouvement brownien W dans H~ pour 
tout a< 1/2- max(r, 1/r)· 

Preuve : Le lemme 2.9 nous assure que (n est dans H~, pour tout a < 1/2. 
Equitension 

On applique le théorème 1.24 avec an = 1/n. Ceci nous conduit à étudier 
séparément les cas t- s 2: 1/n et 0 < t- s < 1/n. On supposera sans perte 
de généralité que s < t et a = 1. 
1er cas: it- si 2: 1/n. 

1E i(n(t)- (n(s)i 7 JE iÇn * Kn(t)- Çn * Kn(s)i 7 

JEj )n 1 ( S[n(t-u)]- S[n(s-u)]) Kn(u) duj
7 

l [n(t-u)J 

JE/ Vn L L XJ(n(u) du/' 
i=[n(s-u)]+l 

Par l'inégalité de Jensen et le théorème de Fubini, on obtient : 

En utilisant l'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund pour les moments de som
mes de variables aléatoires i.i.d., il vient : 

lE [(.(t)- (.(sW < 1 en(t- u)[ ~ [n(s- u))) 
712 

c
1
K.(u) du (2.24) 

< L (it- si+~) 712 

c7 Kn(u) du, 

car [n(t- u)] - [n(s- u)] :::; n(t- s) + 2. Ainsi, comme it- si 2: 1/n, on a 
une constante c~ telle que : 

2e cas : 0:::; t- s < 1/n. 
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On procède comme suit: 

i(n(t) - (n(s) 1 = 

En majorant 1- i/n par 1, il vient 

et par suite 

i(n(t)- (n(s)l < a(K) ~ IX·Iit _sil-o. 
1 
t - 1 Q - b2 rn L..-t l 

S nYH i=l 

D'où 

(2.25) 

D'après (2.19), b;;_ 2na-lf2 tend vers 0 dès que 1/2 - a > T. Par la loi forte 
des grands nombres, n-1 2:::~ 1 lXii tend presque sûrement vers lE IX1 1. 

Ainsi w 0 (Çn, ~) tend en probabilité vers 0 quand n tend vers l'infini, pour 
tout a < 1/2- T. 

On conclut sur l'équitension de ( (n) par le théorème 1.24, en notant que 
ses hypothèses sont vérifiées pour a="'/, b = 'Y/2, ('Y> 2), c = c~ et an= 1/n. 

On obtient ainsi l'équitension de ((n) dans H~ pour tout a vérifiant a < 
1/2- Tet a< 1/2- 1/'Y, soit pour tout a< 1/2- max(r, 1/'Y). 
Convergence des lois fini-dimensionnelles de { (n, n ~ 1} 

On se ramène à celles de Çn en montrant, par exemple, que la distance 
euclidienne de ((n(t1), ... ,(n(tk)) et (Çn(t1), ... ,Çn(tk)) tend en probabilité 
vers O. Comme les lois fini-dimensionnelles de Çn convergent vers celles du 
mouvement brownien par le théorème central limite de Lindeberg-Lévy, il en 
sera de même pour celles de (n. Il nous suffit donc de vérifier la convergence 
vers 0 de lE l(n(t)- Çn(t)i 2 pour tout tE [0, 1]. 
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On commence par noter que : 

1E /Çn * Kn(t)- Çn(t)/2 IEI1 (Çn(t- u)- Çn(t))Kn(u) dul
2 

IEI1 Jn (S[n(t-u)] - S[ntJ)Kn(u) dul
2 

1 
[n(t-u)J 

lEif. ..fii i=~+t X,Kn(u) dul' 

En appliquant l'inégalité de Jensen relativement à la mesure de probabilité 
de densité Kn puis le théorème de Fubini, il vient 

r 1 [n(t-u)] 2 

IE !Çn * Kn(t)- Çn(t)/2 :S }IR IEI 'n L xii Kn(u) du. 
IR V 

10 i=[nt]+l 
(2.26) 

Par l'inégalité de moments de Marcinkiewicz-Zygmund, on obtient : 

(2.27) 

Ainsi 

1E /Çn * Kn(t)- Çn(tW :Sc( bn 1/v/K(v) dv + ~). 
Comme J( possède un moment d'ordre 1 et bn tend vers 0 quand n tend vers 
l'infini, on en déduit que Çn * Ka(t)- Çn(t) converge vers 0 dans L2 (D) pour 
tout t E [0, 1]. En particulier pour t = 0, IE /Çn * Kn(O)i2 converge vers O. 
Comme pour tout t E [0, 1], 

JE /(n(t) - Çn(t) /2 :S ~ (JE IÇn * I<n (t) - Çn(t) 1
2 + IEIÇn * Kn(O) 1

2
), 

ceci achève la preuve de la convergence des lois fini-dimensionnelles et du 
théorème 2.10. • 

Les techniques utilisées dans la preuve ci-dessus permettent une extension 
du résultat au cas de variables dépendantes. 

Théorème 2.11 Soit (Xi k::: 1 une suite strictement stationnaire a-mélan
geante de variables aléatoires centrées. On suppose qu'il existe 'Y > 2 et E > 0 
tels que IE /X1 /1 +e: < +oo et 

+oo 
l:)n + 1)'/2-l[o:n]e:/(r+e:) < +oo. (2.28) 
n=l 
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Alors 

a 2 
:= IE jX1j2 + 2 L Cov(X1, Xi) 

j?_2 
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est fini. On suppose de plus que a 2 > 0 et que les noyaux de convolution 
Kn vérifient (2.20), (2.18), (2.22) et (2.23}. Alors la suite de processus de 
sommes partielles lissés (n définis par (2.21) converge faiblement vers le mou
vement brownien W dans H~ pour tout a< 1/2- max(r, 1/"f). 

Preuve : La finitude de a 2 découle classiquement des hypothèses de mo
ment et de mélange via l'inégalité de Davydov. L'équitension se démontre 
de la même manière que dans le théorème 2.10. Dans le cas it- si 2: 1/n, 
on utilise à la place de l'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund, celle de Yo
koyama (théorème 2.3). Pour montrer la convergence en probabilité vers 0 
de wa((n, 1/n), il suffit de reprendre les majorations conduisant à (2.25) et 
d'appliquer l'inégalité de Markov à l'ordre un : 

Comme JE lXii :::; M 1/{7+ê), ce majorant est bien un O(b;;2na-lf2 ) et tend 
vers 0 pour tout a < 1/2- T. 

Pour la convergence des lois fini-dimensionnelles de (n, on se ramène à 
celles de Çn qui convergent vers celles du mouvement brownien grâce au théo
rème d'Odaïra-Yoshihara (théorème 2.4). On montre la convergence vers 0 
de IE i(n(t)- Çn(t)j 2 en procédant comme dans le cas indépendant. La seule 
différence est le passage de (2.26) à (2.27), on remplace l'inégalité de Marcin
kiewicz-Zygmund par l'estimation de variance suivante, basée sur l'inégalité 
de Davydov (théorème 2.2) : 

Var(f=xi) 

m j-1 

mVarXl + 2 L L Cov(Xl, xj-i+l) 
i=l j=2 i=l 

+oo 

< mVarX1 + 16m L:a!1PJElfq IXrlqJElfr jX1jr. 
k=l 

En choisissant q = r ='Y+ é dans l'inégalité de Davydov, il vient : 

m +oo 

Var(-z::=xi):::; mVarX1 + 16m(IEIX1j1 +ê)
21

(7+ê) Lak1 -
2
+ê)/(7+ê). 

i=l k=l 
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Comme '"'( > 2, la convergence de la série ci-dessus découle de l'hypothèse 
(2.28) sur les coefficients de mélange. On a donc bien 

m 

Var(I:xi) = O(m) 
i=l 

et en appliquant ceci avec m = l[n(t- u)]- [nt]l, on peut conclure comme 
dans le cas indépendant. • 

Théorème 2.12 Soit (Xj)j;:::l une suite strictement stationnaire de variables 
associées, centrées telles que IE IX1 17 +ê < +oo pour un '"'( > 2 et un E > O. 
On suppose que 

et 

u(n) = 2 L Cov(X1 ,Xj) = 0 (n-h-2l('Y+ê)/(2êl) 
j2:n+l 

a 2 := IE IX1 1
2 + u(1) >O. 

(2.29) 

On suppose de plus que les noyaux de convolution Kn vérifient (2.20), (2.18), 
(2.22) et (2.23). Alors la suite de processus de sommes partielles lissés (n 
définis par (2.21) converge faiblement vers le mouvement brownien W dans 
H~ pour tout a< 1/2- ma:x(r, 1/'"'f). 

Preuve : Elle est analogue à celle du cas a-mélangeant, en remplaçant l'in
égalité de moments de Yokoyama par celle de Birkel (théorème 2.5) et le 
théorème de limite centrale d'Odaïra-Yoshihara par celui de Newman-·wright 
(théorème 2.6). L'inégalité de variance est cette fois une conséquence directe 
de l'hypothèse u(1) < +oo. • 



Chapitre 3 

Processus empiriques lissés dans 
Ho a 

3.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous étudions des principes d'invariance holderiens re
latifs au processus empirique uniforme. Ce processus étant à trajectoires dis
continues, il convient d'abord de le lisser. Le lissage polygonal correspond au 
polygone des fréquences empiriques. Il est bien connu que ce processus poly
gonal converge en loi dans C[O, 1 J vers le pont brownien B (cf. Billingsley [2], 
p. 105, théorème 13.1). Nous allons renforcer ce résultat en établissant (dans 
le cas d'une suite de variables aléatoires i.i.d.) que cette convergence en loi a 
lieu aussi dans les espaces H~ pour tout a < 1/4. Notons ici que, contraire
ment au principe d'invariance de Lamperti, la borne obtenue pour l'ordre de 
régularité a est inférieure à celle que l'on pourrait attendre de la régularité 
du processus limite B (a< 1/2). Nous montrons l'optimalité de cette borne 
1/4 dont le caractère à première vue surprenant, s'explique par les propriétés 
des espacements d'une suite i.i.d .. Si l'on emploie plutôt un lissage par convo
lution du processus empirique, les choses rentrent dans l'ordre et on obtient 
la convergence vers le pont brownien dans H~ pour tout ordre a < 1/2. 

3.2 Le processus empirique polygonal 

Soit (Xn)n 21 une suite de variables aléatoires indépendantes et de même 
loi uniforme sur [0, 1 J. La suite de processus empiriques uniformes Çn cons
truite sur (Xn)n;:: 1 s'obtient en centrant et en normalisant les fonctions de 
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répartition empiriques Fn des échantillons de taille n : 

(3.1) 

vn(Fn(t) - t), tE [0, 1], n 2: 1. (3.2) 

Comme Çn est à trajectoires discontinues, on le lisse en remplaçant la fonction 
de répartition empirique Fn par le polygone des fréquences empiriques Gn qui 
interpole linéairement Fn entre deux sauts consécutifs. Pour expliciter l'écri
ture de Gn, nous notons Xn:i (1 :S i :S n) les statistiques d'ordre obtenues 
en ordonnant dans le sens croissant chaque échantillon (X1(w), ... ,Xn(w)). 
Ainsi Xn:1 = min1::;i::;n Xi et Xn:n = max1::;ï::;n Xi. On pose de plus Xn:o = 0 
et Xn:n+1 = 1. On définit alors : 

F, ( ) 1 ~ ( t - Xn: i-1 ) ( ) 
n t +-:;;, ~ X .. _X . . l[Xn: i-J,Xn: ;[ t ' 

i=1 n.l n.l-1 
(3.3) 

Vn( Gn(t) - t), tE [0, 1], n 2: 1. (3.4) 

Remarquons qu'à la différence de Çn, ~n n'est qu'asymptotiquement sans biais. 
On sait (cf. par exemple [2]) que 

c - c 
Çn ----+ B et Çn ----+B. 

D[0,1] C[0,1] 

Théorème 3.1 Le processus empir·ique polygonal ~n défini par (3.4) converge 
en loi dans H~ pour tout a< 1/4. 

Preuve : ~n est une ligne polygonale, donc dans H~ pour 0 < a :S 1. D'autre 
part Et= vVt- tvV1 est dans H~, pour 0 <a< 1/2. Comme ~n converge en 
loi vers B dans C[O, 1], la convergence des lois fini-dimensionnelles de ~n vers 
celles de B est acquise. 

Pour l'équitension de (~n)n::: 1 dans H~, on va vérifier les deux hypothèses 
du théorème 1.24. Nous utilisons pour cela un résultat bien connu sur le 
moment d'ordre 4 d'une somme de variables aléatoires indépendantes et de 
même loi. 

Lemme 3.2 Soient Y1 , Y2 , ... , Yn, n variables aléatoires centrées, indépen
dantes, de même loi et telles que IE Y1

4 < +oo. Alors : 

n 

IEIL Yil 4 
=niE Y1

4 + 3n(n- 1)(IE Y1
2

)
2

. (3.5) 
i=l 
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En appliquant (3.5) avec li= l{s<X;~t}- (t- s), on obtient : 

Compte tenu de la majoration élémentaire 1/Çn -[nl/oo :S n- 112
, on en déduit: 

En particulier pour /t- si > 1/n, 

Ainsi la condition (a) du théorème 1.24 est satisfaite par [n, avec a = 4, 
b = 2, c = 160 et an = 1/n. 

Pour vérifier_ la condition (b), on commence par remarquer que puisque les 
trajectoires de Çn sont des lignes polygonales, le supremum dans la définition 
de leur norme holderienne est atteint en deux sommets de la ligne polygonale 
(voir le lemme 1.5). Ceci reste vrai pour une ligne polygonale restreinte en 
abscisses à un segment I de longueur an au lieu de [0, 1]. Pour étudier la 
convergence en probabilité vers 0 de wa([n, a!:!), on se ramène au contrôle 
de la norme holderienne de la restriction de Çn dans tout sous-intervalle I 
de longueur an de [0, 1]. On discute alors suivant le nombre de sommets 
dans cet intervalle. Cette discussion fait intervenir l'espacement minimal6n:l· 
Rappelions que l'on définit les espacements 6n,i de l'échantillon (X1 , ... , Xn) 
par 6n,i = Xn:i- Xn:i-l (1 :Si :Sn+ 1). On note 6n:i les statistiques d'ordre 
construites sur (6n,1 , ... 6n,n+1 ). Ainsi 6n:l est la longueur minimale des n + 1 
intervalles découpés sur [0, 1] par l'échantillon (X1 , ... ,Xn). 

Lemme 3.3 Si 0 <a< 1, et si 1 2: an 2: 1/(n + 1), 

(3.6) 

où w([n, an)= sup /[n(t)- [n(s)/ désigne le module de continuité au sens 
Jt-sJ~an 

C[O, 1] de [n. 

Preuve : Soit I = [a, b] un sous-intervalle de [0, 1] de longueur an. Posons 
pour alléger les écritures : 

IIJ;IIIa = sup 
s,tEI 
s<t 

lf(t)- f(s)i 
it- s/a 
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1er cas : on n'a pas de sommet dans l'intérieur deI. Alors ll[n; Ilia est atteint 
pour lt- si =an et ainsi : 

En utilisant la majoration évidente 6n:l ::; 1/(n + 1) ::; an, on en déduit : 

(3.7) 

2e cas : On a un seul sommet d'abscisse u 1 intérieur à I. Alors soit le supre
mum définissant ll€n; Ilia est atteint aux bornes a et b deI, ce qui nous ramène 
au premier cas, soit il est atteint pour (s, t) =(a, u1) ou (s, t) = (u1 , b). Pour 
fixer les idées, supposons que ce soit en (a, u 1), le raisonnement est le même 
avec (u 1 , b). Notons u 0 l'abscisse du premier sommet de la ligne polygonale 
€n à gauche de a. Si u0 < u 1 - an, la trajectoire de €n étant rectiligne entre 
u0 et u 1 , par croissance de la fonction x H xl-a on a : 

i€n(ul)- €n(a)i < i€n(ul)- €n(ul- an)l 
lu1 - aia - a~ ' 

de sorte que (3. 7) est encore vérifiée. Si u1 -an ::; u0 < a, le même argument 
nous donne: 

Si u0 =a, comme u 1 - u0 2: 6n:r, cette majoration reste valable. 
3e cas : On a k sommets ur, ... , uk ( k > 1) dans l'intérieur de I : a < ur < 
... < uk. Si le maximum dans ll€n; Ilia est atteint pour (s, t) = (ui, uj), alors 
6n:r ::; Uj - ui < an et clairement : 

Si le maximum est atteint en (a, ui) avec ui > u1, 

et de même pour un maximum atteint en (ui, b) avec ui < uk. Enfin si 
le maximum est atteint en (a, ur) ou (uk, b), on obtient (3.7) comme au 
deuxième cas. 

Ainsi, (3.7) est vérifiée dans tous les cas de figure et comme le majorant 
obtenu ne dépend pas de I, le lemme est démontré. • 



3.2. Le processus empirique polygonal 47 

Pour le contrôle de w(~n, an) et 6n: 1, nous invoquerons deux lemmes. 

Lemme 3.4 (Shorack, Wellner (40]) Soit Çn le processus empirique défi
ni par {3.2). Si (an)n;::: 1 est une suite de nombres positifs tels que 

(en ln n) an = _;__ _ ___.c._ 

n 
OÙ en --7 0 

ln(1/ en) O 
et 

1 
--7 , 

nn 

alors 
foln(1/en) 

lim sup l w(Çn, an) ::; 2, p.s .. 
n-++oo n n 

Lemme 3.5 (Devroye (14], [40]) Soient 6n: k les statistiques d'ordre des 
espacements 6n,i = Xn: i- Xn: i-1· On a, pour bn 2: 0 tel que bn/n2 -!- 0 

sz "'"""" _!!:.. = < + 00 
+oo bk { 
Ln = +oo 
n=1 

En appliquant le lemme 3.4, avec en = 1/ln net le lemme 3.5 avec bn =n-e, 
é > 0, on obtient : 

p.s. :3n0 tel que 'in 2: n0 

et 
foln(ln n) 

p.s. :3n1 tel que 'in 2: n1, 
1 

w(Çn, an) :::; 2. 
nn 

En utilisant (3.6) et la majoration évidente : 

on a alors pour tout n 2: n2 = max(n0 , ni) : 

Wa(~n 7 an) < w(~n 7 an)6;;:a1 

( ) 
>-a 26;;:a1 

< W Çn, an un: 1 + Vn 
2ln n 1 2 

< foln(ln n) n-(2+e)a + n1/2-(2+e)a. 

1 . 1 
Ce majorant tend vers 0 quand n tend vers +oo pour tout a < 

2
( ) < -. 
2+c 4 

On en déduit que wa(~n, an) converge presque sûrement vers 0 pour tout 
a< 1/4. ceci achève la vérification de l'hypothèse (b) du théorème 1.24 et la 
preuve du théorème 3.1. • 



48 Chapitre 3. Processus empiriques lissés dans H~ 

L'ordre de régularité a < 1/4 obtenu dans le théorème 3.1 est optimal. 
Plus précisément, nous montrons maintenant que : 

Théorème 3.6 La suite (€n, n ~ 1) n'est équitendue dans H~ pour aucun 
a~ 1/4. 

Preuve : En raison des inclusions (topologiques) des espaces de Holder, il 
est clair que l'on ne perd aucune généralité en faisant la preuve dans le cas 
a= 1/4. On raisonne par l'absurde en supposant que €n converge en loi dans 
H~14 . On note Pn la loi de l'élément aléatoire €n de H~14 (ainsi Pn est une 
mesure de probabilité sur la tribu borélienne 8 1; 4 de l'espace polonais H~14 ). 

La famille {Pn, n ~ 1} est donc relativement compacte pour la topologie de 
la convergence faible des mesures de probabilité sur 8 1; 4 . Par le théorème 
de Prokhorov, { ~n, n ~ 1} est équitendue et doit donc vérifier (cf. théorème 
1.23) la condition suivante : 

Yc > 0, (3.8) 

Soit (an)n2:l une suite quelconque décroissant vers O. Comme 

on doit avoir pour toute suite an -!. 0 : 

(3.9) 

Soient Xn:i, Xn:i+l les deux statistiques d'ordre réalisant l'espacement mini
mal : On:l = Xn:i+l - .Xn:i· On pose : 



3.3. Processus empirique lissé par convolution 49 

d'où: 

(3.10) 

Pour la loi limite de bn:l, nous disposons du résultat suivant : 

Lemme 3.7 (Lévy [26], (40]) 

'ïlt > 0, P[(n + 1)2bn:l:::; t] ----7 1- e-t. 
n-++oo 

On en déduit : 

Cette minoration contredit clairement (3.9). Donc (~n, n 2: 1) n'est pas équi
tendue dans H~14 . Or pour a > 1/4, l'injection canonique de H~ dans H~14 
est continue. Tout compact du premier espace est donc compact du deuxième 
et (~n, n 2: 1) ne peut être équitendue dans aucun H~ pour a 2: 1/4. • 

3.3 Le processus empirique lissé par convolu
tion 

On considère cette fois le processus 

(3.11) 

Çn étant le processus empirique uniforme non lissé et (kn) une suite de noyaux 
de convolution du type kn(x) = c~ 1 k(c~ 1 x). Dans la définition de (n, le terme 
supplémentaire (Çn*kn)(O)est introduit pour corriger un certain effet de bord. 
En effet, comme le support des trajectoires de Çn * kn excède l'intervalle [0, 1], 
on considère seulement leur restriction à [0, 1] et on souhaite avoir (n(O) = 0 
pour que les trajectoires soient dans H~. 

Théorème 3.8 Soit (kn) une suite de noyaux de convolution définie par 
kn(x) = c~ 1 k(c~ 1 x) où k est une densité de probabilité lipschitzienne sur 
la droite réelle et Cn décroît vers 0 de telle façon que n- 114 = O(cn)· Alors 
((n, n 2: 1) converge en loi dans H~[O, 1] vers le pont brownien B pour tout 
a< 1/2. 

Preuve : On utilise le théorème 1.24. 
Convergence des lois fini-dimensionnelles. Puisque les lois de dimension fi
nie de Çn convergent vers celles de B, il suffit de vérifier que pour tout t, 



50 Chapitre 3. Processus empiriques lissés dans H~ 

(Çn * kn- Çn)(t) = op(1). Ceci est une conséquence facile de la majoration 
suivante obtenue en appliquant l'inégalité de Jensen par rapport à la mesure 
de probabilité kn(u) du. 

IE iÇn * kn(t)- Çn(t)i 2 < 1 IE iÇn(t- u)- Çn(t)i 2kn(u) du 

l t u(1- u)kn(u) du+ t(t- 1) r kn(u) du. 
t-1 J'J(\[t-1,t] 

Équitension. En appliquant à nouveau l'inégalité de Jensen, nous obtenons 
pour tout a > 2 

IE i(n(t)- (n(s)ia :S 1lE iÇn(t- u)- Çn(s- u)iakn(u) du. 

L'inégalité de Rosenthal appliquée aux variables i.i.d. centrées 

Yi= l(s-u,t-uJ(Xi)- (t- s), s < t, 
nous donne 

lE iÇn(t- u)- Çn(s- u)ia :S Ca(n1-a/2 1E iY1ia + Vara/2 Yt) 

:S Ca(n1-a/2 it- si+ it- sia/2
). 

Si on se restreint aux s, t tels que t- s 2: 1/n, ce majorant est dominé par 
2Cait- sia/2 et en intégrant par rapport à kn(u) du il vient 

1 
IE i(n(t)- (n(s)ia :S 2Cait- sia12 , pour it- si 2: -. 

n 
Pour compléter la preuve, il reste à vérifier que wa((n, 1/n) converge vers 0 
en probabilité. Notons d'abord que 

1
1 ikn(t- u) - kn(s- u) i 

wa((n, 1/n) :S iÇn(u)i sup i ia du. 
0 lt-sl:=:;n-1 t - S 

En notant a( k) la constante de Lipschitz de k on a 

ikn(t- u)- kn(s- u)llt- si-a::; a(k)c~2 it- si 1
-a 

et en utilisant l'inégalité élémentaire 

IE iÇn(u)i :S lE112 1Çn(u)i2 = y'u(1- u), 0 :Su :S 1, 

nous obtenons 
lEwa((n, 1/n) :S a(k)c~2na- 1 = o(1), 

pour tout 0 < a < 1/2. Par le théorème 1.24, { (n, n 2: 1} est ainsi équi
tenclue dans H~ pour a < 1/2- 1/a. Comme il n'y a aucune contrainte de 
majoration sur le choix de a dans l'inégalité de Rosenthal que l'on a utilisée 
ici, la convergence faible clans H~ de { (n, n 2: 1} vers B est établie pour tout 
a < 1/2. Ceci achève la preuve du théorème 3.8. • 



Chapitre 4 

L'espace de Holder C0(JR) 

4.1 Introduction 

Si l'on envisage des applications statistiques de la convergence dans Ha 
(a < 1/2) du processus empirique uniforme lissé (n (cf. Théorème 3.8), on 
se heurte à une difficulté. En effet le lissage par convolution ne commute 
pas avec le changement de variable Ui = F(Xi) où F est la fonction de 
répartition marginale de l'échantillon i.i.d. (X1, X2 , ... , Xn)· Ceci semble li
miter la portée de ce théorème et suggère une étude directe du processus 
empirique lissé bâti sur l'échantillon (X1, X2 , ... , Xn), donc indexé par toute 
la droite réelle au lieu de [0, 1]. Ceci était notre motivation de départ pour 
l'étude des processus holderiens indexés par IR. Ce chapitre est consacré à la 
construction du cadre fonctionnel. On introduit une échelle d'espaces Cg(JR) 
de fonctions tendant vers zéro à l'infini et de régularité holderienne globable 
d'ordre a (0 < a < 1). Pour des raisons de séparabilité, nous considèrons 
des sous-espaces cg·o (JR) (les définitions seront précisées par la suite). Tous 
ces espaces sont analysés par des fonctions triangulaires de Schauder et on 
montre qu'ils sont isomorphes à des espaces de Banach de suites. Cette ana
lyse est une extension de celle de Ciesielski sur les espaces Ha[O, 1]. Nous 
adoptons délibérément les notations de la théorie des ondelettes. En effet, à 
l'exception de l'orthogonalité, la base des fonctions triangulaires se comporte 
exactement comme une base d'ondelettes. L'avantage est dans la simplicité 
de ces fonctions. De plus les espaces d'approximation Vj correspondants ont 
eux aussi une structure particulièrement simple. Ce sont les espaces de lignes 
polygonales d'interpolation linéaire aux points dyadiques au niveau de réso
lution 2-i. 
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4.2 Cadre fonctionnel 

Pour 0 < a < 1, on définit C0(JR) comme l'espace des fonctions f telles 
que 

lim f(x) 0 et 
lxl~+oo 

li fila := IIJIIoo + Wa(f, 1) < +oo, 

où llflloo := sup{lf(x)l, xE JR} et pour c5 > 0, 

Wa(f, c5) := sup 
-oo<s,t<+oo 

0</t-sj:s;é 

lf(t)- f(s)i 
it- sia 

Il est facile de voir que Il ·llo est une norme sur Cg(JR). 

(4.1) 

(4.2) 

( 4.3) 

Remarque :La fonctionnelle W 0 (., 1) est en général une semi-norme. Com
me on a imposé ici que f soit nulle à l'infini, la nullité de w 0 (f, 1) implique 
celle de f. Ainsi W 0 ( • , 1) est une norme sur Cg (JR). On peut alors se de
mander quelle est l'utilité d'incorporer llflloo dans la définition de llfllo· Le 
rôle de llflloo apparaîtra clairement dans la preuve de la complétude de C0 
(proposition 4.1 ci-dessous). En attendant, on peut donner l'argument élé
mentaire suivant. Considérons la fonction triangle fn dont le graphe est le 
triangle isocèle de base le segment [0, 2n] et de sommet principal le point 
(n, fo). On vérifie immédiatement que W 0 (jn, 1) = n-112 • Donc W 0 (fn, 1) 
tend vers 0 tandis que llfnlloo tend vers +oo. Les deux normes ne sont donc 
pas équivalentes. Le même contre-exemple montre que la convergence d'une 
suite de fonctions dans ( C0, wa(. , 1)) n'implique même pas sa convergence 
simple, ce qui fait que ce dernier espace normé n'est guère intéressant pour 
une étude fine de la convergence des processus. La situation est donc assez 
différente de celle de Ha[O, 1] où llflloo est dominée par w0 (j, 1) grâce à la 
nullité de f en O. • 

Nous allons vérifier que C0(JR) muni de la norme Il · llo est un bien un 
espace de Banach. Son analyse ultérieure par des fonctions triangulaires de 
Schauder montrera, entre autres, qu'il contient un sous-espace isomorphe 
à t'00 (N) et n'est donc pas séparable. Pour des raisons d'équitension, nous 
remédions à cet inconvénient en introduissant le sous-espace C~'0 (lR) défini 
par1 : 

j E C~,o (JR) ~ j E Cg (JR) et lim Wa(f, c5) =O. 
s~o 

(4.4) 

1 Le zéro en indice rappelle la nullité à l'infini et le petit o en exposant rappelle que 
pour les fonctions de cet espace on a l'estimation lf(x)- f(y)i = o(lx-yi"') uniformément 
sur lit 
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Proposition 4.1 (C0(R), /1 ·lia) est un espace de Banach. 

Preuve : Il est clair que (C0(IR), /1 ·/la) est unespace vectoriel normé. Soit 
(fn)n>O une suite de Cauchy dans (C0(IR), /1 · lia)· Comme Jlfnlloo ::.; llfn/la, 
cette suite est aussi de Cauchy dans C0 (IR), espace de fonctions continues 
tendant vers zéro à l'infini, muni de la norme du supremum, qui est complet. 
Ainsi Un) converge dans C0 (JR) vers une fonction f appartenant à C0 (IR). 

D'autre part, puisque Un)n est de Cauchy dans (C0(IR), JJ·IIa), on a pour 
tout c > 0, un entier m(c) tel que Vn ;::: m(c), llfn+p- fnlla < c. Il existe 
ainsi une suite d'indices ( nek::: 1 telle que 

On a 

et 

t-1 

fnt = fn1 + L(fnk+l- fnk) 
k=l 

avec convergence dans (C0 (R), JI · JJ 00 ). On en déduit 

D'où 

Wa(j, 1) ::_:; C et llflla = llflloo + Wa(f, 1) < +oo. 

Ainsi f appartient à (C0(IR), JI ·lia)· On a aussi 

J J nt ( t) - J ( t) - J nt ( S) - J ( S) J 

ce qui implique 

JJfne- JJJa ::_:; Jlfne- JI loo+ L 2-k. 
k~e 
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Comme Unt) converge vers f dans C0 (1R), il existe un entier f 0 tel que 

et II:2-kl < ~-
k?.t. 

Donc lifnt- !lia < c dès que f 2:: fo, ce qui prouve la convergence de la suite 
de Cauchy Une) vers f dans Cg(IR) et la complétude de (Cg, Il· !la)· • 

Proposition 4.2 (C~'0 (1R), Il · lia) est un sous-espace fermé, séparable de 
(Cg(JR), Il ·lia)· 
Preuve : Montrons d'abord que c'est un sous-espace fermé de Cg(IR). Soit 
Un)n?.O une suite de C~'0 , qui converge dans cg vers une fonction f; ainsi 
pour tout c > 0, il existe m(c) tel que llfm, -fila < s/2. 

D'autre part 

Wa(f, 6) < Wa(fm,- J, 6) + Wa(fm,, 6) 

< li fm,- !lia+ Wa(fm,, 6), avec 6 < 1. 

Comme fm, E C~'0 , il existe un 'Y(c) > 0 tel que waUm,, 6) < c/2, vs< 'Y(c). 
Ainsi, pour tout 6 < 'Y(c), Wa(f, 6) < c, donc f est bien dans C~'0 • Le sous
espace C~'0 est donc fermé dans cg. 

Passons à la séparabilité. Soit f E C~'0 (.1R), pour j fixé dans N, notons 
Ei f la ligne polygonale d'interpolation linéaire de f aux point Tj,k = k j2i, 
k E Z. On a 

Dans ce qui suit, nous noterons Ij,k l'intervalle dyadique : 

Contrôle de IIEjf- Jlloo 
Soit t E IR, il existe k0 E Z tel que Ij,ko contienne t. En notant que Eif est 
affine sur Ij,ko, on a : 

I(Ejf- f)(t)l < IEjf(t)- Ejf(rj,ko)l + 1Ejf(rj,k0 )- f(t)l 

< IEjf(rj,ko+d - Ejf(rj,k0 ) 1 + IJ(rj,k0 ) - f(t) 1 

< IJ(rj,ko+l)- f(rj,ko)l + IJ(rj,ko+l)- f(t)l 
< Wa(f, Tj)2-ja + Wa(f, 2-j) lt- Tj,k0 la 

< 2wa(f, 2-j)2-ja. 



4.2. Cadre fonctionnel 55 

D'où 

(4.5) 

Contrôle de wa(Ejf- f, 1) 
On discute suivant la localisation de s et t dans JR, tels que it- si :::; 1. Pour 
alléger les formules, nous poserons localement Ei f - f = hi. 
1er cas : s et t sont dans un même intervalle Ij,k, donc it- si :::; 2-j et : 

lhi(t)- hj(s)l < 
it- sia 

Ainsi 

IEjf(t)- Eif(s)l lf(t)- f(s)i 
it - Si a + ~i:-'-t ---s--:-i a~ 

iEjf(rj,k)- Ejf(rj,k+I)iit _ sil-a + if(t)- f(s)i_ 
2-J it- sia 

lhi(t)- hi(s)l 
it- sia 

< IJ(rj,k)- f(rj,k+l)l + lf(t)- f(s)i 
2-ja it- sia 

< 2wa(f, 2-j). 

2e cas : s et t sont dans deux intervalles mitoyens, disons Ij,k et Ij,k+l· On se 
ramène au premier cas par l'inégalité triangulaire. 

lhi(t)- hj(s)l < lhi(s)- hi(rj,k+l)l + lhi(t)- hi(ri,k+dl_ 
it- sia - it- sia it- sia 

Comme it- si 2: it- rj,k+li et it- si 2: is- rj,k+1 i, il vient 

1 
h · (t) - h · (s) 1 1 1 < 4w (! 2-i). 

it- sia - a ' 

3e cas : s et t sont dans des intervalles non mitoyens Ij,k et hk+e (f > 1). 

lhi(t)- hj(s)l 
it- sia 

< lhj(t)- hj(rj,k+e)l + lhi(s)- hi(rj,k+l)l 
it- sia it- sia 

+ lhi(rj,k+l)- hi(rj,k+e)l 
it- sia 

Le dernier terme est nul car Ejf coïncide avec f aux points rj,k+l et rj,kH· 
Ainsi, d'après le premier cas 

1 
h · (t) - h · (s) 1 1 1 < 4w (! 2-i). 

it- sia - a ' 
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Finalement, dans tous les cas 

On en déduit les estimations 

Wa(Ejj- j, 1) < 4w0 (j, 1/2i), 

IIEjj- fila < (4 + 2l-jcz)wa(f, 2-i). 

(4.6) 
(4.7) 

L'inégalité ( 4. 7) et la définition de cg·o entraînent alors clairement la densité 
de l'ensemble des lignes polygonales à sommets d'abscisses kj2i, k E Z, 
j EN, dans (Cg'0 (1R), Il ·lia)· La séparabilité de cet espace en découle. • 

On montre maintenant que cg·a est Schauder décomposable, c'est-à-dire 
l'existence d'une suite de sous-espaces fermés (Xi, i E N) telle que : 

cg·o = œxi, (4.8) 
iEN 

où la somme directe est topologique (i.e. les projections canoniques sur les 
Xi sont continues). Pour la théorie générale des décompositions de Schauder, 
nous renvoyons à Singer [41]. 

Cette décomposition est utile pour obtenir un isomorphisme entre cg·a 
et un espace de Banach de suites et pour étudier l'équitension de processus 
à trajectoires dans c;·a suivant la méthode de [43]. La preuve est basée 
sur l'analyse de c;·o par deux échelles de fonctions triangulaires construites 
comme suit. La première est constituée de la fonction 

_6.•(t) = { 

et de ses translatées 

1 + t si - 1 ~ t ~ 0, 
1 - t si 0 ~ t ~ 1, 
0 ailleurs 

~k(t) = .ê.*(t- k), tE lR, k E Z. 

(4.9) 

(4.10) 

La deuxième échelle est la base de Faber-Schauder, obtenue par translations 
et changements d'échelle dyadiques de la fonction triangulaire : 

{ 

2t 

~(t) = ~(1- t) 
si 0 ~ t ~ 1/2, 
si 1/2 ~ t ~ 1, 
ailleurs, 

(4.11) 
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en notant 

t E IR, j E N, k E Z. ( 4.12) 

Pour expliquer les rôles respectifs joués par ces deux échelles, rappelons l'al
gorithme de Faber-Schauder de décomposition de l'espace C(O, 1). Si f est 
une fonction continue sur [0, 1] avec f(O) = /(1) = 0, sa projection Pd sur 
(la droite vectorielle engendrée par) 6 est simplement l'interpolation linéaire 
de f entre les points 0, 1/2 et 1. La fonction f - Pd s'annule ainsi en ces 
points, la projection P2f de f sur l'espace engendré par 6 1,0 , 6 1,1 est l'in
terpolation linéaire de f- Pd aux points 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. .. ainsi de suite. 
L'initialisation de l'algorithme pour une fonction quelconque f de C(O, 1) 
(pas nécessairement nulle en 0 et 1) nécessite l'adjonction à l'échelle {6j,k, 
j E N, 0 :S k < 2i} de deux autres fonctions h_1 (x) = 1 et h0 (x) = x de 
telle sorte que f - P0f s'annule en 0 et 1, où Po est la projection donnée 
P0 f = f(O)h_ 1 + (/(1)- f(O) )h0 • Géométriquement parlant, l'étape d'initia
lisation consiste en la soustraction du segment interpolant f aux points 0 et 
1. Cette méthode ne peut être appliquée directement à cg·o(.IR), puisque les 
points extrêmes sont rejetés à l'infini. L'idée est alors de soustraire la ligne 
polygonale E0 f interpolant f aux points entiers. C'est précisément le rôle 
qui sera joué par l'échelle {6A:, k E Z}, puisque la projection f E cg·o sur 
le sous-espace engendré par cette échelle est E0 f. La fonction f- E0 f s'an
nule ainsi en chaque entier l E Z et peut être traitée localement sur chaque 
intervalle [l, l + 1] par l'algorithme de Faber-Schauder en utilisant l'échelle 
{6j,kl j E N, k E Z}. Il convient de noter ici que l'échelle {6k, k E Z} ne 
coïncide pas avec { .6_1,k, k E Z}. En particulier les supports de L1A: et .6k+l 
se chevauchent. 

Théorème 4.3 L'espace cg·o possède la décomposition de Schauder 

cg·o = Vo EB EB wj, (4.13) 
jEN 

où V0 est le sous-espace fermé de Cg engendré par { L1A:, k E Z} et pour 
j 2: 0, Wi est le sous-espace fermé de Cg engendré par {6j,k> k E Z}. Les 
projections Eo sur Vo et Dj SUT vVj sont données par : 

Eof :L J(k).6;., (4.14) 
kEZ 

Di/ (Ej+l- Ej)f = L Cj,k(f)6j,k, j 2: 0, où (4.15) 
kEZ 

Cj,k(f) !((k + 1/2)2-j)- ~{f(k2-j) + f((k + 1)2-j) }. (4.16) 
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Les séries (4.14) et (4.15) convergent dans cg. 

La preuve est basée sur le lemme suivant qui montre que la suite de fonc
tions triangulaires qui engendrent Vo ou Wi est en fait une base de Schauder 
de cet espace. 

Lemme 4.4 
( i) Une fonction g est dans Vo si et seulement si g = L akllk avec 

kEZ 
lim ak = O. Cette représentation est unique, les ak sont donnés par 

JkJ-++oo 
ak = g(k) et la convergence de la série a lieu au sens de la topologie de 
cg. 

(ii) Pour j 2: 0, une fonction g est dans Wi si et seulement si g = 

"'"'aJ· kllJ· k avec lim aJ· k = O. Cette représentation est unique, les 
~ ' ' /k/~+oo ' 
kEZ 

aj,k sont donnés par aj,k = _g ( (k + 1/2)2-i) et la convergence de la 
série a lieu au sens de la topologie de cg. 

Preuve : Soit g une fonction de VQ, elle est limite uniforme sur lR. d'une suite 
de fonctions gn affines sur chaque intervalle [l, l + 1] (lEZ). Donc g est elle
même affine sur chacun de ces intervalles. En remarquant que llk (l) = 6k,l 
(symbole de Kronecker), la décomposition suivante s'en déduit 

g(x) = Lg(k)llZ(x), x E lR., 
kEZ 

avec (au moins) convergence simple. Comme llk(l) = 6k,z, cette décomposi
tion est unique. 

Réciproquement, soit (ak)kEZ une suite tendant vers zéro à l'infini, on 
considère la série 

h(x) = L akllZ(x), x E JR., 

et ses sommes partielles 

kEZ 

hn(x) = L akllk(x). 
/k/::;n 

Pour x fixé, on a au plus deux termes non nuls dans cette série (on rappelle 
que les supports de llk et llk+l se chevauchent), la convergence simple est 
donc acquise et la fonction h est définie. Clairement 

(4.17) 
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D'autre part, pour tous x, y dans IR, 

i(h- hn)(x)- (h- hn)(y)i < L iakil~k(x)- ~k(Y)i 
JkJ>n 

< 4lx- Yi max iakl, 
JkJ>n 
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( 4.18) 

(4.19) 

puisqu'à x et y fixés, on a au plus quatre termes non nuls dans le deuxième 
membre de (4.18). Ainsi 

(4.20) 

Les estimations ( 4.17) et ( 4.20) nous donnent alors la convergence de hn vers 
h au sens de la norme cg. Donc h est dans Va et ( i) est établie. 

La preuve de (ii) est similaire, les seules différences sont les changements 
d'échelle dyadiques et le non-chevauchement des supports de ~j,k et ~j,k+l· 
Remarque : Comme conséquence de ( i) et (ii), les espaces Va et Wj ont les 
descriptions géométriques suivantes. 

- V0 est l'espace des lignes polygonales tendant vers zéro à l'infini, avec 
sommets d'abscisses entières. 

- vVj est l'espace des lignes polygonales tendant vers zéro à l'infini, avec 
sommets d'abscisses z2-j-l (l E Z) et nulles aux points k2-j (k E Z). 

- Pour j ;::: 1, la somme directe Vj := V0 EB ( E9{,:~ vVi) est l'espace des 
lignes polygonales tendant vers zéro à l'infini, avec sommets d'abscisses 
k2-i (k E Z). 

Preuve du Théorème 4.3 : Soit j une fonction de C~'0 • On rappelle que 
Eif est l'interpolation linéaire de faux points d'abscisses rj,k = k2-j. Par la 
description géométrique précédente, E0f est clairement dans V0 et de même 
(EH1 - Ej)J est dans Wj· On a 

j 

Ei+lf = Eof + L(Ei+l - Ei)f (4.21) 
i=:O 

et par ( 4.5) et ( 4.6), cette expression converge dans Cg vers f. On obtient 
ainsi la décomposition 

+oo 
f = E 0 j + L(Ei+l- Ej)f (convergence forte dans C0). 

j=O 

( 4.22) 

La décomposition (4.14) de E0f est évidente en utilisant (i) du lemme 4.4. 
En appliquant (ii) du même lemme à g = Djf = (Ej+l - Ej)f, on trouve 
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que les cœfficients correspondants aj,k sont 

aj,k(g) EHd((k + 1/2)2-j)- Ejf((k + 1/2)2-j) 

J((k + 1/2)2-j)- ~{f(k2-j) + f((k + 1)2-j) }, 

puisque Ejf est affine sur le segment [k2-j, (k + 1)2-j]. Ainsi (4.15) est 
vérifiée. Finalement, par (4.6) on obtient l'estimation 

( 4.23) 

d'où découle la continuité sur cg·o des projections Ej et Dj = Ej+1 - Ej. • 

4.3 Isomorphismes avec des espaces de suites 

On passe maintenant à la caractérisation des espaces Cg et cg·o par leurs 
isomorphismes avec des espaces de suites. 

Théorème 4.5 Soit sa l'espace des suites doublement indexées 

u = (uj,k; j 2: -1, k E Z), 

telles que 

Vj 2: -1, lim Uj,k 0 et 
lkl-t+oo 

/lu/1 := sup 2U+1)a sup luj,kl < +oo. 
j~-1 kEZ 

Alors l'opérateur T: Cg ---+sa défini parT f = u où 

u-1,k f(k), k E Z, 

( k+1/2) 1{ (k) (k+1)} 
Uj,k = f 2j - 2 f 2j + j 2J ' 

est un isomorphisme d'espaces de Banach. 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

j 2: 0, k E Z(4.27) 

Preuve : Premièrement T envoie continûment Cg dans l'espace de Banach 
(Sa, Il Il). Ceci découle clairement des estimations lu-1,kl :S ll!lloo et luj,kl :S 
2-(j+1)awa(f, 2-j-1) qui donnent liT fil :S llflla· 

D'autre part le candidat naturel à l'inversion de Test l'opérateur R donné 
formellement par 

+oo 
(Ru)(x) = L u-1,k.6~(x) + L L Uj,k.6j,k(x), u E sa, xE R (4.28) 

j=O kEZ 
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Notons lui la suite obtenue en substituant à chaque terme de u sa valeur 
absolue. Comme pour x fixé, il y a au plus deux termes .6-k(x) non nuls, on a 

+oo 

Rlui(x) < 2suplu-l,kl + L2-(j+l)nsup2(j+l)nluj,kl 
kEZ j=O kEZ 

< 2suplu-l,ki+
2 

1 
supsup2(j+l)nluj,kl· 

kEZ a - 1 j?_O kEZ 

On en déduit que la fonction Ru est bien définie, continue sur lR et tend vers 
zéro à l'infini. De plus 

( 4.29) 

Pour vérifier la régularité holderienne de la fonction Ru, on fixe x, y dans 
lR tels que 0 < lx- Yi < 1 et on écrit 

+co 

IRu(x)- Ru(y)i::; L iu-l,kll.0.k(x)- .6-k(y)j +LAi (4.30) 
j=O 

avec Ai = L lui,kll.0.j,k(x) - .6-j,k(Y) j. (4.31) 
kEZ 

La première série dans le deuxième membre de (4.30) ayant au plus quatre 
termes non nuls, sa somme peut être majorée par 

L iu-l,kii.0.Z(x)- .0-Z(y)j::; 4sup iu-l,kllx- yj. (4.32) 
kEZ kEZ 

Comme 0 ::; .6-j,k ::; 1 et .6-j,k a pour pente maximale 2i+l, les estimations 

j6j,k(x)- .6-j,k(y)j S min(1, 2i+ljx- yj), k E Z, (4.33) 

donnent la majoration 

(4.34) 

Soit Jo l'entier tel que 2-jo-l ::; lx- Yi < 2-io. En découpant la série Lj?.O Ai 
en deux sommes indexées respectivement par J ::; Jo et J > Jo et en utilisant 
( 4.33), on obtient 

+oo ~ L Aj < 2 sup 2(i+l)nlui,kl L 2(j+l)(l-n) lx- Yi 
j=O i'Sjo, kEZ j=O 

+2 sup 2(i+l)njui,kl 
i>jo, kEZ 

+oo 

2: 
j=jo+l 

( 4.35) 
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Les majorations élémentaires 

et 
+oo 

2: 
j=jo+l 

T(j+l)a < 1 Jx - yJa 
- 2Q -1 

donnent 

(4.36) 

Finalement en rassemblant ( 4.29), ( 4.32) et ( 4.36) il vient 

IJRulJa ~ (4+ 2! 2a + 20 ~ 1)1JuiJ. (4.37) 

Ainsi la fonction Ru est dans C0, l'opérateur R est continu et comme RoT 
est l'identité de C0, ceci achève la preuve. • 

Remarque : Il est facile de voir maintenant que C0 n'est pas séparable. En 
effet il contient le sous-espace fermé 

+oo 

L ·= {f = ~ Vj ~1·o (v1·)1·>_o E f 00 (N)}, · ~ 2U+l)a ' ' 
j=O 

qui est isomorphe à 1!00 (N). 

Théorème 4.6 cg·o est isomorphe par T au sous-espace sa,o de sa défini 
par 

(4.38) 

Preuve : Par le théorème 4.5, il suffit de vérifier les inclusions T( cg•o) c sa,o 
et R(sa,o) c cg·0

• Si u = Tf avec f E cg·o, alors par la définition de Uj,kl 

on a 

l
u. 1 < 2-(j+l)aw (f 2-j-1) 

J,k - Q ' ' 
k E Z. 

La première inclusion s'en déduit. 
Réciproquement, soit u E sa,o, considèrons la fonction f 

(4.38), la suite (Ej)j?.O définie par 

Ej := 2(j+l)a sup Juj,k! 
kEZ 

Ru. Par 
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tend vers zéro à l'infini. Pour vérifier que w0 (f, b) décroît vers zéro avec b, on 
ne perd pas de généralité en supposant que b est de la forme 2-1. Pour x, y 

dans IR tels que 0 <ix-yi< b, soit j 0 l'entier tel que 2-jo-l:::; ix-yi< 2-jo. 
En utilisant ( 4.32) et ( 4.33) avec le même découpage que dans la preuve du 
théorème ( 4.6), on obtient 

if(x)- f(y)i jo 
< 4 sup iu-l,kllx- Yi l-a+ 2 I:>·j2(j+l)(l-a) ix- Y il-a 

ix- Yia kEZ j=O 

+oo 
+ 2 L Ej2-(j+l)aix- Yi-a 

j=jo+l 
jo +oo 

< 4llullbl-a + 4 Léj2(j-jo)(l-a) + 2 L éj2(jo-j)a 

j=O j=jo+l 

< 4llullb1-a + 4Vj0 + 
4 

supéj, 
2a - 1 j?_jo 

( 4.39) 

avec 
jo 

. ·-~ . ·2i(a-l) 
VJo .- ~EJo-l · 

i=O 

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue pour les séries, on a 
limjo-++oo Vj0 = O. En prenant le supremum sur x, y dans l'estimation précé
dente, on obtient 

( 4.40) 

Comme b = 2-l' Wa(f, b) tend vers zéro avec b. L'inclusion R(5°' 0
) c cg,o 

est établie et la preuve est complète. • 

4.4 Le dual de cg,o 
Nous nous proposons maintenant d'obtenir des théorèmes de représen

tation pour le dual de cg,o, analogues aux théorèmes 1.9 et 1.10 pour H~'. 
La preuve du théorème 1.9 de Ciesielski repose sur l'isomorphisme entre H~ 
et l'espace de suites c0 (N) et sur la dualité classique c~ = f 1

. Exploitant 
l'isomorphisme entre cg,o et 5°'0

, nous suivons la même méthode au prix de 
quelques complications dues à la double indexation des suites. Pour prouver 
que c~ = f 1

, le fait que la famille canonique {en, n 2: 1} de c0 (N) soit une base 
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de Schauder joue un rôle clé2
• Notre premier travail sera donc la construction 

d'une base canonique de S1:•a. Introduisons la famille canonique normalisée 
{e)~J, J;:::: -1, k E Z} définie par: 

Vi;:::: -1, Vl E Z, e z (a:) (. l) _ { 2-(j+
1

)o: si ( i, l) = (J, k), 
j,k ' - 0 smon. 

(0) 
Nous noterons ej,k pour ej,k' 

Lemme 4. 7 La famille des suites { e)1, J ;:::: -1, k E Z} est une base incon
ditionnelle de l'espace de Banach so:,a. 

Preuve : Rappelons qu'une famille de vecteurs {xi, i E I} d'un espace de 
Banach X est une base inconditionnelle si tout élément x E X admet un 
développement unique x = .Z::::iEI aixi avec convergence forte dans X vers la 
même somme x pour toute permutation sur les termes de cette série. Une 
base inconditionnelle est donc a fortiori de Schauder. 

Considérons l'espace 5°·0 des suites v= (vj,k)j?:.- 1, kEZ vérifiant : 

V J ;:::: -1, lim v j k 
lki-Hoo ' 

0, 

_lim sup lvj,kl 
J--++oo kEZ 

0, 

muni de la norme : 
llvllso.o = sup sup lvj,kl· 

j?:_-1 kEZ 

( 4.41) 

( 4.42) 

Par le changement de suite Vj,k = 2(j+l)o:uj,kJ 5°·0 est isométrique à so:,a. Il 
suffit donc de prouver que la famille {ej,b J ;:::: -1, k E Z} est une base 
inconditionnelle de 5°·0

• 

Soit v un élément quelconque de 5°·0
• Montrons que la famille F = 

{ Vj,kej,k> J ;:::: -1, k E Z} est sommable dans 5°·0 et a pour somme v. Fixons 
é >O. Par (4.42) il existe Jo= J0 (v,E) tel que: 

VJ ;:::: Jo, sup lvi,kl < é. 
kEZ 

Par (4.41), on peut alors trouver k0 EN tel que: 

VJ <Jo, lkl ;:::: ko => lvi,kl < E. 

On obtient ainsi un ensemble fini d'indices : 

I = {(j, k); -1 :S:; J <jo, 0 :S:; lkl < ko} 
2 Qu'elle ne soit pas une base de f 00 (N) permet d'ailleurs de comprendre pourquoi la 

même méthode ne donne pas l'identification du dual de eoo. 
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tel qu'en notant Je son complémentaire dans ( { -1} UN) x Z, 

Il "" Vj,kej,kll ::; sup lvj,kl < c. ~ SO,o (. k)EJc (j,k)EJ J, 

F vérifie ainsi le critère de Cauchy généralisé pour les familles sommables 
(voir L. Schwartz [39] (T. 2, XIV, 4; 1) p. 170). La série 

"" "" v· ke · k ~~ J, J, 

j~-1 kEZ 

( 4.43) 

converge dans 5°•0 vers la même somme, quel que soit l'ordre de sommation. 
D'autre part cette série converge ponctuellement vers v sur l'ensemble 

A = ( { -1} UN) x Z car pour ( i, l) fixé dans A, la série numérique 

L L Vj,kej,k ( i, l) 
j~-1 kEZ 

contient un seul terme non nul qui vaut vi,l· Comme la convergence dans 5°•0 

implique la convergence ponctuelle, la somme de la série ( 4.43) est bien v. • 

Nous pouvons maintenant identifier le dual topologique S'o.,o de s:.,o. 

Lemme 4.8 'ljJ est une forme linéaire continue sur S:t,o si et seulement s'il 
existe z E f 1 (A) tel que : 

'1/J(u) = L L 2(j+l)o.Uj,kZj,k, u E s'l,o, ( 4.44) 
j~-1 kEZ 

où l'on a noté A = ( { -1} U N) x Z. Cette représentation est unique. 

Preuve : Pour u E so.,o, notons comme précédemment, Vj,k = 2(j+l)o.uj,k· 
Soit 'ljJ une forme linéaire continue sur so.,o. Grâce au lemme 4.7, on a: 

VuE so.,o, '1/J(u) = L L Vj,k'I/J(e)~l). 
j~-1 kEZ 

Pour NE N, choisissons u = u(N) défini par : 

. _ 2(j+1)o. . _ { sgn'ljJ(e1(~2) si j ::; Net lkl ::; N, 
VJk- UJk- . 

' ' 0 smon. 

Il est clair que llullsa.o = SUP(j,k)EA lvi,kl = 1. En raison de la continuité de 
'1/J, on a pour tout N : 

N 

1'1/J(u)l = L L I'I/J(e)1)1 ::; 11'1/JIIs'"'•o. 
j=-1 kEZ 
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Ce majorant ne dépendant pas deN, on en déduit que : 

L L 11/J(e;j)l < +oo. 
j2:-l kEZ 

Donc si 'lj; est dans S'a,o, la suite z = (1/J(e;j))(j,k)EA est un élément de t'1(A) 
et vérifie ( 4.44). 

Réciproquement, soit z E t'1(A). Pour tout u E sa,o, la série: 

1/;z(u) := L L 2(j+l)aUj,kZj,k 
j2:-l kEZ 

est absolument convergente et vérifie : 

( '+1) 11/Jz(u)l:::; llzllet(A) sup 2 1 aluj,kl = llzllet(A)IIullso,o. 
j2:-l,kEZ 

'l/Jz est donc bien une forme linéaire continue sur sa,o. Enfin, pour vérifier 
l'unicité de la représentation (4.44), par linéarité de z 1--1- 7/Jz, il suffit de sup
poser que 1/Jz(u) est identiquement nul sur sa,o. Comme z est dans t'1(A), c'est 
en particulier une suite bornée sur A. En choisissant Uj,k = 2-(j+l)asgn(zj,k), 
on en déduit la nullité de llzllet(A)' donc de z. • 

En utilisant l'isomorphisme entre sa,o et C~'0 , nous déduisons immédia
tement du lemme 4.8 une caractérisation du dual de C~'0 • 

Théorème 4.9 rp est un élément du dual topologique de C~,o si et seulement 
s'il existe z E t'1 (A) telle que : 

rp(j) = L L 2(j+l)aZj,kUj,k(j), fE C~'0 , 
j2:-l kEZ 

( 4.45) 

les formes linéaires Uj,k(j) étant définies par (4.26} et (4.27}. Cette repré
sentation est unique. 

Enfin, nous pouvons donner une représentation à l'aide de mesures signées, 
comme au théorème 1.10. 

Théorème 4.10 rp est une forme linéaire continue sur C~'0 si et seulement 
s'il existe J-L mesure signée sur lR et v mesure signée sur lR x [0, 1 J telles que : 

rp(j) = r f(x)p(dx) + r 2f(x)- f(x +ay)- f(x- y) v(dx, dy) 
JTR l'Rx(O,l] Y 

(4.46) 

où la deuxième intégrande vaut zéro lorsque y = 0, ce qui revient à la pro
longer par continuité puisque f E C~'0 • 
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Preuve : Si <p est définie par ( 4.46), on a clairement : 

lrp(f)l < IIJIIooiJLI(IR) + 2wa(f, l)lvi(IR X [0, 1]) 
< {IPI(IR) + 2lvi(IR x [o, l])}llflla· 

67 

rp est donc bien une forme linéaire continue sur cg·o. Réciproquement, si rp 
est une forme linéaire continue sur cg·o, en utilisant la représentation (4.45) 
du théorème 4.9 et en choisissant : 

on obtient directement la représentation (4.46). • 
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Chapitre 5 

Convergence faible de processus 
CŒO dans 0 ' 

5.1 Introduction 

Pour montrer la convergence en loi d'une suite d'éléments aléatoires de 
cg,o, la méthode est la même que pour l'espace H~. Cette convergence est 
équivalente à l'équitension de la suite des lois et à la convergence des lois fini
dimensionnelles. On pourrait en effet reprendre la preuve de la proposition 
1.20 en remplaçant le théorème 1.9 de Ciesielski par la caractérisation du 
dual de C~'0 obtenue au chapitre 4 (théorème 4.9). 

On est amené ainsi à étudier les conditions d'équitension dans C~'0 qui se
ront présentées à la section 2. Comme application, nous étudions à la section 
3, la convergence faible holderienne d'une suite de processus empiriques lissés 
par une suite de noyaux de convolution1 . En particulier lorsque la fonction 
de répartition marginale F de l'échantillon (X1, ... , Xn) est suffisamment 
régulière la suite de processus lissés converge faiblement dans C~'0 vers un 
processus gaussien centré de covariance f(s, t) = F(t 1\ s)- F(t)F(s) pour 
tout a< 1/2. 

5.2 Equitension dans C~,o 

On présente ici quelques conditions d'équitension de suites de processus 
stochastiques à trajectoires dans C~'0 • Notre résultat de base est le théorème 
suivant qui est une généralisation du théorème de Prokhorov [36] sur l'équi
tension dans les espaces de Hilbert. 

1 Ces processus sont aussi appelés processus empiriques perturbés (42]. 

69 
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Théorème 5.1 (Suquet (43]) 
Soit X un espace de Banach1 séparable et Schauder décomposable 

+oo 

x= E9 xi, (somme directe topologique). 
i=O 

On pose pour tout entier j 2: 01 

j 

Vj=ffiXi 
i=O 

et on note Ej la projection continue de X sur Vj. Soit :F une famille de 
mesures de probabilité sur X et Ej:F = {J-L o Ej1 

1 J-L E :F}. Alors :F est 
équitendue si et seulement si 

(i) Pour tout entier j 2: 01 Ej:F est équitendue sur Vj 1 

(ii) Pour tout é > 01 _lim sup J-L(/ E X : Il!- Ejfll > é) = O. 
J4+oo J..LEF 

Remarque : Il est facile de voir que K est compact dans Vj si et seulement 
si 1rJ( est compact dans Xi (0 :::; i :::; j) où 1ri est la projection canonique sur 
Xi. Donc la condition ( i) peut être remplacée par la condition suivante plus 
commode dans notre cas. 

( i') Pour tout entier i 2: 0, 1ri:F est équitendue sur Xi. 

Notre premier résultat est une condition nécessaire et suffisante d'équitension 
basée sur l'isomorphisme de C~'0 avec l'espace de suites s:.:,o. 

Théorème 5.2 Soit (Çn, n 2: 1) une suite d 1éléments aléatoir·es de C~'0 • On 
définit les variables aléatoires Uj,k(Çn) (j 2: -1 1 k E 'Il) par 

Çn(k), u-l,k(Ç~) 

Uj,k(Çn) Çn((k + 1/2)2-j)- ~{Çn(k2-j) + Çn((k + 1)2-j) }, j 2: Ü. 

Alors (Çn, n 2: 1) est équitendue dans C~'0 si et seulement si les trois condi
tions suivantes sont vérifiées 

lim sup P(jui,k(Çn)l 2: A) 
A4+oo n~l 

0, i 2: -1, k E Z, (5.1) 

lim supP(sup jui,k(Çn)l 2: é) 
q-++oo n~l lkl>q 

0, i 2: -1, é > 0, (5.2) 

lim sup P (sup 2(i+l)a sup jui,k(Çn) 1 2: é) 
J4+oo n~l i~j kEZ 

0, é >O. (5.3) 
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Preuve : En utilisant la décomposition (4.13) du théorème 4.3 et l'isomor
phisme T, (5.3) apparaît comme une simple réécriture de la condition (ii) du 
théorème 5.1. Pour voir que la condition ( i') pour X = cg·o est équivalente 
à (5.1) et (5.2), il suffit d'appliquer encore le théorème 5.1 à l'espace T(Vo) 
ou T(Wi_ 1 ) (i ~ 1). Dans ce cas, la décomposition de Schauder est donnée 
par la base canonique de l'espace correspondant. • 

Remarque : Le système de conditions (5.1) à (5.3) ne peut pas être réduit. 
Pour le voir, montrons à l'aide de contre-exemples qu'aucune de ces trois 
conditions ne peut se déduire des deux autres. Nos trois contre-exemples 
seront des processus Çn dont la loi est une masse de Dirac. 
(5.2) et (5.3) n'impliquent pas (5.1) : 
Prendre Çn défini par : 

n, 
0 si (j, k) # ( -1, 0). 

(5.3) et (5.1) n'impliquent pas (5.2) : 
Prendre Çn défini par : 

6n,k, k E Z, 
0 si j ~ 0, k E Z. 

(5.1) et (5.2) n'impliquent pas (5.3) : 
Prendre Çn défini par : 

')-(j+l)o:cJ. J. > -1 
"""' J,n, - ' 

0 si j ~ -1, k # O. 

Du théorème 5.2, découle la caractérisation suivante de l'équitension, plus 
intrinsèque. 

Théorème 5.3 Une suite (Çn, n ~ 1) d'éléments aléatoires de cg·o est équi
tendue si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées 

(a) Pour tout ê > 0, lim sup P(sup /Çn(t)/ ~ ê) = 0, 
A-++oo n~l ft!~A 

(b) Pour tout ê > 0, lim sup P(wa(Çn, o) ~ ê) =O. 
J--+0 n~l 

Preuve : Clairement (a) implique (5.2). En utilisant les estimations (4.5), 
(4.6) et l'isomorphisme T, (5.3) découle de la condition (b). Montrons que 
(a) et (b) impliquent (5.1). Le cas i ~ 0 est immédiat puisque : 

/ui,k(Çn)/ ~ 2wa(Çn,ri-l)2-(i+l)o:. 
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Pour traiter le cas i = -1, soit 'TJ > O. En prenant ê = 1 dans (a), il existe 
un t 0 dans lR tel que : 

supP(IÇn(to)l 2: 1) < 'TJ. 
n:O::l 

.Par ( b) il existe un 6 > 0 tel que : 

Soit k fixé dans Z. Il existe un entier N tel que (N- 1)6 ::::; ik- toi < N6. 
Par chaînage de pas 6, on en déduit : 

Donc pour A = 1 + N 6a, on a : 

Vn 2: 1, P(IÇn(k)i 2: A)::::; 3TJ, 

ce qui achève la vérification du cas i = -1. Ainsi les conditions (a) et (b) 
sont suffisantes pour l'équitension de (Çn, n 2: 1) dans cg·o. 

Pour montrer qu'elles sont aussi nécessaires, on utilise le résultat suivant. 

Lemme 5.4 (Suquet [43]) Soit :F une famille compacte (pour la topologie 
de la convergence faible) de mesures de probabilité sur un espace métrique 
séparable S. Soient (F1, l E N) une suite de parties fermées deS décroissante 
vers 0. On définit les fonctions r.p1 (l E N) par 

'Pl : :F --t JR+ 

p H 'Pt(P) = P(Ft) 

Alors la suite ( r.p1) converge vers zéro uniformément sur :F. 

On considère maintenant deux suites A1 t +oo, 61 ..!- 0 et on définit 

F?) ·- {JEC~'0 , sup if(s)i2E}, (pourê>Ofixé) 
lsi:O::Az 

Fz(b) ·- {fE Cg·o, Wa(f, 6t) 2: ê}, (pour ê > Ü fixé). 

Ces ensembles sont fermés en raison de la continuité sur C~'0 des fonction
nelles utilisées dans leur définition. En appliquant le lemme 5.4, on obtient 
la nécessité des conditions (a) et (b)pour l'équitension de (Çn, n 2: 1). • 

On donne maintenant deux systèmes de conditions suffisantes d'équiten
sion dans cg dont la vérification est plus pratique que celle de (a) et (b). 
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Théorème 5.5 Soit (Çn, n 2:: 1) une suite d'éléments aléatoires de cg·o. On 
suppose qu'il existe 1 2: 1, t5 > 0 et T > 0, tels que les conditions suivantes 
soient vérifiées 

(i) Pour tout k E Z, sup JE /Çn(k)/ 7 < +oo. 
n2':1 

(ii) La série LIE /Çn(k)/ 7 converge, uniformément par rapport à n 2: 1. 
kEZ 

(iii) Il existe une suite de fonctions croissantes Gn telle que 

(Gn(t)- Gn(s))
1
+8 

P(/Çn(t)-Çn(s)/ 2: À) ~ XY , À> 0, -oo < s < t < +oo. 

(iv) Il existe 0 < r ~ 1, tel que Gn vérifie les conditions de régularité 
holderienne suivantes 

Gn(t)- Gn(s) 
9n,l := sup ( )r < +oo, 

l~s<t~l+l i - S 
lEZ. 

(v) La sérieL g~,l ( Gn(l+1)-Gn(l)) converge uniformément par rapport 
lEZ 

à n 2: 1 et ses sommes sont uniformément bornées. 
Alors ( Çn, n 2: 1) est équitendue dans cg·o pour tout 0 < a < r6 / 1· 

Preuve : On va vérifier les conditions (5.1) à (5.3) du théorème 5.2. Le cas 
particulier i = -1 dans (5.1) et (5.2) découle clairement des deux conditions 
(i) et (ii). Comme pour i 2:: 0, 

1[ (k+1/2) (k)] 1[ (k+1) (k+1/2)] Ui,k ( Çn) = 2 Çn 
2

i - Çn 
2

i - 2 Çn ~ - Çn 
2

i · 

Les conditions (iii) et (iv) donnent les estimations 

_2_ [ (k + 1/2) - (k.)] 1+<5 P(/ui,k(Çn)/ 2:: A) ~ A
7 

Gn 2i Gn 2z 

_2_[c (k~1) -G (k+1/2)]1+
6 

+ A'Y n 2t n 2t (5.4) 

< g~,z [c (k + 1/2) _a (~)] 
2(i+l)r<5 A"t n 2i n 2i 

g~,l [ (k + 1) (k + 1/2)] + 2(i+l)r<5 A'Y Gn ~ - Gn 2i '(5.5) 

où l'entier lest défini par 2il ~ k < 2i(z + 1). Les fonctions Gn étant décrois
santes, on utilise pour vérifier (5.1) l'estimation 

<5 

P(/ui,k(Çn)/ 2': A) ~ ~'Y 2 (;;'{~r<5 (Gn(l + 1)- Gn(l)), (5.6) 
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dont la majoration uniforme par rapport à n est une conséquence évidente 
de la condition (v). Pour vérifier (5.2), on suppose, sans perte de généralité, 
que l'entier q est de la forme q = m2i où m est un entier positif tendant vers 
l'infini. En utilisant l'estimation (5.5) avec le schéma de sommation 

on obtient 

< f:'Y 2(;+l)r<Ï { L g~,l [ Gn(l + 1) - Gn(l)] 
l>m 

+ 1~ 9~,1-l[Gn(l)- Gn(l-1)] }.(5.7) 

Par la condition (v), ce majorant tend vers zéro uniformément par rapport à 
n quand m tend vers l'infini. Ainsi (5.2) est vérifiée. Finalement pour vérifier 
(5.3), la même méthode nous donne 

Par la condition (v), ce majorant tend vers zéro uniformément par rapport 
à n quand j tend vers l'infini si '"'(0'. - r6 < O. • 

Théorème 5.6 Soit (Çn, n 2: 1) une suite d'éléments aléatoires dans cg,o. 
On suppose l'existence de constantes '"Y 2: 1, 6 > 0 et T > 0, telles que les 
conditions suivantes soient satisfaites. 

(i) Pour tout k E Z, supiE 1Çn(k)l7 < +oo. 
n~l 

(ii) Les séries LIE 1Çn(k)l7 convergent, uniformément par rapport à n. 
kEZ 

(iii) Il existe une suite de fonctions croissantes bornées Gn telles que pour 
À > 0 et - oo < s < t :::; s + 1 < +oo, 

lt- si"(G (t)- G (s)) 
P(!Çn(t)- Çn(s)i2 À) :S n).'Y n · 

(iv) M := sup(Gn( +oo)- Gn( -oo)) < +oo. 
n2:1 

(v) Les séries L ( Gn(l+l)-Gn(l)) convergent uniformément par rapport 
lEZ 

à n 2 1. 
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Alors (Çn, n ~ 1) est équitendue dans C~·o pour tout 0 <a< 6/"f. 

La démonstration est pratiquement la même (en plus simple) que celle du 
théorème précédent et sera donc omise. 

Lorsque l'on a affaire à des éléments aléatoires de C~·o engendrés à partir 
de processus à trajectoires discontinues par quelque procédure de lissage, 
la condition (iii) est parfois une exigence trop forte. On peut néanmoins 
l'affaiblir de la manière suivante. 

Corollaire 5.7 Supposons que la suite (Çn, n ~ 1) d'éléments aléatoires de 
cg·o vérifie 

lim wa:(Çn, 2-j(n)) = 0 en probabilité, 
n-t+oo 

(5.8) 

où j(n) est une suite d'entiers croissante vers l'infini. Alors le théorème 5.6 
reste valable avec (iii) vérifiée seulement pour 1 ~ t- s ~ 2-j(n). 

Preuve : Considérons le processus auxiliaire ~n = Ej(n)Çn. Comme ui,k(~n) 
est nul pour i > j(n), le théorème 5.5 donne l'équitension de (~n, n ~ 1). Par 
(4.5), (4.6) et (5.8), (~n -Çn) converge en probabilité vers O. Il en résulte que 
pour toute sous-suite (~nl' e ~ 1) convergente en loi dans C~'0 , (Çnl' e ~ 1) 
converge vers la même limite. La conclusion en découle par la caractérisation 
séquentielle de la relative compacité et le théorème de Prokhorov. • 

5.3 Application au processus empirique lissé 

On présente dans cette section, une application de nos résultats à la 
convergence faible holderienne du processus empirique lissé. Soit (Xn)n>l une 
suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, identiquement distribuées 
avec fonction de répartition marginale F. On note 

1 n 

Fn(t) = - L l[x;,+oo[(t), t E lR 
n i=l 

(5.9) 

la fonction de répartition empirique et 

Çn(t) = vn(Fn(t)- F(t)), tE lR (5.10) 

le processus empirique de l'échantillon (X1, X2 , ... , Xn)· On introduit une 
suite de noyaux de convolution Kn(t) = c;/K(tfcn) où K est une densité 
de probabilité sur lR et le paramètre Cn décroît vers 0 à une vitesse qui 
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sera précisée ultérieurement. La suite (Kn, n ;::: 1) est une approximation de 
l'identité, ce qui signifie ici 

1 Kn(t) dt 

lim 1 Kn(t) dt 
n-++oo 1tl2:ê 

1, n;::: 1, 

0, é >o. 

Le processus empirique lissé correspondant est défini alors par 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Nous imposons quelques conditions supplémentaires à K pour que chaque 
trajectoire de (n soit dans c~12 et donc dans C~'0 pour tout 0: < 1/2 (puisque 
nous n'attendons pas davantage de régularité pour le processus limite de (n)· 
Ces conditions sont données par le lemme suivant. 

Lemme 5.8 Soit f une fonction mesurable (non nécessairement continue) 
bornée, tendant vers zéro à l'infini et K un noyau de convolution vérifiant 

IK(x) - K(y)i :::; a(K)Ix- yj, x, y E IR, 

pour une constante a(K). Alors f * K est dans c~/2 . 

(5.14) 

(5.15) 

Preuve : Par des arguments élémentaires , f * K est bornée et tend vers 
zéro à l'infini. L'estimation évidente 

If* K(x)- f * K(y)l:::; 2llfllooa(K) 112 IIKIIL1/21x- yj 1
/

2 

donne w 1;2 (! * K, 1) < +oo. 

(5.16) 

• 
Dans ce qui suit, on suppose que les noyaux Kn vérifient (5.14) et (5.15). 

Théorème 5.9 Supposons que la fonction de répartition marginale F de la 
suite i.i.d. (Xi, i;::: 1) vérifie pour certaines constantes C > 0, 0 < r:::; 1 

IF(x)- F(y)l:::; C!x- yjr, x, Y E IR 

et 

1 F(x) 112(1- F(x)) 112 dx < +oo. 

On suppose de plus que Cn décroît vers zéro et vérifie 

n-1
/

4 = O(cn)· 

(5.17) 

(.5.18) 

(5.19) 

Alors la suite des processus empiriques lissés ((n, n ;?: 1) définis par (5.13) 
est équdendue dans C~'0 pour tout 0 < 0: < r /2. 
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Preuve : Nous utilisons le corollaire 5.7 avec la suite d'entiers j(n) définie 
par 2i(n)::; n < 2i(n)+I. Nous commençons par vérifier les conditions (i) à (v) 
du théorème 5.6 (uniquement la forme affaiblie pour (iii)). 

D'abord (i) est satisfaite pour 1 = 2. En effet par l'inégalité de Jensen et 
le théorème de Fubini, pour tout tE :IR, 

JEik Çn(t- u)Kn(u) dur::; k JE !Çn(t- u)l2 Kn(u) du= H * Kn(t), 

(5.20) 

où H = F(1- F). Avec Hn = H * Kn, nous avons évidemment 

(5.21) 

Pour vérifier (ii), il suffit de prouver la convergence uniforme des séries 
LkEZ Hn(k). Les Hn étant positives, on a clairement 

2:::: Hn(k) = f L(u)Kn(u) du, 
kEZ J'iR. 

(5.22) 

OÙ 

L(u) = ~H(k- u), u E :IR. (5.23) 
kEZ 

Remarquons maintenant que (5.18) implique l'existence de lE X 1 laquelle 
équivaut à la convergence des séries Lk>l P(X1 > k) et l:k<o P(X1 ::; k). 
La convergence normale sur :IR de la série (5.23) est alors une conséquence 
immédiate des majorations 

H(k- u) < 1 - F(k- 1), k > 1, u E [0, 1], 

H(k- u) < F(k), k::; 0, u E [0, 1] 
(5.24) 

(5.25) 

et de la 1-périodicité deL. Ainsi Lest continue et bornée sur :IR. D'autre part 
pour m 2: 1, 

~ Hn(k)::; 1 2::::(1- F(k- 1))Kn(u) du+ 1 IILIIc~J(n(u) du. 
k?.m lul9 k?.m lul>l 

Par les propriétés (5.11) et (5.12) des noyaux Kn, ce majorant converge vers 0 
uniformément en n quand m tend vers l'infini. L'utilisation de (5.25) à la 
place de (5.24) donne un résultat analogue pour Lk<mHn(k) (m--+ -oo). 
Donc (ii) est vérifiée pour T = 2. -
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Comme 1/n:::; 2-j(n) < 2/n, le corollaire 5.7 nous permet de verifier (iii) 
seulement pour 1 2: t- s 2: 1/n, sous réserve que nous puissions établir la 
convergence en probabilité vers zéro de wa((n; 2/n). L'inégalité de Rosenthal 
nous donne pour tout '"Y > 2 une constante C1 telle que 

où les variables indépendantes, de même loi, centrées et bornées Yi sont dé
finies par 

Par l'inégalité de Jensen, le théorème de Fubini et des majorations élémen
taires des moments centrés de variables de Bernoulli, on obtient pour s < t 
et q 2: 2 

lE !Yilq < k lE( l(s-u,t-uJ(Xi) -lE l(s-u,t-uJ(Xi) rKn(u) du 

< k (F(t- u)- F(s- u))Kn(u) du 

< F * Kn(t)- F * Kn(s). 

En notant Gn la fonction de répartition F * Kn et en revenant à (5.26), nous 
avons 

Comme les Kn sont des densités de probabilité, les Gn héritent la régularité 
r-holderienne de F (voir (5.17)) avec la même constante C indépendante de 
n. De plus pour 12: t-s 2: 1/n, n1-'YI2

:::; (t-s) 712
- 1 :::; (t-sybl2- 1l. Donc 

pour 1 2: t- s 2: 1/n, 

(5.27) 

avec C~ = C7 (1 + C'Y/2
- 1). Ainsi la version affaiblie de (iii) est vérifiée pour 

'"Y> 2 avec 6 = r('"Y/2- 1) et 

Comme les F * Kn sont des fonctions de répartition, (iv) est satisfaite. 
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Pour vérifier (v), on laisse tomber la constante C~ et on observe que pour 
mEN, 

(1- F) * Kn(m), (5.28) 

L (F * Kn(l)- F * Kn(l- 1)) (5.29) 
l~-m 

La suite (Kn) étant une approximation de l'identité, (1- F) * Kn et F * Kn 
convergent uniformément sur lR vers 1 - F et F respectivement. Donc la 
convergence vers 0 quand m tend vers l'infini des membres de droite de 
(5.28) et (5.29) est uniforme en n. Ceci achève la vérification de (v). 

Pour compléter la preuve,il reste à montrer la convergence en probabilité 
vers zéro de wa( (n; 2/n). En utilisant (5.15), nous avons 

l(n(t)- (n(s)l < 11Çn(u)IIKn(t- u)- Kn(s- u)l du 

< a(K)it~si [ IÇn(u)idu. 
en JR 

On en déduit 

puis 

Enfin, puisque JE IÇn(u)l ~ JE 112 1Çn(u)l2
, 

lE wa((n; 2/n) ~ 2a(K) na:l f F(u) 112 (1- F(u)) 112 du. 
en JR 

Ce majorant converge vers 0 grâce à (5.18) et (5.19). Ainsi par le corollaire 
5.7, ((n, n 2: 1) est équitendue dans C~,o pour tout a< r(r/2-1)/r· Comme 
aucune contrainte de majoration n'est faite sur le choix de 1 dans l'inégalité 
de moment (5.26), cette équitension a lieu pour tout a < r /2. • 

Théorème 5.10 Sous les hypothèses du théorème 5.9, la suite des processus 
empiriques lissés ((n, n 2: 1) définis par (5.13) converge faiblement dans C~'0 

pour tout 0 < a < r /2 vers un pmcessus gaussien centré ( de fonction de 
covarzance 

f(s, t) = F(s) 1\ F(t)- F(s)F(t), s, tE IR. (5.30) 
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Preuve : Par le théorème 5.9, ((n, n 2: 1) est équitendue dans C~,o pour 
tout 0 < a < r /2. Pour montrer la convergence des lois fini-dimensionnelles 
de (n, on écrit 

(5.31) 

et on rappelle que les lois fini-dimensionnelles de Çn convergent vers celles de 
( par le théorème central limite multinomial. Ainsi, il suffit de montrer que 
pour tout t, (Çn * Kn- Çn)(t) tend vers zéro en probabilité. Par l'inégalité de 
Jensen 

IÇn * Kn(t)- Çn(t)i 2 
:::; 11Çn(t- u)- Çn(t)i 2 Kn(u) du. (5.32) 

Par suite, 

JE IÇn * Kn(t)- Çn(t)j 2 < 1 JE iÇn(t- u)- Çn(t)j 2 Kn(u) du 

< 11F(t)- F(t- u)IKn(u) du. (5.33) 

F est uniformément continue sur IR, comme fonction de répartition continue 
(d'ailleurs ceci découle aussi de l'hypothèse plus forte (5.17) ). Par (5.12), le 
deuxième membre de (5.33) tend vers zéro quand n tend vers l'infini. • 

Remarques : L'expression (5.30) de la covariance du processus gaussien 
centré ( montre qu'il a même loi que le processus (B(F(t)), t E IR), où B 
désigne le pont brownien classique indexé par [0, 1 J. Cette représentation de 
la loi de ( est utile pour tester l'optimalité de l'ordre de régularité holderien 
dans la conclusion du théorème 5.10. Considérons pour cela la fonction de 
répartition particulière : 

{ 

0 si t :::; 0, 
F(t) = tr si 0 < t:::; 1, 

1 si t > 1. 

qui vérifie clairement les hypothèses (5.17) et (5.18). Pour le processus limite 
( correspondant, nous pouvons écrire : 

et 

sup j((t)- ((:)1 > limsup j((t;l 
1t-s19 it- sir/ - t-to+ tri 

. i((t) 1 
h rn su p ----:;:;?: 

t-+o+ t 

. IB(F(t))i 
hmsup F()l/2 (enloi) 

t-tO+ t 

. W(u) 
hmsup~ 

u-+O+ U 

+oo p.s. 
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par un résultat classique de Lévy (voir par exemple (22]) sur le mouvement 
brownien W. Donc presque sûrement les trajectoires de ( n'appartiennent 
pas à c~12 '0 et la conclusion du théorème 5.10 ne peut être améliorée. • 
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Conclusion 

Il est clair que ce document n'épuise pas le sujet de la convergence faible 
holderienne. Les perspectives pour une poursuite de ce travail sont diverses. 
Concernant les espaces Ho:[O, 1], une extension au cas multidimensionnel peut 
être envisagée en utilisant une base de Schauder adéquate pour obtenir des 
isomorphismes avec des espaces de Banach de multi-suites. 

En dimension 1, il serait intéressant de considérer d'autres méthodes de 
régularisation comme le lissage mixte combinant interpolation polygonale et 
convolution, le lissage par splines, les courbes de Bezier aléatoires, ... 

L'exploitation de la dérivation fractionnaire combinée avec la convergence 
faible holderienne devrait trouver des applications à des processus du type 
brownien fractionnaire, particulièrement dans les problèmes de simulation. 

Pour ce qui est des principes d'invariance, une extension de nos résultats 
au cas de variables non identiquement distribuées est assez directe. L'étude 
de la dépendance forte (longue mémoire) reste à faire. 

L'étude dans Ho: du processus quantile est en cours et devrait permettre 
une meilleure compréhension du rôle des statistiques d'ordre. 

Le cadre fonctionnel C0 que nous avons introduit devrait être un outil 
commode pour l'étude de processus naturellement indexés par toute la droite 
réelle comme par exemple, la fonction caractéristique empirique lorsque la loi 
sous-jacente a une densité (voir à ce sujet la récente contribution de Rackaus
kas et Suquet [37]). 

Les applications statistiques, notamment autour des divers processus em
piriques ont été pour nous une source de motivation et constitueront un 
prolongement naturel de ce travail. 
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