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Introduction

Au cours des dernieres années, on a étudié la détection et la localisation des défaillances
(appelées aussi surveillance) par la génération des résidus avec des approches de type
espace de parité (Frank, 1990), observateur (Frank, 1993) (Magni et Mouyon, 1991)
ou identification (Iserman, 1984). On a démontré des propriétés d’équivalence en-
tre ces différentes approches (Delmaire et al., 1995) (Frank et Alcorta Garcia, 1996)
(Wiinnénberg, 1990). L’optimisation de la robustesse et des propriétés de sensibilité
des résidus a fait 'objet de nombreux travaux (Cassar et al., 1993) (Cocquempot et
al., 1991) (Frank et Ding, 1994). Cependant ces approches concernent les systemes
linéaires. La surveillance des systeémes non linéaires a surtout été développée au moyen
des observateurs non linéaires pour des systemes bilinéaires (Hammouri et al., 1994) (Yu
et Shields, 1995) ou completement non linéaires (Seliger et Frank, 1991). Les méthodes
de type espace de parité n’ont été étudiées que pour des systémes linéaires (Chow et
Willsky, 1984) ou bilinéaires (Yu et al., 1995) alors que de nombreux domaines concer-
nant la théorie du contréle non linéaire ont été étudiés avec les outils puissants de la
géométrie différentielle ou plus récemment de la géométrie algébrique. La théorie de
I’élimination et les bases de Groebner et plus généralement les outils du calcul formel
ont été récemment appliqués a une classe de systémes dynamiques non linéaires: les
systemes dynamiques polynomiaux a des fins d’étude de I'identifiabilité (Ljung et Glad,
1994), de I'observabilité, de la stabilisation, des relations entrées-sorties et de réalisation
(Diop, 1992). Un de nos objectifs est d’appliquer ces outils de calcul symbolique a la

surveillance de systemes dynamiques polynomiaux ou a état affine par une approche de



type redondance analytique comme cela a été fait pour les systemes linéaires. Nous ex-
poserons plusieurs méthodes qui permettent d’obtenir certaines relations de redondance
analytique d’un systéme dynamique polynomial. De telles relations doivent a la fois con-
stituer un générateur de l'idéal de définition et étre indépendantes dans un certain sens
que nous expliquerons. Il est important de noter que nous ne nous intéresserons dans
cette étude qu’aux systémes en temps continu qui décrivent naturellement les processus

physiques, alors que la discrétisation intervient au niveau de la commande numérique.

On considére un systéme dynamique non linéaire & m entrées, p sorties et [ parameétres
de la forme:
&= f(z,u,8)
y=h(z,u,0)

avecz € R, u € R™, 0 € R' et y € RP. Les fonctions f et A sont dans le cas le
plus général des fonctions analytiques. Nous traiterons les cas ot il s’agit de fonctions
linéaires, a état affine ou polynomiales.

Notre but est de trouver des relations faisant intervenir les composantes de y, les com-
posantes de u et leurs dérivées respectives jusqu’a des ordres choisis et les composantes
de 6 sans faire intervenir les composantes du vecteur d’état z. Ces relations peuvent

étre écrites sous la forme:

’U)l(g, l_t, 0) =0

wq (¥, 4,0) =0
ou § et @ désignent y, u et leurs dérivées respectives jusqu’a un certain ordre de
dérivation. De plus il faut remarquer que ces relations appelées relations de redondance
analytique sont suivant les cas linéaires, affines ou polynomiales en leurs arguments,
c’est-a-dire 7 et u.
De fait en raison du bruit, des perturbations et des défaillances les fonctions w;(7, @, 6)

(1 < ¢ < ¢) qui sont calculées avec les valeurs de y et u disponibles a partir de



I'instrumentation (commandes, consignes, mesures) et des valeurs de § nominales vont

donner un vecteur de résidus non nul :

p1=w (g’ﬂva)

pq = wq(Y, u,0)
Choisir entre les hypothéses suivantes:
H, : la non nullité de p résulte de I'influence du bruit et/ou des perturbations et/ou des
incertitudes de modélisation
H; : la non nullité de p résulte de Pexistence d’une défaillance
est un probleme de détection (Basseville, 1988) qui n’est pas étudié ici, puisqu’on se
consacrera dans’la suite a la génération des résidus. Ainsi on se restreint a un modele

déterministe.

Calcul des résidus Valeurs des

_—_— n
Valeurs des l résidus
variables 1

connues

l.—i Procédure de détection 1—1 Relations non

|
[ vérifiées |
1
‘ r : Variables
1

1

: |

] d é

! —§ Procédure d’isolation ——‘:l‘efa—m
i [ H

!

:

Procédures de décision I

Figure 0.1: Décomposition d’un systeme de surveillance

Dans le chapitre 1 nous rappelons la méthode de Pespace de parité pour les systémes
linéaires. Des vecteurs lignes sont choisis orthogonaux a la matrice d’observabilité d’un
certain ordre, de tels vecteurs sont dits appartenir & I’espace de parité. Le produit

matriciel de ces vecteurs par le vecteur des sorties et de leur dérivées (produit qui est



nul) fournit alors les relations de redondance analytique. Lorsque le systéme présente
plusieurs sorties I'inter-redondance et 'auto-redondance sont examinées. L’inter-redondance

a deux sorties fait I'objet d’un traitement spécial.

Dans le chapitre 2 nous nous intéressons aux systémes a état affine, c’est-a-dire aux
systeémes dynamiques ayant un comportement affine vis-a-vis de Pétat. La dépendance
du systéme en les entrées est a priori quelconque, mais pour plus de simplicité on con-
sidérera une dépendance polynomiale. Pour de tels systémes on donne les conditions
d’existence de relations de redondance analytique et on présente deux méthodes pour
obtenir ces relations : une basée sur I’élimination de Gauss et ’autre basée sur le calcul
de déterminants caractéristiques. Ces deux méthodes applicables avec des logiciels de
calcul formel sont comparées. 1l est & noter que les méthodes décrites et les résultats
obtenus restent similaires a ceux qu’on trouve dans le cas linéaire, on peut encore parler

d’espace de parité bien qu’il dépende dans ce cas des entrées et de leurs dérivées.

Dans le chapitre 3 nous considérons les systémes dynamiques polynomiaux, c’est-a-
dire des systemes dont la dépendance en ’état et les entrées est polynomiale. Des notions
de base sur la théorie des corps indispensables pour la compréhension des démonstrations
sont d’abord présentées. Par un théorémeon donne le nombre de relations de redondance
analytique indépendantes (dans un sens qui est explicité) pour un ordre de dérivation
maximal fixé de la sortie. Des théorémes sont donnés pour le cas multi-sorties en ex-
aminant 'auto-redondance et 'inter-redondance. Des méthodes effectives de calcul des
relations de redondance analytiques sont présentées ainsi que leur implémentation en
calcul formel. Le probleme des entrées inconnues est traité en complément. Le probleme
de la structuration des résidus est traité du point de vue de I’identification paramétrique.
On montre que la modélisation des défaillances peut étre intégrée dans les relations de

redondance analytiques trouvées. Enfin des exemples d’application sont traités.
% PP
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Le chapitre 4 est consacré & une application des méthodes décrites & un modéle
de la machine asynchrone en régime variable. Le calcul de relations de redondance an-
alytique est effectué. Ces relations sont ensuite utilisées en simulation pour tester leur

efficacité vis a vis de I'apparition de défaillances.
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Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Préliminaires

Considérons le systéme dynamique linéaire déterministe suivant :
&(t) = Az(t) + Bu(t) (1.1)
y(t) =Czx(t) + Du(t) (1.2)
avec z € R" le vecteur d’état, u € R™ le vecteur d’entrées, y € RP le vecteur de mesures
{vecteur des sorties).
Notre but est de trouver des relations faisant intervenir les composantes de y, les com-

posantes de u et leurs dérivées respectives jusqu’a des ordres choisis sans faire intervenir

les composantes du vecteur d’état z. Ces relations peuvent étre écrites sous la forme:

wQ(ﬂ? ﬁ) =0
ou y et u désignent y, u et leurs dérivées respectives jusqu’a un certain ordre de
dérivation. De plus il faut remarquer que ces relations appelées relations de redon-

dance analytique sont linéaires en leurs arguments, c’est-a-dire ¢ et @.
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1.2 Systemes mono-sortie

Pour plus de simplicité, on considére en premier lieu un systéme monosortie (p = 1).
En dérivant ’équation (1.2) plusieurs fois et en la combinant avec ’équation (1.1) on
obtient :

y=Cz+ Du

y=CAz+CBu+ D1

y') = CA% + CA ' Bu+ CA2Bi + - -+ + CBuls~Y) 4 Dul®)

Ceci peut &tre réécrit de maniere plus compacte sous la forme:

7 = OBS,« + COM,(A, B,C, D)@ (1.3)
y U
] U
avec (8 = Y et al®) =
| @ ul®

OBS, est la matrice d’observai)ilité d—’ordre s et COM,(A, B,C, D) est la matrice de

commande. Leur expressions sont les suivantes:

;
- - D 0 .- v .0
C

CB D 0 0

CA
OBS, = COM,(A,B,C,D)= CAB CB D 0 0
0

C A’
- - CAS"'B ... ... CAB CB D

Soit r; le rang de la matrice OBS,, nous savons d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton

qu’il existe r € N tel que:

i

Ts

Soit ws un vecteur de projection tel que:

w,.OBS, =0 (1.4)
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On peut trouver au plus s+1—r, vecteurs ainsi choisis qui soient linéairement indépendants
(Chow et Willsky, 1984).

Deux cas peuvent se produire:

e s < rainsi s+1—r; =0 et il n’existe aucune relation de redondance analytique

~,

e s> 7 ainsi s+ 1 — 17, > 1 et il existe au moins une relation de redondance
analytique, de fait il existe s+ 1 — r relations ainsi formées qui soient linéairement

indépendantes.

Soit §2; unc matrice de dimensions (s+ 1 —r) X (s + 1) de rang plein avec un ensemble
de vecteurs w, constituant ses lignes.

En posant 28 = g(®) — COﬂ/fs(A,B,C,D)ﬁ(S) et en multipliant & gauche par Q, on
obtient :

Q,.7#2 =0 (1.5)

1.3 Systémes multi-sorties
La généralisation de ces résultats a p sorties est immédiate. On a pour la jeme sortie:

y;(t) = Cjz(t) + Dju(?) (1.6)

/
On désigne par OBS;"j = [ (C;)(C;AY - - (C; A% la matrice d’observabilité, et par
COA/IgJ (A, B,Cj, D;) la matrice de commande, par 7/ le rang (précédemment r) et par
Zj(:sj) le vecteur (précédemment z(3)) chacun d’eux relatil & la jéme sortie.

On définit OBS™* comme la matrice résultant de la concaténation:

[ 1
OBSY,

OBS%
OBS* = _ (1.7)

| OBS?,
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et r* (nombre de lignes de OBS™) est défini par:
p -
= (0 4+ 1) (1.8)
i=1

On définit Pespace de parité généralisé comme 'espace engendré par les lignes de la
p p

matrice * de dimensions (r* — rang(OBS*)) x r* définie par:

Q*.OBS*=0 (1.9)
Il est clair que les relations:
o ]
%1
2(7"2)
a7 =0 (1.10)
—(rP
A

constituent les relations de redondance.

Si pour chaque j (1 < 5 < p) on choisit un vecteur ligne “’Zj de dimension 7 tel que:
w!,.OBS’, =0 (1.11)

(un tel vecteur existe et sa direction est unique), le choix suivant:

I

Q" " (1.12)

] |
conduit a des relations de redondance sur chaque sortie séparément (appelé auto-
redondance).

On peut trouver des relations de redondance faisant intervenir plusieurs sorties 3 la
fois (on parle alors d’inter-redondance) avec des ordres de dérivation moindres pour
cha@ue sortie (Chow et Willsky, 1984).

Le théoréme suivant étend au cas multi-sorties ce qui précede:
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Théoréme 1.1:

Soit le p-uple (sy, s, ..., sp) € N”, on définit le rang r(,, 5, 5,) par:

i
OBS},
OBS2,

r(sl 152,0ySp) rang

| oBs?, |

Alors il existe exactement

P
n= Z S; +P - r(sl ,5‘2,"-7517)
=1

)

. B . 5o s . T . o As1) (s
relations de redondance analytique ”indépendantes” faisant intervenir ;°"/, 75’ ,...,

(s v
Yp © ) et u sous la forme::

avec pour €2 une matrice de dimensions X (3_7_, s;+p) et de rang 7 (€ est une matrice

de rang plein ligne). O

On définit (’);. comme ’espace image de I’application linéaire :
W — w.OBS;:'.

Ce sous-espace vectoriel est clairement dans R™.

L’inter-redondance entre deux sorties se produit dés que:
wi,.OBS;, +w] .OBSI =0

. . . : . : . : _7 , .. .
avect # j, s; <1, 85 < r’ et les vecteurs lignes wj, et ws; étant non nuls. Ceci implique

que:

0L (05, # {0}
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ou en d’autres mots que les deux espaces images ne sont pas disjoints.
Une relation de redondance faisant intervenir ces deux sorties s’écrit :
z(e)

Wi will =0

s Ws; s .
2( J)
3
On peut prouver qu’il existe exactement 7 vecteurs ligne [w;i,wﬁj] indépendants avec:

. S\
= N rYi Y]
i = dim (Os,‘ ﬂ ()s].)
Ceci est une conséquence des relations suivantes:
. ; A\ . A . ; . o s
dim (0;1. + 0;}) = dim0O;, + im0} — dim (O;i ﬂ 0;])

) ) . OBS:.
dim (O; + (’)g) = rang '
Y | oBSi,

On peut généraliser ceci a p sorties, I'inter-redondance se produit quand :

P

Zwi..OBS". =0

S Sq
=1

avec s; < 7' (Vi < p) et au moins deux vecteurs ligne w;. non nuls. Cela implique que
la somme suivante de sous-espaces n’est pas directe:

p -
o
=1
Ceci est équivalent 3 existence d’un indice ¢ tel que:

oL Do ol ] #{0}

7=1,7%#1
1.4 Conclusion

On a ici rappelé le principe de calcul des relations de redondance analytiques dans le cas
linéaire ainsi que certaines de leurs caractéristiques. Dans le cadre de la mise en oeuvre

de la surveillance les résidus obtenus a partir de ces relations de redondance ne sont donc
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[E—
It

pas uniques, en particulier ils peuvent étre optimisés suivant des criteres de robustesse
par rapport au bruit ou a des perturbations. Par ailleurs si on sait modéliser 'influence
des défaillances sur le systéme dynamique les relations de redondance fournissent la
forme de calcul des résidus et il reste a calculer leur forme d’évaluation qui donne la

valeur des résidus en fonction des défaillances.



Chapitre 2

Systemes a état affine

2.1 Introduction

Au cours des derniéres années la surveillance des systémes non linéaires a surtout été
développée pour les systémes bilinéaires au moyen d’observateurs non linéaires (Ham-
mouri et al., 1994) (Yu et Shields, 1995) (Seliger ct Frank, 1991). On a consacré peu
d’attention aux méthodes de type espace de parité. Nous considérons ici une classe de
systtmes a état affine (une telle classe inclut les systémes bilinéaires). Considérant ces
systémes, on peut générer des relations de redondance analytique et définir un espace
de parité comme dans le cas linéaire en utilisant ’algebre linéaire sur des corps spéciaux
(c’est-a-dire des corps différentiels (Fliess, 1990)). Alors que dans leur article les au-
teurs de (Yu ct al., 1995) proposent un calcul récursif de la matrice d’observabilité, nous
donnons une méthode de calcul complet des relations de redondance analytique en ce

qui concerne les systémes en temps continu (Comtet-Varga ct al., 1997).
Notations :

Soit u € R™ le vecteur des entrées, R{u] ’anneau des polyndomes avec comme indéterminées

les composantes de u ct & cocfficients dans R, R{u} Panncau différenticl des polynémes
p J poly

16
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en u et ses dérivées a coefficients dans R et R(u) le corps différentiel des fractions en u
et ses dérivées a coefficients dans R.

M, p(k) cst Pensemble des matrices & n lignes ct p colonnes a valeur sur anncau (ou
le corps) k.

On considére dans ce chapitre les modules sur R{u] et R{u} et les espaces vectoriels sur
R(u). Rappelons la différence entre module et espace vectoriel : un module est défini

sur un anneau alors qu’un espace vectoriel est défini sur un corps.

2.2 Préliminaires
Le systeme considéré est le suivant :
& = A(u)z + B(u) (2.1)

y = C(u)z + D(u) (2.2)

avec ¢ € R"™ le vecteur d’état, u € R™, y € RP le vecteur des sorties {(nous ne con-
sidérons qu’un systeme mono-sortie dans ce chapitre).

Alu) € M, . (R[u]), B(u) € M, ;1 (R[u]}), C(u) € My (Rlu]), D(u) € M 1(R[u]), c’cst-
a-dire que la dépendance en les entrées est polynomiale, mais nous pourrions considérer
des systemes a état affine généraux pour lesquels A(u), B(u), C(u) et D(u) sont des

fonctions C*° de u.
Comme dans le cas linéaire ’équation (2.1) est dérivée et combinée & P’équation (2.2)

pour obtenir:

j = [D(w) + C() B(w)] = [C(w) A(w) + C(u)]e

On démontre le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 :
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Pour chaque s € N 1l existe Fs(u) € M, ,(R{u}) et hs(a) € M, (R{u}) (c’est-a-dire
F, (@) est un vecteur ligne et h (@) est un scalaire) tels que:

Y — hy(7) = Fy(B) (R.)

Démonstration:

Par induction

-pour s =0: y— D(u) = C(u)z
ho(@) = D(u), Fy(a) = C(u)

- hypothése de récurrence:

On dérive (R;) ct on le combine avee (2.1). 1l s’cnsuit :
YOt — by (@) = Fopa (0)z
avec les relations de récurrence suivantes :
Fopr (@) = Fs(@)A(u) + Fs(ﬁ)

hotr (@) = Fo() B(u) + hs(@)

La récurrence est démontrée ct ainsi (R;) cst vraic Vs € N.

Corollaire :

On peut concaténer les relations (Ryp),(R}),...(Rs) en posant :

oy ho(@) ] | Fo(w) |
70 = § =M@ et OBS,(u) = )
| y(s) _ hs(ﬂ) ] | FS(’L_Z) ]

On obtient :
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De fait, OBS () est la matrice d’observabilité d’ordre s du systéme dynamique. Le
systeme est dit algébriquement observable (Diop et Fliess, 1991) si OBS,,_ () est de
rang n sur R{u). On peut calculer le rang r (@) de la matrice OBS(#) sur le corps
R(u) (si u satisfait une équation différentielle particuliere, il se peut qu’il y ait une chute

de rang).

Commentaires:
Expliquons ce que signifient dépendance, indépendance linéaire et rang de matrice sur
le corps R{u). R(u) est le corps différentiel des fractions rationnelles avec comme

indéterminées les composantes de u et leurs dérivées a coefficient dans R. Voici un

exemple :
. u w3t ) )
les vecteurs V| = et Vo = sont linéairement dépendants puisque
u? uti
waV; - V2 =0
Nous en déduisons que la matrice
u  wh
u? wti

est singuliere sur le corps R(u) (elle est de rang 1 sur le corps R(u)).

Remarque 1:

(i) rs(@) < min(n,s+ 1) (du fait des dimensions matricielles)
rs(d@) + 1
rs()

(rs(@)) est une suite croissante majorée, donc elle converge. En d’autres termes il existe

(i) roy1(a) =

¢ € N minimal de telle sorte que:

ro(#) = r et ropi(u) = r Vk € N de plus il est clair que: r < n.
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Remarque 2:

Dans le cas ot r4(@) = n, OBS,(u) a une pseudo-inverse OBST (@) telle que:
OBS}H(u).0BS,(@) = I,
avec OBS} (@) € M, s4+1 (R{u)). Par exemple expression suivante:
OBST(a) = ['OBS,(2).0BS,(4)]"'.!'OBS,(4)

est une pseudo-inverse bien connue, introduite par la résolution d’un probléme d’optimisation

quadratique.

2.3 Espace de parité

Dans cette partie nous présentons deux méthodes pour obtenir des relations de redon-

dance analytique:
¢ [a méthode des déterminants caractéristiques
e [’élimination de Gauss

Quand on considére I’équation (K), on constate que les lignes de OBS () générent un
sous-espace vectoriel de (R{u))" qui est souvent appelé I’espace d’observabilité d’ordre

s et sa dimension est r,(%). Considérons un vecteur ligne w;(2) € M, o4 (R{u)) tel que:

w,(7).OBS,(@) = 0 (2.3)

De maniére analogue au cas linéaire, on peut trouver s+ 1 — r (&) vecteurs ainsi formés
linéairement indépendants sur R(u). Soit €2,(%) une matrice de dimensions (s + 1 —
rs(@)) X (s + 1) de rang plein définie sur le corps R{u) avec un ensemble de vecteurs

ws (%) qui constituent ses lignes (Chow et Willsky, 1984).

Q,(@).0BS,(@) = 0 (2.4)
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Les lignes de 2,(a) génerent un espace vectoriel orthogonal a celui généré par les colonnes
de OBS;(4). En multipliant & gauche (K) par Q;(#%) on obtient :

Pu,3) = 24(2).3) (@) = 0 (2.5)

De telles relations sont définies comme les relations de redondance analytique, P(%, 7))

est défini comme le vecteur de parité.

On démontre le lemme suivant :

Lemime 2.2:

2} ¢ Im(OBS,(@)) <= z'*) € Ker(Q,())

Démonstration:

Si le vecteur 2(*) appartient & I’espace image Im(OBS,(@)) alors il existe 2 € R™ tel
que 3} = OBS,(@)z. Comme Q,(@).0BS,(it) = 0 on a la relation Q,(@).2() = 0
ainsi z(*) appartient au noyau Ker(§2,(@)). Par construction les espaces Ker(§2,(#)) et

Im(OBS,(u)) ont la méme dimension sur le corps R(u). On en conclut que
Ker(25(2)) = Im(OBS, (%))

Ce lemme nous montre que: 2% € Im(OBS,(@)) (¢’est-a-dire les relations de redon-
dance analytique existant pour Z('S)) sont les conditions de compatibilité du systeme

linéaire & s + 1 équations et » inconnues:

z() = OBS,(@)z

2.3.1 Calcul par la méthode des déterminants caractéristiques

Le conditions de compatibilité du systéme

71 = OBS, (@)«
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sont données par:

ranglOBS,(u)] = ranglOBS;(u) | 3(s)

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2.3: (Gantmacher, 1990)
Soit ((OBSs)i j)ier,jes unc matrice non sigulicre de dimensions r; X ry extraite de la
matrice OBS;.

Les conditions de compatibilité sont calculées en écrivant:

;
((OBSy)ii)ierics ()
et | € Jiglierjed ((2')i)ier —0

((OBSs)k,5)es (2

pour tout k ¢ I (ces déterminants sont dits ”caractéristiques”). Comme Card(I) = ry,
on obtient s + 1 — r, conditions de compatibilité ce qui fournit une base de relations de
redondance analytique (tout ensemble de relations de redondance analytique serait une

combinaison linéaire sur le corps R(u) de ces conditions de compatibilité).

2.3.2 Calcul par Pélimination de Gauss

Nous étendons un théoréeme (Ciarlet ¢t al., 1989) établi sur le corps R au corps R{u):

Théoréme 2.4:

Hs) = OBS;(u)z est équivalent &:

Ur, (@) It (%) By (a)z(*)
0 0 Bo(a)z)

avec U, (%) une matrice triangulaire supérieure de dimensions ry X r, définie sur le
corps R(u) (chaque élément sur la diagonale est différent de 0), I',, (%) une matrice de
dimensions r, X (n — r,) définie sur le corps R(u), B, (%) une matrice de rang plein de

dimensions r, x (s + 1) définic sur le corps R{u) ct Bz (%) unc matrice de rang plein de
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dimensions (s+ 1 - rg) X (s + 1) définie sur le corps R(u).

Démonstration:
On rappelle la démonstration analogue a I’élimination de Gauss.
On pose:

O, = 0OBS,(4)

On définit récursivement :

Ok = Ej 1T ExTP BT Oy

\
Y I S
Y9 Xn
k k
a22 o .. PR e a'2n
O =
k k
Qpp =00 Oy
k k
\ Xk T Yt

avec Tij“ (4i = (I, m);) une matrice de transposition de dimensions (s + 1) X (s + 1),
qu’on utilise pour échanger les lignes et £; une matrice de dimensions (s+ 1) x (s+ 1)
utilisée pour I’élimination partielle de la ieme colonne:

Tij‘ = (tI%) avec:

[/'77-'7- =1- 57'1 - 5rm et li’q = 57'1'5(]771 + 5rm-5ql

(1 \
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On obtient finalement apres r; itérations:

Orsx = Qrs 2(8)
avec:
U (@) T, (& By(2)z®
0. = (@ TIr.(u) ot Q.29 = 1(%)
0 0 By ()29

et les relations suivantes:

Qrs = Ers—lTrs—l o ETh

De 1a on déduit que @Q,, est une matrice non singuliére de dimensions (s + 1) X (s +
1). Ainsi les relations By(@)#{*) = 0 fournissent une base de s + 1 — r, relations de
redondance analytique indépendantes sur R(u). Pour ce calcul itératif on effectue au
plus ry — 1 transpositions de ligne et r; — 1 procédures d’élimination. La complexité
de cet algorithme est en O{r?) alors que la complexité du calcul par les déterminants
caractéristiques est en O(r,!r?). Ainsi pour les grands systeémes I’élimination de Gauss

sera préférée avec ’aide d’un logiciel de calcul formel.

2.4 Exemple d’application a un systeéme bilinéaire

Les développements théoriques précédents s’appliquent a des systémes a état affine dont
les coefficients sont des fonctions polynomiales de degré quelconque en les entrées. Nous
considérons dans cet exemple d’application des fonctions polynomiales de degré un en
les entrées, ce qui correspond aux systémes bilinéaires. Nous prenons un exemple em-

prunté a (Williamson, 1977) :
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i‘l = ,)\1.’17]
i‘g = )\21?2

Z3 = A3T3 + Uy

| y=22+ 23

avec A1, A2, Az constants.

2.4.1 Préliminaires

La matrice d’observabilité d’ordre 2 est donnée par:

0 1 1
OBS,(u) = u A2 A3
a4+ (A + Az)u A2 A2
Ainsi le systéme est observable si et seulement si:

(/\3 - /\2)(u+ (/\1 — /\z)u) # 0

On supposera cette inégalité vérifiée dans la suite (dans le cas contraire les entrées ne
sont pas universelles).

La ligne suivante dans la matrice d’observabilité d’ordre 3 est :

F3(u) = [ Ar(@+ (M + As)u+ Mu) + (i + (A + As)i) A A3 ]

Ainsi il n’y a qu’une relation de redondance analytique (puisque 4 — r3(a) = 1).

2.4.2 Calcul par les déterminants caractéristiques

Le déterminant de départ est:

0 1 1 y

u A2 As @

@+ (A + As)u PYRDY RN

M+ A+ A)u) + Mut (i + (A +xz)n) A3 A3 ¥
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Apres quelques manipulations sur les lignes il devient :

} 0
| .

o+ (/\1 - )\2)’11,
A](fl,-l- ()\1 — /\Q)u) + 44 (/\1 - Ag)ﬁ

1
0
0
0

i

Az — Az
0
0

Yy

= M2y

7= (A3 + A2)9 + A2 )y

Y —()a

+ A2)i + Mdsy

La nullité de ce déterminant donne la relation de redondance analytique suivante:

(@ + (A1 = X)) (¥ =Ash = Aaff + A2Asd) —((E + (A — A2)E) + M@+ (A — A2)u))

(i~ A3g — Ay + AAsy) =0

2.4.3 Calcul par P’élimination de Gauss

Au début le systeme se présente sous la forme suivante:

1 1 0
A2 As )
A2N2 @+ (A + A3)u
A3 A3 Ap(@+ (Ar 4 Ag)u) + Adu+ (i + (A + As) i)

Jd

L. J

ou z, représente le vecteur ¢ dont certaines composantes sont permutées. Aprés des

manipulations sur les lignes le systéme devient :

1 1 0
0 As— g u
0 0 i+ (A = Aa)u
[0 0 Ml (= Al + (4 (A - Ag)d) |

Ty =

y
y— Ay
= (As+A2)g+ A2 hay

| U —(Aa+ A2 i+ AoAay |

Ceci conduit 3 la relation de redondance analytique suivante :

(@ + (A = A)u)(¥ —Azf — Aaff + A2Aad) —((& + (A — A2)@) + A6+ (A1 — A2)u))
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[SN)
-1

(F — A3y — A2y + A2A3y) = 0

De fait il s’agit de la méme relation que précédemment.

2.5 Implémentation des procédures en calcul formel

Etant données les matrices A(u), B(u), C(u) et D(u) on peut implémenter le cal-
cul récursif de la matrice OBS;(u), des vecteurs Fs(%) et des scalaires h;(%) par des
procédures récursives en langage Maple V. Pour commencer, on calcule la dérivée tem-
porelle de F,(%) (on suppose le systéme mono-entrée et on désigne par ulk| la dérivée
uw®) par la fonction deriv :

> deriv := proc(F,u,n,s)
> local i,k,dF;

> dF := array(1..n);

> for k from 1 to n do
> dF[k] := 0

> od;

> for k from 1 to n do
> for 1 from 0 to s do

> dF[k] := dF[k]+diff(F[k],uli])*uli+1]
> od

> od;

> RETURN(evalm(dF))

>

end;
De méme on calcule la dérivée temporelle de h (a) par la fonction derivsc:

> derivsc := proc(h,u,s)
> local i,dh;

> dh := 0;

> for i from 0 to s do
> dh := dh+diff(h,uli])*uli+1]
> od;
> RETURN(dh)
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>

vV WV V VvV VvV V

vV V VvV VvV VvV

vV V vV VvV VvV V VvV VvV V V V V V V WV V

end;
Ensuite on calcule Fy (@) a partir de F(@) par la fonction iter:

iter := proc(F,A,u,n,s)
local Fp;

Fp := array(l..n);

Fp := F&*A+deriv(F,u,n,s);
RETURN (evalm(Fp))

end;

De méme on calcule hgy, (1) & partir de hs(u) par la fonction itersc:

itersc := proc(h,F,B,u,s)

local dh;

dh := evalm(F&+*B)+derivsc(h,u,s);
RETURN(dh)

end;

Enfin le calcul de la matrice OBS;(u) se fait par la procédure OBS:

OBS := proc(A,C,u,n,s)
local 1,3,k,0B,F,Fp;
OB := array(0..s,1..n);
F := array(l..n);
Fp := array(l..n);
for 1 from 1 to n do
0B[0,i] := C[i]
od;
for k from 1 to s do
for 1 from 1 to n do
F[i] := 0B[k-1,i]
od;
Fp := iter(F,A,u,n,k-1);
for j from 1 to n do
0B[k,j] := Fp[j]
od;

28
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> od;
> RETURN(eval{OB))
> end;

Le calcul du vecteur () inspiré de la procédure OBS se [ail par la procédure OBSZ:

0BSZ := proc(A,B,C,D,y,u,n,s)
loceal 1,j,k,08B,F,Fp,H,Z;

OB := array(0..s,1..n);

F := array(l..n);

Fp := array(l..n);

H := array(0..s);

Z := array(0..s);
H[0] :=D;
zfol := y[o]-H[0];

for i from 1 to n do
0B[0,i] := c[il
od;
for k from 1 to s do
for 1 from 1 to n do
F[i] := 0B[k-1,i]
od;
Fp := iter(F,A,u,n,k-1);
H[k] itersc(H[k-1],F,B,u,k-1);
Z[k] y[k1-H[k];
for j from 1 to n do
0B[k,j] := Fp[j]
od;
od;
RETURN(eval(Z))

end;

vV V V vV V V V VvV VvV ¥V V V V VM V V V V V WV V V V V. YV

Pour ensuite calculer les déterminants caractéristiques ou effectuer I’élimination de
Gauss, il suffit d’utiliser les fonctions det et gausselim du package d’algébre linéaire

linalg.
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2.6 Conclusion

Les deux méthodes conduisent & une forme analytique des fonctions de base. Avec cette
méthode d’anciens théorémes d’algebre linéaire sont revisités en considérant des corps
particuliers, des corps différentiels. De fait les résultats obtenus sont tout & fait ana-
logues a ceux obtenus dans le cas linéaire. Les méthodes de calcul proposées sont issues
du linéaire. De nombreux systémes peuvent étre traités par cette méthode, notamment
les systémes bilinéaires. Cependant dans le cas ou la dépendance est strictement poly-

nomiale en I’état, des outils plus puissants doivent étre utilisés.

Le calcul des relations de redondance analytique pour des systéemes a état affine peut

donc s’effectuer:
e par la méthode des déterminants caractéristiques

e par ’élimination de Gauss



Chapitre 3

Systemes algébriques polynomiaux

De nombreux systémes dynamiques sont modélisés par des équations algébriques poly-
nomiales. Ceux qui ne le sont pas peuvent étre approximés par de telles équations. Cela

justifie qu’on s’intéresse a de tels systemes.

3.1 Notions de base sur la théorie des corps

Nous présentons ici quelques définitions de la théorie des corps, pour plus de détails les
livres de Ritt (1950) et Kolchin (1973) constituent de bonnes références. Les corps que
I’on considérera par la suite sont des corps de fractions rationnelles a plusieurs variables
(ce seront toujours des corps de caractéristique nulle, on exclut ainsi les corps finis tels

que Z/pZ ot p est premier).

Extension de corps

Une extension de corps L/K est définie par la donnée de deux corps K et L tels que K
est un sous-corps de L.

Fzemples: on considere Q(X) le corps des fractions rationnelles en la variable X sur
Q, Q(X)/Q est une extension de corps. De méme Q(Xy, .., X,,)/Q est une extension

de corps ou Q(X},..,X,) désigne le corps des fractions rationnelles en les variables

31
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X1, .. X sur Q. R/Q et C/R sont aussi des extensions de corps.

Elément algébrique/transcendant

Un élément n € L est dit algébrique sur K si et seulement si il existe P un polynéme
non nul & coefficients dans K de telle sorte que P() = 0. Si P(n) = 0 implique que
P = 0 alors 7 est dit transcendant sur K.

Lzemples : le nombre réel /3, solution de 2 — 3 = 0 est algébrique sur Q. Le nombre
complexe imaginaire ¢, solution de 22 + 1 = 0 est algébrique sur R. Au contraire 7 ou

€ sont transcendants sur Q.

Extension de corps algébrique/transcendante

L’extension L/K est dite transcendante s’il existe au moins un élément € L qui est
transcendant sur K. S’il n’existe pas d’élément transcendant, Pextension L/K est dite
algébrique.

Ezemples: R/Q est transcendante et C/R est algébrique. Q(X)/Q et Q(Xy, .., X,)/Q
sont transcendantes. De telles extensions de corps transcendantes définies par des frac-

tions rationnelles sont dites transcendantes pures.

Extension de corps finiment engendrée

Soit S un ensemble fini inclus dans L, Pextension L/K est finiment engendrée si
L = K(S), ou K(S) est le corps des fractions rationnelles avec comme variables les
éléments de S et a coeflicients dans K.

Ezemples: Q(X)/Q et Q(Xy, .., Xn)/Q sont finiment engendrées. C/R est finiment

engendrée puisque C = R (7).

Dépendance/indépendance algébrique

Soit n éléments 7y, 72,...,7, € L, ils sont dits algébriquement dépendants sur K s’il
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existe un polvnome multivariable I’ & coefficients dans K tel que

Plm,ne, ) =0

Si un tel polynome non nul n’existe pas, 11, 72,...,7, sont dits algébriquement indépendants.
Ezemples: X4, .., X, sont algébriquement indépendants sur Q si on considére [’extension
Q(Xy, .., X»)/Q. Par contre tout ensemble de n+1 éléments sur cette extension contient

des éléments algébriquement dépendants.

Bases de transcendance

Une base de transcendance de L/K est un sous-ensemble B de L maximal (relativement
a l'inclusion) dont les éléments sont algébriquement indépendants sur K.

Ezemples: Xy, .., X, est une base de transcendance de Q(Xj, .., X,,)/Q. X est une base
de transcendance de Q(X)/Q.

On rappelle les trois théoremes suivants (les démonstrations de ces théoremes figurent

dans le livre de van der Waerden (1991)):

Théoréme 3.1: Degré de transcendance

Toute basc de transcendance de L/ K a méme cardinalité, on appclle cette cardinalité
le degré de transcendance de L/K, on le note tr d°L/K.

Ezemples: tr d°Q(X)/Q = 1, tr d°Q(Xy, ..., Xp)/Q = n, tr d°C/R = 0 (de fait toute

extension algébrique est de degré de transcendance nul), tr d°R/Q = +oc.

Théoréme 3.2: Base de transcendance
Soit B un sous-ensemble de L algébriquement indépendant sur K, B est une base de

transcendance de L/K si et seulement si L est algébrique sur K (B).
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Théoreme 3.3: Tour d’extension algébrique
Soient L/M et M/K deux extensions de corps () C M C L), I’équation suivante est
toujours vérifiée :

trd°L/K = tr d°L/M +tr d°M/K

Ezemples : on vérifie cela facilement pour la tour d’extension

QcC Q(Xy, -, Xn) CQXy, ey X, Y1,y o0y V)

3.2 Conditions d’existence des relations de redon-

dance

3.2.1 Systémes mono-sortie

On considére le systéme suivant :

= f(z,u,0) (3.1)
y = h(z,u,0) (3.2)

avec ¢ € R” le vecteur d’état, u € R™ le vecteur des entrées, y € R” le vecteur des
mesures (vecteur des sorties), § € R’ le vecteur des paramétres constants. Les com-
posantes de f et h sont des fonctions polynomiales sur R de leurs arguments respectifs.
Pour plus de simplicité on se restreint en premier lieu & un systeme mono-sortie. Notre
but est de trouver des relations de redondance, c’est-a-dire des relations qui font inter-

venir § (y et ses dérivées) et @ (u et ses dérivées) :

wl(y7u70) =0

we(y,%,0) =0
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On montrera que de telles relations existent et qu’elles sont polynomiales.

En dérivant I’équation (3.2) et en la combinant avec (3.1) on obtient:

. {0h oh\ .
i=(5) s+ (5) (33

On note @) le vecteur u et ses dérivées jusqu’a ordre k. On démontre le théoréme

suivant :

Théoréme 3.4:

Pour chaque s € N il existe g5 une fonction polynomiale sur R de ses arguments :

Démonstration:
Par récurrence
Cela esl vral pour s = 0: go(x, ’L_L(O), 8) = h(z,u, 8) et

s=1 g (x,all), ())—(ah\f-i-(

Supposons que y{*) = gs(m,ﬂ(s),ﬁ) alors: yst) = (%“"—) f+> 5= 0( - wlk+h)
La relation de récurrence est donc:
=1ls ags ags
g1 (z, ul*HY, 0) = ( ) I Z (3u(k)) o
O
Considérons la concaténation de (Rg),(R)),...,(R;)
7} = OBS,(z,u, ) (3.4)
Y 90
avec: g3 = y et OBS; = o

|y 2
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Soit rs le rang générique de la matrice Jacobienne :

S (z, w0
J-(OBS;) = (‘903 Ssg;’ il ))

On démontre le théoréme suivant :

Théoréme 3.5:
Pour tout s € N fixé, il y a exactement s + 1 — r, relations de redondance faisant
intervenir (® ) el @l

wy (79,49, 0) =0

(E)

Wet1-r, (79, ), 6) = 0

qui sont "indépendantes” au sens suivant : la matrice Jacobienne
(%) (7, 4, 6)
Jy(W) =
(P )(y(s) ),0)

est de rang s + 1 — r, pour presque tout vecteur (7(*), (), 8) dont les coordonnées sa-

tisfont le systeme d’équations (E).

Démonstration:

Considérons les corps suivants :

o K(u);(8) est le corps des fractions rationnelles sur R (on peut aussi prendre Q en
particulier pour les calculs formels effectifs) en 6, en u et les dérivées de u jusqu’a

Pordre s

o K{uys(9)(y)s est le corps des fractions rationnelles sur K{u);(6) en y et ses

dérivées jusqu’a l'ordre s
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o K(u),(0)(y)s(z) est le corps des fractions rationnelles sur K(u)s(0){y)s en z.

Avec ces corps on peut définir une tour d’extension algébrique et utiliser le théoreme

3.3:

tr K () (0) (4} (2) /K () 6) = tr &K () (6)(y)o () /K (u)s (0) ()bt d K (u)a(6) () /K (u)al0)
(3.5)

L’extension de corps K(u)(0)(y)s(z)/K(u)s(0) est générée par I’ensemble fini:

(rl,...,wn,y,y,...,y(s)). Si aucune relation ne liait ces variables entre elles on ob-

tiendrait :

tr dK () (0)(9)s(e) /K (w)o(8) = n+ 5 + 1

Le théoreme 3.4 prouve l’existence d’un systeme S; de s + 1 relations sur le corps

K{u)s(8) :
( PPN
g0($7 Z_/(s)v ﬂ(0)7 0) =y—- go(l', 17’(‘0'? 0) =0

gl (1'7 y(s)a ﬂ(l)v 0) = y — 01 (ZL‘, ﬂ(l)7 0) =0

f]s($7 37(3)7 ﬁ(s)v 9) = y(s) - gs(”/‘? ﬁ(s)’ 9) =0

930 9do
5:57?? dz
La matrice Jacobienne: J, ;(§) = : : est clairement de rang s+ 1 puisque:
99s 9gs
EY0] Az
Jyvf’:(g) = [ Is+l ‘ —Jz(g) ]

Si on considere la variété algébrique V (go, g1, ..., §s) définie par le systéme d’équations
(Ss), cette variété est donc clairement de dimension n. D’aprés un théoréme qui établit
une relation entre dimension de variété et degré de transcendance (voir le livre de Cox

ct al. (1992) par exemple) il s’ensuit que:

tr d°K (u), (6) (), (2) /K (u)s(6) = m (3.6)
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En suivant un raisonnement analogue, 'extension de corps K(u):(8)(y)s(x) /K{u)s(6)(y)s

est engendrée par I'ensemble fini (2.2, ..., 2,), €t on obtient:

tr d°K (u)s (0) (y)s (@) /K (0)s(0)(y)s = n — 74 (3.7)

D’apres les équations (3.5), (3.6) et (3.7) on déduit:
tr d"K(u)s(0) (y)s/K(u)s () = 7s (3.8)

En se référant au paragraphe (3.1) cela signifie qu’il existe une base de transcendance
sur l'extension de corps K(u},(8)(y)s/K(u)s(6) avec exactement rs éléments (rappelons
que r,; est le rang générique de la matrice Jacobienne J,(OBS;)). On peut trouver
les éléments de cette base de transcendance dans ’ensemble générateur: (y, g, ..., y(s)).
Soit B = {y(®,i € I,|I] =r,} une base de transcendance et B = {y\,j € J, IUJ =
{0, ..., s}} les autres éléments de I’ensemble générateur. "
Puisque les éléments de B sont algébriquement indépendants, ’existence d’un polynéme
multivariable P défini sur le corps K(u),(8) tel que P(y,i € I) = 0 implique que P
est le polynoéme nul.

Comme K{u);(8)(y)s est algébrique sur K(u);(6)(B) il existe s + 1 — r, polynomes

multivariables wy, ..., ws41-r, non nuls tels que:
N0 I O I .
w;(y\, Y 8,0) =0 VieJ (3.9)
vérifiant les conditions suivantes :

(g%) n’est pas le polyndme nul Vj € J
)

De fait si (3%87) était le polynéme nul, w; serait un polynéme uniquement en les

variables (y(i) ¢ € I), ce qui implique que w; est le polynéme nul ce qui est impossible.
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On a le tableau d’incidence suivant:

Les relations (3.9) sont donc les relations de redondance analytique attendues.

Remarque 1:

Dans I’énoncé du théoreme 3.5 'expression ”pour presque loul vecleur (y(s),ﬁ(s) ,0)
dont les coordonnées satisfont le systeme d’équations (E)” a toute son importance. En
effet, une fois les s+ 1 — r, relations de redondance analytique w; (7(), (s, =0 (1<
it < s+ 1 —r) 7indépendantes” obtenues, on peut en fabriquer une infinité d’autres

dans I'idéal engendré par ces relations :
s+l—rg
w*(g(5)~ ﬂ(S)r 6) = Z &y (g(3)~ ﬂ(S)t 0),[01(37(3). a(S): 0) =0
=1
ol les fonctions o; sont polynomiales en leurs arguments. On peut donc se demander

si ces nouvelles relations sont "indépendantes” des relations w;( 79, 'ﬁ(s),ﬁ) =0 (1<

i <s+1—r,). Quand on dérive la fonction w* par rapport au vecteur ¢*) on obtient :

(aw*) +§ ) ( dw; ) ++{; ( da; )
o) = i - —— ] Wi
83;(3) =1 ay(S) =1 ay(S)

D’apres ’énoncé du théoréme 3.5 la seconde somme du terme droit de cette équation

est nulle. Donc la nouvelle relation de redondance analytique fabriquée avec w* n’est
pas ”indépendante” des s + 1 — r; relations de redondance analytique précédemment

calculées.
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Remarque 2:
[’équation (3.6) est aussi prouvée par Forsman (1993) en utilisant le Hauptidealsatz

généralisé de Krull.

Remarque 3:

Le résultat suivant sur les différentielles de Kahler par Johnson (1969) donne des éléments
pour la démonstration du théoréme 3.5: si k& est un corps de caractéristique zéro et si
K est une extension du corps k, alors les éléments 7, ..., 7. de K sont algébriquement
indépendants sur k si et sculement si dg (1), -, dxyx(7,) sont linéairement indépendants
sur K. Ainsi ce résultat prouve l'existence d’une relation de redondance analytique

quand il y a une chute de rang dans la matrice d’observabilité.

Remarque 4:

Diop ct Flicss (1991) ont aussi utilisé les différenticlles de Kédhler pour donner des
conditions d’obervabilité algébrique. lls démontrent une équation qui relie un degré de
transcendance au rang d’une matrice Jacobienne. Nous aurions pu utiliser leur équation

pour démontrer les relations (3.6) et (3.7).

Corollaire 3.6

Il existe r € N, r < n tel que:

s+1 s<r

s =

Deux cas se présentent :

e s < rainsi s+ 1—r; = 0 et donc il n’existe aucune relation de redondance

analytique faisant intervenir (%) et @(9)
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e 5 > r donc il existe s + 1 — r relations de redondance analytique indépendantes
(dans le sens précédemment mentionné de la matrice Jacobienne) faisant inter-

venir (%) et a(®

Démonstration :

Il existe un unique r € N, r < n tel que:

rs=s+1sis<r etrs=rsis=r (il y astabilisation du rang)

D’aprés le théoreme 3.5 nous savons qu’il existe exactement 1 relation de redondance

faisant intervenir g et a("
wi (57, ul,6) = 0 (3.10)

et qu'il n’existe aucune relation de redondance faisant intervenir §r=1 et @1, Ainsi
nous avons une interprétation de la base de transcendance du précédent théoréme: cette
base de transcendance est constituée des éléments de ensemble ("1,

De 12 on en conclut que w fait intervenir y(™: 887’% n’est pas le polynéme nul.

En dérivant I’équation (3.10) on obtient I’équation :

. ‘ PR d Y
wo (7Y al), 9) = _;"t.l_ =90 (3.11)

ou %ﬁ n’est pas le polynéme nul.

On obtient donc 2 relations de redondance analytique indépendantes (3.10) et (3.11)
faisant intervenir g+ et T+,
Par induction on peut prouver que si s > 1, on obtient s+ 1 —r relations de redondance

indépendantes faisant intervenir 7% et @(*) sous la forme:

wy (g(r), (), o) :‘0

Ws41—r (g(s), ﬁ(s)a 6) =0

avec
k-1,
d wi

Wk = dtk-1

1<k<s+1-r (3.12)
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Ainsi chaque relation excepté la premiere peut étre obtenue en dérivant la précédente.

Par identification il devient clair que r; = r pour s > r. On a le tableau d’incidence

suivant :
y(s+1-r) y(s—r) - y(r+1) y(r) g(r—l)
W 0 0 0 0 X XXX
wo 0 0 0 X X | X[ XX
W 0 0 X X X | XXX
Ws_p 0 X X X X | X | X{X
Wet1—r X X X X X XXX

Remarque 5:
Dans le cas d’un systéme mono-sortie r est défini comme la dimension algébrique du
systéme dans (Fliess, 1989). Dans le méme article il est aussi défini comme la dimension

de I’état minimal de la théorie de la réalisation.

Remarque 6:
Le corollaire 3.6 est tout simplement Panalogue du théoréme de Cayley-Hamilton pour

les systemes algébriques.

Remarque 7:
Il est clair que considérant un systéme polynomial, Pensemble des relations de redon-
dance constitue un idéal différentiel (c’est-a-dire un idéal fermé par la différentiation)

comme cela est suggéré dans la démonstration du corollaire.

Remarque 8:

Nous savons d’aprés un théoréme d’algebre différentielle (Kolchin, 1964) que pour tout
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entier ¢ assez grand :

tr d°K(u)s(0)(y)s/K{u)s(8) = x(s)

ol  est une fonction polynomiale sur le corps Q. D’apres le corollaire 3.6:
tr d°K(u)s(0)(y)s/K{u):(8) = r

pour tout s assez grand, ce qui évidemment satisfait la propriété (x est un polynoéme

constant).

Remarque 9:

Nous avons démontré qu’il existe un ordre r < n pour lequel existe une relation
algébrique entre y, §,..., ¥, u, 4,..., u"). Glad (1989) prouve un résultat plus faible en
démontrant qu’il existe toujours une relation algébrique entre y, 7,..., y™, u, ..., ul®.
Sa démonstration utilise les dimensions de bases canoniques sur les espaces vectoriels

de polynémes.

Remarque 10:
Dans le cas particulier ou les équations (3.1) et (3.2) ne font intervenir aucune entrée,
le résultat suivant est analogue & la condition d’orthogonalité (1.4) pour toute fonction
de parité w:

ow

(5:5(7)) J(OBS,) =0 (3.13)

On peut facilement le démontrer puisque:

dw_((‘?w

pour tout vecteur £ € R".
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3.2.2 Systémes multi-sorties

La généralisation de ces résultats & p sorties est immédiate. Pour la sortie j I’équation
(3.2) devient :
y; = hj(z,u, 6) (3.14)

alors que I’équation (3.1) n’est pas modifiée.
Comme dans le théoréme 3.4 on obtient les relations suivantes aprés dérivation et sub-
stitution :

(s5) A

; (s " P
o) = gl (o, 6) (3.15)
pour tout j et s; € N, avec ggj une fonction polynomiale de ses arguments respectifs.

Prenons les notations suivantes pour chaque j et s; € N:

r 7 o
Y . g
| ij » g
g =| 7 | etOBS] =
- yJ(SJ) . . gg} A

Soient ry, les rangs génériques des matrices Jacobiennes .J,(OBS3)).
Pour chaque sortie 7 on définit comme dans le corollaire un entier r/ en supposant que

s; est assez grand :
p o= tr d"K('u)sj (0)(yj)sj/K(u)5]. (8) (3.16)
r’ est le plus petit entier tel que rang Jx(OBSfJ) = r/. Nous savons d’aprés le

théoreme 3.5 que nous pouvons trouver p relations de redondance analytique mettant

en jeu chaque sortie séparément :

wi (5,40, 6) = 0

_(rP} _(yP
wp(gs, a0, 60) =0
On parle alors comme dans le cas linéaire d’auto-redondance. Si les relations de re-
dondance font intervenir plusieurs sorties en méme temps, on parle de relations d’inter-

redondance quand ces relations ne peuvent étre déduites des relations d’auto-redondance.
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Le résultat principal sur I'inter-redondance peut étre énoncé de la facon suivante:

Théoréme 3.7:
Considérant tout p-uple fixé (sq, sz, ..., 5,) € NP avec (Vi € [1;p]) s; < 7' on définit le

rang générique r(s, 5, . s} Par:

Jx(OBSsll)
r(sl,sg,.‘.,sp) = rang
J(OBSE)
Alors il existe exactement
p .
n= Z s;i+p-— r(sl 1824.0415p)
=1
. . - , L e . L. . {s1) (s
relations de redondance analytique ”indépendantes” faisant intervenir 7;°"/, ..., ,(f" ), 8

et 4 sous la forme:

wl(yl 5 7yp. 7ﬁ70):0
(F)
w (g, 35 5,0) = 0

avec la condition de rang suivante:
o —(3 — —
(—ay{-fl) y£ 1)""7y7()sp)?u79)
rang : =7
3 _ _ _
(55) @, 5, 5,0)

= ( . e
pour presque tout vecteur ¥ = [?Asl), ey y;,sp)]’ dont les coordonnées, u et § satisfont (E).

La démonstration de ce théoréme est analogue a la démonstration du théoréme 3.5.

Démonstration:

On utilise les notations suivantes :
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o (¥)s désigne (y1)s,(yp)sy
e K(u) signifie que I'ordre de dérivation pour la variable u est infini

On a la relation suivante:
yﬁi) = gf(:v, u, ) (3.17)

ceci pourtousiet jtelsque 1 <j<pet0<i<s;

On définit de nouvelles fonctions § par:

3o (s} (1) LY
Y, x,u,8) = i — gi(x,u,6)

AN

| est clair que la variété V(gg, ..., gl , ..., 35, ..., G5,) est de dimension n. On en déduit

Pégalité suivante sur un degré de transcendance (Cox et al., 1992) :
tr d’K{u)(0)(Y)s(z)/K(u)(8) =n (3.18)

De méme il est clair que la variété V (g, ..., g}, ..., gh; ..., g5,) est de dimension n —

T(s1,.8p)- On cn déduit que (Cox et al., 1992):
tr 7K () (9)(Y ) s(@) /K () (0¥ s = 1~ (5.0 (3.19)
On a I’égalité suivante d’apres le théoreme 3.3

tr d°K(u)(0)(Y)s(z)/K(u)(0) = tr d°K(u)(0)(y)s(z)/K(u)(0)(Y)s+ir d°K(u)(0){Y)s/K(u)(0)
(3.20)

On en déduit que:

tr d”K(u)(0)(Y)s/K(u)(6) = r(s,,...s0) (3.21)

Il existe donc une base de transcendance qui a r(, ., éléments sur extension de

corps K(u)(0)(Y)s/K(u)(). Les ¢léments de cette basc sont dans Pensemble générateur

(y1, %, ...,yisl), veor Yps Ups ...,y,(,sp)). Soit B = {yfj), (¢,5) € I,|I| = r(s,,....s,)} une base de
transcendance et B = {yf,jl), (,ihYel, IUI' = {1} x{0,...,51}U...U{p} x{0, ..., 5,} }

dis
les autres éléments de ensemble générateur.
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Puisque les éléments de B sont algébriquement indépendants, ’existence d'un polynome
multivariable P défini sur le corps K{(u){(f) tel que P(yﬁj), (1,7) € I) = 0 implique que
P est le polynéme nul.

Comme K(u)(8)(Y)s est algébrique sur K(u),(6)(B) il existe = }°7_) si+p—r(s,...s,)

polynoémes multivariables de type w(; ;y non nuls tels que:
BT 52 V) R ) = Vi N e T e
w1 Y7 e 8) =0 V(7)€ (3:22)

vérifiant les conditions suivantes:

e U n’est pas le polynd IV, Y el
50 p polynome nul V(¢ j') €
Y

De fait si (—u*) était le polynéme nul, w(y ;+y serait un polynéme uniquement en

les variables (y; (2) (¢,7) € I), ce qui implique que w(;s j») est le polynéme nul ce qui est

impossible. On a le tableau d’incidence suivant :

v @) el |y ) el
x 0 0 0 0 X
60 x 06 0 O X
w00 x 000 X
0 0 0 x 0 X
0 0 0 0 x X

Du théoreme 3.7 on déduit un corollaire.

Corollaire 3.8:
Considérant tout p-uple (s1,...,s,) € NP avec (Vi € [1;p]) s; < 7, Pinégalité suivante

est satisfaite:

P
T'(sl,...,.sp) S M’l,’l’l(z &5 + p’ 71/)

=1
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et dans la plupart des cas cette inégalité devient une égalité. Quand I’égalité est satisfaite
si on veut borner I'ordre de dérivation de chaque sortie on choisit Vi € [1;p] s; < pi (ps

étant choisi pour tout ¢) tel que:

P
Z si+p=n+1
=1
Ainsi on obtient une unique relation de redondance analytique ”indépendante” telle

que:

w(gf’), - 37,(,5"), u,6) =0

L’existence de relations d’inter-redondance est aussi démontrée dans ’article de Conte
ct al. (1988). Leur démonstration est plus générale que la nétre car elle considére des
fonctions f et h analytiques (et pas seulement polynomiales). Cependant les relations
de redondance qu’ils démontrent ne sont valables que localement puisque leur preuve
repose sur le théoréme des fonctions implicites. Ils définissent pour chaque j (1 < j < p)

/ o 3 .
n; comme le plus petit entier tel que:

r T JI(OBS,,II/_I)
Jz(OBS!, ) '

1 J-(OBS2, )

JI(OBSTZL, _1) :
2

rang = rang : (3.23)
, J-(OBS?, )
J.(OBS), ) ’
L 7 J.(OBS?,)

ces relations de redondance sont sous la forme:
() L _(ny-1) _
Y 1) = u’l(y§ ! )7“’)

(np)

e (n— (n_,—-1) _(n'— -
Yp :wp(?All) (s )y(pl)")

1oy Ip—1 Y JP i
L’article de Diop et Wang (1993) sur I’observabilité donne de nouvelles relations sur les

degrés de transcendance d’inter-redondance. Dans le cas polynomial (c’est-a-diresi f et
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h sont des fonctions polynomiales) pour chaque j (1 < j < p) les n’; définis dans {(Conte

ct al., 1988) sont égaux aux entiers définis dans (Diop et Wang, 1993) par :

ny =tr d°R<u, Yty s Yim1, Y50 /R Y1, ooy Y1) (3.24)

ot 'omission des ordres de dérivation dans les degrés de transcendance signifie que ceux-

ci sont infinis.

Remarque 11:

On peut facilement démontrer que pour chaque 7, n’. et »? vérifient:
q bl 7
! J
n; <y

En d’autres mots ’inter-redondance abaisse ’ordre de dérivation des sorties comparée

a 'auto-redondance.

3.3 Calcul effectif

Calculer les relations de redondance revient & éliminer les composantes de I’état dans le

systeme d’équations (on fait abstraction des parameétres dans ce paragraphe) :

y = go(z,u)

y) = gz, 5%)
Ces calculs reposent sur des approches qui ont fait I’objet de publications et pour cer-

taines de ces approches des implémentations par des logiciels de calcul formel existent.

Essentiellement il existe trois techniques:
o la théorie de ’élimination
e les bases de Groebner

s les ensembles caractéristiques
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Chacune de ces méthodes nécessite qu’un ordre d’élimination soit fixé. Par exemple on
choisit :

T1 > Ty > oo > Ty

3.3.1 Théorie de ’élimination

Dans ’ensemble la théorie de ’élimination repose sur deux opérations élémentaires :
o la division Euclidienne
o la dérivation

Dans le cas qui nous intéresse on utilisera exclusivement la division Fuclidienne puisque
aucune dérivée des variables & éliminer n’intervient. Pour éliminer la variable z d’un

ensemble d’équations polynomiales mettant en jeu d’autres variables w et leurs dérivées:

PI(Z,'&/') :0

Fy(z,w) =0
on doit choisir un polynéme P, qui est de plus bas degré en z. On effectue ensuite la
division Euclidicnne de chaque P; (1 < i < ¢, ¢ # @) par P, rclativement & la variable

z ce qui conduit a:

I3 P = QiPa+ P!
avee deg,(Pr) < deg.(Py) ct Ip, linitial du polynéme P, (I'initial d’un polynéme non
différentiel est le coefficient du monéme de plus haut degré de ce polynéme en la variable

considérée). Le systéme cn s’assurant que Ip, # 0 cst maintcnant équivalent & :

Pr(z,w) =0
(E7)
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L’opération est renouvelée autant de fois que nécessaire pour éliminer completement z.

On aboutit donc & un systéme:

Néanmmoins pour qu’il y ait équivalence de (E) et (E’) il est nécessaire de compléter (E)
par des inéquations polynomiales (en atteste la condition Ip, # 0). En effet I’équivalence
esl vraie au sens suivanut : (£) implique (E’), par contre (E) implique existence d’un z

qui vérifie (E).

Pour éliminer toutes les composantes du vecteur d’état z, la procédure est réitérée
autant de fois que nécessaire.

Remarque:

On peut aussi effectuer ’élimination de la variable z en calculant ¢ — 1 résultants de

polyndémes en z (cette méthode est moins efficace et conduit a de lourds calculs) :

ResZ(Pl,Pa) =0

Res, (P, Py) =0
De plus le calcul de ces résultants n’est pas équivalent aux divisions Euclidiennes
précédentes.
Une explication en détail de la théorie de ’élimination se trouve dans {Diop, 1991) et
(Scidenberg, 1956). L’étude de la complexité de Palgorithme d’élimination dépassc e
cadre de ce mémoire. Cet algorithme a déja été implémenté en langage de calcul formel

REDUCE, pour plus de détails on consultera (Diop, 1989).
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3.3.2 Bases de Groebner

Pour plus de clarté, il est nécessaire de poser quelques définitions (Cox et al., 1992).
On commence par définir les ordres de monémes les plus couramment utilisés sur

k[X1, ..., X,]. Un monéme de k[Xy, ..., X,,] est par définition un élément :
X = X X3, X2

avec o = (ay,ay,...,a,) € N" Les ordres de mondmes vérifient tous en général les

propriétés suivantes : soit > Pordre de mondmes considéré
(i) > est une relation d’ordre totale
(ii) si @, B et y sont des éléments de N™ et si X > X# alors X*+7 > X/+v

(iii) > est bien ordonnée c’est-3-dire que tout ensemble non vide de mondémes de

k[X1,...,X,] a un plus petit élément pour la relation d’ordre >

L’ordre lexicographique est défini par:

X >1er X? si et seulement si

Jk0<k<n—1tel que a; = Fy,....,ar = P et agq1 > Pr1

Il est important de noter qu’il existe en fait n! ordres lexicographiques sur k[X1, Xz, ..., X,
dépendant de la facon dont les variables X, Xo, ..., X, sont ordonnées.

Ezemples: en choisissant X > Y > Z ona X >j.; Y Z, mais en choisissant Y > X > Z

onaYZ > X.

L’ordre degré-lexicographique est défini par:

X >gr1er X7 si et seulement si

jof =3y o > Bl =305, Biou Jo] = |B] et X >pep X7

De méme que pour Pordre lexicographique, il existe n! ordres degré-lexicographiques
sur k[X1, X2,..., X,;] dépendant de la fagcon dont les variables Xy, X3, ..., X, sont or-

données.
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Fzemples: en choisissant X > Y > Z on a XZ? > griex Y Z?, mais en choisissant

Y>X>ZonaVYZ? > grlex XZ2.

L’ordre degré-lexicographique-inverse est défini par:

X >grevter X f si et seulement si

o = 30 i > |8 = > Bioulal =Bl et Ik 0 <k < n—1tel que a, = Gy,
On—1 = P10y A1 = Pt et ag < G

De méme que pour ’ordre degré-lexicographique, il existe n! ordres degré-lexicographique-
inverse sur k[Xy, Xy, ..., X)) dépendant de la fagon dont les variables X, Xy, ..., X, sont
ordonnées.

Ezemples: en choisissant X > Y > Z ona X3Y32Z3 > cpier X 2y3Z% et en choisissant

Z>Y >XonaZ'V3X2? >, e Z3Y3X3

Considérant un ordre choisi on peut donner les définitions suivantes pour un polyndéme
f=>,0a.X"de k[Xy, Xy, ..., X0}
Soit X = maz {X™ tel que a, # 0}.

Le multidegré de f cst alors défini par:
multideg(f) = o™
Le coeflicient principal de f est défini par:
LC(f) = @muitideg(s)
Le mondme principal de f est défini par:
L]\/I(f) - Xmu.ltideg(f)
Le terme principal de f est défini par:

LT()) = Goputtideq(s) Xmdtidea(f) — LO(NLM ()
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Ezemple : si on considere 'ordre lexicographique avec 'ordre de variables X > Y > Z et
le polyndme f = aX?Y Z +bX?Y Z? + ¢Y2Z5 alors multideg(f) = (2,1,2), LC(f) = b,
LM(f) = X*YZ? LT(f) = bX?Y Z%. Pour I'ordre lexicographique et I’ordre de vari-
ables Z > Y > X et avec le méme polynéme multideg(f) = (5,2,0), LC(f) = ¢,
LM(f)=Y?225 LT(f) =cY?Z5.

Soient fi, f2, ..., fs des polynomes de k[ X7, X3, ..., X,,] alors on définit Pidéal généré

par fi, f2, ..., fs de la maniére suivante:

(fi,far s fs) = {Z hif; avec hy, hy, ..., hs € k[X,, X2, ---,Xn]}

i=1
Considérant un ordre de mondme fixé, on définit alors la base de Groebner associée
3 un idéal par:
Un ensemble fini G = {gy, ..., g} d’unidéal I de k[ Xy, ..., X,)) cst appclé basce de Grocbner
associée a I'idéal I si:
(LT(91), -, LT(g7)) = (LT(I))
avec

LT(I) = {cX? il existe f tel que LT(f) = cX°}

et (LT (1)) I'idéal généré par les éléments de LT(I).

Le calcul des bases de Groebner peut étre effectuéen un nombre d’opérations élémentaires
fini, il repose sur P’algorithme de Buchberger (Buchberger, 1985) que nous décrivons

brievement. Cet algorithme repose sur les deux opérations suivantes :
e la division Euclidienne qui a été précédemment expliquée
e le calcul de S polynémes

Le S polynéme de deux polynémes P; et P; est calculé par:

S(P,P) =h P — h Py
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avec hy et hy définis par:

. _LOM(IM(P). LM(P)) , _
"= LM (Py) e

LOM(LM(P,), LM(Py))
LM (Py)

ou LM représente le terme principal déja défini et LCM représente le plus petit com-
mun multiple. On peut trouver une explication détaillée de ’algorithme de Buchberger

dans (Cox et dal., 1992).

On a alors le théoréme fondamental suivant :

Théoréme d’élimination:

Soit I = (fi,..., fs) C k[Xi,..., X,;] un idéal, le kieme idéal d’élimination I est
défini par Iy, = I N k[Xjk41,...,Xp]. Soit G une base de Groebner de I pour Pordre
lexicographique avec ordre de variables X; > Xy > ... > X, alors 'ensemble G} =

G Nk[Xks1,-.-, Xn) est une base de Groebner de Ij et on a la relation suivante :
<G,c> = <G N k‘[)(k+1, ceey /Yn]> =1

Pour appliquer algorithme des bases de Groebner au calcul des relations de redondance
analytique on doit considérer "anneau de polynomes Kley, .., ¢n, v, 9, ..., ¢ u, @, u(s)]

et 'ordre lexicographique avec 'ordre de variables:
21> > >y > L >y>y>ud > > a>u

Des lors le probléeme n’est plus que de calculer la base de Groebner G (compte-tenu de

P'ordre choisi) associée a l'idéal I défini par:

I= <y - go(l‘, U), y - gl(m7 ’u(l))a mees y(s) - gs(za a(s)))

Remarque:
Les éléments de la base de Groebner G qui ne contiennent pas x forment d’aprés le
théoreme d’élimination une base génératrice de toutes les relations de redondance an-

alytique existantes pour un ordre de dérivation s de la sortie fixé. D’aprés ce méme
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théoréme, compte-tenu de Pordre d’élimination des variables choisi, ces relations sont
”indépendantes” au sens du théoréme 3.5 car elles sont structurées suivant les dérivées
(9) N

de la sortie au sens du corollaire 3.6 (en effet y** > ... > y > y). On a donc obtenu

une base génératrice de relations de redondance analytique ”indépendantes”.

Mentionnons que des logiciels de calcul formel calculant les bases de Groebner sont
déja disponibles, notamment Maple, Reduce, Mathematica, Macsyma et le logiciel
expérimental GB (Faugere et al., 1993). Concernant ce dernier logiciel, il calcule les
bases de Groebner suivant Pordre degré—lexicographique~inverse avant de les calculer
dans 'ordre lexicographique. En effét le calcul des bases de Groebner suivant l'odre
lexicographique avec l'algorithme de Buchberger conduit a des calculs qui dépassent
souvent les capacités des ordinateurs actuels et ceci pour des systemes relativement
simples en apparence. Ainsi la complexité du calcul des bases de Groebner avec P'ordre
lexicographique est en do*) (pour des équations de degré d en n variables et dans
le cas ol l'idéal des solutions est de dimension zéro et le nombre de solutions fini).
L’algorithme du logiciel GB réduit cette complexité a d°(*) . 11 est & noter que de tels
logiciels ne fonctionnent que sur le corps Q. Pour une application des bases de Groebner
au calcul des relations de redondance analytique dans le cas des systémes dynamiques
polynomiaux cn temps discret on consultera (Guernez et al., 1997). Le livre de (Dav-
enport ct al., 1986) constitue une référence sur les bases de Groebner et leur utilisation

en calcul formel, en Francais.

3.3.3 [Ensembles caractéristiques

On considere des polynémes différentiels, c’est-a-dire des polynoémes & plusieurs variables
qui contiennent aussi des dérivées de ces variables.

Sur ces variables et leurs dérivées on définit un ordre qui doit vérifier les conditions
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suivantes :

u < fu u<v=bu<e

pour toutes variables u et v et pour toute dérivation temporelle 8.

Soit P un polynoéme différentiel, on appelle indéterminée principale de P la plus
grande variable ou dérivée de variable intervenant dans P et suivant 'ordre choisi. On
la note up.

L’initial de P est le coefficient de plus haut degré de up, il est noté Ip. Le séparant
de P est gT};, il est noté Sp.

On définit un ordre sur les polynoémes différentiels. Soient P et ) deux polyndmes
différentiels. On dit que P est inférieur a () si up est inférieur a ug suivant l'ordre
choisi ou si up = ug ct deg, P < deg, Q. P ct () sont dits dc méme rang si P ct )
ont méme indéterminée principale et deg, P = dcéuPQ.

On définit la notion de réduction. Soient P et ¢} deux polyndmes différentiels. Soit up
Pindéterminée principale de P. ) est dit partiellement réduit par rapport & P si
aucune dérivée propre de up n’apparait dans ). De plus si le degré de up dans Q) est
strictement inférieur au degré de up dans P, () est dit réduit par rapport & P.

Un ensembie de polyndémes différentiels dont tous les polynomes sont réduits deux 3
dcux cst dit auto-réduit.

On définit un ordre sur les ensembles auto-réduits de polynémes différentiels. Soient
A=Ay, Ag, ..., A, et B = By, By, ..., B, deux sous-ensembles auto-réduits de polynémes
dont les éléments sont classés suivant :

A <Ay < ... <A et By < By < ...< By

A est dit inférieur a B si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

e il cxiste un enticr & avee 0 < k < min(r, s) ct rangA; = rangB; Vj € [0;k — 1]

et Ay inférieur & By

e r > sct A; ct B; ont méme rang Vj € [0; 5]
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Le plus petit sous ensemble auto-réduit qui puisse étre formé a partir d’un ensemble de
polyndémes différentiels & est appelé ensemble caractéristique de T.
Pour trouver la relation de redondance analytique d’ordre de dérivation minimal il suffit

de calculer 'ensemble caractéristique de ¥ pour 'ordre de variables:
USULUEL . YL YL PL e KTy <8 < 0o <2 <31 < e

ou X désigne I'idéal différentiel généré par les équations:

4

1 — fi(z,u)=0

i’n - fn(rﬂl) =0

y—h(z,u)=0

Ce calcul de Pensemble caractéristique de X sc fait par Palgorithme de Ritt (Ritt,
1950} qui fait appel a la division Euclidienne comme les algorithmes précédents. Parmi
plusieurs opérations cet algorithme inclut le calcul simultané de restes et la comparaison
de plusieurs ensembles de polyndémes pour trouver le plus petit ensemble auto-réduit.
Les articles de (Glad, 1989} et (Ljung et Glad, 1994) constituent une bonne référence
pour des applications de cet algorithme au calcul de relations de redondance analytique
(appelées relations entrées-sorties dans ces articles). Une implémentation en langage
Maple V a été réalisée, on consultera (Glad, 1992) pour plus de détails. D’autres

implémentations sont possibles, voir a ce sujet la these (Boulier, 1994).

3.3.4 Implémentations en calcul formel

Nous exposons dans ce paragraphe des procédures en langage Maple V qui permettent de
calculer les fonctions g;(z, u(d), #) 0 << spréalables au calcul des bases de Groebner

par exemple. On calcule g;4;1 & partir de g; par la fonction elem:

> elem := proc(f,g,n,m,i)

> local ii,k,dg;
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dh := 0;
for i1 from 1 to n do
dg := dg+diff(g,x[ii])*£li1]
od;
for ii from 0 to 1 do
for k from 1 to m do
dg := dg+diff(g,ulk,iil)*ulk,ii+1]
od
od;
RETURN (eval (dg))

end;

vV V V V V V V V V V. Vv

Remarque:

On choisit la convention qui désigne par ufk,i] le scalaire u;’

Puis on calcule le tableau des fonctions g¢; m,'ﬁ(i),ﬁ‘ 0 <1< sapartirde feth
) p

par la fonction geneio:

> geneio := proc(f,h,n,m)
> local 1,k,G,K,y;

> G := array(0..n);

> G[o] h;

> K[0] ylol-G[o];

> for i from 1 to n do

> G[i] 0;

> K[i] ylil
>
>
>
>
>
>
>

]

od;

for 1 from 1 to n do
G[i] elem(f,G[i-1],n,m,1);
K[i] K[1]-G[1i]

od;

RETURN (eval(G))

end;

Sur le méme modele on calcule la liste y(*) — gi(z,70,8) 0 < i< s par la fonction

sstio:
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sstio := proc(f,h,n,m)
local 1,k,G,K,K1l,y;

K := array(0..n);
G[o] h;

K[o0] yLol-c[o];
for i from 1 to n do
G[i] 0;

K[i] y[i]

for i from 1 to n do

G[1] := elem(f,G[i-1],n,m,1i);
KEi] := K[i]-G[i]

od;

K1 := convert(K,list);

>

>

>

>

>

>

>

>

> od;
>

>

>

>

>

> RETURN(K1)

> end;

Enfin on génere automatiquement la liste d’élimination de variables par la fonction

elim :

elim := proc(n,m,x,y,u)
local 1,k,Y,Y1;
Y := array(l..2*n+1+n*m+m);
for i from 1 to n do
Y[i] := x[i];
od;
for 1 from ntl to 2*n+1 do
Y[i] := y[2*n+1-i];
od;
for 1 from 0 to n do
for k from 1 to m do
Y[2*n+1+i*m+k] := ulk,n-i]
od
od;
Y1l := convert(Y,list);

vV V VvV V VvV V V V V V V V V V V
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> RETURN(Y1)
> end;

Ensuite il n’y a plus qu’a appliquer la fonction de calcul de bases de Groebner gbasis

sous la forme:

> G := gbasis(K1,Yl,plex);

3.3.5 Exemples

FEzemple 1:
Considérons un systéme mono-entrée mono-sortie non linéaire d’ordre 3 inspiré de
Particle de Williamson (1977).
Les équations d’état sont :
.’i?l = /\1.’1,‘%
j]g = /\23]2
T3 = Asx3z + uxy
ol Ay, Az, Az sont des parametres constants et u désigne l’entrée.
La sortie est définie par:

y=x2+ 23

Des calculs symboliques conduisent a la matrice Jacobienne :

0 1 1
Jx(OBSZ) = u A2 As

La factorisation du déterminant de la matrice J;(OBS3) donne:
det(Jz(OBS3)) = —(Ay — As) (@ + (2h121 — A2)u)

En supposant que Ay # A3, ce déterminant est non nul (saufsi u et z vérifient certaines

relations ce qui conduit a considérer un systeme complétement différent du systéme
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initial).

Ainsi on obtient :

rang(Jz(OBS3)) =3

Du corollaire 3.6 nous déduisons qu’il n’existe aucune relation de redondance analy-

2) 2)

tique faisant intervenir 7 et @? et qu'il existe une relation de redondance analytique
faisant intervenir §(® et @® (de plus toute autre relation de redondance i cet ordre de
dérivation est dépendante de la premieére dans le sens mentionné précédemment).

On obtient aprés application de l'algorithme des bases de Groebner la relation de re-

dondance analytique suivante:

(=8 MAgA2ii42 A As Ao u+10 A As A2 a+4 A As® A u—2 A ado As®) iy —4 A * A3® A%+
(=12 21%23% — 24 X320 % — 122 20.%) 492 + (=2 + 2 E0As + u? Aot — 24udg® — Azl —
3aud®Ag + 242A3h0 + udolids + uAPA3)i + (=2 Aihqu — 6 Ao + 204) ¥ i+

(4 A2 232 +12 A% A% A0+ 12 A% As A +4 A2 %) 53+ (8 A As? Agii+8 AjAs A% ii—2 Ag? A3\ u—
10 A A5 A0% =12 A As A a+2 A A Aot u) dy+(— 12 A2 A3% A —24 A2 A32 07— 12 A 2 A A% 92y +
(12 A2 A3+ 12 A2 00) 5294 (6 Asdodput+a4 \udo® =2 Apad3—2 A1iide) ¥ 9+(24 A2 Aa2 Mg+

24 M2 30D iy + (A3l — 2 Aziiidy — AsAptu? + 2 AgA 2w + Agii® — 30 %00 — uhtu +
242057 + A2y + ud ¥ + (=4 A + 4 0uhe? — 208 + 6 Aadediu + A dau +

4 A18A2) 5% — 12 30200 25%y + (=4 A1As%i — 8 A Az Aqii + 4 M A32h%u + 2 0 0305 —
AA20+ 10 A Az A% i+ 6 A 4+ 4 Apdoda® — Arude)) 92 + (8 A dsii— 12 A dsh%u +

8 ApAzii —2 Aqudg® — 10 Ayitde? — 6 A% A A ju 42 A1 @As? — 6 A Az Ao ) i + (@i +3 dudy? —
20 hy ~ wdaii — u?X) ¥ +(12 22233027 + 12 202020 %) 0% — 12020320, %05% +
(=4 A 23022 u+2 A1 A300%) ¥ y—4 A 2P+ (= AsAgii2+3 Aad Zita+Asdotuu—2 Agh 342 —
AsAPiu)y + (—4 MAz2 A% 4 6 A\ A3% A0 — M A3t tu)y? = 0

avec un ordre d’élimination choisi:

z1>z>23>y P > i>g>y>uP si>a>u
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Une telle formule pour la relation de redondance ne semble pas facile & implémenter
pour des objectifs de détection de défaillance.

En supposant maintenant que A, = A3, nous laissons le lecteur vérifier que
rang(J,(OBS;)) =2 Vs>1

Du corollaire 3.6 on déduit qu’il n’existe aucune relation de redondance analytique

1) et @tV et qu’une relation de redondance faisant intervenir ) et

faisant intervenir g
() existe.

On trouve la relation de redondance suivante:

2 XM gy +uij + (= Ao — w)g — My + Agiy — A" Ayy® =0

Ezemple 2 :
On considere un systéme multi-sorties statique:
Y1 =31 — A2
Yo = /\2‘1‘% + A%)\Q.’L‘g - 2)\1/\21‘11‘2 + /\3%1 — /\1)\31‘2 -+ /\4
Pour un tel systéme on calcule la matrice Jacobienne d’observabilité d’ordre zéro:
J.(OBS}§) 1 —Ay
JI(OBSg) 2/\21‘1 — 2)\1)\21‘2 + )\3 —2>\1)\21‘1 + 2A%/\21}2 - A1A3
Il est clair que cette matrice est de rang 1 (il y a perte de rang non linéaire (Guernez et

Cassar, 1996)). Donc il existe une relation d’inter-redondance entre les deux sorties:

Aoy —ya+A3y1 + A =0

3.4 Le probleme des entrées inconnues

3.4.1 Introduction

Certaines variables qui modélisent des perturbations ou plus généralement des grandeurs

inconnues peuvent apparaitre dans les équations qui modélisent le systéme dynamique.
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Un objectif possible est alors d’obtenir des relations de redondance ne faisant pas in-
tervenir de telles variables. On parlera alors de résidus robustes par rapport a ces

perturbations ou grandeurs inconnues.

3.4.2 Systemes mono-sortie

On considére le systéme suivant :
&= f(z,u,v,0) (3.25)
y=h(z,u,v,8) (3.26)

ol f et h sont des fonctions polynomiales de leurs arguments respectifs sur le corps R
et avec v € RY représentant le vecteur des entrées inconnues. Comme précédemment,
notre but est de trouver dés relations de redondance analytique qui ne dépendent pas
des composantes du vecteur v. Nous donnerons des conditions d’existence de telles
relations.

On peut démontrer sans difficultés que pour chaque s € N il existe gF une fonction

polynomiale sur R de ses arguments respectifs telle que:

{s)
1

") = gi(z, a9, 1), 6)

avec la relation de récurrence suivante:

9g; a
x o (sH1) s+l _ 9s k+1 Ys k+1
gs+1($7u ,U( ),9)— ( ) f Z( ) ( )+Z( 'U(k)) .U( )

On considére la concaténation suivante:

OBS? =

*
L 95

Soit r} le rang générique de la matrice Jacobienne:

. JOBS*\ (BOBS*
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Comme cela a été fait pour le théoreme 3.5 on pourrait démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.9:
Pour tout s € N fixé il existe exactement s + 1 — r} relations de redondance faisant
intervenir §(), @(*) et 6:
wi(@®, 3,0 = 0
(E")
w:-f-l—rg(g(s)v ﬂ(s)vg) =0

qui sont “indépendantes” dans le sens suivant : la matrice Jacobienne

est de rang s + 1 — r; pour presque tout vecteur (g(-—*) ,als), ) dont les coordonnées sat-

isfont le systeme d’équations (£™).

Cependant ’existence de relations de redondance indépendantes du vecteur des entrées
inconnues n’est pas assurée méme pour un ordre de dérivation s assez grand. En effet
il n’y a pas de limitation pour la valeur de r¥. Cela provient du fait qu’en dérivant les
relations de départ on incorpore aussi les dérivées des entrées inconnues qui sont donc

autant de nouvelles variables a éliminer.

On peut démontrer le corollaire suivant comme on I’a fait pour le corollaire 3.6:

Corollaire 3.10:

S’il existe r* € N tel que:

e ry =541 pour tout s < r*



CHAPITRE 3. SYSTEMES ALGEBRIQUES POLYNOMIAUX 66

*

— gk
px =1

e

alors »] = r* pour tout s > r*

3.4.3 Systemes multi-sorties
Pour la sortie j I’équation (3.26) devient:
y; = hj(z,u,v,0) (3.27)

alors que I’équation (3.25) n’est pas modifiée.

Comme précédemment on a les relations suivantes:

v = g (e, a0, 0) (3.28)
pour tout j et s; € N, avec g;’j une fonction polynomiale de ses arguments respectifs.
r C T
y; i g
¥j gt
Notons pour chaque j et s; € N: 37](-5’) = .j et OBS;Y = !
[ 5" | | 55 |

La généralisation suivante est immédiate:

Théoréme 3.11:

Considérant un p-uple (sy, sz, ..., 5,) € NP soit 7’?31 s21sp) le rang générique défini par:

Js(OBS3Y)

* _
T(s1,52,m08p) — QNG

J22(OBSEP)

Alors il existe exactement

P
_ ) *
n= Z S;+p— r(s1 1525-0+5p)

=1
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{s1)

relations de redondance analytique "indépendantes” faisant intervenir ;" ..., i

et 4 sous la forme:
wi (™, Lo 6,8) =0
(E)
w;;(giﬂ)? “eey gl(fp)7 4, 9) =0

avec la condition de rang suivante:

rang =
Sw* _ (s -
(8_11};7,L> ('yﬁsl), ...,yﬁ, p), u, )

(s1)

pour presque tout vecteur Y = [y, o

(5p) , . .
sy Yp =] dont les coordonnées, u et 6 satisfont le

systeme d’équations (E™).

3.4.4 Calculs effectifs

Les calculs effectifs se font par un des algorithmes proposés dans le paragraphe 3.3 en
choisissant un ordre d’élimination convenable. On peut par exemple choisir pour un

systéeme mono-sortie 'ordre :
21>z, >00 > s> e>yP s s i>y>uld > > i>u

Le calcul préliminaire des fonctions gF 0 < ¢ < s ne présente aucunc difficulté puisqu’il

suffit de considérer les entrées inconnues comme des entrées 3 part entiére.

3.5 Structuration des résidus et identification des

parametres

Notre but est de trouver des résidus structurés c’est-a-dire ne faisant intervenir que

certains parametres. Ceci est proche du probleme de I'identifiabilité. Rappelons qu’un
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parametre est dit identifiable {en ce qui concerne les systémes dynamiques polvnomi-
aux) si il satisfait seul une équation algébrique dont les coefficients sont des fractions
rationnelles des entrées, des sorties et de leurs dérivées. Ainsi ce probléme est fortement
relié & celui de la localisation des défaillances ou chaque défaillance de composant peut
étre traduite en un biais additif d’un paramétre distinct. Pour une étude de référence
sur I'identifiabilité des systémes dynamiques polynomiaux on consultera (Ljung et Glad,
1994). Pour la localisation des défaillances dans le cas lindaire on consultera (Gertler,

1991).

On suppose que les définitions et les notations de la partie 3.2 sont toujours valables et

que le systéme est mono-sortie.

Supposons que nous voulons identifier le parametre 8; (: € [1,!]). En premier lieu

on définit certains rangs de matrices Jacobiennes:

o [ /80BS,\ [d0OBS,
Ty =rang l o ) s EYT

ot #' désigne tous les parametres excepté §;

o_ . [(90BS,\ (9OBS,
=TI\ T ) Tae

Deux cas peuvent se produire:

Considérant chaque parameétre comme une composante de ’état ainsi que le font (Diop

et Kribs, 1993) on pourrait démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.12:

0; est identifiable & I’ordre s de dérivation de la sortie si et seulement si:
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. !
(i) »? =+ +1

N o . ’ . N T VT _
ol (i) signifie qu’il existe @ = s+1—7Y relations de redondance analytique "indépendantes”
faisant intervenir g9, a(®), 8; et aucune autre variable. L'assertion (ii) signifie qu’il ex-
iste o — 1 relations de redondance analytique "indépendantes” [aisanl intervenir g,
@() et aucune autre variable.

el ~

- . . N 4 N -
De plus il existe deux entiers »® < n+1let r? <n+1—1 tels que:
= q

0 s+1 sis<r
r, =
' sis>r?
o s+1 sis<r?
T puomd

- I
r? sis >l
. 9 . . N , . .
On en conclut que si r” = r” alors §; n’est identifiable a aucun ordre de dérivation de

la sortie.

La généralisation au cas d’un systeme multi-sorties est facile et ne nécessite pas d’explication
supplémentaire.

Ainsi on obtient des conditions d’existence de relations de redondance analytique faisant
intervenir un parametre, un certain nombre de sorties a des ordres de dérivation choi-
sis et un certain nombre d’entrées a un ordre de dérivation maximal choisi. En effet
les autres entrées qu’on ne veut pas faire intervenir peuvent étre considérées comme
des entrées inconnues. Ainsi il faudra modifier les matrices Jacobiennes de calcul des
rang ¥ et %' pour y inclure des dérivées partielles suivant les dérivées temporelles des
entrées inconnues. On peut donc parfaitement savoir si on peut calculer une relation de
redondance analytique dont la structure ne fait intervenir qu’un parameétre, des sorties

et des entrées a des ordres de dérivation fixés (en ce sens notre étude de la structure des
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relations de redondance est particuliére puisqu’on cherche a isoler chaque parametre).

En ce qui concerne les calculs effectifs, on utilise I'un des algorithmes du paragraphe 3.3
avec un ordre d’élimination convenable. On peut par exemple choisir pour un systéme

mono-sortie, si on veut identifier le parameétre 8; :

B

x1>...>scn>t91>...>t9g_1>9i+1>...>¢91>y()>...>y'>y>u(s)>...>it>u>9i

Ezemple 1:
On considére un systéme mono-entrée mono-sortie linéaire du premier ordre {exemple

traité dans (Diop ct Kribs, 1993)):

. N . . [ :
Les trois parametres constantssont a, b et ¢. On calcule la matrice Jacobienne {(3031156) , (308}353 )] :

c 0 0 z
[(3035’3) (80353)] | ca cz cu az + bu
L Oz . 90 - ca? 2caxr + chu cau + cu a’z + abu + b
i ca® 3ca’z + 2cabu+ ¢t ca?u+ cati + cii @z + albu + abi + bii |

En calculant des rangs de matrices extraites de cette matrice on obtient les résultats

suivants :

o a est identifiable a 'ordre de dérivation 2 de la sortie puisque pour ce parameétre

o p - o o
r$ =3 et r,* = 2 (on peut vérifier que r;® =2 Vs > 2)

e b n’est identifiable 4 aucun ordre de dérivation de la sortie puisque pour ce

9!
> b f
parametre ry® =r3 =3

e ¢ n’est identifiable 4 aucun ordre de dérivation de la sortie puisque pour ce

N 0! g
parametre r3 = rg = 3
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o il existe une relation de redondance analytique a Pordre de dérivation 3 de la
A

sortie indépendante de tous les paramétres puisque r§ = 3 < 4 {(on peut vérifier

que r! =3 Vs

Y

L2 3"
)

¢ le parametre bc est identifiable & I'ordre de dérivation 2 de la sortie puisque pour

N . A o/ s 8 . o
ce parametre rg = 3 et r,°° = 2 (on peut vérifier que r,>** =2 Vs > 2)

Tout ceci est confirmé par ’étude de la fonction de transfert du systéme (voir article

de (Grewal et Glover, 1976)):

<

~

(8) _ 0 [ cb )
I(s) = M) = (s —-a

/

On obtient la relation de redondance suivante isolant le parameétre a:
(ug — wy)a+ a4y — uy =0
On obtient la relation de redondance suivante indépendante de tous les parametres:
iy — ig” - ayy'™ + iy + uyVy - ui® = 0
On obtient la relation de redondance suivante isolant le parameétre bc:
(—yi+ guybe+yij — 52 =0
En termes de localisation des défaillances, on pourra localiser :

e une défaillance sur 'unique capteur & condition qu’il n’y ait pas de défaillance sur

I’actionneur et inversement
o une défaillance sur le parameétre «
e une défaillance sur le parametre be sans qu’il soit possible de dire si cette défaillance
est due au parametre b ou au parametre ¢
Fzremple 2:
On considére un systéme mono-entrée mono-sortie non linéaire du premier ordre :
i = azx? + bu

y=cz
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nnq,
Les trois parameétres constantssont a, b et c. On calcule la matrice Jacobienne [(L “j;“s ) , (“OBSS )J :

c 0
2car cz?
6ca?z? + 2cabu 4caz® + 2crbu
24ca®z3 + 16calrbu + 2cabt  18ca?z? + 16cazr?bu + 2cb?u? + 2cxbu
0 z
cu az? + bu
2caru + cu 20223 + 2axbu + bt
8caZz?u + dcabu® + 2cazri + cti 6a3z* + 8a®z?bu + 2ab*u? + 2azxbi + bii

En calculant des rangs de matrices extraites de cette matrice on obtient les résultats

suivants :

a n’est identifiable & aucun ordre de dérivation de la sortie puisque pour ce

. 9 . ’
paramétre r,* = r§ = 3 (on peut vérifier que 'rg“ =3 Vs>3)

o il en est de méme pour les parametres b et ¢

e il existe une relation de redondance analytique a 'ordre de dérivation 3 de la

b} -

sortie indépendante de tous les paramétres puisque r§ = 3 < 4 {on peut vérifier

que r? =3 Vs > 3)

e les parametres ab et bc sont eux par contre identifiables a 'ordre de dérivation 2

de la sortie
On obtient la relation de redondance suivante indépendante de tous les parameétres:
~2uyij® ~ 2uig? + 2ugyy™ + iy + 2ig? + iy’ — 2yig® — i’y =0
On obtient la relation de redondance suivante isolant le paramétre ab:
(@?y® — duigy® + 45" u?y)ab — dygy + 245° + uyi® — 2ufjy’ =0
On obtient la relation de redondance suivante isolant le parametre bc:

(29u — yi)be+ yij — 29° =0
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Donc en terme de localisation de défaillances on saura localiser :

o une défaillance sur 'unique capteur & condition qu’il n’y ait pas de défaillance sur

Pactionneur et inversement

o une défaillance sur le parameétre a, b ou ¢ a condition qu’un seul de ces parameétres

au plus ait une défaillance a un instant donné

Remarque:

Pour effectuer le calcul de la relation de redondance isolant la sortie on a utilisé ’algorithme
des bases de Groebner en utilisant d’abord 'ordre degré-lexicographique-inverse puis
Pordre lexicographique. Un calcul direct par 'ordre lexicographique a saturé la mémoire

vive de Pordinateur (Pentium 133 3 16 Mo de RAM).

3.6 Forme d’évaluation

Maintenant que les relations de redondance analytique ont été calculées, on voudrait
intégrer la modélisation des défaillances dans ces relations. Les défaillances du systéme
considéré peuvent étre modélisées sous la forme de biais additifs que ce soit sur les
parametres, les entrées ou les sorties. Un biais sur les parametres représente une
défaillance de composant, un biais sur les sorties représente une défaillance de cap-

teur, un biais sur les entrées représente une défaillance sur les commandes.

La modélisation des défaillances est Ia suivante :

=04y (320
ou ¥, désigne la sortie mesurée par le capteur et ses dérivées temporelles, § désigne la
sortie réelle et ses dérivées temporelles. Enfin f, désigne le biais sur la sortie ou encore
I’erreur de mesure sur le capteur et ses dérivées temporelles.

Concernant les biais des entrées et des parameétres on choisit la modélisation suivante:

Uy = U+ fu (3.30)
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0, = g‘i‘f& (331)

On suppose qu’on dispose d'une relation de redondance analytique calculée dans le cas

non défaillant :

w(y,e,8) =0 (3.32)
ol w est une fonction polynomiale sur R de ses arguments respectifs. On suppose pour
plus de simplicité qu’il n’y a qu’un biais sur la sortie. L’équation (3.32) devient :

w(gm - fyy U, 0m) =0 (333)

On utilise alors des développements de Taylor qui sont finis pour une fonction polyno-

miale telle que w. L’équation (3.33) peut étre rééerite sous la forme:

N i _1 0k 7m-‘m70m S g _ F = N N
’”(g’”’a’”’em’:z(f)( "’(yagif ))(*ff) e G, fyp i O) (3.34)

k=1

W(Jm, Gm, Om) est la forme de calcul du résidu et le membre gauche de I’équation (3.34)
est la forme d’évaluation notée w.(¥m, fy, Um,Om) avec la propriété fondamentale :

we(gmaoaamagm) =0 (335)

11 faut remarquer que la forme d’évaluation dépend dans la plupart des cas de variables

mesurées ou connues a la différence du cas linéaire ou cette dépendance n’existe pas.

3.7 Systemes non algébriques

De nombreux systemes dynamiques ayant une représentation d’état peuvent étre modélisés

sous la forme:

= f(z,u,0)
y = h(z,u,0)

avec des fonctions f et h dépendent de leurs arguments de maniére plus complexe que

sous forme de polyndémes. En ce qui concerne les systéemes modélisant des phénoménes
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b |
ot

mécaniques, on a par exemple souvent une dépendance des fonctions f et h en cosinus

Ot en Sinus.

Une premiere approche (Conte ¢t al.; 1988) est de considérer une approche locale et
donc de générer des relations de redondance analytique qui ne seront vérifiées que lo-

calement au voisinage d’un point de fonctionnement.

Une deuxieme approche qui est suggérée par (Fliess, 1990) est de transformer le systéme
initial aprés des changements de variables adéquats en un systeme dynamique polyno-

mial implicite sous la forme:

.7 u’7

D>

F(&, 0

&1

)

=0

H(g, 12‘7 lu7

D2

ol les fonctions F' et H sont polynomiales en leurs arguments.

Dans le cas ot une fonction sinus et/ou cosinus intervient plusieurs changements de

variables sont possibles:

e on peut poser ¢ = cos(£) et s = sin(&) et ajouter I’équation ¢ 4 s? = 1 ainsi que

des dérivées de ces équations

e on peut passer a la tangente de 'angle moitié avec t = tan (%) et ajouter les

/ . 42 . 2 . P , .
équations cos(§) = i+:g et sin(§) = T et ajouter des dérivées de ces équations

Dans le cas ol des fonctions exponentielle, logarithme ou racine carrée interviennent les
changements de variables sont du type:

e = exp(€), !l = In(§) our = \/Zf) en ajoutant éventuellement des dérivées de ces

équations

Ezemple 1:
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On considere un systeme dvnamique modélisant un réacteur acide-base qui avait déja
été étudié sous Pangle des relations de redondance dans (Comtet-Varga ¢t al., 1996).
Sous représentation d’état le systéme est du second ordre et fait intervenir la fonction

racine carrée:
&1 = pol—@i(w +ug) + Adrur — Agug]
Ty = —a\/—@‘*‘ul‘}‘ﬂg
y=1I1

On effectue le changement de variables Z3 = \/z3, le systéeme d’équations devient :
£135 + 21 (u1 + u2) — Aduy + Agup = 0
28929 + o — uyp —uy =0
y=x

Ce nouveau systéme peut étre qualifié de rationnel puisque défini par des fractions

rationnelles avec :

]

p—

= é(—wl(ul +up) + Ajup — Aqug)

t

™
I

= %(-04532 + uy + uz)

o>

:]]1

On peut alors calculer la matrice Jacobienne d’observabilité d’ordre 2:

J5(0BS,) =
1
—U) —u2
3
- uptug
!ul+:'u2!2 u (ul+u2)( £ a) up
2 # EH 3
0
_2/\1u1—/\2u2—1‘1 (u1tuz)
#
u’+u2
4(u1+u2)()\1’u1—/\2u2—11(u1+u2)) _2()\1—1'1)111 +3('\1u1_/\2u2_n(u1+u2))( Fg —a)
&3 z3 &5
—i—(u1+u2)(/\lul_252;“2_1:1(1‘14-“2)) + 2()\220;1)112
2 2 i
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Cette matrice est de rang 2, on en déduit qu’il existe une relation de redondance analy-

a . ., {2y = S . .
tique faisant intervenir 7, @(? et les paramétres. On obtient la relation de redondance

suivante aprés application de 'algorithme de calcul des bases de Groebner :

‘93‘12(—/\11&1 + Agug + y(ur + ug))

(= Mur+Aguaty(urtuz) =92 (wr+u2) =g (= A + Aoty (1 +i2) Hi(ur+u2))F = 0

Ezemple 2.
On considére un systéme dynamique modélisant un pendule soumis & la pesanteur et
aux forces de frottement visqueux. Sous représentation d’état le systéme est du second

ordre et fait intervenir la fonction sinus:

6, = 6,
fy = —aby — bsin(6;)

y="6

On introduit les nouvelles variables u = sin(6;) et v = cos(6,), le systéme devient :

Il est clair que les variables u et v ne peuvent étre éliminées, on doit ajouter au systéme
les équations 6 = —ab3 — buby et 6, = B5.

On obtient la relation de redondance analytique suivante sur la sortie:

p 2
629 + @ + 2057 + 57 + 7 + 0%+ 205y + (3P) =0
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3.8 Conclusion

Dans le cas de systémes dynamiques algébriques polynomiaux a une ou plusieurs sor-
ties, on peut donc calculer des relations de redondance analytique par des méthodes
différentes mais analogues faisant appel au calcul formel. Des conditions d’existence et
d”indépendance” sur ces relations de redondance peuvent étre exprimés en terme de
rang de matrices Jacobiennes. Dans un objectif de surveillance les résidus obtenus a
partir de ces relations de redondance peuvent étre rendus robustes par rapport a des
perturbations sous certaines conditions. Sous certaines conditions on peut localiser les
défaillances et on peut établir une relation entre le probleme de la localisation et celui de
Pidentification paramétrique. Dans I’hypothese ou I'on sait modéliser des défaillances de
maniere additive sur des parametres, capteurs ou actionneurs on sait calculer la forme

d’évaluation des résidus. Enfin sous certaines conditions ces méthodes peuvent étre

étendues & des systéemes plus complexes que les systémes algébriques polynomiaux.



Chapitre 4

Application a la machine

asynchrone

4.1 Modele et propriétés
On considere un moteur asynchrone sous les hypothéses de fonctionnement suivantes :
e le circuit magnétique est non saturé

o la densité de courant est considérée uniforme dans la section des conducteurs

élémentaires

e on ne considere que le premier harmonique d’espace dans la distribution des forces

magnétomotrices
e les enroulements du rotor sont en court-circuit

Le moteur est défini par les intensités, les flux et les tensions aux trois enroulements
a, b et ¢ du rotor et du stator, soit un total de 18 variables. On peut réduire la
complexité du systeme en considérant un changement de repere, la transformation de

Park. On associe aux trois grandeurs a, b et ¢ {qu’il s’agisse des courants, tensions ou
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d
bs
ar
Wy
»
" % R
ag
q
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Cr

v

Figure 4.1: Reperes triphasés statorique et rotorique et repere (d, q)
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flux) des grandeurs d, q et o relatives au stator par:

Eas cosf; cos (03 - %") cos (05 — %75) [ Cas
s | = g sind, sin (8, — &) sin (6, — %) Ebs (4.1)
€os 3 3 3 €es

On fait de méme pour les grandeurs relatives au rotor :
Ear cosb, cos (6, — 5375) cos (0, — —) Ear
Er | = § sinf, sin (0, — %’—r) sin( - 43—”) Eor (4.2)
Eor 2 3 3 €or

Les angles 8 et 8, définissent le choix du repeére (d, ¢). Ils sont reliés par la relation :

-()-(3)

olt w, désigne la vitesse électrique de rotation du rotor. Elle est reliée & la vitesse

mécanique du rotor €2 par la relation :
wy = pL2 (4.4)

ol p désigne le nombre de paires de poles de la machine.

Une fois dans le repere (d, ¢) les équations de la machine s’écrivent (Barret, 1987)
(Leonhard, 1985) avec la convention récepteur pour les signes des courants et tensions

aux bornes du stator et du rotor :

d¢ds

Vgs = —— — ¢qs + R,igs (4.5)
dd,s dé,
Vgs = j; + bds — + Raiga (4.6)
dgy . da,

vgr =0 = + R,igy (4.7)

a Crar
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Vgr =0 = dd¢§r + ¢drd—d6-); + Rytgr (4.8)
bds _ Ly Ln tds (4.9)
Ddr Ln L, 4y
oo | | e I ) (4.10)
Sr L Ly || iar
avec pour parametres du moteur :
e 12, L,: résistance et inductance stator
o I2., L,: résistance et inductance rotor
e L., : inductance mutuelle entre stator et rotor
D’autre part le couple électromécanique du moteur est donné par la relation :
Com = DBty ~ busias) (4.11)

Parmi tous les reperes (d, g) possibles on choisit le repere de Clarke (a, 3) immobile par
rapport au stator:
dé de,

03—_’06‘1}-&—:061}%:—&/}

Nous choisissons comme variables d’état la vitesse électrique du rotor w, et la projection
des courants du stator et des flux du rotor sur le systéme de coordonnées (a—f3) : 4, i3,
9o €t ¢g. Nous choisissons comme vecteur d’entrées la projection des tensions du stator

sur le systeme de coordonnées (o, 3): vy ¢t v3. Les sorties sont les scules variables
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d’état mesurables, c’est-a-dire w,, ¢, et iz (les flux du rotor ne peuvent étre mesurés).

Sous les hypothéses de simplification habituelles, les équations du modele sont :

bl

. L Crp
I = TP LT: (1‘5‘1‘2 - 1‘31‘4) -7

Ty = L%;ELCIM - I‘Ef% — 371

Si‘3 = L%:—%‘L.’L'g, — %.’173 “+ Ty (412)
ety = —(a+ (1 —€)f)zy + %(ﬂxz +zyz3) + fls‘ul
eis = —(a+ (1 - €)B)zs + LL,'};LS(/BQ’B - r1x2) + L%UQ

en posant = (wr, $a, P3sta,i3) U = (Vo,Vp) et y = (21,24, 25) et avec le choix de

parametres suivant :

R R L2 3
a=1- P=7 ¢ L.L. 2P

et:
e (. : couple résistant de la charge

e J: inertie de la charge

4.2 Loi de commande

La loi de commande utilisée est celle de (Djemai ¢t al., 1993) transposée du repere (d, ¢)
dans le repere (e, 3). Nous ne décrirons pas ici cette loi dans ses moindres détails et
motivations. Néanmoins on peut dire qu’il s’agit d’une loi de commande robuste par
rapport aux incertitudes paramétriques et aux incertitudes de mesure des capteurs et
qui de plus tient compte de la dynamique a deux échelles de temps du systeme. Cette
loi de commande composite est calculée comme somme d’une loi de commande rapide
et d’une loi de commande lente :
u=us+ u,

Cette loi de commande utilise un observateur en modes glissants {Canudas de Wit et
Slotine, 1991) (Slotine ef al., 1986). Lc stabilité du systéme en boucle fermée avec

observateur est assurée.
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4.2.1 Observateur

Les flux rotoriques sont des composantes du vecteur d’état non accessibles a la mesure.
Pour effectuer une commande en retour d’état on est donc obligé de construire un
observateur qui va estimer ces composantes. Il s’agit d’un observateur dynamique en

modes glissants. Les équations de ’observateur sont les suivantes:

i = ’f]—“ﬂ’j (z5do — E3z4) — C}p + A+ g1 (20 — £1)

fz = L’Z? T4 — %-12 — 23T TA I

I3 = LER’x — Bego 4 doxg + A3
¢ig=—(a+(1—e)B)ey+ LL—'Z—(ﬁziz +x183) + LL'U/I + ALl

61:5 —{a+ (1 —¢€)f)zs + 722 L i (,B:cg——:lez)+ I U2+ /\21

ol A}, A2, AL, AZ, AJ et ¢; sont les gains de Pobservateur.

Le vecteur I; est défini par:

I, =
I sgn(sq)
.
51 Ty — T4 B 1
ou S = =T avecFl—EIi%
S2 x5 — &5 -z f

L’attractivité et la stabilité de la surface glissante .S = 0 sont assurées en choisissant :

Al ] [ 6 0 1
1 o F_l 1

A‘{J L 0 &

r

0
avec A = ! et &, > 0et dy > 0.

0 6

La stabilité des autres composantes de ’observateur est assurée en choisissant :

k
Al p— |: T5 —T4 ] A

_L
J L,
r 9 r s
A —x
: "liola
A3
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g2 0
avec () — et g1 > 0,92 >0¢et g3 > 0.

0 ¢

En posant ex; = z; — &; pour ¢ € {1,2,3} on obtient:

€T] = —q1€T
€Ty = —(o€Ty
€T3 = —(3€T3

ce qui assure completement la convergence de 'observateur.

4.2.2 Commande rapide

La loi de contréle rapide assure 'attractivité des variables rapides x4 et x5 sur une

variété intégrale lente (ainsi la dimension de I’état est diminuée de 2) définie par:

r 1 7
T4 1 . 1 ug
= r'x + T !
i‘sS ot B # u;
. X, 9 \
avec X = R = + Al
X2 \ 2 /
Ty — Tsq
On définit la variable rapide # =
r Ts — L5
Sous le controle rapide:
ul
1 .
uf = = —L,(a+ B)K7
o
2

ol K est une matrice diagonale constante positive, la variable rapide 7 tend asympto-

tiquement vers
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4.2.3 Commande lente

La loi de commande lente va permettre de contraindre certaines variables lentes a suivre

des trajectoires désirées.

En supposant qu’on se trouve sur la variété intégrale lente (77 = 0) le systéme devient :

~yza | X [P~ G2 + qrezn —vg=Xe vk
ul
1R _ B8 L
Zs2 | = Blp—1) zalp-1 A Bt e 0
. (, ) e X +QAI ke 8 L uj
T3 zs1(1—p) B(p-1) 0 St L
avec:
L2 B kp L2, 1
p= ety =—=
L.lL,a+8 J 2L, o+

C’est un systéme que 'on peut réécrire de la maniere suivante:
s _ f - s a8
s = fs + g1sUy] + G255

Il s’agit donc d’un systéme affine en les entrées sur lequel on peut donc effectuer une

linéarisation entrées-sorties (Isidori, 1989). Les sorties choisies sont :
e la vitesse électrique du rotor (proportionnelle & la vitesse mécanique)
e le module du flux magnétique au carré

soit :
\

hl (ii's) :Esl

<,
l
fl

ha(%5) &2 + 2

En dérivant le vecteur § une fois par rapport au temps on obtient :
g = Lsh+ Qu,

ou €2 désigne la matrice de découplage. On peut donc imposer :

R
[l
<
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en prenant comme commande lente:
u, = Q7 (v — Ly h)
De fait en prenant yy les sorties désirées on choisit :
v =Ya — P(§ - ya)
E = §j — yq représentant ’erreur de poursuite, on obtient une dynamique des erreurs:
E=-PE

ol P est une matrice diagonale strictement positive.

4.3 Relations de redondance analytique

En dérivant chaque sortie a 'ordre 1, des calculs symboliques conduisent a la matrice

Jacobienne :
0 k—me;z;- _@Lmz _k_Qme k—mel‘
J L, "° J L, 4 J L, 3 T L, 2
J,(OBS!
2 0 0 0 1 0
J:(OBS =
r( 1) Lm 3 Lmf L, z at+(1—€)B 0
LrLs LrLs L, L
J-(OBS3) ¢ ‘ 2
L Lm . Lmﬁ CY+(1—6)ﬁ
- _LTLSE:E2 —LrLsEajl" Ly Lse 0 e A

Une telle matrice est de rang 5. Nous pouvons en conclure qu’il existe une relation
d’inter-redondance faisant intervenir 7i"), 75" et iV t que | le d
inter-redondance faisant intervenir ;’, 73’ et 3, en supposant que le couple de
charge C, est connu. La situation est celle décrite dans le corollaire 3.8. Il est clair que
le but est de minimiser 'ordre de dérivation des entrées et des sorties qui interviennent
dans les relations de redondance analytique puisque dans la pratique les entrées et les
sorties sont bruitées. On vérifie qu’il n’existe pas de relation d’inter-redondance avec

des ordres de dérivation moindres sq, s et s3 tels que

Vi € [1;3] si <letdie[l;3]tel ques; <1
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En effet : ) )
J.(OBS) 2 2
det | J.(OBS?) | = —?nglexll’s - %%M #0
| J.(0BS}) |
[ 7,085} | 2 2
det } J.(OBS?) | = —]—f]ng}lExlu + ].C—JIELI;TZixS #0
| J.(0B5?) |

J-(OBS}) , ,
d 2 _ L 2 Lmﬁ 0
eb| J=(0BST) | = LiLye) " + L,Lge 7
J:(OBS?})

88

La relation d’inter-redondance obtenue par Palgorithme des bases de Groebner s’écrit :

. \-/r\ k \ kp
(B* + i) (yl + PCrY “Pred, (Byz — y1y2) — P ey (—=By2 —ynys) =0

J J J
. a+{1—€)3 . o+{(1—-€)3
avec Ay = 42 + T—Uﬁ—)—yg — L%e“’l et Ay = y3+ (—lel—% - ﬁ?tg.

On rappelle que y1 = w, y2 = 14 ¢t y3 = i3.

Si on se place dans I’hypotheése ot le couple résistant est inconnu, il faut déterminer

alors des relations de redondance qui ne le font pas intervenir. Pour savoir a quel ordre

dériver les sorties pour trouver ces relations de redondance on considére C, comme une

entrée inconnue (cf paragraphe 3.4). En dérivant la vitesse électrique du rotor & 'ordre

1 et les deux courants statoriques a ’ordre 2, des calculs symboliques conduisent a la

matrice Jacobienne:

.
J-(OBSY}), Jc,(OBS])
J-(OBS3),Jc,(OBS3) | = (#)
J-(OBS3), Jo, (OBS3)
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1 0 0 0 0 0
k k k k
0 Fies -Fpe —Fpe Fon 0
0 0 0 1 0
L Lm0 L at(1—-€)8

L. Lsc%3 Tol.c I, L%t —‘ATL 0 0
(#) = ay as as ay as de
0 0 0 0 1 0

L Lo LB at(1=¢)3
T Le¥2 T, LT T-Lac 0 I 0
L bl b2 3 b4 b5 b6

avec:

@) = —2pepaT3 + Pep3Ts + PeT2T1 — PsPeT3

a3 = PeP1T3T5 — PePs + Pt — PsPePa

a3 = —2peP1T3T4 + PEP1T5T2 + PePaPs — 2PePat1 — PsPeTi

a4 = —pe‘l‘%m + Depap3 + Pg
a5 = peP1T3T2 + PeP3Ti
g = PeP2T3

b1 = 2pepaTo — PeP3T4 + PeraT1 + PsPela

by = —2pepizazs + pbpix3zs — Pepals + 2pepati + PsPet

__kp Ly — P
et py = Pl p, =2

bz = pep1ats — Pepi +]76I% — PsPep4
by = pep123T2 — pep3y

bs = —peTip1 + pepaps + P2

be = —pep2T2
—_— R}‘Lrn —_— A3 O{+ll-—f‘ﬁ —_ Lm,
P3 = T py = 7 ps = T et pg = [P

89

Une telle matrice est de rang 6. Nous pouvons en conclure qu’il existe deux relations
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: - e 1z e . L (1) (2) ., (2 .
de redondance analytiques ”indépendantes” faisant intervenir y§ 'Yy et yg ) sans faire

intervenir C,. Il s’agit donc de relations de redondance obtenues uniquement a par-
tir des équations électriques de la machine. Aprés intervention d’un logiciel de calcul

symbolique on obtient les deux relations de redondance suivantes:

A8 yD) (B Brs) (5 +9)— (a4 Arn) (~28y+0) (s Az ) (57 44) = 0
(4.13)

= (8%ys—By142) (B +4%) — (A18— Asy1) (281 — 1) — (A2B+A1yn) (—57+9}) = 0
(4.14)

1-—

A2 (B*+yh) - -

. +(1-6)3 . . -
avec Ay = 13 + O’—“—A%)Lyg - L_l.;"l et Ay = 13 + ﬂlﬁ—im‘y;; — Z—I:Euz. On rappelle que
Y1 = wr, Y2 = iy et y3 = i3. Dans la pratique seules ces deux relations de redondance

seront utilisées pour calculer les résidus.

4.4 Simulations

Le modele de simulation est celui d’un moteur asynchrone de la société Jeumont-
Schneider (Type: FNCA 225 M2 B3, Classe F IP55), dont les parametres sont donnés

dans le tableau suivant:

Résistance rotorique {m2)

R
Résistance statorique (m€2) | R, = 53.568

Inductance rotorique (imH) | L, =44.58
L

Inductance statorique (mH)

Inductance mutuelle (m ) L., =43.46

Inertie (kg.m?) J =041

Couple résistant (Nm) C, =50

Nombre de paires de poles p=2
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La loi de commande est celle précisée dans le paragraphe 4.2 avec les gains suivants :
Ki=Ky=5p =05,p2=5,q1 =¢2=¢q3 = 5,80 =83 =2

Dans le cadre de notre simulation la loi de commande amene la vitesse électrique du
rotor d’une valeur nulle & une valeur de 90 rad/s et le module du flux rotorique au carré

3 la valeur de 1 Wb? en un temps de 1.6 s.

Par ailleurs on décide de remplacer la fonction signe qui intervient dans I; par une

fonction continue:

1sis>p
sgni(s) =< —1sis< —pu

2 sils] < p
ceci afin de diminuer effet des commutations sur la surface glissante. On choisit g =
0.02.
La théorie qui a été développée sur les relations de redondance analytiques notamment
dans le chapitre 3 suppose le systéme dynamique en boucle ouverte. Ici la machine
asynchrone est en boucle fermée, néanmoins la surveillance peut étre effectuée de la
meéme maniere qu’en boucle ouverte a condition de ne pas surveiller la loi de commande.
On surveille ici le fonctionnement de la machine et ses capteurs et actionneurs. Différents -
types de défaillance sont simulés ici: on simule une défaillance de la résistance rotorique
et on simule une défaillance du capteur de vitesse.
Les résidus sont calculés sur la base des deux relations de redondance précédemment
trouvées qui ne font pas intervenir C,.
Pour le calcul des dérivées secondes et premieres on utilise les approximations suivantes
déduites de la formule de Taylor pour des fonctions dérivables un ordre suffisant en
prenant § comme pas d’échantillonnage temporel

2Up43 — 27842 + 270041 — 490u,, + 270w,y — 27u,,_o + 2u,_5
18042
—Untz + Sun—i—l —RuUp 3+ Up_2
124

= iy, + O(8°)

= 1, + O(§%
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4.4.1 Fonctionnement normal

On suppose ici qu’il n’y a pas de panne c’est-a-dire pas de biais sur les paramétres,
capteurs et actionneurs. On considére une légere dérive de 5% par seconde qui se
développe sur la résistance rotorique a partir de 0.2 s. A 1.2 s la valeur atteinte par
la résistance devient constante. On modélise ainsi I’augmentation de température qui
affecte le moteur au démarrage. On constate une valeur moyenne nulle et une variance
faible relativement des résidus sur les figures 1.10 et 41.11. Ceci est di a la déviation de
la résistance rotorique. Les résidus 1 et 2 correspondent aux relations de redondance

(4.13) et (4.14) respectivement.

0.055 T T T T T T T |
a [ 0T T R .J’
= !
T |
) |
w |
o |
z |
<< |
e |
[2] |
[ |
i !
0r0.045 -

0.04 : : ; ! : : ; |
(¢} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

TEMPS (s)

Figure 4.2: Evolution de R,
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VITESSE (rad/s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
TEMPS (s)

Figure 4.3: Evolution de w,
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4.4.2 Fonctionnement défaillant sur la résistance rotorique

On suppose que la résistance rotorique réelle du systéme subit une dérive réguliere qui
Pameéne & dévier de 40% de la valeur nominale entre 0.6 s et 1.6 s. Les diflérentes
grandeurs : flux, tensions, intensités ne sont visiblement pas affectés par cette déviation
de la résistance. Ceci est certainement imputable au fait que la loi de commande est
robuste aux incertitudes paramétriques. On constate que les deux résidus oscillent
autour de 0 dans le cas défaillant avec une amplitude nettement supérieure 3 celle des
résidus en fonctionnement normal. La détection de la défaillance est donc possible avec
un algorithme adapté la forme oscillante des rsidus. L’examen des seules grandeurs
mesurables ne permet pas par contre de détecter la défaillance. Les résidus calculés ici

constituent donc de bons indicateurs de la défaillance.
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Figurc 4.12: Evolutions comparées des résistances rotoriques: fonctionnement

normal (-) et fonctionnement défaillant (- -)
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4.4.3 Fonctionnement défaillant sur le capteur de vitesse

On suppose que le capteur de vitesse du rotor subit un défaut brusque a 0,6 s qui
I’améne & donner une valeur supérieure de 40% a la valeur réelle de la vitesse du rotor.
Les grandeurs telles que les flux et les intensités ne sont visiblement pas affectés par la
défaillance en raison certainement de la robustesse de la loi de commande. Les tensions
sont légerement affectées par la défaillance et ceci au début de la défaillance brusque.
On constate que les résidus ont une déviation brusque et importante au début de la
défaillance en raison certainement de leur aspect dérivateur par rapport a la vitesse
mesurée. lls oscillent ensuite autour de 0 mais avec une amplitude importante qui
traduit de maniére tres claire la défaillance.Les résidus calculés ici constituent encore

une fois de bon indicateurs de la défaillance.
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4.5 Conclusion

Dans le cas d’un fonctionnement défaillant de la résistance rotorique les résidus cal-
culés permettent de détecter avec une bonne sensibilité la défaillance alors qu’un simple
examen des différentes grandeurs telles que les courants et les tensions ne le permet
pas. Dans le cas d’un fonctionnement défaillant du capteur de vitesse rotorique, les
résidus réagissent avec une bonne sensibilité a la défaillance. Les deux résidus qui ont
été calculés ici se montrent étre de bons indicateurs d’un fonctionnement défaillant de la
machine et ceci au démarrage de la machine qui est souvent une phase critique pour la
machine. 1] reste encore a tester ces résidus en présence de bruit sur les capteurs. Ajou-
tons de plus que la localisation des défaillances n’est pas traitéeici. Il est néanmmoins
possible d’obtenir un résidu indépendant de la résistance rotorique par exemple et ceci
sans dérivation supplémentaire des sorties par rapport aux résidus précédemment cal-

culés.



Conclusion et perspectives

On a montré que dans le contexte des systemes non linéaires et particulierement pour
des systemes polynomiaux algébriques, ’existence de relations de redondance analy-
tique peut étre démontrée. De plus des logiciels de calcul formel peuvent calculer ces
relations, par trois algorithmes différents qui néanmoins sont analogues puisqu’ils re-
posent sur la division Euclidienne. On remarque que les propriétés démontrées dans
le cas linéaire restent vraies dans le cas non linéaire du moins localement en utilisant
le linéarisé tangent. Ces résultats peuvent étre étendus & des systémes rationnels et
aux systemes algébriques en temps discret. On montre aussi que des systéemes non
linéaires qui ne sont pas algébriques peuvent étre transformés en systémes algébriques
implicites particulierement dans les cas ol la nonlinéarité apparait sous la forme de
sinus, cosinus, logarithmes, exponentielles ou racines. Enfin une simulation sur la ma-
chine asynchrone permet de soulever le probleme de I'implémentation des relations de
redondance analytique dans des cas pratiques: le probleme du calcul des résidus qui se

ramene & l’estimation des dérivées temporelles des entrées et des sorties reste a résoudre.

D’autres méthodes peuvent effectuer un traitement amont dans le cas ot la dimension
de Pétat du systeme devient supéricure a la dizaine (le temps de calcul et la mémoire
vive pour le calcul formel deviennent alors gigantesques). Il s’agit de 'analyse struc-
turelle (Declerck, 1991) qui fonctionne d’autant mieux que les relations entre les variables

sont peu couplées, elle permet notamment de décomposer un systéme de taille impor-
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tante en sous-systémes de taille réduite. Une autre méthode possible est d’identifier
le systeme algébrique ou non algébrique & un systéme a état affine ou bilinéaire (Yu
et al., 1995) au point de fonctionnement. Des similitudes restent a démontrer entre
P’approche génération des relations de redondance analytique et des approches telles que
I’identification paramétrique non linéaire ou les observateurs non linéaires appliquées a

la surveillance.



Annexe A

Exemples de sessions de calcul en

Maple V

Nous donnons ici la trace des calculs effectués par le logiciel de calcul formel Maple pour

le traitement de I’exemple 2 du paragraphe 3.5.

>  fi=axx"2+b¥*u;

> hO:=cxx;

hO) =czx

> h1l:=diff(hO,x)*f;

ki :=c{az® +bu)

vV

hi:=simplify(hl);

hi = c(az® +bu)
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>

v

Vv

\

vV

N

h2:=diff(hl,x)*f+diff(hi,u)*v;
h2 :=2cazx(ax® +bu) + cbv
h2:=simplify(h2);

h2 =2ca’2®>+2caxbu+cbv

F[0]:=y[0]-ho;

Fo:=yo—cz

F[1]:=y[1]-h1;

Fi:=y —c(az®+bu)

K:=[F[o],F[1]1];

K :={yo—cx, y1 — claz® + bu))

with(grobner);

[finduni, finite, gbasis, gsolve, leadmon, normalf, solvable, spoly]

G:=gbasis(K, [x,y[1],y[0],v,ul,plex);

G:=lcz—yo, cyr —aye’ — ’ bu]

h3:=diff (h2,x)*f+diff (h2,u) *v+diff(h2,v)*w;

h3 = (6ca’2® +2cabu) (ax® +bu) +2cazbv +cbw

h3:=simplify(h3);

h3 :=6ca’z* +8ca®2?bu+2cab?u?* +2cazbv +chbw

F[2] :=y[2]-h2;

2

Fy:=vy,—2ca®z® —2cazbu —cbv
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F[3]:=y[3]-h3;

v

3 2 2
I3 ::y3—60a5$4—80a 22bu—2cab®u® —2carbv—cbw

v

Ki:=[F[0o],F[1],F[2],F[3]];

Kl :=[yo—cz,y—claz? +bu), y,—2ca’2®> —2caxbu — cbv,

ys —6ca*z —8ca’z?bu —2cab*u® —2cazbv — cbw]

finduni(a,K1,{x,a,b,c});

A\

> finite(K1,{c});

false

\

K2:=[F[0],F[1],F[2]];

K2 :=[yo—cx,y1 —claz® + bu), yo —2ca®2* —2carbu — cbv)

> G3:=gbasis(K2,[x,a,b,c,y[2],y[1],y[0],v,ul,pl ex);

G3:=[2azy —y2 + cbv, azyo— yr + cbu, cz — yo,
—yo” bv +2by1 uyo + £ Yoy —21“!412? —yrc+ P buv+2ay yo, —cyr + Fbu + aye’,
Yoy2 — yocbv — 2y,° + 2y, cbul

> G3:=gbasis(K2, [x,c,b,a,y[2],y[1],y[0],v,ul,pl ex);

(3 :=lcx—yy,2a2y, —ys +cbv, azy,—y, + cbu,
— Y2 bv +2byuyo + T Y2 — 2T Y12, —y2c+ bv+2ay Yo, —cyi + S bu+ ayo’,
—Yo¥2’ + v2y0chbv + 2y y” — 2y bve+ 2y bvay’ — 4yt buayo,
Yoz — Yocbv — 2% + 2y cbu, —vey, +vave? +cuys — 2uaiy Yo,

—vY1 Yoy2 + 2'vy13 + bv? y03a —4bvuay y02 + uyoyz2 —2uy, y12 +4y12bu2ay0]
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> H:=vector([h0,h1,h2]);

H:=[cz, c(az® +bu), 2ca’ 2® + 2cazbu + cbu)
> with(linalg);

Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, L Udecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol,
addrow, adj, adjoint, anglc, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatriz, charmat,
charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan. companion, concat, cond, copyinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dolprod, eigenvals,
eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, enlermatrir. equal, exponential, extend,
HJgaussclim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gaussclim, gaussjord, gencgns, genmatriz,
grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, thermite, indexzfunc, innerprod,
intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs,
linsolve, matadd, matriz, minor, minpoly, mulcol. mulrow, multiply, norm, normalize,
nullspacc, orthog, pcrmancnt, .pivot, potential, randmatriz, randvector, rank, ratform,
row, rowdim, rowspace, rowspan, rref , scalarmul. singularvals, smith, stack, submaltriz,
subvector, sumbasis, swapeol, swaprow, sylvester. toeplitz, trace, transpose,

vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian)

> r:=rank(jacobian(H, [x,a,b,c]));

r:=3

> J:=jacobian(H, [x,b,c]);
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J1

c 0 T
J = 2cazx cu ar?+bu
6ca’z?+2cabu 2cazu+cv 2a*23+2azxbu+bv
> rank(J);
3
> det(J);
2 ud? P +laz?v—2c0wlax

> Hil:=vector([h0,h1,h2,h3]);

Hi = {cz,claz® +bu), 2ca’2® + 2cawbu + cbu,

6ca’s* +8ca’u?bu+2cab’u® +2caxbv + chuw)

> Jl:=jacobian(H1,[x,a,b,c]);

[c, 0,0, z]

2caz,cx?, cu, az®+ bu]

6ca’z® +2cabu,4caz® +2czbu, 2cazu+cv,2d®c* +2azbu + bv
24ca® 2’ + 16ca’*zbu+2cabv, 18ca’z* + 16caz?bu +2cb? u? +2czbv,

8ca’z’u+4cabu’ +2carv+cw, 6a®z* +8a 2 bu+2ab’u’ +2axbv + buw]

> rank(J1);

> det(J1);
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> G2:=gbasis(K1,[x,c,b,a,y[3],y[2],y[1],y[0],w, v,ul,plex);
Warning, computation interrupted

> G2:=gbasis(K1,[x,c,b,a,y[3],y[2],y[1],y[0],w, v,ul,tdeg);

G2 = [~ypc+ bv+2ay;1 Yo, —yoy2 + yocbv +2y12 — 2y cbu,
2uyoy” +2uy2yn’ —2uyiYoys — 20 Yi1Yoyz — 2vY° —wyo’ Yo + 2% w i’ + v Yo’ y3,
cT — Yo, —2buyayo —bvyiyo+bwye’ +3ryay1 — Yo ys, by yo — 2ubvy,?
—vbuyyo + 2y bl s F 2wyt —warzyoys —3vryayr FVT Y Y3 + UL Yy?
— 2z uyYs iy, —wcyz+2way1y0—2'vay0y2+-vcy3—2vay12,
3y2y1 — 2y2cbu+ yocbw —yoys — bv ey,
—wyoy2 + 2wy’ — 2wy cbu —3vyy +2vyacbu+vyoys + bv ey,
abvyy—3azry, —2buay, —cbw+ys, 2axy; —ya+cbv,aryo—y; + chu,
2bviay? —dwylbua+ 4y vbuay — 2wy cb+ 6yl var +6bvweys
—bvicys — 3wy + 2wy ys — 2yavys, —cyy + 2 bu+ ayo’,
2ayoys + cbw — cys + 2ay,?,
—3vbysyo + 3y’ +2wbyryo —2bvy > + 2y buy, — 2y s,
—veyr +vaye’ +cuyy —2uay yo, 3az’ys +bwyo —bvy +buy, — zys,
—wyrc+way’ —2uayeyr +ucys —2uayt,3vyyweyr + 203y ayoys — v2yr cys

‘v2y13a— 4wuay13 —2uw? y]20+y0wzcy2 — Wy v Yz — 2'"(06"&3}22

no

+ +
[\

weuysy, 3 byayo + 200 byt —duwbvy? —2wvbuysyo — 202 Yy buyy

-
W

CuYysy
wWwy by 4wty —2uwizyoys —bwvzyy +2wvryoys — 3v? T ys?
+2v2y1:cy3+6uwwy22 —4uwy1;‘cy3,2yo'vay12 —4'uay13—2'wy12c+y0'wcy2

+ 2y, vey —yO'vcyg—2cuy22+2cuy3y1, y02bv—26y1 'uyo—wy0y2+2xy12]

> G3:=gbasis(G2,[x,c,b,a,y[3],y[2],y[1],y[0],w, v,ul,plex);

G3:=|cx —yo, —abvyo+3azy; +2buay; +cbw —y3, 2axy; —yy +cbu,

K 2 ‘ < ¢
axyo—iy1 +chbu, Jvbyryo — 3z ya® — 2wby y0+26-vg/]2 —2y1buys + 2y; z ys,
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2buyayo+bvyiyo —bwye’ —3Tyayn + T Yoy, —Yo’ b+ 2byruyo + T Yoyz — 2z Y1”,
2ayoye +Cbw —cys+2ay’, —ppc+bv+ 2ay v, —cyr + Fbu+ ayo’,
—3bytwe+6byway yo —6by’vaye —6byvay’ —2ysyiabvyo
+dysbuay® +2ysyicbw — 2y Y1 + 3y v, s o cbw — by weys
—dabuyoy: —4abuyyi? —2byivayoys +2abwy’ yr —2by*va
+2byPwayo — yoys’ +3ys 2y, bmoweys +2by’ vay: + 2byovay’ — yoysve
+2yay’ = 2by P we—4byruayoys —4by ua,

Qyrabvyy—4dbuay® — 2y cbw +2ysy; — 32> +3uyacbv,

3bveyr —2bvay’ +4abyiuyo —3y2y1 — Yo cbw + yo ys,

Yoyz — Yocbv — 2412 + 2y chbu, dubvay® —8aby vl yo + 6uysyy + 2uyocbw
—2uyoys +3vyoyz — 3yocbv’ —6vy?,

—wey +2way yo —2vayoyz +veys —2vay,’,

—wiy c+way02 —2uayoys +ucys —2vuay12, —vecy + 'vay02 +cuys — 2uaiy Yo,

o~

dvysbuay? — 2ysyrabv?yo — 6by  viayy —dwabuyry® —6by v:ay’
+12vbywayr y0+4wby13va —4bytwlayo —2vysiyr +3vysy® + 2yswys yy
— 3wy, Yo wy:® —yYsvyoys” + 2307 b0’ ey — w1 ys + 4o ay’ yous
+2bvay* —dbvaywy’y, —4bvayPyow F vy yoyst + 2bw ayo® yi?
+wy’y’ —ysyevy, —dbvway’yo — 2wy bvay’ —dwyraby uyo
—wiys Yo ys + 31wyt +2bw o’ a +4'vabuy0y22+4'vab'uy2y12

+2by; viayoys +2byP vl a+vyoys® —3vusyayr, 8abu’ Yoyt — 8bw e uay,
+4yolbv’ayy — Sabuvy® +8bwyouay® +6ybviay® —8ytbvway
+2bwy’a+2uyoys’ —2ysuayr —Sysvyoya + 6y vy’ — 2yowyi ys + 6v R’
+5yowy22 —4wy12y2—6uy23,2y02bvway1 —4bwyouay12+2wy12y2 —yowyz2
— 2902 bviay; — 2y bviay® Fysvyovs — 2ysvyt +dabuvy Yoy, + 4abuvy®,
bwysPva—2bwyeluay +4dyraby v yo— 2y ubvayel + yauyoys — Iuya?

+ 3y vyl +F2vyitbuay, —y1bviaye’ — vy voys, bviaye® —4bvuay yo
~3vyy toyoys ~wyove + 2wy’ +4bu’ay® —2uyzyr + 3uy’, —2uyoy’

Do 2, , ; Lo 3 2 e ar 2 2,
—2uyayn” +2uyryoys F 20y oY + 20y Fwye” Y2 — 2yo wyr” — v Yo© ys)
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> J2:=jacobian(Hi, [x,b,c]);

J2 =

J3 =

J4

[e, 0, z]

Razc,cu, az®+ byl

6ca*z? +2cabu, 2cazu+cv,2a’2® +2azbu+ bv)

R4ca®z® +16ca®zbu+2cabv, 8ca’z*u+4cabu’ +2cazv+cw,

6a’2* +8a*zbu+2ab’u? +2azxbv + buw)

> rank(J2);

> J3:=jacobian(Hi, [x,a,c]);

[c, 0, z]

Razc, cz?, az® + bul

[6ca’z® +2cabu,dcaz®+2czbu, 242> + 2azxbu + bv]

[24ca®z® + 16ca’zbu+2cabv, 18ca®z* + 16caz®bu+2cb? u®> +2czbv,

6a’z* +8a*z?bu +2ab*u +2azbv + buw)

> rank{(J3);

Lo

> J4:=jacobian(H1, [x,a,b]);

'
(¢ 07 0]
Razec, cx?, cul

i

6ca®2® +2cabu,4caz”+2crbu, 2caxu+ cvl



ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONS DE CALCUL EN MAPLEV 120

24ca®2® +16ca’* 2bu+2cabv, 18ca’z* + 16caz’bu+2cb* v’ +2cxbv,

8ca’z’u+4cabu? —{—‘ZCaJ:U—{-cw]

> rank(J4);

> h4:=diff(h3,x)*f+diff (h3,u)*v+diff (h3,v)*w+di ££f(h3,w)*ww;

hi = (24ca®z®+ 16ca’zbu +2cabv)(az® +bu) + (8ca’z?b+4cab’u)v

+2cazbw + cbww

> H2:=vector([hO,h1,h2,h3,h4]);

H2 :={cz, claz® +bu), 2¢ca’c®+2carbu+ cbu,
6ca’z' +8ca’2?bu+2cab’ul+2cazrbv + chbw,

2

(24ca® 2’ +16ca® 2bu+2cabv)(az® +bu)+ (8ca*z? b+ 4cab’u)v

+2cazbw + cbww)

> J5:=jacobian(H2, [x,a,b,cl);

J5:

Il

[ ]
1C, O., O, £J
Razc,cz®, cu, ax® + bul

3+2a£bu+bv}

6ca’*z® +2cabu,dcaz’® +2cxbu, 2caru+cv,2d*
(%1, 186a2i4+160a$2bu+2cb2u2—|—20rbv,
8ca’r?u+dcabu® +2cazv+ecw, 6’z +8a’ 2% bu+2ab*u® +2azbv + bw)
[(72ca®2? +16ca’bu) (az® +bu) +2%laz + 16ca’zbv +2cabw,

(72ca®2° +32cazbu+2cbv)(az? +bu) + %la’+ (16caz®b+4cb*u)v

+2caxbw,

(16ca*zu+2cav)(az® +bu)+ %lu+ (8ca’z? +8cabu)v +2carw + cww,
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(240 2° +16a* zbu+2abv) (az® +bu) + (8ba*2* + 4ab’u)v + 2ax bw + bww)

%1 :=2ca®z® +16ca’>zbu+2cabv

> rank{(J5);

> J6:=jacobian(H2, [x,a,c]);

J6 =
[c, 0, 2]
2azc,cz?, az® +bu
6ca*s?+2cabu, dcaz®+2cabu, 2a® 2> +2azbu + bv)
(%1, 18ca®2* + 16caz’bu+ 2¢b?v* +2cabv,

6a°2* +8a” 2*bu+2ab*u’ +2azbv + buw)

(72¢d®2® +16ca®bu)(ax® + bu) + 2%l ax + 16ca’ 2 bv + 2cabuw,
(72ca®a® +32caxbu+2cbv)(az® +bu)+ %la® + (16caz?b+4cb u)v
+2cxbw,

(24’ 2® + 16> zbu+2abv)(az® + bu) + (8ba*2? + 4ab?*u)v+2azbw + buww)]
%l :=24ca’®z® +16ca’*zbu+2cabv

> rank(J8):
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Nous donnons ici la session Maple V effectuée pour le traitement de I’exemple

du paragraphe 2.4:

deriv:=proc(F,u,n,s)

v

\/

local i,k,dF;dF:=array(l..n);

> for k from 1 to n do

> dF(k]:=0

-=

for k from 1 to n do

\V4

> for i from O to s do
> dF[k] :=dF[k]+diff(Fk],uli])*uli+1]

od

iV

4

od;
> RETURN(evalm(dF))

> end;

deriv := proc(F, u, n, s)
locals, &, dF;
dF := array(l..n);
forktondo dFy :=00d;
for ktondoforifrom0tosdo dFy := dF + diff (Fk, w;) X w4 0dod;
RETURN(evalm(dF))

end
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F{1]:=u[0]*ul[1];

\

I = uwouy

> F[2]:=u[2]+u[0];

Fy:=uy +uo

> F[3]:=2xu[1]+u[2];

Fyi=2u; + uy

> deriv(F,u,3,2);

L2, . ;
1" + uo ug, Uy + us, 2ug + Us]

\

derivsc:=proc(h,u,s)

> local i,dh;

\

&
I}

(]

> for i from O to s do

\%

dh:=dh+diff (h,uli])*uli+1]
> od;
> RETURN(dh)

> end;

derivsc := proc(h, u, s)
locale, dh;
dh :=0; forifrom0to sdo dh := dh + diff(h, w;) X u;4; 0d; RETURN(dh)

end

>  h:=ul0]*ul2];

h = uguy
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derivsc(h,u,2);

vV

Uz Uy + Uo U3

iter:=proc(F,A,u,n,s)

A\

> local Fp;Fp:=array(1..n);
> Fp:=F&*A+deriv(F,u,n,s);

RETURN (evalm(Fp))

vV

> end;

iter := proc(F, A, u, n, s)
local Fp;
Fp :=array(l..n); Fp := (F & A) + deriv(F, u, n, s); RETURN(evalm(Fp))

end
> F;

F
> eval(F);

table(]
J=2u; + us
1l = uguy

2=wus+uo

> A:=array(i..3,1..3);
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> A:=[[lambda[1],0,0],[0,1lambdal2],0], [ul0],0,1 ambdal3]1]];

>

v

vV

\%

v

\V3

AV4

V]

AV4

2
uy” +

=00
A=

iter(F,A,u,3,0);

( r

Up

F:=array(1..

F:=[0,1,1];

0 0

Ay 0

0 As
3);

iter(F,A,u,3,0);

\
AL,

0BS:=proc(A,C,u,n,s)

local i,j,k,0B,F,Fp;

OB:=array(0..s,1..n);F:=array(1..n);Fp:=array (1..n);

for i from 1 to n do

0B[0,1]:=C[i]

od;

for k from 1 to s do

for i from 1 to n do

F[{i]:=0B[k-1,i]

7u1+

F &«

Uo

F := array(1..3, [])

[0,1,1

[LL(), /\27 /\iﬂ

|

O) 0]’ [O’ /\27 0]7 {uUa 07 )‘5”

, F &«

Ug

125
0 0
A2 0
0 As
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>  od;

Fp:=iter(F,A,u,n,k-1);

AV

"> for j from 1 to n do
> O0B[k,j]:=Fpl(j]
> od;
>  od;
> RETURN(eval(0B))

> end;

OBS := proc(A, C, u, n, s)
locals, j, k, OB, F, Fp;
OB := array(0..s, 1..n);
F = array(l..n);
Fp := array(l..n);
foritondo OBy, := C;od;
forktosdo
foritondo F;:= OBj_;,;0d;
Fp :=iter(F, A, u, n, k — 1);
for jtondo OBy ; := Fp,od
od;
RETURN(eval(OB))

end

> evalm(A);



ANNEXE A. EXEMPLES DE SESSIONS DE CALCUL EN MAPLE V

%

\

\%

A 000
0 X O
Uo 0 /\3

C:=array(1..3);

C = array(l--?’a [])

c:=([0,1,11);

C:=10,1,1]

OB:=0BS(A,C,u,3,3);

OB := array(0..3, 1.3, |

0, 1=0

(0,2) =

0,3) =1

(1,1) = uo

(1,2) = A,

(1,3) = A3

(2, 1) =uo Mt + Asio + g
(2,2) = X)°

(2,3) = A3?

(3, 1) = (o At + Az uo + u1) Ar + Aa® ug + (A1 4 Az) uq + ug
(3,2) = X°

(3,3) = A5°

1

7
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> O0B1l:=convert(0B, matrix);

' |

0 1 1
Uo A2 As
OBl =
g A1 + Az ug + uy PYSIID ¥

(uo A1+ Az ug + ug) Ay + As® ug + (At 4+ A3) ur + ua A A0
L

> with(linalg);

Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol,
addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatriz, charmat,
charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals,
etgenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatriz, equal, exponential, extend,
Heausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord, geneqns, genmatriz,
grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, thermite, indexfunc, innerprod,
intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsgrs,
linsolve, matadd, matriz, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize,
nullspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatriz, randvector, rank, ratform,
row, rowdim, rowspace, rowspan, rref , scalarmul, singularvals, smith, stack, submatriz,
subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose,

vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian]
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> rank(0B1);

> OB[3,1];

(‘Uo /\1 + /\3 Ug + ul) /\1 + )\32 Ug + (/\1 + /\3) uy + ug
> K:=kernel(transpose(0B1));

2 ; .
/\\2 /\3 (UQ )\1 + 2/\1 Uy + U — )\2 Uy — /‘\2 Uo /\\1)

.
[{::{l— ) J(Asuo At +2X3 A uy + Az up

— As A2 uo — Ao uy — M Apwo + A2 ug AP+ 240 Ay ug 4 Ag ua)/(%1),

o Az + A Az g — Ag Astio + uo AL 4 2 A1 up + us — AP ug 13
%1 ’

%1 = —/\2 Ug -+ Ug /\1 + U1

> Kl1];

‘~/\/'\2'2/\""—A'—"‘\, R
_ A2 3\u0/\1 * 1”1(7:'1UZ 2t 22 uOAlj,(/\g Ug /\1A+2/\3 Al Ui —|—/\3UQ—/\3 /\22 U
- /\22 Uy — )\22 Al Ug + /\2 Ug /‘\12 + 2/‘\2 )\1 Uy + /‘\2 LLQ)/(%l).
ug Az + A Az o — Ag Ag o + wo M”42 A1 up + uy — A’ uo
%1
%1 = —/\2 '11,0+UO /\1+u1

, 1

> simplify(evalm(K[1]gx[y[0],y[1],y[2],y[31])*( -u[0]*1lambdal2]+ul1]+u[0] *1lambdal1]}

—/\\2 )\3 Yo Uo )\12 — 2)\2 /\3 Yo /\\1 U — /‘\2 Ag Yo U2 + /‘\22 /\\3 Yo Uy + A22 /\3 Yo Up /\\1
+yr datwo A2+ 2y As A ug 4+ Y1 Aaug — g1 Az Al uo — y1 AP ur — 1 A% Ao
+yr dato Al + 2y A AL ug + Y1 A g — Yaur Az — Y2 Ay Az o + Yo Ag Azt — Yo Up Ar

— 2y Ay ur — yo ug + Yo )\22 Ug — Y3 Ag uo + Y3 Uo Ay + Y3ty
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> itersc:=proc(h,F,B,u,s)

> local dh;

> dh:=evalm(F&*B)+derivsc(h,u,s);
> RETURN(dh)

> end;

iersec 1=

proc(h, F, B, u, s)localdh; dh := evalm({F & B) + derivsc(h, u, s); RETURN(dh)end

> F;
0,1, 1]
> h;
Ug U2
> h:=ul[0]"2;
h = ug?
> B:=[0,1,ul0]];

> itersc(h,F,B,u,0);

1+u0—i—2‘u0u1 )
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\

0OBSH:=proc(4,B,C,D,u,n,s)

\%

local 1i,j,k,0B,F,Fp,H;

> OB:=array(0..s,1..n);F:=array(1..n);Fp:=array (1..n);H:=array(0..s);H[0]:=D;
> for i from 1 to n do

> 0B[0,i]:=C[i]

> od;

\/

for k from 1 to s do

> for i1 from 1 to n do

\

F[i]:=0B[k-1,1i]

> od;

vV

Fp:=iter(F,A,u,n,k-1);H[k]:=itersc(H[k-1],F,B ,u,k-1);

v

for j from 1 to n do

\

0B[k,jl:=Fplj]

od;

Vv

\

od;
> RETURN(eval(H))

> end;

OBSH :=proc(A, B, C, D, u, n, s)
locali, 5, k, OB, F, Fp, H;
OB := array(0..s, 1.n});
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for:tondo OBy ; := C;od;
forktosdo
foritondo F; := OBy, ;0d;
Fp :=iter(F, A, u, n, k—1);
Hy = itersc(Hy_1, F, B, u, k —1);
for jtondo OB, ; := Fp; od
od;
RETURN(eval(H))

end

> d:=ul0]"2;

> O0OBSH(4,B,C,d,u,3,4);

array(0..4, {

(0) = uo®

()=1+uo+2upuy

(2) =Xa+ Asuo+ (14 2uy) ur + 2up uy

(3) Zug+ (a4 2uz)uy + (dus + 1) ug +2up us
(4) (
)

\
/

TR
g
[\~
w [\
-+
p
w

_+
ps
w
<
<
_f.

Ag”

+ 2&3) (23] + (/‘\3 + 6‘U2) U9 + (6 (23] -+ 1) Uz + 211,0 Uy

OBSZ:=proc(4,B,C,D,y,u,n,s)

Vv

> local i,j,k,0B,F,Fp,H,Z;

vV

OB:=array(0..s,1..n);F:=array(1..n);Fp:=array (1..n);H:=array(0..s);Z:=array(0..s)
> for 1 from 1 to n do

> 0B[0,i]:=C[i]

Y

od;
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> for k from 1 to s do

for 1 from 1 to n do

Vv

> F[i]:=0B[k~-1,1i]

> od;

\

Fp:=iter(F,A,u,n,k-1);H[k] :=itersc(H[k-1] ,F,B ,u,k-1);Z[k]:=y[k]-H[k];

for j from 1 to n do

\

0B[k,j]:=Fp[j]

A\

> od;
> od;

> RETURN(eval(Z))

Y

end;

OBSZ := proc(A, B, C, D, y, u, n, s)
locali, 3, k, OB, F, Fp, H, Z;
OB := array(0..s, 1..n);
F :=array(l..n);
Fp := array(l..n);

H := array(0..s);
Z := array(0..s);
Hy:=D:

Zy =y — Hy;

foritondo OBy, := C,0d;
forktosdo
foritondo F; := OBy_, ;od;
Fp = iter(F, A, u, n. k — 1};

Hy :=itersc(Hp_y, F. B, u. k—1);
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Zy = yr — Hg;

for jtondo OBy ; := Fp; od
od;
RETURN(eval(Z))

end

> OBSZ(4,B,C,d,y,u,3,4);

array(0..4, |
(0) = yo — U’
(D=y1—1—up—2upuy

(2) = Y —'/\2 —/\\3UO—(1 +2U1)ul —QUUU‘Z

2 2 . .
(3) = Yz — /\\2 - /\3 Up — (/‘\3 + 2u2) Uy — (4u1 -+ 1) Ug — 2’lL0 Uus
AN 2 ) ; = ] 3 \ .
\4) = Y4 — /\\2 — A3 Ug — (/‘\3 —+ 2143) Uy — (/\\3 + 6‘&2) Uy — (G‘LLI + 11) Uz — 2’11,0 Uy
1A
1)

> gausselim(0OB1);

Ug /\2 /\3

0 1 1

0 0 _/\1 )\3 U0+U1 /\3 -+ )\22 Ug — )\2 Ug /\1 - /\2 /\3 Uy — /\2 (25}
Ug

0 0 0

> evalm(0B1);
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vV

V2

AV

\V

Ug

ug A1 + Az ug + Uy

(uo A1 + Az g + ur) Ay + As? ug + (A1 + As) uy + ug

0B2:=array(1..4,1..4);

OB2 := array(1..4, 1.4, [])

for j from 1 to 4 do

0B2[j,4]:=y[j-1]

od;
OB2; 4 :=yo
OB2y.4:=y
OB23 4 :=1y,
OB24 4 :=ys3

for j from 1 to 4 do
for 1 from 1 to 3 do
0B2[j,i]:=0B1[j,1]
od;

od;

0OB3:=convert(0OB2,matrix);
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- .
0 1 1 Yo
U A2 Az oy
OB3 =
ug A1 + Az ug + ug PYSID Ph Y2

(wo Ay + Azug +up) A; + A3’ uo + (A 4+ A3)ur + ug PYSEID I Y3

> gausselim(0B3);

{11'07/\\27/\37:'41}

D,1,1,yd

[O 0 _/\1/\3u0+u1/\3+/\22u0—/\2u0/\1—/\2>\3u0—/\2u1

U

Y2 Uo — Y1 Uo A1 — Y1 Aa g — Yy Uy — Ap? Yo to + A2 Yo ug A1 + A2 yo Az ug + A2 yo u1]

Ugp

{0, 0,0, (updayods —uzyr Az +usya + 2 urys + X2 woys A 4+ AP uoyi As + Ay g
— XAz oYz + A Asuoya + uo AP Y2 + 2o yo A Asur —yaur — 2y At As g

- Xs? Yo A1 Az ug + A2 Yo M’ Ao — Yy1uz Ag — A Youi Az — Y1 Uo AP Az — y1 A% Az uo

— 2y Aug A+ ysuo Ay — ysuo A —/\22uoyz+u1/\3y2)/(—/\2uO+u0/\1 +u1)]

> factor(det(0OB3));

—(As — A){ug Aayo Az —wayr As + ua e + 2 A1 uy ya + Ao” uo Y1 A1+ A% wo Y1 As + A’ Yy Uy
— A Azuoys + A1 /\\3on2+uo/‘\12y2+2/\2y0)\1 Asur — ysuy — 2y1 Ay Az g
- /\22 Yo A1 Az ug + Az Yo /\12 Az ug — Y1 Ua Ag — /\22 Yo Uy Az — Y1 Ug /\\12 Ay — 51 )\12 As to

> W N S T, oy \ 2. . PR
“4y1/\11t1/\2-|—yslt0/\2—y3u0/\1—/\2 uoyz+u1/\3y2)
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