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Introduction 

Au cours des dernières années, on a étudié la détection et la localisation des défaillances 

(appelées aussi surveillance) par la génération des rés id us avec des approches de type 

espace de parité (Frank, 1990), observateur (Frank, 1993) (Magni et Mouyon, 1991) 

ou identification (Iserman, 1984). On a démontré des propriétés d'équivalence en­

tre ces différentes approches (Delmaire et al., 1995) (Frank et Alcorta Garcia, 1996) 

(Wünnenberg, 1990). L'optimisation de la robustesse et des propriétés de sensibilité 

des résidus a fait l'objet de nombreux travaux (Cassar et al., 1993) (Cocquempot et 

al., 1991) (Frank et Ding, 1994) . Cependant ces approches concernent les systèmes 

linéaires. La surveillance des systèmes non linéaires a surtout été développée au moyen 

des observateurs non linéaires pour des systèmes bilinéaires (Hammouri et al., 1994) (Yu 

et Shields, 1995) ou complètement non linéaires (Seliger et Frank, 1991). Les méthodes 

de type espace de parité n'ont été étudiées que pour des systèmes linéaires (Chow et 

Willsky, 1984) ou bilinéaires (Yu et al., 1995) alors que de nombreux domaines concer­

nant la théorie du contrôle non linéaire ont été étudiés avec les outils puissants de la 

géométrie différentielle ou plus récemment de la géométrie algébrique. La théorie de 

l'élimination et les bases de Groebner et plus généralement les outils du calcul formel 

ont été récemment appliqués à une classe de systèmes dynamiques non linéaires: les 

systèmes dynamiques polynomiaux à des fins d'étude de l'identifiabilité (Ljung et Glad, 

1994), de l'observabilité, de la stabilisation, des relations entrées-sorties et de réalisation 

(Diop, 1992). Un de nos objectifs est d'appliquer ces outils de calcul symbolique à la 

surveillance de systèmes dynamiques polynomiaux ou à état affine par une approche de 
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type redondance analytique comme celà a. été fait pour les systèmes linéaires. Nous ex­

poserons plusieurs méthodes qui permettent d'obtenir certaines relations de redondance 

analytique d'un système dynamique polynomial. De telles relations doivent à la. fois con­

stituer un générateur de l'idéal de définition et être indépendantes dans un certain sens 

que nous expliquerons. Il est important de noter que nous ne nous intéresserons dans 

cette étude qu'aux systèmes en temps continu qui décrivent naturellement les processus 

physiques, alors que la discrétisation intervient au niveau de la commande numérique. 

On considère un système dynamique non linéaire à m entrées, p sorties et l paramètres 

de la forme: 

x= f(x,u,O) 

y=h(x,u,O) 

avec x E Rn, u E Rm, 0 E R 1 et y E RP. Les fonctions f eth sont dans le cas le 

plus général des fonctions analytiques. Nous traiterons les cas où il s'agit de fonctions 

linéaires, à état affine ou polynomiales. 

Notre but est de trouver des relations faisant intervenir les composantes de y, les com­

posantes de u et leurs dérivées respectives jusqu 'à des ordres choisis et les composantes 

de 0 sans faire intervenir les composantes du vecteur d'état x. Ces relations peuvent 

être écrites sous la forme: 

Wq(f}, ft, 0) = Ü 

où y et ft désignent y, u et leurs dérivées respectives jusqu 'à un certain ordre de 

dérivation. De plus il faut remarquer que ces relations appelées relations de redondance 

analytique sont suivant les cas linéaires, affines ou polynomiales en leurs arguments, 

c'est-à-dire y et u. 

De fait en raison du bruit, des perturbations et des défaillances les fonctions wi(Y, ft, 0) 

(1 ~ i ~ q) qui sont calculées avec les valeurs de y et u disponibles à partir de 



l'instrumentation (commandes, consignes, mesures) et des valeurs de 0 nominales vont 

donner un vecteur de résidus non nul: 

P1 = wi(Y,u,O) 

Choisir entre les hypothèses suivantes: 

Ho: la non nullité de p résulte de l'influence du bruit etjou des perturbations et/ou des 

incertitudes de modélisation 

H 1 : la non nullité de p résulte de l'existence d'une défaillance 

est un problème de détection (Sasseville, 1988) qui n'est pas étudié ici, puisqu'on se 

consacrera dans ·la suite à la génération des résidus. Ainsi on se restreint à un modèle 

déterministe. 

C aleu! des rés id us 
Valeurs des 

variables 

l Valeurs des 

! ( résidus 

L_ ____ __;l _________________________________________________ _ 

l! Y Pro"'•re.,. ,~..,.;~ 
connues 

Procédures de décision 
' 

~ ::~:(r-s-n-on--------------, 
Procédure d'isolation 

' 'Variables 
' 1 en défaut 

1-------------------------------------------------l 

Figure 0.1: Décomposition d'un système de surveillance 

Dans le chapitre 1 nous rappelons la méthode de l'espace de parité pour les systèmes 

linéaires. Des vecteurs lignes sont choisis orthogonaux à la matrice d'observabilité d'un 

certain ordre, de tels vecteurs sont dits appartenir à l'espace de parité. Le produit 

matriciel de ces vecteurs par le vecteur des sorties et de leur dérivées (produit qui est 
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nul) fournit alors les relations de redondance analytique. Lorsque le système présente 

plusieurs sorties l'inter-redondance et l'a.uto-redondance sont examinées. L'inter-redondance 

à deux sorties fait 1 'objet d'un traitement spécial. 

Dans le chapitre 2 nous nous intéressons aux systèmes à état affine, c'est-à-dire aux 

systèmes dynamiques ayant un comportement affine vis-à-vis de l'état. La dépendance 

du système en les entrées est a priori quelconque, mais pour plus de simplicité on con­

sidèrera une dépendance polynomiale. Pour de tels systèmes on donne les conditions 

d'existence de relations de redondance analytique et on présente deux méthodes pour 

obtenir ces relations: l'une basée sur l'élimination de Gauss et l'autre basée sur le calcul 

de déterminants caractéristiques. Ces deux méthodes applicables avec des logiciels de 

calcul formel sont comparées. Il est à noter que les méthodes décrites et les résultats 

obtenus restent similaires à ceux qu'on trouve dans le cas linéaire, on peut encore parler 

d'espace de parité bien qu'il dépende dans ce cas des entrées et de leurs dérivées. 

Dans le chapitre 3 nous considérons les systèmes dynamiques polynomiaux, c'est-à­

dire des systèmes dont la dépendance en l'état et les entrées est polynomiale. Des notions 

de base sur la théorie des corps indispensables pour la compréhension des démonstrations 

sont d'abord présentées. Par un théorème on donne le nombre de relations de redondance 

analytique indépendantes (dans un sens qui est explicité) pour un ordre de dérivation 

maximal fixé de la sortie. Des théorèmes sont donnés pour le cas multi-sorties en ex­

aminant l'auto-redondance et l'inter-redondance. Des méthodes effectives de calcul des 

relations de redondance analytiques sont présentées ainsi que leur implémentation en 

calcul formel. Le problème des entrées inconnues est traité en complément. Le problème 

de la structuration des résidus est traité du point de vue de l'identification paramétrique. 

On montre que la modélisation des défaillances peut être intégrée dans les relations de 

redondance analytiques trouvées. Enfin des exemples d'application sont traités. 



7 

Le chapitre 4 est consacré à une application des méthodes décrites à un modèle 

de la machine asynchrone en régime variable. Le calcul de relations de redondance an­

alytique est effectué. Ces relations sont ensuite utilisées en simulation pour tester leur 

efficacité vis à vis de l'apparition de défaillances. 
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Chapitre 1 

Systèmes linéaires 

1.1 Préliminaires 

Considérons le système dynamique linéaire déterministe suivant : 

:i:(t) = Ax(t) + Bu(t) 

y(t) = Cx(t) + Du(t) 

(1.1) 

(1.2) 

avec x E Rn le vecteur d'état, u E Rm le vecteur d'entrées, y E RP le vecteur de mesures 

(vecteur des sorties). 

Notre but est de trouver des relations faisant intervenir les composantes de y, les com­

posantes de u et leurs dérivées respectives jusqu 'à des ordres choisis sans faire intervenir 

les composantes du vecteur d'état x. Ces relations peuvent être écrites sous la forme: 

w1(j}, u) = 0 

wq(y, u) = 0 

où y et u désignent y, u et leurs dérivées respectives jusqu'à un certain ordre de 

dérivation. De plus il faut remarquer que ces relations appelées relations de redon­

dance analytique sont linéaires en leurs arguments, c'est-à-dire y et u. 

9 
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1.2 Systèn1es n1ono-sortie 

Pour plus de simplicité, on considère en premier lieu un système monosortie (p = 1). 

En dérivant l'équation (1.2) plusieurs fois et en la combinant avec l'équation (1.1) on 

obtient: 

y=Cx+Du 

y=CAx+CBu+Dü 

Ceci peut être réécrit de manière plus compacte sous la forme: 

avec y(s) = 

y 

y 

y(s) = OBSsx + C01'vfs(A, B, C, D)'liJs) 

r 
u 

et u(s) = 
u 

y(s) u(s) 
J 

(1.3) 

OBSs est la matrice d'observabilité d'ordres et C01\:!8 (A, B, C, D) est la matrice de 

commande. Leur expressions sont les suivantes: 

D 0 0 
c 

CB D 0 0 
CA 

OBSs= COMs(A,B,C,D) = CAB CB D 0 0 

0 
CAS 

CAs-lB CAB CB D 

Soit r s le rang de la matrice 0 BSs, nous savons d'après le théorème de Cayley-Hamilton 

qu'il existe r E N tel que: 

{ 

s+ 1 
rs = 

r 

s < .,. 

s ~ r 

Soit Ws un vecteur de projection tel que: 

(1.4) 
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On peut trouver au plus s+ 1- r s vecteurs ainsi choisis qui soient linéairement indépendants 

(Chow et Willsky, 1984). 

Deux cas peuvent se produire: 

• s < r ainsi s + 1- rs = 0 et il n'existe aucune relation de redondance analytique 

• s 2: r ainsi s + 1 - r5 2: 1 et il existe au moins une relation de redondance 

analytique, de fait il existe s + 1- r relations ainsi formées qui soient linéairement 

indépendantes. 

Soit Qs une matrice de dimensions (s + 1- r) x (s + 1) de rang plein avec un ensemble 

de vecteurs Ws constituant ses lignes. 

En posant .z(s) = y(s)- CO}vfs(A,B,C,D)·u(s) et en multipliant à gauche par Q_, on 

obtient: 

(1.5) 

1.3 Systè1nes Inulti-sorties 

La généralisation de ces résultats à p sorties est immédiate. On a pour la jème sortie: 

(1.6) 

On désigne par OBS1i = [ (Cj)'(CjA)' ... (CjA 51 )' ] 

1 

la matrice d'observabilité, et par 

COJv!l
1 
(A, B, Cj, Dj) la matrice de commande, par rj le rang (précédemment r) et par 

_(sJ) l 1 ' 'd -(s)) } d' 1 t"f' l ., t" Zj · e vecteur ~prece enunent z c tacun eux re a 1 a a Jerne :,;or le. 

On définit OBS* comme la matrice résultant de la concaténation: 

OBS* = (1.7) 
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et r"' (nombre de lignes de OBS*) est défini par: 

p 

r* = L(rj + 1) ( 1.8) 
j=l 

On définit l'espace de parité généralisé comme l'espace engendré par les lignes de la 

matrice Q* de dimensions (r*- rang(OBS*)) X r* définie par: 

Q*.OBS* = 0 

Il est clair que les relations: 

Q*. 

constituent les relations de redondance. 

-(rP) 
Zp 

=0 

(1.9) 

(1.10) 

Si pour chaque j (1 S j S p) on choisit un vecteur ligne w;
1 

de dimension ri tel que: 

(1.11) 

(un tel vecteur existe et sa direction est unique), le choix suivant : 

wl 
ri 0 0 

0 w2 0 0 
Q* = 

r2 
(1.12) 

0 0 0 

0 0 p 
WrP 

conduit à des relations de redondance sur chaque sortie séparément (appelé auto-

redondance). 

On peut trouver des relations de redondance faisant intervenir plusieurs sorties à la 

fois (on parle alors d'inter-redondance) avec des ordres de dérivation moindres pour 

chaque sortie (Chow et \Villsky, 1984). 

Le théorème suivant étend au cas multi-sorties ce qui précède: 
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Théorème 1.1 : 

Alors il existe exactement 

i=l 

l • d 1 • l • •• • d • d •• - • • • _{.ç, ) -( 82 ) re a.twns e rec on dance ana yt1que "m epen antes" ta1sant mtervemr Y{·', y2 , •.• , 

{sp) l c Yp et 11. sous a 1orme : 

=0 

avec pour n une matrice de dimensions 1] x (l:f=1 s; + p) et de rang r7 (n est une matrice 

de rang plein ligne). 0 

On définit O~i comme l'espace image de l'application linéaire: 

Ce sous-espace vectoriel est clairement dans Rn. 

L'inter-redondance entre deux sorties se produit dès que: 

avec i # j, s; < ri, Sj < ri et les vecteurs lignes w~i et w-;j étant non nuls. Ceci implique 

que: 
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ou en d'autres mots que les deux espaces images ne sont pas disjoints. 

Une relation de redondance faisant intervenir ces deux sorties s'écrit: 

=0 

On peut prouver qu'il existe exactement ii vecteurs ligne [w!;, w;
1

] indépendants avec: 

Ceci est une conséquence des relations suivantes: 

( . . ) [ OBS!.l dim o~i + tJ~j = rang ... 
. OBS1 

S; 

On peut généraliser ceci à p sorties, l'inter-redondance se produit quand: 

p 

Lw~;.OBS~; = 0 
i=l 

avec s; < r' (Vi :::; p) et au moins deux vecteurs ligne w~; non nuls. Celà implique que 

la somme suivante de sous-espaces n'est pas directe: 

Ceci est équivalent à l'existence d'un indice i tel que: 

1.4 Conclusion 

On a ici rappelé le principe de calcul des relations de redondance analytiques dans le cas 

linéaire ainsi que certaines de leurs caractéristiques. Dans le cadre de la mise en oeuvre 

de la surveillance les résidus obtenus à partir de ces relations de redondance ne sont donc 
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pas uniques, en particulier ils peuvent être optimisés suivant des critères de robustesse 

par rapport au bruit ou à des perturbations. Par ailleurs si on sait modéliser l'influence 

des défaillances sur le système dynamique les relations de redondance fournissent la 

forme de calcul des résidus et il reste à calculer leur forme d'évaluation qui donne la 

valeur des résidus en fonction des défaillances. 



Chapitre 2 

Systèmes à état affine 

2.1 Introduction 

Au cours des dernières années la surveillance des systèmes non linéaires a surtout été 

développée pour les systèmes bilinéaires au moyen d'observateurs non linéaires (Ham­

mouri et al., 1994) (Yu et Shields, 1995) (Scligcr ct Frank, 1991). On a consacré peu 

d'attention aux méthodes de type espace de parité. Nous considérons ici une classe de 

systèmes à état affine (une telle classe inclut les systèmes bilinéaires). Considérant ces 

systèmes, on peut générer des relations de redondance analytique et définir un espace 

de parité comme dans le cas linéaire en utilisant l'algèbre linéaire sur des corps spéciaux 

(c'est-à-dire des corps différentiels (Fliess, 1990)). Alors que dans leur article les au­

teurs de (Yu ct al., 1995) proposent un calcul récursif de la matrice d'observabilité, nous 

donnons une méthode de calcul complet des relations de redondance analytique en ce 

qui concerne les systèmes en temps continu (Comtet-Varga ct al., 1997). 

Notations: 

Soit u E Rm le vecteur des entrées, R[u) l'anneau des polynômes avec comme indéterminées 

les composantes de u ct à coefficients dans R, R{ u} l'anneau différentiel des polynômes 

16 



CHAPITRE 2. S'{STÈivfES .4 ÉTAT AFFINE 17 

en u et ses dérivées à coefficients dans Ret R( u) le corps différentiel des fractions en u 

et ses dérivées à coefficients dans R. 

A1n,p(k) est l'ensemble des matrices à n lignes ct p colonnes à valeur sur l'anneau (ou 

le corps) k. 

On considère dans ce chapitre les modules sur R[u] et R{'U} et les espaces vectoriels sur 

R(u). Rappelons la différence entre module et espace vectoriel: un module est défini 

sur un anneau alors qu'un espace vectoriel est défini sur un corps. 

2. 2 Préliininaires 

Le système considéré est le suivant : 

x= A('U)x + B('U) 

y= C(u)x + D(u) 

(2.1) 

(2.2) 

avec x E Rn le vecteur d'état, u E Rm, y E RP le vecteur des sorties (nous ne con­

sidérons qu'un système mono-sortie dans ce chapitre). 

"1(u) E A1n,n(R[u]), B('U) E A1n,I(R['U]), C('U) E 21-1I,n(R['U]), D(u) E A11,I(R[u]), c'est­

à-dire que la dépendance en les entrées est polynomiale, mais nous pourrions considérer 

des systèmes à état affine généraux pour lesquels A('U), B('U), C(u) et D(u) sont des 

fonctions c= de u. 

Comme dans le cas linéaire l'équation (2.1) est dérivée et combinée à l'équation (2.2) 

pour obtenir : 

y- [D(u) + C('U)B(u)] = [C(u)A('U) + C(u)]x 

On démontre le théorème suivant: 

Théorème 2.1: 
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Pour chaque sEN il existe F8 (u) E A11,n(R{-u}) et hs(u) E Afu(R{-u}) (c'est-à-dire 

F8 (u) est un vecteur ligne et h8 (u) est un scalaire) tels que: 

Démonstration: 

Par induction 

-pour s = 0: y- D(-u) = C(-u)x 

ho ( u) = D ( -u) , F0 ( u) = C ( -u) 

- hypothèse de récurrence : 

ls) } (-\ F 1-\ y·-,- t 8 'Uj = sl,'U)X 

On dérive (Rs) ct on le combine avec (2.1). Il s'ensuit: 

avec les relations de récurrence suivantes: 

La récurrence est démontrée ct ainsi (Rs) est vraie Vs EN. 

Corollaire : 

On peut concaténer les relations (Ro),(R1), ••• (Rs) en posant: 

z(s) = 

y- ho(u) 

iJ- ht(u) 

On obtient: 

et OBSs(u) = 

Fo(u) 

H(u) 
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De fait, OBS8 (u) est la matrice d'observabilité d'ordre s du système dynamique. Le 

système est dit algébriquement observable (Diop et Fliess, 1991) si OBSn-1 (u) est de 

rang n sur R(u). On peut calculer le rang r8 (u) de la matrice OBS8 (u) sur le corps 

R(u) (si u satisfait une équation différentielle particulière, il se peut qu'il y ait une chute 

de rang). 

Conuuentaires : 

Expliquons ce que signifient dépendance, indépendance linéaire et rang de matrice sur 

le corps R( u). R(u) est le corps différentiel des fractions rationnelles avec comme 

indéterminées les composantes de u et leurs dérivées à coefficient dans R. Voici un 

exemple: 

les vecteurs vl = 
( U

'U2 ) et V2 = ( 'U3 '~ ) sont linéairement dépendants puisque 
·u4 u 

Nous en déduisons que la matrice 

est singulière sur le corps R( u) (elle est de rang 1 sur le corps R( u)). 

Remarque 1: 

(i) r 8 (u) S: min(n, s + 1) (du fait des dimensions matricielles) 

.. _ { rs(fi) + 1 
( n) r s+ 1 ( u) = 

1'8 (-il) 
(r8 (ii)) est une suite croissante majorée, donc elle converge. En d'autres termes il existe 

q E N minimal de telle sorte que: 

rq(u) =ret rq+k(u) = r 'ik EN de plus il est clair que: r s; n. 
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Remarque 2: 

Dans le cas où r's(u) = n, OBSs(ü) a une pseudo-inverse OBS~(ü) telle que: 

avec OBSt(u) E Afn,s+t(R('u)). Par exemple l'expression suivante: 

est une pseudo-inverse bien connue, introduite par la résolution d'un problème d'optimisation 

quadratique. 

2.3 Espace de parité 

Dans cette partie nous présentons deux méthodes pour obtenir des relations de redon­

dance analytique: 

• La méthode des déterminants caractéristiques 

• L'élimination de Gauss 

Quand on considère l'équation (Ks), on constate que les lignes de OBSs(u) génèrent un 

sous-espace vectoriel de (R(u)t qui est souvent appelé l'espace d'observabilité d'ordre 

set sa dimension est r 5 (u). Considérons un vecteur ligne w5 (u) E Af1,s+1 (R(u)) tel que: 

(2.3) 

De manière analogue au cas linéaire, on peut trouver s+ 1- r8 (u) vecteurs ainsi formés 

linéairement indépendants sur R(u). Soit Os(ü) une matrice de dimensions (s + 1-

rs(u)) x (s + 1) de rang plein définie sur le corps R(u) avec un ensemble de vecteurs 

w8 (u) qui constituent ses lignes (Chow ~t Willsky, 1984). 

(2.4) 
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Les lignes de !:2 8 ( il) génèrent un espace vectoriel orthogonal à celui généré par les colonnes 

de OBSs(il). En multipliant à gauche (1\8 ) par Qs(il) on obtient: 

(2.5) 

De telles relations sont définies comme les relations de redondance analytique, P( il, y) 

est défini comme le vecteur de parité. 

On démontre le lemme suivant : 

Lenune 2.2: 

.z(s) E Im(OBSs(ü)) {=:::} .z(s) E Ker(Ds(ü)) 

Démonstration: 

Si le vecteur .z(s) appartient à l'espace image Im(OBS.,(il)) alors il existe x E Rn tel 

que z-(s) = OBS8 (u)x. Comme 0.8 (ü).OBS8 (ü) = 0 on a la relation Ds(ü).z-(s) = 0 

ainsi .z(s) appartient au noyau Ker(Q.Ç(u)). Par construction les espaces Ker(D.,(u)) et 

Im(OBSs(ü)) ont la même dimension sur le corps R(u). On en conclut que 

Ker(Ds(u)) = Im(OBSs(u)) 

Ce lemme nom; montre que: z-(s) E Im(OBSs('lt)) (c'e~t-à-dire le~ relation~ de redon­

dance analytique existant pour z-(s)) sont les conditions de compatibilité du système 

linéaire à s + 1 équations et n inconnues: 

z-(s) = OBS8 (u)x 

2.3.1 Calcul par la méthode des déterminants caractéristiques 

Le conditions de compatibilité du système 
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sont données par: 

'OB" 1-), 'OB" 1-\' -(•), rangl ,) 8 ~ll j = rangl .:> 8 ~1l) 1 z "'J 

On en déduit le théorème suivant: 

Théorème 2.3: (Gantmacher, 1990) 

Soit ((OBSs)i,j)iEI,jEJ une matrice non sigulièrc de dimensions rs X rs extraite de la 

matrice OBS5 • 

Les conditions de compatibilité sont calculées en écrivant: 

[ 

1 
Il \ 1 -( s) \ ~~OBSs)i,j)iEl,jEJ ~(z )i)iEI j 

det = 0 
((OBSs)k,j)jEJ (zo(s))k 

pour tout k </. I (ces déterminants sont dits "caractéristiques"). Comme Gard(!)= r5 , 

on obtient s + 1- r8 conditions de compatibilité ce qui fournit une base de relations de 

redondance analytique (tout ensemble de relations de redondance analytique serait une 

combinaison linéaire sur le corps R(u) de ces conditions de compatibilité). 

2.3.2 Calcul par l'élimination de Gauss 

Nous étendons un théorème (Ciarlet ct al., 1989) établi sur le corps Rau corps R(u): 

Théorème 2.4 : 

-r •) OBS 1 _, t ' . l t ' Z'" = \U!Xes equ1vaen a: s' • 

avec Ur, ( u) une matrice triangulaire supérieure de dimensions r s x r s définie sur le 

corps R(u) (chaque élément sur la diagonale est différent de 0), fr,(u) une matrice de 

dimensions rs x (n- rs) définie sur le corps R(u), B 1 (u) une matrice de rang plein de 

dimensions rs x (s+ 1) définie sur le corps R(u) ct B 2 (u) une matrice de rang plein de 
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dimensions (s + 1- rs) x (s + 1) définie sur le corps R(u). 

Démonstration: 

On rappelle la démonstration analogue à l'élimination de Gauss. 

On pose: 

On définit récursivement: 

\ 

avec Tj' (j; = (l, rn);) une matrice de transposition de dimensions ( s + 1) x ( s + 1), 

qu'on utilise pour échanger les lignes et E; une matrice de dimensions ( s + 1) x ( s + 1) 

utilisée pour l'élimination partielle de la ieme colonne: 

Tji = (ttq) avec: 

tt~ = 1 - 5r/ - 5rm et ttq = 5rt·5qm + 5rm .5ql 

avec: 

T JiQ.- 0* i l- i 

1 

1 
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. . . 

ir; = o'* et e~h . = oh'*. 
!.! '~ 'l 

On obtient finalement après r s itérations: 

avec: 

fr,(u) l -() r Bt(u):z(s) l et Qr,Z 8 = 
0 Bz(u):z(s) 

et les relations suivantes: 

De là on déduit que Qr, est une matrice non singulière de dimensions (s + 1) X (s + 

1). Ainsi les relations Bz(-u):z(s) = 0 fournissent une base de s + 1- rs relations de 

redondance analytique indépendantes sur R(u). Pour ce calcul itératif on effectue au 

plus r8 - 1 transpositions de ligne et rs- 1 procédures d'élimination. La complexité 

de cet algorithme est en O(r~) alors que la complexité du calcul par les déterminants 

caractéristiques est en O(r 8 !r~). Ainsi pour les grands systèmes l'élimination de Gauss 

sera préférée avec l'aide d'un logiciel de calcul formel. 

2.4 Exe1nple d'application à un système bilinéaire 

Les développements théoriques précédents s'appliquent à des systèmes à état affine dont 

les coefficients sont des fonctions polynomiales de degré quelconque en les entrées. Nous 

considérons dans cet exemple d'application des fonctions polynomiales de degré un en 

les entrées, ce qui correspond aux systèmes bilinéaires. Nous prenons un exemple em-

prunté à (Williamson, 1977) : 
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y= X2 + X3 

2.4.1 Préliminaires 

La matrice d'observabilité d'ordre 2 est donnée par: 

0 1 1 

OBS2(il) = u 

Ainsi le système est observable si et seulement si : 

On supposera cette inégalité vérifiée dans la suite (dans le cas contraire les entrées ne 

sont pas universelles). 

La ligne suivante dans la matrice d'observabilité d'ordre 3 est : 

Ainsi il n'y a qu'une relation de redondance analytique (puisque 4- r 3 (u) = 1). 

2.4.2 Calcul par les déterminants caractéristiques 

Le déterminant de départ est: 

0 1 1 y 

u ,\2 À3 y 

ù + (Àt + À3)u _x2 
2 

_x2 3 y 

-Xt(ù + (-\1 + À3)u) + À~u +(ii+ (-\1 + À3)ù) _x3 
2 

_x3 
3 y 
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Après quelques manipulations sur les lignes il devient: 

0 

u 

ù + (..\1 - À2)u 0 0 

À1 (ü + (..\1 - À2)u) + Ü + (Àt - À2)ü 0 0 

y- (..\3 + À2)!Ï + À2À3y 

ÏJ -(..\3 + ..\2)ii + ,\2À3y 

La nullité de ce déterminant donne la. relation de redondance analytique suivante: 

26 

(ü + (.-\1- .X2)u)(Y" -.X3jj- .X2fi + .X2.X3y) -((ü + (.-\1- .X2)ü) + .X1(ü + (.-\1 - .X2)u)) 

(ii~ .X3y ~ >.2y + .X2.X3y) = o 

2.4.3 Calcul par l'élimination de Gauss 

Au début le système se présente sous la forme suivante: 

1 1 0 y 

À2 À3 u y 
Xa = 

À2 
2 À~ 

.:} ù +(.Xl + À3)1l y 

À3 À3 Àt (ü + (.-\1 + À3)u) + .X5u + (ü + (Àt + À3)ù) 
... 

2 3 y 

où Xa représente le vecteur x dont certaines composantes sont permutées. Après des 

manipulations sur les lignes le système devient : 

1 1 0 y 

0 À3- ).2 u Y- À2Y 
Xa = 

0 0 ù + (.-\ 1 - À2)u y- (.\3 + .\2)Y + À2 . .\3y 

0 0 À1[ü + (.-\1- À2)u] + (ü + (.\1- À2)ü) Y -(.-\3 + .X2)ii + .X2 . .-\3y 

Ceci conduit à la relation de redondance analytique suivante: 
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De fait il s'agit de la même relation que précédemment. 

2.5 Itnplén1entation des procédures en calcul fortnel 

Etant données les matrices A(u), B(u), C(u) et D(u) on peut implémenter le cal­

cul récursif de la matrice OBSs(u), des vecteurs Fs(u) et des scalaires hs(ii) par des 

procédures récursives en langage Maple V. Pour commencer, on calcule la dérivée tem­

porelle de F8 (u) (on suppose le système mono-entrée et on désigne par u[k] la dérivée 

u(k)) par la fonction deriv: 

> deriv := proc(F,u,n,s) 

> local i,k,dF; 

> dF := array(1 .. n); 

> for k from 1 to n do 

> dF[k] := 0 

> od; 

> for k from 1 to n do 

> for i from 0 to s do 

> dF[k] : = dF [k] +diff (F [k] , u [i]) *u [i +1] 

> od 

> od; 

> RETURN(evalm(dF)) 

> end; 

De même on calcule la dérivée temporelle de h 8 (u) par la fonction derivsc: 

> derivsc := proc(h,u,s) 

> local i,dh; 

> dh := 0; 

> for i from 0 to s do 

> dh := dh+diff(h,u[i])*u[i+1] 

> od; 

> RETURN(dh) 
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> end; 

Ensuite on calcule Fs+d il) à partir de Fs ( u) par la fonction iter: 

> iter := proc(F,A,u,n,s) 

> local Fp; 

> Fp := array(1 .. n); 

> Fp := F&*A+deriv(F,u,n,s); 

> RETURN(evalm(Fp)) 

> end; 

De même on calcule hs+l ( u) à partir de hs ( u) par la fonction itersc : 

> itersc := proc(h,F,B,u,s) 

> local dh; 

> dh := evalm(F&*B)+derivsc(h,u,s); 

> RETUR~l(dh) 

> end; 

Enfin le calcul de la matrice OBSs(u) se fait par la procédure OBS: 

> OBS := proc(A,C,u,n,s) 

>local i,j,k,OB,F,Fp; 

> OB := array(O .. s,1 .. n); 

> F := array(1 .. n); 

> Fp := array(1 .. n); 

> for i from 1 to n do 

> DB[O,i] := C[i] 

> od; 

> for k from 1 to s do 

> for i from 1 to n do 

> F[i] DB [k-1, i] 

> od; 

> Fp := iter(F,A,u,n,k-1); 

> for j from 1 to n do 

> OB [k, j] Fp [j] 

> od; 

28 
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> od; 

> RETURN(eval(OB)) 

> end; 

Le calcul du vecteur .z(s) inspiré de la procédure OBS se fait par la procédure OBSZ: 

> OBSZ := proc(A,B,C,D,y,u,n,s) 

>local i,j,k,OB,F,Fp,H,Z; 

> OB := array(O .. s,1 .. n); 

> F := array(1 .. n); 

> Fp := array(1 .. n); 

> H := array(O .. s); 

> Z array(O .. s); 

> H[O] := D; 

> Z[O] := y[O]-H[O]; 

> for i from 1 to n do 

> OB [0, i] C[i] 

> od; 

> for k from 1 to s do 

> for i from 1 to n do 

> F[i] OB[k-1,i] 

> od; 

> Fp := iter(F,A,u,n,k-1); 

> H[k] itersc(H[k-1],F,B,u,k-1); 

> Z [k] y [k] - H [k] ; 

> for j from 1 to n do 

> OB [k, j] : = Fp [j] 

> od; 

> od; 

> RETURN(eval(Z)) 

> end; 

Pour ensuite calculer les déterminants caractéristiques ou effectuer l'élimination de 

Gauss, il suffit d'utiliser les fonctions det et gausselim du package d'algèbre linéaire 

linalg. 
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2.6 Conclusion 

:30 

Les deux méthodes conduisent à une forme analytique des fonctions de base. Avec cette 

méthode d'anciens théorèmes d'algèbre linéaire sont revisités en considérant des corps 

particuliers, des corps différentiels. De fait les résultats obtenus sont tout à fait ana­

logues à ceux obtenus dans le cas linéaire. Les méthodes de calcul proposées sont issues 

du linéaire. De nombreux systèmes peuvent être traités par cette méthode, notamment 

les systèmes bilinéaires. Cependant dans le cas où la dépendance est strictement poly­

nomiale en l'état, des outils plus puissants doivent être utilisés. 

Le calcul des relations de redondance analytique pour des systèmes à état affine peut 

donc s'effectuer: 

• par la méthode des déterminants caractéristiques 

• par l'élimination de Gauss 



Chapitre 3 

Systèmes algébriques polynomiaux 

De nombreux systèmes dynamiques sont modélisés par des équations algébriques poly­

nomiales. Ceux qui ne le sont pas peuvent être approximés par de telles équations. Celà 

justifie qu'on s'intéresse à de tels systèmes. 

3.1 Notions de base sur la théorie des corps 

Nous présentons ici quelques définitions de la théorie des corps, pour plus de détails les 

livres de Ritt (1950) et Kolchin (1973) constituent de bonnes références. Les corps que 

l'on considèrera par la suite sont des corps de fractions rationnelles à plusieurs variables 

(ce seront toujours des corps de caractéristique nulle, on exclut ainsi les corps finis tels 

que Z /pZ où p est premier). 

Extension de corps 

Une extension de corps L/ K est définie par la donnée de deux corps K et L tels que K 

est un sous-corps de L. 

Exemples: on considère Q(X) le corps des fractions rationnelles en la variable X sur 

Q, Q(X)/Q est une extension de corps. De même Q(X1, .. , Xn)/Q est une extension 

de corps où Q(X1, .. , Xn) désigne le corps des fractions rationnelles en les variables 

31 
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X 1 , ... Xn sur Q. R/Q et C/R sont aussi des extensions de corps. 

Elément algébrique/transcendant 

Un élément Tj E L est dit algébrique sur K si et seulement si il existe P un polynôme 

non nul à coefficients dans K de telle sorte que P(ry) = O. Si P(ry) = 0 implique que 

P = 0 alors Tj est dit transcendant sur K. 

Exemples: le nombre réel V3, solution de x 2 
- 3 = 0 est algébrique sur Q. Le nombre 

complexe imaginaire i, solution de x 2 + 1 = 0 est algébrique sur R. Au contraire 11 ou 

e sont transcendants sur Q. 

Extension de corps algébrique/transcendante 

L'extension Lj K est dite transcendante s'il existe au moins un élément TJ E L qui est 

transcendant sur K. S'il n'existe pas d'élément transcendant, l'extension LJ K est dite 

algébrique. 

Exemples: R/Q est transcendante etC/Rest algébrique. Q(X)/Q et Q(XI. .. , Xn)/Q 

sont transcendantes. De telles extensions de corps transcendantes définies par des frac­

tions rationnelles sont dites transcendantes pures. 

Extension de corps finirnent engendrée 

Soit S un ensemble fini inclus dans L, l'extension L/ K est finiment engendrée si 

L = K ( S), où K ( S) est le corps des fractions rationnelles avec comme variables les 

éléments de S et à coefficients dans K. 

Exemples: Q(X)/Q et Q(Xt. .. , Xn)/Q sont finiment engendrées. C/R est finiment 

engendrée puisque C = R(i). 

Dépendance /indépendance algébrique 

Soit n éléments TJI. Tj2, ••• ,TJn E L, ils sont dits algébriquement dépendants sur K s'il 
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existe un polynôme multivariable P à coefficients dans J{ tel que 

P (Ill , 1]2 , · ·., l)n) = Ü 

Si un tel polynôme non nul n'existe pas, 171, l]z, ... ,lJn sont dits algébriquement indépendants. 

Exemples: X 1 , .. , Xn sont algébriquement indépendants sur Q si on considère l'extension 

Q(X1, .. , Xn)/Q. Par contre tout ensemble den+ 1 éléments sur cette extension contient 

des éléments algébriquement dépendants. 

Bases de transcendance 

Une base de transcendance deL/ J{ est un sous-ensemble B deL maximal (relativement 

à l'inclusion) dont les éléments sont algébriquement indépendants sur J{. 

Exemples: X 1, •. , Xn est une base de transcendance de Q(Xb .. , Xn)/Q. X est une base 

de transcendance de Q(X)/Q. 

On rappelle les trois théorèmes suivants (les démonstrations de ces théorèmes figurent 

dans le livre de van der \Vaerden (1991)): 

Théorème 3.1: Degré de transcendance 

Toute base de transcendance de L/ I< a même cardinalité, on appelle cette cardinalité 

le degré de transcendance de L / I<, on le note tr d0 L / I<. 

Exemples: tr d0 Q(X)/Q = 1, tr d0 Q(X1, ... , Xn)/Q = n, tr d°C/R. = 0 (de fait toute 

extension algébrique est de degré de transcendance nul), tr d0 R./Q = +oo. 

Théorème 3.2 : Base de transcendance 

Soit B un sous-ensemble de L algébriquement indépendant sur J{, B est une base de 

transcendance de L/I< si et seulement si Lest algébrique sur K(B). 
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Théorème 3.3: Tour d'extension algébrique 

Soient LjA1 et A1/K deux extensions de corps (K C 11.1 CL), l'équation suivante est 

toujours vérifiée: 

Exemples : on vérifie celà facilement pour la tour d'extension 

3.2 Conditions d'existence des relations de redon­

dance 

3.2.1 Systèmes mono-sortie 

On considère le système suivant: 

i: = J(x, u,fJ) 

y= h(x, u, 8) 

(3.1) 

(3.2) 

avec x E Rn le vecteur d'état, u E Rm le vecteur des entrées, y E RP le vecteur des 

mesures (vecteur des sorties), 8 E R 1 le vecteur des paramètres constants. Les com­

posantes de f et h sont des fonctions polynomiales sur R de leurs arguments respectifs. 

Pour plus de simplicité on se restreint en premier lieu à un système mono-sortie. Notre 

but est de trouver des relations de redondance, c'est-à-dire des relations qui font inter­

venir y (y et ses dérivées) et u (u et ses dérivées): 

WI(fJ, fi, 8) = Ü 
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On montrera que de telles relations existent et qu'elles sont polynomia.les. 

En dérivant l'équation (3.2) et en la combinant avec (3.1) on obtient: 

.· = ~~ah) 1 (ah) .· y !) • + !) .u 
ux uu. 

(3.3) 

On note -u(k) le vecteur u et ses dérivées jusqu'à l'ordre k. On démontre le théorème 

suivant: 

Théorème 3.4 : 

Pour chaque s E N il existe 9s une fonction polynomiale sur R de ses arguments: 

Démonstration: 

Par récurrence 

Celà est vrai pour 8 = 0: go(x, ·u(o), 0) = h(x, u., 0) et 

s = 1 g1(x, uU>, 0) = (~;).f + (~:).ù 

Supposons que y(s) = 9s(x, -u(s), 0) alors: y(s+l) = (r:J; ).J + 2:~=0 ( 3:% ).u(k+l) 

La relation de récurrence est donc : 

0 

Considérons la concaténation de (Ro),(Rl), ... ,(Rs) 

(3.4) 

y 9o 

avec: y(s) = 
y 

et OBSs = 
91 

9s 
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Soit r s le rang générique de la matrice Jacobienne: 

On démontre le théorème suivant : 

Théorème 3.5: 

Pour tout s E N fixé, il y a exactement s + 1 - r s relations de redondance faisant 

intervenir y(s) et 'U(s) : 

(E) 

w +l (y-(s) u(s) ()) = 0 
s -rs ' ' 

qui sont "indépendantes" au sens suivant: la matrice Jacobienne 

Jy(W) = 

(
OWs+l-rs) (y-(s) u(s) B) 

oy(s) ' ' 

est de rang s + 1 - r·s pour presque tout vecteur (fl(s), u(s), B) dont les coordonnées sa-

tisfont le système d'équations (E). 

Démonstration : 

Considérons les corps suivants: 

• K(u)s(B) est le corps des fractions rationnelles sur R (on peut aussi prendre Q en 

particulier pour les calculs formels effectifs) en(), en u et les dérivées de u jusqu'à 

l'ordre s. 

• K(u) 8 (fJ)(Y)s est le corps des fractions rationnelles sur K(u)s(B) en y et ses 

dérivées jusqu'à l'ordre s. 
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• K(u) 8 (0)(Y)s(x) est le corps des fractions rationnelles sur K(u)s(O)(Y)s en.?:. 

Avec ces corps on peut définir une tour d'extension algébrique et utiliser le théorème 

3.3: 

tr d°K(u)s(O)(Y)s(x)/K(u)s(O) = tr d°K(u)s(O)(Y)s(x)/K(u)s(O)(Y)s+tr d°K(u)s(O)(y)s/K(u)s(O) 

(3.5) 

L'extension de corps K(u)s(O)(Y)s(x)/K(u)s(O) est générée par l'ensemble fini: 

(x 1 , ••. , Xn, y, y, ... , y(s)). Si aucune relation ne liait ces variables entre elles on ob-

tiendrait: 

tr d°K(u) 8 (0)(Y)s(x)/K(u)s(O) = n + s + 1 

Le théorème 3.4 prouve l'existence d'un système Ss de s + 1 relations sur le corps 

K(u)s(O): 

Yo(x, y(s), u(o), 0) =y- Yo(x, ul0i, 0) = 0 

!i1 (x, y(s), u(l), O) = iJ- Y1 (x, u(1), O) = o 

Ys(x, f}(s), fl,(s), B) = y(s)- 9s(x, V,(s), 0) = 0 

âjjo âjjo 
ây(•) & 

La matrice Jacobienne: Jy,x{Y) = est clairement de rangs+ 1 puisque: 

Si on considère la variété algébrique ll(g0 ,g1 , ••• ,g8 ) définie par le système d'équations 

(Ss), cette variété est donc clairement de dimension n. D'après un théorème qui établit 

une relation entre dimension de variété et degré de transcendance (voir le livre de Cox 

ct al. (1992) par exemple) il s'ensuit que: 

(3.6) 
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En suivant un raisonnement ana.logue, l'extension de corps K( u) s( O)(Y)s(x) /K(u)s( 0) (y) s 

est engendrée par 1 'ensemble fini (xl· x2 , ••• , Xn), et on obtient: 

tr d°K(u)s(O)(Y)s(x)/K(u)s(O)(Y)s = n- rs (3.7) 

D'après les équations (3.5), (3.6) et (3.7) on déduit: 

(3.8) 

En se référant au paragraphe (3.1) celà signifie qu'il existe une base de transcendance 

sur l'extension de corps K(u) 8 (0)(Y)s/K(u)s(O) avec exactement rs éléments (rappelons 

que r 8 est le rang générique de la matrice .Jacobienne Jx(OBSs)). On peut trouver 

les éléments de cette base de transcendance dans l'ensemble générateur: (y, y, ... , y(·•)). 

Soit B = {y(i), i E J, III= rs} une base de transcendance et B = {yU>,j E J, IUJ = 
di .• 

{0, ... , s}} les autres éléments de l'ensemble générateur. 

Puisque les éléments de B sont algébriquement indépendants, 1 'existence d'un polynôme 

multivariable P défini sur le corps K(u) .• (O) tel que P(y(i), i E I) = 0 implique que P 

est le polynôme nul. 

Comme K(u)s(O)(Y)s est algébrique sur K(u)s(O)(B) il existe s + 1 - r8 polynômes 

multivariables w1, ... , Ws+l-r, non nuls tels que: 

w ·l'yU) y(i) u 0) = 0 v1· E J 
J · '·zEf' ' (3.9) 

vérifiant les conditions suivantes : 

( :;;)) n'est pas le polynôme nul V j E J 

D f . 0 (~) e ait si ayUJ était le polynôme nul, Wj serait un polynôme uniquement en les 

variables (y(i) i E J), ce qui implique que Wj est le polynôme nul ce qui est impossible. 
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On a le tableau d'incidence suivant: 

yUl j E J J (i) . Il y· 1 E 

0 0 0 0 x 

x 0 0 0 x 

0 x 0 0 x 

0 0 x 0 x 

0 0 0 x x 

0 

Les relations (3.9) sont donc les relations de redondance analytique attendues. 

Remarque 1: 

Dans l'énoncé du théorème 3.5 l'expression "pour presque tout vecteur (jj(s), ·u(s), 0) 

dont les coordonnées satisfont le système d'équations (E)" a toute son importance. En 

effet, une fois les s+ 1- rs relations de redondance analytique wi(Y(s), u(s), 0) = 0 (1 ::; 

i $ s + 1 - r8 ) "indépendantes" obtenues, on peut en fabriquer une infinité d'autres 

dans l'idéal engendré par ces relations : 

s+l-t·s 

w"(Y(s),il(s),O) = L ai(Y(s),il(s),O).wi(Y(s),il(s),O) = 0 

i=l 

où les fonctions O:i sont polynomiales en leurs arguments. On peut donc se demander 

si ces nouvelles relations sont "indépendantes" des relations wi(Y(s), -u(s), 0) = 0 (1 $ 

i $ s + 1- r_,). Quand on dérive la fonction w" par rapport au vecteur y(s) on obtient: 

D'après l'énoncé du théorème 3.5 la seconde somme du terme droit de cette équation 

est nulle. Donc la nouvelle relation de redondance analytique fabriquée avec w* n'est 

pas "indépendante" des s + 1 - ïs relations de redondance analytique précédemment 

calculées. 



CHAPITRE 3. Sl''STÈiVIES ALGÉBRIQUES POLYNOMIAUX 40 

Ren1arque 2 : 

L'équation (3.6) est aussi prouvée par Forsman (1993) en utilisant le Hauptidealsatz 

généralisé de Krull. 

Remarque 3: 

Le résultat suivant sur les différentielles de Kahler par Johnson (1969) donne des éléments 

pour la démonstration du théorème 3.5: si k est un corps de caractéristique zéro et si 

J( est une extension du corps k, alors les éléments "71, ... , "lr de !{sont algébriquement 

indépendants sur ksi ct seulement si dKjk( ry1), ... , dKjk( "lr) sont linéairement indépendants 

sur K. Ainsi ce résultat prouve l'existence d'une relation de redondance analytique 

quand il y a une chute de rang dans la matrice d'observabilité. 

Remarque 4: 

Diop ct Fliess (1991) ont aussi utilisé les différentielles de Kahler pour donner des 

conditions d 'obervabilité algébrique. Ils démontrent une équation qui relie un degré de 

transcendance au rang d'une matrice Jacobienne. Nous aurions pu utiliser leur équation 

pour démontrer les relations (3.6) et (3. 7). 

Corollaire 3.6 : 

Il exister EN, r _:::; n tel que: 

Deux cas se présentent: 

s<r 

s2:-r 

• s < r ainsi s + 1- r5 = 0 et donc il n'existe aucune relation de redondance 

analytique faisant intervenir y(s) et u(s) 
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• s 2': r donc il existe s + 1 - r relations de redondance analytique indépendantes 

(dans le sens précédemment mentionné de la matrice Jacobienne) faisant inter­

venir g(s) et ü(s) 

Démonstration: 

Il existe un unique r E N, r S: n tel que: 

r5 = s + 1 sis< r, et r5 = r sis= r (il y a stabilisation du rang) 

D'après le théorème 3.5 nous savons qu'il existe exactement 1 relation de redondance 

[ • · L · -( r Î - (r Î ;ur,;anL m erven1r y'·' eL u ·' : 

(3.10) 

et qu'li n'existe aucune relation de redondance faisant intervenir g(r-1) et ·u(r-1). Ainsi 

nous avons une interprétation de la base de transcendance du précédent théorème: cette 

base de tranncendance ent conn Li tuée den élérneuLn de l'ennernble g(r-1). 

De là on en conclut que w1 fait intervenir y(r): :Y(;) n'est pas le polynôme nul. 

En dérivant l'équation (3.10) on obtient l'équation: 

' Fhth , l 1 ~ l ou ây(r-tl) n enL pas e po ynorne nu . 

(3.11) 

On obtient donc 2 relations de redondance analytique indépendantes (3.10) et (3.11) 

fainant intervenir g(r+1) et ü(r+l). 

Par induction on peut prouver que sis 2': r, on obtient s+ 1- r relations de redondance 

indépendantes faisant intervenir y(s) et -u(.s) sous la forme: 

Ws+l-r (fJ(s), -u(s) 1 8) = 0 

avec 

(3.12) 
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Ainsi chaque relation excepté la première peut être obtenue en dérivant la précédente. 

Par identification il deYient clair que r8 = r pour s 2 r. On a le tableau d'incidence 

suivant: 
! y( s-r) y(r+l) y(r) y(r-1) 1 y(s+l-r) ... 

'WI 0 0 0 0 x x x x 

'W2 0 0 0 x x x x x 

'Wk 0 0 x x x x x x 

'Ws-r 
1 0 1 x x x x x x x 

Ws+l-,· x x x x x x x x 

D 

Remarque 5: 

Dans le cas d'un système mono-sortie r est défini comme la dimension algébrique du 

système dans (Fliess, 1989). Dans le même article il est aussi défini comme la dimension 

de l'état minimal de la théorie de la réalisation. 

Remarque 6: 

Le corollaire 3.6 est tout simplement l'analogue du théorème de Cayley-Hamilton pour 

les systèmes algébriques. 

Remarque 7: 

Il est clair que considérant un système polynomial, l'ensemble des relations de redon-

dance constitue un idéal différentiel (c'est-à-dire un idéal fermé par la différentiation) 

comme celà est suggéré dans la démonstration du corollaire. 

Remarque 8: 

Nous savons d'après un théorème d'algèbre différentielle (Kolchin, 1964) que pour tout 
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entier s assez grand : 

où x est une fonction polynomiale sur le corps Q. D'après le corollaire 3.6: 

pour tout s assez grand, ce qui évidemment satisfait la propriété (x est un polynôme 

constant). 

Remarque 9: 

Nous avons démontré qu'il existe un ordre r :::; n pour lequel existe une relation 

algébrique entre y, y, ... , y(r), u, ù, ... , ,u(r). Glad (1989) prouve un résultat plus faible en 

démontrant qu'il existe toujours une relation algébrique entre y, y, ... , y(n), 'U, ù, ... , ,u(n). 

Sa démonstration utilise les dimensions de bases canoniques sur les espaces vectoriels 

de polynômes. 

Remarque 10 : 

Dans le cas particulier où les équations (3.1) et (3.2) ne font intervenir aucune entrée, 

le résultat suivant est analogue à la condition d'orthogonalité (1.4) pour toute fonction 

de parité w: 

( ôw) {)y(s) .Jx(OBSs) = 0 (3.13) 

On peut facilement le démontrer puisque: 

dw ( ôw) dt = ôy(s) .Jx(OBSs).x = 0 

pour tout vecteur x ER"'. 
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3.2.2 Systèmes multi-sorties 

La généralisation de ces résultats à p sorties est immédiate. Pour la sortie j l'équation 

(3.2) devient: 

(3.14) 

alors que l'équation (3.1) n'est pas modifiée. 

Comme dans le théorème 3.4 on obtient les relations suivantes après dérivation et sub-

stitution: 

(3.1.5) 

pour tout j et Sj E N, avec g~1 une fonction polynomiale de ses arguments respectifs. 

Prenons les notations suivantes pour chaque j ct Sj E N: 

Yj 

Yj 

(sj) j 
Yj 9s1 

Soient rt les rangs génériques des matrices Jacobiennes Jx(OBS;J. 

Pour chaque sortie j on définit comme dans le corollaire un entier r 1 en supposant que 

s.i est assez grand : 

rJ est le plus petit entier tel que rang 1x(OBS;
1

) = ri. Nous savons d'après le 

théorème 3.5 que nous pouvons trouver p relations de redondance analytique mettant 

en jeu chaque sortie séparément : 

W (y-(rP) U(rP) (}) - Û 
p p ' ' -

On parle alors comme dans le cas linéaire d'auto-redondance. Si les relations de re-

dondance font intervenir plusieurs sorties en même temps, on parle de relations d'inter-

redondance quand ces relations ne peuvent être déduites des relations d'auto-redondance. 
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Le résultat principal sur l'inter-redondance peut être énoncé de la facon suivante: 

Théorème 3. 7: 

Considérant tout p-uple fixé (s1, s2 , •.. , sp) E NP avec (Vi E [1; p]) Si < ri on définit le 

Alors il existe exactement 

p 

7] - ""' ~ . + p - r( ) - 6 ~i S},S2,••·,Sp 

i=l 

l · d d d l · ,. · d' d · ·· f · · · t · -h) -(-sp) 0 re a.twns e re on ance ana. yt1que ·m epen antes" a.1sa.nt m .ervemr YI ', ... , YP , 

et u sous la. forme : 

(-h) -(sp) - 0) 0 
W} Yl ' ... , Yp 'u, = 

(E) 

( -(st) -(sp) - 0) 0 
wTJ YI ' ... , Yp 'u, = 

a.vec la. condition de rang suivante: 

(~) (-{st) -(sp) - 0) 
âY Y1 ' ... , Yp 'u, 

rang =7] 

(aw.,) (-(st) -(sp) - O) 
âY YI ' ... , Yp 'u, 

v [ ( s!) ( sp)]' d l d ' () . c . (E' pour presque tout vecteur I = y1 , ... , Yp ont es coor onnees, u et sa.t1s10nt ) . 

La. démonstration de ce théorème est analogue à la. démonstration du théorème 3.5. 

Démonstration: 

On utilise les notations suivantes: 
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• K(u) signifie que l'ordre de dérivation pour la variable u est infini 

On a la relation suivante : 

Y( i) = gj ( T tt ()) 
J • • ' ' J 

ceci pour tous i et j tels que 1 ::; j ::; p et 0 ::; i ::; Sj 

On définit de nouvelles fonctions g par: 

- ; ' 1 s \ ()) 1 il ; ' ()) YilY11 ',:r,v, ,=y;-'-YilX,'ll, 

46 

(3.17) 

Il t j. ] ''t'lT(-1 -1 -P -P) '"--1 d' . Ü d'--1 •t 1 es c a1r que a vane e v g0 , ..• , g
81

, ••• , g0 , ..• , 9sp es~ ue 1menswn n. n en eum 

l'égalité suivante sur un degré de transcendance (Cox et al., 1992) : 

tr d°K(u)(O)(Y)s(x)jK(u)(O) = n (3.18) 

De même il est clair que la variété V(g6, ... , 9.}
1

, ••• , gg, ... , gfP) est de dimension n -

r(s
1

, ••• ,sp)· On en déduit que (Cox et al., 1992): 

(3.19) 

On a l'égalité suivante d'après le théorème 3.3: 

tr d°K(u)(O)(Y)s(x)jK(u)(O) = tr d°K(u)(O)(y)s(x)/K(u)(O)(Y)s+tr d°K(u)(O)(Y)s/K(u)(O) 

(3.20) 

On en déduit que: 

(3.21) 

Il existe donc une base de transcendance qui a r(s
1

, .•. ,sp) éléments sur l'extension de 

corps K(u)(O)(Y)s/K(u)(O). Les éléments de cette base sont dans l'ensemble générateur 

' · (si) · (sp)) S · B - { (j) (. .. l Ill - } b d ty1,Y1,···,Y1 , ... ,yp,yp,···,YP . mt - Yi , z,J)E , -r(s1 , ••• ,sp) une ase e 

transcendance et B = {y;f'>, ( i', j') E I',I U J'= { 1} x {0, ... , st}u ... U{p} x {0, ... , sp}} 
di.< 

les autres éléments de l'ensemble générateur. 
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Puisque les éléments de B sont algébriquement indépendants, l'existence d'un polynôme 

multiva.riabie P défini sur le corps K(n)(B) tel que P(y}j), (i,j) E J) = 0 implique que 

P est le polynôme nul. 

Comme K(u)(O)(Y)s est algébrique sur K(u) 8 (0)(B) il existe TJ = I;f=1 s;+p-r(s1 , .•. ,sp) 

polynômes multivariables de type W(i',j') non nuls tels que: 

(j') (j) -
W(i',j') (Y;t 'Y; (i,j)Eh ll, B) - 0 V(i', j') E J' 

vérifiant les conditions suivantes: 

( o.w(:~~')) n'est pas le polynôme nul V(i',j') E J' 
8y;, 

(3.22) 

De fait si ( a;;~f'/l'l) était le polynôme nul, w(i',j') serait un polynôme uniquement en 

les variables (yfj) ( i, j) E J), ce qui implique que w(i',j') est le polynôme nul ce qui est 

impossible. On a le tableau d'incidence suivant: 

yj/') ( i', j') E J' yfj) (i,j) E I 

x 0 0 0 0 x 

1 
0 x 0 0 0 

1 

x 

w(i',j') 0 0 x 0 0 x 

0 0 0 x 0 x 

0 0 0 0 x x 

0 

Du théorème 3. 7 on déduit un corollaire. 

Corollaire 3.8 : 

Considérant tout p-uple (s1 , ••• ,sp) E NP avec (ViE [l;p]) s; <ri, l'inégalité suivante 

est satisfaite : 
p 

r(s 1 , ••• ,sp) :S Min(L Si+ p, n) 
i=I 
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et dans la plupart des cas cette inégalité devient une égalité. Quand l'égalité est satisfaite 

si on veut borner l'ordre de dérivation de chaque sortie on choisit Vi E [1; p] Si < Pi (Pi 

étant choisi pour tout i) tel que: 

p 

I:si +p= n+ 1 
i=1 

Ainsi on obtient une unique relation de redondance analytique "indépendante" telle 

que: 

(
_lst) -(sp) _ ()) O 

w Yi ' ... , Yp 'n, , = 

L'existence de relations d'inter-redondance est aussi démontrée dans 1 'article de Conte 

ct al. (1988). Leur démonstration est plus générale que la nôtre car elle considère des 

fonctions f et h analytiques (et pas seulement polynomiales). Cependant les relations 

de redondance qu'ils démontrent ne sont valables que localement puisque leur preuve 

repose sur le théorème des fonctions implicites. Ils définissent pour chaque j ( 1 :S: j :S: p) 

nj comme le plus petit entier tel que: 

rang 

lx(OBS!~ _1) 

lx(OBs;, _1) 
2 =rang 

ces relations de redondance sont sous la forme : 

lx(OBS~,_ 1 ) 
J 

lx(OBS1 ,) 
nj 

(n~) _ -, (-(n~-1) _(n~_ 1 -1) _(n~-1) _) 
Yp - Wp Y1 ' .•• , Yp-1 'Yp 'u 

(3.23) 

L'article de Diop et Wang (1993) sur l'observabilité donne de nouvelles relations sur les 

degrés de transcendance d'inter-redondance. Dans le cas polynomial (c'est-à-dire si f et 
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h sont des fonctions polynomiales) pour chaque j (1 ~ j ~ p) les nj définis dans (Conte 

ct al., 1988) sont égaux aux entiers définis dans (Diop et Wang, 1993) par: 

(3.24) 

où l'omission des ordres de dérivation dans les degrés de transcendance signifie que ceux-

ci sont infinis. 

Remarque 11 : 

On peut facilement démontrer que pour chaque j, nj et rj vérifient: 

En d'autres mots l'inter-redondance abaisse l'ordre de dérivation des sorties comparée 

à l'auto-redondance. 

3.3 Calcul effectif 

Calculer les relations de redondance revient à éliminer les composantes de l'état dans le 

système d'équations (on fait abstraction des paramètres dans ce paragraphe): 

y= 9o(x, u) 

Ces calculs reposent sur des approches qui ont fait l'objet de publications et pour cer-

taines de ces approches des implémentations par des logiciels de calcul formel existent. 

Essentiellement il existe trois techniques: 

• la théorie de l'élimination 

• les bases de Groebner 

• les ensembles caractéristiques 
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Chacune de ces méthodes nécessite qu'un ordre d'élimination soit fixé. Par exemple on 

choisit: 

X1 > Xz > ... > Xn 

3.3.1 Théorie de l'élimination 

Dans l'ensemble la théorie de l'élimination repose sur deux opérations élémentaires: 

• la division Euclidienne 

• la dérivation 

Dans le cas qui nous intéresse on utilisera exclusivement la division Euclidienne puisque 

aucune dérivée des variables à éliminer n'intervient. Pour éliminer la variable z d'un 

ensemble d'équations polynomiales mettant en jeu d'autres variables w et leurs dérivées: 

(E) 

on doit choisir un polynôme Pa qui est de plus bas degré en z. On effectue ensuite la 

division Euclidienne de chaque Pi (1 ~ i ~ q, ii= a) par Pa relativement à la variable 

z ce qui conduit à: 

avec degz(Pt) < degz(Pa) ct lp
0 

l'initial du polynôme Pa (l'initial d'un polynôme non 

différentiel est le coefficient du monôme de plus haut degré de ce polynôme en la variable 

considérée). Le système en s'assurant que lp
0 

i= 0 est maintenant équivalent à: 

Pt(z, w) = 0 

(E*) 
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L'opération est renouvelée autant de fois que nécessaire pour éliminer complètement z. 

On aboutit donc à un système: 

Néanmmoins pour qu'il y ait équivalence de (E) et (È) il est nécessaire de compléter (.E) 

par des inéquations polynomiales (en atteste la condition !po. 1- 0). En effet l'équivalence 

est vraie au sens suivant: (E) implique (E), par coutre (È) implique l'existence d'un z 

qui vérifie (E). 

Pour éliminer toutes les composantes du vecteur d'état x, la procédure est réitérée 

autant de fois que nécessaire. 

Remarque: 

On peut aussi effectuer l'élimination de la variable z en calculant q - 1 résultants de 

polynômes en z (cette méthode est moins efficace et conduit à de lourds calculs): 

De plus le calcul de ces résultants n'est pas équivalent aux divisions Euclidiennes 

précédentes. 

Une explication en détail de la théorie de l'élimination se trouve dans (Diop, 1991) et 

(Seidenberg, 1956). L'étude de la complexité de l'algorithme d'élimination dépasse le 

cadre de ce mémoire. Cet algorithme a déjà été implémenté en langage de calcul formel 

REDUCE, pour plus de détails on consultera (Diop, 1989). 
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3.3.2 Bases de Groebner 

Pour plus de clarté, il est nécessaire de poser quelques définitions (Cox et al., 1992). 

On commence par définir les ordres de monômes les plus couramment utilisés sur 

k[X1, ... ,Xn]· Un monôme de k[X1, ... ,Xn] est par définition un élément: 

avec a = (a1 , a 2 , .•• ,an) E Nn Les ordres de monômes vérifient tous en général les 

propriétés suivantes : soit > l'ordre de monômes considéré 

(i) > est une relation d'ordre totale 

(ii) si a, {3 et 'Y sont des éléments de Nn et si xa > Xf1 alors xa+-y > xf1+-y 

(iii) > est bien ordonnée c'est-à-dire que tout ensemble non vide de monômes de 

k[Xll···,Xn] a un plus petit élément pour la relation d'ordre> 

L'ordre lexicographique est défini par: 

X(\' >zex Xi3 si et seulement si 

3k 0:::; k:::; n- 1 tel que a1 = f31, ... ,ak = f3k et ak+l > f3k+l 

Il est important de noter qu'il existe en fait n! ordres lexicographiques sur k[X1 , X 2, ... , Xn] 

dépendant de la façon dont les variables X 1 , X 2 , •.• , Xn sont ordonnées. 

Exemples: en choisissant X > Y > Z on a X >zex Y Z, mais en choisissant Y > X > Z 

on a YZ >tex X. 

L'ordre degré-lexicographique est défini par: 

x a >gr/ex xf1 si et seulement si 

ial = 2.:7=1 ai > lf31 = 2.:7=1 f3i ou lai = lf31 et X"' >tex X 13 

De même que pour l'ordre lexicographique, il existe n! ordres degré-lexicographiques 

sur k[XI,X2, ... ,Xn] dépendant de la façon dont les variables Xl,X2, ... ,Xn sont or-

données. 
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Exemples: en choisissant x > y > z on a x Z 2 >grlex y Z 2
' maiS en choisissant 

} 7 
' v ' Z on 17 Z 2 ' x· Z 2 
_.;> ---~ _.;> a ?gr/ex . 

L'ordre degré-lexicographique-inverse est défini par: 

X"' > 9 revlex XfJ si et seulement si 

De même que pour 1 'ordre degré-lexicographique, il existe n! ordres degré-lexicographique-

inverse sur k[X1 , X 2 , •.• , Xn] dépendant de la façon dont les variables X1, X2 , ... , Xn sont 

ordonnées. 

Exemples: en choisissant X > Y > Z on a X 3Y 3 Z 3 > grevtex X 2Y 3 Z 4 et en choisissant 

Z >Y> X on a Z 4 Y 3 X 2 > 9revlex Z 3 Y 3 X 3
• 

Considérant un ordre choisi on peut donner les définitions suivantes pour un polynôme 

Soit X"'* =max {X"' tel que a"'=/= 0}. 

Le multidegré de f est alors défini par: 

multidcg(f) = a* 

Le coefficient principal de f est défini par: 

LC(J) = amultideg(J) 

Le monôme principal de f est défini par: 

LIVI(!)= xmultideg(f) 

Le terme principal de f est défini par: 

LT(J) = . xmuttideg(f) - LC(f)L rvi(j) amult.deg(f) - 1 
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Exemple: si on considère l'ordre lexicographique avec l'ordre de variables X > Y > Z et 

le polynôme j = aX2Y Z + bX 2Y Z 2 + cY2 Z 5 alms multideg(J) = (2. 1, 2), LC(J) = b, 

LAf(j) = X 2YZ2
, LT(f) = b)(2YZ2

• Pour l'ordre lexicographique et l'ordre de vari-

ables Z > Y > X et avec le même polynôme multidcg(J) = (5, 2, 0), LC(J) = c, 

LAf(j) = Y 2 Z 5
, LT(j) = cY2Z 5

. 

Soient fh h, ... ,/s des polynômes de k[XI, x2, ... , Xn] alors on définit l'idéal généré 

par JI, h, ... , fs de la manière suivante: 

(JI, h, ... , fs) = {th;/; avec h1, h2, ... , hs E k[X1, .\"2, ... , Xn]} 
z=l 

Considérant un ordre de monôme fixé, on définit alors la base de Groebner associée 

à un idéal par: 

Un ensemble fini G = {gi, ... , Yt} d'un idéal Ide k[X1, ... , Xn] est appelé base de Grocbner 

associée à l'idéal 1 si: 

(LT(gi), ... , LT(gt)) = (LT(I)) 

avec 

LT(I) = {cX0 il existe f tel que LT(f) = cX0
} 

et (LT(I)) l'idéal généré par les éléments de LT(I). 

Le calcul des bases de Groebner peut être effectué en un nombred'opérationsélémentaires 

fini, il repose sur l'algorithme de Bu ch berger (Buchberger, 1985) que nous décrivons 

brièvement. Cet algorithme repose sur les deux opérations suivantes: 

• la division Euclidienne qui a été précédemment expliquée 

• le calcul de S polynômes 

Le S polynôme de deux polynômes P1 et P2 est calculé par : 
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avec h1 et h2 définis par: 

Tr'~fiT~f'P-\ L~1 1 P~\\ F -'-''--'1' ,~"' ' lJ· "' ' "LJJ 
11 

= LM (P1) 
Lr','·f'L~·f(D) Tt\'f(D)) '------ H \ _.ll' _.1_ 1 '~_1_ J. _l_ 2 h) = -----'---'-----c-----'--

- Li\! (P2) 

où L1\I représente le terme principal déjà défini et LClvf représente le plus petit com-

mun multiple. On peut trouver une explication détaillée de l'algorithme de Buchberger 

dans (Cox ct al., 1992). 

On a alors le théorème fondamental suivant : 

Théorème d'élimination: 

Soit I = (ft, ... , fs) C k[X1 , •.• , Xn] un idéal, le kieme idéal d'élimination Ik est 

défini par Ik = In k[Xk+l, ... ,Xn]· Soit G une base de Groebner deI pour l'ordre 

lexicographique avec l'ordre de variables X 1 > X 2 > ... > Xn alors l'ensemble Gk = 

G n k[X k+l, ... , Xn] est une base de Croebner de h et on a la relation suivante: 

Pour appliquer l'algorithme des bases de Groebner au calcul des relations de redondance 

analytique ou doit considérer l'armeau de polynômes OC[x 1 , .. , Xn, y, y, ... , y(s), u, ù, ... , ·u(s)] 

et l'ordre lexicographique avec l'ordre de variables: 

> - > (s) > > . - - (.,) > > . -X} ••• > Xn y ... y > y > U ' ••• U > U 

Dès lors le problème n'est plus que de calculer la base de Groebner G (compte-tenu de 

l'ordre choisi) associée à l'idéal I défini par: 

1 _ ( _ ( ) · _ ( -(1)) (s) _ ( -(s))) - y go x, u , y g1 x, u , ... , y g s x, u 

Remarque: 

Les éléments de la base de Groebner G qui ne contiennent pas x forment d'après le 

théorème d'élimination une base génératrice de toutes les relations de redondance an-

alytique existantes pour un ordre de dérivation s de la sortie fixé. D'après ce même 
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théorème, compte-tenu de l'ordre d'élimination des variables choisi, ces relations sont 

"indépendantes" au sens du théorème 3.5 car elles sont structurées suivant les dérivées 

de la sortie au sens du corollaire 3.6 (en effet y(s) > ... > iJ > y). On a donc obtenu 
' ' 

une base génératrice de relations de redondance analytique "indépendantes". 

Mentionnons que des logiciels de calcul formel calculant les bases de Groebner sont 

déjà disponibles, notamment Maple, Reduce, Mathematica, Macsyma et le logiciel 

expérimental GB (Faugère ct al., 1993). Concernant ce dernier logiciel, il calcule les 

bases de Groebner suivant l'ordre degré-lexicographique-inverse avant de les calculer 

dans l'ordre lexicographique. En effet le calcul des bases de Groebner suivant l'odre 

lexicographique avec l'algorithme de Buchberger conduit à des calculs qui dépassent 

souvent les capacités des ordinateurs actuels et ceci pour des systèmes relativement 

simples en apparence. Ainsi la complexité du calcul des bases de Groebner avec l'ordre 

lexicographique est en d0 (n
3

) (pour des équations de degré d en n variables et dans 

le cas où l'idéal des solutions est de dimension zéro et le nombre de solutions fini). 

L'algorithme du logiciel GB réduit cette complexité à d0 (n
2
). Il est à noter que de tels 

logiciels ne fonctionnent que sur le corps Q. Pour une application des bases de Groebner 

au calcul des relations de redondance analytique dans le cas des systèmes dynamiques 

polynomiaux en temps discret on consultera (Guernez et al., 1997). Le livre de (Dav-

en port ct al., 1986) constitue une référence sur les bases de Groebner et leur utilisation 

en calcul formel, en Français. 

3.3.3 Ensembles caractéristiques 

On considère des polynômes différentiels, c'est-à-dire des polynômes à plusieurs variables 

qui contiennent aussi des dérivées de ces variables. 

Sur ces variables et leurs dérivées on définit un ordre qui doit vérifier les conditions 
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suivantes: 

u ::; v =} Bu ::; Bv 

pour toutes variables u et v et pour toute dérivation temporelle e. 

Soit P un polynôme différentiel, on appelle indéterminée principale de P la plus 

grande variable ou dérivée de variable intervenant dans P et suivant l'ordre choisi. On 

la note up. 

L'initial de Pest le coefficient de plus haut degré de up, il est noté lp. Le séparant 

de Pest f!P , il est noté Sp. 
dup 

On définit un ordre sur les polynômes différentiels. Soient P et Q deux polynômes 

différentiels. On dit que P est inférieur à Q si up est inférieur à UQ suivant l'ordre 

choisi ou si up = UQ ct degupP < degupQ. P ct Q sont dits de même rang si P ct Q 

ont même indéterminée principale et dcgupP = dcgupQ. 

On définit la notion de réduction. Soient Pet Q deux polynômes différentiels. Soit up 

l'indéterminée principale de P. Q est dit partiellement réduit par rapport à P si 

aucune dérivée propre de up n'apparaît dans Q. De plus si le degré de up dans Q est 

strictement inférieur au degré de up dans P, Q est dit réduit par rapport à P. 

Un ensemble de polynômes différentiels dont tous les polynômes sont réduits deux à 

deux est dit auto-réduit. 

On définit un ordre sur les ensembles auto-réduits de polynômes différentiels. Soient 

A= A1, A2, ... ,Ar et B = B1, B2, ... , Bs deux sous-ensembles auto-réduits de polynômes 

dont les éléments sont classés suivant : 

A est dit inférieur à B si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée: 

• il existe un entier k avec 0 $ k $ min(r, s) ct rangAj = rangBj Vj E [0; k- 1] 

et Ak inférieur à Bk 

• r > s ct Aj ct Bj ont même rang Vj E [0; s] 
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Le plus petit sous ensemble auto-réduit qui puisse être formé à partir d "un ensemble de 

polynômes différentiels ~ est appelé ensemble caractéristique de ~-

Pour trouver la relation de redondance analytique cl 'ordre de dérivation minimal il suffit 

de calculer l'ensemble caractéristique de ~ pour l'ordre de variables: 

U < il < Ü < ... < y < iJ < y < ... < Xn < Xn < ... < X1 < Xl < ... 

où ~désigne l'idéal différentiel généré par les équations: 

x 1 - ft( x' u) = 0 

Xn-fn(x,u)=O 

y- h(x, u) = 0 

Cc calcul de l'ensemble caractéristique de ~ sc fait par l'algorithme de Ritt (Ritt, 

1950) qui fait appel à la division Euclidienne comme les algorithmes précédents. Parmi 

plusieurs opérations cet algorithme inclut le calcul simultané de restes et la comparaison 

de plusieurs ensembles de polynômes pour trouver le plus petit ensemble auto-réduit. 

Les articles de (Glad, 1989) et (Ljung et Glad, 1994) constituent une bonne référence 

pour des applications de cet algorithme au calcul de relations de redondance analytique 

(appelées relations entrées-sorties dans ces articles). Une implémentation en langage 

Maple V a été réalisée, on consultera (Glad, 1992) pour plus de détails. D'autres 

implémentations sont possibles, voir à cc sujet la thèse (Boulier, 1994). 

3.3.4 Implémentations en calcul formel 

Nous exposons dans ce paragraphe des procédures en langage Maple V qui permettent de 

calculer les fonctions g;(x, ·u(i), 8) 0 ~ i ~ s préalables au calcul des bases de Groebner 

par exemple. On calcule g;+1 à partir de g; par la fonction elem: 

> elem := proc(f,g,n,m,i) 

> local ii,k,dg; 
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> dh := 0; 

> for ii from 1 to n do 

> dg := dg+diff(g,x[ii])*f[ii] 

> od; 

> for ii from 0 to i do 

> for k from 1 to rn do 

> dg := dg+diff(g,u[k,ii])*u[k,ii+1] 

> od 

> od; 

> RETURN(eval(dg)) 

> end; 

Ren1arque: 

On choisit la. convention qui désigne par u[k,i] le scalaire u~i) 

Puis on calcule le tableau des fonctions g;(x, -u,(i), 8) 0 < z < s à partir de f et h 

par la fonction geneio : 

> geneio := proc(f,h,n,m) 

> local i,k,G,K,y; 

> G := array(O .. n); 

> G[O] h; 

> K[O] y[O]-G[O]; 

> 

> 
> 

> 

> 

for i from 

G [i] ·= . 
K[i] 

od; 

for i from 

1 to n do 

O· 
' 

y[i] 

1 to n do 

> G[i] := elem(f ,G[i-1] ,n,m,i); 

> K[i] := K[i]-G[i] 

> od; 

> RETURN(eval(G)) 

> end; 

Sur le même modèle on calcule la liste y(i) - g;(x, ,u(i), 8) 0 ::; i ::; s par la fonction 

sstio: 
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> sstio := proc(f,h,n,m) 

> local i,k,G,K,Kl,y; 

> K := array(O .. n); 

> G[O] := h; 

> K[O] . y[O]-G[O]; 

> for i from 1 to n do 

> G[i] := O· 
' 

> K[i] - y [i] 

> od; 

> for i from 1 to n do 

> G [i] - elem(f,G[i-1] ,n,m,i); 

> K[i] K [i] -G [i] 

> od; 

> Kl ·= convert(K,list); 

> RETURN(Kl) 

> end; 

60 

Enfin on génère automatiquement la liste d'élimination de variables par la fonction 

elim: 

> elim := proc(n,m,x,y,u) 

> local i,k,Y,Yl; 

> Y - array(1 .. 2*n+1+n*m+m); 

> for i from 1 to n do 

> y [i] - x [i] ; 

> od; 

> for ~ from n+1 to 2*n+1 do 

> Y[i] - y[2*n+1-i]; 

> od; 

> for i from 0 to n do 

> for k from 1 to m do 

> Y[2*n+1+i*m+k] := u[k,n-i] 

> od 

> od; 

> Yl ·= convert(Y,list); 
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> RETURN(Yl) 

> end; 

Ensuite il n'y a plus qu'à appliquer la fonction de calcul de bases de Groebner gbasis 

sous la forme : 

> G := gbasis(Kl,Yl,plex); 

3.3.5 Exemples 

Exemple 1: 

Considérons un système mono-entrée mono-sortie non linéaire d'ordre 3 inspiré de 

l'article de Williamson (1977). 

Les équations d'état sont: 

où .\1, .\2, À3 sont des paramètres constants et u désigne l'entrée. 

La sortie est définie par: 

Des calculs symboliques conduisent à la matrice Jacobienne: 

0 1 1 

u 

La factorisation du déterminant de la matrice Jx(OBS2 ) donne: 

En supposant que À2 f À3, ce déterminant est non nul (sauf si u et x vérifient certaines 

relations ce qui conduit à considérer un système complètement différent du système 
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initial). 

Ainsi on obtient: 

Du corollaire 3.6 nous déduisons qu'il n'existe aucune relation de redondance anal y-

Li que fai~<UlL intervenir y( 2 ) eL ·u(2) eL qu'il exi~Le une relation de redondance analytique 

faisant intervenir y(3) et -u(3) (de plus toute autre relation de redondance à cet ordre de 

dérivation est dépendante de la première dans le sens mentionné précédemment). 

On obtient après application de l'algorithme des bases de Groebner la relation de re-

dondance analytique suivante: 

( -8 À1À3À2Ü+2 À1À3À2
3

u+10 À1À3À2
2
û+4 À1À3

2 
Àlu-2 À1ÜÀ2Àl)yy-4 À1

2 
À3

3 
À2

3
y 3+ 

( -12 À1 2 À3 2 - 24 À3À2À1 2 - 12 À1 2 Àl)ii'!? + ( -ü2 + 2 ÜÜÀ2 + u 2 À2 4 - 2 ÜuÀ2 3 - ÛÀ3Ü-

3ûuÀlÀ3 + 2û
2

À3À2 + uÀ2ÜÀ3 + u
2

À2
3

À3)y + (-2À1À3u- 6À1uÀ2 + 2Àlû) ii ii+ 

(4 \ 2\ 3+1"' 2\2\ +12' 2\ \ 2'4' 2\ 3)··3+(8' \2\ .. +8' \ \ 2·· '1\ 2\3\ . /\] /\3 "'/\] /\3 /\2 /\] /\3/\2 1 /\] /\2 JJ . /\]/\3 /\2U /\i/\3/\2 U-.c. /\3 "'2 A]U-

10 ÀtÀ3
2 

À2
2
u-12 À1À3À2

3
ù+2 À1À3À2 

4
u)yy+( -12 À1 2 À33 À2-24 À1 2 À32 Àl-12 À1 2 

À3Àl)!/Y+ 

(12 À1
2 
À3+ 12 À1

2 
À2)ii

2
1i+(6 À3À2À1 u+4 ÀruÀl-2 À1ÜÀ3-2 À1ÜÀ2) Y y+(24 À1

2 
Àl À2+ 

24 À1
2 

À3À2
2

)iiyy + (À3Ü
2

- 2 À3ÜÜÀ2- À::~À2 4 u
2 + 2 À::~À23ùu + À2Ü2 - 3 Àlüü- uÀ2 

4
ù + 

2it2
Àl + À2

3
üu)y + UÀtY

2 
+ (-4ÀIÜ + 4ÀtUÀ22

- 2À1ÙÀ3 + 6À3À2À1u + À1Àlu + 

4 À1ÜÀ2)ii2 - 12 À3À2À1
2

ii2y + ( -4 À1À32ü - 8 À1À3À2Ü + 4 À1À3 2 
À2 2 u + 2 À1À3À23u -

4 À1À2
2
Ü+ 10 À1À3Àlu+6 À1ÛÀ23 +4 À1ÙÀ2Àl- À1UÀ2

4
)y2 + (8 À1À3Ü-12 ÀtÀ3Àlu+ 

8 À1À2Ü- 2 Àt uÀ23 -10 ÀtûÀl- 6 Àl À2À1u+2 À1ÜÀ32 - 6 ÀtÀ3À2û)fiy+ (ùü+3 ùuÀ22 -

2ù2À2- uÀ2Ü- u
2

À2
3

) Y +(12À1 2À33À2 2 + 12À1 2ÀlÀ23)yy2 - 12À1 2 À3 2 Àlyy2 + 

( -4 À1À3À2
2
u+2 À1À3À2ù) ii y-4 Àt

2fi3+( -À3À2ü2+3 À3À2
2
üû+À3À2 

4
uû-2 À3À2

3
û 2 -

À3À2
3

üu)y + ( -4 À1À3
2 
Àl·ü + 6 À1À3

2 
À2

3
û- À1Àl À2 

4
u)y2 = 0 

avec un ordre d'élimination choisi: 
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Une telle formule pour la relation de redondance ne semble pas facile à implémenter 

pom des objectifs de détection de défaillance. 

En supposant maintenant que ,\2 = À3, nous laissons le lecteur vérifier que 

rang(Jx(OBSs)) = 2 Vs?. 1 

Du corollaire 3.6 on déduit qu'il n'existe aucune relation de redondance analytique 

faisant intervenir y(l) et u;(l) et qu'une relation de redondance faisant intervenir y( 2 ) et 

u(2) existe. 

On trouve !a relation de redondance suivante: 

Exemple 2: 

Pour un tel système on calcule la matrice Jacobienne d'observabilité d'ordre zéro: 

Il est clair que cette matrice est de rang 1 (il y a perte de rang non linéaire (Guernez et 

Cassar, 1996)). Donc il existe une relation d'inter-redondance entre les deux sorties: 

3.4 Le problèn1e des entrées inconnues 

3.4.1 Introduction 

Certaines variables qui modélisent des perturbations ou plus généralement des grandeurs 

inconnues peuvent apparaître dans les équations qui modélisent le système dynamique. 
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Un objectif possible est alors d'obtenir des relations de redondance ne faisant pas in-

tervenir de telles variables. On parlera alors de résidus robustes par rapport à ces 

perturbations ou grandeurs inconnues. 

3.4.2 Systèmes mono-sortie 

On considère le système suivant : 

x=f(x,u,v,O) (3.25) 

y=h(x,u,v,O) (3.26) 

où f et h sont des fonctions polynomiales de leurs arguments respectifs sur le corps lR 

et avec v E JR9 représentant le vecteur des entrées inconnues. Comme précédemment, 

notre but est de trouver des relations de redondance analytique qui ne dépendent pas 

des composantes du vecteur v. Nous donnerons des conditions d'existence de telles 

relations. 

On peut démontrer sans difficultés que pour chaque s E N il existe g; une fonction 

polynomiale sur lR de ses arguments respectifs telle que: 

avec la. relation de récurrence suivante: 

g* (x u(s+l) v<s+l) 0) = (ag;) f + ~ ( ag; ) u(k+l) + ~ ( ag; ) v(k+l) 
s+l \ ' ' ' 8x . L..... 8u(k) . L..... 8v(k) . 

k=O k=O 

On considère la. concaténation suivante: 

gf 

Soit r; le rang générique de la matrice Jacobienne: 

[( BOBS'.~)' (80_BS.~)] Jx,v(OBS;) = ( ) 
8x av s 
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Comme celà a été fait pour le théorème 3.5 on pourrait démontrer le théorème suivant: 

Théorème 3.9 : 

Pour tout s E N fixé il existe exactement s + 1 - r; relations de redondance faisant 

intervenir y(s), -u(s) et (}: 

wt(Y(s)' u(s)' 0) = 0 

(E*) 

w* (y-(s) -u(s) 0) = 0 
s+l-r~ ' ' 

qui sont "indépendantes" dans le sens suivant: la. matrice Jacobienne 

r 
( èlwf ') (yf(s) Ü(s) 0) 
\ ôy(s) \ ' ' 

1 

s+I-rt (y-(s) U(s) 0) 
(

ôw* ) 
ôy(s) ' ' 

est de rang s + 1 - r; pour presque tout vecteur (Y(s), -u,(s), 0) dont les coordonnées sat-

isfont le système d'équations (E*). 

Cependant l'existence de relations de redondance indépendantes du vecteur des entrées 

inconnues n'est pas assurée même pour un ordre de dérivation s assez grand. En effet 

il n'y a. pas de limitation pour la valeur de r;. Celà provient du fait qu'en dérivant les 

relations de départ on incorpore aussi les dérivées des entrées inconnues qui sont donc 

autant de nouvelles variables à éliminer. 

On peut démontrer le corollaire suivant comme on l'a fait pour le corollaire 3.6: 

Corollaire 3.10: 

S'il exister* E N tel que: 

• r; = s + 1 pour tout s < r* 
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alors r; = r* pour tout s 2: r'* 

3.4.3 Systèmes multi-sorties 

Pour la sortie j l'équation (3.26) devient: 

Yj = hj(x,u,v,B) (3.27) 

alors que l'équation (3.25) n'est pas modifiée. 

Comme précédemment on a les relations suivantes: 

(3.28) 

pour tout j et Sj E N, avec g;;i une fonction polynomiale de ses arguments respectifs. 

Notons pour chaque j et Sj E N: t/J 51
) = Yi [ 

g~'J 
*,J . gl 

et OBS;'1 = 
J l g;;j 

La généralisation suivante est immédiate: 

Théorèrne 3.11: 

Considérant un p-uple (s1 , s2 , ••• , sp) E NP soit r(s
1
,s

2
, ... ,sp) le rang générique défini par: 

r* =rang (si ,s2, ... ,sp) 

Alors il existe exactement 
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' . d d d l . .,. d' d .. .. . . . _{sl) _ls") {j relations e re on ance ana. yt1que 'm. epen antes taisant mtervemr Yi ', ... ,y;;"', 

et u sous la forme : 
* -(sJÎ -(sp) _ w1 (YJ , ... , .lJp , u, B) = 0 

(E*) 

*(-(s!) -(sp) - B) 0 
WTJ YI ' ... , Yp 'u, = 

avec la condition de rang suivante: 

(~) { -(st) _(sp) _ B) 
BY Yl ' ... , Yp 'u, 

rang =1] 

(aw;) ( -(s!) -(sp) _ B) 
BY YI ' ... , YP 'a, 

'\::;· • (sJ) (sp)]' d 1 d ' (} · c · pour presque tout vecteur .1 = lY1 , ... , YP ont es coor annees, 11. et sat1S10nt le 

système d'équations (E*). 

3.4.4 Calculs effectifs 

Les calculs effectifs se font par un des algorithmes proposés dans le paragraphe 3.3 en 

choisissant un ordre d'élimination convenable. On peut par exemple choisir pour un 

système mono-sortie l'ordre: 

- - > (s) > - · > - ls) - - · > > (s) > > · X] > ... > Xn V ... > V V > Y' > ... > y y U ... U > U 

Le calcul préliminaire des fonctions gf 0 ::::; i ::::; s ne présente aucune difficulté puisqu'il 

suffit de considérer les entrées inconnues comme des entrées à part entière. 

3.5 Structuration des résidus et identification des 

para1uètres 

Notre but est de trouver des résidus structurés c'est-à-dire ne faisant intervenir que 

certains paramètres. Ceci est proche du problème de l'identifiabilité. Rappelons qu'un 
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paramètre est dit identifiable (en ce qui concerne les systèmes dynamiques polynomi-

aux) si il satisfait seul une équation algébrique dont les coefficients sont des fractions 

rationnelles des entrées, des sorties et de leurs dérivées. Ainsi ce problème est fortement 

relié à celui de la localisation des défaillances où chaque défaillance de composant peut 

être traduite en un biais additif d'un paramètre distinct. Pour une étude de référence 

sur 1 'identifiabilité des systèmes dynamiques polynomiaux on consultera (Ljung et Glad, 

1994). Pour la localisation des défaillances dans le cas linéaire on consultera ( Gertler, 

1991). 

On suppose que les définitions et les notations de la partie 3.2 sont toujours valables et 

que le système est mono-sortie. 

Supposons que nous voulons identifier le paramètre 8i (i E [1, l]). En premier lieu 

on définit certains rangs de matrices Jacobiennes: 

r-B'= ·rang rl({)OBSs)\ (80BSs)] 
s 8x ' 88' 

où fJ' désigne tous les paramètres excepté 0; 

Deux cas peuvent se produire: 

• .,.o = ro' + 1 s s 

Considérant chaque paramètre comme une composante de l'état ainsi que le font (Diop 

et Kribs, 1993) on pourrait démontrer le théorème suivant: 

Théorème 3.12: 

8; est identifiable à l'ordre s de dérivation de la sortie si et seulement si: 
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(
., fi' 
1) 8 + 1 > r; 

t'"") fi fi' 1 ~Il 1'8 = 1'5 + 

où (i) signifie qu'il existe a = s+ 1--;·~' relations de redondance analytique" indépendantes" 

faisant intervenir y(s), -u(s), fh et aucune autre variable. L'assertion (ii) signifie qu'il ex­

i:,;te a - 1 relation:,; de redondance analytique "indépendante8'' fai:,;ant intervenir y(s), 

u(s) et aucune autre variable. 

De plus il existe deux entiers r8 ~ n +let r8
' ~ n + l- 1 tels que: 

,.o = { s+1 sis< .,.e 
s 

rB si s 2: r 0 

8' { s+1 sis< ,.o' 
r = s 

()' 
r si s 2: r 0' 

On en conclut que si r 0 = r 0' alors {}i n'est identifiable à aucun ordre de dérivation de 

la sortie. 

La généralisation au cas d'un système multi-sorties est facile et ne nécessite pas d'explication 

supplémentaire. 

Ainsi on obtient des conditions d'existence de relations de redondance analytique faisant 

intervenir un paramètre, un certain nombre de sorties à des ordres de dérivation choi-

sis et un certain nombre d'entrées à un ordre de dérivation maximal choisi. En effet 

les autres entrées qu'on ne veut pas faire intervenir peuvent être considérées comme 

des entrées inconnues. Ainsi il faudra modifier les matrices Jacobiennes de calcul des 

rang r·~ et r·~' pour y inclure de:,; dérivée:,; partielle8 8uivant le8 dérivée8 ternporelle8 de8 

entrées inconnues. On peut donc parfaitement savoir si on peut calculer une relation de 

redondance analytique dont la structure ne fait intervenir qu'un paramètre, des sorties 

et des entrées à des ordres de dérivation fixés (en ce sens notre étude de la structure des 



CHAPITRE 3. SYSTÈMES ALGÉBRIQUES POLYN01HIAUX 70 

relations de redondance est particulière puisqu'on cherche à isoler chaque paramètre). 

En ce qui concerne les calculs effectifs, on utilise 1 'un des algorithmes du paragraphe 3.3 

avec un ordre d'élimination convenable. On peut par exemple choisir pour un système 

mono-sortie. si on veut identifier le paramètre B; : 

- - - (} > - () - () - - () - (s) - - · - > (s) - - · - - () 
X1 > ... > Xn > 1 ... > i-1 > i+l > ... > 1 > Y > ... > Y > Y U ' > ... > U > U > i 

Exemple 1: 

On considère un système mono-entrée mono-sortie linéaire du premier ordre (exemple 

traité dans (Diop ct Kribs, 1993)): 

{ 
x= ax +bu 

y= ex 

Les trois paramètres constants sont a, b etc. On calcule la matrice Jacobienne [ ( 80&~53 ) , ( 
80fo53 )] : 

l 
c 0 0 x 

r ( 80~BS.3) . ( 80BS.3)] ca ex C'/1 ax +bu 

l ax . [)() 
ca2 2cax + cbu cau+ cù a2x +abu+ bù 

ca3 3ca2x + 2cabu + cbù cohL+ caù + cii. a3x + a2bu + abù + bii. 

En calculant des rangs de matrices extraites de cette matrice on obtient les résultats 

suivants: 

• a est identifiable à l'ordre de dérivation 2 de la sortie puisque pour ce paramètre 

B 3 t B~ 2 { t ' 'fi B~ 2 \-1 > 2) r2 =. e. r2 = ,on peu. ven er quers = vs_ 

• b n'est identifiable à aucun ordre de dérivation de la sortie puisque pour ce 

' B~ B 3 parametre r3 = r 3 = 

• c n'est identifiable à aucun ordre de dérivation de la sortie puisque pour ce 
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• il existe une relation de redondance analytique à l'ordre de dérivation 3 de la 

sortie indépendante de tous les paramètres puisque r~ = ;~ < 4 (on peut vérifier 

que r~ = 3 Vs ?: 3) 

• le paramètre be est identifiable à l'ordre de dérivation 2 de la sortie puisque pour 

fi' . fi' 
ce paramètre rg = 3 et r;bc = L (on peut vérifier que r/c = L Vs?: L) 

Tout ceci est confirmé par l'étude de la fonction de transfert du système (voir l'article 

de (Grewal et Claver, 1976)): 

Y ( s) , \ ~1 eb J -,-· = H~,.;J = --
D(s) s-a/ 

On obtient la relation de redondance suivante isolant le paramètre a: 

(uy- ùy)a + ùy- uy = 0 

On obtient la relation de redondance suivante indépendante de tous les paramètres: 

On obtient la relation de redondance suivante isolant le paramètre be: 

(-yù + yu)bc+ yi)- y2 = 0 

En termes de localisation des défaillances, on pourra localiser: 

• une défaillance sur l'unique capteur à condition qu'il n'y ait pas de défaillance sur 

l'actionneur et inversement 

• une défaillance sur le paramètre a 

• une défaillance sur le paramètre be sans qu'il soit possible de dire si cette défaillance 

est due au paramètre b ou au paramètre e 

Exemple 2: 

On considère un système mono-entrée mono-sortie non linéaire du premier ordre : 

{ 
x = a:c 2 + b'u 

y= ex 
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r(-~"DS \ ("OBS \l Les trois paramètres constants sont a, b etc. On calcule la matrice Jacobienne l v~,:-; 3
} , ~ J J : 

ü 

4cax3 + 2cxbu 

18ca2 x 4 + 16cax2 bu + 2cb2 u 2 + 2cxbü 

0 x 

cu 

2caxtt + cù 

En calculant des rangs de matrices extraites de cette matrice on obtient les résultats 

suivants: 

• a n'est identifiable à aucun ordre de dérivation de la sortie puisque pour ce 

't 11~ 8 3 ( t ' 'fi 0~ 3 \../ > 3) parame re r3 = r 3 =. on peu ven er que rs =. v8 _ . 

• il en est de même pour les paramètres b et e 

• il existe une relation de redondance analytique à l'ordre de dérivation 3 de la 

sortie indépendante de tous les paramètres puisque r~ = 3 < 4 (on peut vérifier 

que r~ = 3 Vs 2': 3) 

• les paramètres ab et be sont eux par contre identifiables à l'ordre de dérivation 2 

de la sortie 

On obtient la relation de redondance suivante indépendante de tous les paramètres: 

On obtient la relation de redondance suivante isolant le paramètre ab : 

On obtient la relation de redondance suivante isolant le paramètre be: 

(2yu- yü)be+ yfj- 2f/ = 0 
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Donc en terme de localisation de défaillances on saura localiser : 

• une défaillance sur l'unique capteur à condition qu'il n'y ait pas de défaillance sur 

l'actionneur et inversement 

• une défaillance sur le paramètre a, bouc à condition qu'un seul de ces paramètres 

au plus ait une défaillance à un instant donné 

Remarque: 

Pour effectuer le calcul de la relation de redondance isolant la sortie on a utilisé 1 'algorithme 

des bases de Groebner en utilisant d'abord l'ordre degré-lexicographique-inverse puis 

l'ordre lexicographique. Un calcul direct par l'ordre lexicographique a saturé la mémoire 

vive de l'ordinateur (Pentium 133 à 16 Mo de RAM). 

3.6 Forn1e d'évaluation 

Maintenant que les relations de redondance analytique ont été calculées, on voudrait 

intégrer la modélisation des défaillances dans ces relations. Les défaillances du système 

considéré peuvent être modélisées sous la forme de biais additifs que ce soit sur les 

paramètres, les entrées ou les sorties. Un biais sur les paramètres représente une 

défaillance de composant, un biais sur les sorties représente une défaillance de cap­

teur, un biais sur les entrées représente une défaillance sur les commandes. 

La modélisation des défaillances est la suivante : 

Ym = fJ +/y (3.29) 

où Ym désigne la sortie mesurée par le capteur et ses dérivées temporelles, f) désigne la 

sortie réelle et ses dérivées temporelles. Enfin /y désigne le biais sur la sortie ou encore 

l'erreur de mesure sur le capteur et ses dérivées temporelles. 

Concernant les biais des entrées et des paramètres on choisit la modélisation suivante: 

Um =ii+ fu (3.30) 
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(3.:31) 

On suppose qu'on dispose d'une relation de redondance analytique calculée dans le cas 

non défaillant : 

w(fj, ü, 0) = 0 (3.32) 

où west une fonction polynomiale sur R de ses arguments respectifs. On suppose pour 

plus de simplicité qu'il n'y a qu'un biais sur la sortie. L'équation (3.32) devient: 

(3.33) 

On utilise alors des développements de Taylor qui sont finis pour une fonction polyno-

mialc telle que w. L'équation (3.33) peut être réécrite sous la forme: 

w(Ym, üm, Om) est la forme de calcul du résidu et le membre gauche de l'équation (3.34) 

est la forme d'évaluation notée we(Ym, ]y, Um, Om) avec la propriété fondamentale: 

(3.35) 

Il faut remarquer que la forme d'évaluation dépend dans la plupart des cas de variables 

mesurées ou connues à la différence du cas linéaire où cette dépendance n'existe pas. 

3. 7 Systèn1es non algébriques 

De nombreux systèmes dynamiques ayant une représentation d'état peuvent être modélisés 

sous la forme : 

x=f(x,u,O) 

y=h(x,u,O) 

avec des fonctions f et h dépendent de leurs arguments de manière plus complexe que 

sous forme de polynômes. En ce qui concerne les systèmes modélisant des phénomènes 



CHAPITRE 3. SYSTÈiVfES ALGÉBRIQUES POLYNOMIAUX 75 

mécaniques, on a par exemple souvent une dépendance des fonctions f et h en cosinus 

OU en SlllUS. 

Une première approche (Conte ct al., 1988) est de considérer une approche locale et 

donc de générer des relations de redondance analytique qui ne seront vérifiées que lo-

calement au voisinage d'un point de fonctionnement. 

Une deuxième approche qui est suggérée par (Fliess, 1990) est de transformer le système 

initial après des changements de variables adéquats en un système dynamique polyno-

mial implicite sous la forme: 

F(i, x, ù, 0) = 0 

H(Y, x, ù, 0) = 0 

où les fonctions F et H sont polynomiales en leurs arguments. 

Dans le cas où une fonction sinus etjou cosinus intervient plusieurs changements de 

variables sont possibles: 

• on peut poser c = cos(Ç) et s = sin(Ç) et ajouter l'équation c2 + s2 = 1 ainsi que 

des dérivées de ces équations 

• on peut passer à la tangente de l'angle moitié avec t = tan ( ~) et ajouter les 

équations cos(~) = Î~;~ et sin(~) = 1 !~2 et ajouter des dérivées de ces équations 

Dans le cas où des fonctions exponentielle, logarithme ou racine carrée interviennent les 

changements de variables sont du type: 

e = exp(~), l = ln(~) ou r = /(~) en ajoutant éventuellement des dérivées de ces 

équations 

Exemple 1: 
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On considère un système dynamique modélisant un réacteur acide-base qui avait déjà 

été étudié sous l'angle des relations de redondance dans (Comtet-Varga ct al .. 1996). 

Sous représentation d'état le système est du second ordre et fait intervenir la fonction 

racine carrée : 

y= Xt 

On effectue le changement de variables :1: 2 = y'Xï, le système d'équations devient: 

Y= Xt 

Ce nouveau système peut être qualifié de rationnel puisque défini par des fractions 

rationnelles avec : 

- 1 -h = -2 -2 ( -ax2 + u1 + u2) 
x2 

h = x 1 

On peut alors calculer la matrice Jacobienne d'observabilité d'ordre 2: 

Jx(OÈS2) = 

1 

0 
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Cette matrice est de rang 2, on en déduit qu'il existe une relation de redondance analy­

tique fai:,;ant intervenir fj(2), 'ti(2) et le:,; paramètre:,;. On obtient la relation ùe redondance 

suivante après application de l'algorithme de calcul des bases de Groebner: 

Exemple 2: 

On considèïe un système dynamique modélisant un pendule soumis à la pesanteur et 

aux forces de frottement visqueux. Sous représentation d'état le système est du second 

ordre et fait intervenir la fonction sinus: 

el= e2 

ih = -aBz- bsin(B1) 

Y= el 

On introduit les nouvelles variables u = sin(BI) et v= cos( BI), le système devient: 

u2 + v2 = 1 

e1 =Oz 

e2 = -afh- bu 

Y= el 

Il est clair que les variables u et v ne peuvent être éliminées, on doit ajouter au système 

les équations ih = -a03- bvOz et e2 = 83. 

On obtient la relation de redondance analytique suivante sur la sortie: 
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3.8 Conclusion 

78 

Dans le cas de systèmes dynamiques algébriques polynomiaux à une ou plusieurs sm­

ties, on peut donc calculer des relations de redondance analytique par des méthodes 

différentes mais analogues faisant appel au calcul formel. Des conditions d'existence et 

d'"indépendance" sur ces relations de redondance peuvent être exprimés en terme de 

rang de matrices Jacobiennes. Dans un objectif de surveillance les résidus obtenus à 

partir de ces relations de redondance peuvent être rendus robustes par rapport à des 

perturbations sous certaines conditions. Sous certaines conditions on peut localiser les 

défaillances et on peut établir une relation entre le problème de la localisation et celui de 

l'identification paramétrique. Dans l'hypothèse où l'on sait modéliser des défaillances de 

manière additive sur des paramètres, capteurs ou actionneurs on sait calculer la forme 

d'évaluation des résidus. Enfin sous certaines conditions ces méthodes peuvent être 

étendues à des systèmes plus complexes que les systèmes algébriques polynomiaux. 



Chapitre 4 

Application à la machine 

asynchrone 

4.1 Modèle et propriétés 

On considère un moteur asynchrone sous les hypothèses de fonctionnement suivantes: 

• le circuit magnétique est non saturé 

• la densité de courant est considérée uniforme dans la section des conducteurs 

élémentaires 

• on ne considère que le premier harmonique d'espace dans la distribution des forces 

magnétomotrices 

• les enroulements du rotor sont en court-circuit 

Le moteur est défini par les intensités, les flux et les tensions aux trois enroulements 

a, b et c du rotor et du stator, soit un total de 18 variables. On peut réduire la 

complexité du système en considérant un changement de repère, la transformation de 

Park. On associe aux trois grandeurs a, b etc (qu'il s'agisse des courants, tensions ou 

79 
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Figure 4.1: Repères triphasés statorique et rotorique et repère ( d, q) 



CHAPITRE 4. APPLICATION À LA 1\IIACHINE ASYNCHRONE 81 

flux) des grandeurs d, q et o relatives au stator par: 

COS (Os- 2
;) cos (Os-~) 

r 
Çds cases 

1 :·· 2 
sin ( (} s - 2

;) sin (Os-~) (4.1) è - sin es <,qs 3 <,bs 

f.os 1 1 1 f.cs 2 2 2 

On fait de même pour les grandeurs relatives au rotor: 

f.dr COS Or COS (Or- 2
;) COS (Br - ~) /:,ar 

2 
sin (Or- 2

;) sin (Or- ~) (4.2) è - sin er 6r <,qr 3 

f.or 1 1 1 f.cr 2 2 2 

Les angles Os et Br définissent le choix du repère (d, q). Ils sont reliés par la relation: 

(4.3) 

ou Wr désigne la vitesse électrique de rotation du rotor. Elle est reliée à la vitesse 

mécanique du rotor Q par la relation: 

(4.4) 

où p désigne le nombre de paires de pôles de la machine. 

Une fois dans le repère (d, q) les équations de la machine s'écrivent (Barret, 1987) 

(Leonhard. 1985) avec la convention récepteur pour les signes des courants et tensions 

aux bornes du stator et du rotor: 

dc/Jds d(Js . 
Vds = dt- </>qs dt + Rslds (4.5) 

dc/Jqs d(}s . 
Vqs = dt + </>ds dt + RsZqs (4.6) 

dc/>ar , df}r . 
Vdr = 0 = -d-- <Pqr-d + Rr~dr 

t t 
(4.7) 
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d</Jqr d()r . ( ) 
Vqr = 0 = -d- + </Jdr-d + Rrlqr 4.8 t t 

[ :::] [ ;~ (4.9) 

[ :::] [ :~ ~: ][ :::] (4.10) 

avec pour paramètres du moteur: 

• Rs, Ls: résistance et inductance stator 

• Rr, Lr: résistance et inductance rotor 

• Lm : inductance mutuelle entre stator et rotor 

D'autre part le couple électromécanique du moteur est donné par la relation: 

Cf 3p( ' . . . ) 
em = 

2 
Ydslqs - 0qslds (4.11) 

Parmi tous les repères ( d, q) possibles on choisit le repère de Clarke (a, /3) immobile par 

rapport au stator : 

d{) s d()r 
Os = 0 et - = 0 et - = -Wr 

dt dt 

Nous choisissons comme variables d'état la vitesse électrique du rotor Wr et la projection 

des courants du stator et des flux du rotor sur le système de coordonnées ( o:- f3) : ic, i13, 

<Pa et <P!3. Nous choisissons comme vecteur d'entrées la projection des tensions du stator 

sur le système de coordonnées (a, /3): Va ct Vf3· Les sorties sont les seules variables 
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d'état mesurables, c'est-à-dire Wn ia et it3 (les flux du rotor ne peuvent être mesurés). 

Sous les hypothèses de simplification habituelles, les équations du modèle sont: 

i1 = 'J ir; (xsx2- X3x4)- ~ 
· L R R X2 = ~X4 - z;:.:-x2 - X3Xl 

EX4 =-(a+ (1- E),B)x4 + L:L. (,Bx2 + x1x3) + i. u1 

d5 =-(a+ (1- E),B)x5 + L:L. (,Bx3- x1x2) + L u2 

(4.12) 

en posant x= (wn<Pa,<Pt3,ia,it3) u = (v0 ,Vf3) et y= (x1,x4,x5) et avec le choix de 

paramètres suivant : 

et: 

• Cr: couple résistant de la charge 

• J : inertie de la charge 

4.2 Loi de con1mande 

3 
k= -p 

2 

La loi de commande utilisée est celle de (Djemai Ct al., 1993) transposée du repère (d, q) 

dans le repère (a, (3). Nous ne décrirons pas ici cette loi dans ~cs moindres détails ct 

motivations. Néanmoins on peut dire qu'il s'agit d'une loi de commande robuste par 

rapport aux incertitudes paramétriques et aux incertitudes de mesure des capteurs et 

qui de plus tient compte de la dynamique à deux échelles de temps du système. Cette 

loi de commande composite est calculée comme somme d'une loi de commande rapide 

et d'une loi de commande lente: 

U = Uj +Us 

Cette loi de commande utilise un observateur en modes glissants (Canudas de Wit et 

Slotinc, 1991) (Slotinc et al., 1986). Le stabilité du système en boucle fermée avec 

observateur est assurée. 
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4.2.1 0 bservateur 

Les flux rotoriques sont des composantes du vecteur d'état non accessibles à la mesure. 

Pour effectuer une commande en retour d'état on est donc obligé de construire un 

observateur qui va estimer ces composantes. Il s'agit d'un observateur dynamique en 

modes glissants. Les équations de l'observateur sont les suivantes: 

Ei4 =-(a+ (1- t),6)x4 + L:Ls (,6x2 + x1x3) + {. u1 + AUs 

â5 =-(a+ (1- t),6)x5 + L:'ls (,6x3- x1x2) + {. u2 + Aifs 

où AL Ai, A~, A~, A~ et ql sont les gains de l'observateur. 

Le vecteur ls est défini par: 

avec r- 1 = ..1t.m_ [ ,6 
LrLs 

-xl 

L'attractivité et la stabilité de la surface glissanteS= 0 sont assurées en choisissant: 

La stabilité des autres composantes de l'observateur est assurée en choisissant: 
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avec Q = l qo2 

En posant cxi =Xi -Xi pour i E {1, 2, 3} on obtient: 

ce qui assure complètement la convergence de l'observateur. 

4.2.2 Commande rapide 

La loi de contrôle rapide assure l'attractivité des variables rapides x 4 et x 5 sur une 

variété intégrale lente (ainsi la dimension de l'état est diminuée de 2) définie par: 

avec ,Y= 

l_1 , 1 l uf jl] 
r X+ Ls us 

2 

( 

X4- Xs4 ) 
On définit la variable rapide fJ = , 

X5- Xs5 

Sous le contrôle rapide : 

où [( est une matrice diagonale constante positive, la variable rapide fJ tend asympto--

tiquement vers O. 
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4.2.3 Commande lente 

La loi de commande lente va permettre de contraindre certaines variables lentes à suivre 

des trajectoires désirées. 

En supposant qu'on se trouve sur la variété intégrale lente ( fJ = 0) le système devient: 

Xsl 1 "11 2 cp L ~ ~yhxl -~(Xsll X - + + q1eXs1 _,_r x2 

[ :: l Lm Lm 

Xs2 ( {3(p- 1) x,(p-!)) . + f3 Lm 0 
X +Qb..fs <>+{3 Ls 

Xs3 Xs1(1- p) f3(p- 1) 0 __/}_Lm 
o+f3 L, 

avec: 

C'est un système que l'on peut réécrire de la manière suivante: 

Il s'agit donc d'un système affine en les entrées sur lequel on peut donc effectuer une 

linéarisation entrées-sorties (Isidori, 1989). Les sorties choisies sont: 

• la vitesse électrique du rotor (proportionnelle à la vitesse mécanique) 

• le module du flux magnétique au carré 

soit: 

fj= ( :::::; ) ( x;,x~,x;3 ) 

En dérivant le vecteur y une fois par rapport au temps on obtient : 

où 0 désigne la matrice de découplage. On peut donc imposer: 

û=v 
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en prenant comme commande lente: 

De fait en prenant Yd les sorties désirées on choisit : 

v = Yd - P(fJ- Yd) 

E = fJ- Yd représentant l'erreur de poursuite, on obtient une dynamique des erreurs: 

É=-PE 

où P est une matrice diagonale strictement positive. 

4.3 Relations de redondance analytique 

En dérivant chaque sortie à l'ordre 1, des calculs symboliques conduisent à la matrice 

Jacobienne: 

r 1 
1 0 0 0 0 

0 kp Lm x~ 'H!_ Lm kpLm kpLmx - -x4 --y-y;;X3 
Jx(OBSt) 

J Lr " J Lr JL; 2 

0 0 0 1 0 
Jx(OBS;) 

Lm Lmf3 Lm a+(l-<){3 
LrLs<X3 LrLs< LrLs<X 1 0 

Jx(OBSD 
0 0 0 0 1 

Lm _.....bn_x Lmf3 0 n+( 1-< ){J 
L - LrLs<Xz LrLsc l, LrLsc 

Une telle matrice est de rang 5. Nous pouvons en conclure qu'il existe une relation 

d .. . d d f . t . . . _{1) _Il) . -(l\ . 1 ' d 'mter-re on ance a1san, mtervemr Yi ', Y2 et y3 ', en supposant que e couple e 

charge Cr est connu. La situation est celle décrite dans le corollaire 3.8. Il est clair que 

le but est de minimiser l'ordre de dérivation des entrées et des sorties qui interviennent 

dans les relations de redondance analytique puisque dans la pratique les entrées et les 

sorties sont bruitées. On vérifie qu'il n'existe pas de relation d'inter-redondance avec 

des ordres de dérivation moindres s 1 , s2 et s3 tels que 

Vi E [1; 3) Si::; 1 et ::Ji E [1;3] tel que s; < 1 
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En effet: 

Jx(OBSt) 

det Jx(OBSl) 
kp L;, L;,p kp 

= -----XtX5- ---X4 -1-0 
J L;Lst L;Lst J 

Jx(OBSJ) 

Jx(OBSf) 

det Jx(OBSJ) 
kp L;, kp L;,p 

= -----XtX4 + ---X5 -1- 0 
J L;Lst J L;Lst 

Jx(OBSr) 

Jx(OBSJ) 

( )2 ( (3)2 det Jx(OBSl) 
Lm 2 Lm -::f- O 

- -- xl+ --
- LrLsf LrLsf 

Jx(OBSf) 

La relation d'inter-redondance obtenue par l'algorithme des bases de Groebner s'écrit: 

( 2 , 2) (. pCr \) kp . ( ' kp ·A ( {J ) P 1-Yt Yt+J -JLstAt PY3-YlY2J-jLst 2- Y2-Y1Y3 =0 

, A _ · o+(l-c);3 __ l_ A _ · a+(l-c)G .. __ 1_ 
a.\ec 1- Y2 + c Y2 Lscu1 et 2- Y3 + c Y3 LscUz. 

On rappelle que Yl = Wr Yz = icx ct Y3 = i/3. 

Si on se place dans l'hypothèse où le couple résistant est inconnu, il faut déterminer 

alors des relations de redondance qui ne le font pas intervenir. Pour savoir à quel ordre 

dériver les sorties pour twuver ces relations de redondance on considère Cr comme une 

entrée inconnue (cf paragraphe 3.4). En dérivant la vitesse électrique du rotor à l'ordre 

1 et les deux courants statoriques à l'ordre 2, des calculs symboliques conduisent à la. 

matrice Jacobienne: 
r 

1 

Jx(OBSt), Jcr(OBSf) 

Jx(OBsn, Jcr(OBS'i) 

Jx(OBS~), Jcr(OBS~) 

= (#) 
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1 0 0 0 0 0 

0 kp kx 
J Lr 5 

- kp kx 
J Lr 4 

IEE_L 
- J 7!"X3 

kplan_x 
J Lr 2 0 

0 0 0 1 0 0 

___l!m_x Lmf3 ___l!m_x a+{l-e)(3 0 0 LrLse 3 LrLse LrLse 1 

(#) = a1 az a3 a4 a5 a6 

0 0 0 0 1 0 

L L Lmf3 0 
o+(l-e)(3 

0 -~xz -~Xl LrL 3 c LrLsf 

bl bz b3 b4 b5 b6 

avec: 

et P 
_ Éf!_Lm p _ E_ ]J _ RrLm p _ Rr p _ o+ll-d,6 · _ Lm 

1 - J Lr 2 - J 3 - Lr 4 - Lr 5 - ' et P6 - LrLse · 

Une telle matrice est de rang 6. Nous pouvons en conclure qu'il existe deux relations 
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d d . 1 . . .. d, d . .. f . . . -(1 \ _(2\ -(2) - . e re on dance ana. yt1ques "m epen antes" a.1sa.nt mtervemr y1 ', Y2 ' et y3 sans ta.1re 

intervenir Cr. Il s'agit donc de relations de redondance obtenues uniquement à par-

tir des équations électriques de la machine. Après intervention d'un logiciel de calcul 

symbolique on obtient les deux relations de redondance suivantes: 

. 2 2 1-E 2 2 2 · 2 2 A, (,B +y1 )--(,8 Y2+fJY1Y3)(,B +yt)-(A2,B+A,y,)( -2,By, +yi)-(A,,B-A2yl)( -,B +yt) = 0 
E 

(4.13) 

. 2, 2 1-E 2 2, 2 · 2 2 A2(,B ,y,)---(,8 y3-fJY1Y2)(,B ,yt)-(A,,B-A2Yl)(2,By,-yi)-(A2,B+A,y,)( -,B +y1 ) = 0 
E 

(4.14) 

Y1 = wr, Y2 = ia et Y3 = io. Dans la pratique seules ces deux relations de redondance 

seront utilisées pour calculer les résidus. 

4.4 Sitnulations 

Le modèle de simulation est celui d'un moteur asynchrone de la société Jeumont-

Schneider (Type: FNCA 225M2 B3, Classe F IP55), dont les paramètres sont donnés 

dans le tableau suivant : 

Résistance rotorique (mD) Rr = 46.177 

Résistance sta.torique (rnD) Rs = 53.568 

Inductance rotorique (mH) Lr = 44.58 

Inductance sta.torique (1nH) Ls = 43.93 

Inductance mutuelle (mH) Lm= 43.46 

Inertie (kg.m2) J = 0.41 

Couple résistant (Nm) Cr= 50 

Nombre de paires de pôles p=2 
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La loi de commande est celle précisée dans le paragraphe 4.2 avec les gains suivants : 

/(1 = !(2 = 5,p1 = 0.5,p2 = 5,q1 = q2 = q3 = 5,81 = 02 = 2 

Dans le cadre de notre simulation la loi de commande amène la vitesse électrique du 

rotor d'une valeur nulle à une valeur de 90 rad/set le module du flux rotorique au carré 

à la valeur de 1 Wb2 en un temps de 1.6 s. 

Par ailleurs on décide de remplacer la fonction signe qui intervient dans fs par une 

fonction continue: 

1 sis> p 

sgn(s) = -1 sis< -jl 

-{; si lsi < J1 

ceci afin de diminuer l'effet des commutations sur la surface glissante. On choisit p = 

0.02. 

La théorie qui a été développée sur les relations de redondance analytiques notamment 

dans le chapitre 3 suppose le système dynamique en boucle ouverte. Ici la machine 

asynchrone est en boucle fermée, néanmoins la surveillance peut être effectuée de la 

même manière qu'en boucle ouverte à condition de ne pas surveiller !aloi de commande. 

On surveille ici le fonctionnement de la machine et ses capteurs et actionneurs. Différents 

types de défaillance sont simulés ici: on simule une défaillance de la résistance rotorique 

et on simule une défaillance du capteur de vitesse. 

Les résidus sont calculés sur la base des deux relations de redondance précédemment 

trouvées qui ne font pas intervenir Cr. 

Pour le calcul des dérivées secondes et premières on utilise les approximations suivantes 

déduites de la formule de Taylor pour des fonctions dérivables un ordre suffisant en 

prenant 8 comme pas d'échantillonnage temporel: 

2un+3- 27un+2 + 270un+1 - 490un + 270un-1- 27un-2 + 2un-3 _ .. , 0("6) 
18082 - lln T o 

-Un+2 + 8tln+l- 8un-l + lln-2 
------'-----'--------_::_ = Ùn + 0(84

) 
128 
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4.4.1 Fonctionne1nent nor1nal 

On suppose ici qu'il n'y a pas de panne c'est-à-dire pas de biais sur les paramètres, 

capteurs et actionneurs. On considère une légere dérive de 5% par seconde qui se 

développe sur la résistance rotorique à partir de 0.2 s. A 1.2 s la valeur atteinte par 

la résistance devient constante. On modélise ainsi l'augmentation de température qui 

affecte le moteur au démarrage. On constate une valeur moyenne nulle et une variance 

faible relativement des résidus sur les figures 1.10 et 1.11. Ceci est dû à la déviation de 

la résistance rotorique. Les résidus 1 et 2 correspondent aux relations de redondance 

(4.13) et (4.14) respectivement. 
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Figure 4.2: Evolution de Rr 
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Figure 4.3: Evolution de Wr 
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1 .5 ,------,-----,---------,--,----,-----,---------,------, 

1 

~ 1 

r ;'1 r\ r1 ~ t1 ~ ~ t1 ~~ ~ ~ f 1 ~ f1l ~ k \ 11 Il Il Il 1\ Il Il 1 Ill\ Ill Ill 
~ 0 ·5 1\ 1\ 1 1 11/1)1/tl\11111 J \IH 
'; 1 \ \ 

1 
1 1 1 j 1 1 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 Il 

% oL \ 1 / \ J l J li \ 1 1 Ill 1 1 1 1 1 lill~ 
~ 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1/ll li \ 1 1 1 1 Ill 1 1 1 / 1 1 1 1 Il 

~-O.l v \/ \1 \1\1 ~1 Il il \1 \1 Il \1 1 \1 \11 
:5 -1 ~ v 

1J V V lj ~ ~ ~ ~ ~ IJ ~- ~ ~ 1 
1 1 

-1.5 L...____L______L___.......L.._L_____L______L___.......L.._____j 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 
TEMPS (s) 
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Figure 4.5: Evolution de <Pt3 
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Figure 4.11: Evolution du résidu 2 
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4.4.2 Fonctionnement défaillant sur la résistance rotorique 

On suppose que la résistance rotorique réelle du système subit une dérive régulière qui 

l'amène à dévier de 40% de la valeur nominale entre 0.6 ~ et 1.6 ~- Le~ différente~ 

grandeurs: flux, tensions, intensités ne sont visiblement pas affectés par cette déviation 

de la résistance. Ceci est certainement imputable au fait que la loi de commande est 

robuste aux incertitudes paramétriques. On constate que les deux résidus oscillent 

autour de 0 dans le cas défaillant avec une amplitude nettement supérieure à celle des 

résidus en fonctionnement normal. La détection de la défaillance est donc possible avec 

un algorithme adapté la forme oscillante des rsidus. L'examen des seules grandeurs 

mesurables ne permet pas par contre de détecter la défaillance. Les résidus calculés ici 

constituent donc de bons indicateurs de la défaillance. 
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Figure 4.12: Evolutions comparées des résistances rotoriques: fonctionnement 
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Figure 4.15: Evolution de <{;~1 
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Figure 4.16: Evolution de io: 

100 ~--,-------,----.,.------,---,---,------,---, 

~ .. ~ ········· ...... ······· ............ ..... j 
~ , \ (\ • 1\ A {\ (\ (\ r~ (\ r\ Î\ r~\ 1\ (\ r\1 
~ ol\_p. fiA•r\AI"'IIII\1\\I\1\1\IIll\n 
~ 1 ' 1 \ 11 1 v\ 1 1 1 \1 Il li v v 'J IJ v v v 1 
~ -50 L 1 V U \ 1 · li v v • . • J 
~ 1 i \1 

1
d v 1 

~ 1 . 1 \1 v 1 
~ -100 r . \ 1 .... ·~ .l 
~ 1 1 1 1 '"l v .... .......... j 

-200 l_____c__..L _ __L______j____jl____.l_______L_-

0 02 OA o• 0~ 1.2 1.4 1.6 
TEMPS (a) 

Figure 4.17: Evolution de i3 
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Figure 4.18: Evolution de Va 
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Figure 4.20: Evolutions comparées du résidu 1 en fonctionnement normal (-) et 

en fonctionnement défaillant (- -) 

Figure 4.21: Evolutions comparées du résidu 2 en fonctionnement normal (-) et 

en fonctionnement défaillant (- -) 
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4.4.3 Fonctionnement défaillant sur le capteur de vitesse 

On suppose que le capteur de vitesse du rotor subit un défaut brusque à 0,6 s qui 

l'amène à donner une valeur supérieure de 40% à la. valeur réelle de la vitesse du rotor. 

Les grandeurs telles que les flux et les intensités ne sont visiblement pas affectés par la 

défaillance en raison certainement de la robustesse de la loi de commande. Les tensions 

sont légèrement affectées pa.r la défaillance et ceci au début de la défaillance brusque. 

On constate que les résidus ont une déviation brusque et importante au début de la 

défaillance en raison certainement de leur aspect dérivateur par rapport à la vitesse 

mesurée. Ils oscillent ensuite autour de 0 mais avec une amplitude importante qui 

traduit de manière très claire la défaillance.Les résidus calculés ici constituent encore 

une fois de bon indicateurs de la défaillance. 

140 
1 1 

120 ~ ----1 
l 

100 r 
' 
~-

i ' ' 

~ sor 
' 

/ .-----------J 
1 

;; 60 l j 
~ t 1 
~ 40~ ,rJ' ~ 

1 / 1 
20!/ 

1 
l 

1 
f/ 1 ol" l i 

1 i 
1 

-20 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 

TEMPS (s) 

Figure 4.22: Evolution de Wr: valeur réelle (-) et valeur erronée donnée par le 

capteur (- -) 
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Figure 4.24: Evolution de r/Je 
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Figure 4.25: Evolution de io: 
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Figure 4.26: Evolution de ip 
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Figure 4.28: Evolution de v13 
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Figure 4.29: Evolutions comparées du résidu 1 en fonctionnement normal (-) et 

en fonctionnement défaillant (- -) 
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Figure 4.30: Evolutions comparées du résidu 2 en fonctionnement normal (-) et 

en fonctionnement défaillant (- -) 
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4. 5 Conclusion 

Dans le cas d'un fonctionnement défaillant de la résistance rotorique les résidus cal-

culés permettent de détecter avec une bonne sensibilité la défaillance alors qu'un simple 

examen des différentes grandeurs telles que les courants et les tensions ne le permet 

pas. Dans le cas d'un fonctionnement défaillant du capteur de vitesse rotorique, les 

résidus réagissent avec une bonne sensibilité à la défaillance. Les deux résidus qui ont 

été calculés ici se montrent être de bons indicateurs d'un fonctionnement défaillant de la 

machine et ceci au démarrage de la machine qui est souvent une phase critique pour la 

machine. Il reste encore à tester ces résidus en présence de bruit sur les capteurs. Ajou-

tons de plus que la localisation des défaillances n'est pas traitée ici. Il est néanmmoins 

possible d'obtenir un résidu indépendant de la résistance rotorique par exemple et ceci 

sans dérivation supplémentaire des sorties par rapport aux résidus précédemment cal-



Conclusion et perspectives 

On a montré que dans le contexte des systèmes non linéaires et particulièrement pour 

des systèmes polynomiaux algébriques, l'existence de relations de redondance analy­

tique peut être démontrée. De plus des logiciels de calcul formel peuvent calculer ces 

relations, par trois algorithmes différents qui néanmoins sont analogues puisqu'ils re­

posent sur la division Euclidienne. On remarque que les propriétés démontrées dans 

le cas linéaire restent vraies dans le cas non linéaire du moins localement en utilisant 

le linéarisé tangent. Ces résultats peuvent être étendus à des systèmes rationnels et 

aux systèmes algébriques en temps discret. On montre aussi que des systèmes non 

linéaires qui ne sont pas algébriques peuvent être transformés en systèmes algébriques 

implicites particulièrement dans les cas où la nonlinéarité apparaît sous la forme de 

sinus, cosinus, logarithmes, exponentielles ou racines. Enfin une simulation sur la ma­

chine asynchrone permet de soulever le problème de l'implémentation des relations de 

redondance analytique dans des cas pratiques: le problème du calcul des résidus qui se 

ramène à l'estimation des dérivées temporelles des entrées et des sorties reste à résoudre. 

D'autres méthodes peuvent effectuer un traitement amont dans le cas où la dimension 

de l'état du système devient supérieure à la dizaine (le temps de calcul ct la mémoire 

vive pour le calcul formel deviennent alors gigantesques). Il s'agit de l'analyse struc­

turelle (Declerck, 1991) qui fonctionne d'autant mieux que les relations entre les variables 

sont peu couplées, elle permet notamment de décomposer un système de taille impor-
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tante en sous-systèmes de taille réduite. Une autre méthode possible est d'identifier 

le système algébrique ou non algébrique à un système à état affine ou bilinéaire (Yu 

et al., 1995) au point de fonctionnement. Des similitudes restent à démontrer entre 

l'approche génération des relations de redondance analytique et des approches telles que 

l'identification paramétrique non linéaire ou les observateurs non linéaires appliquées à 

la surveillance. 
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Annexe A 

Exemples de sessions de calcul en 

Maple V 

Nous donnons ici la trace des calculs effectués par le logiciel de calcul formel Maple pour 

le traitement de l'exemple 2 du paragraphe 3.5. 

f:=ax 2 +bu 

> hO:=c*x; 

hO:= ex 

> h1:=diff(hO,x)*f; 

hl := c(ax2 +bu) 

> h1:=simplify(h1); 

hl := c(ax2 +bu) 
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> h2:=diff(h1,x)*f+diff(h1,u)*v; 

2 h2 : = 2 c a x (a :c + b u) + c b v 

> h2:=simplify(h2); 

h2 := 2ca2 x 3 + 2caxbu + cbv 

> F[O]:=y[O]-hO; 

Fu:=y0 -cx 

> F[1] :=y[1]-h1; 

F1 := Y1- c(ax2 +bu) 

> K:=[F[O] ,F[1]]; 

K := [Yo- C:l~, Y1- c(ax2 +bu)] 

> with(grobner); 

[finduni, finite, gbasis, gsolve, leadmon, normalf, solvable, spoly] 

> G:=gbasis(K,[x,y[1],y[O],v,u],plex); 

G : = [ c x - Yo, c Y1 - a Yo 2 
- c2 b u) 

> h3:=diff(h2,x)*f+diff(h2,u)*v+diff(h2,v)*w; 

h3 := (6ca2 x 2 + 2cabu) (ax 2 +bu)+ 2caxbv + cbw 

> h3:=simplify(h3); 

> F[2] :=y[2]-h2; 
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> F[3]:=y[3]-h3; 

> K1:=[F[O] ,F[1] ,F[2] ,F[3]]; 

Kl := [Yo- ex, YI- c(ax2 + b·u), Y2- 2ca2 x 3
- 2caxbu- cbv, 

6 3 4 8 2 2 b 2 b2 2 2 b L .l y3 - ca x - ca x u - ca u - ca x v - cu w 1 

> finduni(a,K1,{x,a,b,c}); 

> finite(K1,{c}); 

fa/se 

> K2:=[F[O],F[1],F[2]]; 

K2 := [Yo- c:r, YI- c(ax2 +bu), y2 - 2ca2 x 3
- 2caxbu- cbv] 

> G3:=gbasis(K2, [x,a,b,c,y[2] ,y[1] ,y[O] ,v,u] ,pl ex); 

C3 := [2axyi- Y2 + cbv, a x yu- YI+ cbu, ex- Yu, 

-yo 
2 

b v + 2 b YI u Yo +x Yo Y2 - 2 x Y1
2
, -y2 c + c2 b v+ 2 a YI Yo, -c YI + c2 bu +a Yo 2, 

YoY2- Yocbv- 2yi 2 + 2yi cbu] 

> G3:=gbasis(K2,[x,c,b,a,y[2],y[1],y[O],v,u] ,pl ex); 

C3 := [c x- Yu, 2 a x YI - Y2 + c b v, a x Yu -YI + c bu, 

-yo
2 

bv + 2 by1 u Yo +x Yo Y2- 2 x YI 2
, -y2 c + c2 bv + 2 a YI Yo, -cyl + c2 bu+ a Yo2, 

-yo Y2
2 + Y2 Yo c bv + 2 Y2 Y1

2
- 2 Y1

2 bv c + 2 Yt b v a Yo2 - 4 Y1 2 bu a yo, 

Yo Y2 - Yo c b v - 2 y/ + 2 YI c bu, -v c Yt + v a Yo 2 + cu Y2 - 2 ua Yt Yo, 

-v YI Yo Y2 + 2 v Y1
3 + b v

2 
Yo 

3 
a - 4 b vu a YI Yo 

2 + ·u Yo Y2 
2 

- 2 u Y2 y/ + 4 YI 2 b u 2 a Yo] 
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> H:=vector([hO,h1,h2]); 

H : = [ c x, c (a x 2 + bu), 2 c a2 x 3 + 2 ca x bu + c b v] 

> with(linalg); 

Warning, new definition for norrn 

Warning, new definition for trace 

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol, 

addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmai, 

charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan. companion, concat, cond, copyinto, 

crossprod, curl, definite, de/cols, delrows, dei, diag, diverge, dotprod, eigenvals, 

eigen values, eigenveclors, eigenvecls, enlermatri.r. equal, exponential, extend, 

ffgaussclim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gau.sselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, 

grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, 

intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, 

linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol. mulrow, multiply, norm, normalize, 

nullspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratfo1'm, 

row, rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul. singularvals, smith, stack, submatrix, 

sab veel or, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester·~ toeplitz, trace, transpose, 

vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskia n J 

> r:=rank(jacobian(H,[x,a,b,c])); 

r := 3 

> J:=jacobian(H, [x,b,c]); 
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c 0 x 

J ·-.- 2cax cu 

> rank(J); 

3 

> det(J); 

> H1:=vector([hO,h1,h2,h3]); 

Hl :=[ex, c(ax2 +bu), 2ca2 x 3 + 2ca:rbu + cbv, 

6 c a3 x 4 + 8 c a2 x 2 b 'U + 2 ca b2 
'U

2 + 2 ca x b v+ c b w] 

> J1:=jacobian(H1,[x,a,b,c]); 

Jl ·-

[c, 0, 0, x] 

[2 ca ::r, c x 2 
, cu, a x 2 + bu] 

[6 c a2 :.c 2 + 2 cab u, 4 ca x 3 + 2 c x bu, 2 ca x tl +cv, 2 a 2 x3 + 2 a x b tl + b v] 

[24ca3 x 3 + 16ca2 x bu+ 2cabv, 18ca2 x 4 + 16cax2 bu+ 2cb2 u2 + 2cxbv, 

8 ca2 x 2 u + 4 ca bu2 + 2 ca x v+ cw, 6 a3 x 4 + 8 a2 x 2 bu+ 2 a b2 
'U

2 + 2 a x bv + bw] 

> rank(J1); 

3 

> det(J1); 

0 
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> G2:=gbasis(K1,[x,c,b,a,y[3] ,y[2],y[1],y[O] ,w, v,u],plex); 

Warning, computation interrupted 

> G2:=gbasis(K1,[x,c,b,a,y[3],y[2],y[1],y[O],w, v,u],tdeg); 

G2 := [-y2c+ c2bv + 2ayl Yo, -YoY2 + yocbv + 2yt 2
- 2yl cbu, 

2 u Yo Y2 
2 + 2 tt Y2 Yt 2 

- 2 u Y1 Yo Y3 - 2 v Yt Yo Y2 - 2 v Yt 3 
- w Yo 2 Y2 + 2 Yo w Y1 2 + v Yo 2 Y3, 

c x- Yo, -2 bu Y2 Yo- b vYt Yo + b w Yo2 + 3 x Y2 Yt - x Yo y3, b v 2 Yt Yo- 2 u b v Yt 2 

- v b u Y2 Yo + 2 Y1 b u2 Y2 + 2 w x Yt 2 
- w x Yo Y2 - 3 v x Y2 Y1 + v x Yo Y3 + 3 ·u x Y2 2 

- 2 x u Y3 Yt, -wc Y2 + 2 w a Y1 Yo - 2 v a Yo Y2 + v c Y3 - 2 v a Yt 2
, 

3 Y2 Yt - 2 Y2 c bu + Yo c b w - Yo Y3 - b v c Yt, 

-w Yo Y2 + 2 w Yt 2 
- 2 w Yt c bu - 3 v Y2 Yt + 2 v Y2 c bu +v Yo Y3 + b v2 c Yt, 

abvyo- :3axy2- 2buayl- cbw + y3, 2axyl- Y2 + cbv, axyo- Y1 + cbu, 

2 b v
2 

a YI 2 
- 4 w Y1 2 bu a + 4 Y2 v bu a Yt - 2 w2 Yt c b + 6 Y2 2 v a x + 6 b v w c Y2 

- b v2 c Y.3 - 3 w Y2 2 + 2 w Yt Y3 - 2 Y2 v y3, -c Yt + c2 bu + a Yo 2, 

2 a Yo Y2 + c
2 

b w - c Y3 + 2 a Y1 2, 

-3vby2Yo + 3xy22 + 2wbyl Yo- 2bvyt 2 + 2yl buy2- 2yl xy3, 

-vcy1 + vayo2 + cuy2- 2uay1 yo, 3ax2y2 + bwyo- bvy1 + buy2 - xy3, 

-w YI c + w a Yo 2 - 2 ua Yo Y2 + u c Y3 - 2 ua Yt 2, 3 v YI wc Y2 + 2 v2 Yt a Yo Y2 - v2 Yt c Y3 

+ 2 w cu Y3 Yt, 3 v3 b Y2 Yo + 2 v3 b Yt 2 - 4 u wb v y/ - 2 w v bu Y2 Yo - 2 v2 Yt bu Y2 

1 A 2 b '4 2 2 2 2 6 +2 3 2 2 1 '-t u w Yt Y2 1 w x Yt - w x y0 Y2 - w v x y2 y1 w v ;I: y0 y3 - v x y2 

+ 2 v2 Yt x Y3 + 6 ·u w x Y2 2 
- 4 u w Yt x Y3, 2 Yo v a Yt 2 

- 4 u a Yt 3 
- 2 w Yt 2 c + Yo wc Y2 

+ 2 Y2 v c Yt - Yo v c Y3 - 2 c ·u Y2 2 + 2 c ·u Y3 Y1, Yo 2 b v - 2 b Yt ·u Yo - x Yo Y2 + 2 x Yt 2] 

> G3:=gbasis(G2,[x,c,b,a,y[3],y[2],y[1],y[O],w, v,u],plex); 

G3 := [ c x - .lfo, -ab v Yo + 3 a x Y2 + 2 bu a Y1 + c b w - y3, 2 a x Yt - Y2 + c b v, 

a ;E Yo - YI + c bu, 3 v b Y2 Yo - 3 J.: Y2 2 
- 2 wb YI Yo + 2 b v YI 2 

- 2 Yt bu Y2 + 2 Yt x Y3, 
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2 bu Y2 Yo + b vYt Yo - b w Yo 2 - 3 x Y2 Yt + x Yo Y3, -yo 
2 

b v + 2 b Y1 u Yo + x Yo Y2 - 2 x Y1 
2

, 

2aYoY2+c2bw-cy3+2ay1 2, -y2c+c2bv+2ay1yo, -cy1 +c2bu+ayo2, 

-3 b Y2 2 w c + 6 b Y2 w a YI Yo - 6 b Y2 2 v a Yo - 6 b Y2 v a YI 2 
- 2 Y3 YI a b v Yo 

+ 4 Y3 b u a YI 2 + 2 Y3 YI c b w - 2 Y3 2 YI + 3 Y3 Y2 2 , Y3 Yo c b w - 3 b YI w c Y2 

- 4 a bu Yo y/ - 4 a bu Y2 YI 2 
- 2 b Y1 v a Yo Y2 + 2 a b w Yo 2 Y2 - 2 b Y1 3 v a 

+ 2 b YI 2 w a Yo - Yo yl + 3 Y3 Y2 YI, b Yo wc Y2 + 2 b Yo 2 v a Y2 + 2 b Yo v a YI 
2 

- Yo Y3 Y2 

+ 2 Y3 YI 2 
- 2 b YI 2 wc- 4 b YI ·ua Yo Y2 - 4 b YI 3 ua, 

2 YI a b v Yo - 4 b ·u a y/ - 2 YI c b w + 2 Y3 YI - 3 y/ + 3 Y2 c b v, 

3 b v c YI - 2 b v a Yo 2 + 4 ab Y1 u Yo - 3 Y2 YI - Yo c b w + Yo Y3, 

Yo Y2 - Yo c b v - 2 y/ + 2 YI c b ·u, 4 u b v a Yo 2 
- 8 ab YI ·u2 Yo + 6 u Y2 YI + 2 u Yo c b w 

- 2 u Yo Y3 + 3 v Yo Y2 - 3 Yo c b v2 - 6 v YI 2
, 

-wc Y2 + 2 w a YI Yo - 2 v a Yo Y2 + v c Y3 - 2 v a YI 2
, 

-w YI c + w a y0 
2 

- 2 tt a Yo Y2 + u c Y3 - 2 ua YI 2 , -v c YI + v a Yo 2 +cu Y2 - 2 tt a YI Yo, 

4 v., b ·ua'" 2 
- 2 y ·1! ab v 2 y - 6 b y 2 v2 a lJ - 4 w abu., y· 2 

- 6 b y v2 a .-IJ· 
2 

;:t3 ;tI 3 yi o 2 u o u2 I 2 u I 

+ 12 v b Y2 w a YI Yo + 4 w b YI 3 v a - 4 b YI 2 w2 a Yo - 2 v y,/ YI + 3 v Y3 Y2 2 + 2 Y:3 w Y2 YI 

<) - 3 . 3 2 '2 2b 2 2 ' •b 2 2 - <> w Y2 , Yo w Y2 - Y3 v Yo Y2 -r Yo v a Y2 - Y2 Yo w Yt Y3 -r '± v a Yt Yo Y2 

+ 2 b v2 a YI
4 

- 4 b v a YI w Yo 2 Y2 - 4 b v a YI 3 Yo w + v YI Yo Y3 
2 + 2 b w

2 
a Yo 

2 
Yt

2 

+ w YI 2 Y2 2 
- Y3 Y2 v YI 2 , -4 b v w a YI 2 Yo - 2 w Y2 b v a Yo 2 

- 4 w Y2 a b Yt u Yo 

- w Y2 Yo Y3 + 3 Yt w yl + 2 b w
2 

Yo 2 a YI + 4 v ab u Yo yl + 4 v a bu Y2 YI 2 

+ 2 b YI v
2 

a Yo Y2 + 2 b YI
3 

v 2 a + v Yo !/.3 
2 

- 3 v Y3 Y2 Yt, 8 ab u
2 

Yo Y2 2 
- 8 b w Yo 2 ua Y2 

+ 4y· o 2 b v2 a lJ - 8 abu vu 3 + 8 b w l/ ua If 2 + 6 ïj b v2 a y 2 
- 8 ·y 2 b v w a ïj - u2 è;'I uO ui uO 1 0 ui 

+ 2 b W
2 

Yo 
3 

a + 2 ·u Yo Y3 
2 

- 2 Y.1 u Y2 YI - 5 Y3 v Yo Y2 + 6 Y3 v Yt 
2 

- 2 Yo w Yt Ya + 6 v Y2 
2 

Yt 

+ 5 Yo w Y2 2 
- 4 w YI 2 Y2 - 6 u Y2 3 , 2 Yo 2 b v w a Yt - 4 b w Yo u a Y1 2 + 2 w YI 2 Y2 - Yo w Y2 2 

- 2 Yo 2 b v2 a Y2 - 2 Yo b v2 a YI 2 + Y3 v Yo Y2 - 2 Y3 v YI 2 + 4 abu v YI Yo Y2 + 4 abu v YI 3
, 

b w Yo 3 v a - 2 b w Yo 2 u a YI + 4 Y2 a b Y1 u2 Yo - 2 Y2 u b v a Yo 2 + Y2 u Yo Y3 - 3 u Y2 2 Y1 

+ 3 Y2 v YI 2 + 2 v YI 2 bu a Yo- YI b v2 a Yo2 - v YI Yo Y3, bv2 a Yo 2 - 4bv ua YI Yo 

- 3 v Y2 Y1 + v Yo Y3 - w Yo Y2 + 2 w Y1
2 + 4 b u2 a Y1 2 - 2 u Y3 YI + 3 u Y2 2, -2 u Yo Y2 2 

- 2 a Y2 Y1 
2 + 2 a YI Yo Y3 + 2 v YI Yo Y2 + 2 v YI 

3 + w Yo 
2 

Y2 - 2 Yo tv Yt
2 

- v Yo 
2 

Y.3] 
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> J2:=jacobian(H1,[x,b,c]); 

J û)._ ,.., .-

[c, 0, x] 

[2axc, cu, ax2 +bu] 

[6ca 2 x 2 +2cabu, 2caxu+cv, 2a2 x 3 +2axbu+bv] 

[24 c a3 x 3 + 16 c a2 x bu + 2 cab v, 8 c a2 x 2 ·u + 4 cab u 2 + 2 ca x v + c w, 

6a3 x 4 + 8a2 x 2 bu+ 2ab2 u2 + 2axbv + bw] 

> rank(J2); 

3 

> J3:=jacobian(H1,[x,a,c]); 

J3:= 

[2axc, cx2
, ax2 +bu] 

[6ca2 x 2 +2cabu, 4cax3 +2cxbu, 2a2 x 3 +2axbu+bv] 

(24ca3 x 3 + 16ca2 x bu+ 2·cabv, 18ca2 x 4 + 16cax2 bu+ 2cb2 u 2 + 2cxbv, 

6a3 x 4 + 8a2 x 2 bu+ 2ab2 u 2 + 2axbv + bw] 

> rank(J3); 

3 

> J4:=jacobian(H1,[x,a,b]); 

J4 := 

[c, 0, 0) 

[2a:.cc, c:c2
, cu] 

[6 c a2 :c 2 + 2 cab u, 4 ca x 3 + 2 c x bu, 2 ca ;cu +cv] 
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[24 ca3 x 3 + 16 ca2 x bu+ 2 ca bu 1 18 ca2 x 4 + 16 ca x 2 bu+ 2 cb2 u2 + 2 c x bu 1 

8 ca2 x 2 u + 4ca bu2 + 2 ca x v+ c w] 

> rank(J4); 

3 

> h4:=diff(h3,x)*f+diff(h3,u)*v+diff(h3,v)*w+di ff(h3,w)*ww; 

h4 := (24ca3 x 3 + 16ca2 xbu +2cabv)(ax2 +bu)+ (8ca 2 x 2 b+4cab2 u)v 

+2ca:cbw+cbww 

> H2:=vector([hO,h1,h2,h3,h4]); 

H2 := (cx 1 c(ax 2 + bu) 1 2ca2 x 3 + 2ca:rbu + cbv 1 

6 c a3 x 4 + 8 ca 2 x 2 bu + 2 ca b2 u 2 + 2 ca x b v + c b w 1 

( 24 c a3 :r3 + 16 c a2 x bu + 2 cab v) (a :r2 + bu) + ( 8 ca 2 x2 b + 4 ca b2 u) v 

+ 2 ca x b w + c b ww J 

> J5:=jacobian(H2,[x,a,b,c]); 

J5 := 

r~ 0 0 x 1 
le, ' ' J 

(2 a :r c 1 c x 2 
1 cu 1 a x 2 + bu] 

(6 c a2 x 2 + 2 cab u, 4 ca x3 + 2 c x bu, 2 ca x u + cv, 2 a2 x3 + 2 a x bu + b v] 

[%1 1 18ca2 x 4 + 16cax2 bu+ 2cb2 u 2 + 2cxbv, 

8 ca2 x 2 u + 4 ca bu2 + 2 ca x v+ cw, 6 a3 x4 + 8 a2 x 2 bu+ 2 a b2 u2 + 2 a x bv + bw] 

[(72 c a3 x 2 + 16 c a2 bu) (a x 2 +bu) + 2%1 a x+ 16 c a2 x b v+ 2 cab w, 

(72 ca2 x 3 + 32 ca x bu+ 2 cb v) (a x 2 +bu)+ %1 x 2 + (16 ca x 2 b + 4 cb2 u) v 

+2cxbw, 

( 16 c a2 :tu+ 2 ca v) (a x 2 +bu) + %1 u + (8 c a2 ;~; 2 + 8 cab u) v+ 2 ca x w + c ww, 
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(24 a3 x 3 + 16 a 2 x bu+ 2 a bv) (a x2 +bu)+ (8 ba2 x2 + 4 a b2 u) v+ 2 a x bw + b ww] 

%1 :=24ca3 x 3 +16ca2 xbu+2cabv 

> rank(J5); 

3 

> J6:=jacobian(H2,[x,a,c]); 

16:= 

[c, 0, x] 

[2axc, cx 2
, ax 2 +bu] 

r 22 3 23 ] t6ca x +2cabu,4cax +2cxbu,2a x +2axbu+bv 

[%1, 18ca2 x 4 + 16cax2 bu+ 2cb2 ·u2 + 2cxbv, 

6 a 3 x 4 + 8 a 2 x 2 b ·u + 2 a b2 u 2 + 2 a x b v + b w J 

· [(72 ca3 x 2 + 16 ca2 bu )(a x 2 +bu)+ 2%1 a x+ 16 ca2 x bv + 2 ca bw, 

(72 c a2 x 3 + 32 ca x bu + 2 c b v) (a x 2 +bu)+ %1 x 2 + (16 ca x 2 b + 4 c b2 u) v 

+ 2cxbw, 

(24 a3 x 3 + 16 a 2 x bu + 2 ab v) (a x2 + bu) + (8 b a2 x2 + 4 a b2 u) v + 2 a x b w + b ww] 

%1 := 24ca3 x 3 + 16ca2 x bu+ 2cabv 

> rank(J6); 

3 
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Nous donnons ici la session Maple V effectuée pour le traitement de l'exemple 

du paragraphe 2.4 : 

> deriv:=proc(F,u,n,s) 

> local i,k,dF;dF:=array(1 .. n); 

> for k from 1 to n do 

> dF[k]:=O 

> od; 

> for k from 1 to n do 

> for i from 0 to s do 

> dF[k]:=dF[k]+diff(F[k],u[i])*u[i+1] 

> od 

> od; 

> RETURN(evalm(dF)) 

> end; 

de1·iv := proc( F, u, n, s) 

locali, k, dF; 

dF := array(l..n); 

forktondo dFk := Ood; 

for k ton do for i from 0 to s do dFk := dFk + diff(Fk, u;) x ui+l od od; 

RETURN ( evalm( dF)) 

end 
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> F[1]:=u[O]*u[1]; 

> F[2]:=u[2]+u[O]; 

> F[3]:=2*u[1]+u[2]; 

> deriv(F,u,3,2); 

> derivsc:=proc(h,u,s) 

> local i,dh; 

> dh:=O; 

> for i from 0 to s do 

> dh: =dh+diff (h, u[i]) *u[i+1] 

> od; 

> RETURN(dh) 

> end; 

derivsc := proc(h, u, s) 

locali, dh; 

dh := 0; for i fromü to s do dh := dh + diff(h, u;) x u;+l od; RETURN( dh) 

end 

> h:=u[O]*u[2]; 
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> derivsc(h,u,2); 

> iter:=proc(F,A,u,n,s) 

> local Fp;Fp:=array(1 .. n); 

> Fp:=F&*A+deriv(F,u,n,s); 

> RETURN(evalm(Fp)) 

> end; 

iter := proc(F, A, u, n, s) 

localFp; 

Fp := array(l..n); Fp := (F &*A)+ deriv(F u, n, s); RETURN(evalrn(Fp)) 

end 

> F; 

F 

> eval(F); 

table([ 

1 = tto 1h 

]) 

> A:=array(1 .. 3,1 .. 3); 

A ·- ar-~ .. ( 1 3 1 ·) rl ' Fl .- LCLJ •• l l..•J, lJ} 
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> A:=[[lambda[1],0,0],[0,lambda[2],0],[u[O],O,l ambda[3]]]; 

> iter(F,A,u,3,0); 

Àl 0 0 Àl 0 0 

2 F&* 'ul + F&* u1 + 0 ,\2 0 0 ,\2 0 

l ·uo 0 ,\3 uo 0 ,\3 

> F:=array(1 .. 3); 

F := array(1..3, []) 

> F: = [0, 1, 1] ; 

F := [0, 1, 1] 

> iter(F,A,u,3,0); 

> OBS:=proc(A,C,u,n,s) 

> local i,j,k,OB,F,Fp; 

> OB:=array(O .. s,1 .. n);F:=array(1 .. n);Fp:=array (1 . . n); 

> for i from 1 to n do 

> OB [0, i] : =C [i] 

> od; 

> for k from 1 to s do 

> for i from 1 to n do 

> F[i] :=OB[k-1,i] 
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> od; 

> Fp:=iter(F,A,u,n,k-1); 

· · > for j from 1 to n do 

> OB[k,j] :=Fp[j] 

> od; 

> od; 

> RETURN(eval(OB)) 

> end; 

> evalrn(A); 

OBS := proc(A, C, u, n, s) 

locali, j, k, OB, F, Fp; 

OB := array(O .. s, l..n); 

F := array(l..n); 

Fp := array(l..n); 

for iton do OBo,i := Ci od; 

fork tos do 

foritondo Fi:= OBk-l,i od; 

Fp := iter(F, A, u, n, k- 1); 

for jtondo OBk .. i := Fpjod 

od; 

RETURN(eval( OB)) 

end 
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> C:=array(1 .. 3); 

C := array(1..3, []) 

> c: = ( [0' 1' 1]) ; 

> DB:=OBS(A,C,u,3,3); 

OB:= array(0 .. 3, 1..3, [ 

(0,1)=0 

(0, 2) = 1 

(0, 3) = 1 

(1, 1) = uo 

(1, 2) = /\.! 

(1, 3) = \~ 

\ 2 (2, 3) = /\.3 

c := [0, 1, 1] 

(3, 1) = (tto À1 + À3 ·uo + u1) À1 + À3
2 

·uo + (.\1 + À3) u1 + ·u2 

(3, 2) = À2
3 

(3, 3) = À3
3 

]) 
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> OB1:=convert(OB, matrix); 

0 1 1 

uo 
OBi·-

> with(linalg); 

Warning, new definition for norm 

Warning, new definition for trace 

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, H1ronskian, addcol, 

addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmat, 

charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto, 

crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals, 

eigen values, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal, exponential, extend, 

ffgausselim, fibonacci, forwardsub, fmbenius, gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, 

grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, 

intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, 

linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, 

nullspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, 

row, rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stack, submatrix, 

subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, 

vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian] 
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> rank(DB1); 

3 

> OB [3, 1]; 

(uo À1 + À3 uo +ut) À1 + À3
2 

'Uo + (À1 + À3) 'U1 + ·u2 

> K:=kernel(transpose(DB1)); 

r 111 ,2. 2 ,., ' ' '' .. · {l A2A3~·UoAl T Al'Ul"i""'U2-A2'Ul-A2 ttoAl) (' \ 2 • \ \ \ 
f1 := - (J1_ , A3 llo Al + 2 A3 Al 'Ul + A3 'U 2 

;o1 

- À3 À2
2 
·uo- À2

2 
·u1- À2

2 
À1 ·uo + À2 ·uo À1

2 + 2À2 À1 u1 + À2 u2)/(%1), 

_ u1 À3 + À1 À3 ·uo - À2 À3 ·uo + uo À1 
2 + 2 À1 u1 + ·u2 - À2 

2 
·uo 

1
]} 

%1 ' 

%1 := -_\2 Uo + Uo À1 + U1 

> K[1]; 

[ 

\ \ f \2 '2' ' \ \ \1 
A2A3~'ttoAl T Al'UlT'U2-A2'Ul-A2'UoAl) '\. \2 • \ \ \ \ \2 

- o/c , ( A3 llo Al + 2 A3 Al 'U1 + A3 'U2 - A3 A2 'UQ 
o1 

-.X/ u1- À2
2 

À1 ·uo + À2·uo À1
2 + 2..\2 À1 ·u1 + À2 ·u2)/(%1), 

_'Ul À3 + À1 À3 'Uo- À2 À3 'Uo + 'Uo À1
2 + 2 À1 'U1 + 'U2- À2

2 
'Uo 

1
] 

%1 ' 

%1 := -_\2 Uo + Uo À1 + U1 . 

> simplify(evalm(K [1]&* [y [0] ,y[1] ,y [2] , y[3]]) * ( -u[O] *lambda[2] +u[1] +u[O] *lambda[1]; 

\\. \2 0\\.\ \\ o\2\. o\2\ \ 
-A2 A3 yo ·uo Al - L- A2 A3 Yo Al ·u1 - A2 A3 Yo u2 ;- A2 A.3 Yo ·u1 ;- A2 A3 Yo ·uo Al 

+ YI À3 uo À1
2 + 2 YI À3 À1 u1 + YI À3 u2 - Y1 À3 À2 

2 
uo - Y1 À2 

2 
·u1 - YI À2 

2 
À1 uo 

' \ . \ 2+2 \ \ . ' \ . \ \ \ + \ \ . \ 2 -r YI A2 ·uo AI Y1 A2 Al u1 -r YI A2 'U2 - Y2 u1 A3 - Y2 AI A3 Uo Y2 A2 A3 ·uo - Y2 ·uo AI 
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> itersc:=proc(h,F,B,u,s) 

> local dh; 

> dh:=evalm(F&*B)+derivsc(h,u,s); 

> RETURN ( dh) 

> end; 

itersc := 

proc(h, F, B, u, s)localdh; dh := evalm(F&*B) +derivsc(h, u, s); RETURN(dh)end 

> F; 

> h; 

> B:=[0,1,u[O]]; 

> itersc(h,F,B,u,O); 

[0, 1, 1] 

B ·- ro 1 " 1 .- l 1 Ll l<Qj 
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> OBSH:=proc(A,B,C,D,u,n,s) 

> local i,j,k,OB,F,Fp,H; 

> OB:=array(O .. s,1 .. n);F:=array(1 .. n);Fp:=array (1 .. n);H:=array(O .. s);H[O]:=D; 

> for i from 1 to n do 

> OB[O,i] :=C[i] 

> od; 

> for k from 1 to s do 

> for i from 1 to n do 

> F[i]:=OB[k-1,i] 

> od; 

> Fp:=iter(F,A,u,n,k-1);H[k] :=itersc(H[k-1],F,B ,u,k-1); 

> for j from 1 to n do 

> OB [k, j] : =Fp [j] 

> od; 

> od; 

> RETURN(eval(H)) 

> end; 

OBSH := proc(A, B, C, D, u, n, s) 

locali, j, k, OB, F, Fp, H; 

OB := array(O .. s, l..n); 

F := array(l..n); 

Fp := array(l..n); 

H ·- ~r-~y· 1 0 ~) · .-CL l<L. \_ •• <> l 

Hu :=D; 
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foritondo OBo,i := Ciod; 

for ktos do 

foritondoFi := 0Bk-1,iod; 

Fp := iter(F, A, u, n, k -1); 

Hk := itersc(Hk_1 , F, B, u, k- 1); 

for jtondo OBk,J := Fp.iod 

od; 

RETURN(eval(H)) 

end 

> d: =u[O] -2; 

> OBSH(A,B,C,d,u,3,4); 

array(O . .4, [ 

(0) = uo2 

( 1) = 1 + uo + 2 uo u 1 

d ·- ·u 2 .- 0 

(2) = ,\2 + ,\:l uu + (1 + 2 u1) U1 + 2 uu u2 

(3) = À2
2 + À3

2 ·uo + ( À3 + 2 uz) u1 + ( 4 u1 + 1) u2 + 2 uo u3 

]) 

> OBSZ:=proc(A,B,C,D,y,u,n,s) 

> local i,j,k,OB,F,Fp,H,Z; 

> OB:=array(O .. s,1 .. n);F:=array(1 .. n);Fp:=array (1 .. n);H:=array(O .. s);Z:=array(O . . s) 

> for i from 1 to n do 

> OB [0, i] : =C [i] 

> od; 
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> for k from 1 ta s do 

> for i from 1 ta n do 

> F[i]:=OB[k-1,i] 

> ad; 

> Fp:=iter(F,A,u,n,k-1);H[k]:=itersc(H[k-1],F,B ,u,k-1);Z[k] :=y[k]-H[k]; 

> for j from 1 ta n do 

> DB[k,j] :=Fp[j] 

> ad; 

> ad; 

> RETURN(eval(Z)) 

> end; 

OBSZ := proc(A, B, C, D, y, u, n, s) 

locali, j, k, OB, F, Fp, H, Z; 

OB := array(O .. s, l..n); 

F := array(l..n); 

Fp := array(l..n); 

H := array(O .. s); 

7 ·= a~~a"(Ü s) · LJ • _l__L j' •• ' 

Ha:= D; 

Zu :=Yu- Ho; 

for iton do OBo,i := C; od; 

for k to s do 

foritondoF; := 0Bk-1,;od; 

Fp := iter(F, A, u, n. k- l); 

H - ·- 1·tersc( z-r_ r: 0 " k 1) · k·- .l.Lk-l.,L.LJ,u.-, 
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Zk := Yk- Hk; 

forjtondoOBk,.i := Fpjod 

od; 

RETURN(eval(Z)) 

end 

> DBSZ(A,B,C,d,y,u,3,4); 

array(0 . .4, [ 

(0) = Yo- uo 2 

(1) = Yl - 1 -ua- 2 llo ll1 

(2) = Y2 - ,\2 - ,\~ uu- (1 + 2 u1) u1 - 2 llo u2 

(3) = Y3- À2
2

- À3
2 tto- (.>t3 + 2 u2) tt1- (4al + 1) u2- 2tto u3 

fA\. \3 \3. f\2oo \. (\ '6) tc o1\ ') 
~'f)=y4-A2 -A3 'Uo-~A3 --t-L-ll3)'Ltl-~A3T ·u2 U2-~Ûlll"t-l)U3 -~UoU4 

1\ 
J J 

> gausselim(DB1); 

0 1 

0 0 

0 0 

> evalm(DB1); 

1 

À1 À3 llo+ ll1 À3 + À2
2 ua- À2 ua À1- À2 À3 ua- À2 tt1 

llo 

0 
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r 0 1 1 

uo 

À 2 À 2 2 3 

> OB2:=array(1 .. 4,1 .. 4); 

OB2 := array(1..4, 1..4, []) 

> for j from 1 to 4 do 

> OB2[j ,4] :=y[j-1] 

> od; 

OB22,4 := Y1 

> for j from 1 to 4 do 

> for i from 1 to 3 do 

> OB2 [j , i] : =OB1[j , i] 

> od; 

> od; 

> OB3:=convert(OB2,matrix); 
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1 

0 1 1 Yo 

uo )..2 )..3 Y1 
OB3 := 

'Uo À1 + À3 'Uo + 'Ul )..22 >./ Y2 

(uoÀl + À3 uo + ui) >.1 + >./ uo + (-\1 + À3) u1 + u2 )..23 )..33 Y3 

> gausselirn(OB3); 

p, 1, 1, yJ 

lrÜ Ü _ )..I À3 'Uo + 'UI À_3 + À2
2 
Uo- À2 Uo À1 - À2 À,3 Uo- À2 UI 

' ' ' uo 

Y2 uo - YI lto ÀI - YI À3 tto - Y1 u1 - À2 
2 

Yo llo + À2 Yo uo ÀI + À2 Yo À3 ·uo + À2 Yo lliJ
1 

uo 

r 2 2 · 2 Lü, 0, 0, -( tt2 À2 Yo À3- u2 Y1 À3 + u2 Y2 + 2 ÀI tt1 Y2 + À2 uo Y1 ÀI + À2 tto YI À3 + À2 YI ui 

- À2 À3 tto Y2 + À1 À3 Uo Y2 + ·uo ÀI
2 

Y2 + 2 À2 Yo À1 À3 u1 - Y3 ·u1 - 2 Y1 À1 À3 ·u1 

- À2 
2 

Yo À1 À3 uo + À2 Yo À1 
2 

À3 uo - Y1 u2 À2 - À2 
2 

Yo ·u1 À3 - Y1 ·uo À1
2 

À2 - Y1 >./ À3 ·uo 

- 2y1 ÀI ui À2 + Y3 ttoÀ2- Y3 uo À1- À2
2 

ttoY2 + UI À3y2) j(->.2uo + ttoÀ1 +ut)] 

> factor(det(OB3)); 

- À2 À3 uo Y2 + À1 À3 ·ua Y2 + ·ua À1
2 

Y2 + 2 À2 Yo À1 À3 'Ul- Y3 u1 - 2 Y1 À1 À3 u1 

- À2 
2 

Yo À1 À3 uo + À2 Yo À1
2 

À3 ·uo - Y1 'U2 À2 - À2 
2 

Yo 'U1 À3 - Y1 uo À1
2 

À2 - YI À1
2 

À3 ·ua 
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