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RESUME : Dans ce travail, une contribution a l'analyse de prédiction de la défaillance
des structures mécaniques est proposée. La nouvelle approche pour I'étude des structures
élastoplastiques fissurées consiste en une proposition d'extension du théoreme statique

d'adaptation aux structures fissurées.

Le phénomene de la fissuration est pris en compte suivant une analyse de la rupture
développée par NGUYEN Q. S. dans le cadre général des milieux standards généralisés.
Une condition supplémentaire est imposée sur la longueur de la fissure afin de contrdler
sa propagation. La borne supérieure de la longueur de la fissure est déterminée en
utilisant un modéle de rupture ductile de CHABOCHE & LEMAITRE, cette borne limite est
directement liée a l'énergie plastique dissipée, grandeur toujours croissante. L'adaptation
exige qu'en tout point de la structure le travail dissipé reste borné, pour le trajet de

charges prévu.

Pour la détermination du domaine des charges de sécurité "adaptation”, nous
faisons appel a la méthode des éléments finis statiquement admissibles et a un processus
d'optimisation. Ce dernier consiste a déterminer le facteur de charges garantissant
l'adaptation de la structure vis-a-vis de la ruine plastique tout en veillant a ce que la

longueur de la fissure reste inférieure a sa valeur critique.

Avec la charge d'adaptation évaluée pour une plaque fissurée chargée en mode I,
un facteur d'intensité de contrainte correspondant a I'état d'adaptation est calculé. Une
comparaison de ce facteur au seuil de fatigue correspondant a la méme plaque et au
méme matériau, montre que ces facteurs peuvent étre assimilés a des seuils de fatigue
tenant compte des contraintes résiduelles. Des propriétés de ces facteurs sont tirées, pour

quelques exemples de matériaux traités.

MoTs CLES : Adaptation - Analyse limite - Elastoplasticité - Fissuration - Optimisation -

Eléments finis - Facteur d'intensité de contraintes - Seuil de fatigue.



ABSTRACT : In this work, a contribution to the prediction analysis of the failure of the
mechanical structures is proposed. The new approach for the study of elastic-plastic
cracked structures consists in a proposition of the static shakedown theorem extension to

cracked structures.

The phenomenon of the crack growth is processed following an analysis of fracture
developed by NGUYEN Q. S. in the global framework of generalized standard materials.
A supplementary condition is imposed on the crack length so as to control its
propagation. The limit value of the crack length is determined by using a ductile fracture
model of CHABOCHE J. L. & LEMAITRE J.,, this boundary limit is directly linked to
dissipated plastic energy, always with a growing size. For the current load path and in all
point of the structures, the shakedown analysis needs that the total dissipated energy

remains bounded.

For the determination of the safety domain loads, "shakedown domain", this
approach uses the finite element method and an optimization procedure. This last
concept, consists in determination of the safety factor against failure of the structure
beside the plastic collapse with the condition that the crack length remains inferior to its

critical value.

With the shakedown load evaluated for a cracked plate loaded in mode I, a stress
intensity factor corresponding to the shakedown state is calculated. A comparison of this
factor to the fatigue threshold that corresponds to same plates and materials, shows that
these factors can be assimilated to that of threshold, taking account of the residual stress.

Some properties of these factors are pulled for several examples of materials studied in

this work.

KEYS WORDS : Shakedown - Limit analysis - Elastoplasticity - Fracture - Optimization -

Finite element - Stress intensity factor - Fatigue threshold.
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INTRODUCTION GENERALE

1. GENERALITES

Les systémes meécaniques congus, sont généralement destinés a remplir leur
fonction sans dommage notable durant le temps d'exploitation escompté, en étant soumis

a un ensemble de sollicitations défini préalablement.

Lors de sa conception, pour assurer sa fonction, le systéme doit donc remplir
certains critéres sur sa résistance et son comportement vis-a-vis des charges qu'il doit
supporter. Avant de passer a la phase de fabrication, le constructeur effectue alors des
simulations afin de tirer le meilleur compromis entre le colt de fabrication et les critéres
contractuels du systéme a concevoir. Une des maniéres d'arriver a un résultat concret est
de procéder a des essais expérimentaux sur un prototype. Le coit de l'expérience et la
difficulté de créer les conditions d'essai "parfaites”, poussent de plus en plus le
constructeur a privilégier la simulation numeérique qui fait appel a la programmation sur

ordinateur.

Pour I'évaluation de la résistance et la fiabilité d'un systéme mécanique, la théorie
d'élasticité linéaire flit et reste encore la plus employée dans les bureaux d'étude.
Néanmoins, celle-ci montre ses limites au-dela de la limite élastique. Pour combler cette
carence, la théorie de l'analyse limite permet d'accéder a la charge limite avant la
défaillance du systéme, mais ne reste applicable que dans le cas d'un chargement
proportionnel. Toutefois, elle a permis d'accéder a lidée qu'avant de s'écrouler, le

systéme peut subir des déformations plastiques irréversibles.

Lorsque le systeme est amené a supporter des charges variables, la méthode

incrémentale "pas-a-pas" reste applicable, mais nécessite la connaissance avec exactitude
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de T'histoire de chargement, et la détermination de l'ensemble des paramétres décrivant

['état du systéme a chaque étape de chargement.

L’analyse de I’adaptation présente une alternative intéressante au calcul "pas-a-
pas" pour I’évaluation de la fiabilité lorsque le chargement est variable ; elle permet de
définir un domaine de charge sir, situé entre le domaine élastique et celui de charges
limites, pour lequel, quelle que soit I’histoire des charges a I'intérieur de ce domaine, le
systéme est dans un état de sécurité. Certes, elle reste incapable de donner le spectre des
contraintes et des déformations, mais permet de répondre a la préoccupation primordiale
de l'ingénieur, qui est de savoir si le systéme va s'écrouler ou non et cela sans connaitre

I'histoire de chargement avec exactitude.

Le théoréme statique d'adaptation stipule que, pour une histoire de charge
quelconque évoluant entre des limites prescrites, si certaines conditions sont remplies, la
réponse élastoplastique du systéme deviendra purement élastique (état d'adaptation). On
comprend mieux l'intérét pratique de la méthode, puisque au lieu de faire un calcul "pas-
a-pas" sur I'histoire d'un chargement, on obtient directement une réponse valable pour

toutes les histoires de charges comprises dans le "domaine d'adaptation”.

2. HISTORIQUE

La premiére étude sur les structures élastoplastiques soumises a des charges
variables semble étre due a BLEICH [4] (1932), cette étude a été généralisée aux milieux
continus tridimensionnels par l'application d'un théoréme, abondamment cité dans la
littérature comme "théoréme statique d'adaptation de MELAN" (MELAN [72] (1936)),
pour des poutres constituées d'un matériau élastique parfaitement plastique, sous
I'hypothése de la linéarité géométrique et de la validité de la réegle d'écoulement associée.
La démonstration et I'aménagement de ce dernier n'ont été donnés que plus tard par

SYMONDS & PRAGER [116] (1950), SYMONDS [117] (1951) et KOITER [47] (1952).
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L'approche cinématique est due a KOITER, dans un article trés célébre (KOITER
[48] (1960)), cet auteur introduit la notion de coefficient de sécurité vis-a-vis de
l'adaptation, ceci lui permet d'obtenir une majoration du travail de déformations
plastiques, ce qui constitue un progrés vers la maturité de la théorie. DEBORDES &
NAYROLES [12] (1976) montrent que I'approche statique et I'approche cinématique sont

duales au sens de l'analyse convexe.

A partir du concept de dissipation moyenne, DE SAXCE [14] (1989) introduit de
nouveaux principes variationnels pour décrire les états limites, KAMENJARZH &
WEICHERT [46] (1992) expriment, au moyen de la dualité, la borne du coefficient de

sécurité, en considérant le cas particulier de surface d'écoulement sphérique.

L'extension de ces théorémes aux classes de problémes élargies tenant compte de
I'écrouissage, du changement de température, de linfluence de la géométrie et de

'endommagement a suscité beaucoup d'intérét ces derniéres années.

Déja MELAN [73] (1938), étudie l'effet de l'écrouissage en introduisant
l'écrouissage cinématique linéaire illimité, NEAL [80] (1950) utilise le critére
d'écoulement linéaire pour des considérations numériques ; pour les structures discretes,
MAIER [67] (1972) présenta un modele généralisé, ou il tient compte des effets
géométriques du second ordre ; MANDEL & al. [70] (1977) et ZARKA & al. [129] (1990)
mirent en évidence une condition nécessaire d'adaptation pour les structures
élastoplastiques a écrouissage cinématique et isotrope combinés. KONIG [58] (1987) et
KONIG & SIEMASZKO [59] (1988) développérent une méthode d'analyse de stabilité du
processus d'adaptation ; PONTER [96] (1975) et MANDEL [69] (1976) étendirent le
théoréme au comportement du matériau écroui, en utilisant le modéle du Matériaux
Standards Généralisés ( M.S.G.) développé par HALPHEN & NGUYEN QUOC SON [35]
(1975). Ces auteurs ont traité l'écrouissage cinématique illimité. Mais PONTER [96]
(1975), ZARKA & CASIER [128] (1981) et KONIG [58] (1987) constaterent que
I'hypothese de I'écrouissage illimité conduit a I'impossibilité de prédire la non-adaptation

par déformations plastiques progressives et que seul l'effondrement de la structure par
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plasticité alternée peut étre modélisé. L'écrouissage cinématique limité est pris en compte
par WEICHERT & GROSS-WEEGE [123] (1988) et STEIN et al. [113] (1990). Utilisant le
M.S.G., WEICHERT & GROSS-WEEGE [123] (1988) proposérent une limite d'évolution du
parametre d'écrouissage cinématique linéaire, au moyen d'une condition simplifiée de
deux surfaces d'écoulement ; Pour considérer le probléme de l'adaptation non-linéaire,
STEIN & al. [113] (1990) proposérent un modéle micro-mécanique "overlay model" avec
écrouissage cinématique non-linéaire limité, similaire au modéle micro-mécanique

proposé par NEAL [80] (1950) pour les états de contraintes unidimensionnelles.

L'effet de la température a été étudié en premier par PRAGER [97] (1956) et
ROZENBLUM [105] (1957), qui donnérent une extension du théoréme statique en tenant
compte des contraintes thermiques. L'influence de la température sur le module de
Young et sur le seuil d'écoulement a été donnée par KONIG [49] (1969) et [52] (1979).
ROZENBLUM [106] (1965) et DE DONATO [13] (1970) utilisérent l'approche cinématique
pour les sollicitations thermiques, alors que GOKHFELD & CHERNIAVSKY [25] (1980) et
GROSS-WEEGE & WEICHERT [30] (1992) utilisent l'approche statique. Le premier a
étudier le cas des sollicitations dynamiques est KALISKI & WLODARCZVK [45] (1967). Le
théoréme statique a été généralisé a ce type de sollicitations par CERADINI [8] (1969),
MRroz [78] (1971), MAIER [66] (1972), HWA-SHAN-HO [40] (1972) et CORRADI &
MAIER [10] (1973).

Le probléme de la loi d'écoulement non-associée, constaté le plus souvent dans
les matériaux a friction tel que le sol, a été étudié en premier par MAIER [65] (1969), la
notion de "domaine élastique réduit", qui remplace le domaine élastique usuel défini pour
le cas de la loi d'écoulement associée, a été introduite pour ces matériaux. Récemment,
ce concept a été appliqué par PYCKO & MAIER [101] (1995) et par CORIGLIANO & al.

[9] (1995), dans le cas, respectivement, quasi-statique et dynamique.

La généralisation du théoreme d'adaptation au comportement des structures
géométriquement non-linéaires a suscité un intérét particulier, MAIER [67] (1972) fut le

premier a s'intéresser. Il présenta une approche, tenant compte des effets géométriques
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du second ordre, appliquée aux structures discrétes, en utilisant une formulation
matricielle simplifiée. Cette méthode est aussi utilisée par KONIG [53] (1980), [57]
(1984) et KONIG & SIEMASZKO [59] (1988) pour l'étude de l'influence des effets

géométriques sur la stabilité des structures.

En utilisant les deux théorémes, statique et cinématique, WEICHERT [122] (1986)
et [125] (1990) introduit linfluence des non-linéarités géométriques en utilisant
l'approche tensorielle dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Il étudie les
petites évolutions au voisinage d'une configuration déformée de référence, en
mentionnant l'intérét des approximations de CASEY [7] (1985). GROSS-WEEGE [28]
(1988) présenta des résultats numériques pour les coques de révolution en se basant sur
les travaux de MORELLE & NGUYEN DANG HUNG [76] (1983) et MORELLE [77] (1984),
et ceci en utilisant la méthode d'optimisation non-linéaire dite de Lagrangien Augmenté (
PIERRE & LOWE [92] (1975)). Il (GROSS-WEEGE [29] (1990)) montre par la suite que
cette formulation peut servir de base a une unification des différentes approches non-
linéaires déja élaborées. Il est suivi dans cette démarche par SACZUK & STUMPF [107]
(1990) ainsi que PYCKO & KONIG [99] (1991). TRITSCH [119] (1993) utilise le
formalisme tensoriel des grandes déformations présenté par SIDOROFF [111] (1982) ; il
développe une formulation originale du théoréme statique, et fait un lien entre les

différentes approches géométriquement non-linéaires.

Du point de vu mathématique, NAYROLES & WEICHERT [79] (1993) étudicrent le
probléme des conditions minimales sur les lois constitutives, pour le théoréeme statique
d'adaptation dans le cadre de la mécanique des milieux continus. Ils montrent que pour
les matériaux dissipatifs, induisant des déformations in€lastiques, le théoreme peut étre
appliqué s'il existe un noyau élastique vital pour la structure, ce noyau est appelé
"sanctuaire d'élasticité". Ils montrent que ce concept peut étre appliqué aux matériaux
endommageables. Dans le cas du matériau a loi d'écoulement non-associée le "sanctuaire
d'élasticité" peut étre considéré comme la généralisation du concept de "domaine

élastique réduit" introduit par MAIER [65] (1972).

10
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Dans le cas des matériaux ductiles, le probléeme de l'endommagement, dans le
cadre de la mécanique des milieux continus a suscité beaucoup d'intérét ces derniéres
années (voir LEMAITRE [63] (1985)). Concernant les lois de comportement et
l'affaiblissement des matériaux, WEICHERT & RAAD [126] (1992) donnent une extension
du théoréme statique d'adaptation & une certaine classe de géomatériaux élastiques
parfaitement plastiques, avec des coefficients d'élasticité variables. HACHEMI &
WEICHERT [31] (1992) et [33] (1997) établissent une extension générale du théoréme
statique aux matériaux élastoplastiques endommageables, selon le modéle
d'endommagement isotrope de JU [44] (1989) et LEMAITRE [63] (1985). Les mémes
tentatives d'extensions sont données dans les papiers de POLIZZOTTO & al. [95] (1996) et
FENG & YU [18] (1995).

La détérioration finale des structures est le plus souvent précédée par l'apparition
et la propagation de fissures. Ce phénomeéne a été, en général, exclu de l'analyse
d'adaptation. Ce manque d'investigations s'explique par le fait que, suivant les théorémes
d'adaptation classiques, la charge limite que peut supporter une structure fissurée devra
étre nulle. Ceci est dii a la singularité du champ de contraintes élastiques a la pointe de la
fissure. D'un autre coté, l'expérience montre qu'il existe une certaine valeur limite de
l'intensité de la charge, qui si le chargement appliqué n'excéde pas cette valeur, la
structure fissurée sera dans un état de sécurité et une propagation de fissure ne se produit
pas. La premiére tentative de coupler la théorie d'adaptation avec la propagation stable
de la fissure est due 4 WEICHERT [124] (1989). Bien plus tard, HUANG & STEIN [39]
(1996) utilisent une méthode analytique d'adaptation de ces mémes auteurs [38] (1994),
pour tirer un facteur d'intensité de contraintes a I'adaptation pour une plaque sollicitée en
tension, la fissure est assimilée a une entaille aigué suivant le concept du bloc de matériau
de NEUBER [81] (1958). BELOUCHRANI & WEICHERT [2] (1997), proposent une
extension du théoréme statique d'adaptation aux structures fissurées, utilisant une analyse
de la rupture développée par NGUYEN QUOC SON [88] (1980) dans le cadre général des
matériaux standards généralisés et la théorie de croissance des fissures donnée par

GRIFFITH [26] (1921] et [27] (1924). Cette proposition d'extension est basée sur le

11
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caractére dissipatif des phénomenes considérés. Une condition supplémentaire a été

introduite pour se prémunir de la propagation instable de la fissure.

3. MOTIVATIONS

Les matériaux utilisés dans l'industrie sont souvent ductiles (meétaux et alliages). Ils
supportent des déformations plastiques irréversibles avant de se rompre, méme lorsqu'ils

comportent des défauts de fabrication ou des fissures.

Il n'existe pas de matériau ou de produit totalement exempt de défaut. Le rdle du
concepteur est de distinguer parmi ces défauts, ceux qui sont nuisibles de ceux qui ne le

sont pas et qui peuvent subsister dans le systeme construit.

Lorsqu'une fissure est décelée dans un systéme, le concepteur effectue une analyse,
ou il devra explorer le risque de rupture brutale, le risque de ruine plastique et l'évolution
prévisible de la fissure. Les résultats issus de cette analyse suscitent de nombreuses

questions :
Est ce que
- le risque de rupture brutale est exclu ?
- la fissure considérée n'est pas évolutive ?

- la vitesse d'évolution permet de garantir une durée de vie en fatigue

bien supérieure au nombre de cycles prévu ?

Pour cela, on fait appel a la mécanique de la rupture, qui a remplacé les méthodes
de conception et de dimensionnement usuelles, & cause de la singularité¢ géométrique

engendrée par la fissure.

Toutefois, on sait que la mécanique de la rupture ne peut a elle seule assurer qu'une
fissure est admissible. Elle ne s'occupe que de ce qui se passe a la pointe (front) d'une

fissure ou les fortes contraintes et déformations peuvent faire céder le matériau, amenant

12
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ainsi la propagation de la fissure. Les critéres d'admissibilité des défauts de la mécanique
de la rupture sont donc par essence locaux, attachés aux événements pouvant se produire
a la pointe de la fissure. On sait aussi que méme sans défaut, une structure ne peut

supporter des charges illimitées, elle finit par se ruiner.

Pour tenir compte de ces deux types de ruine et prévoir la stabilité et la sécurité de
la structure fissurée, que nous avons proposé une nouvelle approche par l'application de
la théorie de l'adaptation. En utilisant une méthode mathématique d'optimisation, nous
déterminerons la borne inférieure du facteur de charge de sécurité et la borne supérieure

que peut atteindre la longueur de la fissure a I'état d'adaptation de la structure.

4. CONTENU DU RAPPORT

Le premier chapitre de ce rapport est consacré a l'étude d'adaptation en général.
Nous passerons en revue les fondements du théoréme statique d'adaptation qui utilise la
propriété de convexité de la surface d'écoulement et introduit la fonction de I'énergie

totale résiduelle de déformations élastiques.

Nous consacrerons le deuxiéme chapitre au comportement élastoplastique des
corps fissurés dans le domaine des petites transformations. L'approche adoptée est celle
de la thermodynamique des phénoménes irréversibles, qui constitue I'un des fondements
indispensables de la théorie de la plasticité. La méthode suivie est basée sur une analyse
de la rupture développée par NGUYEN Q. S. [88] (1980) dans le cadre général des
milieux standards généralisés et la théorie de croissance des fissures basée sur le bilan
d'énergie global de tout le systéme proposée par GRIFFITH A. [26] (1921) [27] (1924).
Nous terminerons ce chapitre par la définition des lois de propagation et par un choix du

modeéle de fissuration en rupture ductile.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnerons deux propositions d'extension du
théoréme statique d'adaptation pour les structures fissurées, sous sollicitations

mécaniques variables. Nous exprimerons ensuite la borne supérieure de la longueur que

13
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peut prendre la fissure a l'adaptation, ainsi que la borne inférieure du coefficient de

~ sécurité qui garantit l'adaptation et la sécurité de la structure.

Dans le quatriéme chapitre, nous aborderons la partie numérique pour valider la
théorie établie. Nous donnerons la mise en ceuvre pratique des développements
nécessaires dans un code de calcul en éléments finis, dont la formulation est basée sur le

principe de la minimisation de I'énergie complémentaire utilisant les fonctions d'Airy.

Le cinquiéme chapitre sera consacré aux applications numériques, nous
considérerons des exemples classiques de plaques sous tension. L'influence des inclusions

sur la charge d'adaptation est étudiée.

Nous présenterons dans le sixiéme chapitre des facteurs d'intensité de contraintes
correspondants & l'état d'adaptation de la structure fissurée. La comparaison de ces
facteurs aux seuils de fatigue de certains matériaux sera faite, et quelques propriétés de

ces facteurs seront tirées.
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1. NOTIONS SUR LA THEORIE DE L'ADAPTATION

1.1. INTRODUCTION

Pour le calcul et le dimensionnement des structures élastoplastiques, la théorie de
I'adaptation trouve son cadre d'application privilégié, lorsque les charges appliquées sur

la structure sont variables, cycliques ou non cycliques.

Le probleme posé est le suivant : On suppose que les charges appliquées peuvent
varier indépendamment les unes des autres, dans des intervalles connus. Ces intervalles, a
leur tours varient proportionnellement a un paramétre a appelé coefficient de sécurité
introduit par Koiter, on cherche la valeur limite a* qui garantit l'adaptation de la
structure, c'est-a-dire le fait qu'elle se comporte d'une maniere parfaitement élastique

apres des déformations inélastiques.
Au-dela de cette valeur o *, deux modes de ruines sont possibles :

- Sous l'effet de l'accumulation des déformations plastiques, il y a formation d'un

mécanisme : c'est la "ruine par déformations plastiques progressives",

- les déformations plastiques sont nulles en moyenne et donc, en un point donné,
sont tant6t dans un sens, tant6t dans l'autre, il y aura une rupture de type fatigue

plastique appelée "ruine par déformations plastiques alternées".
La résolution de ce probléme demande :

- La solution d'un probléme élastique correspondant aux mémes conditions

limites que le probléme posé,

- la construction d'un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps.

15



Chapitre 1 Notions sur la Théorie de ladaptation

1.2. HYPOTHESES DE BASE

On considére un corps élastique-parfaitement plastique de volume Q et de

surface I' suffisamment lisse composée de deux parties disjointes [, et I,, ou

respectivement des tractions de surface et des déplacements sont imposés

(=T, ul,, I,nI, =Y), soumis a

- des forces de volume : f, dans Q, (1.1
- des forces de surface : p; sur I';, (1.2)
- des déplacements imposés : u{ sur T, . (1.3)

Ces charges peuvent varier arbitrairement et indépendamment entre des limites

prescrites.

Dans la suite, on n'étudiera que des transformations géomeétriques linéaires et

isothermes.

Le corps étudié ne subissant que des petits déplacements et déformations, les

champs de contraintes et de déformations exactes G;(x, t) et g;(x, t), en tout point x

du corps étudié et a chaque instant t, obéissent aux conditions suivantes:

1.2.1. Conditions statiques

Le champ de contraintes G;; est dit statiquement admissible s'il s'équilibre avec

les forces de volume et les tractions de surface, c'est-a-dire vérifiant les relations

suivantes :

—f

ij.J i

dans Q, (1.4)

Q
I

ncy = p; sur T, (1.5)
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ou n est le vecteur normal unitaire, externe a la surface I".

1.2.2. Conditions cinématiques

Le champ de déformations €;(x) est dit cinématiquement admissible s'il dérive

d'un champ déplacement u;(x) telles que les relations suivantes soient satisfaites

u, =u! sur T, ' (1.6)
1 .

La virgule suivit d'un index dénote la dérivée partielle de la quantité considérée par

a()
o

J

rapport aux coordonnées cartésiennes, associ€es au index : (.),; =

La condition d'équilibre d'un champ de contraintes & ;; avec les forces de volume

f. et de surface p; sur I';, est exprimée par le principe des travaux virtuels :
[_fudQ+ [ pudl = [ o0, (1.8)

pour toutes les champs de déformations cinématiquement admissibles.

On suppose une décomposition additive pour les déformations totales, €;, en

déformations purement élastiques s‘; , et en déformations purement plastiques, sg ,

p
£; =& +&j. (1.9)

La déformation élastique €, est supposée relié directement a la contrainte & ;; par

la lo1 de Hooke :

Siej = LijuCu, (1.10)
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ou Ly, est le tenseur d'élasticité qui obéit aux relations de symétrie suivantes :
Lijkl = Ljikl = Lijlk = Lklijs (1.11)
. 1
pour un matériau isotrope, ona Ly, = E[(l +0)8, 8, —08;8, |,

ou E est le module de Young et v est le coefficient de Poisson.

Tandis que la déformation plastique est exprimée par la loi de normalité :

gP = 'a—F, (1.12)
v 0o
avec
A=0 si F<0 ou si F=0 et F<0, (1.12a)
et
A>0 si F=F =0, (1.12b)

ou A est le multiplicateur plastique et F(c;) <0 le critére de plasticité.
On suppose que le matériau obéit au postulat de Drucker, qui stipule que :

1°- Si 85 est une vitesse de déformation plastique non nulle, se produisant pour un état

de contrainte G; quelconque, et ci(js) est un état de contrainte de sécurité, alors le

matériau satisfait la relation de convexité suivante (fig. 1.1) :
(oij—ci(;’)ég >0, (1.13)

(s)

pour tout ¢;;” appartenant au domaine défini par l'inégalité F (csfjs)) <0.
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a

2°- Par contre, pour un €tat de contrainte admissible j;, c'est-a-dire appartenant au

domaine convexe F(c{) <0, ona:

(o -cl)Er>0. (1.14)

j

y

v

Fig.1.1 - Convexité de la surface d'écoulement et régle de normalité

1.3. THEOREME STATIQUE D'ADAPTATION DE MELAN

1.3.1. Enoncé du théoréme

On considere un corps B de volume et de surface I' constituée de deux

parties disjointes I'y et I',, ou respectivement les conditions aux limites statiques et
cinématiques sont prescrites (fig. 1.2 ). Les charges externes sont les forces de volume
f,, les forces de surface p; et les déplacements imposés u | qui varient localement entre

des limites fixées.
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Dans ce qui suit, on introduit la notion d'un probléme de référence purement
élastique, qui différe du probléme d'origine seulement par le fait que le matériau réagit,
dans ce cas, d'une maniére purement élastique avec le méme module d'élasticité que le

probléme d'origine.

Toutes les quantités relatives a ce probléme de référence sont indiquées par la

1" 1

souscription "c".

¢ €
G.E

corps purement élastique

Fig. 1.2 - Probléme réel et probleme de référence

Le théoreme de Melan stipule que s'il existe un champ de contraintes résiduelles
indépendant du temps p°, en tout point x du corps et pour toutes les combinaisons

possibles des sollicitations, telles que les conditions suivantes soient vérifiées :

p;;j =0 dans Q, (1.15a)
np; =0 sur I, (1.15b)
F(oj(x,t) +p;(x)) <0 dans Q, (1.15¢c)

pour t > 0, le corps B s'adapte en respectant le chargement imposé.
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On suppose que la solution du probléme de référence est donnée, et que le

systéme d'équations suivant est vérifi€

oj; =-f; dans Q, (1.16a)
no; =p; sur [, (1.16b)
uw=ul surl,, (1.16¢)
HES %(u‘ij +uj;) dans Q, (1.16d)
e = Loy dans Q. (1.16e)

Le critere de Melan est une condition nécessaire pour l'adaptation, s'il n'existe

aucun champ de contraintes résiduelles p° indépendant du temps, tel que 'on ait
F(o§(x,t) +p5(x)) <0, (1.17)

en tout point x du corps B et pour toutes les combinaisons des sollicitations, alors le

corps ne peut jamais s'adapter.

1.3.2 Démonstration du théoréme

On donne, dans ce paragraphe, la démonstration classique du théoréme de Melan

afin de pouvoir mieux faire le lien entre ce théoréme et son extension (chapitre 3).

On considére l'énergie élastique fictive W (forme quadratique positive)

correspondant au contraintes résiduelles (p; —pj), ou p;; est la contrainte résiduelle

actuelle a chaque instant de chargement, et pj; est un champ de contraintes résiduelles

indépendant du temps pour lequel le critére de Melan est vérifié.
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Soit €;; la déformation élastique correspondant aux contraintes résiduelles i

définit par la loi de Hooke :
£j = LijmPu>» (1.18)

on aura :
1 . )
Wzgj(pij =P L (Piy — Pig )dQ. (1.19)
Q

La dérivée de W par rapport au temps donne :
W= IQ(pij —Pi)LjuPudQ, (1.20)
avec (1.18), on obtient :
W= |_(p; —pj)ejdQ. (1.21)
La déformation actuelle a chaque instant est donnée par :
g = &§ + &5, (122)
g = &; +€; +&f (1.23)

i

ou g; est le champ de déformations élastiques correspondant aux contraintes purement

élastiques o, par la loi de Hooke donc
W=fQ(pij —pj)Ey — & —£7)dQ (1.24)

= —_(py - Pi)ERdQ + | (py —p)(E; — £5)402, (125)

22



Chapitre 1 Notions sur la Théorie de [’ac[aptatioh

posons I, = f(pu py)EfdQ et I, = J.(pg Pi)(E; —£5)dQ,

onadonc: W=-I, +1,, or I, est nulle car en petites déformations, on définit :

Ejj :% uijt+ugi), (1.26)
de méme
g = (uf; +uj;). (1.27)
Nous pouvons donc écrire :
L =] (py —pj)u; - 65) dQ, (128)

en appliquant le théoréme de Gauss a I, on obtient :
L, = J, Py ~p§) (8 —02)dQ+ [ (py ~pjXa; ~6)nydr (1.29)
Comme p et p° sont des champs de contraintes résiduelles, donc auto-équilibrés
vérifiant les équations d'équilibre, et que u=0, u° =0 sur I, alors I, =0 donc:
W=-I,.
On écrit de nouveau:
Pj =0 —Cj , Pj =0y —Oj, (130)

ou G est |'état de contraintes actuel et c( ) 'état de contraintes de sécurité, on obtient

finalement :

W = j(o -6)eldQ. (1.31)
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En tenant compte de I'hypothése de normalité pour la loi d'écoulement, W est

négative chaque fois que les déformations plastique apparaissent.

Pour la suite du raisonnement, la proposition classique est que :

- La forme quadratique W est définie positive, elle ne peut pas devenir négative, W doit

donc s'annuler. W étant exprimée a partir d'un produit scalaire faisant intervenir le

tenseur des taux déformations plastiques et un tenseur non-nul (6; - cfjs)) , cela revient

a dire qu'apreés un certain temps, le taux de déformations plastiques af} devient nul et les

déformations plastiques cessent d'évoluer.
1.4. COEFFICIENT DE SECURITE A L'ADAPTATION

Le coefficient de sécurité introduit par Koiter (KOITER [48] (1960)) permet de
dire de fagon décisive que les déformations plastiques cessent d'évoluer apres une durée

déterminée.
Cela revient a dire que l'énergie totale dissipée par déformations plastiques est bornée.
On avait

o’ () +p° =c®(1), (1.32)

On suppose que l'on peut trouver un coefficient de valeur o > 1, dit de sécurité a
l'adaptation, tel que :
o (s)

soit un état de contraintes admissible.

De I'hypothése de normalité, on déduit :
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(o} —ac )SU_O (1.34)
ce qui donne :
(o;; —acs )alj + 00 s1J >200; su, (1.35)
a(o; — )slJ > (a—-Noe U, (1.36)
a s
C; su _a—_l“(cij ())su (1.37)

Soit l'intégration sur le domaine Q de (1.37) donne :

W, *’dQ_— — el = ———W 1
Ice j(cu Gy )E;; 21 (1.38)

En intégrant (1.38) par rapport au temps, entre t, du début des déformations

plastiques et l'instant t, on obtient :

1 o Q
W, < IQEpiJLij,dpkldQ. (1.39)

P

a
0) =W))< ——

Nous avons vu précédemment que la forme quadratique W tend vers une valeur

constante de fagon décroissante lorsque t tend vers l'infini, la valeur de W(t,) est finie et

positive. Ainsi pour toute valeur de o > 1, I'énergie dissipée par déformations plastiques

entre l'instant t, et t est bornée. On est donc siir qu'il y a adaptation.

1.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons rappelé le théoréme statique d'adaptation de Melan
et le coefficient de sécurité a l'adaptation de Koiter, qui constituent la base de la théorie

d'adaptation.
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Cette théorie trouve son cadre d'application privilégié lorsque la structure est
soumise a des charges variables. L'adaptation implique l'existence d'un champ de
contraintes résiduelles indépendant du temps, et que I'énergie dissipée par déformations
plastiques reste bornée. Cela garantit l'existence d'un noyau élastique vital pour la
structure. C'est la notion de "sanctuaire d'élasticité" développée par NAYROLES &
WEICHERT [77] (1993), qui est la généralisation du concept de "domaine élastique
réduit" introduit par MAIER [63] (1969) dans le cas du matériau a loi d'écoulement non-
associée. Les vitesses de déformations plastiques s'annulent une fois qu'elles

appartiennent a ce noyau.

Le théoréme classique est basé sur la mécanique des milieux continus. Malgré les
extensions qu'il a subies depuis son énoncé par Melan, il reste incapable de répondre aux

questions suivantes :

- Est-ce que l'existence d'une fissure dans la structure, empéche ou non la structure

de s'adapter a un chargement?

- Sous quelles conditions une structure fissurée pourra-t-elle s'adapter ?
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2. COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE DES STRUCTURES FISSUREES

2.1. INTRODUCTION

Quand la rupture se produit dans un solide, de nouvelles surfaces sont créées
d'une maniére irréversible. Cette séparation matérielle est la conséquence de la rupture
des liaisons atomiques ou moléculaires due aux contraintes locales €levées. Le
phénomene peut étre approché de différents points de vue, dépendants de l'échelle
d'observation. D'un cdté on a l'approche a I'échelle atomique, ou le phénoméne prend
place dans le matériau a des échelles de l'ordre de 10” m, de l'autre coté on a l'approche
continue qui considere le comportement du matériau & des échelles plus grandes, de
l'ordre de 10™ m. Dans l'approche a l'échelle atomique, le probléme est étudié en utilisant
les concepts de la mécanique quantique. L'approche continue utilise les théories de la
mécanique des milieux continus et la thermodynamique. La nature complexe de la
rupture empéche un traitement unifié du probleme, et les théories existantes s'arrangent
avec le sujet de point de vue microscopique et macroscopique. L'objectif majeur de la

mécanique de la rupture est de combler le vide entre ces deux approches.

L'approche de la mécanique des milieux continus au probléme de la fissuration
assume l'existence de défauts plus grands comparés aux dimensions caractéristiques de la
microstructure, et considére le matériau continu et homogéne. Pour étudier le probléme
de croissance d'une fissure existante, vide ou autre défaut, on a besoin d'une analyse de
contraintes couplée a un postulat de prédiction quand la rupture se produit. Plusieurs de
ces criteres ont été avancés au cours des années, chaque critére implique une quantité qui
doit étre reliée a la perte de la continuité. Sa valeur critique représente une mesure de la

résistance du matériau a la décohésion.

Dans ce chapitre, on développera une analyse de la rupture dans le cadre général
des milieux standards généralisés et de la thermodynamique des processus irréversibles

(NGUYEN Q. S. [88](1980)) pour exprimer l'énergie dissipée dans un corps
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élastoplastique fissuré. Nous présenterons ensuite la théorie de la croissance de fissure
basée sur le bilan d'énergie global de tout le systéme (GRIFFITH A. A. [26](1921)
[27](1924)) ; a partir de ce bilan d'énergie, le critére de Griffith et la définition globale du
taux de restitution d'énergie sont déduits. Dans une tentative d'étendre les principes de
l'analyse élastique linéaire aux situations d'écoulement localis€é au front de fissure, les
différentes irréversibilités associées a la rupture ont été réunies pour définir la résistance
a la rupture du matériau (courbe R). Cette approche permet a la théorie de Griffith d'étre
appliquée aux métaux et a d'autres matériaux de construction, et de formuler un critére

de rupture ductile (CHABOCHE J. L. & LEMAITRE J. [62] (1985)).

2.2. THERMODYNAMIQUE DES MILIEUX FISSURES

Considérons un matériau élastoplastique en transformation infinitésimale. Suivant
la thermodynamique en mécanique des milieux continus classiques dans le cadre de la
méthode de I'état local, on postule que les lois d'état dérivent d'un potentiel, qui est une
fonction scalaire, concave en tempéiature, convexe en d'autres variables et contenant

l'origine. En prenant la densité volumique de I'énergie libre de Helmholtz \y, fonction des

variables d'état (g, ©, €°, €°, a;), on écrit :
_ ¢ op
W_W(S’ ®a8’8 )ai)'

En élastoplasticité, les déformations n'interviennent que sous forme de leur

partition € —gP =¢€°,
v =(e-"]0,0) = wie*,0,01). 2.1)
Si s désigne l'entropie volumique et ¢ le tenseur de contrainte, nous avons :

§ = ——a—w— (223)
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oy
c=—:7, 2.2
age ( b)
oy
Aj=-—m, 2,

A, est la force thermodynamique associée aux variables internes o;, qui peuvent

caractériser, par exemple, les effets d'écrouissage.

2.2.1. Position du probléme

Supposons, pour simplifier, que le matériau occupe un milieu plan Q d'épaisseur
h, ayant une fissure unique rectiligne en propagation dans son prolongement (fig. 2.1),
avec une vitesse linéique a ou surfacique A =ah (h : épaisseur du domaine Q), et

vérifiant les hypotheses suivantes :

H1- Les levres de la fissure sont libres de toutes contraintes (fissure ouverte), et des

données aux limites, en forces P. et en déplacement, sont imposées sur la frontiére I .

0Os o0
H2- La densité volumique d'énergie libre et les quantités @5 et S sont intégrables

dans tout Q et a chaque instant.

H3- Pour une fonction F donnée, définie sur Q, la condition de transport parallele

(95 = —a(t)—g) est applicable. (voir Annexe A)
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Fig. 2.1- Schématisation du milieu fissuré

L'énergie libre globale du systeme est :
¥ = jg\y(se, 0, 0,)dQ, (2.3)
et I'énergie interne globale :

E= _fg\u(ae, ®, o;,)dQ+ | OsdQ2. (2.4)

2.2.2. Analyse énergétique de la fissuration

Sans limiter la généralité de la théorie et pour simplifier I'écriture, nous allons
négliger I'énergie cinétique, ainsi que la densité volumique de production interne de
chaleur a distance r. Si W, et Q représentent pour le systéme, respectivement, la
puissance des efforts extérieurs et la puissance calorifique, le premier principe de la

thermodynamique donne le bilan d'énergie suivant :

W, +Q=E+2ya. (2.5)
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Le terme 2ya dans (2.5) intervient car la frontiére du volume considéré est
évolutive, la fissure faisant partie de la frontiére du solide, le facteur 2 provient du fait

qu'on a deux surfaces.

2vya est ainsi la puissance dissipée dans le mécanisme de décohésion ; y étant une

caractéristique du matériau, supposée constante.

Le second principe de la thermodynamique exprime que la puissance intrinséque

dissipée, D, est non négative, nous 'énongons comme suit (avec H2) :
D=| —G)sdQ+—d—f @sdQ-Q >0 (2.6)
Q dt-e - ‘

Si nous éliminons Q, les relations (2.5) et (2.6) donnent l'expression de la
dissipation intrinséque :
D=W,-¥-[50d0-2ya. 2.7)

En désignant par u; les déplacements produits par les efforts extérieurs a l'instant

actuel, et F, les efforts de volume, W, s'écrit :
W, = [ Eu,dQ+ [ Pudr. (2.8)

La pointe de la fissure (point O) étant un point singulier, le calcul de ¥ n'est pas
trivial. Pour résoudre ce probléme, on entoure le point O par une surface fermée Q. de

rayon e, et de frontiére 0Q_; Le domaine €2, étant en translation de vitesse a(t). On
obtient un domaine Q" = Q—Q_ libre de singularité, et l'expression de l'énergie libre

globale dans ce domaine est donnée par :

¥, =[.vdQ (2.9)
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Nous avons lin}) ¥ =¥ si nous pouvons établir que AW, =¥ -¥, vérifie
T e—

lim(A‘Pe) =0.
e—0
Or, pourtout t' >t :

NﬂﬁU:L”MMX+aGU—d0JUﬂL (2.10)

ou nous avons noté (X, t) = y(e®(X, t), O(X, t), a,(X, t)). En remarquant que
(Annexe A) :

y(x+a(t') - a(t), t’t’:l) =y, +ay, (2.11)

si la fonction y , +4ay ; est intégrable dans €, nous aurons effectivement lim(A¥,)=0,

e—0
NGUYEN Q.S [88](1980) [90](1981).
On introduit dans le méme esprit I'hypothése suivante :
La fonction  vérifie la relation :
v, = —ay , +(fonction intégrable), (2.12)
qui assure la relation :
lim\P, =¥ (2.13)

e—0

La condition (2.12) exprime le transport paraliele des singularités dans le

mouvement du front de fissure (Annexe A). Elle est vérifiée en particulier lorsque

possede, au voisinage du point O, l'expression asymptotique :
v = H(t, a)r'y(x—a(t), y, a), (2.14)
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H : l'intensité de  due a la singularité,

s : l'ordre de la singularité,

r : la distance entre le point considéré et la pointe de la fissure,
y : une fonction géométrique.

Nous obtenons donc pour ¥, I'expression suivante (voir aussi Annexe A) :

¥, = | - (coyey + Agdp +50)dQ- jre ayndr . (2.15)
De plus, la formule de Green sous I'hypothese H1 s'écrit :

[ FadQ+ | Rudr- jre oynjudl = | oy:¢,dQ, (2.16)

n étant la normale a I',. Compte tenu de cette €galité et 'hypothése de partition de la

déformation totale, l'expression de ¥, s'écrit aussi :

ydr

[ el s}

¥, = [ FudQ+ [ Pudl - [ (ayn, +oyn 0,
‘ ) : (2.17)

Pour des raisons physiques (NGUYEN Q. S. [88] (1980)), la puissance intrinseque
volumique dissipée oy €;° + Agas est intégrable dans €, clest-a-dire la quantité
lim[ (0 +Ag0p)dQ existe

Soit avec le passage a la limite (e — 0) de (2.17), sous I'hypothese H2, et comme

¥ est intégrable, nous obtenons l'existence de la limite :

lim jr (ayn, +on,0,)dl < + o, (2.18)

e—>0 °
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et

, . ' . . (2.19)
- J-QS@dQ - ix_r)rzjr (ayn, +oyn;u;)dl
La puissance intrinseque dissipée du systéme s'écrit alors :
D= jQ(cij;é,.jP + Ag0)dQ + lim jre (ayn, +oyn;)dl - 2ya (2.20)

Les relations (2.19) et (2.20) suggerent d'introduire la quantité G, définie lorsque

a =0 par:

. U;
G = lim jr (yny +oyn; =0T, (2.21)

e—>0"1

qui, avec la condition de transport paralléle appliquée au déplacement, donne :
G = lim jre (in ~ on;u; )T (2.22)
D'ou I'expression de la dissipation intrinseque :
D= jg(oij:éijp + Aglp)dQ +(G - 2y)i. (2.23)

La puissance intrinséque dissipée du solide fissuré se compose d'un terme de

volume, de densité (c;;:€f + Agag), et d'un terme lin€aire le long du front de fissure de

densité (G —2v)a.

La quantité G est la force thermodynamique associ€e a la longueur de la fissure a,

elle est appelée taux de restitution d'énergie.

De plus, en transformation quasi statique, nous avons la possibilité¢ d'avoir un

paramétrage global du systéme avec fissure, c'est-a-dire que le systeéme est globalement
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défini par les variables d'état (u, o, a, @) (NGUYEN Q. S [88](1980) LEMAITRE J. &
CHABOCHE J L. [62](1985)), on aura donc :

¥ =¥(u, a, a, 9). (2.24)

L'expression (2.24) nous permet d'introduire les forces thermodynamiques

associées aux variables d'état globales (u, o, a, ®) :

oY
P= E, (2253.)
b4
a=-2% (2.25b)
da.

__oF¥ 525
5= a@ ’ ( . C)
G= QP' 2.25d

~ fa (2:25d)

Notons encore que, puisque la densité d'énergie y(e°, o;, ®) est convexe par

rapport a €°, alors nécessairement G > 0.
En effet, il suffit de vérifier que :

Y(u, o, a, ©)> ¥(u, a, a[t], ®), pourtout 120, (2.26)
or, si la densité d'énergie y(e°, a;, @) est convexe par rapport a €°, le principe du
minimum est valable pour tout T > 0. Pour une perturbation de a[t], en maintenant les
autres variables bloquées, nous avons u[0] cinématiquement admissible lorsque la

longueur de la fissure est a a[t], donc ‘¥'(u, o, aft], ®) est un minimum et l'inégalité

(2.26) résulte.

L'utilisation de la formule (2.22), valable pour la plasticité parfaite, conduit & un

résultat apparemment paradoxal et sans intérét G =0 (paradoxe de Rice). Cela signifie
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que le solide Q" ne fournit aucune énergie a la pointe de la fissure, ce qui est en
contradiction avec l'évidence expérimentale et exclut la possibilité d'avoir un critére de

rupture local.
Pour surmonter cette difficulté, il y' a deux possibilités

- Changer la modélisation de fagon a trouver G # 0 sur un contour a définir, NGUYEN Q.
S. [87] (1985) propose d'introduire des lignes de discontinuité de certains champs
mécaniques au voisinage de le pointe de la fissure, et en appliquant les deux principes de

la thermodynamique, obtient G = 0,

- conserver le modéle de la fissure idéale avec G = 0, mais abandonner l'idée de trouver

un critére local.

Notons aussi qu'en plasticité parfaite, qui sera le cadre de notre travail, nous

avons:
-1 ] N .
D= ll_r)x(l)UQqn g dQ+ L_e (ayn, +onu)dl' } : (2.27)
En appliquant la condition de transport paralléle a ég, ona:
ef =ef, —aef,. (2.28)
Alors (2.27) peut s'écrire sous la forme
D= li“é[ oo o0, doyel dQ+ | a(yn,—oyn jui,,)dr} , (229
et comme :
N .
~fowmar=| s S Jowndr, (2.30)

nous en déduisons que :
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D = J.QGijisg,tdQ + é.J-I_(\Unl - Gijnjui’l)dr . (23 1)

Cette expression de la dissipation, nous permet de découpler les deux
phénomenes, et de faire une étude locale pour la plasticité, et globale pour la fissuration.
Nous verrons aprés comment on tiendra compte de I'énergie dissipée dans les

déformations plastiques.

La quantité cijsg,l n'a pas de signification physique précise, elle dépend de la

P
densité de la puissance plastique dissipée, oijsg, et de e}, =% qui caractérise le

changement de la distribution de la déformation plastique autour de O.

Le deuxieme terme de l'expression (2.31) traduit bien le fait que I'énergie
disponible, pour créer la décohésion a la pointe de la fissure, est nécessairement une
énergie élastique, stockée provisoirement dans la structure. Ce qui justifie aussi l'emploi
comme paramétre de fissuration, le taux de restitution d'énergie €lastique dans un
contexte purement macroscopique, pour un solide fissuré soumis a des déformations

plastiques non confinées.

2.3. DEFINITION GLOBALE DU TAUX DE RESTITUTION D'ENERGIE

Une autre maniére de définir le taux de restitution d'énergie avec des quantités
globales, consiste a étudier le bilan des énergies mises en jeu dans le processus

d'accroissement de fissure. Considérons toujours le milieu fissuré élastique dans lequel la

fissure croit avec une vitesse linéique a ou surfacique A = ah, et appliquons le premier
principe de la thermodynamique a tout le solide, considéré dans I'hypothése des petites

perturbations.

E+K=W_+Q-27A, (2.32)
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rappelons que E est I'énergie interne, K I'énergie cinétique, Q le taux de chaleur regue

par le domaine considéré et W, la puissance des efforts extérieurs.

Le taux de l'énergie interne s'exprime par :
E=-P; +Q=[0edQ+Q=W, +Q, (2.33)

P, est la puissance des efforts intérieurs et W, la puissance de déformation élastique.
Le premier principe de la thermodynamique peut donc s'écrire sous la forme :
W +K=W,-27A. (2.34)

Une condition de stabilité du processus de fissuration est que I'énergie cinétique

ne s'accroit pas :
K=W, -W, -2yA<0. (2.35)

En considérant A comme seule variable de ce bilan global, cela revient a écrire :

oW, OW, . .
=~ —)A < 2vA 2.36
(G- A SA, 236)
d'ou (avec A > 0)
oWy _ W, <2 (2.37)
oA oA T |

La quantité du premier membre, qui représente I'énergie disponible lors d'un
accroissement de fissure, et qui peut étre utilisée pour créer ce mécanisme, est par
définition le taux de restitution d'énergie G (GDOUTOS E. E. [21] (1993) LEMAITRE J. &

CHABOCHE J. L. [62] (1985)) :

LA (2.38)
T 0A OA '
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2.4. FISSURATION EN COMPORTEMENT ELASTOPLASTIQUE

Dans les matériaux ductiles, comme les aciers a faible teneur en carbone, les

aciers inoxydables et les polymeres, la plasticité intervient sous deux aspects

- Au niveau d'une zone plastique en amont du front de fissure, source d'un effet

d'histoire par développement de contraintes résiduelles,

- au niveau du mécanisme de progression de fissure par superposition du

mécanisme de rupture ductile.

Tant que les sollicitations sont assez faibles, monotones croissantes ou
périodiques, ces effets peuvent étre négligés ou contourner (LEMAITRE J. & CHABOCHE
J. L. [62] (1985) GDoutos E. E. [21] (1993)). Par contre, pour les sollicitations
importantes et fortement variables, la progression stable des fissures de rupture ductile,
et les effets d'histoire liés aux surcharges ne peuvent étre modélisés qu'avec prise en

compte de la plasticité.

Considérant donc une fissure d'aire A dans un corps déformable soumis a un

chargement arbitraire, suivant la loi de conservation d'énergie on a :
E+K=W,-2yA+Q, (2.39)
le taux de l'énergie interne s'exprimera par :
E=W, +W, +Q, (2.40)

ou W, représente I'énergie de déformation élastique et W, le travail plastique, d'ou

(2.39) s'écrira, compte tenu de (2.40) :

K+W,+W, =W, -2yA. (2.41)

En écrivant la condition de stabilité du processus (K < 0) on obtient :
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W, -W,-W, -2vyA <0, (2.42)

qui s'écrira, compte tenude A > 0 :

a“/x awe a\NP

<
OA OA OCA

+2v, (2.43)

le premier terme de (2.43) n'est autre que le taux de restitution d'énergie G. Soit en

posant 2y = G, (seuil de fissuration en absence de déformations plastiques), l'expression

(2.43) devient donc :

G<G,+ (2.44)

P
O0A ’

qui peut étre utilisée comme critére de rupture ductile, ou le terme de droite représente la
résistance a la fissuration, plus connue sous le nom de courbe R, (LEMAITRE J. &

CHABOCHE J. L. [62](1985), GDhouTos E.E. [21](1993)).

De plus, on a I'énergie potentielle qui est donnée par :

=W, -W,. (2.45)
Alors G peut étre exprimé directement a partir de I'énergie potentielle par :
G= ar (2.46)
~ A’ '

2.5. COURBE DE RESISTANCE A LA FISSURATION ( COURBE R)

La méthode de la courbe "résistance a la fissuration" ou courbe R est une
méthode & paramétres pour étudier la rupture dans le cas de la croissance de fissure
stable, cette derniére est, généralement, accompagnée de déformations anélastiques
observées avant l'instabilité globale, phénoméne associé surtout aux structures minces

telles que les plaques (contraintes planes), ou la résistance a la rupture est représentée

40



Chapitre 2 Comportement élastoplastique des structures fissurées

par une courbe évoluant au cours de la propagation de fissure, plutét qu'un paramétre de

résistance singulier.

Des courbes typiques représentant la variation de la longueur de fissure avec la

charge, en déformation plane et contrainte plane, sont données par la figure (2.2)

P A P A

Y
A\ 4

a, a 4

Fig. 2.2 - Courbes typiques charge-longueur de fissure pour :
a) déformation plane b) contrainte plane

Les bases théoriques pour la courbe R peuvent étre tirées de I'équation des bilans
d'énergie (2.43), qui s'applique a la croissance stable de la fissure. Pour les cas ou

I'énergie dissipée plastiquement, W, , n'est pas négligeable, I'équation prend la forme :

G <R, (2.47)
avec
- a&‘zx _%, (2.48)
et
R=2y+ aA", (2.49)
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R représente le taux d'énergie diésipée durant la propagation stable de la fissure. Il est
composé de deux parties : la premiére correspond a I'énergie consommée dans la création
de nouvelles surfaces, la seconde a I'énergie dissipée dans les déformations plastiques

(Gpoutos E E. [21](1993)).

Dans le cas ou la zone plastique a la pointe de la fissure est relativement petite,
les deux parts de la dissipation décrites par I'équation (2.49) peuvent étre rassemblées

pour former un nouveau parametre du matériau, associ€ a la résistance a la rupture.

A la suite de l'initiation de la fissure, la zone plastique autour de la pointe de la
fissure augmente d'une maniére non linéaire avec la longueur de la fissure, donc le taux
d'énergie dissipée dans les déformations plastiques, qui constitue la majeur partie de
I'énergie dissipée dans I'équation (2.49), augmente non linéairement avec la longueur de

la fissure.

La courbe R est considérée comme une caractéristique du matériau pour une
certaine épaisseur, une température et un taux de déformation donnés. Elle est

indépendante de la longueur initiale de la fissure et de sa géométrie.

2.6. DISSIPATION NORMALE ET LOIS DE PROPAGATIONS

L'expression (2.23) de la dissipation intrinseque nous permet de développer, pour
le solide fissuré, I'hypothése de dissipativité normale afin d'obtenir d'une maniére
systématique des lois de propagation, lorsque G #0, (NGUYEN Q. S [88](1980),
MAUGIN G. A. [71](1992)).

En mécanique des milieux continus, la plupart des modeles de matériaux vérifient
cette hypothése ; on se pose la question si le phénomene de rupture, qui est un processus

irréversible, peut correspondre a des mécanismes dissipatifs normaux.

Rappelons que si la dissipation s'écrit sous la forme Xx, ou X est une force et X

une vitesse, 'hypothése de dissipativité normale sera vérifiée s'il existe un potentiel de
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dissipation y(X), fonction convexe de X, telle que X est un gradient ( ou sous-gradient

si y n'est pas dérivable), (GERMAIN P. [22](1973), MOREAU J. J. [75](1973)).

_ov .
X=—(%). (2.50)

On peut aussi introduire I'i'mage ¢@(X) de w(x) par la transformée de Legendre-

Fenchel ¢(X) = [sup XX — y(x)]. La fonction ¢(X) est convexe et vérifie :

09(X)
X

X = . (2.51)

Les relations (2.50) et (2.51) sont des lois de comportement reliant X et X. De
cette fagon, on peut construire systématiquement des lois d'évolution a partir de

I'expression de la puissance dissipée.

L'hypothése de dissipativité normale, appliquée a la dissipation volumique de
I'équation (2.23), donne la loi d'évolution en élastoplasticité qui correspond 2 la loi de

normalité.

Selon le choix du potentiel v, 'hypothése de dissipativité normale appliquée au

second terme de (2.23) donne différentes lois de propagation de fissure.

Si @ et y sont des potentiels dérivables, nous avons :

. dp S v
=569 G="7("). (2.52)

Ce sont des lois de propagation visqueuses, comparables a des lois

viscoélastiques ou viscoplastiques en mécanique des milieux continus.

Si nous adoptons un potentiel de dissipation W(A) homogeéne de degré 1 de la

forme F(A), alors le potentiel ¢(G) est la fonction indicatrice du domaine admissible
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G <F. Laloide comportement (2.52) s'exprime ainsi : (NGUYEN Q. S. [88] (1980),
MAUGIN G. A. [71](1992))

G<F>A=0
, . (2.53)
G=F—>A>0

Le choix d'un potentiel de dissipation permet de formuler un modele de
fissuration par rupture ductile. L'influence de la plasticité est prise en compte dans

l'expression de F dans (2.53).

2.7. MODELE DE FISSURATION PAR RUPTURE DUCTILE

Ce modeéle ne rend pas compte des distributions des contraintes dans le solide,

mais traduit la rupture ductile par le concept de la courbe R (résistance a la fissuration).

On considére que le potentiel de dissipation par fissuration peut se mettre sous la

forme d'une fonction seuil suivant LEMAITRE J. & CHABOCHE J. L. [621(1985) :
¢"=F=G-H, =0, (2.54)
avec des conditions de charge-décharge de type plasticité :

F <0 — pas d'évolution de la fissure
F = 0 — évolution stable '

La rupture ductile est traitée de la méme maniére que I'élastoplasticité. La

variable H,, joue ainsi le role d'une valeur critique G,, évoluant au cours de la rupture,

qui décrit en fait la courbe R (résistance a la fissuration). Cette courbe R joue, pour la
rupture ductile avec les variables G et A, le méme rdle que la courbe d'écrouissage pour

la plasticité avec les variables contrainte et déformation.
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Par analogie avec la plasticité, LEMAITRE J. & CHABOCHE J. L. [62] (1985)
supposent, pour obtenir des expressions simples, que 1'énergie libre est une fonction

puissance et que la partie plastique s'exprime par :

m+1

m
—h,m (2.55)

WP = Goh, +

ou V, m et G, sont des constantes dépendant du matériau.

L'hypothése de normalité généralisée associée aux phénomenes dissipatifs
instantanés donne les lois d'évolution suivantes :
op*

. OF . OF
A: — = A— = t h = — =
A g =hiet hy=-ho— =i, (2.56)

A est un multiplicateur indépendant du temps, qui est nul lorsqu'il n'y a pas de

propagation de fissure.

La variable seuil H, est donnée par :

oY
H = —
oh

; =G, + Vh/r. 2.57)

P

La condition de charge-décharge, nécessitant d'imposer F=0 et F =0 au cours

de la propagation de fissure implique la condition de consistance

gG+8—FH =0, (2.58)
oG oH, °

qui donne l'expression du multiplicateur :

o m (G)
A=A=h, = H(F)vw, (2.59)
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ou H désigne la fonction d'Heaviside : H(F) =0 si F<0 , H(F) =1 si F =0, tandis que
le crochet de Mc Cauley (.) est définit par <G> =0siG<Oet <G> =G si G>0. On voit
que A =0 lorsque F <0 ou lorsqu'il y a décharge (F <0). L'équation (2.52) est valable

pour les matériaux ductiles, ou la résistance a la fissuration augmente avec la propagation

de fissure. La vitesse de fissuration est alors, en tenant comptede F=G—-H, =0

, m/G-G,\"",.
A = H(F)— :
@) (g) 260
Soit en intégrant, on trouve :
G - GO m
A=A+ v , (2.61)

qui décrit I'évolution de la fissure tant que la rupture se produit d'une fagon stable, cette

équation (2.61) décrit aussi la courbe H par (2.57) :
H,(A-Ag) =Gy + V(A-Ay)™. (2.62)

L'instabilité de la fissure (croissance de la vitesse de propagation de la fissure

incontrolée) intervient lorsque les deux conditions suivantes sont satisfaites :

G=H,
Jet . (2.63)

oG OH,

0A  OA

De I'équation (2.63), on tire généralement la longueur critique de la fissure A, a

laquelle la rupture instable se produit.
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2.8. CONCLUSION

A travers ce chapitre, nous avons montré qu'une analyse de la rupture,
développée dans le cadre général des milieux standards généralis€s, permet de
contourner le probléme de singularité du champ de contraintes élastiques. La puissance
intrinséque dissipée, du solide fissuré, peut étre exprimée comme étant la somme de la
dissipation plastique et de la puissance dissipée par fissuration. Par l'introduction du taux
de restitution d'énergie et de I'hypothese de dissipativité normale, l'extension du théoréeme

statique d'adaptation aux structures fissurées peut étre abordée.

Le choix d'un modéle de fissuration par rupture ductile, est nécessaire pour la

détermination de la longueur limite que peut prendre la fissure a I'adaptation.
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3. EXTENSION DU THEOEREME D'ADAPTATION DE MELAN AUX
STRUCTURES FISSUREES

3.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, une contribution a I'extension du théoréme statique d'adaptation
aux structures fissurées, soumises a des chargements variables est donnée. Nous
considérons la structure €lastique-parfaitement plastique du chapitre 1, dans laquelle, une
fissure est supposée exister, le méme raisonnement est adopté pour énoncer et discuter
cette extension. Pour tenir compte de la fissuration, nous utilisons I'approche du chapitre
2, qui consiste a isoler en premier lieu la singularité, pour ensuite la prendre en compte
en considérant tout le domaine matériel. On exprime, en utilisant le critéere de rupture

ductile, la longueur limite que peut prendre la fissure a I'adaptation.

3.2. THEOREME STATIQUE D'ADAPTATION
3.2.1 Hypothéses de base

On considére un corps élastique parfaitement plastique B, occupant un milieu

de frontiére I', soumis a des forces de volume F, et des tractions de surface P; sur une

partie T, de sa frontiére. Sur la partie complémentaire T, les déplacements u{ sont

imposés. Ce corps B contient une fissure unique de longueur a, les levres de la fissure

sont libres de toutes contraintes (fissure ouverte). Les sollicitations F,(x,t), P,(x,t) et

u? (x,1), varient localement entre des limites fixées :

F(x) < F(x,t) < F*(x) dans Q,
P™(x) < P(x,t) < P*(x) sur [, 3.1
u(x) < ul(x,t) < ut (%) sur .
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Dans la suite, on introduit la notion de probléme de référence purement élastique,
qui différe du probléme d'origine seulement par le fait que le matériau réagit d'une
maniére purement élastique avec le méme module d'élasticité (Fig. 3.1). Toutes les

quantités relatives a ce probléeme de référence sont indiquées par la souscription "c".

Pi(t)

corps élastoplastique corps purement élastique

Fig. 3.1

On suppose que la solution & ce probléme de référence est donnée, et que le

systéme d'équations suivant est vérifié :

cij=—F dans Q, (3.2)
no; =P  surly, (3.3)

u =ul  surl, (3.4

ey =7(uf;+uj;) dansQ, (3.5)
g = LipgOx  dans Q. (3.6)
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3.2.2. Proposition 1

La structure fissurée s'adapte pour l'histoire de chargement donné en (3.1), s'il
existe un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps p°, tels que pour le

temps t > 0, les conditions suivantes sont vérifiées :

pj; =0  dansQ, 37N
np; =0 surl, (3.8)
F(oj +p;,0,) <0  dans Q, 3.9
avec o +p; = o). (3.10)

En supplément, une condition doit étre imposée sur la longueur de la fissure afin

de controler sa propagation.
Ay < A (3.11)
a. est la longueur critique de la fissure, pour laquelle nous avons propagation instable.

Il est a noté que dans la condition (3.9), la singularité du champ de contraintes

c°, du probléme de référence purement élastique, est a exclure. L'influence de la pointe
de la fissure sur le processus dissipatif sera pris en compte, comme dans le chapitre 2,

dans la discussion de la proposition.

Les conditions (3.7-3.9) impliquent que la structure fissurée s'est adaptée au chargement
donné, c'est-a-dire, que I'écoulement plastique et la propagation de la fissure cessent
d'évoluer aprés un certain temps. Néanmoins, la fissure aurait pu, en se propageant,
atteindre la longueur critique avant l'état d'adaptation. Afin d'éviter cette situation
catastrophique, la condition (3.11) est introduite, pour assurer la sécurité de la structure

vis-a-vis de la rupture instable. Nous montrerons dans le § 3.3, pour le modéle adopté,
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comment déterminer la longueur limite, a;,, que peut prendre la fissure a I'état

d'adaptation.

3.2.3. Discussion 1

Pour la démonstration de cette proposition, on considére I'énergie de déformation

élastique fictive W correspondant aux contraintes auto-équilibrées (p—p°), ou p est le
champ de contraintes résiduelles a chaque étape du programme de chargement, et p° est

un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps. Soit & le champ de

déformations élastiques correspondant a p par la loi de Hooke.
W= %J‘(pij = Pi)Lija (P — Pt ) (3.12)
Q

W est non-négative, puisque L est défini positif. Dans I'équation (3.12), p représente la

différence entre I'état de contrainte inconnu (o), dépendant du temps dans le corps B, et
I'état de contrainte donné (c°), dépendant du temps dans le corps de référence

purement élastique B°, telle que :

pij = Gij - 0'5', (3123)

p; = of) — o}, (3.12b)

c§f> est un état de contrainte de sécurité défini par le fait que le critéere de Hill est

satisfait au sens strict (¢q (1.13)).

Nous avons aussi les définitions suivantes pour les déformations :

gj = LijwPu > € = LiwPu> (3.13a)
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1
ef +ej =z (ui;+uj), (3.13b)
u =y +uj, (3.13¢)
gy = &5 + 8] = &j + ] + €. (3.13d)

Comme dans le chapitre 2, on introduit Q" = Q- Q_, tel que Q, est un domaine

de frontiére I', entourant la pointe de la fissure.

On aura :
W =3 fQ. (Pij — P Liga (P — Pra)dQ2. (3.14)

La dérivation par rapport au temps et l'application de la condition de transport paralléle

donnent :
W* = J-Q. (pij - P;j )LijklpkldQ - %J}.e éi(F’ij - Pfj )Lijkl (P —Pr)ndl. (3.15)

L'équation (3.15) combinée avec les équations (3.12) et (3.13) méne a :

W= (05-0) (&, -85 - 85)dQ-} j're 4(6; 0 )Lya(0y —oIndl . (3.16)

D'autre part, nous avons :

(s)

(s) _
€ = Lijklckl

(s)

or

et g =¢g;+&y,

soit comme £;; = 0, alors €} = ég;’ . De cette relation, on écrit :
(0.-0P)E, -€)dQ=| (0, -oP)E, —&)dQ

De l'application du théoréme du Gauss on obtient :

52



Chapitre 3 - Extension du théoréme d'adaptation de Melan aux structures fissurées

[ (04-0%) @ -)dQ = [ _(o;-0%) (i, - af))dO
= _J'Q‘ (o-lJ ; (S)) (u _ u(s))dQ

lJJ

+.[rnj(csij o®) (@, - u®)dl

- [ ni(o5—0%) (& - af")dr
Soit (3.16) devient :

u,)

J. (0'1“ - 0-(5)) (ul - u§S))dQ+J'r nj(cij (s)) (Ll (s))dr

_J' (0-ij (s))gde

- | [43(04 = 0) Ly (0w — oD)n, + n (0 = o) (4, — 6{”) )T

Le passage a la limite (¢ — 0) de (3.18), donne I'expression de W :

W= limW" = - jn(o.w o®) (i, — 1)dQ

U3
+[ ny(o;- o) @~ u®)r - [ (o, - o)) £3dQ

B hmj [a3 (05~ G(S))Lijkl (o GS))nl +n,(0; -0 (S)) (U, -
Soit en remarquant que :

3.)

~ [ (04, -0%) @ - 6)dQ+ [ n(0; ~ o) (@ ~uP)dT =0,

et en posant :

AG = lel_r)r(}fr [% (o, - 0'(5) )L (0 — o), —n(o; - c§;> )y, —u®), ]dF ,

on obtient :

W=-] (0,~0{)ildv—AGa.
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Le premier terme de droite, dans 1'équation (3.22), est négatif d'aprés le principe de Hill.

La longueur de la fissure, telle qu'elle a été définie, ne peut que croitre ou rester

constante, donc le deuxiéme terme est aussi négatif si AG > 0, mais ceci reste difficile a

démontrer mathématiquement. Nous donnons notre démonstration en se basant sur

l'analogie avec la force thermodynamique G, mais une démonstration rigoureuse reste a

établir.

Nous avons

G —=1; (s) (s)
AG = lel_I}o]J-r [(6;— 05 )i (ow — O )n, — n(

Posons :
()
u; =u, —-u;”,
* (s
Ojj =0;; =0y >
_ ()
avec
(s) (s)
iz 0x; 0x; 2 6xj 0x,
-2
Nous avons aussi :
*
c;;=0 dans Q
*
no; =0 sur [, .
u; =0 sur [,

Soit I'énergie de déformation élastique fictive :
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W =3 o}LyuokdQ = [WdQ. (3.26)

En quasi-statique, nous avons la possibilité d'un paramétrage global, W = W(u®*,a), telle
que la force thermodynamique associée a la longueur de la fissure a, que nous noterons

G" est donnée par :

Pk aW—(U*,a) . — * %
= "a Ll_,néfre(wnl - n;ou;,)dl (3.27)

Pour montrer donc que G* > 0, il suffit de montrer que :
W(u*,a)> W(u*,a[t]) pourtout t>0. (3.28)

Sachant que W est convexe par rapport a4 €", le principe du minimum est donc valable
pour tout t > 0. Une perturbation de a[t], en maintenant u” bloqué, nous avons u*[0]
est cinématiquement admissible lorsque a = a[t], ce qui implique que W(u®,a[t]) est le

minimum et donc I'inégalité précédente résulte.
Et finalement :

G20, (3.292)
c'est-a-dire :

AG > 0. (3.29b)

Si AG est positive, de l'inégalité (2.6) et (2.23) il suit que W <0, et comme W est
définie quadratique positive et donc ne peut devenir négative. Alors W doit s'annuler
apres une durée déterminée c'est-a-dire €} —> 0 et & — O ('écoulement plastique et la

fissuration cessent d'évoluer). Dans ce cas on dit que la structure fissurée s'est adaptée.

W — 0 et W(t) —> constante pour t —>oc,
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W(0) > W(t) pour t>0.

Notons toutefois que dans cette approche proposée, nous avons considéré

dp° oJp° | op° ) w1 o )
P a P 0, ce qui est difficile a satisfaire sans tenir compte de la

propagation de la fissure par un critére de rupture ductile. Pour cela nous avons la

possibilité de formuler notre proposition en se basant sur un repére local centré en la

pointe de la fissure et mobile avec celle-ci avec la méme vitesse.

3.2.4. Proposition 2

Soit le repére local (O, X, Y), mobile avec la pointe de la fissure, si (o, X, y)

représente le repére fixe, nous avons X =x-a(t) e¢ Y =y. Dans la suite de notre

raisonnement, nous utiliserons les quantités relatives au repére local.

La structure fissurée s'adapte pour l'histoire de chargement donné en (3.1), s'il
existe un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps p°(X), tels que pour le

temps t > 0, les conditions suivantes sont vérifiées :

p5,(X)=0 dansQ, (3.30)
np;(X)=0 surl, (3.31)
F(o}(X,t) +p;(X),0,) <0  dans Q, (3.32)
B < 8¢ (3.33)

3.3.5. Discussion 2

Considérons toujours ['énergie de déformation élastique fictive W donnée par:

W =1, (X0 = P (O)Ly (Pu(X.1) - P (X))AQ, (3.34)
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et
W= %L. 0 P50 = P(X)Lg (P (X, 1) ~ iy (X)dQ = L. W,
nous avons |
W = [ wdQ- [ awndr,
avec
w = (p;(X,1) — P (X)) Lijia (P (X, 1) — Pa (X)),
et

Pu(Xt) =Pt — 8Py > PuX) = —apy,; (P, = 0),

W = [ ((05(X.) ~ P§O) P M

_ éjQ. (pij - p‘;j )Lijkl (pkl - p‘,’d )JdQ - Iréwnldr
qui s'écrit aussi comme :

W* = [ ((05(%8) = P} ()L jjuPig, MO

. aW r or . .
—af ey ® mead0- [&wnldr

Sachant que :

_jaw

Q" a(e’ - 8__") (" - 8"),1 dQ = —Ir wn,dI” + jre wn,dl",

on écrit :
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W* = [, (Py(X,0) = P§(X)Ligapys Q- &f wndT + [ gwnydl" — fawndr,

qui avec la loi de Hooke et 'hypothese de partition de la déformation s'écrit :

W* = [ (05X 0P (X,O)Ey, - &5, ~25,)dQ - af_wn,dl".

Le passage a la limite (e — 0) de (3.42), donne I'expression de W

W=limW* = [ (0, - o)e; - 25), Q- | (0y-0{)et dQ-a[ wndr.

e—>0

L'équation (3.43a) s'écrit aussi en tenant compte de €, = sfﬁ :

W = fo(cij (s))(ul ¥ (s)) dQd— I (0,, (S))gP dQ - afrwnldF,

ijt

= -] (04, -0y, - u?) dQ + [ 00— o) - u?) dr

y,J

2

~[ (0, -0{)eL,d2-af wn,dl
et sachant que :

L (0. - G(S) Wu; - ugs)),‘d]" = L nj(cij (s) )(u - u(s) WI'
+af nj(o;-oP)u;—u®),dr’

et puisque :

_J. n. (0',J i 0-(5) )(ui - UES) ),t dr + Ir nj(oij (S) )(u _ u(s))dl- 0

1.)

nous obtenons :

_I (0.1J (s) e? dO

Eiin

—afr[(o,,—o“’>Lm<ckl o0, ~ ny(0; ~ 0§ )y, ~ul), 1T
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soit en posant :
AG = [ [(0; - 0Ly (0 ~ o@)n, - ny(o; — o)y, ~u),1dT,  (3.48)
on écrit :
W=-[ (o;-0{)e}, - AGa. (3.49)

Le méme raisonnement (proposition 1) peut étre adopté pour montrer que AG est

positive et l'adaptation de la structure.

Dans la suite de notre travail, nous admettons que AG est positive.

Ce phénomeéne d'adaptation d'une structure fissurée peut s'expliquer par : le champ de
contraintes résiduelles indépendant du temps p;(X) existe, le régime permanent est
atteint. Ce champ de contraintes résiduelles va jouer le role de bouclier contre la
fissuration, étant donné que la fissuration est la conséquence de la plasticité (un point
matériel se plastifie avant de se rompe), la vitesse de propagation de la fissure tendra vers
zéro, c'est-a-dire la fissure cesse d'évoluer. Ceci explique en fait le phénomeéne d'arrét de

la propagation de fissure.
Remarque :

Les deux approches proposées impliquent chacune des difficultés de mise en ceuvre et

d'application.

- la deuxieme approche ignore totalement la propagation de la fissure et nous affranchi
de la dépendance du champs de contraintes résiduelles p° par rapport a l'espace matériel.

Mais ne renseigne en rien sur la longueur que peut prendre la fissure a I'adaptation, donc

la sécurité de la structure vis-a-vis de la rupture instable n'est pas assurée.

- avec la premiére approche par contre, nous pouvons déterminer la longueur limite que

4 peut prendre la fissure a l'adaptation, mais nécessite une hypothése forte pour étre
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valable. Le champs de contraintes résiduelles p° correspond a la valeur limite que prendra

le champs de contraintes résiduelles réel, il doit étre indépendant du temps et de l'espace

matériel, ce qui est difficile a satisfaire sans un critére local de rupture ductile, nous
ferons donc I'hypothése que Q(a) = Q(a,), c'est-a-dire que pour p° déterminé a a = a,
reste indépendant du temps méme dans le cas d'une propagation de la fissure, ce qui peut

étre justifier par le fait qu'en rupture ductile la propagation de fissure est lente et petite.

Dans la suite, nous utiliserons la premiére approche proposée. A travers le paragraphe

suivant, nous donnerons la méthode de détermination de a,_ pour le modéle adopté et

reste valable uniquement pour la proposition 1.

3.3. DETERMINATION DE LA LONGUEUR LIMITE DE LA FISSURE

Dans le modéle qu'on a adopté pour la rupture ductile, la fissuration dépend de
I'énergie dissipée dans les déformations plastiques, toujours croissante. On est alors
conduit a exiger, pour qu'il y ait adaptation de la structure, que le travail dissipé reste

borné quand le temps t tend vers l'infini.

Soit en utilisant le critére de fissuration en élastoplasticité, la fonction de charge

s'exprimera par (2.44) :

awp
F=G-G,-—2><0

<0, (3.50)
d'autre part, on peut écrire que :
0 i G<G W,
si G<G,+ %
Ga= W . (3.51)
(G, +E"—)a si G= G0_+—a—ap—

On se place dans le cas ou on a propagation de fissure, et on écrit :
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. aWP . X
(G—Go)a:—é‘a—‘a=wp, (3.52)
avec W j c,£7dQ2.
Or d'apres notre modéle on a (2.61) :
1

(G-Gp) = V(a-an)m, (3.53)
soit (3.52) et (3.53) donnent :

V(a-— ao)ma = f 0,;£:dQ. (3.54)

En intégrant (3.54) par rapport au temps, on obtient :

V

= (a ao) m = ” o,e;dQdt, (3.55)
or on sait qu'a l'adaptation on a (KOITER [48](1960)) :

j JLot det<—— _[ 1piLpudQ, (3.56)

donc de (3.55) et (3.56), on écrit :

m+1

“(a-ag) ™ <= Ipilyusid®, (3.57)
d'ou I'on tire I'expression de la longueur a :
m+l1l « m+l
asag+| ————— | doilgrkd | (3.58)
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et la longueur limite de la fissure :

m+l11 «

m+1
am = 49 +[—;n—-v&—_—1 Q%pijLiijpkldQ:I : (3.59)

3.4. ELIMINATION DE LA SINGULARITE DU CHAMP DE CONTRAINTES

Pour l'application du théoréme d'adaptation au structures fissurées, on doit
manipuler des quantités locales, telle que la contrainte, en un point donné de la structure.
Pour cela le probléme de la singularité du champ de contraintes élastiques doit étre
résolu, car théoriquement a la pointe de la fissure, o tend vers linfini, qui est
physiquement en désaccord avec l'expérimentation ;, pour contourner ce probléme, on
assimile la fissure a une entaille de rayon fini, idée similaire au concept du bloc de

matériau introduit par NEUBER [80](1968) pour les entailles aigués.

En effet, en recherchant une entaille aigué ou la théorie classique de la mécanique
des milieux continus n'est plus applicable, NEUBER [79](1958)[80](1968) introduit le
concept du bloc de matériau, suivant lequel l'avant continu d'une entaille aigué est
considéré comme un bloc de matériau de dimension finie €, a travers lequel, pas de
gradient de contrainte ne se développe. Pour obtenir les contraintes solutions, l'entaille
originale doit étre remplacée par une entaille fictive de rayon r; ( > r : rayon de I'entaille

originale), voir figure (3.2).

Le facteur de concentration de contraintes se trouve réduit, ce qui est di a
I'enlargissement du rayon de l'entaille, et la théorie classique de la mécanique reste
applicable. Le rayon r; de l'entaille fictive est obtenu en mettant la moyenne des
contraintes, réparties sur le bloc € de 'entaille originale, égale a la contrainte maximale

de l'entaille modifiée, c'est-a-dire :

1 ee
L= . 3.60
O max,. 8j‘oo'l dr | (3.60)
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Soit en se basant sur l'expression de la distribution des contraintes au voisinage
de la racine de l'entaille donnée par CREAGER [11](1966), I'équation (3.60) donne

l'expression de r; :
Ip =r+ne, (3.61)

avec 1; le rayon de l'entaille fictive, € la longueur du bloc de matériau de Neuber

(constante du matériau), et n un facteur dépendant du type de chargement, il est égal a 2
en mode I et 0.5 en mode III (NEUBER [82](1968)). RADAJ et ZHANG [102](1993)

donnent des valeurs de n pour le mode II et le mode mixte I-II :

n=0.074 pour le mode 11,

1+ 11723 .
n=2—_———> pourle mode mixte,
1+31.64A
avec A = _KH K, étantle fapteur d'intensité de contraintes .

Donc le rayon de l'entaille fictive est égal au rayon de l'entaille originale augmenté de n

fois la dimension du bloc de matériau de Neuber.

- a) entaille modifiée - b) fissure modifiée
Fig. 3.2

Dans le cas d'une fissure, le rayon du front de fissure fictive, noté p;, peut étre

obtenu en mettant r =0 dans l'équation (3.61) :
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Ps =NE. (3.62)

L'équation (3.62) indique implicitement que la fissure peut étre traitée comme une

entaille de rayon p; (fig. 3.2).

En effet, les expériences avec différents matériaux faites par FROST [19](1960),
JACK & PRISE [43](1970), et SWANSON & al. [115](1986), montrent qu'une structure
fissurée, sous des chargements cycliques, se comporte de la méme maniere qu'une
structure entaillée de méme géométrie et de rayon trés petit devant la longueur de

l'entaille.

Pour déterminer le rayon en fond de fissure fictive p;, le bloc de matériau de
Neuber est plus au moins conceptuel ; une mesure directe de ce paramétre reste difficile.
En utilisant une méthode indirecte, KUHN & HARADRATH [61](1952) ont calculé le
rayon p, pour les matériaux métalliques ; ils ont collecté un grand nombre de "facteurs
de fatigue" K a partir d'expériences de fatigue, et les ont comparés aux "facteurs de
NEUBER" qui sont donnés par :

Kp—1
Ky =1+——. (3.63)

1+%

Soit en mettant K égal a Ky, p; peut étre déterminé par cette équation.

Physiquement, le bloc de matériau de Neuber peut étre interprété comme étant la
somme du nombre minimum de particules microscopiques du matériau (comme les
grains) ; la propriété de chaque microparticule doit étre différente des autres, mais
l'ensemble de toutes ces microparticules doit avoir la propriété du matériau

macroscopique. Dans un travail de HUANG & STEIN [39](1996), p, est établi égal a dix

fois la taille du grain :

pe ~ 10 . (3.64)
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KUHN et HARADRATH [61](1952) ont proposé une relation entre p, et la
résistance ultime du matériau 6. Dans leur travail original, la dépendance de p, sur o,

est donnée sous forme de diagramme. RITCHIE [104](1979) a donné une forme compacte

pour représenter cette relation, elle s'écrit :

— 530
(o)

u

ou p est en inches et o, en ksi. Une comparaison de cette forme avec le diagramme de
KUHN montre que I'équation (3.65) n'est pas en accord parfait et en particulier pour les

matériaux a basse résistance.

Pour la suite de notre travail, I'équation (3.64) semble la pius appropriée pour
établir le rayon au fond de fissure fictive, et sachant que p,; est donné pour un

chargement en mode I, on écrit pour généraliser :
g ~ 5E . (3.66)
Soit, avec les équations (3.62) et (3.66), on peut obtenir la valeur de p; pour les

différents modes de chargement.

3.5. FACTEUR DE CHARGES A L'ADAPTATION

Pour déterminer le facteur de charges a l'adaptation (a.gp ), on doit tenir compte

de deux critéres d'effondrement :
- Le critére d'effondrement par déformations plastiques progressives,
- le critére d'effondrement par déformations plastiques alternées.

Pour chaque critéere, on détermine le facteur de charges correspondant,

respectivement, cpp et o ap, qui définit ainsi le domaine d'évolution des charges, pour

lequel on vérifie qu'une quelconque histoire de charges ne peut conduire a la
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déstabilisation du processus d'adaptation. Le facteur de charges a l'adaptation résulte de
la plus petite valeur des deux facteurs, c'est-a-dire l'intersection entre les deux domaines

de charges.

On note par D, le domaine de charges externes, défini par :
n
D=1P = puP,u; e[u{,uI’] , (3.67)
i=1

ou, les P; sont les charges généralisées fixées et indépendantes (ex : forces de volume,

tractions de surfaces, déplacements imposés ou la combinaison de ces charges) et u;

sont les multiplicateurs de charges avec uf et W , respectivement, la borne supérieure

et la borne inférieure (i=1,......, n).

Le domaine D est convexe, c'est-a-dire, pour tout P, et P, appartenant a D,

toutes les valeurs de P définies par :
P=0P, +(1-8)P, , 08¢ [01], (3.68)
appartiennent ausst a D.

La convexité de D nous permet d'appliquer le théoréme suivant : Il y a adaptation
dans le domaine de charges D, si et seulement si, il y a adaptation dans le domaine D,

enveloppe convexe du domaine D, défini par :
(D:{P/P:Zui@i,uizu{ ouuf}. (3.69)

La conséquence de cette propriété est que, pour un domaine de charges donné,
s'il y' a adaptation pour les points anguleux du domaine (P, 2, .... fig. (3.3)), alors il y' a

adaptation pour tous les points du domaine. Cette propriété permet a l'analyse

d'adaptation de s'affranchir de la variable temps.
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Chaque élément P de D peut s'écrire par :

P=Y0.@, (3.69)
i=1
ou
m
>0;=1,0;20 Vi, (3.70)

avec m=2" et les @, les points de D, sont les points anguleux de D. Le cas

bidimensionnel est montré sur la figure (3.3) :

AP,
|+
P
(P4 : : —> ’ (Pl
l
|
A i
- |
Py | LI
| >R
‘ #
4
3 - ?
1P2 2

Fig. 3.3 - Domaine de variation des charges

3.5.1. Facteur de charges vis-a-vis de la plasticité accumulée

Le facteur de charges contre l'effondrement par déformations plastiques

progressives ou accumulées (app ) est la solution du probléme d'optimisation suivant :
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pp = rr;gxoc, (3.71)

sous les contraintes :
F(ac®(P)+p,6,)<0 V@eD, (3.72)
a,, (0,p ) <ag. (3.73)

Ceci est un probleme de programmation mathématique, avec o comme fonction

objective a optimiser sous les conditions (3.72) et (3.73).
3.5.2. Facteur de charges vis-a-vis de la plasticité alternée

Le terme plasticité alternée signifie que le processus de déformation plastique est
tel que, la déformation totale est nulle et que son amplitude est inférieure a une certaine
limite. Le facteur de charges contre l'effondrement par déformations plastiques alternées

est exprimé par le probléme d'optimisation suivant ( KONIG [52](1979)) :

OL,p = mMaxa, (3.74)
p

telle que
F, (ac°(x,t) +p (x),6,) < 0. (3.75)

Donc, le critére de sécurité contre l'effondrement par plasticité alternée ( contre la fatigue
oligocyclique) est satisfait s'il existe un champs de contrainte p~ quelconque indépendant

du temps, lequel, superposé a l'enveloppe de contraintes élastiques, ne viole pas le critére

d'écoulement.

Comme il a été proposé par KONIG [59](1987), le probléme de la plasticité

alternée peut étre considéré comme un probléme élastique limite. Ainsi, au lieu de
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considérer le probleéme précédant pour déterminer le facteur de charges vis-a-vis de la

plasticité alternée, on résout le probléme d'optimisation suivant :
O ,p = Maxa, (3.76)

sous les contraintes :

F {+l[u.+—u7]ac°(@)c }<o VP eD 3.7
A —2 1 1 E > .

ou toutes les combinaisons du signe + sont considérées. On constate qu'on n'a pas tenu
compte de la fissuration, car la ruine par plasticité alternée intervient une fois que 1'état

de contraintes franchit le seuil d'écoulement (o).

Ainsi, les deux cas de défaillance étudiés nous donnent finalement le facteur de

charges a l'adaptation, exprimé par :

Ogp = min (Clpp,Olyp). (3.78)

3.6 CONCLUSION

Nous avons proposé dans ce chapitre, une approche d'extension du théorémé
statique d'adaptation aux structures fissurées. Nous avons montré qu'une structure
fissurée s'adapte sous certaines conditions de chargement, et que I'énergie dissipée par
fissuration reste bornée. Par ce fait, la condition sur la longueur limite, que peut prendre

la fissure, garantie la sécurité de la structure vis-a-vis de la rupture brutale.

Nous avons ensuite donné une justification pour assimiler la fissure & une entaille
de rayon fini, ce qui régle le probléeme de la singularité, en vu des applications
numériques nécessaires a la validation de I'approche établie. On montre aussi que la mise

en ceuvre de cette théorie revient a résoudre un probléme mathématique d'optimisation.
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4. FORMULATION ELEMENTS FINIS

4.1. INTRODUCTION

La mise en ceuvre du théoréme statique d'adaptation repose sur la méthode des
éléments finis, statiquement admissibles, et sur la méthode de programmation
mathématique. Cette derniere consiste a maximiser la facteur de charges, tout en veillant
a ce que le critére d'écoulement ne soit violé en aucun point de la structure, et que la
longueur de la fissure reste inférieure a la longueur critique. La résolution du probléme
de l'analyse d'adaptation sous contrainte utilise la méthode dite du Lagrangien augmenté,

proposée par PIERRE & LOWE [92] (1975) et nécessite

- La solution du probléeme du corps de comparaison purement élastique,

correspondant aux mémes conditions limites que le probleme posé,
- la construction d'un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps.

Pour cela on utilise 1a méthode des éléments finis en terme de contraintes, basée
sur le principe de minimisation de I'énergie complémentaire (GALLAGHER & DHALLA
[20] (1975)). Celle-ci utilise les fonctions de contraintes pour la construction de la
fonction d'énergie complémentaire, et représente un dual algébrique a la méthode
d'éléments finis en déplacements. Cette meéthode a €té utilisée, entre autre, par
BELYTSCHKO & HODGE [3] (1972) et WEICHERT & GROSS-weege [122] (1988),
respectivement, pour l'étude de l'analyse limite et de l'adaptation des structure

bidimensionnelles.
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4.2.CALCUL DE LA REPONSE PUREMENT ELASTIQUE

4.2.1.Principe du minimum de 1'énergie complémentaire

Le principe du minimum de I'énergie complémentaire constitue un fondement
variationnel de la formulation directe de souplesse des éléments. Cette méthode utilise les

forces aux noeuds, comme inconnues, dans la formulation des équations d'éléments finis.

L'énergie complémentaire II. d'une structure est donnée par la somme de

I'énergie complémentaire de déformation (U"), et du potentiel (V*) des forces de

frontiére, agissant dans les déplacements imposés soit :
I, =U"+V* 4.1)

Le principe s'énonce comme suit : parmui tous les états de contraintes
statiquement admissibles, l'état de contraintes qui satisfait également aux équations
contraintes-déformations (loi de Hooke (éq. (1.10)) et a tous les déplacements imposés

aux frontiéres donne a l'énergie complémentaire une valeur stationnaire. Soit :
8T, =8U* +8V™ =0, (4.2)
Notons que dans le cas de I'élasticité linéaire, IT. est un minimum a I'équilibre :
8211, = 82U +8%V* 2 0. (4.3)

En exprimant I'énergie complémentaire en fonction des contraintes et des

déplacements imposés sur la frontiére I, on obtient l'expression suivante :

I, = % JgLoda- [ Tudr. (4.4)
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ol la premiére intégrale du second membre est U™, et la deuxiéme est — V*. T, est la
frontiére sur laquelle les déplacements u sont imposés, et T représente les tractions de

surface correspondantes.
4.2.2. Discrétisation a I'aide de fonction de contraintes

Une solution pratique, pour définir des champs de contraintes qui satisfassent les
équations d'équilibre, consiste en l'utilisation des fonctions potentielles, ou fonction de
contraintes. Ces fonctions sont des expressions qui, dérivées selon certaines regles,
donnent des composantes de contraintes vérifiant automatiquement les conditions
d'équilibre. L'état de contraintes planes n'admet qu'une seule de ces fonctions, appelée

fonction de contraintes d'Airy, qui sera utilisée pour la discrétisation de notre probléme.

4.2.2.1 Résolution du probléme plan par la fonction d'Airy

Dans le cas des systémes plans, les équations d'équilibre sont identiquement

vérifiées en posant :

o’ o’o P’
Gx=—2“+A,Gy:gx“5—+A,txy=—@+A, (4.5)‘

avec @ =®d(x,y) la fonction d'Airy et A le potentiel dont dérivent les forces

volumiques f = —gradA .

En absence des forces de volume, I'équilibre dans le domaine € prend la forme

suivante :

dans Q, (4.6)

avec
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Qyy =0y, Pxx =0y et -D =Ty
La condition de compatibilité s'écrit :
Ex,yy TEyxx ~2Exy xy = 0. 4.7)

Soit en combinat la loi de Hooke, la définition des déformations et la définition de

la fonction de contraintes d'Airy, l'équation (4.7) s'écrit :

1
E[(GX’W ~VOy ) (VO xx 0y xx) — 2(1+ v)cxy’xy] =0

Oyyy — VOyyy — VOy 1 T Oy «x — 20 2vo 0 (4.8)

X, ¥y Y.yy Xy.Xy XY, Xy =

P -vd v+

Yy gy~ VO g P 2<I>,nyy + 2v(I>,xyxy =0

D + @ yxxx +2P yyxy = 0.

YYYY

Et connaissant l'identité suivante :

A =0) xx +() yy

, 49
BAG) = () oo + O yyyy +20) iy @)
on obtient I'équation biharmonique bien connue :

AAD =0. (4.10)

De ce fait, tout champ de contraintes qui dérive de la fonction &, étant une
solution de I'équation différentielle (4.10), doit satisfaire I'équation d'équilibre statique, le

critére de compatibilité, et minimise I'énergie complémentaire 1.

Afin d'éviter les complexités de l'analyse concernant les valeurs aux noeuds des
fonctions de contraintes d'Airy, on ne tiendra compte que du premier terme de

l'expression (4.4). Le second terme sera pris en considération dans le § 4.2.3 sous forme
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d'équation de contraintes. Ainsi, en contraintes planes, l'énergie complémentaire de

déformation (I, = U™) s'écrit :

(¢

1 * |
i, =2 0. oy w]Lho, thar (4.11)
Txy
h étant I'épaisseur du domaine Q .
Compte tenu de I'équation (4.5), on obtient :
3
D,y
1
0=5[ {0y @0 -@ JiLh@,, rhar (4.12)
-,

Si on exprime le champ des fonctions de contraintes sous forme analogue aux

fonctions des déformées, on obtient :

@ = [N]{cbe}T (4.13)
avec
[N] :  vecteur des fonctions d'interpolation,
{d)e} . vecteur de coefficients de fonction de contraintes aux noeuds de

'élément.

Le vecteur des dérivées secondes peut s'écrire :

Dy By -®,xy}T:[N]"{®C}T. (4.14)
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Soit en substituant I'équation (4.14) dans I'expression (4.12), on obtient I'énergie

complémentaire de déformation sous la forme :

nT

I, = [ {o )N [LIN]" {or}har =

c=3 {or} [k o}, (4.152)

l\)l’—-

avec

[k°]= L[N]”T[L][N]H hdT, (4.15b)

qui représente la matrice de flexibilité élémentaire.

Nous avons vu que dans la formulation des probléemes de contraintes planes,
I'énergie complémentaire fait usage d'une fonctionnelle exprimée en fonction des dérivées
secondes de la fonction d'Airy @ en tant qu'inconnue de base aux noeuds. La continuité

de ses dérivées premiéres au passage des frontieres des éléments est donc impérative.

Pour cela, une interpolation polynomiale bicubique d'Hermite a été choisie, qui
assure la compatibilité inter-élément des déplacements d'une part, et posséde toutes les

fonctions de déformée d'autre part (BOGNER & al. [5] (1965)),

3 3 o
D(x,y) = 2, D ayx'y'. (4.16)

i=0j=0

Les 16 inconnues (aj;) de l'expression (4.16) sont remplacées par le vecteur
(®jj). Ce dernier regroupe non seulement les valeurs de @, mais aussi les dérivées

premieres @ y, @ o et les dérivées secondes D , dans les noeuds de chaque élément.

4.2.3. Conditions aux limites statiques pour la fonction d'Airy
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Chapitre 4

Pour definir les équations de contraintes restituant la continuité des déplacements
aux frontieres, il est important de spécifier cette continuité en un certain nombre de

points le long de ces frontiéres, ce qui revient a identifier les fonctions de contraintes aux

noeuds communs.

Gf:t GA GB GB
n o nt
vt T
o~

A 1 —)/—-7/ ‘f—‘\ | L B
- v

Fig. 4.1 - Condition de continuité des contraintes inter-éléments

ot [0
ohed |52 -5

. s o]t [del
O =0Om — onot = ondt

Les deux conditions sont valables pour chaque c6té de deux éléments voisins A et

(4.17)

B Demémeona:
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(DA :(DB
0T TeoT® (4.18)
HRE

L'exigence de mettre en interconnexion les éléments, dans le but de retenir une
formulation valide du minimum de l'énergie complémentaire, est due a la continuité des

contraintes normales et de cisaillement le long de la frontiére.

Considérons a présent, le cas de contraintes planes dans lequel les contraintes
o, (x) et 1, (x) agissent sur un élément dont un coté est paralléle a 'axe des x (fig.4.2).
En tout point de ce coté on a :

an)i—j
ax2

=6,(x). | (4.19)

En intégrant deux fois la relation (4.19), et en évaluant les constantes

. : ‘ oo - :
d'intégration en fonction des valeurs de @ et de Fo ® . aux extrémités, on obtient :

~0+® 4 = o, (xdx
(4.20)

-0, +®;-20 ; = [dx|o, (x)dx
La présence de la contrainte de cisaillement le long du c6té (i-j), nous donne :

® -0, =1, (N, | (4.21a)

avec

(4.21b)

- Q‘{y‘ = ‘CX}’(X=O) [ Q,X}’j = ‘ny(x=a) .
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YA

\7\\:\\\ 0-y()()
\L L v y JTT{T Ty(X)
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i !
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>

Fig. 42 - Contraintes normales et de cisaillement réparties sur un coté d'un

élément

Par l'addition de toutes ces équations, provenant des opérations relatives a toutes
les conditions aux limites, nous formons un systéme pour l'ensemble des équations de

contraintes.

Ainsi pour r conditions de contraintes et n degrés de liberté, nous obtenons :
[Cralf@na}={Pa}. (422)

ou {Pfxl} est le vecteur de charges extérieures, résultant a partir de l'intégration de la
surface de traction I, le long de la frontiére de chaque €lément (GALLAGHER & DHALLA

[20] (1975)).

L'énergie complémentaire totale (IT, ) pour une structure a N, éléments est

donnée par :
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I, Zne— {q>} [KK{®}, (4.23)

ou [K] est la matrice de souplesse globale, et {®} est le vecteur global des fonctions de

contraintes. De méme on a :
[C{o} ={P}, (4.24)

qui représente le systéme d'équations de contraintes globales, et la matrice [C] contient

les coefficients des équations de contraintes.
4.2.4. Equations de contraintes par 1a méthode du Lagrangien augmenté

Pour tenir compte de ces équations de contraintes dans la formulation de I'énergie

complémentaire, nous introduisons la notion de multiplicateur de Lagrange, ceci nous

permet de former la fonctionnelle augmentée IT;

112 = (@} K]0} + {1, Yo} - {1, )68}, (4.25)

ou, A est le multiplicateur de Lagrange.

La premiére variation par rapport a @ et A; donne le systéme d'équations

EMMEH @20

La partition inférieure n'est autre que le systéme des équations de contraintes qui

suivant:

peut étre résolu par partition si [K] n'est pas singuliére. La partition supérieure donne :

(@} = k][] {r.}, (4.27)
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d'ou, avec la partition inférieure on obtient :
- -1
{n}=((CIKI[CI") (- {P}), (4.28)

et on obtient les paramétres de la fonction de contraintes {®} en substituant {KL} dans

I'équation (4.27). Ces parametres seront utilisé€s, a leur tour, pour la détermination des

contraintes élastiques aux points de Gauss en utilisant les expressions des contraintes

(éq.4.5).

4.3. PHASE PLASTIQUE

4.3.1. Discrétisation du champ de contraintes résiduelles

Suivant la formulation proposée par NGUYEN DANG HUNG & KONIG [83] (1976),
le champ de contraintes résiduelles est discrétisé de la méme maniere que le champ de

contraintes élastiques. Ce champ de contraintes résiduelles doit satisfaire les conditions

d'équilibre suivantes :
py;j=0 et npj=0. (4.29)

Pour le calcul de ces contraintes résiduelles, nous formulons a nouveau le

systéme d'équations de contraintes avec forces de surfaces nulle, on obtient :
[Cl{®} =0. (4.30)

La résolution de ce systéme d'équations (équations de contraintes sous conditions
d'équilibre homogeénes) a été simplifiée en utilisant la méthode d'élimination de Gauss-

Jordan (STIEFEL [114] (1960)), I'équation (4.30) se ramene a :

@,
[c, CZ]LD J:o, (4.31)

2
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ou, C7' est supposée exister. Finalement :

)= fcfeliod =101t 1T oy sy

I

représente le champ de contraintes résiduelles.
4.3.2. Détermination du multiplicateur de charge limite

Pour un chargement donné, on détermine le multiplicateur de charge limite,
facteur de sécurité contre la défaillance, en utilisant la méthode d'optimisation non
linéaire, qui garantit 'adaptation de notre structure, et détermine en méme temps la borne

limite de la longueur de la fissure avant défaillance.

A cette fin, on résout le probléme d'optimisation suivant :

Olsp = Maxa, (4.33)
sous les contraintes :
a(a,p’) <ac, (4.34a)
F(ac®(P)+p°,04) <0. (4.34b)

La longueur de la fissure est exprimée par :

m+1 1 m+1
—w, [, (4.35)

=a, + R
amay s T2

m et V sont des constantes du matériau, représentant les parametres de la courbe R

(69.(2.62)), a, la longueur initiale de la fissure, et W, la borne de la dissipation plastique

qui s'exprime pour toute la structure par :
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o | B
W, =— jg—z-(p Lp°)dQ. (4.36)

4.4. CONCLUSION

Dans ce chapitre, une méthode de discrétisation du probléme d'adaptation est
donnée. La résolution de ce probléme consiste a résoudre un probléme de

programmation mathématique qui nécessite :

- La solution d'un probléme élastique correspondant aux mémes conditions

limites que le probleme posé,

- la construction d'un champ de contraintes résiduelles auto-équilibré et

indépendant du temps.

La discrétisation adoptée du probléme repose sur la méthode des éléments finis
statiquement admissibles, dont la formulation est basée sur le principe du minimum de
I'énergie complémentaire, et qui, codplée avec un processus d'optimisation donnera le

multiplicateur de charge de sécurité.
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5. APPLICATIONS NUMERIQUES AUX PLAQUES FISSUREES

5.1. INTRODUCTION

Afin dillustrer la nouvelle approche, présentée au chapitre 3, pour l'étude de
I'adaptation des structures fissurées, sous sollicitations meécaniques variables, nous
étudierons, dans ce paragraphe, quelques exemples numériques de l'adaptation des

plaques fissurées.

La mise en ceuvre numérique a été réalisée avec un code de calcul en éléments
finis, développé initialement par GROSS-WEEGE [28](1988) pour I'étude des plaques et

coques et adapté a nos besoins.

L'étude est menée vis-a-vis de deux critéres d'effondrement :
- Le critére d'effondrement par déformations plastiques progressives,
- le critére d'effondrement par déformations plastiques alternées.

Chaque critére définit un domaine limite de variations de charges. Ce domaine
englobe tous les points de charges limites, et a l'intérieur duquel on a adaptation. Le

domaine est obtenu de la fagon suivante : Pour les différents multiplicateurs de charges
u (ou i), définissant le domaine de charges D;, nous calculerons, a l'aide du
processus d'optimisation, le facteur de sécurité correspondant ogp,. De cette fagon, on
définit le domaine de charge limite DiSD, et en superposant tous les domaines D;", on

construit le domaine limite (figure 5.1).
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Caractéristiques
Géométriques et Mécaniques

|

Calcul des contraintes purement

élastiques (c°)

Plasticité Plasticité
Progressive Alternée

A 4

Construction du champ de
contraintes résiduelles p°

v

|

Opp = Maxa

a(o,p’)—a, <0 v

Fac®(P)+p°,0,]<0 Qsp = Max a

F [fo 7 (1] - p{)o°(P),0,1<0

osp = Min (aPP’a’AP)r

DOMAINE DE CHARGES

Fig. 5.1 - Méthode de détermination du domaine de charges
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Cette étude sera menée comme suit :

- Apres validation du module de calcul, nous considérerons une plaque avec une fissure
centrale chargée uniformément sur les cOtés dont nous déterminerons le domaine
d'adaptation pour les différentes longueurs de la fissure. Le méme calcul sera réalisé pour

une plaque avec fissure latérale.

- La deuxiéme application sera consacrée a l'influence des inclusions sur la charge
d'adaptation. Nous considérerons le cas d'une inclusion en amont de la pointe de la

fissure et le cas de deux inclusions de part et d'autre de la fissure.
p

5.2. VALIDATION DU MODULE DE CALCUL

Pour valider le module de calcul, nous considérons une plaque non fissurée
chargée sur les cotés (fig. 5.2). Différents types de maillages en nombre d'éléments et de

points-tests sont testes.
Les deux cas de charges considérés sont :

- les deux charges P, et P, varient d'une maniére quelconque entre les limites

0<P <P, et 0<P, <P . (deuxparametres de charges "adaptation"),

max

- les deux charges P, et P, varient d'une maniere proportionnelle P, =P, . et

P, = P, .., ( chargement proportionnel "analyse limite" ).

Le calcul mené vis-a-vis de 'analyse limite comme cas particulier de l'adaptation
et a l'adaptation en utilisant exclusivement le critére de Von-Mises, montre que la finesse
du maillage n'influe que peu sur le résultat obtenu. Par contre le temps de calcul
augmente fortement avec le nombre d'éléments. Ce qui nous a ramené, pour déterminer

le facteur de charge, a choisir 36 éléments et optimiser le probléme sur 180 point-tests.
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Fig. 5.2 - Plaque rectangulaire soumise a des tractions sur les cotés

On montre sur la figure (5.3), le type d'élément et les points-tests utilisés pour
déterminer le facteur de charge. Sachant que ces derniers ne correspondent pas

forcément aux points de Gauss et aux noeuds des €léments.

Se

élément (1) élément (i+1)

N @ K
p

Fig. 5.3 - Type d'élément et points-tests
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Il découle, a partir des domaines de charges obtenus pour les deux cas de

charges, qu'un dimensionnement basé sur l'analyse limite est dangereux si les charges
appliquées peuvent varier de maniére indépendante.

1.25 — ;i
! | Plaque sans fissure
PRI adaptation
Lo S~ | o
el e | omees === analyse limite
vid L
1 e |
0.75
P, /P, A
\\
(Y
0.5 'a‘
A
§
{
0.25 7
| !
i K
7
'I
0
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
P, / P,

Fig.5.4 - Domaine de charge pour une plaque non fissurée

87



Chapitre 5 Applications numériques aux structures fissurées

5.3. INFLUENCE DE LA LONGUEUR DE LA FISSURE SUR LE DOMAINE

D'ADAPTATION

5.3.1. Cas d'une plaque avec fissure centrale

Nous considérons le cas d'une plaque rectangulaire pourvue d'une fissure

centrale, et soumise a des tractions uniformes (fig. 5.5).

Vu la symétrie du probleme, seul le quart supérieur droit de la structure a éte

discrétisé. La symétrie du champ de déplacement est respectée par l'annulation des

déplacements verticaux du bord inférieur en chaque noeuds, sauf ceux des levres de la

fissure, et par l'annulation des déplacements horizontaux du bord vertical gauche

(fig.5.6).
PZ

A A A
x - I N :
| <] | —>
2L P, — P,
| <« W >

a <

A2 < i >

v »L i v v

Fig. 5.5 - Plaque rectangulaire avec fissure centrale
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Pour ce type de probléme, nous avons €té amené a raffiner le maillage au
voisinage de la pointe de la fissure, ce qui a donné un maillage avec 118 éléments et 590

points-tests (fig. 5.6).

P2
rrrrrrr ot
T T T ]
1 | i
N -
- R
> m e
! w
|
[
-
T |

Fig. 5.6 - Maillage et conditions aux limites du quart de la plaque

Le résultat obtenu (fig. (5.7)) montre que la charge de sécurité est réduite en
présence d'une fissure, cette réduction dépend de la longueur de la fissure. La charge P
modifie défavorablement le domaine de charge et réduit la charge limite obtenue. Alors
que sous la charge P;, linfluence de la fissure est moindre étant donné que la
concentration de contrainte est moins importante, et se situe sur les lévres de la fissure et

non en amont de la pointe de la fissure.
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Fig. 5.7 - Influence de la fissure sur le domaine d'adaptation.

La figure (5.8) montre bien que également dans le cas d'une plaque fissurée, le
dimensionnement basé sur l'analyse limite n'est pas adéquat si les charges appliquées

peuvent varier d'une maniere indépendante.
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Fig.5.8 - Domaine d'adaptation et d'analyse limite pour une plaque fissurée.

On montre sur la figure (5.9) l'influence de la longueur de la fissure sur le facteur

de charge dans le cas d'une plaque avec fissure centrale soumise a une tension uniforme.

La variation de la charge limite avec la longueur de la fissure est en accord avec
son expression analytique (MIANNAY [74] (1995), PLUVINAGE [93] (1989) et [94]
(1995)) :

P a
2k o — (5.1)

P, W’
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qui traduit la charge limite comme étant la résistance du ligament restant de la plaque

fissurée soumise a une tension uniforme.

1.25 : .
adptation
® @ analyse limite
========== analyse limite (analytique)
1 -
‘-\“~

© ‘\'?n.‘
£ 0.75 e
-S {“~.‘
Y ~\\ i
= e,
; \ *\‘s
] Seea,
S 05 >
8 \

0.25 e

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fig. 5.9 - Influence du rapport /W sur le facteur de charge.

5.3.2. Cas d'une plaque avec fissure latérale

Nous considérons le cas d'une plaque rectangulaire pourvue d'une fissure latérale

et soumise a des tractions uniformes (fig. 5.10).
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Fig. 5.10 - Plaque rectangulaire avec fissure latérale.

Vu la symétrie, seule la moitié supérieure de la structure a été discrétisée, nous

avons adopter un maillage avec 100 éléments et 500 points-tests (fig. 5.11).
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Fig. 5.11 - Maillage et conditions aux limites de la demi-plaque

La figure (5.12) montre comme dans le cas de la fissure centrale, que la charge de
sécurité est réduite en présence de la fissure. Cette réduction dépend de la longueur de
celle-ci. La charge P, modifie défavorablement le domaine de charge et réduit la charge

limite obtenue. Alors que sous la charge Py, l'influence de la fissure est moindre.
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Fig. 5.12 - Influence de la fissure sur le domaine d'adaptation

Avec des. charges variant d'une maniére indépendante, la figure (5.13) montre,

comme dans le cas de la fissure centrale, que le dimensionnement basé sur I'analyse limite

est dangereux.
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Fig. 5.13 - Domaine d'adaptation et d'analyse limite

L'influence de la longueur de la fissure sur le facteur de charge dans le cas de la
plaque avec fissure latérale soumise a la tension uniforme P, est montrée sur la figure

(5.14). La valeur de la charge limite est en accord avec I'expression analytique (éq. (5.1).
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Fig. 5.14 - Influence du rapport a/W sur le facteur de charge

5.4. INFLUENCE DES INCLUSIONS SUR LA CHARGE D'ADAPTATION

Dans ce paragraphe, on analyse l'influence des inclusions sur la valeur de la
charge d'adaptation d'une plaque pourvue d'une fissure latérale et soumise a une traction

P.

5.4.1. Cas d'une inclusion en amont de la pointe de fissure

On considére une plaque rectangulaire pourvue d'une fissure latérale, avec une

inclusion en amont de la pointe de fissure, et soumise & une traction P ( fig. 5.15).

97



Chapitre 5 Applications numériques aux structures fissurées

P
A A A A A A
— M S — E=2.110 MPa
T v=03
o, = 120 MPa
| Ei_’vi L =64 mm
L / W =32mm
ﬁ> ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, a1 ¢=10.6 mm
| Doy d=1.64mm
| < ¢ p,=0.82 mm
| W m=4
V=074
,L ‘ ; ,; a,= 6.4 mm
| T

Fig. 5.15 - Inclusion en amont de la fissure

Le maillage et les conditions aux limites adoptés sont ceux montrés dans la figure (5.11).

5.4.1.1. Influence du module de Young E; de I'inclusion

La charge d'adaptation Py, est évaluée pour différents modules de Young de
l'inclusion. Le module de Young E; de l'inclusion est compris entre 10° MPa et 2x10°

MPa pour les inclusions douces, et entre 2.4x10° MPa et 7x10° MPa pour les inclusions

dures.
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Fig. 5.16 - Variation de la charge d'adaptation Py, avec le rapport El

E.
La figure (5.16) montre l'effet de croissance de P, lorsque le rapport —E—‘

augmente. Au dela d'une certaine valeur de la dureté de l'inclusion, la valeur de Py, tend

vers une valeur limite.

5.4.1.2. Influence de la distance r entre l'inclusion et la fissure

Nous constatons une influence considérable de linclusion sur la charge

d'adaptation Pg,, et suivant deux cas :
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E. - P
- le rapport —I-E—‘- <1, les résultats obtenus montrent que le rapport Pﬂ (Pgpo est la
SDO

valeur de Py, en absence de linclusion ( matériau homogene)) diminue lorsque la
distance entre l'inclusion et la fissure décroit, cela agit défavorablement sur la fiabilité de

la structure,

PSD

E.
- le rapport E‘ >1, croit quand l'inclusion s'approche de la pointe de la fissure, la

PSDO

structure devient plus résistante.

On remarque que les deux courbes, figure (5.17), tendent vers une valeur de

PSD

. . r . o
P 1 (matériau homogene) quand — augmente. Une comparaison qualitative montre
SDO a

que ces résultats sont en accord avec ceux de L1 & CHUDNOVSKY [64](1993) et HADDI

& WEICHERT [34](1995).

L'étude de l'influence du module de Young de l'inclusion et de sa distance par
rapport a la pointe de la fissure sur la charge d'adaptation, montre que la présence d'une
inclusion douce est généralement néfaste pour la sécurité de la structure. Par contre, une

inclusion dure peut, suivant sa dureté et sa position, améliorer sa résistance.
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Fig. 5.17 - Le rapport

5.4.2. Cas de deux inclusions de part et d'autre de la fissure

Nous considérons la méme structure (fig.5.15), en présence de deux inclusions de

part et d'autre de la fissure (fig. 5.18).
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5.4.2.1. Influence du module de Young E; des inclusions

5
E=2.110MPa
v=0.3

o, =120 MPa
L =64 mm

W =32 mm

¢ =10.6 mm
d=1.64 mm
p;=0.82 mm

m=4
V=10.74

a,= 6.4 mm

Les résultats obtenus, figure (5.19), montrent que la présence de deux inclusions

de part et d'autre de la fissure influe sur la fiabilité de la structure.

La dureté des inclusions augmente la charge d'adaptation et donc améliore la

résistance de la structure fissurée. On remarque que la pente de la courbe obtenue est

lus raide que dans le cas d'une seule inclusion (I'influence est plus importante).
p q p p
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Fig. 5.19 - Variation de la charge d'adaptation Py avec le rapport E’

5.4.2.2. Influence de la distance entre les deux inclusions

La charge d'adaptation Py, varie suivant deux cas (fig.5.20) :

- —>1, la valeur de Py croit quand la distance diminue, cela s'explique lorsque les

deux inclusions sont plus proches, on peut les considérées comme une seule, ce qui nous

raméne au cas d'une inclusion dure qui augmente la résistance de la structure,
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- El <1, lorsque la distance diminue, on se rameéne au cas d'une inclusion douce en

amont de la pointe de la fissure, ce qui diminue la résistance de la structure et par

conséquent Py, diminue.

. r
De plus, lorsque la distance Z augmente, les deux courbes tendent vers la valeur

P correspondant au cas du matériau homogene.

[ ] ® & FEi=10e5MPa
® ® Fi=40e5MPa
44.5
®
¢ ®
] e e
44 -
o ¢
o
PSD &
43.5 \ 4
43 °
42.5
0.8 1.6 24 3.2 4 4.8
r/a

Fig.5.20 - Variation de Py, avec la distance entre deux inclusions.

5.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, des applications numériques sur des plaques fissurées ont été

réalisées. Nous avons considéré des cas de charges simples en traction. Comme attendu,
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les résultats obtenus traduisent bien le fait que la fissure réduit considérablement la
charge de sécurité et montrent que le modele développé est bien en mesure de simuler ce
comportement, la fissure peut causer la ruine de la structure si la fissure n'est pas décelée

ou son influence ignorée.

L'étude de l'influence des inclusions montre que suivant le cas, les inclusions
peuvent rendre la structure plus résistante, comme elles peuvent, au contraire, accélérer

la ruine de la structure en réduisant la charge de sécurité.

L'originalité de cette étude et le manque de résultats expérimentaux dans ce
domaine, empéchent la validation directe de nos résultats. Néanmoins, I'évaluation
précise de la charge de sécurité par l'analyse d'adaptation permet, avec les données
géométriques de la structure, de calculer un facteur d'intensité de contraintes
correspondant a I'état d'adaptation. Ce facteur peut étre, dans certains cas, comparé au

seuil de fatigue correspondant a la méme structure et aux mémes modes de chargement.
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Chapitre 6 Facteur dintensité de contraintes a [ adaptationKg, et seuil de fatigueK

6. FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES A L'ADAPTATION Ksp ET

SEUILS DE FATIGUE K

6.1. INTRODUCTION

Comme autre exemple de lutilité de l'analyse d'adaptation des structures

fissurées, nous calculerons dans ce chapitre des facteurs d'intensité de contraintes que

nous noterons Kgp, correspondants a I'état d'adaptation de la structure fissurée. Nous

montrerons que ces facteurs peuvent étre considérés comme des parametres pouvant étre

assimilés a des seuils de fatigue tenant compte des contraintes résiduelles qui se

développent en amont de la pointe de la fissure et qui, si elles sont de compression,

jouent le role de bouclier contre la fissuration.

6.2. FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES ET MODES DE RUPTURE

Le parametre le plus classique défini en mécanique de la rupture est le facteur

d'intensité de contraintes K. Comme le facteur de concentration K, déterminé pour les

trous ou les congés de raccordement, le facteur d'intensité de contraintes est défini a

partir du champ de contraintes autour d'une fissure. Le principe de sa détermination est

basé sur la méthode de superposition permettant de distinguer les différents modes de

rupture (fig. 6.1) donnés par IRWIN [42] (1956). En élasticité, les facteurs d'intensité de

contraintes sont ainsi calculés d'une maniére analytique pour les structures simples avec

des chargements élémentaires.

Les trois modes de rupture sont :

- Le mode I ou mode d'ouverture, les surfaces de la fissure se déplacent

perpendiculairement l'une a l'autre,
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- le mode II ou glissement droit, les surfaces de la fissure se déplacent dans le

méme plan et dans une direction perpendiculaire au front de fissure,

- le mode III ou glissement vis, les surfaces de la fissure se déplacent dans le

méme plan et dans une direction paralléle au front de fissure.

Le plus dangereux des modes est le mode I, pour cette raison, la plupart des

études de la mécanique de la rupture ont porté sur ce mode.

/
= I =z
Zd

-

Fig. 6.1 - Modes de rupture

Lorsque plusieurs modes sont simultanément présents, on dit qu'il s'agit d'un

mode mixte.

Les expressions analytiques des facteurs d'intensité de contraintes pour un certain
nombre de situations simples en élasticité, peuvent étre trouvées dans les ouvrages de

BuI [6] (1978) et BARTHELEMY [1] (1980).

Le facteur d'intensité de contraintes pour une plaque fissurée, sollicitée en mode

I, est donné par :
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K, =oc.vma. 6.1)

Pour les plaques de dimensions finies, I'expression (6.1) doit étre multipliée par

. e a . .
un facteur de correction géométrique g(W). L'expression de ce facteur de correction

dépend de la configuration de la fissure et du chargement.

Comme pour le critere de rupture G (§ 2.6), on peut définir une valeur critique

de K, représentée par K-, qui représente la ténacité du matériau et sa résistance & une

propagation instable de la fissure. La ténacité dépend du matériau, notamment de son

état metallurgique, du traitement thermique, et de I'épaisseur pour les plaques.
Le critére d'acceptabilité d'une fissure de dimensions données, est le suivant :

K; <K, noncritique
- (6.2)
K; 2 K¢ critique

Il est a noter que K; <K, veut dire qu'll n'y a pas de rupture fragile, mais la

fissure peut se propager. En cas de chargement alterné ( fatigue). L'augmentation de la

taille de la fissure fait augmenter la valeur de K, jusqu'a la rupture brutale.

6.3. SEUILS DE FATIGUE ET INFLUENCE DE LA MICROSTRUCTURE

L'analyse a la fatigue consiste a étudier la propagation de fissure dans une

structure sous un chargement alterné. On définit I'existence d'un seuill Ky au-dessous

duquel la croissance des fissures est quasi-nulle.

K; <Kg pas de propagation . (6.3)

Parmi les facteurs influengant le seuil de fatigue, citant la microstructure du

matériau. D'une fagon générale, K¢ augmente avec la taille du grain, cette augmentation

a été observée sur les aciers ferritiques par plusieurs chercheurs (RADHAKRISHNA [103]
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(1984), TAYLOR [118] (1984), WASEN et al. [121] (1988)). 1l a été suggéré que la

dépendance entre K¢ et £2 (& est le diamétre du grain) peut avoir une forme linéaire

[103][118][121]
Ko =a, +bE?, (6.4)

1
ou K¢ esten MPa.m? et £ en métre, a, et b, sont des constantes.

6.4. FACTEUR D'INTENSITE DE CONTRAINTES A L'ADAPTATION

On considére les plaques fissurées du § 5.3 chargées en mode I. Nous calculerons
les facteurs d'intensité de contraintes correspondants a I'état d'adaptation Ksp (Eq. 6.5) et

des comparaisons avec des seuils de fatigue de certains matériaux seront réalisées.
Kgp =agp.P.Vma, 6.5)

ogp est le facteur de charge d'adaptation, P est la charge appliquée et a est la longueur

de la fissure.
6.4.1. Plaque avec fissure latérale

On considére la plaque rectangulaire pourvue d'une fissure latérale et soumise a

une traction uniforme P (fig.6.2).
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Fig. 6.2 - Plaque fissurée chargée en mode I.

Nous avons calculé le facteur d'intensité de contraintes a l'adaptation pour
différentes longueurs de la fissure. Les résultats obtenus (fig.6.3), montrent que Ky, est
indépeﬁdant de la longueur de la fissure, et peut donc €tre considéré comme parametre
de sécurité contre la défaillance par plasticité et fissuration pour le mode I de

sollicitation.
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12.5

10

2.5

Fig.6.3 - Indépendance de Ky, par rapport a a/W

6.4.2. Plaque avec fissure centrale

Le méme constat est fait, pour le cas d'une plaque pourvue d'une fissure centrale

et sollicitée en mode I (fig. (6.4) et (6.5)).
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5
A ' f ‘ E=2.110 MPa

v=03
P=0,=120 MPa

2L =328 mm

2L A 2W =328 mm
2a,

r=0.82 mm

A

m=4

K=0.74
2w

a,=133a,

Fig. 6.4 - Plaque fissurée chargée en mode I.
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15 : x

12

Fig. 6.5 - Indépendance de K, par rapport a a/W.

6.4.3. Comparaison des valeurs de K, aux seuils de fatigue K¢ de certains

matériaux

Dans ce paragraphe, nous comparerons les valeurs de Ky, calculées dans le cas
d'une plaque rectangulaire sollicitée en mode I, aux seuils de fatigue Kg donnés par
WASEN & al. [121] (1988) et les facteurs d'intensité de contraintes d'adaptation donnés
par HUANG & STEIN [39] (1996) pour quelques matériaux. Les propriétés de ces

matériaux sont données dans le tableau 1 :
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Matériaux | désignation diamétre du grainen um | o enMPa |s en MPa
Docol 350 A 8 260 360
SS 141147 B 15 185 322
Acier doux C 29 210 304
Acier doux D 45 160 279
Acier doux E 82 120 242

Tableau 1.- Diamétre du grain et données mécaniques des matériaux.

D'aprés les résultats donnés dans le tableau 2, nous constatons que les Kg,

coincident bien avec les K, donnés par HUANG & STEIN [39](1996). Par contre, nous

remarquons une disparité avec les seuils de fatigue Ky donnés par WASEN et al

[121](1988) pour les matériaux A et E, ou la limite d'écoulement est faible pour E et

importante pour A Ceci s'explique par le fait que pour le matériau E, qui posséde une

limite d'écoulement faible, la défaillance de la structure est due a la plasticité, ce qui a

donné une valeur de Ky <Kg. Par contre pour le matériau A, comme la limite

d'écoulement est plus importante, nous avons un accroissement des contraintes

résiduelles en compression a la pointe de la fissure, ce qui augmente la résistance a la
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fissuration et donne une valeur K¢, > K. Une premiére constatation peut étre faite:
Les Kg, peuvent étre considérés comme des seuils de fatigue tenant compte des

contraintes résiduelles.

Désignation Kq K, K¢p
A 5.4 8.9 8.43
B 6.0 7.6 6.49
C 62 9.5 ' 822
D 6.7 8.1 6.8
E 8.2 7.8 573

Tableau 2 - Seuils de fatigue et facteurs d'intensité

de contraintes a l'adaptation

6.4.4. Influence de la microstructure sur les valeurs de K,

Dans ce paragraphe, nous étudierons l'influence du diamétre du grain sur le

facteur d'intensité de contraintes a l'adaptation K, la figure (6.6) montre que le

I<SD

i
rapport varie linéairement avec &? :
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N

I<SD

=a, +b,E?%. (6.6)

0.075 | {
0.06
0.045
Ksp
GS
0.03
0.015
0
0 2 4 1 6 8 10
£2
1
Fig. 6.6 - Relation entre D et £?

En comparant I'équation (6.6) a (6.5) relative au seuil de fatigue, on remarque
que la limite d'écoulement influence le facteur d'intensité de contraintes a l'adaptation.
Cela s'explique par le fait que le facteur d'intensité de contraintes a I'adaptation est
calculé en tenant compte de la limite d'écoulement et la borne limite de la fissuration. De
plus, sachant que la limite d'écoulement a une relation avec le diametre du grain de la

forme (WASEN & al. [121] (1988), XU DONG LI [127] (1996)) :
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3

o, =a3+b§ 7, 6.7)

o, augmente quand le diametre du grain diminue et comme l'intensité des contraintes

résiduelles augmente avec une augmentation de la limite d'écoulement, on déduit des

équations (6.5) et (6.6) que les disparités constatées entre les valeurs de K, et K¢ sont

dues aux contraintes résiduelles.

Nous concluons que les facteurs d'intensité de contraintes a l'adaptation calculés

dans le paragraphe précédent ne sont autres que les seuils de fatigue tenant compte des

contraintes résiduelles.

6.5. CONCLUSION

Dans ce dernier chapitre, nous avons calculé a partir de la charge d'adaptation,

des facteurs d'intensité de contraintes correspondants a I'état d'adaptation. Les premiers

résultats montrent que ces facteurs sont indépendants de la longueur de la fissure, ce qui

implique, qu'ils caractérisent un seuil de l'intensité de contraintes au dessous duquel, la

structure est dans un état de sécurité. Nous avons ensuite calculé des facteurs d'intensité

de contraintes d'adaptation pour certains matériaux que nous avons comparé aux seuils

de fatigue correspondants. Les écarts constatés sont dus essentiellement aux contraintes

résiduelles qui se développent au voisinage de la pointe de la fissure, et empéchent sa

propagation. Nous avons observé aussi qu'il existe une relation linéaire entre les facteurs

d'intensité de contraintes a l'adaptation avec le diametre du grain du matériau pour les

exemples traités dans ce travail.
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous avons proposé une contribution a l'analyse de prédiction de

défaillance des structures mécaniques.

Cette contribution consiste en proposition d'extension du théoréme statique
d'adaptation aux structures fissurées, soumises a des sollicitations mécaniques variables.
Ces structures sont restées exclues de l'analyse d'adaptation a cause de la singularité du
champ de contraintes élastiques. L'idée directrice est que les structures fissurées ne
peuvent dissiper des énergies infinies, et I'expérience montre que bien des structures
restent souvent sires méme en présence de fissures. L'approche thermodynamique des
phénomeénes irréversibles a été adoptée. En se basant sur une analyse de la rupture
développée par NGUYEN Q. S. [88] (1980) et la théorie de croissance des fissures basée
sur le bilan d'énergie global proposée par GRIFFITH A. A. [26] (1921) [27] (1924), nous
avons exprimé la dissipation intrinséque de la structure fissurée, cette dissipation est une

quantité finie.

Cette méthode nous a permis de discuter la proposition d'extension du théoréme
statique d'adaptation par une démarche analogue a celle qui a été utilisée pour tenir
compte de l'endommagement. Une condition supplémentaire a été introduite sur la
longueur que peut prendre la fissure a l'adaptation pour nous prémunir de la rupture

instable.

Pour valider cette proposition, nous avons introduit les développements
nécessaires dans un code de calcul utilisant la méthode des éléments finis statiquement
admissibles, et la méthode de programmation mathématique. Cette derniére consiste a
déterminer la borne inférieure du facteur de charge limite, ainsi que la borne supérieure
de la longueur de la fissure, tout en veillant a ce que le critére d'écoulement ne soit violé

en aucun point de la structure et la borne supérieure de la longueur de la fissure reste
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toujours inférieure a la longueur critique, a laquelle nous avons rupture instable. Cette

approche nécessite un minimum d'informations sur l'histoire du chargement et demande:
- une solution purement €lastique du probléme de référence,
- un champ de contraintes résiduelles indépendant du temps.

Nous avons justifié le fait que la fissure peut étre assimilée a une entaille aigué,
dont le rayon est déterminé suivant le concept du bloc de matériéu de NEUBER [82]
(1968). Ce rayon est directement lié au diametre du grain du matériau. Ceci régle le
probléme de la singularité du champ de contraintes élastiques et évite le recours a la

programmation d'éléments finis spéciaux pour traiter cette singularité.

L'étude a été appliquée aux plaques sous tension. Les résultats obtenus montrent
bien qu'une structure fissurée s'adapte sous certaines conditions. L'influence de la
longueur de la fissure sur la charge d'adaptation, montre que celle-ci est
considérablement réduite. La fissure peut causer la ruine de la structure si la fissure n'est

pas décelée a temps ou son influence négligée.

L'étude de l'influence des inclusions sur la charge d'adaptation montre que suivant
le cas, la présence des inclusions peut étre nocive, comme elle peut améliorer la
résistance de la structure fissurée, ce qui ouvre une voie intéressante pour le choix de

matériaux composites dans ces situations.

L'originalité de cette étude et le manque de résultats expérimentaux dans ce
domaine, empéchent la validation directe de nos résultats. Toutefois, I'évaluation précise
de la charge de sécurité par l'analyse d'adaptation avec les données géométriques de la
structure, nous ont permis de calculer un facteur d'intensité de contraintes correspondant
a l'état d'adaptation. La comparaison de ces facteurs aux seuils de fatigue de certains
matériaux, montre que ces facteurs peuvent étre considérés comme étant des seuils de
fatigue tenant compte des contraintes résiduelles. Nous avons montré aussi, que lorsque
ces facteurs sont normés par rapport a la limite d'écoulement, ils varient linéairement

avec le diametre du grain du matériau.
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Cette étude constitue un point de départ dans l'analyse d'adaptation des structures
fissurées. Certains points doivent étre repris, comme par exemple, la dépendance du
champs de contraintes résiduelles p° avec l'évolution du domaine matériel, nous
suggérons d'introduire la longueur de la fissure comme variable & déterminer de la méme
maniére que p°, ceci revient a chercher un p° et une configuration géométrique tel que
les arguments du théoréme d'adaptation soient vérifiés, mais une relation simple entre le
champ de contraintes et la longueur de la fissure est nécessaire afin d'optimiser le
probléme. Pour que cette approche soit compléte et constituer une étude de fiabilité aussi
réaliste que possible, elle devra tenir compte de linteraction entre les différents
paramétres influencant la fiabilité de la structure, tels que I'écrouissage,

'endommagement, le chargement thermique et les instabilités géométriques.
A moyen terme, on peut prévoir :

- I'étude d'adaptation d'une structure contenant plusieurs fissures, on pourra tenir

compte de l'interaction entre ces fissures.

- dans notre étude, nous avons supposé, qu'a I'état initial, la structure fissurée
était vierge de plasticité, d'écrouissage et d'endommagement, il serait intéressant,
par exemple, d'étudier une structure contenant une fissure créée par un

endommagement critique.

- considérer les lévres de la fissure non libres de contraintes pour pouvoir étudier

I'effet de fermeture de la fissure.

- formuler le théoréme d'adaptation en terme de facteur d'intensité de contraintes,

pour rejoindre les concepts de la mécanique de la rupture.

- Pour améliorer la précision des calculs et réduire encore leur temps, il est
nécessaire de modifier le programme, au niveau des types d'éléments, introduire
par exemple des éléments triangulaires pour pouvoir raffiner le maillage au

voisinage de la fissure sans pour autant augmenter le nombre d'éléments.
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ANNEXE A

Dans cette annexe, nous présentons le comportement des fonctions et des

fonctionnelles quand le domaine Q ou elles sont définies évolue au cours du temps.

La variation du domaine Q est décrite par le parameétre temps t et le vecteur

vitesse v = v(X) qui définie la transformation de Q2 a Q_ (fig. Al).

-fig. Al-

cette transformation est considérée comme une fonction du point x et du paramétre t:

X, =X (X,7) = x +v(X). (Al)

1- DERIVEE TOTALE D'UNE FONCTION

La premiére étape pour déterminer la dérivée totale d'un scalaire et d'une fonction
vecteur quand le domaine évolue est d'exprimer ces fonctions dans la transformée du

domaine Q.. Dans le cas particulier d'une fonction g, on écrit :
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g=g(x) P g, =g.(x;)

xeQ X, €Q, (A.2)
avec
Qtz{x,;x,:x+w(x),er,teR}. (A3)
La variation totale de g, représentée par sa dérivée au point x est :
£=8(x,Qv) = %gt [x + ()], (A4)
qui s’écrit sous la forme :
g=g +Vg¥, | (A5)

ou Vg et g’ représentent respectivement le gradient et la dérivée premiére de g.

2- DERIVEE TOTALE D'UNE FONCTIONNELLE

En procédant de la méme maniére que pour une fonction, on exprime l'intégrale
de la fonctionnelle dans la transformée du domaine, ensuite on applique la formule de la

dérivée matérielle d'une fonctionnelle. Soit :

Gg = jQ gdQ, (A.6)

Gg = [_(8+gdivi)dQ. (A7)
En remplagant g par son expression, nous avons :
Gg = jQ (g’ + Vg v +gdivi)dQ, (A.8)

Or nous savons que .

a
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Vg ¥ +gdivy = div(V.g), (A.9)
et en appliquant la formule de Green-Ostrogradski :

jQ div(v.g)dQ = jr (g.9.5)dl", (A.10)
i étant la normale extérieure a JC2, on obtient :

Gg = J.Qg’dQ+ fr (g.9.5)dl". (A.11)

Dans notre cas, nous avons a calculer ‘¥, :jQ—Qe(t) wdQ, ou

w(x, t) = y(e°(x,1), O(x,t), ag(x,t)) et Q. (t) est un domaine de frontiére T, (t), en

translation de vitesse a(t), nous écrirons :

W, = Jo g (W' + wdiva + aVy)dQ (A.12)
Comme :

wdiva +aVy = div(ay), (A.13)
et

J'Q_Qe(t)dw(aw)dQ = jre (va.f)dT, (A.14)

sachant que a = a.% et compte tenu de (A.12) et (A.14), on écrit (en posant X.fi=n,) :
S IQ_QQ(U v'dQ - 'fre(t)a\unldl" , (A.15)

qui s'écrira ausst :

Y, _[Q_Qc(t)(cis -sT~Ago)dQ —J-re(t)a\yn,dl“. (A.16)

I
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ANNEXE B

Dans cette annexe, nous présentons l'algorithme d'optimisation développé par
PIERRE & LOWE [92] (1975) et utilisé dans notre étude. Le résumé des étapes
fondamentales de l'algorithme est tiré du travail de HACHEMI [32](1994). Cet algorithme

est basé sur les techniques suivantes :

- la technique des multiplicateurs de Lagrange, qui permet de transformer le

probléme d'optimisation avec contraintes en un probléme sans contraintes,

- les conditions de Kuhn-Tucker, qui permettent de vérifier si un point proposé

est effectivement un point optimal,

- la technique de descente (Line search), qui permet de trouver la plus grande

pente.

Le probléeme d'optimisation consiste a trouver le point optimal x*, qui maximise
p

la fonction objective f. Il peut étre énoncé comme suit :

Trouver
f(x*) = mfxf(x), (B.1)
sujette aux contraiqtes
p;(x) = a; 1=1,2,...,m <n, (B.2a)
q;(x)<b;, =12, m,, (B.Zb)
et tel que
¢ <%, <d, k=1,2,..,n, (B.2¢)

v
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ou, le vecteur x =[x, X,, ..., X,] est un élément de l'espace Euclidien a n dimensions
x €E". Les a;, b, ¢, etd, sont des constantes réelles. La fonction objective f et les

contraintes p; et q; peuvent étre des fonctions linéaires ou non-linéaires.

Le probléme peut étre transformé en utilisant la fonction de Lagrange, définie

par:
m; m;
L(x, o, B) = f(x) + > a;(a; — p;) + 2_B;(b;— q;), (B.3)
i=1 j=1
ou, a; et f3; sont respectivement, les vecteurs multiplicateurs de Lagrange de dimension
m, et m, .

Le gradient de L en respectant x, s'exprime par :

m; mj
VL=V, f-> aV.p, -2 BV.q; (B.4)

i=1 j=1

Au point optimal x*, le développement en série de Taylor de chaque terme de contrainte

d'inégalité q;(x), s'exprime par :

qj(x*+Ax)=q;+Axqu;+...., jeSs,, (B.5)
S, = {j q; = bj}, (B.62)
et
q;(x" +Ax)<b; Vj. (B.6b)

Des équations (B.5) et (B.6), Ax doit satisfaire :

AxVq; <0, jeS,. (B.7)
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De méme, au voisinage de x" :
pi =a, i=1,2,.,m, (B.8a)
et
p(x"+Ax)=a, i=1,2,.,m. (B.8b)
Le développement en série de Taylor de p;(x” + Ax), s'exprime par :
p, (X" +Ax) = pl + AxV p+..., (B.9)

et en se basant sur les équations (B.8), cette série donne, en tenant compte du terme de

premier ordre

AxV p! =0, 1=1,2,...,m,. (B.10)
D'une maniére équivalente, les deux inégalités :

AxV p! <0, i=1,2,.,m, (B.11a)

et

~-AXV pi <0, i=12,., m, (B.11b)
sont les conditions pour lesquelles Ax admissible est satisfait.
En se limitant au termes en Ax, f* est optimale si :

f(x"+Ax)-f" ~ AxV " <0, (B.12)
pour tout Ax suffisamment petit et satisfaisant les équations (B.6b) et (B.8b).

Dans ce qui suit, on développe le Lagrangien Augmenté L, (x, o, B, W) en
additionnant les termes de pénalit¢ a L, avec w comme ensemble de facteurs de

pondération. L, est développé afin d'obtenir une relation directe entre un maximum local

VI
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sous contraintes de. f(x) et un maximum local sans contraintes de L,(x*, a*, B*, w) en

respectant x.
Le Lagrangien Augmenté est exprimé par :

ou, L est le Lagrangien de l'équation (B.3) et w :[wl, W, W3] est l'ensemble de

facteurs de pondération (w; > 0), avec :

P = Z(ai -p)?, (B.14a)
i=1

R=Y ®b-q) C.={f§>9 (B 14b)
j<C,

P,= ¥ (b;-q)% Cy={jp;=0eta;2b,} (B.140
1&€Cy

Le gradient du Lagrangien Augmenté (L, ), en respectant X, est exprimé par :

m;
VxLa = fo_ Za:-vxpl - Z B':-qu_] + 22W3(b1 - qj)quj > (BIS)
i=1

jeCy jeCy
ou
af =a; — 2w, (3 - p;), (B.162)
et

BY =B~ 2w, (b; - q)). (B.16b)

Si L,(x",a", B*, w) est un maximum local pour le probléme sans contraintes, en

respectant x, pour les valeurs finies de w; > 0, alors f(x”) est un maximum local pour

VII
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le probléme avec contraintes de f(x), tel que (x*, a*, B*, w) satisfait les conditions de

Kuhn-Tucker (KUHN-TUCKER [60] (1951)) :

p;(x) =a, i=1,2,. ., m,, (B.17a)

q;(x") <b;, i=1,2,.., m,, (B.17b)

Bi(b;—q;(x")=0, j=1,2,., my, (B.17¢)

B; 20, j=1,2,.., m,, (B.17d)
et

VL (x*, a* B, w)=0. (B.17¢)

La recherche du point maximal est basée sur la technique de "line search”,

exprimée par :

xK = xk 4 prk, (B.13)
avec
r* = Hegk (B.19)
k+1

ou, X est la nouvelle valeur de x obtenue pour une variation de p selon la direction

H*g*. H* est une matrice de dimension nx n, g* est le gradient de L, évalué en x* et

p est un scalaire positif.

L'idée de base de la technique de descente "line search" est de choisir une
direction de descenter® en x* a chaque itération, de telle fagon qu'a l'itération suivante,

on choisit un point x**! diminuant f(x), c'est-a-dire qu'il faut :

- choisir r* pour lequel, V _f(x*)r* <0, r* >0,

VI
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- choisir x**! = x* +p ¥,

en sorte que f(x**') < f(x*).

1 Début )

Initialisation
k=0
Calculer la direction Trouver xk+1
de recherche rk La(xk+1) = max La(xk +prk)
k=k+1
Calculer et actualiser le point

de descente en xk+1

Convergence ou
conditions d'arrét
satisfaites

Conditions pour
a1, Bi, wi
satisfaites

Sortie
processus terminé

( Stop )

Actualiser
ai, Bi, wi

Fig. B.1 - Algorithme de recherche du point optimal
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