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Chapitre 1

Introduction

1.1 De Lascaux au testament d’Evariste Galois

11 est fort probable que le premier effort intellectuel de I'humanité ait eu a voir avec les
mathématiques. L’aperception des nombres entiers naturels a du étre une nécessité pour
la création des premiéres communautés. Il fallait bien faire la correspondance entre le
nombre, objet concret (1 bison, 2 mammouths etc.), et le nombre, objet abstrait (je vois
2 bisons et j’ai 2 fléches dans les mains pour les tuer). Une fois accepté le fait que dans la
relation entre 2 mammouths et 2 peintures de mammouth il existait un lien qui dépasse
le simple mammouth, arithmétique pouvait naitre. Je suis un chasseur cro-magnon, j’ai
10 femmes et 50 enfants, sachant qu’avec un auroch je peux nourrir 20 personnes, com-
bien dois-je en tuer pour le déjeuner? (Notons que le probléme se complique si je chasse
en méme temps plusieurs especes différentes qui ne représentent pas la méme quantité
de nourriture...) Additionner, soustraire, multiplier, diviser, sont donc visiblement des
concepts premiers de I'intelligence.

Les grecs s’intéressaient déja a la notion de quantité proportionnelle dans leurs con-
sidérations géométriques (théoréme de Thales, etc.), c’est & dire finalement a Q. A cette
époque ou la philosophie imposait & ’homme I'idée d’une nature ordonnée et rationnelle
dans sa structure profonde, on admettait mal que la longueur de ’hypothénuse d’un tri-
angle rectangle dessinée sur le sable ne soit pas toujours un nombre rationnel. Pourtant
le théoreme de Pythagore est formel! Cette idée que I'on ne puisse pas ”attraper” cer-
taines quantités "naturelles” par les simples opérations arithmétiques sur Q est a relier a
la notion de polynéme (z? + y? = 22, intersections de cercles et de droites). Diophante
et ses congéneres seraient a l’origine de ce genre de considération. Il existe dans la na-
ture des quantités qui bien que n’étant pas rationnelles, peuvent étre obtenues a partir
de quantités rationnelles: Les polyndémes sont construits grace a la simple arithmétique
sur Q, mais leurs racines dépassent parfois cet ensemble. Par exemple v/2 (qui n’est pas
rationnel) représente la longueur de I’hypothénuse d’un triangle rectangle isocele de c6té
1, c’est & dire, d’apres le théoréeme de pythagore, une racine du polynéme X2 — 2.

La recherche de racines de polynémes allait devenir une obsession frustrante, comme en
atteste les travaux des algébristes arabes et européens du moyen-age. Dés la renaissance,
on savait "résoudre” les équations de degré 1,2,3,4 (méthode de Cardan et Ferrari). On
se heurta pendant des siécles au rang 5. Et pour cause puisqu’il fallut attendre le X 1X*
siecle avec Galois pour montrer que ce n’était pas possible pour les rangs plus grand que
4.
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La théorie de Galois allait révolutionner les mathématiques a jamais. Certains at-
tribuent a Galois l'invention de la notion de groupes voire de 1’algebre moderne. En tous
cas, il est vrai qu’il est difficile de travailler maintenant dans un domaine mathématique
sans entendre parler de groupe de Galois! Avec Galois 'arithmétique allait prendre une
nouvelle dimension: on n’allait plus étudier les opérations élémentaires uniquement sur
Q, mais sur toute extension finie de Q. L’arithmétique des corps allait alors se développer
sur cette idée de correspondance entre racines de polynémes, extensions de corps et auto-
morphismes. Je sais ”"trouver” les racines d’un polyndme irréductible a condition que ce
polynoéme engendre une extension galoisienne de Q ayant un groupe de Galois résoluble.
D’ott la nécessité d’étudier plus précisement les groupes finis et en particulier de savoir
ceux qui ont une chance d’étre groupe de Galois sur Q. La théorie inverse de Galois allait
naitre...

1.2 Aspects de la théorie inverse de Galois

Nous présentons dans cette thése des travaux concernant certains aspects de la théorie
inverse de Galois. On pourrait résumer I'objet de cette théorie a I’étude des deux questions
suivantes: 1/ Etant donné un corps K, pouvons-nous décrire les groupes finis qui appa-
raissent comme groupes de Galois d’extensions galoisiennes finies de K? 2/ Etant donné
un corps K, pouvons-nous décrire la structure algébrique du groupe de Galois absolu de K
(i.e. le groupe de Galois Gal(K*?/K), de 'extension K*?®/K ou K*% désigne la cléture
séparable de K)? La deuxiéme question, qui semble & priori la plus difficile (puisque la
simple description des quotients finis d’un groupe profini ne suffit généralement pas & en
donner l’exacte structure), admet dans certain cas une réponse affirmative. Ceci permet
alors de répondre a la premiere question, qui semblait, de prime abord, tres compliquée.
Bien évidemment, beaucoup d’autres questions connexes se posent a ce sujet, soulignant
P'extréme richesse de 'arithmétique des corps. Chaque chapitre de ce travail correspond,
a peu de choses pres, & un article ([DebDes|, [Des2], [Des3]).

Le premier, rédigé en collaboration avec mon directeur de thése Pierre Débes, présente
les conjectures modernes liées au probléme inverse. La plus célebre est la suivante: Etant
donné un corps K quelconque, tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension
réguliére de K(T) (i.e. une extension L/K(T) telle que K N L = K)? Cette conjecture
s’appelle le probleme inverse de Galois régulier. L’intérét premier de cette conjecture est
qu’elle permet de considérer le probléme sous un angle géométrique. En effet, & une telle
extension L/K(T), on peut naturellement associer un revétement galoisien de la droite
projective, défini sur K. Face a cette conjecture, existent d’autres conjectures liées a des
problémes de plongement pour le groupe de Galois absolu de K(T'), qui ont & terme pour
conséquences de décrire efficacement ce groupe. D’un point de vue logique, il n’existe pas
de connections évidentes entre toutes ces conjectures. Nous présentons donc une (méta-
Jeonjecture due & P.Debes (et & F.Pop indépendamment) qui a pour objectif d’unifier
toutes ces questions et leurs conséquences. Pour résumer, on peut dire que cette conjec-
ture étudie les extensions galoisiennes finies de K (1') en précisant ce qui se passe sur K (T').
Nous indiquons comment les conjectures se positionnent entre elles et on introduit dans
ce chapitre la notion récente de corps amples, notion due a Florian Pop. L’omniprésence
des méthodes géométriques, souligne la nécessité de se placer dans un cadre plus général
pour aborder efficacement ces problémes. Le nécessaire emploi de techniques nouvelles
en montre aussi 1’extréme complexité. Le résultat le plus significatif de ce chapitre est
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que le probléme inverse de Galois régulier sur K (T') est vrai, pourvu que K soit un corps
ample. Ce résultat est dii & F.Pop, nous en donnons une démonstration. En fait, Pop
a prouvé que la conjecture principale de ce chapitre est vraie si K est un corps ample.
Nous montrons alors comment la plupart des résultats récents de théorie inverse de Galois
peuvent étre retrouvés a partir de ce résultat.

Le deuxiéme chapitre se place dans le cadre de la théorie des espaces de modules
de revétements (espaces de Hurwitz). Cette théorie, introduite par Michael Fried pour
I’étude du probléme inverse, a montré son efficacité en s’appliquant a d’autres problemes
diophantiens (probléme de Hilbert-Siegel, probléme de Davenport [Deb4}). Grace aux
travaux de M.Fried et H.Vélklein, on sait que la réalisation d'un groupe fini G donné,
comme groupe de Galois d’une extension réguliére de Q(7'), se ramene a l'existence d'un
point Q-rationnel sur une certaine variété irréductible, lisse et définie sur Q. Nous nous
sommes intéressés a l'existence de points rationnels sur ces espaces. Nous montrons en
fait que pour tout groupe fini G, il existe une variété (en fait une infinité) vérifiant les
propriétés précédemment énoncées et possédant des points QQ,-rationnels pour tout pre-
mier p. Ce résultat est aussi présenté, de facon un peu moins précise, comme corollaire
de I’étude du probleme régulier dans le premier chapitre. On est alors amené a considérer
un probléme local-global, type probléme de Hasse: si sur une variété, il existe des points
p-adiques pour tout p, en existe-t-il un rationnel? Une réponse affirmative résoudrait
alors le probleme inverse de Galois régulier. Hélas, il est célebre que le probleme de Hasse
est faux dans le cadre général, méme quand les variétés considérées sont des espaces de
Hurwitz. Chronologiquement parlant, l’article qui correspond au deuxieéme chapitre est
antérieur a celui qui correspond au premier chapitre. Dans un souci de clarté nous avons
inversé dans cette thése cet ordre en estimant que le premier chapitre avait un caractére
plus général que le second.

Dans le troisieme chapitre, nous avons voulu appliquer la théorie d’Artin et Schreier
pour généraliser la construction et I’étude du corps Q" des nombres algébriques totalement
réels. L’idée a été d’utiliser les méthodes et les résultats que nous présentons précéde-
ment, notament ceux du premier chapitre. Essentiellement, on y utilise des résultats
d’arithmétique sur les corps hilbertiens, PAC ou amples. On introduit dans cette partie
la notion de cléture totalement réelle d'un corps ordonnable et 'on regarde la structure
de son groupe de Galois absolu. La cléture totalement réelle d’un corps ordonnable K est
le corps K. obtenu en prenant l'intersection de toutes les extensions algébriques ordon-
nées maximales de K. Dans tous les exemples dont nous disposons, le groupe de Ga101s
absolu du corps K (v —1 ) (ce dernier corps est en fait la cléture cyclotomique de Ky, ) est
pro-libre (de rang variable). D.Haran et M.Jarden ont apporté d’autres exemples allant
dans ce sens. Nous conjecturions qu’il en était toujours ainsi, mais D.Haran et M.Jarden
ont aussi donné un contre exemple & cette propriété. Ils proposent maintenant d’étudier
la conjecture dans le cas ou K est ordonnable, dénombrable et hilbertien. Nous nous
intéressons aussi a la structure du groupe de Brauer de K;.. Nous montrons par exemple
que le groupe de Brauer de Q" est isomorphe & lim (Z/ 2)". Nous montrons aussi ce

curieux résultat: si K est une extension ordonna.ble et algébrique de Q alors pour que
Br(Ktr) soit égal a Z/2, il faut et il suffit que le groupe de Klein G = Z/2 x Z/2 ne
soit pas groupe de Galois sur K, +. Ce travail s’inscrit dans le cadre de 1’étude des corps
ordonnés et de la connection de cette théorie avec la théorie inverse de Galois.

Enfin nous présentons deux appendices. Le premier tente d’appréhender sous plusieurs
formes le probléme inverse de Galois. Il représente un complément & cette introduction.
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Nous avons tenté de donner des exemples variés, parfois pathologiques touchant a la
théorie inverse de Galois. Le deuxiéme introduit la notion de corps P-réduisant et veut
généraliser la notion de corps pythagoricien dont nous parlons dans le troisieme chapitre.
C’est donc un complément de ce chapitre et des notions qui y sont évoquées.

1.3 Remerciements

Je voudrais remercier 1’ensemble des membres du jury pour avoir accepté de participer
a la soutenance de ma these. Plus spécialement, merci & David Harbater et & Mike Fried,
les rapporteurs de cette these, d’avoir pris sur leur précieux temps pour effectuer ce travail.

Merci & celui sans qui tout ceci n’aurait jamais vu le jour. Merci pour ses conseils,
ses enseignements et sa connaissance. Toujours prét a m’écouter et & me soutenir, il
était 1a quand tout allait bien et surtout quand tout n’allait pas forcement bien! C’est
a son contact que j'ai appris le métier de la recherche. Je lui dois bien plus que les
connaissances mathématiques qu’il m’a transmises, mais ces quelques lignes ne suffiraient
pas a lui exprimer toute ma reconnaissance. Merci a vous, Pierre.



Chapitre 2

Probléme inverse de Galois régulier
sur les corps amples

2.1 Introduction

La plupart des résultats récents en théorie inverse de Galois concerne la structure
du groupe de Galois absolu de K(T'), Gk(r), quand K est un corps possédant certaines
"bonnes” propriétés arithmétiques. Ce chapitre présente un apercgu de ces progres récents.
Notre but est aussi d’essayer d’unifier les questions et résultats qui ont émergé ces dernieres
années dans ce domaine.

Historiquement, le Probleme Inverse de Galois (PIG) est le suivant: est-ce que tout
groupe fini est groupe de Galois d’une extension galoisienne de Q7 L’approche moderne
de ce probléme consiste plutét en I'étude du Probléme Inverse de Galois Régulier (PIGR):
est-ce que tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension galoisienne E/Q(T') avec
E/Q extension réguliere? (on dit plus rapidement que E/Q(T) est réguliere). Réguliere
signifie que E N Q = Q, ou de fagon équivalente que Gal(E/Q(T)) = Gal(EQ/Q(T)).
Voici trois raisons pour lesquelles il est plus naturel de considérer ce probleme:

(1) Une réponse positive au (PIGR) implique une réponse positive au (PIG). Ceci résulte
classiquement du théoréme d’irréductibilité d’Hilbert.

(2) Les extensions galoisiennes régulieres de Q(7) correspondent aux revétements ga-
loisiens de P! définis sur Q avec leurs automorphismes. De 14, le (PIGR) se rameéne &
I’étude de 'action de G sur la droite projective. Ceci renforce le sentiment général qui
consiste a penser que 'action de G sur certains objets géométriques est susceptible de
tres bien décrire sa structure.

(3) Le (PIGR) peut étre reformulé plus généralement pour n’importe quel corps K
(éventuellement de caractéristique > 0). Etant donné un corps K, tout groupe fini pour-
rait bien étre groupe de Galois d’une extension galoisienne réguliere de K(T): aucun
contre exemple n’est connu a ce jour. Au contraire du (PIG), le (PIGR) pourrait bien
ne pas dépendre du corps de base, mais uniquement de propriétés universelles du corps

K(T).

En raison de la propriété de régularité, résoudre le (PIGR) (dans le sens positif) sur un
corps donné, résoud ce méme probléme sur tout surcorps. Ainsi, il est suffisant de résoudre
le (PIGR) sur tous les corps premiers @. Le (PIGR) a été résolu sur tout corps algébrique-
ment clos: le réel probléme est de ”descendre” de Q & Q. En résumant, il y a alors deux
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directions de travail. Les théoriciens des groupes fixent un groupe fini et essayent de le
réaliser sur Q(T) de facon réguliere (i.e., comme groupe de Galois d'une extension ga-
loisienne réguliere de @Q(T')). Gréce au critéere dit de rigidité et a ses développements,
il y a eu depuis les années 70 beaucoup de résultats dans cette direction notamment en
ce qui concerne les groupes simples. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Matzat
([Mat],[MatMa]) et de ses étudiants pour cet aspect de la question (voir aussi [Debl]).
D’un autre c6té, les géometres arithméticiens essayent de réaliser de fagcon réguliere tous
les groupes finis sur K (T') avec K une extension algébrique (aussi petite que possible) de
Q. Il y a eu, encore plus récemment, des progres significatifs dans cette direction. Nous
nous focaliserons sur ce deuxiéme aspect du probleme, qui fut développé en particulier
par Fried, Harbater et Pop. Bien entendu, cette distinction est quelque part artificielle en
ce sens que dans la pratique, il y a une forte interaction entre les théoriciens des groupes
et les arithméticiens.

En simplifiant, la majeure partie de ces progres récents peuvent se résumer en disant
que le (PIGR) est résolu quand le corps de base K est ”large”. Par large nous enten-
dons la propriété précise suivante, introduite par Pop: toute courbe géométrique, lisse
et irréductible définie sur K a une infinité de points K-rationnels pourvu qu’elle en ait
au moins un. Nous étudierons plus précisément cette propriété dans le paragraphe 2.3.1
de ce chapitre. Haran et Jarden appellent cette propriété ”ample” dans [HaJal], ce qui
exprime une certaine tendance qu’ont ces corps a développer abondamment le nombre de
points sur une variété. Nous utiliserons ici cette terminologie.

Le résultat précédent ne rend pas compte d’une seconde série de résultats du méme
esprit. De méme, le (PIGR) n’inclut pas une seconde série de conjectures classiques du
domaine. Ces résultats et conjectures donnent ou prédisent, sous certaines conditions, la
structure exacte de certains groupes de Galois absolus. Historiquement, le probléme de
départ de ce second cercle de questions est la conjecture de Shafarevich: le groupe de
Galois absolu, Ggas, de Q% est pro-libre de rang dénombrable.

Ces deux cercles d’idées sont intimement liés. Les méthodes abordées utilisent les
meémes types de techniques, a savoir des procédés de découpage et recollement de revéte-
ments analytiques et des arguments de spécialisation pour les corps amples. Notre senti-
ment était que la connection entre ces deux cercles n’avait jamais été établie clairement
et totalement. L’objectif de ce chapitre est:

(1) établir une conjecture qui unifie toutes les questions classiques. C’est la conjecture
principale du chapitre. Dans la premiére partie, nous I’énoncons et décrivons comment
elle se connecte avec les autres.

(2) d’énoncer un théoréme qui résume la plupart des résultats récents dans le domaine.
C’est le théoreme principal, il assure que la conjecture principale est vraie dans le cas ou
le corps de base est ample. Ceci contient le fait que le (PIGR)) est vrai si K est ample.
Le théoreme principal est énoncé dans le paragraphe 2.3.2 ol nous montrons comment
on peut en déduire, comme cas particulier, la plupart des résultats récents. Une preuve
générale du théoreme principal a été donnée par Pop [Pop4].

(3) d’expliquer Pargument central de la preuve du théoréme principal. Pour une question
de simplicité, nous nous restreindrons a la solution du (PIGR) sur un corps ample.
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2.2 Conjectures

2.2.1 Conjectures classiques
Premier cercle de conjectures

Nous rappellons ici, comme dans l'introduction, un certain nombre de conjectures
tournant autour du probléme inverse de Galois. Comme d’habitude, pour un corps K
donné, nous noterons K, (resp. K ) la cléture séparable (resp. algébrique) de K et Gg le
groupe de galois absolu, Gal(K:/K), de K.

Conjecture 2.2.1 (PIGR/kr)) Pour tout corps K et tout groupe fini G, il existe une
extension galoisienne réguliere Eg/K(T) telle que Gal(E¢/K(T)) = G.

Conjecture 2.2.2 (PIG/k nw) Pour tout corps K hilbertien et tout groupe fini G, 1l
existe une extension galoisienne Eg/ K telle que Gal(Eg/K) = G. De fagon €équivalente,
tout groupe fini est un quotient de G.

Conjecture 2.2.3 (PIG) Pour tout groupe fini G, il existe une extension galoisienne
Eg/Q telle que Gal(Eg/Q) = G.

On a: (PIGR/K(T)) —:>(PIG/K hilb) — (PIG)

Preuve: En effet, il vient de la propriété d’Hilbert que, si Ep/K(T) est une extension
galoisienne réguliere de groupe de Galois G, alors il existe une spécialisation t € K de
T telle que 'extension "spécialisée” E,/K soit galoisienne de groupe de Galois G. De la
(PIGR/ k(1)) = (PIG/K nip). Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert dit que Q est
hilbertien. Donc (PIG/K hilb) - (PIG) O

Second cercle de conjectures

Le second cercle de conjectures concerne les problémes de plongements. Rappelons
qu’'un probleme de plongement pour un groupe I' est un diagramme d’homomorphismes
de groupes

r

fJ/
47

{1 — N ——» §{ —m H — 1

ou la ligne horizontale est une suite exacte et application f : I' — H est un homomor-
phisme surjectif. Une solution forte est un homomorphisme surjectif g : I' — G tel que
ag = f. Sans la condition "¢ surjective’, un tel homomorphisme est appellé solution
faible. Le probleme de plongement est dit fini si G est fini. Il est dit scindési o : G — H
possede une section.

Un groupe profini I' est dit projectif si tout probleme de plongement pour I' admet
une solution faible. Notons que dans le cas ou I' désigne le groupe de Galois absolu
d’un corps K, il y a équivalence entre I' projectif et cd(K) < 1 ([Ser3]). Les groupes
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pro-libres sont un exemple de groupes projectifs. Enfin, rappelons que, étant donné une
solution faible & un probleme de plongement pour I', il existe une procédure standard
qui de manieére générale ramene le probleme de plongement de départ & un probléme
de plongement scindé. De maniere plus précise, cette procédure (e.g. [Po4,§1 B) 2)])
utilise une solution faible pour construire un probléme de plongement scindé pour I" tel
que l'existence d’une solution forte pour ce deuxiéme probleme de plongement implique
Pexistence d’une solution forte pour le probléme de départ. Nous utiliserons ce procédé a
plusieurs reprises. Par commodité, nous ’appelerons la réduction faible — scindé.

Conjecture 2.2.4 (Fried-Volklein [FrVo2]) Soit K un corps hilbertien et dénombrable tel
que G i soit projectif, alors G est pro-libre.

Conjecture 2.2.5 (Shafarevich) Gqa est pro-libre.

Ces conjectures sont plus ou moins classiques. Nous les noterons respectivement
(FrvVo) et (SHA). La seconde est en fait un cas particulier de la premiere. En effet,
d’apres un résultat de Kuyk, Q® est hilbertien, voir [FrJa, Th.15.6]; et Q% est de dimen-
sion cohomologique < 1 (voir [CaFr]). De méme, (FrVo) est une conséquence des deux
conjectures équivalentes suivantes:

Conjecture 2.2.6 (Split EP/x(r)) Soit K un corps quelconque. Tout probleme de
plongement scindé pour G g(ry posséde une solution forte.

Conjecture 2.2.7 (Split EP/k niup) Soit K un corps hilbertien. Tout probleme de
plongement scindé pour Gy posséde une solution forte.

Nous appelerons ces conjectures, conjectures des problemes de plongements scindés sur
K(T) (resp. sur les corps hilbertiens). On a:

Preuve de (Split EP/k()) < (Split EP/k pip): (<) vient du fait que pour tout
corps K, le corps K(T) est hilbertien [FrJa; Th.12.10].

(=): Soit un probléme de plongement scindé pour G i avec K un corps hilbertien. Consid-
érons le probleme de plongement pour G k(1) obtenu par composition avec I'application
naturelle Gy — Gg. La conjecture (Split EP /(7)) donne une solution forte a ce
probléme. Alors, comme dans la preuve de (PIGR/k(r)) =(PIG/k nis), on utilise
T'hypothese K hilbertien pour spécialiser cette solution forte en une solution forte du
probléeme de départ pour Gk. d

Preuve de (Split EP/x nin) = (FrVo): Nous allons montrer que tout probleme de
plongement pour G i a une solution forte. La conclusion ” G g pro-libre” viendra alors du
théoreme d’Iwasawa rappelé ci-aprés. Comme Gk est supposé étre projectif, un probléme
de plongement a toujours une solution faible. Grace & la réduction faible — scindé, on
peut supposer que le probleme de plongement est scindé. De la, grace a la conjecture
(Split EP/k nip), ces problemes de plongements ont tous une solution forte. |

Théoréme 2.2.1 (Iwasawa [Iw], [FrJa; Cor.24.2]) Soit K un corps dénombrable, Gy est
pro-libre ssi tout probleme de plongement fini pour Gk a une solution forte.
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Conclusion

Pour finir, notons que l'on a (Split EP/k nin) = (PIG/k niw). En effet, pour
réaliser le groupe G comme groupe de Galois sur K il suffit de trouver une solution forte
au probléme de plongement pour G (visiblement scindé) dans lequel la suite exacte est
1— G — G —1— 1. Le diagramme suivant résume ce paragraphe:

PIGR/K(T) — PIG/K hilb. = PIG

T
Split EP/K(T) < Split EP/K wmip. — FrV — SHA

Remarque 1: Les conjectures du deuxieme cercle semblent étre plus fortes en ce qu’elles
donnent des résultats sur la structure des groupes de Galois absolu alors que celles du
premier cercle parlent seulement des quotients finis de ces groupes de Galois absolus. Pour-
tant, il n’existe pas de lien logique évident, excepté (Split EP/k nin) = (PIG/k nus),
entre ces deux cercles. Par exemple, il n’existe pas de lien entre (FrVo) et (PIG)!, de
méme qu’il n’existe pas de lien entre (Split EP/k (1)) et (PIGR/k(r)). L’objectif du
prochain paragraphe est d’établir une conjecture plus générale qui unifiera ces deux cercles
de conjectures. La différence entre les deux conjectures (Split EP/ k() et (PIGR/g(1))
deviendra alors plus claire (voir remarque 3).

2.2.2 Conjecture principale
Enoncé de la conjecture principale

Supposons donné un diagramme commutatif de groupes

Gr,r)y — Gk Gk

/ / /
5/ g/ 'y/
/ H /L H L r
1/
G

T

ou les trois lignes sont exactes et les fléches — (resp. —») représentent des homomor-
phismes injectifs (resp. surjectifs). Un tel diagramme est appellé probleme de plongement
pour suites exactes de K(T'). Une solution forte est un triplet (g, g,7) d’homomorphismes
surjectifs (fléches en pointillés du diagramme précédent) faisant commuter le diagramme.
Si 'on enléve la condition surjective, le triplet (g, g,7) est appellé solution faible.

Le point & remarquer est que Gq n’est pas projectif, car il posséde des éléments d’ordre 2. Ainsi
(FrVo) ne peut pas é&tre directement appliqué a Gg.
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Conjecture 2.2.8 (Conjecture Principale) Soit K un corps quelcongue. Tout probleme
de plongement pour suites exactes de K(T) ayant une solution faible a une solution forte.

Remarques 2:

(a) Les solutions faibles (g,g,7) correspondent en fait de fagon biunivoque aux appli-
cations g : Gg(r) — G telles que ag = f. En effet, étant donné g prenons pour g la
restriction de g & Gk, (r). On a bien Vinclusion g(Gk,r)) C G, car les deux groupes de
droite du diagramme (sur les lignes) sont égaux & I'. Par conséquent, il existe un unique
v faisant commuter le diagramme. Le triplet (g, g, v) est donc une solution faible.

(b) Nous dirons que le probléme de plongement pour suite exacte de K(7T') est scindé si
l’application o admet une section. Dans ce cas, le probleme admet une solution faible.
Réciproquement, si un probléeme de plongement pour suite exacte de K(7') admet une
solution faible, alors il existe un probléme de plongement pour suite exacte de K(T) scindé
pour lequel 'existence d’une solution forte implique I’existence dune solution forte au
probléme de départ. En effet, argument de réduction faible — scindé, se généralise sans
difficulté dans notre situation. Ainsi, dans la conjecture principale, on peut remplacer
I’hypothese ”existence d’une solution faible” par ”probléme de plongement pour suite
exacte de K(T) scindé”.

Relations avec les autres conjectures

La conjecture principale contient celles exposées dans le paragraphe 2.2.1. En résumé,
on a:

Conj. Prin. h
—— Split EP/K(T) — Split EP/K min. — FrVo — SHA

Preuve de Conj. Prin. = PIGR/k(r): D’apres la conjecture principale, le probleme
de plongement pour suite exacte de K(T') suivant

GKS(T) e GK(T) Gk

/ / /
g/ g/ v/
/A A S A T

G//; G% Iy

1

qui est visiblement scindé, a une solution forte. Ceci veut exactement dire qu’il existe une
extension Eq/K(T) telle que Gal(Eq/K(T)) = Gal(EcK,/Ks(T)) = G.
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Preuve de Conj. Prin. = Split EP/k(): Considérons le probleme de plongement
scindé suivant:

Gk(T)

Notons H le groupe f(G k.(1)), p l'application naturelle H — I/ H et G le noyau de
I'application surjective po. Il est clair que o est une surjection de G sur H. Ainsi, on
peut parler du probléme de plongement pour suite exacte de K (T') suivant:

Gk, — Gxm Cx

/ / /
§/ g/ ')’/
/S A

a4

H/H

Ce probleme de plongement est scindé. D’apres la conjecture principale, il existe une
solution forte (g,g,v). En particulier 'application g est une solution forte au probleme
de plongement pour G gty de départ. O

Remarque 3: La conjecture principale affirme que tout probleme de plongement pour
Gk (r) donné avec certaines contraintes sur K, a une solution forte. Les conjectures
Split EP /(1) et PIGR /g (r) correspondent a des cas particuliers. La conjecture Split
EP/ k(1) est obtenue en levant les contraintes sur K, alors que la conjecture PIGR/ k(1)
a une contrainte sur K,. Toutefois, le PIGR/k () ne concerne que les problemes de
plongements scindés pour lesquels le quotient est H = 1.

Autres commentaires

(a) La conjecture principale peut étre généralisée dans deux directions. Premiérement,
le corps K(T') peut étre remplacé par le corps des fonctions K (C) de n’importe quelle
K-courbe projective lisse. C’est a dire que 'on peut remplacer la ligne exacte "du haut”
par la ligne exacte

1 — Gg,ic) — Gge) — Gx — 1

Harbater [Har4] et Pop [Pop2] travaillent dans ce contexte plus général. Une difficulté
supplémentaire vient se greffer: cette suite n’est pas forcément scindée au contraire du
cas particulier C = P!,

Une seconde généralisation possible est de remplacer le groupe de Galois absolu Gk (c)
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par le groupe algébrique fondamental m1(C — D) ou D désigne un diviseur G g-invariant
de C. On remplace alors la "ligne du haut” par la suite exacte

1—m(C-D) — m(C~-D)— Gg — 1

ou C — D = (C - D)®g K,. Toutefois, avec ce changement, la conjecture est fausse.
En effet, prenons K = C, C = P! et |D| > 0. Comme (P! — D) est pro-libre de rang
|D| — 1, un probléme de plongement

™ (P - D)

o

1 — N — {§ — H — 1

avec G de rang > |D| ne peut pas avoir de solution forte. Pourtant la conjecture principale
peut prédire que le probleme de plongement a une solution forte si certains points de
ramification supplémentaires sont possibles. De fagon plus précise, la conjecture principale
peut-étre reformulée de la maniére suivante:

(*) Etant donné un probléme de plongement fini pour suites exactes du groupe fonda-
mental, il existe un ensemble fini D’ C C tel que le probléme de plongement pour la suite
exacte:

1-7(C—(DUD)) - m(C—(DUD)) - Gg — 1

obtenu par composition avec application 7(C — (D U D")) — 71(C — D) a une solution
propre.

L’équivalence ” (*)< Conj.Prin.” vient du fait que limel(C’ —D) = G(K(C)). D’autres
questions se posent alors: Comment choisir les points de ramification supplémentaires?
combien en faut-il? etc.

(b) Conjecturellement parlant, si K est un corps quelconque, Split EP/ k(1) et PIGR/ k(1)
sont vraies toutes deux sur K (7). Ceci n’est plus vrai si I’on remplace K(T) par K. Plus
exactement, il existe un corps K tel que tout groupe fini est groupe de Galois sur K et
pourtant, il existe des problemes de plongements pour G g sans solution forte. Un contre
exemple a été donné par Fried et Vélklein [FrVo2;§2 Examples] (voir aussi [Jal;Ex.3.5]).

Fried et Volklein disent qu'un corps K est RG-hilbertien si la propriété de spéciali-
sation d’Hilbert est vraie pour tous les polynémes irréductibles P(T,Y) € K(T)[Y] tels
que 'extension associée soit galoisienne et réguliere. Ils ont montré qu’il existait un corps
dénombrable K qui est PAC, RG-hilbertien mais sans étre hilbertien. Le corollaire 2.3.4
a venir montre que tout groupe fini est groupe de Galois sur K. (Pour les corps PAC de
caractéristique 0, la propriété RG-hilbertienne et celle d’avoir tout les groupes finis pour
groupes de Galois sont en fait équivalentes [FrVo2;Th.B]).

Supposons maintenant que tout probléme de plongement pour G'x a une solution
forte. Alors par le procédé de réduction faible — scindé, tout probléme de plongement
pour Gk ayant une solution faible, a une solution forte. Mais, d’aprés un résultat de Ax,
comme K est PAC, Gk est projectif [FrJa;Th.10.17] et donc tout probléme de plonge-
ment pour G g admet une solution forte. D’apres le théoreme d’Iwasawa, (i i est pro-libre.
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Mais Roquette a montré qu’un corps K PAC tel que G i est pro-libre est nécessairement
hilbertien [FrJa;Cor.24.38], d’ou la contradiction.

2.3 Reésultats

2.3.1 Corps ample

Définition 2.3.1 Un corps K est dit ample si pour toute courbe géométriqguement irré-
ductible et lisse C', définie sur K, on a:

C(K)+# 0= C(K) infini

Cette définition est due & Pop qui appelle ces corps larges. Avant de donner des exem-
ples de tels corps, nous donnons un joli résultat de Pop, que nous utiliserons dans la preuve
du théoreéme principal: les corps K amples sont exactement les corps existentiellement
clos dans leur corps de séries de Laurent K((X)).

Définition 2.3.2 Soit Q/K une extension réguliere. Le corps K est dit existentiellement
clos dans Q0 s’il vérifie une des propriétés équivalentes suivantes:

(1) Pour toute K -variété géométriqguement irréductible et lisse V,
VIQ #0=>V(K)#0

(2) Pour toute K -variété géométriqguement irréductible et lisse V,
K(V)CQ=V(K)#£0

(3) Pour toute K -variété géométriguement irréductible et lisse V,

V(Q) Zariski-dense = V(K) Zariski-dense

Preuve de I’équivalence:

(3)= (1): Prenons £ € V(). Considérons W, la cléture de Zariski de ¢ dans la K-
variété V: C’est un sous-schéma fermé irréductible de V. Comme K(W) = K({) C Q et
que Vextension /K est réguliere, il vient que K (W )/ K est réguliere. De la, W est une
sous-variété irréductible de V. 1l vient de (3) que W(K) # 0 et donc V(K) 5 0.

(1)= (2): Si K(V) C Q, le point générique £ de V est dans V() (car K(§) = K(V)).
1l vient de (1) que V(K) £ 6.

(2)= (3): Prenons £ € V(Q2). Considérons la cléture de Zariski de ¢ dans la K-variété
V. Comme expliqué précédement, W est une sous-variété irréductible de V. 1l vient de
(2) que W(K) # 0 et donc V(K) # . Le méme argument fonctionne si ’on remplace V
par un ouvert de V. Ainsi V(K) est Zariski-dense. O

Théoréme 2.3.1 (Pop,[Pop4;Prop.1.1]) Un corps K est ample ssi il est existentiellement
clos dans son corps des séries de Laurent K((X)).

Exemples de corps amples:

(1) Les corps PAC sont amples. Ceci vient directement de la définition: un corps K est
dit P(seudo) A(lgébriquement) C(los) si V(K) # () pour toute variété irréductible définie

15
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sur K. Les corps algébriquement clos sont bien évidemment PAC. Il existe de nombreux
autres exemples de tels corps, méme & l'intérieur de Q, par exemple K = Q" (v/—1) (voir
chapitre IV).

(2) Les corps valués complets sont amples (e.g. K = Qp,, R, k((X)), etc.). Ceci vient du
théoréme des fonctions implicites. L’argument suivant montre directement (i.e. sans le
théoréme 2.3.1) qu’un corps valué complet (K, v) est existentiellement clos dans K ((X)).
Soit V une variété définie sur K. Supposons la condition du (2) de la définition 2.3.2
satisfaite (i.e. K(V) C K((X))). Notons Kf(\)/() la cléture hensélienne de K(X) dans
K((X)). Le corps K/(\)/() est existentiellement clos dans K ((X)) [Jal;Lemmas 2.2 et 2.3].
De la V(Kf(})) # (. Maintenant, KT)?) est la cloture algébrique de K(X) dans K((X)).
Donc les éléments de Kf(\)/() sont les séries formelles ayant un rayon de convergence positif
([Deb3;Prop.p.387]). Prenons un point Mx € V(K(X)). La spécialisation de X a un
élément ¢ # 0 dans le disque de convergence des séries présentes dans les coordonnées de
M x donne un point M; € V(K).

(3) Pour tout p premier, notons Q” le corps des nombres totalement p-adiques (i.e.
I’ensemble des éléments de Q@ dont tous les conjugués vivent dans une méme copie de
Qp). On utilise la notation Q" pour parler du corps des nombres algébriques totalement
réels, qui correspond au cas p = oco. Alors pour tout premier p, y compris p = oo, Q' est
ample. Ceci vient immédiatement du précédent exemple et du résultat suivant de Pop
[Pop5] (voir aussi [GrPoRo]|, [Pop4;App.L], [Ja3)).

Théoréme 2.3.2 (Pop) Soit V une variété géométriquement irréductible et lisse définie
sur QP si V(Qp) # 0 pour tout 0 € Gq,, alors V(Q®) # 0. (La condition peut-étre
remplacée par V(Qp) # 0 si V est définie sur Q.)

Cet exemple peut se généraliser au corps K des éléments totalement S-adiques d’un
corps global K. Ici S désigne un ensemble fini de places de K et K° est le sous-corps de
K, composé des éléments qui pour tout ¥ € S ont des conjugués restant dans une copie
donnée du complété K,. Le résultat de Pop reste vrai dans cette généralisation et alors
K% est ample.

(4) Le corps Q n’est pas ample. Plus généralement, d’apres le théoréme de Faltings,
aucun corps de nombres n’est ample. Jarden nous a signalé qu’en utilisant le théoréme de
Faltings et celui de Manin et Grauert, on peut montrer qu’aucun corps finiment engendré
Sur son sous-corps premier, n’est ample. Récemment Pietro Corvaja nous a communiqué
I’exemple d’une extension algébrique infinie de Q qui n’est pas ample. Son exemple repose
sur le lemme suivant:

Lemme 2.3.1 Il existe une courbe lisse telle que pour tout corps de nombres k, l’ensemble
des points P € X (k) quadratiques sur k (i.e. tels que [k(P) : k] < 2) est fini.

(Corvaja nous a signalé qu’une preuve de ce théoréme pouvait étre trouvée dans un article
de Vojta et qu’elle repose sur le théoréme de finitude de Faltings pour les points rationnels
sur une sous-variété d’une variété abélienne ne contenant pas de translaté de sous-variétés
abéliennes.)

Une fois établi ce résultat, on prend une telle courbe X (qui peut-étre choisi de maniére
a ce que X (Q) soit non vide). L’ensemble des extensions quadratiques de Q étant infini, il
en existe une, ky, avee X (k1) = X (Q). Par récurrence, ayant construit k,, de degré 2" sur
Q, avec X (k,) = X (Q), il existe ky4q tel que [kpiq @ kn] = 2 et X (kpy1) = X (kn) = X (Q).
La réunion des k,, donne I'’exemple de corps recherché.
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2.3.2 Résultat principal

Théoréme 2.3.3 (Théoréme Principal) La conjecture principale est vraie si K est un
corps ample.

Le théoreme principal est conséquence d’une série de résultats. La contribution princi-
pale est due a Fried, Harbater et Pop. L’'idée de travailler avec des familles de revétements
revient a Fried [Fr]. Harbater [Har2] a introduit des méthodes trés efficaces de découpages
et recollements de revétements, en particulier sur les corps complets ou algébriquement
clos. Pop a développé ces méthodes de recollements et 1’aspect arithmétique de cette
technique. En particulier, il a introduit et étudié la notion de corps ample. Un énoncé
équivalent au théoréme principal ainsi qu’une preuve peuvent étre trouvés dans les travaux
de Pop ([Pop2],[Pop4]). D’autres mathématiciens ont pris une part importante dans le
théoréme principal, en particulier, Débes, Jarden, Haran, Liu, Volklein. Le théoréme
principal a deux conséquences majeures (Cor.2.3.1 et Cor.2.3.2). Nous allons montrer
plus bas qu’il contient en fait la majeure partie des résultats connus dans ce domaine.

Corollaire 2.3.1 La conjecture PIGR /g (r) est vraie si K est ample. C’est a dire que si

K est un corps ample, alors tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension réguliere
de K(T).

Ce résultat contient les cas particuliers suivants:

¢ K = C (Riemann),

¢ K =R (Hurwitz, 1890),

e K algébriquement clos (Harbater, 1984, [Harl]),

o K = Q, (Harbater, 1985, [Har2}),

o K PAC (Fried-Volklein pour la caractéristique nulle, 1991, [FrVol] — Pop dans le cas
général, 1993, [Pop4]),

e K = Q' (Débes-Fried, 1991, [DeFt]),

e K = Q' (Débes, 1993, [Deb2] — Pop, 1993, [Pop4]),

¢ K ample (Pop, 1995, [Pop4]).

Corollaire 2.3.2 La conjecture Split EP /gy est vraie si le corps K est ample. En
particulier la conjecture de Fried- Volkein (FrVo) est vraie si K est ample.

Corollaire 2.3.3 Pour tout corps dénombrable, Gy(r) est pro-libre.

Preuve: D’apres le théoréme d’Iwasawa, nous avons besoin de prouver que tout prob-
léeme de plongement pour Gg(ry admet une solution forte. D’apres le théoreme de Tsen,
G (r est projectif. Ainsi tout probléme de plongement pour Gz (ry admet une solution
faible. Gréace au procédé de réduction faible — scindé, on peut supposer que le probléme
est scindé. Mais comme les corps algébriquement clos sont amples, la conjecture Split
EP/ k() est vraie pour K(T). Donc tout probléme de plongement admet une solution
forte. O

Le corollaire 2.3.3 est du a:

e Douady en caractéristique nulle [Do], 1964,
e Harbater [Har4] and Pop [Pop2| en général, 1993.
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Corollaire 2.3.4 Pour tout corps dénombrable, hilbertien et PAC, Gk est pro-libre.

Preuve: D’aprés un résultat d’Ax [FrJa;Th.10.17], si K est PAC alors Gk est projectif.
De plus les corps PAC sont amples. La conjecture de Fried-Volklein, qui est vraie pour
les corps amples, donne le résultat. 0O

Le corollaire 2.3.4 est du a:

e Fried-Volklein en caractéristique nulle [FrVo2], 1992,
e Pop dans le cas général [Pop4], 1993.

Remarques 4:
(a) La conjecture PIGR/k(r) prévoit, en particulier, qu'étant donné un groupe fini G,
G est groupe de Galois d’une extension réguliere E/F(T), pour tout corps fini F. Le
corollaire 2.3.1 permet de montrer que ceci est vrai pour presque tous les corps finis. La
preuve utilise un argument de théorie des modeles: supposons que pour un groupe fini
donné G, I'ensemble F des corps finis F' pour lesquels G n’est pas groupe de galois d'une
extension réguliere de F(7T') est infini. Considérons alors I'ultra-produit K de l’ensemble
des corps de F [FrJa;Ch.6]. Alors [FrJa;Cor.10.6] affirme que K est un corps PAC (ceci
provient essentiellement de 'estimation de Lang-Weil du nombre de points dune courbe
sur un corps fini [FrJa;Th.4.9]). Ainsi, d’aprés le corollaire 2.3.1, G est groupe de Galois
d’un extension réguliere de K (T'). Mais, tout énoncé du premier ordre vrai sur K est vrai
sur presque tous les F' de F [FrJa;Cor.6.12], donc au moins sur un. D’o la contradiction.
Cette conséquence du corollaire 2.3.1 a été mise a jour en 1991 dans un article de
Fried-Volklein [FrVol;Cor.2], dans une forme légérement plus faible ou seuls les corps finis
premiers étaient considérés. Dans ce cas, I'ultra-produit considéré K est un corps PAC de
caractéristique 0 et 'argument fonctionne alors dans le cas particulier du corollaire 2.3.1
prouvé par Fried et Volklein. Dans leur article, ils donnent aussi une présentation plus
~ géométrique de 'argument précédent. Le cas général de 'argument précédent, requiert
la version du corollaire 2.3.1 pour un corps PAC de caractéristique quelconque, version
prouvée par Pop [Pop4]. Ce résultat de Pop apparaissait déja sous une certaine forme
dans une lettre de Roquette en 1991.

(b) Pour K = Q, la conclusion ” Gk pro-libre” du corollaire 2.3.4 donnerait une réponse
affirmative & la conjecture de Shafarevich. Mais Frey a remarqué que Q* n’est pas un
corps PAC [FrJa;Cor.10.15]. Ainsi le corollaire 2.3.4 ne peut pas s’appliquer & K = Q.
D’un autre coté, le corollaire 2.3.3 montre que Gy est pro-libre. Ce résultat peut-étre
vu comme un analogue de la conjecture de Shafarevich: F,(T) est en effet la cloture
cyclotomique F,#*(T") de F,(T) (exactement comme Q* = Q%¥%). De maniére similaire
le groupe de Galois absolu de la cléture cyclotomique de K = Q" est pro-libre. En
effet (Q")¥? = Q" (v/—1) et d’apres le corollaire 2.3.4 Gyur(,=7) est pro-libre (une des
conséquences du théoréme 2.3.2 est que Q" (v/—1) est PAC. Ce corps est hilbertien par
le théoreme de Weissauer [FrJa]). On consultera le chapitre IV de cette thése pour une
généralisation de cet analogie a la conjecture de Shafarevich.

(c) Le corollaire 2.3.3 reste vrai dans le cas indénombrable: pour tout corps K, le groupe
G%(r) est pro-libre (de rang card(K)). Ceci peut-étre montré par les mémes arguments
mais certains ajustements sont nécessaires. De fagon plus précise, on peut utiliser la
généralisation de théoréeme d’Iwasawa suivante: si N est un cardinal infini, alors une con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe F soit pro-fini de rang N est que tout
probléme de plongement fini pour F' avec un noyau non trivial posseéde exactement X so-
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lutions fortes (voir [Ja2;lemma 2.1] ol cette généralisation est attribuée a Z.Chatzidakis).
Ainsi pour la généralisation du corollaire 2.3.3 nous avons besoin de prouver que tout prob-
léme de plongement fini pour Gg () ayant un noyau non trivial a exactement card(K)
solutions fortes. Ceci requiert des résultats plus précis que la simple existence d’'une
solution propre donnée par le théoréme principal (voir [Har4] et [Pop2]).

(d) Un corps K est dit "w-libre” si tout probleme de plongement pour G admet une
solution forte. D’apres le théoréme d’Twasawa, si K est dénombrable, il y équivalence entre
w-libre et pro-libre. Jarden [Ja3;Rem.11.3] observe que ’on peut remplacer la conclusion
"Gk pro-libre” du corollaire 2.3.4 par la conclusion "G g w-libre” si 'on considere des
corps indénombrables. C’est & dire que 1'on a dans le cas général "PAC + hilbertien =
w-libre”. Il est & noter que I'implication " PAC + hilbertien = pro-libre” est fausse dans le

cas général. 1l y existe des corps K, PAC et hilbertiens, tels que G g ne soit pas pro-libre
[Ja2;Ex.3.2].

2.4 Arguments principaux

Dans cette partie nous donnons un schéma de la démonstration du corollaire 2.3.1.
Nous allons montrer que, si K est un corps ample, alors tout groupe fini G est groupe de
Galois d’une extension réguliere de K(T'). La preuve de ce cas particulier du théoréme
principal contient les arguments principaux de la méthode. Il y a deux étapes. La premiére
consiste & résoudre le probleme sur le corps K ((X)) des séries de Laurent & coefficients
dans K. La seconde utilise un argument de spécialisation pour descendre de K((X)) a
K.

2.4.1 Le probléme inverse de Galois régulier sur K ((X))(T)
Le point principal est le résultat suivant:

Théoréme 2.4.1 Soit k un corps local. Soit G un groupe engendré par 2 de ses sous-
groupes G et Gy. Supposons que pouri = 1,2, il existe une extension galoisienne réguliere
F;/k(T) de groupe de Galois G; ayant un premier non ramifié de degré 1. Alors il existe
une extension galoisienne réguliere F/k(T) de groupe de Galois G ayant un premier non
ramifié de degré 1.

Ce résultat réduit le probléme a la réalisation des groupes cycliques (comme groupes
de Galois d’une extension réguliere de k(T) avec un premier non ramifié de degré 1).
Dans [Har2], Harbater utilise un résultat de Saltman pour traiter ce cas (voir aussi [Liu]
et [Vo;Ch.11]). En caractéristique 0, nous donnons dans le chapitre III de cette thése une
méthode plus simple pour réaliser les groupes cycliques, qui nous apporte, de surcroit,
des informations plus précises sur la ramification des extensions obtenues.

Le théoréme 2.4.1 est dii & Harbater. L’argument principal est une méthode de dé-
coupage et recollement d’espaces analytiques utilisée avec le théoréme GAGA formel. Ce
résultat d’Harbarter & été traduit en termes géométriques rigides par Liu ([Liu] voir aussi
[Desl]), apreés une suggestion de Serre [Serl;p.93]. Pop et Harbater ont alors développé
de facon indépendante ces méthodes de découpages et recollements: en particulier ils
ont montré qu’il était possible d’utiliser ces méthodes non seulement pour réaliser des
groupes finis mais aussi pour résoudre des problémes de plongements. Pop réussit aussi
a garder un contrdle arithmétique sur cette méthode, cela le mena & son ”1/2-théoréme
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d’existence de Riemann” [Popl]. La méthode de découpage et recollement est aussi un
ingrédient essentiel de la preuve de la conjecture d’Abhyankar sur les groupes de Galois
sur les courbes: le cas affine a été démontré en premier par Raynaud [Ra], Harbater put
alors prouver le cas général [Har3d| par méthode de recollement; une preuve alternative
du cas général utilisant le résultat de Raynaud fut apportée un peu plus tard par Pop
[Pop3]. 1l existe maintenant une preuve du théoréme 2.4.1 par Haran et Vélklein ([HaVo],
[Vo;Ch.11}) qui n’utilise aucune base géométrique.

2.4.2 Argument de spécialisation

(On pourra aussi consulter [Ja4;Prop.2.2] pour cette partie.) Soit @ un corps premier.
D’apres la partie précédente, on sait que pour tout groupe fini G, il existe une extension
galoisienne réguliere Ex/Q((z))(T) de groupe de Galois G. Notons y un élément primitif
de cette extension.

Soit F/@ une extension de type fini avec F' C Q((z)), telle que le polynéme minimal
de y sur Q((z))(T) soit dans F(T)[Y] et telle que tous les conjugués de y sur Q((z))(T")
soient dans F(T,y). Posons F = F(T,y), alors Pextension F/F(T) est une extension
galoisienne réguli¢re de F(T) avec Gal(E/F(T)) = G.

L’inclusion F C Q((X)) implique en particulier que F'N Q = Q. Ainsi, F est le corps
des fonctions d’une variété V géométriquement irréductible et définie sur Q. L’égalité
Gal(E/F(T)) = G peut se réécrire Gal(E/Q(V)(T)) = G.

L’extension E/Q(V)(T) est réguliere, donc on peut appliquer le théoréme de Bertini-
Noether (voir [FrJa;Prop.8.8]). Il existe un fermé de Zariski Z C V tel que, pour tout
v € V(Q)~ 7, Pextension E/Q(V)(T) se spécialise en une extension E,/Q(v)(T) de degré
[Fy: Q)(T)] = [F : Q(V)(T)]. En grossissant éventuellement Z, on peut:

- conclure que I'extension F,/Q(v)(T) est aussi galoisienne. On a alors Gal(E,/Q(v)(T)) =
G (pour v € V(Q) — Z).

- supposer que la variété est lisse.

Finalement, comme F = Q(V) C Q((z)), I'ensemble V(Q((z))) est Zariski-dense. On
a donc prouvé le théoréme suivant:

Théoréme 2.4.2 Soit @ un corps premier. Pour tout groupe fini G il existe une varieté
irréductible et lisse définie sur Q telle que:

(1) Pour tout corps K contenant Q, si V(K) est Zariski-dense alors G est groupe de
Galois d’une extension réguliere de K(T).

(2) V(Q((z))) est Zariski-dense.

Supposons maintenant que K est un corps ample. D’apreés le théoréme 2.3.1, K est
existentiellement clos dans K ((x)). Ainsi, d’aprés le (2) du théoréme précédent, V (K) est
Zariski-dense. Ceci permet de conclure, d’aprés le (1), que G est groupe de Galois d’une
extension réguliere de K(T'). Le (PIGR/ k(7)) est donc vrai sur les corps amples.

Nous avons montré que R et les corps locaux étaient des corps amples, le théoréme
précédent donne le résultat suivant:

Corollaire 2.4.1 Pour tout groupe fini, il existe une variété V irréductible, lisse et définie
sur Q telle que:
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(1) SiV(Q) # 0 alors G est groupe de Galois d’une extension réguliere de Q(T').
(2) V(Qy) # 0 pour tout premier p (y compris p = o0).

Dans la propriété (2), on peut en fait remplacer Q, par n’importe quel corps valué
complet de caractéristique 0. Il est & noter que la condition (2) ne permet pas de conclure
en général que V(Q) # ¢ (Voir [Deb2;Ex.4.2)).

Ce résultat a été démontré en premier dans [Des2]. Cette preuve originale utilise la
théorie des espaces de Hurwitz de Fried [Fr]. Cette approche a I’avantage d’étre nettement
plus explicite, elle permet aussi de donner de bons renseignements sur la ramification des
extensions considérées. L’objet du chapitre suivant est la présentation de cette autre

preuve.



Chapitre 3

Existence de points p-adiques sur
un espace de Hurwitz

3.1 Introduction

3.1.1 Rappel de la situation.

D’apres un résultat fondamental de M.Fried et H.Vélklein [FVol] on sait que pour
tout groupe fini G donné, il existe une variété algébrique irréductible, définie sur Q véri-
fiant:

(A) Pour tout corps commutatif K contenant Q, a un point K -rationnel de cette variété

on peut associer une extension galoisienne réguliere de K(T') de groupe de Galois G.
En fait a un point K-rationnel on associe un G-revétement défini sur K et de groupe

de Galois G.

P.Debes en reprenant ce résultat et en le combinant avec ceux de D.Harbater et de
Q.Liu ([Har], [Liu]) prouve que pour tout p premier (y compris p = oo) il existe une
variété H, irréductible et définie sur Q vérifiant la propriété (A) et possédant un point
Q,-rationnel (resp. R-rationnel pour p = oc),(cf [Debl]). Grace & un résultat de Pop, il en
déduit Pexistence d’un point Q"-rationnel (on rappelle que Q' est le corps des nombres
totalement p-adiques, i.e I’ensemble des nombres algébriques p-adiques qui n’ont que des
conjugués p-adiques par 'action de Gal(Q/Q)) et donc que tout groupe fini est groupe de
Galois d’une extension de Q"(T). Il pose ensuite la question de savoir si I’on peut choisir
H, indépendament de p.

L’objet de ce chapitre est d’apporter une réponse positive a cette question et de donner
en méme temps, une forme plus précise du corollaire 2.4.1 du chapitre précédent. Plus
précisément:

Théoréme 3.1.1 Pour tout groupe fini G, il existe une variété algébrique, irréductible
et deéfinie sur Q (vérifiant la propriété (A)) et vérifiant en outre:

1. Pour réaliser G comme groupe de Galois sur Q(T) il suffit de trouver un point
Q-rationnel sur cette variété.

2. Pour tout p premier (y compris p = oo ) il existe un point Qp-rationnel, z,, sur cette
variété (il existe méme des points Q-rationnels).
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3. Le G-revétement défini sur Q, associé au point z,, a des points de ramifications
dans P1(Q%®) qui sont globalement invariants par l’action de Gal(Q/Q).

11 est naturel de se demander si on peut déduire de I'existence de points Q,-rationnels,
pour tout p, I'existence d’un point Q-rationnel sur les espaces de Hurwitz? Il s’agit d’'un
probléme ”local-global”, type principe de Hasse qui est aussi évoqué dans [Debl]: un
exemple tiré de [DeFr] montre que ce n’est pas toujours possible.

3.1.2 Rappels, préliminaires.
Espace de Hurwitz.

On rappelle ici brievement les propriétés des espaces de Hurwitz, on trouvera tous les
détails dans [FrVol].

Soit G un groupe fini de centre Z(G) trivial et » > 2 un entier. Prenons un 7-
uplet C = (C4,- -+, C,) de classes de conjugaison d’éléments de G, on suppose que C est
rationnel (i.e., invariant a I’ordre pres par élévation a toute puissance premiere a card(G)).

Proposition 3.1.1 Sous les conditions précédentes, il existe une variété H(C, G) définie
sur Q telle que pour tout corps commutatif K contenant Q, les propriétés suivantes soient
équivalentes:

i) H(K) #0

ii) Il existe un G-revétement (i.e., un revétement galoisien de P! de groupe de Galois G
donné avec 'action de G ) défini sur K, non ramifié en dehors de v points distincts
de P! et tel que l'invariant canonique de inertie (Cf. [Debl] (2.2 page 3)) de ce
G-revétement est égal ,a 'ordre prés, a C = (Cy,---,C,).

On appelle cette variété l’espace de Hurwitz associé a G et a C, on le note parfois sim-
plement H(C).

Rappellons aussi, le résultat concernant l'irréductibilité de H(C), du a J.H. Conway
et R.A. Parker (cf [CP] et [FrV,appendix]):

Proposition 3.1.2 Sous les conditions de la proposition précédente et en supposant de
plus que le groupe des multiplicateurs de Schur est engendré par les commutateurs (Cf.
[FrVol1]), il existe un entier by dépendant de G tel que si chaque classe de conjugaison de
G appamiAt au moins by fois dans C, alors H(C) est irréductible.

On se placera désormais dans le cas ou G vérifie les conditions ci-dessus et on démon-
trera le théoréme suivant:

Théoreme 3.1.2 Soit G un groupe fini de centre trivial, tel que le groupe des multipli-
cateurs de Schur soit engendré par les commutateurs. Il existe un entier r et un r-uplet
de classes de conjugaison C de G tels que l'espace de Hurwitz H(C) soit une varieté ir-
réductible, définie sur Q et vérifiant (outre I’équivalence i) < ii) de la Prop. 3.1.1) les
propriétés suivantes: ‘

o Pour tout p premier (y compris p = oo) H(C) posséde un point z,, Qp-rationnel. I
existe meéme des points QP-rationnels.
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o Le G-revétement associé d x, a des points de ramification dans P'(Q™) et ceuz-ci
sont globalement invariants par Uaction de Gal(Q/Q).

Ce théoréme implique le théoréme 3.1.1. En effet grace au lemme 2 de [FrVol}, on sait
que tout groupe fini est quotient d’un groupe vérifiant les hypotheses du théoreme 3.1.2.
La théorie de Galois permet alors de passer du théoréme 2 au théoréme 1.

Théoréme d’Harbater

Le théoréme d’Harbater peut se résumer par P'affirmation suivante:
Tout groupe fini est groupe de Galois d’une extension réguliére de Q,(T)

Liu dans [Liu] démontre ce résultat en reprenant les travaux d’Harbater, mais en
utilisant la théorie des espaces analytiques rigides. Voila le théoréme qui lui permet
d’arriver a ses fins:

On dit que la fibre au dessus d’un point to d'un revétement ¢ : X — P! définie sur K,
est totalement K -rationnelle, si ¢~1(tg) est composée uniquement de points K -rationnels.

Proposition 3.1.3 Soit p un nombre premier, G un groupe fini engendré par deuz de
ses sous-groupes Hy, Hy. On suppose donnés deuz G-revétements: m; : X; — P!, i=1,2
définis sur Q, de groupe de Galois respectifs H,, Hy, ayant respectivement ry et ry points
de ramification et Cy = (C11,---,C1p), C2 = (Cot,- -+, Coyp,) pour invariant canonique
de Uinertie. On suppose que chacun des deuz revétements possede un point Q,-rationnel
non ramifié t;, i = 1,2 au dessus duquel la fibre est totalement Q,-rationnelle.

Alors, il existe un G-revétement: m : X — P! défini sur Q, de groupe de Galois G
avec v = 11 + ry points de ramification, ayant C = (Cf},---,C5 ,C§,- -, C5.,) (ot CF
représente la classe de conjugaison dans G de Cy;) pour invariant canonique de l’inertie
et possédant un point Q,-rationnel non ramifié au dessus duguel la fibre est totalement
Qp-rationnelle.

Cette proposition permet de construire ” la main” des G-revétements de P! de groupe

de Galois donnés (Cf [Har], [Liu], [Desl]).

3.2 Démonstration du théoreme 3.1.2.

Soit ¢ un groupe fini vérifiant les hypotheéses du théoréme 3.1.2. Prenons pour chaque
z € G/{1} le sous-groupe H, =< z >. On a H, ~ Z/§zZ, ou fx est Vordre de x dans
G. Notons gq,, -, gz 4, € (L/12Z)" (p étant lindicateur d’Euler) les générateurs de
Hyet Cg -, C ) leurs classes de conjugaisons respectives dans G. Notons C, =

9z
(C’gm1 B Cg%(um)) le r-uplet de ces classes de conjugaisons. Notons yi, - - -,y les éléments

de G (avec y; = 1). Considérons 'uplet C = (Cy,,- - -, Cy,) obtenu en mettant bout a
bout les uplet Cy,, i =2,--- G (on élimine la classe de conjugaison triviale C,, ). Pour b
entier notons a présent C, = (C, - -+, C) le uplet obtenu en répétant b fois le uplet C. On

a la proposition suivante:

Proposition 3.2.1 Pourb assez grand (par exemple le by de la proposition 3.1.2) l'espace
de Hurwitz H(C,) associé a Cy, est une variété qui vérifie les propriétés du théoreme 3.1.2.

Les parties suivantes ont pour but de démontrer cette proposition.
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3.2.1 Construction de G-revétements de P'.

Pour tout groupe fini G fixé, nous allons montrer qu’il est toujours possible de con-
struire un G-revétement de P! défini sur Q,, de groupe de Galois G tel que le nombre de
points de ramification et I'invariant canonique de I'inertie de ces revétements soient des
données indépendantes de p.

Réalisation pour G = Z/nZ.

Soitt K un corps commutatif de caractéristique nulle. Il est classique que 'on puisse
réaliser tout groupe fini sur K (7). Le véritable probleme est celui de la descente de K
a K. La théorie du groupe fondamentale algébrique permet de poser le probléme de la
fagon suivante. On pourra consulter [Deb2] pour plus de détails.

Etant donné r points distincts {t1,---,t,} dans P'(K) globalement invariants par
Gal(K/K), on note 2 I'extension algébrique maximale de K (T') non ramifiée en dehors de
t1,-+,t.. On note 1% le groupe de Galois Gal(Q2/K(T)), et z; le générateur canonique
des groupe d’inertie au dessus de t;, i = 1,---,r (Cf [Deb2] page 231 ”structure des
groupes d’inertie). Le groupe I1%9 est le groupe profini libre engendré par zi,---,z,
modulo 'unique relation z1- -z, = 1.

Proposition 3.2.2 Un groupe fini G est groupe de Galois d’une extension réguliere de
K(T) si et seulement si, il existe:

e un entier r > 0, r points distincts t1,---,t, dans P'(K) globalement invariants par
Gal(K/K) etto € P'(K)\{ty, - 1.},

o des éléments g1, --, g, de G engendrant G et de produit g1 --- g, =1,
o un morphisme de groupes T — f, de Gal(K/K) dans G, tels que le morphisme de

groupe f : 1“9 — G défini par f(z;) = g; verifie:

(1) F(&]) = frgif 7 pour tout i=1,--- 7 et tout 7 € Gal(K/K)

Le G-revétement de P! associé a cette extension de K(T) est alors de groupe de Galois
G, non ramifié en dehors dety,--- t, et a pour invariant canonique de l'inertie le r-uplet
C=(Cy,--+,C,) ou Cy est la classe de conjugaison de g; dans G, i=1,---,r.

Rappellons un lemme dont la démonstration pourra étre trouvée dans [Deb2]:

Lemme 3.2.1 Avec les notations précédentes on a: ‘

Pour tout i = 1,--- v, & est conjugué dans T & (2,7 o t; = 17 et yx :
Gal(K/K) — Tlpso Gal(K(€,)/K) (€. racine primitive n-iéme de l'unité), désigne le
caractere cyclotomique du corps K.

D’apreés ce qui précede, pour réaliser Z/nZ comme groupe de Galois sur Q(T) il faut
et il suffit de trouver r € N, {t1, - ,¢,} € P(Q) et des générateurs (g1, -, g,) € (Z/nZ)"
vérifiants g; + - - - + g, = 0 tel que:

(2) V7 € Gal(Q/Q), xo(r)g; = gi avect; =t
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En effet, le lemme 3.2.1 donne que f(z]) est conjugué dans G & f(z;)X(7). Mais le groupe
G étant commutatif, on a f(z7) = f((z;)x*M) = g;‘Q(T). La formule (1) & réaliser se réduit
donc a

(3) g;CQ(T) — frg 7 = gs pour tout i =1,--- 1 et tout 7 € Gal(Q/Q)

ce qui correspond bien & la condition (2) (en notation additive). De plus, tout morphisme
T — [, convient. Nous prendrons le morphisme trivial, i.e., f; = 1 pour tout 7 €
Gal(Q/Q). Pour ce choix, le G-revétement associé posséde un point Q-rationnel non
ramifié au dessus duquel sa fibre est totalement Q-rationnelle. Cela résulte du fait général
suivant ([Debl], Prop.2.1): pour tout 7 € Gal(Q/Q), ’élément f,, vu dans Sy par la
représentation réguliere G — Sy de G, correspond a l'action de 7 sur la fibre au dessus
de t().

Lemme 3.2.2 On peut réaliser Z/nZ sur Q(T) en prenantr = ¢(n) (¢ étant lindicateur
d’Euler) t; = & ou; est la i-iéme racine n-iéme primitive de l'unitéi=1,--- r sin # 2.
Sin = 2 il suffit de prendre t1,ts deux points rationnels distincts quelconques pour réaliser
7/27.

Preuve:

1) n # 2: On va réaliser la condition (2) en prenant pour g; les éléments de (Z/nZ)"
indicés correctement. Plus précisément, notons gy, -, g, les éléments de (Z/nZ)" avec
g1 = 1. Soit £ une racine primitive n-iéme de 'unité. On pose t; = £%. Alors on a:

V7 € Gal(Q/Q), (&)7 = gxe(

et ainsi si (t;)7 = t;, c’est & dire si ((§)%)7 = &%, alors comme (%) = (£7)%, on a
nécessairement xq(7)g; = g;, ce qui est bien ce que 'on demande.
De plus les g; engendrent Z/nZ (chacun d’eux le faisant). Il reste juste a vérifier que

> gi=0.

1<i<r
Prenons un élément z € (Z/nZ)". Alors, commeonan # 2,ona —z # r et —z € (Z/nZ)",
ce qui assure bien que:

Z z=0

r€(Z/nz)*

2) n = 2: Réaliser Z/2Z ne pose pas vraiment de probléme: On prend &, £y deux points
rationnels et alors pour tout 7 € Gal(Q/Q) on a & = &, i = 1,2. On prend alors
g1 = go = 1 dans (Z/2Z)" = 1. O

On vient donc de réaliser les Z/nZ comme groupes de Galois de G-revétements de
P! définis sur Q possédant un point rationnel au dessus duquel la fibre est totalement
Q-rationnelle,

Par extension des scalaires on obtient donc, pour tout p premier, un G-revétement
de P! défini sur Q,, de groupe de Galois Z/nZ et possédant un point Qp-rationnel au
dessus duquel sa fibre est totalement Q,-rationnelle. Le nombre de points de ramifi-
cation vaut r = ¢(n) (indépendant de p) et son invariant canonique de I'inertie vaut
C = (C1,--+,Cypm)) (indépendant de p) ot C; = {g;} et g; € (Z/nZ)" . On appelle ce
revétement le Z/nZ-revétement élémentaire de P'.

Note: Ce n’est pas un résultat nouveau, on sait déja depuis longtemps réaliser les groupes

abéliens sur Q(T') (e.g. [Ser]), mais ici on a un contréle explicite sur la ramification.
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Réalisation pour un groupe fini quelconque.

Prenons un nombre premier p quelconque et un groupe fini G. Dans la suite, pour
tout élément r donné dans un groupe GG donné, on note n, ’ordre de z et 1, ~ Z/n,Z le
sous-groupe engendré par z dans G.

Pour tout z € G, on prend le H,-revétement élémentaire de P!, ¢c™ : X, — PL
On "recolle” ces revétements grace a la proposition 3.1.3 et on obtient un G-revétement
¢ . X — P! de groupe de Galois . Le nombre de points de ramification et ’invariant
canonique de l'inertie de ce revétement sont indépendants de p (voir que cet invariant
canonique de l'inertie est le uplet C' du préambule de la partie 2). On note & présent ce
revétement le revétement HL de P! associé a G.

Lemme 3.2.3 L’invariant canonique de linertie du revétement HL associé a G est un
uplet rationnel.

Preuve: On pose r = #G (ordre de G) et G = (y1,---,y,) avec y; = 1 et on écrit
Pinvariant canonique de l'inertie C ainsi:

C - (Cy2717 T CyQ,SD(nyg)’ ..... ? CyT717 T CyrvSD(nyr))

ou les Cy, ; sont les classes de conjugaisons des générateurs du groupe < y; >. En fait, si
on pose (; = (Oyi717 v Cyi,sa('nyi)) on a alors

C=(Cy,---,C)

Montrons que pour ¢ € N premier avec §G et tout indice i = 2, - - -, r, C? reste globalement
invariant. L’application v, : (Z/n,,Z)" — (Z/n,,Z)" qui & t associe t est une bijection.
Toute classe Cy, ;, § = 1,---,¢(ny,), est la classe de conjugaison d’'un générateur ¢t €<

y; >. La classe (Cy, ;)* est la classe de conjugaison dans (7 de t* qui est aussi un générateur
de < y; >. Donc il existe k tel que (Cy, ;)* = Cy, x. Cette correspondance se fait de fagon
biunivoque du fait de la bijectivité de ¢,. Ceci acheve la preuve.

De facon plus précise on vient de montrer que pour tout entier a premier avec f{G, il

existe (02, +,07) € Sp(n,,) X+ X Sp(n,,) tel que:
e —= (Oyz,h cee Oyg,cp(nyg)v ...... : Cyr,h . C’yr,cp(nyr))a
= (Cppoar)r* Comonlolng))s  Coyron()s* Copon(olng,))

Pour tout entier b, on ”recolle” (par 3.1.3) b fois le revétement HL associé & G en
regardant b fois G comme un de ses sous-groupe. On obtient alors un G-revétement de P!
de groupe de Galois G avec un nombre de point de ramification indépendant de p et un
invariant canonique de 'inertie égale au C; du préambule de la partie 2. Cet uplet reste
évidemment rationnel.

3.2.2 Fin de la preuve

Grace au théoréme 3.1.2 pour b assez grand (par exemple b > bg), 'espace de Hurwitz
H(Cp) défini sur Q est irréductible. On vient de montrer que pour tout nombre premier
p, il existe un G-revétement de P! défini sur Qp, de groupe de Galois G, ayant autant
de points de ramification qu’il y a de classes dans Cp et C; pour invariant canonique de
I'inertie. Ceci prouve donc qu’il existe un point Q,-rationnel sur H(Cs).
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11 nous reste a traiter le cas ol p = co. C’est a dire qu’il nous faut prouver l'existence
d’un G-revétement 3 : X — P! défini sur R ayant autant de points de ramification qu’il
y a de classes dans C;, ¢ comme groupe de Galois et C, pour invariant canonique de
Vinertie.

Pour ce, nous rappellons ce résultat (e.g. [FrD,Th.3.1]):

Lemme 3.2.4 Soit C = (C,C7t .. Cp,C7Y) un r-uplet de couple inverse deuz d deuz
de classes de conjugaison d’éléments de G. Supposons qu’il existe (g1,---,9,) € C1 X

- x C, tel que < g1,---, g, >= G. Alors il existe un G-revétement de P' défini sur R
de groupe de Galois G, ayant 2r points de ramification et C pour invariant canonique de
l'inertie.

Ce lemme nous permet de conclure. En effet reprenons le uplet C, précédent. On
rappelle que si G = {e = y1,y92, -, Y} alors Cp = (C,---,C) (b fois C) avec C =
(Cy27 T 7Oync) ou:

o Cy, = ({gl,yi}G, ce {gnyi,yi}G) ou les g;,. sont les générateurs du sous-groupe <
Yi >, 8l ny, # 2.

o Cy =i} {ui}°) siny, =2.

Dans les deux cas il est clair que I'on peut grouper par paires (Cj, Cij 1) les composantes
du uplet C,,, i = 2---,§G. Ceci assure donc que C} vérifie les conditions du lemme 3.2.4.
Par conséquent il existe un G-revétement de P! défini sur R, de groupe de Galois G ayant
C, pour invariant canonique de l'inertie. En conclusion il existe un point R-rationnel sur
I'espace de Hurwitz H(Ch).

Rappellons le résultat de Pop ([PRG]) qui achevera la preuve de la premiere assertion
du théoreme 3.1.2:

Proposition 3.2.3 Dans toute variété lisse, irréductible, définie sur Q, l’ensemble des
points Q'P-rationnel est dense dans ’ensemble des points QP-rationnels.

Ainsi, pour tout p (y compris p = oo) il existe au moins un point Q'P-rationnel sur

H(Chp,)-

3.2.3 Comportement des points de ramification sous ’action
de Gal(Q/Q).

Cette partie, qui a pour but de prouver la deuxiéme assertion du théoreme 3.1.2,
regarde plus précisément comment sont modifiés les points de ramification quand on
"recolle” par le théoréme 3.1.3 les Z/nZ-revétements élémentaires. Il faut rappeler (Cf
[Liu], [Desl]) que la premiére étape de ce théoréme de recollement consiste a mettre

les points de ramification des deux revétements que ’on souhaite rencontrer en ”bonne

.. e . . . az+b
position”. On utilise pour cela des automorphismes de P!, i.e. des homographies a
cz

avec a,b,c,d € Q,. Le corps Q étant dense dans Q,, on peut choisir a,b, ¢, d dans Q. On
obtient donc la conclusion suivante:
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Lemme 3.2.5 Soientm, : X; — P', i = 1,2 deuz G-revétements définis sur Q, vérifiants
p

les hypothéses de la proposition 3.2.1. Supposons que t,th, - th , i = 1,2 soient leurs
point de ramification respectifs. Alors il existe ay, by, cq,dy.a2,be, co,de € Q (dépendants
a;tt + b,

(2 3 (2

des données précédentes et notament de p) tel que l'ensemble des points v, ; = Trd
Ciby T i
soit l'ensemble des point de ramification du revétement m : X — P! obtenu en recollant
1 et 79.

1l est clair que les Z/nZ-revétements élémentaires ont des points de ramification définis
sur Q% et globalement invariants par I’action de Gal(Q/Q): c’est toujours 'ensemble des
racines primitives n-ieéme de 1'unité pour un certain n. Grace au lemme précédent, il est
alors clair que le revétement obtenu au paragraphe 3.2.1 a des points de ramification dans
Q% globalement invariant par Gal(Q/Q). Ceci acheve la preuve du théoréme 3.1.2.



Chapitre 4

Cloture totalement réelle des corps
ordonnables

4.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre II, que Q" est un corps ample. Nous avons vu aussi
que Q" (v/—1) est un corps PAC. Ceci nous a permis de déduire que le groupe de Galois
absolu, Gqir(,/=), de Q" (v/=1) est pro-libre. Comme nous I’avons signalé, ce résultat
peut-étre vu comme un analogue de la conjecture de Shafarevic qui prévoit que le groupe
de Galois absolu de Q® est pro-libre. En effet la cléture cyclotomique (Q”)cyd de Q' est

QtT(\/“‘_l) (de meéme que Qcycl — Qab).

Un des objets de ce chapitre, est d’essayer de généraliser ce résultat a certains corps
construits de facon similaire & Q. Plus exactement, le corps Q peut étre vu comme
I'intersection de toutes les extensions ordonnées maximales algébriques de Q. On intro-
duit dans la premiére partie la notion de cloture totalement réelle d’'un corps ordonnable
K (Définition 4.2.2), comme étant l'intersection de toutes les extensions ordonnées max-
imales algébriques de K, on note K, ce corps. La théorie d’Artin-Schreier permet de
mieux décrire cet objet en faisant le rapprochement entre K, « et les extensions galoisi-
ennes ordonnables de K.

La deuxiéme partie présente quelques propriétés arithmétiques de K. Notamment ce
corps est toujours un corps pythagoricien, d’autre part dans le cas ot K est une extension
algébrique ordonnable de Q, le résultat de Pop entraine que K;.(v/—1) est un corps PAC.
Nous faisons le lien avec une question posée par Ribenboim, lors de la conférence de Lille
96, sur le rapport pouvant exister entre la notion de corps pythagoricien, celle de corps
ample et celle de corps hilbertien.

Une autre propriété remarquable de Kj, est que (f{vtr)cyd = IA{;T(\/ —1) (Proposition
4.3.1). On s’intéresse donc a 'analogue de la conjecture de Shafarevic pour les clotures
totalement réelles des corps ordonnés; c’est I'objet de la troisitme partie oi Uon regarde la
pro-liberté du groupe de Galois absolu de K,,.(v/—1). Dans certains cas (corps de nombres
ordonnables, corps ordonnés maximaux ou corps de séries de Laurent a coeflicients dans
un corps ordonné maximal) ce groupe est bien pro-libre. Récement, Dan Haran et Moshe
Jarden [HaJa2] on donné d’autres exemples ol ce résultat reste vrai, mais ils donnent
aussi un contre exemple qui prouve que 'on ne peut pas généraliser ce résultat a toute
les clétures totalement réelles, comme nous ’avions conjecturé en premier. Ils proposent
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alors la conjecture moins générale suivante: Pour tout corps K ordonnable, dénombrable
et hilbertien, le groupe de Galois absolu de K,.(v/—1) est pro-libre.

Enfin nous montrons que si K est une extension algébrique et ordonnable de Q, alors
le groupe de Brauer de K est un groupe de 2-torsion. De maniére plus génerale on a
en fait que si le groupe de Galois absolu de K;.(v/—1) est projectif alors Br(Kj,) est un
groupe de 2-torsion. L’étude de la réciproque permetrait de ramener la conjecture a une
étude cohomologique.

4.2 Clotures totalement réelles des corps ordonnables.

Dans cette partie nous utiliserons les résultats principaux de la théorie d’Artin-Schreier
sur les corps ordonnés. Nous renvoyons le lecteur a [R,ch IX] dont nous utilisons la
terminologie. Dans tout ce qui suit, K désignera un corps ordonnable et G le groupe de
Galois absolu Gal(K/K) de K.

4.2.1 Généralités.

On considere ici les classes de conjugaison des éléments d’ordre 2 de G . Ainsi deux

éléments ¢, ¢ d’ordre 2 de G sont conjugués ssi il existe o € Gk tel que ¢ = oco~ L.
Notons alors que si K, = K et K, = K7 onao(K,) =K - Réciproquement,
rappellons cet élément de la théorie d’Artin-Schreier: ’ensemble des corps K extensions
algébriques de K tels que [K : Ky < +o0o est exactement l'ensemble des extensions

ordonnées maximales de K. Dans ce cas, on a toujours [K : Ko] = 2.

Définition 4.2.1 On appelle pré-cloture totalement réelle de K tout corps obtenu comme
intersection des extensions ordonnées mazimales de K appartenant a la meéme classe de
conjugaison, en d’autres termes L est une pré-cloture totalement réelle de K ssi il existe
c € Gk d’ordre 2 tel que:

I = ﬂ —[—{-<Uca"1>

oG
Dans le cas de Q il n’y a qu’une seule pré-cléture totalement réelle, c’est Q.

Proposition 4.2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) L est une pré-cloture totalement réelle de K.
1) L est une extension galoisienne ordonnable mazimale (pour ces deux conditions) de K .

iii) Il existe c € Gk d’ordre 2 tel que [ C K. = K7 et telle que
L={z € K;/Vo € Gk, o(z) € K.}

Preuve:

i) = 1ii) Par définition, il existe ¢ € Gx d’ordre 2 tel que L soit le sous-corps de K laissé
fixe par le sous-groupe G de Gk engendré par les oco™!l. Le groupe G est visiblement
distingué, son adhérence (pour la topologie de Krull) 'est donc aussi. Par conséquent
I'extension L/ K est galoisienne.

Soit maintenant L'/K une extension galoisienne ordonnable telle que L < L'. Soit

Ko un corps ordonné maximal contenant ' de groupe de Galois absolu {1, c}. Comme
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L' c K% et que L' /K est extension galoisienne, on en déduit que pour tout o € Gy,
—<ocoT 1>

L' cK .Donc L' C L

i1) = i4i) Soit L/K une extension galoisienne ordonnable maximale. Il existe une exten-
sion K, ordonnée maximale contenant L. Soit

L'={z € K./Vo € Gk, o(z) € K.}

Soit re LetoeGy,onao(z)e L C K, doneLC L.
Maintenant, il est clair que L /K est une extension ordonnable et galoisienne. Donc
L=1L'

i11) = i) Evident. |

Définition 4.2.2 Soit K un corps ordonnable. On appelle cloture totalement réelle
de K, lintersection de ses pré-clotures totalement réelles, ou de maniére équivalente,
Vintersection de toute les extensions algébriques ordonnées mazimales de K. On note ce
corps K.

Le groupe de Galois absolu de la cloture totalement réelle d’un corps ordonné K est
donc I'adhérence du sous-groupe de G généré par les éléments de 2-torsion (qui sont
exactement les éléments de torsion de G d’apres la théorie d’Artin-Schreier).

4.2.2 Exemples

Le premier exemple est, comme nous avons remarqué plus haut, Q;, = Q. Regardons

maintenant Q(v/2); il est facile de voir que Q(v/ §)tr = Q. De maniere générale, on a:

Proposition 4.2.2 5i K est un corps ordonnable tel que K C Q" (en particulier si K
est une extension galoisienne ordonnable de Q), alors K, = Q™.

Preuve: Comme K C Q", on a donc K; C Q7, = Q (en effet, si L/K est une
extension algébrique ordonnable, alors Kir C Ly; de plus, on a toujours (Er) v = ]?17.).
De plus, Q C K, donc Q" C K. O
Remarque 1: Lorsque K = Q(«) est un corps de nombres ordonnable non inclus dans
Q" (par exemple K = Q(4/2)) le probleéme est plus délicat. On sait que Q" () C K. On
peut affirmer que cette inclusion est toujours stricte et méme que [Ky, : Q" ()] est infini.
En cffet, d’apres le théoréme de Weissauer, toute extension finie de Q' () est hilbertienne.
Mais K, est pythagoricien (proposition 4.3.2) donc ne peut pas étre hilbertien (remarque
3). Il semble difficile, a priori, de déerire simplement Ky.. On verra (cf 4.4.1) que dans ce
cas on a toutefois de bonnes informations sur le groupe de galois absolu de K, w(v/—1): il
est pro-libre.

Regardons maintenant le cas d’une extension transcendante de Q. On pose Q" = QNR.
Soit alors K = Q"((X)) le corps des séries de Laurent a coefficients dans Q" (c’est un corps
ordonnable, par exemple par 'ordre lexicographique).

Proposition 4.2.3 On a @’"R;())tr = Q"((X)). De maniére plus précise, Q"((X)) ne
possede que deux pré-clotures totalement réelles qui sont QM{(VX)) et Q"({(v —X)).
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Preuve: Soit E/Q"((X)) une extension galoisienne ordonnable maximale. 11 est clair que
ENQ = Q": sinon cette intersection vaut Q tout entier et alors E n’est plus ordonnable
(car v/—1 € E). On en déduit alors que E est une extension régulitre sur Q.

Considérons une extension galoisienne F/Q"((X)) de degré finin > 1, avec F' C F et
posons F' = Q.F. Comme F/Q((X)) est réguliere, il s’ensuit que F'/Q((X)) est galoisi-
enne de degré n. D’aprés le théoréme de Puiseux, F' = Q((X/")) et Gal(F'/Q((X)))
est le groupe cyclique Z/n engendré par I’automorphisme g qui laisse invariant Q et qui
envoie X /" sur (X /™ ((, désigne une racine primitive n-iéme de 'unité fixée une fois
pour toutes).

Il est clair que F' C F'. On a les extensions:

2
v((x)) —— QX))

Z/nJ' Z/nJ

L’extension F'/Q"((X)) est galoisienne et son groupe de Galois est isomorphe au
groupe diédral D,. En effet, la conjugaison complexe c est un automorphisme de Puis(Q)
qui releve I’élément non trivial de Gal(Q((X))/Q"((X))) dans Gal(F'/Q({X))). On véri-
fie facilement que Paction de ¢ sur g est 0¢° = o L

Le groupe Gal(Q({X/™))/F) est un sous-groupe distingué d’ordre 2 de D,,. Par con-
séquent n est pair et si n > 2 alors ce groupe est le centre Z(D,,) de D,. Mais dans
Z(Dy) C Z/n laisse fixe Q, ce qui contredit F N Q = Q", donc n = 2

Ainsi, il existe S(X) € Q"((X)) qui n’est pas un carré et tel que F' = Q" ((X))(1/S(X)).

Deux cas se présentent alors,

1/ Soit S(X) = X*(1 + ns0xX") (o impair) et dans ce cas F = Q' ((vVX)).

2/ Soit S(X) = —X 1+ ¥,50a.X") (o impair) et dans ce cas F = Q"((vV—-X)).
Ces deux corps sont bien ordonnables puisqu’ils sont tout deux isomorphes & Q"((X)).
Maintenant, F ne peut pas contenir simultanément Q"((v X)) et Q"((+v/=X)), sinon E
contiendrait v/—1, ce qui est impossible puisque E est ordonnable. Comme F est limite

inductive de ses sous-extensions galoisiennes finies, £ est soit Q"((v/ X)), soit Q" ((vV—=X)).
L’intersection de ces deux corps est bien réduite & Q"((X)) O

Remarque 2: L’exemple précédent se généralise & K ((X)) quand K désigne une exten-
sion ordonnée maximale d’un corps ordonnable quelconque (par exemple R((X))). Dans
le cas de Q((X)), le probléme est plus délicat car nous possédons moins de renseignements
sur la nature des extensions finies de ce corps.

Il reste de nombreux cas 01‘1/ f(/tr semble difficile & déterminer. Prenons par exemple
K = Q(X), si 'on pose Q = K, NQ, alors on a Q¥ N Q" ¢ Q C Q" (voir proposition
4.3.1 pour la premiére inclusion). Le corps K, est donc une extension réguliére infinie
de Q(X). Car Ky est un corps pythagoricien et que toute extension finie de Q(X) est
hilbertienne. Que dire de Qf(})tr et plus généralement de Kf(\)/()“, quand K est un corps
ordonnable quelconque?
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4.3 Propriétés arithmétiques.

4.3.1 Cloture cyclotomique.

Une propriété importante des clétures totalement réelles est que, bien que ne possédant
aucune autre racine de l'unité que 1 et —1 on a:

Proposition 4.3.1 Soit K un corps ordonné, alors
~  _cycl —~
(Ktr) - Kt'r(\‘ _1)

Preuve: Remarquons tout d’abord le fait suivant: Soit Ky un corps ordonné et ¢ €
Gk, d’ordre 2. Si ¢, est une racine n-iéme de I'unité alors ¢({,) = ¢, !. En effet, soit
K = Ko~ , K est une extension algébrique ordonnée maximale. On a Cnelén) € K,
mais comme (,c((,) est aussi une racine de 'unité, on en déduit que {,c(¢,) = +1. (En
effct, un corps ordonné Ky nc possede pas d’autre racine de 'unité que 1 et —1 car si
¢ € Ky est tel que P = 1 pour un certain p € N, alors si || # 1, comme Ky est ordonné,
|CP| # 1). Maintenant, il existe un couple unique (o, 3) € K2 tel que {, = a + v—18,
donc {nc(Cn) = o + B2, Si (ue(Cn) = —1 alors o? + 82 = —1 et K n’est plus ordonnable.
Par conséquent (,c(¢,) = 1.

Une fois ce fait établi, on prend {,, une racine primitive n-iéme de 'unité, on note o, =
(nt ¢t et By =+ —1(Cn— 1), D apres ce qui précéde, pour toute extension algébrique
ordonnée maximale R, de groupe de Galois Gal(K/R) = {1,c},on a a, = (, + ¢! =
Gotc(Cn) € Ret B = V—1(¢ —NCn‘l) = v =1(¢n — ¢(n)) € R. Donc o, et 3, sont dans

K. O1 { = LHan — V=10) € Kin(vV-1). O

4.3.2 Sommes de carrés.

Rappellons tout d’abord qu’'un corps K est dit pythagoricien ssi toute somme de carrée
d’éléments de K est un carré dans K. i.e. K? = K2+ K2

Proposition 4.3.2 Soit K un corps ordonnable. Ky est un corps pythagoricien. Plus
généralement, toute pré-cloture totalement réelle K est un corps pythagoricien.

Preuve: Les extensions algébriques ordonnées maximales de K sont toujours des corps
pythagoriciens. En effet soit Ky une extension ordonnée maximale de K, on a K =
Ko(v/—1). Soit 2,y deux éléments de K. 1l existe o, 8 dans Ky tel que 22 + 3% = (o +
v/—15)2, en développant on trouve o8 = 0. Si § # 0 alors o = 0 et alors 22+ y> + 32 =0
ce qui est absurde car Ky est ordonné. Donc z? + y? = o? et K est pythagoricien.

La cloture totalement réelle ainsi que toutes les pré-clotures totalement réelles sont
des intersections de corps pythagoriciens inclus dans un corps algébriquement clos donné;
elles sont donc pythagoriciennes. O

Remarques 3:

a) Si K un corps ordonnable, alors K,y n'est jamais hilbertien. Ceci vient du fait qu'un
corps ne peut pas étre a la fois pyvthagoricien et hilbertien. En effet, soit K un corps
pythagoricien. Sur K (X ) considérons le polynéme P(X,Y) = Y2 (1+X?2). Ce polyndme
étant irréductible si K était hilbertien il existerait z € K tel que P(z,Y) € K[Y] soit
irréductible. En conséquence % + 1 ne serait pas un carré.
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b) A I'inverse un corps non pythagoricien peut-étre hilbertien ou non:
Q ou bien méme tout corps de nombres, est hilbertien sans étre pythagoricien.
Maintenant, prenons un nombre premier p > 2, alors Q, n’est pas hilbertien (c’est un
corps henselien). Il n’est pas pythagoricien non plus (il suffit de prendre a € F,, qui n’est
pas un carré, alors a est somme de deux carré dans F,, a = 7% + 7%, Relevé dans Q,,
22 + y? ne peut pas étre un carré).

4.3.3 Points K, -rationnels sur les courbes.

Rappelons qu'un corps K est dit ample ssi toute courbe lisse et définie sur K possédant
un point K-rationnel en posseéde une infinité (pour plus de détail, consulter par exemple
[DD]). Un corps PAC est toujours ample. Pop & montré que Q” est un corps ample. Cette
propriété nous apporte un renseignement fondamental sur K,

Proposition 4.3.3 Soit K un corps ordonnable algébrique sur Q, alors I?tr est un corps
ample et K,.(v/—1) est un corps PAC

Preuve: Dans ce cas K. & est une extension algébrique de Q" qui est ample d’apreés le
théoréme de Pop. Toute extension algébrique d'un corps ample est encore ample [Pop4].
De méme K;(v/—1) est une extension algébrique de Q" (1/—1) et toute extension al-
gébrique d’un corps PAC est encore PAC [FJ]. O

Remarque 4: On peut se demander si dans le cas général, K, w est ample. 1l est
pythagoricien, mais existe-t-il un lien entre la propriété d’étre pythagoricien et celle d’éire
hilbertien? Voici quelques exemples:

1/ Q est un corps qui n’est ni ample ni pythagoricien.

2/ Q"(v/—1) est un corps qui est ample et non pythagoricien. En effet ce corps est
PAC donc ample, il est hilbertien donc non pythagoricien.

3/ Q" ou bien méme tout corps algébriquement clos sont des corps qui sont amples et
pythagoriciens: .

4/ La question de Ribenboim est de savoir si les corps pythagoriciens sont nécessaire-
ment amples. Dans le cas algébrique sur Q, cela revient a savoir si QP¥*", la cléture
pythagoricienne de Q (i.e le plus petit corps pythagoricien contenant Q) est ample. On
peut déja remarquer que QP¥** n’est pas un corps PAC car QP est un corps ordonné
(en effet le polynéme X2 + Y2+ 1 n’a aucun zéro).

Dans cette perspective, signalons cette propriété de QP¥** suivante: Aucune extension
finie et stricte de QP¥™* n’est pythagoricienne. Cela résulte du fait que, d’aprés Weissauer,
ces extensions sont hilbertiennes (QP¥*"/Q est une extension galoisienne). On pourra
consulter 'annexe 2 de cette thése pour une généralisation de ce résultat.

4.4 Propriétés galoisiennes.

4.4.1 Groupe de Galois absolu.

Nous avons rappellé que Q" (1/—1) est un corps PAC et hilbertien et que donc G gtr(/=T)
est pro-libre de rang dénombrable. Comme nous ’avons montré, pour tout corps or-
—~ 1 ~ -
donnable K, on a (K tr)cyc = K4 (v/—1). Nous regardons alors ’analogue de la conjecture
de Shafarevic pour les clotures totalement réelles:
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Probléme: Pour tout corps ordonnable K, le groupe de Galois absolu de f{/t,.(\/ —1) est-il
pro-libre?

Le probléme admet une réponse aflirmative dans les cas suivants:

1/ Lorsque K est une extension ordonnée maximale d’un corps ordonnable quelconque
(par exemple R). Dans ce cas, si K désigne un tel corps, on a K, = K et par Artin-
Schreier, on a K(v/—1) = K. Dans ce cas le groupe de Galois absolu est trivial; c’est
donc un groupe pro-libre (de rang 0).

2/ Lorsque que K = k((X)), ou k désigne une extension ordonnée maximale d’un corps
ordonnable donné. En effet nous avons vu précédement que dans ce cas Kfr = K. Alors
K (vV=1) = k(X)) et d’apreés le théoréme de Puiseux, le groupe de Galois absolu de ce
corps est Z, c’est & dire un groupe pro-libre de rang 1.

3/ Lorsque K est une extension algébrique, ordonnable et hilbertienne de Q (en partic-
ulier les corps de nombres ordonnables). En effet, dans ce cas K;-(+/—1) est hilbertien
d’apres le théoréme de Weissauer et il est PAC (proposmon 6). Donc d’apres le théoréme
de Fried-Volklein/Pop G o (y=T) St pro-libre de rang dénombrable.

Dans cet exemple, on peut remplacer la condition K hilbertien par K, tr(\/'—_l) hilber-
tien. Ce résultat plus général peut par exemple s’appliquer &8 K = Q% qui n’est pas
hilbertien.

Remarque 5: Le corps K, h,.(\/—_l) n’est pas toujours un corps hilbertien: il suffit de
considérer une extension ordonnée maximale K de Q alors K(v/—1) = Q et Q n’est
bien évidement pas hilbertien. Dans le cas o K est une extension algébrique de Q,
le théoreme de Roquette [FV] permet alors d’affirmer que G Ron(v=T) 5t pro-libre (non

trivial) ssi K,(v/—1) est hilbertien.

Haran et Jarden ont donné [HaJa| d’autres exemples ou le probléme admet une réponse
positive:

Théoreme 4.4.1 (Haran-Jarden) Pour tout entier non nul e, il existe une extension
ordonnable K de Q(T) telle que

GKt -1 — F
Iis ont aussi donné un contre exemple. Il propose alors la conjecture moins générale
suivante:

Conjecture: Pour tout corps ordonnable, dénombrable et hilbertien K, le groupe de
Galois absolu de K;.(\/—1) est pro-libre.

Nous nous sommes intéressés a la structure de G ., (y=Ty due peut-on dire de celle
de Gz 7 Fried, Haran et Volklein ont montré dans [FHV]| que G était isomorphe
a A, la complétion profinie du groupe libre sur un ensemble de générateurs d’ordre 2
homéomorphe a ’ensemble de Cantor dans Gq. Pop a généralisé par la suite ce résulat
a certains corps. De maniere générale, peut-on trouver une structure équivalente a Gk,
sachant que G R (v=T) &St pro-libre?

Remarque 6: Il est & noter que le fait que Gyir(y/=) = F, (13; désigne le groupe pro-libre
a une infinité dénombrable de générateurs) ne permet pas de décrire proprement Ggtr.
En effet, la suite d’extensions Q" C Q' (1/—1) C Q donne la suite exacte suivante:

1——>]3';———>GQW———>Z/2——>1
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Cette suite est scindée, puisque ’élément non trivial de Z/2 se reléve (par exemple) en la
conjugaison complexe dans Gq. De la, il est tentant d’écrire que

GQtr ~ F:,])( Z/2

bien que ceci soit vrai, cela n’apporte pas de renseignements significatifs sur la structure
de GQtr:

Considérons le corps K = Q"(T') (on rappelle que Q" = QN R). Le corps Q" est un corps
ample, car c’est une extension algébrique de ( Q" qui est un corps ample. Le corollaire 2.3.3
du chapitre II montre alors que GQ-(T) ~ F,. Les mémes remarques que précédemment
montrent que .

CQT(T‘) ~ FIXZ/2

Pourtant, malgré I'apparente similitude on a Gor(ry 2 G- En effet, tous les groupes

finis sont groupes de Galois sur Q"(T) (conséquence du corollaire 2.3.1 du chapitre II),

alors que seuls les groupes finis pouvant étre engendrés par des éléments d’ordre 2 sont

groupes de Galois sur Q' (conséquence immédiate de la structure de G- vu plus haut).
Le point délicat consiste a bien décrire action de la conjugaison complexe sur Fw

4.4.2 Groupe de Brauer.

On vient de voir que les groupes de Galois absolus des clotures totalement réelles sem-
blaient posséder de nombreux points communs. Ces corps partagent d’autres propriétés:

Proposition 4.4.1 Soit K une extension algébrique ordonnable de Q. Alors le groupe
de Brauer, Br(Ky), de Ky est isomorphe au groupe quotient (K.)/(K:)%. Clest un
groupe commutatif dénombrable dont tous les éléments sont d’ordre 2, il est par conséquent
isomorphe soit a (Z/2)" pour un certain n € N, soit a lii)nREN(Z/Q)". En particulier

Br(@) =lm _(2/2)"

Preuve: Nous avons noté (proposition 4.3.3) que K, o (v/—1) était un corps PAC, il s’ensuit
que Br(K;(v/—1)) =0 (en fait K;.(v/—1) est un corps de dimension cohomologique plus
petite que 1). La suite exacte 1 — H*(E/L) — Br(L) — Br(E) ot E/L est un extension
algébrique, donne alors ’isomorphisme Br (K ) = H 2(K w(V—1)/K tr) Reste a calculer
ce dernier groupe de cohomologie:

Soit z € K} (V-1 1) on note N(z) = 27 = |z]? et T(2) = ZTz~!. On a alors
H* (KW (V=1)/Ky) ~ T Y1) /N(KL (\/—\) Ceci vient d’un lemme de cohomologie des
groupes classique (voir par exemple [Ser2] ou [B,lemme IV.5,page 107]). On a clairement

T-11) = Kt*T et puisque Ky, est pythagoricien, on a N (Ki(vV/=1)) = K;2. On obtient

bien Br(Ky) =~ (K;,)/(K;)”.

Vu sous cette forme, il est clair que Br(EtT) est au plus dénombrable et a tous ces
éléments d’ordre 2. La donnée du cardinal d’un tel groupe commutatif définit & isomor-
phisme prés ce groupe:

1/ Dans le cas ou ce groupe est fini la structure est claire.

2/ Dans le cas ou il est infini, il suffit de remarquer que lim N(Z /2)" est un groupe abélien
dénombrable dont tous les éléments sont de 2-torsion et gﬁe 2 tels groupes sont isomor-
phes. En effet, prenons GG un tel groupe et considérons C une famille d’éléments de G
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maximale pour la propriété suivante : Pour toute sous-famille finie C'y C C, Yo, 9 # 0.
C existe d’apres Zorn, est infinie et engendre G sinon si gg € G— < C > alors la famille
C U {go} vérifie la propriété précédente et C n’est plus maximale.

Soit G’ un autre groupe abélien dénombrable dont tous les éléments sont de 2-torsion et
" C G’ une famille d’éléments de G’ maximale pour la propriété énoncée précédement.
N’importe quelle bijection de C sur ¢ définit un isomorphisme entre G et .

Reste & voir que Br(Q™) est bien infini. Pour cela il suffit de considérer les éléments
/P de Q" ol p est un nombre premier. Chacun d’eux définit une classe distincte modulo

2 . . .. . . 214
QU™ en effet si p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, il n’existe pas d’éléments

i

€ Q' tel que VP /4= &% car p /g a pas tous ces conjugués dans R. O

De manitre générale, la question du cardinal de Br(K;,) se pose. Cette étude est
reliée & celle des carrés de K, . Par exemple, si I'on veut déterminer les extensions K
algébriques de Q, telles que Br(gt,.) = 7Z/2, il faut déterminer les corps K tels que
K = (K ?T) U(—K t??,) On sait déja que les extensions A ordonnées maximales de Q (e.g.

= QNR) vérifient K, = K et Br(Ky) = Z/2. Le théoreme de Whaples ([Rib]),
permet de donner une caractérisation plus fine:

Proposition 4.4.2 Soit K une extension algébrique ordonnable de Q, alors Br(f(/tr) =
Z7,]2 ssi le groupe de Klein G = 7Z/2 x Z]2 n’est pas groupe de Galois sur Ky,.

Preuve: En effet le théoreme de Whaples affirme, entre autres choses, qu’il y a équiva-
lence pour un corps K qui ne contient pas v/ —1 entre:

i) K n’a pas d’extension abélienne de degré 4 et
ii) K = K2 U (—K?) et K est pythagoricien
Le corps K étant toujours pythagoricien, d’apres le théoréme de Diller et Dress

([Rib]), Ky n’a aucune extension cyclique de degré 4. Donc les seules extensions abéliennes
& éviter pour Ky, sont celle de groupe G = Z/2 x Z/2. O

Qu’en est-il des extensions transcendantes de Q7 Si on reprend l'exemple K =
Q" ((X)), la méme démonstration que précédement (en remarquant que Q((X)) est de di-
mension cohomologique plus petite que 1) montre que Br(Q"((X))) = Q"((X))*/Q"((X))*2.
On en déduit que Br(Q"((X))) = Z/2 x Z/2, les éléments de ce groupe étant les classes
de 1,—1,X,—X. Cet exemple montre encore que les éléments du groupe de Brauer sont
de 2-torsion. Ce point semble décisif pour I’étude de G Ron(/T)" En effet si ’'on considére
les deux propositions:

i) G B (v=T) Ot projectif.

ii) Br( I?t,«) est de 2-torsion.

la preuve de la proposition 4.4.1 s’étend sans probléme pour montrer que i) = ii). La
réciproque donnerait un angle d’attaque cohomologique pour notre conjecture. Remar-
quons que pour ii) = i), il suffit de prouver que toute extension galoisienne de Ky
contenant \/—_}v a un groupe-de Brauer nul, c’est a dire que la 2-torsion est tuée par les
extensions de Ky, de degré pair.
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Probléme(s) Inverse(s) de Galois

Finalement, qu’est-ce que le probleme inverse de la théorie de Galois? Ce probléme
correspond a une conjecture célebre et bien définie, mais nous voudrions suggérer que ce
probleme, ou tout du moins la fagon dont on 1’énonce d’habitude n’a rien d’implicite et
qu’il y a peut-étre des problemes inverses a la théorie de Galois.

De maniére générale, la théorie de Galois associe a un type d’objets, que sont les
extensions galoisiennes finies (resp. infinies) de corps, un autre type d’objets, que sont
les groupes finis (resp. pro-finis). Se poser la question inverse, ce serait donc regarder la
correspondance réciproque. Mais c’est la qu’il peut y avoir plusieurs facons de considérer
le(s) probléme(s) inverse(s). Le premier chapitre de cette these & été consacré en partie,
a l'exposé des conjectures modernes liées au probléme inverse. Nous voulons présenter
dans cette partie quelques autres questions, parfois naives, parfois complexes, qui rentrent
dans cette approche:

Probléme 1: Soit G un groupe fini. Existe-t-il une extension galoisienne finie L/ K, telle
que Gal(L/K)=G?

Ce probléeme admet toujours une réponse affirmative. Donnons-en une preuve élémen-
taire: Si card(G) = n, on plonge G dans le groupe symétrique S, par la représentation
canonique. On considere alors le corps L = Q(X 1, - -, X,) des fractions rationnelles sur Q
a n indéterminées. Le groupe S, agit sur K par permutation des variables. Si K désigne
le sous-corps de L laissé fixe par S, alors L/K est galoisien de groupe S,. 1l est facile
de voir que K = Q(oy,- -+, 0,) ol o; désigne la i-eéme fonction symétrique élémentaire. K
est une extension transcendante pure de Q de degré n (c’est & dire Q isomorphe & L). Le
corps @ étant un corps hilbertien, on peut ”descendre” 'extension L/K a une extension
N/Q tel que N/Q soit galoisienne de groupe de Galois S,. On pose alors M = N et
I’extension N/M est galoisienne de groupe de Galois G.

On peut donc toujours trouver une extension galoisienne de corps de nombres de
groupe de Galois un groupe fini donné. Mais on remarque alors qu’il n’y a aucun contréle
sur le corps de base ni méme sur I’extension, ces deux données variant en fonction de G.
Cela nous amene donc a considérer un autre type de probléme:

Probléme 2.1: "Existe-t-il un corps L tel que pour tout groupe fini G, on puisse trouver
un sous-corps K C L, avec L/ K galoisien et Gal(L/K) = G?”

Ce probléme semble assez délicat, on pourrait penser que plus L est "gros”, plus il
a une chance de satisfaire a cette propriété. Il n’en est rien: en effet si L est un corps
algébriquement clos de caractéristique 0, d’apres la théorie d’Artin et Schreier, les seuls
sous-corps K C L tels que [L : K| < oc sont de degré 2.

En reprenant le méme argument que pour le probleme 1, on peut construire un corps
qui satisfait a ce probleme. Soit k£ un corps quelconque et L = k(X ,)nen le corps des
fractions rationnelles sur k£ a Ny variables. Comme précédement, pour tout n € N le
groupe S, agit sur L. Si 'on plonge un groupe fini G dans S,, alors G agit sur L et
K = L@ vérifie que L/K est galoisien de groupe G.
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Probléme 2.2: "Eziste-t-il un corps K tel que tout groupe fini soit groupe de Galois
d’une extension galoisienne de K ?”

Ce probléme admet une réponse positive depuis Riemann: le corps K = C(T') satisfait
& cette propriété. D’apres les résultats du chapitre 2, on peut remarquer qu’un corps
ample et hilbertien répond & ce probléme.

Plus généralement, on peut se demander quels sont les corps K qui satisfont a ce
probléme et quels sont leur groupe de Galois absolu.

Probléeme 3: ”Pour tout groupe fini G, existe-t-il une extension galoisienne de
Q ayant GG pour groupe de Galois?”

Ce probléme est ce que I'on appelle d’habitude le probleme inverse de Galois. C’est
donc le probleme 2.2 pour K = Q. A I’heure actuelle, on sait réaliser beaucoup de groupes
finis sur Q (hélas pas tous). Notamment, la méthode de rigidité (voir par exemple [Serl] ou
[Serd]) a permi dans les années 70 d’en augmenter sensiblement le nombre. Enoncons-en
une liste (non exhaustive):

1) Les groupes abéliens. Ceci résulte du théoréme de progression arithmétique et du
fait que ’on sait réaliser (Z/nZ)*, grace aux extensions cyclotomiques.

2) Les groupes résolubles. Ceci a été prouvé par Shafarevich en 1956 ([Shal).
3) Les groupes symétriques S,,. Nous en avons donné un argument précédement.
4) Les groupes alternés A,,.

5) Certaines familles de groupes simples, en particulier tous les groupes sporadiques,
sauf le groupe de Mathieu Mos.

On pourra consulter 'ouvrage de Matzat et de Malle [MatMa] pour une liste plus
détaillée.
Probléme 4: "Pour tout groupe fini, existe-t-il une infinité d’extensions galoisiennes de
Q ayant G pour groupe de Galois?”.

Ce probleme bien qu’a priori plus compliqué que le probléeme inverse de Galois, lui
est équivalent. En effet supposons que le probléme inverse de Galois soit vrai. Prenons
un groupe fini G et considérons G(n) = G X --- x G le groupe obtenu en prenant n fois
le produit cartésien de (. Par hypothése il existe un corps de nombres L tel que L/Q
soit galoisien de groupe de Galois G,. Considérons le sous-groupe distingué de G(n),
G'=Gx---x0x--x G et notons G; = G(n)/G* ~ G. Posons alors L; = L,
on a que L;/Q est galoisien de groupe de Galois (G, mais comme pour i # j les sous-
groupe G* et G’ engendre G(n) il s’ensuit que L; N L; = Q. Les extensions L; sont donc
linéairement disjointes sur Q. Comme n est quelconque, on peut donc trouver une famille
infinie d’extensions galoisiennes de @@ de groupe G, linéairement disjointes deux a deux.

Les problémes que nous venons d’exposer prévoient que tout les groupes finis appa-
raissent d’'une fagon ou d’une autre comme groupe de Galois d’une extension. Il existe
des corps (& commencer par les corps algébriquement clos) qui n’admettent pas tous les
groupes finis pour groupes de Galois. L’exemple élémentaire est le cas des extensions K
algébriques ordonnées maximales d’un corps ordonné donné (par exemple R). La théorie
d’Artin-Schreier prouve que le seul groupe Galois non trivial sur K est Z/2. On pourrait
se demander si en dehors de ces cas extrémes, tous les corps K n’admettent pas tout les
groupes finis comme groupe de Galois. La réponse est bien évidement non. L’étude de

40
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groupe de Galois absolu de Q“ ([FHV]) montre en particulier que les groupes finis qui sont
groupes de Galois sur Q" sont exactement les groupes finis qui peuvent étre générés par
des éléments d’ordre 2 (en particulier Z/3 n’est pas groupe de Galois sur Q). L’exemple
suivant montre la complexité du sujet:

Proposition.— Soit n un entier. Il existe un corps K, tel que les groupes finis qui sont
groupes de Galois sur K, soient exactement les groupes finis pouvant étre générés par
moins de n éléments.

Preuve: Soit K un corps & groupe de Galois absolu pro-libre F,, de rang dénombrable
(d’aprés Pop et Harbater, K = Q(T') est un corps satisfaisant & cette propriété). Consid-
érons F, C F, le groupe libre a n générateurs. Alors }/7'; la fermeture de F,, dans F, est
un sous-groupe fermé de 7. Posons

K,=K"

Alors Gk, = f‘; Maintenant soit G un groupe fini de rang au moins n + 1 éléments. Soit
@ 1:4‘; — G, considérons ¢, la restriction a Fy, de . Soit 1, - -z, les générateurs de
Fn et gi = ¢p,(2;) € G, notons H =< g,,---,g, >. Par hypothése H est un sous-groupe
strict de G. Mais on a @5, (F,) = H et comme H est fini on a go(l/?;) = H, donc ¢ ne
peut pas étre surjective. Ainsi, si G est groupe de Galois sur K,,, il peut-étre généré par

moins de n éléments.

—

Réciproquement, soit G un groupe fini généré par n éléments g1, - - - g,. On pose ¢ : F,, —
(G définie par p(z;) = g;. ¢ est bien une surjection et donc G est groupe de Galois sur
K,. O

A la lueur de cette exemple, on peut se poser un autre probléme inverse:

Probleme 5: Soit G = (G1, Gy, - -) une famille de groupes finis, existe-t-il un corps qui
admette pour groupes de Galois finis exactement cet ensemble?

Il est clair que pour certaines familles G, il n’existe pas de tel corps: une condition
minimale que doit réaliser G est que si G € G alors tout les quotients de G appartiennent
a g!

On peut déja remarquer le phénomene suivant: Soit K un corps, on note Gi 1’ensemble
des groupes finis qui sont groupes de Galois sur K, alors

Théoréme.— Soit un corps K tel que G soit fini. Alors Gx = {Z/2Z} et K = K(v/—1)

Preuve: Soit (L;);.; 'ensemble des extensions finies de K. Par hypothese leur degré est
borné par le max des ordres des GG, € G. Supposons que ce maximum soit atteint par G.
Alors, soit par exemple Gal(L1/K)= Gi,onaViec I, L; C L; car sinon L;.L; serait une
extension galoisienne fini de K de degré strictement plus grand que celui de L/ K, ce qui
est absurde par hypothése. Donc, par limite inductive, on a L; = K. Mais le théoréme
d’Artin-Schreier assure alors que K est "réel clos” et que K = K(v/—1) donc [K : K] =2
et G = {Z/27}. 0

Dans cette voie, une nouvelle question se pose alors: soit K un corps, et (G1,Gg, ) C
G- Peut-on décrire, par des lois élémentaires indépendantes de K, ce qu’il faut "rajouter”
a (G1, Gg, - - -) pour obtenir Gg, ou encore, ce qu'on peut "rajouter” pour étre siir de rester
dans g K?

Nous avons vu précédemment qu’il fallait ajouter tout les quotients finis des éléments
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de (G1,Gyq,--+). Peut-on trouver d’autres régles? Par exemple, faut-il imposer que les
produits (cartésiens) soient aussi présents? La réponse est non: Reprenons K, le produit
cartésiens de deux groupes générés par au minimum n éléments, ne peut pas en général
étre généré par moins de n éléments...

Notons aussi que dans cette perspective, il y a une différence fondamentale entre le
probléme inverse de Galois et le probleme inverse de Galois régulier:

Soit K un corps, on note comme précédemment Gx l’ensemble des groupes finis qui
sont groupes de Galois sur K. On désigne par GR g 'ensemble des groupes finis qui
sont groupes de Galois d’une extension réguliére de K (7). Enfin on appelle P(Groupes)
I’ensemble des ensembles de groupes finis et £ 1’ensemble des extensions algébriques de
K ; ces deux ensembles étant ordonnés par I'inclusion.

Avec ces notations, 1’application de £k dans P(Groupes) qui & un corps K associe
GR K, est une application croissante. Notons que GRy est égal & ’élément maximal (voir
chapitre I) et que le probléme inverse de Galois régulier conjecture que cette application
est constante.

Considérons maintenant I'application de £, dans P(Groupes) qui & un corps K C Q
associe Gg. Il est clair que G = {1}, on pourrait donc imaginer que cette application
est décroissante et que plus K est "petit” plus Gx est "gros”, il n’en est pourtant rien:
siK=Q L =Q", Ly=Q"(v/—1) et Ly = Q,ona K < L; < Ly < L3 et pourtant
Gr, < Gi, et G1s < G, (j'ignore si Gr, < Gk).

Le probleme de Galois inverse ne mesure pas le comportement des extensions galoisi-
ennes de Q, qui ont un groupe fini donné pour groupe de Galois, entre elles. Si G est un
groupe fini, On considére 'ensemble (L;), ., des extensions galoisiennes de Q de groupe
de Galois G.

icl

G —_
Q— (Li)iel —Q
I est nécessairement dénombrable, sinon Q ne serait plus dénombrable.
Notations: Pour tout i € I il existe a; € Q tel que L; ~ Q(a;); on note alors:

Le = Q(a:);er)
Il est clair que Lg est une extension galoisienne de Q, on note Gal(G) son groupe de
Galois. Voici un exemple avec G = Z/2:
Lz 22 est donc engendré par toutes les racines carrées de rationnels (i.e Lz /97, = Q((v/ ?)TEQ)).
Il est alors clair que 1’on a finalement:

Lzj97 = Q(i,\/E, V3,V5, - /D, ) p premier

Pour calculer Gal(Z/2Z) rappellons le lemme suivant:

Lemme S.— Soit K/Ky une extension galoisienne. Pour tout i =1,2,--- soit K —

L; — K une extension galoisienne satisfaisant:
1. st L; est le sous-corps de K engendré par U L; alors L; N L; = Kj.
J#i

oo
2. K est engendré par U L;.
i=1
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Alors il existe un isomorphisme de groupes topologiques

GGZ(K/K()) =~ IO_OI Gal(L,/Ko)

=1

Preuve: Cf. [Rib] VII k). O

En posant avec les notations du lemme Ko = Q, K = Ly, L1 = Q(4), Ly =
Q(v/?,_,)» px le k-itme nombre premier, nous obtenons que:

Gal(Z/2Z) ~ Gal(Q(i)/Q) x [ Gal(Q(vP)/Q)

P premier

c’est-a-dire:

Gal(Z/27) ~ (Z/2Z)"
Regardons maintenant le lien avec la théorie inverse de Galois:

Théoréme.— S5t la conjecture de Galois inverse est vraie alors pour tout groupe fini
simple G, on a:
Gal(G) ~ GY

Preuve: Nous avons vu dans I’étude du probléme 4 que si le probléeme de Galois était
vrai, on pouvait trouver une famille infinie d’extensions galoisiennes de Q de groupe de
Galois (G linéairement disjointes deux & deux.

Soit maintenant une famille (a1, ag, - - -) maximale (au sens de Iinclusion) de nombres
algébriques telle que:

1. Gal(Q(a;)/Q) galoisienne et Gal(Q(a;)/Q) ~ G Vi € N
2. Q(ai) NQla;) = Q pour i # j

Une telle famille existe d’aprés Zorn. On a alors Lo = Q(ay, ag,---). En effet soit a € Q
tel que Gal(Q()/Q) ~ G et o ¢ Q(ay, ag,---). Alors par hypothese sur (a;),, il existe
j € Ntel que W = Q(a;) N Q(e) # Q. Mais W est une extension galoisienne de Q. Donc
Gal(W/Q) est un quotient de G' qui est simple. Donc W = Q(a) ou W = Q. Dans ces
deux cas, on contredit I’hypothese.

Il ne nous reste plus qu’a appliquer le lemme S & la famille (Q(a;)),., pour conclure.
O
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Corps P-réduisants

Nous avons parlé dans le chapitre 4 de la notion de corps pythagoriciens. On peut aussi
parler de corps fermatiens: ceux sont les corps K tels que toutes sommes de puissances
n-iémes restent une puissance n-iéme (i.e. K™ = K™ + K™). Nous avons prouvé dans le
chapitre 4 qu’aucune extension finie stricte de QP¥** n’est pythagoricienne. Nous voulons
généraliser dans cet appendice ces notions et résultats.

Définition.— Soit n un entier positif et P € Q[Xy,--- X, X|, un corps K de car-

actéristique 0 est dit P-réduisant si pour tout n-uplet (x1,---,z,) € K™ le polynome
P(zy, -, 2y, X ) se décompose totalement dans K.
Lemme.— §i K et K' sont deux corps de caractéristique O et isomorphes alors si K est

, . ! .
P-réduisant, K [’est aussi.

. - St . . . . . .
Preuve: Soit 0 : K — K un isomorphisme (c’est en particulier un Q-isomorphisme) et

(y1, - yn) € K'". Si on pose z; = o~ 1(y;), alors par hypothése les racines 71, - - -, r de
P(zy,---,zn, X) sont dans K, donc les racines de P(yy, -+, yn,Y) sont a(ry),---,0(r)
et vivent dans K . O

Théoréme-définition.— Soit K un corps de caractéristique 0 et (K;)icr une famille
d’extensions algébriques de K, P-réduisante. Le corps Kp = ﬂK, est un corps P-
iel
réduisant.
En particulier, parmis les extensions algébriques P-réduisantes de K, il en eziste une
plus petite (pour linclusion) notée Kp et appellée cloture P-réduisante de K. L’extension

Kp/ K est galoisienne.

Preuve: Soit (z1,---,z,) € K", alors par hypothese les racines ry, - - -, 7, de P(z1, -+, Tp, X )
sont dans chaque K;, donc dans K.

Le corps K p est alors obtenu en prenant l'intersection de toutes les extensions algébriques
P-réduisantes de K.

Soit ¢ € Gk, le corps 0~ }(Kp) est P-réduisant donc Kp C 0~} Kp), donc o(Kp) C Kp

et par suite Kp/K est une extension normale. Comme K est supposé de caractéristique
nulle, Kp/K est séparable et par suite galoisienne. O

Lemme.— Soit P et Q deux éléments de Q[Xy,--- Xp, X, alors si K est un corps de
caractéristique 0, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

i) K est PQ-réduisant.

i1) K est P-réduisant et Q-réduisant.

On a alors Kp.Kg C Kpg.

Preuve: Pour tout (z1,---,,) € K" le polynome P(zy, -, &y, X)Q(z1, -, s, X) se
décompose totalement dans K, donc P(zy,---,z,, X) et Q(x1, -+, 2n, X ) aussi, et ré-
ciproquement.
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K pg est P-réduisant et Q-réduisant, donc Kp C Kpg et Ko C Kpg,donec Kp.Kg C Kpg.
[

Exemples:

1/ Sin=0et P € Q[X], alors K est P-réduisant ssi il contient le corps de décompo-
sition C de P sur Q, ainsi Qp = C.

2/Si P=X?%-X,,alors QP:Q(i,\/E,\/ﬁ,~~,\/}7,~~).
3/Sin>2etP=X2-X2—...—-X 2 alors K est P-réduisant ssi K est pythagoricien.
4/ Si K est algébriquement clos, alors K est P-réduisant pour tout P.

5/ Soit n > 1et Ppo(X1,, Xn, X)= X"+ X, X" 1 +... 4+ X,,. Alors un corps K est
P,-réduisant ssi il ne posséde aucune extension stricte de degré < n.
On pose K, = Qp,. Les corps K, sont galoisiens sur Q, on note alors G,, = Gal(K,/Q).
On a alors la suite d’inclusions Q = K; € K9 C -+ C K, C ---et Q = lim K,.

—n>1
En effet, comme on vient de le remarquer, un corps K est P,-réduisant ssi il ne posséde

aucune extension stricte de degré < n, ce qui justifie le suite d’inclusions. Soit maintenant
a € Q, si ng est le degré du polynéme minimal de o sur Q, alors [Ky,(a) : Kpy| < ng donc
o € Ky,. Ainsi, on a Gal(Q/Q) ~ lim >1G’n.

—n>

Voici maintenant un résultat sur les extensions finies des cloture P-réduisantes des
corps hilbertiens. Ce théoreme est une généralisation de la remarque 4.4 du chapitre 4,
puisque les corps pythagoriciens sont un cas particulier des corps P-réduisants.

Théoréme.— Soit P € Q[Xy,---,X,, X] un polynome irréductible de degré en X plus
grand que 1. Alors si K est un corps P-réduisant, il ne peut pas étre hilbertien.

En conséquence de quoi, si K est un corps hilbertien et P € Q[X1, -, Xn, X] est un
polynome irréductible de degré en X plus grand que 1, alors aucune extension finie et
stricte de Kp n’est P-réduisante.

En particulier si K est P-réduisant et que K # Qp alors [K : Qp| = +o0.

Preuve: Le polynéme P est irréductible sur K, si K était hilbertien alors il existerait un
n-uplet (zq,---,z,) € K" tel que P(xq,- -+, 2y, X ) soit irréductible. Comme ce polynéme
est de degré plus grand que 1, cela contredit le fait que K est P-réduisant.

Par application du critére de Weissauer, Kp/K étant galoisien et K étant hilbertien,
toutes extensions finies et strictes de K p sont hilbertiennes et donc ne peuvent étre P-
réduisantes. O
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LEXIQUE

— Ample (corps): Un corps K est dit ample
quand toute courbe lisse irréductible et définie sur
K posséde une infinité de points K -rationnels pourvu
qu’elle en possede au moins 1.

— Cloture totalement réelle: Si K désigne un
corps ordonnable, on appelle clture totalement réelle
de K, le corps K obtemt en prenant I'intersection
de toutes les extensions algébriques ordonnées max-
imales de K.

— Existentiellement clos: Un corps K est dit
existentiellement clos dans un corps L quand toute
variété lisse irréductible et définie sur K possedant
un point L-rationnel, en possede un K-rationnel.

— Fried-Véklein (conjecture): Conjecture qui
prévoit que tout corps hilbertien et dénombrable a
un groupe de Galois absolu pro-libre, pourvu que
celui-ci soit déja projectif.

— Groupe de Galois absolu: Si K est un corps,
on appelle groupe de Galois absolu de K le groupe
de Galois Gal(K*?/K), olt K % désigne la cloture
séparable de K.

— Hilbertien (corps): Un corps K est dit Ailber-
tien quand il vérifie la propriété d’Hilbert: pour
tout polynéme P(T,Y) € K(T)[Y] irréductible, il
existe un t € K (en fait une infinité) tel que le
polyndme "spécialisé” P(t,Y) € KI[Y] reste irré-
ductible.

— Hurwitz (espaces de): Espace de module
paramétrant les revétements de P! défini sur C &
groupe de Galois fixé.

— Invariant canonique de I’inertie (d’un revéte

ment): Uplet des classes de conjugaisons des généra-
teurs des groupes d’inerties au dessus des points de
ramification d’un revétement.

— Iwasawa (théoréme de): Pour un corps K
dénombrable, il y a équivalence entre G g pro-libre
et tout probleme de plongement fini pour G x a une
solution forte.

— PAC (corps): Un corps K est dit P(seudo)-
A (Igébriguement)-C(los) lorsque toute variété lisse
irréductible et définie sur K posséde un point K-
rationnel.

—- P-réduisant (corps): Si P désigne un polyndme
de Q[X1,--- X,, X], un corps K de caractéristique 0
est dit P-réduisant si pour tout n-uplet (z1,---,2n) €
K", le polynéme "spécialisé€” P(zy, --,2n, X} est
totalement décomposé dans K [X].

— Probléeme inverse de Galois: Conjecture qui
prévoit que tout groupe fini est groupe de Galois
d’une extension galoisienne de Q.

— Probléeme inverse régulier de Galois (sur
K): Conjecture qui prévoit que tout groupe fini
est groupe de Galois d’une extension galoisienne et
réguliere de K (T).

— Projectif (groupe): Un groupe profini G est
dit projectif si tout probléme de plongement pour G
admet une solution faible. De maniere équivalente,
G est projectif ssi cd(G) < 1.

— Pythagoricien (corps): Un corps K est dit
pythagoricien si toute somme de carrés de K est
encore un carré dans K (i.e K2 + K% = K?).

— Réguliere (extension): Une extension L/K (T')
est dite réguliére si LN K = K.

— G-revétement: Revétement galoisien de P!
donné avec Vaction de son groupe de Galois.

— Shafarevich (conjecture de): Conjecture qui
prévoit que le groupe de Galois absolu de Q% est
pro-libre.

— Totalement réel, (resp. p-adique) (nom-
bre algébrique): Elément de @ qui n’a que des
conjugués réels (resp. p-adiques). L’ensemble de
ces éléments est un corps noté Q' (resp. Q).

— Totalement S-adique (élément): Soit K un
corps global et S un ensemble fini de places. On
dit que z € K est un élément totalement S-adigue
si tout ses conjugués restent dans une copie donnée
du complété K, pour tout v € S. L’ensemble de

ces éléments est un corps noté K

— Weissauer (théoréme de): Toute extension
finie et stricte d’une extension galoisienne d’un corps
hilbertien est hilbertienne.



Résumé

Cette thése présente quelques aspects de la théorie inverse de
Galois. Dans la premiére partie, nous présentons une conjecture
(due a P.Debes) et montrons que celle-ci contient la plupart des con-
jectures célebres concernant la théorie inverse de Galois (Probléme
de Galois inverse, probléme inverse régulier, problémes de plonge-
ment, conjecture de Fried-Valklein, conjecture de Shafarevich etc.).
Nous donnons un théoréme de F.Pop concernant cette conjecture
et montrons comment & partir de ce théoréme on peut retrouver la
plupart des résultats récents de la théorie inverse.

Dans la deuxiéme partie, nous abordons le cadre de la théorie des
espaces de modules de revétements. Nous montrons que pour tout
groupe fini G, il existe un espace de Hurwitz. (en fait une infinité)
attaché a G, lisse, irréductible et défini sur Q possédant un point
- Qp-rationnel pour tout premier p (y compris p = oco). La théorie
des espaces de Hurwitz montre que le probléme inverse de Galois
régulier se ramene a trouver des points Q-rationnels sur certaines
variétés. D’apreés notre résultat, on peut ajouter que ces variétés
posseédent des points (J,-rationnels pour tout p.

Dans la troisi®me partie nous généralisons la construction du
corps Q" des nombres algébriques totalement réels. Nous y intro-
duisons la notion de cléture totalement réelle d’un corps ordonnable
K {(notée K,.). Nous prouvons que dans les cas suivants: a) K corps
réel clos, b) K corps de nombres ordonnable, ¢) K = k((X)) avec k
' réel clos; le groupe de Galois absolu de K;.(v/—1) est pro-libre. Ce
résultat constitue un analogue de la conjecture de Shafarevich pour
les corps K. D.Haran et M.Jarden ont récemment donné un exem-
ple ol ce groupe n’est pas pro-libre. Nous conjecturons maintenant
que cette propriété est vraie si K est dénombrable et hilbertien.
Nous complétons ce travail par une étude du groupe de Brauer de
Ky, notament nous prouvons que Br(Q) ~ li_n)lnex(Z/ 2.

Pour finir nous présentons deux petits appendices. Le premier
regarde sous plusieurs angles [2dée de probléme inverse a la théorie
de Galois. Le deuxieéme essaie de généraliser la notion de corps
pythagoriciens dont nous parlons un peu dans la troisiéme partie.




