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1 INTRODUCTION

NOTATIONS : Dans la suite , X désignera un espace de Banach, B(X) l'algebre
des opérateurs bornés de X dans X et A'(X) I'idéal des opérateurs compacts de
B(X).

H désignera un espace de Hilbert.

Pour T € B(X), on notera respectivement:

N(T), R(T) et o(T) le noyau, I'image et le spectre de T.

On notera p(T) = C\ o(T), 'ensemble résolvant de T.

1.1 Motivations

En 1941,Calkin (c.f [C]) s'iitéressa & une algebre qui portera son nom et qui est
définie comme suit:

Soit H un espace de Hilbert.

On note C(H) = B(H)/N(H) l'algebre de Calkin qui est une C~ algebre et

m: B(H) — B(H)/K(H) le morphisme canonique.

Ceci amena naturellement a définir un nouveau spectre dit "essentiel”.

o.(T) = {A € C, n(T) — A n'est pas inversible}. D’autre part, le théoreme
d’ Atkinson (c.f [At]) moutre le licn entre ce spectre essentiel et la théorie des
opérateurs Fredholm et semi-Fredholm par I'équivalence :

7(T') inversible est équivalent & T Fredholm.

L’apparition d'une structure quotient pose toujours le probleme d’éventuels relevements.
Dans ce cas, ils se posent de la fagon suivante :

Pour #(T') vérifiant une certaine propriété, existe-t-il un opérateur compact K de
B(H) tel que T + K vérifie la méme propriété?

On peut ainsi essaver de relever certains opérateurs particuliers.

Dans l'article qui introduit cette algebre, Calkin s’y intéresse déja :

Il démontra les propriétés suivantes :

Toute projection orthogonale de C(H) est I'image par » d’une

projection orthogonale de B(H), (cf [C] ou [D-L-H]).

D’autre part, toute isométrie partielle de C(H) est l'image par = d’une isométrie
partielle de B(H), (cf (D-L-H]).

En outre, on sait que tout élément idempotent de C(H) est I'image par = d’un
¢lément idempotent de B(H), (cf [Pa)).

Pour les opérateurs autoadjoints, on a :

Si m(T') autoadjoint alors il existe N’ € A'(H) tel que T + I autoadjoint.

Weyl précisa ce résultat en prouvant le théoreme qui porte son nom:.

Soit H espace de Hilbert séparable alors il existe N’ € N(H) tel que :

T + K autoadjoint et o(x(T)) = (T + K). (c.f [W] ou [D-L-II}).

En utilisant le théoréme de relevement des éléments idempotents avec la preuve
de [Pa] , on peut également relever les inverses généralisés :

[SV]



Soit a € C(H) tel que 3b € A vérifiant aba = a

Alors il existe A € B(H) et B € B(H) tels que :

mA)=a; 7#(B)=bet ABA=A

Cependant dans nombre de cas, il n'est pas possible de relever de fagon aussi
satisfaisante les éléments de lalgebre de Calkin en gardant toutes

leurs propriétés. Ainsi dans le cas qui vont suivre U'indice de 'opérateur apparait
comme une obstruction au relevement.

Pour les inversibles, le théoreme d’Atkinson donne une réponse partielle
complétée par le résultat précis suivant :

Soit 7(T') inversible dans C(H), alors

il existe ' € KN'(H) tel que T + K inversible si et seulement si ind (T') = 0.

Par conséquent,il n’existe pas toujours un relevement inversible des éléments in-
versibles de C'(H).

Pour les opérateurs normaux, la solution est apportée par le théoreme suivant:
Théoreme de Brown-Douglas-Fillmore (c.f (B-D-F}) :

Soit #(T) un élément normal de (C(H).

Il existe k' € N'(H) tel que T_+ I normal
si et seulement si
YA€ p(T), ind (T -A)=0

D’autre part , Brown, Douglas et Fillmore cf[B-D-F| montrérent en 1973 que les
opérateurs unitaires se relevent de la facon suivante:

Soit #(T') unitaire dans C'(H) avec H espace de Hilbert séparable.

il existe ' € N([1) tel que T 4+ K unitaire si et seulement si ind (T) = 0.

Siind (T) = +n avec n € N*, alors T est une perturbation compacte du
"backward shift” de multiplicité n.

Siind (T) = —n avec n € N*, alors T est une perturbation compacte du "shift”
de multiplicité n adjoint du précédent.

Nous avons vu qu'on peut relever les inverses généralisés mais que pour les
éléments inversibles, l'indice fait obstruction.

Or I’étude de I'inversibilité est essentielle en théorie des opérateurs.

Il semble donc particuliement intéressant de considérer ce probleme. Cette notion
d’inversibilité est généralisé par les concepts d'inverse généralisé et d’opérateurs
semi-Fredholin dont l'indice vient d’étre évoqué.

Dans ce cadre, la conorme introduite par Kato dans [I\1] et {IK2] dont nous repren-
drons la définition joue un réle particulierement important. Elle a d’ailleurs été
introduite dans le cadre de la perturbation des opérateurs semi-Fredholm.
Rappelons que la conorme de T notée ¥(T) est définie par :

WT) =inf{||Tx|| : d(z, N(T)) =1} si T#0

WT)=400 st T=0.

On connait le lien entre la conorme et le spectre par 'égalité suivante
démontrée par Apostol (c.f [A]) :



Pour T € B(H) ot H espace de Hilbert, y(T) = inf{o(|T|)\{0}} ot |T| = (T=T)z
D’autre part, elle permet d’abord de déterminer si un opérateur a une image
fermée par ’équivalence :

¥(T) > 0 si et seulement si R(T') fermé.

Dans les espaces de Hilbert, la nullité de 4(7T') est donc un critéere pour I'existence
d’un inverse généralisé par les équivalences suivantes :

Y(T) > 0 <= T possede un inverse généralis¢é <= R(T) fermé.
Outre ces propriétés, la conorme joue également un role particulierement intéressant
dans la théorie des perturbations des opérateurs Fredholm et semi-Iredholm. On
rappelle notamment le théoreme suivant :
Soit T semi-Fredholm et § € B(X)
Si [T = S|| < 4(T) alors S est semi-Fredholm et ind (T) = ind (S).
c.f Goldberg [G];Théoreme ¥.1.6

En 1991, Mbekhta (c.f [M]) montra que la notion de conorme pouvait étre
étendue aux C~ algebres en gardant les importants résultats connus dans les es-
paces de Hilbert. ]

On peut alors parler de conorme dans 'algebre de Calkin qu’on nommera
conorme essentielle et qu'on définit par :

7(T) = ~(=(T)) ou T € B(H)

Naturellement dans 'optique qui est la notre, le probleme du relevement de la
conorme s'impose de lui-méme.

D’autant plus que des résultats déja connus permettent de montrer qu'on peut
relever un élément de I'algebre de Calkin de conorme nulle (respectivement stricte-
ment positive) par un opérateur de conorme nulle (respectivement strictement
positive). Une solution particlle a ce probleme est déja connue :

Pour la démontrer on utilise I’ équivalence suivante :

Soit A une C* algebreet a € A

“(a) > 0 si et seulement si ¢ possede un inverse généralisé qui sera démontrée.
On utilisera et démontrera également le relevement déja évoqué des inverses
généralisés qui est le suivant :

Va € C(H) avec ¥(e¢) > 0,34 € B(H) tel que v(A) >0 et 7(A) = a.

D’autre part, Va € C(H) avec y(a) = 0,34 € B(H) tel que 5(A) =0et r(A) = .
On peut donc retrouver dans les relevements la nullité de la conorme

ou sa stricte posivité qui induit I'existence éventuelle d'un inverse généralise.

Le résultat principal de ce travail sera dans un premier temps de prouver qu’on
peut effectivement relever la conorme essentielle .

Nous prouverons dans un premier temps que

7(T) = sup +(T+K).
KeN(H)
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Puis nous pourrons montrer que ce sup est atteint i.e VT € B(H), il existe
I opérateur compact tel que v.(T) = (T + K). ce qui consitue le véritable
relevement de la conorme.
En utilisant une démonstration analogue, on trouve également le relevement de
la norme :
Pour T € B(H), 3K € KN (H) tel que ||=(T)| = ||IT + K|}
Ce résultat permettra ensuite d'intéressants prolongements.
Nous pourrons aiusi démontrer plusieurs théoremes sur les opérateurs semi-I'redholm
et en particulicr une nouvelle caractérisation de ceux-ci en liaison avec la conorme
essentielle et sa continuité.
Ces résultats prolongent I'étude des opérateurs points de continuité de la conorme
effectuée par Labrousse et Mbekhta développée dans [L-M].
Dans un premier temps, on peut énoncer une nouvelle formule de calcul de la
conorme : i
Y(T)? =sup{c>0;T"T > c U~}
ou T = U|T| décomposition polaire de T € B(H).
On peut également montrer que si T est normal dans B(H) alors il existe un
opérateur A" compact et se trouvant dans le commutant de T tel que :
3e(T") = 2((T + K)7). '
En corollaire du théoréme principal, on retrouve évidemment le relevement des
inverses généralisés.
Mais surtout le relevement de la conorme permet de démontrer des résultats
concernant les opérateurs semi-Iredholm et leurs perturbations.
Ainsi on démontre que :
Si T est un opérateur de B(H) a image fermée alors ve(T) = V(1)
ot Yo(T) = sup (T + F) et Ko(H) = {T € B(H).dim R(T) < oo}.

FeRo(H)
Notons os_p(T) = {M € C; T — Al n’est pas semi-Fredholm} le spectre essentiel
semi-Iredholin. |
En 1975, Forster et Kaashoek (ct [[-K]) démontrerent que :
Si T est un opérateur I'redholm alors
nli.llloo Yoo (T™)!/™ existe et est égale a la borne supéricure des & tels que

dim N(T — AI) et codim R(T — AI)) sont constants pour 0 < || < 4.
En 1986, Zemanek (c.f [Z1]) montra que :
Si T € B(H) est semi-Iredholm alors lilll Yo T existe
n-—1+x

ct elle vaut ]il}_l Vo ( T = 5(T)

n—+x
ol s(T) =sup{: >0, YA€ C, 0< |\ <¢= T - M semi-Fredholm}.
Dans le prolongement de ces résultats, nous démontrerons grace au relevement
ce la conorme un résultat sur le comportement asymptotique de la conorme

esscntielle pour les opérateurs semi-Fredholm :
Si T € B(H) est semi-Iredholm alors lil_}_l v (T™)H/™ existe
n—-<+20




et elle vaut nl—i.[ll-w (T =d (0; os_p(T) ).

Mais le résultat le plus intéressant est ’obtention d’une caractérisation des opérateurs
semi-Fredholm.

D’abord , on démontre des propositions concernant leurs perturbations :

Si T semi-Fredholm et § € B(H)

IT — S|| < 7.(T) alors § est semi-Fredholm et ind(T) = ind(S).

Egalement, |T — S|| < %.(T) implique |7.(T) — 7.(S)| < |T — S||.

On peut alors démontrer la caractérisation évoquée précédemment apres avoir
prouvé que la conorme est semi-continue supérieurement :

Théoreme :

T est un point de continuité pour la fonction 7. : B(H) — [0; +o<]
si et seulement si

Y(T) = 0 ou T est semi-Iredholm.



1.2 Plan avec contenu détaillé

Les chapitres 2 et 3 sont essentiellement des rappels de résultats déja connus dont
certains seront redémontrés.
La partie principale de ce travail est contenue dans les chapitres 4 et 5.

Chapitre 2
Dans ce chapitre seront rappelés des résultats connus sur la conorme dans
les espaces de Banach et de Hilbert. Nous rappellerons les principaux résultats sur
les opérateurs semi-Fredholm et leurs perturbations par des opérateurs compacts.
Nous résoudrons aussi des problemes de relevement d’opérateurs particuliers et
nous évoquerons les liens entre la conorme et la perturbation des opérateurs
semi-Fredholm.
Rappelons d'abord la définition :

Définition 1.2.1 Un opcrateur T est dit semi-Fredholm s7il vérifie :
R(T) est ferm€ et min{dim N(T),codim R(T)}.< +o0.

Un opérateur T est dit Fredholm s'il vérifie : .

R(T) est ferm¢ et max{dim N(T),codim R(T)} < +5).

Lt, dans ce cas. on définit 'indice de T par

ind (T) = dim N(T') - codim R(T).

Nous démontrerons d’abord des résultats utiles sur les opérateurs semi-Fredholm.
Puis nous énoncerons le théoreme principal liant la conorme

et la perturbation des opérateurs semi-Iredholm :

Soit T semi-Fredholm et S € B(H)

Si||IT — S|| < 4(T) alors S est semi-Fredholm et ind (T) = ind (5).
Ensuite, nous effectuerons le relevement de quelques opérateurs particuliers.
Nous étudierons ainsi la perturbation des opérateurs semi-IFredholm :

Soit T semi-Fredholm et X' € K (H)

Alors T 4+ K est semi-Fredholm et ind (T + &) = ind (T)

Nous démontrerons notamment les équivalences :

(i) T semi-Fredholm <= =(T) inversible a gauche ou & droite.

(i1) T Fredholin <= =(T) inversible.



Ensuite, nous effectuerons le relevement des inversibles par le théoreme :
Soit T Fredholm.

IN € K(H) tel que T + A inversible
si et seulement si

indT =0

Enfin, nous releverons les projections orthogonales, les éléments idempotents et
les inverses généralisés.

Chapitre 3 :
Dans ce chapitre, la notion de conorme sera définie dans le cadre général des
C* algébres. ’
Nous rappellerons et redémontrerons des résultats concernant les inverses généralisés,
la conorme et leurs propriétés.
Notamment pour A une C* algebre et @ € 4 quelconque. 'équivalence de :
¥{a) > 0. '
aA fermé.
a g-inversible.
a possede un inverse de NMoore-Penrose.
et dans le cas particulier @ normal I'équivalence avec
ad =a%A
eAGa(0)= A
et 0 ¢ acc o(a)
On prouvera aussi que :

7(e) = inf{o(e|) \ {0}}

qui est la généralisation du résultat d’Apostol évoqué dans l'introduction.

L'égalité v(T) = ||T~'||" valable quand T est inversible sera étendue aux
C* algebres par :
Sia € A g-inversible alors y(a) = ||a*||~! olt a* inverse de Moore-Penrose de a.

On montrera également que la conorme est semi-continue supérieurement.

Nous ferons aussi le lien entre convergence de 'inverse de Moore-Penrose et de la
conorme avec la proposition suivante :

Soient a et b éléments de A tels que () > 0 et v(b) > 0.

167 — a*all <1 = |5(b) = 4(a)] < ||b~«l

Chapitre 4
La quatricme partie traitera du relevement de la conormie essentielle qui est
le résultat principal de ce travail. .
On énoncera quelques propriétés élémentaires de la conorme.
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Puis nous montrerons qu'on peut dans un premier temps relever la conorme en
gardant sa stricte positivité ou sa nullité.
Les théorémes suivants seront démontrés :

Y(T) = sup ~(T + k).
KNeK(H)

Soit T € B(H), alors il existe A opérateur compact tel que
Ye(T) = (T + K).

Nous montrerons également que ce Théoreme reste vrai pour T opérateur
semi-I'redholm si on remplace v.(T') par m(T) ott m,(T) = inf{c.(|T})}.

Nous démontrerons ensuite une nouvelle formule définissant la conorme.

Les résultats précédents seront précisés dans le cas particulier oit T quasi-normal.
Ensuite seront donnés quelques applications directes de ces théoremes.

Puis on s'intéressera aux liens entre v(T'). v.0(T) et 7.(T).

Nous montrerons notamment que VT € B(H), Yo(l) >0 = ~(T) > 0.

Ainsi que si T € B(H) avec y(T) > 0 alors yo(T) = 7.(T).

Nous proposerons également des conjectures prolongement du théoreme principal
de ce chapitre. |

Enfin des exemples d’opérateurs avec différentes valeurs de conorme et de conorme
essenticlle seront donnés.

Chapitre 5

Dans la cinqui¢me partie seront abordés les liens entre le relevement de la conorme
essentielle et les opérateurs semi-Fredholm. Puis les points de continuité de la
conorme essentielle seront étudics.

On démontrera au préalable une proposition similaire au théoréme final de per-
turbation du chapitre 2 :

Soit T semi-Fredholm et S € B(H).

Si ||T = S|| < 7(T) alors S est semi-Fredholm et ind(T) = ind(S).

En 1985, Zemanek montra que pour T semi-Fredholin

lixll Y(T™)/™ et lir}} Yoe(T™)H™ existent et détermina leurs valeurs respectives.
n—+420 =20 .

Nous nous intéresscrons nous aussi au comportement asymptotique de v.(T) en
démontrant le théoreme suivant :

Soit T € B(H) semi-Fredholm

Alors

im ~.(T™)!" existe
n—+2>

ct on a
lim 5.(T")V" = d(0,05-¢(T))

n—42z



Enfin nous étudierons les points de continuité de ~.(T).
On remarquera d’abord que la conorme est semi-continue supérieurement.

Soit T € B(H).

T est un point de continuité pour la fonction v, : B(H) — [0, + 0}
si et seulement si

Ye(T)=0o0uT est semi-Fredhdlm.
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2 CONORME DANS LES ESPACES DE BA-
NACH ET DE HILBERT

2.1 Quelques propriétés de la conorme dans un espace de
Banach

Soit X un espace de Banach.

2.1.1 y(T)>0 sietseulement si R(T) est fermé (cf[K1])
212 (1) =+(T"). (fK1])

2.1.3 SiT est inversible alors ¥(T) = | T7Y||7! (cf[K1])
2.1.4 SiV € B(X) est une isométrie alors 7(T).= +(V'T)

Preuve de 2.1.4 : ' '
Comme V isométrie, N(T) = N(VT) et Ve € X, ||Tx|| = ||V Tx]l.

D'ol, 4(T) = inf{|| T2 (l W N(T)) =1} = inf{||VT2|: d(x, N(VT)) = 1}
= 4(VT)

Proposition 2.1.5 Soit T € B(X) et Uopérateur Ty : R(T) — R(T)
r — Tz
On a alors l'implication suivante :

RT)3N(T)=X= {\eC; 0< |\ <+(To)} Cp(T)

Preuve :

De R(T) & N(T) = X, on déduit que Ty est inversible et par conséquent
To) = |57~

De la, ]0, ¥(To)[C p(To) i.e VA tel que 0 < |A| < 7(To) , To — A est inversible.

Soxt/\GCtel que 0 < |\ < 4(Tp).

Prouvons que N(T' — A[) {0}

N(T —X) C R(T) donc N(T — AI) = N(Ty — A1) = {0}

Montrous a présent que R(T — M) = X.

VAeCet A#0,N(T)C R(T — \).
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Or R(To — A1) = R(T) car T est inversible.
Dela, X =R(T)YDN(T)=R(To - N @& N(T) C R(T - AI)

ce qui termine la preuve.

2.2 Opérateurs Fredholm et semi-Fredholm

Définition 2.2.1 Un opérateur T est dit semi-Fredholm si :
R(T) est fermé et min{dim N(T).codim R(T)} < +o0.

Un opérateur T est dit Fredholm si :

R(T) est fermé et max{dim N(T),codim R(T)} < +0).

Et, dans ce cas, on définit Uindice de T par

ind (T) = dim N(T) — codim R(T).

Remarque : codim R(T) < +o0 implique R(T) est fermé.(cf [K2])
Preuve :

Soit T : X/N(T)x R(T)* — H
(T, y) — Tr+y
Il est clair que T est inversible.
Dolt, 3¢ > 0, Y(&,y) [|T(x,y)l 2 c-(I(2]] + HlylD
1T +yll 2 c(lE] + [lyll)
Siy=0,]|Tx| 2 c|lE]| = c.d(x, N(T)).
On a donc ¥(T') 2 ¢ > 0 ct par conséquent R(T') fermé.

Lemme 2.2.2 Soit T € B(X) semi-Fredholm alors T™ est semi-[reholm.
De plus siind (T) =n avcen € Z = ZUY{—o00; +o0}
alors ind (T") = —n.

Preuve :

On sait que R(T) fermé est équivalent a R(T™) fermé.

Il suffit ensuite d'utiliser les égalités suivantes:

dim N(T) = codim R(T") ct codim R(T) = dim N(T™)

Par la suite, nous limiterons donc souvent les démonstrations aux cas ou
T est un opérateur semi-Fredholm avec ind (T') = 400 et au cas ou T est
un opérateur I'redholm sans nuire a la généraliteé.



Lemme 2.2.3 Soit T € B(X) semi-Fredholm.

i) Siind (T) <0 alors

il existe F\y opérateur de rang fini de B(X) et Ty € B(X) tels que T'T =1 - F}.
it) Siind (T) > 0 alors

il existe Iy opérateur de rang fini de B(X) et Ty € B(X) tels que TT, = I — F,.
iti)) St T Fredholm alors

il existe Ty € B(X) et F\. Fy opérateurs de rangs finis de B(X) tels que :
TOT= I—Fl et TTQZ-"[—'FQ

Preuve de 2.2.3 :
Il existe Hy tel que X = N(T) & X, avec X fermé et X telque X = X, & R(T),

on pose également P la projection sur X suivant cette derniere décomposition.

Soit T': Xo — R(T) ,ilest clair que T est bijectif.
xr — Tu
Posons Ty = T"~Y(I - P).
i) Soit Iy =1 -T,T.
Fy = Id sur N(T') et [y =0 sur Xy donc Fy convient car dim N(7T') < +oo.
12) Posons F, = I = TT. )
I =0sur R(T) et £, =1Id sur X, donc F car dim X, < +oc.
2:2) Dans le cas ou T est I'redholm, T vérifie & la fois :
dim N(T) < +oc et dim X} < 4+2c.
Il est alors clair que opérateur Ty défini précédemment convient.

Lemme 2.2.4 Soit T € B(X).

i) S'il existe Ty € B(X) et Ny € N(X) tel que TT, =1 - K,

Alors codim R(T) < +oc et R(T) fermé.

it) S'il existe Ty € B(X) et Ny € N(X) tel que T, =1 - K,

Alors dim N(T) < +oo ¢t R(T) fermé.

iit) Sl existe T\, T, € B(H) et Ny,K, € KN(X) tel que TT =1~ K, et
TT; = I - [\’2

Alors T Fredholm.

Preuve :

) R(I — K,) = R(TT) € R(T). Or K compact donc codim R(TT}) < +0

de la codim R(T) < +<

it) On a (T,T) = T*T; = I — K5 d'apres le (i), codim R(T*T5) < +oo d'ou
codim R(T™) = dim N(T') < +2c. De plus R(T*) fermé <> R(T) fermé

iii) Comme précédemment ( (¢) et (i7) ), on montre que codim R(T) < +co
et dim N(T) < 4. -

13



Proposition 2.2.5 Réf :[S]
Soit S,T € B(X) deux opérateurs Fredholm.
Alors ST est Fredholm et ind (ST) = ind (S) + ind (T).

Preuve :
i) Comme T et S sont des opérateurs Fredholm, il existe Ty et Sy dans B(X) et
Fy, Fy, F3, ,F; de rangs finis tels que :
TOT=I—F1 505=I—F3
TTy=1-F 58S =1~-F,
ToSoST = To(l - Fg)T = I - Fl - ToFgT = I - F,s
STTQSO = S(I - F2)SO =171— F4 - SFQSO = I - Fs
ou Fs et Fg sont des opérateurs de rang fini. Il suffit alors d’appliquer le lemme
2.2.4 pour en conclure que ST est Fredholm.
Preuve pour les indices :
R(T)NN(S) € R(T) et dim R(T)N N(S) < +oc.
Il existe Y] sous-espace fermé de X et Y sous espace de dimension finie de X tels
que :
R(T) =dim R(T)NN(S) % Y.
N(S)=dim R(T)NN(S) D Y,
On remarque que R(T)NY; = {0}. Eneffet, R(T)NY, C R(T)NN(S)NY,; = {0}.
D’autre part, du fait que codim R(T) < 420, il existe ¥3 de dimen51on finie tel
que ()Y =R(T)+ Y2+ ¥3=Y18RT)NN(S)p Y, % V3.
On remarque alors que codim R(T) = dim Y3 + dim ¥3(2).
Prouvons que dim N(ST) = dim N(T) 4+ dim R(T)N N (S ) (3).
NSEST)={zeX: Tae NS)}={re X; Tz e aR(T)N N(S)}.

Posons T': N(ST) — R(T)NN(S)
I — Tx
ST Iredholm de la dim N(ST) < +o0 et N(T) C N(ST) par conséquent
N(T) = N(T").
T’ est surjectif. On tire des assertions précédentes 1'égalité:
dim N(8T) = dim N(T") + dim R(T") qui prouve (3).
Prouvons que codim R(ST) = codim R(S) + dim Y3(4 )
Dapres (1), ¥ = Y1 & N(S) $ ¥5. D'autre part, S(¥7) N S(¥3) = {0}.
En effet, soit y = Sy, = Syz avec y; € Y] et y; € 3.
Alots yy —ys e N(S)et yy —yz €Y@ Ysdoltyy —y3 =0 puisyy = y3 = 0.
On en déduit que R(S) = S(Y) = S(¥1) & S(}3) en outre
R(ST) = S(R(T)) = S(Y1+ R(T)N N(S)) = S(}1) d’ott
R(S) = R(ST)® S(Y3).
D’autre part, du fait que codim R(S) < +>c,0on a:
X = R(S)4 X, avec dim X < +20
On en déduit que X = R(ST) D S(¥3) @ X, et par conséquent

14



codim R(ST) = dim X} + dim S(Y3) = codim R(S) + dim S(Y¥3).

Considérons S’ : ¥; — S§(13)

y — Sy
S’ est naturellement surjectif, d’autre part N(S") = N(S)NY; = {0}, &' est donc
bijectif et de la dim Y3 = dim S(¥3).
Finalement codim R(ST) = codim R(S) + dim ¥3.
dim N(ST) + codim R(T) = dim N(T) + dim (R(T) N N(S)) + dim ¥; 4 dim ¥3
=dim N(T) + dim N(S) + dim Y3 = dim N(ST) + codim R(T) + codim R(S)
= dim N(T) + dim N(S) + dim Y3 + codim R(S)
=dim N(T) + dim N(S) + codim R(ST).
On en conclut que :
dim N(ST)—codim R(ST) = dim N(T)—codim R(T)+dim N(S)—codim R(S)
i.eind (ST) = ind (5) + ind (T).

Corollaire 2.2.6 Soit T,S € B(X) tels que ST Fredholm i.e dim N(ST) < 420
et codim R(ST) < +oc.

On a alors les devr résultats suivants :

(i) dim N(T) < +0 et codim R(S) < +o0.

(it) dim N(S) < 420 <= codim R(T) < +co.

i.e T est Fredholm st et seulement si S est Fredholm.

Preuve :
({)vient directement des formules (3) et (1) de la preuve précédente.
(ii)vient directement des formules (3), (4) et (3) de la preuve précédente.

Lemme 2.2.7 Soit T € B(H) semi-Fredholm. '
Soit S un inverse géneralisé de T. Alors S semi-Fredholm et ind (S) = —ind (T)

Preuve:

Supposons que codim (1) < +oo.

(On peut se limiter a ce cas sans nuite a la généralité).
H=R(TS)@& N(TS). Or N(§) S N(TS) d'ot

dim N(S) € dim N(T§) < codim R(TS) < codim R(T) < +20.
Si T Fredholm, ind (TST) = ind (T) + ind (S) + ind (T)

D’ ot le résultat pour les indices.
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Proposition 2.2.8 Soit T € B(H) semi-Fredholm.

Notons Tt son inverse de Moore-Penrose.

Soit A € B(H) tel que I + AT inversible.

Alors T + A est semi-Fredholm et on a ind (T + A) = ind (T)

Preuve :

Premieére partie: T est semi-IFredholm.

D’apres 3.2.2, (vésultats connus dans le cadre plus général des C* algebres), T
possede bien un inverse de Moore-Penrose T.

On peut sans nuire a la généralité se placer dans le cas codim R(T) < +oo et
dim N(T) = +oc.

Posons TT* projection sur R(T) alors dim R(I — TT?) = codim R(T) < +o0.
On remarque que (T + A)Tt =TTt + ATt = [+ ATt = Fou F=1-TT*.
(T + A)T* est une perturbation par un opérateur F de rang fini d'un inversible,
il est donc Fredholm d’indice 0 ce qui implique d’apres le (i) du corollaire 2.2.6,
codim R(T + A) < 4oo.

et on a aussi codim R(T + A) = dim N(T + A) du fait de la nullité de l'indice.
Montrons que T + A n’est pas Fredholm. .

Si on avait dim N(T + 4) < +2c, on aurait alors (cf (it) du corollaire 2.2.6)
codim R(T*) < 400 d’olt dim N(T) < +00 ce qui est contraire a I'hypothese.
Donc T + A est un opérateur semi-Fredholm et ind (T + A) = ind (T).
Deuxieme partie: T est [redholm.

En regoupant , onobtient ind TH(T+A) = ind ([+T*A-F) = ind (I+T*A) =0
et ind TH(T+ A)=ind (T+A)+ind Tt dottind (T+ A) = —ind T* =ind T.

Proposition 2.2.9 Réf: [G]
Soit T semi-Fredholm et S € B(H)
Si||T = 8| < 4(T) alors S est semi-Fredholm et ind (T') = ind (S).

Preuve :
D'apres 3.2.2 et 3.2.5, T possede un inverse de Moore-Penrose Tt et
3(T) = [7(T+)|7". On en tire que [T = S| < [|3(T*)]~! puis
'inégalité ||(T — S)TH|| < 1.
Dela, I — (T = S)T* =14+ (S =T)T* inversible.

Il suffit alors d'appliquer la proposition 2.2.3 avec A = .S — T pour conclure.
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Rappelons la définition de la décomposition polaire maximale qui sera utilisée
dans le preuve de la derniere proposition de ce sous-chapitre.

Proposition 2.2.10 Réf : [H], Probléme 106.

Soit T € B(H).

Sidim N(T) < dim N(T™) alors il existe une isométrie V' telle que T = V|T|.
Si dim N(T) > dim N(T*) alors il existe une co-isométrie V' telle que T = V|T.
T| est appelée décomposition polaire marimale de T.

La décomposition T =V

Proposition 2.2.11 R(f : [H]
L’ensemble des opérateurs semi-Fredholm est un ouvert dense de B(H).

Preuve :
Cet ensemble est ouvert d’apres la proposition 2.2.9.
Densité :
Soit T € B(H) et T = V|T| sa décomposition polaire maximale.
I est soit une isométrie soit une co-isométrie par conséquent ¥ est semi-Fredholm.
Soit £ > 0. Montrons qu'il existe T, semi-Fredholm tel que ||T — T|| < <.
|T'| est positif donc o(I') C [0, +o<|.
De la, T, = |T| + <. inversible.
Onall|T)| =T =led|| L e dou ||V|T| = VT.|| = T - VT.|| <L .
Ceci termine la preuve car VT, est semi-Fredholm comme produit d'un inversible
et d'un semi-Fredholm.

Remarque :

L'ensemble des opérateurs Fredholm n’est pas dense dans B(H).

On peut méme préciser que si T est semi-Fredholn et n'est pas Fredholm
alors T n’appartient pas a I'adhérence de l'ensemble des

opérateurs Fredholm (c.f [C-P-Y]).

2.3 Relevement d’opérateurs particuliers de B(H)

Soit H un espace de Hilbert.

Proposition 2.3.1 Réf:[Do]
Soit T semi-Fredholm et N € KN(H)
Alors T + K est semi-Fredholm et ind (T + N) = ind (T)

17



Preuve:
Premier cas : soit T un opérateur semi-Fredholm avec codim R(T) < +o0 et
dim N(T) = +
(On peut se limiter & ce cas sans nuire a la généralité).
D'apres le lemme 2.2.3, Il existe T, et Ny € KN'(H) tel que TT; = I — N,.
(T+ K)T; =TT, + KTy =1 - Ky + KT,. Or =R, + KT, est compact, donc
T + K est semi-I'redholin avec codim R(T) < +0o d’apres le lemme réciproque.
Deuxieme cas : :
Si T est Fredholin, alors il existe Ty € B(H) et Iy, I, opérateurs compacts tels
que TTo = I — Ky et Ty;T = [ — K,. En reprenant la preuve précédente, on
obtient codim R(T) < +c.
dim N(T) < 420 se démontre de facon similaire.
Pour I'indice, on procede de la facon suivante :
ind To(T+ K)=ind (I = Ky + K)=ind (I) =0
et ind To(T + i) = ind Ty + ind (T + K')
D’autre part, ind (TTp) = ind T + ind Ty = ind (I — K}) = 0 ce qui permet de
conclure.

Proposition 2.3.2
(i) T semi-Fredholm &= =(T) inversible ¢ gauche ou a droite.
(i) T Fredholm <= w(T) inversible.

Ce dernier résultat est le Théoreme d’Atkinson.

Preuve :

Les deux cas de (i) (suivant la valeur de I'indice) se démontrent de facon similaire.
Soit T un opérateur semi-Iredhiolm tel que codim R(T) < +oc

et dim N(T) = +o0

Alors d'apres le lemme 2.2.3, il existe I, opérateur de rang fini de B(H) et

T' € B(H) tels que :

TT' =] - Fdelar(T)7(T")=a(TT) =r(I — F3) = =(I).

7(T) est donc inversible a droite.

Dans le cas ot T est Fredholm, par le méme raisonnement que précédemment,
on obtient & la fois l'inversibilité a gauche et a droite.



Théoreme 2.3.3
Soit T Fredholm.

AN € K(H) tel que T + K inversible
si et seulement si

indT =0

Preuve :
Si ind T = 0 alors dim N(T') = codim R(T) tous deux finis.
On a alors les décompositions :
H=NT)®H et H=H,% R(T) avec dim H, = dim .V(T) également finis.
Il existe donc une bijection de rang fini F de N(T) vers H,.
Posous T - H=NT)+H ~— H=H@RT)
ry+ 1, p— Fry+Ta,
Il est clair que T est bijectif.
Considérons T — T
Suivant la décomposition prédédente, on a :
(T - T)(.l'l + a3) = Tey+Tay— Foy—Tay = Fryl
Par conséquent, T est une perturbation de rang fini de T ce qui
termine la preuve de cette implication.
Réciproque :
Soit T TIredholm tel que 3N € KN(H); T + K inversible .
(T+RK)y " (T+R)=1dou(T+N)'T=I-~(T+K)'A.
(T + K)™'T est donc Fredholm d’indice 0 comme perturbation de l'identité par
un compact.
Or, ind ((T+ A)™'T) =ind (T + K)~! +ind T. On en conclut que :
ind T = —ind (T + A)~! =0.

Rappelons la proposition suivante (cf [D-L-H]):

Proposition 2.3.4 Soit A € B(H) tel que A* — A compact i.e n(A) idempotent
de C(H) et A= A"

Alors il existe P = P? = P~ € B(H) vérifiant :

(i) PA= AP. )

Soit A: R(P) — R(P) tcl que A(Px) = APa.

On définit de la méme fagon I — A: R(I — P) — R(I — P).

(it) Les deux opérateurs A et I — A sont inversibles.

(i) #(P) = m(4).
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Preuve :

Il existe un réel a € ]0,1[ tel que A — o est inversible.

Posons f: {z € C, Re(z) # a} — C tel que:

f(z) =0si Re(z) < @

f(z) =1si Re(z) > a

On prend P = f(A) par le calcul fonctionnel et on \euﬁe que :

(f(=N2 = f(2) =) poul tout = dans {z € C, Re(z) # a}.

Or pour T € B(H), f(T)* = F(T") ol f est deﬁme Pdl f( ) = F(3).

On en déduit que P = P? = P~. D'autre part, d'apres la proposition 4.1.10,
de Vz € o(=(A). f(2) = =. on conclut que f(r(A4)) = r(A) = 7(f(A)) = =(P).
La Commutativité da A" et P est une propriéte usuelle du calcul fonctionnel.
Prouvons I'inversibilité de .

On pose g : {z € C, Re(z) # a} — C tel que :

f(z)=0si Re(z) <

f(z) =271V si Re(z) > a .
On a alors Ag(A) = g(A)A = P ce qui prouve I'inversibilité de A. Pour I — 4, il
suffit d’inverser les roles de Re(z) < a et Re(z) > a.

On peut également relever les éléments idempotents :

Proposition 2.3.5 Ref :[Pa/.

Soit A € B(H) tel que A* — A compact i.e #(A) idempotent de C(H)
Alors il existe P = P? € B(H) vérifiant :

(i) PA=AP. )

Soit A: R(P) — R(P) tcl que A(Px) = APu.

On définit de la méme fagcon I — A: R(I — P) — R(I - P).

(ii) Les deux opcrateurs A et I — A sont inversibles.

(iii) =(P) = =(A).

Preuve :
A% — A est compact, d’apres le théoreme de application spectrale, on a :

o(A? = A) = Q(o(A)) ot Q(X) est le polynome X (X —1).

Les seuls points d’accumulation possibles du spectre sont alors 0 et 1.

Posons P = 51— [ (A - A)~Yd)\ ol T est un contour dont 'intérieur ne contient
pas 0 et contient 1.

P ainsi défini est idempotent.

On peut séparer le spectre en deux parties oy et o3 d’intersection vide avec 0 € oy

et 1l € o,.
Il existe alors 1" E B(H) tel que P =T'A = AT’ et il existe T" € B(H) tel que

[-P=T"I-4)=(I-A)T"
On a alors A — P = A([ = P) + (A=1)P = (A* = A)(T' + T").

Comme (A? — A) est compact, A — P I'est aussi, on a donc #(A4) = 7(P).
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Nous pouvons a présent relever les inverses généralisés.

Proposition 2.3.6 Soit a € C(H) et be C(H) tel que aba = a.
Alors il existe A et B dans B(H) vérifiant :

(i) 7(A) =a et =(B) =b.

(ii)) ABA = A.

Preuve :

Soit A’ et B" dans B(H) tels que n(A") = a et #(B’) = b.

Alors ba = m(B'A’) est idempotent. On lui applique la proposition précédente :
on obtient P idempotent et BA opérateur de B(H) défini comme dans 2.3.5 avec
cette fois (B'A’)? — B'A’ compact .

Ces opérateurs vérifient alors les résultats suivants :

(i) PB'A" = B'A'P et n(P) = w(B'A).

(i) B'A’ : R(P) — R(P) inversible.

On notera T son inverse.

Montrons que A’'P releve a et T B’ releve b. »
T(A'P—A)=n(AP—ABA)=r(A)x(P - B'A") =0.
#(TB'-B')=rn(TBA'B'-B'A'B') = n(PB'-B'A'B') =
En outre, T B’ inverse généralisé de A'P.

Eneffet, APTB A'P = A/P(TB'AYP = A'P3 = A'P.
Les opérateurs A = A'P et B =T B’ sont donc des relevements de a et
respectivement b. De plus, B est un inverse généralisé de A.

w(P—B'A)r(B') = 0.



3 CONORME DANS LES C* ALGEBRES

3.1 Inverse généralisé dans les C* algébres

Définition 3.1.1

Soita€ AetL,: A— A lopératewr défini par Lyx = ax

On note aA l'idéal image de L, , a~'(0) = {& € a;ax = 0} et
a_1(0) = {z € a;za = 0}.

Définition 3.1.2 Soit a € A. a est dit g-inversible si 3b € a tel que aba = a. |
b est appelé inverse généralisé de a.

Remarque :

L’inverse généralisé n’est en général pas unique.

Toutefois si a est inversible b = a™! et par conséquent il est unique.
Propriétés élémentaires :

3.1.3 (ab)? = ab et (ba)? = ba.

3.14 abd =aAd et (1 —ba)d = (ba)~1(0) = a~1(0)
3.1.5 Aba = Aa et A(l — ab) = (ad)_(0) = a_,(0)
3.1.6 a g-inversible &> " g-inversible

Remarque :

On peut normaliser I'inverse généralisé de telle sorte que ab’a = ¢ et V'al =V et
que les idempotents ab et ba ne soient pas modifiés. En effet , il suffit de poser
b = bab

Définition 3.1.7 On dit que « € A posséde un inverse de Moore-Penrose si
a posséde un inverse géncralisé normalisé ¢ tcl que (ca)* = ca et (ac)” = ac

On notera «* l'inverse de Moore-Penrose de a quand il existe.

Proposition 3.1.8 Propriétés élémentaires :

Sia € A posséde un inverse de Moore-Penrose alors :
(i) L’inverse de Moore-Pcnrose est unique

(i) (a*)* = (a*)"

(iii) (at)"Y(0) = («*)"Y(0) et atA=0a"A

(i) A= (1 —aat)ADad =(1 —ata)A & atA

2



Proposition 3.1.9
Soita € A
a g-inversible <= a posséde un inverse de Moore-Penrose

Preuves : Pour 3.1.8 et 3.1.9 voir [HM!]

.
On note A 'ensemble des éléments de A possédant un inverse généralisé.

Proposition 3.1.10

Soit a € A. a g-inversible <> a a g-inversible <= aa* g-inversible
Et on a les égalités suivantes :

(a*a)t = a*(a*)" et (aa™)t = at(a®)?t

Preuve :

Si a est g-inversible , on a :

a*aat(a*) a"a = a"aa*t(aat)a = a*aataata = a*aata = aa

De plus, a*(a*) aa” = (a*a)*(ata) est autoadjoint donc a*a est g-inversible et
(a*a)t = a*(a*)".

On procede de méme pour aa” _

Réciproquement : si a*a g-inversible d’inverse généralisé b alors a*aba™a = ¢”a.
On a donc : (a — aba*a)™(a — aba™a) = 0.

D’olt ba™ inverse généralisé de a

Lemme 3.1.11 Soit a € A et a positif.

ad fermé = a g-inversible

Preuve: Si a est un opérateur positif, il possede une racine carrée a/? = (a'/?)".
De plus, a'/? € ad et ad = aA d'aprés hypothese.

(ad désigne 'adhérence de aA)

De la , il existe b € 4 tel que a'/? = ab puis abb a = ab(ab)* = «'/*(a'/?)* =«

On en déduit que a g-inversible.
Théoréme 3.1.12
Soita e A
aA fermé <> a g-inversible

Preuve :
Si a est g-inversible alors aA = abA = (1 -ab)~'(0) qui est fermé




Si aA fermé alors a*a est positif et (a*a)'/*A fermé

En effet, |laz| = ||(a”a)!/2x|| pour tout z de A et d(x,a"1(0)) = d(z, (a*a)'/?)~1(0))
D'aprés le Lemme 3.1.11, (a*a)'/? est donc g-inversible et de la a*a I'est aussi et
donc a en utilisant 3.1.10

3.2 Conorme dans les C* algebres

Définition 3.2.1 La conorme de a € A est y(a) = y(L.)
v(a) est aussi donnée par la formule :

1(a) = inf{llazll: d(z.a=}(0)) = 1}

Théoréme 3.2.2 On peut rassembler une partic des propositions précédentes en
€nongant les équivalences suivantes.

Soit a € A, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) v(a) > 0.

(ii) ¢ A est fermé.

(iii) @ est g-inversible.

(iv) @ posséde un inverse de Moore-Penrose.

Cas particulier : Si ¢ est normal i.e ¢*a = aa”

On a aussi équivalence avec

(v) ad = a®A

(vi) aADa~l(0) = A

(vii) 0 ¢ acc o(a)

Preuve :
(/) <= (i) <> (ili) &= (iv) sont des rappels des propositions précédentes.
(vi) <= (vii) est une preuve classique.
(v) <= (vi) : Si x € A, alors comme a4 = a?A il existe y € A tel que ax = a’y
donc z — ay € a~'(0) et de plus ay € A ce qui prouve A = a™'(0) + ¢ A.
Soit 2 € ada~1(0), alors 3y € A tel que z = ay.
On sait que si a est normal, on a a™'(0) = (¢*)7'(0). De la a*z = a"ay = 0 puis
y*a“ay = 0 ce qui amene r = 0.
L'implication inverse est immédiate.
(ii) = (v) : cest 3.1.8 (iv) appliqué a @ normal.
(v) = (i) : Soit (axn).ex une suite convergeant vers y € A.
Alors 3z et z dans A tels que y = ar + =.
l\[ontrons que z = 0. On remarque que a™'(0) = (¢*)~ ( ) 1mp11que

=0 & a"s =0 &> :"a = 0. De la, Vn € 1\, 2 ax, = 0, or cette suite
converge vers sy = z"ax + z"z.Par conséquent, "z =0 =3 puis Yy = az ce qui
prouve aA fermé. '




Lemme 3.2.3
Ve € A, d(z,a”'(0) = |la* 2]

Preuve :

Soit x € Aet y € a"'(0).

etz = yli* = ||(a*x - J)'(a+ r=y)ll = [l(«Tx)ata — («t2)y — yata +yyll =
l(e*a) etz +y yl 2 fl(atz) (ata)] > [lata]?.

On en déduit que |latz —y| > ||a+z||
D’autre part, il est évident que mf ||a =yl < lla* L“
y€a~

Proposition 3.2.4
Soita € A

-

v(a) = inf{llayll; y € a* A et ||y|| = 1}

Preuve :

D’apres 3.1.4 et 3.1.8(zv). A = (1l —ata)d T ad et a='(0) = (1 — atead).
De 14, pour x € A, d(z, a7(0)) = d(a*ar, a™}(0)) = ||ataz].

Du fait que ataAd = at A, y(a) = inf{|lax| ; d(z, a"'(0)) =1} =
inf{|laatar|; lletaz|]| =1} =inf{{layl];y € et A et ||y]| = 1}.

Proposition 3.2.5 (généralisation de y(T) = ||T7||™! quand T est inversible)
Soit a € A g-inversible

v(a) = |la*|™!
Preuve :
le*|| = sup {”“ “” T € A, I#O}—sup{”” ““ r€ad, z#0} car atA =
C ) Iyl
avay + N il + 4 .

= sup sy€eatA y#0} =sup y€atA y#0}

P ”n J“|| v ** ]

ay -1
y € A, 0})" = )

Proposition 3.2.6
Soit a € A et a positif

= inf{o(e) \ {0}}

Preuve : :

D'aprés le Théoreme 3.2.2 (i) <= (vii), 7(a) = 0 et inf{o(a)\ {0}} = 0 sont
équivalents.

Supposons & présent que 5(a) > 0 et inf{a(a)\ {0}} > 0.
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Montrons que v(a) < inf{o(a)\ {0}}

a est normal et y(«) > 0, on peut donc appliquer le Théoreme 3.2.2,

(1) = (vi), ce qui nous doune aA&a~1(0) = A puis la proposition 2.1.5 appliquée
a X =AetT =L, nous donne directement I'inégalité recherchée.

Deuxieme inégalite:

Soit A ¢ o(a) tel que 0 < A < y(a) = inf{o(a) \ {0}}

Montrons qu’alors y(a) > A.

Avec les hypotheses, il existe b € A tel que (a = A)b=1et b> 0 car a — A est
positif.

Soit x € A.De ab =1+ Ab. on tire:

llabz||? = ||(x + Abe)*(x + Aba)|| = ||a"x + Aembe + Aemby + Vo bz

Dot ||abx||? = A||le=b=ba|| > || Abaf|?, puis [aba|| > ||Abz]|.

Comme bA = A. ceci prouve que Yy € a,||ay|| > ||y]] > d(y,a"*(0)).

De la v(a) = inf{o(a) \ {0}} ce qui termine la preuve.

Théoreme 3.2.7
Soit a € A quelconque

7(a) = inf{o(la|) \ {0}}

Preuve : Il suffit d’ appliquer la proposition précédente a (a"a)%.

En effet, ((L'(L)‘{’- est positif et |[ax|| = ”(a"a)%.l'” donne 4 (a) = -l.((a'a)%
Remarque :

Ce théoreme généralise le résultat suivant d"Apostol (cf[A]) :

Soit H espace de Hilbert et T € B(H). Alors (T') = inl{(o(|T]) \ {0}}
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Formules élémentaires:
La conorme vérifie les propriétés suivantes :

3.2.8 ~(a)’=7(a"a) = y(aa”) = y(a")? = (la])? = v(]a*])?
3.2.9 ~(a)>0<=]0,7(a){ C p(la]) <= 0¢ acc o(la])

3.2.10 Soit @ normal, alors¥n € N | y(a™) = y(a)".

Preuves :
3.2.8,3.2.9 et 3.2.10 découlent directement du théoreme précédent et de sa preuve.

Proposition 3.2.11 Soit a €.A.
Alors Vn € N, T, = {a € A, y(a) > n} est fermé dans A

Preuve :

On prouve d’abord le résultat pour a positif.

An = {a € A*. 7(a) 2 n} est fermé dans A. Soit a € A et « positif. Soit n € N.
Soit AeCetl<A<n

Sia € N, alors 3b€ AF tel que b— \ inversible et ||b — a|| < min( A, n — X)
donca =\ = (b= N[+ (b= X)""(a = b)] est inversible.

1
(@ = 271 = sup{lafia € ola = A)'} =

< — .
~ min(A,n — A)

inf Ja—A
a€o(a)

d’oll {a € A*; v(a) 2 n} fermé dans A.
Pour a quelconque, considérons la fonction :

At
f T — 2T
{a € A; y(a) > n} = f"H{b€ A*; v(b) = n?}) permet de conclure.

A —
Théoréme 3.2.12 La conorme est semi-continue supérieurement :

Soit a € A et (a,)nen une suite d éléments de A

@, — a=> lim v(a,) < v(a)

Preuve :
Ceci résulte directement de la proposition précédente.

Proposition 3.2.13 Soicnt a et b éléments de A tels que v(a) > 0 et 4(b) > 0.

[6¥0 — a*all <1 = |7(b) = v(a)] < |6 — o
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Preuve :

1 +ata — b*h est inversible .Notons ¢ son inverse.

Remarquons que 1 = (1 +ata —b*b)c conduit & b = (b+ ba*a — bbtb)c = batac.
De la, b = ac + batac — ac puis b = ac + (b — a)atac.

On en déduit Vo € A, ||br]] 2 |Jeatacz]l = ||b — a||.|ja*Tacz].

On a alors |[bz]] 2 |latace] = ||b = allllatacz]|.

Or, d(atacx, a='(0)) = |latacz| = ||bToz|| = d(z; b-1(0)).

De I'inégalité précédente, on déduit [[bz] > (v(e) = ||b - «|).d(x, 67'(0)) et
de la, y(b) > v(a) = ||b — «l.

La deuxieme inégalité se démontre de fagon similaire.

(&)
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4 CONORME ESSENTIELLE

4.1 Définition et propriétés

Rappelons les notations et résultats des chapitres précédents.
C(H) = B(H)/K(H) l'algebre de Calkin et = : B(H) — C(H) la surjection

canonique.

Définition 4.1.1 le spectre essenticl est 0.(T) = {A € C; T—AI n’est pas Fredholm}
On note p(T) = C\ o.(T)

D’aprés le théoreme d Atkinson,on a :
4.1.2

o(7(T)) = oe(T)

Remarque : ce résultat est en fait exactement la proposition 2.3.2 réécrite en
utilisant la notion de spectre essentiel.

Définition 4.1.3 Soit T € B(H)
v(=(T)) scra appelée la conorme essentielle de T et sera notée v.(T).

Propriétés de la conorme essentielle:
4.1.4  7.(T) = 7.(T)) = inf{o.(|T]) \ {0}}
4.1.5  7(T)? = 7(T"T) = 7.(TT") = 5.(T")?
41.6  4(T)> 0 <= 0.4(T)[ S p(IT]) <= 0 ¢ acc o(|T)
417  7(T)> 0= [0.%(T)[ S pe(|T]) &= 0 ¢ acc o (|T])

Preuve : 1l suffit d‘appliquer le théoréme 3.2.7 et les formules 3.2.8, 3.2.9 a T et

m(T).



Proposition 4.1.8 Soit T € B(H)
VK € K(H), %(T) =4.(T + K) > v(T + RK).

Preuve :

- 7(T) = %(x(T)) = A(=(T + K)) = 7(T + K)

- Soit A € B(H), o.(|A])  o(JA]) d'ot inf{s.(|4])\ {0}} > inf{a(|A]) \ {0}}
En utilisant le Théoreme 3.2.7, on obtient v.(A) > v(A4).

Cette inégalité appliquée a A =T + K donne v.(T + ') > (T + K).

Rappelons quelques résultats sur le spectre des opérateurs normaux.
Ces propositions nous seront utiles dans la preuve du Théoreme 4.2.2.

Proposition 4.1.9 Réf : c’est la proposition 4.5 de [Co].
Soit T opérateur normal de B(H).
R(T — AI) est fermé si et seulement st A est un point isolé de o(T).

Proposition 4.1.10 Réf : C'est la proposition 4.6 de [Co).

Soit T un opérateur normal de B(H).

0.(T) = o(T)\ {A € C tel que X est un point isolé de o(T) et est une valeur
propre de multiplicité finic}.

Preuve de 4.1.10 :
(i) - Si A & o(T) alors il est clair que A ¢ o.(T).
- Si A € {A € C tel que A est un point isolé de o(T) et est une valeur propre de
multiplicité finie} alors A pole d'ordre 1 de A — R(T,A) = (T — M)
De la, R(T — M) est fermé et H = N(T — AI) & R(T — AI).
Comme N(T — A[) est de dimension finie, T — Al est Fredholm et par conséquent
Ao (T).
(ii) Si A ¢ 0.(T) alors R(T — Al) est fermé. Et d’apres la proposition précédente,
A est un point isolé de o(T').

Remarque : Si T opérateur normal de B(H) alors tout point isolé de o(T)
est une valeur propre de T
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4.2 Reléevement de la conorme

Ce relevement est 'objet principal de ce travail.

On a déja recherché pour différents opérateurs particuliers des relevements dans
I'algebre de calkin. Il est alors naturel de chercher si un éventuel relevement de
la conorme essentielle est possible. Dans un premier temps, on remarque que si
la conorme essentielle est nulle, on obtient facilement le relevement désire.
D’autre part, si elle est strictement positive on a un premier résultat partiel
immédiat.

On regroupe ces deux résultats dans la proposition suivante :

Proposition 4.2.1 Soit T € B(H) tel que ~.(T) = 0.
AlorsVK € N(H), ¥(T + K).=0.

Soit S € B(H) tel que 7.(S) > 0.

Alors il existe K' € N(H) tel que y(S + K') > 0.

Preuve :

Il suffit d’appliquer la proposition 2.3.6 qui permet de relever les inverses généralisés
et d’utiliser 1'équivalence valable pour tout élément ¢ d’une C* algebre :

a posséde un inverse généralisé si et seulement si sa conorme est strictement
positive qui a été démontrée dans un chapitre précédent.

Nous allons démontrer & présent un résultat beaucoup plus précis :

Théoreme 4.2.2  Soit T € B(H) alors

Ye(T) = sup (T + k).
KeK(H)

Démonstration :

Premiére inégalité : D’aprés 4.1.8, il est clair que 7.(T) = sup (T + k).
KNek(H)

Deuxieme inégalité : 7.(T) < sup (T + k)
Kek'(H)

Si 7.(T) = 0 alors l'égalité est évidente.

Siv.(T)>0.

Premier cas : ]0,7.(T)[(C p(IT1)-

Alors 4(T) = d(0,a(IT)\ {0}) 2 7.(T).

Donc sup (T +K)2>2+(T) 2. (T)
KeR(H)

Deuxieme cas : |0, 7.(T)[Z p(IT|).
D’apres 4.1.7, on a toujours 10, 7. (T)H{C pe(IT])
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D’apres 4.1.10, on a :
a(|T)) \ ce(|T]) = {A € C tel que A est un point isolé de o(|T|) et est une valeur
propre de multiplicité finie} est dénombrable.

Donc il existe une suite de points distincts (A;)n>1 C ]0,7.(T)[ telle que

(i) 10, 7(T)0\(An)ast € p(IT])

()

les seuls points d’accumulations éventuels de la suite(A,).>1 sont 0 et v.(T')

IT| est un opérateur normal et-\, € a(|T]) N p.(|T]), on en déduit que :
Pour tout n > 1,ona H = R(|T| - A1) N(|T| — A1) et on a
également R(|T| — A1) fermé d’apres 4.1.9 d’ot :

(iii) H = R(|T| = A\d) & N(|IT| = A1),

La décomposition (iii) est orthogonale et la dimension de N(|T'| = A, I) est finie.
Soit P, la projection orthogonale sur N(JT'| = A, 1), alors P? = P, = P;.
Comme pour n # m, P,v € R(|T| - A1), on a PP, = PP, = P.bym.
On remarque également que |T'|P, = P,|T| = A, P,.
Soit § < 4.(T). Posous Is = {n >1; \, <é}.
Alors pour tout * € H, lasérie & ¢, Pat est convergente. En effet, || Xy, Paz]|® =
S ety [ Pacll? < 12l
Soit Psx = Y per, Pu, alors Ps € B(H), P! = Ps = P; et Fs|T| = |T|Ps.
- Montrons que les opérateurs |T|Ps et T Ps sont compacts.
Si Is est fini alors Ps est un opérateur de rang fini.
Par conséquent, |T|Ps est aussi de rang fini et donc compact.
Si I est infini, alors A, — 0 quand n — 400 d’apres (:¢).
On peut supposer par commodité que la suite (A,) »>1 est décroissante.

nElg
Soit z € H,
m-—1
TP - S TPl =1 T MPalf= 3 MPul? X% 3 [[Paall? < X412
n,:n’ellé nr‘n%g‘Q n?n?g‘lé nt‘n?enh
D’ou,
m-—1
WT1Ps — > IT|P)l € A — 0 quand m — +oo.
n=t
n,melé

Donc |T|Ps est compact comme limite d’opérateurs de rang fini dans B(H).
Montrons a présent que l'opérateur T Ps est compact:
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|T|Ps compact implique que (|T|Ps)? compact.

Puis,comme |T'| et Ps commutent et (Ps)? = Ps = P{,ona:

(IT|Ps)? = Ps(|T|)*Ps) = P;T*TPs = (T P5)*(TFs).

L'opérateur (T Ps)™(T Ps) est donc compact ce qui entraine que T Ps est compact.

Montrons qu’on a l'inclusion suivante :
10,6} C p(ITI(I = Fs))

Puisque pour tout A €]0,6], |T|—AI est Fredholm d'indice zéro et |T|Ps compact,
|T|(I — Ps) — M est Fredholm d'indice zéro pour tout A €]0,6]. Donc, pour
démontrer l'inclusion, il suffit de montrer que N(|T|(I — Ps) — M) = {0} pour
tout A € )0, 8]. 3

Soit z € N(|T|(I — Ps) — Al), alors

v=(I- P5)|T|§ et (|T| = M)z = Ps|T)z.

D'ou (IT| = Al)x = Ps|T|({ — Ps)|T|5 = 0. Par conséquent, x € N({T] - AI).
Si A # Ay, n € I, alors {T| — Al est inversible (d’apres (2)) et donc z = 0.
Si A=A, n € s, alors x € N(|T| - A1) et donc Pse = «. v

En outre, Apx = |T|(I — Ps)x = |T|(I — Ps)Psx = 0 d’ou x = 0. Ce qui établit

I'inclusion d’apres la remarque initiale.

On peut a présent conclure :

Comme |T|(I — Ps) = |T(] = Ps)|, 10,68] C p(|T|(I — Ps)) implique que

¥(T(I — Ps)) 2 6. Par conséquent, pour tout § < .(T), il existe K5 = TP
compact tel que y(T — As) > 6.

D’ol finalement, pour tout 6§ < 7.(T), sup (T + L) > 6.

KNeK(H)
La deuxieme inégalité est donc prouvée ce qui termine la démonstration du
théoreme.

Remarque 1 : l'égalité du Théoreme précédent n'est plus valable lorsque
T € B(X), X espace de Banach. En effet, il existe un espace de Banach X et
un opérateur T € B(X), (cf [A-T], la preuve du Théoreme 3.5) tel que T est
semi-Fredholm, L) injectif et il existe R, € B(X) vérifiant ||x(R,)|| = 1 et
I=(TR,)|| — 0 quand n — =c.

D’otlt, 7.(T) = v(L+1)) =0 et 7(T) > 0.
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Remarque 2 : nous effectuerons par la suite une démonstration plus courte
suggérée par J.Ph Labrousse de ce Théoreme mais la construction de la preuve
qui précede est indispensable pour démontrer le Théoreme suivant.

Ce Théoreme montre que le supremum est atteint. On obtient alors un
relevement exact de la conorme ce qui était notre objectif.

Théoréme 4.2.3 Soit T € B(H), alors il existe N opérateur compact tel que
7e(T) = 7(T + K).

Démonstration :

Deux premiers cas sont immeédiats :

- Si 9.(T') = 0 alors 7v(T') = 0, donc 'opérateur A" = 0 convient.

- Si7.(T) = +> alors T est compact.. Dans ce cas, il suffit de prendre A" = =T

Démontrons 'égalité du théoreme dans le cas 0[1 0 <7(T) <
- Si1 0 < 7.(T) < oo alors d'apres le Théoreme 4.2.2,il existe Ny € N(H) tel que
(T 4+ Ko) > 0. On peut a présent supposer que y(T) = v(|T|) > 0.
0 n’est donc pas un point d’accumulation de o(|T).

Si [1(T), %(T)] C p(IT1) alors 7(T) = +(T).

Dans ce cas ['égalité du théoréme est vérifiée pour L' = 0.

Si [Y(T),7.(T [¢ p(IT1),
on a alors [v(T),7.(T)[ N o(IT]) = (Aa)np1 qui est une suite de points
distincts avec “/e(T) comme seul pomt d’accumulation éventuel.
Comme dans la preuve du Théoreme 4.2.2, on considere P, la projection
orthogonale sur N(|T| — A,I) et on pose Vx € H, Px = 5,51 Paz.
Alors Vopérateur Ky = 4.(T)P — |T| P est compact, en effet, soit la suite (An)u>1
est finie soit 7.(T) — A, — 0 quand n — +20).
Puisque |T| = (I = P)|T| + ~.(T)P - K,,

1e(T) = 7(IT1) = 7((I = P)IT| + 7.(T)P).

- Montrons que |0,v.(T)[C p((I = P)|T| + v.(T)P).
Pour cela, il suffit de montrer que :
VA €10,v.(T). N((I=P)|T|+v(T)P-)X)=0
Soit z € N((I - P)ITI + v(T)P - \I).
Alors Az = (I — P)|T|z + “/e(T)PT
et Vu > 1, (|T| = M)z = (|T| = 7.(T)[)Px = (u | = 7 (T)1)(242) " P
D’ou Px = 0 et par conséquent x E N(|T| = Al).
Si A # Ay, alors |T| — Al est inversible et donc 2 = 0.
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Si A = A,, alors ¢ = P,a = Pr dou (|T] — Al)x = (As — 7e(T))z = 0 et par
conséquent z = 0.
On en deduit finalement que :

1e(T) = 7(IT]) = 7e((I=P)|T|+7(T) P) = ((I-P)|T

+7:(T)P) = v(IT|+Ky).

Maintenant, soit T = V'|T'| la décomposition polaire de T avec V" une isométrie
ou une co-isométrie (cf 2.2.10. Par symétrie de l'adjoint, on peut supposer que
V est une isométrie. En utilisant 2.1.4, on obtient :

¥e(T) = 2(IT[ + K1) = v(V(
ou h =VK, € N(H).

Le théoreme est maintenant démontré.

T|+ k) = 9(T + K)

Remarque : -
Si T est semi-[redholm alors

.

Ye(T) = max{m(T),m.(T7)}

ot m(T) = inf{o.(|T|)}. Il est clair que les Théoremes 4.2.2 et 4.2.3 restent
valables si on remplace "+ (T')" par "m.(T)".
On a donc la proposition suivante :

Proposition 4.2.4  Soit T € B(H) alors :

me(T') = sup m(T + k).
KeK(H)

De plus, il existe K opérateur compact de B(H) tel que :

me(T)y=m(T + K)

Théoreme 4.2.5 Soit T € B(H) et T = U|T| sa décomposition polaire avec
U isométrie partielle et N(T) = N(U).

AT =sup{c>0; T°T > c U}

Preuve :

On procede par double inégalite.

(i) Soit ce R tel que T*T > cU~U.

On a alors Vo € H,(T"Tx.z) > c(UUz,x)

Size N(T)yr = N{U) ona: [T))2 > c|Uz|i® > x|

Donc Vz € N(T)* et = # 0, Ta| > Ve qui se traduit par v(T) > V.

el —
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On en conclut que ¥(T)? > sup{c > 0;T*T > cU~U}.

(i) Vo € N(T): et z £ 0, 4(T)* < ””TQHQ Z le fL)
Donc Vo € N(T)*: et x #0, v(T)% (UUux,z) < (T"Ta,2),
ce qui prouve que v(T)2. U=U < T"T.

Finalement, v(7)? < sup{c>0; T"T > cU"U}.

(
=

Définition 4.2.6 T € B(H) est dit quasi-normal si T commute avec T"T.
(cf.[H, probléme 108])

-

Remarque : Un opérateur normal est quasi-normal.

Proposition 4.2.7 Soit T € B(H), quasi-normal.
{TY ={S € B(H); TS = ST}, le commutant de T.

On a alors :

7(T)=sup (T +K)
KeR(H)N{T}"
et
AR € K(H)N{T} tel que 4.(T) =~(T + K).

Preuve : Pour obtenir 4.2.7, il suffit de remarquer que T quasi-normal implique
T commute avec |T| et utiliser les démonstrations des Théoremes 4.2.2 et 4.2.3.

Proposition 4.2.8
Si T est normal alors¥n > 1, 3N € N(H)N{T}, normal tel que v.(T") = v((T+K)").

Preuve : On utilise encore la démonstration du Théoréme 4.4.4. On obtient avec
la méme construction un opérateur K = V. tel que 4.(T) = 4(T + K). De plus
du fait que T est normal et de par la construction de i, K est alors normal et
commute avec T donc T 4+ K est normal.

En appliquant la Proposition 3.2.10 pour ¢ = #(T) puis poura=T+ K,on ale
résultat suivant :

Vn € N7, 7.(T") = (7.(T))" = (W (T + A" = (T + K)").
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4.3 Applications du relevement de la conorme

Proposition 4.3.1 Soit T € B(H)
Ye(T) > 0 <= IK € K(H) tel que R(T + I') fermé

Preuve de 4.3.1 :
D’apres le Théoreme 4.2.3, '
dN € K(H) tel que (T + R') > 0 et ceci équivaut a R(T + K) fermé.

m
Notation : on rappelle que pour A C* algebre, 4 désigne I'ensemble des
éléments de A admettant un inverse généralisé.

-

Proposition 4.3.2

I 1 f 1

C(H)= n(B(H))

Preuve de 4.3.1 :
- En utilisant successivement 3.1.12 appliqué & ¢« = #(T) et & @ = T ainsi que le

Théoreme 4.2.3 ,on obtient :
1

TeCH)= (T)>0«<= 3N e K(H) tel quey(T+K)>0
| paa— 1

. —
< JK e K(H)telqueT+ N € B(H) < T € n(B(H)).
Remarque : ce résultat est 'analogue des résultats 2.3.6 et 4.2.1 déja connus.

[ —
Proposition 4.3.3 Soit =(T) € C(H) et n(T)* son inverse de Moore-Penrose.
Alors ‘
~(T)*|| = i SMP
I=(T)*1 = inf (T +K)*]

En fait, Uinf est atteint i.e : 3Ny € K(H) tel que ||=(T)*|| = (T + Ko)*||

Preuve :
C’est une conséquece directe des théoremes 4.2.2 et 4.2.3.
On rappelle d’abord que la proposition 3.2.5 donne égalité : v(=(T)) = (||=(T)*||)~".
Pour le premier résultat en appliquant 4.2.2 et 1'égalité ci-dessus, on obtient :
I=(T)H] = - = b = .
Wn(D) — sup AT +K) = !
e ren(a) (T + K)*F|
= inf |(T+ K.
Kek'(H) .
Pour le deuxieme, on a :

I=(T)*|| = 7(7.'%T)) =T _}_ gy & appliquant 4.2.3.
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Remarque :
En utilisant la proposition 3.2.5, on peut également proposer une démonstration
plus courte du théoreme 4.2.2 suggérée par J.Ph Labrousse :
Autre preuve du théoreme 4.2.2 :
Si 4.(T) = 0, le résultat est immédiat.
Si 7¢(T) > 0, en utilisant I'équivalence :
Y(T) > 0 <= 3 Ny, € N(H) tel que T + Ko admet un inverse généralisé,
(cf4.2.1).
On en déduit que T = T + K admet un inverse de Moore-Penrose noté T+,
(cf3.1.9)
D’autre part, on a ¥V K € K(H), =((T + K)*) = o(T + K)* = =(T)* = =(T*).
Par conséquent, (T + K)* = T+ + K’ o k' € K(H).

D’autre part, inf |(T+ KV*|| = _inf [|(T*+ K.
KeK (H) Kek(H)
On en déduit que :
’ 1 1 1
s TG Y W N S—
. inf T+ KNo)"+ A
(e T AN Cay ST RN [ O
1 1 - a9
= — z - - = - tilisant 3.2.5 pour la
7 T ns I en u
el T+ K+ Ko)7 |

inf ———
Kek(H) (T + K)||
derniere égalité.
On a donc 7.(T) = L I = sup (T + K).
KeK(H)

inf ————
Ken(Hyy(T + KN)|
C’est le résultat recherché.

Proposition 4.3.4 Soit T € B(H) alors il existe K € B(H) compact tel que
I=(D)ll =T + K.

Preuve :

cette proposition se démontre en utilisant un raisonnement analogue a celui du
Théoreme 4.2.3.

Ce dernier résultat donne une réponse partielle a la conjecture de C. Olsen et J.
Plastiras [0-P] , page 389, voir aussi [O], [A-P] et [P].

Conjecture 1:

Soit T € B(H) et P un polynéme a coefficients complexes, alors on conjecture
le résultat suivant :

il existe N compact tel que

1e(P(T)) = +(P(T + K)).



4.4 Quelques résultats concernant y(7T'), v(T) et ~.(T).
Définition 4.4.1 On pose
No(H) = {T € B(H).dim R(T) < >};

Yo(T) = sup (T + F)
FeRo(H)

Il découle directement de ces définitions les inégalités suivantes :

Proposition 4.4.2
0 < (T) < 700(T) < 7(T)

Proposition 4.4.3 Soit T € B(H)
WT)>0 <= 7(T)>0.

Preuve: Si R(T) est fermé alors pour tout F € Ro(H), R(T + F) est ferme.
En effet, R(T) 4+ R(F) est fermé dans H comme somme d’un sous-espace fermé
et d'un sous-espace de dimension finie. D'autre part, R(T + F) C R(T) + R(F)
et dim '}%I‘(—)IZRT()M < oo impliquent que R(T + F) est fermé dans R(T) + R(F') et
donc fermé dans H.

Proposition 4.4.4 Soit T € N(H)\Ko(H)

Alors ¥(T) = 1.(T) =0 et 7.(T) = +2c.

Preuve : Si T est compact et R(T') fermé alors R(T) de dimension finie.
Doncsi T € N(H)\No(H) alors R(T) n’'est pas fermé et donc ¥(T) = 0.
D’apres la proposition précédente, v(T) = v,.(T) = 0.
D’autre part, 7(T) = sup (T 4 K) et (0) = o0 donc 7.(T) = +co.
KeR(H)
Théoréeme 4.4.5 Soit T € B(H) avec 4(T) > 0, alors
1e(T) = Yoo(T).

Preuve :
On procede par double inégalité :
Premiere inégalité: on a toujours v.(T) = v (T).

Il suffit alors de montrer que 'opérateur T Ps est cette fois de rang fini.
¥(T) > 0 implique que 0 n'est pas un point d’accumulation de o(|T}).
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Par conséquent, pour tout § < v.(7T), Is est un ensemble fini donc Ps puis T Ps

sont de rang fini. On en conclut que :

Vé<7(T), sup v(T+F)=26
FeRo(H)

Ceci prouve que vo(T) 2 7.(T).

4.5 Exemples

Exemple 1

Exemple d’opérateur tel que ¥(T) = Yoo(T) = 0 et 7(T) = +00.

Soit H un espace de Hilbert s¢parable et (e,),>1 une base hilbertienne de H.
Soit T € B(H) défini par Vo > 1, Te, = ;ll-en.

Alors T € K'(H) comme limite d'opérateurs de rang fini.

Comme 4(0) = +00, 7.(T) =sup{y(T + ), N € K'(H)} =~(0) = +o0.

De plus, il est clair que T n’est pas de rang finii.e T € N(H)\ No(H).
Donc, d’apres les propositions 4.4.3 et 4.4.4, 4(T) = v,.(T) = 0.

Exemple 2

Exemple d'opérateur tel que ¥(T) = ¥(T) =0 et 0 < 7.(T) < oc.

Soit H comme dans 'exemple 1. Soit P la projection orthogonale sur le sous-
espace engendré par e,, et i opérateur de B(H) défini par:

Vn>1, KNeypoy = ﬂl_-—l-ez,l_l; Ne,y, =0.

K est alors compact comume limite d'opérateurs de rang fini.

Posons T = P + K alors Teypy = ﬁeg,,_l et Teq, = €9n.

N(T) =0 donc 4(T) = inf{||Tx||;x # 0} = 0.

En effet, [[Tez—1]| = 575 tend vers 0 quand n tend vers U'infini.

On en déduit également que v(T') = 0.

Eton a: ~v.(T) = inf{c.(T)\ {0}} = 1.

Exemple 3

Exemple d’opérateur T tel que v.(T) = y(T) = 7,(T) = 0.

Soit H=H\9H,®..@ H, P ..ol H, = #(N~)

Soit T € B(H) défini par Tx = (2 )p>1 olt T = (Z,)n>1 € H.

Prouvons que v.(7T) = 0. B

Notons T, la restriction de T a H,,, alors T, : H,, — H, est un isomorphisme.
Donc T n’est pas compact.

De plus, VN e N(H), T+ N=(T+KN),: H, — H

est semi-Iredholm avec dim N((T + K'),) < 0.

Soit ¢; € H,, ol (¢;)i»y est la base canonique de H, = (2.

Alors, [|[(T 4 N)u(ei)|| — L et d(e.. N((T + K),)) — | quand i — +o0.
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Or, y((T + L')n)d(e;, N((T + K),))
¢ vers l'infini, on obtient ~((T + K),)

< T + R)n(e:)], d'ou, en faisant tendre
<

Sl

Et commeVn > 1, y(T+ L) <~(T + N),) <
¥(T + K) = 0 pour tout compact k' € ().
Par conséquent +.(T) = 0.

Pour conclure, on sait que de facon générale,
Ye(T) = 0 implique ¥(T) = 7(T) = 0.

3|

, on en déduit que :
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5 CONTINUITE DE LA CONORME ESSEN-
TIELLE

5.1 Relevement de la conorme et opérateurs semi-Fredholm

Notons os_p(T) = {A € C;T — A n'est pas semi-Fredholm} le spectre essentiel
semi-I'redholm. «

Soit d(T') le rayon de la plus grande boule ouverte centrée en T et incluse dans
I’ensemble des opérateurs semi-Fredholm.

On prend d(T) = 0 si T n’est pas semi-Fredholm.

Soit s(T) =sup{c >0, VA€ C, 0< |\ <&=3 T — M semi-Fredholm}

Si T est semi-Fredholm alors s(T) = d (0, os_r(T)).

Remarque: VT € B(H), d(T) < s(T)

Proposition 5.1.1 Si T est semi-Fredholm, on a :
(i) +(T) < d(T) < s(T) :
(i1) Yo(T) < d(T) < s(T)

Preuve :

(z) D’apres la proposition 2.2.9, la boule B(0,v(T)) est incluse dans I'’ensemble
des opérateurs semi-Fredholm donc +(T) < d(T).

(it) Comme les opérateurs semi-Fredholm sont stables par perturbation finie,

VY F € B(H) de rang fini, d(T + F) = d(T). De (i), on déduit v,,(T) < d(T).

Proposition 5.1.2
Soit T semi-Fredholn et S € B(H)
Si |T = S|| < 7(T) alors S est semi-Fredholm et ind(T) = ind(S).

Preuve : D'apres le Théoreme 4.2.3, il existe K € N'(H) tel que :
Ye(T) =T + k) d’ou (T + K) - (S + R)|| < (T + R).
D'apres 2.2.9, § + K est semi-Fredholm et ind(T + RA') = ind(S + I).
Et, comme les opérateurs semi-Fredholm ainsi que leurs indices sont stables par
les perturbations compactes, la proposition est démontrée.

Proposition 5.1.3 Soit T, S € B(H), T semi-Fredholm alors :
IT = Il < 1(T) = |(T) = 7.(5) < IT - .

Démonstration : Puisque T est semi-Fredholm, m(T') est inversible a gauche
ou inversible a droite dans C(H). Sans perte de généralité on peut supposer que
m(T) est inversible & gauche ( sinon on considérerait #(7T")). Soit maintenant

1
S € B(H) tel que |r(T) — »(S)|| € ——=—.
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Alors ||[#(T)*Y(#(T) — =( || < 1 d'olt I - 7(T)H(=(T) = 7(S)) = n(T)*=(S)
est inversible. Donc [#(T)*#(S)]"'#(T)*=(S) = I ce qui implique que 7(5) est
inversible a gauche . En utilisant 3.'2.13, on voit facilement que :

7e(T) = 7(S)] < |I7(T) = =(S).

Donc on a montré I'implication suivante :

I=(T) = ()] < = e(T) = 7:(S)] < (T = =(S)]].

1
I=(T)* |l

Et, comme d’apres 3.2.5, v.(T) = et |=(T)—=(S)|| £ |IT = S|,

1
=(T)*
N , , I=(T)*|l
la proposition est démontrée. |
Rappelons le Théoréme 8.2 de [Z1] qui servira dans la preuve du Théoreme
suivant:

Théoréme 5.1.4 Soit T un opérateur semi- erdholm de B(X) ou X est un
espace de Banach.

lim 5(T")Y" = lim d(T")Y" = s(T)

T O n—+420

Théoreme 5.1.5 Soit T € B(H) semi-Fredholm

Alors
nET ve(T™)Y™ existe
et on a
dim (T = d(0,05-¢(T))
Preuve :

Puisque T semi-Fredholm, R(T) est fermé ainsi que R(T™) pour tout n € NV
(cf [S]) et de la ¥Vn € N,+(T™) > 0. En appliquant la proposition 4.4.5 & T",
on obtient :Vn € N, ’Ye(T ) = ¥ (T").

Maintenant, le Théoreme 3.1.4 rappelé ci-dessus permet de conclure.
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5.2 Points de continuité de la conorme essentielle

Proposition 5.2.1
La fonction v, : B(H) — [0,+00] est semi-continue supérieurement

Preuve : Il suffit d’appliquer 3.2.12 a a = =(T).

Remarque : dans [Z2] Proposition 1, on trouve une version de ce Lemme dans
le cadre des espaces de Banach.

Théoréme 5.2.2  Soit T € B(H)

T est un point de continuité pour la fonction 4, : B(H) — [0, 4+00]
st et seulement st

Y(T) =0 ou T est semi-Fredholm.

Démonstration

"Si”.

Quand 4.(T) = 0, la continuité de v, découle de sa semi-continuité supérieure (cf
proposition 5.2.1).

Supposons donc que v.(T) > 0 et que T est semi-Fredholm. Alors la continuité
de 7, se déduit de la proposition 5.1.3.

"Seulement si”:

Supposons que la fonction ¥, est continue au point T et que v.(T) > 0.

A/ef)T) > 6.

D’autre part 'ensemble des opérateurs semi-Fredholm est dense dans B(H) (cf
2.2.11). Donc il existe

(Ta)nen une suite d’opérateurs semi-Fredholm qui converge vers T dans B(H).
Alors pour ¢ = min{c, 6} > 0, il existe N € N tel que ||Tv — T|| < min{a, é}.
D'ott 7.(Tw) 2 6 et || Ty — T| < 6.

Par conséquent, ||Ty — T'|| < ve(Tw).

La proposition 5.1.2 permet alors de conclure.

Remarque : on peut rapprocher ce résultat du théoreme 2.16 de [L-M]

qui caractérise les points de continuité de la conorme.

Alors il existe a > 0 tel que si [|[T — S|| < « alors v,(S) >
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Proposition 5.2.3 Soit T € B(H) tel que 4.(T) > 0

Alors les propri€tés suivantes sont équivalentes :

(1) T est un point de continuité pour la fonction v, : B(H) — [0, +o0]
(2) 38 > 0,3a >0, tel que ¥S € B(H), |T-S) <a=17.(S) =8
(3) 33 > 0,3a > 0, tel que VS € B(H), ||T — S|l < a« =0, B[C p.(|S])
(4) 33> 0,30 >0, tel que VS € B(H), |T -S| <a=0,8[C p.(]S7))
(5) T est semi-Fredholm . '

Démonstration : Les implications (1) = (2) = (3) sont immédiates.

(3) & (4) . Il suffit de remarquer que :

10, B[C pe(T*T) & 10, B[ C p(TT*) puis d’appliquer le théoréme de I'application
spectrale. .

(3) == (3) : Puisque I'ensemble des opérateurs semi-Fredholm est dense dans
B(H), il existe S € B(H) semi-Fredholm tel que ||T — S|| < min{e, 5}.

D’oli, par I'hypothese (3), ||T — S|} < 7.(S). Maintenant la Proposition 3.1.2
permet de conclure. -

Remarque : Dans [L-M] les auteurs ont étudié les points de continuité de la
fonction v : § —— 4(S5) ol § appartient a 'ensemble des opérateurs fermés a
domaines denses dans H.
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