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1 INTRODUCTION 

l\'OTATIO~S : Dans la suite , X désignera un espace de Banach, B(X) l'algèbre 
des opérateurs bornés de .Y dans X et I\(X) l'idéal des opérateurs compacts de 
B(X). 
H désignera un espace de Hilbert. 
Pour TE B(X), on notera respectivement: 
N(T), R(T) et a(T) le noyau, l'image et le spectre de T. 
On notera p(T) = C \ a(T), l'ensemble résolvant de T. 

1.1 Motivations 

En 19-ll,Calkin (c.f [C]) sï1itéressa à une algèbre qui portera. son nom et qui est 
définie comme suit: 
Soit H un espace de Hilbert. 
On note C(H) = B(H)/ r\·(H) l'algèbre de Calkin qui est une c· algèbre et 
r.: B(H)---+ B(H)/ !\(I-l) le morphisme canonîque. 
Ceci amena naturellement à définir un noll\·eau spectre elit "essentiel". 
ae(T) = p. E C, rr(T) - ,.\ n'est pas inversible}. D'autre part. le théorème 
d' Atkinson (c.f [At]) montre le lien entre cc spectre essentiel et la théorie des 
opérateurs Fredholm et semi-Fredholm par l'équi\·alence : 
r.(T) inversible est équivalent à T Fredholm. 
L'apparition d'une structure quotient pose toujours le problème d'éventuels relèvements. 
Dans ce cas, ils se posent de la façon sui\·a!lte : 
Pour r.(T) vérifiant une certaine propriété, existe-t-il un opérateur compact /\de 
B(If) tel que T + [\ vérifie la même propriété? 
On peut ainsi essayer de relever certains opérateurs particuliers. 
Dans l'article qui introduit cette algèbre, Calkin s'y intéresse déja: 
Il démontra les propriétés sui\·a1ltes : 
Toute projection orthogonale de C(H) est l'image par r. d'une 
projection orthogonale de B(H), (cf [C] ou [D-L-H]). 
D'autre part, toute isométrie partielle de C(H) est l'image parr. d'une isométrie 
partielle de B( H), (cf [D- L-H]). 
En outre, on sait que tout élément idempotent de C(H) est l'image par r. d'un 
élément idempotent de B(IJ), (cf [Pa.]). 
Pour les opérateurs autoadjoints. on a : 
Si rr(T) autoadjoint alors il existe/\. E /\"(If) tel queT+/\. autoadjoint. 
\Vey[ précisa ce résultat en prouvant le théorème qui porte son nom:. 
Soit H espace de Hilbert séparable alors il existe l\. E /\"(If) tel que : 
T +A' autoadjoint et a(r.(T)) = a(T + [\·). (c.f [\V] ou [D-L-II]). 
En utilisant le théorème de relèvement des éléments idempotents avec la prêuve 
de [Pa] , on peut également relever les inverses généralisés : 
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Soit a E C(H) tel que :lb E A vérifiant aba = a 
Alors il existe A E B(H) et BE B(H) tels que: 
1r(A) =a; 1r(B) = b et ABA =A 
Cependant dans nombre de cas, il n'est pas possible de relever de façon aussi 
satisfaisante les éléments de l'algèbre de Calkin en gardant toutes 
leurs propriétés. Ainsi clans le cas qui vont suivre l'indice de l'opérateur apparait 
comme une obstruction au relèvement. 
Pour les inversibles, le théorème d'Atkinson donne une réponse partielle 
complétée par le résultat précis suivant : 
Soit 1r(T) inversible clans C(H), alors 
il existe A. E A.(H) tel queT+!\ inversible si et seulement si incl (T) =O. 
Par conséquent,il n'existe pas toujours un relèvement inœrsible des éléments in-
versibles de C(H). • 
Pour les opérateurs normaux, la solution est apportée par le théorème suivant: 
Théorème de Bro\\'n-Douglas-Fillmore (c.f (B-D-F]): 
Soit r.(T) un élènwnt normal de (C(H). 

Il existe/\ E /\.(If) tel queT.+ 1\ normal 

si et seulement si 

V>. E Pe(T), incl (T- ,\) = 0 

D'autre part , Brown, Douglas et Fillmore cf[B-D-F] montrèrent en 19ï:3 que les 
opérateurs unitaires se rdhcnt de la façon suivante: 
Soit r.(T) unitaire dans C'( If) avec If espace de Hilbert séparable. 
il existe /\. E /\.(Il) tel que T + 1\ unitaire si et seulement si incl (T) =O. 
Si incl (T) = +n a\·ec n E :V*, alors T est une perturbation corn pacte du 
''backwarcl shift" de mqltiplicité n. 
Si incl (T) = -n avec nE N*, alors Test une perturbation compacte elu "shift" 
de multiplicité n adjoint elu précédent. 
l'ious avons vu qu'on peut relever les inverses généralisés mais que pour les 
éléments inversibles, l'indice fait obstruction. 
Or l'étude de l'inversibilité est essentielle en théorie des opérateurs. 
Il semble clone part.iculièmcnt intéressant de considérer ce problème. Cette notion 
d'inversibilité est généralisé par les concepts d'inverse généralisé et d'opérateurs 
se mi- Fredholm dont l'incl ice vient d'être évoqué. 
Dans ce cadre, la conorme introduite par Kato dans [Kl] et [K2] dont nous repren
drons la définition joue un rôle particulièrement important. Elle a d'ailleurs été 
introduite clans le cadre de la perturbation des opérateurs semi-Fredholm. 
Rappelons que la conorme de T notée r(T) est définie par : 
Î(T) = inf{JJT.rJJ: d(x, :\'(T)) = 1} si T-f. 0 
~,(T) =+ex:> SI T =o. 
On connaît le lien entre la conormc ct le spectre par l'égalité suivante 
démontrée par Apostol ( c.f [A]) : 
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Pour T E B( H) Olt H espace de Hilbert, 1(T) = inf { o-(ITI) \ {0}} Olt ITI = (T*T) t 
D'autre part, elle permet d'abord de déterminer si un opérateur a une Image 
fermée par l'équivalence : 
1(T) > 0 si et seulement si R(T) fermé. 
Dans les espaces de Hilbert, la nullité de At(T) est clone un critère pour l'existence 
d'un inverse généralisé par les équivalences suivantes : 

1(T) > 0 <==> T possède un inverse généralisé <==> R(T) fermé. 

Outre ces propriétés, la conormejoue également un rôle particulièrement intéressant 
clans la théorie des perturbations des opérateurs Fredholm et semi-Freclholm. On 
rappelle notamment le théorème suivant : 
Soit T semi-Fredholm et S' E B(X) 
Si liT- S'li < ;(T) alors S est semi-Frecllwlrn et incl (T) =incl (S'). 
c.f Goldberg (G];Théorème V.l.G 

En 1991, i\Ibekhta. (c.f (i\I]) montra. que la. notion de conorme pou\·ait être 
étendue aux c· algèbres en gardant les importants résultats connus clans les es

paces de Hilbert. 
On peut alors parler de conorme clans l'algèbre de Calkin qu'on nommera. 
conorme essentielle et qu'on définit par : 

A/e(T) = !(ii(T)) Oll TE B(H) 

Naturellement dans l'optique qui est la notre, le problème elu relèvement de la 
conorme s'impose de lui-même. 
D'autant plus que des résultats cléja. connus permettent de montrer qu'on peut 
relever un élément. de l'algèbre de Calkin de cononne nulle (respectivement stricte
ment positive) par un opérateur de conorme nulle (respectivement strictement 
positive). Une solution partielle à cc problème est cléja connue : 
Pour la. démontrer on utilise l' équivalence suivante : 
Soit A une C* algèbre et a E A 
Al( a) > 0 si et seulement si a possède un inverse généralisé qui sera démontrée. 
On utilisera et démontrera également le relèvement cléja évoqué des mverses 
généralisés qui est le suivant : 
Va E C(H) avec At( a)> 0, 3A E B(H) tel que 1·(A) > 0 et ii( A)= a. 
D'autre part, Va E C(H) avec !(a)= 0, 3A E B(H) tel que ;(A)= 0 et 1i(A) =a. 
On peut donc retrouver clans les relèvements la. nullité de la conorme 
ou sa stricte posivité qui induit l'existence éventuelle d\111 inverse généralisé. 
Le résultat principal de ce travail sera dans un premier temps de prouver qu'on 
peut effectivement relever la. cononne essentielle . 
I\ous prouverons clans un premier temps que 

Ale(T) = sup !(T + /\). 
/\'EK(H) 
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Puis nous pourrons montrer que ce sup est atteint i.e V T E B(H), il existe 
A. opérateur compact tel que le(T) = 1(T + !\). ce qui consitue le véritable 
relèvement de la conorme. 
En utilisant une démonstration analogue, on trouve également le relèvement de 
la norme: 

Pour TE B(H), ?JK E l\.(H) tel que llr.(T)II =liT+ /\Il· 
Ce résultat permettra ensuite d'intéressants prolongements. 
Nous pourrons ainsi démontrer plusieurs théorèmes sur les opérateurs semi-Fredholm 
et en particulier une nouvelle caractérisation de ceux-ci en liaison a\·ec la cononne 
essentielle et sa continuité. 
Ces résultats prolongent l'étude des opérateurs points de continuité de la conorme 
effectuée par Labrousse ct l\lbekhta développée dans [L-i\l]. 
Dans un premier temps, on peut énoncer une nouvelle formule de calcul de la 
conorme: 

1(T) 2 = sup{c > 0; T*T ~ c u·u} 
ott T = UITI décomposition polaire de TE B(H). 
On peut également montrer que si T est normal clans B(H) alors il existe un 
opérateur I\ compact et se trouvant clans le corhmutant de T tel que : 
Îe(T") = 1((T + /\•)n). 
En corollaire du théorème principal, on retrouve é\·iclemment le relè\'ement des 
inœrses généralisés. 
Mais surtout le relèvement de la conorme permet de démontrer des résultats 
concernant les opérateurs semi- Fredholm et leurs perturbations. 
Ainsi on démontre que : 
Si Test un opérateur de B(H) à image fermée alors /e(T) = /.xJT) 
ott 1·~.(T) = sup At(T + F) et 1\.u(H) = {TE B(H), dim R(T) < oo }. 

FEI\.o(H) 

l\otons us-F(T) = p E C; T- ,\[ n'est pas semi-Freclholm} le spectre essentiel 
sc mi- Fredholm. 
En 19ï5, Forster et 1\:aashoek (cf [F-1\:]) démontrèrent que: 
Si T est un opérateur Fredholm alors 

lim /oo(Tn)l/n existe et est égale à la borne supérieure des 8 tels que 
n-+:oo 
clim N(T- >.!)et codim R(T- >.l)) sont constants pour 0 < 1,\l < 8. 
En 1986, Zemanek (c.f [Zl]) montra que: 
Si T E B( H) est semi-Freclholm alors lim Î·x·(T") l/n existe 

n-+·x· 
ct elle vaut lim ")·.x..( T" )11'1 = .s(T) 

n-+·x· 
ott s(T) = sup {~ ~ 0, V,\ E C, 0 ~ JAl < ~ =? T- ,\[ semi-Freclholm}. 
Dans le prolongement de ces résultats, nous démontrerons grâce au relèvement 
de la conorme un résultat. sur le comportement asymptotique de la conorme 
essentielle pour les opérateurs semi-Fredholm : 
Si TE B(H) est semi-Frcdholm alors lim le(Tn)lfn existe 

n-+·::-o 
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et elle vaut lim re(Tn) l/n = d ( 0 ; (J'5 _F(T) ). 
n-+·:x. 

?\lais le résultat le plus intéressant est l'obtention d'une caractérisation des opérateurs 
semi-Fredholm. 
D'abord , on démontre des propositions concernant leurs perturbations : 
Si T semi-Fredholm et S' E B(H) 
IJT- Sll < {e(T) alors S est semi-Freclholm et incl(T) = incl(S'). 
Egalement, JJT- SJJ < 1·e(T) implique Jre(T)- re(S)J ~liT- S'JJ. 
On peut alors démontrer la caractérisation évoquée précédemment après avon· 
prouvé que la conorme est semi-continue supérieurem~nt : 
Théorème: 

Test un point de continuité pour la fonction re: B(H) ---+- [0; +oc] 

si et seulement si 

1~( T) = 0 ou Test semi-Fredholm. 

6 



1.2 Plan avec contenu détaillé 

Les chapitres 2 et 3 sont essentiellement des rappels de résultats cléja connus dont 
certains seront redémontrés. 
La partie principale de ce travail est contenue clans les chapitres 4 et 5. 

_Chapitre 2 
Dans ce chapitre seront rappelés des résultats connus sur la conorme dans 
les espaces de Banach et de Hilbert. Nous rappellerons les principaux résultats sur 
les opérateurs semi-Freclholm et leurs perturbations par des opérateurs compacts. 
Nous résoudrons aussi des problèmes de relèvement d'opérateurs particuliers et 
nous évoquerons les liens entre la cononne et la perturbation des opérateurs 
scmi-Freclhohn. 
Happelons d'abord la définition : 

Définition 1.2.1 Un oprmteur T e8t dit semi-Frulholm s ïl L'Ùifie : 
R(T) est fermé et min{dimi\'(T),codim R(T)}.< +:N. 
Un opérateur T est dit Fredholm s ïl vérifie : 
R(T) est fermé El max{dimN(T),coclim R(T)} <+:-v). 
El, dnns ce cas. on dé fin il l'indice de T pa1· 

incl (T) = climN(T)- coclim R(T). 

l\ous démontrerons d'abord des résultats utiles sur les opérateurs scmi-Fredholm. 
Puis nous énoncerons le théorème principal liant la canonne 
et la perturbation des opérateurs semi-Frcdholm : 
Soit T scmi-Fredholm et SE B(H) 
Si Il T- S'Il < î'( T) alors S est semi-Fredholm et incl (T) = incl (S'). 
Ensuite, nous effectuerons le relèvement de quelques opérateurs particuliers. 
Nous étudierons ainsi la perturbation des opérateurs semi-Fredholm : 
Soit T semi-Fredholm et !\" E /\'(Il) 
Alors T +/\est semi-Frcdholm et incl (T + /\) =incl (T) 
Nous démontrerons notamment les équivalences : 
(i) T semi-Freclholm {::==:} ;;-(T) inversible à gauche ou à droite. 
(ii) T Fredholm {::==:} rr(T) inversible. 
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Ensuite, nous effectuerons le relèvement des inversibles par le théorème : 
Soit T Fredholm. 

31\ E l\(H) tel queT+!\ inversible 

si et seulement si 

incl T = 0 

Enfin, nous relt'\·erons les projections orthogonales, les éléments idempotents et 
les inverses généralisés. 

Chapitre 3 : 
Dans ce chapitre, la notion de conorme sera définie clans le cadre général des 
c· algébres. • 
Nous rappellerons et redémontrerons des résultats concernant les inverses généralisés, 
la cononne et leurs propriétés. 
Notamment pour A une c· algè~bre et a E A quelconque>. l'équi\·alence de : 
1(a)>0. · 
aA fermé. 
a g-inversible. 
a possède un in \'(~rse de ;\loore- Pemose. 
et dans le cas particulier a normall'équi\·alence avec 
a.-1 = a2 A 
aA ffi a- 1(0) = A 
et 0 ~ ace a( a) 
On prouvera aussi que : 

-,(a)= inf{a(ial) \ {0}} 

qui est la généralisation elu résultat d'Apostol évoqué clans l'introduction. 
L'égalité 1(T) = IIT- 1 11- 1 valable quand Test inversible sera étendue aux 
c· algèbres par : 
Si a E Ag-inversible alors Î'(a) = iia+ll- 1 oü a+ im·erse de l\[oore-Penrose de a. 
On montrera également que la conorme est semi-continue supérieurement. 
Nous ferons aussi le lien entre convergence de l'inverse de l\Ioore-Penrose et de la 
conorrne avec la proposition suivante : 
Soient a et b élèmcnts de A tels que -r(a) > 0 et At(b) >O. 

Chapitre 4 
La quatrième partie traitera elu relèvement de la conorme essentielle qui est 
le résultat principal de ce travail. 
On énoncera quelques propriétés élémentaires de la conorme. 
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Puis nous montrerons qu'on peut dans un premier temps releœr la conorme en 
gardant sa stricte positivité ou sa nullité. 
Les théorèmes suivants seront démontrés : 

le(T) = sup A1(T + !\). 
l\'El\(fl) 

Soit TE B(H), alors il existe !\opérateur compact tel que 

le(T) = At(T + !\). 

Nous montrerons également que ce Théorème reste nai pour T opérateur 
scmi-Fredholm si on remplace leCT) par me(T) oü me(T) = inf{cre(ITI)}. 
Nous démontrerons ensuite une nouvelle formule définissant la conorme. 
Les résultats précédents scro~lt précisés dans le cas particulier oü T quasi-normal. 
Ensuite seront donnés quelques applications directes de ces théorèmes. 
Puis on s'intéressera aux liens entre r(T), {.x;,(T) et Îe(T). 
i\ous montrerons notamment que VT E B(lf), (.x,(T) > 0 {:::::::} le(T) >O. 
Ainsi que siTE B(H) avec r(T) > 0 alors roo(I') = re(T). 
Nous proposerons également des conjectures prolongement du théorème principal 
de ce chapitre. 
Enfin des exemples d'opérateurs avec différentes valeurs de conorme et de conorme 
essentielle seront donnés. 
Chapitre 5 
Dans la cinquième partie seront abordés les liens entre le relèvement de la conorme 
essentielle et les opérateurs semi-Fredholm. Puis les points de continuité de la 
conorme essentielle seront étudiés. 
On démontrera au préalable une proposition similaire au théorème final de per
turbation du chapitre 2 : 
Soit T semi-Fredholm et S' E B(H). 
Si liT- S'Il < re(T) alors S'est scmi-Fredholm et ind(T) = ind(S'). 
En 198.5, Zemanek montra que pour T semi-Fredholm 

lim r(Tn)Jfn et lim Af.-x.(Tn)Ifn existent et détermina leurs \·aleurs respectives. 
n-+~ n-+~ · 
.i\ous nous intéresserons nous aussi au comportement asymptotique de re(T) en 
démontrant le théorème suivant : 
Soit TE B(H) semi-Fredholm 
Alors 

et on a 

1 i Ill / e ( yn ) 1 / n = d ( 0 1 CT S- F ( T ) ) 
71-+·x· 
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Enfin nous étudierons les points de continuité de le(T). 
On remarquera d'abord que la conorme est semi-continue supérieurement. 
Le résultat final de ce chapitre est le Théorème 5.2.2: 
Soit TE B(H). 

Test un point de continuité pour la fonction le: B(H) ---+ [0, +::-o] 

si et seulement si 

le(T) = 0 ou Test semi-Fredholm. 

10 



2 CONORME DANS LES ESPACES DE BA
NACH ET DE HILBERT 

2.1 Quelques propriétés de la cononne dans un espace de 
Banach 

Soit X un espace de Banach. 

2.1.1 1(1') > 0 si ct .. ~eulcment si R(T) est fermé (c./[l\1}) 

2.1.2 1(T) = i(T*). (c.l{fd}) 

2.1.3 Si T est int·ersiblc alors 1(T) = IIT-1 11- 1 (cf[l\1}) 

2.1.4 Si V E B(X) est tllte i.-~omét1·ie a!oJ'S 1(T) =/(FT) 

Preuve de 2.1.-t : 
Comme V isométrie, N(T) = N(~'"T) et V.r EX, IIT.rll = II\'T.rll· 
D'oü, 1(1') = inf{IIT.rll;d(.r,N(T)) = 1} = inf{IIFTl·ll:d(.r,S(FT)) = 1} 
= Al( VT) 

Proposition 2.1.5 Soit TE B(X) et l'opérateur T0 R(T) ~ R(T) 
:c ~ Tx 

On a alors l'implicrûion suirnnte: 

R(T) + N(T) =X:::::::;. {A E C; 0 < 1,\l < i(To)} C p(T) 

Preuve : 

De R( T) 8:l N( T) = X, on déduit que T0 est inversible et par conséquent 
Al ( To) = Il To- 1 11- 1 

De là,, ]0, !(To)[C p(T0 ) i.e V).. tel que 0 < 1-\l < 1(T0 ) , T0 -).. est im·ersible. 
Soit ).. E C tel que 0 < 1,\l < Î(To). 
Prouvons que :\"(1'- )..f) = {0} 
N(T- J.) C R(T) donc .\"(T- >.!) = N(T0 - >.!) = {0} 
;\[outrons à prèscnt que /?( T- AI) = X. 
V>. E C et A# 0, N(T) c R(T- ,\!). 
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Or R(To- >.!) = R(T) car T0 est inversible. 
De là, X= R(T) tB N(T) = R(To- >.)ffi N(T) Ç R(T- >.l) 
ce qui termine la preuve. 

2.2 Opérateurs Fredhohu et sen1i-Fredhohn 

Définition 2.2.1 Un opémteur T est dit semi-Fredholm si : 
R(T) est fermé et min { clim N(T), codim R(T)} < +::o. 
Un opémteur T est dit Fredholm si : 
R(T) est fermé et max{climJV(T),coclim R(T)} < +oo). 
Et, dans ce cas, on défi11il /'[ndice de T pM 

incl (T) = clim N(T) - coclim R(T). 

Remarque : coclim R(T) < +::o implique R(T) est fermé.( cf [I~2]} 
Preuve: 

Soit t : X/N(T) x R(T)J. ~-----+ H 
(.i', y) ~-----+ Tx+y 

Il est clair que T est inversible. 

D'ott, 3c > 0, 'v'(.!·, y) IIT(.r,y)ll2: c.(ll(.i-11 + llvll) 
IIT.r + Yli 2: c.(ll.l·ll + lluli) 
Si y= 0, IIT.rll 2: c.ll.i:ll 2: c.d(.r.i\'(T)). 
On a donc 1CT) 2: c > 0 ct par conséquent R(T) fermé. 

Lemme 2.2.2 Soit TE B(X) semi-Fredholm alors r· est semi-Freholrn. 
De plus si incl (T) = n nuee n E Z = Z U{ -oo; +oo} 
alors incl (T*) = -n. 

Preuve : 
On sait que R(T) fermé est équivalent à R(T*) fermé. 
Il suffit ensuite d'utiliser les égalités suivantes: 
dim "V(T) = coclim R(T-) ct coclim R(T) = clim N(T*) 
Par la suite, nous limiterons donc souvent les démonstrations aux cas oü 
Test un opérateur semi-Frcclholm a\·ec incl (T) = +::o et au cas ott Test 
un opérateur Fredholm sans nuire à la généralité. 
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Lemme 2.2.3 Soit TE B(X) semi-Fredlwlm. 
i) Si incl (T) :::; 0 alors 
il e:ri8le F1 opérateur de rang fini de B(X) et T1 E B(X) tels que T1T = I- F1 . 

ii) Si incl (T) ~ 0 alors 
il e.riste F2 opérateur de mng fini de B(X) ct T2 E B(X) tels que TT2 = I- F2 • 

iii) Si T Fredholm alors 
il e:riste T0 E B(X) et F1• F2 opérateu1·s de rangs fini:3 de B(X) tels que : 
ToT= l- F1 et TTo = I- F2 

Preuve de 2.2.:3 : 
Il existe H0 tel que X = N(T) EB )(0 avec X0 fermé et X1 telque X = X1 4 R(T), 
on pose également p la projection sur xl suivant cette dernière décomposition. 

Soit T' : X0 --+ R(T) , itest clair qu_e T' e;;t bijectif. 
.r ~----+ T:c 

Posons T0 = T'- 1(!- P). 
i) Soit F1 = l- ToT. 
F1 =Id sur N(T) et Ft = 0 sur X0 donc F1 con\·_ient car clim S(T) < +oo. 
ii) Posons F2 = l- TTo. 
F2 = 0 sur R(T) et F2 =Id sur X1 donc F2 car dim X1 < +oc·. 
iii) Dans le cas OLt T est fredholm, T vérifie à la fois : 
clim N(T) < +so et clim X1 < +so. 
Il est alors clair que l'opèrateur T0 défini précédemment convient. 

Lemme 2.2.4 Soit TE JJ(X). 
i) S'il e.riste T1 E B(X) d l\1 E l\'(X) tel que TT1 = l- /\. 1 

Alors coclim R(T) < +oo et R(T) fermé. 
ii) S'il e:ciste T2 E B(X) ct /\.2 E !\(X) tEl que T2T = I- I\2 
Alors dim N(T) < +oo cf ll(T) fumé. 
iii) S'il e:riste T1 , T2 E B(H) et I\1 , I\2 E l\'(X) tel que TtT 
TTz = 1-1\2 
Alors T Fredholm. 

Preuve : 
i) R(J- 1\t) = R(TTt) Ç R(T). Or I\1 compact clone coclim R(TTt) < +:xJ 
de là codim R(T) < +oc 
ii) On a (T2T)* = T*Ti = 1 - !\; d'après le (i), coclim R(T.T2·) < +oo d'ott 
coclim R(T•) = dim N(T) < +:xJ. De plus R(T*) fermé~ R(T) fermé 

iii) Comme précédemment ( ('i) et (ii) ), on montre que coclim R(T) < +oo 
et clim JV(T) < +:xJ. 



Proposition 2.2.5 Réf :{Sj 
Soit S, T E B(X) deu.r opf.rateurs Fredholm. 
Alors ST est Fredholm et ind (ST) = ind (S) + ind (T). 

Preuve : 
i) Comme T et S sont des opérateurs Fredholm, il existe T0 et S0 dans B(X) et 
F1 , F2 , F3 , , F~ de rangs finis tels que : 
ToT= I- F1 SoS= I- F3 
TTo = I - F2 S So = I - F4 

ToSoST = To(I- F3)T = l- F1 - ToF3T = I- F5 

STToSo = S(l- F2)So = l- F4- SF2So = I- F6 
ott F5 et F6 sont des opérateurs de rang fini. Il suffit alors d'appliquer le lemme 
2.2.4 pour en conclure que ST est Fredholm. 
Preuve pour les indices : 
R(T) n N(S) Ç R(T) et clim R(T) n N(S) < +oc. 
Il existe Y1 sous-espace fermé de X et Yi sous espace de dimension finie de X tels 
que : 
R(T) = dim R(T) n N(S) 'Il Y1• 

N(S) = dim R(T) n N(S) 4 Yi. 
On remarque que R(T)nl·; = {0}. En effet, R(T)n1·; Ç R(T)n"V(S)nYi = {0}. 
D'autre part, du fait que codim R(T) < +:xJ, il existe 1·3 de dimension finie tel 
que (1) Y= R(T) + 1·2 + 1·3 = l'i if! R(T) n 1V(S) il 1·2 '? 1·3. 
On remarque alors que codim R(T) = dim 1·2 + dim 1'3(2). 
Prouvons que dim l\'(ST) = dim A(T) + dim R(T) n N(S) (:3). 
i\'(S'T) ={.rE X; T;r. E X(S)} ={.rE X; Tx E œR(T) n N(S)}. 

Posons T' : 1\'(ST) ----+ R(T) n N(S) 
x ~-----+ Tx 

ST Fredholm de là dim N(ST) <+oc et N(T) Ç N(ST) par conséquent 
N(T) = N(T'). 
T'est surjectif. On tire des assertions précédentes l'égalité: 
dim N(ST) = dim N(T') + dim R(T') qui prouve (:3). 
Prouvons que coclim R(ST) = codim R(S) + dim Y3(4). 
D'après (1), Y= Y1 EB N(S) EB }·j. D'autre part, S'(1'i) n 5'(}'3) = {0}. 
En effet, soit y = Sy1 = Sy3 avec Y1 E Y1 et Y.1 E 1·3. 
Alors y 1 - y3 E .Y(S') et Yt - Y3 E 1'i EB 1·3 cl'oü .1J1 - Y3 = 0 puis Yt = YJ =O. 
On en déduit que R(S) = S(Y) = S(Yt) + 5(1'3) en outre 
R(ST) = S(R(T)) = S(Y1 + R(T) n N(S)) = S(Yt) d'oü 
R(S) = R(ST) ffi S(Y3). 
D'autre part, du fait que coclim R(S) < +:xJ, on a: 
X= R(S) œ X 1 avec dim Xt < +oo 
On en déduit que X= R(ST) .3:J sp·j) EB X 1 et par conséquent 
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coclim R(ST) = clim X1 + clim 5(l3) = coclim R(S) + clim S'(Y3). 

Considérons S' : 1·3 --t S( 1'3) 
y 1----+ S'y 

S'est naturellement surjectif, d'autre pa.rt N(S') = N(S) n 1'3 = {0}, S'est clone 
bijectif et de là clim }·j = clim .5'(1'3). 
Finalement coclim R(ST) = coclim R(S) + clim 1·;. 
clim N(ST) + coclim R(T) = clim N(T) + clim (R(T) n N(S')) + clim Yi+ clim }·3 
= dim N(T) + dim N(S) + dim 1'3 = dim N(ST) + coclim R(T) + codim R(S) 
= clim f\l(T) + clim N(S) + clim }3 + coclim R(S) 
= dim N(T) + dim N(S) + codim R(ST). 
On en conclut que : 
clim N(ST)-coclim R(S'T) = dim N(T)-codim R(T)+clim N(S')-coclim R(S) 
i.e incl (ST) = incl (S')+ iud (~T). 

Corollaire 2.2.6 Soit T, 5' E IJ(X) tels que S'T Fredholm i.e dim :V(ST) < +oo 
et coclim R(S'T) < +oo. 
On a alors les deu:c -résultrils suivants : 
(i) dim N(T) < +oo et coclim R(S) < +oo. 
(ii) dim N(S) < +oo Ç=? coclim R(T) < +oo. 
i.e T est Fredholm si et se.ulement siS est Fredholm. 

Preuve : 
(i)vient directement des formules (:3) et (-l) de la preu\·e précédente. 
(ii)vient directement des rormules (:3), (4) et (5) de la preuve précédente. 

Lemme 2.2.7 Soit TE B(H) semi-Fredholm. 
Soit 5 un invase génerali:;;é de T. Alors 5 semi-Fredholm et ind (S) = -ind (T) 

Preuve: 
Supposons que codim R( T) < +oo. 
(On peut se limiter à ce cas sans nuire à la. généralité). 
If= R(TS) EP N(TS). Or :Y(S') Ç N(TS) cl'otl 
dim N(S') ~ clim N(TS) ~ coclim R(TS) ~ coclim R(T) < +S(). 
Si T Fredholm, incl (TS'T) =incl (T) +incl (S')+ incl (T) 
D' oü le résultat pour les indices. 
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Proposition 2.2.8 Soit TE B(H) serni-Fredholm. 
Notons y+ son inuerse de Jloore-Penrose. 
Soit A E B(H) tel que I +AT+ inversible. 
Alors T +A est semi-Frcrllwlm et on a ind (T +A) = ind (T) 

Preu\·e : 
Première partie: T est semi-Freclholm. 
D'après :3.2.2, (résultats connus clans le cadre plus géneral des c· algèbres), T 
possède bien un inverse de l\Ioore-Penrose T+. 
On peut sans nuire à la généralité se placer clans le cas coclim R(T) < +oo et 
clim N(T) = +oo. 
Posons TT+ projection sur R(T) alors clim R(I- TT+) = coclim R(T) < +oo. 
On remarque que (T + A)T+-== TT+ +AT+ = I +AT+ - F oü F = 1- TT+. 
(T + A)T+ est une perturbation par un opérateur F de rang fini d'un inversible, 
il est donc Fredholm d'indice 0 ce qui implique d'après le (i) du corollaire 2.2.6, 
coclim R(T +A) < +oo. 
et on a aussi coclim R(T +A) = clim N(T +A) du fait de la nullité de l'indice. 
l\lontrons que T +A n'est pas Fredholm. 
Si on avait dim A(T +A) < +x, on aurait alors (cf (ii) elu corollaire 2.2.6) 
coclim R(T+) < +oo d'ott clim N(T) < +oo ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Donc T +A est un opérateur semi-Fredholm et incl (T +A) = incl (T). 
Deuxième partie: T est Fredholm. 
En regoupant, on obtient incl T+(T +A) =incl (I +T+ A-F) =incl (! +T+ A) = 0 
et incl r+(T +A)= incl (T +A)+ incl y+ cl'oü incl (T +A)= -incl y+= incl T. 

Proposition 2.2.9 Réf: [G} 
Soit T semi-Fredholm et S' E B(H) 
Si liT- SJJ < Î(T) alor8 S est semi-Fredholm et ind (T) = ind (S). 

Preuve : 
D'après :3.2.2 et :3.2.5, T possède un inverse de i\[oore-Penrose y+ et 
1(T) = Jh(T+)II- 1. On en tire que liT- SJJ < Jh(T+)II- 1 puis 
l'inégalité Il (T - S)T+ JI < l. 
De là, I- (T- S)T+ = 1 + (S- T)T+ im·ersible. 
Il suffit alors d'appliquer la proposition 2.2.8 avec A= S- T pour conclure. 
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Rappelons la définition de la décomposition polaire maximale qui sera utilisée 
dans le preuve de la dernière proposition de ce sous-chapitre. 

Proposition 2.2.10 Réf: {H}, Problème 106. 
Soit TE B(H). 
Si dim N(T) ~ dim N(T*) alor.s il e.riste une isométrie V telle que T = VITI. 
Si cliÏn N(T) 2: dim N(T*) alors il e.riste une co-isométrie V telle queT= l:ïTI. 
La décomposition T = VITI est appelée décomposition polaire ma;rirnale de T. 

Proposition 2.2.11 Rif: {H} 
L'ensemble des opérateurs semi-Frulholm e.:;t un ouvert de12.~e de B(H). 

Preuve : 
Cet ensemble est ouvert d'après la proposition 2.2.9. 
Densité: 
Soit TE B(H) et T = l· .. ITI sa décomposition pol.airc maximale. 
V est soit une isométrie soit une co-isométrie par conséquent Fest semi-Fredholm. 
Soit ~ > O. l\Iontrons qu ïl existe T~ scmi-Frcdholm tel que jjT- T~ll ~ E:. 

11'1 est positif donc a(T) C [0, +cc[. 
De là, T~ = ITI + E:.l inversible. 
On a IIITI- T!ll = IIE:.lll ~ ê d'oü li VITI- VT!Ii =liT- VT!ii ~ ê. 

Ceci termine la preuve car VT~ est semi-Fredholm comme produit d'un inversible 
et cl 'un se mi- Fredholm. 

Remarque: 
L'ensemble des opérateurs Fredholm n'est pas dense dans B( If). 
On peut même préciser que si T est semi- Fredholm et n'est pas Fredholm 
alors T n'appartient pas à l'adhérence de l'ensemble des 
opérateurs Fredholm ( c.f [C-P- Y]). 

2.3 Relève1nent d'opérateurs particuliers de B(H) 

Soit If un espace de Hilbert. 

Proposition 2.3.1 Réf.'[Do} 
Soit T se.mi-Frcdholm et 1\· E 1\(11) 
Alors T + 1\ cA semi-Frrrlholm et ind (T + /\.) = inrl (T) 
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Preuve: 
Premier cas : soit T un opérateur semi-Fredholm avec codim R(T) < +oo et 
dim N(T) = +:x) 
(On peut se limiter à ce cas sans nuire à la généralité). 
D'après le lemme :2.2.:3, Il existe T2 et J\2 E 1\(H) tel que TT2 = I- I\2• 

(T + K)T2 = TT2 + J\T1. = I- l\'2 + 1\72 • Or -/\"2 + l\'T2 est compact, donc 
T + f{ est semi-Fredholm avec codim R(T) < +oo d'après le lemme réciproque. 
Deuxième cas : 
Si Test Fredholm, alors il existe T0 E B(H) et /\'1, J\2 opérateurs compacts tels 
que TT0 = I - /\1 et ToT = l - I\2 . En reprenant la preuve précédente, on 
obtient coclim R(T) < +:x:;. 
dim N(T) < +:x:; se démontre de façon similaire. 
Pour l'indice, on procède de la façon sui\·ante : 
incl T0 (T + /\) = incl {!- /\1 + /\) = incl (!) = 0 
et incl T0 (T + [\') = incl Tu + incl (T + !\) 
D'autre part, incl (TTo) = incl T +incl T0 = incl (!- /\'1 ) = 0 ce qui permet de 
conclure. 

Proposition 2.3.2 
(i) T semi-Fredholm {:::=:::} ;r(T) inversible à gauche ou à droite. 
(ii) T Fredholm {:::=:::} r.(T) inversible. 

Ce dernier résultat est le Théorème d'Atkinson. 
Preuve : 
Les deux cas de (i) (suivant la valeur de l'indice) se démontrent de façon similaire. 
Soit T un opérateur semi-Fredholm tel que codim R(T) < +cc 
et dim N(T) = +:x) 
Alors d'après le lemme 2.:2.:3, il existe F2 opérateur de rang fini de B(H) et 
T' E B( H) tels que : 
TT'= J- F2 de là r.(T);r(T') = r.(TT') = r.(I- F2 ) = r.(I). 
;r(T) est donc ill\·ersible à droite. 
Dans le cas oü T est Fredholm, par le même raisonnement que précédemment, 
on obtient à la fois l'inversibilité à gauche et à droite. 
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Théorème 2.3.3 
Soit T Fredholm. 

?JI\ E I\(H) tt! queT+!\ inr:ersiblc 

si et seulement si 

ind T = 0 

Preuve: 
Si incl T = 0 alors dim N(T) = codim R(T) tous deux finis. 
On a alors les décompositions : 
H = N(T) ffi H 1 et H = 1!2 6 R(T) avec dim H2 = dim N(T) également finis. 
Il existe clone une bijection de rang fini F de N(T) vers H 2 . 

P T
. H = 1\"(T) 4 J-!1 ~-+ H = H 2 EB R(T) 

osons : 
l't + ;rz ~-----+ F;rl + T.r2 

Il est clair que i est bijectif. 
Considérons T - T. 
Suivant la décomposition préclédente, on a : 
(T- T)(.r1 + :r:2) = Tx1 + T:t~z- F.rt- T.rz = Fx 1 ·~ 
Par conséquent, T est une perturbation de rang fini de T ce qui 
termine la preu\·e de cette implication. 
Réciproque : 
Soit T fredholm tel que ?J[\. E A'(lf); T + !\ inversible. 
(T + I\)- 1(T + l\') = I d'oü (T + X)- 1T = I- (T + 1\)-1 l\·. 
(T + l\')- 1T est donc Fredholm d'indice 0 comme perturbation de l'identité par 
un compact. 
Or, incl ((T + A')- 1T) =incl (T + X)- 1 +incl T. On en conclut que: 
incl T =-incl (T + I\t 1 =O. 

Rappelons la proposition sui\·arüe (cf [0-L-H]): 

Proposition 2.3.4 Soit .-1. E B(H) tel que A2 - A compact i.e rr(A.) idempotent 
de C(H) et A= A* 
Alor·s il e:t~iste P = P 2 = p• E B(H) vérifiant : 
(i) PA= AP. 
Soit ;t : R(P) -+ R( P) tri que ;l(P:r) = AP:r. 
On définit de ln mime fa~:on I- A. : R(I- P) -+ R(I- P). 
(ii) Lc:5 deu:r opérateurs A et 1- A sont inr,ersiblc.;;. 
(iii) r.( P) = rr( A). 
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Preuve : 
Il existe un réel a E ]0, 1[ tel que A- al est im·ersible. 
Posons f: {z E C, Re(::) =J a}----+ C tel que: 
f(z) = 0 si Re(::) <a 
f(::) = 1 si Re(::) >a 
On prend P = f( A) par le calcul fonctionnel et on vérifie que : 
(!(::)) 2 = f(::) = f(z) pour tout:: clans{:: E C, Re(::) =J a}. 
Or pour TE B(H), f(Tt = j(T•) oü J est définie par](::)= f(z). 
On en déduit que P = P 2 = P·. D'autre part, d'après la proposition 4.1.10, 
de V:: E O"(r.(A). f(::) =::.on conclut que J(rr(A)) = r.(A) = ;r(f(A)) = r.(P). 
La commutativité ela A· et Pest une propriété usuelle elu calcul fonctionnel. 
Prouvons l'inversibilité de ...-l. 
On pose g: {:: E C, Re(::) =Jo}----+ C tel que: 
f(z) = 0 si Re(::)< a 
f(::) = =-1 si Re(::)> a 
On a alors Ag(A) = g(A)A = P ce qui prouve l'inversibilité de À. Pour I- A, il 
suffit d'inverser les rôles de Re(::)< a et Re(::)>. a. 
On peut également releH·r les éléments idempotents : 

Proposition 2.3.5 Rcf :(Pa}. 
S'oit A E B(IJ) tel qne A2

- A compact i.e r.(A) idempotent de C(H) 
Alors il existe P = P2 E B( H) rérifiant : 
(i} PA= AP. 
S'oit .4: R(P)----+ R(P) tel que Jt(P;z:) = AP.r. 
On définit de la même fa~on 1 ::._:4 : R(l- P) ----+ R(I- P). 
(ii) Les de1u· opérateurs A et I- A sont inver:;iblcs. 
(iii) r.(P) = r.(A). 

Preuve : 
.42 - A est compact, d'après le théorème de l'application spectrale, on a : 
17(A2 - A)= Q(17(.4)) oit Q(X) est le polynôme X(X- 1). 
Les seuls points d'accumulation possibles elu spectre sont alors 0 et 1. 
Posons P = 

2
}:r fr (A.- ,\I)- 1d,\ oü rest un contour dont l'intérieur ne contient 

pas 0 et contient 1. 
P ainsi défini est idempoll'nt. 
On peut séparer le spectrt:' en deux parties 171 et 172 d'intersection \·ide aYec 0 E O"t 

et 1 E 172 • 

Il existe alors T' E B(fl) tel que P =T'A= AT' et il existe T" E B(H) tel que 
I - P = T" (! - A ) = (! - A) T". 
On a alors A- P =A(!- P) +(A- I)P = (.42

- A)(T' + T"). 
Comme (A2 - A) est compact, A- P l'est aussi, on a clone r.(A) = 1r(P). 
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Nous pouvons à présent relever les inverses généralisés. 

Proposition 2.3.6 Soit a E C(I-f) et bE C(I-f) tel que aba =a. 
Alors il e.riste A et B dan::; B(H) vérifiant : 
(i) 1r(A) =a ct r.(B) =b. 
(ii) ABA =A. 

Preuve: 
Soit A' et B' dans B(H) tels que rr(A') =a et 1r(B') =b. 
Alors ba = 1r(B' A') est idempotent. On lui applique la proposition précédente : 
on obtient P idempotent et BA opérateur de B(H) défini comme clans 2.:3.5 avec 
cette fois ( B' A')2 

- B' A' comeact . 
Ces opérateurs vérifient alors les rèsultats suivants : 
(i) PB'A' = B'A'P ct 1r(P) = r.(B'A'). 
(ii) B'A': R(P)--+ R(P) im·crsible. 
On notera T son im·ersc. 
Montrons que A' P relève a et TB' relève b. 
1r(A'P- A')= 1r(A.'P- A'B'A') = r.(A')r.(P- B'1-l') =O. 
r.(TB'-B') = r.(TIJ'A'IJ'-B'A'B') = rr(PB'-B'A'B') = r.(P-B'A')r.(B') =O. 
En outre, TB' im·crse généralisé de A' P. 
En effet, A' PT B' A' P = A' P(T B' A')P =A' P3 =A' P. 
Les opérateurs A = A' P et B = TB' sont donc des relèvements de a et 
respectivement b. De plus, B est un inverse généralisé de A. 
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3 CONORME DANS LES C* ALGEBRES 

3.1 Inverse généralisé dans les C* algèbres 

Définition 3.1.1 
Soit a E A et Lu : A--+ .4 l'opérateur défini par Laa: = cu; 
On note aA l'idéal image de La , a- 1(0) = {.v E a; a:r = 0} et 
a_ 1(0) = {:rE a; :ra= 0}. 

Définition 3.1.2 Soit a E A. a est dit g-inversible si 3 bE a tel que aba =a. 
b est appelé inucrse généralisé de a. 

Remarque: 
L'inverse généralisé n'est en général pas unique. 
Toutefois si a est inversible b = a- 1 et par conséquent il est unique. 
Propriétés élémentaires : 

3 .1. 3 (ab) 2 = ab et (ba ) 2 = ba. 

3.1.4 abA = aA et (1- ba)A = (ba)- 1(0) = a- 1(0) 

3.1.5 Aba = Aa cl A( 1 -ab) = (ab)_r(O) = ct_ 1(0) 

3.1.6 a g-inrcrsible {:::::::::} a· g-in t•ersible 

Remarque: 
On peut normaliser l'inverse généralisé de telle sorte que ab' a = a et b' ab' = b' et 
que les idempotents ab et ba ne soient pas modifiés. En effet , il suffit de poser 
b' =bab 

Définition 3.1.7 On dit que a E .-l possède un int•erse de Moore-Pcnrose si 
a pos8ède un inrerse géncrali8é 1wnnali8é c tel que (cat =ca et (act= ac 

On notera a+ l'in\·erse de l\Ioore-Penrose de a quand il existe. 

Proposition 3.1.8 Propriétés élimenlaircs : 
Si a E A posûdc un inverse de :.\loore-Pcnrose alors : 
(i) L'inverse dr: Jfoore-Prnrose est unique 
(ii) ( a. ) + = ( (1 + r 
(iii) (a+)- 1(0) = (a*t 1(0) ct a+A =a* A 
(iL'} A= (1- aa+)A ffi aA = (1- a+a)A +.a+ A 
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Proposition 3.1.9 
Soit a E A 
a g-inversible Ç=:} a possf.rle un inL'erse de Moore-Penrose 

Preuves: Pour :3.1.8 et :3.1.9 voir (H.Ml] 
ï1 

On note A l'ensemble des éléments de A possédant un inverse généralisé. 

Proposition 3.1.10 
Soit a E A. a g-inL·ersible Ç=:} a·a g-inversible Ç=:} aa* g-inversible 
Et on a les égalités suiL'anfes : 
(a*a)+ = a+(a+r et (aa·)+ = a+(a*)+ 

Preuve : 
Si a est g-inversible , on a : 
a·aa+(a+)*a*a = a·aa+(oa+)*a = a*aa+aa+a = a·aa+a = a·a 
De plus, a+(a+)*aa· = (a+a)*(a+a) est autoadjoint clone a·a est g-inversible et 
(a*a)+ = a+(a+r. 
On procède de même pour aa· 

R, . . • . 'Il l'' ' ' l' . b 1 • l • • ectproquemcnt : st a a g-mvcrst) e c mverse genera tse a ors a a 1a a = a a. 

On a donc : (a- alw*a)*(a- aba*a) =O. 
D'ott ba· inverse généralisé de a 

Lemme 3.1.11 Soit a E A et a positif. 

cul fumé ===?a g-int·crsible 

Preuve: Si a est un opérateur positif, il possède une racine carrée a112 = (a 112 )*. 
De plus, a 112 E a.4 et a.~l = aA d'après l'hypothèse. 
(aA désigne l'adhérence de aA) 
De là, il existe bE A tel que a 1

/
2 =ab puis abb·a = ab(ab)* = a112(a 112 )* =a 

On en déduit que a g-inn?rsible. 

Théorème 3.1.12 
Soit a E A 

Preuve : 

aA fermi Ç=:} a g-inPer.:;ible 

Si a est g-im·ersible alors aA = abA = (1 -ab)- 1(0) qui est fermé 
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Si aA fermé alors a·a est positif et (a"a)l1 2 A fermé 
En effet, llaxll = l!(a"a) 112:rll pour tout x de A et d(:r, a- 1(0)) = d(:c, (a*a) 112

)-
1(0)) 

D'après le Lemme :3.1.11, (a*a) 112 est donc g-inversible et de là a*a l'est aussi et 
donc a en utilisant :3.1.10 

3.2 · Canonne dans les C* algèbres 

Définition 3.2.1 La conorme de a E A est 1(a) = 1(L,.) 
Î'(a) est aussi donnée par la formule : 
!(a)= inf{l!a.r!l;d(x,a- 1(0)) = 1} 

Théorème 3.2.2 On peul rassembler une partie des fH'opo8ilions précédentes en 

énonçant les équiL"alences suivrwfes. 
Soit a E A, les propriété-" suiuantcs sont équivalentes : 
(i) 1(a) >O. 
(ii) aA est fermé. 
(iii) a C8f g-int·ersible. 
(iL') a possède un in ver.~e de Moot·e-Penmse. 
Cas particulier : Si a est normal i.e a*a = cw·. 
On a aussi équivalence avec 
(v) aA = a2 A 
(à} aA EB a- 1(0) =A 
{vii) 0 1. ace a(a) 

Preuve : 
(i) ~ (ii) ~ (iii) {::::=} (iu) sont des rappels des propositions précédentes. 
(ci) ~ (vii) est une preuœ classique. 
(v) ~ (vi) : Si ;r E A, alors comme a A= a2 A il existe y E A tel que a.r = a2y 
donc x- ay E a- 1(0) et de plus ay E A ce qui prouve A= a- 1(0) + aA. 
Soit xE aAa-1(0), alors 3 y E A tel que x= ay. 
On sait que si a est normal, on a a- 1(0) = (a•)- 1(0). De là a*.r = a*ay = 0 puis 
y*a·ay = 0 ce qui amène .r =O. 
L'implication inn~rse est immédiate. 
(ii)==:::} (u) : c'est :3.1.8 (il') appliqué à a normal. 
(l')==:::} (ii): Soit (a.rn),ev une suite convergeant vers y E A. 
A lors 3 .r et :: dam A tels que y = a.z: + ::. 
T\[ontrons que z =O. On remarque que a- 1(0) = (a")- 1(0) implique 
a:: = 0 ~ a*:: = 0 ~ ::*a = O. De là, 'Vn E iV, :·a.rn = 0, or cette suite 
com·erge vers ::*y= z"a.r +::":.Par conséquent, ::*z = 0 =::puis y= ax ce qui 
prou\'e aA fermé. · 
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Lemme 3.2.3 

Preuve : 
Soit :r E A et y E a- 1 (0). 
lla+;r- vll 2 = ll(a+.r- y)"(a+.r- v)ll = ll(a+.r)*a+x- (a+.r)*y- ya+l: + y*yll = 
Il (a+ .r)*a+x + y*yll 2: Il (a+ .r)*( a+a: )li 2: lia+ .rll 2

• 

On en déduit que lia+ x- ull 2: lla+.rll· 
D'autre part, il est évident que inf lla+.r- vil ~ lla+.rll· 

yeu- 1(0) 

Proposition 3.2.4 
Soit a E A 

At( a)= inf{llaYII; y E a+ A el llvll = 1} 

Preuve : 
D'après :3.1.4 ct 3.1.8(iv). A= (1- a+a)A :fi aA et a- 1(0) = (1- a+aA). 
De là, pour ;rE A, d( x, a- 1(0)) = d( a+a.r. a- 1(0)) = lla+a.rll· 
Du fait que a+a,4 =a+ A, !(a)= inf{lla.rll ; d( .r, a- 1(0)) = 1} = 
inf{llaa+a.ril; lla+a.rll = l} = inf{iiauii;y E a+A et llvll = 1}. 

Proposition 3.2.5 (généralisntion de 1(T) = IIT- 111- 1 quand Test inversible) 
Soit a E A g-inl.'ersible 

Preuve : 
lla+.rll . lla+.rll 

lla+ll = sup { ll.rll ; xE A, .r =/:- 0} = sup { ll.rll ; ;rE aA, x =f. 0} car a+ A = 
a+aA. 

lla+ayll IIYII = sup { Il Il ; y E a+ A, y=/:- 0} = sup {-Il -
11

; y E a+ A, y =f. 0} 
ay ay 

. llayll -1 1 = (mf{M; y E A, y=/:- 0}) =!(a)' 

Proposition 3.2.6 
Soit a E A et a posiltj 

Prcu,·e : 

!(a)= inf{o-(a) \ {0}} 

D'après le Théorf?me :3.2.2 (i) {=::} (vii), Î·(a) = 0 et inf{o-(a) \ {0}} = 0 sont 
équivalents. 
Supposons à présent que A 1(a) > 0 et inf{a(a) \ {0}} >O. 
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l\Iontrons que ~1 (a)::; inf{a-(a) \ {0}} 
a est normal et ~/(a) > O. on peut clone appliquer le Théorème :3.2.2, 
(i) ==>(vi), ce qui nous donne aA.t,a- 1(0) =A puis la proposition 2.1.5 appliquée 
à X = A et T = La nous donne directement l'inégalité recherchée. 
Deuxième inégalité: 
Soit À tt a-( a) tel que 0 <À< 1(a) = inf{a-(a) \ {0}} 
Montrons qu'alors 1(a) 2:: À. 

Avec les hypothèses, il existe b E A tel que (a - À )b = 1 et b 2:: 0 car a - À est 
positif. 
Soit x E A.De ab= 1 +,\b. on tire: 
llabl~ll 2 = ll(;z: + Àb.r)*(.z: + ,\b.r)ll = ll·z:·1· + ,\.r·b.r + ,\:c·b.r + ,\2x.b2;rll 
D'oü llab.rll 2 2:: ,\2 ll·r·b·b.rll2:: ll-\b.rll 2

, puis llab.rll2:: 11-\b.rll· 
Comme bA= A. ceci proll\·e cLue Vy E a, llavll 2:: llvll 2:: d(y, a- 1(0)). 
De là i( a) = iuf {a-( a) \ { 0}} ce qui termiue la preu\·e. 

Théorème 3.2.7 
Soit a E A quclcollf]tLe 

At(a) = inf{a-(lal) \ {0}} 

Preuve: Il sufllt cl' appliquer la proposition précédente à (a•a)t. 
En effet, (a•a)t est positif et lla.rll = ll(a•a)L·II donne Î(a) = Î((a•a)~). 
Remarque: 
Ce théorème géué·ralise le résultat suivant d'Apostol (cf[ A]) : 
Soit H espace de Hilbert et TE B(H). Alors -t(T) = inf{(a-(ITI) \ {0}} 
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Formules élémentaires: 
La conorme \·érifie les propriétés suivantes : 

3.2.8 ~,(a) 2 = l(a*a) = i(aa·) = l(a*) 2 = !(!a!) 2 = !(laÏ)2 

3.2.9 ~i(a) > 0 ~ ]o,~,(a)[ Ç p(!a!) ~ 0 rt ace u(!al) 

3.2.10 Soit a normal, alots Vn EN , 1(an) = i(at. 

Preuves : 
3.2.8, :3.2.9 et :3.2.10 découlent directement elu théorème précédent et de sa preuve. 

Proposition 3.2.11 Soif a E.A. 

Alors Vn EN, rn= {a E A, ~t(a) ~ n} C8f fermé dans A 

Preuve : 
On prom·e d'abord le résultat pour a positif. 
An= {a E A+~ ~,(a)~ n} est fermé clans A. Soit a .E A ct a positif. Soit nE N. 

Soit À E C et 0 < ,\ < n 

Si a E ~'alors 3 bE A+ tel que b- ,\inversible et !lb- al! <min(,\, n- .\) 
clone a-,\= (b- .,\)[1 + (b- ,\)-1(a- b)] est inversible. 

1 1 
!!(a- .,\)- 1 1! = sup{!a!;o E u(a- ,\)- 1

} = .. l \l < . 
mf a-, - min(.,\, n- ,\) 

c.:>Eo-(a) 

cl'oti {a E A+; ~r(a) ~ n} fermé clans A. 
Pour a quelconque, considérons la. fonction : 

A ---+ ;t+ 
f : :r ~----+ .r • .r 
{a E A; ~t(a) ~ n} = f- 1({b E A+; ~t(b) ~ n 2

}) permet de conclure. 

Théorème 3.2.12 La cononne est semi-continue supérieurement : 
Soit a E A et (a 11 )neN une suite d'éléments de A 

Preuve : 
Ccci résulte directement de la. proposition précédente. 

Proposition 3.2.13 Soient a et b {léments de A tels que ~,(a)> 0 et 1(h) >O._ 
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Preuve : 
1 + a+a- b+b est inversible .Notons c son inverse. 
Remarquons que 1 = (1 + a+a- b+b)c conduit à b = (b+ ba+a- bb+b)c = ba+ac. 
De là, b =ac+ ba+ ac- oc puis b =ac+ (b- a)a+ac. 

On en déduit V.l' E A, llb.rll ~ llaa+ac;rll-llb- all·lla+ac:rll· 
On a alors llb.rll ~ lla+ac.rll-llb- alllla+ac:cll· 
Or, cl( a+ac:r, a- 1(0)) = lia+ac.rll = llb+b.rll =cl( .r; b- 1(0)). 

De l'inégalité précédente, on déduit llbxll ~ h(a) -lib- all).d( .r, b-1(0)) et 
de là, 1(b) ~ A 1(a) -lib- ali· 
La deuxième inégalité se d<~montre de façon similaire. 
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4 CONORME ESSENTIELLE 

4.1 Définition et propriétés 

Rappelons les notations ct résultats des chapitres précédents. 
C(H) = B(H)/ l\'(H) l'algèbre de Calkin et 7i : B(H) ~ C(H) la. surjection 
canomque. 

Définition 4.1.1 le spectre essentiel est CTe(T) = p E C; T-/\1 n'est pas Fredholm} 
On note Pe(T) = C \ CTe(T) 

D'après le théorème cL-\tki.!lson,on a. : 

4.1.2 
CT(ï:-(T)) = CTe(T) 

Remarque : ce résultat est en fait exactement la proposition 2.3.2 réécrite en 
utilisant la notion de spectre essentiel. 

Définition 4.1.3 Soit TE B(H) 
1(r.(T)) sera apprlée la conorme es..,entielle de Tet sem notée le(T). 

Propriétés de la conortne essentielle: 

4.1.4 le(T) = "te(ITI) = inf{CTe(ITI) \ {0}} 

4.1.6 1·(T) > 0 {==::} ]O.,(T)[ Ç p(jTI) {==::} 0 ft ace CT(ITI) 

4.1. 7 le(T) > 0 {==::} ]O. Î·e(T)[ Ç Pe( ITI) {==::} 0 ~ ace CTe( ITI) 

Preuve : Il suffit d'appliquer le théorème 3.2.ï et les formules :3.2.8, :3.2.9 à T et 

7i(T). 
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Proposition 4.1.8 Soit TE B(H) 

Preuve : 

- 'Ye(T) = 1(r.(T)) = 1(r.(T + !\)) = 'Ye(T + !\) 
-Soit A E B(H), O"e(IAI) Ç O"(IAI) d'où inf{O"e(IAI) \ {0}};::: inf{O"(IAI) \ {0}} 
En utilisant le Théorème :3.2.7, on obtient i'e(A) ;::: 1(A). 
Cette inégalité appliquée à .4 = T + f{ donne 'Ye(T + A") ;::: 1(T + !\). 

Rappelons quelques résultats sur le spectre des opérateurs normaux. 
Ces propositions nous seront utiles dans la prem·e elu Théorème 4.2.2. 

Proposition 4.1.9 Réf: c'e.illa proposition 4-5 de [Co}. 
Soit T opérateur normal de B( H). 
R(T- >-.!) est fermé si et seulement si).. est 1tn point isolé de O"(T). 

Proposition 4.1.10 Réf: C'est la proposition 4.6 de {Co}. 
Soit T un opémteur normal de B(H). 
O"e(T) = O"(T) \ p E C tel que >-. est un point i.~olé de O"(T) el est une valeur 
propre de multiplicité finie}. 

Preuve de -!.1.10 : 
(i) - Si ,\ ri, O"(T) alors il est clair que ).. ri, O"e(T). 
- Si ).. E {).. E C tel que >-. est un point isolé de O"(T) et est une valeur propre de 
multiplicité finie} alors>-. pôle d'ordre 1 de,\~---+ R(T,>-.) = (T- >-.1)- 1

. 

De là, R(T- ,\/) est fermé et H = N(T- >.!) 4 R(T- ,\/). 
Comme N(T- >.!)est de dimension finie, T- >-.!est Fredholm et par conséquent 

).. ri, O"e(T). 
(ii) Si ).. ri, O"e(T) alors R(T- >.!)est fermé. Et d'après la proposition précédente, 
>-. est un point isolé de O"( T). 

Remarque : Si T opérateur normal de B(H) alors tout point isolé de O"(T) 
est une valeur propre de T. 
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4.2 Relève1nent de la cononne 

Ce relèvement est l'objet principal de ce travail. 
On a déja recherché pour différents opérateurs particuliers des relèvements dans 
l'algèbre de calkin. Il est alors naturel de chercher si un éventuel relèvement de 
la conorme essentielle est possible. Dans un premier temps, on remarque que si 
la cononne essentielle est nulle, on obtient facilement le relèvement désiré. 
D'autre part, si elle est strictement positive on a un premier résultat partiel 
immédiat. 
On regroupe ces deux résultats dans la proposition suivante : 

Proposition 4.2.1 Soit TE B(H) tel q1te le(T) =O. 
Alors V 1\ E l\"(H), 1(T + I\).·= O. 
Soit SE B(H) tel que /e(S') >O. 
Alots il existe f{' E I\(H) tel que 1(S + [{') >O. 

Preuve : 
Il suffit d'appliquer la proposition 2.:3.6 qui permet cl~ relever les inverses généralisés 
et d'utiliser l'équivalence Yalable pour tout élément a d'une C* algèbre : 
a possède un inverse généralisé si et seulement si sa conorme est strictement 
positive qui a été démontrée clans un chapitre précédent. 

Nous allons démontrer à présent un résultat beaucoup plus précis : 

Théorème 4.2.2 Soit TE B(I-1) alot.s 

le(T) = sup 1(T + !\). 
l\"El\.(ll) 

Démonstration : 
Première inéiTalité : D'après 4.1.8, il est clair que le(T) ~ sup 1(T + !\). 

0 
1\El\(H) 

Deuxième inégalité : le(T) ::; sup 1(T + !\) 
l\EK(H) 

Si le(T) = 0 alors l'égalité est évidente. 

Si le(T) > O. 
Premier cas: ]O,Ate(T)[c p(ITI). 
Alors 1(T) = d(O, u(JTI) \ {0}) ~ le(T). 
Donc sup 1(T + !\) ~ !(T) ~ le(T). 

1\EK(H) 

Deuxième cas : ]0, !e(T)[\t p(ITJ). 
D'après 4.1.7, on a toujours ]0,/e(T)[C Pe(ITI) 
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D'après 4.1.10, on a: 
O'(ITI) \ O'e(ITI) = P E C tel que À est un point isolé de O'(ITI) et est une valeur 
propre de multiplicité finie} est dénombrable. 

Donc il existe une suite de points distincts (Àn)n>l C ]0, le(T)[ telle que 

(i) ]0, re(T)[\(Àn)n>t c p(ITI) 

(ii) 
les seuls points d'accumulations éventuels de la suite(-\n)n~l sont 0 et le(T) 

ITI est un opérateur normal et-- ,\n E O'(ITI) n Pe( ITI), on en déduit que : 
Pour tout n ~ 1. on aH= R(ITI- À,J)@ N(ITI- ,\nf) et on a 
également R(ITI- ,\ni) fermé d'après 4.1.9 d'oü : 

(iii) 

La décomposition (iii) est orthogonale et la dimension de N(ITI- Ànl) est finie. 
Soit Pn la projection orthogonale sur 1Y(ITI - Ànf), alors P~ = Pn = P;. 

Comme pour n =/:- m, Pn.r E R(ITI- Àmf), on a PnPm = PmPn = Pn5n,m· 
On remarque également que ITIPn = PniTI = ,\nPn. 

Soit 5 < ;F.(T). Posons fs = {n ~ 1; ,\n:::; 5}. 
Alors pour tout .r E H, la série Lnel~ Pnx est convergente. En effet, Il Lnel6 Pnxll 2 = 

LneE6 IIPnxll 2 :=:; ll·rll
2

• 

Soit Ps.7: = Lnel
6 

Pn:t, alors Ps E B(H), P} = Ps = Ps· et PsiTI = ITIPs. 
- Montrons que les opérateurs ITIPs et T Ps sont compacts. 

Si 15 est fini alors Ps est un opérateur de rang fini. 
Par conséquent, ITIPs est aussi de rang fini et clone compact. 
Si ! 5 est infini, alors ,\n-+ 0 quand n-+ +:x:> d'après (ii). 
On peut supposer par commodité que la suite (Àn) n~t est décroissante. 

nEl6 

Soit xE H, 

m-l 

IIITIPsx- L ITIPnxll 2 =Il L ÀnPn;rll
2 

= L À~IIPwrll 2 :=:;À~ L 11Pn:cll 2 
:=:; À~llxll 2 

n•l n>m n>m n>m 
n,mE/6 n,r~E/6 n,,;E/6 n,rr7El6 

D'oü, 
m-l 

IIITIPs-. L ITIPnll :=:; Àrn-+ 0 quand m-+ +oo. 
n=l 

Donc ITIP6 est compact comme limite d'opérateurs de rang fini dans B( H). 
Montrons à présent que l'opérateur T Ps est compact: 
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ITIPc5 compact implique que (JTIPs)2 compact. 
Puis,comme JTI et Ps commutent et (Ps) 2 = Ps = P;, on a: 
(JTJPs) 2 = P;(JTI)2 Ps) = P;T·T Ps = (T Pst(T Ps). 
L'opérateur (TPst(TPs) est donc compact ce qui entraîne que TPs est compact. 

l\Iontrons qu'on a l'inclusion suivante : 

]0, o] c p(JTI(I- Ps)) 

Puisque pour tout À E]O, o], JTJ-ÀI est Fredholm d'indice zéro et ITIPs compact, 
JTJ(J - P6 ) - ;\[ est Fredholm d'indice zéro pour tout À E]O, 8]. Donc, pour 
démontrer l'inclusion, il suffit de montrer que N(JTI(I- Ps)- ..\!) = {0} pour 
tout À E ]0, o]. ~ 

Soit x E N(ITJ(l- Ps) - ..\!), alors 

x=(!- Ps)iTI_: et (JTJ- -\!)x= PsiTJ.r. 
À 

D'où (ITI- ..\l):r = PsiTI(I- Ps)iTix =o. Par conséquent, x E N(JTI- ..\!). 
Si À =J. Àn, nE !6 , alors JTI- À[ est inversible (d'après (i)) et clone x= O. 
Si À= Àn, nE Is, alors xE N(JTI- ,\"!) et clone Ps.c = :r. 

En outre, Àn:t = JTJ(I- Ps):c = JTI(l- P6 )Ps:r = 0 d'où x = O. Ce qui établit 
l'inclusion d'après la remarque initiale. 

On peut à présent conclure : 
Comme JTJ(I- Ps) = JT(J- Ps)J, ]0, o] C p(JTJ(I- Ps)) implique que 
1(T(I - Ps)) :2: o. Par conséquent, pour tout 8 < Îe(T), il existe I\s = T Ps 
compact tel que 1(T- /\·<,) :2: o. 
D'ott finalement, pour tout o < Îe(T), sup 1(T + !\) :2: o. 

l\'EK(H) 

La deuxième inégalité est clone prouvée ce qui termine la démonstration du 
théorème. 

Remarque 1 : l'égalité elu Théorème précédent n'est plus valable lorsque 
T E B(X), X espace de Banach. En effet, il existe un espace de Banach X et 
un opérateur T E B(X), (cf [A-T], la preuve du Théorème 3 .. 5) tel que T est 
semi-Fredholm, L:r(T) injectif et il existe Rn E B(X) vérifiant llrr(Rn)IJ = 1 et 
JJr.(T Rn)ll --+ 0 quand n --+cc. 
D'oü, Îe(T) = Al(L:r(T)) = 0 et 1(T) >O. 
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Remarque 2 : nous effectuerons par la suite une démonstration plus courte 
suggérée par J.Ph Labrousse de ce Théorème mais la construction de la preuve 
qui précède est indispensable pour démontrer le Théorème suivant. 
Ce Théorème montre que le supremum est atteint. On obtient alors un 
relèvement exact de la conorme ce qui était notre objectif. 

Théorème 4.2.3 Soit T E B(H), alors il e.tiste 1\ opémtettr compact tel que 

!e(T) = 1(T + 1\). 

Démonstration : 
Deux premiers cas sont immédiats : 
- Si le(T) = 0 alors 1(T) = 0, clone l'opérateur /\ = 0 convient. 
-Si le(T) = +:xJ alors Test compact .. Dans ce cas, il suffit de prendre/\= -T. 

Démontrons l'égalité du théorème clans le cas oü 0 < le(T) < oo 
- Si 0 < le(T) < oo alors d'après le Théorème 4.2.2, ·il existe 1\0 E 1\(H) tel que 

1(T +Ka) > O. On peut à présent supposer que 1(T) = /( ITI) > O. 
0 n'est donc pas un point d'accumulation de cr(ITI). 

Si [I(T), ':'fe(T)[ c p(ITI) alors Îe(T) = 1(T). 
Dans ce cas l'égalité du théorème est vérifiée pour J\ = O. 

Si [!(T), A~e(T)[ ct p( ITI ), 
on a alors [I(T), le(T)[ n Œ( ITI) = P.n)n~l qui est une suite de points 
distincts avec /e(T) comme seul point d'accumulation éventuel. 
Comme dans la preuve elu Théorème -1.2.2, on considère Pn la projection 
orthogonale sur N(ITI- Ànl) et on pose V.r E H, Px= Ln>I Pnx. 
Alors l'opérateur /\1 = Afe(T)P -ITIP est compact, en effet,-soit la suite (.\n)n~I 
est finie soit le(T) - Àn ----+ 0 quand n ----+ +:xJ ). 
Puisque ITI = (!- P)ITI + le(T)P- 1\1, 

!e(T) = le(ITI) =le((!- P)ITI + !e(T)P). 

- l\·[ontrons que JO, /c(T)[C p((I- P)ITI + /e(T)P). 
Pour cela, il suffit de montrer que : 

V>. E JO, le(T)[, 1V((I- P)ITI + !e(T)P- ,\!) = 0 
Soit xE N((I- P)ITI + Î·e(T)P- ,\!). 
Alors Àx = (!- P)ITix + le(T)P:r 

et Vn ~ 1, (ITI- >.!)x= (ITI-Ie(T)I)P.r = (ITI- re(T)I)C'•\TlfP.r. 

D'oü Px= 0 et par conséquent xE N(ITI- >.!). 
Si À =f. Àn, alors ITI ->.!est inversible et donc x = O. 
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Si À = Àn, alors x = Pnx = P;r: d'où (ITI - .XI)x = (.Xn- ~fe(T))x = 0 et par 
conséquent x =O. 
On en déduit finalement que : 

l'vlaintenant, soit T = l ïTila décomposition polaire de T avec V une isométrie 
ou une co-isométrie (cf 2.2.10. Par symétrie de l'adjoint, on peut supposer que 
V est une isométrie. En utilisant 2.1.4, on obtient : 

le(T) = !(ITI + 1\t) = !(V(ITI + I\1)) = 1(T + !\) 
oü 1\ = V 1\1 E A'(H). 
Le théorème est maintenant démontré. 

Remarque: 
Si Test semi-Fredholm alors 

oü me(T) = inf{O'e(ITI)}. Il est clair que les Théorèmes 4.2.2 et 4.2.3 restent 
valables si on remplace "~1e(T)" par "me(Tf'. 
On a donc la proposition suivante : 

Proposition 4.2.4 Soit T E B( H) alors : 

rne(T) = sup m(T + 1\). 
l\'EK(H) 

De plus, il e.risfe 1\ opérateur compact de B(H) tel que : 

Théorème 4.2.5 Soit TE B(H) et T = UITI 8n décomposition polaire avec 
U isométrie partielle et 1\" ( T) = N ( U). 

~t(T) 2 = sup{c > 0; r·r 2: cU*U} 

Preuve : 
On procède par double inégalité. 
(i) Soit cE R tel que T*T 2: c u·u. 
On a alors \fx E H,(T*T;r,:r;) 2: c(U*Ux,;r) 

Si xE N(T)J. = N(U)l.,on a: IIT.rll 2 ~ ci1Uxll 2 ~ cil.rll 2
• 

IITa·il . . 
Donc \fx E i\'(T)J. et x =f. 0, W ~ ..jë qui se trac!tut par 1(T) 2: Jc. 



On en conclut que 1(T)2 ~ sup{ c > 0; T*T ~ c U*U}. 

( .. ) ( )l. ...1. ( ·) 11Tl~ll 2 
(T*T.r,x) 

11 Vx EN T et x r 0, 1 T)- ~ llxll 2 ~ (U·U.r,x) 

Donc Vx E 1\'(T)l. et x :f= 0, 1(T)2
• (U*Ux,x) ~ (T*T.r,:r), 

ce qui prouve que 1(T)2 • u·u ~ r·r. 
Finalement, 1(T) 2 ~ sup{ c > 0; T*T ~ c U*U}. 

Définition 4.2.6 TE B(H) est dit quasi-normal si T commute auec T*T. 
(cf.[H, problème 108]} 

Remarque : Ün opérateur normal est quasi-normal. 

Proposition 4.2.7 Soit TE B(H), qua8i-normal. 
{T}' = {5' E B(H); TS = ST}, le commutant de T. 
On a alo1·s : 

Îe(T) = sup ~i(T + l\") 
l\'EI\(H)n{T}' 

et 
31\ E /\( H) n {T}' tel que le(T) = 1(T + !\). 

Preuve : Pour obtenir 4.2.ï, il suffit de remarquer que T quasi-normal implique 
T commute a\·ec JTI et utiliser les démonstrations des Théorèmes 4.2.2 et 4.2.3. 

Proposition 4.2.8 

Si T est normal alors Vn ~ 1, 3/\ E l\"(H)n{T}', normal tel que le(Tn) = !((T+I\t). 

Preuve : On utilise encore la démonstration du Théorème 4.4.4. On obtient avec 
la même construction un opérateur [\ = l'.l\"1 tel que /e(T) = 1(T + !\). De plus 
du fait que T est normal et de par la construction de [\, 1\ est alors normal et 
commute avec T donc T + 1\ est normal. 
En appliquant la Proposition 3.2.10 pour a= r.(T) puis pour a= T +A", on a le 
résultat suivant : 
Vn EN*, /e(T'1

) = (/e(T))n = (·-,.(T + l\)) 11 = le((T + l\")'1
). 
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4.3 Applications du relèven1ent de la canonne 

Proposition 4.3.1 Soit TE B(H) 

)'e(T) > 0 {::=::} 3I\ E I\(H) tel que R(T +/\")fermé 

Preuve de 4.3.1 : 
D'après le Théorème 4.2.:3, 
3]{ E K(H) tel que 1(T + /\") > 0 et ceci équivaut à R(T + 1·;,") fermé. 

11 

Notation : on rappelle que pour A C* algèbre, A désigne l'ensemble des 
éléments de A admettant un inverse généralisé. 

Proposition 4.3.2 
r-. r-. 
C(H)= rr(B(H)) 

Preuve de 4.3.1 : 
· En utilisant successivement 3.1.12 appliqué à a = i(T) et à a = T ainsi que le 

Théorème 4.2.:3 ,on obtient : 
r-. 

TE C(Jf){=::} ~le(T) > 0 {::=::}:JI\ E 1\(H) tel que 1(T + 1\) > 0 
,.----, ,.----, 

{::=::} 3/\ E X(H) tel queT+ 1\ E B(H) {::=::} TE rr(B(H)). 
Remarque : ce résultat est l'analogue des résultats 2.:3.6 et 4.2.1 déja connus. 

r-. 
Proposition 4.3.3 Soit ;;-(T) E C( H) et rr(T)+ son trll'cr:Se de Moore-Penmse. 
Alors 

11;;-(T)+JJ = . in_f JJ(T + 1\)+11. 
[,El' (H) 

En fait, l'in/ e:St atteint i.e: 31\0 E K(H) tel que JJrr(T)+II = JJ(T + Xo)+JJ 

Preuve: 
C'est une conséquece directe des théorèmes 4.2.2 et 4.2.:3. 
On rappelle d'abord que la proposition 3.2 .. 5 donne l'égalité: l(;r(T)) = (11;;-(T)+JJ)- 1

• 

Pour le premier résultat en appliquant 4.2.2 et l'égalité ci-dessus, on obtient : 

Jlrr(T)+JI = /(rrtT)) = sup ,\T+l\) = 1 
/,·e/,.(H) K~~~-1HJ-JJ(_T_+_/\-.)-+-JJ 

= inf li(T + 1\)+IJ. 
J,·e/\.(H) 

Pour le deuxième, on a : 

IJrr(T)+ Il = !( rr(T)) = /( T ~ 1\.o) en appliquant 4.2.3. 
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Remarque : 
En utilisant la proposition 3.2.5, on peut également proposer une démonstration 
plus courte du théorème 4.2.2 suggérée par J .Ph Labrousse : 
Autre preuve du théorème 4.2.2 : 
Si le(T) = 0, le résultat est immédiat. 
Si le(T) > 0, en utilisant l'équivalence : 
le(T) > 0 <===? :3 /\'o E /\(II) tel que T + I\0 admet un inverse généralisé, 
{cf4.2.1 ). 
On en déduit que t = T + 1\0 admet un inverse de l\Ioore-Penrose noté f+. 
(cf :3.1.9) 
D'autre part, on a V [{ E 1\(H), r.((T + /\)+) = r.(T + f\)+ = r.(f)+ = r.(f+). 
Par conséquent, (T + /\)+ = t+ +!{'où !\' E 1\(H). 
D'autre part, inf II(T +!\)+Il= inf ll(f+ + I\ll-

l\.El\"(H) f..."Eh'(H) 

On en déduit que : 
Aï (T) - Aï ( t) - 1 - 1 = ---.----:-:-:-:=::-1~.....,...,.--::-:-:-;-

e - e - ll(r.(Ttll - . in_f II(T+ +!\)Il inf II(T +Ka)++ !\Il 
l\ El\ ( H) • l\. El\. ( //) 

1 1 en utilisant :3.2.-5 pour la 
inf II(T + I\. + 1\ )+Il -

l\'E/\(H) 
0 

dernière égalité. 

On a donc /e(T) = ---..!;.1-....--- = sup 1(T + /\). 
inf . KEK(H) 

[\'E[\"(H) !(T + A) Il 
C'est le résultat recherché. 

Proposition 4.3.4 Soit T E B( H) alors il e.ri.-;le I\ E B( H) compact tel qne 

l!r.(T)I! = liT+ Kil· 

Preuve : 
cette proposition se démontre en utilisant un raisonnement analogue à celui elu 
Théorème 4.2.:3. 
Ce dernier résultat donne une réponse partielle à. la conjecture de C. Olscn et .J. 
Plastiras [O-P] , page 38!), voir aussi [0]. [A-P] ct [P]. 
Conjecture 1: 

Soit TE B(H) et P un polynôme à. coefficients complexes, alors on conjecture 
le résultat sui\·ant : 
il existe !{ compact tel que 

le(P(T)) = 1(P(T + /\)). 
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4.4 Quelques résultats concernant 1(T), loo(T) et le(T). 

Définition 4.4.1 On po:Se 

l\'o(H) ={TE B(H).dimR(T) < œ}; 

!oo(T) = sup 1(T + F) 
FEKo(H) 

Il découle directement de ces définitions les inégalités suivantes : 

Proposition 4.4.2 
0 :5 :t(T) :5 !oo(T) :5 !e(T) 

Proposition 4.4.3 Soit TE B(H) 

!(T) > 0 Ç=::;> Aloo(T) > O. 

Preuve: Si R(T) est fermé alors pour tout FE /\'0 (!1), R(T + F) est fermé. 
En effet, R(T) + R(F) est fermé clans H comme somme d'un sous-espace fermé 
et d'un sous-espace de dimension finie. D'autre part, R(T + F) C R(T) + R(F) 
et dim R~~:).~l < oo impliquent que R(T + F) est fermé dans R(T) + R( F) et 
donc fermé dans H. 

Proposition 4.4.4 Soit TE l\'(H)\K0 (Il) 

Alors !(T) = {x.(T) = 0 el le(T) = +~. 

Preuve : Si Test compact et R(T) fermé alors R(T) de dimension finie. 
Donc siTE l\(H)\K0(H) alors R(T) n'est pas fermé et donc 1(T) =O. 
D'après la proposition précédente, Î·(T) = i=(T) = O. 
D'autre part, !e(T) = sup 1(T + !\) et !(0) = +oo donc /e(T) = +oo. 

[,.E[,·(H) 

Théorème 4.4.5 Soit TE B(H) avec 1(T) > 0, alors 

/e(T) = !oo(T). 

Preuve : 
On procède par double inégalité : 
Première inégalité: on a toujours {'e(T) 2:: l•Xi(T). 
Pour la deuxième inégalité, on reprend la démonstration elu Théorème 4.2.2. 
Il suffit alors de montrer que l'opérateur T Ps est cette fois de rang fini. 
1(T) > 0 implique que 0 n'est pas un point d'accumulation de a(JTI). 
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Par conséquent, pour tout 8 < le(T), Is est un ensemble fini donc P6 puis T Ps 
sont de rang fini. On en conclut que : 
V 8 < le(T), sup 1(T + F) ~ 8 

FEl\'o(l-l) 

Ceci prouve que loo(T) ~ 1e(T). 

4.5 Exe1nples 

Exemple 1 
Exemple d'opérateur tel que 1(T) = loo(T) = 0 et 1e(T) = +oo. 
Soit H un espace de Hilbert séparable et ( en)n>t une base hilbertienne de H. 
Soit TE B(H) défini par Vn ~ 1, Ten = ~e71 • -

Alors TE l\"(11) comme limite d'opérateurs de rang fini. 
Comme 1(0) = +oo, le(T) = sup{ 1(T + [\·), !\ E 1\(H)} = 1(0) = +oo. 
De plus, il est clair queT n'est pas de rang fini i.~ TE /\(If)\ I\0 (H). 
Donc, d'après les propositions 4.4.:3 et 4.4.4, 1·(T) ~ lx-(T) =O. 

Exemple 2 
Exemple d'opérateur tel que 1(T) = loo(T) = 0 et 0 < l'e(T) < oo. 
Soit H comme dans l'exemple 1. Soit P la projection orthogonale sur le sous
espace engendré par e2n et /\ opérateur de B( If) défini par: 
v n ~ 1, /\e2n-1 = 2nl_l e:zn-1; A"e2TI =o. 
A" est alors compact comme limite d'opérateurs de rang fini. 
Posons T = P + /\" alors Te·2n-1 = 2nl_ 1 e2n-1 et Te2,1 = c2n. 
N(T) = 0 donc 1(T) = inf{JJT.rJJ;.r =f. 0} =O. 
En effet, IITe:zn-tll = 2L 1 tend vers 0 quand n tend \·ers l'infini. 
On en déduit également que f.x-(T) = O. 
Et on a: Afe(T) = inf{ae(T) \ {0}} = 1. 

Exemple 3 
Exemple d'opérateur T tel que Afe(T) = 1(T) = loo(T) =O. 
Soit If = H1 EB H2 EEl ... $ Hn tB ... oü Hn = €2(N•) 
Soit TE B(H) défini par T:r: = ( ~ )n?:l ott ;t = (xn)n?:t E H. 
Prouvons que !e(T) =O. 
Notons Tn la restriction de T à Hn, alors Tn : /f,1 ---+ H11 est un isomorphisme. 
Donc T n'est pas compact. 
De plus, V/\ E l\"(11), T + 1\ = (T + /\)n : Hn ---+ H 
est semi-Fredholm avec dim S((T + 1\)n) < oo. 
Soit e; E Hn oü (e;);> 1 est. la base canonique deHn= f2. 
Alors, II(T + /\')n(ei)ÏJ---+ ~et d(ei. N((T + 1\)n))---+ 1 quand i---+ +oo. 
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Or, i((T + A')n)d(ei, N((T + 1\)n)) ~ II(T + /\)n(edll, d~ol!, en faisant tendre 

i vers l'infini, on obtient !((T + I\)n) ~ ~. 
n 

Et comme V n 2: 1, 1(T + 1\) ~ I((T + l\)n) ~ .!., on en déduit que: 
n 

1(T + 1\) = 0 pour tout compact 1\ E 1\(H). 
Par conséquent le(T) = O. 
Pour conclure, on sait que de façon générale, 
le(T) = 0 implique 1(T) = loo(T) =O. 
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5 CONTINUITE DE LA CONORME ESSEN
TIELLE 

5.1 Relève1nent de la canonne et opérateurs senli-Fredhohn 

Notons a5 _F(T) = {>. E C; T- >..! n'est pas semi-Fredholm} le spectre essentiel 
semi-Fredholm. 
Soit d(T) le rayon de la plus grande boule ouverte centrée en T et incluse dans 
l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm. 
On prend d(T) = 0 si T n'est pas semi-Fredholm. 
Soit s(T) = sup { ë 2:: 0, V,\ E C, 0 :5 !>..! < ë ==:::} T- ,\[ semi-Fredholm} 
Si Test semi-Freclholm alors s_(T) = d ( 0, as_F(T)). 
Remarque: V TE B(H). d(T) :5 s(T) 

Proposition 5.1.1 Si T est semi-Fredholm, on a : 
(i) A1(T) :5 d(T) :5 s(T) 
(ii) I~(T) :5 d(T) :5 s(T) 

Preuve : 
('i) D'après la proposition 2.2.9, la boule B(O, 1(T)) est incluse dans l'ensemble 
des opérateurs semi-Fredholm donc 1(T) :5 d(T). 
(ii) Comme les opérateurs semi-Fredholm sont stables par perturbation finie, 
V FE B(H) de rang fini, d(T + F) = d(T). De (i), on déduit /oo(T) :5 d(T). 

Proposition 5.1.2 
Soit T semi-Frcdholm et S E B(H) 
Si liT- Sll < 1e(T) alors S est semi-Fredholm et inrl(T) = ind(S). 

Preuve: D'après le Théorème 4.2.3, il existe/{ E 1\(H) tel que: 
le(T) = 1(T +A') d'ott II(T + K)- (S +/\)Il < 1(T + !\). 
D'après 2.2.9, S + !\ est scmi-Freclholm et incl(T + l\') = ind(S + !\). 
Et, comme les opérateur:; semi-Fredholm ainsi que leurs indices sont stables par 
les perturbations compactes, la proposition est démontrée. 

Proposition 5.1.3 Soit T, SE B(H), T semi-Frcdholm alors.· 

liT- SI!< le(T) ==:::} lfe(T) -le(S)I :5 liT- S'li. 

Démonstration : Puisque Test semi-Freclholm, rr(T) est inversible à gauche 
ou inversible à droite dans C( H). Sans perte de généralité on peut supposer que 
rr(T) est inversible à gauche ( sinon on considérerait r.(T*)). Soit maintenant 

SE B(H) tel que llrr(T)- rr(S')II < llrr(~')+ll' 
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Alors llr.(T)+(r.(T)- r.(S))II < 1 cl'oü 1- r.(T)+(ïï(T)- r.(S)) = r.(T)+r.(S) 
est inversible. Donc [ïï(T)+r.(S)]- 1ïï(T)+r.(S) = 1 ce qui implique que r.(S) est 
inversible à gauche . En utilisant :3.2.1:3, on voit facilement que : 

l!e(T)- le(S')I ~ llr.(T)- r.(S)ii· 
Donc on a montré l'implication sui\·ante : 

llr.(T)- r.(S)II < !Ir.(~)+ ii =::} be(T)- le(S)I ~ llr.(T)- r.(S)II. 

Et, comme d'après :3.2.5, Î'e(T) = llïï(~)+ll et llrr(T)- rr(S)II ~liT- 511, 

la proposition est démontrée. ~ 

Rappelons le Théorème 8.2 de [Zl] qui servira clans la preuve du Théorème 
suivant: 

Théorème 5.1.4 Soit T un opémteur semi-Fredholm de B(X) où X est un 
e.~pace de Banach. 

Théorème 5.1.5 Soit TE B(H) semi-Frcdholm 
Alors 

et on a 

Preuve : 
Puisque T semi-Fredholm, R(T) est fermé ainsi que R(Tn) pour tout nE N 
(cf [S]) et de là Vn. E N, Î (rn) > O. En appliquant la. proposition 4.4.5 à Tn, 
on obtient :Vn E N,!e(Tn) = l·x:.(Tn). 
~Iaintenant, le Théorème :).1.-! rappelé ci-dessus permet de conclure. 



5.2 Points de continuité de la canonne essentielle 

Proposition 5.2.1 
La fonction le : B( H) --+ [0, +oo] est se mi-continue supérieurement 

Preuve: Il suffit d'appliquer :3.2.12 à a= r.(T). 

Remarque : clans (Z2] Proposition 1, on trouve une version de ce Lemme dans 
le cadre des espaces de Banach. 

Théorème 5.2.2 Soit T E -?( H) 

T est un point de continuité pour la fonction le : B(H) --+ (0, +oo] 

si et seulement si 

/e( T) = 0 ou T est semi-Fh:.dholrn. 

Démonstration 
,., s·" • 1 • 

Quand "'e(T) = 0, la continuité de /e découle de sa semi-continuité supérieure (cf 
proposition 5.2.1 ). 
Supposons donc que /e(T) > 0 et que T est semi-Fredholm. Alors la continuité 
de /e se déduit de la proposition .5.1.3. 
"Seulement si'': 
Supposons que la fonction /e est continue au point T ct que /e(T) >O. 

Alors il existe a> 0 tel que si liT- Sll <a alors le(S') 2: Afe~T) 2: 8. 

D'autre part l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm est d;nse clans B(H) (cf 
2.2.11). Donc il existe 
(Tn)neN une suite d'opérateurs semi-Freclholm qui com·erge vers T clans B( H). 
Alors pour~= min{o:,8} > 0, il existe iVE N tel que IITN- Til< min{o,8}. 
D'où -;'e(TN) 2: 8 et IITN- Til< 8. 
Par conséquent, IITN -Til < le(TN ). 
La proposition .5.1.2 permet alors de conclure. 
Remarque : on peut rapprocher ce résultat du théorème 2.16 de [L-11] 
qui caractérise les points de continuité de la conorme. 
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Proposition 5.2.3 Soit T E B(H) tel qne ie(T) > 0 
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(1) T est un point de continuité pour la fonction le: B(H) ---+ [0, +oo) 

(2) :3,8 > 0, :ln > 0, tel que VS E B(H), liT- 511 <a===> ie(S) ~ /3 
(:3) :3;3 > 0, :la:> 0, tel que VS E B(H), liT- Sll <a ===>]0, ,B[c Pe(ISI) 
(4) 3/3 > 0, :la > 0, tel que VS E B(H), liT- SJI <a ===>]0, ,B[c Pe(IS"'I) 
(5) T est semi-Fredholm . 

Démonstration : Les implications (1) ===> (2) ===> (:3) sont immédiates. 
(3) <===} ( 4) . Il suffit de remarquer que : 

)0, /3[C Pe(T"'T) {::} )0, ,B[ C fJe(TT"') puis d'appliquer le théorème de l'application 
spectrale. . 
(:3) ===> (.5) : Puisque l'ensemble des opérateurs semi-Fredholm est dense clans 

B(H), il existeS E B(H) semi-Freclholm tel que liT- SJI < min{a,/3}. 
D'ott, par l'hypothèse (:3), liT- S'li < Î·e(S). ~iaintenant la Proposition .).1.2 
permet de conclure. · 
(.j) ===> ( 1) : Voir le Théorème 5.2.2. 

Remarque : Dans [L-l\I) les auteurs ont étudié les points de continuité de la 
fonction 1 : S' ~ 1( S) oü S appartient à l'ensemble des opérateurs fermés à 
domaines denses clans H. 
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