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Résumé

Pour qu’un dispositif automatique (un robot industriel par exemple) ait un bon rende-
ment, il faut lui fournir des commandes proches des solutions optimales pour « I'index de
performance » retenu. Cet index peut représenter par exemple la consommation d’énergie ou
la durée nécessaire pour amener le dispositif dans ’état final souhaité. Par ailleurs, pour assu-
rer un bon fonctionnement, le systéme doit vérifier un ensemble de contraintes qui traduisent
la solidité des matériaux employés, la puissance des moteurs, etc.

Bien qu’il existe des méthodes générales pour calculer des commandes optimales, avec des
contraintes sur ’état du systéme, le probléme reste ouvert pour de nombreuses applications
car certaines notions sont difficiles 4 prendre en compte. C’est le cas, en particulier, lorsqu’on
souhaite produire des commandes lisses pour éviter I’apparition de vibrations parasites.

De plus, les solutions générales sont peu algorithmiques: elles reposent sur des calculs
numériques qui pénalisent les temps de calcul et la fiabilité des résultats. Il est donc nécessaire
de définir des méthodes qui tirent profit des spécificités des systémes traités ; c’est ce qui est
fait dans cette étude. L’objectif est de proposer une méthode pour calculer des commandes
optimales en temps, pour les systémes différentiellement plats.

Les propriétés de ces systémes permettent de décomposer le probléme en deux étapes
distinctes : le choix d’un chemin géométrique pour une variable particuliére — la sortie plate —
puis le calcul de la trajectoire optimale en temps le long de ce chemin. Ceci simplifie consi-
dérablement les calculs car une fois le chemin fixé, tous les calculs sont faits dans un espace
de dimension 1.

La méthode proposée est utilisée pour deux applications. La premiére consiste a orienter
un satellite afin d’effectuer des prises de vues de trés grande précision. La seconde consiste &
déplacer une charge a ’aide d’une grue en maitrisant le ballant final.

Abstract

To achieve a good efficiency with an automatic device (for instance an industrial robot),
it must be provided with controls near to the optimal solutions, with respect to the chosen
“performance index”. This index represents for instance, the fuel consumption or the time
needed to drive the device on the final state. Besides, to keep the device in good working
order, its state must satisfy a set of constraints which reflect the solidity of the materials
used, the power of the engines, etc.

Although there exists general methods to compute optimal controls, with state con-
straints, there are many problems where they can’t be used, because some notions are difficult
to take into account. This is the case in particular when smooth controls are needed, to avoid
vibrations.

Moreover, general solutions are not very algorithmic: they depend on numerical computa-
tions which penalize the computation time and the reliability of the results. So it is necessary
to define less general methods which exploit the specificity of the addressed problems. It is
the main topic of this study whose objective is to define a method to compute time optimal
controls for differentially flat systems.

Using the properties of these systems, the problem can be split in two independant steps:
the choice of a geometric path for a specific variable — the flat output — then the computation
of the time optimal trajectory along this path. This considerably simplifies the computations
because, once the path is set, all the computations are done in a one dimensional space.

The suggested method is used for two applications. The first one consists in pointing a
satellite for high accuracy shots. The second one consists in moving a load with a crane,
while controling accurately the final sway.



Chapitre 1
Introduction générale

Nous nous intéressons ici aux systémes dynamiques en temps continu. Il s’agit de
dispositifs, modélisés par des systémes d’équations différentielles, dans lesquels on dis-
tingue deux types de parametres: 1’état et la commande. L’état z(t) € R™ caractérise le
systéme en chaque instant t € R, alors que la commande u € R™ fait évoluer cet état.
Le probleme de base de 'automatique est de commander des systémes c’est a dire de
déterminer les commandes u permettant de contréler ’évolution de I’état 2 sur un inter-
valle de temps [0, T. A ce stade il faut distinguer deux types de solutions, la commande
peut étre donnée soit :

— en fonction du temps, on a alors u = u(t), 0 <t < T qui est une commande en
boucle ouverte ;

— en fonction de P’état et du temps, on a alors u = u(z(t),t) qui est une commande
en boucle fermée ou un feedback.

Pour de nombreuses raisons il n’est pas réaliste de chercher a commander un systéme
en boucle ouverte. En effet, de telles commandes ne permettent de prendre en compte ni
les approximations faites lors de la modélisation du systéme dynamique, ni les perturba-
tions extérieures. De plus, elles sont souvent plus difficiles a calculer que les commandes
en boucle fermée et peuvent aboutir & des solutions moins stables.

Cependant, le calcul direct des commandes en boucle fermé n’est pas toujours suf-
fisant non plus. Dans ce cas il est alors possible de composer les deux solutions: une
commande de consigne est calculée en boucle ouverte dont on déduit une trajectoire de
référence pour certains parameétres dépendant de 1’état et du temps; la commande en
boucle fermée a alors pour but de maintenir ces paramétres aussi proches que possible
de la trajectoire de référence.

Le soin apporté a la définition de la commande de consigne dépend énormément de
l’application. Dans certains cas la commande n’est jamais calculée explicitement, dans
d’autres elle est fournie sous une forme simple et approximative, par exemple constante
par morceaux. Pour certaines applications, par contre, il peut étre nécessaire de la cal-
culer explicitement avec une trés grande précision . A titre d’exemple, les situations
suivantes entrent dans ce cadre:

- Certains dispositifs de commande en boucle fermée simplifient le probleme de
la stabilisation autour de la trajectoire de référence en supposant que les diffé-
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rences avec la trajectoire réelle restent « faibles ». Des différences trop impor-
tantes peuvent avoir des effets désastreux, en particulier amener les dispositifs
de commande hors de leurs domaines de fonctionnement normal et aboutir a des
comportements imprévisibles.

— De nombreux systéemes dynamiques sont trés sensibles aux commandes trop bru-
tales. Celles-ci ont en effet tendance & générer des oscillation qui perturbent le bon
fonctionnement du systéme (satellites d’observation, grues, manipulateurs indus-
triels ... ). Dans ce cas, on peut soit ajouter un élément physique qui filtre les
commandes effectivement fournies, soit s’assurer que les commandes calculées sont
suffisamment lisses pour ne pas perturber le systéme commandé.

— Pour exploiter au mieux un dispositif on peut étre amené a chercher ’enchainement
de commandes le plus rentable, on est alors amené a planifier les trajectoires du
systeme avant de le commander, la phase de planification consistant a évaluer
plusieurs scénarii pour ne conserver que le plus rentable. Cette démarche exige
le calcul de nombreuses commandes dans un cadre ou les commandes en boucle
fermée ne se justifient pas.

De telles situations ont tendance a étre de plus en plus fréquentes car ’amélioration
des performances des dispositifs que la technologie actuelle produit, s’accompagne aussi
d’un accroissement de leur sensibilité, de leur complexité et de leur coit.

Lorsque les interactions d’un tel systeme avec ’environnement sont négligeables, le
calcul précis des commandes en boucle ouverte devient une étape nécessaire dans le pro-
cessus de commande. Ceci se vérifie en particulier dans 'industrie spatiale : les satellites
d’observation sont de plus en plus performants mais aussi de plus en plus coiiteux. Pour
réaliser une prise de vue il faut orienter le satellite dans une direction extréemement pré-
cise en s’assurant que les commandes fournies ne nuisent pas a la stabilité de la visée.
En particulier il faut éviter les commandes trop brutales car elles excitent des modes
vibratoires dans la structure du satellite. Par ailleurs, pour améliorer le rendement du
satellite il faut optimiser I’enchainement des prises de vues. Cette phase d’optimisation
consiste a évaluer un grand nombre d’enchainements différents et a prendre le meilleur.
Le rendement final dépendra alors de la qualité de P’évaluation et du nombre total
d’enchainements évalués. Pour ne laisser aucune place au hasard, un enchainement est
évalué en calculant les commandes qui permettent d’effectuer chacune des transitions
entre prises de vues; il est donc nécessaire de calculer trés rapidement des commandes
proches de 'optimum,

Apres avoir défini I'objectif fixé, précisons le cadre dans lequel nous nous plagons.
Tout d’abord, définissons le type de représentations utilisées pour modéliser les systemes
dynamiques. Traditionnellement on cherche & mettre en avant P’évolution de I’état du
systeme en le représentant par son équation d’état :

i(t) = f(z,u,t) (1.1)

Malgré son caractére universel, cette représentation n’est pas forcément la plus adaptée
pour effectuer les calculs. Nous avons préféré exploiter un type de représentation diffé-
rent : nous supposons que I’état = et la commande u peuvent s’exprimer en fonction d’un
ensemble de variables indépendantes y = (y1,...,Ym) € R™ et d’un nombre fini de leurs
dérivées. Les systémes vérifiant cette propriété sont appelés systémes différentiellement
plats et y est alors la sortie plate du systéme.
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Cette représentation des systémes dynamiques est moins générale que 1’équation
d’état ; toutefois elle n’est pas trop réductrice car elle s’applique & un grand nombre de
systemes classiques. Lorsque ce nouveau formalisme a été introduit, il a été établi que
la planification de trajectoires pour les systémes plats est extrémement simple. De tels
systémes peuvent alors étre commandés en deux étapes:

— le calcul en boucle ouverte d’une trajectoire de référence pour la sortie plate;

— le suivi en boucle fermée de cette trajectoire.

Nous nous sommes intéressé plus particulierement a la premiére étape car c’est &
ce niveau que 'optimisation peut avoir lieu. Notre travail consiste a calculer, en boucle
ouverte, des trajectoires optimales pour la sortie plate. Le probléme reste complexe, nous
avons donc choisi de le décomposer en deux étapes: le calcul du chemin géométrique
suivi par la sortie plate et le calcul de la trajectoire optimale le long de ce chemin. Nous
n’avons pas proposé de méthode générale pour optimiser le chemin géométrique, mais
des résultats déja connus permettent de traiter ce point dans certains cas particuliers.

Le but de ce mémoire est de proposer une méthode pour calculer, en boucle
ouverte, des commandes optimales en temps, pour des systemes différen-
tiellement plats, lorqu’on impose a la sortie plate du systeme de suivre un
chemin géométrique particulier.

Il reste a préciser les outils qui seront utilisés pour résoudre le probléme: nous cher-
chons a réduire au maximum les calculs numériques au profit des calculs symboliques.
En choisissant cette approche nous avons a l’esprit deux objectifs principaux: d’une
part accélérer les temps de calculs, d’autre part obtenir une méthode fiable qui évite
les probléemes mal conditionnés pour les méthodes numériques. Ici, le calcul symbolique
est un outil tres intéressant car il permet entre autres de décomposer le probléeme ini-
tial en sous-problemes moins complexes, de précalculer un certain nombre de résultats
intermédiaires et de reformuler certaines expressions destinées 3 des traitements numé-
riques. Chacun de ces points est particulierement important pour pouvoir définir les
algorithmes a mettre en ceuvre De plus ils simplifient I’étape finale de programmation
dans un langage de type C++, C ou FORTRAN.

Pour mieux situer notre travail nous commengons par présenter succintement, dans
la partie 1.1, une définition des problemes de calcul de commandes optimales ainsi que
les méthodes permettant de les résoudre. De nombreuses approches sont possibles, nous
nous restreignons donc au Principe du Mazimum (ou du Minimum) de Pontryagin, qui
nous intéresse le plus. Cette mise en situation nous permettra de faire apparaitre les
difficultés du probleme et les insuffisances des méthodes existantes, en particulier pour
les problémes prenant en compte des contraintes sur l’état du systéme.

Dans le cas des systemes plats, la formulation du probléme varie notablement. Nous
verrons donc comment ces notions évoluent lorsqu’on cherche a les appliquer a de tels
systémes. Ceci nous amenera a la partie 1.2 qui constitue une introduction détaillée & la
méthode générale que nous proposons pour calculer des commandes optimales en temps,
lorsqu’on impose le chemin géométrique suivi par la sortie plate du systéme.

Enfin, en 1.3 et 1.4 nous présenterons les deux applications auxquelles nous nous
sommes intéressés: la commande en attitude d’un satellite, pour laquelle la méthode
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

a été entiérement programmée en C++, et la commande d’une grue, pour laquelle la
faisabilité des calculs a été vérifiée a ’aide de programmes MAPLE.

1.1 Calcul de commandes optimales

1.1.1 Index de performance

Lorsqu’on parle d’optimisation il est nécessaire d’indiquer précisément, d’une part,
ce qu’on cherche a optimiser, d’autre part, le contexte dans lequel on souhaite effectuer
I’optimisation. Nous supposons ici que ’évolution de 1’état z du systéme, sous ’action
de la commande u, est décrite par I’équation d’état (1.1), I’état initial z(0) = zo étant
fixé. Le probleme de la commande optimale d’un tel systéme revient a chercher u et z,
vérifiant (1.1), de fagon & minimiser I'index de performance J:

J= /T F(z,u,t) dt+ S(&(T), T) (1.2)
0

ot les fonctions F: R* X R™ x R et S : R™ x R sont les fonctions de pondération.

Pour illustrer cette notion, voici les fonctions de pondération utilisées dans certains
problémes classiques :

— minimisation du temps total T: F=1et S=0;

|

minimisation de 1’énergie consommée: F =u? et S = 0;

suivi d’une trajectoire de consigne z.(t): F = (z(t) — z.(t))2 et S = 0;

|

|

interception d’un point se déplagant suivant la trajectoire y(t): F = 0 et S =
2(T) - y(T).

En général, un tel probleme d’optimisation n’a de sens que si on précise les conditions
dans lesquelles on souhaite voir le systéme évoluer. Ces conditions sont en fait données
sous forme de contraintes et nous les définissons dans ce qui suit.

1.1.2 Contraintes terminales

Contrairement a l’état initial zo qui est effectivement donné comme un point de
R”, Détat final souhaité peut étre défini d’une fagon plus générale par des contraintes
terminales :

a(@(T),T) 2 0 (13)
b(z(T),T) =0 (1.4)

En général, on impose aux fonctions ¢ : R®" xR — Rletb : R* xR — RV la
condition suivante : les dérivées par rapport & r de chacune des composantes de a et b
doivent étre linéairement indépendantes.

Il existe de nombreuses méthodes pour résoudre le probléme d’optimisation défini
par les relations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4), tant dans le cas linéaire que dans le cas non
linéaire. Par exemple, on peut construire un nouvel index de performance J' qui adjoint
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1.1. CALCUL DE COMMANDES OPTIMALES

’équation d’état (1.1) et la contrainte terminale (1.4) a ’ancien index J défini par (1.2).
Pour cela, il faut introduire deux nouvelles variables: A(t) € R™, qui dépend du temps,
pour prendre en compte P’équation d’état, et une constante v € R pour prendre en
compte la contrainte terminale. Le nouvel index J' est alors défini de telle sorte que
pour z et u vérifiant (1.1) et (1.4) on ait J = J’, ce qui nous donne:

J' = S((T),T)+ vTb(z(T), T)
+ /OT [F(z,u,t) + AT(t) (f(z,u,t) — &)] dt
On définit alors le Hamiltonien H par:
H(z,u,\t) = F(z,u,t) + AT (t) f(z, u, 1) (1.5)

L’expression de J’ devient alors:
T
J' = S(2(T), T) + vTb(e(T), T) + / [H(z,u,t) - AT()i] dt (1.6)
0

Ou AT et vT représentent les vecteurs A et v transposés.

Selon la théorie de Lagrange, le minimum de J, calculé en tenant compte des
contraintes (1.1) et (1.4), est atteint lorsque le minimum de J’ est atteint. Pour obtenir
ce minimum, il faut calculer la dérivée dJ' de J'. Apportons donc quelques précisions
sur les notions de différentielles et de variations utilisées ici. La figure (1.1) illustre la
difficulté qui apparait: étant donné que z(t) est une fonction continue du temps, les
différentielles dz(t) et dt ne sont pas indépendantes. Toutefois, a un instant donné ¢, on
peut définir la variation éz(t) induite par dz(t), ce qu’illustre la figure (1.1) pour t = T.
On a alors la relation suivante:

dz(T) = 82(T) + &(T)dT (1.7)

Pour calculer la dérivée de J' on applique la formule de Leibniz sur I'expression (1.6)
et on obtient:

dJ' = (S; + bgu)TdmlT + (S + b;rl/) dt|r + bTIT dv
+ (H = AT) dt|7 — (H — AT) dt]o (1.8)

T
+ / [H;f 8z + HY6u — AT63 + (H, - :i:)Té)\] dt
0

Les lettres x, u, A et ¢ utilisées en indice représentent une dérivée partielle par rapport
a la variable correspondante. Dans cette expression, on peut supprimer la variation 6z
en utilisant une intégration par parties:

T T
/ A6z dt = —A\Téz|r + ATéz|o +/ A6z dt
0 0
Par ailleurs, conformément & (1.7), on peut aussi procéder aux substitutions suivantes:

dzlo = (8z + i dt)|o dz|r = (62 + & dt)|7
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z(t)“

daT .

- >

T T +dT T

Fi1G. 1.1 - Relation entre la variation éz et la différentielle dz

Enfin, 'instant initial ¢ = 0 étant fixé et I’état initial £(0) = zo étant précisément défini,
les variations dt|o et dz|o sont donc toutes deux nulles. L’expression de dJ’ devient alors:

dJ' = (Sy + 6T — ) dz|7 + (S + bTv + H) dt|7 + bT|p dv
T T T (1.9)
+ / (B + 3762 + HI6u + (Hy - £)T6A]
¢}

Le minimum est atteint lorsque cette dérivée s’annule. Or les variations dz, du et §A
sont indépendantes, il faut donc annuler chacun de leurs coefficients. Par ailleurs, lorsque
la solution optimale est atteinte, la relation b(z(T'),T) = 0 est vérifiée, on aboutit donc
aux conditions nécessaires résumées dans le tableau (1.1). Pour résoudre le probleme
d’optimisation il faut calculer la valeur de v et les fonctions z(t), A(t) et u(t) qui vérifient
ce systéme d’équations. Il faut ensuite s’assurer qu’il s’agit bien d’un minimum global
(les conditions obtenues ici sont nécessaires mais pas suffisantes).

1.1.3 Contraintes sur la commande

Pour de nombreux problémes de commandes optimales, il manque un élément capital
a la définition donnée dans le tableau (1.1): les limites physiques du systeme commandé
ne sont pas prises en compte. Par exemple, dans le cas des commandes optimales en
temps d’un systéme mécanique, on pourrait aboutir a la téléportation si on ne se fixait
pas des restrictions sur la puissance des moteurs ou la solidité des matériaux. Il faut
donc compléter le probléeme et pour cela plusieurs approches sont possibles. Celle qui
est retenue dans les ouvrages traitant des commandes optimales, tels que [Lewis86] ou
[Faurre88], consiste & définir des contraintes supplémentaires sur la commande . En
général ces contraintes imposent a u d’appartenir a un compact U, par exemple en
bornant chacune des m composantes de u. Pour la commodité des calculs, on peut étre
amené a faire les hypothéses suivantes sur I/ :

— U est fermé par translation: t— u{t) e U =t u(t+7) €U;
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1.1. CALCUL DE COMMANDES OPTIMALES

Définition du probléme d’optimisation

Modélisation du systéme: z = f(z,u,t) t>0
T
Index de performance: J= / F(z,u,t)dt+ S(z(T),T)
0

Contrainte terminale: b(z(T),T)=0

Conditions nécessaires imposées a la commande optimale
Hamiltonien : H(z,u,\t) = F(z,u,t) + AT f(z,u, )
Equation d’état: t=f=H), t>0
Equation adjointe: A=—fTA-F,=-H, t<T
Condition de point fixe: 0= f,TA+F,=H, t<T

Conditions aux limites: (Sz+ b, Tv — /\)TIT dz(T)+ (S + b Tv - H)TIT dT =0

TaB. 1.1 - Commande optimale avec contraintes terminales

— U est fermé par partition: si un segment de fonction appartient a U, alors tout
sous—segment lui appartient aussi;

— U est fermé par réflexion: t — u(t) €U =t — u(-t) €U;

— U est fermé par concaténation: si deux segments, définis sur [to,t1] et [t1, 2] ap-
partiennent a I, alors la concaténation des deux segments appartient a U.

Une commande qui appartient a I/ est appelée commande admissible.

Cette nouvelle contrainte ne modifie que trés peu le probléme et [Pontryagin et al.62]
établit que les conditions nécessaires résumées dans le tableau (1.1) restent applicables,
pour peu que la condition de point fize soit remplacée par la condition plus générale:

Yueld H(z* u* A\ t)< H(z* u, " 1t) (1.10)

Ou z*, u* et A\* représentent les solutions optimales du systeme. Cette condition néces-
saire est le Principe du Minimum de Pontryagin (PMP) et elle traduit simplement le
fait que le Hamiltonien doit étre minimisé par les commandes admissibles u pour les
valeurs optimales de 1’état z et de 1’état adjoint A.

Pour illustrer ce principe, étudions le probléeme de la commande optimale en temps,
pour un systéeme linéaire, lorsque les contraintes sur la commande sont de la forme
lu;] <1 (1 <i< m). Le probleme s’écrit alors:

T
T = Az 4+ Bu J=/ 1dt
0

Ol A est une matrice carrée n X n et B une matrice n X m. On en déduit immédiatement
I’expression du Hamiltonien et de sa dérivée partielle par rapport a u:

H =1+ AT(Az + Bu) %—Z:HU=ATB
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La dérivée partielle H, ne dépend pas de u, il est donc nécessaire d’utiliser directement
le PMP énoncé en (1.10) qui se traduit ici par:

1+ (W) T (Az* + Bu*) < 1+ (A\)T(Az* + Bu)

A ce point nous voyons l'intérét qu’il y a a faire apparaitre les valeurs optimales de
Pétat et de I’état adjoint, des deuz cdotés de I'inégalité. En effet, cela nous permet de la
simplifier pour obtenir la condition suivante sur u*:

(\)TBu* < (A%)TBu

Il faut donc trouver la valeur de u qui donne a (AT Bu la valeur la plus proche de
—00. Soit B' la ¢ colonne de la matrice B, la commande u(t) cherchée doit rendre aussi
petite que possible la quantité:

m

AT(t)Bu(t) = Z u; () BIA(t)

=1
Ceci doit étre vérifié pour tout ¢t € [0,T], on doit donc avoir:

tsi BIA(t) <0

u,-<t>=—sgn<B,-TA(t>)={ AN (1.11)

Ainsi, chacune des composantes u; de u est constante par morceaux et prend ses
valeurs sur les bornes de U/ ; ce type de commande est appelé commande bang-bang.

Les changements de signe coincident avec les changements de signe de la composante
correspondante de BT A(t); pour cette raison, la quantité BTA(t) est appelée la fonction |
de commutation.

1.1.4 Contraintes sur ’état du systeme

Le fait d'imposer des contraintes sur la commande n’est pas toujours suffisant.
On peut souhaiter prendre en compte des contraintes sur [’état du systéme, ou des
contraintes faisant intervenir la commande et [’état. Ceci peut s’exprimer par les inéga-
lités suivantes: -

g(=(t),u(t),£) > 0 (L12)
h(z(t),t) >0 (1.13)
Ou les fonctions ¢ : R" xR — R°et A : R™ x R — RY? sont continliiment

différentiables pour chacun de leurs parameétres.

Pour distinguer les contraintes miztes, définies par le systeme d’inéquations (1.12),
des contraintes pures, définies en (1.13), on impose aux composantes de g de dépendre
explicitement de u. Il est méme souhaitable que les dérivées par rapport & u des com-
posantes de g soient linéairement indépendantes.

Bien que cette distinction soit fréquente dans la littérature consacrée a ce sujet,
elle est parfois superflue, en particulier lorsqu’une relation est établie entre h et u, par
dérivation. Cette démarche, qu’on trouve déja dans [Leitmann66], consiste a calculer les
dérivées successives hg’), i > 0, de chacune des !’ composantes h; (1 < j < I') de h.
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Modélisation du systéme: t= f(z,u,t) t>0 (1.1)
Index de performance: J= OT F(z,u,t)dt+ S(z(T),T) (1.2)
Contraintes terminales : a(z(T),T)<0 (1.3)

b(z(T),T)=0 (1.4)
Contraintes mixtes : g(z(t),u(t),t) <0 (1.12)
Contraintes pures: h(z(t),t) <0 (1.13)

TAB. 1.2 - Probléme d’optimisation avec contraintes sur l’état du systéme

Y

A chacune des étapes du calcul on utilise I’équation d’état (1.1) pour remplacer & par
f(z,u,t). On définit alors ’ordre de la contrainte d’état h par le vecteur p € RY, dont
les composantes p; (1 < j <!') sont définies ainsi :

on) ansP?
8; (z,u,t)=0 Vi, 0<1i<p;j, (?Ju (z,u,t) #0

Avec cette définition de l'ordre des contraintes d’état, on pourrait considérer que les
contraintes mixtes sont des contraintes d’ordre 0. Comme pour les autres contraintes,
on impose généralement aux dérivées partielles, par rapport & u, de hgp 3) (1<j5<1h,
d’étre linéairement indépendantes.

Exemple 1.1.1 Pour illustrer ce mécanisme, prenons un systéme dont I'état z = (2, z3) €
R? et la commande u € R sont liés par I'équation d’état:

(i?l = T3 ].72 =1Uu
Imposons alors a |'état du systeme de vérifier les contraintes pures:
|.2:1—Cl|_<_0 ‘.’172—62|S0

Ou ¢; et c; sont des constantes. On a alors h(z,t) = (|z1(t) — e1], |z2(t) — ¢2|). Un calcul
direct nous donne la dérivée h = (|1 (t)],|22(t)]) ; en utilisant I'équation d’état, on peut
remplacer (&y,&3) par (22,u), on obtient alors A = (|24],|u|). La deuxitme composante
de A dépend directement de u, mais pas la premiére, on poursuit le calcul et on obtient
hgz) = |u|. On en déduit que 'ordre de h est p = (2,1).

On aboutit alors au probléme d’optimisation résumé dans le tableau (1.2). Il faut
déterminer si une solution existe et, dans ce cas, la calculer effectivement. Plusieurs
résultats permettent actuellement de décider de existence de solutions, en particulier
le théoreme classique de Filippov—Cesari dont ’énoncé et la preuve sont donnés dans
[Cesari83]. Nous ne développerons pas ce point car nous nous intéressons plutét au calcul
effectif de la solution.

Dans la suite nous ne considérerons que les commandes u et les trajectoires z, de
Pétat du systéme, qui vérifient les contraintes, ce qui conduit aux définitions suivantes:

Définition 1.1.1 On appelle {z(-), u(-)} une paire admissible si z(-) et u(-) vérifient
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I'équation (1.1) et si les contraintes (1.3), (1.4), (1.12) et (1.13) sont vérifiées. Une paire
admissible qui minimise globalement (1.2) est appelée une paire optimale.

Le fait de prendre en compte des contraintes sur I’état du systéme ne change pas
la nature du probléme. Par contre, les conditions nécessaires que les solutions doivent
vérifier sont beaucoup plus difficiles a établir et leurs expressions sont plus complexes ;
par conséquent le calcul des solutions optimales est trés coliteux. L’idée de base consiste
a définir un Lagrangien, L, qui prend en compte les contraintes (1.12) et (1.13), en plus
du Hamiltonien, initialemnt défini par I’équation (1.5). A ce stade, les contraintes pures
peuvent étre adjointes au Lagrangien, soit directement, soit indirectement par le biais
des dérivées de h. On a alors:

HP(z,u, Ag, AP, t) = Ao F'(z,u,t) + AP f(z, u,t) (1.14)
Lp(xa u, )‘07 )‘pv Hy Vp’ t) = Hp(zv u, ’\0’ )‘p, t)

+ p(t)g(z, u,t) + vP (t)hP) (2, u, t) (1.15)

Les multiplicateurs pu(t) et vP(t) étant des vecteurs lignes de R*® et RY respectivement.

Pour aboutir a la commande optimale u*, on cherche a nouveau la commande admis-
sible qui minimise le Hamiltonien lorsque I’état du systéme suit une trajectoire optimale
z*(t). Les conditions nécessaires obtenues dans ce cas présentent toutefois des différences
avec celles qui avaient été résumées dans le tableau (1.1). En particulier, ’équation ad-
jointe et les conditions de point fixe ne concernent plus les dérivées de H mais les dérivées
de L ; de plus des conditions supplémentaires sont introduites pour définir les multipli-
cateurs u(t) et v(t). Nous n’allons pas détailler les théorémes qui permettent d’établir
les conditions nécessaires ; par contre nous allons préciser le role attribué au Lagrangien,
en montrant comment les multiplicateurs u(t) et v(t) sont calculés.

Soit z*(t), une trajectoire optimale, définie sur [0,7]. On caractérise des intervalles
[t1,t2] C [0,T], par rapport a chacune des composantes h; de h, avec 'un des criteres
suivants:

- Vte€ty, ta], hi(z*(t),t) < 0, il s’agit alors d’un intervalle intérieur ;

-Vt € [t1,t2], hi(z*(t),t) = 0, il s’agit alors d’un intervalle limite ou intervalle
de saturation. La date t; est une date d’entrée, si un intervalle intérieur finit en
ti, et la date t, est une date de sortie, si un intervalle intérieur commence en
to. Lorsqu’une date d’entrée est égale a une date de sortie, on parle de date de
jonction.

Si on suppose que cette trajectoire optimale admet un nombre fini de dates de jonc-
tion, on peut définir une partition finie de [0, 7"] dont chacun des intervalles est soit un
intervalle intérieur, soit un intervalle limite, pour chacune des composantes de h(z*,t).
Un intervalle ]¢;, to[ de cette partition est donc un intervalle limite pour s’ composantes
de h(z*,t). On peut alors définir v?(t) > 0 tel que v?(t)h(z*,t) = 0, pour cela il suffit
d’imposer Vf’ = 0 si ]t;,t2[ est un intervalle intérieur pour h;. Une démarche similaire
permet de définir w(t) > 0 sur [0, T, tel que u(t)g(z*, v*,t) = 0. Ce mécanisme permet
de réduire considérablement le coiit des calculs puisque le probleme se réduit au calcul
de la partition de [0,T] et au choix des contraintes a saturer sur chacun des intervalles
de la partition.
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De trés nombreux travaux ont été effectués sur ce type de probléme et les conditions
nécessaires que les solutions doivent vérifier ont été établies pour traiter une grande
variété de cas. On peut d’ailleurs trouver une synthése trés compléte des applications
du Princippe du Maximum dans [Hartl et al.95]. De cette synthése il ressort que, sur
le plan théorique, tous les résultats obtenus n’ont pas la rigueur et la clarté que I’on
pourrait souhaiter. En fait, de nombreux théorémes ne sont démontrés que dans des
cas particuliers et aucune des approches proposées ne permet de prendre en compte
simultanément les contraintes mixtes et des contraintes pures d’ordre quelconque. En
pratique, les problémes ne comportant que des contraintes mixtes sont les plus simples
a traiter et la complexité a tendance a augmenter dés que des contraintes pures sont
prises en compte; de plus cette complexité augmente avec ’ordre des contraintes.

En dépit des imperfections décrites, ces résultats présentent un grand intérét pratique
et peuvent étre directement utilisées pour calculer des solutions optimales pour une
grande variété problémes.

1.2 Application aux systemes plats

Il reste de nombreux points pour lesquels I’application du Principe du Maximum,
tel qu’il a été présenté précédemment, reste insuffisante. En particulier, il faut noter
que les systemes d’équations qui traduisent les conditions nécessaires sont souvent diffi-
ciles a résoudre. En effet, ces systemes d’équations différentielles contiennent un grand
nombre de variables et sont souvent mal conditionnés. De ce fait, en dépit de travaux tels
que [Teo et al.89], les algorithmes numériques restent inefficaces pour résoudre ces pro-
bleémes. Par ailleurs, la fagon dont le probléme est posé n’est pas toujours satisfaisante.
Enfin, dans de nombreux cas, cette approche ne permet pas d’obtenir des commandes
indépendantes de I’état.

Parmi les cas difficiles a traiter par ’application du Principe du Maximum nous
aimerions souligner le calcul de commandes lisses. Dans le cas des systémes linéaires,
avec des contraintes sur la commande uniquement, nous avions obtenu une commande
de type bang-bang, définie par I’équation (1.11). Pour obtenir des commandes lisses,
il est généralement nécessaire d’ajouter des composantes aux variables d’état, ce qui a
pour effet d’accroitre la complexité des calculs.

Le calcul de commandes lisses est particulierement important dés que des modes vi-
bratoires sont susceptibles d’apparaitre. Ces modes sont indésirables pour deux raisons.
D’une part, il est difficile de les prendre en compte dans les calculs, comme le montre
[Joshi et al.95] dans le cas des cdbles de grues. D’autre part, ils provoquent une usure im-
portante du matériel et ils perturbent le fonctionnement du systéme. Or, [Andre et al.94]
et [Kyriakopoulos et al.94] mettent en évidence q’une borne sur le jerk (dérivée de I’ac-
célération) permet de réduire les vibrations, dans le cas des manipulateurs industriels.
Il est donc important de pouvoir spécifier explicitement, dans la définition du probleme,
que des contraintes sont imposées a plusieurs dérivées successives d’une méme variable.

Pour ces raisons, nous avons choisi une approche différente. Nous ne représentons plus
le systéeme a commander par son équation d’état mais nous supposons que ’état z et la
commande u peuvent s’exprimer simplement en fonction de m quantités indépendantes
y=(y1,---,Ym) € R™, et d’un nombre fini de leurs dérivées. Cette situation est celle
obtenue avec les systemes différentiellement plats, définis précisément dans la partie 3.2.

11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

Ces systeémes sont tres importants car ils permettent de modéliser de trés nombreux
dispositifs ; les exemples cités dans la partie 3.2.3 en témoignent et mettent en évidence
la diversité des champs d’applications concernés.

Pour de tels systémes, la distinction entre commande et état n’a plus de raisons
d’étre et on peut confondre contraintes pures et contraintes mixtes. On ne considere
plus que des variables du systéeme qui s’expriment en fonction de la sortie plate y et de
ses dérivées. Chacune des contraintes définies en (1.12) et (1.13) peut alors s’écrire:

d d®

’U(y(t), Ezy(t)v ’ E’t) Z 0

Ol v : (R™)P*+! x R — R est I’'une des composantes de g ou de h.

Cette définition des contraintes permet de prendre en compte n’importe quelle va-
riable du systeme, sans avoir a changer de représentation. En particulier, on peut tres
facilement ajouter des contraintes sur plusieurs dérivées successives d’une méme variable.

Plus généralement, toutes les variables utilisées pour définir le probleme, tel qu’il
est résumé dans le tableau (1.2), s’expriment en fonction de la sortie plate y(t) et d’un
nombre fini de ses dérivées. C’est ce que nous avons fait en 3.3 en nous limitant stricte-
ment au cas des commandes optimales en temps.

Cette nouvelle définition ne perd rien en généralité, elle aboutit au contraire a une
formulation plus simple qui fait tres clairement apparaitre deux éléments distincts:

— un rendez—vous défini par les conditions initiales et les contraintes terminales ;

— un ensemble de bornes que les variables du systéme doivent toujours vérifier.

Or, dans le cas des systémes plats, le probléeme du rendez—vous est extrémement
simple a résoudre. En effet, les contraintes terminales peuvent étre facilement transfor-
mées en conditions de jets sur y et sur ses dérivées. Etant donné que les composantes
de la sortie plate sont indépendantes, on peut tres facilement lui imposer de suivre un
chemin géométrique qui vérifie les conditions de jets. Ce chemin géométrique est une
courbe de dimension 1 définie dans R™ qui peut étre calculé par I’'un des deux moyens
que nous déveloperons dans la partie 3.4.

La méthode générale que nous proposons a pour objectif de calculer la trajectoire
optimale en temps le long d’un chemin géométrique imposé, mais elle ne permet pas
d’optimiser les chemins. De ce fait elle s’applique plutoét aux problemes pour lesquels
les caractéristiques géométriques de la solution ont peu d’importance, ou aux problemes
pour lesquels on connait des regles permettant de construire des chemins de « bonne »
qualité. Les exemples vérifiant 'une ou 'autre de ces conditions sont assez courants;
citons par exemple [Shiller89], en robotique, qui construit des chemins trés proches de
la solution optimale.

Le calcul d’une trajectoire le long d’un chemin revient a associer une échelle de
temps a la description géométrique du chemin. Cette approche est assez courante en
robotique. On peut citer par exemple [Shiller et al.90] ou [Croft et al.95], qui cherchent
a maximiser (ou minimiser) 1’accélération le long du chemin choisi, ou [Pledel et al.95],
qui cherche la solution d’un probleme d’optimisation en temps et en énergie, ou en-
fin [Jamhour et al.96], qui cherche une approximation de I’échelle de temps optimale,
construite avec des splines cubiques.
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La solution que nous avons retenue généralise les résultats de [Chen et al.90] et
[Chen et al.92] qui mettent en évidence que, sur la trajectoire optimale en temps, il
y a toujours au moins un couple qui est saturé. Pour pouvoir appliquer un principe
de ce type, nous commencgons par mettre en évidence, dans la partie 3.5, qu’il suffit de
connaitre I’'une des variables du systéme pour pouvoir recalculer facilement la trajectoire
correspondante, le long du chemin imposé.

Il reste alors a définir des conditions sur les variables du systeme, permettant d’abou-
tir a la trajectoire optimale en temps, ce qui est ’objet de la partie 3.6. Nous commengons
par établir, en 3.6.1, qu’une condition nécessaire pour que la trajectoire soit optimale
est d’avoir une variable polynomiale par morceauz, chacun des polynémes saturant une
contrainte. Ce résultat est particulierement intéressant car pour connaitre la trajectoire
optimale, il suffit de connaitre les dates de commutation des contraintes saturées. Cela
revient a connaitre les dates de jonction entre les polynémes et la contrainte saturée par
chacun des polynémes.

Pour aboutir effectivement & un algorithme de calcul, nous proposons une méthode de
construction, en 3.6.2, qui minimise le nombre de polynémes obtenus et nous montrons
que, dans le cas des fonctions convezes, cette construction correspond effectivement a la
solution optimale.

Ces éléments nous permettent d’établir une méthode de calcul de la trajectoire op-
timale. Dans la partie 3.7 nous détaillons le cas ou les contraintes ne concernent qu’une
seule variable et ses dérivées. Le probleme d’optimisation se réduit alors au calcul des
dates auxquelles il faut commuter d’un polyndéme a un autre. Dans les cas les plus
favorables, toutes ces dates de commutation sont solutions d’un systéme d’équations al-
gébriques, ce qui est le cas du satellite. Dans les cas les moins favorables, certaines dates
de commutation sont des parameétres d’une équation différentielle qui peuvent étre cal-
culés numériquement. La méthode est complétée dans la partie 3.8, ol nous montrons
comment prendre en compte plusieurs variables dans les contraintes.

1.3 Commande en attitude d’un satellite

Nous avons appliqué la méthode de calcul de trajectoires optimales en temps au cas
de la commande en attitude d’un satellite, présenté dans le chapitre 4. Le probléeme
complet tient compte de la matrice d’inertie, qui varie dans le temps et dont les co-
efficients de couplage ne sont pas négligeables. Toutefois, pour simplifier ’exposé, la
plus grande partie de la méthode est proposée pour un probléme idéalisé dans lequel la
matrice d’inertie est constante et diagonale. Cet exemple est directement inspiré d’une
étude réalisée a la demande du CNES dans [Jacob et al.94] et [Jacob et al.95b).

Pour traiter ce probléme nous faisons un usage abondant des quaternions dont nous
rappelons la définition et les principales propriétés en 2.2. Traditionnellement les ro-
tations dans ’espace sont représentées par des quaternions unitaires, nous rappelerons
donc en 2.3 le lien entre les rotations et les quaternions unitaires. Toutefois, il nous a
semblé trés intéressant d’étendre ces principes au cas des quaternions de norme quel-
conque pour pouvoir représenter les rotations par des quaternions polynomiaux. Cette
nouvelle approche, détaillée en 4.2, nous permet de nous affranchir des radicaux ou des
fonctions trigonométriques qui étaient nécessaires dans le cas des quaternions unitaires,
ce qui simplifie les expressions manipulées et accélere les calculs.
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Apres cette présentation des outils utilisés, nous suivons la méthode générale, pro-
posée au chapitre 3. Pour commencer, en 4.3 nous donnons explicitement les expressions
permettant de calculer les conditions de jets sur ’attitude a partir des conditions de
rendez—vous. Pour ce probleme, 'utilisation des courbes paramétrées est trés commode
pour représenter le chemin suivi en attitude. Nous proposons donc, en 4.4, plusieurs
méthodes pour calculer ces courbes: I’une applique directement le principe proposé en
3.4.3, les autres exploitent des propriétés spécifiques des rotations. Enfin, dans la partie
4.5 nous détaillons I’algorithme complet d’optimisation pour le probleme simplifié, puis
nous 1’étendons au probleme complet.

Cet exemple correspond au cas le plus favorable: le fait que le systéme soit sans
dérive se traduit ici par la conservation des intégrales de chacune des composantes du
vecteur vitesse instantané de rotation (ou du moment). Ainsi, lorsque la saturation ne
porte que sur une seule composante de la vitesse de rotation, il est possible de calcu-
ler toutes les dates de commutation en résolvant un systéme d’équations algébriques.
Cette propriété est particulierement utile puisqu’elle permet de calculer les commandes
optimales extrémement rapidement. Nous nous sommes donc posé la question de I'opti-
misation du chemin suivi et il se trouve que dans ce cas particulier, plusieurs approches
semblent prometteuses. Ce point, initialement abordé en 4.4.3 est approfondi en 4.6
ol nous introduisons une condition nécessaire pour que le chemin suivi soit optimal ;
de cette condition nécessaire, nous déduisons une méthode itérative pour optimiser le
chemin en attitude suivi.

Cet algorithme, déja présenté dans [Jacob et al.95a] a été programmée en C++. Nous
terminerons donc par quelques remarques concernant la programmation de la méthode
d’optimisation sur cet exemple. Nous en profitons pour présenter quelques points annexes
tels que I’approximation des commandes obtenues par des polynémes de faible degré et
la correction des erreurs sur l'attitude finale.

1.4 Commande d’une grue

Ce second exemple a pour objectif de valider la méthode dans un cas moins favo-
rable. Il s’agit d’un probléme qui a un grand intérét, tant sur le plan des perspectives
industrielles que sur le plan purement scientifique, et la littérature qui y est consacrée est
abondante. Nous commencons donc dans la partie 5.1 par faire le point sur le probleme
de la commande de la grue et sur les difficultés rencontrées.

En 5.2 nous définissons précisément le probléme que nous proposons de traiter. Avec
les hypothéses simplificatrices retenues, la modélisation obtenue est simple et trés clas-
sique. Pour le choix des conditions de rendez—vous et des contraintes dynamiques, nous
avons cherché & mettre en avant la nécessité de construire des commandes optimale ex-
trémement lisses. Ceci se traduit par des contraintes dynamiques qui portent sur un
nombre important de dérivées successives des variables concernées. Par conséquent il
faudra prendre en compte un grand nombre de conditions de rendez-vous.

Pour calculer le chemin que la charge doit suivre nous appliquons, en 5.3, la méthode
générale: nous commengons par donner les formules permettant de calculer les condi-
tions de jets & partir des conditions de rendez-vous, puis nous en déduisons le chemin.
Contrairement au cas du satellite, les courbes paramétrées ne permettent pas de décrire
correctement la géométrie des chemins les plus utiles; nous mettons donc ’accent sur
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les courbes implicites.

Une fois que le chemin suivi par la charge a été calculé, nous indiquons en 5.4
comment calculer la trajectoire optimale le long de ce chemin. Les calculs different de
ceux qui sont proposés pour le satellite, principalement pour les raisons suivantes :

~ le chemin est défini par une courbe implicite, en 5.4.1 nous indiquons donc com-
ment calculer directement la trajectoire (z(t), y(t), 2(t)) sans passer par un para-
métrage intermédiaire ;

— I’évolution de I’état du systéme n’est pas proportionnel a la commande, donc il n’y
a pas conservation des intégrales et une étape supplémentaire de calculs numériques
est nécessaire pour construire les variables saturées. Ces calculs sont détaillés en
5.4.2 et 5.4.3.

Enfin, pour valider la méthode, un exemple numérique est proposé en 5.5. Cet

exemple, calculé & Paide de MAPLE traite le cas ou on déplace une charge d’un point &
un autre, tout en effectuant un détour pour éviter un obstacle situé sur la trajectoire.
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Chapitre 2

Quaternions

2.1 Introduction

Les nombres hypercomplezes ou quaternions, découverts en 1843 par Sir William
Rovan Hamilton (1805-1865), sont une généralisation des nombres complexes. Abraham
de Moivre (1667-1754) et Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ayant établi le lien entre
les rotations planes et les nombres complexes, Hamilton a cherché a étendre ce concept
aux rotations d’axes concourants de I’espace Euclidien a 3 dimensions E3. Apres avoir
vainement cherché des « trinions » il a découvert le quaternion qui associe trois quantités
imaginaires i, j et k & une valeur réelle:

g=t+iz+jy+kz t,z,y,2 € R (2.1)

L’ensemble des quaternions est généralement noté H; il s’agit d’un R-espace vectoriel
de dimension 4 dont la base canonique est {1, 1, , k}. Par la suite nous allons munir H
d’une structure de corps non commutatif.

Les constantes de structure %, j, k sont toutes trois des racines de —1: 42 = j2 =
k% = —1. 11 est possible de faire le lien avec les nombres complexes en privilégiant ’une
des constantes, k par exemple, qui sera donnée comme le produit non commutatif des
deux autres. La définition (2.1) peut alors s’écrire:

g=t+iz+jy+ijz=t+jy+i(c+jz)=a+if

L’ensemble H est alors vu comme une algebre de Clifford construite sur ’espace E; =
R; ® R; en utilisant la forme quadratique (7,7) = (j,j) = —1. Dans la notation donnée
ci-dessus, les nombres o et 3 sont des nombres complexes d’ou 'appellation de nombres
hypercomplezes souvent utilisée pour désigner les quaternions.

L’inconvénient majeur de cette représentation est qu’elle n’est pas symétrique. Dans
I’esprit de Hamilton les trois constantes de structure ¢, j et k ressemblent & trois vecteurs
unitaires, orthogonaux deux a deux. Il est alors tentant de les regrouper et de considérer
le quaternion ¢ = ét, V}) comme un nombre dont la partie imaginaire serait un vecteur
de dimension 3, = (z,y, 2), la partie réelle t restant scalaire. Pour faire référence
a la partie réelle et-a la partie imaginaire du quaternion ¢ = (t, V) nous utilisons les
notations:

R(g) =t )=V
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Ces notations sont trés importantes car elles permettent d’introduire sommairement
le lien entre les quaternions et les rotations: la partie imaginaire < (g) donne I’axe de la
rotation et la partie réelle  (¢) permet de calculer I’angle de la rotation.

Bien qu’ils aient été introduits au siecle dernier, ce n’est que récement que 1’utili-
sation des quaternions s’est développée, en partie grice & la mécanique spatiale (e.g.
[Yang et al.64] et [Sandor68]). Plus récemment, leur importance s’est considérablement
accrue dans des domaines variés, par exemple en robotique (e.g. [Huston et al.82]) ou
en informatique graphique (e.g. [Barr et al.92], [Hart et al.94] et [Kim et al.95]). Depuis
le milieu des années 80, I’'usage des quaternions s’est vulgarisé grace a des ouvrages tels
que [dC87] ou [Mccarthy90], grace a des articles de synthese tels que [Chou92] et grace
a ’exploration de nouveaux types d’applications (e.g. [Ell93]).

L’utilisation des quaternions pour représenter les rotations dans ’espace & trois di-
mensions ne s’est pas généralisée plus tot a cause de la concurrence d’autres outils dont
on peut trouver une description dans [Llibre92]. En particulier, ceux qui permettent de
décrire les rotations a ’aide de trois parametres, telles que les angles d’Fuler, les angles
de Cardan (ou angles de Bryant) ou encore les paramétres de Rodrigues, ont I’avantage
de nous permettre d’interpréter les coefficients et de « visualiser » la rotation corres-
pondante. Cette interprétation, déja difficile lorsque les trois parameétres sont non nuls,
devient impossible dans le cas des quaternions ou des matrices de rotations.

Bien qu’elles soient commodes pour « visualiser » les rotations, les représentations a
trois parametres ont deux défauts majeurs. D’une part, le calcul des angles qui caracté-
risent la rotation présente des singularités qui demandent des traitements particuliers.
D’autre part, elles ne permettent pas d’effectuer simplement des opérations de base sur
les rotations (en particulier les compositions de rotations).

Les quaternions ne présentent aucun de ces deux défauts. On peut méme dire que
pour chacun de ces deux points ils correspondent 4 la représentation idéale. D’une part,
c’est la plus petite représentation des rotations qui ne présente pas de singularité. D’autre
part, les transformations géométriques se traduisent par des opérations de base dans
l’algebre des quaternions. Ces deux atouts sont renforcés par le fait que les quater-
nions permettent aussi de prendre en compte tres facilement les aspects dynamiques des
rotations. Ainsi, des éléments tels que le vecteur vitesse de rotation ou ’accélération
angulaire peuvent etre représentés par des expressions trés simples dans ’algébre des
quaternions.

Ces divers avantages deviennent prédominants lorsqu’on cherche a définir des al-
gorithmes et a les programmer. Ceci explique pourquoi les quaternions ont tendance a
s’imposer dans des domaines ou P'informatique est tres présente. Leur principal concurent
reste a ’heure actuelle la matrice de rotation. Ceci est essentiellement di au fait que
'utilisation des matrices est généralement bien mieux maitrisée. Toutefois, les matrices
de rotations comportent un nombre de paramétres plus importants que les quaternions,
ce qui les rend moins intéressantes lorsqu’on cherche a réaliser des programmes perfor-
mants.

Pour pouvoir exploiter pleinement les ressouces des quaternions, nous rappelons les
opérations de base en 2.2. Ceci nous permet de définir plus précisément le lien entre les
quaternions unitaires et les rotations en 2.3.
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2.2 Propriétés des quaternions

2.2.1 Opérations de base
Addition de deux quaternions

L’addition de deux quaternions se fait en additionnant les coefficients deux a deux.
Ainsi, la somme des quaternions @), et ¢ définis par:

Qi=a+ir1+jy1 + k2 Q1=(a1,71
Qe=az+izy+ jy2 + k2o Q2= (Gz,vg)

sera définie par:

Q1+Q2=a1+az+i(z1 + z2) Q1+Q2=(a1+a2,‘7i+‘7§)
+ 7(y1 +y2) + k(21 + 22)

Cette opération est commutative et correspond a une translation géométrique.

Multiplication de deux quaternions

1 ik
11 i j k
ifi -1 k -j
il -k -1 i
k|k -j -4 -1

TaB. 2.1 - Table de multiplication

Pour définir la multiplication de deux quaternions il faut au préalable établir la table
de multiplication des constantes de structure ¢, j et k. Cette table de multiplication est
obtenue & partir des relations suivantes:

i2=j2=k2=——1 1-j=k
En multipliant chacun des membres de I’équation ¢ - j = k par ¢, a gauche, on obtient
i-i-j =1-k. En remplacant i -¢ par —1 on obtient ¢- k£ = —j. En multipliant la méme
équation par j, a gauche, on obtient ¢-j-5 = k-j. En remplagant j - 7 par —1 on obtient
k-j = —1i. En itérant le procédé sur chacune des nouvelles équations, on obtient la table

de multiplication donnée en (2.1). La multiplication de deux quaternions @, - Q2 est
alors effectuée en distribuant le produit, ce qui donne:

Q1 Q2 = (a1 + iz + jy1 + kz1) (a2 + tz2 + jyz + k22)
= a1a3 + 101Z3 + jarys + kayza + iz1a + 1120
+ijz1y2 + tkz122 + Jyraz + Jiy1z2 + jiy1y2 + Jkyiz;
+ kziay + kizizo + kjz1y2 + kkz122
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En appliquant les régles de multiplication de la table (2.1) on obtient :
Q1 Q2 = a102 — (T1Z2 + Y192 + 2122)
+ 1 (a122 + 2102 + Y122 — 21Y2)
+ 7 (a19y2 + Y102 + 2172 — 2122)
+ k (@122 + 2102 + T1y2 — Y122) (2.2)
Pour faire apparaitre la structure vectorielle du résultat de cette opération, les termes

peuvent étre réorganisés:

Q1-Q2=a102 — (Z1Z2+ y1y2 + 2122)
+ ay(iz2 + jy2 + k22) + az(iz1 + jy1 + k2z1)
+ i(y122 — z1y2) + j (2122 — 122) + k(z1y2 — Y122)

En notant 71 =1z, +Jy1 + Ezl et V% =1z2 +Jy2 + 522 on a alors:
Q1 Q2 = (a1az — vl'ﬁyal_v—;'*‘a2vl+vl/\?2)

Les expressions Vl) . \75 et W A ‘7; représentent respectivement le produit scalaire usuel
et le produit vectoriel usuel, dont les expressions sont :

Vi . ‘7; =z1%2+ Y1y2 + 2122
‘_/i A V; =1(y122 — Y221) + J(z122 — T122) + E($1y2 — Z211)

Le produit de deux quaternions n’est pas commutatif car il fait intervenir le produit
vectoriel des parties vectorielles.

Conjugué d’un quaternion

Soit @ = (a, —‘7) un quaternion. On définit le quaternion conjugué par Q = (a, —7)
Soient ) = (a, V) et Q' = (d, ?’) deux quaternions. On peut calculer le conjugué de
leur somme:

070 =(a+d,~(V+V)=(a+d, -V -V =01 Q@ =0+Q
De méme on peut calculer le conjugué de leur produit:
7@ = (o - V.V, - (aV"+a'V’+T/‘/\V’))
(=P PP - aP VAT
(o0 = V-V a(-V) + (-7 + (VYA (=T))

Q+Q'=Q+Q Q-Q=0q-Q (2.3)
On vérifie facilement que:
Q = Q
Q+Q = (20,0) = 2a = 2R(Q)
Q-Q = (0,2V) = 2V = 29(Q)
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Comme pour les nombres complexes on en déduit :
R(@ =5@+0) 3@ =5@-0) 24

Module et inverse d’un quaternion

~ On définit le module du quaternion Q comme étant la racine carrée du produit Q- Q.
En développant ce produit on obtient :

@:(a,V)-(a,—V a+"7 vav—av T?/\V

=0 -—0
Q'§=a2+$2+y2+22

On en déduit I’expression du module |Q]:

IQI \/7Q \/Q Q = \/a2+32+y2+22

A partir de ces définitions, on déduit ’inverse du quaternion Q) :

1 Q
- = - 2.5
g~ 9 T qr 23
De ces deux définitions et de (2.3), on déduit le module et l'inverse du produit @ - Q’:
Q-@=1Ql Q' @) =@"-Q (2.6)

Lorsque le module du quaternion @) est égal a 1 on dit que () est un quaternion
unitaire. Dans ce cas son inverse est égal a son conjugué.

Ainsi, I’ensemble des quaternions est un corps non commutatif.

Quaternions purement vectoriels

Lorsque la partie scalaire d’un quaternion est nulle, on obtient un vecteur qu’on
appele quaternion purement vectoriel ou quaternion vectoriel ou encore quaternion pur.
Il est évident que la somme de deux quaternions purement vectoriels est un quaternion
purement vectoriel. Par contre, le produit de deux quaternions purement vectoriels n’est
pas un quaternion purement vectoriel.

Par la suite, le vecteur associé & un quaternion vectoriel V' sera noté V et
inversement.

Soient V1 = (0, VI) et Vo = (0, \72)) deux quaternions purement vectoriels. Alors:
Vi-Vo=(-Wi -3, ViAW) Vo= (-%-W, AT (27)
On rappelle que _\7; . ‘—/i = ‘71) . Vg) et V; A ‘—/1) = —VI A ‘_/; On en déduit les expressions

du produit scalaire usuel et du produit vectoriel :
Vi V= V1 Vot Va- V) (2.8)

ViAT, = V1 Vo= V2 Vi) (2.9)
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Lemme 2.1 Le produit d’un quaternion vectoriel V par un quaternion quelconque Q
est orthogonal a Q.

Preuve 2.1.a Soient ), = (al,V{) et Qo = (az,V;) deux quaternions. On définit le
produit scalaire des deux quaternions ¢ et )2 par:

(@Q1,Q2) = araz + i71 : ‘—/3

Considérons un quaternion quelconque @ = a + ¢z + jy + kz et un quaternion vectoriel
V = vy 4+ jua + kvs. Leur produit est:

V-Q=—-vi12 — vy — v32
+ i(vez — v3y + avy) + j(vax — v1z + ava) + k(v1y — vox + av3)

Le produit scalaire de Q et de (V - Q) donne:

(@, (V-Q)) = a(—v1z — v2y — v32) + z(v2z — v3y + avy) + y(vaz — v12 + avy)
+ z(v1y — v2T + avs)

Remarque 2.2.1 Soient V; = (0,‘71)) et Vo = (0, V;) et V3 = (0, 1—/3) Ona:
Vi, Val=Vi-Va—Va-Vi = 2ViAT,

En appliquant directement les propriétés du produit vectoriel, les trois égalités suivantes
sont facilement démontrées pour des quaternions purement vectoriels quelconques Vi, V,
et V3 h

Vi, =0
Vi, Vo] = —[V2, V4]
[[V1, Va], Va] + [[Va, Va], V] + [[Vs, V1], Vo] = 0
Ce produit fait de l’ensemble des quaternions purement vectoriels une algébre de Lie

(c’est un R-module muni du crochet de Lie).

2.2.2 Représentation linéaire des quaternions

Soit ¢ € H un quaternion. Considérons ’application linéaire suivante:
A
H-LH
T—rq-z
La matrice de cette application linéaire est définie par:

M(hq)——'Mq=[hq(l) hq(2) hq(j) hq(k)]z[‘I‘l q-i q-j q-k

a -z -y -z

|z a -z y
Ty z a -z
z -y T a
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En particulier, pour ¢; =1, ¢; = %, ¢; = j et gx = k on obtient respectivement :

1000 0 -1 0 0
0100 1 0 0 0
Mi=1001 0 Mi=1y o o -1
0 0 0 1 0 0 1 0]
0 0 -1 0 0 0 0 -1
0 0 0 1 00 -1 0
Mi=11 0 o o Mi=1g 1 0 o
0 -1 0 0 10 0 0]

En associant ainsi, & chaque quaternion g ’application linéaire h, et par conséquent
la matrice My, on a donc défini une représentation linéaire (représentation matricielle)
des quaternions. En effet, { My, M;, M;, M} est une base d’un sous-espace vectoriel de
I’espace des matrices réelles 4 x 4. Ces matrices vérifient les mémes relations que la base
{1,4,,k}. Ainsi, & tout quaternion ¢ = a + zi + yj + zk, on associe la matrice M, qui
s’écrit :

M, = aMy + zM; + yM; + zM,
On vérifie facilement que:
Mq = th

En utilisant la formule du produit de quaternions établie en (2.2) et le produit matriciel,
on vérifie immédiatement que:

Myq, = My, - My,

On peut de la méme fagon associer a tout quaternion ¢ I’application linéaire f; :
H — H telle que, pour tout z € H, f,(z) = z - ¢. La matrice associée est définie de
la méme fagon et on a:

a —r -y -—z
T a z -y
M(fq) = y -z a T
z Yy -z a

Ce qui définit une autre représentation linéaire des quaternions.

2.2.3 Exponentielle d’'un quaternion
Définitions

L’ezponentielle €? d’un quaternion Q et le logarithme log(1+ Q) sont définis par les
séries:

2 3 2 3
Q_.9.,.Q @ _o_ 9. 9@ _
e=ltatyrtyt log1+Q)=Q - -+
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La série définissant ’exponentielle est absolument convergente V () € H ; celle définissant
le logarithme est absolument convergente pour || < 1 (la notation Q™ désigne le produit

de quaternions Q - Q ---Q).

n facteurs

Théoréme 2.2.1 Les transformations exp et log sont réciproques, ce qui se traduit par:
exp(log(Q)) =log(exp(Q)) =Q, Q€ H. (2.10)

Remarque 2.2.2 Le produit de quaternions n’étant pas commutatif les régles de sim-
plifications usuelles des exposants ne sont plus valides. En particulier on a en général:

e@1+Q2 # et . €Q2

Exponentielle d’un quaternion vectoriel

Si V est un quaternion vectoriel, alors V est de la forme (0, &%) ou @ est un vecteur
unitaire quelconque, associé au quaternion vectoriel u, et &« € R. En développant les
puissances successives de V on obtient:

V2=V.V = (-a*i-i,0) = —a?
V3=V?.V = -0  (u quaternion associé & )
Vi=V3. Vv =ot
Plus généralement on obtient les expressions de V2" et de V2n+1:
VI = ()" a2 VIt o (Lq)ra?rtly

En substituant ces expressions dans la série définissant €V on obtient :

v v v v
TR TR TR
ot o ot
=1+au—?——§‘—u+ﬁ—
o? ot ad
=(1__2_!_+Z+...)+(a_§!_+...)u

Le regroupement des termes fait clairement apparaitre les développements limités de
cos(a) et sin(a). Le quaternion e est donc le quaternion unitaire dont ’expression est :

au

" = cos(a) + sin(a) v (2.11)

Exponentielle d’un quaternion quelconque

On pose @ =a+V ot V est un quaternion vectoriel et ¢ € R. En remarquant que

a commute avec V', on en déduit que:
e? = e’

ce qui nous ramene au cas précédent. De cette expression on en déduit trés facilement
les deux relations suivantes:

9] = X(@ @ = @
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Théoréme 2.2.2 Les 2 propriétés suivantes sont équivalentes :

1. q est un quaternion de module 1;

2. q est Uezponentielle d’'un quaternion vectoriel.

2.2.4 Dérivées
Définition et propriétés

Soit @ = (a, ?) un quaternion quelconque dont les composantes dépendent d’une
variable ¢t (qui peut étre le temps). La dérivée de Q par rapport a ¢t est définie par:

. dQ (da dV\ _ . =
Q—-d—t—-<‘d?7t—)-—(ayv) (2.12)

En développant le produit on montre aisément que:

d(Q1-Q2) dQl dQ
dt -

Q2 +Q1- 2—Ql Q2+ Q1-Qy

Le produit de quaternions n’étant pas commutatif, la régle usuelle de dérivation des
puissances ne s’applique généralement pas:

d(zn) —_ Z Qi—l . Q . Qn—i + nQ Q1 (2.13)

=1

En particulier, on peut calculer la dérivée d’une exponentielle :

2 3
ieQ:i( +Q+%+§' +)
. 2 2./
=Q+QQ;QQ QQ+Q§2'Q+Q Q.

Dans le cas trés particulier ol le quaternion ¢ commute avec sa dérivée, on pourra
toujours remplacer Q - Q par Q - Q, ce qui permet de factoriser 1’expression précédente:

. ). Q?
G9=0r%2 10T
Q Q
Q ( +§'—+ >
=@

Cette propriété est généralement fausse et nous verrons ci-dessous les conditions dans
lesquelles elle peut étre vérifiée.

Dérivées d’un quaternion unitaire

Soit V un quaternion vectoriel. On pose V = (0, ati) avec « et @ qui dépendent de ¢
et @ est unitaire. Considérons le quaternion de module 1, ¢ = e¥. D’aprés (2.11), on a:
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Cd oy d .
§=-¢ =a(cosa+usma)
= —@sina + udcosa + U sin «
= &(-sina + ucosa) + ésin «
= &(u-usina + ucosa) + usin a

= au(cosa + usin ) + usin o
Soit enfin:

a

d
q':ae “ = duq+ usina (2.14)

Si @ est un vecteur constant, on obtient: ¢ = dugq

On peut, de la méme fagon, calculer la dérivée seconde §:

§g= Eg = &ruq + aug + cuqg + isin o + o cos o
= (éu + &*u?)q + &g + duisin a + isin a + & cos o
= (&u — a%)q + éi(cos a + usin ) + duisin o + sin o + ditcos
Soit enfin:

G= (du— dz)q+ 2¢tcos o + isin o (2.15)

Lemme 2.2 Soit g un quaternion de module 1. Le quaternion ¢-§ est purement vectoriel
etg-g=-q-g

Preuve 2.2.2.1 En dérivant I’égalité ¢ - § = 1, on obtient

§-§+q-4=0 = §¢-Gg=-qg-G=-(¢-9)-

Cas général Soit ) un quaternion quelconque. On peut poser ) = a+ V ol a est un
scalaire et V est un quaternion purement vectoriel. a et V commutent et donc

e? = e%e"
En dérivant, on obtient:
d de® de¥ deV
“ Q = 14 aZ® el 14 a v
@t - @t Yo T te g

On se rameéne donc au cas précédent. Aprés simplification, on obtient:

d de¥
2@ — g% a’”
dte ae” + e 7
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e T N

M, H M,

Fic. 2.1 - Quaternions et syméiries

2.3 Quaternions unitaires et rotations

2.3.1 Représentation des symétries par des quaternions unitaires

Soit un plan qui passe par 'origine O et soit 7 le vecteur normal a ce plan. Soit M,
un point et M, son symétrique par rapport au plan, comme indiqué en figure (2.1). Soit
H le point d’intersection de la droite M;M; et du plan. On peut alors écrire I’égalité
suivante :

MiH =-(0M1'L..)—n-:‘=—-(0M1'ﬁ)—7—l—
=l / [l

De méme, on peut écrire:

O, = OFF, + 23 = O, -2 (OW; - 7) s

Soient V; et V; les quaternions purement vectoriels associés ! respectivement aux vecteurs

OM; et OM,; et soit n le quaternion unitaire, purement vectoriel, associé au vecteur

-

7. On peut écrire:

|

n

V2=Vl—2(o_M?-ﬁ)W

D’apreés les équations (2.5) et (2.8), on obtient:
1
V2=V1 —2—2-(nV1+V1n) -1’1,_1 = Vl —n-Vl-n‘l —-V1 -n-n"l

Les coordonnées du point M,, symétrique du point Mj, sont donc simplement obtenues
par le produit de quaternions:

Vo=-n-Vi-n1 (2.16)

1. C’est-a-dire que les composantes de la partie imaginaire du quaternion sont égales aux composantes
du vecteur, dans le repére choisi.
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Fig. 2.2 - Quaternions et rotations

2.3.2 Représentation des rotations par des quaternions unitaires

Une rotation dans R® est une application linéaire de R3® dans R3 qui conserve les
distances et ’orientation. Une rotation d’angle & autour d’un axe peut étre vue comme
le produit de deux symétries par rapport & deux plans qui font un angle a/2 et dont
I'intersection contient I’axe de la rotation (cf. figure 2.2).

Image d’un vecteur

Soient V1, V5, V3, n et ny les quaternions purement vectoriels associés respectivement
aux vecteurs OMy, OM,,OMs3, 7ty et @i;. D’aprés (2.16), on peut écrire:

Vg:—nl-Vl-nl_l V3=—n2-V2-n;1

En développant on peut éliminer V; et regrouper les produits ns - 1y et —nl_1 -n;l :

V3 = (—n2 . nl) . Vl : (—nl_l . n;l) = (—TLQ . 721) . Vl . (—n2 . Tbl)_l
Or n; et ng sont des quaternions vectoriels, on a donc, d’apres ’égalité (2.7):
—ng -y = (i - fig, — 71 A 7ip)

Soient # le vecteur unitaire porté par I’axe de la rotation (axe perpendiculaire au plan
défini par les vecteurs ) et 73) et a l'angle de la rotation. Les vecteurs 7, iy, @ sont
tous trois unitaires, les expressions du produit scalaire et du produit vectoriel de 7 et
de 7, peuvent donc s’écrire:

- o - , L . &

iy - fig = cos(g) i1 Aflg = usm(E)
En notant u le quaternion purement vectoriel associé au vecteur #, le produit —ng - 1
peut alors s’écrire:

—ng-ny = cos(%) +u sin(%)

Les quaternions 72; et i3 étant tous deux unitaires, leur produit est aussi un quaternion
unitaire donc ’inverse du produit n; - n n’est autre que son conjugué. On a donc:

(—ng-my)~t = cos(%) - u sin(%)
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Le quaternion V3 peut donc s’exprimer en fonction de V; et de ¢ = —ny - ny :
q = cos (g) + u sin (g) Va=q-V1-G (2.17)
En comparant avec ’expression (2.11), on a: |
g=e3t (2.18)

Ainsi, une rotation peut étre définie par un quaternion unitaire construit a partir de
Paxe ¥ de la rotation et de son angle a. On vérifie facilement que cette transformation
conserve la distance. En effet, le module d’un produit de quaternions est égal au produit
des modules de chacun des quaternions, on a donc:

(02| = Vsl = I Vi -l = lal Val gl = Va| = | 0P|

Composition de rotations

Soient Ry la rotation d’angle a; /2 et d’axe i), et R, la rotation d’angle o, /2 et d’axe
#3. Soient ¢; et ¢; les quaternions représentant les rotations R; et Ry respectivement,
comme indiqué en (2.17). Soient V, un vecteur quelconque, U'; son image par la rotation
Ret U, 'image de U par la rotation R,. La relation (2.17) nous permet d’exprimer les
quaternions U; et Us, représentant U ; et U 5 respectivement dans le repére de référence,
en fonction de V, ¢; et ¢2:

hh=qa-V-q Uz=¢2-U1- ¢
En combinant les deux expressions, on obtient :
=q-q V- @
Or §1 - ¢2 = G2 - q1, on peut donc écrire:
=¢-a'V-&a (2.19)

Or ﬁg est 'image de v par la rotation R = Ry o R;. Le produit de quaternions traduit
donc directement la composition de rotations.

L’expression (2.17) nous permet d’écrire explicitement les quaternions ¢; et ¢z :

aj . (01 a2 AL
g1 = cos (—2—> + u; sin (—2—) g2 = COS (—2—) -+ Uy SIn (?)
On en déduit immédiatement ’expression du quaternion ¢ = ¢; - ¢; qui représente la
rotation R:

(e3] Q2 0, Qg
q= cos;— Ccos — -—sm—sm—2- (ul,'uz),

2 2
a . Qg Qy . 01 OS2 P ¢ -
CcOos > sin 5 Uy + Ccos > sin 5 U9 + sin E— sin —2— ug A\ ul) (2_20)

-

Dans le cas particulier ol #; = @y = @ on a (U, d) = 1 et @) Aty = 0, Pexpression
(2.20) devient alors:

a; + a2 +usinal+a2

g = cos 5 2

Soit R une rotation représentée par le quaternion g. De la relation (2.19) on déduit
immédiatement que le quaternion qui représente la rotation inverse R™! est le quaternion

g. En effet, - §=G-q = 1 représente RoR~! = R"1oR = Id.
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Matrice de rotation associée

Soit R une rotation définie par le quaternion unitaire ¢ = a + iz + jy + kz et soit vV
un vecteur auquel est associé le quaternion purement vectoriel V. Les composantes de
la matrice de rotation MR associée a la rotation R sont les images R(T), R(J) et R(k) des
vecteurs de base:

M = [R®) RG) R(E)
Or les composantes de ces vecteurs peuvent étre obtenues a partir du quaternion ¢:
RO =q-i-q RO =q-4-q R(k)=q-k-q

Ce qui permet de calculer les composantes de la matrice de rotation :

—22— + a? + z2 2zy + 2az 2xz—2ay
Mgr = 2:ty —2az —z2-224 42 4+ y2 2zy + 2azx
2z2 + 2ay 2zy—2azx —y?—z2? + a? + 22

Changement de repéres

Soit R un repére défini par les vecteurs de base T, J et k respectivement associés aux
quaternions purement vectoriels ¢, 7 et k. L’image de R par la rotation R, définie par
un quaternion unitaire g, est le repere Rr dont les vecteurs de base i’, J' et &’ sont
respectivement associés aux quaternions purement vectoriels i = ¢q-i-q,j ' =¢q-j-qet
k' = q-k-g. Soient V= T+ yi+ zk un vecteur, dont les coordonnées sont données dans
le repére R, et V le quaternion purement vectoriel associé a 7 dans ce méme repere.
Soient (z’,y',2') les coordonnées de V' dans le repére Rg. Pour calculer z’, y’ et 2’ en
fonction de ¢ et V, commengons par poser 1’égalité vectorielle :

eT+yi+zk=2T+y7+2Fk

Celle—ci est équivalente a |’égalité entre quaternions:
rityj+zk=zi4+yj' +zk
zityjtek=2"q-i-G+y'q-j-g+2q-k-g

Pour isoler les composantes z’, ¥’ et 2/, il faut multiplier chacun des membres & gauche
par § et & droite par g, puis distribuer le produit dans le membre de droite :

§-@@ityj+zk)-gq=q-(2"q-i-§+y'q¢-5-3+2'q-k-9) -¢

(“+y1+zk) =2'qqi-39+y7-9-j-79+2'G-qk-q-q

Le quaternion ¢ étant unitaire §-q = 1 et on obtient finalement :
g-(xityj+zk)-g=2i+yj+7k

Cette derniére expression nous fournit la formule de changement de repére cherchée
puisque les nouvelles coordonnées, qui apparaissent dans le membre de droite sont obte-
nues en fonction des anciennes coordonnées. En notant V' = 2z’ i+y’ j+2' k le quaternion
représentant le vecteur V dans le repére RR, on obtient la formule:

Vi=g-V-q (2.21)
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2.3.3 Vitesse de rotation

Soit Rg un repére fixe et soit R, I'image de Ro par la rotation R; définie par le
quaternion unitaire ¢(t). On veut étudier la vitesse de rotation d’un vecteur Uj fixe dans
Ro. On a, d’aprés I’équation (2.17):

(7; = Rt(l7€) ce qui peut s’exprimer par: Ur=q-Up-q§ (2.22)

Si on note ﬁ le vecteur vitesse de rotation instantanée de R, dans Rg, alors la vitesse
. -
de rotation du vecteur U; dans Rg est:

— .
_(dU; _(dU —3
v'(dt) _(dt) + O AT
Ro Ry

Or, le vecteur (71) est fixe dans Ry, on en déduit;

4T,
( dtl) =0 et ’expression de V devient V=0n (7;
1

En multipliant les deux membres de ’équation (2.22) & gauche par § (respectivement
a droite par ¢) et en simplifiant §-¢ = 1 (respectivement g - § = 1), on obtient:

G-Ui=G-q-Up-q=Uo-q Uir-g=q-Up-G-q=¢q-Up

Ainsi, lorsqu’on dérive par rapport au temps, dans le repére Ry, le quaternion U repré-
santant le vecteur Uy, dans ce repére, on obtient:

dT :
<_Etl> =U1=¢ Us-q+q-Up-G=¢-q- Uy +U;-q-q (2.23)
i}

Par ailleurs, la relation (2.9) nous permet d’exprimer le quaternion représentant le vec-
teur 4 A Uy, dans le repére Ro par:

ﬁA(Z’:%(Q-Ul—Ul.Q) (2.24)

Or les expressions apparaissant en (2.23) et (2.24) représentent toutes les deux le vecteur
dans le repere Ro, on peut donc écrire:

1 .o .
§(Q'U1—Ul'Q)—Q'q'Ul—Ul‘(J"I=0
1 . -

5UQ-24-9Ui - Ui(R+2¢-§)] =0

Le quaternion ¢ est unitaire, donc le lemme (2.2) s’applique et on peut remplacer g - ¢
par —¢ - 4. On obtient alors:

Q=200 Uy~ Ur - (2-24-9)] =0

En notant Q — 2¢ - ¢ le vecteur associé au quaternion purement vectoriel 2 — 2¢ - ¢,
’égalité (2.9) s’applique a nouveau et on obtient:

Q=% H)Ali=0 VO,
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Pour que cette égalité soit vraie pour tout vecteur [7—1) , il est nécessaire que le vecteur
Q — 2q - g soit nul. On en déduit les expressions liant 2, g et ¢:

Q=27 G==0-q (2.25)

1
2
Vitesse de rotation exprimée dans le repére mobile

Pour calculer le quaternion §2s représentant le vecteur 0 dans le repere mobile, il
suffit d’appliquer la formule de changement de repére (2.21) a I’expression (2.25). On
obtient alors:

_ . .1

2.3.4 Accélération angulaire

En dérivant le vecteur vitesse instantanée de rotation, dans le cas ol I’attitude est
représentée par un quaternion unitaire ¢, on obtient :

Q=2§-7+24-¢

Or le produit ¢ - § est réel alors que le quaternion € est purement vectoriel, puisqu'’il
représente le vecteur accélération angulaire. On peut donc écrire:

Q=299 (2.27)

2.3.5 Vitesse de rotation pour une rotation composée

Nous avons vu en (2.19) que la composition de rotations se traduit par un produit
de quaternions. Nous allons maintenant voir comment s’exprime le vecteur vitesse de
rotation d’une rotation composée.

Soient R un repere de référence et soient Ry, Ra, ..., Ry, les repéres obtenus en
appliquant successivement & R les rotations Ry, Rs, ..., R,, dans cet ordre, comme
indiqué sur le schéma suivant :

R R R R
Ro — Ri 3 Ry —> Rz ... Root 2 R,

Soit ¢; le quaternion qui représente la rotation R; (1 < ¢ < n) et soit p; le quaternion
qui représente la rotation composée R;oR;_;0...0Ry0R;. La relation (2.19) nous permet
d’établir que p; = ¢1 - g2+ ¢i-1 - Gi-

Soit ﬁ; le vecteur vitesse de rotation associé & R; (1 <7< n) et soit Q; = 2¢; - g; le
quaternion purement vectoriel représentant ce vecteur dans le repéere R;_;. La rotation
permettant de passer du repére R;_; au repere R est représentée par le quaternion p;_;.
La formule de changement de repere, établie en (2.21) nous permet alors d’exprimer é
dans le repére Ry par la formule:

i

o= Pi—1- - pi—1 dans Ro
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Soir R la rotation qui transforme directement le repere R en R,. Le quaternion ¢
qui représente cette rotation est le produit de tous les ¢;, et on peut écrire:

n 1
¢=]]« =]l
=1
En dérivant ’expression de g on obtient:

n -1

n
i=> ([le-¢ Il
i=1 =1 J=i+l

On peut alors calculer le vecteur vitesse de rotation correspondant 2 =2¢-q:
n

n -1 1
Q=2) _quj-dr IT o Il%
J:

=1 J=i+1 j=n

En décomposant le dernier produit et en considérant chacun des facteurs comme le
conjugué d’un produit plutét qu’un produit de conjugués, on obtient:

Q=2

n

i—1 n n i—1
Hqg"éi' H g H %'@"Hqg'
j=1 i=1

=1 j=itl  j=itl

Aprés simplification, en utilisant les expressions Q; = 2¢; - ¢; et les produits partiels
Pi-1 = q1°q2-*-gi—1 on obtient:

Q= Zpi—l Q- Pica (2.28)

=1

Expression dans le repére mobile

La relation (2.21) nous donne immédiatement 'expression du vecteur vitesse de
rotation dans le repére mobile:

Qs=q-Qg=> §-pic1- Q% Pi-1-¢ (2.29)

=1
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Chapitre 3

Commande de systemes plats

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons dans les grandes lignes la méthode générale per-
mettant de calculer, en boucle ouverte, des commandes optimales en temps pour des
systémes plats. La solution proposée comporte deux étapes distinctes: d’une part, le
calcul d’un chemin permettant de réaliser exactement un rendez-vous, d’autre part, le
calcul d’une trajectoire optimale en temps le long de ce chemin. Le probleme a résoudre
peut alors étre défini par les éléments suivants:

- sa dynamique : c’est le systeme d’équations différentielles qui lie toutes les gran-
deurs physiques du systéme. Traditionnellement en automatique, la dynamique est
décrite par un systéme d’équations de la forme ¢ = f(z,u), comme nous ’avons
indiqué en (1.1), mais ici nous nous intéresserons aux systémes différentiellement
plats, le formalisme sera donc différent.

- les conditions de rendez-vous : les conditions que le systéme doit vérifier a l’instant
initial et & l'instant final. Chacune de ces conditions s’énonce de la fagon suivante:
« la dérivée d’ordre k de la variable v € R du systeme doit avoir la valeur vik) a

'instant initial (ou la valeur vﬁ.k) a 'instant final) ».

~ les contraintes dynamiques: les conditions qui doivent é&tre vérifiées en chaque
instant. Dans le chapitre précédent nous avons vu que les contraintes se réduisent
souvent & des bornes sur les commandes. Nous chercherons & étre beaucoup plus
général et prendrons en compte des bornes sur n’importe laquelle des variables du
systéme et a n’importe quel ordre de dérivation.

Pour résoudre le probléeme nous exploitons certaines propriétés des systemes plats, en
particulier le fait que I’'une des variables du systeme, la sortie plate, permet de recalculer
toutes les autres variables. En 3.2, nous commencerons donc par définir les systémes
plats en introduisant le cadre théorique minimal permettant d’aboutir & une définition
rigoureuse. Des exemples seront proposés pour illustrer cette définition.

Une fois établie la définition des systémes plats, nous présenterons précisément dans
la partie 3.3 les éléments du probléme @ résoudre. En particulier nous indiquerons les
notations utilisées dans ce chapitre pour décrire le systéme, les conditions de rendez-
vous et les contraintes prises en compte. Quelques remarques supplémentaires seront
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CHAPITRE 3. COMMANDE DE SYSTEMES PLATS

faites sur la cohérence de ces divers éléments et sur les propriétés de base des variables
prises en compte (en particulier sur leurs domaines de définition, leur continuité et leur
dérivabilité).

Ces définitions étant posées, nous pourrons aborder effectivement la méthode de cal-
cul des commandes optimales. La partie 3.4 montrera comment calculer un chemin, pour
la sortie plate, qui permet de réaliser exactement le rendez-vous imposé. Ce probléme
est particulierement simple dans le cas des systémes plats puisqu’il suffit de transformer
les conditions de rendez-vous en conditions sur la sortie plate et ses dérivées, puis d’en
déduire un chemin. Nous proposerons deux méthodes pour définir ce chemin: I’une, pu-
rement géométrique, le définira comme une courbe implicite ; ’autre le définira comme
une courbe paramétrée. Dans les deux cas, nous verrons comment le probléme se réécrit
en dimension 1, soit en fonction de 'une des coordonnées de la sortie plate (cas d’une
courbe implicite), soit en fonction du parametre utilisé pour définir le chemin (cas d’une
courbe paramétrée).

Le reste du chapitre est consacré au calcul d’une trajectoire le long du chemin choisi.
Initialement, en 3.5, nous montrerons comment calculer une trajectoire a partir d’un
chemin, dans le cas d’une courbe implicite et dans le cas d’une courbe paramétrée. En
particulier, nous mettrons en évidence qu’il est possible de calculer une trajectoire a
partir du chemin suivi par la sortie plate et d’une variable du systéme a laquelle on
impose de coincider avec une fonction v(t). Par ailleurs, nous décrirons précisément les
effets du changement de trajectoire sur les variables du systeme.

Apres avoir vu comment calculer une trajectoire arbitraire, il restera & déterminer
les éléments permettant de calculer la trajectoire optimale en temps pour le chemin
imposé€ a la sortie plate. Dans la mesure ou le calcul d’une trajectoire peut étre effectué
a partir d’un chemin et d’une variable v(t), nous allons consacrer la partie 3.6 & établir
les conditions que la variable v(t) doit vérifier pour que la trajectoire obtenue soit
effectivement optimale.

Les deux derniéres parties de ce chapitre exploitent les résultats de 3.5 et 3.6 pour
construire effectivement la trajectoire optimale. La premiére étape, décrite en 3.7, mon-
trera comment procéder lorsque les contraintes prises en compte ne concernent qu’une
seule variable. Enfin, en 3.8 nous proposerons un algorithme qui prend en compte toutes
les contraintes dynamiques du probléme.

3.2 Systémes plats

3.2.1 Présentation générale

La notion de platitude a été introduite lors de ’étude de la linéarisation par bouclage
[Fliess et al.92, Martin93], dans le contexte de ’algébre différentielle. Cette représenta-
tion est particulierement importante en automatique car elle concerne de nombreux
systemes. En effet, le lien avec les autres systémes traditionnellement étudiés en auto-
matique peut étre fait avec le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 ([Fliess et al.92]) Un systéme linéaire est plat si, et seulement si,
il est commandable.
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La caractéristique principale des systémes (différentiellement) plats que nous utili-
serons ici est ’existence d’une sortie linéarisante (ou sortie plate). Si on considere un
systeme de la forme:

z = f(z,u), z € R", u € R™ (3.1)

la platitude implique ’existence d’un ensemble fini de variables différentiellement indé-
pendantes y = (y1,...,Ym) telles que:

— les y; sont des fonctions de z, u et d’un nombre fini de leurs dérivées;

- les z; et les u; sont des fonctions de y et d’'un nombre fini de ses dérivées.

Ainsi, le systéme est en quelque sorte inversible : on peut calculer la commande et I’état, a
partir de la sortie plate y, sans aucune intégration. Comme indiqué dans [Fliess et al.95a,
Fliess et al.95b], le probleme du motion planning devient alors particuliéerement simple
a résoudre puisqu’il suffit de se fixer une trajectoire pour y, qui vérifie les conditions de
rendez-vous imposées. Par ailleurs de par le formalisme utilisé, les systemes plats sont
plutét simples a controler, puisqu’ils peuvent étre linéarisés par bouclage dynamique.

3.2.2 Cadre théorique

La définition des systémes plats, telle qu’elle est énoncée ci-dessus manque de rigueur.
En particulier elle utilise la notion d’indépendance différentielle entre les variables y;
(1 < ¢ < n) et elle sous-entend que les deuz représentations du systéme sont équivalentes.
Par ailleurs, cette définition ne met pas en valeur la portée de la platitude dans le cadre de
la commande des systémes. Pour préciser ces points,nous allons utiliser le cadre théorique
mis en ceuvre dans [Fliess et al.95b]. Pour cela nous allons commencer par introduire
les définitions de base qui vont permettre de formaliser la notion de dépendance entre
variables dans le cadre de ’algebre différentielle. Ensuite, nous énoncerons les définitions
précises des systémes et des dynamiques qui leur sont associées pour pouvoir énoncer la
définition formelle d’un systéme plat. Enfin, pour situer 1’utilité de la notion de platitude
en automatique, un lien sera fait avec la notion de commandabilité.

Corps différentiels ordinaires

Dans le cas algébrique, un anneau de polyndmes k [Xj, ..., X,], & coefficients dans
le corps k, avait été défini comme une extension du corps k par les éléments Xy, ..., X,
(les variables des polynémes). Dans le cas différentiel 1'idée est trés voisine: un anneau
différentiel est un anneau commutatif A muni d’une opération de dérivation qui vérifie
les propriétés suivantes pour tout élément a et b de A :

. da d A d . .
a—?i-t-EA zﬁ(a+b)-—a+b d—t(ab)_ab+ab

Si ’anneau est aussi un corps, on parle de corps différentiel.

Comme dans le cas algébrique, on cherche a analyser la structure des corps différen-
tiels. Ainsi, de nombreuses notions sont étendues au cas différentiel, en particulier les
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notions énoncées ci-dessous, qui seront utilisées par la suite.

Définition 3.2.1 Une extension de corps différentiel L/K est la donnée de deux corps
différentiels L et K C L tels que la restriction 3 K de la dérivée dans L coincide avec la
dérivée dans K.

Définition 3.2.2 Un élément £ d'un corps différentiel L DO K est dit différentiellement
K-algébrique si, et seulement si, il satisfait une équation algébrique différentielle sur K,
c'est a dire s'il existe un polyndme m € Klzo,z1,...,2,), tel que ﬂ({,é,... LEW) = 0.
L'extension L/K est dite differentiellement algébrique si, et seulement si, tout élément de
L est différentiellement K-algébrique.

Définition 3.2.3 Un élément £ € L est dit différentiellement K-transcendant si, et seule-
ment si, il n'est pas K-algébrique. L'extension L/K est dite différentiellement K-transcen-
dante si, et seulement si, il existe au moins un élément de L qui soit différentiellement
K-transcendant.

Définition 3.2.4 Des éléments §; € L, i € I C N, sont dits différentiellement K-
algébriquement indépendants si, et seulement si, pour tous les ordres de dérivation v > 0,

les éléments §§v) € L, ¢ € I, sont K-algébriquement indépendants.

Définition 3.2.5 Une base de transcendance d'une extension L/K est un ensemble d'élé-
ments de L, différentiellement K-algébriquement indépendants, qui est maximal pour l'in-
clusion. Le degré de transcendance différentielle de L/K est le cardinal d'une base de trans-
cendance. Il est noté diff tr d° L/K et est indépendant de la base choisie®.

Définition 3.2.6 Une extension différentielle L/K est dite purement differentiellement

transcendante si, et seulement si, il existe une base de transcendance £ = {§;,i € I} de
L/K telle que L = K (£).

Cette derniére définition est trés importante car elle permet de définir un corps diffé-
rentiel directement par les éléments de sa base de transcendance, sachant qu’aucune
relation n’apparait entre eux. Les éléments de ce type d’extension différentielle sont
alors beaucoup plus simples & manipuler et la définition de I’extension est plus concise
puisqu’il suffit d’indiquer le corps K et la base £. Si la base de transcendance d’un corps
est finie, on dit que le corps est de type fini.

Théoréme 3.2.2 Pour une extension différentielle L/ K de type fini, les deuz propriétés
suivantes sont équivalentes:

(i) L/K est différentiellement algébrique;

(11) le degré de transcendance (non différentiel) de L/K est fini.

1. 1 n’est pas toujours facile de mettre en évidence une relation entre éléments dépendants. Par
contre, des méthodes simples permettent de calculer le degré de transcendance diff trd° L/K d’une
extension L/K
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Systémes et dynamiques

Dans ce qui suit, nous noterons k le corps différentiel de base?, c’est a dire le corps
auquel appartiennent les coefficients des équations différentielles. On peut alors définir
la notion de systéme:

Définition 3.2.7 Un systeme est une extension différentielle D/k de type fini.

Autrement dit, c’est la donnée d’un nombre fini de quantités liées par un nombre fini
d’équations différentielles algébriques a coefficients dans k. Nous noterons généralement
ces quantités z;, 3, ..., Tp; intuitivement elles fourniront une description de [l’état
du systéme. Le degré de transcendance est un élément important pour caractériser un
systeme car il indique le nombre d’entrées indépendantes nécessaires pour le commander.

Exemple 3.2.1 Comme exemple de systeme on peut prendre D/R, le corps différentiel
généré par les 4 inconnues 11, T3, T3 et x4, auxquelles on impose de vérifier les deux
relations :

7121 + Z223+ 34 =0 Ty+23=0

Ici, le degré de transcendance est clairement 2. En effet, on peut trouver des ensembles de 2
éléments indépendants : {z, 22}, {z1, 23}, {z1, 24}, {z2, 4} et {z3,z4}. Par contre il n’est
pas possible de trouver un ensemble de 3 éléments indépendants : en utilisant la seconde
relation pour remplacer &, (resp. £3) par —&3 (resp. —Z2) dans la premiére, on obtient une
relation sur {zy, 23,24} (resp. {z1, 22, Z4}).

Soit v = (uy,u2,...,Unm), Ol M est un entier fini, on note k (u) le corps différentiel
engendré par u. Si les indéterminées uy, us, ..., uy, sont différentiellement k-algébrique-
ment indépendantes (diff trd” k (u) /k = 0), alors on peut définir ainsi la notion de
dynamique :

Définition 3.2.8 Une dynamique est une extension différentielle algébrique D/k (u) de
type fini.

Le théoreéme 3.2.2 nous assure que D/k (u) admet une base de transcendance finie,
notée z = (z1,...,2,), car 'extension D/k (u) est algébrique par définition. Ainsi, tout
élément £ € D, £ # z; (1 < i < n), dépend k (u)-algébriquement de z, il existe donc un
polynéme de k [5, Thyeeo T Uy ly... ,u(“)] (avec « fini) qui s’annule. Ceci est vrai en
particulier pour les éléments de & = (&y,...,%5) et on peut écrire:

Al(:bl,z,u,it,. .. ,u("“)) =0

Ap(n, €, u, iy, ul)) =0
L’entier n est appelé la dimension de la dynamique D/k (u).

Exemple 3.2.1 (suite) En posant u = (uj,uy), avec u; = &, et uy = &, I'extension
D/R (u) est différentiellement algébrique et meéne a la représentation :

1 =u Ty = up T3 = —uy Ty =T Ts = —uyTy + UgUz

2. La situation la plus courante correspond au cas k = R.
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Le choix des commandes est trés important pour |'expression de la dynamique. Si on avait
pris u; = &, et ups = &4 on aurait obtenu une dynamique différente:

. U1Zs — U2 . . . . .

= T9 = Ts I3 = —Ts Tqg = Te Ty = Ut Tg = U3

I

Bien que le nombre de « variables d’état » puisse varier entre dynamiques associées
a un méme systéme D/k, il faut noter que le nombre de commandes indépendantes
ne dépend pas du choix de la commande mais uniquement du systéme associé. Cette
remarque nous mene a la notion d’équivalence entre systémes:

Définition 3.2.9 Deux systemes D/k et D/k sont dits équivalents si, et seulement si, tout
élément de D est algébrique sur D et inversement. Deux dynamiques D/k (u) et D/k (@)
sont dites équivalentes si les systémes correspondants D/k et D/k le sont.

On remarquera que cette définition de ’équivalence entre systémes conserve le degré de
transcendance.

Une fois cette notion d’équivalence introduite, on cherchera & « minimiser » la re-
présentation du systéme. La définition 3.2.6, appliquée aux systémes, permet alors de
caractériser simplement la platitude:

Définition 3.2.10 Un systeme D/k est dit differentiellement plat si, et seulement si, il
est équivalent 3 un systeme L/k purement differentiellement transcendant. Une base de
transcendance différentielle y = (y1,...,ym) de L/k telle que L = k (y) est appelée une
sortie plate (ou sortie linéarisante) du systeme D/k.

Cette définition est différente de celle donnée en 3.2.1, car elle ne fait intervenir que
des relations algébriques entre les variables du systéme, la sortie plate et un nombre fini
de ses dérivées. Dans de nombreux cas il est plus commode de travailler sur un systeme
équivalent dans lequel les variables sont données comme des fonctions quelconques de la
sortie plate et de ses dérivées. Par exemple elles peuvent faire intervenir des fonctions
trigonométriques, des radicaux ou des fractions rationnelles.

Ces deux définitions ne sont pas équivalentes. En effet on pourrait imaginer un
systéme qui vérifie la définition sommaire donnée en 3.2.1 mais qui n’est pas plat selon
la définition (3.2.10). Toutefois, la premiere définition traduit mieux les propriétés des
systémes plats qui nous sont les plus utiles, c’est donc celle que nous retenons pour la
suite.

3.2.3 Exemples de systémes plats

Il n’existe pas de méthode permettant de déterminer la sortie plate d’un systeme dans
le cas général. Le fait d’établir la platitude d’un systéme ne permet donc pas toujours
d’exploiter au mieux ses propriétés. Toutefois, il existe des systémes particulierement
importants pour lesquels la sortie plate a été trouvée. Hormis le satellite et la grue
qui seront développés dans les chapitres suivants, on peut citer a titre d’exemples: la
piéce de monnaie, les pendules ([Fliess et al.95b]) et ’avion ([Martin96]). Pour d’autres
systémes, 'utilisation conjointe de modes vibratoires et de la platitude du systeme per-
met d’atteindre des points d’équilibre particuliers ; c’est le cas des pendules de Kapista
([Fliess et al.95b]) et des réacteurs chimiques ([Rouchon96)). Ci-dessous, nous détaillons
a titre d’exemple deux systémes plats: le camion & n remorques et le moteur a induction.
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F1G. 3.1 - Le camion ¢ n remorques

Le camion & n remorques

Il s’agit d’un systéme idéalisé, composé d’un camion auquel sont accrochées n re-
morques. Le point d’attache de la ¢ remorque se situe sur le milieu de |’essieu arriére de
la remorque précédente, comme indiqué sur la figure 3.1. Ce systéme, décrit entre autres
dans [Fliess et al.92], peut étre commandé par la vitesse du camion et I'orientation de
ses roues directrices. On obtient alors la dynamique suivante:

:io = U COSOO )
gO = U sin00
¢ = Uz
6, = —(zltanqb } (3.2)
0
-1
6 = 2 |[Jcos(6;1-6;) | sin(bioi—8) 1<i<n
di =1 J

ol (2o, Yo, d, 00, ... ,0,) € R?2x]—m/2,7/2[x (S1)"*1 est Iétat, (uy, uz) la commande et
do, ..., d, des constantes positives (la longueur de chacune des remorques).

Les coordonnées (z;,y;) de la position du milieu de I’essieu arriére de la remorque ¢
peuvent facilement étre calculées:

1 1
x;:xo——Zdjcosﬁj yi=y0—Zdjsin0j
7=1 j=1

On en déduit les expressions récursives de z; et y; :

Tiy1 = & — diy1cosbiyg Yig1 = Yi — digy1sin by,
T; = Tip1 + digy cosbiyy Yi = Yig1 + dig1sin 04

On peut donc calculer z; et y; a partir de z;41, yi+1 €t 6;41. Or, la remorque ¢ se déplace
dans la direction de son timon, on a donc tané; = y;/&;, on peut donc obtenir z; et
y; a partir de z;41, Yit1, Zi+1 et Yip1; la donnée de z,, y, et de leurs i + 1 premieres
dérivées est donc suffisante pour calculer z;, y; et 6;. Par ailleurs, du systéme (3.2) on
obtient uy = Z¢/ cosfp, on en déduit que tan¢g = doé() cosfy/Zo, ce qui permet d’obtenir
uy comme une fonction de g, 0p et b,.
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Ceci montre que le systéme est plat puisque les commandes u; et ug, ainsi que les
variables z;, y; et 8; (0 < i < n) peuvent étre recalculées a partir de z,, y,, et leurs n+2
premieéres dérivées.

Le moteur a induction

La commande des moteurs a induction est assez délicate, essentiellement & cause des
non linéarités du modele, des fortes variations de certains parameétres et de la difficulté
a mesurer les flux magnétiques et le courant dans le rotor. La mise en évidence de
la platitude du systéme par [Martin et al.96] a permis de réduire considérablement la
difficulté du probléme.

La description des circuits du rotor et du stator peut étre donnée par les équations
électriques :

. d¢5 . d¢r

Rsls+ dt = Us err+ dt

avec R, la résistance du stator, ¢s; son courant, 1, son flux et u, sa tension; R, la
résistance du rotor, ¢, son courant, ¥, son flux. Les courants, flux et tensions sont
représentés par des nombres complexes ; dans le cas ou le moteur est commandé par la
tension us, on dispose en fait de deux commandes indépendantes R(u,) et S(us) (les

symboles R et & indiquent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire).

=0 (3.3)

En utilisant un modele idéalisé des circuits magnétiques, fiable lorsque les courants
restent faibles, les flux et les courants sont liés par les relations:

Vs = Lgis + M4, ¥y = Lyi, + Me™"05, (3.4)

avec # la position du rotor, L, 'inductance du stator, L, I'inductance du rotor, M
I’induction mutuelle entre le rotor et le stator et n le nombre de paires de péles.

La loi de Lorenz permet alors d’établir que le couple fourni par le moteur est
n(i7r), ce qui permet d’obtenir le mouvement du rotor par I’expression :
d*9 oo
JW =nS(ifYr) — 7L (3.5)
avec J le moment d’inertie du rotor et 7z, le couple de la charge (qui dépend généralement
de § et ). En réécrivant le flux du rotor sous la forme module/argument ¥, = pe’?, le
couple produit par le moteur peut s’exprimer sous la forme:

« der

—nS(irvy) = S —

R,

Ceci permet de réécrire ’expression (3.5) comme suit :

)= p-pa

d?6 n

T =g "

26— 11 (3.6)
De ce modele, P. MARTIN et P. ROUCHON ont extrait la sortie plate y = (6, ). En effet,
de (3.6) on déduit:

R.(JO+ 1)

e == Py = A(yv v, y) (37)
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Les expressions (3.3),(3.4) et (3.7) permettent d’exprimer ¢, et ¢y, ¢, et u,:

el
i\ = _% (%, — Lrir)e™™ = B(y, 3,4, ¥)
Wy = Lyiy + MeT™i, =C(y, 4,4, Y)
uy = Ryiy + 20 = D(y, i1 §, §,y)

Ainsi, Pangle  du rotor et ’angle @ du champ magnétique permettent de déterminer
chacune des autres variables décrivant le moteur.

3.3 Objectif et limites de la méthode

Aprés avoir défini précisément ce que sont les systemes plats, nous pouvons préciser
Pétude que nous cherchons a réaliser. En 1.1 nous avons évoqué les problemes de calcul
de commandes optimales avec contraintes sur 1’état du systéme, et nous en avons donné
une définition rigoureuse, résumée dans le tableau 1.2. Notre objectif est de définir une
méthode générale pour résoudre des problemes de ce type, dans le cadre des systéemes
plats. Etant donné P’ampleur de la tache, nous nous limiterons au cas des commandes
optimales en temps, lorsque la trajectoire de la sortie plate est imposée.

3.3.1 Définition du probleme

Dans le cadre des systémes plats, un probleme de commande optimale en temps
s’exprime tres simplement. En effet, étant donné que la distinction entre variable d’état
et commande n’a plus lieu d’étre, le probléme est défini par la donnée des variables du
systéme, des contraintes dynamiques et des conditions de rendez-vous. Ce sont ces trois
points que nous précisons ici.

Variables du systéme

Sortie plate: Lors de ’étude d’un systeme plat, la distinction entre entrée, sortie,
variable d’état et commande est artificielle et la seule variable du systéme qui se dis-
tingue est la sortie plate. Dans ce chapitre, elle est systématiquement notée y et ses m

composantes scalaires sont notées yy, ¥2, ..., Yj, - .. , Ym. Les dérivées de la sortie plate
sont notées ¢, §, ..., y¥. De méme, les dérivées de la composante y; de y sont notées
- k

Yis Yy oo oy y; )

Variables du systéme: Par définition, les variables du systéme peuvent s’exprimer
en fonction de la sortie plate y et de ses dérivées. Si 'ordre de dérivation maximal de y,
dont dépend la variable v est noté 3,, alors v peut s’écrire:

v=V(y,7,...,y%) (3.8)
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CHAPITRE 3. COMMANDE DE SYSTEMES PLATS

Ainsi, V est une application de (R™)P**! dans R. La dérivée d’ordre k de la variable v
notée:

v(k) — V(k) (y, 3‘/7 ceey y(ﬂv+k))

L’ensemble des variables du systéme sera noté X; lorsqu’il sera nécessaire de faire
apparaitre une seconde variable, elle sera notée w et s’exprimera en fonction de y et de
ses (3, premieres dérivées par la relation:

w= W(y, y? i 7y(ﬁw))

Contraintes dynamiques

Ce sont les contraintes qui doivent étre vérifiées par les variables du systeme en
chaque instant. Pour chacune des variables v du systéme soumise & des contraintes, on
note 7, ’ordre de dérivation maximal de v pour lequel une contrainte apparait. Toutes
les contraintes concernant v et ses dérivées sont alors regroupées dans un ensemble noté
C(v) qui s’écrit:

C) = {|v] € Vmaz, |9] < Tmaz, - - - , V)] < 0} (3.9)

Rendez-vous

Le rendez-vous est défini par un ensemble de conditions & vérifier a I'instant initial
t = 0 et a I'instant final t = T. Ces conditions peuvent porter sur n’importe laquelle des
variables du systéme. Dans la solution proposée nous supposons que pour chacune des
variables, toutes les conditions de rendez-vous prises en compte a I’instant initial sont
également prises en compte a l'instant final et inversement. Cette hypothese n’est pas
toujours vraie, toutefois il est généralement possible de choisir des valeurs arbitraires,
par exemple les bornes imposées par les contraintes dynamiques.

3.3.2 Conditions de continuité et de dérivabilité
Continuité et dérivabilité des variables

Si une variable v = V(y, 9,9, - - - ,y('@")) est contrainte jusqu’a sa dérivée d’ordre 7v,,
cela veut dire que la dérivée d’ordre v, de v est bornée et définie presque partout (elle
peut étre discontinue en un nombre fini de points). Ainsi, la variable v est de classe C"
par morceaux.

Continuité et dérivabilité de la sortie plate

Pour ne pas avoir & traiter de singularités nous imposons donc & y(5) d’étre de classe
C" par morceaux, ce qui impose a la trajectoire de la sortie plate y d’étre de classe
CB»*+¥ par morceaux. Ceci doit étre vérifié pour chacune des variables du systéme, nous
noterons donc 7y, = max{f, + vy, v € £}. On doit alors imposer & y d’étre de classe
Cm.
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3.3.3 Variables admissibles

L’objectif est de calculer des commandes telles que toutes les contraintes dynamiques
soient respectées, il est donc souhaitable de définir les variables en conséquence. Le
domaine de définition de Papplication V permettant de calculer la variable v & partir de la
position y de la sortie plate et de ses 3, premieres dérivées est noté U, C (R™)(Fe+1), Cet
ensemble est tel qu’en chacun de ses points, la valeur de v obtenue se trouve effectivement
entre les bornes qui lui sont imposées.

Ce principe doit étre étendu a chacune des v, dérivées de v pour lesquelles une
contrainte est définie et a chacune des variables du systéme. Ainsi, pour la dérivée
d’ordre k de v, on définira U,y C (R™)Bv+k+1) Le plus « grand » des ensembles ainsi
obtenus est alors un sous-ensemble de (R™)w+1,

Finalement, pour que toutes les contraintes dynamiques soient vérifiées, il est né-
cessaire de prendre un point a « l'intersection » de tous ces ensembles. Comme ils ne
sont pas tous de méme dimension, ils seront plongés au préalable dans (R™)"*!. On se
retrouve finalement avec un domaine de définition pour le systéme:

U= [ Um x R™)w Pk (3.10)

vEY
OSkS’Yv

Dans ce qui suit, on supposera bien entendu que ’ensemble I/ n’est pas vide, et
que les valeurs de la sortie plate y et de ses vy, premieres dérivées sont telles que

9. yW) el

3.4 Planification du mouvement

3.4.1 Conditions de rendez-vous et conditions de jets

Les conditions de rendez-vous ne sont pas toujours définies sur la sortie plate et
ses dérivées. Il est tout a fait possible, et méme probable, qu’elles soient définies sur
d’autres variables du systéme, en particulier sur la commande, 1’état et leurs dérivées.
La premiere étape du traitement a pour but de transformer le probleme du rendez-vous
en un ensemble de conditions de jets sur la sortie plate et ses dérivées, a I’instant initial
et a l'instant final. Les conditions initiales sont indépendantes des conditions finales,
nous pouvons donc restreindre I’étude aux conditions de rendez—vous a 'instant initial.
Pour chacune de ces conditions, la variable concernée est remplacée par son expression
en tant que fonction de la sortie plate et de ses dérivées. Ainsi, pour la variable v, vue
comme une fonction scalaire des S, + 1 vecteurs y, ¥, ..., y®) de R™, si une des
conditions de rendez-vous lui impose la valeur v; a I'instant initial, I’équation suivante
est introduite :

| %4 (y,g),y, ces ,y(ﬁ")) =

De méme, si une condition de rendez-vous impose a la k€ dérivée de la variable v de
(k)

prendre la valeur v;"’, ceci sera traduit par I’équation suivante:

VO (3,4,5,...,y0H) = oV
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Une équation de ce type est ajoutée au systeme pour chacune des conditions de rendez-
vous imposées. Ainsi, on obtient un systéme d’équations dont les inconnues sont y, g,
..., y@): la valeur de oy, dépend des variables prises en compte dans les conditions
de rendez-vous et de 'ordre de dérivation auquel elles interviennent. Les conditions de
jets sur la sortie plate, a 'instant initial, sont les valeurs y;, @, ..., y‘(a”) de la sortie
plate et de ses dérivées qui sont solutions de ce systéme. Une remarque s’impose sur le
nombre de solutions du systéme:

— si le systéme n’admet aucune solution, alors les conditions de rendez-vous deman-
dées ne peuvent pas étre remplies;

— si le systéeme admet une solution unique, ou un nombre fini de solutions, il faut
obligatoirement prendre I’une d’entre elles;

— si le systeme admet une infinité de solutions, un certain nombre de dérivées de la
sortie plate peuvent étre choisies arbitrairement, par exemple pour simplifier les
calculs ou pour « améliorer » le chemin suivi par la sortie plate.

Exemple 3.4.1 Soit le systéme a deux variables u et v, {u = z,v = Zy}. Les valeurs de
chacune de ces deux variables et de leurs dérivées premieres sont imposées a |'instant initial
(u;, vi, 2; et ©;) et a l'instant final (uy, vy, 4y et Of). Ces conditions de rendez-vous meénent
au systeme:

T = u; £y = v; Tf=uy 2pys = vy

T; = U; Tiyi + T = U; Ty =y Trys+Tsyp = 0y

Ce systeme admet une infinité de solutions; on peut par exemple imposer aux dérivées
secondes d'étre nulles et prendre comme conditions de jets sur z et y:

. v . ..
Jets initiaux = {z; = u;, y; = —, & = U, ¥i = —, &; =0, §; = 0}
Ug Ug

, vf . . .
Jetsfmaux:{xf:uf,yf=Zi—,a:f:w,yf:if;,xfzo,yf:@

Les conditions de jets & instant final seront construites selon le méme procédé. Si on
note ¢ = 0 Pinstant initial et ¢t = T l'instant final, les conditions de jets s’expriment
ainsi:

Jets initiaux = {y(0) = g, ¥(0) = &, ..., ¥ (0) = y{**} (3.11)
Jets finaux = {y(T) = ys, §(T) = ¥y, ..., y*(T) = yf«a”)} (3.12)

Les conditions de rendez-vous, qui fixent les valeurs de certaines variables
du systeme a l’instant initial et a 'instant final, peuvent étre transformées
en conditions de jets qui ne font intervenir que les composantes de la sortie
plate et de ses dérivées.

En général on aura plus de conditions de jets sur la sortie plate que de conditions
de rendez-vous car chacune des variables apparaissant dans les conditions de rendez-
vous peut s’exprimer en fonction de plusieurs ordres de dérivation de la sortie plate.
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Ainsi, parmi les conditions de jets un certain nombre de valeurs peuvent étre fixées
arbitrairement. Le choix de ces paramétres peut avoir une grande importance sur le
chemin effectivement obtenu pour la sortie plate. Dans ce cas il est possible d’utiliser
ces parameétres pour agir sur la géométrie du chemin. Ce point sera illustré dans le
chapitre 4 lors de la planification de la trajectoire en attitude du satellite.

3.4.2 Définition implicite du chemin
Chemin défini sur une variété algébrique

Une fois que les conditions de rendez-vous ont été transformées en conditions de jets,
comme indiqué en 3.4.1, il faut choisir le chemin suivi par la sortie plate. Ce chemin
est une courbe de dimension 1 dans un espace de dimension m (la sortie plate y est un
vecteur de dimension m). La premiére solution consiste a définir y comme une courbe
implicite, par m — 1 relations algébriques indépendantes entre ses m coordonnées; ces
relations sont notées Ry (y) = 0, Re(y) =0, ..., Rp-1(y) = 0. Cette courbe est limitée
par des bornes sur certaines composantes de y qui définissent alors un sous—ensemble
de R™, noté B. Le chemin suivi par la sortie plate est alors le lieu des points de R™
vérifiant simultanément toutes ces relations. Dans ce qui suit, nous supposons que le
chemin obtenu est une courbe connexe, de dimension 1 dans R™. On peut alors écrire:

F'={yeR™ Ri(y) =0, R2(y) =0, ..., R1(y) =0}N B (3.13)

Ainsi, chacun des points de I pourra étre spécifié en affectant une valeur a I'une des
composantes, y,, par exemple, et en cherchant les valeurs des autres composantes de
telle sorte que toutes les relations imposées soient vérifiées. En faisant décrire R a y,
on obtient alors tous les points de I', apres avoir calculé ’intersection avec B.

Exemple 3.4.2 Un demi-cercle dans R3:

I' = {(z,y9,2) ER® y=0,22+ 2> = 1} n{(z,y,2) € R?, 2> 0}

Or, en chaque point y de la trajectoire I' on peut définir le vecteur tangent a la
courbe, § = (1,%2,++. , ¥m). Celui-ci doit vérifier les équations R;(y) = 0, Ry(y) = 0,
. Rm_l(y) = 0, obtenues en calculant les dérivées respectives de chacune des relations
algébriques Ry(y) =0, Ra(y) =0, ..., Rm—1(y) = 0. Ainsi, pour un point y donnéde TI',
on a m — 1 relations algébriques entre les m composantes 9;, Ja, ..., Ym de . L’espace
tangent a ' en y est donc la droite vectorielle définie en y par les m — 1 relations
différentielles citées ci-dessus.

Exemple 3.4.2 (suite) En dérivant chacune des relations utilisées pour définir le demi-
cercle, on obtient I'espace tangent au cercle en chaque point (z,y,z) € R3:

Tews)l = {(£,9,2) € R® § =0, o + 22 = 0}

Au point p = (—1,0,0) on a alors le vecteur tangent défini par p = (0,0, 2) et au point
p=(0,0,1) on a p = (£,0,0).

Les expressions R(y), 1 < k < m sont des expressions algébriques, on peut donc
en calculer les dérivées jusqu’a un ordre « arbitraire. La dérivée d’ordre j de Ri(y)
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sera alors notée Rfcj). Si on se fixe @ m-uplets ¥y = (y1,---,Ym), ¥ = (yl,...',gm),
cony yleml) = (y}a—l),... ,yﬁf—l)), choisis parmi les solutions des équations Rfc]) =i 0

(1<k<m0<j< a),alors les m — 1 équations Rfca) =0 (1 < k < m) forment un

(a) (o)

systeme d’équations linéaire dont les inconnues sont les composantes (y; ', ... ,¥m ) de
la dérivée y("‘) de T au « point » (y,9,... ,y(a—l)).

Exemple 3.4.2 (suite) Les dérivéesd’ordre 2 des relations algébriques utilisées pour définir
le demi-cercle forment le systeme d’équations :

=0 iz + 52 =—-3% - 32 (3.14)
Lorsque les valeurs de z, y, 2, &, y et Z sont fixées,il s'agit effectivement d'un systeme
d’équations linéaires dont les inconnues sont #, i et 2. Au point p = (—1,0,0) si on
choisit le vecteur tangent p = (0,0, 1), on obtient les composantes suivantes pour la dérivée
d’ordre 2: p = (1,0, 2). Pour p = (0,0,1) et p = (1,0,0) on obtient j = (%,0,—1). Dans
les deux cas, on retrouve la décomposition de |'accélération en une composante normale et
une composante tangentielle, pour un mouvement circulaire.

Le systeme obtenu est sous-déterminé, il admet donc une infinité de solutions. En
fait, comme pour le vecteur tangent, la solution forme une droite vectorielle de R™. Le
choix d’une solution spécifique revient a fixer le sens et le module d’un vecteur sur cette
droite.

Choix des équations en fonction des conditions de jet

Dans le cadre de la planification de trajectoire, il faut effectuer la démarche inverse:
le chemin T' doit étre choisi de fagon a vérifier les conditions de jets imposées. Or les
conditions de jets telles qu’elles ont été définies en 3.11 et 3.12 imposent effectivement
a la trajectoire I' de passer par les points y; et ys et en chacun de ces points un certain
nombre de dérivées sont imposées. Il faut donc construire les expressions Ri(y) de telle
sorte qu’'un nombre suffisant de leurs dérivées soient annulées par les conditions de jets.
Notre choix se porte sur des expressions algébriques pour des raisons de commodité, mais
en pratique on pourrait choisir tous types d’expressions. La premieére chose a faire est
de choisir le degré d des expressions Rj(y) et de les exprimer sous la forme paramétrée
suivante:

m
R = ). Oisiteim | |97 (3.15)
0<i;<d j=1
0<im<d

Exemple 3.4.3 Chemin défini dans R3 par l'intersection de deux quadriques:

Ri(z,y,2) = a1z + by + c12 + diz’ + exzy + fizz + g1y° + hayz + i12% + 5y
Ra(2,y,2) = azz + byy + coz + doz® + €22y + fozz + goy® + hayz + 122> + j2
Les 20 parametres aq, ..., Ji, a2, ..., jo fournissent 18 degrés de liberté car ils sont définis
a un coefficient multiplicatif prés. Ces degrés de liberté pourront en général permettre de

prendre en compte jusqu'a 6 conditions de jets, par exemple des conditions de jets jusqu'a
I'ordre 2 2 l'instant initial et 3 l'instant final.
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Une fois posé le systéme d’équations, il faut calculer les dérivées jusqu’a un ordre suf-
fisant. Cet ordre sera en fait I’ordre des conditions de jets, soit ay. Il s’agit 1a d’un calcul
qui ne pose aucune difficulté. Il faut noter que chacune de ces dérivées est une combi-
naison linéaire des coefficients ¢k ;... ;.. On formera alors deux systémes d’équations:
I'un, ¥;, pour les conditions initiales, ’autre, X; pour les conditions finales.

Y= {Rij)(y;) =0,0<k<m, y(j)(O) = y,j € Jets initiaux}
Y= {Rij) (y5) =0,0< k< m, yONT) = y} € Jets finaux}

Dans chacun de ces systémes, les coordonnées de y, ¢, . .. , ont été remplacées par les va-
leurs imposées par les conditions de jets. En faisant I’'union de ces deux systémes, on ob-
tient un systeme d’équations linéaires dont les inconnues sont les coefficients ci ;, i,,... i
des monémes qui apparaissaient dans les expressions initiales, définies en (3.15). Trois
cas peuvent alors se produire :

— le systéme n’admet pas de solutions ; il faut alors recommencer avec un autre type
d’expressions, par exemple en augmentant le degré des expressions algébriques

Ri(y);

- le systéme admet une infinité de solutions; on choisira alors, parmi les solutions,
des coefficients tels que les m — 1 équations Rx(y) = 0 (1 < k < m) définissent
effectivement une variété de dimension 1;

— le systéme admet une solution unique; il faudra s’assurer qu’elle est acceptable;
si elle ne I’est pas, on se retrouve dans le cas sans solution.

Un moyen simple de vérifier qu’une solution est acceptable est de controler que les
m — 1 relations Ry(y), ..., Rm—1(y) sont indépendantes et qu’il est possible d’extraire
de la courbe résultante un sous-ensemble connexe reliant le point de départ au point
d’arrivée.

Exemple 3.4.3 (suite) Les dérivées de Ry(z,y, 2) et Ra(z,y, 2) sont:

Ri(z,y,2) = a1& + byy + ¢12 + 2d1 52 + €1 (¢y + z9) + f1(¢2z + z2)
+ 2019y + ha (92 + y2) + 20122

Ra(z,y,2) = agd + by + ¢ + 2daix + ex(dy + z9) + fo(dz + z3)
+ 2929y + h2(9z + y2) + 2iz22

Si on se fixe maintenant les conditions de jets suivantes :

Jets initiaux = {(z = -1,y=0,2=10),(¢ =0,y =0,z =1)}
Jets finaux = {(¢ = +1,y=0,2=0),(¢ =0,y =0,z = —-1)}

les coefficients aq, ..., i1, ag, ..., iz doivent alors vérifier les 8 équations suivantes:
( 1 00) —ay +d1+]1 R1(17O’0)=a1+d1+j1
( 1,0, 0) —-a2+d2+]2 R2(1,0,0)=a2+d2+j2
Ri(-1,0,0)=c; — R1(1,0,0)= —¢; — fi
Rz( 1 0 0)—-02—f2 Rg(l,O,O)Z-—CQ—fz
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Apres simplification, on obtient: a; = a; =¢; =co = fl= f2=0, d; = —j;, d2 = —j,.
Les 10 coefficients qui n’apparaissent pas dans ces équations peuvent prendre n'importe
quelle valeur, ainsi que j, et j,. Par ailleurs, ces coefficients sont définis 3 une constante
multiplicative prés, nous fixerons donc les valeurs de j; et j; soit a 0 soit a 1. En renommant
les constantes on peut alors définir le chemin par I'une des courbes définies par les deux
équations :

x2—1+y(a+bx+cy+dz)+e22=0
y(f+gz+hy+iz)+j22=0

Toutefois, il faudra éviter les cas dégénérés; par exemple a = b = ¢ = d = e = 0 définit
la réunion de deux plans disjoints dont I'un contient le point de départ et I'autre le point
d’arrivée. Par contre, sionposee = f=leta=b=c=d=g=h=t=45=0,o0n
obtient le cercle {(z,0, z) € R3, 22 + 22 = 1} qui convient tout 2 fait.

Dés que le systeme d’équations algébriques définissant le chemin I' est connu, on peut
introduire des bornes sur les composantes de la sortie plate pour éliminer une partie de
la courbe obtenue. La partie de la courbe retenue est celle qui se trouve entre le point
de départ et le point d’arrivée. Si plusieurs solutions sont possibles il faut éliminer celles
qui ne permettent pas de vérifier toutes les conditions de jets. En particulier, dans le
cas d’une courbe fermée on utilisera les jets d’ordre 1 pour orienter le chemin et choisir
la partie de la courbe qui convient.

Exemple 3.4.3 (suite) Le cercle {(z,0,2) € R3 2% 4+ 22 = 1} fournit deux chemins
permettant de relier le point de départ (—1,0,0) au point d'arrivée (1,0,0): le demi-cercle
des valeurs de z négatives et le demi-cercle des valeurs de z positives. Les jets d’ordre
1 imposent Z = 1 a l'instant initial et 2 = —1 a linstant final. Ainsi, partant du point
(—1,0,0) avec Z > 0 on doit nécessairement commencer a parcourir le chemin dans le sens
des z croissants et on retiendra le demi-cercle pour lequel les valeurs de z sont positives:

I' = {(z,y,2) € R% y=0,224+ 22 =1} n{(z,y,2) € R? 2> 0}

Formulation du probléme & une dimension

Le fait d’avoir défini le chemin T' comme étant la solution d’un systéme d’équations
nous permet maintenant de donner une nouvelle formulation du probléme initial. Il suffit
d’exprimer la solution du systéme en fonction de 'une des composantes de la sortie plate,
par exemple y;. Les autres composantes de y s’écrivent alors yr = Yi(y1) (1 < k < m),
ou les expressions Yi(y1) sont algébriques. L’expression du chemin suivi devient :

F={y=w,Y2(51),...,Yu(n1)),n e R}NB (3.16)

Une certaine liberté a été prise pour passer de la formulation initiale (3.13) du chemin a
la formulation indiquée ci dessus. En effet, si on fixe la valeur de y;, les m — 1 équations
Ri(y) (1 £ k < m) utilisées en (3.13) sont des équations algébriques en yy, ..., ym et
elles n’admettent pas forcément une solution unique (bien qu’on ait autant d’équations
que de variables). Le fait que I" soit la solution du systeme nous garantit une solution sur
un sous-ensemble non vide de R, mais sur ce sous-ensemble de R il est possible d’avoir
plusieurs solutions. Pour contourner ce probléme, il faut choisir la coordonnée de y de
facon & avoir un nombre fini de solutions et ensuite prendre I' comme la réunion de toutes
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les solutions qui appartiennent aussi a B. Le nombre maximum de solutions dépend du
degré total du systeme d’équations utilisé en (3.13). Il faudrait donc considérer chacune
des expressions Yi(y1) (1 < k¥ € m) comme ’ensemble des racines d’un polyndme ou
exprimer ' explicitement comme la réunion de plusieurs segments de courbe.

Exemple 3.4.3 (suite) Le demi-cercle I' = {(z,y,2) € R® 2?2+ 22 =1,y = 0, z > 0}
peut étre défini explicitement par chacune des coordonnées:

- Pour z, T = {(z,0,v1 - 2?),z € [-1,1]}. C'est le cas le plus favorable, la partie
négative de la racine carrée est éliminée par la condition z > 0.

— Pour y on serait obligé de définir la courbe point par point, il est donc inutile de
chercher a exprimer les composantes de I" en fonction de y.

- Pour 2, T = {(—v1-2%2,0,2),2 € [0,1]} U {(V1 - 22,0, 2), 2z € [0,1]}. Cest le cas

général.

A partir de la définition du chemin donnée en 3.16 on peut calculer les dérivées de y et
en exprimer les composantes en fonction de y; et de ses dérivées. Pour cela il suffit de
calculer les dérivées de chacune des expressions Yi(y1) (1 < £ < m). La composante &
de la dérivée d’ordre j s’écrit alors y,(c] ) = Yk(’ )(yl). C’est donc une expression dépendant

(

de y1, Y1, .., le ). Ainsi, chacune des dérivées y(j ) de la sortie plate du systéme pourra
g’exprimer en fonction de 'une de ses composantes y; et de ses dérivées ¥, ..., yij ),
Or, dans la définition du systéme (3.8), il avait été établi que chacune des variables v du
systéme peut s’exprimer en fonction de la sortie plate et de ses (3, premieres dérivées, on
peut donc exprimer v en fonction de la composante y; et de ses 3, premiéres dérivées.
Dans la suite il sera pratique d’exploiter ce point pour lequel nous introduisons une
notation supplémentaire qui compleéte les notations déja définies en 3.8. Cette notation
consiste a indicer avec tmp les expressions construites a partir d’une des coordonnées de
la sortie plate y. On a alors un systéeme plat de dimension 1 obtenu a partir de 3.8 en

considérant les coordonnées ys, ..., y, comme des variables :

Y =Yimp(y1) et v=V (4, 9,...,4%)) = v = Vip (w1, 81, - - - ,y§ﬁ”))

(3.17)

Le fait d’imposer a la sortie plate de suivre un chemin géométrique défini par
des équations implicites permet de réécrire chacune des variables du systeme,
y compris la sortie plate, en fonction d’une unique composante de la sortie
plate. Le probleme se réduit alors a la commande optimale en temps d’un
systeme plat de dimension 1.

Malgré I'apparente complexité des calculs, cette méthode a de nombreux avantages.
D’une part elle permet un controle tres efficace du chemin effectivement suivi par la sortie
plate y. En particulier il est possible de construire le chemin I' en raisonnant en terme
d’intersections de surfaces et de volumes dans R™. D’autre part il est possible d’obtenir
une grande variété de chemins en ne manipulant que des expressions de treés faible degré.
Enfin, la description du chemin se fait sans introduire de parameétre supplémentaire.
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3.4.3 Définition paramétrique du chemin
Principe du calcul

Plutot que de représenter le chemin I' par une courbe implicite, on peut introduire un
parameétre s et chercher & exprimer y comme une fonction vectorielle y(s). Dans ce cas le
calcul dans son principe est beaucoup plus simple puisque chacune des composantes de y
est calculée indépendamment des autres. Pour commencer il faut choisir arbitrairement
la valeur initiale et la valeur finale du parameétre s. Par commodité on prendra s = 0
comme valeur initiale et on notera s = S la valeur finale. Une fois ce choix effectué
il faut choisir pour chacune des composantes y; de y (1 < k < m) une fonction yi(s)
vérifiant toutes les conditions de jets a I'instant initial et a ’instant final. En reprenant
les notations utilisées en (3.11, 3.12) la fonction vectorielle y(s) doit vérifier:

d . d .
y(0) = v 7 ¥(0) =4 —oy(0) = g

d : @/ a
y(8) =y T Y(S) =1y - 7 y(S) =y

Une méthode pratique pour résoudre ce systéme consiste & prendre des polynémes de
degré 2a, + 1 commme composantes de y(s) ; le calcul du chemin initial se réduit alors
a l'interpolation polynomiale des conditions de jets.

Exemple 3.4.4 Si on reprend les conditions de jets utilisées dans I'exemple 3.4.3 on doit
chercher z, y et z comme des fonctions de s vérifiant:

¢(0)=-1 y(0)=0 2(0)=0 :;isx(O) =0 dis (0)=0 %2(0) =1
d d d

z(S)=1 y(S)=0 =2(S)=0 d—S:v(S)——-O E(S’)zO zl;z(S)z—l

Chacune des composantes doit vérifier 4 conditions de jets, on peut donc prendre des poly-
ndmes de degré 3:

2 $3 2
§2-—43—3 y(s)=0 z(s)_s—g

Les courbes implicites correspondantes sont en fait trés peu différentes de celles obtenues
par la méthode précédente.

z(s)=-1+6

L’inconvénient majeur est le degré important des polynémes obtenus. Pour réduire le
degré total, il est possible de prendre des fonctions polynomiales par morceaux. Une telle
solution est tres sensible au choix de la valeur finale S du parameétre d’interpolation et
elle ne permet pas d’avoir un contréle efficace sur le chemin effectivement suivi par la
sortie plate. Si ce dernier point est important il faut choisir une méthode d’identification
globale plus élaborée, par exemple en utilisant des courbes de Bézier.

Formulation du probléme & une dimension

Chacune des composantes de la sortie plate s’exprime en fonction d’une nouvelle
variable s. En exploitant la platitude du systéme nous allons donc chercher a expri-
mer chacune des variables du systéme en fonction de s. Pour cela il suffit de calculer
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les expressions des dérivées de y en fonction de s et de ses dérivées. Ces expressions
paramétriques seront utilisées dans la suite ; nous introduisons donc une notation sup-
plémentaire. Les fonctions utilisées pour exprimer les variables du systéme ou la sortie
plate en fonction de ce nouveau parametre s sont indicées avec par. Chacune des com-
posantes de la sortie plate est alors considérée comme une variable du nouveau systéme:

Y=Y (s) et v=V(y,...,4")) = v = Ve, (s,5,... ,s(Pv)) (3.18)

Le fait d’imposer a la sortie plate de suivre une courbe paramétrée par s
permet de réécrire chacune des variables du systeme, y compris les compo-
santes de la sortie plate, en fonction de s et d’un nombre fini de ses dérivées.
Le probleme se réduit alors a la commande optimale en temps d’un systeme
plat de dimension 1.

Dans cette définition du chemin, si le parameétre s représente le temps, alors on peut
directement utiliser la solution obtenue pour calculer les commandes du systéme.

3.5 Définition d’une trajectoire

3.5.1 Calcul a partir d’une courbe implicite

Le but est de calculer une trajectoire y(t) de la sortie plate, & partir d’un chemin
implicite correspondant au cas présenté dans la partie 3.4.2. Transformer un chemin
implicite en trajectoire revient a ajouter la notion de temps a la définition du chemin.
Pour cela il faut d’une part choisir les bornes de 'intervalle de temps utilisé, d’autre
part définir une bijection entre cet intervalle et le chemin I'. Par commodité nous note-
rons [0, T] I'intervalle de temps. On doit alors définir y, comme une fonction vectorielle
vérifiant :

y : [0,T] — T
t = yt) =) 0), ..., ym@)

Il faudrait donc, en principe définir les m composantes de la fonction vectorielle, ¥y, y2,

. » Ym, comme des fonctions scalaires du temps. Or il a été établi que le fait d’imposer a
la sortie plate de suivre une courbe de dimension 1 dans R™ permet de recalculer toutes
les composantes de la sortie plate en fonction d’une seule. Ainsi, si on peut recalculer
en chacun des points de I les composantes y3, ys, ..., Yym en fonction de y;, il suffit de
chercher une fonction scalaire ¥, telle que:

v ¢ [0,T] — IHCR
t — u()

L’intervalle 'y C R étant la projection du chemin I’ sur la composante y;. Il faut noter
que y; est une application surjective, puisqu’on cherche & décrire I'intégralité du chemin
pendant lintervalle de temps [0,T] par contre cette application n’est pas forcément
injective car du fait de la projection, une valeur dans I'; peut correspondre a plusieurs
points de I'. Par contre on pourra toujours partitionner 'intervalle [0, 7] de fagon & ce
que la restriction de y; a chacun des intervalles de la partition soit surjective. Il faut
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noter que les expressions a utiliser pour recalculer les autres composantes de la sortie
plate peuvent varier d’un intervalle de la partition a ’autre.

Exemple 3.5.1 Soit I' C R? la partie du cercle z? 4+ y? = 1 restreinte a {z > 0} U {z <
0, y > 0}. On peut définir une fonction z sur [0, 3] telle que (z,y) décrive I':

¢ : [0,2] — [-1,1] et 2,3] — [0,1]
t — z(t)=t-1 t — z(t)=3-t

L'expression a utiliser pour recalculer y dépend de la valeur de t. Pour t € [0, 2], on est sur
la portion de I' pour laquelle y = /1 — 22, on a donc y(t) = 1/t(2 —t). Pour t € [2,3] on
ay=—-vV1-22doly(t)=—/(t-2)(4-1).

L’application y; ne peut pas étre choisie quelconque. Elle doit avant tout étre continue
et étre « suffisamment dérivable » pour les besoins du probléeme traité , comme cela a
été établi en 3.3.2. Par ailleurs, il faut que les conditions de jets & I’instant initial soient
vérifiées par y; et ses dérivées en t = 0; de méme les conditions de jets a I'instant final
doivent étre vérifiées en t = T'. Entre ces deux dates, plutét que de choisir arbitrairement
les valeurs de y;, nous allons chercher a recalculer cette fonction a partir d’une des
variables du systeme. Supposons donc que la variable v est une fonction du temps, v(t),
définie sur l'intervalle [0, T]. Or le systéme est plat donc cette variable peut s’exprimer
en fonction de la sortie plate et de ses dérivées; en 3.4.2, il a également été établi dans
I’équation (3.16) que v peut s’exprimer en fonction de la coordonnée y; de la sortie
plate. Si v est une fonction du temps connue et si les valeurs initiales de y;(0) = yy,,

1(0) =81, ..., yi’a"'l)(O) = yf"_l) sont connues alors on peut chercher y; (¢) comme
solution du probléme suivant sur Pintervalle [0, T:

0(t) = Vimp (s (2), 82(0), - 94 (1)) (3.19)

91(0) = v, 510) = g, -, v 7V(0) = yg?u_l) (3.20)

Soit T le chemin suivi par la sortie plate. Soit y(¢) une trajectoire coincidant
avec I', définie sur I'intervalle de temps [0, T']. Soit v(¢) la fonction du temps
définie sur [0, 7], décrivant la variable v du systéme lorsque sa sortie plate
décrit la trajectoire y(¢). Connaissant I' et v(?) il est possible de recalculer

y(1).

Il faut noter que la fonction v(t) ne peut pas étre choisie n’importe comment. Il faut
d’une part qu’elle permette de vérifier toutes les conditions de jets, d’autre part qu’elle
corresponde effectivement a un parcours particulier du chemin I'. En effet, si aucune
trajectoire y(t), associée a I" ne permet d’obtenir v(¢), il est inutile de chercher & calculer
y(t) & partir de v(t). Si v(t) vérifie ces conditions, alors I’équation différentielle précédente
aura une solution qui vérifiera les conditions de jets et qui permettra de recalculer les
autres variables du systéme, y compris les autres composantes de la sortie plate. Il reste
a trouver un moyen d’obtenir une variable v(t) correcte sans connaitre au préalable la
trajectoire y(t). La construction d’une telle variable sera détaillée dans la partie 3.7.

3.5.2 Calcul a partir d’une courbe paramétrée

Le but est de calculer une trajectoire y(t) de la sortie plate a partir d’un chemin
paramétrique I' correspondant au cas présenté dans la partie 3.4.3. Transformer un
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chemin paramétrique en une trajectoire revient a définir le parameétre s, utilisé pour
définir le chemin I', comme une fonction du temps. Il faut donc a nouveau fixer les
bornes 0 et T de l'intervalle de temps et définir une application :

s : [0,7] — [0,5]
t  —  s(t)

Dans la définition du chemin paramétrique, on avait établi que pour obtenir les coordon-
nées de la sortie plate en chaque valeur de s, les coordonnées de la sortie plate étaient
données comme des fonctions de s et on avait alors y = Yy, (s). Si s est elle-méme une
fonction du temps ¢, on peut obtenir les coordonnées de la sortie plate en composant les
deux fonctions, on a alors y(t) = Ypar(8(t)) = Ypar o s(t). L’application s doit vérifier
plusieurs propriétés:

— elle doit é&tre croissante pour parcourir le chemin dans le sens des valeurs croissantes
de s;

— la croissance doit étre stricte pour éviter les points d’arrét;

— elle doit vérifier suffisamment de conditions de jets a ’instant initial et a I'instant
final pour que les conditions de jets sur la sortie plate restent vraies;

— elle doit étre continue, de classe C*Y par morceaux, comme les composantes de y
(voir 3.3.2).

Avec ces propriétés, s est en fait une bijection de [0, T] sur [0, S]. Plutét que de choisir
arbitrairement s, nous allons la calculer a partir de 'une des variables du systeme,
comme cela avait été fait dans la partie 3.5.1. Pour cela, utilisons ’expression de la
variable v donnée en fonction de s par I’équation (3.17). En y ajoutant les conditions
initiales sur s et ses dérivées, s est alors la solution du probleme:

v(t) = Voar (s(t), 8'(2), ... , s (1)) (3.21)
5(0) =0, 5(0) =1, s (0) =0Vk, 1 <k < By + 7 (3.22)

On retrouve une situation tout a fait similaire a celle obtenue précédemment, en 3.5.1:si
v(t) décrit effectivement la variable v lorsque la sortie plate suit la trajectoire y(t), définie
sur [0, 7] et qui coincide avec T', alors la solution s(t) de I’équation différentielle donnée
ci-dessus existe et est telle que y(t) = Ypa,(s(t)), Ypar(s) étant la fonction vectorielle
paramétrique utilisée pour définir le chemin I'. Le calcul d’une fonction v(t) convenable
sera détaillé dans la partie 3.7.

Remarque 3.5.1 5i s est l'identité, la trajectoire de la sortie plate obtenue n’est autre
que Ypar(t), il n’y a donc en principe aucune différence entre la notion de définition
paramétrique du chemin et la notion de trajectoire. Le calcul d’une trajectoire & partir
de la définition paramétrique du chemin est simplement un changement de trajectoire
par changement d’échelle de temps tel qu’il est détaillé en 3.5.3.

3.5.3 Changement de trajectoire
Objectif et notations

Le changement de trajectoire modifie les valeurs des dérivées de la sortie plate le long
du chemin T'. Etant donné que le systéme est plat, chacune des variables du systéme
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s’exprime comme une fonction de la sortie plate et de ses dérivées. Le changement de
trajectoire modifie donc les variables du systéme. Ce qui nous intéresse ici est de caracté-
riser ’effet du changement de trajectoire; plus particulierement, nous établissons ici les
expressions permettant de calculer les nouvelles variables en fonction de la trajectoire
initiale et du changement de paramétrage utilisé.

Compte tenu de la remarque 3.5.1 nous pouvons partir du chemin I' paramétré
par s et analyser précisément l'influence de la fonction s(t) sur une variable v =
Viy,9,..., y(ﬁ")). Pour distinguer les fonctions utilisées pour représenter les variables
du systéme (y compris la sortie plate) sur chacune des deux trajectoires, les notations
suivantes seront utilisées :

Trajectoire initiale: elle est paramétrée par s € [0,S] et définie par la fonction
vectorielle y(s) = (y1(s),y2(8),...,ym(s)). La valeur de la variable v est obtenue en
chaque valeur de s par:

d d(Bv)
v(s) = V(y(s), - y(s) - 75y ¥(s)) (3.23)

Trajectoire finale: elle est paramétrée par t € [0,7T] et définie par la fonction vec-

torielle §(t) = (§1(t),%2(t),...,Um(t)). La valeur de la variable v en chaque instant ¢
est:
v V(7 d s LA 3.24
5(0) = V(§(t), 550, 27 50) (3.24)

Le changement de trajectoire, tout en suivant le chemin I', se traduit par la relation
suivante entre § et y: g(t) = y(s(t)). Pour décrire le systéme aprés le changement de
trajectoire, il faut donc étre capable d’exprimer les dérivées successives de la fonction
composée y 0 §.

Dérivées des fonctions composées

Soient f et g deux applications définies par:

w

g : U — V f vV —
y — 2= f(y)

z — y=g(z)
La dérivée en z de ’application composée f o g est alors:
d d d
e = 2-Fe() 0 (0)
En utilisant la méme régle de dérivation, on peut calculer la dérivée seconde:

2 2
160 = 32 (1600 F06@)+ 1000 79(0)

d?.

2 2
= 53160 (f290)) + 1 f0) T
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En itérant les dérivations, on peut exprimer la dérivée d’ordre k de f par rapport a z,
comme une combinaison linéaire des k premieres dérivées de f par rapport a y:

dz"f(g Z k:d N ) (325)

Les coefficients c; x sont alors des expressions formées des k premieres dérivées de g par
rapport a z. Ces coeflicients peuvent étre calculés par récurrence, en dérivant 1’équation
(3.25):

dk+1
dok+1 A (1

H

di k i

Tronigs] g(x))+zck,,-;’; (fy—;f(g(z»)
d i
PR

k
V=2
Y
> i N+ opi @) s(@)

i=1

En posant ¢ = 0 et ¢k r+1 = 0, on peut regrouper les termes, on obtient alors:

dk+1 k+1 d d &
Wf(g(x)) = ; (d_zck,i + Ck,i-1 EQ(‘”)) g (9(=))

On en déduit la formulation permettant de calculer récursivement chacun des coefficients
Ck,i®

d d
cop=1 co,izo =0 Cht1i = 7-Chi T Chi-1 E!](w) (3.26)

Nouvelles coordonnées de la sortie plate

L’équation (3.24) nous a permis d’établir que les nouvelles coordonnées de la sortie
plate s’expriment en fonction des anciennes par la relation §(t) = y(s(t)), ce que nous
pouvons aussi noter § = yos. Pour exprimer les dérivées successives de § par rapport au
temps, il suffit d’utiliser les formules (3.25, 3.26) établies pour la dérivée d’ordre k > 0
de f o g. La dérivée d’ordre k£ de § par rapport au temps s’exprime alors comme une
combinaison linéaire des k premiéres dérivées de y par rapport a s:

Z Chyis d -y (3.27)

1=0

d
co0 =1 coizo =0  cpy1,i = 27Ok + ck,i—l"Es(t) (3.28)

1

Chacun des coefficients c; est un polyndome a coefficients entiers, dont les variables
sont s(t) et ses k premieres dérivées par rapport au temps. On peut donc calculer en
chaque point du chemin I' la matrice M(t) définissant I’application linéaire qui permet
d’obtenir les k premieéres dérivées de §(t) a partir de y(s). Cette matrice est triangulaire
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et a la forme suivante:

1 0 0 0
0 %s(t) 0 0
0 L) (4s())? 0
M) = |0 Sxst) 3Ers(Est) ($s®)
0 %S(t) Ck—1,2 Ck-1,3
0 ft—k,;s(t) Ck,2 Ck,3

o O oo

Ck—1,4

Ck,a

o o o o

Avec lintroduction de cette matrice Mg(t), on définit la nouvelle trajectoire et ses
k premieéres dérivées, pour tout ¢, en multipliant a droite les anciennes coordonnées et
leurs dérivées par la matrice transposée:

. d .
g(t), e

dk d

®),...

2500 = [v(6), 2009

k
d (s)| M

(t)
(3.29)

En chacun des points du chemin I', I’'application permettant de calculer les
k premieres dérivées de la nouvelle trajectoire §(t) a partir de I’ancienne
trajectoire y(s) est une application linéaire dont la matrice est triangulaire.
Les coefficients de cette matrice sont obtenus a partir des k premieres dérivées
du changement de paramétrage s(t).

En substituant ’expression obtenue en (3.29) dans ’expression (3.24), on peut re-
calculer directement la nouvelle variable (t) & partir de I’ancienne trajectoire y(s) et
du changement de paramétrage s(t). Ainsi, le changement de trajectoire le long d’un
chemin I' revient & un changement de coordonnées linéaire pour chacune des variables
du systéme. L’effet du changement de trajectoire sur une variable v du systeme peut
alors étre illustré par la figure 3.2.

Uc (Rm)ﬁu-H
v

(y(so), e ’%W%)) LV } v(So)

Dans cette figure, une fonction ®,, a été introduite, pour caractériser leffet du

R

FiG. 3.2 - Effet du changement de trajectoire

=V (y(so), e

B
’ ddT;u_y(SO)

)

changement de paramétrage s(t) pour chacune des variables du systeme. Il faut noter
que ce schéma n’a un sens que si la trajectoire y(s) et le changement de paramétrage
s(t) sont suffisamment dérivables.
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3.6 Caractérisation des trajectoires optimales

3.6.1 Condition nécessaire

Nous avons précédemment vu comment calculer une trajectoire a partir d’un chemin.
La partie 3.5.1 détaillait le cas ou la définition du chemin était implicite et la partie 3.5.2
s’intéressait au cas des chemins paramétriques. Dans les deux cas, nous avions mis en
évidence qu’il était possible de calculer la trajectoire a partir d’une variable du systéme
dont les valeurs sont imposées a chaque instant. Dans chacun des cas, la trajectoire
pouvait étre obtenue comme la solution d’une équation différentielle, respectivement
(3.19) et (3.21). Il reste a construire « au mieux » la variable v(t) utilisée dans ces
équations. Nous proposons donc une condition nécessaire sur les variables du systéme
pour que la trajectoire calculée soit optimale en temps. Sa démonstration est treés simple,
toutefois pour en clarifier I’énoncé commengons par quelques remarques a propos de
I’effet du changement de trajectoire sur les variables du systeme:

Remarque 3.6.1 La fonction ¥, , qui permet de calculer la nouvelle valeur de la va-
riable v, en chacun des points y(so) du chemin ', aprés le changement de paramétrage
s(t), est continue.

Cette remarque est facile a vérifier a partir de la figure (3.2) ot les fonctions représentées
sont continues.

Remarque 3.6.2 Si une trajectoire j(t), définie sur [0, T), est plus rapide qu’une autre
trajectoire y(s), définie sur [0, S], le fait de connaitre un majorant M de la dérivée d’ordre
k du changement de paramétrage s(t) permet de calculer un majorant pour chacune des
dérivées de s(t) d’ordre inférieur a k. Le majorant de la dérivée d’ordre i de s(t) est
alors T*=*M. Si on ne connait pas T, on peut prendre comme majorant S*=*M.

Il est donc possible de calculer un majorant pour chacun des coeflicients de la matrice
Mg, (t) — Id sur tout lintervalle [0, T]. Par ailleurs, tous les coefficients de la matrice
M, (t)—Id sont proportionnels a M, on pourra donc calculer un majorant de la distance
entre ®,(sg) et ®;(tp) qui soit proportionnel a M.

Proposition 3.6.1 Si une trajectoire, définie sur un chemin donné, est optimale en
temps sur lintervalle [0, T) alors il eziste une partition de [0, T) telle que sur chacun de
ses tntervalles l'une au moins des contraintes est saturée.

Preuve 3.6.1.1 Soit y(s), s € [0,5] une trajectoire admissible, définie sur le chemin T,
qui ne vérifie pas la condition. Soit I un ouvert de [0, S] sur lequel aucune contrainte
n’est atteinte. Il suffit de construire une nouvelle trajectoire admissible (¢), définie sur
[0, T] par un changement de paramétrage s(t) construit selon le modéle indiqué sur la
figure (3.3). Ce changement de paramétrage a une dérivée d’ordre 8, + 1, ce qui permet
de majorer la distance d(®3, ®,) par une quantité proportionnelle a ty — ;. En prenant
un ouvert I suffisamment petit on pourra donc rendre cette distance aussi petite qu’on
le souhaite. '
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Les diagrammes indiqués ci-dessus illustrent
I'effet du changement de paramétrage s(t)
sur un intervalle J = [t;,tf]. La fonction s(t)
correspond a une accélération du parcours de
la trajectoire sur l'intervalle, ce qui se traduit
par le fait que le graphe de s(t) se trouve au
dessus de I'identité (matérialisé par la diago-
nale pointillée).

Les valeurs de t, s, 0(t), v(s) reliées par
des lignes pointillées verticales et horizontales

Umaz f)(t)
correspondent toutes au méme point du che-
min. Les courbes pointillées () et v(s),
indiquées respectivement sur les graphes de
v(s) et sur le graphe de 9(t), mettent en évi-
dence le changement de valeur de la variable
en chacun des points du chemin.

Le graphe de ¥, ,(v(s)) permet d’'obtenir
pour chacune des valeurs de v(s), la valeur
de ©(t) au point correspondant du chemin.

FiG. 3.3 - Effet du changement de paramétrage sur un ouvert I
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3.6.2 Condition suffisante

Nous n’avons pas de critére rigoureux permettant de s’assurer qu’une solution vé-
rifiant la condition nécessaire est effectivement optimale en temps. La difficulté vient
du fait que cette condition est globale a la trajectoire, contrairement a la condition
nécessaire qui peut étre démontrée localement, au voisinage d’un point.

Nous proposons donc ici une stratégie de construction des variables qui respecte
la condition nécessaire établie précédemment et qui ne permet jamais de construire
localement une solution plus rapide. Ensuite, nous verrons sous quelles conditions cette
solution localement optimale en temps n’est pas globalement optimale. En analysant
ces conditions, nous aboutissons a une condition suffisante sur les variables du systéme,
pour que la stratégie de calcul proposée soit effectivement optimale.

Stratégie de construction de la solution de base

En chaque point sp de la trajectoire y(s), on peut choisir entre 2 contraintes pour
saturer la variable v: une contrainte d’ordre k, 0 < k < v, et la contrainte d’ordre 7,
de signe opposé. Ce choix est illustré en figure (3.4), d’une part pour le cas k < 7y,
d’autre part pour le cas k = v,. Pour chacun de ces choix on peut calculer le module
du vecteur g(s) correspondant. Ceci nous permet de faire la distinction entre une phase
d’accélération et une phase de décélération : on dit que le point s est dans une phase
d’accélération si la saturation choisie en sg est celle qui donne la plus grande valeur de

|9 (s)]-

o(s) o(s) o)

(%) v0*)(s) = vmas

v(k)(s) = Umaz ) )
N N

I "
- yO)(s) = —ol2)

= —Umaz

So ) So t

a) Saturation possible sur v(¥) b) Saturation sur v(*) uniquement

Fic. 3.4 - Choir de la contrainte a saturer en sg

Pour construire la trajectoire y(s) on enchainera les phases d’accélération et de
décélération, en appliquant la stratégie de choix suivante:

— on ne passera d’une phase d’accélération a une phase de décélération qu’en cas
de nécessité, c’est a dire lorsque le maintien de l’accélération se traduirait par
I'impossibilité de suivre le chemin imposé tout en respectant les contraintes;
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— on passera d’une phase de décélération a une phase d’accélération dés que possible,
ce qui revient a l'inverse du point précédent.

Cette formulation de la stratégie peut se traduire aussi par le fait qu’on cherche a
minimiser le nombre de polynémes utilisés pour construire la variable v.

Une fois la trajectoire y(s) obtenue selon cette stratégie, on peut facilement s’assurer
qu’il n’est jamais possible de construire localement sur y(s) un changement de paramé-
trage s(t) qui soit plus rapide que I'identité. Cela est simplement di au fait qu’en chaque
point Yo = y(so) du chemin I', on n’a le choix qu’entre deux possibilités pour saturer une
variable v, comme indiqué en figure (3.4). L’un des choix a été utilisé pour construire
y(s) au voisinage de yo. Si y(s) est déja en phase d’accélération il n’est pas possible
d’aller encore plus vite sans violer au moins une contrainte. Si y(s) est en phase de
décélération c’est justement parce qu’en yp il n’est pas possible de faire autrement.

Sachant qu’on ne peut pas procéder & des optimisations locales, pour obtenir une
trajectoire plus rapide, a partir de y(s), il faut appliquer une autre stratégie. C’est ce
que nous détaillons maintenant.

Construction d’une meilleure solution

A partir de y(s), une solution plus rapide g(t) est obtenue par le changement de
paramétrage s(t). Il est clair que lorsque y(s) est sur une phase de décélération, il n’est
pas possible de changer la saturation appliquée. On doit donc agir lors d’une phase
d’accélération. La seule chose qui puisse étre faite est de passer en décélération avant
que cela ne soit nécessaire.

On en déduit que pour pouvoir avoir une chance d’aller plus vite en un point du
chemin, par le changement de paramétrage s(t), il faut commencer par ralentir. Par
symeétrie on retrouve une situation équivalente en fin de trajectoire, ce qui nous donne
un changement de paramétrage s(t) tel que celui de la figure (3.5a).

sO1 SO
}ar
sgl - ‘,..:-Il':.:
50 io T 4 T t
a) Allure de s(t), avec s(T) > T b) Paramétrage intermédiaire

Fic. 3.5 - Changements de paramétrages « plus rapides » que s(t) =1t
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Il est naturel de se dire que si une telle construction est possible, on peut construire
un paramétrage intermédiaire comme celui qui apparait en pointillés sur la figure (3.5b).
Or si c’était le cas, on pourrait s’approcher autant qu’on le souhaite de I’identité, ce qui
est contradictoire avec le fait que des accélérations locales ne sont pas possibles. Il doit
donc y avoir une borne en dessous de laquelle on ne peut plus descendre.

Si une telle borne existe, on se retrouve dans la situation illustrée par les figures (3.6a)
et (3.6b). L’orbite de § en fonction de $, indiquée en pointillés sur la figure (3.6a), doit
rester dans une région admissible, c’est a dire qu’elle doit correspondre a un changement
de paramétrage s(t) lui méme admissible. Les régions hachurées représentent les régions
interdites, c’est a dire les régions ol les orbites admissibles ne doivent pas passer. Or,
a l'instant initial ¢ = 0 et a 'instant final ¢ = T, on doit se retrouver sur le point
(§ = 1,8 = 0) qui correspond a 'identité. Pour obtenir un changement de paramétrage
plus rapide que l'identité, il faut que I’orbite passe derriere la ligne s = 0. Pour cela, il
faut commencer par décélérer ($ décroit donc § < 0), pour ne plus étre bloqué par la
région interdite, puis accélérer, pour contourner la région interdite.

QP )

D

N

Ny

| éﬁ/ : i . £
777777777 |
a) Domaine non convere b) Profils interdits pour s(t)

Fig. 3.6 - Cas ot le domaine U n’est pas conveze

La présence de cette région interdite, située a l'intérieur de la région admissible
pour ’orbite de §, se traduit sur le changement de paramétrage s(t), par la situation
illustrée sur la figure (3.6b). La courbe pleine représente le changement de paramétrage
admissible le plus lent parmi les changements de paramétrages plus rapides que l’identité.
Les changements de paramétrage dont le graphe est compris entre la courbe pleine et
lidentité ne sont pas des changements de paramétrages admissibles.

Remarque 3.6.3 Une fois que la région interdite a été contournée, on se retrouve dans
une situation ot on peut a nouveau privilégier les accélérations pour optimiser le parcours
du chemin.

La construction de cet exemple illustratif repose essentiellement sur le fait que le
domaine admissible pour I'orbite § n’est pas convexe. Cette caractérisation n’est pas la
plus commode pour détecter ce type de situations. En effet, si on en restait la, on pourrait
penser que le probléeme est lié au choix du chemin, ou pire au choix de la trajectoire.

63



CHAPITRE 3. COMMANDE DE SYSTEMES PLATS

Or, ce n’est pas le cas: la convezité du domaine admissible dépend des variables prises
en compte dans la définition des contraintes dynamiques. C’est ce que nous établissons
dans ce qui suit.

Convexité du domaine admissible

La notion de convezité joue un trés grand role dans les problemes d’optimisation.
En particulier, dans le cadre de ’application du Principe du Maximum de Pontryagin,
les énoncés et les preuves des théorémes d’existence, des conditions nécessaires et des
conditions suffisantes font généralement appel & des notions de convexité. Celles—ci sont
parfois difficiles & vérifier en pratique, notamment lorsque le temps final n’est pas donné,
comme !'indique [Seierstad88], mais dans notre cas elles s’expriment trés simplement.

Le point principal réside essentiellement dans le choix de ’élément dont la convexité
nous intéresse. Ici nous nous intéressons a la convezité des variables du systéme. Avant
d’aboutir 3 cette notion, nous allons définir plus précisément la notion d’ensembles
convezes.

Définition 3.6.1 Soit F un espace vectoriel sur R avec z;, o € F. On appelle segment
d’extrémités x,, 22 I'ensemble des vecteurs z de F, noté [z;, 23], tel que:

Définition 3.6.2 Un sous-ensemble C de E est convexe si pour tout couple (z;,z2) avec
Ty, 22 € C, le segment [z1,z5] C C.

Avec ces définitions, on peut définir I’ensemble des changements de paramétrages
admissibles Sq4m le sous-ensemble de R"*! dans lequel on peut prendre les valeurs
de (s,¢,... ,8(7!’))3 pour que toutes les contraintes dynamiques soient respectées. De
méme, on peut construire Mggy, le sous-ensemble de (R *1)w+! dans lequel on peut
prendre les matrices M., associées aux changements de paramétrages admissibles. L’ex-
pression de la matrice M., , dont les coefficients sont donnés en (3.28), permet d’établir
I'implication :

Sodm NON convexe => M4, NONn convexe (3.30)

Or, 'ensemble M4, est I’ensemble des applications linéaires M., qui transforment
(y,9,... ,y('*y)) € U3 en un point de Y. La linéarité permet d’établir 'implication :

M4m non convexe =3 I{ non convexe (3.31)

L’ensemble U avait été défini de facon & ce que toutes les contraintes dynamiques
imposées soient respectées. Il reste donc a établir le lien entre la convexité de I et les
variables du systéme. Pour cela introduisons deux définitions supplémentaires:

Définition 3.8.3 Soit C un sous-ensemble convexe d'un espace vectoriel E et soit f définie
de C dans R. Cette fonction est convexe si Vz;,22 € C, Vt € [0,1] on a:

flA-t)zy+tza) < (1—1t) f(z1) + 1t f(z2)

3. les notations ' et ” indiquent des dérivées par rapport au temps ¢; les notations " et “indiquent des
dérivées par rapport au parametre s

64



3.7. OPTIMISATION POUR UNE SEULE VARIABLE

Définition 3.6.4 On appelle épigraphe de f: Epi f = {(z,A) € C x R, f(z) < A}

Cette derniére définition permet de caractériser trés simplement le domaine U4, sur
lequel la variable v est admissible. En prenant la définition de v donnée en (3.8) et la
définition de U, donnée en 3.3.3 il est possible d’écrire:

Uy X {Vmaz} = Bpi [V {(R™)P* X {vaz} |

Cette construction peut étre réalisée pour chacune des variables concernées par les
contraintes dynamiques. Pour établir la convexité de ’ensemble U,, il suffit d’appliquer
directement les deux théorémes donnés ci-dessous.

Théoréme 3.6.2 f conveze <= FEpif conveze

Théoréme 3.6.3 L’intersection d’une famille C; de convezes est un conveze.

I faut noter par ailleurs que le produit cartésien et la projection orthogonale conser-
vent la convexité. En appliquant le théoréme 3.6.3 on montre facilement que le domaine
U défini en (3.10) est convexe si tous les domaines U, (x) le sont, c’est & dire si toutes
les variables sur lesquelles sont définies les contraintes dynamiques sont convexes. Dans
ce cas, en prenant la contraposée des implications (3.30) et (3.31), on en déduit que la
stratégie optimale est effectivement celle qui minimise le nombre de polyndémes.

Si les contraintes dynamiques ne sont définies que sur des variables convexes,
alors la trajectoire optimale est la trajectoire admissible qui vérifie la condi-
tion nécessaire et qui minimise le nombre de polynémes. Les variables satu-
rées le long de cette trajectoire sont simples a construire car elles privilégient
les accélérations.

3.7 Optimisation pour une seule variable

3.7.1 Vue d’ensemble

Compte tenu de la condition nécessaire d’optimalité, établie en 3.6.1, et de la stra-
tégie de construction proposée en 3.6.2, les variables utilisées pour le calcul de la trajec-
toire doivent étre polynomiales par morceaux; chacun des morceaux saturant une des
contraintes imposées a la variable ou a 'une de ses dérivées. L’optimisation dans ce cas
consiste a déterminer:

— la contrainte saturée par chacun des polyn6émes;

- les dates de commutation d’un polynéme au suivant.

Il se trouve que la méthode proposée introduit une forte corrélation entre ces deux points.
q
En fait, elle ne permet pas de déterminer a priort le nombre de polynémes nécessaire
pour construire la variable. Un procédé itératif, répétant alternativement ces deux étapes
jusqu’a ce qu’une variable admissible soit obtenue, est donc mis en ceuvre. Ceci nous
donne le plan de présentation de la phase d’optimisation pour une seule variable:
Y p P

— la partie 3.7.2 intitulée « Construction d’un modéle » indique les régles a respecter
dans I’enchainement des polynémes ;
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— la partie 3.7.3 sera consacrée a la résolution des équations permettant de calculer
les dates de commutation d’un modeéle;

— la partie 3.7.4 proposera un algorithme général pour obtenir une variable admis-
sible.

3.7.2 Construction d’un modéle

Le terme de modéle, introduit ici, désigne une variable polynomiale par morceaux
dont on connait le nombre de morceaux ainsi que la contrainte a saturer sur chacun des
morceaux. Par contre les dates de commutation ne sont pas connues.

Définition 3.7.1 Un modele est défini par le nombre de polyndmes qui le composent et
des relations entre les coefficients et les dates de commutation des polyndmes. Ces relations
traduisent les trois points suivants :

— la contrainte saturée sur chacun des polyndmes;
— les conditions de jets imposées a I'instant initial et & l'instant final;

- les conditions de continuité des raccords entre les polyndmes.

Voyons plus en détail comment s’exprime le modeéle associé a une variable v. Soit n
le nombre de polynémes qui composent v, et soit p; (1 < j < n) le j¢ polynéme de v.
On note d; le degré de p; et a;x (0 < k < d;) le coefficient de degré k de p;. Ainsi, la
variable v est définie sur I'intervalle [tg = 0, t, = T] par les n polyndmes:

Vi, 1<j<n, Vtel[tjit], vt Eajk —t;_1) (3.32)

Le but est d’établir un modéle valide pour la variable v(t). Pour cela nous com-
mencerons par exprimer toutes les relations entre les coefficients a;x et les dates de
commutation ¢;, en particulier les relations qui traduisent la saturation, les conditions
de jets et les conditions de continuité. Enfin, nous chercherons & évaluer le nombre de
polynomes nécessaire pour définir v(t) ; d’abord dans le cas ol on ne tient compte que de
la contrainte d’ordre maximal, puis dans le cas ol des paliers de saturation sont insérés.

Expression de la saturation

L’ensemble des contraintes imposées a la variable v et & ses v, premieres dérivées
est: C(v) = {|v| € Vmaz, |9 < Omazy--- lv(”*")| < vmw} Pour que P'une des contraintes
d’ordre d soit saturée sur un intervalle, il faut que la variable v soit polynomiale de degré
d et que sa dérivée d’ordre d vérifie v(¥ = v( ). ou v = —v,(,ﬁz sur tout l'intervalle.
On en déduit que la variable v est polynomiale de degré d et on en déduit la valeur de

son coeflicient de plus haut degré:

(d)
v D) =old, Vielt;o,t] = aja= %—;‘i, etVk>daj;=0 (3.33)
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Expression des conditions de jets

11 faut revenir sur les conditions de jets imposées aux variables. En effet, en 3.4.1
nous avons montré comment définir les conditions de jets sur la sortie plate, a partir
des conditions de rendez-vous, qui peuvent étre définies sur n’importe quelle variable
du systéme. Ici il faut réaliser la démarche inverse: calculer les conditions imposées &
la variable v a ’instant initial ¢t = 0 et a l'instant final ¢ = 7. Ces conditions découlent
directement des conditions de jets sur la sortie plate, dont les valeurs sont directement
utilisées dans les expressions de v et de ses dérivées. Ainsi, pour calculer la valeur
imposée, a l'instant initial, a la dérivée d’ordre k de la variable v, il faudra procéder
ainsi:

— calculer Pexpression de la dérivée d’ordre k de v, notée v(¥), en fonction de la sortie
plate et de ses dérivées;

— remplacer la sortie plate et ses dérivées, dans expression de v(¥), par les valeurs
imposées par les jets initiaux.

Pour que cette démarche aboutisse, il faut que toutes les dérivées de la sortie plate
qui apparaissent effectivement dans I’expression de v(¥) aient une valeur imposée par
les conditions de jets & Iinstant initial. Dans le cas ol les valeurs de y et de ses a;*
premieres dérivées sont toutes imposées a I'instant initial, si la variable v dépend de la
dérivée d’ordre 3,° de y, alors la variable v pourra avoir o, — 8, + 1 conditions de jets
imposées a 'instant initial. La méme démarche permet de calculer les conditions de jets
imposées a v a I'instant final.

Une remarque est i faire sur les valeurs relatives de oy, 8, et 7,5:

— sl ay — By 2 Vv, il y 2 une incohérence entre les conditions de rendez-vous et les
contraintes imposées;

— sinon on impose a toutes les dérivées de v, dont la valeur n’est pas définie par

les conditions de jets, de prendre pour valeur la borne imposée par les contraintes
dynamiques, jusqu’a I’ordre v, — 17.

Finalement, on se retrouve avec 2+, conditions de jets sur v notées:

Jets initiaux sur v = {U(O) =v;,v(0) = v;,... ,v('y"'l)(O) — vav—l)}

Jets finaux sur v = {v(T) = v, O(T) = vy,..., 0" NT) = vgfy"—l)}

Voyons maintenant comment ces conditions de jets sur la variable v se traduisent a
Pinstant initial et a I'instant final.

4. Ordre des conditions de jets de la sortie plate.

5. Ordre maximal de la dérivée de la sortie plate, dont v dépend effectivement.

6. Ordre maximal sur lequel v est contrainte.

7. Si ces conditions ne permettent pas de parcourir le chemin choisi en respectant les contraintes, on
pourra choisir des valeurs plus faibles.
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A Dinstant initial : les conditions de jets donnent directement les valeurs de p; et de
ses v, — 1 premiéres dérivées a l'instant tp = 0:
(k) (k) v
VE,0<k<7, :p, (0)=v;"" = a1 = _I::T (3.34)
Par ailleurs, p; sature la contrainte d’ordre v,, le polynéme p; est donc intégralement
défini sur [to = 0, ;] (mais ¢; n’est pas fixé).

A Dinstant final: on a le méme nombre de conditions de jets mais les expressions
des coefficients du polynéme p, dépendent de la date finale ¢t,, = T. On procéde alors &
un changement de variable, de fagon a pouvoir écrire p, sous la forme:

Yv—1 (v)

palt) = > bui(t—T)F + ”—;"T’”- (t—T)™ (3.35)
k=0 v

Il est alors possible de calculer les coefficients b, ; qui permettent de connaitre effecti-
vement les coefficients du polynome en fonction de T':

(k)
v
Vk,0< k<7 : pt(T) = v§,’°) = b= (3.36)

Pour obtenir ’expression des coefficients a, x, tels qu’ils avaient été définis en (3.32),
il suffit de développer ’expression de p,(t), donnée en (3.35) et de procéder par identi-
fication des coefficients des termes de méme degré.

Expression des conditions de continuité

Les raccords entre les polyndmes doivent respecter les conditions de continuité im-
posées a la variable v. En 3.3.2 il avait été établi que la variable v devait étre de classe
Cy par morceaux, donc le raccord entre les polynomes doit &tre de classe C"~1. Ceci
se traduit par les v, conditions :

P (t5) = p t;) k=0,1,...,7,—1 (3.37)

Ces conditions doivent étre vérifiées pour 1 < j < n, ce qui donne au total (n — 1),
conditions de continuité.

Nombre minimal de polynémes

Toutes les conditions imposées au modeéle, que nous avons présenté jusqua présent,
sont récapitulées dans la colonne de gauche du tableau (3.1). La colonne de droite de
ce méme tableau recense tous les degrés de liberté disponibles dans le cas d’un modéle
dont tous les polynoémes sont de degré v,. Pour pouvoir calculer le modéle, il faut qu’il y
ait au moins autant de degrés de liberté que de conditions imposées, on doit donc avoir:

n(+ 1)+ <n(r+1)+n

On en déduit immédiatement que le nombre de polynénes du modéle, n, doit étre
supérieur ou égal a 7,.
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Conditions imposées Degrés de liberté
Saturation : n Coefficients  : n(vy + 1)
Jets sur v : 29, Dates ¢; : n
Raccords C*~1 Yu(n —1)
Total (Y + 1)+ e Total : nly+1)+n

TAB. 3.1 - Bilan des conditions imposées et des degrés de liberté

Remarque 3.7.1 FEn faisant le bilan des conditions imposées et des degrés de liberté
apportés on peut observer que l’ajout d’un polynéme de degré v, dans la construction
de la variable v(t) n’apporte qu’un degré de liberté supplémentaire : le polynéme p; est
défini par ses v, +1 coefficients et la durée t; —t;_y, mais il doit vérifier les v, conditions
de raccord C"~1 et la condition de saturation.

Cette construction ne tient compte que des jets sur v, or le but est de construire une
variable qui permette de suivre le chemin I' imposé. En particulier, il est nécessaire que
toutes les conditions de jets imposées 3 la sortie plate soient vérifiées a I'instant initial
et & 'instant final, ce qui ne sera généralement pas vérifié. En effet, la trajectoire y(t)
recherchée sera une solution de I’équation différentielle :

v(t) = V@), §@), -, ¥ @®)

a laquelle seront adjointes les conditions de jet a ’instant initial :
y(0) = v 9(0) = % . y(@)(0) = 4>

Avec ces conditions initiales, la solution de I’équation différentielle, lorsqu’elle existe,
est une fonction y(t) qui vérifie effectivement la condition finale :

V(y(T), #(T),-..,y®ND)) = V(ysig,-. ., v

Mais rien n’impose la correspondance terme a terme y(T') = yy, ..., y BT = y}'@”).
Pour obtenir cette correspondance terme & terme il faut ajouter 3, conditions indépen-
dantes qui vont nécessiter 3, degrés de liberté supplémentaires sur v(t). Ces degrés de
liberté supplémentaires ne pourront é&tre obtenus qu’en ajoutant des polyndmes de degré
v, dans la définition de v(t). Compte tenu de la remarque 3.7.1 il faudra 3, polynémes
supplémentaires de degré 7,.

Lorsque la variable v(t) est construite avec des polynomes de degré -, uni-
quement, il faut au minimum +, + B, polynémes pour pouvoir suivre la
trajectoire I' imposée et respecter les conditions de jets.

Exemple 3.7.1 Soit v une variable  laquelle sont imposées les contraintes C(v) = {|v] <
Vmazy |V € Omazy (U] € Omazy | V] € U maz}. On a v, = 3, on doit donc avoir 3 conditions
de jets sur v, a l'instant initial £ = 0 et a l'instant final t =T

Jets initiaux sur v = {v(0) = v;, ©(0) = ¥;, 5(0) = |¥;}

Jets finaux sur v = {v(T) = vy, 0(T) = vy, ¥(T) = |i5}
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B(t) i(2)

—Umaz

a) Aucun palier de saturation b) Palier de saturation 9(t) = —Umasr

F1G. 3.7 - Saturation sur un modéle de degré 8 sans ajout de raccords

Si v s’exprime en fonction de la sortie plate y et de la dérivée § uniquement, 8, = 1 et il
faut au moins 4 polyndmes de degré 3 pour construire la variable v. La dérivée seconde a
alors I'allure indiquée en figure (3.7a).

Insertion de paliers de saturation

La remarque 3.7.1 peut étre complétée en disant que l’insertion d’un polynéme de
degré strictement inférieur a v, — 1 crée un déficit de degrés de liberté. En effet, on
a toujours les v, conditions pour le raccord de classe C"~! mais, le polynéme étant
de degré moindre, on dispose de moins de coefficients. Pour combler ce déficit, il faut
ajouter un nombre suffisant de polynomes de degré v,. En fait, pour compenser le déficit
d’un polynéme p; de degré d; < v, il faut ajouter v, — d; — 1 polynémes de degré =,,.

Exemple 3.7.1 (suite) La figure (3.7b) montre I'évolution du modéle, par rapport au
modeéle sans palier de saturation donné en (3.7a), lorsqu’un palier de saturation de degré 2
est ajouté.

La figure (3.8) met en évidence la nécessité d’ajouter des raccords de degré 3 lors de I'insertion
de paliers de saturation de degré inférieur a 2. Partant du modele indiqué en (3.7a), I'insertion
d’un palier saturant © ajoute un polyndme de degré 1 et un polyndme de degré 3, comme
indiqué sur la figure (3.8a); I'insertion d'un palier saturant v ajoute un polynéme constant
et deux polyndmes de degré 3, comme indiqué sur la figure (3.8b).

3.7.3 Calcul des dates de commutation

Une grande partie des régles de construction des modéles ont été traduites en re-
lations algébriques sur les coefficients des polynémes et sur les dates de commutation.
Nous allons maintenant faire un bilan de tous ces éléments puis estimer sous quelles
conditions il est possible de réduire le nombre d’indéterminées du systéme par des rela-
tions supplémentaires. Enfin, nous verrons comment calculer effectivement les dates de
commutation.
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i(t)

a) Palier de saturation 0(t) = Omaq b) Palier de saturation v(t) = —Vmqz

F1G. 3.8 - Saturation dans un modéle de degré 3 avec ajout de raccords

Bilan des degrés de liberté du systéme

Supposons qu’un modéle ait été construit pour la variable v. On dispose d’une va-
riable polynomiale par morceaux qui peut vérifier toutes les conditions énumérées en
3.7.2. En fait, le modeéle est accompagné d’un systéme d’équations algébriques qui tra-
duit :

- le type de saturation appliquée sur chacun des polynémes ;
— les conditions de jets sur v, a ’instant initial et & instant final;

~ les conditions de raccordement de classe C"~! entre les polynomes.

Les seules conditions pour lesquelles aucune relation algébrique n’a été introduite dans
le modéle sont celles qui concernent les conditions de jets sur la sortie plate, a I'instant
final. Ces conditions sont en fait celles qui font la différence entre une variable quelconque
et une variable qui permet effectivement de suivre le chemin imposé a la sortie plate. En
définitive, on dispose d’un systeme d’équations algébriques, dont les inconnues sont les
coeflicients des polynomes et les dates de saturation. Ce systéme d’équations est sous-
déterminé et nous supposons que les B, indéterminées sont des dates de commutation.

Exemple 3.7.1 (suite) Pour un modéle en 4 polyndmes de degré 3 tel que celui qui ap-
parait sur la figure 3.7, les polynémes p; et p, sont entierement définis (a la valeur de T
prés) par les conditions de jets sur v et les conditions de saturation :

. . v
n(t) = v + o5t + Bt + —%ﬂts
. . v
pa(t) =vp+ip(t = T) +,(t - T)* - =t - T)°
Les conditions de saturation imposent en plus: @33 = — Ve, /6 €t a33 = Uppq,/6. Les

coefficients ay g, az,1, @22, @z, @3,1, a3 2 et les dates de commutation ¢y, t3, tz et ty =T
doivent étre tels que les trois conditions de continuité imposées en chacun des instants ¢y, {2
et t3 soient vérifiées. On dispose de 10 parametres et de 9 relations, il y a donc un paramétre
qu’on ne sait pas calculer. Si une valeur arbitraire lui est imposée, les conditions de jets sur
la sortie plate ne sont pas respectées en général.
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Réduction du nombre d’indéterminées

Dans certains cas particuliers il sera possible d’exploiter des relations algébriques
supplémentaires pour réduire le nombre d’indéterminées du modéle utilisé. Nous dis-
tinguerons deux cas: les relations qui exploitent les propriétés du systéme initial et les
relations qui exploitent des propriétés particuliéres du chemin choisi.

Systémes particuliers: les modeéles utilisés sont polynomiaux par morceaux, donc
trés simples & intégrer. Dans tous les cas ol la valeur de I'intégrale d’une variable ne
dépend que du chemin suivi, et pas de la trajectoire, on peut utiliser cette valeur pour
obtenir une relation algébrique supplémentaire entre les inconnues du systeme. Cette
situation apparait dans tous les cas ou la variable est proportionnelle a g, ce qui corres-
pond au cas sans dérive.

Exemple 3.7.2 Soit v(s) = y(s) - y(s), ob I'opération « - » indique un produit non com-
mutatif. Soit le changement de paramétrage s(t), on a alors les nouvelles coordonnées:

9(0) = y(s(0) D= Lsmy 2o
On en déduit la nouvelle variable (t) :
o) = L (s(0) - y(s() 20 o(t) = v(s() ()

On a alors 9 dt = vds il y a donc conservation de I'intégrale.

Chemins particuliers: lorsque le systéme initial ne permet pas d’introduire de nou-
velles relations algébriques entre les inconnues des modéles, il est possible dans certains
cas de choisir un chemin spécifique dont on pourra exploiter les propriétés. Le cas le plus
facile est celui des chemins symétriques. Dans ce cas on pourra utiliser des relations du

type t]'+1 - t] = tn._J - tn—j—l-

Calcul effectif des dates de commutation

Lorsqu’on dispose d’un nombre suffisant d’équations on les utilise pour calculer di-
rectement les dates de commutation du modele. Lorsqu’il n’est pas possible d’aboutir
a cette situation idéale, il faut calculer certaines dates de commutation par approxima-
tions successives. Le nombre d’inconnues concernées est égal a la dimension de ’espace
des solutions du systéme d’équations associé au modeéle; il est de toutes fagons inférieur
ou égal a j3,.

Le probleme se ramene au calcul de b < f3, instants de commutation du
modele v(t), définis de facon a ce que la trajectoire y(t), solution de I’équation
(3.24), vérifie les conditions de jets (3.11) et (3.12).

Le modele v(t) étant défini par (3.32), (3.33), (3.34), (3.36) et (3.37).
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Pour calculer effectivement ces dates de commutation on peut utiliser par exemple
une méthode de calcul par approximations successives. Le principe du calcul est simple
et peut étre décomposé de la fagcon suivante:

— attribuer une solution approchée a un nombre suffisant de dates de commutation;

— utiliser les équations algébriques du modéle pour calculer les autres dates de com-
mutation ;

— résoudre I’équation différentielle :

o(t) = V(y(),§(®), - -,y (1))

en prenant comme conditions initiales les conditions de jets sur la sortie plate &
Pinstant initial.

— évaluer ’erreur commise 4 l'instant final ¢t = T, par rapport aux conditions de jets
imposées a la sortie plate, et en déduire une correction de la solution approchée
initialement choisie.

Cette démarche est répétée tant que la précision souhaitée n’est pas atteinte. Le choix de
la solution initiale est trés important car le domaine de convergence reste limité. On peut
procéder a I’analyse fine des équations algébriques associées au modele et en déduire le
domaine dans lequel on peut choisir la solution initiale. Une méthode de descente de
gradient peut alors étre appliquée sur ce domaine.

3.7.4 Obtention d’une variable admissible

Le critére retenu en 3.6.2 indique qu’il faut minimiser le nombre de polynémes. Nous
avons vu lors de la construction du modéle que le nombre minimal de polynémes est
Y» + B» et que dans ce cas tous les polynémes sont de degré «,. En fait, ce modele
minimal ne tient compte que d’une seule contrainte: ]v(%)| < v,(:;l donc la solution
obtenue en effectuant les calculs sur ce modeéle n’est peut-étre pas admissible : les autres
contraintes dynamiques imposées 4 v n’ont aucune raison d’étre respectées. Toutefois, le
résultat obtenu donne une idée de Pallure du modeéle définitif. Celui-ci est en fait obtenu
a partir du modeéle initial en insérant les paliers de saturation la ol ils sont nécessaires.

On aboutit alors & un schéma itératif dans lequel se succedent les étapes suivantes:

— insertion d’un ou plusieurs paliers de saturation;
— construction du modéle correspondant ;

— controle du respect des contraintes pour chacun des polyndmes.

Le contrdle du respect des contraintes ne présente pas de difficultés particuliéres.
En effet, il suffit de calculer les extremums de chacun des polynomes composant le
modéle, ainsi que les extremums de leurs v, — 1 premieres dérivées. Lorsque plusieurs
contraintes ne sont pas respectées sur un modele, on peut soit chercher a les corriger
toutes simultanément, soit les corriger une & une. Les deux méthodes se valent, toutefois
il peut étre intéressant de quantifier les dépassements de contraintes, avant de choisir
une stratégie particuliere.
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3.8 Extension a plusieurs variables

3.8.1 Vue d’ensemble de la méthode

Aprés avoir exposé le calcul d’une trajectoire optimale en temps pour une variable
du systéme, nous allons maintenant nous intéresser aux autres variables. L’idée générale
consiste a itérer le calcul de trajectoire optimale sur un sous-ensemble du chemin de plus
en plus restreint, jusqu’a ce que toutes les contraintes du systéme soient effectivement
respectées. Il faudra donc alterner les étapes suivantes :

— choix de la variable a saturer et de I'intervalle de travail ;

- calcul de la trajectoire optimale en temps correspondante.

La seconde étape a déja été traitée, il reste donc & déterminer les bornes de I'intervalle
sur lequel les calculs doivent étre recommencés.

3.8.2 Calcul des bornes de ’intervalle

Une trajectoire y(t) a été définie sur [0,7] et elle est optimale pour la variable
v. La fonction v(t) est donc polynomiale par morceaux, mais une autre variable du
systeéme, w ne respecte pas les contraintes qui lui sont imposées. Il faut donc recommencer
le calcul de trajectoire au moins sur une partie du chemin. La difficulté réside dans
le fait qu’il est nécessaire d’anticiper le dépassement des contraintes pour assurer un
raccord suffisamment lisse au point de changement d’axe de saturation. Pour cerner
cette difficulté, nous allons observer ce qui se passe pour trois types de dépassements:
~ un dépassement du type |w()(t)] > wile) est corrigé en imposant a w de saturer
la contrainte d’ordre v,,, comme indiqué en figure (3.9a);

- un dépassement du type |wO»~D(t)] > wie ) est corrigé en imposant & w de
saturer la contrainte d’ordre 4, — 1 au point ol la borne est atteinte, le raccord
C"~1 est donc assuré, comme on peut le voir en figure (3.9b);

—~ un dépassement du type |w(~ ()] > w,(,?(‘,"x_z) ne peut pas étre corrigé directe-
ment en imposant & w de saturer la contrainte d’ordre v, — 2 car la dérivée d’ordre
v, — 1 ne serait plus continue. Il faut donc anticiper et ajouter un raccord qui
permet d’annuler la dérivée d’ordre 7, — 1 exactement au moment ou la dérivée
d’ordre v, — 2 atteint son maximum. Cette construction est illustrée par les figures
(3.10a) et (3.10b).

La construction réalisée dans le cas d’un dépassement de la contrainte d’ordre 7, — 2
peut étre généralisée a tout dépassement de contrainte d’ordre v, — k, k > 0. Soit
ty la date & laquelle le dépassement est détecté. On cherche a construire un raccord
polynomial, de classe C7*~1, en n polynémes py, ps, ..., Pn, respectivement définis sur
les intervalles [t0,¢1], [t1,t2], ..., [tn-1,%n), tels que:

— en tg les valeurs de la variable w et de ses 7, — 1 premiéres dérivées sont celles
obtenues en suivant la trajectoire y(t);
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3.8. EXTENSION A PLUSIEURS VARIABLES

ww=2)(¢)1 wOw=2) (1)

6 (1) = wis)

= Wmaz

tq t

a) Dépassement sur wOv)(t) b) Dépassement sur w(r»=1)(¢)

Fic. 3.9 - Correction immédiate des dépassements de contraintes

wrw=2) ()4 wOw=2) (1)1

Vw—2) | Yw—2
w1('mlluz ) d an('zuz )

discontinuité
sur wOw=1)

saturation
sur ww)

tq t

a) Correction immédiate

to  t4 t t

b) Correction anticipée

Fi1G. 3.10 - Correction d’un dépassement de la contrainte d’ordre ~,, — 2
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— chacun des polynomes est de degré v,, et sature la contrainte d’ordre v,, associée
aw;

— en t, la dérivée d’ordre 7, — k de w atteint son maximum et toutes les dérivées
d’ordre v, — k + 1 & 7, — 1 s’annulent.

La construction rejoint tout a fait celle utilisée dans le cas de la saturation sur une
seule variable. Il y a toutefois deux différences:

— on ne connait pas la valeur de to, les jets initiaux sont donc des parametres qu’il
faudra identifier ;

— on ne cherche plus & controler les valeurs de la sortie plate et de ses dérivées en
t., le systeme a résoudre est donc purement algébrique.

Pour calculer la valeur de tg il suffit alors de prendre une approximation polynomiale de
w(t) (t < tg), de degré suffisamment élevé, de fagon a avoir une valeur approchée de w
et de ses dérivées en ty. Ces valeurs approchées permettent alors de calculer de proche
en proche tous les coefficients des polynémes en fonction des n + 1 dates g, ¢4, ..., 5.
1l suffit alors de résoudre le systéme composé des k équations:

pg}'w—k) (tn) = wﬁl&”x_k) pg)(tn) =0, Yw—k <Jj< 7w

On dispose de n + 1 inconnues, on doit donc avoir n = k — 1 pour pouvoir réaliser un
raccord convenable.

Remarque 3.8.1 Seules les saturations de la contrainte d’ordre v,, ont été utilisées lors
de la construction du raccord permettant un changement d’aze de saturation C7*~!. En
toute rigueur, il faudrait s’assurer que toutes les contraintes imposées a w sont effecti-
vement respectées sur tout l'intervalle [to,t,], et éventuellement introduire des paliers de
saturation supplémentaires si ce n’était pas le cas. Toutefois, si ce cas se présentait, il
suffirait d’appliquer de facon itérative la méthode.
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Chapitre 4

Commande d’un satellite

4.1 Introduction

Ici, nous utilisons la méthode proposée au chapitre 3 pour planifier la trajectoire en
attitude d’un satellite, autrement dit pour calculer en boucle ouverte des commandes
qui agiront sur l'orientation d’un solide dans un espace Euclidien de dimension 3. Le
satellite est un systéme plat particulierement simple : on décrit I’état du satellite par sa
position en attitude ¢, la commande étant le vecteur vitesse instantané de rotation .
Dans la partie 2.3, nous avons montré comment établir les expressions liant €2, ¢ et ¢,
rappelées ici:

=2 i=39:

Si on ne prenait en compte que les conditions de rendez-vous et les contraintes
dynamiques, ce probléme ne poserait aucune difficulté particuliére et de nombreuses
méthodes pourraient en venir a bout. Les difficultés surgissent essentiellement parce
qu’on cherche a obtenir simultanément des commandes tres lisses, une grande précision
et un temps de calcul tres faible. Le probleme réel est en fait défini par les éléments
suivants:

— Les conditions de rendez-vous: attitude ¢ du satellite, sa vitesse de rotation
Q et son accélération €2 sont imposées a l'instant initial £ = 0 et a ’instant final

t=1T:
Conditions initiales Conditions finales
q(0) = g q(T) = gs
Q(0) = QT) = Qy 4.1)
Q(0) = Q(T) =

— Les contraintes dynamiques: les caractéristiques physiques des moteurs et la
structure du satellite nécessitent que chacune des composantes du couple C, du
moment M et du jerk J du satellite soit bornée en chaque instant 0 <t <T':

|Mz(t)| < M, ICo(8)] < Crm, [J=()] < I,
|My(8)] < Mpm, ICy()] < Cm, [y < Imy,  (42)
|M ()] < My, IC2(8)] < Com, [T ()] < Im.,
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En premiére approximation on peut considérer que la matrice d’inertie du satellite
est constante et diagonale. Dans ce cas les contraintes dynamiques simplifiées sont :

Q0] < O, 2% (0)] < O, €22 (6)] < St
12 ()] < U, 2()] < R, 10,01 < By (43)
()] < O, 12:(8)] < O, ()] < O,

L’étape intermédiaire étant le cas ol la matrice de rotation est constante mais pas
diagonale. Le cas réel étant effectivement une matrice d’inertie pleine et variable.

- Le temps de calcul: il doit étre trés court car le nombre de rendez—vous a calculer
est trés élevé. En effet, un grand nombre d’enchainements de prises de vue sont
calculés pour pouvoir optimiser le rendement moyen du satellite.

— L’expression de la commande fournie doit avoir une forme particuliére, en
l’occurrence polynomiale par morceaux, de degré 4. Cette contrainte est due en
partie a I’électronique de bord qui ne prend en compte que ce type de contraintes.
Par ailleurs, le nombre de polynémes doit étre aussi faible que possible pour éviter
d’encombrer la bande passante.

— La précision sur attitude finale doit étre aussi grande qu’on le souhaite. Cette
condition peut étre contraignante car le controle et la correction de ’erreur sont
coiiteux en temps de calcul.

Le calcul de commandes en boucle ouverte pour le positionnement en attitude de
satellites est un probléme pour lequel peu de résultats ont été publiés. Le peu d’intérét
apparent pour ce probléeme spécifique a plusieurs origines. D’une part d’autres aspects
du positionnement en attitude de satellites ont été abondamment traités et les résultats
obtenus jusqu’a présent peuvent laisser penser que ce probleme est déja bien maitrisé.
D’autre part, les enjeux de l'industrie spatiale sont tels qu’une certaine confidentia-
lité est nécessaire dans ce domaine. Les nouveaux besoins introduits par 1’évolution
technologique sont de ce fait relativement peu connus et les résultats obtenus ne sont
publiés qu’avec parcimonie et souvent avec un retard important. Il s’agit toutefois d’un
probléme pour lequel plusieurs types de solutions ont été proposées, en particulier des
solutions exploitant implicitement la platitude du systeme. Ceci nous permet de situer
notre méthode par rapport aux solutions existantes.

Nous avons rappelé la définition et les propriétés de base des quaternions en 2.2,
et nous avons établi le lien entre les rotations et les quaternions unitaires en 2.3. Bien
que leur utilisation ne soit pas systématique en mécanique spatiale, plusieurs études (par
exemple [LB87] et [Llibre93]) mettent en évidence leur utilité dés qu’on cherche a contré-
ler l'attitude d’un solide. Nous avons également fixé notre choix sur les quaternions, mais
nous ne nous limitons pas aux quaternions unitaires. L’emploi des quaternions non uni-
taires, déja proposé dans [Llibre94] est généralement limitée au cas des quaternions
dont la norme s’éloigne peu de 1. Nous étendons ce concept en 4.2, de fagon a pouvoir
effectivement utiliser des quaternions de module quelconque.

La partie 4.3 sera consacrée au calcul des conditions de jets, & partir des conditions
de rendez-vous, selon la méthode générale, présentée en 3.4.1. Nous commencerons par
effectuer les calculs dans le cas de quaternions unitaires, puis nous montrerons comment
les expressions doivent étre complétées pour obtenir des conditions de jets dans le cas
ol ’attitude est représentée par des quaternions non unitaires.
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4.2. ROTATIONS ET QUATERNIONS NON UNITAIRES

En 4.4 montrerons comment traiter le probléme du rendez—vous en attitude. Les
travaux présentés dans cette partie suivent dans une certaine mesure la démarche déve-
loppée dans [Llibre95], qui propose une méthode pour calculer des trajectoires d’attitude !
telles que 'accélération angulaire soit continue. Pour illustrer la richesse du probléeme
du calcul des chemins d’attitude, nous proposerons plusieurs solutions permettant de ré-
soudre le probleme du rendez-vous. Celle que nous retiendrons finalement est une simple
interpolation polynomiale sur les conditions de jets. Pour compléter cette solution nous
préciserons le role de chacun des parametres utilisés pour réaliser I'interpolation et nous
illustrerons par des exemples leur effet sur la trajectoire obtenue.

Une fois établie la méthode permettant de calculer un chemin en attitude, en 4.5
nous mettrons en ceuvre 'algorithme permettant de calculer la trajectoire optimale en
temps le long de ce chemin. Dans un premier temps nous ne traiterons que le cas simple
ot les contraintes portent directement sur les composantes du vecteur vitesse instantané
de rotation et ses dérivées, puis nous montrerons comment adapter ’algorithme pour
prendre en compte la matrice d’inertie.

Les deux derniéres parties de ce chapitre sortent du cadre général de la méthode
exposée au chapitre 3. En 4.6 nous montrerons qu’il est possible d’optimiser le chemin
en attitude en exploitant les propriétés spécifiques des rotations. Enfin, en 4.7 nous
donnerons des indications pour la programmation de l’algorithme dans un langage tel
que C++. D’une part nous indiquerons la structure générale des données manipulées.
D’autre part nous aborderons les problemes liés aux traitements numériques: ’échan-
tillonnage des données, le lissage des commandes et la correction finale des erreurs nu-
mériques.

4.2 Rotations et quaternions non unitaires

Dans la partie 2.3 les quaternions utilisés pour représenter les rotations étaient tous
des quaternions unitaires. Or, en associant a une rotation un quaternion de module
quelconque le modeéle gagne une certaine souplesse. En effet, on peut alors choisir des
fonctions quelconques pour représenter chacune des composantes du quaternion. Cette
liberté permettra en particulier d’utiliser des polynoémes & la place des fonctions tri-
gonométriques et des radicaux. Nous allons donc établir dans ce qui suit les nouvelles
expressions obtenues pour I'image d'un vecteur, la formule de changement de repeére, la
vitesse de rotation et I’accélération angulaire. Nous verrons que ces nouvelles expressions
sont tout a fait équivalentes aux anciennes.

4.2.1 Image d’un vecteur et changement de repére

Soit R une rotation a laquelle on associe le quaternion Q = |Q] g, avec |Q] > 0 et
[g| = 1. Soit R un repere dont I'image par R est Rg. Soit V' un vecteur auquel on associe
le quaternion V dans R et V' dans Rg. Soient T I'image de v par R et U le quaternion
associé dans le repere R. Les expressions (2.17) et (2.21),rappelées ici, avaient établi les
expressions reliant U 4 V et V/ 4 V| dans le cas ou la rotation R était représentée par

1. Par « trajectoire d’attitude » nous désignons la trajectoire suivie par le quaternion d’attitude dans
H. De méme, le « chemin d’attitude » désigne le chemin suivi par le quaternion d’attitude.
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le quaternion unitaire ¢:
U=q-V-g Vi=q-V-q

Pour chacune de ces relations on peut multiplier et diviser le membre de droite par |Q)|.
On a alors:

|c.z|qv|Q| W=%vamq

Or, en utilisant Q = |Q| g on peut écrire:

Q0 'l
T V'=1r

En reprenant la définition de 'inverse d’un quaternion, donnée en 2.5 on aboutit aux
expressions générales suivantes :

U=Q- V-Q

U=Q.v.-Q! Vi=Ql.v.Q (4.4)

4.2.2 Vitesse de rotation et accélération angulaire

En conservant les mémes notations, supposons maintenant que le quaternion () varie
dans le temps et cherchons a exprimer la vitesse de rotation 2 et I’accélération angu-
laire Q en fonction de @ et Q). Les expressions (2.25) et (2.27) établies dans le cas de
quaternions unitaires nous avaient donné:

Q=2j-¢ Q=23(j-9)
Pour alléger les calculs intermédiaires, notons r = |@|. On a alors:
Q=rq Q=rq+r§ Q =g+ 274+ r§

On en déduit les expressions de ¢, g et §:

272 — rf

1 .1 . 7 i
Q—;Q f]—;Q—r—z ——Q 2—Q+ Q
En remplagant ¢, ¢ et ¢ par ces expressions, dans 2 et Q, on obtient:
2 . = r —
Q=50-0-25Q.Q
0= (5¢-0-25¢-0+ 150

272 — rf

QQ)

Or, Q et Q sont des quaternions purement vectoriels, les termes réels provenant du
produit @ - @ disparaissent donc lorsqu’on ne considere que la partie imaginaire. Par
ailleurs, Q = r2Q~1, on obtient alors la nouvelle expression de Q:

Q=23 (Q : Q‘l) (4.5)
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Ceci nous permet d’exprimer Q en fonction de Q, Q' r retQ:
O =25 (Q : Q“) YY) (4.6)
r
Enfin, on peut exprimer le vecteur T dans le repéere mobile :

s =25 (Q71-Q) (4.7)

4.2.3 Composition de rotations

Les expressions obtenues en (2.28) et (2.29), permettant de calculer le vecteur vitesse
de rotation dans le cas des rotations composées, peuvent étre tres facilement adaptées
au cas d’une représentation des rotations par des quaternions non unitaires. Dans ce cas
on notera:

- Ro le repere de référence et R; (1 < ¢ < n) les repéres obtenus en appliquant
successivement a Rg les rotations R;, chacune représentée par le quaternion Q); ;

- P, =Q1-Q2---Q; le quaternion représentant la rotation composée R;oR;_j0---0
R2 o Rl H

- ??i le vecteur vitesse de rotation associé a R;, Q; = 2%(Qi Q7 1) sa représentation
dans R;_1 et P, -9, - Pi_l sa représentation dans Rg.

- R la rotation permettant de passer directement du repere Ro au repere R,, Q =
Q1 - Q2---Qy le quaternion qui la représente, @ = 23(Q - Q') le quaternion
qui représente le vecteur vitesse de rotation associée, ﬁ, dans R et enfin Qg le
quaternion représentant 7 dans Rn.

Avec ces notations on obtient immédiatement :

Q:ZR—l‘Qi'Pf_ll QS___EQ—I.Pi_l_Qi.B:II.Q_l
i—1

1—1

4.3 Calcul des conditions de jets

Les conditions de rendez-vous, telles qu’elles ont été données en (4.1) doivent étre
transformées en conditions de jets. Dans un premier temps nous verrons comment cette
transformation se fait pour des quaternions unitaires, puis nous verrons comment mo-
difier les formules obtenues lorsque ’attitude est représentée par des quaternions non
unitaires.

4.3.1 Quaternions unitaires

L’expression de Q telle qu’elle est donnée en (2.27) n’est pas suffisante pour calculer
les conditions de jets. En effet, ’extraction de la partie imaginaire nous a fait perdre le
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terme réel. Nous allons donc revenir  ’expression compléte Q = 2§-§+ 24 - §. Ceci nous
permet d’obtenir I’expression de § en fonction de €, g et ¢:

W 1 (e .=
i=3 (Q—2q-q) q
En remplagant dans le membre de droite, ¢ par son expression, donnée en (2.25), on
obtient :
1 £5 1 — 1 /. 1 —
i==-(0-2Q-¢-Q-a¢)-¢g==(Q=2Q.0-G- .
q 2( 5S¢ q>q 2( QQqu)q
Or, g est unitaire, donc q-§ = 1; par ailleurs, Q - Q = |Q|?, I’expression finale de § est
donc:

i=5 (2-5107) (4.8)

Nous pouvons donc calculer ¢ et § en fonction de ¢, Q et €, il suffit d’utiliser les
valeurs imposées par les conditions de rendez-vous (4.1) pour obtenir les conditions de
jets sur ¢ a I'instant initial et & 'instant final :

Conditions initiales Conditions finales
q(0) = ¢; q(T)qy
. . 1 ) 1
Q(0) =i = 5 g 4(T) = 4s = 5 -4 (4.9)
o w L TR a2) | 2
i0) =i = 5 (% - 1) g i) =iy =5 (9 = 194%) -q;

4.3.2 Quaternions non unitaires

Nous avons vu dans la partie 4.2 qu’il est possible de représenter les rotations par des
quaternions non unitaires. Dans ce cas, les formules permettant de calculer les conditions
de jets changent. Soit ) = rq un quaternion de module r quelconque. Les expressions
des deux premieres dérivées de ( sont:

Q=rg+rg Q =Fq+2rg+r§

En remplagant dans ces expressions ¢ et ¢ données en (2.25) et (4.8), on obtient les
expressions de () et () en fonction de ¢, Q et Q:

. r . . r . 1 . .
Q=592-q+7q Q=§<Q—§IQ|2)-q+rQ-q+rq
Pour obtenir les conditions de jets sur Q, Q et @ il suffit de choisir des valeurs arbitraires
ri, 7 et 7 (ry, 7y et iy respectivement) pour r, 7 et ¥ a I'instant initial £ = 0 (a I'instant
final t = T respectivement). On obtient alors les conditions de jets sur @ a l'instant
initial :
Q) =Q:i =rigi
2 : ri .
Q0)=Qi = 5 - gi+rig; (4.10)

.. .. 1' . 1 " -
Q) =Q; = % (Qi -3 |Qi|2) g + i - g+ Figi
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et les conditions de jets sur @ & l'instant final :

Q(T) = Qs =rsqy
Q) =Qy = %Qf -qr +1qs (4.11)

QT =Qs = —2f°(9f- '2‘|Qf|2) g +rrQ-qr +7sgs

Il

4.4 Calcul du chemin

4.4.1 Composition de rotations autour d’axes fixes

L’un des cas particuliers ou il est possible d’intégrer les équations cinématiques reliant
attitude a la vitesse de rotation, est celui ol ’axe de rotation est fixe. Nous allons donc
chercher une méthode, pour calculer successivement chacune des rotations du produit,
dans un repere ol I’axe de rotation est fixe. Le quaternion utilisé est de la forme:

9 = Qini * Quit * Gatt
Ou les rotations ¢;n;, qu:: €t a1 sont caractérisées comme suit:

- @in; caractérise une rotation d’axe €;,;, fixe dans le repere R. Il représente une
rotation constante, fixée par le vecteur vitesse instantanée de rotation a I'instant
initial.

— @ui caractérise une rotation d’axe €2, fixe dans le repére R;,; obtenu a partir du
repere de référence R par la rotation décrite par le quaternion g¢;,;. Il représente
la rotation qui permet de corriger la vitesse instantanée de rotation a I’instant T.

~ g4 Caractérise une rotation d’axe €2, fixe dans le repere R,;; obtenu a partir du
repére Rin; par la rotation décrite par le quaternion gq,;. Il représente la rotation
qui permet d’arriver & l’attitude de rendez-vous souhaitée.

Les expressions de @;n:i, Quit, Gatty Siniy vit, €t g4 sont les suivantes:

Qini = 20iniNini Quit = 200it it Qatt = 201tMat

Qini = eaini"ini Quit = eavitnvit Qatt = eaattnatt
avec n;, Qyit €t e des fonctions réelles dépendant du temps et ng;, nyi et ngy des
quaternions purement vectoriels constants représentant des axes de rotation fixes.

Une fois ces parametres déterminés, I’expression (2.19) appliquée au cas n = 3 nous
donne immédiatement le vecteur vitesse instantanée de rotation:

Q = Qini + Gini * Quit * Tins + Gini * Quit - Lare * Quit * Qing (4.12)

Les hypotheéses faites sur le role respectif de chacun des facteurs ¢, quit €t qus
peuvent étre résumées dans le tableau (4.1).

La méthode consiste alors a déterminer dans ordre Q;n:, Gini, Quit,y Quit, S2att €t enfin
qatt vérifiant les hypothéses énoncées dans le tableau (4.1). Les conditions de rendez-vous
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t 0 g5
D ins Qo) Q) ©2(0)
Gini * Quit * Qini 0 indéfini Q(T)-2(0)
Gini * Quit Qatt : qvit d 0 indéfini 0

TAB. 4.1 - Roéle des composantes Q;n;, Qyir et Qatt du vecteur vitesse

en vitesse sont alors explicitement vérifiées. Les conditions de rendez-vous en attitude
devront étre prises en compte lors de la détermination de ,4. Dans les calculs nous
supposerons que le repere lié au satellite coincide avec le repere inertiel de référence a
I'instant initial. Ainsi, ¢ (0) = 1, ce qui nous permet de poser arbitrairement: ¢;n; (0) =
Guit (0) = gat: (0) = 1. On peut alors calculer les parametres correspondant a chacune
des étapes.

Trajectoire initiale
De I’équation Q;,; (t) = Q2 (0) on déduit que pour tout ¢:

12 (0)] 1

9 t Mini =

Gini (1) = 31200 o (1) =

Correction de la vitesse en fin de rendez-vous

Le quaternion ¢;,; est unitaire, n,;; est constant et unitaire, donc pour réaliser la
condition initiale, on doit annuler d,;; :

[ini (0) - 203t (0) « Gini (0) = 0] = [z (0) = 0]
= . 1
[9ini (T) - Quit (T) * Gins (T) = QT) = QO0)] = |6ie(T) = 51T — 2(0)]
Toute fonction qui vérifie ces conditions est acceptable. En particulier, il est possible de
prendre ¢,;; polynomiale de degré 1:

s = 2020

On a alors:

2(T) - 2 (0)]

t2
4T

Qyit (t) =

e Q-0
Nyit = Gin; (T) : (m) *Gini (T)

Correction de ’attitude en fin de rendez-vous

Pour la méme raison que précédemment, on doit avoir:

Ot (0) = Qatt (T) =0
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Comme précédemment, on peut choisir arbitrairement la forme de G4, si on la choisit
polynomiale, tout polynéme du second degré qui s’annule en 0 et en 7" convient:

datt (t) = Cqatt (t - T) t

On en déduit agy:

Ca t T

L’expression du quaternion ¢, a 'instant ¢t = T doit vérifier:

Gatt = €08 (gt (T)) + sin (@aet (T)) art = Qiz (T) * ini (T) - ¢ (T)
(4.13)

Or nous avons déja déterminé a (t), on en déduit:

T3
Qqtt (T) = — Cqtt ﬁ

En remplagant dans (4.13), on en déduit:

Cast = 7 7008 [R (@i (T) Tyt (T) - (1))

1 _
Matt = ST S (@it (T) * Gini (T) - ¢ (1)

Expressions dans le repére fixe

En développant ’expression (4.12), on obtient £ comme combinaison lineaire des six
vecteurs fiXes 7i;n;, ity Ratt, Mini N fuity Tini A Tats €6 Tyit N Taer. Les composantes sont ;

Selon 7i;y; : Wini +
Wit (1 — €08 (2tini)) (Tini, Twit) +
Watt ({Tini, Twit) (Muits Taer) (1 — €08 (20004t)) + (Tliniy Tate) €08 (200ie) +
(Tiniy Rvit A Tate)) sin (2004¢) (1 — cos (204n))
Selon iyt : Wyit €08 (2a3n:)  +
Watt ({Mini, Bazt) Sin (20yi) sin (204n:) +
(Tlyity Bare) (1 — cos (2ait)) cos (206n;))
Selon 7ig¢s : Watt (€08 (200it) €08 (20ini) — (Tiniy Byit) Sin (2a3) sin (204p:))
Selon fin;i A Tlyir i wyie sin (2a4n;)  +
Watt (Tyit, Tatt) (1 — €08 (2ay4t)) sin (2ain;)
Selon fin; A Tatt :Watt COS (20tit) sin (2an;)
)

Selon it A Tlgte: Watt SN (2004¢) €08 (2ain;)
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Expressions dans le repére lié au satellite

Dans ce cas particulier, I’expression du vecteur vitesse instantanée de rotation peut
étre simplifiée, en y effectuant la substitution suivante:

Qini = Gini " Qini * Gini
Quis = Guit <Quit - Quit
Qupr = Gatt Qatt * Gatt

En effet, le vecteur représenté par €2;,; est sur ’axe de la rotation qui transforme le repére
RRes en Ry. Ses coordonnées sont donc les mémes dans Rp.s et dans Ry. Il est par
conséquent représenté par le méme quaternion purement vectoriel dans ces deux repeéres.
Or @i - Qi+ gini est justement la formule de changement de repére qui permet d’exprimer
ce vecteur dans le repére R a partir de son expression dans R .y, ce qui permet d’établir
la premiére égalité du systeéme ci-dessus. Le méme raisonnement s’applique aux deux
autres vecteurs, ce qui permet d’établir les deux autres égalités.

L’expression qui nous permettra de calculer la commande cherchée, devient alors:

Qs = Gotr* Tuit - U * Quit * Qatt + Togr - Q2 Gare + L3

En développant, on obtiendrait a nouveau g comme combinaison lineaire des six vec-
teurs fixes Tiniy Muity Matty Mini N Byity Rini A Mgt €6 Tysr A Mgy,

4.4.2 Exponentielle d’un vecteur

Pour cette solution, le quaternion utilisé est de la forme ¢ = **, avec u un quaternion
unitaire purement vectoriel, dont ’axe dépend du temps, et & une fonction du temps.
Les dérivées premiere et seconde d’un quaternion de cette forme ont déja été établies en
( 2.14) et ont pour expression :

g=0u-q+ usina

§j= (c'iu - d2) g+ tisin o + 20 cos a

Ici, il s’agit d’un quaternion unitaire, nous pourrons donc partir des conditions de
jets établies en (4.10) et (4.11), dans le cas d’une représentation de l'attitude par un
quaternion unitaire. Toutefois, ce qui nous intéreresse ici, ce sont les conditions de jets
sur le produit au. Nous allons commencer par calculer les conditions de jets sur cet
exposant, puis utiliser une méthode d’interpolation pour calculer I’exposant et en déduire
le quaternion d’attitude.

Calcul des conditions de jets sur I’exposant

Nous allons résoudre ce probléme dans le cas particulier ou au est polynomial:

Vg k=n
au=v=|u, =E vt
[ k=0

On peut alors exprimer v et ses dérivées en fonction de o, u et de leurs dérivées:
V= au U= du + au U= du + 260 + ai
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Pour pouvoir déterminer chacun des coefficients de v, il faut calculer les conditions
de jets sur v a |’instant initial et a l'instant final. Pour cela, il faut commencer par établir
les relations qui donnent ¢, &, &, u, @ et % en fonction de ¢, ¢ et §.

- __1 4

a = arccos (R (¢)) u= Sina\f(q)

. R@) o .

a—%(wq) u-sina(q_au %)

. _ R(§+c%g) A T 2 o
a——m u_sina(q——ozu~q+aq—2aucosa)

Ces relations nous permettent de calculer oy, u;, ay, uys, &;, u;, Gy, Uy, &, i;, Gy et
iiy en remplacant g et ses dérivées par les conditions de jets a l'origine et a I'instant T.
On a alors les conditions de jets sur v & I'instant initial et a I'instant final :

U(O)':Ui:aiui v(T):vfzozfuf
v(0) = O; = dyu; + o4y v (T) = v = dui + o4ty
9 (0) = 0y = @;u; + 204U + oyt 9(T) =vy = Grup+ 2apuy + +agiy

Nous pouvons alors appliquer une formule d’interpolation pour obtenir chacun des
coefficients de v a partir des conditions de jets déterminées ci-dessus:

_ _ 1aVf — Ui 4’l3f+6135 i}f—-3'5,'
o= v =10 - =t Tp

. _ vp— v 71')f+8i)i_2i5f—3i5,'
v =0 vy = ~15 7 + T3 5T

_ s V= v+ v | Uy — b
) =0 T 273

Ceci permet alors de reconstruire les éléments qui nous permettront de calculer le
vecteur vitesse instantanée de rotation:

v
a=|v] = y/vZ+ 02+ 02 u=—
g= 00 izt b, (4.14)
o 0% 0%
,_v/\'[)
Uu-u= o2

Vitesse de rotation exprimée dans le repére fixe

En reprenant les équations dynamiques, et en remplacant g et ¢ par leurs expressions,
on obtient:

Q = du —sin () 4 - e

Soit, en développant ’exponentielle :
Q = 2d&u +sin (2a) @ + (1 — cos (2a)) u - 4

En utilisant (4.14), on obtient I’expression de 2 & Paide de v et :

1 1

L)) ——1—sin v|) | v+ — sin(2|v])o
0= (2 (2| |)> + 2lv])o+ [o]2

B [v] o] (1 - cos(2|v]))vA®
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Vitesse de rotation exprimée dans le repére mobile
Comme précédemment, les équations dynamiques nous donnent:
Qs =26u+sin (o) & — (1 —cos (2a))u - @

Soit, en fonction de v:

_(v,i)) —isin v|) v -1—sin b——l— — cos(2|v]))vA v
o= 2 (5 Lncaloh ) v+ roin(ap)s - k51— cos2b)pon

4.4.3 Quaternion polynomial

Les deux solutions précédentes permettent de définir directement attitude du satel-
lite par un quaternion unitaire. Le principal inconvénient de ces solutions est d’introduire
des fonctions trigonométriques qui sont assez longues a calculer. Nous proposons donc
une troisieme méthode qui utilise des quaternions polynomiaux pour représenter les ro-
tations. Nous utiliserons donc les conditions de jets données en (4.10) et en (4.11). Ces
conditions sont au nombre de 6, il faudra donc utiliser des polynémes de degré 5 au
minimum. L’expression du quaternion d’attitude est alors:

Qo
Qs
Qy
Q-

Ol @, est la partie réelle de @, et ol @, @y et (), sont respectivement les coefficients de
t, 7 et k; chacune de ces composantes étant un polynéme de degré 5. Les coefficients Qo,
Q1, Q2, Q3, Q4 et Q5 sont obtenus en appliquant directement les formules d’interpolation
d’Hermite de degré 5. On obtient alors:

Q(t) = Qo+ Qit + Qat* + Qat® + Qat* + Qst® =

Qf—Qi_4Qf+6Qi+Qf—3Qi

Qo = Qs Qs = 10—"3 T3 5T
: Q/-Qi  TQ;+8Q:i 2Qs—3Q:

Q1=Qi Qa4 =-15 fT4 + sz - f2T2 (4.15)
Qi Qr-Qi ,Q/+Q:  Q;—0Qi

Q= Qs = 6~ = 3=+ S

Remarque 4.4.1 Lors du calcul des jets, il avait été précisé qu’il fallait fizer des va-
leurs arbitraires auz paramétres r;, r, ¥, Ty, if et iy, Dans cette solution, le choir
de ces paramétres a une trés grande importance sur lallure finale des composantes de
Q. Lorsqu’aucun élément ne permet de choisir judicieusement ces valeurs, la meilleure
solution consiste a poser: r; =1, r; =0, 7 =0, rp =1, if =0 7 = 0. De méme, la
valeur de T est trés importante. Pour ce dernier paramétre, le mieuz est de chercher a
équilibrer importance relative de chacun des coefficients.

Vecteur vitesse instantanée de rotation

Pour exprimer €2, nous ne considérons plus le quaternion d’attitude  comme un
polynéme de quaternions, mais nous considérons chacune de ses composantes Qq, @z,
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Qy et Q, comme des polynomes scalaires. En développant 1’expression (4.5), qui exprime
le vecteur vitesse instantanée de rotation ¢ dans le repere fixe, on obtient :

2 QaQ::L' - Qan + Qsz - Q:sz
= 02 2 2 2 QaQy - QaQy + QzQz - QZQ.‘L‘ (416)
Qa + Qz + Qy + Qz Qan - Qan + Q::Qy - Qny

Q

De méme, en développant ’expression (4.7), qui exprime le vecteur vitesse instantanée
de rotation ¢ dans le repere mobile, on obtient :

) Qa(?:c - Q:aQ:r - Qsz + Q:sz
= A3 2 3 QaQy - QaQy - QzQ:c + QzQx (4.17)
Qat@tQ+@: \0.0. - 0.Q. - 20, +2:Q,

Qs

Choix des parameétres

Nous illustrons ici 'importance du choix des divers parametres laissés libres jusqu’a
présent. Ces parametres sont de deux types et nous les traitons indépendamment. D’une
part, il y a le paramétrage des jets par les valeurs du module du quaternion d’attitude
et les valeurs des dérivées de ce module. D’autre part il y a la durée sur laquelle se fait
I’interpolation.

Paramétrage des conditions de jets: lorsque nous avons établi les formules (4.10)
et (4.11), permettant de transformer les conditions de rendez-vous en conditions de jets
dans le cas d’une représentation de ’attitude par des quaternions non unitaires, nous
n’avons pas précisé I'influende du choix des valeurs de r;, 7, 7, 1y, #f et ¥y,

Il est difficile de caractériser formellement ’effet de ces parameétres. Toutefois, de
(2.5) et (2.6) on déduit immédiatement:

‘2Q-Q-l‘=2%

Par ailleurs, un calcul direct nous indique que la partie réelle du produit 2Q - Q! est:
R <2Q : Q—l) =2 (QaQa + QzQz + QyQy + QZQZ)

On reconnait dans le membre de droite la dérivée du carré du module de Q. En notant
r = |Q|, on peut calculer le module de Q & partir de I’expression (4.5):

2 Y2
=4|Q2| —7"27.'2
r

o= [o 20-7)

Pour les valeurs minimales du module du quaternion d’attitude Q(s), les
mouvements du satellite seront accentués. Inversement, lorsque |Q(s)| atteint
de grandes valeurs (relatives), le vecteur vitesse instantanée de rotation ¥ (s)
variera peu. Ceci s’applique aussi bien a sa direction qu’a son module.
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Ainsi, lorsqu’on diminue le module de @ tout en augmentant le module de Q, on
augmente le module de €. Or le choix des jets sur r aura une grande importance sur
allure de r le long de la trajectoire. D’une maniére générale, il faudra s’attendre a ce que
les composantes de la commande initiale Q(s) subissent de plus fortes variations pour les
valeurs de s pour lesquelles r(s) est minimal. Ces variations seront d’autant plus fortes
que le minimum de r(s) sera prononcé. Or la méthode d’optimisation proposée applique
des algorithmes numériques sur £2(s) pour calculer la commande optimale le long de la
trajectoire Q(s); il est donc prudent de chercher a obtenir des solutions suffisamment
lisses pour que les méthodes numériques ne soient pas mises en défaut. Les jets sur le
module de @ doivent donc étre tels que le rapport entre les extremums de g(s) restent
relativement faibles.

Par ailleurs, sachant que nous nous intéressons a la définition du chemin en attitude,
la question pertinente est de savoir si ces variations des composantes de 2 ont un effet sur
la trajectoire obtenue. Or, étant donné que le mouvement angulaire du satellite di a une
variation des composantes du quaternions d’attitude est inversement proportionnel au
module du quaternion d’attitude, on peut supposer que dans le cas général, les variations
subies par la direction de ﬁ(s) seront inversement proportionnelles & |Q(s).

Ce raisonnement intuitif peut étre vérifié expérimentalement. Pour l'illustrer nous
avons calculé les chemins obtenus en appliquant la méthode d’interpolation polynomiale
au probléme de rendez-vous suivant :

q(O) = [LO’ 0, 0] q(S) = [0, 110’0]
(0)=[0,5,0] 9(s) =10,5,0]
q0)="1 (S =7

Globalement on cherche a faire tourner le satellite d’un angle de 180° autour de ’axe
x, alors qu'il est animé d’une rotation autour de ’axe y a l'instant initial et a 'instant
final.

Ce probleme a été résolu d’une part avec les parametres suivants:
ri=1 7, =0 =0 rp=1 rr=0 Fr=0 (4.18)

Le mouvement obtenu est celui représenté sur la figure (4.1). D’autre part le méme
probleme a été résolu avec les parametres:

7‘1':1 ‘f‘,'=—4.7 i"iZO T‘f=1 f‘f:4.7 Ff=0

On a alors obtenu le mouvement représenté sur la figure (4.2).

Chacune de ces figures représente la trajectoire des extrémités des vecteurs de base
X, ¥ et z. On constate que dans le second cas le mouvement a été notablement amplifié
et déformé. Or si on observe les allures obtenues pour le module du quaternion d’atti-
tude, représentées sur la figure (4.3), on constate effectivement que la trajectoire la plus
chaotique correspond au cas ou r(s) a les valeurs les plus faibles.

L’utilisation de ces parameétres peut étre assez délicate si on cherche a ajuster préci-
sément le chemin. Toutefois, certains principes généraux sont facilement applicables. En
particulier, il faut augmenter le module 13 ou les contraintes dynamiques risquent d’étre
violées. Ainsi, si la vitesse de rotation ou ’accélération ont des valeurs importantes sur
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Oetry=0

Fi1G. 4.1 - Effet de r; et rp: 7

4.7

F1G. 4.2 - Effet de r; et rp:7; = —4.T et 7y
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|Q (s)]. 61

FiG. 4.3 - Allure de |Q(s)| pour r; = ry = 0 (pointillé) et pour r; = —ry = —4.7

I’'une des bornes, il faudra augmenter la valeur du module sur cette borne. Si elles ont
des valeurs importantes sur les deux bornes, il faudra utiliser la dérivée du module pour
que r; et ry soient les maximums de |Q(s)| sur [0,S5]. Dans le cas général on peut se
contenter des valeurs utilisées en (4.18).

Choix de la durée d’interpolation Ce paramétre joue aussi un role important sur
I’allule du chemin suivi. Son influence peut se décrire ainsi: plus la durée d’interpolation
sera longue, plus les conditions de rendez-vous influenceront la forme de la trajectoire.
Lorsque cette durée devient vraiment trés petite, les chemins obtenus correspondent
de plus en plus a des rotations autour d’axes fixes. Inversement, lorsque cette durée
s’allonge, 'importance relative de la vitesse initiale et de I’accélération initiale augmente.

Pour illustrer ce point, reprenons le probléeme précédent avec les conditions de jet
indiquées en (4.18). La figure (4.1) avait été obtenue pour la valeur S = 1. En prenant
S = 0.1, on obtient le mouvement indiqué en figure (4.4), et en prenant S = 5, on
obtient le mouvement indiqué en figure (4.5). Il apparait clairement que pour S = 0.1
la rotation obtenue est tres peu différente d’une rotation autour de I’axe x. Ceci veut
dire que la vitesse de rotation autour de ’axe y doit s’annuler trés rapidement, ce qui
ne sera pas toujours compatible avec les contraintes imposées aux composantes de Q
et ). En augmentant la durée d’interpolation, on se ménage une plus grande marge de
manceuvre. Cela se traduit par un mouvement important des axes x et z dans le plan
perpendiculaire a y, au début et i la fin du mouvement.

Pour certaines conditions de rendez-vous, I’augmentation de la durée d’interpolation
n’a pas une trés grande importance au dela d’un certain seuil : le mouvement s’arréte,
puis la correction d’attitude est effectuée a trés faible vitesse, puis le mouvement reprend
pour obtenir les conditions correctes sur la vitesse et 'accélération finales. Pour d’autres
problémes, par contre, le chemin obtenu deviendra trés mauvais: le mouvement initial
est maintenu trés longtemps, le satellite fait alors plusieurs tours sur lui méme avant
que le rendez-vous ne soit obtenu. Il faut donc déterminer expérimentalement les valeurs
pour lesquelles on obtient des chemins admissibles.

Ces valeurs dépendent tres fortement du type de manceuvre souhaitée, il est donc
utile de les déterminer pour plusieurs types de probléemes. De plus, il y a une forte
interaction entre le choix des jets sur le module du quaternion d’attitude et la durée
d’interpolation : plus la durée d’interpolation est grande, plus les variations sur le module
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Fi1G. 4.4 - Effet de la durée d’interpolation: S = 0.1

FiG. 4.5 - Effet de la durée d’interpolation: S =5
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de Q(s) se feront ressentir. Par exemple, pour commencer & voir les effets de 7; et 7
dans le cas 1 S = 0.1, il faut choisir des valeurs de I'ordre de r; = —30 et ry = 30.

Enfin, pour la majorité des problémes, il existe une plage assez étendue, pour les-
quelles les trajectoires optimales en temps sont équivalentes en durée. L’ajustement de
ces parameétres est donc utile pour obtenir des chemins admissibles mais peu efficace pour
optimiser les chemins. Pour ce dernier point, la méthode présentée en 4.6 est beaucoup
plus adaptée.

4.5 Optimisation de trajectoire

Pour commencer, nous allons résoudre le probleme simplifié, tel qu’il est formulé
en (4.3). Pour cela, nous allons appliquer 1’algorithme général tel qu’il est présenté en
3. Initialement, nous supposons qu’une trajectoire en attitude Q(s) a été calculée, par
exemple comme indiqué en 4.4.3 ; nous verrons alors comment se traduit le changement
de paramétrage s(t) sur ce systéme particulier. Une fois ces préliminaires établis, nous
montrerons comment calculer la trajectoire optimale lorsqu’on ne tient compte que d’une
seule composante du vecteur vitesse de rotation €Y, en appliquant la méthode présentée
en 3.7, puis nous verrons comment prendre en compte les autres composantes de {1, en
suivant la méthode présentée en 3.8.

Il faut noter que le systéeme décrivant la dynamique du satellite est sans dérive.
Nous nous retrouvons donc dans le cas le plus favorable: lors du calcul de la trajectoire
optimale pour une seule variable, toutes les dates de commutation sont solutions d’un
systeme d’équations algébriques, on pourra donc les calculer sans aucune intégration.
Nous verrons lors de la mise en équation du probleme comment construire les équations
supplémentaires permettant ce calcul.

4.5.1 Remarques préliminaires
Notations

Dans ce qui suit, nous utilisons les notations suivantes :

" et 7" ) désignent les dérivées par rapport au parameétre
et ") désignent les dérivées par rapport au temps;

— les notations pointées (,
s et les apostrophes (/, ”
- la trajectoire en attitude initiale est décrite par le quaternion Q(s), défini sur
[0, 5], et le vecteur vitesse instantanée de rotation est représenté par le quaternion
purement vectoriel (s) dont les composantes sont notées Q.(s), Q,(s) et Q,(s);

— la trajectoire optimisée est obtenue a partir de la trajectoire initiale en appliquant
le changement de paramétrage s(t), I’attitude du satellite est alors décrite par
le quaternion ¢(t), défini sur [0,T]. Le vecteur vitesse instantanée de rotation
correspondant est représenté par le quaternion purement vectoriel w(t) dont les
composantes sont notées wz(t), wy(t) et w,(t).
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Conditions de continuité et de dérivabilité

Dans le probleme simplifié, les contraintes dynamiques ne portent que sur les com-
posantes du vecteur vitesse instantanée de rotation €, exprimé dans le repere fixe, et
ses deux premidres dérivées Q et Q. En appliquant les remarques faites en 3.3.2, on en
déduit que Q(s) doit étre de classe C? par morceaux. Par ailleurs, 1’expression de  ne
dépend que de la sortie plate Q et de sa dérivée @, donc Q(s) et s(t) doivent &tre de
classe C® par morceaux.

Changement de trajectoire

A partir de ’expression (3.29) on obtient directement les expressions de g(t) et ¢'(t) :

q(t) = Q(s(?)) ¢'(t) = Q(s(2))s'(t)

On en déduit ’expression de w(t) & partir de ’expression du vecteur vitesse instantanée
de rotation, donnée en (4.5). On obtient alors:

w(t) = 23(¢'(t) - 9(t) ") = 23(Q(s(1)s' (1) - Q(s(1)) ™)

Or §'(t) est une quantité scalaire, on peut donc la sortir du produit de quaternions. On
reconnait alors ’expression de €2(s) et on peut écrire:

w(t) = §'()Q(s(t)) (4.19)

Cette relation est particulierement importante car c’est elle qui nous permet d’obtenir
la relation algébrique supplémentaire sur w(t). En effet, lorsqu’on intégre, on obtient :

t s(t)
/ w(r)dr = / Qo)do Yte[0,T) (4.20)
0 0

En particulier pourt =T on a:

/OTw(T)dT = /OSQ(O')dO' (4.21)

Ainsi, connaissant P'intégrale de chacune des composantes de €2 le long de la trajectoire,
on en déduit 'intégrale de w.

4.5.2 Calcul des modéles

Nous nous intéressons maintenant a la saturation d’une seule composante du vecteur
vitesse instantanée de rotation. Pour fixer les choses, supposons qu’il s’agit de w,.

Des résultats de la partie 3.7.2 on déduit immédiatement que le modeéle sans palier de
saturation comportera trois polynomes de degré 2. En effet, on a des contraintes sur la
dérivée seconde (v, = 2) et Q dépend de la dérivée premiére de la sortie plate (8, = 1).
Toutefois, la trajectoire choisie peut introduire des conditions supplémentaires. En effet,
I’équation (4.19) est vraie pour chacune des composantes, en particulier pour w;. Si
en un point du chemin, atteint pour la valeur s = sg, €2, s’annule, alors quel que soit
le changement de paramétrage s(t) choisi, la composante w, s’annulera pour la valeur
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t = to telle que sg = s(tg). Nous allons donc commencer par étudier le cas ou {2, ne
s’annule pas, puis nous verrons comment prendre en compte les points ou 2, s’annule.
Enfin, nous présenterons I’algorithme complet permettant de calculer le modéle optimal
pour un intervalle [0, S] sur lequel €2, subit un nombre arbitraire de changements de
signe.

Saturation lorsque , ne s’annule pas

Dans ce cas on peut appliquer directement la méthode donnée en 3.7. Le modéle de
base (sans palier de saturation) comporte 3 polynémes de degré 2 comme nous |’avons
dit ci-dessus. Sur ce modeéle de base, on pourra ajouter au plus deux paliers de saturation
pour w., et au plus un palier de saturation sur w,. L’ensemble des combinaisons possibles
nous donne donc 8 modeles différents, illustrés par les figures (4.6a), (4.6b), (4.6¢), (4.6d),
(4.6e), (4.6f), (4.6g) et (4.6h).

Pour chacun de ces 8 modeles, on peut écrire le systéme d’équations traduisant la
saturation, les conditions imposées a 'instant initial et & l’instant final ainsi que les
conditions de continuité imposées aux points de raccordement entre polynomiaux. Les
équations correspondant & chacun de ces points sont décrites en (3.33), (3.34), (3.36)
et (3.37) respectivement. Le systéme ainsi obtenu est sous déterminé: il lui manque
une équation pour pouvoir calculer chacun des coefficients des polynémes et chacun des
instants de commutation.

Pour lever cette indétermination, il suffit d’utiliser I’équation (4.21). Dans le cas du
modele M0, on aboutit & trois polyndomes w;,, wy, et ws  définis respectivement sur

[07 tl]v [tlth] et [t2’ t3] par:

.. 2

wi, (t) = wi, + Wi t+ szt—Q-
o (t—t1)?
02,0 = 01, (1) + 4 (1) ¢ — 1) = 2, LS
. (t—tg)?
5, (8) = wn, (t2) + 0, (12) (¢ = 1) + {1, EL

Pour calculer les dates de commutation t;, to et t3, il suffit de résoudre:
3 i Sn
ws, (t3) = wy, wy, (t3) = W}, Z/ wi, (T)dT = / Q. (o)do (4.22)
k=17tk—1 0

Les systemes simplifiés correspondant & chacun des modeles M0 & M8 peuvent alors
étre calculés; nous en fournissons la liste en annexe A.l. Si aucun de ces systémes
n’admet de solution 2, c’est que les diverses conditions imposées sont incompatibles. S’il
y a plusieurs solutions, une seule respectera toutes les bornes imposées & w, et w..

Prise en compte des points ou {2, s’annule

Chacun des points ol €, s’annule introduit un polynéme supplémentaire dans le
modele de base. En effet, si 2, change de signe en s,, alors ,quel que soit le changement

2. les solutions d’un modele & n polynémes doivent vérifier to < ¢; < ...< 'ty
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wz(t)“

t.l t.2
a) Modele MO

-y

s ts t
b) Modéle M1

T t

13} ta i3 7 ts
c) Modele M2

t t
d) Modele M3

T i

ts  ts4 s

e) Modele M4

ts  ta  Isf

f) Modele M5

T . to

t3 tq ts

g) Modele M6

4 123

Tty

t3 ty ts te tr

h) Modéle M7

T t, 15

F1G. 4.6 - Modéles obtenus lorsque w(0), w'(0), w(T) et w'(T) sont imposés
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de paramétrage s(t) choisi, w, changera de signe en t,, tel que s(t,) = s,. L’équation
(4.21) est alors remplacée par les deux équations suivantes:

" amir= [ Qu(0)do " e(mdr = [ u(0)do
0 0 tn Sn

Dans ce cas, plutét que de chercher a calculer directement le modéle de base, nous
décomposons la trajectoire de fagon a s’affranchir des changements de signe. L’intérét
immédiat est de ne pas multiplier le nombre de modéles. En effet, chaque fois qu’un
polynéme est ajouté au modeéle de base (chaque fois que €2, s’annule), on multiplie
par deux le nombre de modeéles possibles. Par contre le fait de restreindre le calcul des
modeles aux segments de la trajectoire ou €2, ne change pas de signe, n’ajoute qu’un
petit nombre de modeles supplémentaires.

La différence entre ces modeéles et ceux qui sont illustrés en figure (4.6) réside dans
le fait que 'accélération w, n’est pas forcément connue pour les points ou €2, s’annule.
L’idée intuitive consiste alors & maximiser ’accélération (en valeur absolue) en ces points,
de facon a rester un minimum de temps & des vitesses faibles. Si on suppose que la vitesse
initiale w;, et I’accélération initiale w;, sont imposées (w;, > 0) et que la vitesse finale
wy, s’annule, on peut chercher un modéle de base en deux polyndmes wy, () et wo, (t),
comme indiqué en figure (4.6a). Ces deux polynomes sont alors définis respectivement
sur {to = 0,t,] et [t,t3] par:

, - : 5 (t—t)?
w1, (t) = wi, +wi,t 4+, 7 W () = wi, (t1) + @1, (t1)( —t1) = L, —

Pour calculer les dates de commutation ¢ et 5, il suffit de résoudre le systéeme:

wy, (t2) =0 /Otl wy (T)dr + /t2 wy, (T)dT = /Os" Q(0)do  (4.23)

t1

Si on suppose maintenant que la vitesse initiale et la vitesse finale sont toutes les
deux nulles, et que ni 'accélération initiale ni Paccélération finale ne sont connues, on
peut construire un modeéle avec un seul polynéme comme indiqué sur la figure (4.7b).
Ce polynéme est alors défini ainsi:

Wi, (t) = —sz§ (t - tl)

Pour calculer la valeur de t; il suffit de résoudre 1’équation :

/0t1 wy, (T)dr = /osn Q.(0)do

Il faut noter que ce modele admet toujours une solution.

Pour ces nouveaux modeles de base, on ne considérera pas les cas ou des paliers de
saturation sont insérés. En effet, dans le cas oli un palier de saturation en accélération
apparait on se raméne & I’'un des modeéles présentés en figure (4.6). Par ailleurs, on
suppose que si un palier de saturation en vitesse est inséré, alors il y en a forcément un
en accélération, ce qui nous rameéne au cas précédent.
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we(t)4 wz (2)4

-y

i tat t
a) Modéle M8 b) Modéle M9

FIG. 4.7 - Modéles obtenus lorsque S, s’annule

Cas des systémes n’admettant pas de solution

Nous abordons maintenant le cas ou 'un des systémes décrivant I'un des modéles
n’admet pas de solution. Dans ce cas, on va chercher 4 modifier les paramétres utilisés
pour calculer le modeéle, de fagon a ce que le systéme correspondant admette une solution.
Les seuls parametres qui puissent étre modifiés sont les conditions initiales (w;, et wj )
et les conditions finales (wy, et “”f,)‘ Nous avons vu que le probléme ne se pose pas pour
le modele M9. Par ailleurs, pour que ’'un des modéles M0 & M7 admette une solution,
il est nécessaire que le modele MO en admette une. Nous allons donc nous restreindre
aux deux seuls modéles M0 et MS.

Correction d’un modéle MO: on peut chercher soit a corriger les conditions ini-
tiales, dans ce cas on imposera t; = t3 comme indiqué sur le figure (4.8a), soit & corriger
les conditions finales, dans ce cas on imposera t; = 0 comme indiqué sur le figure (4.8b).
Ces deux cas sont tout a fait symétriques, on se limitera donc a la correction des condi-
tions initiales.

Le modele est alors réduit a deux polynémes w;, et w,, définis respectivement sur
[0,%1] et [t1,t2]. Ces polynémes s’écrivent :
(t — t2)?
2
Pour calculer les deux dates t; et t, il suffit alors de résoudre ’équation :

/Otl wi, (T)dT + /ttz wy, (T)dT = /Osn Q. (0)do (4.24)

1

(t —t;)?

wy, = wa, (t1) +wh, (1) (t — t1) — O, 3

wo, = wys, + w}z(t —t2) + me

et de prendre la solution qui minimise t,.

Correction d’un modéle M8: pour ce modéle, on ne peut modifier que les condi-
tions initiales puisque la vitesse finale est forcément nulle. Si on se situe sur I'intervalle
compris entre 'instant initial et le premier changement de signe de 2., les conditions
initiales w;, et w;, sont imposées donc le probléeme n’a pas de solution. Par contre, si on
se trouve entre deux changements de signe de €., on peut agir sur ’accélération initiale.
Dans ce cas il suffit de calculer le modeéle M9 qui résoud le probléme.

99

\ ULLE



CHAPITRE 4. COMMANDE D’UN SATELLITE

wa(t)} wa ()]

tl t2 - {3 tl =0 t2 t3t1
a) Correction des conditions initiales b) Correction des conditions finales

FiG. 4.8 - Correction des conditions auz bornes sur un modele MO

Détail de ’algorithme

Maintenant que nous avons présenté les divers cas de figure possibles, voyons ’algo-
rithme effectif de calcul des modéles que nous proposons. Nous le présentons en deux
étapes: d’abord le calcul pour un seul modele, cette étape est schématisée dans les
tableaux (4.2) et (4.3), puis la méthode & appliquer dans le cas ou plusieurs modéles
s’enchainent sur un intervalle, schématisée dans le tableau (4.4).

Soient sy, Sz, ..., Sp—1 les instants pour lesquels Q;(s) s’annule, pris dans I'ordre
chronologique sur [sg = 0, s, = S]. On note Ij 'intégrale de €, sur l'intervalle [sk_1, Sk]
(0 < k < n). Soit s(t), le changement de paramétrage cherché, et soient ¢ty = 0, ¢,
ta, ..., th—1 et t, = T, les instants tels que s(tx) = sk (0 < k£ < n). On note mg la
restriction de w; a 'intervalle [tx_1,%x] (0 < k < n). L’objectif est de déterminer a quel
modele correspond chacun des my.

Calcul d’un seul modéle my: solent sp_; et s deux dates telles qu’on cherche
a calculer un modeéle my sur [sg-1,s;]. Deux cas de figure peuvent apparaitre dans
I’algorithme général: soit sy = S; dans ce cas les valeurs finales de la vitesse et de
’accélération sont connues et on doit calculer I’'un des modeéles présentés en figure (4.6) ;
soit s < S; dans ce cas la vitesse finale est nulle et I’accélération finale est inconnue,
my est alors un modele de type M8. Les algorithmes correspondant a chacun de ces cas
sont respectivement présentés dans les tableaux (4.2) et (4.3).

Il faut noter qu’il est possible de tester I’existence de solutions pour les systémes
(4.22) et (4.23) en calculant effectivement my et en testant la validité de la solution
obtenue (0 < ¢, < t; < t3). Par ailleurs, une optimisation tres efficace peut étre intro-
duite a ce niveau en calculant directement un modeéle de type M7 lorsque la valeur de I,
dépasse un certain seuil. D’une part on évite de calculer des modéles inadaptés, d’autre
part, le calcul du modéle M7 est extrémement rapide

Calcul de tous les modéles de lintervalle [0,S5]: I’idée est d’enchainer le calcul
des modeles tel qu’il a été décrit ci-dessus en respectant 'ordre chronologique. Ainsi, les
conditions finales du modele my_; servent de conditions initiales au modéle my.

Toutefois, le fait que les conditions initiales d’un modeéle puissent étre modifiées

100



4.5. OPTIMISATION DE TRAJECTOIRE

Si le systéme (4.22) n’admet pas de solution pour w;,, w/_, wy,, wi, et Iy

Alors
Si Sk-1 = 0

Alors

| Arrét: il n’y a pas de solution

Sinon

l Corriger les conditions initiales comme indiqué en (4.24)

Fin Si

Sinon

| Calculer mj comme un modéle M0

Fin Si

Tant que toutes les contraintes dynamiques ne sont pas respectées

Corriger my, en y insérant un palier de saturation et calculer le modéle correspondant
parmi M1, M2, M3, M4, M5, M6 et M7

Fin Tant que

TaB. 4.2 - Calcul d’un modéle complet

pour pouvoir poursuivre les calculs pose un probleme: a I'issue du calcul du modele my,
les conditions initiales du modéle my peuvent différer des conditions finales du modéle
mi_1. Dans ce cas les conditions de continuité ne sont plus vérifiées. Pour résoudre ce
probleme il faut ajouter une étape supplémentaire pour corriger les conditions finales
des modeles pour lesquels la continuité avec le modéle suivant n’est plus vérifiée.

Cette étape de correction est faite dans le sens chronologique inverse. En effet, le fait
de corriger les conditions finales d’un modele peut nous amener & modifier les conditions
initiales de ce méme modele ; dans ce cas il faudra propager les corrections au modéle
précédent. On aboutit alors & I’algorithme présenté dans le tableau (4.4). Si au terme
de ce calcul, les conditions initiales du modeéle m; ne correspondent plus aux conditions
initiales imposées en t = 0, c’est que le probleme n’admet pas de solution.

4.5.3 Calcul de la trajectoire et des nouvelles variables

A Dissue de I’étape précédente, on dispose d’une variable w,, polynomiale par mor-
ceaux, définie sur un intervalle [0, T], dont chacun des morceaux sature ’une des con-
traintes imposées a cette composante. Pour en déduire la trajectoire, il faut calculer le
changement de paramétrage s(t). Nous avions vu dans la partie 3.5.2 que le changement
de paramétrage cherché, s(t), est la solution de ’équation différentielle (3.21), avec les
conditions initiales (3.22). Ici, cela se traduit par le systéme:

wz(t) = Qz(s)s'(t) 5(0)=0 s0y=1 §"(0) =0
Or, w;(t) est justement le modéle qui a été calculé & I’étape précédente, et Q,(s)
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Si le systeme (4.23) n’admet pas de solution pour w;,, w!_, wy, et I,
Alors

Sis_1=0

Alors

| Arrét: il n’y a pas de solution
Sinon

| Calculer le modele de type M9 correspondant et corriger les conditions initiales

Fin Si

Sinon
| Calculer my comme un modele de type M8
Fin Si
Si Paccélération en t, dépasse la borne
Alors
Calculer my comme un modéle de type M0 avec wy, =0 et wy, = sz;

Tant que toutes les contraintes dynamiques ne sont pas respectées

Corriger my en y insérant un palier de saturation et calculer le modéle corres-
pondant parmi M1, M2, M3, M4, M5, M6 et M7

Fin Tant que
Fin Si

TaB. 4.3 - Calcul d’'un modéle de type M8

est la commande initialement calculée le long du chemin paramétré Q(s). On se ramene
donc & une équation différentielle du premier ordre, en s et s/, avec les conditions initiales
indiquées.

Ce probléme se résoud trés facilement par des méthodes numériques. Une fois que le
changement de paramétrage s(¢) est connu sur ’intervalle [0, T], on peut recalculer ¢(t) =
Q(s(t)) et ¢'(t) = Q(s(t))s'(t). De méme, on peut calculer les deux autres composantes
du vecteur vitesse instantanée de rotation, wy (t) = Q,(s(t))s'(¢) et w,(t) = Q. (s(t))s'(t).

4.5.4 Changement d’axe de saturation

Jusqu'a présent, ’optimisation ne concernait que la composante w,. Supposont main-
tenant que la trajectoire obtenue en 4.5.3 est telle que la variable w,(t) obtenue ne res-
pecte pas toujours toutes les contraintes qui lui sont imposées. Dans ce cas, il suffit de
calculer l'intervalle {t;,ts] C [0, T] sur lequel wy, sera saturée. En reprenant les principes
énoncés en 3.8, deux cas peuvent se présenter:

— seules les contraintes sur me et sur ﬁmy sont dépassées, dans ce cas, il suffit de
recommencer le calcul de trajectoire sur ¢(t), ¢t € [t;,ts] en cherchant a saturer wy;
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Pour k=1,2,...,n-1

Calculer m; comme un modeéle de type M8 selon l'algorithme présenté en (TAB.
4.3)

Fin Pour
Calculer m,, comme un modeéle de type M0 selon I’algorithme présenté en (TAB. 4.2);
Pour k=n-1,n-2,...,2,1

Si les conditions finales de mj, different des conditions initiales de my_;

Alors
Imposer comme conditions finales a m; les conditions initiales de my_;;

Calculer my comme un modele de type MO selon 'algorithme présenté en (TaB.
4.2)

Fin Si

Fin Pour

TAB. 4.4 - Calcul des modéles pour la composante w,

- la contrainte sur €y, est dépassée, dans ce cas il faut recalculer les bornes de
I’intervalle sur lequel les calculs doivent étre recommencés, comme indiqué en 3.8.2.
Ce point est détaillé ci-dessous.

Pour calculer la borne inférieure to de l'intervalle sur lequel c’est la composante wy qui
doit étre saturée, on cherche a construire une nouvelle variable polynomiale par morceaux
selon le procédé illustré en figure (3.10). C’est a dire qu’on recherche un instant ¢y < t;
et un instant t; > ¢; tels qu’on puisse construire sur [to,t;] un polynéme de degré 2 p(t)
vérifiant :

p(to) = wy(to) P (to) = wy(to) P(t)=~Qm,  (4.25)
p(t1) = Qnm, P(t) =0 (4.26)
On en déduit immédiatement ’expression de p(t), en fonction de ¢o:
(t — to)?
2

Or le calcul des nouvelles variables est & priori un calcul numérique, donc on ne connait
pas exactement w,(t). On prend donc une approximation wy(t) = v(t) par exemple une
approximation parabolique :

p(t) = wy(to) + wy (to) (t — to) — O,

(t —t;)?

v(t) = wy(ti) +w, () (t - ) + wy ()
Dans ce cas, en utilisant (4.25), le polynéme p(t) s’écrit:

/ " (tO - ti)2
P(t) = wy(ts) + wy () (to — &) +wy (ti)T +
(w) (t:) + Wl () (to — £:)) (t — to) — Qpm, @
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Les équations (4.26) nous permettent alors de calculer ¢ :

wy(t:) + u{.!'/’(t,-)(to - )

ty =t + &
my

Il suffit alors de résoudre p(t;) = Q,, pour obtenir la valeur de to. Une démarche
identique peut étre appliquée pour calculer la borne supérieure de l'intervalle.

4.5.5 Prise en compte de la matrice d’inertie

Le probléeme initial avait été simplifié pour pouvoir appliquer la méthode générale.
En fait, jusqu’a présent, nous avons considéré que la matrice d’inertie du satellité était
diagonale et constante. Or ce n’est généralement pas le cas: des termes de couplage
apparaissent, il y a donc des termes extra diagonaux dans la matrice d’inertie ; de plus
il peut y avoir des parties mobiles, donc la matrice n’est pas forcément constante. Nous
allons montrer ici comment adapter la méthode présentée pour résoudre le probleme
(4.2).

Soit I, la matrice d’inertie du satellite. Les bornes ne portent plus sur la vitesse
de rotation et ses deux dérivées mais sur le moment , le couple et sa dérivée (que nous
appelerons toujours jerk). Le moment M(s) peut alors étre représenté comme un vecteur
de R3 défini pour toute valeur du paramétre s € [[0, S] par:

M(s)=1(s)- Q(s)

Si la matrice I était constante, il suffirait de remplacer Q par M dans tout ce qui
a été fait jusqu’a présent et le probléme serait résolu. Le fait que I varie avec le temps
nous empéche d’appliquer directement cette méthode. En effet, la méthode présentée
pour le probleme simplifié exploite I’équation (4.19). En notant m(t) le moment aprés
le changement de parametrage s(t), cette équation se réécrirait:

m(t) = &/ ()M(s(t)) = & ())1(s) - Q(s)

Or, les variations de I sont dues a une évolution de la dynamique du systeme indé-
pendante de la commande. En 'occurrence, les variations de I sont dues au changement
d’orientation d’un panneau solaire et elles ne dépendent que de la position du satellite
sur son orbite. Ainsi, nous ne connaissons pas I(s). Par contre nous pouvons calculer
I(t) qui représente la matrice d’inertie en chaque instant ¢ > 0. Pour calculer I(s), il est
nécessaire de connaitre le changement de paramétrage s(t); on a alors I(s(t)) = I(t).
Or s(t) est justement l'inconnue, il faut donc contourner le probléme. Pour cela nous
proposons deux solutions: une méthode itérative qui utilise des approximations succes-
sives de I(s) et une méthode qui recalcule directement I(s) mais qui n’exploite plus la

conservation de l’intégrale.

Approximations successives de I(s)

Commengons par étudier ’effet de cette matrice sur la solution finale que nous
apporterons au probléme: la commande que nous calculons est €, qui ne dépend que
de lattitude ¢ et de sa dérivée. Or, nous avons calculé un chemin en attitude tel que le
rendez-vous soit réalisé exactement, par exemple par la méthode proposée en 4.4.3. Le
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changement de paramétrage s(t) que nous choisirons ne modifiera pas le chemin suivi;
par contre il aura une influence sur les maximums atteints par les diverses variables
du systéme. De plus il déterminera le temps nécessaire pour réaliser le rendez-vous. Un
mauvais choix pour ce paramétrage pourra soit nous faire perdre du temps par rapport
a la solution optimale, soit nous faire calculer une solution qui ne respecte pas les
contraintes dynamiques. C’est précisément a ce niveau que se répercuteront les erreurs
faites sur I(s).

Or, toutes ces quantités ne sont que de bonnes approximations et on peut estimer
Perreur sur les contraintes dynamiques et sur I(t). Il est alors inutile de calculer I(s)
avec une plus grande précision. La méthode est alors trées simple : il suffit de construire
une suite de changements de paramétrages sp, Sy, ..., Sp, ainsi que la suite de matrices
Io(s), I1i(s), ..., I(s), de la fagon suivante:

~ initialement, on pose so(t) =t et Iy(t) = I(t);

— al’étape k+1, on calcule le changement de paramétrage s en utilisant la matrice
It et on en déduit It4y(sk+1(t)) = I(t), ce qui nous permet de calculer la variable

Me41(t) = kg () Ik (sk41(2)) - Q(sk(t)) 5

— finalement on arréte les calculs a I’étape n lorsque la variable m, () et ses deux
premiéres dérivées vérifient toutes les contraintes dynamiques tout en étant proches
des conditions optimales.

Pour que cette méthode fonctionne, il est nécessaire que les variations de I(t) soient
« faibles ». Ce sera effectivement le cas lorsqu’il s’agira du mouvement d’un panneau
solaire puisque la période du mouvement est égale a la durée de rotation du satellite
autour de la Terre, et ’amplitude est relativement faible puisque la masse du panneau
est faible par rapport a la masse du satellite. Si 'amplitude des variations augmente,
la convergence risque d’étre plus lente. Par contre, une augmentation exagérée de la
fréquence des variations peut étre tres pénalisante.

Pour accélérer la convergence et diminuer les temps de calculs il est possible de
conserver les calculs effectués a ’étape k au début du chemin. En effet, initialement
’erreur est nulle, ce n’est qu’au bout d’une certaine durée qu’elle deviendra significative.

Calcul direct de I(s)

Pour les cas ou le calcul de I(s) par approximations successives ne serait pas adapté
(variations trés rapides de la géométrie du satellite) il reste la possibilité d’effectuer le
calcul d’optimisation sans tenir compte de la conservation de ’intégrale. Dans ce cas le
calcul des modeles ne peut plus se faire en calculant la solution d’un systéme d’équations
algébriques car il manque une équation. On se retrouve dans le cas le plus général,
ou il faut calculer I'une des dates de commutations du modéele, par approximations
successives. Il faut alors choisir arbitrairement ’une des dates de commutation, effectuer
les calculs et corriger le modeéle en fonction de P’erreur sur ’attitude finale. Pour avoir
une valeur approchée de la date de commutation inconnue, on peut toujours commencer
par résoudre le probleme simplifié qui ne tient pas compte des variations de la matrice
de rotation.
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4.6 Optimisation des chemins

Pour optimiser les chemins nous allons exploiter le fait qu’une rotation autour de
’axe x (respectivement y ou z) peut étre obtenue en composant des rotations autour des
axes y et z (respectivement z et x, ou x et y). Cette approche rejoint le probleme de la
commande de satellites avec deux moteurs. Plusieurs solutions ont déja été présentées,
soit en boucle fermée comme dans [Siguerdidjane93] ou en boucle ouverte, comme dans
[Leonard et al.93]. La solution itérative que nous proposons ici exploite a nouveau le fait
que les solutions optimales correspondent au cas ou les commandes sont saturées.

Pour commencer, en 4.6.1 nous allons établir les relations qui permettent d’obtenir
une telle rotation dans le cas général et dans le cas ol les rotations sont représentées par
des quaternions polynomiaux. Puis en 4.6.2 nous déduirons de ce principe une condi-
tion nécessaire pour que le chemin soit optimal. Cette condition peut étre directement
exploitée pour optimiser les chemins en attitude.

4.6.1 Principe de base
Solution générale

L’expression (2.19) avait permis de mettre en évidence que la composition de ro-
tations se traduit par un produit de quaternions; or les regles de multiplication don-
nées dans la table (2.1) nous indiquent que 7 = j - k. Cherchons donc un quaternion
g =a+1iz+ jy+ kz, défini sur [0, 7], tel que:

- q(0) =1et q(T) = cos(a/2) + i sin(a/2);
— la composante x de 2 = 2(¢g™! - ¢) est nulle pour tout ¢ € [0, T].

Pour que la composante x de € soit nulle, il suffit que I’équation différentielle suivante
soit vérifiée:

at — ar — yz + yz (4.27)

Si on restreint les angles de rotation & | — 7 /2, /2|, la partie réelle de ¢ ne s’annule pas
et la solution de ‘cette équation différentielle est :

2= ag) [ WD =40t

Pour s’affranchir des cas ou a(t) s’annule, il suffit de choisir a et 2z de fagon a ce
qu’ils ne s’annulent pas simultanément. L’intervalle [0, 7] peut alors étre partitionné de
fagon & ce que les zéros de a soient isolés des zéros de z. Si on note [t;,t;+1] C [0,T] un
intervalle sur lequel a ne s’annule jamais et [t;,¢;41] C [0, 7] un intervalle sur lequel z
ne s’annule jamais, on peut poser :

Vt € [ti,tit1] Z{t) = % +a(t) /t y(T)é(Ti(;)gi(T)z(r) dr
Vil ti]  al) = z(?(j;)tj) vat) y(r)z(rz(;)g(r)z(f) i
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Cette solution générale n’est pas tres facile a utiliser. En effet, si on souhaite calculer
formellement z (respectivement a) il faut choisir a, y et z (respectivement z, y et z) de
fagon a pouvoir calculer I'intégrale du second membre.

Cas des quaternions polynomiaux

Dans le cas particulier des quaternions polynomiaux on peut s’affranchir de l'inté-
gration. Toutefois, pour réaliser un rendez-vous particulier il est généralement nécessaire
d’utiliser plusieurs polynémes. En effet, pour un quaternion @y, dont les composantes no-
tées a1, =1, Y1 et 21 sont polynomiales de degré d, la condition (4.27) revient a chercher les
coefficients de a1, z;, y; et z; de fagon a ce que le polynoéme P, = ay&1—6121+01 21— %1
soit nul. Il faut donc que chacun des coefficients de P, soit nul. Or P; est de degré 2d -2,
ce qui impose 2d — 1 relations entre les coefficients de a;, z;, y; et z;. Ces relations
s’ajoutent a celles qui sont imposées par les conditions de jets, ce qui augmente forte-
ment le degré des polynémes. A titre d’exemple, en restant dans les cas ou ’attitude,
la vitesse de rotation et l’accélération angulaire sont imposées a |’instant initial ¢ = 0
et a 'instant final ¢ = T, on aboutit a des polynomes de degré 9. Il est donc préférable
d’utiliser des quaternions polynomiaux par morceaux pour manipuler des polynémes de
degré plus faible.

Pour donner un apergu des restrictions apportées lorsqu’on impose a 1’'une des compo-
santes de la vitesse de rotation d’étre nulle, détaillons maintenant les cas des quaternions
de degré 1 et 2. Nous ne nous intéresserons qu’au probléme du rendez-vous en attitude,
sans tenir compte de la vitesse et de ’accélération a l’instant initial et a I'instant final.
Nous noterons g; = 1 P’attitude initiale et ¢y = ay + zs7 attitude finale.

Quaternions de degré 1 On cherche a enchainer plusieurs rotations, décrites par
des quaternions polynomiaux de degré 1, telles que:

- la composante selon x de chacun des vecteurs vitesse de rotation correspondant
soit nulle ;

- le chemin en attitude correspondant soit de classe C° (on ne cherche pas & obtenir
la continuité sur les composantes de la vitesse) ;

— l'attitude finale est de la forme cos(a/2) + i sin(a/2).

En posant les équations du mouvement, on obtient une solution en utilisant 3 quater-
nions. Si on définit le quaternion Q;(s) sur [0, 1], Q2(s) sur [1,2] et Q3(s) sur [2, 3], les
solutions sont de la forme:

1 1 1
W= ] =510 @e= |66ty
bs b—d(1-s) (b+d)(3 - s)

Il suffit alors de choisir un changement de paramétrage s(t) tel que les vitesses de
rotations et les accélérations angulaires soient nulles sur les points de discontinuité.
Ainsi, si on note t; et t3 les instants définis par s(t;) = 1 et s(t2) = 2, s doit vérifier:
S(tl) = 0, é(tg) = 0, §(t1) =0et g(tg) = 0.
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Cette solution montre qu’il est possible d’effectuer une rotation autour de I’axe x en
n’utilisant que les composantes y et z de la commande. De plus, les expressions obtenues
montrent clairement que le mouvement peut étre réalisé en bornant les écarts par rapport
a la position initiale ; pour cela il suffit de borner les valeurs de a, b, c et d. Par contre,
techniquement elle n’est pas trés satisfaisante car pour obtenir une commande lisse, on
est obligé de s’arréter 2 fois pour négocier les singularités du chemin. Pour obtenir de
« meilleures » solutions, il faut augmenter le degré des polynémes et éventuellement leur
nombre.

4.6.2 Condition nécessaire d’optimalité du chemin
Enoncé de la condition nécessaire

Intuitivement, on peut dire que si la trajectoire optimale ne sature qu’une seule
composante, x par exemple, sur un intervalle de temps, c’est qu’on n’exploite pas au
mieux les rotations autour des deux autres axes. En effet, une partie de la rotation qui
a été effectuée autour de x aurait pu étre faite en composant des rotations autour de y
et z.

Soient [' un chemin permettant de réaliser un rendez-vous, g, définie sur
[0,T1], la trajectoire optimale obtenue pour T, et  la vitesse de rotation
calculée a partir de q. Une condition nécessaire pour que le chemin I' soit un
chemin optimal est qu’il existe une partition de [0, 7] telle que sur chacun
des intervalles de la partition, ) sature au moins deux de ses composantes.

Pour démontrer cette condition nécessaire nous allons nous restreindre au probleme
simplifié pour lequel les contraintes dynamiques s’appliquent directement aux compo-
santes du vecteur vitesse instantanée de rotation et a ses dérivées, comme indiqué en
(4.3). L’idée générale est alors de montrer que si la vitesse de rotation ne sature qu’une
seule composante, sur un intervalle [0, T], alors il est possible de construire un chemin
[y vérifiant les mémes conditions de jets aux bornes de I'intervalle, pour lequel la tra-
jectoire optimale est plus rapide. L’étape intermédiaire consistera en fait & construire
une trajectoire, définie sur [0, 7], le long de 'y, qui ne sature aucune contrainte.

Preuve de la condition nécessaire

Soit I'g le chemin en attitude suivi par le satellite. Soit go(t) la trajectoire optimale
définie le long de ce chemin, calculée en appliquant la méthode proposée en 4.5. Soit enfin
Q(t) le quaternion représentant le vecteur vitesse instantanée de rotation, ﬁo(t), dansle
repere lié au satellite. Soit enfin, [0, T] un intervalle de temps pour lequel la saturation ne
concerne que la composante x de €. Pour la commodité des notations, nous supposons
que cette composante ne change pas de signe sur [0,T] et nous restreignons le probleme
a cet intervalle.

La composante x joue un réle particulier ici puisque c’est ’'unique composante de
Qo qui soit saturée. Décomposons donc o afin d’isoler cette composante. Pour cela,
considérons le quaternion go comme le produit de deux quaternions go = qo,, - o, définis
comme suit :

— go, est un quaternion dont les composantes selon y et z sont nulles ;
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— Qo est tel que la composante x du vecteur vitesse de rotation associé est nulle.

Les vitesses de rotation associées a chacun de ces quaternions ont alors les expressions
suivantes, dans le repére mobile correspondant :

Qo, =2 4o, - Jo, Qo,. = 2qo,, - Go,.
En appliquant la formule de composition des rotations établie en (2.29), on obtient:

Qo = Qo, + o, - o, * 0. (4.28)

Or, la composante selon x de Qp,, est nulle; ceci reste vrai pour toute rotation de
ce vecteur autour de I’axe x. Cette derniére décomposition est donc toujours possible et
elle est tres facile a obtenir. En faisant le changement de repere adéquat, on peut avoir
go, (0) = 1; dans ce cas, a l'instant t = T, go,(T") représente une rotation autour de x
d’un angle ap. Cet angle est directement obtenu a partir de ’intégrale de la composante
x de Q.

Soit I'y, un nouveau chemin réalisant le méme rendez-vous que I'y. Soit ¢; une trajec-
toire définie le long de I'y, sur 'intervalle [0, T]. On décompose le quaternion ¢; comme
un produit ¢, = q1,, - g1, en appliquant le méme principe que précédemment, I’angle
représenté par le quaternion ¢;_(7T") étant noté a;. On a alors les vitesses de rotations
associées a chacun des termes:

D1, =2q, 41, Q. =2q1,, - q1,.
La vitesse de rotation associée a ¢; a alors I’expression suivante :

=N, +q, Uy, q, (4.29)

Etant donné que o et §; réalisent le méme rendez-vous, dans le méme temps, le fait
que Q;_(t) ne sature aucune contrainte lorsque ¢ décrit [0, T] implique que I'intégrale de
Q;, est inférieure, en valeur absolue, a I'intégrale de Qg_, sur [0,T]. Or ces intégrales
correspondent aux angles de rotation oy et ag. La condition nécessaire et suffisante pour
pouvoir construire ¢; de telle sorte que €2;, n’atteigne aucune contrainte est que o soit
strictement inférieur a «p.

I reste donc & chercher les conditions pour que les composantes de {2;,, n’atteignent
pas les contraintes qui leur sont imposées. Pour cela définissons ¢;,, a partir de go,, :
soient e, le quaternion défini sur [0,T] tel que ¢1,,(t) = e(t) - go,,(t), et &€ = 2€-¢é =
vzX + vyy + v,z le vecteur vitesse de rotation associé a e, exprimé dans le repére mobile.
On peut alors exprimer €, ainsi:

M,. = o, - € - Goyz + oy, (4.30)

De méme, on peut exprimer ¢;, a partir de go, en introduisant le quaternion f véri-
fiant ¢;, = qo, - f. Ce nouveau quaternion définit une rotation autour de x uniquement,
donc la vitesse de rotation F =2 f - f qui lui est associée n’a qu’une seule composante
non nulle: sa composante selon x. On peut alors détailler les expressions de €;, et

qlz ) Qlyz 'qu:
Q, =Qo, +F G, - Qyz G, =f- ((70'5'40-5-@0, 'Qoy,;(Io,) - f
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En substituant ces expressions dans 1’équation (4.29) on obtient:
Y=, +F+f- (Go- € - g0+ o, o, 'QO,) - f

En comparant cette expression avec celle de g, établie en (4.28), et en tenant compte
des hypothéses, on sait que le produit o, - Qo,, - go, ne sature aucune des contraintes
sur y et z (sa composante x étant nulle). Par ailleurs, si on impose des bornes sur |é|, |€é]
et '€, on peut en déduire des bornes sur |£|, || et |&], et par conséquent on en déduit
des bornes sur |go - € - go] et ses deux premiéres dérivées. Ainsi, on peut garantir que
le produit go, - Qi,, - go, ne sature aucune contrainte, si on s’assure que les valeurs de
€], € et || restent suffisamment faibles. De méme, le produit §i, - Q1,, - g1, ne sature
aucune contrainte si les valeurs de |1 — f|, | f| et |f| restent suffisamment faibles.

Pour calculer les bornes qu’il faut imposer au module des dérivées de e, il faut
développer le produit §,-€-go-. Si go est un quaternion unitaire tel que go = a+zi+yj+zk,
la composante x du produit est nulle si la relation suivante est vérifiée:

Ve = T 57 oy (@Y Haz) vyt (2 —ay)v.) (4.31)

Cette expression est définie lorsque 1 — 2y? — 22% £ 0, dans ce cas on obtient:

0

1 0
1—2y2 —222 | (1 -22% - 2y%) vy + 2(az — yz) v,
(1- 222 -~ 22%) v, — 2(az + yz) vy

9, € q, =
(4.32)

Lorsque 1 —2y? — 222 =0et zy+az#0,0n a:

_ay—zz 1

= Go. - & - qo. =
zy+azvz QOx qoa: 2

0

1 0
zy+az | (22— 2%) v, + (ay + z2) v,
(az + y2) vy + (az — zy) v,

Uy

Enfin, si 1 - 2y%? —222=0et zy+az =0, on a:

0
=0 fo. - £ - qo, = 0
v = %o, P: = | 2202 = 4220, + (1-4z%) v,

22v/2 — 422 vy + (1 - 42%) v,

Ces trois cas sont tout a fait similaires et ils permettent de calculer des bornes sur
deux des composantes de £. Pour préciser ce point nous nous restreignons au cas général,
décrit par les équations (4.31) et (4.32). Nous allons légerement simplifier les notations
en écrivant ces équations sous la forme:

0

0
CyUy + C, U,
dyvy +d,v,

vy = byvy + b,v, Go, ' €-q, =
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Soient M, et M, des majorants imposés aux composantes y et z du produit go, € qo, -
Ces majorants doivent vérifier:

M, < me - ‘(ijoz ) Qoyz ) qox)yl M, <Qp, — |(qoz ) QO,,, ’ qox)z'
On peut alors imposer aux composantes v, et v, de & les inégalités suivantes:

leyvy| + leavz| < M,y |dyvy| + |d,v,| < M,

Ce qui nous permet de définir une borne V,, telle que:

lvy| < Vi || < Vi

szmin< M. M, )

y
ley| + lez| " dy| + |d]

Il n’est pas utile de tenir compte de la troisiéme composante v, de £ puisqu’elle est
entierement déterminée des que vy et v, sont fixés.

En appliquant le méme principe, on peut calculer les majorants My et M, imposés
aux composantes y et z de la dérivée du produit o, - £ - go,. Les dérivées v, et 0, doivent
alors vérifier:

leyty| + |e202] + |éyvy| + [E2v2] < My (4.33)
|dyby| + |dz, ] + dyvy | + |dsv2] < M, (4.34)
Pour résoudre ce systéme il faut éliminer v, et v,. On commence par contréler la co-

hérence entre les diverses valeurs. En particulier, si (|¢,| + |é.]) Vin > M, ou (|dy| +
|d.|) Vin > M, on commence par réduire la valeur de V,, en prenant par exemple:

M, M
V,, = min v F vy < V, v, < Vi
(2|cy|+2lcz| 2Idy|+2|dz|> |vy| < Vim |02

Il suffit alors de remplacer v, et v, par V,, dans (4.33) et (4.34).Ceci nous amene au
systéme:

leyyl + lestz] < My = (Iey] +1é2)) Vin  1dydy| + |dot| < M = (Idy] + |d:]) Vim

On en déduit immédiatement une borne sur v, et v,:

v min (M — (gl + 12D Vi M. = (dy| + 1d2]) Vi

, - , . : Vgl < Vi 05] < Vi
2161+ 216 21d, |+ 21ds) ) O] < V104

En dérivant & nouveau et en appliquant le méme procédé on peut alors déterminer
une borne V,, sur ¥, et ,, ce qui nous donne une condition suffisante pour que g, -
1,. - qo, ne sature aucune contrainte:

|vy| < Vim 9y < Vim 15y| < Vin
[v2] < Vim [0,] < Vim 15| < Vim

Il reste a reporter ces contraintes sur e. Les expressions de £ et de ses deux premiéres
dérivées sont:

£=2-¢ £ =2 -6+ 2é E=2¢ € +46-6+26-¢
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Si on note m, M et #i les majorants respectifs de |€|, |é| et |'€'|, on peut écrire:

€| < 27 £ < 21 + 2m? £ < 2iii + 6min

Ceci nous permet enfin d’établir une condition suffisante sur 7, 7 et 7t pour que le
produit go, - §21,, - o, ne sature aucune contrainte: '

(M [y w1 e M
™m = min VTV m=min | M — m, - m=M-3mm

(4.35)

Soient m, ™ et m des majorants définis par (4.35). Soit e un quaternion
unitaire vérifiant les trois inégalités |é] < m, |é] < m et |€| < mi. Si la
composante X du vecteur vitesse associé £ = 2¢-¢ est nulle, alors le quaternion
q1,, = € qo,. est tel que le vecteur vitesse associé 0y, = 241, * q1,. Vvérifie:

- la composante selon x de go, - ,, - go,est nulle;

- les composantes selon y et z de ¢, - {1, - o, ne saturent aucune
contrainte.

Les quaternions gq, et go,, correspondent a la décomposition donnée par
I’équation (4.28).

Il reste alors a calculer les conditions sur le quaternion f pour que le produit ¢,
Q1,. - @1, ne sature aucune contrainte. Soient wy, et w, les composantes selon y et z de
Go, - S, * qo,- Soit ¢ I'angle de la rotation représentée par le quaternion unitaire f. Un
calcul direct nous donne, aprés simplification :

0

0
wy €os ¢ + w, sin ¢
W, COS ¢ — wy sin ¢

q1y. Sy, " q1,, =

On en déduit immédiatement un majorant ¢, de |¢]|:

. . Q= wy| S, = w2
¢m = min | arcsin —~————= arcsin ————
fwz | |wyl
Il faut noter que si I’'une des deux composantes wy ou w, s’annule, alors toute valeur de

¢ convient.
Soient w, et w, les composantes selon y et z de la dérivée de go, - Qlw * go,. En
dérivant I'expression de qi, - Q1,, - q1,, on obtient les inégalités:
Wy cos ¢ + W, sin ¢ + ¢ (wycosd — wy sin ) < me
W, €OS P — Wy, sin ¢ — é (wy cos ¢ — w, sin @) < O,
On se retrouve dans une situation équivalente a celle rencontrée avec les inégalités (4.33)

et (4.34),on peut donc étre amené a réduire la valeur de ¢,,. Moyennant cette précaution,
on peut prendre é» comme majorant de |¢| ém étant défini par:

é& — min (me — |y| = |w,|sin ¢, sz = |@z| = |y|sin ¢m>
m =

|w2| + |wyl sin ¢, ’ |“’yl + |w;|sin ¢
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En dérivant a nouveau, on pourrait aussi définir un majorant bm pour |¢>| Toute
fonction ¢(t), définie sur [0,7], qui respecte ces trois majorations en chaque instant
permet de définir le quaternion f par I’expression f(t) = cos(t)/2 + sin ¢(t)/2. Ce
quaternion est tel que si go, - {21, - go, ne sature pas les contraintes sur y et z, alors
q1, - S, - q1, ne les sature pas non plus.

Ainsi, si on impose des bornes sur [Q;,, — Qo,.| et ses deux premiéres dérivées,
on peut en déduire des bornes sur chacune des composantes des £ ; par conséquent on
en déduit une borne sur les composantes de é d’oll une borne sur I’angle final donné
par e(Tp). En prenant a; strictement inférieur a cette borne, on a une trajectoire ¢ (t)
définie sur [0, Tp] qui ne sature aucune des contraintes, donc la trajectoire optimale pour
le chemin I'; permettra de réaliser le rendez-vous en un temps T3 < Tp.

4.7 Programmation de I’algorithme

L’algorithme de calcul de trajectoires optimales en temps a été programmé en C++-.
Partant des conditions de rendez-vous données sous la forme indiquée en (4.1), on ap-
plique les formules (4.10) et (4.11) pour obtenir les conditions de jets. On en déduit
directement I'expression du chemin en appliquant les formules d’interpolation (4.15).

Le calcul de la trajectoire optimale est plus délicat & programmer efficacement, nous
apportons donc ici quelques éléments importants pour la mise en ceuvre de cette étape.
L’objectif a atteindre est de fournir une commande polynomiale par morceauz, dont
chacun des morceaux est de degré 4, telle que ’erreur sur attitude finale soit inférieure
4 ¢ (de l'ordre de 107 rad), les autres conditions de rendez—vous étant exactement
vérifiées. Dans les parties 4.7.1 & 4.7.7 nous détaillons point par point les étapes du
programme qui réalise cet objectif a partir du chemin en attitude.

En 4.7.8 nous faisons un bilan général sur la programmation de cet algorithme. Nous
y évoquons des éléments aussi diversifiés que les difficultés concernant la structure du
programme, les problemes liés aux méthodes numériques employées et les performances
générales.

4.7.1 Echantillonnage

Pour effectuer les calculs il est nécessaire de passer par des étapes numériques, il
faut donc échantillonner le chemin suivi. La liste d’échantillons centralise toutes les
informations décrivant le chemin, la commande, le changement de paramétrage et la
trajectoire. Ainsi, chacun des échantillons devrait comporter les données indiquées dans
le tableau (4.5). Pour des commodités de calcul, cette structure de base pourrait étre -
complétée, par exemple elle pourrait aussi inclure Q(s;), Q(s;) et w(t;).

Nom | s |Q(si) | Qo) | Qs / _““Q(a)da t | wt) | s(t)

Ensemble | R H H R3 R3 R| R R

TAB. 4.5 - Description d’un échantillon

L’échantillonnage des s; est arbitraire. L’élément que nous proposons d’utiliser pour
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Sis; =8

Alors

| Terminé

Fin Si

Calculer une valeur approchée de l'intégrale de Q sur [s;, s;41] par une méthode directe
Si Perreur sur I’intégrale est trop importante

Alors
Créer un nouvel échantillon en s = (s; + s;4+1)/2 et l'insérer dans la liste apres
I’échantillon s;

Initialiser les valeurs de Q(s), Q(s), Q(s) pour le nouvel échantillon
Mettre a jour Vintégrale pour I’échantillon s; (appel récursif)
Sinon
l Mettre a jour l'intégrale pour I’échantillon suivant dans la liste (appel récursif)

Fin Si

TAB. 4.6 - Mise a jour de l’intégrale pour l’échantillon s;

le choix de la fréquence d’échantillonnage est I'intégrale des composantes de 2 entre deux
échantillons. Cette intégrale doit étre calculée numériquement, on peut donc choisir une
méthode directe pour calculer une approximation de cette intégrale sur un intervalle
(s, Si+1] et évaluer Perreur correspondante. Dans ce cas, I’échantillonnage peut étre fait
récursivement comme indiqué dans le tableau (4.6). L’initialisation consiste a créer les
deux échantillons en s = 0 et en s = S & partir des conditions de jets et des conditions
de rendez-vous.

Remarque 4.7.1 Lors de l’échantillonnage il est utile de repérer les dates auzquelles les
composantes de §) s’annulent. Pour chacune de ces dates il faut créer un échantillon et
pour chacune des composantes de ) on gérera la liste des dates auzquelles elle s’annule.

Au terme de cette opération, on dispose d’une liste de n + 1 échantillons, illustrée
par la figure (4.7), ot chacun des échantillons s; est initialisé avec les valeurs de Q(s;),
Q(s:), Qs;) et f:“‘“ Q(o) do; le reste des données étant encore inconnu.

so=20 s;=0 spn=2S
Q(so) Qs Qlsn)
Q(s0) Q(s) Q(sn)
59(80) . ) fll(s,-) . Q(sn)
/solﬂ(a)da /s"+ Qo) do 0

TaB. 4.7 - Liste d’échantillons au terme du processus d’échantillonnage
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4.7.2 Calcul des modéles pour une variable

Au terme de I’étape d’échantillonnage, détaillée en 4.7.1, on dispose des informa-
tions suffisantes pour pouvoir calculer les modéles associés a ’'une des variables. Nous
supposons ici qu’il s’agit de la composante €2, et nous notons X; l'intégrale de Q, sur
I'intervalle [s;, sj+1). Enfin, nous ne considérons plus forcément I'intégralité du chemin:
le calcul des modéles peut étre limité a un sous—ensemble [S;, Sf] de l'intervalle [0, S];
on suppose que les valeurs de w et w' sont connues en chacune des bornes S; et Sy.

Un modéle est entiérement spécifié par les données indiquées dans le tableau (4.8).
Les conditions aux bornes v; et a; représentent respectivement la vitesse w et ’accéléra-
tion w' en S;, de méme, vy et as représentent respectivement la vitesse w et ’accélération
W' en Sy.

Modele Polynome
vi, @i, Uy, ay: conditions aux bornes degré: degré du polynome
Echantillons : premier échantillon coefs: liste des coefficients
Intégrale: valeur totale de l'intégrale t: date de commutation
Polynoémes : liste de polynémes

TaB. 4.8 - Description d’un modéle

Pour initialiser ’étape de calcul des modéles, on crée une liste comprenant un modele
pour chacun des échantillons ou la composante s’annule et un modele pour chacun des
échantillons situés aux extrémités. Pour construire cette liste, il suffit d’indiquer pour
chacun des modeéles mg, my, ..., My, €t My le premier échantillon qui le concerne.
Pour le modéle myq il s’agit de ’échantillon s = S;, pour le modeéle m,,4; il s’agit de
’échantillon s = Sy et pour chacun des modéles intermédiaires il s’agit des échantillons
pour lesquels la composante €2, s’annule. On obtient alors la configuration illustrée par
le tableau (4.9).

Modele mq Modele m, Modele m,, Modeéle final
Intégrale = Iy Intégrale = I) Intégrale = I, Intégrale = 0
s=5; s =55 s =8, s=.S5;
Wy = U; wy =0 w, =10 Wy = vy

X; X; X; 0

TAB. 4.9 - Construction de la liste de modéles sur la liste d’échantillons

Le calcul de 'intégrale totale associée au modéele est simplement réalisé en addition-
nant toutes les intégrales X de tous les échantillons sj associés au modele. Une fois que
ces intégrales sont connues, on dispose de tous les éléments pour calculer itérativement
les modeles de mg jusqu’a my,.

Si la composante §2; ne s’annule pas sur l'intervalle [S;, S¢] alors m,, = m; et le
modele cherché est I’'un des modéles donnés en figure (4.6). Pour calculer ce modéle, il
suffit de remplacer w(0), w'(0), w(T) et &'(T) par v;, a;, vy et ay respectivement ; on
cherche alors parmi les 8 modeles possibles celui qui admet une solution?®, pour la valeur
de I'intégrale calculée. Si aucun des systémes n’admet de solution c’est que les conditions
données a l'instant initial s = S; et a I'instant final s = Sy ne permettent pas de suivre
le chemin imposé en respectant les contraintes dynamiques.

3. Les systémes d’équations algébriques correspondant & chacun de ces modéles sont donnés en A.1
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Si la composante €, s’annule sur lintervalle S;, Sy, il faut itérer le calcul des mo-
deles. Pour chacun des modeles qui précedent le modele m,,, il faut commencer par
calculer 'un des modeéles donnés en figure (4.7) (M8 pour m; et M9 pour les autres). Si
I’accélération finale dépasse les contraintes imposées, on recommence les calculs avec les
modéles de la figure (4.6), en prenant la borne sur 'accélération comme pente a l'ins-
tant final. Lorsque le calcul d’un modéle est terminé, il faut utiliser les conditions finales
du modéle courant pour initialiser le modele suivant. On peut ainsi itérer le calcul des
modéles du premier au dernier.

Au cours des calculs, il peut arriver que I’un des systémes a résoudre n’ait pas de
solution. Dans ce cas il faut corriger les conditions initiales en utilisant I’équation (4.24).
Lorsque tous les modeles ont été calculés dans le sens croissant des valeurs de s, il faut
recommencer en sens inverse, comme indiqué dans le tableau (4.4), pour prendre en
compte les éventuelles corrections.

4.7.3 Calcul du changement de paramétrage

On suppose maintenant que tous les modeles ont été calculés pour la composante
Q, sur lintervalle [S;,Ss]. Chacun des modéles est une liste de polynémes dont on
connait les coefficients et les dates de commutation. Pour chacun des modéles on a la
situation illustrée par le tableau (4.10): au modeéle m; sont associés, d’une part, une
liste d’échantillons dont les informations sont connues en fonction de s, d’autre part,
une liste de polyndmes qui décrit ’évolution de 'une des composantes de la commande
en fonction du temps.

Polynéme p;, | ... | Polynéme p; | Polynéme p;, | ... | Polynéme p;,
Modele m; Modele m;

5= 8, ... s = s,

Xk e Xk,

TaB. 4.10 - Liste des polynémes décrivant un modéle

Le calcul de la loi horaire revient dans ce cas a synchroniser les deuz listes, c’est a
dire a établir clairement le lien entre le paramétrage s utilisé pour les échantillons et le
paramétrage t utilisé pour les polynémes. Pratiquement, cela revient a mettre a jour le
champ t; pour chacun des échantillons.

Pour calculer la date ¢; associée a chacun des échantillons on utilise & nouveau
I’équation (4.20) ; cette fois—ci, on cherche a résoudre:

tit1
/ we(1)dr = X;
t

Or w, est connue puisque c’est justement la fonction polynomiale par morceaux
décrite par le modele. De la valeur de t; on peut donc déduire le polynéme p;(t) qui
représente w () sur l'intervalle [¢;,¢;11]. L’intégrale de p; sur 'intervalle [t;, ;1] est un
polynéme en ;4 ; ceci nous permet donc de calculer la date ¢;1; telle que s(t;4+1) = Siy1.
Ainsi, on peut calculer itérativement les dates de tous les échantillons d’un modéle.

Remarque 4.7.2 Les dates de commutation entre les polynémes du modéle n’ont au-
cune raison de coincider avec un échantillon de la liste. Il faut donc ajouter un test pour
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s’assurer que la date t;; obtenue n’est pas supérieure d la prochaine date de commuta-
tion. Lorsque c’est le cas, on passe au polynome suivant et on crée un nouvel échantillon
qui coincide avec la date de commutation.

En réitérant le processus sur chacun des modeéles on peut calculer les dates ¢t; de
chacun des échantillons s; créés sur I'intervalle [S;, S¢]. Ainsi on sait exactement quels
sont les échantillons associés & chacun des modéles; le tableau (4.10) peut étre modifié
pour mettre en évidence la « synchronisation » entre les deux échelles de temps; on
aboutit alors au tableau (4.11).

Modele m; Modele m;
Polynome p;, Polynéme p; | Polynéme p;, ... Polynéme p;,
§=Sk, | ... S=S8k, | +vv | S=S1 | .. s=s],
t =g, t =1, ol t=1 t=1,

TAB. 4.11 - Synchronisation entre le paramétre s et le temps t

4.7.4 Echantillonnage des commandes

Au terme de ’étape 4.7.3 on connait le changement de paramétrage s(t) sous forme
échantillonnée. Pour obtenir le maximum de précision dans les calculs, il faudrait lisser
s(t), et utiliser ¢(t) = Q(s(t)) pour calculer la commande w(t). Toutefois, on peut
aboutir au résultat beaucoup plus rapidement, avec une erreur faible, en calculant la
valeur de s’ sur chacun des échantillons. Cette valeur est treés facile 4 obtenir puisque
’équation (4.19) nous donne directement §'(t) = w;(t)/Q;(s). Ainsi, pour ’échantillon
s;, on connait la date ¢; et on en déduit w,, = w;(t;). On dispose donc de tous les
éléments pour calculer s = s'(t;) pour chacun des échantillons.

Toujours en appliquant I’équation (4.19) on peut alors calculer les valeurs de wy et
w. pour chacun des échantillons.

4.7.5 Lissage des commandes

On souhaite obtenir des commandes polynomiales par morceaux, de degré 4. Il faut
donc lisser la commande échantillonnée calculée au cours des étapes précédentes. Nous
allons commencer par « simplifier » la forme de la composante illustrée dans le tableau
(4.11). Cette simplification consiste a combiner le dernier polynéme d’un modele et le
premier polynéme du modele suivant, lorsqu’ils saturent la méme contrainte. On va
alors lisser les deux autres composantes en utilisant les mémes dates de commutation.
Un algorithme de lissage de type moindres carrés est tout a fait adapté a cette situation.
Il faut toutefois prendre en compte les conditions de continuité de classe C! imposées &
la commande, ; on n’utilise donc que 3 coefficients pour la minimisation de ’erreur due
au lissage, les 2 autres coefficients étant utilisés pour l'interpolation.

Pour limiter les erreurs numériques et augmenter la commodité des calculs, on définit
le polynéme p; sur lintervalle [0,¢;]. Le polynéme p;;; est alors défini sur ’intervalle
[0,2:41] et les conditions de continuité imposent :

Pir1(t) = pi(ti) + pilti) t + bat® + bst® + byt*
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Les parametres libres by, b3 et by sont alors calculés par la méthode des moindres carrés.
Pour le dernier polynoéme I'interpolation doit se faire sur 4 parametres car il faut tenir
compte de la vitesse et de I’accélération qui sont aussi imposées a l'instant final.

De nombreuses variantes peuvent étre appliquées en tirant profit du fait que certains
morceaux subissent de plus amples vatiations que d’autres. Par exemple, on pourrait
utiliser les 5 parameétres pour lisser un morceau sur deux, les raccords se faisant par
interpolation. On pourrait aussi chercher a faire une minimisation globale de I’erreur au
lieu de faire une minimisation locale. Toutefois, les essais que nous avons effectués n’ont
pas permis de mettre en évidence un gain notable, ni sur la précision ni sur le nombre
de polynomes. De plus ces raffinements augmentent les temps de calcul et peuvent
introduire une certaine instabilité numérique ; nous nous en tiendrons donc a la solution
la plus simple. Les seules précautions a prendre consistent a scinder 'intervalle lorsque
I’erreur obtenue est trop importante sur I'une des composantes.

4.7.6 Changement d’axe de saturation

Dés que les commandes w, et w, sont connues, soit sous leur forme échantillonnée,
soit sous leur forme lissée, on peut controler si ces deux composantes vérifient bien toutes
les contraintes qui leur sont imposées. Le fait d’effectuer ce controle sur les commandes
échantillonnées nous fait économiser 1’étape de lissage; par contre cela nous oblige a
évaluer localement w’ et w” sur chacun des échantillons.

Si I'une des composantes (w,, pour fixer les idées) ne vérifie pas toutes les contraintes,
il faut identifier I'intervalle [S], S%] C [S;, S¢] sur lequel il faut recommencer les calculs.
S’il s’agit de dépassements des contraintes sur w;, et wy, il suffit de prendre pour S et
S} les dates auxquelles la contrainte dépassée est atteinte. S’il s’agit d’'un dépassement
Sur wy, il faut étendre cet intervalle, comme indiqué en 4.5.4.

Remarque 4.7.3 Comme dans le cas des commutations entre polynémes ou entre mo-
déles, il n’y a aucune raison que le changement d’aze de saturation ait lieu sur un échan-
tillon déja existant. Pour simplifier l’algorithme il est commode de créér un échantillon
pour chacune des dates S; et S}.

Une fois que lintervalle [S}, S] est connu il faut recommencer tous les calculs a
partir de I’étape 4.7.2.

4.7.7 Correction de ’erreur sur ’attitude finale

Le lissage de la commande introduit une erreur sur I’attitude finale. Lorsque cette
erreur est suffisamment faible (de ’ordre de 10~2 rad) il existe une méthode de correction
qui converge tres rapidement. Elle consiste a calculer ’erreur sur l’attitude finale et a
en déduire la correction a apporter sur la commande en appliquant les formules de
composition de rotations.

Soit ¢.(t) I’attitude de consigne définie sur [0, T]. Soit wy une commande peu diffé-
rente de la commande de consigne w, = 2§, - .. Par un procédé numérique (la méthode
de Runge-Kutta par exemple) on calcule I’attitude go(T’) atteinte lorsque la commande
wo est appliquée sur l'intervalle de temps [0, 7']. On en déduit alors I’erreur finale € (T) :

€o(T) = §o(T) - (T)
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Cette erreur est convertie en une direction ug et un angle ag(7') vérifiant :

~ cos 220) 2(T)
€0o(T) = cos 02 02

+ ug sin
Supposons maintenant que la direction de ’erreur reste constante et que 'angle ag

croit linéairement sur tout I'intervalle [0,T]. On a alors I’expression de () en chaque
instant :

t ag(t aplt
ap(t) = ao(T) = €o(t) = cos 2o() + g sin 2o(t)
T 2 2
On obtient alors un nouveau quaternion d’attitude g¢; = ¢o - €0 et une nouvelle

commande w; = 2§; - ¢1 qui peut s’exprimer en fonction de wg et ¢p:
wy = €o - wp - €g + 2€0 * o

En appliquant cette nouvelle commande wy on corrige effectivement ’erreur en attitude,
mais on introduit une erreur sur la vitesse et 1’accélération & l’instant final ¢ = T'. L’idée
est donc de n’appliquer la correction que sur un intervalle [a > 0,b < T']. Par exemple,
pour une commande polynomiale par morceaux, chacun des polynémes est défini par
ses jets en chacune de ses extrémités. Dans ce cas on peut calculer w; en ne modifiant
que les jets intermédiaires de wy.

Si on pouvait faire la correction sur tout l'intervalle, on pourrait s’arréter la car la
correction serait exacte. Etant donné que ce n’est pas le cas, il faut poursuivre itérati-
vement l'algorithme de correction tant que I’erreur résiduelle est trop importante.

Remarque 4.7.4 Bien que cette méthode permette de corriger Dattitude finale, rien
ne garantit que lattitude de consigne q. sera respectée sur l’intervalle [0, T].

Cette méthode dépend de la validité de I’hypothése faite sur l’erreur (axe fixe et
croissance linéaire de ’angle). Elle convient tout a fait pour des erreurs faibles et dans
ce cas elle est treés rapide. Il faut noter qu’elle reste applicable méme lorsque 1’attitude de
consigne ¢.(t) n’est pas connue. Dans notre cas, nous connaissons ’attitude de consigne,
nous pouvons donc appliquer la méme méthode sans faire aucune hypothése sur la forme
de Uerreur. Il nous suffit de mesurer lerreur ¢g en chaque instant. La principale restric-
tion vient alors du fait qu’on modifie la commande, risquant par la de dépasser les
contraintes.

4.7.8 Evaluation globale de la méthode

Maintenant que tous les éléments du programme ont été donnés, il reste a mettre
en avant ceux qui nécessitent une attention particuliere. Plusieurs étapes font appel a
des méthodes numériques de calcul ; nous ne les détaillerons pas car elles font partie des
méthodes les plus courantes et elles sont accessibles dans des ouvrages de référence tels
que [Nougier93]. Par contre nous discuterons de leur fiabilité s’il y a lieu.

L’échantillonnage initial, tel qu’il a été présenté en 4.7.1, ne pose aucune difficulté
particuliére. Il faut effectivement utiliser une méthode numérique pour calculer I'inté-
grale de la commande. Ce type de calcul est particulierement fiable dés que les fonctions
a intégrer ne varient pas trop vite. Ce point peut facilement étre contrélé car nous avons
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le choix du paramétrage initial. Une méthode naive telle que ’approximation des com-
posantes de 2 par des polynomes de degré 3 est suffisante. Le nombre d’échantillons
obtenu est de 'ordre d’une centaine.

Pour calculer un modele il faut résoudre un systéme d’équations polynomiales. Les
modeéles M0 et M8 se rameénent a des systémes de 2 équations de degré 3; ils ne peuvent
donc pas étre résolus formellement et il faut appliquer une méthode numérique. En
général la convergence est rapide et le choix des valeurs initiales n’a pas réellement
d’importance. Nous avons toutefois observé plusieurs cas pour lesquels les solutions
n’ont pas été obtenues. Ces problémes de convergence semblent apparaitre lorsque la
valeur de l'intégrale est trés faible, donc lorsque les dates de commutation restent dans
un domaine restreint. Dans ce cas on peut soit choisir un autre chemin, soit passer plus
de temps a rechercher la solution. Pour les autres modeles, il est tentant de chercher a
calculer formellement les dates de commutation. C’est peut—étre une erreur pour tous
les modeles qui ne se rameénent pas & un polynéme de degré 2 ou moins. En fait nous
avons choisi de calculer numériquement les modeéles M0, M1, M3 et M8, les autres sont
calculés symboliquement.

Pour fiabiliser et accélérer le calcul des modéles, nous commengons toujours par
nous assurer qu’une solution existe. Pour cela on calcule le modeéle minimal qui vérifie
les conditions aux extrémités, mais sans tenir compte de la valeur de 'intégrale. Ce
modeéle existe toujours et il est trés rapide a calculer. Le modéle minimal correspondant
a MO est obtenu en imposant soit ¢; = 0 soit 3 = t; ; le modéle minimal correspondant
a M8 est obtenu en imposant ¢t = ¢;. Sur ce modéle minimal, on calcule 'intégrale et
on la compare avec 'intégrale souhaitée. Ceci permet en plus de calculer une borne sur
les dates de commutation.

L’enchainement du calcul des modeles ne pose pas de difficultés particulieres. 1l suf-
fit de définir soigneusement les structures de données en suivant les indications données
dans les tableaux (4.7) a (4.11), en particulier les éléments qui font le lien entre la liste
d’échantillons, la liste de polyndémes et la liste de modeles. L’essentiel des traitements
se ramene alors a la manipulation de trois listes imbriquées. Une fois que tous les mo-
deles sont connus, le calcul du changement de paramétrage et le calcul des commandes
échantillonnées se fait en un unique parcours de la liste d’échantillons.

Le troisieme point ou il est nécessaire d’appliquer un algorithme numérique est le
lissage des commandes. Nous avons indiqué en 4.7.5 que la méthode des moindres car-
rés, combinée avec une méthode d’interpolation convenait parfaitement. Etant donné
que trois parameétres seulement sont concernés par le lissage, les risques d’instabilité
de la méthode sont négligeables. De plus, la commande initiale est lisse, ainsi que le
changement de paramétrage (bien qu’on ne le calcule pas effectivement), on se retrouve
donc dans des conditions idéales.

En ce qui concerne I’évaluation générale du programme, il est assez difficile d’indiquer
des performances brutes sans éléments de comparaison. Par ailleurs, les temps de calculs
varient énormément en fonction du type de rendez—vous & réaliser et de la « qualité » du
chemin en attitude. Les deux éléments les plus désastreux pour les performances sont:

— le suréchantillonnage dont la cause principale est une diminution excessive du
module du quaternion d’attitude lorsqu’on choisit de calculer le chemin initial par
la méthode proposée en 4.4.3;

— les changements d’axe de saturation trop fréquents. Bien qu’il soit tres facile de
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construire un chemin en attitude qui ait ce défaut, il suffit de privilégier tres
légerement une direction de rotation pour qu'il disparaisse.

Le temps de calcul varie aussi de fagon importante avec la valeur de I'intégrale des
commandes (la variation est quasiment linéaire). Pour donner une idée des temps de
calcul, il faut prendre en compte tous ces éléments. A titre indicatif, pour des rendez-
vous donnant lieu & des rotations de 90 ° privilégiant nettement les rotations autour
d’un axe, avec des vitesses et des accélérations faibles (10% du maximum) aux points de
rendez—-vous, le temps de calcul moyen est inférieur a 0.4s sur une station de travail Sun
SPARC 5 & 110MHz. Cette évaluation a été faite sur un échantillon de 500 000 problémes
différents.
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Chapitre 5

Commande d’une grue

5.1 Introduction

Le second exemple que nous avons choisi est inspiré d’un probléme abondament traité
dans la littérature  la commande d’une grue. L’intérét qu’il suscite a principalement deux
sources : d’une part, les enjeux économiques liés a "automatisation des grues et, d’autre
part, I'intérét théorique du probleme. Une grue est en fait un pendule, le probleme étant
de déplacer la masse suspendue en agissant sur la position du point de suspension et
sur la longueur du cédble. La difficulté vient du fait que dés qu’on déplace le point de
suspension, le pendule a tendance & osciller, 'objectif étant bien entendu de contréler
les oscillations & l'instant final (en pratique on cherche & les supprimer). Ce probléme
se résoud trés bien dans le cas de commandes manuelles, tant qu’on ne cherche pas a
optimiser le rendement de la grue. L’automatisation des commandes pose de nombreuses
difficultés et nous essayons d’en donner un apergu ici.

Une premiére approche consiste & partir du principe que si les oscillations sont faibles
pendant le mouvement, elles seront faibles a I’arrivée, ce qui est généralement vrai si on
évite les accélérations trop brutales. On trouve de nombreuses solutions de ce type, citons
a titre d’exemple [Sakawa et al.82], qui ne traite que la minimisation des oscillations,
ou [AG et al.95] qui montre qu’il est aussi possible de minimiser le temps final. Cette
derniere solution prend en compte des contraintes sur la vitesse et ’accélération du
chariot et du dévidoir. Il s’agit d’un probleme d’optimisation avec des contraintes sur
Pétat du systeme, résolu en appliquant le principe du maximum, tel qu’il a été présenté
en 1.1.4. Pour résoudre le probléme, de trés nombreuses hypotheéses sont faites sur le type
de bouclage utilisé. Il faut remarquer que le modeéle obtenu est assez lourd : il comporte
10 variables d’état.

Pour réduire la complexité des calculs, une solution consiste a rechercher des solutions
moins générales. Une restriction efficace en terme de calculs consiste a imposer a la charge
de rester dans un plan vertical et & séparer les commandes de déplacement horizontal
des commandes de déplacement vertical. Par exemple [Li et al.93] réalise la commande
en trois étapes: montée, transport avec une longueur de cible constante et descente.
Une commande plus douce, en cinq étapes est proposée par [Hamalainen et al.95] mais
elle est plus coiiteuse en calculs.

Ces méthodes laissent entrevoir I'importance qu’il y a a controler le chemin suivi par
la charge. Cette idée a été approfondie dans [Yu et al.95] qui utilise deux boucles imbri-
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quées pour produire la commande: ’une lente pour que la charge suive une trajectoire
imposée ; 'autre rapide pour stabiliser les oscillations. Toutefois, c’est avec I'introduction
de la platitude dans [Fliess et al.92] et [Martin92] que le réle primordial des coordonnées
cartésiennes de la charge a pu étre pleinement exploité. En particulier, [Fliess et al.95b]
et [Rouchon94] montrent comment calculer des commandes robustes & partir de la tra-
jectoire de la charge, sans aucune intégration. Cette derniere méthode ne prend pas
en compte les contraintes sur I’état du systéme telles que les limites de puissance des
moteurs ou la solidité de la structure. C’est justement le probléme que nous allons ré-
soudre en montrant comment notre méthode de calcul de commandes optimales peut
étre appliqué a ce probléeme.

Etant donné que les commandes en boucle ouverte ont souvent été considérées comme
inapplicables dans le cas de la grue, il est nécessaire de préciser les conditions d’utili-
sation de notre méthode. Il faut que deux conditions soient réunies: le modele utilisé
doit étre fiable et les interactions avec ’environnement doivent étre faibles. Ces deux
conditions sont généralement vérifiées par les ponts roulants utilisés dans des espaces
clos (hangars, ateliers, ... ). Les dispositifs de ce type sont suffisamment rigides pour
que les déformations de la structure puissent étre négligées. De plus, notre méthode per-
mettant facilement de produire des commandes lisses, nous pouvons nous arranger pour
que les commandes obtenues ne génerent pas de vibrations parasites dans la structure.
Des études pratiques, telles que [Backhouse et al.94], ont d’ailleurs mis en évidence que
sous ces conditions, les commandes en boucle ouverte peuvent étre robustes et fournir
de bonnes performances. Enfin, lorsqu’une erreur trop importante apparait entre la tra-
jectoire de consigne et la trajectoire suivie, il est toujours possible de recalculer une
nouvelle commande en boucle ouverte qui prend en compte cette erreur et la corrige.

L’étude est limitée & un cas idéalisé de pont roulant. Nous supposons que le point
de suspension se déplace dans un plan horizontal, et qu’il est commandé selon deux
directions orthogonales. Par ailleurs, nous ne tenons pas compte des frottements et nous
négligeons la dynamique du cable. Sous ces conditions, les commandes que nous calculons
vérifient les conditions suivantes:

|

elles font suivre a la charge un chemin imposé;
— elles respectent les conditions de rendez-vous imposées ;

— elles sont continues, quitte a les remplacer ultérieurement par une commande dis-
créte équivalente comme indiqué en [Desantis et al.94];

— elles sont minimales en temps pour le chemin imposé a la charge;

- elles sont telles qu’en chaque instant les majorations imposées sur les variables
du systéme (toute fonction de la commande, de I’état et de leurs dérivées) sont
respectées.

Dans la partie 5.2 nous établissons le modeéle de la grue qui permet d’exploiter la
platitude du systéme. Ceci nous permet de mettre en évidence que les coordonnées de la
charge sont effectivement une sortie plate du systéme. Ce modéle peut alors étre utilisé
pour poser précisément le probléme que nous cherchons & résoudre: ’expression des
conditions de rendez—vous et la nature des contraintes dynamiques.
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charpente

fleche

2

A

mouvement
du chariot

mouvement
de la fleche

(z,9,2)

Fi1G. 5.1 - Systéme de coordonnées du pont roulant

Nous voyons alors en 5.3 comment définir le chemin suivi par la charge. Les courbes
paramétrées, qui convenaient parfaitement dans le cas du satellite, présentent ici quel-
ques inconvénients. Nous restreignons donc ’étude du calcul de la trajectoire optimale,
faite en 5.4, aux chemins définis par des courbes implicites. Enfin, pour expliciter et
valider I’application de la méthode générale sur ce probleme, nous proposons en 5.5 un
exemple numérique.

5.2 Définition du probléeme

5.2.1 Modélisation de la grue

Dans le cas de la grue, la sortie plate est la position de la charge. Nous nous plagons
dans un repére cartésien dont ’origine est notée O. Les vecteurs de base x et y sont dans
un plan horizontal, le vecteur de base z, vertical, est orienté vers le haut. Si nous notons
z, y et z les coordonnées cartésiennes de la charge, on peut en déduire immédiatement
la force F exercée sur la charge et son module F. D’une part, il y a ’accélération due au
mouvement, d’autre part il y a I’accélération de la pesanteur g. Si on note m la masse
de la charge, il vient:

F=m (ix+jy + (£ - 9)z)
F=m+\E +j2+ (- g)2 (5.1)

Nous négligerons la dynamique du cable; F est donc colinéaire au cable et le chariot
évolue dans le plan horizontal z = 0. Il se trouve donc 4 'intersection de ce plan avec
la droite de direction F, passant par la masse m. Nous en déduisons les coordonnées d,
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et dy du chariot :

d; =1 — z= dyzy—z_,y (5.2)

i-g i—g
Connaissant la position du chariot et la position de la charge, on en déduit la longueur
! du cable:

l= s VAP E -9 (5.3)

On en déduit enfin 6 et ¥ représentant respectivement ’angle du cdble avec la verticale
et I’angle de la projection du cible dans le plan horizontal avec la direction y :

9= z = I :
arccos ( l) ¥ = arccos < \/W) (5.4)

Toutes ces expressions nous permettent de faire le lien avec une représentation ha-
bituelle du systéme sous la forme X = F(X,U) (par exemple [AG et al.95]) ol la
commande U a pour composantes:

Uy =d, U, =d, Us=1

et ou ’état X admet les 10 composantes suivantes :

X, =d; Xo =d,
X3 =d, X, =d,
X5 = Xe=10
Xr=19 Xs =1
Xg=1 Xwo=1

Ainsi, la commande U et ’état X sont bien des fonctions de la sortie plate ¥ =
(z,y, 2)T et d’un nombre fini de ses dérivées (précisément 4). Inversement, on peut
exprimer les composantes de la sortie plate en fonction de X, X, U et U. En effet, de
(5.4) on déduit directement :

z=1lcosf (5.5)
Ce qui nous permet d’écrire:
z = Xgcos(X5s) ' (5.6)
On peut utiliser les expressions de 8 et de 9, établies en (5.4), pour calculer & et §:
#% = tan %sin 9% (3 — g)? i? = tan 8% cos ¢%(% — g)?

Ceci nous permet d’éliminer Z, j et Z dans les expressions de d, et dy, établies en
(5.2). On obtient alors:

d; =z —lsinfsin®y dy =y —Isinfcos®
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Instant initial £ =0 Instant final t =T

Charge
Position | z(0)=z; y(0)=y 200)=2z |2(T)=2z5 y(T)=y; =2(T)=z

Vitesse | £(0) =2; 9(0)=y; 2(0)=2% | 2(T) =25 y(T) =95 2(T) =z
Chariot

Position d.(0) =dg, dy(0) = dy; dz(T) = dg, dy(T) = dy,
Vitesse | dy(0) = dy, ,(0) = dy, d:(T)=ds,  dy(T) =d,,
Accélération | d(0)=d;,  d,(0) =d, do(T) =d,,  dy(T) = d,
Cable
Accélération [0y =1 (r=1i;
TaAB. 5.1 - Conditions de rendez-vous
On en déduit les expressions de = et de y en fonction des composantes de X :
z = X1 + Xgsin(Xs) sin(X7) y = X3+ Xgsin(Xs) cos(X7) (5.7)

Ainsi, les équations (5.6) et (5.7) donnent explicitement les expressions de z, y et z
en fonction des composantes de la variable d’état X, ce qui permet de passer facilement
de I’'un des formalismes a 1’autre.

5.2.2 Définition du rendez—vous

Dans le cas de la grue, les éléments les plus susceptibles d’apparaitre dans la définition
du rendez-vous sont : la position de la charge (z, y, 2), la position du chariot (d;,d,) et
la longueur ! du cdble. On peut imposer les valeurs de chacun de ces éléments, a I'instant
initial ¢ = 0 et a l'instant final ¢ = T, mais aussi les valeurs de leurs deux premiéres
dérivées.

Pour assurer la cohérence de ’ensemble des conditions de rendez—vous, il ne faut pas
imposer simultanément toutes ces conditions. Notre choix, résumé dans le tableau (5.1)
s’est porté sur des éléments faciles 3 mesurer: d’une part, la position et la vitesse de
la charge, selon chacune des directions X, y et z, d’autre part, la position, la vitesse et
’accélération du chariot, et enfin, la dérivée seconde de la longueur du cable.

D’autres choix auraient pu étre faits, ’essentiel étant de respecter la cohérence
de ’ensemble des conditions de rendez-vous. Par exemple, dans le tableau (5.1) nous
n’avons pas fait apparaitre [ et | car leurs valeurs sont imposées par les valeurs données
a la position et a la vitesse de la charge et du chariot.

5.2.3 Définition des contraintes dynamiques

Dans la plupart des travaux réalisés sur la commande optimale de la grue, seule la
commande est bornée. Pour les modéles les plus proches des réalisations industrielles,
les contraintes concernent alors la vitesse du chariot et du treuil ((Hamalainen et al.95]
et [Li et al.93]). Lorsque le modele utilisé privilégie la précision de la commande, les
contraintes concernent plutot les accélérations ([Marttinen et al.87]). Dans les cas ou
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Centre de gravité selon la direction x

Centre de gravité selon la direction y
lye| < M, lvc| < M, ljial < M, Vel < My
Tension du cable
0<F < Mr |F| < MF |F| < MF |F| < Mr

TAB. 5.2 - Contraintes dynamiques

des contraintes sur I’état du systéme sont prises en compte, on aboutit a des solutions
qui bornent les vitesses et les accélérations ([AG et al.95]).

Or, des contraintes de ce type ne sont pas toujours suffisantes pour aboutir a une
commande efficace et fiable. D’une part elles ne prennent pas réellement en compte
les limitations matérielles de la grue, d’autre part les mouvements du chariot restent
encore trop brusques et ils risquent d’engendrer des vibrations dans le cable. Bien que
des solutions aient été proposées pour stabiliser de telles perturbations, entre autres
dans [dN et al.94] et [Joshi et al.95], il s’agit d’un probléme difficile & résoudre et la
stabilisation n’est effective que si ’angle @ reste faible. Cette derniére condition n’étant
pas toujours cohérente avec I’idée de commande optimale en temps, nous préférons faire
en sorte de ne pas générer de vibrations en commandant le systéme.

Pour prendre en compte ces éléments, introduisons deux variables supplémentaires
zg et yg définies ainsi:

— z¢ est la position, selon x du centre de gravité de I’ensemble chariot/masse;

- yg est la position, selon y du centre de gravité de I’ensemble fleche/chariot/masse.

Les expressions de ces deux nouvelles variables sont faciles a établir. Si on note m, la
masse du chariot et m, la masse totale du chariot et de la fleche, on obtient :

mz+ mgd; my+ myd,
g = —— yg = ———=
m -+ My m -+ my

En développant les expressions de d; et d, données en (5.2), on obtient :

Mg my
Cp = ————e Cy = ————
m+ mg m+ my
2% zi
= = 5.8
zo a:+cr:z__g yG y+0yg_g (5.8)

Les deux constantes c, et ¢, ayant été introduites pour alléger les expressions. Si nous
nous reportons aux expressions de d; et dy données en (5.2), nous constatons qu’elles
sont semblables, a une constante prés (c; et ¢,) aux expressions obtenues pour zg et
yg. Cette remarque met en évidence le fait qu’il est équivalent, du point de vue des
calculs, de prendre en compte les contraintes dynamiques sur la position du chariot et
ses dérivées, ou sur la position du centre de gravité de ’ensemble chariot/masse, comme
nous avons choisi de le faire.
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Avec ces deux nouvelles variables, on peut définir les contraintes dynamiques résu-
mées dans le tableau (5.2). Il faut noter que les valeurs des maximums indiqués peuvent
dépendre des valeurs de m, m, et my. N'importe quelle autre variable aurait pu étre prise
en compte. En particulier, la longueur du cable ! ou 'angle qu’il fait avec la verticale.

Remarque 5.2.1 Les variables du systéme prises en compte dans les contraintes dyna-
miques ne doivent pas nécessairement étre accessibles a la mesure. Il n’est pas nécessaire
non plus qu’elles soient directement commandables. Il suffit qu’elles soient représenta-
tives des limites physiques du systéme. Il n’est méme pas nécessaire de savoir les évaluer
précisément. En particulier, les calculs peuvent étre effectués avec une approzimation
pessimiste de la valeur de m : si sa valeur est sur-estimée on ne fera que diminuer le
rendement de la grue.

5.2.4 Continuité et dérivabilité

Les contraintes dynamiques, telles qu’elles sont définies dans le tableau (5.2), im-
posent aux variables zg, yg et F d’étre de classe C® par morceaux. Or chacune de ces
variables dépend explicitement de la sortie plate (z,y,2) et de sa dérivée seconde; il
faut donc que les dérivées secondes de la sortie plate, Z, §j et Z, soient elles—mémes de
classe C® par morceaux, donc z, y et z doivent étre C® par morceaux.

Il faut noter que toutes les variables qui ont été définies en 5.2.1 dépendent de la
sortie plate et de sa dérivée seconde, elles seront donc toutes de classe C* par morceaux.

5.3 Planification de trajectoire

5.3.1 Calcul des conditions de jets

Les conditions de rendez—vous, données dans le tableau (5.1), ne fixent pas toutes
directement des conditions sur les coordonnées de la charge et de ses dérivées. Nous
allons donc établir les relations permettant de calculer les jets sur z, y et z, & partir des
conditions de rendez-vous.

donnée en (5.2), et de ses deux premiéres dérivées d et dy:

:'é:(a:—d,,)z;g (5.9)
s _ (. ivE— g N E Lz

T = (% -dg) — + (z - dy) pl o (5.10)
= (%-d,) . +2(z—dz)z+(:c—dx)7—2zz—zz (5.11)

De méme, on peut établir les expressions de §, ¥ et ¥’ & partir de I'expression de d, et
de ses deux premieres dérivées d et d,:

. Z—

i=(y—dy) =2 (5.12)
I L D

V=(-d)——+y~dy) - - (5.13)
i = (g-dy)z—z£+2(y—dy)z +(y - dy)— — 25V - 2 (5.14)
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Conditions initiales
20} =24 2{(0) = & E(0) = % 2{0)= 2Z; 20 ="%;
y(0) = vi y(0) = g §(0) = g Y(0)=19; Y(0)="Y;
20) =5 zZ(0) =% 20) =&

Conditions finales
z(T) = =3 £#(T) = =; &(T) = 2; T(T)= %3 E(T) = %5
y(T) =y y(T) = v §(T) = i Y(T) =9, Hi(T)= ¥,
M=z HT)=%  HD)=%

TaB. 5.3 - Conditions de jets

Par ailleurs, la longueur / du céble est calculée en fonction de la position de la charge
et de la position du chariot, par I’expression :

I=\/(z—do)2+ (y - d,)? + 22 (5.15)
En dérivant, on obtient ’expression de letdel:
i= ((@-do)(e—do) + (y— dy) (5 - dy) + 22) (5.16)

he= ((x B d")z + (9 - dv)2 54— dx(z —dz) — Jy(y - dy))

e =~ =

+ 7 (8@ -do) + 3y - dy) + 25 - )

En remplacant, dans I'expression de [, # et §j par les expressions (5.9) et (5.12) respec-
tivement, et en utilisant (5.15), on obtient :

I= 2 (G- do)?+ (5 - dy)?+ 2 = dulo — do) - dy (y - dy))
Lk (5.17)
— Z_
+ & 209
l z

Or, les conditions de rendez-vous permettent de calculer [ et [ & I'instant initial ¢ = 0
et & I'instant final ¢ = 7. Etant donné que les valeurs de [ sont imposées en chacun
de ces instants, I’expression (5.17) nous permet de calculer les valeurs de 2(0) = Z; et
Z(T) = z4 en utilisant la relation :

z:g-{-zz-lf-l—2 (d,(x—dx)-{-dy(y—dy)—gz+l2)
2

(5.18)
-5 (@-do)?+ (5-dy)?+2)

Ainsi, les expressions (5.9), (5.12) et (5.18) montrent que les conditions de rendez-
vous définissent entieérement les conditions de jets sur la sortie plate, jusqu’a l’ordre 2.
Les jets d’ordre 3 et 4 sont partiellement définis : les relations (5.10), (5.11), (5.13) et
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choisir les valeurs de Z'(0) = %, '2°(0) = 2%, 2(T) = 5 et 'Z°(T) = "Z’4, pour que
les jets d’ordre 4 soient entierement définis. Les conditions de rendez—vous du tableau
(5.1) se traduisent donc par les conditions de jets indiquées dans le tableau (5.3), ces
conditions devant étre complétées avec les jets d’ordre 3 et 4 sur z.

5.3.2 Calcul d’un chemin paramétrique

Une fois que les conditions de rendez-vous ont toutes été converties en conditions
de jets sur la sortie plate, il suffit de choisir une trajectoire de la charge qui vérifie ces
conditions de jets. Cette solution proposée par [Rouchon94, Fliess et al.95b] a un léger
inconvénient : le degré des polynomes est relativement élevé. En effet, les conditions
de jets sont a 'ordre quatre; pour réaliser le rendez-vous avec un seul polynéme pour
chacune des composantes z, y et z, il faut chercher une solution de degré 9.

Pour réduire le degré de la solution, on peut définir le chemin en prenant z, y et 2
polynomiaux par morceaux. Dans ce cas, il faut des polynémes de degré supérieur ou égal
a 4. Cette solution s’impose d’ailleurs pour obtenir un mouvement de la charge qui soit
réellement vertical. L’avantage d’une telle solution est de permettre une définition treés
précise du chemin suivi par la charge. En particulier, on peut tres facilement construire
des chemins composés de segments de droite raccordés par des courbes trés réguliéres.

Nous ne détaillons pas cette solution car la méthode est trés proche de celle employée
dans le cas du satellite.

5.3.3 Calcul d’un chemin implicite

Les conditions de jets indiquées dans le tableau (5.3) vont jusqu’a 'ordre 4, il faut
donc définir un chemin implicite qui prenne en compte les dérivées de z, y et z jusqu’a
I’ordre 4. Ce chemin est défini par deux expressions algébriques en z, y et z, notées
A = da et B = Ab, ot A est un vecteur ligne A = (Ao, A1,...,An—1) de monomes en z, y
et z; a0 € R" et b € R™ étant les vecteurs colonnes de coeflicients inconnus.

Pour prendre en compte les conditions de jets jusqu’a I’ordre 4, il faut dériver 4 fois
chacune de ces expressions, on aboutit donc a 10 équations qui doivent étre vérifiées
a 'instant initial et 10 autres qui doivent étre vérifiées a V’instant final. Au total on a
donc 20 équations, il faut donc que chacune des expressions A et B soit définie avec 10
parametres, ce qui est possible avec des quadriques. On a alors:

A= (1,%y,Z,zy».$2,y2,$2,y2,22) (519)
a= (a01a1)a2,a31a4) as, ag, a7, a87a9) (5-20)
b= (bO, bla b2a b37 b47 b57 b6’ b7» bg, b9) (521)

Ainsi, les relations A et B s’écrivent:

A =ag+ a1z + ay + a3z + aszy + aszz + asyz + a7z’ + a3y2 + ag2?
B = bg + b1z + boy + b3z + bazy + bszz + beyz + brz? + bgy? + boz?
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Il faut alors calculer les dérivées successives A:

A= (0,2,9, 2 ¢y + zy, £z + 23,9z + y3, 2¢x, 20y, 252)

A= (0,1, % 5y + zij + 289, 52 + ¢ + 22, §z + yZ + 292,
2%z + 232, 2§y + 292, 25z + 22%)

N=(0,%,7,%, %y +z¥ +3iy+ 3¢, Tz + 2% + 35: + 3¢5,
Uz + y'é' + 3ijz + 3gz 2%z 4 632, 2'y'y et ﬁgg, 2%z 4 633)
Fz4z'? +4:L'z+6:cz+4zz, YzyE +4’1}'2+63‘j§+4g'z",
2%z 4+ 8%: + 6£2,2Y 'y +8Yy + 62,27 2+ 8%z + 652)

On peut alors définir les 5 vecteurs ; € R!°, ;\i € RO /\, € RI% '\; € R0 et
‘X € R19 obtenus a partir de A, X )\ A et X, respectivement, en y remplacant z,
y, z et leurs dérivées par les conditions de jets a l'instant initial. De méme, on peut
définir Af, As, Ay, Ny et 'N'; & partir des conditions de jets & I'instant final. Avec ces
10 vecteurs numériques, on définit les matrices suivantes:

A /\f

éi ’\f A
A= | % r=| 3 a= (1)

Ai Af

. M

Pour calculer les coefficients a; et b;, il suffit de résoudre les deux systéemes d’équations
linéaires Aa = 0 et Ab = 0. Ces systemes n’admettent pas nécessairement une solution
unique, en particulier dans les cas ou la charge est immobile a l'instant initial et a
I'instant final. Il faut donc une méthode qui permette de choisir « correctement » les
parametres libres, par exemple celle suggérée en 3.5.1, qui consiste a fixer un maximum
de coefficients a 0, tout en conservant une composante connexe qui relie les deux points.

Lorsque la charge est immobile a l'instant initial, on souhaite généralement que la
direction initiale du mouvement soit verticale, pour éviter de trainer la charge au sol,
or ceci n’apparait pas dans les équations. Ce point peut étre réglé en supposant que les
valeurs de 2" et "Z  ne sont pas toutes les deux nulles. Dans ce cas, en tenant compte du
fait que toutes les dérivées de z et y sont nulles, ’équation \a = 0 devient :

a3z 4+ aszZ +agyz + 2a92% =0
De méme, I’équation ) 'a = 0 peut s’écrire:
a3’Z 4 asr’Z + agy’'Z + 2a92'2 =0
Si on suppose que 2" # 0 ou Z" # 0, on peut remplacer ces équations par:
asz + asz + agy + 2a9z = 0

Une démarche identique peut étre appliquée pour les équations A\b=0et Xb=0.
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En définitive, pour traduire le fait que la direction initiale du mouvement de la charge
est verticale, alors que la charge est initialement immobile, il suffit d’ajouter au systéme
d’équations (5.3.3) les équations:

az + asz; + agYi + 2a92z; = 0
bz + bsz; + bey; + 2bgz; = 0

De méme, pour traduire la situation analogue, a 'instant final, il faut ajouter au systéme
les équations:

a3+a5:cf+aeyf +2a92f =0
bz + bsz s + beys + 2bgzs = 0

Les autres coeflicients peuvent étre obtenus de différentes fagons, en particulier en
fixant des conditions supplémentaires sur le chemin suivi. Par exemple, on peut imposer
au chemin d’atteindre son altitude maximale en un point donné, ou chercher a contour-
ner des obstacles. La derniére solution consiste a choisir arbitrairement les valeurs des
coefficients restants. Ceci est particulierement intéressant pour linéariser chacune des
équations Aa = 0 et Ab = 0, par rapport a une ou deux variables, ce qui réduit consi-
dérablement la complexité des calculs. Une fois que tous les coefficients ont été fixés, il
reste a choisir la partie de la courbe qui convient, ce qui se fait en imposant des bornes
sur z, y et z. Un exemple complet est étudié en 5.5 pour illustrer cette démarche.

5.4 Trajectoire optimale

5.4.1 Calcul de la trajectoire

Les deux équations Aa = 0 et Ab = 0 sont linéaires en Z, y et z, on peut donc
facilement exprimer deux de ces variables en fonction de la troisieme, si la matrice
jacobienne correspondante n’est pas singuliére. Supposons que ce soit le cas et qu’on
puisse exprimer z et § en fonction de 2, on obtient alors:

_ B(2y,2) R

- D(z,y, 2) y= D{(z,y,z2)

ou P.(z,y,2), Py(z,y,z2) et D(z,y, z) sont des polynémes de degré 2 en z, y et z.

De méme, les équations Aa = 0 et Ab = 0 sont linéaires en Z, §j et Z; en prenant les
précautions suffisantes, on peut donc écrire:

QI(z7y?z’i7yﬂ‘é) Px(z’y7z) . -'_Qy(z’y7z’i’y’é) P:z:(xay7z)
Z j= £.22)
D(z,y,z) D(z,y,2) D(z,y, 2) D(z,y,z)

I =
ot Q.(z,y,2,%,79,2) et Qy(z,y,2,%,7, 2) sont des polynémes de degré 3 en z, y, 2, &, y
et z.

On peut alors utiliser ces relations pour calculer la trajectoire de la sortie plate
(z(t),y(t), 2(t)), a partir de I'une des variables du systeme, s par exemple. Pour cela,
il suffit de réaliser les calculs de proche en proche de la fagon suivante :

- on suppose que zg(tg) et zg(to + €) sont connus;
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- de méme, on suppose que la position, la vitesse et l'accélération de la charge sont
connues en o ;

- en utilisant une formule d’approximation, on calcule la position et la vitesse de la
charge en tg + ¢

— les expressions données en (5.22) permettent alors de calculer & et §, en fonction
de % en tg;

- en remplagant dans l’expression de zg, donnée en (5.8), z par z(to + €), z par
z(to+¢€), et & par son expression en fonction de Z, on obtient une équation linéaire
dont I'inconnue est 2(tg + €) qui peut ainsi étre calculée;

— on peut alors calculer Z(to + €) et §(to + €) en remplagant # par 2(¢p + €) dans
(5.22).

Il suffit donc de savoir calculer zg en chaque instant pour pouvoir obtenir la trajectoire
souhaitée. C’est le probléme que nous abordons maintenant.

5.4.2 Saturation d’une seule variable

La premiére étape du calcul de la loi horaire optimale, consiste a se restreindre &
une seule variable du systéme, et & calculer la loi horaire optimale pour cette variable
uniquement. Pour présenter la méthode dans le cas de la grue, nous introduisons une
notation qui permet de prendre en compte n’importe laquelle des contraintes dynamiques
indiquées dans le tableau (5.2). Nous noterons v(t), une fonction du temps représentant
I'une des variables z¢, yg ou F. Les bornes imposées a ces variables seront alors traduites
par les inégalités suivantes:

ming < v(t) £ Mazg
i

minig%v(t)SMami 1<i<3

ou les valeurs de min; et Maz; sont les bornes qui apparaissent dans le tableau (5.2).

Dans ce qui suit, nous cherchons a calculer une trajectoire de la sortie plate telle que
la fonction v(t) soit polynomiale par morceaux. En particulier, chacun des polynémes
sera tel que sa derniére dérivée non nulle soit égale a l'une des contraintes imposées a la
variable, pour cet ordre de dérivation. Ainsi, pour un polynéme de degré i, sa dérivée
d’ordre ¢ sera égale a min; ou & Maxz;, comme nous ’avions établi en 3.6.1.

Globalement, la démarche est la méme que celle déja présentée dans le cas du satel-
lite : on commence par construire un modeéle polynomial par morceaux qui ne sature que
les contraintes sur la dérivée 3€, puis on inseére des paliers de saturation d’ordre inférieur,
la ou c’est nécessaire. Deux difficultés supplémentaires apparaissent par rapport au cas
du satellite: les polynomes utilisés sont de degré 3, au lieu de 2, et les variables ne sont
plus proportionnelles a la vitesse le long du chemin choisi.
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Contraintes sur la dérivée 3¢

Pour commencer, nous construisons une variable v(t), polynomiale par morceaux,
telle que chacun des polynomes soit de degré 3, la dérivée 3¢ de chacun des polynomes
étant égale a ming ou a Mazs. La variable v(t) doit étre telle que:

1. les conditions de rendez—vous définies dans le tableau (5.1) sont vérifiées;
2. les raccords entre les polynémes sont de classe C?;

3. la charge suit effectivement le chemin imposé.

S’il n’y avait que les deux premiers éléments, nous en déduirions facilement que le nombre
minimal de polynomes nécessaires pour définir v(t) est 3. Or le fait que la trajectoire
suivie par la charge soit imposée introduit de nouvelles contraintes ; la méthode de calcul
donnée en 3.7.2 nous indique qu’il faut ajouter 2 polyndmes pour tenir compte du fait
que chacune des variables zg, yg et F dépend de la dérivée seconde de la sortie plate.

Contraintes sur les autres dérivées

La construction précédente ne tient compte que des contraintes sur la dérivée 3¢ de
la fonction v(t). Il faut donc s’attendre a ce que les contraintes sur les dérivées d’ordre
i < 3 ne soient pas vérifiées. Pour traiter ce cas, il suffit d’ajouter des polynémes de
degré moindre comme indiqué en 3.7.2.

Dans ce cas particulier, on peut avoir trois types de paliers de saturation: en « po-
sition » (saturation sur v(t)), en « vitesse » (saturation sur ©(t)) ou en « accélération »
(saturation sur #(¢). Au total on peut donc avoir 16 modeles différents. La méthode
qui consiste a tous les calculer et a ne retenir que celui qui convient est fort coiiteuse.
Il est donc particulierement rentable ici de mettre en place une stratégie de calcul qui
permette d’aboutir le plus rapidement possible au modéle correct.

Calcul des coeflicients des polynémes

Supposons que la variable v(t) soit composée de m polyndmes pi (1 < k < m), définis
sur des intervalles [tr—1,tx]. Soit pg le polynéme tel que po(0) = v(0), po(0) = v(0) et
Po(0) = v(0). Pour calculer les coefficients des polyndomes pi, 1 < k < m, il suffit de
résoudre itérativement les systémes d’équations:

P (k1) = p8) (tkes) 0<i<3 (5.23)
p (te_q) = sat; i = deg(py) (5.24)

Ou sat; prend pour valeur soit min;, soit Maz;.

Les équations (5.23) traduisent les conditions de continuité de classe C2 et en réalité
elles introduisent des relations entre les dates de commutation lorsque degpy < 7. Les
équations (5.24) indiquent le type de saturation appliqué sur lintervalle [tx_;,t] et
fixent la valeur du coefficient de plus haut degré de py.

135



CHAPITRE 5. COMMANDE D’UNE GRUE

Polyn6émes de degré 3 Nous ne construirons pas tous les modeles possibles, nous
allons simplement donner les équations permettant de construire le modéle pour lequel
la saturation ne concerne que les contraintes d’ordre 3. On a alors 5 polynémes de degré
3, notés p1, p2, p3, P4 €t ps, v(t) étant alors définie par:

Veeln] o0 =p(t) = pig ot 4t T2
Veeftita] () =palt) = pag +Poy(t — t1) + Pyt — £1)P + T (1 — 1,)?
VEE [tats]  0(t) = palt) = Pag + P (t — 2) + Pyt — 1) + 2 (1 — 1y)?
VEE [to bl () = Palt) = Pag + P (t = ba) + Pay(t — ) + T2 (¢ — £)?
VEE [t T]  v(t) = ps(t) = Psg + Psy (¢ — ta) + s, ( — ta)? + M;’” (t = ta)?
Connaissant v(0), 9(0) et ©(0), on en déduit :

1o = v(0) pi, = 0(0) p, = 2

On en déduit alors les valeurs de v(t;), 0(t1) et ©(¢;) en fonction de ¢, :

(0) , Mazs

v(t2) = v(0) + 6(0)ts + 5(0)ts + == 8 + T 8]
B(t1) = 5(0) + 5(0)t, + 21973 g2

b(ty) = 9(0) + Mazsty

En itérant ce procédé on peut facilement calculer les coeflicients de pq, ps, ps et ps en
fonction des instants de commutation ¢y, t9, t3 et t4.

Calcul des instants de commutation

Il reste a calculer les instants de commutation tx (1 < k < m). Pour cela nous
utilisons les contraintes qui n’ont pas été prises en compte dans les m systémes donnés
en (5.23, 5.24):

— les valeurs imposées 3 v, U et ¥ & l'instant final t = ¢, ;

- les 2 conditions finales dues au fait que le chemin suivi par la sortie plate est
imposé.

Soient vy, 0y, Uy les conditions imposées a v(t) et a ses dérivées a l'instant final
t = t;,. Ces conditions se traduisent par les équations suivantes :

Pm(tm) = vy Pm(tm) = vf Pm(tm) =0 (5.25)
Aprés avoir résolu les systéemes d’équations (5.23), (5.24) et (5.25), il ne doit rester

(par construction) que deux inconnues et il s’agit de deux dates de commutation. On
peut méme supposer que 'une de ces deux dates est l'instant final £ = T'; ’autre sera
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notée to. Ainsi, la fonction v(t) peut étre vue comme une fonction paramétrée par to et
T, que nous notons v(t;tg,T). Si on se place dans les cas ol v représente la variable zg,
le probleme peut se réécrire ainsi :

Trouver les valeurs de tg et T telles que:

v(t;t, T) = z(t) — cr2(2) ;-(-:)UT)Q Alt)a=0 At)b=0

et telles que les conditions suivantes soient vérifiéesent =0 etent =T

z(0)=z; #0)=a& #0)=# FO0)=% T(0)=
z(T)=2; #(T)=&; &T)=i; EF(T)=%, Z(T)

i

'.;If.f

A, a et b étant définis respectivement en (5.19), (5.20) et (5.21).

Pour calculer les valeurs de ces 2 parametres tg et T, plusieurs méthodes sont pos-
sibles, par exemple :

— fixer des valeurs arbitraires & to et T, calculer la trajectoire (z(t),y(t), 2(t)) cor-
respondante puis procéder par approximations successives ;

— fixer une trajectoire arbitraire, par exemple polynomiale par morceaux, et la cor-
riger pour minimiser l’erreur sur v(t);

- choisir pour la sortie plate du systeme, un chemin qui permet d’exploiter des
relations supplémentaires. Par exemple, une trajectoire symétrique nous permettra
de poser des relations supplémentaires de la forme t; — t;_y = tm—iy1 — tm—i
(0 < i< m/2).

Les deux premieres solutions sont les plus générales, mais elles sont plus longues a
calculer que la troisieme. Il est possible de combiner ces solutions, comme ’exemple
traité en 5.5 le montre: le chemin retenu pour la sortie plate ne nous permet d’établir
qu’une seule relation indépendante supplémentaire; 'un des instants de commutation
doit donc étre calculé par approximations successives.

5.4.3 Pour plusieurs variables

Maintenant que nous avons vu comment calculer la trajectoire optimale en ne tenant
compte que d’une seule variable, nous allons voir comment agencer les calculs pour
prendre en compte les autres variables.

A partir de la trajectoire obtenue, on peut calculer toutes les variables du systéme
et détecter s'il y a des contraintes dynamiques qui ne sont pas respectées. Lorsque c’est
le cas, cela signifie que sur la portion du chemin de la sortie plate correspondante on a
incorrectement choisi la variable a saturer. Il faut alors identifier précisément le point
du chemin pour lequel la saturation passe d’une variable a une autre; pour cette étape
nous appliquons la méthode générale proposée en 3.8.

Si les contraintes qui ne sont pas respectées ne concernent que W et W, la solution est
immédiate : on change de variable de saturation exactement a I’instant ol le dépassement
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est détecté. S’il y a un dépassement des contraintes sur w ou sur w, il faut anticiper
et prévoir un raccord a 'aide d’un ou deux polynémes de degré 3, pour assurer une
jonction de classe C? avec le palier de saturation.

Dans ce qui suit, on note ¢y l'instant auquel on a détecté le dépassement pour ,
ou pour w. Les bornes ming, et Mazo désignent maintenant les bornes imposées a w;
min, et Maz; désignent les bornes imposées a . On suppose que le dépassement de la
contrainte concerne la borne supérieure, le raisonnement étant identique pour la borne
inférieure.

Dépassement sur w: Il faut trouver I'instant tg < ty pour lequel on peut construire
le polynéme p; défini par:

p1(t) = w(to) + w(to)(t — to) + W(to) (t - to)? + ming

5 (t - to)?

tel qu’a l'instant t,, défini par p;(t1) = Maz, on ait la condition p;(¢;) = 0, ce qui se
réduit a:

W(to)
ming

t; = to - = MaIL‘I (526)

Pour pouvoir effectuer ce calcul, on prend une approximation de w au voisinage de tg4,
par exemple:

. 5t i
w(t) & B(t) = w(ty) + wta) (t — ta) + (te) (t—tq) + “’(ﬁd) (t — tq)?
On obtient alors les expressions approchées de w(tg) et W(to):
. . w(t
w(to) = w(td) + w(td) (to — td) + ( d) (to — td)2

2

&
s
I
g

D(td) + W(tq)(to — ta)

En reportant ces expressions approchées dans (5.26), on obtient alors une expression
approchée de £y qui pourra éventuellement étre corrigée.

Dépassement sur w: Il faut trouver 'instant ¢y < t; pour lequel on peut construire

les deux polynémes p, et p; définis par:

w(t min
(20) (t —to)? + ——=

p1(t)
2

(t - to)®

ming

p1(t) = w(to) + w(to) (¢ — to) +

p2(t) = p1(t1) + P1(t1)(t — to) + (t - to)* + (t—to)®

tel qu’a linstant tp, défini par ps(t;) = Mazg, on ait les conditions py(t2) = 0 et
P2(t2) = 0. Une fois ces conditions posées, la démarche est exactement la méme que
précédemment. '
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5.5 Exemple

5.5.1 Choix du chemin

Dans cet exemple, nous cherchons a déplacer une charge en lui faisant faire un détour
pour contourner un obstacle situé entre le point de départ et le point d’arrivée. Notre
objectif est principalement de pouvoir décrire le chemin par des expressions simples, tout
en conservant une solution suffisamment générale. Par ailleurs, pour mettre en évidence
P’importance du choix du chemin sur la complexité des calculs, nous prenons une courbe
symétrique par rapport au plan yz. Cette courbe est l'intersection d’un ellipsoide et
d’un paraboloide, dont les équations sont :

224 22 (2 — 20)? = R? Pellipsoide (5.27)
2?4+ y,y = R® le paraboloide (5.28)

Cette solution pratique permet d’obtenir une grande variété de chemins différents en
agissant sur les parameétres suivants:

- R pour faire varier ’amplitude du mouvement selon la direction x;
— y, pour faire varier la courbure de la parabole dans le plan xy ;
— z, qui est inversement proportionnel a ’axe de ’ellipse dessinée dans le plan xz;

~ zp qui est l’altitude initiale de la charge (le chariot se déplace dans le plan z = 0).

Lorsque le chemin est restreint a la partie z > 2o, alors y et z peuvent étre donnés
en fonction de z:

R? — z? 1
Yy= Z=2p + ;— vV (R2 - 1?2) (529)

Ya

On en déduit les expressions des dérivées y et jj en fonction de z, & et &:

T 2
)= —2= = —— (2% + z° 5.30
y ” ] ” ( ) (5.30)

De méme, on peut établir les expressions de z et Z:

; ak 3 ! <m'c'+ il ) (5.31)
= ————— = — o .
2, VR? — 22 2aVR? — 22 R? — z2

Il suffit d’utiliser ces expressions dans les formules établies en (5.1) et (5.8) pour
obtenir les expressions des variables qui nous intéressent zq, yg et F.

Nous noterons que pour que la dérivée # soit définie en z = R, il est nécessaire qu’en
ces points £ = 0. Dans ce cas on a aussi § = 0, ce qui nous assure que la trajectoire est
verticale en ces points. Plus généralement, si on souhaite que les n premieres dérivées
de z soient définies en = = R, il est nécessaire que les n premiéres dérivées de z (donc
de y) soient nulles.
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5.5.2 Calcul de la trajectoire

Etant donné que les mécanismes permettant de faire passer la saturation d’une va-
riable a une autre ne posent aucune difficulté et qu’ils sont trés proches de ceux qui
permettent de construire une variable saturée, nous limitons le calcul de la trajec-
toire optimale au cas de la variable zg. Pour cette variable, nous montrons comment
construire la variable polynomiale par morceaux qui sature les contraintes, comment cal-
culer la trajectoire correspondante et comment insérer des paliers de saturation lorsque
des contraintes ne sont pas respectées sur un modeéle.

Pour pouvoir effectuer les calculs, nous utilisons les valeurs numériques suivantes :

g =10 m = 1000 mg, = 1000
(5} zo=-—10 B = 2
R=10 M, =1 Me=1

La premiere étape consiste a calculer la trajectoire optimale en supposant que la
saturation ne concerne que la dérivée troisieme 7. Dans ce cas, zg(t) est une fonction
polynomiale par morceaux, comportant 5 polynémes de degré 3, tels que |Z'g(t)| = M.
Ces 5 polynoémes, notés z,,, T2, T35, T4, €t Ts, sont définis respectivement sur les
intervalles [to = 0, t1], [t1, 2], [t2, t3], [t3,t4] et [t4, 5] par:

i Me

3
6

2o (t) = ai, + a;,t + a;,t* — (:1)
Big(t) = ai, + 205t — (—1) Mz g2
%5 (t) = 2a;, — (=1)* Mt
Le polynéme z; . est déterminé par les conditions initiales. A D’instant initial, le cable
est vertical, la masse et le chariot ont une vitesse et une accélération nulles, on a donc:

. 1...
I‘lc(t) = —R+ EMI t3

Pour déterminer les 12 autres coefficients a;;, a;, et a;, (1 < ¢ < 5), nous utilisons le
fait que les raccords entre les polynémes doivent étre de classe C?. Ceci nous donne les
12 relations suivantes:

Aprés résolution du systeme, en posant a;, = —R, a1, = 0 et a;, = 0, on obtient les
coefficients a;, = —R, a;, = 0 et a;, = 0, en fonction des t;—; (1 <7< 5):
=P s
iy = Qi1 + % M t?_l

Qi) = Qi-1y — (_l)iMz t?—l
i, = ai_1, + (-1) Mz: ti-1
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Il reste a établir les relations qui permettent de calculer les instants de commutation
t1, to, t3, t4 et ts. D’une part, nous utilisons les trois conditions finales :

55G(t5) = ZG, igG(ts) = .’1'7(;, igc(tg,) = i'in

et d’autre part, nous utilisons la symétrie du chemin :
t5—t4:t1—t0 t4—t3=t2—t1

Malheureusement, ce systéme est redondant et il reste un paramétre libre (nous
choisissons arbitrairement ¢;). Les trois derniers instants de commutation sont facilement
obtenus en fonction de t; et tg:

t3=3t2—4t1 t4=4t2—5t1 t5=4t2-—4t1 (532)

La valeur de t; est obtenue a partir de ¢; par ’équation #5,(t5) = R. Compte tenu des
valeurs établies pour t3, t4 et ts, cette équation devient :

Mz (ty—t2) (582 =5tat; +t3) —R=0 (5.33)

Cette équation en t; n’admet des racines réelles positives (0 < t; < t;) que si la condition
suivante est vérifiée:

50t +54 My Rt3—2TR* <0 (5.34)

L’équation (5.34) nous permet de choisir une valeur initiale de ¢;, nous en déduisons
les valeurs possibles de t; a partir de ’équation (5.33) et de la condition 0 < ¢; < t5.
Connaissant ¢; et t5, nous pouvons utiliser les équations (5.32) pour calculer les autres
instants de commutation t3, t4 et t5. Ces instants de commutation nous permettent de
calculer zg en chaque instant et donc de calculer la trajectoire de la charge correspon-
dante, selon la méthode proposée en 5.4.1. En exploitant la symétrie du probléeme on
peut restreindre les calculs a l'intervalle [0, ¢5/2].

La valeur initiale de t; a été choisie arbitrairement, sans tenir compte du chemin
imposé a la charge; la trajectoire calculée ne coincide donc pas avec le chemin choisi.
Pour que la trajectoire convienne, il faut en fait réunir les deux conditions suivantes:

ts . s
z(—) =0 H(=)=0
(2) (2)
Nous pouvons donc évaluer 'erreur par rapport a cet objectif et la corriger en agissant
sur la valeur de t;. Avec les valeurs numériques retenues, nous obtenons en trois itérations
les dates de commutation suivantes :

ty =175 1o = 4.37 t3 =6.13 ty = 8.76 ts = 10.50

La fonction z¢(t) obtenue avec cette solution, ainsi que ses deux dérivées Zg(t) et
Zq(t) sont représentés en figure (5.2). Les lignes en pointillés, qui représentent respec-
tivement z(t), Z(t) et Z(t), montrent que le mouvement de la charge, le long de la tra-
jectoire qui lui est imposée, est tres saccadé. En effet, sa vitesse s’annule a mi-parcours,
entrainant des accélérations assez importantes.
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FiG. 5.2 - zg, g et g sans palier de saturation.

Or, I'accélération obtenue en t; dépasse la contrainte M, imposée. Pour connaitre
la date tq € [to = 0,%,] a partir de laquelle Zg ne vérifie plus les contraintes, il suffit de
chercher t4 vérifiant z;,(t4) = M. On obtient alors tg = Mz/M,; Par symétrie, on en
déduit que le méme type de dépassement apparait en t5 — tg4.

Il faut donc reconstruire un nouveau modele, en insérant, a celui—ci, deux paliers
de saturation en accélération. On se retrouve donc avec une commande polynomiale
par morceaux composée de sept polynémes z,,, To,, T35, Tag, T55, Teg et T7, définis
respectivement sur les intervalles [to = 0, t1], [t1, t2], [t2, t3], [t3, ta, [ta, ts] [t5, te] et [ts, t7].
Les polynomes z, et zg, sont de degré 2 et leurs dérivées secondes sont respectivement
Mr et —Mx. Tous les autres polynomes sont de degré 3 comme pour le modeéle a 5
polynémes calculé précédemment. Le calcul des dates de commutations est similaire a
ce qui a déja été fait, a la différence pres que I’on connait les valeurs de t; et t; — tg,
toutes deux égales a ty = Mx/Mx

En utilisant les nouvelles conditions de continuité entre les divers polynomes, on peut
alors calculer les expressions de t4, ts, tg et t7 en fonction de 5 et t3:

t4=—-2..—.x+3t3—2t2 t5:—2%+4t3—3t2
M, M
t6:—37:£+4t3—2t2 t7=—2%+4t3—2t2
M T
Pour obtenir la valeur de t3, il suffit de résoudre I’équation z7.(t7) = R. Il ne

reste alors plus qu’une seule indéterminée t; que nous calculons en appliquant la méme
méthode que dans le cas a 5 polynémes. On aboutit alors aux valeurs suivantes pour les
dates de commutations de ce modele:

t1 =100 ¢, =3.03 t3=4.73 t4=6.13 t5=783 1tg=9.86 ¢7=10.86

La variable zg(t) correspondante, et ses dérivées zg(t) et Zg(t), ont alors I'allure
indiquée en figure (5.3). Les lignes pointillées qui apparaissent sur chacun des trois
graphes représentent a nouveau les fonctions z(t), (t) et &(¢) respectivement.

Le fait d’introduire les paliers de saturation en accélération a tres peu modifié la
durée totale nécessaire pour réaliser le mouvement. En effet, on est passé de 10.50 a
10.86, ce qui représente une augmentation de moins de 3.5%. Par contre si on compare
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10

06 T I e E 10

FiG. 5.3 - zg, g et &g avec paliers de saturation.

les figures (5.2) et (5.3) on peut constater que le mouvement de la charge, le long
du chemin imposé, varie énormément. Sa vitesse & mi-parcours ne s’annule plus, bien
qu’elle diminue encore fortement ; cela se ressent énormément au niveau des accélérations
maximales puisqu’elles diminuent de moitié.

Pour avoir une idée plus précise des résultats, on peut se reporter aux figures (5.4)
et (5.5), qui donnent une représentation en trois dimensions du pont roulant, et aux
figures (5.6) et (5.7), qui sont les projections de la figure (5.5) respectivement dans les
plans yz, xz et xy. Sur ces figures, la courbe dans le plan z = 0 représente la trajectoire
du chariot, la seconde courbe représente la trajectoire de la charge et les traits obliques
représentent la position du cdble a des intervalles réguliers (0.1s).

En comparant les figures (5.4) et {5.5), on peut noter que 'insertion des paliers
de saturation en accélération dans le modele utilisé a tres nettement « adouci » les
trajectoires du chariot et de la charge. Dans le cas du chariot, cela se traduit par un net
changement dans le chemin suivi: il est beaucoup plus régulier, en particulier pour les
valeurs de z voisines de £5.

Les figures (5.6) et (5.7) mettent clairement en évidence la structure géométrique du
chemin suivi par la charge : la projection dans le plan xz fait apparaitre une demi-ellipse
et la projection dans le plan xy fait apparaitre une parabole.
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-10+

FiG. 5.6 - Trajectoires du chariot (z = 0) et de la charge.

FIG. 5.7 - Trajectoires du chariot (ligne pointillée) et de la charge dans le plan xy.
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Conclusion

Bilan

Le probleme de la commande optimale est tres difficile & résoudre dans le cas général,
surtout si des contraintes sont imposées sur les commandes et sur les variables d’état.
Des difficultés surviennent & tous les niveaux : lors de la formulation du probleme, dans
les énoncés des conditions vérifiées par les solutions optimales et dans le calcul effectif
des commandes. Ces difficultés sont dues en partie aux relations qui existent entre les
composantes de la variable d’état ; il est donc souhaitable de s’affranchir de cet inconvé-
nient lorsque c’est possible. C’est le cas en particulier pour les systemes plats puisque les
composantes de la sortie plate sont indépendantes entre elles. Cette caractéristique avait
d’ailleurs permis de mettre en évidence que la planification de trajectoire des systémes
plats est extrémement simple.

Nous avons effectivement pu constater que le probléme de la commande optimale
s’exprime plus simplement dans le cas des systeémes plats que dans le cas général. Cette
premiére simplification se traduit par la suppression de la distinction entre coniraintes
pures et contraintes miztes, ce qui est une conséquence directe du fait que la variable
d’état et la commande ne sont plus que des variables quelconques du systeme. Cette
simplification n’enléve rien & la généralité des probléemes traités. Au contraire, cette
nouvelle formulation permet de prendre en compte des éléments difficiles a exprimer
avec le formalisme plus traditionnel des équations d’état, par exemple la notion de
commandes lisses. De plus le probléme est mieux structuré et il apparait clairement
que pour le résoudre on peut procéder en deux étapes que nous proposons de traiter
indépendamment ’une de 'autre: le calcul du chemin géométrique suivi par la sortie
plate et le calcul de la trajectoire optimale le long de ce chemin.

Un chemin géométrique qui satisfait les conditions de rendez-vous peut étre donné
sous deux formes différentes, soit comme une courbe paramétrée, soit comme une courbe
implicite. Dans chacun de ces cas le calcul du chemin est trés simple : pour les courbes
paramétrées il suffit d’appliquer des formules d’interpolation, pour les courbes implicites
il suffit de résoudre un systéeme d’équations linéaire. Bien entendu, ces solutions ne
permettent pas d’obtenir le chemin optimal, mais pour de nombreuses applications, des
régles de construction propres a la nature du probléme traité permettront d’aboutir a
des chemins proches de la solution optimale.

Une fois que le chemin suivi par la sortie plate est imposé il ne reste plus qu’a
calculer la trajectoire optimale le long de ce chemin, ce qui est nettement plus simple
que le probléme initial. En effet, ’algorithme permettant de calculer la solution découle
directement d’une condition nécessaire imposée aux variables du systeme, cette condition
indiquant simplement qu’en chaque instant, 'une des contraintes est saturée. Bien que
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cette condition ait des points communs avec les conditions nécessaires obtenues dans le
cadre de 'application du Principe du Maximum de Pontriagyne, son énoncé est beaucoup
plus concis, il n’introduit pas de variables supplémentaires et il n’ajoute pas de nouvelles
équations différentielles. Dans les cas les plus favorables, en particulier pour les systémes
sans dérive, la solution est obtenue en calculant les solutions d’un petit nombre de
systemes d’équations algébriques de faibles degrés. Dans les cas moins favorables on se
ramene 3 un probléme d’équations différentielles aux limites, dont la solution est connue
a un petit nombre de parametres prés; on est donc passé d’un probleme en dimension
infinie 3 un probléeme en dimension finie.

Deux exemples ont été traités par cette méthode: la commande en attitude d’un
satellite et la commande d’une grue. Le premier exemple correspond a un cas réel pour
lequel il est effectivement nécessaire de pouvoir planifier efficacement I’exploitation du
satellite. La platitude de ce systéme est evidente lorsqu’on utilise des quaternions pour
représenter la dynamique de ce systéme; la sortie plate étant lattitude du satellite. Ii
s’agit d’un systéme sans dérive, la saturation des contraintes imposées & une variable
se traduit donc par un systéme d’équations algébriques qui est trés simple a résoudre.
Les performances de cet algorithme, mesurées sur un programme développé en C++,
sont encourageantes. Une certaine souplesse est laissée dans le paramétrage des chemins,
nous indiquons d’ailleurs les bases d’un algorithme itératif permettant d’optimiser les
chemins obtenus.

Le second exemple traite le cas d’un systéme avec dérive. Il existe de trés nombreuses
formulations différentes du probleme de la grue, aussi avons—nous fixé nos choix sur des
points qui illustrent bien la richesse de la méthode. En particulier nous avonc cherché,
d’une part, a traduire réellement les limitations physiques du systéme (dimensions, puis-
sance des moteurs et résistance de la structure) sans trop compliquer les calculs, d’autre
part, a produire des commandes suffisamment lisses pour empécher I’apparition de vi-
brations et d’oscillations parasites. Plusieurs simulations, effectuées a ’aide du logiciel
MAPLE ont permis de valider la méthode sur ce second exemple.

Perspectives

Au terme de ce mémoire, de nombreux points mériteraient une étude complémen-
taire. D’une part; les exemples traités a titre d’illustration pourraient étre approfondis et
complétés; d’autre part, la méthode pourrait étre appliquée a d’autres systémes. Enfin,
la méthode générale elle-méme mériterait des améliorations et des compléments.

Pour ce qui est du satellite, il faudrait affiner la démarche proposée pour optimiser le
chemin en attitude, voire exploiter le fait que deux des composantes du vecteur vitesse
(ou du moment) sont saturées pour calculer directement un chemin proche de la solution
optimale. Une fois ces points réglés, il serait intéressant de faire des comparaisons avec
d’autres méthodes.

Pour approfondir ’exemple de la grue, il faudrait analyser en détail les besoins réels
de industriels intéressés par ’automatisation des grues. Les déformations de la structure
devraient sans doute étre prises en compte, ce qui introduirait des notions de dérivées
partielles qui ne sont pas traitées par notre méthode.

Le principe de base, qui consiste 4 dissocier le calcul du chemin géométrique du calcul
de la trajectoire optimale le long de ce chemin, se justifie pleinement dans tous les cas ou
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des critéres géométriques donnent des indices sur I’allure de la solution optimale. Cette
situation se retrouve dans plusieurs types d’applications industrielles, par exemple le
controle de la température dans les réacteurs chimiques (voir [Bonnard et al.95]), mais
le domaine le plus approprié a ’application de ce principe semble étre la robotique. En
effet, dans ce domaine, les systemes utilisés sont plats et les solutions s’expriment souvent
en terme géométrique. En particulier, lorsqu’il s’agit de contréler des robots mobiles ou
des bras articulés en présence d’obstacles, I’évitement des obstacles est prédominant et il
se traduit par des régles géométriques de construction des chemins. D’ailleurs, plusieurs
solutions de ce type ont déja été proposées dans ce domaine et cette démarche a tendance
a se généraliser.

Notre méthode ne s’applique pas aux applications pour lesquelles I’optimisation re-
pose essentiellement sur le choix de la géométrie du chemin suivi par la sortie plate.
En effet, dans notre démarche, nous supposons que I’élément important est la vitesse
de parcours du chemin et que de nombreux chemins sont équivalents et proches de la
solution optimale. Il serait donc intéressant de déterminer s’il est possible de dégager des
principes généraux qui permettraient de distinguer un « bon chemin » d’un « mauvais
chemin ».

Cette premiére étape de la commande optimale, dans le cadre spécifique des systemes
plats, semble prometteuse; il est donc tentant de chercher a adapter ces résultats pour
prendre en compte d’autres types de critéres d’optimisation. De méme, on pourrait
chercher & résoudre des probléemes ou I’état final n’est pas précisément défini. Dans
chacun de ces cas il serait intéressant de faire un paralléle avec les résultats proposés
par des méthodes plus générales telles que I’application du Principe du Maximum de
Pontryagine.
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Annexe A

Description des modeles

Nous donnons ci-dessous les systemes déquations permettant de calculer les valeurs
numériques des dates de commutation sur les différents modeles rencontrés en 4.5. Nous
utilisons les notations suivantes:

v; : la valeur imposée au modele a l'instant initial ;

— vy : la valeur imposée au modele a I'instant final;

- a;: la dérivée imposée au modéele a 'instant initial ;

- ay: la dérivée imposée au modele a l'instant final;

— s: I'intégrale du modéle entre I’instant initial et l'instant final;
~ Uy, : la valeur maximale autorisée;

- @y, : la pente maximale autorisée;

~ jm - la dérivée seconde maximale autorisée;

On note py, ..., pn les n polynémes qui composent le modele. Pour chacun de ces
polynémes, on effectue une translation de l'origine des temps, pour que le polynéme p;
soit défini sur lintervalle [0,z;]. La date a laquelle le modéle commute du polynéme p;

au polynéme pjy, est alors ¢; = >°7_; z,.

Dans ce qui suit, nous indiquons comment calculer chacune des valeurs z; pour les
modeéles M0 a M9.

A.1 Modeles complets

Le modeles représentés ici sont les modeéles MO a M7 indiqués sur la figure (4.6).
Pour chacun de ces modéles, les valeurs de v;, vy, a;, as et s sont imposées.
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A.1.1 Modeéle MO

Polynéme P | P2 | P3
Degré du polynéme | 2 2 2

Coefficient de téte Jm | _Jm | Jm

1 4298ijm — 255,23 + 20ijm — 6 + a% — 2vfjm

e NER)
1 2j323 + 4imaas + 20ijm — af + a3 — 20gjm
3=~ ,
87y VEX

La valeur de z, est obtenue en calculant numériquement la solution de 1’équation :

3
s= Z/o pi(t) dt
i=1

ce qui revient a calculer les racines d’un polynéme de degré 4 dont les coeflicients o, ¢,
C2, C3 et ¢4 sont :

co = —3(a% = 2vpjm + 20ijm — a?)? — 4853, 225

¢1 = =16 (3jmvia; — 3jmvras —a? + a?«)

cy = 24j;‘:l(2vfjm + 2V fm — a? — a.:;)

Cc3 = 0

C4 = 12j';1n

A.1.2 Modéle M1

Polynome | D2 P3 P4
Degré du polynéme | 2 1 2 2

Coefficient de téte Im G _dm | Im

2 2 2
Ay — Qg
Ty = -
Im
2 2 .
vp—v G —a
gp= L4 2 .f—2x3+’7—mx§
A 20 3m an
af—a
Im

La valeur de z3 est obtenue en calculant numériquement la solution de I’équation :
4 g
s=3_ / p;(t) dt
i=1 0
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A.1.3 Modele M2

Polynome pr| P2 | P3| Ps | Ps
Degré du polynéme | 2 0 2 2
. A jm ™m jm Jm
Coeflicient de tét —_ | == - | =
oefficient de téte 5 2 Um 5 5
a; a? U — V;
) =T — — T2 =(\[55 t+ -
Jm 27, Jm
2
a Vyy — U a
$4=\/_‘f2+ = d $5=$4—.—f
25 Jm Jm

On en déduit ’expression de z3 (on peut calculer pg car p3(t) = vp):

1 ] £y
r3 = — (S - / P (t) dt — / D2
Um 0 ]

A.1.4 Modeéle M3

Oa- [“nar- [ n)

Polynéme Pr | P2 | P3 | Pa| Ps | De
Degré du polynéme | 2 1 2 0 2 2
. . Jm Jm Jm | Jm
Coefhi t de tét = S, —_ =
oefficient de téte 5 Gm 5 U 5 5
2y = (lm._ a; T, = Um — U4 _ 204?71 — azg T3 = 9_72
Jm am 2amjm Jm
¢ | vm =y as
Ts =4/ 55+ - e =I5 — ——
275 Im Im

On en déduit ’expression de z4 (on peut calculer ps car ps(t) = vp):

u:3;G-A“mmw—A"mmw-ﬁmmmw—L“mmm—L“%mm)

Um

A.1.5 Modeéle M4

Polynome
Degré du polyndme

Coeflicient de téte

P P2 P3| P4
2 2 1 2
im | _m | _y | dm
2 2 L
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am + a;
Ty =T2 — "
Jm
2 _ .2 A
T3 = il G —2z9+ . z2
= - 3
i . o (1 P
af+anm
Ty = —(/—
Jm

La valeur de z; est obtenue en calculant numériquement la solution de I’équation :
-
By / pi(t) dt
i=1 70

A.1.6 Modeéle M5

Polynéme p1| P2 | 3 Pa | DPs
Degré du polynéme | 2 1 2 1 2
. " J J J
Coefficient de téte Tm am ——;— —Qy, ?m
Qy — @ vf—v; “z‘“,zf
i — Ty = - Ly
Im am 2am]m
$3—2a—m xs:am'_af
Im Im

La valeur de z4 est obtenue en calculant symboliquement ou numériquement la so-
lution de I’équation :

5= ;/0 pi(t) dt

A.1.7 Modele M6

Polynéme P1 D2 p3 P4 Ps Pe
Degré du polynéme | 2 2 0 2 i 2
Coefficient de téte ]?m —]—2"1 Um —]?m —0m ]‘22
. a? —v
xlzxg—gt— Ty = - +’Um‘ .
Im 2jm Im
G Um — Uy aj‘;—2a31 am +ay
Ty= ¥p = - fig = —=——
o = /s o 20 Im Im
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On en déduit I’expression de z3 (on peut calculer py car p3(t) = vy):

2s = i(s—/:l pl(t)dt_/om pz(t)dt—/ou pa(t) dt—/oxs ps(t) dt—/orepe(t) dt)

A.1.8 Modéle M7

Polynéme pr|P2| P3 [ Pa| Ps | Ps | D7
Degré du polynome | 2 1 2 0 2 1 2
. ) . . . j
Coefficient de téte %n G —‘7—2'1 U -—‘%” -G, —Qﬂ
U — a; U =¥ 242, — a? U
Iy = ; T2 = - : T3 =
Jm Qm 20 Jm Jm
2 2 _ 2
A, Um — Uf Ay — Ay Um — G f
Ty = — Tg = - 5 7 = ——/
Jm Qm 2amIim Im

On en déduit I’expression de z4 (on peut calculer ps car py(t) = vm):

1 Ty T2 z3
rn= (o= Mm@~ [ mwd- [ md
Um 0 0 0

[ mwa- [ nwa- [ o)

A.2 Modeles réduits

Le modeéles représentés ici sont les modeles M8 et M9 indiqués sur la figure (4.7).

A.2.1 Modeéle M8

Pour ce modéle, la valeur de ay n’est pas imposée et on a vy = 0. Il est composé de
deux polynomes définis par:

n(t) = ]—;n-tz-}-a,'t-{»-vi
p2(t) = —%mt"” + (@i + jmz1) t + %wf +a;z1 + v;

Pour obtenir les valeurs de r, et T 11 faut résoudre numériquement le S stéme
1 y
d’équations:
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A.2.2 Modeéle M9

Pour ce modéle les valeurs de a; et ay ne sont pas imposées; les valeurs de v; et vy
sont: v; = vy = 0. Il est composé d’un seul polynéme. La valeur de z; est:

12
T = 3 _S
Jm
Le polynéme py s’écrit alors:
3 3.7'12713 Jm 2
t)y =4/ ——t——1t
pi(t) V ) )
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