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Glossaire

Glossaire

Notation des fonctions de transfert intervenant dans la commandé:

Boucle ouverte

Correcteur Systéme Modéle
e y e y'
—1 C G —> —> H |—>
Systéme
corrigé : F=C.G
/
Boucle fermée
Correcteur Systéme . Modéle
e + € U Y e + € Y'
—)%)——ﬂ C G > —)@——» H >
Fonctions Transformées inverses

(domaine de Laplace)

Correcteur Cp)
Systéme G()
H@)

Modéle
F)=C().G(p)

Systéme corrigé

(véponse impulsionnelle)
c(t)
glt)
h(t)
f(t)=L"[C(®).G(P)]




Glossaire

Correcteur de type P.1.D entier

_ Cip gg
C(p)=Cy +———-—(1 D) + D

Correcteur de type P.I.D non entier

3 Cip°  Cy
Clp) = Co+ A+pp)y  P°

Systéme de type TDI (G) ou TDIR (Gr)

___k ___k -T.
G) = (1+t.p)” Grp) = a +'c.p)a'e ’

Fonctions de transfert des modéles utilisés

Modeéle 1: TDI/P (Transmittance a Dérivée Implicite avec intégrateur)

A

Hip)= —M
) d+op)

Modéle 2: TDE/P (Transmittance a Dérivée Explicite avec intégrateur)

A
Hyp)=—F—"""37
p[1+3p)]
Modéle 3: 2dO/P (Second ordre Oscillant avec intégrateur)

| 202
H = —
*®) p[p?+2.6Q5.p+ Q2]




Glossaire

Modéle 4: TDI (Transmittance a Dérivée Implicite)

A

H Y,
a2 (1 +8.p)B

Modéle 5: TDE (Transmittance a Dérivée Explicite)

A

He(p)= —M
O en)

Modeéle 6: 2dO (Second ordre Oscillant)

A.Q2%
p2+26Q,p+Q2

He(p) =

Modéle 7: TDIR/P (modéle 1 avec retard )

x.e—T.p

Ho(p) = —-€ "
O sy

Avec:

Correcteur: Cp, CietC2e R® peR™, meN* x cetveR*
Systéme: k, aett e R

Modéles: A, Set B e R Q,eR™  0<¢<1
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Glossaire

Autres notations utilisées

p variable de Laplace,

n ordre (entier) du moment temporel,

s ordre (non entier) de la transformée de Mellin,

o pulsation (enrad.s’) o=2.rx.f ,

M & Al Moment temporel d'ordre n de 1a fonction h,
M(h,s) & B(h,s) Mellin d'ordre s de la fonction h,

r fonction gamma T'(n)=(n- 1!,

:ilti [A(2)] dérivée non entiére d'ordre ¢ de la fonction h en t,
I°[h(D)] intégrale non entiére d'ordre v de la fonction h en t,
e(t) entrée temporelle (Dirac ou échelon),

y(t) sortie temporelle du systéme corrigé en boucle ouverte,
y'(t) sortie temporelle du modéle en boucle ouverte,

Y(®) sortie temporelle du systéme corrigé en boucle fermée,
Y'(t) sortie temporelle du modéle en boucle fermée,

£(1) erreur temporelle du systéme corrigé en boucle fermée,
g’(t) erreur temporelle du modéle en boucle fermée,

U signal de commande.
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Introduction

Introduction

Bon nombre d'approches mathématiques sont a la disposition de
I'automaticien qui s'intéresse a la commande des systémes linéaires continus.
Des méthodes classiques comme des approches fréquentielles, algébriques ou par
retour d'état ont fait I'objet d'innombrables études [1]-[2]-[3]-[4]-[5]-[6]. Chacune
de ces méthodes porte un intérét particulier quant a sa mise en oeuvre suivant le
systéme étudié.

Concernant les méthodes de commande basée sur l'analyse fréquentielle,
trés largement développées par A. Oustaloup, la notion de dérivée non entiére est
utilisée en commande robuste a travers la commande CRONE de premiére,
deuxiéme et troisiéme génération [7]-[8]. Une autre philosephie est la commande
algébrique qui nécessite obligatoirement la connaissance d'un modéle particulier
de type rationnel. I1 y a alors modélisation du processus avec toute la difficulté
d'établir soit un modéle de connaissance ou un modéle de comportement dont les
caractéristiques (réponses indicielles, impulsionnelles ou fréquentielles)
correspondent au mieux a celles du systéme a étudier [9]-[10]. Une autre
approche, développée par J.-C. Trigeassou, consiste a utiliser la théorie des
moments temporels dans la commande des systémes [11]. Cette approche,
caractérisant le systéme sous la forme d'un développement en série entiére dans
le domaine de Laplace est plus rigoureuse que des modélisations de type
rationnel dans l'élaboration d'une commande ultérieure. La condition nécessaire
dans l'utilisation de cette méthode impose obligatoirement que le systéme a
étudier puisse étre modélisé par une série entiére dans le domaine de Laplace.
La limitation arrive lorsque l'automaticien s'intéresse a des systémes ayant des

comportements similaires a des systémes décrits par des modéles ne possédant
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Introduction

pas de développement en série entiére. Qurant aux commandes par retour d'état
[12], la limitation intervient dans le fait que les variables d'états deviennent en

nombre infini dans le cas ou les systémes linéaires sont d'ordre non entier.

L'apport des travaux présentés dans ce rapport est basé sur la commande
des systémes possédant ou non un développement en série entiére dans le
domaine de Laplace par l'utilisation de la théorie des moments temporels [13] et
de la transformée de Mellin [14]. La transformée de Mellin encore peu utilisée en
automatique ouvre de nombreuses applications dans le domaine de la
modélisation des systémes et dans la commande de ceux-ci. En effet, elle s'adapte
trés facilement dans la commande des systémes pour les rendre équivalent a la
réponse pile d'un modele de type Cole & Cole. L'utilisation de cet opérateur

permet également de commander des systémes a retard pur.

Les travaux présentés dans ce mémoire sont donc consacrés a l'introduction
de la commande non entiére des systémes linéaires par la transformée de Mellin.
La commande élaborée utilise des opérateurs mathématiques de dérivation et
d'intégration d'ordre non entier appliqués a des systémes continus linéaires mono

entrée, mono sortie, ainsi qu'a des systémes possédant un retard pur.

Le premier chapitre est consacré a de brefs rappels sur la théorie des
moments-temporels: développement en série entiére des transformées de Laplace
des systémes, définition des moments temporels, détermination théorique des
moments temporels. De plus, deux méthodes permettant d'obtenir de fagon
expérimentale les moments temporels des systémes a partir de leur réponse

indicielle sont élaborées.

La commande entiére des systémes par l'utilisation des moments temporels

est abordée au deuxiéme chapitre. Le correcteur utilisé est de type proportionnel,
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Introduction

intégral et dérivé. Une relation de récurrence faisant intervenir les moments
temporels du modéle a ceux du systéme a corriger en fonction des paramétres du
correcteur est déterminée par deux méthodes. La résolution de cette récurrence
permet alors de déterminer les parameétres du correcteur fixé. Enfin, les moments
temporels de trois modéles fréquemment utilisés en automatique sont donnés. Il
s'agit des modéle de type Transmittance a Dérivée Implicite (TDI),
Transmittance a Dérivée Explicite (TDE) et Second ordre Oscillant (2dO).

Le troisiéme chapitre aborde la notion de la transformée de Mellin. L'étude
d'un correcteur de type proportionnel, intégral et dérivé avec des opérateurs
d'ordre non entier montre la non utilité des moments temporels et la nécessité de
passer par la transformée de Mellin. Celle-ci permet alors d'obtenir une relation
de récurrence, a pas non constant, entre les Mellin du modéle a ceux du systéme
a corriger en fonction des paramétres du correcteur. Cette transformée de Mellin
pose néanmoins des problémes au niveau du domaine de convergence de sa
transformée. L'identification des paramétres du correcteur est d'abord effectuée
dans le domaine temporel par une minimisation de l'erreur quadratique entre les
réponses impulsionnelles du systéme corrigé et du modéle pour ensuite, dans le
domaine de Mellin, trouver l'intersection des intervalles de convergence du

systéme corrigé et du modéle.

Le quatriéme chapitre est consacré a l'identification par la méthode des
moments temporels. Un systéme physique, le processus thermique, est sollicité
par une entrée de type échelon afin d'obtenir la réponse indicielle. Celle-ci
permet alors de modéliser le systéme par un modéle de Strejc puis d'appliquer les
méthodes de détermination des moments temporels élaborées au premier
chapitre. Les moments temporels ainsi déterminés permettent de modéliser de
nouveau le systéme par deux types de modéles. Des relations sont élaborées

permettant alors de passer d'une modélisation a une autre.

17



Introduction

Enfin, le cinquiéme chapitre applique la commande entiére et non entiére
élaborées aux deuxiéme et troisiéme chapitres. La commande entiére est
appliquée sur les différents modéles caractérisant le processus thermique étudié
au quatriéme chapitre. La commande non entiére est étudiée sur un type de
systéme particulier (TDI et TDIR) et pour différents modéles imposés. Enfin, ce
~ chapitre cloture 1'é¢tude de la commande non entiére par une vérification des
résultats obtenus dans le domaine fréquentiel. Cette étude permet de valider a
posteriori les résultats de la commande non entiére élaborée dans le domaine de

Mellin et de définir le domaine de validité fréquentiel de 1a commande élaborée.
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

CHAPITRE 1

Les moments temporels
| &

les systémes

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1'étude des moments temporels et leurs liens avec
les fonctions de transfert des systémes. De ce fait, les principales définitions
faisant intervenir la notion des moments temporels sont rappelées [13]-[15]. Ces
différentes définitions montrent que les moments temporels, lorsqu'ils existent,
caractérisent les systémes linéaires continus. L'étude entreprise ici est basée sur
des systémes dont la fonction de transfert, dans le domaine de Laplace, posseéde
un développement en série entiére en p® dont les coefficients sont les moments
temporels. Aprés avoir établi toutes les définitions fondamentales relatives aux
moments temporels, il est montré comment il est possible de les déterminer
théoriquement. En premier lieu, la transmittance‘ du systéme possédant
éventuellement une intégration d'ordre k, une dérivation d'ordre k ou un retard
pur est supposé connue. Des relations entre les moments temporels issus de la
boucle ouverte et de la boucle fermée sont donnés afin de reconstituer les
moments temporels du systéme. Ensuite, deux méthodes pratiques de
détermination des moments temporels sont proposées [11]-[16]. Ces méthodes
reposent sur la connaissance de la réponse du systéme pour une sollicitation
donnée (entrée de surface finie, entrée de type échelon). Ces systémes peuvent

posséder entre autres un retard pur, une intégration ou une dérivation. Les
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Chapitre 1: Les moments temporels & les éystémes

moments temporels ainsi déterminés peuvent étre selon le type de systéme soit

convergents soit divergents.

1.2 Définition des moments temporels

Cette partie est consacrée aux principales définitions relatives aux moments
temporels utilisés dans toute cette étude [13]. De fagon générale, un systéme peut
étre décrit soit par sa fonction de transfert, soit par une série entiére ou les
coefficients du développement ne sont autres que ses moments temporels lorsque
ceux-ci existent. Les moments temporels s'appuient sur plusieurs définitions

développées dans ce paragraphe.

1.2.1 Existence des moments temporels d'un systéme

Les signaux étudiés, qu'ils caractérisent soit l'entrée, le systéme ou la sortie
de celui-ci, représentés par la fonction f, sont supposés continus ou continus par

morceaux et vérifient les conditions suivantes:

« f est une fonction causale:
t<0, f(it)y=0

« f est une fonction majorée par une fonction
exponentielle décroissante:

PeR, [ I().eP]dt<oo

1.1

Si ces deux conditions sont vérifiées, alors le moment temporel d'ordre n de la

fonction f existe.
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

1.2.2 Les moments temporels

Le moment temporel d'ordre n d'une fonction f vérifiant les conditions

définies en (1.1) est:

Mi=["tm f).dt

(1.2)

Dans le cas ou la fonction f n'est pas majorée par une fonction d'ordre
exponentiel décroissant, l'intégrale (1.2) devient alors divergente. Il est alors
possible de modifier cette définition afin d'assurer sa convergence. Cette

modification pourra soit intervenir sur la fonction elle-méme si par exemple

Lm At) = C** >0,
t—>+wo

soit sur l'intégrale en tronquant la borne infinie. Donc dans ces deux cas, les

moments temporels seront définis totalement ou partiellement.

1.2.3 Les moments temporels partiels

Dans le cas ou l'intégrale (1.2) se calcule numériquement, une troncature
sur la borne infinie est nécessaire. Le résultat obtenu s'appelle alors le moment
temporel partiel d'ordre n de la fonction. Cette troncature est déterminante dans
le cas ou les moments temporels calculés ont des valeurs divergentes. Dans le cas

contraire, la troncature est alors négligeable:

rw " At)dt = IT t" f()dt avec IJe>0, _r;o t" Adt<e

0 0

Soit une fonction f définie suivant les conditions (1.1) et soit f* la fonction

construite a partir de la fonction f telle que:
-f*@=f) si tel0;T]

-f*()=0 ailleurs
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

alors le moment temporel d'ordre n de f* est toujours défini quelle que soit la

fonction f et il s'exprime par:

T
M o=t ft).dt

(1.3)

1.2.4 Les moments temporels et la transformée de Laplace

Un signal f vérifiant les conditions (1.1) admet alors une transformée de

Laplace F, de variable complexe p, caractérisée par:

LIA =Fp) =]~ A).e™".dt
avec

p=x+j.y, x>0, la variable de Laplace.

Les moments temporels peuvent étre alors reliés a la transformée de
Laplace. Dans le cas ou les moments temporels existent, la transformée de

Laplace peut s'exprimer sous forme d'une série entiére.

La définition de la transformée de Laplace fait apparaitre dans l'intégrale le
terme e®* qui peut étre développé en série entidre de rayon infini. La fonction de

transfert devient alors:
2 n
Fo)=[" f(t).[l -p.-lt—' +p2é—'+ +(—1)".p".%—!+ ...].dt

ou encore en utilisant la linéarité de 1'intégrale:

40 +c0

) 2 b e
F(p):_[o f(t)_dt—% . t.f(t).dt+g—! . t.f(t).dt+...+(—1)"-%!-_f0 " f().dt +..
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

En utilisant la définition des moments temporels donnée en (1.2), la

fonction F peut alors s'écrire de la facon suivante:
2 n
Foy=M, -2 M + 2 M+ )" M+
1! 2! n!
La transformée de Laplace F peut donc se représenter par un

développement en série entiére ou les coefficients sont les moments temporels de

l'original f de F. La fonction F peut donc s'écrire:

Fp)= Z -D"p

(1.4)

Par commodité de calcul, il est possible d'intégrer le terme n! issu du
développement de l'exponentiel dans la définition des moments temporels. Le

développement en série entiére de la transformée de Laplace se note alors:

LF(p) = i(—l)".p"Aii

(1.5)

avec:

(1.6)

Par abus de langage, ce coefficient défini en (1.6) est également appelé le
moment temporel d'ordre n de f. Ces moments temporels ont donc pour nouvelle

définition:

Al = j:” fL—’;.f(t).dt

(1.7)
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

1.2.5 Les moments temporels et la dérivée de la transformée de

Laplace

Soit une fonction f définie suivant les conditions (1.1) et de transformée de
Laplace F. Le développement de F en série de Mac Laurin au voisinage de p=0
s'écrit:

| dF () p? sz(p)} " { d"F(p)}
O IR IR

En identifiant F terme a terme avec son développement en série donné par
la relation (1.4), i1l est alors possible d'obtenir une nouvelle expression des
moments temporels d'ordre n de I'original f. Ces coefficients sont fonctions des

dérivées éniémes de sa transformée de Laplace F:

d"F(p)

F
Mr=CD [ dp"

e

(1.8)

1.2.6 Les moments temporels et les approximants de Padé de la

transformée de Laplace

Soit une fonction f définie suivant les conditions (1.1) et de transformée de

Laplace F représentée par une fraction rationnelle du type:

bo+b1p+b2p +. +bkp k<m
1+a1p+a2p +...+an.p™

Fp)=

En effectuant la division terme a terme en puissance croissante du

numérateur par le dénominateur, la fonction F peut se mettre sous la forme:

Fp)=Co+Cip+Cop?+..+Cpp"+...
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

ou les coefficients Cn, appelés approximants de Padé, sont calculés a partir des
coefficients b, et a_ [17][18]. En identifiant F terme a terme avec son
développement en série entiére donné par la relation (1.4), une nouvelle

définition du moment temporel d'ordre n de f s'écrit:

M, =(1)".Co.n! I

(1.9

1.3 Détermination théorique des moments temporels d'un

systéme

Dans ce paragraphe, le systéme noté G, de transmittance connue dans le
domaine de Laplace, est supposé développable en série entiére dont les

coefficients sont ses moments temporels.

1.3.1 Détermination des moments temporels d'un systéme

Soit le systéme de transmittance G, et dont la transformée de Laplace
inverse g est connue. La connaissance de l'expression analytique de g dans le
domaine temporel permet donc de déterminer parfaitement tous ses moments
temporels d'ordre n par I'utilisation des expressions (1.2), (1.7) ou (1.8) dans la
mesure ou ils existent. L'existence des moments temporels montre que le systéme
peut se mettre sous la forme d'une série entiére. Le calcul des expressions (1.2) et
(1.7) peut étre fait en utilisant les tables d'intégrales indéfinis. Il est également
possible de calculer ces intégrales par une méthode de discrétisation de type

trapéze ou Simpsom.
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

1.3.2 Détermination des moments temporels d'un.systéme possédant

une intégration d'ordre k

Un systéme possédant une intégration pure d'ordre k se met sous la forme
suivante:
GP)
o
Le calcul des moments temporels revient a déterminer les moments

temporels de la transmittance G dont I'entrée est de la forme —1;:

D
1
k
1 g]? y(®) — p o) y(®)
Y
Figure 1.1:

Equivalence d'un systéme possédant une intégration d'ordre k

Dans le domaine de Laplace, la sortie y s'écrit:

:—1~ Z ~1)" p".As
- p n=0

Il est possible de construire une fonction G*, transformée de Laplace de g*,

tels que les moments temporels de g s'expriment en fonction des moments

temporels de g*:

g 40
G*(p) = ¥(p) - Z(—l)" An =2 (D" AL,

et

G*@)= 3 (1)"pm.AL
n=0
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Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

Les moments temporels de g* peuvent donc s'exprimer en fonction de ceux

de g par la relation suivante:

A% = (-1)* A%, pour n=0 et k>1

(1.10)
De méme, cette précédente relation peut s'écrire:
. !
M; = (—1)k.(n—'::’k-iMﬁ+k pour n>0 et k=1 l
(1.11)

La construction de la fonction G* a partir de la réponse y permet donc de
déduire les moments temporels de g. En effet, ceux-ci s'obtiennent par
identification avec les moments temporels de g* avec un décalage d'ordre k. Seuls
les moments temporels de g d'ordre compris entre 0 et k-1 ne peuvent étre
déterminés par cette relation. Cela prouve qu'un systéme possédant une
intégration ne peut pas s'écrire seulement sous la forme d'un développement en
série entiére car le développement comporte des termes supplémentaires en

51; (n e N). Le développement en série entiére d'une transmittance sans

intégration est inclus dans un développement en série de cette méme

transmittance possédant une intégration d'ordre k.

1.3.3 Détermination des moments temporels d'un systéme possédant

une dérivation d'ordre k

Le calcul des moments temporels de
p*.G(p)

revient a déterminer les moments temporels de la transmittance G de dérivée

d'ordre k de son original g:
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.
ok o3 = S o) Y

Figure 1.2:
Systéme possédant une dértvation d'ordre k

Dans le domaine de Laplace, p*.G(p) peut se mettre sous la forme:
S g
p*.G(p) = p*. ;0 -1D".p".Ar=G"(p)
ou s'écrire encore:
k-1 +0 g
G'p)=2 (-D"p"x0+ X (-1)" p".A%,
' n=0 n=k
Cette formulation montre que dans le développement en série de G*, les k

premiers termes sont nuls. Le développement de G* peut se mettre sous la forme

d'une série entiére de ses moments temporels d'ordre n:

o0 . . ) *
G'(0)= X (-1)"prAF =A§ -pAT +p2.4f +.
n=0

Par identification de cette relation avec la précédente, les moments

temporels de g* s'expriment en fonction de ceux de g:

Ag‘, Af" seey Ai] =0

AL = (-1 A%, pourn>k

(1.12)
De méme, cette précédente relation peut s'écrire:
M§, MY, ., M, =0
. !
Mé =(-1)* "% _ M, pournzk
( ) (n_k)! n—k POU
(1.13)
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En pratique, un tel systéme devra étre sollicité par une entrée de type —1—k
D

afin d'avoir directement les moments temporels de la réponse impulsionnelle.

1.3.4 Détermination des moments temporels d'un systéme i retard pur

Soient un systéme de transmittance G et un systéme de transmittance Gr
construit a partir de G et possédant un retard pur noté T. Il est donc possible

d'écrire dans le domaine de Laplace la relation liant ces deux transmittances par:
Gr(p) = G(p).e™™?

Chacune de ces deux transmittances G et Gr peuvent s'exprimer par un
développement en série entiére en fonction des moments temporels de leurs

originaux respectifs g et gr:

GE) =3, 1" pr Af
Gr(p) = ijjo(—l)".p"Ai’
et
Gr(p) = e~T>. é 1" p".A%

En utilisant le développement en série entiére de e 77, il est possible
d'exprimer Gr en fonction des moments temporels de g:

GW)ZGDﬂ%gZH)@m

Le développement des premiers termes de cette précédente relation donne:

Gr(p) =A§ -p.[Af + TA§ ]+ pZ.(Ag +T.A% +ZE!A§) +

e+t (=D D™ Z TA,,.,
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En identifiant cette expression de Gr avec celle de G, les moments temporels
de gr peuvent se déduire des moments temporels de g. Le moment temporel
d'ordre n d'une transmittance possédant un retard pur s'exprime donc en
fonction d'une somme récurrente des moments temporels de cette méme

transmittance sans retard pur par:

Agr _ i %’:_ Aﬁ_i

=0

(1.14)

Remarque: Seuls les moments d'ordre 0 de g et gr sont égaux: A5 =A%

1.3.5 Détermination des moments temporels d'un systéme en boucle

fermée

Soit le systéme G suivant en boucle fermée:

E@) + Yp) E Y
©) G(p) > L (B)—) W) —> ®
Figure 1.3:

Systéme G en boucle fermée.

Le systéme G peut s'exprimer sous forme d'une série entiére en fonction des

moments temporels de son original g:

G)=As-AS p+ASp2+ ...+ ()" ASp™+...

Soit W la fonction de transfert en boucle fermée. Alors W s'écrit:

(1.15)
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W peut s'exprimer également en fonction des moments temporels de son
original w sous forme d'une série entiére [19]. Ses moments temporels ne sont

autres que les moments temporels de g en boucle fermée.
Wp)=Ay -AY p+AY p?+...+(-1)" A p" +...
En effectuant la division en puissance croissante de p du rapport (1.15), il

est possible d'exprimer les moments temporels de w en fonction de ceux de g par

la relation suivante:

w_ A
0 =
1+A5
w. 1 Aﬁ ] w
n= g( g__ZAi -Ai—ij
n>1 1+A0 1+A0 =1

(1.16)

A partir de ces deux précédentes relations, il est alors possible d'exprimer
les moments temporels de g en fonction de ceux de w afin de reconstituer le

systéme a partir de ses moments en boucle fermée:

Av n—1
A= —1 ( n_+ Y AV A )
2t 1 -—Alou 1 —Agj i=1 ' e

1.17)

Pour reconstituer les moments temporels de g en boucle ouverte, il est
nécessaire que le moment temporel d'ordre 0 de w soit différent de 1. C'est a dire
que le gain en boucle fermée soit différent de I'unité. Pour cela, le systéme G en
boucle ouverte ne doit pas avoir de gain infini ou ne doit pas posséder une

intégration pure.
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1.4 Deétermination pratique des moments temporels d'un

systéme

Il est supposé également tout au long de ce paragraphe que le systéme noté
G posséde un développement en série entiére ou les coefficients sont ses moments

temporels.

1.4.1 Le systéme posséde un retard

Dans la détermination pratique des moments, il se peut que le systéme
posséde un retard pur T. Alors, le calcul des moments temporels prendra donc en
compte ce retard éventuel. Les moments obtenus seront donc les moments de la
transmittance avec un retard. Pour reconstituer les moments temporels réels du
systéme sans le retard, il faut dans 1'équation (1.14) exprimer les moments
temporels du systéme g en fonction des moments temporels du systéme a retard
gr. Les moments temporels du systéeme réel sans le retard ne pourront étre

connus si et seulement si le retard T est connu.

Les moments temporels d'un systéme g peuvent se déduire des moments
temporels du méme systéme possédant un retard T par les relations de

récurrence suivantes:

AL = AT

Ag:AgT_nz—:l Tn—i .Ag
=l S m-T

(1.18)

1.4.2 Entrée de surface finie

Le systéme est sollicité par une entrée de type surface finie correspondant

généralement a une impulsion de Dirac. La sortie obtenue correspond alors a la

34



Chapitre 1. Les moments temporels & les systémes

réponse impulsionnelle, image de sa transformée de Laplace. En pratique,

solliciter des modéles par ce type d'entrée est trés délicat voire impossible. Il faut

alors le solliciter par une entrée de surface finie suffisamment importante pour

qu'il puissev’répond.re et qu'il retrouve ensuite sa position initiale d'équilibre au

bout d'un certain temps. Le systéme est supposé ici stable.

E®

E(@)

Y(t)

Y()
G >

Figure 1.4

Entrée de surface finie sollicitant le systéme

Il est possible d'obtenir des relations entre les moments temporels de

I'entrée et de la sortie du systéme en présence de conditions initiales nulles.

L'entrée, la sortie et le systéme peuvent s'écrire respectivement dans le domaine

de Laplace par un développement en série entiére dont les coefficients sont les

moments temporels:

E@)=A;-Alp+As.p*+...+ (D" ALp" +...

Yp)=A)-Alp+A3p*+. . + (D" Arp"+..

Gp)=A§-ASp+ASp?+...+(-1)"Asp"+...

Par linéarité, il est possible d'écrire:

Y(p) = E(p).G(p)

35



Chapitre 1: Les moments temporels & les systémes

Le moment temporel d'ordre n de la sortie y s'exprime par la relation de

convolution suivante:

AL =3 A% A
i_._.o

ou bien

n
y e g
n — 2 An—i‘Ai
=0

L'identification des moments temporels de g est alors faite par une

déconvolution des moments temporels de l'entrée et de la sortie:

n-1
Af=L (Ai’. Y AfA‘;_i)
Af b

(1.19)
ou bien

n—-1
. —L[Af. ¥ ar Ag)

e
0 =0

1.4.3 Entrée de type échelon

Comme il n'est pas possible de créer expérimentalement une entrée de type
Dirac, il est montré dans cette partie comment obtenir les moments temporels du

systéme pour une entrée de type échelon.

La réponse indicielle est utilisée ici pour déterminer les moments temporels

dans trois cas:
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- Cas 1: Le systéme est caractérisé par la transmittance G, d'original g et

de réponse indicielle y. Sa réponse indicielle est apériodique ou pseudo
périodique et t]J_)Jg y(t) = C** = 0. Cette constante n'est autre que son gain

statique. Le systéme sera dit modéle a transmittance ne possédant ni

intégration ni dérivation.

- Cas 2: Le systéme posséde une intégration de premier ordre. Il est
caractérisé par la transmittance G, d'original g' et de réponse indicielle

y'. Sa réponse indicielle a 1'infini tend vers une droite asymptote a savoir
,h_,xﬁ, y(#)=a.t+b. G peut s'exprimer en fonction de la transmittance G

précédente par G'(p) = %(I—)Z

+ Cas 3: Le systéme posséde une dérivation de premier ordre. Il est
caractérisé par la transmittance G°, d'original g et de réponse indicielle
y. Sa réponse indicielle a I'infini tend vers zéro, c'est a dire
tl_iHmm y4(®) = 0. G* peut s'exprimer en fonction de la transmittance G
précédente par G4(p) = p.G(p).

1.4.3.1 Cas d'un systéme ne possédant ni intégration, ni dérivation

Un systéme G ne possédant ni intégration, ni dérivation, s'écrit dans le
domaine de Laplace sous forme d'une série entiére ou les coefficients sont les
moments temporels de son original g. Deux méthodes sont proposées afin
d'obtenir les moments temporels de g a partir de sa réponse indicielle. La
premiére méthode consiste a reconstruire la réponse impulsionnelle en
assimilant la réponse indicielle & une série de segments de droite. La seconde
méthode consiste a construire une nouvelle fonction, & partir de la réponse
indicielle, qui permet d'obtenir les moments temporels de la réponse

impulsionnelle.
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Premiére méthode:

assimilation de la réponse indicielle @ une série de segments de droite

Cette méthode consiste a assimiler la réponse indicielle d'un systéme par
une série de segments de droite [16]. A partir de la connaissance des pentes de
ces segments de droite, il est possible d'obtenir les moments temporels de la

transmittance. Considérons la réponse indicielle suivante d'un systéme G:

Figure 1.5:
Réponse indicielle de type apériodique d'un systéme G

Cette réponse peut étre assimilée a une suite de segments de droite dont la

pente d'ordre (i-1) s'écrit:

i1 Yt - y(ti-1)
At~ ti—tia

ou At=t;—t;.1 estla période d'échantillonnage.

La transformée de Laplace Y de la réponse indicielle y s'écrit alors:

Y(p) = (ao +Z @G:i—Giy)e mzp)

En utilisant le développement en série du terme exponentiel, I'expression de Y

devient:
Y(p):At]}) @ +At1pz\al_a°)2( D" A== (Atp)
—Qme1 )2 D" M
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En posant X; =a;-a.1, la relation précédente devient:

Y(p) =

2! =1

lp£ao+ZX —Atp. ZLX+( o) zzxj

T atp 2((_ )"(Aif) Z i )

Etant donné que:

«a 9]
ao+ZXi=ao +Z(ai—ai_1):limai:0
i=1 i=1 1=+

l'expression précédente devient enfin:

— 1 _ X . ( p) 2 1 (_ n(Atp)" 0 . . )
Y(p)—At.pz( At.p.EL.Xz+ 51 z_:l Xj+ +At.p2 -1 3 gi,, Xi+...

Or, d'aprés la linéarité du systéme, G s'écrit:

Yp)

Gp) = Uo)

avec U(p) = ° I'entrée de type échelon d'amplitude U,,.

Le systéme G devient:
© © n-1
G) = _1_(_[2 iX,}.pO +[é-t. > iz.X,}.pl S (-1)"[“—. > i".XL].p"“l. + j
Uo\ Lia 2' 3 , n! o

En identifiant I'expression précédente a celle de G en fonction des moments

temporels, les moments temporels de g s'expriment alors:

g -At" 3 s+l
An 'U"‘O_('n""_+ 1)' g l X

avec X;=y(ti1)—2.5(t:) +y(ti-1)

(1.20)

Le calcul numérique de cette relation nécessite une troncature sur la borne

infinie du signe somme. Celle-ci fait 1'objet d'une étude au quatriéme chapitre.
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Seconde méthode:

Construction d'une fonction spécifique a partir de la réponse indicielle

Dans le cas ou le systétme G, d'original g, ne posséde ni intégration, ni
dérivation, la réponse indicielle notée y améne le systéme dans un état

stationnaire tel que:
1 — ste
Lim y(t)= C
En posant 2(t) = y(+o0) — y(t) [11], 1a fonction y s'écrit:

y(t) = y(+o0) — 2(2)

La fonction z posséde les propriétés suivantes:

«lim 2(t) =0
1—>-+0
- 1a fonction z est d'ordre exponentiel: (jz(t)] <e™®¢, >0, t — )
La transformée de Laplace de y s'écrit alors:

Y(p)= J:w y(+0).e Pt dt ~ I;w z(t).ePt.dt

En calculant la premiére intégrale et en développant le terme exponentiel en

série entiére dans la seconde intégrale, Y s'exprime par:

¥y =252 [ [ s di-p. " a0t +..+ 1) pn. [ L+ .|

ou encore:

Y(p) = %.[y(m) -p. [ 2W.dt+p. [T 120 d o+ () P [T () de }

Cette série fait apparaitre la définition des moments temporels de z:

Y(p) = p%.[y(m) —DAG+pr AL+ (1) prt AL+ ]
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La fonction Y se met également sous forme d'une série de la forme:

8

Y(p) = 5. 2 (-1)" p" A

L

Par identification, les moments temporels de g s'écrivent:

A = y(+0)

=l e [y(ro0) — y(1)].dt

nzrll_ 0 (n—l)'

(1.21)

Les moments temporels de g sont donc déterminés en utilisant une méthode
de discrétisation de l'intégrale. La méthode des trapézes suffit pour obtenir une

bonne approximation de l'intégrale avec une erreur négligeable.

AR g FEAD +AG+D).AD

n2l =0 2

@A™

avec f(i.At) =

(1.22)

1.4.3.2 Cas d'une transmittance possédant une dérivation

Soit le systéeme suivant:

e yd
A
U, °® [ 4 )
=p.G
— 6%) =p.6@) / t
Figure 1.6:

Réponse indicielle d'un systéme possédant une dérivation de premier ordre
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~

La réponse indicielle peut étre assimilée a une série de segments de droite
comme pour une transmittance classique. La relation issue de la premiére

méthode:

Qo+ Xi=ao0+ 2, ((Ali—&i_1): lima; =0
i=1 =1 A
est également vérifiée dans ce cas et la fonction de transfert G® s'écrit:

Gd(p):vlg[p ZLX+2p 212X+ +(—1)"At D" Zz Xi+.. j

Par identification, les moments temporels de g s'expriment en fonction des

moments temporels de g:

A5 =0

n-1 =
Agld=~A;€ AT i X,
nz

Uo n!ig

avec X; = y(tiv1) — 2.3(t:) + y(ti-1)

(1.23)

La seconde méthode n'est pas utilisée ici car la zl_lgio y9=0. 1l n'est donc pas

nécessaire de construire une fonction spécifique a partir de y°.

1.4.3.3 Cas d'une transmittance possédant une intégration

Soit le systéme suivant:

e .
A " 1
U() e(P) Gl (p) y ()
— G'o) = 1Gm)
t

Figure 1.7:
Réponse indicielle d'un systéme possédant une intégration de premier ordre
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La réponse indicielle ne peut plus étre assimilée a une série de segments de

droite comme pour une transmittance classique. La relation

o] o]
ao+ZXi:ao+Z(&i—&i_1)=_h'mai=
=1 i=1 i+

n'est plus vérifiée dans ce cas. Il est alors nécessaire d'utiliser la seconde
méthode. I1 faut donc construire une fonction spécifique a partir de la réponse
indicielle. Cette fonction spécifique vérifiera les conditions qui permettent le

calcul des moments temporels.

En posant z(¢) = (a.t +b) - y'(t), la fonction y' s'écrit: y'(f) = (a.t +b) - 2(t)
La fonction z posséde alors les propriétés suivantes:
«lim z2(2)=0
t—>+o

- z est une fonction d'ordre exponentiel: (|z(t)| <e™®t, B >0, t — x)

La transformée de Laplace de y' s'écrit alors: g
Yi(p) = I:o (a.t+b).ePt.di- _[;w 2(t).ePtd

En calculant la premiére intégrale et en développant le terme exponentiel en

série entiére dans la seconde intégrale, Y* devient:

riE)= G+ Q—“ A0.dt-p. [ t2(O.db+.+ (1" p* I Lawars .|

ou encore:

i - 1 +o +0 n+ n+ +°°__t__"_
Yip)= T arbp-p [ e0.d+p?. [ L@t ot (7 [ 0. )

Ce précédent développement fait apparaitre les moments temporels:

Y*(p)— [a+bp -p2 Al +p3 A} +...+(—1)"“.p"+2Af,+...]
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Y' peut alors s'écrire sous forme d'une série entiére dont les coefficients sont les

moments temporels de g:

Yip) = -1)"p".A%

Lps

1
p2

Par identification, les moments temporels de g s'écrivent:

Aé=q,
Af=-b,
400 n-2 .
g,: _jo (nt_ Syt b) - y'(1)].d¢

(1.24)

Les moments temporels de g sont donc déterminés en utilisant une méthode
de discrétisation de l'intégrale. La méthode des trapézes suffit pour obtenir une

bonne approximation de 1'intégrale avec une erreur négligeable.

AE- {'2 At.f(k'At) +A(k+ 1).At),
n22 2
kA n-2 )
avec f(k.At) = ((—n—_t)2—)!—.[a.k.At +b-y'(k.At)]

(1.25)

1.5 Conclusion

Ce chapitre est consacré aux développements théoriques des moments
temporels des systémes linéaires. Il est montré comment il est possible de
déterminer les moments temporels dun systéme sans avoir a le modéliser. Cette
détermination est faite dans l'hypothése ou le systéme peut se mettre sous la

forme d'une série entiére dont les coefficients sont ses moments temporels. Deux
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méthodes sont élaborées afin de déterminer les moments temporels directement &
partir de la réponse indicielle du systéme. Au quatriéme chapitre, ces méthodes
sont appliquées sur la réponse indicielle d'un processus réel afin de déterminer
leur domaine de validité. Les moments temporels du systéme ainsi déterminés
peuvent alors faire l'objet d'une utilisation dans la commande entiére des

systémes (chapitre 5).

Le chapitre suivant décrit comment déterminer les paramétres d'un
correcteur dans le cadre d'une commande entiére d'un systéme par la méthode
des moments temporels. Une méthodologie de résolution est effectuée en fonction

des caractéristiques dynamiques imposées au systéme a corriger.
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CHAPITRE 2

Les moments temporels
&
la commande entiére des systémes

2.1 Introduction

L'adjonction d'un correcteur a un systéme permet de commander celui-ci de
~telle maniére que son comportement soit équivalent a un modéle fixé quel que
soit le type de 'entrée [20]-[21]-[22]. Les correcteurs peuvent étre modélisés dans
le domaine de Laplace soit par une transmittance ou alors étre donné sous forme
de série ehtiére ou les coefficients sont ses moments temporels. Dans 1'étude
suivante, il est considéré que les moments temporels du correcteur, du systéme et
du modele existent. C'est a dire que leur développement en série entiére existe.
Les moments temporels du correcteur sont calculés et exprimés en fonction des

moments temporels du systéme et du modéle.

Apres avoir décrit le principe de la commande dans le cas ou le correcteur
est donné par un développement en série ou tous les termes existent, l'intérét est
porté sur un correcteur de type PID étant donné qu'en pratique industrielle, il est
utilisé couramment. Une relation de récurrence est mise en place faisant
intervenir les moments temporels du systéme a corriger et ceux du modéle en
fonction des paramétres du correcteur [13]-[23]. La résolution de cette équation
permet donc d'identifier les paramétres du correcteur. Cette identification fait

I'objet d'une étude approfondie selon que le modéle choisi posséde ou non une
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intégration pure. Enfin, les moments temporels de différents modéles usuels

représentatifs des systémes rencontrés en automatique sont donnés.

2.2 Représentation du correcteur par une série entiére

Le correcteur est donné ici sous sa forme la plus générale, c'est a dire sous
forme d'une série entiére de p ou tous les coefficients, qui ne sont autres que les

moments temporels de son original, existent.

L'étude suivante n'est que théorique car ce genre de correcteur n'est pas

réalisable pratiquement.

2.2.1 Présentation du correcteur

D'une maniére générale, le correcteur, noté C, peut se mettre sous forme de
série entiére dont les coefficients sont, & un facteur multiplicatif pres, les

moments temporels de l'original de C:

C(p) = i Cn-pn I
n=0

(2.1)

Les coefficients C_peuvent se déduire du calcul des moments temporels du

correcteur:

C = (1) A J

2.2)
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2.2.2 Détermination matricielle des moments temporels du systéme

corrigé

Soit le systéme G associé au correcteur C suivant:

Correcteur ~ Systéme Systeme corrigé

o) ® @) ®
2 ) ) > 2 Fo) >

Figure 2.1:
~ Notation du systéme corrigé en boucle ouverte.

L'expression de G peut s'écrire dans le domaine de Laplace en fonction des

moments temporels de son original g, sous forme de série entiére par:
S g
G(p) = Z (—l)".p"An
n=0
Le systéme corrigé, noté F, se met donc sous la forme suivante:

Fp) =Cp).Gp)

I1 est alors possible d'écrire, en utilisant l'expression du correcteur donné
précédemment, le systéme corrigé sous forme d'un produit de deux séries entiéres
définies par:

+00 f +00 frac) P
X CD"prAn=2 -1)"p A5 2 (-1)"p"An
n=0 n=0 n=0

Le développement de cette formulation donne le moment temporel d'ordre n

de f en fonction d'une somme de produit de moments temporels de c et de g:

AL = i AjAS
i=0

ou encore

AL=3 A% A°
i=o
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Sous forme matricie]le, les moments temporels de f s'expriment par:

F=G.C

En développant, I'expression matricielle devient:

A A% A% 0 0 ¢
Al Ao A5 . A
T L )

2.2.3 Relation liant le systéme corrigé au modéle

Cette formulation matricielle permet a son tour d'isoler les moments

temporels du correcteur et de les exprimer en fonction du modéle et du systéme:

C=G*.F

Dans 1'absolu, la résolution de cette relation matricielle n'est valable que si
il y a autant de moments temporels calculés que de coefficients du correcteur.
C'est a dire un nombre infini de moments temporels-donc un nombre infini de
coefficients. Dans le cas pratique, le nombre de coefficients du correcteur est
limité. Il est en général inférieur au nombre de moments temporels. Il faut donc

résoudre 1'égalité matricielle par la méthode des moindres carrés:
-1
c=(¢".6¢) .G".F

Dans la réalisation pratique d'un correcteur de type PID, il faut également
utiliser cette méthode des moindres carrés car le nombre de coefficients a
déterminer (trois ici) est bien inférieur au nombre de moments temporels

pouvant étre calculés.
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2.2.4 Détermination des paramétres du correcteur

La détermination des parameétres du correcteur implique que le systéme
corrigé F doit étre équivalent a un modéle fixé H dont le développement en série

entiére existe.

But de la commande : F(p) = H(p)
Le systéme corrigé en boucle ouverte
doit étre équivalent au modéle imposé
Données: F(p) = C(p).G(p)
Les moments temporels de G sont connus
ainsi que ceux du modéle H imposé
Objectif :  C(p) ?
Déterminer les parameétres du correcteur C

Figure 2.2:
Objectif de la commande entiére

En supposant qu'il y ait autant de paramétres du correcteur que de moments
temporels calculés, la relation (2.3) suivante donne les moments temporels du

correcteur en fonction de ceux du systéme et du modéle:

. Al

n>0 —

n—1
at-L(an-% agar)
0 k=0

2.3

et les coefficients du correcteur se déduisent en utilisant I'expression (2.2).
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2.3 Etude du correcteur de type PID par la méthode des

moments temporels

La formulation du correcteur sous forme d'une série entiére est trop
générale et mal adaptée. En effet, une modélisation du correcteur sous forme
d'une transmittance s'impose en vue d'une réalisation pratique. Il est d'usage de
se fixer une forme particuliére de correcteur. Le correcteur choisi dans cette
étude est du type Proportionnel, Intégral et Dérivé (PID). Cette formulation est
de réalisation pratique simple et ce correcteur a l'avantage d'étre utilisé en

grande majorité dans la commande de processus industriels.

2.3.1 Présentation du correcteur PID

Soit le systeme G commandé par un correcteur C de telle maniére que

I'ensemble soit équivalent au modéle H:

Correcteur  Systéme modale

0w [ om Y = “Llup | SP

' Figure 2.3:
Commande: Equivalence du systéme corrigé au modéle

ou le correcteur s'écrit:

meN, m>1

2.4)

Le modéle, dont les caractéristiques dynamiques sont connues, est fixé et

posséde un développement en série entiére. Les coefficients C,, C, et C, sont les
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paramétres du correcteur a déterminer. Le systéme est, quant a lui, supposé
inconnu mais dont les moments temporels sont calculables et déterminés par les

relations du premier chapitre.

2.3.2 Obtention des moments temporels du systéme corrigé

Le but est de déterminer les moments temporels du systéme corrigé en
fonction des moments temporels du systéme et des paramétres du correcteur.
L'utilisation de cette relation ainsi obtenue permet alors d'identifier les
paramétres du correcteur lorsque les moments du modéle sont connus. Le

systéme corrigé se met donc sous la forme d'une fonction F définie par:
Fp) = Cp).Gp)

ou encore, en reprenant l'expression (2.4), la fonction F s'écrit:

u.p)

F(p) = CoG(p)+ (1 N

(2.5)

Deux méthodes sont développées pour déterminer la relation qui donne les
moments temporels du systéme corrigé. La premiére méthode s'appuie sur la
définition des moments temporels d'un systéme possédant une intégration ou une
dérivation (résultats du premier chapitre) et lé seconde méthode utilise les

développement en série des fonctions. Afin de simplifier les calculs, il est supposé
que la valeur p — 0 (disparition du terme filtrant de la dérivée).

2.3.2.1 Premiére méthode

En appliquant la transformée inverse de Laplace a la relation (2.5),

l'original fde F, n'est autre que la réponse impulsionnelle du systéme corrigé:
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dg(t)
dt

At)=Cs. [, £(0).d8 +Co.(t)+Ch.

(2.6)

Cette fonction f est définie continue sur l'intervalle des réels positifs. Elle

est composée d'une somme de trois fonctions issues du systéme G:

- g(t), l'original de G(p),
- dg(t)/dt, la dérivée de g(t),

+ [ g(t).dt, lintégrale de g(t).

La condition de la limite infinie de ces trois fonctions donne:

lim g(¥)=0
t>+0

hmig—(i):

to>+o (it

0
lim [ 2(0).de =k
t—rnrolo-[og()' -

Cette fonction f ne vérifie donc pas entiérement les conditions (1.1) du
premier chapitre. Seules la fonction g et sa dérivée sont majorées par une
fonction d'ordre exponentiel. Par contre, la limite de l'intégrale de g est une
constante k qui est ici le gain statique de G. Il n'est donc pas possible de calculer
directement les moments temporels de F. Pour cela, il faut utiliser la définition
des moments temporels d'une fonction possédant un intégrateur. Afin de calculer
les moments temporels du systéme corrigé, il est nécessaire de poser les fonctions

suivantes:

Ca.k
D

rF®=A)-Cs.k ou encore F*(p)=F(p)-

et

g'(t)=],2©).d0 -k
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En reprenant la relation (2.6), il est possible d'écrire:

F@®)=Ca.[! 0).d0-Caok+Cog(t) + Cl'dg(tt)
ou encore:
ff@®)=Cao.g"(®+Co.gt)+ Cl.dflit)

La fonction f* est maintenant une fonction majorée par une fonction d'ordre
exponentiel vérifiant les conditions (1.1). I1 est donc possible de calculer les

moments temporels de £* par la relation:

AL =["Ermadt

ou encore:

dg(t)

AL =Co. [ Lrg.de+ 1. [T 5227

dt + CzI

0

- .g*(t).dt

2.7

Cette expression fait apparaitre les moments temporels de la fonction g, de
sa dérivée et de son intégrale. En reprenant les définitions du premier chapitre
concernant les moments temporels d'un systéme possédant une intégration ou

une dérivation, les moments temporels s'expriment par:

- Moments temporels de la dérivée dg(t)/dt d'une fonction g(t):

d, d
Aog(t)/ t -0

pawidt ~A% | pour n>1

- Moments temporels d'une intégrale transformée: g*(t) = Lt) £(6)do -k

Ag - An+1
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L'expression (2.7) peut donc s'écrire en fonction des moments temporels de
g. Cette expression fait apparaitre les moments du systéme & corriger en fonction

des coefficients du correcteur:

Al = _Cy A%+ Cy Af

Al =-Cy A% +Co.AE—C1 A% pour n>1

2.8)

2.3.2.2 Seconde méthode

Cette seconde méthode s'appuie directement sur le développement en série

entiére du systéeme G:

Gp) = 3, 1" pmAf

L'expression de F dans la relation (2.5) devient en associant la relation (2.4):

g

F(p)= Cz.(—A;)—O—A‘f +p.AS—p2 AS+ j + Co.(A‘g -p.AS +p2 A5+ )
+C1.(0 +p.AS—p2 A +pd A5+ )

En regroupant les termes en puissance de p, il est possible de faire
apparaitre un développement en série entiére dont les coefficients sont une

somme de moments temporels de g avec un terme supplémentaire en 271_:

;
Fip) = 23 1 (Cy.A5 - Co.A% - C1.0) ~p.(Co.Af — Co.tf - € 45)

+p2-(CO-A§ - C2A§ -C AE{,) +...

Cette expression de F peut donc se mettre sous la forme suivante:

_Cy A7 & non g g g g _ :
Fip)=—5 -2 (-D)"p"|C2.A%,, - Co. A5 +C1 AL, avec An=0 si n<0.
n=0
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Cette relation fait donc apparaitre une série entiére dont les coefficients
sont une combinaison des coefficients du correcteur et des moments temporels de

g auquel s'ajoute un terme supplémentaire.

En posant la fonction:

F*(p) = Fip) - .48

il est alors possible de représenter la fonction F¥*, transformée de Laplace de f*,

en fonction de ses moments temporels de g sous forme d'une série:

Co. A5 &
F*(v) = F(p) - 2p 0:2_:,)(—1)".p".(—CZA§+1+CoA§—ClA§_1)

et F@p)=3 (-1)"p". AL
En faisant l'analogie avec la premiére méthode, il est facile de s'apercevoir
que la constante k du systéme n'est autre que le moment temporel d'ordre 0 de g.
- Ce moment temporel d'ordre 0 est le gain statique du systéme G:
Ag
_ A _71-1| 4220
k=A3=L ( 5 j
La relation de récurrence liant les moments temporels du systéme corrigé

aux parametres du correcteur s'écrit donc:

AL = _Cy A% +Co AL

A’: = _Cz_Ath1 +Co. A% - ClAf,_l pour n>1

2.9)

Les deux méthodes ainsi proposées donnent les moments temporels du
systéme corrigé en fonction de ceux du systéme et des coefficients du correcteur.

[13]-[44]
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2.3.3 Relation de récurrence entre les moments temporels du modéle et

du systéme corrigé

Afin de trouver les relations de récurrence liant le systéme corrigé au
modéle, la condition de faisabilité immédiate est que le modéle posséde lui-méme
un intégrateur pur séparable. Sinon, le coefficient C, du correcteur est
identiquement nul et le correcteur devient un correcteur de type proportionnel
dérivé. La relation de récurrence s'obtient en faisant I'équivalence du systéme

corrigé F au modele H:
H(p) = F(p)

Cette équivalence est résolue par 1'égalité des moments temporels du

systéme corrigé et ceux du modéle:

Al = AL pour tout ne N J

(2.10)

Lidentification des paramétres du correcteur proposée ci-aprés est faite
dans un premier temps avec un modéle possédant une intégration pure puis dans

un second temps, un modéle sans intégration.

2.3.3.1 Modéle possédant une intégration

Le modéle H peut s'écrire sous la forme d'un produit d'une série entiére et

d'un terme intégrateur en llJ 11 s'écrit:

Hep)=}. 3, 1) p" A}

ou encore:

h
Ay § h

H(p): D —EO(_I)n-pnAn«l—l
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Afin d'identifier les moments temporels du modéle & ceux du systéme
corrigé, il faut comme pour la fonction f, construire une fonction H* issue de H
qui s'exprime par:

Al o
H'@)=HE)- 5= £ 0" (-Ak)
La résolution de la relation (2.10) pour n=0 donne la condition suivante

pour le parameétre C, du correcteur:

C,.AS = Al I

@.11)

Ensuite, la relation (2.8) donnant les moments temporels du systéme
_ corrigé, est combinée a la relation (2.10) pour conduire a une relation de

récurrence entre les moments temporels de h et ceux de g:

n=0, A" =Cy A% - Cy.AS

n>1, Ah =Cy A%, —Co. A% +C1.A%

(2.12)

2.3.3.2 Modéle sans intégration

Soit H le modéle ne possédant pas d'intégrateur pur et équivalent au
systéme corrigé. Cette fonction peut s'écrire sous la forme d'une série entiére en

fonction de ses moments temporels caractérisée par:
Hp)=2 (-1)"pr.Al
n=0
Pour identifier l'expression de H a F*, il faut donc respecter la condition
suivante:

C2=0

(2.13)
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Cette condition implique que G, devient alors le coefficient proportionnel du

Il est alors facile d'en déduire une relation de récurrence pouvant donner les

correcteur et doit vérifier:

(2.14)

parameétres du correcteur en fonction des moments temporels du systéme a

nx1, Aﬁ = Co_Aﬁ—Cl.Ai_l I

corriger et ceux du modéle:

(2.15)

2.3.4 Identification des paramétres du correcteur

Dans lidentification des paramétres du correcteur [24]-[25], deux cas
doivent étre étudiés suivant la détermination des moments temporels du
systéme. Si ceux-ci convergent vers zéro, l'identification est faite par la méthode
des moindres carrés [26]-[27]-[28]. Dans le cas contraire, c'est a dire si les
moments temporels du systéme divergent vers l'infini, une méthode de
programmation non linéaire doit étre employée. Cette méthode utilise, pour se
ramener a des valeurs convergentes vers zéro, les moments temporels inverses.
L'identification est également faite dans deux configurations de modéle. Un

modele possédant un intégrateur et un modéle n'en possédant pas.

2.3.4.1 Modéle possédant une intégration

La relation (2.11) donne la condition sur le coefficient C,:

(2.16)
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Ce coefficient C, sera toujours correctement défini car il est le rapport des

deux moments temporels d'ordre 0 du modéle et du systéme a corriger.

Ier cas: Convergence des moments temporels du systéme

Cette valeur du coefficient (2.16) est alors reportée dans les relations de
récurrence (2.12). Comme ces relations font apparaitre deux coefficients a
déterminer pour une infinité de moments temporels, il faut résoudre ces

équations par la méthode des moindres carrés.

En posant:

h
_h Ay e
Y'H'l - An+1 - _gAn+1
Ay

il faut alors résoudre 1'équation suivante:

n>1, Y,u +Co.Aﬁ—-C'1_Ag_l =0

La méthode des moindres carrés nécessite la minimisation du critére J

suivant:
+0 g g 9
J=2 [ Yn1+Co.A%-CrAL, ]
n=1

Les dérivées partielles de J par rapport a chacun des deux coefficients

permettent d'exprimer deux relations:

o o & g g g
2T -2 5 (Yo +Cotth-CLAL, ) A%

+00
—5-%']_1 =-2. n§1 (le +Co .Aﬁ - C1 Aﬁ_l) -Ai—l
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La minimisation de ces deux dérivées partielles permettent de déterminer

les coefficients C, et C,.
od _ o _
0Co 0 & oC, 0

Le coefficient C, s'exprime par:
(Yo dZ,) +Co. 2t (4542

= (az,)’
@2.17)

+o0
n=1

Le coefficient C, s'exprime par:
oz (e at) 2 (4)" x5 (o 42) 215 (4842,
a [ (asas) | -z (a8) mm (as)”
(2.18)

2nd cas: Divergence des moments temporels du systéme

La relation (2.12) doit étre inversée afin d'obtenir les moments temporels

mverses:
0, L - 1
Cs.Af - Co.AS

1 _ 1
’ A},:H Cz.Aﬁ_H - Co.Ai + C] .Aﬁ_l

n>1

La valeur du coefficient donnée en (2.16) est reportée dans ces deux
relations. Ces relations de récurrence sont alors résolues par une méthode de
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programmation non linéaire de type Powell en utilisant le critére de
minimisation suivant:

1 1 :
A= -
’Z:l !:A:H C2.4%, - Co.An+C1LAL, :|

2.3.4.2 Modéle sans intégration

La relation (2.14) donne la condition sur le coefficient C

(2.19)

Ier cas: Convergence des moments temporels du systéeme

Cette valeur du coefficient (2.19) est alors reportée dans la relation de

récurrence (2.15).

Comme pour le cas précédent, il faut résoudre cette relation de récurrence

par la méthode des moindres carrés.

En posant:

h
Y, =Aﬁ—j—2A§

0
il faut alors résoudre:

n= 1, Yn+CIAi—1 :0

La méthode des moindres carrés nécessite la minimisation du critére J

suivant:

J-5 (va+cias,)”
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et la dérivé partielle de J par rapport a C, permet d'obtenir la relation suivante:

0J T g g
gc—,l- =-2. ,,Z=:1 (Yn + C1 ‘An—l) -An—l
La minimisation de cette dérivée partielle permet de déterminer le

coefficient C,.

OJ _
5c; =0

Le coefficient C, s'exprime alors par la relation suivante:

-7 (Yn .Ai—l)

£ (a8)

Ci=

(2.20)

2nd cas: Divergence des moments temporels du systéme

Comme pour le modéle avec intégration, il faut utiliser ici les moments

temporels inverses. Une méthode de programmation non linéaire permet
d'obtenir le paramétre C, minimisant un nouveau critéreA' tenant compte que le
coefficient C, est nul:
o 2
A = Z ( 1 1 j

=
=1 \Ar  Cy AL - C1.A§_1
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2.4 Moments temporels de différents modéles usuels

Les modeles étudiés dans ce paragraphe sont représentatifs en général de
I'évolution des systémes rencontrés couramment en automatique dont les
caractéristiques dynamibques sont connues. Deux classes de modeéles sont mises
en évidence correspondant aux modéles a réponse indicielle apériodique et les

modéles a réponse indicielle pseudo périodique.

Les modéles ayant une réponse indicielle apériodique peuvent étre
représentés dans le domaine de Laplace par une transmittance a dérivée
implicite ou par une transmittance a deux constantes de temps. Les modéles a
réponse indicielle pseudo périodique peuvent étre représentés par une
transmittance a dérivée explicite ou par un modéle de type second ordre avec un

coefficient d'amortissement.

2.4.1 Modéle de type Transmittance a Dérivée Implicite (TDI)

Le modéle H de type transmittance a dérivée implicite dans le domaine de

__k
HOY= 3 +r.p)"1

Laplace se met sous la forme:

(2.21)
ou:

+k: gain statique,
-7. constante de temps (t > 0)

«c:  ordre réel (o > 0).
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8(t) s(t) s(t)

1/e
8(t) s
QJ“ CHp) S M\

0 €
a>1 O0<ax<1
e(t)
! (t) (t)
e(t t
——> H(p) d
[
0 t
a>1 O0<axl
Figure 2.4:

Exemples de réponses impulsionnelles et indicielles du modéle de type TDI

La transformée de Laplace inverse a H, qui n'est autre ici que sa réponse

impulsionnelle, notée h, a pour expression analytique:

h(t) = ol e

_k__
I'(o).t*
ou I est la fonction gamma:

I'(a) = J.;w u*le*. du=(-1)!

Etant donnée que h est une fonction définie continue sur l'intervalle des
réels positifs et d'ordre exponentiel de telle maniére que sa limite a l'infinie peut

étre majorée, le moment temporel d'ordre n de h est défini de la fagon suivante:

Ak = j;’ fb—!.h(t).dt

En reportant l'expression analytique de h dans la précédente expression, le

moment temporel d'ordre n de h devient:

h_f=t" __k a-1 -t
An=lo Tyt ¢
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ou encore:

ho_ k ® Lotn-1 ,—%
An= I'(e).t*.n! -[0 L e at

En utilisant les tables de résolution d'intégrales indéfinies [30]-[31]-[32], il

advient que:

—(n+a)
) JTn+a) pour >0

® Latn-1 -4 — l
I0t+ £ .dt—(T

D'ou la formulation du momeht temporel d'ordre n de h:

Ag"k‘t r(n+a)

T T(@) I (n+ 1)

(2.22)

Les moment temporels définis en (2.22) sont représentés ci-aprés en
fonction de n. Ses variations dépendent essentiellement de la valeur de la
constante de temps. En effet, si celle-ci est inférieure a l'unité, la fonction
converge vers zéro sinon elle diverge vers l'infini. Dans le cas ou cette valeur est
unitaire, la variation sera fixée par la  valeur de l'ordre. La condition de
continuité des moments temporels est que n > -a. Cette condition est toujours

vérifiée ici car l'ordre du systéme est strictement positif.

L'évolution des moments temporels est donnée figures 2.5 a 2.7 pour
différentes valeurs de la constante de temps en fonction de l'ordre n afin de

constater la convergence ou non des moments temporels d'ordre élevé.

Les courbes représentées ci-aprés donnent l'évolution des moments
temporels en fonction de leur ordre n. Chaque point représente un ordre entier n.

Entre ces points, I'interpolation des moments temporels est faite par continuité.
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Moments Temporels
An Modéle TDI
1.5 T 0 <t<1

Figure 2.5:
Moments temporels d'un modéle TDI (k,a. € R™*% 1< 1)

Moments Temporels

Modéle TDI
300 - AR t>1
200 4 ~o— 1=1.05
- 1=1.10
X~ 1=1.15
100 - ~o— 1=120
n

L
T i T

14
4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 2.6:
Moments temporels d'un modéle TDI (k,o. € R*™2, 1> 1)
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2.4.2 Modéle de type Transmittance a Dérivée Explicite (TDE)

La fonction de transfert H du modéle de type Transmittance a Dérivée
Explicite (TDE ou modeéle Cole & Cole) [12]-[33] se met sous la forme dans le

domaine de Laplace:

k

HO) = 11 o7

(2.23)

-k: gain statique,
-7: constante de temps (t > 0),
«o:  l'ordre réel (o > 0).

Les systémes représentés par ce type de fonction font parties de la classe
des systémes stables si o € ]0;2[ .

s () s(t)
/]g)
1/e
ot t
S Hp 9 /\
0 | N
. ' 4 A
0e h l<a<?2 0 t
O<axl
&(t) 9
1 o yo o ks t=== -
— Hp
5t 0 t t
l<a<2
Figure 2.7:

Réponses impulsionnelle et indicielle du modéle de type TDE
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La transformée de Laplace inverse de H [43], qui n'est autre ici que sa
réponse impulsionnelle h, a pour expression analytique:

t(n+l)0t—1
e T(n + 1).a]

W) =3 1)
n=0

Cette expression analytique est difficilement exploitable en vue du calcul
des moments temporels. Pour les calculer [13], l'utilisation de la relation (1.8) de
la dérivée de la transformée de Laplace s'impose:

| d"H(p)
P
dp™ |,

Le calcul des moments temporels donne donc:

Mg = (H®)], =k -

si 0<a<1, M" n'existent pas.
n21

si 1<a<2, M!'=0, M" nexistent pas

n>2

(2.24)

Ce calcul démontre que le développement en série entiére d'une TDE
n'existe pas. L'étude précédente concernant la commande ne peut étre utilisée
dans ce cas. Pour ce type de modéle, il faut que le systéme corrigé ne posséde pas
de développement en série entiére. Le tracé des moments temporels d'une TDE

n'a aucune utilité dans ce cas.

2.4.3 Modéle de type second ordre oscillant (2dO)

La fonction de transfert H du modéle du second ordre oscillant (2dO) peut se

mettre sous sa forme la plus générale:

k.Q2
p2+2LQ,p+Q2

H(p) =

(2.25)
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ou:
-k: gain statique,
« Q,: pulsation naturelle,

«{: amortissement (0 < <1).

La figure 2.8 ci-aprés montre 1'évolution temporelle du modéle soumis a

deux types d'entrées (entrée de type Dirac et échelon):

5(t) s(t)

e 50 | v | s

0‘ et
0 € t

t) ®
! (t) ® k/i
. _

Figure 2.8:

Réponses impulsionnelle et indicielle d'un modéle de type 2d0

La transformée de Laplace inverse de H conduit & la réponse impulsionnelle

h du systéme qui est de la forme:

h(t) = kg'zg" exp (4. Qn.t).8in (Qp.t) avec Qp=Q,.J1-C2
D

Le calcul des moments temporels de h est donné par la relation suivante:

Al=[" —Z—!.h(t).dt
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Pour calculer cette intégrale, il faut faire appel aux tables de résolution des
intégrales complexes [30]-[31]-[32]:

[ 21, exp (-.9). sin (6.0).dx = — 2 sin

rw . [
(BZ +82)§

W. arctan (%) }

avec les conditions Re(u) > -1, Re(B) > |Im(8)| qui sont respectées dans ce cas. La

résolution de l'intégrale donne les moments temporels de h:

)

A=

(n+1). arctan[ z

e sm[

e ) (2.26)

Les moments temporels définis en (2.26) sont représentés ci-dessous en
fonction de n. Ses variations ne dépendent que du coefficient pulsation naturelle.
Deux cas se présentent: si celle-ci est supérieure a l'unité alors les moments
temporels sont convergents sinon ils sont divergents. L'évolution des moments

temporels est donnée figures 2.9 et 2.10:

Moments temporels
Modéle 2dO
Qn>1

Figure 2.9:
Moments temporels du modéle de type 2d0 (R € R**, 0<<1, Q,>1)
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Moments temporels
An Modéle 2dO
20 + On<1

10 +
|

! \/ 0

-10 +
-20 +
-30 -
Figure 2.10:

Moments temporels du modéle de type 2dO (k € R**, 0<{<1, Q,<1)

2.5 Conclusion

Les moments temporels, lorsqu'ils existent, sont utilisés ici dans la
commande entiére des systémes linéaires. Lorsque le correcteur est du type PID,
il est alors facile d'obtenir des relations de récurrence qui donnent les moments
temporels du systéme corrigé en fonction de ceux du modéle et des paramétres du

correcteur.

L'étude apportée ici n'est valable que si le modéle de référence choisi pour la
commande posséde un développement en série entiére ou tous les moments
temporels existent. Ce n'est pas le cas, comme il a été vu, pour la transmittance a
dérivée explicite. Ce type de fonction de transfert ne peut donc étre utilisé dans
ce genre de commande. L'utilisation d'une loi de correction par la méthode des
moments temporels n'est alors plus possible. Lorsque les modéles ne possédent
pas un développement en série entiére, il n'est plus possible de corriger le
systéme avec des correcteurs de type PID classique d'ordre entier. I1 faut alors
faire appel a d'autres types de correcteurs a savoir un PID généralisé d'ordre non

entier.
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Dans le chapitre suivant, l'étude proposée définit une structure de
correcteur généralisé utilisant des opérateurs d'ordre non entier. Le systéme
corrigé par ce genre de correcteur peut alors posséder un développement en série

faisant apparaitre des termes en puissance non entiére.
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CHAPITRE 3

La transformée de Mellin
&

la commande non entiére
~ des systémes

3.1 Introduction

Le chapitre précédent a mis en évidence que la commande des systémes
possédant un développement en série entiére peut étre résolue par la méthode
des moments temporels. La commande est réalisable a condition que le systéme
corrigé et le modéle soient tous deux développables en série entiére. Comme il a
été vu précédemment, il existe des modéles qui ne possédent pas de
développement en série entiére. C'est le cas, par exemple, de la transmittance a
dérivée explicite.

Le but de ce chapitre est de montrer qu'il est possible de commander de tels
systémes possédant ou non un développement en série entiére. La commande
proposée ici utilise des opérateurs fractionnaires pour faire apparaitre des termes
d'un développement en série d'ordre quelconque [7]-[8]-[34]-[35]-[36]. La notion
des moments temporels abordée jusqu'ici [11]-[13] sera étendue a la transformée
de Mellin qui permet de calculer des "moments temporels" d'ordre fractionnaire.

IIs sont appelés les Mellin de la fonction [31].

Dans un premier temps, I'étude du correcteur abordée au deuxiéme chapitre
est reprise en utilisant des opérateurs d'ordre fractionnaire. Les Mellin d'un

systéme sont parfaitement déterminés a partir de la connaissance de la réponse
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impulsionnelle de celui-ci. Dans la pratique, cette réponse n'est pas directement
accessible par rapport 4 une réponse de type échelon. La réponse a l'échelon,
exploitée dans le cadre de la détermination des moments temporels vu au
premier chapitre, peut également étre utilisée pour le calcul des Mellin (cf.
annexe ). Les Mellin sont ensuite utilisés afin d'obtenir les paramétres du

correcteur.

Enfin, les transformées de Mellin de trois modéles usuels sont données au

paragraphe 3.4.

3.2 Etude du correcteur avec des opérateurs fractionnaires

par la méthode des moments temporels

3.2.1 Présentation du correcteur

L'étude porte sur le comportement d'un systeme commandé par un
correcteur utilisant des opérateurs proportionnels, intégrales et dérivées d'ordre
fractionnaire. L'ensemble (systéme corrigé) doit donc étre équivalent & un modéle
imposé dont les caractéristiques dynamiques sont fixées a priori. La commande

du systéme est établie selon le schéma suivant:

Correcteur  Systéme Modéle
B o) | 6o | P = P Hp | 3P
F = Cp).G(p) comenande

Systéme corrigé

Figure 3.1:
Commande du systéme. Equivalence au modéle.
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Le correcteur utilisé est de type P.I.D avec des opérateurs d'intégration et de
dérivation non entiers. Dans le domaine de Laplace, ce correcteur se met sous la

forme:

3.1

cetv : coefficients non entier de dérivation et d'intégration,
C, C, et C, :paramétres du correcteur,

uetx : parameétres de l'action filtrante du terme dérivé (x > o).

Remarques:

Pour des valeurs particuliéres des coefficients de dérivation et d'intégration
(valeurs entiéres), le correcteur devient un correcteur classique faisant intervenir
des opérateurs proportionnel, intégral et dérivé d'ordre entier. Le tableau

ci-aprés donne différents types de correcteurs possibles:

c/v 0 1 2

P PI PI’
1 P.D PID | PI:D
- 2 P.D* | PI1D? | PI2D?

Tableau 3.1:
Différents types de correcteurs pour des valeurs entiéres de o et v

Il est facile de constater que l'évolution de la valeur de l'ordre de
I'intégration fait évoluer le correcteur vers une correction intégrateur et que
I'évolution de la valeur de l'ordre de dérivation fait évoluer le correcteur vers une
correction dérivateur. Le fait que ces coefficients soient non entiers permet donc

de moduler le poids de l'intégrateur ou du dérivateur.
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3.2.2 Relation liant les moments temporels du systéme a corriger aux

parameétres du correcteur

Le but est de déterminer une relation liant les moments temporels du
systéme a corriger et les parameétres du correcteur. Le systéme, corrigé par le

correcteur C, se met sous la forme d'une fonction F définie par:

Fp) = Co).6o) |

(3.2)

En reprenant l'expression du correcteur C donnée en (3.1), l'écriture du

systéme corrigé F devient:

Cy =.0°.G(p) + C2.G(p)

F(p):Co.G(p)-i-m p°

Pour déterminer les moments temporels du systéme corrigé, il faut
connaitre l'original f de F, et ensuite utiliser la définition de la détermination du
moment temporel d'ordre n. Cette étude préliminaire est faite en supposant que
le paramétre p tend vers 0 et afin de simplifier les calculs. Cette approximation
est vérifiée dans 1'étude fréquentielle du chapitre 5. De ce fait, en premiére

approximation, le systéme corrigé se met sous la forme:

] Fip) ~ Co.G(p)+bl.p°.G(p)+C2.C;(€) l

En appliquant la transformée inverse de Laplace a la relation (3.3),

(3.3)

I'original f de F devient la réponse impulsionnelle du systéme corrigé ou

apparaissent la dérivée non entiére et l'intégrale non entiére de la fonction g,

I ) = Co.g)+ 1 ig(®)] + Co I°[g()) _I

original de G:

(3.9
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Les moments temporels de f, en faisant la supposition de leur existence,

sont définis par la relation suivante:

Al —f+°° -f(t).dt

Le moment temporel d'ordre n de f s'exprime donc par:

Ah=Co. [ 1

0

Le®dar+Cy. [ 5 L) des Co. [ L Plg). de

3.5

3.2.3 Probléme posé par les moments temporels

Afin de résoudre la relation (3.5) permettant de déterminer le moment
temporel d'ordre n du systéme corrigé £, il faut faire appel aux regles opératoires
des tables de résolutions des intégrales indéfinies [31]. Les deux définitions

nécessaires a cette résolution sont:

- L'intégrale indéfinie de la dérivée non entiére de la fonction g est:

J.o dt" [g(t)] dt= M J;w t" . g(t).dt

I'[-n]
(3.6)
- L'intégrale indéfinie de 'intégrale non entiére de la fonction g est:
+o n Ju r[ —n- U] n+vo
Jo tnPle@lde == [T 6v.g).d
(3.7

Ces relations (3.6) et (3.7) montrent que le moment temporel d'ordre n de la

dérivée ou de l'intégrale non entiére de la fonction g est toujours nul a cause de la
fonction gamma. En effet, celles-ci nécessitent le calcul de I'"}[-n] pour n entier.
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Or ces valeurs sont toutes nulles. Les moments temporels du systéme g corrigé
par un correcteur d'ordre non entier n'apportent aucune information (tous les
moments temporels sont nuls). Le systéme corrigé ne peut alors se mettre sous

forme d'une série entiére ou tous les coefficients existent.

3.3 Résolution de la commande avec des opérateurs non

entiers par la transformée de Mellin

Le paragraphe précédent a mis en évidence que l'application de la méthode
des moments temporels dans la commande utilisant des opérateurs d'ordre non
entier est inexploitable. Cette méthode est en effet basée sur le développement en
série entiére des fonctions. Or ici, les moments temporels du systéme corrigé ne
sont pas défimis. En revanche, il est facile de s'apercevoir que les précédentes
relations (3.6) et (3.7) peuvent donner des résultats 'si l'ordre n des moments
temporels prend des valeurs non entiéres. En fait, cette extension a l'ordre non
entier n'est autre que la définition de la transformée de Mellin avec un décalage
d'ordre unitaire. La transformée de Mellin est définie pour des ordres s

complexes et se limite ici a des ordres réels pour notre étude.

3.3.1 La transformée de Mellin

3.3.1.1 Définition

La transformée de Mellin [14]-[31] d'une fonction f est donnée par la

relation suivante:

Mf,s) =] t=LAe).dt

avec s=x+J.y, complexe

(3.8)
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La transformée de Laplace est une transformation unilatérale de la forme:

Lifp)=] e fo.dt

La transformée de Mellin est directement reliée a la transformation de
Laplace bilatérale. En effet, il est facilement vérifiable que:
M(f,p) = Lulf(e™)]

avec Ly(f,p) = r_: e Pt f(t).dt

Il est & noter que la définition de la transformée de Mellin est une extension
des moments temporels. En effet, si s est entier, alors le Mellin d'ordre s+1 d'une

fonction f est le moment temporel d'ordre n de cette méme fonction f:

M(f,s+1)sM‘,f, pour s+tl=n |

3.9)

Comme pour les moments temporels notés A au premier chapitre, il est

possible de définir le Mellin d'ordre s en intégrant un terme factoriel:

400 ts—l
B(f,s9)=] T ®-dt

(3.10)

M(f,s
w0442

3.11)

Par extension, B(f, s) sera appelé Mellin d'ordre s de f.

3.3.1.2 Propriétés de la transformée de Mellin

L'intégrale définie en (3.8) ne converge que si le point figuratif de la

variable complexe s se trouve a l'intérieur de la bande délimitée par deux
paralléles a 1'axe imaginaire, c'est 4 dire pour x; < x < x2. Dans certains cas, l'un
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des deux nombres est infini. Le domaine de convergence est alors un demi-plan

ou un plan.

-
7

< >
Domaine de
convergence

des Mellin

\]

NN

Figure 3.2:
Domaine de convergence des Mellin d'une fonction.

D'autre part, la transformée de Mellin respecte les propriétés de linéarité a

Savoir:

M(\.c+p.g,8)=AM(c,s)+uM(g,s) avec A,peR?

3.3.1.3 Régles opératoires usuelles de la transformée de Mellin

Seules les régles opératoires utilisées dans ce chapitre sont données ici. Les

autres régles sont fournies en annexe A.
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« Le Mellin d'ordre s de la dérivée 6™ (o € R*) d'une fonction f
s'obtient a partir du calcul du Mellin d'ordre s —o:

d°f Y\ _T[1-(s- c)]
M{dt“’ )= "Ta_g Ms-9)

(d°f \ _TI[s—olI[l-(s—0)]

B\dt“’ )T T T(s)I(-s) Blf,s-0)
R1)
+ Le Mellin d'ordre s de I'intégrale v®™ (v € R*) d'une fonction f
s'obtient a partir du calcul du Mellin d'ordre s +v:
5 _TIT1-(s+v)]
M(I°f,s)= “Td_s M(f,s+v)
or _ TIs+volI1-(s+v)]
B(*f,s) = T(s)T(1_s) B(f,s+v)
R2)

3.3.2 Relation liant les Mellin du systéme a corriger aux paramétres du

correcteur

Les Mellin du systéme corrigé f, en faisant la supposition de leurs

existences, sont définis par la relation (3.10) :

B(f,s)=] r( ;- _ Ap.dt

En utilisant la linéarité de la transformée de Mellin et l'expression de f
donnée par la relation (3.4), les Mellin du systéme corrigé f se mettent donc sous

la forme:

B(f,s)=Co.B(g,s)+ Ci.B(d°g, s) + C2.B(I"g, s)

Cette précédente relation fait donc intervenir le Mellin d'une dérivée non
entiére d'une part et le Mellin d'une intégrale non entiére d'autre part [23]. En
introduisant les régles opératoires (R1) et (R2) vues précédemment, l'expression

devient:
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B(f,s)=a.B(g,s)+B.B(g,s — 0) +7.B(g,s +V)
avec les parameétres pondérés du correcteur (PPC):
o= C 0

I's-o)[(1-(s—0))

B=Ci. T(S)C(1—s)

I's+v)[(1-(s+v))
I'(s)I'(1-s)

=Cs.

Cette expression (3.12) ainsi obtenue donne les Mellin du systéme corrigé f.
Les Mellin de f font intervenir d'une part les Mellin de la fonction g en trois
points simultanément et d'autre part les trois PPC faisant intervenir des

fonctions gamma de la variable s.

Afin de déterminer les Mellin de f, il faut donc tenir compte de son domaine

de définition et d'autre part des conditions d'existences des PPC, -oc, Bety.

3.3.3 Relation de récurrence entre les Mellin du modéle et du systéme

a corriger

Afin de trouver la relation de récurrence liant les Mellin du systéme a
corriger a ceux du modéle, la condition est que le modéle choisi posséde une
transformée de Mellin et qu'il existe une intersection entre le domaine de

convergence des Mellin du systéme corrigé et ceux du modele.

La représentation ci-aprés montre l'intersection des domaines de
P

convergence des Mellin:
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B(s)
A AN
/ N N N N
N N N N
N N
N N N N
N N \ N
N N
N\ N N N
N N N N N
7 N N N 0
AN AN
N N N
N N N N
: N N N
~ N N N
N N ~ N
N N N
N N N N
AN N N N
X X
1if ih
>

[le xzf] : intervalle de convergence des Mellin du systéme corrigé

[th ) x%] : intervalle de convergence des Mellin du modéle

I : intersection des domaines de convergence des Mellin

Figure 3.3:
Domaine de convergence des Mellin du systéme corrigé et du modéle

Soit H le modéle équivalent au systéme corrigé F:
H(p) = Fp) -

La fonction H posséde une transformée inverse de Laplace qui donne son
original h. Il est supposé que les Mellin de h existent. Ils s'expriment alors par:

B(h,s)=[" %.h(t).dt

L'équivalence des Mellin du modéle et du systéme corrigé est faite dans un
domaine de convergence commun entre les Mellin afin de résoudre la relation

suivante:

B(h,s)=B(f, s)
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Il faut donc résoudre la relation de récurrence suivante liant les Mellin du
systéme, les Mellin du modéle et les paramétres du correcteur. Ceci afin de

déterminer les valeurs des paramétres du correcteur.

a.B(g, s) + B.B(g,s — o) +7.B(g, s +v) = B(h, s) l
avec
a= Co
o~ T(s-oI(1-(s—0))
B=C—Teracs)
_C I'(s+v)I'(1-(s+v))
T T()N(1-9)

3.3.4 Identification des parameétres du correcteur

3.3.4.1 Problémes posés par la résolution de la relation donnant les

paramétres du correcteur

Afin d'identifier les paramétres du correcteur, il faut donc résoudre

l'équation (3.13) dans le domaine de validité des Mellin de g et de h:
I={Df ~ D5}

avec

+D,” le domaine ot les Mellin du systéme G sont définis,
-D,? le domaine ot les Mellin du modéle H sont définis,

et tenir compte du domaine de définition des coefficients § et 7.

90



Chapitre 3: La transformée de Mellin & la commande non entiére des systémes

L'équation (3.13) montre en effet la restriction sur le choix des valeurs de la
variable s sur le calcul des PPC. Ces paramétres font intervenir entre autres le
calcul de:

I'(s).T(1-5)

Ce calcul n'est défini que pour des valeurs de s appartenant au domaine des réels
1k,k+1], k € Z. 1l apparait donc des discontinuités au niveau de l'évolution des
coefficients B et y en fonction de la variation de la variable s.

De plus, de fagon pratique, la détermination des Mellin ne peut étre obtenue
a partir des méthodes précédentes mise en ceuvre pour les moments temporels.
Ceci est dii a la variable s qui n'est plus entiére et qui peut prendre une infinité
de valeurs. C'est pourquoi une modélisation du systéme s'impose pour connaitre
analytiquement sa réponse impulsionnelle afin de calculer ses Mellin. Ceux-ci
sont ensuite utilisés dans la relation de récurrence liant le systéme a corriger au

modéle pour déterminer les paramétres du correcteur.

3.3.4.2 Probléme posé par la démarche de résolution de la relation

Dans la démarche de l'identification des paramétres du correcteur, il faut
choisir en premier lieu le cas a résoudre en fonction du type du modéle choisi:
correcteur dont l'action intégration est supérieure a l'action dérivation ou
inversement. Puis, pour des valeurs fixées de l'ordre des paramétres de
dérivation ¢ et d'intégration v, la méthode des moindres carrés est utilisée pour
la détermination des paramétres du correcteur. Ensuite, une méthode de
programmation non linéaire est employée sur la détermination des coefficients
des opérateurs de dérivation et d'intégration. La minimisation d'un critére

quadratique du type
J=|, [Bh,$)~B(f,5)]".ds

fixe alors la valeur des ordres des opérateurs et des coefficients. La démarche a

adopter est illustrée figure 3.4 suivante:
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Initialisation
 etv
J0=o0
|
Méthode des JO=4d
moindres carrés
( CO b] C]_ ’ C2) optimal= (CO 3 C] y C2)
Détermination de (© et V) ima = (6 et v)
CO H C b C2
O
Méthode de programmation
non linéaire
Détermination de Obtention d'un
c et v critére J
(CO ) C] 1 Cz)opti.mal
(c et v) optimal
Figure 3.4:

Démarche de résolution permettant d identifier les paramétres du correcteur

Mais la résolution demande un choix sur 1'évolution de la variable s qui,
comme le montre le paragraphe 3.3.4.1, peut prendre une infinité de valeurs non
entiéres et fait apparaitre des discontinuités. Le domaine de définition I des
Mellin du systéme g et du modéle h peut couvrir l'ensemble des réels. Mais, les

variations des coefficients § et y ne sont pas continues.

Le probléme qui se pose est donc de savoir s'il faut identifier globalement

ou bien choisir un domaine d'identification restrictif ou n'interviendrait pas de
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discontinuité. Deux hypothéses sur l'évolution de la variable s peuvent étre
faites:

-sefa,blcI

+s=A+kS ot A8ecR2et ke Z

Le probléme est alors comment choisir les coefficients aetb ou &, A et §.

Afin de faire une identification sur un domaine restrictif de la variable s,
une nouvelle démarche d'identification des paramétres du correcteur et de I'ordre
des opérateurs de dérivation et d'intégration est entreprise. Elle est basée sur la

réponse impulsionnelle du systéme corrigé et du modele.

3.3.4.3 Démarche adoptée pour résoudre la relation

Cette méthode est basée sur la correspondance des réponses impulsionnelles
du systéme corrigé et du modéle [3]. Cette correspondance qui ne pose aucune
difficulté de mise en ceuvre étant donnée la connaissance des formes analytiques

du modéle et du systéme corrigé [37]-[38].

Afin que le systéme corrigé F soit équivalent au modéle H, il faut donc

résoudre ici en temporel la relation:

_f(t) =h(t) pour t e [0;+x]

Cette résolution se fait par la méthode des moindres carrés associée & une
méthode de programmation non linéaire afin de déterminer les coefficients du
correcteur et I'ordre des opérateurs de dérivation et d'intégration. Le principe de
la résolution est identique a la figure 3.4 précédente. Le critére de minimisation

est:

Jo=[" () -h@1’.dt
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11 faut donc résoudre en temporel la relation suivante:

Co.2(t)+Ci .gt%[g(t)] + Co. I°[2(D)] = Mt)

Cette relation fait intervenir la dérivée et 'intégrale non entiére du systéme

H. La définition de ces opérateurs est la suivante:

« Dérivée non entiére d'une fonction f pour t > 0:
p

de dtt-n"
L oy -L [ S

I'l-o)
(3.14)
- Intégrale non entiére d'une fonction f pour t > 0:
° _ 1 by vl
LI = ey [, €97 f0)-dy
(3.15)

Pour des fonctions particuliéres (polynomiales, exponentielles), ces
opérateurs sont calculables analytiquement [39] (voir Annexe C). Dans le cas
contraire, le calcul de la dérivée (3.14) ou de I'intégrale (3.15) non entiére se fait
numériquement par la discrétisation de l'intégrale ou par une résolution de type

trapéze.

Une fois la correspondance faite entre la réponse impulsionnelle du systéme
corrigé et celle du modéle, les paramétres du correcteur et 1'ordre des opérateurs
o etv sont parfaitement connus. Ensuite, la relation (3.13) liant les Mellin du
systéme corrigé et ceux du modéle peut alors étre simulée pour des valeurs de s
couvrant tout le domaine de définition I. La correspondance entre les Mellin du
systéme corrigé et ceux du modéle apparait alors clairement. Cette
correspondance donnera le domaine de définition de I'identification dans le

domaine de Mellin. La démarche adoptée est illustrée par la figure 3.5 suivante:
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RESOLUTION EN TEMPOREL

|

|
> <
P

RESOLUTION EN MELLIN

A
w

Insertion des coefficients
dans l'équation (3.13)

Y

| Simulation pour tout s réel l

A

Y

Déterminatio

de convergence des Mellin

n du domaine

Initialisation
o} et D)
J0 = o
|
Méthode des JO=J
moindres carrés
(CO ) Cl y Cz)optimal= (CO ) Cl 9 CZ)
Détermination de (c et V) ina = (0 et v)
Co ) C b C2
O
Méthode de programmation
non linéaire
Détermination de Obtention d'un
c et v critére J
(CO ’ Cl ’ Cz)optimal
(G et D) optimal

Figure 3.5:

Identification des paramétres du correcteur
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3.4 Transformée de Mellin de différents modéles usuels

Les modéles étudiés au chapitre précédent, dont il a été déterminé leurs
moments temporels, sont repris ici afin de calculer leur transformée de Mellin.
Une représentation graphique de la transformée de Mellin de chaque modéle est

donné. D'autres courbes sont données en annexe E.

3.4.1 Modéle de type Transmittance a Dérivée Implicite (TDI)

Le modeéle de type Transmittance a Dérivée Implicite s'écrit:

k

1O~ e

avec k€ R™, 1€ R* et o € R*™ et a pour original:

— k a-1 —%
h(t)—I“(a).'c“'t e

La transformée de Mellin de h se met donc sous la forme suivante:

k o0 ts—l

-1 ,-%
()= do F(s)'t et .dt

B(h,s) =

En utilisant les tables de résolution d'intégrales indéfinies de Mellin
[30]-[31]-[32], il advient que:

” —(s-1+) -
Io polts-l o=3 Jp (%) I[s-(1-a)] pour s>1-a et 1>0

Le Mellin d'ordre s de ce modéle H est donc:

. aa I(s+a-1)
Bh,s)=k.t 1..—-——-——-1. G I
s>1-a

(3.16)

Cette relation (3.16) est tout a fait similaire a la définition du moment

temporel d'ordre n du modéle TDI calculé au chapitre précédent lorsque s est
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entier et que s-1=n. La fonction Mellin est définie et représentée ci-aprés pour
s € ]1 -, +oof. La condition de continuité se pose pour s = 0:

. . ERTHRE T — . _k
siazl, 181_1)1(}B(h,s)—];1_1)%r(s)—0 & sia=1, E_{%B(h,s)—,t

Les variations de la fonction a 1'infini dépendent du coefficient t:

Sit<1 , Lim B(h,s)=0 lim B(h,s)=x« (figure 3.6)
$—>-+o0 s=>(1-)*
Sit>1 lim B(h,s) = +w lim B(h,s)=xx (figure 3.7)
$->+00 s—>(1-o)*
B(s)

-1.5 0 1.5 3 4.5 6 7.5 9 10.5 12

Figure 3.6:
Mellin du modéle de type TDI (k=1 a=2.5 et 7=0.5)

10 1 B(s)

20 +

10 +

-15 0 1.5 3 4.5 6 75 9 105

Figure 3.7:
Mellin du modéle de type TDI (k=1, a=2.5 et t=11)
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3.4.2 Modéle de type Transmittance a Dérivée Explicite (TDE)

Le modéle de type Transmittance a Dérivée Explicite s'écrit:

k

Hp)= 1+(@p)"

avec ke R, 1e R et e ]0,2[-{1} et a pour original:

A=Y 1"
M

t(n+1)a—1
e TI(n + 1).a]

Le chapitre précédent a mis en évidence qu'un modele représenté par une
transmittance a dérivée explicite ne posséde pas de développement en série
entiére. Comme pour le calcul des moments temporels, 1'original h donnée sous
forme d'une somme est également mal adaptée pour le calcul des Mellin. 11 est
possible d'utiliser une relation permettant de trouver directement les Mellin
d'une fonction de transfert dans le domaine de Laplace sans passer par son
expression temporel. Cette relation, dont la démonstration est donnée en annexe

B, est définie comme:

M(h(t),s)zr(ll_s)M(H(p) ,p>0, 1-5)

3.17)

En appliquant cette relation au modéle TDE, il faut résoudre:

-1 k -
M(h(t)’s)_I“(l—s)'M(1+(t_p)°‘ ,p>0,1 s)

En utilisant les deux régles opératoires suivantes:

M(—lj(li—;); , sj =k.t"M(1fpa)

et

k )_E 1
M'(1+pa _a'sin("ai) pour a#1l
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alors le Mellin d'ordre s de h s'écrit:

s-1
M(h, S) . k.m.t e
I'(1-s).a.sin (" > )

avec la condition suivante pour la convergence des Mellin: 1-a<s<1+a

D'ou le Mellin d'ordre s de h s'écrit donc:

Bh,s) = k..t ,:(1_3)) I @

I'(s).T(1-s).a.sin ( ==

l-a<s<l+a

(3.18)
Le cas a=1 est ignoré ici car le probléme serait réduit a une étude d'une
TDI d'ordre unitaire vu au paragraphe précédent. Le probléme de continuité se

traite de la fagon suivante pour les limites aux bornes:

s=0: hmB(h s)= lim F(s) =0

s=1: hmB(h s) =lim k.
=l r(1-9).a. sm( (H))

k.wt T k.w
_].;1—>1 I(l-s).0.282 "(1 ) 151—1}11 r2-s).oz

10 B®

05 0.75 1 1.25 15

Figure 3.8:
Mellin du modéle de type TDE (k=1 t=1.5 a=0.5)
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2 T B(s)

-10 ~

Figure 3.9:
Mellin du modéle de type TDE (k=1, =15 a=15)

3.4.3 Modéle de type second ordre oscillant (2d0O)

Le modéle de type second ordre oscillant (2dO) se met sous sa forme la plus
générale:

) kO3
p2+2L0,p+Q2

H(p)

aveck € R**, Q, e R** et { € 10, 1{ dont son original est:

h() = kg.zﬂ,, exp (-£.Qn.f).sin (Qp.t) avec Q,=Q,.J1-E2

P

En faisant appel également aux tables de résolution d'intégrales complexes,

il advient que le Mellin d'ordre s de h s'écrit:

72
B(h,s)=____£____sin{s.arctan[ ICC ]:I

Q- [1-¢2

s>-1

(3.19)

La fonction Mellin est représentée ci-aprés pour s € }-1, +oof.
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Ses variations aux limites ne dépendent que de la valeur du coefficient Q2,.

Figure 3.10:
Mellin du modéle de type 2dO (kR =1, { =04, 02 =1.5)

120 — B(s)
90 +

60 +

60 ~

Figure 3.11:
Mellin du modéle de type 2d0 (R=1,{=0.8, 2 =0.7)

3.4.4 Modéle possédant un retard pur. Domaine de validité

La relation (1.14) du premier chapitre donnant les moments temporels d'un
modéle h possédant un retard pur T ne peut étre généralisée ici. Cette relation
fait intervenir en effet 1'opérateur somme pour des valeurs entiéres positives. La

généralisation pour des valeurs réelles n'est pas possible. Le calcul des Mellin de
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modéles possédant un retard pur est a traiter cas par cas. Le cas le plus
fréquemment utilisé correspond a des modéles apériodiques. Ces modéles sont
décrits par une transmittance a dérivée implicite avec retard caractérisé par.
-T,
H(p) — k.e pa
(1+1.p)

La détermination des Mellin de h, original de H, s'effectue par l'utilisation
de la relation (3.17) comme pour le modéle TDE. II faut donc déterminer
l'intégrale suivante:

k.e TP

e

J.;wpl—s-H(p)_dp ___-r:opl—s

Les tables de transformées d'intégrales [30]-[31]-[32] donnent:

f;m x L. (]; 'i—;jx“ dx= F?a) I(s).p*1e*PI(1-5+0a,a.B)

ou intervient la fonction gamma incompléte:

I'u,x)= I:o ettt dt

La résolution donne donc le Mellin d'ordre s de h:

— k % s-1 _ £
M(h,s)—r(a)e 1 .F(s+a 1,z
d'ou:
E o1 I's+a-1, %)
B(h,s)= -I,—(&—)e T TG

(3.20)

Cette fonction est définie pour s>1-a. Elle est représenté ci-aprés. Ses
variations a la limite infinie dépendent de la valeur du coefficient .
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2+ B(s)

Figure 3.12:
Mellin du modéle de type TDIR (k=1, a=2,t=0.5,T=0.2)

3.5 Conclusion

Les Mellin sont utilisés ici pour la commande non entiére des systémes
linéaires ou le correcteur PID généralisé fait intervenir des opérateurs de

dérivation et d'intégration d'ordre non entier.

Il est mis en évidence l'obtention d'une relation de récurrence entre les
Mellin du modéle de référence pour la commande et les Mellin du systéme ou
apparaissent les paramétres du correcteur (coefficients multiplicateurs et ordre
des opérateurs). La résolution de cette récurrence permet de déterminer les
paramétres du correcteur. Comme il n'est pas facile de déterminer le domaine dé.
validité des Mellin du systéme corrigé et du modéle, une simulation dans le
domaine temporel s'avére nécessaire pour déterminer les paramétres du
correcteur. Ensuite une simulation de la récurrence entre les Mellin du modéle et

du systéme oblige de faire un choix sur la variation de la variable s de Mellin.

Par la suite, pour d'autre correction, le choix de s peut étre intuitif. La
simulation dans le domaine temporel n'est plus nécessaire car la détermination
des paramétres du correcteur peut se faire directement sur la récurrence des

Mellin. La récurrence dans le domaine de Mellin peut étre utilisée directement
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si le domaine de validité des Mellin est connu et si 'expérience montre que la

restriction a un intervalle donné donne de bons résultats.

Ce genre de correcteur étudié peut étre utilisé dans le cas ou le modéle
1imposé pour la commande est de type TDE. Ce genre de modéle, ne possédant
pas de développement en série entiére ne convient pas dans une étude avec les

moments temporels mais au contraire dans une étude avec les Mellin.

Le chapitre suivant est consacré aux moments temporels et leur application
a l'identification d'un systéme. Les deux méthodes élaborées au premier chapitre
permettant de déterminer les moments temporels a partir de la réponse indicielle
du systéme sont mise en oeuvre sur un systéme réel afin de déterminer leur

domaine de validité.
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CHAPITRE 4

- Les moments temporels
&

l'identification d'un systéme

4.1 Introduction

Le premier chapitre a développé deux méthodes de détermination des
moments temporels d'un systéme dont la réponse indicielle est connue. Ces deux
méthodes élaborées permettent donc théoriquement de définir parfaitement le
systéme par une série entiére en p” dans le domaine de Laplace ou les coefficients

sont les moments temporels déterminés.

Dans la premiére partie de ce chapitre, une étude est menée parallélement
sur la réponse indicielle réelle dun processus et sur la réponse indicielle
analytique de celui-ci modélisé. Ce processus modélisé fournit des moments
temporels théoriques. Ils sont alors comparés a ceux obtenus par l'utilisation des
méthodes sur 1a réponse indicielle réelle du processus. Cette comparaison permet
de fixer les conditions dans lesquelles ces méthodes de détermination des
moments temporels doivent étre utilisées (échantillonnage et troncature sur la
borne infinie). Le domaine de validité et la performance des deux méthodes
peuvent alors étre donnés. La seconde partie de ce chapitre donne des relations
permettant d'identifier les paramétres d'un modéle de type TDI a partir de la
connaissance de ses moments temporels. Il est montré également qu'il existe des

relations entre les moments temporels qui permettent de modéliser un systéme
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soit sous une forme de type TDI ou sous forme TDIR. Les relations permettant de

passer d'un modeéle a l'autre sont données dans ce cas.

4.2 Etude du processus thermique

L'étude menée ici utilise un systéeme physique: le processus thermique. Ce
systéme donne une réponse indicielle dont son exploitation est aisée. Cette
réponse indicielle réelle obtenue peut alors étre exploitée. Elle permet d'une part
l'utilisation des deux méthodes de détermination des moments temporels et

d'autre part de modéliser le processus par un modéle simple.

Dans un premier temps, la forme de la réponse indicielle permet de
modéliser ce systéme par un modeéle de Strejc. Les expressions analytiques des
réponses impulsionnelle et indicielle sont parfaitement connues. Il est alors
possible d'obtenir les moments temporels théoriques de ce modéle et de les
comparer, dans un premier temps, a ceux obtenus par l'utilisation des deux

méthodes élaborées au premier chapitre.

Dans un second temps, les deux méthodes élaborées sont testées sur la
réponse indicielle réelle du systéme. Il est alors possible de conclure sur le

domaine de validité des méthodes élaborées.

4.2.1 Présentation du processus

Le processus thermique est un processus de chauffage a air chaud
représenté par la figure 4.1. Le processus de base se compose d'un ventilateur a
ouverture réglable qui souffle dans un tube supposé sans capacité calorifique. A
I'entrée du tube se trouve une résistance de chauffage commandée par un
amplificateur de puissance. La température de l'air ainsi réchauffé est mesurée
par une thermistance qu'il est possible de placer en plusieurs endroits du tube.

Lorsqu'une variation est appliquée a l'entrée, deux phénoménes sont constatés:
q ppiq
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«I'inertie thermique de la résistance qui fait qu'une variation brusque de
tension se traduit par une évolution plus lente de la température de la
résistance. Ce phénoméne est caractérisé par la constante de temps du

systéme.

- le retard de la mesure de la température di a la distance entre la
résistance et la thermistance de mesure. Ce phénoméne se traduit par

un retard pur dans la fonction de transfert du modéle de ce processus.

L'obtention de la réponse indicielle réelle permet de modéliser simplement
le processus par un modéle de Strejc. Le processus peut étre décrit par une

fonction de transfert de type TDIR d'ordre m avec retard pur de la forme:

G = HL
(1+1.p)
ou: k: le gain statique du systéme,
T: le retard pur du systéme,
T la constahte de temps du systéme,

m: l'ordre du systéme (m entier).

g o

Y Mesure de
temperature

Réglage
— continu
Controle Enteée
| continu

Convertisseur Convertisseur
AN Calculateur N/A

Figure 4.1:
Le processus thermique
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Le processus thermique est couplé a un calculateur. Le couplage est réalisé
avec une carte industrielle de conversion Analogique/Numérique. Le calculateur
permet de solliciter le processus thermique par une entrée de type échelon et de
recueillir la réponse indicielle réelle du systéme avec un pas d'échantillonnage
variable. Cette réponse indicielle peut alors étre exploitée afin de déterminer les

moments temporels du systéme.

4.2.2 Relevé de la réponse indicielle et modélisation du processus

La réponse indicielle est obtenue par sollicitation du processus avec une
entrée de type échelon pendant cinqg secondes avec un pas d'échantillonnage de
10?%s. La représentation ci-aprés donne la réponse indicielle du processus

thermique avec un pas d'échantillonnage de 10's.

0.8 + 0000000000%00000000%000040°
000’....
o’..
06 + L4
°
*
L J
0.4 ¢
L 2
*
0.2 T *
L ]
Temps (s)

0.0 sor —+ —+ —+ —+ —

0 1 2 3 4 5

Figure 4.2:

Réponse indicielle du processus thermique

Cette courbe montre de fagon significative le bruit sur la mesure. La
réponse indicielle ainsi obtenue permet de modéliser le systéme par une fonction
de transfert de type TDIR par la méthode de Strejc. Cette méthode lie les
coefficients T, t et m. Leur détermination est réalisée a partir du nomogramme de

détermination des transmittances [20]{45][46].
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La modélisation du processus par un modéle de Strejc et 1'identification des

paramétres donne, aprés approximations, le modéele Gr du premier ordre suivant:

4.1)
Considérons le modeéle G issu du modéle Gr dont le retard est ignoré:
0,8
Gp) = 1+0,64.p
4.2)

Ce modéle G, de type TDI, permet de calculer analytiquement les moments
temporels de son original g par l'utilisation de la relation (2.22) du chapitre 2. De
plus, I'utilisation de la relation existante entre les moments temporels d'un
modeéle de type TDI et ceux d'un modéle de type TDIR, relation (1.14), permet de
déduire les moments temporels théoriques de l'original gr du modéle Gr du
processus. Les moments temporels de gr ainsi que le rapport des moments
temporels successifs sont donc obtenus par les relations suivantes:

An

e_ 30,2 i & _
A —EOT.[O,SX(O,GAL) ] RY =~

Les moments temporels théoriques du modéle Gr du processus ainsi que le

rapport des moments temporels successifs sont donnés dans le tableau suivant:

n An Rn n An Rn
0 0.80 0.84 10 1.2607.10° 0.64
1 0.6720 0.6638 11 8.0684.10° 0.64
2 0.4461 0.6424 12 5.1638.10° 0.64
3 0.2865 0.6402 13 3.3048.10° 0.64
4 0.1834 0.64 14 2.1151.10° 0.64
5 0.1741 0.64 15 1.3537.10° 0.64
6 7.5143.10* 0.64 16 8.6634.10* 0.64
7 4.8091.10* 0.64 17 5.5446.10* 0.64
8 3.0779.10 0.64 18 3.5485.10* 0.64
9 1.9698.10° 0.64 19 2.2710.10™ 0.64
Tableau 4.1:

Moments temporels théoriques du modéle Gr du processus
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4.2.3 Détermination des moments temporels du modéle du processus

La forme analytique dans le domaine de Laplace du modéle Gr du processus
donne la réponse impulsionnelle gr et la réponse indicielle yr qui ont pour

expression:

(=(t-0,2))

gr(t)=1,25.exp 064 ( (=(t-0,2)))

r(t)=0,8.,1-
yr(9) =0, \1-€%P—5 64
La détermination des moments temporels par chacune des deux méthodes
élaborées nécessite de fixer la période d'échantillonnage et la troncature sur la
borne infinie. Afin de déterminer cette troncature, il est intéressant de regarder
le tracé de l'intégrale donnant les moments temporels en fonction de 1'ordre n.

Les moments temporels de gr peuvent étre calculés par la relation suivante:

AT =["

0

tﬂ
a—.gr(t).dt

Afin de calculer cette intégrale numériquement, il faut faire apparaitre une

troncature sur la borne infinie:

r A #1 n
AT = [ Logr@.di+ [, 5grv.dt

11 faut donc que cette troncature A ait une valeur minimale de telle fagon que la
deuxiéme partie de l'intégrale soit majorée:

Jx>0, I >0, VA>x, “:’o -tnl'.gr(t).dtl <€

Cela signifie encore que la fonction z suivante :

Lt
z.t—>n!.gr(t)

soit représentée entiérement sur un domaine de définition qui est fonction de
I'ordre n. La représentation de cette fonction z est une "cloche" a partir de n=1

qui se décale sur I'axe des abscisses en fonction de l'ordre n.

11 est donc nécessaire d'avoir une troncature variable qui soit fonction de l'ordre n

afin de déterminer correctement les moments temporels. Les figures 4.3 et 4.4
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suivantes montrent 1'évolution de la fonction z définie précédemment en fonction

de l'ordre n:

0.4 n=1
0.3 +
024 n=2
0.1 + n=3
n=4
n=3 temps (8)
0 t } ' - +
o] 2 4 6 8 10

Figure 4.3

3.0E-04 1’

2.0E-04 +

1.0E-04 -

Temps (s)

0.0E+00

T

25

Figure 4.4:
Evolution de la fonction z pour différentes valeurs de l'ordre n

L'évolution de cette fonction z montre que la troncature qui doit étre faite
sur la borne infinie est fonction de l'ordre n du moment temporel calculé. De ce
fait, pour obtenir une bonne approximation des moments temporels calculés par
les deux méthodes, il faut tronquer la borne infinie en fonction de l'ordre n du

moment temporel qui doit étre déterminé.
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Le tableau 4.2 donne la troncature A minimale a adopter pour déterminer de

fagon correcte le moment temporel d'ordre n par les deux méthodes.

Ce tableau montre donc qu'il faut regarder 1'évolution de la fonction gr du
modéle sur un temps d'observation minimum de 30 secondes pour obtenir les
vingt premiers moments temporels. Le tableau ci-dessous montre les valeurs

obtenues par l'utilisation des deux méthodes pour un échantillonnage de 107

Valeur minimale de la troncature A pour l'obtention
d'un moment temporel d'ordre n donné

avec une troncature A=30s.

ordre n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A (s) 4 5 6 7 8 9 10 13 15 17

ordre n | g 11 12 13 14 15 16 17 18 19

A(s) 19 21 23 24 25 26 27 28 29 30
Tableau 4.2:

Théorique lére méthode 2éme méthode

n An Rn An Rn An Rn

0 0.80 0.84 0.80 0.8413 0.80 0.8413
1 0.6720 0.6638 0.6730 0.6641 0.6730 0.6621
2 0.4461 0.6424 0.4469 0.6424 0.4456 0.6431
3 0.2865 0.6402 0.2871 0.64 0.2865 0.6401
4 0.1834 0.64 0.1838 0.64 0.1834 0.64
5 0.1741 0.64 0.1176 0.64 0.1174 0.64
6 7.5143.107 0.64 7.5296.107 0.64 7.5143.107 0.64
7 4.8091.107 0.64 4.8149.10° 0.64 4.8091.107 0.64
8 3.0779.10% 0.64 3.0841.10% 0.64 3.0778.107 0.64
9 1.9698.10* 0.64 1.9738.10* 0.64 1.9698.10* 0.64
10 1.2607.10* 0.64 1.2633.10* 0.64 1.2607.10* 0.64
11 8.0684.10° 0.64 8.0848.10° 0.64 8.0684.10° 0.64
12 5.1638.10° 0.64 5.1743.10° 0.64 5.1638.10° 0.64
13 3.3048.10° 0.64 3.3115.10° 0.64 3.3048.10° 0.64
14 2.1151.10° 0.64 2.1194.10° 0.64 2.1151.10° 0.64
15 1.3537.10° 0.64 1.8564.10° 0.64 1.3536.10° 0.64
16 8.6634.10™ 0.64 8.6808.10° 0.64 8.6632.10™* 0.64
17 5.5446.10™ 0.64 5.5556.10™ 0.64 5.5443.10™ 0.64
18 3.5485.10™ 0.64 3.5554.10™ 0.6399 3.5481.10° 0.6399
19 2.2710.10* 0.64 2.2751.10* 0.6398 2.2705.10™* 0.6398

Tableau 4.3:

Moments temporels i1ssus des deux méthodes
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Les résultats obtenus montrent que les deux méthodes donnent des
résultats identiques sur la détermination des moments temporels du modéle du
processus. De plus, ces valeurs sont identiques aux valeurs théoriques. Cela
prouve que la troncature sur la borne infinie est déterminante sur le résultat

obtenu.

Néanmoins, a partir de l'ordre 18, la détermination du moment temporel
devient erronée par le fait que le rapport Rn n'est plus constant. Ceci est di en
particulier a la perte de précision des chiffres significatifs du calculateur pour

des ordres élevés.

Quant a la période d'échantillonnage a adopter, les résultats sont meilleurs

avec un pas de 10%s par rapport a un pas de 10’s.

La figure 4.5 ci-dessous montre l'évolution des moments temporels

théoriques du modeéle du processus.

0.80

0.60 +

0.40 +

0.20 -

0.00

Figure 4.5:
Variation des moments temporels théoriques
du modéle du processus en fonction de l'ordre n
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4.2.4 Détermination des moments temporels du systéme réel

Dans cette partie, les deux méthodes permettant de déterminer les moments
temporels sont appliquées directement sur la réponse indicielle réelle du

processus.

En référence au tableau 4.2, il faudrait faire une acquisition de la réponse
indicielle du processus pendant un temps minimum de 30 secondes pour vouloir
calculer les vingt premiers moments temporels. Or, pour des raisons de dérive
statique, le processus ne peut étre sollicité que pendant 10 secondes. De ce fait, '1'1
n'est possible de calculer que les moments temporels du systéme jusqu'a l'ordre
n=6. Les moments temporels d'ordre supérieur ont alors aucune valeur

significative étant donnée la troncature qui est faite.

Pour les deux méthodes, deux acquisitions de la réponse indicielle du
systéme sont faites pendant un temps d'observation de 10 secondes avec une

période d'échantillonnage de 0.05, 0.1 et 0.2 seconde.

« Résultats avec la premiére méthode:

Moments temporels Moments temporels du systéme réel (premiére méthode)
Modéle de Strejc (deux acquisitions par échantillonnage)
n An Rn An (At=0.05s) An (At=0.1s) An (At=0.2s)
0 0.80 0.84 1.20 1.17 1.02 1.09 0.94 0.95
1 0.6720 0.6638 2.70 254 1.89 2.23 1.36 1.40
2 0.4461 0.6424 7.20 6.59 4.87 6.10 2.67 2.81
3 0.2865 0.6402 17.10 15.45 12.32 15.66 5.65 _6.02
4 0.1834 0.64 33.60 30.10 26.37 33.64 10.50 11.34
5 0.1741 0.64 55.40 49.30 4757 60.80 16.60 18.20
6 0.0751 0.64 78.60 62.50 73.77 94.40 22.73 25.10
Tableau 4.4:

Moments temporels du systéme calculés par la premiére méthode

Les valeurs obtenues par cette premiére méthode ne peuvent étre exploitées
étant donnée la divergence des valeurs a l'infini et 1'écart existant entre deux
acquisitions différentes et quelle que soit la période d'échantillonnage choisie.

Ceci s'explique par le fait que le bruit de la mesure ajoute a la valeur du moment
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temporel théorique une valeur qui diverge vers l'infinie plus l'ordre n est grand.
Comme cette méthode est basée sur la convergence des pentes des segments de
droite a l'infini, cette condition n'est effectivement plus vérifiée a cause du bruit
de mesure. C'est pourquoi, il n'est pas possible d'appliquer cette méthode sur une

réponse indicielle réelle.

+ Résultats avec la seconde méthode:

Moments temporels Moments temporels Moyenne des trois Ecart relatif
Modeéle de Strejc pour trois acquisitions acquisitions et calcul | An M. Streje
par la seconde méthode du rapport An calculés
n An Rn An (At=0.1s) An Rn Ecart
0 0.80 0.84 0.8001 0.8050 0.8040 0.8030 0.8433 0.375 %
1 0.6720 0.6638 0.6741 0.6797 0.6778 0.6772 0.6832 0.77 %
2 0.4461 0.6424 0.4481 0.4770 0.4631 0.4627 0.7350 3.7%
3 0.2865 0.6402 0.2979 0.3856 0.3370 0.3401 0.9601 19%
4 0.1834 0.64 0.2306 0.4248 0.3336 0.3296 1.3319 80 %
5 0.1741 0.64 0.2517 0.5953 0.4702 0.4390 1.5059 152 %
6 0.0751 0.64 0.3774 0.8682 0.7378 0.6611 X 780 %
Tableau 4.5:

Moments temporels du systéme calculés par la seconde méthode

Concernant cette méthode de détermination, les trois premiers moments
temporels sont calculés avec une erreur inférieure a 4%. Le moment temporel
d'ordre 0 est calculé par la moyenne des dix derniéres valeurs de la répoqse
indicielle. Les valeurs obtenues sont également divergentes comme pour la
premiére méthode mais plus proche des valeurs théoriques. Les moments
temporels d'ordre 1 et 2 sont déterminés de fagon satisfaisante. La seconde
méthode étant basée sur le calcul d'une intégrale, le bruit de mesure est
partiellement lissé. C'est pourquoi, l'écart existant avec les résultats de la
premiére méthode est important. Quant a Il'influence de la période
d'échantillonnage (0.1 ou 0.01 s), les différences sur les valeurs obtenues sont

négligeables et de ce fait n'apparaissent pas dans le tableau 4.5 ci-dessus.
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4.2.5 Conclusion

Lorsque le systéme est défini par une fonction de transfert, les deux
méthodes élaborées permettant de déterminer les moments temporels donnent de
bons résultats. Les vingt premiers moments sont déterminés facilement avec une

période d'échantillonnage de 10s sur un intervalle de temps de 30s.

En revanche, la fiabilité de ces deux méthodes appliquées directement sur
la réponse indicielle du systéme ne peut étre validée. En effet, elles sont trés
sensibles au bruit. Les valeurs obtenues sur les moments temporels sont
divergentes. Cependant, la seconde méthode, basée sur le calcul d'une intégrale
donne, avec un faible pourcentage d'erreur, les trois premiers moments temporels

du systéme.

4.3 Modélisation du processus et identification des

parameétres

Deux modélisations du systéme sont proposées dans ce paragraphe. La
premiére consiste a le modéliser sous la forme d'une Transmittance a Dérivée
Implicite (TDI) et la seconde le modélise sous la forme d'une méme transmittance
en y ajoutant un retard pur T (TDIR). Les parameétres des modéles caractérisant
le processus sont ici déterminés par la méthodes des moments temporels [39]. Les

deux modélisations du processus qui sont faites sont de la forme:

. e e ' _ k
Premiére modélisation. Hp)= ——"(1 Ttp)°
o k.e TP
. : Hr(p)= 22
Seconde modélisation r(D) a+1p)

ou k, o, T et T sont des réels positifs.
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4.3.1 Modélisation par un modéle de type TDI

La premiére modélisation du systéme qui est faite est de type TDI:

o)~
ou:
+k: le gain statique du systéme,
. T la constante de temps du systéme (1 > 05,
s Qo I'ordre du systéme (o > 0).

Les moments temporels théoriques de l'original h de H, sont donnés par la
relation (2.22) du deuxiéme chapitre:

n+a)

h _ n
An =k T+ D

L'étude du rapport de deux moments successifs a pour expression:

Ah
Rh=Zml _ RtQ
" A Tn+1

Ce rapport est tracé en figure 4.6 en fonction de n et pour deux valeurs de o:

Figure 4.6:
Evolution du rapport de deux moments successifs d'une TDI
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Le calcul des rapports Rn permet l'identification des paramétres du modéle.

Ceux-ci s'obtiennent par les relations suivantes:

k=A}
1= 1lim R"
N>+

ou t1=(n+2).R:, -(n+1).R: vn

o= (n+ 12 RE-n.(n+2).R,

(n+2).R", -(n+1).R:

4.3)

Ces relations permettent donc d'identifier les parameétres du systéme
connaissant les moments temporels. Le rapport de deux moments successifs a
I'infini donne la constante de temps et 'utilisation de trois moments successifs
donnent l'ordre et la constante de temps. Expérimentalement, la constante de
temps ne peut étre obtenue a l'infini car le rapport de deux moments temporels
successifs divergent a partir de l'ordre n=3 (systéme réel) et a partir de I'ordre

n=20 (modélisation du systéme).

4.3.2 Modélisation par un modéle de type TDIR

La seconde modélisation du systéme qui est faite est de type TDIR:

avec
-+ k: le gain du systéme,
- T la constante de temps du systéme (t > 0),
ok I'ordre du systéme (o > 0),
-« T: le retard pur du systéme (T >0).
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L'utilisation de la transformée de Laplace inverse a Hr conduit a la réponse

impulsionnelle hr du systéme:
__ kel T —
hr(t) = I’(a).t“'(t D e =.Ut-1D
ou
U(t-T)=0sit<T
U(t-T)=1sit>T

La fonction hr est une fonction continue sur l'intervalle des réels positifs et

d'ordre exponentiel. Le moment temporel de hr s'écrit alors:

o1 =T
Ahr = J'+oox kéaza){) n'.e Ux-T).dx

En effectuant le changement de variable t =x - T, cette expression devient:

) “n’—[ (t+ )"t et dt

Cette expreséion fait apparaitre un produit remarquable ou son développement

en série de Newton est:

nooo . '
t+D" =Y Cit.T" avec Ci=—t_
+D) Z:o v "l n-0)!

L'expression du moment temporel d'ordre n de hr s'écrit alors:

Ahr . S +eo ( Cz tn—z ) ta—l et dt
F(oc) 1*.n! I 2
Cette expression fait apparaitre l'intégrale d'une fonction définie continue et

majorée sur l'intervalle [0; +oo[ . Le moment temporel d'ordre n de hr est donc:

Abr = F(oc) ZC‘ (T) JTn+a-1) |

(4.4)
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4.3.3 Relation entre les moments temporels des deux modéles

Le développement a l'ordre n des moments temporels de hr dans
l'expression (4.4) permet de faire apparaitre une relation de récurrence liant ses

moments temporels a ceux de h. Elle s'exprime par:

(4.5)

avec:

T(n-i+a)
T.IT(n—i+1)

h - .
A=kt

Le rapport de deux moments successifs de hr est donné par la relation:

h ntl T8 4k
w Ami X0 Apri
Ry = Ahr = T 4+h
n
n iz0 57 -Ani

et celul de h est:

Rh:Az+1 =k n+ao
" AP Tn+1

Leurs évolutions sont donnés par les deux figures 4.7 et 4.8 suivantes:

Rapports des moments temporels
de hethr pourag>1

. : : ;
R L T L —

0 5 10 15 20 25

:1 Ordre n
Figure 4.7:

Evolution du rapport des moments temporels de h et hr pour a > 1
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Rapports des moments temporels
dehethr poura<1

—e—Rn()

0 5 10 15 20 25

| Ordren
!
Figure 4.8:

Evolution du rapport des moments temporels de h et hr pour a < 1

Les évolutions de ces deux rapports en fonction de n montre qu'ils

convergent tous les deux vers la méme valeur correspondant a la constante de

lim RF = lim R} =+ I
n—>+wo n—+0

De plus la différence des rapports d'ordre zéro des moments temporels est

temps t:

(4.6)

égale au retard pur T:

Rir_Rh=T

(4.7

4.3.4 Passage du modéle TDIR au modéle‘TDI

Une fonction de transfert de type transmittance a dérivée implicite avec

retard pur peut étre assimilé 4 une transmittance de méme type sans retard pur:
k.e TP

k/
Fpy=-"&— Fp)y=—"—
®) (1+1.p)” - ® 1+ p)°

avec F et F' les transformées de Laplace respectives de f et f'.
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Ces fonctions temporels sont d'ordre exponentiel et continues sur l'intervalle des
réels positifs. Sous forme de développement en série entiére, F' et F' s'expriment

par:

Fp)= 5, 1" pr. AL
Fp)= 3 (1" p" AL

ou Al et Ag sont les moments temporels de f et f'.

Leurs expressions sont:

I'(n+a)

f
An =KD" "T(a).n!

f T i In-1+o)
A —g(:) i! ke T(o).(n—1)!

L'identification de F a F' implique I'égalité de leurs moments temporels:
AL =AL

Cette égalité des moments temporels permet donc d'obtenir des relations liant les

paramétres k', o' et 7' en fonction de k, o, T et T.

L'identification, dont la démonstration figure en annexe D, donne:

k' =k

/_ (@1+D’

a.T

(at+T)

(4.8)
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4.3.5 Passage dumodéle TDI au modéle TDIR

Une fonction de transfert de type transmittance 4 dérivée implicite sans

retard pur peut étre assimilée a une transmittance de méme type avec retard

pur:
k! ke TP
Fp=—=2— = Fp)=12—
®) (1+7 ;)" (1+1.p)
Le passage d'un modeéle TDI a un modéle TDIR peut se justifier de plusieurs
facons:

- diminution de l'ordre du systéme,
- réduction d'un systéme d'ordre réel a un ordre entier,

- adjonction d'un retard.

11 faut cependant faire un choix quand au résultat a obtenir. En effet, le
passage d'un modéle TDI a un modéle TDIR nécessite 1'évaluation de quatre
paramétres a partir de trois. Il est donc nécessaire de fixer soit le retard, soit
l'ordre du systéme. Il peut étre envisagé également de se fixer la constante de

temps.

Ier choix: 1'ordre o est fixé.

11 faut imposer un ordre o tel que 0 <a <a' afin que la nouvelle constante de
temps obtenue soit supérieure a la précédente car une diminution de 1'ordre

implique obligatoirement une augmentation de la constante de temps.

‘k=Fk,

/
«le calcul de T est d'abord effectué: t1="1’. ‘/g
cpuisceluide T: T=a/.7 —-a.1

S'il existe déja un retard pur, celul s'ajoute a celui qui vient d'étre calculé.
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2eéme choix: Le retard pur T est fixé.

La condition nécessaire est T< a'.t' pour obtenir une constante de temps positive.

ck="k'
!/ /2
- 1e calcul de 7 est d'abord effectué: = —(};,T———
o/ -T
! of _ 2
puisceluide o: o= gg'—T//Z—T)—
o1

3eme choix: La constante de temps t est fixée.

La condition nécessaire est que T > 7' afin que le retard obtenu soit positif.
‘k=Fk

/1/2

«le calcul de a est d'abord effectué: o = a_T_

spuis celuide T: T=a’/.7" -a.1

4.3.6 Application numérique

Les trois premiers moments temporels du systéme sont déterminés de fagon
correcte par l'utilisation de la seconde méthode (tableau 4.5). Ces trois moments
temporels ainsi obtenus permettent de modéliser le systéme sous forme TDI et
d'en identifier ses paramétres. Cette modélisation de type TDI permet a son tour
de modéliser de nouveau le systéme sous forme TDIR en imposant soit I'ordre,

soit le retard ou alors la constante de temps.

Ce paragraphe traite donc de la modélisation du processus par une TDI et

une TDIR. L'identification des paramétres de la modélisation TDI est réalisé par
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les relations (4.3). Le passage a la modélisation TDIR se fait en imposant le

retard pur puis l'ordre du modéle.

- Moments temporels issus de la seconde méthode:
Ay =0.803 A;=06772 Az =0.4627

- Rapports de ces moments temporels:

Ro=A1-08433  R,= % - 0.6832
1

4.3.6.1 Modélisation du systéme par une TDI

Le systéme est modélisé ici par une fonction de transfert G, de type
TDI. L'identification des paramétres est réalisée par l'intermédiaire des relations
(4.3) et pour les trois premiers moments temporels issus de la seconde méthode

qui sont rappelés ci-dessus.
L'identification donne:

kZAo ~ 08
T =2.R1 —Ro ~ 0.523

Ro

= —_2.R1 "R, ~1.62

a

Le systéme, modélisé par la fonction de transfert G, de type TDI s'écrit:

0,8
(1+0,52.p)"%

Gi(p) =

(4.9)

Cette premiére modélisation obtenue permet de passer a une modélisation de

type TDIR en se fixant & priori le retard ou l'ordre du modéle.
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4.3.6.2 Modélisation du systéme par une TDIR

Le systéme est modélisé ici par deux fonctions de transfert G, et G, qui
sont de type TDI. A partir de G, la fonction G, est construite en fixant a
priori le retard pur et la fonction G, en fixant a priori l'ordre. Les

parameétres sont identifiés en utilisant les relations établies au paragraphe 4.3.5.

« Modélisation G1 ( paragraphe 4.3.6.1)
k'=0.8 v =0.523 o/ =1.62
« Modélisation G2 (le retard T est fixé 5 0.2s):
k=0.8 a=0.95 7=0.68
« Modélisation G3 ('ordre o est fixé a 1):
kE=0.8 1=0.66 T=0.187

Les deux modélisations TDIR du systéme sont:

0,8 -0,2
= =P
®) (1+0,68.p)""
(4.10)
— 0’ 8 -0,187p
Gs(p) 1+0,66p
(4.11)

Les figures (4.9) a (4.11) représentent la réponse indicielle du processus en
comparaison avec celle obtenue par chacune des modélisations qui est faite

(Modéle de Strejc, modeéle TDI et modéles TDIR ).
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08 -
o Processus
06 —+ Modele Gr
04 +
02+
Temps (s)
0 +os +— t — : =
0.0 10 2.0 3.0 40 5.0
Figure 4.9:
Réponses indictelles du processus et du modéle Gr (Strejc)
08 T
¢ Processus
-——Modgéle G1
Temps (s)
2.0 30 4.0 5.0
Figure 4.10:
Réponses indicielles du processus et du modéle G, (TDI)
08 T -
o Processus
——Modéle G2
Temps (s)
0 +es L + ; : {
0.0 1.0 2.0 3.0 40 5.0

Figure 4.11:
Réponses indicielles du processus et du modéle G, (TDIR)
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0.8 —

¢ Processus

——Modele G3

Temps (s)

L
T ——

2.0 3.0 4.0 5.0

Figure 4.12:
Réponses indicielles du processus et du modéle G, (TDIR)

Le modéle de Strejc et les modéles de type TDIR sont une bonne
approximation du processus. En effet, les réponses indicielles de ces trois
modéles coincident, avec une erreur trés faible, avec la réponse indicielle du
processus. Quant a la modélisation TDI qui est faite, une erreur importante
apparait en début de phase dynamique. Ceci est du par le fait que le modéle de

type TDI ne posséde pas de retard par rapport au processus.

4.4 Conclusion

Ce chapitre a fait 'objet de 1'étude du processus thermique par la méthode
des moments temporels. La réponse indicielle du processus permet dans un
premier temps de modéliser ce systéme par un modeéle de Strejc afin d'obtenir un

modéle de référence.

Les deux méthodes de détermination des moments temporels élaborées au
premier chapitre sont appliquées d'une part sur la réponse indicielle analytique
issue du modéle de Strejc et d'autre part sur la réponse indicielle réelle issue

directement du processus.
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I1 apparait que ces méthodes sont utilisables sur la réponse indicielle
analytique du modéle de Strejc. En revanche, ces méthodes ne sont pas
transportables sur la réponse indicielle réelle du processus. Ceci est di en
particulier au bruit de la mesure qui fausse le calcul des moments temporels.
Néanmoins, la seconde méthode donne les trois premiers moments temporels
avec une bonne approximation. Ces trois premiers moments temporels suffisent a
modéliser de nouveau le systéme par deux modéles de type TDI et TDIR et
d'identifier les paramétres. Des relations sont établies permettant de passer

d'une modélisation a une autre.

Le chapitre suivant utilise ces différentes modélisations du processus dans
le cadre d'une commande de type PID classique d'ordre entier. Cette commande,
dont 1'étude figure au chapitre 2, est élaborée a partir des moments temporels de
chacun de ces modéles. Comme le troisiéme chapitre a montré l'existence de
modéles ne possédant pas de moments temporels, la commande de type PID

généralisé d'ordre non entier est appliquée également au chapitre suivant.
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CHAPITRE D

La commande
&

son application a un systéme

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a l'application des commandes entiére et non
entiére élaborées aux précédents chapitres. Le systéme a commander est le
processus thermique. Tout d'abord, la commande entiére de type PID étudiée
dans le deuxiéme chapitre est abordée par la méthode des moments temporels.
Comme le systéme est modélisé, celui-ci peut étre caractérisé par son
développement en série entiére. Les moments temporels sont alors utilisés afin
d'identifier les parameétres du correcteur [11]-[13]-[19]. Ensuite, 1'étude est
consacrée a la commande avec un correcteur de type PID d'ordre non entier dont
la théorie figure au troisiéme chapitre. Cette étude, nécessitant des simulations
temporelles, apporte des résultats sur la commande non entiére dans le domaine
de Mellin [39]-[41]. Puis une vérification, dans le domaine fréquentiel des
résultats obtenus, est réalisée. Une étude en boucle ouverte du systéme corrigé
(marge de gain, marge de phase, stabilité) permet de définir les caractéristiques
en boucle fermée. Le domaine de validité fréquentiel du systéme corrigé est
déterminé, pour chacun des sept modéles, autour de la fréquence au gain unité
en boucle ouverte [8]. Une étude de la sensibilité de la commande en boucle
fermée est réalisée de facon a déterminer les valeurs du filtre a associer a l'action

dérivée du correcteur. Celle-ci permet de majorer la sensibilité de 1'entrée du
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systéme sans affecter les performances dynamiques. Enfin, dans le domaine
temporel, une comparaison de la commande du Systéme et du modéle est réalisée
pour une entrée de type échelon. Cette vérification & posteriori valide les
résultats obtenus lors de l'étude de la commande non entiére du systéme en

boucle ouverte.

5.2 Commande entiére

L'étude de la commande entiére est définie, en boucle ouverte, de la facon
suivante: le processus est caractérisé par ses modeéles (Strejc, TDI et TDIR) qui
sont issus de la réponse indicielle de ce systéme. Le modéle imposé est de type
TDI/P et le correcteur est de type PID. Le but est de déterminer les paramétres
du correcteur de telle sorte que les moments temporels du systéme corrigé soient
équivalents a ceux du modéle imposé. Le principe de cette commande est illustrée

par la figure 5.1 suivante:

Correcteur Processus Modeéle

B oo SGe L = B y'®)

—= 7 H@™
—

F(p)

C -p C
Correcteur C ___ C0 + 1 + p2

m
(1+pu.p)

Modélisation par le méthode de Strejc

Processus G Modélisation du type TDI

Modélisation du type TDIR

Modele H ——> Modele TDI/P

Figure 5.1:
Principe de la commande entiére par correcteur PID
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Le chapitre précédent a permis de modéliser le processus a partir de sa
réponse indicielle. Les modéles obtenus sont de type Strejc, TDI et TDIR. Chacun
de ces modéles fournit alors des moments temporels. Le modéle imposé pour la
commande est parfaitement défini et les moments temporels de celui-ci sont

également connus. Il s'agit ici d'un modéle de type TDI/P.

L'application des relations du deuxiéme chapitre permettent alors
d'identifier les paramétres du correcteur. Comme le modéle imposé posséde une
intégration et qu'il y a convergence des moments temporels du systéme, les

relations (2.16) a (2.18) sont nécessaires afin d'identifier les parameétres du

correcteur.

Le modéle imposé H est de type TDI/P dont les paramétres valent:

+Gain: A=0.8
«Ordre: =14

- Constante de temps: §=0.6

La commande a donc pour but d'identifier les trois paramétres du correcteur

de telle sorte que le systéme corrigé F soit équivalent a H:

0.8
H(p) =
®) p.(1+ O.Gp)l'4

Le tableau 5.1 ci-aprés donne les valeurs des moments temporels des quatre
modéles représentant le systéme (Gr, G,, G, et G;) ainsi que les moments

temporels du modéle H imposé.
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Moments temporels des modéles du systéme et du modéle imposé

Il faut déterminer trois coefficients du correcteur a partir des vingt premiers

Le coefficient C, est déterminé par la relation (2.16), C, par la relation

moments temporels de chacun des modeéles du processus.

processus, sont rassemblés dans le tableau 5.2 suivant:

Moments temporels

n Gr G, G, G, H

0 0.80 0.80 0.80 0.80 0.80

1 0.672 0.666 0.877 0.678 0.672

2 0.446 0.450 0.462 0.461 0.484

3 0.287 0.281 0.309 - 0.305 0.329

4 0.183 0.168 0.207 0.202 0.217

5 0.117 0.098 0.139 0.133 0.141

6 7.514.10-2 5.593.10-2 9.396.10-2 8.778.10-2 9.005.10-2
7 4.809.10-2 3.157.10-2 6.341.10-2 5.793.10-2 5.712.10-2
8 3.077.10-2 1.765.10-2 4.283.10-2 3.823.10-2 3.598.10-2
9 1.969.10-2 9.790.10-3 2.896.10-2 2.523.10-2 2.255.10-2
10 1.260.10-2 5.396.10-3 1.959.10-2 1.665.10-2 1.407.10-2
11 8.068.10-3 2.959.10-3 1.326.10-2 1.099.10-2 8.750.10-3
12 5.163.10-3 1.615.10-3 8.978.10-3 7.255.10-3 5.425.10-3
13 3.304.10-3 8.790.10-4 6.081.10-3 4.788.10-3 3.355.10-3
14 2.115.10-3 4.766.10-4 4.120.10-3 3.160.10-3 2.070.10-3
15 1.353.10-3 2.577.10-4 2.792.10-3 2.085.10-3 1.275.10-3
16 8.663.10-4 1.390.10-4 1.892.10-3 1.376.10-3 7.844.10-4
17 5.544.10-4 7.487.10-5 1.283.10-3 9.086.10-4 4.817.10-4
18 3.548.10-4 4.023.10-5 8.700.10-4 5.996.10-4 2.954.10-4
19 2.271.10-4 2.158.10-5 5.900.10-4 3.957.10-4 1.810.10-4

Tableau 5.1:

(2.18) et C, par la relation (2.17). Les résultats, pour chaque modéle du

Modéles du processus
Parameétres de C Gr G, G, G,
C, 0.1201 0.3696 -0.0639 0.0040
C, 0.1477 0.3441 -0.0264 0.0322
C, 1.00 1.00 1.00 1.00
Tableau 5.2:

Identification des paramétres du correcteur pour chaque modéle du processus
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Chaque modéle du processus donne une commande particuliére puisque les
paramétres du correcteur sont différents d'un modele a l'autre. La seule

constante est la valeur du coefficient C,,.

Le tableau 5.3 suivant donne les moments temporels du modéle H en
comparaison a ceux du systéme corrigé F pour les quatre modéle du processus.
De plus, pour chacun de ces modéles, l'erreur quadratique entre le moment

temporel d'ordre n du modéle et celui du systéme corrigé est également donnée.

Moments Moments temporels de chaque systéme corrigé

temporels et erreur quadratique avec ceux de H
n | deH Gr G1 G2 G3
0 0.80 0.80 0.00% 0.80 0.00% 0.80 0.00% 0.80 0.00%
1 0.6720 0.5759 14.29% | 0.8699 | 44.96% 0.7279 8.32% 0.6743 0.35%
2 0.4840 0.4835 0.06% 0.4792 0.96% 0.4842 0.06% 0.4842 0.08%
3 0.3290 0.3322 0.98% 0.3435 4.39% 0.3207 2.52% 0.3252 1.16%
4 0.2170 0.2149 1.03% 0.2189 0.82% 0.2148 1.07% 0.2151 0.93%
5 0.1410 0.1377 2.14% 0.1323 5.96% 0.1445 2.70% 0.1420 0.92%
6 0.0901 0.0881 2.13% 0.0776 13.88% 0.0974 8.16% 0.0937 4.08%
7 0.0571 0.0564 1.25% 0.0446 | 22.01% 0.0657 15.09% 0.0618 8.30%
8 0.0360 0.0361 0.32% 0.0252 | 29.90% 0.0444 | 23.42% 0.0408 | 13.45%
9 0.0226 0.0231 2.45% 0.0141 | 37.34% 0.0300 | 33.16% 0.0269 | 19.49%
10 0.0141 0.0148 5.08% 0.0078 | 44.21% 0.0203 | 44.36% 0.0178 | 26.38%
11 0.0088 0.0095 8.15% 0.0043 | 50.48% 0.0138 | 57.13% 0.0117 | 34.14%
12 0.0054 0.0061 11.64% | 0.0024 | 56.15% 0.0093 | 71.60% 0.0078 | 42.80%
13 0.0034 0.0039 1553% | 0.0013 | 61.25% 0.0063 | 87.93% 0.0051 | 52.39%

Tableau 5.3:
Moments temporels jusqu'a l'ordre n=13 de chaque systéme corrigé
en comparaison avec ceux du modéle H imposé.

Les valeurs des moments temporels corrigés montrent une fois de plus que
les modélisations de type Strejc et TDIR donnent des résultats meilleurs que la
modélisation de type TDI. En effet, I'écart quadratique entre le moment temporel
d'ordre n du modélé et du systéme corrigé est minimal pour les modeéles Gr, G, et
G,. La figure 5.2 ci-aprés montre 1'évolution des moments temporels pour chaque
systéme corrigé en comparaison avec le modéle H. L'erreur minimale sur

I'ensemble des dix premiers moments temporels est réalisée pour le systéme G,.
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*

Modele H

---@---Systéme Gr
---&-- Systéme G1
---X-- Systéme G2
—— Systéme G3

TTresX
0 ‘r : § — . L f“‘““’*’.f*%j
Figure 5.2:

Moments temporels de chaque systéme corrigé
en comparaison avec ceux du modéle H

Cette partie consacrée a la commande entiére de type PID par la méthode
des moments temporels confirme que les moments temporels d'ordre élevé ne
peuvent étre utilisés de part leur imprécision (l'erreur quadratique atteint des
proportions de l'ordre de 50% a partir de l'ordre n=12). En fait, les meilleurs
résultats se trouvent a proximité du moment temporel d'ordre 0 (gain statique). Il
semblerait donc que seuls les tous premiers moments auraient une réelle
signification. La commande non entiére abordée ensuite confirme, par
lutilisation des Mellin, que l'information nécessaire se trouve autour du gain

statique (Mellin d'ordre 1 qui équivaut au moment temporel d'ordre 0).
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5.3 Commande non entiére par la transformée de Mellin

La commande non entiére par la transformée de Mellin est ici étudiée pour
le systéme modélisé par une fonction de transfert de type TDI ou TDIR. Le
correcteur est un correcteur de type proportionnel, intégral et dérivé d'ordre non

entier. L'étude de la commande est faite pour sept modéles imposés.

+ Systéme (TDI):
_ kR
GQ”_(1+sz‘
« Systéme (TDIR):
_ _keTP
Grp) = 1 +‘c_p)a
+ Modéles:
TDI/P: Hi@p)=—2—
p.(1+4.p)
TDE/P:  Hs@p)= A
p.(l + (8.p)B)
A.Q2
2dO/P: = ——
0 Hs(p) p.(0%+2.£.Q,.p+Q2)
A
TDI: H,(p)=—>">——
O apy
A
TDE: Hs(p)=—"2>—
)= 60
A.Q2
2d0: Hg(p)—p2 T2E0, 50
)‘_e—T.p
TDIR/P:  Hq(p)=—2&——
p.(1+8p)°
« Correcteur:
C,.p° Cs

+—x+=
(1+pp)y” P
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L'étude de 1a commande est présentée de la fagon suivante:

- ler partie (§ 5.3.1):

Correcteur C systéme G modeéles TDI/P, TDE/P, 2d0O/P,
- 2éme partie (§ 5.3.2):
Correcteur C systéme G modéles TDI, TDE, 2d0,

+ 3éme partie (§ 5.3.3):

Correcteur C systeme Gy modéle TDIR/P.

Remarque: Le correcteur réellement utilisé pour cette étude ne posséde pas
d'action filtrante sur le terme dérivée. Celle-ci fait l'objet de 1'étude menée au

chapitre 6. De ce fait, le correcteur se met sous la forme simplifiée suivante:

Cz Co.p"+C1.p"+"+C2
=Co+Crpo+22=
C(p) 0+C1p +po pU

Des valeurs particuliéres sont données aux parameétres des fonctions de
transfert afin de déterminer les valeurs des paramétres du correcteur.
L'identification des paramétres du correcteur s'effectue en premier lieu avec la
simulation temporelle des réponses impulsionnelles du systéme corrigé f et du
modéle h [39]-[41]-[42]. Une méthode axe par axe associée a la méthode des
moindres carrés permet d'identifier l'ordre de l'opérateur de dérivation ainsi que
les coefficients du correcteur. Ensuite, la simulation est réalisée dans le domaine
de Mellin en utilisant les paramétres identifiés pour déterminer l'intervalle de
convergence des Mellin. Une comparaison des résultats avec un correcteur entier

de type PID est donnée par 'utilisation d'un critére quadratique:

Ji= 3 [hk.AL) - fk.AD]
keN

avec 1= 1 (correcteur entier) & 1= 2 (correcteur non entier)

142



Chapitre 5: La commande & son application 4 un systéme

5.3.1 Commande non entiére avec un modéle possédant une

intégration

Le principe de la commande non entiére en imposant un modéle avec une
intégration pure impose donc des conditions sur les coefficients et l'ordre

d'intégration du correcteur comme le montre la figure 5.3:

E@®) © - y(®) E@) |TDIP |y'®)
-y C\;p “sf 1 > = > oERl—>

p l 2dO/P

v=1
Simplification de 1/p

E@) y®) E@) | TDI |y'®)
—C,p+ C.p +C, [ TDI —> — —> TDE [—>

2d0

Figure 5.3:

Commande non entiére avec des modeéles possédant une intégration

Apres simplification, C, devient le coefficient proportionnel, C, le
coefficient de la dérivée premiére et C, le coefficient de la dérivée non entiére
d'ordre o+1.

Dans l'identification des coefficients, le systéme et le modéle imposé ont un

gain statique unitaire. Ce qui impose la valeur du coefficient C, a 1.
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5.3.1.1 Modéle 1: TDI/P

Le modéle imposé est ici un modéle de type TDI/P. Le systéme est de type
TDI. Plusieurs essais sont réalisés pour des valeurs de paramétres différents du
systeme et du modéle. Les résultats de l'identification des paramétres du

correcteur sont donnés par le tableau 5.4.

Systéme TDI ( k=1) {Modéle TDI/P ( A=1}| Coefficients du Correcteur Critéres
N° Essai a T B 5 C, C, c J, J,
1 2.00 0.50 1.50 0.50 0.00 0.30 -0.20 >100.0 | 0.1386
2 2.00 0.50 2.00 1.00 0.00 -0.50 -0.70 >100.0 0.4225
3 2.00 1.00 2.00 0.50 0.00 0.90 -0.30 >100.0 0.3951
4 2.50 0.50 2.00 0.50 030 | -0.10 0.30 >100.0 0.0909
5 3.00 0.50 2.50 0.50 0.30 -0.10 0.30 0.95186 0.0777
6 3.00 1.00 3.00 0.50 1.70 -0.30 -0.70 0.3625 0.1595
Tableau 5.4:

Commande non entiére avec le modeéle TDI/P

Ces résultats montrent que les meilleurs valeurs du critéres sont obtenus
pour le correcteur non entier. Le coefficient de dérivation prend des valeurs
comprises entre -0.7 et 0.3, c'est a dire que la dérivation effective dans le
correcteur (figure 5.3) est comprise entre 0.3 et 1.3. Ceux sont donc des valeurs

non entiéres qui donnent de meilleurs résultats.

La figure 5.4 ci-aprés montre la comparaison entre la réponse

impulsionnelle du modéle et celle du systéme corrigé pour l'essai n°5.
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Réponses impulsionnelies
o o o o (o4
N w A 13 [+,

o
-

Temps (s)

Figure 5.4:
Réponses impulsionnelles ( +: modéle, ___ : systéme corrigé ), essai n°5

La figure 5.5 montre le tracé des Mellin du systéme corrigé et du modéle
pour s € [-1,7].

4

Ordre s

Figure 5.5:
Tracé des Mellin ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°5

11 apparait d'une part les discontinuité dans le domaine de Mellin di aux
fonctions gamma et que la minimisation dans le domaine de Mellin est optimale

dans un intervalle centré autour de 1.
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Cette figure 5.6 montre effectivement que la minimisation est optimale

: +\+J
1r
ost
O}
m
0 o
05+ +
+ +
25 0 05 1 15 2 25
Ordre s
Figure 5.6:
Tracé des Mellin (+: modéle, : systéme corrigé ), essat n°5

entre les tracés des Mellin du modéle et du systéme corrigé autour du point s=1

5.3.1.2 Modéle 2: TDE/P

La commande non entiére permet ici de traiter des modéles qui ne
possédent pas de développement en série entiére comme le modéle de type TDE.

Cette commande était impossible avec les moments temporels. Les résultats de

l'identification sont données tableau 5.5 ci-aprés:

Le critére du correcteur non entier est ici meilleur que celui du correcteur entier.

Commande non entiére avec le modéle TDE/P

Systéme TDI ( k=1) | Modéle TDE/P (4=1) | Coefficients du correcteur Critéres
N° Essai a T B 3 C, C, o J, Jy
1 2.00 0.50 1.30 0.50 0.00 0.60 -0.30 >100.0 0.3589
2 2.50 "0.50 1.30 0.50 1.60 -0.70 0.10 >100.0 0.2116
3 3.00 0.50 1.30 0.50 1.30 0.10 0.90 0.8062 0.1828
Tableau 5.5:
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La figure 5.7 ci-dessous montre la comparaison entre la réponse

impulsionnelle du modéle et celle du systéme corrigé pour l'essai n°3.

1.6

14}

Réponses impulsionnelies
o o o =
A O 0 = i

Q
N

—

o

N
o
-
N
w}
H
(3,1

Temps (s)

Figure 5.7:

Réponses impulsionnelles ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°3

Les figures 5.8 et 5.9 montrent pour ce méme essai les courbes du systéme

corrigé et du modeéle dans le domaine de Mellin. La minimisation optimale a lieu
dans l'intervalle 1 -B<s< 1+ quiestici-0.3<s<+1.3

B(s)

1 2 3 4 5 6 7
Ordre s

_ Figure 5.8:
Tracé des Mellin (+: modéle, ___ : systéme corrigé ), essai n°3
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Figure 5.9:
Tracé des Mellin (+: modéle, : systéme corrigé ), essai n°3

Cette figure 5.9 montre également pour ce modéle TDE que la minimisation

est optimale entre les tracés des Mellin autour du point s=1

5.3.1.3 Modéle 3: 2dO/P

Le troisiéme modéle imposé est ici un modéle du second ordre oscillant avec

intégration. Les résultats de l'identification sont données tableau 5.6 ci-apres:

Systeme TDI (k=1) | Modéle 240 (A=1) Coefficients de C Criteres
N° Essai a T ¢ Q, C, C, c J, Jy
1 2.00 0.50 142 2.00 0.00 0.20 -0.80 >100.0 | 0.3818
2 2.00 1.00 N2 2.00 -0.10 1.40 -0.30 >100.0 | 0.7513
3 2.50 0.50 12 2.00 -1.00 1.40 -0.10 >100.0 | 0.2353
4 2.50 1.00 12 2.00 1.30 0.80 -0.10 >100.0 | 0.5589
5 3.00 0.50 N2 2.00 1.00 -0.30 0.30 0.9491 | 0.1725
6 3.00 1.00 12 2.00 1.20 2.00 0.30 1.1003 | 0..3497
Tableau 5.6: :

Commande non entiére avec le modéle 2dO/P

Le critére du correcteur non entier est meilleur que celui du correcteur entier.
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La figure 5.10 ci-aprés montre la comparaison entre la réponse

impulsionnelle du modéle et celle du systéme corrigé pour l'essai n°6.

Réponses impulsiomelles

0.1 — - .
2 4 6 8 10
Temps (s)
Figure 5.10
Réponses impulsionnelles ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°6

Les figures 5.11 et 5.12 montrent pour ce méme essai les courbes du
systéme corrigé et du modéle dans le domaine de Mellin. La minimisation

optimale a lieu dans un intervalle autour de s=1.
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Figure 5.11:
Tracé des Mellin ( +: modéle, ___: systéme corrigé ), essai n° 6
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Figure 5.12:

Tracé des Mellin ( +: modéle, : systéme corrigé ), essar n° 6

Pour ce modéle également, la minimisation optimale a lieu autour du point

de Mellin d'ordre s=1.

5.3.1.4 Conclusion

La commande non entiére du processus G modélisé par une TDI vient d'étre
réalisée pour trois types de modéles équivalents différents avec une intégration
(TDI/P, TDE/P et 2dO/P). Le critére est toujours meilleur pour le correcteur
d'ordre non entier. L'erreur quadratique entre les réponses impulsionnelles du
systéeme corrigé et du modéle est donc toujours minimale pour ce type de
correcteur. Le coefficient de dérivation identifié prend des valeurs non entiéres.
Le passage dans le domaine de Mellin montre que l'erreur quadratique entre les
courbes est toujours minimale autour du point s=1 pour les trois modéles
utilisés. Ce point est en effet une valeur particuliére de l'ordre s de Mellin car il

donne le gain statique du modéle et du systéme corrigé (ici le gain est unitaire).
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5.3.2 Commande non entiére avec un modéle sans intégration

Le principe de la commande non entiére en imposant un modéle sans
intégration pure impose des conditions sur les coefficients et l'ordre d'intégration

du correcteur comme le montre la figure 5.13 suivante:

E®) © N y(®) E(p) TDI | y'()
5 Gop ¥ Cl‘)’p Oy o B> = —>{ TDE —>
p 2d0
v=90
Cz=0
E@) yoo  E@ | TDI |y'®
—> G+ C.p° TDI > — —> TDE —>
2d0

Figure 5.13:
Commande non entiére avec un modéle ne possédant pas d'intégration

C, devient nul, C, est le coefficient proportionnel et C,, le coefficient de la
dérivée non entiére. Dans l'identification des coefficients comme pour 1'étude
précédente, le systéme et le modéle imposé ont un gain statique unitaire. Ce qui

impose la valeur du coefficient C; a 1.

5.3.2.1 Modéle 4: TDI

Le modéle imposé est ici du type TDI. Plusieurs essais sont réalisés pour des

valeurs de paramétres différents du systéme et du modéle. Les résultats de
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Iidentification des paramétres du correcteur sont données dans le tableau 5.7

ci-apres:
Systéme TDI (k=1) | Modele TDI (A=1) | Coefficients de C Criteres
N° Essai a T B 8 C, c J, J,
1 1.50 0.50 2.00 0.50 -0.30 0.40 >100.0 | 0.3354
2 2.00 0.50 2.00 1.00 -0.50 0.30 2.7304 | 0.4225
3 2.00 0.50 1.50 0.50 0.30 0.80 1.2556 | 0.1386
4 2.00 1.00 2.00 0.50 0.90 0.70 1.1869 | 0.4376
5 2.50 0.50 2.00 0.50 0.20 0.90 0.1798 | 0.1354
6 3.00 0.50 2.50 0.50 0.20 0.90 0.1342 | 0.1048
7 3.00 0.50 3.00 1.00 -0.70 0.40 1.6552 | 0.4419
8 3.00 1.00 3.00 0.50 1.60 0.90 0.3372 | 0.2728
Tableau 5.7:

Commande non entiére avec le modéle TDI

Ces résultats montrent également un critére J, meilleur que J,, c'est a dire
un correcteur non entier mieux adapté pour la commande qu'un correcteur
entier. La figure 5.14 ci-dessous montre la comparaison entre la réponse

impulsionnelle du modéle et celle du systéme corrigé pour l'essai n°6.

Réponses impulsionnelies

0.1 - s - s :
0 1 2 3 4 5 6
Temps (s)
Figure 5.14:
Réponses impulsionnelles ( +: modéle, : systéme corrigé ), essat n°6
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La figure 5.15 montre pour ce méme essai les courbes du systéme corrigé et

du modéle dans le domaine de Mellin.
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Figure 5.17:
Tracé des Mellin (+: modéle, : systéme corrigé ), essai n°6

La minimisation optimale a lieu dans un intervalle autour de s=1.

5.3.2.2 Modéle 5: TDE

Le modéle TDE peut étre utilisé ici de nouveau. Les résultats de

l'identification sont données dans le tableau 5.8 ci-aprés:

Systéme TDI (k=1) | Modéle TDE (A=1) | Coefficients de C Critéres
N°Essai a T B 8 C, o J; J,
1 2.00 0.50 1.30 0.50 0.60 0.70 2.6937 0.3589
2 2.50 0.50 1.30 0.50 1.00 0.90 0.5970 0.2317
3 3.00 0.50 1.30 0.50 1.20 1.10 0.6771 0.3973
Tableau 5.8:

Commande non entiére avec le modéle TDE

Pour ce modéle TDE sans intégration, le meilleur critére obtenu se confirme

pour un correcteur d'ordre non entier. La figure 5.16 ci-aprés montre la
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comparaison entre la réponse impulsionnelle du modéle et celle du systéme

corrigeé pour l'essai n°2.

16 —

Réponses impulsiomnelles
o o o -
E-S [¢] [e:] - N B

o
)

o...
02 : -
1 2 3 4 5 6
Temps (s)
Figure 5.16:
Réponses impulsionnelles ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°2

La figure 5.17 montre pour ce méme essai les courbes du systéme corrigé et

du modéle dans le domaine de Mellin. La minimisation optimale a lieu dans
l'intervalle -0.3 <s<1.3.
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Figure 5.17:
Tracé des Mellin ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°2
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5.3.2.3 Modéle 6: 2dO

Toujours dans le cadre d'un modéle sans intégration, le troisiéme modéle
imposé est un modéle de type second ordre oscillant (2dO). Les résultats de
I'identification des paramétres du correcteur sont données dans le tableau 5.9

cl-apreés pour six essais:

Systéme TDI (k=1) | Modéle 2dO (1=1) Coefficients de C - - Critéres
N° Essai o T g Q. C, c J, J,
1 2.00 0.50 142 2.00 0.20 0.20 2.6215 0.3882
2 2.00 1.00 12 2.00 1.30 0.70 0.9468 0.7555
3 2.50 0.50 N2 2.00 0.50 0.60 0.8310 0.2894
4 2.50 1.00 12 2.00 200 . 1.00 0.5880 0.5880
5 3.00 0.50 12 2.00 0.80 0.90 0.3879 0.2352
6 3.00 1.00 12 2.00 0.20 1.20 1.3027 0.9504
Tableau 5.9:

Commande non entiére avec le modéle 2d0O

La comparaison des critéres montre une fois de plus que le correcteur
d'ordre non entier est mieux adapté a la commande pour ces modeles quun
correcteur entier. La figure 5.18 ci-dessous montre la comparaison entre la

réponse impulsionnelle du modéle et celle du systéme corrigé pour 1'essai n°6.

05 T T T v

o
kY

o
w

Réponses impulsionnelles
2 2

P

o

2 4 6 8 10
Temps (s)
Figure 5.18:
Réponses impulsionnelles (+: modéle, ___ : systéme corrigé ), essai n°6
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La figure 5.19 montre pour ce méme essai les courbes du systéme corrigé et

du modéle dans le domaine de Mellin.
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Figure 5.19:

Tracé des Mellin ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°6

La minimisation optimale a lieu dans I'intervalle ici autour de s=0.5.

5.3.2.4 Conclusion

La commande non entiére du processus H modélisé par une TDI vient d'étre
réalisée pour trois types de modéles équivalents différents sans intégration (TDI,
TDE et 2d0). Comme pour les modéles avec intégration, le critére est toujours
meilleur pour le correcteur d'ordre non entier. Le coefficient de dérivation
identifié prend également des valeurs non entiéres. Le passage dans le domaine
de Mellin montre une fois de plus que l'erreur quadratique entre les courbes est

toujours minimale autour du point s=1 pour les trois modeles utilisés.
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5.3.3 Commande non entiére du systéme TDIR avec un modéle TDIR/P

L'étude se limite ici a la commande non entiére du modéle TDIR avec un
modéle équivalent imposé de méme type avec intégrateur avec des coefficients
différents. Le but ici est d'étudier l'influence du retard pur du modéle sur
I'évolution des parameétres du correcteur. En effet, les paramétres du systéme
(ordre, constante de temps et retard) restent constant ainsi que l'ordre et la
constante de temps du modéle imposé. Pour ce dernier, seul le retard varie. Le

tableau 5.10 ci-aprés montrent les résultats pour cing essais:

Systéme TDIR: A=1, a=3, 1=0.5, T=0.2

Modéle TDIR/P Coefficients de C Critéres
N¢ Essai B ] T C, C, o J, d,
1 2.00 0.50 0.20 0.60 -0.20 0.60 0.6453 | 0.1264

2.00 0.50 0.30 0.30 -0.20 0.80 0.4862 | 0.2478
2.00 0.50 0.40 0.50 -0.40 0.40 0.7802 | 0.3069
2.00 0.50 0.50 0.60 -0.60 0.20 2.9720 | 0.3678
2.00 0.50 0.60 0.80 -0.90 0.10 4.6885 | 0.4433

Tableau 5.10:
Commande non entiére avec le modéle TDIR /P

vl oo i

La premiére conclusion est identique a celle apportée pour les autres
modéles étudié a savoir que le correcteur d'ordre non entier donne de meilleurs
résultats (critére plus petit) que le correcteur d'ordre entier. Pour ce correcteur
non entier, le meilleur critére est obtenu pour des valeurs identiques du retard
du systéme et du modéle. Lorsque le retard du systéme est égal a celui du modéle
imposé, le critére obtenu est le meilleur. C'est a dire que la correction apporté est

mieux adaptée dans ce cas.

Les figures 5.20 et 5.21 ci-aprés montrent les réponses impulsionnelles et
les tracés dans le domaine de Mellin du modéle et du systéme corrigé dans le cas

de l'essai n°2.
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Figure 5.20:

Réponses impulsionnelles ( +: modéle, : systéme corrigé ), essai n°2
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Figure 5.21:

Tracé des Mellin (+: modéle, : systéme corrigé ), essat n°2

Cet exemple montre que la minimisation se fait a proximité du point s=1
mais pas de part et d'autre. L'intervalle de minimisation est ici plﬁs délicat a

déterminer que les autres exemples étudiés aux paragraphes précédents.

5.4 Etude fréquentielle

Cette étude consiste a observer les caractéristiques du systéme corrigé et du
modéle, en boucle ouverte, dans le domaine fréquentiel puis de déterminer les
valeurs du filtre agissant sur l'action dérivée du régulateur. Les formes

analytiques du correcteur C, du systéme G et des modéles Mi sont établies pour
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la variable de Laplace p =jo. Le gabarit fréquentiel du systéme corrigé, les
marges de gain et de phase et les valeurs de l'action filtrante de la dérivée sont

déterminés pour chaque modeéle. La démarche élaborée ci-aprés:

Correcteur Systéme Modele
E(p) ® — E®)
25 cm) ao P = P PY
\‘\/_—//’
F) l
Etude fréquentielle
P=Jo

v

-Expressionde C(jo) G@Go) F(jo) H@o)

- Tracé du gain (en dB) et de la phase (en °) dans le plan de Bode
- Détermination des marges de gain et de phase

- Détermination de l'intervalle de robustesse

Bouclage du systéme
P~ lo

Correcteur Systéme

E(p_,() v }_)s(p) Cp) U®) G(p) XP)  Sensibilté: [%]
—_ p=)®

- Détermination des valeurs du filtre de 'action dérivée du correcteur

]

Etude temporelle
Réponse indicielle

-Tracé de Yetde Y' et tracé del'erreur Y'- Y

Modéle

E Y'
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& son application 4 un systéme

5.4.1 Expressions fréquentielles

Les expressions fréquentielles du correcteur C, du systéme G et des modéles

H G=1a7) sont données ci-aprés. Le correcteur est du type proportionnel,

intégral et dérivé d'ordre non entier, le systéme est de type TDI et les modéles
sont de type TDI/P, TDE/P, 2dO/P ainsi que de type TDI, TDE, 2dO et TDIR/P.

Les expressions du correcteur C, de sa partie réelle et imaginaire, du systéme G,

de son module et son argument ainsi que celles systéme corrigé F ont la forme

suivante:

« Correcteur C:

Cyw)=Co+

Cl-(im)c + Cs

avec  p=(l+pt.0?)®

Re[C(jo)]=Co + Clbmc .COS (9'—75 - ) + g—f cos (%)

Im[C(w)] = C_1pgi sin (9'-7—5 - 9) - _Qz_ sin (9—“)

(1+ujo)” o)

2 2

2 ®° 2

et 0 =x arctan (1.0)

+ Systéme G (pour 1'étude des modéles 1 a 6 et Gr pour le modéle 7):

|GGo)| =F

arg[G(o)] =

- Systéme Gr: Gr(p) = G(p).e”T?

(1+12.02)7¢

—a. arctan (t.0)

6.1)

(6.2)
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+ Systéme corrigé F:

Fgo) = C(o).G(o)

|Fjo)| = |Re*[C(io)] + Im*[C(o)] .| G(o)|

arg [F(jo)] = arctan (Mj +arg [G(o)]

Re[C(o)]

6.3)

Les expressions du module et de l'argument des modéles définis dans le

chapitre précédent sont données ci-dessous:

Modéle

avec:

Module

Lot (1+ sz.mz)‘%
rot(@?+ bz)_%
Ao e+ dz)_%
A1+ S?‘.coz).g
A(@® + b2)"%

A(c® + dz)_%

p
Lol (1+8%.0%)2

a=1+(0.8)%. cos (B_n)

2
e=1-(g)

Argument

—B. arctan (6.0) — g
—arctan (%) - —g
—arctan (%) - g

—B. arctan (6.0)

—arctan (g)

—arctan (%)

~B. arctan (3.0) - 125 -T.o

b = (@.5)".sin (BT")
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Enfin, en boucle fermée, I'expression de la sensibilité S est de la forme:

Stioy = Z0®) ____Cga)

E(o) 1+C(o).H(jo)

(6.5)

5.4.2 Détermination des paramétres

Cette partie est consacrée a la détermination du gabarit fréquentiel du
systéme corrigé ainsi que les valeurs des paramétres du filtre de l'action dérivée

du correcteur.

5.4.2.1 Détermination du gabarit fréquentiel

Le gabarit fréquentiel est déterminé pour trois valeurs:

- 0, pulsation & gain unité,
- 0, et 0y : gabarit frégentiel centré géométriquement autour de o :
2 _
O = 0A.0B Wa <Oy <OB

La valeur de o, correspond & la pulsation pour laquelle I'écart relatif entre le
modéle et le systéme corrigé est supérieur a 10%.-L'écart est déterminé sur le
gain et la phase et c'est le premier qui atteint la valeur de 10% qui fixe la valeur

de oy
max | | FL=1Hil
| |H|

arg(F) - arg(H.) 0
( arg(H)) ) ] = 10%

O=0p ©O=0Op

La valeur de o, est déterminée par:
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5.4.2.2 Détermination des paramétres du filtrage de 1'action dérivée du

correcteur

Les valeurs de p et x sont déterminés par une méthode de programmation
non linéaire. Ces valeurs ne doivent pas modifier le systéme corrigé (gain et
phase) dans le gabarit fréquentiel et doit assurer la convergence du gain de la
sensibilité pour des valeurs de pulsations élevées:

*s1l O € [04,0B]

alors |F(.0)| 5= |Hi(.0)| 45
et  arg[F(.0)]=arg[H:(.0)]

+SIL ®—> +00

alors lim |S(.0)| 4 = constante

5.4.3 Résultats

Pour chacun des modéles H (i=1a7), le seul essai retenu pour 1l'étude
fréquentielle est l'essai qui donne le meilleur critére J, (cf. chapitre 5, § 5.3).
En effet, cet essai donne les meilleurs coefficients du correcteur pour des valeurs

particuliéres du systéme et du modéle donné.

Les résultats donnant le gabarit fréquentiel du systéme corrigé, l'erreur
faite sur sa détermination i o =g, les marges de gain et de phase et les
paramétres du filtrage de l'action dérivée du correcteur sont regroupés dans le

tableau 6.1 suivant pour chaque modéle.

Pour chaque modéle, les courbes de gain et de phase du systeme corrigé
(avec et sans filtrage) et du modéle sont données en annexe F dans le plan de

Bode de méme pour les courbes de la sensibilité (gain et phase également).
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Le tableau ci-dessous donne les résultats de lidentification des paramétres

de 1'étude fréquentielle menée pour chaque modéle dans l'essai considéré.

Gabarit (rad.s?) Ecart (%) Marges Filtrage

i Modéle @, Oy @p Gain Phase Gain (dB) | Phase (°) u(s) x

1 TDI/P 0.02 0.82 36.80 3% 10% 7.20 32.00 10°® 0.30
2 TDE/P 0.05 1.12 24.50 4% 10% 19.00 73.00 107 1.90
3 2dO/P 0.00 0.97 © 5.6% 8,1% 9.60 44.00 10! 1.0
4 TDI 0.04 1.13 36.00 4.6% 10% 1) 172.00 2.10% 1.90
5 TDE 0.78 1.86 4.44 6.2% 10% [} 131.00 2.10° 1.90
6 2d0O 0.30 2.00 13.70 5.5% 10% 0 129.00 10° 1.90
7 TDIR/P 0.28 0.84 3.00 7.8% 10% 12.00 35.00 0.015 1.60

Tableau 6.1:

Valeurs des paramétres identifiés

5.4.4 Simulation du systéme corrigé

La fonction de transfert en boucle ouverte du systéme corrigé est

caractérisée par:

F(p)z[Co +——C1£—6——+&

=1.G
(1+p.p)° pj ®)

Dans les résultats du cinquiéme chapitre, l'ordre d'intégration v est unitaire.
De plus, pour simplifier les relations suivantes, il est supposé que la constante p
tend vers zéro (suppression de l'action filtrante de la dérivée). La fonction de

transfert s'écrit alors:

G)

F(p) = (Co.p + Cl.p°+1 + C2)-—p"—

La forme analytique de l'original g de G, est connue dans le domaine temporel.
Elle permet donc la détermination de l'original f de F correspondant & la réponse

impulsionnelle du systéme corrigé en boucle ouverte.

La fonction dérivée premiére de la réponse impulsionnelle du systéme

corrigé a pour expression:
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9] = Cog9)+ C1- L [g0] + Ca.009)

(6.6)

La simulation de cette expression ne pose pas de probléme étant données la
connaissance analytique de la fonction g et les définitions permettant d'obtenir la
dérivée d'ordre 6+1 de g (cf. annexe C). Ce qui donne:

_&T

0= o (S.Ta(t— Tyl o5

2T

d_cﬂ_{g(t)i, k i:*f r(a"'i) (1—1+U+i(t_7-)a—2+o+i:l

dto | %r | T | S T@-v+1) (-0l

La fonction f est alors obtenue en intégrant 1'équation (6.6) par la méthode
des trapézes avec un pas d'échantillonnage de 10%s. Il est alors possible de
déterminer l'évolution de la sortie Y du systéme en boucle fermée pour une

entrée de type échelon par l'utilisation de l'intégrale de convolution définie par:

Y(5) =, R).[e(t ) - Y(tx)).dax

L'expression discréte de Y est obtenue également par la méthode des trapeézes
avec un pas d'échantillonnage de 10-2s. Cette intégrale de convolution est
également appliquée au modéle pour obtenir la fonction Y' qui est la réponse
indicielle du modéle en boucle fermée. Cela permet de comparer les deux

réponses indicielles et d'en déterminer I'écart Y'-Y.

Les courbes des réponses indicielles du systéme corrigé et du modéle et de

I'erreur entre ces deux réponses sont données en annexe F.

5.5 Conclusion

Pour la commande non entiére, l'utilisation de la transformée de Mellin

dans la détermination des coefficients du correcteur montre que les calculs
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peuvent étre réalisés sur un domaine réel trés restreint centré autour d'un point.
Ce point n'est autre que le gain statique du systéme corrigé et du modéle (la
valeur de s vaut 1). L'utilisation de cette transformée par rapport a celle des
moments temporels est donc évidente dans le sens ou l'étude se réalise sur un
domaine restreint et applicable numériquement a tout type de correcteur.
L'utilisation de cette transformée de Mellin montre que la commande d'ordre non
entier apporte dans tous les exemples traités une amélioration de la commande

par rapport a un correcteur d'ordre entier.

La vérification a posteriori, dans le domaine fréquentiel, cloture 1'étude de
la commande non entiére. Celle-ci permet d'une part de valider les résultats
obtenus, dans le domaine fréquentiel et d'autre part, de définir le domaine de
validité fréquentiel du systéme corrigé en fonction des modéles choisis. Les
résultats obtenus montrent que le modéle le mieux adapté pour la commande est
le modéle de type second ordre oscillant avec intégration. Pour les autres
modeles, le domaine de validité fréquentiel est au minimum d'une décade autour
de la fréquence unitaire o, . La simulation temporelle en boucle fermée pour une
entrée de type échelon permet également de valider les résultats de la commande
issus de la boucle ouverte, ainsi que les marges de gain et de phase issues de

I'analyse fréquentielle.
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Conclusion générale

L'étude élaborée tout au long de cette thése a été de montrer qu'il était
possible d'arriver 4 une commande d'ordre non entier a partir de la notion

mathématique des moments temporels trés largement utilisés en automatique.

Il était nécessaire, dans un premier temps, de rappeler les définitions de
base des moments temporels ainsi que leurs déterminations pratiques. Ces
moments temporels ainsi obtenus ont été utilisé pour la détermination d'une
commande particuliére de type PID d'ordre entier. Les limitations de cette
méthode élaborée sont apparues lorsque le systéme a commander ne possédait
pas de développement en série entiére ou lorsque la commande faisait intervenir
des opérateurs d'ordre non entier. Alors, La solution a été de trouver un
opérateur similaire a celui des moments temporels qui acceptait l'ordre non

entier: la transformée de Mellin s'imposait donc.

Les travaux utilisant la transformée de Mellin dans la commande de
processus sont peu courant voire inexistant. Alors, la mise en oeuvre dune

méthode correcte de commande par cet outil a été empirique:

"Comment déterminer une commande correcte a partir d'un opérateur dont

son domaine de validité et ses performance ne sont pas connus a priori ".

De ce fait, la détermination de la commande s'est faite dans un premier
temps dans le domaine temporel. Aprés avoir déterminé correctement la loi de
commande, il était alors plus aisé de passer dans le domaine de Mellin. Ce

passage a permis de tirer des conclusions quant a l'utilisation de la transformée
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Conclusion générale

de Mellin, ses limites et ses performances. De plus, cette transformée de Mellin a
contribué a l'élaboration d'une commande peu classique: la commande d'ordre

non entier dans le domaine temporel.

Les apports originaux de cette thése semblent donc étre de deux natures
différentes: La commande d'ordre non entier dans le domaine temporel et
I'approche de la commande d'ordre non entier dans le domaine de Mellin. Cette
commande dans le domaine de Mellin apporte une solution aux problémes que
pose la commande classique faisant appel aux moments temporels. En effet, il
n'est plus utile de chercher a déterminer correctement les moments temporels
sachant que les moments temporels d'ordre élevé sont difficiles a déterminer et
peu significatifs. Il suffit de s'intéresser a la transformée de Mellin de la fonction
a étudier autour du point caractéristique d'ordre s=1. Ce point est en effet le gain
statique du systéme. Toutes les études qui sont réalisées (identification,
commande...) sont dépendantes de la détermination du gain statique qui est un
des paramétres, sinon le parameétre le plus imporfant d'un systéme. La
vérification de la commande élaborée a été effectuée dans le domaine fréquentiel.
Cette vérification a posteriori a permis de déterminer le domaine de validité

fréquentiel de la commande obtenue.

Bien entendu, la méthode de commande élaborée n'est pas sans souci: elle
nécessite du calcul analytique d'intégrale complexe, du calcul numérique
d'intégrale assez long et des restrictions quant au domaine d'application. Il serait
intéressant de connaitre le coiit de réalisation de ce type de commande (coiit
financier matériel et colit du temps de calcul) pour appliquer ou non cette

méthode de commande a I'avenir.
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Annexe A: La transformation de Mellin

ANNEXE A

La transformation de Mellin

M(f,s) = f:o x1fx).dx avec s complexe: s=u+ Lw J

Reégles opératoires de la transformée de Mellin:

M(x°.f(x),s) = M(f(x),s +a)

M(fs,s)=a*.M(f,s +a) avec fo(x) =fa.x)
M(fs,5) = %M(f, %) avec f»(%) = f(x%)
Md"f,s) = (-1)" r(l; (s) - M(f,5-m) " avecneN
M(d°fs) = ﬂlr—zl%)"lM(f,s o) avec o € R
M. 5) = (-1)" r(l;(f) M, 5+m) avec ne N
M(I°F. 5) = MM(}‘ 5+) avec v € R

T(-
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Annexe A: La transformation de Mellin

Transformées de Mellin de fonctions usuelles:

M(cos (x), s) =I'(s).cos (52—‘3) avec 0<s<l1
M(sin (x), s) =T'(s). sin (11:2_3) avec 0<s <. 1

M{ 1 s) _ L(m).I(s)
(1+2™ L(m+s)

M((1+x ‘“,s):I—KS)g(—(;)——i)- avec 0<s<a
M((l +x9)7°, ) L. Ill((l;))_ ) avec 0 <s<a.b
G\~ _ . 1
M((l +x ) ) = cosec( as) avec cosec (%§) = S ()
et 0<s<a
M((l -0, s) = . cotan (7.8) avec 0<s<1

Définition pratique de la transformée de Mellin:

+o0 xs—l too A-S—1 M(f, S)
B(5) = [y gy foo-de = 17 s e)de = 1
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Annexe B: Equivalence entre la transformée de Mellin d'une fonction et sa transformée de Laplace

ANNEXE B

Equivalence entre la transformée de
Mellin d'une fonction
et sa transformée de Laplace

Soit la fonction h suivante définie par l'intégrale suivante:

@) =to. | 70 fied).fo0).dn

Alors la transformée de Mellin d'ordre s de h est:

M,s)=Fi(s+a).Fo(l-s—a+B)

avec

Fs)=| "t fe).dt

En posant =0 et =0 l'expression de la fonction h devient:

W) = [ filed).f2().dv

et sa transformée de Mellin s'écrit:

M(h, s) = F1(s).Fa(1 - 5)

175



Annexe B: Equivalence entre la transformée de Mellin d'une fonction et sa transformée de Laplace

Comme la transformée de Laplace de h s'écrit:

L(h,p)=H(p)=|  eP h(t).dt

alors la transformée de Mellin de h peut s'exprimer de la fagon suivante:

M(h, s) = M(e P+, s) M(h, 1 - s)

D'ou la transformée de Mellin de h en 1-s:

M(H(p), Re(p) >0, s)
T'(s)

M(h(t),1-5) =

Avec le changement de variable s = 1 —s, la transformée de Mellin de h en s est:

M(h(2), s) =

MHP), p>0, 1-5)
I'(1-s)

Remarque:
Cette relation trouve son intérét pour le calcul des Mellin de la
transmittance a dérivée explicite (TDE). Il n'est pas utile de passer par

I'expression temporelle de sa réponse impulsionnelle.
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Annexe C: La dérivée et l'intégrale non entiére

anNexe C

La dérivée et I'intégrale non entiére

@:[0,t] >R

Soit la fonction @ définie par: t — &)

alors sa dérivée v*™ pour 0 <v < 1 est définie de la facon suivante:

O P g sl

o TA-v) .0(0).d6

dt"

En utilisant la loi de composition de la dérivation:

d*(H :[ dar _d°
dt* Ldt® dt

](}‘) avec a=n+8

La dérivée non entiére D d'ordre n+v de la fonction ® sur l'intervalle [0,t] est:

no -6
D [0]= 4o0) = 4 = 1oy OO0
- avec ne N et O0<v<l

La définition de l'intégrale non entiére est similaire a la précédente. L'intégrale
non entiére I d'ordre p de la fonction & sur l'intervalle [0,t] est :

=" o
HOW)= J = 5 CO®
avec n>0
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Annexe C: La dérivée et I'intégrale non entiére

Exemple 1: () =t°

Les tables de transformées d'intégrales donnent:
_fou x> (-2 dx = uM B, v)

_IM.I)

_ 1 a—1 ol
avec A>0, v>0 et B(K,U)—_“Ox (1-x)"".dx= T(A+v)

alors la dérivée v¥™e de @ est:

Exemple 2: ®@)=t*1e* pour a=#-1,-2,-3,.. et a>0

Les tables de transformées d'intégrales donnent:

J'g x> eP*(u - x)* 1 .dx = B(u, v).ut L Fi(u, p+v, B.u)

avec Re(w)>0, Re(n)>0 et
211

By o o (Lzé) . ji (1-" (1 +8)*" . exp (“Tt) dt

IFI((X: Y» u) =

avec 0 < Re(a) < Re(y) ou encore

_ 8 Ty Ifa+y) uf
ey =2 Ty+i) L@ 4

D'ou la dérivée D d'ordre v de la fonction @ est:

o (0] = 4[] = T@£ o
Ce qui donne
.dl a-1 ,-aty _ £ r((l-f—i) (_.a)" oot
drl’ ]“Eor(a-wi)' it
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Annexe D: Equivalence du modéle TDIR au modéle TDI

ANNEXE D

Equivalence du modeéle TDIR au
modele TDI

L'équivalence d'un modele TDIR a un modéle TDIR se fait par la méthode

des moments temporels en utilisant le développement en série.
k.e-—T.p

®) (1+t.p)” ®) (1+1/.p)*

Le terme en exponentiel peut également se développer en série entiére de

rayon infini. Ce qui donne pour le développement des deux fonctions:

—1).72 - _9Y .3
Fp)= k.(l ~-Tp+ —g—?.pg - %—?.p?’ + ) .(1 ~a.T.p+ (a 2!1)'1 pi- (e 1)?()(!1 2) D3+ )

l{rg? _ !/ 2 / /! _ /! _ /73
F’(p)=k’.(1—on’.t’.pﬁ-——————OL (@ 2'1)'T .pz_a(a 1)5)0; 2)-t .p3+...)

L'équivalence de F a F' impose donne les relations suivantes:
«Ordre 0: k=F’
«Ordre 1: k(ax+D=Fk .o’/ 1

afo-1).7%) _ of (a/=1) 2

« Ordre 2: k.(£+a.‘t.T+

\21 2r ) 2!
. Ordre 3: k.(%‘;__‘_glaj_‘_q,‘a.(a;!l).tz Lo 1)é(!a—2),13) Ve 1);0)(;;«—.2).:/ 8

& P Tt F(a+ 1) F(a’+ 1) o
. : k_ — - — /- .
Ordren: k.2 o m e o 5 =K Tl —nr D
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Annexe D: Equivalence du modéle TDIR au modéle TDI

Le passage de F a F' impose donc des relations entre les coefficients:

+Ordre 0: k/=F _ « Ordre 3: v'=1
«Ordre 1: o/ ' =01+ T « Ordre 4: T=0
«Ordre 2: (o’.7')* = a2 - Ordre>4: a’=a

A partir de l'ordre 3, les résultats ne sont plus utilisables pour identifier F a
F'. En effet, le retard pur T n'est plus pris en compte. L'utilisation de
I'équivalence a l'ordre 0, 1 et 2 implique:
2 9
’— y_ T+ D) /o QT
ki=k « 0{,.1:2 K oat+T
La détermination du retard peut étre empirique. Il est alors intéressant de

regarder 1'évolution des variations de 1'ordre et la constante de temps en fonction

du retard T et de l'erreur commise sur la lecture.

Soient les fonctions suivantes:

fi: [0,4+%] >R f: [0,+0] >R
t—f®)=ao/(D) t = f2() =7'(D)

dont les variations sont pour =2 et T=0.5:

06 2
50 054+
40 0.4 1
30 . 03 4
2 02

0.1 1

0

o o5 1 15 2 25 3 35 47

Plus le retard T est important, plus I'ordre est grand tandis que la constante
de temps tend vers zéro. Lors de la lecture du retard, il faut déterminer en

premier lieu la constante de temps ' puis déterminer l'ordre par la relation:

;_ot+T
T/
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Annexe E: Graphes de transformée de Mellin de modéles usuels

ANNEXE K

Graphes de transformée de Mellin
de modéeles usuels

Les graphes ci-aprés représentent le tracé des Mellin pour les différents modéles

Hi (cf. glossaire) en fonction de la variable s (le gain A est unitaire).

\
-Modeéle TDI
3 3
2.5[
25}
<B <
il 1<B<2
2r 15
0<p<1 8=0.5
15¢ 1r
05
1 56=0.5
o
o5} 05}
1t
0
15}
05 . - . 1 . . . . 2l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 0 2 4 6 8 10 12
157
1L
os}
)
05f 2 < B < 3
4t
6=0.5
-1.5r
2 - .
1 0 1 2 3 4 5 6 7 05, 2 4 6 8 19 12 14 16
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Annexe E: Graphes de transformée de Mellin de modéles usuels

-Modéle TDI

30r
25}
20}
15t
10}
5t 2<B<3
ol
6=1.1
'532 0 2 4 6 8 10
-Modéle TDE
15
[ O0<B<1 1[
' 0 7z T\
6=0.8 At
10F
2t
3t
4t 1<B<2
5t 5t
&t 6=0.8
VIV
_e.
0 + L . ! L
0 05 1 1.5 2 o5 0 o5 1 15 2 25 3
-Modéle 2d0
15¢ 31
Wk 25f
/\ 2.
05}
15}
0 ~__— 1k
o5t 05}
4l Q =0.5 0
15 oo
- £=0.7 At
2r -15¢
25 i " " l i, 3 -
0 5 10 15 0 5 10 15 20

182



Annexe F: Graphiques de 'étude fréquentielle du systéme corrigé

ANNEXE F

Graphiques de
I'étude fréquentielle
du systeme corrigé

(chapitre 5, paragraphe 5.4)
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Annexe F: Graphiques de 1'étude fréquentielle du systéme corrigé

Modéle TDI/P, essai n°5
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Annexe F: Graphiques de I'étude fréquentielle du systéme corrigé

r R .
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Annexe F: Graphiques de 1'étude fréquentielle du systéme corrigé
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Annexe F: Graphiques de 1'étude fréquentielle du systéme corrigé

Modeéle TDI, essai n°6
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Annexe F: Graphiques de 'étude fréquentielle du systéme corrigé

Modele TDE, essai n°2
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Annexe F: Graphiques de I'étude fréquentielle du systéme corrigé
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Annexe F: Graphiques de 'étude fréquentielle du systéme corrigé

Modéle TDIR/P, essai n°3
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Annexe G: Détermination pratique des Mellin

ANNEXE (3

Détermination pratique des Mellin

La commande non entiére est élaborée a partir de la connaissance des Mellin du
systéme a commander. La théorie impose 1'obtention des Mellin du systéme, donc
les Mellin de sa réponse impulsionnelle. Or, la réponse impulsionnelle ne peut
étre obtenue en pratique. En revanche, la réponse indicielle du systéme est
souvent accessible. Comme pour le premier chapitre qui montre deux méthodes
de détermination des moments temporels a partir de la réponse indicielle, il
existe une méthode permettant de déterminer les Mellin d'un systéme a partir de
sa réponse indicielle. Celle-ci utilise une fonction spécifique construite a partir de
la réponse indicielle. Soit le systéme G sollicité par une entrée de type échelon

unitaire:

e(t)

A

Réponse indicielle d'un systéme G

Le théoréme de convolution permet d'exprimer la sortie y en fonction de la

réponse impulsionnelle de g par:
¥t = [, e(t-0).g(t).dt

L'entrée du systéme étant un échelon supposé unitaire alors e(t—6) = 1.
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Annexe G: Détermination pratique des Mellin

Donc la réponse indicielle y s'écrit:
i
YD =], g@).de

y(+0) =k (gain statique)

Soit la fonction z construite a partir de y telle que:

2ty =k -y

Il est supposé que cette fonction z peut étre majorée par une fonction d'ordre
exponentiel décroissant. Donc, les Mellin de cette fonction z peuvent donc étre

calculés par l'intégrale suivante:

Mz, s)=[ "t «(t).dt

La dérivée de la fonction z est liée a la réponse impulsionnelle de g:

L1201 = L1k -yt = -2)

Les Mellin de la dérivée dz(t)/dt peuvent s'exprimer en fonction des Mellin de la

fonction g(t) par la relation:

M(dz(t)/dt, s) = -M(g, s)
En appliquant les régles opératoires de la transformée de Mellin ( cf. annexe A),
les Mellin de la dérivée dz(t)/dt s'exprime en fonction de la fonction z(t) par:

M(dz(t)/dt,s)=—(s— 1).M(z,s - 1)

Dong, les Mellin de g peuvent étre déterminés a partir des Mellin de z:

M(g,s)=(s- D).M(z,s-1) I
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ou encore, en divisant par I'(s):

l B(g,s) =B(z,5s-1) I

Il est donc possible de déterminer les Mellin de la réponse impulsionnelle g a

partir de la réponse indicielle y du systéme. Il suffit donc de calculer les Mellin
de la fonction z construite a partir de y afin de déterminer les Mellin de la

réponse impulsionnelle g du systéme. Les Mellin de g sont donc définis par:

Mg, s)=(s-1).[ " t72. [k~ y()].dt

s>1

Mg, 1)=y(o) =k

Cette formulation est similaire (décalage d'une ordre entier) a la relation (1.21)
donnant le moment temporel d'ordre n de g. Elle est ici utilisable pour s réel
supérieur a I'unité. Cependant, il est nécessaire de déterminer de fagon correcte
le gain statique du systéme qui entre dans la détermination des Mellin de g. Afin
de calculer cette intégrale, soit la réponse indicielle analytique du systéme est
connue, soit il est possible d'utiliser la méthode des trapézes pour obtenir les
Mellin de fagcon numérique. Dans ce cas, seuls les Mellin jusqu'a l'ordre s=3 sont
significatifs (conclusions similaires a la théorie des moments temporels a cause

du bruit de mesure).

Afin de valider en partie cette méthode de détermination des Mellin, un modéle
de type TDI est sollicité par une entrée de type échelon unitaire afin d'obtenir la
réponse indicielle a laquelle il est ajouté un bruit blanc b(t) représentant 10% de
la valeur finale.

Soit le systéme G suivant:

G(p):—k— avec k=1 t=05 a=2

(1+1.p)”

193



Annexe G: Détermination pratique des Mellin

b(t)
e : entrée de type échelon
e(t)=1 ¥ b : bruit blanc
: G + y'(®) y : réponse indicielle

y' : réponse indicielle bruitée

Les Mellin de g sont calculés de fagon numérique par discrétisation de l'intégrale
(méthode des trapeézes) avec quatre pas d'échantillonnage différents. Ils sont
alors comparés aux valeurs théoriques déterminées de fagon analytique par la

relation (3.16) du chapitre 3:

M(g,s) = k.t"‘l.r—(s—j—oc——l2 =(0,5)"".I'(s+1)
I'(a)

Mellin pour 4 pas d'échantillonnage Ecart relatif par rapport a la valeur théorique
s | Théorique 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.1 0.01 0.001 0.0001
1.1 0.9764 1256.2 125.98 13.063 1.8571 | 128553% 12802% 1238% 90%
1.2 0.9592 631.36 63.702 7.0461 1.4498 65721% 6541% 635% 51%
13 0.9477 238.26 24.510 3.2210 1.1335 25041% 2486% 240% 20%
1.4 0.9414 80.252 8.7801 1.6886 1.0026 8425% 833% 79% 7%
1.5 0.9400 25.712 3.3671 1.1890 0.9593 2635% 258% 24% 2%
1.6 0.9432 8.3145 1.6576 1.0106 0.9495 782% 76% % 0.67%
1.7 0.9509 3.0450 1.1485 0.9735 0.9549 220% 21% 2% 0.42%
1.8 0.9629 1.5126 1.0121 0.9706 0.9664 57% 5% 0.80% 0.36%
1.9 0.9793 1.0798 0.9843 0.9826 0.9832 10% 0.51% 0.34% 0.40%
2.0 1.0000 0.9792 1.0066 1.0048 1.0053 2.1% 0.66% 0.48% 0.53%
2.1 1.0252 0.9868 1.0227 1.0312 1.0339 3.7% 0.24% 0.59% 0.85%
2.2 1.0551 1.0448 1.0651 1.0614 1.0623 0.98% 0.95% 0.60% 0.68%
2.3 1.0898 1.1139 1.0737 1.1013 1.1009 2.21% 1.48% 1.06% 1.02%
2.4 1.1297 1.1609 1.1253 1.1327 1.1412 2.76% 0.39% 0.27% 1.02%
2.5 1.1750 1.2805 1.1627 1.1900 1.1911 8.98% 1.05% 1.28% 1.37%
2.6 1.2262 1.2807 1.2761 1.2410 1.2431 4.44% 4.07% 1.21% 1.38%
2.7 1.2837 1.2270 1.2538 1.3135 1.3056 4.42% 2.34% 2.32% 1.71%
2.8 1.3480 1.4687 1.3817 1.3646 1.3805 8.95% 2.50% 1.23% 2.41%
2.9 1.4199 1.3863 1.3824 1.4629 1.4492 2.37% 2.64% 3.03% 2.06%

Résultats obtenus
Conclusion:

Pour étre proche des valeurs théoriques, il est nécessaire de discrétiser l'intégrale

avec une petite période d'échantillonnage.
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