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Résumé 

Dans ce travail, nous étudions les propriétés spectrales (modes localisés, 
résonances) de nanostructures intégrées sur ou près d'une surface ainsi que la diffusion 
d'ondes par ces défauts. En utilisant le formalisme de la fonction de Green, nous avons mis 
au point une méthode numérique exacte pour obtenir les propriétés vibrationnelles (densité 
d'états, diffusion d'une onde incidente en champ proche ou lointain) associées à un fil ou à 
une assemblée périodique de fils déposés sur la surface plane d'un substrat. L'avantage de 
la méthode est de pouvoir envisager à la fois une géométrie arbitraire de la section du fil et 
de choisir des matériaux différents pour le fil et pour le substrat. Nous avons appliqué cette 
méthode à l'étude des vibrations acoustiques de polarisation transverse. 

Dans le cas d'un seul fil déposé, nous avons déterminé les résonances acoustiques 
à partir des pics de densités d'états totales et locales. On peut obtenir des résonances très 
bien définies dont les fréquences dépendent des paramètres relatifs des deux matériaux 
ainsi que de la géométrie du fil. Dans certains cas, les fréquences de résonance peuvent 
être reliées aux modes propres du fil isolé (non supporté). Par exemple, dans le cas d'un fil 
plus dur que le substrat, les résonances résultent d'un élargissement des modes propres 
discrets du fil isolé. Par ailleurs, les pics de résonance deviennent plus fins et plus intenses 
lorsqu'on augmente la hauteur du fil déposé (comparée à sa base). Nous avons aussi 
exploré l'évolution de ces résonances résultant de la présence de deux fils voisins sur une 
surface. 

Un chapitre de ce mémoire est consacré à l'étude de la diffusion d'une onde 
incidente par un fil déposé. Celle-ci peut être utilisée dans l'évaluation non destructive et 
l'imagerie de ces objets. En incidence normale ou à faible angle d'incidence, l'amplitude de 
l'onde diffusée présente une série d'augmentations et de diminutions successives en 
fonction de la fréquence. Les fréquences pour lesquelles l'amplitude devient minimale 
correspondent aux modes propres symétriques du fil isolé. En dehors de l'incidence 
normale, une grande variété de situations peut se produire. Néanmoins, nous avons 
souligné un comportement assez général dans le cas où la vitesse du son dans le fil est 
supérieure à celle dans le substrat, à savoir la prédominance de la diffusion en direction de 
la réflexion spéculaire. 

Nous avons aussi examiné les modes localisés et résonnants associés à une 
assemblée périodique de fils déposés sur un substrat. On a montré qu'il peut exister une ou 
plusieurs branches de modes de surface en dessous de la bande de volume selon les 
paramètres élastiques et la géométrie des fils, mais aussi selon la périodicité du système. 
Par ailleurs, les courbes de dispersion des modes résonnants présentent une faible 
variation en fonction du vecteur d'onde sauf au voisinage de leurs croisements avec les 
repliements du bas de la bande de volume dans la zone de Brillouin. Cependant, leurs 
positions en fréquence sont assez proches de celles de résonances associées à un seul fil 
adsorbé. 

Finalement, notre formalisme pourra être étendu pour aborder d'autres types 
d'excitations ainsi que des géométries plus complexes (amas, fissure, composite ... ). 

Mots clés: 

* Ondes acoustiques de surface 

* Nanostructures 

* Modes localisés et résonnants 

* Diffusion acoustique 

* Défauts de surface 

* Densités d'états 
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Introduction générale 

INTRODUCTION GENERALE 

L'étude des propriétés des surfaces et interfaces et de leurs applications a connu un 

développement important depuis les années 60, en liaison avec les progrès dans les techniques 

de réalisation d'ultravide. Ces développements ont été accompagnés par les avancées 

théoriques et expérimentales dans les méthodes d'investigation des surfaces, en particulier les 

techniques spectroscopiques basées sur l'interaction de la matière avec les particules 

extérieures. 

Ces études, commencées pour les surfaces parfaites et planes, ont été poursuivies par 

celles sur les interfaces, les couches et multicouches adsorbées, les super-réseaux ... Assez 

rapidement, on s'est également intéressé aux propriétés des défauts de surfaces idéales, tant à 

l'échelle atomique ( lacunes, marches ... ) qu'à l'échelle microscopique ( rugosité de surface, 

amas ... ). 

De plus, les progrès récents dans les techniques de microlithographie et de croissance 

cristalline ont permis de réaliser des structures, artificielles ou auto-organisées, de dimensions 

microscopiques ou nanoscopiques ( en particulier les fils et amas quantiques) ayant des formes 

et tailles bien caractérisées. Les développements des techniques de microscopie en champ 

proche permettent de plus en plus de faire une imagerie de ces objets mais aussi de déterminer 

leurs propriétés fondamentales telles que leurs excitations élémentaires par exemple. 
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Sur le plan théorique, plusieurs outils de calcul ont été développés afm d'étudier les 

propriétés d'objets tels que les fùs ou amas, d'une part en tenant compte de la forme et de la 

nature de ces objets, d'autre part en les plaçant non seulement dans un environnement de 

volume mais aussi dans le voisinage d'une surface ou d'une interface. 

C'est dans ce contexte que s'inscrit notre travail : en choisissant le cas des ondes 

acoustiques, nous nous intéressons à la détermination des propriétés spectrales ( modes 

localisés, résonances ) de fùs déposés sur la surface d'un substrat, ainsi qu'à l'étude de la 

diffusion d'ondes par ces inhomogénéités qui peut être utilisée dans l'évaluation non 

destructives et l'imagerie de ces objets. 

Un premier objectif de ce travail sera d'élaborer de nouveaux outils pour cette 

investigation qui pourront aussi être appliqués à d'autres types d'excitations ou d'autres 

géométries de matériaux composites. Notre second objectif sera une étude exhaustive des 

propriétés de vibration et de diffusion des ondes acoustiques pour les fils supportés en fonction 

de la géométrie des fils et des paramètres physiques ( constantes élastiques et densités de 

masse ) des matériaux considérés. Plus précisément, nous aborderons d'une part l'étude des 

résonances acoustiques associées à un , deux ou une assemblée périodique de fils déposés sur 

un substrat ; nous analyserons d'autre part la diffusion d'une onde acoustique incidente par un 

ill en surface en déterminant à la fois les champs proche et lointain. Néanmoins, pour des 

raisons de simplicité, cette première étude sera limitée au cas d'ondes de polarisation 

transverse, dont le champ de déplacement comporte une seule composante parallèle à l'axe des 

fils. 

Ces études présentent évidemment un intérêt pour la compréhension des propriétés 

vibrationnelles de nanostructures en surface, pour l'investigation de modes ou comportements 
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nouveaux et pour les applications en acoustique telles que la réalisation de transducteurs. 

Citons en particulier la possibilité de propagation d'une onde localisée à la surface en présence 

d'une assemblée périodique de fils adsorbés alors que pour la polarisation transverse une telle 

onde ne peut pas exister à la surface plane d'un substrat. Nos études présentent également un 

intérêt pour leur application potentielle à d'autres types d'excitations ou d'autres systèmes 

physiques. 

Le formalisme utilisé dans ce travail est celui des fonctions de Green. La connaissance 

de la fonction de Green pour le fil supporté permet de disposer directement dans ce système 

complexe des densités d'états locales mais aussi totales, et d'obtenir le champ diffusé pour une 

onde incidente. On peut ainsi connru"tre les modes localisés et résonnants du système qui 

apparaissent comme des pics importants des densités d'états ainsi que leurs répartitions 

spatiales. De même, la diffusion d'une onde incidente par le fil supporté peut être étudiée à la 

fois dans le voisinage du fil ou à grande distance. Un autre avantage de la méthode utilisée est 

de pouvoir envisager une géométrie arbitraire du fil ainsi que d'aborder les cas où le fil est 

constitué d'un matériau différent de celui du substrat. Sur le plan du calcul, un avantage du 

formalisme de la fonction de Green réside dans le fait qu'on peut dans une première étape 

effectuer l'ensemble des calculs dans un espace limité qui est celui des interfaces, la 

détermination des éléments de la fonction de Green dans l'espace complet pouvant être 

aisément effectué dans un second temps. Enfin, on peut noter que notre calcul permet aussi 

d'étudier directement les propriétés du ftl dans deux autres géométries qui intéressent les 

recherches actuelles: celle d'un fil isolé c'est-à-dire non supporté ( cette géométrie intervient 

comme une étape intermédiaire du calcul avant de passer au fil supporté) ; celle d'un ftl confiné 

au sein d'un milieu infini. 
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Cependant, il existe une contrainte dans cette méthode à savoir la nécessité de 

connru"tre au préalable la fonction de Green d'un milieu homogène et celle d'un substrat semi

infini. C'est la raison pour laquelle nous avons limité ce travail au cas des ondes de polarisation 

transverse car dans ce cas ces ingrédients de base du calcul sont précisément connus 

analytiquement. Néanmoins, le formalisme reste général et peut être appliqué à d'autres 

polarisations, voire (comme indiqué ci-dessus) à d'autres excitations et d'autres géométries. 

Ce travail est structuré de la façon suivante. Dans le chapitre 1, nous présentons d'abord 

un bref rappel du formalisme de la fonction de Green pour un matériau composite élastique. 

Ensuite, nous déterminons cette fonction de Green pour un fil isolé de forme arbitraire et pour 

un fil déposé sur un substrat ; nous en déduisons les densités d'états locales et totales ainsi que 

les résonances acoustiques associées au fil supporté. Dans le chapitre II nous abordons l'étude 

de la diffusion d'une onde acoustique par un fil déposé sur la surface plane d'un substrat. Le 

chapitre III porte sur les modes résonnants et localisés d'une assemblée périodiques de fils 

déposés sur le substrat. 
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Chapitre 1 : Résonances acoustiques associées à un fil déposé sur un substrat 

Résonances acoustiques associées à un fil déposé sur 

1) Introduction 

L'étude des propriétés vibrationnelles des surfaces et interfaces dans les systèmes 

discrets (dynamique des cristaux) ou continus (élasticité) a suscité un intérêt théorique et 

expérimental depuis la fin du 19ème siècle. Les premières études dans le domaine continu, 

présentant un intérêt en sismologie, sont dues à Lord Rayleigh (1885) [1], Love (1911) (2] et 

Stonely (1924) [3]. Rayleigh a le premier étudié la propagation des ondes localisées à la 

surface plane d'un milieu semi-infmi ; Love a traité un autre type d'onde de surface qui peut 

exister en présence d'une couche déposée sur un substrat ; Stonely a étudié l'existence d'ondes 

pouvant se propager le long de l'interface plane de deux milieux. Ces études ont été étendues à 

l'échelle atomique depuis les années 60 et 70 [4, 5]. 

Il existe aujourd'hui plusieurs méthodes qui ont été développées pour effectuer le calcul 

des états et propriétés vibrationnels en surface d'un solide : celle que nous utilisons dans ce 

travail est la méthode de fonction de Green, appliquée d'abord par Lifshitz (6] pour étudier les 

modes localisés de surface, et qui est devenue depuis les années 70 une technique de référence 

souvent utilisée dans ce domaine [7 -15]. Dans le cadre discret, cette méthode considère qu'un 

cristal semi-infmi est obtenu à partir d'un réseau illimité, par la bissection de deux plans 

atomiques consécutifs dans le cristal infmi. La matrice dynamique est modifiée par la 
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perturbation V qui annule les interactions entre les atomes situés de part et d'autre de ce plan. 

Cette perturbation est représentée par une matrice dont l'ordre dépend de la portée des 

interactions. Il en résulte une modification de la fonction réponse G du système infini, qui 

devient pour le cristal semi-inflni Gs = (Ï + GVf1G [8] . Le formalisme peut, de proche en 

proche, être appliqué au cas d'une interface entre deux milieux [ 15], aux couches adsorbées 

[8,15], ou aux super-réseaux[16-18]. Les mêmes calculs peuvent aussi être effectués dans le 

cas des milieux continus dont la dynamique est décrite par la théorie de l'élasticité [15,19-22]. 

La connaissance de la fonction réponse du système fmal permet d'obtenir toutes les 

informations sur ce système ; citons comme exemples : les densités d'états totales et locales qui 

permettent à leur tour de mettre en évidence les modes localisés et résonnants, les 

déplacements quadratiques moyens des atomes, les propriétés thermodynamiques telles que 

l'entropie ou la chaleur spécifique, etc .... 

Au-delà de la technique de fonction de Green, citons deux autres méthodes souvent 

utilisées pour l'étude des propriétés vibrationnelles des surfaces : la méthode de raccordement 

introduite par Feuchtwang [23] pour étudier l'équilibre de la structure statique d'un réseau 

cristallin semi-infmi a été reprise et developpée par d'autres auteurs pour aborder les problèmes 

dynamiques [24]. Enfm, Allen et al ont introduit en 1971 la méthode de couche [25] (SLAB) 

qui consiste à diagonaliser numériquement la matrice dynamique d'une couche mince 

composée d'un nombre fmi de plans atomiques. Afm d'assurer l'existence d'une région dite de 

volume au centre du système, le nombre de plans utilisés pour la modélisation doit être 

suffisamment grand. 

Au-delà des surfaces planes et des milieux lamellaires, on peut noter que toutes les 

surfaces réelles, quelque soit la technique de réalisation, sont rugueuses à un certain degré. Par 
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ailleurs, les progrès technologiques réalisés durant les deux dernières décennies dans la 

croissance ou la microlithographie permettent maintenant de produire des objets superficiels de 

taille microscopique, tels que des fùs ou des crêtes de forme et de nature bien définies sur la 

surface plane d'un substrat. La présence de telles impuretés ou inhomogénéités à la surface d'un 

matériau modifie évidemment ses propriétés vibrationnelles [26-29], ainsi que les propriétés 

associées à d'autres excitations (électrornagnétiques[30], électroniques [31] etc ... ). 

Dans ce contexte, l'objet de ce chapitre est d'étudier les propriétés dynamiques 

(résonance, densité d'états ... ) de nanostructures déposées en surface. Plus particulièrement, 

nous abordons le cas d'un fù de nature et de forme arbitraire adsorbé sur un milieu semi-infini 

limité par une surface plane (voir Figure I-1), puis nous considérons le cas de deux fùs 

adsorbés séparés par une distance D et dont les vibrations peuvent interagir (voir Figure I-2). 

Le cas d'un système de fùs déposés périodiquement sur la surface d'un substrat sera étudié au 

chapitre III. 

Sur le plan théorique, nous utilisons le formalisme de fonction de Green qui permet en 

principe d'étudier de façon générale les propriétés vibrationnelles de ces nanostructures. 

Néanmoins, en pratique, nous avons effectué les calculs numériques et les applications 

uniquement pour les modes de vibration de polarisation transverse pour lesquels le champ des 

déplacements élastiques a une seule composante non nulle selon l'axe du fù adsorbé. En effet, 

dans ce cas, la fonction de Green d'un milieu infini et celle d'un milieu serni-infmi avec une 

surface plane ( qui sont les ingrédients de base de notre calcul ) sont analytiquement connues. 
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Figure I-1 
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Figure I-2 

Figure 1-1 et 1-2: Géométrie d'un ou deuxfils supportés sur un substrat. Les fils possèdent une 
symétrie de translation parallèle à l'axe x2• M2 reflète l'espace d'interface entre les deux milieux, 

tandis que M 1 représente l'espace de la surface libre du fil en contact avec le vide 

La technique de fonction de Green présente plusieurs avantages parmi lesquels nous 

pouvons citer d'une part la possibilité d'étudier des nanostructures de forme arbitraire et 

pouvant avoir une nature différente de celle du substrat. D'autre part, sur le plan du calcul, il 

est possible de travailler d'abord dans un espace beaucoup plus petit que l'espace total, à savoir 

"l'espace des interfaces" ; les éléments de la fonction de Green dans tout l'espace peuvent être 

calculés aisément ultérieurement. 

La suite de ce chapitre est structurée de la façon suivante : au paragraphe II nous 

rappelons le formalisme de fonction de Green d'un matériau composite élastique. Nous 

évaluons ensuite au paragraphe III les fonctions de Green successivement pour un fù isolé de 

forme arbitraire, pour un substrat serni-infmi avec une surface plane et enfm pour un fil adsorbé 

sur le substrat. Les expressions détaillées de ces fonctions seront données dans l'appendice . Le 

paragraphe IV comporte les expressions des densités d'états qui se déduisent de la 

connaissance des fonctions de Green . Enfm, le paragraphe V sera consacré à la présentation 

d'applications pour l'étude des résonances acoustiques d'un fù ayant une section de forme 
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parabolique adsorbé sur un substrat. L'effet de deux fùs identiques supportés sur un substrat y 

est aussi examiné . 

Il) Eléments sur le formalisme de la fonction de Green d•un 
matériau composite élastique 

Nous présentons un rappel de la théorie générale des fonctions de Green d'un matériau 

composite, après avoir défini auparavant la fonction de Green d'un milieu infini et celle d'un 

milieu semi-infini ou fmi limité par une surface quelconque. 

11-1) Fonction de Green de volume d'un milieu homogène infini 

Les déplacements Ua, a= 1, 2, 3 d'un point d'un matériau élastique tridimensionnel 

obéissent à l'équation de mouvement : 

(1.1) 

où p est la densité de masse, ro est la fréquence de vibration et les T ap représentent les éléments 

du tenseur des contraintes définis par l'équation suivante : 

(1.2) 

CaPJ.lv sont les constantes élastiques et TlJ.lv sont les éléments du tenseur des déformations définis 

par: 

(1.3) 

L'équation du mouvement (1.1) devient alors: 
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Pour un milieu infini homogène, les Cap~v ne dépendent pas du vecteur position x. Dans ce 

cas, l'équation (1.4) devient : 

(/.5) 

On peut aussi l'écrire de manière formelle : 

(/.6) 

en définissant l'opérateur de volume 

(1.7) 

La fonction de Green de volume de ce milieu sera alors définie par : 

IH~ (x) G~v (x, x')= ôavô(x- x') (/.8) 
~ 

11-2) Fonction de Green de surface d'un milieu homogène 

Supposons maintenant que le matériau élastique est limité par une surface quelconque 

dont la position dans l'espace tridimensionnel infini est définie par : 

Les constantes élastiques deviennent alors : 

où e est la fonction d'Heaviside, telle que : 

e[x,- f(x,, x2 )] ~ { ~ 

16 

si x3 ~ f(x"x 2 ) 

si x 3 < f(x"x 2 ) 

(1.9) 

(/./0) 
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L'équation (1.4) devient ainsi : 

On peut écrire formellement cette équation de la façon suivante : 

ha11 (x)u 11 (x)= o (1.12) 

où (1.13) 

On distingue alors l'opérateur de volume (Eq. /. 7) : 

et l'opérateur de clivage : 

(1.15) 

Après dérivation, la partie droite de l'équation (1.15) devient : 

(1.17) 

On introduit alors un opérateur réponse de surface A par : 

Aay(x,x')= I vU!i(x) G
11
y(x,x;-) (1.18) 

!1 
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En effet, la connaissance de la fonction de Green G d'un milieu infini et de l'opérateur réponse 

de surface A permet d'obtenir la fonction de Green g, d'un milieu serni-infmi limité par une 

surface, à partir de l'équation générale suivante : 

(/.19) 

où I est la matrice identité. 

Il est utile de choisir la notation suivante : D est l'espace de défmition du matériau élastique et 

M est l'espace de la surface libre. Alors, l'équation (1.19) devient [32] : 

g,(DD) = G(DD)-G(DM)X-l(MM)Â(MD) (/.20) 

où la matrice X (MM) est définie par : 

X( MM)= Ï(MM) + Â(MM) (1.21) 

Une forme particulière de l'équation (/.20), dans l'espace de la surface libre M est : 

g ~ 1 (MM)= X(MM) G -!(MM) 

où g~ 1 (MM) et G -t (MM) 

g, (MM) et G(MM) . 

sont respectivement les inverses des matrices 

11-3) Fonction de Green d'un matériau composite 

Considérons maintenant un système composite défini dans l'espace D et formé de N 

sous-systèmes définis respectivement dans leurs espaces d'existence D; ( D = v D; ) (1,; i ,;N) 

18 



Chapitre 1 : Résonances acoustiques associées à un fil déposé sur un substrat 

voir ( figure I-3 a). Ces sous-espaces sont assemblés par leurs domaines d'interfaces MiE Di. 

Chaque sous-système i est en général en interaction avec J autres sous-systèmes. Ainsi, l'espace 

de l'interface Mi est généralement composé de J sous interfaces Mij (1 ~ j ~ J) ; l'ensemble de 

tous les espaces Mi est appelé espace d'interface M du matériau composite ( M = VM,). 

6 

(b) 

(a) 

(c) 

Figure 1-3: Formation d'un matériau composite (c), défini dans l'esapce D = u D;, à partir 
des se composantes définies dans leurs espaces d'existence D; (b). Chacune de ces dernières 
est découplée de son système de référence infini, défini par l'espace D .. (a). 
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Chaque partie du système, prise indépendamment (avant couplage), aura une fonction 

de Green gsi définie par l'équation (1.22), soit : 

(1.23) 

Avant d'aboutir à la fonction de Green complète du système composite g (DD) on peut 

d'abord obtenir cette fonction dans l'espace des interfaces M c'est-à-dire g (MM). Ceci se fait 

par la construction de la matrice g-1 (MM)qui s'obtient par une juxtaposition des matrices 

g~'(MiiMii)de chaque sous-système de la manière suivante[32]: 

--'(M M ) --'(M M ) ., . g ii' ii' = gsi ii' i'i' ; J ":t J 

g-'(Mii'Mii)= Ig:'(Mii'Mi'i'). Mi'j' =Mii 
ii 

Introduisons alors une matrice Î(MM) appelée matrice de diffusion telle que [32] : 

g(DD) = G(DD)+G(DM)T(MM)G(MD) (1.25) 

Dans l'espace des interfaces M, cette équation se met sous la forme : 

(1.24a) 

(1.24b) 

(1.24c) 

g(MM) = G(MM) + G(MM) Î(MM) G(MM) (1.26) 

On peut alors tirer Î(MM) de (1.26) et la remplacer dans (1.25). On obtient : 

g(DD)= G(DD)-ô(DM)G-1(MM)G(MD)+ 

ô(DM)G-1(MM) g(MM) ëJ-1(MM)Ü(MD) 

20 

(1.27) 



Chapitre 1 : Résonances acoustiques associées à un fil déposé sur un substrat 

L'équation (1.27) fournit les éléments de la fonction de Green du système composite dans 

l'espace complet , une fois que ses éléments dans l'espace des interfaces g(MM) sont calculés 

à partir de l'équation (1.24). 

Ill) Fonction de Green d'un fil adsorbé sur un substrat : cas 
des modes transverses 

1/1-1) Milieu infini homogène et isotrope 

Un milieu isotrope est défini [33] par une densité de masse p et par deux constantes 

élastiques indépendantes: Cn, C12, avec c44 = C 11 - C12 

2 

Pour le système final auquel on s'intéressera, c'est-à-dire le ftl adsorbé sur le substrat, il 

existe uniquement une symétrie de translation parallèle à l'axe x2 du fil (voir Fig. I-1). Cela 

nous permettra de choisir un vecteur d'onde k 2 parallèle à l'axe x2 • Dans ce cas, le champ des 

déplacements ua' a = 1' 2, 3 d'un point du milieu élastique tridimensionnel peut s'écrire : 

(1.28) 

L'équation du mouvement devient alors : 

(1.29) 
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Il existe une possibilité de découpler les vibrations transverses polarisées suivant x2 

(parallèle au fù) et celles de polarisation sagittale ayant un champ de déplacement dans le plan 

(x 1, x3 ). Pour cela, il faut annuler le vecteur d'onde k2 (k 2 = 0). Alors, dans ce cas, le champ 

des déplacements, pour les modes transverses seuls, aura la forme suivante : 

(/.30) 

et la seule composante du champ des déplacements U2 doit satisfaire à l'équation du 

mouvement : 

(/.3/) 

où ct = ~c;: est la vitesse transverse du son dans le matériau. 

Ainsi, en partant de l'équation (1.8), on peut écrire la fonction de Green de volume G 

d'un milieu homogène infini et isotrope, comme solution de l'équation suivante : 

(/.32) 

où nous avons omis pour simplifier d'écrire explicitement la dépendance en rode G . 

La solution pour G est connue analytiquement [34] à l'aide d'une fonction de Hankel comme 

suit: 

G( 
1 

• , ) 1 H<I)[ ro ( , )2 ( , ) 2 ]

112 

x l' x 3 x 1 , x 3 = - 4C 44 o ~ x 1 - x 1 + x 3 - x 3 ( /. 3 3) 

où (/.34) 
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est la fonction de Hankel de première espèce. 

111-2) Fil isolé 

A) Fonction de Green du fù isolé ga 

Découpons à l'intérieur d'un milieu élastique infini et isotrope, un fù Da de forme 

arbitraire que nous supposons limité par une surface parfaitement libre de contrainte. L'espace 

M de cette surface libre peut être divisé en deux parties Mt et M2 {M = M, u M 2 }définies de 

la façon suivante : M2 est la partie plane du fil qui, lors de son adsorption, viendra en contact 

avec le substrat. Cette partie est définie par : M 2 = {-R < x 1 < R ; x 3 = 0}. M 1 est la partie 

courbée du fù qui restera en contact avec le vide après l'adsorption du fù sur le substrat, elle 

est donc définie par: M, = {-R <x, < R ; x3 = Ç(x 1 )} (voir figure 1.4). 

... 
,. .......... _.,, ............... ,.. .... r·········· ....... ,.._, Ml 

,/ ~ Œ\::J 
i r. ·······-,·~ .... ~. ·' 1 -R M +R 

) 2 
' 1 J / 
(, L.. ............................. ..: 1 fil isolé 

~ J 
1. milieu infini / 
··............ ,_,)' 

"ï .,.., ... - ............ . 
\. 1 

........................ ) 

..... 

Figure 1-4 : un fil isolé découpé dans un milieu infini 

La fonction de Green du fù isolé ga (x Px 3 1x' 1 x' 3 ) , pour les modes transverses, obéit à 

la même équation (1.32) que celle pour le milieu infmi, avec la condition aux limites appropriée. 

Cette condition, pour une surface (x3 = Ç(xt)) libre de contrainte, s'exprime comme suit : 
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=0 (1.35) 

où ~ est la dérivation en tout point le long de la normale à la surface, dirigée du solide vers an 

le vide. L'expression de cette dérivée est : 

(1.36) 

En utilisant le théorème de Green [27 ,28,34] et la condition aux limites donnée 

précédemment, on peut obtenir une équation intégrale pour la fonction de Green g. du ftl isolé. 

Dans ce but, nous multiplions l'équation (1.32) de G par g. et l'équation équivalente à (/.32) 

de g. par G. Puis, nous soustrayons ces équations et les intégrons sur les variables de 

position qui parcourent les bords M du ftl isolé Da. On obtient alors : 

+R 

ga(XI, X3 1 x'1 , x'3) + f dx"1 Aa(MI) (xt , x3l x"t, Ç (x"1)) ga (x"I, Ç(x"I) 1 x'I, x'3) + 
-R 

+R 

f dx"I Aa(M
2
) (XI, x3l x"t,O) ga (x"1, 0 1 x'I, x'3) = G (XI, X3 1 x'I, x'3) (1.37) 

-R 

x = (XI, x3), x' = (x'I , x'3) représentent deux vecteurs bidimensionnels qui appartiennent au 

volume du ftl Da. Par contre, les vecteurs x" = (x" I, Ç(x" t) ou (x" 1, 0) qui sont les variables 

d'intégration appartiennent à la surface libre de contrainte M du ftl. 

Les opérateurs réponses de surface Â. CM, J et Â. CM2 J, associés respectivement à la 

surface courbée MI et à la surface plane M2, ont la forme suivante : 
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A CMI) c 
1 

.. .. ) c(a) ( ):•c .. ) a a ) 0 c 
1 

.. .. a XJ, X3 X J, X 3 = 44 - ':> X J -- + -- XJ, X3 X J, X 3 ax" ax" 1 3 

(/.38) 

pour x"E M,' et 

(1.39) 

pour x" E Mz. 

Plutôt que d'utiliser l'équation (1.37) de ga (DaDa), nous pouvons en premier lieu nous 

limiter à l'équation intégrale de ga (MM) dans l'espace des interfaces. Nous prenons alors X3 = 

Ç(xt) +e pour la surface Mt et X3 = - e pour la surface M2 avec e un nombre infinitésimal 

positif. 

Dans le but de résoudre numériquement cette équation intégrale de ga (MM), nous 

devons la transformer en une équation matricielle. Pour ce faire, nous introduisons une 

discrétisation le long de XI, c'est-à-dire nous prenons 2N points équidistants de ~x sur le 

segment [ -R, R]. Cela conduit à définir les milieux Xn de ces intervalles élémentaires de la 

façon suivante : 

Xn=(n+l/2) ~ 

où n=-N,-N+l, ... ,N-1 

R 
et ~x=-

N 
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Finalement, la surface plane M2 et la surface courbée M 1 sont divisées en petites 

portions, que nous symbolisons par : (X0 , i) où i = 1 pour M1 et i = 2 pour M2 et n prenant les 

valeurs de-N, - N + 1, ... . . , N -1. 

En effectuant une intégration des deux membres de l'équation (1.37) sur la variable x'1 à 

l'intérieur de l'intervalle élémentaire autour du point (Xm, i), on aboutit à l'équation discrète 

suivante: 

2 

ga(ni 1 mj) + L 
N-1 

I Aa (ni 1 lk) ga (lk 1 mj) = G(ni 1 mj). 
k=l 1=-N 

(1.41) 

Les éléments discrets des opérateurs G, ga et Aa de l'équation précédente, sont 

exprimés par leurs valeurs moyennes sur les intervalles ~x. comme suit : 

i) pour x' EMt 

X 6x +-
m 2 

1 
G(ni 1 ml) = J dx'1 [1 + (Ç'(x't)2 ]112 G(Xn,i 1 x't,1), (1,42) 

~x 6x x --
m 2 

ü) pour x' E M2 

6x x +-
1 

m 2 

G(ni 1 m2) = J dx'1 G(X0 , i 1 x't, 2) . (1.43) 
~x 6x x --

m 2 

Dans ces calculs, il faut soigneusement tenir compte des singularités de la fonction de 

Green G et de ses dérivées (éléments de A a) lorsque le vecteur x tend vers x' . Pour cette 

raison, il a fallu différencier les calculs des éléments diagonaux et non-diagonaux de ces 

fonctions. Les éléments des matrices G (MM) et Âa (MM) sont évalués analytiquement au 

premier ordre en ~x ; leurs expressions sont données dans l'Appendice A. 
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Après cette discrétisation, les matrices G (MM) et g. (MM) auront respectivement 

comme éléments G(nijmj) et g.(nijmj). L'équation (1.41) peut s'écrire formellement comme 

une équation matricielle da la manière suivante : 

;ia (MM) ga (MM)= G(MM) (1.44) 

où les éléments de ;i. (MM) sont définis par : 

(1.45) 

Une fois qu'on connru"t les éléments de la matrice g. dans l'espace M, l'équation (1.20) 

ou (/.27) permettent de calculer les éléments de g. dans tous l'espace D •. 

B) Modes de résonance du fù isolé 

Considérons le fù isolé précédent. Les éléments de sa fonction de Green g. (MM) dans 

l'espace des interfaces sont obtenus au moyen de l'équation (1.44). 

Les modes propres (fréquences propres) du fù isolé, avec sa surface M libre de 

contrainte, sont donnés par : 

det[g. (MM)r = o (1.46) 

Sachant que le fù constitue un objet fmi dans le plan (xpx
3
), ses modes propres sont 

discrets bien qu'en nombre infmi. 

Notons enfm que la troncature de la matrice g. (MiMi) (i = 1 ou 2), pour les points 

situés respectivement le long de M1 ou de M2 va être utilisée lors de l'évaluation des densités 

d'états du système fmal fil-substrat (voir paragraphe III-4). 
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111-3) Milieu isotrope semi-infini 

Considérons un milieu isotrope (b), serni-infmi, limité par la surface plane x3= 0 (figure 

(/.5)). 

La fonction de Green gb de ce milieu peut être calculée à partir de l'équation (1.19) qui 

fait intervenir la fonction de Green Gb du milieu (b) infmi et l'opérateur réponse Âb (équation 

Figure 1-5. milieu élastique semi- infini (b) situé dans l'espace Db 

(1.18)). Ce dernier fait appel à l'opérateur de clivage Vb ( équation (1.15)) qui pour les 

vibrations de polarisation transverse, s'écrit : 

V ( ) - c (b) a b x3 - 44 -
ax3 

(1.47) 

où c44(b) est la constante élastique du milieu isotrope (b). 

On obtient alors l'opérateur de réponse Ab : 
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A- ( 1 , , ) c (b) a G ( 1 , , ) bx 1,x 3 x 1 ,x 3 =- 44 - bx 1,x 3 x 1 ,x 3 
ax3 (1.48) 

La substitution de Gb par son expression (Eq. !.33) et l'utilisation de l'équation (1.19), nous 

permettent fmalement d'écrire l'expression de la fonction de Green gb du milieu isotrope serni-

infmi comme [34]: 

( 
1 

' ' ) 1 H<o(~ ((x -x' )2 +(x -x' )2 )>'i J gb Xl'X3 x, ,X3 =---(b-) o C(b) 1 1 3 3 
4C44 t 

i HoJ( ro (( , )2 ( , )2)fiJ - --<b-J o ----zhl x, -x' + x3 +x 3 
4C44 ct 

(/.49) 

Pour le besoin du calcul numérique, il est nécessaire d'effectuer, comme dans le 

paragraphe précédent, une discrétisation des variables et des équations mises en jeu. Les 

éléments de la fonction de Green g b sont évalués par des moyennes sur les intervalles ~x de la 

même manière que ceux de ga . Les expressions de ces éléments de g b sont données dans 

l'Appendice A. 

111-4) Fil adsorbé 

Pour déterminer la fonction de Green du fil adsorbé sur un substrat, on applique le 

théorème de Green pour ga et gd de la même manière que nous l'avons appliqué 

précédemment à Ga et ga. Nous multiplions l'équation équivalente à (/.32) de gd par ga et 

celle de ga par gd. Ensuite, nous soustrayons ces équations et intégrons sur le volume du fù 
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adsorbé ; en utilisant le théorème de Green et les conditions aux limites adéquates, on obtient 

alors les expressions suivantes : 

+R 1 
J d " ( 1 " " 0) ( c(a) a ( " " 1 

1 1 
) ) (/50) - X I ga XI, X3 X I, X 3= 44 ax" gd X I, X 3 XI, X3 x"3=Ü · · 

-R 3 

pour (xI, x3) et (x'I, x'3) appartenant tous les deux au fil, et : 

+R 

J d " < 1 " " O) ( c(b) a X I gb XI, X3 X I, X 3= 44 
ax" 3 -R 

pour (XI, x3) appartenant au substrat et (x'I, x'3) appartenant au fil. 

(1.51) 

En discrétisant les équations ((1.50) et (1.51)) de la même manière qu'auparavant et en 

éliminant la dérivée de gd entre ces deux équations, on obtient formellement l'équation 

matricielle [28] : 

(1.52) 

Notons finalement que ce résultat est le même que celui mentionné dans l'équation 

(/. 24) dans le cadre de la théorie générale des fonctions de Green pour un matériau composite 

élastique. 
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IV) Densités d•états et résonances 

A partir de la connaissance de la fonction réponse du fil déposé sur le substrat, il est 

très aisé de calculer la densité d'états locale en un point (XI, x3) du matériau. En effet, celle-ci 

est donnée par : 

(1.53) 

où lm gd (x~> x 3 ; x~> x 3 1ro + iE) signifie la partie imaginaire de l'élément diagonal de la fonction 

de Green gd au point (XI, x3) pour une fréquence (ro + iE) et une densité de masse p(xi, x3) en 

ce point. 

La densité d'états totale Ild(ffi) pour un fil adsorbé sur le substrat serni-infmi s'obtient à 

partir de la trace de la partie imaginaire de gd, soit : 

Nous allons montrer dans la suite qu'il n'est pas nécessaire d'effectuer cette opération de trace 

( c'est-à-dire une intégration sur l'espace complet D du fù et du substrat), mais qu'il est 

possible d'obtenir la densité d'états totale à l'aide d'une expression compacte faisant intervenir 

la fonction de Green gd (M 2 M 2 ) dans l'espace de l'interface fil-substrat. Soustrayons d'abord 

de cette densité Ild( co) la densité nr( ro) du système de référence constitué par le fil isolé et le 

substrat pris indépendamment (nr(ffi) =na( CO)+ nb(ro)); on obtient alors : 
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où g, est la fonction de Green du système de référence qui a la forme matricielle suivante : 

(1.56) 

où D = D. u Db est l'ensemble de l'espace du fil adsorbé plus le substrat. L'utilisation de 

l'équation ( 1.27) avec g, nous permet d'écrire gd sous la forme suivante: 

gd(DD) =g,(D,D)-g,(DM2) g~
1 (M2M2 ) g,(M2D)+ 

gJD,M2) K'CM2M2) gd(M2M2) g~'(M2M2) g,(M2D) 

L'équation (/.55) peut s'écrire après simplification comme suit : 

nd(ro)- n,(ro) = 
2

ro ImTr[- g,(DMJg~'(M2MJg,(M2D) 
1t 

+ gd(DM2)g~'(M2M2 )gd(M2D) ] 

En utilisant l'invariance cyclique de la trace, on obtient : 

nd(ro)-n,(ro) = 
2
rolm{-Tr (g,(M2D) g,(DM2) g~'(M2MJ] 

1t 

+ Tr (gd(M2D) gd(DM 2 ) g~'(M2M2 )] } 

On peut alors utiliser les deux propriétés suivantes : 

et 

-(MD) -(DM) =- dg(MM) 
g g d(pro 2 ) 

afin d'écrire l'équation (/.59) de la manière suivante : 
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Maintenant, nous pouvons exprimer la variation de la densité d'états totale ~Ild ( ro) qui 

représente la différence entre la densité du fù adsorbé et celui du système de référence. Pour ce 

faire, nous écrivons l'équation (/.62) d'une façon équivalente, soit : 

Le remplacement, dans cette équation, de la fonction de Green gd (M2M2) par son 

expression (équation (1.52)) en fonction de g. (M2M2) et gb (M2M2), conduit à: 

ou encore 

(/.64b) 

Soulignons que toutes ces expressions équivalentes (1.63), (/.64a) et (1.64b) donnant la 

variation de la densité d'états totale font intervenir uniquement les éléments d'interface M2 des 

différentes fonctions de Green. Ceci permet de faire le calcul numérique sur le domaine 

restreint M2• 

En pratique, il s'avère plus intéressant de considérer la variation de la densité d'états 

entre le système final (substrat + fù supporté) et le substrat seul ~n( ro) = Ild( ro) - nb( m), au lieu 

de la variation ~Ild (ro) car ceci permet d'éliminer les modes discrets du fil isolé. Or, ~n(ro) peut 
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être donné par le membre de droite de l'équation (1.64b), dans lequel les modes discrets 

associés aux valeurs propres du fù isolé (solution de l'équation det[ Ü~ a (M 2 M 2 ) ( = 0]) seront 

éliminés. Elle s'exprime alors par : 

(1.64c) 

Comme nous l'avons vu auparavant, le fù isolé est fmi dans le plan (XJ, x3) ce qui 

conduit à ce que la quantité Argdet [g. (M 2 M 2 )r' soit toujours égale à zéro module 7t. La 

différence entre cette quantité et le membre de droite de l'équation (/. 64b) a pour effet 

d'éliminer dans l'équation (1.64c) les p1cs deltas associés aux solutions de 

det[g. (M 2 M 2 )r = 0. Cependant, cette élimination introduit de nouvelles fonctions deltas 

correspondant aux solutions de det[ g. (M 2 M 2 )]= 0 [28]. 

En pratique, pour effectuer le calcul numérique, nous utilisons simultanément les 

équations (1.64b) et (1.64c) afm d'évaluer ~n(m). Rappelons que l'équation (1.64c) comporte 

les pics deltas provenant des solutions de det[g. (M 2 M 2 )] = 0. Ces pics créent, lors de la 

résolution, des instabilités numériques (divergences des résultats) qui peuvent être éliminées en 

comparant les résultats de l'équation (1.64c) à ceux de l'équation (1.64b) qui eux même 

comportent d'autres instabilités numériques provenant des solutions de det[g. (M 2M 2 )r = 0 . 

En effet, du fait que les instabilités respectives des équations (1.64c) et (1.64b) se produisent à 

des fréquences différentes, cette comparaison permet de s'en affranchir et par conséquent de 

calculer d'une manière fiable ~n(m). La discussion des applications numériques de ces résultats 
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sera présentée au paragraphe V. Auparavant, nous discutons brièvement quelques cas limites 

des équations (1.64). 

Considérons d'abord le cas limite où la constante élastique du substrat C<;'} tend vers 

zéro. Ceci correspond au cas d'un substrat constitué d'un matériau très mou par rapport à 

celui du fù.. Il en résulte que les éléments de la matrice ( g ~ 1 
( M 2M 2 ) ) , et en conséquence le 

membre de droite de l'équation (1.64b) tendent aussi vers zéro. Le sens physique de cette limite 

est que les modes propres du fù. isolé avec une surface libre de contrainte ne sont pas perturbés 

par le substrat. Nous trouvons donc pour le fù. adsorbé une situation très proche de celle du fil 

isolé entouré du vide. 

Dans le second cas limite, nous supposons que la constante élastique c~> tend vers 

l'infmi (oo). Il s'agit ici d'un substrat très dur par rapport au fil. Par conséquent, les éléments de 

la matrice (gb(M 2M2 )) qui interviennent dans le membre de droite de l'équation (1.64a) 

tendent vers zéro. Il en résulte que le membre de droite de l'équation (1.64a) se réduit donc à 

( (1.65) 

Physiquement, dans ce cas limite, la surface plane M2 du fù. qui est en contact avec le 

substrat devient rigidement bloquée (gelée), tandis que sa surface courbée M1 reste libre de 

contrainte. Dans ce qui suit, on se référera à ces conditions par "conditions aux limites mixtes". 

Cependant, l'expression donnée par l'équation (/.65) correspond à la différence de densité 

d'états entre deux fù.s isolés, l'un avec des conditions aux limites mixtes et l'autre avec des 

surfaces libres de contrainte. Rappelons que pour ce dernier fù ~Ild (ro) tend vers zéro.Il en 
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résulte aussi que les valeurs propres du fù avec des conditions aux limites mixtes sont solutions 

de : 

(/.66) 

V) Application et discussion des résultats 

Ce paragraphe contient quelques illustrations des densités d'états totales et locales et 

résonances associées lorsqu'un fil d'un matériau (a) est déposé sur un substrat (b). Le fù est 

limité par une surface plane M2 de base 2R et une surface courbée M 1 dont la section est 

supposée être une parabole de hauteur A(voir Fig. I-1). Par conséquent, la fonction Ç(xt) 

(équation (1.35)) a la forme suivante: 

Ç(x,)~-+-(~ )'] pour x, e[-R,R] 

Nous avons considéré différents paramètres relatifs pour les deux matériaux (a) et (b) 

afm de modéliser les situations où le matériau (a) est plus ou moins dur ou plus ou moins dense 

par rapport au matériau (b). Les données sont représentées dans le tableau 1. 

C44( a)/C44(b) p(a)/p(b) Ct(a)fCt(b) 

1 1 1 
4 1 2 

0,25 1 05 
1 4 05 
1 025 2 

Tableau 1 : Les rapports des paramètres élastiques des différents types de matériaux considérés 
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D'autre part, en modifiant le rapport NR, on peut modéliser une variation de la forme 

de la section du fù. 

Comme nous l'avons mentionné au paragraphe ( III-2A ), la discrétisation des équations 

intégrales se fait par la division de l'intervalle [ -R, R] en 2N parties égales. Dans nos 

applications, nous avons pris N = 100 afm d'assurer une bonne convergence du calcul 

numérique. D'autre part, du fait de la symétrie du système par rapport à l'axe x3 de la parabole, 

les quantités physiques représentées peuvent être distinguées par leur caractère symétrique ou 

antisymétrique. 

V-1) Les résonances acoustiques associées à un fil adsorbé 

A l'aide d'un traitement numérique des expressions analytiques présentées au 

paragraphe ( III-4 ), nous calculons d'abord les modes discrets du fil isolé avec différentes 

conditions aux limites sur ses surfaces, puis nous nous intéressons aux résonances des densités 

d'états lorsque le fù est adsorbé sur un substrat constitué d'un matériau qui peut être différent 

de celui du fù. 

A) Modes discrets du fù isolé 

Les fréquences propres du fù isolé sont les pôles de la fonction de Green ga; elles 

dépendent des conditions aux limites qu'on impose sur les surfaces du fù. Ces fréquences sont 

discrètes du fait que le système est de taille fmie dans le plan (xt,X3) bien qu'elles soient en 

nombre infmi, 

Dans le cas où la surface entière du fù (M = {M 1Mz}) est libre de contrainte, les 

fréquences propres sont déterminées à partir de l'équationdet(ga (M
2
M

2 
)r1 = 0, alors que 
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dans le cas où la surface plane M2 du fù est supposée rigidement bloquée et sa surface courbée 

M1 est libre de contrainte, les fréquences propres sont solutions de l'équation 

det[ga (M 2M 2 )] = 0 (voir équation (1.66)). 

Dans ces deux cas, les premières fréquences propres du fù isolé sont données dans le 

tableau ci-dessous. Ici et dans toute la suite, les fréquences sont données sous forme réduite : 

Mt et M2libres de contrainte Mt libre de contrainte et M2 rigidement bloquée 

det[sa(M2M 2)r1 
=O det[ga (M 2M 2 )] = 0 

Les fréquences des modes Les fréquences des modes Les fréquences des modes Les fréquences des modes 
symétriques antisymétriques symétriques antisymétriques 

1.70 1.90 0.95 2.65 

3.20 3.25 2.50 3.95 

3.65 4.55 3.95 6.15 

4.75 5.30 4.45 6.60 

5.10 5.90 5.80 

La connaissance de ces fréquences propres est évidemment utile pour l'étude de l'objet 

isolé, mais ici nous nous en servirons surtout pour une interprétation de certains résultats dans 

le cas où le fù est adsorbé sur un substrat. 

B) Les résonances associées à un fù adsorbé 

Les quantités physiques qu'on peut directement déduire des fonctions de Green du fù 

adsorbé sont les densités d'états totales et locales dont nous pouvons étudier l'évolution en 
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fonction de la fréquence. En ce qui concerne la densité d'état totale, nous soustrayons de celle-

ci la densité d'état du substrat serni-infmi et représentons donc la quantité 

~n( ro) = nd ( ro) - nb ( ro) que nous appellerons variation de densité d'état totale. 

On suppose d'abord que le fil et le substrat sont de même nature. Alors, le fù modélise, 

par exemple, le cas d'une rugosité de surface. 

Nous présentons sur la figure (/.6) la variation de la densité d'état totale ~n(ro) en 

même temps que les moyennes de la densité d'état locale sur l'interface fil-substrat et sur la 

surface libre du fù adsorbé. Les contributions des modes symétriques et antisymétriques sont 

séparées. Cette figure (/.6) montre l'existence de modes résonnants qui apparaissent comme 

des pics importants dans les densités d'états totales et locales. Dans le cas considéré, les 

différents types de densités d'états ont qualitativement les mêmes pics, même si ceux-ci peuvent 

avoir des intensités ou profils différents. Nous remarquons aussi l'augmentation progressive du 

fond de la densité totale en fonction de la fréquence réduite n. Ceci est dû au fait que faire 

croître la fréquence réduite n = ~~ pour un fil donné est équivalent à garder la fréquence 0) 

t 

constante et à augmenter la taille latérale R du fil. Nous retrouvons ainsi la densité d'état d'un 

objet à deux dimensions qui augmente en fonction de sa taille. 

On peut souligner l'existence d'une résonance de basse fréquence à caractère 

symétrique issue du mode statique ( ro = 0) du fil isolé. Les autres pics de résonance ont leurs 
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2 Modes symétriques 
48 .. -C1) . -. -cu - (.) 

8 0 -c: 
2 

c: 
<]1 

~/ 
0 

0 2 4 6 8 
roR/Ct 

. -. 

4 
2 Modes antisymétriques -8 -.. C1) .. 

t \ 
-.. cu 

{\ 
(.) 
0 - c: 8 

\ 1 \ 
2 -~1 

\/ 
v 

0 

0 2 4 6 8 

roR/Ct 

Figure I-6 : Les modes de résonance symétriques et anti-symétriques d'un fù de section de forme 

parabolique (A=2R) supporté sur un substrat de même nature. Les courbes en traits pleins 

indiquent la variation de la densité d'états totale ~n(ro) (en unités de RJC) en fonction de la 

fréquence réduite Q = (l)R/Ct- Les traits discontinus représentent la moyenne de la densité d'états 

locale (en unités de RCt-
1
) sur l'interface M2, tandis que les traits en pointillés matérialisent la 

moyenne de la densité d'états locale sur la surface courbée M1• 
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positions assez proches des fréquences propres discrètes d'un fil isolé ayant toutes ses surfaces 

libres de contraintes. 

Cette dernière correspondance est encore davantage visible quand le rapport des 

C (a) 

constantes élastiques du fil et du substrat (~) est supérieur à un (Figure 1-7). En effet, 
c44 

augmenter le rapport des constantes élastiques, signifie que le matériau du substrat devient 

mou par rapport à celui du fil ; par conséquent les modes du fil seul sont relativement peu 

perturbés par la présence du substrat. De plus, lorsque le rapport des constantes élastiques 

C (a) 
44 devient important, les pics de résonance deviennent plus fms. Cet effet corrobore c (b) 
44 

l'interprétation précédente selon laquelle les résonances résultent, dans ce cas, simplement de 

l'élargissement des modes discrets du fil isolé. La finesse des pics permet de déterminer avec 

précision les positions des modes résonnants et d'observer que leurs positions sont très 

proches des valeurs des fréquences propres du fil isolé ayant ses surfaces libres de contraintes. 

Notons fmalement que sur les exemples des figures (1-6) et (1-7) la courbe de 

variations de la densité d'état totale ôn( ro) présente qualitativement la même allure que les 

courbes donnant les moyennes des densités d'état locales sur l'interface M2 fil - substrat et sur 

la surface courbée M 1· 

Considérons maintenant le cas opposé où le matériau du substrat est très dur par 

rt ' 1 . d 4':! 1 ' d' 1 1 d ' ' C 44 (a) rappo a ce m u m, c est -a- rre orsque e rapport es constantes elastiques --est très c (b) 
44 

inférieur à un (figure 1-8). Les positions des pics de résonance dans ôn(ro) sont alors assez 
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Figure 1-7 :Même légende que sur la figure 1-6 sauf qu'ici, les paramètres physiques des deux 
matériaux constituant le système sont : C <al/C <b) = 2; . C44

1a)/C44
1h1 = 4; p1" 1/p1b1 = l 

t t 
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Figure 1-8 :Même chose que sur la figure 1-6 et 7, mais ici les paramètres physiques des deux 
matériaux sont : C <aJ/C <bJ = 0.5; . C44<aJ/C44<bJ = 0.25; p<aJ/p<bJ = 1 

t t 
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proches des fréquences propres d'un fù isolé avec les conditions aux linùtes mixtes, c'est-à-dire 

avec sa surface courbée libre de contrainte et sa surface plane M2 gelée. Ceci corrobore l'idée 

que dans ce cas le fù supporté a sa surface courbée libre de contrainte, tandis que sa surface 

plane est presque rigidement bloquée du fait que C44<bl>> C44<a>. On constate aussi que dans ce 

cas les courbes de ~n( ro) ont la même allure que celles des densités locales sur la surface 

courbée. Par contre, les courbes montrant les densités d'états locales sur l'interface sont moins 

intenses et présentent une allure assez différente avec parfois des résonances à l'endroit des 

anti-résonances dans ~n(ro) et vice-versa. 

Sur la figure (1-9), on illustre les mêmes quantités qu'auparavant ( figure 1-7 et 1-8) 

sauf qu'ici le matériau constituant le fù a une densité de masse plus élevée que celle du 

matériau du substrat et donc la vitesse transverse du son dans le substrat est supérieure à celle 

dans le fù. Les courbes de ces densités d'états montrent encore l'existence de modes résonnants 

bien définis en fonction de la fréquence réduite n ' mais leurs positions n'ont pas de relation 

directe avec les modes propres du fù isolé. Notons aussi que dans ce cas, les trois densités 

d'états présentées sur les figures ont des allures semblables. 

Enfm la figure (1-10) décrit des résultats similaires lorsque le matériau du fù est de 

faible densité par rapport à celui du substrat et donc la vitesse transverse du son dans le fù est 

plus importante que celle du substrat. Les pics de résonance des densités d'états totales sont 

plus larges et leurs positions moins précises. On observe aussi que l'allure de la moyenne de la 

densité d'états locale sur l'interface fil-substrat est différente, voire opposée, à celle des deux 

autres densités. 
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Figure 1-9 :Même chose que sur la figure 1-8, sauf qu'ici les paramètres physiques des deux 
matériaux sont: C (a)/C (b) = 0.5;. C44<al/C44<bl = 1; p<al;p<bl = 4 

t t 
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Figure I-10 :Même chose que sur les figures I-6, 7 et 8, mais ici les paramètres physiques des 
deux matériaux sont : C (a)/C <bl =2; . C44<al/C44<bl = 1; p<a)/p<b) = 0.25 

t t 
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A partir de l'ensemble des résultats précédents, on peut souligner que dans tous les cas 

traités, les courbes donnant la moyenne de densité d'états locale sur la surface courbée et celle 

de la variation de la densité d'états totale ont la même allure, et en particulier les mêmes pics 

de résonances. Par contre, la courbe reflétant la moyenne de densité d'états locale sur 

l'interface a un comportement différent selon que le matériau du f1l est plus ou moins dur ou 

plus ou moins dense par rapport à celui du substrat . On peut aussi remarquer que dans cette 

discussion le paramètre qui apparaît significatif pour classer l'allure des densités d'états est le 

C (a) p(a) 

rapport des impédances acoustiques ( Z = 44<b> ) des deux matériaux. En effet, lorsque 
c44 p<b> 

ce rapport est supérieur à un (Z > 1) la variation de la densité d'état totale, ainsi que les 

moyennes de la densité d'état locale sur l'interface fll-substrat et sur la surface courbée du fll, 

présentent des allures semblables (voir figures 1-6, 1-7 et 1-9). Par contre, lorsque le rapport 

des impédances acoustiques est inférieur à un (Z<1), la courbe de la moyenne de la densité 

d'état locale sur l'interface M2 présente une allure assez différente, voire une inversion entre les 

positions des résonances et anti-résonances par rapport à celles de la courbe Lln(ro) (voir 

figures 1-8 et 1-10). 

Enfm, nous avons étudié l'effet de la forme du f1l sur les résonances acoustiques en 

utilisant comme paramètre la hauteur du f1l adsorbé comparée à sa base. En supposant le f1l et 

le substrat de même nature, la figure (1 -11) donne les courbes de densités d'états pour une 

hauteur plus élevée A= 4R. Par rapport au cas A= 2R (figure 1-6) nous pouvons remarquer 

les changements suivants : 

- d'une part les pics de résonance deviennent plus fms et plus intenses surtout à basse 

fréquence~ 
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Figure I-ll :Même chose que sur la figure I-6, sauf qu'ici la hauteur du fil est prise égale à A=4R 
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- d'autre part l'espacement entre les pics successifs se réduit, autrement dit on observe 

une augmentation du nombre de pics sur un même domaine de fréquence. Ceci est en relation 

avec le fait que les modes discrets du fil isolé deviennent de plus en plus confmés quand la 

hauteur du fil augmente. 

IV-2) Les résonances acoustiques associées à deux fils adsorbés 

Dans ce paragraphe, nous étudions les résonances acoustiques pour les modes de 

polarisation transverse dans le cas de deux fils adsorbés dont les vibrations peuvent interagir. 

Les deux fils sont séparés par une distance D (voir figure I-2) 

La figure (1.12) donne la variation de la densité d'état totale due à l'adsorption de deux 

fils identiques sur un substrat. Les fils sont de même nature que le substrat et leur hauteur est 

prise égale à 2R. On observe sur la figure (1.12) que la variation de la densité d'état totale 

présente des changements sensibles en fonction de la distance D, en particulier à basses 

fréquences. Parmi les changements les plus importants, on peut mentionner l'apparition d'un 

nouveau pic de résonance autour de Q .:: 1 pour certaines valeurs de D, aussi bien pour les 

modes symétriques que pour les modes antisymétriques. Ce nouveau pic de résonance reflète 

l'interaction entre les deux fils à travers le substrat. On remarque aussi que la variation des 

intensités de résonance en fonction de D est non monotone. 

Finalement, sur la figure (I-13), on représente les courbes de la densité d'états locale 

intégrée sur l'interface M2 pour différentes valeurs du rapport DIR. On constate que les 

intensités ont un comportement oscillatoire en fonction du rapport DIR, à la fois pour les 

modes symétriques et antisymétriques, montrant ainsi un échange qui s'opère entre 

l'importance des modes symétriques et antisymétriques lorsqu'on varie DIR. Par contre, ce 

comportement n'apparaît pas dans la variation de densité d'états totale [35]. 
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7.5..------------------. 

4.5 

3 '3 
c: c: 

<:l 3.0 
.q 

3.0 

0 2 3 4 

Figure 1-12 :(a) Variation de la densité d'états totale pour les modes symétriques associés à 

l'adsorption de deux fils identiques, séparés de D, sur la surface plane d'un substrat. Les 

matériaux sont de même nature, tandis que les différentes courbes successives correspondent de 

bas en haut à des valeurs de D/R = 0, 3, 5, 7 et oo. 

(b) idem que (a), mais pour les modes antisymétriques 
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Figure I-13 :Même légende que sur la figure I-12, mais pour les densités d'états locales intégrées 

sur l'espace d'interface M2 et les rapports suivants du bas en haut de D/R: 0, 3, 5, 7. 
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VI) Conclusion 

En utilisant le formalisme de la fonction de Green, nous avons présenté une méthode 

qui permet de calculer ces fonctions réponses pour un fil isolé de forme arbitraire ainsi que 

pour un tel fil supporté par un substrat. L'étude a été faite pour des vibrations de polarisation 

transverse. Cette méthode passe par une discrétisation de l'espace des interfaces qui nous a 

permis de transformer les équations intégrales, issues du théorème de Green, en équations 

matricielles. 

Cette méthode a été appliquée pour étudier les résonances de polarisation transverse 

associées à un fil de forme parabolique adsorbé sur un substrat. L'étude révèle que l'allure des 

résonances qui apparaissent comme des pics dans les densités d'états, ainsi que leurs positions 

dépendent fortement des paramètres physiques relatifs des deux matériaux. Cependant, nous 

avons dégagé des comportements typiques de ces résonances en fonction de la nature des 

matériaux. En effet, lorsque le fil est de même nature que le substrat ou plus dur, les positions 

des pics de résonances correspondent assez bien aux fréquences propres du fil isolé ayant ses 

surfaces M1 et M2 libres de contrainte. Il en résulte dans ce cas que le fil supporté n'est pas très 

perturbé par le substrat. Dans le cas opposé où le fù est plus mou que le substrat, les positions 

des pics de résonances correspondent plutôt aux fréquences propres du fil isolé ayant sa 

surface courbée libre de contrainte mais sa surface plane gelée. D'autre part, lorsque le 

matériau du fil est plus dense que celui du substrat, les pics de résonance sont encore très bien 

définis ce qui n'est plus tout à fait le cas lorsque le fil est moins dense que le substrat. 

Un autre comportement peut aussi être souligné en relation avec le rapport des 

impédances acoustiques des deux matériaux. En effet, lorsque ce rapport est supérieur à un, 

toutes les courbes de densités d'états représentées ( .:ln (co), la moyenne de la densité d'état 
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locale sur l'interface M2 et la moyenne de la densité d'état locale sur la surface MI) ont la 

même allure. Par contre lorsque le rapport des impédances acoustiques est inférieur à un les 

courbes donnant la moyenne de la densité d'état locale sur l'interface M2 présentent des allures 

assez différentes, voire une inversion entre les positions des résonances et anti-résonances par 

rapport à celles des autres densités d'états. 

Nous avons exploré aussi l'évolution de ces résonances résultant de la présence de deux 

fils identiques adsorbés sur un substrat et nous avons mis en évidence un déplacement et une 

déformation des pics de résonances en raison de l'interaction entre les deux fils supportés. 

Cette théorie sera étendue, au chapitre III au cas d'un ensemble de fils adsorbés 

périodiquement sur le substrat selon l'axe x1• Dans ce cas, nous introduirons un vecteur d'onde 

ki parallèle à l'axe XI, qui sera limité à la première zone de Brillouin correspondant à cette 

périodicité et nous étudierons ensuite les densités d'états de ces nanostructures en fonction de 

la fréquence et du vecteur d'onde. 
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APPENDICE A 

En vue de donner les éléments de la fonctions de Green du fù supporté dans 

l'espace des interfaces, nous introduisons d'abord les notations suivantes : 

Ç(rn) = Ç(xm), Ç'(m) = aÇ(xl) 1 Ç"(m) = a2Ç(xl) 1 
dX Xl=Xm , dX Xi=Xm 

1 12 

et Log y= 0.5772156649 ... (nornbre d'Euler). 

a) Le fil isolé 

Les éléments de surface de la fonction de Green G de volume sont: 

-entre deux points appartenant à la surface M1 : 

G(nll ml)=- 4~44 [ 1 + (Ç'(rn))2 ]112 x 

x Hgl { ~ [ (xn-Xm)2 + (Ç(n)-Ç(m))2 ] 112 } , n "#rn ; (Al) 
1 

1 
G(nll nl) =- [ 1 + (Ç'(n))2 ]112 x 

47tC44 

x { i1t + 2- 2Log [ Y ~ ~ (1 + (Ç'(n))2 )112] } 
4 c, 

- entre deux points appartenant à la surface M2 

G(n2 1 m2) = i 0 ) { ~ 1 1 } - 4c
44 

Ho Xn-Xm , n "#rn ; c, 

G(n21 n2) = -
1 

41tC 44 

{ i1t + 2 - 2Log [ y ~x ~ ] } 
4 c, 

-entre deux points appartenant l'un à la surface M1 et l'autre à la surface M2 : 

54 

(A2) 

(A3) 

(A4) 



Chapitre 1 : Résonances acoustiques associées à un fil déposé sur un substrat 

G(n21 ml) = - 4~44 [ 1 + (Ç'(m))2] 
112 

x 

Les éléments de la matrice da(MM) définis par équation (1.45) sont donnés par : 

- entre deux points de la surface M 1 

da(nll ml) = - i dx ro [-Ç'(rn) (xn - xm) + (Ç(n)- Ç(rn))] x 

4C1 [(X
0 

-X rn )
2 + (Ç(n)- Ç(m)) 2 

]
112 

{ 
00 

[ (xn-Xm)2 + (Ç(n)-Ç(rn))2 ] 
112 

} , rn~ n , (A7) 
ct 

où 

H~l) (z) = J1 (z) + i Y1 (z) 

1 dx 
da(nll nl) = -

2 
-

- entre deux points de la surface M2 

da(n21 rn2) = 0 

1 
da(n21 n2) = 2 

47t 

Ç"(n) 

1 + (Ç' (n))2 

m~n 

-entre deux points appartenant l'un à la surface M1 et l'autre à la surface M2 
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Chapitre 1 : Résonances acoustiques associées à un fil déposé sur un substrat 

~a (nll m2) = 

i ~ (J) 
~a(n21 ml) = -

4C1 

b) Le substrat serni infini 

(Al2) 

(Al3) 

A partir de l'équation ( /.49 ), les éléments le long de M2 (-R <Xl< R, 

x3=0)de la fonction de Green g b , sont : 

gb (n21 n2) = - 1 
( i1t + 2 - 2 Log [ 'Y ~ ro ] ) .(A15) 

27t C44 4 C 1 
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Chapitre Il : Diffusion des ondes acoustiques par un fil déposé sur un substrat 

Diffusion des ondes acoustiques par un fil depo.sé 

$Ur un substrât·•····· · 

1) Introduction 

Les progrès récents dans les techniques de fabrication des nanostructures telles que la 

croissance par épitaxie par jets moléculaire, la cinétique de croissance et autostructuration, la 

micro lithographie ... ont permis de réaliser des micro ou des nano défauts de nature et de forme 

bien définies sur des surfaces solides. En parallèle, les techniques d'investigation de la 

géométrie et des propriétés physiques de ces nanostructures telles que les microscopies à effet 

tunnel (S.T.M.) et à force atomique (A.F.M) ainsi que la microscopie optique en champ proche 

ont également progressé. 

Des travaux récents ont porté sur la recherche des propriétés spectrales et de réponse 

de telles hétérostructures ainsi que sur leur imagerie. Parmi les sujets actuels qui présentent un 

intérêt à la fois fondamental et appliqué, nous pouvons mentionner l'étude de la diffusion des 

ondes acoustiques par un élément résonateur unique [1- 4], ainsi que par des surfaces solides 

ondulées périodiquement ou quasi-périodiquement [5], l'effet que produit une surface 

irrégulière sur le système de transport quantique [6], la spectroscopie optique d'une surface à 

l'échelle nanométrique [7, 8]. De même les spectres d'excitations vibrationnelles [9-12], 
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électromagnétiques [ 13] ou électroniques [ 6] du substrat sont modifiées par la présence d'une 

hétérogénéité en surface. 

Sur le plan théorique, la méthode des fonctions de Green [ 14] est bien adaptée à l'étude 

des propriétés spectrales et de diffusion de tels défauts de surface. Dans le chapitre précédent, 

nous avons élaboré une méthode de calcul numérique exacte [ 11] pour déterminer les fonctions 

de Green d'un ou de deux fils adsorbés sur un substrat. Les densités d'états déduites de ces 

fonctions nous ont permis d'étudier les résonances acoustiques associées à ces nanostructures 

et leurs comportements en fonction des paramètres physiques et géométriques des deux 

matériaux. 

L'objet de ce chapitre est d'utiliser ce formalisme , afm d'étudier la diffusion d'une onde 

acoustique incidente par un fù adsorbé sur la surface plane d'un substrat. Ce formalisme nous 

permet de calculer l'onde diffusée aussi bien en champ proche qu'en champ lointain [15, 16]. 

Il est intéressant de montrer à travers plusieurs illustrations que le champ de diffusion 

d'une surface inhomogène est bien sûr fortement dépendant de la forme de l'objet diffusant, 

mais aussi des paramètres élastiques relatifs du substrat et du fù supporté, ainsi que de la 

fréquence de l'onde incidente et de l'angle d'incidence. A partir de ces exemples, nous 

essaierons également de dégager quelques tendances générales. 

La suite de ce chapitre est structurée de la façon suivante. Dans une première partie, 

nous présentons un aperçu de la théorie de diffusion où nous développons l'expression générale 

de l'onde diffusée en tout point ainsi que son comportement asymptotique en champ lointain. 

La deuxième partie contient des analyses et discussions du comportement du champ diffusé en 

fonction des paramètres physiques des matériaux, la forme du fù étant choisie parabolique. 
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Nous examinerons le diagramme de diffusion en fonction de la fréquence, d'abord en incidence 

normale, puis pour différentes incidences obliques. 

Il) La théorie de la diffusion acoustique par un fil supporté 

Dans le chapitre 1, nous avons vu qu'il est possible et utile de définir à partir des 

équations (1-25) et (1-26), la matrice de diffusion 'Ï'(M 2M2 ) sous la forme suivante : 

M2 : est l'espace d'interface entre les deux milieux. 

gd (M 2M 2 ) : est la fonction du Green du fil supporté sur l'interface Mz, 

gr (M2M2 ) :est la fonction du Green du système de référence sur l'interface M2• 

En effet, cette matrice de diffusion ( définie dans l'équation (Il -1)) suffit à résoudre le 

problème de la diffusion d'une onde par une surface rugueuse. Soit 1 U(D)) le champ des 

déplacements d'une fonction d'onde dans l'espace entier D pour le système de référence qui est, 

dans notre cas, le substrat semi-infini possédant une surface plane et libre de contrainte. Le 

champ des déplacements total en présence du fù supporté, devient [ 11, 17] : 

(11-2) 

ce qui peut être écrit de manière formelle : 

1 u(D)) = 1 U(D)) + 1 U(sJ (D)) 
(11-3 a) 
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avec: 

1 u<•)(D)) =gr (DM 2 )T(M 2M 2 )1 U(M 2 )) (11-3 b) 

La partie 1 U <s) (D)) représente donc le champ diffusé par le défaut superficiel. Pour être plus 

précis, prenons le cas d'une onde incidente plane de fréquence ro et arrivant sur la surface avec 

un angle d'incidence Si. Le champ des déplacements incident 1 u<i)(D)) s'écrit alors, 

(i) ( l ) _ W [ iro ( . 8 8 )] U x1x 3 ffi --exp~ x 1 sm i- x 3 cos i 
2 c, 

où W est l'amplitude de l'onde. 
2 

(11-4) 

Si le substrat était seul (non perturbé par le fil), le champ des déplacements 1 U(D)) de notre 

système de référence s'écrirait sous la forme suivante :1 U(D)) = 1 U(i)(D)) + 1 u<r>(D)), c'est-à-

dire: 

(II-5) 

où le second terme de cette expression donne l'onde réfléchie ( 1 u<r> (D)) ) par la surface plane 

parfaite. Rappelons qu'en présence du fil adsorbé, le champ de déplacement total ( 1 u(D)) ) est 

donné par l'équation (11.3) où 1 u<•>n) représente maintenant la partie diffusée du champ. 

Nous pouvons ainsi calculer le champ de diffusion u<•>(x,x
3
lro) en n'importe quel point 

d'observation (x~>x3 ), que ce soit dans un régime de champ proche ou de champ lointain. Cela 
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est possible à partir de la connaissance de la fonction de Green de référence (dans notre cas, 

gr = g b, puisque nous allons analyser le champ de diffusion à l'intérieur du substrat) et la 

matrice de diffusion T(M 2M 2 ) qui nécessite uniquement la connaissance de la fonction de 

Green du fil supporté gd (M 2 M 2 ) dans l'espace M2 de l'interface fil-substrat. 

En particulier, dans un régime de champ lointain, il est possible de remplacer la fonction 

de Green du substrat par sa forme asymptotique. Rappelons que la fonction de référence gr, 

égale à celle du substrat gb, a une expression analytique à l'aide d'une fonction de Hankel, 

comme suit [18, 19] : 

gr ( x,x31ro) = gb( x,x31ro) = - ~bl {H~l[ ~bl ((x,- x\t + (x3 - x'3 )
2 

)"

2

] + 
4C1 ct 

H~'[ c:' ((x,- x',)
2 

+(x,+ x· ,l')'"] 
(II-6) 

On peut alors utiliser la forme asymptotique de la fonction de Hankel pour les grands 

arguments z [20]: 

H~'>(z)""' f2 exp( i (z -7t 1 4)) 
v~ (II-7) 

avec z = ( C :, ( (x, - x',)' + ( x3 - x' 3 )
2 
)"') pour le premier tenne de l'équation (II -6) et 

L'équation (II-3 b) alors conduit à l'expression suivante du champ de diffusion 1 u<s>) en 

régime de champ lointain: 
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(11-8) 

où Xk et xt sont des points discrets qui varient le long de l'interface M2. (r, S) sont les 

coordonnées polaires du point d'observation (x" x3) , c'est-à-dire: 

(II-9) 

Ill) Diffusion d•une onde plane par le fil supporté 

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques applications de la théorie de diffusion 

d'une onde plane par le fù adsorbé. L'onde incidente a une fréquence ro et un angle d'incidence 

Si (voir Figure II -1). 

Dans ce qui suit, nous allons discuter l'allure et le comportement de l'onde diffusée en 

fonction de la fréquence ro et de l'angle d'incidence si pour différentes valeurs des paramètres 

élastiques des matériaux constituants (a = fù et b = substrat). La section du fù dans le plan 

(x"x3) est choisie de forme parabolique et dans la plupart des exemples présentés la hauteur du 

fù A est prise égale à 2R. Néanmoins, en faisant varier A, on peut modéliser l'effet de la forme 

du fù sur les résultats. La fréquence est présentée sous la forme réduite n = ~~> comme dans 
t 

le chapitre précédent. 

Dans un premier temps, nous étudions en détaille cas d'une onde tombant en incidence 

normale sur la surface (Si= 0), puis nous généraliserons l'étude pour une incidence oblique. 
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-A=- 2R 

-R 

Figure 11-1 : Géométrie de la diffusion d'une onde de volume par un fil adsorbé sur un 

substrat. La flèche en trait plein ( --?-- ) matérialise une onde incidente avec un angle 

8;, tandis que la flèche en trait discontinu f-------->-----) réfère à une onde diffusée avec un 

angle 8. M2 est l'espace d'interface fil-substrat. 

111-1) Incidence normale 

Mm d'avoir une première idée de la dépendance de l'onde diffusée avec la fréquence, 

choisissons d'abord le point d'observation (xl, x3) = (r, 8) le long de l'axe x3, c'est à dire 

lorsque Xl = 0 ou encore 8 =O. L'onde diffusée dans un champ lointain et dans la direction de 

l'axe x3 s'exprime de la façon suivante : 

2C <b> 
44 

2C <b> 
t 

1t(l)f 

(11-11) 
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Les sommes sur k et t dans l'équation précédente portent sur les points de l'espace d'interface 

~-

Nous constatons tout d'abord que la dépendance du module de l'onde diffusée avec la 

fréquence s'exprime par la quantité S = L T(xk, xt ~. Nous avons représenté cette quantité 
k,t ~ 

sur la figure (II-2.) en fonction de la fréquence co, et ceci, pour différentes valeurs des 

paramètres élastiques des matériaux (a) et (b). Nous remarquons qu'en raison de la symétrie de 

la situation considérée dans ce cas, seuls les modes symétriques participent à la diffusion. 

Le comportement de la quantité S ( ou iu<s>l ) est caractérisé par une série 

d'augmentations et de diminutions successives : aux fréquences où se produisent les minima, la 

quantité S devient très petite ou presque nulle. Les positions des minima se confondent en 

réalité avec les fréquences particulières (Q .:: 1,75 ; 3,25 ; 4,65 ; 6,15 ... ), qui sont les 

fréquences propres symétriques du fil isolé (sans support) ayant des surfaces libres de 

contrainte. Une explication de ce comportement est le fait que, pour ces fréquences, la 

condition aux limites à la surface plane du substrat n'est pas perturbée par la présence du fil 

supporté. 

Sur cette figure (II-2), deux comportements typiques peuvent être distingués en relation 

avec les paramètres physiques des matériaux et plus précisément en fonction du rapport des 

impédances acoustiques (Z= 
C (a)p 

44 
a ) La première situation est celle où Z> 1 qui se c (b)p • 

44 b 

porduit soit lorsque le fil est constitué d'un matériau très dur par rapport à celui du substrat 

(c'est-à-dire C44<a> >> C44(bl, Figure (II-2a)), soit lorsque la densité de masse du fil est beaucoup 
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30 

20 (a) 

10 

,Q 

20 

10 

,Q 

iil 20 
:::1 

10 

,Q 

20 

10 

0 

20 
(e) 

10 

0 
0 1 2 3 4 5 6 

il= roR /ct 
(a) 

Figure II-2: Variations de l'amplitude de l'onde diffusée, en champ lointain, le long de l'axe x, 

en fonction de la fréquence réduite Q. L'onde incidente est normale à la surface du substrat 

(8i=0). Nous avons considéré différentes combinaisons des paramètres élastiques a=C14
1
" 1/C44

1
h

1 

et~= p<a) 1 p<b) :(a) a= 4, ~ = 1; (b) a= 1, ~ = 4; (c) a= 1, ~ = 1; (d) a= 1, ~ = 114; (e) 

a=l/4, ~ = 1. 
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plus élevée que celle du substrat (c'est-à-dire P(a) >> P(b). Figure II-2b). Dans ces deux cas, 

l'amplitude de l'onde diffusée comporte des chutes assez brutales (aiguës) aux voisinages des 

fréquences des minima. Entre ces fréquences, l'amplitude prend l'allure de plateaux, à quelques 

exceptions près dans la figure (II-2b) . Dans cette courbe, on constate l'apparition de pics aigus 

à des fréquences précises (Q = 4,25 ; 5,30 ... ) qui correspondent aux résonances très intenses 

dans les densités d'états du ftl supporté. Ceci montre que le champ de diffusion est aussi 

influencé par les résonances du ftl supporté. 

Dans le cas opposé où Z<l, c'est-à-dire quand le ftl est très mou par rapport au 

substrat (C44(a)<<C44(b) ; Figure II-2e), ou bien lorsque sa densité de masse est très faible 

par rapport à celle du substrat (p<al<<p<bl; Figure (II-2d)), nous remarquons que les 

augmentations et diminutions successives de l'amplitude !u<sll en fonction de rose produisent 

de façon plutôt régulière. Enfm, il y a le cas intermédiaire où le ftl et le substrat sont constitués 

du même matériau (figure II-2c). 

Sur la figure (11-2) les valeurs de cette impédance relative sont respectivement Z = 2 

(Figure II-2a et b) ; Z = 1 (Figure Il-2c) et Z = 0,5 (Figures Il-2d ete). 

Il est à noter que dans la figure II-2 l'amplitude de l'onde diffusée a été calculée dans 

l'approximation asymptotique en utilisant l'expression 11-8. Dans les figures qui vont suivre les 

calculs de l'onde diffusée sont faits de façon exacte à partir de l'équation (II-3b). 

71 



Chapitre Il : Diffusion des ondes acoustiques par un fil déposé sur un substrat 

Maintenant, nous allons analyser plus en détail l'amplitude de l'onde diffusée en fonction 

de l'angle 8 du point d'observation. En premier lieu, on peut remarquer que même si l'angle 

d'observation 8 est différent de zéro, l'amplitude de l'onde diffusée iu<s>i présente des 

augmentations et diminutions successives en fonction de ro. Ce résultat est illustré sur la figure 

(11-3) pour des matériaux de même nature. 

En second lieu, sur la figure (11-4) nous présentons la distribution angulaire du champ 

diffusé ( iu<s>i en fonction de l'angle d'observation 8 ) uniquement aux fréquences où le 

phénomène de diffusion devient important, à savoir .Q = 1 ; 4 ; 5,5 etc ... La distance r du point 

d'observation par rapport à l'origine est prise égale à 4R, ce qui nous place dans le cadre du 

champ proche. Cette figure (11-4) montre que, pour des fréquences croissantes, la distribution 

angulaire du champ diffusé peut présenter typiquement deux allures selon la vitesse relative du 

C (a) C (a) / p C (a) 

son dans les deux constituants (c'(b> = 44 (b> a). Quand le rapport ~ est supérieur à 
, c44 /pb c, 

un (Figures II-4a et b), l'angle d'ouverture du champ diffusé autour de 8 = 0 se rétrécit pour les 

fréquences croissantes, tandis que de nouvelles petites oscillations apparaissent sur les côtés. 

C (a) 

Dans le cas opposé où le rapport - 1
- est inférieur à un (Figures II-4c et d), la distribution c (b) 

l 

angulaire reste large et présente parfois des oscillations dont les amplitudes restent du même 

ordre de grandeur pour différentes valeurs de la fréquence. 

Sur la figure (11-5), nous avons aussi présenté des résultats similaires à ceux de la figure 

(11-4) pour les paramètres physiques de quelques systèmes réels, à savoir : 

Si 1 GaAs GaAs 1 Si W 1 Af et Af 1 W 
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Figure II-3 : La distribution angulaire de l'amplitude du champ de diffusion prise à une 

distance r = 4R de l'origine, et pour plusieurs valeurs successives de la fréquence réduite Q. 

L'onde incidente est normale à la surface du substrat (Si = 0 ) et les deux matériaux sont de 

même nature (a= 1 et~ =1 ). 
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Figure II -4 : La distribution angulaire de l'amplitude du champ de diffusion prise à une 

distance r = 4R de l'origine, et pour plusieurs fréquences : Q = 1 ( traits discontinus ), Q = 4 

(pointillés), Q = 5.5 ( traits continus ). Les différents paramètres élastiques sont : (a) a=4, 

~=1; (b) a=l, ~=114; (c) a=l/4, ~=1; (d) a=l, ~=114 où a=C44
1
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Figure 11-5 : Même légende que sur la figure 11-4 pour les système réels suivants : (a) Al/W, 

(b) W/Al, ( c) Si/GaAs, (d) GaAs/Si. 
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Les paramètres élastiques de ces matériaux, sont répertoriés dans le tableau I. 

Ct (rnls) p (kg/m3
) 

w 2860 19300 

Al 3110 2700 

GaAs 3342 5316.9 

Si 5845 2330 

Tableau 11-1. Paramètres élastiques de W, Al, GaAs, Si 

Les comportements observés sur les figures (II-5a) et (ll-5c) voire (II-5b) (où le rapport 

C (a) 

~ est plus grand ou proche de un) présentent une ressemblance avec ceux rencontrés dans 
ct 

les figures (II-4a) et (II-4b). Par ailleurs, dans le cas de GaAs/Si ( figure (II-5d)) où le rapport 

C (a) 

~est plus faible que un) les comportements des courbes de diffusion sont qualitativement 
ct 

similaires à ceux des figures (II-4c) et (II-4d). 

Bien que nous ayons centré notre discussion sur le comportement de l'amplitude de 

l'onde diffusée, il est intéressant de noter que la phase de cette onde subit également 

d'importantes modifications en fonction de l'angle du point d'observation 8. Ceci est illustré sur 

la figure II -6 pour différentes valeurs de la fréquence ro en liaison avec les amplitudes 

présentées sur la figure (11-4). 
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-1 0 1 -1 0 1 
e radian e radian 

-1 0 1 -1 0 1 
e radian e radian 

Figure II-6 : Distribution angulaire de la phase du champ de diffusion prise à la distancer= 4R 

de l'origine. Les paramètres élastiques et les défmitions des courbes sont identiques à ceux de 

la figure II-4. 
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111-2) Incidence oblique 

Nous considérons maintenant l'angle d'incidence Si comme un nouveau paramètre en 

plus de ceux exposés précédemment (voir Figures (II-7), (II-8) et (II-9)). La distribution 

angulaire du champ diffusé, c'est-à-dire les variations ju<sJI en fonction deS, montrent un large 

éventail de comportements aussi bien en ce qui concerne le nombre des oscillations que leurs 

amplitudes. 

Cependant, on peut souligner que pour des fréquences relativement élevées (par 

exemple n ~ 4), une allure assez systématique apparaît dans le cas où la vitesse du son dans le 

fil est supérieure à celle dans le substrat, et ceci plus particulièrement à des angles d'incidence 

moyens ou élevés. En effet, dans ce cas l'amplitude de l'onde diffusée montre un maximum 

important dans la direction de la réflexion spéculaire (en avant) et de petites oscillations dans la 

direction opposée (en arrière). Ceci est illustré sur la figure (II-7) où la raideur du fil est plus 

élevée que celle du substrat ( C<;j >> C~l ), ainsi que sur la figure (II-8) où la densité de masse 

du fil est inférieure à celle du substrat ( p<aJ << p<bJ ). Les oscillations dans la direction arrière 

(c'est-à-dire vers la direction de l'incidence) peuvent rester importantes tant que l'angle 

d'incidence est relativement faible voire moyen (Figures II-7a et II-8a). 

Dans le cas contraire où la vitesse du son est plus faible dans le fil que dans le substrat 

(ce qui peut être réalisé quand p<aJ >> p<bJ ou C<;j << C~l ), il ne semble pas possible de mettre 

en évidence un comportement unique ou bien défini qui caractérise les variations d'amplitudes 

ju<sJ 1 en fonction de l'angle d'observation S. Des exemples de ce type de courbes sont 

présentés sur la figure II-9 pour un angle d'incidence Si= 45° et pour différentes valeurs de la 
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Figure 11-7 : Distribution angulaire de l'amplitude du champ de diffusion prise à r = 4R pour 

différents angles d'incidence et plusieurs fréquences : n = 1 ( traits discontinus ), n =4 

(courbes en pointillés), Q = 5.5 ( traits pleins ) et Q = 6.5 ( petits cercles ). Les paramètres 

élastiques sont : c 44(a) 1 c 44(b) = 4 ; p (a) 1 p (b) = 1. 
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Figure 11-8 : Même légende que la figure 11-7 sauf qu'ici, les paramètres élastiques sont : 
c44(a) 1 c44(b) = 1 ~ p (a) 1 p(b) = 114. 

80 



Chapitre Il : Diffusion des ondes acoustiques par un fil déposé sur un substrat 

œ 
::s 

15~-------------------------------, 

(a) 

10 ------~.....L---------

5 

16+-----------------------------~ 

(b) 

10 ... -.. - .. 
-----------~~-----~~~~--

5 

-1 0 1 

e radian 

Figure II-9 : Distribution angulaire de l'amplitude du champ de diffusion à une distance r = 4R 

et pour un angle d'incidence Si = 4SO . Les différentes courbes correspondent aux mêmes 

fréquences que sur la figure II-8. Ici les paramètres élastiques sont : (a) C44(a) 1 Cu th) = l, 

pta);p<bl= 4; ( b) C44(a)/C44<bl = 1/4; p<a)/p(b) = 1. 
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fréquence. On peut cependant remarquer en général que le nombre des oscillations augmente 

lorsque la fréquence croît. 

On peut donner une vision plus générale de la distribution spatiale du champ diffusé 

pour tout point d'observation (r, 8) (ou (xl, x3)) à l'aide des diagrammes de diffusion qui 

présentent en fait les courbes d'iso-amplitude iu<s>l dans le plan (xL x3). Les figures (11-10) 

donnent des exemples de tels diagrammes pour un angle d'incidence Si= 45°, une fréquence Q 

= 5,5 et différents paramètres élastiques des matériaux. On remarque encore une grande variété 

de diagrammes de diffusion selon les paramètres élastiques du fil et du substrat. Un 

comportement bien identifié que l'on pourrait souligner est celui présenté sur les figures (11-

lüa) et (Il-lOb) où la vitesse du son dans le fil est supérieure à celle dans le substrat. Dans ce 

cas, on observe un important lobe de diffusion vers l'avant et un lobe de diffusion plus faible 

vers l'arrière. 

Dans le cas opposé, quand la vitesse du son dans le fil est inférieure à celle dans le 

substrat, on ne peut pas mettre en évidence un comportement unique. Ainsi, par exemple on 

observe sur la figure II-lOc qu'il y a deux lobes d'intensités similaires dans les directions avant 

et arrière autour de 8 = 0, alors que sur la figure (Il-lOd), il y a un lobe de diffusion unique 

orienté plutôt vers l'avant (dans la direction de la réflexion). Par ailleurs, ces résultats subissent 

des modifications significatives lorsqu'on change de fréquence n. 

Finalement, il est à noter que pour des raisons de simplicité, nous avons représenté dans 

les diagrammes de diffusion uniquement la partie diffusée iu<s> 1 du champ acoustique total. Si 

nous représentons l'amplitude du champ total incluant l'onde incidente et l'onde réfléchie par la 

surface plane (équation 11-3 ), alors les contours équivalents à ceux des figures (11-10). 
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deviennent soit dentelés ( figs. li-lla et b) soit ondulés ( figs. 11-llc et 11-lld). En effet, en 

faisant la somme des champs de déplacement u<il, u<r) et u<s>, on peut remarquer que 

iu<•>i décroît au fur et à mesure qu'on s'éloigne de l'origine et donc devient du même ordre de 

grandeur, puis plus petit que iu<i>i et iu<r>l· Cependant, les trois composantes du champ total 

sont déphasées les unes par rapport aux autres et ces phases varient d'une position à une autre. 

Dans le cas où la vitesse du son dans le fil est inférieure à celle dans le substrat (voir figure 11-

10), l'intensité de l'onde diffusée est relativement faible même en champ proche. C'est donc 

dans ce cas que les contours sont modifiés de façon plus importante (l'ondulation) par rapport 

à ceux de iu<•>i seul. 
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Figure 11-10 : Diagramme d'iso-amplitude (contours ) du champ de diffusion pour un angle 

d'incidence ei = 45° et une fréquence de Q = 5.5. Les paramètres élastiques sont les mêmes 

que ceux de la figure 11-4 (a, b, cet d). Les chiffres indiqués sur les contours correspondent à 
la valeur de l'amplitude du champ de diffusion 1 u(s)l. 

84 



Chapitre Il : Diffusion des ondes acoustiques par un fil déposé sur un substrat 

-2 

-4 

a: 
"M -6 
>< 

-8 

-10 

a: -2 
"M 
>< 

-2 0 2 4 6 8 10 12 

(a) 

-9 3 

( c) 
-4 __L_ ________ ____j 

2 4 6 8 10 12 

-2 

-4 

cc 
ë;; -6 
>< 

-8 

-10 
( b ) 

x1/R 
-2 0 2 4 6 8 1 0 12 

o--+--r___L__l_...i._-,----.L.--__L-L----L..._, 

-4 

cc 
(;, -6 
>< 

-8 

-10 

Figure 11-11 : Diagramme d'iso-amplitude ( contours ) du champ de diffusion total 
<1 u) -1 u(i)) +ju(r)) +\ u(s))) 

- pour un angle d'incidence ei = 45° et une fréquence de n = 5.5. 

Les paramètres élastiques sont les mêmes que ceux de la figure II-· et la figure II -10 (a, b, c et 

d). Les chiffres indiqués sur les contours correspondent à la valeur de l'amplitude du champ de 

diffusion total! ul . 
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IV) Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'application de notre formalisme de fonction de 

Green pour étudier la diffusion d'une onde acoustique incidente par un fil supporté de 

composition et de forme arbitraire. Le comportement physique de l'onde diffusée a été étudiée 

pour le cas simple où la vibration est de polarisation transverse. Notons que la théorie générale 

est applicable en principe pour d'autres polarisations ainsi que pour d'autres types d'excitations 

élémentaires. 

Nous avons étudié la distribution spatiale de l'onde diffusée en fonction de la fréquence 

et de l'angle d'incidence ei pour une série de paramètres élastiques des deux matériaux dans le 

cas où le fil est de forme parabolique. 

Pour une incidence normale, ou à ei faible, l'amplitude de l'onde diffusée présente une 

série d'augmentations et de diminutions successives en fonction de la fréquence. Les 

fréquences où cette amplitude devient minimale correspondent aux modes propres symétriques 

du fil isolé. Des comportements typiques du champ diffusé peuvent être mis en évidence selon 

les valeurs relatives des impédances et des vitesses du son dans les deux matériaux. Lorsque 

l'impédance relative est supérieure à un, l'amplitude de l'onde diffusée comporte des chutes 

assez brutales au voisinage des fréquences de minima. Entre ces fréquences, l'amplitude prend 

l'allure de plateaux. Par contre, lorsque l'impédance acoustique relative est inférieure à un, la 

série d'augmentations et de diminutions successives de l'amplitude en fonction de la fréquence 

est plutôt régulière. Par ailleurs, deux allures typiques sont aussi observées en relation avec le 

rapport des vitesses du son dans les deux matériaux. En effet, lorsque ce rapport est supérieur 

à un, l'angle d'ouverture du champ diffusé autour de e = 0 se rétrécit avec les fréquences 
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croissantes et de nouvelles petites oscillations apparaissent comme des satellites sur les côtés 

du pic central. Dans le cas contraire la distribution angulaire reste large et présente parfois des 

oscillations dont les amplitudes restent du même ordre de grandeur. 

Finalement en dehors de l'incidence normale, une grande variété de situations peut se 

produire. La plus importante est celle où la vitesse du son dans le fil est supérieure à celle du 

substrat. En effet, dans ce cas il y a un lobe de diffusion unique orienté vers l'avant ( dans la 

direction de la réflexion) c'est-à-dire une prédominance de la diffusion en direction de la 

réflexion spéculaire, en particulier pour des fréquences élevées. 
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Chapitre III : Résonances acoustiques associées à une assemblée périodique de fils supportés 

Résonances acoustiques associée~ à .une assemblée 

1) Introduction 

Durant les deux dernières décennies, plusieurs travaux théoriques et expérimentaux ont 

été consacrés à l'étude de la propagation des ondes acoustiques de surface dans les milieux 

semi-infmis limités par une surface présentant une structure périodique ou quasi-périodique de 

défauts. En particulier, les systèmes suivants ont été étudiés : un milieu élastique semi-infmi 

limité par une surface ondulée périodiquement [1-15], deux milieux se mi-infmis séparées par 

une interface ondulée périodiquement [16-18] et des fils de forme rectangulaire déposés 

périodiquement sur un substrat [19-21]. 

Dans le cas des modes de polarisation transverse [13-15] qui nous concernent dans ce 

travail, ces études consistent en général à prédire les courbes de dispersion et montrer 

l'existence d'une branche de mode localisé qui se trouve en dessous de la limite de la bande de 

volume. Ce mode reflète la présence d'une onde acoustique, de polarisation transverse, qui se 

propage près de la surface. Il est à noter que pour un milieu élastique semi-infini avec une 

surface parfaitement plane (non-perturbée), il n'existe pas d'onde de surface de polarisation 

transverse [22 ] . En effet, dans ce cas il est impossible de satisfaire pour une onde de surface 

simultanément l'équation de mouvement en volume et la condition aux limites à la surface. 
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L'existence d'onde de surface de polarisation transverse dans les structures périodiques 

est donc la conséquence de la perturbation introduite par les défauts de surface. Une 

interprétation qualitative de l'existence de cette onde peut être faite par analogie avec celle de 

l'onde de Love pour une couche adsorbée sur un substrat, lorsque la vitesse transverse du son 

dans l' adsorbat est inférieure à celle dans le substrat. En effet, la partie rugueuse au voisinage 

de la surface peut être assimilée à un milieu effectif et comme une partie de ce milieu est 

constituée par le vide, on peut s'attendre à avoir une vitesse du son plus faible dans la "couche 

adsorbée effective" que dans le substrat. 

Dans le présent chapitre, nous nous intéressons à l'étude théorique des ondes 

acoustiques de polarisation transverse (densité d'états, modes localisés, modes résonnants) 

lorsqu'une assemblée périodique de fils est déposée sur un substrat. Notre approche de calcul, 

basée sur le formalisme de la fonction de Green, a l'avantage de faciliter l'accès à des quantités 

physiques telles que les densités d'états locales et totales qui permettent à leur tour d'obtenir les 

modes résonnants et localisés associés à ces nanostructures périodiques. En suivant le schéma 

des chapitres précédents, nous exposons une méthode numérique qui permet de calculer la 

fonction de Green du système périodique, puis nous l'appliquerons à des fils de section 

parabolique adsorbés périodiquement sur le substrat. 

Rappelons que les modes de polarisation transverse font intervenir une seule direction 

de vibration, ce qui permet la connaissance analytique dans l'espace direct (plan x1,x3) des 

fonctions de Green associées à un milieu infini et à un milieu semi-inflni avec une surface plane. 

Dans le cas présent, nous devrons travailler dans un espace mixte (espace direct - espace 

-> 
réciproque) en introduisant un vecteur d'onde k, parallèle à l'axe x

1
, qui reflète la périodicité 

du système. Les densités d'états seront alors déduites comme des fonctions de la fréquence et 
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du vecteur d'onde k ; les modes localisés et résonnants associés à ces nanostructures seront 

---> 
déterminés pour chaque valeur de k à partir des pics des densités d'états soit à l'intérieur de la 

bande de volume (modes résonnants), soit dans la zone non-radiative (modes localisés). En 

particulier, nous examinerons les comportements de ces modes en fonction des paramètres 

élastiques des deux matériaux, la forme des fils et la périodicité du système. 

La suite de ce chapitre est structurée de la façon suivante : dans une première partie 

(paragraphe Il), nous présentons la méthode de calcul de la fonction de Green associée au 

système de fils déposés périodiquement sur le substrat. Dans une deuxième partie (paragraphe 

Ill), nous exposons quelques résultats numériques obtenus pour les densités d'états, puis nous 

présentons les courbes de dispersion des modes localisés et résonnants que nous discuterons en 

fonction de la nature des matériaux constituants et de la périodicité du système. 

Il) Formulation théorique 

11-1) Géométrie du problème 

Le substrat est un milieu élastique isotrope semi-infmi limité par une surface plane, 

caractérisé par une densité de masse p(bl et une vitesse transverse du son Ct(b). Sur la surface 

plane (x3 = 0) de ce substrat, on dépose périodiquement une succession de fùs parallèles à l'axe 

x2 • Chaque ftl est issu d'un milieu élastique caractérisé par une densité de masse p(•>, une 

vitesse transverse du son Ct(a) et une section dans le plan (x1,x3) décrite par la fonction x3 = 

Ç(xl). La périodicité du système selon Xl est notée P. (voir Figure 111-1). 
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Figure 111-1 : Géométrie d'un ensemble de fils déposés de façon périodique sur un 

substrat avec une période P. Sur cette figure M2 et M1 représentent respectivement 

l'espace d'interface entre les deux matériaux et l'espace de la surface libre des fils. 

H 
11-2) Fonction de Green du svstème périodique g d 

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, dans cette étude 

l'intérêt est porté sur les ondes de polarisation transverse où le champ des déplacements 

comporte une composante unique parallèle à l'axe x 2 • Cette composante doit satisfaire dans 

chaque milieu l'équation de mouvement suivante : 

(111.1) 

et les conditions aux limites adéquates; C44 est la constante élastique au point (XJ, x3) et Ct est 

la vitesse transverse du son en ce point. 
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A- Définition de l'espace direct des interfaces et de l'espace mixte 

Il est à noter que dans l'espace direct (x1 , x3), les points de l'espace des interfaces Mz 

peuvent être définis par : 

x, =X,+ nP} 

x 3 =0 
- R < X 1 < + R et n = -oo à + oo (111.2) 

X1 représente donc un vecteur unidimensionnel qui appartient à l'espace d'interface M2 d'une 

cellule élémentaire {-R S X 1 S R} ; n est un nombre entier variant de -oo à + oo qui définit le 

numéro de la cellule. Dans la suite, nous désignons par M~n> la partie de l'espace M2 contenue 

dans la cellule n . 

Plutôt que d'utiliser cet espace direct des interfaces, il est plus intéressant de mettre à 

profit la symétrie de translation parallèle à l'axe x, et de travailler dans un espace mixte 

(espace direct-espace réciproque) en introduisant un vecteur d'onde k, parallèle à l'axe x,. Ce 

vecteur d'onde k sera limité à la première zone de Brillouin -1t/P < k <+1t/P. Les éléments de 

matrice de tous les opérateurs seront alors exprimés dans une base mixte ( x~. k ; x3=0) où X 1 

est limité à une cellule élémentaire. 

Dans cet espace mixte, nous désignerons les éléments de matrice d'un opérateur 

quelconque A (par exemple gb , g. , g~' etc ... ) sous la forme A( X, x3 = 0; X' 1 x' 3 = Olk ro). 

Ces éléments de matrice et ceux dans l'espace direct c'est -à-dire 

A( x, X 3 = 0; x' 1 x' 3 = Ol ro) (où x, = X, + nP et x' 1 = X' 1 +n' P ), sont reliés à l'aide 

d'une transformation de Fourier comme suit : 
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A(X 1 x 3 = 0; X' 1 x' 3 = Olk co) = I A(x 1 x3 = 0; x' 1 x' 3 = 01 co )exp(ik(n" P)) 
n"=(n'-n) 

(III-3) 

H 

8- Calcul de la fonction de Green gd dans l'espace mixte 

Après avoir défini ces deux espaces et les conditions de passage de l'un à l'autre, 

H 

revenons au calcul des éléments de la fonction de Green gd (DD), dans l'espace complet (D) 

du système périodique ( Voir équation (I-27) du chapitre I). Ce calcul nécessite d'abord la 

H 

connaissance des éléments de g d dans l'espace restreint des interfaces M2 , soit gd (M 2 M 2 ) • 

Dans la pratique, la fonction de Green gd (M 2 M 2 ) dans l'espace des interfaces est obtenue en 

calculant d'abord son inverse g~1 
• Ce dernier peut être construit tout simplement à partir d'une 

juxtaposition de l'inverse de la matrice de la fonction de Green de chaque fil isolé 

g~1 (M 2 , Mz) et celle du substrat g~' (M 2 ,M 2 ) (voir éq. (I-24) du chapitre I), soit: 

--'(M M )=--'(M M ) ""--'(M<n> M<n>) gd 2 2 gb 2' 2 + ~ ga 2 ' 2 (III-4) 
n 

Or dans l'espace des interfaces, la fonction de Green des fils isolés ga (M 2 , M 2 ) n'a que 

des éléments de matrice à l'intérieur d'une même cellule, alors que celle du substrat 

g b (M 2 , M 2 ) a des éléments de matrice entre les cellules différentes. Afin de mieux 

comprendre ces éléments, nous illustrons schématiquement les formes matricielles de ces 

opérateurs dans l'espace des interfaces M2 : 
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ga CM2M2) 

M(n+l) 
2 

M(n-1) 
2 

M(n) = 2 

M(n+l) 
2 

M~n-1) 

'--.,[] 

D 

D 

M(n-1) 
2 

'--...0 

0 

0 

D D 
D D 

D 

(III-5a) 

M(n) 
2 

M(n+l) 
2 

0 0 

D 0 @ liLLE 1 

0 D ..... 
•···· .... 

(III-5b) 

Au lieu d'appliquer l'équation (111-4) dans l'espace direct des interfaces ( ce qui 

conduit à une difficulté numérique en raison de la taille infinie des matrices), nous travaillons 

dans l'espace mixte mentionné ci-dessus. En fait, dans la pratique l'opération de transformée 

de Fourier ( éq. (111-3)) n'est faite que pour gb , puisque la matrice de la fonction de Green du 

fù isolé ga (voir éq. (III-5b)) n'a que des éléments à l'intérieur de la même cellule; ainsi sa 

transformée de Fourier reste identique à elle-même. Après la transformation, nous inversons 
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les deux opérateurs écrits dans l'espace mixte et nous réécrivons l'équation (III-4) dans cet 

espace, comme suit : 

(III-6) 

où l'on rappelle que ga n'a pas d'élément de matrice entre deux cellules différentes. Il nous 

reste donc à évaluer le second membre de l'équation précédente. Pour ce faire, on applique à 

gb la transformée de Fourier définie par l'équation (III-3), puis on inverse le résultat et on 

l'injecte dans l'équation (III-6). Ceci est l'objet du paragraphe suivant. 

H 

C- Calcul de la fonction de Green du substrat g b dans l'espace mixte 

H 

Rappelons d'abord ( éq. (1.49)) que dans l'espace direct g b s'écrit : 

(III.S) 

où H~1 l est la fonction de Hankel de première espèce. 

A l'aide de la transformée de Fourier ( voir éq. (III-3)) les éléments de gb dans 

l'espace mixte s'écrivent : 

g, (X, x 3 = 0 ; X', x' 3 = Olk ro) = •~- 2~~ H~' ( c7" Jx, -X', +n" PJ}xp(ik(n" P)) 

(ill.8) 

D'une part, on note que l'espace d'interface M2 d'une cellule élémentaire est discrétisée 

d'une façon équivalente à celle présentée dans le chapitre (1) et ce dans le but de résoudre 
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numériquement ces équations. D'autre part, pour évaluer la série qui apparai"t: dans cette 

équation, on procède en deux étapes : en premier lieu, on calcule numériquement la somme sur 

un certain nombre limité de cellules allant de - no à no, et en second lieu, on utilise la forme 

asymptotique de la fonction de Hankel pour évaluer les autres termes de la série. En effet la 

convergence de l'équation (111-8) nécessite le calcul d'un très grand nombre de termes pour 

chaque valeur de k et chaque valeur de ro. Nous allons voir que l'utilisation de la forme 

asymptotique de la fonction de Hankel permet de faire une partie du calcul une seule fois. 

L'équation (111-7) devient alors : 

HÔ
1) ( c;b) IX! -X' 1 +nPi)exp(iknP) 

(111.9) 

Formellement cette équation peut s'écrire : 

(111.10) 

où S 1 correspond à la somme finie allant de -no à no tandis que S2 contient les résultats des 

deux séries infinies allant de -oo à -(no+1) et de no+1 à +oo. 

Or, pour un argument z très grand la fonction de Hankel peut s'écrire sous la forme 

asymptotique suivante : 

Les expressions de f(z) et Q(z) sont données dans l'appendice B. 
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Chapitre III : Résonances acoustiques associées à une assemblée périodique de fils supportés 

En introduisant cette approximation dans l'expression de S2, on peut donc écrire cette somme 

sous la forme suivante : 

S, =e'IX-•«+r•; X'')+ A,(X,; X'')'+ A,( X,; X'')'+ A.( X, ;X'')\+ 
e-i(Xu«({B,(X, ;X', )+B,(X, ;X',)' +B,(X, ;X',)' +B,(X, ;X',)'+ ·} 

(111.12) 

où X = ro ( X - X' ) 1 C Cb> 1 1 t 

La démonstration de cette formule ainsi que les expressions des coefficients A 1, A2 . . . et B 1, 

B2··· sont dorinées dans l'appendice B. L'intérêt du calcul ci-dessus et de l'équation (111-12) est 

que les facteurs At, A2 ... et B1, B2··· sont constitués par des séries convergentes en fonction 

du numéro de cellule n. Ceci permet de les calculer pour chaque valeur de k et de ro d'une 

manière aisée. 

Rappelons enfm que la connaissance des éléments de gd dans l'espace des interfaces 

nous permet de déduire ses éléments dans l'espace entier D en utilisant l'équation (1.27) du 

Chapitre (1). 

Ill) Application et discussion des résultats 

Dans ce qui suit, des résultats seront présentés pour des fils ayant une section de forme 

[ ]

1/2 

parabolique ( 1;(x1) =-A 1- ~ ) adsorbés périodiquement sur un substrat. Tout d'abord, 

nous examinerons la quantité physique qui découle directement de la connaissance de la 

fonction de Green gd, à savoir les densités d'états dans ces nanostructures périodiques. Puis 
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nous déduisons les courbes de dispersion des modes localisés qui apparaissent en dessous de la 

bande de volume, et des modes résonnants qui apparaissent à l'intérieur de la bande de volume. 

Enfm, nous étudions ces modes et leur comportement en fonction des paramètres élastiques 

des matériaux constituants, la géométrie des fils et la périodicité du système. 

Notons que dans le but d'assurer la convergence des résultats dans les calculs 

numériques, nous avons choisi le nombre N de subdivisions de l'interface M2 dans chaque 

cellule égal à 200 et le nombre de cellules no dans la somme S1 ( équations (111-9) et (liLlO)) 

égale à 15. 

111-1) Les densités d'états 

Rappelons la défmition de la densité d'états locale à l'aide de la fonction de Green gd 

Elle dépend de la fréquence ro, du vecteur d'onde k et du point (XI, x3) à l'intérieur de la 

cellule élémentaire. 
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Afm d'étudier le comportement de cette densité d'états, nous présentons pour différents 

paramètres élastiques des matériaux, une moyenne des densités d'états locale sur l'interface fù-

substrat et sur la surface libre du fù. Les résultats sont donnés pour plusieurs valeurs 

successives du vecteur d'onde k variant de 0 à 1t/P. Les paramètres physiques des deux 

(
c (a) (a) J 

matériaux sont indiqués par leurs rapports ~ ; p(b) ; sur les figures ((111-2) à (111-5)), la 
ct P 

période est prise égale à P = 3R, tandis que la hauteur des fils est prise égale à A= 2R. 

On observe sur l'ensemble des figures ((111-2) à (111-5)), l'existence d'un pic très fm et 

très intense, pour chaque valeur de k, dans le domaine de fréquence en dessous de la bande de 

volume (zone non-radiative), c'est-à-dire ffi< C~b>k. Les pics qui apparaissent dans la zone 

non-radiative sont associés aux modes localisés à la surface de ces nanostructures périodiques, 

leurs intensités et leurs positions varient en fonction du vecteur d'onde k et des paramètres 

élastiques des deux matériaux. Notons que dans tous les cas l'intensité du pic dans la densité 

d'états locale moyennée sur l'interface est plus faible que dans celle sur la surface. On peut 

attribuer ce comportement à une plus forte concentration de ces ondes au voisinage de la 

surface libre qu'au voisinage de l'interface. Nous constatons aussi dans certain cas ( figs. (111-4) 

et (111-5)) l'apparition à la limite de la zone de Brillouin (K= 1t/P) d'un second pic associé à un 

nouveau mode localisé. Ce comportement peut être lié au rapport des vitesses transverses du 

son dans les deux matériaux. En effet, ce nouveau mode apparat( quand la vitesse du son dans 

le fù est inférieure à celle dans le substrat (Ct(a) << Ct(b)), ce qui peut être réalisé, soit en 

prenant le substrat plus dur que les fils (C4ia)/C44(bk< 1, voir figure 111-4 f) soit le substrat 

moins dense que les fils (p(a)fp(b) >> 1, voir (figurelll-5 f). 
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Figure III-2 : Densités d'états en surface ( traits discontinus) et à l'interface (traits pleins) 

pour les fils adsorbés périodiquement sur un substrat. Les courbes représentent l'évolution des 

densités d'états Dtocale en fonction de la fréquence réduite il= cœ/Ct(a) ,pour différentes valeurs 

de kP={(a) kP=0.5, (b) kP=l.O, (c) kP=l.5, (d) kP=2.0, (e) kP=2.5, (f) kP=3.0}; k est le 

module du vecteur d'onde parallèle à x1, P la période du système. Dans ce cas P est prise 

égale P=3R. Les paramètres physiques des matériaux constituant le système sont : 

C (a) 1 C (b) - 2 C (a) 1 C (b) - 4 
t t-.44 44-
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Figure 111-3 Même légende que la figure 111-2 avec les paramètres suivants des matériaux 

constituant le système 

C (a) 1 C (b) - 2 C (a) 1 C (b) - 1 
tt- ,44 44-
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Figure 111-4 Même légende que la figure III-2. Ici, les flèches pointées sur l'axe des 

fréquences indiquent les positions des repliements de la bande de volume dans la première 

zone de Brillouin. Les paramètres physiques des matériaux constituant le système sont : 

ct<al 1 c<bl = 0.5 , C44<al 1 C44(bl = 0.25 
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Figure 111-5 Même légende que la figure 111-4, sauf qu'ici les paramètres élastiques des deux 

matériaux sont : 

C (a) 1 C (b) - Ü 5 C (a) 1 C (b) - 1 
t t-·,44 44-
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Au delà des pics des modes localisés, on peut aussi observer des pics significatifs à 

l'intérieur de la bande de volume (m > kCt(b)) qui correspondent aux modes résonnants. Les 

fréquences de résonance varient relativement peu en fonction du vecteur d'onde k, excepté 

lorsqu'elles croisent un repliement du bas de la bande de volume dans la première zone de 

Brillouin. L'intensité et la largeur des pics de résonance se comportent assez différemment 

selon que la vitesse du son dans le fil est supérieure ou inférieure à celle dans le substrat. Dans 

le premier cas (Ct(a) > Ct(b)), les pics de résonance sont relativement larges et pas très bien 

définis; par ailleurs leur allure n'est pratiquement pas affectée lors de leur croisement avec un 

repliement du bas de la bande de volume. Ce cas est illustré sur les figures (III.2 et 3), où le 

matériau du fil est respectivement plus dur (C44(a)>>C44(b) ; figure (III-2)) ou moins dense 

(p(a) <<p(b); figure (III-3)) que celui du substrat. 

Dans le cas opposé où la vitesse du son dans le fil est inférieure à celle dans le substrat 

(Ct(a) < Ct(b)), les pics de résonance sont plus fms et bien définis et leurs intensités très élevées; 

de plus leur allure change de manière significative lors d'un croisement avec un repliement du 

bas de la bande de volume ( ces positions sont repérées par des flèches sur l'axe des 

fréquences) . On retrouve ce cas sur la figure (III-4) où le matériau du fil est mou par rapport à 

celui du substrat (C44(a) <<C44(b)), et sur la figure (III-5) où le matériau du fil est plus dense 

que celui du substrat (p(a)>>p(b)). 

On peut essayer de comparer les comportements des densités d'états locales sur 

l'interface fil-substrat et sur la surface libre. On peut alors distinguer deux cas en relation avec 

l'impédance acoustique relative des deux matériaux Z = 
C (a) p(a) 

44 
<h> <h> • En effet, lorsque Z est 

c44 P 

supérieure à un (figure III-2 et 5), l'allure de la moyenne des densités d'états locales sur 

l'interface fil-substrat est très similaire à celles sur la surface libre du fù. Au contraire, lorsque z 
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est inférieur à un ( voir Figs. III-3 et 4), les densités d'états locales à l'interface peuvent 

présenter une allure différente, voire quelquefois une correspondance entre les résonances en 

surface et les anti-résonances à l'interface et vice-versa. Rappelons que ce comportement a 

aussi été observé dans le cas d'un seul fil adsorbé sur un substrat dans le chapitre I. 

Dans le contexte de dégager des comportements généraux des densités d'états, nous 

avons aussi représenté sur la figure (III-6) les densités d'états en surface et à l'interface après 

avoir sommé les contributions de toutes les valeurs de k allant de 0 à 1t. Dans la pratique, le 

calcul numérique a été effectué pour 20 valeurs de k dans la première zone de Brillouin. Ceci 

explique l'existence ( à basse fréquence notamment ) de multiples pics très rapprochés qui 

correspondent soit aux modes de surface soit aux croisements des résonances avec les 

repliements successifs du bas de la bande de volume pour les différentes valeurs de k prises en 

compte; autrement dit, nous n'avons pas introduit d'élargissement supplémentaire de ces pics 

qui les rendraient lisses. 

On peut alors remarquer, d'une part, l'analogie de ces courbes avec celles 

correspondant au cas où un seul fù est adsorbé sur le substrat (avec les mêmes paramètres ). 

D'autre part, on peut noter que l'intensité des pics est très importante lorsque la vitesse 

transverse du son dans le ftl est inférieure à celle dans le substrat (voir figure III-6 cet d). Par 

contre les pics de densité d'états restent relativement peu intenses lorsque la vitesse du son 

dans les fùs est supérieure à celle dans le substrat (voir figure III-6 a et b). 
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Figure III-6 : La somme des densités d'états en surface ( traits discontinus) et à l'interface 

(traits pleins) pour les contributions de toutes les valeurs de k allant de { 0 à 1t/P}; la période 

du système est prise égale P=3R. Les paramètres physiques des matériaux constituant le 

système sont ; (a) c<al 1 c<bl = 2, C44<al 1 C44<bl = 4 ; (b) c<al 1 C/b) = 2 ; C44
1a) 1 C44

1b) = 
(c) C?) 1 c<bl = 0,5, C44<al 1 C44(bl = 1; (d) c?l 1 C1<bl = 0,5; C44

1a) 1 C44
1b) = 0.25 
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111-2) Courbe de dispersion des modes localisés 

La figure (III-7) donne les courbes de dispersion des modes de surface dans la région 

non-radiative du plan (ffi, k) pour différentes natures et formes des fils adsorbés. Les courbes 

représentent la fréquence réduite roPb en fonction du vecteur d'onde réduit kP, où ffi est la c () 
t 

fréquence, k le vecteur d'onde et P la périodicité du système. La droite épaisse indique le bas 

de la bande de volume du substrat. Les différentes courbes en dessous de cette limite 

représentent les branches de modes de surface, qui résultent de la perturbation induite par les 

fils, pour différentes valeurs du rapport R 1 P. 

Notons qu'à la limite des grandes longueurs d'ondes (k petit), la courbe de dispersion 

des modes localisés devient généralement tangente à la limite inférieure de la bande de volume 

(ffi = Ct(b)k). Il en résulte, qu'aux basses fréquences les ondes transverses se propagent 

essentiellement dans le substrat à la vitesse Ct(b) car la taille des fils est très petite devant la 

longueur d'onde ; par contre, lorsque k augmente (la longueur d'onde diminue) la courbe de 

dispersion s'éloigne de la limite inférieure de la bande de volume, avec une courbure négative 

qui correspond à un ralentissement de ses vitesses de phase et de groupe. 

A) Comportement des modes de surface en fonction des paramètres 

élastiques de deux matériaux 

Sur cette figure (111-7), nous pouvons distinguer deux comportements typiques des 

modes de surface en fonction des paramètres physiques des matériaux constituants. La 

première situation est celle où la vitesse du son est plus élevée dans le fil que dans le substrat 

Dans ce cas, la courbe de dispersion du mode de surface reste très proche de la limite 
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inférieure de la bande de volume. Celle-ci est illustrée sur la figure (III-7a) pour une constante 

élastique C44(a)>>C44(b), et sur la figure (III-7b) pour une densité de masse p<ak<p(b). 

La deuxième situation est celle où la vitesse du son dans le fù est faible par rapport à 

celle dans le substrat (Ct(a) <<Ct(b)) ; c'est à dire quand le fil est très mou par rapport au 

substrat (C44(a) << C44(b), figure (III-7d)), ou bien lorsque sa densité de masse est supérieure à 

celle du substrat (p(a) >>p(b), figure (111-7c)). Nous remarquons alors que les fréquences de 

mode de surface se détachent de façon importante par rapport à celles du bas de la bande de 

volume. Cela révèle un phénomène de localisation plus fort de ces modes en surface. Enfm on 

observe dans ces cas l'apparition d'une seconde branche du mode de surface au bord de la 

zone de Brillouin lorsque les fils sont côte à côte (RIP = 112). 

On peut établir une certaine analogie entre ces comportements et ceux des ondes de 

Love associées à une couche adsorbée sur un substrat. Dans le cas où c~:: > 1 il n'y a pas de 
ct 

mode de Love dans la couche adsorbée; par contre il en existe dans notre problème car on peut 

penser qu'à cause du vide dans l'espace entre les fùs il apparru"t un abaissement effectif de la 

vitesse du son au voisinage de la surface. Ceci est sensible surtout au bord de zone de Brilluoin 

où les longueurs d'ondes sont plus petites. Dans le cas opposé ( c~a) < 1 ) il existe des modes c<b) 
t 

de Love dans une couche adsorbée ; dans notre cas, les espaces vides entre les fùs doivent 

encore renforcer cet effet ce qui conduit à un détachement plus important des fréquences du 

mode de surface par rapport à la bande de volume. 
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Figure III-7 : Courbes de dispersion des modes localisés de polarisation transverse associés à 

l'adsorption d'une assemblée périodique de fils sur un substrat. Les courbes représentent la 

fréquence réduite il= û:PIC/bl en fonction de kP; k est le module du vecteur d'onde parallèle à 

x,, P la période du système. Les paramètres physiques des matériaux constituant le système 

sont notés sur les courbes. Sur chaque courbe la droite épaisse matérialise le bas de la bande 

de volume dans la première zone de Brillouin. Il est à noter que dans certaines figures (c, d et 

f) il y a deux branches de modes de surface pour P=2R. 
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8) Comportement des modes de surface en fonction de la taille R des fils 

comparée à la période P 

L'autre paramètre important qui influence le comportement des modes de surface est la 

période P du système. Sur chacune des figures (III-7), nous avons tracé les courbes de 

dispersion pour plusieurs valeurs de la taille R d'un fù comparée à la période P; le paramètre 

RIP vaut 1/2, 113 et 114. La hauteur d'un fil est toujours fixée à A=2R. 

Tout d'abord, on peut souligner que les courbes de dispersion des modes de surface 

varient de façon importante avec le rapport RIP, et même dans le cas des figures (III-7 c et d) 

où Ct(a) <Ct(b) on peut même avoir deux branches de mode de surface à RIP=l/2. 

De façon assez générale, on peut observer un comportement monotone de ces courbes 

de dispersion avec le rapport RIP, à savoir que ces courbes montent et s'approchent du bas de 

la bande de volume lorsque RIP diminue. On peut comprendre ce comportement monotone et 

progressif de la façon suivante : dans notre représentation de ~~> en fonction de kP , la 
ct 

période P est fixée d'une figure à l'autre tandis que R, et par conséquent la taille des fils, 

diminue lorsque le rapport RIP décroît. Le substrat sera donc de moins en moins perturbé par 

c<a) 
des objets superficiels de taille de plus en plus petite. Notons que dans le cas où _t - > 1, le c<b> 

t 

mode de surface dispara1"t relativement rapidement lorsqu'on diminue RIP; au contraire dans le 

c<a) 
cas ~ < 1 , il faut aller à des valeurs très faibles de RIP pour que le mode de surface 

ct 

disparaisse (par exemple RIP = 0.1 sur la figure III-7 c). 
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A côté de cette tendance assez générale, on peut observer la possibilité d'un 

comportement non monotone de la courbe de dispersion des modes de surface avec le rapport 

R/P. Ce comportement est obtenu dans le cas de la figure (III-7 a) où le fil est constitué d'un 

matériau plus dur que le substrat et nous l'avons illustré plus en détail sur la figure (III-8). En 

considérant le mode de surface en bord de la zone de Brillouin (k = 1t/P ), sa fréquence 

diminue d'abord lorsque le rapport R/P diminue à partir de 1 /2 avant de croître et de se 

confondre fmalement avec la bande de volume à R/P = 0,2. Une interprétation qualitative de ce 

comportement peut être donnée en faisant l'analogie avec une couche adsorbée sur un substrat. 

Supposons que la section des fils soit simplement rectangulaire. Lorsque le rapport RIP= 112, 

les fils rectangulaires sont côte à côte et on trouve exactement la géométrie d'une couche 

adsorbée sur un substrat ( voir figure (III-9) ). Or, quand la vitesse transverse du son dans 

l'adsorbat est supérieure à celle dans le substrat, il n'y a pas de mode de surface ( dans notre 

cas où les fils ont une section parabolique le mode de surface existe quand-même puisqu'une 

partie du milieu au voisinage de la surface est constituée par le vide). Diminuons maintenant le 

rapport R/P. Dans le cas des fils de section rectangulaire, il appara.t"t des espaces vides entre les 

fùs et on peut donc s'attendre à avoir une vitesse du son plus faible dans la "couche adsorbée 

effective" que dans le substrat, ce qui est la condition d'existence pour l'onde de Love. 

Cependant en continuant à diminuer le rapport RJP, on aboutit à des fils de petite taille qui 

perturberont peu le substrat et ne pourront plus extraire un mode de surface à partir de la 

bande de volume (voir figure (III-9)). 

c) Comportement des modes de surface en fonction de la forme des fils. 

Nous modélisons une variation de la forme du fil en jouant sur sa hauteur A par rapport 

à sa base 2R. Nous avons considéré le cas particulier où le matériau du fil est de même nature 
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1.02 -'--------,,,--------y---1-----y---I____J 

0.36 0.42 0.48 

Figure 111-8 : Variation de la fréquence réduite Q en fonction du rapport R/P, à kP=3 et pour 

les paramètres suivants des deux matériaux : 

C (a) 1 C (b) - 2 C (a) 1 C (b) - 4 
t t- ,44 44-
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(a) RIP =112 • • • • • • 

p 

(b) RIP =113 • • • • • • 

(c) RIP =114 mg ••• 

Figure 111-9 : Schémas de la géométrie d'un ensemble de fùs rectangulaires adsorbé sur un 

substrat. Le rapport RJP vaut: (a) RJP = 1/2; (b) RJP = 113; ( c) RIP = 114. 
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que celui du substrat. Sur les figure ((III-7e) et (III-7t)), nous avons illustré les courbes de 

dispersion des modes de surface pour deux hauteurs différentes, à savoir A= 2R (figure III-7 

e) et A= 4R (figure III-7 t). 

De manière générale, on constate que les fréquences du mode de surface décroissent 

lorsque la hauteur A du fù augmente en même temps que de nouveaux modes de surface 

apparaissent vers le bord de la zone de Brillouin ( 2 ::; kP ::; 1t ). L'existence de plusieurs 

branches de modes localisés dans la région non-radiative du plan ( 0>, k) peut être comprise 

dans le sens où le fù isolé peut supporter plusieurs modes discrets. En effet, ces modes discrets 

deviennent de plus en plus serrés quand la hauteur du fù augmente, c'est-à-dire leur nombre 

augmente sur un intervalle de fréquence fixé. En conséquence, on peut penser que quand ces 

fils sont déposés sur le substrat, il y a la possibilité d'avoir davantage de modes de surface. 

111-2) Courbes de dispersion des modes résonnants 

Dans ce qui suit, nous donnons les courbes de dispersion obtenues pour les modes 

résonnants de polarisation transverse dans ce système périodique. Ces modes sont déduits des 

pics de densités d'états que nous avons présentées auparavant. Nous avons fixé la période du 

système P = 3R, la hauteur du fil A = 2R et fait varier les paramètres physiques des deux 

matériaux. 

Les courbes des figures (III-10 a et b), illustrent respectivement les courbes de 

dispersion des modes résonnants dans le cas où les fùs sont constitués d'un matériau plus dur 

(C44(a)>>C44(b)) ou plus mou que le substrat (C44(a) << C44(b)), tandis que les densités de 

masse sont prises identiques dans les deux matériaux. Sur ces courbes les traits discontinus 

représentent les repliements de la bande de volume dans la première zone de Brillouin. Les 
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Figure III-10 : Dispersion des modes localisés et résonnants (traits pleins) de polarisation 

transverse induite par une assemblée périodique (P = 3R) de fùs déposés sur un substrat. Les 

traits discontinus défmissent le bas et les repliements de la bande de volume dans la première 

zone de Brillouin. Les paramètres physiques des matériaux constituant le système sont: (a) 

C/a) 1 Ct(b) = 2 , C44(a) 1 C44(b) = 4 ; (b) ct<a) 1 ct<b) = 0,5 ; C44(a) 1 C44(b) = 0,25 . 
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modes résonnants associés aux fùs adsorbés sont représentés par des traits épais. La première 

branche, située en dessous de la limite de la bande de volume, correspond au mode localisé qui 

a été discuté au paragraphe précédent. Les modes résonnants apparaissent comme des 

branches à l'intérieur de la bande de volume. Ces branches sont en général plutôt plates et 

présentent une faible dispersion en fonction du vecteur d'onde k, sauf au niveau de leur 

croisement avec un repliement du bas de la bande de volume dans la première zone de 

Brillouin. Ces modes existent donc sur des domaines de fréquence très fms, il en résulte en 

général des vitesses de groupe très faibles. 

Sur la figure (III -10 b) le premier mode résonnant, autour de Q :: 1, est très proche de 

la limite inférieure de la bande de volume pour des vecteurs d'ondes kP compris entre 1,5 et 

2,5 puis, pour les valeurs supérieures de kP il sort de la bande de volume et devient un mode 

de surface avec une vitesse de propagation assez proche de celle du substrat C1(b>. 

Notons aussi que les gammes de fréquences dans lesquelles apparaissent les premiers 

modes résonnants correspondent assez bien aux positions des pics de résonances d'un seul ft1 

adsorbé sur un substrat avec les mêmes paramètres physiques. Or, ces dernières positions 

concordent fmalement avec les positions des modes discrets d'un seul fil isolé ( sans support ) 

avec des conditions aux limites adéquates ; c'est-à-dire un fil isolé ayant les deux surfaces libres 

de contraintes pour la figure (III-10 a). Par contre, les modes résonnants de la figure (III-10 b). 

correspondent à un fil isolé ayant sa surface courbée libre de contrainte et sa surface plane 

rigidement bloquée. 

Sur la figure (III-11) nous avons illustré les courbes de dispersion des modes 

résonnants associés à des fils très denses par rapport au substrat (soit p(a) >>p(b) ; figure III

lla) ou à des fils de faible densité par rapport au substrat (soit p(ak<p(b) ; figure III-11 b). 
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Figure 111-11 :Même légende que sur la figure 111-10 sauf qu'ici les paramètres physiques des 

matériaux constituant le système sont: (a) ct<al 1 c<bl = 2 , C 44<a) 1 C 44<hJ = 1 ; 

(b) c<al 1 ct<bl = 0.5 ; C44<al 1 C44<bl = 1. 
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Les comportements généraux mentionnés ci-dessus restent encore valables dans ce cas. En 

particulier, les branches de modes résonnants se produisent dans les mêmes gammes de 

fréquence que les résonances d'un seul fil déposé sur un substrat ; néanmoins, rappelons que 

ces fréquences n'ont pas de lien très évident avec les modes propres d'un fil isolé (sans 

support). 
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IV) Conclusion 

Nous avons étudié, dans ce chapitre, les résonances acoustiques de polarisation 

transverse associées à une assemblée périodique de fils supportés. A partir de la détermination 

des densités d'états, nous avons mis en évidence l'existence des modes localisés et résonnants 

dans ces nanostructures périodiques. 

Sur le plan théorique, l'utilisation du formalisme de la fonction de Green, nous a permis 

d'obtenir les densités d'états en fonction de la fréquence pour chaque valeur du vecteur d'onde 

k ( 0< k < 1t/P ) parallèle à la surface. 

Le mode de surface est une conséquence de la perturbation de la surface plane du 

substrat par ces fùs puisque, pour une polarisation transverse, ce mode ne peut pas exister sur 

un substrat limité par une surface parfaitement plane. Le comportement du mode de surface 

dépend fortement des paramètres élastiques, de la forme (hauteur) des fùs et de la périodicité 

du système. Quand le rapport des vitesses transverses du son des deux matériaux est supérieur 

à un, la courbe de dispersion du mode de surface est très proche du bas de la bande de volume 

et ces modes se propagent essentiellement avec une vitesse très proche de C~b>. Dans le cas 

opposé ( c~a) < c~b)) les fréquences de modes de surface se détachent de façon importante par 

rapport à celles du bas de la bande de volume ( ro = C~b>k ), ce qui révèle une localisation plus 

forte de ces modes en surface. 

L'examen des fréquences associées au mode de surface en fonction da le taille du fù 

comparée à la période du système (RIP) montre, d'une façon assez générale, une variation 

monotone des courbes de dispersion. Celles-ci montent et s'approchent du bas de la bande de 

volume lorsque le rapport R1P diminue. Une exception à ce comportement se produit 
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(variation non-monotone) lorsque le matériau du fù est plus dur que celui du substrat 

c~> >> c~>. En fait dans ce cas la dinùnution du R1P à partir de 1/2 donne lieu d'abord à une 

décroissance des fréquences du mode de surface avant que celles-ci croissent et se confondent 

fmalement avec la bande de volume. Une interprétation de ce comportement est donnée en 

comparant les fùs adsorbés à une couche effective adsorbée sur un substrat. 

Un autre paramètre important qui influence ces modes de surface est la hauteur des fùs. 

En effet, nous avons montré que de nouveaux modes de surface apparaissent à la limite de la 

zone de Brillouin quand la hauteur augmente (A= 4R ). Ceci peut être lié au confmement des 

modes discrets du fù isolé ( sans support ) lorsque la hauteur A augmente. 

Finalement, nous avons étudié les modes résonnants et leur comportement en fonction 

des différents paramètres élastiques des deux matériaux. Les branches correspondant aux 

modes résonnants sont généralement plates et présentent une faible variation en fonction du 

vecteur d'onde, sauf au croisement avec un repliement de la bande de volume dans la première 

zone de Brillouin. Leurs positions en fréquence sont très proches des positions de résonance 

pour un seul fù adsorbé sur un substrat. 

Finalemant, en effectuant une moyenne des densités d'états sur toutes les valeurs de k, on 

obtient une allure assez semblable à celle pour un seul fil supporté avec les mêmes paramètres. 
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Appendice 8 

Dans cet appendice, nous présentons les détails du calcul de la fonction de Green du 

substrat g b dans l'espace mixte (X 1, k) ( équation (III -9) et (III -10) ), en utilisant la 

transformée de Fourier et l'approximation asymptotique de la fonction de Hankel pour les 

grands arguments. En fait, il s'agit d'évaluer la série S2 de l'équation (III -1 0) : 

S 2 = -fi H~" ( c:" IX, - X\ +nPI }xp(iknP) + ,I, H~" ( c/•> IX, - X\ +nPI}xp(iknP) 

= Ï {H~'>[ ~b> IX, -X',+nPI]exp(inkP)+ H~'>[ ~b> IX,- X',-nPI]exp(-inPk)} 
n=n0+1 C, C1 

ro roP C <b>k 
Posons X= "'(b)(X, -X' 1 ), a= --w et ~ = --'-1 -

c, c, (l) 

On doit donc calculer : 

~ 

s2 = L [Hb'>(na.+X)exp(ina.~)+H~')(na-X)exp(ina~)] 
n=n0 +1 

Or pour un argument z grand : 

où 

H~'> (z) = ~[f(z) + iQ(z) ]exp(i(z -7t 1 4)) 

f(z)= 1 __ 9_+ 11025 + ... = 1-~+~+ ... 
128z 2 98304z 4 z 2 z4 

et Q(z)=--1 + 225 
3 

- ••••••••• = -b1 + b~ - ... 
8z 3072z z z 
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En introduisant ce développement asymptotique de la fonction de Hankel dans 

l'expression de S2, le premier membre de droite de l'équation ( B-2) devient alors : 

'~" H~' (na+ x)e"""' ",~.)~exp( i(X -x 1 4)} . exp( ina(!+ ~)}• 

Par ailleurs, on peut considérer l'approximation suivante : 

(1 + ~)r ""1 + r(~) +y( y -1) (~)2 +y( y -1)(y- 2) (~)3 + ... 
na. na. 2! na. 3! na. (B-5) 

avec -1 <.y<+ 1 

En injectant cette approximation dans l'expression ( B-4 ), on obtient : 

1 { 1 ( x) 3 ( x )2 5 (x )3 35 ( x )4 63 (x )5 

(na.) 112 
1-2 na. + 8 na. -16 na. + 128 na. - 64 na. · · · 

+a,(-1 ) 2

(_ 1 +~(~)- 35(~)
2 + 105(~)3

] 
na. 2 na. 8 na. 16 na. 

+a
2
(_1 ) 4

( 1 _2.(~)+ 99(~)
2 

_ 297(~)
3

] 
na. 2 na. 8 na. 16 na. 

+i[b,-1 (-1+~(~)-15(~) 2 + 35(~) 3 - 315(~)4 ]+ 
(na.) 2 na. 8 na. 8 na. 128 na. 

(B-6) 

b _1 (1-2(~)+ 63(~) 2 - 231(~) 3 ]]} 2 
(na.) 3 2 na. 8 na. 16 na. 

De la même manière on trouve l'expression suivante pour le second membre de la 

somme S2 (équation B-2). 
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1 { 1 ( x ) 3 ( x )
2 

5 ( x )
3 

35 ( x )
4 

63 ( x )
5 

(na)112 
1-2 na +-g na -16 na + 128 na -64 na 

+a1(_1 )
2

(_ 1 +~(~)- 35(~)
2 

+ 105(~)
3

] + 
na 2 na 8 na 16 na 

+a 2 (-1 )
4 
( 1- 2_ (~) + 99 (~)

2 

_ 297 (~)
3 

J 
na 2 na 8 na 16 na 

+i[bl-1 (-1+~(~)-~(~)2 + 35(~)3 -~(~)4]+ 
(na) 2 na 8 na 8 na 128 na 

(B-7) 

b 1 (1 7 (x) 63 ( x )
2 

231 ( x )
3

]]} 2 (na) 3 -2 na +-g na -16 na 

On remarque dans ces deux expressions ( B-6 et B-7) qu'il y a une possibilité d'extraire des 

séries (des sommes sur le nombre de cellule n ). Pour ce faire posons: 

nv 

eina(J-13) 

nv 

où v = 1 1 2, 3 1 2, 5 1 2, 9 1 2, 111 2 (B-8) 

On constate que ces séries sont rapidement convergentes sauf pour v = 1/2 ce qui nous 

amène dans ce cas à faire la somme pour un nombre très grand de n au point de vue numérique 

( n = 106 
). 

L'avantage de cette écriture est de nous permetre d'évaluer l'expression de S2 d'une 

manière simple qui allège le calcul numérique d'une façon remarquable. En effet, introduisons 
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maintenant les définitions de Fv et Gv dans les expressions ( B-6 ) et (B-7). Puis réécrivons la 

somme S2 , on obtient alors l'expression suivante : 

S, ~ H exp(i(X- 1114}) * 

{[( 
5a1 1 9a 2 ) -- F< 712 > -- F(3 1 2)- --4 F0112 > 
2a 2 2 2a 

+ F --F [(
105 a1 5 ) 
16a 2 (11/2) 16 (712) 

+ [ ( 1~ F('")) 

+ [(- !! Fcwz)) 

+l exp(i(X + 1t 1 4)) * 

·(3bl 7b2 ) 
+1 -- F(S/2) - --3 F(9/2) 

2a 2a ](:) 
.(63b 2 F 15b 1 F )] (X)

2 

+ 1l Sa 3 (II/2) -~ (7/2) l""U" 

Jl:Y 
](:)' 

Jr:r 
+ { _ bl~Y2) + :~ F(7iz))} + 

{-[U;; Gl'"l -11 2G('"1 - :;: G1w,1) + {~~ G1,"1- ~:; G1,,1 )] (:) 

+I -- --- G -·(63b2 0 15b1 )] (X)2 

8a3 (11/2) 8a (7/2) a 

·(35b 1 
) J (x) 3 

+I ~ 0(9/2) ~ 
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(B- 9) 

On peut donc écrire S2 de manière formelle comme suit : 

s,=e;(x-."){At' ;X'·)+A,(x, ;x·,r +A,( x, ;x·,)' +Af' ;x·,r+-+ 

0 -;(x""+t• ;X'')+ B,(X,; X', r + s,(X,; X', r + B,(X,; X',)'+ .. -} 
(B -10) 

avec: 

A, = [ ( :~ F(?l2) - ~ F(m) - :.~ F(""i) + { ~ F(•'l - :: F('"i)] 

A, = [ (% F(•2) - ~·: F(w2) ) + { : 3
2 

F(' u2) - !:, F(U2))] 

_ [(105a1 5 ) ·(35b1 
A3- 1002 F(l112) -16 F(7t2) + 1 ---ga 

[( 35 ) ·(-315 )] 
A4 = 128 F(9t2) + 1 128a bi F(l112) 
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[( 
5a 1 9a 

2 J ·(3b1 7b 2 )] 
Bt = 

2
az G(7tz) -l/2G(3t2)- 2a4 G(ttn) +I 

2
a G(stz)- 3a3 G(9t2) 
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Conclusion générale 

La présence d'inhomogénéités ou de rugosités près de la surface d'un cristal (fils 

supportés ou enfouis, rainures ou creux) modifie le spectre des vibrations de la surface plane. 

Nous avons mis au point une méthode numérique exacte basée sur le formalisme de fonction 

de Green pour obtenir les propriétés acoustiques (densités d'états locales et totales, diffusion 

d'une onde incidente en champ proche ou lointain) associées à ces défauts de surface. L'intérêt 

de la méthode est de pouvoir envisager à la fois une géométrie arbitraire de la section du fù ou 

de la rainure et de choisir des matériaux différents pour le fù et pour le substrat. 

Nous avons appliqué cette méthode à l'étude des résonances acoustiques de polarisation 

transverse pour un ou deux fils adsorbés sur un substrat ainsi que pour une assemblée 

périodique de fils supportés. Nous avons également étudié la diffusion d'une onde acoustique 

incidente par ce type d'hétérogénéités en surface. Ces résultats sont présentés pour des fùs dont 

la section a une forme parabolique. 

Dans le cas d'un fù adsorbé, la qualité des résonances dans les densités d'états dépend 

des paramètres relatifs des deux matériaux ainsi que de la géométrie du fù. On aboutit à une 

grande variété de situations dont certaines peuvent avoir une interprétation simple; par 

exemple dans le cas d'un fù beaucoup plus dur que le substrat, les résonances résultent 

simplement de l'élargissement des modes discrets du fù isolé (non supporté). Notons que les 

pics des densités d'états locales en surface et à l'interface sont identiques ou différents selon 
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que le rapport des impédances acoustiques des deux matériaux est respectivement supérieur ou 

inférieur à un. 

Nous avons remarqué que ces résonances subissent des modifications sensibles lorsque 

deux fils voisins sont déposés sur la surface plane d'un substrat. 

Nous avons aussi étudié la diffusion d'une onde incidente par un fil supporté. En 

incidence normale ou à faible angle d'incidence, l'amplitude de l'onde diffusée présente une 

série d'augmentations et de diminutions successives en fonction de la fréquence. Celles pour 

lesquelles l'amplitude devient minimale correspondent aux modes propres symétriques du fil 

isolé. Une explication de ce comportement est le fait que, pour ces fréquences, la condition aux 

limites à la surface plane du substrat n'est pas perturbée par la présence du fil supporté. 

Cependant, l'allure de l'amplitude dépend du rapport des impédances acoustiques. Par ailleurs, 

la distribution angulaire autour de la normale se rétrécit ou s'élargit selon que le rapport des 

vitesses du son dans les deux matériaux est respectivement supérieur ou inférieur à un. 

En dehors de l'incidence normale, une grande variété de situations peut se produire. 

Néanmoins, on peut souligner un comportement assez général dans le cas où la vitesse du son 

dans le fil c~a) est supérieure à celle dans le substrat c~b)' à savoir la prédominance de la 

diffusion en direction de la réflexion spéculaire ( autrement dit le lobe de diffusion est orienté 

vers l'avant). 

Nous avons étendu la méthode à l'étude des modes localisés et résonnants associés à 

une assemblée périodique de fils déposés sur un substrat. Nous pouvons ainsi montrer qu'il 

peut exister une ou plusieurs branches de modes de surface en dessous de la bande de volume 

selon les paramètres élastiques et la géométrie des fùs, mais aussi selon la périodicité du 

système. Rappelons que la surface plane d'un substrat isotrope ne peut pas supporter de mode 
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de surface de polarisation transverse. En présence des fils supportés, les modes de surface se 

détachent d'autant plus de la bande de volume que la vitesse du son c;•> dans les fils est plus 

faible que celle c;b> dans le substrat. Dans le cas où c;•> > c;b>, ces modes restent très 

proches du bas de la bande de volume et peuvent éventuellement n'exister que pour un 

domaine assez restreint de la période comparée à la taille des fils. 

Les courbes de dispersion des modes résonnants sont généralement assez plates et ne 

présentent de variation notable en fonction du vecteur d'onde k qu'au voisinage de leurs 

croisements avec les repliements du bas de la bande de volume dans la zone de Brillouin. Leurs 

positions en fréquence sont assez proches de celles des résonances associées à un seul fù 

adsorbé. Finalement, en effectuant une moyenne de la densité d'états sur toutes les valeurs du 

vecteur d'onde k, on obtient une allure assez semblable à celle pour un seul fil supporté. 

Notre intérêt pour les nanostructures intégrées sur ou près d'une surface réside dans la 

détermination de leurs propriétés spectrales ( modes localisés, résonances ) ainsi que dans 

l'étude de la diffusion d'ondes par ces défauts. La méthode de fonction de Green que nous 

avons mise au point a pour l'instant été appliquée à l'étude des modes acoustiques de 

polarisation transverse dans le cas des fils de forme arbitraire déposés sur une surface. 

La perspective générale de ce travail sera donc l'extension de notre formalisme à l'étude 

de géométries plus complexes ( arnas, fissure, composites ... ) ainsi que d'autres types 

d'excitations (phonons impliquant le couplage de deux ou trois directions de vibration, 

électrons, ondes électromagnétiques, ... ). Nous pouvons également envisager d'aborder ces 

problèmes à partir de modèles atomiques, étant donné que le traitement de modèles continus 

passe par une discrétisation de l'espace ; dans ce cadre, nous avons déjà considéré le cas d'un fù 
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isolé dont on a pu déterminer les fréquences de résonance. Rappelons que dans tous ces 

problèmes, la difficulté réside au départ dans la connaissance des fonctions de Green pour le 

volume et pour une surface ou interface plane. 

Au-delà de ces perspectives générales, nous pouvons mentionner quelques 

prolongements immédiats de notre travail : 

- ondes acoustiques de polarisation transverse pour des fùs enfouis dans le volume d'un 

cristal ou au voisinage de la surface d'un substrat (fig. 1-a) ; on peut en particulier envisager le 

cas d'un canal vide qui peut représenter une fissure (fig. 1-b). 

- ondes acoustiques de polarisation transverse à l'interface ondulée périodiquement 

entre deux substrats (fig. 1-c) ; il suffirait de coupler deux surfaces ondulées périodiquement, 

ces dernières ayant été étudiées au chapitre III. 

- matériaux composites à fibres (fig. 1-d), si l'on se limite aux vibrations de polarisation 

transverse pour lesquelles le champ des déplacements a une seule composante parallèle à l'axe 

des fibres. Le matériau composite peut être réalisé par la juxtaposition des cellules élémentaires 

qui s'obtiennent par le découpage et l'assemblage des morceaux qui les composent. 

-dans le cadre d'un modèle de masse effective, l'étude de la structure électronique d'un 

fù déposé sur une surface ou enfoui au voisinage de celle-ci, à condition que la surface soit 

limitée par une barrière de potentiel infmi. 

Tous ces problèmes peuvent être traités à partir de légers remaniements des outils 

développés dans ce travail. 
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• Figure 1-a :Fil enfoui au 
voisinage d'une surface 

Figure 1-c: interface périodique 
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Figure 1-b :Fissure dans un milieu 

• • • 
• • • • • • 

Figure 1-d :Composite à fibres 


