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§0. Introduction

Soient M une variété complexe compacte, de dimension complexe m > 2, et g
une métrique riemannienne hermitienne sur M; qui s’écrit en coordonnées locales
holomorphes g = } g, 5dz% ® dz? + Zggyadzﬁ ® dz%, ou la m x m- matrice
9 = (9q,3) est hermitienne et définie positive. On dira quelquefois abusivement
que g elle méme est la métrique riemannienne hermitienne. Dans ce contexte,
on appelle "forme de Kéhler” (bien qu’elle ne soit pas nécessairement fermée) la
(1,1)-forme d’expression locale F' = ig, 5dz* A dz=5.

A ces données on associe classiquement la 1-forme de torsion 6 de la conne-
xion de Chern, dont on trouvera une étude systématique dans [2]. Soit & =
2% le(?]?rvg la fonctionnelle définie sur 'espace M; des métriques hermitiennes
de volume total égal & 1. L’étude de cette fonctionnelle pour r = 1 a été faite en
[2]. On y montre que lorsque la variété M est une surface complexe, les points
critiques éventuels de ® sont exactement les métriques semi-kéhlériennes (notion
qui pour une surface coincide avec celle de métrique kéhlérienne ). A la fin de
cette étude, on se pose ( [2, p. 512] ) la question de savoir si ce résultat reste
toujours vrai lorsque la dimension complexe est supérieure ou égale a trois.

Notre objet consiste ici précisément a répondre positivement a cette question
par I'énoncé suivant (Théoréeme 12) : Soit M wune variété compleze, compacte,
hermitienne, de dimension compleze égale ¢ m, si r est un nombre réel tel que :
1 < r <m, les points critiques de la fonctionnelle & sont ezactement les métriques
semi-kihlériennes.

Notre méthode consiste, comme dans [2], & construire deux inégalités en sens
contraire. Cette construction toutefois differe sensiblement de celle faite en 2] :
En effet nous explicitons ici la variation a 'ordre 1 de la forme de torsion par
changement de métrique, alors que l'ingénieuse méthode de [2] permet de s’en
dispenser au moyen d’un artifice qui n’est utilisable qu’en dimension 2. Enfin on
doit observer des propriétés de positivité ( au sens de P. Lelong ) pour certaines

(g, q)-formes qui apparaissent; propriétés qui sont immédiates en dimension 2.
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Ce travail a donné lieu & un article a paraitre dans le journal ”"Indagationnes
Mathematicae” ([10]).

Le second travail dans cette these est consacré a la caractérisation des métriques
hermitiennes standard introduites par P.Gauduchon ([2, p.502]) qui en a prouvé
I’existence et 1'unicité (& un facteur multiplicatif constant prés) dans chaque classe
conforme de métriques hermitiennes. Nous en donnons deux caractérisations : La
premiére (Proposition 13) est qu’elles sont les seules qui réalisent le minimum de
la fonctionnelle G(F) = [, ,(0*9) vy, avec r un entier pair, définie sur M.

La deuxiéme (Proposition 15) est qu’elles sont aussi les seules qui réalisent le
minimum dans une classe conforme de M; de la méme fonctionnelle G et avec
r < m. Ce travail a donné lieu a une note a paraitre aux C.R. Acad. sci. de Paris
(1))

Enfin la derniére partie de cette thése est consacrée a ’étude des variétés pa-
rallélisables M = G/T, ou G est un groupe de Lie complexe et I' un sous-groupe
discret de G; elles sont semi-kéahlériennes (Proposition 17). Si de plus G est semi-
simple, nous montrons que la (m—1,m—1)-forme F™~! est d-exacte (Proposition
18).

Une des premiéres conséquences de ce dernier résultat est déja que I'annulation
du deuxiéme nombre de Betti ne saurait étre élémentairement une obstruction
cohomologique é. la, semi-kahlériannité comme c’est évidemenent le cas pour la
kahlériannité. Comme seconde conséquence, on retrouve un résultat ancien démontré
par H.Grauert et R.Remmert [4] par une voie toute différente : Il n’eziste pas
d’hypersurfaces complezes (singuliéres ou non ) dans M = G /T dés lors que G est
un groupe de Lie compleze semi-simple . Enfin une derniére conséquence est que le
degré associé a tout fibré en droites complexes par Paul Gauduchon, est toujours

nul. Ce travail a fait I'objet d’une publication ([9]).



§1 Rappels, notations et définitions

Soit M une variété analytique complexe M. Son fibré tangent réel TM est
naturellement doté d'un opérateur de multiplication complexe J. Une métrique
riemannienne g que l’on sait toujours exister avec cette propriété (cf [7]), est dite

hermitienne si et seulement si J est un opérateur orthogonal pour g, i.e. ,
g(JX,JY) =g(X)Y),

pour tout champ de vecteurs X,Y de M. On dira alors plus brievement que le
triplet (M, g,J), ou tout simplement M, est une variété hermitienne.

Dans toute la suite nous supposerons et sauf mention expresse du contraire,
que dimgM = m. La métrique hermitienne g, ainsi que la structure complexe J
se prolongent sur le complexifié TCAf du fibré tangent TM respectivement en une
forme C-bilinéaire et en un endomorphisme C-linéaire; et ceci de maniére unique.
Nous noterons ces prolongements respectivement, encore par g et J. A la forme

C-bilinéaire g, on associe canoniquement une 2-forme F sur M définie par :
g(X,Y) = F(X,JY),

pour tout X,V du fibré tangent complexifié. Cette 2-forme F, qui est réelle et
invariante par la structure complexe J, est appelée la forme de Kahler associée a
la métrique hermitienne g.

Dans tous ce qui suivra nous utiliserons les conventions (et notamment celle
d’Einstein) et notations du calcul différentiel absolu holomorphe au moyen des
coordonnées locales telles exposées dans [5]; en particulier les indices grecs varieront
de 1 & m et les indices grecs conjugués varieront de 1 & m; ainsi, la métrique her-

mitienne g et la forme de Kahler F' s’exprimeront localement par :
g= Z 9agdz® @ d=? + nggdzd ® d=°,

et

F =1g,5dz% A d=".



AS I a _ 3 . 3 d}ﬁ - . .
ougyp = 9(5;, 5?) et (g4, 5) est une m xm-matrice hermitienne définie positive.

Il est évidemment clair que la variété M est orientée par la (m, m)-forme v, =
m

— et 1l est connu que cette forme se trouve alors étre aussi la forme volume
m!

riemannien (cf [7]) d’expression locale :

vg = 1" det(g,53)dz" A dz' AL AdZ™ A d2™.

On note encore J son opérateur ”contragrédient” sur les formes qui consiste
donc & multiplier une (p, g)-forme par le nombre complexe :97P. Nous désignons
par (,) le produit scalaire hermitien ponctuel sur I'espace des formes différentielles
de M classiquement défini comme dans [5] et [6] explicité comme suit :

Désignons par (¢®*) I'inverse de la matrice (g, 3) , i.e. , supposons vérifiées
les égalités :

9%%g5y =82, 44597 =61,

alors si w et 1 deux (p, g)-formes sur M, respectivement d’expressions locales :

1
w= —

@ ,Bd:o‘l/\~--/\dza”/\d251/\---/\d35"
p-q. e

oy,ee ,Q’poIy"

et

1

= ) 5 2 dz L0 Bra L. B
- ;@¢al,--~,ap,ﬂl,...,ﬁqd,;al A /\d~ P /\d., LA /'\d~ q’

W

le produit scalaire hermitien ponctuel (w, ) de w et 1, est donné par I'expression

sulvante :

1 - - . -
A A
(UJ,IZ’) — p!q!gm Lo g9 pgﬂxm gﬂq#qwal,-u,a,,,ﬁl,m,Bq¢’A1a"' Ap By fig e

Nous désignons par |.| la norme associée au produit scalaire hermitien ponctuel
(,) et, si w est une (p,q)-forme, par {w) l'opérateur produit intérieur par la forme
w, t.e. , tel que pour toute (7, s)-forme 1) et toute (p+r, ¢+ s)-forme ¢, nous ayons
I’égalité :

(H(w)p,¥) = (p,w A ),



ce qui s’exprime en disant que #(w) est 'adjoint de 'opérateur wA e pour le produit
scalaire hermitien ponctuel. Nous noterons A le produit intérieur par la forme de

Kahler. Enfin, 'opérateur * de Hodge est alors caractérisé par l'identité :
w AP = (w, ) v,.

Avec ces définitions, nous rappelons que si 7 est une 2-forme sur M, la trace de
(désignée par tr(n)) est la fonction scalaire sur M définie par : tr(n) = (n, F).
Les données qui précédent permettent de définir un produit scalaire hermitien
global sur l'espace des formes différentielles : (,) = [},(,)v, et donc de définir les
opérateurs d*, 0* et 0* adjoints respectifs des opérateurs d, & et & par rapport &

ce produit scalaire hermitien global.

1.1. Connexion de Chern. Soit g une métrique hermitienne, alors il existe une
C C C
connexion linéaire V sur le fibré tangent telle que : Vg = 0, VJ = 0 et que la

torsion soit de type (2,0) :
(o) C
T(JX,Y) = JT(X,Y),

pour tous champ de vecteurs X,Y de M. Une telle connexion, unique avec ces
propriétés, s’appelle connexion de Chern. Une connexion qui vérifie uniquement les
deux premiéres conditions s’appelle connexion hermitienne. Dans la terminologie
de A. Lichnerowicz, la connexion de Chern est la "deuxiéme connexion hermi-
tienne canonique”. Il est classique que les symboles de Christoffel de la connexion
hermitienne de Chern % ne sont non nuls que si leurs trois indices sont tous les
trois des indices grecs ou tous les trois des indices grecs conjugués. Un calcul

classique explicite alors ces symboles par les formules :
By TH
Soit encore sous forme covariante :

C
Logs = Oagms-



A Tinstar des composantes des symboles de Christoffel, les composantes de la
C
torsion T ne sont non nulles que lorsque tous leurs indices sont soit simultanément
grecs, soit simultanément grecs conjugués . Ainsi, par exemple :

(1) zcw*r _f\*/ _f»v_ﬁ@ —a — Ong—
a8 T taf B =g (Otg;lﬁ ﬂg;ta)-

[a 4

En fait, il est souvent intéréssant d’utiliser les composantes covariantes de la torsion

C
T permettant par exemple d’écrire OF en fonction de la torsion :

(2) OF = %f’a—ﬂgdza/\ d;ﬂ Adz?

C C C

ot Tomp = Lamp = Iya-
1.2, Msétriques hermitiennes kahlériennes. Une métrique hermitienne est
dite kahlérienne si la forme de kahler qui est lui associée vérifie I'une des propriétés
suivantes :
(i) la forme de kahler est fermée,
(ii) ’_lc”aw = 0, pour tous indices «, 7, 8 dans l’ensemble {1,--- ,m},
(iii) La connexion de Levi-Civita classiquement associée a la métrique hermitienne
g et la connexion de Chern coincident.

Tout ce qui a été dit au paragraphe 1.1 montre que ces trois propriétés sont
équivalentes entre elles. On dira plus brievement, lorsqu’elles sont vérifiées, que

M est kahlérienne.

1.3. La 1l-forme de torsion sur M. La 1-forme de torsion, que nous noterons

0, est la 1-forme différentielle sur M définie par :

6(X) def tr(Y — ',%(X, Y)),

oi X et Y désignent des vecteurs tangents. Cette l-forme est réelle, on la

décompose en § = 9 + I, ot ¥ (resp. ¥) est une (1,0)-forme (resp. (0, 1)-forme)
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C —_—
dont les composantes sont ¥, = Taﬂﬁ (resp. 95 = Y¥4) Un calcul (c¢f [2]) nous
montre que :

6 = A(dF).

Enfin on peut montrer (¢f . [3]) que

(3) 9 = —id*F,
ou encore
(3)' 9 = Jd*F.

Observons que I'avant derniére formule (3) montre que la quantité scalaire 9*9 =
—10*O*F est réelle et vaut donc la moitié de d*6, puisque F est une forme réelle
et que l'opérateur de Levi 190 est réel. La 1-forme de torsion, ainsi définie, nous
permet de caractériser géométriquement certaines variétés complexes.  Ainsi,

mtroduisons :

1.4. Métriques semi-kahlériennes et standard. Une métrique  hermi-

tienne est dite semi-kahlérienne ( ou parfois -kahlérienne) si la forme de Kahler
est cofermée d*F = 0, i¢.e. la 1-forme de torsion est identiquement nulle; ceci est
équivalent a dire que la (m—1,m—1)-forme F™~! est fermée comme il est possible

de le voir au moyen de l'identité suivante (¢f . [3]) :
(4) dF™ ' =9 AF™

Une variété complexe qui posséde une telle métrique hermitienne, est dite semi-
kéhlérienne. Toujours au moyen de l'identité (4), nous voyons que les variétés
kahlériennes sont semi-kahlériennes; de plus, lorsque la variété est une surface
complexe (i.e. m = 2), les métriques kahlériennes et semi-kahlériennes coincident;
mais en dimension supérieure m > 3, il existe des variétés semi-kahlériennes qui
ne sont pas kahlériennes.

Une métrique hermitienne est dite standard si et seulement si la 1-forme de tor-

sion est cofermée d*@ = 0 ( ou encore J*¢ = 0), ce qui est équivalent encore a dire



que la (m —1,m—1)-forme F™~! est dd°-fermée. P.Gauduchon prouve I’existence
et "I'unicité” de ces métriques. Plus précisement rappelons le théoréme [2, p.502] :
”Dans chaque classe hermitienne conforme sur M, il existe une métrique standard

sur M, unique d proportionnalité constante prés”.

1.6. Formules d’adjonction. Soit M une variété différentiable orientée par une
forme vy; de degré maximum n def dimg M. Si X est un champ de vecteurs sur M,
on appelle divergence de X sur M le scalaire div(X) tel que : div(X)vy = Lxvyy.
Nous désignerons enfin par V une connexion linéaire sur M et par € sa forme de

torsion. Enongons alors :

Proposition 1. Soit vy, V et 8 comme plus haut, alors :
(i) La divergence d’un champ de vecteurs X a une intégrale nulle.
(ii) Si Vupr = 0 la divergence s’exprime, en coordonnées locales, par :
div(X) = Vi X% + 6, XF.

Démonstration : (1) est classique et immédiat. Pour montrer (1) , soit zt,... ,2"

un systéme de coordonnées locales au voisinage d’un point mg € M , vy s’interprete
alors comme un tenseur de composantes complétement antisymétriques v;, ... ;.
c .
et V est définie par ses symboles de Christoffel T'/,. Mais alors Vv = 0 s’écrit
c - Cc .
v, n =24k D11, k=1, k1,0 = Oev1, n =T ;01,0 = 0. Cette formule per-
met de conclure, puisque (Lxv)1,... n = X*0v ... O Ok XU k1, k1,0 =
-k -k fi [
X Okvy,. n + Ok X 01, n, et que: O = ij - I‘j L
Nous allons maintenant utiliser cette expression de la divergence pour démontrer

une formule d’adjonction (¢f [3, p. 138]).
Proposition 2. Soitw une (1, ¢)-forme sur M, d’expression locale : w = &T“"aﬁl--ﬂq
dz* AdzPr AL A dzP1, alors 9*w est la (0, ¢)-forme sur M dont les composantes
antisymétriques sont données par la formule :

[
(5) (07w, =~V a3, — ¥ Waii,... 5,

Démonstration : Soit ¢ une (0, ¢)-forme quelconque sur M, nous avons :

1 . 1 ;
alb,w — / —_ a,"b - - wavﬂly“'vﬂqvx\[ — / _v "7[)— - wa)ﬁla”'yﬁqvh[.
( ) M q’( )a,,@]_,...,,@q M q! a ﬁl,...,ﬁq



L’expression, donnée plus haut, de la divergence du champ de (1,0)-vecteurs X

de composantes X = zﬁgl,m’ng"’ﬂ“'"’m, permet (Prop 1 (7)) "d’intégrer par

parties” pour voir que :

1 - - - =
(@) = = [ 05, (Vo B g 0B B Yoy = (4,00,
M

Ainsi, on tire : (8*w)B8s = —Vm® P Be g i Bs Comme la métrique
riemannienne hermitienne, est parallele par rapport a la connexion de Chern, nous
avons immédiatement la proposition par conjugaison. Toujours par conjugaison,
nous voyons comment exprimer 0* évalué sur une (p,1)-forme. Observons que

pour une (1,0)-forme w la formule précédente s’écrit :
(6) O*w = tr(i0w + i9 A w).

Donnons enfin ici quelques formules d’adjonction, toujours utiles dans ce qui
suivra :
lemme 3. Pour toutes formes ) et toutes fonctions f de classe C' nous avons

(i) d*(fy) = fdyp — i(df)y

(i) 0*(f¢) = fory — (Of )y

(ili) O*(f¢) = fO"y — «Of )

Démonstration : Démontrons par exemple la premiere. Pour toutes formes
w et ¥ on obtient (w,d* f) = (dw, fi) = (fde, ) = (d(fiw) — df Aw,¥) =
(w, fd* — HdF)p).

§2 Variation de la métrique

2.1. Opérateurs de Lichnerowicz. Soient A/ comme ci-dessus et & un auto-
morphisme de TCM et & sa contragrédiente sur T*“M. Alors 'automorphisme
j=® @ ® sur T°M @ T*C M s’étend naturellement en un automorphisme encore
noté j sur tous les tenseurs. la version "infinitésimale” de cette notion consiste
4 associer a tout endomorphisme C-linéaire! B de ’espace tangent complexifié

TC M, un opérateur j,(B), qui, & un tenseur T sur M de type (r,s), fait  corres-

L1 Pour la structure complexe d’élargissement des scalaires
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pondre un tenseur j.(B)T de méme type, et dont les composantes sont données

par la formule qui suit :

{=r
. 1.1,...,1',: _ z : i il,...,il_l,dl,i[.*.l,...,i,- .
(J*(B)T) Flseeends Bd[T Jiseees]s
(=1
{=s
_ ZBd'l Titeesie _ .
Jt JiseesJta1,80, 041502504 "
=1
ol ¢, j¢ varient dans ’ensemble {1,... ,m,1,... ,m}. Lorsque T est un tenseur

complétement antisymétrique identifié & une forme, comme dans [1], cet opérateur
n’est rien d’autre a un facteur multiplicatif —% prés que l'opérateur  défini  en
(6, p.9]. Cet opérateur n’est alors rien d’autre ;u’une dérivation intérieure de degré
0 (¢f . [1, p.331] ) au sens de Frohlicher-Nijenhuis ¢.e. nous avons : J.(B)(wA¢) =
J«(B)w A + w A ju(B)Y, et j. est aussi une représentation d’algébre de Lie :
J«[B,B'] = [j«(B),]j«(B")] car j est une représentation de groupe.

Dans ce qui suivra S sera un opérateur réel?> J-linéaire et autoadjoint pour la
métrique riemanienne ce qui aura pour conséquences que j.(S) conservera le type

des formes et que nous aurons :

(38w, ¢) = (w,3.(5)).

2.2. Variation de la connexion hermitienne. Rappelons les choses suivan-

tes : S1 S est un endomorphisme de 'espace tangent réel qui est J-linéaire, il est
représenté en coordonnées locales par un champ de tenseurs tel que: S5 = S 8, =
0 (J-linéarité) et S%5 = S%; (réalité). En contractant S avec le tenseur métrique
g on en obtient la forme covariante désignée encore par S et avec seulement des
composantes mixtes vérifiant Sz, = ?,j—a Avec cette écriture dire que S est
autoadjoint pour g est équivalent & dire que sa forme covariante est symétrique
t.e.que: Sz, = S, 3. Dans un tel contexte on notera (abusivement) par S la

m X m-matrice S = (S%g) et par S la matrice (S%3) conjuguée de la précédente,

9 . . . , ’
“i.e. qui envoie vecteurs tangents réels sur vecteur tangents réels
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si bien que 'Sg = ¢gS. Nous désignons par tr(S) la trace (d’ailleurs réelle avec nos
hypotheses) de la (m x m)-matrice S, i.e. encore la trace du C-endomorphisme de
I’espace tangent réel (muni de la structure complexe J) qui est aussi la demi-trace
du R-endomorphisme sous-jacent.

Un cas particuliérement important est celui ou S est de surcroit un endo-
morphisme auto-adjoint positif & pour la métrique g. Nous définissons alors une

nouvelle métrique riemanienne hermitienne gy par la formule :
9e(X,Y) = g(®X,Y) = g(X, &Y.

La métrique g4 peut aussi étre interprétée comme la forme covariante de ®. Si
nous considérons la forme hermitienne g4 associée a cette nouvelle métrique, ses

composantes sont données par la formule :

(g‘I’)a,B = ga;'—Y(I):YB = (Dvagv,[i?

que nous écrivons plus briévement gy = g = !®g. Réciproquement toute métrique
hermitienne sur M s’obtient & partir de g au moyen d’ un endomorphisme positif
(pour g) , d’ailleurs unique, par le procédé qui précede. On voit alors que la forme
de connexion wg¢ de Chern associée & g4 est donnée par :
we =757 0(gP)

=g '0g+ & (0% + g '0gd — 25 ' 9g)

=w+ @7V
Considérons maintenant une famille g, de métriques hermitiennes sur M dépendant
de maniere C* d’ un parametre réel s défini au voisinage de 0 et telle que g, = g.
En vertu de ce qui précede cela revient a considérer des automorphismes positifs
®, tels que @y = Id. En désignant par ® la dérivée en s = 0 de ®,, on voit que
® est un homomorphisme autoadjoint B (non nécessairement positif), et qu’alors,
en désignant par w (resp. 12 b . ), la dérivée de la forme de connexion de Chern
(resp. de son symbole de Christoffel) de la métrique g, en s = 0, on a, puisque la

dérivée covariante de l'identité est nulle, les formules :

(7) w=VB 1i.e. aussi: qu = VQB%.

~
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2.3. Variation a l’ordre 1 du produit scalaire ponctuel. Nous désignons
par (,)s (resp. (,)s ) le produit scalaire hermitien ponctuel (resp. le produit scalaire
hermitien global) par rapport & la métrique hermitienne g, sur l'espace des formes

différentielles sur M. Alors :

Lemme 4. La dérivée de (w,¥)s en s = 0 est donnée par la formule :

(®) (e ) o = e(Ble, )

ou w et ¥ sont des (p, ¢)-formes sur M, fixées (i.e. indépendantes du paramétre s)

Démontration : En effet en écrivant la définition méme du produit scalaire ponctuel

(w,)s associé a la métrique g,, on obtient aisément la formule :

(@, ¥)s = (J(25)w, ¥);

mais alors on conclut immédiatement en dérivant en s = 0, puisque, par définition,
$ = B.

Observons que 'opérateur j,. a été défini de telle maniere que cette formule de
dérivation du produit scalaire ponctuel soit vraie pour tous les tenseurs (méme
contravariants ou non antisymétriques). Pour le produit scalaire global, il en

résulte que :

o ) = (B + tx( B, ).

2.4. Variation de la (1,0)-forme de torsion . Considerons g,, s au voisinage
de 0 comme précédemment, et sa (1,0)-forme de torsion ¥, = —1i9*F, on 5;‘ est
I'adjoint de lopérateur d par rapport au produit scalaire hermitien défini par la

métrique g, ; ¥ désignant alors la dérivée en s = 0 de cette (1,0)-forme de torsion.

Proposition 5. La variation de la (1,0)-forme de torsion est donnée par la for-

mule :

(9) D = Otr(F) +19*F — i(JO)F.
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Démonstration : En utilisant la variation & 'ordre 1 de la connexion de Chern

donnée par la formule (7) nous avons :
. c c .
Do =T7;~T5, =VaB% - V3BS = d,tx(F) — VB2,

D’une part la formule (5) permet d’écrire : —V B8, = (i0* F)q+9,B%,, et d’autre

part 9y\B%, = —(j«(B)®)a, nous pouvons alors écrire :
Vo = Oatr(F) + (18" F)q + 91B, = Otr(F) + (i0*F)a — (j«(B)9)a.

En d’autres termes :

9 = Otr(F) + 19" F — j.(B)9.
Enfin, il est aisé de voir que : j.(B)® =i(JO)F, et il en résulte :

¥ = Otr(F) + 10" F — i(JO)F.

2.5. Variation des adjoints. Soit ® un endomorphisme autoadjoint positif pour
la métrique hermitienne. Par C-linéarité on prolonge ® en un endomorphisme sur
le complexifié encore noté '5, et donné dans une base adaptée par la matrice
$ = <(§ -(%) @ est un automorphisme orthogonal pour g ; ce qui en terme
matriciel s’exprime par 1'égalité de 2m x 2m-matrices : t3g = go, elle méme
équivalente & ’égalité de m x m-matrices : ‘®g = ¢g®. Supposons maintenant que
® dépende d’un parametre s (et méme éventuellement que ®, = e*5 ou ici B est
un endomorphisme autoadjoint pour la métrique g). On pose g, = ‘®,g

En appelant F; la forme de Kahler associée a la métrique g,, et en posant

o def [dFs
dt

Par un tel changement de métrique, il est facile de voir que la forme volume est

a
} nous avons : F = iBE Qd:" A dz8.
|s=0

~

multipliée par \/det(®,) = det(®,) (il s’agit ici du déterminant du C- endomor-
phisme ®,) , si bien que 'expression du produit ponctuel associé a la métrique g,
permet d’exprimer le produit hermitien global (, ), associé a cette métrique g, par

la formule :

(10) (w,%)s = (H(Bs)w, det(B)1h)o.
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D’ou pour le nouvel adjoint de 'opérateur d :
(11) d* = (1) det(®71)d*j(D) det (D).
Mais alors par le lemme 3, (7) ceci vaut :
dy = j(871)d"j(®,) - i(In(det(®))).

En supposant maintenant que g, = g i.e. que : ®; = Id et en posant donc :
®|,=9 = B, nous voyons au moyen de l'identité (10) que la dérivée en s = 0 de
(w,), est donc :

(J«(B)w + tr(B)w, ¥).

De la méme maniere, la formule (11) montre que la dérivée en s = 0 de 9 est :

(12) 0" =1[07,j«(B) + tr(B)].

2.6. Variations de certains tenseurs. Afin de préciser quelles sont les déformations
a l'ordre 1 des métriques standards, commencgons par exprimer la déformation a

l'ordre 1 de la quantité : 9*9 = %d*@.

Proposition 6. la variation a 'ordre 1 de la quantité scalaire 0*9 est donnée par

la formule suivante :
—~~ .
(13) 0*9 = 9*0tr(B) + 19" 0" F — (9, 0tr(B)).

Démonstration : Rappelons que la variation a 'ordre 1 de la (1,0)-forme de

torsion, donnée par la proposition (3), est :
¥ = 0tr(B) +19*F — {(JO)F.

De méme, la variation & l'ordre 1 de 'opérateur 9* est donnée a l'aide de la

formule (12) & conjugaison prés par :

0" =10",J.(B) + tx(B)],



En 'appliquant a la (1, 0)-forme de torsion nous avons :
"9 = 0*j,(B)Y — i(dtr(B))9.

En remarquant que : /8/*3 =89+ 00 et en reportant les expressions de 9*9 et
0*9 données par les formules ci-dessus, nous avons sans difficulté la proposition.

Cette formule nous sera utile plus bas pour caractériser les métriques her-
mitiennes standards comme points stationnaires de certaines fonctionnelles. On
voudrait toutefois dire ici pour quelle question naturelle cette formule de varia-
tion présente peut-étre un intérét; a cette fin rappelons d’abord que le théoréeme de
Gauduchon affirme que dans chaque classe conforme de métriques hermitiennes sur
la variété complexe compacte M, 1l existe une métrique, unique a proportionalité
pres, pour laquelle d*8 = 29*9 = 0.

Comme par ailleurs la théorie de Hodge du complexe elliptique (£%°(M),d)
permet d’écrire la décomposition orthogonale : ¥ = h + @ ol w est 0*-exacte et
ot h est Az-harmonique (ce qui signifie aussi que 9h = 9*h = 0), on voit qu’on a
associé a chaque classe conforme une classe de cohomologie de Dolbeault, ,a savoir
la classe [h] € HY(M,Oypr) dela (0,1)-forme d-fermée h. On peut aussi décomposer
orthogonalement § = H + d*¥? ol maintenant dH = d*H = 0 pour associer, &
chaque classe conforme, la classe de cohomologie de de Rham [H] € H*(M,R) de

la 1-forme réelle d-fermée H. Aussi pouvons nous poser la question suivante :

Question naturelle.

(i) Quelles relations entretiennent les classes [h] € H (M, Oypr) et [H] € H*(M,R),
en particulier la premiére est elle 'image de la seconde par le morphisme HY (M, R) —
HY(M,Opr) qui provient de linclusion de faisceux R — Oy 7

(ii) Quand on déforme la classe conforme comment se déforme les classes [h] et
[H]. En particulier quand on considére la totalité des métriques standards quels

sont les lieux respectifs, dans H'(M,Oy) et H1(M,R), de ces deux classes ?

On peut voir facilement que la réponse a la question (i) est positive lorsque la

(1,1)-forme i0h est réelle.
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Par ailleurs si la métrique est standard, dire qu’elle le reste dans la variation,

s’exprime a l'ordre 1 par l'égalité suivante :

O*(OtrE + 10*F + trF9) = 0

Afin, par exemple, de préciser ce que signifie 'annulation de la classe [h] €
H'(M,Oyr), réinterprétons la en disant qu'il existe une (m, m — 2)-forme ¥ telle
que U+ F™ 1+ est d-fermée. Cette condition a déja une conséquence géométrique

que possédent les variétés semi-kahlériennes :

Proposition 7. Si une variété M posséde une métrique telle que la classe [h] soit
nulle, alors il n’y a pas de diviseurs effectifs qui solent topologiquement triviaux

i.e. tel que le 2m — 2-cycle singulier qu’il définit soit un bord.

Cela fournit immédiatement un exemple de variété pour laquelle il n’existe au-
cune métrique pour laquelle cette classe soit nulle & savoir la surface de Hopf
homogene Hy = \ {0}/ ~ ou ~ est la relation d’équivalence (z1,z9) ~
(A"z1, A" zy) avec |A| # 1.

En effet Hy est une surface complexe fibrée en courbes elliptiques au dessus de

P!(C) qui sont des diviseurs effectifs topologiquement équivalents & zéro.
§3 Probléme aux variations .

3.1. Points critiques pour ’'intégrale d’une puissance de la norme de la
forme de torsion. Soit M; 'ensemble des métriques hermitiennes de volume
total, égale a 1. Un point de M, sera désigné indifféremment par la métrique g
ou par la forme de Kahler F' qui lui est naturellement associée. On considére la

fonctionnelle & de M; dans R définie dans 'introduction par :

1 r r
o(F) =2 [ 108 v = [ 9P,
-~ "y /

ou 7 est un nombre réel tel que 1 < r < m. Soit maintenant, pour un parametre

réel s défini au voisinage de zéro, une métrique F, qui en dépende de maniere C*;
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on pose F' = Fy et F' = d_FSIFO' L’hypothése que la variation se fait a volume
s

constant s’écrit alors :

(14) (F,F) = / tr(F)vy = 0.
M
On est donc naturellement amené a la définition :

Définition 8. On appelle point critique de la fonctionnelle & une métrique her-
mitienne F' de M telle que la dérivée directionnelle : ®(F)F = dL(I’(FS)Imo soit
s

nulle pour toute 2-forme F' vérifiant (14) .

3.2. Condition d’extremum pour la fonctionnelle ®. La variation a l’ordre

1 de la fonctionnelle & s’écrit :

. —— Y .
b = / r(9,9)"119, 8) + |92 te(£)v,.
M
Posons alors : ¢ = (¢,9)""1 = |9|>"72, (8) donne alors :

(9,9) = 20(9,9) + (3.(B)9, 9)

2R(P,9) + ((ID)F, 9).

Si bien que :
b = /7‘(2%(19,9919) + (i(Jz?)F,gm?)) 9P te(E) v,.
Mais alors (9) permet d’écrire :
b = /\ ylr(zsfe(am-(F) 10" ,9) - (i08)F,00)) + [0 tx(E) vy,

car (i(JO)F,o0) est en fait réel; comme il est égal & —(F,ip® A 9), nous avons

aussl :

® = r(F,10 (p9) — i0(pB) + i A D)
b [ (10 (00) + 0 (D) + 197 () vy

Ainsi, F est un point critique de @ si et seulement si pour toute 2-forme réelle F’

vérifiant (14) nous avons :
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r(F,10(00) — 18(p9) + iv¥ A D)

15 o |
(15) + /1\ (7'(3*(9919) + 0" (p9)) + |19|2r)tr(F) b, =0,

L'égalité : (F, i@(g@) —i0(p®) +ip® A D) = 0 pour toute 2-forme réelle F A trace

nulle, entraine 'existence d’une fonction scalaire réelle A sur M telle que :

(16) 10(p0) — i0(p?) + ip® A9 = AF,
ou encore :
(16)’ d(Jp8) D + %590 A J8 = \F.

L’égalité (15) devient donc :
/ (7‘(8*(9919) + 0* (D) + \) + |19|2r) tr(£) vy = 0.
M

pour toute 2 - forme réelle F vérifiant (14), si bien qu’il existe une constante réelle

k telle que :
(17) P+ (0% (9) + (5 9) + 9T = I

Or, en vertu de la formule (6) nous avons donc :

O*(8) 4 () = tr(i0(p¥) — i0(pV) — 2P A )
(18) = —tr(AF) — |9)*"
= —Am— |[9*".

Le premier membre étant une divergence, l'intégration sur A/ du dernier memb-
re permet de voir que : & = —m [ v \Vg- La méme observation montre alors que
b4 . . ’ lord . . ’ . . Id . y p S N
I'égalité (17) a, par intégration, comme conséquence : (r —m) f,, Avg = k et donc

m-—r . . .
®. Ainsi, k est > 0 des que r < m. Cette observation va nous

aussi k =
m

permettre de donner un énoncé crucial pour tout ce qui va suivre.
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Lemme 9. Considérons la fonctionnelle ® comme ci-dessus avec ’hypothése 1 <
r < m, alors la fonction —\ qui apparait dans la condition d’extrémum (16) est
partout > 0. De plus elle n’est identiquement nulle que si 8 I’est aussi 1.e. encore

si cette extremum est une métrique semi-kahlérienne.

Démonstration : En effet, en reportant dans (17) l'expression de 8*(¢3) + 9*(¢9)

donnée dans (18) on trouve l'égalité :

k+(r =19
r(m—1)

)\ =

d’ou le résultat puisque & > 0.
Considérons maintenant la 2-forme exacte d(i@®9 — ipd). Nous désignons par
w = i0pY — i0pP sa partie (1,1) et par n = 9V — 19 sa (2,0) + (0,2)-partie;

la condition d’extremum (16) implique 1’égalité :
w=—AF +is9AD.

Enongons donc :

Lemme 10. En définissant les formes w et n comme ci-dessus on a, lorsque la

métrique g est un extremum pour la fonctionnelle ®, I'inégalité : [w™ > 0.

Démonstration : En effet, les égalités :
/wm = /(—/\F +ipd AD)" = /(—/\)mF'" +m(=\)""lipd AGAFT!
=m! /(—/\)m + (=A™ tr(ipd A )y, = m! /(—/\)m + (=)™ HB P,

montrent que le résultat résulte de —A > 0.

Lemme 11. Pour toute (g,0)-forme £, avec ¢ un entier naturel inférieur ou égal

2 E o om— »
a m, la forme "volume” 1T £ AN E AN F™T1 est positive ou nulle .

Démonstration : Le résultat étant ponctuel, on peut supposer que :

F=i Y d:*nd:S

1<alm
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Si K = {1, -+ ,am—y} est une suite croissante de (m — ¢) entiers inférieurs ou

égaux a m, posons :
wh =TGN A 2O A A d2 O A dz%&m-q1

nous avons donc :
n -
Fm=a _ K
CEr RPN
4): K

SiI={B1, - ,B,4} est une suite strictement croissante de q entiers, posons :
dzl = dzPr Ao A d2P,

la (¢,0)-forme & s’écrit donc :

€00 = Z ardz’,

I

il vient alors :

Fm—e L2 .o K
-——T = ZZa[EGdz ANdzd Aw™.

(19) 197690 A €30 A
(m—gq -
L] K

K son conjugué dz% y

Chaque fois qu’'un dz?® apparalt dans le "mondéme” w
apparalit aussi, si bien que le deuxiéme membre de (19) ne comporte que les termes

pour lesquels I = J ; il s’écrit donc :
o2 — -— -
4 Zajajdzj Adz7 A wl‘,
K,J

ou I et J sont complémentaires dans 'ensemble {1,--- ,m}. Or,
i dz? NdeT = i%d2P A dPY A A 2P A d2Pe

ce qul montre que :

— F
GO A TTO A 2 E ay)—- > 0.
CEEACEEA (m — q)! ( 5 asa7) m! —
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Théoréme 12. Soit M une variété complexe, compacte, hermitienne, de dimen-
sion complexe e gale a m, les points critiques de la fonctionnelle & définie sur M,
par: ®(F) = ; J181*"vy = [|9]*"vy, oli T est un nombre réel tel que : 1 < r < m,

sont exactement les métriques semi-kahlériennes.

Démonstration : L’expression donnée plus haut de n montre, qu’avec des coe-

fficients ay , = C¥ C’,ff > 0, nous pouvons écrire :

w + 77)m Z Cv m—k /\nk

—¢

=wm+ii Fag ™ F A (0p9) /\019
k=1 =0

Mais une étude immeédiate du type des formes qui apparaissent dans cette somme

montre que ne sont a prendre en considération que les termes avec coefficients :
def . m Lo

be = agee = C2CE, > 0 ce qui permet, en posant p = [—7—] de reécrire la somme

<

qui précede sous la forme simplifiée :
(w+n)" =w +Zbgw 2N (9p9) A (009)".

Mais la condition d’extremum (16) montre que :

Wwm2e (=AF + ¢id9 A ,g)m—zz
— (_/\)m—Zme-—QZ + (777, _ 26)(—/\)m—2€_1g.9i19 A 1§/\Fm—2€—1’

si bien que :

¢=p
WHn™=w™+ > b(=N)"THETEN (9p0) A (909!

l
+) (2m = 20)by (=N FTTHEY A G009 A (9p9) A D A (Bp9)
l

Iy
[y

i
=

1

La positivité des quantités ¢, —\ et by permet alors d’appliquer le lemme
11 pour voir que les deux derniers termes du deuxiéme membre de cette égalité

sont des (m,m)-formes positives ou nulles puisque (909)¢ et ¥ A (9p9)* sont
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respectivement des (2¢,0) et des (2¢ + 1,0)-formes. La d-exactitude du premier
membre montre aussi que 'intégrale sur M du deuxiéme membre est nulle, ce qui
n’est alors possible que si l'intégrale fM w™ est < 0 et donc par le lemme 10, elle est
égale a zéro; mais 'expression de cette intégrale donnée dans la démonstration du
lemme 10, montre, puisque —A > 0 (lemme 9) que cette annulation n’est possible
que si A et ¥ sont nuls.

Nous avons donc bien démontré, que s’il est atteint, le minimum de la fonc-
tionnelle ® est zéro, et qu'il n’est atteint que par les métriques semi-kahlériennes.

Observons que nous montrons aussi que le maximum de ¢ (d’ailleurs probab-

lement égal & +00) n’est pas atteint.

3.3. Points stationnaires de la fonctionnelle G(F) = [, (9*9) v,
sur M;. Considérons la fonctionnelle G(F) = [, (0*9) v, définie dans M, &
valeurs dans R, ol 7 est un entier pair positif. Comme dans chaque classe conforme
de métriques hermitiennes, il existe une métrique standard, unique a homothetie
pres ( ¢f [2, p.502]); le minimum de cette fonctionnelle est donc zéro et il est atteint
par ces métriques standard. On se demande s’il y a d’autres métriques  hermi-
tiennes qui soient des points stationnaires pour la fonctionnelle G. Nous répondons,
ici, négativement & cette question en montrant que les métriques standard sont les
seuls points stationnaires de la fonctionnelle G.

La variation a l'ordre 1 de la fonctionnelle G s’écrit :
¢ =/ r(8°9)" 13D + tr(B)("9)"v,,
M

Posons ¢ = (9*9) 1.

La variation de 9*9 est donnée par la formule (8) :
= .
9*9 = 9%0tr(B) + 10" 0" F — (9, 0tr(B)),
si bien que :
G = / ro <a*atr(B) +i0*0*F — (19,0tr(B))> + ptr(B)0* Yv,
M

= / tr(B) (7“8*3@,9 —rd*(p?9) + 490*19) + 1ipd*d* Fu,.
M
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Ainsi, F est un point critique de G si et seulement si G = 0 pour toute (1,1)-

forme réelle F' vérifiant

/A yltr(F)vg = 0.

L’égalité erap@*é*Fvg = 0 pour toute (1,1)-forme réelle F & trace nulle,

entraine l’existence d’une fonction scalaire u telle que :

(20) —ird0p = uF.
La variation de G se reécrit donc :

G= [ t(B) (p +10* 0 — rd* (V) + 993*19> vg.
M

Ainsi, F est un point critique de G si et seulement si il existe une constante A

telle que :
(21) p+rd*0p — rd*(p9) + 00" = k.

Mais a 'aide de la formule (6) nous avons :
rd*Op = rtr(i00p + i0 A Op)
= rtr(—i;iF + 19 A Op)
= —mu — r{0p, J).

L’égalité (21) devient donc :

(22) (1—m)u— (r = 1)p0" + 1(8,09) — (00, D) = k.

On prend l'intégrale de chaque membre de ’égalité (22), en utilisant le fait que

0% et ¢ sont réelles nous avons :

E=(1-r)G+(1—m) [ pvg.
M
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La trace des deux membres de 'égalité (20) étant égale, leur intégration sur M

r
/ g = ——G.
M m

m—r

donne :

G.

On trouve ainsi ’expression de k, k =
m

L’expression du (20) s’écrit encore :
Az 2u
(23) d(—10p +10p) = -

ainsi uF est fermée; ceci a pour conséquence que p est soit partout positive, soit
partout négative, soit identiquement nulle (¢f [2, p. 503]); comme son intégrale
est negative, elle est donc partout négative.

En élevant chaque membre de ’égalité (23) a la puissance m, puis en intégrant

nous avons .

(24) / p"og = 0.
M

Ainsi, de (24) nous concluons que p™ = 0 et par conséquent u = 0, ce qui est

équivalent a 99 = 0, si bien que :

Proposition 13. Les seules métriques hermitiennes critiques pour la fonctionnelle

G(F) = [,,(8*9) v, définie sur My, avec r pair, sont les métriques standard.

Nous avons démontré de plus que le maximum de la fonctionnelle ® ( qui vaut

probablement +oco) n’est pas atteint.

3.4. Variation de la fonctionnelle : G(F) = [,,(0*9)"v, dans
une classe conforme de M;. Considérons & nouveau la fonctionnelle

G(F) =]

(0*9) v, avec r un entier pair et inférieur ou égal a m, que nous
M g

restreignons & une famille conforme F; de métriques hermitiennes, dans M;

t.e. aux métriques de la forme :

g=e"g,
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ou g, est une métrique hermitienne fixée et ¢ est une fonction numérique réelle

de classe C'*°, vérifiant la condition du volume constant :

(25) / ey, = 1
M

Avant de donner la variation de G & l'ordre 1, donnons d’abord celle de 9*9.

Proposition 14. La variation de 0*¢ dans la classe conforme est :
= s .
(26) 0" = —p0"% — (m — 1)(1009, F) — 2(m — 1)R(04, 9).
Démonstration : A Daide de la formule d’adjonction, '’expression de 0*19 est :
*0 = —gF* (994 — 9304).

En remarquant que dans la classe conforme, les variations & l'ordre 1 de g** et de
¥4 sont données respectivement par —gh® et par (m — 1)04¢, on trouve pour la
variation de 0*¥ dans la classe conforme :
B9 = 0P (09 — Da9) ~ ¢ ((m — 1)
—~(m = 1)05p%q — (m — 1)3:0.4)
= —0"9 — (m — 1)(i00), F) — 2(m — 1)R(0,9).

La variation de G a 'ordre 1 s’écrit :

. =
G :/ r(8*9) 10" + m(8*9) ¢,
M

~
En posant ¢y = (8*9)""!, en reportant l'expression de 9*¢Y donnée par la

proposition ci-dessus dans G, et aprés un calcul simple nous avons :
G = / gb<(m — ) 8*9)" = r(m —1)id*0* ¢ F — 2r(m — 1)3%0*@&19) vg.
M

Une métrique hermitienne g dans F; est critique pour G si et seulement si

G = 0 pour toute fonction ¢ vérifiant la condition :

/ Y, = 0.
M
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Ainsi g est critique pour G si et seulement si il existe une constante k telle que :
(27) (m —=r)(8*9)" — r(m — 1)id0**HF — 2r(m — )RI* I = k.

A Taide des formules d’adjonction nous avons :
—i0*0*YF = 0" 9 + 0*
O = 0™ 9 — (9, 0¢).

En appliquant ces deux formules, 'expression (27) devient :
(28) r(m—1)0%0% +(1—r)m(0"9)" —r(m—1)(F,0¢%) +2r(m —1)R(Y,0¢) = k.

En prenant 2-fois la partie réelle de chaque membre de 1'égalité (28), nous obtenons

enfin, ’égalité :
(29) r(m —1)AY +2m(1 —r)(0"9) + 2r(m — 1)R(Y, 0¢) = 2k,

ou A = dd* + d*d est le Laplacien riemannien.

En se rappellons que : (0*9)" = ¢ 0*¥ et que, par intégration de 'égalité (27),
k= (m—r)f,;(0*9) vy, on voit que cette derniére quantité est une constante
positive.

Si maintenant un point mgy € M est un minimum pour la fonction ¥, A y est

négatif et Oy est y nulle. Par I'égalité (29) nous en déduisons donc : (0*9F)"(mg) <
-2k

2m(r — 1)

P(my) = 0. Il s’en suit que 3 est une fonction positive, et comme r — 1 est impair,

< 0 et donc aussi : (0*9)"(mg) = 0, puisque r est pair, et donc encore

J* 9 est alors partout positive, ce qui est équivalent & 0*¢ = 0. Si bien que :

Proposition 15. Les seules métriques hermitiennes critiques pour la fonctionnelle
G(F) = [,,(0*¥)"v, définie dans Fy, avec r un entier pair et inférieur ou égal &

m, sont les métriques standard.

§4 Variétés semi-kahlériennes

4.1. Généralités sur les variétés parallélisables. Considérons un groupe de

Lie complexe G, ce qui signifie que son espace tangent est muni d’'un opérateur
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de multiplication complexe J (i.e. tel que J? = —1) qui provienne d’une structure
C-analytique sur G pour laquelle le produit du groupe et 'inversion soient des
transformations holomorphes. On sait alors classiquement que 'espace tangent g
est une algebre de Lie et que I'opérateur de multiplication complexe J en fait une
algebre de Lie compleze i.e. que 'on a : [u,Jv] = [Ju,v] = J[u,v].

Considérons maintenant ’espace Homg(g, C) des R-formes linéaires de g &
valeurs dans C. Il se décompose classiquement en une somme directe g* & g*
ou le premier terme est 'espace des formes C-linéaires et le deuxieme ’espace des
formes C-antilinéaires sur 'espace g lorsque muni de la structure d’espace vectoriel
complexe qui provient de J.

Parmi les (p + g)-cochaines de l'algébre de Lie réelle3 g & valeurs dans C
considéré comme un g-module avec 'action triviale, on considere celles, w?? €
CP1(g,C) L (APg*) A (A7g%) C CPTi(g,C) Lt APT9(g* ®3%), et on les appelle les
(p,q)-cochaines de l’algébre de Lie (réelle) g ¢ valeurs dans (le g-module trivial)
C.

Rappelons maintenant, qu’a ces données, on associe classiquement le complexe
de Koszul au moyen d'une différentielle § : C™(g,C) — C"*T1(g,C). L'intérét de
la graduation donnée plus haut provient de ce que si w?? est une (p, ¢)-cochaine
alors on peut écrire §wP? = §'wP T4 6"wP 9 avec : §'wPi € CPTHI(g C) et §"wP €
CP9*1(g, C). En faisant la somme directe de toutes ces décompositions on obtient
Pécriture & = &' + &, qui fait de l'espace des cochaines un double complexe.
Observons que : (C*?(g,C),4") a pour cohomologie la cohomologie de 1'algebre
de Lie compleze g.

Ces préliminaires achevés, considérons maintenant un sous-groupe discret co-
compact I' C G i.e. tel que le quotient M dlef G/T soit compact. Les objets
invariants & droite (champ de vecteurs, formes, métriques hermitiennes etc...)
sont évidemment projetables sur G/I'. Si u € g nous désignerons par uys le

projeté sur M du champ invariant a droite qui prend la valeur —u en ['origine

3Qui sont aussi, par un procédé trivial d’extension des scalaires, les cochaines de 'algebre
de Lie compleze @r (pour la structure complexe d’élargissement des scalaires) & valeurs dans le
go-module trivial C.
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de maniere & avoir : [u,v]y = [up, vy]. Si m € M on rappelle que uy(m) =

d
%
(Ju)ar. Ces champs globaux définissent une trivialisation holomorphe globale du

exp(—su) m] |s=0" et que, de plus, 'holomorphie de I'action implique que Juy; =

fibré tangent et le principe du maximum (M compact) permet d’affirmer qu’on
obtient ainsi tous les champs holomorphes globaux sur /. De la méme maniére,
sl o € C?(g,C), est une p-cochaine de l'algebre de Lie réelle & valeurs dans C, on
désignera par ays la forme globale sur M & coefficients complexes qui, évaluée sur

upa, e, Up M, vaut la quantité constante : a(uy, -, u,). Enongons alors :
Proposition 16. Par la transformation a +— op; donnée ci-dessus :

(7) L’espace C"(g,C) des n-cochaines de g & valeurs dans C est biunivoquement
envoyé sur l’espace des formes (& valeurs complexes ) projetées sur M des formes
( a valeurs complexes ) qui sont Invariantes & droite sur G. Plus précisément
cette transformation envoie les (p, ¢)-cochaines sur les projetées de (p, q)-formes

invariantes a droite.

(22) Toujours par cette transformation, les (p,0)-cochaines sont envoyées biunivo-

quement sur l'espace des formes holomorphes globales sur M.

(i2t) Enfin, toujours par cette transformation, les opérateurs 6,6',6" sont trans-

formés respectivement en les opérateurs d, 0, 0.

Indication sur la démonstration : Les projetés des champs invariants a droite
i.e. les champs de Killing uy; permettant de définir une trivialisation globale
TM ~ M x g, les n-formes projetées de formes invariantes & droite sont celles
qui s’évaluent de maniere constante sur les n-uplets de champs de Killing, z.e. les
formes a s, ce qui montre (¢). Enfin la trivialisation TM ~ M x g étant holomor-
phe les (p, 0)-cochaines sont transformeées en formes holomorphes; réciproquement,
par ce procédé, on obtient la totalité des p-formes holomorphes car ’évaluation
d’une telle forme sur un p-uplet de champs de Killing est une quantité holomorphe
qui est donc constante en vertu du principe du maximum puisque M est compacte;

d’ot (4¢). Enfin on montre (¢i¢) en utilisant le fait que [Ad(g)a]y = v(g)aar, ot
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~(g) désigne 'opérateur de transformation & gauche sur les formes au dessus de

M qui résulte de la G-action & gauche sur M.

Considérons maintenant une (1, 1)-forme positive non nécessairement fermée,
invariante a droite sur G, et donc projetable en une (1, 1) forme F positive sur M.
Sa définition méme montre que, dans la trivialisation holomorphe du fibré tangent
donnée plus haut, la métrique hermitienne qui lui est associée est donnée par une
matrice autoadjointe g constante, si bien que, dans cette trivialisation holomorphe,
la connexion de Chern % est définie par la 1-forme de connexion qui est a valeurs
matricielles : w = g7!'9g qui est alors nulle, ce qui signifie I'égalité %uM = 0.

Mais la torsion est donnée par :

C C C
T(UA[, VA[) = VUMVI\[ - vvgw Uy — [ux\'la VL‘[] = (—'&d(U)V%w.

Or I'hypothese de compacité de M a classiquement pour conséquence que le groupe
de Lie G est unimodulaire i.e. que det(Ad) =1 ¢.e. encore que tr(ad) = 0, Si bien
que 'expression de la torsion donnée plus haut implique que 8(uy) = tr(v Y

C
T(ups,var)) est nul, ce qui permet donc d’affirmer :

Proposition 17. Toute métrique hermitienne invariante a droite sur G se projette

sur M = G /T’ compact en une métrique semi kahlérienne.

On remarque a ce propos que toutes ces connexions hermitiennes de métriques
invariantes a droite projetées ont la méme torsion. Enfin on rappelle que notre
énoncé affirme, si ' = —2Im(g) est la forme de "Kahler”, que la (m —1,m — 1)
forme positive F™ ™1 est d-fermée. On sait qu’elle peut étre non cohomologue &
zéro (par exemple si G est commutatif). Dans ce qui suit nous allons au contraire

considérer le cas "le moins commutatif” possible.

4.2. Le cas semi-simple. Le cas ou G est semi-simple présente un intérét tout

particulier car nous avons :

Proposition 18. Dans le contexte qui précéde, si G est semi-simple, alors F™ ™1

est d-exacte.
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Afin de démontrer cette proposition commengons par rappeler que le lemme de
Whitehead combiné avec la dualité de Poincaré pour la cohomologie des algebres
de Lie unimodulaire (On consultera & ce sujet avec profit la partie "rappels” de
I'ouvrage de Borel et Wallach ”continuous cohomology and discrete subgroups”

[8]) permet d’affirmer :

Rappel. g étant une algébre de Lie semi-simple complexe avec dimcg = m, nous

avons : H™(g,C) = C et H™ 1(g,C) = 0.

Mais, via 'isomorphisme de complexes: (C("O)(g,C),6’) ~ (HO(JM,Q’),B)

donné plus haut, ce résultat s’'interprete en disant que :

Lemme 19. Toutes les (m—1,0)-formes holomorphes globales sur M = G /I" sont
exactes, et méme plus précisément sont différentielles extérieures d’une (m —2,0)-

forme holomorphe globale.

Si maintenant wl,, -+ w7 est une base pour 'espace HO(M, QT 1), le fait
que F™~1 s’obtienne par projection sur M d’une forme G-invariante & droite sur
G a pour conséquence qu’elle s’écrit :

Frol = j(m=1)? Z apgol, A w_‘il
1<k, E<m

Cette écriture a l'avantage de pouvoir exprimer la positivité de la (m — 1,m — 1)-
forme au moyen de celle de la matrice hermitienne (a;;). Mais alors 'exactitude
des formes w¥, ainsi évidemment que celles de leurs conjuguées ;{; a pour conséquence
celle de F™~1; ce qui achéve de démontrer la proposition (18).

Une des premieres conséquences est déja que 1’ annulation du 2°™¢ nombre de

Betti ne saurait étre élémentairement une obstruction cohomologique a la semi-

kahlériannité comme c’est évidemment le cas pour la kahlériannité.

Une seconde conséquence est aussi un résultat ancien démontré par H.Grauert

et R. Remmert par une voie toute différente (cf [4]) :

Proposition 20. ”SiT est un sous-groupe discret cocompact d’un groupe de Lie
complexe semi-simple G, il n’existe pas d’hypersurfaces complexes (singuliéres ou

non) dans M = G/T"”.
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En effet, si D était un tel diviseur il définirait un 2m —2-cycle en homologie sin-
guliére, et [, F™~1 devrait étre & la fois nulle (exactitude de F™~1) et strictement
positif (positivité de F™~1!); contradiction.

Enfin une derniére conséquence est que pour ces variétés semi-kahlériennes
I'invariant numérique associé par P.Gauduchon a tout fibrés en droites complexes

& — M appelé le degré du fibré, et défini par la formule :

Fm-—l
(©= [ Oz

est toujours nul dans le cas M = G/T lorsque G est semi-simple.
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Résumé

Cette these comprend trois parties. Dans la premiére partie, nous nous intéres-
sons au probleme de P. Gauduchon posé en 1984 : ”Les métriques semi-kahlériennes
sont-elles les seuls points critiques de la L?-norme de la 1-forme de torsion  définie
dans I’ensemble des métriques hermitiennes de volume total constant, désigné par
M;”. Nous répondons positivement a cette question, en montrant de maniere un
peu plus générale que ces métriques semi-kahlériennes sont les seuls points cri-
tiques de la Lzr-nqrme de la 1-forme de torsion dans M, ou r est un nombre réel
telque: 1<r <m.

Dans la deuxiéme partie, nous donnons deux caractérisations des métriques
standards. La premieére est qu’elles sont les seules qui réalisent le minimum de la
LT-norme de la fonction réelle 0*9, lorsque r est un entier pair, définie sur M;.
La deuxieme est qu’elles sont aussi les seules qui réalisent le minimum dans une
classe conforme de M; de la méme fonctionnelle et avec r < m.

Enfin la derniére partie est consacrée a ’étude des variétés parallélisables M =
G/T, ou G est un groupe de Lie complexe et I' un sous-groupe discret de G;
elles sont semi-kahlériennes. Si de plus G est semi-simple, nous montrons que la
(m —1,m — 1)-forme F™~! est d-exacte.

Une des premiéres conséquences de ce dernier résultat est déja que I’annulation
du deuxiéme nombre de Betti ne saurait étre élémentairement une obstruction
cohomologique & la semi-kahlériannité comme c’est évidemenent le cas pour la
kahlériannité. Comme seconde conséquence, on retrouve un résultat ancien démont-
ré par H.Grauert et R.Remmert par une voie toute différente : Il n’existe pas
d’hypersurfaces complexes (singulieres ou non ) dans M = G/I" des lors que G est
un groupe de Lie complexe semi-simple. Enfin une derniére conséquence est que
le degré associé a tout fibré en droites complexes par P. Gauduchon, est toujours
nul.



