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Résumé 

Dans cette thèse, nous avons défini une méthode générale qui construit une paire de 

bases biorthogonales par rapport à une forme sesquilinéaire, non nécessairement hermi­

tienne définie positive. La construction de bases biorthogonales nous a permi de détermi­

ner de manière récursive une projection particulière bien définie, que nous avons appelée 

projection biorthogonale, d'un vecteur arbitraire sur un sous-espace sesquilinéaire régu­

lier. Pour la résolution des systèmes d'équations linéaires, nous avons montré que de 

nombreuses méthodes connues comme GMRES et MINRES sont basées sur la projection 

biorthogonale de la solution, par rapport à une forme hermitienne définie positive, sur un 

sous-espace de Krylov. 

Nous avons étudié le problème de la division par zéro dû à la singularité de certains po­

lynômes orthogonaux formels. Afin d'éviter ce problème et au lieu d'utiliser une stratégie 

de "look-ahead", nous avons proposé d'employer une nouvelle méthode ALA qui consiste 

à remplacer ceux qui n'existent pas par des polynômes biorthogonaux. Nous avons donné 

trois mises en oeuvre principales de ALA que nous avons appliquées à la méthode de 

Lanczos, à l'approximation de Padé et à l'epsilon algorithme. 

A la fin de cette thèse, pour la résolution d'un système d'équations linéaires, nous avons 

montré que l'utilisation d'un système augmenté hermitien avec un préconditionnement est 

recommandé en cas de stagnation des méthodes qui projettent la solution sur les sous­

espaces de Krylov Ki( A, r0 ) pour i = 1, 2, ... , n, comme c'est le cas pour GMRES. 

Mots clefs 

Biorthogonalité, bases biorthogonales, forme sesquilinéaire, projection, espace de Kry­

lov, polynômes orthogonaux, méthode de Lanczos, approximation de Padé, epsilon algo­

rithme, système augmenté, préconditionnement, stagnation. 



Abstract 

In this thesis, we defined a general method which build a pair of biorthogonal bases with 

respect to a sesquilinear form, non necessarily Hermitian positive definite. The construc­

tion of biorthogonal bases allowed to determine recursively a particular well defined pro­

jection, that we called biorthogonal projection, of an arbitrary vector onto a regular ses­

quilinear subspace. For the solution of systems of linear equations, we proved that many 

known methods as GMRES and MINRES are based on the biorthogonal projection of the 

solution, with respect to a Hermitian positive definite form, onto a Krylov subspace. 

We studied the breakdown problem due to the singularity of certain formai orthogonal 

polynomials. In order to avoid this problem and instead of using a look-ahead strategy, we 

proposed to use a new method ALA which consists of replacing those which do not exist 

by biorthogonal polynomials. We gave three principal implementations of ALA which we 

applied to the Lanczos method, to Padé approximation and to the epsilon algorithm. 

At the end of this thesis, for the solution of systems of linear equations, we proved that 

using an augmented Hermitian system with a preconditioner is recommended when the 

methods which project the solution onto the Krylov subspaces Ki(A, r 0 ) for i = 1, 2, ... , n 

stagnate, as for GMRES. 

Key words 

Biorthogonality, biorthogonal bases, sesquilinear form, projection, Krylov space, ortho­

gonal polynomials, Lanczos method, Padé approximation, epsilon algorithm, augmented 

system, preconditioner, stagnation. 
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Introduction générale 

Introduction générale 

Rien n'est dû au hasard. 

Toute chose a une histoire, 

et toute histoire a un passé. 

1 

Suis-je passé pour être présent dans votre futur? 

La résolution des systèmes linéaires est un sujet classique de l'algèbre linéaire qm 

intervient dans de nombreux domaines et qui reste néanmoins toujours d'actualité. La 

modélisation des problèmes que nous rencontrons en physique, en mécanique, en élec­

trotechnique et d'une façon générale dans l'ingénierie, conduit, éventuellement après une 

discrétisation, à la résolution des systèmes d'équations linéaires en dimension finie. Citons 

par exemple la discrétisation par la méthode des différences finies ou par la méthode des 

éléments finis d'un problème d'équations aux dérivées partielles. 

Soit à résoudre le système d'équations linéaires 

Ax = b, (0.1) 

où A est une matrice et b un vecteur de <Cn. 

Pour une matrice A carrée régulière de dimension n, le calcul numérique d'une valeur 

approchée de la solution exacte x = A -lb se fait de deux manières différentes, l'une directe 

et l'autre itérative. 

-fe Les méthodes directes consistent à factoriser la matrice A en un produit de matrices 

faciles à inverser. En pratique, la stabilité numérique d'une telle factorisation a une 

importance capitale. Les deux factorisations LU avec pivotage et Q R de la matrice 

A sont les plus utilisées en raison de leur stabilité numérique. Cependant, dans le 

cas d'une matrice A de grande dimension n, ces deux factorisations nécessitent un 

stockage de l'ordre de O(n2
) et un coût algorithmique élevé de l'ordre de O(n3

). 
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4 Contrairement aux méthodes directes, les méthodes itératives sont le plus souvent 

utilisées lorsque la matrice A est d'une grande dimension (n > 1000) et surtout si 

A est creuse. La programmation de ces méthodes ne modifie pas la structure de 

A et nécessite, en général, un stockage et un coût algorithmique convenables. En 

plus, ces méthodes itératives sont les mieux adaptées au calcul parallèle. Une classe 

de ces méthodes itératives est basée sur la minimisation d'une certaine norme de 

l'erreur sur un sous-espace de Krylov. La convergence des méthodes de cette classe 

vers une valeur approchée de la solution exacte est obtenue, en général, en un petit 

nombre d'itérations par rapport, bien sûr, à la taille globale de la matrice A. Parmi 

les éléments de cette classe, citons la méthode du gradient conjugué (CG: Conjugate 

Gradient method) due à Hestenes et Stiefel [70] qui est utilisée lorsque la matrice 

A est hermitienne définie positive ainsi que les méthodes de type CG suivantes: 

- MINRES (MINimum RESidual method) et SYMMLQ (SYMMetric LQ) dues 

à Paige et Saunders [88] qui supposent seulement que la matrice A soit hermi­

tienne. Notons que MINRES est mathématiquement équivalente à la variante 

CR (Conjugate Residual) de la méthode CG sauf qu'elle résout un problème 

aux moindres carrés obtenu grâce au processus hermitien de Lanczos [76] pour 

minimiser le résidu. 

- La méthode CG appliquée respectivement aux équations normales AA*y = b 

avec x = A*y et A* Ax = A*b nous donne respectivement les deux méthodes 

CGNE (Conjugate Gradient on Normal equations to minimize the Error) due à 

Craig [41] et CGNR ( Conjugate Gradient on Normal equations to minimize the 

Residual) due à Hestenes et Stiefel [70]. Ces deux méthodes CGNE et CGNR 

ne supposent aucune condition sur A et minimisent respectivement la norme 

euclidienne de l'erreur et du résidu. Cependant, il est connu que la matrice AA* 

(ou A* A) peut être mal conditionnée, ce qui entraîne une convergence lente de 

ces méthodes. 

- LSQR (Least Squares QR), due à Paige et Saunders [89], est mathématique­

ment équivalente à CGNR. Mais LSQR peut être considérée comme une bonne 

manière de mettre en oeuvre CGNR. 

- USYMLQ (UnSYMmetric LQ) et USYMQR (UnSYMmetric QR) sont dues à 

Saunders, Simon et Yip [107]. Ces deux méthodes ont une caractéristique par­

ticulière qui consiste à projeter la solution du système sur une somme de deux 

sous-espaces de Krylov. Notons cependant que ces deux méthodes présentent 

un problème de division par zéro auquel nous ne pouvons remédier que par 
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un changement des vecteurs qui sont choisis initialement. Par la suite, nous 

adaptons l'abréviation DPZ qui signifie division par zéro. 

Il est important de noter que CGNE, CGNR, LSQR, USYMLQ et USYMQR sont 

utilisées pour une matrice A quelconque. En général, sans préconditionnement, ces 

méthodes ont une convergence lente, ce qui a poussé les chercheurs à développer 

d'autres méthodes plus compétitives. Nous en citons ci-dessous quelques unes. 

- ORTHOMIN est due à Vinsome [118]. Les résultats théoriques sur la conver­

gence de cette méthode ont été analysés par Axelsson [3] et les auteurs de 

[48, 49]. Cette méthode est aussi connue sous le nom de GCR (Generalized 

Conjugate Residual method) dans [49]. 

- ORTHORES et ORTHODIR sont dues à Young et Jea [127]. ORTHOMIN, 

ORTHORES et ORTHODIR diffèrent seulement dans la façon de programmer 

le résidu. Mais il s'avère que ORTHOMIN est la plus stable numériquement. 

FOM (Full Orthogonalization Method), due à Saad [97], utilise le processus 

d' Arnoldi [1, 96, 97] et la condition d'orthogonalité de Petrov-Galerkin pour se 

ramener, à chaque itération, à un système linéaire dont la matrice est de Hes­

senberg. Cette matrice de Hessenberg peut être singulière, ce qui est considéré 

comme un handicap. Nous disons aussi que FOM souffre d'une DPZ causée par 

la condition de Petrov-Galerkin. FOM est aussi dite méthode d'Arno/di. 

- GMRES (Generalized Minimal RESidual method), due à Saad et Schultz [100], 

minimise le résidu et utilise le processus d' Arnoldi, ce qui lui permet d'échapper 

à la DPZ de la méthode FOM. GMRES consiste à se ramener grâce au proces­

sus d' Arnoldi à un problème de minimisation au sens des moindres carrés, qui 

se résout à l'aide d'une factorisation QR obtenue par les rotations de Civens. 

GMRES utilise une orthogonalisation complète du processus d'Arnoldi. Il est 

bien connu qu'une telle orthogonalisation nécessite un coût algorithmique élevé. 

C'est pourquoi Wu et Saad ont utilisé la technique d'orthogonalisation incom­

plète [98, 96] pour définir la méthode DQGMRES [103]. Une autre technique 

souvent utilisée est celle du redémarrage. 

- BCG (Bi-Conjugate Gradient method), due à Lanczos [77] et rendue populaire 

par Fletcher [53], utilise le processus non hermitien de Lanczos et la condition 

de biorthogonalité de Petrov-Galerkin. BCG est une extension de la méthode 

du gradient conjugué au cas non hermitien. Malheureusement, sa convergence 

peut être irrégulière et comme FOM, BCG souffre d'une DPZ qui correspond 

à la singularité de la matrice de Hessenberg. BCG souffre d'une autre DPZ qui 
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est celle du processus non hermitien de Lanczos. Cette dernière DPZ peut être 

évitée grâce aux stratégies de "look-ahead" connues [90, 56, 83]. La convergence 

irrégulière de BCG peut être rendue régulière grâce à la méthode MRS (Mini­

mal Residual Smoothing) due à Schonauer [110] et qui a été étudiée en détail 

dans [121, 122, 123]. 

- QMR (Quasi Minimal Residual method) est due à Freund dans le cas symé­

trique [55] et à Freund et Nachtigal dans le cas non symétrique [54]. QMR 

utilise le processus non hermitien de Lanczos pour se ramener à un problème 

de "quasi-minimisation" qui évite une éventuelle DPZ due à la singularité de 

la matrice de Hessenberg de la méthode BCG. La DPZ due au processus non 

hermitien de Lanczos peut être évitée de la même façon que dans BCG par les 

stratégies de "look-ahead". 

- CMRH (Changing Minimal Residual method based on the Hessenberg process), 

due à Sadok [105], utilise la technique de " quasi-minimisation" du résidu 

comme pour la méthode QMR et le processus de Hessenberg [73, 124]. 

- CGM (Conjugate Gradient Multiplied) est une classe de méthodes, introduite 

simultanément par Brezinski [14] et Gutknecht [64]. Ce type de méthodes est 

aussi connu sous le nom de "Lanczos-type product methods"(LTPM). Les deux 

méthodes CGS (Conjugate Gradient Squared) due à Sonneveld [112] et Bi­

CGSTAB due à Van Der Vorst [116] sont de type CGM. Cette classe CGM 

est basée sur la méthode de Lanczos et donc ce type de méthodes a aussi un 

problème de DPZ. 

- MRSe (Minimal Residual Seminorm method), due à Heyouni et Sadok [71], est 

basée sur une semi-minimisation du résidu. Les résultats théoriques et numé­

riques de cette méthode ont été étudiés en détail dans [72]. 

La plupart des travaux qui ont été fait dans le domaine de la résolution des systèmes li­

néaires utilisent la notion de projection orthogonale par rapport à une forme hermitienne. 

Ici, nous n'allons pas nous restreindre au cas hermitien, mais nous allons considérer un cas 

plus général, celui d'une forme sesquilinéaire qui n'est pas nécessairement non dégénérée, 

et définir ainsi la notion de la projection biorthogonale. Ce cas général va nous permettre 

de retrouver les méthodes directes comme des méthodes de projection biorthogonale par 

rapport à une forme sesquilinéaire, en général non hermitienne. Par exemple, nous allons 

voir que la méthode de Gauss est une méthode de projection biorthogonale, c'est-à-dire 

basée sur la construction de deux bases biorthogonales et qui consiste à projeter le vecteur 

b de Ax = b sur des sous-espaces engendrés par des éléments de ces deux bases. Tout ceci 
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sera le sujet du Chapitre 1. 

En 1892, le mathématicien français Henri Padé (1863-1953) a étudié en détail dans sa 

thèse [86], sous la direction de Charles Hermite (1821-1901), des approximants qui portent 

maintenant son nom: Approximants de Padé. Mais ces approximants avaient déjà été ob­

tenus pour des cas particuliers en 1758 par Johann Heinrich Lambert (1728-1777) et aussi 

en 1776 par Joseph Louis Lagrange (1736-1813) suivant l'approche des fractions continues. 

Une étude historique bien détaillée a été faite sur ce sujet dans [13]. L'utilisation de ces 

approximants de Padé dans divers domaines leur a donné une importance capitale. Il y 

a plusieurs manières pour calculer un approximant de Padé. Nous pouvons directement 

résoudre un système linéaire pour trouver l'approximant de Padé que nous cherchons. 

Cette résolution de système linéaire peut se faire par une méthode itérative qui minimise 

l'erreur suivant une certaine norme. Dans ce travail, nous allons plutôt nous intéresser aux 

relations qui nous permettent de calculer un approximant de Padé quelconque à partir 

d'autres approximants de Padé. C'est-à-dire, en d'autres termes, avoir des relations de 

récurrence qui nous permettent de suivre un chemin arbitraire dans la table de Padé. 

Plusieurs auteurs ont travaillé sur ce sujet. Baker a donné dans [6] un algorithme pour 

se déplacer dans la table de Padé le long de deux antidiagonales adjacentes en escaliers 

montants. L'algorithme de Pindor proposé dans [93] utilise le même chemin que celui de 

Baker mais dans les deux sens: en montant et en descendant. Watson a donné dans [120] 

un algorithme pour se déplacer sur deux diagonales adjacentes en escaliers descendants. 

Bre~inski a généralisé la méthode de Gragg [61] dans [9] en utilisant une méthode de bor­

dage de la résolution des systèmes d'équations, afin de se déplacer le long d'une diagonale 

en descendant. D'autres méthodes basées sur la théorie des fractions continues peuvent 

être trouvées dans [125], malheureusement ces méthodes nécessitent la connaissance de 

tout le tableau qd qui s'obtient à partir de l'algorithme qd. L'algorithme qd (quotient­

difference algorithm) est dû à Rutishauser [95]. Henrici a montré dans [69] que la forme 

progressive de qd est la plus stable. Toutes ces relations de récurrence sont retrouvées 

dans le cadre unifié de la théorie des polynômes orthogonaux formels [10]. 

Dans le cas général d'une table de Padé non normale ( c.à.d qui présente des blocs), 

tous les algorithmes que nous avons cité ci-dessus peuvent heurter des blocs et avoir ainsi 

une défaillance. Cette défaillance est liée au problème de la DPZ dans la programmation 

des polynômes orthogonaux formels. Elle n'est pas due à l'algorithme utilisé mais plutôt 

à la série étudiée. Il y a plusieurs méthodes pour éviter une telle défaillance, par exemple 

celle qui consiste à se déplacer sur la frontière des blocs, étudiée par Graves-Morris dans 
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[63], ou celles que nous allons citer au deuxième chapitre. Mais ces méthodes nécessitent 

le calcul de plusieurs éléments d'une certaine table, par exemple celle de qd ou ëelle des 

déterminants de Hankel. L'algorithme donné par Draux et Van Ingelandt dans [45] est le 

seul qui ne nécessite le calcul global d'aucune table et qui permet de se déplacer dans la 

table de Padé suivant un chemin arbitraire. 

Si nous regardons soigneusement ce qui a été fait jusqu'à présent sur l'étude des blocs 

d'une table de Padé, notamment celle des polynômes orthogonaux, alors nous allons 

constater que pour calculer les approximants de Padé nous passons directement d'un 

côté à l'autre d'un bloc, ce qui équivaut à faire un saut. Nous pouvons dire alors que 

chaque technique qui consiste à sauter les blocs est un "look-ahead", comme dans lamé­

thode de Lanczos. C'est pourquoi dans le Chapitre 2, nous allons introduire la méthode 

ALA dont l'idée originale est donnée dans [4]. ALA apporte un remède au problème de 

la DPZ et remplace les stratégies de "look-ahead". Pour les approximants de Padé, ALA 

va nous permettre de construire une sorte de pont pour chaque bloc et d'éviter ainsi de 

sauter en se servant des relations de récurrence seulement à trois termes. Plus précisément 

nous allons introdùire, à l'intérieur des blocs, des approximants générés par des polynômes 

biorthogonaux qui vérifient des relations de récurrence à trois termes et dont les degrés ne 

se succèdent pas. Les propriétés de ces polynômes biorthogonaux permettent de rejoindre 

par une suite de récurrence à trois termes les points intéressants de la table de Padé. Ce 

qui nous pousse à dire que la présence d'un bloc dans la table de Padé n'est plus guère 

un problème ou une difficulté. Au contraire, elle favorise les approximants qui se trouvent 

au Nord et à l'Ouest d'un bloc. Le chapitre 2 traite, en plus de l'approximation de Padé, 

de la méthode de Lanczos et de l'epsilon algorithme. 

Dans le Chapitre 3, nous introduisons la méthode MINERES(>.) (MINimum Expan­

ded RESidual method). Cette méthode est une généralisation des méthodes MINRES et 

LSQR. De plus, elle a l'avantage d'avoir une bonne convergence lorsqu'elle est combi­

née avec un bon préconditionnement et elle est facilement parallélisable. MINERES(>.) 

consiste à appliquer MINRES à un système hermitien étendu qui dépend de la constante 

À. La raison principale pour laquelle nous avons introduit cette méthode est le problème 

de la stagnation; en effet, les méthodes qui projettent la solution de Ax = b sur les sous­

espaces de Krylov K;(A, r0 ), engendrés par r0 , Ar0 , .•• , Ai- 1r0 , peuvent stagner lorsque 

la matrice A est non hermitienne. En revanche, nous allons montrer que MINERES(>.) 

n'a aucun problème de stagnation. Nous allons aussi donner des exemples numériques qui 

montrent cet avantage de MINERES(>.). 
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Chapitre 1 

Projection biorthogonale 

1.1 Introduction 

Diverses méthodes directes et itératives pour résoudre un système d'équations li­

néaires sont des méthodes de projection. Dans ce chapitre, nous allons définir une mé­

thode générale de biorthogonalisation par rapport à une forme sesquilinéaire quelconque 

g, que nous appelons GBO (General BiOrthogonalization). Cette méthode GBO donne 

lieu à deux processus GBOR et GBOD. Le processus GBOR généralise plusieurs processus 

connus, en particulier, le processus de Gram-Schmidt, le processus de Lanczos [77] et celui 

de Hessenberg généralisé [124]. GBO va nous permettre de définir par la suite une mé­

tho~e générale de projection biorthogonale qui dépend du choix de certains paramètres. 

Selon le choix de ces paramètres, nous allons retrouver plusieurs méthodes connues de 

résolution des systèmes linéaires. 

Dans les sections suivantes, nous désignons par E et F deux espaces vectoriels sur le 

corps des nombres complexes (C de dimensions respectives m et m'. Dans le cas où E 

et F sont de dimensions infinies, nous posons par convention m = m' = oo. Dans ce 

travail, nous nous intéressons aux espaces vectoriels qui admettent des bases finies ou 

dénombrables. 

1.2 Formes sesquilinéaires 

Pour résoudre n'importe quel système linéaire, nous utilisons souvent des méthodes 

pour orthogonaliser ou orthonormaliser une base donnée comme par exemple le processus 

de Gram-Schmidt [97] ou celui de Lanczos dans le cas hermitien. Cette orthonormalisation 

dépend d'un produit scalaire hermitien. Ici, au lieu d'un produit scalaire, nous utilisons 

la notion d'une forme sesquilinéaire quelconque, c'est-à-dire éventuellement dégénérée et 
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non hermitienne. 

Nous commençons tout d'abord par étudier les espaces munis de formes sesquilinéaires. 

Signalons que ceux munis de formes bilinéaires hermitiennes ont été étudiés par plusieurs 

auteurs, et particulièrement par Bognar [8] et Scharlau [109]. 

Définition 1.1 Nous appelons forme sesquilinéaire (ou application sesquilinéaire) sur 

E x F toute application g : E x F 1-----1- ([} vérifiant les conditions suivantes : 

- Vz E F l'application y E E 1-----1- g(y, z) est linéaire, 

- Vy E E l'application z E F 1-----1- g*(z, y) est linéaire, 

où la conjuguée-transposée g* de la forme sesquilinéaire g est définie sur F x E par 

g*(y, z) = g(z, y), (1.1) 

la baïïe désignant le conjugué d'un nombre complexe. 

La paire ( E x F, g) est appelée espace sesquilinéaire. Lorsque E = F, cet espace sesquili­

néaire est désigné par la paire ( E, g). 

Remarque 1.1 Dans la définition d'une forme sesquilinéaire, nous pouvons remplacer 

l'application z r-----+ z par un automorphisme involutif quelconque de (C et tous les résultats 

que nous allons énoncer restent valables. Ainsi, comme la coïncidence z 1-----1- z est un 

automorphisme involutif de (C, une forme bilinéaire sera considérée, par la suite, comme 

un cas particulier d'une forme sesquilinéaire. 

D'après la définition, il est clair que g* de la forme sesquilinéaire g est aussi sesquili­

néaire. Si la condition g = g* est vérifiée, alors la forme g est dite hermitienne [109]. Une 

forme hermitienne est définie positive (respectivement semi-définie positive) si pour tout 

y E E,g(y,y) > 0 (respectivement g(y,y) 2: 0). 

Définition 1.2 Un vecteur y E E est g-orthogonal à gauche au vecteur z E F si g(y, z) = 

O. Nous disons aussi dans ce cas que z est g-orthogonal à droite au vecteur y et nous notons 

y g..L z, z ..Lg y. 

Soient L et L' deux sous-espaces respectifs de E et F. Nous désignons par 

LJ_9 ={zEF/ VyEL, g(y,z)=O} 
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le sous-espace g-orthogonal à droite à L et par 

L'gl. ={y E Ej Vz Et-', g(y, z) = 0} 

le sous-espace g-orthogonal à gauche à L'. 

Grâce à (1.1), nous avons les deux égalités suivantes 

L' gl. = L'l.g• et L l.g = Lg*l.. (1.2) 

1.2.1 Notations matricielles 

Pour tout k fini ou infini, le produit hermitien< ., . >k (sous réserve qu'il existe) de 

deux vecteurs y= (yi)i=l, ... ,k et z = (z;)i=l, ... ,k de <Ck est défini par 

k 

< y, z >k= LYiZi, 
i=l 

que nous écrivons souvent sous forme d'un produit de matrices < y, z >k= z*y. Si k est 

fini (k < oo ), alors < ., . >k est une forme hermitienne définie positive associée à la norme 

euclidienne de <Ck définie par 

L'indice k est omis s'il n'y a pas d'ambiguïté. 

Considérons une base finie ou dénombrable B = { u1 , u 2 , •.. } de l'espace vectoriel E et une 

autre base B' = { u~, u~, ... } de F. Si g est une forme sesquilinéaire sur E x F, alors 

G = G9,B,B' = (g(u;,u~))i,j = (G;,j)i,j 

est appelée la matrice de g par rapport à B et B'. Ainsi, il est clair que la matrice de g· est 

la conjuguée-transposée G* de G. Par conséquent, si g est hermitienne, alors G est aussi 

hermitienne. 
1 

Pour chaque y = 2:::~ 1 y;u; de E et z = 2:::~1 z;u; de F nous avons 

(1.3) 

= yTGz =<cry, z >m'=< y, Gz >m 

où nous identifions y et z avec les vecteurs colonnes appropriés qm contiennent leurs 

composantes respectivement par rapport aux deux bases B et B'. 

Notons que l'espace Sq(E x F, <C) de toutes les formes sesquilinéaires est isomorphe à 
1 

l'espace <Cmxm de toutes les matrices rectangles ou infinies m x m'. Cet isomorphisme 
1 

nous permet d'étudier Sq(E x F, <C) à travers <Cmxm . 
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1.2.2 Espaces réguliers 

Commençons par rappeler la définition d'un espace régulier. 

Définition 1.3 Un espace sesquilinéaire (Ex F,g) est régulier (ou non dégénéré) ou non 

singulier) si Fgl. = {0} ou El. 9 = {0}. 

Un espace sesquilinéaire non régulier est appelé singulier. La relation (1.3) nous permet 

de déduire le théorème suivant 

Théorème 1.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes. 

1. L'espace sesquilinéaire ( E x F, g) est régulier. 

2. Les colonnes ou les lignes de la matrice G de g (par rapport à deux bases arbitraires 

de E et F) sont linéairement indépendantes. 

3. L'espace sesquilinéaire (F x E, g*) est régulier. 

Si de plus m < oo et m' < ooJ alors les trois propriétés précédentes sont équivalentes aux 

deux propriétés suivantes. 

4. Le sous-espace El..9 est de dimension max{m'- m,O}. 

5. Le sous-espace Fgl.. est de dimensionmax{m-m',O}. 

Si m = m' < oo, alors nous pouvons facilement voir que les deux sous-espaces Fgl. 

et El..9 sont réduits à {0} si au moins l'un des deux l'est. Aussi, dire que (E x F, g) est 

régulier revient à dire que G est inversible. 

Pour deux sous-espaces L de E et L'de F, nous notons gLxL' la restriction de g à Lx L'. 

( L x L', gLxL') est appelé sous-espace sesquilinéaire de ( E x F, g). Ce sous-espace est 

souvent noté (L, gL) dans le cas où E = F et L = L' avec gL = gLxL· Si (L X L', gLxL') 

est régulier, alors L x L' est appelé sous-espace régulier de E. 

Donnons maintenant quelques notations et définitions relatives à un espace vectoriel V 

qui admet une base finie ou dénombrable. Nous désignons par dim V la dimension de V. 

Une applications: V t-----7 II; est appelée semi-linéaire, sis est linéaire [34]. Par exemple, 

la forme g est semi-linéaire par rapport à la seconde variable. Notons V l'espace dual de 

V (l'espace vectoriel de toutes les applications linéaires V t-----7 II;). L'ensemble de toutes 

les applications semi-linéaires est un espace vectoriel appelé le dual conjugué de V, noté 
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v. Pour chaque base ~ = { vl, v2, ... } de v, nous désignons par N = {vl, v2, ... } la base 

duale de V associée à ~ et définie par 

Vi (v j) = 5ij (symbole de Kronecker). 

Alors, il est facile de voir que ~ = {v1 , v2 , •.• } est une base de V, appelée base duale 

conjuguée. 

Soit l'application h: V x V r----+ (C qui fait correspondre le nombre complexe '!f)(x) à tout 

couple (x, 'If)) de V x V. Nous pouvons facilement voir que h est une forme sesquilinéaire, 

ce qui nous permet de définir le sous-espace L.Lh de V h-orthogonal au sous-espace L 

de V et le sous-espace L'h.L de V h-orthogonal au sous-espace L' de V. D'une manière 

analogue, considérons l'application 

f: vxv r----+ (C 

('If)' cp) r----+ cp( 'If)) 

=-
qui fait correspondre le nombre complexe cp( 'If)) à tout couple ('If), cp) de V x V. 

Lemme 1.1 Si V est de dimension finie, alors l'application linéaire canonique 

Iv : V r----+ V 

y r----+ epy : 'If) E V~ '!f)(y) E ([) 

est un isomorphisme et nous avons Iv(Lh.L) = L.Lt pour tout sous-espace L de V. 

Preuve: 

La propriété Iv(Lh.L) = L.Lt est une conséquence du fait que lv est un isomorphisme. 

Il est simple de prouver que Iv est un isomorphisme. En effet, elle est similaire à celle 

donnée par exemple dans [30] où il suffit de remplacer l'espace dual V par l'espace dual 

conjugué V. • 

Si nous identifions V et V à l'aide de lv, alors Lh.L et L.Lt deviennent un même sous­

espace de V. 

Théorème 1.2 Supposons que, V est de dimension finie k. Pour tout sous-espace L de 

V nous avons 

dim L + dim L.Lh = k. 
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=-
Pour tout sous-espace L' de V, nous avons 

dim L'+ dim L'h.J.. = k. 

Preuve: 

Tout d'abord, notons que la seconde propriété de ce théorème se déduit de la première 

en utilisant le Lemme 1.1. Nous allons donc montrer uniquement la première propriété. 

Si L = V, il est est évident que LJ..h = {0}. De même, si L = {0}, il est évident que 

LJ..h =V. Il reste à examiner le cas où dim L = i E {1,2, ... ,k -1} avec k 2:2. Soit 

{y1, y2 , ••• , Yi} une base de L_que nous complét~ns en une base~= {y1, y2 , ••. , yk} de V. 
La base duale conjuguée de V associée à~ est~= {y1,y2 , ••• ,yd. 
Une forme linéaire '1/J, écrite dans la base duale conjuguée sous la forme 'ljJ = I:j=1 O:jYj, est 

un élément de LJ..h si et seulement si h(yj, 'ljJ) = '1/J(yj) = 0 pour j = 1, 2, ... , i, c'est-à-dire 

tout simplement que O:j = 0 pour j = 1, 2, ... , i. D'où LJ..h = Vect(Yi+l' Yi+ 2 , ••• , Yk) est 

de dimension k - i. • 

Soient B et B' deux bases respectives de E et F. Considérons maintenant trois trans­

formations g: F r---t Ê, g: E ~ F et g : F ~ Ê définies par g( z) : y r---t g(y, z), 
g(y): z r---t g(y, z) et g(z): y~ g(y, z) pour tout y E E et zEF. Il est évident que g 
et g ainsi définies sont linéaires. L'une des propriétés de cette construction est l'égalité 

g"' = g*. La matrice de g par rapport aux bases B, fi' est exactement la matrice G de g 

par rapport à B et B'. Et comme nous venons de voir que g = g*, alors la matrice de g 
est G*. 
Ceci montre que (Ex F, g) est régulier précisément lorsque au moins l'une des deux trans­

formations linéaires g et g est injective. 

Théorème 1.3 Soient deux sous-espaces L de E et L' de F de dimensions finies. 

ij Si m' < oo, alors dim L + dim LJ..g =m'+ dim Fg.J.. n L. 

ii/ Sim< oo, alors dim L'+ dim L'g.J.. = m + dim EJ.. 9 n L'. 

Preuve: 
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if est tout simplement une conséquence de la propriété très connue d'une application 

linéaire f: L f----t F suivante 

dim Ker(!)+ dim Im(f) = dim L, 

où I m(f) et f{ er(f) sont respectivement l'image et le noyau de f. Il suffit de remplacer 

f par la restriction de g à L. Ce qui nous donne f{ er(f) = F 9 .L n L. Le Théorème 1.2 

implique que dim Im(f) = dim F- dim Ll.9 car L.L9 = Im(f)h.L. D'où le résultat de if. 

D'après les égalités de (1.2), il est clair que ii/ n'est qu'une conséquence de if. Tandis 

que la preuve de iii/ est évidente. • 

Corollaire 1.1 Soient deux sous-espaces L de E et L' de F. Supposons que ( E x F, g) 

soit un espace régulier avec m' < oo et m < oo. 

if Sim:::; m', alors dim L + dim L.Lg =m'. 

ii/ Si m' :::; m, alors dim L'+ dim L' 9 .L =m. 

Preuve: 

En utilisant le théorème précédent sous 1 'hypothèse que ( E x F, g) est régulier, le ré­

sultat de ce corollaire est immédiat. Nous pouvons aussi proposer une preuve similaire à 

celle- donnée dans [34]. • 

Théorème 1.4 Tout sous-espace régulier Lx L' de (Ex F,g) avec dim L = l < oo et 

dim L' = t' < oo a les propriétés suivantes: 

if dim Ln L'gl. =max{/- t', 0} et dim L' n Ll. 9 =max{ l'- l, 0}. 

ii/ Si l':::; l, alors L + L'g.L = E. 

iii/ Si l:::; t', alors L'+ Ll. 9 = F. 

Preuve: 

Lx L'est supposé régulier, donc d'après le Théorème 1.1 nous avons le résultat de if. 

Soit y E E, posons f = g(y) IL' qui désigne la restriction de g(y) à L'. Si nous supposons 
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que t' ~ l, alors g-ç:;L' est surjective puisque L x L' est régulier. Par conséquent, il existe 

z E L tel que 

f = g-ç:;L'(z) = g(z)iL'· 

Ainsi pour tout t E L', 

g(y, t) = g(y)(t) = f(t) = g(z, t). 

Alors, nous pouvons écrire y= z +(y- z) où z E Let y- z E L'9 .l... Ce qui prouve que 

L + L'g.l.. = E. La propriété g = 9* que nous avons vu précédemment nous permet de 

conclure pour la seconde somme L' + L.l..9 = F de iiij. • 

En supposant, dans le théorème précédent, que les deux sous-espaces L et L' ont la 

même dimension l =t' < oo, nous obtenons comme conséquence le corollaire suivant. 

Corollaire 1.2 Pour tout sous-espace régulier L x L' de ( E x F, g) vérifiant dim L = 

dim L', nous avons 

L' EBL.l..g = F et LEBL'g.l.. = E. 

1.2.3 Base orthogonale et biorthogonale 

Soit D = {p1 ,p2, ... ,pz} un ensemble de vecteurs de E avec l un entier qm 

peut prendre une valeur infinie ( c.à.d l = oo) pour désigner l'ensemble dénombrable 

{PllP2, ... }. De même soit Q = {Ql, Q2, ... , Qz'} un ensemble de vecteurs de F. 

Définition 1.4 Si g(pi, Qj) = 0 pour i =J j, alors nous disons que D est g-biorthogonal 

à Q à gauche et que Q est g-biorthogonal à D à droite. Si de plus g(pi, Qi) = 1 pour 

i = 1, ... , min{/, t'}, alors D est g-biorthonormal à Q à gauche et Q est g-biorthonormal 

à D à droite. 

En l'absence de toute confusion, nous dirons tout simplement que les deux familles D et 

Q sont g-biorthogonales ou g-biorthonormales. 

Lemme 1.2 i/ Si D et Q sont g-biorthogonales et vérifient la condition 

g(pi, Qi) =J 0 pour i = 1, ... , min{/, z'}, (1.4) 

alors {p1lp2 , ... ,pk} et {Q1,Q2, ... ,Qk} sont deux familles libres avec k = min{llt'}. 

ii/ Si L x L' est un sous-espace régulier de ( E x F, g) et si D et Q sont deux bases 

g-biorthogonales respectives de L et L', alors D et Q vérifient la condition ( 1.4). 
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Preuve: 

i/ Supposons que la famille {pt, p2, ... , pk} soit liée; il existe alors un élément Pio qm 

s'écrit comme combinaison linéaire des autres. En utilisant le fait que D et Q sont 

g-biorthogonales, nous aurons g(Pio, qi0 ) = O. Or ceci est en contradiction avec la 

condition (1.4). 

D'une manière analogue, nous montrons que {q1, q2 , •.. , qk} est libre. 

ii/ est une conséquence de la définition d'un espace régulier. En effet, s'il existe un 

" indice io E { 1, ... , min{ l ,l'}} tel que g(Pio, qi0 ) = 0, alors Pio E L' 9 1. et qi0 E Ll.9 , ce 

qui est en contradiction avec l'hypothèse que L x L' est un sous-espace régulier. • 

Si D et Q sont deux bases g-biorthogonales respectives de L et L' vérifiant la condition 

(1.4), alors la normalisation suivante de Pi et qi 

(1.5) 

associe à D et Q deux bases g-bi orthonormales D' = {p~, p;, ... , p;} et Q' = { q~, q;, ... , q;,}. 

Théorème 1.5 Si Lx L' est un sous-espace régulier de (Ex F, g) avec L ou L' de dimen­

sion finie, alors il existe deux bases, l'une deL et l'autre de L', qui sont g-biorthogonales. 

Preuve: 

Nous allons donner une démonstration constructive. Soient N = { v1 , v2 , •.. , v1} et 

D = { w1 , w 2 , ... , w1,} deux bases respectives de Let L'. Nous pouvons obtenir, à partir 

de N et D, deux bases g-biorthogonales M = {p1, P2, ... , Pl} de L et Q = { q1, q2, ... , qz'} 
de L' en biorthogonalisant par rapport à g les deux bases N et D. D'après le Lemme 1.2, 

Met Q doivent vérifier la condition (1.4). La méthode qui consiste à construire les deux 

bases M et Q sera appelée la méthode générale de biorthogonalisation par rapport à g 

que nous noterons brièvement GBO. Cette méthode donne naissance à deux processus 

nouveaux GBOR et GBOD. La lettre D dans GBOD signifie le mot direct car le proces­

sus GBOD que nous allons donner plus tard utilise à chaque étape tous les éléments des 

deux bases Net D. La lettreR dans GBOR signifie le mot récursif car, dans le processus 

GBOR que nous allons décrire ci-dessous, les éléments des deux bases Net D sont donnés 
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récursivement, c'est-à-dire au cours de l'application de GBOR. Commençons maintenant 

par décrire ce nouveau processus GBOR. 

Etape k = 1: (Initialisation) 

L x L' est supposé régulier, donc il existe deux vecteurs Vi 1 et Wj 1 pour lesquels 

g( Vi1
, Wj1

) =/=- O. Nous définissons récursivement deux permutations CJ de {1, 2, ... , l} et 

() de {1, 2, ... , t'}, c'est-à-dire qu'à chaque étape k nous donnons les valeurs de B(k) et 

CJ(k). Pour commencer, nous posons Œ(1) = i 1 et 0(1) = j 1 . Notons que i 1 et j 1 peuvent 

être choisis de différentes manières suivant l'espace E x F sur lequel nous travaillons, par 

exemple voir [4] où CJ est prise égale à l'identité et 0(1) est le plus petit indice j 1 tel que 

g( vh WjJ =/=- O. Nous normalisons les deux vecteurs Va(l) et We(l) pour obtenir respective­

ment les vecteurs normalisés p1 et q1. 

Etape k = 2: 

Posons L1 = V ect( Va(l)) (le sous-espace de L engendré par Va(l)), L~ = Vect( We(l)) (le 

sous-espace de L'engendré par We( 1)) et La= L~ = {0}. Soit j 2 E {1,2, ... ,t'}\{B(1)}, 

le vecteur w12 est biorthogonalisé à droite par rapport à g à un vecteur p1 que nous 

choisissons dans L1 \L0 , en retranchant de Wj2 un multiple de q1 , pour que le vecteur 

résultant q soit g-biorthogonal à p1 à droite, c'est-à-dire 

Soit i 2 E {1, 2, ... , l}\{Œ(1)}, le vecteur Vi2 est biorthogonalisé à gauche par rapport à g 

à un vecteur ê]I que nous choisissons dans L~ \L~, en retranchant de Vi2 un multiple de p1 , 

pour que le vecteur résultant p soit g-biorthogonal à ê]I à gauche, c'est-à-dire 

Les choix de i 2 et j 2 se font dans le but d'avoir g(p, q) =/=- 0, ce qui est tout à fait possible 

puisque L x L' est régulier. La normalisation des deux vecteurs résultants p et q nous 

donne alors deux vecteurs normalisés p2 et q2. Nous posons Œ(2) = i 2 et B(2) = j 2. 

Etape k = 3, 4, ... , min{l, l'}: 

Posons Lk-1 = Vect( Va(l), Va(2), ... , Vcr(k-1)) et L~_ 1 = Vect( WB(l), We(2)' ... , We(k-1))· 

Soit jk E {1, 2, ... , z'} \0( {1, 2, ... , k- 1} ), le vecteur Wjk est biorthogonalisé à droite par 

rapport à g à des vecteurs Pi que nous choisissons dans Li\ Li-l pour i = 1, 2, ... , k - 1, 

en retranchant de Wjk une combinaison linéaire des qi qui sont déjà calculés, pour que le 
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vecteur résultant q soit g-biorthogonal aux vecteurs p; à droite, c'est-à-dire 

i=k-I~~--~~~~ 
q = Wjk- L g(p;,Wjk)/g(p;,q;)q;. 

i=l 

Soit ik E {1, 2, ... , l} \a-( {1, 2, ... , k- 1} ), le vecteur Vik est biorthogonalisé à gauche par 

rapport à g à des vecteurs qi que nous choisissons dans L~ \L~-I pour j = 1, 2, ... , k- 1, 

en retranchant de Vik une combinaison linéaire des Pi qui sont déjà calculés, pour que le 

vecteur résultant p soit g-biorthogonal aux vecteurs qj à gauche, c'est-à-dire 

j=k-I 
p=vik- L g(vik,qj)/g(pj,qj)Pj· 

j=I 

Le choix de ik et Jk se fait dans le but d'avoir g(p, q) =/= 0, ce qui est tout à fait possible 

puisque L x L' est régulier. La normalisation des deux vecteurs résultants p et q nous 

donne alors deux vecteurs normalisés Pk et qk. Nous posons o- ( k) = i k et () ( k) = j k. 

Si l' > l, pour k = l + 1, l + 2, ... , l' : 
Nous choisissons B(k) = Jk E {1,2, ... ,l'}\0({1,2, ... ,k -1}). Comme ce que nous 

avons fait pour une étape k ~ min{l, l'}= l, nous obtenons un vecteur q E L~ vérifiant 

g(pi, q) = 0, pour i = 1, 2, ... , l. Nous normalisons q pour avoir le vecteur normalisé qk. 

Si l' < l, pour k =l'+ 1, l'+ 2, ... , l: 

Nous choisissons o-(k) = ik E {1,2, ... ,1}\o-({1,2, ... ,k -1}). Comme ce que nous 

avons fait pour une étape k ~ min{l,l'} =l', nous obtenons un vecteur p E Lk vérifiant 

g(p, i]j) = 0, pour j = 1, 2, ... , l'. Nous normalisons p pour avoir le vecteur normalisé Pk· 

Ainsi, à la fin du processus GBOR nous aurons une paire de bases g-biorthogonales 

M = {PI, P2, ... , Pt} de L et Q = {qi, q2, ... , q1'} de L'. • 

Théorème 1.6 Soient N = {VI, v2 , .•. , Vt} et D = { wi, w 2 , .•• , wt'} deux bases respec­

tives deL et L'avec l < oo ou l'< oo. Lx L'est un sous-espace régulier de (Ex F,g) 

si et seulement s'il existe deux permutations 0" de {1, 2, ... 'l} et() de {1, 2, ... 'n telles 

que LJfJ(9 1. = E et Lt9 fJJL~ = F pouri = 1,2, ... ,min{l,t'}. 

Preuve: 

Si nous supposons queL x L'est un sous-espace régulier de (Ex F,g), alors d'après la 

preuve du Théorème 1.5, il existe deux permutations o-de {1, 2, ... , l} et() de {1, 2, ... , l'} 
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telles que LJJ) L:gl.. = E et Lf 9 tB L~ = F pour i = 1, 2, ... , min{ l, l'}. La réciproque de 

ce résultat est aussi vraie ; pour le montrer, il suffit de donner à i la valeur min { l, t'} et 

d'utiliser ensuite la propriété qui dit: si B CCC E, alors Cl.. 9 C Bl..g et si B C CC F, 

• 

Remarque 1.2 Lorsque Lx L' est un sous-espace régulier avec L et L' étant tous les deux 

de dimension infinie, nous pouvons obtenir, d'une manière similaire au cas où l'un des 

deux est de dimension finie, deux familles g-biorthogonales dont l'une est une base soit de 

L soit de L'selon que Ll..9 = {0} ou L'9 l.. = {0}. Mais, si nous avons Ll..9 = L'gl.. = {0}, ces 

deux familles deviennent deux bases g-biorthogonales et les résultats des deux théorèmes 

précédents 1.5,1.6 restent valables. Notons aussi que dans le cas d'une forme sesquilinéaire 

hermitienne, la condition Ll..9 = L'gl.. = {0} est satisfaite si L' = L. 

Le processus GBOR que nous allons énoncer maintenant construit à partir de deux 

bases quelconques N = { v1, v2 , .•• , vz} de L et D = { w 1 , w2 , ••. , Wz'} de L' deux autres 

bases g-biorthogonales M = {p1,p2 , ••• ,pz} deL et Q = {q11 q2 , ... ,qz'} de L'. Dans cet 

algorithme, nous supposons que L x L' est régulier et si L et L' sont tous les deux de 

dimension infinie (c.à.d l = oo et t'= oo) nous ajoutons la condition Ll..g = L'g.l.. = {0}. 

Considérons deux sous-espaces vectoriels L; et L~ engendrés respectivement par les fa­

milles libres N; = { Vu(1) 1 Vu(2) 1 ••• , Vu(i)} et Dk = { W&(1), W&(2) 1 ••• , We(k)}, pour i = 1, ... , l 

et pour k = 1, ... , t'. Les vecteurs Vu(j) de Let We(j) de L' sont choisis récursivement afin 

que les sous-espaces Li x L' j soient réguliers pour j = 1, ... , min{ l, t'}. La j-ième étape du 

processus GBOR consiste à compléter la paire de bases g-biorthogonales {p1 ,p2 , •.. ,Pi-d 
et { q1, q2 , ... , qj-d de l'espace régulier Lj-1 x L'j-1 en une paire de bases g-biorthogonales 

{PbP2,· .. ,pj} et {q1,q2, ... ,qj} de l'espace régulier Lj x L'j avec Pi E Lj\Lj-1 et 

qj E L'i \L'i-1· 
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Processus GBOR 

1. Initialisation: Choisir o-(1) et 8(1) pour lesquelsg(vO"{l)l WB(I))-=/= O. Nor­
maliser p = Vu(I) et q = WB(I) par c11 et c~ 1 pour obtenir respectivement 
PI = p /cu et q1 = q / c~ 1 . 

2. Boucle principale: Pour j = 2, ... , min{l, t'}, 

(a) choisir VO"(j)l We(j)' Pj-1 E Lj-1 \Lj-2 et êij-1 E L'j-I \L'j-2, 

( b) calculer q = We(j)l 

( c) c;j = g(pi, q)j g(jii, qi) et q ~ q- c;jqi pour i = 1, 2, ... , j- 1, 

( d) p = VO"(j)l 

(e) Cij = g(p,qi)/g(pi,qi) et p ~ p- CijPi pour i = 1,2, ... ,j -1, 

(!) si g(p, q) -=/= 0, alors 
normaliser p et q par Cjj et c~j pour obtenir respectivement 

Pj = pjcjj et qj = qfc~j' 
sinon aller à (a), 

fin (si), 

fin de la boucle principale. 
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3. Boucles complémentaires: 

Si l < t' alors 
choisir pz E Lz\Lz-1, 
pour j = l + 1, ... , l': 

choisir Wo(j), 

calculer q = WB(j), 

Projection biorthogonale 

c~j = g(p;, q)jg(p;, q;) et q +- q-c~J·q; pour i = 1, 2, ... , l, 

normaliser q par c;j pour obtenir qj = qjc;j, 

fin (pour), 
fin (si). 

Si l > t' alors 
choisir êfz' E L'1, \ L'1, _ 1 , 

pour j =t'+ 1, ... ,1: 

choisir V 17 (j), 

calculer p = V 17 (j), 

Cij = g(p, êj;)j g(p;, q;) et p +--- p - CijPi pour 
1, 2, ... '['' 

normaliser p par cjl' pour obtenir Pi= pjcjz', 

fin (pour), 
fin (si). 

Fin des boucles complémentaires. 

r +--- s signifie que nous attribuons la valeur des à r. 

Notons que ce processus GBOR généralise celui de Gram-Schmidt décrit dans [60, 124] 

ainsi que le processus de Gram-Schmidt double (Two-sided Gram-Schmidt process) donné 

dans [90] pour le cas d'une forme hermitienne définie positive. 

Supposons quel:::; t'. A l'aide de (d) et (e) dans GBOR nous avons 

(1.6) 
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De même, à l'aide de (b) et (c) dans GBOR, nous avons 

1 ' 1 1 

Wo-(j) = c1jql + Czjqz + ... + cjjqj, j = 1, 2, ... , l , (1. 7) 

avec c~j = 0 si l < i < j. En utilisant la notation ( d1 dz ... dj) pour désigner la matrice 

dont les colonnes sont les vecteurs dl' dz, ... 'dj' (1.6) et (1. 7) impliquent respectivement 

les deux factorisations suivantes 

( Vo-(1) Vo-(Z) . . . Vo-(1) ) = ( P1 Pz 

et 

Czz 
··· Pt ) 

( 

cu c1z 

1 1 

cll cll+l 
1 1 

Czl Czl+l 

1 1 

cu cll+l 
1 

cl+ll+l 

(1.8) 

(1.9) 

D'une manière analogue, si l 2:: t' nous obtenons, toujours grâce à GBOR, les deux facto­

risations suivantes 

( W&(l) W&(Z) (1.10) 

et 

cu c1z cll' cll' +1 
Czz Czt' Czl'+l 

( Vo-(1) Vo-(Z) ... Vo-(1) )=(Pl Pz ... Pt) cl' l' cl'l'+l (1.11) 

cl' +li' +1 

cu 

Remarque 1.3 1. Une caractéristique fondamentale du processus GBOR est qu'il 

nous donne, grâce aux deux boucles complémentaires, les deux sous-espaces Ln L'gj_ 

et L' n Lj_ 9 • Si l < t', Ln L' 9 j_ = {0} et L' n Lj_9 est engendré par q1+ 1, qz+z, ... , qz'· 

Si t'< l, alors L' n Lj_9 = {0} et Ln L' 9 j_ est engendré par Pt'+1 ,Pz'+z, ... ,Pl· 
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2. Les coefficients Cij, c~j sont théoriquement les mêmes pour n'importe quel choix 

des vecteurs Pk et êf.k· Ceci veut dire en d'autres termes, que la manière de cal­

culer ces coefficients dépend du choix des vecteurs Pk et êf.k· C'est ce choix qui 

donne, par exemple, les divers algorithmes Lanczos/Orthodir, Lanczos/Orthores, 

Lanczos/Orthomin [18]. 
Dans le cas particulier où Pk = Pk et êf.k = qk, nous avons 

A la j-ième étape de la boucle principale de GBOR, nous choisissons vCT(j) et we(j) pour 

avoir g(p,q) # 0 où pet q sont donnés par (b), (c), (d) et (e). L'expression de g(p,q) à 

l'étape j peut être simplifiée sous la forme suivante 
j-1 

g(p,q) = g(vCT(j),weu))- L9(Pi,we(j))g(vCT(j),qi)/g(pi,qi)· (1.12) 
i=l 

Cette expression fait intervenir les quantités g(pi, We(j)) et g( vCT(j), qi), ce qui rend le calcul 

de g(p, q) très coûteux. Donc, lorsque g(p, q) = 0, le coût en opérations qui correspond au 

choix des vecteurs vCT(j) et we(j) est en général élevé. Mais nous allons voir plus loin que 

ce choix n'est pas coûteux pour des espaces L et L' particuliers, par exemple les espaces 

de Krylov. 

Afin de réduire l'expression de g(p, q) et par conséquent rendre facile le choix des vec­

teurs vCT(j) et we(j) (ou le choix de <r(j) et O(j) ), nous avons pensé à modifier le processus 

GBOR en un autre processus GBOD que nous allons décrire maintenant. Dans cette des­

cription, nous signalerons la différence entre GBOD et GBOR. 

Tout d'abord remarquons que GBOD suppose que L x L' est régulier et que L et L' 

sont tous les deux de dimension finie ( c.à.d l < oo ou z' < oo ). Soient N = { v1, v2 , ••• , v1} 

et D = { w1, w2 , ••• , wl'} deux bases respectives de L et L'. 

Lx L' est supposé régulier, donc il existe deux indices i 1 et j 1 pour lesquels nous avons 

g(vipwù)-=/= O. Ainsi, nous attribuons les valeurs de i 1 et j 1 respectivement à <r(1) et 0(1). 
Nous normalisons les deux vecteurs vCT(l) et We(l) pour obtenir respectivement les vecteurs 

normalisés p1 et q1. La différence entre GBOD et GBOR est qu'ici, tous les autres vecteurs 

de la base N (resp. D) sont biorthogonalisés à droite (resp. à gauche), par rapport à g, 

à un vecteur p1 (resp. qi) que nous choisissons dans L1 \Lo (resp. L~ \L~). Ceci se fait 

suivant les deux relations suivantes 

Vj = Vj- g(vj, êf.1)/g(p1, i]I)p1, pour jE {1, 2, ... , l}\{<r(1)} 
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et 

Lx L'est régulier, donc il existe deux entiers i 2 et j 2 pour lesquels g(v;2 , WjJ =f.O. Ainsi, 

nous attribuons les valeurs de i 2 et j 2 respectivement à 0"(2) et 0(2). Ensuite nous norma­

lisons les deux vecteurs Vo-(z) et we(2) pour obtenir respectivement les vecteurs normalisés 

pz et q2 • Et ainsi de suite. 

Nous pouvons maintenant énoncer le processus GBOD qui transforme deux bases ar­

bitraires N = { v1 , v2 , ... , vz} de L et D = { w11 w2, ••• , Wz'} de L' en deux bases g­

biorthogonales M = {p1 ,p2, ... ,pz} deL et Q = {q1,q2, ... ,q1,} de L'en supposant que 

le sous-espace L x L' est régulier. 

Processus GBOD 

1. Initialisation: Initialiser O" et 0 à la permutation identité. Choisir deux entiers 
k1 et k~ pour lesquels g( Vo-(k!), we(k~)) # O. Attribuer les valeurs O"( k1 ) et 0( k~) 
respectivement à 0"(1) et 0(1) et inversement. Normaliser Vo-(l) et W&(l) par c11 

et c~ 1 pour obtenir respectivement p1 = Vo-(1)/ c11 et q1 = We( 1)/ c~ 1 . 

2. Boucle principale: Pour j = 2, ... , min{l, l'}, 

(a) choisir Pj-1 E Lj-1 \Lj-2 et êfj-1 E L~_ 1 \L~_ 2 , 

(b) calculer c~-li = g(Pj-l,W&(i))/g(pj-1,qj-1) et We(i) +-- We(i)- c~_ 1;qj-1 
pour i = j,j + 1, ... ,l', 

( c) Cj-1i = g( Vo-(i), êfj-1) / g(Pj-1, êfj-1) et Vo-(i) +-- Vo-(i) - Cj-liPj-1 

pour i = j, j + 1, ... , l, 

( d) choisir deux entiers kj ~ j et k~ ~ j pour lesquels g( Vo-(kj), We(k;)) =f. 0, 

(e) attribuer les valeurs O"(kj) et B(k~) respectivement à cr(j) et B(j) et inver­
sement, 

(!) normaliser Vo-(j) et We(j) par Cjj et c~j pour obtenir respectivement les 

vecteurs normalisés pj = Vo-(j)/ Cjj et qj = We(j) / c~j, 

fin de la boucle principale. 
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3. Boucles complémentaires: 

Si l < l' alors 
pour j = l + 1, ... , l' : 

fin (pour), 
fin (si). 

Si l > l' alors 
pour j =l'+ 1, ... ,l: 

Projection biorthogonale 

normaliser Vu(j) par Cjj pour obtenir Pi = Vu(j)/ Cjj, 

fin (pour), 
fin (si). 

Fin des boucles complémentaires. 

Il est important de noter que cet algorithme nous permet d'obtenir les mêmes factori­

sations que celles données par le processus GBOR. 

Remarque 1.4 Dans le cas où L x L' est régulier avec l < l', le Théorème 1.6 montre 

qu'il existe un sous-espace L" de L' de dimension l" 2: l tel que L x L" soit régulier. 

Alors, si nous prenons D = { w1, w2 , ••• , w1'} comme famille génératrice de L" au lieu de 

la prendre comme une base de L', GBOR et GBOD restent toujours valables. Ainsi, les 

factorisations correspondantes nous permettent aussi de résoudre les systèmes linéaires 

dont les matrices sont rectangulaires. Un résultat analogue est obtenu si l' < l. 

Dans la suite de ce chapitre nous supposons que Pk = Pk et êfk = qk. 

1.3 Projection 

Considérons deux sous-espaces vectoriels Vi et Mm-i de E avec dim Vi = i et 

dim Mm-i = m-i pour i = 1, 2, ... , m. Si la dimension m de E est infinie, alors Mm-i 

est de dimension infinie. Supposons que Vi ffi Mm-i = E, ainsi chaque vecteur y de E peut 

se décomposer d'une manière unique sous forme d'une somme d'un élément y1 de Vi et un 

élément y2 de Mm-i· La transformation ~i qui fait correspondre y1 à y est un projecteur 
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sur Vi suivant Afm-i (PT = p;), dont 1 'image est définie par 

et le noyau par 

K er(p;) = {y E E / p;(y) = 0} = Mm-i· 

Supposons que (Ex F, g) soit régulier et posons W; = M~:_i sous l'hypothèse m = m' < oo 

où m' désigne toujours la dimension de l'espace F. D'après le Corollaire 1.1, nous avons 

Mm-i = Wll. et dim W; = i. Donc le projecteur Pi peut être caractérisé complètement 

par 

Pi(Y) E Vi et (idE- p;)(y) E Wtl. (1.13) 

où idE désigne l'identité sur E. Par analogie, en utilisant l'orthogonalité à droite, nous 

définissons le projecteur p~ par 

p~(y) E Wi et (idp- p~)(y) E "\lil.9 (1.14) 

où idp désigne l'identité sur F. 

Un cas particulier souvent utilisé correspond au fait d'avoir d'une part Vi = W; et d'autre 

part E = F avec m < oo. Dans ce cas particulier, les deux projecteurs Pi et p~ sont ap­

pelés projecteurs orthogonaux. Dans les autres cas, nous parlons de projecteurs obliques. 

Si la forme g est hermitienne et Vi = W;, alors d'après (1.13) et (1.14), p~ = Pi· 

Si pour tout y,z E E, nous avons g(pi(y),z) = g(y,pi(z)), alors le projecteur Pi est dit 

hermitien (ou autoadjoint, ou symétrique dans le cas réel) par rapport à g. 

Théorème 1.7 Si (E,g) est régulier avec g une forme hermitienne, alors un projecteur 

oblique Pi est orthogonal si et seulement s'il est hermitien par rapport à g. 

Preuve: 

Supposons tout d'abord que Pi soit orthogonal et montrons qu'il est hermitien. 

Pour tout y,z E E, nous avons 

g(pi(y), z)- g(y, p;(z)) = g(pi(Y)- y, z) + g(y, z)- g(y, b-Ji(z)) 
= g(pi(Y)- y, z) + g(y, z- ~i(z)). 

p; est supposé orthogonal, donc g(pi(Y)- y, z) = g(pi(Y)- y, z- Pi(z)) et comme g est 

hermitienneg(y,z-pi(z)) = -g(pi(y)-y,z-pi(z)). D'oùg(pi(y)-y,z)+g(y,z-pi(z)) = 
0, ce qui implique que g(pi(y), z) = g(y, ~;(z)). Par conséquent Pi est hermitien. 
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Réciproquement, supposons que Pi soit hermitien et montrons qu'il est orthogonal. 

Pour tout xE Vi, il existez E Etel que x= Pi(z). Donc pour tout y E E, 

g(y- Pi(Y ), x) = g(y- Pi(Y ), Pi(z)) = g(y, Pi(z)) - g(pi(Y ), Pi(z) ). 

Pi est un projecteur supposé hermitien, donc g(pi(y), &<Ji(z)) = g(y, Pi(z)). 

D'où g(y- Pi(y),x) = 0 pour tout xE Vi et tout y E E. Ce qui équivaut à dire que pour 

tout y E E, y- Pi(Y) E "\!i9
l.. Comme (E, g) est régulier, nous avons de plus Vi ffi "\!i9 l. = E. 

Donc Pi est orthogonal. • 
Si nous supposons que Pi est un projecteur orthogonal et que (E, g) est un espace 

régulier, alors l'adjoint Pi de Pi est aussi un projecteur orthogonal. Si de plus la forme g 

est hermitienne, alors d'après le Théorème 1.7, Pi est autoadjoint. 

1.3.1 Projection biorthogonale 

Soit L x L' un sous-espace régulier de E x F avec dim L = dim L' = l < oo. Soient 

{ v1 , v2, ... , Vt} une base deL et { w1 , w 2, ... , Wt} une base de L'. Nous avons montré pré­

cédemment qu'il existe deux permutations 0' et () telles que les espaces Vi et wi engendrés 

respectivement par Ni = { Vu(l)' Vu(2), ••. , Vu(i)} et Di = { WB(l}l WB(2), ... , Wo(i)} vérifient 

(1.1.5) 

Ceci veut dire aussi que Vi x ~ est régulier pour i = 1, 2, ... , l. 

Pour tout i E {1, 2, ... , l}, nous allons donc considérer deux projecteurs, Pi défini par 

lm( pi)= Vi, K er(pi) = W/1. et p; défini par Im(p;) = Wi, K er(p;) = Vil.g. 

Définition 1.5 Nous appelons projection biorthogonale par rapport à g ou projection 

g-biorthogonale toute application de E x F vers L x L' qui fait correspondre la paire 

(Pi(y),p;(y')) à tout couple de vecteurs (y,y') où 

- 5-:Ji(Y) est la projection du vecteur y sur L suivant L' 9 1., 

- p;(y') est la projection du vecteur y' sur L' suivant Ll.9 • 

Il est possible d'appliquer la méthode GBO (GBOR ou GBOD) pour obtenir deux 

bases biorthogonales P = {p1 , p2, ... , Pt} de L et Q = { q1, q2, ... , qt} de L'. Ce qui nous 

permet d'avoir l'algorithme suivant qui donne la projection g-biorthogonale d'un couple 
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de vecteurs (y, y') sur L x L' et que nous appelons algorithme général de projection bior­

thogonale. Nous désignons cet algorithme par GBOP (General Biürthogonal Projection). 

Algorithme GBOP 

1. Initialisation: Choisir y E E, y' E F et poser ~00 = ~~ = O. 

2. Boucle : Pour j = 1, ... , l 
(Le calcul de ~i(Y) et ~~(y')) 

(a) Utiliser la méthode GBO (GBOR ou GBOD) pour calcu-
ler Pi et qj, 

(b) Cj = g(y- ~j-1(y),qj)jg(pj,qj), 

(c) ~j(y) = ~j-1(Y) + Cjpj, 

(d) c~ = g(pj,y'- ~j-1(y'))jg(pj,qj), 

(e) ~~(y')= ~~- 1 (y')+ c~qj. 

Remarque 1.5 1. Les coefficients Cj etc~ à l'étape j peuvent être calculés par d'autres 

relations équivalentes à (b) et ( d). Nous donnons comme exemple les deux expressions 

suivantes Cj = g(y,qj}jg(pj,qj) etc~= g(pj,y')jg(pj,qj)· 

2. Les vecteurs y et y' peuvent être choisis comme solutions d'un problème linéaire, par 

conséquent ils seront des inconnues à approcher respectivement par les vecteurs ~1 (y) 

et ~;(y'). Même si y et y' sont des inconnues, le calcul des quantités g(y- ~j- 1 (y), qi) 

et g(pj, y' - ~~- 1 (y')) est possible suivant un choix de la forme g. Par exemple, si y 

et y' sont solutions respectives de Gy = b et G*y' = b' avec b E L' et b' E L, alors 

nous choisissons la forme g qui a pour matrice GT. 

Le couple de vecteurs (y- ~j(y),y'- ~~(y')) représente l'erreur commise sur la 

projection g-biorthogonale de (y, y') sur L x L' à l'étape j. 

Notons que le rôle des deux permutations cr et () dans GBOR et GBOD est d'assurer 

que la condition (1.15) est satisfaite. Si la forme sesquilinéaire g est hermitienne définie 

positive avec Vj = Wj et y = y', alors le vecteur erreur y- ~i(Y) est minimisé en g-norme, 

c'est-à-dire 

Vy,z mivng(y- z,y- z) = g(y- Pi(y),y- ~i(Y)) = g(y- ~~(y), y- p~(y)). (1.16) 
zE 1 

Dans ce cas, nous avons aussi ~<Jj = ~~ pour tout j. Ceci est dû à la propriété particulière 

\lil.9 = V{9 l. d'une forme hermitienne. 
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Nous supposerons dans la suite de ce chapitre que E = F. 

1.4 Méthodes directes 

Dans cette section, nous allons montrer que, pour résoudre Ax = b, plusieurs mé­

thodes directes peuvent être déduites de l'algorithme GBOP si nous choisissons conve­

nablement les paramètres g, E, F, l, y et y' avec les deux bases Nt = { v1, v2 , .•• , Vt} 

et Dt = { w1 , w2, ••• , Wt} respectives de L et L'. Ici, nous allons juste déduire les deux 

factorisations les plus utilisées LU et QR de la matrice A du système (0.1). 

1.4.1 Factorisation LU 

Choisissons les paramètres 

- E = F = Q::n, l = n, y= y'= x (x est la solution du système Ax = b), 

- Vj. = Wj = ej = (0, ... ' 1, ... 'of (le j-ième vecteur de la base canonique de E), 
- g(u,v) =<Au, v >n pour tout u,v E E. 

Premièrement, pour l'obtention des deux bases g-biorthogonales P = {p1 , p2 , •.• , pt} et 

Q = { q1 , q2 , ••• , qt}, nous supposons que le processus GBOR peut être appliqué sans 

avoir à utiliser aucune permutation Œ ou (), ce qui est équivalent à prendre Vo-(j) = Vj 

et We(j) = Wj pour tout entier j. Ici, ceci veut dire ne pas échanger et les lignes et les 

colonnes de la matrice A. 

Comme la solution x de Ax = b est inconnue, nous ne pou v ons pas effectuer ( d) et ( e) 

de l'algorithme GBOP. Nous avons vu que Pi E Vi = Vect( e1 , e2 , ••• , ei) et qi E Wi = 
V ect( e1, e2, ... , ei)· Par conséquent, la matrice Mp = (PlP2 ... Pn) de colonnes Pi et la 

matrice Mq = ( q1 q2 ••• qn) de colonnes qi sont deux matrices triangulaires supérieures. 

Imposons une normalisation sur les Pi et les qi pour avoir g(pi, qi) = 1 pour tout z, par 

exemple (1.5). La condition de la g-biorthogonalité < Api, qj >n= Oij nous donne 

où In est la matrice identité de dimension n. Soit D la matrice diagonale n x n dont les 

termes diagonaux sont ceux de la matrice M;. La factorisation A = LU est unique lorsque 

L est triangulaire inférieure à diagonale unité et U est triangulaire supérieure. D'où les 

égalités suivantes 

L = M;-1 D et U = D- 1 MP- 1 . 

Il est important de noter que nous obtenons aussi la factorisation de A- 1 suivante 

(1.11) 
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Si Afqi = (q1q2 .. . qi) et JV!pi = (p 1p2 •• ·Pi), alors à lai-ème étape de l'algorithme GBOP 

utilisé avec GBOR, Mqi et Mpi vérifient Ji = M;i A Mpi où Ii est la matrice identité de 
<Ci xi. 

Nous pouvons obtenir la factorisation LU en multipliant tout simplement les deux 

membres de l'égalité (1.8) par la matrice A. De plus, si nous multiplions (1.9) par la 

matrice A*, alors nous obtenons la factorisation LU de A*. Nous pouvons aussi choisir 

les vecteurs Vj comme vecteurs colonnes de la matrice A au lieu de les choisir comme 

étant les vecteurs de la base canonique de E et de prendre g =< ., . >n· Dans ce cas, la 

factorisation LU de A est obtenue directement à partir de (1.8). 

L'algorithme GBOP donne la solution Pn(x) = x de Ax = b à la n-ième étape au 

plus. L'algorithme résultant de GBOP, sous les hypothèses ci-dessus, peut être considéré 

comme une variante de la méthode de Gauss. 

Le. remède apporté au problème de l'instabilité numérique de la méthode de Gauss est la 

technique du pivotage partiel ou total. Ici, pour le pivotage partiel, les lignes sont échangées 

par la permutation(). Tandis que pour le pivotage total, les colonnes sont aussi échangées 

par la permutation Œ, si nécessaire, pour rendre le pivot g(p, q) le plus grand possible en 

valeur absolue. Le nombre d'opérations utilisées pour résoudre Ax = b est le même que 

pour la méthode de Gauss sauf qu'ici, lorsque nous utilisons GBOR au lieu de GBOD 

dans GBOP, la recherche du pivot est plus chère en opérations. 

En Tait, avec les paramètres que nous avons choisis ci-dessus, GBOP utilisé avec GBOD 

nous permet de retrouver exactement la méthode de Gauss. 

1.4.2 Factorisation Q R 

Afin de retrouver la factorisation Q R, nous choisissons 

- E = F = <Cn, l = n, y= y'= x (x est la solution du système Ax = b), 

- Vj = Wj = ej = (0, ... , 1, ... , O)T (le j-ième vecteur de la base canonique de E), 

- g(u, v)=< Au, Av >n pour tout u, v E E. 

Clairement, g est hermitienne et définie positive. Donc, si les deux permutations Œ et () 

sont supposées égales à l'identité, GBOR et la normalisation (1.5) nous donnent deux 

bases g-biorthogonales identiques P = {pl, p2, ... , Pn} et Q = { q1 , q2, ... , qn}· Ceci veut 

dire que Pi = qi pour i = 1, ... , n. 

Nous avons vu que Pi E Vi = V ect( e1, e2, ... , ei), donc la matrice Mp = (p 1p2 •.• Pn) 

de colonnes Pi est triangulaire supérieure. < Api, Aqj >n= 6ij est la condition de la 
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g-biorthogonalité qui se traduit par 

Nous en déduisons que A Mp est une matrice unitaire et que 

La factorisation Q Rest donc obtenue avec M;1
, qui est la matrice triangulaire supérieure 

R de la factorisation. 

D'une manière plus simple, nous obtenons la factorisation QR en multipliant les deux 

membres de l'égalité (1.8) par la matrice A. Nous pouvons aussi choisir les vecteurs Vj = Wj 

comme étant les colonnes de la matrice A au lieu de les choisir comme étant les vecteurs 

de la base canonique de E et de prendre g =< ., . >n· Dans ce cas la factorisation QR de 

A est obtenue directement à partir de (1.8). 

1.5 Méthodes itératives 

Plusieurs méthodes itératives ont en commun le fait de projeter la solution sur 

l'espace de Krylov 

K; = Ki( A, ra) = Vect(ra, Ara, ... , Ai-1ra), pour i = 1, 2, ... , 

où ra = b- Axa avec xa est un vecteur choisi arbitrairement. Mais ces méthodes diffèrent 

par la manière de projeter. Dans cette section nous allons retrouver quelques unes de ces 

méthodes itératives à partir de l'algorithme GBOP utilisé avec le processus GBOR. 

1.5.1 Méthode du gradient conjugué (CG) 

La méthode du gradient conjugué est très utile pour avoir la solution d'un système 

linéaire, creux, hermitien et défini positif. Elle est efficace surtout lorsqu'elle est utilisée 

avec un préconditionnement. Diverses généralisations de la méthode du gradient conju­

gué classique ont été proposées par plusieurs auteurs [2, 51, 52, 74, 99, 127, 37, 50]. Plus 

récemment, l'auteur [66] a décrit les relations entre ces généralisations. L'algorithme CG 

classique [70] pour résoudre Ax = b est donné dans [60] comme suit 
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1. Initialisation: k = 0, x0 = 0 et r0 = b. 

2. Boucle: Tant que (rk -=f 0) 
k=k+l 

si k = 1 
P1 = ro 

sm on 
* 1 * ak = rk-lrk-1 rk-2rk-2 

Pk = rk-1 + akPk-1 
fin (si) 

f3k = rk-1 rk-d P'kAPk 
Xk = Xk-1 + f3kPk 
rk = rk-1 - f3kAPk 

fin (Tant que). 
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Ici A est supposée hermitienne et définie positive. Cet algorithme donne l'itéré Xk dans 

l'espace de Krylov Kk(A, r0 ) avec la condition de minimisation suivante 

où llziiA désigne la A-norme (llziiA =< Az, z >n)· Cette équation et celle de (1.16) sont 

les mêmes si nous choisissons dans l'algorithme GBOP 

- E = F = <Cn, l = n, y= y'= x (x est la solution du système Ax = b), 

- v1 = w1 = r 0 et Vj = Wj = Apj-l pour j = 2, 3, ... , n ( Vj et Wj sont choisis récursive-

ment), 

- g(u,v) =<Au, v >n pour tout u,v E E. 

L'itéré Pk(x) de l'algorithme GBOP est la projection de la solution x de Ax = b sur 

Kk(A, r0 ), donc il est égal à Xk. 

Comme la matrice A est hermitienne, (c) et (e) du processus GBOR deviennent deux 

relations équivalentes à trois termes et, à l'aide de petites modifications dans l'algorithme 

GBOP, nous retrouvons exactement l'algorithme CG classique. 

Si nous appliquons CG aux équations normales A* A x = A"' b et AA* z = b, alors nous 

obtenons les deux méthodes CGN R [51] et CGN E [2]. La méthode CGN R minimise 

la norme du vecteur résidu. La méthode CGN E, qui est souvent appelée la méthode de 

Craig [41], minimise la norme du vecteur erreur. 
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1.5.2 Méthode du résidu conjugué généralisé ( GCR) ou OR­
THO MIN 

La méthode ORTHOMIN a été donnée par Vinsome [118]. Les résultats théoriques 

sur la convergence de cette méthode ont été obtenus par Axelsson [3] et les auteurs de 

[48, 49]. Cette méthode est aussi connue sous le nom GCR [49] dont l'algorithme peut 

être brièvement décrit comme suit 

1. Initialisation: Choisir x0 E E et poser p0 = To = b - Ax0 • 

2. Boucle: Pour i = 0, 1, ... jusqu'à la convergence: 

(al) calculer a;=< T;, Ap; >n / < Ap;, Ap; >n, 
(a2) Xi+l =x;+ a;p;, 

(a3) Ti+l =Ti- aiAPi, 

(a4) Pi+! = Ti+l- L~=O /3;jpj, 
où f3ij sont choisis pour que < Ap;, Apj >n = 0 pour i =/= j. 

Si nous choisissons dans l'algorithme GBOP (utilisé avec GBOR) 

- E = F = <Cn, l = n, y = y' = x - Xo, V1 = W1 = To, 

- Vj = Wj = Apj-l, pour j = 2, 3, ... , n ( Vj et Wj sont choisis récursivement), 

- g(u, v)=< Au, Av >n pour tout u, v E E, 

alors, à partir des résultats précédents, il est clair que nous retrouvons exactement GCR. 

A l'étape i, l'algorithme GCR présente une DPZ (division par zéro) si a;_1 = 0 sans que 

Ti soit nul. Nous pouvons éviter cette DPZ en replaçant Ti+l dans ( a4) par Ap;. 

Dans le cas hermitien (c.à.d A est hermitienne), l'algorithme GCR est équivalent à la 

variante CR du CG. L'algorithme CR [70], sans aucune DPZ, peut être décrit et résumé 

comme suit 
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1. Initialisation: Choisir x0 E E et poser ro = b - Ax0 , 

/o = IIAroll, P-1 = 0, Po= ro/io· 

2. Boucle: Pour i = 0, 1, ... jusqu'à la convergence: 

(d1) calculer a;=< r;,Ap; >n, 

(d2) x;+1 =x;+a;p;, 

(d3) r;+l = r;- a;Ap;, 
si lo:;l < tol pour une tolérance tol, alors 

( d4) z; = Ap; - /iPi-l, 

( ds) /3; =< Az;, Ap; >n, 

( d6) li+lPi+I = Zi - {3;p;, 
sm on 

(d1) {3; =< Ar;+l,Ap; >n, 

(ds) /i+IPi+l = ri+l- {3;p;, 
où /i+I est choisi tel que Il Ap;+ 1ll = 1, 
fin (si). 
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Remarque 1.6 Lorsque o:; = 0 à la i-ème itération, nous ne pouvons pas avoir O:i+l = 0 

sauf si la solution x de Ax = b est obtenue. En fait, ceci est un avantage du cas hermitien. 

Il est bien connu que l'algorithme CR est mathématiquement équivalent à l'algorithme 

du résidu minimum MINRES [88] et l'algorithme GCR est mathématiquement équivalent 

à GMRES. Les deux algorithmes GMRES et GCR sont respectivement deux générali­

sations de MINRES et CR. Dans l'algorithme précédent de CR, nous remarquons que 

(d4 ), (d5 ) et (d6 ) définissent le processus hermitien de Lanczos [87, 88, 89] qui peut être 

retrouvé à partir du processus GBOR. 

Donnons maintenant le processus hermitien de Lanczos comme il a été décrit dans plu­

sieurs articles et travaux. 
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Processus hermitien de Lanczos 

1. Initialisation: Choisir v1 E E et poser fJ1 = jjv1JI, PI = vi/ fJ1, Po = O. 

2. Boucle: Pour i = 1, 2, ... , m: 

calculer Zi = Api - f3iPi-I, 

Œj =< Zi,Pi >n, 

f3i+IPi+I = Zi - ŒiPi' 
où f3i+I est choisi tel que IIPi+III = 1. 

1.5.3 Processus non hermitien de Lanczos 

Si nous choisissons dans le processus GBOR les paramètres 

- E = F = <Cn, l = n, 

- Vj = Apj-I, Wj = A*qj-I pour j = 2,3, ... ,n (vj et Wj sont choisis récursivement), 

- g(u, v)=< u, v >n pour tout u, v E E, 
et s'il n'y a pas de DPZ ( c.à.d < Pi, qi >n=f 0), alors il en résulte. le processus non hermi­

tien de Lanczos [90]. 

Processus non hermitien de Lanczos 

1. Initialisation: Choisir v1, w1 E E et poser P1 = vi/ /31, q1 = wi/ PI, 
Po = qo = 0, h1 = 1 (p1 et 7]1 sont choisis pour avoir les vecteurs 
normalisés v1 et w1). 

2. Boucle: Pour i = 1, 2, ... , m: 

calculer Zi = Api - PihiPi-I, 

z; = A*qi- f3ihiqi-I, 

Œi =< Zi, qi >n 1 <Pi, qi >n, 

f3ï+IPi+I = Zi - O:iPi' 
1 -

Pi+Iqi+I = zi- aiqi, 

hi+l =< Pi+I, qi+I >n 1 <Pi, qi >n, 
où f3i+I et Pi+I sont choisis pour avoir les vecteurs normalisés Pi+I 

et qi+I· 
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Si nous utilisons la simple normalisation (1.5), alors Pi = f3i et hi = 1. Une autre va­

riante du processus non hermitien de Lanczos [57] est obtenue en utilisant la normalisation 

suivante de Pi et qi. 

(1.18) 

Ceci signifie que f3i = IIPdl et p; llqill· Nous savons que l'algorithme QMR [54] est 

basé sur cette variante du processus non hermitien de Lanczos. Si à la i-ème itération 

< Pi, qi >n= 0 sans que Pi = 0 ou qi = 0, alors l'algorithme QMR présente une DPZ. 

Pour cette raison, plusieurs stratégies de "look-ahead" ont été proposées par les auteurs 

[90, 16, 56]. Dans le deuxième chapitre nous allons voir comment nous pouvons éviter ce 

"look-ahead" (voir aussi [4]). 

Un résultat important de l'application de ce formalisme mathématique, est que le 

processus non hermitien de Lanczos peut se ramener au processus hermitien de Lanczos. 

En effet, si nous choisissons dans le processus GBOR 

E = F = <C2n, l = n, Wj = Vj pour j = 2, 3, ... , n ( Vj et Wj sont choisis récursivement), 

( 
Apj-1 ) ( ') T T Vj = AT-. _ , g u, v = v2 u 1 + v1 u2 pour tout 

qJ-1 

alors la relation à trois termes suivante est déduite du processus GBOR 

( ~~:~ ) = ( ~ 1T ) ( ~~ ) - CXj ( ~~ ) - {3j ( ~~=~ ) · (1.19) 

Les expressions de aj et /3j sont déduites de la condition d'orthogonalité par rapport à g. 

La relation précédente, que nous retrouvons aussi dans [25], est à trois termes. Ceci est 

justifié par le fait que la matrice étendue ou augmentée 

est symétrique par rapport à la forme g choisie. Nous pouvons voir facilement que l'équa­

tion ci-dessus n'est autre que celle qui intervient dans le processus non hermitien de 

Lanczos. Il y a deux façons de normaliser: l'une est celle utilisée dans [57] qui consiste à 

normaliser les vecteurs Pj et qj, l'autre consiste à normaliser le vecteur de composantes 

pj et qj qui n'est autre que la normalisation du processus hermitien de Lanczos. 

1. 6 Con cl us ion 

Dans ce chapitre, nous avons étudié les espaces sesquilinéaires réguliers. Ces espaces 

réguliers nous ont permis de bien définir une projection biorthogonale. Par exemple, pour 
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une forme hermitienne, une projection orthogonale sur un espace régulier existe toujours. 

Une telle existence de projection sur des espaces sesquilinéaires réguliers nous a permis de 

définir la méthode GBOP. Cette méthode GBOP nous donne la projection biorthogonale 

sur un espace régulier V en utilisant des projections biorthogonales sur des sous-espaces 

réguliers de V. Pour avoir récursivement une telle projection biorthogonale, GBOP utilise 

la méthode GBO qui construit une paire de bases biorthogonales. La manière de construire 

ces deux bases biorthogonales nous a permis d'avoir les deux processus GBOR et GBOD. 

Ces deux processus GBOR et GBOD ont plusieurs applications, notamment celles données 

au deuxième chapitre. 
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Les polynômes orthogonaux formels 
et le problème de la DPZ 
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Dans ce chapitre, nous allons introduire une méthode qui évite les stratégies connues 

du "look-ahead" dans la programmation des polynômes orthogonaux formels. Cette mé­

thode est appelée ALA. Elle fait intervenir de nouveaux polynômes qui ont des propriétés 

particulières. Signalons aussi qu'en choisissant E et F comme étant des espaces de poly­

nômes, ALA est une application de la méthode GBO. Ceci va nous permettre de donner 

trois mises en oeuvre principales de la méthode ALA. 

2.1 Introduction 

Il est bien connu que les polynômes orthogonaux formels interviennent implicitement 

dans les méthodes de type Lanczos, dans la programmation des approximants de Padé, 

ainsi que dans la théorie des fractions continues, en particulier les ?-fractions de Magnus 

[79, 80] qui sont les fractions continues associées aux diverses entrées des diagonales de 

la table non normale de Padé. Les blocs d'une table non normale de Padé et le problème 

de la DPZ des méthodes de type Lanczos sont dus à la non existence et à la singularité 

de quelques polynômes orthogonaux. Un travail considérable sur ce sujet a été fait par 

Struble [115], Gragg [61], Nuttall et Singh [85], Draux [44], Gragg et Lindquist [62], Stahl 

[113, 114], et Gutknecht [6.5]. Gutknecht a traité aussi dans [65]la dégénérescence de la 

biorthogonalisation de Lanczos. Le lien de la biorthogonalité de Lanczos avec la notion 

des polynômes orthogonaux a permis à Brezinski et Sadok de donner dans [18] divers 

algorithmes de type Lanczos. Certains polynômes peuvent exister et, cependant, sont im­

possibles à calculer par certaines relations de récurrence. C'est le "ghost breakdown", voir 

[22]. 

Nous savons qu'il est possible d'obtenir le polynôme orthogonal régulier suivant à partir 
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de ceux qui le précèdent en résolvant un système linéaire régulier. Par exemple, voir la 

méthode de bordage [16) et l'élimination de Gauss [65, 20). 

Toujours dans le cadre de l'extension des algorithmes connus et en tenant compte de la 

dégénérescence, Gutknecht et Hochbruck ont présenté dans [68) la généralisation des algo­

rithmes de Levinson et Schur en utilisant la stratégie du "look-ahead" pour les matrices 

de Toeplitz non hermitiennes qui consiste à résoudre un système régulier. Nous pouvons 

dire alors que la stratégie du "look-ahead" n'est autre qu'une étape intermédiaire qui 

consiste à résoudre un système linéaire régulier. 

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment nous pouvons éviter la stratégie du 

"look-ahead" et par conséquent éviter la dégénérescence à l'aide de nouveaux polynômes 

intermédiaires qui ont des caractéristiques particulières. Ces polynômes sont biorthogo­

naux et satisfont une relation de récurrence simple à trois termes. Cette relation de ré­

currence relie des polynômes biorthogonaux dont les degrés ne sont pas successifs (sinon 

ils seraient orthogonaux). De plus ces polynômes peuvent être considérés comme une al­

ternative des polynômes orthogonaux qui n'existent pas. A première vue, l'approche que 

nous proposons dans ce chapitre semble être comme une nouvelle formulation du "look­

ahead". Ceci est partiellement vrai, puisque nous avons un test à faire pour savoir où 

se trouve le polynôme orthogonal régulier suivant. Cependant, la stratégie donnée ici est 

simple et nous permet de calculer récursivement tous les polynômes orthogonaux régu­

liers sans avoir à résoudre un système linéaire régulier et sans aucun problème de stockage. 

Les coefficients qui apparaissent dans des différentes relations de récurrence sont don­

nés en général sous forme de fractions. Lorsqu'un dénominateur de ces fractions est proche 

de zéro, alors des erreurs d'arrondi peuvent affecter sérieusement l'algorithme correspon­

dant. Les erreurs de cancellation peuvent aussi entraîner un mauvais calcul des polynômes 

et des vecteurs orthogonaux ou biorthogonaux. Nous disons dans ce cas que nous avons 

presque une DPZ, cette situation sera désignée par l'abréviation PDPZ (Presque Division 

Par Zéro). Ce dernier problème se traduit par une construction de blocs, voir [83). 

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous introduisons quelques no­

tations et définitions, et revoyons quelques propriétés de la programmation des polynômes 

biorthogonaux. Dans la section 3, nous étudions le cas de l'orthogonalité et nous décrivons 

une nouvelle méthode que nous appelons ALA (Avoiding Look-Ahead) qui nous permet 

d'éviter le "look-ahead" dans le calcul des polynômes orthogonaux formels. La section 4 

traite le problème de DPZ dans la méthode de Lanczos. Dans la section 5, nous appli-
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quons ALA au calcul des approximants de Padé et nous donnons quelques propriétés de 

ces derniers. A la fin de ce chapitre, dans la section 6, nous appliquons ALA pour obtenir 

les itérés d'indices pairs de l'epsilon algorithme. 

2.2 Biorthogonalité 

2.2.1 Résultats préliminaires et définitions 

Soit (Li)iElN une suite de fonctionnelles linéaires sur l'espace des polynômes <C[X). 

Pour tout entier n, un polynôme Pn de degré inférieur ou égal à n est appelé biorthogonal 

par rapport à la suite (Li)iElN si et seulement si 

Li(Pn) = 0, i = O, ... ,n -1. (2.1) 

Cette biorthogonalité est similaire à celle donnée dans [15]. Pn n'est déterminé qu'à un 

coefficient de normalisation près. Si la suite (Li)iElN satisfait 

pour un entier fixe d 2: 1, alors Pn est un polynôme orthogonal vectoriel de dimension d 

[117). Il suffit alors de connaître L0 , L11 • •• , La_1. Si d = 1, Pn est le polynôme orthogonal 

formel habituel par rapport à L0 • Dans la section 2.3, nous considérons le cas où d est 

égal·.à 1. 

Le polynôme Pn est appelé régulier si le déterminant de Hankel 

Lo(xn-1) 
L1(xn-1) 

est non nul. Cette condition entraîne que Pn est exactement de degré n. Notons aussi que 

Pn est appelé singulier si Gn = O. 

Lorsque Gn est nul, nous introduisons et développons de nouveaux polynômes que nous 

notons P!, n E IN et qui sont biorthogonaux réguliers par rapport à la suite ( Le(i) );Er\, 

où e est une permutation de IN vers IN que nous allons définir dans la prochaine section. 

e: IN f----1- IN 
z f----1- 8( i) 

Nous allons voir que ces polynômes P!, n E IN vont servir au calcul des polynômes bior­

thogonaux réguliers par rapport à la suite initiale (L;\ElN· 
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2.2.2 Construction de P~ 

Nous allons maintenant voir comment la permutation 0 est définie. 

Posons 
Lo(l) Lo(x) L0 (x2) 
L1(l) L1(x) L1(x2) 
L2(l) L2(x) L2(x2) 

Nous voulons permuter les lignes de Goo afin d'avoir un nouveau déterminant G~ dont 

tous les déterminants principaux sont non nuls. Par conséquent, nous permutons 

- la première ligne avec la ligne (Lj0 (1), Lj0 (x), .. . ) de plus petit indicej0 pour laquelle 

le premier terme Lj0 (1) est non nul; ainsi 0(0) est définie par 0(0) = j 0 • Si L0 (1) =/= 0, 

alors nous gardons la première ligne et 0(0) = O. 

- la deuxième ligne avec la ligne (Lj1 (1), Lj1 (x), ... ) de plus petit indice j 1 qui rend 

le déterminant principal de dimension 2 non nul; ainsi 0(1) = j 1 . 

- et ainsi de suite pour les autres lignes. 

Ce processus nous permet de donner la définition ci-dessous de l'application O. 

En pratique, le calcul des déterminants principaux de Goo se fait à l'aide des polynômes 

P!. Nous allons voir ceci plus tard, lorsque nous donnerons l'expression explicite des P!. 

Définition 2.1 0 est une application sur IN telle que pour tout n E IN1 0( n) est le 

plus petit entier j 1 pour lequel le déterminant 

est non nul. 

Lo(o)(l) 
Lo(I)(l) 

Lo(o)(xn) 
Lo(I)(xn) 

Lo(n-l)(xn) 
Lj(Xn) 

Par la suite, nous supposons que pour tout n E IN, B( n) est fini ( c.à.d. B( n) < oo ). Pour 

que B( n) soit fini, il est nécessaire et suffisant qu'il existe n + 1 fonctionnelles linéaires de 

la suite (L;);EIN qui ont des restrictions à l'espace des polynômes de degré inférieur ou 

égal à n linéairement indépendantes. 
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Pour une suite (Li)iEIN donnée, notons G~ le déterminant 

Le(o)(1) 
Le(l)(1) 

Le(o)(xn-1) 
Le(l)(xn-1) 
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Il est clair, à partir de la définition de 0, que G~ est non nul pour tout n E IN*. L'appli­

cation 0 est définie récursivement puisque la connaissance de 0( n) nécessite celle des O(j), 
j~n-1. 

Remarque 2.1 Pour résoudre un système de Hankel, Rissanen a utilisé dans [94] une 

permutation similaire ayant, dans le cas de l'orthogonalité, les mêmes propriétés que O. 

Simplement, il permute les colonnes au lieu des lignes. 

Lemme 2.1 S'il existe un entier n E IN tel que 

0( {0, ... , n}) = {0, ... , n }, 

alors Pn+l est régulier. 

Preuve: 

0( {0, ... , n}) = {0, ... , n} implique que les lignes de G~+ 1 sont celles de Gn+1 . Et 

comme G~+1 est non nul, alors Gn+l est aussi non nul. Il s'ensuit donc, par définition, 

que Pn+ 1 est régulier. • 

Nous allons définir maintenant deux suites d'indices (PI)IEIN et (h;)IEIN que nous re­

trouvons dans [44] avec les mêmes notations. 

- pour l = 0 

si G 1 :/= 0, alors p0 = h~ = 0 ; sinon, nous posons h~ = -1 et 

Po= max{ i E IN, Vn E]h~ + 1, i] =} Gn = 0}. 

- pour l = 1, 2, 3, ... 

h; et pz sont définis par les deux conditions 

h; + 1 = max{i ElN, \ln E]PI-1, i] =? Gn :/= 0} 
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et 

Pl =max{ i E IN, Vn E)h; + 1, i) ==> Gn = 0}. 

Ainsi, la connaissance de h; nécessite celle de P1-1 et connaissant h;, nous pouvons 

déterminer Pl· 

Lemme 2.2 i/ Les polynômes biorthogonaux formels P!, n E IN, par rapport à la 

famille (Le(i))iElN' sont réguliers. 

ii/ Soit l un entier non nul. Pour tout entier i E {P1-1 ,P1- 1 + 1, ... , h;}, nous avons 

O({O, ... ,i}) = {O, ... ,i}, 

c'est-à-dire que P;~ 1 est régulier. 

Preuve: 

i/ La définition de 0 nous donne immédiatement le résultat. 

ii/ i E{Pl-1, ... , h;} implique que i + 1 E{Pl-1 + 1, ... , h; + 1}, donc dans ce cas G;+1 

est non nul. 

Par récurrence sur j E{O, ... , i}, nous avons 

- pour j = 0 

il existe un entier k E{O, ... , i} pour lequel Lk(1) #- 0 car, sinon, les éléments 

de la première colonne de G;+1 seraient nuls et par conséquent G;+l serait nul. 

Nous concluons que 0(0) E{O, ... , i}, 

- nous supposons que pour j E{O, ... , i -1}, l'hypothèse de récurrence est vraie 

( c.à.d O(j) E {0, ... , i} ), 

- pour j + 1 

nous savons que, par définition de e, le déterminant 

Le(o) (1) 
Le(lj(1) 

Le(o)(xj) 
Le(1)(xj) 

est non nul. Il existe donc un entier k E{O, ... , i} pour lequel le déterminant 

Le(oj(1) Le(o)(xj+1) 

Le(1)(1) Le(l)(xj+l) 

G~·= ,J 

Leu)(1) Leu)(xj+l) 
Lk(1) Lk(xj+l) 
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est non nul car, sinon, 

GL = 0, pour tout k E{O, ... , i} \ { 8(0), ... , 8(j)} 

et par conséquent il existerait j + 1 coefficients 11 , ... , /j+1 , tels que 

Le(o)(xi+1
) Le(o)(1) Le(o)(xi) 

Le(l)(xj+1 ) Le(1)(1) Le(1)(xj) 

=il + 0 0 0 + /j+l 

Le(j) ( xi+l) LeuJ(1) LeuJ(xi) 
Lk(xi+l) Lk(1) Lk(xi) 

Par hypothèse de récurrence, G~+1 =f. O. Donc, les coefficients 11, ... , /j+1 sont 

toujours les mêmes pour tout k E{O, ... , i}\{8(0), ... , 8(j)}. En conséquence 

ce qui entraîne que Gi+l = O. Or il est impossible que ce déterminant Gi+1 soit 

nul, d'où, ()(j + 1) E{O, ... , i}. Par conséquent, ()( {0, ... , i}) = {0, ... , i}. Ceci 

implique, d'après le Lemme 2.1, que Pl+1 est régulier. • 

Expression explicite de Pl 

Pt est défini par Le(k)(Pt) = 0, pour k = 0, ... , i- 1. Alors, pour chaque i E IN: le 

polynôme biorthogonal régulier Pt de degré i par rapport à la suite (Le(i))iEIN peut être 

écrit sous forme d'un rapport de deux déterminants 

Le(o)(1) Le(o)( xi) 
Le(1)(1) Le(l)(xi) 

P/(x) =a ;cr 
Le(i-1) (1) Le(i-l)(xi) 

1 xi 

où a E~*. 

Remarque 2.2 Pour chaque i E IN, 8( i) peut être déterminé comme étant le plus petit 

entier j tel que Lj(P/(x)) est non nul. Il s'ensuit que Le(i)(Pl(x)) =f. 0, pour tout i E I'\. 



44 Les polynômes orthogonaux formels et le problème de la DPZ 

Voyons maintenant comment calculer les déterminants Gf. Posons hi= Le(i)(Pl(x)) et 

G~ = 1. D'après l'expression explicite des Pl, nous avons hi= Gf+1 /Gf. D'où l'égalité 

Gf+1 = hihi-1 ... ho pour tout i E IN. 

Par conséquent le calcul des déterminants Gf se fait grâce à la relation de récurrence 

suivante 

avec G~ = 1. Les valeurs des quantités hi s'obtiennent par la relation hi= Le(i)(Pl(x)) où 

les coefficients des polynômes Pl se calculent à l'aide de la relation de récurrence donnée 

ci-dessous dans le Théorème 2.1. 

Nous terminons cette section avec quelques propriétés de P!. Ces propriétés vont nous 

servir dans la prochaine section. 

Pour une simple raison de simplification, nous supposons dans la suite que Pl et Pi sont 

unitaires lorsqu'ils existent. 

Théorème 2.1 i/ Si i E{PI-1 + 1, ... , h; + 1}, lE IN alors Pl= Pi. 

ii/ Pour chaque i E IN, le polynôme Pi~l est donné par 

t 

Pi~ 1 = xP/ + ~ o:iPJ, 
j=O 

' ou 
j-1 

ai = -[Leu)(xPl) + ~ o:kLeU)(Pf)]/ Leu)(P/), j = 0, ... , i. 
k=O 

Preuve: 

i/ Afin de prouver que P/ = Pi pour i E {PI-1 + 1, ... , h; + 1 }, l E IN, il suffit de 

permuter les lignes des deux déterminants qui apparaissent dans l'expression de Pl 

pour obtenir, grâce au Lemme 2.1, l'égalité B( {0, ... , i- 1}) = {0, ... , i- 1 }. 

ii/ Les polynômes Pl sont unitaires et de degrés égaux à leurs indices. Donc ils forment 

une base de (C[X], d'où 
t 

Pi~ 1 = xP/ + ~ o:iPJ, (2.2) 
j=O 

où O:j E (C pour j = 0, ... , i. Comme Le(k)(Pf) = 0, pour k < j, l'application 

successive des fonctionnelles linéaires Le(o), · · ·, Le(i) à (2.1) se traduit par le système 
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triangulaire suivant 

l 
aoLe(o)(Pt) 
aoLe(1)(Pt) + a1Le(l)(Pt) 

aoLe(i)(Pt) + a1LB(i)(Pt) · · · +a;Le(i)(P/) 

-Le(o)(xPl) 
-Le(1 )(xPl) 

Les termes de la diagonale de ce système ci-dessus sont Le(j)(PJ), j = 0, ... , i. 

D'après la remarque précédente, nous savons que ces termes sont non nuls et par 

conséquent la détermination des coefficients de (2.1) se fait par la relation 
j-1 

ai= -[Leu)(xPl) + L akLeu)(Pt)]j Le(j)(PJ), j = 0, ... , i. • 
k=O 

2.2.3 Lien avec la biorthogonalité par rapport à une forme ses­
quilinéaire 

Dans cette sous-section, nous allons voir que la biorthogonalité définie ci-dessus et 

que nous allons utiliser dans ce chapitre n'est autre qu'un cas particulier de celle que 

nous avons traité au premier chapitre. Ce cas particulier est obtenu en faisant un choix 

particulier de la forme sesquilinéaire g. 

Choix de la forme sesquilinéaire g 

Tout d'abord commençons par choisir les deux espaces vectoriels E et F. Ici, E est 

l'espace des polynômes <C[X] et F est l'espace des fonctionnelles semi-linéaires définies 

sur E c'est-à-dire, en d'autres termes, que Fest l'espace dual conjugué Ê de E. 

Nous définissons la forme sesquilinéaire g par 

g('!j;,L)=L('!j;), VLEÊ, V'!j;EE. 

La matrice de la restriction de la forme sesquilinéaire g aux sous-espaces Vn et Wn, en­

gendrés respectivement par {1, x, ... , xn-1
} et {Lo, L1 , ... , Ln-d, a pour déterminant 

Gn. L'application 8 que nous utilisons ici est la même que celle du premier chapitre. 

La permutation Œ est prise égale à l'identité. Le rôle de l'application 8 est d'avoir un 

sous-espace régulier Vn x lV~ de E x F avec W~ étant le sous-espace engendré par 

{ Le(o), Le(l), ... , Le(n- 1)}. Alors, la matrice de la restriction de g à Vn x W~ est régulière et 

a pour déterminant G~ qui est bien non nul. A l'aide du processus GBOR, nous pouvons 

alors construire deux bases g-biorthogonales {Pt, Pf, ... , P~_ 1 } de Vn et{~~'~~, ... , ~-l} 
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de W!. Ces deux bases sont obtenues récursivement par les relations déduites du GBOR 

i=O, ... ,j-1 

et 

{ 

(Ji= Lg(j)(Pl)jcj;f(Pt), i = 0, ... ,j- 1 
J-1 

cP~ = L(J(j) - 2::: f3icPr. 
i=O 

Dans la définition de la permutation (), nous avons supposé que 0( n) < oo pour tout entier 

n, ceci revient à supposer que F 9 J.. = {0}, c'est-à-dire que (Ex F,g) est régulier. 

2.3 Orthogonalité 

Supposons que les fonctionnelles Lj, j E IN, utilisées dans la définition de la biortho­

gonalité vérifient la propriété suivante 

où C est une fonctionnelle linéaire définie sur l'espace des polynômes (C[X]. Cette situation 

n'est autre que l'orthogonalité formelle habituelle [lü]. 
Soit (Pn)nEIN la famille des polynômes orthogonaux par rapport à C. Si tous les polynômes 

Pn, n E IN sont réguliers, alors ils vérifient une relation de récurrence à trois termes. Dans 

le cas contraire, quelques polynômes de la famille (Pn)nEIN n'existent pas, et nous avons 

à résoudre un système linéaire régulier pour obtenir le polynôme régulier suivant. 

Avec l'usage des polynômes P/, i E IN, définis précédemment, nous allons voir comment 

retrouver les polynômes orthogonaux réguliers de la famille (Pn)nEIN· 

2.3.1 Relations de récurrence 

Supposons qu'il existe un polynôme régulier Pk de degré k de la famille (Pn)nü~' 

pour lequel la quantité C(xk Pk) est nulle, c'est-à-dire O(k) > k. Par définition, nous savons 

que O(k) est le plus petit entier j tel que C(xj Pk) est non nul. Il est donc évident que le 

polynôme Pk vérifie 

- C(xJPk) = 0, j = O,···,O(k) -1 

- C(x(J(k)pk) # 0 
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De plus, pour tout entier n E IN, P! est défini et caractérisé par 

{ 
C(x8UlP!)=0, j=0,1, ... ,n-1 
C(xB(n) P!) -::j: O. 

47 

Considérons le résultat du Théorème 2.1 en supposant que Lj('l/J) = C(xj'l/J) pour tout 

polynôme 'ljJ E <C[X] et pour tout entier j. Nous pouvons déduire le théorème suivant 

en montrant qu'il y a des coefficients qui s'annulent dans la relation de récurrence du 

Théorème 2.1. 

Théorème 2.2 Si Pk est un polynôme régulier tel que C(xk Pk) = 0, alors 

pouri E{k, ... ,B(k) -1}, nous avons 

i/ la relation de récurrence à trois termes 

avec 

ii/ la condition C(xjPi~ 1 ) = 0 pour j = 0, ... ,B(k) à l'exception dej = B(k)+k-(i+1), 

iii/ les deux propriétés B(i + 1) = B(k) + k- (i + 1) et C(x8(i+1)p;~ 1 ) = C(x8(k)pk) -::j: O. 

Preuve: 

La preuve se fait par une récurrence sur i qui commence par i = k. 

- Pour i =k. 

Nous posons D = xPf + aPk avec a= -C(xB(k)+l Pt)/C(x8(k) Pk)· 

Pk est régulier, donc l'égalité Pk = Pf est une conséquence du Théorème 2.1. Si 

nous multiplions D par xj et que nous appliquons la fonctionnelle C, alors 

Ensuite, en utilisant les relations 

C ( xj Pk) = 0 pour j E { 0, ... , 0 ( k) - 1} 

et 

C(xj+l Pk)= 0 pour jE {0, ... , B(k)- 2} 
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nous aurons C(xi D) = 0 pour jE {0, ... , B(k)- 2}. 

a= -C(x8(k)+1pt)jC(x8(k)pk) implique que C(x 8(k)D) = 0, ce qui entraîne 

C(xj D) = 0 pour jE {0, ... , ()(k)} et j =J B(k)- 1. 

D est un polynôme de degré k + 1 qui vérifie les propriétés de Pf+1. Pf+1 étant 

déterminé d'une façon unique, donc D = Pf+l.D'où l'écriture 

La multiplication de Pf+l par xB(k)-1 et l'application de la fonctionnelle C nous 

donne 
C(xB(k)-1 Pt+l) = C(xB(k) Pk)+ aC(xB(k)-1 Pk)· 

Et comme C(xB(k)-1 Pk)= 0, alors 

Par conséquent, B(k) -1 est le plus petit entier j, pour lequel C(x8Ulpf+1) est non 

nul. D'où B(k + 1) = ()(k)- 1 = B(k) + k- (k + 1). 

- Pour i. 

Nous supposons que le résultat du théorème est vrai. 

- Pour i + 1. 

Posons D = xPl + aPk. 
La multiplication de D par xi et l'application de la fonctionnelle C, nous donnent 

et nous avons 

- C(xiPk) = 0 pour jE {0, ... ,B(k) -1}, 

- a= -C(x 8(k)+l Pl)jC(x 8(k) Pk) implique que C(xB(k) D) = 0, 

- C(xi+1 Pl)= 0 pour j + 1 E {0, ... , B(k)} et j + 1 =J B(k) +k-i, 
ce qui donne 

C(xi+l Pl)= 0 pour jE {0, ... , B(k)- 1} et j =J B(k) + k- (i + 1). 

Nous pouvons donc conclure que 

C(xi D) = 0 pour jE {0, ... ,B(k)} et j =J B(k) + k- (i + 1). 
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Le polynôme D est unitaire de degré i + 1 et vérifie les propriétés de Pl+ 1 . Donc 

l'unicité de Pi~l implique que D = Pi~l· D'où l'écriture 

Pi~l = xPl + aPk, 

avec a= -C(xe(k)+l Pl)jC(xe(k) Pk). 

Si nous appliquons la fonctionnelle C à Pi~l après l'avoir multiplié par x 8(k)+k-(i+l), 

alors nous obtenons 

C(xe(k)+k-(i+l) Pi~l) = C(xe(k)+k-i Pl)+ aC(xe(k)+k-(i+l) Pk)· 

Par hypothèse de récurrence, C(x8(k)+k-ipl)=C(x 8(k)pk)· 

Comme C(x&(k)+k-(i+l) Pk)= 0, alors il s'ensuit que C( x&(k)+k-(i+l) Pi~1 ) = C( xe(k) Pk) 

est non nul. 

D'où O(i+1) =0(k)+k-(i+1). • 
Corollaire 2.1 Pe(k)+l est régulier. 

Preuve: 

Pk est supposé régulier d'avance, et d'après le Lemme 2.2, nous avons 0( {0, ... , k-1}) = 

{0, ... , k- 1 }. Le Théorème 2.2 nous donne la propriété O(i + 1) = O(k) + k- (i + 1), 

qui implique 

0( {0, ... , O(k)- 1, O(k)}) = {0, ... , O(k)- 1, O(k)}. 

Enfin, une simple application du Lemme 2.1 montre que Pe(k)+l est régulier. 

Ce résultat est aussi donné par Draux [44] et Gutknecht [65]. 
• 

En posant, dans le Théorème 2.1, Lj(1/;) = C(xi'!j;) pour tout 1/; E (C[X] et pour tout 

entier j, et en montrant qu'il y a des coefficients qui s'annulent dans la relation de récur­

rence du Théorème 2.1, nous pouvons déduire le théorème suivant. 

Théorème 2.3 Soit Pko le dernier polynôme régulier précédant Pk. 

La relation de récurrence suivante nous donne le premier polynôme régulier suivant Pk 

&(k) 

avec 

Pe(k)+l = xP$(k) + L aiPl + akPk + ak-lpko 
i=k+l 

Œk-1 = -C(x&(k)pk)/C(x8(ko)pk
0

) =f. 0, 
ak = -(C(xe(k)+lpt(k)) + ak-1C(xe(k)pk

0
))/C(x8(k)pk), 

ai= C(xe(i)pko)/C(x8(ko)pko), i = k + 1, . .. ,O(k). 
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Preuve: 

Pko est le polynôme régulier de plus haut degré précédant Pk, alors B(ko) = k- 1. Les 

polynômes P/ forment une base de l'espace <C[X], donc nous pouvons écrire 

B(k) 

Pe(k)+1 = xPt(k) + L a;Pl. 
i=O 

(2.3) 

L'application de la fonctionnelle C à (2.2), après l'avoir multiplié par x 8U), nous donne 

B(k) 

C(xe(j) Pe(k)+l) = C(xB(j)+l Pt(k)) + L a;C(xB(j) Pl). 

i=O 

Nous avons 

- C(x8U)+1 Pt(k)) = 0 pour 0 S B(j) + 1 S B(k) et B(j) + 1 =/:- k 

- C(x8U) Pt(i)) = 0 pour j < i, i E IN. 

Si j S k- 1, alors B(j) S k- 1, puisque nous avons vu précédemment que B( {0, ... , k-

1}) = { 0, ... , k - 1}. Ainsi, en posant s;,j = C ( xB(i) PJ), nous obtenons le système linéaire 

suivant noté (S) 

so,o Œo 0 

(S) Sko-1,0 · · · Sko-1,ko-1 O:ko-1 0 

Sko+1,0 · · · Sko+1,ko-1 Sko+1,ko+1 Œko+1 0 

Sk-1,0 · .. Sk-1,ko-1 Sk-1,ko+1 · · · Sk-1,k-1 O:k-1 0 

Le système (S) est triangulaire régulier avec un même nombre d'inconnues et d'équa­

tions, puisque la condition 

C(x8U) P8
) = 0 pour j = 0, ... , k- 1 sauf lorsque j = k0 . ko 

montre que ako est éliminée et n'apparaît pas dans (S). 
Par conséquent Œj = 0 pour j = 0, ... , k - 1 sauf lorsque j = k0 , et la relation (2.2) 
devient 

B(k) 

Pe(k)+1 = xPt(k) + L a;Pl + ŒkPk + akopko· 
i=k+1 

(2.4) 
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Déterminons maintenant les coefficients O:i. 

- Calcul de O:ko. 
L'application de la fonctionnelle C à l'équation (2.3), après l'avoir multipliée par 
xk-l - x11 (ko) nous donne 

- ' 

ll(k) 
C(xk-lpB(k)+i) =0= C(xkPt(k))+ 2:::: o:iC(xk-lpt)+o:kC(xk-lpk)+o:k0 C(xk-lpk0 ). 

i=k+l 

Nous savons que 

C(xk-lpt.ll) = 0, . k O(k) pour z = , ... , 

et d'après le Théorème 2.2, 

C(xk pli ) _ C(xB(k) pli) ll(k) - k . 

D'où 

- Calcul de o:k. 
L'expression de o:k est déduite immédiatement, en multipliant (2.3) par x11 (k) et en 

appliquant ensuite la fonctionnelle C. 

- Calcul de o:i, pour i = k + 1, ... , O(k). 
L'application de C à (2.3) après l'avoir multipliée par x 11 (i) implique 

ll(k) 
C(x11(i)+l Pt(k)) + 2:::: o:jC(x11(i) P/) + o:kC(x 11(i) Pk)+ o:k

0
C(x 11(i) Pko) =O. 

j=k+l 

D'après le Théorème 2.2, nous avons 

- O(i) = (O(k) +k-i) E {k, ... ,O(k) -1} pour i = k + 1, ... ,O(k), 
ce qui nous donne 

C(x 11(ilpJ) = 0 pour j = k + 1, ... ,O(k) à l'exception de j = i. 

- O(i) + 1 E {k + 1, ... ,O(k)} montre que C(x11(i)+lpt(k)) =O. 

- O(i) < O(k) pour i = k + 1, ... ,O(k), ce qui implique que 

C(x11 (i) Pk)= 0 pour i = k + 1, ... , O(k). 

Donc, la dernière relation nous donne 
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ce qui est équivalent à 

pmsque 

et 

C(x 11(i) Pl)= C(x 11(k) Pk) pour i = k, ... , B(k). 

• 
Il est clair que les deux théorèmes 2.2 et 2.3 définissent un algorithme pour calculer 

tous les polynômes orthogonaux réguliers par rapport à une fonctionnelle C. Cet algo­

rithme utilise les polynômes biorthogonaux intermédiaires pour le calcul des polynômes 

orthogonaux réguliers. Ainsi, nous appelons la méthode ALA (Avoiding the Look-Ahead) 

celle qui utilise des polynômes biorthogonaux intermédiaires pour retrouver tous les po­

lynômes orthogonaux réguliers. 

Pour tout k, posons C(xk) = q et écrivons Pt sous la forme 

k 

Pt(x) = LP)k)xj, P1k) = 1. 
j=O 

Alors, en utilisant cette écriture dans les relations de récurrence des deux théorèmes 2.2 

et 2.3, en identifiant les coefficients des différentes puissances en x, nous obtenons un 

algorithme qui est une mise en oeuvre de la méthode ALA pour calculer les coefficients 

de Pt. 
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Algorithme 1 

• Etape 1 : Initialisation 
p~-l) = p~-/) = 0, h_l = 1, 0( -1) = -1, 

p~o) = 1, P~i = p~o) = 0, k = O. 

• Etape 2 (Détermination de 0( k)) 
1 i = 0 

k0 = O(k- 1) 
k 

2 h - ""' (k) 
k+i - ~ Ck+i+jPj 

j=O 
ko 

d· - ""'Ck · ·p(ko) 
t- ~ +t+J j 

j=O 

si lhk+il < é 1 pour une certaine tolérance é 1 , alors 
i=i+1 
aller à 2 

fin (si) 
O(k)=k+i. 

• Etape 3: 

fin. 

b = he(k)/hk-l 
_ (ko) . _ O k 

Wj - -pj , J - , ... , o 

w j = 0' j = ko + 1' 0 0 0 ' e ( k) 
pouri=k, ... ,O(k) 

de(k)-i = de(k)-d he(k) 
- (i) 

Wj - Wj + de(k)-iPj , j = 0, ... , i 
t 

( i) 
{3; = (L Ce(k)+I+)Pj )/ he(k) 

j=O 
(i+l) (i) {3 (k) 0 k 

Pi = Pi-l - iPj , J = 0, ... , 
py+l) = pJ~ 1 , j = k + 1, ... , i + 1 

(i+l) 0 
P-1 = 

fin (pour) 
k+--0(k)+1 
PY) +-- PY) + bw j, j = 0, ... , k - 1 
aller à 1 

53 
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Dans cet algorithme, r +-- s veut dire que nous attribuons à r la valeur de s. Nous allons 

utiliser cette notation dans les algorithmes que nous allons énoncer plus tard. 

Lorsque k = 0, certains termes s'annulent dans cet algorithme, comme par exemple d0 = O. 

Le fait qu'ils soient nuls nous permet d'éviter l'utilisation d'une boucle avec "si" dans la 

troisième étape. Nous allons adapter cette technique à tous les algorithmes et processus 

que nous allons énoncer dans la suite. 

Remarque 2.3 Pour avoir l'existence et l'unicité d'un polynôme orthogonal Pn, nous 

avons imposé la condition: Pn est de degré n. D'une manière similaire, nous pouvons 

imposer la condition de normalisation Pn(O) = 1, ce qui donne une autre permutation () 

et par conséquent un autre polynôme intermédiaire P!. 

Remarque 2.4 Il est facile de voir que les deux théorèmes 2.2 et 2.3 nous donnent la 

propriété suivante 

Po(k)+I(x) = Wo(k)-k+I(x)Pk(x) + O:k0 Pk0 (x) 

où Wo(k)-k+I (x) ·est un polynôme de degré ()( k)- k + 1. Pour la démonstration, il suffit de 

remarquer, dans le Théorème 2.2, que Pk divise Pl pour i = k, ... , ()( k). Cette propriété 

est similaire à celle donnée par Draux [44], Gragg et Lindquist [62] et Gutknecht [65]. 

Remarque 2.5 Les coefficients ai = do(k)-i, i = k + 1, ... , ()( k) du Théorème 2.3 dé­

pendent uniquement de Pko. En conséquence, dans l'Algorithme 1, ils sont mémorisés pour 
ll(k) 

calculer récursivement la somme L ai Pl- Ceci montre que l'Algorithme 1 n'a aucun 
i=k+l 

problème de stockage. En effet, si nous mémorisons les coefficients de chaque polynôme 

dans un vecteur, alors le codage de l'Algorithme 1 n'a besoin que de trois vecteurs sans 

compter le vecteur dont les composantes sont les coefficients di utilisés dans l'algorithme. 

Notons aussi que ce nombre de vecteurs est optimal, c'est-à-dire qu'il est impossible d'uti­

liser moins de trois vecteurs. 

Il y a une autre manière de programmer le polynôme orthogonal régulier Po(k)+l· Elle 

consiste à utiliser la relation de récurrence suivante 

(•) -) __ .J 

où f3k = C(xll(k)+I P!(k))/C(x 8(k)pk), f3ko = C(xk P!(k))/C(xk-l P~0 ), et P~0 s'obtient par la 

relation de récurrence suivante 
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2.3.2 Mise en oeuvre de la méthode ALA 

Dans cette sous-section, nous allons montrer comment mettre en oeuvre la méthode 

ALA. Mais tout d'abord, d'une manière similaire à la biorthogonalité vue dans la sous­

section 2.2.3, nous allons voir que l'orthogonalité définie ci-dessus n'est autre qu'un cas 

particulier de celle que nous avons traitée au premier chapitre et que ce cas particulier est 

obtenu en choisissant la forme sesquilinéaire 9 hermitienne. 

Choix de la forme sesquilinéaire hermitienne 9 

· Commençons par choisir les deux espaces vectoriels E et F. Ici, E est l'espace des 

polynômes IV[X] et F = E. 

Nous définissons la forme bilinéaire symétrique 91 par 

La matrice de la restriction de la forme bilinéaire 9I au sous-espace Vn x Wn, où Vn = 
Wn est engendré par { Vo = Wo = 1, VI = W1 = x, ... , Vn-1 = Wn-I = xn-I }, a pour 

déterminant Hn = Gn. La permutation 0 que nous utilisons ici est la même que celle 

du premier chapitre. Nous avons supposé que O(i) < oo pour tout i E IN, notons bien 

que ceci revient à supposer que (E,9r) est régulier. La permutation a est prise égale 

à l'identité. Le rôle de la permutation 0 est d'avoir un sous-espace régulier Vn x w: de 

Ex F avec w: comme sous-espace engendré par { WB(o) = xB(o), WB(I) = xB(I), ... , WB( n-I) = 
x8(~-I)}. Alors, la matrice de la restriction de 9I à Vn x w: est régulière et a pour 

déterminant H~ = G~ qui est non nul. A l'aide du processus GBOR, nous pouvons alors 

co~struire deux bases 9I-orthogonales {Pt,Pf, ... ,P:_I} de Vn et {Qg,Qf, ... ,Q~_ 1 } de 

w:. {Pt,Pf, ... ,P:_I} et {Q 8
0 ,Q8I, ... ,Q8n-d sont aussi deux bases biorthogonales, 

mais cette fois ci, par rapport à la forme sesquilinéaire hermitienne 9 définie par 

9(1/;,cp) = C(V;cp), V'lj;,cp E E, 

où 'P représente le polynôme dont les coefficients sont les conjugués de ceux de cp. 

La base {Pt, Pf, ... , P!_r} est la même que celle donnée par l'Algorithme 1, si la condi­

tion de normalisation utilisée dans GBOR consiste à imposer que les polynômes de cette 

base soient unitaires et de degrés égaux à leurs indices. L'Algorithme 1 se déduit aussi du 

processus GBOR: pour cela, il suffit de choisir récursivement les polynômes v; en posant 

tout simplement, à l'étape j, Vj = xPJ-I· 

A chaque choix de deux bases dénombrables { v0 , VI, ... } et { w0 , wi, ... } de IV[X] corres­

pondent deux autres bases dénombrables 9I-orthogonales. Mais le choix qui nous intéresse 
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ici est celui qui nous permet de retrouver tous les polynômes orthogonaux réguliers par 

rapport à la fonctionnelle C. C'est-à-dire le choix qui nous donne deux bases dénombrables 

91-biorthogonales {Pt, Pf, ... } et { Q~(o), Q~( 1 ), ... } vérifiant Qf = P/ = a; P;, a; E <C pour 

tout polynôme orthogonal régulier P; de degré i par rapport à la fonctionnelle C. 

En plus du choix qui nous a permis d'établir l'Algorithme 1 et que nous considérons 

comme un premier choix, nous allons donner deux autres choix qui présentent une impor­

tance au point de vue utilisation et qui donnent deux manières différentes pour mettre 

en oeuvre la méthode ALA. Nous allons montrer dans le deuxième choix le résultat du 

théorème suivant qui généralise la relation de récurrence à trois termes classique reliant 

les polynômes orthogonaux réguliers. 

Théorème 2.4 Tout polynôme orthogonal régulier Pt(k)+l vérifie une relation de récur­

rence de la forme 

Pt(k)+1 = xPt(k)- aB(k)Pt- f3B(k)Pt(k-1)' 

où Pf est le polynôme régulier de plus haut degré précédant Pt(k)+l. Pt(k)+l, Pt(k), Pf et 

Pt(k-1) sont de degrés égaux à leurs indices respectifs. 

Notons que les relations de récurrence que nous allons donner relient séparément les 

polynômes des deux bases {Pt, Pf, .. . } et {Q~(o)' Q~( 1 ), .. . }. Nous les appliquerons à la 

méthode de Lanczos dans la section suivante. Ceci équivaut aussi, en changeant la variable 

x des polynômes Qf en y, à avoir deux bases biorthogonales par rapport à la forme 

bilinéaire 92 définie sur <C[X] x <C[Y] par 

92(xi,yj) = C(xi+j), Vi,j E lN. 

4 Le deuxième choix consiste à déterminer récursivement les polynômes des deux bases 

dénombrables { v0 , Vt, .. . } et { w0 , w 1 , .. . } en posant 

Vj = xPJ_1 , j = 1, 2, ... , 

w j = xj-k Q ~' j = k + 1' 0 0 0 ; a ( k) + 1' k = 0' a ( 0) + 1' a (a ( 0) + 1) + 1' 0 0 0 ' 

avec les indices des polynômes Vj et Wj représentant leurs degrés respectifs. En 

appliquant GBOR, nous déduisons les relations de récurrence suivantes 

QB - j-kQB . - k + 1 ll(k) j - x kl J - ' 0 0 0 '!} ' (2.6) 

{ 
aj-1 = C(xPf_ 1 Q~(k))jC(PfQ~(k)) 
P B pB pB j=k+1, ... ,0(k), 

j = X j-1 - aj-1 k 
(2.ï) 
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ae(k) = C(xP$(k)Q~(k))/C(PtQ~(k)) 
f3e(k) = C(P$(k)QÜ/C(P$(k-l)QL1) 

P$(k)+l = xP$(k) - ae(k)Pt - f3e(k)P$(k-1) (2.8) 
O(k) 

Q~(k)+l = xQ~(k)- L O'e(i)Qr- O'O(k)Q~- f3e(k)Q~(k-1)• 
i=k+l 

En remplaçant les polynômes orthogonaux Qf par les Pl puisque Qf = Pl = Pi 

pour tout i, ces trois équations nous donnent une mise en oeuvre de la méthode 

ALA dont le codage nécessite seulement trois vecteurs. 

Les coefficients O'O(i) dans le calcul de Q~(k)+I peuvent être programmés d'une autre 

manière, en utilisant les polynômes de l'ensemble {P~~ 1 , p~e, ... , P~fk), P~(k)+l} qui 

est g1-biorthogonal à { xQ~(k)' Q~(k)' Q~(k)- 1 , ••. , Q~, Q~(k-l)} avec P~~ 1 = Pt_1 . La 
programmation des p;e se fait par la relation suivante qui les relie aux Pl 

(2.9) 

A l'aide de ces polynômes, l'expression qui donne les ae(i) est 

Si nous n'avons besoin que de calculer les polynômes PJ, alors nous pouvons utiliser 

seulement la relation générale et simple suivante 

{ 

O'j = C(xe(k)-k+I PJ Pt)jC(xe(k)-k Pt Pt) 

{3j = C(Pf Pt)jC(P$(k-l)P%_1 ) 

Pf+1 = xPf- ajPt- {3jP/(k- 1) 

j=k,k+1, ... ,0(k), (2.10) 

pour k = 0, 0(0)+1, 0(0(0)+1)+1, .... L'initialisation de cette relation de récurrence 

se fait en posant Pt= 1 et P~ 1 = 0 avec 0( -1) = -1. 

4 Le troisième choix consiste à donner les polynômes des deux bases dénombrables 

{ v0 , v1 , ... } et { w 0 , w1 , ... } d'une manière récursive en posant 

Vj = xj-k Pt, j = k + 1, k + 2, ... , nk, 
Vj+I = xPJ, j = nk,nk + 1, .. . ,O(k), 
Wj = xj-kQ~, j = k + 1, k + 2, ... , nk, 
Wj+ 1 = xQJ, j = nk, nk + 1, ... , O(k), 

et ceci pour k = 0, 0(0) + 1, 0(0(0) + 1) + 1, ... , avec nk = l(O(k) + k + 1)/2J qui est 

la partie entière de ( 0( k) + k + 1) /2. Le degré de chaque polynôme Vj est égal à son 

indice j, il en est de même pour chaque Wj. Dans ce troisième choix, la permutation 
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Œ n'est plus prise égale à l'identité, mais égale à une permutation Œ1 que nous allons 

définir avec une autre permutation 81 qui remplace 8. 

!> Si 8(k )+k est pair (ce qui implique que nk = ( 8(k )+k )/2), alors nous définissons 

Œ1 et 81 par 

Œ1(k + 2j) = nk + j, j = 0, 1, ... , nk- k, 
Œl(k+2j -1) = nk -j, j = 1,2, ... ,nk -k, 
81 (k + 2j) = nk- j, j = 0, 1, ... , nk - k, 
81(k+2j-1)=nk+j, j=1,2, ... ,nk-k 

(2.11) 

et ceci pour k = 0,8(0) + 1,8(8(0) + 1) + 1, .... Les deux permutations Œ1 et 

81 sont reliées à la permutation 8 par deux relations 

(2.12) 

qui sont équivalentes puisque 8o() est la permutation identité. C'est la raison 

pour laquelle () intervient dans la notation des deux bases g1-biorthogonales 

{Pt
1
(o)' Ptl(l)' ... } et { Q~1 (o)' Q~1 ( 1 ), ••. } que nous obtenons en appliquant GBOR. 

Ces deux bases peuvent être écrites sous la forme 

· · · P!k P!k-1 P!dl P!k-2 · · · Pt Ptnk-k · · · 
· · · Q!k Q!k+l Q!k-1 Q!d2 · · · Q~nk-k Q~ 

sans utiliser a-1 et 81. Notons que pour deux entiers i et j, la quantité C(P/Q~(j)) 

ou C(Ptl(i)Q~1 (j)) est nulle si i-=/= jet qu'elle est non nulle dans le cas contraire. 

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul des éléments de ces deux bases 

qui sont donnés par les relations suivantes déduites du GBOR 

{ 
PJ = x~-kpt 
Q ll J kQll j = k + 1, k + 2, ... , nk, j =x- k (2.13) 

(2.14) 

avec f3_ 1 = O. Le polynôme orthogonal régulier Pt(k)+l par rapport à C, ainsi 

que Q~(k)+l sont donnés par 

ank-k = C(xPt(k)Q~(k))/C(PtQ~(k)) 
f3nk-k = C(xPt(k)QLl)/C(Pt(k-l)QLl) 
1 = C(xQ~(k)Pt(k)-1)/C( Q~+l Pt(k)-1) (2.15) 
Q~(k)+l = xQ~(k) - /Q~+l - O:nk-kQ~ - f3nk-kQ~(k-l) 
Pt(k)+l = xPt(k)- Œnk-kPt- fJnk-kp:(k-:-1)• 
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Les expressions des coefficients de ces relations de récurrence ont été obtenues 

en utilisant la propriété C(PlQ~(i)) = C(PtQ~(k)) qui est toujours valable pour 

i=k, ... ,e(k). 

r> Si e(k) + k est impair (ce qui implique que nk = (e(k) + k + 1)/2), alors nous 

définissons (71 et el par 

CJ1(k+2j)=nk+j, j=0,1, ... ,nk-k-1, 
CJl(k+2j-1)=nk-j, j=1,2, ... ,nk-k, 
e1(k + 2j) = nk- j- 1, j = 0, 1, ... ) nk- k- 1, 
e1(k + 2j- 1) = nk + j- 1, j = 1, 2, ... ) nk- k, 

et ceci pour k = 0, 0(0) + 1, e(O(O) + 1) + 1, .... Les deux permutations CJ1 

et e1 sont toujours reliées à la permutation 0 par (2.12). C'est la raison pour 

laquelle nous notons toujours {Ptl(o)' Pti(l)' ... } et {Q~1 (o)' Q~l(l)' ... } les deux 
bases g-biorthogonales que nous obtenons en appliquant GBOR. Ces deux bases 

peuvent être écrites sous la forrrie 

sans avoir besoin de CJ1 et e1 . Nous allons maintenant nous intéresser au calcul 

des éléments de ces deux bases qui sont donnés par les relations suivantes 

déduites du GBOR 

et 

J . 
{ 

pe = xj-k pke 

Q~-1 = xJ-k-1 Q~ j=k+1,k+2, ... ,nk 

{ 

aj = C(xP~k+jQ~dj- 1 )/C(P~k-jQ~k+j- 1 ) 
(Ji = C(xP~k+iQ~k+i)/C(P~k-i-l Q~k+j) 
Q~di = xQ~k+j-1 - /3j-1Q~k-i- ajQ~k-j-1 
p~k+i+l = xP~k+i - aiP~k-i - /3iP~k-j-1 

(2.16) 

(2.17) 

pour j = 0, 1, ... , nk - k- 1, avec (3_ 1 = O. Le polynôme orthogonal régulier 

Pt(k)+1 par rapport à C, ainsi que Q~(k)+l sont donnés par 

ae(k)+l = C(xPt(k)Q~(k))/C(PfQ~(k)) 
f3e(k)+1 = C(xPt(k)QLl)/C(Pt(k-l)QLl) 
1 = C(xPt(k)Q~(k)-1)/C(Pf+lQ~(k)-1) 
Q~(k)+1 = xQ~(k) - ae(k)+l Q~ - f3e(k)+l Q~(k-1) 
Pt(k)+1 = xPt(k) -;Pt+1- ae(k)+lPt- fJe(k)+lP/(k-1)· 

(2.18) 

Le calcul des coefficients de ces relations de récurrence se fait en utilisant la pro­

priété C(PlQ~(i)) = C(PtQ~(k)) qui est toujours valable pour i = k, ... , e(k). 
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Changeons maintenant le choix que nous avons fait ci-dessus de la forme g. Notons g1 

la forme bilinéaire symétrique définie sur l'espace <C[X] par 

et considérons la forme bilinéaire symétrique g définie sur l'espace E = (C[X] x <C[X] par 

(2.19) 

Ce choix de la forme hermitienne g est similaire à celui qui nous a permis, à la fin du 

premier chapitre, de montrer que théoriquement le processus non hermitien de Lanczos 

n'est autre que le processus hermitien de Lanczos appliqué à un système hermitien étendu. 

Choisissons d'une manière récursive deux familles dénombrables libres { v0 , v1 , ... } et 

{ w0 , w1, ... } de E qui vont nous donner deux familles g-biorthogonales {p,.J(o), p,.J(1), ... } 

et {qe1 (o), qe1 ( 1), ... } de E, où Œ1 et el sont deux permutations de IN. 

Vj = xj-kPk, j = k + 1, k + 2, ... , nk, 
Vj+l = xpj, j = nk, nk + 1, ... , e(k), 
Wj=Xj-kqk, j=k+1,k+2, ... ,nk, 
Wj+l = xqj, j = nk, nk + 1, ... , e(k), 

et ceci pour k = 0, e(O) + 1, B(e(O) + 1) + 1, ... , avec toujours nk = l(B(k) + k + 1)/2J 
étant la partie entière de ( e( k) + k + 1) /2. 

Comme ci-dessus, pour définir récursivement les deux permutations 0"1 et e1 , il y a deux 

cas qui se présentent 

t> Lorsque e( k) + k est pair (ce qui implique que nk = ( e( k) + k) /2), 0"1 et e1 sont 

définis par (2.11). Donc, elles vérifient (2.12). 
Si nous supposons que les polynômes cp1,c.p2,'1j;1,7/J2 de Pj = (cp1,c.p2)T et qj 

(7/J1,'1j;2)T sont unitaires, alors le fait que g est symétrique nous permet d'avoir 

et 

{ 

O:j = g(XPndj-l,Pndj-I)jg(pnk-j+l,Pnk+j-1) 
qnk+J = XPnk+j-1 - O:jPnk-j+l 
(3j = g(qnk+j,qB(kj))/g(pkj,qB(kj)) 
Pndj = qnk+j - f3jPk1 

(2.20) 

j = 1, 2, ... , nk- k + 1, 

(2.21) 
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avec ki = nk - j si j :::; nk - k, ki = B(k - 1) si j = nk - k + 1 et ceci pour 

k = 0, B(O) + 1, B(B(O) + 1) + 1, .... Dans l'utilisation de cette relation nous n'avons 

pas besoin de tester si j :::; nk- k ou non. Nous pouvons aussi écrire la relation sans 

introduire ki en posant B( B( k) + 1) = B( k -1), ce qui est possible puisque B( B( k) + 1) 

est calculée à l'étape suivante. 

t> Si B(k) + k est impair (ce qui implique que nk 

définissons 0'1 et B1 par 

(B(k) + k + 1)/2), alors nous 

0'1(k + 2j) = nk- j- 1, j = 0, 1, ... , nk- k- 1, 
0'1(k + 2j- 1) = nk + j- 1, j = 1, 2, ... , nk- k, 
B1 (k + 2j) = nk + j, j = 0, 1, ... , nk- k- 1, 
B1(k + 2j- 1) = nk- j, j = 1, 2, ... , nk- k, 

et ceci pour k = 0, B(O) + 1, B(B(O) + 1) + 1, .... Si nous supposons que les polynômes 

i.p1,<.p2,'1/J1,'1/J2 de Pi= ('f'1,'f'2f et qi= ('1j;1J'Ij;2f sont unitaires, alors comme pour 

le cas précédent nous aurons 

. k 
qi= Pi = xJ- Pk, j = k, k + 1, ... , nk- 1 

et 

avec ki = nk - j - 1 si j < nk - k, ki = B(k- 1) si J 

k = 0, B(O) + 1, B( B(O) + 1) + 1, ... , avec a_ 1 = O. 

(2.22) 

(2.23) 

nk - k et cec1 pour 

Nous savons que pour tout entier j, Pi et qi dépendent de la permutation B. Il est donc 

naturel de poser 

(
pO) 

Pi= QJ et 

où les degrés des polynômes PJ, QJ, P? et Q? sont égaux à leurs indices respectifs. Tous 

les polynômes orthogonaux réguliers par rapport à la fonctionnelle C sont retrouvés à 

l'aide de la famille {P/}i· Si le polynôme orthogonal régulier Pi, de degré j, que nous 

supposons unitaire existe alors il est égal à PJ. 
Signalons que les familles libres {Po-1 (o),Po-!(1)l· .. } et {qo1(o)l qo1 ( 1), ... } que nous obtenons 

sont biorthogonales par rapport à la forme sesquilinéaire hermitienne qui, à tout élément 

('if:, cp) de E, fait correspondre g('lj;,r.p). 
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Il est très important de noter que les polynômes PJ, Q~, P/ et Qf forment des bases 

g1-biorthogonales, c'est-à-dire {P:t(o)' P:d1), ... }, {Q~(o)' Q~( 1 ), .• • } et {P~~(o)' P~~(l)' .. . }, 
{ Q!

1
(o)' Q!I(1), ... }. Ceci simplifie le calcul des coefficients des relations (2.21) et (2.23). 

Cependant cette simplification est liée à la normalisation des vecteurs pj et qj et non pas 

aux polynômes PJ, QJ, P/ et Q/ pour tout entier j. Donnons maintenant les équations 

équivalentes à (2.21) et (2.23) qui nous permettent de calculer et de normaliser séparément 

les polynômes PJ, Q~, P? et Q~0 pour tout entier j. L'équation équivalente à (2.21) est 

(2.24) 

avec kj = nk- j si j ::::; nk- k, kj = B(k- 1) si j = nk- k + 1. L'équation équivalente à 

(2.23) est 

(2.25) 

avec kj = nk - j - 1 si j < nk - k, kj = B( k - 1) si j = nk - k, (3'_1 = a~ 1 = O. Ces 

dernières équations nous permettent aussi de retrouver le troisième choix fait ci-dessus 

pour la forme bilinéaire g1 et de construire ainsi d'une manière simple les deux bases 

g1-biorthogonales correspondantes. Signalons que le codage relatif à la mise en oeuvre de 

ALA par ces deux équations nécessite seulement quatre vecteurs. 

Il est possible d'écrire d'une manière simple les deux équations (2.21) et (2.23) en les 

regroupant en une seule. C'est-à-dire, en d'autres termes, regrouper le cas où B(k) + k est 

pair et celui où il est impair. En effet, si nous posons B(B(k) + 1) = B(k -1) avant d'avoir 

calculé la vraie valeur de B(B(k) + 1), alors, par une simple identification, (2.21) et (2.23) 

sont regroupées dans la relation suivante 
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(2.26) 

avec ank- 1 =O. D'une manière analogue, nous regroupons (2.24) et (2.25) dans l'équation 

suivante 

a~= C(xPJQD/C(P$ulQ~) 
/3; = C(xQ~PJ)jC(Q~(j)PJ) 
P'O pO 1 pO . 1 = x . - a . O( .) J+ J J J 

Q'O QO j3'QO j+l = X j - j O(j) 
'O 'O )j ( 0 'O aj = C(Pj+lQO(O(j+1)) C Po(j+l)QO(O(j+1))) 
'O 'O )j ( 0 'O /3j = C(Qj+1PO(O(j+l)) c QO(j+1)PO(O(j+1))) 

0 'O 0 pj+l = pj+l - ajPO(j+1) 
0 'O 0 

Q j+1 = Q j+1 - f3jQ O(j+1) 

j = B(nk), B(nk) + 1, ... , B(k), (2.27) 

avec a~k- 1 = f3~k- 1 = O. Comme pour (2.26), dans (2.27) nous posons toujours B( B( k) + 
1) = B(k- 1). 
Lorsque nk = k, il est clair que nous retrouvons bien les relations de récurrence à trois 

termes du cas régulier. Les relations de l'équation (2.27) sont obtenues en choisissant la 

forme bilinéaire g au lieu de g2 • Dans le cas régulier, (2.27) est la double récurrence don­

née dans [57) que Nachtigal et Freund ont utilisée pour mettre en oeuvre la méthode QMR. 

Si nous n'avons besoin que de calculer les polynômes PJ, alors nous utilisons l'équation 

suivante obtenue à partir de (2.27) 

j = B(nk),B(nk) + 1, ... ,B(k), (2.28) 

avec a~k- 1 = f3~k- 1 = 0 et B(B(k) + 1) = B(k -1). 
Pour le calcul des coefficients de cette relation de récurrence nous nous servons des égalités 

suivantes qui se déduisent de (2.28) 

_ C(Po . po) = C(xO(k) po) 
O(J) J k • 

- C(P$u+ 1 )P~ro(j+l))) est égal à C(x 0(k) Pt) si j =!= B(k) et à C(xk-l P$(k-l)) lorsque 

j=B(k). 
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j+l j 

- C(xPJ PJ) = 2::: p}~1 C(xiPJ) avec PJ = LP}1)xi, p)i) = 1. 
i=B(j) i=O 

C(xB(k)Pf) si j ::j:. B(k). Dans le cas contraire nous avons 
j+2 j+l 

C(P;~1P~r11u+ 1 ))) = C(xPJ P;~1 ) = 2::: p~~t1)C(x;PJ) avec P;~ 1 = LP:u+1
)xi, 

P
'(j+1) - 1 
j+l - . 

i=B(j) i=O 

Pour ces relations, nous avons besoin de connaître les quantités C(xiPJ), i = B(j), ... ,j + 
2. Pour les calculer, nous nous servons des trois propriétés suivantes 

C( ipB)-C( i+1pB) ·-e(·) · 2 x j - x j-1 ' z- J ' ... 'J - ' 
C(x1-1 pB) = C(xi P~ ) -a'. C(xB(k) pB) 

J J-1 J-1 k ' 
C(xi P~) = C(xi+l P~ ) -a· C(xB(k) pB)- a'· C(xB(k)+1 pB) 

J J-1 J-1 k J-1 k • 

Les deux quantités restantes C(xi+l PJ) et C(xl+2 PJ) se calculent d'une manière directe, 

c'est-à-dire en appliquant directement la fonctionnelle C. 

2.4 Application à la méthode de Lanczos 

Nous commençons tout d'abord par donner une description de la méthode de Lanczos. 

Les notations utilisées dans cette description sont celles de [18, 16, 23]. 

2.4.1 Description 

Nous voulons trouver la solution du système linéaire suivant 

Ax = b, 

où A E <Cnxn est supposée non singulière, b E <Cn et x E <Cn. 

Soient x0 et y0 deux vecteurs arbitraires de <Cn. Définissons les deux suites (xk)k et (rk)k 
de vecteurs par les deux conditions 

(2.29) 

(2.30) 

où Kk(A, r) = Vect(r, Ar,···, Ak-1r). La méthode de Lanczos est complètement définie 

par les deux conditions (2.29) et (2.30). Elle consiste à projeter récursivement le résidu 

initial r0 sur l'espace de Krylov Kk(A, Ar0 ) biorthogonalement à Kk(A"', y0 ) par rapport au 

produit hermitien< ., . >n de <Cn. < ., . >n remplace la forme sesquilinéaire g introduite 
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dans le premier chapitre. 

L'équation (2.4) nous permet d'écrire 

En multipliant (2.31) par A et en soustrayant et en ajoutant b, nous obtenons 

Tk = To + a 1Ar0 + · · · + akAkro. 

L'équation (2.30) nous donne 

< Tk,A*;yo >n= 0 pour i = O,···,k-1. 

6.5 

(2.31) 

(2.32) 

Si nous posons c; =< Air0 , y0 >n, alors (2.32) est équivalente au système suivant 

{ n
1
c

1 + 0'2C2 + + O'kCk 

( R) ~~-~2 + 0'2C3 + + O'kCk+l 
... 

0'1Ck + 0'2Ck+l + + O'kC2k-1 

Si nous considérons le polynôme Pk ( 0 = 1 + a1 Ç + · · · + ake, 

Définissons la fonctionnelle C sur <C[X] par 

C(Çi) = c; =< Airo, Yo >n, i = 0, 1, ... 

et la fonctionnelle C(l) par 

Le polynôme Pk vérifie 

i = 0, ... 'k- 1, 

-co 
-cl 

-Ck-1· 

alors Tk Pk(A)ro. 

Donc, Pk est le polynôme orthogonal par rapport à la fonctionnelle linéaire C, normalisé 

par la condition Pk(O) = 1. 

Soit P~ 1 ) le polynôme unitaire de degré k vérifiant 

C(l)(çipp)(Ç)) = 0 pour i = 0, ... , k- 1. 

Les familles (PP))k et (Pk)k sont appelées adjacentes [119]. Nous pouvons voir facile­

ment que pour chaque k E IN*, Pk et pp) existent et sont uniques si et seulement si le 

déterminant de Hankel 

H (l)­
k -
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est non nul. Pour définir d'une manière unique les deux suites (Pf)k et (PP)
9

)k avec 

seulement une permutation B, (Pf)k et (PP)
9

)k vont être normalisés par les deux conditions 

Pt(O) = 1 et P~l)
9 

unitaire. 

Si Pk est non régulier, alors nous posons 

Le polynôme Pf vérifie 

{ 
C(ÇO(i) Pf(Ç)) = 0 pour i = 0, ... , k- 1, 
Pf(O) = 1. 

En conséquence, (2.32) devient 

,.9(i) 
< rk, A Yo >n= 0 pour i = 0, ... , k- 1. 

(2.9) est équivalente au système linéaire suivant 

{ <>rC9(0)+I + Q'2Cif(0)+2 + + <l'kCif(O)+k 

( R') o:1 ~e.(~ )+1 + Q'2Cif(l)+2 + + <l'kC1f(1)+k 

O:lCif(k-1)+1 + 0:2Cif(k-1)+2 + + <l'kCif(k-l)+k 

(2.33) 

-ce(o) 

-Cif(1) 

-ce(k-1)· 

En accord avec la définition de (), le déterminant de ce système (R'), noté Hk1
)
9

, est non 

nul. Ceci montre que ( R') a une solution unique. 

Nous allons rappeler maintenant deux résultats fondamentaux en ce qui concerne la 

méthode de Lanczos. 

Th • , S. l A*9(o) A*9(1) A*9(n-l) t z· , . . d , eoreme 2.5 z es vecteurs y0 , y0 , . .. , y0 son zneazrement zn e-

pendants, alors il existe un entier k :::; n tel que 

Théorème 2.6 

dépendants, alors 

Preuve: 

r k = 0 et x k = x. 

Si k est le plus petit entier tel que r0 , Ar0 , ••. , Akr0 soient linéairement 

rk = 0 et Xk =x. 
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k est le plus petit entier tel que r0 , Ar0 , .•• , Akr0 soient linéairement dépendants, donc 

il existe {30 , {31 , ... , f3k non tous nuls avec 

f3oro + fJ1Aro + · · · + f3kAkro = O. 

{30 et f3k doivent être différents de zéro puisque dans le cas contraire, r0 , Ar0 , ... , Ak-1r0 

seraient linéairement dépendants. 

Alors, il existe 51 , 52 , ••• , 5k pour lesquels 

ro + o1Aro + · · · + okAkro = 0 

avec 

5i = f3ï/f3o pour i = 1, ... ,k. 

Ceci nous permet de conclure que les coefficients 51, 52 , ... , Ok forment une solution du 

système (R'). Comme la solution de (R') est unique, alors rk = 0 et Xk = x. • 

Remarque 2.6 Le Théorème 2.6 montre que le choix de x0 est aussi important que celui 

de y0 , et que les coefficients 51 , o2 , ••• , ok sont ceux du polynôme minimal, pour le vecteur 

r0 , de la restriction de A à Vect(r0 , Ar0 , ..• , Ak-1r0 ). 

Une étude sur les divers algorithmes de type Lanczos pour résoudre des systèmes 

d'équations linéaires a été faite dans [18]. Ici, nous présentons une application de ALA à 

la méthode Lanczos/Orthodir qui est décrite dans [74, 127]. 

2.4.2 La méthode Lanczos/Orthodir 

Plusieurs algorithmes de type Lanczos/Orthodir peuvent être envisagés, notamment 

ceux donnés dans [18]. En particulier l'algorithme connu sous le nom de Biodir [65]. 

La première mise en oeuvre de ALA appliquée à la méthode de Lanczos n'a aucun pro­

blème de stockage, nous avons donc choisi de l'appliquer dans cette sous-section à la 

méthode Lanczos/Orthodir. Les autres mises en oeuvre de la méthode ALA vont être 

appliquées, dans la sous-section suivante, au processus non hermitien de Lanczos et, plus 

loin, aux approximants de Padé, à l'extension de l'algorithme qd et à l'epsilon algorithme. 

Nous avons deux cas à distinguer 

1. Si 0( k) = k (cas régulier). 

Le calcul de Pk+1 se fait d'une manière similaire au MRZ dans [16]. C'est-à-dire que 

nous utilisons les deux relations suivantes 

(F) { PH1(Ç) = Pk(Ç)- ;..kçpp)(Ç) 
1 

Àk = C(e Pk(Ç))jC(e+1 P~l)(Ç)) 
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et 

2. Si ()(k) -f. k(cas singulier). 

Pour i = k, ... , ()(k) -1, nous avons 

avec 

À;= C(ÇO(i) P/'(Ç))/C(Ç0(k)+l p~l)e (Ç)). 

Par récurrence, nous montrons que 

C(ÇO(i)p/'(Ç)) = C(ÇO(i)pf(Ç)) pour i = k, ... ,()(k). 

Ce qui nous donne la formule suivante 

A partir du Théorème 2.2 et du Théorème 2.3, nous obtenons respectivement les 

deux relations suivantes 

i = k, ... ,e(k) -1 

et 

Remarque 2.7 Ces deux cas peuvent être regroupés en un seul, car lorsque ()(k) = k, 
(F3 ) et (F5 ) sont équivalentes respectivement à (F1 ) et (F2 ). Donc, pour appliquer ALA 

à la méthode Lanczos/Orthodir selon sa première mise en oeuvre, nous avons seulement 

besoin des formules (F3 ), (F4 ) et (F5 ). 
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Maintenant, nous avons tout ce qu'il faut pour donner l'algorithme qui nous permet 

d'éviter le "Look-Ahead" dans Lanczos/Orthodir en utilisant la première mise en oeuvre. 

Cet algorithme comprend trois étapes 

- la première étape est l'initialisation, 

- la deuxième étape consiste à savoir où se trouve le polynôme orthogonal régulier 

suivant, c'est-à-dire déterminer O(k) à l'itération k, 

la troisième étape consiste à calculer les itérés Xk+I, Zk+l et le vecteur résidu rk+ 1 a 

l'itération k. 

Posons Zk = pp)o (A)r0 , k = 0, 1, .... Nous posons ceci pour que l'indice k de zk soit égal 

au degré du polynôme P~l)o. 

Algorithme 2 

• Etape 1 : Initialisation 
choisir Xo et Yo arbitrairement dans <Cn, 
poser ro = b- Axo, Zo = ro, z_l = (0, 0, ... o)T' 
h_ 1 = 1, 0( -1) = -1 et k =O. 

• Etape 2 (Le calcul de O(k)) 
1 i = 0 
2 ei =< Yk+i, rk >n 

Yk+i+l = A *Yk+i 

hk+i =< Yk+i+l, Zk >n 
di =< Yk+i+l, Zi!(k-1) >n 
si lhk+il < E1 pour une tolérance E1, alors 

i=i+1 
aller à 2 

fin (si) 
O(k) = k + i. 
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bk = he(k)/ hk-1 

w = -ze(k-1) 

pour i = k, ... , ()(k) 
ai = de(k)-d he(k) 

w = w + a;z; 

Ài = ee(k)-d he(k) 

Xi+1 =Xi+ À;z; 

r;+1 = r; - À;Azi 

{3; =< YB(k)+1 1 Az; >n /he(k) 

Zi+1 = Az; - f3izk 

fin (pour) 
Z()(k)+l f- Z()(k)+l + bkW 

k+-()(k)+1 
aller à 1 

fin. 

Il est important de noter qu'à chaque itération de cet algorithme nous effectuons 4 

produits scalaires et deux produits d'une matrice par un vecteur dont l'un concerne A et 

l'autre A*. Pour chaque itération k du cas régulier ( c-à-d lorsque ()( {0, 1, ... , k- 1}) = 

{0, 1, ... , k- 1} ), nous effectuons 5 opérations de type "SAXPY"; ce nombre est réduit 

à 4 dans le cas singulier ( c-à-d lorsque ()( {0, 1, ... : k- 1}) # {0, 1, ... , k- 1} ). 

Cet algorithme n'a besoin globalement que de 9 vecteurs: 7 dans <Cn et les deux autres 

dans <Cm avec m = maxk(()(k)- k + 1) < n. Ce nombre de vecteurs est optimal (c'est-à­

dire qu'il est le plus petit nombre de vecteurs que nous puissions utiliser). 

Le vecteur w introduit dans l'Algorithme 2 est mémorisé à la place de ze(k- 1). 

Remarque 2.8 1. Durant la détermination de ()(k) à l'itération k, nous mémorisons 

les composantes des deux vecteurs e = (ej)j et d = (dj)j de <Cm avec m = ()(k)­

k + 1 < n. 

2. En pratique, au lieu de tester si la quantité < Yk, Azk >n est égale à zéro, nous 

testons si 1 < Yk, Azk >n 1 est plus petit qu'une tolérance s 1 > O. 

Nous pouvons aussi avoir un problème de PDPZ dû au fait que 1 < Yk, Azk >n 1 :::; ê1. 

Dans ce cas, les relations correspondantes ne doivent pas être nécessairement les 

mêmes que pour la DPZ. 

Il peut y avoir aussi une DPZ à laquelle nous ne pouvons remédier qu'en changeant 
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le choix de Yo ou xo. 

D'une manière similaire, nous pouvons appliquer les deux autres mises en oeuvre de 

ALA à la méthode Lanczos/Orthodir. Nous obtenons alors deux applications différentes 

de ALA à l'algorithme connu sous le nom de Biodir [65]. Mais ces deux applications néces­

sitent malheureusement le stockage de m + 6 vecteurs avec m = maxk ( B( k) - k + 1) < n. 

Ce nombre de vecteurs est plus petit que celui que nous utilisons pour une stratégie de 

"Look-Ahead" où il est égal à 2m + 5. Dans notre cas, ce nombre peut être réduit à 7 

vecteurs, indépendamment de la valeur de m, si nous effectuons à chaque itération du cas 

singulier trois produits d'une matrice par un vecteur au lieu de deux. 

Nous pouvons appliquer la technique de Horner à Lanczos/Orthodir pour obtenir un 

nouvel algorithme appelé HMRZ, voir [28]. Avec de petites modifications, ce nouvel algo­

rithme HMRZ est exactement similaire à l'Algorithme 2 qui utilise la première mise en 

oeuvre de ALA. Mais la technique de Horner se limite à la programmation et ne donne 

aucune signification aux itérés du point de vue de l'orthogonalité ou de la biorthogonalité. 

Signalons aussi que les trois mises en oeuvre de ALA s'appliquent également à Lanc­

zos/Orthores et à Lanczos/Orthomin qui est le plus stable des trois algorithmes. 

2.4.3 Résultats numériques 

La programmation de tout ce travail a été faite sur un "Sun SparcStation10" dont la 

précision machine est égale à 2.22 10-16
. Les tests ont été réalisés à l'aide du Compilateur 

FORTRAN 77. Nous désignons par llrklln, dans cette sous-section, la norme du résidu 

obtenu à l'itération k de l'Algorithme 2. 

Exemple 1 

Nous considérons l'exemple étudié dans [12]. 

0 0 0 0 -1 1 -n 
1 0 0 0 0 2 1 
0 1 0 0 0 3 2 

0 0 0 1 0 n n-1 

Pour la dimension de la matrice et des vecteurs initiaux, nous choisissons n = 5000, 

y0 = (1, 0, 0, ... , 0, 0, 1 )T et x 0 = (0, 0, ... , O?. Pour une valeur de tol égale à 10-s, nous 
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obtenons la figure suivante 

figure 1 • exemple 1 . n.sooo 

4r----------------------------------------4 

-4 

-6 

-s o':-----=s-=-=oo---, oo~o=---:,-:':so7o ----:2:-::':oo=-o --2:C:s':-::oo--::-:3oo':-::o----:-:c350~o=---:4-:':ooo---:45-:':oo:::---s::-:'ooo 
Iterations 

Les valeurs prises par la permutation () sont 

()(O) = 0, ()(k) = 4999- k pour k = 1, 2, ... , 4998 et ()(4999) = 4999. 

Comme le tracé l'indique, il y a une stagnation à partir de k = 1 jusqu'à l'itéra­

tion k = 4998. A la fin de cette stagnation, nous obtenons llr4g99 lln = 1.77 105 et 

llr5ooolln = 7.93 10-7 
· 

Exemple 2 

Nous considérons une matrice non symétrique obtenue à partir de la discrétisation de 

l'équation aux dérivées partielles à trois dimensions 

Lu= f sur [0, 1] x [0, 1] x [0, 1], 

' ou 
au au au 

Lu = -L.u +x-+ y-+ z-- u, ax ay oz 
avec les conditions de Dirichlet aux bords u = O. L'opérateur a été discrétisé en utilisant 

un schéma à sept points sur une grille uniforme 5 x 5 x 5 avec un pas h égal à 1/6. Ceci 

nous donne une matrice creuse non symétrique de dimension n = 125, avec 725 éléments 

non nuls. 

En utilisant l'Algorithme 2 avec tol = 10-8 , y0 = (0, 0, ... , 0, 0, 1?, x0 = (0, 0, ... , Of et 
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b = (1, 0, 0, ... , O)r, nous obtenons la courbe suivante 

figure 2. exemple 2, n-125 
0,--,--.-----.---~----~~-----.-----.----~ 

-1 

-4 

-5 

-6L-----~----~----~-----L----~----~----~ 
0 20 40 60 80 100 120 140 

Iterations 

Les valeurs prises par la permutation () sont 

()(k) = 12- k pour k = 0, 1, ... , 12 et ()(k) = k pour k = 13, 14, ... , 124. 

ï3 

Comme le début du tracé le montre, nous avons une stagnation de k = 0 jusqu'à k = 12. 

Après cette stagnation, nous remarquons que la courbe présente des pics; ce qui est nor­

mal puisque ceux-ci caractérisent les méthodes de type Lanczos. 

En arithmétique exacte, la norme du résidu doit être égale à zéro lorsque l'itération k 
coïncide avec la dimension n du système. Ici, ce n'est malheureusement pas le cas parce 

que nous travaillons avec une arithmétique finie. A cause de ceci, des erreurs d'arrondi 

empêchent le bon fonctionnement de l'Algorithme 2. Ceci explique, dans cet exemple, 

l'obtention de la valeur lh25lln = 3.64 10-2. 

Exemple 3 

Nous allons montrer que l'exécution de l'Algorithme 2 n'est pas à l'abri d'un problème 

d" 'overflow" ou d" 'underflow". 

Nous considérons la matrice obtenue par discrétisation de l'équation elliptique aux déri­

vées partielles Lu= f sur [0, 1) x [0, 1), où 

avec les conditions de Dirichlet u = 0 aux bords, en utilisant un schéma à cinq points sur 

une grille uniforme 30 x 30 avec un pas h = 1/31. Ceci nous donne une matrice creuse 
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non symétrique de dimension n = 900 avec 4380 éléments non nuls. Pour le paramètres, 

nous choisissons s = 104
• L'application de l'Algorithme 2 à cette matrice avec toi = 10-8

, 

y0 = (0,0, ... ,0,0,1)T, x 0 = (O,O, ... ,o)T et b = (1,0,0, ... ,0f nous donne la figure 

suivante 
figure 3, exemple 3, n-900 
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Comme pour le deuxième exemple, il y a une stagnation au début de la figure, des pics 

apparaissent ensuite. Mais, à l'itération k = 123, un "overflow" affecte l'Algorithme 2. 

Cet "overflow" est dû à une multiplication successive de la matrice A* par y0 , c'est-à­

dire aux vecteurs A*ky0 . Il n'est pas dû à une division par un nombre voisin de zéro 

car, dans l'Algorithme 2, nous divisons par les quantités he(k) qui sont controlées en 

valeur absolue par la tolérance toi prise égale à 10-8
. Essayons maintenant, en utilisant 

la norme euclidienne, de normaliser les vecteurs Zk· C'est-à-dire, qu'à chaque itération, Zk 

est normalisé en étant divisé par sa norme euclidienne. 
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Dans cet exemple, le problème d'overflow n'apparaît que plus tard. En effet, il n'affecte 

l'Algorithme 2 qu'à l'itération k = 247. Nous pouvons donc conclure que le choix d'une 

normalisation particulière peut contribuer à éviter d'atteindre le seuil d'underfiow et 

d'overfiow. 

Il est toujours important de vérifier que nos estimations des normes des résidus soient 

admissibles. Pour ces exemples, nous avons remarqué qu'elles coïncident parfaitement avec 

les normes des vrais résidus. 

2.4.4 Processus non hermitien de Lanczos 

Nous avons déjà vu à la fin du premier chapitre que le processus non hermitien de 

Lanczos [90, 56, 54] n'est théoriquement que le processus hermitien de Lanczos en utilisant 

la forme bilinéaire g définie par 

( ) T T u __ ( Uu

2
1 ) , w __ ( Ww

2

1 ) E ,.,2n. g u, w = w2 u1 + w1 u2 pour tout IJ.J 

La forme g est l'équivalent de la forme donnée par (2.19) en remplaçant Epar IVn. Donc, 

avec la technique de normalisation utilisée dans le processus hermitien de Lanczos et les 

deux équations (2.21) et (2.23) regroupées en (2.26), nous obtenons une application de la 

méthode ALA au processus non hermitien de Lanczos. Nous donnons ici cette application 

sous la forme d'un processus. Posons 
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Processus 1 

1 

2 

Les polynômes orthogonaux formels et le problème de la DPZ 

Choisir v E <C 2
n et poser À1P1 = v, Po = 0, k = 1 

(.>tl est choisi pour que IIP1!12n = 1). 

Programmer 
i=O 
nk = k 
si i est impair 

sm on 

nk = nk + 1 
ÀnkPnk = Bpnk-1 
( Ànk est choisi pour que I!Pnk i12n = 1) 
dk = g(pnk'Pnk-1) 

dk = g(pnk 1 Pnk) 
fin (si) 
si ldkl < c1 (pour une tolérance c1) 

i=i+1 
aller à 2 

fin (si) 
O(k+j)=k+i-j, j=0,1, ... ,i 
poser O(O(k) + 1) = O(k- 1). 
Pour j = O(nk), O(nk) + 1, ... , O(k): 

D'j = g(Bpj,Pj)jg(pe(j)lPJ 
qj+l = Bpj - O'jPB(j) 
f3j = g(qj+l, qe(B(j+l)))/ 9(PB(j+l), qe(B(j+l))) 
Àj+!Pj+l = qj+l - f3jPB(j+l) 
(Àj+l est choisi pour que I!Pj+lll2n = 1) 

fin (pour) 
k=O(k)+1 
aller à 1 
fin. 

Un processus pour la résolution des systèmes linéaires nous permet de triangulariser, 

tridiagonaliser la matrice du système en question ou la transformer en une matrice fa­

cile à manipuler, comme par exemple celle de Hessenberg. Ici, à chaque itération k du 

Processus 1, nous avons la factorisation suivante 

B ( Pk Pk+l · · · PB(k) ) = ( PB(k-1) Pk Pk+l · · · Pe(k) PB(k)+l ) ( ~ ) (2.:34) 



2.4. Application à la méthode de Lanczos 77 

où di= f3e(k)(O, 0, ... , 0, 1) E ~O(k)-k+l, la matrice Hk de (B(k)- k + 2) lignes et (B(k)-

Ce qui nous permet d'avoir la factorisation suivante 

B ( Pl P2 · · · Pe(k) ) = ( Pl P2 · · · PB(k) Pe(k)+l ) (2.3.5) 

où D; est la matrice ( d;, Of dont la première ligne est cf[ et les autres lignes sont nulles. 

D'une manière analogue, si nous utilisons l'équation (2.27) et la technique de normali­

sation utilisée dans le processus non hermitien de Lanczos, nous obtenons le processus 

suivant 
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Processus 2 

1 
2 

Les polynômes orthogonaux formels et le problème de la DPZ 

Choisir v1, Vz E (Cn et poser À1P1 = V1, J-l1 Q1 = Vz, Po = 0, k = 1 

(>.1 et J-l1 sont choisis pour que IIP1IIn = llq1lln = 1). 

Programmer 
i = 0, nk = k 
si i est impair 

nk = nk + 1 
ÀnkPnk = Apnk-1 
J-lnkQnk = A*qnk-1 
(Ànk et J-lnk sont choisis pour que IIPnJn = llqnk lin = 1) 
dk = 91(Pnk,qnk-1) 

sinon dk = 91 (Pnk, Qnk) 
fin (si) 
si ldkl < E1 (pour une tolérance t:I) 

i=i+1 
aller à 2 

fin (si) 
fJ(k+j)=k+i-j, j=0,1, ... ,i 
poser fJ(fJ(k) + 1) = fJ(k- 1). 
Pour j = fJ(nk), fJ(nk) + 1, ... , fJ(k): 

ai= 91(Apj,qi)/91(Pe(j),qi) 

P~+1 = Api - O:jPe(j) 

(Ji = 91 (p~+l, Qe(e(j+l))) /91 (Pe(j+1), Qe(e(j+1))) 

Àj+1Pi+1 = P~+1 - fJjPe(j+l) 

a~= 91(A*qj,Pi)/91(Qe(j),pj} 
1 A* 1 %+1 = Qj - ajqe(j) 

fJ; = 91 ( q;+1, Pe(e(j+l))) /91 ( Qe(j+l), Pe(e(j+1))) 

J-li+1Qj+1 = q;+1- fJ;qe(j+l) 
(Àj+1 et J-li+1 sont choisis pour que 11Pi+1lln=llqi+1lln=1) 

fin (pour) 
k=fJ(k)+1 
aller à 1 
fin. 

91 désigne la forme bilinéaire symétrique définie par 91 ( u, w) = wT u pour tout u, w E 

(Cn. Les factorisations que nous obtenons à partir de ce processus sont de la même forme 

que celles données par le Processus 1. Le Processus 1 et le Processus 2 utilisent tous les 
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deux la troisième mise en oeuvre de ALA et ils diffèrent dans la normalisation. Si, en 

revanche, nous utilisons la deuxième mise en oeuvre de ALA, nous aurons le processus 

correspondant suivant. 

Processus 3 

1 
2 

Choisir VI, Vz E (Cn et poser À1P1 = VI, p 1 q1 = Vz, Po = 0, k = 1 
(>.1 et fh sont choisis pour que !!Pdln = !lq1!ln = 1). 

Programmer 
i=Ü 
dk = 91(Pk, qk+i) 

si jdk! < e1 (pour une tolérance e1 ) 

i=i+1 
flk+iqk+i = A*qk+i-1 (f-tk+i est choisi pour que l!qk+il!n = 1) 
aller à 2 

fin (si) 
O(k+j)=k+i-j, j=0,1, ... ,i 
qe(k)+I = A"'qe(k) 
Pour j = k, k + 1, ... , O(k): 

O'.j = 91(Apj,qB(k))/91(Pk,qB(k)) 
Pi+1 =Api- aiPk 
/3i = 91 ( qe(k)+1, Pi)/ 91 ( qe(j), Pi) 
qe(k)+I = qe(k)+I - f3iqB(j) 
si j = O(k) 

a~= 91(Apj,qk-1)/91(Pe(k-1),qk_I) 
1 

Pi+1 = Pi+1 - aipe(k-1) 

f3; = 91 ( qe(k)+l, Pk-d /91 ( qe(k-1), Pk-d 

{tB(k)+lqB(k)+1 = qe(k)+1 - f3~qB(k-1) 
(f-te(k)+1 est choisi pour que !lqe(k)+111n = 1) 

fin (si) 
Àj+1Pi+l = Pi+1 (Àj+1 est choisi pour que I!Pi+111n = 1) 

fin (pour) 
k=B(k)+1 
aller à 1 
fin. 

Ce processus nous donne la factorisation suivante 

( 
d't ) 

A ( Pk Pk+1 . . . PB(k) ) = ( PB(k-1) Pk Pk+1 . . . PB(k) PB(k)+1 ) ;;~ (2.36) 
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où d~ = a'e(k)(O,O, ... , 0, 1) E (CB(k)-k+l, la matrice H~ de (O(k)- k + 2) lignes et (B(k)­

k + 1) colonnes est égale à 

Àe(k)+l 

Regardons maintenant le critère d'arrêt de ces trois processus. Tout d'abord considérons 

les trois espaces de Krylov W1 = I<n(B, v) = Vect( v, Bv, B 2v .. . ), W2 = I<n(A, v1) = 
Vect( VI, Avl, A2v1 .. . ) et w3 = I<n(A*' v2) = Vect( v2, A*v2, A*2v2, ... ). Il y a deux cas à 
env1sager 

• le premier cas correspond à ne pas avoir une DPZ à une itération k :::; min{l, t'} 
avec l = dim W2 et t'= dim W3 , ce qui revient à dire que les espaces (W1 x W1 ,g) 

et (W2 x W3 ,g1 ) sont réguliers. 

• le second cas correspond à avoir une DPZ incurable à laquelle nous ne pouvons pas 

apporter de remède (incurable breakdown). Ce qui revient à dire que nous avons une 

DPZ à une itération k s; min{l, t'}, ce qui signifie en d'autres termes que (W1 x W1, g) 

et (W2 x W3 ,gi) ne sont pas réguliers. Il est donc clair que si (W1 x W 1 ,g) (ou 

(W2 x W3 ,gi)) n'est pas régulier, alors les trois processus ne peuvent fonctionner et 

par conséquent il faut changer le choix fait sur les deux vecteurs v1 et v2 de <Cn (ou 

v de <C 2
n pour Processus 1). 

Précisons que la DPZ, appelée "la vraie DPZ" dans [22], est la seule évitée ici. 

Remarque 2.9 Le codage de ces trois processus nécessite maxk{ B(k)- k }+6 vecteurs de 

<Cn. Dans le cas régulier, c'est-à-dire en n'ayant aucune DPZ dans le processus classique de 

Lanczos, nous n'avons besoin que de 6 vecteurs. Ceci coïncide bien avec maxk{B(k )-k }+6, 
car dans le cas régulier' e ( k) = k pour tout entier k. 

Notons que la factorisation du Processus 3 a aussi été trouvée par Ziegler dans [128, 129] 

où il parle d'un "look-ahead" spécial. 

Remarque 2.10 Nous avons montré comment il faut appliquer ALA aux méthodes de 

type Lanczos. Nous pouvons faire la même chose pour les méthodes de type CGM (Conju­

gate Gradient M ultiplied) qui sont connues aussi sous le nom de "Lanczos-type product 

methods"(LTPM), et qui ont été introduites simultanément par Brezinski [14] et Gutk­

necht [64]. Cette classe CGM contient la méthode CGS (Conjugate Gradient squared) 

due à Sonneveld [112] et la méthode Bi-CGSTAB due à Van Der Vorst [116]. 



2.5. Application aux approximants de Padé 81 

2.5 Application aux approximants de Padé 

Nous savons que les approximants de Padé ont de nombreuses applications dans divers 

domaines. Il est donc intéressant que nous donnions dans cette section l'application de 

la méthode ALA au calcul des approximants de Padé. Nous allons utiliser la première, 

la deuxième et la troisième mise en oeuvre de ALA pour trouver le numérateur et le 

dénominateur d'un approximant de Padé. 

2.5.1 Définitions et notations 

Soit f une série formelle de la variable t 

00 

f(t)=Lc;é, c;E(C. 
i=O 

Nous cherchons une fraction rationnelle 

telle que son développement en série suivant les puissances croissantes de la variable t 

coïncide avec celui de la fonction f aussi loin que possible, c'est-à-dire que nous devons 

avmr 

f(t)- R(t) = O(tp+q+t) (t-+ 0). 

Une telle fraction rationnelle s'appelle un approximant de Padé de f et nous le notons 

[pjq]J(t). Nous arrangeons ces approximants dans une table à double entrée comme l'a 

déjà proposé Padé. Cette table est connue sous le nom de table de Padé. 

[0/0] [0/1] [0/2] 
[1/0] [1/1] [1/2] 
[2/0] [2/1] [2/2] 

Les approximants de la première colonne de cette table sont exactement les sommes 

partielles de la série f. Il se peut que certains approximants de Padé soient identiques. 

S'il n'y a aucun bloc, alors la table de Padé est dite normale. Dans le cas contraire elle 

est dite non normale. 

Pour chaque entier relatif n E 'll, considérons la fonctionnelle linéaire C(n) définie sur 

l'espace des polynômes (C[X] par 
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Par convention, nous posons c; = 0 pour i < O. A chaque fonctionnelle C(n), nous associons 

la série formelle 

Comme les coefficients de Q(t) et P(t) sont définis à un facteur multiplicatif près, nous 

pouvons poser b0 = 1. Ainsi, les coefficients du dénominateur P(t) de [pjq] 1(t) sont donnés 

par la solution du système linéaire de Hankel 

Cp-q+l Cp-q+2 Cp-q+3 Cp bq -Cp+l 

Cp-q+2 Cp-q+3 Cp-q+4 Cp+l bq-1 -Cp+2 

Cp-q+3 Cp-q+4 Cp-q+5 Cp+2 bq-2 -Cp+3 (2.37) 

Cp Cp+l Cp+2 Cp+q-1 bl -Cp+q 

Les coefficients du numérateur Q(t) de [pjq]J(t) s'obtiennent soit directement à partir de 

ceux du dénominateur P(t) grâce aux équations suivantes 

ao = eobo 
a1 = c1bo + cob1 

(2.38) 

soit en utilisant les relations de récurrence que Q(t) et P(t) vérifient. L'un des algorithmes 

que nous utilisons pour calculer Q(t) et P(t) est l'algorithme qd dont la forme progressive 

est plus stable numériquement d'après Henrici [69]. 

Une simple permutation des colonnes de la matrice de Hankel du système (2.37) nous 

permet d'obtenir une matrice de Toeplitz. Nous savons bien que les algorithmes clas­

siques de Levinson (ou Levinson-Durbin) [78, 46] et Schur (ou Schur-Bareiss) [111, 7] sont 

basés principalement sur les sous-matrices d'une matrice de Toeplitz pour calculer les 

approximants de Padé en suivant deux lignes adjacentes de la table de Padé. Plus récem­

ment, Chandrasekaran et Sayed ont montré dans [35] comment rendre stable l'algorithme 

généralisé de Schur. A la matrice de Hankel nous avons associé les polynômes orthogo­

naux. Par analogie, les polynômes associés à la matrice de Toeplitz sont les polynômes 

semi-orthogonaux que Draux a définis dans [44]. 

2.5.2 Relations de récurrence 

Dans le cadre de l'extension au cas non normal des algorithmes qui permettent de 

calculer les approximants de Padé, Eliece et Shearer ont présenté dans [81] un algorithme 
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qui calcule les approximants de Padé le long d'une antidiagonale en se basant sur l'al­

gorithme d'Euclide. Avec une idée similaire, Cordellier a aussi donné dans [38] un autre 

algorithme qui calcule les approximants de Padé en escalier le long de deux antidiagonales 

adjacentes et qui étend au cas non normal l'algorithme de Baker. Claessens et vVuytack 

ont proposé dans [36] un algorithme pour le calcul des approximants de Padé grâce aux 

propriétés des fractions continues et à l'algorithme qd. Malheureusement, cet algorithme 

concerne seulement les blocs entourés d'au moins deux rangées (colonnes et lignes) qui 

correspondent à des polynômes orthogonaux réguliers. Bultheel a donné dans [32, 33] des 

algorithmes pour se déplacer le long d'une diagonale, en escalier suivant deux diagonales 

et en dents de scie suivant deux lignes. Tous ces algorithmes sont retrouvés dans le cadre 

de la théorie des polynômes orthogonaux formels, voir [10], dans le cas régulier. Ils ont 

été étendus par Draux [44] au cas non régulier. Draux a étudié les blocs dans [44] et il a 

donné avec Van Ingelandt dans [45] les algorithmes qui nous permettent de nous déplacer 

suivant un chemin arbitraire choisi par l'utilisateur. 

Récemment Gutknecht et Hochbruck ont donné dans [50] des algorithmes récursifs stables 

qui étendent les deux algorithmes de Levinson et Schur au cas d'une table non normale 

de Padé en utilisant une stratégie de look-ahead. 

Ici, nous allons étudier la méthode ALA pour établir des relations de récurrence qui 

nous permettent de nous déplacer dans la table non normale de Padé. Tout d'abord, nous 

allop.s commencer par utiliser la première mise en oeuvre. 

Selon cette mise en oeuvre, la famille des polynômes unitaires {P:n }q est définie par 

les conditions 

où ()n est la permutation associée à la fonctionnelle C(n) qui est définie ci-dessus. Pour 

chaque polynôme P:n, nous considérons le polynôme associé 

où C(n) agit sur x et test un paramètre. Q~n est un polynôme en t de degré au plus q- 1. 

Dans le cas normal, les polynômes P:n sont orthogonaux réguliers par rapport à C(n). 

Plusieurs relations de récurrence relient ces polynômes orthogonaux et permettent le cal­

cul récursif des approximants {[p/ q] 1} en suivant n'importe quel chemin dans la table 

normale de Padé. Pour plus de détails, voir par exemple [10, 58]. 

D'une manière simple, nous avons précédemment étendu quelques unes de ces relations 
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au cas non normal en utilisant les polynômes P:n avec la permutation Bn. 

Disposons les polynômes P:n dans un tableau à une seule entrée que nous appelons 

table P. 

p~o1 pg-1 

P~\ pgo 
P~21 Pt1 

Supposons que cette table P ait un bloc à la k-ième colonne. Ceci peut être illustré par 

le schéma suivant 

où Ptn est supposé régulier. A l'aide des résultats précédents donnés dans la sous-section 2.4.2, 

nous déduisons les deux relations de récurrence suivantes 

(2.39) 

et 

{ 

pBm-! pBm Bm-1 pBm-! 
i+l = X i - qi+l Bm_I(i) · _ k 0 k - k . 
Bm-1 - C(m)( ip_Bm)/C(m-1)( ipBm-! ) z- ' ... ' n( ), m-n+ - z. 

qi+l - X l X Bm-! (i) 
(2.40) 

Nous allons voir ci-dessous que ces deux dernières relations nous permettent d'énoncer 

dans le théorème suivant quelques propriétés des blocs de la table P. 

Théorème 2. 7 Pour tout n E ZZ, si la table P a un bloc à sa k-ième colonne comme 

nous l'avons décrit précédemment, alors nous aurons 

Pen+i - pBn 0 - 0 0 (k) k k - k 1 Z- , ... , n - ' 

PBn-i _ ipBn o _ 0 0 (k) k 
k+i - X k 1 Z - ' • • • ' n -

avec 

Bn-i(k + i) = Bn(k) et Bn+i(k) = Bn(k)- i pour i = 0, ... , Bn(k)- k. 

Preuve: 
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Ce théorème a été donné et prouvé par Draux dans [44). Ici, nous avons seulement 

fait la connection avec la permutation Bn, ce qui simplifie l'écriture de ces relations de 

récurrence. Mais signalons, qu'ici, la démonstration de ce théorème est très simple, elle 

n'est qu'une conséquence des équations de (2.39) et (2.40). 

En effet, faisons une récurrence sur i 

- pour i = 0, le résultat du théorème est évident, 

- pour i < B(k)- k, supposons que 

() (k + ") () (k) () (k) () (k) · pBn+i _ pBn et pBn-i _ ipBn n-i Z = n ' n+i = n - Z' k - k k+i - X k ' 

- pour i + 1, si nous remplaçons dans (2.39) m par n + i, alors C(m)(xk Ptm) = 0 car, 

d'après l'hypothèse de récurrence, nous avons Bn+i(k) = On(k)- i > k. Ceci entraîne 

que e~m = 0, donc Ptn+i+1 = Ptn+i = Ptn. 

D'une manière analogue, (2.40) et l'hypothèse de récurrence impliquent que q~~-;:~-11 
t 1 · t d d 'd. · pBn-i-1 pBn-i i+lpBn es nu , ce qm nous perme e e mre que k+i+l = x k+i = x k . 

En conséquence, 

si j < Bn(k) et 

ce qui implique que en-ï-1 (k + i + 1) = On(k). 
De même, nous avons 

si j < en ( k) - i - 1 et 

ce qui prouve que en+i+l(k) = en(k)- i- 1. 

• 
Comme Padé l'a prouvé dans sa thèse [86) d'une toute autre façon, la propriété de en 

dans Théorème 2. 7 montre que chaque bloc fini, dans la table de Padé, est carré. Dans le 

schéma précédent, à l'intérieur des blocs de la table P, nous avons arrangé les nouveaux 

polynômes qui ont été définis et introduits avant. Tous ces polynômes sont reliés par les 
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relations du théorème suivant. 

Théorème 2.8 Pour tout n E ZL, si la table P a un bloc à la k-ième colonne 

comme nous l'avons décrit précédemment, alors nous aurons pour i = k, ... , Bn(k) et 

m=O, ... ,On(k)-i 

et 

Preuve: 

La preuve de ce théorème se fait en utilisant les propriétés de la permutation On donnée 

dans le Théorème 2.7 et le Théorème 2.2. En effet, d'après le Théorème 2.2, Bn-m(i+m) = 

Bn-m(i + m -1) + 1 et d'après le Théorème 2.7, Bn-m(i + m -1) + 1 = Bn-m+1 (i + m -1). 

Ainsi, en appliquant le Théorème 2.2 puis le Théorème 2. 7 m fois, nous obtenons l'égalité 

Bn-m(i + m) = Bn(i). 

Le Théorème 2. 7 nous donne Bn+m ( i) = Bn+m-1 ( i) - 1. En appliquant le Théorème 2. 7 m 

fois, nous aurons donc Bn+m(i) = Bn(i)- m. 

Ces relations entre les permutations Oj nous permettent de voir que P/n et xm pfln vé­

rifient respectivement les mêmes propriétés que celles de Pln+m et Plf.~m, c'est-à-dire 

P_Bn+m = p.Bn t p_Bn-m = Xmp.Bn • 
t t e t+m t • 

Il est clair que nous pouvons considérer le Théorème 2.8 comme une généralisation du 

Théorème 2. 7. 

Les relations de récurrence (2.39) et (2.40) peuvent être généralisées de sorte qu'elles 

soient aussi valables à l'intérieur d'un bloc. Pour cela, il suffit d'identifier P/m - efm P~:_-; 1 

, pBm+l t pBm+l Bm pB ' pBm ' t ' d" ' · a i e x i - qi+1 r;m a i+l' ces -a- 1re ecnre 

(2.41) 

et 

(2.42) 

où efm et qf+11 se calculent à l'aide de la condition de biorthogonalité ou d'orthogonalité 

imposée à Plm+l et P/.;1 . Pour tout entier i et tout m E 'IL, P~m désigne le polynôme 

régulier de plus haut degré précédant P/+i qui se trouve sur la même diagonale que P;B_;î. 
Malheureusement, la relation de récurrence (2.42) est incapable de calculer les polynômes 
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orthogonaux réguliers qui se trouvent à l'est d'un bloc et (2.41) est incapable de calculer 

les polynômes orthogonaux réguliers qui se trouvent au sud d'un bloc. Dans la sous-section 

suivante, nous allons montrer que ce problème peut être évité en choisissant la deuxième 

mise en oeuvre de ALA. 

2.5.3 Extension de l'algorithme qd 

L'algorithme qd a été étendu au cas non normal pour la première fois par Claessens 

et Wuytack [36]. Une étude bien détaillée sur l'extension de cet algorithme a été faite par 

Draux dans [44]. Ici, nous allons montrer que la méthode ALA nous permet d'étendre 

l'algorithme qd au cas non normal d'une manière simple et tout à fait similaire au cas 

normal. Contrairement à l'extension connue [44], celle que nous présentons ici est carac­

térisée par le fait que tous les éléments du tableau qd sont définis. Ceci bien sûr est dû 

aux polynômes biorthogonaux que nous avons introduits dans les blocs de la table P. 

Nous allons considérer la première et la deuxième mise en oeuvre de ALA. 

Première mise en oeuvre 

D'après l'équation (2.41), nous pouvons remplacer P/m+l par P/m - efm P~".:_T 1 dans 

(2.42) et obtenir 

Si P~"::.T 1 et P~m sont à l'ouest d'un bloc, alors d'après le Théorème 2.8 nous aurons 

P~".:_T 1 = P~m et efm = O. Dans le cas contraire, nous pouvons appliquer (2.42) pour avoir 

pBm _ pBm+l Bm pBm 
r; -X r;_l - qr; Bm(r;-1)" 

Dans ces deux cas, nous retrouvons la relation de récurrence à trois termes suivante 

(2.43) 

reliant trois polynômes qui se suivent sur une même diagonale de la table P. 

D'après (2.41), P/.;i+ 1 = P/.;1 - ef+1 P~m+ 1 • Grâce à (2.42), nous pouvons remplacer Pi~ 
P em+l Bm pern D par x i - qi+1 r; . one, nous aurons 

p_em+l = xP-Bm+l _ qem pern _ eem pBm+l 
1+1 1 t+1 r; 1+1 r; · 

Si P~m+l et P~m sont au nord d'un bloc, alors d'après le Théorème 2.8 nous aurons 

P~m = xP~m+l et qf+1 = O. Dans le cas contraire, nous pouvons appliquer (2.41) pour 

avmr 
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Dans ces deux cas, nous obtenons la relation de récurrence à trois termes suivante 

(2.44) 

Ici, c'est le lien entre les coefficients des relations de récurrence qui nous intéresse. Alors, 

comme dans le cas normal, l'identification de (2.43) avec (2.44) nous permet de déduire 

les deux relations suivantes 

qui définissent une extension de l'algorithme qd. Le seul inconvénient de cette extension 

est qu'elle utilise la première mise en oeuvre de ALA, pour laquelle, les polynômes ortho­

gonaux réguliers se trouvant au sud et à l'est d'un bloc dépendent de plusieurs éléments de 

la table P. En effet, ces polynômes vérifient la relation de récurrence plus longue donnée 

au Théorème 2.3. Afin d'échapper à ce désavantage, nous allons utiliser la deuxième mise 

en oeuvre. 

Deuxième mise en oeuvre 

La deuxième mise en oeuvre de ALA nous donne les mêmes propriétés que celles citées 

ci-dessus pour la première mise en oeuvre. Nous avons vu que (2.42) est incapable de 

calculer les polynômes orthogonaux réguliers qui se trouvent à l'est d'un bloc et (2.41) 

est incapable de calculer les polynômes orthogonaux réguliers qui se trouvent au sud d'un 

bloc. Le fait que les deux relations (2.41) et (2.42) puissent être étendues, afin d'être 

valables pour tous les éléments de la table P, est l'une des caractéristiques de la deuxième 

mise en oeuvre. En effet, pour le calcul d'un polynôme Pl..f1 se trouvant à l'est d'un 

bloc, nous remplaçons dans l'équation (2.42) P~m par P:(':;-l) que nous notons p:m pour 

simplifier l'écriture. ' 

(2.45) 

Pour tout entier i et tout m E 7l, p~m désigne alors le polynôme régulier de plus haut 
r . . 

degré précédant P~m et qui se trouve sur la même diagonale que P;B_;î. D'une manière 

analogue, nous aurons pour (2.41) l'équation 

(2.46) 

qui nous donnera les polynômes orthogonaux réguliers se trouvant au sud d'un bloc. 

Maintenant, essayons d'établir les relations de récurrence reliant les coefficients efm et 
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qfm. Pour cela nous distinguons quatre cas 

- P;~+ 1 est à l'intérieur d'un bloc. 

Dans ce cas, comme pour la première mise en oeuvre, les deux relations 

89 

de l'algorithme qd dans le cas normal sont toujours valables. Seulement, à l'intérieur 

d'un bloc, ces deux relations sont réduites à la première car, d'après le Théorème 2.2 

et le Théorème 2.4, efm+l q~;n+ 1 = e~;nqf+1 =O. Même si la deuxième relation ne nous 

fournit aucune information sur les coefficients efm et qfm, la première est complète­

ment suffisante pour cela. En effet 

* Si P;~+ 1 est dans la partie inférieure du bloc ( c.à.d celle située au-dessous de 

la diagonale du bloc), alors, d'après le Théorème 2.8 et l'équation (2.41), nous 
Bm+l Bm 0 • • l' Bm+l Bm • Bm+l Bm+l avons e; = ei+l = , ce qm1mp 1que que qi+l = qi+l pmsque e; +qi+l = 

Bm + Bm qi+l ei+I· 

* Si P;B_;î+ 1 est dans la partie supérieure du bloc ( c.à.d celle située au-dessus de 

la diagonale du bloc), alors le Théorème 2.8 et (2.42) nous donnent qf+t 
Bm 0 · t A Bm+l Bm qi+l = , ce qm en rame que e; = ei+l· 

* Si P;B_;î+ 1 est sur la diagonale du bloc, alors toujours d'après le Théorème 2.8 

t (2 42) Bm+l Bm 0 ' ' l' Bm+l Bm e . nous avons e; = qi+l = , ce qm 1mp 1que que qi+l = ei+l· 

: Comme pour la première mise en oeuvre, P/;1+1 vérifie la relation de récurrence à 

trois termes suivante 

P;~+ 1 est à l'est d'un bloc et non aux coins. 

L'extension des deux relations (2.41) et (2.42) nous permet d'avoir la relation a 

quatre termes donnant P;B_;î+ 1 suivante 

(2.4ï) 

avec qf+t non nul. En effet, la relation (2.45) nous permet d'écrire 

D'après (2.41), nous pouvons remplacer P/m+2 par P;0m+l - efm+l P~r:':.i 2 . Comme 

P 0m+l et P 0m+l sont au nord d'un bloc c'est-à-dire P 0m+ 1 = xP0m+2 nous déduisons r, rt ' r, r, ' 
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l'équation ci-dessus (2.47). 

Une relation équivalente à (2.47), dont les coefficients dépendent de l'indice m au 

lieu de m + 1, peut être déduite de l'équation suivante 

(2.48) 

Cette équation est aussi obtenue à l'aide de l'extension de (2.41) et (2.42). En effet, 

d'après (2.41), nous avons Pi&_;î+ 1 = Pl+î.- ef+1 P~m+ 1 • En se servant de (2.45), nous 

pouvons remplacer Pl-ti par xP/m+t - qf+1P 8,m pour obtenir (2.48). 
ri 

Pour pouvoir identifier les coefficients de ces deux relations (2.47) et (2.48), nous 

allons exprimer P 8,m en fonction de P:m+t et P8,m+t. Pour cela, il est facile de voir 
r. ' r. 

que nous avons de~x cas à distinguer ' 

aj pB,m = pB
1
m+t. 

r. r. 

C~ qui éq~ivaut à dire que P8,m et p~m+t sont à l'ouest d'un bloc avec deg(P8,m) < 
r- · r. r 

deg(P:m+t ). En remplaçant p~m pa; p~m+t dans (2.48) et en identifiant les ~oef-
' r- r. 

ficients des équations (2.47) et (2.48), 'nous obtenons 

bj pBm+l = pBm _ eBm pBm+l 
ri r; ri r; " 

C'est le cas qui correspond au fait d'avoir deg(P~m) = deg(P:m+t ). En rem-
r. • 

1 

plaçant p:.m par P~m+t + e~;n P:,m+t dans (2.48), une simple identification des 

coefficient~ des équations (2.47),et (2.48) nous donne 

#o. 

Signalons qu'il est impossible que P8,m et P 8,m+t soient au nord d'un bloc lorsque 
ri ri 

P~m et P~m+t sont au nord d'un autre bloc. 

- Pi&_;i+ 1 est au sud d'un bloc et non aux coins. 

L'extension des deux relations (2.41) et (2.42) nous permet toujours d'avoir la rela­

tion à quatre termes suivante 

(2.49) 

avec ef:t\ non nul. Une relation équivalente à cette dernière, dont les coefficients 

dépendent de l'indice m + 1 au lieu de m, est la suivante 

(2.50) 
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Ajoutons seulement que, lorsque Ptm+2 est au coin sud-ouest du bloc, cette équation 

n'est valable qu'en remplaçant P8,m+2 par P:m+2. Mais comme il n'y a pas de confu-
ri ' 

sion et pour une raison de simplification, nous désignons P~m+2 par p:m+2 lorsque 
1 

Ptm+2 est au coin sud-ouest du bloc. 

Afin de pouvoir identifier les coefficients des deux équations équivalentes (2.49) et 

(2.50), nous allons exprimer xP::m+2 en fonction de P~m+l et p::m+l. Pour cela nous 

avons deux cas à distinguer 

a' 1 P()m+2 _ pBm+l x 1 - 1 • 
r. r. 

Ce ~ui équi~aut à dire que P 8,m+2 et p~m+l sont au nord d'un bloc (si P/m+2 

ri ri 

est au coin sud-ouest d'un bloc, alors xP:m+2 = p~m+l ). En remplaçant xP8,m+2 
' r- r-

par P 8,m+l dans (2.50) et en identifiant les coefficlents des équations (2.49) et 
r-
' (2.50), nous obtenons 

b' 1 xPBm+2 = pBm+l + qBm+l pBm+l 
r~ ri ri r~ · 

C'e~t le cas qui correspond' au fait d'avoir deg(xP~m+2 ) = deg(P:m+ 1 ) (si P/m+2 

ri ' 

est au coin. sud-ouest du bloc, alors xP:m+2 = p:m+l + q~m+l p 8,m+ 1 
). 

' ' ' r-

En remplaçant xP:m+2 par P~m+l + q~'('+ 1 P:,m+l dans (2.50), un•e simple identi-

fication des coeffici~nts des équations (2.49) et (2.50) nous donne 

Signalons qu'il est impossible que p~m+2 et p~m+l soient à l'ouest d'un bloc lorsque 
r- r-

p~m+2 et P:t+ 1 sont à l'ouest d'un a~tre bloc.' 

P;B_;;_+ 1 est au coin sud-est d'un bloc. 

Comme pour les cas précédents, nous utilisons l'extension des équations (2.41) et 

(2.42) pour trouver la relation à quatre termes suivante 

Une relation équivalente à cette dernière, dont les coefficients dépendent de l'indice 

m + 1 au lieu de m, est la suivante 

(2.52) 
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Nous remarquons que (2.51) et (2.52) sont respectivement identiques aux équations 

(2.48) et (2.50), ce qui s'explique par le fait que Pt;1+1 est à la fois au sud et à 

l'est du bloc. En combinant les cas d'un polynôme à l'est d'un bloc et ceux d'un 

polynôme au sud que nous avons cités ci-dessus, nous exprimons xP~m+2 et p~m 
r. r. 

en fonction de P:m+t et p~m+t. Nous aurons alors au total quatre cas p~ur pouv;ir 
• r. 

identifier les coefficients d~s équations (2.51) et (2.52). 

a/ et a'/. Ce cas est impossible car les blocs sont tous carrés. 

aj et b' j. Par identification des équations (2.51) et (2.52), nous obtenons 

e~m = e~m+l + q~m+l q~m = e~m+l qem+l .../.. 0 
t+1 t t+1 ' t+1 t r; Î · 

bj et a' j. Pour ce cas, nous trouvons les relations suivantes 

q~m eem = e~m+ 1 .../.. 0 
t+1 r; t Î · 

bj et b' j. Toujours par identification des équations (2.51) et (2.52), nous retrouvons dans 

ce cas la forme classique suivante 

de l'algorithme qd. Il est important de noter que les résultats de ce cas sont 

aussi valables lorsqu'il n'y a pas de bloc, c'est-à-dire que les polynômes aux 

coins sont adjacents et orthogonaux. 

2.5.4 Propriétés des blocs dans la table de Padé 

Posons 
i=m-1 

[pjq]~(i) = L Cjii + imQ~m(t)j p:m(i) 
i=O 

où 
m = p- q + 1, Q:m(t) = tq- 1Q:m(t-1 ), p:m(t) = tqP:m(t-1 ). 

Avec cette notation nous avons [q- 1/q]~m(t) = Q:m(t)j P:m(t). 
Si P:m est un polynôme orthogonal régulier avec m = p - q + 1, alors il est évident que 

nous aurons [pjq]~(t) = [pjq]1. 
Supposons maintenant que la table de Padé a un bloc à la k-ième colonne qui peut être 

décrit comme suit 
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[n+k-1/k]J 

[n+k/k] 1 

[n+k+1/k]J 

[n+k-1/k+1]J ... [n+k-1/en(k)]J 

[n+k/k+1]~ ... [n+kfen(k)]~ 

[n+k+1/k+1]~ ... [n+k+1fen (k )]~ 

[n+k-1/en(k) + 1]J 

[n+kfen(k )+1]J 

[n+k +1fen(k)+1]J 

[n-tOn ( k )-2/ k]J [n-tOn ( k )-2/ k+1]~ ... [n-tOn ( k )-2/ en (k )]~ [n-tOn( k )-2/ en ( k )+1]J 

[n-tOn( k )-1 1 k]J [n-tOn ( k )-1 1 k+1]~ ... [n-tOn ( k )-1 1 en ( k )]~ [n-tOn( k )-1 1 en ( k )+1]J 

[n+en(k)jk]J [n+en(k)/k+1]J ... [n+en(k)jen(k)]J [n+en(k)fen(k)+1]J 

9.3 

A l'aide du théorème précédent et de la Remarque 3, nous déduisons les égalités sui­

vantes qui caractérisent un bloc. 

[ n + k - 1 + i 1 k + j] ~ = [ n + k - 11 k l f' i' j = 0' ... ' en ( k) - k. 

L'approximant [n + k- 1/k]J est donc le meilleur que nous puissions obtenir dans ce cas 

puisque d'une part le calcul d'un approximant de Padé [pj q]J nécessite la connaissance 

des moments c0 , c1 , ... , cp+q et d'autre part n+2k-1 S n+2k-1 +i+ j. Cet approximant 

[n + k- 1/k]1 est appelé forme de Padé par Gilewicz [58]. 

2.5.5 Polynômes orthogonaux réciproques 

Nous savons que les polynômes orthogonaux réciproques servent à calculer récursive­

ment les numérateurs des approximants de Padé. Dans cette sous-section, nous allons 

introduire dans la famille des polynômes orthogonaux réciproques les polynômes biortho­

gonaux que nous avons déjà étudié avant. Ceci va nous permettre d'avoir des propriétés 

intéressantes pour le calcul récursif des numérateurs des approximants de Padé. 

Considérons la série réciproque g de rB(O) f définie par 

rB(O) j(t)g(t) = 1. 

IX! 

Posons g(t) = L diti et définissons une fonctionnelle D sur (C[X] par 
i=O 

D est appelée fonctionnelle réciproque de C. Par convention, nous posons di = Ci = 0 si 

i < O. Soit ry la permutation associée à la fonctionnelle D que nous appelons permutation 
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réciproque de(). Nous remarquons que la définition de la fonctionnelle réciproque D nous 

donne 77(0) = O. Nous allons voir plus tard la relation qui relie les deux permutations 17 et 

(). 

Les nombres complexes di peuvent être calculés par les relations suivantes 

(2.53) 

et 

(2.54) 

Signalons que (2.54) nous donne les di d'une manière unique et qu'elle est équivalente à 

la relation suivante 

(2.55) 

Nous allons maintenant étudier le lien entre les deux familles {Pk}k et {Rkh de poly­

nômes unitaires et orthogonaux respectivement par rapport à C et D. Vu la singularité 

et la non existence de certains polynômes orthogonaux, nous allons étendre l'étude aux 

deux familles {Pth et { RZh données par la méthode ALA. Pour cette étude, nous allons 

considérer les trois mises en oeuvre de ALA. 

Comme pour C, nous définissons la fonctionnelle D(n) par 

D (n)( i)-d · ·-o 1 
X - n+t' Z - ' ' ••• ' 

à laquelle nous associons la permutation 'T]n et la fonctionnelle gn où n E 'll. Les polynômes 

orthogonaux, par rapport à la fonctionnelle D(n), seront alors notés RZn. La permutation 

00 n'est autre que () et 'T]o n'est autre que "7· Nous verrons dans cette sous-section qu'il est 

possible, par une simple relation, de connaître 'T]n à partir de ()n· 
Tout d'abord, donnons une propriété des polynômes associés par rapport à une fonction­

nelle. 

Le polynôme Q:n(t) associé à P:n, par rapport à la fonctionnelle C(n), est donné par 

Q:n(t) = C(n)[(P:n(x)- p:n(t))j(x- t)], 

où C(n) agit sur x. 

Lemme 2.3 Si Q~n est associé au polynôme PZn de degré k) alors 
m 

Q~n(t) = ~tiC(n-i-l)(PZn(x)), 
i=O 

où m = n + k- 1- Bn(O). Q~n(t) est de degré m sim 2: OJ sinon) Qk(t) =O. 
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Proof: 

Q~n(t) est égal à C(n)[(Ptn(x)- Ptn(t))j(x- t)]. En utilisant l'égalité 

00 

1/(x- t) = x- 1 L(x-1t)i, 
i=O 

nous montrons que 

où C(n) agit sur x. Enfin, en tenant compte du fait que Ci 

obtenons le résultat du lemme. 

0 lorsque i < 0(0), nous 

• 
Dans le théorème suivant, nous allons voir les relations existantes entre les polynômes 

orthogonaux réguliers par rapport à C(n) et ceux par rapport à D(n). 

Théorème 2.9 Le polynôme P:o(o)+n+I est régulier si et seulement si R~+ï/ 1 est régulier. 

De même, P:~zl-n+I est régulier si et seulement si RZn+I est régulier. 

Si nous supposons que P:o(o)+n+I et P::(z)-n+I sont orthogonaux réguliers, alors nous aurons 

les égalités suivantes 

S 1J-n+! _ d pBo(O)+n+! QBo(O)-n+! _ R1Jn+! 
n+k - 0 k ' n+k - C(;I(O) k ' n = 1,2, ... , 

l 
R'1-n+! p(;IO(O)+n+! ..;:-.. n-i + Q(;IO(O)+n+! 

C(;I(O) n+k = k ~ C(;I(O)+iX k 
i=O 

n 

doP:~z)-n+! = RZn+! L dixn-i + szn+! 
i=O 

n = 0,1, .... 

Preuve: 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de remarquer que !él(o) est la série réciproque de 

g (c'est-à-dire que C(éi(O)) est la fonctionnelle réciproque de D) et ainsi se ramener au cas 

étudié dans [10, 44). Lorsque 0(0) = 0, la démonstration donnée dans [10) des égalités 

de ce théorème est longue, elle consiste à transformer les déterminants des expressions 

explicites des polynômes orthogonaux. Une démonstration simple, utilisant uniquement 

le Lemme 2.3, est donnée dans la preuve du Théorème 2.12 qui est une généralisation du 
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Théorème 2.9. • 

D'après ce théorème, il est clair que pour un entier n fixé, R~+ït, S~+'k+ 1 , P:e(oJ+n+! 

et Q~e(o)+n+l vérifient les mêmes relations de récurrence avec des initialisations différentes. 

Il t d ' pee(O)-n+! Qee(O)-n+! R'IJn+! t s'IJn+! s· t t en es e meme pour n+k , n+k , k e k . 1 nous posons, pour ou 

n,k E lN, 

et 

alors un approximant de Padé [pj q]J peut s'écrire sous la forme 

lorsque nous supposons que P:e(o)+p-q+! est régulier, voir [10]. 

Nous déduisons de ce qui précède qu'aussi bien en l'absence de blocs qu'en leur pré­

sence dans la table de Padé, le numérateur d'un approximant de Padé peut être calculé 

récursivement à l'aide des relations de récurrence qui nous permettent d'obtenir son dé­

nominateur. Notons que ces relations de récurrence dépendent du choix d'une mise en 

oeuvre de ALA. 

Corollaire 2.2 Nous pouvons connaître les permutations 1Jn en fonction des Bn grâce aux 

relations suivantes 

1}-n+I(i) = Be(O)+n+I(i- n) + n, Be(o)-n+I(i) = 1Jn+l(i- n) + n, pour i 2: n, n 2: 1, 

Be(o)-n+I(i) = 1J-n+I(i) = n -1- i, pour i = 0, 1, ... ,n -1. 

Preuve: 

D'après la définition des deux permutations Bn et 1Jn et en utilisant le Théorème 2.9, 

nous déduisons le résultat du Corollaire 2.2 puisque la connaissance des degrés des po­

lynômes orthogonaux réguliers implique celle des deux permutations 1Jn et Bn, voir le 

Théorème 2.2. 

Signalons que dans le Théorème 2.2, pour que nous puissions parler de 1Jn, il suffit de 

remplacer la fonctionnelle C par D(n), () par 1Jn et les polynômes orthogonaux par rapport 

à C par ceux qui sont orthogonaux par rapport à D(n). • 

Nous avons montré comment utiliser les trois mises en oeuvre de ALA pour calculer 

récursivement les numérateurs et les dénominateurs des approximants de Padé. Le calcul 
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récursif des numérateurs fait intervenir les quantités 

n 

Qllo(o)-n+l et pllo(o)+n+l "'"" n-i + Qllo(o)+n+l 
n+k k ~ C(I(O)+iX k · 

i=O 

C • ' ' "fi 1 ' 1" ' d Th' ' 2 9 1 pii&(O)+n+l pll9(0)-n+l es quantites ne ven ent pas es ega !tes u eoreme . orsque k et n+k 

ne sont pas orthogonaux réguliers. C'est pour cette raison que nous allons maintenant 

donner une signification à ces quantités au point de vue de l'orthogonalité, en utilisant la 

première mise en oeuvre de ALA. Nous n'allons pas considérer la deuxième et la troisième 

mise en oeuvre de ALA car la manipulation des expressions explicites des polynômes bior­

thogonaux intermédiaires relatifs à ces deux mises en oeuvre est complexe. 

Pour tout n E 7l et k E lN, nous considérons des polynômes unitaires R~TJn que nous 

définissons ici pour la première mise en oeuvre de ALA. Le rôle de ces polynômes est de 

remplacer les RZn dans les égalités du Théorème 2.9 afin que ce dernier reste valable même 

d 1 , pllo(O)+n+l t pllo(o)-n+l t d 1 A th ' l" ans e cas ou k e n+k ne son pas es po ynomes or ogonaux regu 1ers. 

Nous définissons les R~TJn par 

D(n)(R'TJntTJn(j)) + d - 0 
k O:n,k TJn(i)-TJn(k) - ' j = 0, ... 'k -1, (2.56) 

1 

avec O:n,k est une constante qui nous permet seulement d'avoir RkTJn unitaire. 

Il est clair que la famille R~TJn n,k est consruite de telle sorte qu'elle contienne tous les 

polynômes orthogonaux réguliers par rapport à la fonctionnelle D(n). D'après la définition 

de ces polynômes, nous pouvons voir facilement que leur condition d'existence et d'unicité 

est la même que celle des RZn. Par conséquent, tout polynôme R~TJn existe et est unique 

de degré égal à son indice k. 

Commençons tout d'abord par nous intéresser aux expressions explicites des polynômes 

des deux familles {Pf}k et {R~TJ}k. 

En utilisant la première mise en oeuvre de ALA, nous obtenons le résultat du théorème 

suivant qui est semblable à celui que nous trouvons en cas normal. 
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Théorème 2.10 Le polynôme co(o)R~.,., (x) peut s'écrire sous la forme explicite suivante 

co(o)+ry(1)+1 

C&(O)+ry(2)+1 

Co(o)+.,.,(1)+2 

co(o)+ry(2)+2 

CB(O)+ry(1)+k 

CB(O)+ry(2)+k 

Co(O)+ry(k-1)+1 C&(O)+ry(k-1)+2 CB(O)+ry(k-1)+k 

Co(o)X + Co(0)+1 Co(o)X
2 + Co(0)+1X + Co(0)+2 k + k-1 + + CO(o)X Co(0)+1X · · · Co(O)+k 

Preuve: 

CB(O)+ry(1)+1 

Co(O)+ry(2)+1 

co(o)+ry(1)+2 

co(o)+.,.,(2)+2 

CO(O)+ry(k-1 )+1 CO(O)+ry(k-1)+2 

C&(O)+ry(1)+k-1 

Co(o)+ry(2)+k-1 

CO(O)+ry(k-1)+k-1 

Nous pouvons transformer le numérateur et le dénominateur de la forme explicite de 

R~.,., (x) pour obtenir la forme donnée dans le théorème. Mais pour une démonstration plus 

simple et compréhensible, nous donnons une preuve qui ressemble à celle qui se trouve 

dans [10] en cas normal. 

Nous voulons montrer que 

D( xTi(P) R~.,., (x)) + ao,kd.,.,(p)-ry(k) = 0, pour p = 0, 1, ... , k - 1. 

En utilisant la forme deR~.,., dans le théorème, nous pouvons avoir D(xTi(P)R~.,.,(x)) sous 

forme d'un rapport de deux déterminants. Les éléments de la dernière ligne de celui qui 

est au numérateur sont donnés par 

D(xTi(P)(co(o)Xm + Co(0)+1xm-
1 + ... + Co(o)+m)) 

=Co(o)dry(p)+m + Co(0)+1 d.,.,(P)+m-1 + ... + Co(O)+mdry(p) 
ry(p)-1 

= - L diCB(O)+m+ry(p)-i 
i=O 

et ceci pour m = 1, 2, ... , k. A l'aide de cette relation, en écrivant 

a = d C(B(0)+2)(xBe(o)+2 (k-1) pBe(o)+2 (x)) 
O,k 0 k-1 

sous forme d'un rapport de deux déterminants, nous pouvons voir que D(xTi(P)R~.,.,(x)) 
n'est autre que -ao,kdry(p)-ry(k)· Par conséquent, D(xTi(P)R~.,.,(x)) + ao,kdry(p)-ry(k) = 0 pour 

p = 0, 1, ... 'k- 1. • 

Soit {S~.,.,h la famille des polynômes associés par rapport à la fonctionnelle D aux po­

lynômes de la famille {R~.,.,}k. 



2.5. Application aux approximants de Padé 99 

Théorème 2.11 Le polynôme co(o)S~TI, associé par rapport à la fonctionnelle D au poly­

nôme co(o)R~TI, est donné par le rapport 

CB(O)+T/(1)+1 CB(O)+TI(1 )+2 CB(O)+TI(1)+k 
Co(o)+TI(2)+1 CB(ü)+'f/(2)+2 CB(O)+TI(2)+k 

CB(O)+TI( k-1 )+ 1 CB(O)+TI(k-1)+2 co(o)+TI(k-1 )+k 
1 x xk-1 

CB(0)+'11(1)+1 CB(0)+11 (1)+2 Co(O)+'fl(1)+k-1 

CB(O)+TI(2)+1 CB(ü)+TI(2)+2 CB(O)+'fl(2)+k-1 

CB(O)+'ll(k-1)+1 co(o)+11 ( k-1 )+2 CB(O)+'fl(k-1)+k-1 

Preuve: 

Par définition d'un polynôme associé, nous avons 

1 1 

Si nous écrivons (co(o)RkTI(x)- co(o)Rk11 (t))f(x- t) comme rapport de deux déterminants, 

alors les éléments de la dernière ligne de celui qui est au numérateur sont donnés par 

m-1 m-2 

'i/Jm(t, x) = Co(O) L Xm- 1-jtj + CB(0)+1 L Xm- 2-jtj + ... + CB(ü)+m-1 

j=O j=O 
m-1 m-1-i 

= L CB(O)+i L Xm-1-i-jtj 
i=O j=O 

pour m = 1, 2, ... , k. Appliquons à 'i/Jm(t, x) la fonctionnelle réciproque D agissant sur la 

variable x 
m-1 m-1-i 

D('ifJm(t,x))= LCB(O)+i L dm-1-i-jti, 
i=O j=O 

D'une manière simple, nous pouvons aussi écrire D('ifJm(t,x)) comme un polynôme en t 

en nous servant du fait que di = 0 lorsque i < 0 

m-1 m-1 

D('ifJm(t,x)) = l::::C~:= co(o)+idm-1-i-i)ti. 
j=O i=O 

Or 
m-1 m-1-j 

L CB(O)+idm-1-i-j = L Co(O)+idm-1-j-i = bm-1j 
i=O i=O 
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donc D('I/Jm(t,x)) = tm-1, d'où le résultat du théorème. 

Corollaire 2.3 Nous avons les égalités suivantes 

S 'Tl pBe(o)+2 
Ce(o) k = k-1 

et 

R T/2 Q'Be(o) 
Ce(o) k-1 = k 

• 

' d, . Q'B ou nous eszgnons par k n le polynôme associé à p~Bn par rapport à la fonctionnelle C(n). 

Preuve: 

Tout d'abord, remarquons que la deuxième égalité se déduit de la première en consi­

dérant la série réciproque fe(o) de g, c'est-à-dire que nous devons avoir 

d Q'Be(o) _ RT/2 
0 k - k-1 

puisque ry(O) = O. 
La première égalité est une conséquence du Théorème 2.11. En effet, il suffit de voir que 

pour tout entier p > 0, nous avons 

• 
Le résultat du Corollaire 2.3 nous permet d'affirmer que les polynômes S~.,., et R~.,., 

, ·fi 1 A l · d , pBe(0)+2 QBe(o)+2 b" A d . . . ven ent es memes re atwns e recurrence que k-1 et k-1 avec 1en sur es Initia-

lisations différentes. 

D'une manière plus générale, essayons maintenant de donner, pour la première mise en 

oeuvre de ALA, les relations existantes entre les polynômes des familles 

en utilisant celles déjà connues entre les polynômes orthogonaux réguliers. 

Théorème 2.12 Pour la première mise en oeuvre de ALA, nous avons 

QBe(O)-n+l - R'Tin+l s'TJ-n+l - d pBe(O)+n+l 
n+k - Clf(O) k ' n+k - 0 k ' n = 1,2, ... , 

l 
R'TI-n+l _ pBe(O)+n+l ~ n-i+ QBe(O)+n+l 

Ce(O) n+k - k ~ Clf(O)+iX k 
i=O 

n 

doP:~~)-n+l = R~T/n+l L dix n-i + s~T/n+l 
i=O 

n = 0, 1, .... 



2.5. Application aux approximants de Padé 101 

Preuve: 

Montrons que Q~~~-n+I = Cg(o)R~1Jn+I. Afin de ne pas compliquer la démonstration, 

commençons par supposer que 0(0) = O. Dans ce cas, grâce au Lemme 2.3, nous avons 

pour j = 0, 1, ... , k- 1 

k 

D(n+l) [ Q~+nk+l ( t)f11n+IU)] = D(n+l) [.2::: ti+1Jn+I (j)C( -n-i) ( P!+k+l (X))] 
i=O 

n+k k 

= L az .2::: di+1Jn+! (j)+n+l C-n-i+l 
l=O i=O 

n+k 

où D{n+l) agit sur t, C(-n-i) agit sur x et P!+k+ 1 (x)= L azx1. 0(0) est supposé nul, donc 
1=0 

d'après le Corollaire 2.2 B-n+l (j + n) = Tln+l (j) + n. D'où 

En conséquence, nous obtenons Q~+'k+ 1 = c0 R~1Jn+I. 
Dans le cas où 0(0) =/= 0, h(o) est la série réciproque de g. Nous pouvons donc suivre le 

même raisonnement que celui de ci-dessus et conclure ensuite que 

Q
Be(o)-n+! _ R 11Jn+l 
n+k - C(J(O) k · 

D'une manière tout à fait similaire, nous montrons que 

S
11J-n+l _ d p()9(0)+n+! 
n+k - 0 k · 

Les deux dernières égalités qui restent à démontrer se déduisent des deux précédentes. En 

effet, d'après les deux égalités précédentes, pour n fixé, les polynômes R~~f:+ 1 , P:e(o)+n+I et 

Q~e(o)+n+I vérifient les mêmes relations de récurrence. Il en est de même pour les polynômes 
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B ( l 1 1 P e 
0 

-n+J R T7n+J et S T7n+J Donc les deux dernières égalités sont vra1es s1 elles le sont 
n+k k k · 

initialement, ce qui est le cas puisque 

S
1T7n+J _ QBe(O)+n+l _ O P.Be(O)+n+J _ 'R1T7n+l _ 1 
o - ·o -' o - o -

et 
n 

R~TJ-n+J = ~ d·xn-i 
n L.... t , 

n 

Pn
Be(o)-n+J ~ n-t 

= L,... CO(O)+iX · 
i=O i=O 

• 
Si nous posons, pour tout n, k E IN, 

N
1
Tin+2 R

1
T/-n et N 1

T7-n+J _ c R
1
Tin+l 

k = C(;I(O) k k - 61(0) k ' 

alors nous pouvons conclure à partir de ce théorème que tout approximant de Padé [pj q]~ 
peut s'écrire sous la forme 

Remarque 2.11 Pour les autres mises en oeuvre de ALA, nous pouvons définir les po­

lynômes R~'T/n par 

n 

Q
Be(o)-n R1

T7n+2 R 1
T7-n+l pBe(o)+n+l """ n-i + QBe(O)+n+l 

n+k+l = C&(O) k ' C&(O) n+k = k ~ CB(O)+iX k ' n = 0,1, .... 
i=O 

Grâce à cette définition, ces polynômes se calculent récursivement à l'aide des mêmes 

relations de récurrence que celles qui nous fournissent les coefficients des polynômes PZn, 
1 

ce qui est important puisque la famille { Rk'T/n }n,k contient tous les polynômes orthogonaux 

réguliers par rapport à la fonctionnelle D(n). 

Nous pouvons calculer les coefficients du numérateur d'un approximant de Padé de 

deux manières différentes 

1. La première utilise les relations de récurrence reliant les polynômes P:e(o)+p-q+J qui 

se trouvent sur une même diagonale de la table P. Ceci est tout à fait possible car, 

à partir du Théorème 2.12, nous savons que ces relations de récurrence s'appliquent 

aussi aux polynômes N;'T/p-q+J avec des initialisations différentes. 

Pour les trois mises en oeuvre de la méthode ALA, l'obtention des coefficients du 

numérateur de l'approximant de Padé [pj q]~ exige au plus 2p- 1 multiplications 

et 2p - 1 additions et suppose la connaissance de deux approximants de Padé non 

identiques précédant [pjq]~ et se trouvant sur la même diagonale que ce dernier. 
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2. La seconde utilise les équations de (2.38) qui nous donnent directement les coeffi­

cients ai du numérateur de l'approximant de Padé 

à partir de ceux du dénominateur. Dans ce cas, le coût algorithmique est de ( q + 
1 )( q + 2)/2 + (p- q)( q + 1) multiplications et q( q + 1 )/2 + (p- q)q additions si p ~ q 

et il est de (p + 1)(p + 2)/2 + (q- p)(p + 1) multiplications et p(p + 1)/2 + (q- p)p 
additions si p ::; q. 

Au point de vue coût algorithmique, il est préférable d'utiliser la seconde méthode si nous 

voulons calculer un seul approximant. En revanche, lorsqu'il s'agit de calculer plusieurs 

approximants de Padé, il est évident que la première est nettement moins coûteuse. 

En pratique, nous ne savons pas au départ l'approximant qui nous convient, il est donc 

plus commode de calculer récursivement par les mêmes relations de récurrence les numé­

rateurs et les dénominateurs des approximants de Padé. D'où la préférence de l'utilisation 

de la première méthode. 

Nous allons voir maintenant le comportement de l'erreur commise sur le calcul des 

coefficients ai et bi. 

Pour la première méthode, nous remarquons que les deux erreurs commises respectivement 

sur le calcul des coefficients ai et bi ont le même comportement parce qu'ils sont la 

conséquence de l'utilisation des mêmes relations de récurrence. 

Pour la deuxième méthode, l'erreur commise sur le calcul des coefficients ai est donnée par 

le système triangulaire (2.38). Elle dépend de l'erreur commise sur le calcul des coefficients 

bi· C'est-à-dire que nous ajoutons à l'erreur commise sur le calcul des bi celle due au produit 

de la matrice triangulaire de (2.38) par un vecteur. 

Ceci donne aussi la préférence à l'utilisation de la première méthode. 

2.5.6 Résultats numériques 

Nous allons utiliser les trois mises en oeuvre de la méthode ALA dans le calcul des 

coefficients du dénominateur 

et du numérateur 
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d'un approximant de Padé [pj q]~ arbitraire. Les coefficients du numérateur et ceux du 

dénominateur de [pj q]~ sont calculés à l'aide des mêmes relations de récurrence et non pas 

directement en utilisant les équations de (2.38). Les trois algorithmes résultants, corres­

pondants aux trois mises en oeuvre de la méthode ALA, nous permettent de nous déplacer 

suivant n'importe quelle diagonale de la table de Padé. Sachant p et q et les moments c;, 

i = 0, 1, ... , p + q, ces trois algorithmes nous donnent les coefficients du numérateur et 

du dénominateur de l'approximant de Padé [pjq]~. Ils suivent la diagonale de la table de 

Padé qui contient (pj q]~. 

Exemple 1 

Pour ce premier exemple, nous considérons la série suivante 

qui converge vers la fonction (1-t4 /2+t5)/(1-t4 /2) pour tE]-~' V2[. Pour le seuil de 

détection des blocs, nous posons toi = 10-12
. Suivant les trois mises en oeuvre de ALA, 

la table de Padé possède plusieurs blocs. Nous obtenons 

[pjq]~ = [0/0]~ = 1 pour p, q E {0, 1, 2, 3, 4}, 
i-1 

(pjq]~ = [4i + 1/0]~ = 1 + t5 2: t 4i /2j pour 4i + 1 2: p:::; 4i + 4, q E {0, 1, 2, 3}, i 2: 1, 
j=O 

(pjq]~ = [0/5]~ = 1/(1 - t5
) pour p E {0, 1, 2, 3}, q E {5, 6, 7, 8}, 

(pjq]~ = [5/4]~ = (1- t4 /2 + t 5)/(1- t4 /2) pour p 2: 5, q 2: 4. 

Les approximants [0/0]~, [5/0]~, [0/5]~, [5/4]~ sont aux coins d'un bloc d'orcier 4. 
Pour une série qui représente une fonction rationnelle, nous savons que les approximants 

de Padé (p / q]~ redonnent la fonction lorsque p et q sont plus grands (ou égaux) respec­

tivement aux degrés du numérateur et du dénominateur de cette fonction rationnelle. 

Ici, (1- t 4 /2 + t 5)/(1 - t 4 /2) est une fonction rationnelle, ce qui explique le fait que 

(pjq]~ = (1- t4 /2 + t 5)/(1- t4 /2) pour p 2:5 et q 2:4. 
Nous allons donner maintenant, suivant les trois mises en oeuvre de ALA, les numéra­

teurs et les dénominateurs que nous obtenons pour deux approximants qui se trouvent à 

l'intérieur d'un même bloc. 



2.5. Application aux approximants de Padé 105 

[pjq]~ = PjQ [2/6)~ [3/7)~ 
Première mise en oeuvre p = 1+2t p = 1+2t+4t2 

Q = 1+2t-t5 -2t6 Q = 1+2t+4t2-t5 -2t6 -4t7 
Deuxième mise en oeuvre p = 1+2t p = 1+2t+4t2 

Q = 1+2t-t5 -2t6 Q = 1+2t+4t2 -t5 -2t6 -4t7 
Troisième mise en oeuvre P=1 p = 1+2t+4t2 

Q = 1-t5 Q = 1+2t+4t2 -t5 -2t6 -4t7 

A partir de ces résultats, nous pouvons dire qu'à l'intérieur d'un bloc, P et Q peuvent 

être différents d'une mise en oeuvre à l'autre, même si la fraction PjQ = [2/6)~ = [3/7)~ 

garde une même valeur. Nous expliquons ceci par le fait que les trois mises en oeuvre de 

ALA utilisent, à l'intérieur des blocs, des polynômes biorthogonaux différents. Ceci est 

illustré dans l'exemple suivant. 

Exemple 2 

Nous allons considérer la série étudiée dans [26). 

f(t) = 1 +at+ at2 + ... + atm-l +tm+ atm+l + atm+2 + ... + at2m-l + t 2
m + aem+l + ... 

Cette série converge vers la fonction rationnelle (1 +at+ at2 + ... +at m-l) j (1- tm) pour 
t E] - 1, 1[. En posant a = 0.001, tol = 10-16 et m = 7, l'application des trois mises 
en oeuvre de ALA nous donne les valeurs suivantes des coefficients du numérateur et du 
dénominateur de [4/4]~ qui se trouve à l'intérieur d'un bloc d'ordre 4. 

a;, b; Premième mise en oeuvre Deuxième mise en oeuvre Troisième mise en oeuvre 
ao 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 0 .1000000000000000D+O 1 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 
al 0.9000000000001229D-03 0.9009000000000003D+OO 0.9009000000000003D+OO 
a2 0.810000000000 1994D-03 0.8116200000000002D+OO 0.8116200000000005D+OO 
a3 O. 7290000000002017D-03 0. 73118 70000000003D+OO -0.218481300000000 1D+O 1 
a4 -0 .6554439000000004D+OO -0.2621775600000001D+01 O.OOOOOOOOOOOOOOOOD+OO 
bo 0 .1000000000000000D+O 1 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+01 0 .1000000000000000D+O 1 
bl 0.1110223024625157D-15 0.9000000000000002D+OO 0.9000000000000002D+OO 
b2 0.1110223024625157D-15 0.810000000000000 1D+OO 0.81 00000000000003D+OO 
b3 0.1110223024625157D-15 0. 729000000000000 1D+OO -0.2187000000000001D+O 1 
b4 -0.6561 000000000003D+OO -0.262440000000000 1D+O 1 0. OOOOOOOOOOOOOOOOD+OO 

Nous déduisons de ces résultats que les trois mises en oeuvre nous donnent des numéra­
teurs et des dénominateurs qui sont différents pour un même approximant [4/4]~. Ceci 
différencie les trois mises en oeuvre. 
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Exemple 3 

Soit la série 
00 

f(t) = L c;ti = t3
- t6 /2 +tg /3- ... 

i=O 

qui converge vers Log(1 + t 3
) sitE]- 1, 1]. 

Nous appliquons les trois mises en oeuvre de ALA à la fonction f pour le calcul des 
éléments de la diagonale principale (celle qui contient [0/0]~) de la table de Padé. L'exé­

cution des algorithmes qui correspondent aux trois mises en oeuvre avec tol = 10-12 , 

dans le but d'obtenir l'approximant [10/10]~, rencontre quatre blocs et nous montre que 

l'approximant [10/10]~ est à l'intérieur du quatrième bloc qui est d'ordre 2. [9/9]~ est au 
coin nord-est de ce bloc. 
Pour l'approximant [10/10]~, nous trouvons 

a;, b; Premième mise en oeuvre Deuxième mise en oeuvre Troisième mise en oeuvre 
a3 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 0.1000000000000000D+01 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 
a6 0. 9999999999999951D+OO 0 .9999999999999951D+OO 0.1 000000000000002D+01 
ag 0.1833333333333311D+OO 0 .1833333333333311D+OO 0.1833333333333351D+OO 
bo 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+01 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 . 

b3 0.1499999999999995D+O 1 0 .1499999999999995D+O 1 0 .1500000000000002D+O 1 
b6 0.5999999999999954D+OO 0.5999999999999954D+OO 0. 6000000000000030D+OO 
bg 0 .4999999999999938D-O 1 0 .4999999999999934D-O 1 0 .5000000000000070D-O 1 

Les autres coefficients sont nuls. La première et la deuxième mises en oeuvre nous donnent 
les mêmes valeurs des coefficients a;, b; à l'exception de celle de bg pour laquelle il y a une 
légère différence. Nous remarquons aussi une légère différence entre la troisième mise en 
oeuvre et les deux autres, concernant les valeurs de a6, ag, b3, b6 et bg. 
Pour (14/14]~, nous obtenons les valeurs suivantes 

a;, b; Premième mise en oeuvre Deuxième mise en oeuvre Troisième mise en oeuvre 
a3 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 
a6 0.1499999999999689D+01 0.1499999999999689D+01 0 .1499999999999844D+O 1 
ag 0.6190476190472924D+OO 0.6190476190472927D+OO 0.6190476190474557D+OO 
a12 0.595238095237 4431D-01 0.595238095237 4434D-01 0.5952380952377828D-01 

bo 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+01 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 
b3 0 .1999999999999689D+01 0 .1999999999999689D+01 0.1999999999999845D+01 
b6 0.1285714285713804D+01 0.1285714285713804D+01 0.1285714285714047D+01 
bg 0 .2857142857140833D+OO 0.2857142857140832D+OO 0.2857142857141869D+OO 

b12 0.1428571428569599D-01 0.1428571428569599D-01 0.1428571428570568D-01 

Pour cet approximant, nous remarquons aussi une légère différence entre les valeurs des 

a;, b; données par les trois mises en oeuvre. 
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Pour t = 1, nous avons Log(2) = 0.6931471805599453 .... En utilisant les approximants 
de Padé [k + 1/k]~ obtenus par les trois mises en oeuvre de ALA, nous allons chercher 
une approximation de la valeur exacte de Log(2). 

2k+I 

k s2k+l = I.: c; 1-ère, 2-ème et 3-ème mise en oeuvre 
i=O 

3 0.5000 0.66 
6 0.5833 0.6923 
9 0.6166 0.693121 
12 0.6345 0.6931464 
15 0.6456 0.693147158 
18 0.6532 0.693147179 
21 0.6587 0.693147180540 
24 0.6628 0.69314 718055935 
27 0.6628 0.693147180559927 
30 0.6687 0.6931471805599447 
32 0.7163 0.6931471805599454 

Ici, les trois mises en oeuvre de ALA nous donnent exactement les mêmes résultats. Ces 
résultats nous permettent de remarquer que la suite ([k + 1/k]~)k des approximants de 
Padé converge plus rapidement que (S2k+Ih· Ce phénomène caractérise les approximants 
de Padé des séries de Stieltjes et explique leur utilisation dans la pratique. 

Si nous considérons la série 

00 

"""' , i 2 3 h(t) = L.. C;t =t-t /2 + t /3- ... 
i=O 

qui converge vers Log(1 + t) si t E]- 1, 1], alors nous aurons j(t) = h(t3
). Cette égalité 

montre que [pjq]~(t3 ) est l'approximant de Padé [3pf3q]~(t) de f pour tout p, q E IN. 
L'application des trois mises en oeuvre à h montre qu'en posant t = 1, 

[k + 1/k]~(1) = [3k + 3/3k + 2]~(1) pour k = 1, 2, .... 

Pour cet exemple, nous trouvons 

[2/1]~(1) = [6/5]~(1) = 0.7, [6/5]~(1) = [18/17]~(1) = 0.6931471849621315. 

2.6 Application à l'epsilon algorithme 

L'epsilon algorithme, dû à Wynn [126], est défini par la relation suivante 

(? -~) 
-··JI. 



108 Les polynômes orthogonaux formels et le problème de la DPZ 

n 

Si c~n) = 2:.:: citi et c~n{ = 0, alors nous aurons l'égalité suivante 
i=O 

00 

OÙ j(t) = 2:.:: Cjë. 
i=O 

Dans notre cas, les quantités c~~~ 1 ne présentent pas d'intérêt. L'epsilon algorithme, sous 
sa forme (2.57), souffre d'une instabilité numérique. En effet, des erreurs de cancellation 
importantes dues à la différence ckn+1

) - ckn) peuvent affecter l'algorithme. Une telle 
instabilité numérique peut être évitée, soit en utilisant la forme progressive suivante 

(2.58) 

de l'epsilon algorithme, soit en utilisant les règles particulières données par Wynn. Pour 
plus de détails sur la stabilité numérique des processus d'accélération de la convergence, 
voir [40, 21]. 

Dans cette section, nous allons nous intéresser au calcul des itérés d'indices pairs c~j). 
Ces itérés peuvent être calculés en utilisant l'extension de la méthode de bordage que 
Pi:fiar et Ramirez ont donné dans [92] et qui est une extension de la méthode qui se trouve 
dans [9]. Nous pouvons aussi utiliser les extensions de la méthode de bordage obtenues 
grâce aux mises en oeuvre de la méthode ALA. Ici, nous allons appliquer l'extension de 
la méthode de bordage basée sur la première et la deuxième mise en oeuvre de ALA, 
afin de donner deux algorithmes simples qui serviront à calculer les itérés c~j) de l'epsilon 
algorithme. 

Pour que c~j) soit défini pour tout n E 7l et tout j E lN, nous posons 

( n) [ · / ·] e ( ) c2j = n + J J 1 t . 

Ce qui nous donne 
i=n-1 

c~j- 1 ) = 2:.:: Cjti + tn[j- 1/ j]~n (t) (2.59) 
i=O 

avec 

où la série formelle fn est définie par 

La famille des polynômes { PJn} j est donnée par la première ou la deuxième mise en oeuvre 

de la méthode ALA en imposant maintenant, à chaque polynôme Pfn, la condition de 
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normalisation PJn(1) = 1 au lieu d'être unitaire de degré j. Cette famille contient tous 
les polynômes orthogonaux Pj = PJn qui existent par rapport à la fonctionnelle C(n) et 
vérifient la condition de normalisation Pj(1) = 1. 

Considérons maintenant la famille { P) j de polynômes orthogonaux par rapport à la 
fonctionnelle C'(n) = C(n+l) - C(n), en imposant à chaque polynôme P; d'être unitaire 
et de degré j. D'une manière tout à fait similaire à ce que nous avons vu au début de la 
section consacrée à l'application de ALA à la méthode de Lanczos, nous pouvons montrer 
que P; existe si et seulement si Pj existe aussi. Donc, par la première ou la deuxième mise 
en oeuvre de ALA, nous aurons une même permutation Bn et par conséquent la famille 

'B {Pj n}j• 
Pour tout entier j, considérons Q~n et Q~8n comme étant les deux polynômes associés 

respectivement aux polynômes PJn et P/n par rapport à la fonctionnelle C(n), c'est-à­
dire 

avec C(n) agissant sur x. 

Deuxième mise en oeuvre 

Nous allons calculer les polynômes de la famille {P/nh à l'aide de la relation suivante 
qui est équivalente à (2.10) 

{ 

O:j = C'(n)(xBn(k)-k+lp;enp~Bn)jC'(n)(xBn(k)p~Bn) 

(3 . = C'(n)(xkp'Bn)jC'(n)(xk-lp'Bn ) 
J J Bn(k-l) 
'B 'B 'B 'B pi+nl = xPi n - aiPk n - (3iPen(k-l) 

j = k,k+1, ... ,Bn(k), (2.60) 

pour k = 0, Bn(O) + 1, Bn(Bn(O) + 1) + 1, .... L'initialisation de cette relation de récurrence 
se fait en posant p~Bn = 1 et P~8t = 0 avec Bn( -1) = -1. 
Le calcul des polynômes de la famille { PJn }j se fait grâce à la relation suivante 

{ 
Àj = C(n) ( p~Bn) 1 C'(n) ( xBn(k) p~Bn) 

B B ( ) 'B j=k,k+1, ... ,Bn(k), Pj+l = Pj n- Àj X- 1 Pj n 
(2.61) 

pour k = 0, Bn(O) + 1, Bn(Bn(O) + 1) + 1, .... Nous n'allons pas démontrer cette relation car 
elle est de même type que la formule (F3) de la sous-section 2.4.2. 
En nous servant des deux relations de récurrence (2.60) et (2.61), nous montrons que les 
polynômes associés Q~8n et Q~n vérifient les deux relations de récurrence suivantes 

(2.62) 

et 
(2.63) 
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pour j = k, k + 1, ... , On(k) et k = 0, On(O) + 1, On(On(O) + 1) + 1, .... L'initialisation se 
· 'B B 'B · fait avec Q_ï = 0, Q0n = Q0 n = 0 et Bn(-1) = -1. Les coefficients Œj, /3j et Àj sont les 

mêmes que ceux des deux relations précédentes (2.60) et (2.61). 
La quantité C(n)(P/n(x)) peut être calculée récursivement en utilisant la relation de 
récurrence (2.60). En effet, par une simple application de la fonctionnelle C(n) à (2.60), 
nous obtenons 

C(n)(p'Bn) = C(n)(xP'Bn) _a ·C(n)(p'Bn) _ f3·C(n)(p'Bn ) 
J+l J J k J Bn(k-l) 

or, C(nl(xP/n) = C(n)((x -1)P/n) + C(n)(P/n) est égal à C(n)(P/n) si j =/= On(O) et est 

égal à C(n)(P/n) + Cn+IJn(O)+l- Cn+Bn(O) si j = On(O). Nous pouvons alors écrire la relation 
de récurrence suivante 

(2.64) 

où b;j est le symbole de Kronecker et a; = C(n)(P:0n) pour tout entier i. 

Prenons maintenant le cas simplet = 1. En conséquence, la relation (2.59) nous donne 

n-l 

c~j-l) = 2::: c; + Q~n (1) 
i=O 

et en utilisant (2.63), nous aurons la relation de récurrence suivante 

(2.65) 

pour j = k, k + 1, ... , On(k) et k = 0, On(O) + 1, Bn(On(O) + 1) + 1, .... Pour l'initialisation 
de cette relation de récurrence nous posons 

n-l 
(n-l) ""' c0 = LJ c;. 

i=O 

D'après la relation ( 2. 61), l'expression donnant le coefficient >. j ne dépend pas des po­
lynômes PJ". Donc, pour calculer les itérés c~j-l), nous avons besoin des relations de 
récurrence (2.65), (2.64) et (2.60) auxquelles nous ajoutons la relation de (2.61) qui nous 
donne le coefficient Àj. Nous avons maintenant tout ce qu'il faut pour énoncer l'algorithme 
ci-après qui calcule les éléments d'indices pairs c~j-l) du tableau de l'epsilon algorithme 
suivant une diagonale quelconque. 

Pour tout entier i, nous posons dans l'algorithme ci-dessous 

t 

p:Bn(x) = 2::: qJïlxi, q~i) = 1. 
j=O 
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Algorithme 3 

• Etape 1 : Initialisation 
Ch . . . ( - 1) ( - 1) 0 h 1 k 1 OISif un entier n et poser q0 = q_ 1 = , -1 = , ~o = - , 

i=n-1 

a - 0 a - c q(o) - 1 q(O) - 0 k - 0 c-(n- 1) -
-1 - ' 0- n, 0 - ' -1 - ' - ' '--0 -

• Etape 2 (Détermination de Bn(k)) 
1 i = 0 

k 

2 hk+i = L) Cn+k+i+j+1 - Cn+k+i+j )qy) 
j=O 

si lhk+il < tol pour une certaine tolérance tol, alors 
i=i+1 
aller à 2 

fin (si) 
Bn(k) = k + i 

k 

dm-1 = L:)cn+On(k)+m+j+l- Cn+Bn(k)+m+j)qy), m = 1, ... ,i + 1 
j=O 

• Etape 3 

fin. 

fin (pour) 
si k = 0 alors aen(0)+1 +- aen(0)+1 + ( Cn+On (0)+1 - Cn+On (0)) 

fin (si) 
ko +- k 
k +- Bn(k) + 1 
aller à 1 

111 
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Première mise en oeuvre 

Selon cette mise en oeuvre, le calcul des coefficients des polynômes P/n se fait à l'aide 
de l'Algorithme 1, c'est-à-dire en utilisant les deux équations suivantes 

(2.66) 

et 

(2.67) 

déduites des Théorèmes 2.2 et 2.3. Les polynômes PJn se calculent grâce à la relation 
suivante 

(2.68) 

dont la démonstration est de même type que celle de (F3) de la sous-section 2.4.2. 
A l'aide de (2.68), il est clair que la relation de récurrence (2.63) est aussi valable pour 
cette mise en oeuvre, elle nous permet de calculer les polynômes associés Q~n. De même 
(2.65) reste aussi valable. 
Comme pour (2.64), nous appliquons la fonctionnelle C(n) aux équations (2.66) et (2.67) 
pour obtenir les deux relations suivantes 

et 

(2.69) 

Bn(k) 

aen(k)+l = aen(k) + L O:jai + O:kak + O:k-laBn(k-1) + Oko(cn+Bn(O)+l- Cn+Bn(O))· (2.70) 
i=k+l 

dont les coefficients f3i et O:i sont ceux de (2.66) et (2.67). 

Enfin, nous concluons que pour utiliser (2.65), nous avons besoin des relations (2.66), 
(2.67), (2.68), (2.69) et (2.70). Ces relations définissent l'algorithme que nous allons énon­
cer ci-après et qui est une application de l'extension de la méthode de bordage selon la 
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première mise en oeuvre de ALA au calcul des itérés d'indices pairs de l'epsilon algo­
rithme. 
Pour tout entier i, nous posons, dans l'algorithme ci-après, 

' ' 
p:Bn(x) = L qJï)xj et Pln(x) = LPY)xj 

j=O j=O 

Algorithme 4 

• Etape 1 : Initialisation 
Ch . . . (-l) (-l) 0 h 1 k 1 0 o1s1r un entier n et poser q0 = q_ 1 = , -l = , o = - , a_l = , 

i=n-1 

ao = Cn, qb0
) = p~o) = 1, q~{ = 0, k = 0, é~n-l) = L Ci. 

• Etape 2 (Détermination de On ( k)) 
1 i = 0 

k 

2 hk+i = L( Cn+k+i+j+l - Cn+k+i+j )qy) 
j=O 

i=O 

~ k 

d·-"'(c k · · c k · ·)q(ko) e·-"'c k · ·p(k) ' - L....,; n+ +'+J+l - n+ +•+J j ' ' - L....,; n+ +'+J j 
j=O j=O 

si lhk+i 1 < c1 pour une certaine tolérance c 1 , alors 
i=i+1 
aller à 2 

fin (si) 
On(k) = k + i. 
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• Etape 3 
b = hen(k)/hk-1, r = 0 

(ko) . 0 k Wj = -qj , ) = , · · · , 0 

fin. 

w j = 0' j = ko + 1' ... ' en ( k) 
pour i = k, ... , Bn(k) 

/h (n-1) _ (n-1) 
een(k)-i t- een(k)-i On(k), ê2i+2 - ê2i - een(k)-iai 

(i+1) - (i) ( (i) (i)) . - 0 . 
Pi - Pi - een(k)-i %-1 - qi , J - , ... , z 

(i+l) 
Pi+! = -een(k)-i 

Wj t- Wj + ( den(k)-;/ hen(k) )qJi), j = 0, · · · , i 
t 

( i) 
r t- r + (den(k)-ï/hen(k))ai, f3i = (z:::: Cen(k)+l+jqj )/hen(k) 

j=O 
(i+1) - (i) {3· (k) . - 0 k 

qj - %-1 - tqj ' J - ' ... ' 
(i+l) - (i) . - k 1 . 1 

qj - qj-1' J - + ' ... 'z + 
(i+l) 

q_ 1 = 0, a;+1 = a; - {3;ak 
fin (pour) 
si k = 0 alors aen(O)+l t- aen(0)+1 + (cn+On(0)+1- Cn+On(O)) 

fin (si) 
ko = k' k = en ( k) + 1' a k t- a k + br 

(k) (k) . 
% t-% +bwj, J = o, ... ,k-1 
aller à 1 

Nous signalons que l'Algorithme 3 et l'Algorithme 4 sont applicables aux suites. Si par 
exemple nous voulons les appliquer à une suite {Ui};EIN' alors il suffit de poser c0 = U0 

et C; = U; - ui-1 pour i > 0 et t = 1. 

2.6.1 Résultats numériques 

Exemple 1 

Nous commençons par donner l'application de l'Algorithme 3 et l'Algorithme 4 à la 
série 

f(t) = 1 +at+ ae + ... + atm-l +tm+ atm+l + atm+2 + ... + at 2m-l + em + at2m+l + ... 

qui a été étudiée dans [26]. Cette série converge vers la fonction rationnelle 
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pour t E] - 1, 1(. Nous posons t = 0.9, a = 0.001, tol = 10-16 et m = 7. Dans le but de 
trouver une approximation de la valeur exacte 1.924882238575926 ... de !(0.9), nous ap­
pliquons l'Algorithme 3 et l'Algorithme 4 en posant c; = ati. Nous obtenons les résultats 
suivants. 

c~~ Algorithme 4 Algorithme 3 

cbO) 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+01 0.1 OOOOOOOOOOOOOOOD+O 1 

c~O) 0.1 009000000000000D+01 0.1 009000000000000D+O 1 
c~O) 0.1 009000000000000D+O 1 0.1 009000000000000D+01 

c~O) 0.1 009000000000000D+O 1 0.1009000000000000D+O 1 

c~O) 0.1 009000000000000D+O 1 0.1 009000000000000D+O 1 

ci~ 0.1 009000000000000D+O 1 0.1 009000000000000D+O 1 

ci~J 0.99997 45519928722D+OO 0.99997 45519928722D+OO 

c~~) 0.19248822385 770 11D+O 1 0.19248822385 73816D+O 1 

Dans cet exemple, une DPZ est évitée à l'itération k = 2 jusqu'à k = 5. 
Comme la série f représente une fonction rationnelle, à partir des propriétés des approxi­
mants de Padé, nous déduisons qu'en arithmétique exacte la suite {c~~h redonne à la 
septième itération la valeur exacte de !(0.9). Ceci explique le fait que é~~) nous donne une 
bonne approximation de f(0.9) en utilisant l'Algorithme 4 ou l'Algorithme 3. 

Exemple 2 

Nous choisissons la série 
00 

f(t) = L:4t5i/(2i + 1) 
i=O 

qui converge vers la fonction S définie par 

{ 

( 4/ vft5)Arcth( VtS) pour t E]O, 1 (, 
S(t)= (4jyet"5)Arctg(yet"5) pour tE]-1,0(, 

S(O) = 4, S( -1) = 1r = 3.1415926535897932384626433 .... 

Pour t = -1, l'application de l'Algorithme 3 et de l'Algorithme 4 à cette série avec 
tol = 10-14 donne les résultats suivants. 
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k S2k-1 E~·k 1) obtenu par Algo 4 EL 
1

) obtenu par Algo 3 
1 4.000 4.000000000000000 4.000000000000000 
6 2.666 ~66666666666667 3.166666666666667 
11 3.466 3.142342342342343 3.142342342342341 
16 2.895 3.141614906832299 3.141614906832296 
21 3.339 3.141593311879929 3.141593311879925 
26 2.976 3.141592673030337 3.141592673030332 
31 3.283 3.141592654163369 3.141592654163364 
36 3.017 3.141592653606708 3.141592653606703 
41 3.252 3.141592653590294 3.141592653590289 
46 3.041 3.141592653589810 3.141592653589791 

Pour ces résultats, il est évident que l'Algorithme 3 et l'Algorithme 4 accélèrent la conver­
gence de la suite des nombres S1 = 4, S11 = 4- 4/3, S21 = 4-4/3 + 4/5, ... , donnée par 
Leibniz (1646-1716), vers la valeur exacte de 1r. Nous remarquons aussi dans cet exemple 
que l'Algorithme 3 et l'Algorithme 4 ont presque le même comportement. 

2. 7 Conclusion 

Dans le cas normal, le calcul des polynômes orthogonaux peut se faire à l'aide 

d'une récurrence simple à trois termes. Dans le cas non normal, cette relation à trois 

termes n'est plus valable lorsqu'il s'agit de calculer un polynôme orthogonal régulier se 

trouvant à l'est ou au sud d'un bloc, à cause de la non existence et la singularité de 

certains polynômes orthogonaux. Nous pouvons chercher le polynôme orthogonal suivant 

en résolvant un système triangulaire régulier. Mais, grâce à la méthode ALA étudiée 

dans ce chapitre, nous pouvons éviter de résoudre un système linéaire en remplaçant 

les polynômes singuliers et ceux qui n'existent pas par des polynômes biorthogonaux 

qui vérifient des relations de récurrence à trois termes. Grâce à la deuxième mise en 

oeuvre de ALA, nous pouvons même avoir une relation de récurrence à quatre termes 

au plus, aussi bien pour les polynômes orthogonaux réguliers que pour les polynômes 

biorthogonaux introduits. La première, la deuxième et la troisième mise en oeuvre de la 

méthode ALA nous ont permis d'étendre d'une manière simple la méthode de bordage que 

nous avons utilisée pour calculer les itérés d'indices pairs de l'epsilon algorithme, suivant 

une diagonale. Nous avons aussi montré que la première, la deuxième et la troisième mise 

en oeuvre de ALA nous permettent de programmer récursivement les approximants de 

Padé. Une extension simple de l'algorithme qd est donnée en utilisant la deuxième mise en 

oeuvre de ALA. Nous avons aussi donné dans ce chapitre l'application des trois mises en 

oeuvre de ALA à la méthode de Lanczos. Ce que nous devons aussi retenir de ce chapitre 

est que ces trois mises en oeuvre de ALA sont simples du point de vue programmation. 
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Systèmes étendus hermitiens et 
préconditionnement I LU 

3.1 Introduction 
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Plusieurs méthodes directes et itératives pour la résolution des systèmes d'équations 

linéaires sont connues. Un système linéaire hermitien nous donne plusieurs simplifications 

et la possibilité d'adapter la programmation à l'ordinateur pour une bonne performance. 

Une de ces simplifications est le fait que nous utilisons des relations à trois termes qui 

sont faciles à programmer. 

Donc le thème de ce chapitre est de considérer les méthodes dérivées d'un système her­

mitien augmenté- aussi appelé système hermitien étendu- et faire une comparaison avec 

la méthode GMRES (Generalized Minimal Residual method). Nous allons aussi montrer 

comment appliquer le préconditionnement 1 LU au système hermitien étendu, ce qui amé­

liore la convergence de la méthode étudiée dans ce chapitre. 

Nous voulons résoudre un système linéaire non hermitien 

Ax = b, (3.1) 

où la matrice A E <Cnxn est non singulière et où b E <Cn. Souvent, lorsque la matrice 

A est large et creuse, nous préférons les méthodes itératives aux méthodes directes pour 

diverses raisons 

- le stockage en mémoire de l'ordinateur dépend en grande partie de la structure de 

la matrice A, 

- souvent, une approximation de la solution x de (3.1) est obtenue en un petit nombre 

d'itérations, c'est-à-dire à petit coût algorithmique, 
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- en général, les méthodes itératives sont faciles à mettre en oeuvre et à adapter aux 

différents types de problèmes. Par exemple, nous pouvons les utiliser pour obtenir 

récursivement une approximation des valeurs propres. 

En général, pour les systèmes provenant des équations aux dérivées partielles en trois 

dimensions, les méthodes directes seules sont trop coûteuses, aussi bien en stockage qu'en 

coût algorithmique. Cependant, le problème principal de l'utilisateur est de devoir choisir 

des méthodes itératives adaptées au problème en question. 

La méthode GMRES introduite par Saad et Schultz [100] est l'une des méthodes itératives 

les plus efficaces, sa mise en oeuvre utilise le processus d' Arnoldi et la base de Newton 

pour construire les bases orthonormales de certains sous-espaces de Krylov [5]. Mais la 

rapidité de la convergence de la méthode GMRES n'est pas toujours garantie comme 

c'est le cas également pour les autres méthodes itératives. Théoriquement, la méthode 

GMRES peut stagner et donc ne pas donner une bonne approximation de la solution de 

(3.1) en peu d'itérations. Ceci est l'une des raisons pour lesquelles nous considérons dans 

ce chapitre un système étendu hermitien. 

3.2 Systèmes hermitiens 

Dans cette section, nous voulons transformer (3.1) en un système hermitien, ce qui 

est équivalent à transformer la matrice A en une matrice hermitienne. Pour cela, nous 

allons considérer un système augmenté ou étendu. 

3.2.1 Systèmes étendus 

Un simple système hermitien étendu associé à (3.1) est 

(3.2) 

où I est la matrice identité de <Cnxn, À est un réel positif arbitraire, et b' un vecteur 

arbitraire de <Cn. Ce système étendu, avec À = 0, a été proposé pour la première fois par 

Hestenes et Stiefel dans [70]. Saunders a donné dans [108] quelques propriétés d'un système 

étendu similaire. Joly et Meurant [75] ont montré que les méthodes de type gradient 

conjugué, appliquées à (3.2), convergent lentement. Nous allons montrer comment utiliser 

un préconditionnement convenable pour obtenir une convergence acceptable. 

Considérons le vecteur initial Xoe et le vecteur résidu initial roe = be - Ae>.Xoe de <C 2n 

comme suit 
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Mathématiquement, le processus hermitien de Lanczos, appliqué à (3.2) avec r~ = 0 et 

À = 0, est exactement la bidiagonalisation donnée par Golub et Kahan [59]. Cette bidia­

gonalisation construit, à la i-ième étape, deux bases orthogonales de deux sous-espaces 

de Krylov K;+1 (AA*, r0 ) et Ki+l (A* A, A*r0 ). Donc, la convergence des méthodes qui pro­

jettent sur ces espaces est souvent inacceptablement lente. Par exemple, CGNR (qui peut 

être bénéfiquement mis en oeuvre par l'algorithme LSQR [89] en utilisant la bidiago­

nalisation de Golub-Kahan) et CGNE. Les deux méthodes USYMLQ et USYMQR [107] 

projettent le résidu sur la somme de deux espaces de Krylov. Les récurrences à trois termes 

utilisées dans ces deux méthodes construisent deux bases orthogonales {p1,p2 , •.• ,pn} et 

{ q1, qz, ... , qn} telles que 

(3.3) 

avec qo = Po = 0, Pl = ro/llrolln, ql = r~/llr~lln, /31 = /1 = 0, O:j =< Aqj,Pj >n, où 
/3j+I > 0 et /j+I > 0 sont choisis tels que Pi+I et qj+I sont des vecteurs unitaires. De ces 

deux récurrences à trois termes, nous obtenons 

(3.6) 

(3.7) 

Cependant, il est intéressant de noter que ces deux récurrences à trois termes peuvent 

avoir un problème de DPZ. Cette description nous permet de remarquer que CGNR, 

CGNE, LSQR, USYMLQ et USYMQR ont une convergence lente lorsqu'elles sont combi­

nées avec un préconditionnement comme dans [107]. Ceci a été observé dans les résultats 

numériques donnés dans [107]. C'est pourquoi nous proposons d'utiliser un précondition­

nement à la matrice étendue Ae.>- pour les raisons suivantes 

1. les valeurs propres de Ae.>- sont données par l'équation 

(3.8) 

où a 1 :S: a 2 :::; ... :::; an sont les valeurs singulières de A. Pour la démonstration de ce 

résultat, voir [108]. Dans le cas À= 0, les valeurs propres de Aeo en valeur absolue 

sont les valeurs singulières de A, 
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2. le conditionnement de Ae.\ est donné par l'expression 

À/2 +JO"~+ À2 /4 
cond(Ae.\) = , 

-À/2 + )d + À2/4 

qui peut être réduite à 

A partir de cette dernière expression, nous remarquons que le conditionnement de la 

matrice Ae.\ augmente avec la valeur de À et que nous avons cond(Aeo) = cond(A) 

pour À = O. Par conséquent, nous recommandons à l'utilisateur d'attribuer à À 

une valeur qui n'est pas trop grande, spécialement lorsque la matrice A est mal 

conditionnée. Nous allons voir que l'intérêt d'avoir À =/= 0 est de pouvoir appliquer 

le préconditionnement I LU sans pivotage. 

3.2.2 La méthode du résidu minimum (MINRES) 

La méthode MINRES a été définie par Paige et Saunders dans [88]. Elle est mathé­

matiquement équivalente à la méthode CR et elle est basée sur le processus hermitien de 

Lanczos [87, 88, 89]. 

L'intégralité de l'algorithme correspondant à cette méthode MINRES est 
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MINRES 

1. Initialisation: Choisir Xo E <Cn et poser ro = b- Axo, fJ1 = llrolln, Pl = 
ro//31, Po= qo = q_l = 0, Jo= Po= fJ1, P-1 = 1, P~ = so = s_l = c_l = 0, 
co= -1. 

2. Boucle: Pour i = 1, 2, ... jusqu'à convergence 

( a 1 ) (le processus hermitien de Lanczos) 

calculer Zi = Api - f3iPi-l, 

ai=< Api,Pi >n, 

f3i+lPi+l = Zi - O:iPi, 
où f3i+l est choisi tel que IIPi+llln = 1, 

( a 2 ) (construire et appliquer la transformation orthogonale suivante) 

di = ( Œi - P~-l Ci-2 )si-1, 
hi = f3isi-2, 

1 

Pi = - f3iCi-2Si-l - ŒiCi-1' 

Pi= (p~2 + f3f+l)lf2, 

Ci= pj Pi, 

Si = f3i+d Pi' 

( a3 ) (calcul des itérés Xi et qi) 

z; =Pi- hi/ Pi-2qi-2, 

qi = z; - di/ Pi-l qi-h 

ti= fi-lCi, 

fi = fï-1si, 

Xi = Xi-l + td Piqi. 
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Le critère d'arrêt est donné à la i-ième itération par l'estimation lfil de la norme du 

vecteur résidu ri = b- Axi. Dans l'algorithme MINRES, si nous supposons que ti = 0, 

alors ti+l ne peut être nul sauf si la solution de (3.1) est obtenue. Donc, théoriquement, 

MINRES n'a pas de problème de stagnation. 

Pour les raisons précédentes, nous proposons d'appliquer la méthode MINRES à (3.2). La 

méthode qui en résulte sera appelée la méthode du résidu étendu minimum et désignée 
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en abréviation par MINERES(.\). De façon similaire, si nous appliquons la méthode CR 

à (3.2), nous obtenons une nouvelle méthode appelée ici la méthode du résidu étendu 

conjugué et désignée par CER(.\). 

A première vue, nous avons l'impression que MINERES(O) est équivalente à USYMQR. 

Ceci n'est pas vrai puisque USYMQR construit deux bases orthogonales de (Cn alors que 

MINERES(O) construit une base orthogonale de (C2n. A la i-ième étape du processus her­

mitien de Lanczos dans l'algorithme MINERES(.\), la matrice Ae.x est réduite à la matrice 

tridiagonale Ti=tridiag(,Bi,ai,,Bi+l)· A partir des valeurs propres de Ti nous pouvons ob­

tenir une approximation des valeurs singulières de A lorsque i décroît. Cependant, il est 

important de noter qu'en arithmétique exacte, MINERES(.\) est équivalente à GMRES 

lorsque cette dernière est appliquée à (3.2). 

Donnons maintenant quelques propriétés de la méthode MINERES(.\). 

Théorème 3.1 ij Si r~ = 0, alors les relations de récurrence (3.3) utilisées dans 

USYMQR peuvent être maintenues jusqu 'à j = 2n, ainsi nous aurons la première 

bidiagonalisation de Golub et Kahan. 

ii/ Sir~ = 0, alors LSQR ~ MIN ERES(O). 

iii/ Si la matrice A est hermitienne et r~ = r0 , alors U SY MQR ~ MIN ERES(O) 

et, dans ce cas, MINERES(O) et USYMQR sont réduites à MINRES. 

La notation M 1 ~ M 2 signifie que M 1 est mathématiquement équivalente à M 2 • 

Preuve: 

i/ Dans [107], il est clair que si nous choisissons r~ = 0 dans l'algorithme USYMQR, 

alors USYMQR présente à la première itération une DPZ. Cependant, la récurrence 

(3.3) peut être maintenue si nous posons /j = 0 quand qj = 0 et ,Bj = 0 lorsque 

pj = O. Dans ce cas, la formule (3.3) nous donne p 2 j = q2j+l = 0, ce qui prouve 

que CYj = 0 dans (3.3) pour tout j. Par conséquent, si (3.3) est maintenue jusqu'à 

j = 2n, alors nous obtenons exactement la première bidiagonalisation de Golub et 

Kahan appelée Bidiag 1 dans [59]. 

ii/ Si, dans le processus hermitien de Lanczos appliqué à (3.2), nous choisissons r~ = 0 

et À = 0, alors nous obtenons ai = 0 pour tout i. A partir de ce résultat, nous 

remarquons que Bidiag 1 dans [59] est aussi mathématiquement équivalente au pro­

cessus hermitien de Lanczos appliqué à (3.2) avec r~ = O. En conséquence, il s'ensuit 

que LSQR ~ MINERES(O) quand r~ =O. 
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iii/ Si nous remplaçons r~ par r 0 et A* par A dans les équations (3.4), (3.5), alors la 

condition d'orthogonalité (3.6) implique que Pj = qj et /j = f3j pour tout j. En 

conséquence, la formule (3.3) est la récurrence utilisée dans le processus hermitien 

de Lanczos, et donc nous avons USYMQR-<===?- MINERES(O). 

Si la matrice A est hermitienne, r~ = r 0 et 

sont les itérés de MINERES(O) à l'étape k, alors il est facile de voir par récurrence 
1 1 

que rk = rk et xk = Xk sont les itérés de MINRES. De même, nous avons que 

CER(O) est réduit à CR. • 

De plus, à partir du théorème précédent, il est clair que MINERES(>.) peut être considérée 

comme une généralisation de MINRES et LSQR. 

Remarque 3.1 Le système (3.2) avec r~ = 0 et >. = 0 a déjà été étudié par Cullum et 

Greenbaum dans [42, 43]. Mais le résultat du théorème précédent n'ajamais été mentionné 

nulle part; seulement, un résultat similaire sur l'équivalence LSQR {::} MINERES(O) a 

aussi été prouvé par Sadok [104]. 

Parallélisation de MINERES ( >.) 

Nous savons que le processus d' Arnoldi utilise une relation de récurrence longue dont 

le nombre de termes augmente d'un terme à chaque itération. En revanche le processus 

de Lanczos utilise une relation à trois termes. C'est ceci qui donne l'avantage à la parallé­

lisation du processus de Lanczos par rapport à celui d' Arnoldi. Donc, en ce qui concerne 

la parallélisation des processus utilisés par exemple dans GMRES et MINRES(>.), nous 

avons un avantage en faveur de MINRES(>.). 

La parallélisation du produit de la matrice étendue Ae>. par un vecteur, que nous 

utilisons dans MINERES(>.), se fait en stockant la matrice A et en effectuant le produit 

Ay puis A*z. 

3.2.3 Préconditionnement I LU 

Posons A = LU + E, où L est une matrice triangulaire inférieure et U est une 

matrice triangulaire supérieure. Si L et U ont respectivement les mêmes structures que 

la partie inférieure et supérieure de la matrice A et si elles sont obtenues conformément 



124 Systèmes étendus hermitiens et préconditionnement I LU 

à la factorisation standard LU de A, alors cette factorisation est appelée la factorisation 
incomplète LU et désignée par I LU(O) [101, 102]. Cette factorisation incomplète I LU(O) 
a été généralisée en introduisant le concept du niveau de remplissage. Initialement, tout 

élément non nul de A a un niveau de remplissage égal à zéro. Le niveau de remplissage 

d'un élément est récursivement défini comme un plus la somme des niveaux des éléments 

deL et U à partir desquels il est obtenu dans le processus d'élimination de Gauss. Chaque 

remplissage, par un élément dont le niveau dépasse un certain entier k, est annulé. Ceci 

définit la factorisation incomplète I LU(k) qui présente trois difficultés expliquées dans 

[102]. Par exemple elle ne peut pas distinguer les petites valeurs des grandes et donc 

ne peut pas contrôler l'erreur E. Afin de remédier à ces difficultés, Saad a proposé une 

factorisation incomplète LU avec un seuil de remplissage T (The dual threshold incomplete 

LU factorization), que nous désignons parI LUT(k, T) [102] où 

- k est un entier tel que chaque ligne de L et chaque ligne de U aura au maximum 

k éléments ajoutés aux éléments non nuls qui correspondent à la structure de la 

matrice A, 

- T est une tolérance utilisée pour éliminer les éléments de L et U. Un élément z 

de L ou de U est éliminé si lzl < lllignellnT où ligne est la ligne de A qui subit 

l'élimination de Gauss. 

Comme I LU(O), I LU(k) et I LUT(k, T) n'existent pas pour la matrice Aeo, nous utilisons, 

dans nos résultats numériques, la version I LUT(k, T, T') obtenue à partir de la factori­

sation I LUT(k, T) en permutant les colonnes de la matrice. Nous permutons la i-ième 

et la j-ième colonne de Ae>. si IAe>.ijiT' > IAe>.iil· Une autre version de la factorisation 

incomplète LU est donnée dans [91] où les auteurs introduisent un nouveau paramètre 

pour éliminer les éléments de L et U. Il s'ensuit l'impossibilité d'appliquer le précondi­

tionnement I LU à MINERES(O) sans permuter les colonnes de la matrice Aeo· Ceci est un 

désavantage de MINERES(O). Afin de remédier à cette difficulté, nous avons introduit le 

paramètre À et considéré MINERES(À). La matrice Ae>. associée à MINERES(À) possède 

la factorisation standard LU sans aucune permutation 

( 
Àl A"' ) = ( I 0 ) ( Àl 
A -o À - 1 A L1 0 

où L1 est la matrice triangulaire inférieure et U1 est la matrice triangulaire supérieure de 

la factorisation LU de À-1 AA"'. Ainsi, il est clair que la factorisation LU de Ae>. est très 

simple. 
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Remarque 3.2 Si À = 1, alors nous obtenons la factorisation LU de AA*. Par consé­

quent, la factorisation incomplète LU de AA* peut être obtenue à partir de celle de Ael· 

Ceci est un nouveau résultat intéressant qui nous permet d'appliquer le préconditionne­

ment !LU à CGNR et CGNE. 

3.3 Résultats numériques 

Ici, nous considérons le cas de matrices réelles et nous présentons les résultats pour 

quatre exemples. Pour nos tests, nous choisissons x 0 = 0, x~ = 0 et b' = b. Le second 

membre de (3.1) est choisi pour que la solution exacte x soit égale à (1, 2, 3, ... , nf. Si 

la matrice A est symétrique, alors l'algorithme MINERES(O) avec le choix b' = b de­

vient exactement l'algorithme MINRES. Pour faire une comparaison entre MINERES(À) 

et GMRES, nous utilisons la mise en oeuvre de la méthode GMRES comme elle a été 

décrite dans [100]. Nos tests ont été réalisés en utilisant le compilateur FORTRAN 77 

sur un"Sun SparcStation10" avec la précision machine égale à 2.22 10-16 . Dans toutes les 

figures de nos exemples, la courbe de la méthode GMRES est représentée par une ligne 

continue, celle du MINERES(O) par des tirets et celle de MINERES(À) lorsque À -=/= 0 par 

des tirets pointillés. 

Exemple 1 

Considérons la matrice n x n suivante 

a 1 
-1 a 1 

A= 
-1 a 1 

-1 a 

Cet exemple a été donné par Brown [31] pour illustrer la stagnation de l'algorithme 

GMRES. Si aucun préconditionnement n'est utilisé, alors pour tout n et a, aussi bien 

MINERES(À) que GMRES ont une convergence similaire quand À n'est pas trop grand. 

Mais, comme les tracés de GMRES, MINERES(O) et MINERES(1) l'indiquent, la perfor-
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mance de ces méthodes est très réduite lorsque a < 10-2
• 
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Nous traçons dans la figure 2la convergence des trois méthodes GMRES, MINERES(O) et 

MINERES(l) avec préconditionnement. Nous utilisons le préconditionnement I LUT(k, T, /) 

à droite avec k = 5, T = 10-1 et T
1 

= 10-1 . 
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Pour tout n, nous obtenons des résultats similaires à ceux donnés dans la figure 2 lorsque 

a ~ 10-4
• Après quelques itérations seulement, nous remarquons que MINERES(l) et 

MINERES(O) ont une bonne convergence, tandis que GMRES stagne et ne montre aucun 
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signe de convergence. En fait, cet exemple est étudié ici pour mettre en valeur l'impor­

tance de la méthode MINERES(.\) quand elle est utilisée avec un préconditionnement 

convenable. La même courbe de convergence pour MINERES(1) est obtenue lorsque nous 

appliquons le préconditionnement I LUT(k, T) à droite avec k = 10 et T = 10-3
. Ceci 

explique la meilleure performance de MINERES(1) puisque, lorsque nous permutons les 

colonnes de la matrice Ae:\, la matrice résultante n'est pas vraiment symétrique et donc, 

durant l'application du processus hermitien de Lanczos, l'orthogonalité peut être réelle­

ment perdue. 

Exemple 2 

Nous considérons la matrice obtenue par discrétisation de l'équation elliptique aux 

dérivées partielles suivante 

où 

Lu= f sur [0, 1] x [0, 1], 

âu 
Lu= -~u+O'-

âx' 
avec les conditions de Dirichlet u = 0 aux bords, en utilisant un schéma à cinq points sur 

une grille uniforme 20 x 20 avec un pas h = 1/21. Ceci nous donne une matrice creuse 

non symétrique de dimension n = 400 avec 1920 éléments non nuls. Pour le paramètre 0', 

nous choisissons 0' = 106 . Si nous résolvons le système linéaire résultant de dimension 400 

sans préconditionnement, alors nous obtenons les courbes de convergence suivantes pour 

MINERES(1 ), MINERES(O) et GMRES. 

figure 3, exemple 2, n=400 
8.----,----.---~-----.----.----,----~---,-----.---. 

6 

::::> 4 
'0 ·v; 
~ 

-5 2 

"" E 
0 
~ 0 
(J) 
'0 
0 
C,-2 
..Q 

-4 

-6 

---

1 

i 
1 
1 
L_ 

-8~--~----~--~----~----~--~----J---~----~--~ 
0 10 20 30 40 50 

Iterations 
60 70 80 90 100 



128 Systèmes étendus hermitiens et préconditionnement I LU 

Comme les courbes le montrent, aussi bien MINERES(1) que MINERES(O) donnent des 

résultats similaires. Au début des tracés, la convergence des courbes de MINERES(1) 

et GMRES coïncident. Après 20 itérations, nous observons une différence entre elles en 

faveur de MINERES(1). Utilisons maintenant le préconditionnement à droite I LUT(k, T) 
avec k = 5 comme niveau de remplissage et T = 10-1 comme seuil de remplissage. 
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figure 4, exemple 2, n=400 
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Iterations 

La figure 4 nous montre qu'après un nombre raisonnable d'itérations, MINERES(1) conver­

ge vers une bonne approximation de la solution x de (3.1) et que la courbe de GMRES 

présente une stagnation numérique. 

Exemple 3 

Nous appliquons MINERES(>.) et GMRES à une matrice non symétrique obtenue à 

partir de la discrétisation de l'équation aux dérivées partielles à trois dimensions 

Lu= f sur [0, 1] x [0, 1] x [0, 1], 

ou 
au au au 

Lu= -Lu+ x-+ y-+ z-- u, 
ax ay az 

avec les conditions de Dirichlet aux bords u =O. L'opérateur a été discrétisé en utilisant 

un schéma à sept points sur une grille uniforme 25 x 25 x 25 avec un pas h égal à 

1/26. Ceci nous donne une matrice creuse non symétrique de dimension n = 15625, avec 

105625 éléments non nuls. En utilisant le préconditionnement à droite I LUT(k, T, T') avec 
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k = 10, T = 10-3 et r' = 10-1 nous obtenons les courbes de convergence de MINERES(O), 

MINERES(10- 5
) et GMRES tracées dans la figure 5 suivante. 

figure 5. exemple 3, n= 15625 
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Clairement, les courbes de convergence de MINERES(O) et MINERES(l0-5 ) sont prati­

quement les mêmes. Dans cet exemple, la méthode GMRES ne présente pas de stagnation 

avant la 30-ième itération, et sa convergence est meilleure que celle de MINERES(O). Ici, 

nous choisissons À petit puisque nous savons que la matrice de cet exemple est mal condi­

tionnée. Par exemple, si nous prenons À = 1, alors nous observerons une stagnation 

numérique de MINERES(1). 

Exemple 4 

Considérons la matrice carrée tridiagonale de dimension n = 1000 donnée dans [84]. 

5.1 3 
2 5.1 3 

A= 
2 5.1 3 

2 5.1 

Cet exemple est choisi ici pour montrer que, si aucun préconditionnement n'est utilisé. 

la convergence de MINERES(.\) peut être lente. Nous remarquons ceci dans la figure 

suivante où nous traçons les courbes correspondantes à MINERES(O), MINERES(1) et 
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GMRES. 
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figure 6, exemple 4, n=1000 
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Dans cet exemple, GMRES ne stagne pas et donne de bons résultats. En revanche MI­

NERES(O) et MINERES(1) ont une convergence lente. Mais, si nous utilisons le précon­

ditionnement à droite I LUT(k, r, r') avec k = 10, r = 10-1 , r' = 10-1 ou I LUT(k, r) 

avec k = 10, r = 10-1, aussi bien MINERES(>.)(avec >.pas trop grand) que GMRES nous 

donnent, à la première itération, une très bonne approximation de la solution exacte de 

(3.1 ). 

3.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons proposé la méthode MINERES(>.) pour un système 

linéaire non hermitien. Théoriquement, MINERES(>.) évite le problème de stagnation que 

nous pouvons rencontrer dans les méthodes itératives de projection sur les sous-espaces de 

Krylov I<i(A,r0 ) pour i = 1,2, ... ,n. Les itérés de MINERES(>.) utilisent seulement des 

récurrences courtes et donc MINERES(>.) n'a pas besoin de stocker autant de vecteurs que 

GMRES. A partir de nos essais numériques, il est important de noter que nous remarquons 

souvent une faible performance de MINERES(>.), si aucun préconditionnement n'est uti­

lisé. D'autre part, MINERES(>.) combinée avec un préconditionnement convenable nous 

donne une bonne performance avec une convergence rapide. Il est aussi important de noter 

que MINERES(>.) peut être considérée comme une généralisation de MINRES et LSQR. 
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