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Résumé

Dans cette theése, nous avons défini une méthode générale qui construit une paire de
bases biorthogonales par rapport a une forme sesquilinéaire, non nécessairement hermi-
tienne définie positive. La construction de bases biorthogonales nous a permi de détermi-
ner de maniere récursive une projection particuliere bien définie, que nous avons appelée
projection biorthogonale, d’'un vecteur arbitraire sur un sous-espace sesquilinéaire régu-
lier. Pour la résolution des systemes d’équations linéaires, nous avons montré que de
nombreuses méthodes connues comme GMRES et MINRES sont basées sur la projection
biorthogonale de la solution, par rapport & une forme hermitienne définie positive, sur un

sous-espace de Krylov.

Nous avons étudié le probleme de la division par zéro di & la singularité de certains po-
lynémes orthogonaux formels. Afin d’éviter ce probleme et au lieu d’utiliser une stratégie
de ”look-ahead”, nous avons proposé d’employer une nouvelle méthode ALA qui consiste
a remplacer ceux qui n’existent pas par des polynémes biorthogonaux. Nous avons donné
trois mises en oeuvre principales de ALA que nous avons appliquées a la méthode de

Lanczos, a 'approximation de Padé et a I’epsilon algorithme.

A la fin de cette these, pour la résolution d’un systeme d’équations linéaires, nous avons
montré que 'utilisation d’un systeme augmenté hermitien avec un préconditionnement est
recommandé en cas de stagnation des méthodes qui projettent la solution sur les sous-

espaces de Krylov K;(A,rg) pour : = 1,2,...,n, comme c’est le cas pour GMRES.

Mots clefs

Biorthogonalité, bases biorthogonales, forme sesquilinéaire, projection, espace de Kry-
lov, polynémes orthogonaux, méthode de Lanczos, approximation de Padé, epsilon algo-

rithme, systeme augmenté, préconditionnement, stagnation.



Abstract

In this thesis, we defined a general method which build a pair of biorthogonal bases with
respect to a sesquilinear form, non necessarily Hermitian positive definite. The construc-
tion of biorthogonal bases allowed to determine recursively a particular well defined pro-
jection, that we called biorthogonal projection, of an arbitrary vector onto a regular ses-
quilinear subspace. For the solution of systems of linear equations, we proved that many
known methods as GMRES and MINRES are based on the biorthogonal projection of the

solution, with respect to a Hermitian positive definite form, onto a Krylov subspace.

We studied the breakdown problem due to the singularity of certain formal orthogonal
polynomials. In order to avoid this problem and instead of using a look-ahead strategy, we
proposed to use a new method ALA which consists of replacing those which do not exist
by biorthogonal polynomials. We gave three principal implementations of ALA which we

applied to the Lanczos method, to Padé approximation and to the epsilon algorithm.

At the end of this thesis, for the solution of systems of linear equations, we proved that
using an augmented Hermitian system with a preconditioner is recommended when the
methods which project the solution onto the Krylov subspaces K;(A,ro) fort=1,2,....n
stagnate, as for GMRES.

Key words

Biorthogonality, biorthogonal bases, sesquilinear form, projection, Krylov space, ortho-
gonal polynomials, Lanczos method, Padé approximation, epsilon algorithm, augmented

system, preconditioner, stagnation.
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Liste des notations

Nous donnons ici la liste des notations utilisées dans cette thése.

9L

v
dim L
ker(f)

Im(f)
'l

Vect(uy, us, ...

C[X]

7uk)

Espace des entiers naturels
Espace des entiers relatifs

Espace des nombres réels

Espace des nombres complexes
Partie entiere de n

Division Par Zéro

Presque Division Par Zéro
Conjuguée-transposée de la forme g
Transposée de A

Adjoint de A

conditionnement de la matrice A
Conjugué du nombre complexe a
g-orthogonalité a droite
g-orthogonalité a gauche

Produit hermitien de C*

Norme euclidienne de C*
A-norme (||z]|4a =< Az,z >y)
Restriction de g au sous-espace L

Espace dual de V

Espace dual conjugué de V
Dimension de L

Noyau de f

Image de f

Somme directe de L' et L

Espace engendré par les vecteurs uy, us, .. .

Espace des polynémes a variable z

s Uk
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Introduction générale 1

Introduction générale

Rien n’est du au hasard.
Toute chose a une histoire,
et toute histoire a un passe.

Suis-je pass€ pour étre présent dans votre futur?

La résolution des systemes linéaires est un sujet classique de l’algeébre linéaire qui
intervient dans de nombreux domaines et qui reste néanmoins toujours d’actualité. La
modélisation des problemes que nous rencontrons en physique, en mécanique, en élec-
trotechnique et d’une facon générale dans l'ingénierie, conduit, éventuellement apres une
discrétisation, a la résolution des systéemes d’équations linéaires en dimension finie. Citons
par exemple la discrétisation par la méthode des différences finies ou par la méthode des

éléments finis d’un probléme d’équations aux dérivées partielles.

Soit a résoudre le systeme d’équations linéaires

Az =b, (0.1)

ou A est une matrice et b un vecteur de C".

Pour une matrice A carrée réguliere de dimension n, le calcul numérique d’une valeur
approchée de la solution exacte £ = A~1b se fait de deux maniéres différentes, I’une directe

et autre itérative.

& Les méthodes directes consistent a factoriser la matrice A en un produit de matrices
faciles a inverser. En pratique, la stabilité numérique d’une telle factorisation a une
importance capitale. Les deux factorisations LU avec pivotage et QR de la matrice
A sont les plus utilisées en raison de leur stabilité numérique. Cependant, dans le
cas d’une matrice A de grande dimension n, ces deux factorisations nécessitent un

stockage de l'ordre de O(n?) et un coiit algorithmique élevé de 'ordre de O(n®).



o

Introduction générale

& Contrairement aux méthodes directes, les méthodes itératives sont le plus souvent

utilisées lorsque la matrice A est d’une grande dimension (n > 1000) et surtout si
A est creuse. La programmation de ces méthodes ne modifie pas la structure de
A et nécessite, en général, un stockage et un cout algorithmique convenables. En
plus, ces méthodes itératives sont les mieux adaptées au calcul parallele. Une classe
de ces méthodes itératives est basée sur la minimisation d’une certaine norme de
I’erreur sur un sous-espace de Krylov. La convergence des méthodes de cette classe
vers une valeur approchée de la solution exacte est obtenue, en général, en un petit
nombre d’itérations par rapport, bien sur, a la taille globale de la matrice A. Parmi
les éléments de cette classe, citons la méthode du gradient conjugué (CG: Conjugate
Gradient method) due a Hestenes et Stiefel [70] qui est utilisée lorsque la matrice

A est hermitienne définie positive ainsi que les méthodes de type CG suivantes:

- MINRES (MINimum RESidual method) et SYMMLQ (SYMMetric LQ) dues
a Paige et Saunders [88] qui supposent seulement que la matrice A soit hermi-
. tienne. Notons que MINRES est mathématiquement équivalente a la variante
CR (Conjugate Residual) de la méthode CG sauf qu’elle résout un probléme
aux moindres carrés obtenu grace au processus hermitien de Lanczos {76] pour

minimiser le résidu.

— La méthode CG appliquée respectivement aux équations normales AA™y = b
avec z = Ay et A”Ax = A*b nous donne respectivement les deux méthodes
CGNE (Conjugate Gradient on Normal equations to minimize the Error) due a
Craig [41] et CGNR (Conjugate Gradient on Normal equations to minimize the
Residual) due & Hestenes et Stiefel [70]. Ces deux méthodes CGNE et CGNR
ne supposent aucune condition sur A et minimisent respectivement la norme
euclidienne de ’erreur et du résidu. Cependant, il est connu que la matrice AA*
(ou A*A) peut étre mal conditionnée, ce qui entraine une convergence lente de

ces méthodes.

— LSQR (Least Squares QR), due & Paige et Saunders [89], est mathématique-
ment équivalente a CGNR. Mais LSQR peut étre considérée comme une bonne
maniére de mettre en oeuvre CGNR.

— USYMLQ (UnSYMmetric LQ) et USYMQR (UnSYMmetric QR) sont dues a
Saunders, Simon et Yip [107]. Ces deux méthodes ont une caractéristique par-
ticuliere qui consiste a projeter la solution du systeme sur une somme de deux
sous-espaces de Krylov. Notons cependant que ces deux méthodes présentent

un probleme de division par zéro auquel nous ne pouvons remédier que par
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un changement des vecteurs qui sont choisis initialement. Par la suite, nous

adaptons 'abréviation DPZ qui signifie division par zéro.

Il est important de noter que CGNE, CGNR, LSQR, USYMLQ et USYMQR sont
utilisées pour une matrice A quelconque. En général, sans préconditionnement, ces
méthodes ont une convergence lente, ce qui a poussé les chercheurs a développer

d’autres méthodes plus compétitives. Nous en citons ci-dessous quelques unes.

— ORTHOMIN est due a Vinsome [118]. Les résultats théoriques sur la conver-
gence de cette méthode ont été analysés par Axelsson [3] et les auteurs de

[48, 49]. Cette méthode est aussi connue sous le nom de GCR (Generalized
Conjugate Residual method) dans [49].

- ORTHORES et ORTHODIR sont dues a Young et Jea [127]. ORTHOMIN,
ORTHORES et ORTHODIR different seulement dans la fagon de programmer
le résidu. Mais il s’avere que ORTHOMIN est la plus stable numériquement.

- FOM (Full Orthogonalization Method), due & Saad [97], utilise le processus
d’Arnoldi [1, 96, 97] et la condition d’orthogonalité de Petrov-Galerkin pour se
ramener, a chaque itération, a un systeme linéaire dont la matrice est de Hes-
senberg. Cette matrice de Hessenberg peut étre singuliere, ce qui est considéré
comme un handicap. Nous disons aussi que FOM souffre d’une DPZ causée par
la condition de Petrov-Galerkin. FOM est aussi dite méthode d’Arnold:.

~ — GMRES (Generalized Minimal RESidual method), due & Saad et Schultz [100],
minimise le résidu et utilise le processus d’Arnoldi, ce qui lui permet d’échapper
a la DPZ de la méthode FOM. GMRES consiste a se ramener grace au proces-
sus d’Arnoldi a un probleme de minimisation au sens des moindres carrés, qui
se résout a I’aide d’une factorisation QR obtenue par les rotations de Givens.
GMRES utilise une orthogonalisation compléte du processus d’Arnoldi. Il est
bien connu qu’une telle orthogonalisation nécessite un cott algorithmique élevé.
C’est pourquoi Wu et Saad ont utilisé la technique d’orthogonalisation incom-
plete [98, 96] pour définir la méthode DQGMRES [103]. Une autre technique

souvent utilisée est celle du redémarrage.

- BCG (Bi-Conjugate Gradient method), due a Lanczos [77] et rendue populaire
par Fletcher [533], utilise le processus non hermitien de Lanczos et la condition
de biorthogonalité de Petrov-Galerkin. BCG est une extension de la méthode
du gradient conjugué au cas non hermitien. Malheureusement, sa convergence
peut étre irréguliere et comme FOM, BCG souffre d'une DPZ qui correspond
a la singularité de la matrice de Hessenberg. BCG souffre d’une autre DPZ qui
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est celle du processus non hermitien de Lanczos. Cette derniere DPZ peut étre
évitée grace aux stratégies de "look-ahead” connues [90, 56, 83]. La convergence
irréguliere de BCG peut étre rendue réguliere grace a la méthode MRS (Mini-
mal Residual Smoothing) due & Schénauer [110] et qui a été étudiée en détail
dans [121, 122, 123].

- QMR (Quasi Minimal Residual method) est due a Freund dans le cas symé-
trique [55] et a Freund et Nachtigal dans le cas non symétrique [54]. QMR
utilise le processus non hermitien de Lanczos pour se ramener a un probleme
de ”quasi-minimisation” qui évite une éventuelle DPZ due a la singularité de
la matrice de Hessenberg de la méthode BCG. La DPZ due au processus non
hermitien de Lanczos peut étre évitée de la méme fagon que dans BCG par les

stratégies de "look-ahead”.

- CMRH (Changing Minimal Residual method based on the Hessenberg process),
due a Sadok [103], utilise la technique de ” quasi-minimisation” du résidu
comme pour la méthode QMR et le processus de Hessenberg [73, 124].

- CGM (Conjugate Gradient Multiplied) est une classe de méthodes, introduite
simultanément par Brezinski [14] et Gutknecht [64]. Ce type de méthodes est
aussi connu sous le nom de ”Lanczos-type product methods”(LTPM). Les deux
méthodes CGS (Conjugate Gradient Squared) due a Sonneveld [112] et Bi-
CGSTAB due a Van Der Vorst [116] sont de type CGM. Cette classe CGM
est basée sur la méthode de Lanczos et donc ce type de méthodes a aussi un

probleme de DPZ.
- MRSe (Minimal Residual Seminorm method), due a Heyouni et Sadok [71], est

basée sur une semi-minimisation du résidu. Les résultats théoriques et numé-

riques de cette méthode ont été étudiés en détail dans [72].

La plupart des travaux qui ont été fait dans le domaine de la résolution des systemes li-
néaires utilisent la notion de projection orthogonale par rapport a une forme hermitienne.
Ici, nous n’allons pas nous restreindre au cas hermitien, mais nous allons considérer un cas
plus général, celui d’une forme sesquilinéaire qui n’est pas nécessairement non dégénérée,
et définir ainsi la notion de la projection biorthogonale. Ce cas général va nous permettre
de retrouver les méthodes directes comme des méthodes de projection biorthogonale par
rapport a une forme sesquilinéaire, en général non hermitienne. Par exemple, nous allons
voir que la méthode de Gauss est une méthode de projection biorthogonale, c’est-a-dire
basée sur la construction de deux bases biorthogonales et qui consiste a projeter le vecteur

b de Az = b sur des sous-espaces engendrés par des éléments de ces deux bases. Tout ceci
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Ut

sera le sujet du Chapitre 1.

En 1892, le mathématicien francais Henri Padé (1863-1953) a étudié en détail dans sa
these [86], sous la direction de Charles Hermite (1821-1901), des approximants qui portent
maintenant son nom : Approximants de Padé. Mais ces approximants avaient déja été ob-
tenus pour des cas particuliers en 1758 par Johann Heinrich Lambert (1728-1777) et aussi
en 1776 par Joseph Louis Lagrange (1736-1813) suivant 'approche des fractions continues.
Une étude historique bien détaillée a été faite sur ce sujet dans [13]. L’utilisation de ces
approximants de Padé dans divers domaines leur a donné une importance capitale. Il y
a plusieurs maniéres pour calculer un approximant de Padé. Nous pouvons directement
résoudre un systeme linéaire pour trouver 'approximant de Padé que nous cherchons.
Cette résolution de systeme linéaire peut se faire par une méthode itérative qui minimise
I’erreur suivant une certaine norme. Dans ce travail, nous allons plutét nous intéresser aux
relations qui nous permettent de calculer un approximant de Padé quelconque a partir
d’autres approximants de Padé. C’est-a-dire, en d’autres termes, avoir des relations de
récurrence qui nous permettent de suivre un chemin arbitraire dans la table de Padé.
Plusieurs auteurs ont travaillé sur ce sujet. Baker a donné dans [6] un algorithme pour
se déplacer dans la table de Padé le long de deux antidiagonales adjacentes en escaliers
montants. L’algorithme de Pindor proposé dans [93] utilise le méme chemin que celui de
Baker mais dans les deux sens: en montant et en descendant. Watson a donné dans [120]
un algorithme pour se déplacer sur deux diagonales adjacentes en escaliers descendants.
Brezinski a généralisé la méthode de Gragg [61] dans [9] en utilisant une méthode de bor-
dage de la résolution des systemes d’équations, afin de se déplacer le long d’une diagonale
en descendant. D’autres méthodes basées sur la théorie des fractions continues peuvent
étre trouvées dans [125], malheureusement ces méthodes nécessitent la connaissance de
tout le tableau gd qui s’obtient a partir de I'algorithme ¢d. L’algorithme gd (quotient-
difference algorithm) est di & Rutishauser [95]. Henrici a montré dans [69] que la forme
progressive de qd est la plus stable. Toutes ces relations de récurrence sont retrouvées

dans le cadre unifié de la théorie des polynémes orthogonaux formels [10].

Dans le cas général d’une table de Padé non normale (c.a.d qui présente des blocs),
tous les algorithmes que nous avons cité ci-dessus peuvent heurter des blocs et avoir ainsi
une défaillance. Cette défaillance est liée au probleme de la DPZ dans la programmation
des polynémes orthogonaux formels. Elle n’est pas due a ’algorithme utilisé mais plutot
a la série étudiée. Il y a plusieurs méthodes pour éviter une telle défaillance, par exemple

celle qui consiste a se déplacer sur la frontiere des blocs, étudiée par Graves-Morris dans
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[63], ou celles que nous allons citer au deuxieme chapitre. Mais ces méthodes nécessitent
le calcul de plusieurs éléments d’une certaine table, par exemple celle de gd ou c¢elle des
déterminants de Hankel. L’algorithme donné par Draux et Van Ingelandt dans [45] est le
seul qui ne nécessite le calcul global d’aucune table et qui permet de se déplacer dans la

table de Padé suivant un chemin arbitraire.

Si nous regardons soigneusement ce qui a été fait jusqu’a présent sur 1’étude des blocs
d’une table de Padé, notamment celle des polynomes orthogonaux, alors nous allons
constater que pour calculer les approximants de Padé nous passons directement d’un
c6té a 'autre d’un bloc, ce qui équivaut a faire un saut. Nous pouvons dire alors que
chaque technique qui consiste a sauter les blocs est un "look-ahead”, comme dans la mé-
thode de Lanczos. C’est pourquoi dans le Chapitre 2, nous allons introduire la méthode
ALA dont I’idée originale est donnée dans [4]. ALA apporte un remede au probléeme de
la DPZ et remplace les stratégies de "look-ahead”. Pour les approximants de Padé, ALA
va nous permettre de construire une sorte de pont pour chaque bloc et d’éviter ainsi de
sauter en se servant des relations de récurrence seulement a trois termes. Plus précisément
nous allons introduire, a 'intérieur des blocs, des approximants générés par des polynémes
biorthogonaux qui vérifient des relations de récurrence a trois termes et dont les degrés ne
se succedent pas. Les propriétés de ces polyndomes biorthogonaux permettent de rejoindre
par une suite de récurrence a trois termes les points intéressants de la table de Padé. Ce
qui nous pousse a dire que la présence d’un bloc dans la table de Padé n’est plus guere
un probléme ou une difficulté. Au contraire, elle favorise les approximants qui se trouvent
au Nord et a ’Ouest d’un bloc. Le chapitre 2 traite, en plus de I’approximation de Padé,

de la méthode de Lanczos et de ’epsilon algorithme.

Dans le Chapitre 3, nous introduisons la méthode MINERES(A) (MINimum Expan-
ded RESidual method). Cette méthode est une généralisation des méthodes MINRES et
LSQR. De plus, elle a ’avantage d’avoir une bonne convergence lorsqu’elle est combi-
née avec un bon préconditionnement et elle est facilement parallélisable. MINERES(A)
consiste a appliquer MINRES a un systeme hermitien étendu qui dépend de la constante
A. La raison principale pour laquelle nous avons introduit cette méthode est le probleme
de la stagnation; en effet, les méthodes qui projettent la solution de Az = b sur les sous-
espaces de Krylov K;(A,ry), engendrés par ro, Aro, ..., A'"lry, peuvent stagner lorsque
la matrice A est non hermitienne. En revanche, nous allons montrer que MINERES( )

n’a aucun probléme de stagnation. Nous allons aussi donner des exemples numériques qui

montrent cet avantage de MINERES()).



Chapitre 1

Projection biorthogonale

1. 1 Introduction

Diverses méthodes directes et itératives pour résoudre un systeme d’équations li-
néaires sont des méthodes de projection. Dans ce chapitre, nous allons définir une mé-
thode générale de biorthogonalisation par rapport a une forme sesquilinéaire quelconque
g, que nous appelons GBO (General BiOrthogonalization). Cette méthode GBO donne
lieu a deux processus GBOR et GBOD. Le processus GBOR généralise plusieurs processus
connus, en particulier, le processus de Gram-Schmidt, le processus de Lanczos [77] et celui
de Hessenberg généralisé [124]. GBO va nous permettre de définir par la suite une mé-
thode générale de projection biorthogonale qui dépend du choix de certains parametres.
Selon le choix de ces parametres, nous allons retrouver plusieurs méthodes connues de

résolution des systémes linéaires.

Dans les sections suivantes, nous désignons par £ et F' deux espaces vectoriels sur le
corps des nombres complexes € de dimensions respectives m et m'. Dans le cas ot E
et F sont de dimensions infinies, nous posons par convention m = m’ = oo. Dans ce
travail, nous nous intéressons aux espaces vectoriels qui admettent des bases finies ou

dénombrables.

1.2 Formes sesquilinéaires

Pour résoudre n’importe quel systeme linéaire, nous utilisons souvent des méthodes
pour orthogonaliser ou orthonormaliser une base donnée comme par exemple le processus
de Gram-Schmidt [97] ou celui de Lanczos dans le cas hermitien. Cette orthonormalisation
dépend d’un produit scalaire hermitien. Ici, au lieu d’un produit scalaire, nous utilisons

la notion d’une forme sesquilinéaire quelconque, c’est-a-dire éventuellement dégénérée et
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non hermitienne.

Nous commencons tout d’abord par étudier les espaces munis de formes sesquilinéaires.
Signalons que ceux munis de formes bilinéaires hermitiennes ont été étudiés par plusieurs

auteurs, et particulierement par Bogndr (8] et Scharlau [109].

Définition 1.1 Nous appelons forme sesquilinéaire (ou application sesquilinéaire) sur
E x F toute application g : E x F —— € vérifiant les conditions suivantes :

-Vz € F Uapplication y € E —> g(y, z) est linéaire,

- Yy € E lUapplication z € F — ¢*(z,y) est linéaire,

ot la conjuguée-transposée g* de la forme sesquilin€aire g est définie sur F' X E par

g9 (y,2) = 9(=,9), (1.1)

la barre désignant le conjugué d’un nombre compleze.

La paire (F x F,g) est appelée espace sesquilinéaire. Lorsque E =F, cet espace sesquili-
néaire est désigné par la paire (E, g).

Remarque 1.1 Dans la définition d’une forme sesquilinéaire, nous pouvons remplacer
Papplication z — Z par un automorphisme involutif quelconque de C et tous les résultats
que nous allons énoncer restent valables. Ainsi, comme la coincidence z —— z est un
automorphisme involutif de €, une forme bilinéaire sera considérée, par la suite, comme

un cas particulier d’une forme sesquilinéaire.

D’apres la définition, il est clair que g* de la forme sesquilinéaire g est aussi sesquili-
néaire. Si la condition g = ¢g* est vérifiée, alors la forme g est dite hermitienne [109]. Une
forme hermitienne est définie positive (respectivement semi-définie positive) si pour tout
y € E,g(y,y) > 0 (respectivement g(y,y) > 0).

Définition 1.2 Un vecteury € E est g-orthogonal a gauche au vecteur z € F sig(y,z) =
0. Nous disons ausst dans ce cas que z est g-orthogonal a droite au vecteur y et nous notons

yoel z, 2z Lgy.
Soient L et L' deux sous-espaces respectifs de E et F. Nous désignons par

Ly ={z€eF] Vye L, g(y,2) = 0}
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le sous-espace g-orthogonal a droite a L et par
L't ={ye E/ Vze L, gly,z) =0}

le sous-espace g-orthogonal & gauche a L'.

Grace a (1.1), nous avons les deux égalités suivantes

L't =Lt et Lto = Lot (1.2)

1.2.1 Notations matricielles

Pour tout k fini ou infini, le produit hermitien < .,. > (sous réserve qu’il existe) de
deux vecteurs y = (y;)i=1,..k €t 2 = (2i)iz1,.x de CF est défini par

k
<Y,z >k= Zyﬁf,

i=1

que nous écrivons souvent sous forme d’un produit de matrices < y,z >;= z*y. Si k est
fini (k < 00), alors < .,. > est une forme hermitienne définie positive associée a la norme
euclidienne de C* définie par

lylle =< y,y >3*.

L’indice k est omis s’il n’y a pas d’ambiguité.
Considérons une base finie ou dénombrable 8 = {u1, uq,...} de I’espace vectoriel E et une

! ’ ! . .y Y
autre base 8 = {u,,u,,...} de F. Si g est une forme sesquilinéaire sur £ x F', alors

G =G, 5y = (g(uiu;))ij = (Gij)ij

est appelée la matrice de g par rapport & B et 8. Ainsi, il est clair que la matrice de g~ est

la conjuguée-transposée G* de GG. Par conséquent, si g est hermitienne, alors G est aussi

hermitienne.
! I
Pour chaque y = Y7, yiu; de E et z =372, z;u; de F' nous avons
t U 1 _—
Y 9(ur,uy) g(ur,ug) .. 21
! PE—

g(y,z) = Y2 g(u2au1) g(uz,ulz) 2o
: : = - : (1.3)

=476z =< GTy,2>_1=<y,Gz >n,
ou nous identifions y et z avec les vecteurs colonnes appropriés qui contiennent leurs
composantes respectivement par rapport aux deux bases 8 et 8.
Notons que l’espace Sq(E x F, C) de toutes les formes sesquilinéaires est isomorphe a
I’espace ™™ de toutes les matrices rectangles ou infinies m x m’. Cet isomorphisme
nous permet d’étudier Sq(E x F, C) a travers g
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1.2.2 Espaces réguliers

Commengons par rappeler la définition d’un espace régulier.

Définition 1.3 Un espace sesquilinéaire (E X F, g) est régulier (ou non dégénéré, ou non
singulier) si Fot = {0} ou Ets = {0}.

Un espace sesquilinéaire non régulier est appelé singulier. La relation (1.3) nous permet

de déduire le théoréme suivant

Théoréme 1.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. L’espace sesquilinéaire (E x F,g) est régulier.

2. Les colonnes ou les lignes de la matrice G de g (par rapport a deuzx bases arbitraires

de E et F') sont linéairement indépendantes.
3. L’espace sesquilinéaire (F x E, g*) est régulier.

Si de plus m < co et m' < oo, alors les trois propriétés précédentes sont équivalentes auz

deux propri€tés suivantes.
. . !
4. Le sous-espace E+s est de dimension max{m —m,0}.

. . 1
5. Le sous-espace F's* est de dimension max{m —m',0}.

Si m = m' < oo, alors nous pouvons facilement voir que les deux sous-espaces Fst

et Ets sont réduits & {0} si au moins I'un des deux l'est. Aussi, dire que (E x F, g) est
régulier revient a dire que G est inversible.
Pour deux sous-espaces L de E et L' de F, nous notons gr . latestrictiondega L x L.
(L x L', gp.;) est appelé sous-espace sesquilinéaire de (E x F,g). Ce sous-espace est
souvent noté (L,gr) danslecas ot F = F et L = L' avec g1, = grxz. Si (L x L',ngL')
est régulier, alors L x L' est appelé sous-espace régulier de E.

Donnons maintenant quelques notations et définitions relatives a un espace vectoriel V
qui admet une base finie ou dénombrable. Nous désignons par dim V la dimension de V.
Une application s: V — € est appelée semi-linéaire, si S est linéaire [34]. Par exemple,
la forme g est semi-linéaire par rapport & la seconde variable. Notons V 1'espace dual de
V' (P’espace vectoriel de toutes les applications linéaires V —— C). L’ensemble de toutes

les applications semi-linéaires est un espace vectoriel appelé le dual conjugué de V', noté
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V. Pour chaque base X = {vy,v,...} de V, nous désignons par R = {?1,02,...} la base
duale de V associée & X et définie par

9i(v;) = &;; (symbole de Kronecker).

Alors, il est facile de voir que R = {¥1,02,...} est une base de T/—, appelée base duale
conjuguée.

Soit I’application h: V' x Vi € qui fait correspondre le nombre complexe ¥(z) a tout

couple (z,v) de V x V. Nous pouvons facilement voir que h est une forme sesquilinéaire,
ce qui nous permet de définir le sous-espace L* de V h-orthogonal _au sous-espace L

de V et le sous-espace L' de V h-orthogonal au sous-espace L' de V. D’une maniére
analogue, considérons ’application ‘

7
(¥, ¢) —

qui fait correspondre le nombre complexe ¢(3) a tout couple (¢, @) de V x

<op)

Lemme 1.1 5: V est de dimension finie, alors l’application linéaire canonique

Iy :

peViapy) e €
est un isomorphisme et nous avons Iyv(L*t) = Lt pour tout sous-espace L de V.

Preuve:.

La propriété Iy (L**) = L*/ est une conséquence du fait que Iy est un isomorphisme.
Il est simple de prouver que [y est un isomorphisme. En effet, elle est similaire a celle
donnée par exemple dans [30] ou il suffit de remplacer Pespace dual V par I’espace dual
conjugué V.

n
Si nous identifions V et V 4 I’aide de I, alors L++ et L*/ deviennent un méme sous-
espace de V.

Théoreme 1.2 Supposons que V est de dimension finie k. Pour tout sous-espace L de
V nous avons

dim L+ dim L** = k.
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’ —
Pour tout sous-espace L' de V, nous avons

dim L'+ dim L'** = k.

Preuve:

Tout d’abord, notons que la seconde propriété de ce théoreme se déduit de la premiere
en utilisant le Lemme 1.1. Nous allons donc montrer uniquement la premiere propriété.
Si L = V, il est est évident que L** = {0}. De méme, si L = {0}, il est évident que
L* = V. 1l reste & examiner le cas ot dim L =i € {1,2,...,k — 1} avec k > 2. Soit
{y1,¥2,--.,yi} une base de L que nous complétons en une base X = {y1,ys,...,yx} de V.
La base duale conjuguée de V associée & R est R = {1:T2>-->Jr}-

Une forme linéaire ¢, écrite dans la base duale conjuguée sous la forme ¢ = E§=1 aﬁj, est
un élément de L** si et seulement si h(y;,¥) = ¥(y;) = 0 pour j = 1,2,...,1, c’est-a-dire
tout simplement que a; = 0 pour j = 1,2,...,i. Dot L*r = Vect(§i+1,§i+2,...,§k) est

de dimension k£ — z. =

Soient B et 8 deux bases respectives de E et F. Considérons maintenant trois trans-
formations §: F —— E, g: E+— Fetg : F — E définies par g(z): y — 9(y, 2),
9(y):z— gly,2) et g (2): y —> E(_y,_z) pour tout y € E et z € F. 1l est évident que g
et g ainsi définies sont linéaires. L’une des propriétés de cette construction est 1'égalité
g = ;\: La matrice de g par rapport aux bases 8, 8’ est exactement la matrice G de g
par rapport 4 B et 8. Et comme nous venons de voir que § = ZS, alors la matrice de g
est G*.

Ceci montre que (E x F, g) est régulier précisément lorsque au moins 'une des deux trans-

formations linéaires g et g est injective.

Théoréme 1.3 Soient deuz sous-espaces L de E et L' de F de dimensions finies.
i/ Sim' < oo, alors dim L+ dim L*s =m' +dim Fst 0 L.
ii/ Sim < oo, alors dim L' +dim L'st =m +dim E+sN L.

i) L' C (L'ot)s et L C (L*o)9t.

Preuve:
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i/ est tout simplement une conséquence de la propriété tres connue d’une application
linéaire f: L — F suivante

dim Ker(f)+ dim Im(f) = dim L,

ou Im(f) et Ker(f) sont respectivement 'image et le noyau de f. Il suffit de remplacer
f par la restriction de g & L. Ce qui nous donne Ker(f) = Fst N L. Le Théoreme 1.2
implique que dim Im(f) = dim F —dim L*¢ car L*¢ = Im(f)**. D’ot le résultat de i/.
D’apres les égalités de (1.2), il est clair que 17/ n’est qu’une conséquence de i/. Tandis

que la preuve de 77/ est évidente. n
Corollaire 1.1 Soient deuz sous-espaces L de E et L' de F. Supposons que (E x F,g)
soit un espace régulier avec m' < oo et m < 0o.

i/ Sim <m', alors dim L+ dim L*v =m'.

1/ Si m' < m, alors dim L'+ dim L'st =m.

i/ Sim=m', alors L' = (L's*)%s et L = (L*9)s+.

Preuve:

En utilisant le théoreme précédent sous I’hypothése que (E x F,g) est régulier, le ré-
sultat de ce corollaire est immédiat. Nous pouvons aussi proposer une preuve similaire a

celle donnée dans [34]. ]
Théoréme 1.4 Tout sous-espace régulier L x L' de (E x F,g) avec dim L =1 < oo et
dim L' =1' < oo a les propriétés suivantes :

i/ dim LN L's* =max{l —',0} et dim L' N L*s = max{l' —,0}.

i1/ Sil <, alors L+ L's* = E.

i) Sil<l, alors L'+ Lts = F.
Preuve:

L x L' est supposé régulier, donc d’apres le Théoreme 1.1 nous avons le résultat de 7/.
Soit y € E, posons f = g(y)|;/ qui désigne la restriction de g(y) & L'. Si nous supposons
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que I' <1, alors 91’ €st surjective puisque L x L’ est régulier. Par conséquent, il existe
z € L tel que

f=9gp(z)=9(2)l-
Ainsi pour tout t € L',

Alors, nous pouvons écrirey = z+ (y —2) ou z € L et y — z € L's*. Ce qui prouve que

L+ L'st = E. La propriété § = g* que nous avons vu précédemment nous permet de

conclure pour la seconde somme L' + Lt = F de iii/. n

En supposant, dans le théoréme précédent, que les deux sous-espaces L et L’ ont la

~ . . ! ’ . .
méme dimension | = [ < 0o, nous obtenons comme conséquence le corollaire suivant.

Corollaire 1.2 Pour tout sous-espace régulier L x L' de (E x F,g) vérifiant dim L =
dim L', nous avons

QL =F et LQL* = E.

1.2.3 Base orthogonale et biorthogonale

Soit D = {p1,ps2,...,p} un ensemble de vecteurs de E avec | un entier qui
peut prendre une valeur infinie (c.a.d | = oo) pour désigner ’ensemble dénombrable

{p1,p2,--.}. De méme soit Q@ = {q1,42,.--,q} un ensemble de vecteurs de F'.

Définition 1.4 S7 g(p;,q;) = 0 pour i # 7, alors nous disons que D est g-biorthogonal
a Q & gauche et que @ est g-biorthogonal ¢ D a droite. Si de plus g(pi,q;) = 1 pour
i=1,...,min{[,{'}, alors D est g-biorthonormal d Q & gauche et Q est g-biorthonormal
a D a droite.

En I’absence de toute confusion, nous dirons tout simplement que les deux familles D et
@ sont g-biorthogonales ou g-biorthonormales.

Lemme 1.2 i/ Si D et QQ sont g-biorthogonales et vérifient la condition
g(pi, i) #0 pour i=1,... min{l,I'}, (1.4)
alors {py,pa, ..., pr} et {q1,q,-..,qx} sont deuz familles libres avec k = min{l,'}.

ii/ Si L x L' est un sous-espace régulier de (E x F,g) et si D et Q sont deuz bases
g-biorthogonales respectives de L et L', alors D et Q vérifient la condition (1.4).
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Preuve:

i/ Supposons que la famille {py, p2,...,pr} soit liée; il existe alors un élément p;, qui
s’écrit comme combinaison linéaire des autres. En utilisant le fait que D et @) sont
g-biorthogonales, nous aurons ¢(p;;,,q;,) = 0. Or ceci est en contradiction avec la
condition (1.4).

D’une maniére analogue, nous montrons que {qi,qa, ..., gk} est libre.

ii/ est une conséquence de la définition d’un espace régulier. En effet, s’il existe un
.~indice ip € {1,...,min{l,I'}} tel que g(p;,,q:,) = 0, alors p;, € L's* et q;, € L'9, ce

qui est en contradiction avec I’hypothese que L x L' est un sous-espace régulier. m

Si D et @ sont deux bases g-biorthogonales respectives de L et L’ vérifiant la condition

(1.4), alors la normalisation suivante de-p; et g;

g,(Pi,qz') = 2?

pi=2"'p; (1.5)
. |

qz =z Q1

associe & D et ) deux bases g-biorthonormales D" = {p,,p,,...,p;} et Q' = {q}, ¢, - -, qI',}.

Théoreme 1.5 Si L x L' est un sous-espace régulier de (E x F, g) avec L ou L' de dimen-

sion finie, alors il existe deuzx bases, I’une de L et Uautre de L', qui sont g-biorthogonales.

Preuve:
Nous allons donner une démonstration constructive. Soient N = {vi,va,..., v/} et
. ’ . N .
D = {wy,ws,...,wp} deux bases respectives de L et L. Nous pouvons obtenir, a partir

de N et D, deux bases g-biorthogonales M = {p1,p2,...,pi} de L et Q = {q1,92,--., 9}
de L' en biorthogonalisant par rapport a g les deux bases N et D. D’apres le Lemme 1.2,
M et @ doivent vérifier la condition (1.4). La méthode qui consiste a construire les deux
bases M et () sera appelée la méthode générale de biorthogonalisation par rapport a g
que nous noterons brievement GBO. Cette méthode donne naissance a deux processus
nouveaux GBOR et GBOD. La lettre D dans GBOD signifie le mot direct car le proces-
sus GBOD que nous allons donner plus tard utilise a chaque étape tous les éléments des
deux bases N et D. La lettre R dans GBOR signifie le mot récursif car, dans le processus

GBOR que nous allons décrire ci-dessous, les éléments des deux bases N et D sont donnés
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récursivement, c’est-a-dire au cours de ’application de GBOR. Commenc¢ons maintenant

par décrire ce nouveau processus GBOR.

Etape k = 1: (Initialisation)

L x L' est supposé régulier, donc il existe deux vecteurs v; et w; pour lesquels
g(vi,,wj, ) # 0. Nous définissons récursivement deux permutations ¢ de {1,2,...,[} et
9 de {1,2,...,l'}, c’est-a-dire qu’a chaque étape k nous donnons les valeurs de 8(k) et
o(k). Pour commencer, nous posons o(1) = 1; et (1) = j;. Notons que %; et j; peuvent
étre choisis de différentes manieres suivant ’espace E x F' sur lequel nous travaillons, par
exemple voir [4] ol ¢ est prise égale a I'identité et 6(1) est le plus petit indice j; tel que
g(v1,w;,) # 0. Nous normalisons les deux vecteurs v,(;) et wg(;) pour obtenir respective-

ment les vecteurs normalisés p; et g;.

Etape k = 2:

Posons L = Vect(vy(1)) (le sous-espace de L engendré par Ua(l))7 L = Vect(wg)) (le
sous-espace de L' engendré par wg(1)) et Lo = Ly = {0}. Soit j» € {1,2,...,0'}\{6(1)},
le vecteur wj, est biorthogonalisé a droite par rapport a g a un vecteur p; que nous
choisissons dans L)\ Lo, en retranchant de w;, un multiple de g, pour que le vecteur

résultant ¢ soit g-biorthogonal a p; a droite, c’est-a-dire

q=w; — g(ﬁlawjz)/g(ﬁhql)ql'

Soit iy € {1,2,...,l}\{o(1)}, le vecteur v;, est biorthogonalisé a gauche par rapport a g
4 un vecteur § que nous choisissons dans L;\ Ly, en retranchant de v;, un multiple de p;,

pour que le vecteur résultant p soit g-biorthogonal a ¢; a gauche, c’est-a-dire

P =V — g(viz’zjl)/g(phgl)pl-

Les choix de i et j, se font dans le but d’avoir g(p, q) # 0, ce qui est tout a fait possible
puisque L x L est régulier. La normalisation des deux vecteurs résultants p et g nous

donne alors deux vecteurs normalisés p, et go. Nous posons o(2) = iz et §(2) = 72.

Etape k = 3,4,...,min{/,['}:

Posons Lyp_; = Vect(va(l), Vo(2)s -+ Ug(k..l)) et L;C_l = Vect(wg(l), We(2)s -+« - 5 wg(k_l)).
Soit jx € {1,2,...,I' }\0({1,2,...,k —1}), le vecteur w;, est biorthogonalisé & droite par
rapport a g a des vecteurs p; que nous choisissons dans L;\L;_; pour t = 1,2,...,k — 1,

en retranchant de w;, une combinaison linéaire des g; qui sont déja calculés, pour que le
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vecteur résultant g soit g-biorthogonal aux vecteurs p; a droite, c’est-a-dire

1=k—1
q= Wy — Z g(ﬁ’iawjk)/g(ﬁiaqi)qi'

=1

Soit i € {1,2,...,{\c({1,2,...,k —1}), le vecteur v;, est biorthogonalisé a gauche par
rapport a g a des vecteurs ¢; que nous choisissons dans L;\L;_1 pour y =1,2....,k—1,
en retranchant de v;, une combinaison linéaire des p; qui sont déja calculés, pour que le

vecteur résultant p soit g-biorthogonal aux vecteurs g; a gauche, c’est-a-dire

1=k-1
P = — Z g(vik,aj)/g(Pj,qj)Pj-
=1
Le choix de 7 et jx se fait dans le but d’avoir g(p,q) # 0, ce qui est tout a fait possible
puisque L x L est régulier. La normalisation des deux vecteurs résultants p et ¢ nous

donne alors deux vecteurs normalisés pi et gx. Nous posons o (k) = 1) et 8(k) = ji.

Sil'>l,pourk=1+1,1+2,....0":
Nous choisissons 8(k) = jx € {1,2,...,0 \0({1,2,...,k — 1}). Comme ce que nous

avons fait pour une étape k < min{l/,l'} = I, nous obtenons un vecteur ¢ € L, vérifiant

9(pi,q) =0, pour t=1,2,...,1. Nous normalisons g pour avoir le vecteur normalisé gx.

Sil'<l,pourk=10+114+2,...,1:
Nous choisissons o(k) = i € {1,2,...,I\o({1,2,...,k — 1}). Comme ce que nous

avons fait pour une étape k < min{l,I'} = [, nous obtenons un vecteur p € L; vérifiant

g(p,q;) = 0, pour j=1,2,...,1". Nous normalisons p pour avoir le vecteur normalisé pj.

Ainsi, a la fin du processus GBOR nous aurons une paire de bases g-biorthogonales

M ={p1,ps,--.,p}de Let Q={q1,q2,...,qy} de L. =

Théoréme 1.6 Soient N = {v1,v2,...,u} et D = {wi,ws,...,wp} deuz bases respec-
tives de L et L' avec | < 00 oul < 0o. L x L' est un sous-espace régulier de (E x F,g)
si et seulement s’il existe deur permutations o de {1,2,...,1} et 0 de {1,2,...,0'} telles

que L@ L =E et L @®L, = F pouri=1,2,...,min{l,!'}.

Preuve:

Si nous supposons que L x L’ est un sous-espace régulier de (E x F, g), alors d’apres la
preuve du Théoreme 1.5, il existe deux permutations o de {1,2,...,(} et § de {1,2,...,1'}

3
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telles que LiGBL;gJ' =F et Lfg @®L;= Fopouri=1,2,...,min{l,l'}. La réciproque de
ce résultat est aussi vraie; pour le montrer, il suffit de donner & ¢ la valeur min{l,l'} et
d’utiliser ensuite la propriété qui dit: si B C C C E, alors C*s C Bteetsi BC C CF,
alors Cst+ C Bet, n

Remarque 1.2 Lorsque L x L est un sous-espace régulier avec L et L' étant tous les deux
de dimension infinie, nous pouvons obtenir, d’une maniere similaire au cas ou 'un des
deux est de dimension finie, deux familles g-biorthogonales dont 1’une est une base soit de
L soit de L' selon que L*¢ = {0} ou L's* = {0}. Mais, si nous avons L*s = L's* = {0}, ces
deux familles deviennent deux bases g-biorthogonales et les résultats des deux théoremes
précédents 1.5,1.6 restent valables. Notons aussi que dans le cas d’une forme sesquilinéaire
hermitienne, la condition Lt¢ = L's* = {0} est satisfaite si L' = L.

Le processus GBOR que nous allons énoncer maintenant construit a partir de deux
bases quelconques N = {v;,vy,...,v} de L et D = {w;,w,,...,wy} de L' deux autres
bases g-biorthogonales M = {p;,pz,...,pi} de L et Q@ = {q1,¢2,---,q} de L. Dans cet
algorithme, nous supposons que L x L' est régulier et si L et L' sont tous les deux de
dimension infinie (c.2.d [ = oo et I’ = co) nous ajoutons la condition Lt¢ = L'st = {0}.
Considérons deux sous-espaces vectoriels L; et L, engendrés respectivement par les fa-
milles libres N; = {v5(1), Vo(2); - - -» V(i) } €6 D = {wo(1), Wo(2), - - - , Wo(k)}, pour ¢ =1,...,1
et pour k = 1,...,l". Les vecteurs vs(;) de L et wg(;) de L' sont choisis récursivement afin
que les sous-espaces L; x L'; soient réguliers pour 5 = 1,...,min{l,!'}. La j-iéme étape du
processus GBOR consiste a compléter la paire de bases g-biorthogonales {p1, p2,...,pj-1}
et {q1,¢2,--.,qj-1} de ’espace régulier L;_; x L';_; en une paire de bases g-biorthogonales
{p1,p2,---,p;} et {q1,q2,...,¢;} de Vespace régulier L; x L'; avec p; € L;\L;_1 et
gi € L';\L';_1.
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Processus GBOR

1. Initialisation: Choisir o(1) et (1) pour lesquels 9(vo(1), we(1)) # 0. Nor-
maliser p = v,(1) et ¢ = wy(1) par ci; et c11 pour obtenir respectivement
p1 =p/en et r = qfcyy.

2. Boucle principale: Pour j = 2,...,min{l,{'},

a) choisir vy(j), we(j), Pj-1 € Lj—1\L;j-2 et g1 € L'j_1\L';_o,
b) calculer ¢ = wgy(j),

d) P= Uo (7)»
e) ¢i; =9(p,q)/9(p:i, @) et p—p—cijpipour i =1,2,...,5—1,
(f) sig(p,q) # 0, alors
normaliser p et ¢ par c;; et c;-j pour obtenir respectivement
pi = p/ci; et ¢ = g/cj;,
sinon aller a (a),

fin (si),

(
(
(¢) ci; = g(pi,9)/9(Pi, @) et q & q— cijgi pour i = 1,2,...,5 — 1,
(
(

fin de la boucle principale.
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3. Boucles complémentaires:

Sil <! alors
choisir p; € L\ L_1,
pour  =1+1,...,1

’

choisir wgy;),

calculer ¢ = wy(j),

C:-]' = g(ﬁiaq)/g(ﬁiaqi) et q q_c:'jqi pour: = 1327'-'ala

. ’ . !
normaliser g par ¢;; pour obtenir ¢; = ¢q/c;,

fin (pour),
fin (si).

Sil> 1! alors
choisir (7,! € L’l’\Lll’_p
pourj:ll-{—l,...,li
choisir ve(;),
calculer p = v,(5),

ci; = 9(p,3)/9(pi,@) et p < p — cjpi pour ¢ =
1,2,...,0,

normaliser p par ¢;y pour obtenir p; = p/c,y,

fin (pour),
fin (si).

Fin des boucles complémentaires.

r < s signifie que nous attribuons la valeur de s a r.

Notons que ce processus GBOR généralise celui de Gram-Schmidt décrit dans [60, 124]
ainsi que le processus de Gram-Schmidt double (Two-sided Gram-Schmidt process) donné

dans [90] pour le cas d’une forme hermitienne définie positive.

Supposons que [ < ['. A Paide de (d) et (¢) dans GBOR nous avons

Vo(j) = Ciipr + Coip2 + ..+ ¢5pi, F=1,2,...,1 (1.6)
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De méme, a ’aide de (b) et (¢) dans GBOR, nous avons
Wo(j) = clqul + cl2jq2 +...+ c;jqj, i=12,...,10, (1.7)

avec c:-j = 0si ] <7 < j. En utilisant la notation (d;d;...d;) pour désigner la matrice
dont les colonnes sont les vecteurs dy,da, ..., d;, (1.6) et (1.7) impliquent respectivement

les deux factorisations suivantes

€1 €12 ... Cy
C2 ... C9
(va(l) Vo(2) --+ Vo(l) ) :(p1 P2 ... pl) y . (1.8)
cu
et
! 1 1 I3 1
C11 cl12 C,” c}l+1 c}l,
022 e C2l 621+1 “ e C211
. 7 ' I
(wg(l) we(z) s w&(l’)):<(h q ... ql') (&5 C£l+1 .o C”I . (19)
Cleal41
!
cl 1

D’une maniére analogue, si { > [' nous obtenons, toujours grace 3 GBOR, les deux facto-

risations suivantes

1] !
c c ... €
11 12 1’
C cee Cop
22 21
<w9(1) We2) --- Wy ) = ( 9 9 --. ql') . . (1'10)
g lo
cl/ll
et
i1 G2 ... Gy Cll'+1 co. C1l
C22 ... Cop 6211+1 ce. Cop
(Ua(l) Vo(2) - Ua(l)):(Pl p2 ... Pl) ay e - o |- (111)
O ' 41
ci

Remarque 1.3 1. Une caractéristique fondamentale du processus GBOR est qu’il
nous donne, grace aux deux boucles complémentaires, les deux sous-espaces LN L'+
et I'N LY. Sil<!l,LNLs*" ={0}et L' N L* est engendré par qii1, Giya, .- gy
Sil' <, alors L' N L*s = {0} et L N L's* est engendré par Ry YR )
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. ’
2. Les coefficients c¢;5, c;;

des vecteurs pr et gx. Ceci veut dire en d’autres termes, que la maniere de cal-

sont théoriquement les mémes pour n’importe quel choix

culer ces coefficients dépend du choix des vecteurs p; et gr. C’est ce choix qui
donne, par exemple, les divers algorithmes Lanczos/Orthodir, Lanczos/Orthores,
Lanczos/Orthomin [18].

Dans le cas particulier ot pr = pi et gx = gx, nous avons

!

c;; = 9(pi, o))/ 9(pis @) et cij = 9(vo(s)» i)/ 9(pis @)

A la j-ieme étape de la boucle principale de GBOR, nous choisissons v, ;) et wg(;) pour
avoir g(p,q) # 0 ou p et ¢ sont donnés par (b), (¢), (d) et (e). L’expression de g(p,q) &
I’étape 7 peut étre simplifiée sous la forme suivante

j-1

9(p, 9) = 9(ve5) wai)) — 2 9(pi, Woi;))9(votsi)> )/ 9(Pi, Gi)- (1.12)

i=1
Cette expression fait intervenir les quantités g(pi, wa(jy) et 9(vo(j), ¢), ce qui rend le calcul
de g(p, q) tres cotteux. Donc, lorsque g(p; q) = 0, le coit en opérations qui correspond au
choix des vecteurs v,(;) et wq(;) est en général élevé. Mais nous allons voir plus loin que
ce choix n’est pas coliteux pour des espaces L et L' particuliers, par exemple les espaces

de Krylov.

Afin de réduire 'expression de g(p, q) et par conséquent rendre facile le choix des vec-
teurs v,(;) et we(j) (ou le choix de o(j) et 6(;)), nous avons pensé a modifier le processus
GBOR en un autre processus GBOD que nous allons décrire maintenant. Dans cette des-

~cription, nous signalerons la différence entre GBOD et GBOR.

Tout d’abord remarquons que GBOD suppose que L x L' est régulier et que L et L'
sont tous les deux de dimension finie (c.a.d [ < oo ou I' < o). Soient N = {vy,vp,...,u}

et D = {w;, ws,...,wy} deux bases respectives de L et L.

L x L' est supposé régulier, donc il existe deux indices i et j; pour lesquels nous avons
g(viy,w;, ) # 0. Ainsi, nous attribuons les valeurs de 7; et j; respectivement a o(1) et 6(1).
Nous normalisons les deux vecteurs v,(1) €t wg(1) pour obtenir respectivement les vecteurs
normalisés p; et ¢;. La différence entre GBOD et GBOR est qu’ici, tous les autres vecteurs
de la base N (resp. D) sont biorthogonalisés & droite (resp. a gauche), par rapport a g,
& un vecteur p; (resp. §i) que nous choisissons dans L;\Lo (resp. L;\Ly). Ceci se fait

suivant les deux relations suivantes

v; = v; — g(v;,q1)/9(p1, G@1)pr, pour j € {1,2,...,1}\{c(1)}
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et

w; = w; — g(p1,w;) /9P, a)q,  pour j € {1,2,....l \{8(1)}.

L x L est régulier, donc il existe deux entiers i, et j, pour lesquels g(v;,,w;,) # 0. Ainsi,
nous attribuons les valeurs de i, et j; respectivement a o(2) et #(2). Ensuite nous norma-
lisons les deux vecteurs vy(2) et wg(2) pour obtenir respectivement les vecteurs normalisés
pe et go. Et ainsi de suite.

Nous pouvons maintenant énoncer le processus GBOD qui transforme deux bases ar-
bitraires N = {vy,vs,...,0} de L et D = {wy,wy,...,wy} de L' en deux bases g-
biorthogonales M = {p1,ps,...,m} de L et Q@ = {q1,92,...,9y} de L' en supposant que
le sous-espace L x L’ est régulier.

Processus GBOD

1. Initialisation: Initialiser o et 8 a la permutation identité. Choisir deux entiers
ky et k; pour lesquels g(vyxy), > Wo(k! y) # 0. Attribuer les valeurs o (k) et (k)

respectivement a o(1) et 6(1) et inversement. Normaliser v, (1) et wg(1) par c1;
et c11 pour obtenir respectivement p; = Vo1 /cu et g1 = wy(y /c11

2. Boucle principale: Pour j = 2,...,min{l,['},

(a) choisir ;1 € Lj—1\Lj—2 et gj_1 € L;_;\L;_,,

(b) calculer ¢;_y; = g(pj—1,ws(:))/9(Bi-1,9i-1) €t We(i) < Wa() — € o1
pouri=74,7+1,...,0,

(¢) €10 = g(vo(i), Gi-1)/9(Pim1,Ti—1) €t Vo(i) ¢ Vo(i) — Cj-1iPj—1
pourz=j,7+1,...,1,

(d) choisir deux entiers k; > j et k; > j pour lesquels g(vo(s,), wg(k;)) # 0,

(¢) attribuer les valeurs o(k;) et 6(k;) respectivement & () et 6(;) et inver-
sement,

(f) normaliser v,(;) et wg(;) par cj; et cl pour obtenir respectivement les

vecteurs normalisés p; = v,(;)/c;; et qJ = wg(])/c]],

fin de la boucle principale.
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3. Boucles complémentaires:

Sil <l alors
pour y=10+1,...,1

!

’

. ' .
normaliser wy(;) par c,; pour obtenir ¢; = wg(;)/c;;,

fin (pour),
fin (si).

Sil > alors
pour j=1+1,...,1:

normaliser v,(;) par ¢;; pour obtenir p; = v,(;)/cjj,

fin (pour),
fin (si).

Fin des boucles complémentaires.

Il est important de noter que cet algorithme nous permet d’obtenir les mémes factori-

sations que celles données par le processus GBOR.

Remarque 1.4 Dans le cas ou L x L' est régulier avec | < [', le Théoreme 1.6 montre
qu'il existe un sous-espace L” de L' de dimension [” > [ tel que L x L” soit régulier.
Alors, si nous prenons D = {w;,w,,...,wp} comme famille génératrice de L au lieu de
la prendre comme une base de L', GBOR et GBOD restent toujours valables. Ainsi, les
factorisations correspondantes nous permettent aussi de résoudre les systéemes linéaires

dont les matrices sont rectangulaires. Un résultat analogue est obtenu si I’ < [.
Dans la suite de ce chapitre nous supposons que pr = px €t gx = .
1.3 Projection

Considérons deux sous-espaces vectoriels V; et M,,_; de E avec dim V; = 1 et
dim M,,_; =m—1pour?=1,2,...,m. Si la dimension m de F est infinie, alors M,,_;
est de dimension infinie. Supposons que V; @ M,,.; = E, ainsi chaque vecteur y de E peut
se décomposer d’une maniere unique sous forme d’une somme d’un élément y; de V; et un

élément yo de M,,_;. La transformation g; qui fait correspondre y; a y est un projecteur
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sur V; suivant M,,_; (9? = p;), dont 17mage est définie par

Im(p;) = {pi(y)/ y € E} =V

et le noyau par
Ker(p;) ={y € E/ i(y) =0} = Mn_;.

Supposons que (E x F, g) soit régulier et posons W; = M,tg_,- sous I’hypothése m = m' < oo
ou m’ désigne toujours la dimension de ’espace F. D’apres le Corollaire 1.1, nous avons
M,._;= Wigl et dim W; = 1. Donc le projecteur p; peut étre caractérisé completement
par

pily) € Vi et (idg — pi)(y) € W (1.13)

ou i1dg désigne 'identité sur E. Par analogie, en utilisant ’orthogonalité a droite, nous

définissons le projecteur p; par
pi(y) €W et (idr —p)(y) € Vi (1.14)

ou idr désigne I'identité sur F.

Un cas particulier souvent utilisé correspond au fait d’avoir d’une part V; = W; et d’autre
part E = F avec m < oo. Dans ce cas particulier, les deux projecteurs g; et p: sont ap-
pelés projecteurs orthogonaux. Dans les autres cas, nous parlons de projecteurs obliques.
Si la forme g est hermitienne et V; = W, alors d’apres (1.13) et (1.14), p; = ;.

Si pour tout y,z € E, nous avons g(pi(y),z) = g(y, p:(z)), alors le projecteur p; est dit
hermitien (ou autoadjoint, ou symétrique dans le cas réel) par rapport a g.

Théoreme 1.7 Si (E,g) est régulier avec g une forme hermitienne, alors un projecteur

oblique p; est orthogonal si et seulement s’il est hermitien par rapport a g.

Preuve:

Supposons tout d’abord que p; soit orthogonal et montrons qu’il est hermitien.

Pour tout y,z € E, nous avons

9(pi(y),2) — 9(y, pi(2)) = g(p:(y) —y,2) + 9(v, ) 9ly

Soz( ))
(0i(y) —y,2) + g(y, 2 — pi(2)).

)
;i est supposé orthogonal, donc g(p:(y) — v, z) = 9(p:i(y) — ¥, 2 — pi(z)) et comme g est

hermitienne g(y, 2 —gi(2)) = —g(pi(y) ~y, 2—p:i(2)). D’ott g(pi(y)—y, 2)+9(y, 2 —pi(2)) =
0, ce qui implique que g(pi(y), z) = gy, pi(z)). Par conséquent p; est hermitien.
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Réciproquement, supposons que g; soit hermitien et montrons qu’il est orthogonal.

Pour tout = € V;, il existe z € F tel que z = p;(2). Donc pour tout y € E,

9y — 0i(y), 2) = gly — 0:(¥), pi(2)) = 9(y, pi(2)) — g(9:(y), p:i(2)).

©i est un projecteur supposé hermitien, donc g(pi(y), pi(2)) = g(y, p:i(2)).

D’ot g(y — pi(y),z) = 0 pour tout € V; et tout y € E. Ce qui équivaut a dire que pour
touty € B, y—pi(y) € Vi#*. Comme (E, g) est régulier, nous avons de plus V, @ V" = E.
Donc g; est orthogonal. ™

Si nous supposons que g; est un projecteur orthogonal et que (F,g) est un espace
régulier, alors ’adjoint g} de p; est aussi un projecteur orthogonal. Si de plus la forme ¢

est hermitienne, alors d’apres le Théoreme 1.7, p; est autoadjoint.

1.3.1 Projection biorthogonale

Soit L x L' un sous-espace régulier de E x F avec dim L = dim L' = < co. Soient
{v1,v2,...,v;} une base de L et {w;, w,,...,w} une base de L'. Nous avons montré pré-
cédemment qu’il existe deux permutations ¢ et 8 telles que les espaces V; et W; engendrés

respectivement par N; = {v,(1), Yo(2)s - - - s Yo(i)} €6 Di = {we(1), wo(2), - - -, We(iy } vérifient
VieaW!  =E et W,aVi*=F. (1.15)

Ceci veut dire aussi que V; x W; est régulier pour 7 = 1,2,...,1.
Pour tout ¢ € {1,2,...,(}, nous allons donc considérer deux projecteurs, gp; défini par
.J-g

Im(p;) = Vi, Ker(gp; = Wst et p: défini par Im(p;) = W;, Ker(gp;) = V;
9 i : ‘

2 1

Définition 1.5 Nous appelons projection biorthogonale par rapport a g ou projection
g-biorthogonale toute application de E x F vers L x L' qui fait correspondre la paire
(pi(y), p:(y))) @ tout couple de vecteurs (y,y') ot

- pi(y) est la projection du vecteur y sur L suivant L's*,

- p:(y') est la projection du vecteur y' sur L suivant L',

Il est possible d’appliquer la méthode GBO (GBOR ou GBOD) pour obtenir deux
bases biorthogonales P = {p;,p2,...,pi} de L et Q = {q1,qs,...,q} de L'. Ce qui nous
permet d’avoir Ialgorithme suivant qui donne la projection g-biorthogonale d’un couple
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de vecteurs (y,y,) sur L x L’ et que nous appelons algorithme général de projection bior-
thogonale. Nous désignons cet algorithme par GBOP (General BiOrthogonal Projection).

Algorithme GBOP

1. Initialisation: Choisir y € E, y € F et poser po = g, = 0.
2. Boucle: Pour y =1,...,{

(Le calcul de p;(y) et 80;(3/'))

(a) Utiliser la méthode GBO (GBOR ou GBOD) pour calcu-
ler p; et gj,

(b)

(©) 9i(y) = pi-1(y) + ¢p;,

(d) c; =g(pi,v' — 0j-1(¥"))/9(pi> 4),
(e) pi(y) =p;_1(¥) + c;q;.

Remarque 1.5 1. Les coeflicients ¢; et c; al’étape j peuvent étre calculés par d’autres

relations équivalentes a (b) et (d). Nous donnons comme exemple les deux expressions

suivantes ¢; = g(y, ¢;)/9(p;, ¢;) et ¢; = 9(p;,¥')/9(pi, %)-

2. Les vecteurs y et y peuvent étre choisis comme solutions d’un probléme linéaire, par
conséquent ils seront des inconnues a approcher respectivement par les vecteurs p;(y)
et o (y'). Mémesi y et y' sont des inconnues, le calcul des quantités g(y—p;_1(y), g;)
et g(p;,y — p;_l(y')) est possible suivant un choix de la forme g. Par exemple, si y
et y' sont solutions respectives de Gy = bet G*y =b avecb e L' et b € L, alors
nous choisissons la forme g qui a pour matrice G7.
Le couple de vecteurs (y — p;(y),y — p;(y')) représente l’erreur commise sur la
projection g-biorthogonale de (y,y') sur L x L' a Pétape j.
Notons que le role des deux permutations o et § dans GBOR et GBOD est d’assurer
que la condition (1.15) est satisfaite. Si la forme sesquilinéaire g est hermitienne définie

., . ! P .
positive avec V; = W, et y = y , alors le vecteur erreur y — p;(y) est minimisé en g-norme,
c’est-a-dire

Yy ming(y -2y —2) =9y — 0¥y - ei(¥) = 9ly - 0:(¥),y — ;(y)). (1.16)

. ! B . AN “ s, . -\
Dans ce cas, nous avons aussi @; = ; pour tout j. Ceci est di a la propriété particuliere

L L "
V.7¢ = V" d’une forme hermitienne.
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Nous supposerons dans la suite de ce chapitre que E = F.

1.4 Meéthodes directes

Dans cette section, nous allons montrer que, pour résoudre Az = b, plusieurs mé-
thodes directes peuvent étre déduites de l’algorithme GBOP si nous choisissons conve-
nablement les parametres g, E, F, [, y et y avec les deux bases N; = {vy,v,,..., v}
et D; = {w,ws,...,w} respectives de L et L'. Ici, nous allons juste déduire les deux
factorisations les plus utilisées LU et QR de la matrice A du systeme (0.1).

1.4.1 Factorisation LU

Choisissons les parametres
-E=F=C"l=n,y=y =z (z est la solution du systéme Az = b),
- vj- =w; =¢; = (0,...,1,...,0)T (le j-itme vecteur de la base canonique de E),
- g(u,v) =< Au,v >, pour tout u,v € E. 7
Premiérement, pour 'obtention des deux bases g-biorthogonales P = {py,p2,...,pi} et
Q@ = {q1,92,-..,q}, nous supposons que le processus GBOR peut étre appliqué sans
avoir a utiliser aucune permutation o ou 8, ce qui est équivalent a prendre v,(;y = v;
et wy(;) = w; pour tout entier j. Ici, ceci veut dire ne pas échanger et les lignes et les
colonnes de la matrice A.
Comme la solution z de Az = b est inconnue, nous ne pouvons pas effectuer (d) et (e)
de I'algorithme GBOP. Nous avons vu que p; € V; = Vect(ey,es,...,6) et ¢ € W; =
Vect(ey,eq,...,¢€;). Par conséquent, la matrice M, = (pi1p2...p,) de colonnes p; et la
matrice M; = (q192...¢») de colonnes ¢; sont deux matrices triangulaires supérieures.
Imposons une normalisation sur les p; et les ¢; pour avoir g(p;,¢;) = 1 pour tout z, par

exemple (1.5). La condition de la g-biorthogonalité < Ap;,q; >,= &;; nous donne
M;AM,=1I, or A=M;""M",

ou I, est la matrice identité de dimension n. Soit D la matrice diagonale n x n dont les
termes diagonaux sont ceux de la matrice M. La factorisation A = LU est unique lorsque
L est triangulaire inférieure a diagonale unité et U est triangulaire supérieure. D’ou les
égalités suivantes

L=M;""D e U=D" M, "

Il est important de noter que nous obtenons aussi la factorisation de A~?! suivante

ATh =M, M;. (1.17)
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Si My = (q1q2 - - - qi) et My = (p1p2 - . . pi), alors & la i-eme étape de 'algorithme GBOP
utilisé avec GBOR, M; et M,; vérifient [; = My, A My; ou I; est la matrice identité de
@’ixi.

Nous pouvons obtenir la factorisation LU en multipliant tout simplement les deux
membres de 1’égalité (1.8) par la matrice A. De plus, si nous multiplions (1.9) par la
matrice A*, alors nous obtenons la factorisation LU de A*. Nous pouvons aussi choisir
les vecteurs v; comme vecteurs colonnes de la matrice A au lieu de les choisir comme
étant les vecteurs de la base canonique de E et de prendre g =< .,. >,. Dans ce cas, la

factorisation LU de A est obtenue directement a partir de (1.8).

L’algorithme GBOP donne la solution p,(z) = z de Az = b a la n-ieme étape au
plus. L’algorithme résultant de GBOP, sous les hypotheses ci-dessus, peut étre considéré
comme une variante de la méthode de Gauss.

Le remeéde apporté au probléme de I'instabilité numérique de la méthode de Gauss est la
technique du pivotage partiel ou total. Ici, pour le pivotage partiel, les lignes sont échangées
par la permutation . Tandis que pour le pivotage total, les colonnes sont aussi échangées
par la permutation ¢, si nécessaire, pour rendre le pivot g(p, ¢) le plus grand possible en
valeur absolue. Le nombre d’opérations utilisées pour résoudre Az = b est le méme que
pour la méthode de Gauss sauf qu’ici, lorsque nous utilisons GBOR au lieu de GBOD
dans GBOP, la recherche du pivot est plus chere en opérations.

En :'fait, avec les parametres que nous avons choisis ci-dessus, GBOP utilisé avec GBOD

nous permet de retrouver exactement la méthode de Gauss.

1.4.2 Factorisation QR

Afin de retrouver la factorisation @) R, nous choisissons
-E=F=CC"1l=n,y=y =z (¢ est la solution du systéme Az = b),
-v;j=w; =¢; =(0,...,1,...,0)T (le j-itme vecteur de la base canonique de E),
- 9(u,v) =< Au, Av >, pour tout u,v € E.
Clairement, g est hermitienne et définie positive. Donc, si les deux permutations o et 4
sont supposées égales a l'identité, GBOR et la normalisation (1.5) nous donnent deux
bases g-biorthogonales identiques P = {p1,p2,..-,Pn} €t Q@ = {q1,G2,.-.,qn}. Cecl veut
dire que p; = ¢; pour t = 1,...,n.
Nous avons vu que p; € Vi = Vect(ey,ey,...,¢), donc la matrice M, = (pipz...pn)

de colonnes p; est triangulaire supérieure. < Ap;, Aq; >,= ¢;; est la condition de la
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g-biorthogonalité qui se traduit par
(AM,) AM, =1,
Nous en déduisons que A M, est une matrice unitaire et que
A= (A M) M.

La factorisation QR est donc obtenue avec M, qui est la matrice triangulaire supérieure

R de la factorisation.

D’une maniere plus simple, nous obtenons la factorisation @ R en multipliant les deux
membres de I'égalité (1.8) par la matrice A. Nous pouvons aussi choisir les vecteurs v; = w;
comme étant les colonnes de la matrice A au lieu de les choisir comme étant les vecteurs
de la base canonique de F et de prendre g =< .,. >,. Dans ce cas la factorisation QR de
A est obtenue directement a partir de (18)

1.5 Meéthodes 1tératives

Plusieurs méthodes itératives ont en commun le fait de projeter la solution sur

I’espace de Krylov
K; = K;(A, o) = Vect(ro, Aro, ..., A7 rg), pour i=1,2,...,

ou ro = b — Azg avec x¢ est un vecteur choisi arbitrairement. Mais ces méthodes different
par la maniere de projeter. Dans cette section nous allons retrouver quelques unes de ces

méthodes itératives a partir de I’algorithme GBOP utilisé avec le processus GBOR.

1.5.1 Méthode du gradient conjugué (CG)

La méthode du gradient conjugué est tres utile pour avoir la solution d’un systeme
linéaire, creux, hermitien et défini positif. Elle est eflicace surtout lorsqu’elle est utilisée
avec un préconditionnement. Diverses généralisations de la méthode du gradient conju-
gué classique ont été proposées par plusieurs auteurs [2, 51, 52, 74, 99, 127, 37, 50]. Plus
récemment, 'auteur [66] a décrit les relations entre ces généralisations. L’algorithme CG

classique [70] pour résoudre Az = b est donné dans [60] comme suit
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1. Initialisation: k=0, 2o = 0 et rqg = b.

2. Boucle: Tant que (ry # 0)

k=k+1
sik=1
D1 =To

sinon
Qk = Th_yTk=1/Th_gTk—2
Pk = Tk-1 + QgPr_1

fin (si)
Br = Ti_1Tk-1/Pr APk
Tk = Tr—1 + Bepr
Tk = Tk—1 — BrApk

fin (Tant que).

Ici A est supposée hermitienne et définie positive. Cet algorithme donne I'itéré z; dans

Pespace de Krylov Kj(A,rq) avec la condition de minimisation suivante
Iz = 2xlla = min |z ~ z||.,

ou ||z||4 désigne la A-norme (]|z]||4 =< Az,z >,). Cette équation et celle de (1.16) sont
les mémes si nous choisissons dans ’algorithme GBOP

-E=F=0C" l=n, y=y =z (z est la solution du systéme Az = b),

-v; =w; =719 et v; = w; = Ap;_; pour 7 = 2,3,...,n (v; et w; sont choisis récursive-
ment),

- g(u,v) =< Au,v >, pour tout u,v € E.

L’itéré pi(z) de l'algorithme GBOP est la projection de la solution z de Az = b sur
Ki(A,ro), donc il est égal a z.

Comme la matrice A est hermitienne, (c) et (e) du processus GBOR deviennent deux
relations équivalentes a trois termes et, a 'aide de petites modifications dans ’algorithme
GBOP, nous retrouvons exactement ’algorithme CG classique.

St nous appliquons CG aux équations normales A*Ax = A*b et AA*z = b, alors nous
obtenons les deux méthodes CGNR [51] et CGNE [2]. La méthode CGN R minimise
la norme du vecteur résidu. La méthode CGNE, qui est souvent appelée la méthode de

Craig [41], minimise la norme du vecteur erreur.
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1.5.2 Méthode du résidu conjugué généralisé (GCR) ou OR-
THOMIN

La méthode ORTHOMIN a été donnée par Vinsome [118]. Les résultats théoriques
sur la convergence de cette méthode ont été obtenus par Axelsson [3] et les auteurs de
[48, 49]. Cette méthode est aussi connue sous le nom GCR [49] dont I’algorithme peut

étre brievement décrit comme suit

1. Initialisation: Choisir zo € F et poser pg = rg = b — Axo.
2. Boucle: Pour: =0,1,... jusqu’a la convergence:
ay) calculer o; =< i, Api >n [ < Api, Api >,
) Tiyr = Ti + aipi,
az) riy1 =i — G Ap;,
)

a4) Piy1 = Tiy1 — Zj’:o Biipjs
ou f3; sont choisis pour que < Ap;, Ap; >,= 0 pour i # j.

as

(
(
(
(

Si nous choisissons dans 'algorithme GBOP (utilisé avec GBOR)
-E=F=C"l=ny=y =2 — 2, vy = w, = ro,
-v; =w; = Apj_q, pour 3 = 2,3,...,n (v; et w; sont choisis récursivement),
- 9(u,v) =< Au, Av >, pour tout u,v € E,
alors, a partir des résultats précédents, il est clair que nous retrouvons exactement GCR.
A Tétape 1, 'algorithme GCR présente une DPZ (division par zéro) si a;.; = 0 sans que
r; soit nul. Nous pouvons éviter cette DPZ en replagant r;;1 dans (a4) par Ap;.
Dans le cas hermitien (c.a.d A est hermitienne), I'algorithme GCR est équivalent a la
variante CR du CG. L’algorithme CR [70], sans aucune DPZ, peut étre décrit et résumé

comimne suit
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1. Initialisation: Choisir zo € E et poser rg = b — Azy,
Yo = ”ATO”a p-1=0,po = 7‘0/’70-

2. Boucle: Pour 7 = 0,1,... jusqu’a la convergence:

(d1) calculer a; =< r;, Ap; >4,
(d2) ziy1 = i + a;p;,
(d3) riy1 =ri — i Ap;,
si |ai| < tol pour une tolérance tol, alors
(ds) zi = Api — Yipi-1,
(ds) Bi =< Az, Api >n,

(de) Vit1pi+1 = zi — Bips,
sinon

(d7) Bi =< Ariqq, Ap, >n,

(ds) Vit1Pi+1 = Tit1 — Bipi,
ou ¥it1 est choisi tel que |Apiy1]| =1,
fin (si).

Remarque 1.6 Lorsque a; = 0 a la ¢-éme itération, nous ne pouvons pas avoir a;4; = 0

sauf si la solution z de Az = b est obtenue. En fait, ceci est un avantage du cas hermitien.

Il est bien connu que 1’algorithme CR est mathématiquement équivalent & I’algorithme
du résidu minimum MINRES [88] et ’algorithme GCR est mathématiquement équivalent
a GMRES. Les deux algorithmes GMRES et GCR sont respectivement deux générali-
sations de MINRES et CR. Dans l’algorithme précédent de CR, nous remarquons que
(d4), (ds) et (ds) définissent le processus hermitien de Lanczos [87, 88, 89] qui peut étre
retrouvé a partir du processus GBOR.

Donnons maintenant le processus hermitien de Lanczos comme il a été décrit dans plu-

sleurs articles et travaux.



34 Projection biorthogonale

Processus hermitien de Lanczos
1. Initialisation: Choisir v; € E et poser 81 = ||v1]|, p1 = v1/61, po = 0.
2. Boucle: Pour:=1,2,... ,m:

calculer z; = Ap; — Bipi-1,
o =< Zi, Pi >n,

Bi1piy1 = zi — aipy,
ou B4, est choisi tel que ||pipil| = 1.

1.5.3 Processus non hermitien de Lanczos

Si nous choisissons dans le processus GBOR les parametres
_E=F=C"l=n, |
-v; = Apj_1, w; = A*gj_y pour § = 2,3,...,n (v; et w; sont choisis récursivement),
- g(u,v) =< u,v >, pour tout u,v € E,
et s’il n’y a pas de DPZ (c.a.d < p;, ¢; >n# 0), alors il en résulte. le processus non hermi-
tien de Lanczos [90].

Processus non hermitien de Lanczos

1. Initialisation: Choisir v, w; € E et poser p; = v1/B1, @@ = wi1/p1,
po = go = 0, hy = 1 (p; et m sont choisis pour avoir les vecteurs
normalisés vy et w,).

2. Boucle: Pour:=1,2,...,m:

calculer z; = Ap; — pihipi_1,
z; = A" — Bihigic1,
o =< 2i,Gi >n [ < Piy @i >ns
Bix1Piy1 = z — o4p;,
pit1Giv1 = 2 — Tigi,

hit1 =< Pis1; Giv1 >n [ < Pis @i >n,
ou Ji41 et piy1 sont choisis pour avoir les vecteurs normalisés p; 4y

et Giy1.




1.6. Conclusion 35

Si nous utilisons la simple normalisation (1.5), alors p; = B; et h; = 1. Une autre va-
riante du processus non hermitien de Lanczos [57] est obtenue en utilisant la normalisation
suivante de p; et g;.

{ P;=Pi/|lpil|, (1.18)

g = gi/llgll-

Ceci signifie que 8; = ||pi|| et pi = ||¢]|- Nous savons que ’algorithme QMR [54] est
basé sur cette variante du processus non hermitien de Lanczos. Si a la i-éme itération
< pi,q; >n,= 0 sans que p; = 0 ou ¢; = 0, alors 'algorithme QMR présente une DPZ.
Pour cette raison, plusieurs stratégies de "look-ahead” ont été proposées par les auteurs
[90, 16, 56]. Dans le deuxiéme chapitre nous allons voir comment nous pouvons éviter ce
"look-ahead” (voir aussi [4]).

Un résultat important de I'application de ce formalisme mathématique, est que le
processus non hermitien de Lanczos peut se ramener au processus hermitien de Lanczos.

En effet, si nous choisissons dans le processus GBOR

E=F=C*,1=n,w; =v; pour j = 2,3,....n (v; et w; sont choisis récursivement),
Apj- : T T Uy ]
vj = ( AT(;J'-1 , g(u,v) =vy3u; +vyuy pour tout u= w = o, € E,

alors la relation a trois termes suivante est déduite du processus GBOR

()= (0 & ) (2)-o(2)-5(0=)  am

Les expressions de «; et [3; sont déduites de la condition d’orthogonalité par rapport a g.
La relation précédente, que nous retrouvons aussi dans [25], est a trois termes. Ceci est

justifié par le fait que la matrice étendue ou augmentée

()

est symétrique par rapport a la forme ¢ choisie. Nous pouvons voir facilement que 1’équa-
tion ci-dessus n’est autre que celle qui intervient dans le processus non hermitien de
Lanczos. Il y a deux fagons de normaliser: 'une est celle utilisée dans [57] qui consiste a
normaliser les vecteurs p; et g;, I'autre consiste a normaliser le vecteur de composantes

p; et g; qui n’est autre que la normalisation du processus hermitien de Lanczos.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les espaces sesquilinéaires réguliers. Ces espaces

réguliers nous ont permis de bien définir une projection biorthogonale. Par exemple, pour



36 Projection biorthogonale

une forme hermitienne, une projection orthogonale sur un espace régulier existe toujours.
Une telle existence de projection sur des espaces sesquilinéaires réguliers nous a permis de
définir la méthode GBOP. Cette méthode GBOP nous donne la projection biorthogonale
sur un espace régulier V en utilisant des projections biorthogonales sur des sous-espaces
réguliers de V. Pour avoir récursivement une telle projection biorthogonale, GBOP utilise
la méthode GBO qui construit une paire de bases biorthogonales. La maniere de construire
ces deux bases biorthogonales nous a permis d’avoir les deux processus GBOR et GBOD.
Ces deux processus GBOR et GBOD ont plusieurs applications, notamment celles données
au deuxiéme chapitre.
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Chapitre 2

Les polynomes orthogonaux formels
et le probleme de la DPZ

Dans ce chapitre, nous allons introduire une méthode qui évite les stratégies connues
du ”look-ahead” dans la programmation des polynémes orthogonaux formels. Cette mé-
thode est appelée ALA. Elle fait intervenir de nouveaux polynémes qui ont des propriétés
particuliéres. Signalons aussi qu’en choisissant £ et F' comme étant des espaces de poly-
nomes, ALA est une application de la méthode GBO. Ceci va nous permettre de donner

trois mises en oeuvre principales de la méthode ALA.

2.1 Introduction

Il est bien connu que les polynémes orthogonaux formels interviennent implicitement
dans les méthodes de type Lanczos, dans la programmation des approximants de Padé,
ainsi que dans la théorie des fractions continues, en particulier les P-fractions de Magnus
[79, 80] qui sont les fractions continues associées aux diverses entrées des diagonales de
la table non normale de Padé. Les blocs d’une table non normale de Padé et le probleme
de la DPZ des méthodes de type Lanczos sont dus a la non existence et a la singularité
de quelques polynomes orthogonaux. Un travail considérable sur ce sujet a été fait par
Struble [115], Gragg [61], Nuttall et Singh [85], Draux [44], Gragg et Lindquist [62], Stahl
[113, 114], et Gutknecht [65]. Gutknecht a traité aussi dans [65] la dégénérescence de la
biorthogonalisation de Lanczos. Le lien de la biorthogonalité de Lanczos avec la notion
des polynémes orthogonaux a permis a Brezinski et Sadok de donner dans [18] divers
algorithmes de type Lanczos. Certains polynémes peuvent exister et, cependant, sont im-
possibles a calculer par certaines relations de récurrence. C’est le “ghost breakdown”, voir
[22].

Nous savons qu’il est possible d’obtenir le polyndome orthogonal régulier suivant a partir
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de ceux qui le précedent en résolvant un systeme linéaire régulier. Par exemple, voir la
méthode de bordage [16] et I’élimination de Gauss [65, 20].

Toujours dans le cadre de l'extension des algorithmes connus et en tenant compte de la
dégénérescence, Gutknecht et Hochbruck ont présenté dans [68] la généralisation des algo-
rithmes de Levinson et Schur en utilisant la stratégie du "look-ahead” pour les matrices
de Toeplitz non hermitiennes qui consiste a résoudre un systeme régulier. Nous pouvons
dire alors que la stratégie du "look-ahead” n’est autre qu’une étape intermédiaire qui

consiste a résoudre un systéme linéaire régulier.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment nous pouvons éviter la stratégie du
"look-ahead” et par conséquent éviter la dégénérescence a l’aide de nouveaux polynémes
intermédiaires qui ont des caractéristiques particulieres. Ces polynomes sont biorthogo-
naux et satisfont une relation de récurrence simple a trois termes. Cette relation de ré-
currence relie des polynémes biorthogonaux dont les degrés ne sont pas successifs (sinon
ils seraient orthogonaux). De plus ces polynémes peuvent étre considérés comme une al-
ternative des polynomes orthogonaux qui n’existent pas. A premiere vue, 'approche que
nous proposons dans ce chapitre semble étre comme une nouvelle formulation du ”look-
ahead”. Ceci est partiellement vrai, puisque nous avons un test a faire pour savoir ou
se trouve le polynéme orthogonal régulier suivant. Cependant, la stratégie donnée ici est
simple et nous permet de calculer récursivement tous les polynémes orthogonaux régu-

liers sans avoir a résoudre un systéme linéaire régulier et sans aucun probleme de stockage.

Les coefficients qui apparaissent dans des différentes relations de récurrence sont don-
nés en général sous forme de fractions. Lorsqu’un dénominateur de ces fractions est proche
de zéro, alors des erreurs d’arrondi peuvent affecter sérieusement 1’algorithme correspon-
dant. Les erreurs de cancellation peuvent aussi entrainer un mauvais calcul des polynémes
et des vecteurs orthogonaux ou biorthogonaux. Nous disons dans ce cas que nous avons
presque une DPZ, cette situation sera désignée par I’abréviation PDPZ (Presque Division
Par Zéro). Ce dernier probléme se traduit par une construction de blocs, voir [83].

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous introduisons quelques no-
tations et définitions, et revoyons quelques propriétés de la programmation des polynomes
biorthogonaux. Dans la section 3, nous étudions le cas de 'orthogonalité et nous décrivons
une nouvelle méthode que nous appelons ALA (Avoiding Look-Ahead) qui nous permet
d’éviter le "look-ahead” dans le calcul des polynémes orthogonaux formels. La section 4

traite le probleme de DPZ dans la méthode de Lanczos. Dans la section 5, nous appli-
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quons ALA au calcul des approximants de Padé et nous donnons quelques propriétés de
ces derniers. A la fin de ce chapitre, dans la section 6, nous appliquons ALA pour obtenir
les itérés d’indices pairs de l’epsilon algorithme.

2.2 Biorthogonalité

2.2.1 Résultats préliminaires et définitions

Soit (L;);cNy une suite de fonctionnelles linéaires sur ’espace des polynémes C[X]}.
Pour tout entier n, un polynéme P, de degré inférieur ou égal a n est appelé biorthogonal

par rapport a la suite (L;);cN si et seulement si
Li(P,)=0, :=0,...,n—1. (2.1)

Cette biorthogonalité est similaire & celle donnée dans [15]. P, n’est déterminé qu’a un

coeflicient de normalisation pres. Si la suite (L;); N satisfait
Liva(¥) = Li(z¢), 1€ IN, V¢ € C[X]

pour un entier fixe d > 1, alors P, est un polynéme orthogonal vectoriel de dimension d
[117]. 11 suffit alors de connaitre Lo, Ly,...,L4—1. Sid =1, P, est le polynéme orthogonal

formel habituel par rapport a Lg. Dans la section 2.3, nous considérons le cas ou d est

égal-a 1.
Le polynéme P, est appelé régulier si le déterminant de Hankel
Lo(1) Lo(z")
Go=| B BT
Ln_l(l) .o Ln_l(l'n—l)

est non nul. Cette condition entraine que P, est exactement de degré n. Notons aussi que
P, est appelé singulier si G,, = 0.

Lorsque G, est nul, nous introduisons et développons de nouveaux polyndémes que nous
notons P, n € IN et qui sont biorthogonaux réguliers par rapport a la suite (Loy)ie N

ou 8 est une permutation de IN vers IN que nous allons définir dans la prochaine section.
N s N
t — 0(2)

Nous allons voir que ces polynémes P?,n € IN vont servir au calcul des polynémes bior-

thogonaux réguliers par rapport a la suite initiale (L;);cN-
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2.2.2 Construction de P’

Nous allons maintenant voir comment la permutation 0 est définie.

Posons
Lo(l) Lo(l‘) Lo(il??)
G _ Ll(l) LI(IE) Ll(ilfz)
o =1 L,(1) L Ly(2?)

Nous voulons permuter les lignes de G, afin d’avoir un nouveau déterminant G?_ dont
p 0o

tous les déterminants principaux sont non nuls. Par conséquent, nous permutons

- la premiere ligne avec la ligne (L;, (1), Lj,(z), . . .) de plus petit indice jo pour laquelle
le premier terme Lj (1) est non nul ; ainsi 6(0) est définie par §(0) = jo. Si Lo(1) # 0,
alors nous gardons la premiere ligne et 6(0) = 0.

- la deuxiéme ligne avec la ligne (L;, (1), Lj, (z),...) de plus petit indice j; qui rend

le déterminant principal de dimension 2 non nul; ainsi §(1) = j;.
- et ainsi de suite pour les autres lignes.

Ce processus nous permet de donner la définition ci-dessous de ’application 6.
En pratique, le calcul des déterminants principaux de G se fait a I'aide des polynémes

P?. Nous allons voir ceci plus tard, lorsque nous donnerons ’expression explicite des P?.

Définition 2.1 6 est une application sur IN telle que pour tout n € IN, O(n) est le
plus petit entier j, pour lequel le déterminant

Lo)(1) -+ Loy(z")
Loy(1) -+ Lgay(z™)
Lg(n_l)(l) tet Le(n—l)(xn)
Ly1) - Ly(@")

est non nul.

Par la suite, nous supposons que pour tout n € IN, (n) est fini (c.a.d. 8(n) < oo). Pour
que 8(n) soit fini, il est nécessaire et suffisant qu’il existe n + 1 fonctionnelles linéaires de
la suite (L;),.v qui ont des restrictions a I’espace des polyndomes de degré inférieur ou

iceIN 4 g

égal a n linéairement indépendantes.
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Pour une suite (L;);.py donnée, notons G? le déterminant

Lgy(1) Lg()(z™1)
o0 - Le(1)(1) Loy (z"1)
Lon—1)(1) -+ Lgn-n(z™")

Il est clair, & partir de la définition de 8, que G? est non nul pour tout n € IN*. L’appli-
cation 8 est définie récursivement puisque la connaissance de 6(n) nécessite celle des 6(5),
J<n—1.

Remarque 2.1 Pour résoudre un systeme de Hankel, Rissanen a utilisé dans [94] une
permutation similaire ayant, dans le cas de 'orthogonalité, les mémes propriétés que 6.

Simplement, il permute les colonnes au lieu des lignes.

Lemme 2.1 S’ existe un entier n € IN tel que

alors P,y est régqulier.

Preuve:

9({0,...,n}) = {0,...,n} implique que les lignes de G%_, sont celles de Gnii. Et
comme G% | est non nul, alors G4, est aussi non nul. I s’ensuit donc, par définition,

que P, est régulier. m

Nous allons définir maintenant deux suites d’indices (pr),cN et (A;),cIN que nous re-

trouvons dans [44] avec les mémes notations.

- pour [ =0
si Gy # 0, alors po = hy = 0; sinon, nous posons hy = —1 et
po = max{i € IN,Vn €]hy + 1,i] = G, = 0}.
- pour (=1,2,3,...

R, et p; sont définis par les deux conditions

h;+1 = max{i €N,Vn €]p_1,i] = G, # 0}
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et
pr = max{i € IN,Vn €]k, + 1,i] = G, = 0}.

. . . ! ’ . . !
Ainsi, la connaissance de h; nécessite celle de p;_; et connaissant h;, nous pouvons

déterminer p;.

Lemme 2.2 i/ Les polynémes biorthogonauz formels P?, n € IN, par rapport a la

famille (Lggiy);c v, sont réguliers.
ii/ Soit | un entier non nul. Pour tout entier i € {pi_1,p_1 + 1,...,h;}, nous avons
6({0,...,:}) =410,...,i},
c’est-d-dire que PY, est régulier.
Preuve:

i1/ La définition de € nous donne immédiatement le résultat.

ii/ i €{pi_1,...,h;} implique que i + 1 €{pi_y +1,...,h; + 1}, donc dans ce cas G},
est non nul.

Par récurrence sur j €{0,...,7}, nous avons

— pour 3 =0
il existe un entier k €{0, ... 1} pour lequel Ly(1) # 0 car, sinon, les éléments
de la premiere colonne de G4, seraient nuls et par conséquent G4, serait nul.
Nous concluons que 6(0) €{0,...,1},

~ nous supposons que pour j €{0,...,7 — 1}, 'hypothése de récurrence est vraie
(c.ad 8(j) €{0,...,1}),
— pour 7+ 1
nous savons que, par définition de 8, le déterminant
Looy(1) -+ Lgo)(z?)
6 Loay(1) -+ Leq(a?)
Gt = : :
Lo(1) -+ Logy(a?)
est non nul. Il existe donc un entier k£ €{0,...,7} pour lequel le déterminant
Lowy(1) - L)
Lg(l)(l) ca Lg(l)(:r]+l)
Gi,j = : :
Logy(1) -+ Logsy(a*)
Lk(l) e Lk(.’II-H'l)
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est non nul car, sinon,
Gy =0, pour tout k €{0,...,7}\{0(0),...,0(;)}

et par conséquent il existerait j 4+ 1 coefficients 7yi,...,7v;41, tels que

Lg(o) (l‘j'H) Lg(o)(l) Le(o) (.TJ)
Lony(a?t) Lg()(1) Ly(y(2%)
: =N : T+ vuh
Lygy(27*) Ly((1) Lo(j)(z?)
Li(z9+1) Li(1) La(2?)

Par hypothese de récurrence, Gf +1 7 0. Donc, les coefficients 71, ... ,7;41 sont
toujours les mémes pour tout k €{0,...,:}\{6(0),...,6(4)}. En conséquence

B () (e
1(x ) =T 1( ) + Y 1(:,: ) )
Li(*Y) Li(1) Li(z7)

ce qui entraine que G;1; = 0. Or il est impossible que ce déterminant G;;; soit
nul, d’ou, 6(5 + 1) €{0,...,1}. Par conséquent, 6({0,...,7}) = {0,...,7}. Ceci

implique, d’apres le Lemme 2.1, que PﬁH est régulier. ]

Expression explicite de P?

P? est défini par Ly (P?) = 0, pour k = 0,...,7 — 1. Alors, pour chaque ¢ € IN, le

polynéme biorthogonal régulier P{ de degré ¢ par rapport  la suite (L(’(i))ie]N peut étre
écrit sous forme d’un rapport de deux déterminants

Loy (1) -+ Loz
Loy(1) -+ Leqy(a')
Pla)=a| L /e
Logi-1)(1) -+ Lego)(a?)
1 N Tt

ou a €C”.

Remarque 2.2 Pour chaque : € IN, 6(¢) peut étre déterminé comme étant le plus petit
entier j tel que L;(P{(z)) est non nul. Il s’ensuit que Lg(;)(P?(z)) # 0, pour tout i € IN.
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Voyons maintenant comment calculer les déterminants G?. Posons h; = Lg(;)(Pf(z)) et
G% = 1. D’apreés I'expression explicite des Pf, nous avons h; = GY,,/G?. D’ou I'égalité
GfH = h;h;_1...ho pour tout : € IN.

Par conséquent le calcul des déterminants G¢ se fait grace a la relation de récurrence

suilvante

Gl=mGl, i=1,2,...,

avec G5 = 1. Les valeurs des quantités h; s’obtiennent par la relation h; = Lg(i)(Pf(:L‘)) ou
les coefficients des polynémes P? se calculent a 1’aide de la relation de récurrence donnée
ci-dessous dans le Théoreme 2.1.
Nous terminons cette section avec quelques propriétés de P, Ces propriétés vont nous
servir dans la prochaine section.
Pour une simple raison de simplification, nous supposons dans la suite que P’ et P; sont

unitaires lorsqu’ils existent.

Théoreme 2.1 i/ Sii€{p_; +1,...,h +1}, 1 € IN alors P! = P,.

it/ Pour chaque 1 € IN, le polynéome Pf+1 est donné par

1
6 _ _pé b
P, =P, "f‘EO‘JPj’
3=0

ou
i1

J
aj = —[Lojy(zPY) + 2kaLO(j)(Pke)]/L(?(j)(Pje)’ J=0,...,
k

=0

Preuve:

i/ Afin de prouver que P! = P; pour 1 €{p1 +1,...,h; + 1}, | € NN, il suffit de
permuter les lignes des deux déterminants qui apparaissent dans I’expression de P

pour obtenir, grace au Lemme 2.1, ’égalité 6({0,...,: —1}) = {0,...,i — 1}.

i1/ Les polynomes P? sont unitaires et de degrés égaux & leurs indices. Donc ils forment

une base de C[X], d’ou

Pl =aP +> o;F], (2.

3=0

[\]
Do
~—

ou aj € € pour 7 =0,...,1. Comme Lg(k)(Pf) = 0, pour £ < 7, application
successive des fonctionnelles linéaires Lg(o), - - -, Lg(i) @ (2.1) se traduit par le systeme
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triangulaire suivant

o Lg(o)(FS) = —Lygo)(zP/)
OzoLeu)(Pg) + alLe(l)(Pf) = —Le(l)(xﬂg)
aolowy(PY) + arLowy(P]) -+ +oilewy(PY) = —Low(zFy).

Les termes de la diagonale de ce systéme ci-dessus sont Lg((Pf), j =0,...,1.
D’apres la remarque précédente, nous savons que ces termes sont non nuls et par

conséquent la détermination des coefficients de (2.1) se fait par la relation
7-1

aj = —[Loiy(xP?) + 3 ewLog (P Loy (F}), §=0,...,1. .

k=0

2.2.3 Lien avec la biorthogonalité par rapport a une forme ses-
quilinéaire

Dans cette sous-section, nous allons voir que la biorthogonalité définie ci-dessus et
que nous allons utiliser dans ce chapitre n’est autre qu'un cas particulier de celle que
nous avons traité au premier chapitre. Ce cas particulier est obtenu en faisant un choix

particulier de la forme sesquilinéaire g.

Choix de la forme sesquilinéaire g

Tout d’abord commencons par choisir les deux espaces vectoriels E et F'. Ici, E est
Pespace des polynémes C[X] et F est ’espace des fonctionnelles semi-linéaires définies
sur E c’est-a-dire, en d’autres termes, que F' est ’espace dual conjugué E de E.

Nous définissons la forme sesquilinéaire g par
g(4, L) = L(¥), YLEE, V¢ €E.

La matrice de la restriction de la forme sesquilinéaire g aux sous-espaces V,, et W,,, en-
gendrés respectivement par {1,z,...,2" '} et {Lo,L;,...,Ln-1}, a pour déterminant
G.. L’application 6 que nous utilisons ici est la méme que celle du premier chapitre.
La permutation ¢ est prise égale a l’identité. Le rdle de ’application § est d’avoir un
sous-espace régulier V, x W¢ de E x F avec W? étant le sous-espace engendré par
{fg(o),fg(l), . fg(n_l)}. Alors, la matrice de la restriction de g a V,, x WY est réguliere et
a pour déterminant G® qui est bien non nul. A I'aide du processus GBOR, nous pouvons
alors construire deux bases g-biorthogonales {P¢, PY,..., P?_} de V, et {Eg, Ef, . ,ai_l}
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de W¥. Ces deux bases sont obtenues récursivement par les relations déduites du GBOR
;= ¢¥(zP]_ 1)/¢9(P9) i=0,...,5—1
Pj = fo__ Z a,Pa

pi = Leu)(P")/cb"(P") i=0,...,j—1
¢' - LO(J) - Z/Bz
1=0
Dans la définition de la permutation 8, nous avons supposé que §(n) < co pour tout entier

n, ceci revient  supposer que Fst = {0}, c’est-a-dire que (E x F, g) est régulier.

2.3 Orthogonalité

Supposons que les fonctionnelles L;, 7 € IN, utilisées dans la définition de la biortho-
gonalité vérifient la propriété suivante

Li(¥) = C(z’y), j € N, V¢ eC[X],

ou C est une fonctionnelle linéaire définie sur I'espace des polynoémes C[X]. Cette situation
n’est autre que 'orthogonalité formelle habituelle [10].

Soit (Pr),cIN la famille des polyndmes orthogonaux par rapport a C'. Si tous les polynémes
P, n € IN sont réguliers, alors ils vérifient une relation de récurrence a trois termes. Dans
le cas contraire, quelques polynémes de la famille (), v n’existent pas, et nous avons
a résoudre un systéme linéaire régulier pour obtenir le polynéme régulier suivant.

Avec 'usage des polynémes P/ ¢ € IN, définis précédemment, nous allons voir comment

retrouver les polynémes orthogonaux réguliers de la famille (P,), .N-

2.3.1 Relations de récurrence

Supposons qu’il existe un polynéme régulier Py de degré k de la famille (P,),.N,
pour lequel la quantité C(z*Py) est nulle, c’est-a-dire (k) > k. Par définition, nous savons
que O(k) est le plus petit entier j tel que C(z? Py) est non nul. Il est donc évident que le
polynéme Py vérifie

- C(z'P)=0, j=0,---,0(k) — 1
- C(z®Pp) 40

~ P =P
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De plus, pour tout entier n € IN, P? est défini et caractérisé par

C(z*IP) =0, j=0,1,...,n—1
C(z™ P8y £ 0.

Considérons le résultat du Théoréme 2.1 en supposant que L;(¢) = C(z7¢) pour tout
polynéme ¢ € C[X] et pour tout entier j. Nous pouvons déduire le théoréme suivant
en montrant qu’il y a des coefficients qui s’annulent dans la relation de récurrence du
Théoreme 2.1.

Théoréme 2.2 Si Py est un polynéme régulier tel que C(z*Py) = 0, alors
pour i €{k,...,0(k) — 1}, nous avons
i/ la relation de récurrence d trois termes
P}y = 2P + aiPy

avec

o; = —C (!B pfy/C (P B,
it/ la condition C(2?Pf,;) = 0 pour j = 0,...,0(k) a Uexception de j = O(k)+k—(i+1),

iii/ les deuz propriétés 0(i+1) = (k) +k— (i +1) et C(z°CFVPL,) = C(a*® Ry # 0.
Preilve:

La preuve se fait par une récurrence sur ¢ qui commence par 1 = k.

- Pour : = k.
Nous posons D = zP{ + aP; avec a = —C (2?41 p8) /C(* P B,).
Py est régulier, donc I'égalité P, = P! est une conséquence du Théoreme 2.1. Si

nous multiplions D par z’ et que nous appliquons la fonctionnelle C, alors
C(2’D) = C(z' T Py) + oC(2? P).
Ensuite, en utilisant les relations
C(z'P) =0 pour j€{0,...,0(k) —1}

et

C(z'™P,) =0 pour j€{0,...,0(k)—2}
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nous aurons C(z?D) = 0 pour j € {0,...,0(k) — 2}.
a = —C(z* B+ P /C(2%*) P) implique que C(2°® D) = 0, ce qui entraine

C(z'D) =0 pour j€{0,...,0(k)} et j+#0(k)—1.

D est un polyndme de degré k + 1 qui vérifie les propriétés de Pf,,. Pf,, étant

déterminé d’une facon unique, donc D = P,fH.D’ofl I’écriture
Pl =zP} +aP
k41 = T8 T QL.

La multiplication de Pf,; par z®()~! et I’application de la fonctionnelle C' nous
donne
C(2®®1PE ) = C(2"® P) + aC (21 Py).

Et comme C(z?®)~1P,) = 0, alors
C(=" 1 Bl,,) = C(=* R, £0.

Par conséquent, 6(k) — 1 est le plus petit entier 7, pour lequel C(z?@Pf, ) est non
nul. D’ou 0(k+1)=0(k)—1=0(k)+k— (k+1).

Pour 2.

Nous supposons que le résultat du théoreme est vrai.

Pour 2 + 1.
Posons D = z P! + aP;.

La multiplication de D par z7 et ’application de la fonctionnelle C, nous donnent
C(2?D) = C(z’ ' P?) + oC (27 P;)
et nous avons
- C(2’P) = 0 pour j € {0,...,0(k) — 1},

- a = -0 (2@ PH 1 C(2%®) P) implique que C(z%*) D) = 0,

- C(z''PY)Y=0pour j+1€{0,...,0(k) et j+1#6(k)+k—1,
ce qui donne
C(z/HPf) = 0 pour j € {0,...,0(k) —1} et 5 # 0(k) + k- (i +1).

Nous pouvons donc conclure que

C(z’D) =0 pour j € {0,...,0(k)} et j #£0(k) +k — (¢ +1).
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Le polynéome D est unitaire de degré i + 1 et vérifie les propriétés de Pf ;. Donc
I'unicité de P?, implique que D = Pf,,. D’ou ’écriture

Pf_H =z P! + aP;,
avec a = —C(zfO+1 P8 /0 (2™ py).

Si nous appliquons la fonctionnelle C a PﬁH apres l'avoir multiplié par zf(k)+k-(i+1)

alors nous obtenons
C(xe(k)+k—(i+1)Piil) _ C(xe(k)+k—ipi6) i ac(xe(k)+k—(i+1)Pk)_

Par hypothese de récurrence, C(z?®)+5=i pf) = C(2**) P,).
Comme C(g?®+F=(+1) Py =0, alors il s’ensuit que C(z?F+E-G+D) ps ) = C(20*) p,)
est non nul.

Dot 6(i +1) = 8(k) + &k — (i + 1). .

Corollaire 2.1 Pyy41 est régulier.

Preuve:

Py est supposé régulier d’avance, et d’apres le Lemme 2.2, nous avons ({0, ..., k—1}) =
{0,...,k— 1 }. Le Théoreme 2.2 nous donne la propriété (i + 1) = (k) + k — (i + 1),
qui implique

6({0,...,8(k)—1,6(k)}) ={0,...,0(k)—1,0(k)}.
Enfin, une simple application du Lemme 2.1 montre que Py);; est régulier. ]
Ce résultat est aussi donné par Draux [44] et Gutknecht [65].

En posant, dans le Théoréme 2.1, L;(¥) = C(z’%) pour tout ¥» € C[X] et pour tout
entier 7, et en montrant qu’il y a des coefficients qui s’annulent dans la relation de récur-

rence du Théoréme 2.1, nous pouvons déduire le théoréme suivant.

Théoreme 2.3 Soit Py, le dernier polynome régulier précédant Py.
La relation de récurrence sutvante nous donne le premier polynéme régulier suivant Py

6(k)

P9(k)+1 = :L‘Pg(k) + Z OziPig + o P + ak—lpko
i=k+1

avec
a1 = —C(e*WE) [C (2" Py) # 0,
ap = —(C(a*B1PY,) ) + a1 C (2" Py,)) [C (2" By),
o; = C(2°O P ) /C(2°FIP, ), i=k+1,...,0(k).
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Preuve:

Py, est le polyndme régulier de plus haut degré précédant Py, alors 6(ko) = k — 1. Les

polyndémes Pf forment une base de I’espace €[X], donc nous pouvons écrire

6(k)

1=0
L’application de la fonctionnelle C & (2.2), aprés ’avoir multiplié par 2°0), nous donne
. ‘ 6(k) .
C(z°9) Pypy11) = C(xg(J)HPg(k)) + 3 a;C(2°0 P
1=0

Nous avons

~ O(z*0H1P, ) = 0 pour 0 < 0(5) +1 < O(k) et 6(j) + 1 # &

- C’(xe(j)Pg(i)) =0pourj<t,:€ IN.

Sij <k-—1,alors 8(j) < k— 1, puisque nous avons vu précédemment que 6({0,...,k —
1}) = {0,...,k—1}. Ainsi, en posant s;; = C(2?)P!), nous obtenons le systéme linéaire
suivant noté (S)

$0,0 O 0

(S) Sko—1,0" " " Sko~1,ko—1 Ako—1 | _ 0
Sko+1,0" " " Sko+1,ko—1 Sko+1,ko+1 Qko+1 0

Sk—1,0 * " Sk—1,ko—1 Sk—1,kg+1 " " Sk—1,k—1 Qi1 0

Le systeme (S) est triangulaire régulier avec un méme nombre d’inconnues et d’équa-

tions, puisque la condition
. C(:ce(j)P,fO) =0 pour 7=0,...,k—1 sauf lorsque 7 = ko

montre que oy, est éliminée et n’apparalt pas dans (.5).
q 0 P

Par conséquent o; = 0 pour 7 = 0,...,k — 1 sauf lorsque j = ko, et la relation (2.2)
devient
6(k)
Py = Py + > 0P + ax P 4 o, P, (2.4)

i=k+1
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Déterminons maintenant les coefficients «;.

- Calcul de ay,.
L’application de la fonctionnelle C' a ’équation (2.3), apres ’avoir multipliée par
a1 = %) pous donne

o(k)
C(:Ck_lpg(kHl) =0= C(xkpg(k))-l- Z a,-C(:ck_IPf)—i—akC(:ck_lPk)+akOC(:ck_1Pko).
i=k+1

Nous savons que

C(z*F'P!Y=0, pouri=k,...,0(k)

et d’apres le Théoreme 2.2,

D’ou
o, = —C (PP /C(c"RIB,) # 0.
- Calcul de ay.

L’expression de oy est déduite immédiatement, en multipliant (2.3) par z°(*) et en

appliquant ensuite la fonctionnelle C.
— Calcul de o, pour : = k+ 1,...,6(k).
L’application de C 2 (2.3) apres I’avoir multipliée par %) implique

_ 6(k) . , .
C(e®O i) + Y aCOP)) + axC (2" Py) + ok, C(2"V Py,) = 0.
J=k+1

D’apres le Théoreme 2.2, nous avons
-0()=0k)+k—1)e{k,...,0(k)—1} pouri=k+1,...,0(k),

ce qui nous donne
C(aca(”)Pf) =0pourj=k—+1,...,6(k)aexception de j = 1.

- 6(3)+1€e{k+1,...,0(k)} montre que C(we(i)+1Pg(k)) =0.
- 0(1) < b(k) pour : =k +1,...,0(k), ce qui implique que
C(z®DP) =0 pouri=Fk+1,...,0(k).

Donc, la derniere relation nous donne

0; = —o, C(z°D P ) /C (2P P?) pouri=k+1,...,6(k)

1
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ce qui est équivalent a
o; = C(®IP,)/C(2* ™ P,) pouri=k+1,...,0(k)

puisque
ar, = —C(z"®P)/C(a" ™ P,)

et
C(z*DF!) = C(z"®P) pour i =k,...,0(k).

I est clair que les deux théoremes 2.2 et 2.3 définissent un algorithme pour calculer
tous les polynomes orthogonaux réguliers par rapport a une fonctionnelle C. Cet algo-
rithme utilise les polynémes biorthogonaux intermédiaires pour le calcul des polynomes
orthogonaux réguliers. Ainsi, nous appelons la méthode ALA (Avoiding the Look-Ahead)
celle qui utilise des polynémes biorthogonaux intermédiaires pour retrouver tous les po-
lynémes orthogonaux réguliers.

Pour tout k, posons C(z*) = ¢; et écrivons Pf sous la forme

k
Pl(x)=3p 7, p’=1

Alors, en utilisant cette écriture dans les relations de récurrence des deux théoremes 2.2
et 2.3, en identifiant les coefficients des différentes puissances en , nous obtenons un

algorithme qui est une mise en oeuvre de la méthode ALA pour calculer les coeflicients
de Pf.
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Py

1

fin.

Algorithme 1

o Etape 1: Initialisation
D pl 20, hoy =1, 6(—1) = —1,
A2 =1,% =% =0,k =o0.

e Etape 2 (Détermination de 6(k))

1 =10

k

k

hk+i = Z Ck+i+jP§‘ )
i=0

ko
di =Y crpirip|™
7=0
si |hk4i| < €1 pour une certaine tolérance ¢;, alors
1=1+1
aller a 2
fin (si)
0(k)=k+1.

e Etape 3:

b= hoy/hk-1
w; = —pgko) ] 0,. . .,ko
1,...,6(k)

do(ky—i = do(k)—i/Pa(r)
w; = wj + dy(r)- P, i=000

Bi= (Z C&(k)+1+jpjl )/ ok

(1+1)

p; —pj =B, i=0,. 0k
pgiﬂ) pg)l, j:k-}—l,...,z—l—l
i =0

fin (pour)

k<—9(k)+1

p§)<—pj +bw;, j=0,...,k—1

aller a 1
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Dans cet algorithme, r < s veut dire que nous attribuons a r la valeur de s. Nous allons
utiliser cette notation dans les algorithmes que nous allons énoncer plus tard.

Lorsque k = 0, certains termes s’annulent dans cet algorithme, comme par exemple dy = 0.
Le fait qu’ils soient nuls nous permet d’éviter ['utilisation d’une boucle avec ”si” dans la
troisieme étape. Nous allons adapter cette technique a tous les algorithmes et processus

que nous allons énoncer dans la suite.

Remarque 2.3 Pour avoir I'existence et l'unicité d’'un polynoéme orthogonal P,, nous
avons imposé la condition: P, est de degré n. D’une maniere similaire, nous pouvons
imposer la condition de normalisation P,(0) = 1, ce qui donne une autre permutation

et par conséquent un autre polyndme intermédiaire P?.

Remarque 2.4 1l est facile de voir que les deux théoremes 2.2 et 2.3 nous donnent la
propriété suivante

Pyryi1(z) = Wory—r41(2) Pe(z) + gy Pro ()
ou Wo(x)—k+1(z) est un polyndme de degré 6(k) — k + 1. Pour la démonstration, il suffit de
remarquer, dans le Théoréme 2.2, que P divise PY pour ¢ = k,...,0(k). Cette propriété
est similaire a celle donnée par Draux [44], Gragg et Lindquist [62] et Gutknecht [65].

Remarque 2.5 Les coefficients a; = dgry—i, 2 = kK +1,...,0(k) du Théoréme 2.3 dé-

pendent uniquement de Py, . En conséquence, dans I’ Algorithme 1, ils sont mémorisés pour
6(k)

calculer récursivement la somme »  o;P’. Ceci montre que I’Algorithme 1 n’a aucun
i=k+1

probleme de stockage. En effet, si nous mémorisons les coefficients de chaque polynéme

dans un vecteur, alors le codage de I’Algorithme 1 n’a besoin que de trois vecteurs sans
compter le vecteur dont les composantes sont les coeflicients d; utilisés dans 1’algorithme.
Notons aussi que ce nombre de vecteurs est optimal, c’est-a-dire qu’il est impossible d’uti-

liser moins de trois vecteurs.

Il y a une autre maniere de programmer le polynéme orthogonal régulier Pyz)11. Elle

consiste a utiliser la relation de récurrence suivante

ou by = C(a:e(k)“'lpg(k))/C(me(k)Pk), Br, = C(;ckPg(k))/C(xk_lP,éo), et P s’obtient par la
relation de récurrence suivante

P=Py _
o; = C(z?D P, )/C(z°DPF), P =P, —aPf, i=k,... 0(k).
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2.3.2 Mise en oeuvre de la méthode ALA

Dans cette sous-section, nous allons montrer comment mettre en oeuvre la méthode
ALA. Mais tout d’abord, d’une maniere similaire a la biorthogonalité vue dans la sous-
section 2.2.3, nous allons voir que 'orthogonalité définie ci-dessus n’est autre qu’un cas
particulier de celle que nous avons traitée au premier chapitre et que ce cas particulier est

obtenu en choisissant la forme sesquilinéaire g hermitienne.

Choix de la forme sesquilinéaire hermitienne g

" Commencons par choisir les deux espaces vectoriels E et F. Ici, E est I'espace des
polynémes C[X] et F = E.

Nous définissons la forme bilinéaire symétrique g; par

gl(¢799) = C(d’@)a V¢,99 € E’

La matrice de la restriction de la forme bilinéaire g; au sous-espace V,, x W, ou V,, =
W, est engendré par {vg = wo = l,vi = W) = Ty...,Vp1 = Wpo1 = "1}, a pour
déterminant H, = G,. La permutation # que nous utilisons ici est la méme que celle
du premier chapitre. Nous avons supposé que (i) < oo pour tout ¢ € IN, notons bien
que ceci revient a supposer que (E,g;) est régulier. La permutation o est prise égale
a lidentité. Le role de la permutation 6 est d’avoir un sous-espace régulier V,, x W¢ de
E x F avec W comme sous-espace engendré par {wg(o) = 2%, wgp) = 20, .. wpiner) =
:cg(g'l)}. Alors, la matrice de la restriction de g; a V, x W? est réguliere et a pour
déterminant H? = G® qui est non nul. A I'aide du processus GBOR, nous pouvons alors
construire deux bases gi-orthogonales {PS, Pf, ..., P%_ |} de V, et {Q5,QY,...,Q%_,} de
We. {P¢ P?,...,P? |} et {Q%,Q°,...,Q% _,} sont aussi deux bases biorthogonales,

mais cette fois ci, par rapport a la forme sesquilinéaire hermitienne g définie par

g, ¢) = C(¥P), YY,p € E,

ou p représente le polynome dont les coefficients sont les conjugués de ceux de .

La base {P¢, P?,..., P%_ } est la méme que celle donnée par I’Algorithme 1, si la condi-
tion de normalisation utilisée dans GBOR consiste a imposer que les polynémes de cette
base soient unitaires et de degrés égaux a leurs indices. L’ Algorithme 1 se déduit aussi du
processus GBOR : pour cela, il suffit de choisir récursivement les polynémes v; en posant
tout simplement, a ’étape 7, v; = :cPf_l.

A chaque choix de deux bases dénombrables {vg, vy, ...} et {wo, w1, ...} de C[X] corres-

pondent deux autres bases dénombrables g;-orthogonales. Mais le choix qui nous intéresse
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ici est celui qui nous permet de retrouver tous les polynémes orthogonaux réguliers par
rapport a la fonctionnelle C'. C’est-a-dire le choix qui nous donne deux bases dénombrables
gi1-biorthogonales {Pf, Pf,.. .} et {Qg(o), Qg(l), -} vérifiant Q¢ = P = o;P;,a; € € pour
tout polynéme orthogonal régulier P; de degré 1 par rapport a la fonctionnelle C.

En plus du choix qui nous a permis d’établir ’Algorithme 1 et que nous considérons
comme un premier choix, nous allons donner deux autres choix qui présentent une impor-
tance au point de vue utilisation et qui donnent deux manieres différentes pour mettre
en oeuvre la méthode ALA. Nous allons montrer dans le deuxiéme choix le résultat du
théoréme suivant qui généralise la relation de récurrence a trois termes classique reliant

les polynémes orthogonaux réguliers.

Théoreme 2.4 Tout polynéome orthogonal régulier Pg’(k)H vérifie une relation de récur-
rence de la forme
Pyayer = Py — sy P — Bty Pae—1)»

ou P! est le polynéme régulier de plus haut degré précédant Pe(k)+1' Pae(k)+1: Pee(k), PP et

P(f(k_l) sont de degrés égauzx a leurs indices respectifs.

Notons que les relations de récurrence que nous allons donner relient sépafément les
polynémes des deux bases {P¢, P! ...} et {Qz(o), Qg(l), ...}. Nous les appliquerons a la
méthode de Lanczos dans la section suivante. Ceci équivaut aussi, en changeant la variable

z des polynémes Q¢ en y, a avoir deux bases biorthogonales par rapport & la forme

bilinéaire g, définie sur C[X] x C[Y] par
g, y’) = C(=™), Vi,je N

& Le deuxieme choix consiste a déterminer récursivement les polynomes des deux bases

dénombrables {vo, vy, ...} et {wg, w1, ...} en posant

vi=zP_,, j=12,
w; = 1~ ka, ]—k—l-l SOk +1, k=0,600)+1,0600)+1)+1,...,

avec les indices des polynomes v; et w; représentant leurs degrés respectifs. En

appliquant GBOR, nous déduisons les relations de récurrence suivantes

Q =2*Ql, j=k+1,...,0(k), (2.6)

=k+1,...,00k), (2.

o
-1
~—

aj-1 = C(zP,Qfw)/C(P{ Q)
PP = 2P! | o, P!
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([ gy = C(2 Py Qb )/C(Per(k))
5e(k) C(P; Qk)/C(Pak 1)Qk 1)
P&(k)+1 = xpo(k) a9(k P - /89(]6 ) (28)
(k)
Qo1 = TQhy — D s Q7 — ae k)QZ — Bo(ty)Qo(r—1)-
\ i=k+1

En remplacant les polynomes orthogonaux Q! par les P! puisque Q¢ = P! = P,
pour tout ¢, ces trois équations nous donnent une mise en oeuvre de la méthode
ALA dont le codage nécessite seulement trois vecteurs.

- Les coeflicients ag(;) dans le calcul de Qg(k) +1 peuvent étre programmés d’une autre
maniére, en utilisant les polyndmes de I’ensemble {P,% |, Pe,..., Pé?k), Pé?k) +1) qui
est g;-biorthogonal a {xQz(k),Qz(k),Qg(k)_l, e, QZ>QZ(1¢—1)} avec Y, = P! . La

. ’ . . . . .
programmation des P.’ se fait par la relation suivante qui les relie aux P?

{ Xi = C(PPzQg)/ C(P{ Q4y)

PO — Pr =kk+1,...,00k) +1. (2.9)

A Taide de ces polynoémes, ’expression qui donne les ag;y est

Qg(iy = —Ba(k) (Qe(k 1) )/C(Q )

Si nous n’avons besoin que de calculer les polynémes PJQ, alors nous pouvons utiliser

_ seulement la relation générale et simple suivante

a; = C( 6(k)— k+1P€P0)/C( (k)— kP6P9)
B; = C(PYPE)/C(Phy 1y Piy) i=kk+1,...,0k),  (2.10)
Pje+1 = xpj? - a]-P,f - ijee(k—l)

pour k = 0,0(0)+1,6(6(0)+1)+1,.... L’initialisation de cette relation de récurrence
se fait en posant P =1 et P?, = 0 avec §(—1) = —1.

& Le troisieme choix consiste a donner les polynémes des deux bases dénombrables

{vo, v1,...} et {wo, wy,...} d’une maniere récursive en posant

v; =29 "kPi j=k+1,k+2,... n,
Vi1 = xP]-o, J=ng,ng+1,...,0(k),

wj:xj'sz, j=k+1,k+2,...,nk,
Wil = xQ?, J=ng,ni+1,...,0(k),

et ceci pour kK =0,6(0)+1,6(0(0)+1)+1,...,avecny = [(0(k)+k+1)/2] qui est
la partie entiere de (6(k) +k +1)/2. Le degre de chaque polynome v; est égal a son

indice 7, il en est de méme pour chaque w;. Dans ce troisieme choix, la permutation
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o n’est plus prise égale a I'identité, mais égale a une permutation o; que nous allons

définir avec une autre permutation 8; qui remplace 6.

> Si6(k)+k est pair (ce qui implique que ng = (6(k)+k)/2), alors nous définissons
o1 et 8, par
Ul(k+2j) :nk+j7 .7 = 0,1,...,'I’Lk—k,
oik+25—1)=nr—3, j=12,...,n—k,
01(k+2]) :nk—ja ] :Ovla"-ank "'ka
01(k+2j——1):nk-l—j, 7=12...,ny—k
et ceci pour k = 0,0(0) + 1,6(8(0) + 1) +1,.... Les deux permutations o, et

6, sont reliées a la permutation 6 par deux relations

(2.11)

000, = o1 et Booy =6, (2.12)

qui sont équivalentes puisque 6o est la permutation identité. C’est la raison

pour laquelle ¢ intervient dans la notation des deux bases g;-biorthogonales

{P? 61(1), ..}et {le(op Qzl(l), ...} que nous obtenons en appliquant GBOR.
Ces deux bases peuvent étre écrites sous la forme
Prfk Pg -1 P:k-}-l ng-—Q Pke ank—k
4 0 g g Q& QG
nk ng+1 ng—1 ng+2 2n—k k

sans utiliser o7 et ;. Notons que pour deux entiersz et 7, la quantité C(PeQz )

ou C(P? )Qel ( ])) est nulle si 7 # j et qu’elle est non nulle dans le cas contralre

Nous aHons maintenant nous intéresser au calcul des éléments de ces deux bases
qui sont donnés par les relations suivantes déduites du GBOR

P‘9 = gi-kpj |

{Qo—:c] kae J1=k+1,k4+2,...,n, (2.13)

] C(xpjk'f‘.? "k+J)/C( ng .7 zk"}'])

g
'BJG— (xPnkﬂg "k+]+1)/C( ng—j— 1an+]+1) ] — 0’ 17 ng — E—1
ceey .
gk+j+1 = an+] ﬂJ 1an —-Jj+1 eaJan -Jj
Pnk+j+1 :EP”I:'*‘J JPﬂk -3 'BJ ng—-j-1

(2.14)
avec f_; = 0. Le polyndéme orthogonal régulier Pg(k) +1 par rapport a C, ainsi
que Qg(k) +1 sont donnés par

0tny— = C(zF, Qe k))/C(PIer )
ﬁnk—k = (xP9 k) Qk 1)/C(P9k 1 Qk 1)
C(zQf k)P9(k) 1)/C(Qk+1 6(k)—1) (2.15)
Qe(k 1 = ng(k) ’YQk.H ank—ka /Bnk—er(k 1)
Po(k)+1 = xPe (k) — -k P — Bnk‘k‘P@ k-1)"
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Les expressions des coefficients de ces relations de récurrence ont été obtenues
en utilisant la propriété C(Png(,-)) = C(P,ng(k)) qui est toujours valable pour
i=k,...,00k).

> Si §(k) + k est impair (ce qui implique que ny = (8(k) + k + 1)/2), alors nous
définissons oy et 6; par

oilk+27)=ne+3, 7=01,....,np — k-1,
01(k+2j—1)=nk—j, 1=12,...,np — k,
bu(k+2)=ng—j—1, j=01,...,np—k—T1,
bi(k+27—)=n+7-1, 7=1,2,...,np — k,

et ceci pour k = 0,8(0) + 1,0(6(0) + 1) + 1,.... Les deux permutations o,
et #; sont toujours reliées a la permutation 6 par (2.12). C’est la raison pour
laquelle nous notons toujours {P? 1(0)> P’ (1) Jet {le(o), Qzl(l), ...} les deux
bases g-biorthogonales que nous obtenons en appliquant GBOR. Ces deux bases

peuvent étre écrites sous la forme

P p_ P, P’

) 8
ng—1 ng+1 Ny —2 P2nk—-k—1 Pk
[/ 6 6 [ QG Q&
ng—1 ny ng—2 ng+l ¢ k 2ny—k—-1
sans avoir besoin de o, et 8. Nous allons maintenant nous intéresser au calcul

des éléments de ces deux bases qui sont donnés par les relations suivantes

déduites du GBOR

PO = gi-kps |
{ ‘79 _:_L._ j—kk—l 9 ]:k+1,k+2,7nk (216)
j-1 =2 Q%
et
) C($P§k+.7 ng+j— 1)/0( ng—j flk-f-j—l)
5]9'_ C("I:Pnk+1 nk+3)/c( k—J— 1an+1) (217)
ng+j _xQﬂk+J 1 /BJ 1an -J aJan -j-1
PTfk+j+l xPnk+J nk -j — BiP; ng—j—1
pour 3 = 0,1,...,nx — k —1, avec ﬁ-l = (. Le polynome orthogonal régulier

P{f(k)+1 par rapport a C, ainsi que Qg(k)ﬂ sont donnés par

QAg(k)+1 = C(»’CPG Qe k))/C(Perk )

Bo(ky1 = (SUP )Qk 1)/0( (k-1 Qk 1)

Y= C(‘Tpe(k)Qe(k )/C(Pk+1Q0(k _1) (2.18)
Qe(k 1 T xQo (k) — Ote(k)+1Qk Bs k)-HQg(k—l)

Pe(k)-H = j“Df?(lc 7Pk+1 — Ok +1Pk ﬂe(k)ﬂpgg(k_l)-

Le calcul des coefficients de ces relations de récurrence se fait en utilisant la pro-
priété C(PieQz(i)) = C(P,sz(k)) qui est toujours valable pour ¢ = k,...,8(k).
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Changeons maintenant le choix que nous avons fait ci-dessus de la forme g. Notons ¢;

la forme bilinéaire symétrique définie sur ’espace C[X] par

91(7’5,99) = C(d’@)? VT,Z),(,Q € (D[‘X],

et considérons la forme bilinéaire symétrique g définie sur V'espace £ = C[X] x C[X] par

9, ¢) = g1(¥1,02) + 91(¥2,01), Vo= ( :/b’; ) yp = ( 71 ) € E. (2.19)

©2

Ce choix de la forme hermitienne g est similaire a celui qui nous a permis, a la fin du
premier chapitre, de montrer que théoriquement le processus non hermitien de Lanczos

n’est autre que le processus hermitien de Lanczos appliqué a un systéme hermitien étendu.

Choisissons d’une maniere récursive deux familles dénombrables libres {vg, v1,...} et
{wo, w1, ...} de E qui vont nous donner deux familles g-biorthogonales {p,, (o), Po, (1), - - -}
et {gs,(0), 46:(1), - - -} de E, ol 07 et 6, sont deux permutations de IN.

vi=20Fpe, J=k+1L,k+2,.. ., 0,
Vit1 = TPy, 7 =Nk, Nk + 1,...,9(’0),
w; =2 kg, j=k+1,k+2,... 0,
Wit1 = 2Gj, 7 =ng,ng + 1,...,0(k),

et ceci pour k = 0,6(0) + 1,6(6(0) + 1) +1,..., avec toujours nx = [(8(k) + k +1)/2]
étant la partie entiere de (8(k) + k + 1)/2.
Comme ci-dessus, pour définir récursivement les deux permutations o; et 6y, il y a deux

cas quil se présentent

> Lorsque (k) + k est pair (ce qui implique que ny = (0(k) + k)/2), o1 et 6; sont
définis par (2.11). Donc, elles vérifient (2.12).

Si nous supposons que les polyndmes @1, @2, %1,%2 de p; = (¢1,02)T et ¢ =
(¢1,%2)T sont unitaires, alors le fait que g est symétrique nous permet d’avoir

pi=4q; = xj-kpkv .7 = k7k +1,... > ks (220)
et

@; = 9(TPnyti-15Pryti=1)/9(Pry—j+1, Pry+i-1)
ne+j = TPnx+j—-1 = QjPnp—j5+1 .
17=12,...,np —k+1,
/Bj = g(an+j7 q9(kj))/g(pk,' 3 Qa(kj))
Prit+i = Qi+ — BiPk,
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avec k; = ng—gsig <ng—k kj =60k—1)sij=nr—k+1 et ceci pour
k=10,000)+1,0(6(0)+1)+1,.... Dans l'utilisation de cette relation nous n’avons
pas besoin de tester si j < ny — k ou non. Nous pouvons aussi écrire la relation sans
introduire k; en posant 6(8(k)+1) = 6(k—1), ce qui est possible puisque 6(8(k)+1)
est calculée a ’étape suivante.

> Si 8(k) + k est impair (ce qui implique que ny = (8(k) + k + 1)/2), alors nous
définissons oy et 6; par

01(k+2j):nk—j—-1, 7=0,1,....,np —k—1,
01(k+2j—1):nk+j—1, 7=12,...,n —k,
91(k+2]):nk+]a j=0,1,...,nk—k—1,
91(k+2]_1):nk_]a j=1327"'7nk_k7

et cecipour k = 0,60(0)+1,0(6(0)+1)+1,.... Si nous supposons que les polynomes
©1, 92, Y1, %2 de p; = (¢1,02)T et g; = (¥1,%2)T sont unitaires, alors comme pour
le cas précédent nous aurons

gG=pi=2"" pr, j=kk+1,... np—1 (2.22)
et

Q;—1 = g(‘rp'nk"*"].—l’pnk+j_1)/g(pnk_j7pnk+j_1)
Qni+; = TPnp+j-1 — Xj—1Pny~;

/Gj = g(an+jv q9(kj))/g(pkj ) qe(kﬁl))

Prg+; = Qny+35 — ﬂjpk,'

5=0,1,....,nk—k, (2.23)

avec kj = ng—J—1s1ij < ng—k kj =8k—1)si j =nr—k et ceci pour
k=0,6(0)+1,0(6(0)+1)+1,..., avec a_y = 0.

Nous savons que pour tout entier 7, p; et ¢; dépendent de la permutation . Il est donc

P P
() w3,
J J

N , A~ ! ! , N . . .
ou les degrés des polynomes P]-e , ?, Pjg et Q) j‘9 sont égaux a leurs indices respectifs. Tous

naturel de poser

les polynomes orthogonaux réguliers par rapport a la fonctionnelle C sont retrouvés a
I'aide de la famille {P};. Si le polynéme orthogonal régulier P;, de degré j, que nous
supposons unitaire existe alors il est égal a Pf.

Signalons que les familles libres {p,, (0}, P, (1)s- - -} €t {,(0), @8, (1) - - -} que nous obtenons
sont biorthogonales par rapport a la forme sesquilinéaire hermitienne qui, a tout élément

(¢, ) de E, fait correspondre g(v,%).
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Il est tres important de noter que les polynémes P‘9 9 , P 0 et Q; % forment des bases

gi-biorthogonales, c’est-a-dire { P¢ 1 (0) P ) {Q(h aQ01(1)7 ..}et {Pel(o)’ P&;(l)’ S
{Qal(o), Qal(l), ...}. Ceci simplifie le calcul des coefficients des relations (2.21) et (2.23).

Cependant cette simplification est liée a la normalisation des vecteurs p; et ¢; et non pas

6

aux polynomes Pf, , P et Q pour tout entier 7. Donnons maintenant les équations

équivalentes a (2.21) et (2.23) qui nous permettent de calculer et de normaliser séparément

les polynomes Pe J, P;g et Q;-e pour tout entier j. L’équation équivalente a (2.21) est

( OZ.] - C’(xP(’ +75— lan-i—J 1)/0( J+1Q761k+1 1)
ﬂ C(xan+J 1 n"+']— )/C(an ]+1Pnk+1—1)

6 _ . pf
Prsi = ka'*'Jl O‘Pk —j+1

Q:f = :L'Qn 1 ﬁ Qn —741 ;

< ’:‘HC( nk+,7k530(k )/C(Pkk ijk )) J= 1’2’ SRR k + 17 (2'24)
IBJ - (ink-i—JPG(k ))/C(Qk e(k ))

Pl = Pn,iﬂ
\ f1k+.7 - Qnek+1 - ﬁ]QZ

avec k; =ng—jsi 7 <ng—k, kj =0(k—1)sij=n,—k+ 1. L’équation équivalente &
(2.23) est

-1 _C(xP §+] lan-{-] 1)/C(P, 5_JQ05+] 1)
5,1 1= (l‘anﬂ 1 k+] 1)/C(an —i g+ 1)
gnkﬂ_xgkﬂ 1 CZ, IPS —j
n =W, 1%, —j . -
0 = (P2 5 Qi VUL, Q) F=0L =k (225)
5, = C(QE Pl 1 C(QS, Pl
P?Zkﬂ = Pniﬂ aJPk
\ Wongti = ﬂk+J BJQ’C'

aveck; =ng—j—1sij<ng—k ki =0Fk—=1)sij=nr—k -1 =a_, =0 Ces
derniéres équations nous permettent aussi de retrouver le troisieme choix fait ci-dessus
pour la forme bilinéaire g, et de construire ainsi d’une maniere simple les deux bases
g1-biorthogonales correspondantes. Signalons que le codage relatif a la mise en oeuvre de

ALA par ces deux équations nécessite seulement quatre vecteurs.

Il est possible d’écrire d’'une manieére simple les deux équations (2.21) et (2.23) en les
regroupant en une seule. C’est-a-dire, en d’autres termes, regrouper le cas ou 6(k) + k est
pair et celui ou il est impair. En effet, si nous posons 8(6(k) +1) = §(k — 1) avant d’avoir
calculé la vraie valeur de §(6(k) + 1), alors, par une simple identification, (2.21) et (2.23)

sont regroupées dans la relation suivante
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o; = g(zp;, i)/ 9(Peci)> Pi)

Qi+1 = TPj — Q;Pg(y) = 0(ng),0(ne) +1.....0(k 2.26
B; = 9(gi+1, Gio11))/9(Pa1)> BoieGieny)  ° (24), 0m) + 1, 8(8), — (2.26)

Pi+1 = G541 — /nge(J-H

avec an,—1 = 0. D’une maniere analogue, nous regroupons (2.24) et (2.25) dans ’équation

suivante

(o; = C(«P!Q])/C(P, (J)Q)
ﬂ C(wQePa)/C(Qe(J P})
ij_l =P} —a; Pg(J)
QJ+1 xQ ﬁ Q0 5

=C(P +1Q00 o(+1)))/ C (P 9]+1)Q6(e(y+1)>)
5}8 (Q3+1P (9(;+1)))/C(Q (]+1)P0(9(3+1)))
P P]+1 QJPQ(]+1)

1=
[ Wit1 = o IBJQH(]-H

5= 0(ng),0(ni) +1,...,0(k), (2.27)

6

’

avec ank y = Bn,—1 = 0. Comme pour (2.26), dans (2.27) nous posons toujours 8(6(k) +
1) =0(k - 1).

Lorsque ny = k, il est clair que nous retrouvons bien les relations de récurrence a trois

termes du cas régulier. Les relations de ’équation (2.27) sont obtenues en choisissant la

forme bilinéaire ¢ au lieu de g;. Dans le cas régulier, (2.27) est la double récurrence don-

née dans [57] que Nachtigal et Freund ont utilisée pour mettre en oeuvre la méthode QMR.

Si nous n’avons besoin que de calculer les polynémes Pf , alors nous utilisons 1’équation
suivante obtenue a partir de (2.27)

al = C(.TPgPe)/C(Pe(])Pe)

P —acP aP
J+1 .
J=0(ng),0(ny)+1,...,0(k), (2.28
“C( J+1P99(.7+l )/C( J+1)P(9]+1 ) ( k) ( k) ( ) ( )
P10+1 = PJ+1 aJPG (G+1)
avec ank L= ﬁ;k_l =0et 8(0(k)+1)=6(k-1).

Pour le calcul des coeflicients de cette relation de récurrence nous nous servons des égalités

suivantes qui se déduisent de (2.28)
- C(P; (])Pe) C (2% pf).

C(P9(1+l Péfo(j+1))) est égal & C(z? W PY) si 7 # 6(k) et a C(xk‘le(k_l)) lorsque
j =0(k).



64 Les polynomes orthogonaux formels et le probleme de la DPZ

J+1
- xP9P9 > p ’Pe ) avec P! = Zp/)x’ py) 1.
1=0(7)
C(P]HPG G+1))) = C(z*® P si # §(k). Dans le cas contraire nous avons

i+t .
C(P, Pyisny) = C(zPIPY)) Z p I C (2 Pf) avec P = S pbtVa,

1=0(y) 1=0
141
pj(il )=1.
Pour ces relations, nous avons besoin de connaitre les quantités C(xiP]-e), 1=0(5),...,7+

2. Pour les calculer, nous nous servons des trois propriétés suivantes

C@Pf) = C@*PL,), i=0(),....j—2,

C(z1P?) :C(maﬁo D) - o, C(z"®P?),
C(aiP?) = (a1 PL, i Clatphy oy C(2"B+1PY).

Les deux quantités restantes C(z/**P?) et C(z/*?P}) se calculent d’une maniére directe,

c’est-a-dire en appliquant directement la fonctionnelle C'.

2.4 Application a la méthode de Lanczos

Nous commencons tout d’abord par donner une description de la méthode de Lanczos.

Les notations utilisées dans cette description sont celles de [18, 16, 23].

2.4.1 Description

Nous voulons trouver la solution du systéeme linéaire suivant
Az = b,

ou A € C™"" est supposée non singuliere, b € C" et z € C".
Solent zo et yo deux vecteurs arbitraires de €C". Définissons les deux suites (zx)x et (7 )k

de vecteurs par les deux conditions
zk — o € Ki(A,10), (2.29)

T = b— A.Ik L I(k(A’,yo), (230)

ou Ki(A,r) = Vect(r, Ar,---, A*7'r). La méthode de Lanczos est complétement définie
par les deux conditions (2.29) et (2.30). Elle consiste a projeter récursivement le résidu
initial ro sur Uespace de Krylov K (A, Arg) biorthogonalement a Ky (A™, yo) par rapport au

produit hermitien < .,. >, de €C". < .,. >, remplace la forme sesquilinéaire g introduite
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dans le premier chapitre.

L’équation (2.4) nous permet d’écrire
Ti— To= —0uTp — azArg — + -+ — ap AF " r. (2.31)
En multipliant (2.31) par A et en soustrayant et en ajoutant b, nous obtenons
re = 7o+ 1 Arg + - - + arAtro.
L’équation (2.30) nous donne
< rk,A*iyo >,=0 pour 1 =0,---,k—1. (2.32)

Si nous posons ¢; =< A'rg, Yo >n, alors (2.32) est équivalente au systéme suivant

ajcr + a4+ -+ Qi Ck = —Co
(R) ey + @z A+ 0+ QpCry = —c1
ai1c, + aaCkyr + -0+ QpCok—1 = —Ck-1.

Si nous considérons le polynéme Pi(£) = 1 + a1 + -+ + apt*, alors rp = Pi(A)ro.
Définissons la fonctionnelle C' sur C[X] par '

C(E) = ¢; =< A'rg,yo >n, 1=0,1,...
et la fonctionnelle C(V) par
CON(g) = (&), i=0,1,....

Le polynéme P;, vérifie

{ C(EP(€E) =0, i=0,...,k—1,
P.(0) = 1.

Donc, P est le polynéme orthogonal par rapport a la fonctionnelle linéaire C, normalisé

par la condition P (0) = 1.
Soit P,gl) le polynome unitaire de degré k vérifiant

C(”(g"P,S”(g)) =0 pour 1 =0,...,k—1.

Les familles (P,El))k et (Px)r sont appelées adjacentes [119]. Nous pouvons voir facile-
ment que pour chaque k£ € IN™, P, et P,El) existent et sont uniques si et seulement si le

déterminant de Hankel
¢ o G

Cz €3 0 Crya

HY =

Ci Cky1 " C2k-1
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4
est non nul. Pour définir d’'une maniére unique les deux suites (P{)x et (P,Sl) )k avec

4
seulement une permutation 8, (PY)y et (P,Sl) )k vont étre normalisés par les deux conditions

Pl(0) =1 et P,Sly9 unitaire.
Si Py est non régulier, alors nous posons
ri = P{(A)ro.

Le polynéme P} vérifie

C(EOPi(£)) =0 pour i=0,...,k—1,
PE(0) = 1.

En conséquence, (2.32) devient
< rk,A*o(‘)yo >,=0 pour 1 =0,...,k—1. (2.33)

(2.9) est équivalente au systeme linéaire suivant

a1Ch0)+1 T O2Cgoy+2  + 0+ QkCeoyrk =  —C(0)
(R)) a1cgy+1 T oecguy+2 + 0+ QkCey4k = —Ch1)
01Ch(k—1)+1 T Q2Chk-1)+2 T 0 T QkChk-1)+k = —Ch(k-1)-

9
En accord avec la définition de 6, le déterminant de ce systéeme (R'), noté H ,(Cl) , est non

nul. Ceci montre que (R') a une solution unique.

Nous allons rappeler maintenant deux résultats fondamentaux en ce qui concerne la

méthode de Lanczos.

6(1) e(n—1)

Théoréme 2.5 Si les vecteurs A*e(o)yo, A

pendants, alors il existe un entier k < n tel que

Yo, - -, A" Yo sont linéairement indé-

r, =0¢et 2 =1z.

Théoréme 2.6 Sik est le plus petit entier tel que o, Aro, . .., AFrg soient linéairement

dépendants, alors

r,=0¢et zp =1z

Preuve:
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k est le plus petit entier tel que ro, Arg, ..., A¥ry soient linéairement dépendants, donc

il existe By, B1,. .-, Bk non tous nuls avec
Boro + B1Arg+ -+ - + ﬁkAkTO = 0.

Bo et Bi doivent étre différents de zéro puisque dans le cas contraire, ro, Arg, ..., AF71rg
seralent linéairement dépendants.

Alors, 1l existe 61,2, ..., pour lesquels

T0+51AT‘0+"' +5kAk7"0 =0

avec

8 =Bi/Bo pour 1=1,...,k.
Ceci nous permet de conclure que les coefficients é;,9s,...,d; forment une solution du
systeme (R’). Comme la solution de (R’) est unique, alors ry = 0 et 24 = z. m

Remarque 2.6 Le Théoréme 2.6 montre que le choix de z( est aussi important que celui
de yo, et que les coefficients &3, ds, . . . , 8% sont ceux du polynéme minimal, pour le vecteur
ro, de la restriction de A a Vect(ro, Aro, ..., AR=1rg).

Une étude sur les divers algorithmes de type Lanczos pour résoudre des systémes
d’équations linéaires a été faite dans [18]. Ici, nous présentons une application de ALA a
la méthode Lanczos/Orthodir qui est décrite dans [74, 127].

2.4.2 La méthode Lanczos/Orthodir

Plusieurs algorithmes de type Lanczos/Orthodir peuvent étre envisagés, notamment
ceux donnés dans [18]. En particulier I’algorithme connu sous le nom de Biodir [65].
La premiere mise en oeuvre de ALA appliquée a la méthode de Lanczos n’a aucun pro-
bleme de stockage, nous avons donc choisi de ’appliquer dans cette sous-section a la
méthode Lanczos/Orthodir. Les autres mises en oeuvre de la méthode ALA vont étre
appliquées, dans la sous-section suivante, au processus non hermitien de Lanczos et, plus

loin, aux approximants de Padé, a ’extension de I’algorithme ¢d et a ’epsilon algorithme.

Nous avons deux cas a distinguer
1. Si 0(k) = k (cas régulier).

Le calcul de Py41 se fait d’une maniére similaire au MRZ dans [16]. C’est-a-dire que

nous utilisons les deux relations suivantes

] Ponld) = PO~ e
M = C(ER(E)/C(e PV (€))
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et
Péil(g) (€ — ax) POUE) — bePy) L) ()
(F2){ b = C(e+ PV(€))/C(EF Py 1)(5»
= [C(*? PV (8)) = b C(E P, (€))]/C (8 PO (€)).
2. Si 0(k) # k(cas singulier).

Pour ¢ = k,...,0(k) — 1, nous avons

P (€) = PA(E) — MePY'(6)
X = C(EDPA(E))/C(e° P+ P (¢)).

Par récurrence, nous montrons que
C(EOP/(€) = C(EVPF(€)) pour i=k,....0(k).

Ce qui nous donne la formule suivante

(F) { PO =PO-MERT)

CEO P (E)) /(@B P )y T

A partir du Théoréeme 2.2 et du Théoreme 2.3, nous obtenons respectivement les

deux relations suivantes

PEY(6) = €PY'(6) - B:PO(e) - _
(F“){ﬂz—c<59<'°>+2P}”°<s>>/c<§f’<k>+1Pé”(f)) PR O

et

(1) ) (1)® (1) (1)
Po(ky+1 fpe(k) + 2 eP Py + ap Py
i=k+1

(F5){ agy = —C(E" k>+1P‘”)/C(§'°P< ) #0
ap = —[C (s“““P ') + - 1c<59 1+ PG /0 Bl
C(gt +1P )/C(gk e(k ) i=k+1,...,0(k).

Remarque 2.7 Ces deux cas peuvent étre regroupés en un seul, car lorsque 0(k) = k,
(F3) et (Fs) sont équivalentes respectivement a (Fy) et (F2). Donc, pour appliquer ALA
a la méthode Lanczos/Orthodir selon sa premiere mise en oeuvre, nous avons seulement

besoin des formules (F3), (Fy) et (F5).
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Maintenant, nous avons tout ce qu’il faut pour donner I’algorithme qui nous permet
d’éviter le ”Look-Ahead” dans Lanczos/Orthodir en utilisant la premiére mise en oeuvre.
Cet algorithme comprend trois étapes

— la premiere étape est I'initialisation,

- la deuxieme étape consiste a savoir ou se trouve le polynéme orthogonal régulier

suivant, c’est-a-dire déterminer (k) a l'itération k,

— la troisieme étape consiste a calculer les itérés z4;, zx41 et le vecteur résidu ryyq a

Pitération k.

Posons zj = P,SI)Q(A)TO, k=10,1,.... Nous posons ceci pour que I'indice k de z; soit égal
6
au degré du polynoéme P,gl) .

~ Algorithme 2

e Etape 1: Initialisation
choisir zq et yp arbitrairement dans C",
poser ro = b — Az, 20 = 1o, 2_1 = (0,0,...0)T,
hoy=1,0(-1)=—-1et k=0.

e Etape 2 (Le calcul de §(k))
1 i=0
2 e =< Ykt+i, Tk >n
Ykrit1 = A Yrq
Rivi =< Yrit1, 2k >n
di =< Yktit1, Z0(k-1) >n
si |hgyi| < €1 pour une tolérance ¢,, alors

1=1-+1
aller a 2
fin (si)

o(k) =k +1.
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e Etape 3

b = hogry/hi—1

W = —24(k-1)

pour t = k,...,0(k)
o; = dgky—i/ he(r)
w=w+ o;z;
Ai = €o(k)—i/ ho(r)
Tip1 = Ti + ANz
i1 = Ti — MAz;
Bi =< Yo(ky+1, A%i >n [hogr)
zip1 = Az — Bizk

fin (pour)

26(k)+1 € Zo(k)+1 T Drw

k « 0(k)+ 1

aller a 1
fin.

Il est important de noter qu’a chaque itération de cet algorithme nous effectuons 4
produits scalaires et deux produits d’une matrice par un vecteur dont I'un concerne A et
l’autre A*. Pour chaque itération k du cas régulier (c-a-d lorsque 6({0,1,...,k — 1}) =
{0,1,...,k —1}), nous effectuons 5 opérations de type "SAXPY” ; ce nombre est réduit
a 4 dans le cas singulier (c-a-d lorsque 0({0,1,....k - 1}) #{0,1,...,k—1}).

Cet algorithme n’a besoin globalement que de 9 vecteurs: 7 dans C" et les deux autres
dans C™ avec m = maxx(0(k) — k + 1) < n. Ce nombre de vecteurs est optimal (c’est-a-
dire qu’il est le plus petit nombre de vecteurs que nous puissions utiliser).

Le vecteur w introduit dans I’Algorithme 2 est mémorisé a la place de Zg(k—1)-

Remarque 2.8 1. Durant la détermination de #(k) a l'itération k, nous mémorisons
les composantes des deux vecteurs e = (e;); et d = (d;); de €™ avec m = 0(k) —

k+1<n.

o

En pratique, au lieu de tester si la quantité < yi, Az; >, est égale a zéro, nous
testons si | < yg, Azx >, | est plus petit qu'une tolérance £; > 0.

Nous pouvons aussi avoir un probleme de PDPZ du au fait que | < yi, Az >, | < ;.
Dans ce cas, les relations correspondantes ne doivent pas étre nécessairement les
mémes que pour la DPZ.

Il peut y avoir aussi une DPZ a laquelle nous ne pouvons remédier qu’en changeant
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le choix de yg ou zo.

D’une maniere similaire, nous pouvons appliquer les deux autres mises en oeuvre de
ALA a la méthode Lanczos/Orthodir. Nous obtenons alors deux applications différentes
de ALA al’algorithme connu sous le nom de Biodir [65]. Mais ces deux applications néces-
sitent malheureusement le stockage de m + 6 vecteurs avec m = maxx(6(k) —k+1) < n.
Ce nombre de vecteurs est plus petit que celui que nous utilisons pour une stratégie de
"Look-Ahead” ou il est égal a 2m + 5. Dans notre cas, ce nombre peut étre réduit a 7
vecteurs, indépendamment de la valeur de m, si nous effectuons a chaque itération du cas

singulier trois produits d’une matrice par un vecteur au lieu de deux.

Nous pouvons appliquer la technique de Horner a Lanczos/Orthodir pour obtenir un
nouvel algorithme appelé HMRZ, voir [28]. Avec de petites modifications, ce nouvel algo-
rithme HMRZ est exactement similaire a I’Algorithme 2 qui utilise la premiere mise en
oeuvre de ALA. Mais la technique de Horner se limite a la programmation et ne donne

aucune signification aux itérés du point de vue de I'orthogonalité ou de la biorthogonalité.

Signalons aussi que les trois mises en oeuvre de ALA s’appliquent également a Lanc-
zos/Orthores et a Lanczos/Orthomin qui est le plus stable des trois algorithmes.
2.4.3 Résultats numériques

La programmation de tout ce travail a été faite sur un ”Sun SparcStation10” dont la
précision machine est égale 3 2.22 10716, Les tests ont été réalisés a ’aide du Compilateur
FORTRAN 77. Nous désignons par ||rx|., dans cette sous-section, la norme du résidu
obtenu a l’itération k de I’Algorithme 2.

Exemple 1

Nous considérons 'exemple étudié dans [12].

0 00 0 -1 1 —n
1 00 0 0 2 1
010 0 0 3 | = 2
000 ---1 0 n n—1
Pour la dimension de la matrice et des vecteurs initiaux, nous choisissons n = 5000,

yo = (1,0,0,...,0,0,1)T et 2o = (0,0,...,0)T. Pour une valeur de tol égale a 10~%, nous
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obtenons la figure suivante

figure 1, exempie 1, n=5000
T ¥ T

log10 de la norme du residu

.

-8

L 1 L ( 1 l \ 1 :
o] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Iterations

Les valeurs prises par la permutation 6 sont
6(0) =0, 60(k)=4999 — k pour k =1,2,...,4998 et 6(4999) = 4999.

Comme le tracé 'indique, il y a une stagnation a partir de k = 1 jusqu’a l'itéra-
tion £ = 4998. A la fin de cette stagnation, nous obtenons ||r4eeell» = 1.77 10° et
||T’5000“n = 793 10—7.

Exemple 2

Nous considérons une matrice non symétrique obtenue a partir de la discrétisation de

I’équation aux dérivées partielles a trois dimensions
Lu=f sur [0,1] x[0,1] x [0,1],

ou
ou Ju Ou
Lu = —Au—*—x—a—;—kyg&—%za

avec les conditions de Dirichlet aux bords u = 0. L’opérateur a été discrétisé en utilisant

_u7

un schéma a sept points sur une grille uniforme 5 x 5 x 5 avec un pas h égal a 1/6. Ceci
nous donne une matrice creuse non symétrique de dimension n = 125, avec 725 éléments

non nuls.
En utilisant I’Algorithme 2 avec tol = 1078, yo = (0,0,...,0,0,1)T, 2o = (0,0,...,0)7 et
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b=(1,0,0,...,0)T, nous obtenons la courbe suivante

figure 2, exemple 2, n=125
T T

]
N
T
1

[}

W
T
Il

log10 de fa norme du residu

1
b
T
1

5+ .

-6

i : 1 L I 1
o] 20 40 60 80 100 120 140
fterations

Les valeurs prises par la permutation 6 sont
6(k) =12 — k pour k=0,1,...,12 et (k) =k pour k =13,14,...,124.

Comme le début du tracé le montre, nous avons une stagnation de k = 0 jusqu’a & = 12.
Apres cette stagnation, nous remarquons que la courbe présente des pics; ce qui est nor-
mal puisque ceux-ci caractérisent les méthodes de type Lanczos.

En arithmétique exacte, la norme du résidu doit étre égale a zéro lorsque l'itération k
coincide avec la dimension n du systeme. Ici, ce n’est malheureusement pas le cas parce
que nous travaillons avec une arithmétique finie. A cause de ceci, des erreurs d’arrondi
empéchent le bon fonctionnement de 1’Algorithme 2. Ceci explique, dans cet exemple,

I’'obtention de la valeur ||rss, = 3.64 1072.
Exemple 3

Nous allons montrer que I'exécution de 1’Algorithme 2 n’est pas a ’abri d’un probleme
d”’overflow” ou d”’underflow”.
Nous considérons la matrice obtenue par discrétisation de I’équation elliptique aux déri-

vées partielles Lu = f  sur [0,1] x [0,1], ou

Lu=—-Au+ sa—u.,
0z

avec les conditions de Dirichlet u = 0 aux bords, en utilisant un schéma a cinq points sur

une grille uniforme 30 x 30 avec un pas A = 1/31. Ceci nous donne une matrice creuse
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non symétrique de dimension n = 900 avec 4380 éléments non nuls. Pour le parametre s,
nous choisissons s = 10%. L’application de I’Algorithme 2 & cette matrice avec tol = 1078,
yo = (0,0,...,0,0,1)T, zo = (0,0,...,0)T et b = (1,0,0,...,0)7 nous donne la figure

suivante

figure 3, exemple 3, N=800
c.5 T T T T T T

!
1 o
- n
T T
1 1

1
-
o
¥
S

1
A
T
1

|

N

o
—
1

log10 de la norme du residu

_45 S " o L L 1
) 20 40 60 80 100 120 140
Iterations

Comme pour le deuxieme exemple, il y a une stagnation au début de la figure, des pics
apparaissent ensuite. Mais, a l'itération k = 123, un "overflow” affecte I’Algorithme 2.
Cet "overflow” est di a une multiplication successive de la matrice A* par yp, c’est-a-
dire aux vecteurs A*kyo. Il n’est pas di a une division par un nombre voisin de zéro
car, dans I’Algorithme 2, nous divisons par les quantités hgx) qui sont controlées en
valeur absolue par la tolérance tol prise égale 3 1078, Essayons maintenant, en utilisant
la norme euclidienne, de normaliser les vecteurs z;. C’est-a-dire, qu’a chaque itération, zj

est normalisé en étant divisé par sa norme euclidienne.

figure 2, exemple 3, n=800
1 T T T T

log10 de fa norme du residu

-7 ! ' It A

o 50 100 150 200 250
fterations
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Dans cet exemple, le probleme d’overflow n’apparait que plus tard. En effet, il n’affecte
I’Algorithme 2 qu’a l'itération & = 247. Nous pouvons donc conclure que le choix d’une
normalisation particuliere peut contribuer a éviter d’atteindre le seuil d’underflow et

d’overflow.

Il est toujours important de vérifier que nos estimations des normes des résidus soient
admissibles. Pour ces exemples, nous avons remarqué qu’elles coincident parfaitement avec

les normes des vrais résidus.

2.4.4 Processus non hermitien de Lanczos

Nous avons déja vu a la fin du premier chapitre que le processus non hermitien de
Lanczos [90, 56, 54] n’est théoriquement que le processus hermitien de Lanczos en utilisant

la forme bilinéaire g définie par

g(u,w) = wiu; + wlu, pour tout u= ( Z: ) ,W = ( Z; ) € ¢
La forme g est I’équivalent de la forme donnée par (2.19) en remplagant £ par C". Donc,
avec la technique de normalisation utilisée dans le processus hermitien de Lanczos et les
deux équations (2.21) et (2.23) regroupées en (2.26), nous obtenons une application de la
méthode ALA au processus non hermitien de Lanczos. Nous donnons ici cette application

sous la forme d’un processus. Posons

A O
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Processus 1

Choisir v € C*" et poser \ipy =v,pp =0, k=1
(A1 est choisi pour que ||p1]|2n = 1).

Programmer
1 1=10
ne = k
2 si ¢ est impair
ng = N + 1

AniPry = Bpny-1
(An, est choisi pour que ||ps,|l2n = 1)

di = g(Pny» Prp-1)

sinon
dk = Q(Pnkvpnk)

fin (si) '

si |dx| < €1 (pour une tolérance ;)
i=1+1
aller a 2

fin (si)

Ok+7)=k+i—3j, j=0,1,...,i
poser 8(6(k) + 1) =0(k —1).
Pour j = 6(nk),0(nk) +1,...,0(k):
o; = g(Bpj, ;)] 9(pesy, pi)
gj+1 = Bp; — a;pa(j)
Bi = 9(gj+1, Q0(6(j+1)))/9(P9(j+1)7 616(0(j+1)))
Aj+1Pi+1 = @i+1 — BiPe(j+1)
(A\j+1 est choisi pour que ||pj41]l2n = 1)
fin (pour)
k=0(k)+1
aller a 1

fin.

Un processus pour la résolution des systemes linéaires nous permet de triangulariser,
tridiagonaliser la matrice du systeme en question ou la transformer en une matrice fa-
cile a manipuler, comme par exemple celle de Hessenberg. Ici, a chaque itération &£ du
Processus 1, nous avons la factorisation suivante

dT
B ( Pk Pk+1 --- Po(k) ) = ( Po(k=1) Pk Pk+1 --- Po(k) Po(k)+1 ) ( 'ﬁk; ) (2.34)
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ot df = Be1)(0,0,...,0,1) € COW=*+1 1o matrice Hy, de (0(k) — k + 2) lignes et (8(k) —

k + 1) colonnes est égale a

0  Pok-1 (k)
Ae+1 0 S (k)-1
Akt2 Bry+1
) 0 ﬁnk ank+1
Ang  Ony
’\nk+1 0
’\nk+2
0
Ao(k) 0
A9(k)+1
si (ng) = ng, sinon elle est égale a
0 - Beky-1 ok
Aeqr O < Qgk)-1
/\k+2 /J)nk+1
’ O ﬁnk ank+1
An, O,
Anp+1 0
/\nk+2
0
)\g(k) 0
Ag(k)+1
Ce qui nous permet d’avoir la factorisation suivante
Hy D,
H, Dj
B ( P1 P2 --- Pak) ) = ( P1 P2 ... P4(k) Po(k)+1 ) TI; (2.35)
.. D,
Hy

ot D; est la matrice (d;,0)7 dont la premiere ligne est d7 et les autres lignes sont nulles.
D’une maniere analogue, si nous utilisons I’équation (2.27) et la technique de normali-
sation utilisée dans le processus non hermitien de Lanczos, nous obtenons le processus

suivant
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Processus 2

Choisir vy,v2 € C" et poser \jp1 = vy, f1q1 =2, po =0, k=1
(A1 et u; sont choisis pour que ||p1]l» = |lg1ll= = 1)-

Programmer
1 1=0,ng =k
2 si ¢ est impair
ng=mn;+1

Ankpnk = Ap'nk—l
Frn G = A"Gny 1
(An, €t pin, sont choisis pour que ||ps,lln = ||gn,lln = 1)
de = g1(Pry, Gni-1)
sinon di = g1(Pry s Gns)
fin (si)
si |dk| < €1 (pour une tolérance ¢;)
=141
aller a 2
fin (si)
Ok+7)=k+i—j, j=0,1,...,i
poser 9(6(k) + 1) =60(k —1).
Pour j = 6(nk),8(nk) +1,...,6(k):
aj = 91(Ap;,4;)/91(Pa(i)» %)
Pit1 = Apj — a;po(j)
Bi=aq (pj+17IQc9(€(j+1)))/gl (Pe(j+1), %(0(3’+1)))
’\J+1PJ+1 = Pit1 — BiPo(i+1)
o; = g1(A¢;, P;)/91(3s(:), Ps)
Qa1 = A"G; — ;400
ﬂ- —91(QJ+17P0 ]+l )/91(Qo(1+1) ;De(o(]+1)))
Hi+14541 = q]+1 ﬂ i96(5+1)

(Aj41 et pjqq sont ch0151s pour que ||pj+1lln=|gj+1]|.=1)
fin (pour)

kE=06(k)+1
allera 1

fin.

a1 désigne la forme bilinéaire symétrique définie par g;(u,w) = wlu pour tout w,w €
C". Les factorisations que nous obtenons a partir de ce processus sont de la méme forme

que celles données par le Processus 1. Le Processus 1 et le Processus 2 utilisent tous les
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deux la troisieme mise en oeuvre de ALA et ils different dans la normalisation. Si, en

revanche, nous utilisons la deuxiéme mise en oeuvre de ALA, nous aurons le processus
correspondant suivant.

Processus 3

Choisir vy, v2 € C" et poser A\ipy = vy, p1q1 =v2, po =0, k=1
(A1 et w1 sont choisis pour que ||p1]l. = ||@1]l» = 1)-

Programmer
1=0
dr = g1(Pk, G+i)
si |di] < €1 (pour une tolérance €;)
1=1+4+1
fktiQrti = A"Qrgio1 (pr4i est choisi pour que ||grtilln = 1)
aller a 2
fin (si)
8k+7)=k+1—3, 3=0,1,...,¢
Qo(k)+1 = ATqo(r)
Pour j=k,k+1,...,6(k):
a; = gi(Apj, qor))/ 91(Pk, qo(x))
Pi+1 = Apj — a;px
B; = 91(gs(ty+1, 15)/ 91(6(5)> P5)
Bo(ky+1 = Go(ky+1 — B;g6(s)
si 7 = 0(k)
a; = gi(Apj’qk—l)/gl(p0(k—l)a Qk-1)
Pi+1 = Pj+1 — Q;Po(k-1)
5]' = gl(‘]&(k)+17pk—l)/gl(qéi(k—l)7pk—l)
Ho(k)+196(k)+1 = Go(k)+1 — Biqs(k-1)
(H6(ky+1 est choisi pour que ||ggr)+1]ln = 1)
fin (si)
Ai+1Pj+1 = Pij+1 (Aj41 est choisi pour que ||pjy1lln = 1)
fin (pour)

E=0(k)+1
aller a 1
fin.

Ce processus nous donne la factorisation suivante

A( Pk Pik+1

Po(k) ) = ( Po(k-1) Pk P+l --- Pé(k)  Po(k)+1 ) ( ;Ii' ) (2.36)
\ H;
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ol dif = o’g((0,0,...,0,1) € C*®=F+1 1o matrice ?IZ de (0(k) — k +2) lignes et (6(k) —
k 4+ 1) colonnes est égale a
Qg kg1 ... Qgk)

Ak+1
k42

(k) +1
Regardons maintenant le critere d’arrét de ces trois processus. Tout d’abord considérons
les trois espaces de Krylov Wi = K, (B,v) = Vect(v,Bv,B*...), W, = K,(A,v;) =
Vect(vy, Avy, A%y ...) et Wi = K,(A*, vy) = Vect(ve, A*vy, A*vs,...). Il y a deux cas &

envisager

e le premier cas correspond & ne pas avoir une DPZ & une itération k& < min{/,['}
avec | = dim W; et [' = dim Wj, ce qui revient & dire que les espaces (W1 x Wh,9)
et (W, x W3, 1) sont réguliers.

e le second cas correspond a avoir une DPZ incurable a laquelle nous ne pouvons pas
apporter de remede (incurable breakdown). Ce qui revient a dire que nous avons une
DPZ & une itération k < min{l,!'}, ce qui signifie en d’autres termes que (W, x W1, g)
et (W2 x W3, 91) ne sont pas réguliers. Il est donc clair que si (W; x Wi, g) (ou
(W2 x W3,¢1)) n’est pas régulier, alors les trois processus ne peuvent fonctionner et
par conséquent 1l faut changer le choix fait sur les deux vecteurs v; et v, de C" (ou

v de €*" pour Processus 1).

Précisons que la DPZ, appelée "la vraie DPZ” dans [22], est la seule évitée ici.

Remarque 2.9 Le codage de ces trois processus nécessite max;{6(k)—k}+6 vecteurs de
C". Dans le cas régulier, c’est-a-dire en n’ayant aucune DPZ dans le processus classique de
Lanczos, nous n’avons besoin que de 6 vecteurs. Ceci coincide bien avec max;{6(k)—k}+6,

car dans le cas régulier, 8(k) = k pour tout entier k.

Notons que la factorisation du Processus 3 a aussi été trouvée par Ziegler dans [128, 129
ou il parle d’un "look-ahead” spécial.
Remarque 2.10 Nous avons montré comment il faut appliquer ALA aux méthodes de
type Lanczos. Nous pouvons faire la méme chose pour les méthodes de type CGM (Conju-
gate Gradient Multiplied) qui sont connues aussi sous le nom de ”Lanczos-type product
methods”(LTPM), et qui ont été introduites simultanément par Brezinski [14] et Gutk-
necht [64]. Cette classe CGM contient la méthode CGS (Conjugate Gradient squared)
due a Sonneveld [112] et la méthode Bi-CGSTAB due a Van Der Vorst [116].
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2.5 Application aux approximants de Padé

Nous savons que les approximants de Padé ont de nombreuses applications dans divers
domaines. Il est donc intéressant que nous donnions dans cette section 1’application de
la méthode ALA au calcul des approximants de Padé. Nous allons utiliser la premiere,
la deuxieme et la troisieme mise en oeuvre de ALA pour trouver le numérateur et le

dénominateur d’un approximant de Padé.

2.5.1 Définitions et notations

Soit f une série formelle de la variable ¢
flt) = Zciti, ¢ € C.
1=0

Nous cherchons une fraction rationnelle

Q(t) ao+ait+...+apt?
P(t)  bo+bit+ ...+ byte

R(t) =

telle que son développement en série suivant les puissances croissantes de la variable ¢
coincide avec celui de la fonction f aussi loin que possible, c’est-a-dire que nous devons
avoir

ft) = R(t) = O(t** 1y (¢t = 0).

Une telle fraction rationnelle s’appelle un approximant de Padé de f et nous le notons
[p/qls(t). Nous arrangeons ces approximants dans une table a double entrée comme I’a
déja proposé Padé. Cette table est connue sous le nom de table de Padé.

[0/0} [0/1] [0/2]
[1/0] [1/1) [1/2]
[2/0] [2/1] [2/2]

Les approximants de la premiere colonne de cette table sont exactement les sommes
partielles de la série f. Il se peut que certains approximants de Padé soient identiques.
Sl n’y a aucun bloc, alors la table de Padé est dite normale. Dans le cas contraire elle
est dite non normale.

Pour chaque entier relatif n € 7, considérons la fonctionnelle linéaire C'*) définie sur

Pespace des polynomes C[X] par

C(n)(lfi) = Cnti-
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Par convention, nous posons ¢; = 0 pour i < 0. A chaque fonctionnelle C(*), nous associons

la série formelle
falt) = cn + cap1t™™ + cppat™F + L

Comme les coefficients de Q(t) et P(t) sont définis a un facteur multiplicatif pres, nous
pouvons poser by = 1. Ainsi, les coefficients du dénominateur P(t) de [p/q]s(t) sont donnés

par la solution du systéme linéaire de Hankel

Cp—g+1 Cp—q+2 Cp—g+3 ~°°  Cp by —Cp+1

Cp—g+2 Cp—q4+3 Cp—g+4 ~*°  Cpi bg—1 —Cp+2

Cp—g+3 Cp—gtd Cp—gt5 "*°  Cpt2 b2 | = | —Cps |. (2.37)
% Cp+1 Cpt2 "1 Cpg-l by “Crtq

Les coefficients du numérateur Q(t) de [p/q]s(t) s’obtiennent soit directement a partir de

ceux du dénominateur P(t) grace aux équations suivantes

ag = cobo

ay = c1bo + coby (2.38)

ap = cpbo + cp—1b1 + ... + cp_gby,

soit en utilisant les relations de récurrence que Q(t) et P(t) vérifient. L’'un des algorithmes
que nous utilisons pour calculer Q(t) et P(t) est 1’algorithme gd dont la forme progressive

est plus stable numériquement d’apres Henrici [69].

Une simple permutation des colonnes de la matrice de Hankel du systeme (2.37) nous
permet d’obtenir une matrice de Toeplitz. Nous savons bien que les algorithmes clas-
siques de Levinson (ou Levinson-Durbin) [78, 46] et Schur (ou Schur-Bareiss) [111, 7] sont
basés principalement sur les sous-matrices d’une matrice de Toeplitz pour calculer les
approximants de Padé en suivant deux lignes adjacentes de la table de Padé. Plus récem-
ment, Chandrasekaran et Sayed ont montré dans [35] comment rendre stable ’algorithme
généralisé de Schur. A la matrice de Hankel nous avons associé les polynoémes orthogo-
naux. Par analogie, les polynomes associés a la matrice de Toeplitz sont les polynoémes

semi-orthogonaux que Draux a définis dans [44].

2.5.2 Relations de récurrence

Dans le cadre de ’extension au cas non normal des algorithmes qui permettent de

calculer les approximants de Padé, Eliece et Shearer ont présenté dans [81] un algorithme
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qui calcule les approximants de Padé le long d’une antidiagonale en se basant sur I’al-
gorithme d’Euclide. Avec une idée similaire, Cordellier a aussi donné dans [38] un autre
algorithme qui calcule les approximants de Padé en escalier le long de deux antidiagonales
adjacentes et qui étend au cas non normal I'algorithme de Baker. Claessens et Wuytack
ont proposé dans [36] un algorithme pour le caleul des approximants de Padé grace aux
propriétés des fractions continues et a l’algorithme ¢d. Malheureusement, cet algorithme
concerne seulement les blocs entourés d’au moins deux rangées (colonnes et lignes) qui
correspondent a des polynomes orthogonaux réguliers. Bultheel a donné dans [32, 33] des
algorithmes pour se déplacer le long d’une diagonale, en escalier suivant deux diagonales
et en dents de scie suivant deux lignes. Tous ces algorithmes sont retrouvés dans le cadre
de la théorie des polyndmes orthogonaux formels, voir [10], dans le cas régulier. Ils ont
été étendus par Draux [44] au cas non régulier. Draux a étudié les blocs dans [44] et il a
donné avec Van Ingelandt dans [45] les algorithmes qui nous permettent de nous déplacer
suivant un chemin arbitraire choisi par 'utilisateur.

Récemment Gutknecht et Hochbruck ont donné dans [50] des algorithmes récursifs stables
qui étendent les deux algorithmes de Levinson et Schur au cas d’une table non normale

de Padé en utilisant une stratégie de look-ahead.

Ici, nous allons étudier la méthode ALA pour établir des relations de récurrence qui 7
nous permettent de nous déplacer dans la table non normale de Padé. Tout d’abord, nous

allons commencer par utiliser la premiere mise en oeuvre.

Selon cette mise en oeuvre, la famille des polynémes unitaires {Pf”}q est définie par

les conditions

CM (O Pi(z))=0, i=0,1,...,g—1

ot 0§, est la permutation associée & la fonctionnelle C qui est définie ci-dessus. Pour

chaque polynéme Pq‘9 " nous considérons le polynéme associé

Pin(z) — Pq""(t))

z—1

Qr(t)=Cc" (

ou C™ agit sur z et ¢ est un parametre. QZ" est un polynoéme en ¢ de degré au plus ¢— 1.
Dans le cas normal, les polynéomes qu" sont orthogonaux réguliers par rapport a C(®).
Plusieurs relations de récurrence relient ces polynémes orthogonaux et permettent le cal-
cul récursif des approximants {[p/g];} en suivant n’importe quel chemin dans la table
normale de Padé. Pour plus de détails, voir par exemple [10, 58].

D’une maniere simple, nous avons précédemment étendu quelques unes de ces relations
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au cas non normal en utilisant les polynémes qu " avec la permutation 6,,.

Disposons les polynémes Pqe" dans un tableau a une seule entrée que nous appelons

table P.

90 9—1 6—2
PR B Py

91 [ -1
PL B P

2 1 o}

Supposons que cette table P ait un bloc a la k-iéme colonne. Ceci peut étre illustré par
le schéma suivant

ol P{" est supposé régulier. A ’aide des résultats précédents donnés dans la sous-section 2.4.2,

nous déduisons les deux relations de récurrence suivantes

P+t = pim — ei”‘Pf’":fw 1)
AR =n,...,0,(k)— 2.39
{ eim — C(m)(xkplfm)/c(m+1)(wk—lpg;n:ll(k_l)) m=n ( ) n ( )

et

) — k
i 0 1 =K,.
(=" Py 1))

m—1 (1

pim—1 — g pbm __ -1 phm-
{ = e Pt~ g Pl o bn(k), m=n4k—i (240)

—1(
g = Ct(a*Pfm) /0t

Nous allons voir ci-dessous que ces deux dernieres relations nous permettent d’énoncer

dans le théoreme suivant quelques propriétés des blocs de la table P.

Théoréme 2.7 Pour toutn € Z, sila table P a un bloc a sa k-iéme colonne comme
nous [’avons décrit précédemment, alors nous aurons

Pl =P i=0,...,0,(k) -k,

P =aiPir i=0,...,00(k)—k
avec

Oni(k 4+ 1) = On(k) €t Onyi(k) =0,(k) —1 pour ©=0,...,0,(k)—k.

Preuve:
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Ce théoréme a été donné et prouvé par Draux dans [44]. Ici, nous avons seulement
fait la connection avec la permutation 8,, ce qui simplifie I’écriture de ces relations de
récurrence. Mais signalons, qu’ici, la démonstration de ce théoreme est tres simple, elle
n’est qu’une conséquence des équations de (2.39) et (2.40).

En effet, faisons une récurrence sur :
— pour 1 = 0, le résultat du théoreme est évident,
— pour 1 < (k) — k, supposons que

Ouilk 1) = 0u(K), Ousi(k) = On(k) =i, PIm = P et Plizt =o'Bfr,

~ pour i + 1, si nous remplacons dans (2.39) m par n + i, alors C™ (¥ P{™) = 0 car,
d’apres ’hypothese de récurrence, nous avons 8,4:(k) = 0,(k) —¢ > k. Ceci entraine
que ei™ = 0, donc P, fntitt Pe'”" P
D’une maniere analogue, (2.40) et I’ hypothese de récurrence impliquent que qk"""1

+i+1

est nul, ce qui nous permet de déduire que Pkf;l;l‘ = sz"" = ¢t pin,

En conséquence,
Cr= (2 Ply) = C(IPr) = 0
sl 7 < 0,(k) et

GO D@ O Pfrz) = O Rf) £,

ce qui implique que 8,_;_;(k + 7+ 1) = 6,(k).
De méme, nous avons

C(n+i+1)(xjpk9n+i+1) — C(n)(zj+i+lpk9n) =0
sij<O,(k)—i—1et
C(n+i+1)($9n(k)—i—lPken+i+1) — C(n)(xan(k)Pgn) 75 0,

ce qui prouve que §,4;41(k) = 0,(k) — 1 — 1.

Comme Padé ’a prouvé dans sa these [86] d’une toute autre facon, la propriété de 6,
dans Théoreme 2.7 montre que chaque bloc fini, dans la table de Padé, est carré. Dans le
schéma précédent, a l'intérieur des blocs de la table P, nous avons arrangé les nouveaux

polynomes qui ont été définis et introduits avant. Tous ces polyndomes sont reliés par les
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relations du théoreme suivant.

Théoréme 2.8 Pour tout n € Z, st la table P a un bloc a la k-iéme colonne
comme nous l'avons décrit précédemment, alors nous aurons pour v = k,...,0,(k) et
m=0,...,0,(k)—1
Pi9n+m — Pi0n7 Pf:mm — xmpen
et
Onem(i+m) = 0,(1), Onim (i) =0,(i) —m.

Preuve:

La preuve de ce théoreme se fait en utilisant les propriétés de la permutation 6, donnée
dans le Théoreme 2.7 et le Théoreme 2.2. En effet, d’apres le Théoreme 2.2, 0,,_,,(1+m) =
On—m(i+m—1)+1 et d’apres le Théoreme 2.7, 0, _n(i+m—1)+1 =0, i1 (1 + m—1).
Ainsi, en appliquant le Théoreme 2.2 puis le Théoreme 2.7 m fois, nous obtenons ’égalité
Op—m (1 +m) = 0,(7).

Le Théoreme 2.7 nous donne 8,4m(¢) = Opym—1(7) — 1. En appliquant le Théoréme 2.7 m
fois, nous aurons donc 8,4 (z) = 0,(7) —

Ces relations entre les permutations 8; nous permettent de voir que P* et z™ P/ vé-

1

0nm

. . R cal s Bt m
rifient respectivement les mémes propriétés que celles de P/"*™ et Pl ™, c’est-a-dire

fntm _ pb bn—m __ .mpf
F; = P et BT =am BT =

Il est clair que nous pouvons considérer le Théoreme 2.8 comme une généralisation du
Théoreme 2.7.

Les relations de récurrence (2.39) et (2.40) peuvent étre généralisées de sorte qu’elles

soient aussi valables & ’intérieur d’un bloc. Pour cela, il suffit d’identifier Pf™ — efm Pfmi

. pf 9 e
a P, et o P q1+1P9’" a P+1, c’est-a-dire écrire

PZ m+1 Pem _ 9111 Prar-r_t-lf-l (2.41)
et
Pim = z P/ qz+1P0m (2.42)

-1

ou €™ et ql'" se calculent a l’aide de la condition de biorthogonalité ou d’orthogonalité

imposée & P/ et R+1 Pour tout entier 7 et tout m € Z, P~ désigne le polynéme

régulier de plus haut degré précédant Pry qui se trouve sur la méme diagonale que Pir
Malheureusement, la relation de récurrence (2.42) est incapable de calculer les polynémes
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orthogonaux réguliers qui se trouvent a ’est d'un bloc et (2.41) est incapable de calculer
les polynomes orthogonaux réguliers qui se trouvent au sud d’un bloc. Dans la sous-section
suivante, nous allons montrer que ce probleme peut étre évité en choisissant la deuxieme

mise en oeuvre de ALA.

2.5.3 Extension de ’algorithme ¢d

L’algorithme ¢d a été étendu au cas non normal pour la premiére fois par Claessens
et Wuytack [36]. Une étude bien détaillée sur I’extension de cet algorithme a été faite par
Draux dans [44]. Ici, nous allons montrer que la méthode ALA nous permet d’étendre
Palgorithme gd au cas non normal d’une maniére simple et tout a fait similaire au cas
normal. Contrairement a I’extension connue [44], celle que nous présentons ici est carac-
térisée par le fait que tous les éléments du tableau gd sont définis. Ceci bien siir est dd

aux polynoémes biorthogonaux que nous avons introduits dans les blocs de la table P.
Nous allons considérer la premiere et la deuxieéme mise en oeuvre de ALA.

Premiére mise en oeuvre

D’apres 1’équation (2.41), nous pouvons remplacer Pf’"“ par P/ — ef’"Pfs;rl dans
(2.42) et obtenir

Pl = ¢Pfm — dng Pints _ gip, pin.
Si P9m+1 et Pg"' sont a 'ouest d’'un bloc, alors d’aprés le Théoréme 2.8 nous aurons

Pf'mjl = PP et /™ = 0. Dans le cas contraire, nous pouvons appliquer (2.42) pour avoir

9"1 —_ 0771
Pr; - xPr,»_fl qr. P€m(r.—1)

Dans ces deux cas, nous retrouvons la relation de récurrence a trois termes suivante
8 0 b\ PO
Pin = aP{m — (¢/py + efm) Pim — elmgfr PBm(r,—l) (2.43)

reliant trois polynémes qui se suivent sur une méme diagonale de la table P.
D’ apres (2.41), PH:"I“ = Pim — 1+1P9m+1 Grace & (2.42), nous pouvons remplacer P

8
par z P, brmtr _ ,rlpe’" Donc, nous aurons

Oms1 Om+1 [} 4 [ +1
Pi+1 _x‘Pz q1+1Pm— zrlpm

Si Pfm+1 et PP~ sont au nord d'un bloc, alors d’aprés le Théoréme 2.8 nous aurons

Pfm = g Pfm et ¢{7y = 0. Dans le cas contraire, nous pouvons appliquer (2.41) pour

avoir

0m+1 _ Hm _ em 0m+1
Pri - Pr.‘ €ri Omgr(ri—=1)"
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Dans ces deux cas, nous obtenons la relation de récurrence a trois termes suivante

bm m efm \ pom bm 0m plim
P = 5’3P - (qz+l e 7)) Pt — g€y Pé’m::(r.-—l)' (2.44)

Ici, c’est le lien entre les coeflicients des relations de récurrence qui nous intéresse. Alors,
comme dans le cas normal, l'identification de (2.43) avec (2.44) nous permet de déduire

les deux relations suivantes

Om1 Omt1 _  Om
€; . + Giy1 = @i + ez+1
;" gl = elmglm,

qui définissent une extension de l'algorithme ¢d. Le seul inconvénient de cette extension
est qu’elle utilise la premiere mise en oeuvre de ALA, pour laquelle, les polynémes ortho-
gonaux réguliers se trouvant au sud et a I’est d’un bloc dépendent de plusieurs éléments de
la table P. En effet, ces polynémes vérifient la relation de récurrence plus longue donnée
au Théoreme 2.3. Afin d’échapper a ce désavantage, nous allons utiliser la deuxieme mise

en oeuvre.
Deuxiéme mise en oeuvre

La deuxiéme mise en oeuvre de ALA nous donne les mémes propriétés que celles citées
ci-dessus pour la premiére mise en oeuvre. Nous avons vu que (2.42) est incapable de
calculer les polynomes orthogonaux réguliers qui se trouvent a l’est d'un bloc et (2.41)
est incapable de calculer les polynémes orthogonaux réguliers qui se trouvent au sud d’un
bloc. Le fait que les deux relations (2.41) et (2.42) puissent étre étendues, afin d’étre
valables pour tous les éléments de la table P, est l'une des caractéristiques de la deuxieme
mise en oeuvre. En effet, pour le calcul d’un polynéme Piﬂ_"‘l se trouvant a l'est d'un
bloc, nous remplagons dans I’équation (2.42) P,e‘.’" par P:(';‘,,_l) que nous notons Pf{" pour
simplifier ’écriture.

Pﬁﬁ"l — P Omt1 _ q1+1p9m (2.45)

Pour tout entier 7 et tout m € 7Z, Pﬁ”‘ désigne alors le polynome régulier de plus haut

degré précédant P™ et qui se trouve sur la méme diagonale que Rﬁ D’une maniere

analogue, nous aurons pour (2.41) I’équation

Pt = pin _ fm P9m+1 (2.46)

141 i+1

qui nous donnera les polynémes orthogonaux réguliers se trouvant au sud d’un bloc.

. , . . , . . 6
Maintenant, essayons d’établir les relations de récurrence reliant les coefficients e, et
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¢¥™. Pour cela nous distinguons quatre cas

8 T
- P "' est a l'intérieur d’un bloc.

Dans ce cas, comme pour la premiere mise en oeuvre, les deux relations

Om+1 Om+1 __ B
e;" 6 + qi-rl = q;;1 + ez+17
m+1 —_ m
qrm+l r.- Qi+1’

de ’algorithme gd dans le cas normal sont toujours valables. Seulement, a I’'intérieur
d’un bloc, ces deux relations sont réduites a la premiere car, d’apres le Théoréme 2.2
et le Théoréeme 2.4, ef’"“qf;"“ = ef”‘q, 71 = 0. Méme si la deuxieme relation ne nous
fournit aucune information sur les coefficients e/™ et ¢™, la premiere est compléte-

ment suffisante pour cela. En effet

* Si z_;"l“ est dans la partie inférieure du bloc (c.a.d celle située au-dessous de

la diagonale du bloc), alors, d’apres le Théoréme 2.8 et l’équation (2. 41) nous

8
avons ;™! = elm =0, ce qui implique que "‘“ = uisque e; "‘“—I— "‘“ =
i+1 i+ 1+1 it

Om
i1+ e1+1

* Si R_,’,';“ est dans la partie supérieure du bloc (c.a.d celle située au-dessus de
m+l

la diagonale du bloc), alors le Théoreme 2.8 et (2.42) nous donnent ¢;}}' =
gfm =0, ce qui entraine que el = = elm,.
* Si P ﬁ“ est sur la diagonale du bloc, alors toujours d’aprés le Théoréme 2.8

fm

Om
= q,_H = 0, ce qui implique que ¢} botr — =€

t (2.42) nous avons e;

. . . ) , . . , .

“ Comme pour la premiére mise en oeuvre, P;7*' vérifie la relation de récurrence a
trois termes suivante

Omt1 __ Om41 Om+1 Om+1Y\ POt Omt1 BOmi1 phm+i
PO =aP™ — (g7 + ™ )P — eV g Py

; < .
— Pt est a l’est d’un bloc et non aux coins.

L’extension des deux relations (2.41) et (2.42) nous permet d’avoir la relation a

quatre termes donnant P "‘“ suivante
fmyr Om+1 Om+1 DOm+1 Om+1 pOm41 -
P =aPm — " P — g P (2.47)
t
avec q,_’;‘f’ ' non nul. En effet, la relation (2.45) nous permet d’écrire

Oms1 _ Ormt2 Omt1 phmsr
Pi+1 =zF, — G Pr'_ .

T

. 6 6 8
D’apres (2.41), nous pouvons remplacer P;™*? par P,™*' — ¢;"*' Pfm+2. Comme

1 1

Pfm+1 et PPm+1 sont au nord d’un bloc, c’est-a-dire Pim+ = z Pfm+2 nous déduisons
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Péquation ci-dessus (2.47).
Une relation équivalente a (2.47), dont les coefficients dépendent de 'indice m au
lieu de m + 1, peut étre déduite de ’équation suivante

Omer __ fm41 6 Om+ 6 6
P =P —e P — g P (2.48)
1

Cette équation est aussi obtenue a l’aide de 'extension de (2.41) et (2.42). En effet,
d’apres (2.41), nous avons P;; frmt Ri"‘l ,+1P9’"+1 En se servant de (2.45), nous

pouvons remplacer P/f; par xP fmts — qim Pe"‘ pour obtenir (2.48).

Pour pouvoir identifier les coeflicients de ces deux relations (2.47) et (2.48), nous
allons exprimer Pe, en fonction de Pim+! et P “mt1 Pour cela, il est facile de voir

que nous avons deux cas a distinguer

a/ P"m = P"m“
Ce qui equlvaut adire que Pe’" et P fm+1 sont 3 1'ouest d’un bloc avec deg(Pe ) <
deg(Pfm+1). En remplagant PG"‘ par P, “m+1 dans (2.48) et en identifiant les coef—
ficients des équations (2.47) et (2.48), nous obtenons

m+1 — [ — 9m+1
9iv1 = z+1 # 0, € =€ .

b/ Plr+i = Pir — efy‘PZ’"“.
C’est le cas qui correspond au fait d’avoir deg(Pf{’") = deg(P’~+'). En rem-
placant P%" par Plmtr 4 elm Pﬁ_’"“ dans (2.48), u;le simple identification des
coefﬁcientrg des équations (2.47)let (2.48) nous donne

9m+1 Om b Omt1

qz-{—l + ez-}-l =€ s Gig16r; — G # 0.

m+1

Signalons qu’il est impossible que Pe’" et P soient au nord d’un bloc lorsque

Pﬁm et Pfi""“ sont au nord d’un autre bloc.

6 .
— P.1"" est au sud d’un bloc et non aux coins.

L’extension des deux relations (2.41) et (2.42) nous permet toujours d’avoir la rela-

tion a quatre termes suivante
9m+1 — 9m+1 [/} +1 0 9m+1
P =zF q1+1P S 1I1P ) (2.49)

avec ele non nul. Une relation équivalente a cette derniere, dont les coefficients

dépendent de 'indice m + 1 au lieu de m, est la suivante

fmt1 __ Om+1 +1 POm41 Om+1 ,, pImy2 =
Pt =zP™ qzrl P/t — g™ g P (2.50)
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Om42

Ajoutons seulement que, lorsque P, est au coin sud-ouest du bloc, cette équation

6 . :
n’est valable qu’en remplacant P’ ,"‘“ par P/m+2. Mais comme il n’y a pas de confu-
sion et pour une raison de snnphﬁcatlon nous désignons P/m+2 par Pr ™12 lorsque

8
P’™*? est au coin sud-ouest du bloc.

Afin de pouvoir identifier les coeflicients des deux équations équivalentes (2.49) et

. . ) . 6
2.50), nous allons exprimer zP°"? en fonction de P?m+1 et P°™t' Pour cela nous

, r. rl .

1 t

avons deux cas a distinguer

I [’) 8
a/ $Pm+2=Pm+l

Ce qu1 equlvaut a dire que P, fm+2 ot P! sont au nord d’un bloc (si pim+2

) k3
t

est au coin sud-ouest d’un bloc, alors wPf:_'"“ =P, ’"“) En remplagant zP; b2

T

par Pr "*1 dans (2.50) et en identifiant les coefficients des équations (2.49) et
(2.50), nous obtenons
em _ m m m
q1+1+1 = qia-{-la 619-{-1 = €; + # 0.

b'/ xP0m+2 — P6m+1 + q0m+1 P0m+1

C’est le cas qui correspond au fait d’avoir deg(mP m+2) = deg(Pfi,’”“) (si Pf}"‘+2
est au coin.sud-ouest du bloc, alors xP0m+2 = Pfi.’"“ + qf{"“Pﬁ"‘“).
En remplacant z P bt par Pim+1 + ¢f "“”Pe’"+l dans (2.50), une simple identi-

fication des coeﬁiaents des équations (2. 49) et (2.50) nous donne

qz+1 =€ fm1 + erfl’ ef+1 =€ fm 0m+1 # 0.

" 8 .
*2 et P! soient a l'ouest d’un bloc lorsque

T :

Pri’"“ et Pﬁm+1 sont a 'ouest d’un autre bloc.

Signalons qu’il est impossible que P

- P,i[’i“ est au coin sud-est d’un bloc.
Comme pour les cas précédents, nous utilisons ’extension des équations (2.41) et

(2.42) pour trouver la relation & quatre termes suivante
Omt1 __ Om41 Om DOm 9m =
POY =gk —en Bt — qz+1P (2.51)

Une relation équivalente a cette derniere, dont les coeflicients dépendent de I'indice

m + 1 au lieu de m, est la suivante

Om+1 Om+1 fm+1 pOmai 9m+1 Om2
‘Pi+1 _:'C‘Pz - 1+1 Prm - € .’ITP, . (

o
(&}
1o

=

L
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Nous remarquons que (2.51) et (2.52) sont respectivement identiques aux équations

"‘“ est a la fois au sud et a

(2.48) et (2.50), ce qui s’explique par le fait que P;;
Iest du bloc. En combinant les cas d’un polynéme a lest d’un bloc et ceux d’un

n o, . . Om42 Bm
polynéme au sud que nous avons cités ci-dessus, nous exprimons zP,™** et P

en fonction de Pim+! et Pﬁ"‘“ . Nous aurons alors au total quatre cas pour pouvoir
identifier les coefficients des équations (2.51) et (2.52).

a/ et a'/. Ce cas est impossible car les blocs sont tous carrés.
a/ et b' /. Par identification des équations (2.51) et (2.52), nous obtenons

Om Om1 Oms1 Om __ 9m+1 0 1
€5 =€ + %y G4 = et #0.

1 - .
b/ et a /. Pour ce cas, nous trouvons les relations suivantes

/] [/} . Omy O . Omi1
¢ T e = F Gi4t > qz+1em €; # 0.

b/ et b'/. Toujours par identification des équations (2.51) et (2.52), nous retrouvons dans

ce cas la forme classique suivante

9m+1 9m+1 _ Om Om
e' 9 + q1+1 qz+1 + ez+1
m+1 7] .8
@ = elrmgl

de Valgorithme qd. Il est important de noter que les résultats de ce cas sont
aussi valables lorsqu’il n’y a pas de bloc, c’est-a-dire que les polyndémes aux

coins sont adjacents et orthogonaux.

2.5.4 Propriétés des blocs dans la table de Padé

Posons ‘
t=m—1

Pl = Y et +em Qi (0)/Bnt)

m=p—q+1, Qr(t)=t1Qim(t7), B/m(t)=t"Pm(t™).
Avec cette notation nous avons [g — 1/q]% (1) = @2’" (t)/ls,f’" (1).

Si Pqe"‘ est un polynéme orthogonal régulier avec m = p — ¢ + 1, alors il est évident que

nous aurons [p/q)%(t) = [p/q]s.

Supposons maintenant que la table de Padé a un bloc a la k-iéme colonne qui peut étre
décrit comme suit
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[n+k—1/k]y [n+k—=1/k+1]; ... [n+k=1/0,(F)]s (n+k—1/0.(k)+1];

[ntk /K] ¢ [n—l—k/k+1]§ [n+k/0n(k)]“} [ntk /6, (k)H1];

[nt+k+1/k] [n+h41/k+1]9 oo (kA1 /0, (K))G [ntk +1/0, (k)]

[n0n(k)=2/k]s | Int0n(k)-2/kH1]} .. [nt0n(K)=2/0n (k)] | [ntOn(k)—2/0n(k)H1]s

[t (k)1 /Rl | It (k)1 /L .. 040 (B)-1/0, (k))% | [n40n(k)-L/0, (k) 1],

[n+0n(k)/k];  In40n(k)/k+1]s ... [n40n(k)/0n(K)];  [n+0n(k)/0a(K)+1];

A T’aide du théoréme précédent et de la Remarque 3, nous déduisons les égalités sui-

vantes qui caractérisent un bloc.
n+k—1+i/k+55=[n+k—1/kl;, i,j=0,...,00(k) — k.

L’approximant [n + k — 1/k]s est donc le meilleur que nous puissions obtenir dans ce cas
puisque d’une part le calcul d’un approximant de Padé [p/q]; nécessite la connaissance
des moments co, ¢y, - . -, Cprq €t d’autre part n+2k—1 < n+2k—1+1+ ;. Cet approximant
[n + k — 1/k]s est appelé forme de Padé par Gilewicz [58].

2.5.5 Polynomes orthogonaux réciproques

Nous savons que les polyndémes orthogonaux réciproques servent a calculer récursive-
ment les numérateurs des approximants de Padé. Dans cette sous-section, nous allons
introduire dans la famille des polynémes orthogonaux réciproques les polynémes biortho-
gonaux que nous avons déja étudié avant. Ceci va nous permettre d’avoir des propriétés
intéressantes pour le calcul récursif des numérateurs des approximants de Padé.

Considérons la série réciproque g de t=%©) f définje par
O f(t)g(t) = 1.

Posons g(t) = Y _ d;t' et définissons une fonctionnelle D sur C[X] par
1=0
D(z')=d;, i=0,1,....
D est appelée fonctionnelle réciproque de C. Par convention, nous posons d; = ¢; = 0 si

1 < 0. Soit n la permutation associée a la fonctionnelle D que nous appelons permutation
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réciproque de 6. Nous remarquons que la définition de la fonctionnelle réciproque D nous

donne 7(0) = 0. Nous allons voir plus tard la relation qui relie les deux permutations 7 et
6.

Les nombres complexes d; peuvent étre calculés par les relations suivantes
CG(O)dO =1 (253)
et
Cg(o)di + Cg(o)+1di_1 +...+ Cg(o)+,'do =0, :=1,2,.... (2.54)
Signalons que (2.54) nous donne les d; d’une maniéere unique et qu’elle est équivalente a
la relation suivante
codi + c1di—1 + codia+ ...+ ado =0, 1=6(0)+1,6(0)+2,.... (2.55)

Nous allons maintenant étudier le lien entre les deux familles { Pc}; et {Ri}x de poly-
nomes unitaires et orthogonaux respectivement par rapport a C et D. Vu la singularité
et la non existence de certains polynémes orthogonaux, nous allons étendre 1’étude aux
deux familles { P/}« et { R} }+ données par la méthode ALA. Pour cette étude, nous allons

considérer les trois mises en oeuvre de ALA.

Comme pour C, nous définissons la fonctionnelle D(® par
DMWY =dn, i=0,1,...,

a laquelle nous associons la permutation 7,, et la fonctionnelle g, ou n € Z. Les polynomes
orthogonaux, par rapport a la fonctionnelle D™, seront alors notés R}". La permutation
0o n’est autre que § et np n’est autre que . Nous verrons dans cette sous-section qu’il est
possible, par une simple relation, de connaitre 1, a partir de 8,,.

Tout d’abord, donnons une propriété des polynémes associés par rapport a une fonction-

nelle.

Le polynome Qg" () associé a Pqe", par rapport & la fonctionnelle C(™| est donné par

Qe (1) = CW(Bj(x) = P (1))/(z — 1)),

o C™ agit sur .

Lemme 2.3 Si Q%" est associé au polyndéme P de degré k, alors

fn(t) = S 0D (P (z)),

=0

oum=n+k—1-0,(0). Q"(t) est de degré m si m > 0, sinon, Qi(t) = 0.
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Proof:

Qo (t) est égal & CW[(Pf~(z) — P (¢))/(x —t)]. En utilisant ’égalité

o0

1/(z—t)=27" Z(x_lt)i,

1=0

nous montrons que

n+k—-1 )
0t = 0 (1P0) - Pl S ()
1=0
ou C™ agit sur z. Enfin, en tenant compte du fait que ¢; = 0 lorsque 7 < 6(0), nous

obtenons le résultat du lemme. n

Dans le théoreme suivant, nous allons voir les relations existantes entre les polynomes
orthogonaux réguliers par rapport & C™ et ceux par rapport 4 D™,

6(0)+n+1 T—n+1

s s a 6 T . . . g
Théoreme 2.9 Le polynéme P, est régulier si et seulement si R, 7" est régulier.

A fo(0)— T . . . g
De méme, P07 est régulier si et seulement si R™* est régulier.

8o(0)—n+1

. 8 , .
Si nous supposons que P, O+ ¢t P4 sont orthogonauz réquliers, alors nous aurons
pp k ntk s

les €galités suivantes

Qee(o)—n+1

8
N—n+1 __ 6(0)+n+1 — TIn4+1 —_—
Sn+k _dOPk nt+k -—-CQ(O)Rkn 5 n = 1,27...,

Y

n
8 ; [/}
N—nt+1 __ 6(0)+n+1 — 6(0)+n+1
coo) Ry = P > oozt + Qy
, n =0 n=01,....
8(0)=n41 Tin —1 Nn
dOPn+(k) = Rk + Zdil‘n t + Sk +

1=0
Preuve:

Pour démontrer ce théoreme, il suffit de remarquer que fy(o) est la série réciproque de
g (c’est-a-dire que C(?(®) est la fonctionnelle réciproque de D) et ainsi se ramener au cas
étudié dans [10, 44]. Lorsque 6(0) = 0, la démonstration donnée dans [10] des égalités
de ce théoreme est longue, elle consiste a transformer les déterminants des expressions
explicites des polynémes orthogonaux. Une démonstration simple, utilisant uniquement

le Lemme 2.3, est donnée dans la preuve du Théoreme 2.12 qui est une généralisation du
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Théoreme 2.9. n
. ;s . . . . _ _ bo(o 1
D;apres ce théoreme, il est clair que pour un entier n fixé, R 3, Sioit, PO+
) ;. ~ . , P N . [
et Q. @™ vérifient les mémes relations de récurrence avec des initialisations différentes.

. B6(0y— 85(0)— .
Il en est de méme pour P """, Q. Q""" Ri™ et S{"*'. Si nous posons, pour tout

n,k € IN,
N]Z"*’z = CG(O)RZ—H et N:’"‘“ = C&(O)RZnHv

alors un approximant de Padé [p/q|; peut s’écrire sous la forme

p/aly = Nprmes BP0~

e _
lorsque nous supposons que Py ° Pt

est régulier, voir [10].

Nous déduisons de ce qui précede qu’aussi bien en ’absence de blocs qu’en leur pré-
sence dans la table de Padé, le numérateur d’un approximant de Padé peut étre calculé
récursivement a ’aide des relations de récurrence qui nous permettent d’obtenir son dé-

nominateur. Notons que ces relations de récurrence dépendent du choix d’une mise en

oeuvre de ALA.

Corollaire 2.2 Nous pouvons connaitre les permutations n, en fonction des 6, grace auzx

relations suivantes

U—n+1(i) = 90(0)+n+1(i - n) +n, 99(0)—n+1(i) = 7]n+l(i - n) +n, pour 12>n, n =1,
060)-n+1(2) = Neng1(t) =n—1—1, pour 1=0,1,...,n~1.

Preuve:

D’apres la définition des deux permutations 8, et n, et en utilisant le Théoreme 2.9,
nous déduisons le résultat du Corollaire 2.2 puisque la connaissance des degrés des po-
lynémes orthogonaux réguliers implique celle des deux permutations 7, et 8,, voir le
Théoreme 2.2.

Signalons que dans le Théoreme 2.2, pour que nous puissions parler de 7,, il suffit de
remplacer la fonctionnelle C par D™, 8 par 1, et les polynémes orthogonaux par rapport

a C par ceux qui sont orthogonaux par rapport a D™, ]

Nous avons montré comment utiliser les trois mises en oeuvre de ALA pour calculer

récursivement les numérateurs et les dénominateurs des approximants de Padé. Le calcul
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récursif des numérateurs fait intervenir les quantités

n
f8(0) —n+1 06(0)+n+1 n—i 06(0)+n+1
Qi et Py > coria”™ T+ Qy :
=0

60 +nt1 4 P:i(z)—-n-f-l
ne sont pas orthogonaux réguliers. C’est pour cette raison que nous allons maintenant

.y s ,os s qegs ;s 6
Ces quantités ne vérifient pas les égalités du Théoreme 2.9 lorsque P

donner une signification a ces quantités au point de vue de 'orthogonalité, en utilisant la
premiere mise en oeuvre de ALA. Nous n’allons pas considérer la deuxiéme et la troisiéme
mise en oeuvre de ALA car la manipulation des expressions explicites des polynémes bior-

thogonaux intermédiaires relatifs a ces deux mises en oeuvre est complexe.

Pour tout n € ZZ et k € IN, nous considérons des polynémes unitaires RZ’" que nous
définissons ici pour la premiere mise en oeuvre de ALA. Le réle de ces polynomes est de
remplacer les R]" dans les égalités du Théoréme 2.9 afin que ce dernier reste valable méme
dans le cas ou P,fe(o”"“ et P:jfz)'"“ ne sont pas des polynémes orthogonaux réguliers.

Nous définissons les R par
D(n)(R;n"tn"(j)) + an»kdﬂn(j)—nn(k) =0, 7=0,...,k—1, (256)

. ! . .
avec ay, ; est une constante qui nous permet seulement d’avoir R, unitaire.

Il est clair que la famille R;:’"n’k est consruite de telle sorte qu’elle contienne tous les
polynémes orthogonaux réguliers par rapport a la fonctionnelle D™, D’apres la définition
de ces polyndémes, nous pouvons voir facilement que leur condition d’existence et d’unicité
est la méme que celle des R]”. Par conséquent, tout polynoéme RZ’" existe et est unique
de degré égal a son indice k.

Commencons tout d’abord par nous intéresser aux expressions explicites des polynomes

des deux familles {P{}; et {R,}5.

En utilisant la premiere mise en oeuvre de ALA, nous obtenons le résultat du théoreme

sulvant qui est semblable a celui que nous trouvons en cas normal.
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Théoréme 2.10 Le polynome c@(O)R;"(x) peut s’écrire sous la forme explicite suivante

Co(0)+n(1)+1 Co(0)+n(1)+2 -+ - CH0Y4nm(1)+k

Co(0)4n(2)+1 C4(0)+n(2)+2 -+ o CH0)+n(2)+k

Co(O)4n(k=1)+1  CH(0)+n(k—1)+2 <o COO)+n(k—1)+k

Co(0)T + Co(0)+1 69(0)3?2 + Co0)+1T + Co0)+2 - - - Ce(o)xk + c(,»(o)+1:lck_1 + ...+ Ch0)+k
Co(0)+n(1)+1 Co(0)+n(1)+2 cor CH0)+n(1)+k-1
Co(0)4+n(2)+1 Co(0)+n(2)+2 < CHOY+n(2)+h-1
Co(0)+n(k—1)4+1  CH(O)4n(k—1)+2 --- COO)+n(k—1)+k-1

Preuve:

Nous pouvons transformer le numérateur et le dénominateur de la forme explicite de
R;(z) pour obtenir la forme donnée dans le théoréme. Mais pour une démonstration plus
simple et compréhensible, nous donnons une preuve qui ressemble a celle qui se trouve
dans [10] en cas normal.

Nous voulons montrer que
D(:c"(”)R;:’(x)) + a0,k dp(p)-nk) = 0, pour p=0,1,...,k—1.

En utilisant la forme de R;" dans le théoréme, nous pouvons avoir D(a:”(p)R;:’(z)) sous
forme d’un rapport de deux déterminants. Les éléments de la derniere ligne de celui qui
est au numérateur sont donnés par

D(x"(”)(09(0)xm + C@(o)+1$m_1 +...+ C&(O)+m))

=C(0)dn(p)+m t C8(0)+1n(p)+m-1 T - - - F C8(0)+mn(p)
n(p)—1

=— > dico)ytmin(p)-i

=0

et ceci pour m = 1,2,...,k. A l'aide de cette relation, en écrivant
oog = dOC(9(0)+2)(xGe(om(k—l)p:j<f>+2(x))

sous forme d’un rapport de deux déterminants, nous pouvons voir que D(:c”(”)R;"(x))
n’est autre que —ao rdy(p)-q(k)- Par conséquent, D(:c"(p)R;c"(x)) + @o,kdn(p)—n(x) = 0 pour
p=0,1,,k—1 ]

Soit {S ,'C"}k la famille des polynoémes associés par rapport a la fonctionnelle D aux po-
lyndmes de la famille {R,"}x.
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Théoréme 2.11 Le polynéme Cg(O)S,;", associ€ par rapport a la fonctionnelle D au poly-

nome Ce(o)RZ’; est donné par le rapport

C6(0)+n(1)+1 Co(0)+n(1)+2 e Co(0)+n(1)+k
€6(0)+n(2)+1 C6(0)+n(2)+2 e CO(0)+n(2)+k
Co(0)+n(k-1)+1  CHO)+n(k=1)+2 - COO)+n(k—1)+k
1 T k—1
CH(0)+n{1)+1 Co(0)+n(1)+2 - o CHO)+n(1)+k-1

Co(0)+n(2)+1 Co(0)+n(2)+2 s Ch0)+n(2)+k—1

Co(0)+n(k-1)+1  COO)+n(k—1)+2 -+ Co{0)+n(k—1)+k-1

Preuve:

Par définition d’un polyndéme associé, nous avons

) comB () — coroy R (1
Ca(o)Skn(t) :D( 6(0) k( ) 6(0) k( )) .

T —1

Si nous écrivons (ce(o)R;"(:r) — Cg(o)R;"(t)) /(z —t) comme rapport de deux déterminants,

alors les éléments de la derniere ligne de celui qui est au numérateur sont donnés par

m— m—2
Ym(t, ) = co(o) Z g™+ €5(0)+1 Z T 4+ C(0)+m—1
= =0
m—1 m—1—1 o .J
=Y ey D, T
=0 7=0
pour m=1,2,...,k. Appliquons a ¢n(t, ) la fonctionnelle réciproque D agissant sur la
variable z L
wm(t -T E Co(0)+ Z dm 1- Z—] 7

1=0

D’une maniere simple, nous pouvons aussi écrire D(¢m(t,x)) comme un polynéme en t

en nous servant du fait que d; = 0 lorsque z < 0

m—1 m—-1

D(¥m(t,z)) = D (D cooysidmotnioj)t’.

=0 =0

m—1 m—l—j

> coo)+idmai-ici = D Co)tidmoi—jmi = Om_1;

=0 1=0
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donc D(¢n(t,z)) = t™ 1, d’ou le résultat du théoreme. n
Corollaire 2.3 Nous avons les €galités suivantes
' 8
co0) Sy = PP
et
g
Cg( ) Zz L= k9(0)

ou nous désignons par Qk" le polynéme associ€ a P par rapport a la fonctionnelle C*

Preuve:

Tout d’abord, remarquons que la deuxieme égalité se déduit de la premiere en consi-

dérant la série réciproque fy(o) de g, c’est-a-dire que nous devons avoir

'8
doQy"” = R,

puisque n(0) = 0.
La premiére égalité est une conséquence du Théoreme 2.11. En effet, il suffit de voir que

pour tout entier p > 0, nous avons

Co(0)+n(p)+1 € {Ce(o)+2, €6(0)+35 Co(0)+4> - - }

.
Le résultat du Corollaire 2.3 nous permet d’affirmer que les polynomes S,L" et R;C"

bs(0)+2 ot Qie(o)-u
-1

vérifient les mémes relations de récurrence que P, avec bien sir des initia-

lisations différentes.

D’une maniére plus générale, essayons maintenant de donner, pour la premiere mise en

oeuvre de ALA, les relations existantes entre les polynémes des familles

{(PFYoks {RTYnks {Q0Ynr et {5 }nr

en utilisant celles déja connues entre les polynoémes orthogonaux réguliers.

Théoréme 2.12 Pour la premiére mise en oeuvre de ALA, nous avons

96(0)—n+1 "Nn1 "M—n41 0)4n+1
Qn+k = Co(o)Rkn 1y STL-*-I: — dOP ) n — 1,27...

T
] [} . [}
Nentl 6(0)+n+1 n—1 8(0)+n+1
coo)Rusit = Py 2 coo+2" "+ Qy
) , n =0 , n=0,1,....
dop j-(z)—-n+l — Rknn+1 Zdixn—z ‘I‘ Sknn+1

n
1=0



2.5. Application aux approximants de Padé 101

Preuve:

!
Montrons que Qna(_(}c)_"“ = cyo)R,™*'. Afin de ne pas compliquer la démonstration,
commengcons par supposer que §(0) = 0. Dans ce cas, grace au Lemme 2.3, nous avons

pour 7 =0,1,...,k—1

D(n+1)[Q€_n+l (t)t”"“(j)] — D(n+1) [Z t1+nn+1(1)c(—n—z)( _n+1 (CL’))]

=0
n+k
= Z alzd1+77n+1 J+n+1C—n—i+l
=0 1=20
n+k
ou D™D agit sur ¢, C(—""% agit sur z et P ‘"“ Z aiz'. 0(0) est supposé nul, donc

d’apres le Corollaire 2.2 0_,41(7 + n) = 9p11(3) + n. D ol

) n+k l—nb
D(n+l)[Qi:}c+l (t)tﬂn+1(])] = Z ap Z di+9_n+1 (j+n)+lc—n—i+1
1=0 =0
nd+k  O_nt1(i+n)
== a D do_(am)-iContieisi
== =0
9—n+1(j+n) 1 -
=— Y de_n+1(j+n)—ic(_n+ )(x’Pn_;'];“(z))
1=0
—-n _ n) pf—n
= '—dé)_n+1(]+n) ‘9——n+l k+n)C +1)(:L'9 n+1(k+ )Pn+k+1 (.T))

—d (O (gl (Pl (2)),

Mn41lJ ( ) 77n+

1 Onyr _ "Nnt1
En conséquence, nous obtenons Q,77F" = co B, "*".
Dans le cas ot 6(0) # 0, fy) est la série réciproque de g. Nous pouvons donc suivre le

meéme raisonnement que celui de ci-dessus et conclure ensuite que

8o(0)—n+1 _ "Nns1
Qn+k = CG(O)Rk .

D’une maniere tout a fait similaire, nous montrons que

4 8
N—n+4l __ 6(0)+n+1
St = do Py .

Les deux dernieres égalités qui restent a démontrer se déduisent des deux précédentes. En

n_ ) 1
n n+1’ Pk (0)+n+ et

n+k
vérifient les mémes relations de récurrence. Il en est de méme pour les polynémes

effet, d’apres les deux égalités précédentes, pour n fixé, les polynémes R
QZO(O)+n+1
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86(0)—n . / o L.
pip— R" et §.™*'. Donc les deux derniéres égalités sont vraies si elles le sont

1n1t1alement, ce qul est le cas puisque

sl _ A%80)4nt1 Bo0)+n+t1 _ p'Nagr _
So T =W =0, K =Rmt =1

et
I")—- — E -1 (0)— 1 E
R n+1 dlxn ’t, 690 n+ C ) l

=0

Si nous posons, pour tout n,k € IN,
N;’?n+2 — cg(O)R;:?—n et N;Cn—n-}—l — c0(O)R;cnn+l,

alors nous pouvons conclure a partir de ce théoréme que tout approximant de Padé [p/ q]f,

peut s’écrire sous la forme
6 _ NF'mp— 7596(0)+p—q+1
[p/q]f_anp q+1/Pq P

Remarque 2.11 Pour les autres mises en oeuvre de ALA, nous pouvons définir les po-

I
lynémes R,’™ par

n
Qie-}(jg;? = CB(O)R’W 2, CG(O)Ran = P:e(0)+n+1 Z CG(O)+ixn_i + QZ9(0)+71+1’ n=0,1,....
i=0

Grace a cette définition, ces polyndémes se calculent récursivement a ’aide des mémes
relations de récurrence que celles qui nous fournissent les coefficients des polynomes P,f ",
ce qui est important puisque la famille {R;:’"}n,k contient tous les polynémes orthogonaux
réguliers par rapport & la fonctionnelle D™,

Nous pouvons calculer les coefficients du numérateur d’un approximant de Padé de

deux manieres différentes

. oye . ”, . a 09 —q41 .
1. La premiere utilise les relations de récurrence reliant les polynémes Py *@*?7%*! qui

se trouvent sur une méme diagonale de la table P. Ceci est tout a fait possible car,
a partir du Théoreme 2.12, nous savons que ces relations de récurrence s’appliquent
aussi aux polynémes N, 7=¢+1 avec des initialisations différentes.

Pour les trois mises en oeuvre de la méthode ALA, 'obtention des coefficients du
numérateur de l’approximant de Padé [p/q]% exige au plus 2p — 1 multiplications
et 2p — 1 additions et suppose la connaissance de deux approximants de Padé non

identiques précédant [p/ q]f, et se trouvant sur la méme diagonale que ce dernier.
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2. La seconde utilise les équations de (2.38) qui nous donnent directement les coefhi-

cients a; du numérateur de ’approximant de Padé

P ap + ait + ...+ apt?
1) =
[p/4];(®) bo + byt + ...+ byte

a partir de ceux du dénominateur. Dans ce cas, le cout algorithmique est de (g +
1)(¢+2)/2+ (p—q)(g+1) multiplications et g(g+1)/2+ (p— q)q additions si p > ¢
et il est de (p+1)(p+2)/2 4+ (¢~ p)(p+ 1) multiplications et p(p+1)/2+ (¢ —p)p
additions si p < g.

Au point de vue colt algorithmique, il est préférable d’utiliser la seconde méthode si nous
voulons calculer un seul approximant. En revanche, lorsqu’il s’agit de calculer plusieurs

approximants de Padé, il est évident que la premiere est nettement moins cotteuse.

En pratique, nous ne savons pas au départ I’approximant qui nous convient, il est donc
plus commode de calculer récursivement par les mémes relations de récurrence les numé-
rateurs et les dénominateurs des approximants de Padé. D’ou la préférence de I'utilisation

de la premiere méthode.

Nous allons voir maintenant le comportement de ’erreur commise sur le calcul des
coeficients a; et b;.
Pour la premiére méthode, nous remarquons que les deux erreurs commises respectivement
sur le calcul des coefficients a; et b; ont le méme comportement parce qu’ils sont la
conséquence de I’utilisation des mémes relations de récurrence.
Pour la deuxieme méthode, I’erreur commise sur le calcul des coefficients a; est donnée par
le systeéme triangulaire (2.38). Elle dépend de l’erreur commise sur le calcul des coefficients
b;. C’est-a-dire que nous ajoutons a ’erreur commise sur le calcul des b; celle due au produit
de la matrice triangulaire de (2.38) par un vecteur.

Ceci donne aussi la préférence a 1'utilisation de la premiere méthode.

2.5.6 Résultats numériques

Nous allons utiliser les trois mises en oeuvre de la méthode ALA dans le calcul des

coeflicients du dénominateur
P(t) =bo+ byt + ... + byt*

et du numérateur
Q(t) =ap+ art + ...+ apt?
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d’'un approximant de Padé [p/q]% arbitraire. Les coefficients du numérateur et ceux du
dénominateur de [p/q]% sont calculés a 1’aide des mémes relations de récurrence et non pas
directement en utilisant les équations de (2.38). Les trois algorithmes résultants, corres-
pondants aux trois mises en oeuvre de la méthode ALA, nous permettent de nous déplacer
suivant n’importe quelle diagonale de la table de Padé. Sachant p et ¢ et les moments ¢;,
1 =0,1,...,p+ g, ces trois algorithmes nous donnent les coefficients du numérateur et
du dénominateur de 'approximant de Padé [p/q]}. Ils suivent la diagonale de la table de

Padé qui contient [p/q]%.

Exemple 1

Pour ce premier exemple, nous considérons la série suivante
f@) =1+ +%/2+t3/4+ 87 /8 +#21/16 + ...

qui converge vers la fonction (1—1%/241%)/(1—t/2) pour t €] — ¥/2, v/2[. Pour le seuil de
détection des blocs, nous posons tol = 107!, Suivant les trois mises en oeuvre de ALA,

la table de Padé possede plusieurs blocs. Nous obtenons

[p/q)} = [0/0)7 =1 pour p,q€{0,1,2,3,4},
-1
p/q)f =[4i+1/0)5 =1+ t¥/2) pour 4i+1>p<4i+4, ¢€{0,1,2,3}, 1>1,

i=0

[p/q]“} = [0/5]? =1/(1 — %) pour pe€ {0,1,2,3}, q € {5,6,7,8},
[p/ql = [5/4]7 = 1 —t*/2+1°)/(1 —t*/2) pour p>5, ¢> 4.

Les approximants [0/0)%, [5/0%, [0/5]%, [5/4]% sont aux coins d’un bloc d’order 4.

Pour une série qui représente une fonction rationnelle, nous savons que les approximants
de Padé [p/ q]? redonnent la fonction lorsque p et g sont plus grands (ou égaux) respec-
tivement aux degrés du numérateur et du dénominateur de cette fonction rationnelle.
Iei, (1 —t*/2 4+ t%)/(1 — t*/2) est une fonction rationnelle, ce qui explique le fait que
[p/qlf = (1 —¢*/2+1°)/(1 — t*/2) pour p > 5 et ¢ > 4.

Nous allons donner maintenant, suivant les trois mises en oeuvre de ALA, les numéra-
teurs et les dénominateurs que nous obtenons pour deux approximants qui se trouvent a

Uintérieur d’un méme bloc.
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[p/ql7 = P/Q [2/6)F 3/71%
Premiére mise en oeuvre P=142t P =142t44¢°
Q=1+2t—t2—-2t° | Q = 14+2t+412— 15— 215447
Deuxieme mise en oeuvre P=1+4+2t P =1+2t+4¢2
Q =1+42t—13—2t° | Q = 1+2t+412— 15216447
Troisiéme mise en oeuvre P=1 P = 1+2t+4t*
Q=1-1° Q = 1+2t+442—15—2¢% 447

A partir de ces résultats, nous pouvons dire qu’a l'intérieur d’un bloc, P et @ peuvent
étre différents d’une mise en oeuvre & l'autre, méme si la fraction P/Q = [2/6]% = [3/7]%
garde une méme valeur. Nous expliquons ceci par le fait que les trois mises en oeuvre de
ALA utilisent, a I'intérieur des blocs, des polynomes biorthogonaux différents. Ceci est
illustré dans I’exemple suivant.

Exemple 2

Nous allons considérer la série étudiée dans [26].

f®) =1+at+at?>+...+at™ P +t" +at™ +at™ 2+ @t 2 ot 4L

Cette série converge vers la fonction rationnelle (1 +at +at?+...+at™1)/(1 —t™) pour
t €] — 1,1[. En posant a = 0.001, tol = 107!® et m = 7, I'application des trois mises
en oeuvre de ALA nous donne les valeurs suivantes des coeflicients du numérateur et du
dénominateur de [4/ 4]‘} qui se trouve a l'intérieur d’un bloc d’ordre 4.

a;,b; | Premiéme mise en oeuvre | Deuxieme mise en oeuvre Troisieme mise en oeuvre
ag 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01
a; 0.9000000000001229D-03 | 0.9009000000000003D-+00 | 0.9009000000000003D+4-00
as 0.8100000000001994D-03 | 0.8116200000000002D-+00 | 0.8116200000000005D+00
as 0.7290000000002017D-03 | 0.7311870000000003D+00 | -0.2184813000000001D+01
aq | -0.6554439000000004D+4-00 | -0.2621775600000001D+01 | 0.0000000000000000D4-00 |
bo 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01
by 0.1110223024625157D-15 | 0.9000000000000002D+00 | 0.9000000000000002D+00
by 0.1110223024625157D-15 | 0.8100000000000001D+00 | 0.8100000000000003D+00
b3 0.1110223024625157D-15 | 0.7290000000000001D+-00 | -0.2187000000000001D+01
by | -0.6561000000000003D+00 | -0.2624400000000001D+01 | 0.00600000000000000D+00

Nous déduisons de ces résultats que les trois mises en oeuvre nous donnent des numéra-
teurs et des dénominateurs qui sont différents pour un méme approximant [4/4]}. Ceci
différencie les trois mises en oeuvre.
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Exemple 3

Soit la série -
fA)=>ct' =3 —-15/2+1°/3— ...
1=0

qui converge vers Log(1 + %) si t €] — 1,1].
Nous appliquons les trois mises en oeuvre de ALA a la fonction f pour le calcul des
éléments de la diagonale principale (celle qui contient [0/0]%) de la table de Padé. L’exé-
cution des algorithmes qui correspondent aux trois mises en oeuvre avec tol = 10712,
dans le but d’obtenir ’approximant [10/ 10]?, rencontre quatre blocs et nous montre que
P’approximant [10/10]% est & l'intérieur du quatrieéme bloc qui est d’ordre 2. [9/9]% est au
coin nord-est de ce bloc.
Pour I’approximant [10/10]%, nous trouvons

a;,b; | Premiéme mise en oeuvre | Deuxiéme mise en oeuvre | Troisieme mise en oeuvre
az | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D-+01
as | 0.9999999999999951D+-00 | 0.9999999999999951D+00 | 0.1000000000000002D4-01
ag | 0.1833333333333311D+00 | 0.1833333333333311D+00 | 0.1833333333333351D+4-00
bo | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01 | 0.10006000000000000D 401 |
b3 | 0.1499999999999995D+01 | 0.1499999999999995D+01 | 0.1500000000000002D+01
be | 0.5999999999999954D+00 | 0.5999999999999954D+-00 | 0.6000000000000030D+-00
bg 0.4999999999999938D-01 | 0.4999999999999934D-01 | 0.5000000000000070D-01

Les autres coefficients sont nuls. La premiere et la deuxieme mises en oeuvre nous donnent
les mémes valeurs des coefficients a;, b; a I’exception de celle de by pour laquelle il y a une
légere différence. Nous remarquons aussi une légere différence entre la troisieme mise en

oeuvre et les deux autres, concernant les valeurs de ag, ag, b3, bg et bg.
Pour [14/14]%, nous obtenons les valeurs suivantes

a;,b; | Premiéme mise en oeuvre | Deuxiéme mise en oeuvre | Troisiéme mise en oeuvre
as | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01
as | 0.1499999999999689D+01 | 0.1499999999999689D+01 | 0.1499999999999844D+4-01
ag | 0.6190476190472924D+00 | 0.6190476190472927D-+00 | 0.6190476190474557D+-00
a2 | 0.5952380952374431D-01 | 0.5952380952374434D-01 | 0.5952380952377828D-01
by | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01 | 0.10000000060000000D+01
bs | 0.1999999999999689D+01 | 0.1999999999999689D+01 | 0.1999999999999845D+01
be | 0.1285714285713804D+01 | 0.1285714285713804D+01 | 0.1285714285714047D+-01
bo | 0.2857142857140833D+00 | 0.2857142857140832D+00 | 0.2857142857141869D+00
b12 0.1428571428569599D-01 | 0.1428571428569599D-01 | 0.1428571428570568D-01

Pour cet approximant, nous remarquons aussi une légere différence entre les valeurs des
a;,b; données par les trois mises en oeuvre.
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Pour t = 1, nous avons Log(2) = 0.6931471805599453 . . .. En utilisant les approximants
de Padé [k + 1/k] obtenus par les trois mises en oeuvre de ALA, nous allons chercher
une approximation de la valeur exacte de Log(2).

2k+1
k| Sokg1 = Z ¢; | 1-ere, 2-éme et 3-éme mise en oeuvre
=0
3 | 0.5000 0.66
6 | 0.5833 0.6923
9 | 0.6166 0.693121
12 | 0.6345 0.6931464
15 | 0.6456 0.693147158
18 | 0.6532 0.693147179
21 | 0.6587 0.693147180540
24 | 0.6628 0.69314718055935
27 | 0.6628 0.693147180559927
30 | 0.6687 0.6931471805599447
32| 0.7163 0.6931471805599454

Ici, les trois mises en oeuvre de ALA nous donnent exactement les mémes résultats. Ces
résultats nous permettent de remarquer que la suite ([k + 1/k]%); des approximants de
Padé converge plus rapidement que (Szx+1)x. Ce phénomeéne caractérise les approximants
de Padé des séries de Stieltjes et explique leur utilisation dans la pratique.

Si nous considérons la série

ht)=> ct' =t—t}2+3/3— ...

=0

qui converge vers Log(l +¢) si ¢ €] — 1, 1], alors nous aurons f(t) = h(t%). Cette égalité
montre que [p/q]}(t®) est 'approximant de Padé [3p/3q]%(t) de f pour tout p,q € IN.
L’application des trois mises en oeuvre a A montre qu’en posant ¢ = 1,

[k+1/k)5(1) = [3k + 3/3k + 2%(1) pour k=1,2,....
Pour cet exemple, nous trouvons

[2/1)7.(1) = [6/5)5(1) = 0.7, [6/5]5(1) = [18/17)%(1) = 0.6931471849621315.

2.6 Application a Pepsilon algorithme

L’epsilon algorithme, dd a Wynn [126], est défini par la relation suivante

n n+1 n+1 n)y—
efih = e+ (Y — ) (

o
Ut
-1
Sa—
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Si 5871) = Z cit' et 5(_"1) = 0, alors nous aurons 1’égalité suivante

=0

ey = [n + k/k);(t)

ou f(t) =) at'.

1=0
Dans notre cas, les quantités sgﬁ_l ne présentent pas d’intérét. L’epsilon algorithme, sous
sa forme (2.57), souffre d’une instabilité numérique. En effet, des erreurs de cancellation
importantes dues a la différence 6,(:“) — 6,(?) peuvent affecter I’algorithme. Une telle

instabilité numérique peut étre évitée, soit en utilisant la forme progressive suivante

et = ¢ 4 (e, — glrti) (2.58)
de Depsilon algorithme, soit en utilisant les regles particulieres données par Wynn. Pour
plus de détails sur la stabilité numérique des processus d’accélération de la convergence,
voir [40, 21].

Dans cette section, nous allons nous intéresser au calcul des itérés d’indices pairs sé?).
Ces itérés peuvent étre calculés en utilisant 1’extension de la méthode de bordage que
Pifiar et Ramirez ont donné dans [92] et qui est une extension de la méthode qui se trouve
dans [9]. Nous pouvons aussi utiliser les extensions de la méthode de bordage obtenues
grace aux mises en oeuvre de la méthode ALA. Ici, nous allons appliquer I’extension de
la méthode de bordage basée sur la premiere et la deuxiéme mise en oeuvre de ALA,
afin de donner deux algorithmes simples qui serviront a calculer les itérés 5&?) de ’epsilon
algorithme.

Pour qﬁe 6&7;) soit défini pour tout n € Z et tout 7 € IN, nous posons

e = [n+ 3/51%().

Ce qui nous donne
1=n—1

= Y et 4 70— 1515, (1) 2

1=0

Q]
[
Nej
g

avec
7 = 1/i15.() = Q¥ (1)/ B (1), Qf(t) =¥71Q5(t7Y), B{"(1) = ¢/ P{~(t71),
ou la série formelle f, est définie par
fn(t) = Cp + Cn+]tn+1 + Cn+2tn+2 + e

La famille des polynémes {Pf" }; est donnée par la premiere ou la deuxieme mise en oeuvre

de la méthode ALA en imposant maintenant, & chaque polynéme Pje", la condition de
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normalisation P]‘fq"(l) = 1 au lieu d’étre unitaire de degré j. Cette famille contient tous
les polynémes orthogonaux P; = Pf" qui existent par rapport a la fonctionnelle C(™) et
vérifient la condition de normalisation P;(1) = 1.

Considérons maintenant la famille {PJI }; de polyndémes orthogonaux par rapport a la
fonctionnelle C'™ = C*+1) — C(™ en imposant & chaque polynéme P]{ d’étre unitaire
et de degré j. D’une maniere tout a fait similaire & ce que nous avons vu au début de la
section consacrée a ’application de ALA a la méthode de Lanczos, nous pouvons montrer
que PJf existe si et seulement si P; existe aussi. Donc, par la premiére ou la deuxiéme mise
en oeuvre de ALA, nous aurons une méme permutation 4, et par conséquent la famille

0,

{£5™}i. ,
Pour tout entier 7, considérons Q?" et Qje" comme étant les deux polynémes associés

respectivement aux polynomes Pf" et P;e" par rapport a la fonctionnelle C™, c’est-a-
dire

Qo) = o0 (ZZEH) gy = o (P "(”“Pf"“’)),

t—=zx t—zx
avec O™ agissant sur z.
Deuxiéme mise en oeuvre

Nous allons calculer les polynémes de la famille {P;en }; a I'aide de la relation suivante
qui est équivalente a (2.10)

. C n)($6n(k k+1p'9n P'Gn)/C n)( 0,,(k)P’€n)
51, (kP [ C” () (- Pyt ) j=kk+1,.,0.(k),  (2.60)
Pin = 37P19" — a;P @Pof (k—1)

pour k = 0,6,(0) + 1, 6,(8.(0) + 1) +1,.... L’initialisation de cette relation de récurrence
se fait en posant Py’ =1 et P = 0 avec 8,(—1) = —1.
Le calcul des polynoémes de la famille {Pf" }; se fait grace a la relation suivante

= O (Pl /() (£bn(F) plon
{)\ C™(P™)[C M (2 M P) j=kk+1,...,0,(k), (2.61)

Pl =P — X;(z —1)P’

J

pour k =0,0,(0)+1,6,(0,(0)+1)+1,.... Nous n’allons pas démontrer cette relation car
elle est de méme type que la formule (F3) de la sous-section 2.4.2.

En nous servant des deux relations de récurrence (2.60) et (2. 61) nous montrons que les
polyndmes associés @Q); n et an vérifient les deux relations de récurrence suivantes

QJ+1( ) =1Q 0n( t) — ( ) — ﬁJQen k- 1)( )+ C(n)(P;g"(CII)) (2.62)

et
Qini(t) = QI (1) — X[(t — 1)@ () + C(P*(2))] (2.63)
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pour j = k,k+1,...,60.(k) et k= 0,0,(0) +1,0,(0,(0) + 1) + 1,.... L’initialisation se
fait avec Q% =0, Q% = Q/* = 0 et 0,(—1) = —1. Les coefficients aj, B; et Aj sont les
mémes que ceux des deux relations précédentes (2.60) et (2.61).

La quantité C(")(P]fg"(:z)) peut étre calculée récursivement en utilisant la relation de

récurrence (2.60). En effet, par une simple application de la fonctionnelle C™ & (2.60),
nous obtenons

CO(Pn) = C™(aP™) = a;CP(B) — B;C Pyl )

or, C(")(xpla") = CM((z — l)Plg") + C(")( ") est égal & CW(P 0") si 7 # 0,(0) et est
égal a C (")( ™) 4 Cnt6n(0)+1 — Cnt8n(0) S1 J = 0n(0). Nous pouvons alors écrire la relation
de recurrence suivante

@31 = @5 — @jak = B, (k-1) + §6n(0)(Cntoa(0)+1 = Crtsa(0)); (2.64)
ol &;; est le symbole de Kronecker et a; = C™(P,°*) pour tout entier i.

Prenons maintenant le cas simple ¢ = 1. En conséquence, la relation (2.59) nous donne

ey ) = Zcz +Q7"(1)

=0

et en utilisant (2.63), nous aurons la relation de récurrence suivante
n—1 (n—1
eny) = e — Nay (2.65)

pour j =k, k+1,...,0,(k)et k=0,6,(0)+1,60,(6.(0) + 1)+ 1,.... Pour l'initialisation

de cette relation de récurrence nous posons

(n 1) _ ch

D’apres la relation (2.61), I'expression donnant le coefficient A; ne dépend pas des po-
lynémes Pjg". Donc, pour calculer les itérés eg';_l), nous avons besoin des relations de
récurrence (2.65), (2.64) et (2.60) auxquelles nous ajoutons la relation de (2.61) qui nous
donne le coefficient A;. Nous avons maintenant tout ce qu’il faut pour énoncer ’algorithme
ci-apres qui calcule les éléments d’indices pairs eg’;—l) du tableau de I’epsilon algorithme

suivant une diagonale quelconque.

Pour tout entier ¢, nous posons dans l’algorithme ci-dessous

P(z) =Y ¢, ¢ =1

=0
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Algorithme 3

e Etape 1: Initialisation

Choisir un entier n et poser q((,—l) = q(__ll) =0,hy =1,k =-1,

1=n—1
a_, = 0, ag = Cp, QC()O) = 1, q(_ol) = 0) k= 07 6(()n—1) = Z C;.
1=0
e Etape 2 (Détermination de 6,(k))
1 :=0
: ()
2 hipi = D (Cntkgititn — Cotktiti)G)
J=0
si |hg4i| < tol pour une certaine tolérance tol, alors
1=1+1
aller a 2
fin (si)
O.(k)=Fk+:
k .
k
dm—l = Z(cn+0n(k)+m+j+1 - cn+0n(k)+m+j)q.§ )’ m = 13 s
=0
e Etape 3
by = ax/he,(x)
pour i = k,...,0,(k)
5%?;;}) = 5(2?_1) - br.a;
ai = gi2y + (3 di—rgy”)/hongy
=k
Bi = (Cotithrs = Crtirk )4 [hrmr
7=0
qj(f“): §21, j=1,...,i+1
¢ g —aig™, =0,k
gt = D — g =0, ke
Qit1 = a; — a;iar — Piak,
fin (pour)
si k= 0 alors ag,(0)+1 ¢ @8,(0)+1 F (Crt6,(0)+1 — Cnt6n(0))
fin (si)
ko +—k
ke 6,(k)+1
aller a 1

fin.

41
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Premiére mise en oeuvre

Selon cette mise en oeuvre, le calcul des coefficients des polynémes P;e" se fait a l'aide
de I’Algorithme 1, c’est-a-dire en utilisant les deux équations suivantes

"n)( - bn O "(nY{ 1Bn "6,
A L S R IR SN ACES I
et
([ apy = =C'P (B P C (1P ) # 0
ap = —[C'0 (@) + 0 O @B P Tg,_))]/CT0) (20 B
! o= C'(")(m(’"(’)sz’(‘k_l))/C'(")(xk‘lpei'('k_l))a i=k+1,...,0.(k) (2.67)
On(k
Pl =Pty + 3 a4 anb + s Py

déduites des Théoremes 2.2 et 2.3. Les polynomes Pje" se calculent grace a la relation
suivante

A; = C0)(gf6) pin) /O () (0 () p o)
Pér = PP — \i(z — 1) P}

J

=k k+1,...,0.(F), (2.68)

dont la démonstration est de méme type que celle de (F'3) de la sous-section 2.4.2.

A Taide de (2.68), il est clair que la relation de récurrence (2.63) est aussi valable pour
cette mise en oeuvre, elle nous permet de calculer les polynémes associés Qf" De méme
(2.65) reste aussi valable.

Comme pour (2.64), nous appliquons la fonctionnelle C(™ aux équations (2.66) et (2.67)
pour obtenir les deux relations suivantes

ajy1 = G5 — ,Bjak, j = k, cee ,Hn(k) -1 ' (269)
et
O ()
Qg (k)+1 = G, (k) T Z ;i + QG + Og-10p, (k-1) T+ 5k0(cn+€n(0)+1 - Cn+9,,(0))~ (2-70)
i=k+1

dont les coefficients 3; et a; sont ceux de (2.66) et (2.67).

Enfin, nous concluons que pour utiliser (2.65), nous avons besoin des relations (2.66),
(2.67), (2.68), (2.69) et (2.70). Ces relations définissent ’algorithme que nous allons énon-
cer ci-apres et qui est une application de I’extension de la méthode de bordage selon la
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premiere mise en oeuvre de ALA au calcul des itérés d’indices pairs de l'epsilon algo-

rithme.
Pour tout entier ¢, nous posons, dans ’algorithme ci-apres,

'0" Zq] ) et Pe'1 Zp] z’

avecql()—letp

M =1.

1

Algorithme 4

e Etape 1: Initialisation

aozcn,q((,o) ()—1q(_ =0,k=0, 6(" - ch
e Etape 2 (Détermination de 6,(k))
1 1=0
: ®)
2 hpy = Z(Cn+k+i+j+1 - Cn+k+z’+j)q]'
—~
fy (ko) : ®
d; = Z(Cn+k+i+j+1 — Cotk+iti )G s € = Z Crtk+it+; Dy
si |hgss| < €1 pour une certaine tolérance ¢, alors
1=1+1
aller & 2
fin (si)

0,.(k) =k +1.

Choisir un entier n et poser q(_l) = q(nl) =0, h_ 1= 1 ko=—-1,a., =0,
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e Etape 3
b:hgn k)/hk 1,7":0
jw,jzmnw%
—0 7 =k0+1,...,0n(k)
pouri:k . 0a(k)

€n(k)—i $ €hn(k /hen(k), 5g1+2)_— Egt - €6, (k)—i @i
N B N R

(+1) _ _
Pit1 ™ = —Cou(k)—i

w; — wj + (dé’n(k)—i/he,,(k))q;'i), 7 = 0,...,1
P 1 (dauy=i/ Poa) @ Bi = (3 Conttrrrsi @y )/ honch

3=0

¢t =g — g™, j=0,...k

q§2+1)__q1 1 J_k+1 2+1

q(—11+1) = Oa aiy1 = Q7 — ,Bzak
fin (pour)
si k =0 alors ag,(0)+1 ¢ @6,(0)+1 + (Cnt6,(0)+1 — Crt6n(0))
fin (si)
ko = k, k~0n(k)—|—1, ap < ax + br
q](k) +—q§ )—*—bwj, 7=0,...,k—1
aller a 1

fin.

Nous signalons que I’Algorithme 3 et 1’Algorithme 4 sont applicables aux suites. Si par

exemple nous voulons les appliquer & une suite {U:},. N, alors il suffit de poser ¢y = Up
et ¢;=U;—U;_ypourt>0ett=1.

2.6.1 Résultats numériques

Exemple 1

Nous commencons par donner I'application de I’Algorithme 3 et I’Algorithme 4 a la
série

f)=14at+at®+.. . Fat™ +t™ Lat™ ! fat™r 4@t L P
qui a été étudiée dans [26]. Cette série converge vers la fonction rationnelle

1+at+at*+...+at™ /1 -1t7)
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pour ¢ €] — 1,1[. Nous posons ¢t = 0.9,a = 0.001, tol = 107® et m = 7. Dans le but de
trouver une approximation de la valeur exacte 1.924882238575926 ... de f(0.9), nous ap-
pliquons ’Algorithme 3 et I’Algorithme 4 en posant ¢; = at'. Nous obtenons les résultats

sulvants.

sg?c) Algorithme 4 Algorithme 3

¢ | 0.1000000000000000D+01 | 0.1000000000000000D+01
¢ | 0.1009000000000000D+01 | 0.1009000000000000D+01
¢ | 0.1009000000000000D+01 | 0.1009000000000000D-+01
¢ | 0.1009000000000000D+01 | 0.1009000000000000D+01
¢ | 0.1009000000000000D+01 | 0.1009000000000000D+01
¢'9 1 0.1009000000000000D+01 | 0.1009000000000000D-+01
9 1 0.9999745519928722D+00 | 0.9999745519928722D+00
¢l9) | 0.1924882238577011D+01 | 0.1924882238573816D+01

Dans cet exemple, une DPZ est évitée a l'itération k = 2 jusqu’a k = 5.
Comme la série f représente une fonction rationnelle, a partir des propriétés des approxi-
mants de Padé, nous déduisons qu’en arithmétique exacte la suite {5%%)};: redonne a la

septieme itération la valeur exacte de f(0.9). Ceci explique le fait que 5%3) nous donne une
bonne approximation de f(0.9) en utilisant 1’Algorithme 4 ou I’Algorithme 3.

Exemple 2

Nous choisissons la série

£t = o420 + 1)

=0

qui converge vers la fonction S définie par

(4//t3)Arcth(v/13) pour t €]0,1],

S(t) = (4/V/—13)Arctg(v/—1t°) pour t €] —1,0],
S(0) =4, S(—1) =7 = 3.1415926535897932384626433 . .. .
Pour t = —1, l'application de I’Algorithme 3 et de I’Algorithme 4 a cette série avec

tol = 10~ donne les résultats suivants.
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k | Sog-1 6&;1) obtenu par Algo 4 62;1) obtenu par Algo 3
1 1|4.000 | 4.000000000000000 4.000000000000000
6 | 2.666 | 3.166666666666667 3.166666666666667
11 | 3.466 | 3.142342342342343 3.142342342342341
16 | 2.895 | 3.141614906832299 3.141614906832296
21 | 3.339 | 3.141593311879929 3.141593311879925
26 | 2.976 | 3.141592673030337 3.141592673030332
31 | 3.283 1 3.141592654163369 3.141592654163364
36 | 3.017 | 3.141592653606708 3.141592653606703
41 | 3.252 | 3.141592653590294 3.141592653590289
46 | 3.041 | 3.141592653589810 3.141592653589791

Pour ces résultats, il est évident que I’Algorithme 3 et I’ Algorithme 4 accélérent la conver-
gence de la suite des nombres S} = 4, S1; =4 —4/3, S5y =4—-4/3+4/5,..., donnée par
Leibniz (1646-1716), vers la valeur exacte de m. Nous remarquons aussi dans cet exemple
que I’Algorithme 3 et ’Algorithme 4 ont presque le méme comportement.

2.7 Conclusion

Dans le cas normal, le calcul des polynomes orthogonaux peut se faire a l'aide
d’une récurrence simple a trois termes. Dans le cas non normal, cette relation a trois
termes n’est plus valable lorsqu’il s’agit de calculer un polynéme orthogonal régulier se
trouvant a l’est ou au sud d’un bloc, & cause de la non existence et la singularité de
certains polynémes orthogonaux. Nous pouvons chercher le polynéme orthogonal suivant
en résolvant un systeme triangulaire régulier. Mais, grace a la méthode ALA étudiée
dans ce chapitre, nous pouvons éviter de résoudre un systeme linéaire en remplacant
les polynémes singuliers et ceux qui n’existent pas par des polynoémes biorthogonaux
qui vérifient des relations de récurrence a trois termes. Grace a la deuxieme mise en
oeuvre de ALA, nous pouvons méme avoir une relation de récurrence a quatre termes
au plus, aussi bien pour les polynémes orthogonaux réguliers que pour les polynémes
biorthogonaux introduits. La premiere, la deuxieme et la troisieme mise en oeuvre de la
méthode ALA nous ont permis d’étendre d’une maniére simple la méthode de bordage que
nous avons utilisée pour calculer les itérés d’indices pairs de I'epsilon algorithme, suivant
une diagonale. Nous avons aussi montré que la premiere, la deuxiéme et la troisieme mise
en oeuvre de ALA nous permettent de programmer récursivement les approximants de
Padé. Une extension simple de l’algorithme gd est donnée en utilisant la deuxieme mise en
oeuvre de ALA. Nous avons aussi donné dans ce chapitre ’application des trois mises en
oeuvre de ALA a la méthode de Lanczos. Ce que nous devons aussi retenir de ce chapitre

est que ces trois mises en oeuvre de ALA sont simples du point de vue programmation.
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Chapitre 3

Systemes étendus hermitiens et
p‘réconditionnement ILU

3.1 Introduction

Plusieurs méthodes directes et itératives pour la résolution des systemes d’équations
linéaires sont connues. Un systeéme linéaire hermitien nous donne plusieurs simplifications
et la possibilité d’adapter la programmation a 'ordinateur pour une bonne performance.
Une de ces simplifications est le fait que nous utilisons des relations a trois termes qui
sont faciles a programmer.

Donc le théeme de ce chapitre est de considérer les méthodes dérivées d’un systeme her-
mitien augmenté - aussi appelé systeme hermitien étendu - et faire une comparaison avec
la méthode GMRES (Generalized Minimal Residual method). Nous allons aussi montrer
comment appliquer le préconditionnement /LU au systéme hermitien étendu, ce qui amé-

liore la convergence de la méthode étudiée dans ce chapitre.

Nous voulons résoudre un systeme linéaire non hermitien
Az = b, (3.1)

ou la matrice A € C™*"™ est non singuliére et ou b € C". Souvent, lorsque la matrice
A est large et creuse, nous préférons les méthodes itératives aux méthodes directes pour
5 P

diverses raisons

- le stockage en mémoire de l'ordinateur dépend en grande partie de la structure de

la matrice A,

- souvent, une approximation de la solution z de (3.1) est obtenue en un petit nombre

d’itérations, c’est-a-dire a petit cout algorithmique,
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- en général, les méthodes itératives sont faciles a mettre en oeuvre et a adapter aux
différents types de problemes. Par exemple, nous pouvons les utiliser pour obtenir

récursivement une approximation des valeurs propres.

En général, pour les systéemes provenant des équations aux dérivées partielles en trois
dimensions, les méthodes directes seules sont trop couteuses, aussi bien en stockage qu’en
colt algorithmique. Cependant, le probleme principal de I'utilisateur est de devoir choisir
des méthodes itératives adaptées au probleme en question.

La méthode GMRES introduite par Saad et Schultz [100] est 'une des méthodes itératives
les plus efficaces, sa mise en oeuvre utilise le processus d’Arnoldi et la base de Newton
pour construire les bases orthonormales de certains sous-espaces de Krylov [5]. Mais la
rapidité de la convergence de la méthode GMRES n’est pas toujours garantie comme
c’est le cas également pour les autres méthodes itératives. Théoriquement, la méthode
GMRES peut stagner et donc ne pas donner une bonne approximation de la solution de
(3.1) en peu d’itérations. Ceci est I'une des raisons pour lesquelles nous considérons dans

ce chapitre un systéeme étendu hermitien.

3.2 Systemes hermitiens

Dans cette section, nous voulons transformer (3.1) en un systeme hermitien, ce qui
) 3
est équivalent a transformer la matrice A en une matrice hermitienne. Pour cela, nous

allons considérer un systéme augmenté ou étendu.

3.2.1 Systéemes étendus

Un simple systeme hermitien étendu associé a (3.1) est

Ae)\xe:bea Ae)\:()j‘q[fé)v be:‘(l;))a xe=<:f’)> (32)

ou I est la matrice identité de ©™*™, X est un réel positif arbitraire, et b un vecteur
arbitraire de C". Ce systeme étendu, avec A = 0, a été proposé pour la premiere fois par
Hestenes et Stiefel dans [70]. Saunders a donné dans [108] quelques propriétés d'un systéme
étendu similaire. Joly et Meurant [75] ont montré que les méthodes de type gradient
conjugué, appliquées a (3.2), convergent lentement. Nous allons montrer comment utiliser
un préconditionnement convenable pour obtenir une convergence acceptable.

Considérons le vecteur initial zo, et le vecteur résidu initial ro, = b, — Aczzo, de C*"

!
T'O i)
o, — To, = ’ .
e ro |’ € T,

comme suit
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Mathématiquement, le processus hermitien de Lanczos, appliqué a (3.2) avec r, = 0 et

= 0, est exactement la bidiagonalisation donnée par Golub et Kahan [59]. Cette bidia-
gonalisation construit, a la i-ieme étape, deux bases orthogonales de deux sous-espaces
de Krylov K;41(AA™, 1) et Kiy1(A*A, A*rg). Donc, la convergence des méthodes qui pro-
jettent sur ces espaces est souvent inacceptablement lente. Par exemple, CGNR (qui peut
étre bénéfiquement mis en oeuvre par 'algorithme LSQR [89] en utilisant la bidiago-
nalisation de Golub-Kahan) et CGNE. Les deux méthodes USYMLQ et USYMQR [107]
projettent le résidu sur la somme de deux espaces de Krylov. Les récurrences a trois termes
utilisées dans ces deux méthodes construisent deux bases orthogonales {p1,pz,...,p.} et
{q1, 2y - g} telles que

{ Bis1pi+1 = Agj — ajpj — Yipi—1

K ) =1,2,...,n—1, 3.3
Vi+195+1 = A™p; — a;q; — ﬁj%'—l J (3:3)

’ I “
avec go = po = 0, pr = ro/||rolln, @1 = ro/lIrolln, Br = M1 = 0, a; =< Agj,p; >, ol
Bi+1 > 0 et ;31 > 0 sont choisis tels que p;;; et g;41 sont des vecteurs unitaires. De ces
deux récurrences a trois termes, nous obtenons

Paic1 € Ki(AA™ ro) + Ki_y (AA*, Ary), pai € Ki(AA™, 10) + Ki(AA*, Ary),  (3.4)

Gio1 € Ki(ATA, A%ro) + Ki(ATA1o),  qai € Ki(A™A, A™ro) + Ki(A™A,mg),  (3.3)
< Pk, Pi >p=< qky 9; >p= 0 for & < i, (36)
< AQk’Pi >a=< A*pk;qi >, = 0 for k < i — 1. (37)

Cependant, il est intéressant de noter que ces deux récurrences a trois termes peuvent
avoir un probleme de DPZ. Cette description nous permet de remarquer que CGNR,
CGNE, LSQR, USYMLQ et USYMQR ont une convergence lente lorsqu’elles sont combi-
nées avec un préconditionnement comme dans [107]. Ceci a été observé dans les résultats
numeériques donnés dans [107]. C’est pourquoi nous proposons d’utiliser un précondition-

nement a la matrice étendue A, pour les raisons suivantes

1. les valeurs propres de A,y sont données par I’équation

1(Aey) = M2 £ /o + A2 /4, (3.8)

ol oy <oy <... < 0, sont les valeurs singuliéres de A. Pour la démonstration de ce
résultat, voir [108]. Dans le cas A = 0, les valeurs propres de A, en valeur absolue

sont les valeurs singuliéres de A,
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2. le conditionnement de A,y est donné par I’expression

AJ2 4+ /o2 + A2/4
cond(Aey) = ,
—A/2 4o} + A2/4

qui peut étre réduite a

ond( ) — (A/2 + /02 + X2/4)(N/2 + \Jo? + A2/4)

A partir de cette derniére expression, nous remarquons que le conditionnement de la
matrice A,y augmente avec la valeur de X et que nous avons cond(A.) = cond(A)
pour A = 0. Par conséquent, nous recommandons a 'utilisateur d’attribuer a A
une valeur qui n’est pas trop grande, spécialement lorsque la matrice A est mal
conditionnée. Nous allons voir que 1'intérét d’avoir A # 0 est de pouvoir appliquer

le préconditionnement /LU sans pivotage.

3.2.2 La méthode du résidu minimum (MINRES)

La méthode MINRES a été définie par Paige et Saunders dans [88]. Elle est mathé-
matiquement équivalente a la méthode CR et elle est basée sur le processus hermitien de
Lanczos [87, 88, 89].

L’intégralité de ’algorithme correspondant a cette méthode MINRES est
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MINRES
1. Initialisation: Choisir zo € C" et poser ro = b — Axo, 81 = ||rolln, p1 =
7‘0//317}70—%——%1——0 fo=po=P1,p-1=1,py =50 =51 =cq =0,

= —1.
2. Boucle: Pour 7 = 1,2,... jusqu’a convergence

(a;) (le processus hermitien de Lanczos)
calculer z; = Ap; — Bipi-1,
=< Api:pi >n,

Bit1pit1 = zi — oipi,
ou iy est choisi tel que ||pina]l. =1,

(ay) (construire et appliquer la transformation orthogonale suivante)

di = (a; — pi_1€i-2)Si—1,

hi = Bisi-2,

p; = —Bici—28i-1 — aici_y,
pi = (pi + BE)"2,

¢ = pifpi,

i = Bit1/pis
(a3) (calcul des itérés z; et ¢;)
z; = p; — hi/pi-2gi-2,
¢ =z — di/ pi—1Gi-1,
ti = fici,
fi= ficisi,
T; = Tio1 + ti/ pigi.

Le critere d’arrét est donné a la i-iéme itération par ’estimation |f;| de la norme du
vecteur résidu r; = b — Az;. Dans 'algorithme MINRES, si nous supposons que t; = 0,
alors ¢;1; ne peut étre nul sauf si la solution de (3.1) est obtenue. Donc, théoriquement,
MINRES n’a pas de probleme de stagnation.

Pour les raisons précédentes, nous proposons d’appliquer la méthode MINRES a (3.2). La

méthode qui en résulte sera appelée la méthode du résidu étendu minimum et désignée
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en abréviation par MINERES()). De facon similaire, si nous appliquons la méthode CR
a (3.2), nous obtenons une nouvelle méthode appelée ici la méthode du résidu étendu
conjugué et désignée par CER(A).

A premiere vue, nous avons 'impression que MINERES(0) est équivalente & USYMQR.
Ceci n’est pas vrai puisque USYMQR construit deux bases orthogonales de €" alors que
MINERES(0) construit une base orthogonale de €*". A la i-ieme étape du processus her-
mitien de Lanczos dans I'algorithme MINERES()), la matrice A, est réduite a la matrice
tridiagonale T;=tridiag(0;, o, Bi+1). A partir des valeurs propres de T; nous pouvons ob-
tenir une approximation des valeurs singulieres de A lorsque ¢ décroit. Cependant, il est
important de noter qu’en arithmétique exacte, MINERES()) est équivalente 3 GMRES
lorsque cette derniére est appliquée a (3.2).

Donnons maintenant quelques propriétés de la méthode MINERES(A).

Théoréme 3.1 i/ Si ry = 0, alors les relations de récurrence (3.3) utilisées dans
USYMQR peuvent étre maintenues jusqu’a j = 2n, ainst nous aurons la premiére

bidiagonalisation de Golub et Kahan.
ii/ Siry =0, alors LSQR <= MINERES(0).

113/ Si la matrice A est hermitienne et ry = ro, alors USYMQR <= MINERES(0)
et, dans ce cas, MINERES(0) et USYMQR sont réduites a MINRES.

La notation M; <= M, signifie que M; est mathématiquement équivalente a Mz.

Preuve:

i/ Dans [107], il est clair que si nous choisissons r, = 0 dans I'algorithme USYMQR,
alors USYMQR présente a la premiere itération une DPZ. Cependant, la récurrence
(3.3) peut étre maintenue si nous posons v; = 0 quand ¢; = 0 et 3; = 0 lorsque
p; = 0. Dans ce cas, la formule (3.3) nous donne py; = ¢2;41 = 0, ce qui prouve
que a; = 0 dans (3.3) pour tout j. Par conséquent, si (3.3) est maintenue jusqu’a
7 = 2n, alors nous obtenons exactement la premiere bidiagonalisation de Golub et

Kahan appelée Bidiag 1 dans [59].

7/ Si, dans le processus hermitien de Lanczos appliqué & (3.2), nous choisissons r, = 0
et A = 0, alors nous obtenons a; = 0 pour tout 2. A partir de ce résultat, nous
remarquons que Bidiag 1 dans [59] est aussi mathématiquement équivalente au pro-

o, . FERS ! ’ . .
cessus hermitien de Lanczos appliqué a (3.2) avec r, = 0. En conséquence, il s’ensuit

que LSQR <= MINERES(0) quand r, = 0.
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413/ Si nous remplagons 7, par ro et A* par A dans les équations (3.4), (3.5), alors la
condition d’orthogonalité (3.6) implique que p; = g; et v; = [; pour tout j. En
conséquence, la formule (3.3) est la récurrence utilisée dans le processus hermitien

de Lanczos, et donc nous avons USYMQR <= MINERES(0).

. . “ e ’
Si la matrice A est hermitienne, ry = rg et

T‘;C Tk
rke = ? mkc = !
Tk X,

sont les itérés de MINERES(0) a I’étape k, alors il est facile de voir par récurrence

que r, = 1 et z, = x sont les itérés de MINRES. De méme, nous avons que
CER(0) est réduit a CR. ]

De plus, a partir du théoréme précédent, il est clair que MINERES(A) peut étre considérée
comme une généralisation de MINRES et LSQR.

Remarque 3.1 Le systéme (3.2) avec 7y = 0 et A = 0 a déja été étudié par Cullum et
Greenbaum dans [42, 43]. Mais le résultat du théoreme précédent n’a jamais été mentionné
nulle part; seulement, un résultat similaire sur 1’équivalence LSQR < MINERES(0) a
aussi été prouvé par Sadok [104].

Parallélisation de MINERES())

Nous savons que le processus d’Arnoldi utilise une relation de récurrence longue dont
le nombre de termes augmente d’un terme a chaque itération. En revanche le processus
de Lanczos utilise une relation a trois termes. C’est ceci qui donne ’avantage a la parallé-
lisation du processus de Lanczos par rapport a celui d’Arnoldi. Donc, en ce qui concerne
la parallélisation des processus utilisés par exemple dans GMRES et MINRES()), nous
avons un avantage en faveur de MINRES(A).

La parallélisation du produit de la matrice étendue A., par un vecteur, que nous
utilisons dans MINERES(), se fait en stockant la matrice A et en effectuant le produit
Ay puis A*z.

3.2.3 Préconditionnement LU

Posons A = LU + E, ou L est une matrice triangulaire inférieure et U est une
matrice triangulaire supérieure. Si L et U ont respectivement les mémes structures que

la partie inférieure et supérieure de la matrice A et si elles sont obtenues conformément
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a la factorisation standard LU de A, alors cette factorisation est appelée la factorisation
incompléte LU et désignée par ILU(0) {101, 102]. Cette factorisation incomplete I LU(0)
a été généralisée en introduisant le concept du niveau de remplissage. Initialement, tout
élément non nul de A a un niveau de remplissage égal a zéro. Le niveau de remplissage
d’un élément est récursivement défini comme un plus la somme des niveaux des éléments
de L et U a partir desquels il est obtenu dans le processus d’élimination de Gauss. Chaque
remplissage, par un élément dont le niveau dépasse un certain entier k, est annulé. Ceci
définit la factorisation incomplete ILU(k) qui présente trois difficultés expliquées dans
[102]. Par exemple elle ne peut pas distinguer les petites valeurs des grandes et donc
ne peut pas controler I’erreur E. Afin de remédier a ces difficultés, Saad a proposé une
factorisation incompleéte LU avec un seuil de remplissage 7 (The dual threshold incomplete
LU factorization), que nous désignons par ILUT (k,7) [102] o

- k est un entier tel que chaque ligne de L et chaque ligne de U aura au maximum
k éléments ajoutés aux éléments non nuls qui correspondent a la structure de la

matrice A,

- 7 est une tolérance utilisée pour éliminer les éléments de L et U. Un élément 2
de L ou de U est éliminé si |z| < ||ligne||,7 ou ligne est la ligne de A qui subit

P’élimination de Gauss.

Comme ILU(0), ILU (k) et ILUT (k, T) n’existent pas pour la matrice Ao, nous utilisons,
dans nos résultats numériques, la version ILUT(k,7,7") obtenue a partir de la factori-
sation ILUT(k,7) en permutant les colonnes de la matrice. Nous permutons la i-ieme
et la j-iéme colonne de A,y si lAe,\,-J-|7" > |Aex;i|- Une autre version de la factorisation
incompléte LU est donnée dans [91] ou les auteurs introduisent un nouveau parametre
pour éliminer les éléments de L et U. Il s’ensuit 'impossibilité d’appliquer le précondi-
tionnement I LU & MINERES(0) sans permuter les colonnes de la matrice A¢. Ceci est un
désavantage de MINERES(0). Afin de remédier a cette difficulté, nous avons introduit le
parametre A et considéré MINERES()). La matrice A,y associée a MINERES(A) possede

la factorisation standard LU sans aucune permutation

MOATY (T 0 \[ M A
A 0 )T a4 L 0 -U; )

ou L, est la matrice triangulaire inférieure et U; est la matrice triangulaire supérieure de
la factorisation LU de A1 AA*. Ainsi, il est clair que la factorisation LU de A,y est tres

simple.
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Remarque 3.2 Si A = 1, alors nous obtenons la factorisation LU de AA*. Par consé-
quent, la factorisation incomplete LU de AA* peut étre obtenue a partir de celle de A,;.

Ceci est un nouveau résultat intéressant qui nous permet d’appliquer le préconditionne-

ment ILU a CGNR et CGNE.

3.3 Résultats numériques

Ici, nous considérons le cas de matrices réelles et nous présentons les résultats pour
quatre exemples. Pour nos tests, nous choisissons zo = 0, z; = 0 et b = b. Le second
membre de (3.1) est choisi pour que la solution exacte z soit égale & (1,2,3,...,n)T. Si
la matrice A est symétrique, alors ’algorithme MINERES(0) avec le choix b = b de-
vient exactement ’algorithme MINRES. Pour faire une comparaison entre MINERES())
et GMRES, nous utilisons la mise en oeuvre de la méthode GMRES comme elle a été
décrite dans [100]. Nos tests ont été réalisés en utilisant le compilateur FORTRAN 77
sur un”Sun SparcStation10” avec la précision machine égale & 2.22 1076, Dans toutes les
figures de nos exemples, la courbe de la méthode GMRES est représentée par une ligne
continue, celle du MINERES(0) par des tirets et celle de MINERES(A) lorsque A # 0 par

des tirets pointillés.

Exemple 1

Considérons la matrice n X n suivante

Cet exemple a été donné par Brown [31] pour illustrer la stagnation de l’algorithme
GMRES. Si aucun préconditionnement n’est utilisé, alors pour tout n et a, aussi bien
MINERES()) que GMRES ont une convergence similaire quand A n’est pas trop grand.
Mais, comme les tracés de GMRES, MINERES(0) et MINERES(1) 'indiquent, la perfor-
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mance de ces méthodes est trés réduite lorsque a < 1072,

o
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Nous tragons dans la figure 2 la convergence des trois méthodes GMRES, MINERES(0) et
MINERES(1) avec préconditionnement. Nous utilisons le préconditionnement I LUT (k, 7, 7)
4 droite avec k =5, 7 = 10~ et 7' = 107
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Pour tout n, nous obtenons des résultats similaires a ceux donnés dans la figure 2 lorsque

a < 107*. Apres quelques itérations seulement, nous remarquons que MINERES(1) et
MINERES(0) ont une bonne convergence, tandis que GMRES stagne et ne montre aucun
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signe de convergence. En fait, cet exemple est étudié ici pour mettre en valeur I'impor-
tance de la méthode MINERES()) quand elle est utilisée avec un préconditionnement
convenable. La méme courbe de convergence pour MINERES(1) est obtenue lorsque nous
appliquons le préconditionnement ILUT(k,7) a droite avec k = 10 et 7 = 1073, Ceci
explique la meilleure performance de MINERES(1) puisque, lorsque nous permutons les
colonnes de la matrice Ay, la matrice résultante n’est pas vraiment symétrique et donc,
durant 'application du processus hermitien de Lanczos, 'orthogonalité peut étre réelle-

ment perdue.
Exemple 2

Nous considérons la matrice obtenue par discrétisation de 1’équation elliptique aux

dérivées partielles suivante
Lu=f sur [0,1] x[0,1],

ou

Ju

Lu=—-Au+oc—,

, oz
avec les conditions de Dirichlet u = 0 aux bords, en utilisant un schéma a cing points sur
une grille uniforme 20 x 20 avec un pas A = 1/21. Ceci nous donne une matrice creuse
non symétrique de dimension n = 400 avec 1920 éléments non nuls. Pour le parametre o,
nous choisissons ¢ = 108. Si nous résolvons le systéme linéaire résultant de dimension 400
sans préconditionnement, alors nous obtenons les courbes de convergence suivantes pour

MINERES(1), MINERES(0) et GMRES.

figure 3, exemple 2, n=400
8 T T T T T Y
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Comme les courbes le montrent, aussi bien MINERES(1) que MINERES(0) donnent des
résultats similaires. Au début des tracés, la convergence des courbes de MINERES(1)
et GMRES coincident. Apres 20 itérations, nous observons une différence entre elles en
faveur de MINERES(1). Utilisons maintenant le préconditionnement a droite ILUT (k, )

avec k = 5 comme niveau de remplissage et 7 = 10~! comme seuil de remplissage.

figure 4, exemple 2, n=400

log10 de la norme du residu

iterations

La figure 4 nous montre qu’apres un nombre raisonnable d’itérations, MINERES(1) conver-
ge vers une bonne approximation de la solution z de (3.1) et que la courbe de GMRES

présente une stagnation numérique.
Exemple 3

Nous appliquons MINERES()) et GMRES a une matrice non symétrique obtenue a

partir de la discrétisation de ’équation aux dérivées partielles a trois dimensions
Lu=f sur [0,1] x[0,1] x [0,1],

ou
Ju Ju Ou

avec les conditions de Dirichlet aux bords u = 0. L’opérateur a été discrétisé en utilisant

_u’

un schéma a sept points sur une grille uniforme 25 x 25 x 25 avec un pas h égal a
1/26. Ceci nous donne une matrice creuse non symétrique de dimension n = 15625, avec

105625 éléments non nuls. En utilisant le préconditionnement a droite ILUT(k,7,7") avec
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k=10,7 = 1073 et 7 = 107! nous obtenons les courbes de convergence de MINERES(0),
MINERES(107°) et GMRES tracées dans la figure 5 suivante.

figure 5, exemple 3, n=15625
6 T T T T
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Clairement, les courbes de convergence de MINERES(0) et MINERES(10~°) sont prati-

quement les mémes. Dans cet exemple, la méthode GMRES ne présente pas de stagnation

avant la 30-ieme itération, et sa convergence est meilleure que celle de MINERES(0). Ici,

nous choisissons A petit puisque nous savons que la matrice de cet exemple est mal condi-

tionnée. Par exemple, si nous prenons A = 1, alors nous observerons une stagnation

numérique de MINERES(1).

Exemple 4

Considérons la matrice carrée tridiagonale de dimension n = 1000 donnée dans [84].

Cet exemple est choisi ici pour montrer que, si aucun préconditionnement n’est utilisé.
la convergence de MINERES()) peut étre lente. Nous remarquons ceci dans la figure
suivante ou nous tragons les courbes correspondantes a MINERES(0), MINERES(1) et
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GMRES.
figure 6, exemple 4, n=1000
6 . . ; ; .
af -
2
k=] p
w
®
B
(] -~ -
E T = .
g It
= e Tl
3 Tl ST -
o T~ - T~
g T I
™0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

- Iterations

Dans cet exemple, GMRES ne stagne pas et donne de bons résultats. En revanche MI-
NERES(0) et MINERES(1) ont une convergence lente. Mais, si nous utilisons le précon-
ditionnement & droite ILUT(k,7,7') avec k = 10, 7 = 107}, 7' = 10~ ou ILUT(k,T)
avec k =10, 7 = 107!, aussi bien MINERES())(avec A pas trop grand) que GMRES nous
donnent, a la premiére itération, une tres bonne approximation de la solution exacte de

(3.1).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé la méthode MINERES()) pour un systeme
linéaire non hermitien. Théoriquement, MINERES() évite le probleme de stagnation que
nous pouvons rencontrer dans les méthodes itératives de projection sur les sous-espaces de
Krylov K;(A,ro) pour i = 1,2,...,n. Les itérés de MINERES()) utilisent seulement des
récurrences courtes et donc MINERES(A) n’a pas besoin de stocker autant de vecteurs que
GMRES. A partir de nos essais numériques, il est important de noter que nous remarquons
souvent une faible performance de MINERES()\), si aucun préconditionnement n’est uti-
lisé. D’autre part, MINERES(A) combinée avec un préconditionnement convenable nous
donne une bonne performance avec une convergence rapide. Il est aussi important de noter

que MINERES()) peut étre considérée comme une généralisation de MINRES et LSQR.
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