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Premiére partie

Introduction



Introduction

Bien souvent, ’objet d’étude de I'ingénieur, du chercheur, du médecin
est un systéme, physique ou biologique, extrémement complexe : il nécessite
pour étre décrit de maniére précise et exhaustive une énorme quantité d’in-
formation. Toutefois, objectif recherché par le spécialiste conduit celui-ci
4 ne s’intéresser qu’a un aspect bien particulier du systéme. Ainsi un chi-
miste et un mécanicien auront une vision partielle différente d’une méme
colonne de distillation. En réalité, tout se passe pour le spécialiste comme
g'il était confronté a un systéme plus simple que le systéme réel, et par consé-
quent plus facilement utilisable, mais qui en reste suffisamment proche pour
conserver, du point de vue du spécialiste, le méme comportement. Ce sys-
téme plus simple, appelé modéle, est généralement choisi parmi une classe
de modéles que ’on sait bien manipuler: par exemple la classe de graphes,
des automates... Le choix du bon modéle dans la classe est fait de facon a
ce que le modéle et le systéme réel aient le méme comportement vis a vis
des phénoménes qui intéressent I’observateur. Pour obtenir cette adéquation
entre le systéme réel et le modéle, le spécialiste procéde 4 une identification.
L’observation de la réaction du systéme & certaines stimulations permettent
d’estimer les parameétres du modéle, de telle sorte que si celui-ci était sou-
mis aux mémes stimulations, il présenterait les mémes réactions. D’une part,
la réaction du systéme & une entrée apporte i l’observateur une certaine
quantité d’information, que nous appelons information sortie par le systéme.
D’autre part, 'ensemble des valeurs des parameétres qui permettent de fixer
le modéle constitue ’information intrinséque, information contenue dans le
modéle et qui le définit complétement. L’identification consiste & mettre en
relation ces deux types d’information, & exploiter 'information sortie pour
retrouver 'information intrinséque.

L’objectif initial et informel de cette thése a été d’étudier les relations
entre, d’une part, 'information intrinséque du systéme et, d’autre part, I'in-
formation sortant de ce systéme, & laquelle on accéde par ’observation. Nous
nous sommes dans un premier temps intéressés a 1’aspect suivant de ces re-
lations : toute 'information contenue dans le systéme se retrouve-t-elle dans
Pobservation? Ceci nous a amené & étudier les graphes de fonctions récur-
sives (voir & ce propos la quatriéme partie, intitulée Observation d’un flot
de données: complexité d’une fonction et complexité de son graphe, ainsi



que [DP98]). Dans un second temps, nous nous sommes intéressés a des
systémes particuliers, se comportant comme des transducteurs rationnels
déterministes, et nous avons recherché les propriétés structurelles de ces sys-
témes pouvant étre déduites de leur observation (voir & ce propos la cin-
quiéme partie, intitulée Séquences aléatoires et transducteurs déterministes,
ainsi que [PDDV98]).

Cette étude nécessitait un cadre mathématique permettant de donner un
sens précis & certaines notions, comme la notion d’information ou la notion
d’aléatoire. Nous avons choisi pour cela de nous placer dans le cadre de la
théorie de la complexité de Kolmogorov.

Le terme « information » est un terme bien banal a priori, doté d’une
signification évidente, tant son emploi quotidien est courant. Etablir une dé-
finition rigoureuse et mathématique de ce concept n’est cependant pas chose
aisée. Le premier a ’avoir tenté est C.E. Shannon, dans un célébre article
de 1948 [Shad8], en optant pour une approche probabiliste. Puis ce furent,
de maniére indépendante, les travaux de Kolmogorov [Kol65] d’une part et
de Chaitin [Cha66] d’autre part, qui fondérent les prémices d’une théorie de
I'information, connue maintenant sous le nom de complexité de Kolmogorov
ou encore Théorie Algorithmique de I’Information. Cette seconde dénomina-
tion met d’ailleurs en valeur Papproche choisie. Cette théorie définit en effet
Pinformation contenue dans un objet comme étant la connaissance minimale
nécessaire a la construction effective de cet objet. Nous présentons succinc-
tement cette théorie, ainsi que celle de Shannon, dans la seconde partie,
intitulée Les théories de l'information.

Le concept d’aléatoire est lui aussi un concept extrémement difficile a
formaliser mathématiquement. Il a été ’'objet de nombreuses tentatives de
définition, qui se sont révélées par la suite insatisfaisantes [Del94]. Ce n’est
que lorsque le mathématicien Martin-Lof proposa sa définition que le but
sembla &tre atteint [ML66]. Elle est en effet reconnue aujourd’hui comme la
« bonne » définition de 1’aléatoire. Il se trouve que la complexité de Kolmo-
gorov permet de donner une caractérisation en termes de compression des
objets aléatoires au sens de Martin-Lof, caractérisation qui peut se résumer
en la formule

aléatoire = incompressible.

Ce cadre mathématique étant posé, nous avons mené notre étude en nous
intéressant & deux classes de modéles, & savoir les fonctions récursives dans
un premier temps, puis les transducteurs rationnels déterministes.

Les fonctions récursives sont des fonctions de N dans N, définies par-
tout, et calculables par ordinateur. Ceci signifie que pour chaque fonction
récursive, il existe un programme d’ordinateur qui s’arréte en affichant f(n)
quand on lui fournit un n quelconque comme valeur d’entrée. Ces fonctions
représentent bien des systémes physiques (supposés se comporter comme
un ordinateur) que ’on laisse évoluer librement et qui, de temps a autre,



provoquent un événement observable. Le n-iéme événement observé est re-
présenté par une valeur entiére f(n). Un tel systéme peut, par exemple, étre
un ordinateur qui effectue un calcul et produit de temps & autre une nouvelle
décimale du nombre 7. Dans le cadre de la complexité de Kolmogorov, il est
naturel de considérer comme modéle de ce systéme le plus petit programme
calculant f. La quantité d’information contenue dans le systéme est alors
mesurée par la taille de ce plus petit programme.

L’observation de ce systéme pendant un temps infini permettrait de dessi-
ner complétement le graphe Gy de la fonction, graphe dans lequel se retrou-
verait toute l'information contenue dans le systéme. Une telle observation
est cependant irréaliste. En pratique, ’'observateur ne peut dessiner qu’une
partie g;} de ce graphe, de taille finie et correspondant aux n premiéres ob-
servations. L’information sortie pendant la période d’observation est celle
qui est contenue dans cette portion du graphe. Nous avons choisi de la mesu-
rer par la complexité conditionnelle de Kolmogorov K (g}’ln), longueur d’un
plus petit programme qui, prenant en entrée la largeur de la fenétre d’ob-
servation, calcule cette partie du graphe. Fournir au programme la largeur n
de la fenétre permet d’éviter d’introduire artificiellement dans cette défini-
tion l’information contenue dans n: celle-ci n’intéresse en effet aucunement
I'observateur qui la choisit librement.

Nous avons pu mettre en lumiére des résultats tout a fait surprenants,
contraires 4 l'intuition que l'on peut avoir. Nous avons d’abord remarqué que,
pour tous les systémes de ce type, sauf un nombre fini, 'information sortie
K (G%|n) fluctue sans cesse en fonction de la largeur de la fenétre d’observa-
tion et ne posséde pas de limite. Quelque soit le systéme, elle descend infini-
ment souvent en dessous d’un certain seuil (indépendant du systéme), ceci
ayant lieu quand, accidentellement, toute ’information intrinséque est déja
encodée dans la largeur de la fenétre d’observation ! Intuitivement, il pourrait
sembler qu’en dehors de ces cas accidentels, la quantité maximale d’informa-
tion sortie infiniment souvent quand la fenétre d’observation s’étend consti-
tue une bonne approximation de la quantité d’information contenue dans
le systéme. Cette intuition s’avére fausse, comme nous le montrons dans le
théoréme 4.4. Dans toute famille « raisonnable » de systémes, il est en ef-
fet toujours possible de trouver un systéme pour lequel I'information sortie
est arbitrairement plus petite que I'information contenue dans le systéme.
Il s’avére toutefois que ces cas sont rares, comme nous le montrons dans le
théoréme 4.5. Pour la plupart des systémes d’une famille « raisonnable »,
I'information maximale sortie constitue donc bien une bonne approximation
de la quantité d’information intrinséque au systéme, et I'intuition est finale-
ment sauve.

Ces résultats n’auraient pu étre obtenus sans ’aide du Professeur Alexan-
der Shen et du Professeur Nikolai Vereshchagin & l'origine, respectivement,
des preuves des théorémes 4.3 et 4.5. Nous tenons & les en remercier ici
vivement.



Les fonctions récursives représentent des systémes sans entrées qui pro-
duisent des événements sans aucune contrainte sur l'intervalle de temps sépa-
rant 'apparition de deux événements successifs. Cependant, un systéme réel
est généralement soumis & un flux d’entrées ey,...,e,... Sa réaction a ces sol-
licitations se traduit par un certain flux de sorties observées sq,...,5,... Dans
le cas ol deux événements de sortie successifs se produisent dans un inter-
valle de temps borné, ces systémes se comportent comme des transducteurs
rationnels déterministes (voir la figure 1).

sortie: 01110111101111010...

entrée: 00101101001110101...

FiG. 1: Un ezemple de transducteur avec son flur d’entrée et son flux de
sortie. L’état initial est qq.

Il s’agit de graphes orientés dont chaque sommet correspond & un état
du systéme. A chaque fois qu’une entrée survient, le systéme est susceptible
de changer d’état et de provoquer un événement en sortie. Dans le trans-
ducteur, le passage d’un état & un autre est représenté par un arc orienté,
appelé transition. A partir d’un état, plusieurs états peuvent étre atteints. Le
choix de l’état & atteindre se fait de fagon déterministe & partir de ’entrée.
Pour cela, chaque transition est munie d’une étiquette d’entrée. Quand une
entrée survient, la transition étiquetée par cette entrée détermine le nouvel
état du systéme. Chaque transition est également munie d’une étiquette de
sortie, qui indique la sortie du transducteur quand celui-ci change d’état en
empruntant cette transition. Il peut arriver que le transducteur soit dans un
état ol aucune transition n’est étiquetée par I’entrée qui survient. Dans ce
cas le transducteur se bloque. Il est 4 noter que nous nous sommes limités
dans notre étude a des transducteurs lettre & lettre, c’est-a-dire produisant
exactement une lettre en sortie pour chaque lettre d’entrée, une lettre cor-
respondant a P'occurrence d’un événement.

Pour ce type de systéme nous nous sommes intéressés & 1’aspect quali-
tatif de la relation entre information intrinséque et information sortie: en
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quoi cette derniére nous renseigne-t-elle sur la premiére? Que peut-on ap-
prendre de la structure interne du systéme (z.e. du transducteur sous-jacent)
en observant son comportement, c’est-a-dire sa réaction (sa sortie) a certains
stimuli (son entrée)? La sortie dépend bien str de la structure interne du
transducteur, mais elle dépend également de Pentrée. Si ’on veut pouvoir
interpréter des régularités détectées dans la sortie en termes de caractéris-
tiques structurelles du transducteur, il faut étre certain que ces régularités
ne peuvent pas étre une conséquence directe de régularités déja présentes
dans l'entrée. Cette remarque nous a conduits & étudier le comportement
des transducteurs sur des flux d’entrée particuliers, ne comportant aucune
sorte de régularité. Les flux d’entrée répondant & ce critére sont les flux
aléatoires, comme nous ’apprend la complexité de Kolmogorov.

Tous les transducteurs ne sont pas capables d’accepter des flux d’entrée
aléatoires. Notre premier résultat (voir théoréme 5.1) est une condition, né-
cessaire et suffisante, portant sur la structure du transducteur, pour qu’il
accepte un flux aléatoire donné. Ce résultat a deux corollaires intéressants.
Tout d’abord (voir théoréme 5.2), il est possible de déterminer, par pro-
gramme et en un temps fini, si deux transducteurs produisent une méme
sortie pour une méme séquence aléatoire d’entrée. Ceci a une conséquence
sur 'identification du systéme: observons un systéme, que nous savons se
comporter comme un transducteur ayant un nombre d’états inférieur & une
certaine borne, borne que nous connaissons. Nous sommes alors capables,
par l'observation de la sortie qu’il produit sur un flux d’entrée aléatoire, de
construire de maniére effective un certain nombre de transducteurs ayant le
méme comportement que le systéme observé sur ce flux d’entrée particulier.

Toutefois ce résultat n’exploite que le fait suivant: le transducteur ac-
cepte le flux aléatoire d’entrée. Or ’observation de la forme de la sortie peut
nous apporter davantage de renseignements sur la structure du systéme.
Rappelons-nous en effet que I’idée de départ était d’utiliser les régularités
présentes dans la sortie (ne pouvant trouver leur origine que dans la structure
du transducteur) pour essayer d’en déduire des propriétés du systéme. Diffé-
rents cas peuvent étre envisagés. Le systéme peut transférer toute I'informa-
tion de ’entrée vers la sortie. Comme il y a synchronisme (une sortie sortie
pour une entrée survenue), cela signifie que la sortie elle-méme est aléatoire.
Mais le systéme peut également ne transférer qu’une partie de 'information
de l’entrée vers la sortie, le reste de 'information étant définitivement perdu,
effacé. La sortie n’est plus alors aléatoire. Selon la proportion d’information
effacée, deux nouveaux cas peuvent étre envisagés. Si le transfert d’infor-
mation se fait en proportion suffisante, la sortie est non-récursive. Si toute
Iinformation est perdue, la sortie est récursive. Nous avons établi (voir le
théoréme 5.3) que ces différents cas correspondent en fait & la présence de
certains types d’états dans le transducteurs: d’une part les états qui trans-
ferent de l'information (que nous appelons états discriminants), d’autre part
les états qui effacent l'information (que nous appelons états partiellement
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indifférents). L’absence d’état partiellement indifférent garantit que la sortie
est aléatoire, tandis que la présence l’en empéche. Dans ce dernier cas, la pré-
sence d'un état discriminant permet de conserver le caractére non-récursif en
transférant suffisamment d’information. Enfin I’absence d’état discriminant
empéche tout transfert d’information: la sortie est alors récursive, et méme
plus précisément ultimement périodique. Les figures 2, 3 et 4 illustrent ces
différents cas.

sortie: 10000111100100000...

t

1/1 1/0 0/0

@
|

entrée: 00101101001110101...

F1G. 2: Un transducteur sans état partiellement indifférent. L’état initial est

q0-

Dans le transducteur de la figure 2, aucun état n’est partiellement dis-
criminant, toute I'information de l'entrée est transférer vers la sortie: une
lettre sur deux est complémentée, les autres lettres restent identiques.

sortie : 00000101000100000...

T

1/1 1/0 0/0

@)
|

entrée: 00101101001110101...

F1G. 3: Un transducteur ayant un état partiellement indifférent (qo) et un
état discriminant (q1). L’état initial est qo.

Dans le transducteur de la figure 3, une lettre sur deux est remplacée par
un 0 (perte d’information) les autres lettres restent identiques (conservation

11
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de I'information). La sortie n’est pas aléatoire mais reste non récursive.

sortie: 01010101010101010...

t

1/1 1/0 0/1

entrée: 00101101001110101...

FiG. 4: Un transducteur avec deuz états partiellement indifférents et sans
état discriminant. L’état initial est qg.

Enfin, dans le transducteur de la figure 4, toute 'information est perdue:
les lettres de rang pair sont systématiquement remplacées par 1, les lettres
de rang impair par 0. La sortie est périodique.

Notons enfin que dans le cas ot le transducteur est connu et ot 'on s’in-
terroge sur la forme de sa sortie en présence d'un flux d’entrée aléatoire, la
présence d’un état partiellement indifférent et celle d’un état discriminant
sont décidables en un temps polynoémial en le nombre d’états du transduc-
teur. Nous remercions ici le Professeur G. Senizergues, 4 I'origine de la preuve
pour le cas des états discriminants.

Il serait intéressant de prolonger cette étude par 'examen du cas plus
général des transducteurs non lettre & lettre. Enfin, il nous semble que des
liens avec les chaines de Markov restent a établir.

Le cadre général établi dans la partie portant sur les graphes de fonc-
tions récursives n’est pas effectif: le plus petit modéle n’est pas calculable.
Cependant, il permet de mettre en évidence les limites de ’approche « boite
noire » des systémes: ’'observation du systéme ne donne pas toujours accés
4 toute l'information contenue dans celui-ci. L’approche purement informa-
tionnelle que nous avons choisie, fait I'impasse sur certaines notions, telles
la stabilité, la continuité. C’est une approche limitée, mais qui offre la possi-
bilité d’avoir un regard nouveau sur certains domaines. Citons 'exemple de
la thermodynamique (voir & ce sujet les travaux de Zurek [Zur89]), domaine
fondamental que cette théorie contribue 4 éclairer. Pour illustrer cet autre re-
gard qu’offre la complexité de Kolmogorov, nous examinons dans la troisiéme
partie, intitulée Géoméirie et complezité un exemple de résultat qui est une
interprétation, en termes purement géométriques, de résultats établis dans
le cadre de cette théorie. Nous montrons également que cette approche infor-
mationnelle coincide avec une approche plus usuelle de ’analyse de données

12
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u’est la régression linéaire.
g
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Deuxiéme partie

Le concept d’information
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Chapitre 1

Introduction

Nous présentons dans cette partie deux approches théoriques entreprises
dans le but de cerner le concept intuitif d’information. Historiquement, la
premiére tentative est due & Shannon [Sha48]. Il s’agit 14 d’une théorie pro-
babiliste de I'information, réalisée dans le cadre du traitement du signal. Les
bases de la seconde approche, optant pour un point de vue algorithmique,
ont été établies indépendamment par R.J. Solomonoff [Sol64], A.N. Kolmo-
gorov [Kol65] et G.J. Chaitin [Cha66] au milieu des années 60. Pour une
présentation générale de la complexité de Kolmogorov on peut se reporter
a [Cal94] [LV97] [Dub9g].

De maniére générale, l'information est échangée entre une source et une
destination, par l'intermédiaire d’un message se propageant dans un canal.
Nous nous limitons ici au cas d’un canal non bruité: le contenu du message
n’est pas altéré par des événements extérieurs lors de son cheminement. Un
observateur A situé a la source constate la survenue d’un événement, rédige
un message et U'envoie au destinataire B, via le canal, dans le but d’amener
B 3 une connaissance plus ou moins compléte de ’événement.

L’ensemble des événements possibles £ = {e;} est un ensemble dénom-
brable (fini ou infini). Une probabilité Pr(e;) peut éventuellement étre as-
sociée & chacun de ces événements (cas de 'approche de Shannon). Dans le
cas contraire (cas de ’approche de Kolmogorov), on parlera d’objets plutot
que d’événements.

Afin de formaliser le probléme, les événements (ou les objets) sont iden-
tifiés 2 des mots définis sur I'alphabet {0,1}, mots que nous appellerons
mots-objet. Ainsi, e; désigne indifféremment un événement, un objet ou un
mot-objet. Un cas particulier important est celui ou les objets sont des en-
tiers. Ceux-ci sont identifiés 4 des mots-objet de la fagon suivante: 0 est
identifié au mot vide ¢, 1 est identifie¢ 4 0, 2 4 1, 3 4 00, 4 4 01, etc. Cela
revient & classer les mots d’abord par longueur puis, pour tous les mots de
méme longueur, par ordre lexicographique.

15



Chapitre 1. Introduction 16

Codage de l'information L’observateur porte un mot-objet e; a la con-
naissance du destinataire en lui transmettant un moi-code w; défini sur 1’al-
phabet {0,1}. La fonction qui associe un mot-code & chacun des événements
est appelée fonction de codage, tandis que 'ensemble des mots-code d’une
telle fonction forme un code. Le destinataire procede & une opération de déco-
dage du mot-code pour retrouver le mot-objet originel. Si ’observateur veut
rendre compte d’une suite de mots-objet e;,, e;,,..., alors il concaténe tous
les mots-code associés 4 chacun de ces mots-objet et envoie le mot résultant.

Prenons l’exemple d’un dé & six faces. Les événements possibles sont
Pobtention de 1, 2, 3, 4, 5 ou 6, événements que nous codons 3 'aide des
mots-code 0, 1, 00, 01, 10 et 11. Pour transmettre le résultat de trois lancers
de dé, par exemple 1, 4 et 2, Pobservateur transmet la concaténation des
mots 0, 01 et 1, c’est-a-dire le mot 0011.

Pour que le destinataire puisse retrouver le mot-objet a partir du mot-
code transmis, il est nécessaire que la fonction de codage associe des mot-
codes différents & des événements différents, i.e. soit injective. C’est bien le
cas de I'exemple précédent.

Codes a décodage unique Il est naturel d’imposer que 'observateur
soit capable de décoder non seulement un mot-code isolé, mais également
la succession de mots-code de plusieurs événements successifs. Des codes
permettant ceci sont dits codes ¢ décodage unique. Ce n’est pas le cas de
I’exemple que nous avons donné précédemment. En effet, le mot 0011 peut
étre interprété de deux facons différentes:

— comme la concaténation des mots 00 et 01, codant les résultats de deux
lancers de dés, 3 et 4;

— comme la concaténation des mots 0, 0 et 11, codant les résultats de
trois lancers de dés, 1, 1 et 6;

- etc.

En revanche la fonction de codage suivante posséde un code & décodage
unique:
1-0,2—-01,3—011,...,6 — 011111,

Vapparition d’un 0 avertissant du début d’un nouveau mot-code.

Codes préfixes Un code & décodage unique peut toutefois comporter un
certain défaut, & savoir la nécessité (comme dans ’exemple que nous venons
de donner), d’attendre le début du mot suivant pour pouvoir décoder le
mot courant. Ceci a lieu lorsque certains mots-code sont préfixes d’autres
mots-code.
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Un code ne souffrant pas de ce défaut, 7.e. dont aucun mot-code n’est le
préfixe d’'un autre mot-code, est dit code préfize ou encore code a décodage
instantané. C’est le cas du code défini par la fonction de décodage suivante :

10,2 10,3 — 110,...,6 — 111110.

Nous présentons dans le chapitre 2 'approche de Shannon avec la no-
tion d’entropie puis I'approche de Kolmogorov avec la notion de complexité
algorithmique. Pour chacune de ces approches, nous tentons d’expliciter les
concepts intuitifs d’information sous-jacents et nous montrons comment la
notion de code permet de formaliser et de quantifier I'information. Dans le
chapitre 3, nous examinons le concept d’aléatoire, concept que la complexité
de Kolmogorov a contribué a éclairer.

17



Chapitre 2

Les théories de 'information

2.1 L’approche de Shannon

Pour établir sa théorie de I'information, Shannon a considéré des événe-
ments e; survenant avec une probabilité Pr(e;). L’information apportée par
un événement est véhiculée par le mot-code transmis au destinataire. Mais
que représente cette information?

2.1.1 L’information selon Shannon

Imaginons le cas ou les événements sont le résultat du lancer d'un dé & six
faces, éventuellement pipé. La seule connaissance a priori que B posséde est
la distribution de probabilité. A lance le dé et obtient un six. Avant d’avoir
connaissance du résultat, B attribue a priori un certain degré d’impossi-
bilité & chacun des événements, degré d’autant plus élevé que 1’événement
est improbable. Ce degré quantifie la croyance que B a en la réalisation
de ’événement. A transmet 3 B un mot-code signifiant « J’ai obtenu un
six. ». Aprés avoir pris connaissance du mot-code, B sait quel est 1’événe-
ment qui est survenu, et par conséquent lui attribue a posterori un degré
d’impossibilité minimal. L’information véhiculée par le mot-code a provoqué
une variation du degré d’impossibilité que B attribue & 1’événement. Il est
naturel d’identifier la quantité d’information véhiculée par le mot-code avec
la variation du degré d’impossibilité qu’elle provoque chez le destinataire. A
la limite, un événement de probabilité nulle qui survient apporte beaucoup
d’information: on ne s’attend pas a la réalisation d’un tel événement, et
par conséquent on lui attribue a priori un degré d’impossibilité maximal. A4
contrario un événement de probabilité 1 qui survient n’apporte pas d’infor-
mation : on s’y attend de fagon certaine et on lui attribue @ priori un degré
d’impossibilité minimale.

On a donc une interprétation de 'information véhiculée en terme de
variation du degré d'impossibilité. Fixons le degré d’impossibilité d’un évé-
nement certain & 0. L’information est alors égale au degré d’impossibilité
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Chapitre 2. Les théories de 'information 19

attribué a priori avant la prise de connaissance de I’événement, degré qui
est une fonction décroissante de sa probabilité. Peut-on préciser davantage
cette dépendance?

Considérons le cas de deux événements indépendants. Par exemple, deux
lancers successifs d’un dé. La probabilité de 1’événement composé est le pro-
duit des probabilités des événements élémentaires. Chacun de ces événe-
ments élémentaires provoque une variation du degré d’impossibilité que leur
attribue le destinataire. Il est naturel d’imposer que la variation du degré
d’impossibilité concernant ’événement composé soit égale & la somme des
variations du degré d’impossibilité pour chacun des événements élémentaires.

Ces considérations ameénent & définir la quantité d’information I(e;) ap-
portée par la réalisation d’un événement e; de la facon suivante:

I(e;) = —log(Pr(e;)).

On vérifie bien ainsi que Pinformation apportée est une fonction décrois-
sante de la probabilité de l’événement, prenant une valeur nulle pour un
événement certain, et respectant la propriété d’additivite.

2.1.2 Information et codes

En quel sens un code peut-il refléter 'information ainsi définie? Pour
répondre & cette question, il nous faut examiner la notion d’entropie.

Définition 2.1 L’entropie de Shannon H(P) d’un ensemble d’événements
se produisant selon une distribution de probabilité P est l'espérance de l'in-
formation apportée par la réalisation d’un événement :

H(P) = P(e;)I(e;).

Une fonction de codage f et une distribution de probabilité P étant don-
nées, espérance de la longueur d’un mot-code est L(f, P) = > P(e;)l(f(e;))-
Les codes préfixes pour lesquels cette espérance est minimale sont les codes
optimaux.

Définition 2.2 Une distribution de probabilité P étant fixzée, un code préfize
défini par une fonction de codage f est dit optimal si L(f,P) est minimal.

De tels codes (codes de Huffmann, code de Fano) associent simplement
aux événements des mots-code d’autant plus courts que ces événements sont
plus probables. Le théoréme de codage en ’absence de bruit! de Shannon

1. Ainsi appelé car le canal de transmission transporte 'information sans la perturber.
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Chapitre 2. Les théories de Uinformation 20

fait le lien entre d’une part 'information moyenne transportée par le code et
d’autre part la longueur moyenne des mots-code.

Théoréme 2.1 (Shannon) Pour toute fonction de codage f définissant un
code préfize optimal,

H(P) < L(f,P) < H(P) + 1.

2.2 L’approche de Kolmogorov

2.2.1 La complexité de Kolmogorov

L’approche de Shannon a permis de définir une notion d’information ap-
portée par I’occurrence d’un événement. Cette notion est toutefois davantage
liée & la probabilité de 1’événement qu’a I’événement lui-méme. Un méme
événement peut apporter une quantité d’information plus ou moins grande
suivant la probabilité avec laquelle il apparait.

Il est naturel de se demander s’il n’existe pas une notion d’information
qui soit intrinséque & un événement ou, plus généralement & un objet, indé-
pendamment de toute distribution de probabilité sur ces objets. C’est cette
question qui est & V'origine de la théorie de la complexité de Kolmogorov.

Nous parlerons désormais de la complexité d’un objet, plutét que de
celle d'un événement, les objets étant identifiés & des mots de ’alphabet
{0,1}. Un cas particulier important est celui ou les objets considérés sont
des entiers. Une premiére facon de les identifier & des mots binaires est de
procéder comme suit : Pentier 0 est identifié au mot videe, 140,24 1,3 4
00, 4 a 01... Cela revient & classer les mots d’abord par longueur puis pour
tous les mots de méme longueur dans ’ordre lexicographique. On confondra
par la suite l'entier z et le mot binaire qui le code de cette fagon et on notera
l(z) le nombre de bits de ce mot. Pour tout entier z, [(z) = E(logy(z + 1)),
E désignant la partie entiére. Une autre fagon de faire consiste & utiliser
des mots formant un code préfixe. On parle alors d’écriture préfixe ou auto-
délimitée. Par exemple, un entier z peut étre représenté par un mot z =
1=)0z. Le nombre de bits nécessaires 3 cette écriture est I(Z) = 2l(z) + 1.

Cela permet de représenter un n-uplet d’entiers (zi,...,%Z,) par un mot
(Z1,---,Zyn), en concaténant simplement les écritures préfixes de chacun des
éléments :

(z1,... yIn) = T1Z2...Tq.

La notion d’information est abordée ici d’un point de vue algorithmique.
La définition de la complexité se fonde sur les machines de Turing. Différentes
définitions de la complexité peuvent 8tre envisagées, selon les machines que
Pon considére.

1. Les machines considérées peuvent étre les machines calculant les fonc-
tions partielles récursives. Cela permet de définir une complexité dite
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complezité simple, premiére, historiquement & avoir été envisagée. Les
programmes d’une telle machine (un programme est un mot d’entrée
délimité par des blancs qui améne la machine dans un état d’arrét), ne
constituent pas nécessairement un code & décodage unique.

2. Les machines considérées peuvent étre les machines calculant des fonc-
tion partielles récursives préfixes : de deux programmes différents d’une
telle machine, aucun n’est préfixe de 'autre. L’ensemble des program-
mes d’'une telle machine forme un code préfixe. Cela permet de définir
une complexité dite complexité préfize.

Dans tous les cas, la complexité est définie de la fagon suivante.

Définition 2.3 La complezité conditionnelle de Kolmogorov Ky(zly) de
sachant y, relativement & une machine ¢, est la longueur d’un plus petit
programme, s’il existe, qui, erécuté sur la machine ¢ et ayant en entrée y,
calcule z. Si un tel programme n'eziste pas, Ky(z|y) vaut Uinfins.

Ky(zly) = min{l(p), ¢(p,y) = z}

On se donne donc une machine ¢. On dispose éventuellement d’une in-
formation partielle a priori de z, information représentée par la donnée de
y (dans le cas ou l'on ne dispose d’aucune connaissance a priori, y est le
mot vide). La quantité d’information contenue dans z est alors vue comine
le plus petit moyen effectif (i.e. le plus petit programme s’exécutant sur la
machine ¢ et disposant de la connaissance a priori y), de reconstruire z.

Ainsi définie, la notion d’information est étroitement liée & la machine ¢
choisie. Existe-t-il une machine « meilleure » que toute les autres, en ce sens
que la complexité d’un objet relativement & cette machine soit plus petite
que la complexité du méme objet relativement & tout autre machine? La
réponse est négative. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que pour
tout objet z, il est toujours possible de considérer la machine qui produit z
quelque soit son entrée: la complexité de z relativement i cette machine est
nulle. Toutefois, certaines machines permettent d’obtenir un résultat proche:
il s’agit des machines additivement optimale.

Définition 2.4 Une machine ¢ est additivement optimale si
V¢'3Cy Vz,y Ke(zly) < Ky (zly) + Cy.

Dans tout systéme de programmation raisonnable, i.e. pour toute famille
(¢i)ien de machines de Turing vérifiant les propriétés suivantes:

1. toute fonction partielle récursive est calculable par une machine ¢;,

2. il existe une machine universelle:

FJuVz,y dulz,y) = ¢z (y),
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3. il existe une fonction de composition totale récursive c:
Vi, ¢iodj = by

on est assuré de ’existence d’'une machine additivement optimale.

Définir la complexité par rapport & une machine additivement optimale
assure la propriété suivante: la complexité d’un objet quelconque relative-
ment & une autre machine donnée ne peut étre arbitrairement plus petite. Les
« bonnes » machines pour définir la notion de complexité sont les machines
additivement optimales. Changer de machine (additivement optimale) de ré-
férence ne modifie la complexité d’un objet quelconque que d’une constante
additive (indépendante de 'objet, mais dépendant des deux machines de
référence). Clest ce qu’exprime le théoréme suivant.

Théoréme 2.2 Pour toutes machines de Turing additivement optimale ¢;

et ¢o,
3 C¢1’¢2 v z,y |K¢>1 (a:]y) - K¢2($Iy)| < C¢1,¢2'

Cela tient du fait que la donnée d’un programme interpréteur, écrit dans
le langage de la machine ¢9 et interprétant les programmes écrit dans le lan-
gage de la machine ¢;, ainsi que d’un programme calculant z sur ¢;, constitue
un programme de la machine ¢ calculant z. La constante intervenant dans
Pinégalité précédente représente en fait la taille de cet interpréteur.

Ce résultat permet de s’affranchir de la machine de référence choisie. Par
la suite, nous supposerons donc fixée une machine additivement optimale, et
I'indice ¢ dans la notation de la complexité sera négligé. En outre, K(zle),
a savoir la complexité de z en 'absence de toute information a priori, sera
notée plus simplement K(z).

2.2.2 Propriétés

Une majoration simple de la complexité d’un objet x est donnée par la
longueur de cet objet. Ainsi,

Vz K(z) <l(z)+ O(1),pour la complexité simple, (2.1)
VzK(z)<2z)+0O

Dans le cas de la complexité simple, il suffit de considérer la machine de
Turing particuliére qui se contente de recopier son entrée en sortie.

Pour la complexité préfixe, il est nécessaire que les programmes de la
machine forment un ensemble préfixe. Considérons la machine de Turing qui
lit le nombre n de 1 successifs de son entrée, ignore le 0 qui suit, puis produit
en sortie le mot formé des n bits suivants. Les programmes de cette machine
sont les mots Z = 14®)0z, de longueur 2/(z) + 1, et qui forment un ensemble

(1), pour la complexité préfixe. (2.2)
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préfixe. L’exécution du programme Z sur cette machine produit en sortie z.
Par conséquent K(z) < 2i(z) + O(1).

Dans le cas de la complexité préfixe, cette majoration peut étre affinée en
employant d’autres écritures préfixes. Considérons par exemple la machine
de Turing effectuant les opérations suivantes: elle compte le nombre n de
1 successifs apparaissant au début de son entrée. Elle ignore le 0 qui suit,
puis lit le mot m formé des n bits suivants. Enfin, elle produit en sortie le
mot formé des m bits suivants. Les programmes de cette machine sont les
mots w(z) = 1{H&0I(z)z, de longueur I(z) + 2[(I(z)) + 1, et qui forment
un ensemble préfixe. Le résultat de ’exécution du programme w(z) sur cette
machine est z. Par conséquent, K(z) < l(z) + O((I(z)).

La complexité de Kolmogorov n’est pas calculable. Toutefois, la simula-
tion en paralléle de tous les programmes de la machine de référence choisie
permet de découvrir des programmes de plus en plus courts calculant un z
donné. Cette simulation se fait de la fagon suivante. x est donné en entrée.
Le premier pas du premier programme est simulé, puis le premier pas du
second programme et le second pas du premier, puis le premier pas du troi-
siéme programme, le second pas du second et le troisiéme pas du premier,
et ainsi de suite. Quand un des programmes simulés s’arréte, sa sortie est
comparée & z. S'il y a égalité, on produit en sortie le programme qui s’est
arrété, puis on reprend la simulation, mais en se limitant aux programmes
de taille inférieure au programme trouvé. On énumeére ainsi des programmes
de plus en plus courts calculant z.
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Chapitre 3 °

Le concept d’aléatoire

Nous abordons dans ce chapitre le concept de séquence aléatoire, le terme
séquence désignant toute suite infinie de lettres de I’alphabet {0,1}.

La formalisation de ce concept a pris beaucoup de temps pour se stabi-
liser. Le premier & avoir proposé une définition a été Von Mises, en 1919.
Pour lui, une séquence aléatoire est une séquence telle que dans toute suite
extraite par un « procédé raisonnable », les proportions de 0 et de 1 sont, &
la limite, les mémes. Cette approche recélait toutefois une difficuite, a savoir
le sens précis donné a ’expression « procédé raisonnable ». Il s’est avéré au
cours du temps qu’aucune définition ne pouvait conduire & ’obtention d’une
notion satisfaisante de séquence aléatoire.

Les statisticiens étudient le caractére aléatoire de séquences en leur fai-
sant passer des tests statistiques. L’application d’un test statistique consiste
a vérifier si une séquence satisfait ou non une loi statistique, toute « bonne »
séquence aléatoire se devant de satisfaire cette loi. On peut exiger, par
exemple, que dans toute séquence aléatoire il y ait équiproportion de 0 et de
1, ou de 00, 01, 10, 11, etc. Une séquence échouant & un test est déclarée de
facon certaine non aléatoire. Martin-Lof a développé cette idée dans [ML66],
et a formalisé le concept de test, celui-ci désignant tout test statistique en-
visageable et applicable de maniére effective.

Une autre approche, envisagée dans un premier temps par Kolmogorov
avec la complexité simple, puis par Chaitin avec la complexité préfixe, a
consisté a définir une séquence aléatoire comme une séquence incompressible,
c’est-a-dire une séquence dont aucun mot préfixe ne peut étre calcuié par un
programme significativement plus petit.

Intuitivement, une séquence est aléatoire s’il nous apparait que la cause la
plus probable de cette séquence est le lancer d’une piéce équilibrée. Observons
les séquences suivantes.

— s1 = 00000000000000000000... séquence ne comportant que des 0;

— 89 = 00100100001111110110... début du développement binaire de 7 ;
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— s3 = 01001101110010001011... codant la succession des pixels blancs
ou noirs d’'une image de téléviseur déréglé (en supposant qu'il y ait
autant de pixels blancs que de pixels noirs);

— 84 est la séquence obtenue & partir de s3 en dupliquant chaque bit.

Il ne viendrait a l'idée de personne de déclarer que s; est une séquence
aléatoire. Il parait en effet déraisonnable de penser que cette séquence ait été
obtenue par tirages successifs de pile ou face, plutdt que par un processus
recopiant inlassablement la lettre 0.

En ce qui concerne la séquence s9, la situation est un peu moins claire.
A premiére vue, il ne semble pas choquant de qualifier cette séquence d’aléa-
toire. Rien dans l'observation de cette séquence ne semble suggérer I'idée
d’une quelconque régularité. Cependant, si ’on déclare & P'observateur qu’il
s’agit 1a du début du développement binaire du nombre =, il lui deviendra
tout & coup beaucoup plus naturel de supposer que cette séquence a été
obtenue par un processus en lien étroit avec le nombre 7 plutét que par le
lancer d’une piéce.

Ces deux séquences, pouvant étre engendrées par des processus de calculs
sans entrées fonctionnant indéfiniment, sont des séquences récursives.

Les deux derniéres séquences représentatives d’un phénoméne de bruit
ne sont probablement pas récursives. Sont-elles aléatoires?

En ce qui concerne ss, il parait raisonnable de supposer que chaque pixel
est tiré au hasard, indépendamment de tous les autres. Nous sommes donc
plutdt enclin 4 la déclarer aléatoire.

Pour s4, ce n’est pas le cas. Bien sir un bit sur deux parait tiré au
hasard. Mais il nous parait plus raisonnable de penser que 1’origine de cette
séquence est un processus de calcul, ayant cette fois une entrée, dans notre
cas constituée de la séquence sz, qui duplique chaque bit. Bien que cette
séquence soit non-récursive, elle ne nous apparait pas aléatoire.

Il semble donc bien que le caractére aléatoire d’une séquence dépende
étroitement de I'existence d’'une description « courte ».

La validité des deux approches de Martin-L&f et de Chaitin a été consi-
dérablement renforcée quand Levin [Lev73] et Schnorr [Sch73] ont démontré

qu’elles conduisaient & définir des classes identiques de séquences aléatoires ®.

3.1 L’aléatoire selon Martin-Lof

Martin-Lof a fondé sa définition de séquence aléatoire sur 1'idée de test.
Un test est un procédé (devant satisfaire certaines propriétés de calculabilité)

1. Plus exactement, Levin et Schnorr ont démontré que les séquences aléatoires au
sens de Martin-Lof et que les séquences incompressibles au sens d’autres versions de la
complexité (différentes de la complexité simple et de la complexité préfixe) sont les mémes,
mais leur résultat peut s’étendre au cas de la complexité préfixe. Pour ce qui concerne les
relations entre ces différentes variantes de la complexité, se reporter 4 {US96] [USS90].
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qui élimine toute séquence possédant une régularité que 'on refuse de trouver
dans une séquence aléatoire. Une séquence échouant au test contient cette
régularité et ne peut étre considérée comme aléatoire. Une séquence passant
le test ne contient pas cette régularité. Toutefois, cela n’assure pas qu’elle
soit aléatoire: il est toujours possible qu’elle contienne un autre type de
régularité. Martin-Lof a montré qu’il existe un test universel, capable de
détecter toute forme de régularité, qui élimine toute séquence non aléatoire
et ne conserve que les séquences aléatoires.

Une séquence est aléatoire, au sens de Martin-Lof, si et seulement si
elle n’appartient & aucun ensemble constructivement de mesure nulle. Plus
précisément, nous avons la définition suivante.

Définition 2.5 Une séquence s est non aléatoire si et seulement s’il existe
une fonction récursive u(i, j), qui associe un mot & tout couple d’entiers, telle
que :

1L Vip() <27
2.Visel.

Q, = Uj Luig) Tugiy) désignant lensemble de toutes les séquences ayant
u(i,j) comme préfize, et p désignant la mesure uniforme sur l'ensemble des
séquences : pour tout mot w, pu(ly) = 2-l(w)

Par exemple une séquence s dont les lettres de rang pair sont 0 est élimi-
née par le test suivant. Nous prenons comme fonction u(z, j) la fonction qui a
tout couple d’entiers (7, 7) associe le mot de longueur i dont toutes les lettres
de rang pair sont 0 et dont les lettres de rang impair sont les % premiers bits
du j-iéme mot de longueur au moins 5. Cette fonction est bien récursive.
Pour tout 1, {2; est I’ensemble des mots de longueur ¢ dont toutes les lettres
de rang pair sont 0: u(€;) = 27%. Pour tout %, s € ;. Par conséquent s est

éliminé par ce test et est jugé non aléatoire.

3.2 L’aléatoire selon la théorie de la complexité

L’approche de Kolmogorov et de Chaitin repose sur 1’idée que toute régu-
larité présente dans une séquence peut étre exploitée pour comprimer cette
séquence. Par exemple, une séquence s dont les lettres de rang pair sont
0 posséde des préfixes trés compressibles. Pour retrouver les n premiéres
lettres d’une telle séquence, il suffit de donner les 7 premieres lettres de
rang impair (sous forme préfixe, ce qui demande au plus 5 + log(%) bits) et
un programme, de longueur constante, qui intercale un 0 entre chacune de
ces lettres. Les séquences aléatoires, qui ne comportent aucune régularité,
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apparaissent comme les séquences incompressibles. C’est ce qu’établit plus
précisément le théoréme suivant, dt & Schnorr [Sch73].

Théoréme 2.3 Une séquence s est aléatoire si et seulement si tous ses pré-
fizes sont compressibles de moins d’une constante, i.e.

JeVnK(sig) >n—g
K désignant ici la complexité préfize.

Dans la cinquiéme partie, nous étudions des transducteurs dont les en-
trées sont des séquences aléatoires. Dans cette partie, certaines preuves font
usage du résultat suivant : une séquence s n’est pas aléatoire s’il existe un pro-
gramme (auto-délimité) lisant en entrée, lettre & lettre, une autre séquence
s', et n’utilisant au plus que les An premiéres lettres de s’ pour calculer les
n premiéres lettres de s, avec A < 1. C’est ce résultat important que nous
établissons maintenant.

Lemme 2.1 Soit s et s' deuz séquences. S’ existe un programme P, une
suite (Un)neN, une suite (Vg )neN Strictement croissante et A < 1 tels que

Vn P(s].,,) = Siw, €t tuq < Avp,
alors s n’est pas aléatoire.

Preyve. Nous allons donner une majoration de la complexité préfixe des mots
!

51w, Pour tout n, le mot w, = P1{1..))q] (814,510, €St un programme

auto-délimité qui permet de calculer sy, . Par conséquent, nous avons:

Vn K(siw,) < wy)+0O(1)

= Us1u,) + 2(U(s1.,) +OQ1)
Up + 2l(uy) + O(1)
= up +2log(u,) + O(1)

< vy + 2log(vn) + O(1) car u, < Avp,.

Soit ¢ > 0 fixé. Comme A < 1, il existe n tel que
Vn>mne, Avg+2log(v,) +O() <v, —c.
Finalement, nous obtenons:
VedneVn>ne, K(siw, <vp—c

Comme la suite (v,) est strictement croissante, cela implique que s n’est
pas aléatoire. O
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Troisiéme partie

Géométrie et complexité
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Chapitre 1

Introduction

A premiére vue, on pourrait penser qu'’il n’existe aucun rapport entre une
approche en termes géométriques et une approche en terme de complexité
de 'espace ou du plan.

Il y a pourtant 1a d’intéressantes études & mener, dans ce que 1’'on pour-
rait nommer approche informationnelle de ’espace. Physiciens, logiciens et
philosophes travaillent depuis longtemps en ce sens, et on peut y raccrocher
les considérations thermodynamiques de Bennet et Ziirek.

Nous nous contentons ici de deux illustrations. La premiére est un travail
récent de [HS| qui permet de retrouver, a partir de résultats sur ’entropie,
un résultat géométrique.

Nous précisons ensuite la convergence de point de vue entre complexité
et régression linéaire en analyse de données.

Ce dernier résultat ne prétend pas 4 Poriginalité, il ne fait que reformuler
des résultats connus, mais nous pensons qu’il donne un éclairage original.
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Chapitre 2

Une approche non classique de
la géométrie euclidienne

Dans de récents travaux [HRSV97], Hammer, Romashchenko, Shen et Ve-
reshchagin ont étudié les inégalités linéaires vérifiées par ’entropie de Shan-
non et la complexité de Kolmogorov.

X1,-..,X, sont soit n variables dont les valeurs sont des mots binaires de
longueur finie (dans le cas de la complexité de Kolmogorov), soit n variables
aléatoires (dans le cas de I’entropie de Shannon). 4 désigne I’ensemble des
sous-ensembles non vides de {1,...,n}. Soit & = {ey,...,an} un élément
de A. X, désigne le m-uplet de variables (X,,,...,Xa,,)-

Théoréme 3.1 (Hammer, Romashchenko, Shen, Vereshchagin) Tou-
te inégalité linéaire vraie pour la complezité de Kolmogorov est également
vraie pour l’entropie de Shannon et réciproquement. Plus précisément, un
ensemble de coefficients {Ay|a € A} étant donnés, inégalité

> AaHp(Xa) 20
acA

est vraie pour toute distribution de probabilité P sur n variables aléatoires
Xi,...,Xp si et seulement si 'inégalité

(Z )\aK(Xa)> +OUUX ) + ... +1(Xp) =0

acA

est vraie pour tous mots binaires de longueur finte Xi,..., X,.

Ces inégalités permettent de retrouver, de fagon élégante, un résultat
de géométrie & partir de considérations informationnelles sur les points de
I’espace [HS]. Ce résultat est le suivant.
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Chapitre 2. Une approche non classique de la géométrie euclidienne 31

Théoréme 3.2 Soit V un volume de R® de mesure v. Soit S, Sy et S, les
surfaces projetées de ce volume sur les trois plans perpendiculaires auz trois
azes de coordonnées x, y et z. Soient sz, sy et s, les mesures respectives de
ces surfaces. On a alors l'inégalité :

U < \/85SySz-

F1G. 2.1: Volume V et ses projections Sz, Sy, S,

Nous montrons maintenant comment les inégalités linéaires vérifiées par
I’entropie permettent de retrouver ce résultat. Soient trois variables aléatoires
X,Y, Z données. Classiquement, on a les relations suivantes :

H(X,Y|Z) < H(X|Z) + H(Y|2), (2.1)
H(X,Y) = H(X) + H(Y|Z2). (2.2)

Le lemme suivant généralise I'inégalité 2.1 au cas de ’entropie d’un triplet
de variable.

Lemme 3.1 L’entropie d’un triplet de variables X,Y, Z est majorée par la
demi-somme des entropies des variables prises deuzr ¢ deu :

H(X,Y,Z) < % (H(X,Y) + H(Y,Z) + H(X, Z)]. (2.3)

Preuve.

FEtape 1: Nous commencons par établir 'inégalité préliminaire suivante:

H(X,Y,Z)+ H(Z) < H(X, Z) + H(Y, Z).
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Chapitre 2. Une approche non classique de la géométrie euclidienne 32

D’aprés ’équation 2.2, on a H(X,Y,Z) = H(Z)+ H(X,Y|Z). En tenant
compte de ’équation 2.1 il vient:
H(X,Y,2) < H(Z) + H(X|Z) + H(Y|Z).

En ajoutant H(Z) a chaque membre et en regroupant, nous obtenons :
H(X,Y,Z)+ H(Z) < (H(Z) + H(X|2)) + (H(Z) + H(Y|Z)).
Finalement, en tenant compte de l'inégalité 2.2 dans le membre de gauche,

on obtient I'inégalité recherchée.

Ftape 2: En particularisant a chaque fois une des variables X,Y, Z, on ob-
tient & partir de 'inégalité 2 trois inégalités:

H(X,Y,Z)+ H(X) < H(Y,X)+H(Z,X), (2.4)
H(X,Y,Z)+H(Y) < H(X,Y)+H(Z,Y), (2.5)
H(X,Y,Z)+ H(Z) < H(X,Z)+H(Y,Z2). (2.6)

En sommant membre & membre ces trois inégalités, nous obtenons:
SH(X,Y,Z)+HX)+ HY )+ H(Z)<2[HX,Y)+ H(Y,Z)+ H(X, Z)].
Or H(X,Y,Z) < H(X)+ H(Y)+ H(Z). En sommant ces deux inégalités et
en simplifiant par deux il vient finalement :
2H(X,Y,Z) < HX,Y)+ H(Y,Z)+ H(X, Z).
]

Preuve du théoréme 3.2. Discrétisons Pespace en cubes unités. Le volume V
contient v de ces cubes, les surfaces S;, Sy et S, en contiennent sz, s, et s,
carrés unités.

Un petit cube est désigné par un triplet de coordonnées (x,y, z). Suppo-
sons que 'on choisisse au hasard et de maniére équiprobable les petits cubes
du volume V. Nous avons donc un triplet de variables aléatoires (X, Y, Z). Le
choix étant fait de maniére équitable, son entropie H(X,Y, Z) est maximale
et vaut log(v). D’autre part, nous pouvons majorer ’entropie H(X,Y) par sa
valeur maximale. Celle-ci est atteinte lorsque les s, carrés unités recouvrant
S, sont choisis de maniére équiprobable. La méme majoration peut-étre ob-
tenue pour les entropies H(Y, Z) et H(X, Z) et 'on obtient :

H(X,Y) < log(sz),
H(X,Z) < log(sy),
H(Y, Z) < log(sz).
L’équation 2 devient alors:
2log(v) < log(sz) +log(sy) + log(s;)

v < /Sz5yS,-
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Chapitre 3

Régression linéaire et principe
MDL

Nous examinons dans ce chapitre les liens entre deux méthodes d’infé-
rence, & savoir d’une part la régression linéaire ou méthode des moindres
carrés, méthode fondamentale de 'analyse de données, et d’autre part le
principe Minimum Description Length.

D’une maniére générale, on considére d variables d’un systéme liées par
une relation linéaire inconnue. Elles décrivent donc un hyperplan Hy. Pour
connaitre cet hyperplan, on effectue des mesures, une mesure étant constituée
d’un d-uplet dont chaque valeur est associée & une variable. Dans I’espace,
chaque mesure correspond & un point qui, en raison d’erreurs de mesure
inévitables, s’écarte plus ou moins de I’hyperplan Hy.

Comment peut-on utiliser ces mesures pour inférer une approximation de
Hj aussi bonne que possible? La régression linéaire et le principe MDL sont
deux solutions possibles & cette question. Sous certaines hypothéses, elles
conduisent asymptotiquement aux mémes résultats.

Tout au long de ce chapitre, nous donnons des preuves dans le cas par-
ticulier de la dimension 1, preuves qui s’étendent au cas des dimensions
supérieures. Le cas de la dimension 1 est par exemple celui d'une grandeur
physique possédant une valeur zg que ’on cherche 4 déterminer. Pour cela,
on réalise une série de mesures zi,. .., Ty, que nous désignerons par X dans
la suite.

3.1 Reégression linéaire

De fagon générale, la régression linéaire propose de choisir I'’hyperplan
qui minimise la somme des carrés de ses distances aux points de mesure.
Dans notre exemple, la valeur Zg a choisir est celle qui minimise I’expression

E (.’E - x’i)za

z;€X

33



Chapitre 8. Régression linéaire et principe MDL 34

. 1
ce qui revient & prendre la moyenne: Ty = — Z z;.
n
z;€X
D’un point de vue statistique, dans ’hypothése ou les explications que
U'on s’autorise sont des hyperplans H auxquels se superposent des bruits
de mesures gaussiens, de moyenne nulle et d’écart-type &, cette méthode se
justifie de différentes fagons.

— D’une part par le principe du maximum de vraisemblance : I’hyperplan
obtenu par régression linéaire est celui pour lequel la probabilité d’ob-
servation du nuage de points expérimental est maximale. Dans notre
exemple, la probabilité de faire 'observation X en prenant comme hy-
pothése que la valeur réelle est z est:

1 =
[ 20
oV2r

= 1 6_%{Zi(zi_z)2.
oV2rw

Pr(X|z) = 1L

Cette probabilité est maximale quand Z(ﬂiz - z)2 est minimale, :.e.

1
quand z = Zy.

— D’autre part, ’hyperplan trouvé par régression est Pestimateur sans
biais le plus efficace: sa valeur moyenne, quand on réalise des obser-
vations de m points, est Hy (estimateur sans biais); c’est également
I’hyperplan qui, toujours en moyenne sur des observations de n points,
s’en écarte le moins (estimateur le plus efficace).

Dans le cas plus général d’un bruit non gaussien, mais toujours en forme
de cloche (la densité de probabilité associée & ce bruit est paire et décroit
quand P’amplitude du bruit croit), quand le nombre de points de mesures
tend vers P'infini, ’hyperplan obtenu tend vers Hy avec une probabilité qui
tend vers 1. Dans notre exemple, c’est simplement 1'expression de la loi des
grands nombres:

V6Ve§ian2uPr(lZ |zs —z0] < 8) > 1—€
nziEX

3.2 Le principe MDL

La démarche scientifique classique consiste & effectuer des observations
du monde réel et a proposer des théories qui rendent compte au mieux de
ces observations. Bien siir, plusieurs théories peuvent étre en compétition, ce
qui pose le probléme du choix de la meilleure d’entre elles. Différents prin-
cipes proposent un critére de choix. Nous pouvons par exemple appliquer un
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Chapitre 8. Régression linéaire et principe MDL 35

principe d’économie, connu sous le nom de Rasoir d’Occam, et qui s’exprime
comme suit.

Parmi toutes les théories cohérentes avec les observations, choisir
la plus simple d’entre elles.

C’est un principe d’économie dans le sens ot 1’on ne doit mettre dans la
théorie que le strict nécessaire pour rendre compte des observations.

Ce principe trouve une justification mathématique grace a la Complerité
de Kolmogorov. Dans ce cadre, une ezplication simple d’une observation
est un programme court calculant cette observation. Les programmes courts
étant les plus probables, nous pouvons exprimer plus rigoureusement le Ra-
soir d’Occam :

La théorie la plus courte consistante avec les observations est la
plus probable.

Notons qu’en un certain sens, ce principe est absolu, car il désigne la
« meilleure théorie » 1. La contrepartie & ce caractére absolu est évidemment
la non calculabilité.

Le principe MDL (Minimum Description Length), da & Rissanen [Ris78],
relativise & une famille F' de théories récursivement énumérables 'approche
par la complexité de Kolmogorov, en proposant le critére de choix suivant.

Parmi toutes les théories d’une famille F, choisir celle qui mini-
mise la somme de:

— la longueur, exprimée en bits, de la description de la théorie ;

— la longueur, exprimée en bits, de la description des observa-
tions avec l’aide de la théorie.

En pratique, on s’arrange pour que le critére de choix soit calculable ou,
tout au moins, pour disposer de bonnes approximations calculables.

Ce principe repose sur I’idée qu’il faut réaliser un compromis entre, d’une
part, la taille de la théorie et, d’autre part, la taille des observations quand
celles-ci sont codées 4 l’aide de la théorie. La théorie doit synthétiser toutes
les régularités communes aux observations. Ce principe trouve également de
solides justifications, moyennant certaines hypothéses sur les observations
réalisées, dans le cadre de la complexité de Kolmogorov 2.

Reprenons 'exemple du début de ce chapitre. Nous réalisons n mesures

T1,...,Zn d’une grandeur zg. Le bruit de mesure est de moyenne nulle. Nous

1.1l peut y en avoir plusieurs également courtes. Toutefois, la théorie de Kolmogorov
montre qu’il y en a trés peu. Nous utilisons le singulier pour simplifier.

2. Pour plus de précision, on pourra se reporter au chapitre 5.5 de [LV97], intitulé
Hypothesis Identification by Minimum Description Length.
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Chapitre 8. Régression linéaire et principe MDL 36

supposons que la précision de mesure est finie, ce qui revient a travailler sur
des entiers. La famille de théories envisagée est 'ensemble des entiers z. La
description d’une mesure z; & 'aide de la théorie z est ’écart algébrique
z — x; de x; par rapport a z. Les valeurs algébriques sont codées par des
mots binaires, de la facon suivante: le premier bit est 0 ou 1 selon que la
valeur est positive ou négative, les bits suivants sont I’écriture préfixe de la
valeur absolue. Nous notons [(z) la longueur du codage binaire d’une valeur
algébrique z. Nous avons alors:

Vz, l(z) = 2E(logy(|z] + 1)) + 2, (3.1)
Vz,u,2, {z—y) <l(z—2)+1(z—y). (3.2)

E désigne ici la fonction partie entiére. La premiére relation se déduit
directement de la fagon de coder une valeur algébrique. Montrons la seconde
relation. Pour toutes valeurs algébriques z, y et z, nous avons, d’aprés l'in-
égalité triangulaire,

lz—yl+1<(lz —2[+1) + (2 —y| +1).
La croissance et la convexité de la fonction log, entrainent que
logy(lz =yl + 1) <logy(lz — 2| + 1) +logy(lz — y[ + 1)

La croissance de la fonction F et le fait que pour tout = et y nous ayons
E(z +y) < E(z) + E(y) + 1 entrainent que

E(logy(lz — y| +1)) < E(logy(lz — 2| + 1)) + E(loga(|z —y[ + 1)) + 1,

ce qui montre bien la relation attendue.
Le principe MDL nous propose de choisir la valeur xpfpy, qui minimise
I’expression :
lz) + Uz —z1) +... +l(z — ).

Pour un bruit en forme de cloche, quand le nombre de mesures tend vers
l'infini, la valeur z)qpr, ainsi trouvée tend vers zo avec une probabilité qui
tend vers 1, i.e.

Vé>0Ve>03vVn>v Pr(laypr, — %ol <d)>1—e

Nous le montrons dans le cas de notre exemple. Supposons que ce ne soit
pas le cas, nous avons alors:

35>036>0V1/37’L>I/P7‘(|:1:MDL—$0|>(5)>€.
Soit §' = I(6). Comme la fonction ! est croissante sur N, nous avons

3§ >03e>0VvIn>v Prl(zympr, — Zo) = 6') > e
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Notons X (n) ensemble des ensembles de n points de mesures et X (n, d)
Pensemble {X € X(n) tq |zyppy, — Zo| > d}. Pour tout X = {z1,...,z,} de
X (n,8) nous avons l(zppr, — o) > ¢’ et d’aprés l'inégalité 3.2:

Vil(zpmpr, — 2i) + Uz — xg) > 4.

En sommant sur Vindice 1, il vient :

Zl(xMDL - SE,) + Zl(.’l)z - :1:0) _>_ TL(;I. (3.3)
1 H
Or, par définition de z)qp1, nous avons

Zl(xMDL — :Ez) < Zl(mo - xz) + l("EO) - l(xMDL)

< 3o Hzo = 3) + o). (3.4)

En remplagant, dans ’équation 3.4, > l(zypL, — #;) par sa minoration
donnée dans ’équation 3.3, nous obtenons

1 & l(mo)
— e > - = =7
6/

> 7 pour n assez grand.

et a fortiori
!

1 )
- E lzo — zi| > - pour n assez grand.
n 4

2

Ceci a lieu pour tout X de X(n,d), i.e. avec une probabilité supérieure
a €, ce qui est en contradiction avec la loi des grands nombres.

3.3 Conclusion

Dans le cas d’un bruit en forme de cloche, la régression linéaire et le
principe de Rissanen sont, asymptotiquement, équivalents. Ce n’est pas né-
cessairement le cas si le bruit a une forme différente. Par exemple si la densité
de probabilité qui lui est associée est paire mais avec deux maxima pour des
amplitudes a et —a, le principe de Rissanen donnera asymptotiquement deux
solutions, & savoir les hyperplans situés parallélement de part et d’autre de
Hj 3 une distance a, tandis que la régression linéaire donnera, asymptoti-
quement, ’hyperplan Hy.
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Quatriéme partie

Observation d’un flot de
données : complexité d’'une
fonction et complexité de son
graphe
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de cette partie est d’expliciter les relations entre la complezité
globale d’un systéme qui produit un flot de données, et la complexité obser-
vée dans le flot de données produit. Par complexité globale, nous entendons
quantité minamale d’information décrivant exactement et complétement le
systéme. Nous supposons que cette complexité est inaccessible directement
4 P'observateur pour qui le systéme n’est qu’une boite noire dont le fonction-
nement interne est inconnu. L’observateur n’a connaissance du systéme qu’a
travers l'observation de son comportement sur des fenétres ayant des tailles
finies. C’est & partir de ces observations que ’observateur peut envisager de
construire un modéle du systéme, modéle qu’il espére étre une approximation
aussi bonne que possible de la réalité.

La fenétre d’observation peut par exemple étre une fenétre temporelle.
Dans ce cas, il faut envisager des modéles de processus qui effectuent le calcul
d’une nouvelle donnée en un temps borné. Ces modéles, des machines déter-
ministes 4 états finis sans entrées, ont un comportement pauvre : leurs sorties
sont ultimement périodiques (tic-tac d’une horloge par exemple). Nous pré-
cisons et adaptons ce point de vue temporel dans la partie suivante, dans
laquelle nous considérons des processus avec paramétres. Dans le cas pré-
sent, nous envisageons un systéme produisant par exemple les décimales de
7. Notre systéme est alors représentable par une fonction de N dans N, ou
de N dans {0,1}.

Pour mener cette étude, nous nous plagons dans le cadre de la théorie
de la complexité de Kolmogorov, théorie qui donne une consistance mathé-
matique rigoureuse & la notion intuitive et vague d’information. Nous nous
limitons & des systémes déterministes et non bruités (les grandeurs observées
sont les grandeurs réellement produite par le systéme), c’est-a-dire que nous
voyons un tel systéme comme une fonction f de N dans N. Nous formali-
sons la notion de complexité globale d’un systéme en la définissant comme
1a taille d’un plus petit programme calculant la fonction représentant ce sys-
téme. L’observation du systéme sur une fenétre conduit & la connaissance
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partielle du graphe de cette fonction, restreint a cette fenétre. L’observateur
infére un modéle local, qui est un programme calculant une fonction coinci-
dant avec la fonction f sur la fenétre d’observation. La complexité observée
est bornée par la taille maximale d’un modéle local, que nous définissons
comme la complezité faible.

Il semble raisonnable de penser que la complexité globale et la complexité
faible d’une fonction sont les mémes: en faisant des observations sur des
fenétres de plus en plus grandes, on peut penser capturer toute 'information
caractérisant la fonction, ainsi que parait le montrer I’exemple suivant.

Considérons une fonction f polynémiale de degré n. Nous faisons des
observations de f sur des fenétres 0,..., k croissantes et & chaque fois nous
inférons un polynéme, de plus faible degré possible, rendant parfaitement
compte des observations. Pour & < n, nous inférerons un polyndme de de-
gré k, et pour t > n, nous inférerons toujours le méme polynoéme de degré
n, & savoir la fonction f elle-méme. Pour k& > n, nous avons en quelque
sorte capturé toute l'information sur f, par une simple observation de son
comportement sur une fenétre de taille finie, égale au degré du polynéme.

Le principal résultat de cette partie, & savoir le théoréme 4.4 du cha-
pitre 3, établit que, de fagon surprenante, cette intuition est fausse. Parmi
une famille de fonctions donnée (famille devant respecter certaines hypo-
théses raisonnables) il est toujours possible de trouver une fonction pour
laquelle la différence entre la complexité globale et la complexité faible peut
étre aussi grande que l'on veut. Si nous en revenons aux processus, cela
signifie que, pour des familles de processus raisonnables, il est possible de
trouver un processus pour lequel la quantité d’information sortie est toujours
beaucoup plus petite que l'information globale du processus.

L’exemple précédent de la fonction polyndmiale est faussé par le fait que
nous n’inférons que des polynémes. Dans le cadre de la complexité de Kol-
mogorov, les modéles que nous inférons peuvent étre quelconques. Il existe
des polynomes pour lesquels la donnée de la fenétre, c’est-a-dire de &, donne,
pour tout k suffisamment grand, beaucoup d’information. Le plus petit mo-
déle (parmi tous les modéles possibles et non seulement parmi les modéles de
polynémes) n’est plus alors un programme calculant un polynéme, mais un
programme beaucoup plus court calculant une fonction qui n’est pas un po-
lynéme et impossible & expliciter en général. L’exemple 4.1 du théoréme 4.4
est une illustration plus directe du méme fait, dont 'intuition reste toutefois
difficile & saisir.

Ce résultat peut sembler rendre vain Pinférence d’'un bon modéle d’un
systéme a partir de 'observation de son comportement. Cependant, un se-
cond résultat, & savoir le théoréme 4.5, vient tempérer le premier. Pour les
mémes familles de fonctions, la majorité des fonctions d’une famille ont des
complexités globale et faible qui sont proches. Les cas ou ces complexités
sont trés différentes sont rares.

Le chapitre 2 introduit les définitions formelles de modéle global et de
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modéle faible, ainsi que celles de complexité globale et de complexité faible
associées, puis présente une étude dont ’objectif est de justifier la définition
de la complexité faible.

Dans le chapitre 3 nous rappelons tout d’abord un résultat attribué a
Meyer par Loveland [Lov69], et dont la preuve apparait également dans I’ar-
ticle fondamentale de Zvonkin et Levin [ZL70]. Ce résultat assure I'existence
d’un modéle global lorsque la complexité faible est finie. Nous définissons
ensuite la notion de famille raisonnable de fonctions pour établir nos prin-
cipaux résultats, a savoir les théorémes 4.4 et 4.5. Le premier affirme que la
complexité faible ne peut toujours constituer une bonne approximation de
la complexité globale, le second nuance cette affirmation en montrant que
I’approximation est tout de méme valable dans la plupart des cas.
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Chapitre 2
Etude préliminaire

Nous donnons dans ce chapitre les définitions formelles pour les notions
de modéle faible et modéle global et les complexités associées. Plusieurs défi-
nitions étant possibles a priori pour la complexité faible, nous menons une
étude afin de justifier le choix fait pour la définition de cette notion.

2.1 Définitions

Nous considérons des fonctions de N dans N et leurs graphes Gy =
{(z,9),y = f(z)}. Nous notons G} la restriction du graphe de f aux abscisses
inférieures ou égales a n:

Gt ={(z,9),z <n,y = f(x)}.

Nous codons un ensemble GF par le mot (£(0), f(1),...,f(n)) quiest la
concaténation des écritures auto-délimitées de f(0), f(1),..., f(n).

Une fonction récursive est une fonction définie partout, calculable par
programme . Pour formaliser la notion d’information caractérisant une fonc-
tion récursive, nous définissons les concepts de modéle global et complezité
globale.

Définition 4.1 Un modéle global d’une fonction récursive f est un pro-
gramme P acceptant n en entrée et qui, pour tout n, s’arréte et produit g;},
ie.

VneN P(n) =G5

La complexité globale Ky (f) d’une fonction f est la longueur d’un plus petit
modeéle global de [, s’il existe, l'infini sinon.

1. L’ensemble des fonctions récursives n’est pas récursivement énumérables. Mais nous
ne considérons ici que des fonctions prises une i une.

42



Chapitre 2. Etude préliminaire 43

Une définition différente peut étre envisagée, par exemple en requérant
que, pour tout n, le programme P(n) calcule f(n) et non gy A une constante
additive prés, cela donne la méme notion de complexité globale. Les résultats
que nous présentons peuvent s’exprimer avec 1’'une ou I'autre des définitions.
Notons enfin qu’une fonction f est récursive si et seulement si sa complexité
globale est finie. .

Nous prenons connaissance d’une fonction f par I'observation des res-
trictions de son graphe. Pour n fixé, cela nous conduit & 'idée de modéle
local de f sur Pintervalle 0,...,n: nous le définissons comme un programme
calculant g}‘ & partir de n. Si tous les plus petits modéles locaux de f, pour
n décrivant N, ont des tailles bornées, alors ils sont en nombre fini et ’'un
d’entre eux au moins calcule des restrictions g}‘ du graphe de f pour une
infinité de n. Cela nous améne maintenant & introduire la notion de modéle
faible.

Définition 4.2 Un modéle faible d’une fonction f est un programme P
acceptant en entrée n et qui, pour une infinité de n, s’arréte et produit g?.
La complexité faible Ky, (f) d’une fonction f est:

Ky(f) = limsup K (G7|n).

Chaque valeur d’adhérence finie de la suite K(G%|n) est la taille d’un
plus petit programme calculant g7 pour un ensemble infini de n ol cette
valeur d’adhérence est atteinte. Si la complexité faible de f est finie, alors
c’est la taille maximale d’un plus petit modéle faible de f.

2.2 Etude des modéles faibles

Proposition 4.1 Si une fonction f est récursive, alors elle posséde un mo-
dele global et l'on a K (f) < Ky(f).

En général, les résultats de la complexité de Kolmogorov sont donnés & un
terme résiduel additif prés. Ce n’est pas le cas ici, tout modéle global étant un
modeéle faible pour tous les n. Toutefois, si ’on définit la complexité globale
d’une fonction f comme la taille d’un plus petit programme qui pour tout
n produit f(n), alors il devient nécessaire d’ajouter une constante additive
dans Uinegalité : K, (f) < Ky (f) +C.

Nous présentons maintenant quelques propriétés de la suite K(G}|n) qui
nous permettent de justifier la définition de la complexité faible. En effet :

1. la suite K (Q}‘ln) converge pour au plus un nombre fini de fonctions f
(voir Théoréme 4.1);
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2. la limite inférieure de K(G}|n) est majorée par une constante indé-
pendante de f (voir Lemme 4.1), ceci étant essentiellement di au fait
que Pinformation caractérisant f peut étre encodée infiniment souvent
dans 'entrée n;

3. la limite supérieure de K(G7|n) est la taille d'un plus petit modéle
faible pour lequel I’entrée n fournit un minimum d’information sur f.

Lemme 4.1 ] existe un modéle faible universel pour les fonctions récursives
i.e. 1 existe un programme Py(n) qui est un modéle faible de toute fonction

récursive.

Preuve. Considérons le programme P, (n) suivant:

Programme P,(n)
Si il existe un entier k et un mot z tels que n = 1%0z
Alors
Simuler le programme z sur l’entrée n
Sinon
Boucler indéfiniment
Fin Si
Fin

Soit f une fonction récursive possédant un modéle global P,. P, est un
modeéle faible de f car pour tout n appartenant a I’ensemble {lkOPg, k € N},
P,(n) calcule gy. ]

Lemme 4.2 Etant donné A > 0, ensemble des fonctions f dont la com-
plexité faible est majorée par A est fini.

Preuve. Soit A > 0 fixé. Supposons qu’il existe une infinité de fonctions
f telles que Ky, (f) < A. Soient fi,..., fo2a 224 telles fonctions distinctes.
Nous avons :

1. par définition de la complexité faible, Vk =1,...,224 3 n Vn >

2. les fonctions considérées étant distinctes, I ng Vn > ng V 4,5 =
1,...,2%4, i#j= G} # 37,

Soit n = maxz{ng,n1,...,nq24 }. Alors nous avons 224 restrictions de graphes
distinctes, ayant une complexité inférieure ou égale 4 A, ce qui est évidem-
ment impossible, le nombre de programmes disponibles étant borné par 24.
O
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Les lemmes 4.1 et 4.2 impliquent clairement le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 Les fonctions récursives pour lesquelles lim K(G¥|n) eziste
n—o0

sont en nombre fini.

Dans ce théoréme, le nombre fini de fonctions pour lesquelles la limite
existe dépend du systéme de programmation.

Voyons d’abord un systéme pour lequel ce nombre est nul. Considé-
rons I’énumeération standard des fonctions partielles récursives ¢;. Définis-
sons maintenant le systéme de programmation suivant: g est la fonction
récursive calculée par le modéle faible universel P, proposé dans la preuve
du lemme 4.1. 91, ...,11998 sont des fonctions dont les index sont des pro-
grammes qui divergent toujours, et 1; = ¢; pour tout ¢ > 1998. Soit f une
fonction récursive. Nous pouvons faire les remarques suivantes.

L. liminf K(G}|n) = 0 car ¢o(n) = G} pour une infinité de n.
2. limsup K (G7|n) > [1998| pour les raisons suivantes.

(a) D’une part, nous ne pouvons avoir limsup K(G%|n) = 0. Si c’était
le cas, nous aurions ¢o(n) = G} pour n suffisamment grand. Or
1o diverge pour une infinité de n.

(b) D’autre part, nous ne pouvons avoir 0 < limsup K(G}|n) <
[1998|. Si c’était le cas, il existerait un programme P tel que
1 < |P| £ 1997 calculant G} pour une infinité de n. Or un tel
programme diverge toujours dans le systéme de programmation
choisi.

Par conséquent, la limite de K(G7|n) n’existe pour aucune fonction récursive
dans ce systéme de programmation.

Le nombre de fonctions récursives pour lesquelles lim K(G}|n) existe
peut étre non nul, par exemple dans le systéme de programmation suivant.
Yo, - - - Y1998 sont des fonctions dont les index sont des modéles globaux de
fonctions récursives fi,..., figgs distinctes:

Vi <1998, Vn, v(n) =GF.

Considérons une fonction f;, ¢ < 1998. Comme le programme calculant
~; est un modéle global de f;, nous avons: .~

limsup K (G} [n) < [4]. (2.1)

Soit j tel que |j| < |i]. Comme les fonctions f; sont deux & deux distinctes,
pour n suffisamment grand g;}j # G} d.e. j(n) # viln).

Par conséquent, pour n suffisamment grand et pour tout j tel que || < |i,
nous avons y;j(n) # v;(n). Ceci implique que:

lim inf K (G} |n) > |i]. (2.2)
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Finalement, pour tout 7 < 1998, les équations 2.1 et 2.2 impliquent que
lim K (G}, [n) existe et vaut [i].
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Chapitre 3

Comparaison des modeéles
faibles et globaux

Nous allons maintenant nous intéresser de plus prés a 'inégalité entre la
complexité faible et la complexité globale présentée dans la proposition 4.1,
au chapitre précédent.

3.1 Existence d’un modeéle global

Un théoréme (ici Théoréme 4.2), que Loveland attribue & Meyer [Lov69)],
établit que si K (g}lln) est bornée sur N, i.e. si la complexité faible de f est
finie, alors f est une fonction récursive. En d’autres termes, 1’existence d’un
nombre fini de modéles faibles calculant toutes les restrictions de graphe g;}
assure la récursivité de la fonction f.

Ce résultat est un bon exemple d'une situation fréquemment rencontrée
dans la théorie de la complexité de Kolmogorov, & savoir qu’un résultat pa-
raissant intuitif et évident s’avére en réalité difficile a établir. C’est pourquoi
nous en donnons ici la preuve. La difficulté de ce résultat provient de ce que
nous ne savons pas a priori quel modéle faible calcule g;} pour un n donné.

Théoréme 4.2 (Meyer) Soit f une fonction définit partout. Si K(G%|n)
est borné sur N alors f est récursive.

Preuve. Supposons que pour tout n nous ayons K (G%|n) < A. 11 existe donc
un ensemble fini de programmes P = {Py,..., Py} tels que, pour tout n,
I’'un au moins de ces programmes calcule g}‘.

Soit b, le nombre de programmes de P convergeant sur ’entrée n. Cette
suite étant bornée, b = lim sup b,, est fini. Il existe donc ng tel que, pour tout
n > ng, nous ayons b, < b.

Soit D le sous-ensemble de N tel que pour tout entier de D, le nombre de
programmes de P qui convergent avec cet entier en entrée est exactement b.
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Cet ensemble est infini et est récursivement énumérable de la fagon suivante.
Pour tout entier n > ng, nous simulons en paralléle tous les programmes de
P en leur donnant en entrée cet entier. Quand b programmes exactement
s’arrétent sur un entier, alors cet entier appartient & D. D étant infini et
récursivement énumérable, il en existe un sous-ensemble D’ infini et récur-
sivement énumérable dans 'ordre croissant. Notons d,, le n-iéme élément de
D' ainsi énuméré.

Nous définissons maintenant, de fagon récurrente, un arbre dont les no-
euds sont des couples (II,G), II étant un sous-ensemble de programmes de
P, et G un sous-ensemble de N? tel que:

31V A <!3Jun unique g, (\pu) €G.

La racine de cet arbre est le couple (6,0). Le couple (II', G’') est un noeud
de profondeur k ayant pour pére le noeud (II,G) de profondeur k — 1 si et
seulement si:

1. G’ est un sous-ensemble de N? tel que:

V X < dj 3 un unique u, (A, p) €G;

2. IT' est ’ensemble des programmes de P convergeant sur l’entrée di et
calculant G';

3. GcCg.

Considérons par exemple le cas d’une fonction pour laquelle nous ayons
P = {P, P, P3, Ps}. La figure 3.1 montre ce que peut &tre le début d’un tel
arbre pour cette fonction. A la profondeur 1 nous voyons que P; et P, cal-
culent G; sur I’entrée d; et que P calcule Gy sur 'entrée d;. A la profondeur
2, nous voyons que Py calcule G4 sur 'entrée dg, avec G, C Gy.

({P1, P2},61)
({P3}.G2)

({P1,P3},93) ({Ps}.G4)

Fi1G. 3.1: Ezemple d’arbre

Un chemin de longueur infinie commencgant a la racine est une suite de
couples (I, Gi) tels que pour tout k:

- Gk C Gky1;
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— 1l existe un programme de P calculant G, sur 'entrée d.

Un chemin de longueur infinie commencant & la racine représente donc
une fonction g telle que pour tout k il existe un programme de P calculant G
sur 'entrée di. Réciproquement, toute fonction satisfaisant cette propriété
est représentée par un unique chemin infini commencant & la racine. Par
conséquent, ’arbre contient au moins un chemin infini (celui qui représente
f).

Le nombre de chemins infinis commengant a la racine est fini. Supposons
que cela ne soit pas le cas. Considérons alors N + 1 de ces chemins. Il existe
une profondeur & laquelle ils sont tous séparés, donc a laquelle se trouvent
N +1 noeuds. Or & chacun de ces noeuds est associé, en particulier, un sous-
ensemble non vide de P disjoints de ceux des autres noeuds se trouvant a la
méme profondeur. Il ne peut donc y avoir au plus que N noeuds distincts,
d’ou une contradiction.

Les chemins infinis depuis la racine étant en nombre fini, il existe une
profondeur v & partir de laquelle tous ces chemins sont séparés. Parmi tous
les noeuds de profondeur v se trouve un noeud a partir duquel commence
un uni((}ue chemin infini et dont chacun des noeuds est associé aux graphes
g?”, g f"‘”, etc. Appelons « le sous-arbre commencant & partir de ce noeud
et oy cet arbre tronqué 4 la profondeur k. La figure 3.2 montre ce que peut
étre le début de a.

(T1,65)

Branche supprimée lors

d
o, v+1
de '¢lagage de oy {2 gf )

dl/
(M3, 6" *?)

(Mg, 63 +9)
| (Ws, g3+

i

Unique branche infinie

FiG. 3.2: Un exemple d’arbre a

La fonction CONSTRUIREARBRE(k) construit oy pour tout k.
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Fonction CONSTRUIREARBRE(k)
Pour ¢ de 1 & k£ Faire
Calculer d,; par énumération de D’
Simuler en paralléle tous les programmes de P sur
du+i
Attendre que b d’entre eux exactement s’arrétent
Construire les noeuds de profondeur ¢ de «
Fin Pour
Retourner 1l’arbre construit
Fin

Appelons ELAGUER(0oy ) une procédure qui coupe toutes les branches de
oy n’atteignant pas la profondeur k.

« contient un seul chemin infini depuis sa racine, chemin qui représente
la fonction f. Pour calculer un graphe g;}, il suffit de calculer un graphe g}i’“

avec di > n, i.e. de trouver un noeud (II, g‘;k) avec di > n, noeud situé a la
profondeur v — k sur le seul chemin infini de I'arbre a.

Cependant, il est possible qu’'a cette profondeur se trouvent d’autres
noeuds. Mais alors ils sont nécessairement sur un chemin de longueur fi-
nie. Pour & suffisamment grand, I’élagage de oy élimine tous ces noeuds, et
il ne reste alors, a la profondeur v — k, que le noeud (I, G f").

En conséquence, le programme Py (n) suivant est un programme qui, pour
tout n, calcule Q’}‘.

Programme Ps(n)
Si n<v Alors
Sortir g; tronqué aux abcisses inférieures ou
égales & n
Sinon
1=0
Reépéter
3 = CONSTRUIREARBRE(%)
ELAGUER(S)
t1=1+1
Jusqu’a obtenir un seul noeud & la profondeur n —v
Sortir le graphe associé au seul noeud de
profondeur n —v
Fin Si
Fin

Remarquons que ce programme fait intervenir des constantes v et b qui ne
sont pas calculables. Nous avons donc prouvé 'existence d’un modéle global
que ’on ne sait pas construire effectivement. O
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3.2 Comparaison des complexités faible et globale

Nous venons de voir qu’une complexité faible finie implique I’existence
d’un modeéle global. Sommes-nous alors en droit d’approximer la complexité
globale par la complexité faible? La preuve du théoréme 4.2, non construc-
tive, ne fournit aucune réponse i cette question. En réalité, et de fagon sur-
prenante, la réponse est non, comme le montre le théoréme 4.4. Ceci implique
qu’il n’existe pas de preuve constructive du théoréme de Meyer.

La complexité de Kolmogorov étant définie 4 une constante additive prés,
il nous faut envisager une famille de fonctions pour exprimer ce résultat.

Nous énoncons d’abord un premier théoréme, dont nous devons la dé-
monstration au Professeur Shen, et qui établit 'existence d’une famille de
fonctions récursives pour laquelle la complexité faible n’est pas une approxi-
mation de la complexité globale.

Théoréme 4.3 Il existe une famille de fonctions récursives F = {f;}ien

telle que
VA3ieNKy(fi) — Ko(fi) > A

La preuve de ce théoréme est basée sur la notion de machine de Turing
avec oracle et sur la complexité K’ qui lui est associée. L’oracle est ’ensemble
K des programmes s’arrétant sur notre machine de référence, ensemble qui
est récursivement énumeérable.

Preuve. Soit F = {f;}ien la famille de fonctions suivante :
2.¥Vn>i,filn)=0

L’idée de cette preuve est de majorer K (f;) et de minorer K (f;) par
deux fonctions de 7 pouvant s’écarter 'une de 'autre autant que l'on veut.
Plus précisément, nous allons démontrer les trois inégalités suivantes:

L Ku(f) <K'(i) +0(Q)
2.VAIi K@) - K'(G)> A
3. K(i) < Ky(f;) +O(1)

Premiére inégalité : ¢ étant fixé, désignons par P; le plus petit programme
utilisant ’oracle K et calculant i. K étant récursivement énumeérable, fixons
un procédé d’énumeération de cet ensemble, et notons K, ’ensemble des n
premiers énumérés de K par ce procédé.

Envisageons maintenant le programme @); suivant, acceptant en entrée n
et calculant g;}i pour tout n suffisamment grand.
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Programme Q;(n)
Calculer K,.
Simuler F; en utilisant K, & la place de 1l’oracle K.
Soit k le résultat de cette simulation.
Produire en sortie 1l’ensemble {(z,1) | z < k et z < n} U
{(2,0) | >k et z<n}. :

Fin

Quelque soit 4, le programme P; effectue son calcul en posant un nombre
fini de questions a l'oracle. Donc il existe n; tel que, pour tout n > n;, K,
contienne toutes les réponses aux questions posées par ce programme. Par
conséquent,

Vi3 n; Vn>n; Qi(n) calcule G,
ce qui nous permet de majorer K(G7 [n):
< |P;] + O(1) par construction de Q;

= K'(i) + O(1) par définition de P;.
Finalement, cela prouve bien l'inégalité attendue.
Seconde inégalité : Nous allons maintenant montrer que
VAIiK(@G) - K'(i) > A

Pour cela, envisageons la suite u, définie par u, = min{z|K(z) > n}.
En énumérant dans ’ordre croissant tous les z, et pour chacun d’eux en
calculant K(z) grace a 'oracle K, nous pouvons observer le premier d’entre
eux vérifiant K(z) > n, et ainsi obtenir u,. Par conséquent nous avons
K'(ug|n) < On(1), ce qui implique que K'(up) < log(n) + O(1). Comme
par définition de u, nous avons aussi K (u,) > n, nous obtenons l'inégalité
attendue.

Troisiéme inégalité : 11 s’agit de montrer que
(i) < K, (f) + 0Q1).
A T’aide d’un modéle global de f;, nous pouvons retrouver i en calculant

les premiéres valeurs f(0), f(1),... de f; jusqu’a obtenir une valeur nulle.
O

Nous élargissons le résultat précédent en montrant qu'il est valable pour
toutes les familles de fonctions raisonnables, familles que nous définissons
maintenant.

Définition 4.3 (famille raisonnable de fonctions) Une famille raison-
nable de fonctions F = {f;}ien est un ensemble récursif de fonctions récur-
sives deux & deur distinctes, i.e. vérifiant:

1L.Via,j(i#5) = (fi#F);
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2. 3 un programme P V i,z P(i,x) s’arréte et produit f;(z).

Théoréme 4.4 Soit F = {fi}ien une famille raisonnable de fonctions.
Alors nous avons :

VA3ieNK,(f) — Kolfi) > A.

En fait, nous allons montrer un résultat plus fort: K, est infiniment
souvent de l'ordre de log(k) quand K, est de 'ordre de k.

Exemple 4.1 Considérons la famille F de fonctions définie de la facon sui-
vante :

1. Vn fo(n) =0;
2.Vi>0f(G)=1etVn #i fi(n)=0.

Il s’agit d’une famille raisonnable. Par conséquent, pour toute constante
donnée A, il est possible de trouver une fonction de cette famille pour laquelle
la différence entre la complexité locale et la complexité faible est supérieure
a A

Le lemme 4.1 et le théoréme 4.4 nous permettent d’illustrer (voir Fi-
gure 3.3) le comportement général de la suite K (G7|n).

K(G7In)

|Pu
liminf K(G%(n)

Fi1G. 3.3: Complezité de g’; sachant n

Afin de démontrer le théoréme 4.4, nous avons besoin de quelques ré-
sultats préliminaires. Dans ce qui suit, la notation Step(P,z,t) désigne le
programme qui simule ¢ pas du programme P avec z en entrée, et produit
P(z)+1¢'il y a convergence du programme P durant la simulation, 0 sinon.

Définition 4.4 Soit P un programme et f une fonction. Nous définissons
les relations d’extension P C f et, pour tout n, P Cy, f par:
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(P C f) & (si P(x) converge, alors P(z) = f(x)),

(P Cp f) e (Vz <n Step(P,z,n) # 0 = Step(P,z,n) = f(z) +1).

P C,, f représente 'observation de la relation P C f aprés n étapes de
calcul de P pour les z inférieurs ou égaux a n.

Définition 4.5 Nous disons que i est bon pour k, i < 2F, si
3 un programme P,|P| < k,(P C f; etV i <2%i #4,P ¢ fu).

1 est bon pour k signifie qu’il existe un programme de longueur stricte-
ment inférieure a k définissant une fonction partielle récursive qui, d’une part,
coincide sur son ensemble de définition avec la fonction f;, et qui, d’autre
part, ne coincide sur son ensemble de définition avec aucune autre fonction
for, & <2k et i £

Définition 4.6 Nous disons que i est n-bon pour k, i < 2%, s
3 un programme P,|P| < k,(P C,, f; et Vi < ok i £i, P ¢, fir)-

C’est une définition similaire a la précédente. Mais ici, on ne considére que
les n premiers pas de calcul des programmes, et on ne compare les fonctions
que sur les z inférieurs a n.

Définition 4.7 Nous disons que i est mauvais pour k (respectivement n-
mauvais pour k), i < 2%, s’il n’est pas bon pour k (respectivement s’il n'est
pas n-bon pour k) i.e. si, respectivement,

VPP <k, (PCf)=>@4<25{+#iPCfy),
VPP <k, (PCynfi)= i <2k #iPCyfa)

Nous désignons par i(k) (respectivement par i(n,k)) le plus petit i qui soit
mauvais pour k (respectivement le plus petit i qui soit n-mauvais pour k).

1 est mauvais pour k signifie soit qu'’il n’existe aucun programme de
longueur strictement inférieure a k définissant une fonction partielle récursive
coincidant avec f; sur son domaine de définition, soit qu’il existe un tel
programme, mais qu’alors la fonction qu’il définit coincide avec une autre
fonction de la famille.

1 est n-mauvais pour k£ a un sens similaire, mais en ne considérant que les
n premiers pas de calcul des programmes, et en ne comparant les fonctions
que sur les z inférieurs a n.

Lemme 4.3 Etant donné k, il existe i < 28 mauvais pour k.
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Preuve. Soit k fixé. Supposons que pour tout i < 2¥, ¢ soit bon pour k.
Alors pour tout i < 2% il existe un programme P, de longueur strictement
inférieure a k tel que P; C f;. Les fonctions f; étant étant deux a deux
distinctes, nous avons 2% + 1 fonctions f;, i < 2%, distinctes, mais seulement
2% _ 1 programmes de longueur strictement inférieure a k. Par conséquent,
il existe ig < 2% et ig < 2k g # ig, tels que Pjig = Pif)‘ Donc B, C f;, et
P, C f% , ce qui est en contradiction avec le fait que ig soit bon pour k. O

La relation C,, est une approximation de la relation C, comme le prouve
le lemme suivant. Il faut noter que la vitesse de convergence de C, vers C
est non calculable.

Lemme 4.4 Etant donné k, pour n suffisamment grand, i(n, k) est station-
naire et égal a i(k).

Preuve. k étant fixé, nous allons montrer que pour n suffisamment grand :
1. tous les entiers de 0 & (k) — 1 sont n-bons pour k;
2. i(k) est n-mauvais pour k.

Etape 1: i(k) étant le plus petit indice mauvais pour k, tous les entiers de
0 a i(k) — 1 sont bons pour k. Considérons d’abord ’entier 0. Comme il est
bon pour k, nous sommes stirs qu'il existe un programme P, |P| < k, tel
que P C fy. Clairement, P C, fo.- Nous sommes certains de ne pas avoir
P C f; pour tout i # 0 et i < 2%, Par conséquent, il existe ng tel que pour
tout n > ng il est impossible d’avoir P Cy, f;, i # 0 et 4 < 2%, En d’autres
termes, pour tout n > ng, 0 est n-bon pour k.

Nous pouvons itérer le processus et trouver n; > ng tel que pour tout
n > nq, 1 est n-bon pour k, et ainsi de suite jusqu’a i(k) — 1.

FEtape 2 : Examinons maintenant P’entier i(k). i(k) est mauvais pour k. Cela
signifie soit qu’il n’existe pas de programme de taille inférieure & k qui calcule
une restriction de f;), soit qu’il existe un tel programme, mais alors ce
programme calcule une restriction d’une autre fonction f;, i < 2%. Dans le
premier cas, il nous suffit d’attendre que tous les programmes de longueur
inférieure 4 k donnent une sortie non compatible avec fyy). Alors, pour tout
n suffisamment grand, i(k) est n-mauvais pour k. Dans le second cas, si P
calcule la restriction de deux fonctions f;, alors sa simulation sur n pas le
fait également, et pour tout n nous avons #(k) n-mauvais pour k.

En conclusion, pour n suffissmment grand, le plus petit indice n-mauvais
pour k est i(k). O

Preuve du théoréme 4.4. Nous prouvons les inégalités suivantes:

LV E Kg(fiwy) 2 F,
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2. VEk IimsupK(g]’c’i(k)m) <log(k)+ O1) .
n—e0
FEtape 1: Supposons qu'il existe k tel que Ky(fixy) < k. Alors il existe un
programme P(z), |P| < k, calculant f(z) pour tout z!. Donc P C Fitky-
Comme i(k) est mauvais pour k, alors il existe 7' # (k) tel que P C fy,
i.e.tel que fygy C fi, donc fyxy = fir ce qui est faux d’aprés I'hypothese
faite sur la famille F.
Etape 2: Comme F est une famille raisonnable de fonctions, il existe un
programme P tel que:

Vi,z, P(i,z) s’arréte et produit f;(z).

Le programme P(n,k) suivant accepte deux entrées n et k et calcule
i{n, k) en utilisant le programme P :

Programme P(n,k)
Simuler n pas de tous les programmes de longueur
inférieure & k sur toutes les entrées inférieures ou
égales a n.
Calculer les 2% premiéres fonctions f; sur 0,...,n en
utilisant le programme P.
Comparer les résultats et sortir le plus petit 7 qui
soit mauvais pour k.

Fin

D’aprés le lemme 4.4, P(n, k) calcule i(n, k) pour tout n et tout k.
Comme nous avons supposé que la famille F est récursive, nous pou-
vons calculer G¢ en utilisant le programme P sur les entrées ¢ et n. Par

conséquent :
Vi K(G%|n) < K(iln) + O(1).

De plus, puisque pour tout n,k, P(n, k) calcule i(n, k), nous avons:

Von,k K(g}:(n'k) [n) < |P(,k)|+0O(1)
< log(k) + O(1).

D’aprés le lemme 4.4, k étant donné, il existe ny tel que:

YV n > ng i(n, k) =i(k).

1. Remarquons que nous utilisons ici une définition alternative de modéle global.
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En conséquence, nous avons:
VkIngVn>ng K(Q}‘i(k)]n) < log(k) + O(1).
Finalement, nous obtenons:

lim sup K(g}‘i(k)!n) <log(k) + O(1).

n—o00

|

Ainsi, pour des familles raisonnables de fonctions, la complexité du gra-
phe d’une fonction n’est pas une bonne approximation de la complexité de
la fonction. Cependant, ainsi que ’exprime le théoréme 4.5, cette approxi-
mation est correcte pour la plupart des fonctions de la famille.

Théoréme 4.5 Soit F = {f;}ien une famille raisonnable de fonctions. Pour
tout v et tout n, la proportion de fonctions, parmi les k premiéres fonctions
fi, pour lesquelles la différence entre la complexité globale et la complexité
faible est supérieure d v est au plus de 24,,, A étant une constante dépendant
uniquement de la famille F. De facon plus formelle :

Card{i <k, K,(f:) — Ky(fi) 2 v} < A

k - v
Preuve. Comme F est une famille récursive de fonctions récursives, il existe
un programme calculant f; pour tout 7, et par conséquent :

JAVvVE

J AV i Ky(f;) <log(i) + A. (3.1)

Puisque Ky (f;) = limsup K(G%,|n) nous avons:
n—00

Vi3 n{Vn>n; Ky(fi) > K(G}|n) (3.2)

D’aprés les équations 3.1 et 3.2 nous avons:

3AVi 30}V n > nl Ky(fi) — Kulf) < log(i) + A— K(G}ln).  (3.3)

Soient k et v fixés. Comme toutes les fonctions de la famille F sont
distinctes, il existe ny tel que, pour tout n > ng, toutes les restrictions de
graphes (g;;)Kk sont différentes.

Désignons par S(v,k) 1'ensemble {i < k, K4(fi;) — Ku(fi) > v}. Pour
n > max{ng, (nj)i<x}, d’aprés 'équation 3.3 nous avons:

S, k) C {i<klog(i) + A~ K(G}In) > v}
{i <k,K(G}In) <log(i) + A—v}
C {i <k, K(G}In) <log(k)+A—v}.

Il
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Comme n > ny, tous les graphes restreints (G} )i<x sont distincts. Par
conséquent, tous les plus petits programmes calculant ces graphes restreints
sont différents. Finalement, nous avons donc:

Card(S(v, k)) < 2lostk)+A-v,
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Cinquiéme partie

Séquences aléatoires et
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Chapitre 1

Introduction

Dans la partie précédente, nous avons modélisés les processus a Porigine
de flots de données par des fonctions récursives ou, en d’autres termes, par
des programmes toujours convergents, sans parameétres d’entrée et disposant
a priori d’autant d’espace mémoire et de temps que nécessaire pour effectuer
leurs calculs. Nous introduisons dans cette partie des contraintes de temps
ainsi que des paramétres d’entrées. Nous avons donc un flot d’entrée ey,...,e;...
e; représentant ’entrée & l'instant ¢ et un flot de sortie s1,...,8¢... s¢ étant
calculé « instantanément », c’est-a-dire en un temps borné. Sous ces nouvelles
contraintes, les processus se comportent comme des transducteurs rationnels,
c’est-a-dire des automates possédant un nombre d’états fini, passant d’un
état & U'autre suivant les événements survenant en entrée et produisant, lors
de ces changements d’états, des événements en sortie qui constituent le flot
de données observé.

En quoi 'observation du flot de sortie peut-il nous renseigner sur la struc-
ture interne du processus, 4.e. du transducteur sous-jacent? Il est clair que le
flot de sortie dépend d’une part du transducteur, d’autre part du flot d’en-
trée. Pour espérer obtenir le maximum d’information sur le transducteur, il
faut provoquer toutes les situations possibles en entrée et observer les réac-
tions du transducteurs. Ce sera par exemple le cas si le flot d’entrée est un
flot aléatoire. Dans un flot aléatoire, tout événement finit par se produire et
par conséquent le transducteur est soumis & toutes les situations possibles.

Les processus étant déterministes et étudiés sur un seul flot (infini) d’en-
trée, nous consacrons cette partie & I’étude du comportement des transduc-
teurs rationnels déterministes sur des séquences d’entrées aléatoires, en nous
limitant aux transducteurs lettre A lettre, c’est-a-dire produisant exactement
une lettre en sortie pour chaque lettre consommeée en entrée, ce qui revient
4 envisager un synchronisme total entre le flot d’entrée et le flot de sortie.

Dans le chapitre 2 nous introduisons une classification des états des trans-
ducteurs, avec notamment les notions d’états complets, acceptant n’importe
quelle entrée, d’états récurrents (atteints infiniment souvent) et d’états fré-
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Chapitre 1. Introduction 61

quents (états récurrents atteints avec une fréquence strictement positive),
notions inspirées de la théorie des processus de Markov [MT96].

Dans le chapitre 3 nous établissons des propriétés liées a la classification
précédente, ce qui nous permet d’obtenir une condition nécessaire et suf-
fisante sur la structure d’un transducteur pour qu’il accepte une séquence
aléatoire donnée en entrée. Puis nous montrons qu’il est possible de déter-
miner a l'aide d’un programme et en un temps fini si deux transducteurs
produisent la méme sortie. Enfin, a étant une séquence d’entrée aléatoire et
s son image par un transducteur 7" dont on connait seulement un majorant
du nombre d’états, nous montrons qu’il est possible d’inférer une classe de
transducteurs ayant le méme comportement que T sur a, c’est-a-dire trans-
formant a en s.

Dans le dernier chapitre, nous montrons (voir le théoréme 5.3) que des
propriétés structurelles du transducteur déterminent le type de sortie obte-
nue lorsque ’entrée est une séquence aléatoire: la séquence de sortie peut
étre aléatoire, non-aléatoire et non-récursive, ou récursive (et dans ce cas
ultimement périodique) selon que le transducteur ne posséde pas d’état par-
tiellement indifférent, posséde un état partiellement indifférent et un état
discriminant ou posséde un état partiellement indifférent mais pas d’état
discriminant. Nous montrons en outre que le probléme de décision de la pré-
sence de tels états dans un transducteur se résout en un temps polynémial
en le nombre d’états du transducteur (voir les théorémes 5.4 et 5.5).
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Chapitre 2

Classification des états d’un
transducteur

Nous considérons des transducteurs classiques, lettre a lettre, ¢’est-a-dire
produisant en sortie une lettre et une seule & chaque fois qu’'une lettre est
lue en entrée, et ne comportant qu’un nombre @ fini d’états. La figure 2.1
montre un exemple d™un tel transducteur. L’état gy est ’état initial. Si la
premiére lettre d’entrée est 0, alors le transducteur passe dans I’état ¢g; en
émettant la lettre 1 en sortie.

oY
onn 7

oftar

FI1G. 2.1: Un exemple de transducteur rationnel lettre a lettre

Nous mettons en entrée de ces transducteurs des séquences binaires infi-
nies. Si lors de la lecture d’une séquence le transducteur atteint un état d’on
ne sort aucune transition étiquetée par la lettre d’entrée qui suit, alors le
transducteur s’arréte et nous dirons qu’il rejette la séquence d’entrée, sinon
nous dirons qu’il Paccepte. Ainsi le transducteur de la figure 2.1 accepte la
séquence 01%° mais rejette toute séquence commencant par 1. Les transduc-
teurs ne comportent aucun état final.

Nous allons maintenant donner quelques définitions et résultats prélimi-
naires nécessaires & ’établissement des principaux résultats.
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2.1 Etats complets

Définition 5.1 (état complet) Un état complet est un état duquel sortent
deuz transitions étiquetées par 0 et 1. Un ensemble d’états est complet si tous
les états de cet ensemble sont complets.

Considérons le pré-ordre sur I’ensemble des états défini par:
g < ¢ & ¢ est accessible & partir de g,

et les classes d’équivalence de ces états (¢ ~ ¢ © g < ¢’ et ¢’ < ¢). Les
classes maximales pour l'ordre quotient </. sont absorbantes. En effet, dés
lors que l'on atteint un état d’une classe maximale il est impossible de res-
sortir de cette classe. Il est clair que si une classe absorbante est compléte,
alors n’importe quelle séquence est acceptée & partir d’'un état quelconque
de cette classe.

11 est possible de partitionner, par programme, un transducteur en sous-
automates Ti,...,Tn et Tp (voir Figure 2.2), ou T1,...,Tn sont les classes
absorbantes complétes de T et Tp est I'union des autres classes.

F1G. 2.2: Classes absorbantes complétes

2.2 Etats récurrents et fréquents

Définition 5.2 (état récurrent) Soit a une séquence acceptée par un trans-
ducteur T. Un état de T est récurrent pour a s’il est atteint une infinité de
fois lorsque a est lue en entrée. Nous désignons par T, l'ensemble des états
de T qui sont récurrents pour a.

Nous allons maintenant quantifier, par la notion de fréquence, les appa-
ritions d’un chemin d’états ou d’une transition lors de la lecture d’une sé-
quence. Pour cela, nous utilisons la notion d’occurrence d’un chemin d’états
q1-..q; de longueur finie. Une apparition d’un chemin lors de la lecture
d’une séquence est appelée occurrence s'’il s’agit de la premiére apparition de
ce chemin ou, dans le cas contraire, si elle ne chevauche pas une occurrence
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précédente deu ce chemin. Voyons cela sur ’exemple suivant. Supposons que
la suite des états empruntés lors de la lecture d’une séquence soit la suivante:

-~ ——
4919243 919293 919495 919293 41 - - -

Pour les 13 premiéres lettres lues de la séquence d’entrée, le chemin ¢ gog3
apparait trois fois (apparitions délimitées par les accolades). Aucune appari-
tion ne chevauchant une autre, chaque apparition constitue une occurrence.
Nous mettons maintenant en valeur les apparitions du chemin g;g2g3q; sur
la méme suite d’états.

—— e —
91929391929391 9495 91929391 - - -
—

La premiére apparition de ¢;¢2g3q; est une occurrence. La seconde appa-
rition chevauche la premiére, qui est une occurrence, ce n’est donc pas une
occurrence. Enfin, la troisiéme apparition est une occurrence.

Soit S un ensemble de chemin de longueur finie. Nous définissons la notion
d’occurrence d’un chemin de S de la fagon suivante. La premiére apparition
de I'un quelconque des chemins de S constitue la premiére occurrence. La
premiére apparition de 1’'un quelconque des chemins de S qui survient aprés
la premiére occurrence sans la chevaucher constitue la seconde occurrence.
Et ainsi de suite.

Définition 5.3 (chemin fréquent) Soit a une séquence acceptée par un
transducteur T. Soit q1 ... q un chemin de T de longueur finte. Nous notons
occl(qy - .. qi) le nombre d’occurrences de ce chemin lors de la lecture des n
premieres lettres de a. La fréquence d’apparition f*(q...q) de ce chemin
pour a est définie par:

a

. occl(qy ...
fq1-..q) =limsup —M

n—00 n
Si f*(qi...q) > 0, ce chemin est dit fréquent pour a. Dans le cas ot ce

chemin est constitué d’un seul état q, nous dirons que [’état q est fréquent
pour a.

Définition 5.4 Soit a une séquence acceptée par un transducteur T. Soit
S un ensemble d’états de T. Soient ¢1, ca, €3, ...des éléments de S. Nous
notons occ‘,lL’S(cl ou ¢ ou c3...) le nombre d’apparitions de c1, c2, c3. .. qui
sont des occurrences de chemins de S lors de la lecture des n premiéres lettres
de a. Nous définissons également

a,S
occy”(c1 o
f%5(c1 ou ¢p) = limsup e’ (1 ou CZ).
n—00 n
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Définition 5.5 (transition fréquente) Soit a une séquence acceptée par
un transducteur T'. Soit q1...q un chemin de T de longueur finie et t une
transition sortant de U’état q;. L’événement « occurrence du chemin qy ...q
suivi d’une occurrence de la transition t » est appelé plus simplement « oc-
currence de t aprés q1...q; ».

Lors de la lecture des n premiéres lettres de a, le nombre d’occurrences
de t aprés qi...q est noté occl(tlqy-..q). La fréquence fe(t|lqy...q;) de t
aprés qi - . . q; pour o est définie par:

a
i tiqr ...
f(tlgr-..q) = limsup w

n—oo n

Si fo(tlqr-.-q) > 0, la transition t est dite fréquente apres qy ...q pour a.

Nous employons ’expression « occurrence de ¢ aprés ¢, . .. q; » pour ne pas
alourdir le texte. Il faut toutefois bien garder & ’esprit que deux occurrences
successives de t aprés des apparitions de q; ...q ne se chevauchant pas ne
constituent pas nécessairement deux occurrences de ¢ aprés ¢; ...q; comme
le montre ’exemple suivant. Supposons que la suite des états empruntés lors
de la lecture d’une séquence soit

—— e
91929391 94 9192939192939194 - - .
——

Soit ¢ la transition menant de ¢; 4 g4. Ce qui est sous ’accolade la plus &
droite ne constitue pas une occurrence de ¢ aprés ¢1¢2g3q;- En effet, Pappa-
rition de g1¢2q3g1 correspondante n’est pas une occurrence: elle chevauche
une occurrence précédente.

Lemme 5.1 Soita une séquence acceptée par un transducteur T, q; . . . qiqi+1
un chemin de T de longueur finie et t la transition menant de q; G qu41. St
t aprés q1 . ..q; est fréquente pour a, alors le chemin qq ... q41 est fréquent
pour a, i.e.

fitlgr-. @) > 0= f%q1...qaq+1) > 0.

Preuyve. Nous allons établir I'inégalité suivante, qui implique clairement le
résultat que nous cherchons a montrer.

V n, occl(tlgr-..q) < 20cci(qr-- - qqiv1)-

Notons d’abord qu’une occurrence de gj ... q; suivie de ¢ commence né-
cessairement 3 partir d’un état appartenant & une occurrence de q; ... qiqi+1-
Comme deux occurrences de ¢; ... q; suivies de ¢t ne peuvent se chevaucher,
il y a au plus deux occurrences de ¢; ... q suivies de ¢ commencant par un
état appartenant 3 une occurrence de q; ... qqi+1- (W]

Lemme 5.2 Soit a une séquence acceptée par un transducteur T. T contient
au moins un état fréquent pour a.
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Preuve. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’aucun état de T ne soit
fréquent pour a, i.e. que pour tout i = 1,...,Q, f*(g) = 0. Soit ¢ = %
Nous avons alors :

af,.
dngVn>n Vg e T w <
n

ZEEE%@ < €Q.

2=1

Q a
occt(g; L
Comme g ————"—(q—l) =1lete= %, cela nous méne i la contradiction

n
i=1
0

1<

[
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Chapitre 3

Inférence de transducteurs

3.1 Acceptation d’une séquence aléatoire

3.1.1 Transducteurs acceptant une séquence aléatoire

Nous nous intéressons aux conditions que doivent nécessairement vérifier
les transducteurs lettre a lettre pour accepter une séquence aléatoire. Nous
montrons en particulier que les états récurrents pour une séquence aléatoire
donnée forment une classe d’équivalence absorbante et compléte (lemme 5.7).

Lemme 5.3 Soit a une séquence aléatoire acceptée par un transducteur T'.
Tout état de T fréquent pour a est complet.

Preuve. Soit ¢ un état fréquent de T'. Supposons qu'il ne soit pas complet. I1
existe donc une seule transition ¢ sortant de cet état, étiquetée par exemple
par 0 en entrée, et menant & un état ¢'. Montrons que cela implique que a
n’est pas aléatoire. Considérons la séquence o’ définie de la fagon suivante:
c’est la séquence a dans laquelle est supprimée toute lettre lue lors du passage
par la transition ¢t. Le programme suivant, qui utilise le transducteur 7,
produit a en sortie quand on lui fournit @’ en entrée.

Programme P(a’)

Répéter
Si T est dans 1’&tat ¢ Alors
Sortir 0O
Placer T dans 1’&tat ¢
Sinon

Lire une lettre b de o’ et sortir b
Simuler T sur 1l’entrée b
Fin Si
Fin Répéter
Fin
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Ce programme recopie en sortie les lettres de a’. Il détecte les endroits
de a ol une lettre a été effacée en effectuant une simulation de T sur I’entrée
a'. Quand T atteint 1’état ¢, cela signifie qu’une lettre a été effacée. Cette
lettre étant nécessairement 0, P produit un 0 en sortie. Comme de ¢ on ne
peut atteindre que I'état ¢/, P place T dans V'état ¢’ avant de continuer de
la méme maniére.

Comme ¢ est fréquent pour a nous avons limsup,,_,., gc—c%ﬁl = a avec
a > 0. Donc il existe une suite (vp)neN €t ng tels que pour tout n > ng nous

)

ayons g-c—c—;j:—(g- > §. Soit uy = v, — occg, (). Pour tout n > ng nous avons
up < Avp avec A = 1—§ < 1. Le programme P est tel que pour tout n nous
avons P(al, ) = ai.,. Les hypothéses du lemme 2.1 sont satisfaites et par
conséquent nous concluons que a n’est pas aléatoire. O

Lemme 5.4 Soit a une séquence aléatoire acceptée par un transducteur T'.
Pour tout chemin q...q; de longueur finie et toute transition t sortant de
q, t aprés qi...q est fréquente pour a siqy ...q est fréquent pour a, i.e.

fq1...q) >0= ftlgr...q) > 0.

Preuve. Soit q; ... q un chemin de longueur finie fréquent pour a. Nous avons
occt(q) > occl(qy ... qi) pour tout n, donc f*(g) > f*(q1...q): q est fré-
quent pour a. D’aprés le lemme 5.3, q; est donc complet. Soit y (respective-
ment t1) la transition acceptant 0 (respectivement 1) & partir de g; et soient
¢° et ¢! les deux états atteints respectivement par ces deux transitions.
Supposons qu'une de ces transitions, par exemple tp, ne soit pas fré-
quente aprés ¢ ...q pour a: f*(tolg: ... q) = 0. Considérons maintenant la
séquence a’ définie de la fagon suivante: c’est la séquence a dans laquelle:

1. toute lettre 1 lue lors d’une occurrence de t; apreés q; ... q; est suppri-
meée;

2. toute lettre 0 lue lors d’une occurrence de g apreés q; . . . q; est remplacée
par un entier, codée de facon préfixe: cet entier est le nombre d’occur-
rences successives de £ aprés qp ... ¢ avant la prochaine occurrence de

to aprés qi ... q-

Le programme suivant, qui utilise T', produit a en sortie quand on lui
fournit a’ en entrée.
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Programme P(a’)
Initialiser n avec le nombre d’occurrences de ¢; apreés
q1...q ayant lieu avant la premiére occurrence de iy
aprés ¢gi...q; pour a
Répéter
Si une occurrence de ¢i...q; vient d’avoir lieu
Alors
Si n=0 Alors
Réinitialiser n avec 1l’entier codé de fagon
préfixe a la position courante dans a’
Remplacer dans a' les lettres codant cet
entier par un 0
Sinon
n=n-—1
Insérer 4 la position courante dans a' un 1
Fin Si
Fin Si
b= prochaine lettre de o'
Sortir b
Simuler T sur b
Fin Répéter
Fin

Ce programme recopie en sortie les lettres de a’ tant que celles-ci corres-
pondent aux lettres de a quand il ne détecte pas un endroit ou les séquences
a et o' différent. Pour faire cette détection, il maintient un jour un compteur
n contenant le nombre d’occurrences successives de £; aprés q; . .. g restant a
venir avant la prochaine occurrence de tg aprés ¢; .. .q;. Aprés qu'une occur-
rence de ¢; ... q; a eu lieu, le programme teste la valeur du compteur n pour
déterminer ce qu’il doit faire. Si cette valeur est strictement positive (respec-
tivement nulle), cela signifie que c’est la transition ¢; (respectivement tp) qui
doit étre empruntée et que la lettre manquante de a est 1 (respectivement 0).
Avant de poursuivre, le programme doit mettre 4 jour son compteur n. Dans
le premier cas, il se contente de le décrémenter d’une unité. Dans le second
cas, il I'initialise avec la valeur codée de fagon préfixe & la position courante
dans @' et qui, par construction de o/, indique bien le nombre d’occurrences
de #; aprés ¢; ...q; qui doivent avoir lieu avant la prochaine occurrence de
to aprés q1...q.

L’existence de ce programme implique que a n’est pas aléatoire. Pour
arriver & cette conclusion, nous allons maintenant montrer que les hypothéses
du lemme 2.1 sont satisfaites. Soit u, la longueur du préfixe de a’ ayant servi
au calcul des n premiéres lettres de a par le programme P. Soit v; le nombre
d’occurrences de la transition ¢; aprés ¢;...q entre les (i — 1)-iéme et -
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iéme occurrences de la transition ¢y aprés g;...q;. Chague mot a’lzun est
construit a partir du mot a;., par suppression de la lettre 1 apparaissant a
chaque occurrence de la transition #; aprés q ... q et par remplacement de
la lettre 0 apparaissant a chaque occurrence de la transition ¢y aprés q; ... q;
par ’écriture auto-délimitée d’un v; qui annonce le nombre d’occurrences t;
apres ¢ - ..q qui vont suivre. Par conséquent,

Zn
Up =n—occh(qr-..q) + Y _I(#),
=1

zn = occh(tolg1 - . . q) désignant le nombre d’occurrences de la transition #g
aprés qj ... q sur les n premiéres lettres de a.
La longueur de ’écriture auto-délimitée de v; étant 2log(y;) + 1, nous

avons:
Zn Zn
Zl(u_,) < 2log (H I/i> + zp. (3.1)
i=1 =1

Le produit de k£ nombres dont la somme est une constante S est maximal
quand ces k nombres sont tous égaux a % Dans notre cas, cette somme est
le nombre d’occurrences de f; aprés ¢; ...q pour les n premiéres lettres de
a, soit occl(t1]q1 . - - qi). Le produit apparaissant dans ’équation 3.1 est donc

Zn Zn
s occ(tilqr...qt) PPN - n .
majoré par (—”—zn , lui-méme majoré par P . On obtient par

conséquent la majoration suivante de uy, :

n

n
un < n—occy(qr - .- q) + 22n log (z—> + zn.

En divisant chaque membre par n il vient :

Un 1 _ occp (g1 - - q1)
n - n I n’

Comme la transition Zy n’est pas fréquente apres q; ... g pour a, 2* tend

n
Zn

log{ X
'—“(h‘")_ + 22 également. Comme q; ... q

vers 0 et par conséquent le terme 2

est fréquent pour a, nous avons lim sup %—ZL“QQ > 0. Donc il existe 8 > 0
tel que, pour une infinité de n, nous ayons *2 < 1 — . Les hypothéses du
lemme 2.1 sont vérifiées, ce qui nous permet de conclure que a n’est pas

aléatoire.
O

Lemme 5.5 Soit a une séquence aléatoire acceptée par un transducteur T .
Tout état accessible & partir d’un état fréquent pour a est fréquent pour a.
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Preuve. Soit g un état fréquent pour a. D’aprés le lemme 5.3, g est complet.
Soient tg3 et t; les deux transitions sortant de g. Soient gy et ¢q; les états
atteints respectivement par ces deux transitions. Examinons le cas de gp.
D’aprés le lemme 5.4, q étant fréquent, f%(¢olq) > 0. Or

occt(qo) > occh(tolg),

et par conséquent f%(go) > f®(to|g). Donc gp est fréquent pour a. Le méme
raisonnement montre que q; est également fréquent pour a.

De proche en proche, nous montrons ainsi que tous les états accessibles
A partir de ¢ sont fréquents pour a. O

Lemme 5.6 Soit a une séquence aléatoire acceptée par un transducteur T'.
Un état de T est récurrent pour a si et seulement s’il est fréqguent pour a.

Preuve. La condition suffisante est évidente. Montrons la condition néces-
saire. Soit ¢ un état récurrent pour a. D’apreés le lemme 5.2, il existe un état
q' fréquent pour a. q et ¢’ étant tous deux récurrents pour a, g est accessible
a partir de ¢'. ¢’ étant fréquent, nous pouvons affirmer grace au lemme 5.5
que q est fréquent pour a. O

Lemme 5.7 Soit a une séquence aléatoire acceptée par un transducteur T'.
Les états de T récurrents pour a forment une classe absorbante compléte.

Preuve. D’aprés le lemme 5.6 cela revient & montrer que les états de 7' qui
sont fréquents pour a forment une classe absorbante compléte.

1. Les états fréquents pour a forment une classe absorbante. En effet,

(a) deux états fréquents quelconques sont nécessairement accessibles
1’un & partir de I'autre, donc appartiennent 4 la méme classe;

(b) d’apres le lemme 5.5 tout état accessible & partir d’un état fré-
quent pour a est fréquent pour a.

2. D’aprés le lemme 5.3, cette classe est compléte.

a

Lemme 5.8 Soit a une séquence aléatoire acceptée par un transducteur T
Soit g1 ...q un chemin de longueur finie. Si q1 est récurrent pour a, alors
q1-..q est fréquent pour a.

Preuve. Nous faisons un raisonnement par récurrence sur la longueur [ du
chemin.

Etape 1: Pour I = 1, cela revient & montrer que si ¢ est récurrent pour a,
alors q est fréquent pour a. D’aprés le lemme 5.6, c’est vrai.
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Etape 2: Supposons que pour tout chemin de longueur inférieure ou égale a
{, ce soit vrai. Soit q; ... ¢gi+1 un chemin de longueur [ + 1, g; étant récur-
rent pour a. Soit ¢ la transition menant de g; & g;41- g1 ... ¢ est un chemin
de longueur [ commencant par un état récurrent, donc par hypothese de ré-
currence, il est fréquent. D’aprés le lemme 5.4, ¢ aprés q; ... q; est fréquente
pour a. Nous en concluons, grace au lemme 5.1, que g1 ... ¢q;+1 est fréquent
pour a. a

3.1.2 Acceptation d’une séquence aléatoire

Théoréme 5.1 Soit a une séquence aléatoire et T un transducteur lettre a
lettre. T accepte a si et seulement si T atteint une classe absorbante compléte
lors de la lecture de a.

Preuve. Soit a une séquence aléatoire et T' un transducteur lettre a lettre.

Condition nécessaire : Supposons que T accepte une séquence a aléatoire.
T comporte au moins un état récurrent pour a. Or d’aprés le lemme 5.7,
I'ensemble des états récurrents forme une classe absorbante compléte.

Condition suffisante: Supposons maintenant que T atteint un classe absor-
bante compléte lors de la lecture de a. Comme cette classe est absorbante,
le transducteur ne peut en sortir. Comme tous les états de cette classe sont
complets, & partir du moment o le transducteur atteint cette classe, il ac-
cepte n’'importe quelles lettres d’entrée. O

Une conséquence de ce théoréme est qu’il est possible de déterminer, par
programme, si un transducteur rationnel lettre a lettre accepte ou non une
séquence aléatoire.

Corollaire 5.1 Il existe un programme ACCEPT qui, pour tout transducteur
rationnel letire & lettre T et toute séquence aléatoire a, prend T en entrée,
utilise a comme oracle, s’arréte, et sort oui si et seulement si T' accepte a.

3 un programme ACCEPT V TV a aléatoire
AccepT*(T) s’arréte
AcCCePT*(T) = oui < T accepte a

@orax;le

T ——— | —— = oui, T accepte a
AccePT .
Ty ——— —— non, T rejette a

Fia. 3.1: Un programme ACCEPT déterminant st T accepte a
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Preuve. Le programme suivant détermine si un transducteur 7' accepte une
séquence aléatoire a. En effet, un transducteur accepte une séquence aléatoire
si et seulement s’il atteint une classe absorbante compléte.

Programme AccepT®(T)
Décomposer T en classes absorbantes complétes
Pour chaque lettre de a Faire
Simuler T
Si T n’accepte pas la lettre d’entrée Alors
Sortir < non »
Arréter
Sinon Si T a atteint une classe absorbante compléte
Alors
Sortir « oui »
Arréter
Fin Si
Fin Pour
Fin

O

3.2 Probléme de ’égalité sur les séquences aléa-
toires

Nous disons que deux transducteurs T3 et T sont égaux sur une séquence
s (de longueur infinie) si Ti(s) = T»(s). Notons la différence de cette défi-
nition avec la définition de I’équivalence des transducteurs: T} et T, sont
équivalents si T} (w) = T2(w) pour tout mot w (de longueur finie).

Le théoréme suivant exprime qu’il est possible de déterminer, par pro-
gramme, si deux transducteurs sont égaux sur une séquence aléatoire.

Théoréme 5.2 Il existe un programme EGALITE qui, pour tous transduc-
teurs rationnels lettre a lettre Ty et Ty et toute séquence aléatoire a, prend 1y
et Ty en entrée, utilise a comme oracle, s’arréte, et sort oui si et seulement
st Ty et Ty sont égaux sur a.

3 EGALITE V Ty, T, V a aléatoire
EGALITE" (T}, Ty) s’arréte
EGALITE* (T}, T3) = oui < Ti(a) = Ty(a)

Le théoréme est faux si 'on supprime la contrainte que la séquence o est
aléatoire. Considérons par exemple les transducteurs T3 et T, définis sur la
figure 3.3.
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oracle

T, — ———» oui, Ti(a) = T2(a)
EcaLITg
. —  1on, Ti(a) # T2(a)

FiG. 3.2: Un programme EGALITE déterminant si Ty (a) = T (a)

1/0 @ 0/0 1/1 @ 0/0

Ti T

F1G. 3.3: Deuz transducteurs égaux sur 0°° et non égauz sur 0"10°°

Supposons qu’il existe un programme P qui, pour tous transducteurs T3
et T et toute séquence s, prend en entrée Ty et Tp, utilise s comme oracle,
s’arréte, et sort oui si et seulement si T3(s) = Ta(s). Soit s; = 0°. Comme
T1(s1) = To(s1), P°1(T1,T3) s’arréte et sort oui en ayant utilisé un nombre
fini de lettres de s, toutes contenues dans un préfixe de longueur n de s.
Considérons maintenant la séquence so = 0™10%°. Puisque les n premiéres
lettres de s; et s7 sont les mémes, P*2(T},T») s’arréte en produisant la méme
sortie que P! (T},Ty), i.e. oui, bien que, clairement, nous ayons 7Ti(s2) #
To(s2).

Pour prouver le théoréme 5.2, nous utilisons la notion de transducteur
produit que nous définissons maintenant.

Définition 5.6 Soient Ty et Ty deus transducteurs. Leur transducteur pro-
duit T = Ty x Ty est défini comme suit : si, dans le transducteur Ty, un état ¢
est accessible a partir d’un état g1, via une transition t1, et si, dans le trans-
ducteur Ty, un état ¢ est accessible & partir d’un état g2, via une transition
ta, les transitions t; et to acceptant la méme lettre d’entrée by, et produi-
sant la méme lettre de sortie by, alors T contient deuz états g = (q1,q2) et
qd = (4}, 49), reliés par une transition acceptant by, en entrée et produisant
bout en sortie.

La figure 3.4 illustre ce qu’est le transducteur produit de deux transduc-
teurs Ty et T4 trés simples.

Ainsi défini, le transducteur produit T' = T7 x T, accepte une séquence a
si et seulement si les deux transducteurs 77 et T acceptent a et produisent
la méme séquence en sortie.

Nous donnons maintenant la preuve du théoréme 5.2.

Preuve du théoréme 5.2. Soit a une séquence aléatoire. T et T5 acceptent a
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@’ (%) (@)

0/1 1/1 0/1

6 0/1 1/1 1/1

(q1,92)
@ E (q1,492)

T1 Ty Ty X Ty

1/0

FiG. 3.4: Un exemple de transducteur produit

en produisant la méme séquence de sortie si et seulement si leur transducteur
produit T' accepte a, ou encore, d’aprés le théoréme 5.1, si et seulement si T
atteint une de ses classes absorbantes complétes lors de la lecture de a. Si T
s’arréte (ce qui ne peut avoir lieu que §’il ne se trouve pas dans une de ses
classes absorbantes complétes), nous distinguons plusieurs cas:

1. T} et Ty s’arrétent en méme temps que T': comme les deux mots pro-
duits jusqu’alors par 17 et T5 sont identiques, 77 et T sont égaux sur
a;

2. 1'un des transducteurs 7} et T3 s’arréte en méme temps que 7', 'autre
pas: Ti(a) et T»(a) ont des longueurs différentes, par conséquent 77 et
T ne sont pas égaux sur a;

3. Ty et T ne s’arrétent pas 4 ce moment, mais produisent en sortie des
lettres différentes: par conséquent, ils ne sont pas égaux sur a.

Finalement, T} et T sont égaux sur a si et seulement si T atteint I’une de ses
classes maximales complétes lors de la lecture de a, ou si T', Ty, T3 s’arrétent
simultanément. Ces observations nous ameénent & proposer le programme
EGALITE suivant.
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Programme EGALITE*(T1,Th)
Construire le transducteur produit T =T X Tp
Partitionner 7' en classes absorbantes complétes
Pour chaque lettre de a Faire
Simuler T, Ty, o
Si T atteint 1’une de ses classes absorbantes
complétes Alors
Ty et T sont égaux sur la séquence d’entrée
Arréter
Sinon Si T s’arréte Alors
Si Ty et Tp s’arrétent Alors
Ty et T» sont égaux sur la séquence d’entrée

Arréter
Sinon
T1 et T5 ne sont pas égaux sur la séquence
d’entrée
Arréter
Fin Si
Fin Si

Fin Pour
Fin -

3.3 Inférence de transducteurs

Considérons un processus, dont le modéle sous-jacent est un transduc-
teur lettre & lettre T'. Nous lui fournissons en entrée une séquence aléatoire
a, et nous observons la séquence de sortie s qu'il produit. Est-il possible
par cette observation de retrouver le transducteur? Moyennant I’hypothése
que T comporte au plus @ états, nous pouvons inférer une classe de trans-
ducteurs & laquelle appartient T et dont tous les éléments se comportent
de la méme fagon que T (i.e. produisent la méme séquence de sortie) sur
la séquence d’entrée a. L’algorithme qui suit infére cette classe. Considé-
rons ’ensemble Tg des transducteurs lettre & lettre comportant au plus @
états. A aide du programme EGALITE, nous pouvons partitionner Tg en
classes de transducteurs égaux sur la séquence a. Considérons maintenant
deux transducteurs T et T» appartenant a deux classes différentes. L'un au
moins de ces transducteurs produit une sortie différente de s. Simulons les
deux transducteurs sur ’entrée a et comparons leurs sorties & celle de T'. Au
bout d’un temps fini, nous nous apercevons que 1'un des deux transducteurs
(disons T}) produit une sortie qui différe de s. Nous pouvons par conséquent
éliminer T4 ainsi que la classe a laquelle il appartient. En revanche, nous ne
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pouvons rien conclure pour 7. Choisissons maintenant un transducteur 73
d’une troisiéme classe. De nouveau, I'un au moins des deux transducteurs 75
et T3 produit une sortie différente de s. En simulant le fonctionnement de ces
deux transducteurs et en comparant leur sortie & s, nous pouvons encore une
fois éliminer I'un d’eux. Nous procédons ainsi (choix d'un transducteur d’une
nouvelle classe, puis élimination du transducteur (et a fortiori de la classe a
laquelle il appartient) produisant une sortie difféerente de s) pour toutes les
classes. A une certaine étape, nous sommes nécessairement amenés 3 choisir
un transducteur appartenant & la méme classe que T. Comme il produit la
méme sortie que T sur Pentrée a, il n’est jamais éliminé. La derniére classe
qui n’a pas été éliminée est donc nécessairement celle de T'.

Cet algorithme est toutefois irréaliste en temps de calcul. Des heuristiques
seraient & étudier, inférant le transducteur au fur et & mesure de la lecture.
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Classification des images de
séquences aléatoires

Nous nous intéressons maintenant aux images des séquences aléatoires
par les transducteurs rationnels lettre a lettre. Le théoréme 5.3 montre com-
ment la structure du transducteur détermine le type de séquence obtenue en
sortie.

4.1 Etats partiellement indifférents et états discri-
minants

Définition 5.7 (état partiellement indifférent) Un état g est partielle-
ment indifférent s’il eziste deuz mots d’entrée différents de méme longueur
conduisant & un méme état a partir de q en produisant la méme sortie.

Remarquons que si un état q est partiellement indifférent, alors il est clair
que tout état ¢’ < g lest également. Par conséquent, un état d’une classe
d’équivalence est partiellement indifférent si et seulement si tous les états de
cette classe le sont.

Définition 5.8 (hypothése de discrimination) Soit g un état etl un en-
tier positif. Nous appelons hypothése de discrimination, notée DISCRIMINA-
TION(g, 1), I’équivalence suivante : pour toute paire de mots de longueurl, les
deux mots commencent par la méme lettre si et seulement si leurs images G
partir de q se terminent par la méme lettre.

Définition 5.9 (état discriminant) Un état q est discriminant s’il existe
I > 0 pour lequel I’hypothése de discrimination DISCRIMINATION(g,l) est
vraie.

Intuitivement, un état partiellement indifférent est un état qui efface de
Dinformation. Si cet état survient suffisamment souvent lors de la lecture de
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a (plus précisément, s’il est fréquent pour a), alors T'(a) est compressible. A
contrario, un état discriminant est un état qui conserve 'information. Si cet
état survient suffisamment souvent lors de la lecture de a (plus précisément
s'il est fréquent pour a), alors T'(a) est non récursive. C’est ce que nous
établissons, de fagon plus détaillée, dans le théoréme suivant.

4.2 Classification des images de séquences aléatoires

Théoréme 5.3 Soit T un transducteur rationnel lettre a lettre et soit a une
séquence aléatoire acceptée par T'.

1. si T, ne contient aucun état partiellement indifférent alors T(a) est
aléatoire ;

2. (a) si T, contient au moins un état partiellement indifférent, alors
T'(a) est non-aléatoire. De plus:

(b) siT, contient au moins un état discriminant, alors T'(a) est non-
récursive ;

(c) si Ty ne contient aucun état discriminant alors T(a) est récur-
sive et ultimement périodique : il existe deur mots u et v tels que
T(a) = uv®™.

Preuve de 1. et 2.(a). Soit T un transducteur rationnel lettre i lettre et a
une séquence aléatoire acceptée par 7. Nous montrons que T'(a) est aléatoire
si et seulement si T, ne contient aucun état partiellement indifférent.

Condition nécessaire : Nous montrons que si T, contient au moins un état g
partiellement indifférent, alors T'(a) n’est pas aléatoire. Comme q est un état
partiellement indifférent, il existe deux mots différents, w; et wy, de méme
longueur [/, conduisant & un méme état ¢’ & partir de g, tout en produisant
le méme mot u en sortie. Soient ¢; et co les chemins d’états partant de q et
arrivant & ¢’ correspondant a la lecture de w; et wy. Soit S 'ensemble des
chemins de longueur [ partant de g.

A priori, deux situations sont envisageables, selon que f%%(c; ou ¢3) = 0
ou que f%5(c; ou cz) > 0.

Premiére situation : f»5(ci ou cz) = 0, ce qui ne peut avoir lieu que si I > 2.
Il existe nécessairement un chemin ¢z de S, différent de ¢y et ¢, tel que
f*%(c3) > 0. Soit ¢4 un quatriéme chemin de S, différent de ci, c2 et c3.
Clairement, f%°(c3 ou ¢4) > 0. Soient w3 et w4 les mots de longueur ! dont
la lecture permet de suivre les chemins c3 et c4. Soit v un mot quelconque
de I — 2 lettres. Considérons une fonction de codage f de {0,1} dans {0, 1}!
telle que:
fwi) =000 et f(ws) =010
{ flws) =001 et f(wyg) =vll
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Les images de w3 et wy différent uniquement par leur avant-derniére
lettre. Il en est de méme des images de w; et de ws.

Considérons tout d’abord la séquence a’, définie & partir de a o tout
mot we lu lors d’'une occurrence d’un chemin de S est remplacé par w;.
Clairement, T'(a') = T'(a).

Considérons maintenant la séquence a”, définie 4 partir de a’ oti tout mot
lu lors d’une occurrence d’un chemin de S est remplacé par un autre mot.

— Si le mot lu est wy, le mot de remplacement est 1’écriture préfixe d’un
entier qui est le nombre d’occurrences successives de chemins de S\{c1 }
qui vont suivre.

— Si le mot lu est w3 (respectivement wy), le mot de remplacement est v0
(respectivement v1). Notons que ce mot de remplacement est de [ — 1
lettres.

— Dans tous les autres cas, le mot de remplacement est I'image par f du
mot & remplacer.

Le programme suivant calcule T'(a) quand on lui fournit a” en entrée.

Programme P(a")
Initialiser n.
Simuler T sur a”.
Si une occurrence d’un chemin de S commence Alors
Si n=0 Alors
Réinitialiser n avec l’entier codé de fagon
préfixe i la position courante dans a”.
Dans a”, remplacer cet entier par wi.

Sinon
n=n-—1
Soit w le mot formé par les I — 1 lettres de a”

qui suivent.
Si w =v0 Alors
Remplacer dans a” le mot w lu par ws.
Sinon Si w =v1 Alors
Remplacer dans a” le mot w lu par wy.
Sinon
Lire encore une lettre b dans a”.
Remplacer dans a” le mot wb par f~l(wb).
Fin Si
Fin Si
Fin Si
Reprendre la simulation de T'.
Fin
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Ce programme utilise un compteur n initialisé avec le nombre d’occur-
rences successives de chemins de S \ {c1} dans a’ avant la premiére occur-
rence d’un chemin de S qui soit ¢;.

Il reconstruit a’ a partir de a” et simule 7" sur @/, ce qui produit 7'(a). Pour
reconstruire a’, il simule T sur a”. Quand le transducteur atteint I’état g et
que cela débute une nouvelle occurrence d’un chemin de S, cela signifie que
Pon a atteint un endroit ou a” et o' différent. Le programme P vérifie d’abord
la valeur de son compteur n. Si celui-ci est & 0, cela signifie qu’on a atteint
le début d’une occurrence de ¢; dans a’. Le compteur est alors réinitialisé
avec l'entier codé de fagon préfixe dans a”, entier qui est remplacé, dans a”
par le mot wi. La simulation de T peut alors reprendre. Si le compteur n’est
pas nul, les [ — 1 lettres suivantes de a” sont lues. Si elles forment le mot v0
(respectivement v1) le début d’une occurrence de wz (respectivement wy) a
été atteint. Dans a”, le mot v0 (respectivement vl) est alors remplacé par
le mot ws (respectivement wy). La simulation de T' peut alors reprendre.
Si les | — 1 lettres lues ne forment ni le mot ws ni le mot wy, une lettre
supplémentaire est lue pour former un mot w de [ lettres. Ce mot w est alors
remplacé dans a” par f~1(w).

Notons que dans a”, on gagne une lettre & chaque fois qu’il y a une occur-
rence de ¢z ou de ¢4 dans S, ce qui survient avec une fréquence strictement
positive. On perd éventuellement quelques lettres & chaque fois qu’une oc-
currence de ¢; dans S se produit, mais ceci ne survient qu’avec une fréquence
nulle.

Par une technique de preuve analogue a celle utilisée dans la preuve du
lemme 5.4, nous montrerions que les hypothéses du lemme 2.1 sont satisa-
fites: a n’est pas aléatoire.

Seconde situation: f%°(c; ou ¢3) > 0. Soit f une fonction de codage de
{0,1}* dans {0,1} telle que f(w;) et f(wsq) différent seulement par leur
derniére lettre. Par exemple f(w;) = v0 et f(wq) = vl, ol v est un mot de
longueur [ — 1. Soit @’ la séquence définie & partir de a de la fagon suivante:
dans la séquence a, nous remplagons tout mot w de longueur { lu lors d’une
occurrence d’un chemin de S par:

- Usliw=w OUW = Ws;
— f(w) sinon.

Le programme suivant, qui utilise le transducteur T', produit la séquence
T'(a) en sortie quand on lui fournit a’ en entrée.
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Programme P(d')

Simuler T avec en entrée la séquence a’

Si une occurrence d’un chemin de § commence Alors
Soit w le mot de [-1 lettres & partir de la
position courante dans o
Si w=wv Alors

Remplacer dans o’ le mot w lu par w;
Sinon
Lire encore une lettre b dans d
Soit w' le mot tel que f(w') = wb
Dans o' remplacer le mot wb lu par w'
Fin Si
Fin Si
Reprendre la simulation de T
Fin

Ce programme simule T sur Uentrée a’. Sa sortie est celle de T' tant que
les lettres de a et de a' correspondent. 11 détecte les endroits o les deux
séquences différent en surveillant ’état atteint par T. Quand T atteint P’état
q et que cela correspond au début d’une occurrence d’un chemin de S, cela
signifie que les lettres de a et de o’ ne correspondent plus. Le programme P lit
alors les I — 1 lettres suivantes de a’ et les compare au mot v. S’il y a égalité,
cela signifie que les [ prochaines lettres de a forment soit le mot w; soit
le mot wy. Comme ces deux mots produisent la méme sortie et permettent
d’atteindre le méme état & partir de g, P peut remplacer dans a’ le mot v
lu par 'un quelconque de ces deux mots. Ici, c’est wy qui est choisit. S’il n’y
a pas égalité, P lit une encore une lettre afin d’obtenir un mot de ! lettre.
Le décodage de ce mot par f~! permet de retrouver les ! lettres de a. La
simulation de T peut alors reprendre 14 ou elle s’était arrétée.

Comme f%%(c; ou ¢cp) > 0, nous avons limsupgff‘ll‘iclno&l = «a avec
a > 0. Donc il existe une suite (vy)nen €t ng tels que pour tout n > ng
nous ayons o_ccgnL%ou_Q) > 2. Le nombre u, de lettres de a’ nécessaires
au programme P pour calculer les v, premiéres lettres de a est majoré par
Up — 0CCy (c1 ou ¢2). Pour tout n > ng nous avons u, < Av, avec A =
1 —§ < 1. Les hypothéses du lemme 2.1 sont satisfaites et par conséquent

nous concluons que a n’est pas aléatoire.

Condition suffisante: a étant une séquence aléatoire acceptée par T', nous
montrons que si T, ne contient aucun état partiellement indifférent, alors
T(a) est aléatoire. Raisonnons par I’absurde et supposons que T'(a) n’est pas
aléatoire. Montrons que ceci implique que la séquence a n’est pas aléatoire
non plus.

Dans la suite, u(4, j) représente une fonction récursive associant des mots
4 des couples d’entiers, I'y; ;) représente l'ensemble des séquences admet-
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tant comme préfixe le mot u(i,7), §; représente 'union sur j de tous ces
ensembles: §2; = Uj T'y(i,5)- Notons p la mesure uniforme sur ensemble des
séquences. Comme T'(a) n’est pas aléatoire, T'(a) appartient & un ensemble
constructivement de mesure nulle (voir définition 2.5). En d’autres termes,
il existe une fonction récursive u(z, j) telle que:

1. Vi p() <27°
2. Vise

Remarquons que 7 étant fixé, nous pouvons supposer que tous les ensembles
Ty, J € N, sont disjoints, i.e. que I'ensemble {u(z,7) | j € N} est un en-
semble préfixe. Ainsi, u(€2:) = 3; p(Ty,5), égalité qui nous sera nécessaire
dans la suite de la preuve.

Nous allons maintenant définir une fonction 4(z, ), associant un mot a
chaque couple d’entier, telle que:

Vi{T(a(,5)) | €N} = {u(ig) | 7 € N}

Le programme suivant P(i,j) calcule 4(i,5) en utilisant la fonction ré-
cursive u et le transducteur T'. Il énumére I’ensemble des mots ayant comme
images par T les mots u(i, k), k € N, et choisit le ™€ élément.

Programme P(i, j)
compteur =0

k=0

Reépéter
k=k+1
w = u(i, k)

Pour tous les mots @ de longueur |w| Faire
Si T(w) =w Alors
compteur = compteur +1
Si compteur =5 Alors

Sortir @
Arréter
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
Fin Répéter

Fin

Comme u est une fonction récursive, 4 est également récursive. Soit Q=
Ts;..1. Comme 4(i, ) est Pantécédent d’un u(i, k), a appartient & €; pour
3+ a{6.5) J
tout 7. De plus nous avons:

Vi p() < p(Tag))-
j

83



Chapitre 4. Classification des images de séquences aléatoires 84

Soit ) le nombre d’états de T. Comme T, ne contient aucun état partielle-
ment indifférent, il y a au plus @ mots différents ayant la méme image. Par
conséquent nous avons:

Vipy) < ZQ#(Fu(i,j))
. j

= Qu(k)
< Q2

a appartient donc & I’ensemble constructivement de mesure nulle défini par
4(1,7), ce qui signifie que a n’est pas aléatoire. O

Preuve du point 2.(b). Soit g un état discriminant. Alors il existe [ > 0 tel que
I’observation de la derniére lettre de I'image d’un mot de longueur [ & partir
de I’état ¢ permette de retrouver la premiére lettre de ce mot. Supposons par
exemple que tous les mots de longueur [ commengant par 0 (respectivement
par 1) aient leurs images, calculées & partir de I’état ¢, se terminant par 0
(respectivement par 1).

Raisonnons par ’absurde et supposons que T'(a) soit récursive. Il existe
alors un programme Pr(,) qui calcule T'(a). Définissons une séquence o’ de la
fagon suivante : dans la séquence a, nous effacons toutes les lettres lues lors
de occurrence de 1’état g. Nous pouvons maintenant écrire un programme
calculant a en utilisant le programme Pr(,), le transducteur T et la séquence
a' en entrée. Dans ce programme, qq (respectivement ¢;) désigne 1’état atteint
a partir de ¢ lors de la lecture d’un 0 (respectivement 1) en entrée.

Programme P(a')
Répéter
Si T est dans 1’état g Alors
Calculer la [°™€ lettre suivante de T'(a) &
1’aide PT(a)‘
Si cette lettre est 0 Alors
Sortir 0
Placer T dans 1’état gqq
Sinon
Sortir 1
Placer T dans 1’état q
Fin Si
Sinon
Lire une lettre b de a' et sortir b
Simuler T sur la lettre b
Fin Si
Fin Répéter
Fin
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a
Comme ¢ est fréquent pour a nous avons limsup,,_, %f{@ = « avec

o > 0. Donc il existe une suite (v, )nen €t 7o tels que pour tout n > ng nous
OC:

ayons an (@) > 5. Soit up = v, — occy_(g). Pour tout n > ng nous avons
up < Avp avec A =1— 3 < 1. Le programme P est tel que pour tout n nous
avons P(aj,, ) = G1.,. Les hypothéses du lemme 2.1 sont satisfaites et par
conséquent nous concluons que a n’est pas aléatoire. O

Preuve de 2.(c). Nous allons d’abord démontrer la propriété suivante : pour
tout { > 0, pour tout état ¢ de T,, pour tous mots w; et wy de longueur I,
les images de wj et de wo calculées & partir de g sont les mémes. Nous allons
pour cela suivre un raisonnement par récurrence sur la longueur . Nous
désignons par W(q,!) Pensemble des mots images de longueur ! & partir de

qg.
Etape 1: Cette propriété est vraie pour I = 1. En effet chaque état de T,
étant non discriminant, il produit la méme lettre, que 'entrée soit 0 ou 1.

Etape 2: Supposons maintenant que cette propriété soit vraie pour tout
[ < L. Soit q un état de T,. Nous désignons par ¢y (respectivement par ¢)
Pétat atteint a partir de g lors de la lecture d’un 0 (respectivement d’un 1)
en entrée. L hypothése de récurrence nous dit que tous les mots de W(go, L)
(respectivement de W (g1, L)) se terminent par une méme lettre by (respec-
tivement b;). Comme g n’est pas discriminant, nous avons nécessairement
bo = b1. En d’autres termes, tous les mots de longueur L + 1 ont des images
calculées a partir de ¢ qui se terminent par la méme lettre.

Etape 8: Nous pouvons maintenant montrer que T'(a) est ultimement pério-
dique. Soit ¢ P’état initial de T'. Soit g; un état récurrent pour a. En lisant la
séquence a & partir de qg, T' atteint une premiére fois g; en ayant produit un
mot u;. A partir de gy, d’aprés la propriété précédente, T' produit la méme
séquence que s’il lisait une suite infinie de 0 en entrée. Intéressons nous donc
a P'image de 0*° & partir de ¢;. Comme le nombre d’états de T est fini, il
existe un état go atteint une infinité de fois. De ¢; & la premiére occurrence
de go, T produit un mot ug. De la premiére 4 la seconde occurrence de ¢o, il
produit un mot u3 en ayant suivi un chemin C. De la seconde 4 la troisiéme
occurrence de go, comme il est déterministe et comme l’entrée ne comporte
que des 0, il emprunte le méme chemin C et par conséquent produit & nou-
veau le mot us. En réitérant le raisonnement, il devient clair que 'image de
a est la séquence ujuz(uz)® qui est ultimement périodique. O

4.3 Exemples

Exemple 5.1 Qualifions d’injectif un transducteur définissant une fonction
injective de I’ensemble des séquences (infinies) dans ’ensemble des séquences
(infinies). Un transducteur injectif ne peut comporter aucun état partielle-
ment indifférent, sinon deux séquences différentes auraient une méme image.
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Par conséquent il transforme les séquences aléatoires en séquences aléatoires.
Le transducteur de la figure 4.1 est un exemple non-trivial de transducteur
injectif (non-trivial car n’étant pas simplement un morphisme injectif de
mots) qui transforme une séquence s en la séquence Os.

1/0

nec@iosl

0/1

F1G. 4.1: Ezemple de transducteur injectif non-trivial

Exemple 5.2 Dans 'exemple précédent, nous avons vu que l'injectivité du
transducteur est une condition suffisante qui assure que la transformée d’une
séquence aléatoire est une séquence aléatoire. Toutefois, ce n’est pas une
condition nécessaire. Considérons en effet le transducteur de la figure 4.2.
Comme les séquences 0% et 10®° ont la méme image 01°°, T n’est pas un
transducteur injectif. Cependant, aucun de ses états n’étant accessible par
deux transitions produisant la méme lettre, il ne comporte aucun état par-
tiellement indifférent.

0/1
0/0
1/0
1/1
1/0

0/1

F1G. 4.2: Un transducteur non-injectif sans aucun état partiellement indiffé-
rent

Interprétation arithmétique Nous donnons maintenant une interpréta-
tion du théoréme 5.3 en nous plagant dans le cadre de ’arithmétique. Nous
appelons « réel aléatoire » un réel dont le développement binaire est une sé-
quence aléatoire. Rappelons qu’un nombre algébrigue est un nombre qui est
solution d’une équation polyndmiale & coefficients entiers et qu'un nombre
transcendant est un nombre qui n’est pas algébrique.

Corollaire 5.2 L’image d’un réel aléatoire par un transducteur rationnel
lettre a lettre est soit rationnel soit non récursif donc transcendant.
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Preuve. Soit o la séquence image par un transducteur 1" du développement
binaire d’un réel aléatoire. Soit r le réel que représente a. Soit a est pério-
dique, et dans ce cas r est rationnel ; soit a est non récursive, et dans ce cas
r est transcendant. En effet, un nombre algébrique est solution d’une équa-
tion polyndémiale & coefficients entiers et est donc récursif: il est possible,
par programme, d’avoir des approximations aussi précises que ’on veut de
ce nombre. O

4.4 Existence d’un état partiellement indifférent

Nous avons établi dans le théoréme 5.3 que, lorsque l'entrée est une sé-
quence aléatoire, la présence d’un état partiellement indifférent dans la classe
absorbante compléte atteinte détermine si la séquence de sortie est aléatoire.
Nous nous intéressons ici au temps de calcul nécessaire & la détection de
ce type d’état. Nous montrons que ce temps de calcul est polyn6émial en le
nombre () d’états de la classe absorbante compléte. Plus précisément, il est
de Pordre de Q2.

Théoréme 5.4 Soit Q le nombre d’états d’une classe absorbante compléte T
d’un transducteur. L’existence d’un état partiellement indifférent dans cette
classe est décidable en un temps O(Q?).

4.4.1 Algorithme de décision

Le programme ETATINDIFFERENT(T, o) que nous allons décrire décide
si gg est un état partiellement indifférent dans la classe absorbante compléte
T en un temps O(Q?), Q étant le nombre d’états de la classe T

Afin de prendre sa décision, ce programme construit un graphe orienté G,
dont les sommets sont soit des singletons soit des couples d’états de 7". Les
arcs sont construits en respectant trois régles. Avant de donner explicitement
ces régles, nous introduisons quelques notations.

G et G' étant deux sommets du graphe construit, nous notons G — G
s’il existe dans ce graphe un chemin de longueur n reliant G & G'. Dans le cas
ol n = 1, nous disons que G est un prédécesseur de G’ et G' un successeur
de G.

Les trois régles de construction des arcs dans G sont les suivantes.

1. Pour tous états q, ¢, q N q' si et seulement si ¢’ vérifie ’hypothése
H1(q), c’est-a-dire s’il existe dans 7' une transition menant de g a ¢'.

2. Pour tous états ¢, q1, §2, ¢ LI (q1,q2) si et seulement si (q1,g2) vé-

rifie 'hypothése Ha(q), c’est-a-dire s’il existe dans T deux transitions
différentes menant de ¢ a q; et de ¢ & g et produisant la méme sortie.
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3. Pour tous états q1, g2, ¢}, ¢, (¢1,92) RN (¢}, 45) si et seulement si
(¢4, ¢4) vérifie ’hypotheése H3(q1, q2), ¢’est-a-dire si, dans T, une tran-
sition méne de ¢; & g}, une transition méne de g2 A ¢4, la sortie produite
étant la méme si les deux transitions sont différentes.

Le graphe étant construit, le programme vérifie s’il existe un sommet
(g, q) accessible a partir de gg. Si c’est le cas, il décide que g est partiellement
indifférent. Dans le cas contraire, il décide que ¢o n’est pas partiellement
indifférent.

Programme ETATINDIFFERENT(T), qo)
Pour tout sommet g Faire
Pour tout sommet ¢' vérifiant H;(q) Faire
RELIER(q, ¢')
Fin Pour
Si il existe (q1,¢2) vérifiant Ha(q) Alors
RELIER(q, (g1, 32))
Fin Si
Fin Pour
Pour tout sommet (gj,gq2) Faire
Pour tout sommet (¢, ¢}) vérifiant #3(g1,q2) Faire
RELIER((g1,92), (97, 95))
Fin Pour
Fin Pour
Si un sommet (gq,q) est accessible & partir de gg Alors
Sortir « ¢y est partiellement indifférent »
Sinon
Sortir « ¢y n’est pas partiellement indifférent »
Fin Si
Fin

La procédure RELIER(G1, G2) construit simplement un arc de G & Ga.
Nous allons montrer maintenant que le programme ETATINDIFFERENT per-
met de décider de l'existence d’un état partiellement indifférent dans une
classe T' absorbante et compléte en un temps quadratique en le nombre
d’états de cette classe.

Un état de T est partiellement indifférent si et seulement si tous les états
de T le sont. Pour décider de Vexistence d’un état partiellement indifférent
dans T, il suffit donc de décider si I'un quelconque des états de T' posséde
cette propriété. Soit gg un état quelconque de T'. Nous allons montrer que le
programme ETATINDIFFERENT décide si cet état est partiellement indifférent
ou non en un temps quadratique en le nombre d’états de T'. Soit @ le nombre
d’états de T'. Nous allons prouver successivement que:

1. le programme s’arréte en un temps O(Q?);
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2. le programme s’arréte et répond « qq est partiellement indifférent » si
et seulement si gg est partiellement indifférent ;

Montrons d’abord que le programme s’arréte en un temps O(Q?).

Preuve du point 1. Le temps de construction du graphe est proportionnel au
nombre d’arétes construites. Comme d’un couple (¢3,¢2) partent au plus 6
arétes (nombre de choix de deux états parmi quatre) et d’un singleton au
plus 3, le nombre d’arétes construites est majoré par 6Q% + 3Q. En outre,
vérifier si le graphe G comporte un sommet (g, q) accessible & partir de g se
fait en un temps O(Q?). ]

Afin de montrer le second point, nous allons établir le lemme suivant.

Lemme 5.9 Pour tout entier n, le graphe construit par le programme E-
TATINDIFFERENT wérifie les deux propriétés suivantes.

Propi(n) : pour tout état g, qo =5 q si et seulement s’il eziste dans T' un
chemin de longueur n menant de qp @ q.

Propo(n) : pour tous états qi, qo, g, db, (q1,02) — (g}, q}) si et seulement
sl eziste dans T' un chemin de longueur n menant de ¢ 4 ¢, un
chemin de longueur n menant de g2 d g, les sorties étant identiques
st les chemins sont différents.

Preuve. Nous faisons un raisonnement par récurrence sur n.
Etape 1: Par définition de H1, la propriété Prop; est vraie pour n = 1; par
définition de Ho, la propriété Props est vraie pour n = 1.

Etape 2: Supposons que les deux propriétés soient vraies jusqu’au rang n.
Montrons qu’elles sont vraies au rang n + 1.

FEtape 2.1: Commencons par examiner le cas de la propriété Prop;.

Condition nécessaire : Soit ¢ un état de T tel que qo nt ¢. Nécessairement,
. . . 7 k{3 ! ! 1 - . . ..

il existe un état ¢’ tel que gg — ¢’ et ¢ — ¢, ceci signifiant que q vérifie
Ihypotheése Hi(q'), c’est-a-dire qu’il existe dans T une transition menant de
q' a q. L’hypotheése de récurrence nous permet d’affirmer qu’il existe dans T
un chemin de longueur n menant de go & ¢'. Par conséquent, il existe dans
T un chemin de longueur n + 1 menant de g a g.

Condition suffisante: Soit g un état tel qu’il existe dans 7" un chemin de
longueur n + 1 menant de gg & ¢. Soit ¢’ le prédécesseur de ¢ dans ce chemin.
q vérifie ’hypothese Hi(q'), donc ¢’ RN g. L’hypothése de récurrence nous
permet d’affirmer que gg — ¢'. Donc finalement gq n+i q.
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FEtape 2.2: Examinons maintenant le cas de la seconde propriété, Props.

Condition nécessaire : Solent g1, g2, ¢}, ¢ des états de T tels que (g1, g2) ntl
(¢, ¢5)- Il existe donc dans G un chemin de longueur n+1 menant de (g, ¢2)
a (g1, ¢4)- Soit (¢f,¢4) le prédécesseur de (¢}, ¢5) dans ce chemin. Nous avons
alors (g1, q2) — (¢”,q) et (¢¥,q) LI qi,¢5)- Par hypothése de récurrence,
cela signifie que:

1. il existe dans T un chemin de longueur n menant de g; & ¢, un chemin
de longueur n menant de g2 & ¢f, les sorties étant identiques si les
chemins sont différents;

2. il existe dans T une transition menant de ¢f 4 ¢, une transition menant
de ¢! & ¢’ les sorties étant identiques si les transitions sont différentes.
g3 a go,

Par conséquent, il existe dans 7" un chemin de longueur n + 1 menant de
q1 & ¢}, un chemin de longueur 7 + 1 menant de g2 & ¢5, les sorties étant
identiques si les chemins sont différents.

Condition suffisante: Soient qi1, g2, ¢}, ¢ des états de T. Supposons qu'il
existe dans 7" un chemin C; de longueur n+ 1 menant de ¢; 4 g}, un chemin
C5 de longueur n + 1 menant de g2 & g, les sorties étant identiques si les
chemins sont différents. Soit ¢ le prédécesseur de ¢j dans le chemin C; et
soit g4 le prédécesseur de g5 dans le chemin Cy. Nous pouvons alors faire les
affirmations suivantes.

1. Il existe dans T un chemin de longueur n menant de ¢; & g}, un chemin
de longueur n menant de g2 & ¢4, les sorties étant identiques si les
chemins sont différents. Par hypothése de récurrence, cela implique

que (g1,92) — (¢¥,d%).

2. Il existe dans T une transition menant de g} & ¢, une transition menant
de ¢4 a ¢b, les sorties étant identiques si les transitions sont différentes.

Par hypothése de récurrence, cela implique que (g}, ¢3) LN (g1, g5)-

Finalement nous avons (g1, g2) iass (q1,d5)-

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoréme 5.4

Preuve du point 2. Le programme ETATINDIFFERENT décide que gp est par-
tiellement indifférent si et seulement s’il existe un état g de T et nn > 0 tels
que dans le graphe G nous ayons qo 5 (g, q), i.e. si et seulement s'il existe
des états ¢', q1, g2, g, et des entiers m et m’ tels que:
m, o
q0 — ¢
ml
g — (q1,92)
1
(¢1,95) — (g, 9)-
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D’apreés le lemmme 5.9 et la définition de ’hypothése Ha, cela équivaut a
Pexistence d’états ¢/, q1, g2, ¢, et d’entiers m et m’ tels que, dans T":

1. il existe un chemin de longueur m menant de qp & ¢';

2. il existe deux transition différentes menant de ¢’ & ¢q; et de ¢’ & g9 et
produisant les mémes sorties;

3. il existe un chemin de longueur m’ menant de ¢; & g, un chemin de
longueur m' menant de g2 & g, les deux sorties étant identiques si les
chemins sont différents.

Cela équivaut & lexistence de deux chemins différents menant de ¢qp & ¢ et
produisant la méme sortie, i.e. au fait que gg soit partiellement indifférent.
0

4.4.2 Exemples

Exemple 5.3 Reprenons I'exemple du transducteur de la figure 4.1 : il trans-
forme toute séquence s en une séquence Os, par conséquent il définit une
injection sur l’ensemble des séquences infinies, donc ne peut pas compor-
ter d’état partiellement indifférent. Le graphe G construit par le programme
ETATINDIFFERENT(T, qo) est celui de la figure 4.3.

(qo,th)C >(quqo)

(g0, 90) (q1,91)

Fia. 4.3: Graphe construit par le programme ETATINDIFFERENT

Dans ce graphe, ni (qgo, go) ni (g1, g1) ne sont accessibles a partir de go. Par
conséquent, le programme conclut que go n’est pas partiellement indifférent,
donc que T ne contient aucun état partiellement indifférent, ce qui est bien
le cas.

Exemple 5.4 Considérons maintenant le transducteur de la figure 4.4. Dans
ce transducteur, qp est partiellement indifférent. En effet, & partir de ¢q, les
entrées 00 et 11 permettent d’atteindre 1’état ¢; en produisant toutes deux
la méme sortie 01.
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0/1

Fi1G. 4.4: Un transducteur possédant un état partiellement indifférent

Le graphe construit par le programme ETATINDIFFERENT(T, qo) est celui
de la figure 4.5.

(g2, 90) (g0, 92)

{q1,90) (90,41)

F1G. 4.5: Graphe construit par le programme ETATINDIFFERENT

Dans ce graphe, (g1, q1) est accessible & partir de gp. L’algorithme s’arréte
donc en concluant que qq est partiellement indifférent, ce qui est effectivement
le cas.

4.5 Existence d’un état discriminant

Nous avons établi, dans le théoréme 5.3, que, lorsque ’entrée est une sé-
quence aléatoire, la présence d’un état discriminant dans la classe absorbante
compléte atteinte détermine si la séquence de sortie est récursive. Nous nous
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intéressons ici au temps de calcul nécessaire & la détection de ce type d’état.
Nous montrons que ce temps de calcul est polynomial en le nombre ¢} d’états
de la classe absorbante compléte. Plus précisément, il est de ’ordre de Q°.
L’idée de la preuve revient au Professeur G. Senizergues que nous remercions
ici.

Théoréme 5.5 Soit Q le nombre d’états d’une classe absorbante compléte
T d’un transducteur. L’existence d’un état discriminant dans cette classe est
décidable en un temps O(QP).

Preuve. Soit g un état de T. Pour tout n > 0, nous désignons par Qy(n)
(respectivement par Q;(n)) ’ensemble des états atteints a partir de ¢ par des
mots d’entrée de longueur n et dont la premiére lettre est 0 (respectivement
1).

La fonction ETATDISCRIMINANT(T,q) retourne VRAI ou FAUX selon
que 1’état ¢ est ou n’est pas discriminant, et ceci en un temps O(Q°). Elle
construit, pour des valeurs de n successives & partir de 1, les couples d’en-
sembles d’états (Qg(n),Q1(n)). Si un couple a déja été construit précédem-
ment, la fonction s’arréte en décidant que 1’état ¢ n’est pas discriminant.
Dans le cas contraire, elle vérifie si ’hypothése de discrimination DISCRIMI-
NATION(q,n) est vraie. Si c’est le cas, elle s’arréte en décidant que ¢ est un
état discriminant, sinon elle passe au couple suivant.

Les couples d’ensembles d’états sont représentés par des couples de listes
ordonnées d’états. La fonction garde en mémoire une liste ordonnée £ des
couples déja construits.
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Fonction ETATDISCRIMINANT(T, q)
Si les deux transitions sortant de g ont des sorties
différentes Alors
Retourner VRAI
Sinon
n=1; L=0"
Répéter
Construire (Qy(n),Q1(n))
Si ce couple est déja présent dans L Alors
Retourner FAUX
Sinon
Si tous les états de Qy(n) produisent une
méme lettre Et tous les états de Q;(n)
produisent une méme lettre Alors
Si ces deux lettres différent Alors
Retourner VRAI
Sinon
Insérer (Qp(n),Qi(n)) dans L
Fin Si
Sinon
Insérer (Qo(n),Qi(n)) dans L
Fin Si
n=n+1
Fin Si
Fin Répéter
Fin Si
Fin

Tl est clair que si cette fonction décide en un temps O(Q®) si ¢ est un
état discriminant alors en 'appliquant successivement & chacun des états de
T on décide en un temps O(Q%) de l'existence d’un état discriminant dans
T.

Montrons maintenant que la fonction ETATDISCRIMINANT(T, q)

1. s'arréte en un temps O(Q?);
2. est telle que si elle renvoie VRAI alors I’état g est discriminant ;
3. est telle que si ¢ est discriminant, alors elle renvoie VRAI

Preuve de 1: Le nombre d’états de T' étant @), il existe nécessairement un
chemin de longueur O(Q) entre deux états de T'. Par conséquent il existe un
circuit fermé C de longueur N = O(Q?) passant au moins une fois par tous
les états de T'.
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Pour tout & > 0, notons Qy(k) = Qo(kN + 1). Qg(k + 1) est donc
Pensemble des états accessibles par des chemins de longueur N & partir des
etats de Qg(k). Comme T est absorbante, Qg(k) C T. L’existence du circuit
fermé C implique que tout état de Qy(k) se retrouve dans Qg (k + 1). Par
conséquent,

Qo(k) C Qo(k +1).

Comme le nombre d’états est fini, la suite Og(k) est stationnaire & partir
d’un certain rang k. De plus la stationnarité a lieu dés que deux ensembles
successifs sont égaux. Par conséquent kg < Q).

Cela entraine que pour n > ko N +1 la suite Qg(n) est périodique et que:

Ya>0V B <N Qo((ko +a)N + 8) = Qo(koN + B)
De la méme fagon, on démontre qu'’il existe k1 < @ tel que:
Va>0VB< N Qi((ky +a)N +8) = Qi(k1N + B)

Soit k = max{ko, k1}. A partir de kN + 1 la suite de couples d’ensembles
d’états (Qo(n), Q1(n)) est périodique et I'on a:

Va>0V¥Y B <N,
(Qo((k + )N + B), Q1((k + )N + B)) = (Qo(kN + ), Q1 (kN + 3))

Par conséquent il existe deux rangs n; < ng < (k+1)N +1 pour lesquels
les couples d’ensembles d’états (Qg(n1), Q1(n1)) et (Qo(nsg), Q1(ns)) sont
identiques. Comme la fonction s’arréte dés qu’un couple apparait une seconde
fois, on est donc sir que I’arrét a lieu avant la construction de (k+1)N+1 =
O(Q?3) couples.

Nous évaluons maintenant le nombre d’opérations effectuées a chaque
tour de boucle.

Lors de la construction d’un nouveau couple de listes ordonnées d’états,
Pinsertion d’un état (dans une liste de O(Q) éléments) requiert O(Q) opéra-
tions. Comme le nombre d’insertions a effectuer est en O(Q), la construction
d’un nouveau couple se fait en O(Q?) opérations.

Ce nouveau couple doit ensuite &tre insérer dans la liste des couples
déja construits. Comme cette liste comporte O(Q3) éléments, cela nécessite
O(Q?) opérations de comparaisons. Un élément de la liste étant un couple
de listes ordonnées d’états, une opération de comparaison requiert O(Q?)
opérations élémentaires de comparaisons d’états. L’insertion d’un nouveau
couple se fait par conséquent en O(Q5) opérations.

Lors de chaque tour de boucle, le nombres d’opérations élémentaires ef-
fectuées est donc en O(Q%) opérations. Comme le nombre de tours est en
O(Q3?) (nombres de couples construits), la fonction s’arréte en un temps

o@®).
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Preuve de 2: 1l est clair que si la fonction décide que I’état g est discriminant
celui-ci 'est effectivement.

Preuve de 3: Supposons que I'état ¢ soit discriminant. Soit v le plus pe-
tit entier pour lequel '’hypothése DISCRIMINATION(q,v) est vraie. Raison-
nons par ’absurde et supposons que la fonction s’arréte en décidant que ¢
n’est pas discriminant. La fonction a donc trouvé deux couples d’ensembles
d’états (Qo(nl),Ql(nl)) et (Q()(nz), Ql(n2)) identiques avec ny < ng < v
(sinon la fonction se serait arrétée avant en décidant que l'état g est dis-
criminant). Tous les couples (Qy(n), Q1(n)) avec n > ny sont égaux a des
couples déja construits. Comme en particulier v > ng il existe v/ < ngy tel
que (Qo(v'), Q1(V)) = (Qo(v), @Q1(v)). Mais alors ’hypothése DISCRIMINA-
TION(g, V') est vraie, ce qui est en contradiction avec le fait que v soit le plus
petit entier vérifiant cette hypothése. ]
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