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INTRODUCTION GENERALE

Au cours des décennies, I’évolution des technologies a permis une amélioration des
équipements industriels. L’intégration de calculateurs a favorisé le développement
d’algorithmes trés puissants spécialisés dans la commande mais aussi dans le traitement
numérique des données. Cette évolution s’est traduite par une augmentation de la complexité
des installations : capteurs et actionneurs nombreux, géographiquement répartis, modes de
fonctionnement multiples, interaction importante entre les opérateurs et le processus.

Dans ce contexte, nous nous trouvons souvent confrontés a un probléme de décision, il
nous faut choisir une ligne de conduite parmi plusieurs alternatives. Tel est le cas dans le
contexte de la détection radar ou une décision doit étre élaborée en fonction de 1’absence ou
de la présence d’une cible. Dans les systémes de communication numériques, une information
codée est envoyée, celle-ci est perturbée par le canal de transmission et il s’agit & la réception
de reconnaitre le symbole utile qui est arrivé. En médecine, a partir d’une analyse de tissus, il
faut déterminer si la tumeur opérée est cancéreuse ou non. En reconnaissance de formes, il
faut par exemple reconnaitre, a partir d’une photographie aérienne, quel type d’avion est basé
a tel ou tel endroit. Dans toutes ces applications, le probléme commun est celui de la prise de
décision parmi plusieurs choix possibles. En statistique, ce type de probléme est connu sous le
nom de «théorie statistique de la décision ». Dans le contexte de la théorie de la
communication, il est connu sous le nom de « théorie de la détection ».

C’est dans ce cadre que se situe ce travail, qui sera composé de trois parties :
- 1ere partie : Détection
- 2&me partie : Apprentissage
- 3éme partie : Apprendre afin de mieux détecter

lére partie : Détection

Cette partie fait I’objet des deux premiers chapitres.

Chapitre 1...

Ce premier chapitre présente I’état de 1’art de la détection :
L'intérét de la «théorie de la détection » est de développer des méthodes permettant de
prendre une décision, optimale selon un critére choisi, a partir d’un ensemble d’observations
numériques. Il s’agit de discriminer statistiquement un nombre fini de situations. Dans le
cadre trés courant de la détection binaire, deux situations appelées « hypothéses » et notées Hy
et H; sont a discriminer. Ce probléme est parfois dénommé probléme du sonar ou du radar.
L’hypothése Hy représente généralement la transmission du symbole « zéro » ou 1’absence de
cible. L’hypothése H; correspond, quant a elle, a la transmission du symbole «un» ou la
présence de la cible. En surveillance, la détection consiste a déterminer 1’état de
fonctionnement dans lequel se trouve le systeme. En général, il nous faut décider entre deux
hypothéses Hy (fonctionnement normal) et H; (fonctionnement anormal du systéme). Plus
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généralement, il peut y avoir de multiples hypothéses, alors notées Hy H),...,Hy. Nous ne
considérons dans ce chapitre que le probléme de la détection binaire.

La détection d’un signal a partir de plusieurs capteurs peut étre envisagée de deux
manieres différentes. Traditionnellement, 'ensemble des capteurs communiquent leurs
observations directement au détecteur central ol la décision finale est prise. Cette approche,
appelée « détection centralisée », nécessite souvent des lignes de communication a large
bande si 1’on veut obtenir une décision en temps réel. La deuxiéme approche, appelée
« détection décentralisée », consiste a associer a chaque capteur un détecteur qui décide
localement si un signal a été€ détecté ou non. Les décisions locales sont ensuite envoyées a un
opérateur de fusion qui les combine pour prendre la décision finale. L’avantage de cette
méthode est de réduire les colits de communication. En contrepartie les performances
obtenues sont moins bonnes puisque 1’opérateur de fusion ne recoit pas toute 1’information
nécessaire a la prise de décision finale.

Les trois architectures les plus courantes seront étudiées: la détection centralisée, et la
détection décentralisée paralléle et série.

L’architecture du systéme de détection étant donnée, le probléme est alors de
déterminer une « stratégie de décision » optimale suivant un critere donné. Deux critéres sont
principalement utilisés : le critére de Bayes et le critére de Neyman-Pearson.

Chapitre 2...

L’optimisation des systemes de détection centralisée et décentralisée repose sur
I’établissement d’un critére. Dans le cas Bayésien, un colit est associé a chaque situation, une
fonction «risque moyen » est ensuite minimisée. Dans les applications ou ces coflits sont
connus et ont une signification précise, 1’approche Bayésienne peut étre une excellente
solution au probléme d’optimisation. Cependant, ce n’est pas forcément le cas pour toutes les
applications. Dans certaines d’entre elles, il pourrait étre plus avantageux de se poser le
probleme de I'optimisation en s’intéressant a la quantité d’information qui peut étre transmise
a I’intérieur du systéme. Ce type d’approche pourrait notamment s’ adapter aux problémes de
communication numériques ol l’on s’intéresse davantage a la quantité d’information
transmise, plutdt qu’a I’information elle-méme. Pour de tels syst¢émes un critere basé sur une
fonction entropique pourrait étre plus approprié.

Apres avoir schématisé le fonctionnement d’un systéme de détection binaire ainsi que
le probléme de la transmission d’informations binaires a travers un canal de transmission,
notre objectif sera de comparer ces deux approches afin de fair® émerger les avantages de
chacune d’elles.

Dans le cadre du probleme de la détection, deux hypothéses Hj et H; doivent étre
discriminées. En d’autres termes, une décision (8p ou &;) doit étre prise a partir d’une
observation donnée. Les probabilités de non détection 1-Pp et de fausse alarme P peuvent
s’interpréter comme des probabilités d’erreur si ’on se place dans un probléme de
transmission d’informations binaires.

L’objectif est alors de minimiser la perte d’information sur H (H, ou H;) connaissant
la décision & (8 ou §;). Cette perte d’information peut étre mesurée par 1’entropie
conditionnelle de Shannon H(H/S), qui représente en fait I’incertitude sur H connaissant la
décision o.

Dans un premier temps, nous utiliserons ce critére afin d’optimiser une architecture de
détection centralisée. Dans un deuxiéme temps, cette démarche sera étendue au cas de la
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détection décentralisée paralléle, puis série. Enfin, une comparaison des résultats obtenus en
utilisant la démarche classique et la démarche entropique sera entreprise.

2eme partie : Apprentissage

Cette partie fait ’objet des chapitres 3 et 4. Nous avons volontairement déconnecté cette
partie de la partie traitant de la détection.

Chapitre 3...

Dans un premier temps, nous présentons le cadre général de la classification
automatique afin d’introduire 1’apprentissage supervisé (a base d’exemples) qui nous intéresse
tout particuliérement.

Dans ce cadre, nous présentons la structure des données recueillies sur un systéme plus
ou moins complexe. Ces données proviennent en général de capteurs qui, par définition,
quantifient un signal (continu ou pas). Nous pourrons dés lors introduire la notion de finesse
des variables représentant I’information fournie par les capteurs.

Nous introduisons également la notion d’incohérence des données d’apprentissage provenant
d’un bruit se superposant aux données, ou provenant d’'un manque d’explication dii au fait que
I’expert n’aurait pas pris en compte tout le pouvoir explicatif de son systeme.

Enfin, pour terminer ce chapitre, nous introduisons les méthodes de construction
d’arbres de décision qui permettent de traiter des variables qualitatives, mais également
numériques. Ces méthodes visent a 1’optimisation d’un critére global afin de discriminer les
observations en différentes classes. Dans ce cadre, nous présentons 1’algorithme C4.5, qui est
certainement 1’algorithme de construction d’arbres de décision le plus usité a 1’heure actuelle.
Nous discuterons alors de ses points forts, comme de ses points faibles pour lesquels nous
proposerons des alternatives.

Chapitre 4...

Aprés un bref historique de la théorie de I’information, I’entropie de Shannon sera
présentée en mettant en évidence ses propriétés les plus intéressantes. Des indices issus de la
théorie de l’information seront construits, et pourront dés lors étre utilisables dans des
algorithmes de recherche d’informations, ou dans des algorithmes de classification.

Par définition, les outils de la théorie de I’information s’appliquent a des syst€mes
discrets, et nous nous proposons de les étendre a des systemes continus.

Enfin, nous mettrons en avant 1’intérét de ’utilisation de critéres entropiques dans le
cadre de la théorie de la détection.
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3eme partie : Apprendre afin de mieux détecter

Cette partie est composée du chapitre 5 et a pour but de fusionner la partie 1 et la partie 2.

Chapitre 5...

Le probleme de la détection décentralisée reste encore aujourd’hui un probléme
complexe et multiforme. Le but recherché est la mise en commun de données collectées par N
capteurs suivant une architecture donnée. Dans ce but, deux architectures ont été étudiées : la
détection décentralisée parallele, et la détection décentralisée série. L’optimisation de ces
différentes architectures a permis de déterminer les opérateurs de traitement locaux permettant
d’obtenir les meilleures performances de détection suivant un criteére donné. Ces optimisations
aboutissent a un difficile probléme de résolution de systemes d’équations. Dans le cas de la
détection décentralisée parallele, que I’on se place dans le cas Bayésien ou de Neyman-
Pearson, 1’optimisation d’un systéme comprenant N capteurs aboutit a un systéme de 2+N
équations non linéaires couplées a résoudre. Dans le cas de la détection décentralisée série, on
aboutit a un systeme de 2N-1 équations non linéaires couplées a résoudre. Ces systémes n’ont
pour l'instant pu étre résolus que pour des cas particuliers en supposant par exemple
I’'indépendance des observations locales et pour des systémes comportant peu de capteurs. De
fagon générale, on s’apercoit que le nombre d'équations a résoudre simultanément croit trés
rapidement avec le nombre de capteurs, les calculs nécessaires a la résolution de ces équations
deviennent alors trés vite inextricables.

Afin de simplifier le probleme d’optimisation de ces systémes, nous proposons de
limiter le nombre de capteurs a prendre en compte lors de I’optimisation du systeme de
détection. Considérons par exemple le contexte de la surveillance d'installations industrielles
complexes, ol un grand nombre de capteurs observant des grandeurs physiques différentes est
disponible. L’optimisation d’un systéme de détection décentralisée utilisant tous les capteurs
s’avere tres vite impossible a réaliser. Cependant, Il est possible que 1’on puisse implémenter
une structure de détection en ne considérant qu’un sous-ensemble des capteurs, plutdt que
I’ensemble des informations disponibles. Dans certains cas, ceux-ci peuvent en effet présenter
des redondances, sans améliorer les performances de I’ensemble, ou noyer le systéme sous un
flot d’informations trop coiiteux a gérer. C’est pour cette raison que nous proposons
d’introduire dans les systémes de détection décentralisée, avant toute optimisation, une étape
de sélection de capteurs. Parmi tous les capteurs disponibles, nous proposons de ne faire
intervenir que ceux apportant beaucoup d’information au processlis de décision. Dans ce but,
nous utilisons une phase d’apprentissage inspirée des problémes de classification développés
dans le chapitre 3. Nous proposons différents algorithmes de sélection basés sur le critere
entropique introduit dans les chapitres 2 et 4 et qui est tout a fait adapté a ce probleme de
sélection.

La sélection de capteurs étant faite, on pourra optimiser le syst¢éme en utilisant les
résultats classiques de la théorie de la détection exposés dans le premier chapitre, ou en
utilisant un critére entropique comme nous 1’avons montré dans le second chapitre. Dans le
premier cas, l’optimisation du systéme risque d’étre encore treés difficile, méme si la
complexité du systéme a été préalablement diminuée par notre phase de sélection de capteurs.
Dans le second cas, nous montrerons que les propriétés particulicres de I’entropie peuvent €tre
mises a profit pour limiter la complexité des calculs & mettre en ceuvre lors de I’optimisation
du syst¢eme de détection. Nous nous baserons sur les méthodes de construction d’arbres de
décision développées en classification pour proposer des algorithmes basés sur le critere
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entropique présenté au chapitre 2. Ces algorithmes nous permettront de nous approcher du
syst¢éme de détection décentralisé parallele optimal en limitant le plus possible la complexité
des calculs a mettre en ceuvre.

Enfin, il parait évident que les performances des systemes de détection centralisée sont
meilleures que les performances obtenues via des systémes de détection décentralisée. Dans
ce sens, les techniques d’optimisation précédentes seront étendues au probleme de la
quantification répartie afin d’obtenir un compromis entre la quantité d’information a envoyer
a I’opérateur de fusion et les performances du systeme de détection.
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1ére partie :

DETECTION







Chapitre 1

CHAPITRE 1

LA THEORIE DE LA DETECTION

ETAT DE L’ART
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1. Introduction

Ce chapitre présente les résultats importants de la théorie de la détection. Dans un premier
temps, le probleme de la détection ainsi qu'un outil de comparaison des performances des
systémes de détection seront présentés.

Dans le paragraphe 4, la détection centralisée sera présentée. Dans ce cadre, I’ensemble des
informations délivrées par les capteurs du systeme est transmis a un opérateur de décision qui
élabore la décision finale. Le probléme est alors de déterminer une stratégie de décision basée
sur l'utilisation d’un critére d’optimisation. Deux critéres sont principalement utilisés : le
critére de Bayes et celui de Neyman-Pearson.

Le paragraphe 5 sera, quant a lui, consacré aux progres accomplis ces derniéres années dans le
domaine de la détection décentralisée. Le principe des systémes de détection décentralisée est
d’associer a chaque capteur un détecteur qui prend une décision locale. L’ensemble de ces
décisions est ensuite transmis a un opérateur de fusion qui élabore la décision finale. Dans ce
cadre, nous présenterons 1’étude des systémes de détection décentralisée parallele du point de
vue Bayésien, puis du point de vue de Neyman-Pearson. Enfin, nous terminerons ce chapitre
par une présentation des systémes de détection décentralisée série. -

2. Le probleme de la détection

Considérons un systéme composé de N capteurs Y; i=l,...,N observant le méme phénomene.
A partir des mesures y=(y;,y2,...,yn) fournies par I’ensemble des capteurs Y=(Y1,Y2,...,Yn),
deux hypothéses notées Hy et H; doivent étre discriminées. Le probléme consiste alors a
déterminer la stratégie de décision qui permettra d'associer, a chaque observation
y=(¥1,¥2,-...yn) donnée, I’hypotheése Hy ou H;. Usuellement Hj correspond a la situation ou
I’observation n’est composée que de bruit tandis que H; correspond a celle ou le signal
attendu est présent.

H()I y=b
H;: y=b+s
La densité de probabilités de la variable aléatoire Y dépend de la situation dans laquelle on se
trouve :
- en présence de bruit seul - hypothése H - 1a densité de probabilités est p(Y/H),
- en présence de signal et de bruit - hypothese H; - la densité de probabilités est p(Y/H)).

Les probabilités a priori des hypothéses Hy et H; sont supposées connues et sont notées
respectivement Py et Py (avec Po+P1=1).

L'ensemble des observations y fournies par les capteurs constitue l'espace des observations,
noté D. Décider que 1’on se trouve dans la situation Hy ou H; revient a diviser I’espace des
observations D en deux domaines disjoints Dy et Dy (Figure 1) tels que si I’observation tombe
dans Dy (respectivement dans D;) la décision prise est Hy (respectivement H;). Une partition
de ’espace des observations D en deux classes est alors obtenue :
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siyeD,,ondécide H
{ yE€Ho 0 avec  DouDi=D et DynD;=2

siyeD,,on décide H,

Figure 1 : Les domaines de décision dans le cas ou N=2 (2 capteurs)

Quatre situations sont des lors répertoriées :

Décision (8) Hypotheése vraie (H) Intitulé
H; H,; Détection vraie
Hy Hy Non détection vraie
H; Hy Fausse alarme
Hy H; Non détection fausse

En notant :

- décision &y = décider que H) est réalisée,

- décision &; = décider que H, est réalisée,
les probabilités conjointes de décision et d’hypothe¢se vraie associées aux quatre situations
possibles peuvent étre exprimées de la fagon suivante :

P(3,H)) = P(H) P(8/H)) = P(H)) | p(y/H))dy ije(0,1)
Di
C’est une probabilité d’erreur si i#j, une probabilité conjointe de décision si i=j.

On peut également définir :
- la probabilité de détection Pp=P(6:/H)) = j p(y/H;) dy

D,

- la probabilité de fausse alarme Pr = P(6,/H)p) = _[ p(y/Hp) dy

D,
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3. Comparaison des performances des systemes de détection : les
courbes C.O.R.

Afin de choisir entre plusieurs systémes de détection, on a coutume d'évaluer leurs
performances respectives en tragant leurs courbes C.O.R. (Caractéristique Opérationnelle du
Récepteur) respectives, donnant les variations de la probabilité de détection en fonction de la
probabilité de fausse alarme. Plus la courbe se rapproche du point (0,1), plus la qualité du
détecteur est bonne. En effet, pour ce détecteur, une probabilit€ de fausse alarme faible sera
associée a une probabilité de détection élevée (Figure 2).

A .
Pp bon détecteur

1 Pr
Figure 2 : Exemples de courbes C.O.R.

La construction empirique de ces courbes C.O.R. sera présentée au paragraphe 4.3.

4. La détection centralisée

Dans le cadre de la détection centralisée, I’ensemble des informations délivrées par les N
capteurs Y;(i=1,..,N) est transmis a4 un opérateur de décision qui élabore la décision finale
(Figure 3).

P
h éyl\_’ 1
é :
no |2 B — Smtége | 5(H,/mH)
o |2 . de >
m . Décision
3
¥

n YN N
(5]

Capteurs ~ Mesures

Figure 3 : La détection centralisée
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Le probleme est alors de déterminer une « stratégie de décision » qui nous permettra de
diviser ’espace des observations D en deux domaines disjoints Dy et D;. Cette stratégie
dépend du criteére d’optimisation utilisé. Deux critéres sont principalement usités :

- le critere de Bayes

- et le critere de Neyman-Pearson

4.1. Le critere de Bayes

Le probleme du test d’hypothése Bayésien a ét€é abondamment étudié dans la littérature
[MeC60] [Bar91] [Hel95a] [Poo88] [SRV9I5]. Les probabilités a priori étant connues, ainsi
que les fonctions de densité de probabilités des différentes observations pour chaque
hypothése, un cofit est associ€ a chaque situation. On appelle Cj; le colit correspondant a la
décision 6; lorsque Hj est vraie. St une mauvaise décision est prise, le systtme est pénalisé ; si
par contre une bonne décision est prise, alors il est avantagé ; dans ce sens C;>C;;, i#j. Ces
différents colits sont en général déterminés par un expert qui prend en compte des
considérations propres a chaque systeme. Le principe est alors de trouver la stratégie de
décision qui minimise le risque moyen correspondant aux différentes situations possibles.

e Minimisation du risque moyen R
Soit R le risque moyen :

R = Z C;; P(,H))

i,je{0,1}
R= > C;PPG/H)

i,je{0,1}
R= 3 CyP | py/H)dy @.1.1)

i,je{0,1} D,
R= PoCo | p(y/Ho)dy+PeCro | p(y/Ho) dy

D, _ D-Dy
+P(Coi | p(y/Hp) dy +PiCui [ p(y/Hy) dy (4.1.2)
Dy D-D,

En notant que J‘ p(y/Hj) dy=1 je{0,1}
D
et en rassemblant les différents termes, (4.1.2) s'écrit :

R = PCio+PiCu+ [ ([P (Cor-C11) p(Y/H))] - [Po (Ci0-Coo) p(y/Ho)] } dy (4.1.3)
DO
La minimisation de R permet de déterminer les régions Dy et D;. Nous pouvons remarquer

que les deux premiers termes sont fixés et que la minimisation de R passe par la minimisation
de I’intégrale ; ce qui se traduit, pour chaque observation y, par la régle de décision suivante :

- si [Py (Coi-Ciy) p(y/H1)] - [Po(C1o-Coo) p(¥/Hp)] <O alors on décide Hy (yeDo)
- si [Py (Co1-Ci1) p(y/H1)] - [Po(C10-Coo) p(y/Hp)] >0 alors on décide H; (yeD:)
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Ce qui s'écrit également de la facon suivante :

Hl -
p(y/H,) > Py (Cip = Cyp)

4,14
p(y/H,) : P, (Cy, —-C,)) ( )

La quantité de gauche est connue sous le nom de « rapport de vraisemblance », noté A(y), et
celle de droite est appelée « seuil » (noté en général A).
o Le détecteur Bayésien optimal

Minimiser le risque moyen R est équivalent a utiliser un test du rapport de vraisemblance qui
peut étre résumé par :

H,
> N p(y/H,)
Aly) A ou Aly) = ——= 4.1.5
’ . "7 by, 1)
_ Po(clo_coo)

et A=
PI(C01 —Cu)

Le détecteur optimal peut étre schématisé de la facon suivante :

C; P
y l Décision dg ou &y
— Ay > + >

Figure 4 : Détecteur Bayésien optimal

e Cas particulier

Un cas particulier de la détection Bayésienne est le cas de la pénalisation symétrique olt Cp=C;=0 et
C10=Co1=1 ; le coiit d'une décision correcte est fixé a « zéro » et celui d'une décision fausse a « un ». Dans ce cas
le risque moyen s'écrit

R = P() PF + P](I-PD) (416)
R représente alors une probabilité moyenne d'erreur, et le seuil A est égal a Po/P; Lorsque les deux hypothéses

sont équiprobables, A=1. Ces hypotheses sont souvent vérifiées lorsque l'on- travaille sur des systemes
numériques de transmission.
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e Exemple

Considérons un capteur dont les observations sont notées y. Les fonctions de densité de probabilités sous chaque
hypothése sont des gaussiennes de méme écart-type et de moyennes différentes telles que :

2
~m, .
p(y/H)y)= ! exp| ——(2—7’)— Jje{0,1}
o2 20
HI
D’apres I’équation (4.1.5), la regle de décision est : p(y/H,) > P,(C,, —~Cy)
p(y/H,) < P(Cy —Cy))
H()

Dans le cas particulier ot Cyo=C;;=0 et C,;=Cq;=1. Nous avons tracé la valeur du seuil, la probabilité d’erreur
(ou risque moyen R) en fonction de Py ainsi que la courbe C.O.R. en prenant Py comme parameétre pour my=0,
m;=1, et g=1. Sur la figure 5, on peut voir que lorsque P, tend vers 1 (respectivement vers 0), le seuil A prend
des valeurs trés grandes (respectivement tres petites). Cela signifie que si un événement se produit rarement, en
appliquant le critere de Bayes, on négligera complétement cet événement. Le critére de Bayes n’est donc pas du
tout adapté au probleme de la détection de pannes, celles-ci n’intervenant que trés rarement.

Seuil A
N
o

—_

0 —
[¢] 0.2 04 0.6 0.8 1
Po

Figure 5 : Valeur du seuil A en fonction de Py

os}
o8}
507t

O 06

s N " s

2 0.5L
< 04f

= 031

0.1F

0 N : N — 0 " — " —

o] 0.2 0.4 0.8 0.8 1 [¢] 02 04 086 08 1
P() PF

Figure 6 : Probabilité d’erreur en fonction de P, Figure 7 : Courbe C.O.R. Pp={(Py)
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Dans la pratique, la fonction de colit et les probabilités a priori associées aux différentes
hypothéses sont souvent inconnues. Dans ce cas, on pourra utiliser le crittre de Neyman-
Pearson.

4.2. Le critere de Neyman-Pearson

Le critere de Neyman-Pearson consiste a maximiser la probabilité de détection Pp pour une
probabilité de fausse alarme donnée Pr=a.. Ce critére revient a considérer que la fausse alarme
est l'erreur la plus grave ; une valeur maximale o de fausse alarme acceptable est alors fixée.
A cette valeur est associée un ensemble de couples (Dy,D) vérifiant la contrainte. Le critére
de Neyman-Pearson consiste a sélectionner dans cet ensemble le couple (Do",D1") auquel
correspond la probabilité de détection la plus grande. Il s'agit d'un probléeme d’optimisation
sous contrainte qui se résout par la méthode du multiplicateur de Lagrange :

¢ Maximisation du Lagrangien L
Le Lagrangien s'écrit :
L=Pp- AMPra)
L=ro+ [ p(y/Hp)dy-2 | ply/Ho) dy
Dy D,

L=Aa+ | [p(y/H) -} p(y/Ho)l dy @.2.1)
Dy

Le premier terme étant fixé, maximiser L revient a maximiser l'intégrale, ce qui se traduit,
pour chaque observation y, par la régle de décision suivante :

- si p(y/H)) - A p(y/Hp) <0 alors on décide Hy(yeDy)
- si p(y/H;) - A p(y/Hp) >0 alors on décide H; (yeDy)

Ce qui peut s'écrire :
H,
>
Ay = ROH) >y 4.2.2)
P(Y/H,) <

De plus, A doit &tre choisi de facon a respecter la contrainte :

+o0
Pr = P(3i/Ho) = P(A2 MH,) = | p(A/Ho) dA =0,
A
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¢ Le détecteur de Neyman-Pearson optimal

Maximiser le Lagrangien L revient donc a utiliser un test du rapport de vraisemblance qui
peut étre résumé par :

H;
> . _Ply/H))
Ay) < A o A(y) =D (4.2.3)

+
et Pp= I p(A/Hp) dA = a fixé
A

4.3. Rapport de vraisemblance et courbes C.O.R.

e Définition

Les probabilités de fausse alarme et de détection s'expriment en fonction du seuil A fixé.
L'élimination de ce seuil entre les deux expressions conduit & une relation liant les
probabilités de détection et de fausse alarme.

+00

Pr = P(81/Hp) = P(A> AMHy) = J- p(A/Hp) dA = A(R)

A
Pp = P(8/H;) = P(A> A/H)) = I p(A/H;) dA =B()L)
A
Donc A =Al(Pp) et Pp= B(A'I(Pp)) , par conséquent Pp=f(Pg).

Les courbes C.O.R. pourront donc étre tracées en utilisant A comme parametre.

PA=AH) _

= 43.1
P(A = V/H,) @31

e Lemme On a toujours

e Propriétés

Propriété 1 :
En tout point de la courbe C.O.R. d'un récepteur a rapport de vraisemblance

ona Py =1 4.3.2)

F

Démonstration :

+00

M= | p(AH) dA = (‘Z 1/’\) =-PAVH)  car i p(A/H,)=0
A A=A
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+o0
deméme: Pp(A)= J' p(A/H,) dA = (51%} = -P(A=NH))
A oA A=k

donc d’apres (4.3.1) :
52)
OA )y P(A=MH,) =A

(a_Pij " P(A=MH,)
OA Jxar

on en déduit que : oFp _ i cqgfd.

Propriété 2 :

La courbe C.O.R. Pp=f(Pr) d'un récepteur a rapport de vraisemblance est a concavité
négative. (4349

&:120

F
= Une petite variation positive de Pg entraine une petite variation positive de Py,

Démonstration : Cette propriété est liée au fait que

cqgfd.
Propriété 3 :
On a toujours Pp > Pg, sinon le récepteur ne pourrait pas étre optimal. (4.3.3)
Démonstration :
(M) =-P(A=NH,)+P(A=NH,)
6A A=A
=P(A=MH,)(1-})
A 0 1 +00
(a(PD_PF)) + 0 -
AN Jpa
Pp-Pg \
0 0
Figure 8 : Variations de Pp-Pg en fonction de A.
cqfd.
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4.4. Lien entre les critéres de Bayes et de Neyman-Pearson

On constate que les criteres de Bayes et de Neyman-Pearson, qui correspondent 2 des points
de vue tres différents de 'opération de détection, conduisent a la méme structure optimale du
récepteur qui consiste a comparer le rapport de vraisemblance & un seuil, seule la définition de
ce seuil est différente.

Ainsi dans le cas Bayésien I’équation (4.1.2) peut s’écrire :

R = PyCoo(1-Pg) + PoC10 Pr + P1Co1(1-Pp) + P,Cy/Pp
R = PyCoo + P1Co1 + Pp(P1Ci1- P1Co1) + PRHPoCi0- PoCop)
_ ER'(PoCoo + P1C01) + PO(CIO N C00) P

ce qui entraine que : Pp =
PI(COI_CII) PI(COI_CII)
PD=-H,($R)+T] Pr ol = M >0 car Cij>Cii i#j
: Pl (Cm - Cll)
et
u(TR)= R-(P,Cy +PCy) >0

Pl (Cm - Cn)
car R - (PoCoo + P1Co1) = PrPo(C10-Coo) + PpP1(C11-Cor)

Le critere de Bayes (Figure 9) revient donc a trouver le point d’intersection M entre la courbe
C.O.R. et la droite Dg d’équation Pp=-u(R)+nPr. Tandis que le critére de Neyman-Pearson
revient a trouver le point d’intersection P entre la courbe C.O.R. et la droite Dn.p d’équation
Pr=c..

1 1

PD PD
Dg Dn.p
0 Pr 1 i 0 (04 Pr 1
Critére de Bayes Critére de Neyman-Pearson

Figure 9 : Comparaison des critéres de Bayes et de Neyman-Pearson
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Remarquons qu’a tout point M trouvé en utilisant le critére de Bayes correspond un point P
trouvé en appliquant le critere de Neyman-Pearson.

4.5. Les autres criteres de détection

Il existe d'autres approches développées dans la littérature qui correspondent a des situations
particulieres. A titre d’exemples, citons :

¢ Le critére Minimax [GaL95]

Il est basé sur le critere de Bayes et est utilisé lorsque les probabilités a priori Py et P ne sont
pas connues. Ce critére revient a utiliser la régle de décision Bayésienne en affectant 4 Py et a
P, les valeurs les moins favorables.

¢ La détection a niveau de fausse alarme constant ou détection CFAR (Constant False
Alarm Rate) [FiJ68]

Cette approche est utilisée pour traiter le cas particulier de la détection radar ou le signal est
immergé dans un bruit de fond (bruit et encombrement dii a la présence d'objets qui
n'intéressent pas l'opérateur). Lorsque l'environnement est stationnaire, les statistiques
associées aux différentes hypotheéses peuvent étre calculées et dans ce cas le critére de
Neyman-Pearson peut €tre utilisé. Par contre, si le bruit de fond varie, un détecteur a seuil fixe
ne peut pas étre utilisé car a un instant donné la probabilité de fausse alarme Pg peut étre trop
élevée et la probabilité de détection Pp trop faible. Dans ce cas, des techniques adaptatives
sont utilisées. Dans le cas d’un bruit de fond gaussien, par exemple, la détermination d'un
seuil approprié est basée sur l'estimation de la puissance moyenne du bruit de fond en
fonction du temps.

e Le critére de détection séquentielle, ou critere de Wald [Wal47a] [Wald47b] [Wal48]

1l s'applique lorsque les informations fournies par le systéme sont collectées séquentiellement.
Clest un test de type Neyman-Pearson. A chaque fois qu'une nouvelle information arrive, le
rapport de vraisemblance est calculé et comparé a deux seuils Ay et A; déterminés en fonction
des probabilités Pp et Pr désirées. Si le rapport de vraisemblance est supérieur a A, alors le
systéme décide que 1'hypothese H; est présente. Si le rapport de vraisemblance est inférieur a
Ao, alors le systtme décide que I'hypothese Hy est présente. Dans le dernier cas le systéme
attend d'avoir une nouvelle information afin de prendre une décision.
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4.6. Conclusion

La théorie de la détection centralisée permet de prendre une décision suivant un critére précis.
Que le critére soit le crittre de Bayes ou celui de Neyman-Pearson, la théorie aboutit 2 la
méme structure optimale du détecteur ; I’ensemble des informations délivrées par les N
capteurs Y; (i=1,..,N) est transmis a un opérateur de décision qui consiste & comparer, pour
chaque observation y=(yi,...yn), le rapport de vraisemblance & un seuil A. En supposant que
lI'information y; délivrée par chaque capteur Y; est codée sur my bits, & chaque instant le

N
systeme doit transmettre a I'opérateur de décision M= Zmi bits d'information.

i=1

Y1

Y, y2
M | Hp /HIL

Y; l}“

Ay HF+

v oy

os o3 oD oo

Figure 10 : Architecture d’un systéme de détection centralisée

Ainsi, en détection centralisée, I’opérateur de décision récupere I’ensemble de I’information
délivrée par les capteurs. En terme de fiabilité, un tel systtme donnera donc les meilleures
performances possibles, a la condition que I’information délivrée par les capteurs arrive bien
au systeme de détection. Cependant, on voit que la quantit¢ M d'information a transmettre
peut vite devenir trés importante, surtout si 'on veut travailler en temps réel et avec un grand
nombre de capteurs. Considérons par exemple le contexte de la surveillance d'installations
industrielles complexes, ou un grand nombre de capteurs observant des grandeurs physiques
différentes sont disponibles. L’installation d’un tel systeme de détection nécessitera la mise en
place d’une ligne de transmission entre chaque capteur et le calculateur central (I’opérateur de
décision). Ces lignes devront €tre a large bande de facon a pouvoir transmettre la totalité de
I’information issue de chaque capteur, et cela, a des cadences qui peuvent étre élevées. Lors
de son installation, le systtme générera un cofit proportionnel, d’une part a2 la qualité et a la
longueur des lignes de transmission a mettre en place, et d’autre part a la dispersion
géographique et au nombre de sites de mesure a intégrer.

Depuis une quinzaine d’années, une solution alternative a la détection centralisée a été
développée. Appelée détection décentralisée, elle consiste a associer a chaque capteur un
détecteur qui décide localement si un signal a été détecté ou non. Ces décisions locales sont
ensuite envoyées a un opérateur de fusion qui les combine pour prendre la décision finale. Le
but recherché est alors d’obtenir des performances se rapprochant le plus de celles de la
détection centralisée (méme si 1’opérateur de fusion ne recoit pas toute 1’information
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nécessaire a la prise de décision), en utilisant une architecture matérielle moins codteuse i
gérer en terme de flux d’informations.

5. La détection décentralisée

En 1981, Tenney et Sandell [TeS81] furent les premiers a étudier le probléme de la détection
décentralisée. Ils s’attacherent au probleéme de la détection répartie associée a deux capteurs
en paralléle. Depuis c’est un sujet qui a connu un développement exponentiel, avec la
publication de plus de cent articles dans différentes revues de référence (1981-1997). Quatre
grands thémes se dégagent a la lecture de ces articles :
- I’architecture des systemes de détection : détection parallele [TeS81] [ChV86] [Sad86]
[ReN87a] [HoV89a] [DrL91], série [PaA90] [Tan90] [Tan91b] [Swa93], ou mixte
[ReN87b]
- le type de détection : détection binaire [TeS81] [ChV86] ou multi-hypothéses [Sad86]
[PaA90] :
- le critére d’optimisation du systéme de détection : critere de Bayes [TeS81] [ChV86]
[Sad86] [ReN87a] [HoV89a] ou de Neyman-Pearson [TVB87] [Sri86] [TVB89]
[DrLo1]
- les applications [LuK89] : robotique, défense [Sri86], espace...

Apres un bref historique, nous présenterons 1’étude des systémes de détection décentralisée
parallele du point de vue Bayésien, puis du point de vue de Neyman-Pearson. Enfin, nous
terminerons ce chapitre par une présentation des systemes de détection décentralisée série.

5.1. La détection décentralisée paralléle
5.1.1. Historique

Les syst¢mes de détection peuvent avoir de nombreuses architectures. Parmi toutes les
topologies présentées dans la littérature, la détection parallele est celle qui a ét€ la plus
étudiée. Notre but est ici de montrer, en citant différents articles clés dans le domaine,
comment la problématique de la détection décentralisée parallele a évolué au fil des années.

En 1981, Tenney et Sandell [TeS81] furent les premiers a étudier le probléme de la détection
décentralisée (Figure 11). IIs s’attachérent au probléme de la détection répartie associée a
deux capteurs en paralleéle. Leur travail consistait, en se basant sur le critere de Bayes, a
déterminer la régle de décision optimale locale pour chaque capteur. Plusieurs résultats
importants ressortent de leur étude :

- Le détecteur optimal local pour chaque capteur est celui qui utilise un seuillage du

rapport de vraisemblance local.

- Les équations qui permettent de déterminer les différents seuils sont couplées.

- Les solutions de ces équations semblent étre des optimums locaux.
Néanmoins, le probléme de 1’opérateur de fusion ne fut pas abordé (ils utilisent un « ou » ou
un «et » logique), seules des pistes furent données pour 1’extension de leurs résultats a des
systemes de détection a M-hypotheses et formés de N capteurs.
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Chair et Varshney [ChV86] essayérent de développer le probléme de I’opérateur de fusion
prenant comme hypotheése de travail, I’indépendance des décisions locales prises a partir de
chaque capteur. Ils considerent les régles de décision connues pour chaque détecteur local,
ainsi que les probabilités de détection et de fausse alarme associées a chaque détecteur.
L’opérateur de décision consiste alors 2 comparer une somme pondérée des décisions locales
a un seuil. Ils n’étudient pas le probléme d’optimisation des détecteurs locaux.

Capteur 1
Décision 1
Capteur 2 Décision 2
S
— Opérateur Décision
) {c de " finale

: ut Fusion

r X Décision N 4
Capteur N

o3 a8 0D oS

Figure 11: La détection décentralisée parallele

Au méme moment, Sadjadi [Sad86] présente une solution optimale sur le méme théme de
recherche que Tenney et Sandell mais en étendant leurs résultats a un systéme de détection a
M-hypothéses et formé de N capteurs. Il définit une fonction de cofit associée a chaque
décision locale, et minimise un coiit moyen global ce qui conduit & un ensemble d’inégalités
qui 1’obligent a introduire la notion de rapport de vraisemblance généralisé. Le cofit des
mauvaises décisions peut varier en fonction des décisions prises par les autres détecteurs
locaux. Les solutions de ces inégalités conduisent 2 un domaine de décision optimal, qui
correspond a la stratégie de fusion.

En 1987 Srinivan [Sri87] développe le probléme de la détection distribuée appliquée aux
radars. I utilise pour optimiser son systéme le critéere de Neyman-Pearson. Comme dans
[TeS81], il s’intéresse a 1’optimisation des régles de décision loeales, 1’opérateur de fusion
étant un « et » ou un « ou » logique.

Début 1987, Reibman et Nolte [ReN87a] étendent les résultats précédents en optimisant
simultanément les détecteurs locaux et I’opérateur de fusion. Cette optimisation conduit & un
ensemble d’équations couplées qui dépendent des performances de chaque détecteur et de
I’ opérateur de fusion. Dans le cas ol les détecteurs sont similaires (méme statistique et méme
seuillage du rapport de vraisemblance), ils montrent que I’opérateur de fusion consiste a
décider la présence d’un signal si k détecteurs parmi N I’ont eux-mémes décidé€. k est fixé en
fonction de la valeur des seuils qui sont utilisés. Le cas d’un signal noyé dans un bruit non
gaussien est ensuite étudi€, et ils montrent 1’apport de cette nouvelle approche par rapport a
celles développées dans [TeS81] et [ChV86].
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Dans [TVB87] Thomopoulos Viswanathan, et Bougoulias arrivent au méme résultat que
[ReN87a], mais montrent que I’ensemble du systtme de détection décentralisée a une
probabilité de détection supérieure a celle de n’importe quel détecteur local pour une
probabilité de fausse alarme fixée. Ils introduisent aussi une variable qualité, qui est transmise
a l'opérateur de fusion en méme temps que la décision locale, et qui améliore les

performances de I’ensemble.

Thomopoulos, Viswanathan et Bougouglias [TVB89] démontrent en 1989 que la fonction de
fusion ne peut étre que monotone. Dans le cas ou I'opérateur de fusion est connecté a N

capteurs qui délivrent une décision binaire, il y a 2V observations possibles et 2%" fusions
possibles. En ne gardant que les fonctions de fusion monotones, on réduit donc de fagon
sensible le nombre de fonctions de fusion admissibles. De plus, si I’opérateur de fusion est
monotone alors la probabilité de détection de I’ensemble sera toujours supérieure a la
probabilité de détection associée au meilleur capteur.

La méme année, Hobalah et Varshney [HoV89a] publient un article de synthése sur le
probleme de la détection décentralisée et son optimisation d’un point de vue Bayésien. Pour
un probléme de détection binaire 4 N capteurs, N+2" équations non-linéaires couplées doivent
étre résolues. Lorsque N devient grand on se heurte donc a un important probléme
calculatoire. Pour simplifier le probléme, ils utilisent des capteurs identiques et font
I’hypothese de I’'indépendance des informations.

Au cours de I'année 1991, Drakopoulos et Lee [DrL91] présentent un article traitant de la
fusion optimale de capteurs corrélés. Ils étudient un systéme composé d’un processeur central
de fusion et de détecteurs binaires locaux qui élaborent leurs décisions a partir de leurs
propres ensembles d’observations. Ces décisions sont supposées Etre corrélées. Ces
corrélations sont caractérisées par un ensemble fini de probabilités conditionnelles et
I’opérateur de fusion optimal est basé sur le crittre de Neyman-Pearson. L’étude met en
évidence la dégradation des performances du systéme en fonction de I’augmentation du degré
de corrélation entre les capteurs. Intuitivement on comprend bien que si la corrélation entre
les capteurs augmente, alors la quantité d’information utile pour la prise de décision diminue.

Les paragraphes suivants rappellent les principaux résultats développés dans ces articles.
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5.1.2. Le point de vue Bayésien

Nous rappelons dans ce paragraphe dans quelle mesure le point de vue Bayésien a pu étre
étendu au probléme de la détection décentralisée parallele. Dans un premier temps, nous
considérons le probleme d’optimisation des différents opérateurs locaux sans prendre en
compte ’opérateur de fusion. Puis, les statistiques sur les opérateurs locaux étant connues,
nous rappelons de quelle fagcon I’opérateur de fusion peut étre déterminé. Enfin, 1’optimisation
simultanée des détecteurs locaux et de 1'opérateur de fusion sera présentée.

5.1.2.1. Optimisation des détecteurs locaux

Dans le but de privilégier la compréhension de la démarche employée, nous nous limiterons
volontairement dans ce paragraphe a 1’optimisation d’un systeme formé de deux détecteurs

locaux. La généralisation a plus de deux détecteurs est tout a fait possible, mais elle
compliquerait les notations.

Dans ce paragraphe, nous ne considérons que !’optimisation des détecteurs locaux sans
prendre en compte le probléme de la fusion [TeS81] [Sad86]. Le systeme étudié est composé
de deux capteurs Y; et Y, en parallele qui observent un phénoméne commun. A chaque
capteur est associé un détecteur qui prend une décision locale (Figure 12). Les détecteurs ne
communiquent pas entre eux mais sont couplés par les coiits associés a chaque décision. Nous
n’étudions dans ce paragraphe que la détection décentralisée binaire, encore appelée
« détection distribuée ». Hy et H; sont les deux hypothéses a discriminer, de probabilités
respectives a priori Py et P;. Les observations associées aux deux capteurs sont notées y; et
y2. Les fonctions de densité de probabilités conditionnelles sous chaque hypothése sont notées
p(y1,y2/H;), i=0,1. Les décisions prises par chaque détecteur sont notées u;, i=1,2 :

i

0, on décide que H,, est vraie
u. =
1, on décide que H, est vraie

o= g 02 o
o

Figure 12 : Deux détecteurs en paralléle
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e Minimisation du risque moyen R

Les colts des différentes décisions sont notés Cij, 1,j,k=0,1 ol Ci représente le coiit de
décider H; pour le détecteur 1, H; pour le détecteur 2 alors que H; est vraie. Le critére de
Bayes consiste 2 minimiser le risque moyen R=E{Ciy} :

R= | CupluiuznyiyzHo dy: dyz (5.12.1.1)
Lik Yi,Y2

R= Z I Cijx p(ui,u2,y1,¥2/Hy) Py dy dy,
Lik Yi:Y2

R = Z I Cijk p(ui,u2/y1,y2.Hy) p(y1,y2/Hy) P dy, dy,

LiKy,y,

u; et uy étant indépendants 1'un de 1’autre, de Hj et ne dépendant respectivement que de y; et
de y», R peut s’écrire :

R= Z _[ Cii p(wi/y1) p(ua/y2) p(y1,y2/Hi) Px dy; dys

.3k y,.y,

¢ Optimisation du premier détecteur

En développant suivant i, sachant que p(u;=1/y;) =1 - p(u;=0/y1), et en rassemblant les
différents termes, on obtient :

R= _[ p(u=0/yy) { Z I Py p(ua/ys) p(y1.y2/Hi) [Co-Cij] dy2 ) dy;+C

M jk Y2

ou C est un terme constant indépendant de u; :

C= Z I Cijx p(uz/y2) p(y1,y2/Hy) Px dy; dy,

Wk oyLy,

La minimisation de R entraine la minimisation de l'intégrale double, ce qui se traduit, pour
chaque observation y,, par la régle de décision suivante :

0, si) P p(uy/y,) p(y,Yo/H ) [Coy —Cyy] dy, 20
p(u=0/yy) = ,Zkyj AR ol s (5.1.2.1.2)

1, sinon

La regle de décision est donc :

u =1

>
Z I Py p(ua/y2) p(y1,y2/Hi) [Co-Crj] dy2 < 0

ik oy, u, =0
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En développant suivant k, sachant que p(yi,yo/Ho)=p(y/y1.H)p(yi/Hy) (k=0,1), et en
réarrangeant les termes, la régle de décision précédente devient :

0t By [p,/9,) DY 2/91 Hy) [Cyo = Co 1y,

>
Ay1) 7 = A (5.1.2.1.3)
u1<=0 Plz J.P(uz/}%) p(y./y . H ) [Cyy ~Cyy1dy,
) y2
Oﬁ A(YI) - p(Yl/HI)
p(y\/H,)

Il faut noter que le terme de droite n’est pas un seuil trés simple puisqu’il dépend de y; (du
fait du terme p(y»/y1,.Hy) k=0,1) et de la stratégie de décision de I’autre détecteur (dii au terme

p(uz/y2)).
¢ Cas ou les observations sont indépendantes

La situation se simplifie trés largement si ’on suppose que y; et y, sont indépendantes. Dans ce cas, le seuil A,
peut s’écrire :

P02 [Pualy2) pa/H)[Cop = ool

1= J 2

PIZ J‘P(uz/)'2) p(YZ/Hl)[C()jl ‘Cm]dyz

iy

ce qui devient, en développant suivant j, en utilisant le fait que p(u;=1/y;)=1-p(u,=0/y,) et en réarrangeant les
différents termes :

- P, J.P(Y2/H0 ){[Cuo —Copl+pu; =0/y,)[C 00 —Cop +Coyo —Cllo]}dYZ
y2

1=

(5.12.14)

P, J.P(Y2/H1){[C0u =C 1+p(u,; =0/y,)[Coy —Cyp +Cyyy ‘le]}d}’z
y2

Ce seuil A; est une fonction de p(u,=0/y,) qui dépend de la stratégie de décision du deuxieme détecteur qui
dépend elle-méme du seuil A,. De ce fait A;=f;(A;) et de méme A,=f,(A;) ol f; et f; ont une forme similaire. Pour
étre optimaux A; et A, doivent satisfaire aux deux conditions précédentes. Mais ces deux conditions ne sont pas
suffisantes, elles ne permettent d’obtenir que des optimums locaux. Lorsqu’il existe plusieurs solutions, chacune
d’elle doit &tre examinée pour déterminer I’optimum global. .

Afin d’illustrer ce résultat, nous proposons d’étudier deux exemples.
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e Exemple 1 [Var97]

Considérons un systéme formé de deux capteurs dont les observations y, et y, sont indépendantes. Les fonctions

de densité de probabilités conditionnelles sous chaque hypothese sont des gaussiennes telles que :

2
pydH) = Lo Gimm) ) =12 j=0,1
o227 P 20°

Le rapport de vraisemblance A(y;) pour chaque capteur peut &tre calculé :

A(yi)=M=exp(_1_ ) —m.? 2) i=1,2
ST S 12y,(m, ~mg) = (m,” ~m, )]

d’aprés I’équation (5.1.2.1.3) la régle de décision au niveau de chaque détecteur est la suivante :

ui=l

Ay T N i=12
;=
ce qui peut aussi s’écrire :
ui=1
> 20%log A+ (ml2 - moz) i=1,2
< 2(m, —m,)

Yi

ui=0

Les seuils A, et A, peuvent étre calculés en utilisant deux équations de la forme (5.1.2.1.4). A titre d’exemple,

prenons les cotits suivants :

Coo=Ci11=0 (aucune pénalité car les deux détecteurs ont vu juste)
Coi10=Cip0=Co11=Cio1 =1 (pénalité de « 1 » si I’'un des deux détecteurs se trompe)
Ciio=Coo1 =k (grande pénalité car les deux détecteurs se sont trompés).
On adonc :

o = B [poaHo k -1+ p(u; =0ly)2-Kl}dy,
1= y2

P, [p(yo/H){1+ p(u, = Ofy,)[k - 21}dy,
y2

et en supposant que P¢=P,, on obtient le résultat suivant :

p = (€D [pO2/Ho) by, +2-K) [ps =0ty ,)p(yo/Ho Xy,
y2 y2

[p(y2/H,)dy; +(c-2) [p(u, =00y, )p(y o/, Xy,
y2 y2

De plus, sachant que : _[P(uz =0ly,)p(y,/H ) dy, = P(u,=0/H;) j=0,1
y2
et que IP(Yz/H,)de =1 j=0,1
y2

A=K =D+ 2- 1) P(u, =0/H,)
1+(k-2)P(u, =0/H,)

A peut s’écrire :

20%log A, +(m,*-my)
2(my—mg)

D’autre part,ona:  P(u;=0/Ho)= j‘ p(y,/H,)dy,

—
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20%log Ay +(m,2-m,?)

2(m;—my) 2
1 -m
P(u,=0/Hp)= J’ exp| - (¥, 2 0) dy,
Lo ovln - 20
Et en faisant le changement de variable suivant : y= Y2 =My , on obtient :
o

olog A, Lmy—mg

| —mgy 20 1 2
Pu=0/Ho)= | exp(——y—] dy

kA N2 2

ologd, m-m,

(o}

my—-my 20 2
De méme : P(u,=0/H )= J' ! exp(— y?j dy avecy= YoMy

Y Ao

clogkz+ml—m0
m-mg 26

2
k-D+2-k | ﬁexp[—y?)dy

Par conséquent : A= —w
clogh, m;—m,

m;—Mmg 20 2
1+(k-2) J. —J;=nexp(— Xz—) dy

-0

Le méme calcul permet de déterminer A,. On obtient alors :

olog i, LJmi-m,

my -m, 20 2
k-D+2-b J;_”exp[—y?de

—a0
alogd m;-mg

m; ~m, 20 2
1+(k-2) .f \/%; exp[— y?) dy

Ay

Une solution commune aux deux équations non linéaires couplées précédentes permet de déterminer A, et A,.
Cette résolution peut aboutir & plusieurs solutions, ces solutions doivent ensuite étre étudiées de facon a ne
retenir que la meilleure. Ces solutions peuvent étre calculées pour différentes valeurs de k (Figure 13). Dans le
cas ol my=0, m;=1, et o=1, si 1<k<4.528, il y a une solution qui est A;=A,=1. Si k>4.528, il y a trois solutions.
La premiere est A;=A,=1, mais cette solution ne minimise pas le risque moyen R. Les solutions qui permettent de
minimiser le risque moyen R consistent a affecter aux seuils A et A, deux valeurs différentes appartenant a la

courbe ci-dessous. -

Seuils 3|

Figure 13 : Valeurs des seuils en fonction de k
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¢ Exemple 2

Examinons maintenant le cas particulier ol :
Coo=Cin=0
Cor0=Ci0=Co11=Cyp1=1
Cuo=Con=2

P, [p(y2/H o)L+ plu, = 0/y,) x O}dy,
(5.1.2.1.4) devient alors : M= y2

P, [ p(y,/H,){l+ p(u, = 0/y,)x 0} dy,
y2

P, J.P(Yz/Ho) dy,

}\,1 = y2

PlIP(Y2/H1)dY2

y2

car .[p(y2/Hk)dyz=1 k=0,1
)

De méme A, =

1-P,

La régle de décision au niveau de chaque détecteur est alors la suivante :

“i=1

A D M=
ui=0

P

i=1,2

0

Les valeurs des seuils A; et A, peuvent étre tracées en fonction de P, (Figure 14) :

50

45}
40t
asf
30f

Seuils

25t
20t
15}
10}

st

0 "
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Py

Figure 14 : Valeurs des seuils A, et A, en fonction de P

(5.1.2.1.5)

Les détecteurs locaux étant déterminés, le probléme est alors d’optimiser I’opérateur de fusion

qui prendra la décision finale.
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5.1.2.2. Optimisation de I’opérateur de fusion

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré que les décisions étaient prises
localement et n’étaient pas transmises a un opérateur de fusion. L’architecture de 1’opérateur
de fusion, qui a pour but de prendre une décision finale, n’a pas été étudiée.

Considérons a nouveau le probléme de la détection décentralisée binaire avec les hypothéses
Hy et H; dont les probabilités a priori Py et P; sont connues. Le systéme est composé de N
détecteurs locaux q; i=1,...,N associés a N capteurs Y; i=1,...,N tels que :

{O, le détecteur i décide que H, est vraie
u, =

1, le détecteur i décide que H, est vraie

Les décisions locales sont ensuite transmises a un opérateur de fusion qui les combine de
facon a obtenir la décision finale ug (Figure 15).

0,on décide que H, est vraie
u, =
0 1, on décide que H, est vraie

Uy

W Opérateur

: i 50/ 1)
Uiy Fusion

Figure 15 : L’ opérateur de fusion

Chaque décision binaire transmise a I’opérateur de fusion est caractérisée par ses probabilités
de fausse alarme Pg; et de détection Pp; telles que :
Pr = P(u=1/Hp) et Ppi=P(u=1/H;)

Les probabilités de fausse alarme et de détection du systtme complet sont notées Pg et Pp
telles que :
Pr= P(uy=1/Hp) et Pp=P(uy=1/Hy)

Le probléme est de déterminer 1’opérateur de fusion f qui optimise, suivant un critére donné,
la mise en commun des décisions prises par les différents détecteurs locaux [ChV86]
[TVB87] [TVB89] afin d’obtenir la décision finale ug=f(u;,u,,...,uy). L’opérateur de fusion
sera une fonction logique des N décisions binaires qui lui sont transmises. Dans le cas général,

ilya 2% opérateurs de fusion f possibles. Dans le cas particulier de deux capteurs il y en a
donc 16, dont le «et logique » (f;) et le «ou logique » (fs) qui ne sont que des cas tres
particuliers (Figure 16).
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Entrées Décision finale

uy w | fi 6 fg f9 fip fi3 fp
0 0 0O 0

o 1]0 0

1 0 0O 0

1 1 0 1

Figure 16 : Les fonctions de fusion possibles pour 2 capteurs

Quelques-unes de ces seize fonctions peuvent a priori étre écartées. En fait, pour étre
acceptable il a été démontré que la fonction de fusion doit étre monotone [ReN87] [TVB89],
ce qui réduit considérablement la taille de ’ensemble des fonctions de fusion admissibles
(Figure 17). En effet pour étre optimal, en supposant que I’on a Pp;i2Pg (i=1,...,N), I’opérateur
de fusion doit nécessairement satisfaire a la condition suivante :

* * * *? *? *? . . * *? * *?
Yu=@U,.u)etvVu = ,.,uy ), si Vie{l,...,N} w; 2u; alors f(u)=1f(u )
ol 3

-u —(u1 2UN ) est un vecteur de décisions prises par les détecteurs locaux.

-u =(u1 yee s UN ) est un autre vecteur de décisions prises par les détecteurs locaux.

Cette condition nous permet d’écarter f3, fs, f7, fo, fi0, fi1, fi2, fi3, fi14, €t fi5 des fonctions de
fusions admissibles, pour obtenir le tableau ci-dessous.

Entrées Décision finale

uy u [ £, 6 fy fs fz fis
0 0 0O 0 O 0 O 1
0 1 0 0 0 1 1 1
1 0 0 O 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1

Figure 17 : Les fonctions de fusion admissibles pour 2 capteurs

Considérons maintenant 1’optimisation Bayésienne de 1’opérateur de fusion. L’ objectif est de
déterminer la régle de fusion qui minimise le risque moyen R. Nous avons démontré dans le

paragraphe 4.1 que minimiser ce risque moyen est équivalent a utiliser le test du rapport de
vraisemblance suivant :

uy=1

p(u;,u,,...,uy / Hy) > B(Ciy —Cyp) -
p(u,,u,,....,uy / Hy) u0<=0 P (Cy —-C,)

(5.1.2.2.1)

Dans le cas ou les décisions locales sont indépendantes, le terme de gauche devient :

p(u,,u,,...,uy/H,) I—Ip(u JH,)
p(u,,u,,..,un/Hy) 1 p(u,/H,)
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Et pour un vecteur de décisions locales (uj,u,,..., uy) donné, on obtient la relation suivante :

Py, U, .. uy/H ) =1ﬂ[ p(u,/H,) I P(u, =1/H,) I P(u, =0/H,)
p(u,, Uy, uy/Hy) i p(u/H,) 5t P(u, =1/H,) % P(u, =0/H,)

ou S;est ’ensemble de toutes les décisions locales u; (i=1,...,N) égales a j (j=0,1).

e U/ P. -P.
p(u;, Uy, Un/H}) oyt HI_ED; (5.1.2.2.2)
p(upuzv-wuN/Ho) S, PFi So 1_PF1

En prenant le logarithme de I’équation (5.1.2.2.2), la régle de fusion (5.1.2.2.1) peut s’écrire :

uy=1
Zlogh+ D log L- Py, ~ logh
Sy Fi Sy 1 - PFi u0=0
Uy=
N - .
soit : Z[ uilogi+(1—ui)log1 P } : log A
Pt Py 1-P |,
Et apres un réarrangement, on obtient :
up=1
N — N 1—-—P.
3 [mg MJ u - log A] [t (5.1.2.2.3)
i=1 Py (1-Pp) uy=0 i<t L= Py,

La regle de fusion optimale peut donc s’écrire comme une somme pondérée des décisions
locales, somme que 1’on compare ensuite & un seuil qui s’exprime comme une fonction des
probabilités de fausse alarme et de détection des différents détecteurs locaux, des probabilités
a priori Py et P; et des différents cofits (voir 5.1.2.2.1).

e Exemple 1 [Var97]

A titre d’exemple, pour un ensemble constitué de deux capteurs, nous avons posé Pg=0.1 et Pp;=0.9 (i=1,2), et
fixé les différents colits en prenant Cy=C;;=0 et Cy=Cjo=1. Finalement, ta régle de fusion optimale est
déterminée 2 partir de (5.1.2.2.3) pour différentes valeurs de Py (Figure 18).

Valeurs prises par Py régle de fusion optimale
0<P, 0<0012 f16
0.012<Py<0.5 : fz (OU)
0.5<P(<0.988 f,(ET)
0.988<Py<1 f;

Figure 18 : La régle de fusion optimale en fonction de P,
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e Exemple 2

Considérons un systtme formé de deux capteurs dont les observations y; et y, sont indépendantes. Les fonctions
de densité de probabilités sous chaque hypothése sont des gaussiennes. Sous I’hypothése H, ces fonctions de
densité de probabilité sont supposées étre de moyenne O et de variance 1. Sous I’hypothése H; ces fonctions sont
supposées étre de variance 1, et respectivement de moyenne m; pour Y, et m, pour Y,.

La regle de décision optimale au niveau de chaque détecteur est, d’aprés I’exemple 2 du paragraphe 5.1.2.1 :

ui=l
Alyd : Aiooi=12 avec Ay=A;= Po

— 0
ui—O

Deux systemes ont été étudiés, le premier pour lequel m;=m,=1 et le deuxieme pour lequel m;=1 et m,=1,5.
Dans le cas ot Cy=C;;=0 et Cy;=Cyp=1, le risque moyen ‘R est en fait une probabilité d’erreur. Les probabilités
d’erreurs ont été tracées en fonction de P, pour les différentes fonctions de fusion possibles (Figure 19 et Figure
21). Les figures 20 et 22 représentent les courbes C.O.R. pour chaque systéme en fonction de la fonction de
fusion utilisée. Sur les figures 19 et 21, la regle de fusion qui minimise la probabilité d’erreur (ou le risque
moyen) dépend de Py. Dans le cas ol my=mp=1, le « ou logique » est optimal pour 0<Py<0.5, et le « et logique »
I’est pour 0.5<Py<1. Dans le cas ot my=1 et m;=1.5, la décision prise par le capteur 2 (fonction fg) est optimale

quelque soit la valeur prise par Po.

9
ET(E) OU(R) |
03 o8}
Soa2st 07r Capteurs 1 et 2
o Capteurs | et 2 o6t |
- 8
@ oz2f (f4 et £6)
© Pp os
g 0.15 04}
=
8 os oat ;
8 02 !
0.05}
01 1
0 . . . . o . . . .
0 02 04 06 08 1 0 0.2 04 06 08 1
P, Pr
Figure 19 : Probabilités d’erreur en fonction de Py pour Figure 20 : Courbes COR pour m;=m,=1
m1=m2=1
Capteur |
o3}
0.25} 1
3
§ oz Capteur 2 ﬁ
-] p
J
Z 0.5}
2
£ o0a}
/
0.05}
0 - : —— 0 . : . :
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Py Pe

Figure 21 : Probabilités d’erreur en fonction de Py pour  Figure 22 : Courbes COR pour m;=1, mp=1.5
m=1, my=1.5
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e Remarques

Dans le cas ol les décisions locales sont corrélées, la régle de fusion optimale peut aussi étre
déterminée a partir de 1’équation (5.1.2.2.1), mais elle doit faire apparaitre les corrélations
entre les décisions locales. Drakopoulos et Lee ont montré [DrL.91] que dans ce cas la régle de
fusion optimale est donnée par :

ICZS(_I)IIIEILEI;IAWJ -

oM (5.1.2.2.4)
> Eo[ Hui] =0
IS,y ieS; Ul
ou :

S; est ’ensemble de toutes les décisions locales u; (i=1,...,N) égales a j ; j=0,1.
Ic{1,2,...,N} et [z

Tl est le cardinal de I’ensemble I

E; est I’espérance sous 1’hypothese H; -

Lorsque les décisions locales sont indépendantes, 1’équation (5.1.2.2.4) se simplifie pour
aboutir a I’équation (5.1.2.2.3).

Kam et Zhu ont employé une autre approche [ChK92], appelée la « généralisation de
Bahadur-Lazarfeld » [DuH73] des fonctions de densité de probabilités, pour montrer que la
regle de fusion optimale peut s’exprimer comme une généralisation de 1’équation (5.1.2.2.3).
Ils montrent ainsi que 1’opérateur de fusion peut se mettre sous la forme :

1+ Y Kizizi + Y Kpzizz, +...+ K}, 21252y

i L
i<j i<j<

N P_(1-P,) N (1-P, i
log—2— —FZ iy + Y 'lo D+ lo =) =
Z{ 5P (=P, | Z Ao, ) BT K+ 3 Ko 22020 .+ Ky 20232
k

e

log A (5.1.2.2.5)

S u, —P(u,/H,)
" P, =V/H,)[1-P(u, = UH,)]
K} =Y z/z"P(u/H,)

h=0,1.

K, = Zzhz?ZEP(u/Hh)

K, N =2.2125. 2 P(W/H,)
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Dans de nombreuses situations, les coefficients de corrélation deviennent nuls lorsque 1’on
arrive a un certain ordre et I’équation (5.1.2.2.5) devient alors un peu moins complexe.

5.1.2.3. Optimisation simultanée des détecteurs locaux et de l'opérateur de fusion

Les deux composantes du probléme de la détection parallele Bayésienne (I'optimisation des
détecteurs locaux et l'optimisation de l'opérateur de fusion) ont été étudi€es de facon
indépendante dans les deux paragraphes précédents. Dans ce paragraphe, nous présentons
I'optimisation de ces deux composantes de facon simultanée [Hob86] [Sri86] [ReN87a]
[TVB87] [HoV89a] [Tan90] [Tan91a]. Le systéme considéré est composé de N détecteurs
locaux q; i=1,...,N associés a N capteurs Y; i=1,...,.N qui observent le méme phénomene. Les
observations associées a ces capteurs sont notées y; i=1,...,N. Les probabilités conditionnelles
p(¥1,....yn/H;) sont supposées connues. Il n'y a aucune transmission d'information entre les
détecteurs. A partir de ses propres observations y;, chaque détecteur prend une décision locale
u;. Les décisions locales sont ensuite transmises a un opérateur de fusion qui les combine de
facon a obtenir la décision finale uy (Figure 23). La décision finale up est supposée ne
dépendre que des décisions locales u, u=(uy,...,un), et étre indépendante des observations y;
faites par chaque capteur.. Chaque détecteur local est caractérisé par ses probabilités de fausse
alarme Py et de détection Pp;. Les probabilités de fausse alarme et de détection du systéme
complet sont, quant a elles, notées Pr et Pp.

Y
2

q1
YZ. Y2 - W
=
Opérateur

4 ug(0/1)
e

Fusion

Ny )U/‘

o3s o8 o3 oo U

Figure 23 : Architecture de la détection décentralisée parali¢le

e Le critere d'optimisation

L'approche Bayésienne pour l'optimisation de ce systéme consiste a déterminer 1'ensemble des
régles de décisions I'={7o,y1,...,yn} qui minimise le risque moyen R(I") associ€ au systeme
global. Ainsi on passe de l'espace des observations a la décision en utilisant les régles
suivantes :

ui=yi(yi)s i=1,...,N
et (5.1.2.3.1)

uo=Yo(uy,...,uN)
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Le risque moyen ‘R associé a I" peut s'écrire :

R = > CyPu=iH) (51232)
i,je{0,1}
Y Cy P P(u=/H)

1.je{0,1)

R

Sachant que :

Pe=P(ug=1/Hp)=)_ P(up=1/u)P(u/Hy) et
Pp=P(uo=1/H;)= ) P(uo=1/u)P(W/H))

u

ou Z représente une sommation sur toutes les valeurs possibles prises par u, (5.1.2.3.2) peut

u

s'écrire :

R = C+CrX. P(u=1/u)P(WHy) - 'CDZ P(up=1/wP(wWH;)  (5.1.2.3.3)

~

ol :
_Cg=Py(C1p-Cp0) >0
Cp=(1-Po)(Co1-C11) >0
C= Col(l-P()) + C()()Po

Optimiser le systtme de décision revient alors a déterminer les régles de fusion qui
minimisent ‘R.

e Minimisation du risque moyen R

L'optimisation de ce systeme se fait €lément par élément. Le probleme de détection
décentralisée de la Figure 23 peut étre vu comme une coopération entre deux sous-systemes
(Figure 24) : I'opérateur de fusion et I'ensemble des détecteurs locaux qui peut, lui aussi, étre
fractionné en sous-systemes plus simples. Lorsque 1'on optimise 1'un des éléments du systéme,
on considere que les autres ont déja été optimisés et qu'ils sont fixés. L'optimisation élément
par €élément conduit a des équations qui sont en général Hes conditions nécessaires
d'optimalité mais pas des conditions suffisantes.
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sous-systéme

Figure 24 : Séparation du systéme de détection décentralisée en plusieurs sous-systémes

¢ Optimisation des détecteurs locaux

Supposons fixés 1’opérateur de fusion ainsi que tous les détecteurs locaux, sauf le détecteur
local qx que I’on va chercher a optimiser.

En développant suivant le détecteur k, (5.1.2.3.3) peut s'écrire :
R=C +Zk; P(ug=1/u*") [Cg P(u*'/Hp) - Cp P(u*'/H )] (5.1.2.3.4)

u

+2 P(uy=1/u*) [Cr P(W*/H)) - Cp P(*YH)))
u
ol uk=(u1, veey Ugols Uktly ooes uN)T
et ukj=(u1, veey Uko, uk=j, Uk41s ooy UN)T j=0,1

sachant que P(ukO/I#)=P(uk/I-g)-P(uk1/H,-), I’équation (5.1.2.3.4) peut s’écrire :

R = Cic + Y AQW)|CPW /H,) - Co P /H,)| (5.1.2.3.5)

ou . -
-C=C + Zk P(ug=1/u*%) [Cr P(u*/H,) - Cp P(u*/H))]

u
- A(UY) = P(ug=1/u"!) - P(ug=1/u'®)

De plus : P/H)= | Pudily) p(y/H) dy i=0,1 (5.1.2.3.6)
J J

y

N

ou:
T
=Y = (Y1 ees YN)
- j représente une intégration multi-variables suivant toutes les composantes de y.
y
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Et puisque chaque décision locale ne dépend que de ses propres observations, on a :
N

P(wy) =[] Plufy) = Pludyy) . Py

i=1

Par conséquent, on a :
P(u/y) = Pluc=ily) Py i=0,1 (5.12.3.7)

ou yk= (YI, coes Yi-15 Yiktls o5 yN)T

P(uki/Hj) peut donc s’écrire en utilisant (5.1.2.3.6) et (5.1.2.3.7) :

PW/H)= [ Plu=ily) Py") p(y/H)) dy (5.1.2.3.8)

y

En utilisant (5.1.2.3.8), I’équation (5.1.2.3.5) peut donc s’écrire :

Y

R=Cy + j P(u, =1/y,)dy, x {Z jA(uk)P(uk/yk)[ch(y/HO)—CDp(y/H,)]dy“}

uk y
Si l'on suppose que tous les détecteurs autres que gk sont fixés, alors Cy est une constante et
minimiser R revient a décider, pour une observation y, donnée :

1, siDk) <0

P(u=1/yy) = { o sinon (5.1.2.3.9)

oi D)= Y [Au*) Pu*ly*) [Cep(y/H,) - Cpp(y/H )] dy*

sachant que p(y/H)) = p(yk/yk,PL).p(yk/}ﬁ), la régle de décision pour le détecteur gy est donc :

POKHD 3 [AW*)Cy P y*) ply*ly, H,) dy*
uk o

0 (5.1.2.3.10)
POW/Ho) Y [A@") Ce P*ly") ply "Iy, Ho) dy*
uk y¥

Les autres détecteurs locaux peuvent étre optimisés de la méme facon: On consideére que
I’opérateur de fusion ainsi que tous les détecteurs locaux sont fixés, sauf le détecteur g, et on
I’optimise avec la reégle précédente, en remplagant « k » par «1 ».

Il nous reste maintenant a considérer que tous les détecteurs locaux sont figés, ce qui nous
permettra d’ optimiser I’ opérateur de fusion :
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e Optimisation de ’opérateur de fusion

Intéressons nous maintenant a l'optimisation de l'opérateur de fusion. Comme précédemment,

les détecteurs locaux sont supposés fixés. Puisque les éléments de u sont a valeurs binaires il y
. . . * .

a 2N valeurs possibles prises par u. Soit u l'une de ces valeurs. (5.1.2.3.3) peut s'écrire :

R = P(up=1/u") [CEP(u’/Hy) - CoP(u’/H))] + K(u") (5.1.2.3.11)

Ku") = C+ 2, P(ug=1/u) [CEP(u/Hy) - CpP(u/H))]

*
u#u

* . * . e . . ~ N P
Pour un u donné, K(u ) est fixé. Minimiser R revient donc a employer la régle de décision
suivante :

1, si [CFP(u /HO) - CDP(u /Hl)] <0

0, sinon

P(ug=1/u") = {

La regle de décision pour 1’opérateur de fusion est donc :

uy=l1

Pu /H) > Cp

. (5.1.2.3.12)
P(u"/ Hy) < C

Optimiser I’ opérateur de fusion revient ainsi a résoudre 2" équations.

En conclusion, optimiser le systéme revient donc i résoudre 2N équations de la forme
(5.1.2.3.12) et N équations de la forme (5.1.2.3.10). Une solution commune a ces 2NN
équations non linéaires couplées est la solution de ’optimisation Bayésienne élément par
élément du probleme de détection décentralisée de la Figure 23. Le nombre d'équations a
résoudre simultanément croit donc trés rapidement avec le nombre de capteurs, les calculs
nécessaires a la résolution de ces équations deviennent donc trés vite prohibitifs. Dans
certains cas, ces calculs peuvent €tre simplifiés. C’est le cas lorsque les observations locales
sont indépendantes entre elles.

¢ Cas ou les observations locales sont indépendantes
N

Dans ce cas, on peut écrire : P(Y/H) = H p(y/H)), j=0.1
i=1
et 'équation (5.1.2.3.10) devient, apres simplification :

u =1 N
> 2.CeAw") [[PuyH,)
oF i=Lizk (5.1.2.3.13)

uk<=0 D ChrAu®) ﬁP(u.,/H,)

i=Lizk

p(y./H,)
p(y./H,)
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Le terme de droite est une constante et par conséquent un réel seuillage pour déterminer uy est effectué, ce qui
n'était en général pas le cas avec 1'équation (5.1.2.3.10). De méme, 1'équation (5.1.2.3.12) concernant la fusion
peut étre simplifiée :

1E[P(u JH ) >_ Cr (5.1.2.3.14)
1 P(u,/H,) S C,

Dans le cas ou les observations locales sont indépendantes, le nombre d'équations couplées ne varie donc pas,
mais la difficulté de résolution est beaucoup moins grande.

e Exemple [Var97]

En considérant deux capteurs dont les observations sont indépendantes, une expression explicite des seuils et de
I’ opérateur de fusion peut étre obtenue. Ainsi le seuil au niveau du premier détecteur est, d’apres (5.1.2.3.13) :

Zc A(u,) P(u,/H,)
}\,1—

Zc A(u,)P(u,/H )

De plus, A(uy) = P(up=1/u;=1,u3) - P(ug=1/u;=0,u;) ; et en posant Pyy=P(u¢=i/wj=j,u=k) ,on a:

A= Ce (Piio = Pigo)(1=Pg) + (B, =Py )Py
CD (PIIO_PI(X))(I_PD2)+(PHI_PIOI)PD2

A= Cr Py =Py +P, — P )Py + (B — Pigo)
Co (Pigo Puo'*‘Pm_le)Pm+(P110—Pxoo)
De méme : o= _C_f_ (Ploo - Py +P111 — PllO)PFl +(P101 —PIOO)

CD (Pmo _Pl()l +P111 - llO)PDl +(P101 —PIOO)

De plus, dans ce cas, le vecteur u peut prendre quatre valeurs différentes suivant les valeurs de u; et de u,.
L’équation (5.1.2.3.10) se traduit donc par I’application d’une des quatre relations suivantes :

up=1 up=l
Po Py > Cp 1-Pp Py > Cp
Py Py, <0CD 1-Pg Pp <_0CD
ug=l Up=
Py 1-P,, > Ce 1-P,, 1-P,, > Ce
P, 1-Pg, < C, I-P, 1-P, = C,

Les six équations précédentes sont couplées et leur résolution permet de trouver une solution au probléme de la
détection décentralisée paralléle.

Dans le cas ou les fonctions de densité de probabilités conditionnelles associées aux différentes situations sont
des gaussiennes, ce systeme d’équations a pu étre résolu. Sous I’hypothese H), ces fonctions sont supposées étre
de moyenne O et de variance 1. Sous I’hypothése H, ces fonctions sont supposées étre de moyenne m; et m; et de
variance 1. A titre d’exemple, deux systemes ont été étudiés, le premier avec m;=my=1 et I’autre avec my=1 et
my=1,5. La régle de fusion optimale dépend alors de Py et est résumée dans les tableaux 25 et 26. Les seuils
optimaux des deux détecteurs, ainsi que les probabilités d’erreurs qui leur sont associés sont indiqués dans les
figures 27, 29, 30 et 32. Les figures 28 et 31 représentent les courbes C.O.R. pour chaque systéme.
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Valeurs prises par Py regle de fusion optimale
0< Py<0.5 fs (ou logique)
0.5« Py<«l1 f, (et logique)
Figure 25 : Larggle de fusion optimale en fonction de Py pour my=m,=1

Valeurs prises par Py régle de fusion optimale

0<Py<0.185 fs (décision prise par q,)
0.185 < Py< 0.5 fz (ou logique)
0.5 <Py<0.815 f; (et logique)

0.815 < Py< 1 fs (décision prise par q,)

Figure 26 : Larggle de fusion optimale en fonction de Py pour m;=1 et my=1,5

09}

o.8r
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Capteur 1 ou 2
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Figure 28 : Courbes C.O.R. pour mj=m;,=1
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Figure 29 : Probabilités d’erreur en fonction de Py
pour my=my=1
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Figure 31 : Courbes C.O.R. pour m;=1 et my=1,5

1 0 0.2

0.4 0.6

Py

pour m;=1 et mp=1,5

Figure 32 : Probabilités d’erreur en fonction de Py

Le méme type de calcul peut €tre fait pour trois capteurs. Le cas oit les fonctions de densité de probabilités
conditionnelles associ€es aux différentes situations sont des gaussiennes a été étudié. Sous ’hypothese Hy, ces
fonctions sont supposées étre de moyenne 0 et de variance 1. Sous I’hypothése H,, ces fonctions sont supposées
étre de moyenne m;=m,=m;=1 et de variance 1. Les seuils sont supposés étre les mémes pour tous les détecteurs,
les valeurs de ces seuils sont indiqués Figure 33. La probabilité d’erreur en fonction de Py est indiquée Figure 34.
Enfin, les performances des systemes de détection en fonction du nombre de capteurs sont représentées Figure

35.
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Figure 33 : Régle de fusion optimale et valeurs des Figure 34 : Probabilités d’erreur en fonction de Py

seuils en fonction de Py pour mj=m,=m;=1 pour my=mp;=mz=1
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Figure 35 : Probabilités d’erreur en fonction du nombre de capteurs pour m;=m,=ms=1

¢ Remarques

- La courbe C.O.R., associée au systeme qui résulte de 'optimisation élément par élément en
utilisant la procédure décrite ci-dessus, n'est pas forcément concave.

- Lorsque les observations locales sont distribuées de facon identique, l'optimisation du
systeme ne conduit pas forcément a des détecteurs locaux identiques. Les seuils utilisés au
niveau de ces détecteurs peuvent étre différents [Tsi86] [WiW91] [ChK92].

- Lorsque les observations locales sont distribuées de fagon identique, et que l'on force les
détecteurs locaux a étre identiques ; il a ét€é montré [ReN87a] que l'opérateur de fusion
optimal se réduit a une régle pour laquelle, si K détecteurs parmi N décident 1, alors
l'opérateur de fusion décide H;. K étant fixé en fonction de Py, des cofits associés aux
différentes situations, et des probabilités de fausse alarme et de détection communes a tous les
détecteurs.

- Différents algorithmes pour résoudre le probleéme de 'optimisation élément par élément ont
été développés dans la littérature [Tan90] [Hel95b].
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- Les méthodes développées ci-dessus ne sont applicables que dans le cas ol les statistiques
associées aux différentes observations sont connues. ‘

5.1.3. Le point de vue de Neyman-Pearson

Pour utiliser cette approche, il n’est pas nécessaire de connaitre les probabilités a priori
associées aux différentes hypotheses, ni les différents coiits associés a chaque situation. La
probabilité de détection Pp est maximisée pour une valeur de la probabilité de fausse alarme
Pr=a fixée. Aussi, seul le systeme entier de la Figure 23 pourra €tre optimisé ici, puisque la
probabilité de détection du systeme complet doit pouvoir €tre calculée. Le systeme considéré
est composé de N détecteurs locaux q; associés a N capteurs Y; (i=1,...,N) qui observent le
méme phénomene. A partir de ses propres observations y;, chaque détecteur prend une
décision locale u;. Les décisions locales sont ensuite transmises a un opérateur de fusion qui
les combine de fagon a obtenir la décision finale uy. Nous utiliserons pour la suite, les mémes
notations qu'au paragraphe 5.1.2.3.

Comme nous l'avons vu au paragraphe 4.2 la régle de décision qui maximise Pp pour une
valeur fixée de Pr constitue un seuillage (qu’il faudra se fixer) du rapport de vraisemblance.
Les probabilités Pr et Pp peuvent €tre exprimées en fonction de Pg; et Pp; telles que :

Pp=P(u=1/H;)= ) P(uo=1/u) P(u/H))

u

Pe=P(up=1/Hp) = ), P(up=1/u) P(u/Hy)

u

oll D' représente une sommation sur toutes les valeurs possibles prises par u.

u

. . P * * * * L .
Les composantes de u étant indépendantes, pour chaque valeur u = (u; ,us ,...,un ) fixée prise
par u, on a les relations suivantes :

Pu/Hy =[] -Pw) ][] Poi
S, S,

Pw/Hy) =[] (-Pm) ][] Pm
S, S,

ou S;est I’ensemble de toutes les décisions locales u; égales 2 j, j=0,1.

e Optimisation de ’opérateur de fusion

Afin d’optimiser I’opérateur de fusion, on utilise la méthode du multiplicateur de Lagrange et
on pose :

L=Pp-A.(Pra) (5.1.3.1)

L= ). P(u=1/u)PWH)) - (Y, P(ug=1/u).P(WHp)- o)
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L=Aa + Z P(up=1/u) . [P(w/H}) - A.P(u/Hp)] (5.1.3.2)

Le premier terme est fixé. Pour maximiser L il faut maximiser le terme « somme » ; ce qui se
traduit, pour chaque valeur u” fixée prise par u, par la régle de décision suivante :

. 0, si P(w'/H,)-AP@'/H,)<0
Pug=tan’y = | P H) AP )<
1, si Pw/H,)-AP(u/H,)>0

* 0
Ce qui peut s'écrire : M - (5.1.3.3)
P(u'/H,) uo=0
ol : PP(“ :H A gt H.l..'__PD-;
(u/Hy) s, Pr s, 1-Pg
POUH) Py (1P )"
SOit : = [[I= b (5.13.4)
P(u'/H,) iz \ Py 1-P

En prenant le logarithme de I’équation (5.1.3.3) et en réarrangeant les termes, la régle de
fusion (5.1.3.3) peut s’écrire :

ug =1

Y P,(1-P)| . > 1 p

log-2"78) |, .

Z[ gPﬁ(l-Pm)] Do log[xgl_PJ (5.1.3.5)
u

La regle de fusion obtenue est donc de la méme forme que celle du paragraphe 5.1.2.2. Une
somme pondérée des décisions locales est calculée et comparée a un seuil.

¢ Optimisation des détecteurs locaux

Déterminons maintenant les régles de décision au niveau des détecteurs locaux en utilisant
une optxrmsatlon element par élément. L’équation (5.1.3.2) peut s'écrire, en développant
suivant le terme u* .

L=2Ao+ . P(up=1/w=0,u%) [P(w=0,u"/H,) - A P(w=0,u"/Hp)] (5.1.3.6)

+2 Pug=1/n=1,u%) [Pu=1,0H)) - A P(ue=1,u%Hp)]

.k T
ou u =(uy, ..., Ukg, Uksl, ..oy UN)

sachant que :
P(uk-O/H ) =1-P(u=1/H))

P(u=0,u’/H; ) = P(u=0/H) P(uk/HJ) puisque uy est indépendant de uk j=0,1
et que :
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P(u/H))= J.P(u Yo H, )-p(y,/H ;) dYk 1=0,1
Yk
P(u/H)= J- Pu /y ).p(y /H,)dy, puisque uy ne dépend pas de H;

Yk
L peut s'écrire :

L=C"+ [P(u, =1/y,) [C/* p(yu/H)) - ACo* pO/Ho)l dyi (5.137)

Yi

avece |

Ct=ha+ ). P(u=1/u=0,u%) [P /H)) - A P(u"/Hy)]
C¥= D [P(uo=1/u=1,u%) - P(ug=1/u,=0,u")] P(u"/H,) i=0,1

Puisque C* est indépendant de la régle de décision associée au détecteur k, pour maximiser L
il suffit de maximiser 1’intégrale, ce qui se traduit, pour chaque valeur yy, par la regle de
décision suivante :

0, si C,*p(y /H,)-AC, p(y,/H,) <0

P(u=1/yx) = { _
1, si C,“p(y/H,)-1C, p(y /H,)>0

La regle de décision pour le détecteur gx est donc :

u, =1

k k

> C

BPOWHD >, o A=A =% (5.1.3.8)
P(Yk/Ho) Uy =0 C1

Optimiser le systeme revient donc a résoudre N équations de la forme (5.1.3.5) et N
équations de la forme (5.1.3.8). Une solution commune a ces 2Y4+N équations non linéaires
couplées est une solution de I’optimisation de Neyman-Pearson élément par élément du

probléme de détection décentralisée de la Figure 23.
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¢ Exemple [Var97]

En considérant deux capteurs dont les observations sont indépendantes, une expression explicite des seuils peut
&tre obtenue en fonction de I’opérateur de fusion qui a été retenu. Dans le cas ol 'opérateur de fusion est un « et
logique » les seuils au niveau des deux détecteurs sont, d’apres (5.1.2.3.8) :

A=) [P, = I/, = Lu, = 0) - P(u, = Ly, = 0,u, = O)P(u, = O/H,) + [Puy = U, = Lu, = 1) - P(u, = L/, = 0,u, = H]P(u, = /H,)
[Pw, =10, = L,u, =0) - P(u, = 1/u, = 0,u, = O)}P(u, = 0/H,) +{P(u, = LA, = L,u, = 1)~ P(u, = Lu, = O,u, = D]P(u, = VH,)

P(u, =1/H,)

>\.1= A
P(u, =VH,)
A=A Py
Py,
Deméme: A, =7\.&L
D1

Les performances en terme de probabilités de fausse alarme Pr et de détection Pp du systéme complet sont
données par :

PD = PDI -PDZ
avec Pp=Pp.Pp=a fixée

La résolution de ces équations permet de trouver la solution du probleme de détection décentralisée parallele du
point de vue de Neyman-Pearson.

Dans le cas ol ’opérateur de fusion est un « ou logique », les seuils associés aux deux détecteurs sont, d’apres
(5.1.2.3.8) :

a=A 1P
1-P,,
Ao=n LPe
1-P,,

Les performances en terme de probabilités de fausse alarme Pg et de détection Pp du systéme complet sont
données par :

Pp = Pp; + Pp; - Pp1.Pp;
avec PF= Pg1 + Py - Ppl.Pm =a fixée.
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5.2. La détection décentralisée série

Nous considérons, dans ce paragraphe, le probleme de la détection décentralisée série (Figure
36) encore appelée «détection décentralisée en tandem » [ReN87b] [PaA90] [Tan90]
[TPK91b] [Swa93]. Chaque détecteur local regoit une information issue d'un capteur et
transmet un message binaire a son successeur. La décision du premier détecteur est basée sur
les informations issues d’un seul capteur et c’est le dernier détecteur qui élabore la décision

finale.
Phénomeéne

qi > Q2 >
u 1]

Figure 36 : Architecture de détection décentralisée série a deux détecteurs

En 1987, Reibman et Nolte [ReN87b] ont été les premiers a étudier en détail les performances
de différents systtmes de détection décentralisée série. Leur but était de comparer les
performances de différents systémes en confrontant leurs courbes C.O.R.. Cinq types de
systémes de détection furent ainsi étudiés :

- un systéme de fusion de deux capteurs en série

- un systeme de fusion de deux capteurs en paralléle

- un systeme de trois capteurs en série

- un systéme de trois capteurs dont deux en série et un en paralléle

- un systeme de fusion de trois capteurs en parallele.

Fin 1990, Papastavrou et Athans ont présenté une étude [PaA90] sur la détection distribuée
avec plusieurs capteurs en tandem. Ils énoncent différents résultats applicables au cadre de la
détection binaire et étendent ensuite ces résultats a la détection a M hypotheses.

Dans le cadre de ce travail, nous ne présenterons qu’un systeme en tandem formé de deux
détecteurs q; et q, les systémes en tandem formés de plus de deux détecteurs pouvant €tre
étudiés de maniere similaire. Les hypothéses possibles sont toujours Hy et H; auxquelles sont
associées les probabilités a priori Py et P;. Les observations issues de chaque capteur sont
notées respectivement y; et y,. Les fonctions de densité de probabilités conditionnelles sous
chaque hypothése sont notées p(y;,yo/Hi), k=0,1. Le détecteur q; élabore sa décision u; a
partir de y;. Cette décision est ensuite transmise au détecteur g, qui élabore la décision finale
u; a partir de u; et de y,. Chaque décision binaire est telle que :

i

0, le détecteur i décide que H,, est vraie
1,le détecteur i décide que H, est vraie
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Remarque .
Dans ce contexte, I’architecture est imposée, c’est-a-dire que c’est le détecteur q; qui transmet

sa décision a q,. On pourrait tout a fait considérer I’inverse (q, envoie sa décision a q; qui
élabore alors la décision finale). Ces deux architectures pourraient dés lors étre comparées, et
I’architecture donnant les meilleurs résultats pourrait alors étre retenue.

¢ Minimisation du risque moyen ‘R

Les coiits des différentes décisions sont notés Cj, j,k=0,1 oli Cjx représente le cofit de décider
H; pour le détecteur 2 alors que Hy est vraie. Le probléme est toujours de minimiser le risque
moyen R=E{Cy}. Lors de cette minimisation, le coit associé€ a u;=i lorsque H; est vraie est
pris en compte de facon indirecte. Nous supposons de plus que le colit associ€ a une décision
incorrecte est supérieur a celui d’une décision correcte et que les observations y; et y, sont
indépendantes I'une de l'autre sous chaque hypothése. Le risque moyen R=E{Cy} peut
s’écrire :

R

Z I p(ug,u2,y1,y2,Hi) Cic dy1 dy2 (5.2.1)

Likyy,

R = Z _{ p(u1,u2,y1,y2/Hi) Py Cikdy1 dy

iqj)k yl sz

R= I p(uz/uy,y1,y2, Hy) p(u,y1,y2/He) P Cic dy1 dy2 (5.2.2)

Liky,y,

¢ Optimisation du second détecteur

L'optimisation de ce systéme se fait élément par élément. Lors de I'optimisation du détecteur
qi (i=1,2), I'autre détecteur sera supposé fixé. u, étant indépendant de y; et de H, ety et y2
étant indépendantes 1’un de I’autre, R peut s’écrire :

R = > | PxCiplusfury) pluny/H p(y/Hy) dyi dy,

Lk Yi:¥2

-

En développant suivant j, sachant que p(u;=1/u;,y2) = 1 - p(uz=0/uy,y5), et en rassemblant les
différents termes, on obtient :

R = > | PuCup(uiy/Ho p(y2/Hy) dy1 dy

ik y.y,

+Z I p(uz=0/uy,y,) . { ; I Py [Cox-Cix] p(ur,y/Hy) p(y2/Hy) dy: } dy»

Y2 M

Si l'on suppose que le détecteur q; est fixé, le premier terme est une constante, et dans ce cas,
e e . N , . * * .
minimiser ‘R revient & décider pour chaque valeur u; et y, prises paru;ety, :
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. . |0si> | B IC,-C,lpu, ,y/H,)p(y, /H,)dy, >0
p(U=0/;"y,")= ;y_!’ k Lo ~Cp IPWy L Y /02, ) LY, /1, ) dy (5.2.3)

1, sinon

En intégrant suivant y;, en développant suivant k et en réarrangeant les termes cela devient :

* u2=1 * *
- C /
RO 1) oo ~Co) PO M) Lo P ) o Gy (5.2.4)
p(y, /Hy) 1,=0 P,(Coy ~Ci)p(u, /Hy)  Cp p(u, /H))

Cp=(1-Po)(Co1-Cy1)

Il faut remarquer que le seuil de droite correspond en fait & deux seuils différents, 1’un lorsque
u1*=0 et 'autre lorsque u1*=1. Ces deux seuils sont notés Kzl et xzo et dépendent des
probabilités de fausse alarme Pr; et de détection Pp; du détecteur q; tels que :

Cr p(u, =1/H,) - Ce Py

A =
Cpp(u, =1/H;)  Cp By,

(5.2.5)

0 = Ce p(u, =0/H,) - C: (1-Py)
Cpop(u, =0/H)) C,(1-Py)

(5.2.6)

e Optimisation du premier détecteur

Déterminons maintenant la régle de décision du premier détecteur. D’aprés (5.2.2) on a:

R=) I Py Cix p(uz/uy,y2) p(uy,yi/Hy) p(y2/Hy) dy; dy,

Likypy,

La décision u; ne dépend que de y; et est indépendante de H;. R peut donc s’écrire :

R = Z f Py Cix p(u2/uy,y2) p(ui/yy) p(yi/Hy) p(y2/Hy) dy:dy;

Liky,y,

En développant suivant i, sachant que p(u;=1/y;) =1 - p(u;=0/y;), et en rassemblant les
différents termes, on obtient : -

R= > I Py Cix p(u2/wi=1,y2) p(yi/Hi) p(y2/Hi) dy:dy2

ik Y1,¥2

+I p(ul=0/Y1)-{z j Py.Cix.p(y/Hi).p(y2/ HO)[(p(u2/u1=0,y2)-p(u2/u;=1,y2)].dy2 }dy;
Yt ik Y2

Si l'on suppose que le détecteur g, est fixé, alors le premier terme est une constante et
minimiser R revient a décider, pour chaque valeur y, prise par y; :

p(u1=0/}’1*)= {O’Si Z I P Cy p(y, /H,) p(y,/H, ) [p(u,/u, =0,y,)-p(u,/u, =1,y,)1dy, >0 (5.2.7)
iky,
1,sinon
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En intégrant suivant y,, en développant suivant j et k et en réarrangeant les termes, cela
devient :

* u =t
p(y, /H,) 1> Po(Cyo —Coo)[p(uz =l ,=1,H;)-plu, =1u, =0, Ho)]

* (5.2.8)
p(y, /H,) u1<=0 P (Co —Cy)) [P(uz =lu =1, H)-plu, =1u, =0, Hl)]
Ce qui peut s’écrire :
* u, =1
Py, /H,) " CePu(h)—Pu(4) _ A (5.2.9)

P(Y1*/Ho) u,<=0 Cp, P,y (4,) = Pp,y (4;)

ou sz(xzj) et Pm(xzj) représentent respectivement les .valeurs des probabilités de fausse
alarme et de détection du détecteur 2 associées au seuil Ay, j=0,1. Le seuil A; dépend donc des
deux valeurs que peut prendre le seuil A;.

Optimiser le systtme revient donc a résoudre trois équations non linéaires couplées ; deux
équations de la forme (5.2.4) et une équation de la forme (5.2.9). Une solution commune a ces
trois équations est une solution de l’optimisation Bayésienne élément par élément du
probléme de détection décentralisée de la Figure 36.

Le probleme de la détection décentralis€e série dans le cas ou I’on a N détecteurs peut €tre
traité de la méme maniere. On aboutit alors a un systeme de 2N-1 équations non linéaires
couplées a résoudre.

e Exemple [Var97]

En considérant deux capteurs dont les observations sont indépendantes, une expression explicite des seuils A4,
AL et A, peut étre obtenue en résolvant les équations (5.2.5), (5.2.6) et (5.2.9). Dans le cas ot les fonctions de
densité de probabilités conditionnelles associées a chaque situation sont gaussiennes, ce systéme d’équations a
pu étre résolu. Sous H, ces fonctions sont supposées étre de variance 1 et de moyenne 0. Sous H, elles sont
supposées étre de variance 1 et de moyenne m;=m,=1. Les seuils des deux détecteurs, ainsi que les probabilités
d’erreurs qui leur sont associés sont donnés ci-dessous. On peut remarquer, sur la Figure 38, que dans ce cas la
détection série donne de meilleurs résultats que la détection paralléle.

8 — —
4 03}
6
F E‘ 025} ET e ou
57 g rie
: S oz}
-1
E 4 ks
st =015
3
27 e 0.1
[a )
17 0.05 l
o - X , X . . ‘ ‘
0 02 4 p @6 08 1 % 02 0.4 06 0.8 1
0
Py
Figure 37 : Seuils en fonction de Py, m;=m,=1 Figure 38 : Probabilités d’erreur en fonction de Py
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6. Conclusion

Pour les systemes de détection décentralisée composés de deux détecteurs, 1’architecture de
détection décentralisée série donne au moins d’aussi bons résultats que ’architecture paralléle
[Pap90] [Tsi93]. Cependant pour les systémes de détection décentralisée comportant plus de
deux détecteurs, il n'existe pas de résultat général. Les performances obtenues en utilisant
I'une ou l'autre architecture doivent alors étre évaluées au coup par coup. Dans le cas
asymptotique ou le nombre de détecteurs N tend vers l'infini, il a été¢ montré que I'architecture
de détection décentralisée parallele donnait de meilleurs résultats que l'architecture
série [PaA90]. On peut donc penser qu’il existe une certaine valeur de N a partir de laquelle
Parchitecture de détection décentralisée parallele sera meilleure que I’architecture série. Cette
valeur n’a pas encore pu étre déterminée mais elle est supposée étre relativement petite
[Tsi93].

Un autre probléme intéressant relatif a I’architecture de détection décentralisée série est le
probleme de ’ordre des détecteurs a I'intérieur du systeme. Considérons par exemple un
systéme de détection décentralisée série composé de deux détecteurs dont ’'un est meilleur
que I’autre. Quel détecteur devons nous placer en premier et quel est le détecteur qui doit
prendre la décision finale ? De fagon intuitive on peut se dire que c’est le meilleur détecteur
qui doit prendre cette décision, mais aucun résultat général n’existe dans ce domaine, et des
exemples qui viennent contredire cette idée ont pu étre trouvés [Pap90].

Des études ont également été menées dans le cadre de la recherche d’une architecture mixte,

ou arborescente [Bal94]. Le principe est alors de trouver I’architecture optimale, suivant un
critere donné, afin d’obtenir une décision aussi juste que possible.
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CHAPITRE 2

L’ENTROPIE

UN CRITERE D’OPTIMISATION ORIGINAL

EN THEORIE DE LA DETECTION
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1. Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé différents résultats concernant I’optimisation des
systtmes de détection centralisée et décentralisée. Lors de cette étude, deux critéres
d’optimisation ont été€ appliqués aux architectures les plus courantes. Dans le cas Bayésien, un
collt est associé a chaque situation, une fonction risque moyen est ensuite minimisée. Dans les
applications ol ces cofits sont connus et ont une signification précise, I’approche Bayésienne
peut étre une excellente solution au probléme d’optimisation. Cependant, ce n’est pas
forcément le cas pour toutes les applications. Dans certaines d’entre elles, il pourrait étre
intéressant de se poser le probleme de l'optimisation en s’intéressant a la quantité
d’information pertinente pour le probleme de détection. Ce type d’approche pourrait
notamment s’adapter aux problémes de communication numériques ou 1’on s’intéresse
davantage a la quantité d’information transmise, plutt qu’a I’information elle-méme. Pour de
tels systtmes un critere basé sur une fonction entropique pourrait étre plus approprié.
Différents travaux ont été effectués dans ce but ; Middleton [Mid60] et Gabrielle [Gab66] ont
proposé une architecture de détection centralisée basée sur la minimisation de la perte
d’information entre 1’entrée et la sortie du syst¢eme. Hoballah [HoV89b], et Warren [WWR89]
ont étendu ce résultat au probleéme de la détection décentralisée parallele.

Nous avons schématisé ci-dessous le fonctionnement d’un systéme de détection binaire ainsi
que le probléme de la transmission d’informations binaires a travers un canal de transmission.
Notre objectif est de comparer ces deux approches.

Seuillage

& Espace des o

Source Mgd;le obsgrvations du rapport de >
Hy/H, statistique vraisemblance o/d;

Processus de détection

Figure 1 : Fonctionnement d’un systéme de détection binaire

Source ><

H, o
Canal de transmission

Figure 2 : Fonctionnement d’un systéme de transmission binaire
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Dans le cadre du probleme de la détection, deux hypotheses Hj, et H; doivent étre
discrimin€es. En d’autres termes, une décision (8o ou &;) doit étre prise a partir d’une
observation donnée. Les probabilités de non détection 1-Pp et de fausse alarme Pg peuvent
s’interpréter comme des probabilités d’erreur si on se place dans un probléme de transmission

d’informations binaires (Figure 3).

1-Pg

o

1-P Pr

H )
1 Py 1

Figure 3 : Modéle de transmission appliqué au probléme de la détection

L’objectif est alors de minimiser la perte d’information sur H (Hy ou H;) connaissant la
décision 8 (8¢ ou 8;). Cette perte d’information peut €tre mesurée par I’entropie conditionnelle
de Shannon H(H/d), et qui représente en fait I’incertitude sur H connaissant la décision J.
Pour plus d’explications sur ce point, le lecteur pourra se reporter au chapitre traitant de la
théorie de I’information (chapitre 4).

Dans un premier temps, nous utiliserons ce critere afin d’optimiser un systéme de détection
centralisée. Dans un deuxieme temps, cette démarche sera étendue au cas de la détection
décentralisée parallele, puis série. Enfin, une comparaison des résultats obtenus en utilisant la
démarche classique et la démarche entropique sera entreprise.

Ce chapitre est inspiré des travaux de Hoballah et Varshney [HoV89b] développant une
approche informationnelle du probléme de la détection décentralisée basée sur la

minimisation de la transinformation interne I (H,8) (voir chapitre 4). Notre contribution
consiste en I’utilisation d’un critere aboutissant a des résultats originaux et plus complets
(nous traitons le probléme de l’optimisation de I’opérateur de fusion seul ainsi que le
probléeme de [Doptimisation des systtmes de détection décentralisée série) dont les
formulations sont trés proches de celles obtenues au chapitre 1, facilitant par la méme
occasion la comparaison de 1’approche classique et de I’approche informationnelle.
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2. Utilisation d’un critére entropique dans le cadre de la
détection centralisée

Considérons un systeme (Figure 4) composé de N capteurs Y; i=1, ..., N observant le méme
phénomene. A partir des informations y=(yj,y2,...,yn) fournies par I’ensemble des capteurs
Y=(Y1, Y2, ..., Yn), une décision 8 (§y ou 9;) doit étre prise. Les lois de probabilités associées
a chaque hypothese sont supposées connues et on note :

- la probabilité de détection Pp=P(8\/H)

- la probabilité de fausse alarme Pg = P(8,/Hp)

Y
P 1
h éw\’
é
0 Y, /ﬁ,/’ Stratégie S (Hy/H,)
0 | P L
o - Décision
e
n Y N
e

Capteurs Mesures

Figure 4 : La détection centralisée

N

Le critére entropique consiste & minimiser l'entropie conditionnelle de Shannon H(H/)
[Mid60] [Gab66], en sachant que H(H/6)=E{log(1/P(H/5)}. En posant C(H,8)=log(1/P(H/3)),
cela revient 2 minimiser une fonction de risque moyen pour laquelle les fonctions de cofit ne
sont pas constantes mais dépendent des probabilités a posteriori. Dans un premier temps,
nous nous attacherons a déterminer I’expression de l’entropie conditionnelle H(H/3) en
fonction des probabilités de détection Pp et de fausse alarme Pr. Nous montrerons des lors les
relations existant entre le critére entropique et les critéres de Bayes et de Neyman-Pearson.

-
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e Expression de Pentropie conditionnelle H(H/3) en fonction des probabilités de
détection Pp et de fausse alarme Py

L'entropie conditionnelle H(H/S)" s'écrit

H(H/$)= - P(89,Hp) log P(Hy/8o)
- P(61,Ho) log P(Hy/51)
- P(80,H,) log P(H,/3) @2.1)
- P(31,H)) log P(H,/6,)

H(H/8)= - P(8¢/Hp) Py log FOMHo) Py
P(3,)

- P(8,/Hy) Py log PO/H)Fy
P(@3,)

- P(3¢/H)) (1-Py) log PO/M)(-R,)
P(3,)

- P(5,/H}) (1-Py) log PG/H,)(1-F))
P(3,)

H(H/8)= - P(8/H)) Py log P(,/H,) P,
P(5,/H,) P, + P(8,/H,) (1-P,)

- P(81/Hy) Py log P3,/MH,) P,
P(8,/H,) P, + P(5,/H,) (1-P,)

- P(8¢/H;) (1-Py) log P(3,/H,) (1-F,)
P(8,/H,) P, + P(8,/H,) (1- ;)

- P(81/H;) (1-Py) log P(8,/H,)(1-F,)
P(8,/H,)P, +P(5,/H,)(1-P,)

On en déduit que :

P, (1-P)
P, (1-P.)+(1-PB,) (1-Py)

_PoPrlog P . 2.2)
Py P +(1-P)) P,

- (l-Po) (l-PD) IOg (I‘Po) (I'PD)
P, (1-P)+(1-Py) (1-Pp)
(1-P,)P,

P, Pe +(1-Py) P,

H(H/$)= - Py (1-Pg) log

- (I-Po) PD IOg

L’entropie H(H/8) peut donc s’exprimer en fonction des probabilité€s de fausse alarme Pg, de
détection Pp, et de Py. Nous avons tracé la courbe H(H/8) en fonction de Pg et de Pp pour
Py=0,5.

" La base du logarithme peut étre quelconque. Afin d’alléger les notations, nous considérons des logarithmes
népériens. Dans la littérature, on utilise des logarithmes de base 2 (I’entropie est alors mesurée en bits), qui
s’accorde bien avec le systéme binaire de représentation des informations dans les calculateurs. Le passage en
base 2 revient alors a diviser 1’entropie par log(2).
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H(H/3)

0.7 o

Figure 5 : H(H/d) = f(Pp,Pr) avec Py=0,5

Attachons-nous maintenant a 1’étude de la fonction H(H/8)=f(Pp,Pr). Pour cela, nous
étudierons les variations de cette fonction a probabilité de fausse alarme Pr constante, puis a
probabilité de détection Pp constante.

¢ Minimisation de I’entropie H(H/5) a probabilité de fausse alarme Py constante

Dérivons H(H/6) par rapport a Pp pour une probabilité de fausse alarme Pr fixée :

GH(HIS) __ (1-Py) log — PP 4 (1-py) log (1-B,) (1-P,)
3 P, P.+(1-P,) P, P, (1-P.)+(1-P,)(1-P,)
1 HHS)_  (1-B)  _ (-B) (1-By) __(-Py)

(1-B)) oP,>° P, P.+(1-P)P, (1-P)P, P, (1-P)+(1-P)(1-Py) (1-P))(1-Py)

1 oH@HIS)_ 1 1 =2 1 »
(1—P0) aPDZ PD 1+ Po PF (1'PD) 1+ Po (1'PF)-
(1-P,)P, (1-Py)(1-By)
2
donc _1__ SHHI) o 2.3)
(1-F) 0P,
de plus, nous avons : GH;I/ %) (P, =P:)=0
D

a_H(_I_{@(PD) est donc une fonction décroissante de Pp, positive sur [O,Pg] et négative sur
P,

[Pr,1]. H(H/8)(Pp) représente donc une fonction croissante sur [0,Pg] et décroissante sur

[Pg,1] (Figure 6). On ne retiendra ici que l'intervalle [Pg,1], c'est-a-dire I'intervalle ou 1’on a
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Pp>Pr (seul cas intéressant pour la détection). Dans ce cas, H(H/8) est une fonction

décroissante de Pp.

Pp |0 Pr 1
FH(S) |
oP,’
SH(HIS) : .
i By iog By:(1-Py log (1-Py)
H(H/5)(P et

Figure 6 : Variations de H(H/3) en fonction de le probabilité de détection Pp

On en déduit donc que pour une probabilit¢é de fausse alarme Pr fixée, I’entropie
conditionnelle H(H/3) est une fonction décroissante de la probabilité de détection Pp. A Pg

N

fixée, rechercher le détecteur qui minimise H(H/J) est donc équivalent a chercher le
détecteur qui maximise la probabilité de détection Pp. Minimiser H(H /) & probabilité de

fausse alarme fixée (Figure 7) est donc équivalent a appliquer le critére de Neyman-Pearson.

Figure 7 : Minimisation de I’entropie H(H/3) a probabilité de fausse alarme Pr constante
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e Minimisation de ’entropie H(H/6) a probabilité de détection Py constante

On dérive H(H/d) par rapport a Pr pour une probabilité de fausse alarme Pp, fixée

OH(HIS) =- Py log Py P + Py log Po (1-Pr)
P, P, P. +(1-P,) P, P, (1-P.)+(1-P,)(1-Pp)
1 0°H(H/S) — Py _ B + Py . P

P, aPF2 PP +(1-P)P, PP P, (1-P)+(1-B)(1-Py) P, (1-Pp)

1 o'HHIS) 1 1 - 1 .
R, op FB|  (-B)R | (I-F) )|, (-P)U-Py)
P, P, P, (1-P;)
donc L i@@w 2.3)
P, op.’
de plus aH(H/é‘)(P =P,)=0

F-

?ﬂgﬁ)_ est donc une fonction décroissante de P, positive sur [0,Pp] et négative sur [Pp,1].
PF

H(H / 3)(PE) est donc croissante sur {0,Pp] et décroissante sur [Pp,1] (Figure 8). Dans le cadre
de la détection, on ne retiendra ici que l'intervalle [0,Pp], c'est-a-dire I’intervalle dans lequel
P<Pp et dans ce cas, H(H/8)(Pr) croissante.

Pr

1 O*H(H/5)
Po asz

OH(HIS)
aPF

H(H/S)(P

Figure 8 : Variation de H(H/S) en fonction de le probabilité de fausse alarme Pr

On en déduit donc que pour une probabilité€ de détection Pp fixée, I’entropie conditionnelle
H(H/3) est une fonction croissante de la probabilité de fausse alarme Pg. A Pp fixée,

rechercher le détecteur qui minimise H(H/3) est donc équivalent a chercher le détecteur qui
minimise la probabilité de fausse alarme Pr.
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Minimiser H(H/J) sans fixer ni Pg ni Pp, revient donc a résoudre le probléme bi-critére
{min Pg, max Pp} en adoptant une fonction d’utilité non linéaire H(H/8) (a I’inverse du critére
de Bayes ot I’on cherche a minimiser la fonction linéaire R = o.Pg,f.(1-Pp)).

Montrons que minimiser H(H/d) revient a effectuer un seuillage du rapport de vraisemblance,
et que le seuil peut étre déterminé a partir de la connaissance des probabilités a posteriori
associées aux différentes situations possibles.

¢ Détermination du seuil A qui minimise H(H/5)

Chercher le seuil A pour lequel I’entropie conditionnelle H(H/6) est minimale revient a

chercher la valeur du rapport de vraisemblance A pour laquelle (M) =0.
A=A
Rappelons que :
e oP
Pe= [ p(A/Hp) dA = P(A=MHp) = {-—F
OA J,_
A A=4
+00
OP,
Po= | p(A/H))dA = PA=MH)=-| =2
OA Jroa
A
On adonc:
(aﬂfi@) = +P,P(A=MHylog__ PP
oN )i P, Py +(1-P,)P,

+ Po PF M
P0 PF
_PoPp R PA=A/H,)+(1-R)P(A=A/H))
P() PF +(1-P0)PD
- Po P(A=\/Hp) log P, (1-P)
Py (1-P)+(1-By) (1-Pp)

P, (1-Pg)

Py P(A=A/H;)+(1-P,))P(A =A/H,)
P, (1-Pa)+(1-P) (1-Pp)
+ (1-Po) P(A=MAHj) log (1-F) Py,
P, P, +(1-P,) P,
+(1-Py) Pp (L-P) PA=A/H))
(I'PO)PD
P,P(A=A/H,)+(1-P)P(A=A/H))
P, P +(1-F) P,

- (1-Pp) P(A=AH)) log____(1-F) (1-Pp)
Py (1-Pp)+(1-P,) (1-Pp)

- Py (1-Pp)

+ PO (I-PF)

- (1-Po) Pp
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- (1-Py) (1-Pp) (I-P)P(A=A/H))
(1-Py)(1-Py)
+ (1-Py) (I_PD)' P,P(A=A/H))+(1-P))P(A=A/H,)
P, (1-P)+(1-B,) (1-By)

L’équation précédente se simplifie pour aboutir a I’expression suivante :

(6H( H/S)J _ + Py P(A=\/Hp) log P, Pp
oA A=A Fofer B2
- Py P(A=A/Hy) log bl

P, (1-P.) +(1-P,))(1-P,)

+ (1-Po) P(A=A/H) log —1-F) Pp
PO PF+(1'P())PD

- (1-Po) P(A=M/Hj) log ____(1-%) (1-Py)
Py (1-Pg) +(1-Py) (1-Pp)

et puisque 1’on a toujours P_(A_=MH_1) =\, on peut en déduire :
P(A=XA/H,)
(——aH(H/ 8)) - P(A=NH) [ Po log—PoPr __ _pylog By (1-Pr)
OA A=h P, P.+(1-P) P, P, (1-P)+(1-Py)(1-Py)

+(1-P)Aalog PP (1 pyrtog_ (1-P) (1-Pp) }(2.4)
Py P +(1-Py) P, P, (1-P.)+(1-P,)(1-P,)

Or, nous avons les relations suivantes :

P(H0/§0)=P(50/H0)P° _ (1-Pp)P, _ P, (1-P;)
P(5,) P(6,/H,)Py+P(S,/H, Y1-P,) P, (1-Py)+(1-Py)(1-Py)
P(HYS) = Po P . PHI%) = A-P)A-P) . pHysy) =
POPF+(1-P0)PD PO(I-PF)+(1-PO)(1-PD)
(1-P0)F‘D

PP +(1-P) P,
oH(H/5)

Pour que H(H/8) soit minimale, il faut que la quantité ( }‘soit nulle. Ainsi I’équation

(2.4) conduit tout naturellement a choisir A tel que :

_ P, logP(H,/3,)-log P(H,/3,)

" 1-P, logP(H,/5,)-log P(H,/5,)

Oou encore :

_ P, log1/P(H,/3,)-log 1/P(H,/5,)
" 1-P, logl/P(H,/5,)-log L/P(H,/3,)

(2.5)

Fabriquer le détecteur qui minimise I'entropie H(H/3) est équivalent a fabriquer le détecteur a

rapport de vraisemblance A(y)=£(—y-/ﬂﬁ tel que :

p(y/H,)
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d=H,

P,(C,,-C
A leTtw) 26
S=H, PI(COI _Cu)
ol Cj; est un cofit variable défini par Cjj=log ———L— (1,j=0,1)
P(H,/5;)
¢ Exemple

Reprenons un exemple traité dans le premier chapitre : le systéme est formé d’un capteur dont les fonctions de
densité de probabilités sous chaque hypothese sont des gaussiennes. Sous I"hypothése H,, la fonction de densité
de probabilité est supposée étre de moyenne O et de variance 1. Sous I’hypothése H,, cette fonction est supposée
étre de moyenne 1 et de variance 1.

5=H,
Larégle de décision est alors la suivante : ~ A(y) : A

5=H,
Le seuil A qui minimise I'entropie H(H/8) peut étre calculé. Nous avons tracé la valeur du seuil qui minimise
H(H/8) (Figure 9), la valeur de H(H/8) (Figure 10), la probabilité d’erreur en fonction de Py (Figure 11) et la
courbe C.O.R. en prenant Py comme parametre (Figure 12). Minimiser I’entropie revient a chercher, pour chaque
valeur de Py, le point de la courbe C.O.R. qui se rapproche le plus du point (Pg=0,Pp=1). La courbe C.O.R.
trouvée correspond exactement 2 une partie de celle trouvée en appliquant le critere de Bayes. Pour Py=0.5, les
résultats trouvés en terme de seuil, et de probabilité d’erreur sont les mémes que ceux trouvés. dans le cas
Bayésien. Par contre, lorsque Py varie, le critére entropique ne permet pas de minimiser la probabilité d’erreur,
en revanche les probabilités de détection et de fausse alarme trouvées restent dans des limites acceptables, ce qui
n’est pas le cas en appliquant le critére de Bayes.
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071
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2 H(H/3)
w2 0.5
04t
0.3r
o2t
0.1
0.7 *
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 + - —L +
P, 0 0.2 04 0.6 08 1
0 PO
Figure 9 : Valeur du seuil A en fonction de Py Figure 10 : Valeur de H(H/8) en fonction de P,
L — 1
0 + 0.9 L E
. 0.8 r Po=0 l
‘5‘ 025} 1 07t /
o .
3 o 9
< Ppost ”
= o015} 1 04l
2 :
-§ 0.4} 03 1
[a W 0.2}
005 o L 1
0 : . 0 . . . .
o} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P, Pe
Figure 11 : Probabilité d’erreur en fonction de Py Figure 12 : Courbe C.O.R. Pp=f(Pg)

En conclusion, dans le cadre de la détection centralisée, utiliser le critére entropique revient a
utiliser le critére de Bayes en définissant des coiits variables, qui ne sont dés lors plus définis
de fagon arbitraire.
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3. Utilisation d’un critére entropique dans le cadre de la
détection décentralisée parallele

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’entropie peut étre utilisée comme critére
d’optimisation d’une architecture de détection décentralisée parallele. Dans un premier
temps, nous considérons le probleme de I’optimisation des différents opérateurs locaux sans
prendre en compte 1’opérateur de fusion, que nous optimisons séparément. Nous étudions
ensuite I’optimisation simultanée des détecteurs locaux et de 'opérateur de fusion.

3.1. Optimisation des détecteurs locaux

3.1.1. Le cas de deux détecteurs en paralléle

Y. Détecteur 1

Y,

T

o5 aovg 0B oo

Figure 13 : Deux détecteurs en paralléle

Nous considérons dans ce paragraphe la détection parallele sans prendre en compte le
probléme de la fusion. Le systtme étudié est composé de deux capteurs en parallele qui
observent un phénoméne commun. A chaque capteur est associé un détecteur qui prend une
décision locale (Figure 13). Nous n’étudions ici que la détection décentralisée binaire. Hy et
H,; sont les deux hypotheses a discriminer de probabilités a priori respectives Py et P;. Les
observations associées aux deux capteurs sont toujours notées y; €t y,, et les décisions prises
par chaque détecteur, u;, i=1,2 :

0, on décide que H, est vraie
1, on décide que H, est vraie

Chaque décision binaire est caractérisée par ses probabilités de fausse alarme Py et de
détection Pp; telles que :

Pr=P(u;=1/Hyp) et Ppi=P(u=1/H;)

Les décisions prises par chaque détecteur sont supposées indépendantes. Le critere
d’ optimisation consiste & minimiser 1'entropie conditionnelle de Shannon H(H/uy,us).
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e Expression de I’entropie conditionnelle H(H/u;,u;) en fonction des probabilités de

détection Py et de fausse alarme Py; (i=1,2)

L'entropie conditionnelle H(H/ uy,uy) s'écrit :

H(H/ul,u2)= - Z P(U1=i, ll2=j, Ho) log P(Ho/ Ll1=i, u2=j) (3.1.1.1)
i,je{0,1}
- Y. P(u=i, wsj, H;) log P(H/ wi=i, uy=)
i,je{0,1}
H(Huu)= - Y. PoPu=i, up=j / Hp) log 2 =t =iMo) By
i,je{0,1} P(u, =i,u, =))
- Z (1-Pg) P(uy=i, uy=j / Hy) log P, =i,u, =.]/H1)'(1-P0)
i,je{0,1} P(u, =i,u, =j)
H(H/uju)= - Y PoP(ui=i/ Ho) P(uy=j / Hy) log PO =1Hy) P, =j/H )R,
i,jef0.1} Py =1u, =J/H0)Po +P(y =i,u, =jMH,)(1-F)
- z (1-Po) P(u;=1/ H;) P(u,=j / H) log P(y =i/H,) P(y =jH)(I-R)
i.jelo1} P(y =i,u, = jH)R +P(y =i,u, = jH,)(I-F)
On en déduit que :
H(Hlui,up)= - Py Pri P log Bo P P
Po PFIPFZ +(1- Po ) PDlPDZ
- Py (1-Ps1) Pra log % (P )P
P, (1- PP, +(1-P, ) (1-P,)P,
- Py Pr (1-Pry) log % P (- Pry)
P, P, (1-P,)+(1-P,) P, (1-P,)
- Py (1-Pr) (1-Ppo) log Fo (1- B )1 Pr)
. P, (1-Pg )(1-Pg,)+(1-P)) (1- Py )(1-Py,)
- (1-Po) Pp; Ppz log—L2F0) Poi Poo (3.1.1.2)
Py Py P, +(1-F) Py P,
- (I'PO) (I'PDI) PDZIOg (I_PO)(I'P[)l)Pm
P, (1-Pg)Ps, +(1-Py) (1- P, )P,
- (1-Po) Ppy (1-Ppy) log L= Fo) Por 0+ Po)
P, P,,(1-P,)+(1-P,) P, (1-Py,)
- (1-Po) (1-Ppy) (1-Pp2) log L L )
P, (1-P)(1-P)+(1-P) ) (1-Py X(1-Pp,)
Pour simplifier cette expression, on pose :
a1 = Py Pp Pr
a.1,1= Po (1-Pp1) Py
A1-1= Po P (l-sz) (31 13)
a.1,-1=Po (1-Pp;) (1-Pp)
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et

B1,1=(1-Po) Pp1 Ppy

B-1,1= (1-Po) (1-Ppy) Ppy

B1,-1=(1-Po) Pp1 (1-Pp2) (3.1.1.4)
B-1.-1=(1-Po) (1-Ppy) (1-Ppp)

En fonction de ces parametres, H(H/uy,u;) peut se mettre sous la forme :

H(H/u,u)= -ay, log___a‘_~‘_ - B log__ﬁv}_
a, + B, a,+p,
~aglog %t B log_ P (3.1.1.5)
a,,+ B a,, +pB.,
- aly_llog___a‘;_ -B1-1 log_&_
a .+ 5, a.+ P
- Oy log___a-l_'-‘._- B-1-1 log__ﬂt_
a;,+pB. A+ B
HHMu )= - [ Z a;jlog % 4 Bij log_ﬂi_'i_ } (3.1.1.6)
ijef-11} Qi+ pi a; + pi

H(HNu)= ). [ (ctij + Bij) log (e, + B,;) } > [ aijloga,+ Bijlog g, } (3.1.1.7)

i,jef{-1,1} i,je{-11}
e Minimisation de I’entropie conditionnelle H(H/u;,u;)

On étudie ici les variations H(H/u;,u;) en fonction de Pp,; et on fixe Pg. Les probabilités de
détection Pp; et de fausse alarme Py, du second détecteur sont indépendantes de Pp;.

Notons que nous avons les relations suivantes :

aax.j _ .

—= =0 i,j=-1,1

P, -

% =& aIB—I,I = ﬂ_l,] aﬁl,—l = ﬂl,—l aﬂ—l,—l - )8._1,_1
oF, P, OP,, (1-P,) OF, P, OP,, (1-P)

En dérivant H(H/u,,u;) par rapport a Pp; pour une probabilité de fausse alarme Pg, fixée, nous
obtenons :

OH(HM,u,) _ _ &log B + B log B
Py, Py, a,, + 5, (1-Py,) a,+ By,

B log By + By log B (3.1.1.8)
Py, a .+ B (1-Py) .+ By
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2
O*H(Hfu,,u;) _ &J [ L ]
asz Py, a, + B, B
2
+ ﬂ-l,l)l: 1 R ]
1-Pp, a, +B. B,
2
. /31,_1][ 11 } (3.1.1.9)
Py, a +B. B
2
. ﬂ_l,-lj 1 }
1-Pp, it Py Bia
2
donc 9 H(HN,. 1) (3.1.1.10)
Py,

OH(H/u,u,)

de plus (Pp, =P.)=0

D1

oH(H,u,)
0Py,
que pour la détection centralisée). H(H /u;,u;)(Pp1) est donc décroissante sur [Pgy,1]. Pour une

probabilité de fausse alarme P, fixée, chercher le détecteur qui minimise H(H/u,,u;) est donc
équivalent a chercher le détecteur qui maximise la probabilité de détection Pp;.

(P,,) est donc décroissante négative sur [Pg;,1] (nous obtenons le méme résultat

De méme on peut étudier la fonction H(H /u;,u;)(Pp2) a probabilité de fausse alarme Pg; fixée.
On dérive H(H/u;,u,) par rapport & Pp, pour une probabilité de fausse alarme Pp, fixée. Les
résultats trouvés sont similaires aux précédents. On a :

JH(HM ,u,) _ - 131,1 log B - :B—l,l log B,
Py, Py, a,+ B Py, a,,+ P,
s B tog By Ba jop B (3.LL11)
(1-Byy) o+ B (1-Py) @yt P
a2H(H/ul,u2)= &JZ {: —_—1—- _1_- :| -
5PD22 Py, a,+B B
2
+ ,B—m) l: 1 o1 jl
Py, Ay tBi Pa
2
+ P [ 11 ] (3.1.1.12)
1-Pp, ., +h. B
2
+ B J l: 1 _ 1 :l
1-Pp, a, +Bia B
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2
donc ZHUEHN, 1) (3.1.1.13)
oP,,
de plus aHﬁlﬂl_’l_li)_(pm =P,)=0

D2
On en déduit qu’il est équivalent de minimiser I’entropie conditionnelle H(H /u;,u;) ou de
maximiser la probabilité de détection Pp; pour une probabilité de fausse alarme P, fixée.

Les mémes calculs peuvent €tre effectués pour des probabilités de détection Pp; et Pp, fixées.
On montre alors que, pour une probabilité de détection Pp; (resp. Ppy) fixée, 1’entropie
conditionnelle H(H /uy,u;) est une fonction croissante de la probabilité de fausse alarme Pg;
(resp. Pr2). Pour une probabilité de détection Pp; (resp. Ppy) fixée, rechercher le détecteur qui
minimise H(H/u,,u;) est donc équivalent a chercher le détecteur qui minimise la probabilité
de fausse alarme Pg; (resp. Pr).

Minimiser H(H/u;,u;2) sans fixer ni les probabilités de fausse alarme, ni les probabilités de
détection, revient a résoudre les problémes bi-crittres {min Pg;, max Pp;} et
{min Pr;, max Pp,} en adoptant une fonction d’utilité non linéaire H(H/u;,u;). En d’autres
termes, cela revient & chercher les détecteurs qui offrent le meilleur compromis entre une

probabilité de détection grande et une probabilité de fausse alarme petite.

Ces détecteurs peuvent €tre mis sous la forme d’un seuillage du rapport de vraisemblance. Les
seuils A) et A, qui minimisent H(H/uy,u;) peuvent étre déterminés & partir de la connaissance
des probabilités a posteriori associées aux différentes situations.

¢ Détermination des seuils A et A, qui minimisent H(H/uy,u;)

Chercher le seuil A; pour lequel I’entropie conditionnelle H(H/u;,u;) est minimale revient a
annuler la quantité OH(HM,, u,) j .

oA
Rappelons que :

Pr= | p(A/Hp) dA
A-1 -

Poi= | p(A/H)) dA

M

on a donc les relations suivantes :

(__a“hl ] = - 2 P(A=M/Hy) (ﬁ] = _Z P(A=h/Hy)

oA A=), F1 oA A=)y (1- PFl )

(__5“1‘—1 j =~ 211 P(A=1/ Hy) (aa“"‘ ] = ol p(ASM/H)
oA A=)y F1 oA A=, (1 - Pm )
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(iﬂ_ll] = ___BL{P(A:)H/}]I) (.a_p:i) = LP(A:)\A/H) (31114)
A=),

OA 1 oA (1-Pp,
0 0
( By ] __B P(A=\/H) (__B;l‘_‘) = i“:‘_ P(A=\\/H))
oA ], Py, oA A=A, (1-Pp,
on en déduit que :
(M) = W pA=A/Hp)  log 11
aA A=)y PFl a‘l,l +Bl.l
a’L lP(A_ 1/ Hp) log_ﬂ;}_
| S o 4t Bl -1
%41 p(A=h/Hp) log
(1 - ) O+ B Lt
A P(A—7\.1/H0) 10g_____1_
[1 - oy tBag
__’q’_‘P(A=7\.1/fI1) log B (3.1.1.15)
B, a,+ B,

LPorpnsrvmz)  log B

Py, a .+ B
P ppa=ri/Hy)log —Bu__
(1-Py) o, +By,
o Pact pa=H) log_Poa__
(1' P])[) a, + ﬂ-l,—l
De plus, on a toujours P(a =1, /H,) =A,. L’équation (3.1.1.15) conduit donc a choisir A,
P(A=)\,/H,)
tel que :
+0ulog— 21 4%ajog H1 oo, log F %y log— Fi-L

P, o,+B, P, o +Pia (1-Pgy) o, +By, (1- P) % tBag
A=-

+ B log B +ﬂ-_110g B B, log _Qi‘_._- B log—-LB-"—'“——

Py, a,t :Bu Pp, Q.+ B (1-Ppy) L+ B“" (1-Pp) @+ B

ia;; Qi
i 108 B
: a.+ B,
}\‘1=_ J{II}P (1 PFI) N -J (311.16)
_ ip _log Bi;
ijel- ual = it P
LR N
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de méme :

) Jay; @i
. 14 Lad] log a.+p
)\12: . LJE{‘H}PFZT(I_PF;) 2 1) &J (3.1117)
Z . J ﬂi.j - log ﬂi.j
1+j = ;; + ﬂi,j

ijef-1.1} PDZ—Z— (1- PDZ) 2

Nous pouvons remarquer que les équations (3.1.1.16) et (3.1.1.17) sont couplées. Une
solution simultanée a ces deux équations permet de calculer les seuils A; et A, qui minimisent

H(H/ul,U2).

e Exemple

Reprenons ’'un des exemples du premier chapitre : Considérons un systéme formé de deux capteurs dont les
observations y, et y, sont indépendantes. Les fonctions de densité de probabilité sous chaque hypothése sont des
gaussiennes. Sous ["hypothése Hy, ces fonctions de densité de probabilité sont supposées étre de moyenne O et de
variance 1. Sous I"hypothése H), ces fonctions sont supposées étre de moyenne m, (resp. my) et de variance 1.
ui=l
La régle de décision au niveau de chaque détecteur est : Aly) : Ao i=12
ui=0
Deux systémes sont considérés, le premier pour lequel m;=m,=1 et le second pour lequel my=1 et m,=1,5. Les

valeurs des seuils A; et A, qui minimisent H(H/u,,u;) sont indiqués dans les figures 14 et 16. Sur les figures 15 et
17, les variations de H(H/u,;,u;) en fonction de P, sont visualisées.

ool

H(H/uy,u;)

0.4 0.6 08 1

0z 04 o6 08 1 0 02
P() PO
Figure 14 : Seuils en fonction de Py, mj=my=1. Figure 15 : H(H/u;,u;) en fonction de Py, mj=my=1.

07
0
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0.2 0.4 0.6 0.8 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P, Py

Figure 16 : Seuils en fonction de Py, m;=1, my=1,5.

Figure 17 : H(H/u,u;) en fonction de Py, my=1,
m2=1,5.

3.1.2. Le cas de N détecteurs en parallele

Les résultats valables dans le cas de deux détecteurs en parallele peuvent étre étendus au cas
de N détecteurs en parallele. Dans ce cas, le systeme est composé de N détecteurs associés a
N capteurs en parallele. Les observations associées aux N capteurs sont toujours notées yj, s,
...,yn. Les décisions prises par chaque détecteur sont toujours notées u;, i=1, 2, ..., N :

{0, on décide que H , est vraie

1, on décide que H, est vraie

i

Chaque décision binaire est caractérisée par ses probabilités de fausse alarme Py et de

détection Pp; telles que :
Pr=P(u;=1/H)) et Ppi=P(u;=1/H;)

Les décisions prises par chaque détecteur sont supposées indépendantes.
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on note :

1+s; 1-s,
asl,sz.“..sN:PO H (PFI) 2 (1—PF1)T S15 82, .0y SNE{-l,l} (3121)
1f1,2,....N}
Booron=(P0) T (Po) 2 1-Pp)3" 5152 .snef-11) (3.12.2)
1efl,2,....N}

L'entropie conditionnelle H(H/ uy, uy, ..., uN) peut s'écrire :

H(H/ uy, Uy, ..., LIN)

[0

log 2ty +Bs1,52....,sN log Par.sa....on }(3‘1'2'3)

- { a’sl,sz,...,s,‘|
$1.8g, . Syef-11} O, sy, .5y +B51-52,~--,SN O, 5g,.sn +Bs,,s,.....s~

Les détecteurs qui minimisent H(H/ uy, u,, ..., un) peuvent étre mis sous la forme d’un
seuillage du rapport de vraisemblance. Les seuils A;, ie{1, 2, .., N}, associés a ces détecteurs
peuvent étre déterminés a partir de la résolution d'un systéme de N équations non linéaires
couplées de la forme :

Sl asl.sz....,sN log asl.sz.....sN
1 1-s,
81,80, 000/ sNe{—l,l}P —;—s-‘—(l__P ) 21 asl,sz,....sN +le,sz,...,sN )
Ai=- “s 5 & 5 ie{1,2,..,N} (3.1.2.4)
1 Msy,s5,....8y S1, 89,0, Sy
vy log

a’s,,sz....,sN +le.52....,sN

l+s; —_
el lUp TP (1_p, )2

3.2. Optimisation de I’opérateur de fusion

Nous considérons dans ce paragraphe I’optimisation de I’opérateur de fusion comme dans le
paragraphe 5.1.2.2. du chapitre 1. Le systéme est composé de N détecteurs locaux q; i=1,...,.N
associés a N capteurs y; i=1,...,N tels que :

0, le détecteur i décide que H,, est vraie
u, = . . 2, .
! 1, le détecteur i décide que H, est vraie

Les décisions locales sont ensuite transmises a un opérateur de fusion qui les combine de
fagcon a obtenir la décision finale ug (Figure 18).

0, H, est vraie
u, = .
® |1, H, est vraie
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31

Y Opérateur
: 4 u(0/1)
e Fusion

Figure 18 : L’opérateur de fusion

Chaque décision binaire transmise a I’opérateur de fusion est caractérisée par ses probabilités
de fausse alarme Pg; et de détection Ppy; telles que :
Pr=P(u;=1/Hy) et Ppi=P(ui=1/H})

Les probabilités de fausse alarme et de détection du systeme complet sont notées Pg et Pp
telles que :
Pr=P(uo=1/H)) et Pp=P(ug=1/H,)

L’opérateur de fusion sera une fonction logique des N décisions binaires qui lui sont

transmises. Dans le cas général, il y a 2 opérateurs de fusion possibles. Considérons
’optimisation a 1’aide d’un critére entropique de I’opérateur de fusion. On a démontré au
paragraphe 2 que H(H/up) peut se mettre sous la forme :

P, P,
P, P. +(1-P,) P,

- Py (1-Pg) log Py (1-Pe) (3.2.1)
P, (1-P)+(1-P,) (1-B,)

- (1-Pg) Pp log —1-Po) P
P, P +(1-P,) P,

(1-P)) (1-Py)
-(1-Py) (1-Pp) 1 ° >
(1-Po) (1-Pp) log P, (1-Px) +(1-Py) (1-Py)

H(H/l.lo)= - P() PF log

L’objectif est de déterminer la régle de fusion qui minimise I’entropie conditionnelle H(H/ug).
Dans le cas de deux capteurs on ne considérera, comme au paragraphe 5.1.2.2 du chapitre 1,
que les 6 fonctions de fusion monotones. Parmi toutes ces fonctions, il ne faudra retenir que
celle(s) qui minimise(nt) H(H/uy).

Entrées Décision finale

uy w | fi £ fa fs fz fis
O oo O O O o0 1
0 1 0O 0 O 1 1 1
1 010 O 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1

Figure 19 : Les fonctions de fusion admissibles
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Dans le cas ou les décisions locales sont indépendantes, les probabilités de fausse alarme P et
de détection Pp du systéme complet peuvent s’exprimer en fonction des probabilités de fausse
alarme Pr; et de détection Pp; (i=1,2) des différents détecteurs (Figure 20).

fi £ fy fs fs  fi6
Pr 0 PpiPp2 Ppi Ppi+Ppp- Ppy 1
Pp(Ppm
Pp 0 PrPm Pm  Pr+Prm- Pm 1
PriPry

Figure 20 : Valeurs de Pr et P, suivant la fonction de fusion

La régle de fusion optimale sera celle qui minimise H(H/up). Pour déterminer la valeur de
cette fonction, il suffit de remplacer dans I’équation (3.2.1), Pr et Pp par leurs valeurs en
fonction de P et Pp; pour toutes les régles de fusion possibles.

¢ Exemple

Considérons un systeme formé de deux capteurs dont les observations y; et y, sont indépendantes. Les fonctions
de densité de probabilités sous chaque hypothese sont des gaussiennes. Sous I’hypothese H, ces fonctions de
densité de probabilités sont supposées &tre de moyenne O et de variance 1. Sous I’hypothése H; ces fonctions
sont supposées étre de variance 1, et respectivement de moyenne m; pour Y, et m; pour Y.

ui=l
La regle de décision au niveau de chaque détecteur est la suivante :  A(yy) : A i=12

ui=0
Deux systemes ont été étudiés, le premier pour lequel m;=m,=1 et le second pour lequel m;=1 et m,=1,5. Les
valeurs des seuils A; et A, sont celles trouvées dans le paragraphe 3.1.1. Le but est alors de déterminer la régle de
fusion qui minimise H(H/ug). Sur les figures 21 et 24, la variation de H(H/up) en fonction de Py est visualisée.
Les figures 23 et 26 représentent les courbes C.O.R. pour chaque systeme en fonction de la fonction de fusion
utilisée. Sur les figures 22 et 25, la variation de la probabilité d’erreur en fonction de P, et en fonction de la
fonction de fusion utilisée est représentée. Au vu des figures 21 et 24, la régle de fusion qui minimise I’entropie
conditionnelle H(H/uy) dépend de Py. Dans le cas ou m;=m,=1, c’est le «ou logique » qui est optimal pour
0<Py<0.5, puis c’est le « et logique » pour 0.5<Py<1. Dans le cas ou m;=1 et m,=1.5, c’est la décision prise par le
capteur 2 (fs) qui est optimale quelque soit 1a valeur prise par Py. Pour Py=0.5, les résultats trouvés en terme de
seuil, et de probabilité d’erreur sont les mémes que ceux trouvés dans le cas Bayésien du paragraphe 5.1.2.2. du
chapitre 1. Par contre, lorsque Py varie, le critére entropique ne permet pas de minimiser la probabilité d’erreur,
en revanche les probabilités de détection et de fausse alarme trouvées restent dans des limites acceptables, ce qui
n’est pas le cas en appliquant le critére de Bayes.
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Capteur's 1et 2(&? fe)

0.45
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0.35
- % 0.3} Capteurs I et 2
=] =
=~ (5]
5 o 0.25
un 8 o2
9 oasp
3
C: 0.1
0.05
o P : , o o N ) )
0 0.2 0.4 06 08 1 ) 0.2 04 06 0.8 1
P() PO
Figure 21 : H(H/ug) en fonction de Py, myj=m,=1. Figure 22 : Probabilités d’erreur en fonction de P,
m1=m2=1 .
1 T T P0=0 —_—
08 Pﬁ%
oal
Py=0
o7t
Po=0 capteurs | et 2
06 =1
P
D 05 BT
04t
Po=1
03}
02}
o1}
0 . : , .
0 0.2 04 06 08 1

Pg

Figure 23 : Courbes C.O.R. Pp=f(Pg), m;=mp=1.

Capteur 1(f)

Capteur 2(fs)

PR

c.4

—_—

0.6 0.8

Py

0.2

Figure 24 : H(H/u,) en fonction de Py

Chapitre 2

0.45

0.4
035}
Capteur 1
03f

0.25

Capteur 2

02

0.15

Probabilité d'erreur

o1r

0051

0.4 0.8 08

Py

Figure 25 : Probabilités d’erreur en fonction de Py,
m1=1, m2=l,5.
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08}
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04}
03f
o2}
o1t
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Pr
Figure 26 : Courbes C.O.R. Pp=f(Pg), m;=1, my=1,5.

3.3. Optimisation simultanée des détecteurs locaux et de I’opérateur de
fusion

Considérons 1'optimisation simultanée des détecteurs locaux et de I’opérateur de fusion. Le
systeme considéré est composé de N détecteurs locaux q; i=1, ..., N associés & N capteurs Y;
i=1, ..., N qui observent le méme phénomene. Les décisions locales sont ensuite transmises a
un opérateur de fusion qui les combine de facon & obtenir la décision finale u, (Figure 27).

U (0/1)

Figure 27 : Architecture de la détection décentralisée paralléle
Chaque détecteur local est caractérisé par ses probabilités de fausse alarme Py et de détection

Ppi. Les probabilités de fausse alarme et de détection du systeme complet sont, quant a elles,
notées P et Pp.

¢ Expression de I’entropie H(H/uy)
Nous cherchons a optimiser I’architecture de ce syst¢me en utilisant un critére informationnel.

Celui-ci consiste en la minimisation de I’entropie conditionnelle H(H/up). Or, on sait que
H(H/up)=E{log(1/P(H/up)}. On peut poser :
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Cy=lo @, j=0,1) (3.3.1)

g ——— <
p(H;/uy=1)
H(H/u,) peut s’écrire :

H(H/g)= - P(uo=0,Hy) log P(Hp/up=0)
- P(ug=1,Hy) log P(Hy/ up=1)
- P(ug=0,H;) log P(H,/ 1y=0) (3.3.2)
- P(UQ=1,H1) lOg P(H]/ u0=1)

H(H/up)= Py (1-Pg) Coo + Po Pr Cig + (1-Po) (1-Pp) Co1 + (1-Pg) Pp Cy4
H(H/ugp)= Py Pr (Cio — Coo) - (1-Po) Pp (Co1-Ci1) + Py Coo + (1-Pg) Coy (3.3.3)

Minimiser H(H/up) revient alors & minimiser une fonction «risque moyen » pour laquelle les
fonctions de colit ne sont pas constantes mais dépendent des probabilités a posteriori.
L'optimisation du systeme se fait élément par élément. Dans un premier temps, nous
chercherons a optimiser l'opérateur de fusion, les détecteurs locaux étant alors supposés fixés.

¢ Optimisation de ’opérateur de fusion [HoV89b]

Soit v une variable telle que H(H/up) soit une fonction de v et ve[0,1]. Si I’on dérive H(H/up)
par rapport a v on obtient :

oP oP

GHH,) _E(Bv) + Pg (C1-Coo) == - (1-Pg) (Cor-Cr1) —2 (33.4)

dv ov ov
ou F(ov)= acm Py P+ acoo Po(1-Pp) + —a—CU—(l-Po)PD+ Co; (1-Po)(1-Pp) 3.3.5)

ov v ov ov
et
Cio= log 1 = log P(uO:I/HO)PO+P(uO=1/H1)(1-P0)=10g P, P. +(1-P,) P,
p(H,/u,=1) P(u,=1/H,)P, P, P,
Cop=log P (P +(1-B) (1-Py)
P, (1-Pg)
Cii=log Py Pe+(1-P) Py (3.3.6)
(1-P) Py

Cor=log Po (1-Pr)+(1-By) (1-Py)

(1-P,)(1-P,)
En introduisant les équations (3.3.6) dans l'équation (3.3.5), on montre que la quantité
F(Ov) est égale a zéro. Par conséquent (3.3.4) peut s'écrire :

HEHNG) _ py (€10-Co) ZE- (1-Po) (Cor-Cry) 22 (33.7)
ov ov ov
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Lorsque cette expression est négative, cela signifie que H(H/up) est une fonction décroissante
de v. Lorsqu'elle est positive, cela signifie que H(H/up) est une fonction croissante de v.

Lorsqu'elle est égale a zéro, a la valeur de v trouvée correspond un extremum de la fonction
H(H/uy).

D'autre part, on a :

Pp=P(ug=1/H)) = D P(ue=1/u).P(uw/H,)

u

Pr=P(ug=1/Hp) = Z P(ug=1/u).P(u/Hy) (3.3.8)

u

Et si I'on pose v=P(ug=1/u*), la probabilité de décider up=1 sachant que le vecteur u est égal a
u , ’optimisation élément par élément donne :

_OH(HIN) Py (Cy0-Cog) —— - (1-Py) (Cor-Cr) 00
P, — 1) 0 (C10~Coo) PG, = 1) (1-Po) (Co ll)aP(u():l/u*)
_OH(HN,) Py (C=Coo) P(u'/Hp) - (1-Pg) (Cos-C1y) P(u'/H)) (3.3.9)

oP(u, =1/u")

L'opérateur de fusion est obtenu en observant que, lorsque la quantité (3.3.9) est négative
(resp. positive) l'entropie H(H/up) est un fonction décroissante (resp. croissante) de la variable
P(ug=1/u"). Par conséquent pour minimiser H(H/uy) il faut fixer P(ug=1/u")=1 lorsque H(H/uy)
est une fonction décroissante de P(ug=1/u"), et P(ug=1/u")=0 lorsque H(H/ug) est une fonction
croissante de P(up=1/u’). Ce qui équivaut 2 appliquer la régle suivante :

P(ug=1/u*)=0
>

Py (C10 — Coo) P(u"/Hy) - (1-Pg) (Co1-C1y) P(u'/H) 0 (3.3.10)

<
P(uy=1/u*)=1

En faisant I'hypothése raisonnable que le coiit d'une mauvaise décision est supérieur au colit
d'une bonne décision, c'est-a-dire que C o > Cyp et Co; > C, I'équation (3.3.10) peut se mettre
sous la forme :

* ug=l
Pu/MH,) . P, (C,-Cy)
P(u*/Ho) u< 1-PF, (Cy, -C}))

=0

(3.3.11)
L’équation (3.3.11) est similaire a 1’équation (3.1.2.3.11) du chapitre 1. Les fonctions de cofit
ne sont pas des constantes mais dépendent des probabilités a posteriori.

¢ Optimisation des détecteurs locaux

L’ optimisation élément par élément du détecteur k (k=1, ..., N) peut étre obtenue en dérivant
H(H/up) par rapport a Pr.. On pose v= Py dans I’équation (3.3.7), et on obtient :
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SH(HI,) _p. (C P .. i 33.12
T Py ( e 11)aP (3.3.12)

aPFk Fk Fk

. ., P Z 6PDk

sachant que le seuil Ay associé au détecteur k est donné par Ay = P
Fk
P,
etquel’on a QP—D—= Py Ak (3.3.13)
0P, OPp,
en substituant (3.3.13) dans (3.3.12), on obtient :
GH(Hlu,) _ OP; (3.3.14)
Pﬂc Fk Dk
Minimiser H(H/uo) revient a dire que (3.3.14) est nulle, ce qui revient a choisir :
C,-C
P P
}»k=1 ‘i) ZP k=1, ....N) (3.3.15)
0 (COI Cll) ‘

OPp,
Une solution commune aux équations (3.3.11) et (3.3.15) est une solution de 1’optimisation
élément par élément utilisant le critére entropique du probléme de détection décentralisée de
la Figure 27. -

¢ Application

En considérant deux capteurs dont les observations sont indépendantes, une expression
explicite des seuils peut étre obtenue en fonction de I’opérateur de fusion qui a été retenu.
Ainsi I’équation (3.3.15) permet d’écrire :

(C C)
- Po 10 00 aPm
1-P,
(Cy -C )—~
o1 11 aPm
(C,y=C OP;
e B oP;,
)=
_ OP,
1 PO (COI_CU)"—
oPy,

Dans le cas ou 'opérateur de fusion est un «et logique », les performances en terme de
probabilités de fausse alarme Pret de détection Pp du systéme complet peuvent tre calculées
et sont données par :

Pp=Pp; . P
Pr=Pr .Pm

On en déduit que :
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| = Py (Cy~Cy) Py
1-PF, (Cp =C) P,y
y= Py (Cyo=Co) Py
1=P, (Cy =C,y) Py,

(3.3.16)

(3.3.17)

~

ou
Cio= log Py P Py, +(1-P)) Py Py
Py Pei P,
Coo= log Po(1=PerPry) +(1-P) (1- Py Ppy)
Po (I-PFIPFZ)
Ci= log Po PFIPFZ +(1'P0)PD1P02
(1'P0)P01PD2
Cor = log Po (I'PF1PF2)+(1‘P0) (I‘PmPDz)

(I'PO)(I-PDIPDZ)

Les équations (3.3.16) et (3.3.17) sont couplées. Leur résolution permet de trouver les valeurs
des seuils A; et A, qui minimisent H(H/up) dans le cas ou I’opérateur de fusion est un «et
logique ».

Dans le cas ou I’opérateur de fusion est un «ou logique », les performances en terme de
probabilités de fausse alarme Pget de détection Pp du systeme complet sont données par :

Pp=Pp1+ Ppz- Pp:1. Pp;
Pp= PFI + P[::z- Ppl . P1:2

On en déduit que :

Po (Cw “Coo)(l‘PFz)

= (3.3.18)
1-F, (Cy, _Cn)(l‘PDz)
y= 0 o= Co) A-Fr) (3.3.19)
1-P, (Cp =C,,) (1-Ppy)
ou :
Cio= log P, (Pg, + Py, - Py P,) +(1-By) (P, + Py, — Py Py,)
Py (P, + Py - Py Ppy)
Coo = log Py (1- (Pgy + Py - P Py )) + (1-By) (1- (P, + Py, — Py, )
P, (1-(Pg + Py, - P Pgy))
Ci=log Py (Pey + Py, - Py Py ) + (1- P )Py, + Py — Py Pyy)

(1 - Po) (PDI + PD2 - PD1PDz)
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Py (1-(Pg + Py, - P P,)) +(1-B)) (1-(Py, + Py, =Py Py,))
(1- PO)(I-(PDI + PDZ 'PmPDz))

C01 = log

Les équations (3.3.18) et (3.3.19) sont couplées. Leur résolution permet la détermination des
valeurs des seuils A; et A, qui minimisent H(H/uo) dans le cas ou ’opérateur de fusion est un
« ou logique ».

e Exemple

Reprenons un exemple du premier chapitre : Considérons un systeme formé de deux capteurs dont les
observations y; et y; sont indépendantes. Les fonctions de densité de probabilité sous chaque hypothése sont des
gaussiennes. Sous I’hypothese Hy, ces fonctions de densité de probabilités sont supposées étre de moyenne O et
de variance 1. Sous I’hypotheése Hj, ces fonctions sont supposées étre de moyenne respectives m; et my, et de
variance 1.

ui=l
La regle de décision au niveau de chaque détecteur est la suivante :  A(y:) : A i=12

“i=0
Les deux mémes systémes ont été étudiés : my=m,=1 pour le premier ; et m;=1 et my;=1,5 pour le second. Les
seuils optimaux au niveau des deux détecteurs dépendent de 1’ opérateur de fusion utilisé et sont indiqués dans les
figures 28 et 32. Sur les figures 29 et 33, la variation de H(H/u,) en fonction de Pq est représentée. Sur les figures
30 et 34, la variation de la probabilité d’erreur en fonction de Py est représentée. Comme on peut le remarquer
sur les figures 29 et 33, la régle de fusion optimale dépend de P;. C’est le « ou logique » qui est optimal pour
0<Py<0.5, puis c’est le « et logique » pour 0.5<Py<1. Les figures 31 et 35 représentent les courbes C.O.R. pour
chaque systtme. Pour Py=0.5, les résultats trouvés en terme de probabilité d’erreur sont les mémes que ceux
trouvés dans le cas Bayésien du paragraphe 5.1.2.3. du chapitre 1. Par contre, lorsque P, varie, le critére
entropique ne permet pas de minimiser la probabilité d’erreur, en revanche les probabilités de détection et de
fausse alarme trouvées restent dans des limites acceptables, ce qui n’est pas le cas en appliquant le critere de
Bayes.

1 . .
18 Capteurs 1 et 2
hi=ha
16 W
ou
14} ﬁ
2
= l
D 1.2k
wn
1 l
08t
Ai=hy ET
0'60 0.2 0.4 o..s ae 1 00 0.2 04 08 0.8 1
Po PO
Figure 28 : Seuils en fonction de Py, m=m,=1 Figure 29 : H(H/u) en fonction de Py, m=m,=1
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Figure 30 : Probabilités d’erreur en fonction de Py, Figure 31 : Courbes C.O.R. Pp=f(Pg), m;=m,=1

m1=m2=1

lCapteur 1 ’

0.4 . s ; N 0 " " N s
¢} 02 0.4 06 08 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figure 32 : Seuils en fonction de Py, my=1, my=1,5 Figure 33 : H(H/u) en fonction de Py, m;=1, my=1,5
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Figure 34 : Probabilités d’erreur en fonction de Py, Figure 35 : Courbes C.O.R. Pp=f(Pg), m;=1, m=1,5

m1=1, m2=1,5
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4. Application du critére entropique au cas de la détection
décentralisée série

Nous considérons, dans ce paragraphe, le probléme de la détection décentralisée série
(Figure 36). Chaque détecteur local recoit une information issue d'un capteur et transmet un
message binaire a son successeur. La décision du premier détecteur est basée sur les
informations issues d’un seul capteur et c’est le dernier détecteur qui élabore la décision

finale.
Phénomeéne

4

qi

2 —————
ug d [15)

Figure 36 : Architecture de détection décentralisée série 2 deux détecteurs

Nous étudierons un systéme en tandem formé de deux détecteurs q; et qo. Les hypotheéses
possibles sont toujours Hy et H; auxquelles sont associées les probabilités a priori Py et P;.
Les observations issues de chaque capteur sont notées respectivement y; et y,. Les fonctions
de densité de probabilités conditionnelles sous chaque hypothése sont notées p(yi,y»/Hy),
k=0,1. Le détecteur q; €labore sa décision u; a partir de y;. Cette décision est ensuite
transmise au détecteur g2 qui élabore la décision finale u, a partir de u; et de y,. Chaque
décision binaire est telle que :

i

0, le détecteur i décide que H , est vraie
" | 1,1e détecteur i décide que H, est vraie

Chaque détecteur local est caractérisé par ses probabilités de fausse alarme Pg; et de détection
Ppi. Les décisions prises par chaque détecteur sont supposées indépendantes.

e Expression de Pentropie H(H/uo)

Notre approche consiste a optimiser ’architecture de ce systéme en utilisant un critére
informationnel qui permet de minimiser I’entropie conditionnelle H(H/uy). Or, on sait que
H(H/u;)=E{log(1/P(H/u;)}. On peut poser :

Cij=log — 1,j=0,1 4.1)
=8 B, I, =1) (L3=0.1)

H(H/u,) peut s’écrire :

H(HM,) = - P(u;=0,Hy) log P(Hy/u,;=0)

- P(u;=1,Hy) log P(Hy/ ux=1)
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- P(u;=0,H,) log P(H,/ u,=0) 4.2)
- P(u,=1,H)) log P(H,/ uy=1)

H(H/u) = Po (1-Pr2) Coo + Py Prz Cio+ (1-Po) (1-Ppy) Coy + (1-Pp) Ppy Cyy
H(H/u;) = Py Pra (Cio— Coo) - (1-Po) Pz (Co1-Ci1) + Py Cog + (1-Pg) Coy 4.3)

Minimiser H(H/u;) revient alors a minimiser une fonction risque moyen pour laquelle les
fonctions de colt ne sont pas constantes mais dépendent des probabilités a posteriori.
L'optimisation de ce systeme se fait élément par élément. Dans un premier temps, c’est le
deuxiéme détecteur qui est optimisé, le premier détecteur est alors supposé fixé. De méme,
lors de I’optimisation du premier détecteur, c’est le second détecteur qui sera supposé fixé.

¢ Optimisation du second détecteur

Soit v une variable telle que H(H/u;) soit une fonction de v et ve[0,1]. Si I’on dérive H(H/u,)
par rapport a v, on obtient :

OH(HI,) _B(5v) + Py (C10~Coo) Pe _ (1-Py) (Co1-C11) OPpy 4.4)
ov ov 0
oC
ou F(av) = . 10 Po sz + aCOO Po(l-PFz) + %(I-Po)PDz-i- acm (I-Po)(l-Poz) (45)
ov ov ov v
et
Cio= log 1 = log PU2 =VH) Py +P@, =VH)(-B) _yo0 Py Py +(1-P) Py
P(H,/u, =1) P(u, =1/H,)P, P, P,
Coo=log Po(1-Pr) + (1-B) (1-Pyy)
P, (1-P,,)
Cy1 = log PoPr*(1-Py) Py (4.6)
(l-PO)PD2

Cor=log Po(1-Pr)+(1-B) (1-Pyy)
(1-Py)(1-Pp,)

En introduisant les équations (4.6) dans 1'équation (4.5), on montre que la quantité F(ov) est

égale a zéro. Par conséquent (4.4) peut s'écrire :

SH(H/u,)

4.7
P 4.7)

OP, OP,
=Py (C10—Co0) 6_;2- (1-Po) (Co1-C11) am

Lorsque cette expression est négative, cela signifie que H(H/u;) est une fonction décroissante
de v. Lorsqu'elle est positive, cela signifie que H(H/uy) est une fonction croissante de v.
Lorsqu'elle est égale a zéro, a la valeur de v trouvée correspond a un extremum de la fonction
H(H/ l.lz).

D'autre part, on a :
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Ppy=P(w=1/H;) = Z P(u=1/u1,y2).P(uy,y2/Hy)

u,¥y,

Pp = P(uy=1/Hp) = Z P(uy=1/u1,y,).P(uy,y2/Hp) (4.8)

Uy,

Et si I'on pose v=P(u;=1/u;*,y,*), la probabilité de décider u,=1 sachant que u; et y, prennent
les valeurs u* et y,*, 1’optimisation élément par élément donne :

GH(HIS) Py (Cyq-Cop) ——2 — (1-Py) (Cor-Cyp) —— o2
oP(u, =1/, ,y,") oP(u, =1/, ,y, ) OP(u, =1/u, ,y, )
OH(Hu,) _ _ Py (C10~Coo) P(uy .y, /Hp) - (1-Po) (Cor-Ci) P(uy "y, /Hi) (4.9)

oP(u, =1/u,",y,")

L'opérateur de fusion est obtenu en observant que, lorsque la quantité (4.9) est négative (resp.
positive) lentrople H(H/uy) est un fonction décroissante (resp crmssante) de la variable
P(uz—llul ,y2 ) Par conséquent, minimiser H(H/uz) rev1ent a fixer P(uz—llul ,Y2 ) 1 lorsque
H(H/u,) est une fonction décroissante de P(uz—l/ul ,y2 ) et P(u2-1/u1 ,y2 )—O lorsque H(H/u,)
est une fonction croissante de P(u=1/u;",y, ). Ce qui équivaut a utiliser la régle suivante :

P(uy=1/u,",y, " )=0

Po (C10— Coo) P(u; 2 /Hp) - (1-Pg) (Cos-Ciy) P(uy",y2 /H)) g 0 (4.10)

<
P(uy=1/u;",y, )=1

En faisant I'hypothése raisonnable que le coiit d'une mauvaise décision est supérieure au cofit
d'une bonne décision, c'est-a-dire que Cjo > Cyo et Co1>Cyj, l'équation (4.10) peut se mettre
sous la forme :

* * u,=1
P(ul 9yz /Hl) > PO (Clo_COO)

222 (4.11)
P(u,’,y, Hy) 5y 1By (Co=Cyy)

sachant que u et y, sont indépendants, on a :

PQu,’,y, /H,) P(u,*/H) P(y, /H,)
P(u,’,y, /H,) P(u,/H,) P(y, /H,)

’équation (4.11) peut s’écrire :
Py, /H) "7 By (Cio=Cy) P(u,/Hy)

* (4.12)
P(y, /H,) U;O 1-Fy (Co; =Cyy) Py, /H))

L’équation (4.12) est similaire a 1’équation (5.2.4) du chapitre 1, avec la différence que les
fonctions de cofit ne sont pas des constantes mais dépendent des probabilités a posteriori. De
plus, il faut remarquer que le seuil de droite correspond en fait a deux seuils différents, I’'un
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lorsque u1*=0, et I’autre lorsque u1*=1. Ces deux seuils sont notés 7\.21 et ?»20 et dépendent des
probabilités de fausse alarme Pp; et de détection Pp; du détecteur q; tels que :

I P, (Cy-Cy) P(u1=1/H0)= Py (Cy—Cq) Py
1-P, (Cy, -C,)) P(u,=1/H,) 1-PF, (Cy,-C,) Py

2 (4.13)

0= Py (Cyo=Cq) Plu, =0/H,) B (Co-Cp) (1-Py)
1-P, (Cp, =C,) P(u =0/H,;) 1-F, (Cy—-C,y) (I-Fp)

(4.14)

¢ Optimisation du premier détecteur

L’optimisation du premier détecteur peut étre obtenue en dérivant H(H/u,) par rapport a Pg;.
On pose v=P; dans I’équation (4.7), et on obtient :

OPy, oPp,

OH(H/,) _p (Cyo-C - (1-Pg) (Co1-C 4.15
e 0 (C10~Coo) P, (1-Pg) (Co1-C11) ., (4.15)
sachant que le seuil A; au niveau du premier détecteur est donné par :
A= oPy,
OPy,
etquel’ona:
P _ Py 5 (4.16)
[5) SG)
En substituant (4.16) dans (4.15), on obtient :
oP
OH(HN,) _p, (C1~Coo) Pr, (1-Pg) (Co1-C1p) —2 2, (4.17)
PFI F1 D1
Pour minimiser H(H/u,) il faut que (4.17) soit nulle, ce qui revient a choisir :
OP
p, (Co~Cm) aPF2
A= —2 H (4.18)
1-P, 9Py,
(Coi —=Ci) aT
D1
De plus :

PF2 = P(UZ=1/H0)
P]:vz = P(U2=1/U1=O,H0).P(U1=O/H0) + P(U2=1/U1=1,Ho).P(u1=1/H0)
P2 = Pra(A2").(1-Pr) + Pra(A2').Pry
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De méme :
Ppa = Ppa(A2)).(1-Ppy) + Ppa(h2').Ppy

Ou sz(kzj) et PDz(sz) (G=0,1) représentent les probabilités de fausse alarme et de détection du
détecteur 2 calculées en utilisant Ay’ comme seuil.

On en déduit, sachant que le second détecteur est supposé fixé, que :

=Pp(Ay) - Pm(A
P, r2(A2) - Pr(A2")

= Ppy(Ay2)) - Ppo(A
P, p2(A2) - Ppa(Ay))

Par conséquent, le seuil A peut s’écrire :

Po (CIO "Coo) (PF2 (/121)‘ PFZ (120))

= : - (4.19)
I—Po (Cm —CII)(Pm("Lz )_Pm(’lz ))

L’équation (4.19) est similaire a I’équation (5.2.9) du chapitre 1, avec la différence que les
fonctions de cofit ne sont pas des constantes mais dépendent des probabilités a posteriori.

Optimiser le syst¢éme revient donc a résoudre 3 équations non linéaires couplées de la forme
(4.13) (4.14) et (4.19). Une solution commune a ces 3 équations est une solution de
I’optimisation élément par élément utilisant le critére entropique du probléme de détection
décentralisée série de la Figure 36.

e Exemple

Reprenons ici I’exemple développé au chapitre 1. Considérons un systéme formé de deux capteurs dont les
observations y; et y, sont indépendantes. Les fonctions de densité de probabilité sous chaque hypothése sont des
gaussiennes Sous ’hypothé&se H, ces fonctions de densité de probabilité sont supposées étre de moyenne O et de
variance 1. Sous I’hypothese H; ces fonctions sont supposées étre de moyenne 1 et de variance 1.

uy=l
La régle de décision au niveau du premier détecteur est la suivante : A(y;) : A1 avec Ay qui vérifie (4.19)
uy=0
La regle de décision au niveau du deuxiéme détecteur est :
u,=1
A(y2) : A0 siu=0 avec A,° qui vérifie (4.14)
u,=0
u,=1
A(yy) : Ay siu=1 avec A, qui vérifie (4.13)

u2=0

Une expression explicite des seuils Ay, A0 et A, peut étre obtenue en résolvant les équations (4.13) (4.14) et
(4.16).

Les seuils optimaux au niveau des deux détecteurs sont indiqués dans la figure 37. Sur la figure 38, on a
représenté la variation de H(H/u,) en fonction de Py. Sur la figure 39, la variation de la probabilité d’erreur en
fonction de P, est représentée. La figure 40 représente la courbe C.O.R. associé au systeme de détection. Pour
Py=0.5, les résultats trouvés en terme de probabilité d’erreur sont les mémes que ceux trouvés dans le cas
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Probabilité d'erreur

Seuils

Bayésien du paragraphe 5.2. du chapitre 1. Par contre, lorsque P, varie, le critére entropique ne permet pas de
minimiser la probabilité d’erreur, en revanche les probabilités de détection et de fausse alarme trouvées restent
dans des limites acceptables, ce qui n’est pas le cas en appliquant le critére de Bayes.

1.8 A !
18}
141
~
=)
12 =
M T
] o
08Ff
0.6
Azt
0.4 . : : — 0 . : . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P() PO
Figure 37 : Seuils en fonction de Py, my=m,=1. Figure 38 : H(H/u,) en fonction de Py, my=m,=1
1
03 1 oo
i 0.8f =0
Y I e
07r P0=1 /
02} o6}
Pp; os
015}
04t
0.1 0.3
0.0 o2y
o1}
0 . : : — . . . X
0 02 0.4 08 08 ! % 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Py Pr
Figure 39 : Probabilité d errleur en fonction de Py, Figure 40 : Courbe C.O.R. Py=f(Pg), m;=my=1.
mi=mp=1.

5. Conclusion

L’utilisation de I’entropie comme critére d’optimisation des systemes de détection peut €tre
envisagée dans le cas de la détection centralisée, décentralisée parallele, et série.

Dans le cas de la détection centralisée, les probabilités d’erreur pour Py=0,5 en utilisant le
critere de Bayes et le critére entropique sont identiques. Par contre, elle est supérieure dans les
autres cas, ce qui est tout a fait normal car le critére de Bayes est basé sur la minimisation de
Perreur ; on ne pourra par conséquent pas obtenir de meilleurs résultats.

En revanche, lorsqu’on utilise le critére de Bayes dans les cas ou Py est proche de 0 ou de 1,
les points de la courbe C.O.R. s’éloignent notablement du point (0,1), ce qui n’est pas le cas
lorsqu’on utilise le critere entropique. Cela signifie que lorsqu’un événement n’arrive que tres
rarement, avec le critére de Bayes, on aura tendance a ne pas le considérer ; tandis qu’avec le
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critére entropique, cet événement est pris en compte de fagon non négligeable (au détriment
bien entendu de I’erreur). Cette propriété caractéristique de I’entropie est diie au fait que :

H(H/u,)=- Zpiyk)g Pj

ij ==
Nous pouvons enfin remarquer que dans ’exemple traité, la courbe C.O.R. en utilisant le
critére entropique « colle » tout a fait a la courbe C.O.R. en utilisant le critére de Bayes.

Dans le cas de la détection décentralisée parallele ou série, dans les deux exemples traités,
pour Po#0.5, la probabilité d’erreur est identique a celle trouvée en utilisant le critére de
Bayes. Lorsque Py varie, les probabilités de fausse alarme et de détection restent
respectivement trés proche de O et de 1.
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Dans un premier temps, nous présentons le cadre général de la classification automatique afin
d’introduire D’apprentissage supervisé (a base d’exemples) qui nous intéresse tout
particulierement.

Dans ce cadre, nous présentons la structure des données recueillies sur un systéme plus ou
moins complexe. Ces données proviennent en général de capteurs qui, par définition,
quantifient un signal (continu ou pas). Nous pourrons dés lors introduire la notion de finesse
des variables associées aux capteurs correspondant.

Nous introduisons également la notion d’incohérence des données d’apprentissage provenant
d’un bruit se superposant aux données, ou provenant d’un manque d’explication di au fait que
’utilisateur n’aurait pas connaissance de certaines variables pertinentes pour 1’étude du
systeme.

Enfin, pour terminer ce chapitre, nous introduisons les méthodes de construction d’arbres de
décision qui permettent de traiter des variables qualitatives, mais également numériques. Ces
méthodes visent a I’optimisation d’un critére global afin de discriminer les différentes classes
présentes. Dans ce cadre, nous présentons I’algorithme C4.5, qui est certainement
I’algorithme de construction d’arbres de décision le plus usité a I’heure actuelle. Nous
discuterons alors de ses points forts, comme de ses points faibles pour lesquels nous
proposons des alternatives.

1. Introduction aux méthodes de classification automatique

Les méthodes de classification...

Les méthodes de classification utilisées sont trés nombreuses et sont issues de domaines
scientifiques vari€s. Nous distinguons trois groupes de méthodes :
- Les méthodes statistiques (ou paramétriques) nécessitent la connaissance d’un modele
de distribution des probabilités de chaque classe. A titre d’exemple, citons la méthode
des Noyaux de Rosenblatt-Parzen (méthode de détection des zones a forte densité dans
I'espace des observations) [Par60] [Pos87]. Les méthodes de détection décrites au
chapitre 1 en font partie.
- Les méthodes métriques telles que I’algorithme de « regroupement autour des centres
mobiles » [For65], ou I’algorithme des « nuées dynamiques » [Did72].
- Les méthodes issues de l'intelligence artificielle sont des méthodes non paramétriques.
On distingue les méthodes symboliques [Ler70] [JaL78] [CDG89] (la procédure de
classification produite peut étre écrite sous forme de régles) des méthodes non
symboliques ou adaptatives (la procédure de classification produite est de type « boite
noire »). A titre d’exemple, les méthodes basées sur la construction d’arbres de décision
sont issues des méthodes symboliques. Pour les méthodes adaptatives, on distingue
deux grandes classes : les réseaux de neurones [GaG96] [Hin92] et les algorithmes
génétiques [Qui88].

Les méthodes de classification ont pour but d'identifier les classes auxquelles appartiennent
des objets (ou individus) & partir de certains traits descriptifs. Elles s'appliquent 2 un grand
nombre d'activités humaines et conviennent en particulier au probleme de la prise de décision
automatisée. Il s'agira, par exemple, d'établir un diagnostic médical a partir de la description
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clinique d'un patient, de donner une réponse a la demande de prét bancaire de la part d'un
client sur la base de sa situation personnelle, de déclencher un processus d'alerte en fonction
de signaux regus par des capteurs.

Une premiere approche possible pour résoudre ce type de probléme est l'approche « systémes
experts ». Dans ce cadre, la connaissance d'un expert (ou d'un groupe d'experts) est décrite
sous forme de régles. Cet ensemble de régles forme un systéme expert qui est utilisé pour
classifier de nouveaux cas. Cette approche, largement utilisée dans les années 80, dépend
fortement de la capacité a extraire et a formaliser les connaissances de 1'expert.

Nous considérons ici une autre approche pour laquelle I’appartenance a une classe sera
déterminée au moyen d'algorithmes formalisés, et non pas par des méthodes subjectives ou
visuelles faisant appel a I’initiative d’un expert (d’ol le terme « automatique »). La procédure
de classification sera extraite automatiquement a partir d'un ensemble d'exemples. Un
exemple consiste en la description d'un cas avec la classification correspondante.

Nous nous plagons dans un cadre d'apprentissage supervisé car les exemples fournis sont
supposés correctement classifi€és (observés ou fournis par un expert). L’ensemble des
parameétres observés est ainsi constitué, d’une part, de I’ensemble des paramétres descriptifs
(noté X), et d’autre part, d’une variable de classification (notée Y). Les valeurs (ou modalités)
prises par Y constituent les classes qu’il nous faudra dés lors discriminer (dans un cadre non
supervisé, le systeme devra déterminer ses propres classes).

La classification supervisée...

Introduisons deux exemples afin de présenter la classification supervisée ; le premier dans le
domaine médical, le second dans le domaine bancaire :

Etablir un diagnostic dans le domaine médical signifie étre capable d'associer le nom d'une
maladie a un certain nombre de symptOmes présentés par les malades. ’

Si on analyse l'exemple précédent, on repere trois objets essentiels : les malades, les maladies
et les symptomes. Les malades représentent la population de travail, les symptomes
représentent les descriptions qui permettent d'appréhender la population tandis que les
maladies représentent 1'ensemble qui doit permettre de classer la population. On suppose qu'il
existe un classement correct (c'est-a-dire une application de l'ensemble des malades vers
I'ensemble des maladies). Apprendre a établir un diagnostic, c'est associer une maladie a une
liste de symptomes de telle maniére que cette association corresponde au classement défini ci-
dessus.

On peut remarquer que l'on différencie la population d’apprentissage de l'ensemble des
descriptions, ce qui correspond a la situation réelle. On décrit par exemple un patient par une
liste de symptomes. Par conséquent, il est possible que deux individus appartenant a des
classes différentes aient les mémes descriptions (pour deux patients présentant les mé€mes
symptomes, l'un est malade, l'autre pas). Ce probleme sera traité dans le paragraphe
concernant I’incohérence des données d’apprentissage.

Dans le domaine bancaire, on peut imaginer que 1’on dispose d'un historique des préts
accordés avec, pour chaque prét, la situation personnelle du demandeur et le résultat du prét
(problémes de recouvrement ou non). Un systeme d'apprentissage doit alors, a partir de cet
ensemble d'exemples, extraire une procédure de classification qui, au vu de la situation
personnelle d'un client, devra décider de l'attribution du prét (nous avons ici deux conclusions
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possibles). 1l s'agit donc d'induire une procédure de classification générale a partir d'exemples.
La procédure générée devra classifier correctement les exemples de 1'échantillon mais surtout
avoir un bon pouvoir prédictif pour classifier correctement de nouvelles descriptions.

Le principe de la classification supervisée...

Soit Q la population d’apprentissage, M, est I'ensemble des descriptions, et I'ensemble des
classes est My = {1,...,Cj,....Cn}.

- X : Q—M; est une fonction qui associe une description a tout élément de la population
d’apprentissage.

-Y: Q— {1,....5j,....cm} est la fonction de classification qui associe une classe a tout élément
de la population d’apprentissage. Ces classes peuvent étre, par exemple, des modes de
fonctionnement (en diagnostic: panne ou fonctionnement normal), ou des fonctions
d'appartenance (en Reconnaissance des Formes).

Le but de la classification est alors de trouver une fonction de décision D : M—C telle que
DoX =Y ou, de maniere plus réaliste, telle que DoX soit une bonne approximation de Y. Une
telle fonction sera appelée fonction de classement, ou procédure de classification.

Dans la pratique, on dispose souvent d’un ensemble de variables X, X3, ..., Xy symboliques
ou numériques dont la concaténation constitue la fonction de description X. L'espace des

descriptions M est alors égal au produit cartésien My xMx2X...XMxn.

2. Structure des données

2.1. Le tableau initial des données

On souhaite apprendre a associer a une observation, constituée des valeurs prises par les
variables de description du systéme, la classe qui lui correspond. Les seules informations dont
on dispose sont un ensemble d'exemples sur une population de taille L. Ces exemples
associent a chaque observation la classe qui lui correspond. On note :

-Y: Q- {l,....c....cm} lafonction de classification qui associe une classe a tout €lément de
la population d’apprentissage Q. Certains auteurs l'appellent variable endogéne, ou variable
difficilement observable (par exemple, d'acquisition coiiteuse, ou souvent bruitée, ou non
accessible a la mesure, ...).

- X= (X1,X2, ... , XN) représente le vecteur des N variables de description du systeme. Elles
sont également appelées variables explicatives, exogenes, ou facilement observables (elles
peuvent &tre d'acquisition non coliteuse, fiables, ...).

Nous pouvons dés lors représenter le tableau des données (voir figure 1) :
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X
Q \ X X1 X» Xj o XN] Y
O8]
w2
a)j ........ Xi((oj) ............ Y(w)
oL

Figure 1 : Le tableau initial des données

ol :
-Q={w],®7,..,oy1 } est la population d'apprentissage.
- wjestla jéme gbservation.
= (X\Y) = X1, X3, ... , XN, Y) est le vecteur des variables de description et de

classification du systéme. Ces variables sont définies en général par I’expert du systéme en
question, et sont ainsi considérées comme pertinentes pour son étude. Ce probléme sera
soulevé dans le paragraphe traitant de I’incohérence des données d’apprentissage.

- Xj(w j) représente la modalité de la variable X pour 1'observation ® i Gg=1, ..., L).

Dans ce tableau, Xi(a)j) (resp. Y(w;)) désigne la modalité (ou valeur) prise par la variable X;

(resp. Y) pour le jiMe€ échantillon. Chaque variable de description X; peut donc étre

considérée comme une application de l'ensemble d'apprentissage (Q vers son ensemble de
modalités My;.

Xi:Q—>Mxi = {al, k=1,...,m}Vie{l.N}

avec m; = card(My;)
o Xi(w)

My peut étre caractérisé par plusieurs structures, suivant la nature de la variable en question.

Celle-ci peut étre :

- quantitative (ou numérique : My; < R) : par exemple la température, la taille, ... sont
des variables quantitatives. Il existe une évolution continue des valeurs prises par ces
variables.

- qualitative ordinale (ou ordonnée) : la variable "taille" composée des modalités (petit,
moyen, grand), le "poids" composé des modalités (Iéger, lourd), ... sont des variables
qualitatives ordinales.

- (qualitative) nominale : aucune relation n'est définie sur My;. Par exemple, la couleur
des yeux, la couleur des cheveux, les variables booléennes, ... sont des variables
nominales (sous-entendues « qualitatives »).

- structurée : il existe une ou plusieurs relations plus ou moins complexes sur My;.
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En général, Y posséde (ou est considérée comme ayant) une structure nominale avec
m=card(My) petit.

2.2. Finesse des variables de descriptions

Etant donnée une variable de description Xj, il est toujours possible d'en créer d'autres, en
partitionnant I'ensemble des modalités My;. Soit M 7, une partition de My;. On notera X la
variable déduite de Xj, dont l'ensemble des modalités est M;?," L'ensemble PMy;) des

partitions de My;, ordonné par la relation de finesse <, constitue un treillis” [Sza62], [Bir67],
[BaM70], [KaB78] dont Mx; est le plus petit élément (minorant universel). On dira que la
variable Xi est plus grosse que X; (Xi 2 Xj), puisque chacune des classes de My; est
entierement incluse (par définition) dans une classe de Mxi. On peut noter que, pour tout
élément de la population d'apprentissage, la connaissance de la modalité prise par X; implique

la connaissance de celle prise par Xi.

Figure 2 : Finesse d’une variable Xi < X

A titre d'exemple, 2 partir de la variable de description « 4ge » (constituée de 4 modalités) de la Figure 3, on peut
créer les 6 variables plus grosses données ci-dessous :

agel : {béb€ ou enfant, adolescent, adulte}

dge2 : {bébé ou enfant ou adolescent, adulte}={jeune, adulte}
age3 : {bébé, enfant ou adolescent, adulte}

dged : {bébé, enfant, adolescent ou adulte}

age5 : {bébé, enfant ou adolescent ou adulte}

age6 : {bébé ou enfant ou adolescent ou adulte}

" Une partition p d’un ensemble E est plus fine qu’une partition p’ de E si et seulement si chaque classe de p est
incluse dans une classe de p’. On note p<p’.

L’ordre (P(E),<) est muni d’une structure de treillis : Vp,p’ €P(E) 3pAp’ (infimum) et Ipvp’ (supremum).

Le treillis peut alors étre représenté par un diagramme de Hasse.

Chapitre 3 99



/égeﬁ\
age2 ages

/

agel ﬁﬁeS dged
age

Figure 3 : Le treillis des partitions engendrées 2 partir des modalités de la variable « dge »

Remarque :
L’ensemble de ces variables constitue « une variable structurée ».

2.3. Partitions de la population d’apprentissage
¢ Définition

A chaque variable de description X; de notre systeme (X est une composante du vecteur X),
nous pouvons associer une partition de la population d'apprentissage (2 de la fagon suivante :

Pxi(Q) = {Xilu),u e My} ot X;l(u) = {0/ Xj(w) =u}.

Figure 4 : Partition de la population d’apprentissage Q2 engendrée par X; (i=1,...,N).

L'ensemble P(Q) des partitions de €, muni de la relation de finesse <, possede une structure
de treillis. Ainsi, il est possible de construire une relation d'ordre et une relation d'équivalence
entre les variables.

Considérons X et X; (i#j) deux variables de description de notre systeme. Nous définissons : -
X;= Xj < Pxi(Q) = PXj(Q)
On dit que X et X sont des variables équivalentes.
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A titre d’exemple, si on considere le tableau suivant :

0 forme température précision S
o, hexagonale 200°C 1.5x107 0
@, carrée 500°C 10* 1
@3 hexagonale 200°C 1.5x10° 0
g hexagonale 200°C 1.5x107 0
ws carrée 500°C 10 1

Figure 5 : Un exemple de tableau de données.

toutes les variables en question apportent la méme quantité d’information sur le systéme ; il suffit pour s’en
convaincre de recoder les modalités (ex. : hexagonale — 200°C ; carrée — 500°C ; ...).

e Propriété

Xj<Xj & Pxi(Q) <Px;Q)
Autrement dit, si Xj est une variable plus grosse que Xj, la partition de Q associée a (induite
par) X est également plus grosse que celle induite par X;.

Par contre, en considérant I’exemple précédent, la variable vitesse ci-dessous apporte, elle, plus d’information
que les autres sur le syst¢éme étudié :

e} vitesse
@y 15 rad/s
@y 20 rad/s
w3 15 rad/s
wy 10 rad/s
ws 20 rad/s

Figure 6 : La variable vitesse apporte plus d’information que les autres variables.

2.4. Variables vectorielles (ou multidimensionnelles)

X = (X1, X2, ... , XN) étant le vecteur des N variables de description du systeéme, nous
représentons par P'(X) I’ensemble de tous les vecteurs possibles dont les composantes sont
des composantes élémentaires de X. Chaque élément S de P'(X) représente une application de
Q) dans son ensemble de modalités Mg :

S:Q— M od S € P'(X)

o S(w)

La variable multidimensionnelle S induit une partition de ©, qui est l'intersection des
partitions de Q induites par chaque variable de description composant le vecteur S :

Ps(Q) = (| Px ()

XieS

Nous pouvons alors en déduire la propriété de finesse suivante :
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e Propriété

Soient Sq et So appartenant a P'(X), telles que S1 < S».

On a alors les relations suivantes :

Mgi 2Mg) et Pgi(Q) 2 Pgo(Q).

En d'autres termes, la relation d'inclusion entre sous-ensembles de variables induit une
relation de finesse entre les variables vectorielles et les partitions associées de la population
d'apprentissage.

A titre d’exemple, dans ’exemple suivant (extrait de [Min89], p.320, et représentant les modalités de deux
attributs a partir de données sur le cancer du sein) :

0 radiation menopause class
w; no <60 recur
) no >60 recur
w; no <60 recur
Wy no not recur
Ws yes >60 not recur
s yes <60 not recur
Wy yes 260 not recur
ax no not not recur
ay no <60 not recur
Wy no <60 recur

Figure 7 : Exemple de tableau de données.

on pourra remarquer que le vecteur de variables (radiation,menopause) induit une partition de Q plus fine que la
variable radiation seule :
{(wn, w3, a9, @10), (@2), (W0 @3), (@5, @), ()} < {(0), @ 5, By g W y0)y (5, W @)}

2.5. L’incohérence des données d’apprentissage

Parmi toutes les variables définies par I’expert du systeme en question, certaines d’entre elles
pourront ne pas apporter d’information sur 1’appartenance d’un individu a une classe donnée.
Ce probléme sera traité et résolu en utilisant des indices issus de la théorie de I’information.

A l’inverse, lors d’une étude d’un systéme plus ou moins complexe, I’expert pourra trouver
qu’a deux individus ayant les mémes valeurs des descripteurs correspondent deux classes

différentes : Jow;,; (i#j) / X(0)=X(0y) et Y(w)=Y (w))
Nous dirons dans ce cas que la population d’apprentissage considérée est incohérente.
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Nous distinguons alors deux cas :

(1) l'absence d'explication a tort : le modele déterministe Y=f(X) est représentatif du
systeme, mais les données relevées sont biaisées. Ceci peut étre di a la présence d'un
bruit important sur les mesures effectuées ou/et au mauvais fonctionnement d'un sous-
systéme.

(2) l'absence d'explication a raison : certaines variables pertinentes pour I'étude de notre
systeme ont ét€ omises. La solution consistera alors a reprendre 1’étude du systéme en
considérant ces autres variables apportant une quantité d’information non négligeable
sur la procédure de classification.

2.6. Le tableau de contingence

On note :
- Mx = {01,02,...,00n }, 'ensemble des modalités de la variable vectorielle de descriptions X.

Ces modalités sont les conjonctions des modalités des différentes variables X; qui composent

X.
- My = {c1,¢2,....cm} est I'ensemble des classes a discriminer.

Afin d’obtenir les probabilités conjointes p; d’obtention des modalités a; et ¢j (i=1,...,n;
j=1,....m), nous partons du principe que ces probabilités peuvent €tre estimées par les
fréquences relatives. En effet, lorsque le nombre d’exemples contenus dans le tableau initial
de données n’est pas important, la fréquence d’un événement peut notablement changer d’un
apprentissage a I’autre. Cependant, lorsque le nombre d’expériences augmente, la fréquence
de I’événement perd son caractere aléatoire ; les conditions aléatoires intervenant dans chaque
expérience isolée se trouvent mutuellement compensées et la fréquence tend a se stabiliser,
s’approchant d’une certaine grandeur constante. On dit que lorsque le nombre d’expériences
augmente, la fréquence d’un événement converge en probabilité. Cette propriété de
convergence en probabilité est ’objet du théoreme de Bernouilli [Vent73]. Partant de ce
principe, nous pouvons construire, pour chaque variable de description X, et plus
généralement pour chaque variable vectorielle SeP'(X), un tableau de contingence. Ce
tableau de contingence est basé sur la connaissance du tableau initial de données construit sur
une population de taille L suffisamment grande.
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Figure 8 : Tableau de contingence P(S,Y).
ou :
- ng = card Mg ; m = card My

- pjj estla probabilité d'occurrence conjointe des modalités a; et ;.

“PiL=2Pi 5 Pj=2.Ds
j i

On peut également définir un tableau a partir des probabilités conditionnelles pjj, en divisant

chaque terme de la jeme ligne du tableau de contingence par la quantité p; comme le montre
la figure 6.

Mg \ My| cic¢ ... Cj e Cm
o]
a2
o | e Pifi e
Olp,

Figure 9 : Tableau de probabilité conditionnelles P(Y/S).

ol pjji=pij/pj. estlaprobabilit¢ d'obtenir Y = cj sachant que S = aj.
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3. Les méthodes d’induction par arbre de décision

3.1. Position du probleme

Afin d’obtenir des procédures de classification, il nous faut définir des arbres de décision, des
regles de décision, ou encore des formalismes logiques plus ou moins complexes. Nous nous
limiterons ici aux arbres de décision.

Les systemes d'induction par arbre de décision visent a l'optimisation d'un critére global afin
de spécialiser les hypothéses [Ren86]. La démarche est la suivante :

On cherche la variable apportant le plus d'information sur les classes a expliquer, puis une
deuxieéme prise parmi les variables restantes, puis une troisi¢me, ...
L'introduction de variables supplémentaires permet de disposer de partitions de plus en plus
fines de la population d'apprentissage et donc d'approcher de mieux en mieux la partition
associée a la variable a expliquer. Cette introduction trouve cependant ses limites dans les
deux points suivants [Ayg86] :

- 'augmentation de la complexité du modele d'explication

- la diminution de leffectif des classes de la partition de la population

d'apprentissage.

3.2. Présentation générale des arbres de décision

Formellement, un arbre de décision est un arbre [Pic72] tel que :
- Une feuille (ou nceud réponse) contient un nom de classe.
- Un neeud (qui n'est pas une feuille, ou nceud décision) contient un test sur un
attribut (variable de description) avec une branche (donnant naissance a un autre
arbre de décision) pour chaque valeur possible de l'attribut en question.

Le principe de construction de 1’arbre est de diviser récursivement les exemples de I'ensemble
d'apprentissage par des tests définis sur les attributs jusqu'a ce que l'on obtienne des sous-
ensembles d'exemples ne contenant (presque) que des exemples appartenant tous a une méme
classe.

La démarche est la suivante : On recherche la variable de description apportant le plus
d'information (suivant un critére donné) sur les classes a expliquer, puis une deuxieéme prise
parmi les variables restantes, puis une troisiéme,.. L'introduction de variables
supplémentaires permet de disposer de partitions de plus en plus fines de la population
d'apprentissage et donc de répartir de mieux en mieux les exemples dans les différentes
classes.

Dans toutes les méthodes, on trouve les trois opérateurs suivants :
1. Décider si un noeud est terminal. Par exemple : tous les exemples sont dans la méme
classe, il y a moins d'un certain nombre d'erreurs, ...
2. Sélectionner un test a associer a un noeud. Par exemple : aléatoirement, utiliser des

critéres statistiques, ...
}. Affecter une classe  une feuille. On attribue la classe majoritaire sauf dans le cas ou

'on utilise des fonctions « cofit » ou « risque ».
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On peut alors trouver un arbre de décision dont l'erreur apparente (1’erreur calculée sur la
population d’apprentissage) est faible, voire nulle dans I’hypothése d’une population
d’apprentissage cohérente. Dans ce cas, un arbre de décision parfait est un arbre de décision
tel que tous les exemples de l'ensemble d'apprentissage soient correctement classifiés. Un tel
arbre n'existe pas toujours (s'il existe deux exemples tels que & deux descriptions identiques
correspondent deux classes différentes). Le meilleur arbre de décision est le plus petit arbre de
décision parfait, une mesure de complexité étant choisie.

Les méthodes proceédent toujours en deux phases. Dans une premiere phase, on calcule
récursivement, apres avoir définis les trois opérateurs ci-dessus, un « bon » arbre de décision
(erreur apparente faible). Dans une seconde phase, on €élague l'arbre obtenu pour essayer de
faire diminuer l'erreur réelle. On procéde en deux phases car il n'existe aucune heuristique
satisfaisante permettant d'arréter au « bon » moment la croissance de l'arbre de décision. En
effet, il se peut que l'on choisisse un test qui fasse augmenter temporairement l'erreur mais qui
permettra, par la suite, de faire diminuer nettement cette erreur. De plus, le risque d'arréter
trop tot la croissance de l'arbre est plus important que de l'arréter trop tard.

Soit X une variable-test. Nous pouvons construire un tableau de comptage (ou un tableau de

contingence) croisant les modalités de X et les différentes classes a expliquer (i.e. les
modalités observées de Y). Notons kjj le nombre d’occurrences de la conjonction

« [X=ajlet[Y=B;] ».

Plusieurs criteres peuvent étre utilisés pour définir, a chaque étape, la variable supplémentaire
a prendre en compte [Min89]. Parmi les critéres les plus usités, en voici quelques uns :

1) La mesure du Khi2 :

La mesure du Khi2 est connue depuis longtemps, mais elle a été utilisée dans des
algorithmes d'induction pour la premiére fois par [Har84].

Eu) k, k
Khi2 = ZZ

ol Ejj =# et ki=) k; ;k=) k;
1_| i i

La vanable « X » apportant le plus d'information sera alors celle qui maximisera
la mesure du Khi2.

ii) L'indice GINI (ou mesure de I'impuret€) :
Cet indice a été proposé par [BFO84].

1 ki o
SN R

La variable « X » apportant le plus d'information sera alors celle qui maximisera
cet indice.

iii) La mesure d'information de J.R. Quinlan :
Cette mesure est issue de la Théorie de l'Information. Elle est utilisée dans
I’algorithme C4.5, et dans de nombreuses variantes de celui-ci. Il est souvent
considéré (et a juste titre) comme l'algorithme type de 1'apprentissage numérique.
Nous le présentons donc trés sommairement.
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3.3. Présentation sommaire de C4.5

Le systeme C4.5 a été développé par J.R. Quinlan [Qui83,86,87]. C'est un systeéme d'inférence
inductive a partir d'exemples. Et plus particuli¢rement, c'est une méthode d'apprentissage par
arbre de décision (cf [HMS66]). 1l fait partie de la famille des systémes d'apprentissage
TDIDT (Top-Down Induction of Decision Trees), c’est-a-dire qu’il commencera a construire
’arbre par le haut (par la racine). Cette démarche possede de multiples facettes comme par
exemples, le traitement des données manquantes, I’incohérence des données d’apprentissage,
les variables quantitatives (numériques)... Notre but est simplement de décrire le
fonctionnement de celui-ci sans entrer dans les détails.

Description de la méthode :

Pour simplifier le probléme, on ne considére que deux classes notées P et N. P et N
représentent respectivement l'ensemble des instances positives (p = card P) et l'ensemble des
instances négatives (n = card N).

L'information moyenne apportée par P et N est :

I(p,n)=- P Log p___1 Log 1
p+n p+n p+n p+n

Cette quantité représente en fait l'entropie d'une variable a expliquer Y dont I'ensemble des
modalités est séparé en deux classes notées N et P.

L'information moyenne apportée par l'arbre ayant X (un attribut ayant les modalités
{a1,03,...,0,}) comme racine est :

rp.+n.
MX)=>» ~——L1(p,,n,
(X) ;pm (p;»n;)

(cette quantité représente en fait 1'entropie conditionnelle H(Y/X) présentée dans le chapitre
suivant).

J.R. Quinlan définit alors le gain d'information qu'apporte l'attribut X par :
gain(X) = I(p,n) - M(X).

(qui représente la transinformation externe H(Y)-H(Y/X)).

Le systeme examine alors tous les candidats et choisit la variable X qui maximise le gain(X),
forme l'arbre 2 partir de celui-ci, et utilise le méme processus récursivement (pour former
I'arbre de décision).

Remarque :
Comme le dit J.R. Quinlan [Qui86], p.90 (dans une note), maximiser le gain(X)

revient 2 minimiser M(X), car I(p,n) est constant, quel que soit l'attribut X.
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Description de l'algorithme :

; Début

1. Sélectionner un noeud impur n

2. Pour chaque attribut X, calculer la valeur de gain(X)

3. Pour l'attribut X maximisant le gain : étendre l'arbre a partir du noeud n (2 chaque
modalité de X correspond une branche)

4. Retourner en ! si il existe encore des noeuds impurs et que toutes les variables non
encore utilisées ont un pouvoir discriminant.

; Fin.

ol un noeud impur est un noeud ne reconnaissant pas une seule et unique classe.

3.4. Les différents points de vue

C4.5 introduit les variables-test une a une avec une approche de construction descendante de
I’arbre. Cependant, V.M. Toro [Tor82] montre que :

N

gain(X1,X2,...Xp) # Y, gain(X;)

i=1
Dans ce sens, il peut arriver que le pouvoir explicatif de chaque variable d'un vecteur S soit
faible (elles ne seront alors pas retenues comme variables discriminantes) alors que le pouvoir
explicatif du vecteur S considéré globalement est important. La démarche définie par C4.5
sera alors incapable de mettre en évidence la relation entre la variable a expliquer et le vecteur
de variables explicatives S.

A titre d'exemple, considérons le tableau suivant :

X X5 X; Y
0 0 0 0
0 1 0 1
| 0 0 1
1 1 1 0

Figure 10 : Un exemple

Nous cherchons & expliquer Y.
H(Y/X{) =H(Y/Xp) =1

H(Y/X3) = 0.69
Notre choix va se porter sur X3, alors que manifestement, Y est le bit de parité de X; et Xj.

La solution serait de chercher le sous-ensemble de variables expliquant au mieux Y :
Nous avons H(Y/(X1,X9,X3)) = 0, ce qui signifie qu'il existe une relation entre Y et un sous-ensemble (au sens

large) de {X1,X2,X3}.

Ainsi, H(Y/(X1,Xp) = 0

ators que H(Y/(X[,X3)) = H(Y/(X3,X3))=0.5
Notre choix devrait se porter sur le couple (X1,X7).

Dans ce sens, on cherchera plutét a écarter d’emblée les variables n’apportant aucune
information, et ne garder que les variables véritablement informatives [PeP97], ce qui revient
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a commencer par le bas de I’arbre. On trouve ainsi la derniére variable a tester (la moins
informative) que I’on place dés lors en bas de 1’arbre. Puis, on recommence 1’opération sur
I’ensemble des variables restant. La variable trouvée est alors I’avant derniére variable 2 tester
que I’on place sur I’avant dernier niveau de I’arbre, et ainsi de suite... jusqu’a trouver la
premiére variable a tester, qui représente la racine de I’ arbre.

L’arbre €tant construit, il est important de remarquer qu’il peut arriver, lors d’un parcours de
celui-ci (lors d’une phase de décision), de s’arréter a un niveau pour lequel toutes les variables
n’ont pas été testées, simplement parce qu’a ce niveau :
- la population d’apprentissage est complétement discriminée, c’est-a-dire qu’on peut
proposer une décision unique.
- ou/et I’introduction de variable-test supplémentaire n’apporterait aucune information
supplémentaire sur les conclusions. Dans ce cas, la population d’apprentissage est dite
incohérente.

3.5. Conclusion sur ’utilisation des arbres de décision

Un grand avantage des méthodes d’apprentissage par arbres de décision consiste en la
considération de parameétres nominaux, ordonnés, mais aussi numériques. En effet, lorsque
des variables numériques sont considérées, la recherche d’un ou de plusieurs seuils de
discrimination sera effectuée, au lieu de tester chaque modalité comme pour les variables
nominales.

L’information pertinente conduisant le plus rapidement possible a une feuille (une conclusion)
est traitée d’emblée.

Enfin, ’arbre est directement compréhensible par une personne non experte du domaine
considéré. I apporte de surcroit une explication (via le parcours de I’arbre) a la conclusion
trouvée, contrairement, par exemple, aux réseaux neuronaux.

4. Conclusion

Apres avoir présenté la structure des données d’apprentissage permettant de définir
I’'incohérence des données ainsi que la notion de finesse, nous avons introduit les arbres de
décision.

Ces méthodes visent a 1’optimisation d’un critére global afin de discriminer les différentes
classes en présence; et permettent de traiter des variables qualitatives, mais également
numériques.

Le cadre de l'apprentissage étant posé, nous définissons les outils de la théorie de

I’information, qui nous permettrons dés lors de déterminer des criteres informationnels
utilisables dans les algorithmes a base d’arbres de décision.
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CHAPITRE 4

LES OUTILS
DE LA THEORIE DE L’INFORMATION
APPLIQUES A L’ANALYSE STRUCTURALE

DES SYSTEMES
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Apres un bref historique de la théorie de I’information, I’entropie de Shannon sera présentée
en mettant en évidence ses propriétés les plus intéressantes. Des indices issus de la théorie de
I'information seront construits, et pourront dés lors étre utilisables dans des algorithmes de
recherche d’informations, ou dans des algorithmes de classification.

Par définition, les outils de la théorie de I’information s’appliquent a des systémes discrets,
nous nous proposons d’étendre ceux-ci a des systémes continus.

1. Bref historique de la théorie de I’information - Utilisation dans
le cadre de I’analyse structurale des systémes complexes

Bref historique...

La Théorie de 1'Information (T.1.) fit amorcée dans les travaux de R.V.L. Hartley [Har28] et
de H. Nyquist [Nyq24] et conniit son véritable essor vers la fin des années 1940 avec les
travaux de C.E. Shannon et W. Weaver [Sha48,49] [ShW49]. Cette théorie répondait a des
problemes pratiques de Télécommunication («Théorie mathématique de Ila
communication »), comme celui de la transmission des messages par une ligne téléphonique
(ou un canal hertzien) brouillée. Le domaine militaire, avec les travaux du cybernéticien
N. Wiener", a également contribué au développement de cette théorie.

La généralisation a N variables fiit entreprise avec les travaux de W.R. Garner et N.J. Mc Gill
[GarG56].

Les lois de transmission et d'évolution de l'information dans les syst¢tmes complexes fGt
développées grace aux travaux de W.R. Ashby [Ashb65].

La T.I. a également été rapprochée des probleémes de régulation et de modélisation d'un
systéme avec les travaux de Conant [Con69] [CoA70] et H.L. Weidmann [Wei69].

W.R. Ashby, R.C. Conant, N.J. Mc. Gill sont parmi les initiateurs de la T.I. appliquée a
'Analyse Structurale des Systémes. Cette étude s’est poursuivie au L.A.LL. avec [Tor82],
[Bar87], [Pom91], [Sba93].

Enfin, la T.I. a été utilisée dans les problémes liés a I’apprentissage [Qui83] [Man91] et a
donné lieu 4 de nombreuses communications. Il suffit, pour s’en convaincre, de consulter la
revue « Machine Learning ».

* Le mot "cybernétique” dérive du mot grec kubernetes, pilote. Il a été créé par Wiener lui-méme. La cybernétique est par définition la

science de la communication et de la régulation des messages.

Chapitre 4 111



Utilisation de la T.1. dans le cadre de ’analyse structurale des systémes complexes...
La T.L se préte bien 2 I'analyse de systémes de tous types :

- surtout si on posséde peu de connaissances a priori. Les seules hypothéses requises sont :
. un nombre d'échantillons suffisant pour une estimation correcte des probabilités. Dans
ce cas, il est nécessaire d’observer suffisamment longtemps les systémes dynamiques.
. pour les syst¢tmes dynamiques : stationnarité et ergodicité, ainsi qu'une période
d'échantillonnage appropriée [LaT75].

- La T.I. s'applique a tout type de variables (numériques, semi-numériques, qualitatives,
logiques, ...) puisqu'elle est indépendante des valeurs mémes des variables, et prend en
compte seulement la partition de l'espace d'échantillonnage € a laquelle chaque variable
donne lieu.

- Les indices de la T.I. sont sensibles a n'importe quel type de relation entre les variables
(linaire, non linéaire, logique, ...) ce qui n'est pas le cas pour tous les indices issus de la
statistique [Bla68].

- Enfin, les équations de la T.I. ont toutes une interprétation intuitive trés naturelle. Dans la
plupart des cas, il est possible de les interpréter graphiquement.

2. Introduction a la théorie de I’information

Supposons un systéme physique pouvant se trouver dans un état quelconque. Ce systéme est
alors caractérisé par un certain degré d'incertitude. Les renseignements a obtenir sur ce
systeme sont d'autant plus importants que son incertitude a priori est grande. Il parait donc
important de disposer d'une mesure de son degré d'incertitude.

Afin de mieux comprendre cette notion, considérons deux systémes : une piéce de monnaie
bien équilibrée et un dé a six faces non pipé.

La piece de monnaie, jetée en l'air, peut présenter deux cotés différents : un coté pile et un
coté face équiprobables.

Le dé possede six états potentiels différents, équiprobables entre eux.

On peut alors se poser la question suivante : quel est le systéme possédant l'incertitude la plus
grande ?
Il apparait logique de dire que le systéme ayant ['incertitude la plus grande est le dé car son
nombre d'états possibles (potentiels) est plus grand.
Nous pourrions donc penser que le degré d'incertitude d'un systeme physique est caractérisé
par le nombre d'états potentiels de ce systeme. Montrons que la seule connaissance du nombre
des états potentiels n'est pas suffisant :
Prenons par exemple un systéme quelconque ayant les caractéristiques suivantes :
- il peut se trouver dans un état (1) (par exemple, un état de bon fonctionnement),
qui a une probabilité a priori de 0.99
- il peut également se trouver dans un second état, noté (2) (état de panne ou
d'arrét), qui est réalisé avec une probabilité a priori de 0.01.
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Le degré d'incertitude sur l'état du systéme est trés faible car il a toutes les chances de se
trouver dans I'état (1) beaucoup plus souvent que dans ['état (2).

Nous voyons donc que le degré d'incertitude d'un systéme physique est déterminé par :
- le nombre d'états potentiels

- la probabilité d'obtention (d'occurrence) de ces états.
Appelons Entropie la mesure du degré d'incertitude d'un systéme physique.

3. Définition de ’entropie

Soient QQ un univers d'événements et A un événement particulier. La réalisation de A apporte
une quantité d'information notée Ip(A) [Agg76].

Ip(A) := @p(p(A)) - Do(p())  ou:
— Q est I'ensemble des €vénements possibles
— p(A) est la probabilité d'occurrence de I'événement A

— @ est une application telle que @ : [0,1]]—> R¥
et @O(1)=0.

D'autre part, la réalisation d'un événement peu probable apporte beaucoup d'information,

tandis qu'un événement fort probable, en apporte peu. Ip(A) sera donc une fonction
décroissante des probabilités.

Considérons une partition {A1,A2,...,A},...,Ap} de l'ensemble des états potentiels. On définit
Hegp (X) l'information fournie par (ou l'entropie de) la partition :

Ho(X) = D p(A) 14 (P(A))
i=1
= 2"p(A).@(P(A,)) - D(D)
=) p.@;, - D(1)
en notant pj la probabilité de trouver le systeme X dans I'état (i) (i=1,...,n).
De nombreuses entropies ont été définies (cf [Bar87], pp.1.27-1.28). Citons simplement :
— l'entropie du MAX : d(t) = (% —1).8(1-py)

ol: -pM= Max pj
- 3(t-ppp) est l'impulsion de Dirac au point ppf.

L'entropie du MAX est donc définie par: Hp(X) =1 - Max pj
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— l'entropie de Shannon : @(t) := -Log(t)

H(X)=-)p,.Log p; =E[-Log p(X)]

i=1
ou E[f(x)] est la fonction espérance mathématique (encore appelée moyenne pondérée) de
f(x).

Compte tenu de ces définitions, nous pouvons remarquer que l'entropie du MAX correspond a
une approche locale, contrairement a l'entropie de Shannon, mieux adaptée a un probléme du
type global (dl au signe somme X qui permet de faire une moyenne sur un domaine donné).

D'autre part, l'entropie de Shannon vérifie certaines propriétés intéressantes que nous
examinerons par la suite, justifiant son utilisation comme mesure du degré d'incertitude d'un
systeme.

Remarque :
La base du logarithme peut €tre quelconque (strictement supérieur a 1). Le

changement de base est équivalent & une simple multiplication de I'entropie par un
nombre constant.

En pratique, on utilise des logarithmes de base 2. On mesure donc 1'entropie en
unités binaires (bits). Ceci s'accorde bien avec le systéme binaire de représentation
des informations dans les calculateurs. Ultérieurement, le symbole Log
représentera des logarithmes binaires.

4. L’entropie de Shannon
4.1. Implications directes de la définition

Reprenons la définition de I'entropie de Shannon :
H(X)=-)_p;.Log p; oll: - Log=Logy

i=1
- EPi =1

i=1
- n est le nombre d'états possibles du systeme
(de la variable X).

1ére implication :

Logn= Max { HX)} < systeme (variable) a n états équiprobables
Pi

L'entropie d'un systéme équiprobable est égale au logarithme du nombre d'états possibles.

démonstration :
Vpi pi=lmn (i=1,...,n)
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c | 1
H(X) = —Zpi.Log p,= - n.(;.LogH) =- Log(—l—) =Logn
n

i=1

On peut facilement montrer que I'entropie est maximale dans ce cas.

2éme implication :

H(X) =0 <> Systeme a état unique (variable constante)

L'entropie d'un événement certain est nulle :
- pour un seul o donné, on a pg=1: py.Logpy =0
- pi=0 Vizq, et par continuité : lirr(} x.Log(x) = 0.

4.2. Entropie d’un systeme composé

Considérons deux variables, notées X et Y, du syst¢éme étudié. Chacune de ces variables
posseéde son propre ensemble de modalités observées :

Mx={a1,09,....0q} et My={B1.82,...8m}
Supposons également que les probabilités conjointes d'obtention des modalités o; et Bj soient

correctement estimées par les fréquences relatives.
Nous pouvons construire le tableau de contingence suivant :

Y
X B1 B2 Bj Pm
aq
a2
o4 Pij Pi
Op
Pj
Figure 1 :  Tableau de contingence [Pij] de XetdeY.

— X et Y sont deux variables (vectorielles ou non) du systéme.
- {a1,00,...0n} et {B1.82.....Bm} sont respectivement les ensembles de

modalités potentielles de X et de Y.
— Les pjj (i=1,...,n ; j=1,...,m) sont les probabilités conjointes de X et de Y.
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— p.=2.p; pouri=l,..n.
P

- p_}_.—.—Zpij pour j=1,...,m.
il

Par définition de l'entropie de Shannon, nous avons :

H(X,Y) = - > p;Logp; =E[-Log p(X,Y)]

i=1 j=l

Remarques :

— Nous pouvons montrer l'inégalité suivante :
H(X,Y) < HX) + H(Y)

— En vertu du théoréme de multiplication des probabilités des événements
indépendants : P(X,Y)=P(X).P(Y)

ona Log P(X,Y) =Log P(X) + Log P(Y)

et donc H(X,Y) = H(X) + H(Y)

4.3. Entropie conditionnelle

Considérons maintenant deux systemes X et Y dépendants I'un de ['autre. p(Bj/a;) représente
la probabilité conditionnelle pour que le systeme Y se trouve dans 1'état Bj lorsque le systéme
X se trouve dans 1'état ;.
Or, 'entropie du systeme Y lorsque le systeme X se trouve dans I'état o; est :
H(Y/a) = - p(B;/a;)-Log p(B;/ ;)
ji=1

Jj=
L'entropie totale du systéme Y est donc :

H(Y/X)=Yp, H(Y/a;,)= - Y p,.> p(B;/a;).Log p(B;/ ;)
i=1

i=1 j=1

H(Y/X)=-Y >p, p(B;/o,).Logp(B;/ ;)

i=l =l

Remarque :
En vertu de la définition de la probabilité conditionnelle ( p(X,Y)=p(X).p(Y/X)), on
démontre que : H(Y/X) = H(X,Y) - HX)
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4.4. Entropie et information
4.4.1. Position du probléme

Nous avons vu que l'entropie d'une variable est la mesure du degré d'incertitude de celle-ci. Il
semble naturel de dire que l'obtention d'informations sur cette variable diminue son
incertitude. La quantité d'informations obtenue sur cette variable peut donc étre mesurée par
la diminution de son entropie.

Prenons le cas particulier d'une variable X; ayant une entropie a priori H(Xj). Si apres
obtention d'informations, cette variable est totalement connue, alors son entropie s'annule.
Notons I (X;:X;) l'information obtenue avec la détermination de Xj :

I(Xi:X)) = H(X)) - 0= H(X;).

Ce que nous venons d'énoncer pour la variable X; peut étre généralisé pour tout SeP'(X), o :

- 2=X,Y)=(Xy,..-,XN,Y) représente le vecteur de toutes les variables considérées
comme pertinentes pour 1’étude du systéme.

- PY(Z) représente tous les vecteurs (toutes les variables multidimensionnelles) possibles
dont les composantes sont des composantes €lémentaires de Z.

Ainsi, H(S) représente une mesure de 1l'information nécessaire pour connaitre S.

Si l'on considére maintenant deux variables X et Y, l'inégalité H(X,Y)<H(X)+H(Y) peut étre
interprétée par le fait que, dans l'expression H(X)+H(Y), on compte deux fois une partie de
l'information qui se trouve aussi bien dans X que dans Y.

Afin de mesurer cette quantité d'information, nous définissons la transinformation interne

[Ash65] et de la transinformation externe.

4.4.2. Transinformation interne

I: P'(Z) > R
S b I:= Y HX,)-H(S)

X;eS

I mesure la quantité d'information qui est transmise dans un groupe de variables.
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4.4.3. Transinformation externe

Par définition :
I: PP - R

R={R,,R,,..R, }» I(R):=Y HR,) - H(JR,)
i=l i=1
1 mesure la quantité d'information qui est transmise entre plusieurs groupes de variables, ol
P(E) représente une partie de I’ensemble E.
4.4.4. Propriétés de I’entropie et des transinformations

De nombreuses propriétés intéressantes ont été démontrées [Sha49] [Mil63] [Ash65] [Tor82].
M. Sbai [Sba83] fait une synthése de ces propriétés :

VvS1,52,83eP'(Z) ; VR,QeP(P'(Z))
Propriété 1 : H(S1)=0; I (51)20; H(S1/S2)>0; T(R)ZO

Propriété 2 : H(S1nSp) + H(S1US) < H(S)) + H(S9)
avec égalité si et seulement si S1N\Sp =J

Propriété 3: S1cSo = H(S1) <H(Sp)
IS <I(S)
H(S3/S1) 2 H(S3/S3)
Propriété 4: R<Q = IR:21Q
ou: -le ler signe "<" représente la relation "... étre plus fine que ..."

- le 2&me signe "<", la relation "... €tre plus petit que ..."

Propriété 5: V R={Rjy,...R;} € P(P'(Z))
i (R)=0 << Ry, Ry, ..., R sont des sous-ensembles de variables
indépendants entre eux.

Propriété 6 : I(R) + Zi(Ri) = Constante = I({X,}i=1,.,N)

i=1

Propriété 7: V R={Rl,R2,...,Ri,...,Rj,...,Rr} e P(P'(Z)) et R'={R1,R2,...,RiuRj,...,Rr},
alors : IR)=1R)- IRyR)).

Propriété 8 :  Soit R'={R,R2,...R{\S,S,....R;} avec: ScRj;S#J;S=R;; [R{ | >2

alors : IR)=IR)+IR;)\S,S).
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Propriété 9 : Principe de conditionnement uniforme [GaG56] :
"Si 'on conditionne, avec le méme ensemble de variables, tous les termes d'une identité

valable pour H=entropie qui contient H(.), H(/.), I, Ta, I, 1 B. on obtient a nouveau
une identité valable pour l'entropie (le double conditionnement étant équivalent au
conditionnement avec l'union)".
ou:

- T 4(A:B) := H(A/o) + H(B/o) - HAUB/a)

- (R) := Y H(X, /) - H(R/P)
X, &V
v AB,a,p € PY(Z) et VR ePP'X)

exemple : VABeP'(Z): H(AUB) = H(A) + H(B) - T(A:B).
On a d'aprés ce principe :
VCeP'(Z): H(AUB/C) = H(A/C) + H(B/C) - I c(A:B).

4.4.5. Détermination de quelques indices [Tor82]

L'incohérence des données recueillies sur un systtme complexe implique un manque
d'explication de Y par X (ou X et Y représentent des variables vectorielles). En effet, nous ne
pourrons pas trouver une application f telle que Y=f(X). En pratique, nous chercherons a
I'approcher (Y=f(X)).

Nous déterminerons alors quelques indices mesurant 'explicabilité (ou la modélisabilité) de Y
par X :

Soit SeP'(X) :

- T(Y:S) := H(Y) + H(S) - H(Y,S) = H(Y) - H(Y/S)
est I'entropie de Y expliquée par S.

- H(Y/S) := H(Y,S) - H(S)  est I'entropie de Y non expliquée par S.

- %H(Y/S) := H(Y/S) / H(Y) est le pourcentage de l'entropie de Y non expliquée par
S.

Si l'on remplace S par X dans les trois expressions ci-dessus, nous obtenons :

H(Y/X) := H(Y,X) - H(X) est la partie non explicable de Y.

-1 (Y:X) := H(Y) - H(Y/X) est la partie explicable de l'entropie de Y.

%H(Y/X) := H(Y/X) / H(Y) estle pourcentage explicable de 'entropie de Y.

1-%H(Y/X) = 1(Y:X)/H(Y) estle pourcentage explicable de 'entropie de Y.

D'autres indices peuvent également étre définis :
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H(Y/S)-H(Y/X)
I(Y:X)
* 0 si 1(Y:X)=0
représente le pourcentage encore non expliqué par S de la partie explicable de Y.

- %ENEPE(Y/S) := * si 1(Y:X)>0

4.5. Entropie conditionnelle et classification

L'entropie conditionnelle est particulierement intéressante dans le cas d’un probléme de
classification ou d'explication. En effet, H(Y/S) peut étre interprétée comme la quantité

N

d'information restant a connaitre (l'incertitude) sur Y, une fois que l'on posséde déja
l'information fournie par S. H(Y/S) représente l'entropie de Y non expliquée par S. Trois cas
distincts sont alors susceptibles d'apparaitre :

ler cas : H(Y/S) = H(Y) : Y et S sont indépendants statistiquement. Aucune relation entre ces
grandeurs ne pourra €tre mise en évidence.

2¢me cas : H(Y/S) =0 -Y et S sont totalement liées et il existe une variable S > S (au sens

large) telle que Y=f£( S).
3eme cas : 0 < H(Y/S) < H(S) : S n'explique que partiellement Y.

Ces propriétés ont inspiré la définition d’un coefficient de couplage mesurant la
modélisabilité de Y par S [Con76]. Ce coefficient de couplage est défini par :

H(Y /S) _ H(Y)-H®,S)

m(Y/S)=1-
H(Y) H(Y)

Les trois cas précédent peuvent alors s’écrire en utilisant le coefficient de couplage :

1€T cas : m(Y/S)=1 <« Y et S sont indépendants statistiquement.
2eme cys m(Y/S)=0 < Y et S sont totalement liées
3eme cag ; 0 <m(Y/S) < 1 < S n'explique que partiellement Y.
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Remarque : Dans le 3¢me cas, S n'explique que partiellement Y. Nous distinguons alors deux
causes possibles :
(1) l'absence d'explication a tort : le modele déterministe Y=f(S) est représentatif du
systéme, mais les données relevées sont biaisées. Ceci peut étre dii a la présence d'un
bruit important sur les mesures effectuées ou/et au mauvais fonctionnement d'un sous-
systéme.
(2) l'absence d'explication a raison : certaines variables explicatives, pertinentes pour
'étude de notre systeme, ont été omises.

5. Entropie et information des systemes continus

Jusqu'a présent, nous avons envisagé des systémes dont les états étaient dénombrables. Les
variables considérées étaient qualitatives, ordinales ou non. La condition d'ordre se traduit
alors par le fait que 1'on travaille sur des modalités consécutives de la variable considérée, ou
sur des ensembles consécutifs de modalités. Ces variables qualitatives X; sont des variables
aléatoires discretes (ou discontinues) prenant les valeurs {ail,aiz,...,ocini}=MXi et dont les

probabilités "empiriques"” sont respectivement {p1, pz, ..., Pn,}-

Dans la pratique, nous rencontrons souvent des variables quantitatives, i.e. des variables
continues. Leurs états (valeurs) varient de facon continue. La répartition des probabilités est
alors caractérisée par une certaine densité. Nous noterons f(x) la densité de probabilité de la
variable continue Xx. Ainsi, une variable vectorielle (multidimensionnelle) S=(x1,x2,...,.Xp)

continue sera caractérisée par sa fonction de densité de probabilité f(x1,x2,....xp). Cette
variable vectorielle est la réunion des variables primaires x{, X2, ..., Xp.

5.1. Entropie d’une variable continue [Ven73]

Considérons une variable continue x caractérisée par une fonction de densité de probabilités
f(x) A
_/

f(x) :
+00
avec J' fix).dx =1
-0
0

Figure 2 : Fonction de densité de probabilités d’une variable continue

» W

1l est alors important de remarquer que, méme si on considére des variables continues, celles-
ci ne nous apparaissent que sous une forme discrete. En effet, ce que nous observons, ce sont
les « mesures » réalisées par un capteur plus ou moins précis, et qui, de par sa nature,
discrétise le signal obtenu (la variable continue considérée).
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Par exemple, la taille d'un étre humain pourra étre approchée au cm prés, voire au mm prés.
De méme, son poids sera vu au gramme pres, son ige, au jour pres, ....

De plus, le traitement « informatique » des données nécessite, de par la nature de celui-ci, une
discrétisation préalable des variables continues.

Considérant ces deux observations, on peut décrire une variable continue par une variable
discrete, apres avoir établi la précision des mesures Ax : A l'intérieur d'un segment Ax, les
états (les valeurs) de la variable x sont indiscernables. La courbe précédente est alors rempla-

cée par la courbe en escalier suivante :
f(x)

0 a, Pamn X
Ax
Figure 3 : Discrétisation de la fonction de densité de probabilités

Ax est la précision de lecture (ou « zone d'insensibilité ») de la variable continue x.
Chaque segment Ax est alors remplacé par une unique valeur (un unique point) représentative.
La grandeur f(a;).Ax (aire d'un rectangle) représente alors la probabilité de tomber dans le

segment correspondant.
Dans un méme segment, les états de la variable x considérée étant indiscernables, on peut

approximer l'entropie de x (a Ax pres) de la fagon suivante :
H,, (x) == f(a,).Ax.log[f (at,).Ax]

==Y f(a,).Ax [logf (at,) + log Ax]

= ——Z:[f(cxi ).logf (o, )].Ax —log Afo(oci ).AX

1

Pour Ax suffisamment petit :

Y f(a;).log flo).Ax # [f(x).log f(x). dx
et Y f(a)Ax # [fx).dx =1

= Hu(x) = - [f(x)logf(x).dx - logAx

L'entropie est donc la somme de deux termes, le premier ne dépendant que de la densité de
probabilité de la variable considérée, 'autre ne dépendant que de la précision avec laquelle on
mesure cette variable.
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Remarque :
Si Ax—0, alors - log AX — +0o . Plus la mesure de I'état de x est précise, plus

l'incertitude crofit, et plus l'entropie est importante.

Entre Hax(x) et ce terme croissant indéfiniment avec la précision de mesure, il y a une
différence :

H(x) = - Tf(x).log f(x) . dx

que l'on appellera "entropie réduite" de la variable continue x.

Et donc :
Hpx(x) = H*(x) - log Ax

La précision de la mesure va donc en quelque sorte fixer l'origine du calcul de l'entropie.

Exemples : Calcul de l'entropie de Shannon d'une fonction de densité paramétrique

- Cas ol une variable x suit une densité de probabilités gaussienne :
2
X

a2

1 2.0

\12,7t .C '

fx) = e

2

X
H‘(x)=E[-1ogf(x)]=E{-1oE( L 2.0'2)]

21 .C ’

E[ log(m O)+ X .loge]

2.0°

logNZm o)+ 8L E[x ]
2.0

De plus :
E(x’ ] = Var[x]= &

H'® = log(m C) + i..loge
2
= log(c.JZ.n e)
Hx) = log(G.J 2% e ) - logAx

= [H(x) = log(chn—f— )J
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- Cas ou x suit une densité de probabilité équiprobable sur un intervalle [a,b] :
1

pour a<x<b
£(x) ={ b-a

0 pour x<a et x>b

b

. 1 1
H () = -jb-a log b2 dx
= log(b-a)
Et donc : H(x) = log(b-a) - logAx

= [H(x) = log Z‘—a]
X

Remarques :

- Nous omettrons l'indice Ax : HAx(x) sera noté H(x), ceci afin d'alléger les notations.

- Nous avons les relations suivantes ;

H(x)

il

~ [f(x)Jog f(x).dx - log Ax

- _[f(x).[log f(x) +log Ax].dx

- j f(x).log [f(x).Ax]. dx

E[-log[f(x).Ax]]

-De méme : H*(x)=E[-log f(x) ]

- Ax dépend de l'unité employée pour mesurer la variable continue x. Lorsque l'on
considere deux variables continues x et y, n'ayant pas les mémes unités de mesures,
peut-on comparer H(x) et H(y) ? Quel sens faut-il donner a cette comparaison ? C'est ce
que nous allons étudier dans le paragraphe suivant concernant 1'entropie conditionnelle.
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5.2. Entropie et information

Nous avons noté la présence du terme Ax (précision) dans le calcul de H(x).

Or, si on apprend une certaine information sur x, I'incertitude sur son état diminue. Donc, plus
l'information dont on dispose sur x est importante, plus l'incertitude sur son état va diminuer.
Il est alors naturel de mesurer l'information apportée sur x par la différence d'entropie entre
ces deux états (état final et état initial). Le terme en « Ax » va alors disparaitre, et par
conséquent l'information apportée sur une variable x ne dépend pas de la précision avec
laquelle on mesure celle-ci.

Ainsi, l'information apportée par la connaissance de f(x) est :

I(x) = H'(x) = —Tf(x).log f(x) . dx

C'est-a-dire que la quantité d'information acquise lorsque 1'état de x devient compleétement
connu est égale a l'entropie réduite de x.

5.3. Entropie conditionnelle

Soient deux variables continues x et y.

Appellons :
. f(x,y) la densité de probabilité de la variable (x,y).
. fi(x) la densité de probabilité de x.
. et £5(y) la densité de probabilité de y.

f(y/x) et f(x/y) sont les densités de probabilités conditionnelles, avec :
f
f,(x) f,(y)
Notons H(y/x=0a;) l'entropie conditionnelle partielle qui représente l'entropie de y sachant

et f(x/y)=

que x se trouve dans 1'état a; :

H(y/x=aj) = - X f(Bj/a;). Ay . log [ f(Bj/a;) . Ay ]
J
et lorsque Ay est suffisamment petit :
+o
H(y/x=0%) = - J f(y/a,). log f(y/o;) . dy - logAy

-

H(y/x) est alors la moyenne des entropies conditionnelles partielles pour tous les états o de x
(en prenant en compte leur densité de probabilité f1(x) ) :
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+

- ,U fi(x) . f(y/x) . log f(y/x) . dy.dx - j fi(x) . dx . logAy
Ceo L ]

H(yx) =
L
=f(x,y) =1
H(y/x) = - JJ f(x,y) . log f(y/x) . dy.dx - logAy
Remarque : H(y/x) =E [ - log f(y/x) ] - log Ay

=E[-log[f(y/x).Ay]]

5.4. Entropie d’un systéme composé

La précision des variables continues x et y étant respectivement Ax et Ay, la précision de la
variable (x,y) sera le rectangle Ax.Ay.

Hx,y)=E[-log[f(x,y).Ax.Ay]] _
et f(x,y) =f1(x) . f(y/x)

H(x,y) =E [ - log f1(x) - log f(y/x) - log Ax - log Ay ]
=E[-log[fi(x).Ax]] + E[-log [f(y/x). Ay ]1]

= H(x,y) = H(x) + H(y/x)

Le théoréme de I'entropie d'un syst¢me composé (avec des variables discrétes) est applicable
dans le cas de variables continues.

De méme : H(x,y) = Hx) + H(y) si x et y sont deux variables continues
indépendantes statistiquement.

Remarque : Calcul de la transinformation interne (information mutuelle contenue dans x et

y)
Par définition, la transinformation interne mesure la quantité d'information qui est transmise

dans un groupe de variables :
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—
1]

H(x) + H(y) - H(x,y)

+a0

- J fl(x). logfl(x).dx - JogAx

- W

£,0-log £, . dy - JogRy

f(x,y). log f(x,y) . dx .dy +Jeghx + logAy

e ]
s

+ 0 b

hors, fl(x) = J f(x,y) . dy et f2(y) = f(x,y) . dx

- o

ce qui entraine : I= J j f(x.y). log XY dx. dy
o - f,(x).£.(y)

La généralisation a plus de deux variables est immédiate.

6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré tout I'intérét de I’utilisation de I’entropie dans le cadre
d’une analyse structurale d’un syst¢me complexe. Elle permet, entre autres :

- I'utilisation de variables numériques (continues), mais également qualitatives,

- de mettre en évidence des relations autres que linéaires,

- d’avoir une interprétation intuitive naturelle en termes de quantité d’information

apportée.

Nous nous proposons donc tout naturellement de I’utiliser dans le cadre de la théorie de la
détection.
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CHAPITRE 5

INTRODUCTION

D’UNE PHASE D’APPRENTISSAGE

DANS LES SYSTEMES

DE DETECTION DECENTRALISEE PARALLELE
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1. Introduction

Comme nous [’avons rappelé dans le premier chapitre, le probléme de la détection
décentralis€e reste encore aujourd’hui un probléme complexe et multiforme. Le but recherché
est la mise en commun de données collectées par N capteurs suivant une architecture donnée.
Dans ce but, deux architectures ont été étudiées : la détection décentralisée paralléle, et la
détection décentralisée série. L’optimisation de ces différentes architectures a permis de
déterminer les opérateurs de traitement locaux permettant d’obtenir les meilleures
performances de détection suivant un crittre donné. Ces optimisations aboutissent 2 un
difficile probleéme de résolution de systemes d’équations. Dans le cas de la détection
décentralisée parallele, que I'on se place dans le cas Bayésien ou de Ne%man-Pearson,
’optimisation d’un syst¢me comprenant N capteurs aboutit 2 un systéme de 2" +N équations
non linéaires couplées a résoudre. Dans le cas de la détection décentralisée série, on aboutit 2
un systeme de 2N-1 équations non linéaires couplées a résoudre. Ces systémes n’ont pour
I'instant pu étre résolus que pour des cas particuliers en supposant par exemple
I’indépendance des observations locales et pour des systémes comportant peu de capteurs. De
facon générale, on s’apercoit que le nombre d'équations a résoudre simultanément croit trés
rapidement avec le nombre de capteurs, les calculs nécessaires a la résolution de ces équations
deviennent alors tres vite inextricables. B

Afin de simplifier le probléme d’optimisation de ces systeémes, nous proposons de limiter le
nombre de capteurs a prendre en compte lors de 1’optimisation du syst¢me de détection.
Considérons par exemple le contexte de la surveillance d'installations industrielles complexes,
ou un grand nombre de capteurs observant des grandeurs physiques différentes est disponible.
L’optimisation d’un systeme de détection décentralisée utilisant tous les capteurs s’avére trés
vite impossible a réaliser. Cependant, il est possible que 1’on puisse implémenter une structure
de détection en ne considérant qu'un sous-ensemble des capteurs, plutdt que I’ensemble des
informations disponibles. Dans certains cas, ceux-ci peuvent en effet présenter des
redondances, sans améliorer les performances de I’ensemble, ou noyer le systéme sous un flot
d’informations trop cofiteux a gérer. C’est pour cette raison que nous proposons d’introduire
dans les systemes de détection décentralisée, avant toute optimisation, une étape de sélection
de capteurs [CDS95] [DPS97] [PeP97]. Parmi tous les capteurs disponibles, nous proposons
de ne faire intervenir que ceux apportant beaucoup d’information au processus de décision.
Dans ce but, nous utilisons une phase d’apprentissage inspirée des problemes de classification
développés dans le chapitre 3. Nous proposons différents algorithmes de sélection basés sur le
critére entropique introduit dans les chapitres 2 et 4 et qui est tout a fait adapté a ce probléme
de sélection.

La sélection de capteurs étant faite, on pourra optimiser le systtme en utilisant les résultats
classiques de la théorie de la détection exposés dans le premier chapitre, ou en utilisant un
critére entropique comme nous 1’avons montré dans le second chapitre. Dans le premier cas,
I’ optimisation du systéme risque d’étre encore inextricable, méme si la complexité du systeme
a ét€ préalablement diminuée par notre phase de sélection de capteurs. Dans le second cas,
nous montrerons que les propriétés particuli¢res de 1’entropie peuvent étre mises a profit pour
limiter la complexité des calculs & mettre en ceuvre lors de I’optimisation du systeme de
détection. Nous nous baserons sur les méthodes de construction d’arbres de décision
développées en classification pour proposer des algorithmes basés sur le critére entropique
présenté au chapitre 2. Ces algorithmes nous permettront de nous approcher du systéme de
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détection décentralisé paralléle optimal en limitant le plus possible la complexité des calculs a
mettre en ceuvre.

Enfin, il parait évident que les performances des systtmes de détection centralisée sont
meilleures que les performances obtenues via des systémes de détection décentralisée. Dans
ce sens, les techniques d’optimisation précédentes seront étendues au probléme de la
quantification répartie afin d’obtenir un compromis entre la quantité d’information a envoyer
a I’opérateur de fusion et les performances du systéme de détection.

2. Le probleme de la détection vu comme un probléme de
classification

Les systemes que nous étudions ont pour but de résoudre un probléme de détection, qui se
traduit par le choix entre deux hypothéses Hy et H; a partir d’observations collectées sur un
ensemble de N capteurs. Chaque source délivre un vecteur y; i=1,...,.N. Les mesures y;

relevées par chaque capteur Y; sont supposées prendre leurs modalités dans un ensemble My;
et on note y=(y1,y2.....yn). L'ensemble des observations y fournies par les capteurs constitue
I'espace des observations, noté D. Décider que ’on se trouve dans la situation Hy ou H;
revient a diviser ’espace des observations D en deux domaines disjoints Dy et Dy tels que si
I’ observation tombe dans Dy (respectivement dans D,) la décision prise est Hj (respectivement
Hj). Une partition de I’espace des observations D en deux classes est alors obtenue.

En théorie de la détection, on suppose toujours que 1’on dispose d’un modéele statistique du
systtme étudié. Les fonctions de densité de probabilit€s conditionnelles sous chaque
hypothese p(y/H)), i=0,1 sont donc connues.

Cependant, plus le nombre de capteurs sera important, plus il sera difficile de disposer d’un
modele statistique du systéme. Dans ce cas, comme c’est la pratique dans les problémes de
classification, on pourra déterminer ces probabilités en les estimant par leurs fréquences
relatives déterminées a partir d’un ensemble d’exemples de taille suffisamment grande.

De plus, on pourra considérer que les variables aléatoires y; (i=1,...,.N) sont des variables
discretes. En effet, il y a tout lieu de noter que dans le contexte de la détection, la notion de
variable aléatoire continue représente une certaine « idéalisation » de la réalité. Considérons,
par exemple, les mesures relevées par un capteur de température. En considérant ces mesures
comme des mesures continues, nous faisons abstraction du fait qu’en réalité, le capteur ne
dispose que d’une certaine précision, et que dans le cas de capteurs numériques, I’information
délivrée est a fortiori discrétisée (dii au quantum €élémentaire du Convertisseur Analogique-
Numérique, qui est par définition la plus petite variation de I’entrée du CAN permettant de
faire varier la valeur du bit de poids faible). Il est impossible de distinguer, par exemple, entre
deux températures qui different entre elles de 0.01°. En pratique, ayant le quantum
élémentaire Ay; associé a la variable aléatoire y;, c’est-a-dire ayant choisi un certain segment
Ay; a 'intérieur duquel les mesures y; sont indiscernables, on peut considérer que les mesures
délivrées par les capteurs sont discrétes (donc qualitatives). Cette réflexion est renforcée par
le fait que le traitement de I’information délivrée par un capteur sur une machine informatique
nécessite des grandeurs discretes.

Le cas ol I’on considére des variables dont on connait un modele probabiliste continu (ou
discret) peut également étre traité dans le cadre de ce travail.
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Par analogie avec les problemes de classification, les mesures délivrées par les capteurs
peuvent étre assimilées aux variables de description du systéme, la décision a la fonction de

classification qui a toute observation associe une hypothése H, ou Hj, et ’espace des
observations D a My, xMy,x...xMy,. C’est dans ce contexte que nous introduisons la notion

de finesse entre les variables d’un systéme de détection (mesures, rapports de vraisemblance,
décisions locales et finale). A chacune de ces variables, on pourra associer une partition plus
ou moins fine de I’espace des observations D, qui induit une partition plus ou moins fine de la

population d’apprentissage Q.

3. Les relations de finesse entre les variables d’un systeme de
détection

3.1. Rapport de vraisemblance et finesse des variables vectorielles

Nous nous proposons d’appliquer la notion de finesse introduite au chapitre 3 au probléme de
la détection centralisée et décentralisée.

Les fonctions de densité de probabilités transforment une variable discrete
multidimensionnelle S (quelle que soit sa dimension) en une variable dont la partition suivant
la population d’apprentisage sera plus grosse que la partition suivant la variable S. Nous
obtenons ainsi Pps)(€2)2Ps(€Q2).

Il en est de méme pour les fonctions de densité de probabilités conditionnelles. Nous obtenons
ainsi Pp(s/mi(Q)2Ps(Q). Nous pouvons également extrapoler cette remarque aux variables
multidimensionnelles continues.

De méme, le rapport de vraisemblance, qui constitue en fait un rapport de densités de
probabilités conditionnelles, peut étre considéré comme une variable unidimensionnelle dont
la partition sur la population d’apprentissage est plus grosse que la partition de la population
d’apprentissage engendrée par la variable multidimensionnelle considérée.

Enfin, ce rapport de vraisemblance est comparé a un seuil qui permet dés lors de prendre une
décision (u;=0 ou 1). Nous nous retrouvons par conséquent avec une partition en deux classes
de la population d’apprentissage plus grosse que la partition engendrée par le rapport de
vraisemblance, elle-méme plus grosse que la partition engendrée par la variable en question.
Dans le cadre général de la détection, nous pouvons établir le schéma ci-dessous :

P, (Q) G=L,...N) Paon (D < P, ()
) 1=1,..., < (A(}’i)’=' ~i < u;
y \——-j Vi:l,...,}I:I) K_—j (= §? Vi=1,...N)
\4
Ps(€2) < Pas(€D) < P, (@
&J (A(S)E §) K__’j (USE §2)
\4

P(Q2) < Pa(Q2) <
’ &___ﬂ (A(y)ya $) ¥J b= 3

Figure 1 : Relations entre les partitions de 1’espace des observations
engendrées par les variables multidimensionnelles et le rapport de vraisemblance.
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ou :
- le symbole « < » représente la notion de finesse entre deux variables multidimensionnelles.
- S représente une variable multidimensionnelle quelconque.

~

- S représente une variable plus grosse que S et A(S) représente le rapport de vraisemblance
de S.

- S? représente une variable plus grosse que S en 2 classes.
- yi (resp.y) n’est qu’un cas particulier de S en ce sens qu’il ne représente qu’une variable
unidimensionnelle (resp. le vecteur constitué de toutes les variables considérées) (i=1,...,N).

3.2. Utilisation d’un critére entropique dans le cadre de la détection

Parmi tous les criteres utilisables, le critére entropique est certainement 1’un des critéres les
plus intéressants car il possede de nombreuses propriétés et permet de mettre en évidence des
relations non linéaires entre les données. Ce critere est, par exemple, a la base du noyau ID3
de I’algorithme C4.5, qui est une référence dans le domaine de 1’apprentissage automatique.

Nous pouvons ainsi compléter le schéma précédent de la facon suivante :

H(Hly:) < HH/A(Y)) < H(HN) (i=1,...,N)
(=1, N) S A elN) S~ T
\Y
H(H/S) < H(H/A(S)) < H(H/us)
N T N F
\/
H(H/A(y)) H(H/u,)

HE) \Q_J KSJ

Figure 2 : Relations entre les entropies conditionnelles de I’hypothése vraie
connaissant la variable, son rapport de vraisemblance, ou la décision prise.

L’ utilisation d’un critére entropique associ€ a la notion de finesse nous permet de définir une
mesure numérique de la quantité d’information apportée par un ensemble de variables.

Nous nous proposons dés lors de développer cette démarche dans le cadre de la détection
centralisée, décentralisée parallele et série.

Chapitre 5 133



3.3. Cas de la détection centralisée

Dans le cadre de la détection centralisée, que le critére soit le critére de Bayes, de Neyman-
Pearson ou que I’on utilise un critére entropique, la théorie aboutit & la méme structure
optimale du détecteur ; I’ensemble des informations délivrées par les N capteurs Y; (i=1,..,N)
est transmis a un opérateur de décision qui prend la décision finale uy qui consiste & comparer,
pour chaque observation y=(yj,...yn), le rapport de vraisemblance 2 un seuil A, soit :

vo=l /H
AY) > A ol AW _PO/H,)
=0 p(y/H,)

Dans le cadre d’une phase d’apprentissage, la décision finale ug peut étre considérée comme
une variable plus grosse que A(y), dii au fait qu’elle engendre une partition en deux classes de
la population d’apprentissage plus grosse que la partition engendrée par A(y). Cette derniére
représente de méme une variable plus grosse que y. Nous obtenons ainsi la relation suivante :
uo = A(y) 2 y (Figure 3).

.

y

Figure 3 : u, est une variable plus grosse que A(y), elle-méme plus grosse que y.

3.4. Cas de la détection décentralisée paralléle

Dans le cadre de la détection décentralisée paralléle, & partir de ses propres observations yi,
chaque détecteur prend une décision locale u;. La régle de décision au niveau de chaque
détecteur est alors la suivante :

ui=1

Aly) 7 M =12

ui=0
Les décisions locales sont ensuite transmises a un opérateur de fusion qui les combine de
facon a obtenir la décision finale ug. L’opérateur de fusion f qui optimise, suivant un critére
donné, la mise en commun des décisions prises par les différents détecteurs locaux est une
fonction logique des N décisions binaires qui lui sont transmises.

Dans le cadre de la phase d’apprentissage, chaque décision u; peut €tre considérée comme une
variable plus grosse que A(y;) (i=1,...,N), dii au fait qu’elle engendre une partition en deux
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classes de la population d’apprentissage plus grosse que la partition engendrée par A(y;). De
méme, A(y;) représente une variable plus grosse que y;: nous obtenons ainsi la relation
suivante : u; =2 A(yi) = y;. La décision finale ug est, quant a elle, une variable résultant des
décisions locales (uy,...,ux). Nous avons donc la relation suivante : ug > (uy,...,un).

En combinant ces relations, nous obtenons finalement ;

g 2 (up,..,un) 2 (A(YDs.-., A(YN)) 2 (¥1,-...¥N)

3.5. Cas de la détection décentralisée série avec N=2 (2 capteurs)

Dans le cadre de la détection décentralisée série, chaque détecteur local regoit une information
issue d'un capteur et transmet un message binaire a son successeur. La décision du premier
détecteur est basée sur les informations issues d’un seul capteur et c’est le dernier détecteur
qui élabore la décision finale. La reégle de décision au niveau du premier détecteur est :

u1=1

AGD) 7 M

u1=0

La régle de décision au niveau du deuxiéme détecteur est : _

u,=l
A(y2) > A siw=0
u2=0
u,=l
A(yz) Z 7\,21 si l.11=1

u2=0

Dans ce cas u; peut étre considérée comme une variable plus grosse que la variable A(y;) en
deux classes, elle-méme plus grosse que y;: u; = A(y;) 2 y;. La décision finale u, peut étre
considérée comme une variable plus grosse que la variable vectorielle (u;,A(y2)) en deux
classes. De méme, A(y;) sera considérée comme une variable plus grosse que y,. En
combinant ces résultats, nous obtenons finalement :

uz 2 (up,A(y2)) 2 (A(y1),A(y2)) 2 (Y1,y2)
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4. La sélection de capteurs

4.1. Fondements de notre approche

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons montré que 1’optimisation d’un systéme de détection
pouvait étre effectuée en utilisant un critére entropique. Que 1’on se place dans le cadre de la
détection centralisée ou dans celui de la détection décentralisée, la quantité qu’il convient de
minimiser est 1’entropie conditionnelle H(H/up) ou uy est la décision finale et H est
I’hypothése vraie. Comme nous 1’avons vu dans le chapitre 4, cette grandeur peut étre
interprétée comme 1’incertitude relative a H, étant connue I’information fournie par uy.

En détection centralisée, nous avons vu que la décision finale uy représentait une variable plus
grosse que A(yi,...,yn) et que A(yi,...,yn) €tait elle-méme plus grosse que (yi,...,yn) (Up 2
A(Y15---,¥N) 2 (V1,---,YN)). Par conséquent, en vertu des propriétés de 1’entropie conditionnelle
développées dans le chapitre 4, nous obtenons les relations suivantes :
H(H/vy) < H(H) < logy2 =1 car I’entropie d’une variable ayant n modalités est inférieure ou
égale a logy(n). )
Nous obtenons ainsi les relations suivantes :

1 > H(H/g) 2 H(H/A(Y1,...,yN)) 2 H(H/yy,...,¥N)

En détection décentralisée paralléle, nous avons vu que :

o 2 (Uy,...,un) 2 (A(Y1)s---» A(YND) 2 (Y1, ,YN)-
On en déduit de méme que :
1 > H(H/ug) 2 H(H/uy,...,un) 2 H(H/A(Y1),. .., A(yn)) =2 H(H/yy,...,.¥N)

En détection décentralisée série avec N=2, nous avons vu que :

Uz 2 (u1,A(y2)) 2 (A(Y1):A(Y2) 2 (Y1.y2)
On en déduit donc que :
1 2 H(H/up) 2 H(H w1,A(y2)) 2 HIH/A(y1),A(y2)) 2 H(HIy1,y2)

Quelle que soit I’architecture étudiée, nous pouvons remarquer que 1’on a toujours :
12> H(H/Uo) > H(H/yl,...,yN)
(voir le chapitre 4)

D’ autre part, on sait d’apres les propriétés de I’entropie conditionnelle que :
S; et S, étant des variables vectorielles, si S, < Sy alors H(H/S1) < H(H/S»).
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H(H/up)

n=1

H(H/S) n=2 n=dim(S)
N/ n=3
\' n=p

H(H/Y)

Figure 4 : Convergence de H(H/S) vers H(H/Y) lorsque la dimension de S augmente

Notre démarche de sélection de capteurs est issue de ces remarques.

Parmi les N capteurs disponibles, certains peuvent apporter de 1’information au processus de
détection ; les autres n’apportant qu’'une information redondante (ou pas d’information du
tout). Il n’est par conséquent pas utile de les prendre en compte dans le processus de
détection. Dans le cadre de la théorie de I’information, cette remarque se traduit par le fait que
la quantité H(H/y,,...yp) peut étre tres proche de H(H/y;,...yn) qui minore H(H/up) (Figure 4).
La prise en compte de p capteurs (p fixé par I'utilisateur du systéme) représente ainsi une
condition de sortie des algorithmes.

Cette démarche se justifie par le fait que certains capteurs peuvent étre redondants pour le
probléme de la détection ou peuvent noyer le systeme sous un flot d’informations trop
cofiteux a gérer.

L’optimisation du systeme de détection en minimisant I’entropie conditionnelle H(H/ug) aura
alors toutes les chances d’aboutir & un systéme pratiquement aussi performant qu’en utilisant
I’ensemble des capteurs. Etant donné que la complexité de I’optimisation des systémes de
détection croit trés rapidement avec le nombre de capteurs, on aura de cette facon un bon
compromis entre les performances et la complexité du systéme a optimiser.

L’utilisateur du systeme doit ainsi connaitre le nombre de capteurs a sélectionner (le nombre
«p»), ce qui n’est pas toujours évident a priori. Une autre démarche consisterait alors a
demander a !’utilisateur une entropie minimale « seuil » en dessous de laquelle la quantité
d’information apportée n’aurait pas une grande signification. Cette entropie conditionnelle
minimale correspondrait en fait a I’erreur que s’autorise 1’utilisateur en ne prenant en compte
que p capteurs au lieu de N.

Le rdle de notre phase de sélection est de déterminer la configuration qui permettra de tirer le
meilleur parti de toutes les informations y=(yy,...,yn) dont dispose le systeme. Il faudra alors
déterminer le sous-ensemble SeP'(y) (ol PY(y) représente tous les vecteurs (toutes les
variables multidimensionnelles) possibles dont les composantes sont des composantes
élémentaires de y) de capteurs tel que I’incertitude relative a H connaissant 1’information
fournie par S, c’est-a-dire H(H/S), se rapproche le plus de la quantité H(H/y,...,yn). Dans la
pratique, le calcul exhaustif de H(H/S) pour tout SeP"(y) est impossible car on se heurte a une
explosion combinatoire lorsque le nombre de capteurs devient grand. On construit donc S en
utilisant des démarches heuristiques, démarches qui sont ici inspirées des algorithmes de
classification par arbres de décision, que nous allons maintenant développer.
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4.2. Les méthodes de sélection

Notre but est de sélectionner I’ensemble S des capteurs les plus pertinents pour la détection.
Les méthodes développées doivent étre simples de fagon a pouvoir les appliquer a des

systémes comportant un nombre élevé de capteurs.

Le critére étant défini (on cherchera a minimiser H(H/S)), nous utilisons ici deux approches :
une approche agrégative des variables, ainsi qu’une approche désagrégative.

4.2.1. Approche agrégative

e Présentation de la méthode

Dans un premier temps, 1’algorithme recherchera le capteur y; qui minimise la quantité
H(H/yi). Puis il recherchera le capteur y; qui, associé au capteur y; initialement trouvé,
minimise la quantité H(H/y;,y;) ; puis un troisieme, ..., ainsi de suite jusqu’a ce que 1’on ait
sélectionné un ensemble de p capteurs (Figure 5). On voit ici que ’on agrége petit a petit les
capteurs apportant de I’information sur ’hypothése vraie, de facon a déterminer S (d’ou le

nom de la méthode).

La méthode consiste donc a :
min (H(H/(S,,,y;))
yi€(y\Se_1)

avec S;=J et S, =(S,,,V,)

Itérations
de
lalgorithme

Y1

¥3

Yo

.~ agrégation des y;

sens de test des y;

Figure 5 :L’approche agrégative moyennant une renumérotation des variables testées. La premiere variable
trouvée par ’algorithme est appelée yy, la deuxiéme, y,, ...
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¢ Algorithme proposé

, APPROCHE AGREGATIVE DE SELECTION DE CAPTEURS
; phase d’initialisation
0. «p» et/ou «Hpyip » sont des parametres fixés par I’utilisateur du systéme

1. pouri:=1aN (N =nombre de capteurs)
2. calculer les H(H/y;)

3. fin pour

4. retenir y; qui minimise H(H/y;)

5. S « (yj)

; boucle

6. répéter

7. calculer les H(H/(S,y;)) avecyj € S
8. retenir yj qui minimise H(H /(S,y;))

9. S (S,yy)

10.  jusqu'a [card S =p] ou [H(H/(S,y;))<Hmin]
; FIN de l’avlgorithme.

ol S e PY(y).

¢ Remarques

- Nous avons toujours la relation suivante H(H/y;)>H(H/y,,y»)=...2 H(Hly,,...,yn) ; et par
conséquent, 1’entropie conditionnelle est décroissante, minorée par 0. L’algorithme va donc
nécessairement converger (Figure 6). Une autre condition d’arrét lors de la construction de S

pourrait donc étre :
H(H/Sy)-H(H/Sg.1)<s ol s est un seuil fixé par 1’ utilisateur.

Ce seuil représente la quantité d’information a prendre en compte pour passer de k-1 capteurs
a k capteurs. Lorsque cette quantité est négligeable (le kiéme capteur apporte peu
d’information sur I’hypothése vraie), il n’est pas forcément nécessaire de prendre en compte
ce capteur dans le processus de décision, sous peine de compliquer considérablement les

calculs d’optimisation du chapitre 1 ou 2.

H(H/S)
A
H(H)
)
HGH/S) [~~~ """~ """"mmmmmeE
>

Nombre de capteurs

Figure 6 : Convergence du critére de sélection en fonction du nombre de capteurs
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- Dans certains cas, la quantit€¢ H(H/(y;,y;)) peut étre petite alors que les quantités H(H/y;) et
H(H/y;) prises séparément peuvent étre grandes. Le couple de capteurs (y;y;) apporte alors
beaucoup d’informations sur I’hypothese vraie, alors que les capteurs y; et y; pris séparément
n’apportent aucune information sur celle-ci. Dans ce cas, I’algorithme agrégatif sélectionnera
a tort des capteurs qui ne permettront pas de minimiser ’entropie conditionnelle. Pour
remédier a ce probléme, nous proposons de construire S en utilisant une démarche
désagrégative.

4.2.2. Approche désagrégative

o Présentation de la méthode

Dans un premier temps, au lieu de chercher directement le capteur y; qui minimise H(H/y;)
pour construire S, on va écarter de y le capteur y; qui minimise H(H/yy,...,Yi-1,Yi+1>---»YN) ; C€
qui signifie que ce capteur n’apporte aucune information sur I’hypothése vraie par rapport a
(Y1---»Yi-1,Yi+15----YN). L’ensemble résiduel des capteurs les plus pertinents est ainsi constitué
des capteurs composant y auquel on a enlevé la composante y;.

Dans un deuxiéme temps, on réitere le méme processus sur ’ensemble résiduel. On écarte
alors yj, une variable n’apportant que peu (ou pas) d’information sur I’hypothese vraie ; ainsi
de suite jusqu'a ce que I’on ait un ensemble résiduel composé de p capteurs qui représentent
les p capteurs les plus pertinents pour le probleme de la détection.

Il s'agit donc d'une méthode désagrégative car on évalue le critére avec N-1 capteurs (Figure
7) puis N-2, etc... La méthode consiste alors a :

min (H(H/(Sk1 \Yi )))

Vi€
Se=y
Sk = Sk-l \ yi
variables non
informatives
Sy y
Y I 4
Itérations e 7\
de | 7 YN . ™
! algorzthmef / Sens du test
", y e
.. N ;

........

les p variables
a tester

Figure 7 :L’approche désagrégative moyennant une renumérotation des variables testées. La premiere
variable trouvée par I’algorithme est appelée y;, la deuxiéme, y,, ...
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La méme réflexion peut étre menée en considérant une entropie conditionnelle, cette fois-ci,
maximale, qui représenterait en fait un seuil de tolérance qu’il ne faudrait pas dépasser lors de
la sélection de capteur. Ce seuil pourrait étre fixé par 1’ utilisateur.

¢ Algorithme proposé

; APPROCHE DESAGREGATIVE DE SELECTION DE CAPTEURS

; initialisation

«p» et/ou «Hya » sont des parametres fixés par I'utilisateur du systéme
.pouri:=1aN (N = nombre de capteurs)

calculer les H(H/(y\yj))

. fin pour

. déterminer yj qui minimise H(H/(y\y;))

. S Yy

; boucle

6. répéter

7. calculer les H(H/(S\y;)) avecy; €S

8. déterminer y; qui minimise H(H/(S\y;))

9. S « S\y;

10. jusqu'a [card S =p] ou [H(H/(S\yi))>Hpaxl
; FIN de l'algorithme.

avec yjey et S € P'(y).

Cette démarche se justifie sur la précédente par le fait qu'il peut par exemple arriver qu'un
capteur apporte plus d'information sur H a lui seul que tous les autres capteurs pris un a un,
alors que ces mé€mes capteurs pris dans leur ensemble annulent quasiment I'incertitude sur H.
Pour illustrer ce phénomene, on peut considérer I'exemple suivant.

e Exemple 1

On dispose d’un systéme comprenant trois capteurs y,,y; et ys. Il s'agit de détecter I’hypothese qui représente en
réalité le bit de parité associé aux moyennes de y; et y,. Les fonctions de densité de probabilités sous chaque
hypothese associées a ces trois capteurs sont des gaussiennes. Sous chaque hypotheése H, et H;, ces fonctions de
densité de probabilités sont supposées étre de moyenne 0 ou 1 et de variance 1 telles que :

Moyenne de y; | Moyenne de y, { Moyenne de y;3 H
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Apres calcul, on remarque que le capteur y; va permettre de minimiser H(H/y;) (i=1,2,3). Mais c’est le couple de
capteurs (y;,y,) qui minimise H(H/y,y;) (i,j=1,2,3). Si I’'on désire sélectionner deux capteurs parmi les trois
disponibles dans le but de bien détecter, I’algorithme agrégatif conduira & choisir y; comme étant le capteur qui
minimise H(H/y;), puis y; ou y, qui minimiserons H(H/ys,y;) (j=1,2). Par contre l'algorithme désagrégatif va
écarter le capteur y; et va permettre de sélectionner les capteurs y, et y, car ce sont eux qui minimisent H(H/y;,y;)
(1,j=1,2,3).
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Les résultats donnent :

Algorithme Capteurs sélectionnés
Agrégatlf X3 X 1
Désagrégatif X X

Dans ce cas, I’algorithme désagrégatif donne de meilleurs résultats que 1’algorithme agrégatif.

e Exemple 2

Considérons maintenant un systéme comprenant trois capteurs. Les fonctions de densité de probabilités
conditionnelles au niveau de chaque détecteur sont supposées étre des gaussiennes. Sous I’hypothése H, ces
fonctions sont de moyenne 0 et de variance 1. Sous I’hypothése H, ces fonctions sont supposées étre de moyenne
m; m, et m; et de variance 1. Le but est de sélectionner le couple de capteurs qui permettra de faire la meilleure
détection sans utiliser les trois capteurs disponibles. A titre d’exemple, nous avons posé m;=1 m,=1.5 mz=2. Sur
la Figure 8, on peut visualiser les variations de H(H),H(H/y,), H(Hly,), H(Hly;), H(H/y,y,) , H(Hly,y3), et
H(H/y,ys) en fonction de Py. On constate que c’est le capteur y; qui permet de minimiser H(H/y;) (i=1,2,3) et que
c’est le couple (y,,y3) qui minimise H(H/y,,y;) (i,j=1,2,3) et ceci, quelque soit la valeur prise par Py. Ces résultats
sont tout a fait conformes a ce que ’on pouvait attendre par la seule connaissance des fonctions de probabilités

associées aux différents capteurs.

H(H/S)

HHA LYY

0 0.2

Figure 8 : Variation de H(H/S) en fonction de Py - SeP*((y1,y2,y3))

0.4 0.6 0.8
Py

1

Sur cet exemple, que 1’on utilise la méthode agrégative ou désagrégative, ce sera le couple de capteurs (y,,y3) qui

sera sélectionné en vu de la détection.
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5. Détection décentralisée paralléle par arbre de décision

Dans le paragraphe 3 du chapitre 2, nous avons montré que les systeémes de détection
décentralisée parallele pouvaient étre optimisés en utilisant un critére entropique. Deux
approches ont été étudiées :
- une approche dans laquelle nous considérons le probléme de I’optimisation des
différents détecteurs locaux sans prendre en compte 1’opérateur de fusion. Les
détecteurs locaux étant fixés, nous optimisons ensuite 1’opérateur de fusion.
- une approche dans laquelle nous considérons 1’optimisation simultanée des détecteurs
locaux et de 1'opérateur de fusion.
Dans le premier cas, 1’optimisation des détecteurs locaux consiste a déterminer les seuils
associés a chaque détecteur qui permettent de minimiser ’entropie conditionnelle
H(H/u;,...,unN). Ici, nous proposons d’utiliser les propriétés particulieres de I’entropie afin de
limiter la complexité des calculs & mettre en ceuvre lors de la détermination de ces seuils. Ces
seuils étant déterminés, nous proposons de construire un arbre de décision qui minimise la
probabilité d’erreur du systéme.

5.1. Détermination des seuils au niveau des détecteurs locaux

Nous proposons ici un algorithme de type agrégatif qui nous permettra de déterminer les
seuils au niveau des détecteurs locaux en minimisant I’entropie conditionnelle H(H/uy,...,un).
Cet algorithme nous permettra de nous approcher du systtme de détection optimal, son
principal intérét étant d’étre trés peu coliteux en terme de calculs. Etant donné sa simplicité de
mise en ceuvre, cet algorithme pourra étre appliqué a des systémes comportant de nombreux
capteurs.

¢ Présentation

On cherche ici a trouver le capteur y; et le seuil A; qui minimisent H(H/u;) tels que

ui=l

Aly)
ui=0

suite, ..., jusqu'a ce que I’on ait déterminé chaque seuil. Il s'agit d'une méthode agrégative car

on évalue le critére avec la décision prise par un détecteur, puis deux détecteurs, etc... La

méthode est alors la suivante :

Ai, puis le capteur y; (et le seuil A;) qui, associ€ & u;, minimise H(H/u;,u;) et ainsi de

min (H(H/(S,;,u,))

Yie(¥\Sy 1 ) h&My ()

u. =1

oAV Ty

Aly,) A
u 0
S, =9
S, =u)
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ol M, est 'ensemble des valeurs prises par A(y;).
¢ Algorithme proposé

; APPROCHE AGREGATIVE DE DETERMINATION DES SEUILS LOCAUX
: initialisation

| pouri:=1aN (N =nombre de capteurs)
2 calculer les H(H/u;) pour tous les A;eMayi) ;' voir remarque 2.
3. retenir uj et A; qui minimisent H(H/u;)
4 fin pour
5 S « (up)
; boucle
6. répéter
7. calculer les H(H/(S,u;)) pour chaque Aie Mjiyavec u; ¢ S
; voir remarque 2.
8. retenir uj et A; qui minimisent H(H/(S,u;))
9. S« (S,up)
'10.  jusqu'a (card S =N)
; FIN de l'algorithme.

Remarque | :
Par cette approche, les seuils obtenus pour chaque détecteur dépendent bien entendu de

I’ordre de traitement des variables en question. On pourra de méme utiliser une
démarche de sélection de variables via un algorithme de sélection désagrégatif, qui nous
donnera l'ordre des variables a tester. Il nous suffira alors de déterminer les seuils
optimaux pour chaque détecteur. Nous obtenons 1’algorithme suivant :

;, APPROCHE DESAGREGATIVE DE DETERMINATION DES SEUILS LOCAUX
1. Utilisation de 1’algorithme désagrégatif de sélection des variables
= ynest la lere variable a tester, yn., la deuxieme, ..., yi, la derniere
2. Calculer les H(H/un) pour tous les Ane M) ; voir remarque 2.
3. Retenir Ay qui minimise H(H/up)

4.5 « (uN)

; boucle
pour i :=N-1 a1 faire
calculer les H(H/(S,u;)) pour chaque AieMyiy ; voir remarque 2.

S« (S,uy)
fin pour

5

6

7. retenir A; qui minimise H(H/(S,u;))
8

9.

; FIN de l'algorithme.
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Remarque 2 :
Si le nombre de seuils possibles pour A(y;) est important, une procédure heuristique
(comme par exemple la méthode du gradient) pourra étre utilisée afin de limiter le
temps de calcul.

Remarque 3 :

Les seuils A; étant définis pour I’algorithme proposé, on pourrait proposer une solution
permettant un réajustement de ceux-ci par I’intermédiaire d’une méthode du gradient
qui peut €tre facilement implémentée via une méthode «axe par axe » de la fagon
suivante :

On fait varier le seuil A; (les autres A; sont constants) de fagon a obtenir un minimum
local de I’entropie conditionnelle ; puis on réitére I’opération sur Ay... An; ... €t on
réitere le processus jusqu’a ce que les seuils n’évoluent plus.

Les seuils ayant été¢ déterminés, on pourra alors construire I’arbre de décision qui permet de
minimiser la probabilité d’erreur du systéme de détection.

5.2. Construction de I’arbre de décision

Les seuils ayant été déterminés au moyen de 1’algorithme précédent, nous proposons de

construire un arbre de décision binaire (Figure 9). Chaque nceud de 1’arbre contiendra un test

sur une variable y; (i=1,...N). Ce test consistera en un seuillage du rapport de vraisemblance
ui=l

A(y)) © M et donnera naissance & deux branches, une pour chaque valeur prise par le

0

u.
1

détecteur local (u;=0 ou 1). Chaque feuille contiendra la valeur de la décision finale ug (H, ou
H;). Cette décision pourra étre déterminée en minimisant la probabilité d’erreur ce qui
reviendra a affecter a chaque feuille une décision telle que :

uo=H,
>

p(chemin,H,) p(chemin,Hy)

ug=H,
le chemin étant la concaténation des différents valeurs prises par les décisions locales pour

arriver a la feuille considérée (par exemple u,=0 et u;=0 pour la feuille de gauche de la Figure
9).

o Exemple

Reprenons un des exemples développés dans les premier et deuxieme chapitres : Considérons un systéme formé
de deux capteurs dont les observations y; et y, sont indépendantes. Les fonctions de densité de probabilités sous
chaque hypothése sont des gaussiennes Sous I’hypothése Hj, ces fonctions de densité de probabilités sont
supposées étre de moyenne O et de variance 1. Sous I'hypothése H;, ces fonctions sont supposées étre de
moyenne m, (resp. my) et de variance 1. Deux systémes sont considérés, le premier pour lequel my=my=1 et le
second pour lequel m;=1 et m,=1,5.
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Les valeurs des seuils A; et A, optimaux trouvées dans le deuxiéme chapitre et qui minimisent H(H/u;,u,) sont
indiqués sur les figures 14 et 20. Sur les figures 15 et 21, les variations de H(H/u,,u;) correspondant & ces seuils
en fonction de Py sont visualisées. Sur les figures 13 et 19, la variation de la probabilité d’erreur en fonction de
P, et en fonction de la fonction de fusion utilisée est représentée.

Pour Py=0.5 et dans le cas ou m;=1 et m,=1.5, 4 la premiére itération I’algorithme agrégatif nous indique que
c’est le capteur y; avec le seuil Ay=1 qui minimise I'entropie conditionnelle H(H/u,), 4 la deuxiéme itération il
nous indique que c’est le capteur y, avec le seuil A;=1 qui minimise 1’entropie conditionnelle H(H/u,,u,). L arbre
de décision qui minimise la probabilité d’erreur du systeme est représenté sur la figure 9. Sur cet arbre, on
remarque que seule la mesure de y, conditionne la décision finale. On retrouve le fait que la fonction de fusion se
limite a la décision prise au niveau du capteur 2.

Les valeurs des seuils A; et A, trouvés avec 1’algorithme agrégatif sont indiquées sur les figures 10 et 16. Sur les
figures 11 et 17, les variations de H(H/u;,u;,) correspondant a ces seuils en fonction de Py sont visualisées. Sur les
figures 12 et 18, la variation de la probabilité d’erreur en fonction de Py correspondant a I’arbre de décision

trouvé avec I’algorithme est représentée.

Sur ces deux exemples, on peut remarquer que les résultats trouvés avec 1’algorithme agrégatif présenté dans ce
paragraphe sont trés proche des résultats optimaux trouvés dans le chapitre 2. Ces exemples simples montrent le
bien fondé de notre démarche.

y2

A(y2)<hz A(y2)>A2

Ll2=0

Yt

AlyD)>h Alyn<iy Alyo>M

Aly)<h oS
=

U[=O

HO H() I.I1 Hl

Figure 9 : Arbre de décision trouvé par I’algorithme agrégatif pour Py=0.5 pour m;=1, m,=1.5

09

H(H/ul ,U2)

y - + — [} 0?2 Oid 0.‘6 0.‘8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 P,

Py
Figure 10 : Seuils trouvés avec I’algorithme agrégatif
en fonction de Py, my=m,=1.

Figure 11 : H(H/u,,u;) correspondant aux seuils
trouvés avec 1’algorithme agrégatif en fonction de Py,
m=mp= 1.
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Figure 12 : Probabilité d’erreur en fonction de P,
correspondant a I’arbre de décision trouvé avec
I’algorithme agrégatif, m;=m,=1.

4 " N

07 .
0 0.2 0.4 0.6 08 1
Py
Figure 14 : Seuils optimaux en fonction de Py,
my=my=1.

o ' .
0 02 0.4 056 08 1
Py

Figure 16 : Seuils trouvés avec 1’algorithme agrégatif
en fonction de Py, my=1, my=1.5.
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Figure 13 : Probabilité d’erreur en fonction de P,
correspondant aux seuils optimaux, m;=m,=1.

H(H/u,,u,)

0.4 0.6 0.8 1

Py

0 0.2

Figure 15 : H(H/u,,u;) correspondant aux seuils
optimaux en fonction de Py, mj=m,=1.

i L A

0 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Py

Figure 17 : H(H/u,,u;) correspondant aux seuils
trouvés avec I’algorithme agrégatif en fonction de Py,
my=1, m2=1.5.
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Figure 18 : Probabilité d’erreur en fonction de Py
correspondant a I’arbre de décision trouvé avec

I’algorithme agrégatif, my=1, m,=1,5.
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Figure 20 : Seuils optimaux en fonction de Py, my=1,

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Py

m2=1.5.
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Figure 19 : Probabilité d’erreur en fonction de Py
correspondant aux seuils optimaux, m;=1, m,=1,5.
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Figure 21 : H(H/u;,u;) correspondant aux seuils

optimaux en fonction de Pp, m;=1, m,=1.5.
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6. Quantification répartie et détection par arbre de décision

Dans un systtme de détection, l'ensemble des observations y fournies par les capteurs
constitue l'espace des observations, noté D. Le probléme est alors de diviser ’espace des
observations en deux domaines disjoints Dy et Dy tels que si 1’observation tombe dans Dy
(respectivement dans D;) la décision prise est H, (respectivement H,;). Une partition de
’espace des observations D en deux classes est alors obtenue. La détection centralisée permet
de diviser ce domaine de fagon optimale suivant un critére donné (Figure 22). Les méthodes
décentralisées représentent un compromis entre les performances optimales mais cofiteuses
d’un systtme centralisé, et celles dégradées mais plus économiques des solutions
décentralisées. Le but de ces méthodes est de s’ approcher au mieux des domaines de décision
optimaux trouvés dans le cas centralisé (Figure 23, Figure 24).

Cependant, en détection décentralisé on se limite & comparer le rapport de vraisemblance au
niveau de chaque détecteur a un (détection décentralisée parallele) voire deux seuils
(deuxieme détecteur en détection série). La partition de I’espace des observations qui en
résulte ne peut donc étre que relativement grossiere, cette partition ne s’approchant que de
fagon €loignée de la partition optimale « centralisée ».

Ay A

A(y2)

Figure 22 : Les domaines de décision en détection centralisée

A(yr) A

A

'.
I
I
I
|
I
A

Figure 23 : Les domaines de décision en détection décentralisée parallele
suivant la fonction de fusion (OU ou ET)

2 A(y2)

Chapitre 5 149



Ay

i

‘ -
A, A Al

Figure 24 : Les domaines de décision en détection décentralisée série

Nous proposons d’augmenter le nombre de seuils au niveau de chaque détecteur, de fagon a
obtenir une partition plus fine de 1’espace des observations (Figure 25). Pour déterminer les
seuils qui nous permettrons de nous approcher de la solution optimale (détection centralisée),
nous cherchons toujours & minimiser H(H/uy,...un), ol uy,...,ux ne représentent plus des
variables plus grosses que A(y1),...,A(yn) en deux classes, mais en un nombre de classes fixé
a I’avance par l'utilisateur. Afin de trouver ce compromis, nous utilisons un algorithme
agrégatif de construction d’arbre de décision du méme type que celui développé
précédemment, mais nous lui ajoutons la possibilité de partitionner une variable en utilisant
plusieurs seulils, le critére ne changeant évidemment pas.

Ay) A

M
A
A
M
Dy N
A M A(Y2)

Figure 25 : Les domaines de décision en augmentant le nombre de seuils

6.1. Détermination des seuils au niveau des détecteurs locaux

o Présentation de la démarche

Nous commengons par chercher le capteur y; et le seuil Ai' qui minimisent H(H/;Y), u;' étant
ui’=l

une variable plus grosse que A(yi) en deux classes telle que A(yi) A:'. Puis on détermine le
uil=0

. . RN C e 1 .. . . 2
capteur y;j et le seuil }\.jl qui, associé a uil, minimisent H(H/u; ,Ujl) ou, si il existe, le seuil A;

qui, en tenant compte du seuil Kil trouvé précédemment, minimisent H(H/uiz), u;? étant une
variable plus grosse que A(y;) en trois classes, et ainsi de suite, ..., jusqu'a ce que I’on ait
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déterminé le nombre de seuils « nbseuilmax(i) » désiré au niveau de chaque détecteur local.
En seuillant au fur et 2 mesure les valeurs prises par les rapports de vraisemblance associés
aux différents capteurs, on détermine une partition de plus en plus fine de I’espace des
observations.

Les seuils ayant €té déterminés, on pourra alors construire I’arbre de décision permettant de
minimiser la probabilité d’erreur du systeme de détection.

Adyp) } Ay 4

A

A A(y2) Aa! S Aly?)
1tération

g

1°* itération peme

M a2 A M A

GEme 4™ jtération

itération

Figure 26 : A chaque itération de I’algorithme, on crée une partition de plus en plus fine de I’espace des
observations

La méme réflexion menée dans les paragraphes précédents peut étre faite ici :

L’utilisateur du systéme doit connaitre le nombre de seuils de chaque capteur ; c’est-a-dire
qu’il doit connaitre le nombre de bits a envoyer a I’opérateur de fusion (ex. : 3 seuils sur y; =
2 bits ; 1 seuil sur y, = 1 bit; ...).

Une autre démarche consisterait 3 demander 2 I’ utilisateur une entropie minimale « seuil » en
dessous de laquelle, il considere que la quantité d’information apportée sur le systéme est
suffisante.
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¢ Algorithme proposé

; APPROCHE AGREGATIVE DE DETERMINATION DES PARTITIONS LOCALES
s initialisation
1. V i=1,...,N « nbseuilmax(i) » connu (fixé par I’expert) et/ou « Hyn » fixé par I’expert
; boucle
2. pouri:=l1aN
nbseuil(i) « 0
ﬂ/:lbseuil(i) & 00

fin pour
» boucle
3. répéter
4, pouri:=1aN (N =nombre de capteurs)
5. créer toutes les dichotomies de A(y;) possibles et calculer
H(H/ PP(nbseuil(1),nbseuil(2),...,nbseuil(i)+1,...,nbseuil(N)))
fin pour
6. retenir « yj » et mémoriser A}**'®*' qui minimisent
H(H/ PP(nbseuil(1),nbseuil(2),...,nbseuil(i)+1,...,nbseuil(N)))
7. si nbseuil(i)+1>nbseuilmax(i)

alors rejeter la dichotomie
sinon nbseuil(i) « nbseuil(i)+1
fin si
jusqu’a (V i=l,...,N nbseuil(i)=nbseuilmax(i))
ou (H(H/ PP(nbseuil(1),nbseuil(2),...,nbseuil(i)+1,...,nbseuil(N)))<Huyin)
; FIN de l'algorithme.

N
ot PP(nbseuil(1),nbseuil(2),...,nbseuil(i),...,nbseuil(N)) = ﬂ P(nbseuil(i))

i=1
avec 2P (nbseuil(i)) représentant la partition du domaine d’observations engendrée par la
partition en (i+1) classes de A(y;).

6.2. Construction de ’arbre de décision

Les seuils ayant ét€ déterminés au moyen de 1’algorithme précédent, nous proposons de
construire un arbre de décision (Figure 27). Chaque nceud de I’arbre contiendra un test sur une
variable y; (i=1,...N). Ce test consistera en une partition du rapport de vraisemblance A(y;) en
(nbseuilmax(i)+1) classes et donnera naissance a (nbseuilmax(i)+1) branches, une pour
chaque valeur prise par le détecteur local (1;=0 ou 1 ... ou (nbseuilmax(i)+1)). Chaque feuille
contiendra la valeur de la décision finale ug (Hy ou Hj). Cette décision pourra étre déterminée
en minimisant la probabilité d’erreur, ce qui reviendra a affecter a chaque feuille une décision
telle que :
ug=H,

>

p(chemin,H) p(chemin,Hy)

ug=Hy
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Y2

A(y2)>Az

Aly2)<ha a2
o=

i

H, H, H, H, H, H,

Figure 27  : Exemple d’arbre de décision construit en se limitant a 2 seuils par variable

e Exemple

Nous avons repris ici I’exemple du paragraphe précédent pour lequel m;=1,m,;=1,5. Pour chaque capteur, nous
avons limité le nombre de seuils a 3, de fagon & pouvoir coder les informations transmises par les quantificateurs

locaux a l'opérateur de fusion sur 2 bits. L’algorithme agrégatif permet de trouver les six seuils
AbA12,A13.221,A22, €t A3 qui vont nous permettre de minimiser H(H/uy,u,).

Avec  u=0si Alyy) <Ay et u,=0 si A(y)<hy
w=1sid <Ay <A w=1 si A1 < A(y2) < An
u=2 si App< A(yl) <Az U=2 81 Ay < A(yZ) <Ay
u=3si A;3< A(yl) u,=3 si }\.23 < A(yz)

Les valeurs des seuils Aq;,A12,A13 associées au capteur y; trouvées avec 1’algorithme agrégatif sont indiquées sur
la figure 28. Les valeurs des seuils A;;,Ay,A53 associées au capteur y, trouvés avec 1’algorithme agrégatif sont
indiquées sur la figure 29. Sur la figure 30, la variation de la probabilité d’erreur en fonction de Py correspondant
a I’arbre de décision construit en considérant les 6 seuils est représentée. De plus, sur cette figure, nous avons
fait figurer les résultats obtenus dans le cas de la détection centralisée avec le capteur 1 seul, le capteur 2 seul et
en considérant les deux capteurs, et les résultats obtenus avec 1’algorithme précédent pour lequel nous n’avions
déterminé que 2 seuils.

On s’apercoit que la probabilité d’erreur trouvée en utilisant cet algorithme est en dessous de celle trouvée en ne
considérant que deux seuils. De plus, elle est trés proche de la probabilité d’erreur trouvée en considérant la
solution optimale centralisée.

3.5 T
1.6 3
| =
; 1.4 p 25
e B
@ 12} 1 RsEEE
Q 2
% N o < 15+
< ]
—:[) // .5 1 |
S o8} % /
0
A ost
06t
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 02 04 06 08 1
P, Py
Figure 28 : Seuils associés a y, trouvés avec Figure 29 : Seuils associés a y, trouvés avec

'algorithme agrégatif en fonction de Py, my=1, m;=1.5. [’algorithme agrégatif en fonction de Py, m;=1, my=1.5.

Chapitre 5 153



0.45 i
|
0351 1
Capteur 1 Avec 2 seuils
03f T

i

" Capteur2 ™, Avec 6 seuils

0251

02f - G
Solution centralisée
0.15

Probabilité d’erreur

01r

0.05[

0 0.2 04 0.8 0.8 1
Py

Figure 30 : Probabilité d’erreur en fonction de P correspondant a I’arbre de décision trouvé avec
I’algorithme agrégatif, m;=1, my=1,5.

7. Conclusion

Afin de simplifier le probléme d’optimisation des systemes de détection, nous avons proposé
de limiter le nombre de capteurs a prendre en compte.

Il nous est des lors possible de ne considérer qu’un sous-ensemble de capteurs, plutdt que
I’ensemble des informations disponibles. Cette sélection est basée sur I’utilisation d’un critére
issu de la théorie de 1’information.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes proposé de déterminer une architecture
décentralisée parallele basée sur 1’utilisation de ce méme critere. Nous proposons ainsi la
détermination des seuils pour chaque détecteur. Un exemple a été traité, montrant tout
I’intérét de cette approche.

Enfin, les techniques d’optimisation précédentes ont été étendues au probléme de la
quantification répartie afin d’obtenir un compromis entre la quantité d’information a envoyer
a I’opérateur de fusion et les performances du systeme de détection. Cette approche se justifie
pleinement dans le sens ou les performances du processus de décision pourront étre
grandement améliorées si on consent a envoyer un peu plus d’information a 1’opérateur de
fusion.

Chapitre 5 154



CONCLUSION GENERALE

La théorie classique de la détection repose sur le postulat de centralisation de
I’information qui suppose que I’information ainsi que le traitement qui lui est appliqué soient
regroupés en un méme lieu. Une alternative a la structure centralisée a été développée sous la
forme d’une architecture imposée ou le traitement est décomposé en plusieurs étapes, par
exemple ou chaque source élabore un résumé de son observation, que 1’on transmet ensuite 3
un opérateur central de décision. L’intérét de la détection décentralisée est de réduire a sa plus
simple expression la transmission des informations locales au niveau central. Ce type
d’architecture a ét€ pour la premicre fois étudiée en 1981 [TeN81], depuis, le sujet de la
détection décentralisée a fait 1’objet d’'une abondante littérature et continue a susciter de
nombreux travaux. Aujourd’hui, c’est un sujet qui occupe une place de choix dans les
techniques avancées de fusion de données.

Dans ce travail, nous avons rappelé les résultats importants de la théorie de la
détection en distinguant les différentes architectures rencontrées dans la littérature : la
détection centralisée, décentralisée parallele et série. Lors de 1’optimisation de ces systémes,
deux critéres ont été employés : le critére de Bayes et celui de Neyman-Pearson.
L’optimisation de ces différentes architectures a permis de déterminer les opérateurs de
traitement locaux permettant d’obtenir les meilleures performances de détection suivant le
critere utilisé. En régle générale, ces optimisations aboutissent & un difficile probléme de
résolution de systemes d’équations non linéaires couplées. Ces équations n’ont pour I’instant
pu étre résolues que pour des systemes comportant peu de capteurs et en supposant, par
exemple, I’indépendance des observations.

Partant de I’analogie entre les syst¢tmes de communication numériques et les systémes
de détection, nous nous sommes posés la question de I'utilisation de 1’entropie dans les
systemes de détection. Nous avons démontré que les différentes architectures de détection
pouvaient étre optimisées en utilisant un criteére basé sur I’entropie conditionnelle de Shannon.
Utiliser ce critere est équivalent & minimiser une fonction « risque moyen » ol les fonctions
de coiit ne sont pas fixées a priori mais dépendent des probabilités a posteriori associées aux
différentes situations. Le critere de Bayes est un critere optimal en terme de probabilité
d’erreur, alors que le critére entropique que nous introduisons consiste a trouver un
compromis entre une probabilité de fausse alarme faible et une probabilité de détection
élevée.

L’utilisation d’un critére entropique ayant été justifié mathématiquement, nous

suggérons de I'utiliser dans le cadre d’un apprentissage. Aussi nous avons présenté le
probléme de I’apprentissage supervisé en général et plus particulicrement la notion d’arbres
de décision. Les méthodes de construction d’arbres de décision visent a 1’optimisation d’un
critere global afin de discriminer les différentes classes en présence ; et permettent de traiter
des variables qualitatives, mais également numériques.
Nous avons ensuite défini les outils de la théorie de I’information appliquée a 1’analyse
structurale des systémes. Les propriétés les plus intéressantes de 1’entropie de Shannon ont
été mises en €vidence. Des indices ont dés lors pu étre construits dans le but de les utiliser
dans des algorithmes de classification, et plus particulierement dans des algorithmes
permettant de construire des arbres de décisions ayant la particularité de traiter aussi bien des
variables qualitatives que des variables numériques.
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Afin de simplifier le probléme d’optimisation des systémes de détection décentralisée,
nous avons introduit une phase d’apprentissage inspirée des problémes de classification. Des
algorithmes tirant parti des propriétés de 1’entropie ont été développés.

Ainsi, nous avons suggéré de limiter le nombre de capteurs A prendre en compte lors de
I’optimisation du systéme de détection. Parmi tous les capteurs disponibles, nous ne faisons
intervenir que ceux apportant de I’information au processus de décision.

D’autre part, nous avons proposé une méthode d’optimisation rapide des systémes de
détection décentralisée paralléle.

Enfin, la technique d’optimisation précédente a ét€ étendue au probléme de la quantification
répartie afin d’obtenir un compromis entre la quantité d’information & envoyer a 1’opérateur
de fusion et les performances du syst¢me de détection.

Toutes ces méthodes sont relativement simples, faciles a programmer, et peuvent étre une
alternative trés intéressante aux méthodes traditionnelles d’optimisation des systémes de

détection.

PERSPECTIVES...

Jusqu’a présent, 1’architecture centralisée, décentralisée parallele, décentralisée série
avec N=2 et la quantification paralléle ont été considérées. Il serait & notre sens intéressant de
définir une « architecture mixte » optimale suivant un certain critére (entropique ?). Cette
architecture serait une sorte de quantification mixte (parallele-série) dans laquelle
interviendraient des combinaisons d’observations, mais également des combinaisons de
décisions locales.

Cette optique de recherche est basée sur I'idée d’une généralisation des processus de
détections centralisée et décentralisée. Dans le cas d’un processus de détection centralisée, les
observations sont envoyées a un opérateur central qui compare le rapport de vraisemblance a
un seuil fixé afin de fournir la décision finale ug. Dans le cas d’un processus de détection
décentralisée, cette méme opération se situe localement. Les décisions locales sont ensuite
acheminées vers un opérateur central de fusion qui prend la décision finale ug.

La généralisation semble dés lors évidente (Figure 1), et les syst¢mes de détection centralisée
et décentralisée peuvent alors étre vus comme des cas particuliers.
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..................................... observations
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Figure 1 : Généralisation des systémes de détection.

1l serait dés lors intéressant de rechercher une structure optimale (suivant un critére qui reste a
déterminer) de détection constituée de plusieurs «boites » interconnectées. Il semblerait
qu’une structure arborescente puisse étre construite sur cette base.

Des travaux ont déja été menés dans ce cadre de travail [Bal94]*.

De plus, dans ce travail, nous avons illustré chaque résultat théorique par des exemples
simples couramment étudiés dans la littérature, de facon & pouvoir comparer les méthodes que
nous proposons avec les méthodes classiques d’optimisation des systtmes de détection. La
validité de ces méthodes ayant été démontrée, il serait maintenant intéressant de les appliquer
a des systémes plus complexes dans le cadre de la surveillance de processus industriels.

" [Bal94] F. Baldit « Détection décentralisée : Théorie et pratique des architectures arborescentes », thése de
I’Université de Rennes 1, 11 juillet 1994,
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Enfin, il serait intéressant d’étendre les résultats obtenus a des problemes de décisions

multi-hypotheses dans lesquels on ne cherchera plus a discriminer deux hypotheéses Hy et H;
mais m hypotheéses Hy, ..., Hp.; (m>2).
Dans cette optique et dans le cas d’une population d’apprentissage trés incohérente, il serait
certainement souhaitable de ne prendre aucune décision si la probabilité de fausse alarme est
forte (ou que la probabilité de vraie détection est faible). Il est alors conseillé de recueillir
quelques observations supplémentaires afin d’augmenter les performances de notre systéme
de décision.
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