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INTRODUCTION 

Le théorème de l'"Edge of the Wedge" trouve son origine dans des travaux liés à la 
théorie quantique des champs [Bo]. 

Le théorème 1 ci-dessous n'est autre que la version classique qui figure dans la mono
graphie rédigée par vV. Rudin en 1971 [Ru]. On fixe d'abord quelques notations. Soit r, 
un cône ouvert de ffi n que l'on peut supposer convexe, sans restreindre la généralité. Soit 
E, un sous-ensemble ouvert non vide contenant 0 dans ffin. On définit : 

vv+ = E +ir= {z =x+ iy; xE E, y Er} 

et vV- = E - ir = { z = x + i y; x E E, -y E r}. 

vv+ et vv- sont des coins ( wedges, en anglais) opposés ayant pour arête ( edge) commune 
E. On a l'énoncé suivant : 

Théorèm.e 1 [Ru] 

Soit vv+ et vv-, des coins opposés d'arête commune E, un ouvert de m,n, alors il 
existe 1tn voisinage ouvert n de 0 dans en tel que toute fonction j, continue sur -vv+ u 
EU T~v- et holomorphe dans chaque coin vv+ et vv-, s'étend en une fonction holomorphe 
dans n. 

On notera que S1 ne dépend pas de la fonction j. Ce théorème ne présente évidemment 
de l'intérêt que sin> 1. En effet, sin= 1, c'est une conséquence du théorème de Morera. 

On donne brièvement une idée de la preuve de W. Rudin, dans le cas n > 1. Quitte 
à effectuer un changement de variables linéaire préservant ffin et iffin, on peut se limiter 
au cas où r = 1\o ={y= (y1, · · · ,Yn) E ffin;Yj > 0,1 :S j :Sn}. 

vV. Rudin construit une famille c/Yz(À) de disques analytiques de centre z dans un 
voisinage de 0 dans en, dépendant holomorphiquement de z, tels que </>z(ei 0 ) appartient à 
TY+ si 0 < B < 1r, à vv- si n < B < 2n et à E si B = 0 ou 1r. De là, il prouve que 

est holomorphe dans un voisinage de 0 dans en et coïncide avec f dans chaque coin vv+ 
ou vv-. 

Il existe aussi d'autres preuves possibles de ce théorème, basées notamment sur la 
résolution d'un problème de 8 [Be]. 

Dans le cas n > 1, on peut présenter plusieurs généralisations du théorème 1. 
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On peut, par exemple, toujours dans le cadre holomorphe, affaiblir la régularité de f 
jusqu'à l'arête. La même conclusion subsiste si on suppose, par exemple, que f admet une 
limite au sens des distributions. 

On peut également, ne plus supposer que l'arête est IRn, mais une sous-variété totale
ment réelle de dimension n de en. On en rappelle la définition : 

Pour tout point z de en, on désigne par J, la structure presque-complexe de Tz(en) 
(l'espace tangent en z à en, considéré comme espace vectoriel sur ffi). Une variété E de 
en est totalement réelle si, en tout point p de E, on a Tp(E) n JTp(E) = {0}. 

Plus généralement, on définit ce qu'on appelle coin de en. Soit E, une sous-variété 
totalement réelle de en, de dimension n et p un point de E. On supposera, dans toute la 
suite, que l'on a p = 0 et T0 (E) = IRn. 

Pour tout cône ouvert, convexe r, de sommet 0 de IRn et tout R > 0, on définit des 
coins opposés vV+(E, f; R) et vV-(E, f; R) par : 

vV+(E, f; R) = (E +if) n B(O, R) et vV-(E, f; R) = (E- if) n B(O, R). 

On dit que E est l'arête commune des coins opposés vV+(E,f;R) et vV-(E,f;R). On 
note 

U vV±(E, f; R) = T~V+(E, f; R) U vV-(E, f; R). 

et U vV±(E, f; R) = vV+(E, f; R) U (En B(O, R)) U vV-(E, f; R). 

Un coin vV'±(E, f'; R') est dit strictement plus petit que vV±(E, f; R) si f' \ {0} cr 
et R' < R. Pour alléger les notations et lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on écrit 

-vv± = -vv±(E, r; R), U -vv± = -vv+ u -vv- et U vv± = -vv+ u (En B(o, R)) u -vv-. 

Un coin vV±(ffin, f; R) d'arête IRn est appelé un coin "droit" . 

Il est clair que le cas d'une variété E totalement réelle de en, de dimension n , réelle 
analytique se ramène à ffi~ Dans le cas contraire, J .-P. Rosay démontre le résultat suivant: 

Théorème 2 [R1] 

Soit E 1 une sous-variété totalement réelle de classe C 1 contenant 01 de dimension n 
dans en. Soient w±) des coins opposés d 1arête commune E. Alors 1 il existe un voisinage 
u de 0 dans en tel que) toute fonction f) continue s·ur u w± et holomorphe dans chaque 
coin vv+ et -vv-) s 1étend en une fonction holomorphe sur u. 

La preuve utilise une technique d'approximation empruntée aux travaux de S.Baouendi 
et F. Trèves. La donnée f apparaît comme limite uniforme de polynômes holomorphes dans 
des coins W'±, strictement plus petits que w±. 

J.-P. Rosay construit ensuite une famille de disques analytiques <ftz(À), dépendant 
holomorphiquement de z qm, comme dans la preuve du théorème 1, ont leur bord dans 
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vV+ UEU vv- et dont les centres remplissent un voisinage de l'origine dans en. Le principe 
du maximum appliqué sur chaque disque établit l'existence du prolongement holomorphe 
de f dans ce voisinage de 1 'origine. 

D'autres généralisations sont possibles. On peut, par exemple, affaiblir les hypothèses 
sur la donnée f. J.-P. Rosay remplace l'hypothèse : "/, holomorphe sur vv+ U TY-" par 
"8!, de classe c= dans vv+ u -vv-, jusqu'à l'arête". n obtient ainsi, ce qu'il appelle une 
version c= du théorème de l'"Edge of the vVedge". 

Théorème 3 [R2 ] 

Soit E! une sous-variété totalement réelle de classe C3 contenant 0 de dimension n 
dans en. Soient vv±! des coins opposés d!arête commune E. Soit!! une fonction contin·ue 
sur U vV±. On suppose que 8 J (défini au sens des distrib·utions dans U w±) est de classe 

c= s·ur U vV±. Alors! pour tout coin vV'± strictement inclus dans vV±! la restriction de 
f à U vVI± est de classe c= sur U vVI±. 

On notera qu'il s'agit là, comme pour le théorème 2, d'un résultat de nature locale. 

Dans sa preuve, J.-P. Rosay fait un large usage de fonctions de troncature de classe 
c=. Il utilise aussi, les propriétés de régularité locale de l'opérateur 8 de Cauchy-Riemann 
pour montrer que, si l'arête du coin est m.n, le cône r = 1\a et Fa, une fonction continue 
à support compact dans uvv± telle que 8Fa est de classe C1 dans uvv± ; alors, quitte à 
réduire vv+ et vv-, Fa est de classe C1 jusqu'à l'arête. Cela lui permet, dans le cadre 
général prévu par l'énoncé du théorème 3, quitte à réduire le coin, de conclure que la 
donnée f est de classe C1 jusqu'à l'arête. Une itération du processus le conduit alors au 
résultat. 

Dans ce travail, on établit des versions "Carleman" du théorème de l"'Edge of the 
vVedge". On définit pour cela les classes de Carleman considérées : 

Soit f une fonction de classe c=, définie dans ffi q et à valeurs dans C. Pour tout 
multi-indice L = (1 1 , • • ·, lq) de longueur let tout x de IRq, on note 

On désigne alors par D 1f, une dérivée quelconque d'ordre l de f. 

Soit {Nfp}p;?:a, une suite de réels positifs vérifiant les propriétés suivantes : 

(HI) Nia= 1 et {Mp} est logarithmiquement convexe, 

(H2 ) il existe A 2:: 1 tel que pour tout entier naturel p, on a Nfp+l ::=; AP+l Mp. 

Si n est un ouvert de m.q, on note c=(n), la classe des fonctions indéfiniment dérivables 
dans n qui se prolongent continûment ainsi que toutes leurs dérivées sur n, l'adhérence de 
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l'ouvert n. On définit de la même manière la classe c=(n) quand n est un ouvert de en 
en identifiant en à IR zn. 

Par extension, on notera c=(uvV±), la classe des fonctions indéfiniment dérivables 
dans vv+ U vv- dont toutes les dérivées se prolongent continùment jusqu'à l'arête. De 
même, on notera C(p!Jvfp ; UvV±), la classe de Carleman des fonctions f appartenant à 
c=(uW±) et vérifiant la propriété suivante : 

il existe des constantes C1 (C1 2: 0) et C2 (C2 2: 1), telles que l'on ait, pour tout z de 
uvv± et tout multi-indice p de longueur p, 

Soit J, une fonction de classe c=, définie dans en et à valeurs dans e. Pour tout multi
indice L = ( I, J) de .IN"n x 1Nn, de longueur l = i + j, où i et j sont respectivement les 

longueurs de I et J, on note DL f(z) = ~~~-J(z) et on désigne par D 1f une dérivée 
Ôz Ôz 

quelconque de f, d'ordre l. 

En un certain sens, la suite {Jvfp} mesure le défaut d'analycité de la fonction f sur D. 
En effet, les estimations des dérivées d'ordre p, d'une fonction analytique satisfont : 

On établit, dans un premier temps, une version "Carleman" du théorème de l'Edge 
of the Wedge, dans le cas particulier où l'arête est IRn : 

Théorème 4 

Soient vv± des coins d'arête commune un ouvert de IR n. Soit j, une fonction continue 
sur UvV±. Soit {Mp}p~o, une suite de réels vérifiant l'hypothèse (HI). On suppose que 

8 f (défini au sens des distributions dans u w±) appartient à la classe c 0!Mp ; UvV±). 

Alors, pour tout coin W'± strictement inclus dans vv±, f appartient à C (p!Jvfp ; U W'±). 

On peut remarquer que ce théorème est optimal et que les hypothèses sur la suite 
{Mp} sont très faibles. En effet, on ne fait pas d'hypothèse de non quasi-analyticité sur la 
classe C(p!Mp) ; ce théorème s'applique donc à des classes ne contenant pas de fonctions à 
support compact ; par exemple, les classes C(p!Mp) avec Jvfp = 1 ou Jvfp = (lnp ).BP, f3 :::; 1. 

On établit aussi une version "Carleman" dans le cas général où E est une sous-variété 
totalement réelle de classe C 3 de en. 
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Théorème 5 

Soit E) une sous-variété totalement réelle de classe C3 contenant 0 de dimension 
n dans en. Soient vv±) des coins opposés d)arête commune E. Soit j) une jonction 
continue sm U W±. Soit {.l\!fp}p>o) une suite de réels vérifiant les hypothèses (HI) et 
(H2 ). On suppose que 8] (défini au sens des distributions dans U vV±) appartient à 
la classe C(p!.l\!JP ; U vV±). Alors) pour tout coin vV'± strictement inclus dans vv±) j 

appartient à C ( max(p! 2
, p!.l\!fp) ; U vVI±). 

Dans le cas où Mp est supérieur ou égal à p!, pour tout p, il n'y a pas de perte de 
régularité. Dans le cas contraire, on ne sait pas si la perte est dûe à la méthode et peut 
être réduite. 

Ce travail s'articule en trois parties. 
Dans la première partie, on construit des fonctions de troncature de classe Ck adaptées 

au problème. Pour cela, après avoir introduit une certaine classe de jets de Whitney, les 
jets de classe h,B (définition 2.4), on démontre un théorème d'extension de type Whitney 
pour cette classe (théorème 2.8). 

Les fonctions de troncature s'obtiennent alors, en résolvant un problème de recollement 
de jets (proposition 3.6). 

Dans la deuxième partie, on établit le théorème 4. On montre d'abord que f est de 
classe c= dans des coins plus petits vv"+ et vv"- et que le contrôle des dérivées de f 
dans uvv"± est de type Carleman, en utilisant les propriétés de 8] (proposition 4.3). 

On utilise ensuite, les fonctions de troncature, construites dans la proposition 3.6, afin 
de se ramener au cas où la fonction j, vérifie les hypothèses du théorème 4 mais est, cette 
fois, nulle dans UvV"±, en dehors d'une boule centrée en O. La formule de Cauchy-Pompéiu 
appliquée à des disques analytiques triviaux centrés en 0 permet alors, quitte à réduire les 
coins en vVI±, d'établir la régularité de J jusqu'à l'arête. 

Enfin, la dernière partie est consacrée à la preuve du théorème 5. La difficulté que l'on 
rencontre ici, provient de la faible régularité imposée à l'arête E (de classe C3 ). Une idée 
naturelle consiste à utiliser le difféomorphisme de classe C 3 et 8-plat sur l'arête, à l'ordre 
2 qui, au voisinage de 0 dans en, applique la variété totalement réelle E sur IRn. On 
ramène ainsi, le cas d'un coin "tordu" à celui d'un coin droit. Cette idée utilisée dans la 
preuve du théorème 3 par J.-P. Rosay nécessite des itérations successives qui, dans le cadre 
c= ne présente pas de réelles difficultés. Il en va bien autrement ici, dans la mesure où il 
importe de contrôler méticuleusement dans le "transfert", les estimées surf et ses dérivées 
successives. La proposition-clé est la proposition 9.1. Il importe également de mentionner 
la technique de découpage propre à ce travail. Pour établir dans la preuve du théorème 
5 que, pour tout k ~ 1, f est de classe ck' on démontre que pour tout l, 0 :::; l :::; k, f 
est de classe C1 et, à cet effet, on applique k fois la proposition 9.1 en tronquant donc à k 
reprises, la fonction et le coin. 

Ce travail a fait l'objet d'une note publiée aux C.R.A.S. [F]. 
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Ière PARTIE FONCTIONS DE TRONCATURE ADAPTEES 

1- Définitions et notations 

1.1 Boules et polydisques de en 

Soit z = (zk)I::;k::;n = (xk + iyk)I::;k::;n appartenant à en; on notez= x+ iy où x 
et y appartiennent à IR n. On pose ?Rez = x et <;Smz = y. 

La norme de x dans lR" est donnée par 1 x 1= ~ t x%. 
k=l 

La norme de z dans en est donnée par J z J = Vi x J2 + J y J2 • 

Pour tout réel r > 0, on note B(z,r), la boule ouverte de centrez et de rayon r: 

B(z,r)={wEen; J w-zJ<r}. 

On note B ( z, r), la boule fermée de centre z et de rayon r. 

On note BIR n (x, r), la boule ou verte de centre x et de rayon r : 

BJRn(x,r) = {u E IRn; J u- x 1< r}. 

On note BIR n (x, r), la boule fermée de centre x et de rayon r. 

Pour tout couple de réels strictement positifs r1 et r 2 , on note P((x,y);(r1 ,rz)), le poly
disque ouvert de centre z = x + iy et de rayon ( r1 , r 2 ) : 

P ((x, y); (r1, rz)) = { w = u +iv E en; J u- x J< r1, J v- y J< rz}. 

1.2 Jets de Whitney 

Soit j une fonction de classe c=, définie dans JR5 et à valeurs dans e. Pour tout 
multi-indice L = ( 11 , · · ·, lq) de longueur l et tout x de ffi q, on note 

et on désigne par D1j, une dérivée quelconque d'ordre l de f. 
Soit Q un sous-ensemble compact de ffiq. Un jet F d'ordre k sur Q est la donnée 

d'une suite {FJ((); ( E Q, JE li'F, J J J::; k} de fonctions continues sur Q à valeurs dans 
C. Pour un multi-indice L de longueur f ::; k de lNq, on définit la L-ième dérivée du jet F 
d'ordre k par 

DLF = éJfp = {FJ+L(();( E Q,J E lNq,J L+ J J::; k}. 
!::! ft !::! fq 
ux 1 · · ·uXq 
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Pour tout jet F d'ordre k, tout ( de Q et tout entier p ~ k, on définit le polynôme de 
Taylor de F, pour tout x de JRq, par 

(1.2.1) 

et pour tout entier p ~ k, pour tout multi-indice J, j ~pet tout ((,x) de Q x Q, 

(1.2.2) 

1.3 Normes de fonctions et de formes linéaires 

Soit n un ouvert de ffiq et 1 une fonction appartenant à c=(n) et à valeurs dans C. 
On note li1(x)l =max /DL 1(x)/ et on note lli111n = sup 1 i1(x) 1. 

ILI=i xé'ï 

Si 1 = (ii,···, 1q') où !k appartient à C 00 (D) pour 1 ~ k ~ q', on note 

lld11lln = max lld1fklln· 
l~k~q' 

Soit 1, une fonction appartenant à C 00 (D) à valeurs dans C, où n est un ouvert de 
en. On conserve les mêmes notations que précédemment en identifiant en à ffi 2 n. 

- n 81 
On note pour tout z den, 81(z) = L &z:(z)d:Zj et pour tout l deN, 

j=l J 

/d1(Bf)(z)/ = max. lnL :_(z)l et lld1(Bf)lln = sup /d1(BJ)(z)j. Afin d'éviter des 
ILI=l;l~J~n UZj zEO 

notations trop lourdes et quand il n'y aura pas d'ambiguïté, on écrira 11111 au lieu de 11111-n· 

2- Théorème d'extension pour les jets de classes J k,B 

On connaît le théorème d'extension de 'Whitney pour les jets de classe Ck, définis sur 
un compact Q de JRq [Ma]. Dans ce paragraphe, on démontre un théorème d'extension 
de type Whitney pour une classe de jets particulière, les jets Jk,B (définition 2.4). Ce 
théorème sera très utile pour la construction au paragraphe suivant de fonctions de tron
cature adaptées. 
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2.1 Lemme 

Soit un entier q 2: 1, il existe une constante A1 telle que, pour tout entier k 2: 1 

et tout t > 1, il existe tme fonction 'r/k,t, de classe Ck dans llF et vérifiant : 

0 :S 'r/k,t :S 1 dans IR5, 

'r/k,t(x) = 1, pour tout x de IRq, 1 x I:S 1, 

'r/k,t(x) = 0, pour tout x de IRq, 1 x 1~ t, 

pour tout x de IRq et tout multi-indice J de longueur j :::; k, on a : 

(2.1.1) 

(La constante A 1 ne dépend que de la dimension q de IR5.) 

preuve 

On peut tout d'abord remarquer qu'il suffit de traiter le cas q = 1 et t = 2. Le cas général 
s'en déduit immédiatement par composition avec des fonctions convenables. 

1ère étape : On a le résultat très classique suivant : 

sous-lemme Soit (ai)i~o, une suite de nombres réels strictement positifs vérifiant 2:7==o ai :::; 
1. Il existe une fonction c.p de classe ck-l dans IR à support dans [0, 1], positive et vérifiant 

(2.1.2) 11 

c.p(u)du = 1, 

(2.1.3) 

Preuve Si on note, pour f3 > 0, H f3 = ~'r/[o,,B], la fonction c.p s'obtient comme le produit de 
convolution Ha 0 * · · · * Hak. 

2ème étape : Soit () la fonction définie par 

(2.1.4) 
()(u) = c.p( -u- 1) pouru dans [-2, -1], 
()(u) = -c.p(u -1) pouru dans [1,2], 
()(u) = 0 pouru dans IR\[-2, -1] U [1, 2]. 

La fonction () est de classe ck-l sur IR et ses dérivées d'ordre inférieur ou égal à k - 1 
vérifient les mêmes estimations que les dérivées de c.p. 
Soit maintenant 'lj;, la fonction définie sur IR par 

(2.1.5) 'l/;(u) = j_~ ()(x)dx, 
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1/J est de classe Ck, à support dans [ -2, 2] et vérifie 

0 :S 1/J(u) :S 1, 
(2.1.6) 1/J(u) = 1 pouru dans [-1, 1] 

1 Di'ljJ(u) I:S 2j-1 (ao · · · aj_I)- 1 pour tout j, 0 < j :S k. 

' . 0 1 . . k 3eme etape : n pose ai = k + 
1

, pour tout z, 0 :S z :S . 

On obtient alors la fonction 'Pk,t, définie dans le lemme et pour établir (2.1.1), il suffit de 
poser A1 = 4. 

2.2 Lemme [CC] 

Soit un entier q 2::1 1 il existe des constantes l,a,b et q0 , strictement positives1 a< 1, 

b > 1, l > 1, q0 entier1 q0 > 1, telles que1 si Q est un sous-ensemble compact de 

IR5, il existe une famille de boules {B(xi, ri)}iEN vérifiant les propriétés suivantes : 

a) IRq\Q = Ui B(xi, ri)= Ui B(xi, lri), 

b) si x appartient à une boule B(xi, lri) on a à la fois 

et 

ad( x, Q) :S d(xi, Q) :S bd( x, Q), 

où d(x, () désigne la distance euclidienne de x à ( et d(x, Q) = inf d(x, (). 
(EQ 

c) Pour chaque j, la même boule B(xj, lrj) ne peut couper plus de q0 boules de la 

famille {B(xi, lri)}iEN· 

2.3 Lemme 

Soit Q, un compact de IRq et k, un entier1 k 2:: 1 ; il existe une famille de fonctions 

{ 'Pk,diEN de classe ck dans IRq vérifiant les propriétés suivantes : 

a) 0 :S !f'k,i :S 1, pour tout i, 

b) suppcpk,i C B(xi, lri), pour tout i, 

c) l:i'Pk,i(x) = 1, pour tout x de IRq\Q, 
d) pour tout entier j, pour tout multi-indice J de longueur j, j :S k pour tout entier 

i et pour tout x de IRq\Q, on a: 

(2.3.1) J k ( k )j 
1 D !f'k,i(x) I:S A 2 d(x, Q) 

(La constante A 2 ne dépend que de la dimension q de IRq). 
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preuve 

Soit l fixé, vérifiant les propriétés du lemme (2.2). Il existe, d'après le lemme (2.1), 
une constante A1 telle que, si à la suite {B(xi,ri)}iEN introduite dans le lemme (2.2), on 
associe la suite de fonctions 'lj;k,i(x) de classe Ck dans IR5 définies par: 

on ait 

(
x- Xi) 

'lj;k,i( x) = 'r/k,l ri , 

0 ~ 'lj;k,i(x) ~ 1, 

'l/Jk,i(x) = 1, si x appartient à B(xi, ri), 

'lj;k,i(x) = 0, si x n'appartient pas à B(xi, lri)· 

De là, d'après (2.1.1) et les propriétés du recouvrement décrites dans le lemme (2.2), on 
déduit que, pour tout x de 1Rq et tout multi-indice J de longueur j, j ~ k, on a : 

On pose 
'Pk,l = 'lj;k,l' 
'Pk,2 = 'lj;k,2(1 - 'lj;k,I), 

'Pk,j = 'lj;k,j(1- 'lj;k,l) ... (1- 'lj;k,j-1), j ~ 2. 

Les fonctions 'Pk,j vérifient clairement les affirmations a) et b) du lemme (2.3). 
De plus, on a 

'Pk,l + · · · + i.pk,i = 1- (1- 'lj;k,l)(1- 'lj;k,2) · · · (1- 'lj;k,i) 

et 

1Rq\Q = U B(xi, ri)· 
l 

Donc, si x appartient à 1Rq\Q, il existe ix tel que x appartienne à B(xi,,riJ et donc tel 
que la fonction 'lj;k,i, soit égale à 1 en ce point. De là, on déduit 

~ 'Pk,i(x) = 1, pour tout x dans 1Rq\Q. 
iEN 

Ceci établit c) en utilisant la propriété (2.2.c) du recouvrement. 

Pour prouver d), on utilise l'expression de 'Pk,i et la règle de dérivation d'un produit en 
remarquant qu'il y a au plus q0 facteurs différents de 1. On obtient alors 

1 
J ( ) l ( 3 qo )k ( bk ) j 

D 'Pk,i x ~ q Al (l- 1)d(x, Q) 
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bq3 A go 

On obtient alors (2.3.1) en posant A 2 = l 1 

-1 

2.4 Jets de classe h,s(Q) 

Soit k, un entier fixé, k 2: 1 et B, une constante. Soit Q un sous-ensemble compact 
de IRq. Un jet F d'ordre k appartient à la classe Jk,B( Q) si, pour tout multi-indice J de 
longueur j ~ k et tout x de Q, on a 

(2.4.1) 

et si pour tout p ~ k et tout multi-indice J de longueur j ~ p et tout ( (,x) de Q x Q, on a 

(2.4.2) 

2.5 Notation 

Soit Q un sous-ensemble compact de IRq. Pour tout x de IRq, on note x un point de 
Q tel que d(x, x)= d(x, Q). 

2.6 Lemme 

Soit Q, un compact de IRq, il existe une constante A3 ne dépendant que de la dimen

sion q de IRq, telle que, pour tout entier k 2: 1, toute constante B, pour tout jet F 

appartenant à h,s(Q) et tout x de IRq tel q·ue d(x, Q) < 1, le polynôme T:F 

vérifie la propriété suivante : pour tout multi-indice J de longueur j ~ k, on a 

(2.6.1) 

(2.6.2) 

N.B. La notation (DJT:F)(x) signifie que l'on a calculé la Jème dérivée du polynôme 
t ---7 Tf F(t) défini en (1.2.1), puis que l'on a évalué cette dérivée au point x. 

preuve 

Soit J, un multi-indice de longueur j, j ~k. De la définition de Tf F, on déduit que 

On a donc 
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et d'après (2.4.1), on en déduit que l'on a pour tout x de TIF : 

Or, pour tout multi-indice L de longueur l, on a 1 ~ 2, ~ q1 
; on en déduit donc : 

Pour tout l, le nombre de multi-indices L de longueur l est majoré par q1
• On a donc, 

quitte à ajouter des termes dans la sommation, pour tout x de IRq tel que d( x, Q) < 1 : 

1 (DJTf F) (x JI ~ (q' B)' kit(:~-;)! 
p=] 

k p-j 

Et, puisque L ( _ ")l ~ ek, on en déduit : 
p=j p J . 

Ceci établit (2.6.1) avec A 3 = eq2
• 

Pour établir (2.6.2), on reprend les calculs précédents en ne considérant dans les 
sommations que les multi-indices P strictement supérieurs à J. 

2.7 Lemme 

Soit Q, un compact de IRq, il existe une constante A 4 ne dépendant que de la dimen

sion q de IRq, telle que, pour tout entier k ~ 1, toute constante B et pour tout jet F 

appartenant à h,s( Q), tout couple ( ( 1 , ( 2 ) de Q x Q, tout x de IRq et tout multi-indice 

J de longue·ur j ~ k on ait : 

(2.7.1) 

Preuve 

On a (T~ F- T2
2
F)(x) = L (x ~~I)P (R~kF)((r). 

P;p5,k 

D1 (T}
1
F- T}

2
F)(x) = '""' (x- (I)P-J (RP,k F)(() 

., ., 6 (P- J)' (2 1 
P"?_J;p:s;k . 
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et on a donc d'après (2.4.2), pour tout x de IRq, 

/DJ(Tt
1
F- Tt

2
F)(x)/ 

kk+1 < "'"""' / ( /p-j / ( ( /k+1-p Bk _____ _ 
~ x- 1 1- 2 (P-J)!(k+1-p)! 

P?J;pS:_k 
. k q2p-j e+1-j 1 x- ( ,p-jl ( - ( lk+1-p 

<Bkk1 "'"""' . 1 1 2 . 
- L..t (p-;)!(k+1-p)! 

p=] 

En utilisant l'inégalité kk+ 1-j :::; (k + 1- j)!ek, on a pour tout x de IRq : 

I
DJ(Tk F- yk F)(x)/ < ( B 2)k ki~ (k + 1- j)! /x- ( /p-j/ ( - ( /k+1-p 

(t (2 - e q L..t_ (p- j)!( k + 1 - p )! 1 1 2 . 
p=] 

A l'aide de la formule du binôme de Newton, on en déduit pour tout x de IRq : 

/DJ(Tt
1
F- Tt

2
F)(x)/:::; (eBq2 )kk1(/ (1 - x/+/ (1- (2 /l+ 1-i. 

Ceci établit la proposition avec A4 = eq2 . 

On démontre maintenant, le théorème d'extension annoncé. On notera la forme 
r:récisée de la majoration des dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal à k de l'extension 
F de F. 

2.8 Théorème d'extension de Whitney pour les jets de classe Jk,B 

Soit Q, un compact de IRq, il existe une constante A5 ne dépendant que de la dimen

sion q de 1R q, telle que, pour tout entier k 2: 1, toute constante B et pour tout jet F 

appartenant à Jk,B(Q), il existe une fonction F de classe Ck dans IRq telle que 

l'on ait, pour tout multi-indice P de longueur p:::; k et tout x de Q, 

(2.8.1) 

et telle que, pour tout x de IRq, on ait: 

(2.8.2) 

preuve 

On considère la famille de boules B(xi, lri), i E lN, introduite dans le lemme (2.2) et 
la famille de fonctions <pk,i introduite dans le lemme (2.3). 

On pose, pour tout x de JRq\Q, 

F(x) = L<pk,i(x) · T{;F(x). 
l 
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La fonction F est clairement de classe Ck sur 1R5\Q. On va montrer qu'il existe une 
constante A6 telle que, pour tout multi-indice P de longueur p ~ k et tout x de IIF\Q, 
vérifiant d(x, Q) < 1, on ait 

(2.8.3) 

On a, pour tout x de 1R5\Q, 

DP fr( x) = DP (~\Ok,;( x)· TU( x)) 

"" " P! ( P-J ) ( J k) = ~ L J!(P _ J)! D l.fJk,i (x) D Tx; (x). 
z J;D5:J5:P 

Et de là, en utilisant (2.2.c) et (2.3.c), on a 

DP(fr- r; F)Cp! = 

L J!(P ~ J)! L (DP-J'Pk,i) (x) (DJ(T;iF- T;F)) (x). 
o<J<P i 

Or, d'après (2.7.1), on a 

Et d'après (2.2.b ), on a 

et 

1 xi- x 1~1 xi- x 1 + 1 x- x ~~ (1 + b + !._ )d(x, Q). 
a 

2l 
On pose A1 = (1 + 2b +-) > 1. On a alors, pour tout x de 1R5\Q tel que d(x, Q) < 1, 

a 

(2.8.5) 

De là, en utilisant (2.2.c), (2.3.1) et (2.8.5), on a: 
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Ceci établit (2.8.3) avec A6 = 2qol AzA4A~. 

A l'aide de (2.6.1), on en conclut que, pour tout x de IRY\Q vérifiant d(:c, Q) < 1, 
tout multi-indice P de longueur p, on a : 

(2.8.6) 

où As= 2max(A3 , A 6 ) est une constante ne dépendant que de q. 

Soit maintenant ( un point de Q, on déduit de (2.6.2) et de (2.8.3) que l'on a, pour 
tout multi-indice P, 

lim nP F(x) = Fp((). 
x--+(,xElRq\Q 

On déduit de là que, puisque F est un jet de ·whitney de classe Ck sur Q et que toutes 
les dérivées d'ordre inférieur ou égal à k de F se prolongent continûment à IRY, le jet :f, 
défini par : 

:fP = DP F sur IRY\Q 

et :fP = FP sur Q 

est de classe Ck dans ffiq. De plus, pour tout x de ffiq et tout multi-indice P de longueur 
p::::; k, on a en posant A1 = max(1, As), 

Ceci établit le théorème, quitte à renommer :fen F. 

3- Construction de fonctions de troncature de classe Ck 

Dans ce paragraphe, on construit, pour tout entier naturel k 2: 1, des fonctions de 
troncature Xk de classe Ck dont les dérivées d'ordre inférieur ou égal à k vérifient des 
estimations bien précises et telle que Bxk soit identique à 0 sur ffi2 jusqu'à l'ordre (k- 1). 
Pour ce faire, on considère deux jets de h,B, 1/JI sur QI = BJR2 (0, 3) et 1/Jz sur Qz = B(O, 1) 
coïncidant sur QI n Q2 . Ainsi, en utilisant la transversalité des compacts QI et Qz, on 
construit par recollement un jet sur Q1 U Q2 qu'on étend alors sur C2 à l'aide du théorème 
d'extension 2.8. 

3.1 Compacts 1 -transverses 

Deux compacts QI et Q2 de ffiq, sont dits 1-transverses s1 il existe un ouvert !1, 
contenant QI U Q2 tel que l'on ait : 

pour tout x den, d(x, Ql n Qz) ::::; d(x, QI)+ d(x, Qz). 

Ceci est un cas très particulier de la régulière situation de Lojasiewicz. 
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3.2 Lemme de recollement et d'extension 

Soient Q1 et Q2 , deux compacts 1-transverses de C2
. Il existe une constante Ag telle 

que pour tout entier naturel k 2: 1, toute constante B et pour to1li jet 'lj;1 apparte

nant à Jk,B( QI) vérifiant 'lj;1 = 0 sur Q1 n Q2, il existe une fonction <pk, de classe 

Ck dans C2
, telle que, 

'Pk = 'lj;l sur Ql et 'Pk = 0 sur Q2, au sens des jets, à l'ordre k. 

De plus, pour tout z de C2 et tout multi-indice J de long1te1Lr j :::; k, on a : 

(3.2.1) 

( La constante Ag ne dépend que de la dimension de C 2
.) 

preuve 

On montre tout d'abord que le jet 'lj; d'ordre k, défini sur Q1 U Q2 par : 

suite de fonctions continues sur Q1 U Q2 à valeurs dans IR, appartient à la classe 
h,ss(Ql U Q2), définie en (2.4) : 

En premier lieu, on contrôle les dérivées de 'lj; d'ordre inférieur ou égal à k. Pour tout 
multi-indice J de longueur j ::=; k et tout z de Q1 U Q2 , on a : 

(3.2.2) 

puisque 'lj;1 appartient à h,s(QI) et que 'lj; est identique à 0 sur Q2. 

En second lieu, on contrôle, pour tout ( (, z) de ( Q1 U Q2 )
2

, tout q ::=; k et tout multi

indice J de longueur j ::=; q, les restes R{'q'lj;, définis en (2.4.2). Pour tout couple ((, z) 
appartenant à Q1 x Q1 , on a : 

(3.2.3) 

puisque 'lj;1 appartient à h,s(QI)· 

Pour tout couple ( (, z) appartenant à Q2 x Q2 , on a : 

(3.2.4) 

puisque 'lj; est identique à 0 sur Q2. 

Pour tout couple ( (2, z1) de Q2 x Ql, on a : 

R{~q'lj;(zr) = 'lj;J(zi)- L ~1 (zl- (2)P'lj;J+P((2)· 
P,JJ+PJ::;q 
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Soit Z2, un point de Ql n Q2 vérifiant 1 Z2- zl /= d(zl,Ql n Q2)· On a alors, étant donné 
que 7/J est identique à 0 sur Q2, 

Ainsi, puisque 'l/J1 appartient à la classe Jk,B(QI), on en déduit que pour tout ((2,zi) de 
Q2xQ1,ona: 

1 
J q ( ) 1 k kq+l 

Rc,~'l/Jz1 S.B (q+l-j)! /z1-z2/q+l-j. 

Les compacts Q1 et Q2 étant 1-transverses, on a : 

Finalement, on a donc pour tout ( (2, zl) de Q2 x Q1 : 

(3.2.5) 

R[~q'l/J(z2) = 7/JJ(z2)- L ~,ccl- z2)P'l/JJ+P((I). 
P,IJ+PI::;q 

Or, comme 7/J = 0 sur Q2, on a: 

R J,q o!•( ) - Tq- j oi.J( ) 
(1 '!-' Z2 - - (1 '!-' Z2 . 

Soit ( 2, un point de Q1 n Q2 vérifiant : / (2 -(1 /= d( (1, Q1 n Q2). Comme on a évidemment 
T!

2
-j'l/JJ(z2) = 0, on en déduit : 

R J,qo/•( ) Tq-joi.J( ) Tq-jo/.J( ) 
(1 '!-' Z2 = (2 '!-' Z2 - (1 '!-' Z2 . 

Ainsi, on en déduit : 

R{~q7/J(z2) =- L ~ 1 (z2- (1 )PR~,q-j'l/JJ((I). 
P,IPI::;q- j 

R{~q7/J(z2) =- L ~ 1 (z2- (llR[
2
+P,q'l/J((I). 

P,IPI::;q-j 

Puisque 'l/J1 appartient à Jk,B(QI), on obtient alors : 
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De plus, les compacts Q1 et Q2 étant !-transverses, on a : 

On en déduit donc : 

q-j 

1 R!'q?f,(z ) 1< Bkkq+1 1 z - ( lq+l-j"""" 4P . 
(,1 y 2 - 2 1 L.....t '( + 1 ")' 

p=O 
p. q - p- J . 

kq+l q-j ( + 1 ")1 
IRJ,q?jJ(z)I<Bk lz-(lq+ 1-j~ q -J. 4P 

(l 2- (q+l-j)! 2 1 ~p!(q+l-p-j)!. 

Ainsi, on a finalement pour tout ( (1, z2) de Q1 x Q2 : 

(3.2.6) 

D'après (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.6), on a donc pour tout ( (, z) de ( Q1 UQ2 ) x ( Q1 UQ2 ) 

(3.2.7) 

D'après (3.2.2) et (3.2. 7), le jet 7/J appartient alors à h,5s( Q1 U Q2 ). D'après le théorème 
(2.8) d'extension de ·whitney pour les jets de classe h,5 s, on en déduit qu'il existe une 
fonction 'Pk> de classe Ck dans C2 vérifiant pour tout multi-indice P, de longueur p::::; k, 

De plus, il existe une constante A 5 telle que pour tout multi-indice J de longueur j ::::; k et 
tout z de Q1 U Q2 , on ait : 

'Pk vérifie donc les conditions du sous-lemme, en posant A 9 = 5A5. 

3.3 Lemme 

Il existe une constante absolue A 1o telle que pour tout entier k 2 1, il existe un jet 

1/J1 appartenant à h,A10 (Qr), où Q1 = BJR2(0,3) est considéré comme compact de C2
, 

vérifiant les propriétés suivantes : 

1/J1(x) = 1, pour tout x de BJR2(0, 1). 

1/J1(x) = 0, pour tout x de BJR2(0,3)\BJR2(0,2). 

87jJ1 = 0, à l'ordre (k-1) sur Q1 = BJR2(0, 3). 
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preuve 

Pour construire un tel jet, on considère une fonction tp 1 , de classe ck+l, définie dans 
IR 2 et vérifiant : 

0 ~ 'Pl ~ 1, 

tp1(x) = 1, pour tout x de Bm.2 (o, 1), 

'Pl (x) = 0, pour tout x hors de BJR2 ( 0, 2). 

Il existe une constante A 11 telle que pour tout x de IR 2 et pour tout multi-indice 1 
de IN2

, de longueur j ~ k + 1, on ait : 

(3.3.2) 

On construit une telle fonction en appliquant le lemme 2.1 à t = 2 et q = 2. 

La fonction 'Pl définit un jet cj; 1 de classe Ck sur Q 1 , où Q 1 est considéré comme compact 
de IR2 

: 

On complète ce jet en un jet 'lj;1 de Q1 , considéré comme compact de C2 de sorte que l'on 
ait fN1 = 0 à l'ordre (k -1) sur Q1 . Pour cela, on pose pour tout x de Q1 , pour tout 
multi-indice 1 =(lx, ly) de IN2 x IN 2 de longueur j = Jx +}y : 

(3.3.3) 

Ainsi, le jet 'lj;1 est entièrement déterminé sur Q1 . De plus, on a, pour tout x de Q1 et tout 
multi-indice 1 =(lx, ly) de longueur j ~ k, 

(3.3.4) 

d'après (3.3.2) et pour tout ((,x) de Q1 x Q1 , tout q ~ k et tout multi-indice 1 = (lx, ly) 
de IN2 x IN2

, de longueur j ::::; q, on a : 

R{'q1fJI(x) = 1/J((x)- L ~1 (x- (l1/Jf+P((). 
P,/J+PI::;q 

D'après (3.3.3), on a donc : 

R{'q1/JI(x) = (i)jy (nfx+JY'Pl(x)- L ;x!(x- ()P"'Dfx+Jy+Px'Pl(()). 
Px,IJ+Pxl::;q 
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R['q'l/JI(x) = (i)jy (n;x+Jy'Pl(x)- L ~!(x- ()Px n;x (D[x+Jy'Pl) (()) . 
Px,IPxl::;q-j 

Ainsi, le reste R[' q 'ljJ1 (x) est contrôlé par un reste de Tay lor à l'ordre ( q - j) de la fonction 

de classe cq+I-i: D[x+Jyc.p1 . On a donc pour tout ((,x) de Q1 x Q1 et tout multi-indice 
J de longueur j ~ q : 

4q+l-j 
1 R['q'l/JI(x) 1~ ( ")' 1 x- ( lq+l-j sup 1 n~+l'Pl(w) 1. 

q + 1- J · lw-xl::;l(-xl 

4q+l-j 
IR Jq"/' ( )1< lx-(lq+l-jAkllkq+l. 

(' 'f'l x - ( q + 1 - j)! 

Finalement, on a, en posant A10 = 16A11 , pour tout ((,x) de Ql x Q1 , tout q ~ k et tout 
multi-indice J de longueur j ~ q : 

(3.3.5) 

Ainsi, d'après (3.3.4) et (3.3.5), le jet 'I/J1 appartient à h,A 10 (QI). 

3.4 Lemme 
2 - -

Les compacts de C : Q1 = BJR2(0, 3) et Q2 = B(0,1) sont 1-transverses. 

preuve 

Soit n, un ouvert contenant Q1 u Q2 . On montre que, pour tout ( de n, on a : 

(3.4.1) d((, QIn Q2) ~ d((, QI)+ d((, Q2)· 

Soit ( = ( (I, (2) appartenant à n. 

(3.4.2) Si 1 ~e( 1~ 1, alors on ad((, Q1 n Q2) = d( (,QI). 

Dans ce cas, la propriété (3.4.1) est vérifiée. 

Si 1 3?e( 1 > 1, alors on a d( (,QI) 2:1 'ZJ'm( 1 puisque 1 'ZJ'm( 1 représente la distance du 
point ( au plan IR 2 • 

On a aussi d((, Q2) =1 ( 1 -1 et on ad((, QIn Q2) =JI 'ZJ'm( 12 +(13?e( 1 -1)2. 
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Dans ce cas, on a donc : 

(3.4.3) 

Ainsi, d'après (3.4.2) et (3.4.3), la propriété (3.4.1) est vérifiée pour tout ( den ; les 
compacts Q1 et Q2 sont alors 1-transverses. 

3.5 Proposition 

Il existe une constante absolue A 12 telle que pour tout entier naturel k 2: 1) il existe 

une jonction 'Pk) de classe Ck dans C2 et vérifiant : 

'Pk(z) = 1) pour tout z de B(O, 1)) 

'Pk(z) = 0) pour tout z de BJR2(0,3)\BJR2(0,2), 

B<pk = 0) à !)ordre (k-1) sur BJR2(0, 3), 

pour to·ut z de C2 et pour tout J de JN2 x 1N2
) de longueur j ~ k) on a 

(3.5.1) 

preuve 

Soit 'lj;1 , le jet appartenant à Jk,A 10 (QI), défini dans le lemme (3.3) et 'lj;2 , le jet défini sur 
Q2 = B(O, 1) par 'I/J2 = 1. 

On _considère les jets ~1 et ~2 définis respectivement sur Q1 et Q2 par ~1 _ 'lj;1 - 1 sur Q1 

et 'I/J2 = 0 sur Q2 ; par construction, 'lj;1 = 0 sur Q1 n Q2. 

D'après le lemme (3.4), les compacts Q1 et Q2 sont 1-transverses. D'après le lemme (3.2) 
de recollement et d'extension, on en déduit alors qu'il existe une fonction <Pb de classe Ck 
et vérifiant : 

(3.5.2) <Pk = ~1 sur Q1 et cpk = 0 sur Q2, au sens des jets. 

De plus, il existe une constante A 9 telle que, pour tout z de C 2 et tout multi-indice J de 
longueur j ~ k, on ait : 

(3.5.3) 

Alors, d'après (3.5.2) et (3.5.3), la fonction 'Pk = cpk + 1 vérifie bien les conditions de la 
proposition 3.5 avec A12 = AgA1o. 

Il s'agit maintenant de construire à partir de 'Pk, les fonctions de troncature désirées, 
c'est l'objet de la proposition suivante : 
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3.6 Proposition 

Il existe une constante A 13 telle que pour tout entier k 2: 1 et tout réel t > 1, 

il existe une fonction Xk = Xk,t, de classe Ck dans C2 et vérifiant : 

Xk(z) = 1, po1tr tout z de B(O, 1), 

Xk(z) = 0, pour tout z hors de B(O, t), 
8xk = 0, à l'ordre (k~l) sur m?, 
pour tout multi-indice J de N 2 x JN 2 de longueur j :::; k et tout z de C2

, on a 

(3.6.1) 1 D1 n(z) 1:<:; A;, C ~ 
1
)' 

Pour tout m·nlti-indice Q de longueur q :::; k - 1 et pour tout z de C2
, on a 

(3.6.2) 

preuve 

On effectue la preuve pour t = 3. Considérons d'une part, une fonction 7]k, de classe Ck 
dans C2

' vérifiant : 

Tlk(z) = 1, pour tout z de B(O, 2), 

Tlk( z) = 0, pour tout z hors de B(O, 3), 

il existe une constante A 14 telle que pour tout z de C2 et tout multi-indice J, 

de longueur j :::; k, on ait : 

(3.6.3) 

Une telle fonction s'obtient en appliquant le lemme (2.1). Considérons d'autre part, la 
fonction !.pk, définie dans le lemme (3.5). La fonction Xk définie dans C2 par : Xk = IPk"lk 
vérifie alors la propriété (3.6.1) avec A13 = A12A14· 

Soit z = (z1, z2) appartenant à B(O, 3). On considère la fonction 
w : IR---+ C2 

T ---+ (x 1 + iry1,x2 + iry2). 
Soit Q, un multi-indice de lN2 x JN 2

, on applique la formule de Taylor à la fonction 

DQ ( ~) o w, définie dans ffi, à Pordre (k-1-q) en 0, on a: 

1 1 ak-2-q ( (a ) ) 1 + ( k - 2 - q)! ar k-2-q D Q ::; o w ( 0) , 

1 1 ak-1-q ( (a ) ) 1 +(k-1-q)!r~~~1 J -a-r-=-k--1,.--_-q DQ a~; ow (r). 
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On en déduit, puisque 8xk = 0 sur IR?, à l'ordre (k -1), que pour tout z = (z1 ,z2 ) de 
B(O, 3), on a : 

1 

Q (OXk) 1 1 1 éJk-l-q ( Q (éJXk) ) 1 
D 8zj o w(1) ::; (k- 1- q)! r~~~~l] éJTk-l-q D àZj o w ( T) . 

Or, on a pour tout T de [0, 1] : 

On en déduit donc que pour tout z de B(O, 3), on a : 

Ce qui est aussi vrai pour tout z de C2 puisque Xk :::: 0 en dehors de B(O, 3). On a donc 
pour tout multi-indice Q de longueur q ::; k - 1 et tout z de C2 

: 

Ceci établit (3.6.2). 
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Ilèmep ARTIE CAS OU L'ARETE EST IRn. 

4- Estimations des dérivées d'une fonction définie dans des coins 

Les résultats des paragraphes suivants sont énoncés dans C2
. Sans perdre la généralité, 

de la même manière que dans [Ru], on suppose que la fonction Fa donnée est définie 
sur les coins uvV±(JR?, !\a; Ra) où !\a a été défini dans l'introduction et Ra > O. On 
montre dans ce paragraphe, sous les hypothèses du théorème 4 de l'introduction, que pour 
tout a, 0 < a < i, Fa est de classe c= sur les coins u vv± (1R2

' !\a; Ra(1- sin a))' où 

!\a= {(YI,Y2) E 1R2 ;0 <YI tana< Y2 <--..!!.!..._}est un cône strictement inclus dans /\a, 
tana 

c'est à dire Âa \ {0} C 1\a. On donne de plus, une estimation des dérivées de Fa sur cet 
ensemble. Pour ce faire, on utilisera les propriétés de régularité de BFa. On donne avant 
tout une définition des classes de Carleman. 

4.1 Classes de Carleman 

On note c=(uvV±), la classe des fonctions indéfiniment dérivables dans vv+ u w- dont 
toutes les dérivées se prolongent continûment jusqu'à l'arête. 

Soit {Nfp}p~a, une suite de réels positifs vérifiant les propriétés suivantes : 

(HI) Nia = 1 et {Nfp} est logarithmiquement convexe, 

(H2 ) il existe A 2: 1 tel que pour tout entier naturel p, on a j'vfp+I ::::; AP+1NIP. 

On note C(p!Mp ; UvV±), la classe de Carleman des fonctions J appartenant à c=(uW±) 
et vérifiant la propriété suivante : 

il existe des constantes C1 (C1 2: 0) et C2 (C2 2: 1), telles que l'on ait, pour tout z de 
uvv± et tout multi-indice p de longueur p, 

Soit j, une fonction de classe c=, définie dans en et à valeurs dans C. Pour tout multi
indice L = ( I, J) de lNn x ]l\Jn, de longueur l = i + j, où i et j sont respectivement les 

longueurs de I et J, on note DL f(z) = ~~f 1 (z) et on désigne par D 1j une dérivée 
Ôz Oz 

quelconque de j, d'ordre l. On définit de la même manière que précédemment la classe 
C(p!NIP ; S1) quand n est un ouvert de en en identifiant en à IR2

n. 

4.2 Lemme 

Soit Za = Xa + iya appartenant à u-vv± (1R2 ,/\a;Ra(1- sina)); 
. - ±( 2 ) on pose ra(Ya) =sm a 1 Ya J. Alors, on a B(za, ra(Ya)) CU W IR , !\a; Ra 
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preuve 

Soit Zo = (zo,I,Zo,2) dans vv+ (IR2,1\:l';Ro(1- sina)). 

Pour tout w = ( ui + ivi, tt2 + iv2) E B(zo, ra(Yo)), on a 1 w- zo I:S:I Yo 1 sin a ; 

on a alors, en particulier, 1 VI - Yo,I I:S:I Yo 1 sin a. 

Si VI 2 Yo,I, alors on a vi > O. 

Si VI < Yo,I, alors on a Yo,I -VI :S: 1 Yo 1 sin a et donc, VI > Yo,I- 1 Yo 1 sin a. 

Or, 1 Yo 1= JY5,I + Y6,2 < Yo,I 1 + 1 < Yo,I 
(tan a )2 sin a' 

donc, vi > 0 ; de la même manière, on montre que v2 > O. 

De plus, on a 1 w 1 :S: 1 w - zo 1 + 1 zo 1, 

1 w 1 < 1 Yo 1 sin a + Ro ( 1 - sin a) :S: Ro. 

Ainsi, on a bien w E vv+ (IR2' 1\o; Ro) 0 On procède de la même manière pour Zo dans 

vV- (IR 2 , !\a; R 0 ( 1 - sin a:)) . 

4.3 Proposition 

Sous les hypothèses du théorème 41 pour tout k de N et to·ut a 1 0 < a < i' 1 F0 est de 

classe Ck dans U vv± (IR2, A a; R 0(1- sin a)) et il existe des constantes A 15 et AI 6 

ne dépendant que de a:) telles que) pour tout Zo dans uvv± (IR2,Aa;Ro(1-sina)) 

et pour tout multi-indice ]{ de longueur k 1 on a : 

(4.3.1) 1 
K ( )l A Ak k!lvh 

D Fo zo :S: I5 I 6 l Yo lk. 

preuve 

Soit k, un entier naturel et Zo = xo+iyo appartenant à u vv± (IR2, Âai Ro(1- sin a)). 

D'après le lemme 4.2, il existe ra(Yo) tel que B(z0 , ra(Yo)) cU w± (IR2, /\o; Ro). On pose 
désormais ra ( Yo) = ra. 

Soit T/k,2, la fonction définie sur C2 identifié à IR\ dans le lemme 2.1. On considère la 
fonction TJ associée à Zo, définie sur C2 par : 

( ) (
3(z- zo)) 

TJ z = T/k 2 0 

' Ta 

D'après (2.1.1), on a pour tout z de C 2 et tout multi-indice J de longueur j :S: k: 

( 4.3.2) 
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La fonction r;F est nulle en dehors de B(z0 , 
2

; 9 ), on a alors en appliquant la formule de 
Martinelli-Bochner à la fonction r;F et au domaine B(z0 , ra) : 

1 j r;F(z) = . . ? 

(2Z7r)- {o::;l(-zol::;~} 

Ainsi, pour tout z de B(z0 , r
6
cx ), on a F(z) = G(z) + H(z) où, 

ar; ( ()F( () (j - Zj d( Ad(, 
a(j 1 (- z 1

4 

et 

aF (-- z· 
a(j (()r;(() 1 (- z 14 d( 1\ d(. 

Pour ( = Ç + ij.l, on a posé d( = dÇ + idJ.l et d( = dÇ - idj.l. D'après le théorème de 
dérivation sous le signe somme, les intégrales intervenant dans la première somme sont 
clairement c= en tout z de B(z0 , If-). 

Les intégrales intervenant dans la seconde somme sont Ck en tout z de B(z0 , f) car elles 
sont le produit de convolution d'une fonction de classe Ck et d'une fonction localement 
intégrable. On a alors pour tout multi-indice I< = (k1 , k2 ) de longueur k : 

al(G 
a kl a k2 (z) = 

zl z2 

Ainsi, on a pour tout z de B( zo, f) : 

Ceci est vrai en particulier pour z = z0 . De plus, on a : 
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:S VJ ._, (2~)'. 
Ainsi, on a pour tout Zo de u vv± (IR2

, Aa; Ro(l- sin a)) : 

On en déduit à l'aide de ( 4.3.2), que pour tout Zo de u vv± (IR2
' A a; Ro(l- sin a))' on a 

Or, on a (k + 1)! :S 2k+ 1 k! et k :S 2k, pour tout k appartenant à JN. On en déduit alors: 

( 4.3.3) 

On a, en utilisant les propriétés du produit de convolution, pour tout z de B( z0 , r
6
a) : 

<Y(H 
a kt a k2 (z) = 

zl z2 

D'après la formule de Leibniz, on en déduit : 

OÙ (L ) = l :(! l. 
K L.(I\. - L ). 

Ceci est vrai en particulier pour z = z0 . Or, on a comme plus haut, 
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On en déduit alors que pour tout Zo de uw± (JR?,Aa;Ro(1-sina)) 

On en déduit d'après (4.3.2), que pour tout z0 de UvV± (JR?,!\a;Ro(1- sina)), on a 

1 
Or, pour tout multi-indice Q de longueur q , on a : 1 s; ~·! s; 2q, 

ainsi, on a (L.) = '(J~(~L)' s; /! (:~/)! s; ()2k, 
1.· L . "- . .., ---r---r- k 
\ 2' 2~-· 

on en déduit que pour tout Zo de u w± (IR?' Âa; Ro(1 -sin a))' on a : 

De plus, pour tout q, le nombre de multi-indices Q de longueur q est majoré par 2q. On a 
donc: 

Or, la suite de terme général u1 = l!M1kk-l est logarithmiquement convexe puisque le 

U[+1 l + 1 M/+1 . . rapport -- = _k ____ est stnctement croissant. Ainsi, on en déduit que: 
U[ ' Ml 

pour tout l, 0 s; l s; k, on a uz s; max(uo,uk) = max(kk,k!Mk)· 

Donc, pour tout l, 0 s; l s; k, on a l!Jvflkk-l s; max( é k!, k!Mk)· 

La suite (Mp) étant logarithmiquement convexe, on a ~~ 2: 1. On a donc : 
1 

(4.3.4) 
k 

Pour tout l, 0 s; l s; k, l!M1kk-l s; ( e max(1, ~1 )) k!lvh. 

On en déduit que pour tout Zo de u vv± (lR2
' !\a; Ro(1- sin a))' on a : 
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(4.3.5) 
81(H 4C1 sina / y0 / (24eAlC2 max(1, ~1 )) k k!Mk 

-:--------:-- ( zo) < --. 
8z~ 1 8z;2 

- 3 sin a / Yo jk 

On a alors, d'après ( 4.3.3) et ( 4.3.5), pour tout Zo de u vv± (JR?' /\Cl'; Ro(1- sin a)) et tout 
multi-indice J( de longueur k : 

, A _ //F// 4Cl sin a 24eA1 C2 ( 1 ) ou 15 - 4 + et A16 = . max 1, -
1 

. 
3 sma M 1 

5- Démonstration du théorème 4 

5.1 Lemme 

Soit G1 une fonction continue sur IR? ± i/\CI' telle que le support de G soit inclus 

dans une boule B( Xo' 1l) de C2
} où Xo appartient à IR? et 1l > O. 

On suppose que fJG est de classe Ck sur IR? ± i/\CI'. 

Alors1 G est de classe Ck sur IR2 ± i/\CI'. De plus1 pour tout z de IR? ± i/\CI' et tout 

multi-indice J( de longueur k1 on a : 

(5.1.1) 

preuve 

On traite le cas où xo = 0 ; le cas général s'en déduit par translation. 

On démontre par récurrence sur l, 0 s; l ::; k, que la fonction G est de classe C1 sur 

IR?± i/\CI'. On montre de plus, que pour tout z =x+ iy de IR2 ± i/\CI', on a: 

(5.1.2) 

L'hypothèse de récurrence est bien vérifiée à l'ordre O. Supposons l'hypothèse de récurrence 
vérifiée à un ordre l, 0 ::; l < k et montrons qu'elle se vérifie alors à l'ordre suivant. Pour 
cela, on considère une dérivée zième, Gt de la fonction G. Soit z = x+ iy appartenant à 

IR?± i/\CI' n B(O, u) ; on pose t =/y/ et a= / ~ 
1

. On considère la droite complexe définie 

par : U ( () = x +a(. On applique la formule de Cauchy à la fonction G 1 o U dans le disque 
D(O, 2u) de C, en it : 

Gt o U(it) = __;__ f Gt 0 U_(() d(- __;__ jj a_ (G1 oU)(() d( 1\ ~(. 
2z7r j 8D(0,2u) ( - zt 2m D(ü,2u) 8( ( - zt 
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Or, pour tout ( de 8D(O, 2u ), on a 

IU(()I =1 x+ a( 12:1 ( 1- 1 x 1> u. 

Ainsi, on a pour tout z =x+ ita de IR? ± iAa n B(O, u) : 

. 1 !1 2 
8G z d( A d( Gz(x+ita)=--.- Laj
8
_(x+a() ( .. 

2z7r c . z1· - zt 
]=1 

Ainsi, la fonction x -----+ Gz(x + ita) est le produit de convolution d'une fonction de classe 
C 1 par rapport à x et d'une fonction localement intégrable. On a alors : 

(5.1.3) 8Gz . 1 !1 2 
82 Gz d( Ad( -

8 
(x+ zta) = --. "\' aj 

8 
oz:;( x+ a() ( . . 

x · 2m ~ x · z · - zt 
l c j=l l J 

On considère la fonction gz, définie sur le compact de IR5 
: S = { 1 x 1:::; 1t , 1 t 1:::; u , 1 a 1= 1 }. 

par: gz(x, t, a) = Gz(x + iat). 

On a lim gz(x, t, a)= Gz(x), uniformément en x et en a. 
t---+0 

De plus, d'après (5.1.3), la fonction 
8
8

gz est continue sur S. Elle y est donc uniformément 
Xi 

continue. 

On a donc: Vf-l 2: 0, :3ry 2: 0, V( x, t, a), (x', t', a') ES, 

1 x- x' 1:::; 7], 1 t-t' 1:::; 7], 1 a- a' 1:::; 7] ==* ~~~: (x,t,a)- ~~: (x',t',a')l:::; f-l· 

D'où, en particulier, en prenant x' =x , t' = 0 et a' =a, on a : 

\lf-l 2: 0, :3ry 2: 0, V( x, t, a), 1 x 1:::; u, 1 t 1:::; u, 1 a 1= 1, 

1

8gz 8gz 1 
1 t 1:::; 7] ===;. 8Xi (x, t, a)- 8Xi (x, 0, a) :::; f-l· 

C 1 1. 8g1 ( ) 8gz ( ) ·.c , A' . e a prouve que 1m -
8 

x, t, a = -
8 

x, 0, a , un11ormement en x et en a. ms1, on a 
t---+0 Xi Xi 

. 8Gz . 8Gz 
hm -

8 
(x+ zat) = -

8 
(x) 

t---+0 Xi Xi 

(5.1.4) 
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On en déduit donc que ~Gl est continue sur lR2 ± il\a n B(O, 1l ). Le résultat (5.1.3) est 
UXi 

donc vérifié pour tout z =x+ iy appartenant à IR2 ±il\ an B(O, u ). 

De la même manière que précédemment, on applique la formule de Cauchy à la fonction 
8G1 . Ozi oU dans D(O, 2u) en zt : 

(5.1.5) 8G1( . ) 1 !1 ~ 8
2

G1 ( 1 )d( 1\ d( - x+zy =-- La· x+a'> . Ozi 2i1r c . J OZiOZJ' (- it 
j=l 

Ainsi, en retranchant l'égalité (5.1.5) à l'égalité (5.1.3), on obtient : 

(5.1.6) 

De plus, puisque la fonction G1 est nulle en dehors de la boule B(O,u) de C2
, G1 est bien 

de classe C 1 sur IR2 ± il\a et l'hypothèse de récurrence est bien vérifiée à l'ordre (1+1). 

De plus, on a pour tout z =x+ iy de IR2 ± il\a : 

Si on a 1 ( 1< 2u, alors on a 1 (- it 1<1 ( 1 + 1 t 1< 3u. Ainsi, on en déduit : 

l

fJGI (z)l :::; ~ lld(BGt)ll frf d( 1\ ~(. 
OZi 7r J D(it,3u) 1 (- zt 1 

!!, d( (\ d( 12rr 13u 
Or on a l ( . l :::; d(J dp :::; 6nt. 

D(it,3u) - zt o o 

On en déduit donc que pour tout z =x+ iy de JR? ± iAa, on a : 

Ceci établit (5.1.1). 

34 



5.2 Lemme 

Soit k, un entier, k 2: 1, il existe une fonction 7Jk, de classe ck+l dans C2 telle que : 

7Jk(z) = 1, pour tout z de C2
, 1 z I:S Ro(1- sina)2

. 

rtk(z) = 0, pour tout z de C2
, 1 z 12: R 0 (1- sin a). 

- \ 2 8rtk(x) = 0, a l'ordre k, po1tr tout x de IR . 

Il existe une constante A 17 ne dépendant que de a, telle que, po1tr tout z de C2 et tout 

multi-indice J de W2 x N 2
, de longueur j :::; k + 1 on ait 

(5.2.1) 

On a aussi pour tout z de C2 et tout multi-indice Q de N 2 x 1N2
, de longueur q :::; k 

(5.2.2) 

preuve 

Soit k, un entier, k 2: 1 et soit la fonction Xk+l _1_. _, définie dans la proposition 
'1-stn o: 

(3.6). On définit alors la fonction 7Jk sur C2 par: rtk(z) = Xk+l _1_. _ ( ( z. r)· 
' 1- SIO a Ra 1 - Sln a -

D'après la proposition (3.6), la fonction 7Jk possède bien les propriétés requises et on établit 

. , ( . ) A 4Ai3 msement 5.2.1 en posant 17 = R ( . )2 . · 
a 1- sma sm a 

5.3 Théorème 

Soit Ra > 0 et soit F0 , une fonction continue sur U vV±(JRn, !\a; R0 ). Soit {1\!Ip}p~o, 
une suite de réels vérifiant l'hypothèse (H1 ). On suppose que BFa (défini au sens des 

distributions dans UW±(IRn,!\a;Ra)) appartient à la classe C~!.l\!IP; UW±(JRn,!\0 ;R0 )). 

Alors, p01tr tout cône !\1 strictement inclus dans 1\o et to·ut R1, 0 < R1 < Ra, Fa 
appartient à C (p!MP ; U vV±(JR n, /\ 1 ; R1)). 

preuve 

Dans IR2
, pour tout cône ouvert connexe /\ 1 de sommet 0, strictement inclus dans /\ 0 , 

il existe un cône Âa tel que /\1 CC Âa CC !\o. 

Pour tout entier naturel k 2: 1, on considère la fonction Fk, définie sur IR 2 ± ii\ a par 

Fk(z) = (rtkFa)(z). Cette fonction est continue sur IR2 ± i!\a et son support est inclus 

dans B (0, R 0 (1 -sin a)). De plus, 7JFk est de classe Ck sur IR2 ±ii\ a· 

En effet, on a ~~; = b.j + mj, où bj = 7Jk ( ~~;) et mi = (~:;)Fa. 
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La fonction bj est de classe Ck sur IR? ± il\a et on a, d'après la formule de Leibniz, pour 

tout z de IR? ± il\a et tout multi-indice }( de longueur k : 

k 

JDKbj(z)J::; L ()2k+t JDLBF0 (z)J JnK-Lryk(z)J. 
l=O 

Ainsi, d'après (5.2.1) et le fait que BFo appartient à la classe c0!Mp; UW±(IR?,I\o; Ro)), 
on a: 

k l 

JDKbi(z)J::; CI(4A17C2)kL (Jz!lvf1kk-t. 
l=O 

Or, d'après le résultat (4.3.4) dû au fait que la suite (lvft) est logarithmiquement convexe, 

on a pour tout 1, 0 ~ 1 ~ k, l!M1kk-l ~ (emax(l, ~1 )) k k!A'h. Ainsi, on en déduit que, 

pour tout z de IR? ± il\a et tout multi-indice K de longueur k, on a : 

(5.3.3) 
k 

JDKbi(z)J ::; C1 (seA17 C2 max(1, ~1 )) k!lvh. 

De même, la fonction mj, prolongée par 0 sur ffi2 ainsi que ses dérivées d'ordre inférieur 

ou égal à k, est de classe ck sur ffi2 ± ii\Ci. 

En effet, mi est de classe Ck sur R 2 ± il\a ; on a, de plus, pour tout z de ffi2 ± il\a et 
tout multi-indice Q, de longueur q ::; k, d'après la formule de Leibniz : 

q 

JDQmj(z)J::; L(:)2q+i 1 nQ-L(3ryk(z) 1 1 DLFo(z) 1-
l=O 

Ainsi, d'après (5.2.2) et (4.3.1), on a pour tout multi-indice Q, de longueur q::; k, 

Q k k - q q! 1 y lk+t-q l!A1t 
JD mj(z)J::; A15 (16A16 ) sup Jd (oryk) (w)J L ( -l)'l' (k 1_ )' -1 -~~· 

lw-xi~IYI l=O q . . + q . y 

' q k' 
JDQmj(z)J::; A 15 (16A 16 )kkq; 1 y lk-q sup Jdk (Bryk) (w)J L ( -l)'(k. l- )'lvfz. 

· lw-xi~IYI l=O q . + q . 

M 
La suite (Mk) étant logarithmiquement convexe, on a lvft ::; Mq~z· Ainsi, on a: 

1 
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On a donc bien, pour tout multi-indice Q de longueur q ~ k et tout z = x+ iy de IR?± iAcn 

lim DQmj(z) =O. 
IS'mzl--+0 

De plus, pour tout multi-indice J( de longueur k et tout z = x + iy de IR? ± i!\ 0 /) on 
obtient à l'aide de (5.2.1), 

(5.3.4) 

k 

/D 1(mj(z)/ ~ A1sA17 (64A.l6A.17max(l, ~1 )) kklvh. 

Finalement, la fonction a;:. est bien de classe Ck sur IR? ± iAa et on a, d'après (5.3.3) 
uZ.; J 

et (5.3.4), pour tout z de IR? ± iAa et tout multi-indice J( de longueur k : 

(5.3.5) 

où A.18 = A.15 A.17 + C1 et A.19 = 64eA.16A.17 max(l, J-
1

) sont des constantes ne dépendant 
que de C1, C'2 , a et M1. 

En appliquant alors le lemme 5.1 à la fonction Fk définie sur IR?± iAa, on en déduit 

que Fk est de classe Ck et que, pour tout z de IR? ± il\a et tout multi-indice K de longueur 
k, on a: 

Ainsi, d'après (5.3.5), on en déduit : 

(5.3.6) 

Or, pour tout k de lN, la fonction Fk coïncide avec F, ainsi que toutes ses dérivées d'ordre 

inférieur ou égal à k et en particulier ses dérivées kièmes sur U vV± (IR?, /\a; R 0 ( 1 - sin a )2). 
On en conclut que, la fonction F appartient à C (p!lv!P ; U vV± (IR?, /\1; R 1)). Il suffit, 

en effet, de choisir a, assez petit, de sorte que /\1 C 1\a et R 1 < R 0 (1- sin a?. 
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IIIème PARTIE L'ARETE EST UNE VARIETE TOTALEMENT REELLE 

6- Situation géométrique 

On démontre maintenant le théorème 5. La difficulté que l'on rencontre ici, provient 
de la faible régularité imposée à l'arête E (de classe C 3 ). On s'inspire de la preuve donnée 
par J.-P Rosay pour démontrer le théorème 3, en transférant par changement de variables 
presque analytique, l'étude de F sur des coins "tordus" à l'étude de son image sur des 

coins "droits" : U vv± (IR n, A; R), où A est un cône de IR n et R > O. Pour cela, on utilise 

les lemmes classiques suivants : 

6.1 Lemme 

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C3 contenant 0 et de dimension 

n dans en. Il existe un voisinage Ua de 0 dans en et un difféomorphisme Z 

Z: Ua -+ Z(Ua) c en de classe C 3 tels que l'on ait 

(6.1.1) En Z(Ua) = Z(Ua n IR2
) 

(6.1.2) et 8z = 0, à l'ordre 2 sur Ua n IR?. 

preuve 

Dans toute la suite, afin d'alléger la preuve, on suppose n = 2. 

E est une sous-variété totalement réelle de C2
, de classe C3 et de dimension 2. On peut 

définir E, dans un voisinage Uc de 0 dans C2 
: 

(6.1.3) En Uc ={x+ iy E en; y= h(x),x E Ur}, 

où Ur est un voisinage de 0 dans IR? et h une fonction de classe C3 définie dans Ur, à 
valeurs dans IR2 et vérifiant : h(O) = 0 et dh(O) = O. 

Quitte à restreindre Un la fonction h détermine un jet de Whitney H, de classe C3 sur 
]{ = Ur· On complète ce jet en un jet ii sur K, considéré comme compact de e2 de sorte 
que l'on ait : 8ii = 0 sur IR2 à l'ordre 2. Pour cela, on pose en particulier : 

(6.1.4) 
~ oih .ôHk ôiik ôHk 

pour tout x de A, ~(x)= z~(x) et ~(x)= ~(x). 
UYj UXj UXj UXj 

ii est un jet de whitney de classe C3 ' défini sur J(' compact de e2
' à valeurs dans C2 et 

8-plat, à l'ordre 2 sur K. D'après le théorème d'extension de Whitney, il existe alors une 
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fonction h, définie dans C2
, de classe C 3 coïncidant au sens des jets avec fi sur K. Ainsi, 

on a EJh = 0 sur Ur, à l'ordre 2 . Enfin, on a d'après (6.1.4) : 

(6.1.5) 
~ a'hk ahk a'hk . ahk 

pour tout x de Ji.., -a (x)= -a (x) et -a (x)= z-a (x). 
xi xi Yi xi 

On en déduit que l'on a, pour tout x de J( : 

(6.1.6) aSRehk ( ) = ahk ( ) aSRehk ( ) = 0 
a x a x et a x . 

Xj Xj Yi 

On déduit aussi de (6.1.5) que, pour tout x de K, on a: 

(6.1.7) aC:Smhk ( ) = 0 ar:;smhk ( ) = ahk ( ) a x et a x a x . 
Xj Yi Xi 

On considère alors la fonction Z définie dans C2 par : 
z : IR? + iiR.? ---+ C2 

x+iy---+ z+ih(z). 
Z est de classe C3 sur C2 

; de plus, on a Z(O) =O. 

D'après (6.1.6) et (6.1.7), la matrice jacobienne de Zen 0 est : 

(6.1.8) 
( 

1 0 0 0) 0 1 0 0 
JJRZ(O) = 0 0 1 0 . 

0 0 0 1 

D'après (6.1.8), on a donc DZ(O) = Id. Alors, d'après le théorème d'inversion locale, il 
existe un voisinage Ua c Ur+ iiR2 de 0 dans C2 tel que Z définisse un difféomorphisme de 
classe C3 de Ua -+ Z(Ua). Et d'après (6.1.3), on a Z(Ua n IR2

) =En Z(Ua). 

On appellera "quasi-coin", l'image d'un coin droit par Z. Dans le lemme suivant, on 
insère alors un "quasi-coin" Z("W±(IRn,!\a;Ra)) entre deux coins de en, w±(E,f;R) et 
TV'±(E, r', R') vérifiant Wl± cc w±. 

6.2 Lemme 

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C3 contenant 0 et de dimension 

2 dans C2
. Soit Z, le difféomorphisme associée à E, définie dans le lemme (6.1). 

Soient vV±(E,f;R), des coins opposés d'arête commune E et WI±(E,r',R'), des 

coins strictement inclus dans w±(E, f; R). 

Il existe un nombre fini N de biholomorphismes rPs C-linéaires de C2 tels que, 

quitte à réduire le voisinage Ua de 0 dans C2
, on ait 

N 

vVI±(E,r',R') n Z(Ua) cU Z (r/Js(W±(IR2 ,!\a;Ra)) nUa) c vV±(E,f;R) n Z(Ua). 
s=l 
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(6.2.1) On note B 1 = max (sup jDK(z o <Ps)(z)i) 
l<s<N E-U - - z 0 

(6.2.2) 

Par souci de simplification, on suppose dans la suite : 

vv'±(E, r', R') n Z(Uo) c z (vv±(IR?, Ao; Ro) n Uo) c vv±(E, r; R) n Z(Uo). 

6.3 Lemme 

Soient Uo et Z définis dans les lemmes (6.1) et (6.2) tels q'Ue Z est 'Un difféo

morphisme de classe C3 de Uo -+ Z(U0 ). Soit Ro > 0 tel q'Ue B(O, R0 ) C U0 . 

On a, po'Ur to'Ut z =x+ iy dans B(O, Ro), 

(6.3.1) 
l

azk 1 ? 12(azk) 1 ~(z) ::=;2jyj- sup D ~ ((). 
UZj /(-x/</y/ UZj 

(6.3.2) 

preuve 

Soit z = (z1 ,z2 ) appartenant à B(O,R0 ). On considère la fonction 
c.p: IR~ C2 

t ~(x1+ity1,x2+ity2). 

On applique la formule de Taylor à la fonction ~zk o c.p, définie dans IR, à l'ordre 2 
UZj 

en 0, on a: 

On en déduit que pour tout z = (z1 ,z2 ) de B(O,R0 ), on a: 
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8Zk 1 8Zk 
Or, d'après (6.1.3), on a ÔZj (x)= 0 et D 

8
Zj (x)= O. On a donc: 

Ceci établit (6.3.1). 

De même, en appliquant la formule de Taylor à la fonction D 1 ~ o 'P à l'ordre 1 en 
UZj 

0, on a: 

1 
1 8 z k ( ) 1 1 1 sup 1 d2 8 z k ( () 1· D ~zJ· z ~2y 

u;c; IC:-xi<IYI ÔZj 

Ceci établit alors (6.3.2). 

7- Passage aux coins "droits" 

D'après le lemme 6.2, il suffit de montrer que, pour tout o:, 0 < a < i et tout 
entier k 2:: 1, la fonction F0 vérifiant les conditions du théorème 5 est de classe Ck sur 

Z (UvV±(JR2 ,Aa;Ra)), 0 <Ra< R0 et d'obtenir une estimation des dérivées de F0 sur 

cet ensemble. Pour cela, on va répéter plusieurs fois le même argument afin de gagner, pas 
à pas, la régularité souhaitée. L'argument est le suivant. 

Etant donnée une fonction F continue sur les "quasi-coins" Z ( U vV±(JR2
, !\ 13 ; R)) , 

R > 0 et telle que fJF y soit de classe C 2
, alors, pour tout ~~, 0 < 1 < i - /3, F est en 

fait de classe C1 sur les "quasi-coins" réduits Z (UvV±(JR2 ,/\f3+-y;R(1- sin!))). On a 

également des estimées des dérivées premières de F. 

La proposition 7.3 est une des étapes essentielles de la preuve. On notera qu'il est 
nécessaire de préciser l'incidence qu'a la réduction de l'ouverture du coin sur l'estimation 
des dérivées de la fonction F donnée. 

7.1 Lemme 

Soient f3 et ! 1 deux réels positifs tels que : f3 + 1 < i et soit R >O. 

On considère les cônes !\13 et 1\!3+! de IR2 associés respectivement à f3 et f3 + 1· 

Pour tout z =x+ iy de U vV±(IR2
, !\13+1 ; R(1- sin!)) 1 

on a B(z, 1 y 1 sin1) c UvV±(IR2 ,Af3;R). 

preuve 
Y1 

Âf3 est délimité par les droites D 1 d'équation : Y2 = Y1 tan f3 et D2 : Y2 = tan f3. 

Soit z =x +iy = (x 1 +iy1 ,x2 + iy2 ) appartenant à UW±(IR?,Af3+1 ;R(1- sin1)). 

Il existe alors 5 tel que f3 + 1 ~ 5 ~ ~ - (/3 + 1) pour lequel on a : Y2 = YI tan 5. 
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Dans JR?, le cercle C1 de centre y, tangent à la droite D1 admet pour rayon : 

r 1 = / y / sin ( 8 - (3). De même, le cercle C2 de centre y, tangent à la droite D2 admet pour 
rayon: r 2 =/y/ sin(f- 8- (3). 

Ainsi, puisque l'on a 1 :S min(8- (3, f- 8- (3), on en déduit que le disque D(y, /y/ sin[) 

de JR? est contenu dans 1\13 ; on en déduit alors que B( z, / y / sin 1) est contenu dans 
JR? ± i/\13. De plus, on a pour tout w de B(z, /y/ sin[),/ w- z /:S/ w / + / z /< R. 

Finalement, on a donc bien B(z, /y/ sin1) cU vV±(JR?, 1\13; R). 

7.2 Lemme 

Soient Ra et Z) définis dans le lemme 6.3. 

Soient (3 et f) deux réels positifs tels que (3 + 1 < ~ et soit R tel que 0 < R :S Ra. 

Pour tout Wa = Z(za) où Za = Xa + iya appartient à uvv±(IR2 ,1\{3+-y;R(1- sin!))) 

il existe une fonction x de classe C 2 ) définie dans C2
) à valeurs dans IR) vérifiant : 

( 
/ Ya / sin 1 ) x(w) = 1) pour tout w de Z B(za, 

3 
) . 

( 
2 / Y a / sin 1 ) x(w) = 0) po·ur tout w hors de Z B(za, 

3 
) . 

Il existe une constante B3 telle que) pour tout w de Z ( B( za, / Ya / sin 1)) 
et tout multi-indice K de longueur k :S 2) on ait : 

(7.2.1) K B3 
/Dx(w)/:S(/ 

1
. )k. Ya sm[ 

(La constante B 3 ne dépend que de Z.) 

preuve 

Il existe une fonction TJ, de classe C 2
, définie dans C2

, à valeurs dans IR, telle que: 

TJ(z) = 1, pour tout z de B(O, 1). 

TJ(z) = 0, pour tout z hors de B(O, 2). 

Soit Za =X a + iya appartenant à u vv±(IR2
' Âf3+-y; R(1 -sin!)). 

On considère la fonction ~' définie dans C2
' à valeurs dans IR par : ~( z) = Tf ( ~( z 1 Za )'). 

sm1 Ya 

En posant B 4 = 9 max (1/DKTJ/1), on a, pour tout z de B(za, / Ya /sin[) et tout multi-indice 
IKI9 

K de longueur k :S 2 : 

(7.2.2) 1 
DI<.:_( ) /< B4 

Tf z - (/ 1 . )k. Ya sm[ 

On définit alors une fonction x dans C2
, à valeurs dans IR, par : x( w) = ~ o z-1 

( w ). 
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X est bien C 2 
; de plus, pour tout w dans C2

, on a : 

On en déduit alors, à l'aide de (7.2.2) et (6.2.2) que, pour tout w de C2
, on a 

De la même manière, on a, pour tout w de C2 

On établit ainsi la formule (7.2.1) en posant B3 = 20BiB4 . 

On précise quelques notations qui s'avèrent utiles pour alléger les énoncés des propo
sitions suivantes : 

Soit n un ouvert de IRq et j une fonction appartenant à c=(n) et à valeurs dans C. 
On note q1U(x)) =max(/ f(x) /,1 df(x)!) et q1 -nU)= supqiU(x)). 

' -xErl 

De même, on écrit qzU(x)) =max (1 f(x) /,1 df(x) /,1 d2 f(x) 1) et q2 -nU)= sup qzU(x)). 
' xEfi 

7.3 Proposition 

Soient Ro et z, définis dans le lemme 6.3 tels que Z: B(O,R0 )---+ Z(B(O,R0 )) 

définisse un difféomorphisme de classe C3 . 

Soient f3 et R! deux réels strictement positifs tels que f3 < f et R ~ Ro. 

Soit F! une fonction continue sur Z ( U W±(IR2
, !\a; R)). 

On suppose que 8F est de classe C 2 s<tr Z (UvV±(IR2 ,!\,a;R)). 

Alors! pour tout 1 > 0 tel que f3 + 1 < f! on a F de classe C 2 sur 

Z (U w±(IR2
, /\,a+1 ; R(1- sin!))) et il existe une constante B 5 telle que! pour tout 

Wo = Z(zo) où Zo = Xo + iyo appartient à u w±(IR2
' 1\,a+-y; R(1- sin,))! on a 

(7.3.1) 

(7.3.2) 

{La constante B5 ne dépend que de Z.) 
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preuve 

Soit Wo = Z(zo) où Zo = Xo + iyo appartient à u-vv±(JR?,/\,a+,;R(1- sin/)) et soit 
r1 =1 Yo 1 sin 1 ; d'après le lemme (7.1), on a B(zo, 1 Yo 1 sin!) c U vV±(IR2

, 1\,e; R). On 
considère alors la fonction x définie dans le lemme (7.2) associée à w0 . 

Soit w appartenant à Z ( B ( z 0 , !f)) . On a, en appliquant la formule de Martinelli-Bochner 

à la fonction (xF) en w, dans le domaine Z ( B ( z 0 , r 1 )) : 

1 1 xF(w) = . 2 (2z7r) Z(B(zo,r-y )) 

Pour ( = Ç + iry, on a posé d( = dÇ + idry et d( = dÇ- idry. 

Ainsi, pour tout w de z( B(zo, T6-y))' on a F(w) = H(w) + I(w) où, 

et 
j=2 

1 "' r aF c - w . 
I(w) = (2i7r)2 ~ 1t2 éJ(i (()x(() 1 (- w 14 d( !\ d(. 

D'après le théorème de dérivation sous le signe somme, les intégrales intervenant dans 

la première somme sont clairement C2 en tout w de Z ( B ( z0 , r6-r)). 

Les intégrales intervenant dans la seconde somme sont C2 en tout w de Z ( B ( z0 , r
6
-r ) ) 

car elles sont le produit de convolution d'une fonction C2 et d'une fonction localement 
intégrable. 

On a, pour tout w de Z ( B ( z0 , !f)) : 

Cette égalité est vraie en particulier pour w = w 0 . On a alors : 

d( !\ d( 

1 (- wo 1
4 · 

Or, si ( appartient à Z ( B ( z0 , 
2 ~-r) \ B ( zo, r

3
-r)), alors il existe z appartenant à B ( zo, 2 ~-r) \ 

B(z0 , r;) tel que ( = Z(z). D'après le théorème des accroissements finis, on a alors: 

2Bl r-y 
1 ( - wo 1::; B1 1 z - zo 1::; 

3 
· 
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De même, on a 
1 z- 1

(()- z- 1 (wo) j::; B2 1 (- Wo 1. 

On en déduit donc : 

I

l_ w i> 1 z-1(()- z-l(wo) 1 > 2. 
" 

0 
- B2 - 3B2 

On a donc 

d( 1\ d( r 
1 (- wo 1

4 
::; J { ~~1(-wol~ 2Br1 } 

d( 1\ d( 

1 (- Wo 1
4 · 

On a donc 

_ 2Btr-y 

d( 1\ d( 2 j - 3
- dp 2 l !4 ::; 47r - ::; 47r ln(2B1B2). 

(- wo ..!l p 
3B2 

On en déduit alors : 

1 

éJH 1 -éJw, (wo) ::; 4ln(2B1B2)118xll IIFII. 

On a donc, en utilisant (7.2.1), pour tout Wo de z (U vv±(JR?' 1\,a+l; R(1- sin,))), 

(7.3.3) 
léJ
éJH (wo)l::; 4ln(2B1B2)B3 IIFII. 

Wf r 1 

On a aussi, pour tout w de Z ( B( zo, r
6
1
)) : 

éJI 1 ~ r ( 82 F éJF éJx ) (j - Wj -
éJw, (w) = (2i7r)2 ~Je éJ(,éJ(j (()x(()+ éJ(j (() éJ(t (() 1 (- w 14 d( 1\ d(. 

Ceci est vrai en particulier pour w = w 0 . On a donc : 

1 

ai 1 2 ( _ ~·- ) r d( 1\ d( 
éJwt (wo) ::; (21r)2 lid(éJF)II llxll + liéJFII lléJxll ls(zo, 2 ~1 ) 1 ( _ wo 13 · 

Or, comme plus haut, on a : 

On en déduit donc : 
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On a donc, en utilisant (7.2.1), 

Ainsi, on a, pour tout Wo de z (U vv±(JR?' 1\,a+-y; R(1 -sin Î)))' 

(7.3.4) 

Finalement, étant donné que l'on a r1 =1 Yo 1 sin Î 2 ~ 1 Yo l, on en déduit à l'aide 

des inégalités (7.3.3) et (7.3.4) et en prenant B5 2 4B3 max (2ln(2B1B2), B 1 ), le contrôle 
(7.3.1) des dérivées premières de F. 

Le contrôle des dérivées secondes de F s'effectue de la même manière. On a 

jD2 H(wo)j:::;(2~) 2 IIBxiiiiFII~{ ( 2 r-y r-y)} 
(EZ B(zo,-3 )\B(zo,a) 

d( !\ d( 
1 (- Wo 15 . 

(7.3.5) 

De même, on a : 

[ D'I(wo) [:S 2BlB,r,(ffd'(8F)If + r
2
}d(8F)[[ + (r1J 2 [[/IFif). 

On a donc, pour tout Wo de z (U w±(JR?' 1\,a+-y; R(1 -sin Î)))' 

(7.3.6) 

Finalement, en additionnant les inégalités obtenues en (7.3.5) et (7.3.6) et en posant 
B5 = 4B3 max (36B2ln(2B1B2 ), 5B1 ), on obtient le contrôle (7.3.2) des dérivées secondes 
de F. 

Les contrôles obtenus sur les dérivées de la fonction F, en chaque point w 0 = Z(zo) 
de z (U w±(IRn' 1\,a+-y; R(1- sin!))) font intervenir la distance de Zo par rapport à l'edge 
IRn ainsi que l'angle 1 qui représente la réduction de l'ouverture du coin dans lequel la 
fonction F est définie. 
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7.4 Proposition 

Soient Ra et Z, définis dans le lemme (6.3) tels que Z: B(O, Ra)-+ Z (B(O, Ra)) 

définisse un difféomorphisme de classe C3 . 

Soient f3 et R, deux réels strictement positifs tels que f3 < ~ et R ~ Ra. 

On considère F, une fonction continue sur Z ( U vV±(JR?, 1\13; R)) telle que 

lJF est de classe C2 sur Z (UvV±(JR?,A13 ;R)). 

Alors, pour tout 1 > 0 tel que (3 + 1 < ~, la fonction G, définie sur U W±(JR2
, !\ 13 ; R) 

par G = F oZ est alors de classe C 1 sur U vV±(lR?, !\13+ 1 ; R(1 -sin 1)) 

et on a aussi lJG, de classe C 1 sur U vV±(JR?, Àf3+-y; R(1- sin 1)). 

De plus, il existe une constante B6 telle que, pour tout z = x + iy de 

Uvv±(IR?,/\13+-y;R(1-sin/)), on a 

(7.4.1) 1 ( 1/F/1 - ) / D G(z) /~ B6 ::rTYi + q1(8F) , 

et, pour tout z = x + iy de U vV±(JR?, AJ3+-y; R(1 -sin 1) ), on a 

(7.4.2) 

(7.4.3) 

(La constante B 6 ne dépend que de Z ). 

G est évidemment continue sur U vV±(JR?, Àf3+'Y; R(1 -sin 1) ). De plus, on sait aussi, 
d'après la proposition 7.3, que G est de classe C 2 sur U vV±(IR?, 1\/3+-y; R(1- sin 1)) et on 
a, pour tout z =x+ iy de U w±(JR?, 1\/3+-y; R(1- sin1)), 

aG 
2 

oF aZ1 oF az1 
-:i:)(z) = "~ o Z(z) ~(z) + 0:=-- o Z(z) ~(z). 
UZ · L......t UW[ UZ · UW[ UZ; 

J i=l J J 

1 ;~ (z)l ~ 2/oF(Z(z)) / 1/dZ/1 + 1/lJF/1 1/dZ/1. 

D'après (7.3.1) et (6.2.1), on a alors : 

(7.4.4) 1 ;~ (z)l ~ 2B1Bs (~~r~// + ql(lJF)/1 ) . 
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Ceci établit (7.4.1), en prenant B 6 2:: 2B1B5. 

De même, on a, pour tout z de UvV±(IR?,A.a+1 ;R(1-sinÎ)), 

oG 
2 

oF oZ1 oF oZ1 
~_(z) = "'~ o Z(z) ~_(z) + ~- o Z(z) ~(z). 
uz· 6 uw1 uz· uW[ uz· 

J l=l J J 

2 
oF oZ1 

2 
oF oZ1 

On pose Hj(z) = "'~ o Z(z) ~_(z) et Ij(z) ="'"" ~ o Z(z) ~(z). 6uw1 uz· ~UW[ uz· l=l J l=l J 

La fonction Ij est de classe C 1 sur UvV±(JR?,A.a+1 ;R(1- sinÎ)) et on a, pour 

tout z de UvV±(JR?,A.a+1 ;R(1-sinÎ)), 

(7.4.5) 

On a, de plus, pour tout z de UvV±(JR2 ,A.s+1 ;R(1- sinÎ)), 

2 2 ? - ? -- --

oij(z)= L L o-F oZ(z) oZm(z)OZ[(z)+ f)-F oZ(z) f)Zm(z)azl(z) 
OZk m=l l=l OWmÔW/ OZk OZj OWmÔW/ àZ;; OZj 

2 
oF o2 z1 

+ L âwï 0 Z(z) aua (z). 
l=l W[ Zk Zj 

En utilisant (6.2.1), on a donc, pour tout z de U vV±(JR2
, A.s+1 ; R(1- sin Î)), 

(7.4.6) 

On procède de la même manière pour contrôler a;;_ sur U vV±(JR2
, Â,B+-y; R(1- sin Î)). 

UZk 

La fonction Hi est de classe C 1 sur U w±(JR2
, A.s+1 ; R(1 -sin Î)) et, prolongée par 

0 sur IR2 n B(O, R(1- sinÎ)) ainsi que ses dérivées premières, elle s'étend alors en une 

fonction de classe C 1 sur U W±(JR2
, A.s+1 ; R(1- sinÎ)). En effet, on a, pour tout z de 

U vV±(IR2
, A.s+1 ; R(1- sin Î)), 

2 1 oz 1 1 Hj(z) js; ioF(Z(z))l 8 az;(z) . 

D'après les inégalités (7.3.1), (6.2.1) et (6.3.1), on déduit alors 
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Hj, ainsi prolongée est donc bien continue sur U vV±(JR?, l\p+1 ; R(1 -sin 1)) et on a, pour 
tout z de UvV±(JR2 ,/\p+1 ;R(1-sinl)), 

(7.4.7) 

De plus, on a, pour tout z de UW±(lR2 ,/\p+1 ;R(1-sinl)), 

aHj ~ ~ a2 F azm az1 a2 F azm az1 
-a (z) = ~~a a o Z(z) -a (z) ~(z) +a-a o Z(z) ~ (z) ~(z) 

Zk Wm Wl Zk uz1;· Wm Wl UZk uz1;· m=l 1=1 

2 
aF a2 z1 

+L-a 0 Z(z) a a_(z). 
W1 Zk z1· 1=1 

On a donc 1 ~~: (z)l ::; 8B1 ld2 F(Z(z))i IBZ(z)l + 2/aF(Z(z))/ id(BZ)(z)l· 

A l'aide de (7.3.1), (7.3.2), (6.3.1) et (6.3.2), on a alors 

l
aHi(z)l::; 20BlB5 (11~11 + q2(8F)) sup ld2(az)(01· 
azk 1 1 1(-xi<IYI ÔZj 

aH· 
On a donc lim -a 1 (z) =O. 

IYI-+0 Zk 

On a, de plus, pour tout z de UvV±(JR2 ,/\p+1 ;R(1- sin1)), 

(7.4.8) 

On procède de la même manière pour contrôler~ sur UW±(JR2 ,/\p+1 ;R(1- sin1)). 
UZk 

Finalement, Hj s'étend en une fonction de classe C1 sur U W±(JR2
, l\p+ 1 ; R(1- sin1)). 

Ainsi, ~ s'étend en une fonction de classe C1 sur U W±(JR2
, /\p+1 ; R(1 -sin 1)) et 

UZj 

pour tout z de U w±(JR2
, /\p+,; R(1 -sin 1) ), on a d'après les contrôles obtenus en (7.4.5) 

et (7.4.7) 

(7.4.9) ~~(z)l::; 6B1B5(1/~I/ +q1(BF)). 
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Ceci établit (7.4.2) en prenant B 6 2:: 6B1 B5. Pour tout z de U W±(IR2
, 1\!3+1 ; R(1 -sin 1) ), 

on a aussi, d'après (7.4.6) et (7.4.8) 

(7.4.10) 

Ceci établit alors (7.4.3), en posant B 6 = 30Bi B5. 

8- Contrôle des dérivées premières d'une fonction 
à support petit définie sur des coins droits 

A l'aide des paragraphes 6 et 7, on a ramené l'étude d'une fonction F, définie sur des 

quasi-coins Z (UvV±(IR2 ,/\f3;R)) à celle d'une fonction G = Fo Z, définie sur des coins 

droits en donnant notamment dans la proposition 7.4, des estimations sur les dérivées 
premières de G et fJG. On montre, dans ce paragraphe, que l'on obtient un gain de 
régularité jusqu'à l'arête IR2

, d'une telle fonction G. Pour cela, on tronque la fonction G 
dans des boules centrées en chaque point de l'arête IR2

. On définit dans ce but, pour tout 
x 0 de IR2

, la fonction de troncature suivante : 

8.1 Lemme 

Soit u > 0 et Xo un point de IR?. Il existe une fonction XxoJ définie dans C2
) de classe 

C3 et vérifiant : 

Xx 0 (z) = 1) pour tout z de B (xo, 1")· 
Xx 0 (z) = 0) pour tout z hors de B (xo, 2

3u ). 

8xxo(t) = 0) pour tout t de IR2
) à l'ordre 2 . 

Il existe une constante B 7 telle que pour tout z de C2 et tout mufti

indice }( de longueur k :S 3) on ait : 

(8.1.1) K (B7)k 1 D Xx 0 (z) I:S --:;; · 

Il existe de plus une constante Ba telle que) pour tout z = x + iy de C2
) on ait 

(8.1.2) 

(8.1.3) 

(Les constantes B 7 et Ba ne dépendent que de la dimension de C2
.) 
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preuve 

On considère la fonction x3 ,2 , de classe C3 dans C2
, définie dans le lemme (3.6). Cette 

fonction possède les propriétés sui vantes : 

X3,2(z) = 1, pour tout z de B(O, 1). 

X3,2(z) = 0, pour tout z hors de B(O, 2). 
- 2 
OX3,2(t) = 0, pour tout t de IR , à l'ordre 2 . 

Il existe une constante B9 ne dépendant que de la dimension de C2 telle que, pour tout 
multi-indice J de longueur j :::; 3 et tout z de C2

' on ait : 

J . 
1 D X3,2(z) IS B~. 

2 (3(z-xo)) Soit alors la fonction Xxo, définie dans C par : Xxo ( z) = X3,2 u . On a alors 

Xx 0 (z) = 1, pour tout z de B (x 0 , ~), 

Xx 0 (z) = 0, pour tout z hors de B (xo, 2
3u), 

8xxo(t) = 0, pour tout t de IR2
, à l'ordre 2. 

En posant B 7 = 3B9 , on établit (8.1.1) et, de la même manière que dans le lemme 4.5, à 
l'aide de la formule de Taylor, on établit (8.1.2) et (8.1.3). 

8.2 Proposition 

Soit G, une fonction continue sur U W±(JR2
, 1\0 ; Ro) telle que aG soit de classe C 1 

sur U W±(JR2
, 1\ 0 ; R 0 ). On suppose que G est de classe C 1 sur U vV±(JR2

, 1\0 ; Ro) 

et qu'il existe une constante B 10 dépendant de G et 8 telle que pour tout z de 

UvV±(JR2 ,1\ 0 ;R0 ), on ait: 

(8.2.1) 
1 B1o 

1 D G(z) IS Ï"Yl 

Alors, pour tout t (0 < t < 1), G est de classe C1 sur U vV±(JR2
, 1\0 ; R0(l- t)). 

De plus, il existe une constante B 11 telle que, pour tout z de U W±(JR2
, 1\0 ; R 0(l- t)), 

on a 

(8.2.2) 

preuve 

Soit x0 , un point de IR2 vérifiant 1 xo IS R 0(l- t). On a B(xo, Rot) C B(O, Ro). 

On considère alors la fonction Xxo, associée à Xo, définie dans le lemme 8.1, en posant 

51 



u = R0t. Soit alors Gxo, la fonction définie dans IR?± i/\ 0 par : Gx 0 = Xxo G. 

La fonction Gxo est continue sur IR2 ± i/\ 0 et vérifie supp Gx 0 C IR2 ± i/\ 0 n B(xo, R0t). 
- 2 

De plus, âGx 0 est de classe C 1 sur IR ± i/\ 0 . 

.œ âGxo b , (f)G) (ÔXxo) G En euet, on a Ozj = j + mj, ou bj = Xxo Ozj et ffij = Ôzj . 

Or, bj est de classe C1 sur IR2 ± i/\ 0 et on a, d'après (8.1.1), pour tout z de IR2 ± i/\ 0 , 

(8.2.3) 

De même, mj prolongée par 0 sur IR2 ainsi que ses dérivées premières, est de classe 

C1 sur IR2 ± i/\ 0 . mj est évidemment continue sur IR2 ± i/\ 0 et de classe C1 sur IR2 ± i/\ 0 . 

On a, de plus, pour tout z de IR2 ± i/\ 0 n B(x0 , R0t) 

1 D 1mj(z) 1~ ID1 â~o (z)ll G(z) 1 + 1 f)~o (z)ll D 1G(z) 1. 

On a donc, d'après (8.1.2) et (8.1.3), pour tout z de IR2 ± i/\ 0 n B(x0 , Rot) : 

Ainsi, on a bien lim D 1mJ(z) = 0 et, puisque 1 y 1~ R0t, on a, pour tout z de 
IYI--+0 

IR2 ± il\o nB( Xo' Rot) 

(8.2.4) 1 Ba ( ) 1 D mj(z) 1~ (Rot) 2 IIGII + B1o . 

Enfin, puisque mj est nulle hors de B(x0 ,R0t), (8.2.4) est vraie pour tout z de R 2 ± il\o. 

Finalement, 
8fj;o est bien de classe C1 sur IR2 ± i/\ 0 et on a d'après (8.2.3) et (8.2.4), 

J 

pour tout z de IR2 ± i/\ 0 

(8.2.5) 
1 

1 âGx 0 1 Ba ( ) 2B7 -
D Ozj (z) S (Rot) 2 IIGII + B1o + Rot q1(âG). 
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Pour tout x 0 de BJR2(0, Ro-(1 - t)), on en déduit alors d'après le lemme 5.1, en posant 
u = Ro-t, o: = 8 et k = 1, que Gxa est de classe C 1 sur R 2 ± i/\ 8 et que, pour tout z de 

IR? ± i/\ 0 , on a 

(8.2.6) 

On a donc, d'après (8.2.5) et (8.2.6), pour tout z de IR?± i/\ 0 

(8.2.7) 

Or, pour tout xo de BR2(0,R0(1- t)), la fonction Gxo coïncide avec G ainsi que ses 

dérivées premières sur IR.?± il\ 0nB(x0 , B:f). On en déduit alors que G est de classe C 1 sur 

IR? ± i/\ 0 nP ( (0, 0); ( Ro-(1 - t), Bf-)) et qu'il existe une constante B 12 = 6 max(2B7 , B 8 ) 

telle que, pour tout Zo de IR2 ± il\o n P((o, 0); (Ro(1- t), Rt))' on a 

(8.2.8) 1 (B1o 1/GI/ - ) 1 D G(zo) I:S B12 - +-+ q1(oG) . 
Rot Ro-t 

De plus, d'après l'hypothèse (8.2.1), la fonction G est de classe C 1 sur U w±(IR2
, 1\ 6 ; R) 

et on a, en particulier, pour tout zo = xo + iyo où 1 Yo 12 Rt : 

(8.2.9) 

Ainsi, la fonction G est de classe C 1 sur UW±(JR2
,/\6 ;R0(1- t)), pour tout t > 0 et on 

établit (8.2.2) à l'aide de (8.2.8) et (8.2.9), en posant B 11 = max(B12 , 3). 

9- Démonstration du théorème 5 

La preuve du théorème 5 s'effectue sur un principe de récurrence. A chaque pas de 
cette récurrence, on gagne de la régularité sur la fonction F0 de départ. Ainsi, aux dérivées 
successives de F0 , on applique la même démarche résumée dans la proposition suivante. 

9.1 Proposition 

Soient R 0 :S 1 et Z, définis dans le lemme (6.3) tels que Z: B(O,R0 )---+ Z(B(O,R0 )) 

définisse un difféomorphisme de classe C3
. 

Soient j3 et R, deux réels strictement positifs tels que (3 < ~ et R :S R 0 . 

On considère F, une fonction continue sur Z ( U W±(JR2
, 1\!3; R)) telle que 

iJF est de classe C 2 sur Z ( U W±(JR2
, 1\!3; R)). Alors, pour tout 1 > 0, F est de 
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classe C 1 sur Z ( U "YV± (IR?, 1\,e+-y; R( 1 - sin 1 )( 1 - 1))) et il existe une constante B 13 

telle que pour tout w de Z (UT1V±(JR2 ,/\,e+-y;R(1-sin!)(1-!))), on ait: 

(9.1.1) 

(La constante B 13 ne dépend que de Z ). 

preuve 

D'après la proposition (7.4), on sait que, pour tout 1 > 0, la fonction G, définie par 
G = F oZ est de classe C 1 sur U vV±(JR2

, 1\,e+-r; R(1- sin 1)) et que EJG est de classe C 1 

sur UvV±(JR2 ,A,e+-y;R(1- sin!)). De plus, d'après (7.4.1), il existe une constante B6 , ne 
dépendant que de Z telle que pour tout z de UvV±(JR2 ,/\,e+-y;R(1-sin!)), on ait: 

(9.1.2) 

et d'après (7.4.2) et (7.4.3), on a sur U l1V±(JR2
, !\,a+ -y; R(1 -sin 1 )), 

(9.1.3) 

On applique alors la proposition 8.2 à la fonction G avec 5 = (3 + /, Rs = R(1- sin1) 

et t =,. On en déduit que G est de classe C 1 sur UvV±(JR2 ,A,e+-y;R(l- sin,)(1-,)). 
Et d'après (8.2.2), (9.1.2) et (9.1.3), il existe une constante B 11 ne dépendant que de la 

dimension de C2 telle que, pour tout z de UvV±(JR2 ,A,e+-y;R(l- sin/)(1-!)), on ait 

On a donc, pour tout z de U vV±(JR2
, A.s+-r; R(1- sin/)(1-!)), 

Or, pour tout /, 0 < 1 < ~' on a 1 -sin 1 > ~· On a alors, pour tout z de 
4 

U vV±(JR2
, 1\.s+-r; R(l- sin !)(1-1)), 

j D 1 G(z) j:s; 24B6Bu (IIFI! + q2(BF)). 
R ! 2 1 
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On en déduit alors que Fest de classe C1 sur Z (U I1V±(JR?, 1\(3+-y; R(1- sin1)(l -1))) 
et on établit (9.1.1) en posant B 13 = 24B2B6 B 11 , constante ne dépendant que de Z. 

On peut remarquer que, dans cette proposition, la régularité C 1 de la fonction F 
jusqu'à l'arête s'obtient en réduisant d'une part, l'ouverture des quasi-coins d'un angle 1 
et d'autre part, le rayon de la boule dans laquelle les quasi-coins sont définis. On peut noter 
de plus, l'incidence qu'a cette réduction dans l'estimation (9.1.1) des dérivées premières 
de F jusqu'à l'arête. 

9.2 Théorème 

Soit E) une sous-variété totalement réelle de classe C 3 contenant 0 de dimension 
n dans en. Soient vv±) des coins opposés d )arête commune E. Soit Fa) une fonction 
continue sur U vV±. Soit {Nfp}p~a) une suite de réels vérifiant les hypothèses (HI) et 
(H2)· On S1lppose que 8Fa (défini au sens des distributions dans u vv±) appartient à la 

classe C(p!lviP ; U vV±). 

Alors) pour tout coin vV'± strictement inclus dans vv±) la fonction Fa appartient à 

C ( max(p! 2 ,p!lvfp) ; U vVt±). 

Soit Z, le difféomorphisme associé à E, défini sur un vmsmage Ua de 0 dans C 2
, 

construit dans le paragraphe 6. Le lemme 6.2 permet de ramener le cas de coins quelconques 
u vv'± et u vv± à l'étude de la situation géométrique plus simple où les hypothèses sur 

Fa concernent Z (UvV±(JR?,!\a;Ra)) et où on souhaite établir, pour tout o:, 0 <a<:, 

un gain de régularité pour F0 sur Z (Uw±(JR2 ,/\a;Ra)), 0 <Ra< Ra. 

Pour montrer que Fa est de classe C1 sur z(UvV±(JR?,I\a;Ra)) et obtenir une 

estimation de ses dérivées premières sur cet ensemble, il suffit d'appliquer une seule fois la 
proposition (9.1) à F = Fa, (3 = 0, 1 = o: et R =Ra. 
On montre ainsi que Fa est de classe C 1 sur Z (-U-vV_±_(_IR_?,.._ ,-1\-a-; -R-

1
-)), 

où R1 = Ra(l- sin o:)(1- o:). De plus, pour tout w de Z ( U vV±(JR2
, 1\a; RI)), on a 

Ainsi, puisque BF0 appartient à la classe C(p!JviP ; U vV±), on en déduit 

A l'aide de l'hypothèse (H2 ) vérifiée par la suite {1\!Ip}, on a donc 
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Ainsi, pour tout w de Z (UvV±(JR?,Aa;RI)), on a 

(9.2.1) l D 1 Fa(w) I:S (2AC1C2 + ll~aii)B13AC2NI1. 
a Ra 

Pour montrer que Fa est de classe C2 sur Z (UvV±(IR2,!\a;Ra)) et obtenir une 

estimation de ses dérivées secondes sur cet ensemble, on applique deux fois la proposition 
9.1 ; ceci signifie qu'on effectue deux réductions sur les coins. On est alors amené, afin 
d'obtenir la régularité C 2 de Fa dans l'ensemble souhaité, à réduire, à chacune des deux 

étapes, l'ouverture de ces coins d'un angle ~- Ainsi, on applique une première fois la 

proposition 9.1 à F =Fa en posant j3 = 0, 1 ~ ~ et R =Ra. 
On montre donc que Fa est de classe C 1 sur Z ('--U-vV_±_(IR----:::2-, -/\-~-;-R_a_(_1---si_n_g__2 -)(-1---~-)-)). 
Les dérivées premières de Fa sont alors continues jusqu'à l'arête. On peut alors à nouveau 
appliquer la proposition 9.1, cette fois-ci, à une dérivée première quelconque de Fa qu'on 
note D 1Fa et en posant j3 = ~' 1 =~et R = R1. 
Ceci montre alors que Fa est de classe C 2 sur Z (_U_W_±_(_IR---c:o-2 ,-A-a_;_R_2_)), 

où R 2 = Ra(1- sin ~) 2 (1- ~) 2 . De plus, pour tout w de Z (_U_v_V_±_(_IR--:::-2,-A-a_;_R_2_)), on a 

l D 1Fa(w) I:S ~la3 (4l~all + 2q2~Fa)). 

1 D
2 L' ( ) l B13 (4IID

1 
Fa li 2q2(d(BFo))) 

.ra w :::; -R 2 + . 
1 a: a: 

Ainsi, puisque BFa appartient à la classe C(p!Mp ; u vV±), on en déduit 

1 D2 
Fo( w) 1~ ( "~~J 

2 

(16IIFo Il+ !6C1 Ci M, + 6C1 C~M,). 
A l'aide de l'hypothèse (H2) que vérifie la suite {Mp}, on a donc 

1 D' Fo(w) 1~ (4~ )' (IIFoll + C1 CiM, + C1(AC,)3 M,). 

Ainsi, pour tout w de Z (UvV±(JR2,Aa;R2)), on a 

56 



Pour montrer que, pour tout entier k > 1, Fa est de classe Ck sur Z (UvV±(IR?,Aa;Ra)) 

et obtenir une estimation de ses dérivées kièmes sur cet ensemble, on itère k fois la propo
sition 9.1. Ainsi, on effectue k réductions sur les coins. Dans le but de contrôler les 
réductions effectuées, on définit deux suites finies (f3t) et (Rt), pour 0 :::; l:::; k : 

al ( . a) l a 1 f3t = k et Rt =Ra 1- sm k (1- k) . 
La suite (f3t) caractérise la réduction de l'ouverture des coins. Elle précise qu'à chaque 

étape, on diminue cette ouverture d'un angle f ; ceci afin d'obtenir la régularité Ck, après k 
étapes, dans le coin réduit souhaité puisque f3k =a. La suite (Rz), quant à elle, caractérise 
la réduction que l'on effectue sur le rayon de la boule centrée en 0, dans laquelle sont définis 
les coins ; il faut avant tout s'assurer que ce rayon ne tend pas à s'annuler quand k tend 

vers l'infini! Ce qui est bien le cas puisque Rk =Ra (1- sin ~)k (1- ~)k est équivalent 

à Rae-2c\ pour a proche de O. On notera alors Ra= minRk. 
kEN 

On montre alors par récurrence que, pour tout entier naturel! :::; k, la fonction Fa est 

de classe C1 sur z ( u vv± (IR?' !\.BI; Rz)). 

Pour cela, considérons F1, une dérivée zième de Fa et appliquons la proposition (9.1) 
à F = Fz, f3 = f3z, R = Rz et 1 = f. On en déduit alors que Fz est de classe C1 sur 

Z (UvV±(IR?,!\,a1+1 ;Rz+1 )) et que, pour tout w de Z (UvV±(IR?,A,a1+1 ;Rz+l)), on a 

2 -

l D 1Fz(w) l:::; ~13 (k ~~ali+ kqz~Fa)). 
On en déduit finalement que Fa est de classe Ck sur Z ( U vV±(IR?, A a; Rk)) et que, 

pour tout multi-indice L de longueur l:::; k, on a 

1 DLFa(w) 1:::; ~R13 (k 2 lld1
-

1Fall + kqz (d1
-

1(BFa))). 
a a 

Pour k fixé, on obtient donc k inégalités du type précédent, vérifiées pour tout w de 

Z ( U vV ± (IR? , !\a; Ra)) : 

JD 1Fa(w)J:::; ~R13 (k 2 IIFall+kqz(BFa)). 
a a 

JDk Fa(w)J:::; ~13 (k2 llé-l Fall + kqz (dk-l(8Fa))). 
a Ra 

En procédant par cascades, on en déduit alors que, pour tout w de Z ( U W±(IR?, A a; Ra)), 
on a 
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On en déduit à l'aide de (H4 ), 

( k2 kiiFoiJ + 2k t clc~+ 1 k 2 (k-l)(l + 1)!.ML+l). 
l=l 

La suite {1\ifp} vérifiant l'hypothèse (H2 ), on en déduit 

Or, la suite de terme général U[ = e(k-l) l!lvft est logarithmiquement convexe puisque 

U[+l [ + 1 Jvft+l . . 
le rapport -- = -k2 -M est stnctement crOissant. On en déduit alors que 

U[ l 

pour tout l, 0 :S: l :S: k, k2(k-l) l!Jvf1 :S: max(ek, k!}v!k)· 

On a donc pour tout l, 0 :ô l :ô k, k2
( k-I) l!M1 :ô ( e2 max( 1, ~1 ) ) k max( k! 2

, k !Mk). 

On en déduit donc, que pour tout w de Z ( U vV± (IR?, 1\:l'; Ra)) , on a 

2 k 

1 

k 1 (4e AC2B13 1 ) ? D Fo(w) :S: (2AC1C2 + IIFoll) 2 max(1,-) max(k!-,k!lvh). 
0: Ra Jvf1 

Ainsi, en posant c3 = (2AC1 c2 + IIFo Il) et c4 = 4e2 AC2Bl3 max(1, Jv~l ), on a bien pour 

tout w de Z (UW±(JR2 ,11a;Ral), IDkFo(w)i::; C, (a~~J k max(k!2 ,k!M.). 

La constante c3 dépend de IIFoiJ, de cl et de c2. La constante c4 dépend de z, de 
C2 et de lvh. Or, pour a assez petit, on a bien dans un voisinage de l'arête E, 

Ainsi, on en déduit que F0 appartient bien à C ( max(p! 2
, p!Mp) ; U Wl±). 
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