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INTRODUCTION

Le théoreme de I'“Edge of the Wedge” trouve son origine dans des travaux liés a la
théorie quantique des champs [Bo].

Le théoréme 1 ci-dessous n’est autre que la version classique qui figure dans la mono-
graphie rédigée par W. Rudin en 1971 [Ru]. On fixe d’abord quelques notations. Soit T,
un cone ouvert de R™ que 1’on peut supposer convexe, sans restreindre la généralité. Soit
E| un sous-ensemble ouvert non vide contenant 0 dans IR". On définit :

Wt=E+il={z=z+iy;a € E,y €T}

et W =E—il={z=z+iy;z € E,—y €T}.

W et W~ sont des coins (wedges, en anglais) opposés ayant pour aréte (edge) commune
E. On a ’énoncé suivant :

Théoréme 1 [Ru]

Soit Wt et W=, des coins opposés d’aréte commune E, un ouvert de IR™, alors il
eziste un voisinage ouvert ) de 0 dans C" tel que toute fonction f, continue sur W+ U
EUW~™ et holomorphe dans chaque coin Wt et W, s’étend en une fonction holomorphe
dans Q.

On notera que 2 ne dépend pas de la fonction f. Ce théoreme ne présente évidemment
de l'intérét que si n > 1. En effet, si n = 1, c’est une conséquence du théoreme de Morera.

On donne briévement une idée de la preuve de W. Rudin, dans le cas n > 1. Quitte
a effectuer un changement de variables linéaire préservant IR™ et :IR", on peut se limiter
aucasou ' = Ag ={y=(y1, - -,yn) € R"y; > 0,1 <5 <n}.

W. Rudin construit une famille ¢.(A) de disques analytiques de centre z dans un
voisinage de 0 dans C", dépendant holomorphiquement de z, tels que ¢.(e*?) appartient &
Wtsi0<f<m,aW sim<6<2retaFEsid=0oun. Dela, il prouve que

T

F(z)=— | flou(c*)]d8

2 J_,

est holomorphe dans un voisinage de 0 dans C" et coincide avec f dans chaque coin W+

ou W~.

Il existe aussi d’autres preuves possibles de ce théoréeme, basées notamment sur la
résolution d’un probléme de 9 [Be].

Dans le cas n > 1, on peut présenter plusieurs généralisations du théoreme 1.
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On peut, par exemple, toujours dans le cadre holomorphe, affaiblir la régularité de f
jusqu’a 'aréte. La méme conclusion subsiste si on suppose, par exemple, que f admet une
limite au sens des distributions.

On peut également, ne plus supposer que 'aréte est IR"™, mais une sous-variété totale-
ment réelle de dimension n de C". On en rappelle la définition :
Pour tout point z de C", on désigne par J, la structure presque-complexe de T,(C"™)

(I'espace tangent en z & C", considéré comme espace vectoriel sur IR). Une variété E de
C" est totalement réelle si, en tout point p de E, on a T,(E) N JT,(E) = {0}.

Plus généralement, on définit ce qu'on appelle coin de C™. Soit E, une sous-variété
totalement réelle de C", de dimension n et p un point de E. On supposera, dans toute la
suite, que 'on a p =0 et TH(E) = IR".

Pour tout cone ouvert, convexe I', de sommet 0 de IR" et tout R > 0, on définit des

coins opposés WH(E,T; R) et W~ (E,T; R) par :
WH(E,T;R) = (E +:T) 0 B(0,R) et W~ (E,I; R) = (E —il') N B(0, R).
On dit que E est ’aréte commune des coins opposés W1 (E,T;R) et W~ (E,[';R). On

note

| JW*(E,I\R) = WH(E,I;R)UW ™ (E,T;R).

et [ JW*(E,I;R) = WH(E,I;R)U(ENB(0,R)) UW™(E,T; R).

Un coin W'*(E,T'; R') est dit strictement plus petit que W*(E,T;R)siIV\ {0} C T
et R' < R. Pour alléger les notations et lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on écrit

WE=WEE,I;R), [ JWE=WruwW™ et [ JW: =W U(ENB(O,R)UW".

Un coin W*(IR",T; R) d’aréte IR™ est appelé un coin “droit” .

Il est clair que le cas d’une variété E totalement réelle de C", de dimension n , réelle
analytique se raméne & IR" Dans le cas contraire J.-P. Rosay démontre le résultat suivant:

Théoréme 2 [R,]

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C! contenant 0, de dimension n
dans C™. Soient W, des coins opposés d’aréte commune E. Alors, il existe un voisinage
U de 0 dans C" tel que, toute fonction f, continue sur |JW= et holomorphe dans chaque
coin W et W, s’étend en une fonction holomorphe sur U.

La preuve utilise une technique d’approximation empruntée aux travaux de S.Baouendi
et F. Treves. La donnée f apparalt comme limite uniforme de polynémes holomorphes dans
des coins W'#, strictement plus petits que W,

J.-P. Rosay construit ensuite une famille de disques analytiques ¢.(A), dépendant
holomorphiquement de z qui, comme dans la preuve du théoreme 1, ont leur bord dans
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WHTUEUW ™ et dont les centres remplissent un voisinage de ’origine dans C". Le principe
du maximum appliqué sur chaque disque établit I'existence du prolongement holomorphe
de f dans ce voisinage de ’origine.

D’autres généralisations sont possibles. On peut, par exemple, affaiblir les hypotheses
sur la donnée f. J.-P. Rosay remplace I’hypothése : “f, holomorphe sur W+ U W =" par
“Of, de classe C* dans W+ U W™, jusqu'a 'aréte”. Il obtient ainsi, ce qu’il appelle une
version '™ du théoreme de I’“Edge of the Wedge”.

Théoréme 3 [R;]

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C* contenant 0 de dimension n
dans C". Soient W, des coins opposés d’aréte commune E. Soit f, une fonction continue
sur [ JW=*. On suppose que Of (défini au sens des distributions dans | JW* ) est de classe
C> sur |JW=*. Alors, pour tout coin W'E strictement inclus dans W, la restriction de

f alUW'E est de classe C™ sur |JW'+.

On notera qu’il s’agit 1a, comme pour le théoréme 2, d’un résultat de nature locale.

Dans sa preuve, J.-P. Rosay fait un large usage de fonctions de troncature de classe
C. Tl utilise aussi, les propriétés de régularité locale de I’opérateur d de Cauchy-Riemann
pour montrer que, si l’aréte du coin est IR”, le cone I' = Ay et Fp, une fonction continue
4 support compact dans UWZ telle que OFy est de classe C! dans UWZ ; alors, quitte &
réduire Wt et W=, Fy est de classe C! jusqu’a l'aréte. Cela lui permet, dans le cadre
général prévu par ’énoncé du théoreme 3, quitte a réduire le coin, de conclure que la
donnée f est de classe C' jusqu’a l’aréte. Une itération du processus le conduit alors au
résultat.

Dans ce travail, on établit des versions “Carleman” du théoreme de 1’“Edge of the
Wedge”. On définit pour cela les classes de Carleman considérées :

Soit f une fonction de classe C*°, définie dans IR? et a valeurs dans C. Pour tout
multi-indice L = (I3, --,1;) de longueur et tout z de IR?, on note

81
! I ().

DEf(z)= — 2T
/(@) ozl dzy

On désigne alors par D'f, une dérivée quelconque d’ordre [ de f .

Soit {Mp},>0, une suite de réels positifs vérifiant les propriétés suivantes :

(Hy) My =1 et {M,} est logarithmiquement convexe,

(Hs) il existe A > 1 tel que pour tout entier naturel p, on a Mpyy; < APHMP.

Si Q est un ouvert de IR?, on note C*®(12), la classe des fonctions indéfiniment dérivables
dans  qui se prolongent contintiment ainsi que toutes leurs dérivées sur 2, I’adhérence de
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Iouvert Q. On définit de la méme maniére la classe C*°(Q) quand § est un ouvert de C”
en identifiant C™ & R*".

Par extension, on notera C°(UW=), la classe des fonctions indéfiniment dérivables
dans W+ U W~ dont toutes les dérivées se prolongent continiiment jusqu'a 'aréte. De
méme, on notera C(p!M, ; UW®), la classe de Carleman des fonctions f appartenant &

C°(UW=) et vérifiant la propriété suivante :

il existe des constantes C7 (C; > 0) et C2 (Cy > 1), telles que l'on ait, pour tout z de
UWZ et tout multi-indice P de longueur p,

| DPf(z) | < Cy C} p'M,.

Soit f, une fonction de classe C*°, définie dans C" et & valeurs dans €. Pour tout multi-
indice L = (I, J) de N™ x IN", de longueur [ = : + j, ou ¢ et j sont respectivement les
o'f

('?_T('?Tj(z) et on désigne par D'f une dérivée
210z

longueurs de I et J, on note DY f(z) =
quelconque de f, d’ordre /.

En un certain sens, la suite {M,} mesure le défaut d’analycité de la fonction f sur Q.
En effet, les estimations des dérivées d’ordre p, d’une fonction analytique satisfont :

|Dpf(:1:) | < C; C? pl.

On établit, dans un premier temps, une version “Carleman” du théoreme de I'Edge
of the Wedge, dans le cas particulier ou I’aréte est R" :

Théoréme 4

Soient W des coins d’aréte commune un ouvert de IR™. Soit f, une fonction continue
sur |JW=E. Soit {Mp},>0, une suite de réels vérifiant Phypothése (Hy). On suppose que

Of (défini au sens des distributions dans |JW®) appartient ¢ la classe C’(p!Mp; UW':E)

Alors, pour tout coin W'E strictement inclus dans W=, f appartient 4 C (p!]\/[p ;U W’i>.

On peut remarquer que ce théoréme est optimal et que les hypotheéses sur la suite
{M,} sont tres faibles. En effet, on ne fait pas d’hypothese de non quasi-analyticité sur la
classe C(p!M,) ; ce théoréme s’applique donc & des classes ne contenant pas de fonctions a
support compact ; par exemple, les classes C(p!M,) avec M, =1 ou M, = (Inp)sP, B < 1.

On établit aussi une version “Carleman” dans le cas général ou E est une sous-variété
totalement réelle de classe C* de C".



Théoréme 5

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C® contenant 0 de dimension
n dans C". Soient W, des coins opposés d’aréte commune E. Soit f, une fonction
continue sur |JW=*. Soit {M,},>0, une suite de réels vérifiant les hypothéses (Hy) et
(Hz). On suppose que Of (défini au sens des distributions dans |JW=) appartient 4
la classe C(p!M, ; |JW=). Alors, pour tout coin W'E strictement inclus dans W=, f

appartient ¢ C <ma:v(p!2,p!]\/[p) ; UVV’*).

Dans le cas out M, est supérieur ou égal & pl, pour tout p, il n’y a pas de perte de
régularité. Dans le cas contraire, on ne sait pas si la perte est diie a la méthode et peut
étre réduite.

Ce travail s’articule en trois parties.

Dans la premicre partie, on construit des fonctions de troncature de classe C* adaptées
au probléeme. Pour cela, aprés avoir introduit une certaine classe de jets de Whitney, les
jets de classe J p (définition 2.4), on démontre un théoréme d’extension de type Whitney
pour cette classe (théoreme 2.8).

Les fonctions de troncature s’obtiennent alors, en résolvant un probleme de recollement
de jets (proposition 3.6).

Dans la deuxieme partie, on établit le théoréme 4. On montre d’abord que f est de
classe C* dans des coins plus petits W't et W'~ et que le contréle des dérivées de f
dans UW"'E est de type Carleman, en utilisant les propriétés de 8f (proposition 4.3).

On utilise ensuite, les fonctions de troncature, construites dans la proposition 3.6, afin
de se ramener au cas ou la fonction f, vérifie les hypothéses du théoréme 4 mais est, cette
fois, nulle dans UW"'%, en dehors d’une boule centrée en 0. La formule de Cauchy-Pompéiu
appliquée a des disques analytiques triviaux centrés en 0 permet alors, quitte a réduire les
coins en W'%, d’établir la régularité de f jusqu’a laréte.

Enfin, la derniére partie est consacrée a la preuve du théoreme 5. La difficulté que 'on
rencontre ici, provient de la faible régularité imposée a l'aréte E (de classe C?). Une idée
naturelle consiste & utiliser le difféomorphisme de classe C® et d-plat sur I’aréte, a 'ordre
2 qui, au voisinage de 0 dans C", applique la variété totalement réelle E sur IR". On
ramene ainsi, le cas d’un coin “tordu” a celui d’un coin droit. Cette idée utilisée dans la
preuve du théoreme 3 par J.-P. Rosay nécessite des itérations successives qui, dans le cadre
C'*° ne présente pas de réelles difficultés. Il en va bien autrement ici, dans la mesure ou il
importe de controler méticuleusement dans le “transfert”, les estimées sur f et ses dérivées
successives. La proposition-clé est la proposition 9.1. Il importe également de mentionner
la technique de découpage propre a ce travail. Pour établir dans la preuve du théoréme
5 que, pour tout k > 1, f est de classe C¥, on démontre que pour tout [, 0 < I <k, f
est de classe C' et, & cet effet, on applique k fois la proposition 9.1 en tronquant donc & k
reprises, la fonction et le coin.

Ce travail a fait objet d’une note publiée aux C.R.A.S. [F].



I*** PARTIE : FONCTIONS DE TRONCATURE ADAPTEES

1- Définitions et notations

1.1 Boules et polydisques de C"

Soit z = (zk)ISkSn = (zy + iyk)lSkSn appartenant & C" ; on note z =z + iy ou z

et y appartiennent & R". On pose Rez = z et Smz = y.

n
La norme de z dans IR" est donnée par | z |= Z z3.
k=1

La norme de z dans C" est donnée par |z | = /| z |2+ | y |%.

Pour tout réel r > 0, on note B(z,), la boule ouverte de centre z et de rayon r :
B(z,r)={welC"; | w—z|<r}.

On note B(z,r), la boule fermée de centre z et de rayon r.

On note Brn(z, ), la boule ouverte de centre z et de rayon r :
Brr(z,r)={ueR"|u—z|<r}

On note Bgr»(z,7), la boule fermée de centre z et de rayon r.

Pour tout couple de réels strictement positifs r; et ro, on note P ((z,y);(r1,72)), le poly-
disque ouvert de centre z = z + ty et de rayon (ry,77) :

P((z,y);(ri,re)) ={w=u+v e C*lu—za |<r,|v—y|<ra}.

1.2 Jets de Whitney

Soit f une fonction de classe C°, définie dans IR? et a valeurs dans C. Pour tout
multi-indice L = ({1,---,l;) de longueur [ et tout z de IR?, on note

al
L ()

Dlf(z) = ————
fe) Azt - Oxy

et on désigne par D'f, une dérivée quelconque d’ordre ! de f.

Soit @ un sous-ensemble compact de IR?. Un jet F' d’ordre k sur Q est la donnée
d’une suite {F7(¢);¢ € Q,J € IN?,| J |[< k} de fonctions continues sur @ & valeurs dans
C. Pour un multi-indice L de longueur ¢ < k de IN?, on définit la L-iéme dérivée du jet F'
d’ordre k par

L O'F JiL
DIF = — 9% {PE(C)C€Q,d € N L4 T |< k).
Ozy* -+ Oz’



Pour tout jet F' d’ordre k, tout ¢ de @ et tout entier p < k, on définit le polyndéme de
Taylor de F, pour tout z de IRY, par

(1.2.1) TIF(2)= ) %(m—C)JFJ(()

ANILS

et pour tout entier p < k, pour tout multi-indice J, 7 < p et tout ({,z) de @ x @,

1 T
(1.22) RPF@) =Fl@) - 3 - 0f Q).
K;|J+K|<p '

1.3 Normes de fonctions et de formes linéaires

Soit Q un ouvert de IR? et f une fonction appartenant & C°() et & valeurs dans C.

On note |d' f(z)] = |IE|E'L-XI ,DLf(:z)l et on note Hdlfﬂﬁ = su_g | d' f(z)].
= ve

Si f=(f1, ,fy) ou fr appartient & C°(Q) pour 1 < k < ¢’, on note
d' flls = Yells.
I flig = max lld fillg

Soit f, une fonction appartenant & C*°(2) & valeurs dans C, ot  est un ouvert de
C™. On conserve les mémes notations que précédemment en identifiant C™ & IR*".

n

On note pour tout z de Q, 9f(z) = ﬁ z)dz; et pour tout [ de IN,
oz;
j

j=1
- 0 = = ,
IdI(af)(z)l = Ilerf;lla%{jsn DL—zf?(z) et ||dl((9f)H5 = jzg|d’(8f)(z)l Afin d’éviter des

notations trop lourdes et quand il n’y aura pas d’ambiguité, on écrira || f|| au lieu de || f||5-

2- Théoréme d’extension pour les jets de classes Jx B

On connait le théoréme d’extension de Whitney pour les jets de classe C*, définis sur
un compact @ de R? [Ma]. Dans ce paragraphe, on démontre un théoreme d’extension
de type Whitney pour une classe de jets particuliére, les jets Jx p (définition 2.4). Ce
théoréme sera trés utile pour la construction au paragraphe suivant de fonctions de tron-
cature adaptées.
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2.1 Lemme

Soit un entier ¢ > 1, il existe une constante Ay telle que, pour tout entier k > 1
et tout t > 1, il existe une fonction ny., de classe C* dans RY et vérifiant :

0 <kt <1 dans RY,

nee(z) =1, pour tout  de RY, |z |< 1,

ni(z) =0, pour tout z de RY, |z |> ¢,

pour tout x de IR? et tout multi-indice J de longueur 7 <k, on a :

(21) D) < 4 ()

(La constante A1 ne dépend que de la dimension g de R?.)

preuve
On peut tout d’abord remarquer qu’il suffit de traiter le cas ¢ = 1 et t = 2. Le cas général
s’en déduit immédiatement par composition avec des fonctions convenables.

lére étape : On a le résultat trés classique suivant :

sous-lemme Soit (a;)i>0, une suite de nombres réels strictement positifs vérifiant Ef:o a; <
1. Il existe une fonction ¢ de classe C*¥~! dans IR & support dans [0,1], positive et vérifiant

(2.1.2) /0 o(u)du =1,

(2.1.3) | Dio(u) |[< 27(ag - - a;)~" pour tout j, 0 < j <k—1.

Preuve Si on note, pour § > 0, Hg = %U[O,ﬁ], la fonction ¢ s’obtient comme le produit de
convolution Hyy % -+ - x Hy, .

2éme étape : Soit 6 la fonction définie par

6(u) = ¢p(—u — 1) pour u dans [-2, —1],
(2.14) 6(u) = —p(u — 1) pour u dans [1, 2],
6(u) = 0 pour u dans IR\[-2,-1] U [1, 2].

La fonction 6 est de classe C¥~! sur IR et ses dérivées d’ordre inférieur ou égal & k — 1
vérifient les mémes estimations que les dérivées de .
Soit maintenant 1, la fonction définie sur IR par

(2.1.5) P(u) = /u 6(z)dz,

— o0
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i est de classe C*, & support dans [—2,2] et vérifie

0 <(u) <1,
(2.1.6) ¥(u) =1 pour u dans [-1,1]
| D74p(u) [< 277 ag -+~ aj—;)”! pour tout 7, 0 <j < k.

3éme étape : On pose a; = , pour tout z, 0 <17 < k.

1
k+1
On obtient alors la fonction ¢y ;, définie dans le lemme et pour établir (2.1.1), il suffit de
poser A; = 4.

2.2 Lemme [CC]
Soit un entier ¢ > 1, il existe des constantes [,a,b et qq, strictement positives, a < 1,
b>1,1>1, qo entrer, gg > 1, telles que, s1 Q est un sous-ensemble compact de
R?, il eziste une famille de boules {B(z;,r;)}ien vérifiant les propriétés suivantes :
a) RI\Q = U; B(zi,ri) = U; B(zs, Iri),

b) si x appartient ¢ une boule B(z;,lr;) on a d la fois
ar; < d(z,Q) < br;
et

Cld(l‘, Q) < d(.’E,‘, Q) < bd(.’L‘,Q),
ot d(z,() désigne la distance euclidienne de z ¢ ( et d(z,Q) = Clgg d(z, ().

c) Pour chaque j, la méme boule B(z;,lr;) ne peut couper plus de g boules de la
fa.mille {B(:L‘,', lri)}ieN-
2.3 Lemme

Soit QQ, un compact de R? et k, un entier, k > 1 ; 1l eziste une famaille de fonctions
{¢ri}Yien de classe C* dans RY vérifiant les propriétés suivantes :

a)0 < ki <1, pour tout 1,

b) suppyy,i C B(z;,Ir;), pour tout ¢,

c) > k,i(x) =1, pour tout x de R\Q,

d) pour tout entier j, pour tout multi-indice J de longueur 3, 3 < k pour tout entier

i et pour tout z de RI\Q, on a:

(2.3.1) | D7y i(z) |< Ab (d(ku)> :

(La constante Ay ne dépend que de la dimension g de IRY).

12



preuve

Soit [ fixé, vérifiant les propriétés du lemme (2.2). Il existe, d’apres le lemme (2.1),
une constante A; telle que, si a la suite {B(z;, ;) }ien introduite dans le lemme (2.2), on
associe la suite de fonctions ¥y ;(z) de classe C* dans IR? définies par :

Yr,i(T) = Nk, (T ; zi) ,

7

on ait
0 S 1/)k,i($) S 17

Yr,i(z) =1, si z appartient & B(z;, 1),
Yi,i(z) =0, si z n'appartient pas & B(x;, Ir;).

De la, d’apres (2.1.1) et les propriétés du recouvrement décrites dans le lemme (2.2), on
déduit que, pour tout z de IR? et tout multi-indice J de longueur 5, j <k, on a:

| D7 i(a) |< AF (Tk—"l_)>

?

On pose
Pk,1 = d}k,l,
Vro = Yr2(l—r1),
Ok =Yk i(1—Pr1) (1= xj-1), 7 22

Les fonctions ¢y ; vérifient clairement les affirmations a) et b) du lemme (2.3).
De plus, on a

kit ek =11 =Yr1) (1 —vr2) - (1 —Yi)
et

RI\Q = U B(zi,r;).

Donc, si z appartient a IR7\Q, il existe ¢, tel que z appartienne & B(z;_,r;_ ) et donc tel
que la fonction 1y ;, soit égale a 1 en ce point. De la, on déduit

Z vk (x) =1, pour tout z dans R\ Q.
1EN

Ceci établit ¢) en utilisant la propriété (2.2.c) du recouvrement.

Pour prouver d), on utilise I'expression de ¢ ; et la régle de dérivation d’un produit en
remarquant qu’il y a au plus ¢p facteurs différents de 1. On obtient alors

| D7 i) |< (¢ AP)* (Fi‘%@) '

13



b A%
I—1°

On obtient alors (2.3.1) en posant A; =

2.4 Jets de classe Ji p(Q)

Soit k, un entier fixé, k > 1 et B, une constante. Soit ¢} un sous-ensemble compact
de R?. Un jet F d’ordre k appartient & la classe J (@) si, pour tout multi-indice J de
longueur j < k et tout z de @, on a

(2.4.1) | F/(z) |< B*F

et si pour tout p < k et tout multi-indice J de longueur 7 < p et tout ({,z) de @ x @, on a

.p+1

(24.2) | (RI?F)(z) |< B* ¢ [P

——-—_—'—_ I —
(p+1-7) |
2.5 Notation

Soit @ un sous-ensemble compact de IR?. Pour tout « de IR?, on note £ un point de

Q tel que d(z,2) = d(z,Q).

2.6 Lemme

Soit Q, un compact de IR?, il existe une constante Az ne dépendant que de la dimen-
ston q de RY, telle que, pour tout entier k > 1, toute constante B, pour tout jet F'
appartenant ¢ Ji p(Q) et tout z de R? tel que d(z,Q) < 1, le polyndme TEF

vérifie la propriété suivante : pour tout multi-indice J de longueur j < k, on a

(2.6.1) | (DITF)(z) |< (A3B)*k.

(2.6.2) [ (DITEF)(z) - FI(2) |< (43B)F K d(z, Q).

N.B. La notation (D/TFF)(z) signifie que l'on a calculé la J®™¢ dérivée du polynéme
t — TFF(t) défini en (1.2.1), puis que l'on a évalué cette dérivée au point .
preuve

Soit J, un multi-indice de longueur j, j < k. De la définition de T¥ F, on déduit que

(D'TEF) (2) = DY Z %Fp(ﬁ)(a: —&)F
P;|P|I<k =

On a donc
(D'TEF) (2) = ) L (e8P IFPG)

Y
P;Jgp,|P|§k(P J):

14



et d’aprés (2.4.1), on en déduit que l'on a pour tout z de RY :
1
Tk L \P=J pk
P;J<P|P|<k
Or, pour tout multi-indice L de longueur [, on a 1 < % < ¢'; on en déduit donc :

qp-j

|(DITEF) (o)) < BF Y d(z, Q)P kP,

— !
puripice P79

Pour tout [, le nombre de multi-indices L de longueur [ est majoré par ¢'. On a donc,
quitte & ajouter des termes dans la sommation, pour tout = de IR? tel que d(z,Q) < 1:

k

|(DTEF) ()] 2B>sz i

“(p=17)!

k .
Lp—J ) o
Et, puisque Z — < e*, on en déduit :

|(DVTEF) (2)] < (ed®B) k7.

Ceci établit (2.6.1) avec Az = eq?.
Pour établir (2.6.2), on reprend les calculs précédents en ne considérant dans les
sommations que les multi-indices P strictement supérieurs a J.

2.7 Lemme

Soit Q, un compact de IRY, il existe une constante Ay ne dépendant que de la dimen-
ston q de R, telle que, pour tout entier k > 1, toute constante B et pour tout jet F
appartenant ¢ Ji, (@), tout couple ((1,(2) de @ x @, tout x de IR? et tout multi-indice
J de longueur 3 < k on ait:

@71 [DUTEF ~TED)@)| < (4B (|G =2 |+ ]G =G D

Preuve



et on a donc d’aprés (2.4.2), pour tout z de IR,
|DY(TE F — T F)(a)]
kk+1

_ p—J _ k+1-p pk
szg;;sklx alla-al pB(P~J)!(k+1—p)!

k o 2 e _ . _
< Bt qu Jpk+1-j |z~ [P ¢ = Gy |k+1 p'
- pay (p—I(k+1-p)

En utilisant I'inégalité k*+1=7 < (k + 1 — j)le*, on a pour tout =z de R :

k41— )l
Mk +1-p)

k
,DJ(Tcle — TckzF)(CE), < (6392)kki Z - _( e — G lp_jl G = Co lk—}-l—p .

A Daide de la formule du bindéme de Newton, on en déduit pour tout z de IR? :

,DJ(TQZ‘;F— T&F)(x)l < (quiZ)kkj(, G—z|+]|G =0 l)k+1-j-

Ceci établit la proposition avec Ay = eg?.
On démontre maintenant, le théoréme d’extension annoncé. On notera la forme
précisée de la majoration des dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k de I’extension

F de F.

2.8 Théoréme d’extension de Whitney pour les jets de classe Ji p

Soit Q, un compact de IRY, il existe une constante As ne dépendant que de la dimen-
ston g de IRY, telle que, pour tout entier k > 1, toute constante B et pour tout jet F'
appartenant ¢ Ji p(Q), il eziste une fonction F de classe C* dans RY telle que

Pon att, pour tout multi-indice P de longueur p < k et tout = de @,
(2.8.1) FP(z) = DPF(2)
et telle que, pour tout z de RY, on ait :

(2.8.2) , | DPF(z) |< (AsB)*kP.

preuve

On considére la famille de boules B(x;,r;), ¢ € IN, introduite dans le lemme (2.2) et
la famille de fonctions ¢ ; introduite dans le lemme (2.3).

On pose, pour tout z de IR7\Q,

F(z) =Y ¢ri(z) - T F(2).

)
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La fonction F est clairement de classe C* sur IR?\Q. On va montrer qu'il existe une
constante Ag telle que, pour tout multi-indice P de longueur p < & et tout z de R\ @,
vérifiant d(z, Q) < 1, on ait

(2.8.3) | 'DP(F TEF)(2)| < (46 B)*kPd(z, Q).

On a, pour tout z de R\ Q,

DPF _ DP (z Ok, l Tk F(a:))
N Z Z J(P =) p J); (DF ™ ors) (2) (DT (2).

1 J;0<JILP

Et de la, en utilisant (2.2.c) et (2.3.c), on a
DP(F - TAF)Sm) =
> =7y o (P (2) (DU(TEF ~ TEF) (0)

0<J<P
Or, d’apres (2.7.1), on a

|DY(TEF ~ TEF)(@)| < (BRI i — 2 | + | 84— & 173,

Et d’apres (2.2.b), on a
|-z |<|&i—zi |+ |zi—2|<d(z;, Q) +1Ir; < (b+ )d(:z: Q)

et

. . . !
|Z2i—2|<| 23—z |+|e—-2|S(Q+b+ g)d(CL‘,Q).
21
On pose A7 = (1+2b+ —) > 1. On a alors, pour tout z de IR\@ tel que d(z, Q) < 1,
a
(2.8.5) |DY(T§ F —TEF)| < A7(AsBA7) W d(z, Q) 177,
De la, en utilisant (2.2.c), (2.3.1) et (2.8.5), on a :

[D7(F - TEF)()|
< 2 J_!(‘PEiT)!quéc (ﬁyﬂ A7(AsBA) R d(z, Q)F+17
0<J<P ,
< qoA7(AA4BA) P d(z, Q)F 1 pz '(p
< goA7(24* A2A4BA7) kPd(z ,Q).
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Ceci établit (2.8.3) avec Ag = 2qoq> A2 A4 A2.

A Taide de (2.6.1), on en conclut que, pour tout ¢ de R\Q vérifiant d(z,Q) < 1,
tout multi-indice P de longueur p, on a :

(2.8.6) | DPF(2) |< (AsB)*k?,

ol Ag = 2max(Aj, Ag) est une constante ne dépendant que de g¢.

Soit maintenant ¢ un point de @, on déduit de (2.6.2) et de (2.8.3) que l'on a, pour
tout multi-indice P,
li DPF(z) = F¥(¢).
i o (z) (€)
On déduit de 1a que, puisque F est un jet de Whitney de classe C* sur Q et que toutes
les dérivées d’ordre inférieur ou égal & k de F se prolongent contintiment & RY, le jet F,

défini par : ) )
FP = DPF sur R1\Q

et FP = FP sur Q

est de classe C* dans IR?. De plus, pour tout z de IR? et tout multi-indice P de longueur
p < k, on a en posant A7 = maz(1, 4g),

| DPF(z) |< (A7 B)*kP.

Ceci établit le théoréme, quitte & renommer F en F.

3- Construction de fonctions de troncature de classe Ck

Dans ce paragraphe, on construit, pour tout entier naturel £ > 1, des fonctions de
troncature i de classe C* dont les dérivées d’ordre inférieur ou égal & k vérifient des
estimations bien précises et telle que Oy soit identique & 0 sur IR? jusqu’a ’ordre (k—1).
Pour ce faire, on considére deux jets de Jy g, %1 sur @ = Bg2(0,3) et 1, sur @, = B(0,1)
coincidant sur @; N ¢J,. Ainsi, en utilisant la transversalité des compacts @; et 2, on
construit par recollement un jet sur Q, UQ, qu’on étend alors sur €C? & I’aide du théoréme
d’extension 2.8.

3.1 Compacts 1 — transverses

Deux compacts @ et @2 de IR?, sont dits l-transverses si il existe un ouvert 2,
contenant ; U @), tel que 'on ait :

pour tout z de €, d(z,Qy N Q1) < d(z, Q1) + d(z, Q2).
Ceci est un cas tres particulier de la réguliere situation de Lojasiewicz.

18



3.2 Lemme de recollement et d’'extension

Soient Q, et Qq, deuz compacts 1-transverses de C*. Il existe une constante Ag telle
que pour tout entier naturel k > 1, toute constante B et pour tout jet 11 apparte-
nant 4 Ji, p(Q1) vérifiant ¥ = 0 sur Q1 N Q2, il existe une fonction ¢y, de classe
C* dans C?, telle que,

wr =1 sur @y et o =0 sur Q2, au sens des jets, 4 ['ordre k.

De plus, pour tout z de C* et tout multi-indice J de longueur j <k, on a :
(3:2.1) | D7i(2) |< (Ae B) k7.
( La constante Ay ne dépend que de la dimension de C*.)

preuve

On montre tout d’abord que le jet ¥ d’ordre &, défini sur ¢; U @, par :
Y ={()7(¢), €QUQs; ¢’ =4 sur @, 7 =0sur Q2 ; J € N> x N?,| J <k},
suite de fonctions continues sur @1 U @2 a valeurs dans IR, appartient a la classe

Jk,58(Q1 U @2), définie en (2.4) :

En premier lieu, on contréle les dérivées de 1 d’ordre inférieur ou égal a k. Pour tout
multi-indice J de longueur 7 < k et tout z de @; U @3, on a :

(3.2.2) |¥7(z)| < B*I,

puisque ¥, appartient & Ji p(Q1) et que ¥ est identique a 0 sur Q5.

En second lieu, on contréle, pour tout (¢,z) de (Q; U @,)?, tout ¢ < k et tout multi-
indice J de longueur j < ¢, les restes R&]’ql/), définis en (2.4.2). Pour tout couple (¢, z)
appartenant & J; X @1, on a :

Latl

G P

(3.2.3) | R"(2) |< B

puisque tp; appartient & Jx g(Q1).
Pour tout couple (¢, z) appartenant & Q2 X @2, on a :

(3.2.4) | R () |= 0,

puisque % est 1dentique a 0 sur Q5.
Pour tout couple ({2,21) de @2 x @1, on a:

U =)= Y gyla =) EG)

P,|J+P|<q
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Soit z7, un point de @1 N @, vérifiant | 2z — 21 |= d(z1, @1 N Q2). On a alors, étant donné
que 9 est identique & 0 sur Q,,

RYM(21) = $7(21) = Ryt (1)

Ainsi, puisque 1, appartient a la classe J; g(Q1), on en déduit que pour tout ((z,z1) de

Q2 X Qq,ona:

k4+1
(g+1—7)

Les compacts ¢J1 et @), étant 1-transverses, on a :

IRCJ;q?f)(zl) I< BF g+1-j

| 21— 22 |

|20 — 21 |[=d(21,Q1 N Q) L d(21,Q2) <[ G2 — 21

Finalement, on a donc pour tout (s, 21) de @2 x @ :

fatl

gy e

(3.2.5) | R Y(z1) |< B
Pour tout couple ((1,27) de @1 X @2, 0n a:

R =97(e) = 30 ylG= ) e @)

P|J+P|<q
Or, comme ¥ = 0 sur @5, on a :
Ry "(22) = =T 797 (2).
Soit (2, un point de Q1N Q) vérifiant : | o —¢ |= d(¢1, @1NE2). Comme on a évidemment
T 7(22) = 0, on en déduit :
2
RIUp(22) = TL 797 (22) — TL 97 (22).

Ainsi, on en déduit :

R == 3 gl = P REI)

RiMW(z) =~ ) %!(22 — COPRIP19(¢).

P)IPISq_j
Puisque 1, appartient & Ji p(Q1), on obtient alors :
q9—7 4P l 29 — Cl Ika kq"i'l

]Rgl’ql/i(zz) |< Z ol (¢+1-p—17)

p=0

' l G — G |q+1~p—j )
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De plus, les compacts Q1 et o étant 1-transverses, on a :
|G —=C [=d(6,@1N Q) <d(¢1,Q2) <[ z2—C1 ]
On en déduit donc :

4P
1-p—j)t

q—J
Ja. 0 N1 k.q+1 +1-j
R [ B 5= G ) e

q+1
| R (z2) 1< B —

q—J .
o~ _ qg+1—j (Q+ 1 '—])' p
(q+1—j)?’22 Cll I;p!(q+1—p—j)!4'

Ainsi, on a finalement pour tout ({1, 22) de @1 x Q5 :

q+1

(3.2.6) | R)T9(22) < (5B)F I

(¢+1-7)
D’apres (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.6), on a donc pour tout (¢, z) de (Q1UQ2) x(Q1UQ>)

.q+1

(q+1—j)! IZ_CIq+1—j'

(3.2.7) | R "(2) I< (5B)*

D’apres (3.2.2) et (3.2.7), le jet ¢ appartient alors a J s5(Q1 U Q2). D’apres le théoréme
(2.8) d’extension de Whitney pour les jets de classe Ji 55, on en déduit qu’il existe une
fonction ¢y, de classe C'*¥ dans €? vérifiant pour tout multi-indice P, de longueur p < k,

Dpcpk = DP1/11 sur @, et Dpcpk =0 sur (5.

De plus, il existe une constante A5 telle que pour tout multi-indice J de longueur j < & et
tout z de @1 U @1, on ait : .
| D7n(2) I< (545 B) K.

@ vérifie donc les conditions du sous-lemme, en posant Ag = 5A4s.

3.3 Lemme
1l eziste une constante absolue Ay telle que pour tout entier k > 1, il existe un jet
Py appartenant ¢ Ji 4,,(Q1), 0t Q1 = Br2(0,3) est considéré comme compact de C?,
vérifiant les propriétés suivantes :
Y1(z) = 1, pour tout = de Br2(0,1).
Y1(z) = 0, pour tout = de Br2(0,3)\Br2(0,2).
Oy =0, a Uordre (k-1) sur Q = Bgr2(0,3).
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preuve

Pour construire un tel jet, on considére une fonction ¢, de classe C**1, définie dans
IR? et vérifiant :

0< ¢ <1,
©1(2) = 1, pour tout z de B> (O, 1),

p1(z) =0, pour tout z hors de B> (0, 2).

Il existe une constante A;; telle que pour tout = de IR? et pour tout multi-indice J
de IN?, de longueur j < k + 1, on ait :

(33.2) | Dips() |< Al 1.

On construit une telle fonction en appliquant le lemme 2.1 4t =2 et ¢ = 2.

La fonction ¢; définit un jet ¢, de classe C* sur Q;, ou Q; est considéré comme compact

de R? :

$1={D7p1(z); 2€Q1, JEN?, j <k}
On compléte ce jet en un jet 1; de @1, considéré comme compact de C? de sorte que ’on
ait ¢y = 0 & ordre (k — 1) sur @;. Pour cela, on pose pour tout z de @i, pour tout
multi-indice J = (J;, J,) de N? x IN? de longueur j = j, + j, :
(3.3.3) B (@) = () DE v (2),
Ainsi, le jet ¥1 est entierement déterminé sur ¢);. De plus, on a, pour tout = de @ et tout
multi-indice J = (J;, J,) de longueur j < &,

(3.3.4) | 97 (2) || D v (2) IS ALK,

d’apres (3.3.2) et pour tout ({,z) de Q1 x @1, tout ¢ < k et tout multi-indice J = (J5, Jy)
de IN? x IN?, de longueur j < ¢, on a :

Rim@ =@ - Y e =080,

P|J+P|<q
D’apres (3.3.3), on a donc :
N 1
Rg’qul(a:) = (3)v | D= v (2) — Z *P—,(m — O)F=DF0(0)
Pe |J+P:|<q ~ *
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J, N 1
RI1(a) = (i | DI+vpy(z) - X
Pl'vlprlsq—j ¥

(2 = O™ Di* (DI 1) (€)

Ainsi, le reste Rg’qd)l(x) est controlé par un reste de Taylor a 'ordre (¢ — 7) de la fonction

de classe C9t1=7 : D*7v .. On a donc pour tout (¢,z) de @1 x @ et tout multi-indice
J de longueur 7 < g¢:

. .
RIG)IS Y Sqle=CIP s [ D).

Py, |Pr|=¢g+1—j |w—z|<[¢~z]
| Rj,q'(/)l(ﬂf) |< ﬂ l T _C |‘1+1—j sup | Dq“am(w) l )
: ~(g+1-g) jw—zl<ic—zl
7 4q+1_j .
| B () |< CESE |z — ¢ |77 AF RITL

Finalement, on a, en posant Ajg = 1641, pour tout ((,z) de Q1 x @1, tout ¢ < k et tout
multi-indice J de longueur j < ¢ :

.q+1

(q+1—j)! I:z:—g’["“‘j.

(3.3.5) | Rg’qd)l(x) < Al

Ainsi, d’apres (3.3.4) et (3.3.5), le jet ¢y appartient a Ji 4,,(Q1).

3.4 Lemme

Les compacts de C* : Q) = BRr2(0,3) et Q; = B(0,1) sont I-transverses.
preuve

Soit €2, un ouvert contenant ); U @,. On montre que, pour tout ¢ de 2, on a :

(34.1) d(¢, Q1N Q2) < d(¢, Q1) + d(¢, Q).
Soit ¢ = ((1,¢(2) appartenant a €.
(3.4.2) Si | Re( |< 1,alors on a d(¢,Q1 N Q2) = d((, Q1)

Dans ce cas, la propriété (3.4.1) est vérifiée.

Si | Re¢ |> 1, alors on a d(¢, Q1) >| Sm( | puisque | Im( | représente la distance du
point ¢ au plan IR
On a aussi d((, Q) =| (| —letonad((,Q1NQ2) =+/| SMC|? +(] ReC | —1)2.
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Dans ce cas, on a donc :
(3.4.3) d(¢, Q1N Q2)? =| SmC [ +(] Re¢ | -1)* < d(¢, Q1) +d(¢, Qa)*

Ainsi, d’apres (3.4.2) et (3.4.3), la propriété (3.4.1) est vérifiée pour tout { de 2 ; les
compacts (1 et ()2 sont alors 1-transverses.

3.5 Proposition

Il existe une constante absolue Ayo telle que pour tout entier naturel k > 1, il existe
une fonction @y, de classe C* dans C? et vérifiant :

wi(z) = 1, pour tout z de B(0,1),

wi(2) =0, pour tout z de Br2(0,3)\Bg2(0,2),

dpr =0, ¢ lordre (k-1) sur Br2(0,3),

pour tout z de C? et pour tout J de IN? x IN?, de longueur j < k, on a

(3.5.1) | D7pi(2) [< AN k7.

preuve

Soit 1y, le jet appartenant & Jx 4,,(@1), défini dans le lemme (3.3) et 12, le jet défini sur

Q2 = B(0,1) par ¢, = 1.
On considere les jets 1/:1 et 1/;2 définis respectivement sur ¢, et @, par 1/;1 = —1sur @
et 1o = 0 sur ()2 ; par construction, ¥; =0 sur @; N Qs.

D’apres le lemme (3.4), les compacts 1 et Q2 sont 1-transverses. D’aprés le lemme (3.2)
de recollement et d’extension, on en déduit alors qu’il existe une fonction @y, de classe C*
et vérifiant :

(3.5.2) Pp = Py sur Q, et G =0 sur Q,, au sens des jets.

De plus, il existe une constante Ag telle que, pour tout z de €2 et tout multi-indice J de
longueur 7 < k, on ait :

(3.5.3) | | DY1(2) |< (AgAro)*hI.

Alors, d’apres (3.5.2) et (3.5.3), la fonction pr = @y + 1 vérifie bien les conditions de la
proposition 3.5 avec Ajs = AgAiqp.

Il s’agit maintenant de construire a partir de ¢y, les fonctions de troncature désirées,
c’est ’objet de la proposition suivante :
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3.6 Proposition
1l existe une constante A,z telle que pour tout entier k > 1 et tout réel t > 1,
il existe une fonction Xr = Xk, de classe C* dans C* et vérifiant :
xx(2z) = 1, pour tout z de B(0,1),
xk(2) = 0, pour tout z hors de B(0,1),
Oxk =0, a Uordre (k1) sur IR?,
pour tout multi-indice J de IN* x IN? de longueur j < k et tout z de C%, on a

. EY’
(361 Date) = 4k ()
Pour tout multi-indice Q de longueur ¢ < k — 1 et pour tout z de C*, on a
Xk e Ly lfte k-1 (5
(3.6.2) 'DQ (’—) (2)] <4"————— sup |d Oxk) (w)] .
z; (k—1-4q) |w—z|5|y|’ Oxt) ()
preuve

On effectue la preuve pour ¢ = 3. Considérons d’une part, une fonction 7%, de classe C*
dans C?, vérifiant :

nk(2z) = 1, pour tout z de B(0,2),
nk(2z) = 0, pour tout z hors de B(0, 3),
il existe une constante A, telle que pour tout z de C? et tout multi-indice J,

de longueur j < k, on ait :
(3.6.3) | D7ni(2) |[< AR R,

Une telle fonction s’obtient en appliquant le lemme (2.1). Considérons d’autre part, la
fonction ¢y, définie dans le lemme (3.5). La fonction x; définie dans C? par : xx = @ik
vérifie alors la propriété (3.6.1) avec A3 = Aj34;14.
Soit z = (z1, 22) appartenant & B(0,3). On consideére la fonction

w: R — C?

T — (z1 +i7Y1, T2 +1TY2).
Soit @, un multi-indice de IN? x IN?, on applique la formule de Taylor & la fonction
D@ <68X_k> ow, définie dans IR, a l'ordre (k-1-q) en 0, on a :

Zj

o2 (%)

<[00 (22) outo)] -

oz |

' ok—2—q Oxx w
Q ZAF

g7k (D (87) °“’> )

1 oF—1-1¢ Oxk
- - Q[ ZAX
HCES I e (D (6?;) °“’> ™))

1
(k—2—g)

+

25



On en déduit, puisque Oy = 0 sur R?, & l'ordre (k — 1), que pour tout z = (zy,2;) de

B(0,3),on a:
k11 OXk
Q /
6H-FQ(D (&5>°”>“ﬁ'

Xk 1
DQ<+:>O 1‘<_w____
l oz ) °“W| S T, B,

Or, on a pour tout 7 de [0,1] :
ok—1-¢ 8Yk aYk . S
_ Q[ ZAK - L+Q [ ZA% "y k—1-g,
s (0% (3 ) o) 0= R (32) @ +ir). 1)
y =K—1l—q

On en déduit donc que pour tout z de B(0,3), on a :

ak—l—q a ]

9 " (peZXk

s (20 (32 ) o) )
Ce qui est aussi vrai pour tout z de C? puisque yx = 0 en dehors de B(0,3). On a donc
pour tout multi-indice Q de longueur ¢ < k — 1 et tout z de C* :

D9 (34 (] <4 sup |71 (@) (w)].

Zj (k=1 =) jw—zi<y]

<@y DT osup |dTN (Oxk) (w)].
w—z|<]y|

Ik—l—q

Ceci établit (3.6.2).
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II*™*PARTIE : CAS OU L'ARETE EST R".

4- Estimations des dérivées d’une fonction définie dans des coins

Les résultats des paragraphes suivants sont énoncés dans C2. Sans perdre la généralité,
de la méme maniere que dans [Ru], on suppose que la fonction Fy donnée est définie
sur les coins UVVi(IRZ,/\O;Ro) ou Ag a été défini dans l'introduction et By > 0. On
montre dans ce paragraphe, sous les hypothéses du théoreme 4 de 'introduction, que pour
tout @, 0 < a < %, Fy est de classe C™ sur les coins [JW* (IRz,/\a;Ro(l — sina)), ol
Y1

No = {(yl,yg) eR%0 <y tana < yp < tana} est un cone strictement inclus dans Ag,

c’est a dire A \ {0} C Ag. On donne de plus, une estimation des dérivées de Fy sur cet
ensemble. Pour ce faire, on utilisera les propriétés de régularité de 9Fy. On donne avant
tout une définition des classes de Carleman.

4.1 Classes de Carleman

On note C®(UW#), la classe des fonctions indéfiniment dérivables dans W* U W~ dont
toutes les dérivées se prolongent contintiment jusqu’a ’aréte.

Soit {Mp},>0, une suite de réels positifs vérifiant les propriétés suivantes :

(H,y) My =1 et {M,} est logarithmiquement convexe,

(Hq) il existe A > 1 tel que pour tout entier naturel p, on a M,y; < APT1AM,.

On note C(p!M, ; UW=), la classe de Carleman des fonctions f appartenant & C°(UW )
et vérifiant la propriété suivante :

il existe des constantes C; (C; > 0) et Cy (C; > 1), telles que l'on ait, pour tout z de
UW= et tout multi-indice P de longueur p,

| DFf(z) | < C1 CF p'M,.

Soit f, une fonction de classe C'*°, définie dans C" et a valeurs dans C. Pour tout multi-
indice L = (I, J) de N" x IN", de longueur [ = i + j, ol 7 et j sont respectivement les
o'f
9210z
quelconque de f, d’ordre . On définit de la méme maniere que précédemment la classe

C(p!M, ; Q) quand Q est un ouvert de C" en identifiant C™ & IR*".

longueurs de I et J, on note DLf(z) = (2) et on désigne par D'f une dérivée

4.2 Lemme
Soit 29 = o + iyo appartenant i [JWT (IR?, Aq; Ro(1 —sina)) ;
on pose ro(yo) =sina | yo |. Alors, on a B(zo,74(y0)) C UWE (IR?, Ag; Ro) -
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preuve
Soit zg = (20,1, 20,2) dans W+ (]RQ, Aa; Ro(1 — sin a)).

Pour tout w = (u; + 1v1,uy +1v9) € B(z0,7a(y0)), on a | w — 2z |[<| yo | sine ;

on a alors, en particulier, | v; —yo,1 |<| yo | sina.

Si vy > yo1, alorson a vy > 0.

Sivy <yo,,alorson ayg; —v1 <|yo |sina et done, v;1 > yo1— | yo | sina.

1
Or, [yo |= \/¥31 + 982 <youq/1+ ;< 2oL
’ ’ (tan a) sin «

donc, v; > 0 ; de la méme maniere, on montre que vy > 0.

De plus,on a |w |[<|w — 29 | + | 20 |,
| w|<|yo | sina+ Ro(1l —sina) < Rp.
Ainsi, on a bien w € W (IRQ, No; Ro). On procede de la méme maniere pour z; dans

W= (IR?, Aa; Ro(1 — sin @)).

4.3 Proposition
Sous les hypothéses du théoreme 4, pour tout k de N et tout a, 0 < a < I, Fy est de
classe C* dans YW (IRz,/\a; Ro(1 —sin a)) et 1l existe des constantes As et Ajg
ne dépendant que de o, telles que, pour tout zp dans [ JW* (IRQ,/\Q; Ro(1 —sin a))

et pour tout multi-indice K de longueur k, on a :

(431) |DKF0(20)| S A15A16m.

preuve

Soit k, un entier naturel et zy = zq +1yo appartenant & [ W* (IR?, Ay; Ro(1 — sina)).
D’apres le lemme 4.2, il existe rq(yo) tel que B(zg,7a(y0)) CUWH= (]RZ, Ao; Ro). On pose
désormais ro(yo) = Ta-

Soit 742, la fonction définie sur C? identifié & IR*, dans le lemme 2.1. On considére la
fonction n associée & zg, définie sur C? par :

3(z — zo)> |

[0 4

n(z) = Nk, (

D’apres (2.1.1), on a pour tout z de C? et tout multi-indice J de longueur j < k :

(43.2) | DIn(z) |< 4} (%>

o4
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La fonction nF est nulle en dehors de Bz, %l), on a alors en appliquant la formule de
Martinelli-Bochner & la fonction nF' et au domaine B(zp,74) :

1 _ =
F(z)= —— O(nF § (—1)7*! ST dc.
n ( ) (2Z7T)2 /{OSK—ZOIS 22 } (77 ) (C) /\ jzl( 1) ) I C 2 |4 /\ Ck

kg

Ainsi, pour tout z de B(zo, &),on a F(z) = G(z) + H(z) on,

1 =2 on _
-1 dc A dT,
)= @ L ey OO A

et

1 22 OF G-z
H(z) = —— — /. d¢ A d¢
) (2”)2;/{05:&:0!3%‘&} a¢; G MOt |4 s

Pour ¢ = ¢ 4 ip, on a posé d{ = d¢ + idu et d = dé — idu. D’aprés le théoréme de
dérivation sous le signe somme, les intégrales intervenant dans la premiere somme sont
clairement C* en tout z de B(zo, %&).

Les intégrales intervenant dans la seconde somme sont C* en tout z de B(zg, Z&) car elles
sont le produit de convolution dune fonction de classe C* et d’une fonction localement
intégrable. On a alors pour tout multi-indice K = (ky, k2) de longueur £ :

oG () =

02f‘6z§2
o WZ:E/ L CEEICEE A
(2i7)? Sz <le-ol< Ba) ¢ | ¢ — 2 [FF2F

Ainsi, on a pour tout z de B(zg, %) :

2(k +1)! d¢ A d¢
< S Pl 171 [, e ¢ 2y e 2P

oKG

dzk192k (2)

Ceci est vrai en particulier pour z = zy. De plus, on a :
/ d¢ A dC / _d¢AdC
—<[g—zo|<2r“}|6~z l’““‘ —<]g_zo|<ﬂ}|<—20|3

< / sin? 0, sin 8, dpd; dfdbs
7‘01 _&

,22a [ x]0,x[?x]0,2]
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k
(3) / dp / sin? 6,d6; / sin 8, df, / 6
ra/ Jize,2al " Jjoa 10, 10,2
3 k—1 )
< (= 2712,
<(2) e

Ainsi, on a pour tout zg de |JW® (IR?, Ag; Ro(1 —sina)) :

orG

W(zo)

k-1
<2(2) v 15

«

On en déduit & l'aide de (4.3.2), que pour tout z de [JW = (IR?, Aq; Ro(1 —sina)), on a

ok G
3zlk1 8z§2

k
<2( 2w+ 1y
:

a

(20)

Or, on a (k+ 1)! < 281kl et k < 2% pour tout k appartenant & IN. On en déduit alors :

ok @G
azlkl 3252

124, \% &

SN &

(4.3.3) (z0)

On a, en utilisant les propriétés du produit de convolution, pour tout z de B(zg, %) :

ONH
(2) =

azfl(?zkz
oK <6F > $i—z
7”)2 Z /{O<|(—-zo|<ra} 8( 8( 3@'(()77(() | ¢ — | Cnd.
D’apres la formule de Leibniz, on en déduit :

K
)| < Z( JIDEBF| 0%t

k1 k'z
9zy" 0z, L<K

d¢ A dC
/{0<yg-zo |<2£}IC—7|3’

o L K!
u = -
K LK — L)

Ceci est vrai en particulier pour z = z¢. Or, on a comme plus haut,

/ o dC A d<3 S / (SiI‘l 91)2 sin 92dpd91 d92d93
{0§|C—Zo|< a}lc_’"O' 10,22&[x]0,x[? x]0,27]
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< 2—;‘—’— (2m)?.
On en déduit alors que pour tout 2o de [JW™ (IR, Aq; Ro(1 —sina)) :

OKH
0z51 9z

L
G| < %2 3 ( JIotar) o< b,

L<K K

On en déduit d’apres (4.3.2), que pour tout 2o de |[JW=* (IR*, Ay; Ro(1 — sina)), on a

L k-1
< 4% ( >0102£11M,Af <§5> .
L<K MK Ta

<29

orH

k1 g ko
0z,'0z,

(20)

SV}

Or, pour tout multi-indice Q de longueur q ,ona: 1<

<L> K! k! ok
ainsi, on a = — S = < < ) )
: LYK — L)! Qir%rll)— k

q!
Q!

K
on en déduit que pour tout zo de [JW¥ (IRQ, Aa; Ro(1 —sina)), on a:

4Cirq . : 3k 5
< (2410) Z()nM,(E> .

L<K Nk

0K H
0zf‘ 3252

(20)

De plus, pour tout g, le nombre de multi-indices @) de longueur ¢ est majoré par 29. On a

donc : \
4:017'0 12A1 CQ k l k=1
< g ! .
- 3 ( > (k)l Mik

Ta =0

orH
dz1 9z}

(20)

Or, la suite de terme général u; = [!Mk* =" est logarithmiquement convexe puisque le
Uil _ [4+1 M,
uy k M[

est strictement croissant. Ainsi, on en déduit que :

rapport

pour tout I, 0 <1<k, on ay < max(ug,ur) = max(kk, kIMy).
Donc, pour tout [, 0 <1<k, on a DM EF < max(ekk!,k!Mk).
M

La suite (M,) étant logarithmiquement convexe, on a VG > 1. On a donc :
1

k
3 1
(4.3.4) Pour tout I, 0 <1<k, UME*" < <e max(1, ﬁ)> k' M.
1

On en déduit que pour tout zy de | JW* (IRQ, Aa; Ro(1 — sin oz)), on a:
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O H ()
—{ Z
82f10252 o =

(4.3.5)

sin «

k
4Cysina | yo | [ 24eA1C, max(1, g; ) k! M,
3 | yo [F

On a alors, d’aprés (4.3.3) et (4.3.5), pour tout zo de JW* (IR?, Aq; Ro(1 — sina)) et tout
multi-indice KX de longueur % :

OrF p kIMy
paFraz | = Aoy e
. 4C sin « 24eA,C 1
As = 4| F ———— et Ajg = —————max |1, — }.
on As 1]+ 3 b e sin « max < ’ ]Vfl>

5- Démonstration du théoréme 4

5.1 Lemme

Soit G, une fonction continue sur m telle que le support de G soit inclus
dans une boule B(zo,u) de C?, ot zo appartient & R* et u > 0.

On suppose que OG est de classe C* sur m

Alors, G est de classe C* sur IR? £ iAy. De plus, pour tout z de m et tout

multi-indice I de longueur k, on a :

(5.1.1) | DXG(z) |< 6ul|d*(9G)|.

preuve

On traite le cas ou zyp = 0 ; le cas général s’en déduit par translation.
On démontre par récurrence sur [, 0 < [ < k, que la fonction G est de classe C! sur
IR? + iA,. On montre de plus, que pour tout z = z + iy de IR? + iA,4, on a :

(5.1.2) | D'G(2) |< 6u||d'(3G)).

L’hypothese de récurrence est bien vérifiée a 'ordre 0. Supposons ’hypothese de récurrence
vérifiée & un ordre [, 0 < [ < k et montrons qu’elle se vérifie alors a 'ordre suivant. Pour
cela, on considéere une dérivée I'*™¢, G de la fonction G. Soit z = z + 1y appartenant a

R? +£iAq N B(0,u) ; on pose t =|y | et a = |y_| On considere la droite complexe définie
Yy

par : U(() = z+ a(. On applique la formule de Cauchy a la fonction G;oU dans le disque
D(0,2u) de C, en it :

1 GioU(C) 1 d¢ A dC
Grotli) = o7 aD(0,2u) G ‘o //D(O 2y OC (GioT) (C) —it
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Or, pour tout ¢ de D(0,2u), on a
(Ol =le+al|2[¢] =]z [>wu

Ainsi, on a pour tout z = z 4 ita de R? £ iA, N B(0,u) :

y 1 oG dC AdC
Gl(x+zta):——%//cz% @+ a0) gfzf.
J=

Ainsi, la fonction @ — Gy(z + ita) est le produit de convolution d’une fonction de classe
C! par rapport & z et d’une fonction localement intégrable. On a alors :

3 e

On considére la fonction g;, définie sur le compact de IR : S = {| z |< w,|t|<w,|a|=1}.
par : gi(z,t,a) = Gi(z + iat).

On a }irré gi(z,t,a) = Gy(z), uniformément en z et en a.

OGI
Ox;

(5.1.3)

0
De plus, d’apres (5.1.3), la fonction 29! est continue sur S. Elle y est donc uniformément

Oz;

continue.

On a donc: Yu >0, 3p >0, Y(a,t,a), (z',¢',ad') €S,

0 0
oo <o [e=tI<n, Jo-d [$n = | Fna - P60 <
1
D’ou, en particulier, en prenant ' =z , ' =0 et a’ =a,on a:
Vp 20,3720, V(z,t,a), [2|<u, |t|<y, [al=1,
Ogi g1
|tIST/ == ‘5;($)taa) axz(z 0 CL) S/'L

Og 0
Cela prouve que lim — ( z,t,a) = gI ——(z,0,a), uniformément en « et en a. Ainsi, on a

t—0 i T

lim -a—c—:i(x + tat) = 8Cl
t—0 Jx;
o”fG, . 82G1 , dC A dz
(5.1.4) ott 5{, —5 // Z G5 8— + al) —
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oG —
On en déduit donc que —5—1 est continue sur IR? £ iA, N B(0,u). Le résultat (5.1.3) est
Ty

donc vérifié pour tout z = z + iy appartenant & IR? 4+ iA, N B(0, u).

De la méme maniére que précédemment, on applique la formule de Cauchy a la fonction

9G: o U dans D(0,2u) en it :

0z

d¢ A dC

(5.1.5) 8C, ~5 // Z“]a—a— C)C =

Ainsi, en retranchant ’égalité (5.1.5) a I'égalité (5.1.3), on obtient :

oG &G d¢ A dC
(5.1.6) —l(:zc-!-zy ~5- // Zajaz Oj_] + a() g—/—\zf

De plus, puisque la fonction G; est nulle en dehors de la boule B(0,u) de €%, G| est bien

de classe C! sur R* 4 iA, et hypothese de récurrence est bien vérifiée & I’ordre (1+1).

De plus, on a pour tout z = & + iy de R? +1Aq :

dg‘/\d(
—”d aGl i /./D(o 2u) ’ ¢ —ut l

Siona|(]|<2u, alorsona|(—1t|<|(]|+]|t]|< 3u. Ainsi, on en déduit :

o, dc A dE
‘ ‘ ‘”d(aG’)”//DW)lc el

2w 3u
Orona// dCAdC_/ d9/ dp < 6ru.
D(it,3w) | € — it ]

On en déduit donc que pour tout z = & + iy de R* +iAq, on a :

o) <

|D'Gi(2)| < 6ulld(DGY)|.

Ceci établit (5.1.1).

34



5.2 Lemme
Soit k, un entier, k > 1, il eziste une fonction ng, de classe C*1 dans C? telle que :
nk(z) = 1, pour tout z de €2, | z |< Ro(1 — sin a)?.
n(z) =0, pour tout z de C?, | z |> Ro(1 —sina).
On(z) =0, & Lordre k, pour tout z de R
Il eziste une constante Ai7 ne dépendant que de «, telle que, pour tout z de C* et tout
multi-indice J de IN?> x N%, de longueur j < k + 1 on ait

(5.2.1) | D7ni(z) |< Ak K.

On a aussi pour tout z de C* et tout multi-indice Q de N* x IN?, de longueur ¢ < k

Q (9_7]1: Py kﬂ_—q su k(D w
(522 D9 (3) ) < et ity wwe [ (Bnu) (w)].

preuve
Soit k, un entier, £ > 1 et soit la fonction Xk41, 1> définie dans la proposition

z
3.6). On définit alors la fonction ny sur C? par : z) = - .
( ) 771» p nk( ) Xk+1’l——sliﬁ <R0(1 _ Sll’la)2>

D’apres la proposition (3.6), la fonction n; posséde bien les propriétés requises et on établit
442,
Ry(1 —sina)?sina’

aisément (5.2.1) en posant A7 =

5.3 Théoreme

Soit Ry > 0 et soit Fy, une fonction continue sur UW’i(IR"L/\O;RO). Sott {M,}p>0,
une sutte de réels vérifiant Uhypothése (Hy). On suppose que OF, (défini au sens des
distributions dans |JWE(IR™, Ag; Ro)) appartient d la classe C(p!]VIp ; UWi(IR",/\O;RO)>.

Alors, pour tout come Ay strictement inclus dans Ny et tout R1, 0 < Ry < Ry, Ep
appartient & C (p!M,, ; UWi(IR”,/\l;Rl)).

preuve
Dans IR?, pour tout céne ouvert connexe A; de sommet 0, strictement inclus dans Ao,

il existe un cone A, tel que Ay CC Ay CC Ag.

Pour tout entier naturel ¥ > 1, on considére la fonction F, définie sur IR® + {A, par
Fi(z) = (niFo)(z). Cette fonction est continue sur IR® £ iA, et son support est inclus
dans B (0, Ro(1 — sina)). De plus, F}, est de classe C* sur R* £ iA,.

6Fk . 8F0 ank
En effet, on a a—z =b; +mj, ol bj =y (a—z) et m; = <a—z Fo.
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La fonction b; est de classe C* sur R? £+ iA, et on a, d’apres la formule de Leibniz, pour

tout z de IR? £ 1A, et tout multi-indice K de longueur & :

k
DXb() £ 3 ()2 IDBR)] [DF ().

=0

Ainsi, d’apres (5.2.1) et le fait que OFy appartient a la classe C(p!Mp : UWi(IRz,/\o; Ry )),

on a .

ko
|Db(2)] < Cr(4417C2)FY (k)l!Mlk’“".
=0

Or, d’apres le résultat (4.3.4) di au fait que la suite (M) est logarithmiquement convexe,
k
1 . S g
on a pour tout [, 0 < I <k, UMKt < <e max(1, ﬁ)> kM. Ainsi, on en déduit que,
1

pour tout z de IR? £ iA, et tout multi-indice K de longueur k, on a :

k
(5.3.3) 7 ,Dlx'bj(z)l < <8eA17C'2 max(1, ML)> kM.
1

De méme, la fonction m;, prolongée par 0 sur IR? ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur
ou égal 3 k, est de classe C* sur IR? £ iA,.

En effet, m; est de classe C* sur R? £iA, ; on a, de plus, pour tout z de R? £ iA, et
tout multi-indice @, de longueur ¢ < k, d’apres la formule de Leibniz :

|D9m;(2)] < SO ()24 | D2 Eanu(z) | | DEFo(2) |-

Ainsi, d’apres (5.2.2) et (4.3.1), on a pour tout multi-indice @), de longueur ¢ < £,

|y [F+H-1 1M,

] '

D®m;(z)| < A15(16416)* sup  |d¥ (Onk) (w - .

Do < tisaal® w18 Gn) 02 e
D%m;(z)| < A15(16416)" — |y [*7¢ sup * (Onk) (w) M.
[D5mi2) k! |w—z|§|y1 = (=D '(k +l“ 9!

M

La suite (M} ) étant logarithmiquement convexe, on a M; < . Ainsi, on a :

1

1 M, _
|D%mj(2)| < A (39/116 max(1, —— )> Rl |y [F77 sup  |d* (Oni) (w)]-
M, lw—z|<]y|
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On a donc bien, pour tout multi-indice Q de longueur ¢ < k et tout z = z+4iy de R? +iA4,

lim D%m;(z)=0.

|Smz|—0

De plus, pour tout multi-indice K de longueur k et tout z = z + iy de IR* £ iA,, on
obtient a 'aide de (5.2.1),

k
1
IDATI'LJ‘(Z)I S A15A17 (644161417 ma‘<(1 ﬁ ) kk]\/fk.
1

k
- 1
(534) ,DI\ m](z), S A15A17 (64€A16A17 max(l, ﬁ)> k'ML
1

F T
Y est bien de classe C* sur IR? & iA, et on a, d’aprés (5.3.3)
Zj
et (5.3.4), pour tout z de IR? 4 iA4 et tout multi-indice K de longueur & :

Finalement, la fonction

F
(5.3.5) ’D" 2_’“( )| < A AX RIM,

ou A1g = A1s417 + Cq et A9 = 64eA16A17 max(1, ylﬁ) sont des constantes ne dépendant
que de Cy, Cy, a et M;.

En appliquant alors le lemme 5.1 & la fonction Fi définie sur R? 4 iA4, on en déduit
que Fy, est de classe C* et que, pour tout z de IR 4 1A, et tout multi-indice K de longueur
k,on a :

| DX Fi(2) I< 6]|d“(0Fy)].
Ainsi, d’aprés (5.3.5), on en déduit :

(5.3.6) | DEFi(2) |< 6A13 A% kM.

Or, pour tout k de IN, la fonction F} coincide avec F', ainsi que toutes ses dérivées d’ordre
inférieur ou égal a k et en particulier ses dérivées ki¢™es sur | J W= (IR2, Aa; Ro(1 — sin a)z).

On en conclut que, la fonction F' appartient a C' (p']VI yw= (IRQ,/\l; Rl)). Il suffit,

en effet, de choisir «, assez petit, de sorte que A; C Aq et Ry < Ry(1 —sina)?.

37



III*"¢ PARTIE : L'ARETE EST UNE VARIETE TOTALEMENT REELLE

6- Situation géométrique

On démontre maintenant le théoreme 5. La difficulté que ’on rencontre ici, provient
de la faible régularité imposée & 'aréte E (de classe C?). On s’inspire de la preuve donnée
par J.-P Rosay pour démontrer le théoréme 3, en transférant par changement de variables
presque analytique, I’étude de F' sur des coins “tordus” a I'étude de son image sur des

coins “droits” : U W (IR™, A; R), ol A est un cone de IR™ et R > 0. Pour cela, on utilise

les lemmes classiques suivants :

6.1 Lemme

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C*® contenant 0 et de dimension
n dans C". Il existe un voisinage Uy de 0 dans C" et un difféomorphisme Z
Z: Uy — Z(Uy) C C" de classe C* tels que l'on ait

(6.1.1) En Z(Uy) = Z(Uy N R?)
(6.1.2) et 0Z =0, d l'ordre 2 sur Uy NIR.
preuve

Dans toute la suite, afin d’alléger la preuve, on suppose n = 2.

E est une sous-variété totalement réelle de €2, de classe C° et de dimension 2. On peut
définir E, dans un voisinage U, de 0 dans C? :

(6.1.3) ENnU.={z+iye€C"; y=h(z),z €U},

ot U, est un voisinage de 0 dans IR? et k une fonction de classe C*® définie dans U, &

valeurs dans IR? et vérifiant : h(0) = 0 et dh(0) = 0.

Quitte & restreindre Uy, la fonction h détermine un jet de Whitney H, de classe C? sur
K =U,. On complete ce jet en un jet H sur K, considéré comme compact de C? de sorte
que P’on ait : OH =0 sur IR? & 'ordre 2. Pour cela, on pose en particulier :

. OH, OH} AH; OH,
(6.1.4) pour tout z de K, 3y, (z) =1 7z, (z) e 7z, (z) 7z, (z)

E est un jet de whitney de classe C3, défini sur K, compact de C%, & valeurs dans C? et
J-plat, a 'ordre 2 sur K. D’apres le théoreme d’extension de Whitney, il existe alors une
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fonction h, définie dans C?, de classe C® coincidant au sens des jets avec H sur K. Ainsi,
on a 0h = 0 sur U,, a l'ordre 2 . Enfin, on a d’apres (6.1.4) :

. Ohy, Ohy, Ohy .
6.1. \, — — =1—
(6.1.5) pour tout z de K, 7, (z) = 7, —(z) et 2, (z) = Z@:I:]( z).

On en déduit que l'on a, pour tout =z de I :

aé}e@ﬁk ahk ¢ 8%6?”;

(6.1.6) 3z, (z) = &c]( z) e 30;

On déduit aussi de (6.1.5) que, pour tout z de ', on a :

. OSmhy , . Ok

(6.1.7) a0, (z) = 7, (z).

On considére alors la fonction Z définie dans C? par :
Z: R +iR* — C*
T 4+ 1y — z+1h(2).
Z est de classe C® sur C* ; de plus, on a Z(0) = 0.
D’apres (6.1.6) et (6.1.7), la matrice jacobienne de Z en 0 est :

(6.1.8) TRZ(0) =

D’apres (6.1.8), on a donc DZ(0) = Id. Alors, d’apres le théoréme d'inversion locale, il
existe un voisinage Uy C U, + iIR? de 0 dans C? tel que Z définisse un difféomorphisme de
classe C* de Uy — Z(Up). Et d’apres (6.1.3), on a Z(Uy NIR?) = E N Z(Uy).

On appellera “quasi-coin”, I'image d’un coin droit par Z. Dans le lemme suivant, on
insére alors un “quasi-coin” Z (W*(IR™, Ag; Ry)) entre deux coins de C", W*(E,T;R) et
W'E(E, T, R') vérifiant W'* cCc W,

6.2 Lemme
Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C* contenant 0 et de dimension
2 dans C*. Soit Z, le difféomorphisme associée o E, définie dans le lemme (6.1).
Soient WE(E,T; R), des coins opposés d’aréte commune E et W'*(E,T', R') , des
coins strictement inclus dans Wi(E,F;R).
Il eziste un nombre fini N de biholomorphismes ¢, C-linéaires de C* tels que,

quitte & réduire le voisinage Uy de 0 dans C*, on ait

W'E(E, T, R') N Z(Uy) C U ($s(WE(IR?, Ao; Ro)) N Up) C WE(E, T R) 0 Z(Uy).

s=1
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2 — K
(6.2.1) On note By 12%XN<ZS:—(%ID (Zo qﬁs)(z)[)

(6.2.2) et By = max( sup IDK(ZquS)_l)(w)]), pour | K |< 3.
1SsSN N e z(Ts)

Par souci de simplification, on suppose dans la suite :

W'E(E,T',R) N Z(Uy) C Z (WE(IR?, Ag; Ro) NUs) C WE(E,T; R)N Z(Uy).

6.3 Lemme
Sotent Uy et Z définis dans les lemmes (6.1) et (6.2) tels que Z est un difféo-
morphisme de classe C* de Uy — Z(Uy). Soit Ry > 0 tel que B(0, Ry) C Up.
On a, pour tout z = z + 1y dans B(0, Rp),

(6.3.1) ‘gﬁc(z) <2yl K_s;l!gly] (?)(C)’
(6:5.2) D(GR)@|<2lvl w02 (F)0)
preuve

Soit z = (z1, z2) appartenant & B(0, Ry). On considére la fonction
¢: R — C?
t — (21 +ityr, zo +itys).

07,
On applique la formule de Taylor a la fonction —:k o (o, définie dans IR, a l'ordre 2

62]'
en 0, on a:
0Zy, 0Zy 0 (0Zy
(Fe0) ol <|(Foe) 04[5 (Foe) o)
+5 su —02— <aZk o )(t)'
2te[opl] ot 82 i

On en déduit que pour tout z = (z1,22) de B(0,Rp), on a :

0Zy,
)| <

+Zly1 @)

1 2 2
+5 2. 2 lymy | sup

m=1 I=1 t€0,1]

'8Z;~ (2)

5 39 ( 2 2 )
Y yza_ Ty + ttyr, T2 + 1iy2
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Or, d’apreés (6.1.3), on a %(:E) =0 et Dl%(:v) = 0. On a donc :

0% %
07y 9 NoyAY
Lo <ot sw 2G|,
9z; c—zi<lyll 9%

Ceci établit (6.3.1).

b o @ al'ordre 1 en

De méme, en appliquant la formule de Taylor & la fonction D?

9z;
0,ona:
07 874
D2 <oyl s #52).
Zj( lc-zl<lyl | OZ5

Ceci établit alors (6.3.2).

7- Passage aux coins “droits”

D’apres le lemme 6.2, il suffit de montrer que, pour tout a, 0 < a < ¥ et tout

entier k¥ > 1, la fonction Fy vérifiant les conditions du théoréme 5 est de classe C* sur
Z (U W(IR?, Ay; Ra)), 0 < Ry < Ry et d’obtenir une estimation des dérivées de Fy sur

cet ensemble. Pour cela, on va répéter plusieurs fois le méme argument afin de gagner, pas
a pas, la régularité souhaitée. L’argument est le suivant.

Etant donnée une fonction F' continue sur les “quasi-coins” Z (U W#(IR?, /\ﬂ;R)) ,
R > 0 et telle que OF y soit de classe C?, alors, pour tout v, 0 < 7 < T — B, Festen
fait de classe C! sur les “quasi-coins” réduits Z (U WE(IR?, Agy~; R(1 — sin 7))) On a

également des estimées des dérivées premieres de F'.

La proposition 7.3 est une des étapes essentielles de la preuve. On notera qu’il est
nécessaire de préciser 'incidence qu’a la réduction de 'ouverture du coin sur l'estimation
des dérivées de la fonction F' donnée.

7.1 Lemme

Sotent B et v, deuz réels positifs tels que : B+ v < T et soit R > 0.

On considére les cones Ag et Ngy~ de R? associés respectivement a B et B+ 7.
Pour tout z = ¢ + iy de |JWE(IR?, Agy~; R(1 —siny)) ,

on a B(z,|y|siny) C UW=*(IR? Ag; R).

preuve
Y1

tan 3’
Soit z = & + 1y = (z1 + 1y1, T3 + 1y ) appartenant & [ JWE(IR?, Agt+; R(1 — siny)).
Il existe alors 6 tel que f+v <6 < 7 — (B + ) pour lequel on a : y, = y; tané.

Ag est délimité par les droites D; d’équation : yo = y;tanfF et Dy : yg =
8 P q
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Dans IR?, le cercle C; de centre y, tangent & la droite D; admet pour rayon :

r1 =|y | sin(§ — B). De méme, le cercle C5 de centre y, tangent a la droite Dy admet pour

rayon : ro =|y |sin(§ — 6 — B).

Ainsi, puisque l'on a v < min(é — 8, % — 6 — §), on en déduit que le disque D(y, | y | sin~y)

de IR? est contenu dans Ag ; on en déduit alors que B(z,| y | siny) est contenu dans

R’ £+ iAg. De plus, on a pour tout w de B(z,|y |siny), |w—z |<|w ]|+ |z |< R
Finalement, on a donc bien B(z,|y [siny) C |JW*(IR?, Ag; R).

7.2 Lemme

Soient Ry et Z, définis dans le lemme 6.3.

Soient B et v, deuz réels positifs tels que B+ v < § et soit R tel que 0 < R < Ry.
Pour tout wy = Z(29) ot zo = x¢ + 1yo appartient ¢ |JWE(IR?, Agy~; R(1 — sinny)),
il eziste une fonction x de classe C?, définie dans €2, & valeurs dans R, vérifiant :

,lyo l?)sinv)>.
2| yo | sin
lyg’l 7))

1l existe une constante Bj telle que, pour tout w de Z(B(zo,] Yo | sin*y))

x(w) =1, pour tout w de Z(B(zg

x(w) = 0, pour tout w hors de Z(B(zo,

et tout multi-indice K de longueur k < 2, on ait :

Bs

K
(7.2.1) | DN x(w) IS

(La constante Bz ne dépend que de Z.)

preuve

Il existe une fonction 7, de classe C2, définie dans C?, & valeurs dans IR, telle que:
n(z) = 1, pour tout z de B(0,1).
n(z) = 0, pour tout z hors de B(0, 2).
Soit zp = xg + 1y appartenant & |JW*(IR?, Agy; R(1 —sin7y)).
3(z — zo)
siny | yo [)
|DEq|]), on a, pour tout z de B(zp, | yo | sin~y) et tout multi-indice

On considére la fonction 7, définie dans C?, & valeurs dans IR par : 7i(z) = 77(

En posant By = 9 max (
|K|<2

K de longueur k£ <2:

By

7.2.2 DEA() I« ——2
722 R T e

On définit alors une fonction x dans C?, & valeurs dans IR, par : x(w) =70 Z71(w).
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x est bien C? ; de plus, pour tout w dans C%, on a :
[Dlx(w)l <4 |ﬁ(Z"1(w)), IdZ_l(w)l .

On en déduit alors, & 'aide de (7.2.2) et (6.2.2) que, pour tout w de C*, on a

4B, B,

ID X(w), < m.

De la méme maniére, on a, pour tout w de C2

| D2 w) 1216 |27 )] [d27 )+ (a2 )] (27 w)] < 250

On établit ainsi la formule (7.2.1) en posant Bz = 20587 B;.

On précise quelques notations qui s’avérent utiles pour alléger les énoncés des propo-
sitions suivantes :
Soit 2 un ouvert de IR? et f une fonction appartenant a C°°(Q) et & valeurs dans C.

On note q1(f(2)) = max (| f(z) || df(2) |) et ¢, g(f) = sup a2 (f(2)).

€N

De méme, on écrit ga(f(2) = max (| £(2) b] df(e) |, | 45(2) |) et 4,5(5) = sup 2(/(2))
FS

7.3 Proposition
Soient Ry et Z, définis dans le lemme 6.9 tels que Z : B(0, Rg) — Z(B(0, Ry))

définisse un difféomorphisme de classe C3.
Soient B et R, deuz réels strictement positifs tels que B < § et R < Ry.

Soit F', une fonction continue sur Z (U Wi(]RZ,/\g;R)>.

On suppose que OF est de classe C? sur Z (U VV*(IRQ,/\/@;R)).

T

Alors, pour tout v > 0 tel que B +v < F, on a F de classe C? sur
zZ U WE(IR?, Agy; R(1 — sin 7)) et il eziste une constante Bs telle que, pour tout
wo = Z(z9) 0t zg = z¢ + 1Yo appartient & UW:’:(RQ,/\/;+7;R(1 —sinvy)), on a

(732 D Fu) <35 (g + 2557

(La constante Bs ne dépend que de Z.)
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preuve

Soit wy = Z(29) ol 29 = xg + iyo appartient & |JWE(IR?, Ag4~; R(1 — siny)) et soit
ry =| yo | siny ; d’apres le lemme (7.1), on a B(z,]| yo | siny) C JW*(IR? Ag; R). On
considere alors la fonction y définie dans le lemme (7.2) associée a wy.

Soit w appartenant a Z (B(zo, %)) On a, en appliquant la formule de Martinelli-Bochner
a la fonction (x£) en w, dans le domaine Z(B (zo,r7)> :

w) = 1 +1 J w]
@ = o [ <)/\Z -1y’ - N\ G

k#j]
Pour ¢ = £ +in, on a posé d( = d¢ + idn et dC = d¢ — idn.
Ainsi, pour tout w de Z<B(zo, %)), ona F(w)=H(w)+ I(w) ou

1 =2
)=(3—7T)—2§/ %@) Otz &AL,

et

B
)= g |3 <<>><<<>l L A

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, les intégrales intervenant dans

la premiére somme sont clairement C? en tout w de Z(B(zo, %))

Les intégrales intervenant dans la seconde somme sont C? en tout w de Z(B(zo, %))

car elles sont le produit de convolution d'une fonction C? et d’une fonction localement
intégrable.

On a, pour tout w de Z(B(zo, %)) :

O ey ) (G =) o
() = 2”()22/ ORI dcndE

Cette égalité est vraie en particulier pour w = wg. On a alors :

d¢ A dC

}——(U)O) )ZHBX” lIFlIACEZ B(zo,2 7)\B(zo, )} l_m

Or, si ¢ appartient & Z(B (zo, )\B(zo, 3 )), alors il existe z appartenant a B(zo, Z;—’)\
B(z, ) tel que ( = Z(z). D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a alors :

2317‘7
3 .

| ¢ —wo |[<B1|2z—2 |<
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De méme, on a

| Z7H(¢) = Z7 (wo) [ B2 | ¢ —wo | -
On en déduit donc :

1270 =27 (wo) |
B, = 3B2

| ¢ —wo |2

On a donc

/ d¢ A dC </ dC A dC
{cez(Blzo, 2 NB(0, )} 1€ wo ¥ 7 Sz <lo-woic2Bymx ) [ —wo [©

On a donc
— 2B ry
/ —ilc—/\—d% < 47r2/ TP 421008, By).
{¢ez(B(z0, 50\ B(20, 1)) } | ¢ —wo | o p
On en déduit alors :
OH =
22 (wo)| < 41n(28,B)x]l 17,

On a donc, en utilisant (7.2.1), pour tout wo de Z (| JW*(IR?, Agt; R(1 —sin7))),

(7.3.3) I1£1l-

' OH (1 )‘ _ 4In(2B, B,)By
E <

~

On a aussi, pour tout w de Z(B(zo, r—g—)) :

’LU]‘

8[ B
8w1 (22#)22/ (3(159 x(€) + aC] (C) (C)) Tc—wf d¢ A d¢.

Ceci est vrai en particulier pour w = wy. On a donc :

(wo)| <

oI dC/\dZ
| o (14@PI ]+ 187 oxtl) [ o) TEZm

3

Or, comme plus haut, on a :

/( _dendg <4n’Br.,.
Z0," —-

| ¢ — wo |3
On en déduit donc :

‘81

3 (w0)| < 2Bur (I@E)| Il + IDF | lox]).
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On a donc, en utilisant (7.2.1),

ol
Ev—l(wo)

< 23133”(][63(5@” + @)

~

Ainsi, on a, pour tout wy de Z ((J WE(IR?, Agt; R(1 —sin7))),

(73.4) ]%(wo) < 4B, B30, (3F)

Finalement, étant donné que 'on a ry =| yo | siny > z | yo |, on en déduit a l'aide
des inégalités (7.3.3) et (7.3.4) et en prenant Bs > 4B3 max (2In(2B1B2), By ), le contrdle
(7.3.1) des dérivées premiéres de F.

controle des dérivées secondes de F' s’effectue de la méme maniere. a
Le trole des d des de F' s’effectue de ] an On

1o d¢ A dC
D*H(w OxINE [¢=wo
I ( 0)’ S (27{')2 “ X”“ ” /{CEZ(B(ZO»W.Y )\B(zo,%))} l C_ Wo |5

3

3632 B3 1n(2B1 BQ)
2

(7.3.5) | D2 H(ws) |< | E]-

5

De méme, on a :

2
(2r)?

(1 @)1 Il +204@E)] x|+ 157 15°x) [ “os

DQI —_—
|D*I(wo)| < B(0,252) | ¢ —wp

| D) 1< 2B, By (| @F) + ;- 14| + (i) ary).

~

On a donc, pour tout we de Z (|J W*(IR?, Agty; R(1 —sin7y))),

10B; B
7| yo |

Finalement, en additionnant les inégalités obtenues en (7.3.5) et (7.3.6) et en posant
Bs = 4B3 max (36B2 In(2B,B,),5B1 ), on obtient le contréle (7.3.2) des dérivées secondes
de F.

(7.3.6) | D*I(w,) |< 4:(3F).

Les controles obtenus sur les dérivées de la fonction F, en chaque point wy = Z(zg)
de Z (UW#*(IR", Ag4~; R(1 — sin~))) font intervenir la distance de 2 par rapport a 'edge
IR™ ainsi que 'angle v qui représente la réduction de l'ouverture du coin dans lequel la
fonction F est définie.
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7.4 Proposition
Sotent Ry et Z, définis dans le lemme (6.3) tels que Z : B(0, Ry) — Z(B(O,Ro))

définisse un difféomorphisme de classe C3.

Soient B et R, deuz réels strictement positifs tels que § < T et R < Ry.

On considére F, une fonction continue sur Z W*(IR?, Ag; R)) telle que
’ B

OF est de classe C? sur Z <U I/Vi(IRz,/\g;R)).

Alors, pour tout v > 0 tel que B+ < §, la fonction G, définie sur | Wi(R2,A5;R)
par G = F o Z est alors de classe C* sur [ JWE(IR?, Agy.; R(1 —sin7y))

et on a aussi OG, de classe C* sur |JWE(R?, Agy~; R(1 —siny)).

De plus, il existe une constante Bg telle que, pour tout z = = + 1y de

UI/V:E(IRzaA/@'*"Y;R(l - Sin’)’)); on a

121
7y

(7.4.1) | DIG(2) |< Bs (= + a1(BF)),

et, pour tout z = x + iy de | J VVi(]f{z,Ag+.,; R(1 —sinwy)), on a

(7.4.2) 136(2) I< Bs (1 4 o))
Y
7 IFIl . &@F)
(7.4.3) et | DN(BG)(z) |536(72 + 2 ).

(La constante Bg ne dépend que de Z).

G est évidemment continue sur (J WE(IR?, Agq+; R(1 —sin¥)). De plus, on sait aussi,
d’apres la proposition 7.3, que G est de classe C? sur |JW*(IR?, Agy~; R(1 — sin7y)) et on
a, pour tout z = z + 1y de | WH(IR?, Agt; R(1 —sin¥y)),

oG 2 OF o7, oOF D2,
Ez—j(z) = ; For ° Z(2) a_zj(z) + 75 ° Z(z) %j(z).

oG
T(z)

2j

<2|0F(2(2))| ldzI| + BF)| [ldZ].

D’apres (7.3.1) et (6.2.1), on a alors :

(7.4.4)

2| sempa(LL + o).
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Ceci établit (7.4.1), en prenant Bs > 2B Bs

De méme, on a, pour tout z de [JW*(IR?, Agy; R(1 —sin7y))

oF 07, OF 07,
8_35(2) = ; 7w, ° Z(z) a—z_j(z) + 75 ° Z(z) 5;;(2)-
2. OF 82, 2. OF 07,
On pose Hj(z) = ('3_ 0Z(z —(z) et [;(z) = 1 o0 0 Z(z) @;(z)

La fonction I; est de classe C! sur |JW*(IR?, Ag4; R(1 —siny)) et on a, pour
tout z de [JW=(IR?, Agy~; R(1 — siny)),

(7.4.5)

| Ii(2) |< 2B1|[OF .

On a, de plus, pour tout z de |JW=(IR?, Agy~; R(1 — siny))

OL; , | == O°F 0Zm, 0Z; O*F 0Zm, \OZ;
a—Zk(Z) = g;l 2 B ° Z(z) Do ( )527(2) t S ° Z(z) ¥ (Z)gz—j(z)
i—- () L2y

2 g 0730z,

En utilisant (6.2.1), on a donc, pour tout z de |JW=(IR?, Agt; R(1 —siny))
I.
(7.4.6) 0

75 (2)

< (8B} + 2B1)qy (OF).

On procéde de la méme maniere pour controler

7o sur | JWE(IR?, Ags~; R(1 —siny)).

La fonction H; est de classe C* sur |JW*(IR?, Ag4+; R(1 — sin~y)) et, prolongée par
0 sur IR N B(0, R(1 — sin~y)) ainsi que ses dérivées premieres, elle s’étend alors en une

fonction de classe C* sur |J W=(IR?, Agy~; R(1
UW=(R?, Apt; R(1 - sin7))

sinvy)). En effet, on a, pour tout z de

921,y

7% z)|.
=1

D’apres les inégalités (7.3.1), (6.2.1) et (6.3.1), on déduit alors

| Hj(2) 1< [oF(2(2)]

11, 1< 48,55 |y | () + 0B)).
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H;, ainsi prolongée est donc bien continue sur | J W(IR?, Ag+~; R(1 —sinvy)) et on a, pour
tout z de [ WH(IR?, Ag4+; R(1 — sin7y)),

(7.4.7) | | Hj(z) |< 4B Bs (M + ql(ap)).

De plus, on a, pour tout z de | JW*(IR?, Agt~; R(1 — sin7y)),

2 OF oz O*F Zm, 0Z
azk ZZmeawloZ@ M() 3=+ Famgur © 22 0_<>az_j<z>

m=1 [=1

%Zf(z) < 8B, | F(Z(2))| |02(2)| + 2|10F(2(2))| |d(32)(z)|.

A Taide de (7.3.1), (7.3.2), (6.3.1) et (6.3.2), on a alors

On a donc

O0H; <4HFH 4¢,(OF) ||F| — ) ,(0Z .
<4B:B + + q1(OF d _
Oz (z)| s4BiBs (=3 + - > q1(OF) IC—SEIEM <6}7)(C)
OH, <IIFH ¢2(OF) ) ,/0Z '
< 20B,B 2(9%
' 9z (2)' R N c—zl<ly] <371>(C
OH; .
On a donc Iz}llrilo 97 (z)=0.
On a, de plus, pour tout z de | JW*(IR?, Agq; R(1 — siny)),
Zk ¥ ~y

O0H; .
On procéde de la méme maniére pour contrdler —2 sur | J WE(IR?, Agy; R(1 — sinvy)).
oz

Finalement, H; s’é¢tend en une fonction de classe C? sur J WE(IR?, Agy~; R(1 —siny)).

oG ;
Ainsi, 0—: s’étend en une fonction de classe C* sur | WE(IR?, Agy~; R(1 —siny)) et

p01(1r tout z de [ J W#*(IR?, Agy~; R(1 —siny)), on a d’apres les contrdles obtenus en (7.4.5)
et (7.4.7)

<6B,B <“ ”+ (8F))

(7.4.9) ‘—( )
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Ceci établit (7.4.2) en prenant Bs > 6B; Bs. Pour tout z de | J WE(IR?, Agy; R(1 — siny)),
on a aussi, d’apres (7.4.6) et (7.4.8)

(7.4.10) | D'(8G)(z) |< 30B7 Bs (“j;“ + QZ(fF)> .

Ceci établit alors (7.4.3), en posant Bg = 308} Bs.

8- Controle des dérivées premiéres d’une fonction
a support petit définie sur des coins droits

A l'aide des paragraphes 6 et 7, on a ramené 1’étude d’une fonction F', définie sur des
quasi-coins Z (U W*(IR?, Ag; R)) a celle d’une fonction G = F o Z, définie sur des coins
droits en donnant notamment dans la proposition 7.4, des estimations sur les dérivées
premiéres de G et dG. On montre, dans ce paragraphe, que 'on obtient un gain de
régularité jusqu’a l’aréte IR%, d’une telle fonction G. Pour cela, on tronque la fonction G
dans des boules centrées en chaque point de ’aréte IR?. On définit dans ce but, pour tout
z¢ de IR?, la fonction de troncature suivante :

8.1 Lemme
Soit u > 0 et zo un point de R?. Il eziste une fonction Xzo, @éfinie dans C?, de classe
C3 et vérifiant :
Xzo(2) = 1, pour tout z de B (zo,%).
Xzo(2) =0, pour tout z hors de B (o, 32).
Ox4,(t) =0, pour tout t de R?, & Uordre 2 .
Il existe une constante By telle que pour tout z de C* et tout multi-
indice I de longueur k < 3, on ait :

(8.1.1) | DR xa() 1< (E2)"

U

Il eziste de plus une constante By telle que, pour tout z = z + iy de C?, on ait

2

aXaso ly l
.2 < .
(8.1.2) |32] ()| < Bg 03
aX.l'o y l
(8.1.3) D ( 5 ) l |< Bg—— 3

(Les constantes Br et By ne dépendent que de la dimension de C*.)
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preuve

On considére la fonction y3 2, de classe C* dans C?, définie dans le lemme (3.6). Cette
fonction posseéde les propriétés suivantes :

x3,2(2z) =1, pour tout z de B(0, 1).
x3,2(z) =0, pour tout z hors de B(0, 2).
Ox3,2(t) =0, pour tout t de R?, & l'ordre 2 .

Il existe une constante By ne dépendant que de la dimension de €? telle que, pour tout
multi-indice J de longueur j < 3 et tout z de C%, on ait :

| D7xs,2(2) I< Bj.

Soit alors la fonction y,,, définie dans €2 par : x,(2) = x32 <3_(z_—;_:r:0_)> On a alors
Xzo(2) = 1, pour tout z de B (z, %),

Xzo(%) = 0, pour tout z hors de B (:co, 23—1‘),

Oxz,(t) = 0, pour tout ¢t de R?, & l’ordre 2.

En posant B7‘ = 3By, on établit (8.1.1) et, de la méme maniere que dans le lemme 4.5, a

l’aide de la formule de Taylor, on établit (8.1.2) et (8.1.3).

8.2 Proposition

Soit G, une fonction continue sur [ JW=E(IR?, As; Rs) telle que OG soit de classe C!
sur | JWE(IR?, As; Rs). On suppose que G est de classe C* sur |JWE(IR?, As; Rs)

et qu’il existe une constante Big dépendant de G et § telle que pour tout z de

UW=*(IR?, As; Rs), on ait :

B
(8.2.1) | D'G(z) |< =2,
|y |
Alors, pour tout t (0 <t < 1), G est de classe C* sur [JWE(IR?, As; Rs(1 —2)).

De plus, 1l eziste une constante By telle que, pour tout z de |JWE(IR?, As; Rs(1 — 1)),

on a

(8.2.2) | D'G(z) |< Bu<§B + UG—”

Rt ql(aG)).

preuve

Soit zg, un point de R? vérifiant | 2o |[< Rs(1 —t). On a B(zo, Rst) C B(0, Rs).

On considere alors la fonction x,,, associée a ¢, définie dans le lemme 8.1, en posant
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u = Rgt. Soit alors G, la fonction définie dans R2 + 1A par: Gz, = Xz, G-
La fonction G, est continue sur IR? £ iAs et vérifie supp Gz C IR? £ iAs N B(zo, Rst).
De plus, EGIO est de classe C! sur IR? £ iAs.

aG aG aX.‘Eo
az b+m],oub—Xzo<a?j> eth—-<a_z7>G.

Or, b; est de classe C*! sur R? £1As et on a, d’apres (8.1.1), pour tout z de R? +iAg,

En effet, on a

D) <l x| D)+ | Draa) | |G-
(5:2:3) | D(2) 1< 14@6)] + 5 106].

De méme, m; prolongée par 0 sur IR? ainsi que ses dérivées premiéres, est de classe

C! sur R? +iAs. m; est évidemment continue sur R2 4 iAs et de classe C! sur R? + iAs.
On a, de plus, pour tout z de R? & iAs N B(zo, Rst)

| Dim;(2) |<

Ox X
12220 =2 D@
D a_zj<z>}lc<z)i+ ()| 1961
On a donc, d’aprés (8.1.2) et (8.1.3), pour tout z de IR? 4 iAs N B(zo, Rst) :

| D'my(2) |< Bs(—%% (IGIl + Bro).

Ainsi, on a bien Ihlm D'm;(2) = 0 et, puisque | y |[< Rst, on a, pour tout z de
y|—0

R? £ iAs N B(zo, Rst)

(8.2.4) | D'mj(z) (IGIl + Bio) -

< Eep

Enfin, puisque m; est nulle hors de B(zq, Rst), (8.2.4) est vrale pour tout z de R? £ iAs.
© est bien de classe C! sur IR? & iA5 et on a d’aprés (8.2.3) et (8.2.4),

Finalement,
I
pour tout z de IR? £ 1A

oG B 2B
1 o < 8 7
(323) 2120 < s (161 + Buo) + Ty (@)
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Pour tout zg de BRr2(0,Rs(1 —¢)), on en déduit alors d’aprés le lemme 5.1, en posant
u = Rst, @« = § et k = 1, que G, est de classe C! sur R? + ¢As et que, pour tout z de

IR? + 1A, on a

(8.2.6) | | D'G.,(2) |< 6Rst||d(3G, ).

On a donc, d’apres (8.2.5) et (8.2.6), pour tout z de IR* +iAs
6B
(8.2.7) | D'Gro(2) I 5oy (161 + Buo) +12B141(3€),

Or, pour tout zq de Bgr:(0,Rs(1 — t)), la fonction G, coincide avec G ainsi que ses
dérivées premiéres sur IR? + tAsNB(xg, %‘Lt) On en déduit alors que G est de classe C! sur

R? +iAs N P((0,0); (Rs(1—1), %ﬁ)) et qu'il existe une constante Bj, = 6 max(2B7, Bs)
telle que, pour tout zy de IR? +iAs N P((O, 0); (R5(1 —t), Ef—t)>, on a

(8.2.8) | D1G(z0) |< B12<B10 g S

Rot T Ryt | 1(‘9@))

De plus, d’apreés hypothése (8.2.1), la fonction G est de classe C* sur |JW*(IR?, As; R)

et on a, en particulier, pour tout zg = z¢ + tyg ou | yo |> %Lt :

3B
Rst '

(8.2.9) | D'G(z0) |<

Ainsi, la fonction G est de classe C* sur | JW=*(IR?, As; Rs(1 — t)), pour tout ¢ > 0 et on
établit (8.2.2) a l'aide de (8.2.8) et (8.2.9), en posant B;; = max(Bjs,3).

9- Démonstration du théoréme 5

La preuve du théoréeme 5 s’effectue sur un principe de récurrence. A chaque pas de
cette récurrence, on gagne de la régularité sur la fonction Fy de départ. Ainsi, aux dérivées
successives de Fy, on applique la méme démarche résumée dans la proposition suivante.

9.1 Proposition
Soient Ry < 1 et Z, définis dans le lemme (6.3) tels que Z : B(0,Ry) — Z(B(0, Ry))

définisse un difféomorphisme de classe C>.
Soient B et R, deuz réels strictement positifs tels que § < § et R < Ry.

On considére F', une fonction continue sur Z (U Wi(IRZ,/\g;R)> telle que

OF est de classe C? sur Z (U W:t(IRZ,/\g;R)). Alors, pour tout vy > 0, F est de
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classe C sur Z (U WE(R?, Agy~; R(1 —siny)(1 — 7))) et 1l existe une constante By

telle que pour tout w de Z <U WE(IR?, Agyr; R(1 —siny)(1 — 7))), on ait :

(9.1.1) | D P(w) |< 2L <”F” + qz(ép)) .

R\ 7 0
(La constante By ne dépend que de 7).

preuve
D’apres la proposition (7.4), on sait que, pour tout v > 0, la fonction G, définie par
G = F o Z est de classe C! sur | JWH(IR? Agy; R(1 —sin7y)) et que OG est de classe C!

sur [ W£(IR?, Agy; R(1 — siny)). De plus, d’apres (7.4.1), il existe une constante Bg, ne
dépendant que de Z telle que pour tout z de [JW*(IR?, Agy~; R(1 —siny)), on ait :

(9.1.2) ') 1= 2% (L4 guam)

et d’aprés (7.4.2) et (7.4.3), on a sur |JW=E(R?, Agy; R(1 ~ siny)),

7} | @0)),
v Y

(9.13) 0(3G) < By (

On applique alors la proposition 8.2 & la fonction G avec § = 8 + v, Rs = R(1 — sin~)
et t = 4. On en déduit que G est de classe C! sur | WE(IR?, Agq~; R(1 —sinvy)(1 —7)).
Et d’apres (8.2.2), (9.1.2) et (9.1.3), il existe une constante Bj; ne dépendant que de la
dimension de C? telle que, pour tout z de |JW*(IR?, Ag++; R(1 — sinvy)(1 —+)), on ait

| DIG(2) I< R(1 —sinvy)

Bg Bi; (IIFII +q1(5F) +HFH +HFH +qz(5F))
2 v v 72 ot '

On a donc, pour tout z de [JW=(IR?, Agy-; R(1 —siny)(1 — 7)),

3Bs Buy <uF|| . qz@F)) .

1
<
| D7G() 1< R(1 —siny) \ 7 v

™ :
Or, pour tout v, 0 < v < pona 1 —siny > %—. On a alors, pour tout z de

UW=E(IR?, Agyy; R(1 —siny)(1 = 7)),

24B¢By; [ || F|l qQ(EF)>
+ :
R ~? ¥

| D'G(z) |<
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On en déduit alors que F est de classe C* sur Z (U W(IR?, Agy; B(1 — siny)(1 — fy)))
et on établit (9.1.1) en posant B3 = 24B,Bs B;;, constante ne dépendant que de Z.

On peut remarquer que, dans cette proposition, la régularité C! de la fonction F'
jusqu’a l'aréte s’obtient en réduisant d’une part, l'ouverture des quasi-coins d’un angle v
et d’autre part, le rayon de la boule dans laquelle les quasi-coins sont définis. On peut noter
de plus, l'incidence qu’a cette réduction dans l’estimation (9.1.1) des dérivées premieres
de F jusqu’a ’aréte.

9.2 Théoreme

Soit E, une sous-variété totalement réelle de classe C® contenant 0 de dimension
n dans C". Soient W%, des coins opposés d’aréte commune E. Soit Fy, une fonction
continue sur |JW=*. Soit {Mp}p>0, une suite de réels vérifiant les hypotheses (Hy) et
(H,). On suppose que OFy (défini au sens des distributions dans |JW™) appartient d la
classe C(p!M, ; UW*).

Alors, pour tout coin W't strictement inclus dans W=, la fonction Fy appartient d

C (ma:v(p!z,p!]\/[p) ; UW”*).

Soit Z, le difféomorphisme associé & E, défini sur un voisinage Uy de 0 dans CZ,
construit dans le paragraphe 6. Le lemme 6.2 permet de ramener le cas de coins quelconques
UW'E et W & Pétude de la situation géométrique plus simple ot les hypotheses sur

Fy concernent Z (U W=(IR?, Ag; Ro )) et ol on souhaite établir, pour tout o, 0 < @ < 7,

un gain de régularité pour Fy sur Z (U WE(R?, Aq; Ra)), 0 < Ry < Ry.

Pour montrer que Fp est de classe C! sur Z (U I/Vi(IRz,/\a;Ra)> et obtenir une

estimation de ses dérivées premieres sur cet ensemble, il suffit d’appliquer une seule fois la
proposition (9.1) a F = Fy, 3=0,v =a et R = Ry.
On montre ainsi que Fy est de classe C! sur Z (U WE(R?, Ao By )),

ou Ry = Ry(1 —sina)(1 — «). De plus, pour tout w de Z (U VV*(IRz,/\a;Rl)), on a

| D' Fy(w) |<

Bys <||F0” + Q2(5F0)> .

Ry a? o
Ainsi, puisque 0Fy appartient & la classe C(p!M, ; [JW*), on en déduit

Bis <|[F0|1 2C, C§]\/[2>
+ .
Ry

| D' Fy(w) |<

o? a
A P'aide de 'hypothése (Hz) vérifiée par la suite {M,}, on a donc

< Bz [ ||Fol| N 2C, A2C2 M, .
- R a?

(0]

| D' Fy(w) |
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Ainsi, pour tout w de Z <U W(IR?, Ay; Ry )), on a

(2AC,Cy + || Fo||)Brs AC, M,

9.2.1 D! <
(021) | D Fo(w) I< "ih.

Pour montrer que Fy est de classe C? sur Z (U VVi(R2,Aa;Ra)> et obtenir une

estimation de ses dérivées secondes sur cet ensemble, on applique deux fois la proposition
9.1 ; cect signifie qu’on effectue deux réductions sur les coins. On est alors amené, afin
d’obtenir la régularité C? de Fy dans ’ensemble souhaité, a réduire, a chacune des deux
Ainsi, on applique une premieére fois la
proposition 9.1 a F' = [y en posant § =0,y = 5 et R = Ry.

On montre donc que Fy est de classe C! sur Z (U W(IR?, Ag; Ro(l—sin §)(1 - %)))
Les dérivées premieres de Fy sont alors continues jusqu’a ’aréte. On peut alors & nouveau
appliquer la proposition 9.1, cette fois-ci, a une dérivée premiére quelconque de Fy qu’on
note D'Fy et en posant f = 5,7 =9 et R=R;.

Ceci montre alors que Fy est de classe C? sur Z <U Wi(IRQ, Na; R )),

olt Ry = Ry(1 —sin §)*(1 — §)%. De plus, pour tout w de Z (U W(R?, Ag; R2)>, on a

étapes, l'ouverture de ces coins d’un angle

*é-.

| D' Fy(w) <

B3 (4HF0|| 4 2<12(5F0)>

Ro a2 (04

2 B13
DR 1< 72 (

4ID"Foll 2Q2(d(5Fo))> _

a? o

On a alors, pour tout w de Z <U W’i(lRQ,/\a;Rg)),

| D Fy(w) |< (BR_I:> <4HF0H L 8a200R) 2qz(d<5Fo>)) |

a? o’ «@
Ainsi, puisque 0F, appartient & la classe C(p!M, ; |JW=), on en déduit

B 2
| D*Fy(w) |< <a22" > (16]|Fo || + 16C1C3 M2 + 6C1Cy M) .
1

A l'aide de I’hypotheése (Hj) que vérifie la suite {M,}, on a donc

B 2
D2 Fo(w) 1< (47 ) (1ol + C1CEMa + Ci(ACP ).
1

Ainsi, pour tout w de Z (U WE(R?, Ag; Rg)), on a

4313A02>2 M,

| D*Fy(w) |< || Fol + 2401 C ( R
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Pour montrer que, pour tout entier k > 1, Fyy est de classe C* sur Z <U W#(R?, Aq; Ra)>

et obtenir une estimation de ses dérivées ki®™® sur cet ensemble, on itére k fois la propo-
sition 9.1. Ainsi, on effectue k£ réductions sur les coins. Dans le but de controler les
réductions effectuées, on définit deux suites finies (3;) et (R;), pour 0 <[ <k :

| ﬁl,: %l et Ry = Ry (1 —sin%)l(l — %—)l.

La suite (8;) caractérise la réduction de l'ouverture des coins. Elle précise qu’a chaque
étape, on diminue cette ouverture d’un angle £ ; ceci afin d’obtenir la régularité C*, apres k
étapes, dans le coin réduit souhaité puisque 8y = a. La suite (R;), quant a elle, caractérise
la réduction que l’on effectue sur le rayon de la boule centrée en 0, dans laquelle sont définis

les coins ; il faut avant tout s’assurer que ce rayon ne tend pas a s’annuler quand & tend
s : : . A N
vers 'infini | Ce qui est bien le cas puisque R = Ry <1 — sin —k—) (1-— —A—;)]‘ est équivalent

& Roe™2%, pour a proche de 0. On notera alors R, = {nlII\Il Ry.
v E

On montre alors par récurrence que, pour tout entier naturel [ < k, la fonction Fj est
de classe C* sur Z (U WE(IR?, Ag,; R[)).

Pour cela, considérons Fj, une dérivée [i*™¢ de F, et appliquons la proposition (9.1)
aF=1F,p=08,R=Revy=% Onen déduit alors que F; est de classe C! sur
Z (U W’i(lR2,/\ﬂ,+l;R,+1)) et que, pour tout w de Z (U VV*(]RZ,/\[;,H;RHI)), on a

Bis <k2”F0“ + kQ2(5F0)> '

R, a? a

| D' Fy(w) |<

On en déduit finalement que Fy est de classe C* sur Z (U W=*(IR?, /\a;Rk)> et que,

pour tout multi-indice L de longueur [ < k, on a

D5 (2 d-1 Ry + bax (471 (BF))

o?R,

| DY Fy(w) |<

Pour k fixé, on obtient donc k inégalités du type précédent, vérifiées pour tout w de

zZ (U DVi(]RQ,/\a;Ra)) :

B _
[D*Fo(w)| < = (PIIFs] +kex (BF))
. B . .
| DX Fy(w)] < —o- (k2| dE~ Fo| + kgo (dF71(OF))) -

a’R,

En procédant par cascades, on en déduit alors que, pour tout w de Z <U WE(R?, Ag; Ra)),
on a

Bis \" ¢ _
| D* Fo(w)| < <a2;{3 > (k%“FoH + kY kg, (dl_l(aFO))> :

=1
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On en déduit a l’'aide de (Hy),

ﬂ Bis \* [, o 2k
|D‘Fo(w>ls( R) (k""llFou+2‘20104“k~<"—”<l+1)!M,+1).
oLty

=1

La suite {M,} vérifiant I’hypothése (H), on en déduit

k k
| D¥ Fy(w)| < ( Bis ) <k2k||F0H+2ACng(4ACz)’°Zkz(k")lw[,).

~ \ a?R
=1

Or, la suite de terme général u; = k2* =D 1M, est logarithmiquement convexe puisque
gy I+ 1 My
(2% N k‘2 M1

est strictement croissant. On en déduit alors que

le rapport

pour tout [, 0 <! <k, E25=D1pg, < max(k%,k!j\/[k).

k
. 1
On a donc pour tout I, 0 <[ <k, E2E=Dnarn < <62 max(1, M—)) max(k!?, kIM;,).
1

On en déduit donc, que pour tout w de Z (U WE(IR?, Ay Ra)), on a

462A02B13

k
1
R, max(l,]v—[l)> max(k!?, kIM},).

DA Rw)] < Ak + IRl

1
Ainsi, en posant C3 = (24C,Cy + || Fy||) et Cy = 4e* AC3 B13 max(1, ]—Vf—)’ on a bien pour
1

k
tout w de Z (U VVi(Rz,/\a;Ra)), |DkF0(w)l < Cs ( C]‘; ) max(k!?, kIM}).

a?
La constante C3 dépend de || Fp||, de C et de C3. La constante Cy dépend de Z, de
C, et de M;. Or, pour «a assez petit, on a bien dans un voisinage de ’aréte E,

UW*E T R) cc 2 (| WH(R?, Aas Ra)) cC | JW*(E, T3 R).

Ainsi, on en déduit que Fy appartient bien a C (mam(p!Q,p!Mp) ;U W’i>.

o8



Références bibliographiques

[Be] E. BEDFORD, A short proof of the classical edge of the wedge theorem, Proc. Am.
Math. Soc. 43, 485-486 (1974).

[Bo] N.N. BOGOLJUBOV et V.S. VLADIMIROV, On some mathematical problems of
quantum field theory, Proc. Internat. Congress Math. (Edinburgh, 1958) Cambridge
Univ. Press, New-York, 19-32, (1960).

- [CCy] J. CHAUMAT et A.-M. CHOLLET, Théoréme de Whitney dans des classes ultra-
différentiables, Pub. IRMA Lille, Vol.28 VIII (1992).

[CCy]) J. CHAUMAT et A.-M. CHOLLET, Surjectivité de l’application restriction & un
compact dans des classes ultradifférentiables, Math. Ann., 298, 7-40 (1994).

[F] H. FOURLINNIE, Version Carleman du théoréme de I’“Edge of the Wedge”, C.R.
Acad. Sci. Paris, 326, 561-566 (1998).

[Ma] B. MALGRANGE, Ideals of differentiable functions, Oxford Univ. Press (1966).

[R1] J.-P. ROSAY, A propos de “wedges” et d’“edges” et de prolongements holomorphes,
Trans. Am. Math. Soc., 297, 63-72 (1986)

[R2] J.-P. ROSAY, The C* wversion of the edge of the wedge for non-smooth edges, J.
Geom. Anal. 3, 335-341 (1993).

[Ru] W. RUDIN, Lectures on the edge of the wedge theorem, CBMS Regional Conf. Ser.
in Math 6 AMS (1971).

59




