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Introduction

Au cours des quelques décennies d’expansion de 'informatique, il est vite apparu que les
traditionnels ordinateurs « mainframe » allaient s’avérer inadéquats. Les recherches se sont
alors orientées vers le développement de la programmation parallele. Deux grandes familles
de machines paralleles ont émergé, les machines SIMD dont les processeurs sont synchronisés,
les machines MIMD dont les processeurs sont asynchrones. Dans cette derniere catégorie, qui
nous intéresse ici, plusieurs activités différentes sont exécutées de maniére concurrente, la
difficulté pour le programmeur consiste évidemment a concevoir les différentes activités et a
mettre en ceuvre leur coopération.

De nombreux langages de programmation adaptés a la programmation distribuée ont
été développés. L'un des principaux problemes relatifs au développement d’une application
distribuée est la synchronisation des différents flots d’exécution. Que ce soit dans le cas d’ap-
plications a mémoire partagée ou distribuée, il est souvent nécessaire de procéder a des syn-
chronisations entre les différents acteurs d’un calcul pour mettre en commun des résultats
intermédiaires par exemple, ou de protéger I’acceés a une ressource partagée, etc ... .

La plupart des premiers systemes paralleles supportaient uniquement les langages de pro-
grammation traditionnels auxquels quelques outils de bas niveau permettant la création, la
synchronisation et la terminaison de processus paralléles avaient été adjoints. Cette approche
résultait de la facilité relative de son implantation et du manque d’outils de haut niveau lar-
gement reconnus. Dans la plupart des cas les adjonctions consistent en de simples librairies,
cette solution étant peu coiiteuse et pratique puisqu’elle n’entraine pas de modifications du
compilateur original du langage. Il est clair que I'utilisation d’outils tels que les sémaphores
[24] est assez lourde et n’est pas immédiate pour tous les programmeurs (les sémaphores sont
cependant un outil trés puissant). De nombreux outils ont été développés parmi lesquels on
peut citer les régions critiques conditionnelles {35, 6], les moniteurs [7, 36]. les expressions de
chemins [8]. les CSP de Hoare [37] ou encore plus récemment le principe des transactions et
les divers protocoles qui permettent de les manipuler {3, 31] introduits dans le cadre des bases
de données. L’accent est souvent mis, dans le développement de nouveaux outils, sur la néces-
sité de les rendre accessibles a tout programmeur, sur la nécessité d’obtenir des programmes
lisibles, faciles a2 modifier, & comprendre et a corriger.

Les expressions de synchronisation ont été introduites dans ce but: fournir un outil de
haut niveau, simple et efficace, d’utilisation aisée. Les expressions de synchronisation sont
basées sur l’utilisation des étiquettes. Une étiquette associée & un bloc d’intructions identifie
'exécution du bloc entier, une expression de synchronisation (expressions sur les étiquettes)
exprime les contraintes de synchronisation que ’application doit respecter. Il s’agit plus ici
de spécifier ce qui doit étre synchronisé que d’exprimer comment cela doit étre fait. Les opé-
rateurs utilisés pour construire une expression sont la séquence (—) pour forcer des blocs



d’actions a se dérouler en séquence, la concurrence (||) pour autoriser des blocs d’actions
a se dérouler en paraliéle, I’exclusion (|) pour exprimer l’exclusion mutuelle, la répétition
(*) pour autoriser un bloc d’actions a se dérouler un nombre arbitraire de fois et enfin I'in-
tersection (&) qui permet de combiner les contraintes élémentaires pour en batir de plus
complexes. Par exemple 'expression [(a — b) || (¢ = d)]&[(a — d) || ¢ || d] que nous re-
prendrons plus loin, désigne des contraintes entre les blocs d’actions étiquetés par a, b, c et d
(nous utiliserons par la suite le terme action) qui peuvent étre représentées par ’ordre partiel

a__ . b

[ |

Les expressions de synchronisation sont faciles a utiliser, il suffit d’étiqueter les blocs
d’instructions sur lesquels porte la synchronisation et d’écrire, dans ’en-téte du programme
I’expression correspondant au comportement souhaité. L’utilisation des expressions n’entraine
donc pour le programmeur aucune modification du programme source, les contraintes de
synchronisation sont de ce fait trés faciles a intégrer, & modifier, & corriger. Le modeéle a
cependant ses limitations et, si Guo donne dans [32] des solutions utilisant les expressions de
synchronisation & quelques problémes classiques tels que les philosophes ou le tampon fini, il
semble assez difficile d’implanter le probleme des lecteurs/rédacteurs avec priorité a l’aide des
expressions de synchronisation (lorsque deux comportements sont autorisés, il n’y a aucune
possibilité de donner la priorité a I'un d’entre-eux). Les expressions de synchronisation ne
permettent donc pas de résoudre tous les problemes de synchronisation mais jusqua présent,
aucun outil n’est universel (voir [41] pour les limitations des sémaphores).

Un tel outil ne saurait exister sans une sémantique précise. Il est de plus nécessaire de
I'implanter et de résoudre quelques problemes élémentaires tels que décider si deux expressions
expriment le méme comportement. Pour toutes ces raisons, les langages de synchronisation
ont été associés aux expressions de synchronisation.

Un langage de synchronisation associé a une expression e décrit toutes les exécutions
possibles respectant les contraintes exprimées par e. Il correspond donc en quelque sorte a
I’ensemble des traces d’exécution possibles et s’apparente aux traces de Hoare. Dans la séman-
tique de 'entrelacement (due en grande partie aux travaux de Hoare [38] et Milner [49]), le
parallélisme est réduit au non déterminisme. Ici, les expressions de synchronisation exprimant
des contraintes d’exécutions, il est nécessaire de pouvoir distinguer une exécution de deux ac-
tions a et b en séquence de I’exécution de ces deux mémes actions en paralléle, surtout lorsque
ces deux actions ne sont pas indépendantes. Un modéle dans lequel les comportements a || b
et ab+ ba sont équivalents n’est donc pas adapté aux expressions de synchronisation. D’autre
part, 1’'un des postulats fondamentaux de la sémantique de ’entrelacement est ’atomicité des
actions. Dans la mesure ou 'une des facilités offertes par les expressions de synchronisation
est justement la possibilité d’étiqueter par un méme label des blocs d’instructions de taille
variable, il est clairement impossible de respecter ce postulat.

La solution choisie dans la définition des langages de synchronisation est l'utilisation
d’actions atomiques marquant le début et la fin de chaque action utilisée dans une expression
de synchronisation, cette solution respecte ainsi les hypothéses relativement fortes sur la
nature des événements imposées par la sémantique de ’entrelacement :
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« The actual occurrence of each event in the life of an object should be regarded as
an instantaneous or an atomic action without duration. Extended or time-consuming
actions should be represented by pair of events, the first denoting its start and the
second denoting its finish. » C.A.R. Hoare [38]

A chaque action a apparaissant dans une expression e, correspondent dans le langage
de synchronisation associé a e, les lettres a; (s pour start) et a; (¢t pour termination) qui
marquent le début et la fin de I’action a. Il est donc possible de distinguer une réelle exécution
en parallele a;b;a:b; d’une exécution en séquence aj a;b:b; ce qui permettra, dans le cas des
expressions de synchronisation d’autoriser ou non un début d’action bs apres un début d’action
as en fonction des contraintes imposées par 'utilisateur.

Il peut sembler que I'atomicité des actions n’impose pas de réelle restriction puisque la
durée des actions peut étre traitée grace au « split » d’actions en débuts et fins. Castellano, De
Michelis et Pomello donnent dans [10] un petit exemple dans lequel une égalité sémantique
définie dans la sémantique de I’entrelacement n’est pas préservée par raffinement alors qu’elle
I’est dans un modéle basé sur les ordres partiels. D’autre part, van Glabbeeck et Vaandrager
montrent dans [59] que cette représentation de la durée des actions dans des modéles entrelacés
n’est pas possible dans le cadre général des systemes concurrents non déterministes et en
particulier lorsque I’auto-concurrence est permise. L’approche qui consiste a utiliser un modele
entrelacé avec un « split » d’actions en deux parties n’est donc pas universellement utilisable,
elle est cependant adaptée dans de nombreux cas et convient tout-a-fait dans le cas des
expressions de synchronisation.

Nous allons donc associer a une expression de synchronisation un langage de synchronisa-
tion construit sur ’alphabet des débuts et fins d’actions. Il est cependant nécessaire de garder
une correcte association des débuts et fins d’actions; en particulier, dans un mot représentant
une exécution, il est nécessaire d’observer une séquence alternée de débuts et fins de chaque
action. Un langage possédant cette propriété (équivalente pour les débuts et fins a la pro-
priété des langages dits « bien parenthésés ») est appelé st-langage. Un langage associé a une
expression est un st-langage construit par induction sur I’expression a partir de langages finis
représentant I’exécution d’une action en utilisant ’union, I'intersection, la concaténation, le
shuffle et I’étoile, les langages de synchronisation sont donc réguliers ce qui permet d’utiliser
les automates finis pour implanter les expressions de synchronisation.

Les langages de synchronisation ne sont pas seulement un outil associé aux expressions de
synchronisation, ils peuvent également étre vus comme un modeéle du comportement des pro-
grammes concurrents. L’informatique théorique entend. entre autres, apporter des méthodes
formelles permettant de comprendre, d’analyser et de prouver les programmes pour amélio-
rer leur utilisation. A ce titre, de nombreuses méthodes spécifiques ont été développées pour
I'informatique parallele. On peut considérer les réseaux de Petri, introduits par Petri en 1962
dans sa thése « Kommunikation mit Automaten », comme des précurseurs de ces modeéles.
Il existe de nombreux autres modeéles comme les systemes de transitions (voir une synthese
dans [1]), les ordres partiels et les structures d’événements (introduites dans [50]), les traces
de Mazurkiewicz (introduites dans [{43], voir aussi [23, 22] pour des synthéses) et, bien sir,
tous les modeéles basés sur I’entrelacement (une comparaison de ces modeéles est proposée dans
[58]). Chaque modéle a bien entendu des avantages et des inconvénients, il est bien adapté a
un type de probléme ou a la vérification de certaines propriétés. Les langages de synchroni-
sation ont ’avantage d’étre réguliers, on dispose ainsi de toute la théorie des automates finis,



de la logique qui leur est associée, ... Les limites du pouvoir d’expression des langages de
synchronisation sont bien siir lies a celles des expressions de synchronisation.

Les langages de synchronisation donnent une sémantique aux expressions de synchronisa-
tion. Inversement, si I'on considere des langages de synchronisation comme des ensembles de
traces d’exécution, une expression peut étre vue comme un moyen de présenter un compor-
tement de fagon synthétique. Il semble plus évident de comprendre un comportement par la
donnée d’une expression que par la donnée d’un ensemble de traces d’exécution. Si I’on dispo-
sait d’un algorithme permettant de construire une expression de synchronisation a partir d’un
langage ou de quelques mots, on pourrait envisager d’utiliser les expressions de synchronisa-
tion pour la mise au point d’applications distribuées aprés exécution. En effet, le résultat de
I’enregistrement d’une exécution est une trace d’exécution souvent assez longue et les outils
existant pour l'analyser sont assez peu évolués. Une expression de synchronisation décrivant
le « plus petit comportement » (au sens de comportement le plus contraint) compatible avec
un ensemble d’exécutions tests serait une bonne approximation du comportement de [’appli-
cation. Ceci est bien siir dépendant de la donnée d’un algorithme permettant de construire
une expression de synchronisation a partir d’un langage donné ainsi que d’un algorithme de
simplification des expressions pour les rendre le plus synthétique possible (trouver une forme
normale pour les expressions de synchronisation est un probleme ouvert).

Il n’est pas immédiat de trouver une expression de synchronisation associée & un langage
donné. En effet, méme si ce langage est rationnel, il est nécessaire de décomposer le langage
en union, concaténation, étoile mais aussi intersection et shuffle non pas de langages réguliers
mais de st-langages réguliers. Une premiére question a résoudre, avant d’essayer de construire
une expression, est de trouver un critere pour décider si un langage donné est un langage
de synchronisation. Pour ce faire, Guo, Salomaa et Yu, ont proposé, dans [33, 34], d’utiliser
un systeme de réécriture. L’idée est de trouver un systéme de réécriture tel qu'un st-langage
régulier soit un langage de synchronisation si et seulement s’il est clos par ce systéeme. D’autre
part, il serait agréable de pouvoir retrouver le plus petit langage de synchronisation qui
contient un mot en calculant sa cléture par un systeme de réécriture.

On peut remarquer qu’en considérant un langage de synchronisation L et une relation g
irréflexive et symétrique (une commutation partielle) qui contient tous les couples (as, bs) et
(a¢, by) pour a et b distincts, les classes d’équivalence éléments du quotient du langage par
la congruence engendrée par o (les traces) contiennent des mots dans lesquels les mémes oc-
currences d’actions sont en parallele et les mémes occurrences d’actions sont en séquence. En
outre, une expression comme a || b autorise d’exécuter les actions a et b en méme temps mais
n’interdit pas de les exécuter en séquence. Utiliser un systéme de réécriture ne contenant que
des regles du type asb; ¢ bsas et aib; <> b:a; ne suffit donc pas: un langage de synchroni-
sation contenant asbsa.b; doit également contenir les mots asa;:b,b; et bsbsasa;. Pour obtenir
I’ensemble de mots provenant d’une expression de synchronisation donnée, il faut donc ajou-
ter des regles non symétriques, du type asb; — bias, qui permettent d’échanger le début et la
fin de deux actions distinctes afin de les mettre en séquence (ce qui revient a considérer une
relation de semi-commutation que nous appellerons # contenant les couples (as, bs), (as, be) et
(as,b:) pour tout couple d’actions distinctes). Guo et al. montrent que € n’est pas suffisante
pour obtenir une bonne caractérisation, il est facile de trouver un exemple de st-langage clos
par # qui n’est pas un langage de synchronisation (la cléture de a bsasa;b:bsa:b; par exemple).
Guo et al. conjecturent dans [34] que le systéme de réécriture R, union de § et d’un systéme



— que nous appelierons €2 — contenant les regles du type
ait...Qntdys .. .amblt .. -bmtbls .. -bms ~ blt .. -bmtbls .. .bmsalt e lptlls .. .QApg

pour toute série d’actions deux a deux distinctes, permet de caractériser les langages de
synchronisation.

La partie €2 du systéme de réécriture est assez peu intuitive aussi est-il naturel de se de-
mander pourquoi n’avoir pas envisagé d’utiliser des extensions des relations de commutations
partielles plus connues et plus naturelles telles que les relations d’indépendance sous contexte.
Dans une telle relation, il ne s’agit plus de considérer des relations d’indépendances de deux
actions comme dans le cas des commutations partielles mais de considérer 'indépendance de
deux actions sous un contexte gauche. Dans le cas classique du producteur/consommateur
par exemple, les actions de produire « p » et de consommer « ¢ » ne sont indépendantes que
si elles sont précédées d’une autre production : les mots pc et ¢cp ne sont pas équivalents par
contre les mots ppc et pcp le sont. Biermann et Rozoy ont étudié les relations 1-contextuelles
(c’est-a-dire ou le contexte est réduit a une lettre) dans [5], Bauget et Gastin ont également
étudié les congruences engendrées par des relations sous contexte et, plus particulierement,
leurs relations avec les ordres partiels dans [2], Arnold et Husson proposent un cadre commun
d’étude des relations liées au contexte, les relations d’indépendance locale - r.i.l — (voir [40]).
Une r.i.l. sur un alphabet X* est une relation incluse dans * x ¥ x X irréflexive et symétrique
par rapport aux deux derniers arguments.

Nous avons vu qu’en utilisant une commutation partielle, nous pouvons obtenir les mots
qui possédent les mémes occurrences d’actions en parallele. Les commutations partielles sont
un cas limite des r.i.l., cette notion peut donc étre exprimée par une r.i.l., par contre, des que
I’on considére également la remise en séquence des actions, il apparait que la connaissance du
contexte gauche ne suffit pas, les deux contextes sont nécessaires. Considérons par exemple le
langage associé a I’expression [(a || b) — a] | [a = b — b]. Les mots a;bsasbiasa; et asa:bsbiasa;
représentent des comportements qui respectent la contrainte décrite par le premier membre
de 1’expression, on souhaiterait qu’ils soient équivalents ou qu’au moins il soit possible de
retrouver ’'un a partir de Pautre. Avec une r.i.l., il faudrait supposer que a; et b; sont in-
dépendants sous le contexte a,, cependant dans le mot a,a:bsb:b:b;, qui appartient au méme
langage, les mémes lettres, sous le méme contexte gauche, ne sont pas indépendantes. La rela-
tion que nous recherchons ne peut donc pas avoir la forme d’ure r.i.l. Les commutations sous
contexte ne suffisant pas, on pourrait envisager d’utiliser une généralisation « plus large » des
commutations partielles telle que les G-relations introduites par Biermann et Rozoy dans [4],
cependant, celle-ci ne convient pas davantage. Considérant un alphabet ¥, une G-relation est
une relation d’équivalence sur X* pour laquelle les mots équivalents sont commutativement
équivalents et qui est une demi-congruence droite (il ne s’agit donc plus de commutations
de deux lettres sous contexte ou non mais d’une notion beaucoup plus large). Le probleme
vient toujours du fait que, dans le cas des langages de synchronisation, les contextes droits
ou gauches seuls ne suffisent pas a décider si deux lettres sont indépendantes a un instant
donné. Considérons par exemple le langage associé a ’expression (a || b) | (¢ & b — b). Dans
ce langage, nous souhaitons que les mots a,b.a;b; et asa:b;b; soient équivalents cependant,
nous ne pouvons pas en déduire que asbsab;bsb; et asa;b bibsb, sont équivalents, nous n’avons
donc pas une demi-congruence droite.

Dans le cas des langages de synchronisation, nous ne pouvons pas considérer que deux
exécutions sont équivalentes dans l’absolu, a;a;bb; et a bsa:b; sont deux exécutions correctes



pour ’expression a || b mais seule asa:bsb; est correcte pour I’expression ¢ — b. L’avantage du
systéme R est donc de fournir d’une part des régles symétriques qui permettent de passer d’un
mot a un autre mot dans lequel les mémes occurrences d’actions sont en paralléle — dans ce
cas nous avons bien une équivalence — et d’autre part des regles non symétriques permettant
de passer d’un mot & un mot de moindre degré de parallélisme. Il semble donc mieux adapté
pour permettre de retrouver le plus petit langage de synchronisation contenant un mot donné
(avec une relation d’équivalence, on n’obtiendrait pas le plus petit).

Le travail presenté dans cette thése concerne ’étude des langages de synchronisation et
leur caractérisation par des systemes de réécriture. Dans le premier chapitre, nous rappelons
les définitions des expressions et langages de synchronisation et les premiers résultats qui ont
été obtenus par Guo et al. La relation 8 étant une semi-commutation, nous serons amenés de
nombreuses fois a utiliser des résultats classiques de la théorie des traces et des semi-traces
aussi rappelons nous, succinctement, les résultats qui seront utilisés et uniquement ceux-ci
notre objet n’étant pas ’étude des traces.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la conjecture de Guo et al. et nous montrons
qu’elle est vraie dans le cas particulier de langages exprimant la synchronisation entre des sé-
ries de deux actions distinctes. Nous obtenons un algorithme de construction d’une expression
de synchronisation associée a un langage régulier quelconque sur un alphabet de deux actions.
Nous nous intéressons également a une famille de langages définie par Guo et al., les langages
bien formés. Ces langages sont des st-langages qui peuvent étre définis par une expression
rationnelle dans laquelle toute sous-expression portée a ’étoile définit un st-langage. Guo et
al. conjecturaient que les langages bien formés pouvaient étre utilisés comme générateurs des
langages de synchronisation. Nous donnons une caractérisation des langages bien formés basée
sur la forme de leurs facteurs itérants qui nous permet de réfuter cette possibilité. Enfin, nous
montrons que la conjecture de Guo et al. n’est pas vraie dans le cas général.

Partant du constat que certaines propriétés relatives aux projections sur des sous-alpha-
bets de deux actions semblent manquer au systéme R, nous proposons de 1’étendre dans le
chapitre trois. Le nouveau systéme R’ est basé sur R et est équivalent & R dans le cas des
langages définis sur des alphabets de deux actions: un mot u se réécrit en un mot v par R’
si et seulement si chaque projection sur un sous-alphabet de deux actions de u se réécrit par
R en la projection de v. Nous nous intéressons aux propriétés techniques du systeme R’ puis
nous montrons que ce systéme permet de caractériser les langages de synchronisation finis.
Nous obtenons un algorithme qui permet de construire une expression de synchronisation
associée a un langage fini donné. Notre systéme étendu s’avere étre le « plus grand » systeme
de réécriture par lequel les langages de synchronisation sont clos et pourtant, nous montrons
qu’il ne permet pas de les caractériser, ce résultat met fin a la recherche d’une caractérisation
des langages de synchronisation par les systemes de réécriture.

Dans le chapitre quatre, nous nous intéressons aux langages de synchronisation généralisés
introduits par Salomaa et Yu dans [57] au regard de ces résultats négatifs. Salomaa et Yu ont
étendu la sémantique des expressions de synchronisation augmentant ainsi leur pouvoir d’ex-
pression tout en restant dans le cadre des langages réguliers. Salomaa et Yu conjecturent que
la classe des langages de synchronisation généralisés est exactement la classe des st-langages
réguliers clos par € et ils montrent que cette conjecture est vraie dans le cas des langages finis.
Une telle caractérisation serait fort intéressante puisqu’il est possible de décider automati-
quement si un langage régulier est clos par une semi-commutation & partir d’un automate
le reconnaissant. Aprés quelques remarques sur les propriétés des langages de synchronisa-



tion généralisés, nous introduisons les st-morphismes, une classe de fonctions rationnelles tres
proches des morphismes strictement alphabétiques, qui préservent les st-langages. Ces st-
morphismes nous permettent d’établir d’une part le lien entre les langages clos par 6 et les
langages clos par R’ et d’autre part entre les deux familles de langages de synchronisation.
Nous montrons que les familles des st-langages réguliers clos par R’ et des images par st-
morphismes des st-langages réguliers clos par 6 sont égales et que les familles des images par
st-morphismes des langages de synchronisation et de synchronisation généralisés sont égales.

Dans le dernier chapitre, nous montrons que la semi-commutation 8 permet de caractériser
les images par st-morphismes des langages de synchronisation généralisés. Nous proposons une
preuve tres simple pour les langages qui sont la cléture par 8 de langages bien formés. Dans le
cas général, nous montrons qu’il est possible d’utiliser un coloriage (une fonction rationnelle),
une commutation partielle et un morphisme strictement alphabétique pour calculer la cloture
d’un st-langage régulier par 6. Puis, nous proposons une construction a partir de 'automate
asynchrone du langage colorié clos par commutation partielle qui permet d’obtenir un langage
décomposable en produits de mixage. Une fois la décomposition terminée, il est aisé de montrer
que le langage obtenu est un langage de synchronisation généralisé. Enfin, nous généralisons
la construction pour montrer qu’elle peut étre appliquée pour une semi-commutation et un
langage quelconques.
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Notations — Définitions

Notations
Le symbole @ désigne le « ou » exclusif.

Les alphabets considérés seront toujours finis et seront en général notés X, X ou Y. Par
convention, ¢ désigne le mot vide. L’ensemble de tous les mots finis sur un alphabet ¥ est
noté * et &t s’il est privé du mot vide.

Dans ce paragraphe, nous utiliserons I’alphabet ¥, les mots et les langages considérés sont
définis sur X.

Nous notons respectivement |u| et |u|, la longueur du mot u et le nombre d’occurrences
de la lettre a dans u.

L’alphabet de u est noté alph(u) et est défini par:

alph(u) = {z € | |u|,; > 0}.

Le mot u est un facteur du mot v s’il existe des mots u; et us tels que v = ujuug, c’est
un facteur propre si u # v.

Le mot u est un facteur gauche (resp. facteur droit) du mot v s’il existe un mot w tel que
v = uw (resp. v = wu), c’est un facteur gauche propre (resp. facteur droit propre) si w n’est
pas vide.

Ces notions sont étendues aux langages: un langage M est facteur d’un langage L s’il
existe deux langages L; et L, tels que L = L;.M.L,. Les autres notions sont étendues de la
méme maniere.

L’ensemble des facteurs itérants d’un langage L est défini par:

fi(l)y={ue X | Jv,we T vu"wC L}.

Le mot u est un sous-mot d’un mot v s’il existe des mots uy, ..., u, €t vg, ..., v, tels que
U= U]...Up €0 U = vgui1UV2 ... UpVUp.

Le mot u est un conjugué d’un mot v s’il existe deux mots u; et u; tels que u = ujusy et
UV = uUgxUy.

La projection du mot u sur le sous-alphabet X de X est 'image de u par ’homomorphisme
IIx défini par:
_ ) zsizeX,
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Le shuffle (produit de mélange) des mots u et v est noté u w v et est défini par:
ww v ={ugvr.. Uy | U, 0 EE U UL U, V= U1 .. Up )
Le shuffle de deux langages L; et L est:

LiwLl= |J wwuw.
u€L1,v€EL,

Réécriture
Dans ce paragraphe, ¥ est ’alphabet utilisé.
Considérant un systeme de réécriture R et deux mots u et v, nous écrivons
U —rv
R
s’il existe une régle w — w’ dans R et deux mots u’ et u” tels que u = v'wu” et v = v'w'v".
On note
U — v
R
s’il existe n mots (n > 1) wy, ..., w, tels que w; = u, w, = v et pour tout 2, 1 < ¢ < 7,
w; —};) Wig1-
L’entier n — 1 est appelé longueur de la dérivation. Lorsque ’on considére une dérivation de
longueur n on note
U -5 v,
R
Pour un mot u, fr(u) est la cloture de u par R et est défini par

fr(n) = {v € =* |u > v},

de méme, fr(L) est la cloture par R du langage L et est définie par:

fr(L) = | fr(w).

u€lL

Graphes
Un graphe orienté (fini) est un couple (S, 4) ou S est un ensemble fini de sommets et A
un ensemble d’arcs inclus dans S x §.

Un chemin dans un graphe (S, A) est une suite d’arcs ¢g.. .a, telle que pour tout indice
0 <i<mn a1 = (s5,s) et a; = (sg.s1). Un chemin (sp.51)(s1,52)-..(Sp—1,5n) est dit
étiqueté par le mot sgsy...5,.

Un graphe (S, A) est dit connexe si, pour tout couple de sommets = et y de S, il existe
un chemin de z & y dans (S, AU A™1). Un graphe (S, A) est dit fortement connexe si, pour
tout couple de sommets = et y de S, il existe un chemin de z a y dans (S, 4).

Dans un graphe (S, A), un ensemble de sommets S’ C S est une clique si
(s1 €5 et sy €8) = ((s1,52) € Aet (s2,5) € A).
On appelle recouvrement par cliques d’un graphe G = (S, A) Les cliques Sp, S1,...,5n

d’un graphe G = (S, A) forment un recouvrement par cliques de G si SoU---US, = S et si
pour tout arc (s, sz) de A, il existe un indice 7 tel que s; et s; appartiennent a S;.
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Chapitre 1

Notions de base

Nous donnons dans la premiére section de ce chapitre les définitions des st-langages, des
expressions et langages de synchronisation ainsi que la définition du systeéme de réécriture
proposé par Guo, Salomma et Yu pour caractériser les langages de synchronisation. Puis,
nous introduisons les commutations partielles et semi-commutations en ne mentionnant que
les quelques résultats qui nous seront utiles dans les chapitres suivants. Enfin, dans la derniere
section nous énongons quelques propriétés générales des st-langages.

1.1 Expressions et langages de synchronisation

1.1.1 Expressions de synchronisation

Les expressions de synchronisation ont été introduites dans [30] dans le cadre du projet
de développement d’un langage pour multiprocesseurs a mémoire partagée nommé ParC. La
motivation premiére dans 1’élaboration de ce langage était d’éviter au programmeur 'uti-
lisation des outils de bas niveau pour spécifier le parallélisme et la synchronisation. Cette
motivation a conduit a l'utilisation de nombreux outils de haut niveau tels que les variables
partagées avec portée, des instructions spécifiques (pexec exécution de plusieurs traitements
en parallele, pfor, for paralléle sans contraintes de synchronisation, sfor, for paralléle avec
contraintes de synchronisation, ... ), les étiquettes identifiant I’exécution d’un traitement et
enfin, les expressions de synchronisation.

Les expressions de synchronisation délivrent le programmeur de 'implantation de la syn-
chronisation en lui imposant uniquement de spécifier les contraintes nécessaires. Des blocs
d’instructions de taille variable peuvent étre étiquetés et les contraintes sont exprimées par des
expressions sur des étiquettes de blocs. Cet outil permet d’exprimer simplement les contraintes
sans apporter de changement dans la structure du langage de base. Une étiquette de bloc est
vue ici non comme un point d’entrée mais comme l'identificateur de ’exécution d’un traite-
ment complet. Les expressions permettent en outre au programmeur de définir la synchroni-
sation avec le grain de son choix et de modifier tres facilement les contraintes choisies. Durant
I’exécution, un traitement ne peut étre effectué & un instant donné que si son exécution ne
viole pas les contraintes imposées par ’expression, dans le cas contraire, I’exécution de ce
traitement est différée. L’exemple suivant est tiré de [30]:

Exemple 1.1 La somme d’une longue séquence d’entiers peut étre calculée par parties, en
utilisant un langage de programmation paralléle offrant des variables partagées et une ins-
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truction pfor permettant d’exécuter les différentes itérations d’une boucle en parallele. Ici, la
somme de 10000 entiers va étre calculée par 100 processus qui vont chacun réaliser ’addition
de 100 éléments de la séquence de départ.

shared int Sequence[10000], tmp[100];
shared int sum;

Tag T;
restrict (T*);

main() {
int i,j;
pfor (i = 0; 1 <100; i++) {
for (j = 0; j <100; j++) {
tmp[i] = tmp[i] + Sequence[i*100+j];

}

T: sum = sum + tmp[i];

Les 100 sommes partielles peuvent naturellement étre calculées en paralléle cependant,
lacces a la variable partagée sum doit étre réalisé en exclusion mutuelle par tous les proces-
sus. Le tag T permet donc d’identifier le traitement sur lequel la contrainte de synchronisa-
tion va porter. L’expression de synchronisation indiquée apres le mot clé restrict indique
simplement que, durant ’exécution, les traitements T effectués par les différents processus
devront I’étre en séquence (mais dans un ordre quelconque: il n’y a aucune distinction entre
les traitements T exécutés par différents processus).

Une expression de synchronisation est:
1. une étiquette désignant I’exécution d’un traitement ou £ désignant une action nulle;
2. si e; et e, sont des expressions de synchronisation :
e (e; — e2) qui impose que ’exécution de e; ne débute que lorsque celle de e, est
complétement terminée,

e (e; | e2) qui signifie que I'exécution de e; ou e, peut se dérouler mais pas les deux,

o (e1 || e2) qui signifie que les exécutions de e; et e, peuvent se chevaucher dans
le temps. La nature de cet opérateur implique qu’une méme étiquette ne peut
apparaitre dans les deux opérandes d’un opérateur ||,

e (e;&ey) qui impose que les contraintes exprimées par e; et e; soient satisfaites,

e (1) qui exprime que I’exécution de e; peut étre répétée un nombre arbitraire de
fois.
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Les expressions de synchronisation permettent donc d’exprimer la séquence (—), Iexclu-
sion (|), la répétition () et la mise en parallele (||). Considérons I’exemple suivant :

Exemple 1.2 Si deux traitements c et d ne peuvent s’effectuer que lorsque deux traitements
a et b sont terminés mais qu’il n’y a pas de contrainte de synchronisation particuliere entre a
et b d’une part et entre c et d d’autre part, on obtient I’expression (a || b) = (c || d).

Une exécution durant laquelle a et b se déroulent au méme instant puis, lorsque ces deux ac-
tions sont terminées, on observe l’exécution de c et d en séquence sera conforme aux contraintes
imposées par I’expression. En effet, les actions autorisées a se dérouler en parallele ne sont
jamais contraintes de le faire, il ne s’agit pas d’indiquer un rendez-vous mais juste de spécifier
I’indépendance. Les contraintes plus complexes devront étre exprimées a 1’aide de V'intersec-
tion (&). L’exemple suivant est donné par Guo, Salomaa et Yu dans [33] pour montrer la
nécessité de 'utilisation de l'intersection, les contraintes exprimées par cette expression ne
peuvent |’étre par une expression n’utilisant que les quatre autres opérateurs.

Exemple 1.3 Si d’une part un traitement b ne peut s’effectuer qu’apres un traitement a et
que d’autre part un traitement d ne peut s’effectuer qu’apres les deux traitements a et ¢, ce
qui correspond au graphe de dépendance

a______ b

d

on obtient 'expression ((a — b) || (¢ = d))&((a — d) || b || ¢).

On peut également remarquer que la notion d’indépendance entre actions est totalement
locale (méme si nous avons vu dans 'introduction qu’elle ne dépend pas d’un contexte). Lors
d’une méme exécution, certaines occurrences d’actions peuvent étre dépendantes tandis que
d’autres occurrences des mémes actions ne le sont pas.

Exemple 1.4 L’expression (a || b)* = (@ — b) — (a* || b*) décrit les contraintes suivantes:
un nombre arbitraire d’exécutions d’une action @ en paralléle avec une action b peut étre
effectué puis, lorsque ’'on a observé I’exécution d’une nieme occurrence de a en séquence avec
la niéme occurrence de b, les actions a et b sont totalement indépendantes.

On peut noter la différence entre les expressions (a || b)* et (a* || 4*). Dans le premier cas,
les actions a et b peuvent étre exécutées en paralléle mais, pour chaque occurrence de a, il
doit y avoir une occurrence de b (et vice-versa) et seules ces occurrences « correspondantes »
peuvent étre exécutées en parallele. Il y a une restriction sur l'indépendance entre a et b et
une contrainte sur les nombres de a et b. Dans la deuxiéme expression, les actions @ et b sont
totalement indépendantes. Plus formellement, les expressions de synchronisation sont définies
par:

Définition 1.5 Soit ¥ un alphabet d’actions (ou étiquettes). L’ensemble des erpressions de
synchronisation sur l'alphabet T, noté ES(X), est le plus petit sous-ensemble

ES(Z) € Bu{=& L+ ()"
tel que:

e ['action nulle (notée c) et toutes les actions de ¥ appartiennent ¢ ES(X) ;
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e pour toutes erpressions e1 et e; de ES(X), les ezpressions (e; — e2), (e1 | e2), (e1&e2)

et (e7) appartiennent ¢ ES(X) ;

e pour toutes expressions ey et e; de ES(X) telles que alph(e;) N alph(ez) = 0 (avec
alph(e) lensemble des étiquettes apparaissant dans l’écriture de e), ’expression (e || e2)
appartient ¢ ES(X).

Les expressions de synchronisation permettent en premier lieu de décrire des contraintes
de synchronisation dans une application distribuée, elles peuvent également étre vues comme
un outil donnant une représentation synthétique du comportement d’une application. Les
langages qui sont associés aux expressions de synchronisation vont, pour chacun de ces points
de vue, étre essentiels pour leur utilisation.

1.1.2 Langages de synchronisation

Les langages de synchronisation sont associés aux expressions de synchronisation, ces lan-
gages permettent d’une part de donner une description sémantique précise des expressions et
d’autre part d’implanter les expressions : pour ParC), la structure de contrdle d’exécution d’un
programme est constituée de I’automate du langage associé a ’expression de synchronisation
écrite par le programmeur. De plus, en pratique, un compilateur doit pouvoir tester si deux
expressions sont équivalentes, contradictoires ou si I’'une est plus contrainte que I’autre de ma-
niere a pouvoir controler la cohérence des programmes. Les langages associés aux expressions
permettent de décider de l'inclusion et de I’équivalence de deux expressions.

Nous avons vu que les langages associés aux expressions de synchronisation utilisent la
représentation d’une action de durée quelconque par deux actions atomiques marquant son
début et sa fin. A partir d’un alphabet d’actions X, nous allons donc construire deux alphabets
contenant respectivement les actions atomiques marquant les débuts et fins des actions de ¥:

Définition 1.6 Soit ¥ un alphabet fini, les alphabets X, et 1; sont définis par la relation :
(e €X)e (a, € Z;) & (ar € 5y).

S

A chaque action étiquetée par une lettre a, correspondent dans un langage de synchro-
nisation les lettres a, (s pour start) et a; (¢ pour termination) qui marquent le début et la
fin de 'action a. Il est donc possible de distinguer une réelle exécution en parallele a;bsa:b;
d’une exécution en séquence asa;bsb; ce qui permettra, dans le cas des expressions de syn-
chronisation d’autoriser ou non un début d’action bs; aprés un début d’action a; en fonction
des contraintes imposées par 'utilisateur.

A une expression de synchronisation est associé un langage de synchronisation construit
sur I’alphabet des débuts et fins d’actions. Il est cependant nécessaire de garder une correcte
association des débuts et fins d’actions, en particulier, dans un mot représentant une exécu-
tion, il est nécessaire d’observer, pour toute action, une séquence correctement alternée de
débuts et fins de cette action. Nous considérons donc la famille des langages pour lesquelles
la correspondance des débuts et fins est respectée.

Définition 1.7 Soit ¥ un alphabet d’actions. Un mot u de (¥, U L,)" est un st-mot si et
seulement si pour toute action ¢ de %,

Wiz, 2y (u) € (z524)

Un langage dont tous les mots sont des st-mots est appelé st-langage.
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Notation 1.8 Nous notons STy [’ensemble des st-mots sur [’alphabet ¥, U X;.
Nous nous servirons également des définitions suivantes:

Définition 1.9 Un mot st-primitif est un mot non vide dont aucun facteur gauche propre
n'est un st-mot. Les facteurs st-primitifs d’un st-mot u sont les mots st-primitifs uy,..., U,
tels que u = uy ... Un,.

Nous pouvons donc a présent donner la définition formelle des langages de synchronisation
qui sont construits par induction a partir des expressions de synchronisation.

Définition 1.10 So:it ¥ un alphabet d’actions. On définit pour une expression de synchroni-
sation e € SE(X) le langage de synchronisation L(e) C (¥, U X;)* de la fagon suivante:

o L(zg)=¢;

e Vae X, L(a) =asa;

e sie=e) — ey alors L(e) = L(ey).L(ez) ;

e sie=¢; | ey alors L(e) = L{ey) U L(e2);

o sie=e &ep alors L(e) = L(e;) N L(eg) ;

e sie=e¢ || ex alors L(e) = L(e1) w L(ez)
e sie=e} alors L(e) = (L{e1))*.

Clairement, par construction, les langages de synchronisation sont réguliers. Ceci va per-
mettre, entre autres, d’utiliser les automates finis pour implanter les expressions de synchro-
nisation : Iimplantation proposée par Guo dans [32] utilise les « reversed alternating finite
automata » ([26, 11]).

Exemple 1.11 Pour e = a || b nous obtenons le langage:
L(e) = {asatbsbt’ asbsa;by, asbbiay, bsasatbtv bsasbaz, bsbtasat}-

Ce langage contient bien sir les séquences a;a.bsb; et bsbiasas, nous avons vu que 'opérateur
de concurrence n’indique pas un rendez-vous mais 'indépendance des actions.

L’équivalence et l'inclusion de deux expressions de synchronisation sont décidables, pour
comparer deux expressions, il suffit de tester 1’égalité ou l'inclusion des langages qui leur sont
associés.

Exemple 1.12 Les expressions (@ — b) || c et [(a || ¢) = 8] | [ = (b | ¢)] ne sont pas
équivalentes. Intuitivement, une exécution durant laquelle ’action ¢ est commencée pendant
le a et terminée pendant le b respecte les contraintes de la premieére expression mais pas de la
deuxieme. Pour montrer ceci, il suffit de calculer les langages associés aux deux expressions:

L{(a = b) || ¢) = (asas.bshs) w cscy,
L([(a]le) =8| [a— (] 0)]) = [(asas w csee).bsbs] + [asar.(bshy w escy)].

On constate que ces deux langages sont différents, le mot c;asa:bsbsc; par exemple appartient
au premier mais pas au deuxieme.
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Suite a cette définition des langages de synchronisation, il est naturel de se demander s’il
est possible de décider si un langage donné est un langage de synchronisation. Ceci d’une
part dans le but d’obtenir une caractérisation décidable de la famille des langages de syn-
chronisation et d’autre part dans le but d’agrandir le champ d’application des expressions de
synchronisation. Comme les expressions de synchronisation permettent de décrire de maniére
synthétique le comportement d’une application, on peut envisager de les utiliser pour pré-
senter & un programmeur le résultat d’une exécution (ou d’un jeu d’exécutions) plutét que
de lui fournir les traces d’exécution brutes. Un tel outil pourrait étre utilisé pour le dévermi-
nage d’applications distribuées. Dans cette optique, il est nécessaire de pouvoir reconstruire,
a partir d’une trace d’exécution ou d’un st-langage, une expression de synchronisation la plus
proche possible du jeu d’essais présenté.

1.1.3 Un systéme de réécriture

Guo, Salomaa et Yu proposent, dans [33], de caractériser les langages de synchronisation
en termes de langages clos par systéme de réécriture. Ils ont, pour cela, défini un systeme de
réécriture (ou plus exactement une famille de systémes de réécriture en fonction des alphabets
d’actions utilisés) :

Définition 1.13 Soit ¥ un alphabet d’actions. Le systéme de réécriture Ry est l'union des
systéemes Oy et Qyx avec:

fs = {ab; > bsas, aby & biaz, ashy — bias | a,b € T, a # b},

et
Oy =
{alt AR .ansblt .. -bmtbls .. -bms — blt .. -bmtbls .. .bmsa]_t e QptQys ... Qps
lay,...,an,b1,..., by sont des lettres de ¥ deuz a deux distinctes}.

Lorsqu’aucune confusion n’est possible ou lorsque nous voulons parler des systémes en général,
nous utilisons R, 8 et  a la place de Ry, fg et Qs.

La premiere partie du systéme R est relativement intuitive. Si nous considérons un mot
d’un langage de synchronisation et que, dans ce mot, nous trouvons un mot ua,b,v, il est clair
que les occurrences de a et b mises en évidence sont autorisées a se dérouler en parallele. Dans
ce cas, l'ordre dans lequel les exécutions de a et b sont commencées n’a aucune importance,
le mot ubsasv doit donc forcément appartenir au langage considéré. Les régles du type a:b; <
bia; s’expliquent avec des arguments semblables.

Si nous trouvons un mot ua,b;v, les occurrences de a et b mises en évidence sont autorisées
a se dérouler en paralléle, cependant nous avons vu qu’il ne pouvait s’agir d’une obligation, il
est tout-a-fait possible d’exécuter ces deux occurrences (qui sont indépendantes) en séquence,
le mot ub;a;v appartient donc naturellement au langage considéré. Par contre, si un langage
de synchronisation contient un mot ub:a,v, 'observation de ce seul mot ne permet pas de
déduire si les occurrences concernées sont autorisées a se dérouler en paraliele ou non. C’est
pourquoi les regles du type asb; — bias ne sont pas symétriques.

La deuxieme partie du systéme R est peut-étre moins intuitive. Elle a été motivée par la
constatation du fait que # n’est pas suffisante pour caractériser les langages de synchronisation,
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il est assez aisé de constater ce fait sur I’exemple suivant:

Exemple 1.14 Le langage L = fp(asbsaiasb:bsasb;) n’est pas un langage de synchronisa-
tion. Le plus petit langage de synchronisation, au sens de l’inclusion, contenant le mot
asbsasa.bbsash; est le langage M = L(a? || b%). L’ordre partiel qui peut étre associé a ce
mot est

a

b »b

or les expressions de synchronisation ne permettent pas d’exprimer des contraintes aussi fines
entre les différentes occurrences d’actions. Comme le mot u = a;b;b;b,a:a:a;b; appartient a
M mais pas a L, L n’est pas un langage de synchronisation. Pour obtenir le mot u a partir du
mot de départ, il est nécessaire d’utiliser d’autres regles que celles de 6, ici, il suffit d’appliquer
la régle a;ashibs — bibsasas, on peut constater que fr(asbsaiasbibsarhs) et M sont égaux.

Clairement, les systémes 0 et Q préservent les st-mots, Guo et al. montrent dans [34]
que le systéme de réécriture R est adapté a ’étude des langages de synchronisation et ils
conjecturent que ce systéme permet de caractériser les langages de synchronisation.

Théoréme 1.15 (Guo et al.) Tout langage de synchronisation défini sur ¥ est clos par le
systéme de réécriture R(X).

Conjecture I (Guo et al.) Tout st-langage régulier défini sur L, UX, et clos par R(X) est
un langage de synchronisation.

Voici posés les définitions des expressions et langages de synchronisation ainsi que les pro-
blémes qui vont nous intéresser. Dans la section suivante, nous rappelons quelques définitions
et propriétés des commutations partielles et semi-commutations qui seront utilisées durant
I’étude des langages de synchronisation.

1.2 Commutations partielles et semi-commutations

La notion trés étendue et trés largement étudiée de langage trace a été introduite par
Mazurkiewicz [43] dans le but d’étudier le comportement des réseaux de Petri « one safe »
(indépendamment, Cartier et Foata ont étudié le monoide partiellement commutatif libre
pour résoudre des problémes de réarrangement en combinatoire [9]). Cette idée d’exprimer
le parallélisme par une relation d’indépendance entre actions s’est avérée étre une notion
essentielle dans la modélisation du parallélisme et a donné naissance a de nombreux travaux
et de nombreuses extensions telles que les semi-commutations que nous utilisons ou encore
les traces infinies [21, 27].

1.2.1 Quelques définitions

Notre but n’est pas ici I’étude des traces mais nous utiliserons a de nombreuses reprises
les commutations partielles pour profiter des outils qui leur sont associés. D’autre part, le
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systéme de réécriture # étant une semi-commutation, nous disposerons, pour son étude, des
propriétés des semi-commutations. Nous rappelons donc ici uniquement les propriétés qui
seront utilisées dans les chapitres suivants. La théorie des langages trace est largement plus
développée et a donné lieu & un ouvrage de syntheése, le « Book of Traces » [23].

L’idée de base des commutations partielles est d’exprimer le parallélisme par l'indépen-
dance d’actions. Chaque action est représentée par une lettre d’un alphabet fini X, un mot
de ¥* représente une trace d’exécution et, si deux actions a et b sont indépendantes, deux
exécutions uabv et ubav sont équivalentes i.e. ameénent le systéme dans un méme état.

Définition 1.16 Une relation de commutation partielle ¢ définie sur un alphabet ¥ est une
relation irréflezive et symétrique incluse dans ¥ x X.

Clerbout et Latteux ont introduit les semi-commutations, une généralisation naturelle des
commutations partielles. Une semi-commutation est une relation irréflexive sur un alphabet
¥, la différence par rapport 4 une commutation partielle est donc ’absence de symétrie. Les
semi-commutations ont été introduites dans le but de modéliser des comportements de type
producteur/consommateur qui ne pouvaient pas I’étre a I’aide des commutations partielles.
Un comportement de type producteur/consommateur se résume par ’expression « on ne peut
consommer que ce que l’on a produit », si 'on nomme p l'action de produire (un jeton par
exemple) et ¢ l’action de consommer, un comportement (pc)* est correct. Il est également
possible d’anticiper la production avec, comme limite, un comportement du type p"c", par
contre, il est impossible d’anticiper une consommation. Il existe donc une dépendance non
symétrique entre le producteur et le consommateur, une exécution ucpv peut étre remplacée
par upcv mais pas l’inverse ce qui conduit 3 une semi-commutation ¢ = {(c, p)}.

Définition 1.17 (Clerbout, Latteux [12, 13]) Une relation de semi-commutation o défi-
nie sur un alphabet ¥ est une relation irréflezive incluse dans X X L.

Clairement, toute relation de commutation-partielle est une relation de semi-commutation.

On peut noter ici que les réseaux de Petri sont batis sur le modéle production et consom-
mation de jetons, les liens entre les semi-commutations et les réseaux de Petri ont donc
naturellement été étudiés [39, 52, 53, 14].

Aux commutations partielles et aux semi-commutations sont associés des systemes de
réécriture, par abus de langage, nous utiliserons par la suite la méme notation pour désigner
la relation et le systéme de réécriture qui lui est associé.

Définition 1.18 A toute relation de semi-commutation ou de commutation partielle o sur
un alphabet d’actions ¥ est associé un systéme de réécriture S, défini par:

Se = {ab— ba | (a,bd) € o}.

Remarquons que, dans le cas d’une commutation partielle, le systeme de réécriture obtenu
est symétrique.
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1.2.2 Quelques propriétés de base

Nous utiliserons principalement trois propriétés de base, le Lemme de Projection, le
Lemme des Distances et le Lemme de Levi.

Le Lemme de Projection permet tres souvent de se ramener au cas simple d’un alphabet
de deux lettres, il s’énonce comme suit :

Lemme 1.19 (Lemme de Projection [12]) Soient ¢ une semi-commutation sur un alpha-
bet X et u et v deur mots de X*. Alors, nous avons:

(u _:';—) U) A (va ye E’ H{x,y}(u) —:;') H{z,y}(v))'

La notion de distance que nous allons utiliser ici est une distance entre les mots commu-
tativement équivalents qui se définit intuitivement par « le nombre de permutations de deux
lettres qu’il faut effectuer pour passer de l'un a l'autre ».

Définition 1.20 Deuz mots u et v définis sur un alphabet ¥ sont commutativement équiva-
lents si et seulement st pour toute letire x de 3, les nombres d’occurrences de z dans u et
dans v sont égauz. L’ensemble des mots commutativement équivalents au mot u est:

com(u) = {w|Vz € L, |u|, = |w|;}.

Pour définir la distance entre deux mots, nous allons utiliser la notion de numérotation
introduite dans [54].

Définition 1.21 Soit ¥ un alphabet et p une semi-commutation sur X. L’alphabet numéroté
et la semi-commutation numérotée correspondant sont définis par:

e Y, um=SXxN;
® 2num ={((¢,2)(6,5)) | .7 € N, (a,b) € o}
L’application num de ¥~ dans X7, est définie inductivement par:
e num(z) =¢;
e Vu € ¥*, Va € &, num(ua) = num(u)(a, |ula).
Le morphisme denum de X, dans ¥* est défini par:
e Vz = (a,1) € Epum, denum(z) = a.
Cette numérotation peut effectivement étre utilisée :

Lemme 1.22 (Lemme de numérotation) Soit ¢ une semi-commautation sur un alphabet
3. Nous avons:

Yu,v € X%, (u —;i-) v) ¢ (num(u) — num(v)),

Qnum

vu' o' e B, (v Q—"—) v') = (denum(u') —%) denum (v")).

num
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Définition 1.23 Soient u et v deuxr mots commutativement équivalents de ©*. La distance de
u @ v est notée d(u, v) et est égale d Card({(a,b) € Lnum X Enum | num(u) = zaybz}\{(a,d) €
Ynum X Tpym | num(v) = z’'ay’bz'}).

Le Lemme des Distances assure que tout pas de dérivation qui fait décroitre la distance
entre le mot de départ et le mot cible est un « bon » pas.

Lemme 1.24 (Lemme des Distances [29]) Soient o une semi-commutation sur un alpha-
bet £ et u et v deuzr mots de £ tels que v appartient a f,(u). Alors, nous avons:

(u — w avec d(w,v) < d(u,v)) = (v € f,(w)).

Nous utiliserons en fait un corollaire de ce Lemme. Intuitivement, la distance entre deux
mots est la longueur minimale d’une dérivation par une commutation partielle qui permet
de passer de 'un a l’autre. Le Corollaire suivant nous assure qu’une telle dérivation existe
toujours.

Corollaire 1.25 Soient p une semi-commutation sur un alphabet £, v un mot de £* et v un
mot de f,(u). Il existe une dérivation de v ¢ v de longueur d(u, v).

Enfin, rappelons le Lemme de Levi pour les semi-traces énoncé par Clerbout, Latteux et
Roos (et précédemment par Cori et Perrin [18] dans le cas des traces):

Lemme 1.26 (Lemme de Levi pour les semi-traces [14]) Soient p une semi-commuta-
tion définie sur un alphabet ¥, u,v, a, 3 des mots de L* tels que af appartient a f,(uv). Il
existe des mots u', v', u” et v" tels que:

a € f,(u't') et B € f,(u"v"),
u'u" € fy(u) et v'v" € f,(v),
alph(u”) X alph(v’) C o.

1.2.3 Commutations et langages réguliers

Les propriétés concernant les langages réguliers sont un point important de 1’étude des
commutations et pour l'utilisation que nous faisons des commutations, il s’agit d’un point
essentiel puisque les langages de synchronisation sont réguliers. La question principale dans ce
domaine est de savoir dans quelle mesure la cléture d’un langage régulier par une commutation
est réguliére. Avant d’y répondre, il est nécessaire de parler des graphes associés aux fonctions
de commutation.

Définition 1.27 A toute semi-commutation (ou commutation partielle) o définie sur un al-
phabet T est associé un graphe de non commutation (3,9) ou g = (X x ) \ 0.

Définition 1.28 Soient ¢ une commutation partielle (ou une semi-commutation) définie sur
un alphabet ¥ et u un mot de . Le mot u est dit conneze (respectivement fortement conneze)
pour o si le graphe (alph(u), ), restriction du graphe de non commutation de g & lalphabet
de u, est conneze (respectivement fortement conneze).
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Nous ne disposons malheureusement que d’une condition suffisante pour décider si la
cléture d’un langage régulier est réguliere. Cette condition porte sur la connexité des fac-
teurs itérants du langage et a été établie par Clerbout et Latteux dans [13] pour les semi-
commutations et, de fagon indépendante, par Ochmanski dans [51] et Métivier dans [44, 45, 47]
pour les commutations partielles.

Théoréme 1.29 Sotent g une commutation partielle définie sur un alphabet ¥ et L un lan-
gage régulier inclus dans X*. Si tout facteur itérant de L est conneze pour o alors f,(L) est
un langage régulier.

Théoreme 1.30 Soient g une semi-commutation définie sur un alphabet ¥ et L un langage
régulier inclus dans ¥*. Si tout facteur itérant de L est fortement connere pour g alors f,(L)
est un langage régulier.

Dans le cas des langages réguliers, il est également possible de décider, de fagon au-
tomatique, si un langage donné est clos par une commutation partielle ou par une semi-
commutation en testant une propriété de 'automate fini minimal déterministe qui le recon-
nait. Dans le cas des commutations partielles, nous avons la propriété « diamant »:

Proposition 1.31 (Diamant [46]) Soient p une commutation partielle définie sur l'alpha-
bet 3 et L un langage régulier de X*. Notons A = (£,Q,9, g0, F) 'autornate déterministe
minimal complet reconnaissant L. Le langage L est clos par p si et seulernent si pour tout
couple (a,b) de o et pour tout état q de (), 6(q, ab) = 6(q,ba). Cette propriété de 'automate
est appelée propriété de diamant.

Dans le cas des semi-commutations, le résultat est di a Gonzalez :

Proposition 1.32 (Semi-diamant [29]) Soient o une semi-commutation définie sur l’al-
phabet ¥ et L un langage régulier de ¥*. Notons A = (,Q, 34, qo, F) lUautomate minimal
déterministe complet reconnaissant L. Le langage L est clos par p si et seulement si pour tout
couple (a,b) de p et pour tout état g de Q) tels que 6(q,ab) = ¢, il existe un état ¢" de Q tel
que 6(q,ba) = ¢" et tel que le langage reconnu par (£,Q,9,¢', F) est inclus dans le langage
reconnu par (X,Q, 8,q", F) (si (b, a) appartient également a o, ces deuz langages sont égauz).
Cette propriété de l'automate est appelée propriété de semi-diamant.

1.3 Quelques propriétés des st-langages

Nous énoncons, dans cette derniére section, quelques propriétés relatives a la famille des
st-langages et aux systemes de réécriture particuliers que nous allons utiliser. Remarquons
tout d’abord que 1’alphabet des facteurs itérants d’un st-langage n’est pas quelconque:

Fait 1.33 Soit L un st-langage sur Ualphabet d’actions £. Nous avons:
Vu € i(L), V2 € &, |ulz, = |uls-

De ce fait nous pouvons déduire, grace a la condition suffisante du Théoréme 1.30, que la
cloture par 8 d’un st-langage régulier est toujours réguliere. Ceci nous permet de donner une
preuve tres simple du théoréme suivant de Salomaa et Yu:

Théoréme 1.34 (Salomaa et Yu [57]) Soit L un st-langage régulier défini sur lalphabet
d’actions . Le langage fg;, (L) est régulier.
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Preuve. Tout facteur itérant d’un st-langage contient, pour toute action z, autant d’occur-
rences de z, que d’occurrences de z; (Fait 1.33). En conséquence, tout facteur itérant d’un
st-langage est fortement connexe, son graphe de non commutation étant du type:

as b, o

az by (7 SR

D’apres le Théoreme 1.30, la cloture par 6 de tout st-langage régulier est donc réguliere.
a

Remarque 1.35 Dans [46], Métivier introduit une procédure S, qui donne un algorithme
pour calculer la cloture par une commutation partielle d’un langage régulier a partir de l'au-
tomate déterministe minimal du langage lorsque tous ses facteurs itérants sont connezes pour
la commutation partielle (ceci a été montré par Métivier, Richomme et Wacrenier dans [{8],
une présentation plus récente de S peut étre trouvée dans [22]). Cette procédure pouvant éga-
lement étre appliquée pour les semi-commutations, elle permet de calculer, dans tous les cas,
la cloture d’un st-langage par 0 puisque tous les facteurs itérants d’un st-langage régulier sont
fortement connezes pour 8.

Nous avons encore a remarquer une propriété intéressante de la cloture des st-langages
par le systéeme de réécriture R par rapport aux opérations de concaténation, étoile et union.
Tout d’abord, dans le cas des st-mots, nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.36 Soientu et v deur st-mots définis sur l’alphabet d’actions . Alors, nous avons:
fry (uv) = Ry (u) fr; (V).
Preuve. Clairement, il suffit de montrer

(w0 2 w) = (w € frg ()5 (v)-

Comme u et v sont des st-mots, la derniére lettre de u appartient & ¥; et la premiére lettre
de v a X; or, aucune regle de # ne permet de commuter une lettre de X; et une lettre de X
dans cet ordre. Si la regle utilisée dans cette dérivation est une régle de 8, nous obtenons le
résultat.

Si la regle utilisée dans cette dérivation est une régle de Q. Nous avons

UV = Wiyt .. Aptlis.. . Gnsbis. - Dpbis. . bpmswo

w = wlblt .- -bmtbls .. .bmsalt e lptlls .. .AxpsWy.

Comme u et v sont des st-mots, soit u est un facteur gauche de wy, soit v est un facteur droit
de wa. Dans les deux cas, w appartient a frg (u).fry (V). 0O
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Lemme 1.37 Soient L, et L, des st-langages réguliers définis sur lalphabet d’actions X.

Nous avons:
fry (L1 + L2) = fry (L1) + fry (L2),
frs (L1-L2) = Ry (L1) frs (L2),
frs (L1)7) = (fry (L1))™

Preuve. L'égalité fr (L1 + Lo) = fry(L1) + fry (L2) est triviale.

Soit L = L;.L,. Pour tout mot u de fr. (L), il existe v appartenant & L; et w appartenant
a L, tels que u appartient a fr; (vw). D’aprés le Lemme précédent, fp, (vw) = fry (v).fry(w)
donc u appartient a frg(L1).fry(L2). Réciproquement il est clair que fry(L1).fry (L2) est
inclus dans fr (L).

Soit L = (Ly)*. Tout mot v de L se décompose en st-mots de L;. En utilisant la méme
méthode que ci-dessus, il est facile de montrer que les lettres de deux mots de L; consécutifs
ne peuvent jamais commuter entre elles donc, fr, (L) = (fry(L1))*- 0O

Cette propriété termine les remarques générales sur les st-langages et ce chapitre de pré-
sentation des différentes notions. Nous avons présenté les expressions et langages de synchro-
nisation, les résultats existants ainsi que les principales notions ayant trait aux commutations
partielles que nous utiliserons par la suite. Nous allons a présent entamer ’étude proprement
dite des langages de synchronisation et de leur caractérisation.
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Chapitre 2

Etude du systeme R

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au systeme de réécriture R défini par Guo, Salo-
maa et Yu. Nous verrons dans un premier temps que, dans le cas particulier d’un alphabet
d’actions ne contenant que deux actions, le systeme R permet effectivement de caractériser
les langages de synchronisation comme proposé dans la conjecture I. Puis, nous nous inté-
resserons a une famille particuliére de langages, les langages bien formés, proposés par Guo,
Salomaa et Yu comme générateurs des langages de synchronisation et enfin, nous répondrons
de fagon négative a la conjecture I dans le cas général.

2.1 Langages définis sur des alphabets de 2 actions

Dans cette premiere partie, nous nous intéressons aux langages définis sur des alphabets
de deux actions (soit quatre lettres) et nous montrons que la conjecture I est vraie dans ce
cas particulier. Dans toute cette partie, nous allons supposer que ¥ = {qa, b} et, comme nous
aurons a considérer de nombreuses dérivations, nous allons distinguer les différentes parties de
R pour en faciliter la manipulation. Nous utiliserons les notations suivantes: 8 = 6, U 8, U 85,
avec:

6, = {asbs — bsas,bas — asb},
92 = {atbt — btat,btat —_— atbt},
03 = {asbt — btas, bsat — atbs}.

Rappelons que pour ’alphabet d’actions considéré, nous avons:

Q= {atasbtbs — btbsatas, btbsatas — a.tasbtbs}.

2.1.1 Générateur d’un st-langage régulier et R-clos

L’idée est de reconstruire les langages de svnchronisation a ’aide de mots élémentaires.
Nous appelons générateur d’un langage L clos par un systéme de réécriture tout langage ayant
L pour cloture et nous allons exhiber des langages générateurs des langages de synchronisation
a partir du langage

M = (asa; + bsbs + asbs(aras)™ (b:bs) " ashy)”.

Les mots asa; et b;b; représentent I’exécution d’une action a et d’une action b et un facteur
asbs(atas)P(bsbs)?ash: représente une exécution de p+ 1 actions a et ¢+ 1 actions b contenant
le plus de parallélisme possible.
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Nous allons montrer qu’un mot sur notre alphabet de deux actions est un st-mot s’il peut
étre obtenu par R a partir d’un mot de M. Remarquons auparavant le fait suivant :

Fait 2.1 L’ensemble des mots st-primitifs sur Ualphabet 3 = {a,b} est le langage :

asay -I- bsbt + (asbs + bsas)(atas + btbs)*(atbt —+ btat).

Lemme 2.2 Un mot u € (as + a; + bs + b:)™ est un st-mot si et seulement s’il existe un mot
v € M tel que v € fr(u) et u € fr(v).

Preuve. La condition est clairement suffisante, comme M est un st-langage et que le systéme
R préserve la st-propriété, si un mot v de M se réécrit en u, alors u est un st-mot.

Pour montrer que la condition est nécessaire, il suffit de considérer les mots st-primitifs.
C’est clairement le cas si u = asa; ou u = bsb; car alors v € M. Si u € (asbs + bsas)(aas +
b:bs)*(a:bs + bra,), alors nous avons

(VS (asbs + bsas)(atas + btbs)m(atbt + btat)

x| 6
uy € asbs(atas + b;:bs)™ (arb; + biay)
x| 6
ug € asbs(aza; + bibs)"asb,
x] Q
v = asbs(atas)?(bibs)?ashs, p+ g = m.

Comme v appartient a fr(u) et & M et comme toutes les régles utilisées pour la dériva-
tion sont symétriques, u appartient & fg(v). La condition est donc nécessaire pour les mots
primitifs.

Considérons u un st-mot et sa décomposition en mots st-primitifs v = wjus...u,. Nous
avons montré qu’alors il existe vy, vq,...,v, appartenant 3 M tels que pour tout indice ¢,
u; € fr(v;) et v; € fr(u;), le mot v = vyvy...v, appartient donc & M avec u € fr(v).

a

En conséquence du lemme précédent, nous allons pouvoir extraire du langage M des
générateurs des st-langages réguliers et R-clos.

Corollaire 2.3 Soit L C (a; + at + bs + b;)* un st-langage régulier et R-clos. Il existe un
langage régulier K C M tel que L = fr(K).

Preuve. Il suffit de prendre K = L N M. En effet L N M est régulier puisque L et M sont
tous deux réguliers et d’apres le lemme précédent, pour tout mot u de L, il existe un mot v
de M tel que u € fr(v) et v € fr(u). Comme L = fr(L), v appartient & L, tout mot de L
appartient donc a la cléture par R d’un mot de L N M. 0O
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Nous allons a présent montrer la réciproque de ce corollaire, c’est-a-dire, montrer que la
cléture par R d’un langage régulier inclus dans M est réguliére. Montrons tout d’abord que
I’on peut décomposer la cloture par R d’un langage L en deux étapes en appliquant d’abord
le systeme 2 puis le systéme 6.

Lemme 2.4 Soit L un st-langage inclus dans (as+a;+bs+b:)*. Nous avonsfr(L) = fyofq(L).

Preuve. Soient  un mot de L et w un mot de fg (u). Montrons par récurrence sur la longueur
de la dérivation de u & w que w appartient a fy o fg(u) ce qui est clairement vrai pour une
dérivation de longueur nulle. Considérons une dérivation

R R
par hypothése de récurrence, nous avons
* ! *
U— v — v —w
Q g R

Si la regle appliquée pour passer de v a w est une regle de 8, nous avons terminé. Sinon, nous
avons

* ! *
u ? v —9> v = wia;asbib wo ? wybibsaza,wy = w.

Considérons le dernier pas de dérivation par 4 impliquant a;asb:bs, qui peut étre
wiashiasbibsw) - wibsasasbb,wh avec wiby —)Z wy et wh ——>; wo

ou
*x *
wiarasbiasbswy — wiarasbbsa wy avec w) - v et asw) —7 asws.

Comme ni le facteur b;a;b; ni le facteur asbia; ne peuvent appartenir a un st-mot, si la regle
utilisée pour passer de v a w appartient a Q alors v et v’ sont égaux et w appartient a fo(u).
Dans chacun des cas, w appartient a fg o fo(u). 0O

Le calcul de la cléture d’un langage par R peut étre décomposé en deux étapes dont la
premiere est le calcul de la cloture du langage par . Nous allons montrer que la cloture par
Q préserve la régularité grace a une propriété vérifiée par les facteurs itérants du langage M.

Lemme 2.5 Soit L un langage régulier inclus dans M. Le langage fq(L) est un langage
régulier.

Preuve. Considérons le nouvel alphabet X = {z, y, as, a4, bs, b:}, le morphisme

R X0 — (S,UZy"
x — a;as
Yy — btbs
z € 25 U Et — z

et le systeme de réécriture S = {zy — yz,yz — zy}.

Clairement, nous avons h o fs o h"}(L) = fq(L). Le langage L étant régulier, son image
par le morphisme inverse h™! est réguliére. Le systéme S est une commutation partielle dont
le graphe de non commutation est le suivant :
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N

=

s bt

D’apres la forme de la décomposition en facteurs st-primitifs d’un st-mot sur {a, b} que
nous avons vue précédemment, dans un mot de h~}(L), = et y peuvent uniquement &tre
voisins dans un facteur du type asbs(z + asa5)*zty*(y + b:bs)*a:b:. En conséquence, aucun
facteur itérant du langage n’a pour alphabet {z,y}. Tous les facteurs itérants de h=!(L)
sont connexes donc d’aprés le Théoreme 1.29, fs o h=1(L) est régulier et son image par un
morphisme, hofgoh™1(L), est réguliere. En conclusion, la cléture par Q d’un langage inclus
dans M est réguliere. O

Les deux lemmes précédents nous permettent d’obtenir le lemme :
Lemme 2.6 La cléture par R d’un langage régulier inclus dans M est réguliére.

Preuve. Soit L un langage régulier inclus dans M. D’apreés le Lemme 2.4, fg (L) = fgofq(L).
Comme L C M, d’apres le Lemme 2.5, fq(L) est un langage régulier. D’apres le Théoreme
1.34, la cloture par 6 du st-langage régulier fo (L) est réguliére. a

Du Corollaire 2.3 et du Lemme 2.6, nous déduisons a présent la proposition :

Proposition 2.7 Soit L C (as + a; + bs + by)*. Le langage L est un st-langage régulier et
R-clos si et seulement s’il existe un langage régulier K C M tel que L = fr(K).

2.1.2 Décomposition d’un st-langage et R-clos

Nous allons & présent décomposer un st-langage L régulier et R-clos en utilisant la dé-
composition d’un langage K C M tel que L = fg(K) et montrer que ’on peut construire L
par produit, union et étoile de langages trés simples. A partir d’une telle décomposition, nous
pourrons reconstruire une expression de synchronisation e telle que L = L(e).

La premiére étape consiste 2 décomposer un langage inclus dans M en union, produit et
étoile de langages élémentaires.

Lemme 2.8 Soit K C M = (asa; + bsby + asbs(asas)* (bibs)*ahy)* un langage régulier. Le
langage K peut étre décrit par une expression rationnelle sur asas, bsb; et des sous-ensembles
réguliers de asbs(aras)*(bibs)*asbs.

Preuve. Considérons A = ({as, a+, bs, b:}, @, go, 9, F) 'automate déterministe minimal recon-
naissant K. Pour toute paire d’états ¢ et ¢’ de A, nous notons R,y le langage:

Ry = {w € {as,a¢,bs,b,}" | 6(q,w) = q}.
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Soit X le nouvel alphabet défini par:

X = {Zgqs Ygq's zgq' | 4, q' €Q}
et soit o la substitution :
o: X* — (E,UXy)*
> asa; N Ryy
Yoq! bsb: N qu’
> asbs(aa,)*(bibs)*ash; N Rygr.
Nous allons montrer que K = o(c™(K) N T) avec
T={mas...an,| a €X,
01 € {Zgoq;, Yaoa:» Zq0ni | 4 € @,
o € {‘TQivayQi‘If’ Zqiqy |9 € Q. qr € F},
(3j,0; € {Z4i;+ Yaias» Zaig; | G € Q) =
(aip1 € {24,015 Yo q00 Zaj0: | Ik € Q1))
Le langage T est clairement rationnel puisque c’est un langage local.

Montrons en premier lieu l'inclusion ¢(¢~1(K)NT) C K. Soit w appartenant & c~}(K)N
T. Le mot w s’écrit w = ogyq,0qyq, - - - Og,_;q, OU, pour tout indice j, Qqiq;4, aPpartient a
{40541 Y0541 Zajaj41 )

Pour tout u appartenant a o(w), il existe un découpage v = u; ...u, tel que pour tout
indice ¢, le mot u; appartient a o(aq,_,4,) par construction, il existe, dans "automate 4, un
chemin (go, u1,61) .. -(gn-1, %n,gn) avec g, état final donc u appartient & K.

Montrons & présent l'inclusion K C o(071(K) N T). Pour tout mot w de K, il existe un
découpage w = wyws...w, avec pour tout indice z:

w; € {asas, bsbi} U {ashs(aras)?(bibs)ash|p, ¢ € N}.

Il existe donc un unique chemin (go, wy, q1)(q1, w2, ¢2) - . - (gn-1, Wn, gn) avec g, état final de
lautomate A.

Considérons le mot a = gy, Qgyq, - - - @g,_, ¢, OU pour tout indice j, ag,_,,, est égal res-
pectivement & o, _ 4., Yg,_1q; OU Zg;_;q; quand w; est respectivement égal a asa;, bsb: ou
asbs(asas)P(bibs)%asb;. Par construction, w appartient & (), par conséquent, @ appartient a
o~1(K) de plus, clairement, a appartient & T, donc w appartient & o(c~}(K) N T). 0

En conséquence, un langage régulier inclus dans M peut se décomposer en produit, union
et étoile de langages élémentaires qui sont asa, bsb; ou des langages réguliers inclus dans
asbs(asas)*(bibs)*ash;. Clairement, les langages élémentaires asa; et bsb; sont des langages
de synchronisation correspondant aux expressions a et b. Pour associer une expression de
svnchronisation a la cloture d’un langage régulier inclus dans a;bs(asa;)*(b:bs)*ash; il est
nécessaire de procéder a une nouvelle décomposition. Montrons en premier lieu que la cléture
par R d’un langage du type a.bs(a:as)* ((a:as)%2)*(bebs)* ((bshs)**)*asb; est un langage de
svnchronisation.

Lemme 2.9 Soit L un st-langage régulier de la forme
L = asb,(a:a5)% ((ara5)")* (b:b,)*2 ((bshs)* ) asb,.
Alors fgr(L) est un langage de synchronisation avec

fR(L) = Wyq, 0 (L) w Mgy, 5,3 (L)-
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Preuve. Clairement, nous avons fr(L) C Iy, 4,3(L) w I, 5,3 (L).

Nous allons tout d’abord montrer inclusion inverse dans le cas d’un mot. Soit u =
asbs(a:as)P(bibs)?ash: avec p et g positifs ou nuls. Montrons que I, 4,3 (u) w I, 5,3(u)
fr(u) par induction sur la longueur de u. Pour une longueur égale a 4, nous avons

fR(asbsatbt) = {asatbsbfa asbsatbta asbsbtatv bsasatbta bsasbtata bsbtasat} = asa; w bsb;.

Considérons un mot u de longueur n +2 et un mot w € Ily, o3 (u) w Iy, 5,3(u). D’apres
le Fait 2.1, la décomposition de w en facteurs st-primitifs w = w;...w; ne contient que
des mots de asa; + bsb: + (asbs + bsas)(atas + bibs)*(arhs + bray). Si k = 1, soit le mot w
appartient & {asas, bsb:} et dans ce cas nous avons forcément v = w, soit w appartient a
(asbs + bsas)(atas + bibs)*(atbs + b:a;) et dans ce cas nous avons déja vu (dans la preuve du
Lemme 2.2) que nous avons une dérivation:

we (asbs + bsas)(atas =+ btbs)m(atbt + btat) "'g_> Uy € asbs (atas + btbs)matbt
ug —;—> asbs(aias)?(bibs)?asb; = u.

Nous allons donc considérer le cas & > 1.

e Siw; = asa; et p =0, il est facile de voir que ’on peut ramener a; sur la gauche. Si p # 0,
une dérivation par 8 de longueur 2 permet de passer de u a asaiashs(aras)?~ (b:bs)%asb;.
Par hypothése de récurrence, w,...w; appartient & fr(asbs(aras)?~1(b:bs)%a:b;), donc
w appartient a fr(u).

o Si wy = bsb; et ¢ = 0, il est facile de voir que I'on peut commuter as et b; et rame-
ner b; sur la gauche. Si ¢ # 0, alors une dérivation par € de longueur p permet de
passer de u a asbsbsb,(aras)P(bibs)? tasb; puis, par deux pas de dérivation par 4, on
obtient bsbiasbs(atas)?(bibs)? tasb;. Par hypothése de récurrence, wy . ..wy appartient
3 fr(asbs(acas)P(bibs)? *asb;), donc w appartient & fg(u).

e Dans le dernier cas, wy appartient a (asbs + bsas)(atas + bibs)*(ab; + biay). Notons
respectivement ¢+ 1 et 7 4+ 1 les nombres de a; et b, présents dans w;. Nous avons vu
(Lemme 2.2), qu’alors le mot asbs(atas)i(btbs)jatbt se réécrit par R, en utilisant unique-
ment des regles symétriques, en w;. Nous allons isoler ce facteur durant la dérivation.
Nous avons:

U %) asbs(asas) (bebs)? (@sas)P ™" (bebs)? ™7 ash,.

Clairement, si g — j est nul, nous pouvons ramener par #3 le dernier b; sur la gauche
pour terminer. De méme, si p — 7 est nul, nous pouvons ramener par une alternance de
03 et 0, le dernier a; sur la gauche pour terminer. Sinon, nous avons:
asbs(atas)i(btbs)j (atas)p—i(btbs)q_jatbt
24 (p-9) ,
asbs(atas)l(btbs)’]+l(atas)p—z(btbs)q_],latbt
LR .
ashs(asas)' (bibs) brashbsas(atas)P~" =1 (bsbs)9 77" Lah,
S .
asbs(atas) (bbs) arbbsas(atas)P 1 (bsbs)977 "1 a,b,
o |
asbs(asas) (bsbs) asbrashs(aras)P~ 1 (bbs)97 7 1ab,
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Par hypothése de récurrence, w, ... wy appartient a fr(asb,(a:as)P~""1(bsd,)9~7"Layb;),
donc w appartient a fg(u).

En conséquence, pour tout mot u de la forme asbs(aas)? (b:bs)%ashs, I, 4,3 (u) w Ty, 4,3 (u)
est inclus dans fr(u).

Revenons a présent au cas des langages. Pour tout (a;a;)? appartenant & [, 4,1(L) et
pour tout (bsb:)? appartenant a Iy, 5,1(L), le mot asbs(asa;)?~*(bsb:)?~ ash; appartient a L
donc, pour tout u de I¢,, ,,1(L) et pour tout v de Iy ;,3(L), il existe un mot w de L tel que
My, 03 (w) = wet g 3,3 (w) = v. Nous avons:

fR(L) = Ma, (L) w Mg, b3 (L) = [(@s0e) 1 ((@500)"2) 7] w [(Bsbe) 1 ((bsb:)*4)"].

Les langages [(asa;)*11!((asa:)%2)*] et [(bsbe)*3T1((bsb:)*4)*] sont des langages de synchroni-
sation c’est pourquoi leur shuffle, fg (L), est un langage de synchronisation. 0O

Dans le but de montrer qu’un langage L = fgr(K) avec K C M est un langage de synchronisa-
tion, nous avons exprimé K comme produit, union et étoile de langages élémentaires. Or, nous
savons que la cléture par R d’un produit, d’une union ou de ’étoile de st-langages correspond
au produit, a 'union ou & 1’étoile de leur cloture 1.37, nous obtenons donc la proposition
suivante :

Proposition 2.10 Soit ¥ un alphabet de deur actions. Tout st-langage régulier clos par R
défini sur £, U L; est un langage de synchronisation dont on peut effectivement construire
une exrpression.

Preuve. Considérons ¥ = {a,b} et L un st-langage régulier clos par R défini sur £, U
Y;. D’apres le Corollaire 2.3, il existe un langage régulier K inclus dans (asa; + bsbs +
asbs(aas)*(bibs)*ashs)* qui génere L. D’apres le Lemme 2.8, nous savons que K se décompose
en produit, union et étoile de langages réguliers K; égaux a {asa:}, {bsb:} ou inclus dans
asbs(atas)*(bibs)*ash;. Donc, d’apres le Lemme 1.37, cette décomposition de K peut étre uti-
lisée pour construire une décomposition (ayant la méme structure) de L en produit, union et
étoile des fr (K;). Il suffit donc de montrer que les fg (K;) sont des langages de synchronisation.

Clairement, {asa:} et {bsb;} sont des langages de synchronisation correspondant aux ex-
pressions a et b.

Un langage régulier inclus dans asbs(a;as)*(bibs)*asby, est de la forme asb;Mash; avec
M C (asas)*(bsbs)* donc, d’apres les résuitats de Ginsburg et Spanier [28], ce langage est une
union finie de langages du type asbs(a,as)i((atas)j)*(btbs)k((btbs)l)*atbt. La cloéture de chacun
de ces langages est, d’apres le Lemme 2.9, un langage de synchronisation associé a I’expression
(a” = (@) | (45 = ().

A partir de la décomposition de L en produit, union et étoile d’un nombre fini de langages
de synchronisation, il est facile de contruire une expression de synchronisation en remplagant
chaque langage de synchronisation par son expression et les opérateurs union par exclusion
et produit par mise en séquence. 0O

Remarque 2.11 La construction que nous obtenons nous montre que [opérateur & n’est
pas nécessaire a l’écriture des expressions de synchronisation ne comportant que deux actions
distinctes.
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FiG. 2.1 - Le langage L

2.1.3 Exemple de construction

Nous allons construire une expression de synchronisation associée au st-langage régulier
L défini par 'automate de la Figure 2.1 en utilisant la méthode décrite depuis le début du
chapitre.

Le langage L est clos par R puisque I'automate ci-dessous posséde les propriétés suivantes :

e la propriété diamant pour les régles symétriques de 8 (voir Proposition 1.31);

e la propriété de semi-diamant pour les regles non symétriques de 6 (voir Proposition
1.32);

e la généralisation de la propriété diamant pour la regle a;asbsb; — bibsazas de . En
effet, il est facile de vérifier sur 'automate du langage L que pour toute paire d’états
g et ¢ tels qu’il existe un chemin de ¢ & ¢’ étiqueté par a;a,b;bs (resp. bibsaras) — ici
il s’agit des paires d’états (1,3) et (3,1) - il existe un chemin de ¢ & ¢’ étiqueté par
bibsasas (resp. a;asbibs).

D’apres le Lemme 2.3, il existe un langage K inclus dans M tel que L = fg(K) et il suffit de
prendre K = L N M. Le langage K est défini par 'automate donné Figure 2.2.

A présent, il nous faut calculer 0=1(K)NT d’aprés la construction de la preuve du Lemme
2.8 pour pouvoir décomposer K en langages élémentaires. Nous obtenons pour o~} (K)N T
I’automate donné Figure 2.3.

Comme pour toute paire d’états ¢; et ¢; de l'automate ci-dessus, o(z4,4,) = asa: et
0(Ygiq,) = bsby, il suffit d’utiliser les lettres z et y. D’autre part, nous avons les égalités
a(zqo%) = 0(2q1190) = 0(Zg3g5) = 0 (Zgo05) = @sbs(arasa:a;5)* (bshs)*ash; et 0 (24990) = U(ZQOQ9) =
asbsaias(azasaras)™ (bibs)*arhy, nous utiliserons donc respectivement z; et zz, nous obtenons
donc 'automate donnée Figure 2.4:
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F1G. 2.2 - Le langage K

Y1191

F1G. 2.3 - Le langage ™1 (K)NT
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F1G. 2.4 - Le langage o~ (K) N T utilisé

Nous obtenons pour 6~} (K) N T ’expression rationnelle :

y 4+ 2)yly+ (@ +2) (Y + 22) + (= + 21)y" (2 + 21))*)(e + (= + 21)y™)

1l suffit donc d’appliquer ¢ a chacun des membres de P'expression pour obtenir une dé-
composition de K.

(bsbs)*(asas + asbs(arasaras)*(bebs)*arh,) (bsby)*
(bsbt + (asat + asb, (atasatas)*(btbs)*atbt)
((bsby 4 asbsasas(asasaras)*(b:bs)* asb;) + (asar + asbs(arasaras)*(bibs)*ashs)
(bsbt)*(asat + asbs(atasa/tas)*(btbs)*atbt))*)
(5 + (asat + asbs (atasatas)*(btbs)*atbt)(bsbt)+)

Les expressions de synchronisation associées aux langages élémentaires sont les suivantes:

asa; —— a
bby — b
asbs(atasaras)*(bibs)*ah, — ((a = (a — a)*) || bF)
asbsasas(aasaras)®(behs)*ab; > ((a — a)™) || b%)

Nous obtenons donc, pour L, I’expression de synchronisation :

b (a+ ((a — (a = a)7) || 7))
(b+(a+((a—=(a—a)7)| o))
((b+((a = a)F) [ 7)) + (a + ((a = (a = a)") || b7))
b*(a + ((a = (e = a)") || 67)))")
e+ (a4 ((e = (e —=a)7) || 6F))bT)

L’expression de synchronisation obtenue par la méthode systématique n’est pas, en général,

la « plus courte » possible, elle dépend totalement de ’expression rationnelle obtenue pour
o HK)NT.

Nous avons apporté un réponse positive a la conjecture I dans le cas de langages définis sur
des alphabets de deux actions. De plus, il est possible de construire, de fagon systématique, une
expression de synchronisation associée a un tel langage. Nous allons a présent nous intéresser
au cas d’alphabets quelconques.
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2.2 Langages bien formés

De méme que nous avons utilisé, dans la section précédente, le langage M comme généra-
teur des langages définis sur des alphabets de deux actions, Guoa proposé, dans sa thése [32]
(et également dans [34]), une famille de langages, les langages bien formés, comme générateurs
des langages de synchronisation.

2.2.1 Définitions

Guo, Salomaa et Yu définissent dans [34] les expressions rationnelles et les langages bien
formés:

Définition 2.12 Une expresston rationnelle a est bien formée si pour toute sous-expression
(B)* de o, B est Uexpression rationnelle d’un st-langage.

Définition 2.13 Un langage est bien formé s’il peut étre défini par une expression rationnelle
bien formée.

Il est bien entendu qu’un langage possede de nombreuses expressions rationnelles, elles ne
sont cependant pas toutes bien formées si le langage ’est. Par exemple a;bsa;(asa:) asa:b;
est une expression rationnelle bien formée mais pas a;bsa:as(asas)*asb;, pourtant ces deux
expressions définissent le méme langage bien formé. Guo et al. ont montré, dans le méme
article, le théoreme suivant et proposé une conjecture liant les langages bien formés aux
langages de synchronisation.

Théoréme 2.14 (Guo et al. [34]) La cléture par 6 d’un st-langage bien formé est un lan-
gage bien formé.

Conjecture II (Guo et al. [34])
a - La cloture par R de tout st-langage bien formé est un langage de synchronisation.

b - Tout langage de synchronisation est la cléture par R d’un st-langage bien formé.

Un langage est bien formé s’il posséde une expression rationnelle bien formée. Décider
si un langage est bien formé n’est donc pas immédiat, par exemple le langage L, défini par
Pexpression rationnelle asbscs(bicibscs + bibs)*asbic; est bien formé alors que le langage Lo
défini par 'expression rationnelle asbscs(arhrashs + c1bicshs)*asbic; ne lest pas. En effet le
langage L, peut étre défini par l'expression rationnelle bien formée

asbscsa;bic; + asbscsby(bsby)*bsasbicit-
asbscs(bt(bsbt)*bs + €)tht(bscstht + bscsbt(bsbt)*bsbtct)*bscs (bt(bsbt)*bs + 5)atbtct.

Pourtant, les expressions rationnelles données pour les langages L; et Lo semblent re-

lativement similaires. Nous avons donc, dans un premier temps, mis en évidence une autre
caractérisation des langages bien formés qui ne dépend pas de ’expression rationnelle choisie.
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2.2.2 Caractérisation des st-langages bien formés

Nous allons, pour caractériser les langages bien formés, mettre en évidence une propriété
de leurs facteurs itérants et proposer une condition nécessaire et suffisante pour décider si un
st-langage régulier est un langage bien formé.

Lemme 2.15 Tout facteur itérant d’un st-langage bien formé est le conjugué d’un st-mot.

Preuve. Soit L un st-langage bien formé sur ’alphabet ¥;U3;. Il existe une expression ration-
nelle E pour L telle que pour toute sous-expression (3)* de E, 3 est I’expression rationnelle
d’un st-langage. Notons Ls = {w € § | (8)* est une sous-expression de E}.

Par définition, pour tout facteur itérant u de L, il existe a et 3 appartenant & (X, U Z;)*
tels que au* est inclus dans L. Pour tout % positif ou nul, posons vy = ou*3. Nous avons
également vy = o'wy..w,0 avec o’ et 3’ appartenant & (X, U Z;)*, n positif ou nul et pour
tout indice ¢ de l'intervalle 1..n, w; appartient a Lgs. Pour k assez grand, on peut prendre
|o/| > |al, |8 > |8| et n strictement positif. Nous avons:

o w1 8

Les w; sont des st-mots donc upuy est facteur gauche de st-mot et, pour toute action z de X,
nous avons:

iz, 2 (v2w1) € (2524) (25 + ).

De plus, comme u est un facteur itérant de L, pour toute action z, nous avons |u|;, = |%|s,,
donc pour toute action z:

Mg,z (u2ur) € (zs24).
Le mot usu;, conjugué de u, est un st-mot. 5

Cette condition nécessaire nous permet d’énoncer la remarque suivante :
Remarque 2.16 Soit L = bs(asa:)*asbi(bsb;)*a;. Comme pour tout entier n, nous avons:
bs(asat)nasbt(bsbt)nat —;—> bsas(btbsatas)nbtah
le langage bsas(bibsaias)*bias est inclus dans fr(L). Le mot bsbsasa, est un facteur itérant de

fr(L) mais il n’est pas le conjugué d’un st-mot donc fgr(L) n’est pas un langage bien formé.
La cloture par R d’un langage bien formé n’est donc pas toujours bien formée.

Nous allons a présent montrer la réciproque du Lemme 2.15 en utilisant une série de
lemmes techniques. Définissons tout d’abord l’alphabet « nonst » d’un langage, c’est-a-dire
’ensemble des actions pour lesquelles le langage ne correspond pas 4 une succession correcte
de débuts et de fins.

Définition 2.17 Soit L C (X, U X;)*. L’alphabet nonst(L) est défini par:
nonst(L) = {z € £ | Ju € L tel que Iy, . y(u) & (zs2:)"}-
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Lemme 2.18 Soient L et L' des langages de (X;UX;)*. Si L est un st-langage tel que chacun
de ses mots contient au moins une occurrence de x, pour tout x appartenant a nonst(L’) alors,
pour tous langages Ly et L, tels que L = L{.Lo, nous avons:

(L1-(L')*.Ly est un facteur de st-langage) < (L1.(L')*.L2 est un st-langage).

Preuve. L'implication de droite a gauche est triviale, montrons I'implication de gauche a
droite. Pour montrer que le langage L;.(L’)*.L, est un st-langage, il suffit de montrer que
pour toute action z de X, sa projection sur {z,,z:} est un st-langage. Soit = une action de
Y. Par hypothese, le langage L;.(L')*.L; est un facteur de st-langage donc tout mot « de L'
est un facteur itérant de st-langage, nous avons:

Vue L', H{xs’xt}(u) € (zsx4)" ou iz, oy (u) € z4(Ts24)*2se

Considérons deux mots distincts de L', u et u’. Le mot uu’ est un facteur itérant de st-
langage donc, Il . 1(uu') appartient & (z52:)* ou [, 2,y (uu’) appartient & z:(zsz¢)*zs,
c’est-a-dire que si Il¢;, ,,}(u) appartient & x4 (z,2¢)*z; alors forcément Il ,,3(u’) appartient
a r:(zs2¢)* 25 + € et réciproquement. Donc, nous avons:

H{xs,x,}(L,) C (zsz¢)" ou ez, 20 (L") C z¢(zsas)*z, +&.

Le langage L;.L; est un st-langage, en conséquence Il ,3(L1) est inclus dans (z,x;)* et
Mz, 2,3 (L2) dans (zs2:)" ou i, -,3(L1) dans (z,2¢)*z; et [y, -3 (L2) dans z,(z,z;)*. Nous
allons considérer deux cas en fonction de la projection de L’ sur I'alphabet {z,, z;}.

1. Si Iy, 4,3(L') est inclus dans (z52¢)*, comme L;.(L')*.L; est un facteur de st-langage,
Mz, 23 (L1) et Mgz, o3(L2) sont inclus dans (zs2:)* et donc Ty, .,3(L1-(L')*.La) Vest
également. '

2. §i My, 43 (L) est inclus dans z:(zs2:)*zs + € et si I, ;,3(L’) contient au moins un
mot non vide, comme L;.(L)*.L; est un facteur de st-langage, Iy, ;,3(L1) est inclus
dans (zs7¢)*z, et [, ;,3(L2) dans z4(zs2¢)" ou ils ne contiennent tous deux que le
mot vide. Ce dernier cas ne peut survenir car, par hypotheése, pour tout z appartenant
3 nonst(L’), tout mot de L contient au moins une occurrence de z,, en conséquence,
Mz, 23 (L1.(L")*.L2) est inclus dans (z,24)".

Comme pour toute action z de ¥, la projection de L;.(L')*.L; sur P'alphabet {z;,z;:} est
incluse dans (z5x4)*, L1.(L')*.L, est un st-langage. 0O

Nous allons a présent nous intéresser a 1’étoile d’un langage bien formé. Dans la décom-
position d’un langage d’apres son expression rationnelle en vue de montrer qu’il est bien
formé, le cas de 1’étoile est le plus problématique aussi allons nous, avant de commencer cette
décomposition, en étudier quelques propriétés.

Lemme 2.19 Soit M un langage bien formé tel que M* est un facteur de st-langage et tel
n

que tout mot de M* est le conjugué d’un st-mot. Alors, nous avons M = U d;f; ou pour tout
=1
i:

o fid; est un st-langage ;
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e d; et f; sont des langages bien formés;
e pour tout x appartenant & nonst(d; f;) et pour tout mot w de f;, |w|., #0;
e nonst(d; f;) est inclus dans nonst(d;+1 fi+1).

Preuve. Comme M est un langage bien formé, il posséde une expression rationnelle bien
formée dont nous pouvons déduire une factorisation de M :

p— * . * . *
M= U TouinTiy - uip Tip,
el

telle que pour tous indices ¢ et k, 77, est un st-langage bien formé et u; x est un mot.

Notons u; = u;;...u;,, pour tout indice ¢ de /. Comme u; est un mot de M, il est le
conjugué d’un st-mot, il existe un indice k; tel que u; = wu;y...ul, ul, ... u;p, et tel que
? R Ky e
u, ... ujp.uiq...u, est un st-mot. Posons
1,k; sPi 1,k;

_ % . * 7 o " %* .
di = Ti,OuM . .Ti,ki_lui’k'. et fz = U; 'T',k,‘ . 'ul,p,’T

*
[T 4Pt

Comme le langage d; f;d; f; est inclus dans M™, c’est un facteur de st-langage, donc le langage
fid; est également un facteur de st-langage et méme un st-langage car “;‘I,k‘- WU e UL
est un st-mot et car chaque T;; est un st-langage. Par construction, pour tout indice ¢, d;
et f; possédent une expression rationnelle bien formée donc d; et f; sont des langages bien
formés. En conséquence, le langage M s’écrit:

M = U difiv

el
sachant que, pour tout ¢, f;d; est un st-langage et d; et f; des langages bien formeés.

Il nous reste & montrer les deux derniers points du lemme. Remarquons en premier lieu
que comme M™* est un facteur de st-langage, si  appartient & nonst(d; f;) alors I, .,}(dif)
est inclus dans z¢(zsz¢)*z,. Soient w appartenant & f; et w’ appartenant & d;, si |w|;, = 0
alors Iy, ,,3(ww’) n’appartient pas a (zs2;)* ce qui est en contradiction avec le fait que f;d;
est un st-langage.

Pour le dernier point, supposons qu’il existe w appartenant a d;f; et w’ appartenant
a d,fj, avec i différent de j, tels qu’il existe z appartenant a nonst(w) \ nonst(w’) et y
appartenant & nonst(w’) \ nonst(w). Dans ce cas, le mot Iy, ., .. ..j(ww') appartient a
((zexs)t w (Ysye)*)-((veys)T w (2524)) et donc ww' n’est pas le conjugué d’un st-mot d’olt
contradiction. 0

Lemme 2.20 Soit L un langage reconnatissable facteur de st-langage. Si tout facteur itérant
de L est le conjugué d’un st-mot alors L est un langage bien formé.

Preuve. Montrons ce lemme par induction sur la construction rationnelle du langage. Clai-
rement, tout langage fini est bien formé.

Si L = My + M; ou L = M;.M, alors tout facteur itérant de M; (ou M;) est le conjugué
d’un st-mot puisqu’il est également facteur itérant de L. De plus, My (ou M3) est clairement
un facteur de st-langage donc, par hypothése de récurrence, c’est un langage bien formé. Le
langage L est donc bien formé.
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Si L = (M)*, tout facteur itérant de M est également facteur itérant de L, il est donc
conjugué d’un st-mot. Par hypothese de récurrence, M est bien formé. Si M est un st-langage,
comme M possede une expression rationnelle bien formée F, L posséde une expression ra-
tionnelle bien formée (E)* donc L est bien formé. Si M n’est pas un st-langage, comme tout
mot de M* est un facteur itérant de L, tout mot de M™ est le conjugué d’un st-mot, nous
pouvons donc appliquer le Lemme 2.19 pour obtenir la décomposition de M, M = U d; f;

i€l
avec pour 1 € I = {0,...,n}: :

e f:d; st-langage;

e d; et f; langages bien formés;

e pour tout z appartenant & nonst(d; f;), pour tout w appartenant a f;, |w|;, # 0;
e nonst(d; f;) est inclus dans nonst(d;4+1 fi+1) pour tout 0 <7 < n.

A partir de cette décomposition de M, nous allons pouvoir construire une expression bien
formée pour (M)* par récurrence sur la taille de I. Nous savons que ’ensemble {d;f; | ¢ € I}
est ordonné de la fagon suivante : nonst(do fo) C nonst(dy f1) C ... C nonst(d, f). Si I = {0},
M* = do(fodo)” fo + €. Comme fodp est un st-langage et comme fy et do possedent une
expression rationnelle bien formée, M* posséde une expression rationnelle bien formée.

St I' = I U{n}, le langage M™ peut étre écrit sous la forme:

M™ = (| difi)"(dn(fu(lJ difi)"dn)" Fr + ). (U di fi)"

1€l el el

Par hypothese de récurrence (J;c;d;f;)* posséde une expression bien formée, il suffit donc
que f,(U;esd; fi)*d, soit un st-langage pour obtenir une expression bien formée pour M™.
Le langage f,d, est un st-langage. Pour tout : appartenant a I, nous avons |’inclusion
nonst(d; f;) C nonst(d,f,) donc, pour tout z appartenant a nonst({;c; d;f;), tout mot de
fn contient au moins une occurence de z,. D’apres le Lemme 2.18, f,(U;crdifi)*dn est un
st-langage. 0O

Tout st-langage étant un facteur de st-langage, la réciproque du Lemme 2.15 se déduit
immeédiatement du lemme précédent, ce qui nous permet d’énoncer la proposition :

Proposition 2.21 Un st-langage régulier est bien formé si et seulement si chacun de ses
facteurs itérants est le conjugué d’un st-mot.

La preuve du Lemme 2.20 étant constructive, nous allons voir, sur un exemple, comment
transformer une expression rationnelle en expression rationnelle bien formée. Considérons le
langage L défini par I'expression rationnelle

asbscs (atbtctasbscs + a;as + atbtasbs)*atbtct.
M

Nous pouvons ordonner les mots de M en fonction de leur alphabet « nonst », nous avons:

asbiciashscs > abiashg > azas.
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Pour construire une expression rationnelle bien formée pour M*, nous allons appliquer la
construction proposée dans la récurrence de la preuve. Nous allons donc considérer succes-
sivement les facteurs du plus petit au plus grand. Pour le langage (a:as)* nous obtenons
I’expression Ey = ¢ + ai(asa;)*a,, pour le langage (a:b:a:bs + ata;)* nous obtenons l'ex-
pression By = Ei(a:bs(ashs.Ey.atbi)*ashs + €)E) et enfin pour le langage M* nous obtenons
Pexpression Es(atbici(asbscs.Ea.aibic)*ashses + £) Ey. Clest-a-dire que le langage M™ peut
étre défini par I’expression rationnelle bien formée:

(£ + at(asas)*as) (ashi(asbs (2 + at(asar)*as)arbs)*ashs + €)( + at(asa:)*as)
(atbtct(asbscs
(g4 at(asas)™as)(ahi(asbs(z + ar(asas)*as)ahs)*ashs + ) (2 + ai(asar) as)
attht)*asbscs + 5)
(24 as(asas)*as)(ashe(asbs(z + at(asar)*as)ahs)*ashs + 2) (2 + ai(asa:)*as).

La caractérisation des langages bien formés que nous avons donnée va nous permettre de
montrer que la cloture par le systéeme R d’un langage bien formé n’est pas toujours un langage
de synchronisation pour apporter une réponse négative a la premiere partie de la conjecture
I1.

2.2.3 Cloture des langages bien formés

Dans cette sous-section, nous allons considérer le langage bien formé
*
L= bs(asat) csbt(asat)*ct

et montrer que sa cloture par R n’est pas un langage de synchronisation. Pour cela, nous
allons utiliser une propriété relativement technique des langages de synchronisation.

Lemme 2.22 Soient ¥ un alphabet d’actions contenant a et ¢ et L un langage de synchro-
nisation défini sur alphabet £, U X4, Il existe un entier N tel que :

((asa:)Pes(asas)ic; € L avec p,qg > N) = ((asa:)? tc,(asa:)?t e, € L).

Preuve. Sil'un des deux ensembles {p | (asa;)Pcs(asas)?c: € Ly et {q | (asa:)Pcs(asa:)%: € L}
est borné par la valeur sup, il suffit de prendre N = sup. Dans le cas contraire, aucun de
ces deux ensembles n’est borné, considérons alors le langage K = L N (asa¢)*cs(asas)*c:. Le
langage K, intersection de deux langages réguliers, est régulier, il existe donc un intervalle
fini F tel que:
K = | (asa)* ((asae)%) s (asas) ™ ((asae) ™) "er.
1eF

Par définition, tout mot u = (asa:)Pcs(asar)%; appartenant a L appartient a K donc,

(asat)pcs(asat)qct € U (asat)ai((asat)ﬁi)*cs(asat)% ((asat)&)*cta
€F

il existe donc un indice ¢ de F et deux entiers n et m tels que p = o; + nf; et ¢ = v; + mé;.
Considérons N = max;ep{a; + 8;0:}- Si (asa:)?cs(asat)lc; appartient & L avec p et g
strictement supérieurs 3 N alors p = o; + nf; et ¢ = 7v; + mé; avec n > §; donc il existe
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P=a;+(n—38)0iet ¢ =+ (m+ B3:)d; tels que w = (asat)p'cs(asat)q'ct appartient a K
et donc & L. Or, nous avons:

w _;T) w = (asat)a¢+(n—5e)ﬁi+(ﬁ{6e—1)cs (asat)7i+(m+,3i)5£—(ﬁi5i—1)ct

avec
a;+ (n—8)p; + (86 —1)=p-1,
Yi+(m+B:)é — (86 —1) =g+ 1.

Comme L est un langage de synchronisation, L est fermé par le systéme de réécriture R donc
w' appartient & L. ' 0

Lemme 2.23 Soit L un langage de synchronisation. Il existe un entier Ny, tel que pour tous
p et g strictement supérieurs ¢ Np,

(bs(asat)pcsbt(asat)qct < L) = (bs(asat)p_lcsasatbt(asat)qct € L)

Preuve. Montrons le Lemme par induction sur la construction du langage de synchronisation.
Si L est fini alors il suffit de prendre Np = max{p,q | bs(asa:)Pcsbi(asas)%c;: € L}. Si L =
Li+ Ly ou L = L1 N Ly, il suffit de prendre Ny = max{Np,,N,}.Si L = (L1)* ou L =
L,.L,, comme le mot b(asa:)Pcsbi(asat)?c; est st-primitif, il suffit de prendre respectivement
Nr = N, ou N = max{Np, ,Ng,}. Reste & étudier le cas L = L; w L. Nous considérons
la construction de L comme langage de synchronisation, les alphabets de L, et L, sont donc
disjoints, trois cas peuvent survenir:

e si a,, bs et ¢, appartiennent a l’alphabet de L, il suffit de prendre Ny, = Ny, ;

e sia; et by appartiennent a ’alphabet de L, et ¢, a celui de Ly ou b, et ¢; & Palphabet
de Ly et a; a celui de Lo, il suffit de prendre Ny, = 0;

e si a; et ¢, appartiennent & Palphabet de L; et b; & lalphabet de L alors, si le
mot bs(asa;)Pcsbi(asas)ic; appartient & Ly w Lo, (asa:)Pcs(asa;)%c: appartient 3 Ly
et bsb, appartient a L. D’aprés le Lemme 2.22, il existe un entier N tel que si le
mot (asa¢)Pcs(asas)?c; appartient a Ly avec p et ¢ strictement supérieur & N alors
(asat)P~tes(asar)?* e, appartient & Ly, donc (asa;)P~les(asar)?te; w byb; est inclus
dans L; w Ly c’est-a-dire bs(asa:)? " Lesasarbi(asa;)?c; appartient a L. 1l suffit donc de
prendre Np = N.

d

Cette propriété va nous permettre de conclure cette sous-partie en répondant a la premiere
partie de la Conjecture II.

Contre-exemple 2.24 Le langage L = bs(asa:)*csbi(asa)*c: est un st-langage régulier bien
formé dont la cloture par le systéme de réécriture R n’est pas un langage de synchronisation.

Preuve. Pour tous entiers p et ¢, bs;(asa:)Pcsbi(asas)ic; appartient & L. Aucune régle du
systéme de réécriture R ne permet d’obtenir le facteur c¢,a,a:b; dans un mot de la cloture
de L donc, aucun mot de type bs(asa:)P~Lc asasbi(asa;)?c; n’appartient a fr(L). D’apres le
Lemme 2.23, fr (L) n’est pas un langage de synchronisation. O
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Ce contre-exemple clot I’étude de la premiere partie de la Conjecture II, nous allons a
présent nous intéresser a la deuxieme partie de cette conjecture.

2.2.4 Langages de synchronisation comme clotures de langages bien formés

Dans la deuxieme partie de la Conjecture II, il est supposé que tout langage de synchroni-
sation est la cléture par le systeme R d’un langage bien formé. Cette conjecture peut sembler
naturelle car, dans la construction des langages de synchronisation, on calcule uniquement
’étoile de st-langages. Cependant, nous allons montrer que cette conjecture n’est pas vraie
en utilisant la Caractérisation 2.21 des langages bien formés.

Contre-exemple 2.25 Le langage de synchronisation décrit par l'expression [(a || b) — (a ||
b)*] || [d = (¢ — d)*] n’est la cloture par le systéme de réécriture R d’aucun langage bien
formé.

Preuve. Notons L le langage considéré, M; le langage a;b,a:b:(asbsasb;)*, M, le langage
dsds(cscrdsde)* et Ly et Ly les clotures par R de M; et Mj. Clairement, Ly et Ly sont des
langages de synchronisation correspondant aux expressions (a || ) — (a || b)* et d = (¢ — d)*
et donc L =L, w L,.

Soit N = a;bsds(dicsatbiasbscids)*ashid,. Clairement, ce langage est inclus dans le shuffle
de M et M,. Cependant, nous allons montrer qu’il n’existe pas de langage bien formé inclus
dans L qui engendre N.

La projection sur {c;, ¢;, ds, d;} de tout mot de L appartient & L, donc, dans tout mot de
L, pour tout facteur d;ud;, u contient au moins le sous-mot c;c; (et réciproquement pour tout
facteur ciucs, u contient au moins le sous-mot d.d;). De ce fait, les lettres correspondant a des
actions ¢ et d ne pourront jamais intervenir dans une regle de Q. De plus, la projection sur
{as,as, bs,b;} de tout mot de L appartient a L; donc aucun mot de L ne contient de facteur
aiasbibs ou bibsa;as puisque chaque action a peut étre exécutée en parallele avec une seule
action b. Donc, pour tout u appartenant & L, fr(u) = fs(u). Notons

Maxg(L):{uEL[VvéL,v—Z—-)uéu-—}v}.

Montrons que N est une partie de Mazg(L). Pour tout u appartenant a N, on cherche un
mot v de L tel que v —} u en utilisant une réegle non symétrique. Nous allons montrer qu’un
tel mot n’existe pas. Considérons:

fo, 6,(N) = (as w by w d,).(dscs.(arhy + bray).(ashs + bsas).cids)™.(a; w b, w dy)

et montrons que si 'on applique une régle z;y; — y;z: & un des mots de ce langage, le
mot obtenu n’appartient pas a L. Si on applique une telle regle impliquant les actions c et
d, le mot obtenu n’appartient pas & L puisque la projection de tout mot de L sur 1’alphabet
{cs,¢t,ds,d;} appartient a M, qui est un ensemble de séquences. Si l'on applique une regle
bias — asb; aun mot de fy, g, (N), le mot obtenu n’appartient pas a L puisque, dans L, chaque
action a ne peut étre exécutée en parallele qu’avec un seul b, le cas de la regle a;b, — bsa;
est similaire. Done, si un mot u de L se réécrit en un mot v de IV, la dérivation n’utilise que
des régles symétriques.

Comme N est inclus dans Mazg(L), d’apres la forme de {5, 5, (N), tout langage engendrant
L posséde un facteur itérant appartenant au langage (dics.(ash; + bia;).(ash, + bsas).cids) ™,
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ce facteur itérant n’est pas le conjugué d’un st-mot. En conclusion, il n’existe pas de langage
bien formé dont L soit la cloture. O

En conclusion de cette partie sur les langages bien formés, nous avons une réponse négative
a la Conjecture II. Cette réponse est surprenante en raison de la structure des langages bien
formés qui semblait bien adaptée a la structure des langages de synchronisation. Nous allons
a présent revenir a la Conjecture I pour conclure I'étude du systéeme R.

2.3 Langages de synchronisation et systeme R

Le langage fr(bs(asa:)*csbi(asas)*ct) que nous avons utilisé comme contre-exemple a la
Conjecture Ila fournit également un contre-exemple a la Conjecture I.

Contre-exemple 2.26 Le langage fr(bs(asa;)*csbi(asar)*c;) est un st-langage régulier et R-
clos qui nest pas un langage de synchronisation.

Preuve. Nous avons montré précédemment que fg(L) n’est pas un langage de synchronisa-
tion, cependant c’est un st-langage clos par R, il nous reste a montrer que c’est un langage
régulier.

Comme tout mot de I contient exactement une occurrence de chacune des lettres b, b,
cs et ¢, il est impossible d’appliquer une régle de €2 a I'un de ses mots. Nous avons donc
fr(L) = fs(LL), c’est-a-dire que 'on calcule la cléture de L par la semi-commutation 6. Or,
tout facteur itérant de L a pour alphabet {a,, a:}, donc tout facteur itérant de L est fortement
connexe. D’apres le Théoréme 1.30, fp(IL.) est régulier. Le langage fg(IL) est donc un st-langage
régulier clos par R mais pas un langage de synchronisation. 0O

Le systeme R ne permet donc pas de caractériser les langages de synchronisation. Au re-
gard de ’étude que nous avons menée, deux problemes essentiels semblent se dégager appor-
tant chacun une piste dans la recherche d’une caractérisation des langages de synchronisation.
En premier lieu, dans le cas du contre-exemple ci-dessus, il semble impossible de « distinguer »
les deux groupes d’actions a. Au départ, nous disposons du langage L. = b (asa:)*csbi(asas)*ce
et, lorsque nous calculons la cléture de ce langage, nous n’obtenons jamais le facteur c asa;b;
c’est-a-dire que nous sommes en présence d’une série d’exécutions durant lesquelles il est pos-
sible de mettre en paralléle ’action ¢ et ’action b, un nombre arbitrairement grand de a en
paralléle avec ’action b, un nombre arbitrairement grand de a en paralléle avec ’action ¢ mais
en aucun cas une méme action a en parallele avec le b et le ¢. Une telle restriction ne peut
étre exprimée a l'aide des expressions de syvnchronisation. en effet nous ne disposons pas de
la négation — on peut d’ailleurs remarquer que les langages de synchronisation ne sont pas
fermés par complémentaire. Par contre, si on distingue les deux groupes d’actions a par un
renommage, nous obtenons un langage de synchronisation :

M = fr(bs(a1s011)"csbs(azsa2:)¢:) = L(((0 = a3) || (a = ¢))&((a] — a3) || b ]| €)).

Le langage fy(L) est I'image par le morphisme strictement alphabétique

@ i ais F— as ayy > o4
a2s —— Qg Azt > 04
by — b, by +—— b
Cs —_—> C; Ct — ¢
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du langage de synchronisation M, il semble donc utile, dans certains cas, de considérer les
images par morphismes des langages de synchronisation.

Le second type de problemes que nous avons rencontré apparait dans ’exemple suivant.

Exemple 2.27 Considérons deux mots
u = agbscsa:bibbibsascic,abic; et v = agbsescicsabibgbibsasashic:.

Toutes les projections de u sur des sous-alphabets de deux actions permettent d’obtenir, par
R, les projections de v:

ab,0:b:b,btbsa b, )92 asbsatbtbsbtbsasatbta
1
AsCsAAsC1CsrCe *R  0s5CsCtCs0A5A1Cy,
2
bscsbibsbibscicbicy 'R bscscecsbibsbybsby ¢ty

pourtant v n’appartient pas a fgr(u).

Dans cet exemple, le plus petit langage de synchronisation au sens de I'inclusion auquel le
mot u appartient est défini par ’expression

[((a]l &) = b= (a ]l 8)) || (¢ — c)]
& [((a—=¢)f(afl ) || (b —b—b)]
L [b—=b—=0 @) (a—a)

Or, le mot v appartient également a ce langage, c’est-a-dire que le systéme R ne permet
pas non plus de caractériser les langages de synchronisation finis. Il semble qu’il manque au
systéeme R des propriétés de projection qui permettraient, dans notre exemple, de retrouver
I’ensemble du langage de synchronisation a partir d’un seul mot. Nous allons, dans le chapitre
suivant, proposer une extension du systéme R pour résoudre ce probleme.
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Chapitre 3

Langages de synchronisation et
systéemes de réécriture

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le systéme de réécriture R défini par Guo,
Salomma et Yu ne permet pas de caractériser les langages de synchronisation dans le cas
général. Il est alors naturel de se demander si les langages de synchronisation peuvent effecti-
vement étre caractérisés par un systeme de réécriture. Nous allons, dans ce chapitre, proposer
une extension de R pour tenter de répondre 4 cette question.

3.1 Extension du systeme R

Le nouveau systeme de réécriture que nous allons définir doit avoir un comportement assez
proche de celui de R, en particulier pour les langages définis sur des alphabets de deux actions
qui sont complétement caractérisés par E. De plus, il doit résoudre des problemes tels que
celui de ’Exemple 2.27. Dans cet exemple, le probléeme semble venir du fait que R ne contient
pas de regles du type:

at(bbs)"ascic, — ctcsat(b:bs)"as,

et, plus généralement du fait que nous n’avons pas pour R d’équivalent au Lemme de Pro-
jection pour les semi-commutations (Lemme 1.19). En suivant cette idée, si 'on veut obtenir
un Lemme de Projection pour notre nouveau systéme, il faut également considérer des regles
du type:

a;csasbb, — bibsascsa,

et bien d’autres encore. En fait, il est naturel de penser qu’il suffit d’ajouter 2 R des regles
du type uv —> wvu pour tous mots u et v tels que les projections de u sur des alphabets
correspondant & une action commutent par R avec les projections de v sur des alphabets
correspondant a une action. En appelant ts-mots les mots dont les projections sur les alphabets
d’une action sont de la forme (z;z)", on obtiendrait un systéme dont les régles permettent
de commuter un mot facteur droit de ts-mot et un mot facteur gauche de ts-mot si ceux-ci
n’ont aucune action en commun. Formellement, on obtiendrait le systéme suivant :

R'=0U{uw —vu| Vo € B0 1 (u) € (2:25)" + 25+ ¢,
Yz € X, H{Is,z:}(v) € (zta:s)*xs + z; + £,
u et v n’ont aucune action en commun,

alph(u) NE; # @, alph(v) N X, # 0}.
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Cette idée relativement intuitive ne suffit cependant pas & obtenir un Lemme de Projection,
dans certains cas, il n’est pas possible d’utiliser des commutations de mots, les lettres en cause
dans les différentes projections formant des facteurs complétement imbriqués dans le mot de
départ. Considérons par exemple les mots w = a;2:25y:a:b:ysbs et w' = byy;bsasysz:z;a;. 1l est
facile de vérifier que les projections sur les sous-alphabets de deux actions de w permettent
d’obtenir celles de w’ par R cependant, il n’est pas possible de passer de w & w' en appliquant
des régles de R” ou tout autre ensemble de régles du type uv — vu qui reste compatible
avec R.

Nous allons donc simplement considérer qu’un mot u donne un mot v par notre nouveau
systeme de réécriture si et seulement si les projections de u sur les sous-alphabets de deux
actions donnent les projections de v par R. Le systéme ainsi défini est naturellement infini.

Définition 3.1 Soit ¥ un alphabet d’actions. Le systéeme de réécriture Ry, sur L, U Z; est
défini par:

Yu,v € (Es U X", (u - v) < (Va,be X, H{as,az,bs,bz} (u) R—*) H{as,at,bs,bt}(v))'
z

RE
Par définition, ce systeme de réécriture posséde la propriété suivante:
Propriété 3.2 Les systémes Ry, et Ry sont équivalents pour tout alphabet ¥ de deuz actions.

Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous utiliserons simplement la notation R’ 4 la
place de R§. Clairement, le systéme R’ préserve la st-propriété:

Propriété 3.3 La cloture par R' d’un st-langage est un st-langage.

La définition du systéme R’ que nous venons de donner est relativement simple. Si R’ est
infini, il permet cependant toujours d’obtenir un mot commutativement équivalent au mot de
départ. Pourtant, dans de nombreux cas, il est plus aisé de manipuler un systeme fini. Nous
allons donc montrer que nous pouvons nous ramener a un systéeme de réécriture fini mais,
dans ce cas, les mots obtenus par dérivation ne seront plus commutativement équivalents au
mot de départ.

Nous allons utiliser a de nombreuses reprises la projection sur un alphabet de deux actions
aussi allons nous utiliser la notation suivante:

Notation 3.4 Soit ¥ = {a,b} un alphabet d’actions. La projection Ils_ (x, est notée Iy.

3.2 Utilisation d’un systéme fini

3.2.1 Définition du systéme fini

Nous allons utiliser un systéme fini intermédiaire en nous basant sur la remarque suivante.
Il est possible de simuler 'application d’une régle de Q sur un facteur de deux actions en
utilisant uniquement des regles agissant sur des facteurs de longueur deux et en marquant les
lettres:
arasbeby — aibi@isbs — bydyasbs — bidithsa, — bibsasas.

Ici, nous autorisons une commutation a:b; — bsa; si ces lettres sont marquées, c’est-a-dire
dans le cas ol nous voulons « terminer » I’équivalent d’une regle de Q. Cette idée peut étre
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étendue aux langages définis sur des alphabets d’actions quelconques, il suffit simplement de
toujours se ramener aux projections sur les sous-alphabets de deux actions. Pour cela nous
allons associer, a chaque lettre, autant de marques que de lettres dans 1’alphabet d’actions afin
de mémoriser les regles de type € en cours sur les divers sous-alphabets de deux actions. Les
marques servent de mémoire au cours de la dérivation mais, comme la mémoire nécessaire est
bornée, nous pouvons travailler sur un alphabet fini. La mémoire associée a chaque lettre de
¥sUZX; est représentée par un sous-ensemble de ’alphabet des actions. Nous allons désormais
utiliser les alphabets suivants:

¥ l"alphabet d’actions;
Ye={(z,E)|[ECXetz e (Z;US)\(E;UE)};
Yo = {(z,0) € X}

L’alphabet %, est ’alphabet étendu : par exemple, (as, {b, c}) est une lettre de %., a; cor-
respond au début d’action a et ’ensemble permet de garder trace des derniéres commutations
effectuées entre cette lettre et les lettres des sous-alphabets correspondant a une action — le
b permet de garder trace de la derniere commutation effectuée avec une lettre de 1’alphabet
{bs,b:}.

Pour passer d’un alphabet a l'autre, nous utilisons des morphismes. Le morphisme h
permet d’effacer la mémoire en projetant sur la premiere composante:

h: 7 = (S,UDy)”
(z,E) = z.

Le morphisme ¢ ajoute un ensemble vide a une lettre « normale » permettant ainsi d’initialiser
la mémoire:
g: (Z;sUXy)r -  X§
T —  (z,0).
Nous considérons toujours les mots comme des enchainements d’actions, c’est pourquoi
nous étendons la notion de st-mot aux mots de X.*:

Définition 3.5 Un mot u de X.* est un st-mot si et seulement st h(u) est un st-mot.

Deux mots de ¥.* peuvent représenter un méme enchainement d’actions mais différer par
la. valeur de la deuxiéme composante des lettres qui les composent, nous appellerons donc
« squelette » d’'un mot u de ¥.* le mot h(u).

De méme, les lettres a, as, (a:, E), appartiennent a différents alphabets mais représentent
toutes la méme action. Nous définissons donc ’action d’une lettre et les actions d’un mot:

Définition 3.6 Pour tout a € T, a(a;) = a(a;) = a et pour tout z € ., afz) = a(h(z)).
Pour un mot u, a(u) = {a(z) | z € alph(u)}.

Il nous sera également nécessaire de considérer, comme dans le cas de R’, les projections
sur des sous-alphabets de deux actions:

Définition 3.7 Pour tout couple d’actions a,b € X, le morphisme Mg de L.* dans L.™ est
défini par :

(z, EN{a,b}) si a(z) € {a,b},
£ dans les autres cas.

V(z,E) € X, ((z, E)) = {
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Enfin, nous pouvons définir le systéme de réécriture fini que nous allons associer a R/,
ce systéme est nommé R.x, pour Ry sur l'alphabet étendu. Lorsqu’aucune confusion n’est
possible, le systéeme de réécriture est simplement nommé R..

Définition 3.8 Le systéme de réécriture symétrique R,y défini sur I, est l'union des en-
sembles de régles suivants:

s1 = {(zs, E)(ys, F) — (ys, F)(2s, E) | z,y € Ze,x ¢ Fy ¢ E};
52—{(1‘5,E)(y3,F)——-)(ys,FU{$} (xs,E\{y})Iz,yeEe,x¢F,y€E};
33:{(xt7E)(yt’F)_)(y )(It? ) lx,yEEe,ng,ygE};
ss={(z, E)(y, F) — (y1, F\{z}) (1, EU{y}) | 2,y €,z € F .y ¢ E};
35—{($5,E)(yt’F)—“> (ytvFU{w})(zs’EU{y}) I x,yEZe,z¢F,y€E};
s6 = {(z¢, E)(ys, F) — (ys, F\{2}) (2, E\{3}) |,y € Ec,z € Fly € E}.

Les régles de s; et s; correspondent aux regles de R du type z,y; — ysZs, les regles de
s3 et sq aux regles du type z:yr — y: 24, les régles de ss aux regles du type z;y; — yizs et
les régles sg permettent de réaliser la commutation d’une fin et d’un début d’action lorsque
la situation I'autorise. Ainsi, pour reprendre I’exemple du début de cette section, on peut
effectuer, pas a pas, l’équivalent d’une regle de Q2 :

Exemple 3.9 Une regle a;a:b:b; — bibsa;as peut étre simulée par:

(az,0)(as, 0)(bs, 0) (b5, 0) — (a1, 0)(bs, {a})(as, {b})(bs, B)
(btw )(a {b})(a57 {b})( s»w
— (b1, 0)(ar, {b}) (b5, {a})(as, )

(bt’ 0) (bsa (D) (atv 0) (asv 0)
Remarquons que les ensembles permettent uniquement de simuler les regles de Q, ils té-
moignent des échanges en cours puisque l'on dérive pas a pas. Lorsque I’échange correspondant
a la regle de Q est terminé, les ensembles sont a nouveau vides. L’utilisation des ensembles

n’empéche jamais d’effectuer une commutation correspondant a une ancienne regle de 6.

Exemple 3.10 Considérons un exemple de dérivation:

(as’ )(b57 9) (atv )(cs’ ) (asa @) (bﬁ (D) (bs’ Q)) (at7 0) (bft 0) (Ct’ Q))
)

—tr, (a5, 0)(bs, 0) (a1, 0) (cs: 0) (s, {a})(as, {b}) (b, B) (az, ) (b:, 0) (ct, D)
— g, (a5.0)(b5,0) (az, 0) (b1, {a. c})(cs. {b})(as, {b}) (bs, 0) (ar, 0) (b, 0) (ct, 0)
—rg,  (as:0)(bs. 0)(be. {c})(ar, {b}) (cs. {b}) (as, {b}) (b5, 0) (ar. 0) (b:. 0)(c1, 0)
—rg, (@5, 0)(b5,0)(bs; {e})(ar, {8}) (s: {63) (b, {a})(as, D) (s, B) (b, 0) (c1, 0)
—rp. (a5, 0)(05,0) (b1, {c}) (ar, {6}) (bs, {a c})(cs, D) (a5, 0) (ar, 0) (s, B) (e, 0)
—rp, (a5, 0)(bs, 0)(bs, {c}) (b, {c}) (a1, B) (¢5, 0) (as, ) (at, ) (b1, B) (c1, 0)

Il ne reste aucune marque concernant a et b puisque l'on a effectué I’équivalent d’une regle
Q compléte; par contre, il reste des marques concernant b et ¢ puisque 'on a effectué ce qui
pourrait étre le début d’une regle de Q.

Clairement, le systeme R. préserve les st-langages:

Propriété 3.11 La cléture par R. d’un st-langage est un st-langage.
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Nous ne sommes pas en présence de commutations partielles puisque les regles du systeme
de réécriture R., si elles permettent de permuter deux lettres représentant des débuts ou fins
d’actions, modifient les deuxiémes composantes de ces lettres et donc, 'alphabet des mots.
Cependant, par abus de langage, nous parlerons de commutations de lettres ne considérant
que 'image des lettres par h. De plus, afin d’augmenter la lisibilité, nous introduisons la
notation suivante:

Notation 3.12 Lors de la commutation de deux lettres = et y, les seuls éléments des en-
sembles pouvant étre modifiés sont a(z) et a(y), il n'est donc pas nécessaire de considérer
les autres éléments. Aussi, lorsque l'on exhibe deuz lettres z = (a, E) et y = (b, F) d’un mot
auquel on applique une régle, elles sont notées:

z=asibg E,
r=asibeFE,
y=bsiagF,
y=bsiac F.

Par exemple si, dans la dérivation

(as’ Q)) (bm 0)(6572) (iltv Q) (btv 0) (Ct? Q)
(as,0) (b5, 0) (az, {}) (cs, {a}) (be. B)(cr, ),

on désire mettre en évidence la regle utilisée, il n’est pas nécessaire de conserver les informa-
tions concernant action b,

(s, 0)(az,0) — (as, {e})(es {a})

peut étre simplifiée en:
CsG; — 04Cs.

Dans la suite de cette partie, nous étudions les propriétés de R., ces propriétés nous
fournissent une boite a outils efficace pour manipuler le systeme R. mais surtout, elles nous
permettront, par la suite, d’établir le lien entre R’ et R.. Nous verrons que pour calculer la
cléture d’un mot (ou d’un langage) par R', il suffit d’utiliser le morphisme g pour « ajouter »
un ensemble vide & chacune de ses lettres, de calculer la cléture par R, du mot ainsi obtenu
puis d’utiliser le morphisme A pour revenir a l’alphabet initial.

3.2.2 Propriétés du systeme fini

Nous allons & présent étudier les propriétés du systéme de réécriture R.. Celles-ci sont, en
grande partie semblables aux propriétés classiques des systemes de commutation cependant,
elles ne sont pas immédiates en raison de la modification de 'alphabet des mots en cours de
dérivation. Dans de nombreux cas, nous énoncerons des propriétés des mots de X, celles-ci
nous seront en effet fort utiles par la suite pour établir le lien avec R'.

En premier lieu, le nouveau systéme que nous avons défini est bien adapté a I’étude des
st-langages.

Lemme 3.13 Soient u € X un st-mot et v € fg (u). Pour tout découpage v = vy(z, E)v,
avec E # 0, nous avons:

(z = a)

(z = ay)

(Vy € E, [h(v2)ly, + [h(v2)]a, 2 1) (3-2)

= (Vy € B, |h(vi)ly, + [R(v1)]a, > 1), (3.1)
=

51



Preuve. Montrons en premier lieu I'implication (3.1). Clairement, u vérifie (3.1), il suffit
donc de montrer que cette propriété est conservée lors d’un pas de dérivation. Considérons
un mot v tel que pour tout découpage v = vi(as, F)v; avec E # §, nous avons:

Vy € E7 ‘h(vl)‘yz + |h(vl)lat 21

et une dérivation v = wyzyw, —r g, w1y'z'ws = w. Il nous faut montrer que quelle que soit
la regle utilisée pour passer de v a w, le mot w vérifie (3.1). Nous allons détailler ’application
d’une regle sy, c’est-a-dire, le cas z = (a,, E) et y = (b5, F') avec b € E. Nous avons donc
w = wy(bs, FU{a})(as, E \ {b})w2. Par hypothése, nous avons:

e pour tout découpage v = wi(cs, G)wizzyws avec G # B, le mot wyy vérifie:
Vy € G7 |h(w11)|yt + ‘h(w11)|ct >1;
e pour tout découpage v = wyryws;(cs, G)wae avec G # O, le mot wyzywsy; vérifie:

Yy € G, |[h{wizyway)ly, + |R(w1zyway)|, > 1.

Ces deux points ne sont aucunement modifiés par I’application de la régle zy — 3'z’. Il nous
faut donc vérifier que
Vy € FU {a}, [h(wy)ly, + |A(w1)]s, > 1.

Par hypothése, pour tout y € F nous avons |h(wy)|y, + |h(w1)]s, > 1 et pour tout y € E, nous

avons |h{wy)|y, + |h(w1)]s, > 1, donc, comme b € E, nous avons |h(w1)|,, + |h(w1)ls, > 1. De
méme, il nous faut vérifier que

Vy € E\ {b}, [h(wi)ly, + [h(w1)la, > 1,

ce qui se déduit immédiatement de I’hypothése pour tout y € E, |h(wy)ly, + |R(w1)la, > 1.
De méme, quelle que soit la regle de R, utilisée, le mot obtenu vérifie (3.1).

D’une maniére totalement similaire, on montre 'implication (3.2). 0
Nous déduisons immeédiatement de ce lemme le corollaire :

Corollaire 3.14 Soit u € £j un st-mot. Nous avons:

fr. (u) € 9(Z:)Ze"g ().

Les deuxiémes composantes des lettres d’un mot de ¥.” ne sont pas dues au hasard,
celles-ci témoignent des dérivations en cours et certaines séquences de lettres de ’alphabet
Y. ne peuvent intervenir au cours d’une dérivation d’un mot de X§. Nous allons donc définir
le langage rationnel Ly dont les mots sont des facteurs de st-mots de ¥, dont les projections
sur les sous-alphabets de deux actions ne contiennent pas certains facteurs « interdits ». Ces
facteurs « interdits » sont des facteurs qui ne peuvent apparaitre lors d’une dérivation par
R. d’un mot de Xf. Le langage considéré n’est en aucun cas le langage obtenu par cloture
de I'ensemble des st-mots de If, c’est un langage plus grand (au sens de linclusion) mais
suffisamment précis pour restreindre le champ d’étude dans de nombreux cas.

Définition 3.15 On appelle Ly le langage des facteurs de st-mots défini sur lalphabet ¥,
tel que pour tous a,b € X, a # b,

Hab(L}:) N {as’ ay, bs’ bt’ (—15’ a't’ 55’ Et}*Mab{a’S’ at, bsa bt7 a'sv a’h I_)sv Bt}* = @.
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Le langage M,;, contient les facteurs que l'on « interdit » :

Moy = ashs + asbs + @sbs + @by + G5b: + a5 + asbs + @by + Grby + @sds + @ras+
bss + bstis + bslis + bsy + bs@s + bebs + bi@s + bray + byds + beas + bbo+
(as + @s)(bs + bs + bs)*bs + @s(as + ar + @;)* (b + be)+
(bs +bs)(as + @s + a)@; + by (bs + by + bs)*(a: + a1).

Montrons que ce langage est clos par R, :
Lemme 3.16 Pour tout mot u de Ly, fr, (u) est inclus dans Lx.

Preuve. Clairement, il suffit de vérifier la propriété pour une dérivation de longueur 1. Soient
u appartenant a Ly et v obtenu en appliquant une regle de R, a u. Il existe u;, us de £.*
et une regle 2t — t'z' de R, tels que u = wujztus et v = uyt’z'uy. Il suffit alors de vérifier
que Il,(z)a(r)(v) ne contient aucun facteur interdit sachant que I,(;)q(z)(2) ne contient aucun
facteur interdit. Notons a et b les lettres de X telles que a(z) = a et a(t) = b et étudions les
différents cas:

o si Mgp(u) = ujasbsul et Iy(v) = ujbsasu), comme u appartient & Ly, u} est le mot
vide ou se termine par a; ou b; et u), commence par a; ou b; donc, v est un mot de Ly ;

o si ,(u) = uia@shsu)y et My(v) = uybsa,ub, comme u appartient 3 Ly, u} est le mot

vide ou se termine par @; ou b; et u), commence par a; ou b; donc, v est un mot de Ly ;

o si [l (u) = uja:biuf et My (v) = uibiasub, comme u appartient & Ly, u} se termine par
as ou by et u), est le mot vide ou commence par a; ou bs; donc, v est un mot de Ly ;

o si Ilqp(u) = uiashuh et Iy (v) = u)bi@su), comme v appartient a Ly, u] se termine par
as ou b, et uf, est le mot vide ou commence par @; ou b donc, v est un mot de Ly ;

o sillyp(u) = ujasbiul et Ty (v) = uibiasuy, comme u appartient & Ly, u) se termine par
at, bs ou b et ul, commence par a; ou b, donc, v est un mot de Ly ;

o si [lgp(u) = uy@sbsugy et Tgp(v) = uibsasuh, comme u appartient & Ly, u se termine par
as, @5 ou by et uy), commence par a;, b; ou b; donc, v est un mot de Ly.

Dans chacun des cas, le mot v appartient a Ly. 0

Le lemme suivant montre qu’il est possible de simuler une dérivation par R d’un facteur
de st-mot u de (X, U X;)* a partir d’'un mot quelconque de Ly, ayant u pour squelette.

Lemme 3.17 Soit u appartenant d¢ (U X;)* un facteur de st-mot. Pour tout v de fr(u) et
tout u' de h=1(u) N Ly, il existe un mot v’ de h™(v) N Ly tel que v’ € fr_(u').

Preuve. Nous allons montrer le lemme par récurrence sur la longueur de la dérivation par
R. La propriété est trivialement vérifiée pour une dérivation de longueur nulle. Si

U —> W —+ 0,
R R

par hypothése de récurrence, pour tout u' appartenant 3 A~1(u) N Ly, il existe un w’ appar-
tenant & h™!(w)capLy tel que w’ € fg, (v'). Il suffit donc de montrer qu’il existe un mot v’
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de fg, (w’) tel que h(v') = v. Pour passer de w i v, on peut appliquer une régle de 6 ou de Q,
nous allons considérer séparement chacun de ces cas.

o Si w —, v, il existe un découpage w = wiryw, avec v = wiyrw, et Ty — Yy une
regle de §. Comme h(w’) = w, il existe un découpage de v’ = wiztw) avec h(w}) = wy,
h(wy) = wq, h(z) = z et h(t) = y. Le mot w’ appartient 3 Ly et zy est le membre
gauche d’une régle de 8 donc, il existe une régle zt — t/2’ de R, qui nous donne:

W} ztwh, - wit'z'wy = v’ avec h(v') = v.
€

e Si w —q v, il existe des découpages de w et v:
W= wiay1¢...0LaA1s - . .aksbu .. 'bltbls .. .b[S”UJ2,
v = wlblt - -bltbls . blsalt e QptQyg .. . ALsW2o,

avec dj,...,Qk, b1, ..., by des lettres de ¥ deux & deux distinctes. Comme h{w') = w,
w' = wiTy...TEY1 ... Yk21 ---2t1 . .. yw) avec, pour tout indice : compris entre 1 et k,
h(z;) = ait, h(y;) = a;s et pour indice j compris entre 1, et I, h(z;) = bjs, h(t;) = bjs,
h(w}) = w; et h(wj) = we. Comme w' appartient & Ly, pour tout 7 et tout 7, nous
avons:

Mop, (w') = Magp; (w))@it@ishjh;s o, (w5).

En conséquence, nous avons:
V(z,E) € alph(zy...2ky1--.yk), ENalzy...z18...8) =0,
Y(z,E) € alph(z1...zit1 ... 4)), ENa(zy...zpy1 - . . yx) = 0.

Donc, en utilisant [ fois une regle de ss entre chaque y; et tous les z,..., 2, nous

obtenons:
w_’: WTy .. TEY1 .. YkZ1 .- 2ty .. G w)h

ss L (k% 1)
WITy .. TRZ] .. 2YL - YRty - LWy

avec y! = (y,EUa(z1...21))siy; = (y, E) et zl = (2, FUa(y; -..yx)) sl z; = (2, F). Il
est donc possible de poursuivre la dérivation :

! 14 I, ! /
WITY---Tk2Zy .. - 1Yy - - Yoty .. Wy

S4J,(k‘><l)
.= (z,EU(afzy...2
wizy ... T) LTy . YRt - tw) {sil:ti-(—-(;t,E) ( )
so 4 (kx 1)
ti=(tEUa(y...y)
wizy .2 LTt Y .y w) { szi = (L.E)
se d (kx 1)
wizy...zity 2y TRy ypwh, =0

Nous obtenons h(v') = wybys.. bubys...bjsa1s- .. agsass. . .ag,wz = v. De plus, d’apres
le Lemme 3.16, v’ appartient a Lyx.

o
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Nous allons considérer, dans la suite, de nombreuses dérivations qui permettent d’échanger
deux mots sans bouleverser 1’ordre des lettres qui les composent. Dans une telle dérivation,
les squelettes des deux mots ne sont pas modifiés. Pour plus de clarté nous allons adopter la
convention suivante :

Notation 3.18 Soit u appartenant a X.*. Nous utiliserons les notations u',u”,u"”, ... pour
désigner des mots ayant le méme squelette que u (c’est-d-dire tels que h(u) = h(v') = h(u") =

h(u™y =...).

Contrairement au systeme de réécriture R, le systeme R, comporte uniquement des regles
permettant de commuter deux lettres. Nous allons voir que cette particularité permet d’or-
ganiser les dérivations.

Lemme 3.19 Soit zu un mot de ¥* tel que z est une lettre de X, et tel que a(z) n’est pas
une action de a(u). Nous avons:
(u = v et zv -, v'z’') & (zu B e et of RL) v').

RC € < €

Preuve. Clairement, il suffit de vérifier la propriété pour une dérivation de u a v de longueur
1. Posons u = u1yzus, v = u12'y’'ug et v’ = ujz"y"u}. De la longueur de la dérivation de zv
3 v'z’, nous pouvons déduire les quatre dérivations suivantes:

TU; ___>|u€1I ujz”,
zllzl ) Rc Z”II”
z"'y' - y :5(4)

e
I(4)U2 _)l;ézl U2I .

€

Nous avons:
"t "o 1 w1 (4)

xyz?zzy —)z:c y—}—;)zyx
Rappelons que pour deux lettres a et b de X, I’existence d’une régle ab — b'a’ dans R,
ainsi que Il,(o)a(s)(b'a’) dépendent uniquement de I, (a)a(5)(ad), de plus pour toute action ¢
de X différente de a(a) et (b), nous avons I,(4)c(a’) = Hg(a)c(a) et Mypyc(b) = Mag)c(b)-
Des égalités Il (z)a(y) (2") = Ma(z)a(y)(2") et Ty(z)a(y)(¥) = Ua(z)a(y)(y'), nous pouvons donc
déduire I'implication :

( lelllyl ? "y"x(4)) = (.r”yz ? ymz(s)z)
avec Ha(r)a(y)(;t(s)) = Ha(x)a(y)(x(‘*)) et My(z)aw) (¥") = Ha( e )(y”) Nous pouvons pour-

suivre de la méme maniere. Des égalités Il,(g)a(z)(2”) = My z)(z )) et Iy (z)a()(2) =
Il (z)a(z)(2), nous pouvons donc déduire I'implication :

"ot //m/ ., (5)
_) _._)
(e"2y" — y)= (" Zry

" (4))
avec Ha(x)a(z)(x(4)) = HQ(I)Q(Z)(I”’) et Ha(z)a(z)(z”’) = HQ(I)Q(Z)(Z”). Enfin, des égalités
Ho(y)a(z) ") = Mag)az)(¥) et Haa)(2") = Ha(z)a(z)(2), nous pouvons donc déduire
Pimplication :

(z yz ? x/lzlyl) (ymzmx( ) ___) Z//y//z(4))'

55



Nous avons donc:

z" yz ? y"'z"’x(4) ? Z'/yllz(4).

Nous obtenons donc la dérivation suivante :

ju |
TU = TUYZUZ — A uyy” 2" bz’ ? ul 2"y usz’ = o'z,

avec:

it 1 /) I
u' =ujy"”z uz?ul y'uy = v

€

La preuve de 'implication de droite a gauche est totalement identique. 0O

Lemme 3.20 (Lemme de base) Soient u appartenant ¢ X..* et = une lettre de . tels que
pp

Tu R—*> u1z'uy avec h(z) = h(z') et a(z) € a(u).

€

Alors, nous avons

u — wjuy et zu) e u1z’ avec h(uy) = h(u}).
R Re
Preuve. Nous allons montrer le lemme par récurrence sur la longueur de la dérivation.
La propriété est trivialement vérifiée pour une dérivation de longueur nulle. Considérons la
dérivation

TU — w — w1z ug.

€ 4

Le mot w se décompose en w = wyz" w2, a(r) n’étant pas une action de a(w; ). Par hypothese
de récurrence, nous avons:

u —R*—> wiw, et zw) ]%l wiz” avec h(w;) = h(w}).

Il nous faut mettre en évidence la derniere regle appliquée lors de la dérivation et étudier les

cas possibles.

o Sizu —% wiz"yuy —rp wiy'z'us (ici we = yuy et u; = w1y’'), nous avons:

. fun
Ty — TWwiwy = TWiYUs ?-L wyz”yuy - wyy' ' us.
(4 €

e

Donc ujz'uz appartient a fg, (zu) avec

Uy = wlyla

U — R, WYy,

Twiy ——)ﬁc wyz"y —p wiy'z’,

‘wlyll =k + 1)

h(wiy) = h(w)h(y) = A(w1)h(y’) = h(wiy’).

56



o Sizu —% v1yzvez’uy —p_ v12'Y'vez’uy (il wy = viyzvs, up = 112'Y V2 et up = wy),
nous avons:

", 1 von_n, g lviyzve] "1
u ? vy 2" vhus et zviy" 2" vl - v1yzvez’ avec a(z) € a(viy”z"v)).

&

Nous avons donc:

" // / [v1yzv2 |
zvly —> vlyzvzx et v1yzvy ? v 2 y V3.

Du Lemme 3.19, nous déduisons:

L III l
P % " n I/ 1 lv12""y ’
ny'2 vy o vy 2"y"" vl et zvy2"y = o'y veal.

&

Donc ujz’us appartient a fg,(zu) avec

_ .1
Uy = 12 Y vy,

U 3 72 v zlllylll,vl U,

", 1t /
zv 2"y vhuy —% viz'y'vaa’us,
k= |v12'y vq),

h(vl Zlylvz) —_ h(v lelylll,ul)
M n n 11 . —_— ! .
o Si zu —% wyr wy —rp wmT'Y W (ici wy = w1y et up = y'ws), nous avons:

u —R—> uiy" ws et zuly” lRyl uyyz”.

€

1 .
Donc zu —vg, zujy”ws —)l e z"’y"wz, comme toutes les régles de R, sont

symétriques et que z''y" — yz — z'y’, nous avons z” = z’ et 4" = y'. Donc u;z'us

appartient a fg_(zu) avec

Uz = y'wz,

u ——)R Uly ’IUZ,

a:uly 'll]2 ——)R ulx y wa,
k= |ul,

h{w1) = h(up)-

o Si zu —p wr'viyzve —rp, W v12'Y vz (icl w1 = wy, wo = v1yYzvy €t Uux = v22'y'v2),
NOUS avons :

* I fui
u — zujvyzve — Tujv1 2’y vy feaf uyz'vi2'y'vs.
R. R, R.
Donc, nous savons immédiatement que u;z'u; appartient a fg, (zu) avec

uz = v12'y'vy,

u —p, U012y v,
Tuf ——)Ec uyz’,
k= !ulla

h{(u}) = h(u1).
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Dans la mesure ot il est possible d’effectuer des dérivations pas a pas, nous allons définir
une notion de distance. Pour cela, nous étendons la Définition 1.23 donnée au Chapitre 1:

Définition 3.21 Soient u,v € £.*. On appelle distance de u a v,
d(u,v) = d(k(u), h(v)).

Par définition; si v appartient a fgr, (), la distance de » a v est la borne inférieure des
longueurs des dérivations permettant de passer de u a v. Cette borne peut effectivement étre
atteinte:

Lemme 3.22 (Lemme des Distances) Soient u appartenant ¢ £.* et v un mot de fr_(u).
Nous avons:

(d(u,v) = k) = (u 72’% v).

Preuve. Montrons le lemme par récurrence sur la longueur de u. La propriété est trivialement
vérifiée si u est de longueur nulle. Soient u et v appartenant 3 ¥.” tels que v appartient a
fr. (u). Posons u = zu, avec z € X, et v = v1z'vy avec a(z) € a(vy). D’apreés le Lemme 3.20,
nous avons:

* 7 .
u; — vivUp et xv; — vz’ avec ¢ = |vy].
R. R,

Par hypothése de récurrence, il existe une dérivation par R. de u; & vjve de longueur j =
d(u1, vjve). Donc nous avons:

J ' i '
TUy — TUV2 — N1 T Vs,
R. " '° R
La longueur de la dérivation est i + j = |v;| + d(uy,vive), comme h(v;) = h(v]), 1+ j =
d(zu1, v12've). 0O
Le lemme précédent nous permet d’énoncer le corollaire :

*

Corollaire 3.23 Sotient u appartenant a X,
image par h alors ces deur mots sont égauz.

et v appartenant ¢ fg_(u). St u et v ont méme

Preuve. Si h(u) = h(v) alors la distance de u a v est nulle. D’aprés le Lemme 3.22. u se
réécrit en v par une dérivation de longueur nulle donc u et v sont égaux. 0

Montrons & présent qu'un mot u ne peut se dériver en deux mots différents ayant le méme
squelette :

Corollaire 3.24 Soient u,vy, vy des mots de X.* tels que vy et vy appartiennent a fg, (u). St
h(vy) = h(vq) alors vy et vy sont égaur.

Preuve. Toutes les régles de R, sont symétriques, donc si v; appartient a fg_(u), v appartient
3 fr_(v1) donc, vz est un mot de fr, (v;). Comme h(v;) = h(vs), d’aprés le Corollaire 3.23, les
mots v, et v, sont égaux. 0O
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Ce corollaire termine I’énoncé des propriétés élémentaires du systéme R.. Grice aux
lemmes techniques dont nous disposons a présent, nous allons pouvoir dégager les propriétés
essentielles du systéme. En premier lieu, nous pouvons énoncer un Lemme de Levi.

Lemme 3.25 (Lemme de Levi) Soient u;, u2, vy et vy des mots de 3.* tels que vjv,
appartient a fg, (uyuz). Il existe oy, ag, 1, B2, 0, &b, B, B} appartenant a¢ E.* tels que:

Uy —I;—-> o0 et g ;"-) B182 avec a(az) Na(By) =0

€

et
a2y — Biah, a18] — vy et 0hfB2 — vs.
R. R, R.

Preuve. Soient u;, uz, v; et vy des mots de X.” tels que vyvp appartient a fr, (u322). Montrons
le lemme par récurrence sur la longueur de u;. Si u; est de longueur nulle, le lemme est
trivialement vérifié sinon, posons u; = zw. Il y a alors deux découpages possibles pour v;v,.

e Dans le premier cas, nous avons vy v = V12’1202, a(z) n’étant pas une action de afv;).
D’apres le Lemme 3.20, nous avons:

* 1 ’_x '
WUy ? Vo2 et Ty ? vix.

€ e

Par hypothese de récurrence, comme v v2v, appartient a fg. (wu2) et comme w est de
i 1 Re 2
taille strictement inférieure a celle de u, nous avons:

w —R;% ajon et uy E*‘* B1B2 avec a(az) Na(B:) =0

et
* !/ ! ! * ! / *
o6 —1_2—) Bray, 015, ‘—’R viva et ayfB, —E-* U3.
e € e

Donc, nous avons immédiatement :

Tw —Rj—> Toqog et uy —é—) B182 avec a(as) Na(B) =0

€ e

et
* t 1 ! * / * I3 7 *
a1 — 105, z0a1 8] — TV — 11TV = v et 0y — va.
R. R, R. R,
e Dans le deuxiéme cas, nous avons v1v; = v 2'vs, a(z) n’étant pas une action de

a(vyvy). D’apreés le Lemme 3.20, nous avons:

* 1.7 r. * !
Wiy ? viv V2 et Ty ? nYIzT.
€ <

Par hypothése de récurrence, comme vjvjv, appartient a fg_ (wus2) et comme w est de
taille strictement inférieure a celle de u, nous avons:

w T;—) a0 et ug ?’W 5182 avec a(an) Na(f) =0

et
* ! !/ / * ’ 1 * !
azfi — Brog, a1 —> vy et ayBy — Viva.
R, R. R.
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Comme vy &’ appartient a fg,(zv{v]), d’apreés le Lemme des Distances 3.22, nous

pouvons considérer une dérivation minimale donc vyz"v] appartient & fg_ (zviv]) et

viv 2’ appartient a fg, (viz”v]), nous avons:

r, 0 * "4 _* !
TU YV — 1TV — T .
171 1
R, R,

Comme v; appartient a fg_(a18]) et v1z” a fg,(zv}), nous déduisons des Lemmes 3.19
et 3.22:

! * PNt gl * Poalt _1noo* "
a:oqﬂl ?alz ﬁl —};—}alﬂlz ?Ulz .
4 e €

Donc, nous avons:
* * 1 *
TW — Tog0y —> 0T ag et ug — G159
R. R. R.

avec a(z"az) Na(f1) # 0 ainsi que:

1744 * n ot 1 * non * * *
" osfy — 2" B1afy — B1z"dh, 0 18] = vy et 270582 — viv, — viz'Vs.
R R, R, R, R,

Nous pouvons déduire du lemme de Levi un Lemme de Simplification :

Lemme 3.26 (Lemme de Simplification pour R.) Soient u, v, u; et v; des mots de L.*
tels que les squelettes de u; et vy sont respectivement commutativement équivalents ¢ ceuzx de
u et v et tels que u vy appartient a fg_ (uv). Alors, nous avons '

* *
u— uy) et v — vy.
R R

€ €

Preuve. D’apres le Lemme de Levi 3.25, nous avons:
u —g—) oo et v i—) G152 avec afaz) Na(By) =0
€ €
et
oy — Blak, a1 8] — uy et ahfs — vy.
R. R. R.

Or nous savons que h(u) et h(u;) sont commutativement équivalents donc, 8; = a» = 2. Nous
avons donc:
* * * *
U — oy — uy et v — Gy — ;.
R. R. R, R.

O

Dans la mesure ou notre but est d’établir un lien entre R’ et R., il semble nécessaire que ce
dernier vérifie un Lemme de Projection semblable a celui énoncé pour les semi-commutations
puisque, par définition, R’ posséde cette propriété.

Lemme 3.27 (Lemme de Projection) Soient u et v deuz mots de L.*. Nous avons:
(u ;j—) v) & (Va,b e T, M (u) %-) s (v)).

e
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Preuve. Montrons l'implication de gauche a droite par récurrence sur la longueur de la
dérivation par R, de u a v. Clairement, cette implication est vraie pour une dérivation de
longueur nulle. Considérons une dérivation

U — W — v
< Re
Par hypothése de récurrence, pour toute paire d’actions a et b de ¥, II,,(w) appartient a
fr, (I1,5(u)). Considérons la dérivation de w a v:

w = w(z, E)(y, Flws V= wy(y, F')(z, E")ws.

La regle suivante appartient donc a R, :

(2, En{y})(y, Fn{z}) — (y. F' 0 {z})(z, E'n {y}).

Pour toute paire d’actions a et b de T distinctes de a(z) et a(y), Hup(w) = Hap(v), il suffit donc
de considérer la projection sur les actions a(z) et a(y) pour laquelle on obtient la dérivation :

Ha(a:)a(y)(w) = Ha(r)a(y)(wl)(x* En {y})(yv Fn {x})na(z)a(y)(wz)
R. |
I, (2)a(w) (w1) (¥ F' 0 {2z} (2, E' 0 {y D la(z)a(y) (W2) = Mo(z)a(y) (v)-

Donc, pour toute paire d’actions a et b de X, II;;(v) appartient a fg_ (II45(u)).

Montrons a présent 'implication de droite & gauche par récurrence sur la longueur de u.
Si u est de longueur nulle, 'implication est trivialement vérifiée, sinon, considérons un mot v
de X.* tel que pour toute paire d’actions a et b de X, I1,;(v) appartient & fr_ (Il (u)). Posons
u = zu; et v = v12've avec a(z) € a(vy) ainsi, [I,5(viz'vy) appartient a fr (Il,5(z 1)), C'est-a-
dire que I p(vy1) gs(2") e (v2) appartient a fr, (Igs(2)es(u1)). D’apres le Lemme 3.20, nous
avons:

Map(u1) == (Ma(v1)) Thas(v2) et Mas(z) (Tas(v1))’ R—k> T (v1)Las(2') avec k = |Tgp(v1)].

Donc, pour toute paire d’actions a et b de X, (Ilp(v;)) Ilas(v2) appartient & fr, (Tgs(u1)).

Construisons un mot v{ tel que h(v]) = h{v,) de la facon suivante: pour tout découpage
v] = wy(z, E)wy, E = Uyes Eb avec, pour toute action b de T, (Tly(5)(v1)) = a(z, E3)8
avec |h(w;)|; = |h(@)|s. Par construction, pour toute paire d’actions a et b de I, Iap(vy) =
(Mg (v1))'. Comme la taille de uy est strictement inférieure a celle de u. par hypothése de
récurrence, vjv, appartient a fgr, (u1) donc, xvjv, appartient a fr, (zuy).

Montrons par récurrence sur la longueur de v] que v;z’ appartient a fg, (zv}). Nous savons
que pour toute paire d’actions a et b de ¥, Tl;;(x)1,5(v}) se rééerit, par Re. en a5 (v )5 (")
par une dérivation de longueur [Ilo3(vq)|. Posons vy = y'w) et k = [Ty (z)a(y)(v1)] (on a donc
vy = yw;) et considérons la dérivation suivante:

k
Maz)ae) (@ Ma@aw) (1) 27 Ma@a (v1)Ha@)ew)(@)-
Comme la longueur de la dérivation est [[I4(z)a(y)(v1)], nous avons:

M z)a(s) (2) Ma(@)a@) (¥ 1) 72 Ma@at) (¥) Ta)aw) (@) Tage)at) (w1),
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avec y(z)a(y) (¥)" = Ua(c)a(y)(¥); cest-a-dire que yz” appartient a fg,(zy') et nous avons:

1
o (z)a(y) (2) Ma(z)a(y) (@1) = La@a(n) (WD) Ma@)aw (@)
Par hypothése de récurrence, wyz’ appartient a fg, (z”w}), donc nous avons:
zv) = zy'w} RL> yz"w) RL> ywi’ = vz,

En conclusion, u = zu; —}, v1z'vy = v. 0

Dans la derniére proposition de cette partie, nous allons voir comment, dans le cas de
langages définis sur des alphabets de deux actions, R. peut étre utilisé pour calculer une
cloture par R.

Proposition 3.28 Soient X un alphabet de deux actions et u et v deux facteurs de st-mots
de (¥, UX,)*. Alors, nous avons:

(Bw' € 1 (w), g(u) —gj w') & (u - w).

Preuve. Comme g(u) appartient a Ly, I'implication de droite & gauche est une conséquence
immédiate du Lemme 3.17. Il suffit donc de montrer la réciproque.

Posons & = {a, b}. Pour augmenter la lisibilité de cette preuve, nous utiliserons la Notation
3.12, &, = {as, as, bs, b4, ds, az, bs, b;}. Le systéme R, est donc composé des régles:

asby +— bsas,
asb; +— b_sasa
atbt — btat,
ath; +— by,
ashy +—— b—taTs s
bsat — a; I;s .

Pour tout mot u de (£, U X;)*, nous notons donc abusivement g(u) = u.

Considérons un mot u de (X, U £;)* et un mot w de fg (u). Montrons I"implication par
récurrence sur la longueur de la dérivation minimale de u a w. Clairement, 'implication est
vraie pour une dérivation de iongueur nulle sinon, considérons la dérivation

u —ﬁ—) wiTYywy — w1y’ z'wy = w avec n+ 1 = d(u, w).

€ €

Nous pouvons distinguer deux cas en fonction de la derniére régle appliquée.
e Premier cas: zy — yz ¢ {a_tb_s — bsay, byd, — asb:}. Par hypothese de récurrence,

h(wizyw,) appartient a fr(u), comme il existe une régle h(z)h(y) — h(y)h(z) de @
correspondant a la regle zy — y'z’ de R., nous avons immédiatement

u —;—> h(wyzyws) - h(w1)h(y')h(z")h(ws) = h(w).
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o Deuxiéme cas: zy — yz € {ab; — bsaz, bid, — asb;}. Il suffit de considérer 'une
des deux possibilités, posons zy = db;. Comme u est un mot de 33 et que a; et
b, sont barrées, nous avons appliqué, durant la dérivation une régle b,a; —+ dzb, ou
asby — bd, puis dans un ordre quelconque les regles atb; — bid; et a,by — bya, A
ces deux lettres.

Le premier cas est exclu car la dérivation est minimale. On peut écrire wyab,wy =
u1b'uad@rbsuza’uy avec h(b') = by, h(a') = as, h(uz) € (as + a:)* et h(uz) € (bs + by)*.
Comme la dérivation est minimale, 4’ n’a commuté avec aucune lettre de u; aprés avoir
commuté avec a@;, on peut donc regrouper toutes les dérivations qui impliquent des lettres
de us et b’ (on procede de la méme maniere pour a'). Les derniéres régles impliquant d;,
bs, a’ et b’ sont a;b; — b;d, puis azb, —» bya; et @b, — b,a,, on peut donc également
regrouper ces regles en fin de dérivation :

] ! / ! - !
U —g u1usaashibsuzwy —rp uiusabidsbsusuy

! = = ! ! -5 /
—rp, WUpb@:dsbsuzws —rp,  wrugbidibsasuzw,
! ! J / !
——)kRﬁ urugbibsatasuzwy —g,  uib'usbsazasuzuy
! ! —
—k,  wbuzbsauza’uy = w

avec t+4+j+k=n+1. Comme ¢ est strictement inférieur & n + 1, par hypotheése de
récurrence, vy appartient a fg(u) avec

vo = h(ujubasasbibsusuy) = h(uy)h(uy)aiasbbsh(ul)h(uy)
= h(u1)h(uz2)atasbibsh(uz)h(uy) —? h(uy)h(u2)bibsarash(uz)h(us).

De plus, nous savons que k(uy) est inclus dans (as + a:)* et h(us) dans (bs + b;)*, nous
pouvons donc terminer :

u—p o —p h(up)h(u)bibsatash(us)h(uy)
—); h(ul)bth(U2)bsath(U3)a5h(U4) = h(’LU).

En conclusion, comme w appartient a fr, (g(u)), h(w) appartient a fg(u). O

Nous avons vu de nombreuses propriétés de R, qui sont, pour la plupart, le pendant des
propriétés des commutations partielles. Ces résultats ne sont pas immeédiats en raison de la
particularité de ’alphabet et de 1’évolution de celui-ci au cours de la dérivation. Ce travail
étant terminé, nous disposons a présent d’une « boite a outils » compléte permettant de
manipuler notre systéme.

3.2.3 Propriétés de R’

Nous allons a présent nous intéresser aux propriétés du systéeme R’ et, en premier lieu,
nous intéresser aux liens entre R, et R’. Deux choses interviennent dans la définition du
svstéme R', les projections sur les sous-alphabets de deux actions et le systéme R. Or, nous
avons vu que le systeme R, vérifie un Lemme de Projection semblable a celui énoncé pour
les semi-commutations et qu’il peut étre utilisé pour calculer la cléture par R dans le cas de
langages définis sur des alphabets de deux actions. En utilisant le Lemme de Projection 3.27
et la Proposition 3.28 nous allons donc pouvoir établir le lien entre R, et R’.

Proposition 3.29 Soient u et v deur facteurs de st-mots de (XU L;)*. Nous avons:

(u —Rl—> v) & (Jw € h"l(v),g(u) —};—C) w).
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*

Preuve. Soient u et v deux facteurs de st-mots de (X, U 3;)*. Nous avons:

B € b7 (), g(w) = w) = (¥a,b € T, Map(g(w) 2> Mas(w)), (33)
= (Ya,b € £, g([lap(w)) - Tas (), (34)
= (Ya,b € 5, Moy (u) —» h(TLs(w))), (35)
= (Ya,b € 2, Tla(u) = Tas (1), (36)
= (1 —>v). (37)

L’implication 3.3 se déduit de Lemme de Projection 3.27. Pour les implications 3.4 et 3.6, il
suffit de remarquer que Il 0 g = golIly; et h oIl = I, o h. La Proposition 3.28 permet de
déduire I'implication 3.5 et enfin, I'implication 3.7 est 'application de la définition de R'.

Pour montrer I'implication réciproque, on peut, en utilisant la définition de R’, la Propo-
sition 3.28 et I’égaliteé 1y, 0 g = g o I, facilement obtenir les implications suivantes:

(u = v) = (Va,b € I, I(u) %) Mgs(v),
= (Va, be E’ 3wab € h_l(nab(v))ag(nab(u)) _é‘) Wab,

= (Va,b € ¥, Fwg, € A~ Iy (v)), Mas(g(n)) ?*) Wab)-

avec pour toute action b de X, wy (), = v1(2, Ep)ve avec |h(v1)]z = |[h(Wa(r)s)|o- Par construc-
tion, pour toute paire d’actions a et b de 3, [I3(w) = wep et A(w) = v. Nous pouvons donc
appliquer le Lemme de Projection 3.27 pour obtenir:

(Ya,b € S, Map(9(w) ~=> T (1)) = (9(w) ~2 w).

€

Soit w un mot de A~! (v) tel que pour tout découpage w = w;(z, E)ws, on a E = Uyex (Es)
h(w

0

Nous allons voir, en reprenant un des exemples du début de ce chapitre, comment utiliser
R. a la place de R’. Nous avions considéré ’exemple des mots w = a;z;2:y1a:bsysbs et w' =
biy:bsaryszizsas € frr(w) que I’on ne pouvait obtenir en utilisant des régles du type uv — vu,
nous allons voir qu’en utilisant R., nous pouvons placer une a une les lettres de w pour
constituer w’ sans se soucier de 'ordre dans lequel on applique les régles de dérivation :

g(w) =" (as,0)(z,0)(zs: 0)(ys, 0)(as, 0) (bs, 0) (ys, 0) (b5, 0)

—g,  (be.0)(as, {b}) (21, {8}) (25, {0}) (ye: 0) (a5, {b}) (35, 0) (bs, B)

—k. (e 0)(ye. 0)(ar, {6}) (21. {b, y}) (22 {b, y}) (a5 {}) (s, 0) (b 0)
—h, (be.0)(ye, 0)(bs. 0)(ar, 0) (2, {}) (25, {y}) (as, 0) (s, 0)

—h (b O)(y -,@)(bsa®)(at’@)(ys,@)(2t»®)(z& 0)(as, 0)(ys, ) € A7 (w").

Nous pouvons a présent utiliser le systeme R, pour calculer la cloture par R'. Nous allons
donc pouvoir déduire des propriétés de R, deux propriétés de R’ qui s’avereront utiles par la
suite. Du corollaire 3.14, nous déduisons une propriété importante de la cléture par fg/:

e

Lemme 3.30 Soient Ly, Ly C (X,U X;)* deux st-langages. Alors nous avons:
fr/(Ly.Lo) = fr/(L1) .fre(L2)

et

fri(L7) = (fre(L1))".
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Preuve. Clairement fg/(L,).fr/(L2) est inclus dans fg/(Lq.L2), il suffit donc de montrer que
pour deux st-mots u; et uy de X, fr, (u1uz) est inclus dans fr, (u1).fg.(u2). Nous avons im-
médiatement 'inclusion fr, (uu2) C fr, (fr. (u1)-fr. (u2)) or, d’apres le Corollaire 3.14, comme
u; et up appartiennent a 3%, fr_(u1) et fg_(u2) appartiennent a g(X,)E.*g(%:). Comme
aucune partie gauche de regle de R. n’appartient a ¢g(X;)g(X;), nous avons fg_ (ujuz) =
fr. (u1).fr, (u2). De ce résultat, nous déduisons immédiatement frs(L}) = (fr/(L1))*. O
Enfin, du Lemme de Simplification pour R., nous déduisons immédiatement un Lemme de

Simplification pour R’.

Corollaire 3.31 (Lemme de Simplification pour R') Soient u, v, u; et v; des facteurs
de st-mots de (£, U X;)* tels que uy et vy sont respectivement commautativement équivalents
a u et v et tels que uyv; appartient a fg, (uv). Alors, nous avons:

U — uy; et v — v;.
R’ R!

Preuve. D’apreés la Proposition 3.29, il existe un mot u{v| appartenant a fg_(g(u)g(v)) avec
h(u}) = u;y et h(v]) = vy. D’aprés le Lemme 3.26, v} appartient a fg_(g(u)) et v] appartient
a fg_(g(v)). D’aprés la Proposition 3.29, nous obtenons:

u — u; et v —> vy,
R’ R’

d

Nous avons donc montré que le systéme de réécriture R’ est un systéme qui posséde de
nombreuses propriétés intéressantes d’un point de vue technique, nous allons montrer, dans
la section suivante, qu’il est parfaitement adapté a I’étude des langages de synchronisation.

3.3 Langages de synchronisation et systemes de réécriture

Nous allons, dans cette partie, étudier la relation entre le systéme de réécriture R’ et
les langages de synchronisation. Nous allons ensuite nous intéresser aux autres systemes de
réécriture que nous comparerons a R’

3.3.1 Langages de synchronisation et R’

En premier lieu, le systéme de réécriture R’ conserve la propriété intéressante du systéme
R : les langages de synchronisation sont clos par R'.

Proposition 3.32 Tout langage de synchronisation est clos par R'.

Preuve. Montrons le lemme par induction sur la construction des langages de synchronisa-
tion. Soient L, Ly, Lo des langages de synchronisation définis sur 'alphabet ¥, U X,.

e Si L =z ou L = zz; avec z une action de X, alors L = fr/(L).

e Si L = Ly + L, pour tout mot u de L, il existe un indice ¢ de {1,2} tel que v € L;.
Comme L; est clos par R, pour tout v appartenant a fgs(u), v appartient & L; et donc
v appartient a L.

65



e Si L =LiN Ly, tout mot u de L appartient & Ly et L,. Comme L, et L, sont clos par
R', tout mot v appartenant a fr/(u) appartient 2 L; et L, et donca LyN Ly = L.

e SiL=1L;w Ly montrons que L = fg/(L) c’est-a-dire que L1 w Ly = fg/(L; w Ly).
Clairement, Ly w Ly est inclus dans fg/(L; w L3) il suffit donc de montrer I'inclusion
inverse.

Si v est un mot de fg/(L; w L2), il existe un mot u de Ly w L, tel que v € fg/(u). Par
définition de R’, pour toute paire d’actions a et b de &, I1,;(v) appartient a fgs(I;5(u)).
Donc si u; = Halph(Ll)(u)’ Uz = Halph(Lz)(u)7 U1 = Halph(Ll)(U) et vy = Halph(Lz)(v)’
pour toute paire d’actions a et b de I, I1,,(v1) appartient & fr/(Ilz5(u1)) et gp(v2) 2
fr (1145 (u2)). Par définition, v; appartient a fr/(u;) et vy a fg/(uz) donc v; est un mot
de L1, v, un mot de Lo et v appartient a L; w L.

e Si L = Ly.Ly, d’aprés le Lemme 3.30, fr/(L) = fr/(L;1).fr/(L;). Comme L; et L, sont
clos par R', nous avons immédiatement fg/(L) = L;.L, = L.

e Si L = L3, d’aprés le Lemme 3.30, fg/(L) = (fg/(L1))*. Comme L, est clos par R, on a
immédiatement fg/(L) = L] = L.

o

Le systéme R’ nous permet également d’obtenir une caractérisation compléte dans le
cas des langages finis: les langages de synchronisation finis sont exactement les langages
finis clos par R’. Nous proposons en outre, une construction pour associer une expression de
synchronisation a la cléture d’un mot.

Lemme 3.33 Soit u un st-mot de (X; U X,)*, nous avons:

fre(u) = L(aﬁ(‘éz €ab),

avec pour toute paire d’actions distinctes a et b de

ear = e(fr(Map(v))) || 27,
z€Z\{a,b}

st e(fr/(Tla5(u))) est une expression de synchronisation du langage frs(Il.5(u)).

Preuve. Par définition, nous avons I’égalité

fro(u) = (e (Map(w)) [ ] ] (zs2e)7]

a#b z€Z\{a,b}

D’autre part, d’aprés la Proposition 3.28 pour toute paire d’actions a et b, nous avons
fr (Ia5(u)) = fr(Ilss(n)) or d’apres la Proposition 2.10, nous pouvons construire une ex-
pression de synchronisation pour fg(II,;(u)), nous pouvons donc construire une expression

pour fr(Ig(%))- 0
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Nous déduisons immédiatement du lemme précédent la proposition :
Proposition 3.34 Tout st-langage fini clos par R’ est un langage de synchronisation.

La construction proposée, si elle n’aboutit pas en général a ’expression de synchronisation
la plus « courte » associée 2 un langage donné, est cependant trés simple & mettre en ceuvre.
Construisons par exemple ’expression associée au mot u = ajcsa:;bsc;dsb:d;. Il nous faut
d’abord construire les expressions associées aux clétures par R’ (ou R) des projections de u
sur les sous-alphabets de deux actions:

€ fR(asatbsbt
e(fr(ascsazcy
fR(asatdsdt)) =a— d,
( )
(

( y=a—b,
(
(
(fr(csbseeb)) = b | c,
(
(

)=alle

)
)

o 0

e(fr(bsdsbidy)) = || d,
e(fr(cscrdsds)) = ¢ — d.

L’expression que nous obtenons en utilisant la construction systématique est donc:

((a = b) || e || d)&((a ][ ¢) || 0" || d)&((a — d) || 6" || c")&
(@l e) Il o [ d)&((® ] ) || @™ || ) &((c = @) [| @™ || b7)-

En éliminant les sous-expressions redondantes, nous obtenons:
((@a—=0) || c* || d)&((a — d) || 8" || ") &((c — d) || @™ || 87),
on pourrait encore simplifier I’expression pour obtenir:
((a = b) || (c = d))&((a — d) || b7 || 7).
Le systéme de réécriture R’ semble donc bien adapté i 1’étude des langages de synchroni-
sation, nous allons voir qu’aucun autre systéme de réécriture n’est plus satisfaisant.
3.3.2 Systéemes de réécriture

Nous utilisons la fonction R’ pour étudier les langages de synchronisation malheureuse-
ment, nous n’avons pas la réciproque de la Proposition 3.32. En effet, nous avons montré dans
le chapitre précédent que le langage

fr(bs(asas)*csbi(asar) ct)
n’est pas un langage de synchronisation. Or, nous avons
fr(bs(asas)csbe(asar)™ct) = fre(bs(asar)*csbi(asar)“cs).

Nous allons cependant montrer que le systéme R’ est bien adapté a 1’étude des langages de
synchronisation car il n’existe pas de systeme plus grand qui vérifie les propriétés que nous
recherchons.

Lemme 3.35 Pour tout systéme de réécriture Sy tel que tout langage de synchronisation est
clos par Sy, nous avons:

VL C STs, (L =fg (L)) = (fs; (L) = L).
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Preuve. Soient L un st-langage sur l’alphabet d’actions ¥ clos par R’ et u un mot de L.
D’aprés le Lemme 3.33, fR% (u) est un langage de synchronisation. Par hypothése, les langages
de synchronisation sont clos par Sz, donc tout mot de fs;, (u) appartient a fp; (u) c’est-a-dire
aL. O

Nous pouvons préciser le résultat du lemme précédent pour les systemes de réécriture qui
travaillent sur les facteurs de st-mots. L’utilisation de tels systémes est en effet tout a fait
naturelle dans ’étude des st-langages.

Lemme 3.36 Pour tout systéme de réécriture
Sy C {(u,v) | Ju1, up t.q. uyuu, € STg}
tel que tout langage de synchronisation est clos par Sy, nous avons:

((u,v) € Sg) = (u ~R—§ v).

Preuve. Soit (u,v) € Sg. Il existe deux mots u; et u, tels que ujuuy appartient & STy. Nous
avons:
Ui Ul —S-) Ui vU2.

D’aprés le Lemme 3.33, le langage fR:‘:(uluUZ) est un langage de synchronisation et comme,
par hypothese, les langages de synchronisation sont clos par Sy, le mot ujvu, appartient a
fry (v1uuz). Du Lemme de Simplification 3.31, nous déduisons que v appartient a fp (u).

a

Du Lemme 3.35, nous déduisons la proposition :

Proposition 3.37 Pour tout alphabet d’actions ¥ tel que |X| > 2, il n'existe pas de systéme
de réécriture Sy, fini ou infini, vérifiant:

1. tout langage de synchronisation est clos par Sy,
2. tout st-langage rationnel et clos par Sy est un langage de synchronisation.

Preuve. Supposons qu’il existe un systeme de réécriture Sy, pour un alphabet ¥ de n > 2
actions, qui vérifie les deux points. Considérons trois actions distinctes de £, a, b et ¢ et le
langage

L= fR(:(bs(asa,t)"csbt(asat)*ct).

D’aprés le Lemme 3.35, L est clos par Sy or, nous avons montré dans le chapitre précédent
(contre-exemple 2.26) que L n’est pas un langage de synchronisation, d’ou contradiction. 5

Ce résultat met fin a la recherche d’une caractérisation des langages de synchronisation
en termes de langages clos par un systéme de réécriture. Le systéme R’, méme s’il n’apporte
qu’une réponse partielle, est le mieux adapté a ’étude de cette famille de langages. En outre,
le résultat obtenu dans le cas des langages finis (qui n’était pas résolu avec le systéme R
initial), nous donne un algorithme qui permet de reconstruire, & partir d’un langage fini, la
plus petite expression de synchronisation (au sens de l'inclusion) qu’il respecte. Ce résultat est
assez loin du cas général cependant, dans 'optique d’une utilisation effective des expressions
de synchronisation pour la mise au point d’applications distribuées, il est tout a fait suffisant.
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Chapitre 4

Langages de synchronisation
généralisés

Nous avons montré précédemment que le systeme R ne permet pas de caractériser les lan-
gages de synchronisation dans le cas général. Cette constatation nous a conduits a chercher
un autre systéme de réécriture susceptible de convenir. Nous venons de voir, dans le chapitre
précédent que les langages de synchronisation ne peuvent étre caractérisés en termes de lan-
gages clos par un systéme de réécriture. Parallelement a cela, Salomaa et Yu ont poursuivi
I’étude des langages de synchronisation et proposé, dans [57], d’étendre la définition des ex-
pressions de synchronisation augmentant ainsi leur pouvoir d’expression tout en conservant
des langages associés réguliers. Pour éviter toute confusion nous nommerons ces expressions
étendues « expressions de synchronisation généralisées » et les langages qui leur seront associés
« langages de synchronisation généralisés ». Nous allons dans un premier temps présenter ces
nouvelles expressions, les résultats de Salomaa et Yu et quelques remarques puis, nous nous
attarderons sur la comparaison entre les expressions de synchronisation et les langages qui en
découlent et la version généralisée.

4.1 Extension des langages et expressions de synchronisation

4.1.1 Expressions et langages de synchronisation généralisés

Salomaa et Yu ont étendu la définition des expressions de synchronisation en autorisant les
deux opérandes d’un opérateur || a partager une méme action, dans ce cas, les deux symboles
correspondent a deux occurrences différentes d’'un méme traitement. Cette nouvelle défini-
tion autorise les expressions telles que (a || b) || a, cependant quelques restrictions sur la
construction du langage vont étre nécessaires afin de garder une certaine cohérence séman-
tique. L’auto-concurrence n’étant toujours pas admise, une telle expression est équivalente
a (@ — a) || b. Cette modification de la définition peut paraitre limitée cependant, nous
verrons qu’elle modifie de fagon significative I’ensemble des comportements qui peuvent étre
décrits.

Les expressions de synchronisation généralisées ont donc la méme définition que les ex-
pressions de synchronisation excepté pour ’opérateur de concurrence ||, pour lequel il n’y a
plus de restriction sur les alphabets des opérandes.

Définition 4.1 Soit ¥ un alphabet d’actions (ou étiquettes). L’ensemble des expressions de
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synchronisation généralisées sur 'alphabet 3, noté ESg(X), est le plus petit sous-ensemble de
(Bu{=,&, 1% ()} tel que:

e laction nulle (notée c) et toutes les actions de & appartiennent ¢ ESg(Z) ;

e pour toutes expressions ey et ey de ESg(X), les expressions (e1 — e3), (e1 | €2), (e1&e2),
(e1 || e2) et (e}) appartiennent @ ESg(X).

Comme dans le cas des expressions de synchronisation, des langages sont associés aux
expressions de synchronisation généralisées: les langages de synchronisation généralisés. En
raison de la nouvelle définition de Popérateur ||, le produit de shuffle ne peut plus lui étre
associé. En effet, si ’on considere simplement ’expression a || a, le langage associé a cette
expression est construit a partir des langages asa; et asa;, 'utilisation du produit de shuffle
conduirait au langage a;a: w asa; qui n’est pas un st-langage. C’est pourquoi Salomaa et Yu
ont introduit une nouvelle opération, le st-shuffle qui est une restriction du shuffle classique.
Le st-shuffle de deux mots est simplement ’ensemble des st-mots de leur shuffle (une méthode
générale pour définir différents types de shuffle a récemment été introduite dans [42]).

Définition 4.2 Soient L; et Lo deuz st-langages sur Ualphabet d’actions . Le st-shuffile de
Ly et Ly est noté Ly w,, Ly et est défini par:

L1 Wig, L2 == (L1 w Lz) N STE

Les langages de synchronisation généralisés ont une définition tout a fait similaire a celle
des langages de synchronisation, excepté pour le produit de shuffie qui est remplacé par le
st-shuffle.

Définition 4.3 Soit ¥ un alphabet d’actions. Le langage de synchronisation généralisé L(e) C
(35 UXy)* associé a Uezpression de synchronisation généralisée e € ESg(X) est défini induc-
tivement par:

o L(c)=¢;

e Va el L(a)=asa;;

o sie=e; — ey alors L(e) = L(ey).L(e2);

o sie=c¢ | ey alors L(e) = L(e;) U L(e2) ;

e sie=e&ey alors L(e) = L(ey) N Lez) ;

o sie=e; || ey alors L(e) = L(e;) w,, L(e2);
e sie = e alors L(e) = (L(ey))*.

Clairement, les langages de synchronisation généralisés sont réguliers. Nous pouvons éga-
lement remarquer que si une expression de synchronisation généralisée est construite de telle
sorte que les opérandes de tous les opérateurs || sont définis sur des alphabets disjoints alors
c’est une expression de synchronisation. Dans ce cas, le langage de synchronisation qui lui
est associé est égal au langage de synchronisation généralisé qui lui est associé. De fait, tout
langage de synchronisation est un langage de synchronisation généralisé.
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4.1.2 Langages de synchronisation généralisés et systémes de réécriture

La question de la décidabilité de I'appartenance d’un langage a la famille des langages de
synchronisation se pose également dans le cas des langages de synchronisation généralisés.
L’utilisation du nouvel opérateur de concurrence augmente le pouvoir d’expression des
expressions de synchronisation et précise considérablement les comportements décrits. Consi-
dérons par exemple le mot
u = azb,a;a.bib a.:b;.

Il est aisé de se convaincre que le plus petit langage de synchronisation contenant le mot u est
associé a ’expression (¢ — a) || (b — b). En effet, nous avons montré que l'intersection n’est
pas nécessaire lorsque 'on considere un alphabet de deux actions, le mot u est st-primitif
éliminant ainsi I’emploi de la séquence, il est fini donc ne nécessite pas ’emploi de 1’étoile
et les deux opérandes de 'opérateur de concurrence doivent étres définies sur des alphabets
disjoints. Le plus petit langage de synchronisation contenant u est donc le langage qui décrit
la mise en parallele de deux actions a et de deux actions b c’est-a-dire le plus grand langage
de synchronisation dont les mots contiennent exactement deux a et deux b. La description
obtenue par une expression de synchronisation généralisée est beaucoup plus précise: il est
possible d’exprimer le fait que la deuxieme action @ peut étre exécutée en paralléle avec les
deux actions b mais que la premiére occurrence de [’action a ne peut étre exécutée en paralléle
qu’avec un seul b. Nous obtenons alors ’expression (a — b) || (a || b).

Dans la perspective d’une caractérisation des langages de synchronisation généralisés en
termes de langages clos par un systeme de réécriture, cette amélioration de la qualité de la
description des comportements est a prendre en considération. En effet, s’il est toujours naturel
de considérer des regles de réécriture telles que la commutation de deux débuts d’actions et,
en général, les regles de 6, les regles du systéme Q n’ont plus aucune raison d’étre puisqu’elles
présupposent un certain degré minimal de parallélisme. Par exemple ’emploi d’une régle

atasbtbs — btbsatas
permet d’obtenir a partir de notre mot z un mot contenant le méme degré de parallélisme,
v = asbsbibsarasarh;

mais dans lequel nous avons a présent la premiére occurrence de a en parallele avec deux
actions b et la deuxiéme occurrence de I’actions a en parallele avec un seul 6. Dans le cas des
langages de synchronisation, il est naturel et méme heureux d’obtenir le mot v puisque ce mot
appartient au plus petit langage de synchronisation contenant u, on peut remarquer que le plus
petit langage de synchronisation contenant v est également le langage associé a ’expression
(@ = a) || (b — b). Par contre, dans le cas des langages de synchronisation généralisés, le
mot v n’appartient pas au langage associé a (¢ — b) || (a || b) et le plus petit langage de
synchronisation généralisé contenant le mot v est associé a l’expression (b — a) || (a || b).
Il n’est donc pas souhaitable de considérer un systeme de réécriture permettant d’obtenir le
mot v a partir du mot u.

Salomaa et Yu ont étudié la possibilité d’une caractérisation des langages de synchronisa-
tion généralisés par 6. Pour rappel, nous ne considérons par la semi-commutation § que des
commutations de deux débuts d’actions, de deux fins d’actions ou d’un début et d’une fin
d’actions dans cet ordre. Salomaa et Yu ont montré le lemme suivant :

Lemme 4.4 (Salomaa et Yu [57]) Soit £ un alphabet d’actions. Tout langage de synchro-
nisation généralisé défini sur 3, U X; est clos par la semi-commutation s .
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Ils conjecturent que la semi-commutation § permet de caractériser les langages de syn-
chronisation généralisés:

Conjecture III (Salomaa et Yu [57]) Soit ¥ un alphabet d’actions. Tout st-langage ré-
gulier défini sur £, U X, et clos par Oy est un langage de synchronisation généralisé.

Une telle caractérisation serait fort utile puisqu’il est possible de vérifier de fagon au-
tomatique qu’un langage régulier donné est clos par une semi-commutation en utilisant la
propriété de semi-diamant de ’automate minimal du langage (Proposition 1.32). Salomaa et
Yu montrent cette conjecture dans le cas particulier des langages finis.

Théoréme 4.5 (Salomaa et Yu [57]) Soit ¥ un alphabet d’actions. Un st-langage fini dé-
fini sur ¥ est un langage de synchronisation généralisé si et seulement s’il est clos par 8s.

Nous allons voir, dans la sous-section suivante, quelques remarques.

4.1.3 Remarques

Cette extension des expressions et langages de synchronisation permet de résoudre certains
problémes que nous avions rencontrés avec les premieres expressions. Reprenons par exemple
le langage L = bs(asa;)*csbi(asar)*c; donné dans le Contre-exemple 2.26. La cléture par
R de ce langage n’est pas un langage de synchronisation, nous avions remarqué qu’il est
impossible, dans une expression de synchronisation, de distinguer les actions @ qui se déroulent
respectivement durant ’action b ou I’action c. Il se trouve que la cléture par R de ce langage
et sa cléture par @ sont égales (nous avions vu qu’il n’était jamais possible d’appliquer une
régle de 4 un mot de fr(L)). En fait, fg(L) = fg(L) est un langage de synchronisation
généralisé correspondant a I’expression

(b—a") || (¢" — ¢).

La nouvelle définition de l'opérateur || nous permet de différencier les deux groupes de a en
fonction de leur rapport a b et ¢, ce qui n’était pas possible avec I’ancienne définition. Il semble
donc que les langages de synchronisation généralisés, parce qu’ils permettent d’exprimer des
comportements plus précis, évitent certaines faiblesses des langages de synchronisation que
nous avions constatées.

Avant de nous lancer dans la comparaison des langages de synchronisation et des langages
de synchronisation généralisés qui fera ’objet de la fin de ce chapitre, nous allons faire quelques
remarques. Salomaa et Yu, dans [57], énoncent quelques propriétés de la semi-commutation
qui sont essentielles dans ’étude des langages clos par 6. En utilisant les résultats des chapitres
précédents ainsi que des propriétés générales des semi-commutations, nous allons voir qu’il
est possible de donner d’autres preuves, souvent plus courtes, de ces résultats.

Nous avons donné, au Chapitre 1, une preuve du Théoréme: la cléture par 6 d’un st-
langage régulier est réguliére utilisant une propriété de I’alphabet des facteurs itérants d’un
st-langage et le Théoréme 1.30. La preuve originale donnée dans [57] est une preuve par
induction sur la construction d’une expression rationnelle définissant le langage considéré.
Cette propriété de 6 est tres importante puisque nous considérons des familles de langages
réguliers, nous évitons ainsi des probléemes qui survenaient dans ’étude des langages clos par
R. Par exemple le st-langage régulier a;(bsa:asb:)*a; est un langage dont la cléture par R n’est
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pas réguliére, par contre, sa cloture par 6 est réguliere, il est donc potentiellement générateur
d’un langage de synchronisation généralisé (en fait nous verrons que sa cléture correspond
a lexpression ((@ = b)* — a) || (a || b)*). De fait, si la conjecture III s’avére exacte, tout
st-langage régulier est générateur d’un langage de synchronisation généralisé.

D’un point de vue plus technique, la propriété suivante est également importante, elle
est utilisée dans de nombreuses preuves par récurrence sur la construction rationnelle d’un
langage. Il s’agit en fait d’une extension d’un lemme de Salomaa et Yu montrant que la cléture
de la concaténation de deux st-mots est égale a la concaténation de leur clotures.

Lemme 4.6 Soient L, et L, des st-langages. Nous avons:

fo(L1 + Lz) = fo(L1) +fo(L2),
fo(L1.L2) = fo(L1).fo(L2),
fo(L7) = (fo(L1))™

Preuve. La preuve de ce Lemme se déduit immédiatement de la preuve du Lemme 1.37.

La derniere propriété technique est un Lemme de Projection. L’extension du systéme R
avait été suscitée par la remarque qu’un tel lemme lui faisait défaut. Ici, le lemme de projection
sur les sous-alphabets de deux actions est une conséquence directe du Lemme de Projection
1.19 pour les semi-commutations.

Lemme 4.7 (Salomaa et Yu [57]) Soient u et v deux mots de (X, U X;)*. Nous avons:

(uw -%) v) © (Va,b € I, Hgp(u) -;—> Mep(v)).

Preuve. Pour l'implication de gauche a droite, d’aprés le Lemme de Projection pour les
semi-commutations, pour toute paire de lettres z et y de (3, U X;), [Iy; ,1(v) appartient &
fo(Il{; 43 (u)). En appliquant a nouveau le Lemme de Projection, nous obtenons, pour toute
paire d’actions ¢ et b de X, II,4(v) appartient & fa(I1z5(u)).

Pour I'implication de droite & gauche, il suffit de projeter & nouveau les IT,;(u) et ys(v)
pour toute paire d’actions a et b, le Lemme de Projection pour les semi-commutations implique
que pour toute paire de lettres z et y de (£, U %), [, ,1(v) appartient a fo(Il¢; 43 (u)). On
applique a nouveau le Lemme de Projection pour obtenir v € fp(u). 0

Revenons a présent a la conjecture IIl. Salomma et Yu montrent cette conjecture dans le
cas des langages finis en utilisant une propriété technique de la décomposition d’un mot en
produit de shuffle qui conduit a une preuve assez longue et technique. Nous proposons ici une
preuve de ce résultat plus courte de laquelle nous pouvons extraire deux lemmes préliminaires.
Nous allons construire une expression de synchronisation généralisée associée a la cloture par 6
d’un mot en utilisant la méthode proposée au chapitre précédent pour calculer une expression
de synchronisation associée a la cléture d’un mot par R'. Pour cela, nous utiliserons une
numérotation des actions pour nous ramener a des mots ne contenant qu’une occurrence de
chaque action.

Le premier lemme permet, sous certaines conditions, de calculer le langage associé a 'image
par un morphisme strictement alphabétique d’une expression de synchronisation en appliquant
un morphisme similaire au langage associé a ’expression. Ce que nous entendons par image
par un morphisme strictement alphabétique h d’une expression de synchronisation e et que
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nous noterons abusivement h(e) est l’expression obtenue en appliquant le morphisme h a
toutes les actions de e et en conservant la structure de e.

Lemme 4.8 Soient h un morphisme strictement alphabétique de ¥* dans X* étendu de facon
naturelle de (X, UX;)* dans (X;UX:)* et e une expression de synchronisation généralisée sur
Y. Si pour toute sous-expression e;&ey de e, L(h(e1&ez)) = L(h(e1))&L(h(esz)) alors nous
avons :

L(h(e)) = h(L(e))NSTx.

Preuve. Ce lemme se montre par induction sur la construction de I'expression e. Sie = a € X,
le lemme est clairement vérifié. Sinon, détaillons le cas e = e; || ey, les autres cas se traitant
de la méme maniere. Nous avons:

L{h(ex Il e2)) = L(h(er) || hlea)) = [L(h(er)) w L(h(e2))] N STx.
Par hypothése de récurrence, nous avons:
[L(h({e1)) w L(h{e2))]NSTx = [(h(L(e1)) NSTx) w (h(L(ez)) NSTx)] N STx.

Dans tout mot de h(L(e;)) (ou h({L(eq))) tout facteur gauche contient, pour toute action = au
moins autant de z, que de r;. De cette remarque nous pouvons déduire que si ’on considere le
shuffle de deux mots appartenant respectivement a h(L(e;)) et h(L(ez)) et si ’un au moins de
ces deux mots n’est pas un st-mot, alors leur shuffle ne contient aucun st-mot. C’est pourquoi
nous obtenons:

[(R(L(e1)) NSTx) w (A(L(ez)) N STx)] N STx
= [(h(L(e1)) w h(L(ez))) N STx]NSTx

= h((L(e1) w L(e2))NSTx)NSTx

= h(L(ey || e2)) N STx.

o

Nous pouvons également remarquer que, dans le cas des mots ne contenant qu’'une occur-
rence de chaque action, il y a égalité entre les clotures par 8 ou par R'.

Lemme 4.9 Soit u un st-mot sur l'alphabet d’action ¥ ne contenant qu’une occurrence de
chaque action. Nous avons:

fa(u) = fre ().

Preuve. Nous avons les équivalences suivantes :

(u—>v) & (Ya,b € T, Mas(u) -9-> I, (v)) (4.1)
& (Va,b € T, T (u) ? Mop(v)) (4.2)
< (u = v) (4.3)

L’équivalence 4.1 est donnée par le Lemme de projection sur les sous-alphabets de deux
actions 4.7. Comme u ne contient qu’une occurrence de chaque action, il n’est jamais possible
d’appliquer une régle de Q a une projection sur deux actions de u, ce qui nous conduit a
I’équivalence 4.2. Enfin, I’équivalence 4.3 est donnée par la définition de R'. 0
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En utilisant ces deux lemmes, nous pouvons a présent donner une preuve treés simple du
théoréme de Salomaa et Yu:

Preuve du Théoréeme 4.5. Clairement, il suffit de montrer le résultat pour la cléture d’un
mot. Considérons un st-mot u sur ’alphabet d’actions ¥ et sa cloture fp(u). D’apres le Lemme
de numérotation 1.22, nous avons:

fg(’ll,) = denumzsuzt (feuumzsugz (numEsUZt (U)))

Comme numg,ux, (u) ne contient qu'une occurrence de chaque action, nous pouvons appli-
quer le Lemme 4.9 et, si nous notons e(numsy(u)) l'expression de synchronisation associée a
fgn“mzsuz, (numgs,yy, (u)) par la méthode de la Proposition 3.33, nous avons:

denums, Uz, (foaumy g, (MUms,Uz, (v))) = denums us, (L{e(nums, us, (v))))-
Comme fz(u) est un st-langage,

denumsy, s, (L{e(nums,x,(u)))) = denumy, us, (L(e(numg, s, (u)))) N STx

et, comme denums et e(nums, g, (z)) vérifient les hypothéses (sur h et e) du Lemme 4.8,
nous obtenons:

denumsy, s, (L(e(numg,ux, (¢)))) N STy = L(denums (e(numg(u)))).

O

Suite au résultat sur les langages finis, Salomaa et Yu proposent une idée de construction
pour apporter une réponse partielle & cette conjecture dans le cas des langages qui sont la
cloture par 6 de langages bien formés. En effet, dans le cas général, il semble assez difficile
de dégager une méthode de construction d’une expression et méme, la plupart du temps,
de trouver une expression associée & un langage donné « a la main ». Dans [57] est proposé
I’exemple du langage

fa (as(bsatasbt)*at)7

ce langage correspond a I’expression
(e —8)" — a) [ (e ]| B),

qui. apparemment, ne présente pas de ressemblance structurelle avec le langage de départ.
Salomaa et Yu se restreignent donc au cas particulier des langages qui sont la cléture d’un
langage bien formé, et pensent que, dans ce cas, la conjecture peut étre montrée en utilisant
une méthode similaire a celle qu’ils ont utilisée pour les langages finis.

Par la méthode proposée, le but est de construire inductivement. pour une expression
rationnelle bien formée v, une expression de synchronisation généralisée e, correspondant a
la cléture par ¢ du langage L défini par v. Lorsque 'on s’intéresse & une expression v, la
concaténation de st-langages, ’étoile d’un st-langage ou 1’'union ne posent aucun probleme
particulier. Le seul cas non trivial est le cas ot tout mot de L est un mot st-primitif et
ol v = BiasfB2a: avec B; et B, des concaténations de lettres et d’étoiles d’expressions. Une
paire d’occurrences (cs,c;) est un diviseur de 7 si ¢; apparait dans §; et P'occurrence de ¢
correspondante dans §, — en dehors des étoiles puisque v est bien formée. On note ¢y, ..., ck
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les occurrences d’actions appartenant a des diviseurs et 3] et (5 les expressions obtenues
respectivement a partir de f; et (3, en effacant toutes les occurrences de lettres appartenant
a des diviseurs. Salomaa et Yu conjecturent que:

ey = (es1.0, || )&l(es; — (allegy)) Il ea |l -+ |l ex]-

Cette idée de construction, si elle est intuitive, ne convient pas aux langages bien formés.
Considérons v = bs(csct)*asbi(csce)*as. En utilisant la notation décrite ci-dessus, nous avons
B1 = bs(csee)™ et By = by(esee)*. Comme (b, b;) est le seul diviseur de v, nous obtenons
By = (cset)* et B5 = (cs¢t)*. Nous avons (egy — (a || eg;)) = a || ¢*, de plus, 'expression
es,.3, est I’expression associée au langage b;(c c;)*bs(cscr)* soit (b || ¢*), nous aurions donc

ey = (0]l <) [ a)&fe™ ] a ] ).

Cette expression ne peut convenir puisqu’elle décrit le langage contenant tous les mots dans
lesquels apparaissent une occurrence de a, une occurrence de b et un nombre arbitraire de c.

Nous pensons que la conjecture III est fausse et qu’il existe des st-langages réguliers
clos par € qui ne sont pas des langages de synchronisation géneralisés. En particulier, nous
conjecturons que le langage

fg (asbs(btbs(atas)"'btbs)*atbt)

est un contre-exemple cependant, nous n’avons pour le moment ni d’expression de synchroni-
sation généralisée associée a ce langage ni de preuve qu’il n’en existe pas. Le probléme présent
dans ce langage peut étre rapproché de celui du langage du Contre-exemple 2.26. Ici, il nous
faut différencier les actions b qui peuvent se dérouler en paralléle avec trois actions a des
actions b qui ne peuvent se dérouler en paralléle qu’avec une seule action a en assurant une
alternance d’actions b de chaque type. Dans la mesure ol le nombre d’actions b est poten-
tiellement illimité, il n’est pas possible de nommer chaque occurrence explicitement comme
lorsque le nombre de b est fini. Par exemple, si on considere simplement

f9 (asbsbtbs (atas) +bt bsatbt) ’

nous obtenons ’expression
((eflo) = a* = (el b)) |l b,

comme le nombre de b est fini, nous pouvons les positionner correctement dans ’expression.

Au dela de la caractérisation des langages de synchronisation généralisés, il semble intéres-
sant d’étudier les rapports entre les familles des langages de synchronisation et des langages
de synchronisation généralisés d’une part et entre les familles des st-langages réguliers clos par
6 et par R’ d’autre part. On peut remarquer en effet que la preuve que nous donnons pour la
conjecture 111 dans le cas des langages finis, est basée sur la construction d’une expression de
synchronisation — non généralisée — a laquelle on se raméne par un morphisme. D’autre part,
nous avions remarqué, dans le Contre-exemple 2.26, que le langage fg(bs(asa:)*csbi(asas)”),
s’il n’est pas un langage de synchronisation, est I'image par un morphisme strictement alpha-
bétique d’un langage de synchronisation. En utilisant la méme idée, nous pouvons remarquer
que les langages de synchronisation et les langages de synchronisation généralisés sont rela-
tivement proches. Intuitivement il suffirait de renommer les symboles d’actions apparaissant
dans les deux opérandes d’un opérateur || dans une expression de synchronisation généralisée
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pour obtenir une expression de synchronisation. De la méme maniére, la différence entre R’
et @ vient essentiellement de la seconde partie de R, le systéme Q. Si I’on « empéche » par un
renommage approprié ’application de regles de €2, on peut espérer obtenir une équivalence
entre la cléture par € et par R'. Dans la section suivante, nous allons établir le lien entre les
familles de langages clos par 6 ou par R'.

4.2 Lien entre les familles de langages clos par 6 et par R’

Pour étudier et comparer les différentes familles de langages qui nous intéressent, nous
allons utiliser une classe particuliere de fonctions rationnelles qui, d’un certain point de vue,
sont tres proches des morphismes strictement alphabétiques. En effet, nous allons utiliser des
renommages ou des numérotations d’actions c’est-a-dire que 'image d’une action sera toujours
une unique action. Cependant, les morphismes devant étre appliqués a des st-langages, il est
nécessaire de prendre quelques précautions pour s’assurer que le début et la fin d’une méme
action auront bien pour images le début et la fin d’une méme action. Pour cela, nous allons
considérer les morphismes d’actions, famille de morphismes strictement alphabétiques.

Définition 4.10 Soient X et X deuz alphabets d’actions. Un morphisme strictement alpha-
bétique de " dans X* est appelé morphisme d’actions. Un morphisme d’actions ¢ de £* dans
X* est étendu de fagon naturelle pour obtenir ¢ de (£, U E4)* dans (X, UX,)*.

Cette famille de morphismes strictement alphabétiques nous permet d’obtenir des mots
relativement cohérents, par exemple, I'image d’un mot a;a:b;b; sera toujours une séquence de
deux actions, quels que soient leurs noms, et jamais un mot du type a;cscsbs. Cependant, cette
restriction de la classe des morphismes strictement alphabétiques n’est pas encore suffisante
pour obtenir des st-langages comme images des st-langages. Considérons le langage

L = {asas,asbsa:b;}

et le morphisme d’actions
o : {a,b}y — {a}*
a — a
b — Q.

Le langage ¢(L) = {asas,asasa:a:} n’est pas un st-langage, ¢ ne parait pas « adapté » au
langage L. Pour obtenir un st-langage, il faudrait vérifier, avant d’appliquer ¢, qu’aucun mot
de L ne contient, en paralléle, d’actions dont les images par ¢ sont égales. Nous avons choisi
une autre solution, a savoir calculer I'image d’un langage donné par le morphisme choisi, qu’il
soit bien adapté au langage en question ou non, et ne conserver ensuite que I’ensemble des
st-mots obtenus ce qui nous conduit a la définition suivante:

Définition 4.11 A tout morphisme d’actions ¢ de S* dans X*, nous associons une fonction
rationnelle ¢ appelée st-morphisme :

@ ={(u,p(u)) | u € STs et p(u) € STx}.

Notons que ¢ est égal @ (NSTx) o po (NSTg). Nous notons By la famille des st-morphismes.
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Nous utiliserons aussi bien les st-morphismes que leurs inverses, les st-morphismes inverses.
Afin d’éviter toute confusion sur la signification exacte de 'inversion d’un st-morphisme, nous
allons en fixer la définition.

1

Définition 4.12 Soit ¢ un st-morphisme de &* dans X*. Le st-morphisme inverse ¢~1 est

défini par:
¢71 = {(u,v) |u € STx et ve e (u)}

! est égal & o7 o (NSTx). Nous notons @' la famille des st-morphismes

Notons que ¢~
inverses.

Nous pouvons deés a présent remarquer quelques propriétés des st-morphismes. Tout
d’abord pour la composition :

Lemme 4.13 La composition de deuzx st-morphismes est un st-morphisme, la composition de
deur st-morphismes inverses est un st-morphisme inverse.

Preuve. Soient ¢ et ¥ des st-morphismes respectivement associés aux morphismes d’actions

¢ de X* dans T* et ¢» de T* dans £*. Nous avons:
¢ ={(u,o(u)) | u € STx et p(u) € STy},
¥ ={(u, Y(u)) | u € STy et (u) € STg}.
La composition de ces deux st-morphismes est :
bo@={(u,¥0p(u))|ueSTx,p(u) € STy et o ¢(u) € STg}.

Comme ’appartenance du mot % o ¢(u) & STy implique que ¢(u) appartient a ST, Yop
est un st-morphisme. La composition de leurs inverses respectifs est:

¢ o™ = {(u,v) | v € STz, we ¢ (u),w € STy et v € ¢~ ' (w)}
={(u,v) | v € STg,v € ¢ oy (u)}
={(v,v) | v € STx,v € (pov)™ ()}

5 y=1
= (¢o )
Comme la composition de deux st-morphismes est un st-morphisme, (o) est un st-morphisme
et donc ¢! o 1)~! est un st-morphisme inverse. 0

D’autre part, il est toujours possible de remplacer la composition d’un st-morphisme
inverse et d’un st-morphisme par celle d’un st-morphisme et d’un st-morphisme inverse:

Lemme 4.14 Nous avons:
;' 0@y C @0 D71

Preuve. Soient ¢; et ¢, deux st-morphismes avec respectivement ¢; de X* dans Y* et ¢
de X* dans Y*. Considérons le nouvel alphabet d’actions:

T={(a.0)|c€ et acgil(pa)}
et les deux morphismes d’actions:
Py T — (/7SN — X
(a,@) — a

s -1
. ~ _.1 ~ _
Clairement, nous avons @2~ -0 @) = g0 . O
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Nous allons a présent revenir aux différentes familles de langages clos et utiliser les st-
morphismes pour les étudier.

Lemme 4.15 La famaille des st-langages clos par 6 est close par st-morphisme :
@st(Lg) = Lg.

Preuve. Clairement nous avons P'inclusion Ly C ®4(Lg). Soit L C (X, U X;)* un st-langage
clos par fx. Soient (¢ un morphisme d’actions d’un alphabet contenant X dans X et ¢ le
st-morphisme associé. Montrons que (L) est clos par fx. Soit u appartenant a @¢(L), il suffit
de montrer que:

(we G(L) et u =) = (v €PL)).

Posons u = ujzyus et v = uyyrus avec (z,y) appartenant a fsx. Comme u est un mot de ¢(L),
il existe un mot w = wyztw, de L tel que ¢(wy) = u1, ¢(2) = z, ¢(t) = y et p(wr) = us.
Le couple (z,t) appartient a fx car (¢(z), ¢(t)) appartient a fx. Comme L est clos, le mot
witzw, appartient & L donc, ¢(witzwz) = v est un mot de ¢(L) et comme fx et Oy préservent
la st-propriété, v appartient a @(L). 0O

Nous déduisons immédiatement de ce lemme le corollaire :

Corollaire 4.16 La famille des st-langages réguliers 8-clos est close par st-morphisme :
Qst (Re) = Re.

Preuve. Clairement nous avons les inclusions Ry C @4 (Rg) et @5 (Rg) C Lg. Comme les st-
morphismes préservent la régularité des langages, nous avons immédiatement ®5(R4)) C Rg-

a

Nous pouvons a présent établir la correspondance entre les familles de langages clos par 6
et R’, le principal résultat de cette section. La preuve de ce résultat utilise une numérota-
tion alternative des actions et quelques propriétés techniques des systémes de réécriture. Par
exemple, il est ici nécessaire de se ramener au systeme fini R, pour calculer des dérivations pas
3 pas. Cependant, I'idée de base reste trés simple, nous allons considérer un exemple sur un
alphabet de deux actions car dans ce cas R’ et R sont équivalents. Considérons par exemple
le langage L = fy(asbsatasbibsarby) défini par automate suivant :

79



Ce langage n’est pas clos par R, il manque par exemple le chemin étiqueté par b;bsa:a; indi-
qué par le pointillé. Cependant, si I’on numérote alternativement les occurrences d’une méme
action, il n’est plus possible d’appliquer une régle de Q. Le langage fp(a,sb15a1:025b1:b25a2:b2¢)
donné par 'automate suivant est clos par R.

On peut remarquer que ces deux automates sont isomorphes, par la numérotation, les
facteurs du type a;a; ont été transformésen ay;a;, il n’est donc plus possible de leur appliquer
une régle de Q. Nous avons donc construit un langage dont la cléture par R est égale a la
cloture par 4 et qui est en bijection avec L par le st-morphisme ¢ défini par:

@t {alaa27blab2}* — {aﬂb}*
ap, as — a
blv b2 — b.

La preuve du lemme suivant utilise cette idée de numérotation dans le cas général.

Lemme 4.17 La famille des images par st-morphismes des st-langages clos par R’ et la
famille des st-langages clos par 8 coincident :

®(Lr/) = Le.
Preuve. De l'inclusion Lg' C Ly et du Lemme 4.15, nous déduisons immeédiatement
@ (Lr/) C Ls.

Soit L un st-langage sur I’alphabet d’actions 3 clos par fg. Soient X = {J,cp{a1,a2} un
alphabet d’actions et ¢ le morphisme d’actions de X* dans ¥* tel que pour toute action a de
L, ¢(a1) = a et ¢(az) = a. Nous notons ¢ le st-morphisme associé & ¢. Posons

M = cp_l(L) N LI_I (alsaltazsagt)*(alsau + E).
a€L

Par construction, nous avons L = @(M) = ¢(M). Montrons que M = fpy (M). Soit u un mot
de M et v un mot de fR;((u). Par définition de R, nous avons,

Va,b € X, Myp(u) —s Tus(v).
Rx
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Supposons qu’il soit possible de trouver une occurrence d’une lettre de X; et une occurrence
d’une lettre de X qui apparaissent dans cet ordre dans u et dans ’ordre inverse dans v. Nous
avons u = U1a;;u2b;sus avec ¢ et j dans {1,2}, ai, b;s € alph(uz) et v = v1b;5v2a;4v3. Comme

a5, (w) R_x) oz, (v),

nous appliquons, dans cette dérivation, une reégle a;;a;;b;:b;; — b;:b;5a;¢a;5, aux occurrences
de lettres que nous considérons, donc nous pouvons déduire que Il;p, (u2) = a;sbj:. De plus,
par construction,

Hala2 (M) - (alsaltaZsaZt)*(alsalt + 5),

donc, nous avons Iy 4, (u) = 4,6, (v) et

Moapb, (u) = Wajapb, (u1)@it@hsareaishieh;sllaayn; (us),

avec {i,k} = {1,2}. A présent, nous pouvons déduire:
Hakbj (u) = Hakbj (ul)aksaktbjtbjsnakbj (US) .

Le probleme est qu’un mot de cette forme ne peut donner, par Rx, un mot dans lequel les
occurrences de ag; et b;; sont dans ’ordre inverse, pourtant nous avons:

Hakbj (u) 72;) Hakb] (U)

Ceci conduit a une contradiction. En conséquence, il n’est pas possible de trouver une occur-
rence d’une lettre de X; et une occurrence d’une lettre de X; qui soient dans cet ordre dans
u et dans 'ordre inverse dans v.

Nous allons & présent considérer la dérivation de u par Ry, comme v appartient a f, Rl (u),
par définition nous avons:

VYa,b € X, Hab(u) — Hab(v).
Ry

Donc, par définition de R’ d’aprés les projections sur des alphabets de deux actions, nous
avons:

Va,be X, Ha1azb1b2 (u) 72',_} Hala2b1b2 (v)7
X

c’est-a-dire
g(nala2b1bz (u)) ;2_*") wE h_l(Halazbﬂ?z (v))

eX

D’apres le Lemme des Distances 3.22, il existe une dérivation par R.x dans laquelle on n’ap-
plique jamais de régle zy — yz avec z € h™1(X;) et y € h~1(X,) (puisque nous avons montré
que de telles lettres sont dans le méme ordre dans u et v). D’un autre c6té, par construction,
nous avons Il; 4, (u) = 4,4, (v) €t Iy 5, (u) = II4,5, (v) donc nous ne commutons jamais deux
lettres correspondant aux actions a; et ag ou by et by, c’est-a-dire deux lettres dont les images
par  sont égales. Donc, pour toute régle zy — y'z’ de R.x utilisée durant la dérivation,
¢(z)p(y) — ©(y)e(z) est une regle de fx. De plus, nous avons

@(Halaszbz (u)) = Hab(@(u)).
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Grace 3 ces remarques, nous pouvons facilement montrer par induction sur la longueur de la
dérivation que nous pouvons copier pas a pas la dérivation

I, (3(u)) ipﬁj s ((v)),

sur la dérivation

g(nalazbl b2 (u)) =5 w.
ReX

D’aprés le Lemme de Projection 4.7, nous avons donc:
$(u) — ¢(v).
P

Comme ¢(M) = L et comme u appartient a M, ¢(u) appartient & L. Le langage L étant clos
par Oy, @(v) appartient a L. Nous savons également que pour toute action a de X, Il,,4,(v)
appartient 3 (a15811@25a2:)*(a15a1¢ + £) donc,

e ()N l (a1sa1:a25a2¢)" (a15a1¢ + 2) = v,
a€X

et nous pouvons conclure que v appartient 2 M donc M est clos par R'. 0

Dans cette preuve, nous construisons un langage M qui satisfait certaines propriétés de
cloture. La construction que nous utilisons préserve la régularité donc, si nous commencons
avec un langage régulier, M est aussi régulier. Ceci conduit au résultat:

Proposition 4.18 La famille des tmages par st-morphismes des st-langages réguliers et clos
par R' et la famille des st-langages réguliers et clos par 8 coincident :

q)st (RRI) = Rg B

Ceci termine 1’étude des liens entre les familles des langages clos par 8 et R’, nous allons
nous intéresser, dans la section suivante aux deux familles de langages de synchronisation,
généralisés ou non.

4.3 Lien entre les familles LS et LSg

Nous allons & présent nous attacher a montrer que les familles ®4(LS) et @4 (LSg) sont
égales et, pour ce faire, nous allons montrer que LSg est incluse dans ®(LS) en utilisant le
fait que cette famille des images par st-morphismes des langages de synchronisation est close
par produit, union, étoile (ce qui est évident) et par intersection et st-shuffle (ce que nous
aurons a montrer).

Nous allons, par la suite, utiliser plusieurs fois le fait que les langages de synchronisation
sont clos par st-morphisme inverse. En fait nous avons méme une équivalence entre ’appar-
tenance d’un langage et I'appartenance de son image par st-morphisme inverse a la famille
LS (ou respectivement a la famille LSq).

Lemme 4.19 Soient L un st-langage et ¢ un st-morphisme. Nous avons:

(L € LS) & (¢71(L) € LS),
(L € LSg) & (¢ (L) € LSg).
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Preuve. Nous allons tout d’abord montrer les implications de gauche a droite par induction
sur la construction de L respectivement comme union, produit, étoile, intersection et shuffie
de langages de synchronisation ou de langages de synchronisation généralisés. Les seuls cas
non triviaux sont respectivement les casou L = Ly w Ly ou L = L; w,, Ls. Considérons
chacun de ces cas:

esi L =L w Ly, comme L; et L, sont définis sur des alphabets disjoints, ¢~1(L;) et
¢~ 1(L4) sont également définis sur des alphabets disjoints. Comme ces deux langages
sont des st-langages, leur shuffle est aussi un st-langage. Donc, nous avons

¢"NL) = ¢ MLy w Ly) = ¢7H(Ly) w $7H(Ly).

Par hypothése de récurrence, @71(L;) et ~1(L-) sont des langages de synchronisation,
en conséquence, ¢~ (L) est un langage de synchronisation ;

e si L = L; w,, Lo, nous avons alors
¢ HL)=¢ YLy w LyNSTg) = ¢ (L1 w L; N STs) NSTx.

Considérons le st-langage suivant :

M= LU( U ysyt)*a

€Y y€p~i(z)

nous avons alors
@‘I(L) = QD-I(Ll w Ly N STE) NnSTx
= HL1) w o7 (L2) N M
=& HLy) w o™ HLy) N M.

Clairement M est un langage de synchronisation généralisé, par hypothese de récurrence,

¢~ (L,) et $~1(L2) sont des langages de synchronisation généralisés, nous avons donc
# (L) € LS.

Réciproquement, considérons un st-langage L défini sur un alphabet d’actions T et un
morphisme d’actions ¢ défini de X* dans Y™ tel que ¢~1(L) soit un langage de synchronisa-
tion (respectivement un langage de synchronisation généralisé). Considérons la partition de
I’alphabet X, X = X; U---UX,, avec:

Bl<k<n]lz,yeXp) & (p(z) = 0y))
Soient z; une lettre de X;. ..., z, une lettre de X,,. Posons:
M=¢ ML) N[(z1:21)  w ... w (TnsTne)™]-
De cette égalité, nous déduisons que M appartient a LS (resp. a LSg). Comme la restriction de
 de l'alphabet d’actions de M dans ’alphabet d’actions de L établit une bijection entre ces

deux alphabets et comme L = ¢(M), L est un langage de synchronisation (resp. un langage
de synchronisation généralisé). 0O
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Le lemme précédent va nous permettre de montrer que la famille ®(LS) est close par
intersection.

Lemme 4.20 La famille des images par st-morphismes des langages de synchronisation est
close par intersection.

Preuve. Soient L; et L, deux langages de synchronisation définis respectivement sur les
alphabets d’actions X; et X;. D’aprés le Lemme 4.13, la composition de deux st-morphismes
est un st-morphisme donc nous pouvons toujours distinguer ces alphabets: sans perte de
généralité, nous pouvons prendre X; N X, = 0. Soient ; et 2 deux morphismes d’actions
respectivement définis de X] dans Y7 et de X3 dans Y3. Considérons les alphabets suivants:

Xi={z e X1 | pi(z) € 2(X2)},
Xy ={z € X2 | p2(z) € p1(X1)},
E={(z,y) € Xy x X2 | @1(z) = 2(y) },

(notons que Xj N X% = 0) et les morphismes d’actions suivants :

P 2 (XU — XI
zeX] +— =z
(z,y) €X +— =
P+ (XLUZD) — X3
zeX, +— z
(z,y) €T — gy
’Qb: ¥ e (TlﬂTz)*
(z,y) — @1(z) = e2(y)

Nous notons @1, ¢a, ¥, ¥ et o les st-morphismes induits par ces morphismes d’actions.
Nous allons montrer que nous avons:

¢1(L1) N @a(L2) = (71 (L1) N P37 (L2)).-
Remarquons tout d’abord les deux propriétés suivantes :

Assertion 1. Soient uy appartenant a L et uy appartenant ¢ Ly. Nous avons:

(@1(u1) = @2(u2)) & (v € STy | 1 (v) = uy et Uo(v) = uy).

Pour l'implication de gauche a droite, il suffit de remarquer que si u; = z;1...z et
Uy = Y1 ...Yk, le mot v = (z1,y1) ... (T, yx) appartient & STy avec ¥y (v) = uy et P2(v) = us.
L’implication de droite a gauche se déduit des définitions des alphabets et des morphismes
d’actions.

Assertion 2. Pour tout mot v de STy, nous avons:

D(v) = (%1 (v)) = @2 (2(v)).
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De ces deux assertions, nous déduisons les équivalences suivantes:

w € @1(L1) N P2(L2)
Juy € Ly, uz € Lo | ¢1(u1) = @a2(u2) = w
HUGSTE| 1( )—U1€L1,¢2( )=

w—301(1/)1( )) = Ga(d2(v)) = d(v) .

& Jve ¢1 ( 1) N 15{1(132) | w= ¢1(d1(v)) = G2(¥2(v)) = ¥ (v)
& we PP (L) NdrH(Ls)).

Donc, nous avons

=4
-~

@1(L1) N @2(La) = $(P7 ' (L1) N3 (La)).-
La famille des lancages de synchromsatlon est close par st-morphisme inverse (d’aprés le
Lemme 4.19) donc 7 (L) et 95 1(L2) sont des langages de synchronisation, nous avons:

1(L1) N @2(L2) € Pt(LS).

a

Ce lemme nous permet également de montrer une équivalence semblable a celle du Lemme
4.19 pour les images par morphismes de langages de synchronisation. Cette équivalence ne
nous est pas utile pour le moment cependant, montrer que deux familles ont des propriétés
différentes est un moyen de les différencier, il était donc utile de vérifier cette équivalence
pour la famille ®,(LS) puisque nous ’avons pour la famille LSg.

Lemme 4.21 Soient L un st-langage et ¢ un st-morphisme. Nous avons:
(L € 2(LS)) & (¢7(L) € 8s(LS)).

Preuve. Soit L € @, (LS). Il existe un langage de synchronisation M et un st-morphisme @;
tels que L = $1(M). Soit ¢ un st-morphisme, nous avons ¢ L) = ¢ N (M)) D’aprés le
lemme 4.14, il existe deux st-morphismes ¢; et ¥ tels que o~ YL) = 1/;2(;01 (M)). D’aprés
le Lemme 4.19, I'image par un st-morphisme inverse d’un langage de synchronisation est un
langage de synchronisation donc ¢~!(L) appartient & ®(LS).

La preuve de la réciproque est totalement identique a celle de la réciproque du Lemme
4.19 puisque nous savons a présent que la famille des images par st-morphisme des langages
de synchronisation est close par intersection. 0

[l nous reste & présent a considérer le st-shuffle avant de pouvoir énoncer le principal
résultat de ce chapitre.

Lemme 4.22 La famille des images par st-morphisme des langages de synchronisation est
close par st-shuffle.

Preuve. Rappelons que le st-shuffle de deux langages est ’ensemble des st-mots de leur
shuffle. Soient L; et L, deux langages de synchronisation respectivement définis sur les al-
phabets d’actions X; et X;. Nous pouvons supposer que X; N Xy = . Soient ¢ et ¢ deux
morphismes d’actions respectivement définis de X7 dans Y} et de X3 dans Y3. Nous allons
considérer le morphisme d’actions:

ez ¢ (X UXg)r — (YUY
zeX;y +—> @i(z)
r€Xy, 3 o)
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Comme L; et L, sont définis sur des alphabets disjoints, L; w Lo est un st-langage et nous
avons:

[21(L1) w @2(L2)]N STy, ur, = ¢3(L1 w Ly).
O

Les propriétés de cloture de la famille des images par st-morphismes des langages de
synchronisation que nous venons de montrer nous permettent d’établir le lien entre les langages
de synchronisation et les langages de synchronisation généralisés.

Proposition 4.23 La famille des images par st-rmorphismes des langages de synchronisa-
tion généralisés et la famille des images par st-morphismes des langages de synchronisation
coincident :

D, (LSg) = P (LS).

Preuve. La famille @ (LS) contient tous les langages finis qui représentent ’exécution d’une
seule action (comme a;a;) et elle est close par union, produit, étoile, intersection (Lemme 4.20)
et st-shuffle (Lemme 4.22) donc, elle contient les langages de synchronisation généralisés:

(LSG C @4 (LS)) = (Bse(LSq) € Pet(LS)).

De plus, la famille des . igages de synchronisation est incluse dans la famille des langages de
synchronisation généralisés, nous avons:

(LS C LSg) = (@(LS) C ®4(LSg))-

a

Nous venons donc de montrer le lien entre les langages de synchronisation et les langages
de synchronisation généralisés ainsi qu’entre les familles de langages clos par les systémes
que nous avons utilisés pour essayer de les caractériser. A ce stade, nous avons montré les
inclusions suivantes (les fleches pleines désignent des inclusions strictes, les fleches en pointillés
des inclusions larges):

On peut néanmoins remarquer que nous n’avons toujours aucune inclusion d’une famille de
langages clos par un systéme de réécriture dans une famille construite a partir des expressions
o
de synchronisation et donc aucune caractérisation des familles de langages de synchronisation
(=)
par un systéeme de réécriture. Nous avons vu qu’une telle caractérisation n’existe pas dans le
cas des langages de synchronisation mais la question reste ouverte dans les autres cas.
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Chapitre 5

Langages de synchronisation
généralisés et semi-commutations

Nous allons, dans ce chapitre, montrer que les st-langages réguliers clos par la semi-
commutation 6 sont les images par st-morphismes des langages de synchronisation généralisés
(qui sont égales aux images des langages de synchronisation). Cette égalité, si elle n’est qu’une
version affaiblie de la Conjecture III de Salomaa et Yu, représente cependant le premier lien
entre une famille de langages clos par un systéme de réécriture et une famille de langages
construits & partir des expressions de synchronisation. La preuve de ce résultat, bien que
constructive, met en ceuvre un grand nombre d’outils dont la manipulation est assez lourde.
C’est pourquoi nous allons, dans un premier temps, montrer ce résultat dans le cas particulier
des langages réguliers qui sont la cloture par § d’un langage bien formé. Nous avons alors une
preuve totalement différente et basée sur une construction beaucoup plus simple que celle du
cas général.

5.1 Cas de clotures par 6 de langages bien formés

Dans cette section, nous proposons donc de montrer que les clotures par 6 des st-langages
bien formés sont des images par st-morphismes de langages de synchronisation généralisés.
Nous allons tout d’abord montrer que la cloture par # d’un langage qui est la concaténation
de mots et de langages de synchronisation généralisés dont les alphabets sont deux a deux
disjoints est un langage de synchronisation généralisé.

Lemme 5.1 Soient ¥ un alphabet d’actions, ug,...,u, des mots de ¥* et Ly, ... L, des
langages de synchronisation généralisés sur ¥ tels que les alphabets des L; et de ug . .. u, sont
deux d deuzx disjoints. Alors le langage fg (uoL1u; ... Louy,) est un langage de synchronisation
généralisé pour lequel on peut construire une expression de synchronisation généralisée.

Preuve. Nous allons durant cette preuve, noter IIx la projection [Ix,x, pour tout alphabet
d’actions X. Posons v = ug...u, et montrons I'égalité

fos (L1 - .. Lntn) =fog(u) w Ly.Ly... Ly (| M, (5.1)
z€a(u)

avec pour tout z appartenant a a(u) :

M = fo, (I (53 (vo) Lallzy (u) - - - Lnllizy (un)) w fog (Moqu\ (23 (u))-
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L’inclusion de gauche a droite se déduit du Lemme de Projection 4.7.

Soit v appartenant au membre droit de 1’égalité. Comme les alphabets d’actions des L; et
de u sont deux a deux disjoints, il existe v; appartenant & Ly, ..., v, appartenant a L, tels
que:

e v appartient a fg (u) w v1.v3...0,;

e pour tout z de e(u), v appartient a fo (I (uo)v; . . . v Il (un)) w foy (Mo (=3 (u)) oL,
pour tout indice %, v} est commutativement équivalent a v;.

Considérons le mot w = ugvius...vou, de ugLyus...L,yu,. Nous allons montrer que pour
tout couple d’actions a et b, I15;(v) appartient & fg, (I, (w)) :

e si a et b sont des actions de u, Il,p(w) = Mgp(u) et, comme II,4(v) appartient a
fo5, (1126 (), nous pouvons immédiatement déduire que I, (v) appartient & o (Ias(w)) ;

e si a est une action de L; et b une action de L; (que i et j soient distincts ou non),

Mas(v) = Hap(w);

® si a est une action de u et b une action de L;, le mot II;;(v) appartient au lan-
gage fo ([} (uo) ey (vy) - - - Mgy (vy) 43 (us)). Comme pour tout indice i, g3 (vy)
et Il (v1) sont égales, nous obtenons:

Mo (v) € foy (Map(w)).

Comme pour tout couple d’actions a et b, II,(v) appartient a fg; (IIo5(w)), d’aprés le Lemme
de Projection 4.7, le mot v appartient a fs, (w). Ceci achéve la preuve de 1’égalité 5.1.

Les langages de la forme fo (Il(u)\(z}(n)) et fp;(u) sont des st-langages finis clos par
0z, ce sont donc des langages de synchronisation généralisés. Le langage Ly.L2...L,, conca-
ténation de langages de synchronisation généralisés, est un langage de synchronisation gé-
néralisé. Comme les langages de synchronisation généralisés sont clos par intersection et
st-shuffle (ici nous calculons le shuffle de langages définis sur des alphabets disjoints, nous
pouvons donc utiliser indifféremment shuffle ou st-shuffle), il suffit que les langages de la
forme fg (Il;(uo)Ly ... LI (uy,)) soient des langages de synchronisation généralisés pour
que fg. (ugLy ... Lpuy,) en soit également un.

Chacun des L; est un langage de synchronisation généralisé, pour chaque indice ¢, nous
pouvons donc noter e; une expression de synchronisation généralisée correspondant a L;.
Clairement, si I1;(uo)L1...L,II;(u,) est une concaténation de deux st-langages non vides,
Ny et No, fo(uoLy...Loun) = fog (N1).f55(IV2) et une expression de synchronisation pour
fo. (uoL1...Louy) peut étre obtenue par mise en séquence des expressions de fg. (V1) et
fo. (N2). Si un langage de la forme I, (ug) Ly ... LoIl;(u,) ne possede pas de st-facteur gauche
propre, alors il est égal a z,.L;.Ly ... L,.z;. On vérifie aisément que la cloture d’un langage
de cette forme correspond a I’expression :

|l (1= - — en).

Le langage fo. (uoL;...Lpuy,) est donc un langage de synchronisation généralisé pour
lequel on peut construire une expression de synchronisation généralisée, connaissant une ex-
pression pour chacun des L;. 0
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Nous allons donc a présent utiliser le lemme précédent pour montrer que la cléture par ¢
d’un langage bien formé est un langage de synchronisation généralisé.

Lemme 5.2 Soit N un st-langage bien formé. Il existe un morphisme d’actions ¢ et un
langage de synchronisation généralisé L tels que:

Preuve. Le langage N s’écrit sous la forme

N = U Uo,i]VIf,iul,iM;,i ---Ml:,-.,i“ki,i
el
ol pour tout ¢ et tout j, M; ; est un st-langage bien formé. Comme la cloture par 6 d’une

union de langages est égale a l'union des clotures de ces langages, il nous suffit d’étudier la
cloture de I’'un des membres de 'union. Posons

M = uwoM{u M5 ... M Uy,

I’alphabet d’actions de M étant ¥ et montrons que fy (M) est I'image par un morphisme
d’actions d’un langage de synchronisation généralisé par récurrence sur la hauteur d’étoile de
M

Si M est fini, fg, (M) est un langage de synchronisation généralisé. Sinon, nous avons:
for, (M) = fo (uofoy (M) uy . . . fop (M) un)
et, d’apres le Lemme 4.6, nous obtenons:

fa (M) = fog (uo(fog, (M) "1 - . (T (M) ).

Par hypothése de récurrence, pour tout indice :, il existe un morphisme d’actions ¢; et un
langage de synchronisation généralisé L; tels que fa, (M;) = @;(L;). Nous pouvons, sans perte
de généralité, considérer que les alphabets des L; et I'alphabet de u = uou; ...u, sont deux
a deux disjoints. Nous obtenons:

fos (M) = fog (vole1(L1)) ur(p2(L2))" - . - (¢n(Ln))"un),
d’ou:
fos (M) = fo5 (vosp1 (L) u1p2(L3) - - - @n (L) Un).

Notons Id,jph(u) I'identité sur I'alphabet de u et posons ¢ = @1 + - -+ + 5 + Idaiph(w), DOUS
avons:

for (M) = fog (p(uoLjus ... Liun)).

Notons que le langage ¢(uoLjuy...L}u,) est un st-langage.
Il nous faut a présent montrer que, si X est I’alphabet d’actions de uoLj...L} un,,
for (@(uoLiuy - .. Lyuyn)) = @(foy (uoLl] ... LLun)). (5.2)

Soit v un mot de fg . (p(uoLiuy ... Lyuy)). Il existe un mot v de ugLiug ... L} uy tel que u
appartient a fg; (¢(v)). Clairement, il suffit de vérifier pour une dérivation de longueur 1 que

(p(v) 72—) u) = (v -;;) w avec p(w) = u).
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Nous pouvons décomposer v en v = vy zyve pour mettre en évidence la régle appliquée:
p(v) = plo)p(@)e@evs) = e(u)e)e(e)p(v) = u.

Pour toute régle ¢(z)p(y) — ¢(y)p(z) de 05, la régle zy — yz appartient & fx, nous avons
donc:
U = U1 TYVy 9—) nyzvy et p(viyzrve) = u.
X

L’inclusion de gauche a droite de 1’égalité 5.2 est donc vérifiée.

Soit % un mot de @(fay (uoL}...L5uy,)). Il existe deux mots v de fg, (uoL...LLun) et w
de ugLj...L}u, tels que v appartient a fs, (w) et ¢(v) = u. Clairement il suffit de montrer
pour une dérivation de longueur 1 que

(w = 0) = (p(w) 7 (o).
Comme @(uoL}...L%u,) est un st-langage, pour toute paire d’actions z et y de X telles
que ¢(z) = ¢(y), nous avons Il (uoLy...LXu,) C (zsz: + ysy:)*. Donc, pour toute regle
zy — yx de Ox permettant de passer de w a v, il existe une regle ¢(z)p(y) — @(y)e(z) de
fs permettant de passer de p(w) & ¢(v) donc p(w) —, ¢(v). L’égalité 5.2 est vérifée.

Nous avons donc
fon (M) = o(fs, (w0L} .. LEun)),
d’aprés le Lemme 5.1, le langage fg, (uoL]...L}u,) est un langage de synchronisation gé-
néralisé, le langage fs (M) est donc l'image par un morphisme d’actions d’un langage de
synchronisation généralisé. Nous pouvons donc revenir au langage N de départ:

for (V) = fog (1 woiM7sur,iMagi ... M}, jug, )

1€F
peut s’écrire:

for (L) = | vi(Lg)

t€EF

ou pour tout indice ¢ de F, ¥; est un morphisme d’actions et Ly; un langage de synchronisation
généralisé. Nous pouvons, sans perte de généralité, supposer que les Ly; sont définis sur des
alphabets deux a deux disjoints donc, si 'on note » = ¢; + --- + ¢, et L le langage de
synchronisation généralisé tel que L = Ly + ---+ Lg,, nous obtenons:

for (N) = ¥(L).

O

Reprenons encore une fois I’exemple du st-langage bien formé L = b,(asa:)"csbi(asas) ce.
Notons ¥ = {a, b, c} Ialphabet d’actions. Nous avons vu que fz_ (L) n’est pas un langage de
synchronisation, appliquons lui la construction que nous venons de voir. Nous avons:

fos (L) = fo (s (fox (a5a1)) "esbe(fog (asar)) e

Le langage (fo; (asa¢))* correspond clairement a I’expression a* cependant, comme nous vou-
lons que les différents termes soient définis sur des alphabets disjoints, nous allons considérer
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les langages de synchronisation généralisés Ly = (a1sa;:)* et Ly = (azsa2:)* et les morphismes
d’actions:

@Y1 ¢ a —r a

P2 I ax +— a.

Nous avons:

for (IL) = fo5 (bsp1(L1)csbipa(La)ct) = p(foy (bs(arsais)“csbi(azsage)*ce)

ou ¢ est le morphisme d’actions:

e X* — X
a +— a
a, +—— a
b —— b
c — C.

D’apres le Lemme 5.1, le langage fs, (bs(@15a1¢)"csbi(azsa2¢)™ct) est un langage de synchroni-
sation généralisé. En appliquant la construction de la preuve du lemme, nous allons obtenir
une expression de synchronisation généralisée:

for (bs(@15a12)" csbi(azs02:) cr) =[foy (bscsbicr) wie (a15a14)" (a2502:)"]
Nfoy (bs(a15a1:)"bs(azsa2:)™) wie €sc)
N

(
[f9x ((alsalt)*cs(aba%)*ct) Wiee bsbt]-

Nous obtenons donc P’expression :
(&1} ¢) |l (a1 = a2)]&[(b || aT) — a3]&[a] — (c || a3)]-

La construction que nous avons utilisée dans la preuve du Lemme 5.2 ne peut étre adaptée
au cas général. Il est en effet difficile d’utiliser une preuve par récurrence sur la hauteur d’étoile
pour des langages qui ne sont pas bien formés. Nous allons donc devoir mettre en ceuvre une
construction totalement différente.

5.2 Cas général des st-langages réguliers clos par ¢

5.2.1 La transformation

Nous allons, dans le cas général, ramener la cléture par € & une cléture par une commuta-
tion partielle afin de pouvoir disposer des nombreux outils, tels que les automates asynchrones,
qui sont spécifiques a l’étude des commutations partielles et qui n’ont pas d’équivalent pour
les semi-commutations. Nous montrons, dans cette partie, qu’il est possible d’utiliser. pour
calculer la cléture d’un langage par 6, un coloriage, une commutation partielle et un mor-
phisme « effacant les couleurs ». L’idée de base, que nous allons voir sur un exemple, est tres
simple.

Considérons un alphabet de deux actions ¥ = {a,b} et un mot u = absasb;bsb;. Il
nous faut nous rappeler que la cléture de la concaténation de deux st-mots est égale a la
concaténation de leurs clétures (Lemme 4.6). Nous avons:

f@g (u) = {asbsatbt, bsafsatbtv asbsbtat, bsasbtatv asatbsbta bsbtasat}-{bsbt}-
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Nous allons utiliser des « couleurs » (ici des indices) pour mettre en avant certaines dé-
pendances entre actions. Tout d’abord, comme les lettres de deux facteurs st-primitifs ne
peuvent jamais étre mélangées, nous colorions alternativement les facteurs st-primitifs avec
deux ensembles disjoints de couleurs et nous interdisons aux lettres qui ne sont pas colorées a
I’aide du méme ensemble de commuter. Cette premiére étape permet d’assurer 1'intégrité des
facteurs st-primitifs, elle n’est cependant pas suffisante pour mettre en avant toutes les dépen-
dances nécessaires. En effet, dans un facteur st-primitif, certaines actions sont en séquence,
nous allons donc distinguer certaines séquences grace aux couleurs et les lettres portant une
couleur commune ne seront pas autorisées a commuter (nous définirons par la suite un colo-
riage qui respecte ces deux points en utilisant un nombre fini de couleurs). Par exemple, le
mot v = a1,b25a1:b2:bs,bs; est un coloriage de u qui satisfait les deux points. Nous pouvons a
présent utiliser une commutation partielle, a la place d’une semi-commutation :

Q= {(als7 b2s)a (alsv bzt), (llu-, bzs)-, (‘llt, bzt)},

et nous obtenons:

fo(v) ={ a1sbasaiebas, basarsaibas, aysbasbaiary,
bas@1sbatais, A1501tbosbos, bosborarsare}.-{bssbste}

En utilisant une commutation partielle, nous perdons la non symétrie. Cette perte est contre-
balancée par ’utilisation du coloriage qui porte, lui-aussi, des informations sur les dépendances
entre actions. Si le morphisme ¢ « efface » les couleurs, il est aisé de voir que f (u) = @ (f,(v)).
En effet, ¢ permet uniquement de commuter les lettres correspondant a des actions différentes,
n’appartenant pas a deux facteurs primitifs consécutifs (marquées avec des ensembles de cou-
leurs différents) et n’appartenant pas a une séquence mise en évidence (n’ayant pas la méme
couleur).

Cette idée tres simple peut étre appliquée a un langage quelconque défini sur un alphabet
d’actions quelconque. Il suffit pour cela de considérer les projections sur les sous-alphabets
de deux actions et d’ajouter, a chaque lettre et pour chaque projection, un sous-ensemble de
couleurs correspondant a sa position dans cette projection. Pour colorier un facteur primitif
sur un alphabet de deux actions, nous utilisons trois couleurs et, comme nous marquons
différemment deux facteurs primitifs consécutifs, nous allons utiliser deux ensembles de trois
couleurs pour chaque sous-alphabet de deux actions. L’ensemble de couleurs d’une lettre sera
donc 'union des ensembles qu’elle a recus pour chaque projection.

Exemple 5.3 Prenons I'exemple du mot u = a;bsbscsazcs. Selon le principe précédent, nous
allons utiliser deux ensembles de trois couleurs {1.2,3} et {4, 5,6} pour colorier chaque pro-
jection, nous obtenons les coloriages suivants:

a1sbgsborayy
A315C25A11C2t

bysb1:CasCay

La lettre a5 a requ les couleurs 1 pour les actions a et b et 1 pour les actions a et ¢, nous la
noterons donc (as, {aby,aci}) (il faut en effet que les ensembles de couleurs utilisés pour les
différents alphabets soient disjoints) en répétant la méme procédure pour toutes les lettres,
nous obtenons le mot coloré v correspondant au mot u:

v = (as, {aby, ac1})(bs, {aba, ber}) (by, {aba, ber}) (cs, {acz, bea})(at, {aby, aci})(ct, {ace, bey}).
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Les lettres (bs, {aby,bc1}) et (cs, {ace, bey}) ne sont pas autorisées & commuter puisqu’elles
ne sont pas colorées avec le méme ensemble de couleurs pour {b,c}, par contre, les lettres
(as,{aby,ac1}) et (bs, {abz, bcy }) sont colorées avec le méme ensemble de couleurs mais comme
{aby,ac1} N {abs, be;} = B, ces deux lettres peuvent commuter.

Nous allons a présent définir de fagon formelle le coloriage et la commutation partielle que
nous allons utiliser.

Définition 5.4 Soit T un alphabet d’actions. A tout couple d’actions distinctes a et b de %,
nous assoctons deur ensembles disjoints de trois couleurs notés Clapy €t C{a’b} tels que pour
deuz couples d’actions distincts les ensembles associés sont disjoints. Soit . l'alphabet coloré
correspondant a X :

X = {((L’,E) I Te L, EC U C{a,z} + C{a.,:z'}v
atr

Va 75 z,EnN C{a’l_} =0 EnN C{a’x} = 0}

Notation 5.5 Pour simplifier la manipulation des lettres de ¥..;U X, nous écrirons (as, E)
(ou (at, E}) a la place de (a, E); (ou (a, E):) et, pour chague action a de ¥, nous notons

a((as, E)) = a((ar, E)) = a.

Il est nécessaire de définir quelques outils pour manipuler les mots colorés. En particulier, il
est utile de pouvoir « effacer » les couleurs pour retrouver le mot de départ et également de
« projeter » un mot coloré sur un alphabet d’actions puisque la notion de projection sur des
sous-alphabets de deux actions est essentielle dans la définition du coloriage.

Définition 5.6 Soit X un alphabet d’actions. Le morphisme d’actions oy « effacant » les
couleurs est défini par:

ey : o o— ¥

(z,E) — =.

Pour toute paire d’actions a,b € ¥, la projection sur les actions colorées a et b, notée I,
est définie par:
z st a(z) € {a,b},
£ sinon.

Vo € Ees UX e, [ap(z) = {

Comme nous 'avons déja dit, le coloriage est basé sur les projections sur des sous-alphabets
de deux actions. Nous allons donc en premier lieu définir le coloriage de langages définis sur
des alphabets de deux actions.

Définition 5.7 Soit ¥ = {a,b} un alphabet d’actions. Le langage P,;, donné par la Figure
5.1 est le coloriage du langage des mots st- primitifs sur & @ l'aide de [’ensemble de couleurs
Ciapy = {1,2,3}. Le langage P(o4) est construit de la méme maniere en utilisant Cg, 4y.

Comment le langage P, est-il construit? On considére 'automate non déterministe re-
connaissant les mots st-primitifs sur ’alphabet {a,b} donné par la Figure 5.2. Les premieres
couleurs sont choisies arbitrairement, nous pouvons commencer par aj;bs, ou bysa;s. Ensuite,
on alterne les facteurs a;a; et b:b,, de sorte que deux actions a (ou b) consécutives ne portent
pas la méme couleur et de sorte que deux actions a et b se déroulant en paralléle ne portent
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Les indices 1, 2 et 3 représentent les couleurs de I’ensemble C(, 5. Le langage reconnu
par cet automate est P,,. Pour obtenir I_Dab, il suffit de remplacer les couleurs 1, 2 et 3
respectivement par 4, 5 et 6 qui représenteront les couleurs de 1’ensemble C{ayb}.

FiG. 5.1 - Le langage Py
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Fi1c. 5.3 - Construction du coloriage

pas la méme couleur. On obtient ainsi 'automate donné Figure 5.3. Ensuite il suffit d’apporter
quelques modifications pour autoriser les facteurs du type (asa;)* ou (bsb;)*. On remarque sur
l’automate Figure 5.1 que ces facteurs itérants sont composés de lettres qui possedent deux
couleurs. En effet, si I’'on considere par exemple un facteur

a1:035b2:b125sb12:b1 5030025,

I’action b;2 ne peut ni commuter avec le premier e; ni avec le dernier a; pourtant, les occur-
rences d’actions correspondantes dans le mot de départ peuvent étre voisines au cours d’une
dérivation :

3

atasbtbsbtbsatas 7 btatbsasbtbsatas,
3

atasbtbsbtbsatas T)' atasbtbsatbtasbs.

Il est donc nécessaire de marquer cette action b de la couleur 1 pour ’lempécher de commuter
avec l'action a; qui la précede et de la couleur 2 pour ’empécher de commuter avec action
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a, qui la suit. Le méme probléme se pose pour tous les facteurs itérants du type (asas)* ou
(bsby)™ c’est pourquoi toutes les actions correspondantes possedent deux couleurs.

Remarquons quelques propriétés essentielles de ce coloriage qui seront utilisées par la suite
et qui peuvent facilement étre vérifiées sur I’automate. Chacune de ces propriétés est énoncée
pour Py, mais elle est également valable pour P, :

Propriété 5.8
a - Le langage P,y est un st-langage et oy, 11(Pay) est égal a Uensemble des mots st-primitifs
sur {a,b}.

b - Pour une couleur donnée, la projection de Py, sur le sous-alphabet des lettres qui possédent
cette couleur est une séquence.

c - Soit (at, E) et (bs, F) deux lettres de alph(Py;). Si u est un st-mot de Py de la forme
u = uy(a¢, F)us(bs, F)uz avec ENFNCqyp = 0, alors uy contient un sous-mot (as, G)(as, G)
avec GNF N Cy # 0 ou un sous-mot (bs, G) (b1, G) avec GNENCgy # 0.

En utilisant les deux langages que nous venons de présenter, nous pouvons définir la
fonction rationnelle qui nous permet de colorier un langage a partir des coloriages sur les
sous-alphabets de deux actions.

Définition 5.9 Soit X un alphabet d’actions. Pour tout sous-alphabet de deuz actions X =
{a,b} C I, nous notons v, le morphisme alphabétique :

'()bab : (Ecs U th)* — (Xcs U Xct)* B
— (2, EN(CxUCx)) sia(z) € X
—) £ Sinon.

La fonction rationnelle s est définie par:

T = ( ﬂ ¢;bl((PabPab)*(Pab+€)))090§1,
a,bEX.a#b

Notons que pour un alphabet de deux actions ¥ = {a, b}, nous obtenons simplement :
T(ap} = (N(Pas-Pas)"(Pas +2)) 0 0713,

c’est-a-dire que ’on colorie alternativement les facteurs st-primitifs en fonction de P, et de
Pas.

Enfin, nous pouvons définir la commutation partielle que nous allons utiliser. Cette com-
mutation partielle est totalement liée au coloriage que nous avons choisi. Considérons par
exemple deux lettres (ay, E) et (bs, F). Pour décider si ces deux lettres sont indépendantes
ou non, il suffit de consulter les couleurs associées au sous-alphabet {a,b}. Si E est inclus
dans Cy, 3y et F dans C{a,b}, nous savons que ces deux lettres apparaissent dans deux facteurs
st-primitifs différents, elles sont donc dépendantes. Sinon, comme nous utilisons des couleurs
pour mettre en évidence certaines séquences, si E et F ne sont pas disjoints, les deux lettres
appartiennent a une séquence et sont donc dépendantes. Dans les autres cas, nous autorisons
la commutation. Nous obtenons donc la commutation partielle :

Définition 5.10 Soit ¥, un alphabet coloré. La commutation partielle gy est définie par:

(((IvE)v (va)) € QE) And ([(zay) € s ou (y,x) € 02]
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et (EUF) N Crazya) =9 04 (EUF) 0 Claty g = 9]
et [ENF 0 (Cla(a) aw) Y Cla@)awmy) = )-

Nous autorisons potentiellement trop de commutations, en particulier dans deux cas. Tout
d’abord, dans le cas de facteurs st-primitifs différents. Par exemple le mot coloré correspondant
au mot asa;asa:bb: est le mot

(a5, {1}) (es: {1}) (as, {4}) (s, {4}) (b5, {2}) (b1, {2})

(avec Capy = {1,2,3} et Copy = {4,5,6}). Le couple ((as,{1}), (b5, {2})) appartient a
0{ab}; cependant ici ces deux lettres ne devraient pas étre autorisées a commuter puisqu’elles
n’appartiennent pas au méme facteur st-primitif. Clairement, une telle commutation ne pourra
jamais se produire puisque deux lettres appartenant a deux facteurs st-primitifs différents et
colorées avec le méme ensemble de couleurs sont toujours séparées par les lettres d’un facteur
st-primitif coloré avec l'autre ensemble de couleurs.

Le deuxieme cas concerne des occurences de lettres appartenant 2 un méme facteur st-
primitif. Considérons le mot a;b;a;a;b;bsa;asb:bsbia;, la premiere occurrence de l'action a et
la derniére occurrence de 1’action b sont en séquence et on ne pourra jamais commuter le a; et
le bs correspondant dans une dérivation par 8. Cependant, le mot coloré correspondant est:

(as, {1}) (b5 {2}) (ar, {1})(as, {3}) (b1, {2}) (b5, {1})
(ae, {3}) (s, {2}) (bs; {1}) (bs, {3}) (b1, {3}) (a1, {2})-

Ici, les actions correspondant a la premiére occurrence de ’action a et a la derniére occurrence
de 'action b sont a; et b3 or, ((as, {1}), (bs, {3})) appartient & oy, ;;. Le coloriage est construit
de fagon a ce que deux telles occurrences ne puissent jamais étre voisines, la Propriété 5.8c
nous assure que les occurrences considérées sont séparées, dans le mot de départ, par un sous-
mot qui constitue un chemin permettant de passer de 'une a ’autre dans le graphe de non
commutation de la commutation partielle et qui donc les séparera dans tout mot dérivé du
mot de départ. Dans notre exemple, ce sous-mot est (bs, {1})(bs, {1}) ou (as, {3})(as, {3})-

Nous allons a présent montrer que ’on peut effectivement utiliser le coloriage et la com-
mutation partielle pour calculer la cléture d’un langage par 6, en commengant par le cas
particulier de langages définis sur des alphabets de deux actions.

Lemme 5.11 Soient ¥ un alphabet de deux actions et L un st-langage sur ¥, U ;. Nous
avons:

fo, (L) = e (for(r2(L)))-

Preuve. Posons ¥ = {a, b}. Clairement, il suffit de montrer que, pour tout mot u de L, nous
avons:

for (u) = px(for (T2 (1)))-

Considérons la décomposition en facteurs st-primitifs de u, v = u; ... u,. Nous avons 75 (u) =
) ...u!, avec, pour tout indice impair, u} = ¢5'(u;) N Py et, pour tout indice pair, u}
©5" (u;) N Pyp. Comme nous avons les égalités f,. (re(u)) = fop(u)) .. fop(ul) et fo,(u) =
for (1) .. .fog (un), il suffit de montrer 1’égalité fo, (u) = @z (fo.(T=(u))) pour un mot u st-

primitif et 7x(u) appartenant a Pg.
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Montrons I'inclusion de gauche a droite par induction sur la longueur de la dérivation. Soit
v appartenant a fp, (u). Clairement, I'inclusion est vérifiée pour une dérivation de longueur
nulle. Dans les autres cas, d’apres le Corollaire 1.25, nous pouvons considérer une dérivation
de longueur minimale,
U — w = V1TYVy —> U = U1 YTV,
5> 5]

Par hypothése de récurrence, nous avons

rs(u) = v = vl (2, B)(y, F)vs,
z

avec oz (v]) = v; et px(vy) = vo. Comme (z,y) appartient a 8y, ((z, E), (y, F)) appartient a
oz st ENFNCyqpy = @, nous allons voir que c’est toujours le cas. Supposons que ¢ appartient
a ENFNCgpy et posons X = {(2,G) € Bs ULy | ¢ € G}. D’apres la Propriété 5.8b,
Ix (7s(u)) est une séquence. Par définition de gy et d’aprés le Lemme de Projection pour les
commutations partielles 1.19, les projections sur un tel alphabet X de w’ et de mx(u) sont
égales. Cest pourquoi (z, E') et (y, F), qui ne peuvent pas appartenir & une séquence (puisque
(z,y) € 0s), n’ont aucune couleur en commun pour ’alphabet {a, b}. Nous avons donc

n r__ ! ro 1l ~1
TE('U,)—;;)W =0y —v =vy'z'vy € o3 (v).

Nous allons a présent montrer 'inclusion de droite a gauche par induction sur la longueur
de la dérivation par pg. Soit v appartenant a f, (7 (u)). Clairement, I’inclusion est vraie pour
v = 7g(u) sinon, nous avons

e (u) -;:i% W= V| TYVy — U = VYT V2.
£ ex

Par hypothése de récurrence, nous avons

u — w' = vjz'y'vs,
bz
avec ox(v1) = vi, es(v2) = v}, ¢x(z) = 2’ et pp(y) = y’. Nous avons immeédiatement
(z',y') € Ox excepté quand @x(z) appartient & ¥; et ¢x(y) & X,. Nous allons voir que ce
cas ne peut survenir. Posons ¢ = (a¢, E) et y = (b,, F). Si (z,y) appartient a g, nous avons
ENFNCppy = (. Comme p5, est une commutation partielle, d’aprés le Corollaire 1.25, nous
pouvons considérer une dérivation minimale donc z et y sont dans cet ordre dans 7x(u), nous
avons 7x(u) = uizugyus. D’apres la Propriété 5.8c, ces deux occurrences z et y ne peuvent
jamais étre consécutives dans un mot de f,_ (12 (u)). 0

Pour étendre ce résultat aux langages définis sur des alphabets d’actions quelconques, nous
allons utiliser la notion d’image d’une semi-commutation par un morphisme strictement al-
phabétique.

Définition 5.12 (Clerbout, Latteux [13]) Soit 8 une semi-commutation définie sur un
alphabet X et o une substitution alphabétique de X* dans les parties de X*. L’image de 6 par

o est le systéme défini par:

{(y1,92) | y1, 42 € Z, 01 # 42, (21, 22) €0 et yy € 0(21),y2 € o(22)}
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Lemme 5.13 (Roos 89 [54]) Soient 8 une semi-commutation définie sur l'alphabet X et g
un morphisme strictement alphabétique de Y* dans X*. En notant ' l’image de 6 par g~!
nous avons:

2
g—l ofyg = fy Og_1 etfgprog=gofy.
En utilisant ces notions, nous montrons la proposition suivante:

Proposition 5.14 Soit L un st-langage sur l'alphabet ¥, U L;. Nous avons:

for (L) = ps(fex (12(L)))-

Preuve. Montrons tout d’abord I'inclusion ¢z (f,. (7£(L))) C fg; (L). Soient u un mot de L
et v un mot de ¢x(f,s (7=(u))). Nous avons:

TS 1 * n ¥x
U——=>Uu —uU — V.
[4

D’aprés le Lemme de Projection pour les commutations partielles 1.19, pour toute paire
d’actions a et b, nous avons:
e (') —i—} Mop(u').

Considérons Il,;(u), clairement, nous avons:
T{a,b}(nab(u)) = Yab (Ilas ().

La restriction de la commutation partielle s a’alphabet de 15, (') est égalea ¢‘a_bl(9{a,b})- En
conséquence, d’aprés le Lemme 5.13, nous avons f,, . (Yas(Ias (') = Yab(for, oy (Tas(w')))-
Nous avons:

u TS o :) - o 19> v
e 1§ 93 g
< ‘
Mg Hap (u) —z— Mas (") ’E Ia5(v)
‘
Yab Yab =
() 2 (M) s o (Tas (1)) 2 ML)

I est clair que wgq 53 (Yab(Ilas(u”))) et s (Map(n”)) sont égaux. D’apres le Lemme 5.11,
I, (v) appartient a fg; (II;5(u)), donc nous pouvons appliquer le Lemme de Projection pour
les commutations partielles 1.19 et nous obtenons v € fg_ (u).

Il nous reste a montrer inclusion fg (L) € s (for(Ts(L)))- Soient u un mot de L et v un
mot de fy, (u). Notons w le mot de 5" (v) tel que pour toute action a,

(w = wyzw, avec a(z) = a)
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0

(re(u) = ujzug avec |ps(u))la, + e (¥1)le, = |z (w1)la, + loz(wi)la,)-

Nous allons montrer que w appartient a f,(rz(u)). D’apres le Lemme de Projection 4.7, pour
toute paire d’actions a et b, Il (v) appartient & fa (Ils5(u)). Donc, d’aprés le Lemme 5.11,
Il.5(v) appartient & @, 11(fo, 4y (T(a,53(Iab(¥)))), nous avons:

T{a,b}

Mep(u) — uy g{—*j} U Ay s (v)-

Posons ' = 1x(u). Clairement, nous avons ¢g(Il45(u’)) = u1. De plus, la restriction de gy a
'alphabet de I1,,(u’) est 'image de 0{ap) PAr wa'bl donc, nous pouvons appliquer le Lemme
5.13 et nous obtenons:

b

uy * U2 Yo s (v)
O{a b}
¢ab ’ wab = 1

* ¥

Moy () —5—— ML.s(v)
Par construction, nous avons
Mgy (w) = uj,

pour toute paire d’actions a et b donc, nous pouvons appliquer le Lemme de Projection pour
les commutations partielles 1.19 et nous obtenons w € f,_ (). Nous avons:

T{a,b} * Pab

11, u u 11,
f(u) ' 0{a b} 2 +(v)
ap Yab =
* ¢
Has Mg (u,) 0 u/2 Hab(v)
y 4 y
Hab Hab Hab
T x @
u u' = w v
En conclusion, v appartient a ¢x(f,; (re(u))). O

Nous avons montré que, pour calculer la cléture par § d’un st-langage, il est possible
d’utiliser une fonction rationnelle pour colorier le langage, de calculer la cléture par une
commutation partielle et enfin d’appliquer un morphisme d’actions. Nous allons montrer
que la cloture par g du langage coloré est I'image par un st-morphisme d’un langage de
synchronisation généralisé en utilisant les automates asynchrones et le produit de mixage.
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5.2.2 Automates asynchrones et produit de mixage

Pour montrer que les st-langages réguliers clos par @ sont des langages de synchronisation
généralisés, nous allons nous ramener a des langages clos par une commutation partielle et
utiliser les automates asynchrones pour les décomposer en produits de mixage de langages de
synchronisation. Nous allons donc, dans un premier temps, faire quelques rappels a propos
des automates asynchrones et du produit de mixage.

Les automates asynchrones, introduits par Zielonka, sont utilisés pour reconnaitre des lan-
gages réguliers clos par une commutation partielle. Chaque état d’un automate asynchrone est
un vecteur de composantes locales. Chaque lettre de I’alphabet peut uniquement lire et modi-
fier un sous-ensemble des composantes locales qui correspond 4 son domaine d’actions. Deux
lettres indépendantes agissent sur des sous-ensembles de composantes disjoints et peuvent
donc étre exécutées dans un ordre quelconque.

Définition 5.15 (Zielonka [60]) Un automate asynchrone déterministe (DAA) A sur les
alphabets (X1, ...,X,) est un quintuplet

A=((Z1,--, %), & Qi,6,q1, F)

1<:<n
ou:
e (Z4,...,%,) est un n-uplet d’alphabets, ¥ = U <i<, Ti est lalphabet de A ;

e lensemble d’états globaur @ <;<, Qi est le produit direct des ensembles d’états locauz
Qipourl<i<n;

e gy est l’état (global) initial et F l’ensemble d’états (globauz) finauz;
e le domaine d’une lettrea € T est [, ={1<i<nl|a€X;};

e la fonction de transition & est définie par les fonctions de transition partielles. Pour
toute lettre a, la fonction partielle 8, est un ensemble de transitions étiquetées par la
lettre a :

5. C (R Qi) x ax (R Qi)

iel, i€l

et pour tout ¢ € Q;cy. Qi, il eriste au plus un ¢’ € Q,cp, Qi tel que (¢,a,q") € ;. La
fonction § est définie par: (qu,...,qn),a,(q},--.,q,) € & si et seulement si la transition

partielle (((¢:)ier,), a, ((¢})icr,)) appartient a &, et si pour tout 1 € I,, ¢; = ¢q'.
Tout DAA induit une commutation partielle et reconnait un langage clos par cette commu-

tation partielle.
Considérons par exemple le langage défini par I’automate asynchrone

A= (({a, ¢}, {b,c}), Q1 X @2,6,(0,0),{(1,1)})
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ol Q1 = {0,1}, Q2 = {0,1,2} et ou é est définie par les fonctions partielles §, = {(0,a,1)},
& = {(0,b,1),(2,b, 1)} et 6. = {((1,1),¢,(1,2))}:

Le langage reconnu par A est le langage (ab + ba)(ch)* qui est clos par la commutation
partielle {(a,b)}, les lettres a et b agissent respectivement sur les premiére et deuxiéme com-
posantes des états et on peut constater qu’a tout moment (ici uniquement dans 1’état (0, 0))
les lectures de ab et ba ménent dans le méme état.

Le lien entre les automates asynchrones et les commutations partielles est établi par le
théoréme de Zielonka :

Théoréme 5.16 (Zielonka [60]) Tout langage régulier clos par une commutation partielle
p est reconnu par un automate asynchrone déterministe dont p est la commutation partielle
induite.

Nous aurons besoin d’automates asynchrones définis sur des alphabets de notre choix,
c’est pourquoi nous utiliserons des résultats plus précis permettant de « choisir » 'automate
que nous utilisons.

Les automates 2-asynchrones sont des automates asynchrones tels que tout alphabet
partiel ¥; contient au plus deux lettres. Le théoréme suivant établit que les automates 2-
asynchrones ont la méme puissance que les automates asynchrones.

Théoréme 5.17 (Cori, Sopena, Latteux et Roos [19]) Pour tout automate asynchrone
A, il existe un automate 2-asynchrone A’ reconnaissant le méme langage et tel que les do-
maines de deur lettres pour A sont disjoints si et seulement si les domaines de ces deuz lettres
pour A’ sont disjoints.

La construction donnée dans la preuve de ce théoreme permet d’obtenir, & partir d’un auto-
mate asynchrone sur un alphabet (£;,...,%,) un automate 2-asynchrone sur (X;,...,X;)

tel que pour tout indice 7, quel que soit le sous-alphabet {a,b} de ¥;, il existe un indice j tel
que {a,b} = X;. Ce théoreme, associé au précédent, nous permet donc d’obtenir le corollaire :

Corollaire 5.18 Soit L un langage régulier clos par une commutation partielle. Il existe un
automate asynchrone reconnaissant L sur tout n-uplet d’alphabets formant un recouvrement
par cliques du graphe de non commutation de la commutation partielle.

Comme nous I’avons déja dit, nous allons utiliser les automates asynchrones pour montrer
que la cloture par ¢ d’un st-langage régulier coloré est 'image par un st-morphisme d’un
langage de synchronisation généralisé. Plus précisément, nous allons utiliser une sous-classe
des automates asynchrones définie par Duboc et liée au produit de mixage. La définition du
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produit de mixage est celle de Duboc [25] qui est une version légerement modifée de celle de
De Simone [20] (ceci pour obtenir un produit associatif) :

Définition 5.19 Soient X et & deur alphabets, L un langage de X* et M un langage de X*.
On appelle produit de mizage de L et M dans X et ¥, l’ensemble L m M défini par :

Lo M={ve(XUX)"|lx(u) € L etlxg(u) € M}.

Duboc donne également dans [25] la définition des automates faiblement mixés (appelés
« loosly cooperating finite asynchronous automata » par Zielonka [60]). Un automate faible-
ment mixé est un automate asynchrone avec une définition plus contraignante des fonctions
de transition partielles, une lettre transforme toujours une composante de la méme maniére
quelles que soient les autres composantes de son domaine.

Définition 5.20 Un automate faiblement mizé déterministe (DLCA) A sur les alphabets
(21,...,X,) est un quintuplet

A= ((E]_,...,En), ® Qi,(S,QI,F)

1<:<n

o (X1,...,%,) est un n-uplet d’alphabets, ¥ = Ulsz’gn 3; est L’alphabet de A ;

o 'ensemble d’états globauzr @, <;<, Qi est le produit direct des ensembles d’états locaur
Qipourl <1< n;

o g1 est Uétat (global) initial et F l’ensemble d’états (globauz) finauz ;
o le domaine d’une lettrea € N est [, ={1<i<n|acL;};

e la fonction de transition § est définie a partir des fonctions locales §;. Pour tout indice
1 <2 < n, la fonction locale &; est une partie de QQ; X &; X Q; et, pour tout ¢; de Q); et
tout x de I;, il existe au plus un q. de Q; tel que (g;,z,q)) appartient a §;. La fonction
de transition & est définie par: (q1,-..,qn), %, (q1,-.-,¢,) € & si et seulement si pour
tout 1 € I., q; = q_ et si pour tout i € I;, (g;,z,q}) € &;.

Le lien entre automates faiblement mixés et produit de mixage est établi par le théoréeme:

Théoréme 5.21 (Duboc [25]) Tout langage faiblement mizé (reconnu par un automate fai-
blement mizé) est une union finie de langages mirés.

Cette union de langages mixés peut effectivement étre construite. Dans la définition ci-
dessus si ¢ = (q1,...,¢n), pour tout f = (f1,...,fn) € F et tout 1 < i < n, on pose
B = (%, Qi, ¢i, fi, 0i) et on a:

LA = |J LBY) m ... m L(BY).
feF
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La particularité d’un automate faiblement mixé est qu’une lettre donnée modifie toujours
une composante indépendamment des autres composantes de son domaine. Par exemple,
P’automate asynchrone suivant n’est pas un automate faiblement mixé:

En effet, la fonction partielle 4, contient les transitions ((1,0),q, (0,0)) et ((1,1),q,(2,2)), la
lettre a permet donc de passer de 1’état 1 en premiére composante aux états 0 ou 2 selon la
deuxiéme composante. Par contre, I’automate asynchrone

A =(({a,0},{a,c}), Q1 X Q2,4,(0,0),{(0,2), (1,2)})
ou Q; ={0,1,2}, Q2 = {0,1,2} et oli § est définie par les fonctions locales

6, =4{(0,a,1),(1,qa,2),(0,b,2),(2,5,0)} et &, = {(0, a, 1),(1,a,2), (0,c,1)} :

@ @IP

est un automate faiblement mixé. Le langage reconnu par cet automate peut donc étre dé-
composé en produits de mixage d’apres la construction donnée par Duboc. Nous avons:

L(A) = [L(B(ll,z)) m L(B(21,2))] U [L(B(lo,z)) ™ L(Bfo,z))]

avec
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5.2.3 Construction

Arrivés a ce point, pour un st-langage régulier L sur Palphabet d’actions ¥, nous avons
foc (L) = @s(for(t2(L))). La seconde étape de la construction consiste a montrer que le
langage f, (7=(L)) appartient a ®;;(LSg). Comme les langages de synchronisation généralisés
sont des langages réguliers, il est utile de s’intéresser en premier lieu a la régularité des
langages que nous considérons. Nous montrons que, dans le cas présent, f,.(Ts(L)) est un
langage régulier.

Lemme 5.22 Soit L un st-langage régulier défini sur [’alphabet d’actions ¥. Le langage
for(12(L)) est un langage régulier.

Preuve. Soit L un st-langage régulier défini sur un alphabet d’actions X. Nous allons tout
d’abord considérer le cas ou ¥ est un alphabet de deux actions, posons ¥ = {a,b}. Tout
facteur itérant de 7y, ;3(L) est un facteur itérant de Py, Py, ou un mot de (P + Pgp)*. Si
u est un facteur itérant de P, (ou Pgp), nous avons alph(u) = {(as, E), (as, E)}, alph(z) =
{(bs, F), (b, F)} ou {(z, E) | |E| = 1} C alph(u) C alph(Pg): dans chacun des cas, le graphe
de non commutation de u est connexe. Les mots de P, ou lsab sont connexes et, comime
chaque lettre de I’alphabet de P,; est connectée 3 toutes les lettres de I’alphabet de P, et
vice-versa, les mots de (Pg + P,3)* sont connexes.

Revenons au cas ou ¥ est un alphabet fini quelconque. Soit u un facteur itérant de L.
Considérons la partition de I’alphabet de u, alph(u) = X; U ---U X, telle que:

(F1 <k <n,z,y€ Xp) & (afz) = a(y)).

Clairement, les X sont des cliques du graphe de non commutation de u. De plus, pour toute
paire d’actions a et b de I'alphabet d’actions de u, II,;(u) est un facteur itérant de I1,5(L),
donc alph(IT,;(u)) est une composante connexe du graphe de non commutation de u c’est-a-
dire que les cliques Xj sont deux-a-deux connectées. En conséquence, le mot u est connexe.
Comme tout facteur itérant de 7x(L) est connexe, d’apres le Théoreme 1.29, f,« (72 (L)) est
régulier.

a

Dans la mesure ou nous considérons des langages réguliers, nous allons pouvoir utiliser les
automates asynchrones. Duboc donne dans [25] une construction permettant de construire, a
partir d’un automate asynchrone reconnaissant un langage L, un automate faiblement mixé
reconnaissant un langage dont 'image par un morphisme strictement alphabétique est L. Nous
allons utiliser la méme idée pour construire un langage reconnu par un automate faiblement
mixé que nous pourrons décomposer en produits de mixage. Cependant, nous ne pouvons
pas utiliser directement la construction de Duboc, il nous faut trouver une construction qui
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préserve les st-langages et, en premier lieu, montrer que les langages de synchronisation gé-
néralisés sont clos par produit de mixage.

Lemme 5.23 Le produit de mizage dans $i5 U Xy4, ..., Xps U Eyy de n langages de syn-
chronisation généralisés respectivement définis sur chacun des n alphabets est un langage de
synchronisation généralisé.

Preuve. Soient Ly, ..., L, des langages de synchronisation généralisés respectivement définis
sur L1sUZqg, - vy 2ns UXps. Par définition, un mot u appartient au produit de mixage de ces
langages si et seulement si pour tout 1 < ¢ < n, la projection de u sur ¥;; U X;; appartient a
L;. Posons ¥ = 3 U---UX,, nous avons:

Lim...mLy= (] Liw (S UZy)\ (Sis UZi))™

1<ikn

Comme les langages de synchronisation généralisés sont des st-langages, nous pouvons utiliser
des st-langages pour calculer le produit de mixage, nous pouvons remplacer le langage ((£,U
Y1)\ (Zis UZi))* par ensemble de ses st-mots:

Lim...mLy= () LiwSTgs,.
1<:<n

Donc, le produit de mixage de Ly, ..., L, est un langage de synchronisation généralisé.

Nous allons montrer qu’un st-langage régulier reconnu par un automate asynchrone sur
des cliques telles que la projection du langage sur chacune des cliques est une séquence est
Pimage par un st-morphisme d’un langage de synchronisation généralisé. Pour cela, nous
proposons une construction qui permet de transformer 'automate asynchrone en automate
faiblement mixé qui reconnait également un st-langage. Ensuite, en utilisant le Théoreme
5.21 et le résultat précédent, nous pourrons montrer que le langage reconnu par l'automate
faiblement mixé est un langage de synchronisation généralisé.

Proposition 5.24 Soit L un st-langage sur l’alphabet d’actions ¥. Soient ¥;,...,%, C X
des alphabets d’actions tels que pour tout i, lls, us, (L) décrit une séquence d’actions de %;.
Si L est reconnu par un automate asynchrone déterministe sur (15U 1y), - - ., (Zns U Zne)
alors L appartient @ ®4(LSg).-

Preuve. Considérons A = ((Z15s U E1gs - -2 Bns U Bt} Qi <icn @ir 0. 9o, F), un automate
asynchrone déterministe reconnaissant L dont les états sont tous accessibles et co-accessibles.

Cet automate posseéde quelques propriétés particulieres que nous allons utiliser pour
construire un automate faiblement mixé A’ reconnaissant un langage de synchronisation gé-
néralisé dont I'image par un morphisme est le langage L. Comme la projection du langage L
sur chaque sous-alphabet ¥,, U £,; est une séquence, dans chaque mot du langage, un début
d’action et la fin d’action correspondante peuvent uniquement étre séparés par des lettres
qui n’appartiennent a aucun des sous-alphabets associés au domaine de cette action. Cette
propriété est essentielle puisqu’elle nous permet de prédire les transitions qui peuvent suivre
une transition donnée. Supposons qu’une action a appartienne a ¥, ..., %, alors, pour toute
transition

((lh, . '7qp)’a57 (in M ’q::))) € 51157
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il existe une transition
((QL LA qzla)’ at, (Qilv st q;,:)) € 6at'
Cette propriété est méme plus forte: le début d’une action ne peut étre suivi que de la fin
d’action correspondante, c’est-a-dire que s’il existe une transition

((ql? DR} qp7 qp+1’ BEER ) q'n.)a s, (CI;, RIS ql y qp+17 ey (In)) € 57
P
sur chaque chemin menant de I’état ¢ = (g1, ..., ¢y, @p+1,---,G) & un état final, il existe une
transition
(g1 - -+ Gpr Spt1s -+ 2 5n), 8, (q1 5 -+ -5 s Spt1s - - +» Sn))

et aucune transition sur le chemin entre ¢ et (g,..., gy, Sp+1,- -, Sn) ne peut modifier ou
méme lire les composantes ¢, ..., q,, nous avons des schémas de la forme:

i
B

Nous allons utiliser cette propriété pour construire I’automate .A4’.

Soient

X= {a(q,quqn) I q, qlv q” € ® Qi73(q7asa ql) € 5as et H(qlv ag, q”) € 6az}
1€la,
un nouvel alphabet d’actions et Xi,..., X, les sous-alphabets tels que pour tout 1 < ¢ < n,
X; = {a(gq,q7) € X | @ € Z;}. Posons

= ((Xls ) Xlt7 .- an U Xnt ® QI 6,5 90, )
1<i<n

Les nouveaux ensembles d’états locaux ! sont ceux de A augmentés des nouveaux états
locaux que nous allons créer durant la définition de la fonction de transition. Les fonctions de
transition partielles de A’ sont définies comme suit. Pour toute action a(, 4 .y de I’alphabet

X, nous avons:
i

{(qva(qq 1.9")s1 Sa(q,q’ q”))}

%a,q'q'")s
et
/ _ "
Cgatae {(Sa(q,q’,q”)’ Q(q,q'.9")t 4 )}
oll S4(g,4',g7) €St un p-uplet de nouveaux états locaux, nous obtenons donc des schémas du

type (avec sy = s Sp =8

a(giy,9"9")r -0 a(qik,q’,q”)) :

a,. 1 g'M)s e -
@b {giy.9":¢") qa % a’(q:’l,ql"I")t
.a(qek,q’,q")S. %
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. ! _— 4 .

Si ¢ = (r,. ..,-rp) a,lorinous AVONS Sq(g,q7 ) = (Ta(a,a'a)1s - - s Ta(aia'a")p) - LeS états r;
et T4(q,q7,q7)i SONt dits associés, par extension tout état local est associé a lui-méme et deux
n-uplets d’états sont associés si leurs composants sont deux-a-deux associés. L’automate A’
est clairement un DLCA puisque chaque fonction de transition partielle contient au plus une

transition.

Par construction, le langage obtenu est un st-langage, nous allons montrer que L =
G(L(A')) si o est le morphisme d’actions:

o X — X
a(q,q’,q”) — a.

Pour montrer 1’égalité L(A) = o(L(A")), nous allons associer & chaque chemin C de A étiqueté
par un mot u un chemin C’ de A’ (et vice versa), constitué d’états associés a ceux de C et
étiqueté par un mot v tel que o(v) = u. L’association des chemins est suffisante puisque les
états initiaux et finaux de A et A’ sont identiques et sont uniquement associés & eux-mémes.

Pour linclusion o(L(A’)) € L{A)), remarquons qu’a tout état (gi,...,q),) de 'automate
A’ est associé un unique état (q¢;,...,q,) de A tel que pour tout i, ¢; et g} sont associés. Par
construction, pour toute transition (qi,z,¢,) € &', il existe une transition (g;,0(z),q2) € 6
telle que g; et g2 sont respectivement associés & q] et g5. Donc, tout chemin de I"automate .4’
qui reconnait un mot u peut étre associé a un chemin de 'automate A qui reconnait le mot
o(u).

Pour montrer I'inclusion inverse, nous ne pouvons pas associer un unique état de A’ &
chaque état de A, cependant nous allons voir que pour toute transition (p, z,q) de 6, pour
tout état p’ associé a p, il existe un état ¢’ associé a g et une lettre y tels que (p', y,¢') € &’ avec
o(y) = z. Posons p = (p1,...,pPn), P’ = (p}s---,PL)s ¢= (q1, - - -, gn), NOUS pouvons supposer,
sans perte de généralité, que a(z) = aet I,, = {1,...,k}. Notons

Pa = (Ph --'apk) et qa — (qh . --’Qk)-
La transition (ps, z, ¢,) appartient & §,. Deux cas peuvent survenir:

e si £ = a, alors pour tout 1 < ¢ < k, p; et p/ sont égaux et il existe une transition
((q1,---,9%),as, (r1,...,7k)) appartenant a é,,. Posons r, = (ry,...,rg), par construc-
tion, nous avons:

(pa’ a(Pa:‘]aJ'a)S’ (Sa(Pas(Ia-Ta)l’ te Sa(PasqaaTG)k)) € 5;(

Pa&a."a)sc
en conséquence, il existe un état
/I
q9 = ((Sa(pa,qa,ra)la <3 Sa(pagara)ks Th+1y - oy Qn)
’ ' : 3
tel que (P y Apayga.ra)ss 4 ) appartient a " avec U(a(pa,qa,r(,)s) =as;

® si z = a;, pour tout état sy(,, ,, ..) assOCi€ a p,, la transition (sa(rmpa’qa), Q(rq.parga)ts qa)

appartient a 5[’1( (par construction). Donc, pour tout état p’ associé a p, I'état

Ta,Pa:qa)t

¢ = (g1, Gk Pigrs- - -+ Pr)

est tel que (9, a(r,pa,00)1: @) st une transition de &' avec o(a(r, p, 4.)t) = -
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Nous pouvons construire un chemin de A4 étiqueté par un mot v tel que o(u) = v. Ceci achéve
la preuve de ’égalité o(L(A’)) = L(A) = L.

De cette égalité nous pouvons immédiatement déduire §(L(.A’)) = L puisque L est un
st-langage.

A présent, il nous reste & montrer que le langage L(A’) reconnu par A’ est un langage
de synchronisation généralisé. L’automate A’ est un DLCA, donc nous pouvons appliquer le
Théoreme 5.21 de Duboc:

L(AY= |J L(B},,,) ™ ... m L(B} ).

90,9 f q0.9f%
qfEF

Pour tout 1 < ¢ < n et tout g5 € F, automate B;Mf = (Xis UXit, Qi, 8., gi, q5i)) défini par:

e ¢; et gy; sont respectivement les iémes composantes de gp et gy ;

e une transition (s;, z, si) appartient & 4/ si et seulement s’il existe, dans &', une transition
de ((S1y---15i-118iy Sig1y- s Sn), &, (8100, Si_1, 85, 811y ..., 57,)) avec T € X5 U Xy

Pour tout 1 < 7 < net tout gy € F, le langage reconnu par ’automate B;o’qf est une séquence,
c’est donc un langage de synchronisation généralisé. Le produit de mixage de langages de syn-
chronisation généralisés est un langage de synchronisation généralisé (d’aprés le Lemme 5.23),
’union également donc, L(.A’) est un langage de synchronisation généralisé. Comme le langage
L est égal a 6(L(A’)), L est I'image par un st-morphisme d’un langage de synchronisation
généralisé. 0

Nous pouvons donc appliquer ce résultat a un langage coloré pour obtenir le résultat
principal de ce chapitre.

Proposition 5.25 La famille des st-langages réguliers clos par 8 est égale a la famille des
images par st-morphismes des langages de synchronisation généralisés:

Rg = Qst(LS) .

Preuve. L’inclusion de & (LS) dans Ry a été montrée au chapitre précédent. Soit L un st-
langage régulier clos par §. D’apresle Lemme 5.14, L = ¢(f,(7(L))). Le morphisme strictement
alphabétique ¢ est un morphisme d’actions et, par construction, nous avons @(f,(7(L))) =
&(f,(r(L))) donc L est I'image par un st-morphisme de f,(7(L)). Supposons f,(7(L)) défini
sur un alphabet d’actions coloré X, et considérons (2. U X, 8). Le début et la fin d’une
méme action colorée ne commutent jamais et deux lettres représentant des actions colorées
différentes ne commutent pas si elles ont la méme image par ¢, si elles ont une couleur en
commun ou si elles ne sont pas coloriées avec le méme sous-ensemble de trois couleurs. En
considérant les cliques (X1, UXyy), ..., (Xns U Xp:) constituées de la fagon suivante:

Vi<i<nX ={(z,E),(yF)]| alz)=a(y) ou
(ENCiryy = P Fn Cloyy = @) ou ENFN (Cizy UCz ) # 0},

nous obtenons un recouvrement par cliques de (2. U X, ). Notons que, par construction,
la projection de f,(7(L)) sur chacune de ces cliques est une séquence.

D’aprés le Corollaire 5.18, f,(7(L)) est reconnu par un automate asynchrone déterministe
sur ((Z15 U Z14)- .+, (Bns U Ept)). D’apres la Proposition 5.24, f,(7(L)) est 'image par un
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st-morphisme d’un langage de synchronisation. Comme la composition de st-morphismes est
un st-morphisme (Lemme 4.13), L est 'image par un st-morphisme d’un langage de synchro-
nisation. O

Comme les st-langages réguliers clos par R’ sont clos par #, nous déduisons de la propo-
sition précédente le corollaire :

Corollaire 5.26 La famille des st-langages réguliers clos par R' est incluse dans la famille
des images par st-morphisme des langages de synchronisation :

Rr: C @4 (LS).

Nous obtenons donc une version affaiblie de la Conjecture III de Salomaa et Yu. Dans la
construction que nous utilisons, le but est de ramener la cléture par une semi-commutation
3 la cléture par une commutation partielle. Une fois cette opération réalisée, les preuves des
propriétés que nous voulons obtenir sont facilitées par les outils spécifiques aux commuta-
tions partielles. Il est naturel de se demander si une telle construction ne peut s’appliquer
a d’autres problemes cependant, le passage de la semi-commutation & la commutation par-
tielle est une étape assez lourde aussi allons nous montrer, dans la section suivante, qu’il
est possible de ramener toute semi-commutation a une commutation partielle en utilisant un
coloriage générique.

5.3 Généralisation a toute semi-commutation

Le probléme est le suivant : peut-on trouver, pour toute semi-commutation 8 définie sur
un alphabet ¥, un coloriage 7(g ), une commutation partielle gy et un morphisme strictement
alphabétique @5 tels que pour tout langage L de X%, fo(L) = ¢s(fo, (7(5,6)(L)))?

5.3.1 Définition de la construction

Nous définissons un alphabet « coloré » dont les couleurs sont en fait représentées par
des compteurs. Cet alphabet dépend uniquement de I’alphabet de départ et non de la semi-
commutation considérée.

Définition 5.27 Soient ¥ un alphabet fini, v un mot de * et 8 une semi-commutation sur
3. L’alphabet coloré ¥, est défini par:

Y= {(&,E)|a€X,EC {{a,z,7} |z €.z #a,7€N}
et ({a,z.11}.{a,y,72} € E) = (z #y ou 1 =2)}-

A chaque lettre a de Palphabet de départ est ajouté un ensemble de compteurs, chaque
compteur est associé & un sous-alphabet de deux lettres contenant a, par exemple la lettre
(a,{{a,b,3},{a,c,4}}) est une lettre a qui a regu les valeurs de compteurs 3 pour le sous-
alphabet {a, b} et 4 pour le sous-alphabet {a, c}. Le morphisme strictement alphabétique qui
permet d’« effacer » les compteurs pour revenir a l’alphabet initial ne dépend, lui aussi, que
de cet alphabet.

Définition 5.28 Soit & un alphabet fini. Le morphisme strictement alphabétique oy est défini
par:
py ¢+ X — X¥
(e, E) ~— a.
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Le coloriage, par contre, est entierement lié a une semi-commutation particuliére puisqu’il
permet de prendre en compte la perte de non symétrie due au passage & une commutation
partielle. Nous aurons donc une fonction de coloriage associée a chaque semi-commutation 6.
Nous allons ajouter des compteurs aux lettres de 'alphabet de départ de sorte que pour tout
couple (a,b) appartenant & # et n’appartenant pas a #~!, deux lettres b et a consécutives dans
la projection d’un mot sur ’alphabet {a,b} recoivent le méme compteur. Prenons I’exemple
du mot ababab. Le mot colorié correspondant sera

v = (a,{a,b,0})(b,{a,b,1})(a, {a,b,1})(b,{a,b,2})(a, {a,b,2})(b, {a, b,3}).

Si nous considérons la commutation partielle qui contient tous les couples de lettres corres-
pondant a a et b et possédant des compteurs différents, nous obtenons dans la cléture du
mot v les mots dans lesquels les b remontent en téte du mot. Ceci correspond exactement
au phénomeéne qui se produit dans la cléture par § du mot «. En marquant les lettres b et a
consécutives avec le méme compteur, les commutations non désirées sont « bloquées ». Cette
manipulation n’est pas nécessaire dans le cas des couples de lettres n’appartenant pas 4 §U#~!
ou appartenant a # N 6~ par convention les compteurs associés & de tels couples de lettres
seront toujours nuls.

Formellement, le coloriage et la commutation partielle associés a une semi-commutation
donnée sont définis par:

Définition 5.29 Soit 6 une semi-commutation définie sur un alphabet 3. La fonction 7(g g
de ¥* dans X7 est définie par:

Tze(e) =¢€;
T(z.0)(ua) = T(z,6)(v)(a, E) ;
pour tout z appartenant @ ¥\ {a}, {a,z,7} € E avec:
e si (a,z) n'appartient pas ¢ 8 U 6~ ou si (a,z) appartient a 9N~ alorsy=0;
e si (a,z) appartient é 6 et (z,a) n'appartient pas d 6 alors:

-v=0silul,=0,
- v =7 sirzg(u) = uwi(z, Flup avec {a,z,7'} appartenant a F et z n'appartenant
pas d alph(pz(uz)) ;

e si (z,a) appartient a 8 et (a,z) n'appartient pas d 6 alors:

- v=0st|ul,=0,

- ~v = min(N\{y' | 3(z,G) € alph(v) avec {a,z,v'} € G}), avec v = uy s’il existe un
découpage (s g)(u) = ui(z, F)uy tel que zpx(uz)a contient un sous-mot étiquetant
un chemin de ¢ a a dans le graphe de non commutation de 0 et tel gu’aucun facteur
droit propre de zs(uz)a ne contient un tel chemin et v = (s g)(u) sinon.

Définition 5.30 Soit § une semi-commutation sur un alphabet . La commutation partielle
pg est définie par:

06 ={((z.E), (y, F)) €S2 |z # yet((z,y) €N ou ENF = 0)}.
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Avant de montrer que cette construction apporte effectivemnent le résultat escompté, consi-
dérons un exemple simple.

Exemple 5.31 Soient un alphabet ¥ = {a,b,¢}, § = {(a,b), (b,¢), (c, )} une semi-commu-
tation et un mot u = abcab. Le mot coloré correspondant est :

T(E,O)(u) = (a7 {{av b, O}v {av ¢ 0}}) (bv {{a’ b, 1}’ {b7 ¢ 0}})(0, {{a, ¢ O}v {b7 ) 1}})
(@,{{a,5,1},{a,¢,1}}) (b, {{,b,0}, {b, ¢, 1}}).

La fonction 7(z ) transforme le mot séquentiellement de gauche a droite cependant, pour

expliquer le principe du coloriage, nous allons uniquement considérer les couleurs associées
a l’alphabet {a,b}. La premiére lettre a recevra le compteur {a,b,0}, la deuxieéme lettre un
compteur {a,b,1}, le ¢ ne recoit pas de compteur pour 'alphabet {a,b}, le a suivant regoit
le compteur du b qui le précéde, puisque (a,b) € 8 et (b,a) ¢ 6, le dernier b va recevoir un
compteur {a,b,0}. En effet, entre le premier a qui a regu un compteur nul et le b en question,
nous trouvons la lettre ¢ or, acb est un chemin dans le graphe de non commutation de 4

A =——— b

le premier a et le dernier b ne pourront jamais commuter dans une dérivation de u par 6,
il est donc acceptable et méme souhaitable que les deux lettres correspondant dans le mot
coloré ne puissent commuter. L’emploi du compteur {a,b,0} pour le b n’entrave en rien les
commutations nécessaires et de plus, la réutilisation d’une valeur permet de limiter le nombre
de valeur utilisées.

5.3.2 Calcul de la cloture par une semi-commutation grace a une commu-
tation partielle

Nous montrons donc a présent que la construction proposée permet effectivement de cal-
culer la cléture par une semi-commutation.

Lemme 5.32 Soient ¥ un alphabet et 0 une semi-commutation. Pour tout langage L de =,
nous avons:

fo(L) = px(fos(r(z.0)(L)))-

Preuve. Clairement, il suffit de montrer 1’égalité pour tout mot de ¥*.

Soit v appartenant a fg(u). Montrons par récurrence sur la longueur d’une dérivation
minimale de u & v que v appartient & s (f,,(7(z,)(#))), ce qui est clairement vrai pour une
dérivation de longueur nulle. Considérons la dérivation :

n
u '—9—) W= W TYws —g-) WYyrwye = v.
Par hypothese de récurrence, nous avons

T(s.9) (1) 7*6'* wy(z, E)(y, F)w
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avec px(w]) et ¢z (wh) respectivement égaux a wy et wo. Si ((z, E)(y, F)) n’appartient pas
3 pp alors (y,z) n’appartient pas a 8 et EN F # §. Comme nous considérons une dérivation
minimale (Lemme 1.25), les deux occurrences de lettres que nous considérons sont dans cet
ordre dans u donc, par définition du coloriage, le facteur entre ces deux occurrences (z, E) et
(y, F) dans 7z g)(u) contient un sous-mot qui étiquette un chemin fortement connexe entre
ces deux lettres d’ou contradiction: si ((z, E)(y, F)) n’appartient pas & gy alors ces deux
lettres ne peuvent se trouver cote a cote. En conséquence, donc, ((z, F), (y, F)) appartient a
0g et
: T(z.0)(¥) ‘9*7 wy(y, F)(z, E)ws € o5 (v).

En conséquence, nous avons fg(u) C ¢x(f,, (7(z,0)()))-

Soit v appartenant a @x(f,,(r(s)(u))). 1l existe un mot v’ appartenant 3 foo(T(z.0)(¥))
tel que px(v') = v. Montrons par récurrence sur la longueur d’une dérivation minimale de
Tz, (u) 2 v’ que v appartient & fp(u), ce qui est clairement vrai pour une dérivation de
longueur nulle. Considérons la dérivation :

ey (W) > v = w (2, B)(y, F)wp — w(y, F)(z, E)up= v’
¢ 26

Par hypothése de récurrence, nous avons:

u _%; w = wizyw, avec ¢z (w)) = w; et px(whH) = wy.

Si (z,y) appartient a 6, nous avons immédiatement

u ——;—+ w = wizywy —> v = ex(v').

Nous allons montrer que le cas contraire ne peut survenir. Nous savons que ((z, E), (y, F))
appartient 3 gg et que (z,y) n’appartient pas a 6 donc, par définition, EN F = §. Comme la
longueur de la dérivation est minimale, les occurrences (z, E) et (y, F) que nous considérons
sont dans cet ordre dans 7(x g)(u); or, par construction, il existe un découpage:

T(s,0) (%) = wa(z, E)us(z, Fus(y, F)uq

avec F N F' # (. En effet, par définition du coloriage, comme (y,z) appartient a 4, (y, F)
posséde la méme « couleur » que la lettre correspondant a z qui la précede. Comme E et F'
sont disjoints, il existe un (z, F') précédant (y, F) tel que FNF' = {{z,y,v}}. Dans tout mot
de f,, (T(z,6)(1)), les deux occurrences (z, E) et (y, F') seront toujours séparées par un facteur
contenant (z, F'). D’ou contradiction : le couple (z,y) appartient forcément a §. Nous avons
donc v € fg(u) et, en conclusion, ¢x(fy, (7(s.6)(u))) C fo(u). O

Le coloriage est une fonction, cependant le nombre de valeurs différentes pour les comp-
teurs peut s’avérer infini. S’il peut étre utile de passer d’une commutation partielle a une
semi-commutation dans certains cas, il est indispensable de conserver un alphabet fini. Nous
allons voir que, sous certaines conditions, un langage peut étre coloré par une fonction ra-
tionnelle. Ceci nous permet en particulier d’obtenir des résultats intéressants dans le cas des
langages réguliers.

Lemme 5.33 Soient ¥ un alphabet, 0 une semi-commutation et L un langage régulier sur
Y. Si pour tout facteur itérant u de L, toute composante conneze de (alph(u), ) est fortement
connezre, alors T(g’g)(L) peut étre calculé par une fonction rationnelle.
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Preuve. Soient ¥ un alphabet, § une semi-commutation et L un langage régulier sur ¥ tel
que pour tout facteur itérant u de L, toute composante connexe de (alph(u), ) est fortement
connexe. Pour montrer que T(Z’g)(L) peut étre calculé par une fonction rationnelle, il suffit de
montrer que l'alphabet de ce langage est fini.

Soit 7 le nombre d’états de 'automate déterministe minimal reconnaissant L.

Assertion 1. Soit un langage L reconnu par un automate de n états. Si l'on considére un
facteur u de L ayant (ab)™ ou (ba)™ pour sous-mot, alors il ezxiste un facteur de u contenant
au moins un a et un b qui est un facteur itérant de L.

Assertion 2. Soit uw un mot de ¥*. S’il existe un découpage Tz gy(u) = u1(z, E)ug avec
{a,b,v} € E et v > 0 alors pg(u;) posséde (ab)*~! ou (ba)*"! pour sous-mot.

En effet, par définition du coloriage, on n’utilise le compteur vy que si les valeurs de 0 a
v — 1 sont utilisées. De plus, si (a,b) appartient a 6 alors une nouvelle valeur de compteur
ne peut étre introduite que pour un b suivant un a (et vice-versa si (b, a) appartient a ). Si
(a,b) appartient a 8, les plus petits mots nécessitant Iutilisation du compteur {a,b,~v} sont
(ab)?, a(ba)?, (ba)?~1b ou (ba)” - selon qu’ils commencent et se terminent par a ou b. Si (b, a)
appartient & 8, on obtient (ba)?, b(ab)”, (ab)*~a ou (ab)”. Si {a,b, v} appartient & F alors
le mot ¢z (u;) posséde I'un de ces plus petits mots pour sous-mot et donc au moins (ab)*~*
ou (ba)?~1. Cect achéve la preuve de ’assertion.

Soit u un mot de L. Nous allons montrer par récurrence sur la longueur de u que toute
lettre (z, E) de 'alphabet de 7(g g)(u) est telle que pour tout {z,y,v} appartenant a E, v est
inférieur ou égal a n X (tzy — 1) X @y, Ol 04y est le nombre d’alphabets différents contenant
z et y possibles pour les facteurs itérants de L et ou ¢, est la taille du plus grand de ces
alphabets. Ceci est clairement le cas pour un mot u de longueur nulle.

Considérons un mot « de longueur k+1 et posons u = vb, b appartenant 3 X. Par définition,
7(z,0)(2) = 7(z,6)(v) (b, E) et, par hypothese de récurrence, toute lettre (z, F') de I'alphabet de
7(z,0) (V) est telle que pour tout {z,y, v} appartenant a F, -y est inférieur a n X (tzy — 1) X 0zy-

Supposons que {a, b, n X (te— 1) X aqp + 1} appartienne & E (dans ce cas, (a, b) appartient
3 0 et pas a 6 !). D’aprés la deuxieme assertion, il existe un découpage de v, v = v1v; tel que
4,53 (v2) appartient a (btat)(nx(as=1)xxab) oy 3 (atbt)(PX(tas—1)X2as) D’apres la premiére
assertion, v, possede au moins (t,5 — 1) X agp facteurs (qui ne se recouvrent pas) qui sont des
facteurs itérants de L contenant au moins un a et un b. Si l'on note wy, ..., Wy ,~1)xa,, €S
facteurs, nous obtenons le découpage de v, :

U2 = UpWr Uy - .w(tab—l)Xo‘abu(tab_l)xaab'

Comme par hypotheése toutes les composantes connexes du graphe de non commutation d’un
facteur itérant de L sont fortement connexes et comme nous sommes sirs qu’au moins 55 — 1
des facteurs wy, ..., W ,—1)xa,, ORt le méme alphabet, il existe entre la derniere occurrence
a du mot w; et la derniére lettre de u (qui est b), un sous-mot étiquetant un chemin de a a
b dans le graphe de non commutation de §. Par définition de 7(g gy, la dernitre lettre de u
recoit un compteur {a,b,7v1} qui, dans le pire des cas, est obtenu par:

71 = min(N\ {7 | 3(y, G) € alph(w') avec {a,b,7} € G})

si w’ est le facteur droit de longueur [uy ... W(1,,—1)xag, U(tas—1)xaasl d€ T(s,9)(v)- Donc, dans
le pire des cas, v; est le premier entier disponible sachant que n X (f55 — 1) X oy valeurs sont
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utilisées, c’est-a-dire que 7; vaut au plus n x (£, — 1) X o, ce qui est en contradiction avec
I’hypothese.

Les valeurs de compteurs utilisées pour 7(g ¢)(L) sont donc bornées par
max({n X (tsp — 1) X 0qs | @, b € alph(L), (a,b) € 8, (b, a) & 6}).

O

Nous avons donc une condition suffisante pour qu’un langage régulier puisse étre coloré
par une fonction rationnelle, nous allons voir que cette condition est également nécessaire.

Lemme 5.34 Soient ¥ un alphabet, 6§ une semi-commutation et L un langage régulier sur
Y. Sl existe un facteur itérant u de L tel qu'une composante conneze de (alph(u),6) n'est
pas fortement conneze alors l'alphabet de 7(s 6)(L) est infini.

Preuve. Supposons qu’il existe un facteur itérant u de L dont le graphe de non commutation
pour @ contient une composante connexe qui n’est pas fortement connexe. Par définition, il
existe u; et us tels que pour tout entier », u;u™u, appartient a L. Il existe deux lettres z et y
de I'alphabet de u telles que (z,y) appartient & § et pas & 61 et telles que, pour tout entier
n, le mot " ne contient aucun sous-mot étiquetant un chemin de z 4 y dans le graphe de
non commutation de 8. Par définition du coloriage, deux occurrences quelconques de z dans
u™ séparées par au moins une occurrence de y se verront attribuer des valeurs de compteurs
distinctes pour ’alphabet {z,y}, il faut donc au minimum n couleurs pour colorier la partie
correspondant & u™: nous obtenons un alphabet X, infini.

a

Exemple 5.35 Soient L = (ab)* et § = {(a,b)}. Pour tout entier n, nous obtenons:

T(E,G)((ab)n) = (a’ {{a7 b, 0}})(67 {{av b, 1}})(a7 {{a7 b, 1}}) ce
(@, {{a,bin - 111 (5, {{a,b, n}})-

L’alphabet de 7(z g)(L) est infini, il contient, pour tout entier n, les lettres (a, {{a,b,n}}) et

(b, {{a,b,n}}).
Les deux lemmes précédents nous permettent d’énoncer la proposition :

Proposition 5.36 Soient ¥ un alphabet, 8 une semi-commutation et L un langage régulier
sur 3. L’alphabet de 7(x g)(L) est fini et ce langage peut étre calculé par une fonction ration-
nelle si et seulement si toutes les composantes connexes des graphes de non commutation pour
0 des facteurs itérants de L sont fortement connexzes.

Cette proposition permet de faire le lien entre certains résultats existant pour les commu-
tations partielles et les résultats similaires pour les semi-commutations. Prenons ’exemple de
la. condition suffisante du Théoréme 1.29: si tous les facteurs itérants d’un langage régulier L
sont connexes pour une commutation partielle g alors la cléture de L par g est réguliere. Le
Théoréme 1.30 donne une condition similaire dans le cas des semi-commutations, ce résultat
se déduit du premier en passant par un langage coloré.
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Preuve du Théoréme 1.30. Soient § une semi-commutation sur un alphabet ¥ et L un
langage régulier de 3* dont tous les facteurs itérants sont fortement connexes pour 6. D’apres
la Proposition 5.36, le langage (s 9)(L) est régulier. Il suffit donc de montrer que ses facteurs
itérants sont connexes pour la commutation partielle gy pour obtenir le résultat.

Soit u un facteur itérant de 7(x ¢)(L). Remarquons tout d’abord que pour tout z et tout
y de alph(u) tels que ¢x(z) = ¢x(y), (z,y) n’appartient pas & gg, donc les ensembles de
lettres ayant la méme image par ¢y forment des cliques du graphe (alph(u), 85). Comme u
est un facteur itérant de 7(s g)(L), ¢z (u) est un facteur itérant de L, donc pour tout couple de
lettres z et y de alph(u), il existe un chemin de ¢x(z) & ¢x(y) dans le graphe (alph(px(u)),6).
Notons ¢x(z) = zg, 21, - - - Zn-1, Zn = ®x(y) les sommets de ce chemin. Il nous reste & montrer
que pour tout z; et tout z;4; il existe dans le graphe (alph(u), 8¢) un arc entre un z et un
2l tels que s (2]) = z; et pe(2l,)) = ziq1.

Comme il existe un arc entre z; et z;41, deux cas sont possibles. Si (z;+1, 2;) n’appartient
pas a la semi-commutation 6 alors, par définition du coloriage, pour tout (z;, E) ou tout
(zi31, F) de Palphabet de u, {z;, z;41,0} appartient 3 E et F et nous avons un arc entre
(zi, E) et (zi41, F). Si (2i41, z;) appartient a @ alors il suffit de montrer qu’il exite un (z;, E)
et un (zi41, F) dans I’alphabet de u tels que E N F # . Ceci est clairement vrai: comme u
est un facteur itérant de 7(z 6)(L), nous pouvons raisonner sur u?. Dans ce mot, pour toute
lettre (z;4+1, F) de ’alphabet de u, au moins ['une de ces occurrences est précédée d’un (z;, E)
(et aucune lettre correspondant a z; ne les sépare). Dans ce cas, par définition du coloriage,
ENF # ( et donc nous avons un arc entre ces deux lettres. Pour tout couple de lettres z et
y de alph(u), il existe un chemin de z a y dans (alph(u), 8¢), le mot u est donc connexe.

Comme tout facteur itérant de 7(zg)(L) est connexe pour gy d’aprés le Théoreme 1.29,
foo (T(z,0)(L)) est un langage régulier. D’aprés le Lemme 5.32, fs(L) est I'image par le mor-
phisme strictement alphabétique ¢x de f,,(7(z,9)(L)), ce langage est donc régulier. O

Nous avons, dans ce chapitre, donné un premier lien entre familles de langages clos par
des systémes de réécriture et familles de langages construits & partir d’expressions de syn-
chronisation. Nous avons a présent les inclusions données par la Figure 5.4.

Comme nous ’avons expliqué au Chapitre 4, nous conjecturons que le langage

fg (as(bs(btbs(atas)+btbs)*atbt)),

st-langage régulier clos par 6, n’est pas un langage de synchronisation généralisé. Cependant,
quelle que soit la réponse a la Conjecture III de Salomaa et Yu, la question peut & présent
étre formulée sous la forme: « la famille des langages de synchronisation généralisés est-elle
close par st-morphisme? » Cette formulation peut étre intéressante, en effet, jusqu’a présent,
il s’est toujours avéré beaucoup plus aisé de montrer les propriétés propres d’une famille que
de comparer une famille construite a partir des expressions de synchronisation et une famille
de langages clos par un systeme de réécriture.

116



LSq

& (Rry) = Rp = 8o, (LS) = ®ot(LSc)

Fic. 5.4 - Récapitulation
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Conclusion

Dans une premiere partie de ce travail, nous avons considéré la possibilité de construire une
expression de synchronisation, a partir d’un langage donné, par le biais d’une caractérisation
des langages de synchronisation en termes de langages clos par un systéme de réécriture.
Nous avons vu, dans un premier temps, que le systéeme R, introduit par Guo, Salomaa et
Yu, permet de caractériser les langages de synchronisation définis sur des alphabets de deux
actions et, dans ce cas, nous proposons une construction pour retrouver une expression de
synchronisation associée a un langage donné. L’extension du systéme R que nous donnons
permet de répondre a la question dans le cas des langages finis et, la aussi, nous proposons un
algorithme pour construire une expression de synchronisation associée a un langage donné.
Cependant, nous montrons que, dans le cas général, les langages de synchronisation ne peuvent
étre caractérisés par un systéme de réécriture.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux langages de synchronisation généralisés. Ces
langages ont des propriétés intéressantes et leur pouvoir d’expression dépasse largement celui
des langages de synchronisation. Cependant, en introduisant une classe de fonctions ration-
nelles qui préservent les st-langages, les st-morphismes, nous avons montré que les families des
images des langages de synchronisation et des images des langages de synchronisation géné-
ralisés sont égales, mettant ainsi en évidence un lien relativement fort entre les deux familles
de langages de synchronisation. De plus, la semi-commutation 8 introduite par Salomaa et
Yu caractérise les images par st-morphismes des langages de synchronisation (généralisés ou
non) : un st-langage régulier est I'image par un st-morphisme d’un langage de synchronisa-
tion si et seulement s’il est clos par §. Cette caractérisation est intéressante puisqu’elle est
décidable. Ceci ne répond pas a la conjecture de Salomaa et Yu cependant, la question peut
désormais étre posée sous sa forme originelle :

Les langages de synchronisation généralisés sont-ils
caractérisés par 0 ?
ou sous la forme:

La famille des langages de synchronisation généralisés
est-elle close par st-morphisme?

La deuxiéme formulation semble plus intéressante dans la mesure ou la question devrait
pouvoir étre résolue sans nécessiter la construction d’une expression de synchronisation géné-
ralisée associée a un langage donné. Cette étape s’avere en effet souvent étre la plus délicate.

Fournir, pour un langage, une expression de synchronisation associée est I’un des deux
points essentiels pour pouvoir utiliser les expressions de synchronisation pour l’analyse de
traces d’exécution. Le deuxieme point, que nous n’avons pas traité ici, est la possibilité de
simplifier des expressions de synchronisation. Il faudrait pour cela définir une forme normale
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pour les expressions — ou au moins de faire des choix parmi les différentes expressions qui
décrivent le méme comportement si P’on ne peut définir de forme normale unique. Ensuite, il
est naturellement nécessaire de disposer d’un algorithme permettant de réduire une expression
de synchronisation & sa forme normale de facon a la rendre la plus compréhensible possible. 1l
s’agit ici de trouver une présentation conviviale des expressions de synchronisation calculées
de fagon automatique. Le probléme essentiel étant de définir une forme « conviviale » qui n’est
pas forcément la plus courte possible.

Il serait également intéressant d’étudier les possibilités d’extension du modele. Nous avons
mentionné, par exemple, qu’il est impossible pour le moment d’attribuer des priorités a cer-
taines actions comme dans le cas du probleme classique des lecteurs/rédacteurs. S’il est rela-
tivement simple d’envisager ’ajout d’opérateurs de priorités pour les expressions de synchro-
nisation, qu’en est-il pour les langages qui leur sont associés?
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