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Introduction générale 

Le contexte : 

Notre étude porte sur le comportement géométriquement non linéaire des 

coques minces. Dans l'énoncé d'un problème linéaire, une coque appuyée sur son contour 

ne peut ni s'enfoncer ni décoller, or nous savons qu'en réalité se pose souvent le problème 

de flambement ou de plissement des structures minces lorsqu'elles sont accompagnées de 

grands déplacements et de grandes rotations bien que les déformations restent faibles, c'est 

la raison de l'introduction de l'analyse non linéaire. 

La coque est un solide dont une dimension appelée épaisseur, reste faible par rapport aux 

autres dimensions. Il est donc permis de penser que la coque est un solide engendré par une 

surface de référence et une hauteur. L'intérêt est de pouvoir simplifier le problème 

tridimensionnel en un problème bidimensionnel. Les champs de déplacement sont définis 

sur la surface moyenne prise comme surface de référence, par l'utilisation d'expressions 

polynomiales suivant l'épaisseur. La théorie présentée aujourd'hui est du premier ordre, les 

champs de déplacement varient linéairement en fonction de la cote de la coque. Cet ordre 

de développement est couramment employé car seule la continuité co des variables est 

requise. Il existe cependant des théories d'ordre supérieur , avec des distributions plus 

générales des champs des déplacements entraînant une augmentation du nombre de 

variables cinématiques. Le champ des déplacements peut par exemple être distribué en 

fonctions sinusoïdales selon l'épaisseur ( Tsai & Palazotto [56]). 

Selon 1' écriture des déplacements et des déformations, les développements ont donné 

naissance à diverses théories. La littérature concernant les modèles de coques est très vaste. 

Nous pouvons cependant en citer les principaux axes et les différents domaines 
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d'applications. Ainsi, sous l'hypothèse de conservation des normales à la surface moyenne, 

c'est à dire sans phénomène de cisaillement, les équations cinématiques se rattachent à la 

théorie de Love-Kirchhoff ( Koiter [26] ). Ce modèle est mis en défaut lorsque le matériau 

subit des effets de cisaillement. Citons en exemple les composites, qui sont de plus en plus 

employés dans les différents domaines de 1' industrie. Dans ce cas de figure, la normale à la 

surface moyenne de la coque non déformée reste une droite après déformation, mais n'est 

plus nécessairement normale à la surface moyenne de la coque déformée. La théorie de 

Von Karman ( Meek & Ristic [36] ) permet une grande simplification de l'écriture de la 

déformation reposant sur le fait que les composantes de déplacements dans le plan et leurs 

dérivées restent faibles. La théorie des rotations modérées ( Kreja & Schmidt & Reddy 

[27], Librescu [30]) prend en compte un nombre plus important de termes que la théorie de 

Von Karman. La formulation complète ( Saleeb & al. [46], Schmidt & Chroscielewski [9], 

[10] ) sur laquelle repose le travail actuel permet de traiter des problèmes où l'ordre de 

grandeur des rotations peut être important. 

Dans l'industrie, les calculs numériques de structures utilisant des éléments de coques sont 

très répandus. Dans de nombreux secteurs ( carrosserie, automobile, réservoirs ... ), la 

méthode des éléments finis est devenue un outil indispensable. Cette méthode est apparue 

il y a environ trente cinq ans. Les premiers éléments de plaque ont été formulées avec la 

théorie de Kirchhoff sous forme discrète. C'est Dhatt en 1969 qui pose les bases de la 

formulation de l'élément triangulaire ( Dhatt & Touzot [15] ). Ce sont, au travers des 

publications de Batoz et Dhatt au début des années 80 qu'un grand intérêt a été porté aux 

éléments quadrilatéraux ( Batoz & Dhatt [6] ). Le programme que nous avons élaboré 

aujourd'hui vise à modéliser les phénomènes de grands déplacements et de grandes 

rotations avec prise en compte du cisaillement transverse, en utilisant les éléments 

quadrilatéraux. 
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Plan de la thèse: 

Dans le premier chapitre, nous présentons tout d'abord la coque. Nous la 

définissons au travers de ses paramètres et caractéristiques géométriques. Nous aborderons 

la méthode de stratification ( Librescu [30] ) qui permet de décomposer la coque en un 

nombre donné de couches. La surface moyenne de chaque couche sera le support de 

définition des variables cinématiques surfaciques qui vont permettre l'écriture du problème 

de façon bidimensionnelle. Nous relatons ensuite un certain nombre d'égalités 

différentielles destinées ultérieurement à la compréhension de la mise en équations du 

problème dans les chapitres suivants. 

Nous abordons ensuite l'hypothèse fondamentale de l'écriture des composantes du 

vecteur déplacement ( Librescu [30] ) qui permet le passage du problème tridimensionnel à 

un problème bidimensionnel. Nous donnons les hypothèses physiques et la mise en 

équations qui permettent d'établir les différents modèles cinématiques de coques ( Reddy 

[45] ). Les déplacements définis par rapport à la surface moyenne sont alors introduits dans 

le tenseur des déformations de Green-Lagrange. La résolution du principe des travaux 

virtuels par approche cinématique permet d'établir les équations d'équilibre et les 

conditions aux limites de la coque ( Valid [61] ). 

Le chapitre trois est consacré à la loi de comportement. Après un bref rappel des 

hypothèses qui permettent d'établir la loi de Hooke généralisée ( Marsden & Hughes [34] ), 

nous appliquons celle-ci à notre matériau. Nous effectuons les calculs du tenseur 

d'élasticité et des contraintes par intégration au travers de chaque couche du laminé ensuite 

sommées sur l'épaisseur totale de la coque. Pour terminer, ces grandeurs seront écrites sous 

forme matricielles afin d'être introduites dans l'algorithme. 

Par le biais de la méthode des éléments finis ( Craveur [14] ), nous posons le 

problème sous forme discrète. Les grandeurs sont écrites sous forme matricielle, et des 

opérateurs sont introduits afin de traiter la géométrie non linéaire ( Palmerio [38] ). Nous 

établirons les différents termes qui conduisent à l'obtention de la matrice de rigidité, qui 
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permet le calcul des déplacements. Nous terminons ce chapitre par donner le déroulement 

du programme. 

Nous proposons à la fin du rapport les solutions numériques de quelques exemples, 

comparées à d'autres résultats. Nous proposons une palette de géométries et de matériaux 

différents, afin d'une part de valider le code pour un grand nombre d'applications, et 

d'autre part d'en montrer l'apport. 

7 
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chapitre 1- La théorie des coques 

1-1 La théorie des coques: 

1-1-1 Qu'est ce qu'une coque?: 

Une coque est un solide ou partie de solide, dont au moins une dimension, 

appelée épaisseur, est petite par rapport aux autres dimensions. 

Selon certains critères géométriques, les éléments de volume seront classés de la façon 

suivante (Batoz & Dhatt [6]) : 

Plaque: surface plane longueur L, largeur 1 h<L, l 

Coque : surface courbe longueur L, largeur 1 h<L, l, Rmin 

rayon de courbure minimum R min 

Poutre droite: ligne, section longueur L, section A=h 1 h, l<L 

arc : ligne courbe, section longueur L, section A=h 1 h,l<L 

La coque est en fait considérée comme un solide dont le volume est engendré par une 

surface moyenne qui est la surface de référence, s'étendant d'une longueur de h/2 de 

chaque côté de la surface suivant sa normale. 

L'épaisseur, qu'on note h, est un paramètre géométrique déterminant. Suivant son ordre de 

grandeur face aux autres dimensions, les coques sont dites minces, modérées ou épaisses, et 

ces attributs entraînent des spécificités pour la théorie employée. 
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chapitre 1- La théorie des coques 

Une coque mince vérifie: 

1-1-2 Hypothèses fondamentales : 

h 
--<<1 
Rmin 

L'étude des coques minces repose sur les hypothèses suivantes : 

• Une droite normale à la surface moyenne ne subit pas d'élongation. 

(1.1) 

• Les points matériels situés sur une normale à la surface moyenne avant 

déformation restent sur une normale à la surface moyenne déformée. 

Ces hypothèses sont les hypothèses de Love et Kirchhoff ( Schmidt [49] ), ceux-ci ont 

établi des modèles de plaques et coques où les contraintes normales sont nulles et les 

déformations de cisaillement négligeables, puisque la rigidité de cisaillement est très 

supérieure à la rigidité de flexion. Ces modèles ont été repris par Koiter ( Koiter [26] ) et 

· Sanders ( Sanders [ 4 7] ), entre autres. 

Lorsque le cisaillement transversal ne peut être négligé, l'hypothèse se réduit à: 

• Une droite normale à la surface moyenne avant déformation reste une droite 

n'ayant pas subi d'élongation, mais celle-ci n'est pas nécessairement normale à la surface 

moyenne déformée. 
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chapitre 1- La théorie des coques 

--1 

Figure 1-1 : influence du cisaillement transversal 

Cette troisième hypothèse est une base de la théorie de Mindlin-Reissner-Hencky (Batoz & 

Dhatt [6] ), qui donne le comportement des coques d'épaisseur modérée, et des coques où 

l'influence du cisaillement transversal ne peut être négligée, bien qu'étant d'épaisseur 

faible. 

Le modèle de Kirchhoff est valable tant que 1' épaisseur reste faible, et lorsque le matériau 

possède un module de cisaillement transversal G élevé. Notons que pour un matériau 

isotrope, G est du même ordre que le module de Young E, seule la géométrie de la coque 

permet de définir la modélisation appropriée. 

En effet pour une coque homogène isotrope, les effets de cisaillement transversal sont 

négligeables (Batoz & Dhatt [6]) si : 

E (h) 2 

kG L <<l (1.2) 

k est le facteur de correction de cisaillement transversal, égal à 5/6 dans le cas des 

matériaux isotropes, et calculé pli par pli dans le cas des matériaux composites. 

Ces différentes hypothèses de base ont permis de nombreux travaux sur le comportement 

des coques avec le respect de la validité physique, du contexte d'application scientifique et 

technologique et de la rigueur de la formulation mathématique. 

Nous avons établi un modèle où les effets de cisaillement transversal ne peuvent être 

négligés, avec des matériaux tels que les composites laminés par exemple. 

11 



chapitre 1- La théorie des coques 

1-1-3 La stratification : 

Le procédé consiste à décomposer la coque suivant N couches, parallèlement à une 

surface de référence, celle-ci étant choisie pour coïncider avec la surface moyenne de la 

première couche. L'intérêt est que l'étude du comportement de la coque est ramenée à son 

feuillet moyen, au lieu de traiter une approche tridimensionnelle directement. 

On note 2hk l'épaisseur uniforme de la couche k, k={l,N}. zk est la distance mesurée 

suivant la normale entre la surface de référence et la surface moyenne de la couche k. 

quelconque (Librescu [30] ) : 

Figure 1. 2 : La coque stratifiée 

Le stratifié est donc constitué de couches possédant chacune des caractéristiques 

mécaniques et des orientations de fibres différentes. C'est le cas des composites qui sont 

constitués de fibres liées par des résines. 

12 
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Il peut y avoir perte de cohésion de l'empilement, les couches ne sont plus liées entre elles, 

dans ce cas on parle d'endommagement par délaminage. On constate alors que dans ce 

phénomène les contraintes de cisaillement transversal jouent un rôle important ( Allen & 

Harris [1], [2], [3] ). 

Nous nous limitons pour notre étude, aux hypothèses suivantes : 

• Chaque couche possède ses caractéristiques mécaniques et physiques. 

• Le matériau de chaque couche est linéairement élastique et anisotrope. 

• Les couches sont parfaitement liées entre elles. 

1-2 Géométrie différentielle : 

1-2-1 Systèmes de coordonnées dans l'espace: 

Nous allons tout d'abord établir les systèmes de coordonnées généralement employés pour 

décrire la géométrie des coques : 

13 
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(-_\ 

~ . \ 

1 ~~-

\ ' ' 
8 

0 y 

x 

Figure 1-3 : Systèmes de coordonnées 

(x, y, z) sont les coordonnées cartésiennes de 1' espace 9l 3
, (8 1

, 82 ,83
) sont les coordonnées 

curvilignes; on dit que l'on a défini un système de coordonnées curvilignes (e;t.z.3 si on 

connaît une application bijective et suffisamment régulière d'un domaine de R 3 sur un 

autre domaine de R 3 qui à (e', 82 ,8 3
) fait correspondre (x, y, z) (Coirier [12] ). 

1-2-2 Description géométrique de la coque: 

Le domaine de la coque dans 1' espace est délimité par : 

h 3 h --::::;8 ::::;-
2 2 

(1.3) 

Il est rappelé que h est l'épaisseur de la coque, supposée constante dans la suite. 
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Les surfaces extérieures S + et S- qui délimitent la coque sont définies par : 

(1.4) 

et: 

(1.5) 

Soit 0 la surface de référence, telle que : 

(1.6) 

A est la surface latérale de la coque, r en est la courbe limite : 

(1.7) 

Nous supposons s+, s- et r réguliers pour toutes les opérations différentielles 

développées dans la suite. 

Considérons maintenant P, un point quelconque de la coque définie précédemment, et soit 

R le vecteur de l'espace d'origine 0 et d'extrémité P: 

(1.8) 

avec les relations suivantes entre les deux systèmes de coordonnées définis : 

(1.9) 
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Figure l-"4 : Géométrie de la coque 

Posons: 

(1.10) 

Les gi sont les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées curvilignes, ils forment une 

base spatiale. De ces vecteurs, nous pouvons construire le tenseur métrique de composantes 

(1.11) 
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Ce tenseur permet la construction de la cobase g; 

(1.12) 

où encore: 

(1.13) 

où les gii sont les composantes de l'inverse du tenseur métrique. Les vecteurs g; sont donc 

orthogonaux aux lignes de coordonnes curvilignes : 

i s:i 
g gi =ui (1.14) 

o~ est le symbole de Kroneker: 

o~ =l,sii= j,eto~ =O,sii:;t:j ( 1.15) 

1-2-3 Géométrie différentielle d'une surface : 

Soit M, la projection orthogonale de P sur la surface n, repéré dans l'espace curviligne par 

le vecteur r: 

( 1.16) 

A partir de ce vecteur r, nous construisons les vecteurs de base de la surface moyenne pour 

le système de coordonnées ei : 

ar 
a=--(l ae(l (1.17) 
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et: 

( 1.18) 

â 3 est par définition, un vecteur unitaire. 

Nous avons donc: 

(1.19) 

La cobase ai est exprimée en fonction de gi 

(1.20) 

De même que pour les équations (1.12) et (1.13): 

(1.21) 

a =a aP a. a.P 
(1.22) 

aa.P et aa.P sont les composantes des tenseurs métriques contravariants et covariants 

respectivement, de la surface de référence n. 

Nous en déduisons que: 

(1.23) 

(1.24) 
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Les vecteurs a" et g"' sont reliés par : 

où Il~ sont les composantes du tenseur de changement de courbure, défini par : 

b ~ est le tenseur de courbure dont nous reparlerons ultérieurement, défini par : 

1-2-4 Etude des dérivations : 

1-2-4-1 dérivées des vecteurs de base: 

Nous posons: 

Si nous revenons à la construction de la base gi 

8 2 R 
gi,j = aejaej 

19 
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chapitre 1- La théorie des coques 

Le vecteur gi,j peut être exprimé dans la base de vecteurs gk ou gk 

(1.31) 

g .. = rkgk 
I,J IJ 

(1.32) 

Les coefficients rijk et ri~ sont les symboles de Christoffel de première et de seconde 

espèce, respectivement, leurs définitions sont données en annexe A. 

Nous pouvons également définir les symboles de Christoffel évalués dans la surface de 

référence: 

(1.33) 

(1.34) 

Les relations complémentaires figurent en annexe A, elles permettent d'écrire : 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

Ces équations sont connues sous le nom de formules de Gauss pour les dérivées des 

vecteurs tangents. 
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Quant à la dérivée du vecteur normal, elle s'écrit: 

(1.38) 

(1.39) 

Ces relations sont les formules de Weingarten. 

1-2-4-2 Dérivée des vecteurs de l'espace: 

Considérons V, le déplacement d'un point de la coque, il s'écrit: 

(1.40) 

ou encore, dans la cobase : 

(1.42) 

et en termes de composantes : 

(1.43) 
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Ce vecteur peut être exprimé dans le repère lié à la surface de référence : 

(1.44) 

et également dans la cobase correspondante : 

(1.45) 

Les composantes s'écrivent de la même manière que pour (1.43): 

(1.46) 

A tout moment nous pouvons passer de la base a; à la base g; 

(1.47) 

Et pour le tenseur métrique : 

(1.48) 

( 1.49) 

( 1.50) 
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Nous pouvons écrire les relations entre les composantes spatiales et celles relative à la 

surface moyenne : 

v =").v a: ra f. 

(1.51) 

D'après les relations (1.31) et (1.32), la dérivée du vecteur V s'écrit: 

v. = (vj + vkr~)g. 
,1 ,1 1 J 

(1.52) 

v. =(v. + vkrk)gj 
,1 J,l IJ 

(1.53) 

Ces dérivées sont appelées les dérivées covaraintes et contravariantes des composantes 

contravariantes et covariantes du vecteur V : 

V. =Vjll g. 
,1 1 J 

(1.54) 

v. =v[[ gj 
,1 J 1 

(1.55) 

De plus, les dérivées covariantes des déplacements de 1' espace notées 01 i peuvent être 

reliées aux dérivées covariantes 0 i des déplacements sur la surface moyenne par les 

relations suivantes : 
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(1.56) 

Ces dérivées vont servir à élaborer les équations cinématiques, objet de notre prochain 

chapitre. 
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Chapitre 2 -géométrie non linéaire des coques 

2-1 Etude du déplacement : 

2-1-1 Hypothèse fondamentale : 

La théorie sur laquelle le travail présenté est basé repose sur le fait que les 

déplacements moyens s'expriment en fonction de la variable 8 
3 

suivant un développement 

de Taylor ( Librescu [30] ) : 

V {ea 0 )=vfea 0 ) el avi(ea,o,t) {e3)2 8
2V;(ea,o,t) 

1~ , ,t .~ , ,t + 3 +~ { )2 + ... 
ae a\e 3 

(2.1) 

Ceci permet de ramener le problème tridimensionnel à un problème bidimensionnel, et 

ainsi simplifier la mise en équations. 

Nous écrivons les composantes du vecteur déplacement défini ci-dessus de la façon 

suivante (Reddy [45]) : 

(2.2) 

Pour la théorie à l'ordre 3, il faut définir les fonctions rattachées à la variable y: 

(2.3) 
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(2.4) 

\jfJ=Û (2.5) 

(u,v,w) sont les composantes de déplacement dans les directions 8 
1 

, 8 
2 

et 8 3 

respectivement. 

~ et ~ sont les rotations autour des axes 8 
2 

et 8 
1 

, respectivement de la normale à la 
l 2 

surface moyenne. 

2-1-2 Classification des théories: 

La formulation (2-2) permet de faire apparaître les différents modèles de coques dont les 

composanters du déplacement vérifient 1 'hypothèse (2-1 ). 

Suivant les valeurs attribuées à a, p, À, et y nous obtenons donc ( Reddy [45] ) : 

a 13 À y 

Théorie de Love-Kirchhoff -1 0 0 0 

Théorie à l'ordre 1 0 1 0 0 

Théorie à 1' ordre 2 0 1 1 0 

Théorie à 1' ordre 3 0 1 0 1 

Le modèle de Mindlin-Reissner, qui prend en compte le cisaillement transverse, s'applique 

aux coques d'épaisseurs modérées. 
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Le modèle de Love-Kirchhoff, où la déformation à l'effort tranchant n'est pas prise en 

compte, est employé pour les coques minces. 

Les théories d'ordres supérieurs traduisent le fait qu'une droite normale à la surface 

moyenne ne demeure pas nécessairement une droite après déformation. 

Nous allons nous limiter à un développement à l'ordre 1 pour les composantes 

membranaires du déplacement, et jusqu'à l'ordre 0 pour la composante suivant la normale 

à la surface moyenne. Ceci est justifié par le fait que la dimension suivant la normale est 

petite par rapport aux deux autres. 

Les composantes du vecteur déplacement s'écrivent donc: 

- ~ ro 3 ) (o) 3 (I) va. \e , e , t = va.+ e va. (2.6) 

(2.7) 

2-2 Relations déformations-déplacements : 

2-2-1 Le tenseur des déformations: 

Nous introduisons le tenseur des déformations de Green-Lagrange E. 

Pour introduire l'ordre de grandeur des composantes de E, il est pratique d'exprimer celles

ci en fonction du tenseur des déformations linéaires e et du tenseur de rotation w : 

(2.8) 
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avec les composantes de e et w qui sont définies par : 

e · = _!_(v 11- + v Il ) 1J 2 1 J J j 

(2.9) 

w .. =_!_(vil-- vil) 
1J 2 1 J J j 

(2.1 0) 

Nous rappelons que V est le vecteur déplacement défini au chapitre 1. 

L'hypothèse des petites déformations nous place dans le cadre : 

(2.11) 

Les théories des rotations sont classées de la manière suivante : 

co ij = o( 8 2 ) avec 8 2 < < 1 => petites rotations, de 1' ordre de 2 degrés 

co ij = o( 8) => rotations modérées, de 1' ordre de 1 0 degrés 

coij = o(~) =>rotations larges, de l'ordre de 25 degrés 

coij = 0(1) =>grandes rotations, supérieures à 25 degrés. 

2-2-2 Calcul des composantes de la déformation : 

Les composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange sont données en fonction 

des composantes du vecteur de déplacement V: 
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(2.12) 

Les relations (2.6) et (2. 7) permettent de mettre ces composantes sous la forme : 

(2.13) 

(0) (!) 

Ea3 = Ea3+83 Ea3 (2.14) 

Nous rappelons que la composante normale du tenseur des déformations est négligée. 

En remplaçant les dérivées des composantes du vecteur déplacement par les équations 

(1.56) et en utilisant les formules de géométrie différentielles établies au chapitre 1, nous 

obtenons le développement des composantes ~mn : 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 
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(0) 1 ((0) (1) ) 1 ((0) (0) ) (1) À 1 (0) À (1) 1 (1) À (0) 

Eal =- VJa+Va +- V,i -baÀ V] V +-V V,i +-b, V V] 2 , 2 ~ a 2 ~ a 2 a~ 

(1) 1 (1) (1) À 

Eal =-VAl V 2 a 

(2.18) 

(2.19) 

Les termes soulignés sont pris en compte dans le cadre des théories liées aux grandes 

rotations ( Librescu [30] ). Lorsque ceux-ci sont négligés, il s'agit de la théorie des 

rotations modérées ( Kreja, Schmidt, Reddy [27] ). 

La théorie de Von Karman simplifie considérablement ces relations, elle repose sur 

l'hypothèse que les déplacements ~ et leurs dérivées demeurent faibles; ne restent alors 
a 

que dans les termes non linéaires des produits du type v l,a v 3 .~ ( Meek, Ristic [36] ). 

La théorie de V on Karman a fait aboutir de nombreux travaux, tant par son efficacité que 

sa simplicité. Elle a été souvent comparée à la théorie des rotations modérées, qui elle 

même reste valable sur un vaste domaine d'exemples ( Palmerio [3 8] ). 

Le travail que nous présentons aujourd'hui vise cependant à montrer la limite de ces 

modèles dans certains cas, et donc 1' intérêt de prendre en compte la théorie des grandes 

rotations. 

2-3 Le principe des travaux virtuels : 

Pour établir les équations d'équilibre et les conditions aux limites, nous utilisons le 

principe des travaux virtuels qui consiste à imposer un déplacement cinématiquement 

admissible arbitraire sur la structure et à égaler les travaux externe et interne ( Valid [ 61] ). 
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L'approximation porte uniquement sur le champ de déplacement, et est ensuite introduite 

dans les champs de contraintes et de déformation. 

2-3-1 Les hypothèses: 

La coque, de masse volumique p est soumise à des efforts de volume de vecteur f. La 

surface externe S, union de S + et de S - est soumise à des forces de pression p. Des 

contraintes de vecteur S sont prescrites sur une partie de A notée A . 
s 

Notons que S s'exprime en fonction du premier tenseur de Piola-Kirchhoff: 

(2.20) 

Rappelons que Q est la surface moyenne de la coque, r en est la courbe limite, notons r 
s 

la partie de r où les vecteurs de contraintes sont prescrits, et r la partie de r où sont 
v 

imposés les déplacements : 

(2.21) 

Nous donnons une représentation de l'élément de volume considéré: 
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_____ .,.. 

Figure 2-1 : Elément de volume de la coque 

2-3-2 Travail interne: 

La variation du travail interne est calculée à partir de S, second tenseur des contraintes de 

Piola-Kirchhoff etE, tenseur des déformations de Green-Lagrange: 

- ùW = JsiioE dV 
1 1) 

(2.22) 
v 

Si on utilise les relations (2.15) et (2.16), on aboutit à: 

(2.23) 

A partir des relations (2.17)-(2.21) et à cause de la symétrie des composantes s ii nous 

pouvons écrire que : 
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(2.24) 

Il vient alors que : 

(2.25) 

L'élément de volume s'exprime en fonction de l'élément de surface: 

dV = ~d8 3 dn (2.26) 

Les éléments de surfaces supérieure et inférieure s'écrivent: 

dS= ~dn (2.27) 

Et sur la surface latérale A, notons que : 

(2.28) 

où: 

(2.29) 

et v sont les composantes du vecteur normal unitaire à r. 
a 
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La relation (2.23) se ramène sous la forme : 

(2.30) 

De la même manière, nous obtenons : 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

35 



Chapitre 2 -géométrie non linéaire des coques 

(1) f( (1) (1) ) ~ (1) (1) (1) (1) } 

J28E 83 Sa3 dV= 8V. Vl.La3 v df+ 8V VÀLa3
1 -8V V~..l La3 r. 

Q] '- (1) a '· (1) a ~ a (1) ~ <: 
v r n 

(2.34) 

où les L ii sont les composantes du vecteur contrainte intégrées sur l'épaisseur de la 
(n) 

coque: 

h/2 

qn) = Jllsii(e3 )"d83
, n=O,l (2.35) 

-h /2 

2.3.3 Travail externe : 

En fonction de ces données nous déterminons la variation du travail externe : 

(2.36) 

v A,_ 

Les yi sont les composantes de l'accélération d'un point matériel de la coque. 

Nous développons la variation du travail externe de la manière suivante : 

(2.37) 

(2.38) 
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•(2.40) 

Les Fi , les I , et les Pi sont les représentants intégrés sur l'épaisseur h de la coque 
(n) (n) (n) 

des efforts volumiques, des moments d'inertie et des efforts de pression moyens, 

respectivement : 

h/2 

Fin)= fpf.lfi(e3)"de3, n=0,1 (2.41) 
-h/2 

h/2 

I<nl = J Pf.l(e) )" d83 , n=O, 1,2 (2.42) 
-h/2 

. r '· )" } /2 o 1 P/nl = [!-l\83 P' J-h/2, n= , (2.43) 

2.3.4 Equations de mouvement : 

Le principe des travaux virtuels est donné par : 

(2.44) 

Les variations 8W et 8W sont remplacées par les expressiOns déterminées 

précédemment. 

La variation de travail s'exprime donc en fonction des variables 8y , pour n={O,l} et 
a 

8 y . Les variations de déplacements étant arbitraires, les coefficients doivent varier 
(0) 

indépendamment. 
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Les équations d'équilibre sont données par: 

(0) 
.;;;;;. pour 8y 

a 

(0) 
.;;;;;. pour ô y 

(!) 
.;;;;;. pourôy 

3 

a 

Et les conditions aux limites sont les suivantes : 

(0) 
.;;;;;. pourôy 

a 
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(2.46) 

(2.47) 



(0) 
..;;,;;. pour 8 y 

3 

(1) 
..;;,;;. pour ùy 

a 

Chapitre 2 -géométrie non linéaire des coques 

Nous avons établi cinq équations d'équilibre et cinq conditions aux limites. 
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Chapitre 3 - Lois de Comportement 

3.1 loi de comportement : 

3.1.1 Définition : 

On dit qu'un matériau est élastique s'il existe un état de référence sans 

contrainte et si, après déformation le tenseur des contraintes ne dépend que du tenseur des 

déformations calculé à partir de cet état de référence (Duvaut [16]). 

Nous définissons la loi de comportement comme telle; soit une fonction convexe fermée 

w(E,x), non négative (Germain [19], Marsden & Hughes [34]): 

Sii = ôw(E,X) 

àEii 
(3.1) 

w(E,x) n'est autre que l'énergie libre volumique. Les Sii sont les composantes du second 

tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, les Eii sont les composantes du tenseur des 

déformations de Green-Lagrange. X est le vecteur position lagrangien du point considéré. 

Lorsque le domaine est homogène w est indépendante de la particule considérée. Dans un 

milieu supposé isotherme, w coïncide avec 1' énergie interne. 

De la même manière que pour l'équation (3 .1 ), on peut définir une forme quadratique 

définie positive w * (s) permettant d'écrire la loi de comportement de la façon suivante: 

Eij = àw*(s) 
asij 

(3.2) 

où w * (s) est appelée énergie libre des contraintes élastiques. Parallèlement, on appelle 

souvent w(E) l'énergie volumique des déformations élastiques. 
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3.1.2 Le tenseur d'élasticité: 

Si w est une fonction continue et différientiable au voisinage de zéro, celle-ci peut être 

approchée par une forme quadratique définie positive et les contraintes Sij sont fonctions 

linéaires des déformations Eii. 

Comme on fait l'hypothèse des petites perturbations, l'approximation consiste à ne garder 

que les termes d'ordre 1 dans le développement des Sii en fonction des Eij, telle est 

l'hypothèse établie en élasticité linéaire et sur laquelle repose notre modèle. 

L'énergie volumique des déformations élastiques se met alors sous la forme: 

(3.3) 

C est appelé le tenseur d'élasticité, il est d'ordre 4. 

D'après 1' équation (3 .1 ), ce tenseur peut être défini comme suit : 

(3.4) 

De cette définition et de la symétrie du tenseur des déformations, nous déduisons que : 

(3.5) 

Le tenseur d'élasticité permet d'écrire: 

(3.6) 
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Cette relation donne le comportement d'un matériau homogène en élasticité linéaire, en 

évolution isotherme. 

De semblables raisonnements conduisent à poser : 

(3.7) 

C* est le tenseur de complaisance élastique, il vérifie les égalités analogues à (3.5) : 

C * -C* -C* -C* ijkl - jikl - ijlk - klij (3.8) 

3.2 Application au modèle : 

3.2.1 Ecriture matricielle: 

Du fait de la symétrie des tenseurs de contraintes et de déformations, nous pouvons 

ramener Cà une matrice carrée (6,6). 

Pour cela nous utilisons la notation de Voigt qui permet d'obtenir une écriture matricielle 

symétrique pour un tenseur du quatrième ordre : 

11====>1; 22====>2; 33====>3; 23====>4; 13====>5; 12====>6 

Les tenseurs des contraintes et des déformations sont alors parfaitement définis par la 

donnée de leurs six composantes. 
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Cependant pour rendre la matrice d'élasticité symétrique, nous utiliserons les distorsions 

angulaires au lieu des déformations : 

S'' c" c,z c,3 c,4 c,s c,6 E" 
szz cz2 c23 c24 c2s c26 Ezz 
s'z c33 c34 c3s c36 Y12 = (3.9) s33 c44 c4s c46 E33 
szJ css cs4 y 23 
sl3 c66 yl3 

avec: 

(3.10) 

3.2.2 Symétrie géométrique : 

Notre modèle admettant pour plan de symétrie (x' ,x2
), nous remarquons que: 

(3.11a) 

(3.11 b) 

La barre signifie que les composantes se rattachent au demi espace de côte négative. 

Cette symétrie entraîne alors l'écriture de la matrice constitutive sous la forme : 
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Ctt cl2 Cn 0 0 cl6 

c2z c23 0 0 c26 

CJJ 0 0 CJ6 
C= (3.12) 

c44 c45 0 

css 0 

c66 

3.2.3 Matériaux isotropes: 

Il s'agit de la modélisation la plus simple. Par définition, un matériau isotrope présente les 

mêmes propriétés dans toutes les directions de 1' espace. 

Deux coefficients suffisent alors à définir le tenseur d'élasticité : 

1-v v v 0 0 0 

v 1-v v 0 0 0 

v v 1-v 0 0 0 

C= E 
1-2v 

0 0 -- (3.13) 
(1 + vX1- 2v) 2 

1-2v 
-- 0 

2 
1-2v 
--

2 

E est le module de Young, encore appelé module d'élasticité, v est le coefficient de 

Poisson. Le coefficient qui relie les contraintes tangentielles aux déformations angulaires 

est noté G. 

3.2.4 Matériaux orthotropes: 

Nous avons trois plans de symétrie, ce qui laisse neuf composantes à déterminer pour la 

matrice constitutive. Dans ses axes d' orthotropie, la loi de Hooke donne : 
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SI! C11 c12 0 c12 0 0 El! 

sn c22 0 c23 0 0 En 
s12 

c33 0 0 0 y12 
= (3.14) s33 

c22 0 0 E33 
sz3 

css 0 y 23 

s13 c66 yl3 

où les composantes C ii prennent les valeurs suivantes : 

Css= Gz3' 

Notre modèle est composé deN couches. Il faut ramener chaque matrice Ch définie dans le 

repère local d'orthotropie lié à la couche h, dans le repère global de la coque. 

Considérons pour cela eh l'angle de rotation d'orthotropie de la couche h, et soit T la 

matrice de passage qui permet l'écriture de c'h : 

(3.15) 

Test donnée en fonction de 8h 
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c2 s2 0 cs 0 0 
sz c2 0 -CS 0 0 

0 0 1 0 0 0 
T= (3.16) 

cs 2CS 0 c2 -s2 0 0 

0 0 0 0 c s 
0 0 0 0 -S c 

avec: 

3.3 Application au laminé: 

3.3.1 Intégration globale des contraintes: 

Pour la structure totale, les efforts ont été ultérieurement donnés au chapitre 2 : 

h/2 

qn) = J J!Sij (8 3 
)" d8 3

, n = 0,1 (3.17) 
-h/2 

Nous rappelons que h est l'épaisseur de la coque. 

Pour les plaques, J.l est donné par : 

J.l = 1 (3.18) 

pour les cylindres, son calcul se résume à : 

(3.19) 
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et pour les sphères, l'expression de p devient: 

(3 .20) 

Comme nous venons de le voir, la matrice constitutive n'est pas une variable continue sur 

toute 1' épaisseur de la coque, les intégrations prenant en compte cette grandeur doivent être 

résolues pour chaque couche sachant que le flux total dans 1' épaisseur est la somme des 

flux dans chaque pli ( Reddy [45], Teyeb [55]): 

N h/2 .. (n) 
Lij ="" f c· 'Jkl E 'e3 )"de) 

(n) L,.; J..l h ki~ (3.21) 
h=l -h/2 

c·h est la matrice d'élasticité de la couche h exprimée dans le repère global, N étant le 

(n) 

nombre total de couches du laminé. Les termes Ek1 sont les composantes du tenseur des 

déformations définis au chapitre 2. 

Nous pouvons schématiser de la façon suivante le comportement des grandeurs le long de 

1' épaisseur : 

A 

Figure 3.1 : Calcul des contraintes du laminé 
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3.3.2 Intégration globale de la matrice constitutive: 

En utilisant la notation de Voigt qui ramène le tenseur d'élasticité d'ordre 4 a un tenseur 

d'ordre 2 et qui permet 1 'écriture des contraintes et des déformations sous forme 

vectorielle, et en faisant intervenir les développements en série des composantes de la 

déformation établis au chapitre 2, la relation (3 .21) devient : 

~ Pour les termes plans et normaux : 

Le vecteur [E] est tel que : 

et de même pour le vecteur contrainte : 

(n) 

E" 
(n) 

E 22 

(n) 

2 E 12 

(n) 

pour n=O, 1,2 

[Lll j 
[LJ= L~~l pour n=0,1,2 

L(n) 

[R] est la matrice constitutive globale du laminé qui a pour écriture détaillée : 
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R'' 
(n) 

R'z 
(n) 

R'6 
(n) 

R'2 R 22 R 26 

(RJ= 
(n) (n) (n) pour n=O,l 

R'6 R 26 R 66 

R" 
(2) 

R'2 

(Rzl= 
(2) 

R'6 
(2) 

R'J 
(2) 

(n) 

Rn 
(n) 

R'2 
(2) 

R 22 
(2) 

R26 
(2) 

R 21 
(2) 

R l2 
(3) 

R 22 
(3) 

R 26 
(3) 

~ Et pour les termes de cisaillement : 

L23 
(0) 

R 44 
(0) 

L'] 
(0) 

= 

R 45 
(0) 

L23 
(1) 

R 44 
(1) 

L'] 
(1) 

R 45 
(1) 

(n) (n) 

R 21 
(n) 

R36 
(n) 

R'6 
(2) 

lR" R26 (2) 
(2) 

, (Rz)= R~;> R 66 
(2) R'6 

RJ6 (2) 

(2) 

R
'6 J lR" 
(3) (4) 

Rg> , (RJ = R~!> 
R

66 R'6 
(3) (4) 

R 45 
(0) 

R 44 
(1) 

R 45 
(1) 

R 55 
(0) 

R 45 
(1) 

R55 
(1) 

R 45 
(1) 

R 44 
(2) 

R 45 
(2) 

R55 
(1) 

R 45 
(2) 

R55 
(2) 

R'2 
(2) 

R 22 
(2) 

R 26 
(2) 

R l2 
(4) 

R 22 
(4) 

R26 
(4) 

(0) 

E21 
(0) 

En 
(1) 

E21 
(1) 

E,J 

Où chacune des composantes de [R] est calculée comme suit: 

h/2 

R~n>= J~-tcij(el)"del 
-h/2 

Soit N le nombre total de couches : 

N h/2 

R~n> = Ic·hij J~-t(e 3 )"de 3 

h=l -h/2 

R::,] 
R 26 

(2) 

R 66 
(2) 

R~!>1 
R 26 

(4) 

R 66 
(4) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Nous avons isolé les termes plans et le terme normal, et les termes de cisaillement, cette 

séparation des calculs va simplifier la modélisation numérique. 
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Chapitre 3- Lois de Comportement 

La détermination des qn) permettra la résolution des équations d'équilibre (2.45) à (2.47) 

et des conditions aux limites (2.48) à (2.50). 
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Chapitre 4 -La méthode des éléments finis 

4-1 Préliminaire : 

L'algorithme est introduit dans un programme qui a été conçu initialement par 

deux équipes, celle de Wuppertal en Allemagne ( Kreja & Schmidt & Reddy [27] ), et celle 

de Blackburg aux U.S.A. ( Palmerio [37], Palmerio & Reddy & Schmidt [38] ). 

4-2 Discrétisation : 

4-2-1 Approximation: 

Le but de ce chapitre est de poser notre problème continu sous forme discrète. 

Soit f une grandeur de la structure et M un point de la structure. On définit une 

approximation qui satisfait les lois physiques auxquelles f répond sous la forme suivante 

( Craveur [14]) : 

f(M)= ~>;8;(M) (4.1) 
i=l 

Les fonctions 8; sont appelées fonctions de pondération ou fonctions de forme. Les 

coefficients a; sont les coordonnées de la fonction f dans la base des fonctions 8; . 

L'erreur apportée par cette approximation est donc : 

E=f-f (4.2) 

Lors de la modélisation numérique, le choix de la valeur de e est primordial car celle-ci 

doit être suffisamment petite pour que les solutions numériques obtenues soient 

représentatives de la réalité. 
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Notre approche étant une approche cinématique, l'approximation va donc porter sur les 

déplacements et être introduite dans les champs de contrainte et de déformation. 

4-2-2 Formulation de l'élément: 

Nous considérons une structure Q, et r sa frontière. Q va être découpée en une somme d' 

éléments notés Qe . A chaque élément est affecté un certain nombre de nœuds. 

Les critères de choix portant sur la géométrie des éléments et le nombre de nœuds, ainsi 

que leurs influences sur le calcul seront abordés dans le chapitre suivant. 

Le programme effectue les calculs des diverses grandeurs pour chaque élément. Une 

opération d'assemblage consiste alors ensuite à reconstruire les grandeurs matricielles 

globales de la structure. Après 1' assemblage, la taille du problème est égale aux nombre de 

degrés de liberté indépendants de la structure. 

4-2-3 Etude des déplacements : 

Dans le cas de l'approche cinématique, les degrés de liberté sont les déplacements des 

nœuds du maillage. 

Au regard de la relation ( 4.1 ), le champ de déplacement {u} global de la structure se met 

sous la forme : 

{U}= (N]{q} (4.3) 

Où [N] est la matrice des fonctions d'interpolation. {q} est le vecteur des déplacements 

nodaux donné par : 
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{q}= 

ue 
NP 

(4.4) 

P est le nombre de composantes du vecteur déplacement d'un point nodal, N le nombre 

total de points nodaux de n. Uj1 est la lierne composante du déplacement du point nodal J, 

La fonction Ni associée à U~k y prend la valeur 1 car le déplacement physique dans la 

direction k au nœud i est égal au déplacement nodal U~k qui le représente., elle a pour 

valeur 0 sur les autres déplacements nodaux. 

4.2.4 Etude de la déformation : 

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 2, les composantes de la déformation peuvent être 

décomposées en deux parties, l'une linéaire notée {EL}, l'autre non linéaire notée {ENL} : 

Nous proposons le développement suivant ( Kreja & Schmidt & Reddy [27]) : 

E = [B 0 ]{u}+ ![A({q})][s({q})] 
2 

où [B 0 ] est la matrice de rigidité linéaire, et [A] un opérateur différentiel matriciel. 
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Chapitre 4- La méthode des éléments finis 

Nous décomposons [s] de la manière suivante: 

[S]=[G]{u} (4.7) 

Tout comme [A], [G] est un opérateur différentiel matriciel. Le calcul des différents 

opérateurs sera donné ultérieurement dans ce chapitre. 

La variation par rapport aux déplacements nous donne : 

(4.8) 

De plus, nous imposons la relation suivante : 

8[A][S]=[A]8[S] (4.9) 

Ce qui nous permet d'écrire : 

( 4.1 0) 

Sachant d'après ( 4. 7) que : 

8[S]=[G]o{u} (4.11) 

Et en utilisant les fonctions d'interpolation définies précédemment, l'écriture de la 

déformation se résume à : 

o{E}=["B](o{q}). (4.12) 

["B] est la matrice de rigidité totale comprenant [BJ, partie linéaire de la matrice de rigidité 

et [BNrJ, partie non linéaire dépendant des déplacements: 
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(4.13) 

[Bt-.'L] est négligeable dans le cas des déformations infinitésimales. 

D'après (4.1 0) et (4.11) : 

[B]= [B 0 ][N]+ [A( {ue}) ][G( {ue}) ][N] (4.14) 

[BNL] est décomposée suivant [A] et [G], fonctions linéaires des composantes du 

déplacement. 

4-3 Le principe : 

4-3-1 Expression de la matrice de rigidité: 

D'après le principe des travaux virtuels : 

( 4.15) 

f sont les efforts volumiques appliquées à n, et T les efforts surfaciques appliquées sur r. 

En remplaçant 8{EV d'après la relation (4.12), nous arrivons à: 

JJsY{cr}dn-{F} = o (4.16) 

{F} est le vecteur force global appliqué sur la structure discrète, qui prend en compte tous 

les chargements extérieurs. 
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Différentions par rapport aux déplacements : 

( 4.17) 

D'après ce qui a été établi au chapitre 3 : 

{cr}= [C]{E} ( 4.18) 

En différentiant cette relation : 

o{cr}=[c]o{E}=[cJ[s]o{u·} ( 4.19) 

[B0 ] étant indépendante de {ue} : 

ù[B] = ù[BNL] (4.20) 

ce qui entraîne pour la relation ( 4.17) : 

( 4.21) 

Là, nous posons : 

(4.22) 

où [ K] n' est autre que la matrice de rigidité, que l'on peut décomposer comme suit: 

( 4.23) 

[KL] est la matrice de rigidité lorsque nous considérons de petits déplacements: 
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(4.24) 

[KNL J intervient lorsque nous prenons en compte de grands déplacements : 

(4.25) 

Nous proposons d'écrire: 

(4.26) 

où [K"] reste à déterminer. 

Nous proposons de poser [Kr] la matrice de rigidité tangente de la structure discrétisée : 

(4.27) 

Matrice que nous pouvons calculer si nous connaissons [Kcr J : 

(4.28) 

Nous utilisons la propriété matérielle suivante : 

8(A]T {cr} = [S]8{U} (4.29) 

Où [S] est obtenue par identification, ce qui nous donne finalement [Kcr J : 

(4.30) 
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( 4.31) 

[K"] étant parfaitement définie, il en est de même pour [KT]. 

4-3-2 Enoncé du principe : 

La résolution du problème se met donc sous la forme : 

[KT ]{q}- {F}= 0 (4.32) 

Apres avoir assemblé les grandeurs élémentaires de tous les éléments de la structure, nous 

obtenons: 

{F} est le vecteur forces ne comprenant que les charges extérieures, puisque nous partons 

d'une structure vierge, donc libre de contraintes et de déformations initiales. 

4-4 Ecriture matricielle de la déformation: 

4-4-1 Décomposition en fonction des déplacements : 

(4.33) 

(4.34) 

Nous développons les relations (2.15)-(2.19) de la déformation en fonction de celles du 

déplacement. Pour simplifier l'écriture nous utiliserons la notation suivante 
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les composantes de la déformation s'écrivent alors comme suit : 

(l) 

\Jfy =V, 

+(azz +atz)v +(attu+atzvXrt +f2)+(a2tu+a22vXrt +f2) 
,l Il Il 12 12 

Ces termes sont donnés en annexe B. 

(4.35) 

Nous avons vu précédemment que la déformation pouvait se décomposer comme suit : 

8E = {[Ba ][N] +[A( bJ )][G( {y} )][N] }( 8{y}) (4.36) 

Suite aux relations que nous venons de développer, nous allons exprimer les différents 

opérateurs en fonction des déplacements. Ceux-ci sont divisés en deux parties, l'une 

contenant les termes plans et le cisaillement normal, et l'autre les termes de cisaillement 

transversal. 

4-4-2 Opérateurs linéaires: 

Nous donnons pour les termes plans et normaux: 

(4.37) 
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(<I>i,x- f,\<DJ 

- r~z<I>; 

(<Di,y - 2f,~<D;) 
(- b:<D;,, + b:r,\<I>; + b~f/2 <1>;) 
(- b~<Di.y + b~f/2 <I>; + b~r;2 <D;) 

(
- b:<Di.y + b:r/2<1>; + b~r~2 <I>; J 
- b~<fli,x + b~f,\<I>; + b~f/2 <1>; 

(<Di,x -f,\<I>J 

- r;z<I>; 

- r~z<D; 
f<I> - r;z<D ) 
\ l,y - 1 

(<I>i,x - 2f,~<DJ 
(- b~<I>i.x + b:r,~<D; + b~f,~<I>;) 
(- b~<Di.y + b~r,~<I>i + b~r~2<I>i) 

[
- b~<Di.y + b:r,~<I>i + b~r~z<I>; J 
- b;<I>; + b~f,~<I>i + b~f,~<I>; 

,X 

- r,~<I>; 

(<Di.y -r222<1>i) 

-b;<I>; 

- 2b~<I>; 

(b:bll + b~b2,}Pi 
(b~ b,2 + b;b22 }Pi 

[
b:bll + b~b21 )<D 
b~bl2 + b;b22 

1 

(<D;,y- 2f/z<I>J (<Di,x -2f,~<I>J 
(- b~<D;,, + b:r,~<I>; + b~f,~<DJ 
(- b;<I>i,y + b~r,~<I>; + b;r2

2
2<I>J 

(- b:<I>;,, + b:r,\<I>; + b;f/2<D;) 

(- b~<I>i.y + b~r,~<I>; + b;r;2<t>J 

(
- b:<I>i,y + b:r/2<1>; + b~r;2 <D; J 
- b~<I>;,, + b~f,\<I>; + b;f/2<1>; 

0 

[
- b;<t>i.y + b:r,~<I>; + b~r~2 <I>; J 
- b;<D;,, + b~f,~<I>; + b;r,~<D; 

0 

[ ü,J et [ 0
2

] sont des matrices nulles de dimension respective ( 4,3) et ( 4,2). 

Pour les composantes de cisaillement, une relation analogue à (4.37) donne: 

(4.38) 

soit: 

b~<I>i b;<I>; <l>. l,y 0 <D; 

[BJ= 
b:<I>; b~<I>; <l>i,x <I>; 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 
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4-4-3 Opérateurs non linéaires : 

[BNL] s'écrit: 

D'après la relation ( 4. 7) : 

[ [G ][N ]]{u} = {s} 

où: 

{ s}= {sJ, i = 1, ... 14 avec: S1 = b:u + b~v + w,x 

,9.2 = ufx- bnw = u,x -ur/1- vrl21- bllw 

S3 = v
1

x- b11w = v,x -ur1~- vr1~- b21w 

S 4 = b~u+ b~v+w,y 

,9.5 = UIY- bl2w = u,y -url~- vrl~- bl2w 

,9.6 = VIY- b22w = v,y -ur~2- vr;2- b22w 

,9.7 = b:\jf x + b~\jf y 

s - - rl r2 
8 - \jJ xfx - \jJ X, X - \jJ X 11 - \jJ y 11 

s - - rl r2 
9 - \jJ y[ x - \jJ y,x - \jJ x 12 - \jJ y 12 

,9.10 = b~\jfx + b~\jfy 

(\ - - rl - r2 \711 - \jJ x[ y - \jJ x,y - \jJ x 12 \jJ y 12 

s - - - ['1 - r2 12 - \jJ yfy - \jJ y,y \jJ x 22 \jJ y 22 

En identifiant, nous obtenons : 
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b:<t>i b~<t>i <I> 
l,X 

0 0 

<I> -ri\ <t> I,X 1 r~~ <t>i -bll 0 0 

-r;l<t>i <t>i,x - nl<t>i - b21<I>i 0 0 

b~<t>i b~<t>i <I> J,y 0 0 

<I>. - r/2<1>. r1
2
2 <t> i - bi2<I>i 0 0 

l,y 1 

r;2<t>i <I> - n2<t> - b22<I>i 0 0 
l,y 1 

[ [G ](N] ]= 0 0 0 b:<I>i b~<I>i 

0 0 0 <t>. - r/I<I>. - r~~<I>i l,X 1 

0 0 0 -r;I<I>i <t> i,x - r 2
2
1 <I> i 

0 0 0 b~<I>i b~<I>i 

0 0 0 <t>. - r/2<I>. t,y 1 - r~~<I>i 

0 0 0 - r;2<I>i <t> - r~2<I> l,y 1 

0 0 0 <I>i 0 

0 0 0 0 <I>i 

L'opérateur [A] est défini par : 

( 4.41) 

avec le détail de [A] donné par : 

SI a11 S +a 12 S 2 3 a21 S +a 22 S 2 3 0 0 0 

0 0 0 s4 a 11 S5 +a 12 S6 
a21s +a22s 

5 6 

[A~]= 
s4 a11 S + a12S a21s + a22s SI a11 S +a12S a21 S + a22 S 

5 6 5 6 2 3 2 3 

s7 a11 S +a12 S a21s + a22s 0 0 0 
8 9 8 9 

0 0 0 SIO a11 S +a 12 S Il 12 a21s +a22s Il 12 

SIO a11 S +a12 S a21s +a22s s7 a11 S + a12 S a21 S +a 22 S 
5 6 Il 12 8 9 8 9 

[A
3

] = [o o o o o o o o o o S 13 S14 o o] 

[A
2
]et [AJ sont des matrices nulles de dimension respective (4,6) et (9,2). 
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Pour les termes de cisaillement : 

(4.42) 

avec: 

2In 22n O a "'n +a 0 I4 0 

2I n 22n ] a 0
I3 ~a 0

I4 0 0 

[ 

I2n 22(\ 2In 22(\ l [A ]= a "'II +a 0 12 a 0
II +a 0

12 
4 2

IS +a 22 S a 11 S +a 12 S a 8 9 8 93 

[A
2

] est une matrice nulle de dimension (2,6). 

4-5 Calcul de la matrice de rigidité tangentielle totale : 

Nous proposons d'écrire: 

(4.43) 

où [Kcr] reste à déterminer. 

Onpose: 

(4.44) 
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[KT] est la matrice de rigidité tangente globale, que nous pouvons donc calculer d'après les 

équations ( 4.24), ( 4.25), et ( 4.31 ). 

[S] est obtenue par identification. Pour les termes plans et normaux, nous obtenons : 

(4.50) 

avec: 

LI! 
(0) 0 0 cz 

(0) 0 0 
attLII 

(0) 0 0 attLtz 
(0) 

a1zcz 
(0) 

[si]= 
azzcl 0 a 12 Cz azzLI2 

(0) (0) (0) 

Lzz 0 0 (0) 

sym a11ez 
(0) 

allez 
(0) 

a zzLzz 
(0) 

LI! 0 0 cz 0 0 (!) (!) 

0 alle! ll(c~ c~ ) 0 attLtz a 12 Cz 
(!) a <O + (o) (!) (!) 

[szJ= 
0 atzLtz a zzLz1 0 atzLtz azzcz 

(!) (!) (!) (!) 

Ltz 0 0 ez 0 0 (!) (!) 

0 attCz !Z(LIZ LIZ ) 0 attLzz a1zLzz 
(!) a <o + (o) (!) (!) 

0 aztcz 
(!) 

azzc2 
(!) 0 az!e2 

(!) 
a z2Lz2 

(0) 

c~ 0 0 cz 0 0 (Z) (Z) 

a! ILl! !2(Lll CI ) 0 a11C2 atzcz 
(2) a (Il+ (Z) (Z) (Z) 

azzLII 0 a12L1z az2cz 

[s4] = 
(2) (Z) (Z) 

ez 0 0 (Z) 

sym attLzz 
(Z) a 12 ez (Z) 

azzez 
(2) 
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11L33 
[s6]= a (0) 

sym 

Chapitre 4- La méthode des éléments finis 

[ S3 ] est une matrice nulle de dimension ( 6,2). 

Pour les termes de cisaillement, nous obtenons: 

0 0 
a11Ln 

(0) 
a1zLu 

(0) 

a1zLn 
(0) 

az2L1J 
(0) 

0 0 
a11Lz3 

(0) 
12L2J 

a (OJ 

[sz] = 
a21Lz3 a 22L2J 

(0) (0) 

0 0 
a11c3 

(1) 
12L1J 

a (1J 

a 12Ln 
(1) 

a zzLu 
(1) 

0 0 
a11LzJ 

(1) 
a1zL23 

(1) 

a12LzJ 
(1) 

zzLz3 
a (1J 

[ S
1
] et [ S3] sont des matrices nulles de dimension respective (12, 12) et (2,2). 

[S] étant calculée, [Ka] est parfaitement définie, il en est de même pour [KT]. 

4-6 Le programme : 

( 4.51) 

Le programme que nous allons utiliser par la suite permet d'obtenir les déplacements en 

fonction du paramètre de charge. Nous donnons le cheminement des calcul effectués par le 

programme: 
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Chapitre 5- Résultats numériques 

5-1 Modélisation numérique: 

5-1-1 Choix des éléments: 

Les géométries les plus couramment utilisées pour les éléments sont les triangles et les 

quadrangles. L'avantage des éléments triangles est de pouvoir modéliser des surfaces de 

forme quelconque. Cependant notre choix se portera sur les éléments quadrangles car à 

nombre égal de degrés de liberté ils convergent plus vite vers la solution. De plus pour un 

nombre donné de nœuds, le nombre d'éléments quadrangles à prendre en compte est 

inférieur au nombre d'éléments triangles nécessaires. 

Nous avons choisi les éléments à quatre nœuds de degré un, et pour les éléments de degré 

deux : les éléments à neuf nœuds de la famille des carrés de Lagrange ou ceux à huit nœuds 

de la famille de Serendip, qui permettent d'augmenter la performance de l'élément, mais 

augmentent également le nombre de degrés de liberté de celui-ci : 

1 
1 

t--
1 

1 

1 1 

( l 1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 
1 

t ~ l 1 
1 1 

• 1 
1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 1 1 
1 

1 

1 1 

I 
1 

1 1 1 

degré 1 
1 

degré 2 

Figure 5-l : Type d'éléments 

De plus, notre coque admettant des symétries de chargement et des conditions aux limites, 

nous pouvons limiter les calculs au quart de celle-ci. 

Lors de la résolution numérique des exemples, nous préciserons les nouvelles conditions 

aux limites à prendre en compte pour le quart de la structure. 
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Dans la seconde partie de ce chapitre, nous serons amenés à valider nos choix, et à 

déterminer la convergence du nombre d'éléments nécessaires vers une solution 

satisfaisante. 

5-1-2 Résolution des systèmes non linéaires : 

En raison de la prise en compte des termes non linéaires dans le tenseur de Green

Lagrange, la résolution de notre problème se trouve être non linéaire. 

La courbe liant la charge au déplacement peut alors être de la forme : 

' 1 

1 

1 
(' 

1 

L 

GJ 1 1 Gl 1 6 
'-

1 

1 d 
_c 

1 

~-) 
~ 

1 

1 

1 B 
i 1 
1 

D ~:=erv~en~ 

Figure 5-2 : courbe non linéaire 

Dans les régions OA et BC, la méthode de Newton-Raphson permet de déterminer la 

solution. Lorsque nous nous trouvons dans le domaine AB, nous utilisons une méthode 

incrémentale, nous considérons l'incrément de déplacement donné, et c'est l'incrément de 

charge qui reste à déterminer. Nous constatons en effet que pour une valeur de déplacement 

donnée, ne correspond qu'une seule valeur de chargement. La combinaison des méthodes 

incrémentale et de Newton-Raphson est la méthode des déplacements contrôlés. 
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Nous avons à résoudre l'équation donnée par (4.32): 

(K 1 ]{q}- {F}= 0 (5.1) 

Nous décomposons la charge totale en un nombre fini d'incréments d'intensité fl.À : 

(5.2) 

RS est le résidu dû à l'estimation du déplacement initial (ou erreur due à la méthode de 

résolution), qui doit être minime pour donner un incrément de déplacement proche de la 

solution exacte. { F0 } le vecteur unitaire parallèle à l'incrément de charge. 

Dans le domaine AB, , nous considérons ~{q} donné et c'est fl.À, valeur unique qui reste à 

déterminer. Nous transférons directement l'incrément ~À de l'équation (5.2), dans le 

premier membre en imposant ~{q} = 0 : 

(5.3) 

La matrice de rigidité [KT ]est modifiée, elle perd sa symétrie et sa largeur de bande. Pour 

éviter cela, nous pouvons la résoudre deux fois, avec deux seconds membres différents, en 

utilisant la même matrice [KT] ( Teyeb [55] ) : 

(5.4) 

La solution de (5.2) devient alors 

(5.5) 
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Puisqu'on impose ~{q} égal à zéro, il vient que: 

(5.6) 

Nous avons donc déterminé 11À par la méthode des déplacements contrôlés. 

5-1-3 Intégration numérique: 

L'intégrale permettant d'obtenir la matrice de rigidité est en général une expressiOn 

complexe, c'est pourquoi nous avons recours à une méthode d'intégration numérique, dont 

le rôle est d'évaluer l'intégrale en la remplaçant par une somme pondérée. 

En bidimensionnel, nous avons : 

fJf(l;, TJ)dl;dTJ = Ï I wiw/(i;i, 11J 
i~l j~l 

(5.1) 

Nous avons choisi la méthode de Gauss, compatible avec le type d'éléments quadrangles. 

Là encore le choix du nombre de points d'intégration reste délicat. 

En pratique, on utilise souvent un schéma d'intégration réduite qui consiste à prendre dans 

chaque direction un nombre de points égal au degré de l'élément. 

Lorsqu'on prend un nombre supérieur de points, on parle de schéma d'intégration complet 

(Kreja, Schmidt, Reddy [27]): 
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Nombre de nœuds par élément Nombre de points de Gauss 

4 nœuds 1 x 1 Intégration réduite 

2x2 Intégration complète 

8 nœuds 2x2 Intégration réduite 

3x3 Intégration complète 

9 nœuds 2x2 Intégration réduite 

3x3 Intégration complète 

Les calculs des termes plans et transverses étant séparés, les choix des schémas 

d'intégration relatifs à ces termes sont indépendants. Nous pouvons essayer donc plusieurs 

possibilités afin d'obtenir une précision correcte des résultats sans multiplier les calculs. 

5-2 Exemples : 

5-2-1 Plaque (0190) sous charge distribuée: 

Il s'agit d'une plaque en appui simple ( Palmerio [38] ), ayant les caractéristiques 

matérielles et géométriques suivantes : 
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Figure 5-3 : Plaque sous charge distribuée 

L = 1 = 243.8 cm, h = 0.635 cm 

E,, = 175775 MPa, E 22 = 7031 MPa, 

G,2 =G 13 =3515.5MPa, G 23 =1406.2MPa, V
12 

=0.25 

La figure (5-4) donne la flèche en fonction du paramètre de charge (Une unité correspond à 

100 Pa). Les résultats entre rotations modérées et rotations larges sont identiques. Au 

regard de l'annexe C, la géométrie de la plaque entraîne la nullité d'une grande partie des 

termes non linéaires de la déformation données en annexe B, 1' erreur commise entre 

rotations modérées et rotations larges est donc minime dans le cas des plaques. 

5-2-2 Plaque sandwich sous chargement uniforme : 

C'est un matériau qui est composé d'un cœur et de deux semelles, assemblés par collage ou 

soudure. Ces matériaux sont très légers en raison de la matière qui compose le cœur. 

Nous avons étudié un matériau sandwich encastré composé de deux semelles identiques en 

aluminium ( Chang & Sawamiphakdi [7] ). 
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Pour les deux semelles d'aluminium: 

E=l0500ksi, G=4038.4615ksi, v=0.3, L=l=l270mm, hf =0.38lmm, 

et pour le cœur constitué d'aluminium en nid d'abeilles: 

E = 0, , G =50 ksi, L = 1 = 1270 mm, he = 2.54 mm, 

Figure 5-5 :Plaque sandwich sous charge distribuée 

Le paramètre de charge est donné par : 

r = 12 e (1 - v 
2

) 

E hf he 

La flèche obtenue par la présente étude sur la figure (5-6) est quasiment identique à celles 

obtenues avec la théorie des rotations modérées de la présente étude et de [7]. La géométrie 

étant une plaque, la remarque précédente s'applique ici. Par contre la courbe se rattachant à 

la solution linéaire montre l'importance des termes non linéaires. 
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5-2-3 Cylindre isotrope sous charge ponctuelle : 

On étudie un panneau cylindrique, deux des bords disposés en vis à vis sont sur pivots, les 

autres bords sont libres ( Saleeb & Chang& Yingyeunyong [46], Liao & Reddy [29]): 

/ 

Figure 5-7: cylindre sous charge ponctuelle 

Les dimensions sont : 

R = 2540mm, L = l = 254mm, h =12.7mm, etE =3102.75N /mm 2
, v= 0.3 

Le paramètre de charge est ici donné en KN. La figure (5-8) montre que la théorie des 

rotations modérées et celle des grandes rotations donnent des résultats très semblables. Le 

résultat de la littérature est fondé sur un principe variationnel mixte, et là encore les 

résultats convergent vers une même solution. 

La figure (5-9) quant à elle reprend le même exemple, mais l'épaisseur est divisée par 

deux. Les résultats sont à comparés à ceux de la littérature. Plus la coque est mince et plus 

l'ordre de grandeur des déplacements est élevé pour un même domaine de chargement. 
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5-2-4 Cylindre orthotrope (0190) sous charge ponctuelle : 

Nous considérons maintenant un cylindre possédant la même géométrie et les mêmes 

conditions aux limites, cependant les propriétés matérielles ont été modifiées ( Palmerio 

[38] ) : 

h =25.4mm 

E,, =40msi, E22 =lmsi, G, 2 =G 13 =0.6msi, 

G 13 =2.53704106 psi, G 23 =0.5msi, V 12 =0.25 

Nos résultats obtenus pour le déplacement en fonction du paramètre de charge (F /1000 en 

lb) figure (5-10) présentent une légère différence entre la théorie des rotations larges et 

celle des rotations modérées. Le résultat de la littérature s'appuie sur une formulation non 

linéaire totale. Par rapport à cette solution, notre théorie semble insuffisante, bien qu'un 

peu plus proche de [38] que la théorie des rotations modérées. 

A partir des résultats de la présente étude, nous avons dessiné la coque à différentes étapes 

du chargement afin de visualiser la déformée, figure (5-11). 

En réalité la cote est de dimension très faible par rapport aux autres composantes, nous 

avons donc multiplié z par dix afin de voir avec précision les déplacements engendrés par 

les efforts. 

5-2-5 Cylindre orthotrope sous charge concentrée (0/90)s : 

Il s'agit d'un panneau cylindrique orthotrope encastré sous charge concentrée ( Tsai & 

Palazotto [56] ). Nous modélisons l'épaisseur suivant quatre couches afin de respecter la 

symétrie miroir. Les données sont : 
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R=304.8mm, L=l39.7mm, 1=152.4mm h=1.016mm, 

E 11 =20.4610 6 psi, E 22 =4.09210 6 psi, G 12 =2.5370410 6 psi, 

G 13 =2.5370410 6 psi, G 23 =1.2685210 6 psi, v12 =0.313 

Figure 5-12 : cylindre orthotrope sous charge concentrée 

La figure (5-13) donne la flèche centrale en fonction du paramètre de charge (F/4 en lb). 

Elle met en évidence la différence apportée par les théories présentées. Tant que les 

déplacements restent faibles, toutes les solutions donnent des résultats équivalents. Il s'agit 

en fait du domaine où le chargement modifie très peu la géométrie, correspondant aux 

petites déformations et rotations. Au delà du point critique d'instabilité géométrique, la 

différence entre la présente solution et celle obtenue dans la référence ( Tsai & Palazotto 

[56] ) est importante. Pour une même charge, la flèche du modèle [56] est plus faible, la 

coque a un comportement plus raide, ceci peut s'expliquer par le fait que dans [56], la 

distribution du cisaillement transverse est une fonction parabolique au travers de 

l'épaisseur de la coque, et que seuls sont pris en compte les termes linéaires dans les 

relations déplacements-déformations de cisaillement. Nous avons d'ailleurs, afin de 

comparer la différence des résultats avec précision, effectué nous même un calcul en 

négligeant les déformations de cisaillement non linéaires. Ce calcul est donné sous le nom 
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de théorie des rotations larges modifiées. On constate que le résultat obtenu est très voisin 

de [56], l'interpolation des déformations linéaires de cisaillement n'est donc pas 

primordiale dans la différence soulignée avec la théorie des rotations larges, mais la prise 

en compte des termes non linéaires joue un rôle très important dans les résultats. Le point 

fort de 1' algorithme actuel est de tenir compte des termes non linéaires de la déformation. 

Afin de valider les courbes obtenues, nous avons cherché à déterminer le nombre 

d'éléments suffisant pour l'obtention d'une solution satisfaisante. 

Sur la figure (5-14), nous remarquons que pour 16, 25 et 64 éléments, les résultats 

convergent vers une même solution, alors que pour 4 éléments, les résultats sont quelques 

peu différents. Dans ce cas présent, quatre éléments ne suffisent pas à modéliser 

correctement la solution. 

La figure (5-15) relative à cet exemple montre l'évolution du point d'instabilité 

géométrique en fonction du rapport d'orthotropie E11 /E 22 • Plus ce rapport est faible et plus 

la charge engendrant ce point est élevée. Lorsque E1/E 22 est compris entre 5 et 15, la 

variation de chargement est très importante, alors que pour un rapport entre 15 et 30, cette 

variation est beaucoup plus faible. Ceci est du au fait que pour un degré d' orthotropie 

élevé, les caractéristiques planes de la coque sont dominées par E 11 • 

5-2-6 Cylindre orthotrope sous charge concentrée (-45/451-45/45)s : 

Nous avons conservé les grandeurs géométriques de l'exemple précédent; mais cette fois le 

modèle est constitué de huit couches avec la disposition (-45/45/-45/45)s. 

Su~ la figure (5-16), globalement les comportements des différentes théories s'identifient à 

l'exemple précédent. Le point d'instabilité géométrique est nettement supérieur dans [56]. 

Lorsque les déplacements deviennent importants, les théories liées aux grandes rotations 

convergent vers la même solution alors que la théorie des rotations modérées donne des 
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déplacements plus faibles. Dans ce cas de figure, c'est la présente étude qui donne les 

maxima en déplacements, alors que précédemment ceux-ci étaient obtenus par l'étude [56]. 

Nous avons également introduit, comme pour la figure ( 5-13) la théorie des rotations larges 

modifiées, qui permet de renforcer la conclusion précédente quant à l'interpolation des 

termes linéaires et la prise en compte des termes non linéaires. 

Nous voyons que le résultat est très différent du modèle (0/90)s, l'orientation des fibres 

affecte la position du point d'instabilité géométrique. L'effort en ce point est presque 

doublé par rapport à 1' étude précédente. 

Lors de la constitution du composite, l'épaisseur globale n'est qu'un paramètre. Le nombre 

de couches et l'orientation des fibres jouent un rôle prépondérant sur le comportement 

mécanique du matériau. 

5-2-7 Arc à chargement non symétrique : 

Cet exemple met en jeu des rotations importantes au cours du chargement ( Chroscielewski 

& Schmidt [10], Kreja & Al. [27]): 

i 

~
--: 

ex 1 

1 

R 
h 

Figure 5-17 :arc à point de chargement non symétrique 
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On donne les valeurs suivantes : 

R = 10 3 cm, 1 = h = 1 cm, 13 = 200°, a= 60° 

E=1.210 6 N/cm 2
, G=0.461538510 6 N/cm 2 

Cet arc a été modélisé par une bande de vingt éléments. Le calcul est effectué pour les 

rotations larges et modérées, les deux théories présentent une faible différence. Sur la 

figure (5-18) on donne W en fonction du paramètre de charge en KN. D'autres résultats 

sont proposés en comparaison, les grandes rotations (Chroscielewski & Schmidt [10] ), la 

théorie des coques minces de Donnel et Vlasov, et la théorie des rotations modérées de 

Koiter et Sanders, où un certain nombre de termes ont été omis par rapport à la théorie des 

rotations modérées présentée ici, figure aussi la théorie des déformations et des rotations 

larges de Y aghmai. Les modèles de Donnel et Vlasov et de Koiter et Sanders sont 

insuffisants en raison des grandes rotations engendrées par la charge. Le résultat [1 0] est 

calculé en élasticité bidimensionnelle, l'algorithme est plus puissant en ce qui concerne les 

rotations, car celles-ci sont calculées au moyen du tenseur des rotations. De plus, on 

constate sur la figure (5-19) que les déplacements tangentiels sont du même ordre de 

grandeur que la flèche au point de chargement. 

5-3 Conclusion : 

Une partie des exemples traités nous a permis de retrouver des résultats antérieurs, nous 

permettant ainsi de valider 1' algorithme, mais aussi de dire que dans un certain nombre de 

cas, les théories ultérieures donnent des résultats très satisfaisants. 

D'autres exemples nous ont mis en évidence l'intérêt du travail actuel. Nous avons montré 

d'une part que la théorie des rotations modérées où la théorie de Von Karman pouvaient 

être mises en défaut. Selon l'ordre des déplacements et des rotations, la variation des 
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résultats peut être très sensibles aux différentes théories utilisées. D'autre part, nous avons 

montré que des termes à priori négligeables, telles que les déformations de cisaillement non 

linéaires peuvent jouer un rôle important dans les calculs. 

Nous restons prudents cependant, quand au domaine de validité du programme lorsque les 

rotations mises en jeu deviennent très grandes. En effet, nous avons considéré les termes 

(1) (1) 
V

1
, et V

2 
comme étant les rotations de la normale autour de la surface moyenne. C'est une 

approximation et les rotations réelles de la normale sont en fait données par le calcul du 

tenseur des rotations. 
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p 

Conditions aux limites : 

x = ±L v = w = 111 = 0 
' Ty 

y = ±1, u = w = "'" = 0 

x = 0, u = "'" = 0 ~y 
z y = 0, v = "'y = 0 

1.5 
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Figure 5-4 
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deplacement {mm) 
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Conditions aux limites : 
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Conditions aux limites : 
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Conditions aux limites : 
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Figure 5-11 
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Conclusion : 

Nous avons établi un modèle permettant l'étude du comportement géométriquement 

nonlinéaire des plaques et des coques en grands déplacements et petites déformations. Les 

rotations ne sont pas nécessairement du même ordre que celui des déformations. Les 

champs de déplacement sont développés en fonction de la cote, sans variation d'épaisseur. 

Ces développements cinématiques ont permis le passage du problème tridimensionnel à un 

problème bidimensionnel. Le problème prend en compte les effets de cisaillement 

transversal. Les lois de comportement ont été établies pour la structure laminée. Nous 

avons élaboré un algorithme mettant en œuvre ces divers comportements mécaniques 

s'appliquant à un grand nombre de problèmes. Nous sommes capables grâce à des 

méthodes numériques de suivre l'instabilité géométrique des coques. 

Le programme a été validé sur un certain nombre d'exemples où, en raison des données, 

nous prédisions que les résultats resteraient inchangés. Sur d'autres exemples, le nouveau 

modèle a mis en évidence une performance supplémentaire dans le domaine des grands 

déplacements et grandes rotations. D'un autre cote, l'algorithme est encore limité parce que 

nous n'avons pas introduit le tenseur des rotations. 

Cependant dans certains cas, le modèle peut être mise en défaut en raison de certaines 

hypothèses restrictives. En effet, dans l'écriture des déplacements en série de Taylor, nous 

nous sommes arrêtés a l'ordre 1. Il serait intéressant de voir si la prise en compte des 

termes d'ordre supérieur a une influence sur les calculs. 
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D'autre part, nous avons négligé le terme v 3 qui représente la rotation de la normale à la 

surface moyenne. Des discussions concernant la prise en compte de ce degré de liberté 

supplémentaire sont présentés dans la littérature, lorsque la déformation normale est 

négligée, la prise en compte du terme v 
3 

transforme la théorie des rotations modérées de 

degré 5 en une théorie modifiée des rotations modérées, toujours de degré 5 parce qu'il est 

démontré que le terme v 
3 

est fonction des autres degrés de liberté ( Kreja & Schmidt & 

Reddy [27] ). Il serait intéressant d'introduire cette approche dans la théorie présentée. 

Dans la présentation des résultats, ne figure pas la donnée des contraintes. Une meilleure 

approximation de cette grandeur serait fournie par une formulation variationnelle mixte 

( Valid [61] ), et éviterait de plus l'oscillation de la solution en approche cinématique 

lorsque le nombre de degrés de liberté devient trop important. 

Nous avons om1s les phénomènes d'endommagement. Les composites peuvent être 

endommagés par délaminage. En effet, en cas de surcontraintes, les matériaux composites 

ne s'adaptent pas, les plis se détachent alors les uns des autres, il y a perte de cohésion de 

1' empilement. Ce phénomène a été étudié avec les hypothèses de la théorie des rotations 

modérées ( Teyeb [55] ). Un paramètre est introduit pour décrire ce phénomène dans les 

termes de cisaillement et les termes normaux de la déformation ( Allen & al. [ ] ). 

Lorsque la ruine du matériau est due à l'endommagement ductile, elle se produit dans le 

domaine plastique, ce comportement est lié à l'étude des métaux ( Kreja & Schmidt & 

Weichert [28] ). Ce procédé est lié à de grandes déformations plastiques. Aborder le 

domaine des grandes déformations reste très délicat, les hypothèses que nous avons émises 

pour établir la loi d'écoulement ne sont valables qu'en petites déformations. A la difficulté 

des non linéarités géométriques, viennent se greffer des non linéarités matérielles. 

Le programme se limite pour l'instant au domaine des petite déformations élastiques 

dépourvues d'endommagement, mais un grand nombre de phénomènes mécaniques 

pourrait élargir le champ des applications. 
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Annexe A : Eléments de géométrie différentielle 

C'est à partir de la dérivée des vecteurs de base que repose le développement 

de la cinématique de notre problème, c'est pourquoi nous donnons le détail des formules 

utilisées. 

Les symboles de Christoffel de première et de seconde espèce sont définis de la façon 

suivante: 

(A.l) 

(A.2) 

Puisque: 

(A.3) 

Ceci nous amène à : 

(A.4) 

(A.5) 

Nous pouvons déduire que: 

rijk = k (gik,j + g jk,i - gij,k) (A.6) 

Ces définitions restent valables pour les vecteurs de base surfaciques : 

(A.7) 
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Annexe A : Eléments de géométrie différentielle 

Nous retrouvons toujours les conditions de symétrie : 

-[Y _-[Y 
o:j3 - llo: 

De la même manière que pour l'équation (A.6), nous déduisons que: 

Revenons au tenseur de courbure qui permet de relier g" et a", nous avons : 

Nous en déduisons que: 

bcxp (el ,e2 )= rcxp3 (el' ez) 
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(A.8) 

(A.9) 

(A. lü) 

(A.ll) 

(A.l2) 

(A.l3) 

(A.l4) 

(A.15) 



Annexe B : Composantes du tenseur des déformations 

Nous donnons les composantes du tenseur des déformations: 

co) 2 1 1 ( 1 2 )2 1 rr " 21 \ 
E22 =v,2 -vr22 -ur22 -b 22 w+ 2 w,2 +b2u+b2v +2"l\a +a JU. 2 +v,2 x 

(a 22 +a12 )+(a11 u+a12 vXri1 +ri,)+(a
21

u+a
22

vXri2 +riJ-(b~ +b~)w] 
x [u ,2 - u(r/2 + ri2 )+ v,2 - v(r2

2
2 + r,~ ~ w(bl2 + b22 )] 

(O) 2 1 ( 1 2 x 1 2 ) 2E12 =u,2 +v,1 -2vr12 -2ur12 -b12 w+ w,1 +b1u+b1v w,2 +b 2u+b 2v 

+rra 11 u +a 21 v )+ r' 1a 11 u +a 12 v)+ r' 1a 21 u +a 22 v)- b1w] LV ,1 ,1 Il v 12 v 1 

x[u,2 -r/2 u-r1~v-b~w]+[v,2 -ri2 u-r1~v-b~ 1 w] 
X [(a 21 u,l +a 22 vJ+ r1~ (a 11 u +a 12 v )+ r,~ (a 

21
u +a 

22
V )- b~W] 

~~~ =\lf1,1 -r/1\j/1 -r1
2
1\lf 2 -b:(u,1 -r,\u-r,~v)-bf(v,1 -ri,u-ri,v) 

+ [w,1 + b:u + bfv]x [b:\j/1 + b~\j/ 2 ]+ (b 11 b: + b12 bf )w + ± 

x r(a 11 u +a 12 v )+ 1a 11 u +a 12 v)r1 + 1a 21 u +a 22 v)r1 - b1w] l ,1 ,1 V Il ~ 12 1 

[
\Tl r' 2 ] q( 21 22 ) f " 12 )r2 x T 1,1- 11 \j/1-r11 \j/ 2 + 2 ~a u,1 +a v,1 +\a u+a v 11 

r 21 22 )r2 b2 ] [ r' r2 ] q( " 12 ) +\a u+a v 21 - 1w x \j/1,1- 12 \j/1- 12 \j/ 2 + 2 ~a \lf1.1 +a \j/ 2,1 

+ \jf,r/, + \lf2r,12 Xu.l- r,\u- r~~v- b"w )+±(v,~ -ri, u- r2
2
, v- b2, w) 

x [(a 21\j/ '·' +a 22\j/ 2,1 )+(a "\lf I +a 12\j/ 2 )r,2, +(a 21\j/ 1 +a 22\j/ 2 )rJ,] 
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(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

(B.4) 



Annexe B : Composantes du te~7 des déformations 

b2 ( bl b2 L 1 ~( 21 22 ) ( 11 21 ) + 2 w, Y + 2 u + 2 v l'V Y + 
2 

~a u ,y + a v ,y + a u + a v 

r 2 ( 21 22 )rl bl Y rl r2 ) 1 x 12 + a u +a v 22 - 2 w }._\jf x,y l2 \jf x - 12 \jf y + 2 

x~(auu +a2lv )+(allu+a2lv)rl +(a2lu+a22v)r2 -b2w] ~ ,y ,y 12 22 2 

x ( rl r2 ) q( 11 12 ) \Jfy,y- n\Vx- n\Jfy + 2~a \Vx,x +a \Jfy,y + 

( 11 12 )r1 ( 21 22 )rl Y rl r2 bl ) +a \Jfx +a \Jfy 12 +a \Jfx +a \Jfy 22lu,y- uU- l2v- 2w 

+~(a 21111 +a 22111 )+(a 11111 +a 12111 )r2 +(a 21111 +a 22111 )r2 ] ~ 't' x,y 't' y,y 't'x 't'y 12 't'x 't'y 22 

1( l 2 2) x 2 v,y - r22 u- r22 v- b2 w 

(l) l . 2 l 2 l 
E = \Jf - 111 r - \Jf r - 111 - \Jf r - \Jf r - b xy x,y 't'x 12 y !Z 't' y,x , 21 y 21 l 

x (u,y -url12 - vrlz2 - bl2 w )- b~ {v,y - uriz- vri2- b2Z w) 

- b~ (u,x -ur/1- vr~~ -bu w )- bHv,x -uri~- vril- b2l w) 

+ {w,x + b:u + b~v Xb~ \jf x + b~\jf y)+ (w,y +b~ u + b~~ v Xb:\jf x + b~\jf J 

+~( 11u +al2v )+(allu+al2v)rl +(a2lu+a22v)rl -b~w] ~a , x 'x 11 1z 1 

x (\jf x,y - ri2 \jf x - rl~ \jf J+ (\jf y,y - [~2 \jf x - ri2 \jf J 
x~(a2lu +a22v )+(allu+al2v)r2 +(a2lu+a22v)r2-b2w] r 'X 'Y Il 21 l 

+[(a uu,x +a l2v,x )+(a !lu+ al2v )r/1 +(a 2lu +a 22v )riz] 
x (u,y -riz u-rl~ v- bl2 w )+ (u,y -r~2 u- ri2 v- b22 w) 

+[(a Zlu,x +a 22v,Y )+(a llu +a 12 v )rl21 +(a 2lu +a 22v )rJl] 

Ill 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 



Annexe B : Composantes du tenseur des déformations 

il,, =-b~(\Jfx,y -\jfxri2 -\jfyrt22)-b~(\jfy,y -\jfxr~2 -\jfyri2) 

1 (bt bl b2b2 ) bl b2 +2 2 2\jfx\Jfx + 2 2\jfy\Jfy + 2 2\jfx\Jfy 

+_!J(att\11 +a12,,, )+rt (att,,, +a12,,, )+rt (a21,,, +a2z,,, )'1 
2 

~ 't' x,y 't' y,y 12 't'x 't'y 22 't'x 't'y 1 

x (\jf x,y -rit \jf x - rl~ \jf y)+ [(a 21\jf x,y +a 22\jf y,y )+ rl~ (a ll\jf x +a 12\jf y) 

r 2 ( 21 22 )Y rt z ) + 22 a \Jfx +a \Jfy 1\\Jfy,y- 22\Jfx -r22\Jfy 

2W,, =-b:(\Jfx,y -\j!Ji2 -\jfyrl~)-b~(\jfy,y -\jfxri2 -\jfyri2) 

- b; (\Jfx,x- \Jfxr/1 - \Jfyrl~ )- bH\Jfy,x- \Jfxrjl- \Jfyrit) 

+b:(b~\jfx +b~\jfy}vx +b~(b~\jfx +b~\jfy~y 
x [(a ll\jf x,x +a 12\jf y,x )+rit (a ll\jf x +a 12\jf y)+ riz (a 21\jf x +a 22\jf y)] 

x(\Jfx,y -riz\Jfx -rt
2
2\j!J+[(a

21
\Jfx,x +a 22 \Jfy,J+r1~(a 11 \Jfx +a

12
\j!J 

xrt~(a21\jfx +a22\jfJX\jfy,y -ri2\Jfx -ri2\j!J 

2 (EO) bi b2 ( rt r2 b x Il 12 ) ,, =w,y+ 2u+ 2v+\jfy + u,Y-u 12 -v 12 - 12 w a \Jfx +a \Jfy 

+ (v,y -uri2 - vr;2 - b22 w Xa 21\jf x +a 22\jf J+ \jf J(a liu, y +a l2v,J 

+ r 1 (a 11 u +a 12 v)+ r 1 (a 21 u +a zz) b1 w]+ li/ ~(a 21 u +a 22 v ) 12 22 J 2 't'Y r 'Y 'Y 

+ri~ (a 11
u + a

12
v )+ r;2 (a

21
u +a 

22
v ~ b~w] 

(l) ( 1 2XII 12 ) ( ri r2X21 2E,, = \Jfx,x -\jfxru -\jfyru a \Jfx +a \Jfy + \Jfy,x -\Jfx 12 -\jfy 12 a \Jfx 

22 ) ~( 11 12 ) rt r 11 12 ) rt ( 21 22 )~ +a \Jfy +\Jfyra \Jfx,x +a \Jfy,x + u\a \Jfx +a \Jfy + 12 a \Jfx +a \Jfy 'J 

~( 21 22 ) r 2 ( 11 12 ) r 2 ( 21 22 )~ + \Jfx ra \Jfx,x +a \Jfy,x + Il a \Jfx +a \Jfy + 12 a \Jfx +a \Jfy 1j 
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(B.8) 

(B.9) 

(B.lü) 

(B.ll) 

(B.l2) 

(B.l3) 

(8.14) 



Annexe C : Géométrie de la plaque 

Les plaques: 

Nous étudions les opérateurs se rattachant aux géométries particulières utilisées dans ce 

travail. 

GéoMétrie de lo. plo.que 

Sur la surface moyenne, le vecteur position r est donné par : 

r = r(x, y,z = o) (C.l) 

Les vecteurs de base sont : 

(C.2) 

(C.3) 

Les vecteurs de base inverses sont tels que : 

(C.4) 
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Annexe C : Géométrie de la plaque 

a"=[::]=[:: l (C.5) 

Tenseurs métriques : 

(C.6) 

(C.7) 

Symboles de Christoffell de première espèce : 

r~f3 = 0 ' v a,~. y (C.8) 

Tenseur de courbure : 

(C.9) 
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique 

Les coques cylindriques : 

x 

Pour le cylindre, le vecteur position est défini comme tel : 

(D.l) 

Nous en déduisons les vecteurs de base: 

(D.2) 

(D.3) 

Soit pour les vecteurs de base unitaires : 

(D.4) 

(D.5) 

(D.6) 
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique 

Pour la cobase nous avons : 

(D.7) 

Ce qui donne pour les tenseurs métriques : 

(D.8) 

(D.9) 

(D.IO) 

(D.ll) 

Les tenseurs de courbure sont donc donnés par : 

(D.l2) 

[b~]=[-aaâ l=[b\ b~]=[-t 0] 
a . 3.P b~ b~ 0 0 

(D.13) 

H=..!_ba =--1 
2 a 2R 

(D.14) 

116 



Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique 

KJbaal =Ü (D.15) 
a 

Le tenseur de changement de courbure est alors déterminé : 

(0.16) 

Les symboles de Christoffel sont : 

(D.17) 

Les composantes physiques donnent : 

i 
i ,... "'i ,... a 

v=v.a =v.a =v.--
1 l 1 Iii v ali 

(0.18) 

(0.19) 

(0.20) 

Et pour un tenseur d'ordre 2 : 

(0.21) 

Donc: 

(0.22) 
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique 

(D.23) 

Les dérivées sont calculées : 

(D.24) 

(D.25) 

1 

_ _ ~ . a _ exp 
Wy-W,Y-W'Y'V -a Vp (D.26) 
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique 

1 1 1 ~ 
v =-u=-u 

R 2 R 

2 ~ 
v =v =v 

Les composantes physiques de la déformation s'écrivent alors : 

~ Exx 
Exx =-2 

R 

2Ê = 2Exz 
xz R 
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(D.27) 

(D.28) 

(D.29) 



AnnexeE: Géométrie de la coque sphérique 

Les coques sphériques: 

& x' 
i 

Géométr'e de :a caque sphé(que 

Pour la sphère, le vecteur position est défini comme tel : 

r = r(x1
, x2

, x3
) = r(Rsin q>cos8,R sin q>sin 8, R cos8) (E.l) 

a x= Rsinq>cos8 

y = R sin <p sin 8 

z = Rcosq> (E.2) 

Par analogie avec le chapitre 1 : 

(E.3) 

Nous en déduisons les vecteurs de base surfaciques : 
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AnnexeE: Géométrie de la coque sphérique 

[
cos q> cos el [-sin q> sin el or . or . a1 = -

1 
= cosq>sme ; a2 = -

2 
= R smq>cose oe . oe -sm q> 0 

(E.4) 

Ce qui donne pour les tenseurs métriques : 

(E.5) 

(E.6) 

(E.7) 

Les tenseurs de courbure sont donnés par : 

(E.8) 

ba aÀ.b 
P =a À.P (E.9) 

(E.IO) 
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A1111exe E: Géométrie de la coque sphérique 

a 1 , 1 =~ -sincpsin8, ap 2 = -sincpcos8 
(

-sin cp cos 8J r- cos cp sin 8J 

-coscp 0 

(

-cos cp sin 8J r- sin cp cos 8J 
a 2 , 1 = coscp

0

cos8 , a 2 , 2 =R -sin~sin8 (E.ll) 

~ [ ] [-1/R 0 ] 
b aP = 0 - R sin 2 e (E.12) 

[
-1/R 0 ] 

~ ba= 
P 0 -1/R 

(E.13) 

Le tenseur de changement de courbure est alors déterminé : 

(E.l4) 

r Pl-[1+83/R 0 ] 
IJla - 0 1 + 83 / R 

(E.15) 

Les symboles de Christoffel sont : 

(E.16) 

[ 
1 ] [0 0 ] [ 2 ] [ 0 cot gcp 1 R] 

rail = 0- R sin cp cos 8 ' r aP = cot gcp 1 R 0 
(E.l7) 

Les composantes physiques donnent : 

i 
i ,... ""i ,... a 

v= v.a = v.a =v . .Jaii 1 1 1 .• 
an 

(E.18) 
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Annexe E : Géométrie de la coque sphérique 

Les dérivées sont calculées : 

~ j;;iiï y.= a v. 
1 1 

cotg<p 
v2!1 = Y2,1-v2 --

R 

al a ra À v p =v ,p+ P"- v 

123 

(E.19) 

(E.20) 

(E.21) 

(E.22) 

(E.23) 

(E.25) 



Anne.x:e E: Géométrie de la coque sphérique 

Il 1 V 1 =V •1 

(E.26) 

2l _ 2 2 cotg<p 
V 1 -V , 1+V --

R 

v21 = v2 +vi cot g<p 
2 •2 R 

Les composantes physiques de la déformation s'écrivent : 

yy 

EYY 
=-----'~-

(Rsin<p)2 
E 

xy 

2Exy 
= 

Rsin<p 
(E.27) 2E 

2E 
2E yz 

yz Rsin<p 

2E = 2Exz 
xz 

(E.28) 

E =E 
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