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Le contexte :

Notre étude porte sur le comportement géométriquement non linéaire des
coques minces. Dans I’énoncé d’un probleme linéaire, une coque appuyée sur son contour
ne peut ni s’enfoncer ni décoller, or nous savons qu’en réalité se pose souvent le probléme
de flambement ou de plissement des structures minces lorsqu’elles sont accompagnées de
grands déplacements et de grandes rotations bien que les déformations restent faibles, ¢’est

la raison de ’introduction de 1’analyse non linéaire.

La coque est un solide dont une dimension appelée €paisseur, reste faible par rapport aux
autres dimensions. Il est donc permis de penser que la coque est un solide engendré par une
surface de référence et une hauteur. L’intérét est de pouvoir simplifier le probléme
tridimensionnel en un probléme bidimensionnel. Les champs de déplacement sont définis
sur la surface moyenne prise comme surface de référence, par I’utilisation d’expressions
polynomiales suivant ’épaisseur. La théorie présentée aujourd’hui est du premier ordre, les
champs de déplacement varient linéairement en fonction de la cote de la coque. Cet ordre
de développement est couramment employé car seule la continuité C° des variables est
requise. Il existe cependant des théories d’ordre supérieur , avec des distributions plus
générales des champs des déplacements entralnant une augmentation du nombre de
variables cinématiques. Le champ des déplacements peut par exemple étre distribué en

fonctions sinusoidales selon I’épaisseur ( Tsai & Palazotto [56] ).

Selon I’écriture des déplacements et des déformations, les développements ont donné
naissance a diverses théories. La littérature concernant les modeéles de coques est tres vaste.

Nous pouvons cependant en citer les principaux axes et les différents domaines
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d’applications. Ainsi, sous I’hypothése de conservation des normales 4 la surface moyenne,
c’est a dire sans phénomene de cisaillement, les équations cinématiques se rattachent a la
théorie de Love-Kirchhoff ( Koiter [26] ). Ce modele est mis en défaut lorsque le matériau
subit des effets de cisaillement. Citons en exemple les composites, qui sont de plus en plus
employés dans les différents domaines de I’industrie. Dans ce cas de figure, la normale a la
surface moyenne de la coque non déformée reste une droite aprés déformation, mais n’est
plus nécessairement normale & la surface moyenne de la coque déformée. La théorie de
Von Karman ( Meek & Ristic [36] ) permet une grande simplification de 1’écriture de la
déformation reposant sur le fait que les composantes de déplacements dans le plan et leurs
dérivées restent faibles. La théorie des rotations modérées ( Kreja & Schmidt & Reddy
[27], Librescu [30] ) prend en compte un nombre plus important de termes que la théorie de
Von Karman. La formulation compléte ( Saleeb & al. [46], Schmidt & Chroscielewski [9],
[10] ) sur laquelle repose le travail actuel permet de traiter des problémes ou I’ordre de

grandeur des rotations peut tre important.

Dans I’industrie, les calculs numériques de structures utilisant des éléments de coques sont
trés répandus. Dans de nombreux secteurs ( carrosserie, automobile, réservoirs...), la
méthode des éléments finis est devenue un outil indispensable. Cette méthode est apparue
il y a environ trente cinq ans. Les premiers éléments de plaque ont été formulées avec la
théorie de Kirchhoff sous forme discréte. C’est Dhatt en 1969 qui pose les bases de la
formulation de 1’élément triangulaire ( Dhatt & Touzot [15] ). Ce sont, au travers des
publications de Batoz et Dhatt au début des années 80 qu’un grand intérét a été porté aux
éléments quadrilatéraux ( Batoz & Dhatt [6] ). Le programme que nous avons élaboré
aujourd’hui vise a modéliser les phénoménes de grands déplacements et de grandes
rotations avec prise en compte du cisaillement transverse, en utilisant les éléments

quadrilatéraux.
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Plan de la these :

Dans le premier chapitre, nous présentons tout d’abord la coque. Nous la
définissons au travers de ses paramétres et caractéristiques géométriques. Nous aborderons
la méthode de stratification ( Librescu [30] ) qui permet de décomposer la coque en un
nombre donné de couches. La surface moyenne de chaque couche sera le support de
définition des variables cinématiques surfaciques qui vont permettre I’écriture du probléme
de fagon bidimensionnelle. Nous relatons ensuite un certain nombre d’égalités
différentielles destinées ultérieurement a la compréhension de la mise en équations du

probleme dans les chapitres suivants.

Nous abordons ensuite I’hypothése fondamentale de 1’écriture des composantes du
vecteur déplacement ( Librescu [30] ) qui permet le passage du probléme tridimensionnel a
un probléme bidimensionnel. Nous donnons les hypothéses physiques et la mise en
équations qui permettent d’établir les différents modéles cinématiques de coques ( Reddy
[45] ). Les déplacements définis par rapport a la surface moyenne sont alors introduits dans
le tenseur des déformations de Green-Lagrange. La résolution du principe des travaux
virtuels par approche cinématique permet d’établir les équations d’équilibre et les

conditions aux limites de la coque ( Valid [61] ).

Le chapitre trois est consacré¢ a la loi de comportement. Aprés un bref rappel des
hypothéses qui permettent d’établir la loi de Hooke généralisée ( Marsden & Hughes [34] ),
nous appliquons celle-ci a notre matériau. Nous effectuons les calculs du tenseur
d’élasticité et des contraintes par intégration au travers de chaque couche du laminé ensuite
sommées sur 1’épaisseur totale de la coque. Pour terminer, ces grandeurs seront écrites sous

forme matricielles afin d’étre introduites dans 1’algorithme.

Par le biais de la méthode des éléments finis (. Craveur [14] ), nous posons le
pfobléme sous forme discréte. Les grandeurs sont écrites sous forme matricielle, et des
opérateurs sont introduits afin de traiter la géométrie non linéaire ( Palmerio [38] ). Nous

établirons les différents termes qui conduisent a 1’obtention de la matrice de rigidité, qui

6
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permet le calcul des déplacements. Nous terminons ce chapitre par donner le déroulement

du programme.

Nous proposons a la fin du rapport les solutions numériques de quelques exemples,
comparées a d’autres résultats. Nous proposons une palette de géométries et de matériaux
différents, afin d’une part de valider le code pour un grand nombre d’applications, et

d’autre part d’en montrer ’apport.
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La théorie des coques




chapitre I- La théorie des coques

1-1 La théorie des coques :

1-1-1 Qu’ est ce qu’une coque? :

Une coque est un solide ou partie de solide, dont au moins une dimension,

appelée épaisseur, est petite par rapport aux autres dimensions.

Selon certains criteres géométriques, les €léments de volume seront classés de la fagon

suivante (Batoz & Dhatt [6] ) :

Plaque : surface plane longueur L, largeur | h<L,1

Coque : surface courbe longueur L, largeur 1 h<L, 1, R

rayon de courbure minimum R,

Poutre droite : ligne, section |longueur L, section A=h 1 h,1<L

arc : ligne courbe, section longueur L, section A=h 1 h,1<L

La coque est en fait considérée comme un solide dont le volume est engendré par une
surface moyenne qui est la surface de référence, s’étendant d’une longueur de h/2 de

chaque c6té de la surface suivant sa normale.

L’épaisseur, qu’on note h, est un paramétre géométrique déterminant. Suivant son ordre de
grandeur face aux autres dimensions, les coques sont dites minces, modérées ou épaisses, et

ces attributs entrainent des spécificités pour la théorie employée.



chapitre 1- La théorie des coques

Une coque mince vérifie :

h
—<xl
<< (1.1)

1-1-2 Hypotheses fondamentales :

L’étude des coques minces repose sur les hypothéses suivantes :
¢ Une droite normale a la surface moyenne ne subit pas d’élongation.

e Les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne avant

déformation restent sur une normale a la surface moyenne déformée.

Ces hypothéses sont les hypothéses de Love et Kirchhoff ( Schmidt [49] ), ceux-ci ont
¢tabli des modéles de plaques et coques ou les contraintes normales sont nulles et les
déformations de cisaillement négligeables, puisque la rigidité de cisaillement est trés
supérieure a la rigidité de flexion. Ces modeles ont été repris par Koiter ( Koiter [26] ) et

-Sanders ( Sanders [47] ), entre autres.
Lorsque le cisaillement transversal ne peut étre négligé, ’hypothese se réduit a :
¢ Une droite normale a la surface moyenne avant déformation reste une droite

n’ayant pas subi d’élongation, mais celle-ci n’est pas nécessairement normale a la surface

moyenne déformée.

10
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giement non déformd Biémenrt wsformd Siément déformé

ligmenrT rdgigd avec csalierment Tonrgversal

Figure 1-1 : influence du cisaillement transversal

Cette troisieme hypothése est une base de la théorie de Mindlin-Reissner-Hencky (Batoz &
Dhatt [6] ), qui donne le comportement des coques d’épaisseur modérée, et des coques ou

I'influence du cisaillement transversal ne peut €tre négligée, bien qu’étant d’épaisseur

faible.

Le modéle de Kirchhoff est valable tant que ’épaisseur reste faible, et lorsque le matériau
posséde un module de cisaillement transversal G élevé. Notons que pour un matériau
isotrope, G est du méme ordre que le module de Young E, seule la géométrie de la coque

permet de définir la modélisation appropriée.

En effet pour une coque homogeéne isotrope, les effets de cisaillement transversal sont

négligeables (Batoz & Dhatt [6] ) si :

i(ﬁj «I (1.2)

k est le facteur de correction de cisaillement transversal, égal a 5/6 dans le cas des

matériaux isotropes, et calculé pli par pli dans le cas des matériaux composites.

Ces différentes hypothéses de base ont permis de nombreux travaux sur le comportement
des coques avec le respect de la validité physique, du contexte d’application scientifique et

technologique et de la rigueur de la formulation mathématique.

Nous avons établi un modéle ou les effets de cisaillement transversal ne peuvent étre

négligés, avec des matériaux tels que les composites laminés par exemple.

11
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1-1-3 La stratification :

Le procéd€ consiste a décomposer la coque suivant N couches, parallélement a4 une
surface de référence, celle-ci étant choisie pour coincider avec la surface moyenne de la
premiere couche. L’intérét est que I’étude du comportement de la coque est ramenée a son

feuillet moyen, au lieu de traiter une approche tridimensionnelle directement.

On note 2h, I'épaisseur uniforme de la couche k, k={1,N}. Z, est la distance mesurée
suivant la normale entre la surface de référence et la surface moyenne de la couche k.

quelconque (Librescu {30] ) :

Figure 1.2 : La coque stratifiée
Le stratifié est donc constitué de couches possédant chacune des caractéristiques

mécaniques et des orientations de fibres différentes. C’est le cas des composites qui sont

constitués de fibres liées par des résines.

12
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Il peut y avoir perte de cohésion de I’empilement, les couches ne sont plus liées entre elles,
dans ce cas on parle d’endommagement par délaminage. On constate alors que dans ce
phénomeéne les contraintes de cisaillement transversal jouent un réle important ( Allen &
Harris [1], [2], [3]).
Nous nous limitons pour notre étude, aux hypothéses suivantes :

¢ Chaque couche posséde ses caractéristiques mécaniques et physiques.

¢ Le matériau de chaque couche est linéairement élastique et anisotrope.

e Les couches sont parfaitement liées entre elles.

1-2 Géométrie différentielle :

1-2-1 Systémes de coordonnées dans ’espace :

Nous allons tout d’abord établir les systémes de coordonnées généralement employés pour

décrire la géométrie des coques :

13
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X

Figure 1-3 : Systémes de coordonnées

(x,y,z) sont les coordonnées cartésiennes de I’espace %°, (6',6%,6°) sont les coordonnées
curvilignes; on dit que ’on a défini un systéme de coordonnées curvilignes (ei)i:m‘3 si on
connait une application bijective et suffisamment réguliére d’un domaine de R’ sur un
autre domaine de R® qui a (6',6,6°) fait correspondre (x,y,z) (Coirier [12]).

1-2-2 Description géométrique de la coque :

Le domaine de la coque dans I’espace est délimité par :

g<63<_h_ (1.3)

Il est rappelé que h est ’épaisseur de la coque, supposée constante dans la suite.

14
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Les surfaces extérieures S™ et S™ qui délimitent la coque sont définies par :

S*=(9‘,92,63 =%j (1.4)
et:

s =(e',92,e3 =—EJ (1.5)
2
Soit Q) la surface de référence, telle que :
Q=(6',6%,6° =0) (1.6)
A est la surface latérale de la coque, I' en est la courbe limite :
r=QnA (1.7)

Nous supposons S*, S~ et ' réguliers pour toutes les opérations différentielles

développées dans la suite.

Considérons maintenant P, un point quelconque de la coque définie précédemment, et soit

R le vecteur de I’espace d’origine O et d’extrémité P :

OP =R(6',6%,0°) (1.8)
avec les relations suivantes entre les deux systémes de coordonnées définis :

0' =0'(x,y,2) (1.9)

15
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Figure 1-4 : Géométrie de la coque

Posons :

_ 4R
5
JR
= 1.10
g2 aez ( )
JR
550

Les g, sont les vecteurs tangents aux lignes de coordonnées curvilignes, ils forment une
base spatiale. De ces vecteurs, nous pouvons construire le tenseur métrique de composantes

g+

g =g (1.11)

16
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Ce tenseur permet la construction de la cobase g' :

8 :gijgj (1.12)

ou encore :
g =g'g, (1.13)

ou les g”sont les composantes de ’inverse du tenseur métrique. Les vecteurs g'sont donc

orthogonaux aux lignes de coordonnes curvilignes :
g'g, =9 - (1.14)
8 est le symbole de Kroneker :

8, =1,sii=jetd) =0,sii=j (1.15)

1-2-3 Géométrie différentielle d’une surface :

Soit M, la projection orthogonale de P sur la surface Q, repéré dans I’espace curviligne par

le vecteur r:

oM =r(0',6?) (1.16)

A partir de ce vecteur r, nous construisons les vecteurs de base de la surface moyenne pour

le systéme de coordonnées 6' :

or
= 1.17
% 00° ( )

17
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et:

4,=g, =R, (1.18)

a, est par définition, un vecteur unitaire.

Nous avons donc :

OP =R(0',02,0°)

(1.19)
=r(0',02)+0%a,(0',0%)
Lacobase a' est exprimée en fonction de g' :
a'(0',0%)=g'(6',6%,0) (1.20)
De ’méme que pour les équations (1.12) et (1.13) :
a® =a”a (1.21)
a, =aa’ (1.22)

a® et a_, sont les composantes des tenseurs métriques contravariants et covariants

af

respectivement, de la surface de référence Q.

Nous en déduisons que :

a® =a%aP (1.23)

=a.a, (1.24)

af a
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af _Ra
a7y, _6‘{

Les vecteurs a_et g sont reliés par :

ga = H’aal

ot n! sont les composantes du tenseur de changement de courbure, défini par :

py =8, -0’b,

b’ est le tenseur de courbure dont nous reparlerons ultérieurement, défini par :

o
A A oA
ba _aJa,a

1-2-4 Etude des deérivations :

1-2-4-1 dérivées des vecteurs de base :

Nous posons :

_ og,
£ = B0
Si nous revenons a la construction de la base g; :
_ R
8" 5000
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Le vecteur g ; peut étre exprimé dans la base de vecteurs g, ou g* :

g :Fijkgk (1.31)

g :ri;(gk (1.32)

Les coefficients T}, et ;Y sont les symboles de Christoffel de premiere et de seconde

espéce, respectivement, leurs définitions sont données en annexe A.

Nous pouvons également définir les symboles de Christoffel évalués dans la surface de

référence :
T, (0'.6%)=T,,(6'.6%,0) (1.33)
T, (0',6%)=T7,(6",6%,0) (1.34)

Les relations complémentaires figurent en annexe A, elles permettent d’écrire :

a,, =Ija +b,a, (1.35)
a,, =L,a" +ba, (1.36)
a®, = ~Tya’ +bja, (1.37)

Ces équations sont connues sous le nom de formules de Gauss pour les dérivées des

vecteurs tangents.
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Quant a la dérivée du vecteur normal, elle s’écrit :

Ces relations sont les formules de Weingarten.

1-2-4-2 Dérivée des vecteurs de ’espace :

Considérons V, le déplacement d'un point de la coque, il s’écrit :

ou encore, dans la cobase :

et en termes de composantes :

V= vigi

Ve = Vu(91,92,93)
v, =V, (0,6%,6%)

v, =V’ =V,(p',6%,6°)
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Ce vecteur peut étre exprimé dans le repére lié a la surface de référence :
V=V"a_ +V'a, (1.44)
et également dans la cobase correspondante :
V=V,a“+Va’ (1.45)
Les composantes s’écrivent de la méme maniere que pour (1.43) :
Ve =V=(p',0%,0°)
V,=V,(0',6%,0°) (1.46)
v, =V =V,(0',6%,6°)

A tout moment nous pouvons passer de la base a, alabase g, :

g, =a, —0’bla, (1.47)
Et pour le tenseur métrique :
g, =a,—-20b, +(6°) b, b} (1.48)
8, =0 (1.49)
g, =1 (1.50)
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Nous pouvons écrire les relations entre les composantes spatiales et celles relative a la

surface moyenne :

Vu zuzvl
Ve =(u'fve (1.51)
Vv, =V3

D’aprés les relations (1.31) et (1.32), la dérivée du vecteur V s’écrit :
Vv, =(VI, + VT g, (1.52)
Vv, =(V, +V,I})g’ (1.53)

Ces dérivées sont appelées les dérivées covaraintes et contravariantes des composantes

contravariantes et covariantes du vecteur V :

V.=V g (1.54)
\f =Vj”igj (1.55)

De plus, les dérivées covariantes des déplacements de ’espace notées ()Hl peuvent étre
reliées aux dérivées covariantes (Xl des déplacements sur la surface moyenne par les

relations suivantes :
Vals = H;(VYIB ‘bvﬁvs)

a
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Vel :(“_]):(vy‘s _bgvs)

a y.3

ch“} :“’Yv

VS“a = v3"a = va,a + buka

Vs“z = V3”3 = V},s =V’

(1.56)

Ces dérivées vont servir a élaborer les équations cinématiques, objet de notre prochain

chapitre.
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Chapitre 2 - géométrie non linéaire des coques

2-1 Etude du déplacement :

2-1-1 Hypotheése fondamentale :

La théorie sur laquelle le travail présenté est basé repose sur le fait que les

déplacements moyens s’expriment en fonction de la variable 6’ suivant un développement

de Taylor ( Librescu [30] ) :

av,(6%,0,1)

3

poveroy, 1)

e

V,(6°,0,t)=V,(6%,0,t)+ 6’

Ceci permet de ramener le probléme tridimensionnel & un probléme bidimensionnel, et

ainsi simplifier la mise en équations.

Nous écrivons les composantes du vecteur déplacement défini ci-dessus de la fagon

suivante (Reddy [45] ) :
_ , OW 2 1 )3
V,(0,6%,6°)=u+0af 7 P90, +A0* Fw, +1(6°) g,
V,(0',6%,6°)=v+ b’ %we}q;z A Yy, +10°) e, (2.2)

V,(0.6%,0°)=w +10°, +7(0°f v,

Pour la théorie a I’ordre 3, il faut définir les fonctions rattachées a la variable y :

B POl (2.3)
&1 - 3h2 (q)l + 69‘]
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4 ow (4
éz‘“ 31’12 (¢z+aezj ( )
v, =0 2.5)

2

(u,v,w) sont les composantes de déplacement dans les directions 6', 6° et 0’

respectivement.

¢ et¢ sont les rotations autour des axes 0 ° et 0 ', respectivement de la normale a la
surface moyenne.

2-1-2 Classification des théories :

La formulation (2-2) permet de faire apparaitre les différents modéles de coques dont les

composanters du déplacement vérifient I’hypothése (2-1).

Suivant les valeurs attribuées a o, 3, A, et y nous obtenons donc ( Reddy [45] ) :

o B A Y
Théorie de Love-Kirchhoff -1 0 0 0
Théorie a ’ordre 1 0 1 0 0
Théorie a ’ordre 2 0 1 1 0
Théorie a ’ordre 3 0 1 0 1

Le mode¢le de Mindlin-Reissner, qui prend en compte le cisaillement transverse, s’applique

aux coques d’épaisseurs modérées.
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Le modéle de Love-Kirchhoff, ou la déformation a I’effort tranchant n’est pas prise en

compte, est employé pour les coques minces.

Les théories d’ordres supérieurs traduisent le fait qu’'une droite normale a la surface

moyenne ne demeure pas nécessairement une droite aprés déformation.

Nous allons nous limiter & un développement a l’ordre 1 pour les composantes
membranaires du déplacement, et jusqu’a ’ordre 0 pour la composante suivant la normale
a la surface moyenne. Ceci est justifié par le fait que la dimension suivant la normale est

petite par rapport aux deux autres.

Les composantes du vecteur déplacement s’écrivent donc :

— (0) (1)
V,(0°.6°,t)=V,+0°V, (2.6)

V,(6°,6",0)=V, @.7)

2-2 Relations déformations-déplacements :

2-2-1 Le tenseur des déformations :

Nous introduisons le tenseur des déformations de Green-Lagrange E.

Pour introduire I’ordre de grandeur des composantes de E, il est pratique d’exprimer celles-

ci en fonction du tenseur des déformations linéaires e et du tenseur de rotation w :

1 1 1
E, =e, +Ewkiw‘fj +E(ekjw“,i +ekiw’fj)+ Eekie“_j (2.8)
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avec les composantes de e et w qui sont définies par :
1
e =3Vl +vi]) (2.9)

Wi =_<ViH,- _Vj“i) (2.10)
Nous rappelons que V est le vecteur déplacement défini au chapitre 1.
L’hypothése des petites déformations nous place dans le cadre :
E, <<O(92)a ou6* <<l (2.11)
Les théories des rotations sont classées de la maniere suivante :

©. = 0(92 )avec 0? <1 = petites rotations, de I’ordre de 2 degrés

o, =0(0) => rotations modérées, de ’ordre de 10 degrés
ij

®. = O( /9) => rotations larges, de [’ordre de 25 degrés
ij

o, =0(1) = grandes rotations, supérieures a 25 degrés.
ij

2-2-2 Calcul des composantes de la déformation :

Les composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange sont données en fonction

des composantes du vecteur de déplacement V:
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1
=E(vi\|j+vjui+vk[\ivk{|j) (2.12)
Les relations (2.6) et (2.7) permettent de mettre ces composantes sous la forme :

) O] 2)
E,=E,+0°E,+(@®)E, (2.13)

0) ]

E,=E_+6°E, (2.14)
Nous rappelons que la composante normale du tenseur des déformations est négligée.

En remplagant les dérivées des composantes du vecteur déplacement par les équations

(1.56) et en utilisant les formules de géométrie différentielles établies au chapitre 1, nous

obtenons le développement des composantes g

(0) 1 () (0 (0) 1{© (0) 0) 0)
Eop = V| + V| =2b,, Vs +> Viat+by, V¥ | Vig+ by VP

© © YO (0
+_(vkl _bk 0 j(v | 3) (2.15)
m 1({w ) 1 (0)
Eep =—| Vo, A ARE b’( - b*vgj+bv J|.-bl Vs

(2.16)
1 ()] (0) 0) (0) O]
+ - bBl V},a+ba5 Ve b V3B+b ‘AR
2
1 (0) © YO 1 () © YO
+—(v*| ~2b? V;]vwﬁi{ LA SIAN
) 1 [C)) (0) O} 1 )] (1)
EaB=2[ bYV| -b*v] += balbﬁaV Ve +2vl| Vil, @17
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) 0) m (0 0 Y © M (o)
Ew %(v;,ﬁvu}%(vk(a—bdvg)v* +5v* vx|a+%bulvlv3 (2.18)

[0 [8)} (O]
Ew =%vxlav* 2.19)

Les termes soulignés sont pris en compte dans le cadre des théories liées aux grandes
rotations ( Librescu [30] ). Lorsque ceux-ci sont négligés, il s’agit de la théorie des

rotations modérées ( Kreja, Schmidt, Reddy [27] ).

La théorie de Von Karman simplifie considérablement ces relations, elle repose sur

I’hypothése que les déplacements ({)} et leurs dérivées demeurent faibles; ne restent alors

que dans les termes non linéaires des produits du type (\0/)1u (\O/)w ( Meek, Ristic [36]).

La théorie de Von Karman a fait aboutir de nombreux travaux, tant par son efficacité que
sa simplicité. Elle a été souvent comparée a la théorie des rotations modérées, qui elle

méme reste valable sur un vaste domaine d’exemples ( Palmerio [38] ).
Le travail que nous présentons aujourd’hui vise cependant & montrer la limite de ces

modéles dans certains cas, et donc 1’intérét de prendre en compte la théorie des grandes

rotations.

2-3 Le principe des travaux virtuels :

Pour établir les équations d’équilibre et les conditions aux limites, nous utilisons le
principe des travaux virtuels qui consiste & imposer un déplacement cinématiquement

admissible arbitraire sur la structure et a égaler les travaux externe et interne ( Valid [61] ).
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L’approximation porte uniquement sur le champ de déplacement, et est ensuite introduite

dans les champs de contraintes et de déformation.

2-3-1 Les hypotheses :

La coque, de masse volumique p est soumise a des efforts de volume de vecteur f. La
surface externe S, union de S* et de S~ est soumise a des forces de pression p. Des

contraintes de vecteur S sont prescrites sur une partie de A notée A .

Notons que S~ s’exprime en fonction du premier tenseur de Piola-Kirchhoff :

s — i (2.20)
Rappelons que Q est la surface moyenne de la coque, I" en est la courbe limite, notons I" S

la partie de [" ou les vecteurs de contraintes sont prescrits, et FV la partie de I" ou sont

imposés les déplacements :

[=T, UT, 2.21)

Nous donnons une représentation de 1’élément de volume considéré :
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Figure 2-1 : Elément de volume de la coque

2-3-2 Travail interne :

La variation du travail interne est calculée a partir de S, second tenseur des contraintes de

Piola-Kirchhoff et E, tenseur des déformations de Green-Lagrange :
~-8W, = J‘SiJSEijdV (2.22)
v

Si on utilise les relations (2.15) et (2.16), on aboutit a:

0) o) 2)
_5W, = I{SEﬂﬂ S* 1 §E,, 6°S* +3E,, (0°)'s*®
J (2.23)
(0) [¢)]
+28E,, S +23E,, 0°S® }dV

A partir des relations (2.17)-(2.21) et a cause de la symétrie des composantes gi nous

pouvons écrire que :
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) (0) (0) (0) (0) (0) 0)
ja E., S®dV = j{saﬁs V.|p —buSPSV, + saﬁ(v LA )(sv T BIBV, ﬂdv (2.24)
\' \%

Il vient alors que :

0) (0)
[8E., s*dV = j{[saﬁav . }‘ — g%
B
v v

(0) (0)
- KV et bV, jS“B}

0) (0) (0)
+bISPEV (v LDV, jdv}

0) (0) (0) (0) (0)
3V, —b S5V, +KVM +b:V, jsaf‘svx}

B

(0 (0) (© (0) (0)
8V3+(V*] —bﬁVJS“B(SVA\B—bﬁSV‘j (2.25)
B a

L'élément de volume s’exprime en fonction de I'élément de surface :

dV = pd6*dQ (2.20)

Les éléments de surfaces supérieure et inférieure s'écrivent :

dS = pdQ (2.27)
Et sur la surface latérale A, notons que :
n,dA = v, ude*dl (2.28)
ou:
p=|ut (2.29)

etv sont les composantes du vecteur normal unitaire a I
a
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La relation (2.23) se raméne sous la forme :

(0) @ Lo (0) © © ) (0
I L‘EE)SVQ+ L‘fg)(\/s,q+ba Vx}inL‘zg) V*L—bi Vi 8V pv,dl

r

- f

Q
() (0) © (0)
(Vs,a+b2\/1j+ VH| —bl Vi L%,

De la méme maniére, nous obtenons :

(0)
js EoS®dv =
v (2.30)

©)
~b15V, L

(0)

(0) of (0) 0) (0) N (0) op
GSVQ +b, L0 0V, +3V | Viat b, Vi LG

B

(0) © (© )
5Vi+3Vs| V| ~bl Vs L +dQ

B

0 ) (0) (0 m o 0 (®
J'SEW 9’°S¥dV = H(SV“ +bX3V, jL"(‘f) +8V,bLV, LY +8V, bz(V*L—bz vxjv;g
\'% T

(0 “’k o © Y(l) o ] L © "
+8V, V| vﬁdr—j ~8V, biby V, L +{ 8V, b5V, L],

1)
Q

(0)
~8V, btb, L%

s © (0
Ly +0V, b, V, L W

©) (1))‘ A
+8V,| VA L

m © ©
+dV, bi[V;_p +by V,

0 (0) (0)
+3V, ||V} -biV, [LD

8

}dg
B
M

(2) (1) Q)] 1)
[sE.,(6°)s?av = _[(avl biL, + V| LESV, ]vﬁdr + j{avk b2l |,
' : (2.32)

}dQ
B

@ (1))». a3 © al iy (0))» o3 © Ay al
[{8V, V> L2 +8V, L, +8V, VLG, v dl + 18V, bILE,
Q

(2.31)

B

<

O] o) OIAY
«a A [ed
+8V, bibiV, g-sv,{v i (g)]

(0)
[28E., sdV= o
v T
0 (o8] o O [N o o
~8V, L |, +3V, ‘Zg)—[ﬁv3V*+6V*V3jbakL°(‘§)—6V;_ viegl, @233

1) (0) (0) , m (0)l , () (l)x -
+8VYakv(v,A‘a—me}jLi‘o)—SVx VALY | -8V, V| LY, pd0

a
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m m W . n (OO
jstM 8°S”dV = || 8V, V*LY v dl + || 8V, V}LE |, -8V, V*]aL‘:f))dQ (2.34)
v r Q

ou les L‘?) sont les composantes du vecteur contrainte intégrées sur l'épaisseur de la
n

coque :

U, - "’fpsu (6°) do? » n=0.1 (2.35)

-h/2

2.3.3 Travail externe :

En fonction de ces données nous déterminons la variation du travail externe :

W, = [plt* - V' Jpv,av + [S'5v,da+ [P'5V,ds (2.36)
v Ay S

Les /i sont les composantes de l'accélération d'un point matériel de la coque.

Nous développons la variation du travail externe de la maniére suivante :

) (0) (0) [O]
[pfidvidv = HSV“ F%, +3V, F) +8V, F;
v 9]

(0) M

}dg 237)

o (O w © [ W
fpViaviav=| avm(vu l(0,+V“I(I))+8V3 V’I(0)+V3I(l)]
v Q

o [ © n
+6Vu[V [,+V I(Z)J dQ

(2.38)

) © M2 © hzo m b2
[s"5vida = j{ava [ niv,de> +8V, [uiPv,de’+8V, .[;,Lt"ﬁvﬁB}dO}}dF (2.39)

A I, -h/2 ~h/2 ~h/2
s
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A © ) o :
[Piovids= j{av“ P +8V, P} +58V, P(T)}dQ (2.40)
S Q

Les F( > les I( > et les Pi( ) sont les représentants intégrés sur l'épaisseur h de la coque
n n n

des efforts volumiques, des moments d'inertie et des efforts de pression moyens,

respectivement :

h/2

Fly = J-Pufi(()})nde}’ n=0,1 (241)
-h/2
h/2

o= fouloY a0 1012 242
-h/2

(in)z[u(e3)"Pit;jz, n=0,1 (2.43)

2.3.4 Equations de mouvement :
Le principe des travaux virtuels est donné par :

SW =8W, +5W, =0 (2.44)

Les variations d8W et 8W  sont remplacées par les expressions déterminées
1 e

précédemment.

. s . . . )
La variation de travail s’exprime donc en fonction des variables 8y , pour n={0,1} et
6{3/)(0) . Les variations de déplacements étant arbitraires, les coefficients doivent varier

indépendamment.
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Les équations d’équilibre sont données par :
< pour (\(? :

©)

o o ©) 0
(7o 7 o _Re _ _ 1o 783 ¥ AB Y AB [ af __ p oy AB
V&I, + V¥, —Pg —Fg = by |:L(0) +(Vx,:. +b; V, jL(O) +b;V, (1)}*’ Lo, — b3l

O] o © (0 " m . 545
o 3 o [+3 o
+ VL, +| Vo b3 V|G, +| V¥, Ly (2.45)
B
< pour 6({)/3
© , , , 5 (0) ,© 5 , O
A\ I(O) —P(O) _F(()) = L(O) +(VM+ b} Vijw) +b] V, o,
(2.46)

0] 0 (0
aff ot AB o183 al _Rwa af
+buﬁ[L(o)—bkL(l)+V L(O)}L(v —be Vs (L)

= pourSQ} :

) m m - ) (2) ) (2)

& o » ) © ©
VeI, + Vi1, —Py —Fy = L —beL¥ + VLS +V® . L 4+ Ve N L, -bs v, [LF

(0)

(0)
a B3
+V 'p L 1) (2) )

(0) 0) m
—bg[(vmb{v,)m +blV, ¥ j|—L°‘3 (2.47)

(0)

-b V, LY,

B © o A3 (l)a A3
[»4
-a®| V,|, -b, V, L -V l.L

Et les conditions aux limites sont les suivantes :

épourS(\O/) :
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"ML , ; © © N m O w [© ©

[ub™v,do” =| L) +| V., +b] V, L5+ 6LV + V| L + VA -brV, L v, (248)
-h/2
< pour 6(0\)/3

hiz , , (0) © ORI

[ut*v,do> =| L, +| V. +b V, JLG +bIV, L v, (2.49)
-h/2

@pouré}%} :

L m ©) ) )

[ui=v,07d0° +| Lh —br g + VL +| Ve[ ~b3 V, L + VLY, v, (2:50)
~h/2

Nous avons établi cing équations d'équilibre et cinq conditions aux limites.
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Chapitre 3 - Lois de Comportement

3.1 loi de comportement :

3.1.1 Définition :

On dit qu'un matériau est élastique s’il existe un état de référence sans
contrainte et si, apres déformation le tenseur des contraintes ne dépend que du tenseur des

déformations calculé a partir de cet état de référence (Duvaut [16]).

Nous définissons la loi de comportement comme telle; soit une fonction convexe fermée

w(E, x), non négative ( Germain [19], Marsden & Hughes [34] ) :

Sl =a__W£]_EL2(_) (3.1)
oE

i
w(E,x) n’est autre que 1’énergie libre volumique. Les S’ sont les composantes du second
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, les E; sont les composantes du tenseur des

déformations de Green-Lagrange. X est le vecteur position lagrangien du point considéreé.

Lorsque le domaine est homogéne w est indépendante de la particule considérée. Dans un

milieu supposé isotherme, w coincide avec 1’énergie interne.

De la méme mani€re que pour 1’équation (3.1), on peut définir une forme quadratique

définie positive w *(S) permettant d’écrire la loi de comportement de la fagon suivante :

5 _Ow*(8)
EY = (3.2)

]

ol w *(S) est appelée énergie libre des contraintes élastiques. Parallélement, on appelle

souvent w(E) I’énergie volumique des déformations élastiques.
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3.1.2 Le tenseur d’élasticite :

St w est une fonction continue et différientiable au voisinage de zéro, celle-ci peut étre

approchée par une forme quadratique définie positive et les contraintes S’sont fonctions

linéaires des déformations E, .

Comme on fait ’hypothése des petites perturbations, I’approximation consiste a ne garder

que les termes d’ordre 1 dans le développement des S* en fonction des E,, telle est

I’hypothese établie en élasticité linéaire et sur laquelle repose notre modéle.

L’énergie volumique des déformations élastiques se met alors sous la forme :
w(E):%C”k'EijEk, (3.3)

C est appelé le tenseur d’élasticité, il est d’ordre 4.

D’aprés I’équation (3.1), ce tenseur peut étre défini comme suit :

M aEa—;‘;— (3.4)
§0E K
De cette définition et de la symétrie du tenseur des déformations, nous déduisons que :
CM =M =k = CHi (3.5)
Le tenseur d’élasticité permet d’écrire :
S =C™E,, (3.6)
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Cette relation donne le comportement d’un matériau homogéne en élasticité linéaire, en

évolution isotherme.

De semblables raisonnements conduisent a poser :
Eij =C *ijkl S (3.7)

C* est le tenseur de complaisance élastique, il vérifie les égalités analogues a (3.5) :

C*ijkl :C*jikl :C*ijlk :C*klij (3-8)

3.2 Application au modéle :

3.2.1 Ecriture matricielle :

Du fait de la symétrie des tenseurs de contraintes et de déformations, nous pouvons

ramener C a une matrice carrée (6,6).

Pour cela nous utilisons la notation de Voigt qui permet d’obtenir une écriture matricielle

symétrique pour un tenseur du quatriéme ordre :

Les tenseurs des contraintes et des déformations sont alors parfaitement définis par la

donnée de leurs six composantes.
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Cependant pour rendre la matrice d’élasticité symétrique, nous utiliserons les distorsions

angulaires au lieu des déformations :

'-S”— _Cll CIZ C13 Cl4 CIS Clé_—Ell—
Szz C22 C23 C24 CZS CZ() E22
Slz — C33 C34 C35 C]G YIZ (3 9)
SB C44 C45 C45 Ezs
823 CSS C54 YZ3
_SUJ L Css_LYu_
avec :
v, =2E;,ouiz]j (3.10)
3.2.2 Symétrie géométrique :
Notre modéle admettant pour plan de symétrie (x1 ,xz), nous remarquons que :
Sy =Sy, S, =-S,, (3.11a)
Ezz =-E,, Esn =-E, (3.11b)

La barre signifie que les composantes se rattachent au demi espace de cdte négative.

Cette symétrie entraine alors |’écriture de la matrice constitutive sous la forme :
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Cll Clz CD O C16
C22 C23 0 C26
Cy O C
C= ? - (3.12)
C44 C45 0
Cy 0
L C66_

3.2.3 Matériaux isotropes :

Il s’agit de la modélisation la plus simple. Par définition, un matériau isotrope présente les

mémes propriétés dans toutes les directions de 1’espace.

Deux coefficients suffisent alors a définir le tenseur d’élasticité :

[1-v v v 0 0 0
v l-v 0 0 0
v v 1-v 0 0 0
1-2v
C=r-t — 0 0 (3.13)
(1+v)(1—2v)
1-2v
0
2
1-2v
L 2]

E est le module de Young, encore appelé module d’élasticité, vest le coefficient de
Poisson. Le coefficient qui relie les contraintes tangentielles aux déformations angulaires
est noté G.

3.2.4 Matériaux orthotropes :

Nous avons trois plans de symétrie, ce qui laisse neuf composantes & déterminer pour la

matrice constitutive. Dans ses axes d’orthotropie, la loi de Hooke donne :
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s']1[c, ¢, 0 C, 0 o0TE,]
s C, 0 C, 0 0 |E,
s C, 0 0 0|y,
s C, 0 0 |E,
S® Cs 0 |}y,
_SDJ L Css__Yn_J

ou les composantes C; prennent les valeurs suivantes :

(l_vlzz Ezz /Ell 22
(1 +V23)(1—V23 ”'2\/122 Ezz /En)

C. = (I—VZB)EH C
1t » 2
1_V23 _'2V122E22 /En

2
V12E22 (sz ~— Vi Ezz /En 2

C = s C = b
* 1_V23 _2V|22 Ezz /En B (1+V23X1 ~ Vi "2\'122 Ezz /En)

Cy; =Gy, Cys =Gy, Ce =G5

(3.14)

Notre modele est composé de N couches. Il faut ramener chaque matrice C, définie dans le

repére local d’orthotropie li€ a la couche h, dans le repére global de la coque.

Considérons pour cela 6, 1’angle de rotation d’orthotropie de la couche h, et soit T la

matrice de passage qui permet I’écriture de C'» :

C,=T'C,T

T est donnée en fonction de 6, :

46

(3.15)



Chapitre 3 - Lois de Comportement

c* s
s C?
0 0
CS 2CS
0 0

CS
-CS

o g (3.16)

o
O o o © ©

OO0 o -~ o O
O »n o © o

avece :

C=cos(0, ) et S=sin(6,)

3.3 Application au laminé :

3.3.1 Intégration globale des contraintes :

Pour la structure totale, les efforts ont été ultérieurement donnés au chapitre 2 :

i = h/j'zus“ (0°)do’,n=0,1 (3.17)

~h/2

Nous rappelons que h est ’épaisseur de la coque.
Pour les plaques, 1 est donné par :
p=1 (3.18)

pour les cylindres, son calcul se résume a :

3

n=l+— (3.19)
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et pour les sphéres, I’expression de p devient :

0 Y
uz(l + EJ (3.20)

Comme nous venons de le voir, la matrice constitutive n’est pas une variable continue sur
toute I’épaisseur de la coque, les intégrations prenant en compte cette grandeur doivent étre
résolues pour chaque couche sachant que le flux total dans 1’épaisseur est la somme des

flux dans chaque pli ( Reddy [45], Teyeb [55]) :

N h/2 kl
Liy=> pc‘h” ) do? (3.21)

h=l _py/2

C'. est la matrice d’élasticité de la couche h exprimée dans le repére global, N étant le

(n)
nombre total de couches du laminé. Les termes E,, sont les composantes du tenseur des

déformations définis au chapitre 2.

Nous pouvons schématiser de la fagon suivante le comportement des grandeurs le long de

I’épaisseur :

Figure 3.1 : Calcul des contraintes du laminé
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3.3.2 Intégration globale de la matrice constitutive :

En utilisant la notation de Voigt qui ramene le tenseur d’¢lasticité d’ordre 4 a un tenseur
d’ordre 2 et qui permet | ‘écriture des contraintes et des déformations sous forme
vectorielle, et en faisant intervenir les développements en série des composantes de la

déformation établis au chapitre 2, la relation (3.21) devient :

< Pour les termes plans et normaux :
L
L, |=|R/ R, R,|E, (3.22)
L

Le vecteur [E] est tel que :

(n)

E,
(n)
[E.]=| E, | pourn=0,1,2 (3.23)
(n)
2E,
et de méme pour le vecteur contrainte :
Ly
[L,]=|L2 | pour n=0,1,2 (3.24)
LlZ

(n)

[R] est la matrice constitutive globale du laminé qui a pour écriture détaillée :
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11 12 16
R Ra Re,
RIZ RZZ RZG
R, ]z} 0 @ "0 pour n=0,1
16 26 66 2
Ry R R
13 23 36
Ro Ra R
9l 12 16
Ra R Ry, R! RZ R
RIZ RZZ R26 (2) (2) (2)
[R ]_ (2) (2) (2) [1";( ]_ Rlz R%Z R
21 R]s st R66 ’ 21T 2) (2) 2)
(2) 2) 2) R16 R26 R66
Rl] R23 st 2) ) 2)
@ @ @
11 12 16 11 12 i6
R RG Ry, Ry Ra Rg
— 12 22 26 _ 12 22 26
[R3]_ Rg Ry RG s [R4]“ Roy Ra Ry,
16 26 66 16 26 66
R Rg RG Ri R RE
= Et pour les termes de cisaillement :
L23 R44 R45 R44 R45'—<°) b
© © R a ) E)zs
13 45 55 45 55
L) _ Rio Rp R Ry | En 3.25)
L23 - R44 R45 R44 R45 n ( .
m o 0] @ @ || Ex
13 45 55 45 55 )
L(l) R(l) R(l) R(Z) R(Z)_LE.;
Ou chacune des composantes de [R] est calculée comme suit :
h/2
[T ifa3 ' 4n3
RV, = juo(e ) do (3.26)
-h/2
Soit N le nombre total de couches :
N h/2
ij 'y 3\n 3
RI =>C,’ [ul’)do (3.27)
h=1 -h/2

Nous avons isolé les termes plans et le terme normal, et les termes de cisaillement, cette

séparation des calculs va simplifier la modélisation numérique.
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La détermination des L, permettra la résolution des équations d’équilibre (2.45) a (2.47)

et des conditions aux limites (2.48) a (2.50).
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4-1 Préliminaire :

L’algorithme est introduit dans un programme qui a été congu initialement par
deux équipes, celle de Wuppertal en Allemagne ( Kreja & Schmidt & Reddy [27] ), et celle
de Blackburg aux U.S.A. ( Palmerio [37], Palmerio & Reddy & Schmidt [38]).

4-2 Discrétisation :

4-2-1 Approximation :
Le but de ce chapitre est de poser notre probléme continu sous forme discreéte.
Soit f une grandeur de la structure et M un point de la structure. On définit une

approximation qui satisfait les lois physiques auxquelles f répond sous la forme suivante

( Craveur [14] ) :
£(M)=2,0,(M) 4.1)

Les fonctions 6, sont appelées fonctions de pondération ou fonctions de forme. Les

coefficients a, sont les coordonnées de la fonction f dans la base des fonctions ;.

L’erreur apportée par cette approximation est donc :

e=f-f 4.2)
Lors de la modélisation numérique, le choix de la valeur de ¢ est primordial car celle-ci

doit étre suffisamment petite pour que les solutions numériques obtenues soient

représentatives de la réalité.

53



Chapitre 4 - La méthode des éléments finis

Notre approche étant une approche cinématique, I’approximation va donc porter sur les

déplacements et étre introduite dans les champs de contrainte et de déformation.

4-2-2 Formulation de l’¢lément :

Nous considérons une structure Q, et I' sa frontiére. Q va étre découpée en une somme d’

éléments notés Q. . A chaque élément est affecté un certain nombre de nceuds.

Les critéres de choix portant sur la géométrie des éléments et le nombre de nceuds, ainsi

que leurs influences sur le calcul seront abordés dans le chapitre suivant.
Le programme effectue les calculs des diverses grandeurs pour chaque élément. Une
opération d’assemblage consiste alors ensuite a reconstruire les grandeurs matricielles

globales de la structure. Apres I’assemblage, la taille du probléme est égale aux nombre de

degrés de liberté indépendants de la structure.

4-2-3 Etude des déplacements :

Dans le cas de I’approche cinématique, les degrés de liberté sont les déplacements des

nceuds du maillage.

Au regard de la relation (4.1), le champ de déplacement {U} global de la structure se met

sous la forme :

{U}=[N}{a} (4.3)

Ou [N] est la matrice des fonctions d'interpolation. {q} est le vecteur des déplacements

nodaux donné par :
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e
UH

€
UPI

b=y (44)
Ui,

u;

P est le nombre de composantes du vecteur déplacement d'un point nodal, N le nombre
total de points nodaux de Q. U est la I™ composante du déplacement du point nodal J,

I1<J<N.
La fonction N, associée & Uj y prend la valeur | car le déplacement physique dans la

direction k au nceud i est égal au déplacement nodal U qui le représente., elle a pour
g ik q p

valeur 0 sur les autres déplacements nodaux.

4.2.4 Etude de la déformation :

Comme nous l'avons vu dans le chapitre 2, les composantes de la déformation peuvent étre

décomposées en deux parties, I'une linéaire notée {E, }, l'autre non linéaire notée {E,, } :

E}={E S+ ) (4.5)
Nous proposons le développement suivant ( Kreja & Schmidt & Reddy [27] ) :

E=[B,J{u}+ 5 [AGa)ls(ia)] (46)

ol [B, ] est la matrice de rigidité linéaire, et [A] un opérateur différentiel matriciel.

55



Chapitre 4 - La méthode des éléments finis

Nous décomposons [$] de la maniére suivante :

[8]=[G]{u} (4.7)

Tout comme [A], [G] est un opérateur différentiel matriciel. Le calcul des différents

opérateurs sera donné ultérieurement dans ce chapitre.

La variation par rapport aux déplacements nous donne :
1
8E =[B, J3{u}+ ~{s[a][s]+ [A]3[s]} (4.8)

De plus, nous imposons la relation suivante :

s[a][s]=[A]3[s] 4.9)
Ce qui nous permet d'écrire :
SE =[B, |8{u} +[A]5[9] (4.10)
Sachant d'apres (4.7) que :
8[8]=[G]8{u} (4.11)

Et en utilisant les fonctions d'interpolation définies précédemment, I'écriture de la

déformation se résume a :
s{E}=[B](5{a}) (4.12)

[ﬁ] est la matrice de rigidité totale comprenant [B, ], partie linéaire de la matrice de rigidité

et [B,, ], partie non linéaire dépendant des déplacements :
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[E]Z[BL]+[BNL({q})] _ (4.13)
[B, ] est négligeable dans le cas des déformations infinitésimales.

D’apres (4.10) et (4.11) :

[B]=[B,1IN]+ [A( o }) [ (fu*}) JIn] (4.14)

[Byo] est décomposée suivant [A] et [G], fonctions linéaires des composantes du

déplacement.
4-3 Le principe :

4-3-1 Expression de la matrice de rigidité :

D'apres le principe des travaux virtuels :
[3{E) {o}laa- [ s{ur} faq- [s{uc} Tdr = 0 (4.15)

f sont les efforts volumiques appliquées a Q, et T les efforts surfaciques appliquées sur I.

En remplagant 8{E}" d’aprés la relation (4.12), nous arrivons 2 :
L[ﬁ]T{c}dQ —{F} =0 (4.16)

{F} est le vecteur force global appliqué sur la structure discréte, qui prend en compte tous

les chargements extérieurs.
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Différentions par rapport aux déplacements :

[[B]' {o}aa- [ [B] s{o}dn =0
D’aprés ce qui a été établi au chapitre 3 :

{c} =[CHE}

En différentiant cette relation :

sfo}=[c]s{E} =[c][Bls{ur}

[B, | étant indépendante de { ¥
5[B] = 8[By. |
ce qui entraine pour la relation (4.17) :
{8 ] {o}da+ [ [BI [c][B]sfur}aa=0

La, nous posons :

K] [[B] [c]Bke

ou [K] n' est autre que la matrice de rigidité, que l'on peut décomposer comme suit :

[K] = [KL] + [KNL]

[KL] est la matrice de rigidité lorsque nous considérons de petits déplacements :
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[K.]= [[B.][c][B, ]Jda (4.24)
[KNL] intervient lorsque nous prenons en compte de grands déplacements :
K ]= [B.JClB ]+ BT [C]By ]+ By [C]B, Jdo (4.25)
Nous proposons d'écrire :
[8Bu]{o}=[K.] (4.26)
ou [K, ] reste & déterminer.

Nous proposons de poser [K, ] la matrice de rigidité tangente de la structure discrétisée :
K]+ Ky ]+ [k, ]= K] (4.27)
Matrice que nous pouvons calculer si nous connaissons [Kcy ] :
= [ [N'[6] 8lA] {o}d (4.28)
Nous utilisons la propriété matérielle suivante :

S[A] {o} =[S]3{U} (4.29)

Ou [S] est obtenue par identification, ce qui nous donne finalement [Kq]:

K, 1s{U}= [ [NT'[ [6] [S[oINB{U*}da (4.30)
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=>[K,]= [N I'lc] [s][G][N]de (4.31)

[K, ] étant parfaitement définie, il en est de méme pour [K.].

4-3-2 Enoncé du principe :
La résolution du probléme se met donc sous la forme :
K, J{a}-{F}=0 (4.32)

Apres avoir assemblé les grandeurs élémentaires de tous les éléments de la structure, nous

obtenons :

{F} est le vecteur forces ne comprenant que les charges extérieures, puisque nous partons

d'une structure vierge, donc libre de contraintes et de déformations initiales.

4-4 Ecriture matricielle de la déformation :

4-4-1 Décomposition en fonction des déplacements :
Vi =V, 4T (4.33)
V|, = Vi, -V, I (4.34)

Nous développons les relations (2.15)-(2.19) de la déformation en fonction de celles du

déplacement. Pour simplifier 'écriture nous utiliserons la notation suivante
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(0) (0) (0) ) m
u=V, v=V, w=V, Y, =V, Wy:vz

les composantes de la déformation s’écrivent alors comme suit :

©
En=u, —ul|, - vI[} —bllw+—;-(wv1 +b}u+b12v)2 +%[(a” +a’

+ (a“ +a v+ (a“u + a”le“,‘l + l“lzl)+ (a”u + a“v)(l"l‘2 + I“fz) (4.35)
—b!+b2w]lu, —u@l +TL)+v, —v(T, + T wib,, +b,,)]
Ces termes sont donnés en annexe B.
Nous avons vu précédemment que la déformation pouvait se décomposer comme suit :
8E ={[B, ]IN]+ [A({u}lIG({r}IIN] }(3{v}) (4.36)
Suite aux relations que nous venons de développer, nous allons exprimer les différents
opérateurs en fonction des déplacements. Ceux-ci sont divisés en deux parties, l'une

contenant les termes plans et le cisaillement normal, et 'autre les termes de cisaillement

transversal.

4-4-2 Opérateurs linéaires :

Nous donnons pour les termes plans et normaux :

[BL]=[BO][N1=[[B‘]]

[o.]
0 [Bz]] (4.37)
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i (®i,x _rlll(Di) —rzzchi _blx(D{
_rzlzq)i (q)i,y —rzzzq)i) _b§(Di
(@, -2r\0,) (@, -2rio,) -2bl0,

B,]=| (-bl®, +bII\®, +bT,®,) (-bid, +b[7®, +b2@,)  (blb,, +b’b,, JD,
(bld,, +birL®, +b2TLD,)  (-bD, +bIIE®, +bIA®,)  (bib,, +b3b,, ),
[-b}cpiﬁb}r,;cbi+bfr2‘2q>i] (—bfd)i‘y+bil"fzd>i+be222<I>iJ {b{b”+bfb21 ](D
I ~-bl®,, + b\ D, + b3, P, -bl®, +b,I D, + TP, bib, +blb, )

i ((Di,x _rlllq)i) —rlzlq)i 1
_rzlzq)i (cDi.y —‘rzzzq)i)
((Di.y _2rl12(pi) ((Di,x _ZFIZZCDi)

B.]- (- b1:CDivx + blfl“l‘l,CDi + b'zzr‘lfq)i) (-bo, +bT@, + bfrfchi)
(_ bzq)i,y + bzrxzq)j + bzrzzq)i) (_ biq%y + blzrlzzq)i + bzrzzq)i)
-by®,, +bI,®, +b/T,, ~bi®, +b D, +bT;d,
(— b, @, +b,[} @, + bjrl‘ztbi} L b;®,, +b,ID, + bﬁl“fzd)J
0 0

[0,] et [0, ] sont des matrices nulles de dimension respective (4,3) et (4,2).
Pour les composantes de cisaillement, une relation analogue a (4.37) donne :

[B.]=[[B,]IN]] (438)
soit :

blzq)i bi(pi o, 0 @

bi(I)i blzq)i o, O 0

[BL]= ’
0 0 0 0 0
0 O

0 0 0
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4-4-3 Opérateurs non linéaires :

[By. ] s'écrit :

D’apres la relation (4.7) :

ou:

—t—
w
——

Il

{9.}i=1,..14 avec:

3

9,=
9, =
9,
9, =
86
S7
Ss
o

8, =
9
9,
9,
S

13

4

En identifiant, nous obtenons :

B, ]=[[AllG]N]]

[[c]N]u}=

S =bu+bjv+w,,

-b,w=u, —ul

o}

2
n- Vrn - b”W

-bw=v, —ul,-vI, -b,w

=bu+bv+w,

1 2
-b,w=u, —ul}, - vl -b,w

1 2
-b,w=v, —ul,,-vl,, —b,,w

by, + by,

W =W~ WD -
W =V, v I -

= by, + by,

Y, =V, vl -
v, =y, — vl -

=y,

=V,
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r

b,®, biD, D, 0 0
(Di,x “rlll(Di rlzlq)i _bll 0 0
-_rzllq)i q)i‘x _rzzlq)i - bzncDi 0 0
bqu)l biq)l ®i‘)’ O O
CDi,y _rllzq)i rlzzq)i - blz(Di 0 0
rzlchi cDi‘y _Fzzzq)i _bzz(bi 0 0
[[G][N]]= 0 0 0 b D, bld,
0 0 0 @ -[\d -T:D,
0 0 0 -r'o, ®, -Io,
0 0 0 b, D, bld,
0 0 0 o, -T,®, -0,
0 0 0 _rzlz(Di q)i,y —Fzzzq)i
0 0 0 D, 0
0 0 0 0 o, |
L'opérateur [A] est défini par :
Al A2
[Al=|A, A, (4.41)
A, A,
avec le détail de [A] donné par :
(9, a'9,+a"9, a”9,+a®y, O 0 0 1
0 0 0 9, a"9,+a"8, a¥9, +a”y,
(A ]= 9, a:S5 +ai296 aZS5 +aZ$6 9, a'9,+a"8, a™9,+a”y,
9, a"9,+a"89, a*9,+a™8, 0 0 0
0 0 0 9, a9, +a”8, a9, +a”y,
19, a"8,+a8, a9, +a”®s, 8, a"9, +a8, a¥9,+a”9, |

[A,]J=[o 0 0 0 0000008, 8 0 0]

[A,]et[A,] sont des matrices nulles de dimension respective (4,6) et (9,2).
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Pour les termes de cisaillement :

[al=| 2 2 % (4.42)
A, A, A, '
avec:
A ]= 0 0 0 0 a9, +a"”9, a¥9,+a”9,
“lo a9, +a”9, a”9,+a”9, 0 0 0

[A,]= a9, +a"8, a8, +a”y,
1 la"e, +a%9;, a¥9, +a™y,

[A.] a9, +a®9, a™9, +a”y,
417 29 1328 g 4,29
a 9y +ra v, a Yy +a vy

[A,] est une matrice nulle de dimension (2,6).

4-5 Calcul de la matrice de rigidité tangentielle totale :
Nous proposons d'écrire :

[8[Bu] {o}=[K.] (4.43)
ou [K,] reste & déterminer.

On pose :

K, ]+ Ko ]+ [K ]=[K,] (4.44)
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[K,] est la matrice de rigidité tangente globale, que nous pouvons donc calculer d’apres les

équations (4.24), (4.25), et (4.31).

[S] est obtenue par identification. Pour les termes plans et normaux, nous obtenons :

Sl SZ S3
T
[s]=|sT s, s, (4.50)
T T
ST sT s,
avec :
By 0 0 L 0 0 |
) 0)
Iyl 1112 12712
a L, 0 0 a'L, a’Ly
22711 12712 22712
[S ]_ a L(O) 0 a L(O) a L(O)
1= 22
L' 0 0
11y 22 1y 12
sym a L(O) a L(O)
227 22
i a L(o)
Ly 0 0 L2 0 0 |
Hy 11 il 11 i1 Iy 12 12712
0 a"Ll a"(Li+LL) 0 a'Ly a’Ly
12y 12 2271 21 127 12 22y 12
[S ]~ 0 a’Ly, a”Ly, 0 a’Ly a”Ly,
- 22
oLy 0 0 Ly, © 0
1y 12 12 12 12 117 22 127 22
0 a'L, a (L<1>+L<0)) 0 a'Ly a’Ly
217 12 227 12 217 22 2722
| 0 a’L, a“Lg, 0 a”Lj, a“Lg, |
Ly 0 0 Ly 0 0
11y 11 12 11 11 1y 12 12712
"L, a®(L +Ly) 0 a'L a”Ly
2711 12712 227112
[S - a®L,, 0 a“Lg a’Lg,
41 22
2 0 0
11y 22 127 22
sym a L(z) a L(z)
227 22
| a L(Z)
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[83] est une matrice nulle de dimension (6,2).

Pour les termes de cisaillement, nous obtenons:

Sl SZ
Sl=lsr o (4.51)
2 3
0 0 ]
1y 13 12713
a L, a’L,
12713 2713
a"Lg a"Lg
0 0
17 23 127 23
a'Ly a’Lg
217 23 2123
[s,]= a”L, a"L,
20 0
1y 13 12713
a'L; a’L,
127 13 22713
a"L, a"Ly,
0 0
11y 23 127 23
a L, a’'Ly
12y 23 227 23
La Ly, a™Ly |

[SI] et [83] sont des matrices nulles de dimension respective (12,12) et (2,2).

[S] étant calculée, [KG] est parfaitement définie, il en est de méme pour [K,].

4-6 Le programme :

Le programme que nous allons utiliser par la suite permet d'obtenir les déplacements en
fonction du parameétre de charge. Nous donnons le cheminement des calcul effectués par le

programme :
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5-1 Modélisation numérique :

5-1-1 Choix des éléments :

Les géométries les plus couramment utilisées pour les éléments sont les triangles et les
quadrangles. L’avantage des éléments triangles est de pouvoir modéliser des surfaces de
forme quelconque. Cependant notre choix se portera sur les éléments quadrangles car a
nombre égal de degrés de liberté ils convergent plus vite vers la solution. De plus pour un
nombre donné de nceuds, le nombre d’éléments quadrangles & prendre en compte est

inférieur au nombre d’éléments triangles nécessaires.

Nous avons choisi les éléments & quatre nceuds de degré un, et pour les éléments de degré
deux : les éléments a neuf nceuds de la famille des carrés de Lagrange ou ceux a huit nceuds
de la famille de Serendip, qui permettent d’augmenter la performance de 1’élément, mais

augmentent également le nombre de degrés de liberté de celui-ci :

- —

degrée 1 degré 2

Figure 5-1 : Type d’éléments

De plus, notre coque admettant des symétries de chargement et des conditions aux limites,

nous pouvons limiter les calculs au quart de celle-ci.

Lors de la résolution numérique des exemples, nous préciserons les nouvelles conditions

aux limites a prendre en compte pour le quart de la structure.
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Dans la seconde partie de ce chapitre, nous serons amenés a valider nos choix, et a
déterminer la convergence du nombre d’éléments nécessaires vers une solution

satisfaisante.

5-1-2 Résolution des systémes non linéaires :

En raison de la prise en compte des termes non linéaires dans le tenseur de Green-

Lagrange, la résolution de notre probléme se trouve étre non linéaire.

La courbe liant la charge au déplacement peut alors étre de la forme :

4
g) | /
3 : j
\\\
r/ B
d o LCement

Figure 5-2 : courbe non linéaire

Dans les régions OA et BC, la méthode de Newton-Raphson permet de déterminer la
solution. Lorsque nous nous trouvons dans le domaine AB, nous utilisons une méthode
incrémentale, nous considérons ’incrément de déplacement donné, et ¢’est I’incrément de
charge qui reste a déterminer. Nous constatons en effet que pour une valeur de déplacement
donnée, ne correspond qu’une seule valeur de chargement. La combinaison des méthodes

incrémentale et de Newton-Raphson est la méthode des déplacements contr6lés.
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Nous avons a résoudre 1'équation donnée par (4.32) :

K. {a}- {F}=0 (5.1)

Nous décomposons la charge totale en un nombre fini d'incréments d’intensité AA :
K. Xaa)=Rs + Ar{F,} (5:2)

RS est le résidu dii a I'estimation du déplacement initial (ou erreur due 4 la méthode de

résolution), qui doit étre minime pour donner un incrément de déplacement proche de la

solution exacte. {FO} le vecteur unitaire paralléle & l'incrément de charge.
Dans le domaine AB, , nous considérons A{q} donné et c’est AA, valeur unique qui reste a

déterminer. Nous transférons directement l'incrément AA de l'équation (5.2), dans le

premier membre en imposant A{q}=0 :

[K.](ala})=Rs (5.3)

La matrice de rigidité [KT]est modifiée, elle perd sa symétrie et sa largeur de bande. Pour
éviter cela, nous pouvons la résoudre deux fois, avec deux seconds membres diftérents, en

utilisant la méme matrice [KT] (Teyeb [55]):

K Yala™ )=} (5.4)

La solution de (5.2) devient alors

aa}=alg'}+ arale® (5.5)

72



Chapitre 5 - Résultats numériques

Puisqu’on impose A{q} égal a zéro, il vient que :

= (5.6)

Nous avons donc déterminé AL par la méthode des déplacements contrdlés.

5-1-3 Intégration numérique :

L’intégrale permettant d’obtenir la matrice de rigidité est en général une expression
complexe, ¢’est pourquoi nous avons recours a une méthode d’intégration numérique, dont

le role est d’évaluer 1’intégrale en la remplagant par une somme pondérée.

En bidimensionnel, nous avons :

[feE.mdean=>"3

P
=1 j=1

Wiwjf(éi’nj) . 5.1

Nous avons choisi la méthode de Gauss, compatible avec le type d’éléments quadrangles.

La encore le choix du nombre de points d’intégration reste délicat.

En pratique, on utilise souvent un schéma d’intégration réduite qui consiste a prendre dans

chaque direction un nombre de points égal au degré de 1’élément.

Lorsqu’on prend un nombre supérieur de points, on parle de schéma d’intégration complet

(Kreja, Schmidt, Reddy [27] ) :
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Nombre de nceuds par élément | Nombre de points de Gauss

4 nceuds I1x1 Intégration réduite
2%x2 Intégration complete

8 nceuds I%x?2 Intégration réduite
3x3 Intégration complete

9 nceuds ) Intégration réduite
3x3 Intégration compléte

Les calculs des termes plans et transverses étant séparés, les choix des schémas
d’intégration relatifs a ces termes sont indépendants. Nous pouvons essayer donc plusieurs

possibilités afin d’obtenir une précision correcte des résultats sans multiplier les calculs.

5-2 Exemples :

5-2-1 Plaque (0/90) sous charge distribuée :

Il s’agit d’une plaque en appui simple ( Palmerio [38] ), ayant les caractéristiques

matérielles et géométriques suivantes :
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Figure 5-3 : Plaque sous charge distribuée

L=1=243.8cm, h=0.635cm

E, =175775MPa, E,, =7031MPa,

G, =G, =35155MPa, G,, =1406.2MPa, v, =0.25

La figure (5-4) donne la fleche en fonction du parameétre de charge (Une unité correspond a
100 Pa). Les résultats entre rotations modérées et rotations larges sont identiques. Au
regard de I’annexe C, la géométrie de la plaque entraine la nullité d’une grande partie des
termes non linéaires de la déformation données en annexe B, ’erreur commise entre

rotations modérées et rotations larges est donc minime dans le cas des plaques.

5-2-2 Plaque sandwich sous chargement uniforme :

C’est un matériau qui est composé d’un cceur et de deux semelles, assemblés par collage ou

soudure. Ces matériaux sont trés légers en raison de la matiére qui compose le cceur.

Nous avons étudié un matériau sandwich encastré composé de deux semelles identiques en

aluminium ( Chang & Sawamiphakdi [7] ).

75



Chapitre 5 - Résultats numériques

Pour les deux semelles d’aluminium :

E=10500ksi, G=4038.4615ksi, v=0.3, L=1=1270mm, h, =0.381 mm,

et pour le cceur constitué d’aluminium en nid d’abeilles :

E=0,, G=50ksi, L=1=1270mm, h, =2.54 mm,

Figure 5-5 :Plaque sandwich sous charge distribuée

Le parametre de charge est donné par :

p_120(-v7)
~ Eh,h,

La fléche obtenue par la présente étude sur la figure (5-6) est quasiment identique a celles
obtenues avec la théorie des rotations modérées de la présente étude et de [7]. La géométrie
étant une plaque, la remarque précédente s’applique ici. Par contre la courbe se rattachant a

la solution linéaire montre I’'importance des termes non linéaires.
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5-2-3 Cylindre isotrope sous charge ponctuelle :

On étudie un panneau cylindrique, deux des bords disposés en vis a vis sont sur pivots, les

autres bords sont libres ( Saleeb & Chang& Yingyeunyong [46], Liao & Reddy [29] ) :

\

Figure 5-7 : cylindre sous charge ponctuelle

Les dimensions sont :

R =2540mm, L=1=254mm, h=12.7mm, et E=3102.75N/mm?*, v =03

Le parametre de charge est ici donné en KN. La figure (5-8) montre que la théorie des
rotations modérées et celle des grandes rotations donnent des résultats trés semblables. Le
résultat de la littérature est fondé sur un principe variationnel mixte, et la encore les

résultats convergent vers une méme solution.
La figure (5-9) quant a elle reprend le méme exemple, mais 1’épaisseur est divisée par

deux. Les résultats sont & comparés a ceux de la littérature. Plus la coque est mince et plus

I’ordre de grandeur des déplacements est élevé pour un méme domaine de chargement.
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5-2-4 Cylindre orthotrope (0/90) sous charge ponctuelle :

Nous considérons maintenant un cylindre possédant la méme géométrie et les mémes
conditions aux limites, cependant les propriétés matérielles ont été modifiées ( Palmerio

[38]):
h=254 mm

E, =40msi, E,, =lmsi, G, =G,, =0.6 msi,

G,, =2.5370410°psi, G,, =0.5msi, v,, =0.25

Nos résultats obtenus pour le déplacement en fonction du paramétre de charge (F/1000 en
Ib) figure (5-10) présentent une légére différence entre la théorie des rotations larges et
celle des rotations modérées. Le résultat de la littérature s’appuie sur une formulation non
linéaire totale. Par rapport a cette solution, notre théorie semble insuffisante, bien qu’un

peu plus proche de [38] que la théorie des rotations modérées.

A partir des résultats de la présente étude, nous avons dessiné la coque a différentes étapes

du chargement afin de visualiser la déformée, figure (5-11).

En réalité la cote est de dimension trés faible par rapport aux autres composantes, nous
avons donc multiplié z par dix afin de voir avec précision les déplacements engendrés par

les efforts.

5-2-5 Cylindre orthotrope sous charge concentrée (0/90)s :

Il s’agit d’un panneau cylindrique orthotrope encastré sous charge concentrée ( Tsai &
Palazotto [56] ). Nous modélisons I’épaisseur suivant quatre couches afin de respecter la

symétrie miroir. Les données sont :

78



Chapitre 5 - Résultats numériques

R=3048mm, L =139.7mm, 1=1524mm h=1.016 mm,

E, =20.4610°psi, E,, =4.09210°psi, G, =2.5370410° psi,

G,, =2.5370410°psi, G,, =1.2685210°psi, v,, =0.313

Figure 5-12 : cylindre orthotrope sous charge concentrée

La figure (5-13) donne la fléche centrale en fonction du paramétre de charge (F/4 en Ib).
Elle met en évidence la différence apportée par les théories présentées. Tant que les
déplacements restent faibles, toutes les solutions donnent des résultats équivalents. Il s’agit
en fait du domaine ou le chargement modifie tres peu la géométrie, correspondant aux
petites déformations et rotations. Au dela du point critique d’instabilité géométrique, la
différence entre la présente solution et celle obtenue dans la référence ( Tsai & Palazotto
[56] ) est importante. Pour une méme charge, la fleche du modéle [56] est plus faible, la
coque a un comportement plus raide, ceci peut s’expliquer par le fait que dans [56], la
distribution du cisaillement transverse est une fonction parabolique au travers de
I’épaisseur de la coque, et que seuls sont pris en compte les termes linéaires dans les
relations déplacements-déformations de cisaillement. Nous avons d’ailleurs, afin de
comparer la différence des résultats avec précision, effectué nous méme un calcul en

négligeant les déformations de cisaillement non linéaires. Ce calcul est donné sous le nom
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de théorie des rotations larges modifiées. On constate que le résultat obtenu est trés voisin
de [56], linterpolation des déformations linéaires de cisaillement n’est donc pas
primordiale dans la différence soulignée avec la théorie des rotations larges, mais la prise
en compte des termes non linéaires joue un réle trés important dans les résultats. Le point

fort de I’algorithme actuel est de tenir compte des termes non linéaires de la déformation.

Afin de valider les courbes obtenues, nous avons cherché a déterminer le nombre

d’éléments suffisant pour I’obtention d’une solution satisfaisante.

Sur la figure (5-14), nous remarquons que pour 16, 25 et 64 éléments, les résultats
convergent vers une méme solution, alors que pour 4 éléments, les résultats sont quelques
peu différents. Dans ce cas présent, quatre éléments ne suffisent pas a modéliser

correctement la solution.

La figure (5-15) relative & cet exemple montre I’évolution du point d’instabilité
géométrique en fonction du rapport d’orthotropie E,/E,,. Plus ce rapport est faible et plus
la charge engendrant ce point est élevée. Lorsque E /E,, est compris entre 5 et 15, la
variation de chargement est trés importante, alors que pour un rapport entre 15 et 30, cette
variation est beaucoup plus faible. Ceci est du au fait que pour un degré d’orthotropie

élevé, les caractéristiques planes de la coque sont dominées par E,, .

5-2-6 Cylindre orthotrope sous charge concentrée (-45/45/-45/45)s :

Nous avons conservé les grandeurs géométriques de I’exemple précédent; mais cette fois le

modele est constitué de huit couches avec la disposition (-45/45/-45/45)s.

Sur la figure (5-16), globalement les comportements des différentes théories s’identifient a
I’exemple précédent. Le point d’instabilité géométrique est nettement supérieur dans [56].
Lorsque les déplacements deviennent importants, les théories liées aux grandes rotations

convergent vers la méme solution alors que la théorie des rotations modérées donne des
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déplacements plus faibles. Dans ce cas de figure, c’est la présente étude qui donne les
maxima en déplacements, alors que précédemment ceux-ci étaient obtenus par 1’étude [56].
Nous avons également introduit, comme pour la figure (5-13) la théorie des rotations larges
modifiées, qui permet de renforcer la conclusion précédente quant a I’interpolation des

termes linéaires et la prise en compte des termes non linéaires.

Nous voyons que le résultat est trés différent du modeéle (0/90)s, I’orientation des fibres
affecte la position du point d’instabilité géométrique. L’effort en ce point est presque

doublé par rapport a I’étude précédente.

Lors de la constitution du composite, 1’épaisseur globale n’est qu’un parameétre. Le nombre
de couches et 'orientation des fibres jouent un rdle prépondérant sur le comportement
mécanique du matériau.

5-2-7 Arc a chargement non symétrique :

Cet exemple met en jeu des rotations importantes au cours du chargement ( Chroscielewski

& Schmidt [10], Kreja & 4. [27] ) -

|
Vo
%g/

Figure 5-17 :arc a point de chargement non symétrique
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On donne les valeurs suivantes :

R=10°cm, I=h=1cm, f=200°, o =60°

E=1.210° N/em®, G =0.461538510° N/cm?

Cet arc a ét¢ modélisé par une bande de vingt éléments. Le calcul est effectué pour les
rotations larges et modérées, les deux théories présentent une faible différence. Sur la
figure (5-18) on donne W en fonction du paramétre de charge en KN. D’autres résultats
sont proposés en comparaison, les grandes rotations (Chroscielewski & Schmidt [10] ), la
théorie des coques minces de Donnel et Vlasov, et la théorie des rotations modérées de
Koiter et Sanders, ou un certain nombre de termes ont été omis par rapport a la théorie des
rotations modérées présentée ici, figure aussi la théorie des déformations et des rotations
larges de Yaghmai. Les modeles de Donnel et Vlasov et de Koiter et Sanders sont
insuffisants en raison des grandes rotations engendrées par la charge. Le résultat [10] est
calculé en élasticité bidimensionnelle, 1’algorithme est plus puissant en ce qui concerne les
rotations, car celles-ci sont calculées au moyen du tenseur des rotations. De plus, on
constate sur la figure (5-19) que les déplacements tangentiels sont du méme ordre de

grandeur que la fleche au point de chargement.

5-3 Conclusion :

Une partie des exemples traités nous a permis de retrouver des résultats antérieurs, nous
permettant ainsi de valider 1’algorithme, mais aussi de dire que dans un certain nombre de

cas, les théories ultérieures donnent des résultats trés satisfaisants.
D’autres exemples nous ont mis en évidence I’intérét du travail actuel. Nous avons montré

d’une part que la théorie des rotations modérées ou la théorie de Von Karman pouvaient

étre mises en défaut. Selon ’ordre des déplacements et des rotations, la variation des
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résultats peut étre trés sensibles aux différentes théories utilisées. D’autre part, nous avons

montré que des termes a priori négligeables, telles que les déformations de cisaillement non

linéaires peuvent jouer un role important dans les calculs.

Nous restons prudents cependant, quand au domaine de validité du programme lorsque les

rotations mises en jeu deviennent trés grandes. En effet, nous avons considéré les termes

0 ) )
V,, et V, comme étant les rotations de la normale autour de la surface moyenne. C’est une

approximation et les rotations réelles de la normale sont en fait données par le calcul du

tenseur des rotations.
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Conditions aux limites :
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Conditions aux limites :
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etape 2

etat Anitfal ‘ etape 3

Figure 5-11
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Chapitre 5- Résultats numériques
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Chapitre 5- Résultats numériques
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Chapitre 5- Résultats numériques
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Chapitre 5- Résultats numériques

Conditions aux limites :
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Chapitre 5- Résultats numérigues
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Conclusion générale

Conclusion :

Nous avons établi un modéle permettant I’étude du comportement géométriquement
nonlinéaire des plaques et des coques en grands déplacements et petites déformations. Les
rotations ne sont pas nécessairement du méme ordre que celui des déformations. Les
champs de déplacement sont développés en fonction de la cote, sans variation d’épaisseur.
Ces développements cinématiques ont permis le passage du probléme tridimensionnel a un
probléme bidimensionnel. Le probléme prend en compte les effets de cisaillement
transversal. Les lois de comportement ont été établies pour la structure laminée. Nous
avons élaboré un algorithme mettant en ceuvre ces divers comportements mécaniques
s’appliquant & un grand nombre de problémes. Nous sommes capables grice a des

méthodes numériques de suivre I’instabilité géométrique des coques.

Le programme a été validé sur un certain nombre d’exemples ol, en raison des données,
nous prédisions que les résultats resteraient inchangés. Sur d’autres exemples, le nouveau
modéle a mis en évidence une performance supplémentaire dans le domaine des grands
déplacements et grandes rotations. D’un autre cote, [’algorithme est encore limité parce que

nous n’avons pas introduit le tenseur des rotations.

Cependant dans certains cas, le modele peut étre mise en défaut en raison de certaines
hypotheéses restrictives. En effet, dans I’écriture des déplacements en série de Taylor, nous
nous sommes arrétés a I’ordre 1. Il serait intéressant de voir si la prise en compte des

termes d’ordre supérieur a une influence sur les calculs.

97



Conclusion générale

v oo . . \
D’autre part, nous avons négligé le terme v, qui représente la rotation de la normale a la
surface moyenne. Des discussions concernant la prise en compte de ce degré de liberté

supplémentaire sont présentés dans la littérature, lorsque la déformation normale est

T . [0 ;s . e
négligée, la prise en compte du terme v, transforme la théorie des rotations modérées de

degré 5 en une théorie modifiée des rotations modérées, toujours de degré 5 parce qu’il est

démontré que le terme Q}j est fonction des autres degrés de liberté ( Kreja & Schmidt &

Reddy [27] ). Il serait intéressant d’introduire cette approche dans la théorie présentée.

Dans la présentation des résultats, ne figure pas la donnée des contraintes. Une meilleure
approximation de cette grandeur serait fournie par une formulation variationnelle mixte
( Valid [61] ), et éviterait de plus I'oscillation de la solution en approche cinématique

lorsque le nombre de degrés de liberté devient trop important.

Nous avons omis les phénomenes d’endommagement. Les composites peuvent é&tre
endommagés par délaminage. En effet, en cas de surcontraintes, les matériaux composites
ne s’adaptent pas, les plis se détachent alors les uns des autres, il y a perte de cohésion de
I’empilement. Ce phénomeéne a été étudié avec les hypothéses de la théorie des rotations
modérées ( Teyeb [55] ). Un paramétre est introduit pour décrire ce phénoméne dans les

termes de cisaillement et les termes normaux de la déformation ( Allen & al. [ ).

Lorsque la ruine du matériau est due a I’endommagement ductile, elle se produit dans le
domaine plastique, ce comportement est lié a I’étude des métaux ( Kreja & Schmidt &
Weichert [28] ). Ce procédé est li€¢ a de grandes déformations plastiques. Aborder le
domaine des grandes déformations reste trés délicat, les hypothéses que nous avons émises
pour établir la loi d’écoulement ne sont valables qu’en petites déformations. A la difficulté

des non linéarités géométriques, viennent se greffer des non linéarités matérielles.
Le programme se limite pour l’instant au domaine des petite déformations élastiques

dépourvues d’endommagement, mais un grand nombre de phénomeénes mécaniques

pourrait élargir le champ des applications.
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Annexe A : Eléments de géométrie différentielle

C’est a partir de la dérivée des vecteurs de base que repose le développement
de la cinématique de notre probléme, c’est pourquoi nous donnons le détail des formules

utilisées.

Les symboles de Christoffel de premiére et de seconde espéce sont définis de la fagon

suivante :
D = 8181 j AD
Ty =g“g; (A.2)
Puisque :
g =8 (A3)
Cecinous améne a :
Ty =i | (A4)
I =T} (A.5)
Nous pouvons déduire que :
Ly = %(gik,j T8k~ gij,k) (A.6)

Ces définitions restent valables pour les vecteurs de base surfaciques :

T, (6' ,92)=a A, (A.7)

¥
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Annexe A : Eléments de géométrie différentielle

9 (6',62)=a7.aa'ﬁ

Nous retrouvons toujours les conditions de symétrie :

Lopy = Tpoy
Tl =TF,

De la méme maniére que pour I’équation (A.6), nous déduisons que :

1
Loy = 2 (aav,B taga ~ aaB,v)

Revenons au tenseur de courbure qui permet de relier g, et a,, nous avons :

o

b, (6',6%)=4, -a
bz(6',6%)=4, -a°

B

Nous en déduisons que :
b (6',67)=T,,(6',0°)

bz(6',6%)=Iz(6',6°)
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Annexe B : Composantes du tenseur des déformations

Nous donnons les composantes du tenseur des déformations :

()

Eu=u, —ul, -vI 2—b”w+%(w +blu+blv )2 %[( "+a?

Nt
Jr(a22 +a" +(a u+a'2vX1“11 +F“) (az'u+a22vX1"12 +I“12)
—(b: + blz)w][ul (rlll +F12)+ v,l (rZIZ +r12 (bll + bZl)]

(]

X [u,z - u(r12 + Fzz )+ Vo~ (rzz + rlz )‘ W(bu +by )]
(0)
+ [(a“u’1 + azlv,l)+ T (a“u + alzv)+ r, (azlu + azzv)- b}w]

1 2 12 1 2 12
><[u,2 -THu-T);v- blw]+[v’2 —Tpu-T5v- bz,w]
2
X [(azlu1 + azzv,1)+ T (a“u + axzv)+ T3 (a 'u+ azzv)- b,zw]

]
En=y, -Thy, ~Thw, _bi(u,l _rlllu_rlzlv)_blz (V,l ~Tyu —r221V)

e, +blusb2v]x[bhy, + b2y, |+ (b,b) +b12b12)w+ 1
x[(a“u,,+a12v,1)+(a u+a' v)l' (a u+ta v)l"12 b1 ]

x[‘I’u—I“lll\ul—l"”wz]+%[(a u,+a v’1)+(a u+a' V)l',z1

+(321U +3122")1-221 “blzw]x[‘lfl,l —rllz‘l/l_rlzz\l’z]*'%[(3“\411,1 +312\V2,1)

1
+\41l1“111 +\uzl"llzku,1 —l",llu—I"lle——b“w)+ —2—(V —lelu—Fzzlv—bZIW)

X[(aZIWm*'azsz,l) (a Y, +a Wz)r (a Y, +a Wz)r ]
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Ezzzv’z—vfzzz—ul";z—bZWJr%( 2+b12u+b2) [(a +a21)u,2+v,2><

(a22+a ) (a u+a' VXF21+I“2,) (a u+a VXF22+F22) (b'2+b§>w]

2En=u, +v, —2vI —2ul}, —b,w +(w’1 +bju+ blzva,2 +blu+ b%v)

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)
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M
E,=v | _\erzlz ‘Wyrzzz —b'z(u,y—ul"llz -v[j _b12W)*b§

><(v,y—u1“2‘2—vI“222 b22W)+bl(W +blu+b§v)\p
+b§(w,y+b12u+b§ )\4/ += [(a u, +a’v, ) (a 1u+a2‘v) ®-5
xl“lzz+(a21u+a22V)1"22—blzwkwx_yfuw —Flztpy) ;

1 21 1 21, Y1 2
x[(a u, +a v‘y)+(a u+a v)[‘12+(a u+a v)l'zz—b w]

X (Wy,y -Tyhv, ”r222Wy)+%[( ! +alzwyy)
+(a“\lfx +312\Vy)r112 +(a21Wx +a’ \V )FzzK 12u r122" bl )
+[(a21Wx,y +a22Wy,y)+ (a“WX +al Wy)l—‘IZ (a Yy +a Wy)r22]
x%(v,y —1"212u—-F222v—b§w)

%)xy =V, _erllz “W;rxzz _.WH _W‘rzll ‘\Vyrzzl “bi

X (u,y—ul"ll2 -V} - blzw)—bf(v,y —ul), V[, —bzzw)

—blz(u —ul), - vIj - b“w) b%( ul"zll—vl"zzl—bmw)

+(w,, +b u+b2VXb2\|J rbly, )+ (w +bhu+bdv )by, +bly,)

+[(a u,, +a'v, ) (a u+a' v)l‘ +(a u+a v)l"lz—b w]

X(W .y r12Wx any) (Wy,y rzlz\l/x Fzz\Vy) (B.6)
x[(a”u,x+a22v,y)+(a“u+a12v)[ +(a u+a V)1'221 bzw]
+[(a”u,x+a12v,x)+(a u+a' v)l" (a u+a v)l"lz]

><(uy l"llzu Flzv blzw)+(,y I"zlzu I'22V bzzw)

+[(a u, +a v ) (a 'u+a12v)l" (a u-+a v)l'ﬂ]
(2)

E. =_b1(\l/ erlll -V rlzl) blz(wy‘x Wy rllz -V 1ﬂlzz)
(b by, W, +b blwywy)+b biy, y, + —[(a Yy +a wyx)

+r“(a Wy +a' ‘V )+I"2,(a Wy +a’ \l’ )K\Px, rlll\l’x_rnwy) (B.7)
[( )+1““(a Y, +a \py)+1"221(a2‘wx+a22\py)]
(Wy,x —r nVx — ~-I IWy)
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Annexe B : Composantes du tenseur des déformations

(2)
E vy :_bIZ(Wx,y _\erll2 _WyrlZZ)—bg (Wy,y _WXF;Z _\\Uyr‘222)

1
+ E(b'zb‘z\vxwx + b33y, )+ bbbl v,

+%[(a“qjx‘y +a12WY’Y)+r112 (a”Wx +a12wy)+r212(a21wx +322Wy)]

X(\Vx,y _rlll\Vx _rlzl‘lfy)+[(321\l/x,y +a22Wy,y)+F122 (a“\l"x +alz\l’y) (B.3)
+13 %y, +a2y, v, ~Thv, ~Thv,)

2, =—b! (W, ~ W Th —w, T3 )-bi (v, —w,Th —w,I3)
b (yn — W = w, T2 )= 03wy v, T — v, T2
+b!(bhw, +bdy, Ju, + 03 by, +bly, v, (B.9)
X [(a”\yx,x +a'ty, )+ T (a”wx +a12\uy)+ r, (a”wx +a22\py)]
x(\yx,y -Thv, —l"fz\uy)ﬁh[(a”\yx,x +a’y, )+ I (a“\ux +a12\|/y)

szzl(azl\lfx +a22Wy)K\Uy,y -Tv, —rzzz\l’y)

@ 1 2 1 2 1 12 )
2E , =w, +byu+biv+y  +lu, —ul}, —vI; —bywha 'y, +a 7y,

+ (v,y—ul"zl2 ~vl} —bzszazlwx +a22wy)+ v, (a“u,y+a12v,y) (B.10)
+T), (a“u+a12v)+ I, (a21u+a22v)— b12W]+ wy[(aZIu,y+a22v,y)
+T5 (a“u+a12v)+ l"zzz(azlu+a22v)— b%w]
2(]2:) L =w, +bju+biv+y, +(u,x —ul}, = v} =b,,whaly, +a]2\py)
+ (v,x—uI“:,f1 —vI}, —blszaZI\ux +a22\|/y)+ wx[(allu,x+a12v,x) (B.11)
+T)) (a”u+a12v)+ Fllz(a21u+azzv)» blzw]+ \uy[(aziu,x+azzv,x)
+F121<a“u+a12v)+ Fzzl(az‘u+a22v)» blzw]
z(gyz =(Wx,y _\VXFIIZ _\\Uyr122 a“l"jx +a12Wy)+(Wy,y _er;Z _WyrészaZIWx
+ azz\yy)+ \px[(a“\ux,y +a12\py,y)+ I, (a“\px +a12\uy)+ I“zlz(a”\yX +322Wy)] (B.12)
+\py[(a21\ux,y +a22\py,y)+ I} (a”\px +a12\|1y)+ I3 (azlwx +a22wy)]
2B, =y — v v, T Ja M + 2 )+ vy - wiTh -, T o',
+ aZZWy)+Wy[(a11Wx,x +a12\‘|”y,x)+ Flll(allwx + alz\lfy)"'rxlz (aZI\Vx +322Wy)] (B.13)
ru oy, oy, ) TR ey, ) e TR Ry ey, )

B =%[(a“wx vay, o +laty, +a2y, ) (B.14)
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Annexe C : Géométrie de la plaque

Les plaques :

Nous étudions les opérateurs se rattachant aux géométries particuliéres utilisées dans ce

travail.

Sur la surface moyenne, le vecteur position r est donné par :
r=r(x,y,z=0) (C.1)

Les vecteurs de base sont :

MM
a, r, )

®
n=ﬁ3=ﬁ3:u—_—i3 (C.3)
|al ® azl
Les vecteurs de base inverses sont tels que :
a, af =3 (C.4)
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Annexe C : Géométrie de la plaque

Tenseurs métriques :

o
aaﬁz

LO 1_

1 0]
a®f =

10 1]

Symboles de Christoffell de premiére espece :

Tenseur de courbure :

rgﬁ EO, va’B’Y
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique

Les coques cylindriques :

Coque cylindrique

Pour le cylindre, le vecteur position est défini comme tel :
r= r(x1 ,x? ,x3)= Rcos8'i, +Rsin6'1, +06°1,

Nous en déduisons les vecteurs de base :

a, r, Rsin®'i, + Rcos 8’1,
a(l = = = .
a LEF: I3

A a3 2,2 & L wnnla
n=4,=4’=—1—"2 =cos@'i, +sin6'1,
\al ®a2|
Soit pour les vecteurs de base unitaires :
A a,
a, =
au.u.
. a
a =L
R
4, =a,

D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

(D.6)



Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique

Pour la cobase nous avons :

1 1 ionla 1 1a
a {a }z{—k—sme i, +xcosO'1,

Ce qui donne pour les tenseurs métriques :

Les tenseurs de courbure sont donc donnés par :

3 . 1 b, by, _ -R 0
[baﬁ]_[au'au}]_{:bz] bp}“: 0 O:l

1 1 1
bek-beaal (o -
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(D.12)
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique

1 2 3
TERT! L
11 1}:1+R 0

-t o)
Ha M

Les symboles de Christoffel sont :

Les composantes physiques donnent :

v, =va'v,
v ! v v Vy =V
= —V V, = =
1 1 2 2 3 =V;
R

Et pour un tenseur d'ordre 2 :

T=T,a' ®a’=T;a' @4
®4a

=T"a; ®a; =T,

Donc :
”i’ij = \laii ajjTij
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique

T = Jay Ja; T (D.23)

I o~ 1.~ 1. -~ 1. .
— 13T == T3 Ty == T35 Ty =ET21 3Ty =Ty,

T, = 1
T R2 R R

~ ~ A

A 1
Ty =Ty Ty =ET31; Ty, =Ty Ty =Ty

ri-ll — R2T11 . rIA~12 - RT12 . ri-13 — RT13. rAr21 — RTZI. ,I’\22 — T22

rf23 =T23. ri-?!l — RT31 . T32 =T32; ri-33 — T33

Les dérivées sont calculées :

Vals = Vap ~Tig"a (D.24)
u’x =u,, =RQ,,
Vi = Vi =¥y
W, = Wo, =W, (D.25)
u/, =u,, =Ra,,
Vly =v,, =V,
W, =w,, =W, ;v ;a“BVB (D.26)
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Annexe D : Géométrie de la coque cylindrique

1 1 A
V1=Fu:§—ﬁ vVi=v=¥ (D.27)
Les composantes physiques de la déformation s'écrivent alors :
- — EXX
Xxx R2
E,, =E,
. 2B,
2E,, = o (D.28)
2Exz 2E,,
R
2E,, =2E,,
E_=E, (D.29)
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Annexe E : Géométrie de la coque sphérique

Les coques sphériques :

Géométrie de ia coque sphérque

Pour la sphére, le vecteur position est défini comme tel :
r= r(x1 ,x2,x3 )= r(Rsin(pcose,Rsincpsin 0, RcosG) (E.1)

ax =Rsingpcosd

y = Rsin@sin®

z=Rcoso (E.2)
Par analogie avec le chapitre 1 :
8' < 6' =Ro
6’ 0% =6 (E.3)

Nous en déduisons les vecteurs de base surfaciques :

120



Annexe E : Géomeétrie de la coque sphérique

cos@cosf 5 —sin@sin6
r . r .
a, =—=|cos@sinb |; a, =—=R| sinpcosb
00 . 00
—sin@
sinpcos0
R a;xa L
4, =a’ =——2 =| sinpsin@
I21X22\ cosb

Ce qui donne pour les tenseurs métriques :

[a“ﬂ]{é (Rs()i#@)Z}

a= Iaaﬁl =a,2, —a, = (Rsin(p)2

] {01 (R fin (p)z}

Les tenseurs de courbure sont donnés par :

baB =a,,50
A

bg —_—au b}\B

- oa,

“P o0

121

(E.4)

(E.5)

(E.6)

(E.7)

(E.8)

(E.9)
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Annexe E : Géométrie de la coque sphérique

—sin@cosB —cos@sin®

a],]=% —-sin@sin® |, a,,,=|—sin@cosb
—CcosQ 0

—cos@sin@ —sin@coso

a,, =| cos@cos® |, a,,,=R|-sin@sinb
0 0

i[baﬁ]z[—l/R 0 }

0 -Rsin’6

-1/R 0
= b‘;=
[ 0 —1/R}

Le tenseur de changement de courbure est alors déterminé :
uy =85 ~0%]
[ N ]_ 1+6°/R 0
Ha 0 1+0°/R
Les symboles de Christoffel sont :

Y —qY
Lgp =22,

Rsin@cosO cotgp/R 0

[r;B]:[g_ 0 } [rja]=[ 0 cotge/R

Les composantes physiques donnent :
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Annexe E : Géomeétrie de la coque sphérique

v, =va'v,
. . Vv, .
Vi=v Vo =5 3=V3
Rsin¢g
v =a°“?‘V[3
. v v
vi=v, =9, Vv 2 2

Les dérivées sont calculées :

A
ch]ﬁ:va B _FOLBVA

V1|1 = Vs

cotgo
V112=V1’2“V2 R
cotgo
V2'1=V251"V2 R

Va|s = Va,,+VRsingcos®

a _a a A
v |I3_V ’B+rBAV
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B (Rsino)’ " Rsing

(E.19)

" (E.20)

(E21)

(E.22)

(E.23)

(E.25)



Annexe E : Géométrie de la coque sphérique

o
v|l—v,1

vl|, =v',,=v’Rsingcos®

(E.26)
V], = vy cot g
R
v2‘2 —v2 4y cotge
Les composantes physiques de la déformation s’écrivent :
E)()( = EXX
. __E,
“ (Rsin(p)2
A 2E
2E =—2X (E.27)
¥ Rsing
R 2E
2B =—2~
=  Rsin@
2B =2E,, (E.28)
ﬁ zz = E 2z
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