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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction

Le point de départ de ce travail est une remarque de Y. Davydov concer-
nant 1’étude de la distance en variation totale, notée || - ||, entre la loi u,
d’un vecteur aléatoire & = (£,...,&,) & composantes indépendantes iden-
tiquement distribuées, et sa translatée ug’) définie par uslb)(B) = pn(B—0b),
B € Bgn. Ici, b= (by,... ,b,) € R* et pﬁf’) n’est autre que la loi de £ + &. Si
les &, possédent une densité commune p absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue A, alors Y. Davydov a montré que

ltn = 12| < V/I(p) (1.1)

ot I(p) est la quantité de Fisher associée & p, définie par

)= [ E (()) |'p(a)dz.

Supposons maintenant que & = (&, k € N) soit une suite infinie de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (on notera v.a.i.i.d.) et
b = {bk,k € N} une suite numérique. On note u et 1® les lois de & et
€ +b={& + br}. Il est alors facile d’obtenir & partir de (1.1) le méme type
de majoration, c’est-a-dire :

= 1®) < V/I(p)

(1.2)
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L’étude de la distance en variation totale entre x et x(®) permet de comparer
& et £+, ce qui rejoint les travaux de L.A. Shepp sur la continuité absolue
d’une suite de v.a.i.i.d. et de sa translatée. Il a entre autres démontré le
résultat suivant :

Théoréme 1.1.1. Si I(p) < oo, alors

o0
g p® = be < 0.
i=1
Une majoration de cette distance permit également a Y. Davydov d’obte-
nir un principe d’invariance local pour les fonctionnelles stochastiques dans
le principe d’invariance de Donsker-Prokhorov. Le cadre en est le suivant :
& = (&, k € N*) est une suite de v.a.i.i.d. définies sur un espace probabilisé
et & valeurs dans (R, B(R), A), telle que E(&) = 0 et var(§;) = 0 < oo pour
tout k£ € N*. Posons Sy = 0 et Sy = & + -+ + & pour tout £ € N*. Pour
n donné dans N*, on construit alors le processus polygonal X,(¢),¢ € [0, 1],
passant par les points (£, ;%;), k variant de 0 & n :

3 I
<

X, (t) = UIW(S[M] + (nt — [nt])€ng1)

ou [.] désigne la partie entiére. Soit P, la loi de X, dans C[0, 1], ’espace des
fonctions continues sur [0,1]. D’aprés le principe d’invariance de Donsker-
Prokhorov, on sait que P, converge faiblement vers la loi du processus de
Wiener W (on notera P, = W ). Si ¢ est une fonctionnelle (i.e. une fonction
mesurable & valeurs dans R) définie sur C[0,1], W-presque partout (p.p.)
continue, on peut en déduire que

Pt = We L.
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En imposant certaines conditions sur les variables & et pour une classe parti-
culiére de fonctions ¢, Y. Davydov a montré qu’on pouvait obtenir la conver-
gence forte dans ce qui précéde, c’est-a-dire :

Pap™ =5 Wy,

. var P . .
ou — désigne la convergence en variation, ou convergence forte.

Nous voyons donc que ’étude de la distance en variation entre la loi d’un
processus £ et sa translatée est doublement intéressante.

D’une part, elle permet de comparer ces deux lois et on peut alors espérer
trouver des conditions pour que celles-ci soient équivalentes. Le cas d’un
processus & = (&,k € N*) composé de v.a.i.id. a largement été étudié,
notamment par L.A. Shepp [31], ainsi que celui des mesures gaussiennes
(voir par exemple [17]), par des méthodes différentes. Enfin, H. Sato [29]
puis C. Noquet [20] se sont intéressés aux chaines de Markov.

D’autre part, elle a, comme nous ’avons vu, permis & Y. Davydov d’ob-
tenir un principe d’invariance local pour les v.a.i.i.d.. Ce procédé a été repris
par C. Noquet [20] dans le cas des chaines de Markov homogénes.

Nous avons, quant a nous, voulu élargir la classe des processus gaus-
siens en considérant tout d’abord un certain type de mélange de mesures
gaussiennes, le mélange agissant sur 1’opérateur de covariance, puis en nous
intéressant aux mesures de Gibbs sur R%”. Nous en donnerons une définition
précise dans le chapitre 3, mais pouvons d’ores et déja en donner une idée.
Un processus & = (& ,k € Z%) est gibbsien si, pour chaque volume fini A
de Z*¢ et chaque configuration n & I’extérieur de A, les lois conditionnelles
de (& ,k € A) sachant que (& =,k ¢ A) coincident avec un systéme de
lois conditionnelles données a priori. Les processus gibbsiens, ainsi que ceux
correspondant & un mélange de mesures gaussiennes, sont donc d’un inté-
rét particulier en ce qui concerne la dépendance stochastique et constituent
un prolongement naturel aux études effectuées sur les v.a.i.i.d., présentées
précédemment.

Le plan d’étude est le suivant : nous étudierons successivement ces deux
types de processus et obtiendrons pour chacun une majoration de la distance
en variation entre la loi en question et sa translatée. On en déduira alors
dans chaque cas un premier résultat concernant 1’équivalence entre cette loi
et sa translatée. Enfin, nous utiliserons les résultats établis pour démontrer
un principe d’invariance local pour certains processus de Gibbs. Nous pro-
céderons de la maniére suivante : soit £ = (&,k € Z¢%) un tel processus,
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défini sur un espace probabilisé et & trajectoires dans (RZd, Bgya). Pour tout
n € N*, on définit cette fois P, comme la loi, sur un espace X plus large que
l'espace C[0, 1] des fonctions continues sur [0, 1]¢, du processus en escalier
X,(t),t € [0,1]¢ défini par :

1
Xn(t) = ond/? Z gk
kez?
0<k<[nt]

ot 02 = E(£?) €]0, 00|, le processus £ étant supposé strictement stationnaire.

Il existe des travaux récents (voir [25]) qui donnent des situations ot la
suite de lois (P,) converge faiblement vers la loi du processus de Wiener d-
dimensionnel W que nous définirons plus loin (voir § 1.2.2). Nous supposerons
donc que (P,) converge faiblement, en ’occurence vers la loi de W. Gréace &
I’étude de la distance en variation entre la loi p du processus initial ¢ et sa
translatée, nous verrons qu’il est alors possible d’en déduire, en utilisant un
théoréme limite local di & Y. Davydov, que

pour une certaine classe de fonctionnelles ¢ que ’on précisera. Enfin, nous
donnerons 'exemple, issu de [25], de certains champs gibbsiens pour lesquels
on a effectivement la convergence faible de (P,) vers la loi de .

1.2 Préliminaires

1.2.1 Notations

Nous allons introduire ici quelques notations que nous utiliserons dés &
présent ou dans les chapitres suivants. D’autres apparaitront tout au long de
cet ouvrage.

— Si X est un espace vectoriel topologique, on notera X* ’espace dual de

X et (-, -) la forme bilinéaire exprimant la dualité entre X et X*.
— On notera S ’ensemble des parties finies de Z?. Autrement dit, on a
S ={A C Z% |A| < oo} ol |A| désigne le cardinal de A.

— Le symbole < désigne 1’absolue continuité d’une mesure par rapport a

une autre.

— On note 2 I’élément de C tel que 22 = —1.

— Enfin, le symbole m signale la fin d’une preuve et o la fin d’une dé-

monstration intermédiaire interne a une preuve.
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1.2.2 Le processus de Wiener d-dimensionnel

Pour d = 1, le processus de Wiener sur [0,1] est bien connu : c’est
le processus gaussien continu, centré, de fonction de covariance min{s, t}.
Nous généralisons ce processus a [0,1]¢ en considérant le champ aléatoire
de Wiener-Chentsov, défini comme étant le champ aléatoire gaussien centré
{W,, t € [0,1]¢} de fonction de covariance

d
K(s,t) = [[min{s@,t0}, s=(sU,... s@), t=(0 . 1)
i=1

On considére sur [0, 1]¢ I'ordre suivant : pour s, € [0,1]%, s = (s(), ... , s(4),
t= (W, ..., t) on écrit s<t (resp. s<t) si s <t (resp. s <), i =
1,...,d. Pour t,t, € [0,1]¢, t; <%y, on note ]¢,, o] l'intervalle d-dimensionnel

{s €[0,1]¢: t, < s <tp} que l'on appelle pavé. En d’autre termes,
d

Jt, ta] = H ]tgi)’ tgi)] :

i=1
On définit alors les accroissements AW (B) du processus W sur un pavé
B =]s, t] de [0, 1]¢ par

AW(B) = Z (=1)d-2se W(s(1)+a1(t(1) —sM), 8@ 4 ay(t@ —s@y).

a;=0,1
i=1,...,d

Rappelons que l'on a la caractérisation suivante : le processus stochastique
{W,, t € [0,1]¢} est un champ de Wiener-Chentsov si

(1) P(W € C[0,1)%) =1, P(W(¢) = 0) = 1 pour tout ¢ appartenant a une

frontiére inférieure de [0, 1]%, c’est-a-dire pour lequel il existe j tel que

t0) = 0.
(2) Si By,..., B, sont des pavés disjoints de [0, 1]¢, alors les accroissements
AW (By),. .., AW(B,,) sont des v.a.r. normales centrées et de variances

les volumes des pavés B; .

1.2.3 Admissibilité

Définition 1.2.1. Soit P une mesure sur la tribu borélienne d’un espace
vectoriel topologique X, et b € X. On dit que b est admissible pour P si la
mesure P®) définie par P®O(B) = P(B —b) est absolument continue par
rapport & P. On dit que b définit une direction admissible pour P si tous
les vecteurs de la famille {cb,c € R} sont admissibles pour P. L’ensemble
des vecteurs définissant des directions admisstbles pour P forme un espace
vectoriel que nous noterons Hp.
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Dans le cas gaussien, on peut expliciter 'espace Hp. Nous en donnons ici
deux exemples, énoncés sous forme de théorémes que 1’on peut trouver dans
[7] et [17].

Théoréme 1.2.2. Si P est une mesure gaussienne sur un espace de Hilbert
X, d’opérateur de covariance A, alors :

Hp=VAX (1.3)

Théoréme 1.2.3. Si P est la mesure de Wiener W sur X = C(T) avec
T = [0,1]%, C(T) étant l’espace de Banach constitué des fonctions continues
sur T avec la norme |z| = sup |z(t)|, on a alors :

teT

Hp = Hy = {e eX, 4t) = /M h(s)A%(ds), h € L*(T, /\d)} L .4

1.2.4 Variation totale

Définition 1.2.4. Soit u une mesure signée sur (2, F). La variation totale
de la mesure 11, notée ||ul|, est la quantité définie par :

=su Ay, )
|l (SAB;M )|

le sup étant pris sur les partitions finies de Q). La convergence en norme || - ||
est appelée convergence en variation ou convergence forte et elle est désignée
par le symbole —=.

On peut signaler quelques propriétés de la variation totale, qui serviront
par la suite. On pourra trouver la justification des deux premiers lemmes qui
suivent dans [7] et [8].

Lemme 1.2.5. 5% p est une mesure signée absolument continue par rapport
a une mesure v, et h = du/dv la densité de la mesure p par rapport d la
mesure v, alors ||p|| = [ |h|dv.

Lemme 1.2.6. 57 (u,) et (vn) sont deuz suites de mesures telles que pn, = p
et v, = v, alors

[l — v|l < liminf || n — v
Lemme 1.2.7. Si (u,) est une suite de mesures telle que pu, < v pour tout
n, et p, —— p, alors p < v.
n—oo

Preuve : Soit A € F tel que v(A) = 0. On a alors p,(A4) = 0 pour tout
n, donc p(A) = 0. La mesure u est donc absolument continue par rapport &
la mesure v. n
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1.2.5 Formule de probabilité totale

Nous allons maintenant énoncer la formule de « probabilité totale », per-
mettant de décomposer une mesure, ce qui servira a calculer ||z — u®||. Nous
nous référons ici a [7].

Soient (€2, F) un espace mesurable et P une probabilité sur F. Soit I" une
partition de ’espace {2 en sous-ensembles v disjoints. L’espace quotient dont
les éléments sont les sous-ensembles +y est noté Q/I.

Soit : & — Q/T" la projection canonique associant & chaque w € §2
I’élément de la partition auquel w appartient. On munit ’espace quotient
d’une tribu For constituée des ensembles A C Q/I" pour lesquels 771(A4) €
F. On obtient alors sur ’espace mesurable (Q/I", Fqr) la mesure quotient
Pr = Pr~1

Finalement, on obtient dans (2, ) une sous-tribu F' constituée des en-
sembles de la forme 771(A4), 4 € Far.

Un systéme de mesures de probabilité {P,,y € I'} définies sur F est
appelé systéme de mesures conditionnelles pour P relativement a la partition
I" si pour tout B € F, la fonction v — P,(B) est mesurable pour For et
pour tout A € Fqr :

P(B T (A4) = [ PBIP(@). (1.5)

En d’autres termes, la fonction Py()(B) est une version de la probabilité
conditionnelle P(B/FT). Pour A = Q/T, la formule (1.5) devient la formule
de probabilité totale.

Définition 1.2.8. On appelle formule de probabilité totale la désintégration
de la mesure P par rapport & Uapplication de projection sur Q/T' au moyen
des probabilités P,. Autrement dit, pour tout B€ F, on a :

PB)= | PBF). (1.6)

Supposons que {2 soit un espace métrique séparable complet et F la tribu
borélienne et soit I' la partition en images réciproques de points par une
application mesurable de (2, F) dans un espace métrique séparable complet.
Une telle partition est dite mesurable, et il existe un systéme de mesures
conditionnelles correspondant. Chaque mesure conditionnelle est unique et
concentrée sur 77 1(7), & un ensemble de mesure P,-nulle prés. Cependant,
on peut se passer de cette hypothése portant sur I’espace 2 si on connait &
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priori un systéme de mesures conditionnelles et une mesure quotient, ce que
nous ferons.

Parmi les propriétés de cette décomposition, il en est une qui nous inté-
resse particuliérement : elle permet d’exprimer la distance en variation entre
deux mesures par le biais des mesures conditionnelles. Le théoréme suivant
([7], p- 2800) en est l'illustration.

Théoréme 1.2.9. Soient P et () des mesures sur 2; soient {P,}, {Q,},
Pr, Qr les systémes de mesures conditionnelles et de mesures quotient cor-
respondants. Alors

IP-all= [ [Py o ~ @ e P+ @r) e

En particulier, si Pr = Qr, alors

p-af= [ I-e

L’idée sera de considérer des partitions mesurables dont les éléments ont
une structure suffisamment simple ou telles que les mesures conditionnelles
y soient connues. Une situation est bien connue : c¢’est lorsque la mesure est
gaussienne. Nous ’étudierons plus en détail lorsque cela sera nécessaire (voir
§2.2.1).

Fr(dy) (1.7)




Chapitre 2

Mélange de mesures gaussiennes

2.1 Introduction

Nous allons ici définir ce que nous appelons mélange de mesures gaus-
siennes. Il s’agit d’'un mélange agissant sur ’opérateur de covariance d’une
mesure gaussienne initiale centrée, ce qui correspond & la définition des lois
dont les distributions sont & contours elliptiques que I'on peut trouver dans
[2]. On y définit ces lois sur R* de la fagon suivante : si € est un vecteur
aléatoire de dimension n, m un élément de R™, ¢ une fonction réelle et X une
matrice n X n symétrique de type positif, alors on dit que € posséde une loi
4 contour elliptique, de paramétres m, Y, ¢ (on note : £ ~ EC,(m, X, §)) si
la fonction caractéristique ¢z_;, de & — 1 est de la forme :

be_m(t) = 0(t'S), teR".

Supposons que ¥ soit inversible. On ne peut évidemment pas choisir n’im-
porte quelle fonction ¢ : c’est ce que précisent les résultats suivants de Schoen-
berg [30], qui est & la base de cette théorie. Si ®,, n > 1 est la classe des
fonctions ¢ réelles telles que ¢(¢'3t) soit une fonction caractéristique, alors
¢ € &, si et seulement si

o (w) :/[o )Qn(rzu) F(dr), u=>0, (2.1)

ot F est la loi d’une v.a.r. R positive et Q,(]|¢||?), ¢t € R® la fonction caracté-
ristique d’un vecteur aléatoire U™ de dimension n uniformément distribué
sur la sphére unité de R*. D’autre part, @, \, P, et ¢ € P si et seulement
si ¢ est donnée par (2.1) avec Q,(r*u) remplacé par exp(—r?u/2) :

P(u) = /[0,00) exp(—T) F(dr), u>0. (2.2)

11
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On sait alors d’aprés [2] que si & ~ EC,(, %, ) avec ¥ inversible et ¢ du
type (2.2) telle que F(0) = 0, alors & est absolument continu par rapport a
la mesure de Lebesgue. D’autre part, les composantes de & ont des moments
d’ordre 1 finis si et seulement si R est intégrable et dans ce cas, m est la
moyenne de £. Enfin, chaque composante de £ a un moment d’ordre 2 fini si
et seulement si E(R?) < oo.

Nous allons étendre cette notion & un espace vectoriel topologique quel-
conque. Dans tout ce qui suit, on supposera que u est la loi d’un processus &
défini sur un espace mesuré.

Soit (X, Bx) un espace vectoriel topologique muni de sa tribu borélienne,
et ©4 une mesure gaussienne sur X, centrée et d’opérateur de covariance
A X* > X c’est-a-dire une mesure telle que

vVz* € X, /xexp [z, z*)] pa(dz) = exp [—%(Ax*,:r*)] :

On supposera que ’opérateur A est défini (positif) dans le sens ou
((Az*,z*) =0) = (z* =0).

Soit alors F' la loi d’une v.a.r. positive R de carré et d’inverse intégrables :
E(R?) < 0 et E(R™!) < 0.

Définition 2.1.1. L’opérateur de covariance A et la loi F étant choisis
comme ci-dessus, on appellera mélange de mesures gaussiennes la mesure
p définie sur (X, Bx) par

u(B) = / " 1 (B) F(dr) (2.3)

. de . S TIN
pour tout B € Bx, ot p, 2 U2 4 est la mesure gaussienne centrée d’opérateur
de covariance r2A sur (X, Bx).

Signalons ici I’étude de G.N. Sytaya [34] qui se place dans un espace de
Hilbert et considére les mélanges du type

o0 (o]
/“[' = / a '/ ua1A1+"‘+amAm V(dal’ T ,dam)
0 0

ol les opérateurs de covariance A; sont définis positifs et la mesure v continue
au point (0,...,0). Notre définition de la mesure u correspond donc au cas
m = 1, si on suppose que X est un espace de Hilbert.

Il est clair que nous aurions pu choisir la mesure p4 non centrée, ce qui
n’affecte en rien les résultats obtenus par la suite, la seule raison étant de
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simplifier les notations. Voyons rapidement & quoi correspond la mesure u
définie par (2.3) pour différents choix de ’espace des trajectoires X. Dans
tout ce paragraphe, ¢ est la fonction définie par (2.2).

Tout d’abord, supposons que X = R*, A € S. L’opérateur de covariance
est identifié & une matrice (A4;;); jea et la mesure 4 admet alors pour fonction
caractéristique

/RA exp [zszxk] p(dz) = ¢( Z ZiAiij) . zeRM. (2.4)

keA i,J€A

. . . . d . . .
Ensuite, si l'espace des trajectoires est RZ®, on identifie 'opérateur de
covariance & une matrice infinie (A;;); jeze; p est alors la mesure telle que
. d J
I'on ait, pour tout z € RZ® dont les coordonnées non nulles sont en nombre
fini :

_/de eXp [Z szxk] p(dz) = ¢( Z ZiAiij) . (2.5)

kes i,J€S

Enfin, si les trajectoires de £ sont & valeurs dans un espace de Hilbert
mesurable (H, B), on identifie H avec son dual et u est la mesure telle que
pour tout z € H,

/Hexp [1(z,2)] pu(dz) = $(Az, 2), (2.6)

ot (-,-) désigne le produit scalaire sur H.

Le but est d’étudier la distance en variation entre la mesure p définie par
(2.3) et sa translatée. Pour cela, nous la décomposerons grace & la formule
de probabilité totale vue au chapitre précédent.

2.2 Inégalités pour la distance en variation

Nous allons étudier || — u®|| dans plusieurs cas. Tout d’abord, lorsque
I’espace des trajectoires est un espace vectoriel séparable localement convexe,
puis un espace de Hilbert séparable et enfin RZ®. On rappelle que 4 est la
mesure gaussienne centrée d’opérateur de covariance A et que pour une me-
sure P, Hp est ’espace des directions admissibles pour P. Nous reprenons,
dans ce qui suit, les notations introduites au paragraphe 1.2.5. Dans l'im-
médiat, précisons ce que devient la formule de probabilité totale dans le cas
gaussien, ce qui nous permettra, en choisissant convenablement la partition
de P'espace, de déterminer la distance en variation dont il est question.
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2.2.1 Désintégration d’une mesure gaussienne

La référence demeure [7], article auquel on pourra se référer pour de plus
amples informations, ainsi qu’a la section 9 de [17].

Soit X un espace vectoriel séparable localement convexe et P une mesure
gaussienne centrée sur X, d’opérateur de covariance K. Soit Xp la fermeture
de X* dans L?(X, P). Un élément h de cet espace, considéré comme une
variable aléatoire sur (X, P), sera noté (-, h). L’espace Xp, sous-espace de
L?(X, P), est un espace de Hilbert. Le produit scalaire induit de L2(X, P) est
noté (-,-) et la norme | - |. On définit alors 'opérateur ¢* plongeant X* dans
Xp et 1: Xp = Xp — X l'opérateur adjoint de 7*.

On peut alors expliciter Hp et déterminer une partition de I’espace pour
laquelle le systéme de lois conditionnelles est connu.

Théoréme 2.2.1. Avec les notations précédentes, Hp = 1(Xp) et si I' est
une partition de X en lignes paralléles a un vecteur b € Hp, b ='i(h), h €
Xp, alors pour Pr-presque tout v = {z + cb,c € R}, z € X, la mesure
conditionnelle P, est gaussienne de parameétres (—(z,h)|h|~%, |h|™2). De
plus, opérateur de covariance de P est égal ¢ 11",

On remarquera que la variance des mesures conditionnelles sur les lignes
paralléles au vecteur b € Hp ne dépend pas de « : on la note o3 (b) et on dit
que c’est le tauz d’admissibilité du vecteur b pour la mesure P. La quantité
op(b) vaut donc ||~ si b = i(h). Cependant, I'espace Hp ainsi décrit reste
assez difficile & cerner. Le théoréme suivant permet de le déterminer dans des
situations concrétes.

Théoréme 2.2.2. Supposons que l'opérateur de covariance K de la mesure
P admette la factorisation K = II*, ot I est un opérateur linéaire d’un
espace de Hilbert L = L* dans X et I* opérateur adjoint de I. Alors Hp =
I(L) et pour tout b€ Hp, b=1(), 1 € L, on a op(b) = ||}

L’exemple le plus classique, que nous utiliserons plus loin, correspond au
cas ol X est un espace de Hilbert. On identifie alors X* et X. L’opérateur
de covariance est symétrique défini positif et posséde alors la factorisation
K = VKVK ot VK : X — X est la racine carrée de K. On obtient alors
que Hp = VK X et op(b) = |h|x' sib=VEh, heX

2.2.2 Inégalités

Théoréme 2.2.3. Soit X un espace vectoriel séparable localement conveze
et soit p définie sur (X, Bx) par (2.3). Alors pour toutb € H,,, on a :

w—p®) < \/g E(R™") o, (b)
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ot R est la v.a.r. associée a ¢ et 0,,(b) le tauz d’admissibilité du vecteur b
pour la mesure pi4.

Preuve : D’aprés la représentation (2.3), on a pour tout B € Bx :

ﬁMﬂ=AMMWMWM,

oll u, est la loi du processus gaussien centré d’opérateur de covariance r2A.
{ur} et F constituent donc un systéme de lois conditionnelles et une mesure
quotient pour p. D’aprés (1.7) on a donc :

IW—N@”=AWWH—MWWWW- (2.7)

Pour étudier ||z — 1|, on va associer 4 4, un systéme de lois conditionnelles
et une mesure quotient bien choisis : les éléments de la partition seront des
droites, que 'on choisira paralléles & un vecteur admissible pour u,, en 'oc-
curence le vecteur b puisqu’on a trivialement H,, = H, . Dans 'immédiat,
nous allons effectuer un calcul intermédiaire qui permettra de déterminer la
distance en question.

Lemme 2.2.4. Soient v une mesure gaussienne sur X de moyenne m,,
d’opérateur de covariance K, et b € H,. Alors

v~ @] < \/g o, (b), (2.8)

ot 0,(b) est le tauz d’admissibilité du vecteur b pour la mesure v.

Preuve : Supposons que v soit centrée, ce qui ne change pas la distance
en variation en question et considérons la partition I de ’espace en lignes
paralléles au vecteur b € H, : chaque v € T est de la forme {z + ¢b, c € R},
z € X. D’autre part, il existe h € X,, tel que b = i,(h) ou i, est opérateur
de X, dans X tel que K, = 4,1}. Soient alors {v,}, vr un systéme de lois
conditionnelles et une mesure quotient pour v. Grace au théoréme (2.2.1),
on sait que pour vr—presque tout v € I', la mesure conditionnelle v, pour le
paramétrage v = {z + cb,c € R} est gaussienne de paramétres

(==, Mkl 1A%

ol |h|x> est la norme sur X,, induite de celle sur L3(X,v). Par ailleurs, les

b ‘ \
mesures VS) sont gaussiennes de paramétres

(=(z WAz, + 1, 1RI%D)
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puisque 1'unité est b sur . D’aprés le lemme (1.2.5), on obtient, en notant
|| & la place de |A|x, :

o=l = /V‘z’%ﬁ' eXp(‘zuzi-z)‘e"p(‘%i%) du

-/ lﬁi—w-—l[exp<—znz;—2>—exp<—%,,;,,—i>§>]du

/ \/27th!| 2 xp(_(;l”;”}f) ‘e"p(‘ﬁ;——s)] du
;F i 2nh;—2)
< /21l
= ik,
d’ou

v =0 = / vy — 9] ()

IN

\/7thle
= \/; S (b).
0

Remarquons ici que 'on peut obtenir I'expression exacte de [|v — v®||. En
reprenant le calcul ci-dessus :

oy =9 = 21| < By = -0 (29)

ol Y est une v.a.r gaussienne centrée réduite A (0,1). Mais revenons a la
démonstration principale et appliquons ce lemme & la mesure p,. Cela donne,

pour tout 7 > 0,
2 _
e = w0l < \/; N0
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o= 101 < /2 [T ozt par)

Il reste & expliciter o' (b), ce qui fait 'objet du lemme suivant.

d’ol

Lemme 2.2.5. Pour tout r > 0, on a [’égalité

Preuve : Nous avons vu au paragraphe (2.2.1) que pour la mesure gaus—
sienne centrée p14, il existe un opérateur 4, : X, — X tel que A =1, 71} .
De méme, pour tout r > 0, il existe un opérateur 7, : X, — X tel que
r?A =i, 1, . En posant I, = r~'i,, on obtient une seconde factorisation
de Popérateur de covariance de pa qui est A =1, I} , que I'on peut repré-
senter par le diagramme suivant :

E
e

D’autre part, b appartient & H, qui est égal a I, (X, ) d’aprés le théo-
réme (2.2.2), donc il existe h, € X, tel que b = I, h,, i.e. b= 1, (rth,), ce
qui permet d’écrire :

_X*

o (®) = Ir7thex,,

1
= - " h‘r "Xur
T

1
= ; U/‘A (b)
puisque b = I, h., h, € X, et A = I, I est une factorisation de l'opéra-
teur A par l'intermédiaire de ’espace de Hilbert L = X,
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O
On obtient finalement :
o0 <2 [ Lozt pian
i.e.
2 1 —
=01 < /2 BB 2 0).
™

Remarque 2.2.6. En reprenant l’ezpression (2.9), on peut obtenir une mi-
noration de cette distance. En effet, on obtient alors

e = 1 H~2P(IYI<—0 L),

0 1
o O] = 2/0 P(IY] < 5-054(6)) Fldr).

Grace a 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev, on peut minorer la quantité sous
Uintégrale :
1
P(Y| < 57Tk (b)) =1 — 4r%al, (b)

d’ou
b= 1)) 2 2(1 - 4B(B?) o2, () (210)

Cette minoration reste vraie méme si b ¢ H,, si on pose par convention
0,u,(b) =0 lorsque b ¢ H,,, ce qui ne signifie rien d’autre que la nullité du
tauz d’admissibilité de b pour ps dans ce cas.

Supposons maintenant que I’espace des trajectoires soit un espace de Hil-
bert H. On obtient alors, grace a I’étude précédente, le résultat suivant.

Corollaire 2.2.7. Soient (H, B) un espace de Hilbert séparable et p définie
sur H par (2.3). Alors pour tout b=+/Ah, h€ H, on a :

=0 < /2 B ks

Preuve : L’opérateur de covariance A posséde dans ce cas la factorisation
A = /AVA ou VA : H — H est la racine carrée de A. L’élément b étant
de la forme v/A h, nous savons d’aprés le théoréme (2.2.2) qu’il appartient &
H,,, a4 étant la mesure gaussienne centrée d’opérateur de covariance A et

0.1 (b) = |h|m, d’'ou le résultat. n
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Exemple 2.2.8. Prenons H = R* muni du produit scalaire usuel. Pour tout
b= (b;)1<i<n € R*, on obtient

2 -
I = 1 < \/; E(R™) VP A0,

ce qui rejoint un résultat de [21] obtenu en utilisant la densité des vecteurs
gaussiens. De méme, on obtiendrait une majoration semblable sur R*, A € S
et on voudrait pouvoir obtenir un résultat similaire en faisant tendre A vers
S = Z9 Cependant, ce passage & la limite est difficilemment justifiable et
on ne peut pas toujours conclure. Le probléme est le suivant : étant donné
une matrice A = (A;;)ijes, quelles sont les conditions d’une part pour que
A admette une inverse A~!, d’autre part pour que I’on ait

MAZ bib; — A5bi b 2.11)
3 =) (

ol A, = [-n,n]? et les (")Ai_jl sont les coefficients de I'inverse de la matrice
(Aij)i,je A,- Ce probléme est 1ié 4 la théorie des systémes linéaires & une infinité
d’inconnues, que par exemple F. Riesz a développé pour S = N dans [27]. En
adaptant & S = Z¢ les idées qui y apparaissent, supposons qu’il existe une
constante M positive telle que

> Ajpbib <MY B (2.12)

JkeZd kezd

pour tout b € ¢2(Z%). Alors A définit un opérateur sur l’espace de Hilbert
2%(Z4%), que F. Riesz nomme substitution linéaire. On peut considérer sur cet
espace la racine carrée de A et on obtient le théoréme suivant.
Théoréme 2.2.9. Soit A = (A;j);jeze vérifiant la condition (2.12) et p
définie sur Q = RE* par (2.3). Alors pour tout b=+/Ah, h € £2(Z%), on a :

-0l < 2 B[S ne
i€Zd

Preuve : Soit (2) ’ensemble des éléments w de 2 de coordonnées nulles sauf
un nombre fini, i.e. tels que {i € Z% w; # 0} € S. En identifiant Q* & (Q2),
on obtient la factorisation suivante pour A:

A
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On peut alors appliquer le théoréme (2.2.2), ce qui donne, puisque b = VAR,
h € (3(Z%) -
U;j(b) = |h]e
d’ot
- ) < 2 BB Pl
|

On peut imposer des conditions supplémentaires sur la matrice A pour
que celle-ci soit inversible et telle que le passage & la limite (2.11) soit va-
lide. Supposons par exemple que A soit bornée, c’est-a-dire qu’il existe des
constantes strictement positives M et m, telles que pour tout b € £2(Z9),

mY < D Aubb <MY B (2.13)

kezd j,kezd kezd

Alors A est inversible et le passage a la limite (2.11) est possible pout tout
b € ¢*(Z%. De plus, 'inverse de A est également bornée et vérifie quelque
soit b € ¢£2(Z9)

SRS Y Apehe<— S8

keZd j,kezd kezd

On voit donc que sous ces conditions, b appartient & ¢2(Z% si et seulement
si (A~1b,b) est fini, ol

(A7'b,0) = > Azl bjby.

Jkez?d

On peut donc énoncer le corollaire suivant qui est le prolongement attendu de
'inégalité obtenue a I’exemple (2.2.8) sur R®, moyennant certaines conditions
sur 'opérateur de covariance.

Corollaire 2.2.10. Soit A = (Aij); jeze vérifiant la condition (2.13) et p
définie sur Q = RE* par (2.3). Alors pour tout be Q, on a :

ln = 1| < \/g E(R™) V/(A715,b).

Nous avons vu un critére pour que A soit inversible et le passage & la
limite (2.11) possible. Cependant, il serait plus intéressant d’avoir des condi-
tions sur les coefficients A;; pour que ces conclusions subsistent. C’est le cas,
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présenté dans le chapitre 13 de [15], si la matrice A est définie positive et
telle que

|4ij] ¢ lAwl
sup <letVieZ
iEZd§ Au ;A ;2

Si A est homogéne, c’est-a-dire A4;; n’est fonction que de i — j (on notera
alors A;; = A(i — 7)), la condition précédente devient

> _IAR)] < A®0).
E#£0
Si on se place sous cette hypothése d’homogénéité et en supposant que
> 1A(K)] < o0,
kezd

on peut utiliser les outils de ’analyse de Fourier pour trouver des conditions
nous satisfaisant, mais nous n’aborderons pas plus en détail ce probléme ici.

2.3 Equivalence de la mesure translatée

Nous pourrions utiliser ’étude précédente pour en déduire, dans tous les
cas, une condition sur b pour que x et u®) soient équivalentes. Cependant
la question a été complétement résolue par G.N. Sytaya lorsque ’espace des
trajectoires est un espace de Hilbert et on connait alors la densité de u®
par rapport & u. Nous ne nous intéresserons donc qu’au cas ou I’espace {2
est séparable localement convexe et donnerons une démonstration utilisant
la distance en variation lorsque = RZ”. Nous donnerons également une
expression de la densité lorsque b est admissible.

Théoréme 2.3.1. Soit A = (Aij); jeze vérifiant la condition (2.13), p défi-
nie sur Q = R2” par (2.3) et b € Q. Alors

g~ u® e (A7, b) < oo.

Preuve : Soit ¢™ le processus défini par la translation suivante de ¢ :

m ) & sii€]—n,nf?,
G ‘“{ E+b siig]—nnft (2.14)

et v la mesure correspondante. On a par construction () = & +b i.e
O = 4 et (™ ~ D) pour tout n > 0 puisque quelque soit m > 0, v(™

s’écrit sous la forme -
M = / V™) F(dr)
0
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ot ™ est la mesure gaussienne obtenue par la translation définie par (2.14).

. . 1 .

Les mesures gaussiennes 11 et 1Y sont absolument continues I'une par
rapport & 'autre puisqu’elles ne différent que d’une translation par un vecteur
ayant un nombre fini de composantes non nulles. Cette propriété s’étend a

v(™ et (1) et on obtient par récurrence que
vn >0, v~ 0,

Or
™ — P < Y AG biby — 0,

. n—ro0
7'1]¢]—n1n[d

donc d’aprés le lemme (1.2.7), 4 < v, d.e. u < p®. Par un raisonnement
identique avec le vecteur —b, on obtient que u® < p et donc p ~ p®.
D’autre part, la minoration (2.10) nous permet de dire que si (A7!b,b)
n’est pas fini, alors ||x — u®)|| = 2 donc ces deux mesures sont singuliéres.
N

I1 est clair que cette démonstration n’est pas la plus directe. Son intérét
réside dans l'utilisation de la distance en variation pour obtenir un résultat
d’absolue continuité. De plus, cette méthode sera réadaptée dans le chapitre
suivant aux mesures de Gibbs et sera alors trés utile.

Replagons-nous dans le cas d'un espace vectoriel séparable localement
convexe X. On obtient de méme que b est admissible pour p si et seulement
si b € H,,. La premiére étape, pour obtenir une expression de la densité de
1) par rapport & y, consiste & déterminer celle de ,usb) par rapport & p,, pour
chaque r > 0. Pour cela, nous disposons d’un résultat bien connu, que ’'on
peut trouver par exemple dans [7], qui nous donne la densité d’une mesure
gaussienne translatée, par rapport & la mesure initiale. Les notations sont

celles introduites au paragraphe 2.2.1 du chapitre 1.

Théoréme 2.3.2. Soit py la mesure gaussienne centrée d’opérateur de co-
variance A et b€ H,,, b=1,,(h), h € X,,. On a alors

(5)
T (5) = exp [(a 1) - 510

Nous avons, quant & nous, besoin de la densité de ugb) par rapport & p,,

pour chaque r > 0, ou b € H,,. Le vecteur b appartient également & H,
donc s’écrit sous la forme b =4, (h,), h € X, (signalons que cet élément h,
est différent de celui qui apparait dans la démonstration du lemme (2.2.5)).
On a donc
dugb)
dp,

(@) = exp (@, ) — 510 ]
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Le probléme est qu’il nous faudrait une expression non pas en fonction de
hr, mais de h et 7. C’est ce que 'on va préciser maintenant.

Lemme 2.3.3. Pour toutr >0, on a

P (@) = exp [ (2.0 — 1AP)]

Preuve : Soit f une fonction mesurable bornee et x le processus gaussien
dont la loi est py4; p, est la loi de rx et /ir ) celle de rx -+ b. 1l vient alors :

Eugb)(f) = E(f(rx+b))
= E(f(x+)
= [ 109) P (@),
X

Or b = i,,(h) donc 7~'b = i,,(r™'b). On obtient donc en poursuivant le
calcul :

B = [ 1o [0 - 5171 males)
= [ e [ - 371 wiaw,

puisque p, est la mesure image de p4 par 'application z — rz. Nous avons
donc montré que pour toute fonction mesurable bornée f, on avait

Byp(f)= [ 1@ e [ (@) - 511 wldo),

ce qui achéve la démonstration de ce lemme.
[

Grace a un résultat de [33], on peut affirmer que les mesures p, définissant
1 sont singuliéres et qu’il existe des ensembles V;., r > 0, deux & deux disjoints
et tels que . (V;) = 1. Nous pouvons alors déterminer la densité de la mesure
translatée 4 par rapport & p, le vecteur b appartenant a H, =H,,.

Théoréme 2.3.4. Pour tout b=14,,(h), h€X,,, ona:

dyu®

TN_(:E) = exp [Ezlx_)«x’h) - %thlz)] ) (2.15)

ot a(z) est la fonction définie pu-presque sirement par :

a(z)=r*, z€V,,r>0. (2.16)
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Preuve : Pour toute fonction mesurable bornée f, nous avons

Bl = [ @)
-/ ) | £(@) (da) P(ar)
= [7 [ @ e [5G0 = 510 r(ae) Plar)
= [ [ @ e [z (. = 5108 n(ae) P
= [ f@exp [ (@ k) = G100 uald).

L’expression que nous obtenons ici n’est pas surprenante puisque G.N. Sy-
taya [34] avait obtenu dans le cas d’un espace de Hilbert H et pour tout
vecteur b= vVAh, hec H :

du®
dp

1, 1,
(@) = exp [ o5 ((47Ha,b) = 1AP)]
(-,-) désignant le produit scalaire sur H. En désignant par {e;} et {\¢} des

systémes de fonctions propres et valeurs propres de ’opérateur A, la fonction
a(z) est alors déterminée par

a(z) = lim lzw €10, oo .
k=1



Chapitre 3

Mesures de Gibbs et leurs
translatées

3.1 Introduction

Le but est toujours d’obtenir une majoration de la distance ||u — p®||, u

étant cette fois une mesure de Gibbs sur (R2*, Bg,a) associée & un potentiel ¢.
Nous allons tout d’abord introduire quelques notations qui seront utilisées
par la suite. Puis nous présenterons les définitions et propriétés que 1’on
peut retrouver dans [15] concernant les mesures de Gibbs, nécessaires & notre
étude.
Dans les paragraphes suivants, nous établirons les liens qui peuvent exister
entre les mesures gaussiennes et celles de Gibbs. Nous étudierons ensuite
Il = u®||, p étant une mesure de Gibbs, pour en déduire finalement une
conséquence d’absolue continuité similaire & celle du chapitre précédent.

3.1.1 Notations

On suppose désormais que (2, F) = (RZd, Bgza) ot By est la tribu boré-
lienne de R et Bgza la tribu produit. On utilisera les notations suivantes :

~ op : 0 = R la projection sur les coordonnées en A,

- Qp = RA et Yw € Q, wa —_—CTA(LU) € Q,,
pour A C Z% et A C Z¢ tels que AN A # 0, on note (wp,wa) un
élément de I’ensemble RAV2 (par exemple : Vw € Q, w = (wa,wae)),
Fa est la tribu engendrée par les 07 (4), A €S, A C A, A € Bga,
pour une mesure y sur (Q, F), ua = pooy’,
— A™ est la mesure de Lebesgue sur R™ et A = AL,
d, est la mesure de Dirac en 7,
E,(-) désigne I'espérance par rapport a la mesure y,

l

25
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-L={f:Q = R 3A € S tel que f soit Fx-mesurable bornée} est
P’ensemble des fonctions locales (ou cylindriques) bornées,
-L={f: Q>R A(fr)n>1 € £, limpo0 || fn — flleo = 0} est I’ensemble
des fonctions quasilocales, || - || étant la norme uniforme.
— pour f: 2 — R, on pose
- 8(f) = sup{| f(&) = F(n) |, E@ye = ngipe}, © € Z2 Voscillation dans
la 3° direction de la fonction f,

- 8(f) =sup{| f(&) — f(n) |, &, n € Q} Poscillation totale de f,
— 14 désigne la fonction indicatrice de I’événement A.

3.1.2 Mesures de Gibbs sur espace d’états R

Seules les connaissances nécessaires a la suite de ’étude seront rappelées
ici. Pour plus de détails, on pourra consulter 'ouvrage de référence [15].

Définition 3.1.1. On appelle potentiel d’interaction sur Z9, noté ¢, une
famille {¢p4, A € S} de fonctions de 2 dans R telles que pour tout A € VA
P4 est Fa-mesurable, i.e. ps(w) ne dépend que de wy. Pour un volume fini

A de Z¢4, la fonction
H{= > ¢a
AeS
ANA#D
est appelée, quand elle existe, Hamiltonien en A associé au potentiel ¢ et la

famille {H,‘f, A € S8} est appelé Hamiltonien associ€ a ¢. Nous supposerons
qu’il existe une partie non vide £ de ) telle que

VAES,VweQ, Y [palw)] < oo. (3.1)

AES
ANAED

Enfin on introduit, en posant par convention exp|—H(wy, was)] = 0 ld ot le
Hamiltonien n’est pas défini, la fonction de partition

Z(w) = /Q exp— HY (wn, wae)] A (dop)

et on suppose que ¢ est admissible, c’est ¢ dire que pour tout A € S et tout
weQ, ona Z4(w) < co.

Remarque 3.1.2. Z,‘f(w) ne dépend en fait que de wpe ; on le notera parfois
Zl‘f(w,\c). D’autre part, la notion d’admissibilité pour un potentiel est totale-
ment étrangére a celle vue en 1.2.3 pour un élément de l’espace.
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Définition 3.1.3. On appelle A-spécification locale associée au potentiel ¢
une famille 1 = (mp)pes de noyauz de probabilité de Fpe sur F définie par :

exp[~H{ ()] (A" ® b¢) (dw) .

1

VE € Qpe ma(dw, &) =
S 5
Définition 3.1.4. Soit ¢ un potentiel d’interaction sur Z9 et Q tel que (3.1)
soit vérifiée. On dit que pu est une mesure de Gibbs pour ¢ — on note alors

p € G(p) — si c’est une mesure de probabilité sur (2, F) telle que u(2) =1
et

VA € S, pu(-) = /(; Ta (5 &) pac(d€)

ou T = (mp, A € S) est la A-spécification locale associée au potentiel @.

Nous dirons qu’un processus stochastique (X, k¥ € Z%) dont les trajec-
toires sont dans RZ" est un processus de Gibbs (ou gibbsien) si sa loi 4 est
une mesure de Gibbs. On peut alors interpréter 75 (-, &) comme étant la loi
conditionnelle de X" sachant que Xy =€ .

Par la suite, nous ferons toujours ’hypothése suivante de régularité sur le
Hamiltonien, ce qui ne sera pas trés restrictif dans les différentes situations ou
nous nous placerons, mais toutefois indispensable pour la validité des calculs.

Hypothése (H) : Quels que soient A € S et £ € Qye, Uapplication :
wp — H,‘(’(w,\, £)

de Q dans R, est localement lipschitzienne (i.e. pour tout point wy de Qa,
il ezriste un voisinage de wy sur lequel la restriction de HX’(~,§) est lipschit-
zienne).

Bien siir, nous ne considérerons que des potentiels pour lesquels G(¢) est
non vide. Enfin, on omettra parfois, lorsqu’il ne peut y avoir confusion, le
symbole {} : on notera par exemple HY au lieu de H?;} le Hamiltonien au
site 1 € Z4.

Définition 3.1.5. Pour f : Q — R intégrable et £ € Qne, TA(f, &) est Ues-
pérance conditionnelle de f sachant que wpe =€

ra(f,€) = /Q £ (@) ma(dw, €).

On note wa(f) U'espérance conditionnelle de f par rapport & la tribu Fye et
mp Vapplication de L'(Q) dans Ll(Q)_qui a f associe ma(f). On dira que la
spécification m est quasilocale st mA(L) C L pour tout A € S.
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Nous utiliserons une technique mise en place par Dobrushin, en intro-
duisant une matrice C(m) = (Cy;(7)); jeze qui quantifie la dépendance des
coordonnées en des sites distincts. Plus précisément, C;;(7) représentera I'in-
fluence de la valeur &; au site j sur la distribution conditionnelle 7;(-, £).

Définition 3.1.6. On définit les coefficients Cy;(m) par
Cij(ﬂ-) = sup ”7ri(') 6) - 7T1§('7 77)” )

ot le sup est pris sur les &, tels que {30 = Ngjye.

On introduit alors une condition de dépendance faible a ’aide de ces
coeflicients.

Définition 3.1.7. On dit que la spécification m satisfait la condition de Do-
brushin si 7 est quasilocale et st

c(r) ¥ sup Z Cij(mr) < 1.
€27 cga

On peut alors énoncer le théoréme d’unicité de Dobrushin (voir [10])
appliqué & notre cas, c'est-a-dire Q2 = RZ”,
Théoréme 3.1.8. St la spécification m associée au potentiel ¢ satisfait la
condition de Dobrushin, alors | G(¢) |= 1.

Remarque 3.1.9. Le théoréme d’unicité de Dobrushin dans sa forme géné-
rale s’applique pour Q) = ES, (E,£) étant un espace mesurable quelconque
et S un ensemble infini dénombrable. La conclusion du théoréme est alors :
| G(¢) |[< 1, Végalité ayant lieu si E est un espace de Borel standard (i.e. il
existe une métrique d sur E qui en fait un espace métrique séparable complet
dont £ est la tribu borélienne pour d).

3.2 Mesures gaussiennes et mesures gibbsiennes

Nous allons ici étudier sommairement les liens qui peuvent exister entre
ces deux classes de mesures. Les mesures gaussiennes sont un cas trivial
du mélange défini par 1’égalité (2.3) puisqu’il suffit de choisir une masse de
Dirac en r > 0 pour F'. Sous certaines conditions, ce sont aussi des mesures
de Gibbs pour des spécifications gaussiennes.

Préciser en détail ces liens est un probléme complexe que nous n’entre-
prendrons pas. Citons, & ce sujet, les travaux de Rozanov [28] qui donna
les premiers résultats, suivis de ceux de Dobrushin [11] et Kiinsch [16]. On
pourra trouver les théorémes énoncés dans les paragraphes 3.2.2 et 3.2.3,
ainsi que leur preuve, dans le chapitre 13 de [15].
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3.2.1 Spécifications gaussiennes

Pour commencer, introduisons quelques notations. Etant donnée une fonc-
tion J : Z¢ x Z° — R; on définit ’ensemble

Qr={we, > |JGj)wi| <o, Viez'}
jezd

qui appartient & la tribu asymptotique

T: ﬂfl\c.

AeS

Rappelons que J est dite définie positive si

> wilJ (i, ) > 0

i,j€Z4

pour toute suite complexe (u;);cz¢ ayant un nombre fini de valeurs non nulles.
Supposons maintenant que J soit symétrique définie positive et soit h € (2.
On définit alors la spécification gaussienne v* pour J et h par Pattribution
du potentiel quadratique ¢’ donné par les équations

LJG,8)w? + hiw si A= {i}
W)= J(,5) ww; SiA={i} 17
0 sinon.

Enfin, on introduit, pour J et h, le sous-espace affine de {2

Mip={meQs: hi+» JG,j)m;=0 Viez}.
jez?

Cet espace apparaitra dans la description de I’ensemble des mesures de Gibbs
dont le potentiel est quadratique pour J, A.

3.2.2 Mesures gaussiennes en tant que mesures de Gibbs

Deux problémes se posent alors. Etant donnée une mesure gaussienne,
existe-t-il des conditions pour que celle-ci soit gibbsienne ? Inversement, étant
donné une mesure de Gibbs associée 4 une spécification gaussienne, quand
peut-on dire que c’est une mesure gaussienne? Le théoréme suivant caracté-
rise les champs gaussiens qui sont aussi gibbsiens.
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Théoréme 3.2.1. Soit u un champ gaussien de moyenne m et de fonction
de covariance K. Soit h € Q et J : Z% x Z% — R une fonction symétrique
définie positive. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) neG(e™),
(ZZ) ,U(QJ) = 1, m € MJ’h et VZ,]C € Zd,

Zj(i,j) K(j;k) = Ojk .

jezd

Par la suite, nous supposerons souvent la mesure p centrée pour simplifier
les calculs, mais cela n’affecte en rien les résultats que nous obtiendrons. On
peut alors énoncer le corollaire suivant, qui signifie qu’un champ gaussien
centré u, de fonction de covariance K est une mesure de Gibbs si et seulement
si K, considérée comme une matrice infinie, a une inverse définie positive J
telle que u(2s) = 1.

Corollaire 3.2.2. Soit u un champ gaussien centré de fonction de cova-
riance K et J : Z% x Z% — R une fonction symétrigue définie positive. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) ne g™,
(i) p(Qy) =1 et Vi, k € Z¢,

> I, 5) K(j, k) = bu.

Jezd

Réciproquement, si 7/ est une spécification gaussienne, il existe des
conditions pour que u € G(¢7") soit gaussienne, de fonction de covariance
K inverse de J et de moyenne m € M. Nous ne développerons pas ce pro-
bléme en détail ici et renvoyons le lecteur en ce qui le concerne aux travaux
cités au début de ce paragraphe, ainsi qu’a [15] et [14]. Donnons juste en
exemple un théoréme dont on trouve les éléments de démonstration dans le
chapitre 13 de [15].

Théoréme 3.2.3. Soit J : Z¢ x Z¢ — R une fonction symétrique définie
positive telle que

() sup J(i,)7 Y I 5) <1,
i€zd T
J#i
(b) VieZ!, Y 1IG,NII(G,5)7F < oo
g
Alors J posseéde une inverse K et la mesure gaussienne centrée, de fonction
de covariance K, appartient ¢ G(¢”°), avec 2 = ;.
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Enfin, signalons deux exemples extraits de [15] que nous utiliserons ulté-
rieurement.

Exemple 3.2.4. Soientd =1, 8 >0,1<a<2etsoitJ:ZxZ — R
définie par J(i,5) = J(i — j) od J : Z — R est telle que ) ., J(k) =0 et
J(k) = —Bk|™" st k # 0.

Alors la mesure gaussienne centrée de fonction de covariance K inverse de
J appartient & G(¢™0), avec Q = ().

Exemple 3.2.5. Soient d = 2, 8 > 0,2 <a<4eJ:Z°x7Z* > R
définie par J(i,5) = J(i — j) ot J : Z* - R est telle que 3,72 J(k) =0 et
J(k) = —Bk|™® st k # 0.

Alors la mesure gaussienne centrée de fonction de covariance K inverse de
J appartient @ G(¢70), avec Q = ().

3.2.3 Mesures associées 4 une spécification gaussienne

Soit ¢?" un potentiel quadratique, ott J : Z% x Z¢ — R est une fonction
symétrique définie positive et h un élément de 2. Comme nous I'avons déja
dit, nous n’aurons pas la prétention de vouloir faire I’étude compléte de I’en-
semble des mesures de Gibbs associées a ce potentiel. Nous allons seulement
rappeler les résultats qui nous serviront par la suite.

Théoréme 3.2.6. Supposons que G(¢7")#0D. Alors J posséde une inverse K
et

G(o™) = {ux *xv: v € P(Q,F), v(Myp) =1}

ot P(Q,F) est l’ensemble des mesures de probabilité sur (2, F), x le pro-
duit de convolution et pg la mesure gaussienne centrée de fonction de cova-
riance K.

Cette description des mesures de Gibbs associées & un potentiel quadra-
tique nous conduit & la remarque suivante, importante puisqu’elle permet
d’obtenir une majoration de ||u — u{®|| pour toute mesure p € G(¢7h), &

partir de celle de ||jux — uﬁ?”.

Remarque 3.2.7. Pour toute mesure p € G(¢7"), on a :

b
e = 6@ < flux — @,

ot pux € G(¢70) est la mesure gaussienne centrée de fonction de covariance
K inverse de J.
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Preuve : On sait, d’aprés le théoréme 3.2.6, qu’il existe une mesure de
probabilité v € P(Q, F), v(M;,)=1, telle que o = pg * v. On a alors :

po= [ vidm)
Mjn
R
M n
D’ou

e —u®) = | ; (W) = 170 v(dm) |

m m-+b
< [ - ()
My n

- / ke — 2 (dm)
Mjn

= lux = sl

3.3 Inégalités pour la distance en variation

Rappelons que (Q, F) = (R%*, Bgza). Une mesure gibbsienne 1 étant don-
née sur (£2,F) et b un élément de €2, nous allons étudier la distance en
variation entre 4 et sa translatée u(®. Nous procédons en deux étapes : on
suppose tout d’abord que la translation est presque nulle et obtenons un
premier théoréme qui donne la forme générale d’'une majoration de la dis-
tance entre y et x(®. Il s’en déduit deux inégalités dans deux cas particuliers
— lorsque le potentiel est de portée finie puis lorsqu’il vérifie une condition
de décroissance — toutes deux de la forme ||u — p®|| < k(3b2)3, ol k est
une constante finie. Gréce a cette étude, nous pourrons alors envisager le cas
général, c’est-a-dire prendre b quelconque.

3.3.1 Translation presque nulle

Nous allons dans un premier temps nous limiter & une translation par un
vecteur b* dont les composantes non nulles sont en nombre fini, i.e. b* € (Q).
Pour cela, soit b € 2 et A € S; on pose alors

b* = (b Ta(4) )ica -
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Le but est d’obtenir un résultat qui permette de passer a la limite quand A
tend vers Z¢.

¢ Potentiels vérifiant I’hypothése (H)

Rappelons que cette hypothése ne porte que sur la régularité du Hamil-
tonien. Nous allons dans ce cas déterminer une majoration la plus générale
possible de la distance en variation entre une mesure de Gibbs et sa trans-
latée par le vecteur b*. Mais avant cela, énoncons le théoréme suivant de
Rademacher (voir [13], p. 216), ainsi qu’un lemme, nécessaires & la suite de
I’étude.

Théoréme 3.3.1. Sih est une fonction lipschitzienne de R™ dans R*, alors
h est différentiable en A™—presque tout point de R™.

Lemme 3.3.2. Soit ¢ un potentiel vérifiant I’hypothése (H) et soit Sy =
{ra € RA |ra] = |bal} la sphére de RY de rayon ||bs|. Pour presque tout
ra € Sy et presque tout wy € RY, lapplication H,‘f(-, €) est dérivable presque
partout sur le segment {wp + ara, a € [0, 1}]}.

Preuve : D’aprés le théoréme de Rademacher, 'application H,‘f(-, £) est dé-
rivable en A*-presque tout point wy de R*. Soit wy un tel point. Notons B,,
la boule de R*, de centre w, et de rayon [by] :

B.,

WA

Alors ij(-,f) est dérivable presque partout sur le segment {wy + ary,
a € [0,1]}, cela pour presque tout 75 € Sy. En effet, si on note R, ’ensemble
des points de la boule B,, pour lesquels H?(- £) n’est pas dérivable, on
a AM(R,) = 0, d’oti le résultat en passant en coordonnées polaires et en

appliquant le théoréme de Fubini.
(]
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Théoréme 3.3.3. Sipu € G(9) ou ¢ est un potentiel vérifiant Uhypothese (H),
posons
_omy

Y; =
&ui

la dérivée partielle de Hf par rapport & la 1° variable, que l'on suppose u—
wntégrable. On a alors :

A
I — 1) <E, ‘ > by
€A

Preuve : Pour tout B € F, on a :
WB) = [ w80 melde)
AC

1" (B) =/ TA(B — b, €) pae(d€)
Qe

Posons W/(\I)A)(B, £) = mp(B — b, €) pour tout B € F. On obtient alors grace
au théoréme 1.2.9 :

= i) = / () = 79 ()l pne ).

mE-o = [ le< £ el HE @)1 @ 8
1
= /B Zﬁ(f) exp[—HK(w — )M ® b (dw),

cette derniére égalité étant obtenue en appliquant le théoréme de transfert,
la mesure M ® J; étant invariante par la fonction f(z) =z — b* puisque \*
est invariante par translation et b3, = 0. On a donc :

1

g P = P o da).

7" (dw, &) =

Les deux mesures de probabilité ms (-, &) et 7T1(\bA)(-,f) étant, pour £ fixé, a

densité par rapport & la mesure A* ® &, il vient en appliquant le lemme 1.2.5
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et en posant 9x (&) = [|ma(-, &) — 7, ) -

19/\(5) =

—t
[¢]
e
=
I
8
—
€
=
I
[¢]
3
=,
I
3
—_
€
I
=
-
=
o
-
®
~
=
S
~—

N /Q /n 15 ’eXP[—HZ(w)]—exp[—Hf(w‘bA)]{
: Se(dwne) M (dwy)

- / o [expl= g (wn, €)] ~ exp{—H3 ((n,€) — b)]| A (dn)

1
_ / 5 lexpl=Hf (wn, €)] — exp[—H{ (wn — b, €)]] M (dwn)
Q
On définit alors la fonction fe : [0, 1] x Qa— R par

exp[—Hj (wa — aby,8)].

fg(a, wA) =

1
Z3(€)

> 1°7cas : Supposons que pour A*-presque tout wy € Q4, Papplication
H?2(.,€) soit dérivable presque partout sur le segment {wx — a by, a € [0, 1]}.
Considérée comme fonction de o, f¢ est dérivable presque partout et sa dé-
rivée vaut

] 1 OH?
8—§(a,w,\) = % iez,\bi B_w?(w’\ ~aby,§) exp[—H/‘f(wA — by, &)

¢
= 370 2 oy~ aba ) felawn).

ieA Ow;
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On obtient alors

n(E) = / 1fe(Lwn) = fe(0,wn)] M(den)
3ff

< [ P
= //QAZ"’ 'Z 8H¢ f)l

exp[ H(wh — a by, &)] M (dw,) do

(a wy) de| A (dwy)

) /\A (de) do

= //QA 70 IZ BH wA,§)|exp[ H?(wa, &)] X (dwy) da

SH
(par invariance de A* par translation)

= [, 7 oGm0 ool-tion 010
D’ou

ln =il < /QAC'ZTA;?{)/QA

OH?
_ E#lei ol

i€A

OH?
Z b; ﬁ(wm 5)
i€A t
exp[—H{ (wa, ©)]A" (dwp ) pac (d€)

Pour obtenir le résultat voulu, il suffit de remarquer que

H{w)= > ¢alw)+> daw)

ANA#D AcS
AES AFi A1
Or ¢4(w) ne dépend que de wy, donc sa dérivée par rapport & w; est nulle
sii € A. On a donc pour tout ¢ € A :
OH} W = 3 %4,
Ow; por Hw,
Adi

OHY?
o ()

= Yi(w).



3.3. INEGALITES POUR LA DISTANCE EN VARIATION 37

> 2°cas : Il existe un segment {wy — aby, @ € [0,1]}, wa € Qu, sur
lequel HX(-,&) n’est pas dérivable presque partout. D’aprés le lemme 3.3.2,
on peut choisir une suite (bf\") ,n € N) qui tend vers by telle que pour A*—
presque tout wy € Qy, H,‘f(~, €) soit dérivable presque partout sur le segment
{wa + abf\"), a € [0,1]}, quelque soit n € N. Pour chaque n € N, on a alors,
d’aprés ce qui précéde :
¢
o= 1) < B, | o0 2

1€A

1)

ol
CROETCES NOPIS
Grace au lemme 1.2.6 et puisque p®"™) converge faiblement vers p®"), on
obtient : ,
) < i (ny OH;
I = u®) < Jim inf B, | Zb -

Etant donné que I'on a supposé Y; intégrable, on peut appliquer le théoréme
de Lebesgue pour obtenir que

OH?
Ow;

1

A
= 6N < By b,
1€EA

Le théoréme 3.3.3 donne une majoration de la distance en variation entre
A . e ., ., . ., L1
wet £ mais on utilisera plutot I'inégalité suivante qui s’en déduit.

Corollaire 3.3.4. Si p € G(¢), alors :
s = u®ON? < 3 biby B (YY)
ijeA
Preuve :
A 2
lle = w2 < (Eu’zbiyi )

ieA
> bY;
i€A

= 3 b B

ijEA

2
< E,
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Exemple 3.3.5. Soit J: Z% x Z% — R une fonction symétrique définie po-
sitive telle qu’il eziste une mesure u € G(¢7°) gaussienne centrée de fonction
de covariance K inverse de J. Supposons de plus que

sup E,(0f) <oo et VieZ4 D (i) < oo. (3.2)
keZd . d
JEZ
On a alors :
e — 1@ < 3 bibs I, 5). (3.3)
i,jEA

Preuve : Rappelons que ¢ est défini par
[ 1060 sA=g
L Ww)=9q Jl,jww; siA={ij}i#]
0 sinon.

I1 vient alors :

H W) = > ¢ w)

AeS
A3¢

1
= 5](2', Dw? + Z J (1, k)w;wy
ki
d’ott

Yiw) = J@,dw;i+ Y I k)w
k#i
= > J(G k)wk .
kezd

L’hypothése faite sur les moments d’ordre 2 des oy et sur la fonction J nous
permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée et d’écrire :

EJYY) = By Y JG,k)JG,K)owow)
kk'€Zd

= Z J (i, k)J (G, k') E (orow)

k.k'€zZd

= Y J(,k) Y JGE)EEK)

kezd k'ezd

= > J(G, k)

kezd
= J(4,7).
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Il ne reste plus qu’a appliquer le corollaire 3.3.4 pour obtenir I'inégalité an-
noncée. Remarquons que si J(z,5) = 0 lorsque 7 et j sont assez éloignés I'un
de l'autre, alors la condition sup; E,(07) < oo n’est plus nécessaire.

' [

Exemple 3.3.6. Soient J : Z% x Z% — R une fonction symétrique définie
positive et h € Q, tels que G(¢7") # 0. Notons K linverse de J et supposons
que

sup K (i,4) < oo et Vi€ Z4 Z |[J(i,7)| < o0

ic2d jezd
On a alors :
Vi€ G(e™), = pu®VNR < biby J(,5). (34)
ijEA

Preuve : C’est une conséquence directe de la remarque 3.2.7 appliquée a
I’exemple précédent.
]

Quand A tend vers S, on voudrait passer & la limite dans le membre de
droite de I'inégalité du corollaire 3.3.4. Cependant, E,(¥;Y;) reste en général
inconnu et il faudrait pouvoir I’estimer. C’est I'objectif des deux paragraphes
suivants, tout d’abord lorsque le potentiel est de portée finie, puis plus géné-
ralement lorsqu’il vérifie une condition de décroissance.

¢ Potentiels de portée finie

Nous supposerons toujours que la condition (H) est satisfaite, et ce jus-
qu’a la fin du dernier chapitre.

Définition 3.3.7. On dit qu’un potentiel ¢ est de portée finie r sz
sup{d(A4), A€ S, ¢4 #0} =7 < o0,

ot d(A) représente le diamétre de A pour la norme uniforme sur Z°.

Définition 3.3.8. On dit qu’un potentiel ¢ est invariant par translation si
¢A+joTj:¢A VAES,]GZd,

ot A+j={i+j i€ A} et 7j: w > (Wij)icza.
Théoréme 3.3.9. Soit u € G(p) avec ¢ de portée finie T, invariant par
translation et tel que E,(Y?) = 0% < co. On a alors :

ln—uP<c Y8

i€EA
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avec
C,=(2r+1)%0%.
Preuve : Remarquons que I’hypothése o2 < oo assure Vintégrabilité des Y; .

Nous allons d’abord montrer que E,(Y;Y;) = 0 si [i — j| > r. En posant
A ={i,7}, on a dans ce cas :

1 oH?, | OH!
E.(YiY;) :/ ¢ Ow: P) ] (w)
Qac Zp(w) Jaa Owi Wi
exp[—H?2 (w)] \2(dwa) pac(dwae),
or

Hi(w) = > ¢aW)

oot
= Y $aw)+ Y dalw)+ > ¢aw)
Adi A5j AD{ij}
AZj AFi
= D ¢aw)+ ) daw)
A3 A3
AFj AF

car ¢4 =0 si d(A) > r. On obtient donc :
H(w) = H} (v) + H} (v).

De plus, Hf (w) (respectivement Hf (w)) ne dépend que des wy, pour lesquels
|k — | < r (respectivement |k — j| < ), ce qui permet d’écrire :

B0 = [ ([ 2 ) g ) A

Qac Zg(W) G} awi

¢
: | o) expl-H )] M) psc(done)
Quy T

Or pour tout k € Z%, on a Q) = Reet

OH?

T (@) exp[—HE(w)] Adwy) = 0.
R k

En effet, nous avons par définition

Zf’k}(w) = Aexp[—Hf(w)] Aldwy) < o0,
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donc il existe une suite de réels () qui décroit vers —oo ainsi qu’une suite
de réels (8,) qui croit vers +oo, telles que

nh_}rglo exp[—H,‘f(an,w{k}c)] = nlgg) exp[—H,‘f(ﬂn,w{k}c)] =0.

Par ailleurs, nous avons pour ces deux suites :

OH} LX)
" ’8_(1)‘:_(01) exp[—Hf(W)] Adwe) = 71151;10 %kﬁ(w) exp[—Hl‘f(w)] M(dwy,)

wp=Pn

= lim exp[—H?(w)]
n—o0

We=0Qn
=0 H{k}ye=DP.S.
On obtient ainsi que
E.(Y:Y;)=0 si|i—j|>r.

Remarquons que nous avons montré au passage que les v.a.r. Y; sont centrées.
D’autre part, pour |i — j| < r, on a |E,(Y;Y;)| < (E,Y2):(E, Y2)2 = o%.
On obtient alors, & partir du corollaire 3.3.4 :

A
= u® < Y0 N |bilib] o

i€EA  jJEA
li—jl<r

= > D [ [bdl o

i€EA kezZd
|k|<r

= 2 [l [bdl o

keZa i€A
|k{<r

S () () o

keZd €A €A
[k|<r

Z (be) o?

kecZd €A
|k|<r

= (2r+1) (Zzﬂ)

i€EA

AN

IA

L’étape suivante consiste & envisager les potentiels de rang non borné. Ce-
pendant, C, tend vers I'infini quand r tend vers l'infini. Il faut donc imposer
des conditions sur le potentiel de fagon & pouvoir prendre r = co.
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{ Potentiels vérifiant une condition de décroissance

Lemme 3.3.10. Soient A, A€ S, f € Fp et g € Fa. Supposons qu’il eziste
une semi-métrique s sur Z° telle que

1 ¥ sup Z Cij(m) e®) < 1. (3.5)
i€z g
JEZ
Alors
(1-cy~

|cov(f, 9)| < min(|A[, |A]) exp[—s(A, A)]6(f)é(g)

4

Preuve : Soit D la matrice Z¢ x Z? définie par :

D = (Dyj)ijeza © Z c™(m)

n>0

ou C™(m) est la puissance n-iéme de la matrice C (7). Cette série converge
grace a U'inégalité (3.5) qui implique la condition de Dobrushin. D’aprés [15]
(Proposition 8.34), on a pour tout f,g € L :

lcov(f, g)| < 411 Z 6:(f)d;(g) Dy;

i,j€Z4

Or pour f € F, (respectivement g € Fa), on a 6;(f) = 0sii & A (respecti-
vement 6;(g) =0si j € A), d’ou

lcov(f,g)| < %Z@'(f)‘sj(g)l)ij

1€A
JEA
< 16(1)i(0) 2 Dy (3.6)
&

Supposons que min(|A[, |A]) = |A]. Alors

exp[s(A, A)] ZDij < Z Zexp[s(i,j)] D;;

icA ieA jeA
JeA
< A s_uj;\) Z exp[s(, 7)) Di; . (3.7)
1€

jezd
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Or pour tout ig € Z% on a :

ZeXp[S(io,j)]Dioj = Ze“’”’z fod

jezd jezd n>0
- 1_|_§ § :63(10,1)017;]
n>1 jezd
n
— 5(10,7) .
= 1+ > e > G
n>1 jezd 11yen,in €2 k=1

in=J

1YY Y [ et

n>1 jezd iy,.. ine2d k=1
in=j

= 1+ Z Z ﬁ Ci_ i (7) S (ik—1,1k)

n>1 T1,eee ,inEZd k=1

< 1+chn

AN

n>1
1
= 1-¢. (3.8)
On obtient donc, en combinant (3.7) et (3.8) :
Y " Dy < exp[—s(A, A)] min(|A], |A]) (1= Cy) ™
icA
JjeA
et le résultat annoncé vient alors grace a la majoration (3.6). [

Dans ce qui suit, on prendra garde aux notations similaires que sont |A|
pour désigner le cardinal d’un ensemble A de Z¢, [i| pour la norme uniforme
d’un élément 7 de Z¢ et |b;| pour la valeur absolue d’un élément b; de R.

Théoréme 3.3.11. Soit u € G(@) ou ¢ est invariant par translation. On
suppose de plus qu’il existe une semi-méirique s sur Z°% invariante par trans-
lation — on notera s(i,7) = s(i — j) — telle que

(Z) C, = Z C()j(ﬂ') e’ <1,

jEZ4

() Co= 314k 6(522) expls(a)] < oo,
A€S

(151) Cs3= Z exp[—s(k)] < o0,

kezd
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ot s(A) est le s-diameétre de I’ensemble A. Alors il existe une constante C,

finie telle que :
e — u®I2 < Cp > 82
icA
Remarque 3.3.12. On connait la valeur explicite de la constante Cyp. Elle
vaul

1
Cy = 105 C2(1—-C)™. (3.9)

D’autre part, il est démontré dans [15] que l'on a I'inégalité suivante :

€ < 5 32041 - 1) (64) exls(4)].

AesS
A30

On peut donc immeédiatement en déduire le corollaire suivant dont les hypo-
théses sont légérement plus restrictives mais plus faciles a vérifier puisqu’elles
ne portent que sur la semi-métrique et le potentiel.

Corollaire 3.3.13. En reprenant les hypothéses du théoréme 3.3.11 et en
remplagant la condition (i) par

(@) Ci=> (JAl—1)6(¢a) exp[s(4)] < 2,
AcS
A30
alors il existe une constante C:ﬁ < oo telle que :
ln—u®Of2 < Cy >0
€A
De plus, on connait son expression : elle vaut
1 Ci\ 1
Cy= 3G Cr* ( - -—2~1) . (3.10)

Preuve du Théoréme : Nous allons étudier le comportement de E,(Y;Y;)
et montrer qu’il tend vers zéro quand s(i — j) tend vers I'infini avec la méme
vitesse que exp[—s(i — j)].

E, (YY) = cov(¥;,Y))

¢ Od ar
- cov(% Bwlj’z Tai)

A'>j
AesS wes
Oba O0da
= E cov | —=, —=].
R Bwi (9(4)]'
A3i,A'35

AAeS
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On peut en effet sortir les sommes de la covariance car d’apreés (ii), pour tout
i €74,
0pa 0d4\ )2
B (5 ~BelGa)) <o
4%

On obtient alors grace au lemme 3.3.10 (on rappelle que s(A, A’) est la dis-
tance entre A et A'; elle est donc égale & inf{s(i — j), i € A, j € A'}) :

B < 3 mina), jap S0 5(924)

L
() explos(4,4)
< C5E0 Suar o(5)e(3)
exp[—s(i — J) + 5(4) + s(4)]

_ @ —401)~1 <AZ€;S|A|% 5(%) exp[s(A)])2 exp[—s(i — j)]

= K exp[—s(i - Jj)]

avec K = Cy® (1~ C;)~'/4. On obtient alors, en appliquant I’inégalité du
corollaire 3.3.4 :

I = OO0 < K DD expl—s(i — )] 16l [bs]

1EA JEA

- KD expls() ] s
i€A keZd

= K ) exp[-s(k)] D [of] [bis
kezd i€EA

< K expl-s(k)] > 6
kezd ieA

= K Z exp[—s(k)] be
kezd i€A

Remarque 3.3.14. La condition (ii1) est facile & vérifier si d = 1. Elle
s’écrit dans ce cas

C; = exp[—s(0)] + 2 Zexp[——s(k)] < 0.

k>1
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Dans le cas ot d > 2, on peut facilement conclure si s est de la forme
s(k) = p(|k|), p étant une fonction de Rt dans RY, en remarquant que

#kez|kl=1} = @+1)%-(20-1)¢
~ 24qpd-t

et remplacer ainsi (iit) par la condition : Y5019t exp[—p(l)] < co. Si on
veut majorer la constante C3, on a :

2d (20 + 1)%1
24d (1 +1)%71,

#{kezkl=1} <
<

3.3.2 Translation quelconque

On peut maintenant obtenir une majoration de ||z — u®|| pour un élément
b quelconque de . Si A € S, on rappelle que b* est défini par b = b; si
1 € A, 0 sinon.

¢ Potentiels de portée finie

Théoréme 3.3.15. Soit u € G(¢) ot ¢ est de portée finie r, invariant par
translation et tel que B,(Y}?) = 02 < c0. On a alors :

ln=uOI < C Y0

i€Zd
avec

C, = (2r + 1)%a.

Preuve : Il suffit de définir (in)n>0 €t (Vn)nxo PAr tn = g, vy = ™) on
A, =] —n,n[¢ (Ay = 0), et de leur appliquer le lemme 1.2.6 : on a en effet
Un = p puisqu’elles sont égales, et v, = v = u®, d’ott

. . An
Il = 6O < liminf|jp— p@|?

= liminfC, »  b?

1€An

= C, ) b,

icZd
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On peut citer en exemple deux cas classiques de potentiel de portée finie :
celui ou le rang vaut zéro, c’est-a-dire lorsqu’il n’y a pas d’interaction entre
les différents sites, et celui d’une spécification markovienne, dont le potentiel
est de portée finie r = 1. Bien que le cas r = 0 soit peu intéressant du point
de vue de la théorie des mesures de Gibbs, il le devient de celui des proces-
sus stochastiques. Il correspond en effet & une suite de variables aléatoires
indépendantes et permet de retrouver des résultats connus.

Exemple 3.3.16. Soit ¢ le potentiel défini par
w;) st A={i},
$aw) = { g( ) 0

stnon .

En posant p(-) = Zﬁﬁl exp{—¢(-)], on obtient :

= ul < VI, [Zb?]%

i€Z4

_ p/(wo)Z ”
L= /R Aduws)

p(wo)
est la quantité de Fisher associée 4 la densité p.

Preuve : On peut appliquer le théoréme 3.3.15 dans le cadre d’un potentiel
de rang zéro. Pour cela, posons p(-) = Z texp[—¢()], ou Z = Z?o} est ici
constant, et calculons 0% :

ou

- (3

= [ 27 [ o en explplun)) Mden) pioe(dir)
Qope R

p/(wo)z
IR

:Ip
n

Ce résultat rejoint celui de [5] pour des variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées : on obtient en effet la méme majoration pour la
distance en variation entre u et p(®).
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Un autre cas s'impose : celui d’une spécification markovienne homogeéne, dont
le potentiel est de portée finie 7 = 1. Supposons que x soit la loi d’une chaine
de Markov (&;);cz strictement stationnaire, de densité de loi invariante p
et de densité de probabilité de transition p(-,-) > 0 bornée. On sait alors,
d’aprés [15], que p est une mesure de Gibbs associée au potentiel défini par :

0 sinon .

balw) = {—logp(wi_l,wi) siA={i—1,i}, (3.11)

On retrouve alors une majoration du méme type que celle obtenue dans ce
cas de par C. Noquet ([19]). En reprenant les mémes notations que [19],
on désigne par pl(-,-) et p,(-,-) les dérivées partielles de p respectivement
par rapport i la premiére et & la seconde coordonnée, en supposant qu’elles
existent. Enfin, si f, désigne la densité de & /§;=y (£1 sachant que &=y) et
gz la densité de & /& =z, on pose :

Liz) & /R [g—;(y)rgz(y) dy,

9z
def f, 2
5w * [ [20)] 1 ds,
R fy
et on définit la quantité I par :

def
1 [ L@p)da+ [ B dy.
R
Exemple 3.3.17. Soit ¢ le potentiel défini par (3.11) correspondant a la
chaine de Markov décrite ci-dessus. On a alors :

1
llis = u®| < V3I [Zb?] .
i€z
Preuve : On peut a nouveau appliquer le théoréme 3.3.15 dans le cadre d'un
potentiel de rang un et il suffit alors de déterminer oy. On a Vi € Z :

HP(w) = ) ¢aw)

AES
A>i

= —logp(w;i_1,w;) — log p(ws, wit1)
d’ou
OH?

)

/ b/
= ’"_y(wi—l,wi) - f(wi:wi-kl)
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donc

2 B (Y2 =B, [P (e 6) + e e

7 = Bu(1) = By [TH(60,6) + P2(6 6]

Or il est démontré dans [19] que cette derniére quantité est inférieure ou égale
a I, ce qui achéve la démonstration. ]

L’exemple suivant, plus familier & la mécanique statistique, concerne les
potentiels harmoniques, d étant ici quelconque. On dit qu’un potentiel qua-
dratique ¢7" invariant par translation est harmonique si

JO)=8>1 (B>1sid<3),

J(te,) = —=

- =1,...,d,
— 2d1 p ? ?

ol e, est le p—iéme vecteur de base de Z¢ : el = 0ipp pour i =1,...,d.
P P P

Exemple 3.3.18. Soit u une mesure gibbsienne pour le potentiel harmo-
nique défini ci-dessus. On a alors :

[~ @7 < 348 b2,

i€Z4

Preuve : Grace a la remarque 3.2.7, il suffit de prouver I'inégalité pour la
mesure de Gibbs gaussienne centrée p € G(¢”°). Or d’aprés Iexemple 3.3.5,
on sait que E,(Y;Y;) = J(i — j), donc E,(Y}2) = J(0) = B et le potentiel est
de portée finie r = 1.

[

¢{ Potentiels vérifiant une condition de décroissance

Théoréme 3.3.19. Soit © € G(@) ou ¢ est invariant par translation. On
suppose de plus qu’il eziste une semi-métrique s sur Z¢ invariante par trans-
lation — on notera s(i,7) = s(i — j) — telle que

(Z) C, = Z Coj es(j) <1,

jezd

. _ 1 (064

(i) cz_gw 5<8w0>exp[s(A)] < o0,
A30

(s15)  Cs3= Z exp[—s(k)] < o0.

kezd
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Alors
ln—u®|? < Cy > 0,
i€Zd
ot Cyp est la constante finie définie par (3.9).

Corollaire 3.3.20. En reprenant les hypothéses du théoréme précédent et en
remplacant la condition (i) par

(@) Ci=7 (1Al -1)5(¢4) exp[s(A)] <2

AesS
A30

on obtient
= p®P < C) ) 0,
1€Z4
ou Cy est la constante finie définie par (3.10).

Preuve : C’est la méme, pour le théoréme 3.3.19 comme pour le corol-
laire 3.3.20, que celle du théoréme 3.3.15 en remplagant C, par Cy ou Cj.
[ ]

On peut citer ici comme exemple certains potentiels par paires invariants
par translation, c’est-a-dire de la forme

J( =) plwi,w;) st A={i,j},1#]
Palw) =< P(wi) si A= {i},

0 sinon

avec J : Z¢ — R paire, ¢ : R x R — R symétrique et 1) : R — R telle que ¢4
soit admissible.

Exemple 3.3.21. On suppose que ¢ est un potentiel admissible de la forme
¢A(W) = ’l/)(wi) st A= {Z},

0 sinon.

avec J : Z2% — R paire et ¥ : R — R dérivable telle que 6(¢') < co. On a
alors :

1
e~ WOl < 3G G338
i€z
Preuve : Vérifions que les hypothéses du corollaire 3.3.20 sont réalisées, en
posant s(z,7) = |t — 7.
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(@) Ci=) (141~ 1)8(¢a) exp[s(4)]

Aes
A30

=" 6(dp0p) expllil] =0

i#£0

(i) Co= STIAIF 6(502) expls(a)

AeS
A30

=6(y) <oo
(#1) Ci=Y #{k€2% |k|=1}exp[-]] <oo
>0

car #{k € Z% |k| =1} ~ 2¢d 1%,
]

Dans les exemples qui suivent, nous supposerons que d = 1 pour simplifier
les calculs et obtenir des résultats numériques. Cependant, on peut trouver
des exemples similaires pour d quelconque, ce que nous ferons a la suite de
ces exemples.

Exemple 3.3.22. On suppose que d = 1. Soit alors ¢ le potentiel défini par :

T — ) plwnwy) siA={i,3},i# ]
dalw) =< Y(wi) st A=1

0 SInon

avec J(k) = exp[—|k|] et p(z,y) = ¢(z — y) une fonction paire telle que
5(p) <1 eté(p') <oo. La fonction ¢ est telle que le potentiel ¢ soit admis-
sible et §(¢') < co.

En prenant o(z,y) = 3 cos(z —y) et ¥(z) = log(1+127) pour effectuer les

calculs, on obtzent
le =@l <10, />0
i€Z

Preuve : Vérifions que le corollaire 3.3.20 s’applique.
(¢) Remarquons tout d’abord que

_é
[

< 2.

> exp[— |k[] exp[l l]—2
keZ
k0

3
—e 4
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On a alors, en posant s(i,7) = 1 |i — ] :

Ci = D (141 -1)8(ga) exp[s(A)]

AcS

A30
k

= 3 expl (k] expl 2]

k€eZ

k0

e‘%

= 2 7 <2

1—e74

(1) La semi-métrique s étant ainsi définie, on obtient

Co = T 1Al 6(52) exolo(a)

A€S
A30
k
= 24 V2 expl K] exp( 2]
4
kez
k#£0
e‘%
= 2+2V2 5+ < 00.
l1—e4
(¢21) Enfin, il reste & calculer
Cs = ) expl-s(k)]
keZ
= 1+2 Zexp[——]
k>0
= 1+2 e"Z_l <0
— e 4

Il vient alors, grace au corollaire 3.3.20 :

u= 2l < /0y [ 8]

i€Z

avec ,

1 CiN-
0;2203022(1——2‘) <100
n

L’exemple suivant montre comment la semi-métrique s intervient dans
la vitesse & laquelle le potentiel peut décroitre : au lieu que celle-ci soit
exponentielle, on peut supposer qu’elle est de ’ordre d’une puissance.
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Exemple 3.3.23. Soit ¢ > 2, d =1 et ¢ défini comme dans ’exemple pré-
cédent, avec cette fois J(k) = |k|™? et 8(p) < 5. Alors il eziste une constante

finie Cj telle que :
- uOl <0 [S 02,
i€z

Pour ¢ =4, ¢(z,y) = ;cos(z — y) et P(z) = log(1 + 2?), on obtient :

= <15 [> 82
i€Z

Preuve : On vérifie comme précédemment que les hypothéses du corol-
laire 3.3.20 sont réalisées.
(¢) Remarquons tout d’abord que

ST < R = Zr; <4. (3.12)

kEZ kEZ
k#£0 k#£0

D’autre part, pour tout ptel que 1 <p<g—1,ona:

SOIRPIETT = > (kP < o0 (3.13)
keZ keZ
k#0 k#£0

D’aprés (3.12), (3.13) et le théoréme de convergence dominée, on peut trouver
une constante ¢ > 0 telle que

2
3 k7% exple k| A plog(1 + [k])] < % <4. (3.14)

keZ
k#0

On a alors, en posant s(¢,j) =c|i — j| Aplog(1 + [i — j]) :

Cp = D (141 -1)56(¢a) expls(A)]

AeS
A30
1. 72
= D5 [kl™ exple|k| Aplog(1 + [k])] < = < 2.

kEZ
ey
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(1) La semi-métrique s étant ainsi définie, on obtient

G = o141 6(52) expls(a)

AeS

A30
V2.
= 94+ Z 5 |k| "% explc|k| A plog(1 + |k])]
k€Z
k20

7r2
< 2+\/§€<oo.

(¢77) Enfin, il reste & montrer que la constante Cj est finie.

G = Y expl-s(k)]

On voit alors que C3 < oo puisque ’on obtient une série & termes positifs

dont le terme général est équivalent & k™ en +oo. Or p > 1 donc cette série

converge. Pour donner une application numérique, prenons ¢ = 4. On peut

alors prendre par exemple p = 2, la condition sur p étant 1 < p < qg—1, et

trouver une constante c telle que (3.14) soit réalisée. Vérifions que pour ces

valeurs de p et ¢, ¢ = 1/4 convient, i.e. la condition (3.14) est réalisée. Il faut
donc montrer que

R (% A 210g(1 + )] < i

ex 0 —

k>0 & 4 ° 6

Y = Z k4 exp[g A 2log(l+ k)]
k>0
= Zk” exp +Zk exp[2log(1 + k)]
= Zk exp[= ] Z(k+1>

—4 (1E+1)2 2
xXp|— d —.
< g:lk e‘cp[4]+/7 " <%




3.3. INEGALITES POUR LA DISTANCE EN VARIATION 55

On a alors ;

7 0
k 1
k=8

k=1
7 8
k 2 1
= 1+22€Xp[*‘z]+%—2zk—i <8,
k=1 k=1

ce qui donne :
!

/_1 2 Cl -1
Cy=7CsCa? (1-3) <225

Remarque 3.3.24. (a) Le choiz de 9 dans les deur derniers ezemples est
uniquement déterminé par le fait que le potentiel doit étre admissible. C’est
le cas ici puisque pour tout A€ S, on a :

Ziw) = / exp[ = 3 6alw)] Mnldwn)

AeS
ANAF#D

= /R exp[ Z‘p(“’*] exp [- Z J(i—j) w(wi;wj)]/\A(de)-
el (i A0

Grdce auzx choiz de J et de o, on peut majorer la deuziéme exponentielle par
une constante, et on obtient que Z%(w) < 0o si

/ exp [ - Zw(wi)J Apr(dwp) < 00
RA ieA
Or cette intégrale vaut

I = H/exp Aldz)

1€EA

= I [ expl—tog1+ )2 (a2)

i€EA
= Ad
ig/}gl+x2 (dz)

= 7 <.

(b) On peut obtenir des constantes plus petites que 10 et 15. Dans I’exemple
3.3.22, il faudrait pour cela poser s(i,j) = c|i — j| et étudier la fonction qui
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a ¢ €]0,1[ associe C’;. Quant a Uexemple 3.3.23, il faut étudier la fonction
de deuz variables qui & (p,c) €]1,q — 1[x]0, 00[ associe C§.

(c) Enfin, on aurait pu prendre d quelcongue. Nous allons donner des ezemples
dans ce qui suit.

Exemple 3.3.25. Soient d > 1 et ¢ défini comme dans l'ezemple 3.3.22 :
J(k) = exp[— |k|], la fonction ¢ vérifiant cette fois

5() < 2(D exp[-[k]) 7",
6(¢f) < o0,

Y étant toujours choisie telle que le potentiel soit admissible et §(¢') < oo.
Alors il existe une constante finie Cj telle que :

lu—u® <y [ 82
1€Z

Preuve : C’est exactement le méme raisonnement que celui 'exemple 3.3.22.
11 suffit de définir la métrique

s(i,7) = cli - |

avec c assez petit.
[ |

Exemple 3.3.26. Soient d > 1 et ¢ défini comme dans 'exemple 3.3.23 :
J(k) = |k|™? (g > d+ 1), la fonction ¢ vérifiant cette fois

é(p) < 2(2%1"")_1,
kezZd
6(¢) < oo,

P étant toujours choisie telle que le potentiel soit admissible et §(¢') < oo.
Alors il eziste une constante finie Cj telle que :

ln—u® < Cy [> 02
i€Z

Preuve : C’est exactement le méme raisonnement que celui 'exemple 3.3.23.
Il suffit de définir la métrique

s(t,5) = cli— jl Aplog(1+[i — jl)

avec c assez petit.
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¢ Exemples fondamentaux

Nous avons vu au corollaire 3.3.4 que si u € G(¢), alors

e — u®OIP < 37 bib B (YY)

1,5€A

Les conditions requises pour les théorémes 3.3.15 et 3.3.19 (potentiels de
portée finie ou avec condition de décroissance) permettent d’obtenir une ma-
joration de ||u — u®|| méme si on ne connait pas I'expression de E,(¥;Y;).
Il est évident que si celle-ci est connue, on peut obtenir un résultat encore
meilleur.

Théoréme 3.3.27. Soit u € G(4) ; on suppose que |E,(YiY;)| < a(i—j) ov
a: 7% Rt est sommable :

C”:Za(k)<oo.

kezd

Alors :
= u®P < Cyd 07

i€Zd
Preuve : Pour tout A € &, on a
A . .
= p®IN? < > |bibs| i~ 5)
L,jEA
= D> oo alk)
i€A keZd

= Y ak)) ] [bibi

kezd €A

< D oa(k)) b

keZd 1€EA

La fin de la démonstration est alors identique & celles des théorémes 3.3.15
et 3.3.19. -

On peut citer ici le cas gaussien en exemple. Pour d quelconque, nous
obtenons le théoréme suivant.

Corollaire 3.3.28. Soit u une mesure gibbsienne pour un potentiel quadra-
tique ¢, ou J(i,7) = J(i — j) et h € Q. Supposons que

Cyp=> |J(k)| < o0.

kezZd
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On a alors :
Il — u®P < Cy > B
i€zd
Exemple 3.3.29. Soitd=1,0>0,1<a<2e J:ZxZ— R définie
comme dans ezemple 3.2.4 par J(i,7) = J(i — j) ou J(k) = —B|k|™* s
k#0 ety 5 (k) =0. Quelle que soit p € G(¢7"), o h est un élément de

Q, ona:
= u®P)? < Cy > 82
i€Z
avec
Cy=> |J(k)| < o0.

kEZ

Preuve : Grace a la remarque 3.2.7, il suffit de prouver 'inégalité pour la
mesure de Gibbs gaussienne centrée u € G(¢”?). Or d’aprés 'exemple 3.3.5,
on sait que E,(Y;Y;) = J(i — j). On a donc [E,(Y;Y;)| = Bli —j|7° (i # 7).

Or
> Ik < o0,

kez*

donc les hypothéses du théoréme 3.3.27 sont vérifiées avec a(k) = B |k|™* si
k # 0 et a(0) = |J(0)]. n

Exemple 3.3.30. Soitd=2,3>0,2<a<4etJ:Z?x7Z?— R définie
comme dans ’ezemple 3.2.5 par J(i,5) = J(i —j) ou J(k) = —B|k|™* st
k#0 ety cz:J(k) =0. Quelle que soit p € G(¢7"), ot h est un élément

de ), ona:
= u®P<Cyd 8
i€Z?
avec
Cy=Y_|J(k)] < oo.

keZ?
Preuve : C’est la méme que précédemment. Il suffit de vérifier que
> (k)] < oo,
keZ?
or

STIE = DBk

kez? kez?
k#0 k#0

= Y #{keZ’ k=1l <o

>0
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car
#keZ? k| =1} ~2¢d1* ! =81.

3.4 Equivalence de la mesure translatée

Grace & I’étude précédente, nous allons pouvoir trouver des conditions
pour que les mesures p et u® soient équivalentes. Il suffira en fait que le
potentiel vérifie certaines restrictions et que Y b? < co. Pour plus de clarté,
nous allons définir les trois conditions suivantes qui permettent, comme nous
venons de le voir, d’obtenir des résultats.

(F.) Le potentiel est de portée finie 7 et tel que E,(Y?) < oo.
(D,) Il existe une semi-métrique s sur Z* invariante par translation — notée
s(i,7) = s(i — j) — telle que

(Z) C = ZC’ojes(j) <1,

jezd

(i) Co= ST IAI 6(522) expls(a)] < oo,

(i) Cs3= Z exp|—s(k)] < o0.

(Dg) 1l existe une fonction o : Z¢ — R telle que |E,(Y;Y;)| < a(i — j) et
Z a(k) < co.
kezd

Théoréme 3.4.1. Soit € G(¢) telle que ¢ soit invariant par translation
et qu’une des conditions (F,), (Ds) ou (Dg) soit vérifiée. On a alors :

pr pu® s be<oo.
iezd

Preuve : Rappelons tout d’abord quelques notations. Si A € Z¢, et b € Q,
b™ est un élément de ) défini par b = b; si ¢ € A, 0 sinon. On a également
défini I’élément by comme le projeté de b sur 24 = R*.

Pour tout n > 0, on pose A, =] —n,n[? et on introduit la loi v, par

AS
Up = pl® )
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On a alors vy = u®. Montrons que pour tout n > 0, Upt1 K Uyt
Soit A € Byza tel que v, (A4) =0 :
, 0 = u(4) ::/J,(bAﬁ)(A)
= /Ac Thnis (A = bY€) pie  (d€)
R n+1

donc
Tan (A= 0%,6) =0 ppc - Dps.

1
s A — b, = / ——exp[—H? (W) M @ 6¢(dw
An+1 ( f) A_bA% an+1 (f) p[ An+1 ( )] f( )

exp[—HY ,, (w — b"%)]
AN @ ernye ) (dw)

car la projection de b sur QA$.+1 n’est autre que bac, . Remarquons que
c’est aussi celle de b*=+1. On obtient donc que

AAn+1 ® 5(§+bAfx+1)(A) =0 Bac,,— DS

D’autre part,

Thnpr (A — pat1, £) HAS (d€) .

R n+1
D’ou
i A — b = / ——exp[-H? (W) M1 @ 8¢ (dw
An+l ( 6) A_bAg-‘.l an-’_l (g) p[ An+1 ( )] 6( )
1 c
B /A 75 S HE L (0 = b))
frn At @ Oering, ) ()

o

,UA;H" p-S.

On obtient donc que v, 1 < v,. Par récurrence, on a donc pour tout n > 1:
vy K u(b) .

D’autre part, v, — u puisque [Jv, — p|| < k (> iea, b2)z — 0 car clest
la série-reste d’une série convergente, k£ étant une constante finie. D’aprés
le lemme 1.2.7, on a alors p < p®. En remarquant que p = (u®)=%, on
obtient de méme que u{® < p, d’ott 'équivalence de et p®,

n



Chapitre 4

Principe d’invariance local

4.1 Introduction

Le but est d’obtenir un théoréme limite local pour des fonctionnelles de
processus gibbsiens, dont le potentiel vérifie une des conditions qui appa-
raissent dans le chapitre précédent.

Considérons une suite de processus aléatoires (X,(t),t € T) dont les
trajectoires appartiennent presque sirement & un espace fonctionnel X et
notons P, la loi du processus X,. Si f est une application mesurable de X
dans R, il est démontré dans [5] que sous certaines conditions, P, f~* converge
en variation.

Comme nous l’avons précisé dans I'introduction générale, Y. Davydov
s’est intéressé au processus polygonal ou en escalier X, obtenu a partir d’une
suite de v.a.i.id. £ = (é,k € N*) définies sur un espace probabilisé et &
valeurs dans (R, B(R), ), telle que E(&) = 0 et var(&) = o < oo pour
tout k € N*. Soit P, la loi de X,, dans l’espace approprié (C[0, 1] ’espace
des fonctions continues sur [0, 1] ou D[0, 1] I'espace de Skorohod). D’aprés le
principe d’invariance de Donsker-Prokhorov, P, converge faiblement vers la
loi de W. En imposant certaines conditions sur les variables & et pour une
classe particuliére de fonctions f, on obtient que

P.ft S Wt

Dans notre cas, X, sera le processus en escalier obtenu & partir d’un
champ aléatoire gibbsien sur Z¢ avec un potentiel vérifiant certaines restric-
tions, dont celles des théorémes 3.3.15, 3.3.19 ou 3.3.27. Ce sera donc une
des conditions suivantes.

61
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(F.) Le potentiel est de portée finie 7 et tel que E,(¥??) < co. On rappelle
que Y; est défini par

_ oH}

N 6ag )

Y;

(D,) 11 existe une semi-métrique s sur Z¢ invariante par translation — notée
s(t,7) = s(i — j) — telle que

(@) Ci=) Cye <1,

jezd
() Co= Y141} 6(224) expls(4)] < oo,
AES 0
A30
(@) Cs= ) exp[-s(k)] <oo.
kezd

(D) 1l existe une fonction « : Z% — R telle que |E,(Y;Y;)| < a(i — j) et
Z a(k) < oo.
kezd 7

Mais avant de présenter des résultats, il est nécessaire de définir correctement
le processus en escalier ainsi que I’espace dans lequel on le considére.

4.1.1 Définition du processus en escalier

Rappelons que pour d > 1, Pordre sur [0, 1]¢ est le suivant : pour s,¢ dans

[0,1)%, s = (sW,...,s®), t = (D, ... ¢@), on écrit s < t (respectivement
s < t) si s® < ¢ (respectivement s® < t®) pout tout i = 1,... ,d. Pour
t1,t2 € [0,1]% t; < ta, [t1, 2] est intervalle d-dimensionnel
d o I3
[t1, t2[= H[tgl)’ tgl)[ .
i=1

Enfin, pour ¢ € [0,1]%, |¢| = max;<;<q [t9)].

On définit alors ’espace métrique (X, p) de la fagon suivante : p est la
distance uniforme et X la fermeture uniforme, dans ’espace des fonctions
bornées de [0,1]¢ dans R, de o, B, ou E, est I'espace vectoriel engendré
par les fonctions en escalier sur [0, 1]% constantes sur les pavés du type

I = [@ k(1)+1[x_“x [W) k<d>+1[_

, 4.1
— i (4.1)

1) n
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L’intérét de cet espace est qu’il est séparable, complet (voir par exemple
[26], p. 118, problémes [1] et [2]) et c’est un sous-espace vectoriel de 'espace
D, version multi-paramétrique des fonctions « cad-lag »que nous définirons
dans le paragraphe 4.2.2. Ces propriétés seront nécessaires a ’obtention du
principe d’invariance local que nous énoncerons ultérieurement.

Considérons alors sur Z¢ un champ aléatoire réel {&,,n € Z%}. L'espace
probabilisé correspondant est (Q, F, z), od Q = R%“, F la tribu engendrée
par les ensembles cylindriques et u la distribution de £ = {£,,n € Z¢}. On
note Z la tribu des sous-ensembles invariants de {2 :

IT={A€F: m,(A) = A, pour tout m € Z%},

Définition 4.1.1. Le champ aléatoire {£,,n € Z4} est invariant par trans-
lation (homogéne) si o T, = p pour tout m € Z°.

Supposons donc que le champ aléatoire £ soit invariant par translation et
que 0 < 0?2 < 00, o1 02 = E(£2). On pose alors

1
Xn(t):m > & telo1]%,neN, (4.2)
kezd
0<k<[nt]
ot [nt] = ([ntMW],...,[nt(D]) et [-] désigne la partie entiére d’un nombre. X,

est le processus en escalier, & trajectoires dans X, obtenu a partir de £ et on
notera P, sa loi dans X.

Nous allons tout d’abord présenter un théoréme limite local pour les fonc-
tionnelles de processus aléatoires, dit & Y. Davydov [5]. Cela nous permettra
ensuite d’obtenir le principe d’invariance désiré, dans le cas gibbsien. Dans
ce qui suit, on dira que f est une fonctionnelle si ¢’est une fonction mesurable
de X dans R; ’ensemble A = {z +cf,c € [a,b]},2,¢ € X, a,b € R est appelé
segment paralléle au vecteur £ et on utilise alors la notation Al|¢.

4.1.2 Un théoréme limite local

Dans ce paragraphe et dans le suivant, (X p) peut étre n’importe quel
espace. Ce n’est pas forcément celui que l'on vient de définir.

Théoréme 4.1.2. On considére (P,,n € N) une suite de mesures de pro-
babilité sur la tribu borélienne Bx d’un espace vectoriel métrique séparable
complet (X, p), et f une fonctionnelle.

On suppose que P, = Py, et que pour Py -presque tout x € X il existe
une boule ouverte B de centre z, un nombre € > 0 et (G.n, ¢ €]0,¢], n € N)
une famille de transformations de X tels que
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1. pour tout c €)0,¢] :
GenT — Geoo, en mesure P,
_ n—o0
2. la transformation G, est continue pour tout ¢ €]0,¢[ et, pour toute

boule S,

d(S,¢) =sup p(z, Ge,02) — 0,
268 c—0

8. limsup, ||P,G.} — P,|| — 0,
! c—0

4. pour tout § €]0,¢|,
/ I A0.6127n — Mo,81%5 00ll Pa(dz) — 0,
B n—oo

012 QDz’n(C) = f(GC,nz)l c 6]0,6], n e N;

5. pour tout § €]0,¢[, application z — A )¢5 &, de B dans Z(R), I’espace
de Banach des mesures finies sur Bgr munt de la norme de la variation
totale, est continue P -presque sirement.

On a alors :
-1 ver -1
Bl e Bl ™

La condition I signifie que pour tout € > 0, on a
lim P {|Gcn — Geoo| > €} =0.
=00

La condition 2 traduit le fait que pour des petits c, les applications G.,,
sont proches de I'identité sur des ensembles bornés.

La condition & indique que les perturbations de P, par les applications
G sont uniformément petites pour des petits c.

En ce qui concerne les deux derniéres conditions, il est évident que toute
fonctionnelle f ne peut convenir. C’est pourquoi nous allons définir une classe
M p de fonctions qui satisfont & ces hypothéses.

4.1.3 La classe de fonctions Mp

L’espace X est encore ici un espace vectoriel métrique séparable complet.
On rappelle par ailleurs que Hp est ’espace des directions admissibles pour
la mesure P.
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Définition 4.1.3. Une fonctionnelle f appartient a la classe M(z,1, (1,)),
ot z,l € X etl, =1, s’il existe un voisinage V de x tel que pour P-presque
tout y € V et tout A = {y +cl, c € [a,b]}, on ait

AcCV
Ay |l L, ::>/\in ”—”»Afgl,
A, > A

ot fa(c) = f(y+cl), c € [a,b].

Définition 4.1.4. Une fonctionnelle f appartient a la classe Mp, P étant
une mesure sur X, si pour P-presque tout x € X, il existe £ € Hp tel que
fe Mz, (£,)) quelque soit la suite (£,) qui converge vers £.

A premiére vue, la classe Mp parait assez difficile & cerner. Cependant,
on peut donner des exemples explicites de fonctions y appartenant, lorsque
P =W. On peut trouver dans [7] et [8] plusieurs exemples de fonctionnelles
qui appartiennent & Myy.

Exemples 4.1.5. Citons les plus usuelles :
Ex 1: pour tout ty € [0, 1]¢,
fi: X — R
z —> z(ty),
Ex 2:

fgIX — R

z +—— supz(t),
(0,1}

Ex 3:

f3:X — R

z > sup |z(¢)],
[0,1}¢

Ex 4: Pour toute fonction g strictement conveze continue sur R,

f4IX — R
z +— supg(z(t)),
(o,1)¢
Ex 5:
f5IX — R
s [ aa) ),
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ot v est une mesure finie sur B([0,1]%) et ¢ une fonction mesurable
vérifiant par exemple la condition suivante : si pour tout € > 0, il existe
un intervalle ouvert O C|—e¢, €| sur lequel ¢’ est continue et ne s’annule
pas, alors fs € My .

4.2 Principe d’invariance local pour des champs
aléatoires gibbsiens

On suppose ici que & = {&,k € Z%} est un champ aléatoire gibbsien
invariant par translation tel que 0 < o < oo, ou 02 = E(&). X, est le
processus en escalier obtenu a partir de £, défini par I'égalité (4.2) et dont
les trajectoires sont dans I’espace métrique séparable complet X défini au
paragraphe 4.1.1. Rappelons que l'on note P, la loi de X,.

4.2.1 Théoréme principal

Théoréme 4.2.1. Soit & un champ gibbsien associé & un potentiel satisfai-
sant une des trois conditions (F;), (Ds) ou (D,) et tel que P, = W. On a

alors :
Vfe My, P f 25wt
n—o

Preuve : Tout d’abord, précisons quelques notations. Pour bien distinguer
les éléments 1-dimensionnels de ceux d—dimensionnels, on notera ces derniers
en gras tout au long de cette démonstration : k = (kM,...  £4) pour un
élément de Z% et t = (t™M),... ,#9) pour un élément de [0, 1]%. Enfin, on pose
1=(1,...,1)€Z%t n=nlpourn €N,

Nous avons supposé que P, = P, = W dans (X p). D’autre part, f
appartient & My donc il existe X, tel que W(X,y) = 1 et pour tout z € Xy,
il existe £ € Hw tel que f € M(z,£,(£,)). Autrement dit :

Vz € Xy, 3¢ € Hy, AV voisinage de z tels que pour W —presque tout z € V,
VA={z+c¥t c€a,b]}:

AeV (
An |l & p = AfAE = AfR
An - A n—o0

D’autre part, £ € Hy donc d’aprés le théoréme 1.2.3, il existe h € L2([0, 1)¢, \9)
tel que

E(t):/oth(s)/\d(ds), t € [0,1]¢.
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Nous allons utiliser le théoréme 4.1.2 : soit z € Xy ; on choisit la boule B et
le nombre ¢ tels que W(0B) =0, B C V et pour tout z € B, A = {z + c¥,
cel0,e]}cV:

Cela n’apparait pas dans les notations, mais remarquons que ¢, (¢,) et ¢
dépendent de z. Il nous reste & définir les transformations G.,. Pour cela,
choisissons ¢, comme étant la fonction en escalier passant par les points

(k/n, L(k/n)) -

Gen(z) = z+cly,
Geoo(z) = z+cl.

Vérifions que les cing conditions du théoréme 4.1.2 sont réalisées.

Condition 1 : Pour tout ¢ € (0,¢], on a
Gen(y)=y+cl, >y+ct

i.e. Gen(y) = Geoo(y) ponctuellement donc en mesure P,.

Condition 2 : La transformation G.. est continue pour tout ¢ € (0,¢]
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puisque c’est une translation, et pour toute boule S C X|

d(S,c) = supp(z,Geooz)
z€S

= sup sup [2(8) = (=(8) + c£(t)]
z€S te[0,1]4

= sup sup |c{(t)]
2€5 tel0,1]4

= ¢ sup |cé(t)]
tefo,1)¢

= c||¢]| — 0.
c—0

Condition 8 : Pour n € N*, on définit I’application J,, de E, dans (R¢)" par

J.: E, — (R

d/2 - i k-—s
en +— n/a(Z(—l) Zen( - ))ISRSH

=0 sES;

avec S; = {s € Z tel que s¥) = 1 pour i indices et s) = 0 pour les autres }.
Nous avons alors le résultat suivant :

Lemme 4.2.2.
Jo Xp = (fk)1gkgn-

Preuve : Nous allons effectuer une récurrence sur d.
(¢) pour d = 1, J,, est définie par :

k—1

))1gk§n

Jn: epr——yno (en(g) - en(
Pour tout 1 < k < n, on a donc
1 & =

= &

(1) supposons la propriété vraie jusqu’au rang d — 1 et montrons qu’elle l'est
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au rang d. Pour tout k € Z% on a :

I

(Jn Xn)k

ZUZZé

s€S; 0<j<k-—s

=Z<1ZZa+Z D' D6

s€S; 0<j<k-s s€S; 0<j<k—s
sid)=p s@=1
k(d)
=Z<1 ZZZMZH DINP IR
s€S; p=1 0<j<k-s sES; 0<j<k/—
s =0 §D=p s@=p
ouk'=k-(0,...,0,1)
k(d) d—-1
_ i+1
—Z Z P26 AU D6
SES; 0<j<k-s i=0 SES; 0<j<k'—s
s@=0 iD= s@=0
| S s’
(k... k=1 p)
par hypothése de récurrence
k(d) d-1
— i
= > fpw, paupy =D (DD DY
p=1 1=0 s€S; 0<j<k’-s
s =0
£'(d)
2 pmt SO, K1 )
de la méme fagon
k(d) k) 1

= Z €(k(l)x 1k(d_1))p) - Z f(k(l)) 1k(d_1)>p)

= {kw,.. k@),
ce qui achéve la démonstration du lemme.
Or J, est bijective, donc
|1PaGon = Bull = |PaGindy ! — Pudi )

cnTn

D’autre part, P,J,; ! est la loi de J, Xn = (&)1<k<n €t PoGohJ7 ! est la loi
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de Jn, G nXn, que nous allons préciser.

I GenXn = Jn(Xn+cly)

- o )
o ndl? 1<k<n
s€S;

= (& + cak)lgkgn

avec
d/2
s€S;

On obtient donc que [|P,G, L — Pl = P = P, ot P, est la loi de

(éx)1<k<n €t @ = (ak)1<k<n. D’aprés le théoréme 3.3.15, 3.3.19 ou 3.3.27, on
a alors :

1/2
1PGoA - Pall < Ke Y a2)

1<k<n

avec K constante finie. D’autre part, nous avons :
partg,

ax nd/:z
1= SES;
d k—s
= n?0) (-1)') / h(t) A%(dt) .
i=0 ses; V0

Nous allons montrer que :

Lemme 4.2.3.

k

o = n¥/2g / h() A(dt)

n

Preuve : On procéde par récurrence sur d : la démonstration est 1dentique a
celle du lemme précédent, en remplagant g ;<\ & Par [ k=S/m 1 (£) M(d).

() pourd =1:
ar = nd/2a/
0
k

= ni% / " R dt
k=1

n

3|

k-1

h(t) dt — / " () dt
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(i1) supposons la propriété vraie jusqu’au rang d — 1 et montrons qu’elle 'est
au rang d :

d k-s

457 ; -
iy = Y [ A )
=0 SES; 0
ks k;s d ) k;s
e Z/ h(t) A(dt) + > (-1) 3 / h(t) A(dt)
=0 ses; 0 i=1 ses; V0
s@=0 s@=1
D g
- / BC DD /h(t))\d_l(dt(l),...,dt(d‘l)) Mdt@)
0 i=0 ses, /I
s{d)=p
d k' —s
' o ]g(J)._ ()
+Z(—1)l Z h(t) X%(dt), ot M= H[ g J
i=1 SES;_ 0
s{d)=p

En utilisant I’hypothése de récurrence pour la premiére partie et en effectuant
un changement de variable dans la seconde, on obtient alors :

@)
ax _ r d-1 1 d-1 d
= /0 /h()/\ (dt() . dt4D) A(d@)
d-1
k@) 1 kG
S S [ o, ouA=H[ =]
i=0 SES; j=1 n
s(d—p
£(d)

= R(t) MHdtW, .. dt DY M (dt @)
0 A
k(d) 1

- R(t) A(dt®, ... dt D) M(dtD) de la méme fagon
0 A

_ / h(£) M(dt)

ce qui achéve la démonstration du lemme.

On obtient finalement :

IPGai = Bl < Keo[nt 3 ([ o atan)’] ™

ISkSn n
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I ne reste plus qu’a étudier I’expression & droite de l'inégalité pour pouvoir
conclure.- '

Lemme 4.2.4.
YneN, nf Z (/; h(t) /\"(dt))2 < ”h”%. (4.3)
Preuve : N
Y (/“ h(t) Xi(dt))* = id Z ( ?)
1
< —a zk: /

= / R2(t) A4(dt).
[0,1¢

]
Nous aurions pu montrer qu’en fait, le membre de gauche dans (4.3) tend
vers celui de droite quand n tend vers l'infini, mais la majoration obtenue
suffit. On obtient finalement :

lim sup ||PnGc_,11 — Pl < Kcolhl2,

donc
limsup || P,G;, — Pl - 0.

Condition 4 : Nous allons ici utiliser le lemme suivant de Billingsley ([1],
p. 34, théoréme 5.5).

Lemme 4.2.5. Si P, = P et P(D) = 1, ot D est l’ensemble des z tels
que pour toute suite (z,) qui converge vers z, gn(z,) tende vers g(z), alors
[ 9ndP, — [ gdP.

Nous allons I'appliquer & P = W, g.(y) = [|Mo,619ym — A0.51%5 00l 1B ()
et ¢ = 0. On a supposé que P, = W ; il reste & montrer que pour W-presque
tout 2, g,(2n) — g(2) pour toute suite (z,) qui converge vers z.

Rappelons alors que nous avons choisi, au début de la preuve, £{ € Hy et V
voisinage de z tels que pour W-presque tout 2, VA = {z+c¢¥, ¢ € [a,b]}, on
ait

ACV

AV | I/ =>)\fgj—1ﬂ>/\fgl.

A, - A
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Prenons A = {z + c¢, c € [0,6]} et A, = {2, + c¥y, ¢ € [0,6]}. Grace au
choix de Bete,on a A CV siz € B; donc pour W-presque tout z € B :

AcCV,

An ” en)
A, = A

On en conclut que
ML A

i.e.
A0,61%on — A0,61P7 00 -

On peut effectuer le méme raisonnement en posant cette fois A, = {z, + c¥,
c € [0,0]} et on obtient que pour W-presque tout z € B,

A0.81%amc0 — 0,57 m0
d’ott pour W-presque tout z € B :
IMoa97mn = Aoa¥mcoll —2 0.

D’autre part, Ig(2,) — 0 si z n’appartient pas a (B U dB), donc pour
n—oQ
W-presque tout z n’appartenant pas & B puisque W(0B) = 0.

On obtient finalement, pour W-presque tout z, la convergence vers 0 de
gn(2,) pour toute suite z, tendant vers z. Donc grace au lemme 4.2.5,

/ I A.5197 5 — Ao,8 Pz 00l Pa(dz) — 0.
B n—o0

Condition 5 : Soit (z,) une suite qui converge vers z dans B ; montrons que

)\[0,6]90;1,00 - /\[016](’0;,;0 ’

C’est exactement ce qui a été fait précédemment, en prenant A = {z + c¥,
c€[0,9]} et A, = {2z, + ¥, c€]0,6]}.
=
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4.2.2 Cas d’un potentiel ultra-pair

L’espace X est la fermeture uniforme de ’espace vectoriel des fonctions
en escalier constantes sur les intervalles I, définis par (4.1). Considérons
maintenant la fermeture uniforme, dans ’espace des fonctions bornées de
[0,1]¢ dans R, de I’espace vectoriel formé de toutes les fonctions en escalier.
Cet espace, noté D, constitue une version multi-paramétrique des fonctions
« cad-lag ». On introduit sur D une topologie métrique, coincidant avec la
topologie de Skorohod si d = 1, qui en fait un espace métrique séparable
complet (pour plus de précisions, on se rapportera & [32]). On ’appelle par
analogie topologie de Skorohod. Considérons alors sur Z¢ un champ aléa-
toire réel & = {£,,n € Z%} invariant par translation. L’espace probabilisé
correspondant est (2, F, u).

Définition 4.2.6. Le champ aléatoire £ invariant par translation est ergo-
dique si p est triviale sur la tribu des sous-ensembles invariants, c¢’est-a-dire
u(A) =0 ou 1 pour tout A € T.

Nous allons par la suite nous intéresser plus particuliérement aux champs
aléatoires gibbsiens dont le potentiel posséde la propriété d’étre « ultra-pair ».

Définition 4.2.7. Un potentiel ¢ associé & une mesure de Gibbs p sur (2, F)
est ultra-pair si pour tout A € Z2 fini, on a

¢A(mk;k € A) = ¢A(0kxk, ke A), O, € {—-1, 1} .

Si € est un champ aléatoire sur Z¢, on notera comme précédemment P,
la loi du processus en escalier sur [0,1]¢ défini par I’égalité (4.2). Le théo-
réme suivant est di & Poghosyan et Reelly [25]. Il s’applique dans sa version
originale & un champ aléatoire « différence de martingales », mais on sait
grace & [18] qu’un champ aléatoire gibbsien dont le potentiel est ultra-pair
est différence de martingales.

Théoréme 4.2.8. Soit £ = {&,k € Z%} un champ aléatoire gibbsien inva-
riant par translation, ergodique, associé a un potentiel ¢ ultra-pair et tel que
0 < 0% <00, ou o =E(£2). Alors

P,=>W,

ot P, est la loi du processus en escalier obtenu & partir de €, défini par
Uégalité (4.2) et W le processus de Wiener d-dimensionnel sur [0,1]¢.

La convergence obtenue a lieu dans D muni de la topologie de Skorohod.
Il nous faut plus : on voudrait en fait que X,, converge vers W pour la topo-
logie uniforme sur D. On utilisera le symbole [U] pour désigner la topologie
uniforme et [S] pour celle de Skorohod. Enfin, on notera  la tribu borélienne
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de D pour [U] et D la tribu borélienne de D pour [S]. On a D C U, et le
théoréme suivant, dont la démonstration présentée dans [1] (p. 151) lorsque
d = 1 se généralise facilement & d quelconque.

Théoréme 4.2.9. Si P, et P sont deur mesures définies sur U telles que

{ P,=P |[S]
PC) =1

ot C est l'espace des fonctions continues sur [0, 1]¢, alors
P,=P [U].

Preuve : Il suffit de reprendre celle de [1], le seul point & vérifier étant le
suivant : si z, — z [S] et z continue sur [0,1]¢, alors z, — z [U]. Cette
propriété figure dans [32], ce qui achéve la démonstration.

n

4.2.3 Conclusion

Nous avons alors réuni des conditions pour lesquelles nous obtenons le
principe d’invariance local voulu : il suffit par exemple que le processus gibb-
sien initial & vérifie les hypothéses du théoréme 4.2.8 ainsi qu’une des trois
conditions (F.), (Ds) ou (D4). On peut donc énoncer le principe local d’in-
variance suivant.

Théoréme 4.2.10. Soit £ = {&, k € Z%} un champ gibbsien invariant par
translation, ergodique, associé & un potentiel ¢ utra-pair, vérifiant une des
conditions (F.), (Ds) ou (Dg) et tel que 0 < E(£2) < oo. Alors pour toute
fonction f € Mw, ona:
Pft == W,
n—o0

ot P, est la loi du processus en escalier obtenu a partir de &, défini par
égalité (4.2) et W le processus de Wiener d-dimensionnel sur [0, 1]°.

Ces conditions sont suffisantes mais évidemment pas nécessaires. Il serait
notamment intéressant de trouver une classe moins restreinte que celle des
potentiels ultra-pairs, pour laquelle la convergence faible du processus en
escalier vers le mouvement brownien d-dimensionnel a lieu.

On pourrait penser & introduire une condition de (p-mélange mais Dobru-
shin [9] a montré que celle-ci n’était pas vérifiée méme pour des exemples
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simples de champs aléatoires gibbsiens. Dobrushin et Nahapetian [12] ont
alors introduit la condition de ¢-mélange non uniforme suivante.

Le champ aléatoire £ = {&,k € Z%} de loi u satisfait la condition de
w-mélange non uniforme si, pour tout A, A € §, il existe une fonction réelle
positive @ (-) ne dépendant que de |A[, telle que pja(z) — 0 quand z— o0
et

sup  |u(E|F) — u(B)] < ¢ (d(A, 4)) .
EETA,FGTA
u(F}y>0

En particulier, elle est immédiatement vérifiée si la condition (i) de (Dy)
est satisfaite, pour certains choix de la semi-métrique s (voir [15], 158-159).
D’autre part, Chen [3] puis Chuanrong [4] ont récemment obtenu un théo-
réme de convergence faible pour des champs aléatoires non-uniformément
p-mélangeants. On peut donc espérer étendre les résultats présentés dans
cette these en s’orientant dans cette direction.



Notations

un élément de R2*

la projection sur R*

le cardinal de ’ensemble A

le complémentaire de A

le complexe de module 1 et d’argument 7/2
la partie entiére

une forme bilinéaire sur un espace vectoriel
un produit scalaire sur un espace de Hilbert
une norme sur un espace de Hilbert

la mesure de Lebesgue sur R*

la mesure de Dirac en 7

I’espérance par rapport a p

la fonction indicatrice de ’événement A

le symbole de Kronecker

absolue continuité entre deux mesures
équivalence de deux mesures

la convergence faible (ou en loi)

la convergence en variation totale

la fin d’une preuve

la fin d’une démonstration intermédiaire

I’ensemble vide

C[0,1] DPespace des fonctions continues sur [0, 1]

¢(T)

I’espace des fonctions continues sur T

D[0,1] l’espace de Skorohod

f2
RZ*
X*

w

I'ensemble des suites de carré sommable
I’'ensemble des fonctions de RZ® dans R
le dual d’un espace vectoriel topologique X

le processus de Wiener

7
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TRANSLATED MEASURES AND DISTANCE IN VARIATION
Application to absolute continuity and a local invariance principle
for Gibbsian random fields.

Abstract :

The study of the distance in total variation between the law of an i.i.d.
random variables sequence and its translate has led Y. Davydov to a local
invariance principle for this sequence. It appears that it is possible to use it
in order to study the absolute continuity between an infinte product measure
and its translate.

We suggest to generalize this method to stochastic processes for which
this independance condition is not necessary. We focus on processes which
are related in one hand to a type of mixture of Gaussian measures and in
another hand to Gibbs measures on RZ".

On the first part, we are studying one after the other one these two
process classes and obtain, for each of them, a majoration of the distance in
variation between the considered law and its translate. We can then conclude,
for precise cases, to their equivalence.

The second part is dedicated to the elaboration of a local invariance
principle for some Gibbsian random fields, for which the potential has finite
range or apply to a decreasing condition.

Key words : Random fields, distance in variation, translated law, mixture of
Gaussian measures, Gibbs measures, equivalence of measures, local invariance
principle.
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