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Chapitre 1 

Introduction 

1.1 Introduction 

Le point de départ de ce travail est une remarque de Y. Davydov concer
nant l'étude de la distance en variation totale, notée Il · jj, entre la loi J.ln 
d'un vecteur aléatoire ~ = (6, ... , Çn) à composantes indépendantes iden
tiquement distribuées, et sa translatée 1-l~) définie par 1-l~b)(B) = 1-ln(B-b), 
B E BJRn. Ici, b = (b1 , ... , bn) E ]Rn et 1-l~) n'est autre que la loi de~+ b. Si 
les Çn possèdent une densité commune p absolument continue par rapport à 
la mesure de Lebesgue À, alors Y. Davydov a montré que 

(1.1) 

où I(p) est la quantité de Fisher associée à p, définie par 

I(p) = 1 [~gjrp(x)dx. 
Supposons maintenant que Ç = (Çk, k E N) soit une suite infinie de variables 
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (on notera v.a.i.i.d.) et 
b = {bk, k E N} une suite numérique. On note 1-l et 1-l(b) les lois de Ç et 
Ç + b = {6 +bk}· Il est alors facile d'obtenir à partir de (1.1) le même type 
de majoration, c'est-à-dire : 

(1.2) 

3 
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L'étude de la distance en variation totale entre J-l et J-l(b) permet de comparer 
Ç et Ç + b, ce qui rejoint les travaux de L.A. Shepp sur la continuité absolue 
d'une suite de v.a.i.i.d. et de sa translatée. Il a entre autres démontré le 
résultat suivant : 

Théorème 1.1.1. Si J(p) < oo, alors 

00 

f-l ""' f-l(b) ~ 2:: b~ < (X). 

i=l 

Une majoration de cette distance permit également à Y. Davydov d'obte
nir un principe d'invariance local pour les fonctionnelles stochastiques dans 
le principe d'invariance de Donsker-Prokhorov. Le cadre en est le suivant : 
Ç = (Çk, k E N*) est une suite de v.a.i.i.d. définies sur un espace probabilisé 
et à valeurs dans (.!R, B(.!R), >.), telle que E(Çk) = 0 et var(Çk) = a 2 < oo pour 
tout k E N*. Posons S0 = 0 et Sk = 6 + · · · + Çk pour tout k E N*. Pour 
n donné dans N*, on construit alors le processus polygonal Xn ( t), t E [0, 1], 
passant par les points ( ~, a-}n), k variant de 0 à n : 

~ ----------------------------------a-.Jii. ' 
' 

t 
0 

1 
Xn(t) = ;:;:;-(S[nt] +(nt- [nt])Ç[nt]+I) 

ayn 

où [.] désigne la partie entière. Soit Pn la loi de Xn dans C[O, 1], l'espace des 
fonctions continues sur [0, 1]. D'après le principe d'invariance de Donsker
Prokhorov, on sait que Pn converge faiblement vers la loi du processus de 
Wiener W (on notera Pn =? W ) . Si rp est une fonctionnelle (i.e. une fonction 
mesurable à valeurs dans .!R) définie sur C[O, 1], W-presque partout (p.p.) 
continue, on peut en déduire que 

Pnrp-1 =? Wrp-1. 
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En imposant certaines conditions sur les variables Çk et pour une classe parti
culière de fonctions cp, Y. Davydov a montré qu'on pouvait obtenir la conver
gence forte dans ce qui précède, c'est-à-dire : 

n -1 var W -1 
rncp ---7 cp ' 

où var> désigne la convergence en variation, ou convergence forte. 

Nous voyons donc que l'étude de la distance en variation entre la loi d'un 
processus Ç et sa translatée est doublement intéressante. 

D'une part, elle permet de comparei· ces deux lois et on peut alors espérer 
trouver des conditions pour que celles-ci soient équivalentes. Le cas d'un 
processus Ç = (6, k E N*) composé de v.a.i.i.d. a largement été étudié, 
notamment par L.A. Shepp [31], ainsi que celui des mesures gaussiennes 
(voir par exemple [17]), par des méthodes différentes. Enfin, H. Sato [29] 
puis C. Noquet [20] se sont intéressés aux chaînes de Markov. 

D'autre part, elle a, comme nous l'avons vu, permis à Y. Davydov d'ob
tenir un principe d'invariance local pour les v.a.i.i.d .. Ce procédé a été repris 
parC. Noquet [20] dans le cas des chaînes de Markov homogènes. 

Nous avons, quant à nous, voulu élargir la classe des processus gaus
siens en considérant tout d'abord un certain type de mélange de mesures 
gaussiennes, le mélange agissant sur l'opérateur de covariance, puis en nous 
intéressant aux mesures de Gibbs sur .IR.zd. Nous en donnerons une définition 
précise dans le chapitre 3, mais pouvons d'ores et déjà en donner une idée. 
Un processus Ç = (Çk, k E zd) est gibbsien si, pour chaque volume fini A 
de zd et chaque configuration 77 à l'extérieur de A, les lois conditionnelles 
de (Çk, k E A) sachant que (Çk = TJk, k tf:. A) coïncident avec un système de 
lois conditionnelles données à priori. Les processus gibbsiens, ainsi que ceux 
correspondant à un mélange de mesures gaussiennes, sont donc d'un inté
rêt particulier en ce qui concerne la dépendance stochastique et constituent 
un prolongement naturel aux études effectuées sur les v.a.i.i.d., présentées 
précédemment. 

Le plan d'étude est le suivant : nous étudierons successivement ces deux 
types de processus et obtiendrons pour chacun une majoration de la distance 
en variation entre la loi en question et sa translatée. On en déduira alors 
dans chaque cas un premier résultat concernant l'équivalence entre cette loi 
et sa translatée. Enfin, nous utiliserons les résultats établis pour démontrer 
un principe d'invariance local pour certains processus de Gibbs. Nous pro
céderons de la manière suivante : soit Ç = (Çk, k E zd) un tel processus, 
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défini sur un espace probabilisé et à trajectoires dans (IRzd, BIRzd). Pour tout 
n E N*, on définit cette fois Pn comme la loi, sur un espace X plus large que 
l'espace C[O, l]d des fonctions continues sur [0, l]d, du processus en escalier 
Xn(t), tE [0, l]d défini par : 

1 
Xn(t) = ---;r-12 L f.k 

an 
kEZd 

O<k:::;[nt] 

où a 2 = E(Çn E]O, oo[, le processus Ç étant supposé strictement stationnaire. 

Il existe des travaux récents (voir [25]) qui donnent des situations où la 
suite de lois (Pn) converge faiblement vers la loi du processus de Wiener d
dimensionnel W que nous définirons plus loin (voir§ 1.2.2). Nous supposerons 
donc que (Pn) converge faiblement, en l'occurence vers la loi de W. Grâce à 
l'étude de la distance en variation entre la loi J.L du processus initial Ç et sa 
translatée, nous verrons qu'il est alors possible d'en déduire, en utilisant un 
théorème limite local dû à Y. Davydov, que 

n -1 var W -1 
rn 'P ----t r.p 

n-HXl 

pour une certaine classe de fonctionnelles r.p que l'on précisera. Enfin, nous 
donnerons l'exemple, issu de [25], de certains champs gibbsiens pour lesquels 
on a effectivement la convergence faible de (Pn) vers la loi de W. 

1. 2 Préliminaires 

1. 2.1 Notations 

Nous allons introduire ici quelques notations que nous utiliserons dès à 
présent ou dans les chapitres suivants. D'autres apparaîtront tout au long de 
cet ouvrage. 

- Si X est un espace vectoriel topologique, on notera X* l'espace dual de 
X et (-, ·) la forme bilinéaire exprimant la dualité entre X et X*. 

- On notera S l'ensemble des parties finies de 'lld. Autrement dit, on a 
S ={AC 'lld, lAI< oo} où lAI désigne le cardinal de A. 

- Le symbole« désigne l'absolue continuité d'une mesure par rapport à 
une autre. 

- On note z l'élément de <C tel que z2 = -1. 
- Enfin, le symbole • signale la fin d'une preuve et o la fin d'une dé-

monstration intermédiaire interne à une preuve. 
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1.2.2 Le processus de Wiener d-dimensionnel 

Pour d = 1, le processus de Wiener sur [0, 1] est bien connu : c'est 
le processus gaussien continu, centré, de fonction de covariance min { s, t}. 
Nous généralisons ce processus à [0, 1]d en considérant le champ aléatoire 
de Wiener-Chentsov, défini comme étant le champ aléatoire gaussien centré 
{Wt, t E [0, 1]d} de fonction de covariance 

d 

K(s, t) =II min{ s(i), t{i)}, s = (s(l), ... , s(d)), t = (t(l), ... , t(d)). 

i=l 

On considère sur [0, 1]d l'ordre suivant: pour s, tE [0, 1Jd, s = (s(ll, ... , s(d)), 
t = (t(ll, ... , t(d)), on écrit s<t (resp. s'S:t) si s(i) <t(i) (resp. s(i) '5: t(il), i = 
1, ... , d. Pour t 1 , t2 E [0, 1]d, t 1 <t2, on note ]t1 , t2]l'intervalle d-dimensionnel 
{ s E [0, 1]d : t 1 < s '5: t2} que l'on appelle pavé. En d'autre termes, 

d 

II (i) (i) 
]tl' t2] = ]tl ' t2 l . 

i=l 

On définit alors les accroissements 6.W(B) du processus W sur un pavé 
B =]s, t] de [0, 1]d par 

6.W(B) = L (-1)d-L:;;a; W(s(1)+a1 (t(ll_s(1)), ... ,s(d)+o:d(t(d)_s(d))). 

a;=O,l 
i=l, ... ,d 

Rappelons que l'on a la caractérisation suivante : le processus stochastique 
{Wt, t E [0, 1]d} est un champ de Wiener-Chentsov si 

(1) P(W E C[O, 1]d) = 1, P(W(t) = 0) = 1 pour tout t appartenant à une 
frontière inférieure de [0, 1]d, c'est-à-dire pour lequel il existe j tel que 
tU) =O. 

(2) Si B 1 , ... , Bm sont des pavés disjoints de [0, 1]d, alors les accroissements 
6.W(Br), ... , 6.W(Bm) sont des v.a.r. normales centrées et de variances 
les volumes des pavés Bi . 

1.2.3 Admissibilité 

Définition 1.2.1. Soit P une mesure sur la tribu borélienne d'un espace 
vectoriel topologique X, et b E X. On dit que b est admissible pour P si la 
mesure p(b) définie par p(b)(B) = P(B - b) est absolument continue par 
rapport à P. On dit que b définit une direction admissible pour P si tous 
les vecteurs de la famille { cb, c E .IR.} sont admissibles pour P. L'ensemble 
des vecteurs définissant des directions admissibles pour P forme un espace 
vectoriel que nous noterons Hp. 
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Dans le cas gaussien, on peut expliciter l'espace Hp. Nous en donnons ici 
deux exemples, énoncés sous forme de théorèmes que l'on peut trouver dans 
[7] et [17]. 

Théorème 1.2.2. Si P est une mesure gaussienne sur un espace de Hilbert 
X, d'opérateur de covariance A, alors : 

(1.3) 

Théorème 1.2.3. Si P est la mesure de Wiener W sur X = C('lr) avec 
'lr = [0, l]d, C('lr) étant l'espace de Banach constitué des fonctions continues 
sur 'lr avec la norme lxi= sup lx(t)i, on a alors: 

tE'IT' 

1.2.4 Variation totale 

Définition 1.2.4. Soit J..L une mesure signée sur (D, F). La variation totale 
de la mesure J..L, notée IIJ..LII, est la quantité définie par : 

IIJ..LII = sup L IJ..L(An)l, 
(An) n 

le sup étant pris sur les partitions finies de D. La convergence en norme Il· Il 
est appelée convergence en variation ou convergence forte et elle est désignée 

l b 
var 

par e sym ole ---+. 

On peut signaler quelques propriétés de la variation totale, qui serviront 
par la suite. On pourra trouver la justification des deux premiers lemmes qui 
suivent dans [7] et [8]. 

Lemme 1.2.5. Si J..L est une mesure signée absolument continue par rapport 
à une mesure v, et h = dJ..L/dv la densité de la mesure J..L par rapport à la 
mesure v, alors llttll = J ihl dv. 

Lemme 1.2.6. Si (J..Ln) et (vn) sont deux suites de mesures telles que f..Ln ::::} J..L 
et Vn ::::} v, alors 

IIJ..L- vil~ liminfi!J..Ln- Vnll. 

Lemme 1.2.7. Si (J..Ln) est une suite de mesures telle que f..Ln «v pour tout 
n, et f..Ln ~ p,, alors J..L <<v. 

n--+oo 

Preuve : Soit A E :F tel que v(A) = O. On a alors P,n(A) = 0 pour tout 
n, donc J..L(A) =O. La mesure J..L est donc absolument continue par rapport à 
la mesure v. • 



1.2. PRÉLIJviiNAIRES 9 

1.2.5 Formule de probabilité totale 

Nous allons maintenant énoncer la formule de « probabilité totale », per
mettant de décomposer une mesure, ce qui servira à calculer /IJ..L- J..l(b)/1. Nous 
nous référons ici à [7]. 

Soient (0, :F) un espace mesurable et P une probabilité sur :F. Soit rune 
partition de l'espace n en sous-ensembles 'Y disjoints. L'espace quotient dont 
les éléments sont les sous-ensembles 'Y est noté n;r. 

Soit 1r: 0 ---+ D/f la projection canonique associant à chaque w E D 
l'élément de la partition auquel w appartient. On munit l'espace quotient 
d'une tribu Fn,r constituée des ensembles A c n;r pour lesquels 1r-1(A) E 

:F. On obtient alors sur l'espace mesurable (D/f, Fn,r) la mesure quotient 
Pr = P1r- 1 . 

Finalement, on obtient dans (D, :F) une sous-tribu :Fr constituée des en
sembles de la forme 1r-

1 (A),A E Fn,r. 
Un système de mesures de probabilité {P1 , 'Y E r} définies sur :F est 

appelé système de mesures conditionnelles pour P relativement à la partition 
r si pour tout B E :F, la fonction 'Y ---+ P1 (B) est mesurable pour Fn,r et 
pour tout A E Fn,r : 

(1.5) 

En d'autres termes, la fonction P7r(·) (B) est une version de la probabilité 
conditionnelle P(Bj:Fr). Pour A= 0/f, la formule (1.5) devient la formule 
de probabilité totale. 

Définition 1.2.8. On appelle formule de probabilité totale la désintégration 
de la mesure P par rapport à l'application de projection sur n;r au moyen 
des probabilités P1 . Autrement dit, pour tout B E :F, on a : 

(1.6) 

Supposons que n soit un espace métrique séparable complet et :Fla tribu 
borélienne et soit r la partition en images réciproques de points par une 
application mesurable de (D, :F) dans un espace métrique séparable complet. 
Une telle partition est dite mesurable, et il existe un système de mesures 
conditionnelles correspondant. Chaque mesure conditionnelle est unique et 
concentrée sur 1r-1 ( "!), à un ensemble de mesure P1 -nulle près. Cependant, 
on peut se passer de cette hypothèse portant sur l'espace n si on connaît à 
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priori un système de mesures conditionnelles et une mesure quotient, ce que 
nous ferons. 

Parmi les propriétés de cette décomposition, il en est une qui nous inté
resse particulièrement : elle permet d'exprimer la distance en variation entre 
deux mesures par le biais des mesures conditionnelles. Le théorème suivant 
([7], p. 2800) en est l'illustration. 

Théorème 1.2.9. Soient P et Q des mesures sur n; soient {P7 }, {Q7 }, 

Pr, Qr les systèmes de mesures conditionnelles et de mesures quotient cor
respondants. Alors 

r Il dPr(r) dQr(r) Il 
IIP- Qll = ln;r p'"Y d(Pr + Qr) - Q'"Y d(Pr + Qr) (Pr + Qr)(dry) 

En particulier, si Pr = Qr, alors 

(1.7) 

L'idée sera de considérer des partitions mesurables dont les éléments ont 
une structure suffisamment simple ou telles que les mesures conditionnelles 
y soient connues. Une situation est bien connue : c'est lorsque la mesure est 
gaussienne. Nous l'étudierons plus en détail lorsque cela sera nécessaire (voir 
§ 2.2.1). 



Chapitre 2 

Mélange de mesures gaussiennes 

2.1 Introduction 

Nous allons ici définir ce que nous appelons mélange de mesures gaus
siennes. Il s'agit d'un mélange agissant sur l'opérateur de covariance d'une 
mesure gaussienne initiale centrée, ce qui correspond à la définition des lois 
dont les distributions sont à contours elliptiques que l'on peut trouver dans 
[2]. On y définit ces lois sur Rn de la façon suivante : si ~ est un vecteur 
aléatoire de dimension n, m un élément de Rn, cp une fonction réelle et :E une 
matrice n x n symétrique de type positif, alors on dit que ~ possède une loi 
à contour elliptique, de paramètres m, :E, cp (on note:~ rv ECn(ih, :E, cp)) si 
la fonction caractéristique cp{,-m. de ~- m est de la forme : 

cp{,-m.(t) = cp(t':Et), tE JRn. 

Supposons que :E soit inversible. On ne peut évidemment pas choisir n'im
porte quelle fonction cp : c'est ce que précisent les résultats suivants de Schoen
berg [30], qui est à la base de cette théorie. Si <I>n, n ~ 1 est la classe des 
fonctions cp réelles telles que cp(t':Et) soit une fonction caractéristique, alors 
cp E <I>n si et seulement si 

cp(u) = f Dn(r2u) F(dr), u ~ 0, 
lro,oo) 

(2.1) 

où Fest la loi d'une v.a.r. R positive et Dn(lltll 2
), tE IRn la fonction caracté

ristique d'un vecteur aléatoire U(n) de dimension n uniformément distribué 
sur la sphère unité de IRn. D'autre part, <I>n '\J <I> 00 et cp E <I>oo si et seulement 
si cp est donnée par (2.1) avec Dn(r2u) remplacé par exp(-r2u/2): 

1 r 2u 
cp(u) = exp(--) F(dr), u ~ 0. 

[O,oo) 2 
(2.2) 

11 



12 CHAPITRE 2. MÉLANGE DE MESURES GAUSSIENNES 

On sait alors d'après [2] que si~ rv ECn(m, ~'cp) avec ~ inversible et cp du 
type (2.2) telle que F(O) = 0, alors ~est absolument continu par rapport à 
la mesure de Lebesgue. D'autre part, les composantes de~ ont des moments 
d'ordre 1 finis si et seulement si R est intégrable et dans ce cas, m est la 
moyenne de~- Enfin, chaque composante de~ a un moment d'ordre 2 fini si 
et seulement si E(R2

) < oo. 
Nous allons étendre cette notion à un espace vectoriel topologique quel

conque. Dans tout ce qui suit, on supposera que J-l est la loi d'un processus Ç 
défini sur un espace mesuré. 

Soit (X, Bx) un espace vectoriel topologique muni de sa tribu borélienne, 
et f-lA une mesure gaussienne sur X, centrée et d'opérateur de covariance 
A : X* -t X, c'est-à-dire une mesure telle que 

Vx* EX*, f exp [z(x,x*)] J-lA(dx) =exp [-~(Ax*,x*)]. Jx 2 

On supposera que l'opérateur A est défini (positif) dans le sens où 

((Ax*,x*) = 0) =?(x* 0). 

Soit alors F la loi d'une v.a.r. positive R de carré et d'inverse intégrables : 
E(R2 ) < oo et E(R-1) < oo. 

Définition 2.1.1. L'opérateur de covariance A et la loi F étant choisis 
comme ci-dessus, on appellera mélange de mesures gaussiennes la mesure 
J-l définie sur (X, Bx) par 

J-l(B) = 1oo J-lr(B) F(dr) (2.3) 

t t B B ' def l . t ' . ' ' t pour ou E x, ou Pr = J-lr2A est a mesure gausszenne cen ree d opera eur 
de covariance r 2 A sur (X, Bx). 

Signalons ici l'étude de G.N. Sytaya [34] qui se place dans un espace de 
Hilbert et considère les mélanges du type 

{l = 100

'' ·100 

J-la!AI+·+amAm v(det:1,''' 'det:m) 

où les opérateurs de covariance Ai sont définis positifs et la mesure v continue 
au point (0, ... , 0). Notre définition de la mesure 1-l correspond donc au cas 
m = 1, si on suppose que X est un espace de Hilbert. 

Il est clair que nous aurions pu choisir la mesure f-lA non centrée, ce qui 
n'affecte en rien les résultats obtenus par la suite, la seule raison étant de 
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simplifier les notations. Voyons rapidement à quoi correspond la mesure J.-l 

définie par (2.3) pour différents choix de l'espace des trajectoires X. Dans 
tout ce paragraphe, cp est la fonction définie par (2.2). 

Tout d'abord, supposons que X= JRA, A E S. L'opérateur de covariance 
est identifié à une matrice (Aij)i,jEA et la mesure J.-l admet alors pour fonction 
caractéristique 

Ensuite, si l'espace des trajectoires est JR.zd, on identifie l'opérateur de 
covariance à une matrice infinie (Aij)i,jEZd; J.-l est alors la mesure telle que 
l'on ait, pour tout z E JRzd dont les coordonnées non nulles sont en nombre 
fini : 

(2.5) 

Enfin, si les trajectoires de f, sont à valeurs dans un espace de Hilbert 
mesurable (lHI, B), on identifie .!HI avec son dual et J.-l est la mesure telle que 
pour tout z E lHI, 

L exp [z(x, z) J p(dx) = cp(Az, z), (2.6) 

où (-, ·) désigne le produit scalaire sur lHI. 
Le but est d'étudier la distance en variation entre la mesure J.-l définie par 

(2.3) et sa translatée. Pour cela, nous la décomposerons grâce à la formule 
de probabilité totale vue au chapitre précédent. 

2.2 Inégalités pour la distance en variation 

Nous allons étudier /111 - p(b) Il dans plusieurs cas. Tout d'abord, lorsque 
l'espace des trajectoires est un espace vectoriel séparable localement convexe, 
puis un espace de Hilbert séparable et enfin JRzd. On rappelle que /-lA est la 
mesure gaussienne centrée d'opérateur de covariance A et que pour une me
sure P, Hp est l'espace des directions admissibles pour P. Nous reprenons, 
dans ce qui suit, les notations introduites au paragraphe 1.2.5. Dans l'im
médiat, précisons ce que devient la formule de probabilité totale dans le cas 
gaussien, ce qui nous permettra, en choisissant convenablement la partition 
de l'espace, de déterminer la distance en variation dont il est question. 
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2.2.1 Désintégration d'une mesure gaussienne 

La référence demeure [7], article auquel on pourra se référer pour de plus 
amples informations, ainsi qu'à la section 9 de [17]. 

Soit X un espace vectoriel séparable localement convexe et P une mesure 
gaussienne centrée sur X, d'opérateur de covariance K. Soit Xp la fermeture 
de X* dans L 2 (X, P). Un élément h de cet espace, considéré comme une 
variable aléatoire sur (X, P), sera noté (-, h). L'espace Xp, sous-espace de 
L 2 (X, P), est un espace de Hilbert. Le produit scalaire induit de L 2 (X, P) est 
noté (-, ·) et la norme /1 · /1. On définit alors l'opérateur i* plongeant X* dans 
Xp et i: Xp = Xj, -+X l'opérateur adjoint dei*. 

On peut alors expliciter Hp et déterminer une partition de l'espace pour 
laquelle le système de lois conditionnelles est connu. 

Théorème 2.2.1. Avec les notations précédentes, Hp = i(Xp) et si r est 
une partition de X en lignes parallèles à un vecteur b E Hp, b = i(h), h E 

Xp, alors pour Fr-presque tout 'Y = {x+ cb, c E R}, x E X, la mesure 
conditionnelle Py est gaussienne de paramètres (-(x, h) llh/1-2

, llhll-2
). De 

plus, l'opérateur de covariance de P est égal à ii*. 

On remarquera que la variance des mesures conditionnelles sur les lignes 
parallèles au vecteur bE Hp ne dépend pas de 'Y : on la note a~(b) et on dit 
que c'est le taux d'admissibilité du vecteur b pour la mesure P. La quantité 
ap(b) vaut donc llhll-1 si b = i(h). Cependant, l'espace Hp ainsi décrit reste 
assez difficile à cerner. Le théorème suivant permet de le déterminer dans des 
situations concrètes. 

Théorème 2.2.2. Supposons que l'opérateur de covariance K de la mesure 
P admette la factorisation K = II*, où I est un opérateur linéaire d'un 
espace de Hilbert L = L* dans X et I* l'opérateur adjoint deI. Alors Hp= 
I(L) et pour tout bE Hp, b = I(l), lE L, on a ap(b) = lllii:L1

. 

L'exemple le plus classique, que nous utiliserons plus loin, correspond au 
cas où X est un espace de Hilbert. On identifie alors X* et X. L'opérateur 
de covariance est symétrique défini positif et possède alors la factorisation 
K = VK VK où VK: X -+X est la racine carrée de K. On obtient alors 
que Hp= VKX et ap(b) = llhlli1 si b = VK h, hE X. 

2.2.2 Inégalités 

Théorème 2.2.3. Soit X un espace vectoriel séparable localement convexe 
et soit 11 définie sur (X, Bx.) par (2.3). Alors pour tout bE HllA' on a : 

1111- tt(b) Il ~ If IE(R-1
) a;:;.(b) 
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où R est la v.a.r. associée à cp et aJl.A (b) le taux d'admissibilité du vecteur b 
pour la mesure /-LA. 

Preuve : D'après la représentation (2.3), on a pour tout B E Bx : 

!-l(B) =loo 1-lr(B)F(dr), 

où 1-lr est la loi du processus gaussien centré d'opérateur de covariance r 2 A. 
{!-lr} et F constituent donc un système de lois conditionnelles et une mesure 
quotient pour f-l· D'après (1.7) on a donc : 

(2.7) 

Pour étudier Jlf-lr- f-l~b) JI, on va associer à f-lr un système de lois conditionnelles 
et une mesure quotient bien choisis : les éléments de la partition seront des 
droites, que l'on choisira parallèles à un vecteur admissible pour f-lr, en l'oc
curence le vecteur b puisqu'on a trivialement HP.A = Hp.r· Dans l'immédiat, 
nous allons effectuer un calcul intermédiaire qui permettra de déterminer la 
distance en question. 

Lemrne 2.2.4. Soient v une mesure gaussienne sur X de moyenne mv, 
d'opérateur de covariance Kv et b E Hv. Alors 

(2.8) 

où av(b) est le taux d'admissibilité du vecteur b pour la mesure v. 

Preuve : Supposons que v soit centrée, ce qui ne change pas la distance 
en variation en question et considérons la partition r de l'espace en lignes 
parallèles au vecteur bE Hv : chaque 1Er est de la forme {x+ cb, cE :!R}, 
x E X. D'autre part, il existe h E Xv tel que b = iv(h) où iv est l'opérateur 
de Xv dans X tel que Kv = iv i~. Soient alors {v7 }, ZJr un système de lois 
conditionnelles et une mesure quotient pour v. Grâce au théorème (2.2.1), 
on sait que pour ZJr-presque tout 1 E r, la mesure conditionnelle v7 pour le 
paramétrage 1 = {x + cb, c E JR} est gaussienne de paramètres 

où //h/lx: est la norme sur Xv, induite de celle sur L2 (X, v). Par ailleurs, les 

mesures v~b) sont gaussiennes de paramètres 
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puisque l'unité est b sur f. D'après le lemme (1.2.5), on obtient, en notant 
JlhJI à la place de JlhJix., : 

r 1 1 ( u
2 

) ( ( u - 1 )2) 1 JR ~JihJI-1 exp - 2JihJI-2 -exp - 2JihJI-2 du 

1~ 1 [ ( u
2 

) ( (u- 1)2)] 
-oo V27fJihl!-1 exp - 2//hl!-2 -exp - 2ilhl!-2 du 

(

00 

1 [ ( (u-1)2) ( u2 )] 
+ }~ J21fl/hl/-1 exp - 21/h/1-2 -exp - 21/h/1-2 du 

21~ 1 
exp(- u

2 
)du 

-~ V2KJihl/-1 21/hll-2 
Jl!:l 

212 _1_exp(-v2)dv 
- Jl!:l J27f 2 

2 

< [%;11h11 

[%;1/hllx.,, 

d'où 

0 

Remarquons ici que l'on peut obtenir l'expression exacte de /lv- z)b)/1. En 
reprenant le calcul ci-dessus : 

(2.9) 

où Y est une v.a.r gaussienne centrée réduite N(O, 1). Mais revenons à la 
démonstration principale et appliquons ce lemme à la mesure J-lr· Cela donne, 
pour tout r > 0, 
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d'où 

1111- JL(b)IJ :::; /!loo a;;}(b) F(dr). 

Il reste à expliciter a;:} (b), ce qui fait l'objet du lemme suivant. 

Lemme 2.2.5. Pour tout r > 0, on a l'égalité 

17 

Preuve : Nous avons vu au paragraphe (2.2.1) que pour la mesure gaus
sienne centrée JLA, il existe un opérateur iJ.LA : XJ.LA ---7 X tel que A = iJ.LA i~A. 
De même, pour tout r > 0, il existe un opérateur iJ.Lr : XJ.Lr ---7 X tel que 
r2 A = iJ.Lr i~r. En posant IJ.Lr = r- 1iJ.Lr, on obtient une seconde factorisation 
de l'opérateur de covariance de J1A qui est A = IJ.Lr I;r, que l'on peut repré
senter par le diagramme suivant : 

i~ 'lJ.LA 

X* --------------- A-------------7 

X, =X* ,-r J.Lr 

D'autre part, b appartient à HJ.Lr qui est égal à IJ.Lr (XP.r) d'après le théo
rème (2.2.2), donc il existe hr E XJ.Lr tel que b = IJ.Lrhr, i.e. b = iJ.Lr(r-1hr), ce 
qui permet d'écrire : 

//r-l hr /b'{l'r 
1 
- 1/hr//x~'r 
r 

~ a;;;(b) 

puisque b = IJ.Lrhr, hr E XJ.Lr et A = IJ.LJ;r est une factorisation de l'opéra
teur A par l'intermédiaire de l'espace de Hilbert L = XJ.Lr. 
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0 

On obtient finalement : 

z.e. 

• 
Remarque 2.2.6. En reprenant l'expression (2.9), on peut obtenir une mi
noration de cette distance. En effet, on obtient alors 

d'où 

/IJ-L- f-L(b)ll = 2100 

IP( JYI :S ]:_a;](b)) F(dr). 
0 2r 

Grâce à l'inégalité de Bienaymé- Chebyshev, on peut minorer la quantité sous 
l'intégrale : 

d'où 

(2.10) 

Cette minoration reste vraie même si b ~ IHI,..,.A si on pose par convention 
a,..,.A(b) = 0 lorsque b ~ JHI,..,.A, ce qui ne signifie rien d'autre que la nullité du 
taux d'admissibilité de b pour /-LA dans ce cas. 

Supposons maintenant que l'espace des trajectoires soit un espace de Hil
bert IHI. On obtient alors, grâce à l'étude précédente, le résultat suivant. 

Corollaire 2.2. 7. Soient (IHI, B) un espace de Hilbert séparable et J-L définie 
sur lHI par (2.3). Alors pour tout b = VA h, h E IHI, on a : 

Preuve : L'opérateur de covariance A possède dans ce cas la factorisation 
A = VA VA où VA : lHI --7 lHI est la racine carrée de A. L'élément b étant 
de la forme VA h, nous savons d'après le théorème (2.2.2) qu'il appartient à 
IHI,..,.A, /-LA étant la mesure gaussienne centrée d'opérateur de covariance A et 
a;:;](b) = llhlll!l[, d'où le résultat. • 
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Exemple 2.2.8. Prenons .JH[ =]Rn muni du produit scalaire usuel. Pour tout 
b = (bi) l~i~n E Rn, on obtient 

111-l- 1-l(b) Il :S If E(R-l) Vb' A-lb' 

ce qui rejoint un résultat de [21] obtenu en utilisant la densité des vecteurs 
gaussiens. De même, on obtiendrait une majoration semblable sur JRA, A E S 
et on voudrait pouvoir obtenir un résultat similaire en faisant tendre A vers 
S = zd. Cependant, ce passage à la limite est difficilemment justifiable et 
on ne peut pas toujours conclure. Le problème est le suivant : étant donné 
une matrice A = (Aij)i,jES, quelles sont les conditions d'une part pour que 
A admette une inverse A-l, d'autre part pour que l'on ait 

"Ç"""' (n) A-l b· b · "Ç"""' A-1b· b · ~ ..tiij z J --+ ~ ij z J 
n--HXJ 

iJEAn iJES 

(2.11) 

où An = [ -n, n]d et les (n)Aij1 sont les coefficients de l'inverse de la matrice 
( Aj )i,jEAn. Ce problème est lié à la théorie des systèmes linéaires à une infinité 
d'inconnues, que par exemple F. Riesz a développé pour S = N dans [27]. En 
adaptant à S = zd les idées qui y apparaissent, supposons qu'il existe une 
constante M positive telle que 

L Ajk bjbk :SM Lb% (2.12) 
j~EZd kEZd 

pour tout b E .e2 (Zd). Alors A définit un opérateur sur l'espace de Hilbert 
.e2 (Zd), que F. Riesz nomme substitution linéaire. On peut considérer sur cet 
espace la racine carrée de A et on obtient le théorème suivant. 

Théorème 2.2.9. Soit A = (Aij)i,jEZd vérifiant la condition (2.12) et f-1 

définie sur n = JRzd par (2.3). Alors pour tout b =VA h, hE .e2 (Zd), on a : 

lilL- JL<'lll S: If E(W
1

) J!;/1· 
Preuve : Soit (D) l'ensemble des éléments w de D de coordonnées nulles sauf 
un nombre fini, i.e. tels que {i E zd, Wi # 0} Es. En identifiant D* à (D), 
on obtient la factorisation suivante pour A : 

(D) 
A 
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On peut alors appliquer le théorème (2.2.2), ce qui donne, puisque b = JA h, 
hE f 2 (Zd) : 

d'où 

• 
On peut imposer des conditions supplémentaires sur la matrice A pour 

que celle-ci soit inversible et telle que le passage à la limite (2.11) soit va
lide. Supposons par exemple que A soit bornée, c'est-à-dire qu'il existe des 
constantes strictement positives M et m, telles que pour tout b E f 2(Zd), 

m L b% :::; L Ajk bibk :::; M L b% . (2.13) 
kezd j~ezd kezd 

Alors A est inversible et le passage à la limite (2.11) est possible pout tout 
b E f 2 (Zd). De plus, l'inverse de A est également bornée et vérifie quelque 
soit bE f 2(Zd) : 

On voit donc que sous ces conditions, b appartient à f 2 (Zd) si et seulement 
si (A- 1b,b) est fini, où 

(A- 1b, b) = L Aj/ bjbk. 
j,kezd 

On peut donc énoncer le corollaire suivant qui est le prolongement attendu de 
l'inégalité obtenue à l'exemple (2.2.8) sur .!Rn, moyennant certaines conditions 
sur l'opérateur de covariance. 

Corollaire 2.2.10. Soit A = (Aij)i,jezd vérifiant la condition (2.13) et Jl 

définie sur [l = .!Rzd par (2.3). Alors pour tout bE 0, on a : 

Nous avons vu un critère pour que A soit inversible et le passage à la 
limite (2.11) possible. Cependant, il serait plus intéressant d'avoir des condi
tions sur les coefficients Aij pour que ces conclusions subsistent. C'est le cas, 
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présenté dans le chapitre 13 de [15], si la matrice A est définie positive et 
telle que 

sup"" IAii 1 < 1 et Vi E zd, "" IAii ~ < oo. 
· d~ A·· ~A 2 zEZ jf::i zz jf::i jj 

Si A est homogène, c'est-à-dire Aii n'est fonction que de i- j (on notera 
alors Aij = A(i- j)), la condition précédente devient 

L IA(k)l < A(O). 
kf:O 

Si on se place sous cette hypothèse d'homogénéité et en supposant que 

L IA(k)l < 00' 

kEZd 

on peut utiliser les outils de l'analyse de Fourier pour trouver des conditions 
nous satisfaisant, mais nous n'aborderons pas plus en détail ce problème ici. 

2.3 Equivalence de la mesure translatée 

Nous pourrions utiliser l'étude précédente pour en déduire, dans tous les 
cas, une condition sur b pour que J.L et J.L(b) soient équivalentes. Cependant 
la question a été complètement résolue par G.N. Sytaya lorsque l'espace des 
trajectoires est un espace de Hilbert et on connaît alors la densité de J.L(b) 

par rapport à J.L. Nous ne nous intéresserons donc qu'au cas où l'espace n 
est séparable localement convexe et donnerons une démonstration utilisant 
la distance en variation lorsque n = lRzd. Nous donnerons également une 
expression de la densité lorsque b est admissible. 

Théorème 2.3.1. Soit A = (Aij)i,jEZd vérifiant la condition (2.13), J.L défi
nie sur n = lRzd par (2.3) et bE n. Alors 

J.L rv J.L(b) {::} (A-1b, b) < 00. 

Preuve : Soit ((n) le processus défini par la translation suivante de Ç : 

Ôn) = { Çi si i E] - n, n[d, 
z Çi + bi si i ~] - n, n[d, (2.14) 

et v(n) la mesure correspondante. On a par construction ((o) = Ç + b i.e. 
v<0) = J.L(b) et v(n) ,......, v(n+l) pour tout n ~ 0 puisque quelque soit m ~ 0, v<m) 

s'écrit sous la forme 
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où v~m) est la mesure gaussienne obtenue par la translation définie par (2.14). 
Les mesures gaussiennes v~n) et v~n+l) sont absolument continues l'une par 
rapport à l'autre puisqu'elles ne diffèrent que d'une translation par un vecteur 
ayant un nombre fini de composantes non nulles. Cette propriété s'étend à 
v(n) et v(n+l) et on obtient par récurrence que 

Vn > 0 , v(n) rv v(O) . 

Or 
Jlv(n) - 11-W ~ ~ Aij1 bibj ----+ 0, 

L.....t n-too 
i,HJ-n,n[d 

donc d'après le lemme (1.2.7), p, « v(o), i.e. p, « p,(b). Par un raisonnement 
identique avec le vecteur -b, on obtient que p,(b) « p, et donc p, rv p,(b). 

D'autre part, la minoration (2.10) nous permet de dire que si (A- 1b, b) 
n'est pas fini, alors Jlp,- p,(b) Il = 2 donc ces deux mesures sont singulières . 

• 
Il est clair que cette démonstration n'est pas la plus directe. Son intérêt 

réside dans l'utilisation de la distance en variation pour obtenir un résultat 
d'absolue continuité. De plus, cette méthode sera réadaptée dans le chapitre 
suivant aux mesures de Gibbs et sera alors très utile. 

Replaçons-nous dans le cas d'un espace vectoriel séparable localement 
convexe X. On obtient de même que b est admissible pour f-t si et seulement 
si b E lHitLA . La première étape, pour obtenir une expression de la densité de 
J-L(b) par rapport à p,, consiste à déterminer celle de p,~b) par rapport à fi-r, pour 
chaque r > O. Pour cela, nous disposons d'un résultat bien connu, que l'on 
peut trouver par exemple dans [7], qui nous donne la densité d'une mesure 
gaussienne translatée, par rapport à la mesure initiale. Les notations sont 
celles introduites au paragraphe 2.2.1 du chapitre 1. 

Théorème 2.3.2. Soit fi-A la mesure gaussienne centrée d'opérateur de co

variance A et b E lHitLA' b = itLA (h), hE xtLA. On a alors 

dp,(b) [ 1 ] 
dp,: (x) =exp (x, h) - 211hi1 2 

• 

Nous avons, quant à nous, besoin de la densité de p,~b) par rapport à f-Ln 
pour chaque r > 0, où b E lHitLA . Le vecteur b appartient également à lHitLr 
donc s'écrit sous la forme b = itLr(hr), hE XtLr (signalons que cet élément hr 
est différent de celui qui apparaît dans la démonstration du lemme (2.2.5) ). 
On a donc 
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Le problème est qu'il nous faudrait une expression non pas en fonction de 
hr, mais de h et r. C'est ce que l'on va préciser maintenant. 

Lemme 2.3.3. Pour tout r > 0, on a 

Preuve : Soit f une fonction mesurable bornée et x le processus gaussien 
dont la loi est JlA ; Jlr est la loi de rx et Jl~b) celle de rx +b. Il vient alors : 

E (b) (!) Jl.r E (f(rx + b)) 

E(f(r(x+~))) 
r 1 f(rx) Jl~\dx). 

Or b = iJl.A (h) donc r- 1b = iJl.A (r- 1b). On obtient donc en poursuivant le 
calcul : 

E (bJ (!) Jl.r { j(rx) exp [(x,~)- ~~~~11 2] JlA(dx) lx r 2 r 
r [yh 1h] lx f(y) exp (-:;:, -:;:)- 2ll-:;:ll2 

Jlr(dy), 

puisque Jlr est la mesure image de JlA par l'application x t---t rx. Nous avons 
donc montré que pour toute fonction mesurable bornée j, on avait 

E (bJ (!) = { f(x) exp [ 
1
2 

((x, h)- ~ilhll 2 )] Jlr(dx), 
~ ~ r 2 

ce qui achève la démonstration de ce lemme. 

• 
Grâce à un résultat de [33], on peut affirmer que les mesures Jlr définissant 

Jl sont singulières et qu'il existe des ensembles v;., r > 0, deux à deux disjoints 
et tels que Jlr(v;.) = 1. Nous pouvons alors déterminer la densité de la mesure 
translatée Jl(b) par rapport à /1, le vecteur b appartenant à lHfJl. = JHIJl.A. 

Théorème 2.3.4. Pour tout b = ittA(h), hE XILA' on a: 

djl(b) [ 1 1 2 ] 
dP:(x) =exp a(x) ((x, h)- 2llhll ) , 

où a(x) est la fonction définie Jl-presque sûrement par: 

a (x) = r2 
, x E v;. , r > 0. 

(2.15) 

(2.16) 
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Preuve : Pour toute fonction mesurable bornée f, nous avons 

E (b) (!) 
J.IA 

• 
L'expression que nous obtenons ici n'est pas surprenante puisque G.N. Sy

taya [34] avait obtenu dans le cas d'un espace de Hilbert JH[ et pour tout 
vecteur b = VA h, h E JH[ : 

dj.t(b) [ 1 1 1 ] 
--;{j;(x) =exp a(x) ((A-2x, h)- 2llhf) , 

( ·, ·) désignant le produit scalaire sur H. En désignant par { ek} et { Àk} des 
systèmes de fonctions propres et valeurs propres de l'opérateur A, la fonction 
a (x) est alors déterminée par 

a( x)= lim ~ t (x~ek? E ]0, oo[. 
n-too n k 

k=l 



Chapitre 3 

Mesures de Gibbs et leurs 
translatées 

3.1 Introduction 

Le but est toujours d'obtenir une majoration de la distance ll,u- ,u(b) Il, ,u 
étant cette fois une mesure de Gibbs sur (IRzd, BJRzd) associée à un potentiel cp. 
Nous allons tout d'abord introduire quelques notations qui seront utilisées 
par la suite. Puis nous présenterons les définitions et propriétés que l'on 
peut retrouver dans [15] concernant les mesures de Gibbs, nécessaires à notre 
étude. 
Dans les paragraphes suivants, nous établirons les liens qui peuvent exister 
entre les mesures gaussiennes et celles de Gibbs. Nous étudierons ensuite 
ll,u - ,u(b) Il, ,u étant une mesure de Gibbs, pour en déduire finalement une 
conséquence d'absolue continuité similaire à celle du chapitre précédent. 

3.1.1 Notations 

On suppose désormais que (n, F) = (IRzd, BJRzd) où BJR est la tribu boré-
lienne de IR et BJR.zd la tribu produit. On utilisera les notations suivantes : 

- Œ A : n -t JRA la projection sur les coordonnées en A, 
- nA= JRA et \lw En, WA = ŒA(w) EnA, 
- pour A c zd et .6. c zd tels que An .6. =1- 0, on note (wA, Wfl) un 

élément de l'ensemble JRAU.6. (par exemple: \lw En, w = (wA,WAc)), 
-FA est la tribu engendrée par les 0".;_1(A), .6. ES, .6. cA, A E Bm.A, 
- pour une mesure ,u sur (n, F), ,UA= ,u o Œ,\1

, 

- Àm est la mesure de Lebesgue sur IRm et À = >.1, 
- <511 est la mesure de Dirac en 'f}, 

- EJ-1 ( ·) désigne l'espérance par rapport à la mesure ,u, 

25 
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- .c = {f : n -+ R, 3A E s tel que f soit FA-mesurable bornée} est 
l'ensemble des fonctions locales (ou cylindriques) bornées, 

- .C = {f : D -+ R, 3(fn)n2:1 E .C, limn-too lifn- flloo = 0} est l'ensemble 
des fonctions quasilocales, Il · !loo étant la norme uniforme. 

- pour f : D -+ R, on pose 
- 1\(f) = sup{j f(Ç)- f(TJ) "ç{i}C = TJ{i}C }, i E zd, l'oscillation dans 

la ie direction de la fonction f, 
- 6(!) = sup{j j(Ç)- f(TJ) j, Ç, TJ E D} l'oscillation totale de f, 

- JIA désigne la fonction indicatrice de l'évènement A. 

3.1.2 Mesures de Gibbs sur espace d'états IR 

Seules les connaissances nécessaires à la suite de l'étude seront rappelées 
ici. Pour plus de détails, on pourra consulter l'ouvrage de référence [15]. 

Définition 3.1.1. On appelle potentiel d'interaction sur zd, noté </J, une 
famille { <fJA, A E S} de fonctions de D dans lR telles que pour tout A E zd, 
<PA est FA-mesurable, i.e. <fJA(w) ne dépend que de WA. Pour un volume fini 
A de zd, la fonction 

HX= L <PA 
AES 

AnA# 

est appelée, quand elle existe, Hamiltonien en A associé au potentiel <P et la 
famille { HX, A E S} est appelé Hamiltonien associé à </J. Nous supposerons 
qu'il existe une partie non vide f2 de n telle que 

VA ES, Vw E D, L I<PA(w)l < oo. 
AES 

AnA# 

(3.1) 

Enfin on introduit, en posant par convention exp[-HX(wA,WAc)] = 0 là où le 
Hamiltonien n'est pas défini, la fonction de partition 

et on suppose que <P est admissible, c'est à dire que pour tout A E S et tout 
w En, on a ZX(w) < 00. 

Remarque 3.1.2. ZX(w) ne dépend en fait que de WAc; on le notera parfois 
ZX ( w Ac). D'autre part, la notion d'admissibilité pour un potentiel est totale
ment étrangère à celle vue en 1.2.3 pour un élément de l'espace. 
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Définition 3.1.3. On appelle À-spécification locale associée au potentiel cp 
une famille 1r = (7rA)AEs de noyaux de probabilité de FAc surF définie par: 

1 
7rA(dw, Ç) = </> exp[-HX(w)] (>.A 0 oç)(dw). 

ZA(w) 

Définition 3.1.4. Soit cp un potentiel d'interaction sur zd et f2 tel que (3.1) 
soit vérifiée. On dit que IL est une mesure de Gibbs pour cp - on note alors 
IL E g (cp) - si c'est une mesure de probabilité sur (D, F) telle que ~L(D) = 1 
et 

VA ES, 

où 1r = ( 1r A, A E S) est la ). -spécification locale associée au potentiel cp. 

Nous dirons qu'un processus stochastique (Xk, k E zd) dont les trajec
toires sont dans IRzd est un processus de Gibbs (ou gibbsien) si sa loi IL est 
une mesure de Gibbs. On peut alors interpréter 7rA(·, Ç) comme étant la loi 
conditionnelle de X sachant que .:t'Ac = Ç . 

Par la suite, nous ferons toujours l'hypothèse suivante de régularité sur le 
Hamiltonien, ce qui ne sera pas très restrictif dans les différentes situations où 
nous nous placerons, mais toutefois indispensable pour la validité des calculs. 

Hypothèse (H) : Quels que soient A E S et Ç E DAc, l'application : 

WA f----t HX(wA, Ç) 

de nA dans IR, est localement lipschitzienne (i.e. pour tout point WA de nA, 
il existe un voisinage de w A sur lequel la restriction de HX ( ·, Ç) est lipschit
zienne). 

Bien sûr, nous ne considèrerons que des potentiels pour lesquels Q (cp) est 
non vide. Enfin, on omettra parfois, lorsqu'il ne peut y avoir confusion, le 
symbole {} : on notera par exemple Ht au lieu de Ht} le Hamiltonien au 
site i E zd. 

Définition 3.1.5. Pour f: n-+ IR intégrable et ç E DAc, 7rA(/,Ç) est l'es
pérance conditionnelle de f sachant que WAc = Ç : 

7rA(/, Ç) = L f(w) 7rA(dw, Ç). 

On note 7rA(f) l'espérance conditionnelle de f par rapport à la tribu FAc et 
7rA l'application de Ll(D) dans L1(D) qui à f associe 7rA(/). On dira que la 
spécification 1r est quasilocale si 1r A ( .C) C .C pour tout A E S. 
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Nous utiliserons une technique mise en place par Dobrushin, en intro
duisant une matrice C('1r) = (Cij(7r))i,jEZd qui quantifie la dépendance des 
coordonnées en des sites distincts. Plus précisément, Ci1(1r) représentera l'in
fluence de la valeur ç1 au site j sur la distribution conditionnelle 7ri(·, Ç). 

Définition 3.1.6. On définit les coefficients Ci1(1r) par 

où le su p est pris sur les Ç, 'T} tels que Ç {j}c = 'TJ{j}c. 

On introduit alors une condition de dépendance faible à l'aide de ces 
coefficients. 

Définition 3.1. 7. On dit que la spécification 1r satisfait la condition de Do
brushin si 1r est quasilocale et si 

On peut alors énoncer le théorème d'unicité de Dobrushin (voir [10]) 
appliqué à notre cas, c'est-à-dire D = IRzd. 

Théorème 3.1.8. Si la spécification 1r associée au potentiel cjJ satisfait la 
condition de Dobrushin, alors 1 9 ( c/J) 1 = 1. 

Remarque 3.1.9. Le théorème d'unicité de Dobrushin dans sa forme géné
rale s'applique pour D = E 3 , ( E, E) étant un espace mesurable quelconque 
et S un ensemble infini dénombrable. La conclusion du théorème est alors : 
1 Ç} ( cjJ) 1::; 1, l'égalité ayant lieu si E est un espace de Borel standard (i.e. il 
existe une métrique d sur E qui en fait un espace métrique séparable complet 
dont E est la tribu borélienne pour d). 

3.2 Mesures gaussiennes et mesures gibbsiennes 

Nous allons ici étudier sommairement les liens qui peuvent exister entre 
ces deux classes de mesures. Les mesures gaussiennes sont un cas trivial 
du mélange défini par l'égalité (2.3) puisqu'il suffit de choisir une masse de 
Dirac en r > 0 pour F. Sous certaines conditions, ce sont aussi des mesures 
de Gibbs pour des spécifications gaussiennes. 

Préciser en détail ces liens est un problème complexe que nous n'entre
prendrons pas. Citons, à ce sujet, les travaux de Rozanov [28] qui donna 
les premiers résultats, suivis de ceux de Dobrushin [11] et Künsch [16]. On 
pourra trouver les théorèmes énoncés dans les paragraphes 3.2.2 et 3.2.3, 
ainsi que leur preuve, dans le chapitre 13 de [15]. 
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3.2.1 Spécifications gaussiennes 

Pour commencer, introduisons quelques notations. Etant donnée une fonc
tion J : zd x zd -+ IR; on définit l'ensemble 

nJ = {w En, L IJ(i,j) wjl < oo, ViE zd} 
jEZd 

qui appartient à la tribu asymptotique 

Rappelons que J est di te définie positive si 

L uJ(i,j)uj > 0 
i,jEZd 

pour toute suite complexe ( ui)iEZd ayant un nombre fini de valeurs non nulles. 
Supposons maintenant que J soit symétrique définie positive et soit h E D.. 
On définit alors la spécification gaussienne IJ,h pour Jet h par l'attribution 
du potentiel quadratique c/JJ,h donné par les équations 

{ 

~J(i,i)wl+hiwi siA={i} 
cp~h(w) = J(i,j)wiwj si A= {i,j}, i # j 

0 sinon. 

Enfin, on introduit, pour J et h, le sous-espace affine de D. 

MJ,h ={mE nJ : hi+ L J(i,j)mj = 0 ViE zd}. 
jEZd 

Cet espace apparaîtra dans la description de l'ensemble des mesures de Gibbs 
dont le potentiel est quadratique pour J, h. 

3.2.2 Mesures gaussiennes en tant que mesures de Gibbs 

Deux problèmes se posent alors. Etant donnée une mesure gaussienne, 
existe-t-il des conditions pour que celle-ci soit gibbsienne? Inversement, étant 
donné une mesure de Gibbs associée à une spécification gaussienne, quand 
peut-on dire que c'est une mesure gaussienne? Le théorème suivant caracté
rise les champs gaussiens qui sont aussi gibbsiens. 
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Théorème 3.2.1. Soit J.t un champ gaussien de moyenne m et de fonction 
de covariance K. Soit h E D et J : zd x zd --+ .IR une fonction symétrique 
définie positive. Alors les conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) J.t E Q(<!J1•h), 

(ii) M(DJ) = 1, mE MJ,h et Vi, k E zd, 

L J(i,j) K(j, k) = 6ik. 

jEZd 

Par la suite, nous supposerons souvent la mesure J.t centrée pour simplifier 
les calculs, mais cela n'affecte en rien les résultats que nous obtiendrons. On 
peut alors énoncer le corollaire suivant, qui signifie qu'un champ gaussien 
centré J.t, de fonction de covariance K est une mesure de Gibbs si et seulement 
si K, considérée comme une matrice infinie, a une inverse définie positive J 
telle que J.t(D1 ) = 1. 

Corollaire 3.2.2. Soit J.t un champ gaussien centré de fonction de cova
riance K et J : zd x zd--+ .IR une fonction symétrique définie positive. Alors 
les conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) j.t E Ç} ( </J1•0) , 

(ii) J.t(D1) = 1 et Vi, k E zd, 

L J(i,j) K(j, k) = rSik. 

jEZd 

Réciproquement, si 'YJ,h est une spécification gaussienne, il existe des 
conditions pour que J.t E Ç} ( <PJ,h) soit gaussienne, de fonction de covariance 
K inverse de Jet de moyenne mE MJ,h· Nous ne développerons pas ce pro
blème en détail ici et renvoyons le lecteur en ce qui le concerne aux travaux 
cités au début de ce paragraphe, ainsi qu'à [15] et [14]. Donnons juste en 
exemple un théorème dont on trouve les éléments de démonstration dans le 
chapitre 13 de [15]. 
Théorème 3.2.3. Soit J : zd x zd --+ .IR une fonction symétrique définie 
positive telle que 

(a) sup J(i,it 1 LIJ(i,j)j < 1, 
iEZd ·--~-" 

Jr-l 

(b) Vi E zd, L IJ(i, j) 1 J(j, )t~ < oo. 
#i 

Alors J possède une inverse K et la mesure gaussienne centrée, de fonction 
de covariance K, appa-rtient à Q(cf;J,o), avec D = 0 1 . 
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Enfin, signalons deux exemples extraits de [15] que nous utiliserons ulté
rieurement. 

Exemple 3.2.4. Soient d = 1, f3 > 0, 1 < a < 2 et soit J : .Z x .Z --+ .IR 
définie par J(i,j) = J(i- j) où J : .Z -t .IR est telle que I:kEZ J(k) = 0 et 
J(k) = -f31kl-a si k #O. 
Alors la mesure gaussienne centrée de fonction de covariance K inverse de 
J appartient à Ç(cp1•0), avec f2 = J-t(D 1 ). 

Exemple 3.2.5. Soient d = 2, f3 > 0, 2 < a < 4 et J : .Z2 x .Z2 --t .IR 
définie par J(i,j) = J(i- j) où J: .Z2 -t .IR est telle que I:kEZ2 J(k) = 0 et 
J(k) = -f31kl-a si k # O. 
Alors la mesure gaussienne centrée de fonction de covariance K inverse de 
J appartient à Ç} ( cp1•0 ), avec f2 = J-t( 0 1 ). 

3.2.3 Mesures associées à une spécification gaussienne 

Soit cp1•h un potentiel quadratique, où J : zd x .zd -t .IR est une fonction 
symétrique définie positive et h un élément de D. Comme nous l'avons déjà 
dit, nous n'aurons pas la prétention de vouloir faire l'étude complète de l'en
semble des mesures de Gibbs associées à ce potentiel. Nous allons seulement 
rappeler les résultats qui nous serviront par la suite. 

Théorème 3.2.6. Supposons que ÇJ(cp1•h)=J.0. Alors J possède une inverse K 
et 

ÇJ(cp1•h) = {J-LK *v: v E P(D,:F), v(MJ,h) = 1} 

où P(D, :F) est l'ensemble des mesures de probabilité sur (D, :F), * le pro
duit de convolution et J-LK la mesure gaussienne centrée de fonction de cova
riance K. 

Cette description des mesures de Gibbs associées à un potentiel quadra
tique nous conduit à la remarque suivante, importante puisqu'elle permet 
d'obtenir une majoration de ll~t- f.t(b)ll pour toute mesure J-t E Ç(cp1•h), à 

partir de celle de ll~tK - J-t~) Il· 
Remarque 3.2.7. Pour toute mesure ft E ÇJ(<f;1•h), on a: 

où f.tK E ÇJ ( cp1•0 ) est la mesure gaussienne centrée de fonction de covariance 
K inverse de J. 
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Preuve : On sait, d'après le théorème 3.2.6, qu'il existe une mesure de 
probabilité v E P(D, F), v(MJ,h) = 1, telle que f.L = f.LK *v. On a alors : 

D'où 

/IJ.L- f.L(b)/1 /1 LJ,h (J.LfF)- f.LY;+b)) v(dm) Il 

< f IIJ.LY:)- J.LY:+b)llv(dm) 
JMJ,h 

LJ,h IIJ.LK- J.L~IIv(dm) 
IIJ.LK - f.L~) Il· 

3.3 Inégalités pour la distance en variation 

• 

Rappelons que (D, F) = (.!Rzd, BJRzd). Une mesure gibbsienne f.L étant don
née sur (D, F) et b un élément de D, nous allons étudier la distance en 
variation entre f.L et sa translatée f.L(b). Nous procédons en deux étapes : on 
suppose tout d'abord que la translation est presque nulle et obtenons un 
premier théorème qui donne la forme générale d'une majoration de la dis
tance entre f.L et f.L(b). Il s'en déduit deux inégalités dans deux cas particuliers 
- lorsque le potentiel est de portée finie puis lorsqu'il vérifie une condition 
de décroissance - toutes deux de la forme IIJ.L- f.L(b) Il :S k('L: b;) ~, où k est 
une constante finie. Grâce à cette étude, nous pourrons alors envisager le cas 
général, c'est-à-dire prendre b quelconque. 

3.3.1 Translation presque nulle 

Nous allons dans un premier temps nous limiter à une translation par un 
vecteur bA dont les composantes non nulles sont en nombre fini, i.e. bA E (D). 
Pour cela, soit bE D et A ES; on pose alors 
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Le but est d'obtenir un résultat qui permette de passer à la limite quand A 
tend vers zd. 

ô Potentiels vérifiant l'hypothèse (H) 

Rappelons que cette hypothèse ne porte que sur la régularité du Hamil
tonien. Nous allons dans ce cas déterminer une majoration la plus générale 
possible de la distance en variation entre une mesure de Gibbs et sa trans
latée par le vecteur bA. Mais avant cela, énonçons le théorème suivant de 
Rademacher (voir [13], p. 216), ainsi qu'un lemme, nécessaires à la suite de 
l'étude. 

Théorème 3.3.1. Si h est une fonction lipschitzienne de lRm dans lRn, alors 
h est différentiable en Àm-presque tout point de lRm. 

Lemme 3.3.2. Soit cp un potentiel vérifiant l'hypothèse (H) et soit SA = 
{rA E JRA, lirAI! = llbAJJ} la sphère de JRA de rayon JJbAJJ. Pour presque tout 
rA E SA et presque tout WA E JRA, l'application Hf(·, Ç) est dérivable presque 
partout sur le segment {wA +arA, o: E [0, 1]}. 

Preuve : D'après le théorème de Rademacher, l'application Hf(·, Ç) est dé
rivable en )..A-presque tout point WAde JRA. Soit WA un tel point. Notons BwA 
la boule de JRA, de centre WA et de rayon JJbAJJ : 

Alors Hf ( ·, Ç) est dérivable presque partout sur le segment { WA + o: rA , 
o: E [0, 1] }, cela pour presque tout rA E SA. En effet, si on note RA l'ensemble 
des points de la boule BwA pour lesquels Hf(·, Ç) n'est pas dérivable, on 
a )..A(RA) = 0, d'où le résultat en passant en coordonnées polaires et en 
appliquant le théorème de Fubini. 

• 
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Théorème 3.3.3. Si J.L E Ç(cp) où cp est un potentiel vérifiant l'hypothèse (H), 
posons 

:v._ aHt 
1

- OW· 
1 

la dérivée partielle de Hf par rapport à la ie variable, que l'on suppose J.L
intégrable. On a alors : 

IIJ.L- f.L(bA)II:::; EJt 1 L bYij. 
iEA 

Preuve : Pour tout B E :F, on a : 

J.L(B) { 7rA(B, Ç) f.LAc(df,) 
JnAc 
{ 7rA(B- b\ Ç) f.LAc(df,) 

JnAc 

Posons 7r~A)(B,Ç) = 7rA(B- bA,f,) pour tout BE :F. On obtient alors grâce 
au théorème 1.2.9 : 

Or 

7rA(B-b\f,) 

cette dernière égalité étant obtenue en appliquant le théorème de transfert, 
la mesure ).A@ 6~ étant invariante par la fonction j(x) =x- bA puisque ).A 
est invariante par translation et b*c =O. On a donc : 

Les deux mesures de probabilité 7rA(·, Ç) et 1r~A) (·, Ç) étant, pour f, fixé, à 
densité par rapport à la mesure ).A Q9 6~, il vient en appliquant le lemme 1.2.5 
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{)A (Ç) ( +-Jexp[-HX(w)]- exp[-HX(w- bA)Jj ,>,A 0 6((dw) 
ln ZA(Ç) 

f f +-Jexp[-HX(w)J- exp[-HX(w- bA)Jj 
lnA lnAc Z A (Ç) A 

cS((dwAc )À (dwA) 

( +-lexp[-HX(wA,Ç)]- exp[-HX((wA,Ç)- bA)Jj ÀA(dwA) 
lnA ZA(Ç) 

( +-Jexp[-HX(wA, Ç)J- exp[-HX(wA- bA, Ç)Jj ,>,A(dwA). 
lnA ZA(Ç) 

On définit alors la fonction f( : [0, 1] x DA f----t lR par 

1> 1ercas : Supposons que pour ,>,A-presque tout WA E DA, l'application 
HX(-, Ç) soit dérivable presque partout sur le segment { WA- o: bA, o: E [0, 1 ]}. 
Considérée comme fonction de o:, /ç est dérivable presque partout et sa dé
rivée vaut 
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On obtient alors 

'!9A(Ç) = { Jjç(l,wA)- /ç(O,wA)J ÀA(dwA) ln A 

L Il a;: (œ, wA) dœl ÀA(dMJA) 

< 1
1

1J~~(a,wA)I >.A(dwA)da 

t r +i Lbi âHX(WA- abA,Ç)I 
Jo JnA ZA(Ç) iEA âwi 

exp[-HX(wA- abA,Ç)] >.A(dwA) da 

D'où 

Pour obtenir le résultat voulu, il suffit de remarquer que 

HX(w) = L <!>A(w) + L </>A(w). 
AnAt0 AES 

AES,A7l'i A3i 

Or 4> A ( w) ne dépend que de w A, donc sa dérivée par rapport à wi est nulle 
si i rf. A. On a donc pour tout i E A : 

âHX(w) 
âwi 

L ô<!> A (w) 
AES ÔWi 
A3i 

Yi(w). 
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t> 2ecas : Il existe un segment { WA - a bA, a E [0, 1]}, WA E DA, sur 
lequel Hf(·, Ç) n'est pas dérivable presque partout. D'après le lemme 3.3.2, 
on peut choisir une suite (bÀn), n E N) qui tend vers bA telle que pour À A

presque tout WA E DA, Hf(·, Ç) soit dérivable presque partout sur le segment 
{wA + o:bÀn), a E [0, 1]}, quelque soit nE N. Pour chaque nE N, on a alors, 
d'après ce qui précède : 

où 
(bA,n) = (b~n) Jh(i) )iEZd · 

Grâce au lemme 1.2.6 et puisque f.l(bA,n) converge faiblement vers J.l(bA), on 
obtient : 

Etant donné que l'on a supposé Yi intégrable, on peut appliquer le théorème 
de Lebesgue pour obtenir que 

• 
Le théorème 3.3.3 donne une majoration de la distance en variation entre 

fJ- et J.l(bA), mais on utilisera plutôt l'inégalité suivante qui s'en déduit. 

Corollaire 3.3.4. Si IlE Ç(cp), alors : 

lill- f.PA) 11
2 

:::; L bibj EJ.!(Yi}j) 
i,jEA 

Preuve: 

lill- f.L(bA)II 2 < ( E~-' 
1 
_LbiYi

1

r 
iEA 

< El-' 1 L biYil
2 

iEA 

L bibj EJ.!(Yi}j) 
i,jEA 

• 
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Exemple 3.3.5. Soit J: zd x zd -t lR une fonction symétrique définie po
sitive telle qu'il existe une mesure J-L E g ( cpJ,o) gaussienne centrée de fonction 
de covariance K inverse de J. Supposons de plus que 

On a alors: 

sup El-' (a-~) < oo 
kEZd 

et 'ViEZd,LIJ(i,J)/<oo. 
jEZd 

1/J-L- f-L(bA)/12 ~ L bibj J(i,j). 
i,jEA 

Preuve : Rappelons que q;J,o est défini par 

Il vient alors : 

d'où 

{ 

~J(i,i)w[ siA={i} 
cp~0 (w) = J(i,j)wiwj si A= {i,j}, i #j 

0 sinon. 

H('o (w) = L q;~o(w) 
AES 
A :li 

1 
2J(i, i)wf + L J(i, k)wiwk 

kf;i 

Yi(w) J(i, i)wi + L J(i, k)wk 
kf;i 

(3.2) 

(3.3) 

L'hypothèse faite sur les moments d'ordre 2 des o-k et sur la fonction J nous 
permet d'appliquer le théorème de convergence dominée et d'écrire : 

EJ.!(Yi1j) = El-' ( L J(i, k)J(j, k')chO"k') 
k,k'EZd 

k,k'EZd 

L J(i, k) L J(j, k')K(k, k') 

.L J(i, k)6jk 

J(i, j). 
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Il ne reste plus qu'à appliquer le corollaire 3.3.4 pour obtenir l'inégalité an
noncée. Remarquons que si J(i,j) = 0 lorsque i et j sont assez éloignés l'un 
de l'autre, alors la condition supk EJ.L(uk) < oo n'est plus nécessaire. 

• 
Exemple 3.3.6. Soient J : zd x zd -+ lR une fonction symétrique définie 
positive ethE D, tels que Q(</JJ,h) =J. 0. Notons K l'inverse de Jet supposons 
que 

sup K(i, i) < oo 
iEZd 

et \liE zd, L IJ(i,j)l < 00. 

jEZd 

On a alors : 

\/j-t E 9(</JJ,h), IIJ-L- J-L(bi\)11 2 :S L bibj J(i,j). (3.4) 
i,jEA 

Preuve : C'est une conséquence directe de la remarque 3.2.7 appliquée à 
l'exemple précédent. 

• 
Quand A tend vers S, on voudrait passer à la limite dans le membre de 

droite de l'inégalité du corollaire 3.3.4. Cependant, EJ.L(lilj) reste en général 
inconnu et il faudrait pouvoir l'estimer. C'est l'objectif des deux paragraphes 
suivants, tout d'abord lorsque le potentiel est de portée finie, puis plus géné
ralement lorsqu'il vérifie une condition de décroissance. 

() Potentiels de portée finie 

Nous supposerons toujours que la condition (H) est satisfaite, et ce jus
qu'à la fin du dernier chapitre. 

Définition 3.3. 7. On dit qu'un potentiel <P est de portée finie r si 

sup{ d(A), A ES, </JA =J. 0} = r < oo, 

où d(A) représente le diamètre de A pour la norme uniforme sur zd. 

Définition 3.3.8. On dit qu'un potentiel <P est invariant par translation si 

<PA+j o Tj =<PA v A Es, jE zd, 

où A+ j = {i + j, i E A} et Tj: w 1--t (wi-j)iEzd. 

Théorème 3.3.9. Soit J-L E Q(</J) avec <P de portée finie r, invariant par 
translation et tel que EJ.L(Y?) = u~ < oo. On a alors : 

IIJ-L- J-L(bi\)112 :S Cr Lb; 
iEA 
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avec 
Cr = (2r + 1 )d 0"~ . 

Preuve : Remarquons que l'hypothèse a~< oo assure l'intégrabilité des Yi . 
Nous allons d'abord montrer que E J.L (Yi Yj) = 0 si / i - j / > r. En posant 
.6. = { i, j}, on a dans ce cas : 

or 

HX(w) L c/JA(w) 
AES 

Anf># 

L c/JA(w) + L c/JA(w) + L c/JA(w) 
A3i 
Ah 

L c/JA(w) + L c/JA(w) 
A3i A3j 
A~j A~i 

car c/JA = 0 si d(A) > r. On obtient donc : 

A::l{i,j} 

HX(w) = Ht(w) + Hj(w). 

De plus, Ht ( w) (respectivement Hj ( w)) ne dépend que des wk pour lesquels 
jk- i/ ::; r (respectivement jk- jj::; r), ce qui permet d'écrire: 

Or pour tout k E zd, on a n{k} =IR et 

18Ht/J 
-
8 

k (w) exp[-Hf(w)] À(dwk) = 0. 
IR Wk 

En effet, nous avons par définition 
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donc il existe une suite de réels (an) qui décroît vers -oo ainsi qu'une suite 
de réels (f3n) qui croît vers +oo, telles que 

lim exp[-Hf(an,W{k}c)] = lim exp[-Hf(f3n,W{k}c)] =O. 
n-+oo n-+oo 

Par ailleurs, nous avons pour ces deux suites : 

18 Hr/J lfln 8 Hr/J 
~(w) exp[-Hf(w)] -X(dwk) = lim ~(w) exp[-Hf(w)] -X(dwk) 

JR UWk n-+oo Un UWk 

lim exp[-Hf ( W)] lwk=fln 
n-+oo Wk=Ctn 
0 f.l{k}c-p.s. 

On obtient ainsi que 

EJ-L(Yi}j) = 0 si Ji- jJ > r. 

Remarquons que nous avons montré au passage que les v.a.r. Yi sont centrées. 
D'autre part, pour Ji- jJ ::; r, on a JEJ-L(Yi}j)J ::; (EJ-L :Y?)~(EJ-L 1j2 )~ = a~. 
On obtient alors, à partir du corollaire 3.3.4 : 

JJ/1- f.l(bA) 11
2 

::; L L JbiJJbjJ (J~ 
iEA jEA 

li-jj~r 

2:2: lb~llb~+kl a~ 
iEA kEZd 

iki~r 

2:2: lb~llbt+kl a~ 
kEZdiEA 
iki~r 

1 1 

< 2: ( 2: b~ 2) 2 ( 2: b~+k 2) 2 a~ 
kEZd iEA iEA 
iki~r 

< 2: (.L:b;) a~ 
kEZd iEA 
iki~r 

(2r + 1 )d ( L bi) a~ 
iEA 

• 
L'étape suivante consiste à envisager les potentiels de rang non borné. Ce

pendant, Cr tend vers l'infini quand r tend vers l'infini. Il faut donc imposer 
des conditions sur le potentiel de façon à pouvoir prendre r = oo. 
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ô Potentiels vérifiant une condition de décroissance 

Lemme 3.3.10. Soient A,.:::}. ES, fE FA et gE Ft;,.. Supposons qu'il existe 
une semi-métrique s sur zd telle que 

(3.5) 

Alors 

(1- C1) -l 
Jcov(J,g)J ~ min(JAI, 1.:::}.1) 

4 
exp[-s(A,L}.)]6(J)b(g) 

Preuve : Soit D la matrice zd x zd définie par : 

D = (Dij)i,jEZd ~ L cn(JT) 
n~O 

OÙ cn(IT) est la puissance n-ième de la matrice C(7r). Cette série converge 
grâce à l'inégalité (3.5) qui implique la condition de Dobrushin. D'après [15] 
(Proposition 8.34), on a pour tout j, g E .L : 

Or pour f E FA (respectivement g E Ft;,.), on a bi(!) = 0 si i ~A (respecti
vement bi(g) = 0 si j ~.:::}.),d'où 

(3.6) 

Supposons que min(JAJ, 1.:::}.1) = JAJ. Alors 

exp[s(A, .6.)] L Dij < L L exp[s(i, j)] Dij 

iEA iEA jEl:l 
jEl:l 

< JAl sup L exp[s(i,j)] Dij. (3.7) 
iEA jEZd 
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Or pour tout i0 E 7ld, on a : 

L exp[s(io,j)J Dioj 

jEZd 
.L es(io,j) .L c~j(7r) 
jEZd n2':0 

1 + L L es(io,j)c~i(7r) 
n2':1 jEZd 

n 

1 + .L .L es(io,j) .L II ck-1ik(7r) 

i1, ... ,inEZd k=l 
in=j 

< 1+.L.L 
n2':1 jEZd il,··· ,inEZd k=l 

in=j 

1+_L 

1 

1- c1 · 
On obtient donc, en combinant (3. 7) et (3.8) : 

L Dij ~ exp[ -s(A, .6)] min( lAI' 1.61) (1- ci)-1 

iEA 
jEt::. 

et le résultat annoncé vient alors grâce à la majoration (3.6). 
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(3.8) 

• 
Dans ce qui suit, on prendra garde aux notations similaires que sont lAI 

pour désigner le cardinal d'un ensemble A de zd, Jil pour la norme uniforme 
d'un élément i de zd et Jbïl pour la valeur absolue d'un élément bi deR 

Théorème 3.3.11. Soit J-L E Ç(cfJ) où cp est invariant par translation. On 
suppose de plus qu'il existe une semi-métrique s sur zd invariante par trans
lation - on notera s( i, j) = s( i - j) - telle que 

(i) C1 = L Coj(7r) esU) < 1, 
jEZd 

(ii) L 1 c)cfJA) c2 = IAI 2 8 aw exp[s(A)] < oo, 
AES 0 

A30 

(iii) c3 = .L exp[-s(k)J < oo, 
kEZd 



44 CHAPITRE 3. MESURES DE GIBBS ET LEURS TRANSLATÉES 

où s(A) est le s-diamètre de l'ensemble A. Alors il existe une constante C,p 
finie telle que : 

iEA 

Remarque 3.3.12. On connaît la valeur explicite de la constante C,p. Elle 
vaut 

1 2 ( -1 C,p = 4 c3 c2 1 - C1) . 

D'autre part, il est démontré dans [15] que l'on a l'inégalité suivante : 

1 cl :::; 2 I)JAJ- 1) J( <PA) exp[s(A)]. 
AES 
A30 

(3.9) 

On peut donc immédiatement en déduire le corollaire suivant dont les hypo
thèses sont légèrement plus restrictives mais plus faciles à vérifier puisqu'elles 
ne portent que sur la semi-métrique et le potentiel. 

Corollaire 3.3.13. En reprenant les hypothèses du théorème 3.3.11 et en 
remplaçant la condition (i) par 

(i') C~ = 2~)JAJ- 1) b(<f>A) exp[s(A)] < 2, 
AES 
A30 

alors il existe une constante C~ < oo telle que : 

lilL- ILW')II2
:::; c~ 2:: b7. 

iEA 

De plus, on connaît son expression : elle vaut 

1 C' -1 
c~ = 4 c3 C2

2 
( 1- -f) . (3.10) 

Preuve du Théorème : Nous allons étudier le comportement de Ett(Yi}j) 
et montrer qu'il tend vers zéro quand s(i- j) tend vers l'infini avec la même 
vitesse que exp[-s(i- j)]. 

cov(}i, }j) 

( L 8<PA L 8<f>A') cov ;:) ' ;:) 
uw· uw· 

A3i z A'3j J 
AES A'ES 

L ([)cpA OcpA') 
cov ~'~. 

uw· uw· 
A3i,A'3j z J 
A,A'ES 
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On peut en effet sortir les sommes de la covariance car d'après (ii), pour tout 
i E zd, 

'""" ( OcP A ( fJcjJ A ) ) 
2 

L..J EIL fJw· - EIL fJw· < oo. 
A3i z z 
AES 

On obtient alors grâce au lemme 3.3.10 (on rappelle que s(A, A') est la dis
tance entre A et A'; elle est donc égale à inf{ s( i - j), i E A, j E A'}) : 

IEtt(Yi}j)J :S L min(JAJ, JA'J) (
1 ~ Cr)-l b(~~A) 

A3i z 

A':;,j 6( 0cPA') exp[-s(A,A')J 
OWj 

< (1- Cl)-
1

" JAJt JA'Jt 6(0cPA)6(0cPA') 
4 D aw· aw· A:;,i z J 

A':;,j exp[-s(i- j) + s(A) + s(A')] 

(1- C1 ) -l (" 1 (fJcPA) ) 2 

4 
~ JAJ 2 6 fJw exp[s(A)] exp[-s(i- j)] 
AES O 
A 3D 

K exp[-s(i- j)J 

avec K = C2
2 (1- CI)-1 /4. On obtient alors, en appliquant l'inégalité du 

corollaire 3.3.4 : 

IIJ'L- J.L(bA)II2 < K L L exp[-s(i- j)]JbiJJbjJ 
iEA jEA 

K L L exp[-s(k)Jib~llb~+kl 
iEA kEZd 

K L exp[-s(k)J L lb~llb~+kl 
kEZd iEA 

< K L exp[-s(k)J L b~2 

kEZd iEA 

K L exp[-s(k)] L bi. 
kEZd iEA 

• 
Remarque 3.3.14. La condition (iii) est facile à vérifier si d = 1. Elle 
s'écrit dans ce cas 

c3 = exp[-s(O)] + 2 L exp[-s(k)J < 00. 

k2:1 
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Dans le cas où d ~ 2, on peut facilement conclure si s est de la forme 
s(k) = p(iki), p étant une fonction de JR.+ dans JR.+, en remarquant que 

#{k E zd, iki = l} (2l + l)d- (2t- l)d 
rv 2d d ld- 1 

et remplacer ainsi (iii) par la condition : Lt>o zd- 1 exp[ -p( l)] < oo . Si on 
veut majorer la constante C3, on a : -

#{k E zd, iki = l} < 2d (2l + l)d- 1 

< 2d d (l + l)d-1 . 

3.3.2 Translation quelconque 

On peut maintenant obtenir une majoration de Il ,u-1./bl Il pour un élément 
b quelconque de n. Si A E s, on rappelle que bA est défini par bf = bi si 
i E A, 0 sinon. 

0 Potentiels de portée finie 

Théorème 3.3.15. Soit ,u E Ç(<fy) où <P est de portée finie r, invariant par 
translation et tel que EJ.L(l'?) = Œ~ < oo. On a alors : 

1111- fl(b) 11
2 ::=; Cr L bT 

iEZd 

avec 

Cr = (2r + 1 )d Œ~ • 

Preuve : Il suffit de définir (~Ln)n>o et (vn)n>O par ,Un = J.l, l!n = fl(b"n) où 
An =] - n, n[d (A0 = 0), et de leu; appliquer -le lemme 1.2.6 : on a en effet 
fln =? 11 puisqu'elles sont égales, et Vn =? v= fl(b), d'où 

• 



3.3. INÉGALITÉS POUR LA DISTANCE EN VARIATION 47 

On peut citer en exemple deux cas classiques de potentiel de portée finie : 
celui où le rang vaut zéro, c'est-à-dire lorsqu'il n'y a pas d'interaction entre 
les différents sites, et celui d'une spécification markovienne, dont le potentiel 
est de portée finie r = 1. Bien que le cas r = 0 soit peu intéressant du point 
de vue de la théorie des mesures de Gibbs, il le devient de celui des proces
sus stochastiques. Il correspond en effet à une suite de variables aléatoires 
indépendantes et permet de retrouver des résultats connus. 

Exemple 3.3.16. Soit if> le potentiel défini par 

if> (w) = { cp(wi) s~ A= {i}, 
A 0 sznon. 

En posant p(·) = Zf0}
1 exp[-cp(·)], on obtient: 

1 

ll~t- IL(b) Il :S VI; [Lb~] 2 

iEZd 

où 

Ip = f p'(wo)2 À(dwo) 
}IR p(wo) 

est la quantité de Fisher associée à la densité p. 

Preuve : On peut appliquer le théorème 3.3.15 dans le cadre d'un potentiel 
de rang zéro. Pour cela, posons p(·) = z-l exp[-cp(-)], OÙ z = zto} est ici 

constant, et calculons a~ : 

• 
Ce résultat rejoint celui de (5] pour des variables aléatoires indépendantes 

identiquement distribuées : on obtient en effet la même majoration pour la 
distance en variation entre ft et ft(b). 
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Un autre cas s'impose: celui d'une spécification markovienne homogène, dont 
le potentiel est de portée finie r = 1. Supposons que Jl soit la loi d'une chaîne 
de Markov (Çi)iEZ strictement stationnaire, de densité de loi invariante p 
et de densité de probabilité de transition p(·, ·) > 0 bornée. On sait alors, 
d'après [15], que Jl est une mesure de Gibbs associée au potentiel défini par : 

"' (w) = {-logp(wi-1, wi) s~ A= { i- 1, i}, 
'f'A 0 smon. (3.11) 

On retrouve alors une majoration du même type que celle obtenue dans ce 
cas de par C. Noquet ([19]). En reprenant les mêmes notations que [19], 
on désigne par p~(·, ·) et p~(-, ·) les dérivées partielles de p respectivement 
par rapport à la première et à la seconde coordonnée, en supposant qu'elles 
existent. Enfin, si JY désigne la densité de 6/ô=y (Ç1 sachant que 6=y) et 
9x la densité de 6/6 =x, on pose : 

1p(x) clef 1 [::(y)rgx(Y)dy, 

Jp(y) clef 1 [~:(y) r jy(x) dx' 

et on définit la quantité 1 par : 

1 ~ 1 1p(x)p(x) dx + 1 Jp(y)p(y) dy. 

Exemple 3.3.17. Soit cp le potentiel défini par (3.11) correspondant à la 
chaîne de Markov décrite ci-dessus. On a alors : 

1 

llfl- jj(b)ll :S V3i [2: bi] 2
. 

iEZ 

Preuve : On peut à nouveau appliquer le théorème 3.3.15 dans le cadre d'un 
potentiel de rang un et il suffit alors de déterminer ay. On a Vi E Z : 

d'où 

Hl>(w) = L cfJA(w) 

Yi(w) 

AES 
A3i 

-logp(wi-1, wi)- logp(wi, wi+l) 

ast (w) 
awi 

1 1 

- Py (wi-1, wi) -Px (wi, Wi+l) 
p p 
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donc 

Or il est démontré dans [19] que cette dernière quantité est inférieure ou égale 
à I, ce qui achève la démonstration. • 

L'exemple suivant, plus familier à la mécanique statistique, concerne les 
potentiels harmoniques, d étant ici quelconque. On dit qu'un potentiel qua
dratique cpJ,h invariant par translation est harmonique si 

J ( 0) = (3 2:: 1 ((3 > 1 si d < 3) , 
1 

J( +ep) =-
2
d, p = 1, ... , d, 

où ep est le p--ième vecteur de base de zd : e1i) = bip pour i = 1, ... , d. 

Exemple 3.3.18. Soit IL une mesure gibbsienne pour le potentiel harmo
nique défini ci-dessus. On a alors : 

lilL- IL(b)ll2 ~ 3df3 L bf. 
iEZd 

Preuve : Grâce à la remarque 3.2.7, il suffit de prouver l'inégalité pour la 
mesure de Gibbs gaussienne centrée ILE Q(cpJ,o). Or d'après l'exemple 3.3.5, 
on sait que EJ.L(Yi}j) = J(i- j), donc EJ.L(Y?) = J(O) = (3 et le potentiel est 
de portée finie r = 1. 

• 

ô Potentiels vérifiant une condition de décroissance 

Théorème 3.3.19. Soit IL E Ç(cp) où cp est invariant par translation. On 
suppose de plus qu'il existe une semi-métrique s sur zd invariante par trans
lation - on notera s( i, j) = s( i - j) - telle que 

(i) cl= L Coj es(j) < 1' 
jEZd 

(ii) C2 = L JAJ! 6(~~A) exp[s(A)] 
AES 0 

A30 

(iii) c3 = 2::: exp[-s(k)J < oo. 
kEZd 

< oo, 
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Alors 
/11-l - f-l(b) 112 :::; cet> Lb; , 

iEZd 

où ccl> est la constante finie définie par (3.9). 

Corollaire 3.3.20. En reprenant les hypothèses du théorème précédent et en 
remplaçant la condition (i) par 

on obtient 

(i') c~ = L(IAI- 1) c5(1>A) exp[s(A)] < 2 
AES 
A30 

lil-l- f-l(b) /1 2 
:::; c~ Lb;, 

iEZd 

où c~ est la constante finie définie par (3.10). 

Preuve : C'est la même, pour le théorème 3.3.19 comme pour le corol
laire 3.3.20, que celle du théorème 3.3.15 en remplaçant Cr par Cq, ou C~ . 

• 
On peut citer ici comme exemple certains potentiels par paires invariants 

par translation, c'est-à-dire de la forme 

si A = { i, j}, i =J j 
si A= { i}, 
sinon 

avec J : Z d --+ .IR paire, cp : .IR x .IR --+ .IR symétrique et 'lj; : .IR --+ .IR telle que cP A 
soit admissible. 

Exemple 3.3.21. On suppose que cP est un potentiel admissible de la forme 

{ 

J(i- j) si A= { i, j}, i # j, 
cPA(w) = '1/J(wi) si A= {i}, 

0 sinon. 

avec J : zd --+ .IR paire et 'lj; : .IR --+ .IR dérivable telle que c5 ( '1/J') < oo. On a 
alors : 

litt - f-l(b) /1
2 

:::; ~c3 ci 2: b~ . 
iEZd 

Preuve : Vérifions que les hypothèses du corollaire 3.3.20 sont réalisées, en 
posant s(i,j) = /i- jj. 
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(i') c~ = I)IAI- 1) 6(cfJA) exp[s(A)] 
AES 
A30 

= L 6(cP{i,o}) exp[lil] = 0 
i;i:O 

(ii) C2 = L lAI! 6(~~A) exp[s(A)] 
AES O 
A30 

= 6('1/J') < 00 

(iii) c3 = L #{k E zd, lkl = l} exp[-l] < 00 

l~O 
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• 
Dans les exemples qui suivent, nous supposerons que d = 1 pour simplifier 

les calculs et obtenir des résultats numériques. Cependant, on peut trouver 
des exemples similaires pour d quelconque, ce que nous ferons à la suite de 
ces exemples. 

Exemple 3.3.22. On suppose que d = 1. Soit alors cjJ le potentiel défini par: 

{ 

J(i- j) r.p(wi,wj) si A= {i,j}, i # j 
cPA(w) = '1/J(wi) si A= i 

0 sinon 

avec J(k) = exp[-lkl] et cp(x, y) = r.p(x- y) une fonction paire telle que 
6 (cp) :S 1 et 6 (cp') < oo. La fonction '!jJ est telle que le potentiel cjJ soit admis
sible et 6('1/J') < oo. 

En prenant r.p(x, y) = ~ cos(x- y) et '!jJ(x) = log(l + x2
) pour effectuer les 

calculs, on obtient : 

Preuve : Vérifions que le corollaire 3.3.20 s'applique. 
(i') Remarquons tout d'abord que 



52 CHAPITRE 3. MESURES DE GIBBS ET LEURS TRANSLATÉES 

On a alors, en posant s(i,j) =~Ji- jJ: 

c~ = L ( 1 A 1 - 1) 6 (<PA) exp [ s (A)] 
AES 
A30 

JkJ L exp[-JkJ] exp[4 J 
kEZ 
kopO 

(ii) La semi-métrique s étant ainsi définie, on obtient 

C2 = L JAJ! b(~~A) exp[s(A)] 
AES O 
A30 

2 + L v'2 exp[-JkJ] exp[J~J] 
kEZ 
kopO 

3 

2 + 2v'2 e-4 3 < oo. 
1- e-4 

(iii) Enfin, il reste à calculer 

c3 = I: exp[-s(k)J 
kEZ 

1 
e-4 

1+2 1 <oo. 
1- e-4 

Il vient alors, grâce au corollaire 3.3.20 : 

avec 

• 
L'exemple suivant montre comment la semi-métrique s intervient dans 

la vitesse à laquelle le potentiel peut décroître : au lieu que celle-ci soit 
exponentielle, on peut supposer qu'elle est de l'ordre d'une puissance. 
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Exemple 3.3.23. Soit q > 2, d = 1 et cp défini comme dans l'exemple pré
cédent, avec cette fois J(k) = JkJ-q et 6(<p) ~ ~- Alors il existe une constante 
finie c~ telle que : 

Pour q = 4, <p(x, y)= i cos(x- y) et '1/J(x) = log(1 + x 2
), on obtient: 

Preuve : On vérifie comme précédemment que les hypothèses du corol
laire 3.3.20 sont réalisées. 
(i') Remarquons tout d'abord que 

2 

L: JkJ-q < L: JkJ-
2 

= ~ < 4. 
kEZ kEZ 
k=f:O k=f:O 

D'autre part, pour tout p tel que 1 < p < q- 1, on a : 

L: JkJP JkJ-q 
kEZ 
k=f:O 

2::: JkJp-q < 00. 

kEZ 
k=f:O 

(3.12) 

(3.13) 

D'après (3.12), (3.13) et le théorème de convergence dominée, on peut trouver 
une constante c > 0 telle que 

7r2 L JkJ-q exp[c JkJ/\ p log(1 + JkJ)] < 3 < 4. 
kEZ 
k=f:O 

On a alors, en posant s(i,j) = c Ji- jJ/\plog(1 +Ji- jJ): 

c~ = L(JAJ- 1) 5(c/YA) exp[s(A)] 
AES 
A30 

1 7r2 L 2 JkJ-q exp[c JkJ/\plog(1 + JkJ)] < 6 < 2. 
kEZ 
k=f:O 

(3.14) 
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(ii) La semi-métrique s étant ainsi définie, on obtient 

C2 = L /A/t 6(~~A) exp[s(A)] 
AES O 
A30 

2 + L v; /k/-q exp[c /k/1\ p log(1 + /k/)] 
kEZ 
k-:j;O 

1f2 
< 2+v'2 6 <oo. 

(iii) Enfin, il reste à montrer que la constante C3 est finie. 

c3 = 2:: exp[-s(k)J 
kEZ 

1 + 2 L exp[-(ck /\plog(1 + k))]. 
k>O 

On voit alors que C3 < oo puisque l'on obtient une série à termes positifs 
dont le terme général est équivalent à k-P en +oo. Or p > 1 donc cette série 
converge. Pour donner une application numérique, prenons q = 4. On peut 
alors prendre par exemple p = 2, la condition sur p étant 1 < p < q - 1, et 
trouver une constante c telle que (3.14) soit réalisée. Vérifions que pour ces 
valeurs de pet q, c = 1/4 convient, i.e. la condition (3.14) est réalisée. Il faut 
donc montrer que 

def """ 4 k 1f
2 

L; = ~k- exp["4/\2log(1+k)] < 5· 
k>O 

k L k-4 exp["4/\ 2log(1 + k)] 
k>O 

7 k 00 L k-4 exp["4] + L k-4 exp[2log(1 + k)] 
k=l k=8 

~ k-4 [~] ~ (k + 1)2 
~ exp 4 + ~ k4 
k=l k=8 

7 k 1oo(x+1)2 1f2 
< Lk-4exp[4] + x4 dx < 6. 

k=l 7 
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On a alors: 

7 k 00 1 
1 + 2 L exp[- 4] + 2 L ( k + 1 )2 

k=l k=B 

7 k 2 8 1 
1 + 2 ~exp[--]+~- 2 ~- < 8 
~ 4 3 ~k2 ' 
k=l k=l 

ce qui donne : 
, 1 2 ( c~) -l c<P = 4 c3 c2 1- 2 < 22s. 

• 
Remarque 3.3.24. (a) Le choix de '1/J dans les deux derniers exemples est 
uniquement déterminé par le fait que le potentiel doit être admissible. C'est 
le cas ici puisque pour tout A E S, on a : 

Zf(w) = r exp [- L 4>A(w)] ÀA(dwi\) 
}RA AES 

AnA# 

L exp [-~ ,P(w;)] exp [- fu J( i- j)\,?(w;, w;)] ,\A(dwA) 

{ i,j}ni\.;<:0 

Grâce aux choix de J et de t.p, on peut majorer la deuxième exponentielle par 
une constante, et on obtient que zt ( w) < oo si 

Or cette intégrale vaut 

I = D 1 exp[-1/>(x)],\(dx) 

II r exp[-log(1 + x2)J >.(dx) 
iEA JR 
II r 1 2 >.(dx) 
iEA JR 1 +X 

= 7riAI < 00 . 

(b) On peut obtenir des constantes plus petites que 10 et 15. Dans l'exemple 
3.3.22, il faudrait pour cela poser s( i, j) = c li - j 1 et étudier la fonction qui 
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à c E]O, 1( associe C~. Quant à l'exemple 3.3.23, il faut étudier la fonction 
de deux variables qui à (p, c) E ]1, q- 1( x JO, oo( associe C~. 
(c) Enfin, on aurait pu prendre d quelconque. Nous allons donner des exemples 
dans ce qui suit. 

Exemple 3.3.25. Soient d ~ 1 et <P défini comme dans l'exemple 3.3.22 : 
J(k) = exp(-JkJ], la fonction cp vérifiant cette fois 

6(cp) < 2( L exp(-JkJJ)-
1

, 

6(cp') < 00' 

1/; étant toujours choisie telle que le potentiel soit admissible et 6 ( 1/;') < oo. 
Alors il existe une constante finie C~ telle que : 

Preuve : C'est exactement le même raisonnement que celui l'exemple 3.3.22. 
Il suffit de définir la métrique 

s(i,j) = c Ji- jJ 

avec c assez petit. 

• 
Exemple 3.3.26. Soient d ~ 1 et <P défini comme dans l'exemple 3.3.23 : 
J(k) = JkJ-q (q > d + 1), la fonction cp vérifiant cette fois 

6(cp) < 2( :L JkJ-q rl, 
6(cp') < 00' 

1/; étant toujours choisie telle que le potentiel soit admissible et 6(1/;') < oo. 
Alors il existe une constante finie C~ telle que : 

Preuve : C'est exactement le même raisonnement que celui l'exemple 3.3.23. 
Il suffit de définir la métrique 

s(i,j) = cJi- jJ Aplog(1 +Ji- jJ) 

avec c assez petit. 
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ô Exemples fondamentaux 

Nous avons vu au corollaire 3.3.4 que si ILE Ç(c/J), alors 

/lM- /-L(bA)"2 ~ L bibj EJ.!(Yi1j). 
i,jEA 

Les conditions requises pour les théorèmes 3.3.15 et 3.3.19 (potentiels de 
portée finie ou avec condition de décroissance) permettent d'obtenir une ma
joration de 1/M- f-L(b)ll même si on ne connaît pas l'expression de EJ.L(Yi1j). 
Il est évident que si celle-ci est connue, on peut obtenir un résultat encore 
meilleur. 

Théorème 3.3.27. Soit 1-1 E Ç(c/J); on suppose que /EJ.L(Yi1j)/ ~ a(i- j) où 
a : ?ld --+ JR+ est sommable : 

c~ = 2:: a(k) < oo. 
kEZd 

Alors : 
1/f-1- M(b) 112 ~ c~ Lb;. 

iEZd 

Preuve : Pour tout A ES, on a 

i,jEA 

iEA kEZd 

< 2:: a(k) 2:b;. 
kEZd iEA 

La fin de la démonstration est alors identique à celles des théorèmes 3.3.15 
et 3.3.19. • 

On peut citer ici le cas gaussien en exemple. Pour d quelconque, nous 
obtenons le théorème suivant. 

Corollaire 3.3.28. Soit 1-1 une mesure gibbsienne pour un potentiel quadra
tique c/J1,h, où J(i,j) = J(i- j) ethE O. Supposons que 

c~ = L 1 J ( k) 1 < oo . 
kEZd 
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On a alors : 

Exemple 3.3.29. Soit d = 1, (3 > 0, 1 < a < 2 et J : Z x Z --r lR définie 
comme dans l'exemple 3.2.4 par J(i, j) = J(i - j) où J(k) = -f3iki-a si 
k #- 0 et LkEZ J(k) =O. Quelle que soit fJ, E 9(cP1·h), où h est un élément de 
n, on a: 

"jJ,- jJ,(b) 11
2 :S CJ L bi 

iEZ 

avec 
CJ = L 1 J ( k) 1 < 00 . 

kEZ 

Preuve : Grâce à la remarque 3.2. 7, il suffit de prouver l'inégalité pour la 
mesure de Gibbs gaussienne centrée fJ, E 9(cP1

•0 ). Or d'après l'exemple 3.3.5, 
on sait que EJ-L(Yi}j) = J(i- j). On a donc IEJ-L(Yi}j)i = fJii- JI-a (i #- j). 
Or 

kEZ* 

donc les hypothèses du théorème 3.3.27 sont vérifiées avec a(k) = f3iki-a si 
k #- 0 et a(O) = IJ(O)j. • 

Exemple 3.3.30. Soit d = 2, (3 > 0, 2 < a < 4 et J : Z 2 x Z2 --r lR définie 
comme dans l'exemple 3.2.5 par J(i,j) = J(i- j) où J(k) = -f3iki-a si 
k #- 0 et LkEZ2 J(k) = O. Quelle que soit fJ, E 9(cP1,h), où h est un élément 
den, on a : 

lljJ,- jJ,(b) 11
2 

::; c~ L: bi 
iEZ2 

avec 
c~ = L: 1 J ( k) 1 < oo . 

Preuve : C'est la même que précédemment. Il suffit de vérifier que 

or 

L IJ(k)i < 00' 

kEZ2 

L fJiki-a 
kEZ2 
k-:f-0 

L#{k E Z2
, iki = l}(Jl-a < 00 

l>O 
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car 

• 

3.4 Equivalence de la mesure translatée 

Grâce à l'étude précédente, nous allons pouvoir trouver des conditions 
pour que les mesures J1 et p,(b) soient équivalentes. Il suffira en fait que le 
potentiel vérifie certaines restrictions et que 'L bl < oo. Pour plus de clarté, 
nous allons définir les trois conditions suivantes qui permettent, comme nous 
venons de le voir, d'obtenir des résultats. 

(Fr) Le potentiel est de portée finie r et tel que EJ.L (Y?) < oo. 

(Ds) Il existe une semi-métrique s sur zd invariante par translation - notée 
s(i,j) = s(i- j)- telle que 

(i) C1 = :2: Co1 esU) < 1, 
jEZd 

C2 = :2: lAI! 6(~~A) exp[s(A)] 
AES O 

(ii) < oo, 

A30 

(iii) c3 = :2: exp[-s(k)] < 00. 

(Do) Il existe une fonction a: zd -+:IR telle que IEJ.L(Yi}j)l ::; a(i- j) et 

L a(k) < oo. 
kEZd 

Théorème 3.4.1. Soit J1 E Q(</J) telle que <P soit invariant par translation 
et qu'une des conditions (Fr), (Ds) ou (Do) soit vérifiée. On a alors : 

J1 rv p,(b) si Lb; < oo. 
iEZd 

Preuve : Rappelons tout d'abord quelques notations. Si A E zd, et b E n, 
bA est un élément de n défini par b~ = bi si i E A, 0 sinon. On a également 
défini l'élément bA comme le projeté de b sur [2A = JRA. 

Pour tout n 2:: 0, on pose An =] - n, n[d et on introduit la loi Vn par 
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On a alors v 0 = J-l(b). Montrons que pour tout n ;:::: 0, Vn+l « Vn : 

Soit A E BIRzd tel que Vn(A) = 0 : 

donc 

Or 

0 vn(A) = J-l(bA;,)(A) 

r Ac 7fAn+l (A- bA;, Ç) /-lA';.+l (dÇ) 
}IR n+l 

car la projection de bA'; sur DAc n'est autre que bAc . Remarquons que n+l n+l 
c'est aussi celle de bA~+l. On obtient donc que 

D'autre part, 

D'où 

r AC 4> 
1 

exp[-Ht+l (w)] ÀAn+l 0 8ç(dw) 
} A-b n+1 ZA (Ç) n+1 

1 z4> 1 exp[-Ht+l (w- bA';.+l )] 

A An+l(Ç) ,\'\n+l 0c5(Ç+bAc )(dw) 
n+1 

= 0 J-lAc;,+ 1- p.s. 

On obtient donc que Vn+l « Vn. Par récurrence, on a donc pour tout n 2: 1 : 

1/n « J-l(b) . 

D'autre part, Vn var J-l puisque IJvn- J-Lll ::; k (l:ilt'An bn~ --7 0 car c'est 
la série-reste d'une série convergente, k étant une constante finie. D'après 
le lemme 1.2.7, on a alors p << p(b)_ En remarquant que J-l = (p(b))(-b), on 
obtient de même que p(b) « J-L, d'où l'équivalence de J-l et p(b). 

• 



Chapitre 4 

Principe d'invariance local 

4.1 Introduction 

Le but est d'obtenir un théorème limite local pour des fonctionnelles de 
processus gibbsiens, dont le potentiel vérifie une des conditions qui appa
raissent dans le chapitre précédent. 

Considèrons une suite de processus aléatoires (Xn(t), t E T) dont les 
trajectoires appartiennent presque sûrement à un espace fonctionnel X et 
notons Pn la loi du processus Xn. Si f est une application mesurable de X 
dans IR, il est démontré dans [5] que sous certaines conditions, Pnf-1 converge 
en variation. 

Comme nous l'avons précisé dans l'introduction générale, Y. Davydov 
s'est intéressé au processus polygonal ou en escalier Xn obtenu à partir d'une 
suite de v.a.i.i.d. Ç = (Çk, k E N*) définies sur un espace probabilisé et à 
valeurs dans (IR, B(IR), >.), telle que E(Çk) = 0 et var(Çk) = a 2 < oo pour 
tout k E N*. Soit Pn la loi de Xn dans l'espace approprié (C[O, 1]l'espace 
des fonctions continues sur (0, 1] ou V[O, 1]1'espace de Skorohod). D'après le 
principe d'invariance de Donsker-Prokhorov, Pn converge faiblement vers la 
loi de W. En imposant certaines conditions sur les variables Çk et pour une 
classe particulière de fonctions f, on obtient que 

Dans notre cas, Xn sera le processus en escalier obtenu à partir d'un 
champ aléatoire gibbsien sur zd avec un potentiel vérifiant certaines restric
tions, dont celles des théorèmes 3.3.15, 3.3.19 ou 3.3.27. Ce sera donc une 
des conditions suivantes. 

61 
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(Fr) Le potentiel est de portée finie r et tel que Ett (Y?) < oo. On rappelle 
que Yi est défini par 

(Ds) Il existe une semi-métrique s sur zd invariante par translation -notée 
s(i,j) = s(i- j)- telle que 

( i) cl = L Coj es(j) < 1 ' 
jEZd 

C2 = L lAI~ b(~~A) exp[s(A)] 
AES 0 

(ii) < oo, 

A30 

(iii) C3 = L exp[-s(k)] < oo. 
kEZd 

(Da) Il existe une fonction Œ: zd---+ IR telle que IEtt(YiYj)l ~ a(i- j) et 

La(k)<oo. 
v· 

Mais avant de présenter des résultats, il est nécessaire de définir correctement 
le processus en escalier ainsi que l'espace dans lequel on le considère. 

4.1.1 Définition du processus en escalier 

Rappelons que pour d;:::: 1, l'ordre sur [0, 1]d est le suivant : pour s, t dans 
[0, 1]d, s = (s(l), ... , s(d)), t = (t(l), ... , t(d)), on écrits< t (respectivement 
s ~ t) si s(i) < tCi) (respectivement s(i) ~ tCi)) pout tout i = 1, ... , d. Pour 
t1, t 2 E [0, 1]d, t1 < t 2 , [t1, t 2 [ est l'intervalle d-dimensionnel 

Enfin, pour tE [0, 1]d, ltl = max1::;i::;d lt(i)l· 
On définit alors l'espace métrique (X, p) de la façon suivante : p est la 

distance uniforme et X la fermeture uniforme, dans l'espace des fonctions 
bornées de (0, 1]d dans IR, de U~=l En, où En est l'espace vectoriel engendré 
par les fonctions en escalier sur [0, 1]d constantes sur les pavés du type 

In= [k~)' k(l)n+ 1 [x ... x [k:)' k(d)n+ 1 [. (4.1) 
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L'intérêt de cet espace est qu'il est séparable, complet (voir par exemple 
[26], p. 118, problèmes [1] et [2]) et c'est un sous-espace vectoriel de l'espace 
lDl, version multi-paramétrique des fonctions « cad-lag »que nous définirons 
dans le paragraphe 4.2.2. Ces propriétés seront nécessaires à l'obtention du 
principe d'invariance local que nous énoncerons ultérieurement. 

Considérons alors sur zd un champ aléatoire réel { Çn, n E zd}. L'espace 
probabilisé correspondant est (rl, :F, J-t), où rJ = IRzd, :F la tribu engendrée 
par les ensembles cylindriques et f-t la distribution de Ç = { Çn, n E zd}. On 
note I la tribu des sous-ensembles invariants de rJ : 

I ={A E :F: Tm(A) =A, pour tout mE zd}' 

Définition 4.1.1. Le champ aléatoire {Çn, nE zd} est invariant par trans
lation (homogène) si f-t o 7~ 1 =f-t pour tout m E zd. 

Supposons donc que le champ aléatoire Ç soit invariant par translation et 
que 0 < a 2 < oo, où a 2 = E(Ç5). On pose alors 

(4.2) 

où [nt] = ([nt(l)], ... , [nt(d)]) et [ ·] désigne la partie entière d'un nombre. Xn 
est le processus en escalier, à trajectoires dans X, obtenu à partir de Ç et on 
notera Pn sa loi dans X. 

Nous allons tout d'abord présenter un théorème limite local pour les fonc
tionnelles de processus aléatoires, dû à Y. Davydov (5]. Cela nous permettra 
ensuite d'obtenir le principe d'invariance désiré, dans le cas gibbsien. Dans 
ce qui suit, on dira que fest une fonctionnelle si c'est une fonction mesurable 
de X dans IR; l'ensemble .6. = {x+cf,c E [a,b]},x,é' E X,a,b E IR est appelé 
segment parallèle au vecteur e et on utilise alors la notation .6.JJ!!. 

4.1.2 Un théorème limite local 

Dans ce paragraphe et dans le suivant, (X, p) peut être n'importe quel 
espace. Ce n'est pas forcément celui que l'on vient de définir. 

Théorème 4.1.2. On considère (Pn, n E N) une suite de mesures de pro
babilité sur la tribu borélienne Bx d'un espace vectoriel métrique séparable 
complet (X, p), et f une fonctionnelle. 

On suppose que Pn ::::} Poo et que pour P00 -presque tout x E X, il existe 
une boule ouverte B de centre x, un nombre é > 0 et (Gc,n, c E]O,c], nE N) 
une famille de transformations de X, tels que 
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1. pour tout c E]O, c] : 

Ge nX --+ Ge ooX, en mesure Pn, 
, n~oo ' 

2. la transformation Ge,oo est continue pour tout c E]O, c[ et, pour toute 
bouleS, 

d(S, c) = sup p(z, Ge,ooz) --+ 0, 
zES e--+0 

3. limsupn JJPnG~~- Pnll--+ 0, 
' e--+0 

4- pour tout 6 E]O, c[, 

1ll.\ro,6]'P~;- À[o,6]'P~~II Pn(dz) n~ 0' 

OÙ 'Pz,n(c) = f(Ge,nZ), C E]O,c], nE N, 

5. pour tout 6 E]O, c[, l'application z H À[o,6]<p;,~ de B dans Z(JR), l'espace 
de Banach des mesures finies sur BIR muni de la norme de la variation 
totale, est continue P 00 -presque sûrement. 

On a alors : 

La condition 1 signifie que pour tout E > 0, on a 

La condition 2 traduit le fait que pour des petits c, les applications Ge,n 
sont proches de l'identité sur des ensembles bornés. 

La condition 3 indique que les perturbations de Pn par les applications 
Ge,n sont uniformément petites pour des petits c. 

En ce qui concerne les deux dernières conditions, il est évident que toute 
fonctionnelle f ne peut convenir. C'est pourquoi nous allons définir une classe 
Mp de fonctions qui satisfont à ces hypothèses. 

4.1.3 La classe de fonctions Mp 

L'espace X est encore ici un espace vectoriel métrique séparable complet. 
On rappelle par ailleurs que Hp est l'espace des directions admissibles pour 
la mesure P. 
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Définition 4.1.3. Une fonctionnelle f appartient à la classe M(x, l, (ln))) 
où x, l E X et ln --+ l) s )il existe un voisinage V de x tel que pour P -presque 
tout y EV et tout 6. ={y+ cl, cE [a, b]}) on ait 

6. cv } 
6.n li ln ===} Àft;.~ ~ )..ft;.1

, 

6.n--+ ,6. 

où ù,.(c) = f(y +cl)) cE [a, b]. 
Définition 4.1.4. Une fonctionnelle f appartient à la classe Mp) P étant 
une mesure sur X) si pour P -presque tout x E X) il existe f E Hp tel que 
fE M(x, f, (fn)) quelque soit la suite (fn) qui converge vers f. 

A première vue, la classe MP paraît assez difficile à cerner. Cependant, 
on peut donner des exemples explicites de fonctions y appartenant, lorsque 
P = W. On peut trouver dans [7] et [8] plusieurs exemples de fonctionnelles 
qui appartiennent à Mw. 

Exemples 4.1.5. Citons les plus usuelles : 

Ex 1 : pour tout t0 E [0, l]d) 

Ex 2: 

Ex 3: 

ft:X ---+ lR 

x f--t x(to), 

f2:X ---+ lR 

x f--t sup x(t), 
(O,l]d 

h:X ---+ lR 

x f--t sup lx(t)i , 
(O,l]d 

Ex 4 : Pour toute fonction g strictement convexe continue sur JR) 

Ex 5: 

!4: x ---+ lR 
x f--t supg(x(t)), 

(O,l]d 

fs :X ---+ lR 

x f--t r q(x(t)) v(dt)' 
J[o,l]d 
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où v est une mesure finie sur B([O, l]d) et q une fonction mesurable 
vérifiant par exemple la condition suivante : si pour toutE > 0, il existe 
un intervalle ouvert 0 C ]- E, E[ sur lequel q' est continue et ne s'annule 
pas, alors fs E Mw. 

4.2 Principe d'invariance local pour des champs 
aléatoires gibbsiens 

On suppose ici que Ç = { ÇkJ k E zd} est un champ aléatoire gibbsien 
invariant par translation tel que 0 < 0"

2 < oo, où 0"
2 = JE( Ç5). Xn est le 

processus en escalier obtenu à partir de Ç, défini par l'égalité (4.2) et dont 
les trajectoires sont dans l'espace métrique séparable complet X défini au 
paragraphe 4.1.1. Rappelons que l'on note Pn la loi de Xn. 

4.2.1 Théorème principal 

Théorème 4.2.1. Soit Ç un champ gibbsien associé à un potentiel satisfai
sant une des trois conditions (Fr), (Ds) ou (Da) et tel que Pn =} W. On a 
alors : 

Preuve : Tout d'abord, précisons quelques notations. Pour bien distinguer 
les éléments !-dimensionnels de ceux d-dimensionnels, on notera ces derniers 
en gras tout au long de cette démonstration : k = (k(l), ... , k(d)) pour un 
élément de zd et t = (t(1

), ... , t(d)) pour un élément de (0, l]d. Enfin, on pose 
1 = (1, ... , 1) E zd et n = nl pour n E N. 

Nous avons supposé que Pn =} Poo = W dans (X, p). D'autre part, f 
appartient à Mw donc il existe Xo tel que W(Xo) = 1 et pour tout x E Xo, 
il existe fE Hw tel que fE M(x,f, (fn)). Autrement dit: 
Vx E Xo, 3 fE Hw, 3 V voisinage de x tels que pour W -presque tout z EV, 
V !J. = {z +cf, cE (a, b]} : 

D'autre part, fE Hw donc d'après le théorème 1.2.3, il existe hE L 2 ((0, l]d, Àd) 

tel que 
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Nous allons utiliser le théorème 4.1.2 : soit x E Xo ; on choisit la boule B et 
le nombre c tels que W(âB) = 0, B C V et pour tout z E B, L.). = {z +cf., 
cE [0, c]} c V : 

v 

/ 
Cela n'apparaît pas dans les notations, mais remarquons que f., (ln) et c 
dépendent de x. Il nous reste à définir les transformations Gc,n· Pour cela, 
choisissons ln comme étant la fonction en escalier passant par les points 
(k/n,f.(k/n)) : 

On définit alors les G c,n par : 

x+ cf.n' 
x+cf.. 

Vérifions que les cinq conditions du théorème 4.1.2 sont réalisées. 

Condition 1 : Pour tout c E (0, c], on a 

Gc,n(Y) =y+ cfn---+ y+ cf. 

i.e. Gc,n(Y)---+ Gc,oo(Y) ponctuellement donc en mesure Pn. 

Condition 2 La transformation Gc,oo est continue pour tout c E (0, c] 
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puisque c'est une translation, et pour toute boule S C X, 

d(S, c) sup p(z, Gc,ooz) 
zES 

sup sup jz(t)- (z(t) + cf(t))j 
zES tE(O,l]d 

sup sup jcf(t)j 
zES tE(O,l]d 

c sup jcf(t)j 
tE(O,l)d 

c IIRII ----t 0. 
c-tO 

Condition 3 : Pour n E N*, on définit l'application Jn de En dans (Rd)n par 

avec Si = { s E 'lld tel que s(j) = 1 pour i indices et sU) = 0 pour les autres }. 
Nous avons alors le résultat suivant : 

Lemme 4.2.2. 

Preuve : Nous allons effectuer une récurrence sur d. 
( i) pour d = 1, Jn est définie par : 

Pour tout 1 :::; k :::; n, on a donc 

1 k 1 k-1 

VnCJ (--"'Ç·--"'Ç·) r:::aD 1 !iïa6 J v lb j=l v lb j=l 

çk 

(ii) supposons la propriété vraie jusqu'au rang d -1 et montrons qu'elle l'est 
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au rang d. Pour tout k E zd, on a : 

d 

~(-l)il:: ~ çj 

i=O sES; O<j~k-s 

d 

~ çj+ 2::(-l)i 2:: :L çj 

i=O sES; O<j~k-s 
s(d)=O 

d-1 k(d) 

~(-l)i 2:: :L 2:: 
i=O sES; p=1 O<j~k-s 

s(d)=O j(d)=p 

i=1 sES; O<j~k-s 
s(d)=1 

d-1 

çj + 2::(-l)i :L :L 
i=1 sES; O<j~k'-s 

s(d)=O 

où k' = k- (0, ... '0, 1) 
d-1 

+ 2::(-l)i+l :L :L çj 

i=O sES; O<j~k-s 
s(d)=O j(d)=p 

ç(k(l) , ... ,k(d-1) ,p) 

i=O 

par hypothèse de récurrence 

k(d) d-1 

~ç(k(ll, ... ,k(d-1),p)- :L(-l)i :L 2:: çj 

p=1 i=O sES; O<j~k'-s 
s(d)=O 

k'(d) 

I:p=1 ç(k'(l) , ... ,k'(d-1) ,p) 

de la même façon 
k(d) k(d)_1 

~ ç(k(ll, ... ,k(d-1),p) - 2:: ç(k(ll, ... ,k(d-l),p) 

p=1 p=1 

ce qui achève la démonstration du lemme. 

Or ln est bijective, donc 

sES; O<j~k'-s 
s(d)=O 

0 



70 CHAPITRE 4. PRINCIPE D'INVARIANCE LOCAL 

de ln Gc,nXn, que nous allons préciser. 

avec 

On obtient donc que IIPnG;;~ - Pnll = /IP~ca) - Pnll où Pn est la loi de 
(Çkh<k<n et a= (akh<k<n· D'après le théorème 3.3.15, 3.3.19 ou 3.3.27, on 

- - - -
a alors : 

avec K constante finie. D'autre part, nous avons : 

d 

ndf2a 2:)-1)i :Le(k- s) 
. n 
z=O sES; 

d k-• 

ndf2a L( -1)i :L 1 n h(t) .xd(dt). 
i=O sES; 0 

Nous allons montrer que : 

Lemme 4.2.3. 
k 

ak = nd12a i:
1 

h(t) _xd(dt) 
n 

Preuve : On procède par récurrence sur d : la démonstration est identique à 
celle du lemme précédent, en remplaçant l:o::;j::;k-s Çj par J0k-s/n h(t) _xd(dt). 
( i) pour d = 1 : 
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(ii) supposons la propriété vraie jusqu'au rang d -1 et montrons qu'elle l'est 
au rang d: 

d k-• 

2) -1)i L 1 n h(t) Àd(dt) 
i=O sES; 0 

d-1 k-s d k-s 

:L( -1)i :L 1 n h(t) Àd(dt) + :L( -1)i :L 1 n h(t) Àd(dt) 
i=O sES; O i=1 sES; O 

s(d)=O s(d)=1 

k(d) d-1 1 n ~( -!)' ~ 1 h(t) .\d-I (dt(!)' • • • 'dt<d-I)) .\(dt(d)) 

s(d)=O 

d k
1
-· 

+ :?=( -1)i L 1 n h(t) Àd(dt), 
z=1 sESi-1 

, -rrd-1 [ kU) - sU)] 
ou II- 0, . 

. n 
]=1 

s(d)=O 

En utilisant l'hypothèse de récurrence pour la première partie et en effectuant 
un changement de variable dans la seconde, on obtient alors : 

k(d) 1-n l h(t) Àd-1(dt(1), ... ,dt(d-1)) À(dt(d)) 

d-1 k'-• 

- :L( -1)i :L 1 n h(t) Àd(dt), 
i=O sES; O 

, rrd-1 [k(j)- 1 k(j)J 
ou .0.. = '-

. n n 
]=1 

s<dl=O 

k(d) 1-n l h(t) Àd-1(dt(1), ... , dt(d-1)) À(dt(d)) 

k(d)_1 -1-n-l h(t) Àd-1(dt(1), ... , dt(d-1)) À(dt(d)) de la même façon 

ce qui achève la démonstration du lemme. 
0 

On obtient finalement : 
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Il ne reste plus qu'à étudier l'expression à droite de l'inégalité pour pouvoir 
conclure. 

Lemme 4.2.4. 
k 

Vn EN, nd L ( i:
1 

h(t) --\d(dt) )
2 

:S IJhJJ~ . (4.3) 
l~k~n --;;-

Preuve: 
k 

nd L ( 1:1 h(t) Àd(dt) )2 
l~k~n 11 

0 

Nous aurions pu montrer qu'en fait, le membre de gauche dans (4.3) tend 
vers celui de droite quand n tend vers l'infini, mais la majoration obtenue 
suffit. On obtient finalement : 

lim sup IJPnG;,~- Pnll :S K ca JJhJJ2, 
n 

donc 

Condition 4 : Nous allons ici utiliser le lemme suivant de Billingsley ([1], 
p. 34, théorème 5.5). 

Lemme 4.2.5. Si Pn ==? P et P(D) = 1, où D est l'ensemble des z tels 
que pour toute suite (zn) qui converge vers z, 9n(zn) tende vers g(z), alors 
J 9n dPn -t J gdP. 

Nous allons l'appliquer à P = W, 9n(Y) = IJÀ[o,o]'P;,;- À[o,o]'P;,~II1Is(Y) 
et g =O. On a supposé que Pn ==> W; il reste à montrer que pour W-presque 
tout z, 9n(zn) --+ g(z) pour toute suite (zn) qui converge vers z. 
Rappelons alors que nous avons choisi, au début de la preuve, fE Hw et V 
voisinage de x tels que pour W-presque tout z, V .6. = {z +cf, cE [a, b]}, on 
ait 
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Prenons 6. = {z +cf, cE [ü,c5]} et 6.n ={zn+ cln, cE [O,c5]}. Grâce au 
choix de B et é, on a 6. C V si z E B; donc pour W-presque tout z E B : 

On en conclut que 

z. e. 

6. cv' 
6.n IJ ln' 
6.n -t 6_. 

\ -1 var \ -1 
"'[O,b"]'Pzn,n -t "'[O,b"]'Pz,oo · 

On peut effectuer le même raisonnement en posant cette fois 6.n = {Zn + cf, 
cE [0, c5]} et on obtient que pour W-presque tout z E B, 

À -1 var À -1 
[O,b"]'Pzn,oo -t [O,b"]'Pz,oo 

d'où pour W-presque tout z E B : 

D'autre part, 1IB(zn) -t 0 si z n'appartient pas à (BU oB), donc pour 
n-+oo 

W-presque tout z n'appartenant pas à B puisque W(oB) =O. 

On obtient finalement, pour W-presque tout z, la convergence vers 0 de 
9n(zn) pour toute suite Zn tendant vers z. Donc grâce au lemme 4.2.5, 

Condition 5 : Soit (zn) une suite qui converge vers z dans B; montrons que 

, -1 var , -1 
"'[O,b"]'Pzn,OO -t "'[O,b"]'Pz,oo · 

C'est exactement ce qui a été fait précédemment, en prenant .6. = { z + cf, 
cE [0, c5]} et 6.n ={zn+ cf, cE [0, c5]}. 

• 
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4.2.2 Cas d'un potentiel ultra-pair 

L'espace X est la fermeture uniforme de l'espace vectoriel des fonctions 
en escalier constantes sur les intervalles In définis par (4.1). Considérons 
maintenant la fermeture uniforme, dans l'espace des fonctions bornées de 
[ 0, 1 J d dans .IR, de 1 'espace vectoriel formé de tou tes les fonctions en escalier. 
Cet espace, noté lDl, constitue une version multi-paramétrique des fonctions 
« càd-làg ». On introduit sur lDl une topologie métrique, coïncidant avec la 
topologie de Skorohod si d = 1, qui en fait un espace métrique séparable 
complet (pour plus de précisions, on se rapportera à [32]). On l'appelle par 
analogie topologie de Skorohod. Considérons alors sur zd un champ aléa
toire réel Ç = { f.n, n E zd} invariant par translation. L'espace probabilisé 
correspondant est (n, :F, p). 

Définition 4.2.6. Le champ aléatoire Ç invariant par translation est ergo
dique si p est triviale sur la tribu des sous-ensembles invariants, c'est-à-dire 
p(A) = 0 ou 1 pour tout A E I. 

Nous allons par la suite nous intéresser plus particulièrement aux champs 
aléatoires gibbsiens dont le potentiel possède la propriété d'être« ultra-pair». 

Définition 4.2. 7. Un potentiel cp associé à une mesure de Gibbs p sur (D, :F) 
est ultra-pair si pour tout A E zd fini, on a 

Si Ç est un champ aléatoire sur zd, on notera comme précédemment Pn 
la loi du processus en escalier sur [0, l]d défini par l'égalité (4.2). Le théo
rème suivant est dû à Poghosyan et Rœlly [25]. Il s'applique dans sa version 
originale à un champ aléatoire «différence de martingales», mais on sait 
grâce à [18] qu'un champ aléatoire gibbsien dont le potentiel est ultra-pair 
est différence de martingales. 

Théorème 4.2.8. Soit Ç = {Çk, k E zd} un champ aléatoire gibbsien inva
riant par translation, ergodique, associé à un potentiel cp ultra-pair et tel que 
0 < u 2 < oo, où u2 = E(Çâ). Alors 

Pn ::::} W, 

où Pn est la loi du processus en escalier obtenu à partir de Ç, défini par 
l'égalité (4.2) et W le processus de Wiener d-dimensionnel sur [0, l]d. 

La convergence obtenue a lieu dans lDl muni de la topologie de Skorohod. 
Il nous faut plus : on voudrait en fait que Xn converge vers W pour la topo
logie uniforme sur lDl. On utilisera le symbole [U] pour désigner la topologie 
uniforme et [SJ pour celle de Skorohod. Enfin, on notera U la tribu borélienne 
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de JI)) pour [UJ et V la tribu borélienne de JI)) pour [SJ. On a V C U, et le 
théorème suivant, dont la démonstration présentée dans [1] (p. 151) lorsque 
d = 1 se généralise facilement à d quelconque. 

Théorème 4.2.9. Si Pn et P sont deux mesures définies sur U telles que 

{ 
Pn ==> P [SJ 
P(C) = 1 

où C est l'espace des fonctions continues sur [0, 1]d, alors 

Pn ==> P [U]. 

Preuve : Il suffit de reprendre celle de [1], le seul point à vérifier étant le 
suivant : si Xn ----t x [S] et x continue sur [0, 1]d, alors Xn ----t x [U]. Cette 
propriété figure dans [32], ce qui achève la démonstration. 

• 

4.2.3 Conclusion 

Nous avons alors réuni des conditions pour lesquelles nous obtenons le 
principe d'invariance local voulu : il suffit par exemple que le processus gibb
sien initial Ç vérifie les hypothèses du théorème 4.2.8 ainsi qu'une des trois 
conditions (Fr), (Ds) ou (Da)· On peut donc énoncer le principe local d'in
variance suivant. 

Théorème 4.2.10. Soit Ç = { Çk, k E tzd} un champ gibbsien invariant par 
translation, ergodique, associé à un potentiel <P utra-pair, vérifiant une des 
conditions (Fr), (Ds) ou (Da) et tel que 0 < E(Çâ) < oo. Alors pour toute 
fonction fE Mw, on a: 

où Pn est la loi du processus en escalier obtenu à partir de Ç, défini par 
l'égalité (4.2) et W le processus de Wiener d-dimensionnel sur [0, 1Jd. 

Ces conditions sont suffisantes mais évidemment pas nécessaires. Il serait 
notamment intéressant de trouver une classe moins restreinte que celle des 
potentiels ultra-pairs, pour laquelle la convergence faible du processus en 
escalier vers le mouvement brownien d-dimensionnel a lieu. 

On pourrait penser à introduire une condition de <p-mélange mais Dobru
shin [9] a montré que celle-ci n'était pas vérifiée même pour des exemples 
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simples de champs aléatoires gibbsiens. Dobrushin et Nahapetian [12] ont 
alors introduit la condition de cp-mélange non uniforme suivante. 

Le champ aléatoire Ç = { f,k, k E zd} de loi J.L satisfait la condition de 
cp-mélange non uniforme si, pour tout A, 6. E S, il existe une fonction réelle 
positive 'PIAI (-) ne dépendant que de /A 1, telle que cp lAI (x) ---7 0 quand x ---7 oo 
et 

sup /J.L(E/F) -J.L(E)/ ~ 'PIAI(d(A,6.)). 
EEF11.,FEFt:. 

J.L(F)>O 

En particulier, elle est immédiatement vérifiée si la condition (i) de (Ds) 
est satisfaite, pour certains choix de la semi-métrique s (voir [15], 158-159). 
D'autre part, Chen [3] puis Chuanrong [4] ont récemment obtenu un théo
rème de convergence faible pour des champs aléatoires non-uniformément 
cp-mélangeants. On peut donc espérer étendre les résultats présentés dans 
cette thèse en s'orientant dans cette direction. 



Notations 

A un élément de IRzd 
(jA la projection sur IRA 
/A/ le cardinal de l'ensemble A 
Ac le complémentaire de A 
z le complexe de module 1 et d'argument 7f /2 
[·] la partie entière 
( ·, ·) une forme bilinéaire sur un espace vectoriel 
(·, ·) un produit scalaire sur un espace de Hilbert 
1/ · 1/ une norme sur un espace de Hilbert 
).A la mesure de Lebesgue sur IRA 
611 la mesure de Dirac en TJ 

EJ.L l'espérance par rapport à f-L 

nA la fonction indicatrice de l'évènement A 
6ik le symbole de Kronecker 
« absolue continuité entre deux mesures 
rv équivalence de deux mesures 
=? la convergence faible (ou en loi) 
var la convergence en variation totale 

• la fin d'une preuve 
o la fin d'une démonstration intermédiaire 

0 
C[O, 1] 
c ('JI') 
V[O, 1] 
f_2 

IRzd 

X* 

l'ensemble vide 
l'espace des fonctions continues sur [0, 1] 
l'espace des fonctions continues sur 'JI' 
l'espace de Skorohod 
l'ensemble des suites de carré sommable 
l'ensemble des fonctions de IRzd dans IR 
le dual d'un espace vectoriel topologique X 

W le processus de Wiener 
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78 NOTATIONS 

n = JR.zd 
DA = JR.A 
s ={Aczd,IAI<oo} 

]!) 

( </JA) 
(HX) 
Z<P 
(nA) 
"YJ,h 

Cii(n) 
Ç(</J) 
p(b) 

Hp 
I 
MJ,h 

MP 
T 
Xp 

Tj 

I(p) 
/:_ 

/:_ 

O"p(b) 
bA 
(H) 
(Ds) 
(Fr) 
F 
FA 
i, i* 
n 
(D) 
nJ 
li 

l'analogue multi-dimensionnel des fonctions cad-lag .. . 
potentiel d'interaction .............................. . 
Hamiltonien ........................................ . 
fonction de partition ................................ . 
spécification locale .................................. . 
spécification gaussienne ............................. . 
coefficient de Dobrushin ............................ . 
l'ensemble des mesures de Gibbs associées à <P ...... . 
la tranlatée de la mesure P par le vecteur b ......... . 
l'espace des directions admissibles pour P ........... . 
la tribu des ensembles invariants .................... . 
le noyau associé à une spécification gaussienne ...... . 
classe de fonctionnelles ............................. . 
la tribu-queue ...................................... . 
la fermeture de X* dans L 2 (X, P) ................... . 

l'oscillation partielle de f en i ...................... . 
l'oscillation totale de f ............................. . 
translation des sites par j ........................... . 
la quantité de Fisher associée à p ................... . 
l'ensemble des fonctions locales (ou cylindriques) .... . 
l'ensemble des fonctions quasi-locales ............... . 
le taux d'admissibilité de b pour P .................. . 
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TRANSLATED MEASURES AND DISTANCE IN VARIATION 
Application to absolute continuity and a local invariance principle 

for Gibbsian random fields. 

Abstract: 
The study of the distance in total variation between the law of an i.i.d. 
random variables sequence and its translate has led Y. Davydov to a local 
invariance principle for this sequence. It appears that it is possible to use it 
in order to study the absolute continuity between an infinte product measure 
and its translate. 

We suggest to generalize this method to stochastic processes for which 
this independance condition is not necessary. We focus on processes which 
are related in one hand to a type of mixture of Gaussian measures and in 
another hand to Gibbs measures on IRzd. 

On the first part, we are studying one after the other one these two 
process classes and obtain, for each of them, a majoration of the distance in 
variation between the considered law and its translate. We can then conclude, 
for precise cases, to their equivalence. 

The second part is dedicated to the elaboration of a local invariance 
principle for sorne Gibbsian random fields, for which the potential has finite 
range or apply to a decreasing condition. 

Key words : Random fields, distance in variation, translated law, mixture of 
Gaussian measures, Gibbs measures, equivalence ofmeasures, local invariance 
principle. 
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