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Introduction 

Ce travail de thèse s'inscrit dans une collaboration entre l'équipe METHEOL (Outils et mé
thodes pour la programmation en logique) et l'équipe LAC (Langages, automates et contraintes) 
au sein du LIFL (Laboratoire d'Informatique Fondamentale de Lille). Il vise à définir des classes 
de contraintes ensemblistes a priori moins générales que celles qui ont déjà fait l'objet d'une 
étude au sein de l'équipe LAC [72], mais plus adaptées à l'analyse de programmes logiques, une 
des motivations de l'équipe METHEOL [44]. 

Dans ce travail, nous étendons deux classes de contraintes ensemblistes, appelées respecti
vement contraintes définies [39] et contraintes co-définies [18] en des classes que nous nommons 
respectivement contraintes ensemblistes définies et co-définies généralisées. Nous présentons des 
algorithmes, basés sur les automates d'arbres, permettant de tester la satisfiabilité d'un système 
de contraintes définies et co-définies généralisées et qui, de plus, dans le cas de systèmes satis
fiables, construisent respectivement la plus petite et la plus grande solution de ses systèmes. Ce 
sont ces solutions particulières, qui permettent d'utiliser les contraintes ensemblistes en analyse 
de programmes logiques. 

Cette introduction se compose de trois parties. La première présente, de manière générale, les 
contraintes ensemblistes. La seconde décrit l'une des principales applications de ce formalisme, 
l'analyse ensembliste. La troisième partie expose à partir de programmes logiques de forme très 
simple, les idées intuitives qui sont à la base des algorithmes présentés dans cette thèse. 

Les contraintes ensemblistes 

Les contraintes ensemblistes forment une thématique de recherche riche de bien des points 
de vue. Elle regroupe à la fois des aspects théoriques et pratiques, abordés non seulement par de 
nombreux travaux, mais également par de nombreuses équipes de recherche. 

Une contrainte ensembliste est une inclusion Sexp Ç Sexp', ou une non-inclusion Sexp g 
Sexp', où Sexp et Sexp' sont appelées expressions ensemblistes. Voici un exemple d'ensemble (ou 
de système) de contraintes ensemblistes : 

OUs(N) Ç N 
N Ç 0 U s(N) 
nil U cons(N, L) = L 

XÇL 
Xgl_ 

Comme dans l'exemple ci-dessus, les expressions ensemblistes sont formées de variables L, N, ... , 
appelées variables ensemblistes, de symboles de fonction tels que 0, nil, s, cons, d'opérateurs en
semblistes tels que l'union, l'intersection, le complémentaire ou le vide (U, n, C, ..l), ainsi que 
d'opérateurs de projection de la forme cons2 1

. 
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2 Introduction 

Le sens donné aux opérateurs ensemblistes U, n, C, j_ est l'interprétation standard de la théo
rie des ensembles ; les symboles de fonction sont interprétés de manière ensembliste, c-à-d que 
0 est vu comme le singleton {0} et pour un symbole f admettant deux arguments, l'expres
sion f( {a, b}, { c, d}) est interprété comme l'ensemble de termes {!(a, c), f(a, d), f(b, c), f(b, d) }. 
Un opérateur de projection f11

, quant-à-lui, appliqué à un ensemble de termes comme par 
exemple,{ a, f(b, c), f(d, a), g(e)}, produit l'ensemble des premiers sous-termes des termes de cet 
ensemble dont le symbole de tête est un f, c-à-d ici, {b, d}. 

Une interprétation ensembliste associe à chaque variable ensembliste un ensemble de termes 
clos et s'étend aux expressions ensemblistes comme ce qui vient d'être présenté. Une interpréta
tion ensembliste I est solution d'une contrainte Sexp Ç Sexp' (respectivement d'une contrainte 
Sexp ~ Sexp') si l'ensemble des termes clos I(Sexp) est inclus (respectivement n'est pas inclus) 
dans I(Sexp'). 

Ainsi, la première contrainte de l'exemple 0 U s(N) Ç N spécifie que 0 doit être un élément 
deN et que pour tout terme t deN, s(t) doit appartenir à N. Ainsi, une interprétation associant 
à la variable N, l'ensemble 

{ 0, nil, s(O), s(nil), s( s(O)), s( s(nil)), s ( s ( s(O))), s( s( s (nil))), ... } 

est une solution de cette contrainte. Cependant, si l'on souhaite que la solution de la première 
contrainte soit également solution de la seconde N Ç 0 U s(N), alors celle interprétation ne 
convient plus, car l'élément nil ne saurait être élément d'un ensemble de la forme 0 U s(N) 
et ce, quelque soit, la valeur de N. Ainsi, seule une interprétation associant à la variable N 
l'ensemble des entiers naturels (formels) {0, s(O), s(s(O)), s(s(s(O))), ... } peut être solution des 
deux premières contraintes. 

Cette double inclusion Sexp Ç Sexp' et Sexp' Ç Sexp peut également s'écrire comme dans la 
troisième contrainte comme Sexp = Sexp'. Une solution pour les trois premières contraintes du 
système doit donc associer à la variable L, l'ensemble de toutes les listes d'entiers naturels. 

Les deux dernières contraintes spécifient le fait que X doit être un sous-ensemble de L, 
et donc un ensemble de listes d'entiers naturels X Ç L, et que ce sous-ensemble ne peut 
être vide X ~ _l_. On peut donc remarquer qu'il n'y a pas en général pour un ensemble de 
contraintes ensemblistes, unicité de la solution, puisqu'ici une solution de l'ensemble de toutes 
les contraintes peut associer à X l'ensemble {nil}, tandis qu'une autre peut lui associer l'ensemble 
{ cons(O, nil), cons( s(O), nil), cons(s( s(O)), nil)}. 

D'un point de vue théorique, l'étude des contraintes ensemblistes et principalement de la 
satisfiabilité des systèmes de contraintes a amené l'introduction de nouveaux outils ou concepts 
comme les automates d'ensembles d'arbres [72], le problème d'accessibilité non-linéaire des sys
tèmes d'équations diophantiennes [67], les espaces rationnels [43], mais également l'utilisation de 
résultats de logique plus anciens [1, 46] comme dans [7, 14, 15]. 

L'analyse ensembliste 

D'un point de vue pratique, les contraintes ensemblistes sont à la base d'une nouvelle tech
nique d'analyse de programmes, appelée analyse ensembliste [37]. Cette technique peut se résu
mer en deux étapes : la première est la proposition d'un mécanisme d'extraction de contraintes 
ensemblistes d'un programme et la preuve de correction de ce mécanisme vis-à-vis de la séman
tique du programme. La seconde étape est la proposition d'un algorithme de résolution pour 
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cette classe sous la forme du calcul d'une solution particulière ou d'un test de satisfiabilité. 

L'idée sur laquelle se base cette approche est la perte de dépendance pouvant exister entre les 
valeurs prises par les variables au cours de l'exécution d'un programme, permettant de calculer 
une sur-approximation de la sémantique d'un programme. 

Dans le cas d'un programme impératif, la sémantique de celui-ci peut s'exprimer comme une 
fonction transformant un environnement, qui décrit les liaisons entre les variables et leur valeur, 
en un autre environnement. 

La perte de dépendance entre les variables se traduit au cours de l'exécution et pour être 
plus précis, à certains points de cette exécution (appelés points de contrôle) par le fait de ne 
plus considérer l'ensemble des environnements possibles à ces points, mais un environnement 
ensembliste associant à chaque variable l'ensemble des valeurs que celle-ci peut prendre. 

Détaillons ceci sur un exemple de programme impératif (donné dans [37]) 

L := cons(a,cons(b,nil)) 
x := c 

1 while (L <> nil) do 
2 X := car(L) 
3 L := cdr(L) 

4 enddo 
5 

Les indices se trouvant à gauche du programme sont des points de contrôle, qui marquent les 
positions où l'analyse est effectuée. 

Au premier point de contrôle du programme, les variables Let X contiennent respectivement 
les valeurs cons( a, cons(b, nil)) et c, ce qui se traduit par les deux contraintes 

c ç x1 
cons( a, cons( b, nil)) Ç L1 

Au second point, la valeur de X est soit celle du point 1, lors de l'exécution de la première 
itération de la boucle, soit du point 4 pour un itération ultérieure. Il en va de même pour la 
variable L, qui ne peut cependant pas être la liste vide, du fait du test de la boucle. 

X1 ux4 ç Xz 

(L1 u L 4 ) n Cnil ç L2 

Au troisième point, la valeur deL est inchangée, tandis que celle de X est celle de la tête de 
la liste L au point 2, ce qui se traduit par, 

Similairement, au point 4, on a 

cons11 (L2 ) Ç X3 

Lz Ç L3 

x3 çx4 
cons21(L3) Ç L4 



4 Introduction 

Et enfin, au point 5, la valeur de X est soit celle de X 1 (dans le cas où aucun exécution de 
la boucle ne s 'est produite), soit celle de X4 . La valeur deL est soit une valeur prise pour L 1 , 

soit pour L4 , mais qui du fait de la condition de la boucle est nécessairement la valeur nil, 

X1 ux4 ç X s 

(L1 u L4) n nil Ç L5 

La plus petite solution de l'ensemble de ces contraintes nous donne une approximation prise 
par les variables en chacun des points de contrôle : 

X1 = {c} 
x2 = {a,b,c} 
x3 = {a,b} 
X4 = {a , b} 
Xs = {a , b, c} 

L1 = {cons( a, cons(b, nil))} 
L2 = {cons( a, cons( b, nil)), cons( b, nil)} 
L3 = {cons( a, cons( b, nil)) , cons( b, nil)} 
L4 = {cons( b, nil) , nil} 
L 5 =nil 

Le résultat produit par cette technique est correct dans le sens , où si une variable X peut 
prendre , à un certain point de l'exécution du programme, une valeur v , alors cette valeur est 
contenue dans l'approximation ensembliste de X . 

Notre approche 

Nous allons , pour donner une idée plus intuitive de notre travail , non pas considérer les 
contraintes ensemblistes, mais des programmes logiques n 'ayant que des symboles de prédicats 
unaires et une forme particulière. 

l\otons tout de suite qu 'un programme P dont tous les symboles de prédicat {p1, p2 ,p3 , .. . } 
sont unaires peut être vu comme définissant des ensembles {E1 , E2 , E 3 , ... } en supposant qu 'un 
terme clos T appartient à Ei si et seulement sipi(T) appartient au plus petit modèle de Herbrand 
du programme P. Il est bien évident que cette restriction à des symboles de prédicats unaires 
n 'est pas une limitation du pouvoir d'expression d 'un programme logique. Nous allons supposer 
de plus que les clauses du programmes sont de l'une des formes suivantes 

p(a) 

p(f(xl , . . . , Xm)) ~Pl (xl) , . .. ,pm(Xm) 

p(x) ~Pl (t1) , . . . ,pz(tt) 

où a est une constante , t 1 , . . . , tz sont des termes quelconques et x, x 1 , . .. , Xm sont des variables , 
telles que les x1, . . . , Xm sont deux-à-deux distinctes. 

De tels programmes sont dits quasi-automates. Ce nom vient du fait que les deux premiers 
types de clause peuvent être vus comme des règles de transition d 'un automate d 'arbres 

a--+p 

f(pl, · .. ,pm) --7 P 

où les symboles de prédicat sont les états de cet automate. Le dernier type de clause justifie le 
terme « quasi». 

Il se trouve que pour tout symbole de prédicat p du programme P, l'ensemble des termes clos 
T tel que p(T) appartient au plus petit modèle (de Herbrand) de Pest un langage régulier, i.e. 
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reconnaissable par un automate d'arbres. Nous allons en fait présenter comment un tel automate 
peut être construit. 

Pour un symbole de prédicat p, on peut considérer la fonction caractéristique de ce prédicat, 
Çp définie comme une application de l'ensemble des termes clos dans {0, 1} par Çp(T) = 1 si 
et seulement si p( T) appartient au plus petit modèle du programme logique. Si on considère 
maintenant non plus un seul symbole de prédicat, mais tous ces symboles sous la forme du n
uplet (pl, ... ,pn), alors l'application Ç(p 1 , ... ,pn) de l'ensemble des termes clos vers {0, l}n, les 
n-uplets de 0 et de 1, définit une fonction caractéristique pour tous les symboles de prédicats en 
supposant que pour tout i, TE Pi(T) si et seulement si la ième composante de Ç(p1 , ... ,pn)(T) est 
égale à 1. Ainsi, le plus petit modèle de Herbrand d'un programme logique quelconque peut être 
décrit à l'aide d'une telle fonction caractéristique. 

En général, il se peut que pour un ensemble quelconque défini par une fonction caractéristique 
Ç, on ait pour deux termes clos T, T

1
, Ç(T) = Ç(T') et que pourtant, pour un symboles, Ç(s(T)) # 

Ç(s(T')), c-à-d que queT et T
1 appartiennent aux mêmes ensembles, sans que cela soit le cas pour 

s(T) et s(T'). 

Cependant, pour les programmes logiques auxquels nous nous intéressons, nous avons la 
propriété suivante :pour tout symbole de fonction f, si pour tout i, on a l'égalité Çh) = Ç(T[) 
alors Ç(f( T1 , ... , Tm)) = Ç(f ( T{, ... , T:n)). Ceci signifie que la valeur de la fonction caractéristique 
pour un terme clos est totalement définie par les valeurs de celle-ci pour les sous-termes immédiats 
de ce terme. 

Ceci nous autorise à écrire par exemple, une égalité de la forme f((1, 0, 1), (0, 0, 1)) = (1, 0, 0) 
traduisant le fait que si T1 appartient à l'ensemble défini par les prédicats Pl et P3 sans appartenir 
à celui défini par P2 et que T2 appartient à celui défini par P3 sans appartenir ni à Pl, ni à P2, 
alors j(T1, T2) appartient à l'ensemble défini par p1 sans appartenir ni à P2, ni à P3· 

En tenant compte de ceci, on peut affirmer que la fonction caractéristique peut être tota
lement décrite en précisant pour chaque symbole de fonction f d'arité m une application de 

m 

{0,1}n x ... x {O,l}n dans {0,1}n. Cette définition correspond en fait à la fois, à un auto
mate d'arbres complet et déterministe dont les états sont les n-uplets de 0 et de 1, c-à-d à une 
algèbre dont le support est lui aussi l'ensemble des n-uplets de 0 et de 1. 

Il est à noter que l'algèbre qui est ainsi définie s'étend dans une interprétation « naturelle» 
correspondant au sens que nous avons donné aux n-uplets de 0 et de 1. Cette interprétation 
associe à chaque symbole Pi l'ensemble des n-uplets de 0 et de 1, ayant un 1 sur leur ième 

composante, autrement dit pour un n-uplet v, Pi(v) est vrai si v a un 1 sur sa ième composante. 

Il faut également remarquer que certains n-uplets de 0 et de 1 ont une interprétation qui est 
vide, dans le sens où pour la fonction caractéristique Ç définie par l'algèbre de n-uplets de 0 et de 
1, il n'existe pas de termes clos T telle que Ç(T) soit égal à l'un de ses états. Ceci peut se résumer 
par le fait qu'aucun terme clos ne correspond à ces n-uplets. 

Le but de l'algorithme est alors la construction d'un automate complet et déterministe dont 
les états sont les n-uplets de 0 et de 1 « non-vides», et donc, d'une algèbre (ayant pour support 
ces mêmes n-uplets) impliquant une unique structure comme nous l'avons précédemment définie, 
devant être modèle du programme logique. 

Cette construction peut se voir comme un algorithme de point fixe transformant un automate 
en un autre automate « simulant» l'opérateur de conséquence logique défini par le programme. 
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Par exemple, pour le programme suivant, 

Pl (a) 

P2(b) 

Pl (J (x)) .ç::: Pl (x) 

P2(Y) .ç::: Pl(y),pl(J(z)),p2(z) 

Introduction 

Le fait qu'il n'y ait que deux symboles de prédicats dans le programme entraîne que les états 
de l'automate sont des couples de 0 et de 1, la première composante correspondant au prédicat 
Pl et la seconde au prédicat P2. 

L'automate initial du calcul correspond à un ensemble vide d'atomes, il associe donc à chaque 
terme clos le couple (0,0), i.e. 

a---+ (0, 0) 

b ---+ (0, 0) 

f((O, 0)) ---+ (0, 0) 

j((O, 1))---+ (0,0) 

!((1,0))---+ (0,0) 

!((1, 1)) ---+ (0, 0) 

Le seul état « non-vide» de l'automate est (0, 0), ce qui fait que la structure qu'il définit 
n'est pas un modèle du programme, puisque en particulier à a est associé (0, 0), qu'on a p 1 (a) et 
que pour cette structure, p 1 ( ( 0, 0)) est faux. 

La première clause stipule que a doit appartenir à l'ensemble défini par p 1 . On peut tenir 
compte de ce fait en modifiant la première règle de l'automate (voir l'automate de gauche ci
dessous), 

a ---+ (1, 0) 

b-+ (0,0) 

!((0,0))---+ (0,0) 

f((O, 1)) ---+ (0, 0) 

!((1, 0)) ---+ (0, 0) 

!((1, 1)) ---+ (0, 0) 

a---+ (1,0) 

b---+(0,1) 

!((0,0))---+ (0,0) 

f((O, 1)) ---+ (0, 0) 

!((1,0))---+ (0,0) 

!((1, 1)) ---+ (0, 0) 

En considérant la deuxième clause, affirmant que b doit appartenir au langage défini par P2, 
on transforme l'automate précédent et on obtient celui de droite ci-dessus. 

On peut noter que ces deux transformations font maintenant que pour le terme a, pl( ( 1, 0)) 
est vrai, et pour le terme b, P2((0, 1)) est vrai. Cependant, pour le terme f(a), sa valeur dans 
l'automate est (0, 0) et Pl ( (0, 0)) est faux. Ainsi la partie « non-vide» de l'automate ne représente 
toujours pas un modèle du programme. 

La troisième clause Pl (J (x)) .ç::: p 1 (x) affirme que si un terme clos T appartient à l'ensemble 



défini par le prédicat Pl, alors il en va de même pour f(T). Ce qui nous donne l'automate, 

a--+ (1,0) 

b--+ (0, 1) 

f((O, 0)) --+ (0, 0) 

!((0,1))--+ (0,0) 

!((1,0))--+ (1,0) 

!((1, 1)) --+ (1, 0) 
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puisque si T appartient à l'ensemble défini par p1 , alors pour la fonction caractéristique Ç défi
nissant le plus petit modèle du programme, Ç(T) a un 1 sur la première composante. 

A cet instant du calcul, l'automate définit l'ensemble d'atomes clos suivant 

{pz(b)} U {pl(fn(a)) 1 nE N} 

La quatrième clause pz(y) ~ p1(y),pl(f(z)),pz(z) énonce le fait que pour tout terme clos T, 

tel queT appartient à l'ensemble défini par p 1 doit appartenir à l'ensemble pz en supposant qu'il 
existe un terme T1 tel que T1 appartienne à l'ensemble pz et que j(T') appartienne à l'ensemble 
p 1 . Pour que cela soit le cas, il est nécessaire que Ç( T 1

) ait un 1 sur sa seconde composante et 
que Ç(f(T')) = f(Ç(T')) est un 1 sur sa première composante. Ceci est possible au regard de 
l'automate pour l'état (1, 1) ; cependant, il faut remarquer que cet état correspond à un n-uplet 
vide, signifiant qu'à ce moment du calcul, aucun terme n'est à la fois dans les ensembles définis 
par Pl et par pz. Ainsi, l'automate ne subit aucune modification. 

Les clauses du programme sont alors ré-inspectées une à une comme nous venons de le faire 
dans le cadre d'itérations successives, jusqu'à ce qu'aucune transformation n'ait été opérée sur 
l'automate, obtenant ainsi un point fixe de l'algorithme. On peut voir en réexaminant les règles 
que cela est le cas sur notre exemple. 

Lorsque ce point fixe est atteint, on obtient alors une description finie (sous la forme d'une 
algèbre finie, i.e. d'un automate d'arbre déterministe et complet) de la fonction caractéristique 
du plus petit modèle du programme logique. De plus, en ne considérant dans cette algèbre que 
les n-uplets de 0 et de 1 non-vides, alors la structure définie par cette algèbre est le plus petit 
modèle du programme logique défini sur cette algèbre. 

Plan de la thèse 

Cette thèse se découpe en cinq chapitres, suivant en grande partie la progression temporelle 
de notre travail : 

Le premier chapitre de cette thèse Outils mathématiques et logiques regroupe les notions 
théoriques souhaitables pour aborder ce document. Il introduit de manière concise la logique ma
thématique, les arbres et les automates, ainsi que la programmation logique, fixant les définitions 
et les notations qui seront utilisées tout au long de cette thèse. 

Le second chapitre Contraintes ensemblistes : un état de l'art présente le sujet principal 
de cette thèse, à savoir les contraintes ensemblistes. Ce second chapitre se scinde en deux sections : 
la première aborde de manière chronologique les différents travaux menés sur le problème de 
satisfiabilité, qui ont conduit du problème originel résolu par Heintze et Jaffar pour une classe 
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de contraintes ensemblistes limitée, appelée contraintes définies [39] à la solution du problème 
générale (laissé comme un problème ouvert dans [39]) proposé par Charatonik et Podelski dans 
[15]. La seconde section détaille quant-à-elle les sous-classes de contraintes ensemblistes, les plus 
proches de nos travaux, à savoir les contraintes définies [39], les contraintes co-définies [18] et 
l'introduction dans la première de ces deux classes d'un opérateur de description intensionnelle 
d'ensembles [28, 40]. 

Le troisième chapitre Contraintes définies : une extension propose une extension des 
contraintes ensemblistes définies, nommée contraintes définies généralisées, ainsi qu'un algorithme 
répondant au problème de satisfiabilité d'un système de telles contraintes, lorsqu'elles sont in
terprétées sur les ensembles d'arbres finis. Cet algorithme nous permet de montrer que notre 
extension n'entraîne pas de surcoût du point de vue de la complexité pour le problème de sa
tisfiabilité, puisque celui-ci est comme par les contraintes définies EXPTJM~complet. Nous 
montrons cependant que notre extension est stricte dans le sens où on peut exhiber un système 
de contraintes définies généralisées tel qu'aucun système défini ne lui est équivalent (i.e., possède 
les mêmes solutions). 

Les contraintes définies généralisées posent les bases d'une généralisation pour la classe des 
contraintes co-définies, par le lien de dualité par complémentation existant entre ces deux classes. 
Basé sur l'algorithme qui a été proposé pour la classe définie généralisée , ce lien permet de définir 
un algorithme pour tester la satisfiabilité d'un système de ces contraintes co-définies généralisées 
(lorsqu'elles sont interprétées sur les ensembles d'arbres finis). 

L'introduction de la classe des contraintes ensemblistes co-définies [17, 18] a été motivée par 
des considérations d'analyse statique de programmes, qui ont fait que le domaine d'interpréta
tion « naturel» de cette classe sont les ensembles d'arbres finis et infinis. L'objet du quatrième 
chapitre, intitulé Contraintes co-définies :une extension est de considérer l'extension propo
sée dans le chapitre précédent, mais en s'intéressant à l'interprétation des contraintes co-définies 
généralisées sur les ensembles d'arbres finis et infinis. Nous proposerons pour cette classe un al
gorithme répondant au problème de satisfiabilité (qui montre qu'un nouvelle fois, cette extension 
ne modifie pas la complexité du problème de satisfiabilité), et étudierons deux restrictions de 
cette extension. 

Enfin, le dernier chapitre Application à l'analyse de programmes logiques aborde un 

des domaines principaux d'application des contraintes ensemblistes en synthétisant divers travaux 
et en donnant quelques pistes pour une amélioration de ceux-ci. 



Chapitre 1 

Outils mathématiques et logiques 

1.1 Généralités 

1.1.1 Ensembles et relations 

Soit E, un ensemble. On note p(E), l'ensemble des sous-ensembles de E. Une relation binaire 
surE est un sous-ensemble de Ex E, i.e. un ensemble de couples (el, e2) avec e1, e2 E E. Par 
extension, une relation n-aire sur E est un sous-ensemble de En, dont les éléments sont des n

uplets (e1 , ... , en) (avec pour tout i, ei E E). Une relation unaire surE n'est qu'un sous-ensemble 
de E. 

Une relation binaire R (définie surE xE) est dite : 

- réflexive si pour tout x de E, xRx. 

- symétrique si pour tout x, y de E, si xRy alors yRx. 

- anti-symétrique si pour tout x, y de E, si xRy et yRx alors x =y. 

- transitive si pour tout x, y, z de E, si xRy et yRz alors xRz. 

Une relation réflexive et transitive surE xE est appelée pré-ordre. Un ordre partiel Ç est une 
relation réflexive, anti-symétrique et transitive sur E x E. On dit alors que E est partiellement 
ordonné par Ç, ce qui est noté (E, Ç). Si de plus, cette relation vérifie V x, y E E, on a soit x Ç y, 
soit y Ç x, cette relation d'ordre est dite totale et que E est totalement ordonné par Ç. 

Soit (E, Ç), un ensemble partiellement ordonné. Un élément x de E est dit minimal (respec
tivement maximal) si pour tout élément y de Etel que y Ç x (resp. x Ç y) alors x= y; x est le 
plus petit (resp. le plus grand) élément de E, si pour tout y de E, x Ç y (resp. pour tout y de E, 
y ç x). 

Soit S, un sous-ensemble de E. Une borne supérieure (resp. borne inférieure) deS (dansE) 
est un élément M (resp. m) de Etel que pour tout éléments deS, on as Ç M (resp. m Ç s). 
L'ensemble S admet une plus petite borne supérieure (resp. une plus grande borne inférieure), 
notée US (resp. nS), si pour toute borne supérieure M (resp. borne inférieure m) deS, US Ç M 
(resp. m Ç nS). 

1.1.2 Treillis et points fixes 

Soit (E, Ç), un ensemble partiellement ordonné. Si toute paire d'éléments de E admet pour 
Ç une plus petite borne supérieure (resp. une plus grande borne inférieure), alors on dit que 
(E, Ç, U) est un semi-treillis supérieur (resp. (E, Ç, n) est un semi-treillis inférieur). (E, Ç, U, n) 

9 
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est un treillis si (E, Ç, U) est un semi-treillis supérieur et (E, Ç, n) est un semi-treillis inférieur. De 
plus, si pour tout sous-ensembleS de E, S admet une plus petite borne supérieure (resp. une plus 
grande borne inférieure), alors on dit que (E, Ç, U, T, ..L) est un semi-treillis supérieur complet 
(resp. (E, Ç, n, T, ..L) est un semi-treillis inférieur complet), où T = UE = n0 et ..L =nE= U0. 
(E, Ç, U, n, T, ..L) est un treillis complet si (E, Ç, U, T, ..L) est un semi-treillis supérieur complet 
et (E, Ç, n, T, ..L) est un semi-treillis inférieur complet. 

Soit (S, Ç) un ensemble partiellement ordonné et <I> une fonction totale de S dans S. On dit 
que <I> est monotone si x Ç y implique <I> (x) Ç <I> (y). 

On dit que x est un pré-point fixe (resp. un post-point fixe) de <I> si x Ç <I>(x) (resp. <I>(x) Ç x). 
Un point fixe de <I> est un élément x de S qui est à la fois post- et pré-point fixe de <I>, i.e. tel 
que <I> (x) = x. On note PF <P, 1 'ensemble des point fixes de <I>. 

On peut alors énoncer le théorème de Tarski : 

Théorème 1 [70] Soit (E, Ç, U, n, T, ..L), un treillis complet et <I>, une fonction totale mono
tone de E dans E, l'ensemble des points fixes de <I> sur ce treillis forme un treillis (PF.p, Ç 
, u, n, pppf.p, pgpf.p ). 

Les éléments extrema de ce treillis pppf.p et pgpf.p sont appelés respectivement plus petit point 
fixe et plus grand point fixe de <I>. De plus, si on définit les fonctions itérées <I> t et <I> .J,. comme 
suit 

{
: ~ ~: ~(~ t (a-,!)) si a est un ordinal successeur 

<I> t a = Ua' <a <I> t a si a est un ordinal limite 

{

<I>.J,.O=T 

<I> ..!. a = <I> ( <I> ..!. (a -
1

1)) si a est un ordinal successeur 

<I> .J,. a = na' <a <I> .J,. a si a est un ordinal limite 

alors il existe deux plus petits ordinaux J..l et v tels que pppf.p = <I> t J..l et pgpf.p = <I> .J,. v. 

Une fonction totale <I> définie sur un treillis (E, Ç, U, n, T, ..L) est dite continue si pour toute 
suite croissante (au sens de Ç) (en)n2:0 d'éléments de E, on a 

<I>( U en) = U <I>( en) 
n2:0 n2:0 

Théorème 2 Si <I> est monotone et continue sur le treillis (E, Ç, U, n, T, ..L), alors pour w, le 
plus petit ordinal limite transfini, 

pppf.p = <I> t w 

La condition de continuité ne suffit cependant pas pour assurer que le plus grand point fixe 
de <I> soit atteint pour <I> .J,. w. 

1. 2 Eléments de logique 

1.2.1 Termes et algèbres 

Signature et termes 

Une signature fonctionnelle (ou simplement, signature) est un couple (:E,p), où :E est une 
ensemble fini de symboles de fonctions et pest une application, nommée arité, de :E dans N, l'en
semble des entiers naturels. Les symboles d'arité 0 sont les constantes et ceux d'arité 1, 2, ... , n 
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sont dits respectivement unaire, binaire, ... , n-aire. La plus grande valeur prise par p sur L:, 
l'arité maximale, est notée amax. On note L:i, l'ensemble des symboles de fonctions de L; d'arité 
. A. . ._., Uamax ._., 
~. lnSl, LJ= i=O LJi· 

Dans la suite de ce document, nous ne distinguerons plus la signature fonctionnelle de l'en
semble L:, en supposant que p désignera toujours l'application arité correspondant à L:. 

Soit X, un ensemble dénombrable de variables, dites du premier ordre. L'ensemble des termes 
construits sur la signature L; et sur les variables de X, noté TERM(L:, X), est défini comme le 
plus petit ensemble vérifiant que : 

- les variables sont des termes, i.e. X Ç TERM(L:, X), 

- les constantes de L; sont des termes, i.e. :Eo Ç TERM(:E, X), 

- Si fest un symbole d'arité met t1, ... , tm sont des termes, i.e. t1, ... , tmE TERM(:E, X), 
alors f(tl, ... , tm)E TERM(:E, X). 

Pour un terme t, Varx(t) désigne l'ensemble des variables apparaissant dans ce terme. Un 
terme ne comportant pas de variable est dit clos. TERM(:E) dénote l'ensemble des termes clos 
sur L:. 

Algèbres 

Une :E-algèbre A est définie par un ensemble DA (appellé support de l'algèbre A) et pour 
chaque symbole de fonction f de :E d'arité m, par une fonction totale fA de (DA)m dans DA. 
En particulier, à chaque constante de :E est associé un élement de DA. On désigne alors cette 
:E-algèbre A par (DA, {fA} fEL.). Par convention, si aucune autre précision n'est apportée, pour 
une L:-algèbre A, DA dénote le support de celle-ci et pour tout symbole de fonction f de :E, la 
fonction associée dans A est fA. 

Une :E-algèbre A'= (DA·, {fA'} fEL.) est une sous-algèbre d'une L:-algèbre A= (DA, {JA}JEL.) 
si DA' Ç DA et pour tout symbole f de :E, d'arité m, fA'(d{, ... ,d~,) = fA(dt, ... ,d;;J pour 

A' A' tout d1 , ... , dm E DA'· 

Soient A et B, deux :E-algèbres. Un :E-morphisme A est une application de DA dans Ds telle 
que pour tout fA et tout d~, ... , d~ de DA, A(JA(d~, ... , d~)) = fB(A(d~), ... , A(d~)). 

Parmi l'ensemble des :E-algèbres, nous en distinguons deux particulières : la :E-algèbre (ou 
Univers) de Herbrand, notée T 2:. et la :E-algèbre termale, notée T L.,X· Ces algèbres T 2:. et T L.,x 

auront comme support respectivement TERM(:E) et TERM(:E, X). Dans ces deux algèbres, la 
fonction associée à un symbole de fonction fest canonique, dans le sens où pour t1, ... , tm appar
tenant à TERM(:E,X) (respectivement à TERM(:E)), fTr;,x(tl,··· ,tm) (resp. fTr;(tl,··· ,tm)) 
est égal à f(t1, ... , tm)· De ce fait, on peut remarquer queT 2:. est une sous-algèbre de T L.,X· 

Une valuation définie sur une algèbre A est une application d'un ensemble de variables de pre
mier ordre Vx (V x Ç X) vers DA, le support de A. Lorsque l'ensemble V x (V x= {x1, ... , Xt}) est 
fini, nous nous autorisons à écrire une valuation sous une forme extensionnelle [xl f-7 d~, ... , X[ f-7 

dt]. 

Soit t, un terme de TERM(:E, X). L'interprétation d'un terme t dans une algèbre A sous une 
valuation v définie pour Varx(t), est notée LtJe et est définie inductivement comme suit : 

- LxJe= v(x) pour xE X, 

- laJe= aA si a est une constante de :E, 

- Lf(t1, ... ,tm)Je= fA(LtiJe, ... , LtmJe). 
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1.2.2 Formules et structures 

Formules 

Une signature du premier ordre est définie comme un couple (Z:, P), où l: est une signature 
fonctionnelle et P est un ensemble fini de symboles de prédicats, muni d 'une application pp de 
P dans N, désignant l 'arité des symboles de prédicats. 

Un atome (ou formule atomique) est un objet syntaxique de la forme p(t1 , ... , tm) , où 
t1 , ... , tm sont des termes et pest un symbole de prédicat d 'arité m, i .e. pEP et pp(p) =m. Si 
les termes t1, .. . , tm sont des termes clos, on dit alors que l'atome p(t1, . .. , tm) est clos. On note 
Â(I: ,P ,X) (resp. Â(E,P)), l 'ensemble des atomes (resp . des atomes clos) définis sur une signature 
du premier ordre (Z:, P) et un ensemble de variables X. 

L'ensemble des formules du premier ordre, construites sur un ensemble de symboles de fonc
tion Z: , un ensemble de symboles de prédicats P et un ensemble de variables de premier ordre X 
est noté IL(E,P,X) et est défini comme le plus petit ensemble vérifiant : 

- les atomes sont des formules , i.e. A(I: ,P ,X) Ç IL(I: ,P,X)· 

- si cp est une formule , alors ''P (négation) est une formule. 

- si cp et cp' sont deux formules , alors cp 1\ cp' (conjonction) , cp V cp' (disjonction), cp =? cp' 
(implication) et cp {::} cp' (équivalence) sont des formules. 

- si cp est une formule et x une variable du premier ordre, alors 3xcp (quantification existen
tielle) et Vxcp (quantification universelle) sont des formules. 

Pour une formule de la forme 3xcp ou Vxcp , la formule cp est appelé portée de la quantification 
de la variable x . Une variable y n 'apparaissant pas dans la quantification d 'une formule ou hors 
de la portée d 'un quantificateur est dite libre. Varx(cp) désigne l'ensemble des variables libres (du 
premier ordre) de la formule cp. Une formule ne comportant pas de variable libre est dite close. 

Structures 

La sémantique d 'une formule de IL(I: ,P ,X) est liée à la notion de structure, étendant la notion 
d 'algèbre en prenant en compte les symboles de prédicats. 

Une (Z: , P)-structure Rest un couple ((A , {pR}pa)) tel que A est une Z:-algèbre et pour chaque 
symbole p de P , pRest une relation sur (DA)PP(P) , où DA est le support de l'algèbre A. 

On appelle valeur de vérité les éléments de {vrai, faux} , ensemble noté lE . L'interprétation 
d 'une formule de IL(E,P,x)dans une (Z:, P)-structure R= ((A, {pR }pEP)) sous une valuation v définie 
de Varx(cp) dans DA est une valeur de vérité (notée L'PJ~) affectée comme suit : L'PJ~= vrai si 
et seulement si 

cp est un atome p(t1, . . . , tm) et (lt1j~, .. . , LtmJe) E pR 1 

- cp est une négation •cp' et L cp' J ~ = faux 

- cp est une conjonction 'Pl 1\ 'P2 et L cpiJ ~ = L 'P2J ~ = vrai. 

- cp est une disjonction 'Pl V 'P2 et l'Pd~= vrai ou l'P2J~= vrai. 

- cp est une implication 'Pl=? 'P2 et l'Pd~= faux ou l'P2J~= vrai. 

1 Par abus, nous noterons parfois LtJ~ au lieu de LtJ~ en considérant la structure R définie sur l 'algèbre A. De 
même, nous parlerons du domaine d 'une structure pour désigner, en fait , le domaine de l'algèbre sur laquelle cette 
structure est définie. 
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- <pest une équivalence 'Pl{::} 'P2 et l'Pd~=l'P2J~- 2 

- <p est une quantification existentielle 3x<p1 et il existe une valuation v' telle pour toute 
variable y différente de x, z/ (y) = v(y) et l <p1 J ~~ = vrai 

- <pest une quantification universelle 'r::/x<p' et pour toute valuation v' telle pour toute variable 
y différente de x, v'(y) = v(y) et l'P'J~,= vrai. 

Pour une formule <p de lL(L:,P,x), nous écrirons (R,v) F <psi l'PJ~ =vrai. On dit qu'une 
(:E, P)-structure R est modèle de <p (notée R F <p) si et seulement si pour toute valuation v, 
(R, v) F <p. On dit qu'une formule <pest satisfiable s'il existe une structure Ret une valuation v 
telles que (R, v) F <p. On dit qu'une formule est valide si pour toute structureR, Rest un modèle 
de <p. Une formule est dite inconsistante si elle n'a pas de modèle. 

On dit qu'une formule du premier ordre <p est conséquence logique d'une formule 'lj; (qu'on 
note 'lj; F <p) si tout modèle R de 'lj; est un modèle de <p. Si 'lj; F <p et <p F 'lj;, alors <p et 'lj; seront 
dites équivalentes et on notera <p = 'lj;. 

Une formule <pest dite conséquence logique d'une formule 'lj; dans une algèbre A si pour toute 
structure R construite au dessus de cette algèbre A, R est un modèle de 'lj; implique que R est un 
modèle de <p. On notera alors 'lj; FA <p. On peut alors dire que deux formules sont équivalentes 
dans une algèbre A (noté <p =A '1/J) si 'lj; FA <pet <p FA 'lj; 

Conventions 

On écrira <p(xl, ... , xm) afin de souligner le fait que les variables x1, ... , Xm sont les va
riables libres de <p. :l<p et 'r::/<p sont appelés respectivement clôture existentielle et clôture univer
selle de la formule <p. Si Varx(<p)= {x1, ... ,xm}, alors ces notations désignent :Jx1 ... 3xm'P et 
Vx1 ... Vxm'P· On notera :l_x (resp. V -x) la formule où toutes les variables libres de <p à l'exception 
de la variable x sont quantifiées existentiellement (res p. universellement). 

Nous dirons qu'une formule du premier ordre <p est positive si elle ne comporte pas pas de 
symboles de négation(....,), ni d'implication(::::}) et ni d'équivalence (B). 

Une formule <pest dite en forme prénexe si elle s'écrit comme Q<p', où <p1 est une formule ne 
comportant pas de quantificateurs et Q est une suite de quantifications :lx, 'r::/x. Pour toute formule 
<p, il existe (au moins) une formule 'Pp en forme prénexe qui lui est équivalente. On peut alors 
distinguer les formules selon la forme de la quantification de leur(s) forme(s) prénexe(s). Pour une 
forme donnée, l'ensemble des formules qui mis en forme prénexe ont cette forme de quantification 
sont appelées fragments. Par exemple, la formule <p = 'r::/x(f(x,x) V ('r::/y'r::/zg(x,z) 1\g(y,z))::::} 
g(x, x) a pour prénexe 'r::/x 3y3z(f(x, x) V (g(x, z) 1\g(y, z)) ::::} g(x, x), on dit alors que <p appartient 
au fragment 'r::/*3* (ou, pour être encore plus précis 'r::/32 ) de la logique du premier ordre. 

Nous utiliserons dans ce document, une autre notation, équivalente à celle présentée précé
demment, en ce qui concerne les interprétations des atomes. Pour une algèbre A et pour un sym
bole de prédicat p d'arité m, un A-atome est un objet de la forme p( d~, ... , d~), où d~, ... , d~ 
sont des éléments du support de A. On peut donc assimiler l'interprétation d'un symbole de 
prédicat p dans une structure R (définie à partir d'une algèbre A) à un ensemble de A-atomes 
labellés par p. Ainsi, pour une algèbre A fixée, nous confondrons une structure (définie sur cette 
algèbre) et un ensemble de A-atomes. 

En particulier, pour l'algèbre de Herbrand et l'algèbre termale, l'ensemble des A-atomes est 
respectivement l'ensemble des atomes et l'ensemble des atomes clos (ou base de Herbrand). 

2Ün peut remarquer que pour toutes formules 'Pl et rp2, rp1 {::} rpz et (rp1 => rp2) 1\ (rp2 => rp1) ont les mêmes 
valeurs de vérité pour toute structure et toute valuation. 
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Formules monadiques 

On peut noter que dans le cas où un symbole de prédicat est unaire (ou monadique) alors l'in
terprétation d'un atome dans une structure définie à l'aide d'une algèbre A est un sous-ensemble 
de DA. Dans le cas où l'ensemble P ne contient que des symboles de prédicats monadiques, 
nous nous autoriserons à écrire un atome sous la forme t E X, où t est un terme et X, une 
variable du second ordre assimilable à un symbole de prédicat monadique. Dans ce cas, une for
mule écrite à l'aide de tels atomes sera dite monadique . Si V est un ensemble de variables de 
second ordre, alors lL(r:,V,X) désignera l'ensemble des formules monadiques écrites à l'aide d'une 
signature (fonctionnelle) :E, de V et d'un ensemble de variable du premier ordre X. 

La logique de premier ordre monadique ne permet pas de quantifier ces variables de second 
ordre. On peut simplement noter que le problème de satisfiabilité d'une formule revient à recher
cher un modèle et donc à les quantifier implicitement existentiellement, tandis que le problème 
de validité revient à tester la validité dans tous les modèles et donc à les quantifier implicite
ment universellement. La quantification explicite de telles variables n'est possible qu'en logique 
(monadique) du second ordre. 

Une formule de la logique monadique du second ordre est une formule définie par la grammaire 
suivante : 

cp ::= t E X 1 cp A cp 1 cp V cp 1 •cp 1 cp ==:> cp l3xcp 1 \lx cp 1 V X cp I3X cp 
où x et X sont respectivement des variables du premier et du second ordre et t est un terme (du 
premier ordre). JLfr:,v,x) désignera l'ensemble des formules monadiques du second ordre construite 
sur une signature :E, un ensemble de variables du premier ordre X et du second ordre V. 

La sémantique de telles formules dans une algèbre A est définie comme pour les formules 
monadiques du premier ordre, en sachant qu'aux variables du second ordre sont associés des 
sous-ensembles de DA et que le symbole E est interprété comme l'appartenance. Ainsi, \/Xcp 
signifie que pour toute assignation d'un sous-ensemble de DA à X, la valeur de vérité de cp doit 
être vrai. 

Contraintes 

Lorsqu'on s'intéresse à des formules du premier ordre interprétées sur une structure fixée, on 
parle alors de contraintes. Soient (:E, P), une signature du premier ordre et X, un ensemble de 
variables du premier ordre. Les définitions suivantes sont extraites de [41]. , 

Définition 1 Un domaine de contraintes est la donnée d'un couple (C, R), où Rest le domaine 
sémantique, c'est-à-dire une (:E, P)-structure, et C est le domaine syntaxique, c'est-à-dire est un 
ensemble de formules construites sur :E, Pet X (C Ç lL(r:,P,x)) appelées contraintes et vérifiant : 

- Â(L:,'P,X) Ç C, les éléments de Â(L:,'P,X) étant appelés contraintes basiques, 

- C est clos par renommage de variables, quantification existentielle et conjonction. 

Les notions introduites concernant la logique et définies précédemment restent valides sur le 
plan des contraintes, en tenant compte du fait que la structure d'interprétation y est fixée. 

Soit cp une contrainte. Une valuation li (définie de Varx(cp) vers le domaine de R 3 telle que 
(R, li) F cp est appelée solution de la contrainte <p. Une contrainte cp est dite satisfiable si elle 
possède une solution. Une contrainte 'ljJ implique une contrainte cp (noté '1/J FR cp) si toute solution 
de '1/J est une solution de cp. Deux contraintes '1/J et cp sont équivalentes si elles possèdent les mêmes 
solutions, i.e. '1/J FR cp et cp FR '1/J. 

3 Pour être plus précis, vers le domaine de l'algèbre sur laquelle est définie la structure R. 
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1.3 Arbres et automates 

1.3.1 Arbres 

Nous rappelons que 2:: est une signature munie d'une fonction d'arité p, que ama..Y est l'arité 
maximale des symboles de fonction de 2:: et que I:i désigne l'ensemble des symboles de fonctions 
d'arité i de 2::. 

Définitions 

Soit N+, l'ensemble des entiers strictement positifs. Soit (N+)*, le monoïde libre engendré sur 
N+ par concaténation· et par le mot videE. Les éléments de (N+)* sont appelés mot de (N+)*. 

Soient u, v deux mots de (N+ )*. On dit que v est un préfixe de u si il existe un mot w de 
(N+)* tel que u =v· w. On note cette relation « est préfixe de» par ::::J. Il est immédiat de voir 
que:::::! est une relation d'ordre (partielle) sur (N+)*. On note <J, la relation de préfixe stricte sur 
(N+)*, i.e. u <J v si u:::::! vetu -=f. v. 

Un sous-ensemble M de (N+)* est dit : 

- clos par préfixe si pour tout élément u de M, si v:::::! u =, alors v E M. 

- clos par aînesse si u · i E D (avec i EN+), alors pour tout j :Si, u · j E D. 

On appelle domaine d'arbre tout sous-ensemble non vide de (N+)* clos par préfixe et par 
aînesse. Un L-arbre T (ou arbre étiqueté sur L) est une application d'un domaine d'arbre (noté 
dom(T)) dans L. Un L-arbreT tel que dom(T) est un ensemble fini sera dit fini. L'ensemble des 
arbres (respectivement des arbres finis) étiquetés par un ensemble Lest noté 'JI'JR.t (respectivement 
1I'lRL). 

Pour un L-arbreT, les éléments de dom(T) sont appelés positions (ou nœuds). La position 
E est appelée racine de l'arbre. Une position d telle que d · 1 tf. dom( T) est une feuille. Pour un 
L-arbre T, le sous-arbre de T à la position d (avec d E dom( T)) est un L-arbre, noté Tld et défini 
par dom(Tid) = {u 1 d · u E dom(T)} et pour tout u E dom(Tid), on a Tld(u) = T(d · u). Pour une 
position d d'un arbre T et pour i EN+ tel que d · i E dom(T), on dit que l'arbre Tld·i est un fils 
du nœud d. 

Soient T,T1
, deux L-arbres. La greffe de l'arbre T1 dans l'arbre T à la position d (dE dom(T)) 

est un L-arbre, noté T[d +- T1
] et défini comme suit : 

dom(T[d +- T1
]) = {d · u 1 u E dom( T')} U {d'l d' E dom(T) et d iJ d'} 

T[d f- T1](d1
) = {T'(u) 

T(d') 

si d' E { d · u 1 u E dom ( T1
)} 

si d' E {d'l d' E dom(T) et d iJ d'} 

La greffe d'un arbre T1 dans T à la position d n'est que le remplacement du sous-arbre Tld 
dans T par l'arbre T

1
• 

Un chemin 1r dans un L-arbre T est un sous-ensemble de dom( T) totalement ordonné par 
:::::! et clos par préfixe. Un chemin sera dit infini si 1r est un ensemble infini, il est dit fini dans 
le cas contraire. Pour un L-arbreT, rrw(T),II(T),II00 (T) désignent respectivement l'ensemble 
des chemins, des chemins finis et des chemins infinis dans T. On note Tl7r, la restriction de 
(l'application) T au chemin 1r. 
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Soit T, un L-arbre. On définit Inf(T) (resp . Inf(TI7r)) l'ensemble des étiquettes rencontrées 
infiniment souvent dans l'arbre T (resp. infiniment souvent le long du chemin 1r de l'arbre 7), 
i.e. : 

Nous appellerons :E-arbre, un arbre T étiqueté sur :E respectant les arités des fonctions de :E , 
i.e. dont le domaine vérifie : pour tout dE dom(T) , p(T(d)) =net n > 0 ssi d ·nE dom(T) et 
d · (n + 1) fi dom(T) 4

. On peut alors remarquer que la définition d 'un :E-arbre implique que si 
d est une feuille, alors cette position est étiquetée par une constante. 

Comme précédemment , 1!'~~ et 'Il'IRL; désignent respectivement l 'ensemble des :E-arbres et 
l'ensemble des :E-arbres infinis. 

Dorénavant, lorsque le mot « arbre» sera utilisé sans plus de précision, il fera référence à 
« 2:-arbre ». 

Algèbres d'arbres 

Considérons les ensembles 'I!'JR~ et 'Il'~L: et associons à chaque symbole de fonction f de 2: , 
une application JTr de ('Il'!R~)P(f) dans 'Il'R~ telle que : JTr ( T1, ... , Tp(J)) = T avec T vérifiant 
dom(T) = {E} U {i ·di 1 di E domh) et 1::::; i::::; p(f)} et Tli =Ti pour 1::::; i::::; p(f). On a alors 

Proposition 1 Tr~ = (1I'lR~, {!Tr} JEL:l et TrL: = (1I'IRL;, {!Tr} JEL:l sont deux 2:-algèbres. 

T ~ est appelée algèbre des arbres et TrL: algèbre des arbres finis . On peut remarquer que TrL: 

est une sous-algèbre T ~. 
Souvent dans la suite de ce document , par abus de notation , j(T1 , •.. , Tm) sera mis pour 

l'arbre JTr(Tl ,·· · ,Tm)· 
De plus , on peut remarquer qu 'il existe deux morphismes surjectifs At et AT respectivement 

de TL: dans TrL: et de TrL: dans TL: vérifiant de surcroît que At o AT est l 'identité. Pour cette 
raison, nous confondrons « terme clos» et « 2:-arbre fini ». 

Pour un arbre fini (ou un terme clos) T, la hauteur de celui-ci est notée !Tl et est définie par : 

si T est réduit à une feuille 

si T est de la forme j(Tl , ... , Tm) 

1.3.2 Automates d'arbres finis 

Dans cette section, les arbres manipulés étant finis , nous emploierons la syntaxe des termes 
clos pour les décrire en nous accordant toutefois le droit d 'utiliser les notions introduites pour 
les arbres. 

Nous ne donnerons ici des automates que les notions et propriétés utiles à notre propos . Le 
lecteur désireux d 'en savoir plus sur les automates d'arbres finis pourra se reporter à [31] et [21] . 

Il existe, concernant les automates d 'arbres finis, deux types d 'automates : les automates 
ascendants et les automates descendants d'arbres finis. Cette distinction tient à la façon dont 
l'automate « calcule» à partir d'un terme clos T : des feuilles vers la racine pour un automate 

4 Cette définition est équivalente à celle de [22]. 
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ascendant et de la racine vers les feuilles pour un automate descendant. Cette distinction est 
principalement importante lorsqu'on aborde la notion de déterminisme (voir page 18). 

Automates ascendants d'arbres finis 

Définition 2 Un automate ascendant d'arbres finis est défini par un quadruplet (2::, Q, F, .6.). :E 
est une signature, Q est un ensemble fini d'états, F (avec F Ç Q) est un ensemble d'états dit 
finals et .6. est une relation sur Uf~ax :Ei x Qi x Q, dont les éléments, appelés règles de transition, 
sont notés : 

f(qi, ... , Qm)--+ q avec q, QI, ... , Qm E Q et f un symbole d'arité m 

Soit TERM(:EU Q), l'ensemble des termes construits à l'aide de la signature :E et de l'ensemble 
Q, où les états sont vus comme des symboles de constantes (i.e. en posant pour tout q de Q, 
p(q) = 0). On remarque que TERM(:E) Ç TERM(:E U Q). 

Une transition élémentaire dans un automate A est une relation sur TERM(:E U Q) x 
TER.l\11(2:: U Q), notée -+A, est définie par T -+A T1 si il existe une position d dans dom(T) 
tel que T[d = l, T1 = T[d +- r], et l--+ rE .6.. 

Soit -+:A, la clôture transitive de -+A· Un arbre T (TE 'll'IR:E) est accepté par l'automate A si 
et seulement si il existe un état final QJ de A ( QJ E F) tel que T --+À. qf. Le langage reconnu par 
un automate A, est noté L(A) et est défini par L(A) = { T 1 TE TERM(I:), qf E F et T -+A. qf }. 
Un ensemble d'arbres (finis) Lest dit reconnaissable ou régulier s'il existe un automate d'arbres 
finis A tel que L = L(A). 

Un état q est dit accessible (dans un automate A) si il existe un arbre T ( T E 1I'IR:E) tel que 
T -+A. q. L'ensemble des états accessibles dans un automate A est noté Reachable(A). 

Nous allons énoncer une suite de propriétés liées aux automates ascendants d'arbres. Ces 
propriétés sont données sans preuve. 

Propriétés Soit A, un automate ascendant d'arbres finis et T, un arbre fini : 

- Le test du vide ( « L(A) = 0? ») est décidable et est linéaire par rapport à la taille de 
l'automate, notée IAI 5 . 

- Le test d'appartenance ( « T E L (A) ? ») est décidable et est : 

- polynômial dans la taille de l'arbre si A est non-déterministe. 

- linéaire dans la taille de l'arbre si A est déterministe. 

- Le problème d'accessibilité d'un état dans un automate est décidable et est linéaire par 
rapport à la taille de l'automate. 

On dit qu'un automate ascendant d'arbres finis est déterministe si .6. ne contient pas deux 
règles de transition ayant le même membre gauche. Un automate est dit complet si pour tout 
symbole f de :E et pour tout qr, ... , Qp(f) E Q, il existe une règle f (QI, ... , Qp(f)) --+ q dans .6.. 

Dans le cas d'un automate ascendant A déterministe et complet, on peut remarquer que 
la restriction de la relation -+A. (définie sur TERM(I: U Q) x TERM(:E U Q)) à l'ensemble 
TERM(:E U Q) x Q définit, du fait du déterminisme, une fonction de TERM(:E U Q) dans Q. De 
plus, de part la complétude de l'automate, cette fonction est totale sur TERM(:E U Q). Dans la 

5 La taille lAI d'un automate d'arbres finis A est classiquement définie dans (21] : lAI = IQI + 
'Ef(q,, ... ,q.,.)--+qEf::l.(p(f) + 2), IQI est le cardinal de Q. Nous verrons cependant que pour les automates que nous 
utiliserons dans les chapitres 3, 4, nous considérerons un majorant de la taille ainsi définie. 
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suite de ce document , pour un automate ascendant déterministe et complet A, on notera cette 
fonction runA. Ainsi un arbre Test reconnu par un tel automate A si runA(T) E F. 

Comme pour les cas des automates de mots, le déterminisme et / ou la complétude ne modifie 
pas le pouvoir d 'expression : si Lest un ensemble régulier d'arbres finis , alors il existe un automate 
ascendant déterministe et complet A tel que L(A) = L . 

Automates descendants d'arbres finis 

La définition des automates descendants d'arbres finis est très simple : elle consiste simple
ment à « inverser» les membres droits et gauches des règles de transition dans la définition d 'un 
automate ascendant. 

Définition 3 Un automate descendant d'arbres finis est défini par un quadruplet (2:, Q, I, 6). 
2: est une signature, Q est un ensemble fini d'états, I (avec I Ç Q) est un ensemble d'états 
dits initiaux et 6 est une relation sur Q x Uf:oax :Ei x Qi , dont les éléments, appellés règles de 
transition, sont notés : 

q--+ f(ql, ... , qm) avec q, q1, ... , qm E Q et f un symbole d 'arité m 

Considérons l'ensemble des termes TERM(:E U :EQ) , construits à l'aide des symboles de fonc
tions de :E et d'un ensemble de symboles de fonctions unaires :EQ , tel que pour tout état q de 
l'automate, il existe un symbole de fonction unaire q dans cet ensemble. 

Une transition élémentaire dans un automate descendant A est définie par une relation de 
TERM(:E U l:Q) dans lui-même (notée -+A) , telle queT -+A T1 s'il existe dune position de T 
telle que TJd est de la forme q(f( TI, ... , Tm)) (avec q E l:Q) et une règle q -+ f(ql, . .. , qm) dans 
l 'automate A telle que T1 = T[d +-- f(qi(TI), ... ,qm(Tm))]. 

Soit -+:A , la cloture transitive de --+A- Un arbre T est reconnu par un automate descendant 
d 'arbres finis s'il existe un état initial qi (qi E I) tel que qi(T) -+:AT. Le langage reconnu par un 
tel automate est noté L(A) et défini par L(A) ={TE 'TI'lR.E 1 qi(T) -+:AT , qi E !} . Les langages 
reconnaissables par un automate descendant d 'arbres finis sont exactement les langages réguliers. 

Un automate descendant est dit déterministe (resp. complet) si pour tout état q et tout 
symbole de fonction f (f E l:m) , il existe au plus (resp. au moins) un m-uplet (q1 , ... , qm) tel 
que q-+ f(ql , ... , qm) soit une règle de transition de A. 

La principale différence entre les automates ascendants et descendants d 'arbres finis tient 
dans le fait suivant : l'ensemble des langages reconnaissables à l'aide d 'un automate descendant 
déterministe n'est qu 'un sous-ensemble strict des langages réguliers. Ainsi , pour le langage L = 

{f(a , b), f(b , a)}, il n'existe pas d'automate descendant déterministe A tel que L(A) = L . 

1.3.3 Automates d'arbres infinis 

La notion d'automates d 'arbres finis est très intuitive. Dans cette section, nous allons in
troduire la notion d'automates d'arbres infinis, qui étend la notion d'automates d'arbres finis. 

Les définitions que nous allons donner ne sont pas exactement celles que l 'on peut trouver 
dans la littérature, notamment dans [71]. Les arbres y étant généralement présentés comme des 
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arbres binaires 6 , i.e. dont le domaine d'arbres est {0, 1} *, étiqueté sur un alphabet A quelconque, 
ceci simplifie d'une certaine façon la présentation des automates s'y rattachant. 

Cependant, il nous semble plus simple de conserver explicitement, pour la notion de :E
arbre, des arbres dont les nœuds peuvent avoir un nombre quelconque de fils (dépendant bien 
évidemment de l'arité des symboles étiquetant ces nœuds). Ces définitions se retrouvent dans 
[54]. 

La définition d'automates d'arbres infinis que nous proposons tout d'abord est des plus gé
nérales, ne fixant pas de condition d'acceptance. Cette définition sera ensuite instanciée pour 
deux conditions particulières, à savoir la condition d'acceptance de Büchi [59] et la condition 
d'acceptance de Rabin [58]. 

Définition 4 Un automate d'arbres infinis A est un quintuplet (:E, Q,J,..6.,!1). :E est une signa
ture, Q est un ensemble fini d'états, I (avec I Ç Q) est un ensemble d'états dit initiaux, n est 
une condition d' acceptance et ..6. est une relation sur Uf~oax :Ei x Qi x Q, dont les éléments appelés 
règles de transition sont notés : 

f(ql, ... , qm) -+ q avec q, q1, ... , qm E Q et f un symbole d'arité m 

Un calcul 7 r pour un arbre T (TE 'JI'IR:.~) dans un automate d'arbres infinis A est une appli
cation de dom(T) dans Q, i.e. par définition un Q-arbre (rE 1I'IR'Q), telle que pour toute position 
d de dom(T), si T(d) = f et l'arité de ce symbole f est m, alors 

f(r(d·1), ... ,r(d·m)) -+r(d) E..6. 

Un calcul r est dit réussi si r vérifie la condition n. 
Le langage reconnu par un automate d'arbres infinis A, noté L(A) est l'ensemble des arbres 

T de 1!'IR:.~ pour lesquels il existe un calcul réussi r dans A tel que r ( E) E I. 
Un état q est dit accessible dans un automate d'arbres infinis A s'il existe un arbre T, un 

calcul réussi r pour T dans A et une position d appartenant à dom(t) tel que r(d) = q. 

Nous allons présenter maintenant deux sous-classes des automates d'arbres infinis en fixant 
pour chacune d'elles la condition d'acceptance n. 
Définition 5 Un automate d'arbres infinis est dit de Büchi si la condition d'acceptance n s'ex
prime à l'aide d'un ensemble d'états finals F et de la condition suivante : 

rest un calcul réussi si pour tout chemin infini 1r der, Inf(rl1r) nF# 0 

Cette condition peut se résumer par : un calcul rest réussi sous la condition d'acceptance de 
Büchi si le long de tout chemin infini der, l'ensemble des états apparaissant infiniment souvent 
traverse F. 

Définition 6 Un automate d'arbres infinis est dit de Rabin si la condition d'acceptance n s'ex
prime à l'aide d'une collection de couples d'ensembles états {(L1, U1), ... , (Ln, Un)} et de la 
condition suivante : 

r est un calcul réussi si pour tout chemin infini 1r de r, il existe un indice i E { 1, ... , n} tel 
que Ini{ri1r) n Li = 0 et Ini{ri1r) nUi 1= 0 

Le test du vide pour un langage reconnu par un automate d'arbres infinis est respectivement 
(par rapport à la taille de l'automate) [71] : 

6 Cette restriction vient du fait que tout arbre peut être transformé en un arbre binaire. 
7 Cette notion de calcul ne contredit en rien celles définies pour les automates ascendant et descendant d'arbres 

finis, qui peuvent être vues comme des mécanismes opérationnels définissant ce calcul. 
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- dans PTIME pour un automate de Büchi, 

- NP-complet pour un automate de Rabin. 

Un automate d'arbres infinis est dit sans condition d 'acceptance sin est une tautologie. C'est
à-dire si on considère un automate de Büchi, F = Q et pour un automate de Rabin, on a par 
exemple, pour tout i, (Li, Ui)= (0, Q) (voir [54]). 

1.4 Programmation logique 

La logique est avant tout un outil de formalisation mathématique, mais elle permet également 
de définir un paradigme de programmation, appelé programmation logique, dont la syntaxe est 
celle d'un fragment de la logique du premier ordre et dont les sémantiques sont nombreuses et, 
fort heureusement, équivalentes. Nous allons tout d'abord considérer les aspects syntaxiques de ce 
paradigme en définissant ce fragment de la logique du premier ordre, puis nous allons considérer 
trois sémantiques différentes de la programmation logique. 

1.4.1 Syntaxe 

Supposons donnée (:E, P) une signature du premier ordre et X, un ensemble dénombrable de 
variables du premier ordre. 

On appelle littéral un atome A (A E Â(I:,P,x)) ou la négation d'un atome •A. Un atome (resp. 
la négation d'un atome) est appelé littéral positif (resp. négatif). Une clause est une disjonction 
de littéraux close universellement, i.e. de la forme V(A1 V ... V Ak V ·B1 ... V ·Bz). La clause ne 
comportant aucun littéral est la clause vide et est notée D. Sa valeur de vérité est faux. 

Une clause est dite de Horn si elle comporte au plus un littéral positif (k ::; 1), c'est-à-dire si 
elle est de l'une des trois formes suivantes : 

VA 
V(A V •B1 ... V ·Bz) 
V(•B1 ... V ·Bz) 

Une clause de Horn de la première forme est appelée clause unitaire ou fait. Une clause de la 
seconde forme est appelée règle. Une clause définie est soit une clause unitaire, soit un fait. Pour 
ce qui est de la dernière forme, une telle clause est appelée clause négative ou but. 

Comme il est de coutume, nous adopterons les conventions de notation suivantes, omettant 
notamment les quantifications : 

A 
A ~Bl, ... ,B1 

~El,··· ,BI 

(Fait) 
(Règle) 
(But) 

Pour une clause définie A~ B 1 , ... , B1 (ou dans le cas d'un fait, A), A sera appelé la tête 
de la clause et B1, ... , Bz le corps de la clause. 

Un programme logique défini est un ensemble fini de clauses définies. D'un point de vue 
sémantique, cet ensemble est interprété comme la conjonction des clauses y apparaissant. 

Exemple 1 : Soit P1 le programme logique 

p(a,a) 
p(b, c) 
q(a) 

p(f(x), y) ~ p(x, x), q(y) 
r(x) ~ q(x) 
r(x) ~ p(f(x), y) 
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Nous avons précédemment parlé de la notion de valuation définie pour un ensemble de va
riables sur un domaine d'algèbre. Lorsque le domaine de définition de cette valuation est fini et 
que l'algèbre considérée est T L:,X ou T :E, plutôt que de valuation, on parle alors respectivement 
de substitution et de substitution close. 

Si a= [x1 H t1, ... ,xm H tm] est une substitution, alors a(t) est le terme égal à ltJ!E·x. 
Plus simplement, chaque occurrence de Xi dans t a été remplacée par le terme a(xi). a(t) est 
appelée instance de tet instance close de t si a(t) un terme clos. 

Cette notion de substitution est étendue aux atomes et aux clauses : soit A un atome 
égal à p(t1, ... , tn), alors a(A) désigne l'atome (ou de manière équivalente, le T L:,x-atome) 
p(a(ti), ... , a(tn)). Soit c une clause de la forme V(A1 V ... V Ak V •B1 ... V •B1) et a, une 
substitution, l'instance de la clause c par a, notée a(c), est égale à V(a(AI) V ... V a(Ak) V 

•a(BI) ... V •a(BL)). Dans le cas où cette formule n'a plus de variable, on dit alors que a(c) 
est une instance close et on notera INSTTE(P), l'ensemble des instances closes des clauses du 
programme P. 

On peut noter que, d'un point de vue logique, on a toujours pour toute clause c et toute 
substitution Œ, cf= a(c). 

Lorsqu'on considère l'algèbre de Herbrand ou l'algèbre termale, l'instance d'un atome ou 
d'une clause reste de par la nature particulière de ces deux algèbres des « objets syntaxiques». 
Il n'en va pas de même lorsqu'on considère des algèbres quelconques. Nous avons déjà mentionné 
le fait que qu'un modèle dans une structure R construit au dessus d'une algèbre A pouvait être 
vu comme un ensemble de A-atomes de la forme p(d~, ... , d~J où pest un symbole de prédicat 
d'arité m. 

Ainsi, si on considère un atome p(t1, ... , tm) de A(L:,P,x), une algèbre A et une valuation VA 
pour l'algèbre A définie sur les variables de p( t1, ... , tm), alors le A-atome p(l td ~A, ••• , l tmJ ~) 
est appelé A-instance de p(t1, ... , tm) (pour la valuation vA)· Ce concept est étendu aux clauses 
en disant que HA ~ B~, ... Bf est une A-instance d'une clause H ~ B1, ... , B1 si pour une 
même valuation VA (définie sur les variables du premier ordre de la clause), HA est une A
instance de H et pour tout i, Bf est une A-instance de Bi. On notera INSTA(P), l'ensemble des 
A-instances des clauses du programme P. 

1.4.2 Sémantiques 

l\ous nous intéresserons dans ce travail principalement à la sémantique de Herbrand d'un 
programme logique, comme dans [45]. Cependant, suivant l'exemple de [23], nous soulignerons 
que les résultats s'appliquent à un cadre plus général. 

Considérer principalement les sémantiques de Herbrand n'est pas vraiment une restriction 
du point de vue de la logique si l'on se réfère au théorème de Herbrand, qui établit que : 

Théorème 3 Soit S un ensemble de clauses ; S admet un modèle si et seulement si il admet un 
modèle de Herbrand, soit de manière équivalente : S est inconsistante si et seulement si S n'a 
pas de modèle de Herbrand. 

Comme nous l'avons déjà mentionné lorsque l'algèbre A est fixée, alors une structure (basée 
sur cette algèbre) peut être vue comme un ensemble de A-atomes. Ainsi pour l'algèbre des 
termes clos (i.e. l'algèbre de Herbrand), une structure sera vue comme un ensemble d'atomes 
clos I (I Ç A(:E,P))· 
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Sémantique des modèles 

Un programme logique étant avant tout une formule logique, il est évident que la logique, 
et plus précisément la notion de modèles, nous offre le premier cadre pour définir la sémantique 
d'un tel programme. 

Un modèle de Herbrand d'un programme logique défini P est un ensemble d'atomes clos 
M tel que M f= P. Soit MP,Tr;, l'ensemble des modèles de Herbrand d'un programme P. Cet 
ensemble est naturellement ordonné par la relation d'inclusion. De plus, l'ensemble des modèles 
de Herbrand est clos par intersection : soit Mp, un ensemble de modèles de Herbrand d'un 
programme logique P. On définit nMp comme l'ensemble des atomes clos vérifiant A E nMp 
si et seulement si pour tout M E Mp, A E M. On a alors le fait que nMp est un modèle de 
Herbrand de P. Ainsi, pour tout programme logique défini P, il existe un plus petit modèle au 
sens de l'inclusion 8 . Ce plus petit modèle est noté DENT r; (P) et est égal à nMP,T r;. Ceci peut 
se résumer par le fait que (MP,Tr;,Ç,n,DENTr;(P)) est un semi-treillis inférieur complet. 

Si on considère le programme P1 donné dans l'exemple 1, son plus petit modèle de Herbrand 
est {p(a, a), p(b, c), p(f(a), a), q(a), r(a)}. 

Ce plus petit modèle est lié à la notion de conséquence logique pour les atomes clos par : 

Théorème 4 [45] Soit A E Â(L.,P), A E DENT r; (P) ssi P f= A, i.e. DENT r; (P) est donc égal à 
l'ensemble des conséquences logiques atomiques closes du programme P. 

Ce résultat s'étend en particulier pour une algèbre quelconque A (en particulier pour l'algèbre 
termale). Un modèle MA d'un programme logique P pour une algèbre fixée A est un ensemble 
de A-atomes, que l'on peut confondre avec une unique structure RMA (définie sur l'algèbre A) 
tel que pour toute clause 9 c du programme P, on aRMA f= c. On en déduit que l'ensemble des 
A-modèles d'un programme logique est un ensemble « clos par intersection» et donc, qu'il existe 
un plus petit A-modèle, noté DENA(P). 

D'autres sémantiques des programmes logiques peuvent être rencontrées dans la littérature. 
Nous allons brièvement en donner trois autres ici, à savoir la sémantique des preuves, la séman
tique des points fixes et la sémantique opérationnelle. 

Sémantique des preuves 

Cette seconde sémantique se base sur la notion de preuves et plus précisément sur la notion 
d'arbres de preuve. 

Un arbre de preuve pt est un arbre fini étiqueté sur l'ensemble des atomes clos (i.e. un élément 
de 'TI'IFtÂI(E,P)) vérifiant : pour toute position d, si H est l'atome étiquetant cette position dans pt 
et d1, ... , dm les fils de d et B1, ... , Bm, les atomes étiquetant ceux-ci, alors H {=: B1, ... , Bm 
est une instance close d'une clause de P 10 . Si la racine de pt est étiquetée par A, on dit alors 
que pt est un arbre de preuve de A. 

Soit PTTr;(P), l'ensemble des arbres de preuve pour un programme Pet RPTTr;(P), l'en
semble des atomes étiquetant la racine des arbres de PTT r; ( P). 

8 0n peut remarquer que la base de Herbrand est toujours modèle d'un programme logique défini et que par 
conséquent c'est le plus grand modèle de Herbrand de tout programme logique défini. 

9 Nous rappelons qu'une clause, étant universellement quantifiée, ne comporte pas de variable libre du premier 
ordre. 

10Ceci implique notamment que les feuilles d'un arbre de preuve sont étiquetées par des instances closes de 
faits. 
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r(a) 

1 
p(f(a, a)) 

/~ 
p(a,a) q(a) 

r(a) 

1 
q(a) 

FIG. 1.1: Exemple d'arbres de preuves pour r(a) et le programme P1 

L'équivalence des sémantiques des modèles et des preuves est donnée par : 

Théorème 5 [23] RPTT"E(P) = DENT"E(P) 

En revenant au programme P 1 de l'exemple 1, la figure 1.1 présente deux arbres de preuve 
différents pour l'atome r(a). 

Ce résultat peut se formuler pour une algèbre quelconque A de la manière suivante : Un 
arbre de preuve pour un programme P et une algèbre A est un arbre fini dont les nœuds sont 
étiquetés par des A-atomes et tel qu'à toute position d, si celle-ci est étiquetée par un A-atome 
HA et si les fils d1 , ... , dm de cette position sont étiquetés par des A-atomes Bf, ... , B!_, alors 
HA-{:::: Bf, ... , B! est une A-instance d'une clause de P. 

L'ensemble des racines d'arbres de preuves pour un programme P et une algèbre A est 
exactement DENA(P), le plus petit A-modèle du programme P. 

Nous donnons maintenant une autre sémantique des programmes logiques en terme de points 
fixes. 

Sémantique des points fixes 

Soit INSTT"E(P), l'ensemble des instances closes des clauses d'un programme logique défini 
P. On peut remarquer que (p(A.(L:;P)), Ç, U, n, 0, A(:t:,P)) est un treillis complet. 

Définition 7 Soit TP,T "E, l'opérateur de conséquence logique immédiate (sur l'univers de Rer
brand) défini de p(A.(L:,P)) vers p(A(I:,P)) comme suit : 

T (I) = {H 1 H-{:::: B1, ... ,Bz E INSTT"E(P) } 
P,T"E Bl, ... ,BI E I 

TP,T"E est un opérateur monotone et continu sur (A.(L:,P)' Ç, U, n, 0, A(L:,P))· Il admet donc 
un plus petit point fixe pppfTP,T"E et par le théorème de Tarski, ce point fixe est égal à TP,T "E t w. 

L'équivalence entre la sémantique des modèles et la sémantique des points fixes a été établie 
et se formule par : 

Théorème 6 [75] pppfrP,T"E = DENT"E(P) 

On rappelle que pppfrP,T"E = TP,T "E t w = Un EN TP,T "E t n. En fait, il existe une propriété 
plus forte des modèles de Herbrand d'un programme logique défini qui s'énonce comme suit 
Soit M, un ensemble d'atomes clos, 
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Théorème 7 M est un modèle de Herbrand de P ssi M est un post-point fixe de TP,Tr;(M), 
i.e. TP,Tr;(M) Ç M. 

Exemple 2 : Pour le programme P1 de l'exemple 1, on a TP,Tr; t 1 = {p(a, a), p(b, c), q(a)}. 
L'unique instance close des clauses du programme dont les atomes du corps appartiennent à 
TP,Tr; t 1 est p(J(a), a) ~ p(a, a), q(a), et donc, 

TP,Tr;(TP,Tr; t 1) = TP,Tr; t 2 = {{p(a,a), p(b,c), q(a), p(f(a),a)} 

De plus, TP,Tr;(TP,Tr; t 2) = TP,Tr; t 2, donc le plus petit modèle de Herbrand du programme est 
{ {p(a, a), p(b, c), q(a), p(J(a), a), r(a)}. 

Comme il a été fait pour les autres sémantiques, ceci peut être étendu pour une algèbre A 
quelconque, en définissant l'opérateur TP,A, défini sur l'ensemble de tous les A-atomes par : 

Cet opérateur monotone et continue vérifie que pppfrP.A = TP,A t w = DENA(P). 

Nous allons terminer cette section en présentant une sémantique opérationnelle des pro
grammes logiques définis, la SLD-résolution. 

Sémantique opérationnelle 

Une des sémantiques opérationnelles de la programmation logique est la SLD-résolution qui 
est basée sur le principe de résolution défini par Robinson dans [60]. 

Avant de décrire cette sémantique, nous allons introduire quelques définitions. 
On appelle substitution de renommage, une application définie d'un sous-ensemble fini de 

X (l'ensemble des variables du premier ordre) vers X telle que cette application soit injective. 
On appelle variante d'une clause c, une instance a(c) de c telle que a soit une substitution de 
renommage. 

Soient A1, A2 deux atomes de AcE,P,X)· On dit que A1 et A2 sont unifiables s'il existe 
une substitution a idempotente 11 telle que a(AI) = a(A2 ). Dans ce cas, on dit que a est un 
unificateur de A1 et A2. On dit que a est l'unificateur le plus général (ou mgu) de A1 et A2 
si et seulement si pour tout unificateur a' de A1 et A2 , il existe une substitution a" telle que 
a= a' o a". 

La SLD-résolution est décrite par une relation 'r--sLD définie sur l'ensemble des buts en fonction 
d'un programme logique défini Pet d'une règle de sélection S 12 par : 

Définition 8 Soient G = ~ A1, ... , Am et G' deux buts. On notera G 'r SLD G' si : 

- la règle de sélection S sélectionne l'atome Ai, 

- 8 est le mgu de Ai et de H, où H ~ B1, ... , Bz est une variante d'une clause c de P ne 
partageant pas de variables avec G, 

- G' =~ O(AI), ... , O(Ai-1), &(BI), ... , O(Bz), O(Ai+l), ... , O(Am)· 

On dit dans ce cas que G' est la résolvante de G et c pare. 

11 Une substitution u est dite idempotente si u o a= u. 
12 Cette règle de sélectionS peut ètre définie comme une fonction de l'ensemble des buts vers les atomes et pour 

but donné ~ A1, ... , Am retourne l'un des A; 
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L'itération de cette relation permet de définir la notion de SLD-dérivation : 

Définition 9 
On appelle SLD-dérivation une séquence finie Go, G1, ... , Gn de résolvantes avec pour mgu 

la séquence el, ... , en (i.e. pour toute i, Gi f-sLD Gi+l avec pour mgu Bi)· 
On dit qu'une SLD-dérivation est une SLD-dérivation succès si Gn = D. 

On dit qu'une SLD-dérivation est une SLD-dérivation échec si Gn =1 D et il n'existe pas de 
G' tel que Gn 1-sLD G'. 

Une SLD-dérivation succès ayant pour un but Go est appelée une réfutation de Go et la 
substitution el o ... o en restreinte aux variables de Go est appelée substitution réponse pour le 
but Go. Ceci vient du fait que si on note O" cette restriction, alors PU O"(G0 ) est inconsistant. 

La OLD-résolution est une instance de la SLD-résolution pour laquelle la règle de sélection 
est« choisir l'atome le plus à gauche», i.e. pour tout but~ A1 , ... ,Am, l'atome choisi est A1 . 

On peut noter que pour une étape de résolution le choix de la clause est indéterminé (cor
respondant à f-SLD), plusieurs (variantes de) clauses pouvant convenir ( c-à-d dont la tête peut 
s'unifier avec l'atome choisi). Pour modéliser ceci, on utilise la notion de SLD-arbre. 

Définition 10 Un SLD-arbre pour un but Go est un arbre fini dont les nœuds sont étiquetés 
par des buts, la racine étant étiquetée par Go. Cet arbre vérifie de plus que pour toute position 
d, si d est étiqueté par un but G et si { c1, ... , c1} est exactement l'ensemble des clauses de P 
pouvant produire une résolvante sur ce but, alors le nœud d possède l fils, chacun d'entre eux 
étant étiqueté par un Gi correspondant à la résolvante de G et (d'une variante) de Ci par la 
substitution ei 13 . 

On peut noter que, par définition, une branche d'un SLD-arbre, est une SLD-dérivation ; 
Ainsi, on appelle branche succès (resp. branche échec) une branche d'un SLD-arbre si elle corres
pond à une SLD-dérivation succès (resp. à une SLD-dérivation échec). 

La correction de cette sémantique opérationnelle vis-à-vis de la sémantique des modèles de 
Herbrand peut être énoncée comme suit : 

Théorème 8 Soit A un atome clos tel que A E DENT"B(P). Pour le programme P, il existe une 
SLD-dérivation succès pour le but -{:=: A, ou de manière équivalente il existe un SLD-arbre de 
racine ~ A ayant une branche succès. 

La notion de succès pour un atome clos amène à définir la notion d'échec. 

Définition 11 On dit qu'un atome clos A est un échec fini pour le programme P s'il existe un 
SLD-arbre de racine -{:=: A tel que toutes les branches de cet arbre sont des branches échecs. 

Cette notion opérationnelle d'échec fini est liée à l'opérateur de conséquence logique immé
diate TP,T2: par le théorème suivant : 

Théorème 9 Un atome clos A est un échec fini pour le programme P si et seulement si A ~ 
TP,T2: .,l.w. 

Nous rappelons que TP,T2:.!. w n'est en général pas un point fixe de l'opérateur TP,T2: comme 
cela est montré dans l'exemple 3 

130n peut remarquer que ceci sous-entend un ordre sur les clauses du programme. Mais on peut de manière 
équivalente supposer que cette arbre est défini modulo une permutation des { c1, ... , c1 }. 
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Exemple 3 Soit P2 le programme logique défini, 

on a 

Tp2 ,T ~ ..!. 0 = Acr. ,P) 

p(f(x)) <= p(x) 

q(a) <= p(x) 

Tp2 ,TE..!. 1 = {q(a) , p(f(a)) ,p(J(f(a))), , p(f(f(f(a)))), ... } 

Tp2 ,TE..!. 2 = {q(a) , p(f(f(a))) , , p(f(f(J(a)))) , ... } 

Tp2 ,TE..!. w = {q(a)} 

ThTE ..!. (w + 1) = pgp[yP2,Tr:. = 0 

On peut remarquer que pour tout atome clos de la forme p(r (a)) (fn désignant la composition 
den fois le symbole f) avec n ~ 0, le but<= p(r(a)) est un échec fini puisque le seul SLD-arbre 
constructible a pour feuille <= p(a) {qui n 'est pas la clause vide); il en va de m ême pour les 
atomes de la forme q(fm (a)) avec m ~ 1, car dans ce cas le SLD-arbre se résume à une racine 
<= q(fm(a)). 

Pour l 'atome q(a) , pour toute toute SLD-dérivation constructible Go,GI ,·· · ,Gn, on peut 
trouver un atome Gn+l {unique à un renom mage de variables près) tel que Gn f- SLD Gn+l et 
Go , G1 , ... , Gn , Gn+l n'est ni une SLD-dérivation succès, ni SLD-dérivation échec. 



Chapitre 2 

Contraintes ensemblistes · un état de 
l'art 

2.1 Définition 

Nous allons tout d'abord présenter la base « sémantique» des contraintes ensemblistes que 
sont les algèbres d'ensembles d'arbres. Nous présenterons ensuite la syntaxe de ces contraintes 
et enfin, leur sémantique. 

2.1.1 Algèbres d'ensembles d'arbres 

Les définitions suivantes sont extraites de [54]. Nous rappelons que :E est une signature 
fonctionnelle, c'est-à-dire un ensemble fini de symboles de fonctions muni d'une fonction d'arité 
p. 

Soient gJ('IT'R~) et gJ('IT'lR~) respectivement l'ensemble des ensembles d'arbres et l'ensemble 
des ensembles d'arbres finis. A chaque constante a de 2::, on associe le singleton {a}. A chaque 
symbole f d'arité m supérieure ou égale à 1, on associe une fonction JPTr'f. totale de (SJ('IT'lR~))m 
dans gJ('IT'lR~) définie par : pour tout E1, ... , Em E SJ(1l'lR~), 

On considérera JPTrr,, la restriction de JPTrY; à l'ensemble SJ('IT'IR~). 

Les 2::-algèbres (gJ('IT'lR~), {fPTr!;} /E~) et (gJ('IT'IR~), {fPTrE} /E~) sont appelées respectivement 
:E-algèbre d'ensembles d'arbres, notée PT~ et :E-algèbre d'ensembles d'arbres finis, notée PTr~. 

2.1.2 Contraintes ensemblistes 

Les contraintes ensemblistes sont apparues (du moins sous ce nom) pour la première fois dans 
[39]. Elles y sont mentionnées en fait plus précisément comme ~~ Herbrand Set Constraints » 15 . 

Une contrainte ensembliste (basique) est une formule atomique (du premier ordre) interprétée à 
l'aide d'une sémantique (en l'occurrence, une structure) fixée. Cette structure est basée sur une 

14 La notation j(T1, ... ,Tm) est un abus et est mise pour JTr'f(T1, ... ,Tm), JTr'f étant la fonction associée au 
symbole f dans l'algèbre des arbres Tr'f. 

15En français « Contraintes Ensemblistes de Herbrand ». 

27 
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Sexp ::=X 1 f(Sexp, ... , Sexp) 1 Sexp u Sexp 1 Sexp n Sexp 1 CSexp 1 fi-l (Sexp) 1 T l.l 

'1/J ::= Sexp Ç Sexp 1 Sexp Çf; Sexp 1 Sexp = Sexp 

FIG. 2.1: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes 

algèbre d'ensembles d'arbres finis (d'où le terme « Herbrand ») étendue pour prendre en compte 
des opérations et des relations ensemblistes. 

Nous rappelons dans cette section, les définitions tant syntaxique que sémantique se trouvant 
dans [39], et reprises dans la plupart des travaux postérieurs. 

Considérons 2::, une signature fonctionnelle et V, un ensemble de variables dites ensemblistes. 
Soient L:B, 2::_1 , L:n trois signatures fonctionnelles avec L:B = {U, n, C}, dont les symboles de 
fonctions sont binaires pour les deux premiers et unaire pour le dernier, et appelés union, inter
section et complémentaire. L:_l est l'ensemble des symboles de fonctions unaires fi-l pour f E L: 
et 1::::; i ::::; p(f), appelés symboles de projections. Finalement, L:n ne contient que deux symboles 
nullaires T et .l. Nous scinderons l'ensemble L:B en deux parties L:B+ = {U, n} et EB- = {C}. 
Considérons également, les symboles de prédicats binaires Ç, Çf; et =, appelés respectivement 
inclusion, non-inclusion et égalité. 

Une expression ensembliste Sexp est un terme construit sur E, EB, En, E_l et V, i.e. un 
élément de TERM(E U EB U En U 2:;_ 1 , V). Par commodité, les symboles U et n seront utilisés en 
écriture infixée; par exemple, au lieu de u(f(X, Y), f(a, Z)), nous écrirons f(X, Y) U f(a, Z). 

Une contrainte ensembliste '1/J est un atome Sexp1 Ç Sexp2, Sexpl Çf; SexP2 ou Sexp1 = SexP2, 
où Sexp1 et Sexp2 sont des expressions ensemblistes. 

Une définition sous forme de syntaxe abstraite des expressions et contraintes ensemblistes est 
donnée figure 2.1. 

La sémantique des expressions ensemblistes est basée sur la E-algèbre d'ensembles des arbres 
finis (construits sur L:) PTr~, étendue en une algèbre, de même support (i.e. r('ll'IR.~)) notée SC, 
fixant une sémantique pour les symboles de fonctions de EB, 2:;_1 et En comme suit : Soient 
E1, E2 E p('ll'IR.~), 

.lsc =0 

Tsc ='ll'IR.~ 

esc E1 ='ll'JE.~ "'- E1 

E1 Use E2 = E1 U E2 

E1 nsc E2 = E1 n E2 

ui-l)SC(El) ={Ti lf(Tl,··· ,Tm) E El} 

Une interprétation ensembliste I est une valuation de V dans p('ll'IR.~)- Afin d'alléger les 
notations, pour une expression ensembliste Sexp, nous écrirons I(Sexp) au lieu de lSexpJÏc en 
supposant que l'interprétation I a été étendue à l'ensemble des expressions ensemblistes selon la 
sémantique définie par SC. 

La structure SCc est la structure basée sur l'algèbre SC et associe aux symboles Ç, Çf; et 
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=, les relations çscç, q;scç et =scç, désignant respectivement l'inclusion, la non-inclusion et 
l'égalité dans p('II'IR~). Lorsqu'il n'y aura aucune ambiguïté possible, nous écrirons simplement 
Ç, Ç?; et = au lieu de çscç, q;scç et =SCç. 

Une contrainte ensembliste 1/J est dite satisfiable s'il existe une interprétation ensembliste I 
telle que (SC~,I) f= 1/J, c'est-à-dire si 1/J est de la forme Sexp1 Ç Sexp2 (resp. Sexp1 g Sexp2, 
Sexp1 = SexP2), alors I(Sexp1) Ç I(SexP2) (resp. I(Sexpl) g I(Sexp2), I(Sexp1) = I(Sexp2)). 
On dira alors que I est une solution de la contrainte '!j;. On notera SOL('!j;), l'ensemble des 
solutions d'une contrainte '!j;. 

On peut définir sur l'ensemble des interprétations ensemblistes (définies sur un même en
semble V de variables) une relation d'ordre très naturelle. Cette relation, notée Ç, est définie pour 
deux interprétations I, I' parI Ç I' si pour toute variable X de V, I(X) est un sous-ensemble 
de I'(X). Sur ce même ensemble, muni de cette ordre Ç, les opérateurs de borne supérieure U 

et borne inférieure n correspondent à l'intersection et à l'union, i.e. pour un ensemble S d'in
terprétations ensemblistes définies pour un ensemble V, nS et US vérifient respectivement pour 
tout X EV, nS(X)= niEsi(X) et US(X)= UzEsi(X). Ainsi, si Intv désigne l'ensemble des 
interprétations ensemblistes (définies sur un ensemble de variables V), I 1. est l'interprétation en
sembliste associant à chaque variable de V, l'ensemble vide et IT est l'interprétation associant à 
chaque variable l'ensemble de tous les arbres, alors (Intv, n, U,IJ..,IT) forme un treillis complet. 

Exemple 4 : Voici deux exemples de contraintes ensemblistes : 

1/J1 =a Ç j(X, Y) 'l/J2 = N Ç 0 u s(N) 

Il est bien évident que la contrainte 'ljJ1 est insatisfiable : le singleton {a} ne peut être inclus 
dans un ensemble dont tous les termes ont f pour symbole de tête. La contrainte 'l/J2 possède 
plusieurs solutions (en fait, une infinité) : ainsi, l'interprétation associant à la variable N, l'en
semble vide (0) est une solution (puisque le vide est inclus dans tous les ensembles). On peut 
également noter que cette solution est nécessairement la plus petite au sens de Ç. Associer à 

N le singleton {0} nous donne une autre solution puisque {0} est bien inclus dans {0, s(O)}. 
Enfin, si I(N) est égal à l'ensemble des termes clos construits uniquement à l'aide de s et 0, 
i.e. {0, s(O), s(s(O)), s(s(s(O))), ... }, alors I est aussi une solution. De plus, cette solution est la 
plus grande au sens de Ç. 

Les contraintes ensemblistes étant définies comme des atomes de la logique du premier ordre, 
on peut alors considérer, comme langage de domaine de contraintes, l'ensembles des formules du 
premier ordre écrites avec ces atomes. 

2.2 Théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes 

Considérons les formules du premier ordre construites à l'aide des contraintes ensemblistes 
basiques, 

Définition 12 La théorie {du premier ordre) des contraintes ensemblistes est syntaxiquement 
définie comme l'ensemble des formules du premier ordre dont les atomes sont les contraintes 
ensemblistes basiques. Cette théorie est notée lLsc. La sémantique de cette théorie est fixée par 
SCc-

Nous allons voir dans cette section que le problème de la validité d'une formule dans la théorie 
du premier ordre des contraintes ensemblistes est indécidable. Prouver ceci est en fait très simple, 
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puisque qu'on peut encoder la théorie monadique du second ordre de l'arbre (fini) dans la théorie 
du premier ordre des contraintes ensemblistes. 

La théorie monadique du second ordre de l'arbre (fini) est syntaxiquement définie par les 
formules de IL~L:,V ,x) et sémantiquement interprétée sur une structure ((TL:, I)), I associant à 

chaque variable libre du second ordre (i.e. appartenant à V) un sous-ensemble de TERM(L.). 
Nous rappelons que la syntaxe des formules de IL~L:,V,X) est la suivante : 

où x et X sont des variables respectivement du premier et du second ordre et t est un terme de 
TERM(L., X). 

L'idée principale de l'encodage de cette théorie dans la théorie du premier ordre des contraintes 
ensemblistes basiques est d'identifier un terme clos t avec le singleton {t} et de remplacer le pré
dicat d'appartenance E par une inclusion Ç. 

Si l'on se donne une formule monadique du second ordre <p, on peut construire récursivement 
sur la structure de cette formule, une formule <psc de ILsc dont les variables ensemblistes sont 
les variables du premier et du second ordre de <p. Cette construction est donnée par : 

t ç x si <p=tEX 
1 1\ 2 

'Psc 'Psc si <p = <pl 1\ <p2 

1 v 2 
'Psc 'Psc SI <p = <pl v <p2 

'PSC = 3X 'P~c si <p = 3X~.p' 
VX 'P~c si <p = VX~.p' 
3x (Singleton(x) 1\ <p~c) si <p = 3x<p1 

Vx (Singleton(x) ::::} <p~c) SI <p = Vx<p' 

Singleton(x) étant une formule qui est vraie pour une valuation ensembliste I ssi I(x) est un 
singleton. Cette formule peut donc s'écrire comme 

Singleton(x) =-.(x Ça 1\ x Ç b) 1\ Vy(-.(y Ça 1\ y Ç b) 1\ y Ç x)::::} y= x) 

Les expression de la forme -.(z Ç a 1\ z Ç b) assurant simplement que la valeur de la variable x 
n'est pas l'ensemble vide. 

Pour une formule monadique du second ordre <p et la formule de la théorie du premier ordre 
de la théorie des contraintes ensemblistes <psc construite à partir de <p selon le mécanisme pré
cédemment décrit, considérons la formule <I> suivante : 

<I> = Â (Singleton(x) ::::} <psc) 

xEVarx('P) 

Il est évident de voir que la formule <p est valide pour l'algèbre TL: si et seulement si <I> 
est valide dans SCç. Or, il est connu que le problème de validité d'une formule dans la théorie 
monadique du second ordre de l'arbre est indécidable [68]. On en déduit donc l'indécidabilité de 
la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes. 

On peut noter que le résultat précédent amenait à écrire une formule dont les contraintes 
ne comportaient aucun opérateur ensembliste. Un résultat d'indécidabilité plus précis pour cette 



2.2. Théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes 31 

théorie a été donné [65] : ce résultat concerne le fragment :3*\f* de la théorie du premier ordre des 
contraintes ensemblistes, où les contraintes ne contiennent que l'opérateur ensembliste d'union 
u. 

Nous allons donner ici une nouvelle preuve qui démontre que cette indécidabilité est toujours 
présente (pour un fragment équivalent) même si l'on ne considère que des contraintes ne com
portant aucun opérateur ensembliste. De telles contraintes sont appelées dans [39] contraintes 
ensemblistes atomiques. 

Cette preuve d'indécidabilité se fait par réduction du problème de correspondance de Post 
(PCP) vers celui de la validité d'une formule dans la théorie des contraintes ensemblistes ato
miques. Nous rappelons que le problème de correspondance de Post s'énonce comme suit : 

PROBLÈME DE CORRESPONDANCE DE POST 

Données: Soient A, un alphabet (fini) et U = {ul,··· ,um}, V= {vi, ... ,vm}, deux 
ensembles de mots (ne contenant pas le mot videE) construits sur A. 
Question :Existe-t-il une suite d'indices [i1 , ... , in] telle que : 

Théorème 10 [57] Le Problème de Correspondance de Post est indécidable. 

Pour une instance de ce problème, nous allons construire une formule 'PPCP de ILsc valide 
sur SCç si et seulement si l'instance correspondante du problème de Post a une solution. 

Comme il est de coutume, à chaque lettre de l'alphabet A, on fait correspondre dans 2:: un 
symbole a d'arité 1 et on suppose présent dans 2:: une constante E servant de « marqueur de fin» 
de mot. Ainsi, le mot abac est codé par le terme a(b(a(c(E)))). Nous confondrons désormais les 
termes clos construits avec les symboles unaires de 2:: (correspondant aux symboles de A) et la 
constante E avec les mots de A*. 

On suppose également que 2:: contient un symbole de fonction binaire post. Tous ces symboles 
définissent complètement 2::. 

Considérons tout d'abord la formule monadique du premier ordre rp universellement quantifiée 
de ILc~:::,x,{I})' i.e. construite sur 2:: et X et ne comportant qu'une variable du second ordre I : 

\i 1\ (post(ui(E),vi(E)) E I 1\ (post(xi,Yi) E I => post(ui(Xi),vi(Yi)) E J)) 
l:Si:Sm 

Les expressions ui(E) et ui(xi) ne sont que des abréviations : par exemple, si Ui est le mot 
abac, alors les deux termes correspondants sont a(b(a(c(E)))) et a(b(a(c(xi)))). 

On peut remarquer que cette formule rp est en fait une conjonction de clauses définies écrites 
sous une forme monadique. Ainsi, cette formule peut être vue comme un programme logique, 
possédant un plus petit modèle de Herbrand DENTE(rp) (voir section 1.4.2.0). 

Proposition 2 Il existe un terme clos T tel que rp f= post( T, T) E I (ou de manière équivalente 
post( T, T) appartient à DENTE ( rp), le plus petit modèle de Herbrand de rp) si et seulement si le 
mot représenté par le terme T est solution de l'instance (PCP) correspondante. 
Preuve: 
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Montrons tout d'abord que le plus petit modèle de Herbrand de cp pour la variable de second 
ordre I est égal à l'ensemble des termes clos de la forme post(Tu,Tv), où Tu, Tv sont construits 
par concaténation respectivement sur U et V à l'aide de la même suite d'indices. 

En définissant Sn comme l'ensemble des termes clos de la forme post( Tu, Tv), où Tu, Tv sont 
construits par concaténation respectivement sur U et V à l'aide de la même suite d'indices de 
longueur égale à n, la précédente phrase peut être reformulée comme : 

U Sn= U T<p,Tz:; t n 
nEN nEN 

Commençons par montrer par induction sur n que Vn > 0, Sn Ç T <p,T E t n : 

- pour n = 1 : si post( Tu, Tv) appartient à S1, alors il existe ui, Vi deux mots de respecti
vement U et V tel que post( Tu, Tv) = post(ui(E), Vi(E)). Du fait de cp, post(ui(E), vi(E)) E 

T<p,Tz:; t 1. 

- pour n > 1 : si post( ru, Tv) appartient à Sn, alors il existe Ui, Vi deux mots de res
pectivement U et V et deux mots T~, T~ tels que post(T~, T~) E Sn-1 et post( Tu, Tv) = 
post(ui(<),vi(T~)). Par hypothèse d'induction, post(T~,T~) E T<p,TE t (n- 1). Or par 
1 'instance de la ii ème règle, post(<, T~) =>- post( Ui ( T~), Vi ( T~)), on a : 

Puisque So = T<p,TE t 0 = 0, 

U Sn= U Sn Ç U T<p,Tz:; t n = U T'P,TE t n 
nEN nEN+ nEN+ nEN 

Montrons maintenant que pour tout n > 0, T<p,TE t n ç u1:Si:Sn Si. Par induction sur n, 

- pour n = 1 : T<p,Tz:; t 1 est l'ensemble des faits du programme cp, qui correspondent exac
tement aux termes clos post( Tu, Tv), où Tu, Tv sont construits par concaténation respective
ment sur U et V à l'aide de la même suite d'indices de longueur 1. Donc, T<p,Tz:; t 1 Ç S1 . 

-pour n > 1: si post(Tu,Tv) appartient à T<p,TE t n, alors il existe une instance de clause 
de cp telle que la tête de celle-ci est de la forme post( Tu, Tv) E I et que les termes clos du 
corps appartiennent à T<p,TE t (n- 1). Selon le type de la clause: 

-Si la clause est un fait, alors du fait du cas de base, post(Tu,Tv) E s1 ç u1:Si:Snsi. 

- Si la clause est une règle post(<, T~) E I =>- post(ui(<), vi( r~)) E I avec post( Tu, Tv) = 
post( Ui ( T~), Vi ( T~)). Par hypothèse de récurrence, le terme clos post( T~, T~) appartient 
à U1:Si:S(n- 1) Si, i.e. que < et T~ sont deux mots COnstruits par COncaténation res
pectivement sur U et V à l'aide de la même suite d'indices de longueur inférieure ou 
égale àn-1. Donc, post(Tu,Tv) E u1<i<nsi. 

On en conclut que : 

On peut déduire de cette double inclusion que si post( T, T) appartient à DENTE (cp), alors T 
peut être construit à la fois sur U et sur V à l'aide de la même suite d'indices et donc par 
définition, est solution de 1 'instance considérée du problème de Post. 

• 
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Considérons maintenant la formule cpsc (dont toutes les variables, à l'exception de I, sont 
universellement quantifiées) de lLsc suivante : 

v_I( 1\ post(ui(E), Vi(E)) ç I (\ 1\ post(Xi, Yi) ç I =? post(ui(Xi), Vi(Yi)) ç I) 
lS:iS:m lS:iS:m 

Soit I, une application de { I} vers p( TERM(L,)). Cette application est par définition une 
interprétation ensembliste pour la variable ensembliste I. Mais nous avons vu qu'une telle appli
cation peut aussi être considérée comme définissant la sémantique de la variable du second ordre 
I dans une structure construite au dessus de l'algèbre de Herbrand. 

On a alors que tout modèle de Herbrand de la formule cp est solution de la formule de la 
théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes atomiques cpsc, c-à-d 

Proposition 3 ((T y:,,I)) 1= cp ssi (SCç,I) 1= cpsc 
Preuve: 

Montrons tout d'abord que ((T y:,,I)) 1= cp implique (SCç,I) 1= cpsc: soit M = I(I), un modèle 
de Herbrand de cp. La formule cp étant vue comme un programme logique, on a DENT 1: (cp) Ç M. 
Montrons que M est une solution de cpsc, selon la forme des clauses de cp, i.e. chacun des 
éléments de la conjonction composant cp, 

-Chacun des faits post(ui(E),vi(E)) appartient à Trp,T1: t 1 = Trp,T1:(0). Or puisque Trp,T1: 
est monotone, on a Trp,TE(0) Ç Trp,T1:(M) et comme M est un modèle de Herbrand de 
cp, Tcp,T1; (0) Ç M. 

- pour les clauses de la forme v xi, Yi post( Xi, Yi) ç I =? post(ui(Xi), Vi(Yi)) ç I :pour 
toute interprétation (ensembliste) I' telle que I'(I) = M, si post(I'(Xi),I'(Yi)) Ç M, 
alors T cp,T 1: étant monotone, on a 

Or M étant un modèle de Herbrand du programme, Trp,T1:(M) Ç M, il est donc suffisant 
de montrer que 

Par définition, post(t~, t;) E post(I'(ui(Xi)),I'(vi(Yi))) si et seulement si t~ et t; sont 
respectivement de la forme Ui ( t2) et Vi ( t2) avec t 1 E I' (Xi) et t2 E I' (Yi) et donc, 
post(t1, t2) E post(I'(Xi),I'(Yi)). Or du fait de l'instance (close) de la clause considérée 
post(t1, t2) Ç I =? post(ui(tl), vi(t2)) Ç I, on a nécessairement que 

Montrons maintenant que (SCç,I) 1= cpsc implique ((T y:,,I)) 1= cp: considérons une solution I 
de la contrainte cpsc associant à la variable ensembliste I un ensemble de termes M. Montrons 
que M est un modèle de Herbrand de cp. Pour cela, il suffit de prouver que Trp,T1:(M) Ç M, i.e. 
pour toute instance close d'une clause de cp de la forme H <= B1, ... , Bm, si B 1, ... , Bm E M, 
alors H E M. Selon la forme des clauses, 

-pour les faits : de part la formule cpsc, (SCç,I) 1= post(ui(E),vi(E)) Ç I et donc, 
post( Ui ( E), Vi ( E)) E M. 
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- pour les règles : soient t1, t2 tels que post(t1, t2) E M. Ceci implique que (SCç,I) f= 
post( tl, t2) Ç I. Or, on a aussi 

et en particulier pour les singletons {tl}, {t2}. On peut en déduire que (SCç,I) f= 
post(ui(tl), vi(t2)) Ç I, et donc post(ui(tl), Vi(t2)) E I(I) =M. 

• 
On peut déduire de cela que parmi les solutions pour la structure SCç de la formule <psc, 

il en existe une plus petite (au sens de l'inclusion), i.e. qui est contenue dans toutes les autres 
solutions. 

Du fait des propositions 2 et 3, l'instance du Problème de Post considérée admet une solution 
si dans toutes les solutions de <psc et donc en particulier dans la plus petite, on peut trouver 
un ensemble non vide S tel que post(S, S) Ç I. En effet, pour un terme T appartenant à S, 
post( T, T) Ç I est alors conséquence logique de <psc pour SCç. 

Soit <ppcp, la formule de lLsc suivante : 

VI <psc =? [:JS --,(S Ç E 1\ S Ç u1 (E)) 1\ post(S, S) Ç J] 

L'expression --,(S Ç E/\S Ç u 1(E)) assure que l'interprétation de la variable ensemblisteS est 
non vide dans toutes les modèles de 'PPCP, puisque seul l'ensemble vide peut à la fois être inclus 
dans les singletons { E} et { u 1 ( E)}. 

Proposition 4 'PPCP est valide sur SCç si et seulement si l'instance correspondante du problème 
de Post a une solution. 
Preuve: 

Immédiat, par les propositions 2 et 3 et la remarque ci-dessus. 

• 
On en déduit donc 

Théorème 11 Le fragment V:J* de la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes 
atomiques est indécidable. 
Preuve: 

Par simple mise en forme prénexe de 'PPCP· 

• 
Notons tout de suite que, lorsque l'on parle de contraintes ne comportant pas de variable 

libre, la structure d'interprétation de ces contraintes étant fixée (ici, à SCç), les notions de 
validité et de satisfiabilité de formules coïncident. Ainsi, en considérant la contraposée de (la 
forme prénexée de) la formule 'PPCP, on en déduit que le fragment :JV* de la théorie du premier 
ordre des contraintes ensemblistes atomiques est indécidable ; ce résultat améliore donc bien celui 
de [65]. 

Ce résultat montre également la différence existant entre les relations d'inclusion et égalitaire 
ensemblistes. En effet, de nombreux travaux ont eu pour but de donner une axiomatisation 
complète de la théorie égalitaire de l'arbre [48, 49] qui permet de décider de la validité d'une 
formule du premier ordre écrite sur une signature fonctionnelle ~ (finie ou infinie) et utilisant 
comme unique symbole de prédicat l'égalité =. Ces formules sont interprétées sur l'algèbre des 
termes clos T r;, étendue dans la structure où = est interprété comme l'identité. Comme il est 
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noté dans [50], cette axiomatisation reste valide si on considère comme structure d'interprétation 
l'algèbre des ensembles non-vides de termes clos, étendue en interprétant une nouvelle fois le 
prédicat = comme l'identité, prouvant la décidabilité de la théorie égalitaire des ensembles non
vides d'arbres. On peut remarquer que notre approche permet également de considérer cette 
structure des ensembles d'arbres non-vides, et donc comme corollaire de notre résultat, on peut 
affirmer que les fragments \1'3* et 3\:f* de la théorie de l'inclusion sur les ensembles non-vides 
d'arbres sont indécidables. 

On peut également noter qu'en utilisant le fait que X Ç Y =sec (X n Y = X) et X Ç 

Y =sec (X U Y= Y), on peut déduire du résultat présenté dans cetfe section que le fragment 
3\:f* de ïa théorie ensembliste égalitaire avec intersection (resp. avec union) est indécidable et ce 
pour une interprétation sur les ensembles de termes clos ou sur les ensembles non-vides de termes 
clos. 

Dans cette section, nous avons montré que le problème de validité d'une formule de la théo
rie du premier ordre des contraintes ensemblistes était indécidable. Cependant, il est toujours 
possible de se poser cette question (de validité ou de satisfiabilité) dans un cadre plus restreint. 

Par exemple, en supposant que la signature fonctionnelle L: ne comporte que des symboles 
d'arité inférieure ou égale à 1, le problème de validité ou de satisfiabilité d'une formule de la 
théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes peut être encoder dans le problème corres
pondant de la théorie monadique du second ordre à k successeurs démontrée décidable par Rabin 
[58]. 

Une autre possibilité de restriction de cette théorie du premier ordre des contraintes en
semblistes est d'imposer des conditions syntaxiques sur les formules manipulées. Dans ce cas 
également, certains fragments peuvent se révéler décidables. 

2.3 Systèmes de contraintes ensemblistes 

Un système de contraintes ensemblistes \[! est un ensemble de contraintes ensemblistes, sé
mantiquement interprété comme la conjonction de ces contraintes. Un système de contraintes 
ensemblistes peut donc être vu comme une formule de lLsc ne comportant que des conjonctions 
(!\) et sans quantification. Ainsi, un système \[! est satisfiable s'il existe une valuation I qui 
soit solution de chacune des contraintes '!jJ appartenant à \[!. On notera SOL(\[!) l'ensemble des 
solutions d'un système de contraintes ensemblistes \[!. 

Comme nous l'avons dit précédemment, les définitions tant syntaxique que sémantique concer
nant les contraintes ensemblistes sont apparues dans [39]. Cependant, cet article restreignait la 
définition d'une contrainte ensembliste en considérant pour symbole de prédicat uniquement 
l'inclusion et en limitant la forme des expressions ensemblistes pouvant apparaître en partie 
droite et gauche d'une inclusion. Cette classe de contraintes ensemblistes a été appelée classe 
des contraintes définies (DSC). Nous reviendrons plus précisément sur le travail présenté dans 
cet article plus avant dans ce chapitre. Citons simplement un résultat important concernant 
cette classe : tout système de contraintes ensemblistes définies satisfiable admet une plus petite 
solution au sens de Ç. 

A la suite de ce travail, de nombreuses équipes ont entrepris de résoudre le problème de 
décidabilité de la satisfiabilité des contraintes ensemblistes pour la classe de contraintes la plus 
large possible, c'est-à-dire avec le moins de restrictions possibles sur les symboles de prédicats 
utilisés et la forme des expressions ensemblistes, ainsi que de caractériser la complexité de ce 
problème pour ces différentes classes. 
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Sexp ::=X 1 j(Sexp, ... , Sexp) 1 Sexp u Sexp 1 Sexp n Sexp 1 CSexp 1 T l..i 

1/Jpsc ::= Sexp Ç Sexp 

avec XE V et fE :E. 

FIG. 2.2: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes positives (PSC) 

2.3.1 Historique 

Notre présentation de ces divers travaux suivra le plus possible l'ordre chronologique, qui 
correspond en fait également à la « taille» des classes considérées. Nous n'exhiberons pas en 
détailles techniques mises en œuvre dans ces différents travaux, mais n'en donnerons simplement 
qu'un aperçu, tout en exposant les principaux résultats. 

Contraintes ensemblistes positives 

En 1992, Aiken et Wimmers ont introduit une nouvelle classe de contraintes appelée classes 
des contraintes positives (PSC) [5]. Cette classe est syntaxiquement définie comme une inclusion 
entre deux expressions ensemblistes construites sans symbole de projection, i.e. des termes de 
TERM(:E U :EB U :En, V). La définition de cette classe sous la forme de syntaxe abstraite est 
donnée à la figure 2.2. 

Bien que cette classe soit disjointe syntaxiquement de la classe de contraintes définies, il 
a été montré qu'en fait à tout système de contraintes ensemblistes définies, on peut associer 
un système de contraintes ensemblistes positives 16 tel que les deux systèmes sont équivalents 
sémantiquement i.e. qu'ils possèdent les mêmes solutions montrant ainsi que l'expressivité (en 
terme d'ensemble des solutions) de la classe (PSC) est aussi grande que celle de la classe des 
contraintes définies (voir [16]). En réalité, la classe (PSC) est strictement plus expressive que 
la classe des contraintes définies puisque contrairement à cette dernière, la satisfiabilité d'un 
système de contraintes (PSC) n'implique pas l'existence d'une plus petite solution. Ainsi, pour 
le système 17 

XUY=aUb 

XnY=..l 

il n'existe que deux solutions I et I', définies par I(X) = I'(Y) ={a} et I(Y) = I'(X) = {b}. 
Ces deux solutions sont incomparables au sens de Ç. En ce sens, on peut alors dire que la classe 
(PSC) est strictement plus expressive que la classe (DSC). 

Le problème abordé dans [5] est celui de la satisfiabilité d'un système de contraintes de la 
classe (PSC). L'algorithme proposé applique une série de transformations syntaxiques sur le 
système, transformant un système en un (ou plusieurs 18 ) autre(s) système(s) sémantiquement 

16En fait, une sous-classe stricte des contraintes positives est suffisante (voir section 2.4.2). 
17L'égalité A= B est mise ici pour les deux inclusions A Ç B et B ÇA. 
18Un système peut étre transformé en un ensemble de systèmes exprimant une forme de disjonction sur des 

hypothèses de vacuité de l'interprétation de certaines variables. 
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équivalent(s). Il résulte de cet algorithme, un ensemble de systèmes tel que chacun d'eux, soit 
contient une contrainte trivialement insatisfiable, soit est dans une forme dite résolue. Un tel 
système en forme résolue est un ensemble d'équations de la forme 

Si chacun de ces systèmes contient une contrainte trivialement insatisfiable, alors le système initial 
était insatisfiable. Dans le cas contraire, pour chacuns des systèmes ne contenant pas de telles 
contraintes insatisfiables, les variables ensemblistes n'apparaissant pas dans les membres gauches 
des équations sont dites libres, dans le sens où leur interprétation n'est pas fixée par le système de 
contraintes. Ainsi, une valuation quelconque de ces variables s'étend en une interprétation unique 
des variables {X1, ... , Xn}, solution du système initial. D'un point de vue de la complexité du 
problème de satisfiabilité de la classe (PSC), Aiken et Wimmers ont démontré que le problème 
de satisfiabilité était dans NEXPTIME et EXPTIME-dur (en encodant le problème d'inclusion 
de deux langages réguliers d'arbres exprimés au moyen d'automates d'arbres). 

Dans le même temps, Gilleron, Tommasi et Tison [32] ont étudié le même problème pour 
cette même classe de contraintes (PSC). L'algorithme de décision proposé dans [32] est basé sur 
la définition d'une nouvelle classe d'automates, les automates d'ensembles d'arbres et de la notion 
de calcul s'y rattachant. Nous allons sommairement décrire cette approche. On peut définir une 
interprétation ensembliste par une valuation représentant la fonction caractéristique, i.e. par une 
valuation associant à chaque arbre fini T et chaque variable ensembliste X une valeur de vérité, 
vrai si pour cette interprétation T est dans X et faux sinon. Considérons maintenant l'ensemble 
des sous-expressions ensemblistes apparaissant dans un système de contraintes ensemblistes : 
pour le système donné en exemple précédemment, {X, Y, X U Y, X n Y, a, b, aU b}. La valuation 
définie précédemment peut être étendue à cet ensemble de sous-expressions de manière cohérente 
avec les opérateurs ensemblistes (par exemple, si pour la valuation cp, cp(X) = cp(Y) =vrai, alors 
on doit avoir cp(XnY) =vrai). L'autre forme de cohérence à vérifier est la cohérence vis-à-vis des 
symboles de fonctions : ceci est réalisé en considérant pour J ( E 1, . . . , Em), une (sous-) expression 
du système, les règles de la forme j(cp, ... , cp) --+cp telle que cp(f(E1, ... , Em))= vrai si et seule
ment si pour tout i, cp(Ei) =vrai. Cela définit donc un automate, dont les états sont les valuations 
booléennes cohérentes avec les opérateurs ensemblistes et dont les règles assurent la cohérence 
pour les symboles de fonctions. Un calcul dans un tel automate est une application de l'ensemble 
des arbres vers les états de l'automate compatible avec les règles de celui-ci; un calcul représente 
donc une fonction caractéristique. On peut alors dire qu'un tel automate reconnaît des n-uplets 
d'ensembles d'arbres. L'interprétation ne doit bien-sûr pas être quelconque puisqu'elle doit satis
faire la contrainte ensembliste. C'est pourquoi est ajouté à l'automate un ensemble d'ensembles 
d'états dits acceptants. Ces ensembles sont des ensembles d'états (de valuations) cp vérifiant pour 
toute contrainte A Ç B du système cp(A) =:;. cp(B). Un calcul pour lequel l'image de l'ensemble 
des arbres finis est un ensemble acceptant, est dit réussi. Les auteurs ont démontré que chaque 
calcul réussi définit une solution du système de contraintes ensemblistes. Ainsi, le problème de 
satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes positives se ramène au problème du vide 
pour un automate d'ensembles d'arbres, qui est montré décidable et NEXPTIME-complet. Ils ont 
également démontré que tout système satisfiable possédait des solutions maximale et minimale 
régulières, c-à-d associant à chaque variable ensembliste un ensemble régulier d'arbres. 

Cette même année, Bachmair, Ganzinger et Waldmann [7] ont donné une caractérisation 
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V x , •P .L (x) 

Vx , PT(x) 

Vx , PEuF(x) <=:;> PE(x) V pp(x) 

V x, PEnF(X) <=:;> PE(x) 1\ pp(x) 

Vx , PCE(x) <=:;> 'PE(x) 

Vx1 , · · · , Xn, Pj(E1 , . • . ,En)(f(xl , · · · ,xn)) <=:;> PE1 (xi) 1\ · · · 1\PEn(xn) 

pour tout g de :E différent de f 

FIG. 2.3: Axiomes sous forme de clauses de Horn codant les opérateurs ensemblistes 

logique au problème de satisfiabilité d 'un système de contraintes ensemblistes positives en dé
montrant que ce problème pouvait se ramener à un problème de satisfiabilité d 'un ensemble de 
clauses. L'idée est d'associer à toute sous-expression ensembliste E apparaissant dans un système 
de contraintes ensemblistes W un prédicat unaire p E , pour lequel p E est vrai si « x est dans E ». 
Ainsi, la contrainte E Ç E' est simplement encodée comme la clause Vx , PE(x) =? PE'(x) . Ils 
définissent également un ensemble d'axiomes (sous la forme d'un ensemble de clauses de Horn) 
codant la nature ensembliste du problème. Par exemple, pour une expression ensembliste EU F 
du système W, Vx , PEuF(x) <=:;> PE(x) V pp(x) code le fait que pour une solution, si un terme est 
dans (l 'interprétation de) EU F , alors il est soit dans E , soit dans F , ou encore pour une ex
pression j(E1 , .. . , Em) de W, Vx1 , ... , xn , 'PJ(E1 , • •. ,Em)(g(xl , . . . , xn)) code le fait qu 'un terme 
dont le symbole de tête est g ne peut être dans un ensemble défini par f(E1 , ... , Em) - La liste 
complète de ces axiomes est donnée à la figure 2.3. 

Exemple 5 : Pour une signature comprenant un symbole f binaire et une constante a, le système 
w ={a Ç Y , j(X, Y) Ç X U Y} sera codé comme suit: 

par les clauses représentant les contraintes, 

par les axiomes, 

Vx , Pa(x) =? py(x) 

Vx , PJ(X ,Y )(x) =? Pxuy(x) 

Pa(a) 

Vx, y, •PaU(x, y)) 

'PJ(X ,Y)(a) 

Vx,y, PJ(X ,Y)(f(x,y)) <=:;> Px(x) 1\py(y) 

Vx, Pxuy(x) <=:;> Px(x) V py(x) 

Utilisant le fait que si un ensemble de clauses possède un modèle, alors il possède un modèle 
de Herbrand, il est alors évident que cet ensemble de clauses auquel on ajoute les axiomes 
précédemment décrits n'est satisfiable que si le système de contraintes ensemblistes correspondant 
admet une solution. 
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Nombre de symboles a complexité du 
d'arité 0 d'arité 1 d'arité 2+ problème de satisfiabilité 

0 0+ 0+ trivial 
1+ 0 0 NP-complet 
1+ 1 0 PSPA CE-complet 
1+ 2+ 0 EXPTJME-complet 
1+ 0+ 1+ NEXPTIME-complet 

an+ est mis pour « n ou plus» 

FIG. 2.4: Complexité du problème de satisfiabilité pour la classe (PSC) selon la signature 

Ils ont alors remarqué que la forme de ces clauses n'était pas quelconque et que chacune 
d'elles était équivalente à la skolémisation d'une formule monadique du premier ordre sans sym
bole de fonction. Par exemple, 'Vx,y, PJ(X,Y)(f(x,y)) {::} px(x) 1\py(y) est la skolémisation de 
'Vx, y 3f, PJ(X,Y)(f) <==? Px(x) 1\ py(y). Utilisant un résultat de Lowenheim [46] et d'Ackermann 
[1], affirmant que le problème de la satisfiabilité de la théorie monadique du premier ordre sans 
symbole de fonction était décidable et NEXPTIME-complet, ils donnèrent une nouvelle preuve 
de la décidabilité du problème de satisfiabilité des contraintes positives à l'aide d'un algorithme 
NEXPTIME. De plus, en démontrant que toute instance du problème de la satisfiabilité des 
clauses d'un fragment précis de la théorie monadique du premier ordre sans symbole de fonc
tion, connu comme NEXPTIME-complet, pouvait être réduit à la satisfiabilité d'un système de 
contraintes ensemblistes positifs, ils en déduisirent que le problème de satisfiabilité d'un système 
de la classe (PSC) était NEXPTJME-complet. Ce travail comprend de plus deux extensions de 
cette classe (PSC), à savoir une autorisation limitée de symboles de projection et de symboles 
dits de diagonalisation. 

Un troisième travail a été mené en parallèle sur cette classe des contraintes (PSC) par Aiken, 
Kozen, Vardi et vVimmers [2]. Il s'appuie sur le travail précédent de deux des auteurs [5] sur 
cette même classe, mais propose une approche voisine de [32]. Le système de contraintes est 
tout d'abord mis dans une forme normale, puis un hypergraphe est construit à partir de celle
ci. Les auteurs montrent que l'existence d'une solution est conditionnée par l'existence d'un 
sous-hypergraphe induit clos. Ce sous-hypergraphe peut en fait être vu comme un calcul dans un 
automate d'ensembles d'arbres. Les auteurs ont de plus fait une étude exhaustive de la complexité 
de la classe (PSC) selon l'arité des symboles de fonctions de la signature. Ces résultats sont 
résumés dans à la figure 2.4. 

Contraintes ensemblistes positives et négatives 

L'extension sur laquelle les efforts se sont alors portés est la classe des contraintes ensemblistes 
positives et négatives (PNSC). Elle étend la classe (PSC) en considérant en plus de la relation 
d'inclusion, la relation de non-inclusion. La classe (PNSC) est donc constituée de contraintes 
d'inclusions et de non-inclusions entre des termes de TERM(L. U L.B U :En, V). La définition de 
cette classe sous la forme de syntaxe abstraite est donnée à la figure 2.5. 

Pour traiter le problème de satisfiabilité de la classe (PNSC), Gilleron, Tommasi et Tison [33] 
ont étendu la définition des ensembles d'états acceptants pour prendre en compte les relations 
de non-inclusions. Par exemple, si on ajoute au système de contraintes positifs '11, considéré à 
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Sexp ::=X 1 j(Sexp, ... , Sexp) 1 Sexp u Sexp 1 Sexp n Sexp 1 CSexp 1 T 1 l_ 

7./JPNSC ::= Sexp Ç Sexp 1 Sexp si Sexp 

avec XE V et fE :E. 

FIG. 2.5: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes positives et négatives (PNSC) 

l'exemple 5, la contrainte X si l_, qui énonce simplement que pour toute solution, l'interprétation 
de X est non vide. Ainsi, il est nécessaire de pouvoir exprimer sur un calcul réussi r qu'un 
état cp, vérifiant cp(X) = vrai et cp(l_) = faux, est rencontré au cours de celui-ci, c-à-d qu'il 
existe un certain arbre T tel que r( T) = cp impliquant que T est élément de l'interprétation de 
X pour la solution correspondant à ce calcul. Les auteurs ont démontré qu'ajouter de telles 
conditions d'acceptance ne modifiait pas la complexité du problème de l'existence d'un calcul 
réussi et que, comme pour la classe (PSC), les calculs réussis de l'automate peuvent être mis 
en correspondance avec les solutions du système. La satisfiabilité d'un système de la classe 
(PNSC) est réduite au problème du vide dans un tel automate, donnant une borne supérieure 
NEXPTIME. La question de l'expressivité a été également abordée : les auteurs ont prouvé en 
utilisant des arguments topologiques sur les ensembles de solutions que la classe des contraintes 
(PNSC) était strictement plus expressive que la classe (PSC) [72]. Cela signifie simplement qu'on 
peut exhiber un système de contraintes ensemblistes positives et négatives tel qu'aucun système 
de la classe (PSC) n'admette le même ensemble de solutions. Les auteurs ont également montré 
que pour cette classe l'existence d'une solution impliquait l'existence d'une solution régulière, 
i.e. pour laquelle à chaque variable ensembliste était associé un ensemble régulier d'arbres. 

Dans des travaux menés en parallèle par Aiken, Kozen et Wimmers [3, 4], il a été proposé 
une autre preuve de la stricte inclusion au sens de l'expressivité de la classe (PSC) dans (PNSC), 
ainsi qu'un algorithme pour le problème de satisfiabilité de cette dernière classe. Cet algorithme 
est basé sur l'approche des hypergraphes (proposée dans [2]) : le problème de satisfiabilité d'un 
système de contraintes ensemblistes a été montré équivalent au test d'une propriété particulière 
dans l'hypergraphe construit à partir du système de contraintes. Les auteurs démontrent alors 
que ce problème de test peut lui aussi se réduire dans un autre problème, appelé problème d'ac
cessibilité non-linéaire, défini pour un système (calculé à partir de l'hypergraphe) d'inéquations 
diophantiennes. Stefansson a, par ailleurs, établi que le problème d'accessibilité non-linéaire était 
un problème NP-complet [67] et donc, que l'algorithme proposé dans [3] était dans NEXPTIME. 

Dans la continuité des idées développées par Bachmair, Ganzinger et Waldmann, Charatonik 
et Pacholski [14] ont proposé une extension permettant le test de satisfiabilité d'un système de 
la classe (PNSC). En utilisant un codage similaire à [7], un système de contraintes ensemblistes 
est codé sous la forme d'une formule monadique du premier ordre sans symbole de fonction, en 
tenant compte du fait qu'une contrainte de la formeE si E' peut être vue comme une formule 
:lx, PE(x) 1\ 'PE'(x). Ce test de satisfiabilité se base sur le fait que toute formule monadique 
satisfiable de ce type admet un modèle fini dont la taille du support est inférieure ou égale à 2N, où 
N est le nombre de prédicats monadiques de la formule. A partir d'un choix non-déterministe d'un 
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tel modèle fini (s'il n'en existe pas, la contrainte est tout simplement insatisfiable), l'algorithme 
essaye de reconstruire un modèle de Herbrand de la formule. Si, pour aucun des choix possibles de 
modèles finis, un modèle de Herbrand est reconstructible, alors la contrainte est insatisfiable. Les 
auteurs ont démontré que la reconstruction était possible en un temps EXPTIME ce qui, couplé 
au choix du modèle fini, donnait une complexité NEXPTIME (et donc, NEXPTIME-complète) 
au problème. Tout comme dans [7], Charatonik et Pacholski ont proposé une extension (de même 
complexité pour le problème de satisfiabilité) de cette classe (PNSC) étendue par des opérateurs 
de diagonalisation et une utilisation limitée des opérateurs de projections. 

Signalons également que Gilleron, Tommasi et Tison ont donné dans [34] des résultats de 
décidabilité (autre que celui de la satisfiabilité) concernant les classes (PSC) et (PNSC); par 
exemple, la décidabilité de l'équivalence de deux systèmes de la classe (PNSC) ou la décidabilité 
de l'existence d'une solution finie (i.e. associant un ensemble fini à chaque variable ensembliste) 
pour un système de la classe (PSC). 

Contraintes ensemblistes positives et négatives avec projection 

Finalement, le problème général de satisfiabilité des contraintes ensemblistes, posé dans [39], 
a été résolu par Charatonik et Pacholski dans [15]. Cette classe est la plus générale, puisqu'elle 
est définie syntaxiquement comme des contraintes d'inclusions et de non-inclusions entre deux 
expressions ensemblistes contenant à la fois des variables ensemblistes, des symboles de fonctions, 
les connecteurs booléens usuels (union, intersection et complémentation) et des symboles de pro
jections (voir figure 2.1). La méthode proposée dans cet article revient à celle de [14], puisqu'une 
nouvelle fois la théorie monadique du premier ordre (sans symbole de fonction) y est utilisée, en 
ajoutant un axiome pour les expressions de projections, de type fi-l (E) 

La technique est alors similaire à [14], passant par la tentative de reconstruction d'un modèle 
de Herbrand à partir d'un modèle fini de l'ensemble des formules monadiques sans symbole de 
fonction représentant le système de contraintes. 

Par ailleurs, Seynhaeve [63] a démontré en utilisant des résultats topologiques sur l'espace des 
solutions des contraintes de la classe (PNSC) [72] que l'ajout des projections à la classe (PNSC), 
augmente strictement l'expressivité de cette dernière. 

Dans la section suivante, nous allons brièvement parler d'autres travaux concernant les 
contraintes ensemblistes inscrits dans la lignée de ceux présentés dans cette section. Ces tra
vaux concernent principalement, la prise en compte d'un nouvel opérateur ensembliste, appelé 
opérateur de diagonalisation, les aspects logiques et topologiques des (ensembles des solutions 
des) contraintes ensemblistes, ainsi que d'interprétations non-standards (i.e. « non-Herbrand ») 
des contraintes ensemblistes. 

2.3.2 Diagonalisation et autres travaux 

Nous allons tout d'abord faire mention d'un autre opérateur ensembliste, l'opérateur de dia
gonalisation. Cet opérateur n'est pas présent dans le travail originel de Heintze et Jaffar [39], 
mais se retrouve dans certains travaux que nous avons précédemment cités. 
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Un opérateur de diagonalisation permet de définir des termes avec une relation (limitée) 
d'égalité ou de diségalité entre les sous-termes de ceux-ci 19 . 

Un opérateur de diagonalisation (voir [7]) .6.' est défini pour un symbole de fonction f de :E 
(supposé d'arité supérieure ou égale à 1) et par une formule ci>. Cette formule sans quantification 
s'écrit à l'aide de disjonctions et conjonctions d'atomes de la forme Xi= Xj et Xi#- Xj, où Xi,Xj 

sont des variables du premier ordre avec 1 :::; i, j :::; p(f) : 

La sémantique d'un tel opérateur est définie pour un ensemble de termes clos E par : 

où T~ est la structure définie sur l'algèbre des termes avec pour seul prédicat=, interprété comme 
l'identité sur cette algèbre. Dans le formalisme de la logique monadique de [7], sa définition est 
donnée par les deux formules suivantes : 

Pt::,.~(E)(f(xl, · · · ,xm))? PE(f(xl, ... ,xm)) 1\ ci> 

•p t::.~(E) (g(xl, ... , xz)) pour f #- g 

Cette définition sous la forme d'une formule monadique avec égalité implique que, comme cela 
est noté dans [14], l'utilisation de tels opérateurs ne peut se faire que de manière limitée. En effet, 
la définition telle que donnée précédemment des formules ci> peut entraîner le fait que la première 
des deux formules ne se trouve plus être une clause, seule garantie dans l'approche prise par 
Bachmair, Ganzinger et Waldmann que l'existence d'un modèle implique l'existence d'un modèle 
de Herbrand. Ces derniers ont proposé dans [8] une procédure de complétion pour la classe des 
clauses monadiques avec égalité donnant une procédure de décision pour cette extension (limitée) 
de la classe (PSC) avec des opérateurs de diagonalisation. 

Toujours pour cette même classe des contraintes (PSC), Seynhaeve [64] a étendu les automates 
d'ensembles d'arbres en autorisant le test d'egalité entre termes-frères (comme cela avait été fait 
pour les automates d'arbres dans [10]). L'application immédiate de ce travail est l'ajout à la classe 
(PSC) des opérateurs de diagonalisation ~~ positifs», i.e. ne comportant pas d'atomes négatifs 
Xi -:f. Xj. 

Nous rappelons que Charatonik et Pacholski ont prouvé qu'étendre la classe (PNSC) avec 
ces opérateurs de diagonalisation ne changeait pas la complexité du problème de satisfiabilité 
(NEXPTIM.&complétude) [14]; ils affirment en outre que les techniques présentés dans l'article 
[15] combinées avec celles développées dans [14], permettent d'étendre le résultat de décidabilité 
de la classe la plus générale en présence d'opérateurs de diagonalisation. 

Dans [42], Kozen propose une axiomatisation équationelle définie sur une signature ~ et les 
opérateurs ensemblistes de ~B et :En, qui se révèle être complète pour ce qu'il définit comme les 
algèbres d'ensembles de termes. Parmi ces algèbres, il identifie les algèbres d'ensembles de termes 
à interprétation ensembliste, dans lesquels les connecteurs de :EB et ~n ont leurs interprétations 
ensemblistes usuelles et on y retrouve également l'interprétation des expressions ensemblistes 
(donnée page 28), appelée interprétation standard. Une étude des modèles de cette axiomatisation 
lui permet de proposer une unification des différentes approches proposées dans [32], [7] et [2]. 

Ces travaux ont également servi de base pour une étude topologique très précise de l'ensemble 
des solutions des contraintes ensemblistes de la classe (PNSC) [43] : Kozen y introduit les espaces 
rationnels et y étudie certaines de leurs propriétés. Ils montrent que les ensembles de solutions 

19Des tels opérateurs peuvent se rapprocher de la sémantique ensembliste proposée dans [73, 74). 
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d'une contrainte, de calculs dans un automate d'ensembles d'arbres forment de tels espaces. Ceci 
lui permet de démontrer, comme des corollaires de son étude, différents résultats : les résultats 
topologiques de l'ensembles des solutions de [72], ou dans ce même travail, les propriétés de clôture 
des automates d'ensembles d'arbres, mais également les propriétés des hypergraphes utilisées dans 
[2] et [4]. Il a également démontré que d'un point de vue topologique, l'ensemble des solutions 
d'une contrainte ensembliste était complètement déterminé par ces solutions régulières. 

Dans la continuité des deux travaux précédents, notamment basé sur l'axiomatisation de 
[42], Cheng et Kozen propose dans [20] un calcul des séquents (dans l'esprit de celui proposé 
par Gentzen pour la logique du premier ordre), qui se révèle être un système de déduction 
réfutationnellement complet sur l'interprétation ensembliste standard, mais incomplet de manière 
générale (certaines conséquences logiques du système, valides dans l'interprétation ensembliste 
standard, ne sont pas déductibles). Il est cependant complet si l'on considère l'ensemble des 
algèbres d'ensembles de termes à interprétation ensembliste. 

Citons de plus quelques travaux qui sortent du cadre de « Herbrand » des contraintes ensem
blistes. En effet, l'algèbre des ensembles d'arbres finis est définie à partir de l'algèbre des arbres 
finis (ou de manière équivalente, de l'algèbre des termes clos), qui est souvent appelée algèbre 
libre. Charatonik a proposé une procédure de décision pour la classe (PNSC), lorsque l'algèbre 
des ensembles d'arbres est définie à partir de l'algèbre des termes clos quotientée par une rela
tion de congruence. Cette relation est finiment décrite par une théorie équationnelle E, c-à-dun 
ensemble d'équations s = t, où s, t E TERM(L-, X). Le problème revient à considérer, non plus 
des ensembles de termes clos, mais des ensembles de E-classes de congruence. Considérer un tel 
problème change bien sur la nature de la satisfiabilité d'un système de contraintes. 

Exemple 6 : Soient L, = {a, f} avec a une constante et f un symbole d 'arité 1. Considérons 
la théorie équationelle E = {!(x) =x} et la contrainte SC= {a Ç f(X)}. Il est bien évident 
qu'interprétée dans SCç, cette contrainte est insatisfiable. Cependant si on considère le problème 
modulo la théorie équationnelle E, le système SC, admet alors une (en fait, une infinité de) 
solution(s); en effet, toute interprétation ensembliste associant à X un ensemble non-vide est 
solution, puisque tous les termes clos sont E-congrus. 

Charatonik a démontré dans [12] que le problème de satisfiabilité de la classe (PSC) modulo 
une théorie équationnelle E quelconque était indécidable. Il a démontré ce résultat en particulier 
lorsque E code l'associativité d'un symbole (E = {!(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z)} ). L'idée de 
cette preuve est très simple, puisque considérer un tel symbole de fonction binaire et associatif 
permet très simplement l'encodage de langages algébriques de mots; le problème du vide de 
l'intersection de deux de ces langages, connu pour être indécidable, peut être réduit à un problème 
de satisfiabilité d'un système de contraintes de la classe (PSC) modulo associativité. Il aborde 
également le cas où E exprime le fait que f est l'opérateur d'un monoïde commutatif d'élément 
neutre e (E = {f(x,e) =x, f(x,f(y,z)) = f(f(x,y),z), f(x,y) = f(y,x)}); dans ce cas, c'est 
le problème indécidable de l'accessibilité d'un état dans une machine à deux compteurs qui est 
réduit vers un problème de satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes modulo ces 
axiomes. 

Cependant, Charatonik a également démontré deux résultats de décidabilité. Le problème de 
satisfiabilité de la classe (PSC) modulo une théorie équationnelle « shallow » linéaire 20 et non-

20Une équation s = t est dite « shallow » linéaire si s et t le sont. Un terme t est dit « shallow» si ses variables 
apparaissent à des positions « fils» de la racine. Il est dit linéaire si chaque variable n'apparaît qu'à une seule 
position dans t. 
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erasing 21 était NEXPTIME-complet ; il a aussi démontré que, pour les contraintes de la classe 
(PNSC), le problème de satisfiabilité était décidable dans le cas où E est un ensemble d'équa
tions « shallow » et linéaires. L'algorithme proposé pour ce dernier problème combine l'approche 
logique de [14] par le choix non-déterministe d'un modèle fini et l'approche des automates d'en
sembles d'arbres proposée dans [32] ayant pour états les éléments du modèle fini et avec, de plus, 
une condition de réussite du calcul « quotientée» par la théorie équationnelle E, la complexité 
de ce problème restant ouverte. 

Finalement, Givan, Kozen, McAllester and Witty ont étudié dans [35]les contraintes ensem
blistes dite de Tarski ( « Tarskian Set Constraints »). Par opposition aux contraintes ensemblistes 
de Herbrand, le domaine d'interprétation de ces contraintes est une algèbre d'ensembles définie 
à partir d'une algèbre arbitraire. Ceci change profondément la nature du problème, puisque par 
exemple le système de contraintes 

aÇX 

X Ça 

x Çb 

est un système de Herbrand insatisfiable, mais est un système de Tarski satisfiable. En effet, 
en considérant l'algèbre d'ensembles construite à partir de l'algèbre minimale ayant pour do
maine {e}, l'interprétation de a et b dans cette algèbre d'ensembles est le singleton {e} et donc, 
l'interprétation ensembliste associant { e} à X est (l'unique) solution du système. 

Concernant les opérateurs ensemblistes, les auteurs considèrent ceux définis dans [39] à l'ex
ception des symboles de projection, mais considèrent en plus des symboles de relation et un 
opérateur de récursion J..L. Pour une algèbre d'ensembles M de domaine Md et un symbole de 
relation R, l'expression R(Sexp1 , ... , Sexpm) est interprétée comme un sous-ensemble de (Md)m 
et l'expression J..LX · Sexp, où X est une variable ensembliste est interprétée comme la plus pe
tit solution (ou de manière équivalente, comme l'intersection de toutes les solutions) sur M de 
l'égalité ensembliste X = Sexp pour une interprétation ensembliste fixée des variables de Sexp 
différentes de X 22 . 

2.3.3 En bref ... 

Nous avons présenté dans cette section comment à partir de la définition des contraintes 
ensemblistes proposée par Heintze et Jaffar dans [39] et l'introduction de la classe (restreinte) 
des contraintes définies, les travaux de différents auteurs ont considéré successivement des classes 
de plus en plus grandes, aboutissant à la résolution du problème de satisfiabilité de la classe la 
plus générale. Nous avons brièvement cité d'autres travaux concernant des extensions de cette 
classe, soit par ajout d'opérateurs, soit par considération de sémantiques plus riches. 

Ces travaux ont eu pour but d'étendre le plus possible l'expressivité des contraintes ensem
blistes. Une autre démarche très naturelle, surtout dans l'optique d'une utilisation pratique de 
ces contraintes, est la démarche inverse, i.e. l'appauvrissement de la syntaxe en terme d'opéra
teurs 23 (éventuellement de manière différente entre les membres droit et gauche des inclusions 

21 Une équation est dite non-erasing si les ensembles des variables apparaissant dans set t sont égaux. 
22 Pour que cette plus petite solution soit effectivement définie, une condition entre les occurrences de la variable 

X et les opérateurs de complémentation est nécessaire. 
23Nous avons déjà cité un autre type d'appauvrissement, celui des restrictions sur l'arité des symboles de 

fonctions de la signature L: (voir le tableau à la figure 2.4). 
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ou des non-inclusions) dans l'espoir d'un gain de complexité pour le problème de satisfiabilité ou 
d'implication. C'est dans cette vision que s'inscrit notre travail. 

Nous allons dans la section suivante revenir plus précisément sur la classe des contraintes 
définies, et introduire la classe des contraintes co-définies. Nous allons également présenter des 
travaux, s'inscrivant plus dans le cadre de la programmation logique, mais qui peuvent être vus 
comme une extension de la classe des contraintes définies. L'ensemble de ces travaux ont été à 
l'initiative des nôtres. 

2.4 Contraintes définies et co-définies 

Comme nous l'avons mentionné précédemment, de nombreux travaux ont eu pour but la 
définition de classes de contraintes de complexité plus faible pour une application de celles-ci, 
principalement à l'analyse de programme. Ces définitions passent par une utilisation limitée 
des opérateurs ensemblistes et éventuellement avec une différenciation des opérateurs pouvant 
apparaître en partie droite ou gauche des symboles d'inclusion et de non-inclusion. En ce sens 
la classe des contraintes ensemblistes définies introduites par Heintze et Jaffar correspond bien à 
une restriction au sens où nous l'entendons. C'est la classe que nous allons détailler maintenant, 
car elle est l'une des plus proches de nos travaux. 

On peut noter qu'il est connu que pour les contraintes ensemblistes définies comme des 
inclusions entre deux expressions ensemblistes atomiques, i.e. ne comportant pas d'opérateur 
ensembliste, le problème de satisfiabilité de tels systèmes a une complexité (en temps) de O(n3 ), 

où n est la taille du système de contraintes. Ce résultat est notamment suggéré par [38, 39]. Un 
algorithme de cette complexité est proposé dans la version complète de [50], comme extension 
d'un algorithme également en O(n3 ), mais testant la satisfiabilité de systèmes de contraintes 
atomiques interprétés sur les ensembles non-vides d'arbres 24 . 

2.4.1 Contraintes ensemblistes définies 

La classe des contraintes ensemblistes définies (DSC) a été la première classe de contraintes 
pour laquelle le problème de satisfiabilité a été prouvé décidable [39]. Elle possède la particularité 
que tout système de contraintes définies satisfiable possède une plus petite solution au sens de 
Ç, justifiant son nom de « définie». 

Une contrainte de cette classe est définie syntaxiquement comme une inclusion de la forme 
SexpA Ç Sexps avec SexpA, une expression ensembliste ne comportant pas de symboles de 
complémentation, i.e. un terme de TERM(L. U 'L.s+ U 'L.n U L._ 1 , V) et Sexps est une expression 
ensembliste atomique, i.e. un terme de TERM(I:, V). La définition d'une contrainte définie est 
donnée sous forme de syntaxe abstraite à la figure 2.6. 

Exemple 7 Soit W le système de contraintes ensemblistes définies suivant : 

aÇX 
aUf(X,Y)ÇY 
f(Y, f11 (Y)) n Y Ç W 

W Ç j(a,U) 
UÇa 

24 Les auteurs de cet article appellent de telles contraintes, les contraintes INES, pour « Inclusions over Non
Empty Sets of trees ». 
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SexpA ::=x 1 f(SexpA, ... 'SexpA) 1 SexpA u SexpA 1 SexpA n SexpA 1 fi- 1 (SexpA) 1 T IJ. 

SexpB ::=X 1 f(SexpB, ... , SexpB) 

'1/JDsc ::= SexpA Ç SexpB 

FIG. 2.6: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes définies (DSC) 

Nous allons détailler l'algorithme proposé par Heintze et Jaffar pour résoudre le problème de 
satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes définies. 

La présentation de cet algorithme est faite essentiellement à l'aide d'un ensemble de transfor
mations sur une notion étendue de grammaires d'arbres. Cependant, de par la similitude de ces 
grammaires avec les contraintes ensemblistes, nous utiliserons plutôt ces dernières pour décrire 
cet algorithme 25 . L'algorithme produit dans le cas où le système de contraintes est satisfiable, un 
système en forme explicite, i.e. où toutes les contraintes sont de la forme Sexp Ç X, où Sexp est 
une expression ensembliste atomique. Un tel système en forme explicite peut être vu comme une 
grammaire d'arbres dont les règles de production correspondantes sont de la forme X ::::?- Sexp, 
cette grammaire reconnaissant la plus petite solution du système de contraintes. 

L'algorithme prend en entrée un système de contraintes ensemblistes définies et peut alors se 
résumer en quatre étapes :la première est une phase dite d'aplatissement consistant à transformer 
le système selon la règle 

SC U {Sexp Ç f(Sexpl, ... , Sexpm)} 

appliquée récursivement sur les contraintes. 
Le système w' à l'issue de cette étape ne comprend plus que deux types de contraintes de 

la forme X Ç a ou Sexp Ç X, où a est une constante, X une variable ensembliste et Sexp, une 
expression ensembliste de TERM(L, U ~ B+ U ~nU 'L,_l, V). Il est à noter que cette transformation 
ne préserve pas l'ensemble des solutions du système de contraintes. Néanmoins, on a w FSCç w'. 
Exemple 7 : (Suite 1) Pour le système w donné à l'exemple 7, le système aplati correspondant 
w' est 

aÇX 

aUf(X,Y) Ç Y 

f(Y, f1 1(Y)) n Y Ç W 

f11(W) Ça 

!i 1(W) Ç U 
UÇa 

La seconde phase prend en entrée l'ensemble des contraintes de w' de la forme Sexp Ç X, où 
X est une variable ensembliste, et produit un système de contraintes sémantiquement équivalent 
à ce système dont les contraintes sont de la forme Sexp' Ç X, où Sexp' ne contient plus de 
symboles d'union et les symboles de projection et d'intersection n'apparaissent qu'à la racine 

25 Cette approche a d'ailleurs été prise dans [37]. 
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de Sexp'. Cette transformation utilise le fait que (X ;2 AU B) =sec (X ;2 A) A (X ;2 B) et 
qu'une (sous-)expression ensembliste peut être remplacée par une nouvelle variable pour laquelle 
la contrainte correspondante est ajoutée. 

Exemple 7 : (Suite II) Pour le système 'l'' calculé par la première phase, on obtient par ces 
transformations, le système \li in suivant : 

aÇX 

aÇY 

f(Y,Z) nY Ç W 

f2 1 (W) Ç U 
j(X, Y) Ç Y 
/1 1 (Y) Ç Z 

La troisième phase est le cœur de l'algorithme : elle consiste principalement à appliquer trois 
règles d'inférence jusqu'à obtention d'une saturation de l'ensemble des contraintes Win : 

- La première de ces règles est très simple et correspond à une règle d'instanciation; elle 
ajoute à l'ensemble des contraintes une contrainte Sexp' Ç X s'il existe dans le système 
deux contraintes Sexp Ç X et f(Sexp 11 .•• , Sexpm) Ç Y telles que Y apparaît dans Sexp 
et Sexp' est issue du remplacement de Y dans Sexp par j(Sexp1, ... , Sexpm). Cet ajout 
ne se fait que si la variable remplacée Y n'apparaît pas sous un symbole de fonction de 2:. 
Cette condition est bien-sûr essentielle pour la terminaison. 

- La seconde vise à éliminer les symboles de projections : si dans le système, il se trouve une 
contrainte Sexp Ç X, telle que l'expression Sexp possède une sous-expression de la forme 
ji-1(f(Sexp1, ... , Sexpm)), alors est ajoutée au système la contrainte Sexp' Ç X, où Sexp' 
est l'expression Sexp dans laquelle fi- 1(f(Sexp1, ... , Sexpm)) a été remplacée par Sexpi· 
Cet ajout de règle est cependant conditionné par un test de non-vacuité de l'expression 
f(Sexp1, ... , Sexpm)- Ce test en cas de réponse positive assure que dans toutes les solutions 
du système, l'interprétation de cette expression est différente de l'ensemble vide. Ce test 
de non-vacuité est très simple et peut se faire de manière incrémentale en affirmant qu'une 
expression atomique sans variable est non-vide, et que si S1, ... , Sm sont non vides, alors 
pour tout f de 2:, f(S1, ... , Sm) est non vide. De plus, si Sexp Ç X est une contrainte du 
système, alors Sexp est non vide implique que X est non vide. 

- La troisième règle a pour but d'éliminer les symboles d'intersection : si le système contient 
une contrainte Sexp Ç X et que l'expression Sexp contient une sous-expression de la 
forme j(Sexp1, ... , Sexpm)nj(Sexp~, ... , Sexp~), alors on ajoute au système la contrainte 
Sexp' Ç X, où Sexp' est égale à l'expression Sexp dans laquelle l'expression j(Z1, ... , Zm) 
(où Z1, ... , Zm sont de nouvelles variables n'apparaissant pas dans le système initial) a 
remplacé la sous-expression j(Sexp1, ... , Sexpm) n f(Sexp~, ... , Sexp~). On y ajoute de 
plus les contraintes Sexpi n Sexp~ Ç Zï, pour tout i compris entre 1 et m. 

Il est à noter qu'afin d'avoir un contrôle sur la terminaison lors de l'application de cette 
règle, le nom des nouvelles variables ajoutées au système n'est pas quelconque. En fait, 
pour la règle précédemment décrite, la variable Zi sera en fait la variable Z{sexp;,Sexp:}' qui 
intuitivement a pour « valeur» Sexpi n Sexp~. Ce mécanisme de nommage permet d'identi
fier Z{s s'} n Z{s' s"} à la variable Z{s s' s"}· On peut aisément vérifier que les expressions 
indexa~t 'les vari,~bles ne sont en fait"q~~ des (sous-)expressions ensemblistes atomiques 
apparaissant explicitement dans le système initial de cette phase de saturation. Il est noté 
en remarque dans [37] que ce mécanisme est en fait très proche de la « subset construc
tion», utilisée pour transformer un automate ascendant d'arbres finis non-déterministe en 
un automate déterministe 26 . 

26 Cette notion se retrouve également dans l'algorithme de satisfiabilité des contraintes avec intersection [16] 
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On peut noter que ces trois transformations préservent et ce, tout au long, du calcul, la forme 
des expressions Sexp' pour lesquelles les positions des intersections et des symboles de projections 
ne sont jamais imbriquées dans les expressions ensemblistes. 

Exemple 7 : (Suite III) Pour le système Win de l'exemple précédent, la première étape (phase 
d 'instanciation) produit le système suivant : 

a ÇX 
aÇY 
j(Y,Z) nY Ç W 

j(Y,Z) na ç W 

f(Y, Z) n j(X, Y) Ç W 

f2 1 (W) Ç U 
j(X,Y) Ç Y 
f1 1 (Y) Ç Z 

f11(a) Ç Z 

f11(f(X, Y)) Ç Z 

La seconde étape d'élimination des symboles de projection, compte tenu de la non-vacuité de 
f(X, Y) (puisque du fait de a Ç X et a Ç Y, X et Y ont des interprétations non-vide dans toute 
solution du système), produit le système suivant : 

aÇX 
aÇY 
j(Y,Z) n Y Ç W 
j(Y,Z)naÇW 
j(Y, Z) n j(X, Y) ç W 
XÇZ 

f2 1(W) Ç U 
f(X,Y) Ç Y 
f1 1(Y) Ç Z 
f1 1 (a) Ç Z 
f1 1Cf(X, Y)) Ç Z 

La troisième étape éliminant les intersections donne le système suivant : 

aÇX 
aÇY 
f(Y,Z)nYÇW 
f(Y,Z) na ç W 
f(Y, Z) n f(X, Y) Ç W 
XÇZ 

XnYÇ Z{x,Y} 

f2 1 (W) Ç U 
f(X,Y) Ç Y 
f1 1 (Y) Ç Z 
f 1-

1(a) Ç Z 
f1 1(f(X, Y)) Ç Z 

f(Z{X,Y}, Z{Y,ZJ) Ç W 

Yn z ç z{Y,z} 

On itère maintenant cette étape de saturation, en réappliquant la phase d 'instanciation : 

a ÇX f2 1(W) Ç U aÇZ 

aÇY f(X, Y) Ç Y f2-
1(f(Z{X,Y}' Z{Y,z})) Ç U 

j(Y,Z) nY Ç W f1 1(Y) Ç Z ana Ç Z{x,Y} 

f(Y,Z) na ç W f1 1 (a) Ç Z an j(X, Y) Ç Z{x,Y} 

f(Y, Z) n f(X, Y) Ç W f11 Cf(X, Y)) ç Z ana Ç Z{Y,Z} 

XÇZ f(Z{X,Y}' Z{Y,z}) Ç W j(X, Y) na Ç Z{Y,Z} 

X nY Ç Z{x,Y} Y n z ç z{Y,z} 

(voir la section suivante), mais également dans la forme des états des automates utilisés dans le chapitre 3, qui 
peuvent être vus comme fonctions caractéristiques de ces ensembles. 
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La phase d'élimination des symboles de projection ne modifie alors pas le système car le test 
de non-vacuité de J(Z{x,Y}, z{Y,z}) échoue. On applique alors la troisième phase délimination 
des intersections : 

a ç;x 
aÇY 

j(Y,Z) nY Ç W 
f(Y,Z) na ç W 
f(Y, Z) n f(X, Y) Ç W 
xç;z 
X nY Ç Z{x,Y} 

a Ç z{X,Y} 

f2 1 (W) Ç U 
f(X, Y) Ç Y 

f1 1 (Y) Ç Z 
f1 1 (a) Ç Z 
f1 1 (f(X,Y)) Ç Z 

f(Z{X,Y}' Z{Y,Z}) Ç W 
Y n z ç z{Y,z} 

a Ç z{Y,Z} 

aÇZ 

f2 1
{f(Z{X,Y}' Z{Y,z})) Ç U 

an a Ç Z{X,Y} 
an f(X, Y) Ç Z{x,Y} 

an a Ç Z{Y,Z} 
f(X, Y) na Ç Z{Y,Z} 

La phase d 'instanciation ne modifie alors pas le système de contraintes. En revanche, la 
phase d'élimination des symboles de projection opère une modification : le test de non-vacuité de 

J(Z{X,Y}, z{Y,Z}) réussit (du fait des contraintes a ç Z{x,Y} et a ç z{Y,z}J 

a Ç X f2 1 (W) Ç U a Ç Z 
a Ç Y f(X, Y) Ç Y f2 1

(f(Z{x,Y}, Z{Y,z})) Ç U 
J(Y,Z) n Y ç W f1 1 (Y) ç z an a Ç Z{x,Y} 
f(Y, Z) na Ç W f1 1 (a) Ç Z an f(X, Y) Ç Z{x,Y} 
f(Y,Z) nj(X,Y) Ç W f1 1 (f(X,Y)) Ç Z ana Ç Z{Y,Z} 
X ç z J(Z{x,Y}' z{Y,z}) ç W J(X, Y) na ç Z{Y,z} 

x n Y ç Z{x,Y} Y n z ç z{Y,z} z{Y,z} ç u 
a Ç Z{X,Y} a Ç Z{Y,Z} 

Une ultime itération (par application de la règle d 'instanciation) donne pour résultat de cette 
phase le système : 

a ç;x 
aÇY 
f(Y,Z)nYÇW 
f(Y,Z)naÇW 
f(Y, Z) n f(X, Y) Ç W 
xç;z 
X nY Ç Z{x,Y} 

a Ç Z{X,Y} 

f2 1 (W) Ç U 
f(X, Y) Ç Y 
f1 1 (Y) Ç Z 
f1 1(a) Ç Z 
f1 1(f(X, Y)) Ç Z 

f(Z{X,Y}' Z{Y,z}) Ç W 
Y n z ç z{Y,z} 

a Ç Z{Y,Z} 

aÇZ 

f2 1
(f(Z{X,Y}' Z{Y,z})) Ç U 

an a Ç Z{X,Y} 
an f(X, Y) Ç Z{x,Y} 

an a Ç Z{Y,Z} 
f(X, Y) na ç z{Y,Z} 

Z{Y,Z} Ç U 
a Ç U 

La dernière phase consiste à ne conserver du système saturé de l'étape précédente, que les 
contraintes de la forme X 2 sexp, où sexp est une expression ensembliste atomique. Il est évident 
que ce système peut être vu comme une grammaire d'arbres. Il est alors possible de vérifier si 
cette grammaire est ou non solution du système initial SC. Si c'est le cas, alors c'est la plus petite 
solution de SC; dans le cas contraire, SC est insatisfiable. 

Exemple 7 : (Suite IV) Pour le système saturé précédent, on obtient le système suivant qui, 
vu comme une grammaire. De plus, on peut vérifier que cette grammaire est bien solution du 
système original W de l'exemple 7 

aÇX 
f(X, Y) Ç Y 

a Ç Z{Y,Z} 

aÇZ 

f(Z{X,Y}> Z{Y,z}) Ç W 
aÇU 

aÇY 

a ç Z{x,Y} 
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Sexp ::=X 1 f(Sexp, .. . , Sexp) 1 SexpA n SexpA 

'tf; sei ::= Sexp Ç Sexp 1 Sexp Ç?; Sexp 

avec X E V et f E L:. 

FIG. 2.7: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes avec intersection (SCI) 

On peut résumer cet algorithme, ou pour être plus précis la partie centrale de celui-ci, par une 
saturation visant à ajouter au système des conséquences de celui-ci sous la forme de contraintes 
atomiques Sexp Ç X. Cette saturation est « complète» dans le sens où une fois terminée, seules 
les contraintes atomiques sont utiles pour le test de satisfiabilité et la représentation de la plus 
petite solution si solution, il y a. 

Dans ce même article, il est de plus démontré que l'ensemble des solutions d'un système 
de contraintes ensemblistes définies \]! est clos par intersection (ou borne inférieure, n) , i.e. 
(SOL(w), n, min(w)) est un semi-treillis inférieur complet, où min(w) est la plus petite solu
tion du système SC. Cependant dans ce travail , il n 'est pas fait mention de la complexité de 
l'algorithme proposé , ni de celle du problème. Ce problème de complexité a été résolu ultérieu
rement par Charatonik et Podelski en introduisant une nouvelle classe de contraintes , la classe 
des contraintes ensemblistes avec intersection. 

2.4.2 Contraintes ensemblistes avec intersection 

Nous allons maintenant considérer une autre classe de contraintes ensemblistes, à savoir les 
contraintes ensemblistes avec intersection. Même si a priori syntaxiquement incomparables avec 
les contraintes définies , elles ont pourtant un étroit rapport avec ces dernières . 

La classe des contraintes avec intersection a été introduite par Charatonik et Podelski dans 
[16]. La syntaxe de cette classe est définie par des inclusions et des non-inclusions entre des 
expressions ensemblistes comportant des symboles de fonctions d 'une signature L: et comme 
unique opérateur ensembliste, l'intersection. Une contrainte avec intersection définie comme une 
inclusion est dite positive. La définition d 'une contrainte ensembliste avec intersection est donnée 
sous forme de syntaxe abstraite à la figure 2. 7. 

Charatonik et Podelski démontrent dans cet article, l 'équivalence entre la classe des contraintes 
ensemblistes avec intersection positives et la classe des contraintes définies . Pour cela, ils dé
montrent qu'à tout système de contraintes avec intersection positif, on peut associer un système 
de contraintes définies. Il suffit pour cela d 'éliminer les symboles d'intersection en membre droit 
des inclusions. Ceci est fait simplement en remarquant que Sexp Ç C[Sexp1 n Sex.P2] =sec 
Sexp Ç C[Sexp1] !\ Sexp Ç C[Sexp2] 27 . Inversement, à tout système de contraintes défi
nies, on peut associer un système de contraintes avec intersection positif; tout d'abord, il est 
évident que l'ensemble vide et celui de tous les termes clos peuvent être définis à l'aide de 

27 La notation C[.] désigne un contexte, c'est-à-dire une expression avec une position particuliére marquée par 
. ; C[Sexp] désigne l'expression construite à partir du contexte C[.], dans laquelle le . a été remplacé par l'expression 
Sexp. 
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(systèmes de) contraintes avec intersection. Ainsi, avec X.L Ç a 1\ X.L Ç b (avec a =1 b) et 
/\/EL. f (X T, ... , X T) Ç X T, les variables ensemblistes X.L et X T ont pour toute solution du 
système, leur interprétation respective égale à celle de j_ et T. Il suffit alors d'éliminer les sym
boles d'unions et de projections en partie gauche des symboles d'inclusions. Ceci est réalisé 
en remarquant que C[Sexp1 U Sexp2] Ç Sexp =sec C[Sexp1] Ç Sexp 1\ C[SexP2] Ç Sexp et 

fi- 1(Sexpl) ç Sexp2 =sec Sexpl n f(XT,XT, ... ~XT) ç f(XT, ... ,Sexp2, ... ,XT), tel que 
Sexp2 est le ième argument de f dans l'expression ensembliste précédente. 

Exemple 8 : Ainsi pour le système de contraintes définies de l'exemple 7 {dans lequel l'expres
sion f! 1 (Y) a été extraire au moyen de la nouvelle variable Z), 

aÇX 
aUj(X,Y) Ç Y 
f(Y,Z)nYÇW 

W Ç f(a,U) 
UÇa 

f1 1(Y) Ç Z 

on obtient un système de contraintes avec intersection en remplaçant : 

- la contrainte f11 (Y) Ç Z par les contraintes (en présupposant que la signature ne comprend 
que deux symboles de fonctions, la constante a et le symbole binaire f) 

Ynj(XT,XT) Ç j(Z,XT) 

aÇXT 

f(XT, XT) Ç XT 

- la contrainte aU j(X, Y) Ç Y par les contraintes a Ç Y et j(X, Y) Ç Y. 

Nous allons détailler l'algorithme proposé dans [16] pour tester la satisfiabilité d'un système 
de contraintes ensemblistes avec intersection positives. 

Les contraintes considérées sont supposées dans une forme aplatie, i.e. construites à partir de 
la grammaire suivante (pour le non-terminal cp) : 

T ::=X 1 f(Xl, · .. ,Xm) 

(} ::= T 1 T n (} 
cp ::= fh ç ()2 

Une transformation très simple de tout système de contraintes ensemblistes avec intersec
tion permet d'obtenir une telle forme sans perte de généralité. Pour le système de contraintes 
ensemblistes avec intersections positives de l'exemple 8, par le remplacement de la contrainte 
W Ç f(a, U) par les contraintes W Ç f(V, U) et V Ça, on obtient un système en forme aplatie. 

Ce système est alors transformé dans un autre système (non équivalent) pour lequel on 
retrouve un nommage de variables similaire à celui proposé par Heinze et Jaffar, décrit pré
cédemment à la page 45. Chaque expression décrite par () peut être définie comme l'ensemble 
des expressions atomiques, sous-termes (directs) d'un symbole d'intersection. Par exemple, on 
peut associer à j(X, Y) n (Y n Z) l'ensemble {f(X, Y), Y, Z}. Le système est transformé en un 
système dit de représentation dans lequel chaque membre (droit et gauche) d'une contrainte du 
système est remplacé par une nouvelle variable indicée par l'ensemble des expressions atomiques 
correspondant à ce membre. Ces variables sont appelées variables d'intersection. 
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Exemple 9 Mettons côte-à-côte le système (à droite) et sa représentation {à gauche) : 

aÇX 
aÇ y 
f(X, Y) Ç Y 
Ynj(XT,XT) Ç f(Z, XT) 
aÇ XT 
f(XT,XT) Ç XT 
f(Y, Z) n Y Ç W 
W Ç f(V,U) 
V Ça 

UÇa 

V{a} Ç V{x} 
V{a} Ç V{Y} 

V{f (.X ,Y)} Ç V{Y} 

V{Y,J(XT ,XT)} Ç V{f (Z,XT)} 

V{a} Ç V{xT} 

v{f(XT ,XT)} ç V{xT} 

v{f(Y,Z) ,Y} ç V{w} 
V{w} Ç V{f(U,V)} 
V{v} Ç V{a} 

V{u} Ç V{a} 

Comme nous l'avons dit précédemment la représentation et le système original ne sont pas 
équivalents. Cependant , Charatonik et Podelski montrent qu'une forme d 'équivalence peut être 
établie par la notion d 'interprétation n-compatible. Une interprétation (définie sur les variables 
ensemblistes et les variables d'intersection) est dite n-compatible si pour toute variable d'in
tersection Vs , I(Vs)= n 7 Esi(T) . On peut alors dire que I est une solution n-compatible de la 
représentation si et seulement si elle est solution du système originel. Il y a donc équivalence entre 
l'existence d'une solution n-compatible du système et l 'existence d'une solution n-compatible de 
la représentation de celui-ci. On retrouve ici l'intuition donnée dans [39] puisque les sémantiques 
(dans Une interprétation donnée) de la variable d'intersection V{ 71 , 7 2} et de l'expression Tl n T2 

coïncident. 

Pour résoudre le problème de satisfiabilité, les auteurs proposent un système d 'axiomes, qui 
est utilisé pour saturer la représentation d'un système. Cette saturation vise à tester l'existence 
d 'une solution n-compatible de cette représentation. 

Le premier axiome stipule simplement que la relation d 'inclusion Ç est réflexive et transitive. 
Le second axiome code d'une certaine façon l 'intersection en précisant le « sens » des ensembles 
indiçant les variables d 'intersection : Vs Ç V7 pour T E S. Les troisième et quatrième axiomes, 
quant-à-eux, assurent la cohérence des indices des variables par rapport à la composition fonc

tionnelle : f(Vx l' .. . ' VxnJ ç v{f(Xl, ··· ,X m) } et v{f(Xl ,··· ,Xm)} ç f(Vxl' ... ' Vxm ) . 
Le cinquième axiome définit la combinaison de deux contraintes dont les membres gauches 

partagent le même symbole de fonction de tête: f(Vs 1 , ••• , Vsm) Ç Vs!\f(Vs; , . . . , Vs;,.) Ç Vs' ::::} 
f(Vs 1 us;, ... , Vsmus;,.) Ç VsuS'· Nous avons vu que dans [39]le test de vacuité d 'expressions 
ensemblistes (dans toute solution) était crucial et comment il pouvait être réalisé. On le retrouve 
ici codé sous la forme de deux axiomes définissant un prédicat unaire nonempty : nonempty( T) 1\ 

T Ç T1
::::} nonempty(T') et nonempty(V 1 ) !\ . . . !\ nonempty(Vm) ::::} nonempty(f(Vl, ... , vm)) 

28 

Ce prédicat est utilisé dans les deux derniers axiomes : le premier permet la décomposition 
fonctionnelle de l'inclusion nonempty(f(V1 , ... , vm)) !\ f(V 1, ... , vm) ç J(U1 , ... , um) ::::} 
yi Ç Ui , pour tout i 29 . Le dernier axiome permet lui de détecter la non-satisfiabilité du système, 
produisant une inconsistance sous la forme de 0 : nonempty(T) !\ T Ç f(V 1, ... , vm) !\ T Ç 
g(Ul, ... , U1) ::::} o. 

Les auteurs démontrent la correction de ces axiomes en prouvant la validité de chacun d'eux 

28 Cet axiome implique en particulier nonempty(a) pour toute constante a de :E. 
29 0n peut noter ici l'importance du test de non-vacuité, puisque f(0,a) Ç f(a , b) est vrai dans SCç , ce qui 

n'est pas le cas de la contrainte a Ç b issue de la décomposition fonctionnelle de cette contrainte. 
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pour toute valution n-compatible, impliquant que toute interprétation n-compatible solution de 
la représentation est également solution du système saturé. La complétude vient simplement de 
la preuve que si D est obtenu dans le système saturé, alors la représentation, et donc le système, 
n'ont pas de solution (n-compatible). 

De plus, si la contrainte est satisfiable, en ne conservant de l'ensemble des contraintes, résultat 
de la saturation par les axiomes, les contraintes de la forme J(V1, ... , vm) Ç V et vérifiant de 
plus nonempty(J (V1 , ... , vm)), tout comme dans [39], on obtient une représentation (proche 
d'une grammaire ou d'un automate d'arbres) de la plus petite solution du système de contraintes 
ensemblistes avec intersection initial. 

Sur le plan de la complexité, cet algorithme est montré dans EXPTIME. De plus, en encodant 
le problème du vide d'un langage issu de l'intersection de n automates d'arbres, ce problème est 
démontré EXPTIME-dur [62]. Ceci permet de conclure que le problème de satisfiabilité d'un 
système de contraintes ensemblistes avec intersection positives (ou de manière équivalente, d'un 
système de contraintes ensemblistes définies) est EXPTIME-com pl et. 

Cet article [16] comporte d'autres aspects que nous allons simplement survoler. Ces extensions 
nécessitent cependant de supposer que la signature fonctionnelle L: est un ensemble infini. Sous 
cette hypothèse, Charatonik et Podelski démontrent que l'implication de systèmes de contraintes 
ensemblistes avec intersection positives est un problème EXPTIME-complet. Ils montrent éga
lement que cette implication, si elle est interprétée sur les ensembles non vides d'arbres finis, 
possède la propriété d'indépendance, i.e. pour un système rp et des contraintes sc1, ... , sem, 
rp f= sc1 V ... V sem si et seulement si il existe un i tel que rp f= sei. On peut déduire immédia
tement de ceci un algorithme de satisfiabilité pour les contraintes ensemblistes avec intersection 
positives (avec inclusion) et négatives (avec non-inclusion) interprétées sur les ensembles non
vides d'arbres finis. Finalement, ils étendent ce résultat à SCç et montrent que ce problème est 
également EXPTIME-complet. 

Dans l'esprit de la classe des contraintes ensemblistes définies, Charatonik et Podelski ont 
proposé une nouvelle classe, appelée contraintes ensemblistes co-définies. Ce titre de « co-définie» 
ne se justifie pas complètement par la syntaxe de la classe, mais plutôt par des propriétés duales 
du point de vue des solutions et par la complexité identique du problème de satisfiabilité. 

2.4.3 Contraintes ensemblistes co-définies 

Motivés par des considérations d'analyse de programmes [17], Charatonik et Podelski ont 
introduit dans [17, 18]la classe des contraintes ensemblistes co-définies. Pour l'analyse de pro
grammes, le domaine principal d'interprétation de ces contraintes est l'ensemble des ensembles 
d'arbres finis ou infinis. 

Comme mentionné dans [18], le terme « co-défini» ne signifie pas que ces contraintes sont 
duales (vis-à-vis de l'inclusion, i.e. inverser membre droit et membre gauche d'une inclusion) des 
contraintes définies. Une contrainte co-définie est syntaxiquement définie comme une inclusion 
SexpA Ç SexpB, où SexpB est une expression ensembliste ne comportant pas de symbole de 
complémentation, i.e. un terme de TERMCL. U L:8 + U L:n U L;_1, V) et SexpA est une expression 
construite avec des variables ensemblistes, des symboles de fonctions unaires et nullaires et des 
connecteurs d'unions, i.e. un terme de TERM(L:o U L:1 U {U}, V). La définition d'une contrainte 
ensembliste co-définie est donnée sous forme de syntaxe abstraite à la figure 2.8. 
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SexpA ::=X 1 h(SexpA) 1 a 1 SexpA U SexpA 

SexpB ::=x 1 j(SexpB, ... 'SexpB) 1 SexpB u SexpB 1 SexpB n SexpB 1 fi-l (SexpB) 1 T l..i 

'l/JcDSC ::= SexpA Ç SexpB 

FIG. 2.8: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes co-définies (CDSC) 

Exemple 10 : Voici un exemple de système de contraintes ensemblistes co-définies : 

aÇX 

X Ça U f(X, Y) 

X Ça U f(Y,X) 

Y Ç f1 1 (X) 

Comme nous l'avons dit précédemment , les auteurs étaient principalement intéressés par une 
sémantique définie sur les ensembles d'arbres finis et infinis . Cependant, l'algorithme proposé 
dans [18] s'adapte très simplement sur SCç. Nous soulignerons le moment venu cette différence 
dans la présentation que nous allons faire de cet algorithme. 

On constate donc que la non-dualité vient du fait que seuls des symboles de fonctions d'arité 
au plus 1 sont autorisés en membres gauches des inclusions pour les contraintes co-définies. Selon 
les auteurs, ce terme de « co-définies» vient plutôt du fait que symétriquement aux contraintes 
ensemblistes définies, tout système de contraintes co-définies satisfiable admet une plus grande 
solution. Comme noté dans [18], ce ne serait pas le cas si des symboles binaires (ou plus) étaient 
autorisés en membre gauche d 'inclusion. Par exemple, f(X, Y) Ç f(a , a) U f(b, b) admet deux 
solutions maximales, mais pas de plus grande solution. 

Nous allons maintenant détailler l'algorithme proposé dans [18] permettant de résoudre le 
problème de satisfiabilité d 'un système de contraintes ensemblistes co-définies et dans le cas 
d'une réponse positive de donner une représentation sous la forme d'un automate d'arbre de la 
plus grande solution. 

Les auteurs (comme dans le cas des contraintes avec intersection) considèrent une syntaxe 
réduite pour les contraintes définie par la grammaire suivante : 

T ::=X 1 j(XI, .. . , Xm) 1 TI U T210 
cp ::=a Ç X 1 X Ç T 1 X Ç fJ: 1 (Y) 

On remarque que cette syntaxe réduite permet d'expliciter dans les parties droites des inclusions 
l'ensemble vide 0 , ce qui sera utile pour l'algorithme de test de satisfiabilité d'un système. 

Un système de contraintes ensemblistes co-définies en syntaxe réduite est un ensemble (une 
conjonction) équivalent de telles contraintes. Il est très simple de transformer un système quel
conque de contraintes co-définies en un tel système en remarquant que en ce qui concerne les 
membres gauches des inclusions C[Sexp1 U Sexp2] Ç Sexp =scç ( C[Sexp1] Ç Sexp 1\ C[Sexp2] Ç 
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Sexp) et que pour tout symbole de fonction h unaire, h(Sexp) Ç Sexp' =sec Sexp Ç h-1(Sexp') 
et en ce concerne les membes droits, que Sexp Ç C[Sexp1 n Sexp2] =sec (Sexp Ç C[Sexp1) 1\ 

Sexp Ç C[Sexp2]) et que le remplacement des occurences de T par une nouvelle variable X T 

définie par la contrainte ajoutée XT Ç UJEL: f(XT, ... ,XT) ne modifie pas les solutions du 
système. Remarquons également que ..L est noté 0 dans la syntaxe réduite. On peut noter que 
le système donné dans l'exemple 10 est déjà en forme réduite. 

Avant de présenter l'algorithme, nous allons aborder deux notions importantes introduites 
par Charatonik et Podelski pour définir celui-ci et donner une représentation sous la forme d'un 
automate d'arbres (infinis) de la plus grande solution dans le cas où le système de contraintes 
ensemblistes co-définies considéré est satisfiable. 

Tout d'abord mentionnons le fait que pour des contraintes a Ç X et X Ç T, a et T sont 
appelés respectivement borne inférieure et supérieure de la variable X. 

Supposons qu'un système contienne pour une certaine variable X plusieurs contraintes dé
finissant des bornes supérieures pour cette variable X; par exemple, {X Ç Tl, ... ,X Ç Tm}, 

on peut alors considérer la contrainte (qui n'est pas dans une forme réduite) X Ç T1 n ... n Tm 

équivalente à ce sous-système. Cette contrainte peut se voir alors comme la plus petite borne 
supérieure de la variable X. Le membre droit de cette contrainte se présente donc comme une 
intersection d'unions de termes de la forme f(X1 , ... , Xm) ou 0. Charatonik et Podelski ap
pellent cette forme forme normale conjonctive. Pour le système donné en exemple 10, la plus 
petite borne supérieure de X en forme normale conjonctive est (aU f(X, Y)) n (an f(Y, X)). 

En distribuant les symboles d'union par rapport aux symboles d'intersection dans une forme 
normale conjonctive, on obtient une expression définie comme une union d'intersections de termes 
de la forme f(X1 , ... , Xm) ou 0. Cette expression est appelée forme normale disjonctive. En 
notant que an f(X, Y) = 0 et que 0 est l'élément neutre de l'union et l'élément absorbant 
de l'intersection, on obtient pour l'exemple une borne supérieure de la variable X sous forme 
normale disjonctive exprimée comme la contrainte X Ç aU (!(X, Y) n j(Y, X)). Il peut arriver 
deux cas dégénérés de cette définition : dans le cas où X Ç 0 est une contrainte appartenant 
au système, alors la borne supérieure de la variable implique que l'interprétation de X doit être 
l'ensemble vide dans toutes les solutions. Il peut se faire également qu'une variable Y n'ait pas 
de borne supérieure. 

Les auteurs exposent alors comment d'un système de contraintes co-définies SC en ne consi
dérant que les contraintes de la forme X Ç lub (où cette contrainte est la seule ayant la variable 
X en membre gauche et lub désigne la borne supérieure de cette variable en forme normale 
disjonctive) on peut extraire un système, dit de « contraintes-automate», noté W (SC). Cette 
construction est assez immédiate et se base une nouvelle fois sur l'idée de « subset construc
tion» : les variables considérées sont alors les ensembles de variables ensemblistes présentes dans 
le système original. Comme précédemment la variable {X, Y} doit être comprise comme l'ex
pression X n Y. Il est important de remarquer qu'en forme normale disjonctive, les intersections 
peuvent« franchir» les symboles de fonctions, i.e. l'expression f(X, Y) nj(Y, X) est équivalente 
à f(X n Y, Y n X). En utilisant cette remarque, le système de « contraintes-automate» extrait 
du système donné dans l'exemple 10 est : 

{X} Ça U j( {X, Y}, {X, Y}) 
{Y} ÇT 

{X, Y} Ça U j( {X, Y}, {X, Y}) 

la contrainte {Y} Ç T vient du fait que la variable Y n'a pas de borne supérieure (sous la forme 
d'une union d'intersections d'expressions f(X1, ... , Xm) ou 0) dans le système de contraintes. La 
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dernière contrainte s'obtient par intersection des deux précédentes, en sachant que T représente 
intuitivement l'ensemble de tous les arbres et qu'il est donc élément neutre de n. 

L'algorithme en lui-même est alors décrit par un ensemble d'axiomes saturant le système 
initial : les deux premiers axiomes sont très simples. Ils affirment que l'inclusion (entre variables) 
est transitive (X Ç Y A Y Ç Z=> X Ç Z) et qu'on peut propager les inclusions concernant les 
expressions ensemblistes de la forme T (X Ç TI U Y A Y Ç T2=? X Ç TI U T2). 

Les deux derniers axiomes visent eux à tester la présence d'une insatisfiabilité dans le système 
soit du fait d'un conflit sur la vacuité d'une variable a Ç X A X Ç 0, soit d'un fait de l'incom
patibilité entre la borne inférieure et supérieure d'une variable a Ç X A X Ç Udi(XL ... , x:rJ 
et a est différent de tous les fi. Ces deux axiomes ajoutent explicitement l'inconsistance D au 
système. 

Les deux autres axiomes sont quant-à-eux les axiomes centraux de l'algorithme. Ils permettent 
d'ajouter des conséquences en prenant en compte les opérateurs de projection. Ceux-ci se basent 
sur la construction du système de « contraintes-automate» w(SC) à partir du système courant 
SC. 

Considérons une contrainte de SC de la forme V Ç fk" 1(W) et la borne supérieure de la va
riable {W} dans \II(SC). Si cette borne supérieure est égale à l'ensemble vide 0 (i.e. la contrainte 
{W} Ç 0 apparaît explicitement dans w(SC)), alors on peut ajouter à SC, la contrainte V Ç 0. 

Si telle n'est pas le cas, alors il existe dans \II(SC) une unique contrainte {W} Ç TI U ... U Tz. 
Parmi les Ti, seuls ceux de la forme j(X1, ... ,Xm), c-à-d ayant f pour symbole de tête, les 
Xj étant des variables « ensemble», peuvent prétendre « participer» au résultat de l'applica
tion de l'opérateur de projection J;1 à W. Pour l'une de ces expressions j(X1, ... ,Xm), un 
test de vacuité des variables 30 est effectué. Si aucune de celles-ci n'est vide (pour aucun Xj, 
Xj Ç 0 n'appartient à w(SC)), alors Xk est l'un des « éléments» de la projection. Pour résu
mer est ajoutée au système SC une contrainte ayant V pour membre gauche en forme normale 
conjonctive (ou, de manière équivalente un ensemble de contraintes, chacun des membres droits 
correspondant à un des éléments de l'intersection) dont la forme normale disjonctive est l'union 
des variables « ensemble» Xk apparaissant dans des expressions non-vides j(X1, ... , Xm) de la 
borne supérieure de {W} dans \II(SC). Si tous les Ti correspondent à des interprétations égales 
à l'ensemble vide, alors on ajoute au système V Ç 0 (l'ensemble vide étant élément neutre de 
l'union). 

En revenant à l'exemple 10, pour la contrainte Y Ç j 1-
1 (X), en considérant le système de 

« contraintes-automate» donné précédemment, on ajoute au système les contraintes Y Ç X et 
Y Ç Y correspondant à la forme normale disjonctive {Y} Ç {X, Y}. 

Ainsi, pour l'exemple 10, on obtient comme système de « contraintes-automate» final 

{X} ÇaUj({X,Y},{X,Y}) 

{Y} Ça U f({X, Y}, {X, Y}) 

{X, Y} Çauj({X,Y},{X,Y}) 

De cette contrainte, on peut très facilement extraire un automate d'arbres finis ou infinis (ou, 
plus précisément une famille d'automates) sans condition d'acceptance dont les états sont les 
variables « ensemble» et les règles de transition sont définies comme suit : pour une contrainte 

30 Le test de vacuité est la principale différence entre une interprétation sur les ensembles d'arbres finis ou sur 
les ensembles d'arbres finis et infinis. Lorsque seuls les ensembles finis sont considérés, devrait être ajouté au 
système un axiome spécifiant une sorte de test d'occurrence. Par exemple, la contrainte X Ç f(X, Y) n'admet 
pas de solution pour l'interprétation sur les ensembles d'arbres finis, au contraire du cas infini. 



2.4. Contraintes définies et co-définies 57 

V Ç r1 U ... U r 1, on considère les règles de transition {V -+ r1, ... , V -+ Tt}. Et donc, pour 
l'exemple: 

{X} -+a 

{X} -+f({X, Y}, {X, Y}) 

{Y} -+a 

{Y}-+ f( {X, Y}, {X, Y}) 

{X, Y} -ta 

{X, Y} -+f({X,Y},{X,Y}) 

L'interprétation d'une variable V du système initial dans la plus grande solution de celui-ci est 
alors égale au langage reconnu par l'automate ayant ces règles de transitions et {V} pour état 
initial. 

Le système saturé (et donc, final) contient D si et seulement le système initial était insa
tisfiable. Si ce n'est pas le cas, alors l'automate extrait de ce système reconnaît exactement la 
plus grande solution du système de contraintes co-définies donné en entrée. On peut dire qu'en 
fait cette méthode par saturation (comme celles présentées précédemment) a pour but d'ajouter 
des conséquences du système (dans la théorie SCç) visant à rendre redondantes pour le test de 
satisfiabilité les contraintes impliquant des symboles de projections. 

Les auteurs démontrent en utilisant le problème du vide du langage de l'intersection de n 

automates d'arbres [62] que le problème de satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes 
co-définies est EXPTIME-dur et de plus, du fait de la complexité de l'algorithme proposé, que 
ce problème est EXPTIME-complet. 

Il apparaît que cet algorithme mélange d'une certaine façon des aspects syntaxiques, comme 
la saturation du système par l'ensemble des axiomes, et des aspects plus sémantiques comme 
la construction et l'utilisation des automates d'arbres, représentants explicites d'une valuation 
ensembliste. 

Podelski et Charatonik insistent dans [18] sur le fait que bien que la complexité du test 
de satisfiabilité des contraintes définies et co-définies soit la même et qu'il y ait présence de 
propriétés respectives de plus petite/plus grande solution, les classes des contraintes définies et 
co-définies ne sont pas duales tant sur le plan syntaxique, que sur la méthode de résolution. Nous 
verrons cependant que ce jugement peut être nuancé sur la dualité à la fois de l'algorithme de 
résolution ou de la syntaxe dans le cas d'une extension de ces deux classes. 

Dans la section suivante, nous allons sortir quelque peu du cadre que nous nous étions fixé 
et ce pour plusieurs raisons. Tout d'abord, le cadre des travaux qui y sont abordés n'est plus à 

proprement parler celui des contraintes ensemblistes (nous verrons toutefois qu'en réalité, la dis
tinction n'apparaît que dans la présentation du problème) et peut d'une certaine façon sembler 
moins riche. D'un autre point de vue, ces travaux introduisent une notion de description inten
sionnelle d'ensembles qu'on ne trouve pas dans la vision précédemment présentée des contraintes 
ensemblistes, qui abordait principalement ce qui est communément appelé les opérateurs booléens, 
à savoir les opérateurs d'union, d'intersection et de complémentation (même si les projections 
sont considérées dans certains travaux). Cependant, il s'avère que cette extension est à l'origine 
de notre travail et des extensions que nous proposerons pour les classes des contraintes ensem
blistes définies et co-définies, mais également à l'origine de l'article « fondateur» de Heintze et 
Jaffar au travers d'un précédent article des mêmes auteurs [40]. 
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2.4.4 Opérateurs intensionnels 

Nous allons exposer dans cette section un nouveau type d'opérateurs qui définit des ensembles 
de manière intensionnelle. Nous présenterons ces opérateurs dans le cadre où ils sont apparus en 
ce qui concerne les contraintes ensemblistes à savoir la programmation logique (pour être plus 
précis, le typage de programmes logiques) 31 . Cette présentation a l'avantage de se baser sur un 
concept en général bien connu, donnant sans doute une idée plus intuitive du propos. 

Une description intensionnelle d'un ensemble peut être définie comme une expression de la 
forme {x 1 P(x)}, où Pest une propriété devant être vérifiée par les éléments de l'ensemble ainsi 
défini. Par exemple, l'ensemble des entiers naturels pairs peut être décrit par {n 1 nE N/\(:Jn' n' E 
N !\ n = 2 *n')}. La signification d'une telle écriture est bien-sûr très informelle si on ne fixe 
pas de sémantique pour la propriété P. Cette définition peut être formalisée d'un point de vue 
logique. On considérera ici que la propriété P est décrite par une formule du premier ordre. 

Les deux travaux présentés dans cette section seront ceux de Heintze et Jaffar [37, 40], ainsi 
que ceux de Früwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni [28], qui ont reformulé le premier de ceux-ci 
dans le cadre de la programmation logique. Pour des raisons de clarté, nous commencerons par 
exposer ce dernier et nous terminerons par les travaux de Heintze et Jaffar plus proches des 
contraintes ensemblistes. 

Ensembles intensionnels et programmes logiques 

Nous allons aborder le principe de « description intensionnelle » d'ensembles de termes clos 
(ou, de manière équivalente d'arbres finis) sous la forme de programmes logiques limités. 

Considérons des programmes logiques dont les symboles de prédicats sont tous unaires et dont 
les clauses sont de la forme p(t) ~ Pl(tl), ... ,pm(tm), où test un terme linéaire (i.e. chaque 
variable qu'il contient n'apparaît qu'une seule fois dans celui-ci) et t 1 , ... , tm sont des termes 
quelconques. De tels programmes logiques sont appelés uniformes dans [28] et sont essentiellement 
les programmes quasi-automates définis dans [24], en notant que sans perte de généralité par ajout 
éventuel de nouveaux symboles de prédicats, les clauses de ces programmes peuvent être mises 
sous l'une des trois formes suivantes : 

p(f(x1; ... , Xm)) ~ Pl(xl),. ·. ,Pm(xm) 

p(x) ~ pl(tl), ... ,pm (tm) 

p(c) ~ Pl(tl), ... ,pm(tm) 

où les variables (du premier ordre) x 1 , ... , Xm de tête de la première clause sont deux à deux 
distinctes , t1, ... , tm sont des termes quelconques, x est une variable du premier ordre et c un 
symbole de constante. 

Nous avons déjà mentionné le fait que lorsque l'on considère des formules comprenant uni
quement des prédicats monadiques ces symboles de prédicats peuvent être confondus avec des 
variables du second ordre, en tenant compte du fait qu'un modèle d'un tel programme logique 
peut être vu comme une valuation ensembliste. Ainsi, on peut réécrire un tel programme logique 
sous la forme d'une contrainte ensembliste intégrant un opérateur de description intensionnelle 
d'ensembles. On suppose qu'au prédicat p correspond la variable ensembliste X et qu'à chacun 

31 Nous présenterons plus avant dans ce document les liens existants entre les contraintes ensemblistes et l'analyse 
de programmes logiques. 
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des Pi correspond la variable Xi. Nous avons déjà rencontré le premier type de clause; on peut 
lui associer la contrainte f(X 1 , ••• , Xm) Ç X. 

Considérons maintenant le second type de clause et une interprétation (de Herbrand) I. Cette 
dernière peut être vue comme une valuation ensembliste associant à chaque variable ensembliste 
(correspondant à un symbole de prédicat) un ensemble de termes clos. Soit {x 1 3_xtl E X 11\ .. . 1\ 

t 1 E Xz}, une description intensionnelle d'ensembles d'arbres finis définie comme une conjonction 
monadique du premier ordre dont x est la seule variable (éventuellement) libre. La sémantique 
de cette description est définie comme étant l'ensemble des arbres finis T tels que (I, [x f--7 T]) f= 
3_xt1 E X1 1\ ... 1\ tz E Xz. D'après cette sémantique et le lien entre symbole de prédicat et 
variable ensembliste, on peut affirmer qu'une clause du type p(x) ~ Pl(ti), ... ,pm(tm) peut 
s'écrire sous la forme {x 13-xtl E X1 1\ ... 1\ tz E Xz} Ç X. 

La dernière clause peut être vue comme un cas dégénéré du second type. Son codage comme 
une contrainte est un peu plus particulier et peut se faire comme suit : si on considère un symbole 
binaire f (présent ou ajouté à 2:) 

f 1-
1(f(c, {x 13-xtl E X1/\ ... 1\ tz E Xz})) Ç X 

Ceci traduit bien le fait que c appartient à l'interprétation de X pour une solution, uniquement si 
l'expression {x 13-xtl E X1/\ .. . 1\ tz E Xz} ne s'évalue pas à l'ensemble vide dans cette solution, 
i.e. que dans le modèle du programme correspondant à cette solution, il existe une instance close 
du corps de cette clause dont les atomes appartiennent à ce modèle. On peut noter que le symbole 
de projection f11(. .. ) peut lui-même être remplacé par l'expression {x1l3x2 f(x 1,x2) E ... }qui 
lui est équivalente. 

Il est bien évident que du fait que tout programme logique défini admette un modèle de 
Herbrand, les systèmes de telles contraintes sont toujours satisfiables. L'un des problèmes abordés 
32 dans [28] est celui de donner une représentation (sous la forme d'un automate d'arbres finis) 
du plus petit modèle d'un programme uniforme (i.e. de la plus petite solution du système de 
contraintes qui lui est associé). 

L'idée est de transformer un programme logique uniforme en utilisant le fait que son seul 
modèle d'intérêt est le plus petit. Ceci signifiant que pour ces transformations seul ce plus petit 
modèle est préservé. Nous allons donner l'idée de la première des transformations qui est appliquée 
à partir d'un exemple : 

Exemple 11 : Considérons le programme uniforme suivant : 

p(x) ~ q(f(g(x),x)) 
q(f(x, y)) ~ r(x), q(y) 
q(f(x, y)) ~ r(x), s(y) 
r(g(x)) Ç: r(x) 
r(f(x, y)) ~ r(x), r(y) 

s(g(x)) Ç: s(x) 
r(a) 
q(a) 
s(a) 

Nous rappelons que les atomes présents dans le plus petit modèle d'un programme sont exac
tement les racines des arbres de preuve construits avec les instances closes des clauses de celui-ci. 
Par exemple, pour l'atome p(a), on peut construire les deux arbres de preuve de la figure 2.9. 
Pour les atomes p(g( a)) et p(f (a, a)), on peut construire les arbres de preuve suivants donnés en 
figure 2.1 O. 

En fait, pour tout terme clos T, un arbre de preuve pour p( T) aura, selon que le terme T ait 
un f ou g pour symbole de tête, la forme décrite à la figure 2.11. 

32 L'autre problème traité dans cet article est un test d'appartenance, c-à-d tester pour un arbre T et pour un 
symbole de prédicat p le fait que p( T) soit ou non conséquence logique du programme. 
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p(a) 

q(f(g~a), a)) 

/~ 
r(g(a)) q(a) 

1 
r(a) 

p(a) 

q(f(gJa), a)) 

/~ 
r(g(a)) s(a) 

1 
r(a) 

FIG. 2.9: Exemple de deux arbres de preuves pour p(a) et le programme de l'exemple 11 

p(gfa)) q(,( a)~( a))) 

r(g(g(a))) ~g(a)) 
1 1 

r(g(a)) s(a) 

1 
r(a) 

p(f(a,a)) 

1 
q(f(g(f(a, a)), f(a, a))) 

/~ 
r(g(fta))) q(f(a,~ 

r(f(a, a)) q(a( q(a) 

/~ 
r(a) r(a) 

FIG. 2.10: Arbres de preuves pour p(g(a)) et p(f(a, a)) pour le programme de l'exemple 11 

p(r) 

1 
q(f(g(r),r)) 

/""' r(g(r)) q(r) 

1 : 
r(r) 1 

1 

p(r) 

1 
q(f(g(r), r)) 

/""' r(g(r)) q(r) 

1 : 
r(r) 1 

1 
1 1 
1 1 

FIG. 2.11: Forme des arbres de preuves pour le programme de l'exemple 11 et p( r) pour un terme 
T de symbole de tête f (à droite) ou g (à gauche) 
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On peut remarquer sur la figure 2.11 que le terme T de la racine (pour le prédicat p) se 
retrouve à des nœuds plus bas dans l'arbre pour les prédicats r et, s ou q selon la forme de T. 

On peut d'une certaine façon dire que cette partie de l'arbre est en fait inutile, puisque le terme 
T est conservé intact. Si on s'intéresse au rapport existant entre les termes de tête et ceux du 
corps dans les instances de clauses considérées, on voit que lorsque le terme de tête devient un 
sous-terme dans le corps, cette croissance doit être compensée puisque globalement les feuilles 
de l'arbre doivent être de taille 1. On peut donc dans l'exemple éviter cette croissance locale 
en remplaçant la clause p(x) ~ q(f(x,x)),r(f(x,y)) par les deux clauses p(x) ~ r(x),q(x) et 
p(x) ~ r(x), s(x) éliminant l'accroissement des termes selon que la décroissance ultérieure se 
fasse avec la première ou la seconde clause ayant pour tête q(f(x,y)). 

Cette idée se base en fait sur celle de transformation d'un automate d'arbres finis « 2-way » 
en un automate « 1-way ». Le programme produit par une telle transformation est un programme 
logique dont les clauses sont de la forme suivante : 

p(f(xl,··· ,xm)) ~Pl(xl), ... ,pm(Xm) 
p(x) ~ Pl(x), ... ,pm(x) 
p(x) ~ P1(t1), ... ,pm(tm) avec x n'apparaissant dans aucun des ti 

p(c) ~ Pl(tl), · · · ,pm(tm) 

Un tel programme est appelé programme régulier-unaire. En utilisant une idée similaire les clauses 
des deux derniers types de clauses peuvent être éliminées et ce programme logique est alors appelé 
régulier-unaire réduit. Les auteurs font alors remarquer qu'un programme régulier-unaire réduit 
se trouve être essentiellement un automate d'arbres finis alternant [11] que l'on peut transformer 
en un automate d'arbres finis, i.e. dans un programme logique n'ayant que des clauses de la forme 
p(f(X1, ... ,Xm)) ~ P1(X1), ... ,pt(Xt)-

Toutes ces transformations sont prouvées correctes dans le sens où elles préservent le plus petit 
modèle du programme et les auteurs démontrent que la taille du programme (i.e. de l'automate) 
produit est exponentielle par rapport à la taille du programme initial. 

En reprenant le point de vue des contraintes ensemblistes, on peut affirmer que cette méthode 
permet le calcul (i.e. la représentation sous la forme d'un automate d'arbres finis de la plus petite 
solution d'un système de contraintes ensemblistes de la forme Sexp Ç X, où l'expression Sexp 
est générable par la grammaire suivante : 

Sexp ::= X 1 f(Sexp, ... , Sexp) 1 Sexp U Sexp 1 Sexp n Sexp 1 

fJ: 1 (Sexp) 1 {x 1 :Lx t1 E Sexp 1\ ... 1\ ft E Sexp} 

Mentionnons le fait que dans [27], précédent le travail de Früwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni 
[28] que nous venons de décrire, Filé a introduit une classe d'automates d'arbres, appelée « Pat
tern Replacing Automata» ( « Automates de Remplacement de Motifs») et montre l'équivalence 
entre ces automates et les programmes logiques définis : à tout programme logique défini, on peut 
associer un tel automate tel que le langage reconnu par celui-ci correspond au plus petit modèle 
de Herbrand du programme logique. Il étudie comme cas particulier les programmes logiques 
ayant uniquement des symboles de prédicats unaires et tel que les têtes de clauses de celui-ci 
sont de la forme p(t), où test soit une constante, soit un terme f(x 1 , ... , Xm) tel que les variables 
x1, ... , Xm sont deux-à-deux distinctes 33 . Il montre alors que les automates de remplacement de 

33 11 est immédiat de voir que tout programme logique uniforme de [28] peut être transformé un tel programme. 
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motifs correspondant aux programmes de ce type (appelés automates de remplacement de motifs 
faiblement monadiques) reconnaissent un langage régulier d'arbres. 

Ces travaux de Früwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni avaient principalement pour but de 
clarifier et de simplifier un résultat proposé par Heintze et Jaffar dans [40]. Heintze a lui-même 
proposé dans [37] une approche voisine de l'algorithme de résolution des contraintes définies 
précédemment présentée (voir section 2.4.1). Nous allons sommairement exposer cette algorithme 
dans la sous-section suivante. 

Expressions ensemblistes quantifiées 

Motivé par l'analyse de programmes logiques (voir chapitre 5), Heintze et Jaffar ont déve
loppé dans [40] un formalisme permettant de calculer une approximation de la sémantique d'un 
programme logique. C'est sur ce formalisme, appelé « formules ensemblistes» qu'ils ont ensuite 
proposé la définition des contraintes ensemblistes de [39]. Le travail de Früwirth, Shapiro, Vardi 
et Yardeni [28] que nous venons de présenter avaient essentiellement pour but de reformuler les 
« formules ensemblistes» dans le cadre de la programmation logique. Heintze dans [37] com
plète l'approche de [39] et l'intègre complètement dans les contraintes ensemblistes sous la forme 
d'« expressions ensemblistes quantifiées», qui sont en fait (dans le sens informel que nous avons 
donné) des descriptions intensionnelles d'ensembles {x 1 P(x)}. 

On peut dire (en restreignant quelque peu la définition qui en est donné dans [37]) que la 
propriété P dans les expressions ensemblistes quantifiées est une formule du premier ordre s'écri
vant comme une conjonction d'atomes implicitement existentiellement quantifiée. Les atomes 
de ces formules sont de la forme t E Sexp et tt Sexp; le premier atome s'interprète comme un 
test d'appartenance, i.e. t E Sexp est vrai pour une substitution close a et une interprétation 
ensembliste I si a(t) E I(Sexp). Le second ttSexp est vrai pour une substitution close a et une 
interprétation ensembliste I si il existe un terme clos T appartenant à I(Sexp) différent de a(t). 

Un terme clos T appartient pour une interprétation ensembliste I à l'interprétation de l'ex
pression {x 1 Atome1 1\ ... 1\ Atomez}, où les Atomei sont des formules atomiques, s'il existe une 
substitution close a définie pour les variables (du premier ordre) apparaissant dans les atomes 
et pour x telle que a(x) =Tet pour tout i, Atomei est vrai pour a et I. 

Ce second type d'atome, sortant quelque peu de l'approche que nous suivront, ne sera pas 
considéré dans la présentation qui suit. Nous supposerons donc que les expressions d'appartenance 
sont de la forme {x 1 A ti E Sexpi}, où les ti sont des termes définis par :E et un ensemble de 
variables du premier ordre X et les Sexpi sont des expressions ensemblistes. 

Les contraintes que nous allons considérer ici sont en fait une extension de la classe des 
contraintes ensemblistes définies donnée à la section 2.4.1. Ainsi, une contrainte de cette classe 
peut être définie comme une inclusion de la forme SexpA Ç SexpB, où SexpA et SexpB sont 
générables par la grammaire suivante : 

SexpA ::=X 1 j(SexpA, ... 'SexpA) 1 T 1 J..l SexpA u SexpA 1 SexpA n SexpA 1 

fJ; 1(SexpA) 1 {x 1/\ ti E SexpA} 

SexpB ::=f(SexpB, ... , SexpB) 

Les expressions ensemblistes quantifiées sont donc simplement considérées comme une classe 
de nouveaux opérateurs ensemblistes pouvant apparaître en membre gauche du symbole d'inclu
sion. 
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Comme il est fait dans [37], ces expressions ensemblistes quantifiées peuvent en réalité s'écrire 
sous une forme restreinte; cette forme impose simplement que les atomes de ces expressions 
sont soit de la forme x E Sexp (où Sexp est une expression ensembliste atomique, constituée 
uniquement de symboles de fonctions et de variables ensemblistes) ou de la forme t E X, où X 
est une variable ensembliste. Le système manipulé est donc toujours supposé sous cette forme. 

Nous allons décrire uniquement l'ensemble des règles de transformation traitant les expres
sions ensemblistes quantifiées; ces règles s'ajoutent en fait aux règles décrites pour les contraintes 
définies dans la section 2.4.1, étendant ainsi l'algorithme qui y est présenté pour tenir compte de 
cette extension de la définition des contraintes. 

La première de ces règles est une règle d'instanciation des variables ensemblistes présentes 
dans une expression ensembliste quantifiée : si le système contient une contrainte de la forme 
{x 1 t E Y 1\ conj} Ç X et une autre de la forme Sexp Ç Y, où Sexp est une expression atomique, 
alors on peut remplacer la première contrainte par {x 1 t E Sexp 1\ conj} Ç X. 

La seconde vise à décomposer les tests d'appartenance présents dans les expressions ensem
blistes quantifiées: une contrainte de la forme {x 1 j(t1, ... , tm) E j(Sexp1, ... , Sexpm)l\conj} Ç 

X est remplacée par {x 1 t1 E Sexp1 1\ ... tm E Sexpm 1\ conj} Ç X. 
La troisième règle élimine les contraintes contenant une expression ensembliste quantifiée 

inconsistante, c-à-d dont la conjonction d'atomes ne peut être satisfaite : une contrainte de la 
forme {x 1 t E Sexp 1\ conj} Ç X est éliminée du système de contrainte si un test de non-vacuité 
échoue pour l'expression Sexp ou si t est de la forme f(t 1, ... , tm) et Sexp est de la forme 
g(Sexp1, ... , Sexpz) avec g # f. 

Enfin, la dernière règle de transformation a pour but de partiellement transformer une 
contrainte contenant une expression ensembliste quantifiée en une contrainte codant l'intersec
tion de deux expressions ensembliste : si le système contient une contrainte de la forme {x 1 y E 

Sexpl\y E Sexp/\conj} Ç X (x et y pouvant être la même variable), alors cette contrainte est rem
placée par les deux contraintes {x 1 y E Z{sexp,Sexp'} 1\ conj} Ç X et Sexpn Sexp' Ç Z{sexp,Sexp'}· 

Ces règles de transformation ajoutées à l'algorithme décrit dans la section 2.4.1 en constitue 
une extension permettant de tester la satisfiabilité d'un système de cette classe étendue et si ce 
dernier se révèle satisfiable donne une représentation de la plus petite solution de celui-ci. 
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Chapitre 3 

Les contraintes définies • 
• une exte-nsion 

Nous allons dans ce chapitre présenter une extension de la classe des contraintes définies 
(interprétée sur les ensembles d'arbres finis, ou de manière équivalente, de termes clos), princi
palement par l'ajout d'un opérateur de description intensionnelle d'ensembles. Après avoir défini 
syntaxiquement et sémantiquement cette classe, nous proposerons pour celle-ci un algorithme 
répondant au problème de satisfiabilité. Nous verrons également que cette extension préserve les 
caractéristiques principales de la classes des contraintes ensemblistes définies. Pour conclure ce 
chapitre, nous mettrons en lumière les liens de cette classe avec la classe de contraintes co-définies 
et nous aborderons le problème de l'expressivité de cette extension. 

Nous allons supposer dans ce chapitre, ainsi que dans le suivant, que la signature considérée 
~est finie. 

3.1 Les contraintes définies généralisées 

Nous donnons tout d'abord la syntaxe et la sémantique de l'extension proposée. Cette classe 
de contraintes est appelée classe des contraintes définies généralisées 34 . 

3.1.1 Syntaxe et sémantique 

L'extension de la classe de contraintes ensemblistes définies que nous considérons consiste 
en l'ajout d'un opérateur intensionnel, appelé expression d'appartenance. Ces expressions sont 
décrites par des formules positives du premier ordre dont le seul symbole de prédicat est le 
prédicat d'appartenance « E ». 

La syntaxe d'une contrainte définie généralisée '1/Jcvsc est donnée à la figure 3.1 sous forme 
abstraite. La formule <P est appelée formule du premier ordre monadique positive 35 étendue. 
On peut remarquer que la forme de ces formules est celle des formules monadiques positives du 
premier ordre, à l'exception du fait que les formules atomiques sont des tests d'appartenance non 
pas à une variable du second ordre, mais à une expression ensembliste. Ceci justifie l'appellation 
étendue. La notation <P(x) marque le fait que x est l'unique variable libre de <P. L'expression 
ensembliste {x 1 <I>(x)} est appelée expression d'appartenance. 

34 Ces travaux sont publiés dans (69), et sont une extension d'une partie de ceux présentés dans (25]. 
35 Nous rappelons qu'une formule du premier ordre est dite positive si elle ne comporte pas de connecteurs de 

négation(-.), d'implication(=>) et d'équivalence({:::}). 
36Cette notion de constante complémentée est apparue dans (37], mais pour une motivation différente de la 

nôtre (voir section 3.3.2). 
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SexpA ::=x 1 j(SexpA, ... 'SexpA) 1 SexpA u SexpA 1 SexpA n SexpA IT l.il 
fi- 1(SexpA) 1 {x 1 <I>(x)} 

<I> ::= t E SexpA 1 <I> 1\ <I> 1 <I> V <I> I:Jy<I> 1 Vy<I> 

SexpB ::=x 1 f(SexpB, ... 'SexpB) 1 ac 

'1/JaDsc ::= SexpA Ç SexpB 

avec X E V, f E I:, t E TERM(I:, X) et ac est un symbole nullaire, appelé constante 
complémentée et introduit pour chaque constante a de la signature 36 . 

FIG. 3.1: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes définies généralisées 

Exemple 12 : Voici un exemple de système de contraintes définies généralisées construit sur 
l'ensemble de variables ensemblistes {X1,X2,X3 } et la signature I: = {ajO,bjO,cjO,f/2,g/2}, 

f(a, b) U f(b, T) Ç X1 

g(b, b) U g(b, Xz) Ç Xz 

{x I:JzVy f(x, y) E xl(\ g(z, x) E Xz} ç x3 

Pour fixer la sémantique de telles contraintes ensemblistes, nous rappelons qu'une interpréta
tion ensembliste I est une application d'un ensemble de variables ensemblistes vers p( TERM("L.)), 
l'ensemble des ensembles des termes clos. Cette interprétation est étendue aux expressions en
semblistes de la manière suivante : 

- I(f(Sexp1, ... , Sexpm)) ={!(Tl, ... , Tm) 1 Tl E I(Sexp1) et ... et Tm E I(Sexpm)} 37 

- I(Sexp1 U Sexpz) = I(Sexpl) U I(Sexpz) 

- I(Sexp1 n Sexpz) = I(Sexp1) n I(Sexpz) 

- I(T) = TERM(I:) 

- I(.l) = 0 

- I(f;1 (Sexp)) = { Tk 1 j(Tl, ... , Tm) E I(Sexp)} 

Afin de prendre en compte les nouveaux opérateurs ensemblistes que nous avons introduits, 
s'ajoutent aux axiomes précédents les deux axiomes suivants : 

- I(a8) = TERM(I:) "{a} 

- I({xi<I>(x)}) ={Tl (((T~,I)),[x H T]) f= <I>(x)} où [x t-+ T] est une valuation du singleton 
{x} dans TERMCL.). 

La notation ( ((T ~, I)), [x t-+ r]) f= <I> (x) est en réalité un abus de celle donnée dans la section 
1.2.2.0. Pour être plus correct, il conviendrait de définir l'interprétation d'une formule atomique 

37Cette sémantique est en fait fixée par l'algèbre des ensembles d'arbres finis PTrL;. 
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t E Sexp sous une valuation v (pour les variables du premier ordre de t) par la valeur de 
vérité de ltJJE E I(Sexp), où I est une interprétation des variables du second ordre (donc, une 
interprétation ensembliste) étendue aux expressions ensemblistes par les axiomes précédents; 
cette interprétation des formules atomiques s'étend aux formules monadiques positives étendues 
du premier ordre comme ce qui est présenté à la page 12. 

Dans l'algorithme que nous proposerons pour répondre au problème de satisfiabilité d'un 
système de contraintes ensemblistes définies généralisées, nous allons imposer une restriction 
sur la forme syntaxique de ce système. Cette restriction n'entraîne cependant aucune perte de 
généralité dans le sens où tout système peut être effectivement transformé dans un système à 
syntaxe restreinte de telle manière que ces deux systèmes ont le même ensemble de solutions, du 
moins en ce qui concerne les variables apparaissant dans le premier de ceux-ci. 

Cette restriction syntaxique peut être obtenue à partir d'un système de contraintes définies 
généralisées en lui appliquant les règles d'inférence du système S données à la figure 3.2. 

Ce système S se compose de deux sous-systèmes S1 et S2. On applique tout d'abord sur 
le système de contraintes SC donné en entrée les règles du sous-système Sr (jusqu'à obtenir 
un système sur lequel plus aucune règle de Sr n'est applicable) : en introduisant de nouvelles 
variables, le sous-système sl « aplatit» le système de contraintes de telle façon que les opérateurs 
ensemblistes (ainsi que ies atomes des expressions d'appartenance) du système ne s'appliquent 
plus qu'à des variables ensemblistes. De plus, dans le système final, pour chaque contrainte, si 
l'un des membres de l'inclusion n'est pas une variable ensembliste, alors l'autre membre de la 
contrainte en est nécessairement une. 

Il est aisé de voir que le sous-système S1 transforme un système de contraintes en un système 
équivalent (tout du moins en ce qui concerne les variables ensemblistes originellement dans le 
système de contraintes). De plus, les contraintes du système de contraintes produit sont alors de 
l'une des formes suivantes : 

f(Xr, ... ,Xm) Ç X 
X Ç f(Xr, ... ,Xm) 

{x 1 cp(x)} Ç X 
X ç ac 

YÇX 
fj;r(Y) Ç X 

XUYÇZ 
XnYÇZ 

TÇX 
..LÇX 

où cp est une formule monadique du premier ordre ayant x pour unique variable libre, i.e. cp ne 
comprend que des atomes de la forme t E X avec X, une variable ensembliste. 

Sur le système ainsi obtenu à l'issu de la normalisation par le sous-système Sr, on applique les 
règles d'inférence du sous-système S2 jusqu'à ce qu'aucune de ses règles ne soit plus applicable. 
Le système final obtenu est dit en forme aplatie. 

Il est évident que le sous-système S2 transforme un système de contraintes en un autre système 
qui lui est équivalent. Ainsi, le système en forme aplatie est équivalent au système de contraintes 
ensemblistes initial sur lequel on a appliqué les sous-systèmes Sr et S2 . 

De par le forme des contraintes issu de la normalisation par Sr, il est alors immédiat de voir 
qu'un système de contraintes ensemblistes définies généralisées en forme aplatie ne contient que 
des contraintes de la forme : 

f(Xr, ... ,Xm) Ç X 

X Ç f(Xr,··· ,Xm) 

{x 1 cp(x)} Ç X 

X Çac 

Il est à noter que la mise en forme aplatie d'un système (au travers de la normalisation par 
le sous-système Sr, puis S2 ) ne fait qu'augmenter polynômialement (par rapport à la taille du 
système initial) la taille de celui-ci. 
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SC U {Sexp Ç Sexp'} 

SC U {Sexp Ç W, W Ç Sexp'} 

SC U {j(Sexp1, ... , Sexpm) Ç X} 

SC U {X Ç j(Sexp1, ... , Sexpm)} 

SC U { {x 1 <p[t E Sexp]} Ç X} 
SC U { {x 1 cp[t E W]} Ç X , Sexp Ç W} SC U { fi- 1 (W) Ç X, Sexp Ç W} 

SC U { Sexp U Sexp' Ç X} SC U { Sexp n Sexp' Ç X} 
SC U {Sexp Ç X, Sexp' Ç X} 

OÙ: 

- W, W1, ... , W m sont des variables nouvelles (et ce à chaque application d'une règle 
d'inférence), i.e. n'apparaissant pas dans le système de contraintes sur lequel la 
règle est appliquée, 

- Sexp, Sexp1, ... , Sexpm ne sont pas des expressions ensemblistes égales à des va
riables de second ordre. 

Le sous-système d'inférence S1 

SCU {X U Y Ç Z} 
SC U {X Ç Z, Y Ç Z} 

SC u {_l_ ç X} 
sc 

SCu {Y ç X} 
SC U { {y 1 y E Y} Ç X } 

SC u {X n Y Ç Z} 
SC U { {x 1 x E X 1\ x E Y} Ç Z} 

SCU {T Ç X} 

Le sous-système d'inférence S2 

FIG. 3.2: Le système d'inférenceS de mise en forme aplatie 
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Exemple 13 : Voici le système donné dans l'exemple 12 mis en forme aplatie, 

a ç x4 
b Ç Xs 

j(X4, Xs) ç X1 

J(Xs,X?) ç X1 

g(Xs, Xs) Ç X2 

g(Xs, X2) Ç X2 

{x 1 :Jz~y f(x,y) E X11\g(z,x) E X2} Ç X3 

{x 1 :Jy, y E X4 v xE X?} ç X7 
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La variable X7 est mise ici pour l'opérateur T. Les expressions d'appartenance permettent 
ici d'éviter d'utiliser une description extensionnelle de l'ensemble des termes clos. En effet, la 
contrainte a ç x4 assure que pour toute solution du système, l'interprétation de la variable x4 
est non-vide. Ainsi, pour toute solution du système, l'interprétation de X 7 est l'ensemble de tous 
les termes clos, puisque pour tout terme clos r et toute solution I, ( ((T r,, I)), [x f---1- r]) f= :Jy, y E 

X4 V xE X7. 

3.1.2 Outils et notions auxiliaires 

Dans cette section, nous allons introduire quelques notions particulières de logique qui vien
dront compléter celles données dans la section 1.2. Puis, nous définirons une légère extension à 
la définition des automates ascendants d'arbres finis donnée à la section 1.3.2. 

Notions auxiliaires de logique 

Nous allons introduire des compléments de logique, ayant pour objets principaux les formules 
monadiques positives du premier ordre et des variantes de celles-ci. 

Nous allons commencer par prouver une propriété intéressante des formules monadiques po
sitives du premier ordre. Considérons A et B, deux ~-algèbres et A un morphisme surjectif de A 
dans B. Soient IA et 'Is, deux applications de l'ensemble des variables du second ordre V vers 
p(DA) et p(Ds), les ensembles des ensembles d'éléments du support respectivement de A et de 
B. 

On a alors: 

Proposition 5 Les deux énoncés suivants sont équivalents : 

- pour tout élément dA du support de l'algèbre A, dA E IA(Xi)-{=} A(dA) E Is(Xi) 

- pour toute formule monadique positive du premier ordre cp et toute valuation VA de Varx(cp) 
dans DA, 

Preuve: 

Il est évident que le second énoncé implique le premier, puisque celui-ci en est un cas particulier 
pour une formule atomique de la forme x E Xi. L'implication réciproque est immédiate et se 
prouve par induction sur la forme de la formule cp. 

• 
Nous avons vu que les formules du premier ordre monadiques positives (étendues) sont les for

mules permettant de définir l'extension proposée de la classe des contraintes définies. Cependant, 
nous allons voir que cette classe se révélera insuffisante pour l'algorithme permettant de tester 



70 Chapitre 3. Les contraintes définies : une extension 

la satisfiabilité d'un système de cette classe. C'est pourquoi nous allons introduire un nouveau 
type de formule et nous verrons comment ce type peut être lié du point de vue de ses modèles 
aux formules monadiques positives. 

Définition 13 Les formules monadiques T-bornées sont les formules monadiques du premier 
ordre définies par la grammaire suivante : 

X ::= t E X 1 Xl A X2l Xl V X2l 3x(x E TA X) 1 Vx(x E T :::? X) 

où T est une variable du second ordre particulière. 

On peut associer à chaque formule monadique positive cp une unique formule monadique 
T-bornée, 

Définition 14 Soit cp un formule monadique positive du premier ordre, on notera cp la formule 
monadique T-bornée (associée à cp) définie récursivement comme suit: 

tE X si cp= tEX 

tP1 A tP2 si cp= 'Pl A 'P2 

<p= tPl v tP2 si 'P = 'Pl v 'P2 

:lx (x E T A cp') si cp= 3xcp' 

Vx (x E T :::? cp') si cp= Vxcp' 

On supposera dorénavant que pour <p une formule monadique positive, cp désignera la formule 
monadique T -bornée qui lui est associée selon la définition 14. Nous allons voir maintenant le lien 
sémantique existant entre une formule monadique positive et la formule monadique T -bornée qui 
lui est associée. 

Toute ~tructure R, modèle d'une formule monadique positive <p peut être étendue en une 
structure R, fixant la sémantique de la variable du second ordre particulière T. Considérons 
une structure ((A, I)) définie pour un ensemble V v de variables du second ordre et définissons 
une extension ((A,i)) de celui-ci à l'ensemble Vv U {T} en posant VX E Vv, i(X) = I(X) et 
i(T) =DA, le support de l'algèbre A. On a alors 

Proposition 6 Pour toute valuation v, (((A, I)), v) 1= cp ssi (((A, i)), v) 1= cp 

Considérons maintenant deux algèbres A et B, telles que B est une sous-algèbre de A. Soit I, 
une application associant à chaque variable du second ordre de V un élément de p(DB), i.e. un 
sous-ensemble du support de l'algèbre B et à la variable particulière T l'ensemble DB, support 
de B. On a alors 

Proposition 7 Pour toute formule monadique T-bornée cp et toute valuation v de l'ensemble 
Varx(cp) dans DB, (((B,I)),v) 1= cp si et seulement si (((A,I)),v) 1= cp. 

Automates ascendants d'arbres finis à rang 

Nous allons étendre la définition proposée dans la section 1.3.2 en ajoutant aux automates 
la notion de rang. 

Définition 15 Un automate ascendant d'arbres finis de rang n est défini par un quadruplet 
(:E,Q,F,.6.). :E est une signature, Q est un ensemble fini d'états, F = (F1 , ... ,Fn) est un n

uplet d'ensembles d'états dit finals (Fi Ç Q) et .6. est une relation définie par un ensemble de 
règles de transition. 



3.1. Les contraintes définies généralisées 71 

La notion de calcul pour un arbre dans un tel automate, ainsi que celle de l'accessibilité sont 
les mêmes que pour celles d'un automate « classique» (voir page 1 7). 

Pour un automate A ascendant d'arbres finis de rang n, on dira que l'arbre Test reconnu pour 
la ième composante du langage L(A) si T -+À q et q E Fi. Le langage reconnu par un automate 
ascendant d'arbres finis de rang n est un n-uplet d'ensembles d'arbres finis L(A) = (L1, ... , Ln) 
tel que l'arbre T appartient à Li si et seulement si T est reconnu par la ième composante du 
langage L(A). Un tel automate de rang n peut donc être vu comme n automates ascendants 
d'arbres finis ayant les mêmes états, le même ensemble de règles. de transition et ne variant que 
sur l'ensemble des états finals, i.e. le ième automate a pour ensemble d'états finals Fi, la ième 

composante du n-uplets d'états finals de l'automate de rang n. 

Nous allons en fait nous intéresser uniquement aux automates ascendants d'arbres finis à 
rang déterministes et complets, i.e. tels que pour tout membre gauche de règle de transition 
constructible, il existe une unique règle ayant ce membre gauche dans l'automate. La définition 
du calcul étant la même que pour un automate classique, on a donc le fait que dans un automate 
à rang déterministe et complet A, pour tout arbre fini T, il existe un unique état q tel que T --+À q 
et cet état est noté ruDA ( T). 

Automates et logique 

Dans cette section, nous allons expliciter les liens existants entre logique et automates à rang 
déterministes et complets. 

Un automate ascendant d'arbres finis déterministe et complet A= (L:, Q, .6.., :F) définit deux 
algèbres AA et Arch(A) comme suit : 

- AA=(Q, {fA} /E:E) où JA(ql, ... , qm) = q ssi f(ql, ... , qm) --+ q E .6.. 

- Arch(A)=(Reachable(A),{frch(A)}JE:E) où Fch(A)(ql,··· ,qm) = q ssi f(ql,··· ,qm)--+ qE 
.6.. 

On peut noter que Arch(A) est une sous-algèbre de AA, pour laquelle le support a été restreint 
aux états accessibles de l'automate Reachable(A). 

Nous avons déjà cité le fait que pour A, un automate à rang déterministe et complet, runA 
définissait une application de TERM(L:) dans Q (et pour être plus précis, dans Reachable(A)). 
D'un point de vue algébrique, on peut affirmer que runA est un morphisme de l'algèbre T :E 

vers les algèbres AA et Arch(A). Ce résultat est en fait immédiatement déductible des définitions 
données précédemment : 

Ces égalités proviennent de la définition d'un calcul et de celles d~ JA et rch(A). On peut de plus 
affirmer de par la définition de la notion d'accessibilité que ruDA est un morphisme surjectif de 
T :E vers Arch(A)· La dénotation d'un terme clos T dans ces deux algèbres est donnée par runA(T), 
i.e. lTJAA = lTJArch(A)= TUDA(T). 

Les algèbres AA et Arch(A) peuvent être étendues pour un ensemble {V1, ... , Vn} de variables 
du second ordre respectivement en deux (L:, {V1, ... , Vn} )-structures RA=((AA, I)) et Rrch(A) = 
((Arch(A),IT)), où ICVi) =Fi et IT(Vi) =Fin Reachable(A). 
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3.2 Une solution au problème de satisfiabilité 

Nous allons dans cette section proposer un algorithme permettant de tester la satisfiabilité 
d'un système de contraintes ensemblistes définies généralisées (en forme aplatie). Les données 
principales manipulées par notre algorithme seront des automates ascendants d'arbres finis à 

rang à la fois déterministes et complets. L'algorithme sera défini à partir d'un ensemble de règles 
d'inférence, qui en fonction des contraintes du système, transforme un automate d'arbres finis 
en un autre automate ou produit la valeur spéciale D. Nous prouverons la correction de cet 
algorithme et finalement, donnerons sa complexité. 

3.2.1 L'algorithme 

Cette section se décompose en deux sous-sections : la première définit en fonction des variables 
ensemblistes d'un système de contraintes en forme aplatie la classe des automates d'arbres que 
nous allons considérer. La seconde présentera un système de règles d'inférence, qui définira notre 
algorithme. 

Préliminaires 

Nous allons tout d'abord présenter les automates d'arbres qui vont être utilisés par notre algo
rithme. La forme de ces automates est simplement définie en fonction des variables ensemblistes 
apparaissant dans le système de contraintes (en forme aplatie). 

Considérons un système de contraintes ensemblistes définies généralisées SC, supposé en forme 
aplatie 38 . Soit {X1 , ... , Xn}, l'ensemble des variables ensemblistes apparaissant dans SC. Nous 
allons considérer l'ensemble des automates (ascendants d'arbres finis) déterministes et complets 
de rang n de la forme A= (~, Q, F, .6..) avec~ est la signature (finie) sur laquelle est définie SC, 
Q = {0, 1}n, i.e. l'ensemble des n-uplets de valeurs booléennes {0, 1} et F = (F1 , ... ,Fn), où Fi 
est l'ensemble des états ayant un 1 sur leur iième composante. On notera TAsc, l'ensemble de ces 
automates. 

L'idée est d'associer une composante du n-uplet d'états finals à chacune des variables en
semblistes de SC, ce qui de par la définition de ce n-uplet revient à associer une composante 
d'un état à chaque variable ensembliste. Un tel automate A , reconnaissant un unique langage 
(L1, ... , Ln), définit donc de manière unique une interprétation ensembliste LA des variables de 
{X1, ... , Xn} en posant pour tout i E {1, ... , n}, IA(Xi) =Li, ce qui équivaut à dire que pour 
tout terme clos T, TE IA(Xi) si et seulement si runA(T) E Fi. 

Avant de présenter l'algorithme, nous allons terminer cette section en introduisant quelques 
notations. 

Nous avons vu dans la section 3.1.2.0 qu'un automate à rang déterministe et complet per
mettait la définition de deux structures RA et Rrch(A) ; de par la forme des automates que 
nous considérons, ces deux structures seront vues comme des (E, {X 1, ... , Xn} )-structures. 
De plus, en présence de formules monadiques T-bornées, ces deux structures sont étendues en 
des (E, {X 1, ... , Xn, T} )-structures respectivement R} et R~h(A) en posant que, pour chacune 
d'elles, l'interprétation de la variable particulière T est égale à Reachable(A). 

Il est à noter que puisque pour les automates considérés, les ensembles~' Q et F sont fixés, un 
automate sera totalement défini par .6.., l'ensemble de ses règles de transition. C'est pourquoi nous 

38Ceci peut toujours être le cas du fait de l'« algorithme» proposé page 67. Nous verrons que les mesures de 
complexité données dans la section 3.2.2.0 n'en sont pas affectées. 
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ne distinguerons plus un automate de l'ensemble de ses règles de transitions. Nous utiliserons 
la notation switch1 (q,i) pour désigner l'état q' tel que q' est égal à q à l'exception (éventuelle) 
de la iième composante qui est positionnée à 1 dans l'état q', c'est-à-dire plus formellement 
Vj, q' E Fj ? (q E Fj Vi= j). On notera .6.o, l'« automate vide», dont toutes les règles ont 
pour membre droit le n-uplet {O}n. 

Le système d'inférence 

L'algorithme est très simple : il est basé sur un système de règles d'inférence R, transformant 
selon les contraintes un automate de la classe TAsc en un autre automate de celle-ci et consiste, 
partant de l'« automate vide» .6.o, à appliquer les règles deR jusqu'à l'obtention d'un automate 
final (stable par application d'une règle quelconque deR) ou d'une valeur spéciale D. Une règle 
d'inférence de R ne fait que modifier le membre droit d'une règle de transition d'un automate 
en positionnant une des composantes de cet état à 1 (à l'aide de switchl) et ceci en fonction 
d'une des contraintes du système SC. L'idée sous-jacente à ces transformations (et donc, aux 
règles d'inférence) est de construire (itérativement) pour un système de contraintes satisfiable 
un automate .6. f vérifiant que ( i) si pour un terme clos T, on a run.c,. J ( T) E Fi, alors pour 
toute solution I du système SC, on a T E I(Xi), la construction échouant si le système n'est 
pas satisfiable (correction partielle), (ii) le langage reconnu par .6.1 est solution du système SC 
(corn plétude). 

Le système d'inférence R est donné par les cinq règles de la figure 3.3. Informellement, ce 
système peut être décrit comme suit. Le sens de la règle (Compose) est le suivant : si pour 
toute solution I, chacun des Tk vérifie Tk E I(Xik), alors du fait de la contrainte, le terme 
j(Tl, ... , Tm) doit appartenir à I(Xi)- Pour la règle (Clashl), dans toute solution I, la constante 
a appartient à I(Xi); la contrainte Xi Ç a8 implique donc le fait que le système n'a pas de 
solution. La règle (Clash2) signifie qu'il existe un terme clos de la forme j(TI, ... , Tk) dans I(Xi) 
pour toute solution I; or, la contrainte Xi Ç g(Xi 1 , ••• , Xiz) impose que pour une solution, 
les termes appartenant à l'interprétation de la variable Xi aient un g comme symbole de tête 
(avec f =/=- g). On en conclut que le système SC est nécessairement insatisfiable. Pour la règle 
(Decomp), si un terme de la forme g( T1 , ... , T1) appartient à I(Xo) pour une solution I, alors du 
fait de la contrainte, il est nécessaire que pour chacun des k, on ait Tk E I(Xk)- Finalement, la 
dernière règle (Member) signifie que si pour un terme clos T et pour une solution I, la condition 
( ((T L;,i)), [v r-t Tj) !== lj)(x) (qui est équivalente à ( ((T L;,I)), [v r-t Tj) !== 'P(x)) est vérifiée, alors 
du fait de la contrainte TE I(Xi)-

On définit la relation 1-n sur l'ensemble TAsc U {D} en posant e 1-n e' si e' est obtenu à 
partir e par application d'une règle d'inférence deR ou sie= e' 39 . Notre algorithme calcule un 
élément final ef (soit D, soit un automate de TAsc) tel que .6.0 1-n e1 (1-n dénotant la clôture 
transitive de la relation 1-n) et pour toute de TAsc U {D}, si ef 1-n e, alors e = ef, i.e. que ef 
est un point fixe de la relation 1-n. 

On peut remarquer qu'aucune stratégie d'application des règles d'inférence n'ayant été définie, 
il convient d'en choisir une pour garantir l'effectivité de l'algorithme. En fait, une simple condition 
d'équité de la stratégie est suffisante. Ceci n'est cependant pas important du point de vue de 
la correction de l'algorithme; nous y reviendrons lorsque nous aborderons le problème de la 
complexité de celui-ci. 

39La relation f-R est réflexive. 
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- (Compose) 

b. U {f(q1, ... , Qm) -7 switch1 (q, i)} 

- ( Clashl) 

f(Xip ... , Xim) Ç Xi ESC 
Vk, Qk E Fik 

b.U{a-tq} 
0 

- ( Clash2) 

b. U {f(ql, .. · , Qm) -7 q} 
0 

- (Decomp) 

b. U {lhs -7 q} 
b. U {lhs --7 switch1(q,i)} 

- (Member) 

ô U {lhs -7 q} 

Xi Ç g(Xip ... , Xi1) ESC 
f =/- g, q E Fi 
{ql, ... ,qm} Ç Reachable(b. U {f(ql, ... ,qm) -7 q}) 

Xo Ç g(X1, ... ,XL) ESC 
3g(q~, ... ,qf) -tq'ES t.q. 

l
' F ' q E o 1 q =qi 

{ q~, ... , qf} \ { qa Ç Reachable(b. u {lhs -r q}) 

b. U {lhs -7 switch1 (q, i)} 
{x 1 <p(x)} Ç XiE SC 

(Riu{lhs-+q}' [x f--7 q]) F cp(x) a 

FIG. 3.3: Le système d'inférence R du test de satisfiabilité 

aNous rappelons que cp(x) est la formule monadique T-bornée correspondante à la formule monadique 
positive 'P apparaissant dans la contrainte. 
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3.2.2 Correction- complexité 

Dans cette section, nous allons démontrer que notre algorithme est partiellement correct en 
montrant que lorsque celui-ci a pour résultat un automate d'arbres finis, alors l'interprétation 
qu'il définit est plus petite (au sens de Ç) que toute solution du système SC et lorsque le résultat 
est la valeur spéciale 0, alors le système est effectivement insatisfiable. La complétude sera vérifiée 
en montrant que si l'algorithme produit un automate, alors l'interprétation fixée par celui-ci est 
solution du système de contraintes. Nous terminerons cette section en donnant la complexité de 
l'algorithme proposé (en fixant une stratégie très simple d'application des règles d'inférence). 

Correction partielle 

Pour prouver la correction de notre algorithme, nous allons énoncer trois propriétés pour un 
certain automate de TAsc et une certaine interprétation ensembliste. Nous montrerons que les 
deux premières propriétés sont équivalentes et impliquent la troisième. Nous verrons ensuite que 
ces propriétés sont préservées par la relation f-n pour les interprétations correspondant à des 
solutions du système de contraintes. Ceci nous permettra de conclure aisément à la correction 
partielle de notre algorithme. 

La première propriété pose une condition de correction partielle des composantes positionnées 
à 1 dans l'état en membre droit de règle vis-à-vis d'une interprétation quelconque en fonction de 
la correction des états se trouvant en membre gauche vis-à-vis de cette même interprétation. 

Propriété 1 Vf(ql,··· ,qm)-+ qE b., VTI,··· ,Tm E TERM(L.), 

( f\ Vj, qk E Fj ===> Tk E I(Xj)) 
l<k<m 

===> 

(Vj, q E Fj ===> j(TI, ... , Tm) E I(Xj)) 

La seconde propriété étend cette propriété aux formules monadiques T-bornées. Ainsi, pour 
une certaine interprétation I, 

Propriété 2 Vq1, ... , qt, VTI, ... , Tt, 

( f\ Vj, qk E Fj ==?- Tk E I(Xj)) 
l<k<l 

( 

(Rl,[YI t-tql,··· ,yt t-tqt]) f=<,Q(yl,··· ,yt) ) 

(((T y:,,i)), [YI t-t TI, ... : t-t T[]) F <,O(yl, ... 'Yt) 

Finalement, la troisième propriété est un cas particulier de la seconde pour des formules 
atomiques construites à l'aide d'un terme clos, 

Propriété 3 VT E TERM(E), runfl(T) E Fi ===>TE I(Xi) 

On peut alors montrer que : 

Lemme 1 Pour une interprétation I et un automate d'arbres b. de TAsc, 

- Si la Propriété 2 est vraie pour I dans b., alors la Propriété 3 est vraie pour I dans b.. 

- Les Propriétés 1 et 2 sont équivalentes. 
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Preuve: 

Le premier point est évident, puisque pour une formule atomique quelconque T E xi (sans 
variable libre du premier ordre, puisque T est un terme clos) , RI f= T E Xi est équivalent à 
run6.(T) E Fi et que ((T r:, , Î)) f= TE Xi est équivalent à TE I(Xi) - Ainsi, cette implication est 
valide. 

Pour le second point, il est évident de voir que si la Propriété 2 est vraie pour une interprétation 
I , alors ceci implique que la Propriété 1 est vraie elle aussi pour cette même interprétation . 
La Propriété 1 est en fait un cas particulier de la Propriété 2 pour les formules atomiques de 
la forme f(yl, ... ,ym) E Xj (avec jE {1, . .. ,n}). 
Prouvons maintenant par induction sur la structure des formules monadiques T -bornées cp que 
pour une interprétation I fixée , la Propriété 1 implique la Propriété 2. 

- si cp est une formule atomique, i.e. de la forme t E Xi , alors par induction sur la structure 
du terme t : 

- si t est une variable (du premier ordre) , alors l 'implication est trivialement vraie. 

- si t est une constante ( t = a), alors 1 'implication est déduite immédiatement du fait 
que la Propriété 1 est vraie pour la règle de transition a --7 q. 

- si test un terme « composé», i.e. de la forme t = f(t 1 , ..• , tm), alors par hypothèse 
d'induction , la Propriété 2 est vraie pour tous les ti et pour toute variable du second 
ordre Xe. 

Ainsi, pour tout T1, ... , Tf et tout q1 , . .. , q1 , tels que la proposition suivante est vraie 

on peut en déduire que 

1\ Vj, qk E Fj ===} Tk E I(Xj) 
l<k<l 

( R r, [Yl ~ q1, · · · , YI ~ qi]) F ti E Xe ) 

( ((T r:,,Î)), [Yl ~Tl , ~' YI ~Tl]) F ti E Xe 

En posant v = [Yl ~ q1 , ... , YI ~ qi] et CJ = [Yl ~ T1 , . . . , YI ~ Tf], ceci est par 
définition équivalent à affirmer que : 

où CJ(ti) désigne l'application de la substitution close CJ au terme ti. 

Posons q~ = ltiJ ~:i et Tf= CJ(ti). En utilisant ces notations, la proposition précédente 
peut être reformulée de la façon suivante : 

1\ \:fe, q~ E Fe ===? T~ E I(Xe) 
l<k<m 

Par hypothèse, la Propriété 1 étant vraie dans .6., et ce en particulier pour les q~ et 
les Tf, on peut donc en déduire que : 
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Ceci est équivalent à dire, par définition, pour tout Xe, que 

( 

(RI, [Yl f-7 q1, · · · , YI f-7 qt]) F f(tl, · · · , tm) E Xe ) 

( ((T ~,Ï)), [Yl f-7 Tl, ... , YI=: T[]) F f(tl, ... , tm) E Xe 

qui est bien l'expression de la partie impliquée de la Propriété 2, pour une formule rp 
de la forme f(tl, ... , tm) E Xe. 

- si rp est de la forme cp1 1\ <P2 ou ({51 V cf2, alors par hypothèse d'induction, la Propriété 
2 est vraie pour cf1 et cf2· Considérons ces deux hypothèses écrites pour l'ensemble des 
variables du premier ordre libres dans cf1 et cf2, i.e. Varx(cfl) U Varx(cf2); en posant 

'lr(ql, ... 'q[, TI' ... 'Tt) = 1\ Vj, qk E Fj ==} Tk E I(Xj) 
l::ç;kS:L 

on a (pour l'indice e E {1, 2}) : Vq1, ... , q1, VTh ... , Tt, 

( 

(RI, [Yl f-7 ql, · · · 'YI f-7 qt]) F cfe ) 
'lf(qi, · ·. , q[, Tl, ... , Tt) ==} ==} 

(((T ~,Ï)), [Yl f-7 Tl,··· ,y[ f-t T[]) F cfe 

ceci étant équivalent à V qi, ... , q1, VT1, ... , Tt, 

( 

(RI, [y1 f-7 q1, ... ,yt f-t qt]) F= cfe ) 
'lf(ql, ... 'q[, Tl, ... 'Tt) ==} 1\ - ==} 

1::ç;e::ç;2 ( ((T ~, I)), [Yl f-7 Tl, ... , YI f-7 Tt]) F cfe 

En utilisant les équivalences logiques habituelles, on peut déduire de la proposition précé
dente les deux énoncés montrant que l'implication des propriétés est vraie pour ces deux 
formes de formules, à savoir: Vq1, ... , q1, VT1, ... , Tt 

et Vq1, ... , q1, VT1, ... , Tt 

( 

(RI, [Yl f-t qi, ... 'Yt f-7 qt]) F cfl v cf2 ) 
'lf ( ql, · · · , ql, Tl , . . . , Tt) ==} ==} 

( ((T ~' Ï))' [Yl f-t TI' ... ' YI f-t T[]) F cfl v cf2 

- si rp est de la forme :lx (x E T 1\ rp'), alors il est suffisant de monter que :pour tout état 
accessible q de l'automate .6., il existe un terme clos T tel que Vq1, ... , q~, VT1, ... , Tt, 

( 1\ Vj, qk E Fj ==;. Tk E I(Xj)) 
l::ç;k::ç;l 

==} 

( 

(RJ, [x f-7 q, Yl f-t q1, ... , Yt f-7 qt]) f= rp'(x, YI,··· , yt) ) 

( ((T ~,Ï)), [x f-7 T, Yl H Tl,.~ Yt H Tt]) f= rp'(x, Yl, ... , yt) 
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Soit T un terme clos tel que run~( T)=lT hT =q (trouver un tel terme est possible puisque, 
~ 

par hypothèse, q est accessible dans .6.). 
Or, puisque la Propriété 2 est valide pour rj/ in .6. par hypothèse d'induction et que le 
choix pour le terme T implique que V j, q E Fj ===? T E I(Xj) (car, du fait du cas de base, 
la Propriété 2 est vraie dans .6. pour les formules atomiques (closes)), on peut donc en 
déduire que l'énoncé précédent est valide. 

- si rp est de la forme 'ix (xE T =} rj/), alors le preuve est duale du cas précédent. Il suffit 
donc de montrer que: pour tout terme clos T, il existe un état accessible q dans .6. tel que 
'ïlqi,··· ,qz,'ïiT1,··· ,Tz, 

( f\ 'Vj,qkEFj===?TkEI(Xj)) 
1<k<l 

===? 

( 

(Rl, [x r-+ q, Y1 t--+ qi, ... , Yl t--+ qz]) F= rp'(x, YI, ... , Yz) ) 

(((TI;, i)), [x r-+ T, Y1 t--+ T1,. ~ Yl t--+ Tl]) f= rp'(x, YI,.·· , Yl) 

Là encore, la Propriété 2 est vraie pour rp' dans .6.. Posons q = l T J RT (ce qui entraîne par 
~ 

définition que q est accessible dans .6.). De plus, puisque la Propriété 2 est vraie pour toute 
formule atomique close (du fait du cas de base) dans .6., on a 'ïlj, q E Fj ===?TE I(Xj ). 
Ces deux faits nous permettent alors de conclure à la validité de l'énoncé précédent . 

• 
Nous allons montrer que la Propriété 1, et donc, les Propriétés 2 et 3, sont préservées par la 

relation f-n lorsque les interprétations considérées sont des solutions du système de contraintes 
ensemblistes. 

Lemme 2 Si la Propriété 1 est vraie pour un automate d'arbres .6. et pour une solution I et 
que .6. f-n .6.' (avec 1:1' # 0), alors la Propriété 1 est vraie pour .6.' et I. 
Preuve: 

Le cas où .6. = 1:1' est trivial; nous supposons donc maintenant que .6. # .6.'. 

Considérons une solution I du système de contraintes. Il est évident que la propriété 1 de
meure vraie pour les règles qui n'ont pas été modifiées par l'application de la règle d'inférence 
correspondant à 1:1 f-n .6.'. 

Soit j(q1, ... , qm) ~ q, la règle de transition de .6. qui s'est vue transformée dans .6.' en 
j(q1, ... , qm) ~ switchi (q, i) . Puisque par hypothèse, la Propriété 1 est vraie pour .6. et I, il 
est alors suffisant de prouver que 'ï!TI, . . . , Tm E TERM(L.), 

( f\ 'Vj, qk E Fj ===? Tk E I(Xj)) ===? j(TI, ... , Tm) E I(Xi) 
1:Sk:Sm 

est vraie dans 1 'automate calculé .6.'. 

Ainsi, selon la règle d'inférence deR appliquée pour le pas .6. f-n .6.' : 

- Pour la règle (Compose) :par les conditions de la règle d'inférence, 'ïlk, qk E Fik. Donc, 
pour tous T1,··· ,Tm tels que Tk E I(Xik), j(T1,··· ,Tm) doit appartenir à I(Xi)· Ceci 
est vrai carI est une solution et que, par définition, le fait que pour tout k, Tk E I(Xik) 
implique que j(TI, ... , Tm) E f(I(XiJ, ... ,I(Xim)). 
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- Pour la règle (Decomp) : Considérons le terme t = g( x~, ... , f ( x1, ... , Xm), ... , xf) et la 
formule atomique t E X 0 . Puisque la Propriété 1 et donc, par le lemme 1, la Propriété 2 
sont vraies pour S et 'L, on a 
>-tl 1 >-tl 1\.1 
vq1, ... ,q1, vT1, ... ,T1, VT!,···,Tm, 

(\ Vj, qk E Fj ==?- Tk E 'L(Xj) A 
l:Sk:Sm 

(\ Vj, q~, E Fj ==> T~, E 'L(Xj) 
l<k'<l 
k'=ii 

, {v~= [x~ t-+ q~, ... ,x; t-t q;J Vq =[xl t-+ q1, ... , Xm t-+ qm] 
ou 

V~ = [x~ t-+ T{, ... , T{ t-+ T{] V 7 = [xl t-+ Tr, ... ,Tm t-+ Tm] 
Cette proposition est vraie en particulier si on pose que pour tout k1

, q~, = runfl. ( Tk,). 
Dans ce cas, en utilisant le fait que la Propriété 3 est vraie pour .6. et pour 'L (puisque, 
du fait du lemme 1, impliquée par la Propriété 1), la proposition suivante est valide 

(\ Vj, q~, E Fj ==> T~, E I(Xj) 
l<k'<l 
k':ii 

De plus, par les conditions de la règle d'inférence, on a (Rl_, (v~ o vq)) 1= tE X 0 Ainsi, on 
peut en déduire que 

( (\ Vj, qk E Fj ==?- Tk E 'L(Xj)) ==> (((T r:,,Ï)), (v~ o V7 ) j= tE X 0 ) 

l:Sk:Sm 

ce qui, par définition, est équivalent à 

( (\ Vj, qk E Fj ==> Tk E I(Xj)) ==?- (g(T~, ... ,f(Tr, ... , Tm), ... , T{) E 'L(Xo)) 
l:Sk:Sm 

Or, puisque I est une solution, la proposition g(T{, ... , j(TI, ... , Tm), ... , T{) E 'L(X0 ) 

implique j(TI, ... ,Tm) E I(Xi)· 

- Pour la règle (Member) : puisque, par hypothèse, la Propriété 1 est vraie pour .6. et 'L, on 
a pour la règle f(ql, ... , qm) -7 q de .6. considérée par la règle (Member) 
'<fT!, ... , Tm, 

( (\ Vj, qk E Fj ==?- Tk E I(Xj)) ==?- (Vj, q E Fj ==?- j(TI, ... , Tm) E 'L(Xj)) 
l:Sk:Sm 

De plus, la Propriété 1 impliquant la Propriété 2 pour tout automate, on a en particulier 
pour .6. et cp, 

(Vj, q E Fj ==> j(TI, ... , Tm) E I(Xj)) 

==?-

( 

(Rl, [x t-t q]) F= tf>(x) ) 

(((Tr:,,i)),[x t-+ f(: ... ,Tm)]) 1= cp(x) 
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Or, du fait de la proposition 6, ( ((T E,i)), [x t--+ j(T1 , . . . , Tm)]) f= rp(x) est équivalent 
à (((TE,I)),[x t--+ j(T1, ... ,Tm)]) f= <p(x) , qui est, par définition , lui-même équivalent 
à j(T1 , ... ,Tm) E I({xl<p(x)}). Puisque I est une solution du système, cette dernière 
proposition implique j(TI , . .. , Tm) E I(Xi)· 

De plus, de par les conditions de la règle d'inférence, la proposition (RI , [x t--+ q]) f= rp(x) 
est valide, ce qui nous permet de conclure à 

( 1\ 'ij, qk E Fj =? Tk E I(Xj)) =? j(TI , ... , Tm) E I(Xi) 
l~k~m 

Il est alors immédiat de conclure à la correction partielle de l'algorithme présenté. 
• 

Théorème 12 Soit e f la valeur calculée par l'algorithme pour un système de contraintes en
semblistes SC. 

- si e f est un automate !:. f ( e f =f D) , alors pour toute solution I et pour tout terme clos T , 

run~1 (T) E Fi implique TE I(Xi). 

- si ef = D , alors SC est insatisfiable . 

Preuve: 

Il est évident de voir que la Propriété 1 (et , de fait du lemme 1, les Propriétés 2 et 3) sont 
valides pour .6..o, et ce, pour toute solution. Ainsi, par le lemme 2, ces propriétés sont vraies 
pour tout automate et toute solution du système au cours du calcul. 

- Le premier point est immédiat, puisque, du fait de l 'affirmation précédente, la Propriété 
3 est vraie dans .6.. f pour toute solution. 

- Pour le second point : soit .6..e un automate ( .6..e =f D) tel que .6..o f-R_ .6..e et .6..e f-n D. La 
propriété 3 est donc valide pour .6..e et pour toute solution I. Selon la règle d 'inférence 
appliquée pour .6..e f-n D : 

- Pour la règle (Clashl) : puisque la Propriété 3 est vraie pour .6..e , on peut affirmer 
que q E Fi implique que a E I(Xi) pour toute solution I . 

- Pour la règle (Clash2) :par définition de la notion d'accessibilité, il existe des termes 
clos TI , ·· · , Tm tels que run~e (Tk) = Qk et donc, run~e (j(TI , . .. , Tm))= q E Fi (avec 
f =f g) . Puisque la Propriété 3 est vraie pour .6..e , ceci implique que pour toute solution 
I , j(TI , ··· , Tm) EI(Xi) . 

Dans chacun des deux cas, on peut donc affirmer que le système de contraintes n'a pas 
de solution. 

• 
La correction partielle peut se résumer en disant que si la valeur finale calculée est D , alors le 

système SC est insatisfiable, et dans le cas contraire, c-à-d si cette valeur est un automate, alors 
l 'interprétation qu 'il définit est plus petite (au sens de Ç) que toute solution du système. 

Complétude 

Soit e f , un point fixe calculé de f-n par notre algorithme. Supposons que e f soit en fait un 
automate d'arbres !:.f (i.e. ef =f D). Nous allons montrer que l'interprétation I~1 définie par cet 
automate est une solution du système de contraintes SC. 

Théorème 13 I~1 , l'interprétation définie par .6.. f 40 , est une solution de SC. 

40Nous rappelons que si 6.1 reconnait le langage (L 1 , ... , Ln), alors Ic:,. 1 est définie par VX;, Ic:,. 1 (X;)= L; . 
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Preuve: 

Par définition, TE ID.1 (Xi) ssi runD.1 (T) E Fi. Selon les différents types de contraintes appa
raissant dans un système en forme aplatie : 

- Pour une contrainte de la forme f(Xi 1 , •.• , Xim) Ç Xi : 

Considérons Tl' ... ' Tm E TERM('L,)' tels que Tk E LD, f ( Xik). Puisque par hypothèse, .6. f 
est un point fixe de f-n, du fait de la règle (Compose), runD.1 (f(T1, ... , Tm)) E Fi. Ainsi, 
j(Tl, ... , Tm) E LD.1 (Xi). 

- Pour une contrainte de la forme X 0 Ç g(X1, ... , X1) : 
Considérons un terme clos T appartenant à ID-1 (X0 ), i.e. vérifiant runD-1 (T) E F0 • Selon 
la forme de ce terme : 
Si T = f ( T1, ... , Tm) et f =/:- g, alors la règle ( Clash2) aurait du être appliquée à 6.1. Ceci 
est impossible puisque 6.1 est un point fixe différent de 0. 

Si T = g( Tl, ... , Tt), par définition il existe une règle de transition g( q~, ... , qf) -t q' dans 
6.1 telle que q' E F0 et pour tout k, qik est un état accessible dans cet automate. Puisque 
6.1 est un point fixe de f-n, pour tout i, q~ E Fi. Et donc, par définition, Ti E ID-

1 
(Xi); 

ainsi, g( T1, ... , Tt) E ID-1 (g(X1, ... , Xt)). 

- Pour une contrainte de la forme Xi ç ac : 
Il est suflisant de montrer que at$ ID.1 (Xi). Si tel n'était pas le cas, alors par définition 
runD. f (a) E Fi. Ainsi, pour la règle de transition a -t q de 6.1, q appartiendrait à Fi. 
Ceci est impossible puisque 6.1 est un point fixe pour f-n (et, en particulier pour la règle 
(Clash1)) supposé différent de O. 

- Pour une contrainte de la forme {x j cp(x)} Ç Xi : 
Soit T un terme clos tel queTE ID.1 ({xjcp(x)}). Par définition, ceci est équivalent à 
((T '[;,ID..1)), [x f--t T] f= cp(x). En utilisant la proposition 5 et le contenu de la section 
3.1.2.0, on peut déduire que (Rrch(D.J)' [x f--t runD.1 (T)]) f= cp(x) 

Donc, par la proposition 6, (R~h(D.J)' [x f--t runD..1 (T)]) f= cp(x) 

Ainsi, par la proposition 7 et le contenu de la section 3.1.2.0, (Rl
1

, [x H runD.
1

(T)]) f= 
cp( x) 
Finalement, puisque 6.1 est un point fixe de f-n, par la règle (Member), runD.1 (T) E Fi ce 
qui implique queTE ID.1 (Xi)· 

• 
On peut déduire des preuves de correction partielle et de complétude que notre algorithme 

calcule la valeur 0 si et seulement si le système de contraintes ensemblistes SC considéré est 
insatisfiable et que si la valeur finale calculée est un automate d'arbres, alors l'interprétation 
ensembliste définie par celui-ci est la plus petite solution du système SC. Par conséquent, sous 
l'hypothèse d'une stratégie « terminante», ceci permet de répondre au problème de confluence 
de notre algorithme. 

Nous allons dans la section suivante aborder le problème de la complexité de l'algorithme 
présenté. 

Complexité 

Nous rappelons que le problème de satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes 
définies est un problème EXPTIME-complet [16]. Ceci nous donne une borne inférieure à la 
complexité de notre problème. 
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Proposition 8 Le problème de satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes définies 
généralisées est EXPTIME-dur. 
Preuve: 

Trivial, puisque tout système de contraintes définies est par définition un système défini géné
ralisé. 

• 
En utilisant l'algorithme précédemment décrit (avec une stratégie particulière d'application 

des règles d'inférence), on a 

Proposition 9 Le problème de satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes définies 
généralisées est un problème EXPTIME-complet. 
Preuve: 

Notons tout d'abord que tout système de contraintes définies généralisées peut être mis en 
forme aplatie à l'aide d'un algorithme polynômial en temps (et donc, en espace). Il est donc 
suffisant de démontrer que l'algorithme proposé (répondant au problème de satisfiabilité d'un 
système en forme aplatie) est EXPTIME 41 . 

Pour ce faire, nous allons tout d'abord spécifier une stratégie pour l'application des règles 
d'inférence de n. 
Cette stratégie consiste en l'itération d'un procédure de type« cherche-et-switch», qui s'achève 
lorsque deux itérations successives n'ont conduit à aucune modification de 1 'automate ou lorsque 
la valeur D a été calculée. Cette procédure revient à chercher une contrainte et une règle de 
transition telles qu'une règle d'inférence deR puisse être déclenchée avec ce couple entraînant 
soit la modification (explicite) de la règle de transition (transformation d'un 0 en un 1), soit 
le calcul de D. Ceci assure qu'à chaque exécution de cette procédure si l'automate auquel elle 
s'applique n'est pas un point fixe de f-n, alors (au moins) un état d'un membre droit de règle 
est modifié. 

Soit Nv (resp. Nsc) le nombre de variables ensemblistes (resp. de contraintes ensemblistes) 
apparaissant dans le système de contraintes donné en entrée. 
Soit S'P la longueur de la plus grande formule monadique positive apparaissant dans les expres
sions ensemblistes des contraintes de SC et SQ la longueur de la plus grande quantification de 
ces formules. 
Soient Nf et amax respectivement le nombre de symboles de fonctions et l'arité maximale de 
la signature :E. 

Dans les automates que nous considérons, il y a exactement 2Nv états et au plus 2Nv amax Nf 
règles de transition. Nous notons ISI une borne supérieure de la taille d'un automate donnée par 
2Nv amax Nf (amax+ 1) Nv. On peut supposer que tester la finalité d'un état et que l'opération 
switch1 peuvent être faites en temps constant. L'accessibilité d'un état peut être testée en un 
temps linéaire par rapport à ISI. 
Puisqu'à chaque itération, au moins un état en membre droit de règle voit l'une des ses 
composantes modifiée de 0 vers 1, on peut donc borner le nombre total d'itérations par 
2Nv amax Nf Nv. De plus, du fait du système d'inférence R, il se trouve que pour chaque couple 
(contrainte,règle de transition) au plus deux règles d'inférence peuvent (éventuellement) être 
appliquées 42 ; ainsi, au plus deux tests de déclenchabilité (pour la ou les règles d'inférence 

41 Pour un problème de taille n, EXPTIME(n) = Uk DTIME(2nk ). 
42 Une telle situation peut se produire pour un couple dont la contrainte est de la forme X; Ç g(X; 1 , .•. , X;1) 

entraînant le fait que le test de déclenchabilité doit être réalisé pour la règle (Decomp) et la règle (Clash2). 
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correspondant au couple) doit être effectué pour un tel couple. Donc, à chaque exécution de la 
procédure « cherche-et-switch », il est réalisé au plus (2amax Nv 2 Nf Nsc) tests de déclencha
bilité. 

Le coût de ce test de déclenchabilité dépend de la règle d'inférence : il peut être effectué en 
O(amax) pour la règle (Compose) et en 0(1) pour la règle (Clashl). Pour la règle (Clash2), ce 
test consiste principalement à tester l'accessibilité d'au plus amax états; ceci peut être fait en 
O(amax jSj). Pour la règle (Decomp), une règle de transition particulière ayant g pour symbole 
de tête doit être trouvée; pour vérifier qu'une règle ayant g pour symbole de tête convient, il 
est nécessaire pour l'une d'entre elles, de tester parmi les (au plus) amax états apparaissant en 
membre gauche, la présence de l'état q et l'accessibilité des (au plus) (amax- 1) autres états 
de ce même membre gauche. Ainsi, le test pour cette règle d'inférence peut être fait en au 
plus 0(2Nv amax * ((amax- 1) ISI + amax)). Le test de déclenchabilité pour la règle (Member) 
peut être décomposé en deux parties :la première calcule l'ensemble des états accessibles dans 
l'automate en O(ISI) et la seconde tente de prouver la validité de la formule cp, ce qui peut être 
réalisé en 0(2Nv SQ .S'P). 

Notons T, la taille du système de contraintes ensemblistes donné en entrée. Globalement, le 
nombre de tests de déclenchabilité peut être majoré par k1 T 2 2k2 T, où k1 , k2 sont des constantes 
dépendantes de la signature ~- Le coût de chacun des tests de déclenchabilité (selon la règle 
d'inférence) peut être borné par O(k3T2k4 T

2
), où k3,k4 sont des constantes dépendantes de 

la signature. Ainsi, la complexité globale de l'algorithme proposé est en O(k T 3 2k' (T
2
+T)), où 

k, k' sont des constantes dépendantes de la signature. 

• 
Remarques: 

Les automates de la classe TAsc Le point crucial de la méthode que nous avons présentée 
ici est la classe des automates TAsc et ceci sur deux points. 

Le premier est le lien existant entre les variables ensemblistes d'un système et la définition 
des états d'un automate de cette classe, ainsi que celle du n-uplets d'états finals. Cet aspect se 
retrouve dans les travaux qui ont précédé celui-ci sur les classes de contraintes définies, (positive) 
à intersection, et la classe (PNSC). En effet, un état de l'automate peut être vu comme la fonction 
caractéristique d'un sous-ensemble des variables ensemblistes d'un système SC. On retrouve là 
d'une certaine manière les variables créées par l'algorithme de [39] et plus particulièrement l'indice 
associé à ses variables. Il en va de même des variables d'intersection de [16) pour lesquelles nous 
avons déja fait le rapprochement avec celles du travail précédemment cité. Plus proche encore 
sont les états des automates d'ensembles d'arbres définis dans [32), puisqu'ils sont tout comme les 
nôtres définis comme une valuation booléenne. La principale distinction qui peut être faite serait 
que dans tous ces travaux, les « états» sont en fait un n-uplet de booléens dont les composantes 
sont associées aux expressions et non aux variables du système. C'est la forme aplatie, ainsi que 
l'automate qui contient les notions de composition de termes, qui font que seules les variables 
sont considérées ici. 

Le second point est la nature déterministe et complète des automates qui met en lumière 
l'aspect algèbrique de le solution proposé. En effet, tout comme dans [14), l'algorithme peut 
tout simplement être vu comme la recherche d'une algèbre finie (ayant pour domaine les états 
accessibles de l'automate) définissant une unique structure (le n-uplets d'états finals étant fixé); 
cette recherche s'effectue parmi toutes les algèbres possibles (i.e. celles ayant pour domaine les 
parties de l'ensemble des variables ensemblistes, pouvant être vues comme des ensembles de 
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prédicats monadiques) et non pas de manière non-déterminste, mais par un calcul itératif. 

Treillis des solutions Nous avons vu précédemment qu'un système de contraintes ensem
blistes définies généralisées satisfiable avait une plus petite solution (qui est celle calculée par 
notre algorithme sous la forme d'un automate d'arbres). Cependant, nous avons déja mentionné 
le fait que cela était aussi le cas pour un système de contraintes définies et pouvait être vu comme 
un conséquence du fait que l'ensemble des solutions d'un tel système de contraintes était clos 
par intersection n. Cette propriété peut se résumer par le fait que l'ensemble des solutions forme 
un semi-treillis inférieur complet. Nous allons voir que la généralisation que nous proposons pré
serve cette propriété. Pour tout ensemble (non vide) de solutions SI d'un système de contraintes 
définies généralisées, nSr 43 est aussi une solution, ce qui se résume en disant que l'ensemble 
des solutions est « clos par intersection». 

Proposition 10 Pour tout système satisfiable SC de contraintes ensemblistes définies géné
ralisées, ayant Im pour plus petite solution, (SOL( SC), Ç, n,Im) est un semi-treillis inférieur 
complet. 
Preuve: 

Pour prouver cela, il suffit de montrer que pour tout ensemble de solutions S, nS est une solu
tion. Ceci peut être fait en inspectant chacun des types de contraintes (que nous supposerons 
sans perte de généralité en forme aplatie). Pour les contraintes concernant des compositions 
fonctionnelles, à savoir f(X1 , ... , Xm) Ç X et X Ç f(X1 , ... , Xm), la preuve est similaire à 
celle faite dans {39} pour le cas des contraintes définies. Nous allons simplement rappeler le cas 
j(X1, ... , Xm) Ç X, l'autre cas étant symétrique. 

Pour tout terme T, 

TE nS(f(XlJ ... 'Xm)) 

{::?TE j(nS(XI), ... 'nS(Xm)) (car ns est une interprétation ensembliste) 

{::?VIEs, TE J(I(Xl), ... I(Xm)) (par définition de ns) 
{::?VIES, TE I(f(X1, ... ,Xm)) (carI est une interprétation ensembliste) 

::::} VIE S, T E I(X) (carI est une solution) 

{::?TE nS(X) (par définition de nS) 

La preuve pour X Ç ac est trivial. Détaillons le cas pour {x 1 'P( x)} Ç X 

Pour tout terme T, 

TE nS({x 1 cp(x)}) 

{::? (nS, [x H T]) ~ 'P(x) (car nS est une interprétation ensembliste) 

::::} VIES, (I, [x H T]) f= cp(x) (*) 

{::? VI E S, T E I ( {x 1 'P( x)}) (car I est une interprétation ensembliste) 

::::} VIE S, T E I(X) (carI est une solution) 

::::} TE nS(X) (par définition de nS) 

La preuve de l'implication (*) se fait par induction sur la structure de la formule cp. 

• 
43 Nous rappelons que l'interprétation nSr est définie par : pour toute variable ensembliste X, r E nSr(X) si 

et seulement si pour toute solution Ide Sr, rE I(X). 
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Nous avons vu dans cette section que deux des propriétés de base de la classe des contraintes 
définies étaient préservées par notre extension, à savoir la complexité du problème de satisfiabilité 
et le fait que les solutions d'un système satisfiable forment un semi-treillis inférieur complet. 

Nous allons dans la section suivante détailler le fonctionnement de notre algorithme sur un 
exemple. 

3.2.3 Exemple 

Reprenons le système de contraintes en forme aplatie donné dans l'exemple 13. 

a ç x4 
bÇXs 

j(X4, Xs) ç X1 

J(Xs,X6) ç X1 

g(Xs, Xs) Ç X2 

g(Xs, X2) Ç X2 

{x 1 ~z\fy j(x, y) E X1 1\ g(z, x) E X2} Ç X3 

{x I:Jy, y E x4 v xE X6} ç x6 

Les états de l'automate que nous allons utiliser seront de la forme [X1,X2,X3,X4 ,Xs,X6]· 
Par exemple, pour la règle a-+ [1, 0, 0, 0, 1, 1], le membre droit signifie que pour toute solution, 
a appartient à l'interprétation de X 1 , Xs et X6. 

Afin de pouvoir représenter les automates de manière plus compacte, les états en membre 
gauche de règle pourront avoir des composantes non-définies « _ »; Ainsi, l'état [1, 0, 0, _, 1, 1] 
sera une méta-représentation des états [1, 0, 0, 0, 1, 1] et [1, 0, 0, 1, 1, 1]. Pour une règle de transi
tion, la méta-règle !([1, 0, 0, _, 1, 1], [0, 0, 0, 0, 0, _]) -+ [0, 0, 1, 0, 0, 0] représentera les règles 

!([1, 0, 0, 0, 1, 1], [0, 0, 0, 0, 0, 0]) -+ [0, 0, 1, 0, 0, 0] 

!([1,0,0,0,1,1],[0,0,0,0,0,1])-+ [0,0,1,0,0,0] 

!([1,0,0,1,1,1],[0,0,0,0,0,0])-+ [0,0,1,0,0,0] 

!([1, 0, 0, 1, 1, 1], [0, 0, 0, 0, 0, 1]) -+ [0, 0, 1, 0, 0, 0] 

L'automate initial .6.o est donc donné par : 

a -+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

b -+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

c-+ [0,0,0,0,0,0] 

f([_,_,_,_,_,_],[_,_,_,_,_,_])-+ [0,0,0,0,0,0] 

g([_, -' -' _, -' _], [_, -' -' _, -' _])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

La première contrainte a Ç X4 modifie par la règle d'inférence (Compose) la règle ayant a 
pour membre gauche en la remplaçant par :a-+ [0, 0, 0, 1, 0, 0]. 

De le même façon, de la contrainte suivante il résulte la règle de transition : 

b-+ [0,0,0,0, 1,0] 

La troisième contrainte f(X4 , X 5 ) Ç X 1 signifie intuitivement que si pour une solution, 
un arbre 7 1 (resp. 72 ) appartient à l'interprétation de X4 (resp. de X 5 ), alors l'arbre j(71,72) 

appartient à l'interprétation de X1 . Par l'application de la règle (Compose), cela se traduit dans 
(la méta-représentation de) l'automate par le remplacement de la méta-règle 

!([_, -' -' -' -' _], [_, -' -' -' -' _])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 
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!([_,_,_,1,_,_],[_,_,_,_,1,_])-+ [1,0,0,0,0,0] 

f([_,_,_,o,_,_],[_,_,_,_,1,_])-+ [o,o,o,o,o,o] 

!([_, -' -' 1, -' _], [_, -' -' -' 0, _])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

f([_,_,_,o,_,_],[_,_,_,_,o,_])-+ [o,o,o,o,o,o] 

Il faut remarquer que cette transformation, qui semble ici n'être qu'un pas de calcul, peut être 
vue comme l'application de la règle d'inférence (Compose) sur chacune des règles de transition 
méta-réprésentées dans l'automate ici décrit. 

En considérant les contraintes suivantes de la même forme, on obtient alors l'automate sui
vant: 

a-+ (0,0,0, 1,0,0] 

b-+ (0, 0, 0, 0, 1, 0] !([_, _, _, 1, 0, _], [_, -' _, _, 1, 0])-+ (1, 0, 0, 0, 0, 0] 

c-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] !([_, _, _, 0, 0, _], [_, _, _, _, 1, 0])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, -' 1, 1, _], [_, _, _, _, 1, 1])-+ (1, 0, 0, 0, 0, 0] !([_, -' _, 1, 0, _], [_, _, _, _, 0, 0])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, _, 0, 1, _], [_, -' _, -' 1, 1])-+ [1, 0, 0, 0, 0, 0] !([_, -' _, 0, 0,, _], [_, -' _, _, 0, 0])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, -' _, 1, 1, _], [_, _, -' -' 0, 1]) -+ (1, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, _, -' _, 1, _], [_, 1, _, _, 1, _]) -+ (0, 1, 0, 0, 0, 0] 

f([_, _, _, 0, 1, _], [_, _, -' _, 0, 1])-+ [1, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, _, _, _, 1, _], [_, 1, _, -' 0, _])-+ (0, 1, 0, 0, 0, 0] 

f([_' _, _, 1, 1, _], [_, -' _, -' 1, 0]) -+ (1, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, -' _, _, 1, _], [_, 0, -' _, 1, _]) -+ (0, 1, 0, 0, 0, 0] 

!([_, -' _, 0, 1, _], [_, _, _, _, 1, 0])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, -' _, _, 1, _], [_, 0, _, _, 0, _])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, _, 1, 1, _], [_, _, _, -' 0, 0])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, _, _, -' 0, _], [_, 1, -' -' 1, _])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, _, 0, 1, _], [_, _, _, _, 0, 0])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, -' _, _, 0, _], [_, 1, _, _, 0, _])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, _, 1, 0, _], [_, _, _, _, 1, 1]) -+ (1, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, -' _, _, 0, _], [_, 0, _, _, 1, _]) -+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, -' -' 0, 0, _], [_, _, _, _, 1, 1])-+ [0, 0, 0, 0, 0, 0] g([_, _, _, _, 0, _], [_, 0, -' _, 0, _])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, _, 1, 0, _], [_, _, _, _, 0, 1])-+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

!([_, _, _, 0, 0, _], [_, _, _, -' 0, 1]) -+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

Examinons maintenant la contrainte {x 1 ::Jz\:fy f(x, y) E X1 1\g(z, x) E X2} Ç X3. On va donc 
tenter d'appliquer la règle (Member). Les états accessibles dans l'automate à ce niveau du calcul 
sont exactement les états présents en membre droit de règle. On peut alors remarquer que quelque 
soit la règle de transition considérée, son membre gauche ne peut être utilisé comme valuation 
de la variable x de telle façon que la formule de l'expression d'appartenance ait pour modèle la 
structure RI défini par l'automate. Ceci vient en particulier du fait que quelque soit le membre 
gauche considéré q (pour x), il n'existe pas d'état accessible q' tel que pour la règle de l'automate 
f(q, q') -+ q", q" soit final pour F1 (correspondant à la variable Xl). Par exemple, pour x valué à 
[0, 0, 0, 0, 1, 0], pour l'état accessible [0, 0, 0, 0, 0, 0], la règle de transition (méta-représentée dans 
l'automate) est 

f([O, 0, 0, 0, 1, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0]) -+ (0, 0, 0, 0, 0, 0] 

Cet état comme tous les autres ne peut convenir comme valuation pour x. Ainsi, après cette 
étape, l'automate demeure inchangé. 

La contrainte suivante est {x I:Jy, y E X4 V x E X 6 } Ç X5. L'étape précédente n'ayant 
pas modifié l'automate, tous les états présents en membre droit de règles sont toujours tous 
accessibles. De par la formule présente dans l'expression d'appartenance de cette contrainte, le 
pas de calcul est très simple : pour tout membre gauche valuant x, on peut trouver un état 
accessible appartenant à F4 (en considérant le membre gauche de la règle a -+ q de l'automate). 
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Ainsi, par application de la règle (Member) à tous les membres gauches de règle, on obtient 
l'automate suivant : 

a-+ (0, 0, 0, 1, 0, 1) 

b-+ (0, 0, 0, 0, 1, 1) !([_, -' -' 1, 0, _], [_, -' -' _, 1, 0)) -+ (1, 0, 0, 0, 0, 1) 

c-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) !([_, -' _, 0, 0, _], [_, -' -' -' 1, 0))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 

!([_, _, _, 1, 1, _], [_, -' -' -' 1, 1))-+ (1, 0, 0, 0, 0, 1) !([_, -' -' 1, 0, _], [_, -' -' -' 0, 0))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 
!([_, -' _, 0, 1, _], [_, -' -' -' 1, 1))-+ (1, 0, 0, 0, 0, 1) !([_, _, _, 0, 0, _], [_, -' -' -' 0, 0))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 
!([_, -' _, 1, 1, _], [_, -' -' _, 0, 1))-+ (1, 0, 0, 0, 0, 1) g((_, -' _, -' 1, _], [_, 1, _, -' 1, _))-+ (0, 1, 0, 0, 0, 1) 

!([_, -' _, 0, 1, _], [_, _, -' -' 0, 1))-+ (1, 0, 0, 0, 0, 1] g((_, _, -' -' 1, _], [_, 1, -' _, 0, _))-+ (0, 1, 0, 0, 0, 1] 

!([_, _, _, 1, 1, _], [_, -' -' -' 1, 0)) -+ (1, 0, 0, 0, 0, 1) g((_, -' -' -' 1, _], [_, 0, -' -' 1, _)) -+ (0, 1, 0, 0, 0, 1) 
!([_, -' _, 0, 1, _], [_, -' -' _, 1, 0))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1] g([_, -' _, -' 1, _], [_, 0, _, _, 0, _))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 

!([_, -' _, 1, 1, _], [_, -' -' _, 0, 0))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) g((_, -' _, -' 0, _], [_, 1, _, -' 1, _))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 

!([_, _, _, 0, 1, _], [_, _, -' -' 0, 0))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1] g([_, -' -' _, 0, _], [_, 1, _, _, 0, _))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1] 
!([_, _, _, 1, 0, _], [_, -' _, -' 1, 1))-+ (1, 0, 0, 0, 0, 1] g([_, -' -' _, 0, _], [_, 0, -' -' 1, _))-+ [0, 0, 0, 0, 0, 1) 
!([_, -' _, 0, 0, _], [_, _, _, _, 1, 1))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1] g((_, -' -' -' 0, _], [_, 0, -' _, 0, _))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 
!([_, _, _, 1, 0, _], [_, _, -' -' 0, 1))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1] 
!([_, _, -' 0, 0, _], [_, _, -' _, 0, 1))-+ (0, 0, 0, 0, 0, 1) 

L'algorithme réitère alors le calcul en ré-inspectant toutes les contraintes. Pour toutes les 
premières contraintes de la forme j(X1, ... ,Xm) Ç X, l'application de la règle (Compose) laisse 
inchangé l'automate. 

Réexaminons alors la contrainte {xl3z\tyf(x,y) E X11\g(z,x) E X2} Ç X3 avec la règle 
d'inférence correspondante à savoir (Member). Pour la règle ayant a pour membre gauche, la 
valuation de la variable x avec le membre droit [0, 0, 0, 1, 0, 0] entraîne une nouvelle fois, le fait 
que la condition de la règle d'inférence n'est pas remplie. Par exemple, pour l'état accessible 
[0,0,0,0,0,1], la règle f([_,_,_,1,0,_],[_,_,_,_,0,_,1])--+ [0,0,0,0,0,1] de l'automate a 
un membre droit non final pour F 1 impliquant le fait que le premier élément de la conjonction 
de l'expression d'appartenance n'est pas satisfait. 

Inspectons maintenant la règle ayant b pour membre gauche et [0, 0, 0, 0, 1, 1] pour membre 
droit : remarquons tout de suite que tous les états en membre droit de règle (et donc, en particulier 
tous les états accessibles) sont finals pour F6. Ainsi, par les règles de transition 

f([_,_,_,0,1,_],[_,_,_,_,1,1])--+ [1,0,0,0,0,1] 

!([_, -' -' 0, 1, _], [_, -' _, -' 0, 1]) --+ [1, 0, 0, 0, 0, 1] 

on peut en conclure que pour une valuation associant [0, 0, 0, 0, 1, 1] à x et un état acces
sible quelconque à y, le premier élément de la conjonction est satisfait. De plus, de par la règle 
g([_, _, _, _, 1, _], [_, 0, _, _, 1, _])--+ [0, 1, 0, 0, 0, 1], on peut effectivement trouver un état ac
cessible pour valuer z de telle manière que la seconde partie de la conjonction soit satisfaite; il 
suffit de considérer [0, 0, 0, 0, 1, 1] lui-même. Ainsi, la règle (Member) est applicable pour cette 
valuation de x produisant la règle 

b--+ [0,0,1,0,1,1] 

En continuant d'inspecter les autres règles, on s'aperçoit que c'est pour cette seule règle de 
transition que la règle d'inférence (Member) était applicable. 

L'examen de la dernière contrainte ne modifie pas l'automate. De plus en réitérant une 
nouvelle fois l'inspection des contraintes, l'automate reste inchangé ce qui permet de conclure à 
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la fin de l'algorithme. 
La plus petite solution du système de contraintes ensemblistes considéré peut être représentée 

sous la forme de la grammaire d'arbres suivante (les non-terminaux correspondant aux variables 
ensemblistes du système) : 

Xr =? f(a , b) 1 f(b , X5) 

x2 =} g(b, b) 1 g(b, X2) 

X3:::::} b 

x4:::::} b 

x5:::::} b 

X5:::::? a 1 b 1 c 1 f(X6 , X5) 1 g(X5, X5) 

Nous allons dans la section suivante détailler des propriétés propres à l'extension que nous 
avons introduite. Le premier point abordera l'expressivité de cette extension et le second le lien 
entre la classe des contraintes définies généralisées et la classe des contraintes co-définies . 

3.3 Propriétés de l'extension 

Nous allons dans cette section exhiber des propriétés de la classe des contraintes ensemblistes 
définies généralisées qui sont propres à cette classe. Nous montrerons tout d 'abord que l'ajout des 
expressions d 'appartenance à la classe des contraintes définies augmente strictement le pouvoir 
d 'expressivité de celle-ci en terme d'ensemble des solutions. Puis, nous verrons que cette classe 
permet de faire le lien entre contraintes définies et co-définies. 

3.3.1 Expressivité 

Dans cette section, nous allons nous intéresser à l'expressivité de la classe des contraintes 
définies généralisées vis-à-vis de la classe des contraintes définies et de la classe (PNSC) en 
termes d 'ensembles des solutions. Nous allons dans un premier temps, restreindre l 'extension 
proposée à ce que nous appellerons contraintes définies avec expressions d 'appartenance simples 
et comparer l'expressivité de cette classe avec les classes définies et (PNSC). Dans un second 
temps, nous étudierons l 'expressivité de cette restriction par rapport à celle de la classe des 
contraintes définies généralisées. 

Les contraintes définies avec expressions d'appartenance simples et leur expressivité 

Les contraintes définies avec expressions d 'appartenance simples 44 sont un cas particulier 
de contraintes définies généralisées pour lesquelles les formules du premier ordre monadiques 
étendues des expressions d'appartenance {x 1</>(x)} sont limitées à la grammaire suivante : 

où SexpA est définie comme une expression pouvant apparaître en membre gauche d'une inclusion 
dans une contrainte définie généralisée (avec de telles expressions d'appartenance). 

44 Cette classe est apparue sous le nom des« Contraintes Définies avec Expressions d 'Appartenance» dans [25). 
Elle correspond à l'une des classes utilisées en analyse de programmes logiques (voir chapitre 5. 
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Comme pour les contraintes définies généralisées, il est possible de transformer un système 
de telles contraintes en un système aplati en préservant l'ensemble des solutions sur les variables 
du système initial. Un tel système aplati aura des contraintes de la forme : 

j(X1, ... ,Xm) Ç X 

{xl<f>(x)} Ç X 

X Ç j(X1, ... ,Xm) 

X ç ac 

où <f>(x) est une formule monadique positive ne comportant pas de quantificateur universel et 
ayant x pour unique variable libre du premier ordre. 

Nous supposerons désormais que les systèmes de contraintes définies avec expressions d'ap
partenance simples considérés seront en forme aplatie. De plus, sans perte de généralité, nous 
supposerons que 1> est en forme normale disjonctive prénexe, i.e. de la forme 3(Vi 1\j tij E Xij)-

Nous allons montrer ici que la classe des contraintes définies avec expressions d'appartenance 
simples et la classe (PNSC) ne sont pas comparables du point de vue de l'expressivité entre terme 
d'ensembles de solutions. L'expressivité de la classe des contraintes définies étant strictement 
plus faible que celle de la classe (PNSC), nous pourrons en déduire que la classe des contraintes 
définies avec expressions d'appartenance simples est strictement plus expressive que la classe des 
contraintes définies en terme d'ensembles de solution. 

Tout d'abord, compte tenu du fait que tout système satisfiable de contraintes définies avec 
expressions d'appartenance simples possède une plus petite solution et qu'il n'en est pas de même 
pour les systèmes de la classe (PNSC), on en déduit que la classe des contraintes définies avec 
expressions d'appartenance simples ne peut être aussi expressive que la classe des contraintes 
(PNSC). 

Nous allons prouver qu'il en va de même pour la réciproque: pour ce faire, nous allons exhiber 
un système de contraintes définies avec expressions d'appartenance simples et montrer qu'aucun 
système de la classe (PNSC) ne peut avoir le même ensemble de solutions. 

Considérons E, la contrainte définie (avec expressions d'appartenance simples) suivante 

{xlf(x,x) EX} Ç Y 

et la solution I (définie pour les variables X et Y) par 

I(Y) = 0 et I(X) = {f(gn(a), gP(a)) 1 n =j; p} 

où gn(a) est défini récursivement par g0(a) =a et gi+1(a) = g(gi(a)). 
Soit SC, un système de la classe (PNSC) ayant pour variables ensemblistes {X, Y} UV; 

soit i, une interprétation définie sur cet ensemble de variables et telle que i(X) = I(X) et 
i(Y) = I(Y) (impliquant que i est solution de E). Nous allons montrer qu'on peut construire 
une interprétation i' telle que si i est solution de SC, alors i' est également solution de SC, 
mais i' n'étant pas solution de E. 

Le système SC se décompose en deux sous-systèmes sc+ et sc- tels que sc+ (resp. sc-) 
ne contient que des contraintes positives, i.e. d'inclusion (resp. négatives). 

Il est très simple de montrer que pour toute solution S de sc-, il existe un entier N tel si 
on considère S'une interprétation telle que pour toute variable Z de {X, Y} UV, 

TE S'(Z).6.S(Z) ==:::;> ITI 2: N 45 

45 Pour deux ensembles A et B, A~B est la différence symétrique de A et B, i.e. A~B =(An CE) U (CA nB). 
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alors S' est une solution de sc-. 
En effet, pour une solutionS de sc-, pour chacune des contraintes Sexpi ~ Sexp'i, il existe 

un plus petit terme clos Ti appartenant à S(Sexpi) et n'appartenant pas à S(Sexp'i). Il suffit donc 
de choisir un entier N strictement supérieur à !Til, pour chacun des i. Pour une interprétation S' 
telle que S et S' ne se différencient que sur des termes clos de hauteur supérieure ou égale à N, 
pour chacune des contraintes, Ti E S'(Sexpi) et Ti tJ S'(Sexp'i)· Ainsi, S'est solution de sc-. 

Puisque l'ensemble des variables {X, Y} UV est fini, on peut trouver no et Po, deux entiers 
avec no> Po~ N tel que VZ E {X, Y} U V,gn°(a) E 1(Z)? gP0 (a) E 1(Z) 

Notons i, l'arbre qui pour un arbre T correspond au remplacement de tous les sous-termes de 
T de la forme f (gno (a), gno (a)) par le terme f (gno (a), gPo (a)). Posons 1' l'interprétation définie 
par : pour tout terme clos T, 

vz E {X, Y} uV, TE 1'(Z) <===}TE 1(Z) 

On peut remarquer que 1'(Y) =(/Jet que f(gno (a), gPo (a)) appartenant à 1(X), par définition, 
f(gn°(a),gn°(a)) E 1'(X). Ceci entraîne que i' n'est pas solution de E. 

Notons également que du fait de la remarque concernant les solutions de sc- et le choix 
particulier de no et po, l'interprétation 1' est solution de sc-. Nous allons maintenant démontrer 
que 1' est nécessairement solution de sc+ (et donc, de SC). 

Nous allons supposer que le système sc+ est dans une forme aplatie, i.e. que les expressions 
ensemblistes apparaissant en membre droit ou gauche des symboles d'inclusion sont de l'une des 
formes suivantes 46 : 

T 

l. 

On peut alors étendre la propriété définissant 1' aux expressions en forme aplatie : 

Proposition 11 Pour toute expression Sexp en forme aplatie : 

TE 1'(Sexp) <===? i E 1(Sexp) 

Preuve: 

Selon la forme de Sexp : 

- pour Sexp = T ou sexp = l. : évident. 

- pour Sexp = Z : immédiat par définition de 1'. 

- pour Sexp = Z1 u Z2 (resp. Sexp = Z1 n Z2) :par définition d'une interprétation ensem-
bliste et de 1', on a les équivalences suivantes : 

TE 1'(Zl u Z2) (resp.1'(Zl n Z2)) 

? TE 1'(ZI) ou (resp. et) TE 1'(Zl) 

? i E 1(Zl) ou (resp. et) i E 1(Zl) 

? i E 1(Zl U Z2) (resp.1'(Zl n Z2)) 

Cela signifie que les termes clos appartenant à S'(Z) et n'appartenant pas à S(Z) ou inversement ont tous une 
hauteur supérieure à N. 

46 Tout système de la classe (PNSC) peut être mis sous forme par ajout de variables auxiliaires et en notant 
que Sexp1 = CSexp2 est équivalent à { Sexp1 U Sexp2 = T, Sexp1 n Sexp2 = ..L}. 



3.3. Propriétés de l'extension 91 

-pour Sexp = h(Z1, ... , Zm), selon le symbole h : 

- si h =/:- f ou h = f, mais pour un terme T différent de f (gno (a), gno (a)), alors 
TE i'(h(Z1, ... ,Zm)) est équivalent à dire qu'il existe Tl,··· ,Tm tels queT= 
h(T1, ... , Tm) et pour tout i, Ti E i'(Zi). Par définition dei', cette dernière proposi
tion est équivalente à dire que pour tout i, ii E i(Zi)· Or puisque, T = h(Tl, ... , Tm), 
on a 7 = h(1'1, ... , 1'm)· Ainsi, Il est équivalent de dire 7 E i(h(Zl, ... , Zm)). 

- si h = f et pour T = f (gno (a), gno (a)), 

J(gn°(a),gn°(a)) E i'(f(Z1,Z2)) 

{:} gn°(a) E i'(ZI) et gn°(a) E i'(Z2) 

{:} gn°(a) E i(Zl) et gno (a) E i(Z2) 

(par définition d'une interprétation) 

(par définition dei') 

{:} gn°(a) E i(Z1) et gP0 (a) E i(Z2) (par hypothèse suri) 

{:} f(gn°(a),gP0 (a)) E i(f(Z1,Z2) (par définition d'une interprétation) 

On en déduit alors 
• 

Proposition 12 Soit Sexp1 ç SexP2, une contrainte de sc+ (supposé en forme aplatie), si i 
satisfait cette contrainte, alors il en va de même pour i'. 
Preuve: 

Pour tout terme clos T, si T E i'(Sexp1) alors par définition dei', 7 E i(Sexpl). Puisque i 
satisfait la contrainte, 7 E i(SexP2). Et donc, par la proposition 11, TE i'(Sexp2). 

• 
On en conclut donc que pour la contrainte définie avec expressions d'appartenance simple 

E, il ne peut exister de système de contraintes de la classe (PNSC) ayant exactement le même 
ensemble de solutions (restreintes aux variables ensemblistes de E). 

Des expressions d'appartenance simples à la généralisation 

Dans cette section, nous allons montrer en utilisant un argument topologique que la classe 
des contraintes définies généralisées est strictement plus expressive que la classe des contraintes 
définies avec expressions d'appartenance simples en terme d'ensemble des solutions. 

Soit dE, la distance 47 définie entre deux ensembles de termes clos A et B, par 

dE(A, B) = g_;of{)t)) tEA"B) 
si A= B 

sinon 

Cette distance est étendue en une distance ds sur les interprétations ensemblistes définies sur 
un même ensemble V de variables ensemblistes, par 

ds(I,I') = max{dE('I(X),I'(X)) 1 XE V} 

Nous allons montrer que l'ensemble des solutions d'un système de contraintes définies avec 
expressions d'appartenance simples est un fermé de la topologie (Sv(I),ds), où Sv(I) est l'en
semble des interprétations ensemblistes définies sur l'ensemble V. 

47 On peut vérifier qu'il s'agit effectivement d'une distance en montrant que pour tout A, dE(A) 2: 0, que 
dE(A,B) = 0 <=>A= B, que dE est symétrique (dE(A,B) = dE(B,A)) et que dE vérifie l'inégalité triangulaire 
dE(A,B) ~ dE(A,C) +dE(C,B). 
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Proposition 13 Soit (Sn)nE N, une suite de solutions d 'un système SC de contraintes définies 
avec expressions d 'appartenance simples (supposé en forme aplatie) convergente au sens de ds 
vers une interprétation S , 

S est une solution de SC 
Preuve: 

Supposons que S ne soit pas solution de SC ; il existe donc une contrainte Sexp1 Ç SexP2 de 
SC et un terme clos T tels queTE S(Sexpi) et T ~ S(Sexp2) . Selon les types de contraintes : 

- pour une contrainte de la forme X Ç é : SiTE S(X) et T ~ S(ac) , alors T =a. Puisque 
(Sn)nE N est une suite de solutions, Vn , a~ Sn(X). Ainsi, pour tout n , ds(Sn, S) ~ 1. 

Pour les autres types de contrainte, nous allons appliquer le même raisonnement ; s 'il existe 
un terme clos T tel que T E S(Sexpi) et T ~ S(Sexp2) , alors il existe un entier no tel que 
Vn ~ no , T ~ Sn(Sexp2)- Or puisque (Sn)nE N est une suite de solutions de SC , on aurait 
Vn ~no , T ~ Sn(Sexpl) · 

- pour une contrainte de la forme j(X1 , ... , Xm) Ç X : soit T un terme clos tel que 
T ~ S(X); la suite considérée étant convergente vers S , posons no le plus petit entier tel 
que Vn ~no , ds(Sn,S) < 2-17 1. Ceci implique donc que Vn ~no , T ~ Sn(X). Puisque 
(Sn)nEN est une suite de solutions Vn ~no , T ~ Sn(J(XI , ... , Xm)) . Or par hypothèse, 
TE S(J(X1, .. . , Xm)) . On a donc 

Vn 2: no, dE(Sn(J(XI, . .. , Xm)), S(J(X1, ... , Xm))) 2: 2- ITI 

impliquant Vn ~ no , max{dE(Sn(Xi),S(Xi)) Il ~ i ~ m} ~ 2- (ITI-l) avec ITI ~ 1 
(puisque TE S(J(Xl , ··· , Xm))) . 

- pour une contrainte de la forme X Ç j(Xl,··· , Xm) : soit T un terme clos tel que 
T ~ S(J(X1 , ... , Xm)) , selon la forme du terme T : 

-si T = g(T{ , .. . , T{) (avec g 1- J) , posons no le plus petit entier tel que Vn ~ 
no , ds(Sn , S) < 2-17 1 avec ITI ~O. 

- siT = j(T{, .. . , T:n) , alorsilexisteuni tel queT}~ S(Xi) aveciTi l = ITI-1 et !TI ~ 1; 
posons no le plus petit entier tel que Vn ~ n 0 , ds(Sn , S) < 2- ITi l avec !Til ~O. 

Dans les deux cas, on a donc Vn ~ no , T ~ Sn(J(X1 , . . . , Xm)) . Or, puisque cette 
suite est une suite de solution de SC , Vn ~ no , T ~ Sn(X) . Or T E S(X) . Ainsi, 
Vn ~ no , dE(Sn(X) , S(X)) > 2-17 1. 

- pour une contrainte de la forme {x 1 </>(x)} Ç X :soit T un terme clos tel queT~ S(X). 
La suite considérée étant convergente vers S , posons no le plus petit entier tel que Vn ~ 
no , ds(Sn , S) < 2-17 1. Ceci implique que Vn ~ no , T ~ Sn(X). La suite des (Sn)nE N étant 
une suite de solutions, Vn ~no , T ~ Sn({x 1 <f>(x)}). 

En considérant <P sous sa forme normale disjonctive, -:::J(Vi 1\j tij E Xij), ceci permet 
d'affirmer que pour tout entier n (n ~no) et pour toute substitution close CJ , 

Or puisque T E S( {x 1 <f>(x)}), on peut affirmer qu 'il existe une substitution close CJ
1 telle 

que 
?Ji' , V j', (CJ

1 o [x t-t T])(ti'j') E S(Xi'j') (2) 

On peut donc en déduire que pour toute substitution CJ vérifiant à la fois (1) et (2) , il 
existe uni et un j tels que (CT o [x t-t T])(tij) ~ Sn(Xij) et (CJ o [x t-t T])(tij) E S(Xij)· Or, 
ceci implique que Vn ~no, ds(Sn, S) ~ 1. 
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Dans tous les cas précédemment inspectés, on peut déduire qu'il existe un réel k strictement 
positif et un entier no, tel que pour n supérieur ou égal à no, ds(Sn, S) ~ k. Ceci impliquerait 
que la suite (Sn)nEN n'est pas convergente, contredisant l'hypothèse. 

• 
Nous allons maintenant montrer que la proposition 13 n'est plus vraie lorsque l'on considère 

des systèmes de contraintes définies généralisées. 
Considérons la contrainte définie généralisée suivante {x 1 'ï/y, f(x, y) E X} Ç .l et la suite de 

solutions (Sn)nEN donnée par : 

'ï/n EN, Sn(X) = {f(a, T) 1 TE TER1\1(E) et ITI :::; n} 

Cette suite est convergente au sens de ds et sa limite est donnée par S(X) = UnEN Sn (X) = 
{f(a, T) 1 T E TERM(E)}. OrS n'est pas solution de la contrainte. 

Nous allons voir dans la section suivante une autre propriété propre à l'extension que nous 
avons proposée et qui instaure un lien étroit entre contraintes définies (généralisées) et contraintes 
co-définies. 

3.3.2 Lien avec la classe des contraintes co-définies 

Nous allons voir dans cette section le lien existant entre les contraintes co-définies et les 
contraintes définies généralisées. Nous montrerons en fait comment le problème de satisfiabilité 
d'un système de contraintes co-définies 48 peut être encodé dans celui d'un système de contraintes 
définies généralisées et la relation existante entre les ensembles de solutions de ces deux systèmes. 
Ceci nous conduira à proposer une extension pour la classe de contraintes co-définies. 

Dans [18], Charatonik et Podelski ont mentionné le fait que les classes des contraintes en
semblistes définies et co-définies, contrairement à ce que leurs noms pouvaient laisser croire, ne 
sont pas duales au sens de la relation d'inclusion. En effet, renverser le symbole d'inclusion pour 
une contrainte définie (Ç en lieu et place de 2) n'en faisait pas une contrainte co-définie. La 
réciproque est également vraie. 

Cependant, il convient de remarquer qu'opérationnellement, ces deux classes de contraintes 
peuvent être considérées comme « duales» : nous avons dans ce chapitre proposé un algorithme de 
test de satisfiabilité pour un système de contraintes définies (généralisées) qui peut être assimilé à 
un algorithme calculant un plus petit point fixe. Nous verrons au chapitre suivant un algorithme 
répondant au problème de satisfiabilité pour une extension de la classe des contraintes co-définies, 
correspondant à un calcul de plus grand point fixe 49 . Cette remarque pouvait déjà être faite au 
regard de [25]. 

Comme il est mentionné dans [18], il n'existe pas non plus entre ces deux classes de « dua
lisation» par complémentation, principalement à cause des opérateurs de projection. Il est bien 
connu que les opérations ensemblistes d'intersection et d'union sont duales l'une de l'autre par 
complémentation 50 , ce qui s'énonce généralement comme suit : 

C(A u B) = (CA) n (CB) 

C(A nB) = (CA) u (CB) 

48Interprétées ici, contrairement au chapitre suivant, sur les ensembles de termes clos, i.e. d'arbres finis. 
49 Cet algorithme est conçu pour interpréter ces contraintes sur les ensembles d'arbres finis et infinis, cependant 

il peut être restreint aux ensembles d'arbres finis. 
5°C'est pourquoi ces deux opérateurs sont souvent appelés opérateurs booléens. 
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Cependant, une telle propriété n'existe pas pour les opérateurs de projection, ce qu'on pour
rait résumer par « le complémentaire d'une projection n'est pas une projection». Nous allons 
voir que les expressions d'appartenance offre une généralisation des projections appropriée, dans 
le sens où elles permettent une « dualisation » par complémentation. 

Signalons le fait que pour une composition fonctionnelle, la complémentation s'opère comme 
suit : soit Sexp une expression ensembliste égale à f(Sexp1 , ... , Sexpm), on a alors 

CSexp = U g(T, ... , T) U U . j(T, ... , (C Sexpi), ... , T) 
g=f.f l:Sz:Sm 

où T est l'opérateur ensembliste nullaire dont la sémantique est l'ensemble TERM(L.). 
Cette équivalence est donnée comme une conséquence de l'axiomatisation des contraintes 

ensemblistes proposée dans [20]. Elle peut être illustrée par : un terme T appartient au complé
mentaire de f(Sexp1, .•. , Sexpm) ssi soit le symbole de tête de T est différent du symbole de 
fonction f, soit son symbole de tête est f, i.e. T = j(T1 , ... ,Tm), et dans ce cas, au moins l'un 
des Ti n'appartient pas à l'interprétation de l'expression Sexpi correspondante. Il est à noter que 
l'hypothèse selon laquelle la signature L, est finie se révèle ici cruciale. 

La complémentation pour les expressions d'appartenance est très naturelle, se basant uni
quement sur des considérations ensembliste et logique. Les éléments de {x 1 <I>(x)} sous une cer
taine interprétation ensembliste I sont par définition les termes clos T tels que (((TL:, I)), [x 1--7 

Tj) f= <I>(x). Les termes appartenant au complémentaire de cette expression sous l'interpréta
tion I sont donc les termes T tels que (((TL:, I)), [x 1--7 T]) ~ <I> (x) ou de manière équivalente 
( ((T y:,,I)), [x 1-7 Tj) f= -,<I>(x). En considérant les équivalences suivantes, 

'('Pl(\ 4?2) =''Pl v 'i.p2 

....,(:J<p) :=V-,<p 
...., ('Pl v 4?2) = ''Pl (\ '4?2 

-,(V<p) = :J....,<p 

et le fait que -,(t E Sexp) est équivalent à t E Csexp, on peut en déduire qu'il existe une 
formule monadique positive w tel que C{x 1 <I>(x)} ={x 1 w(x)}. 

Nous allons voir que de ces considérations, on peut montrer que le problème de satisfiabilité 
d'un système de contraintes co-définies peut se ramener à ce même problème mais pour un 
système de contraintes définies généralisées. 

Des contraintes co-définies vers les contraintes définies généralisées 

Rappelons que les contraintes co-définies sont des inclusions SexpA Ç SexpB, où : 

SexpA ::=X 1 a 1 h(SexpA) 1 SexpA U SexpA 

SexpB ::=X 1 f(SexpB, ... 'SexpB) 1 SexpB u SexpB 1 SexpB n SexpB 1 fk" 1(SexpB) 1 j_ 

Un système de telles contraintes peut être mis en forme aplatie, c-à-d transformé en un 
système équivalent (du point de vue des solutions en se restreignant aux variables apparaissant 
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dans le système initial) dont les contraintes sont de l'une des formes suivantes 51 

aÇX 

X Ç j(X1, ... ,Xm) 

XÇYUZ 

X Ç fi- 1(Y) 

95 

L'idée de la transformation d'un système de contraintes ensemblistes co-définies (en forme 
aplatie) en un système de contraintes définies généralisées est basée sur l'équivalence suivante 
52 . 

A ç B ? (CB) ç (CA) 

Ainsi, en appliquant cette équivalence aux différentes formes possibles de contraintes appa
raissant dans un système de contraintes ensemblistes co-définies en forme aplatie, on obtient les 
contraintes suivantes : 

ac :2 (CX) 

(CX) :2U g(T, ... ,T)uU . J(T, ... ,(CXi), ... ,T) 
g=f.f 1::;z::;m 

(CX) :2 (CY) n (CZ) 

(CX) :2 {xi fV-xJ(xl, ... ,xm) E (CY)} 

La complémentation d'une expression utilisant un opérateur de projection fi- 1 (Y) est sim
plement obtenue par le fait que cette expression est équivalente à {Xi [3-xJ(xl, ... , xm) E Y}. 

Puisque ces transformations appliquées sur un système de contraintes co-définies en forme 
aplatie produisent un système sémantiquement équivalent, on peut affirmer que l'ensemble des 
solutions est préservé. En particulier si le système co-défini n'a pas de solution, alors le système 
produit est lui aussi insatisfiable. 

On peut alors remarquer que toutes les variables du système originel n'apparaissent plus dans 
le nouveau système que sous une forme complémentée (CX) et que les symboles de complémen
tation n'apparaissent qu'appliqués à une variable ensembliste. Ainsi, en remplaçant simplement 
les expressions de la forme CX par une nouvelle variable ensembliste XC, alors le système ainsi 
obtenu est un système de contraintes définies généralisées. 

Il est immédiat de voir que si le système de contraintes (contenant les variables complémen
tées) est insatisfiable, alors il en est de même pour le système de contraintes définies généralisées 
obtenu par remplacement de ces variables. De plus, pour toute solution I du système co-défini, on 
peut définir une unique solution Ic pour le système défini généralisé en posant IC(X) = CI(X). 

En remarquant que la mise sous forme aplatie d'un système de contraintes ensemblistes co
définies peut être réalisée par un algorithme polynômial en temps (et donc, en espace) et qu'il 
en est de même pour la phase de complémentation, on peut déduire de cela un algorithme 
EXPTIME répondant au problème de satisfiabilité d'un système de contraintes ensemblistes 
co-définies interprété sur les ensembles de termes clos 53 . 

51 Une telle transformation vient principalement du fait que X Ç Y n Z =:{X Ç Y, X Ç Z} et h(X) Ç Y 
X Ç h~ 1 (Y). 

52 Cette équivalence est une conséquence de la définition d'une interprétation ensembliste. 
53 Nous rappelons que ce problème est connu pour être EXPTIME-complet. 
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De plus, de par la définition de n et U, nous pouvons en déduire que les solutions d'un 
système de contraintes ensemblistes co-définies forment un semi-treillis supérieur complet, dual 
par complémentation du semi-treillis inférieur complet des solutions du système de contraintes 
définies correspondant; ceci implique notamment qu'un système de contraintes ensemblistes co
définies satisfiable admet une plus grande solution au sens de l'ordre sur les interprétations 
ensemblistes Ç. 

Une extension pour la classe des contraintes ensemblistes co-définies 

Nous avons vu comment avec l'algorithme que nous avons proposé tester la satisfiabilité d'un 
système de contraintes ensemblistes co-définies (interprété sur les ensembles de termes clos). 
Deux questions restent cependant en suspens, à savoir : 

- peut-on considérer une classe de contraintes englobant la classe des contraintes co-définies 
et telle que par complémentation, on puisse en tester la satisfiabilité avec l'algorithme que 
nous avons donné? 

- Si dualiser par complémentation un système de contraintes co-définies donne un système 
de contraintes définies généralisées, alors que donne la complémentation d'un système de 
contraintes définies (généralisé ou non) ? 

C'est pour répondre à ces deux questions que nous proposons pour la classe des contraintes 
co-définies l'extension suivante : considérons les contraintes de la forme SexpA Ç SexpB avec 

SexpA ::=X 1 a 1 j(T, ... , T, SexpA, T, ... , T) 1 SexpA U SexpA 1 T 

SexpB ::=X 1 f(SexpB, ... 'SexpB) 1 SexpB u SexpB 1 SexpB n SexpB IJ.I fï: 1 (SexpB) 1 {x 1 cp(x)} 

L'expression j(T, ... , T, SexpA, T, ... , T) signifie simplement que tous les arguments de f 
sont tous égaux à T à l'exception d'un seul qui est une expression SexpA. 

Nous allons tout d'abord montrer que tout système de contraintes définies généralisées (en 
forme aplatie) peut se dualiser par complémentation (et renommage des variables complémentées) 
dans un système de cette classe. 

Rappelons que les contraintes définies généralisées sont d'une des formes suivantes : 

j(X1, ... ,Xm) Ç X 

{x 1 cp(x)} Ç X 

X Ç j(X1, ... ,Xm) 

X ç ac 

En dualisant par complémentation et renommage des variables complémentées (CX), on ob
tient des contraintes de la forme : 

X Ç U g(T, ... ,T)uu . f(T, ... ,Xi,··· ,T) 
g=f.f l:S~:Sm 

X Ç {xi7/J(x)} 

U g(T, ... ,T)uu. j(T, ... ,Xi,··-,T)ÇX 
g=f.f l:S~:Sm 

aÇX 
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Ces contraintes sont effectivement des contraintes de la classe que nous venons d'introduire. 

En utilisant l'approche de dualisation par complémentation que nous avons présentée pour 
la classe des contraintes définies, on peut également en conclure que dualiser un tel système de 
contraintes produit un système de contraintes définies généralisées. On en déduit donc que : 

- le problème de satisfiabilité d'un système de cette classe (interprété sur les ensembles de 
termes clos) est EXPTIME-complet. 

- Un système de contraintes satisfiable de cette classe admet une plus grande solution et que 
l'ensemble de ces solutions forme un semi-treillis supérieur complet. 

Nous appellerons cette classe de contraintes la classe de contraintes ensemblistes co-définies 
généralisées et un algorithme répondant au problème de satisfiabilité d'un système de cette classe 
cette fois-ci interprétée sur les ensembles d'arbres finis et infinis fera l'objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 4 

Les contraintes co-définies 
extension 

• 
• une 

Dans ce chapitre, nous allons proposer une extension de la classe des contraintes co-définies 
introduite dans [18] 54 . Nous définirons syntaxiquement cette classe et préciserons la sémantique 
de cette extension, basée comme ce qui a été fait dans [18] sur une interprétation sur les en
sembles d'arbres finis et infinis. Nous proposerons alors un algorithme répondant au problème de 
satisfiabilité d'un système de contraintes de cette extension avec la sémantique précédemment 
citée. Nous prouverons la correction de notre algorithme et donnerons une caractérisation de sa 
complexité. Finalement, nous étudierons deux cas de restriction de cette classe, l'une syntaxique 
et l'autre sémantique. 

4.1 Les contraintes co-définies généralisées 

Cette section définit syntaxiquement et sémantiquement l'extension de la classe des contraintes 
co-définies que nous allons considérer. 

4.1.1 Syntaxe et sémantique 

Définition 16 Une contrainte co-définie généralisée '1/JcDsc est définie par la syntaxe abstraire 
donnée à la figure 4.1. L'expression ensembliste{ x 1 <I> (x)} est une expression d'appartenance 
construite à l'aide de <I>(x), une formule monadique positive étendue ayant x pour unique variable 
libre du premier ordre. 

Nous nous sommes jusqu'ici principalement intéressés à une sémantique des contraintes en
semblistes basée sur l'algèbre des ensembles d'arbres finis PTrr; (ou de manière équivalente, sur 
l'algèbre des ensembles de termes clos). La sémantique que nous allons aborder pour cette classe 
de contraintes repose quant-à-elle sur l'algèbre des ensembles d'arbres finis et infinis PTrf. Une 
interprétation ensembliste est donc une application d'un ensemble de variables ensemblistes vers 
l'ensemble des ensembles d'arbres finis et infinis p('II'lR~). Cette interprétation est étendue aux 
expressions ensemblistes de la manière suivante : 

- I(f(Sexp1, ... , Sexpm)) ={!(TI, ... , Tm) 1 TI E I(Sexpl) et ... et Tm E I(Sexpm)} 55 

54 Une extension plus faible que celle que nous présenterons ici avait déjà été proposée dans [26]. 
55 Cette sémantique est fixée par l'algèbre PTrE en notant que la notation f(r1 , ... ,rm) est un abus de notation 

pour fPTr'f(rl, ... ,rm)-
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SexpA ::=X 1 a 1 f(T, ... , T, SexpA, T, ... , T) 1 SexpA U SexpA 1 T 

SexpB ::= x 1 f(SexpB, ... 'SexpB) 1 SexpB u SexpB 1 SexpB n SexpB 1 j_ 1 

fJ; 1(SexpB) 1 {x 1 <I>(x)} 

<l> ::= t E SexpB 1 <l> 1\ <l> 1 <l> V <l> 1 :ly<l> 1 Vy<l> 

'lj;cvsc ::= SexpA Ç Sexps 

avec XE V, fE 2:, a E Z::o et tE TERM(Z::, X). 

FIG. 4.1: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes co-définies généralisées 

- I(Sexp1 U Sexp2) = I(Sexp1) U I(SexP2) 

- I(Sexp1 n Sexp2) = I(Sexpi) n I(SexP2) 

- I(T) = 1I'IR~ 

- I(l_) = 0 

- I(JJ; 1(Sexp)) = {rk IJPTri:(rl,··· ,Tm) EI(Sexp)} 

- I( {x 1 <I>(x)}) = { r 1 ( ((Tr~, I)), [x 1--7 r]) f= <I>(x)} où [x r-+ r] est une valuation du singleton 
{x} dans 1I'IR~. 

(((T~,I)), [x r-+ r]) f= <I>(x) est un abus de la notation introduite à la section 1.2.2.0 où la 
sémantique des formules atomiques t E Sexp (en considérant non plus une variable du second 
ordre, mais une expression ensembliste) est fixée pour une valuation v (ayant pour domaine 
Varx(t), l'ensemble des variables du premier ordre apparaissant dans t) et pour une interprétation 

ensembliste I par la valeur de vérité de l'expression LtJ~ri; E I(Sexp), étendue aux formules 
monadiques du premier ordre (et en particulier, aux formules positives) comme présenté à la 
section 1.2.2.0. 

Le but de ce chapitre est de proposer un algorithme répondant au problème de satisfiabilité 
d'un système de contraintes co-définies généralisées avec la sémantique que nous venons de fixer. 
Pour ce faire, nous allons sans perte de généralité, restreindre la syntaxe des contraintes que nous 
allons manipuler aux formes suivantes : 

X Ç f(XI,··· ,Xm) 
X Ç {xlcp(x)} 

où cp(x) est une formule monadique positive. 

a Ç )( 

f(T, ... ,T,Y,T, ... ,T) ÇX 

On dira alors qu'un système ne comportant que de tels contraintes est en forme aplatie. 
Tout système de contraintes co-définies généralisées peut être mis sous cette forme de telle 

manière que les solutions (sur les variables de ce système originel) soient préservées. Ceci peut 
être réalisé à l'aide du système d'inférence sw, présenté à la figure 4.2. Il est très simple de 
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SC U {Sexp Ç Sexp'} 
SC U {Sexp Ç W, W Ç Sexp'} 

SC U { Sexp U Sexp' Ç X} 
SC U {Sexp Ç X, Sexp' Ç X} 

SCU {T Ç X} 
SC U U!E~{f(T, ... , T, W, T, ... , T) Ç W} 

SCU{f(T, ... ,T,Sexp,T, ... ,T) ÇX} 
SC U {f(T, ... , T, W, T, ... , T) Ç X , Sexp Ç W} 

SC U {X Ç j(Sexp1, ... , Sexpm)} 
SC U {X Ç j(W1, ... , Wm), W1 Ç Sexp1 , ... , Wm Ç Sexpm} 

SC U { X Ç {x 1 cp[t E Sexp]} SC u { X ç Sexp n Sexp'} 
SC U { X Ç {x 1 cp[t E W]} , W Ç Sexp} SC U { X Ç Sexp , X Ç Sexp'} 

SC U { X Ç Sexp U Sexp'} 
SC U {X Ç {x 1 xE W1 V xE W2}, W1 Ç Sexp, Wz Ç Sexp'} 

SC u {X Ç _i} 
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SC U {X Ç {xi 1 :3-x; f(xl, ... ,xm) E W}, W Ç Sexp} sc u {X ç T' x ç T'} 

où: 

- W, W1 , ... , W m sont des variables nouvelles (et ce à chaque application d'une règle 
d'inférence), i.e. n'apparaissant pas dans le système de contraintes sur lequel la règle 
est appliquée, 

- Sexp, Sexp1, ... , Sexpm ne sont pas des expressions ensemblistes égales à des variables 
de second ordre, 

- T, T
1 E TERM(E) et T =1 r'. 

FIG. 4.2: Le système d'inférence sw de mise en forme aplatie 



102 Chapitre 4. Les contraintes co-définies : une extension 

démontrer que tout système de contraintes co-définies généralisées SC, normalisé par ce système 
d'inférence est bien en forme aplatie, que ces solutions (en ce qui concerne les variables de SC) 
coïncident avec celle de SC et que cette normalisation peut se faire en temps polynômial par 
rapport à la taille de SC, entraînant donc une augmentation polynômiale de la taille de celui-ci. 

4.1.2 Outils 

Comme nous l'avons fait dans le chapitre précédent, nous allons, avant de proposer l'algo
rithme testant la satisfiabilité d'un système de contraintes co-définies généralisées, présenter des 
notions qui permettront d'exposer cet algorithme et de prouver sa correction. La nature de ces 
notions est une nouvelle fois double, à savoir une extension des automates d'arbres infinis décrits 
à la section 1.3.3 et des considérations de logique. 

Les automates d'arbres infinis à rang 

Comme nous l'avions fait pour les automates ascendants d'arbres finis, nous allons ajouter à 
la définition des automates d'arbres infinis (sans condition d'acceptance) la notion de rang. 

Définition 17 Un automate d'arbres infinis de rang n (sans condition d'acceptance) A est un 
quadruplet (l:, Q, I, .6.). E est une signature, Q est un ensemble fini d'états, I = (h, ... , In) est 
un n-uplet d'ensembles d'états dits initiaux (Ii Ç Q) et .6. est une relation sur Ut~oax l:i x Qi x Q, 
dont les éléments appelés règles de transition sont notés : 

j(ql, ... , qm) --+ q avec q, q1, ... , qm E Q et f un symbole d'arité m 

Les notions de calcul et d'accessibilité dans ces automates coïncident avec celles définies pour 
les automates d'arbres infinis (voir section 1.3.3). Nous rappelons simplement qu'un calcul r pour 
un arbre T dans un automate A est une application de dom(T), le domaine de l'arbre T vers Q, 
telle que pour toute position d de ce domaine, 

f ( r ( d · 1) , . . . , r ( d · m)) --+ r ( d) E .6. 

si T(d) est égal au symbole f d'arité m. 
L'absence de condition d'acceptance implique que les notions de calcul et de calcul réussi se 

confondent. Nous noterons RunA(T) l'ensemble des calculs pour un arbre T dans un automate 
A. 

Un état est dit accessible dans un automate A s'il existe un arbre T, un calcul r pour T et A, 
une position d de dom(T) tels que r(d) = q. 

Le langage L(A) reconnu par un automate d'arbres infinis de rang n (sans condition d'ac
ceptance) est un n-uplet d'ensembles d'arbres finis et infinis (L1 , ... , Ln) tel queT appartient à 
Li si et seulement si il existe un calcul r pour T dans A tel que r(E) Eh 

Nous n'allons en fait considérer que les automates déterministes et complets (de manière 
ascendante 56 ), à savoir que pour tout membre gauche de règles, il existe un unique membre 
droit tel que la règle de transition ainsi formée soit une règle de l'automate. 

Nous pouvons remarquer notamment que cette notion de déterminisme n'implique pas l'uni
cité d'un calcul pour un arbre T dans un tel automate. Ainsi, 

56 Nous précisons ici la mention « de manière ascendante», car les notions classiques de déterministe et de 
complétude associées aux automates d'arbres infinis correspondent en fait aux notions définies pour les automates 
d'arbres finis descendants. 
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Exemple 14 : Considérons A, un automate d'arbres infinis de rang 1 déterministe et complet 
«de manière ascendante» défini parI:= {a/0, f/1}, Q = {qo,q1,q2,q3}, I = ({qo,q1,q2,q3}) 
et 

{ 

a--+ qo f(q2) --+ q2 
.6. = f(qo) --+ qo j(q3) --+ q3 

f(ql) --+ ql 

Il est évident que pour l'arbre r, tel que dom( r) = {1 }w (l'ensemble des mots finis et infinis ne 
comportant que des 1) et pour toute position d de dom( r), r( d) = f, les applications r 1 et r2 de 
dom(r) dans Q définies par: \:/dE dom(r),r1(d) = q1 et r2(d) = q2 sont deux calculs différents 
pour r dans A. 

On notera cependant qu'un arbre fini admet un calcul unique pour un tel automate. 

De plus, nous n'allons considérer qu'une sous-classe de ces automates définie pour un ensemble 
de règles possédant une propriété particulière. 

Monotonie des règles et pré-calculs 

Nous considérons dans cette section des automates d'arbres infinis de rang n déterministes et 
complets (de manière ascendante) définis sur une signature I: et un ensemble fini d'états Q. Nous 
allons supposer de plus que l'ensemble des états Q est muni d'une relation d'ordre partiel :::::;Q, 
telle que ( Q, :::::;Q, UQ, nQ, qm, qM) forme un treillis complet, où qm, qM désignent respectivement 
le plus petit et le plus grand élément du treillis. 

Définition 18 On dit qu'un automate d'arbres infinis de rang n déterministe et complet (de 
manière ascendante) A = (I:, Q, I, .6.) satisfait à la propriété de monotonie des règles si pour 
toute paire de règles f(ql, ... , qm)--+ q et f(q~, ... , q~) --+ q', 

( 1\ qi :::::;Q qD ==} q :::::;Q q' 
l<i<m 

On peut noter qu'ajouter cette condition n'implique pas l'unicité du calcul pour un arbre dans 
un tel automate. Ainsi, en reprenant l'exemple 14 et en le complétant en posant que l'ensemble Q 
est ordonné de la manière suivante {qo :::::;Q q1, qo :::::;Q q2, q1 :::::;Q q3, q2 :::::;Q q3}, le contre-exemple 
est toujours valide. Cependant, nous allons voir que cette propriété supplémentaire permet de 
distinguer un calcul particulier. Pour ce faire, nous allons tout d'abord introduire la notion de 
pré-calcul. 

Définition 19 Un pré-calcul pr pour un arbre r dans un automate A d'arbres infinis de rang 
n déterministe et complet (de manière ascendante) est une application de dom(r) dans Q telle 
que pour toute position d de dom(r), si r(d) = f et l'arité de f est m, alors pour la règle de 
transition de A 57 f(pr(d · 1), ... ,pr(d · m)) --+ q, on a pr(d) jQ q. 

On note PRunA(r) l'ensemble des pré-calculs pour un arbre r dans un automate A. On peut 
tout de suite remarquer que tout calcul est un pré-calcul, i.e. RunA(r) Ç PRunA(r). 

Nous allons définir sur l'ensemble PRunA(r) une relation d'ordre partiel :::::;PR par 

Définition 20 Soient pr et pr', deux pré-calculs pour un arbre r dans un automate d'arbres 
infinis de rang n déterministe et complet, pr :::::;PR pr' si et seulement si pour toute position d de 
dom(r), pr(d) :::::;Q pr'(d). 

57 L'existence d'une telle règle est garantie par les notions de déterminisme et de complétude « ascendants» de 
l'automate considéré. 
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En combinant la notion de pré-calcul et la propriété de monotonie des règles, on a alors pour 
tout arbre T et tout automate Â vérifiant la propriété de monotonie des règles, 

Proposition 14 (PRunA(T), -:!:_PR, uPR, nPR,prm,PrM) est un treillis complet. 
Preuve: 

Soit E un ensemble de pré-calculs pour T dans A (E Ç PRunA(T)). Posons Ç et Ç' deux 
applications de dom(T) dans Q définies par : Vd E dom(T), Ç(d) = UQ{pr(d) lpr E E} et 
Ç'(d) = nQ{pr(d) lpr E E}. 
Montrons que : 

- Ç et Ç' sont des pré-calculs pour T dans A (Ç, Ç' E PRunA(T)). 

- Vpr E E, pr -:!:_PR Ç et Ç' -:!:_PR pr. 

- Vpr' E PRunA(T) 

{ 

(Vpr E E, pr -:!:_PR pr') ~ Ç -:!:_PR pr' 

et 
(Vpr E E, pr' -:!:_PR pr) ~ pr' -:!:_PR Ç' 

i.e. par définition que Ç = uPRE et Ç' = nPRE sont des pré-calculs de T dans A. 

Montrons tout d'abord que Ç est un pré-calcul pour T dans A, i.e. pour toute position d de 
dom(T), on a Ç(d) -:!:_Q q pour la règle j(Ç(d · 1), ... , Ç(d · m)) -+ q de A (en ayant supposé que 
T(d) = f d'arité m). 

Considérons l'ensemble R des règles de transition f(q~, ... , q~) -+ q' tel que pour tout i, 
q~ = pri(d · i) pour des pri appartenant à E. 
Soit pr un élément de E ; puisque pr est un pré-calcul, il existe un état q' apparaissant en 
membre droit d'une règle deR, tel que pr(d) -:!:_Q q'. On en déduit donc que: 

Ç(d) = UQ{pr(d) 1 pr E E} -:!:_Q UQ{ q' 1 j(q~, ... , q~) -+ q' E R} 

De plus, par définition, Ç(d · i) = UQ{pr(d · i) 1 prEE} et donc, pour toute règle de transition 
f(q~, ... , q~)-+ q' deR, q~ -:!:_PR Ç(d·i). Ainsi, en utilisant la propriété de monotonie des règles 
de A, on peut en déduire que pour tout règle f(q~, ... , q~) -+ q' deR, q' -:!:_PR q, i.e. 

Ainsi, Ç(d) -:!:_PR q. Nous ne détaillons pas la preuve pour Ç' qui est en fait duale de celle de Ç. 

Le second point est immédiat, puisque Vd E dom(T), pr(d) -:!:_Q UQ{pr(d) lpr E E} = Ç(d) et 
nQ{pr(d) lpr E E} = Ç'(d) -:!:.Q pr(d). 

Pour le troisième point, comme nous l'avons fait précédemment, nous ne détaillons que le cas 
de Ç, celle de Ç' étant dual. 

Soit pr', un pré-calcul tel que Vpr E E, pr -:!:_PR pr'. Par définition, pour tout pr de E et toute 
position d, pr(d) -:!:_Q pr'(d). Ainsi, pour toute position d, UQ{pr(d) lpr E E} -:!:_Q pr'(d), ce qui 
est équivalent à Ç -:!:.P Rpr'. 

• 
Nous allons maintenant démontrer que tout pré-calcul (pour un arbre T dans un automate 

A vérifiant la propriété de monotonie des règles) peut être « transformé» en un calcul pour ce 
même arbre plus grand au sens de -:!:_PR_ 
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Définition 21 Soit LiftA une fonction (définie pour un automate Â vérifiant la propriété de 
monotonie des règles) ayant pour domaine l'ensemble de tous les pré-calculs UTE'ii'~ PRrunA(T). 
Elle est définie pour prA_, un pré-calcul pour un arbre T dans Â par : pour toute position d de 
dom(T), (LiftA(Pr'A))(d) = q si A contient la règle f(prA_(d · 1), ... ,prA_(d · m))-+ q. 

Il est évident par définition que LiftA(prA_) est une application de dom(T) dans Q. On peut 
de plus montrer que : 

Proposition 15 Soit prA_, un pré-calcul pour un arbre T dans un automate A satisfaisant à la 
propriété de monotonie des règles, 

- LiftA(prA_) E PRunA(T), i.e. LiftA associe à un pré-calcul pour T un autre pré-calcul pour 
ce même arbre. 

- prA_ ~PR LiftA(prA_). 

Preuve: 

Pour le premier point :posons Ç = LiftA(prA_) et montrons que Ç est un pré-calcul de T dans 
A. Selon la position d de dom(T) : 

- si d est une feuille : puisque prA_ est un pré-calcul alors prA_(d) ~PR q pour la règle 
T(d) -+ q de l'automate A. Or, par définition f,(d) = q, donc la proposition est bien 
vérifiée dans ce cas. 

- si d n'est pas une feuille :puisque prA_ est un pré-calcul alors prA_(d) ~PR q pour la 
règle f(prA_(d · 1), ... ,prA_(d · m))-+ q de l'automate Â (si T(d) est le symbole f d'arité 
m). Par définition, f,(d) = q et pour tout i, prA_(d · i) ~PR Ç(i). Puisque l'automate est 
déterministe et complet, il existe dans A une unique règle f(f,(d · 1), ... , f,(d · m)) -+ q' 
et comme A vérifie la propriété de monotonie des règles, f,(d) ~PR q'. 

Le second point est directement impliqué par les définitions de LiftA et de ~PR. 

Définissons l'itération de la fonction LiftA comme suit : 

Liftn ( r) - {pr 
A p - LiftA(Lif(À- 1 (pr)) 

et définissons LiftA (pr) comme : 

sin= 0 

sin> 0 

Vd E dom(T), (LiftA(pr))(d) = sup ((LiftÂ(pr))(d)) 
n-+oo 

• 

Cette fonction LiftA(pr) est bien définie car à chaque position d de dom(T), pour l'itération 
de la fonction LiftA, la suite d'états étiquetant cette position est croissante (au sens ~Q) et 
finie (puisque Q est fini). On en déduit donc que pour chaque position d, la limite est finiment 
atteinte, i.e. 

Vd, :lno, Vn, no~ n, (LiftÂ(pr))(d) = (Lift~0 (pr))(d) 

On peut alors démontrer que cette limite est un calcul pour l'arbre T dans l'automate Â. 

Proposition 16 Soit pr un pré-calcul d'un arbre T dans un automate Â vérifiant la propriété 
de monotonie des règles, 

LiftA (pr) E RunA ( T) 

Preuve: 



106 Chapitre 4. Les contraintes co-définies : une extension 

Il est suffisant de démontrer que pour tout dE dom(t), 

t(d)((Lift~(pr))(d · 1), ... , (Lif(':f(pr))(d · m)) -7 (LiftA(pr))(d) E ~ 

Pour dE dom(t), posons no le plus petit entier naturel tel que 

Vn, n >no, (LiftA(pr))(d) = (Lift~0 (pr))(d) = (LiftA(pr))(d) 

et {ni, .. , nm} l'ensemble des entiers naturels tels que pour tout i, 

Vn, n >ni, (LiftA(pr))(d.i) = (Liff!4 (pr))(d.i) = (LiftA(pr))(d.i) 

Soit n = max{no,ni, .. ,nm}, q = (LiftA(pr))(d) = (LiftA(pr))(d) et qi= (LiftA(pr))(d.i) = 
(LiftA(pr))(d.i). Par définition de LiftA, 

t(d)(qi, .. ,qm) -7 (Lift~+I(pr))(d) E ~ 

Ainsi, puisque Lift~+I(pr)(d) = LiftA(pr)(d) = Lift~(pr)(d), la proposition est vraie. 

• 
Signalons cependant que cette limite LiftA(pr) n'est pas finiment atteinte, i.e. il n'existe pas 

nécessairement d'entier n tel que LiftA(pr) = LiftA(pr). Par exemple, 

Exemple 15: Considérons un automate A tel queL:= {a/O,gjl,f/2}, Q = {qi,q2} et 

Q est muni d'un ordre :::S Q tel que q2 :::S Q qi 

f(qi, q2) -7 q2 
f(q2, qi) -7 q2 
!(qi, qi) -7 qi 

Considérons un arbre T dont le domaine est défini comme l'ensemble {l}w U {ln· 2 · lj lj < 
n, n E N} U { 1 n · 2 · 1 n 1 n E N} et un pré-calcul pr:;!- pour T dans A, définis comme suit : 

- r(d) = f et pr:;!-(d) = q2 si dE {l}w. 

- r(d) = g et pr:;!-(d) = q2 si dE {1 n · 2 · lj Il ~ j < n, n E N}. 

- T ( d) = a et pr:;!- ( d) = qi si d E {1 n · 2 · 1 n 1 n E N}. 

Un fragment de r, de pr:;:-, Lift(pr:;:-), Lift2 (pr:;!-) et de Lift00 (pr:;:-) sont donnés à la figure 
4.3. 

On a alors pour tout entier m, 

{

q2 si dE {l}w 

LiftA: (pr-;:-) ( d) = q2 si d E { 1 n · 2 · 1 j Il ~ j < m < n, n E N} 

qi si dE {ln· 2 · lj Il ~ n- m < j < n, nE N} 

On a donc pour tout entier m et la position d = 1 n · 2 · 1 n-(m+l) (pour m < n) le fait 
que (LiftA:(r))(d)=;f(Liftr;d:+I(r))(d) (pour m < n); ainsi pour tout entier m, LiftA:(pr:;:-) =tf 
Liftr;d:+ I (pr:;!-) . 

Cependant, lorsque m tend vers l'infini, la limite est le calcul 

Lift~(pr-;:-)(d) = {q2 si dE {l}w . 
qi si dE {1 n · 2 · V Il ~ j ~ n, n E N} 
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• Lift3t (pr~) 

FIG. 4.3: Exemple de pré-calcul et d'application de la fonction LiftA 
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De cette dernière proposition, on déduit immédiatement que pour un automate A vérifiant 
la propriété de monotonie des règles et pour tout arbre T , il existe un plus grand calcul (au sens 
de =SPR) pour T dans A. 

Proposition 17 

Preuve: 

Par définition, tout calcul est un pré-calcul, on a par la proposition 14 que uPRRunA(T) est 
un pré-calcul de T dans A (plus grand que tous les calculs de RunA(T) au sens de :::PR) . Du 
fait de la proposition 16, on peut en déduire que Lift'A(uPRRunA(T)) est un calcul de T dans 
A et est plus grand que tout élément de RunA(T). Ainsi, f = Lift'A(uPRRunA(T)). 

• 
Nous noterons f{' , le plus grand calcul pour un arbre T dans un automate A vérifiant la 

propriété de monotonie des règles. 
On peut remarquer sur l'exemple 15 que le calcul limite n 'est pas le plus grand calcul , puisque 

ce dernier est défini par Vd E dom(T) , f{'(d) = q1 . 

Nous terminons cette section en définissant la notion d'accessibilité maximale. 

Définition 22 Soit A un automate d 'arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant) 
à rang et vérifiant la propriété de monotonie des règles, un état q est dit maximalement accessible 
dans A si et seulement si il existe un arbre T tel que f{' ( E) = q. 

Posons le problème suivant : 

PROBLÈME D' ACCESSIBILITÉ MAXIMALE 

Données : Soient A un automate d 'arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant) à 
rang et vérifiant la propriété de monotonie des règles, et q un état de A. 
Question : q est maximalement accessible dans A 

Nous allons prouver que le problème d 'accessibilité maximale pour un automate A d 'arbres 
infinis déterministe et complet (au sens ascendant) à rang et vérifiant la propriété de monotonie 
des règles et pour un état q de A est polynômial dans la taille de A. 

Nous allons considérer un terme t de TERM(L- , X) comme un arbre sur L, et X en assimilant 
les variables à des symboles d 'arité 0 et donc n 'apparaissant qu'aux feuilles de tels arbres. 

Soit t un terme linéaire (i.e . chaque variable de t n 'apparaît qu 'à une seule position dans 
celui-ci) ayant pour variable { x1, .. . , xl} . Pour des arbres T1, ... , Tl de 'll'iRE, nous notons t[x1 +
T1 , . .. , Xl +-Tl], l'arbre de 'll'iRE construit par greffe, ( .. (t[d1 +- T1]) .. [d1 +-Tl]) , où pour tout i , di 
est l 'unique position dans t de la variable Xi (t étant linéaire) . On peut remarquer que l'ordre 
dans lequel s'effectuent les greffes successives peut être quelconque, puisque les positions di sont 
disjointes. 

Soient A un automate d'arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant) à rang, t 
un terme de TERM(L-, X) et a : Varx(t) f--7 Q, une application de l 'ensemble des variables de 
t vers l 'ensemble des états de l'automate A. On notera rta- : dom(t) f--7 Q, l'unique application 
du domaine du terme t vers les états de l'automate telle que 

- rta-(d) = a(x) si la variable x est à la position d dans le terme t, 

- rta-(d) = q si t à la position d n 'est pas une variable et si f(rta-(d · 1), ... rta-(d · m)) --7 q 
est une règle de transition de A . 
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On notera que cette application est bien définie puisque A est complet au sens ascendant et 
de manière unique puisque A est déterministe au sens ascendant. 

On a alors 

Lemme 3 q est maximalement accessible dans A, un automate d'arbres infinis déterministe et 
complet (au sens ascendant) à rang vérifiant la propriété de monotonie des règles si et seulement 
si il existe un terme t de TERM(L,, X) linéaire tel que les deux affirmations suivantes sont valides : 

- pour les variables {x1, ... , xz} de t, il existe r1, ... , Tz tels que rtA[ J (E) = q, 
Xl +-Tl, ... ,X[ +-Tz 

- pour l'application CJM de { x1, ... , xz} dans Q donnée par V xE {xl, ... , xz}, aM(x) = qM 
(où qM désigne l'élément maximum du treillis des états de A), on a rf,uM(E) = q. 

Preuve: 

Montrons tout d'abord que les deux affirmations impliquent le fait que q soit maximalement 
accessible dans A. Supposons ces deux affirmations valides et que q ne soit pas maximalement 
accessible. Posons r = t[x1 +- r 1 , ... , xz +- rz]. 
Puisque r-:- est un calcul pour r dans A, cela implique qu'il existe un autre calcul, que l'on 
peut lui supposer maximal, r-:- pour r dans A. On aurait en particulier pour ce calcul r-:-(E) = 
q -<Q r-:-( E). 
Soit a: {xl,··· ,xz} f-t Q, définie par: pour tout XiE {xl,··· ,xz}, a(xi) = r-:-(di), où 
di est la position de Xi dans t. Il est immédiat de voir que pour toute position d de dom(t), 
r-:-(d) = rf,u(d). On a alors pour tout Xi, a(xi) ::SQ r-:-(di) = aM(Xi) = qM. Alors, du fait 
de la propriété de monotonie des règles, on peut montrer par induction sur la structure de 
t que pour tout d de dom(t), rf,u(d) = r-:-(d) ::SQ r-:-(d). En particulier pour la racine de t, 
rf,u(E) = r-:-(E) ::SQ r-:-(E) = q. Ceci contredit l'hypothèse. 

Montrons maintenant que si q est maximalement accessible, alors les deux affirmations sont 
vraies. Supposons que q soit maximalement accessible et que l'une des deux affirmations soient 
fausses, i.e. que pour tout terme linéaire t, soit 

(i) iln'existepasd'arbresr1, ... ,rz telquertA[ +- +- 1(E)=q,soit 
Xl 71 , ... ,X[ Tz 

(ii) rf,O" M ( E) =/= q. 

Si la condition (i) est vraie, alors elle est vrai en particulier pour le terme réduit à une variable 
x. Il n'existerait alors pas d'arbre r tel que r:(E) = q. Ceci impliquerait que q n'est pas un 
état accessible, donc pas maximalement accessible. Contradiction de l'hypothèse. La condition 
(i) est donc toujours fausse. 
Supposons que la condition (ii) soit vraie. Puisque q est maximalement accessible il existe un 
arbre r tel que r:(E) = q. Selon cet arbre r : 
(a) Test un arbre fini. Dans ce cas, pour le terme clos (et donc, linéaire) t = r, on a rf,uM (E) = 

r:(E) = q. Contradiction de l'hypothèse. 
(b) r est un arbre infini. Soit ldl, la longueur d'une position définie par (i) lEI = 0, (ii) ld.il = 
ldl +1 pouri EN. 

Considérons la suite (infinie) (Çi)iEN d'applications de dom(r) dans Q données pour tout i, par 

si ldl 5: i 
si r(d) = f et f(Çi(d · 1), ... , Çi(d · m)) -+ q' est une règle de A 

Du fait de la monotonie des règles de l'automate, pour tout dE dom(r), Çi+1 (d) :::SQ Çi(d). Or 
puisque Q est fini, pour tout dE dom(r), il existe un entier i tel que Vi'> i, Çi'(d) = Çi(d). 
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Notons que puisque par hypothèse, pour tout terme linéaire t, r~uM (t:) "# q, on a: pour tout i, 
q -<Q Çi(E). 

Posons l'application Ç: dom(r) H Q définie par: pour tout d de dom(r), 

Ç(d) = Çj(d) tel que j = min{i 1 Vi'> i, Çi(d) = Çi'(d)} 

Montrons maintenant que Ç est un calcul pour T dans 1 'automate A. Pour toute position 
d de dom(r), considérons {j1, ... ,jm}, les plus petits entiers tels que pour tout entier k, 
\ij~ > jk, Çjk(d · k) = Çj~(d · k). Pour j = max{jl,··. ,jm}, on a pour tout 1:::; k:::; m, 
Vj' > j, Çj(d · k) = Çj'(d · k). 
A.insi, par définition de Ç, r(d)(Ç(d · 1), ... Ç(d · m)) -+ Ç(d) est une règle de transition de A, 
donc Ç est un calcul pour T dans l'automate A. 

Or, q -<Q Ç(t:). Donc, Ç est un calcul pour T dans A strictement plus grand que le calcul 
maximum r-:. Contradiction 

• 
Nous allons maintenant donner une caractérisation algorithmique de l'ensemble des états 

maximalement accessibles dans un automate A au moyen d'un opérateur TA: Q x Q H Q x Q. 

Définition 23 Soit A, un automate d'arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant) 
à rang vérifiant la propriété de monotonie des règles. Soit TA, l'opérateur défini sur Q x Q comme 
suit : pour Sg2 Ç Q x Q, 

{ 

il existe f(ql, ... , qm) -+ q 
(q, q') E TA(Sg2) ssi et f(q~, ... , q:n) -+ q' dans ..6. 

tels que pour tout i, (% qD E Sg2 

On peut remarquer que l'opérateur TA est monotone pour l'inclusion. 

Lemme 4 q est maximalement accessible dans A, un automate d'arbres infinis déterministe et 
complet (au sens ascendant) à rang vérifiant la propriété de monotonie des règles si et seulement 
si (q, q) appartient à UnEN TA:( { (q', qM) 1 q' E Reachable(A)} ). 
Preuve: 

Soit S~2 = {(q',qM) lq' E Reachable(A)}. PosonsTA,j(S~2 ) = U1 ::;i:SiT~(S~2)· 
Soit ltl, la taille d'un terme de TERM(L., X), définie inductivement sur la structure de t par 
(i) ltl = 0 si t E X (t est une variable), (ii) ltl = 1 si t E "L.o (t est une constante), (iii) 
lf(tl, ... , tm)l = 1 +max( {ltill1:::; i:::; m} ). 

Montrons maintenant par induction sur n, que pour tout terme t de TERM(L., X), si ltl :::; n 
alors (r~x 1 ._71 , ... ,xz<-Tz](E),r~uM(E)) E TA,n(S~2 ) pour certains r1, ... ,Tz de 'IT'll?.~. 
(a) pour n = 0, le terme t est une variable x. A.lors, par définition, pour tout arbre T de 'IT'll?.~, 

(r~x<-T](E),r~uM(t:)) = (r-:(E),qM) appartient à TA,o(S~2) = {(q',qM) 1 q' E Reachable(A)}, 

puisque r:(E) est nécessairement un état accessible. 

(b) pour n > 0, le terme t est de la forme j(t1, ... , tm) (incluant le cas où f est une 
constante). Par hypothèse d'induction, pour tout i, (rtA[ L_ ~ 1(t:),rf uM(t:)) appartient 

t X!~Tl,···,X[....,--T[ 1' 

à TA,n-l (S~2). Alors, par définition de TA et d'un calcul dans l'automate déterministe au sens 

ascendant, (r~x 1 ._71 , ... ,xz<-Tz](E),r~uM(E)) appartient à TA,n(S~2 ). 



4.1. Les contraintes co-définies généralisées 111 

On peut maintenant affirmer que si q est maximalement accessible, alors pour le terme t pour 
lequel les deux affirmations du lemme 3 sont valides, ( r~x1 +-T1 , ... ,xz +-Tt] ( E), rt,ta M ( E)) = ( q, q) 

appartient à TA,Itt(S~2 ) et donc à UnENT_A(S~z). 

Montrons maintenant que si ( q' q') appartient à Un EN T.A ( s~2)' alors il existe un terme t et des 

arbres TI, ... , Tm tels que (q, q') = (r~x 1 +-T1, ... ,xz+-Tz](t:), rt,t17 M (t:)). Par induction sur l'entier n : 

(a) pour n = 0, (q,q') = (qr,qM) avec qr accessible. La propriété est trivialement vérifiée pour 
t E X et pour qr = r:;., où T est un arbre quelconque. 
(b) pour n > 0, (q, q') est obtenu par définition pour deux règle de transition de l'automate 
f(qi, ... , qm) -+ q et f(q~, ... , q~) -+ q' avec pour tout i, (qi, q:) appartenant à T_A-I(S~2 ). 
Par hypothèse d'induction pour tout i, il existe un terme ti et des arbres Tf, ... , T/; vérifiant la 
propriété. Ainsi, la propriété est vérifiée pour t = j(ti, ... , tm) et pour les arbres T{, ... , T/;. 
Ainsi, si (q, q) appartient à UnEN T_A(S~z), alors il existe un j tel que (q, q) appartient TA,j(S~2 ). 
On peut ainsi affirmer qu'il existe un terme t (de taille inférieure à j) et des arbres TI, ... , Tm 
de 'll'IR~ tels que (q,q) = (rtA[x +- +-T](t:),rf17M(t:)), ce qui implique que les deux conditions 

4-J 1 Tl,··· ,X[ l ' 

du lemme 3 sont satisfaites. 

Théorème 14 Le problème d'accessibilité maximale est polynômial. 
Preuve: 

• 
Notons tout d'abord que le test d'accessibilité d'un état dans un automate automate d'arbres 
infinis déterministe et complet (au sens ascendant) à rang est polynômial (ces automates étant 
des automates de Büchi sans état d'acceptance). 
Répondre au problème d'accessibilité maximale pour un état revient à calculer l'ensemble 
UnEN T_A( { (q', qM) 1 q' E Reachable(A)}). Il très simple de voir que calculer cet ensemble (dont 
la taille est au plus quadratique dans la taille de l'automate) peut être réalisé par un algorithme 
polynômial dans la taille de A. 

• 
Notons le fait que si un état q' est accessible, alors il existe un état q maximalement accessible 

tel que q' :::SQ q. Nous noterons Reach_max(A), l'ensemble des états maximalement accessibles 
dans un automate A vérifiant la propriété de monotonie des règles. 

Automates et logique 

On peut associer, à un automate A d'arbres infinis déterministe et complet (dans le sens 
ascendant) de rang net vérifiant la propriété de monotonie des règles, deux algèbres AA et ÂA, 
définies comme suit : 

- AA =(Q, {fA} fEL:) où fA( qi, ... , qm) = q ssi f(qi, ... , qm) -7 q E .6.. 

- ÂA =(Reach_max(A),{frchm(A)}JEL:) où frchm(A)(qi,··· ,qm) = q ssi f(qi,··· ,qm) -7 

q E .6.. 

Il est évident de par leur définition respective que ÂA est une sous-algèbre de AA-
Signalons de plus que du fait de l'unicité pour un arbre T du plus grand calcul r:;. dans un 

tel automate A, à chaque arbre Ton peut associer un unique état q tel que r:;.(t:) = q. 
On peut donc en déduire qu'il existe un morphisme surjectif de T~ dans ÂA associant à 

chaque arbre de 'll'IR~ l'unique élément de Reach_max(A), r:;.(t:). Ce morphisme est noté runA. 

Ces deux :E-algèbres sont étendues respectivement pour un ensemble de variables du se
cond ordre {VI, ... , Vn} en deux (:E, {VI, ... , Vn} )-structures RA et RA, où RA = ((AA, I.)) avec 



112 Chapitre 4. Les contraintes co-définies : une extension 

Vi, I(Vi) =Ii et RA= ((ÂA,Tf)) avec Vi, Ir(Vi) =Ii n Reach_max(A). 

Comme dans le chapitre précédent, nous allons également ici considérer des formules mona
cliques T-bornées (voir définition 13) et plus particulièrement les formules monadiques T-bornées 
associées aux formules monadiques positives comme présentées dans la définition 14. On va sup
poser comme précédemment que si cp est une formule monadique positive, alors rp dénotera la 
formule monadique T -bornée associée. 

Pour prendre en compte ces formules monadiques T-bornées définies pour un ensemble de 
variables du second ordre {V1, ... , Vn} et une variable du second ordre particulière T, nous 
étendons les structures RA et RA (définies pour {V1, ... , Vn}) en deux structures respectivement 

R
T AT 
A et RA (définies pour {T, V1, ... , Vn}) en fixant pour chacune d'elles la sémantique de la 

variable T à Reach_max(A). 

Logique 

Nous terminons cette section par la remarque suivante : 

Remarque 1 Soient RA, RB deux structures, <I>1 et <I>2 deux formules du premier ordre, et VA, 
VB deux valuations définies de Varx(<I>l) U Varx(<I>2) respectivement dans les supports de RA et 
RB, 

Si pour e E {1, 2}, ((RA, vA) F <I>e) *((RB, vB) F <I>e) alors 

((RA, VA) F <I>l 1\ <I>2) =}((RB, VB) F <I>l 1\ <I>2) 

((RA,VA) F <I>l V<I>2) =} ((RB,VB) F <I>l V<I>2) 

4.2 Une solution au problème de satisfiabilité 

Nous allons dans cette section proposer un algorithme répondant au problème de satisfiabi
lité d'un système de contraintes co-définies généralisées (en forme aplatie) interprétées sur les 
ensembles d'arbres finis et infinis. Notre algorithme manipulera des automates complets et dé
terministes (ascendants) de rang n, qui de plus, vérifieront la propriété de monotonie des règles. 
Comme dans le chapitre précédent, cet algorithme sera présenté comme un système de règles 
d'inférence (appliquées avec une stratégie particulière) qui selon les contraintes, soit transforme 
un tel automate en un autre, soit produit la valeur spéciale O. Après avoir décrit cet algorithme, 
nous prouverons sa correction et donnerons sa complexité. 

4.2.1 L'algorithme 

Nous allons proposer un algorithme pour répondre au problème de satisfiabilité d'un système 
de contraintes co-définies généralisées supposé en forme aplatie et interprété sur les ensembles 
d'arbres finis et infinis. Cet algorithme est basé sur un ensemble nw de règles d'inférence. Ces 
règles d'inférence transforment un automate d'arbres infinis déterministe et complet (de manière 
ascendante), soit en un automate de ce même type, soit en la valeur O. La forme des automates 
que nous considérons est définie en fonction des variables du système de contraintes ensemblistes 
et les états formeront un treillis fini complet. Les automates considérés devront de plus vérifier 
la propriété de monotonie des règles. Ceci imposera une stratégie particulière d'application des 
règles de nw' afin de préserver cette propriété. 
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Préliminaires 

Le but de cette section est de présenter la forme des automates d'arbres infinis que l'algo
rithme manipulera, mais également de fixer quelques notations. 

La forme des automates dépend des variables ensemblistes apparaissant dans le système de 
contraintes en forme aplatie considéré. Soient SC un système de contraintes co-définies générali
sées en forme aplatie et {Xl,··· ,Xn}, l'ensemble des variables ensemblistes apparaissant dans 
SC. 

Nous allons considérer les automates d'arbres infinis de rang n déterministes et complets (de 
manière ascendante) de la forme A = (:E, Q, I, .6.) tels que E est la signature fonctionnelle sur 
laquelle est construit SC, l'ensemble des états Q = {0, l}n, i.e. l'ensemble des n-uplets de 0 
et de 1, et le n-uplet 1 d'ensembles d'états initiaux est égal à (h, ... Jn) tel que pour tout i 
(1 ~ i ~ n) q E Ji si et seulement si la ième composante de q est égale à 1. 

L'ensemble des automates ainsi définis est noté TAsc· 

Comme nous l'avons fait au chapitre précédent, à chaque variable ensembliste du système est 
associée une des composantes du langage reconnu par l'automate. L'idée motivant ce choix est de 
construire un automate comme précédemment décrit reconnaissant un langage (LI, ... , Ln) tel 
que si le système de contraintes SC considéré est satisfiable alors ce langage décrit la plus grande 
solution du système, i.e. une arbre T appartient à Li si et seulement si il existe une solution I 
de SC telle que T E I(Xi). Lorsque le système de contraintes est insatisfiable, l'impossibilité de 
construire un tel automate sera détectée. 

Pour un automate A de TA5c reconnaissant un langage (L1, ... , Ln), nous noterons LA, 
l'interprétation ensembliste pour les variables {X1 , ... , Xn} par l'automate A définie par: pour 
tout Xi, IA(Xi) =Li ou de manière équivalente, TE IA(Xi) si et seulement si r;-4(t:) Eh 

Les éléments E, Q et 1 étant fixés pour les automates considérés, nous ne distinguerons donc 
plus un tel automate de son ensemble de règles de transition .6.. Nous noterons switcho(q, i), 
l'état q' identique à l'état q sauf (éventuellement) sur la ième composante qui est égale à 0 pour 
q', i.e. Vj, q' tt Ij? q tt Fj Vi= j. Nous allons noter .6.I, l'automate de TA5c dit « universel», 
dont tous les membres droits de règles de transition sont égaux à {1 }n. 

Le système d'inférence 

L'idée sous-jacente à l'algorithme que nous proposons est similaire à celle présentée dans 
le chapitre précédent. Cet algorithme est basé sur un système d'inférence nw transformant un 
automate de la classe TA5c, soit en un autre automate ce cette classe, soit en la valeur D. Partant 
de l'« automate universel» .6.1, on applique les règles de ce système d'inférence jusqu'à obtenir 
soit un automate sur lequel plus aucune règle n'est applicable, soit la valeur D. Une application 
d'une règle d'inférence modifie en fonction d'une contrainte considérée du système une règle 
de transition de l'automate (qui est ici choisie de manière particulière) en remplaçant dans le 
membre droit de cette règle un 1 en un 0 (à l'aide de switcho). 

Ceci a en fait pour but de calculer la valeur D si le système de contraintes SC est insatisfiable 
et, dans le cas contraire, un automate .6. f de TA sc reconnaissant un langage (LI, ... , Ln) tel 

que pour tout arbre T, T E Li (ou de manière équivalente, r!; 1 ( E) E Ji) si et seulement si il existe 
une solution Ide SC telle que TE I(Xi). 

Nous présentons maintenant le système d'inférence nw défini pour la classe des automates 
TA sc vérifiant la propriété de monotonie des règles; ces règles d'inférence ont pour résultat soit 
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- (Compose) 

xi ç g(Xi 1 , ••• , Xi1 ) E sc 

b. U {f(ql, ... ,qm)-+ switcho(q,i)} 
1

- soit g =1 f 
et - soit f = g et :lk, qk rf. Iik 

- (Clash) 

- (Decomp) 

b.U{a-+q} 
0 

a Ç XiE SC et 

q rf. Ii 

g(T, ... ,T,Xi,T, ... T) ÇXj ESC 
(Xi est le kième fils de J) et 

b. U {lbs-+ q} 
si 

b. U {lbs-+ switcho(q, i)} 
:Jg(qi, ... 'q!-,.)-+ ql tq 

-ql rf. Ij 

-q = q~ 
- {qi, . . . , q!-,.} \ {qi} E Reach _max( b. U {lbs -+ q}) 

- (Member) 

b. U {lbs -+ q} xi ç {x 1 cp(x)} 
b. U {lbs-+ switcho(q, i)} (Rlu{Ihs-tq}' [x H q]) F <P(x) 

FIG. 4.4: Le système d'inférence Rw du test de satisfiabilité 

un autre automate de TA5c, soit la valeur spéciale O. 

Les règles du système nw sont données à la figure 4.4 : intuitivement, selon la contrainte, la 
règle d'inférence (Compose) signifie qu'un arbre T de la forme ](Tl, ... , Tm) n'appartenant pas à 
I(g(Xi 1 , ••• , XiJ), pour n'importe quelle solution I (soit parce que f =1 g, soit parce qu'il existe 
un k tel que Tk rf. I(Xik) ), ne peut appartenir à I(Xi). Selon la contrainte dans la condition de 
la règle (Clash), pour toute solution I, a doit appartenir à I(Xi). Or, d'après la condition sur 
la règle de transition, pour toute solution I, a rf. I(Xi)· Ceci entraîne donc que le système de 
contraintes ne peut avoir de solution. La règle d'inférence (Decomp) traite le cas suivant :il existe 
un arbre de la forme g(Tl, ... , Tm) tel que pour toute solution I, g(Tl, ... , Tm) n'appartient pas 
à I(Xj)· On peut donc en déduire du fait de la contrainte que pour toute solution I, Tk rf. I(Xi)· 
La règle d'inférence (Member) doit être interprétée de la manière suivante : il existe un arbre T 
tel que pour toute solution I, T rf. I({x 1 cp(x)}) (i.e. (((Tr~,I)), [x H T]) F cp(x)); on peut donc 
en conclure que pour toute solution I, T rf. I(Xi). 

Le système d'inférence nw est utilisé pour définir l'algorithme que nous proposons. Soient 
b., b.' deux automates de TA5c, on notera b. f-nw b.' si et seulement si soit b. = b.' 58 , soit b.' 
est obtenu à partir de b. et de l'application d'une des règles d'inférence de nw pour une règle 

58La relation f-nw est réflexive. 
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de transition f(q1 , ..• , qm) -+ q de .6. vérifiant les conditions de la règle d'inférence considérée 
et telle que cette règle soit une règle de membre gauche minimum (au sens de ::::SQ) 59 telle 
que l'application de la règle d'inférence entraîne une modification de la règle de transition (i.e. 
q E Fi)-

Posons de plus que 0 f-nw D et notons f-R_w la clôture transitive de f-nw. 
Notre algorithme calcule une valeur ef définie par Sr f-R_w ef et telle que Ve ef f-nw e =? e = 

e f, i.e. e f est un point fixe de la relation f-nw. 

Cette définition de la relation f-R_w n'a de sens que si le système de transition appliqué avec 
la stratégie précédemment décrite préserve la propriété de monotonie des règles dans l'automate 
calculé. En effet, la règle (Member) nécessite que la structure Rl soit définie ce qui est le cas 
uniquement dans un automate satisfaisant à la propriété de monotonie des règles. Ainsi, cette 
condition est vérifiée si f-nw transforme un automate de TAsc vérifiant cette propriété en un 
autre automate la vérifiant également,i.e. f-nw préserve la propriété de monotonie des règles. 

Pour prouver cette invariance, nous allons tout d'abord montrer le lemme suivant : 

Lemme 5 Soient cp(x1, ... ,xm) une formule monadique T-bornée (ayant {x1, ... ,xm} pour 
variables libre du premier ordre) et deux valuations (dans l'ensemble des états d'un automate 
.6. vérifiant la propriété de monotonie des règles) v = [xr 1--l- qr, ... , Xm 1--l- Qm] et v' = [xr f--7 

q;_, . .. , Xm f--7 q:nJ telles que V j, qj ::::S Q Qj, 

Preuve: 

Par induction sur la structure de la formule cp(x1, ... ,xm): 

- Si cp(x1, ... , xm) est une formule atomique t E Xi, ceci est équivalent à démontrer que 

Par induction sur la structure de t : 
RT RT 

- si test une constante t =a, alors ltJvll. = ltL,ll.. 
RT RT RT 

- si test une variable Xj, alors par hypothèse, ltJ)~ ::::SQ ltJv.c,. et ltJv.c,. ~ h 

- si t est égal à f(t 1 , ... , tt) :par hypothèse d'induction, on a pour tout i et pour tout 
j (1 ::; j ::; l) : 

RT RT 
ltiJv.c,. ~Ii=? ltiJf ~Ii 

Par définition, ceci est équivalent à Vj, ltjj~,:I ::::SQ ltjj~:I. Or par définition d'un 
calcul, 

sont deux règles de transition de .6... Or celui-ci vérifiant la propriété de monotonie 

des règles, on a ltJ~,:I ::::SQ ltJ~:I, ce qui implique l'expression souhaitée. 

- si cp= <Pr 1\ <P2 ou cp= <Pr V <P2, alors la proposition est immédiate par la remarque 1. 

59 Pour deux règles f(ql,··· ,qm)-+ q et f(q~, ... ,q;,.)-+ q', la première a un plus petit membre gauche au 
sens de ~Q ssi 'ii, q; ~Q q~. 
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- si cp= ::ly (y ET 1\ cp') :par définition (RI, v) ~ cp(x1, ... , xm) est équivalent à dire que: 
pour tout état q maximalement accessible, (RI, v o [y r-t q]) ~ cp' (y, x1, ... , xm). 

Par hypothèse d'induction, cela implique : pour tout état q maximalement accessible, 
(RI, v' o [y r-t q]) ~ cp' (y, Xl, ... , Xm), ce qui est équivalent à (RI, v') ~ cp(xl, ... , Xm). 

- si cp = Vy (y E T ::::;.. cp') : ce cas est similaire au cas précédent. 

• 
On a alors 

Proposition 18 Soit .6. un automate de TA5c vérifiant la propriété de monotonie des règles, 
si .6. f--n.w .6.' (avec .6.' ::/= D), alors .6.' vérifie la propriété de monotonie des règles. 

Preuve: 

Le seul cas à examiner est le cas où .6. f--nw .6.' avec .6. ::/= .6.'. Soit f ( q1, ... , qm) --+ q (avec 
q E Ji) la règle de .6. transformée dans .6.' en f(q~, ... ,q~)--+ switcho(q,i), il est alors suffisant 
de prouver que pour toute autre règle f ( q~, ... , q':n_) --+ q" de .6. (et donc de .6.'), on a V j, q'j ::S Q 

qj => q11 ::SQ switcho(q, i). 
Supposons que cela ne soit pas le cas, alors cela implique que q" E Ji. On peut alors montrer que 
dans ce cas, l'hypothèse de minimalité du membre gauche de la règle transformée est fausse. 
Selon la règle d'inférence utilisée pour .6. f--nw .6.' : 

- Pour la règle (Compose) : 

- si f ::/= g, alors il existe une règle f(q~, ... , q':n_) --+ q" ayant un membre gauche plus 
petit que f(q1 , ... , qm)-+ q, pour laquelle la règle d'inférence peut s'appliquer. 

- si f = g, puisqu'il existe un k tel que qk E Jik et que q~: ::S Q %, selon 1 'hypothèse de 
minimalité, la règle d'inférence aurait du s'appliquer pour f(q~, ... , q':n_) --+ q". 

- Pour la règle (Decomp) : pour la règle de transition g(qi, ... , q~) --+ ql utilisée dans la 
condition de la règle d'inférence, i.e. telle que qz ~ Jj, q~ = q et {qi, ... , q~} \ { q~} soient 
des états maximalement accessibles, considérons la règle g( qi, ... , q", ... , q~) --+ l dont 
le membre gauche est identique à la précédente à l'exception du eme état du membre 
gauche qui est égal dans celle-ci à q11 (et non, à q). Or, on a bien q" E Ji (par hypothèse), 
pour les états en membre gauche de cette règle {qi, ... , q~} \ { q"} sont maximalement 
accessibles et ql' ~ Jj (puisque q11 .:SQ q et par monotonie des règles de .6., l .:SQ qz et 
qz ~ Jj)· C'est donc cette règle f(q~, ... , q':n_) -+ q" qui aurait du être transformée, selon 
l'hypothèse de minimalité. 

- Pour la règle (Member) : puisque .6. vérifie la propriété de monotonie des règles, on a 
q" .:SQ q. De par, le lemme 5 et la condition de la règle d'inférence, on a 

(Rlu{Jhs-+q}' [x f--7 q"]) F cp(x) 

Ainsi, puisque la règle f(q~, ... , q':n_) --+ q" a un membre gauche plus petit que celui de 
f(ql, ... , qm) --+ q et que q" Eh ceci contredit l'hypothèse de minimalité. 

• 
Puisqu'il est évident que l'« automate universel» S1 vérifie la propriété de monotonie des 

règles, on peut en déduire que f--n.w est bien définie et que tous les automates au cours du calcul 
vérifient cette propriété. 

Nous allons dans la section suivante montrer la correction partielle et la complétude de 
l'algorithme que nous avons proposé, ainsi que sa complexité. 
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4.2.2 Correction - complexité 

Nous allons commencer par montrer la correction partielle en prouvant que si l'algorithme 
produit un automate b.. f, alors le langage reconnu par cet automate définit une solution du 
système de contraintes ensemblistes SC. 

Correction partielle 

Soit b..f, l'automate de TAsc (tlf f:. D) produit par notre algorithme, i.e. Ve, b..f f-nw e =? 

e = b..J; posons 'It:,-f' l'interprétation ensembliste associée à tl! et définie par Vi, 'It:,1 (Xi) =Li, 
en supposant que le langage reconnu par b..f est (L1, ... , Ln) ou de manière équivalente, pour 

tout i, T E'It:,1 (Xi) si et seulement si f~1 (E) Eh 

Théorème 15 'It:,1 est une solution de SC. 
Preuve: 

Supposons que 'It:, 1 ne soit pas une solution; il existe donc alors une contrainte de SC qui est 
violée. Selon la forme de cette contrainte : 

- pour une contrainte de la forme Xi Ç g(Xi 1 , ••• , Xi1 ) : si la contrainte est violée, cela 

signifie qu'il existe un arbre T tel queT E 'It:,1 (Xi) (ceci implique que f~1 (E) E Ii) et 
T tt 'It:,. 1 (g(Xi 1 , ••• ,Xi1)). Alors, selon la forme de T: 

- si T = f(r1 , ... , Tm) (avec f f:. g), alors il existe dans b..f une règle de transition 
f(ql, ... , qm) --+ q telle que q Eh 

- si 7 = g( 71, ... , 7z), alors il existe un k tel que 7k tt 'It:, 1 (Xik). Donc, il existe dans 
b.. f une règle de transition g( ql, ... , qz) --+ q telle que q E Ii et qik tt Iik. 

- pour une contrainte de la forme a Ç Xi : si une telle contrainte est violée, cela signifie 
a tt 'It:,.1 (Xi), i.e. f~1 (E) tt h Cela implique que pour la règle a--+ q de tlf, on a q tt h 

- pour une contrainte de la forme g(T, ... , T, Xi, T, ... T) Ç Xj : si la contrainte est 
violée, cela signifie qu'il existe un arbre 7 de la forme g( 71, ... , 7z) tel que 7k E 'It:,1 (Xi) 

et 7 tt 'It:,.1 (Xj)- Cela implique qu'il existe une règle g(qi, ... ,q!n)--+ q1 de b..J telle que 
q1 tt Ij, qi E Ji et {qi, ... , q!n} \ {qi} sont maximalement accessibles 

- pour une contrainte de la forme Xi Ç {x 1 <p(x)} :si une telle contrainte est violée, cela 
signifie qu'il existe un arbre 7 tel 7 E 'It:,. 1 (Xi) (ce qui implique qu'il existe une règle 

lbs--+ q dans tl tel que q = f~1 (E) E Ii) et 7 tt 'It:,.1 ({x 1 <p(x)}), i.e. 

Par la définition de Rt:,.1 et la proposition 5, on en déduit que (Rt:,.1, [x~--+ f~1 (E)]) ~ <p(x). 

Par la définition de R~1 et la proposition 6, cela implique que (R~1 , [x 1--+ f~1 (E)]) ~cp( x). 

Enfin, par la proposition 7, (RI1, [x f--7 f~1 (E)]) ~ cp(x). 

Dans chacun des cas précédents, on peut voir qu'une règle d'inférence peut être appliquée 
(modifiant l'automate), entraînant Je fait qu'on aurait b..t f-nw e avec e f:. tlt· Ceci contredit 
donc 1 'hypothèse initiale. 

• 
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Complétude 

La preuve de complétude de l'algorithme présenté se fait en deux étapes : la première montre 
qu 'à toute solution du système SC , on peut associer un unique pré-calcul dans chacun des auto
mates calculés. On pourra, dans un deuxième temps , en déduire la complétude. 

Considérons I , une interprétation des variables ensemblistes apparaissant dans le système 
SC; on définit l'application pr; (de dom(r) dans Q) par: pr;(d) = q si et seulement si q E Ji? 

TJd E I(Xi). Nous allons montrer que si I est une solution de SC, alors pr; est un pré-calcul 
dans tout automate calculé, en montrant tout d 'abord que cette propriété est préservée par f--Rw. 

Pour ce faire , nous prouvons deux lemmes. 

Soient I, une interprétation ensembliste définie pour des variables de SC , étendue en une 
interprétation i fixant la sémantique de la variable additionnelle T à 1l'IR~, ~ un automate de 
TA. sc vérifiant la propriété de monotonie des règles et tel que pour tout arbre T, pr:; est un 
pré-calcul dans ~ , 

Lemme 6 'r:/r1, ... , Tm E 1l'R~, Vf(ql, ... , qm)--+ q E .6. 

Preuve: 

Par monotonie des règles de~ ' il existe dans cet automate une règle (pr:;
1
(E), ... ,pr;(E))--+ 

q' telle que q' ~ Q q et puisque pour tout arbre T, pr:; est un pré-calcul dans .6. , alors 

Pri (E) -<Q q' j (T! , ... ,TL) - • 

On en déduit alors 

Lemme 7 'r:/T1, . . . , Tl , 

Preuve: 

(R~I., [YI ~--+ pr:;
1 

(E) , ... , YI f--7 pr;; (E)]) F <j)(y1, ... , YI) 

===> 

(((Tr~,i)),[YII-+TI,···Yif-771) F<P(YI ,··· , yi) 

Posons tout d 'abord v = [YI ~--+ pr; ( E), ... , YI f--7 pr; ( E)] et a = [YI ~--+ T1 , ... YI f--7 rz] . 
Par induction sur la structure de la formule <P (ou cp) : 

- si ip est une formule atomique t E Xi : par induction sur la structure de t : 

• 

- si test une constante (t =a), alors (Rl, v) Fa E Xi est équivalent à dire que pour la 
règle a--+ q de .6. , q ~ h Or, pr~ est un pré-calcul pour a dans .6. , donc pr~(E) ~Q q. 
Ceci implique a~ I(Xi) , c-à-d, ( ((Tr~ , i)), a) Fa E Xi. 

- si t est une variable (du premier ordre) (t = x) :par dé:fi.nition, (Rr, v o [x ~--+ pr:;]) F 
xE xi est équivalent àpr:;(E) ~ h i.e. T ~ I(Xi) - Ainsi, (((Tr~,I)),ao [x 1-+ T]) F 
xE xi. 

- si t est un terme de la forme f(t 1 , ... , tm) :par hypothèse d 'induction, on a :pour 
tout i et tout e , 
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Soit qi, l'état tel que Ve, qi tf. le{::} (RI, v) F ti E Xe. Ainsi, en posant T[ = ltd!"rE, 
l'hypothèse d'induction peut se reformuler comme: pr;,(c) ~Q qi . 

• 
Pour la règle j(q1, ... , qm) -+ q de Ll, par le lemme 6, pr;(E) ~Q q pour T 
j(T{, ... , 7:-n). Ceci peut être reformulé comme: pour tout i, 

- pour une formule cp de la forme cp1 1\ cp2 ou cp1 V cp2 : immédiat par la remarque 1. 

- pour une formule cp de la forme ~x(x E T 1\ cp') :par hypothèse de récurrence, on a :pour 
tout arbre T, 

(RI, [x H pr;(E), Y1 H pr; (E), ... , Yl H pr~(E)]) F cp(x, Y1, ... , y!) 

===? 

(((Tr~,Ï)),[x H T,Y1 H T1,···Yl H TL) F cp(x,y1,··· ,y!) 

puisque pr;(E) (resp. T) appartient à Q (resp. 'lflR~), l'interprétation de T dans RI (resp. 
((Tr~, Ï))), on en déduit immédiatement la proposition dans ce cas. 

- pour une formule cp de la forme ~x( x E T ::::} cp') :la preuve est similaire au cas précédent . 

• 
On peut alors montrer l'invariance par l'application de la relation f-nw du pré-calcul défini à 

partir d'une solution du système, 

Proposition 19 Soient I une solution de SC et Ll un automate de TA5c (vérifiant la propriété 
de monotonie des règles) et I tel que pour tout arbre T, p~ est un pré-calcul pour 7 dans L.l. Si 
Ll f-nw L.l' (avec L.l' #- D), alors pour tout arbre T

1
, pÇ, est un pré-calcul pour T

1 dans L.l'. 
Preuve: 

Une nouvelle fois, nous ne considérons que le cas où L.l' #- Ll, le cas où ils sont égaux étant 
évidemment trivial. 

Par définition d'un pré-calcul, il est suffisant de montrer que pour tout arbre Tet toute position 
d de dom(T), si 7(d)(pr;(d · 1), ... ,pr;(d · m))-+ q E Ll et T(d)(pr;(d · 1), ... ,pr;(d · m))--+ 
q' E L.l', alors pr;(d) ~Q q' (en supposant que l'arité de T(d) est m). Si les règles sont les mêmes 
( q = q'), alors cette proposition est vraie. Le seul cas à considérer est donc le cas où ces règles 
de transition sont différentes, i.e. de par le système d'inférence, q' = switcho(q, i). Ceci revient 
à prouver pour la règle d'inférence utilisée pour Ll f-nw L.l' que pr; ( d) tf. Ii. 

Selon la règle d'inférence : 

- pour la règle (Compose) : il est suffisant de montrer que Tld tf. I(g(Xi11 ••• , Xi1 )). En 
effet, puisque I est une solution, cette affirmation implique que Tld tf. I(Xi) et donc que, 
pr; ( d) tf. Ii. Selon la forme de Tld : 

- si T(d) = f et f #- g, alors Tld tf. I(g(Xip ... , XiJ), par définition d'une interprétation 
ensembliste. 

- si T ( d) = g, alors par les conditions de la règle d'inférence, il existe un k tel que pr; ( d · 
k) tf. Iik. Donc par définition de pr;, 71d·k tf. I(Xik). Ainsi, 71d tf. I(g(Xil' ... 'xi[)). 

- pour la règle (Decomp) : il est suffisant de montrer qu'il existe un arbre g( 71, ... , Tm) 
tel que Tk = 71d et g(T1,··· ,Tm) tf. I(Xj), i.e. pr;(

71
, ... ,Tm)(E) tf. Ij. En effet, puisque I 

est une solution, ceci implique que g( 71 , .•. , Tm) tf. g(T, ... , T, Xi, T, ... T) et donc que 
7k = Tld tf. I(Xi), i.e. pr;(d) tf. h 
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Or, du fait des conditions de la règle d'inférence, il existe dans .6. une règle de transition 
g(qi, ... ,q!n)-+ q1 avec q1 tf. Ij et {qi, ... ,q!n}\{qi} E Reach_max(.6. U {lbs-+ q}) et 
q1 = q. Puisque les états de { qL ... , q!n} \ { qk} sont maximalement accessibles, il existe 
des arbres T1, ... , Tk-1 , Tk+l, ... , Tm tels que q~ = f~(E). 
Or, puisque par hypothèse pr:;(d) ::::SQ q et que par définition d'un pré-calcul et d'un plus 
grand calcul, 

ViE {1, ... , m}\ {k }, pr;; (E) ::SQ f~(E) 

Alors par monotonie des règles, on a pr;(71 , ... ,Trn)(E) ::::SQ q1 et donc, pr;(71 , ... ,Tm)(E) tf. Ij. 

-pour la règle (Member): il est suffisant de montrer que (((Tr~,I)), [x 1---7 Tld]) F <p(x). En 
effet, ceci est équivalent à Tld tf. I( {x 1 <p(x)}). Puisque I est une solution, cette dernière 
proposition implique que Tld tf. I(Xi), i.e. pr;(d) tf. h 
Par les conditions de la règle d'inférence, on a (RI, [x 1---7 q]) F cp(x). Or, par hypothèse, 
pr:;(d) ::::SQ q, donc on a par le lemme 5, (RI, [x 1---7 pr:;(d)]) F cp(x). 
Par le lemme 7, on déduit de cette dernière affirmation que (((Tr~,i)), [x 1---7 Tld]) F cp(x), 
ce qui implique par la proposition 6, (((Tr~,I)), [x 1---7 Tld]) F <p(x) 

• 
On peut alors démontrer que l'algorithme proposé est complet en montrant que si la valeur 

calculée par notre algorithme est un automate, alors l'interprétation ensembliste qu'il définit est 
plus grande que toute solution du système de contraintes (au sens de Ç) et que si cette valeur 
est D, alors le système est insatisfiable. 

Théorème 16 Soit ef, la valeur finale calculée par notre algorithme (i.e., pour tout e tel que 
ef f-R.w e, on a e = e1), 

- si ef est un automate (ef -::1 0), alors VIE SOL(SC), I Ç Ier 

- si ef = D, alors SC est insatisfiable. 

Preuve: 

Il est évident que pour toute solution I et pour tout arbre T, pr; est un pré-calcul dans 
l'automate .6.1. Ainsi, pour tout automate .6. tel que .6.1 f-R_w .6., par le lemme 19, pour toute 
solution I et pour tout arbre T, pr:; est un pré-calcul dans l'automate .6.. Pour un tel automate 
.6. (vérifiant par la proposition 18), il existe pour l'arbre T un plus grand calcul r;-. On a donc 
pOUr tout arbre T 7 pr:;(E) ::::SQ r;-(E), 

- pour le premier point : la remarque précédente est vraie en particulier pour .6. = e f et est, 
par définition, équivalente à :pour tout variable Xi, T E I(Xi) ==? T E Ief (Xi). Ainsi, 
I Ç Ier 

- pour le second point : soit .6., un automate tel que .6.1 f-R_w .6. et .6. f-R.w O. Par la 
règle d'inférence (Clash), on a f~(E) tf. Ii et donc par la remarque précédente, pour toute 
solution I, pr;(E) tf. h i.e. a tf. I(Xi)· Du fait, de la contrainte a Ç Xi, on en déduit 
immédiatement que le système ne peut avoir de solution. 

• 
On peut déduire des preuves de correction partielle et de complétude que notre algorithme 

produit la valeur D si et seulement le système de contraintes SC est insatisfiable. Dans le cas 
contraire, .6.f, l'automate produit, définit la plus grande solution du système SC. Ainsi, de par 
l'unicité du résultat, en appliquant notre algorithme à l'aide d'une stratégie « terminante », la 
confluence du calcul est assurée. 
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Remarque : Nous avons montré dans la section 3.3.2 le lien existant entre les contraintes 
définies et co-définies généralisées. Ceci nous a permis d'en conclure (avant même de proposer un 
algorithme pour cette classe) que les solutions d'un système de contraintes co-définies généralisées 
(lorsqu'il est interprété sur les ensembles d'arbres finis) forment un semi-treillis supérieur complet. 
Il est très simple de vérifier comme cela a été fait à la proposition 10 que cette propriété est vraie 
également lorsque ces contraintes sont interprétées sur des ensembles d'arbres finis et infinis. 

Dans la section suivante, nous allons la complexité du problème de satisfiabilité d'un système 
de contraintes co-définies généralisées lorsqu'elles sont interprétées sur les ensembles d'arbres 
finis et infinis. 

Complexité 

La classe des contraintes co-définies généralisées étend ( syntaxiquement) la classe des con
traintes co-définies introduites par Charatonik et Podelski dans [18] et sont toutes les deux 
interprétées sur les ensembles d'arbres finis et infinis. Ainsi, la complexité du problème de sa
tisfiabilité de la classe des contraintes co-définies, prouvée EXPTIME-complète dans [18], nous 
donne une borne inférieure pour la complexité de notre problème. 

Proposition 20 Le problème de satisfiabilité de la classe des contraintes co-définies généralisées 
(interprétée sur les ensembles d'arbres finis et infinis) est EXPTIME-dur. 

Nous allons maintenant exprimer la complexité de notre algorithme en fonction de la com
plexité du test d'accessibilité maximale en raffinant la stratégie d'application des règles déjà 
définie (nécessaire à la préservation de la propriété de monotonie des règles pour les automates 
calculés). 

Cette fonction sera paramétrée par le temps nécessaire pour tester l'appartenance d'état à 
la valeur de l'interprétation de la variable T dans la structure RX, i.e. dans ce cas précis pour 
tester si un état est ou non maximalement accessible dans un automate il ; pour un automate 
de taille n, ce coût en temps sera noté Sem T ( n). 

Proposition 21 Soit SC le système de contraintes de taille T pris en entrée de notre algorithme. 
Le test de satisfiabilité de ce système est effectué en (au plus) O(T3 2k(T

2
+T) *Sem T (T2k'T), où 

k, k' sont des constantes dépendantes de la signature :E. 
Preuve: 

Commençons par poser quelques notations : soit T la taille du système SC pris en entrée par 
notre algorithme. Soit Nv (resp. Nsc) le nombre de variables ensemblistes (resp. de contraintes 
ensemblistes) apparaissant dans le système de contraintes donné en entrée. Soit S'P la longueur 
de la plus grande formule monadique positive apparaissant dans les expressions ensemblistes 
des contraintes de SC et SQ la longueur de la plus grande quantification de ces formules. 
Soient Nf et amax respectivement le nombre de symboles de fonctions et l'arité maximale de 
la signature L:. 
Nous allons supposer que tester le fait qu'un état soit initial pour une composante et que 
transformer un 0 en un 1 dans un membre droit de règle sont des opérations s'effectuant en 
temps constant. 

Nous rappelons que l'application d'une règle d'inférence sur une règle de transition (ayant un 
membre gauche minimal) entraîne que l'automate produit voit sa règle de même membre gauche 
comporter une composante de moins à 1. Puisque l'automate comporte au plus 2Nvamax N 1 
règles de transition (ayant chacune Nv composantes), on peut en déduire que l'algorithme 
réalise au plus 2Nvamax N1Nv applications de règles d'inférence. 
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Pour une contrainte donnée, la recherche de la règle de transition de membre gauche mini
male sur laquelle la règle d'inférence peut être utilisée peut se faire naïvement en parcourant 
les 2NvamaxNJ de l'automate en testant (au pire) pour chacune d'elles leur déclenchabilité, 
i.e. l'initialité d'un état (correspondant à la composante à transformer) et la vérification des 
conditions de la règles d'inférence. 

Selon le type de la règle d'inférence, le coût de ce test de déclenchabilité est: amax pour la règle 
(Compose) et 0(1) pour la règle (Clash). Pour la règle (Decomp), il convient de trouver une 
règle parmi au plus 2Nvamax pour laquelle de plus (a- 1) tests d'accessibilité maximale d'états 
seront réalisés (en Sem T (lb.l) pour un chaque test). Pour la règle (Member), Il est nécessaire 
de tout d'abord calculer l'ensemble des états maximalement accessibles, ce qui peut être réalisé 
en 2Nv * Sem T (lb.l); dans un second temps, la non-validité de la forme cp peut être tester en 
0(2Nv SQ S'P). 

Pour chacune de ses règles, on peut majorer le test de déclenchabilité d'une règle d'inférence 
par O(kl2k2*N_v *Sem T (lb.l) + 2Nv 5 Q S'P), où k1 et k2 sont deux constantes dépendantes de la 
signature L;. 

En majorant Nv, SQ, S'Pet Nsc parT, et en notant que la taille de l'automate b. est (au plus) 
en 2Nv amax Nf Nv ( amax + 1), une majoration grossière nous donne le résultat énoncé. 

• 
Théorème 17 Le problème de satisfiabilité de la classe des contraintes co-définies généralisées 
(interprétée sur les ensembles d'arbres finis et infinis) est EXPTIME. 
Preuve: 

Immédiat de par la proposition 21 et le théorème 14 affirmant que le test d'accessibilité maxi
male Sem T est polynômial dans la taille de l'automate. 

• 
Dans la section suivante, nous allons considérer deux restrictions à la classe des contraintes 

co-définies généralisées que nous avons définies dans ce chapitre. 

4.3 Contraintes co-définies généralisées : deux restrictions 

Nous allons dans cette section proposer deux restrictions à la classe des contraintes co-définies 
généralisées : la première de ces restrictions sera syntaxique et nous permettra de caractériser 
exactement la complexité du problème de satisfiabilité. Elle se basera sur les expressions d'ap
partenance simples présentées dans le chapitre précédent à la section 3.3.1. La seconde sera 
sémantique, puisqu'elle consistera à interpréter les contraintes co-définies généralisées sur les 
ensembles d'arbres finis. 

4.3.1 Contraintes co-définies avec expressions d'appartenance simples 

Cette restriction correspond au travail publié dans [26]. 

Syntaxe 

Nous rappelons la définition syntaxique de la classe des contraintes co-définies avec expres
sions d'appartenance simples. Une telle contrainte est une inclusion de la forme SexpA Ç SexpB, 
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où SexpA et Sexps sont deux expressions ensemblistes décrites par les grammaires suivantes : 

SexpA ::=XIalf(T, ... ,T,SexpA,T, ... ,T)ISexpAUSexpAIT 

Sexps ::=X 1 f(Sexps, ... , Sexps) 1 Sexps u Sexps 1 Sexps n Sexps I..L 1 

fJ; 1(Sexps) 1 {x l1>(x)} 

1> ::= t E Sexps 1 <I> 1\ 1> 11> V 1> l:ly<I> 1 Vy1> 

où X EV, fEI:, a E I:o, tE TERM(I:, X) et <I>(x) est une formule monadique positive éten
due ayant x pour unique variable libre du premier ordre et ne comportant pas de quantificateur 
universel (V). 

Comme pour les contraintes co-définies généralisées, nous pouvons sans perte de généralité 60 

transformer un système de contraintes répondant à cette syntaxe en un système en forme aplatie, 
i.e. dont les contraintes sont de la forme : 

f(T, ... ,T,Y,T, ... ,T) ÇX 
aÇX 

X Ç j(X1, ... , Xm) 
X Ç {x 1 cp(x)} 

où cp(x) est une formule monadique positive ne comportant pas de quantificateur universel. 

Un test de satisfiabilité 

Nous allons dans cette section adapter le système d'inférence Rw à la restriction que nous 
considérons. Ce nouveau système d'inférence, que nous noterons R'g, définira un algorithme d'une 
manière identique à f-nw. 

On peut remarquer que dans le système d'inférence Rw était présent, pour chaque type de 
contraintes apparaissant dans un système co-défini généralisé, une et une seule règle d'inférence. 
Il en sera de même pour R'g. 

Pour les contraintes de la forme a Ç X, X Ç j(X1, ... , Xm) et f(T, ... , T, Y, T, ... , T) Ç X 
le système R'g contient les règles (Clash), (Compose) et (Decomp) du système Rw (voir figure 
4.4). Pour les contraintes de la forme X Ç {x 1 cp(x)}, R'g contient en fait une restriction de la 
règle (Member) de Rw en se basant sur les affirmations suivantes. 

Nous avons vu qu'un automate A d'arbres infinis déterministe et complet (au sens ascen
dant) de rang n définissait une I:-algèbre AA, dont le domaine est l'ensemble des états de l'au
tomate Q. Pour des variables du second ordre (ou ensemblistes) {X 1, ... , Xn}, cette algèbre 
s'étend en une (.E, {X1, ... , Xn} )-structure RA et pour les formules monadiques T-bornées, en 
une (I:, T, {X1, ... ,Xn})-structure, notée Rj en fixant l'interprétation de la variable T dans 
cette structure à Reach_max(A), l'ensemble des états maximalement accessibles de A. Basée 

sur la structure RA, nous définissons la (I:, {T, X 1, ... , Xn} )-structure R: en posant que l'inter
prétation de la variable Test égale à Reachable(A), l'ensemble des états accessibles de l'automate 
A. 

On peut alors montrer que : 

6011 y a préservation des solutions restreintes aux variables du système initial. 
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Proposition 22 Soit x, une formule monadique T-bornée ne comportant pas de quantificateur 
universel, pour toute valuation v de V arx (x) dans Q, 

Preuve: 

La preuve est faite par induction sur la structure de la formule x : de par la nature des deux 
-T 

structures RA et R}, il est évident que la proposition est vraie si x est une formule atomique 
et en utilisant l'hypothèse d'induction et la remarque 1, qu'elle est vraie également pour une 
formule de la forme Xl 1\ X2 ou Xl V X2. Alors, pour une formule X de la forme :lx, (x E T 1\ x'), 
par une double implication : 

-T 
(=>) si (RA, v) f= :lx, (xE T 1\ x'), alors par définition, il existe un état accessible q tel que 

-T 
(RA' v o [x f---t q]) f= x'). Par hypothèse de récurrence, ceci est équivalent à dire qu'il existe 
un état accessible q tel que (R }, v o [x f---t q]) f= x'. Or, pour tout état accessible q, il existe 
un état q' maximalement accessible tel que q _:::::;Q q'. De plus, par le lemme 5, on peut donc 
en déduire qu'il existe un état maximalement accessible q' tel que (R},vo [x f---t q']) f= x' 
et donc par définition, (R},v) f= :lx, (xE TA x'). 

( .ç=:) si (R }, v) f= :lx, (x E T 1\ x'), alors par définition, il existe un état maximalement ac
cessible q tel que (R}, v o [x f---t q]) f= x'. Par hypothèse d'induction et puisque tout 

-T 
état maximalement accessible est accessible, on a (RA, v o [x f---t q]) f= x') et donc, 
-T 

(RA, v) f= :lx, (xE T 1\ x'). 

• 
Il est bien évident que, de par la construction donnée dans la définition 14, pour une formule 

monadique positive 'P sans quantificateur universel, la formule monadique T-bornée rp qui lui est 
associée ne comporte pas non plus de quantificateur universel. 

Ainsi, pour des expressions ensemblistes simples (avec des formules sans quantificateur uni
versel), la règle (Member) de Rw peut s'écrire comme 

~U{lhs-+q} ·{ XiÇ{xl'P(x)} 
Sl -T 

~ U {lbs-+ switcho(q, i)} (R6.u{Jhs-+q}' [x f---t q]) F rp(x) 

Cette règle est la dernière règle d'inférence de Rg. 

Correction - complexité 

La correction de l'algorithme (défini à partir des règles de Rg) répondant au problème de 
satisfiabilité d'un système de contraintes co-définies avec expressions d'appartenance simples, est 
par la proposition 22 un corollaire de la correction de l'algorithme pour les contraintes co-définies 
généralisées. 

Du point de vue de la complexité, on peut montrer que : 

Proposition 23 Le problème de satisfiabilité d'un système de contraintes co-définies avec ex
pressions d'appartenance simples (interprété sur les ensembles d'arbres finis et infinis) est un 
problème EXPTIME-complet. 
Preuve: 
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Puisque syntaxiquement tout système de contraintes ensemblistes co-définies est un système 
de contraintes co-définis avec expressions d'appartenance simples, on peut déduire de {18} que 
le problème de satisfiabilité d'un système de cette dernière classe est EXPTIME-dur. 

L'algorithme que nous proposons ici n'est qu'une restriction de 1 'algorithme pour la classe 
des contraintes co-définies généralisées. Ainsi, le résultat de la proposition 21 nous donne une 
borne supérieure pour la complexité de cette restriction. Cependant, il est à noter que si 
Sem T (n) désigne le coût pour un automate de taille n du fait de tester si un état q appartient 
à l'interprétation de la variable T sur RI (i.e. qu'il est maximalement accessible dans b.), du 
fait de la proposition 22, on se contente de tester uniquement le fait qu'il soit accessible. Ceci 
se traduit en disant que Sem T (n) désigne pour la restriction le coût du test de l'appartenance 

-T 
d'un état q à l'interprétation de la variable T dans la structure RLj,_. 

Or, le test d'accessibilité d'un état dans un tel automate est polynômial par rapport à la taille 
de celui-ci. En conséquence, on en déduit que l'algorithme est dans EXPTIME. 

• 
4.3.2 Interprétation sur les ensembles d'arbres finis 

Si la première restriction que nous avons proposée, était d'ordre syntaxique, la seconde sera 
quant-à-elle d'ordre sémantique. Nous allons en effet nous intéresser aux contraintes co-définies 
généralisées, interprétées cette fois-ci sur les ensembles d'arbres finis (i.e. de termes clos). 

Kous avons vu dans la section 3.3.2 qu'en raisonnant à l'aide de dualisation par complé
mentation, on pouvait tester la satisfiabilité d'un système de contraintes co-définies généralisées 
interprétées sur les ensembles d'arbres finis en encodant ce problème dans celui de la satisfia
bilité d'un système de contraintes définies généralisées. On en déduisait que dans le cas, où le 
système co-défini était satisfiable, alors l'automate (de rang n) calculé pour son dual défini re
connaissait le complémentaire de la plus grande solution du système co-défini. Nous rappelons 
que cet automate d'arbres finis ascendants de rang n est déterministe et complet. Nommons cet 
automate b. de la forme (2:,Q,F,b.), avec F =(FI,··· ,Fn); le langage reconnu (LI,··· ,Ln) 
par cet automate définit la plus petite solution du système de contraintes définies généralisées 
calculée par complémentation. Or, on peut aisément définir un automate b.C reconnaissant le 
langage (CLI,··· ,CLn) en posant (2:,Q,Fc,b.), pC= (Ff, ... ,FR), où FP est l'ensemble des 
états ayant 0 sur leur ième composante. On peut donc affirmer que l'automate b.C définit une 
interprétation ensembliste qui correspond à la plus grande solution du système de contraintes 
co-définies généralisées considéré. 

Tout ceci nous a permis de définir un algorithme répondant au problème de satisfiabilité 
pour un système de la classe des contraintes co-définies généralisées interprétées sur les ensembles 
d'arbres finis en se basant sur celui proposé pour la classe des contraintes définies, mais également 
de conclure que ce problème était EXPTIME-complet. 

Cette section a simplement pour but de montrer que l'algorithme proposé dans ce chapitre 
peut lui aussi être adapté pour permettre le test de satisfiabilité pour un système de la classe 
co-définie interprétée sur les ensembles de termes clos et de démontrer que cet algorithme est 
dans EXPTIME. 

Cette adaptation est nécessaire, car comme il est montré dans l'exemple suivant pour un 
système de contraintes ensemblistes co-définies donné, la restriction aux arbres finis d'une solu
tion calculée sur les ensembles d'arbres finis et infinis n'est généralement pas une solution; ceci 
implique qu'un système co-défini satisfiable lorsqu'il est interprété sur les ensembles d'arbres finis 
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et infinis peut ne pas l'être lorsqu'il est interprété sur les ensembles d'arbres finis. 

Exemple 16 : Le système suivant est satisfiable sur les ensembles finis et infinis d'arbres, mais 
insatisfiable sur les ensembles d'arbres finis. 

X Çj(X) 

a Ç {y 1 ::lx E X 1\ y E a} 

En effet, si on considère l'unique solution du système (interprété sur les ensembles d'arbres 
finis et infinis), elle associe à X le singleton {T}, tel dom(T) = {l}w et pour tout dE dom(T), 
T ( d) = f. La restriction de cette solution sur un ensemble d'arbres finis l'interprétation associant 
à X l'ensemble vide 0. Cette interprétation est {la seule) solution de la première contrainte 
(interprétée sur les ensembles d'arbres finis), mais viole la seconde. 

Il n'existe pas de réelle différence entre les automates ascendants déterministes et complets de 
rang n et les automates d'arbres infinis (sans condition d'acceptance) déterministes et complets 
au sens ascendant de rang n à la fois sur le plan de la définition syntaxique de ces deux objets 
et sur les notions de calcul pour les arbres finis 61 , la définition donnée pour les premiers n'étant 
qu'une version opérationnelle de celle donnée pour les seconds. On peut même ajouter qu'en 
fait du point de vue du langage reconnu, les premiers peuvent être vus comme la restriction des 
seconds aux ensembles d'arbres finis. 

En redéfinissant pour les automates de la classe TA5c, la notion d'accessibilité d'un état q 
dans un automate A comme l'existence d'un arbre T fini et d'un calcul r-:;. (pour T dans A tel 
que r-:;.(t:) = q, cette notion se confond du fait de l'unicité du calcul avec celle d'accessibilité 
maximale. De plus, adaptons la définition des structures Rll. et RI en fixant pour la première 
que son support est en fait les états accessibles par un arbre fini et que cet ensemble défini pour 
la seconde la sémantique de la variable T dans celle-ci. 

En considérant le système d'inférence nw et l'algorithme qu'il définit avec ces nouvelles défi
nitions, les preuves de correction et de complétude s'adapte parfaitement dans ce nouveau cadre. 
Ceci nous permet de conclure que dans ce cas, l'algorithme répondant au problème de satisfiabi
lité du système de contraintes co-définies généralisées interprété sur les ensembles d'arbres finis. 
De plus, on peut affirmer que lorsque le résultat de cet algorithme est un automate d'arbres d'in
finis de rang n, alors la restriction du langage reconnu par cet automate aux ensembles d'arbres 
finis est exactement la plus grande solution du système de contraintes interprété sur les ensembles 
d'arbres finis. 

En ce qui concerne la complexité, reprenons la proposition 21. Le coût en temps qui y est 
défini est paramétré par la grandeur Sem T (T 2k' T), où T 2k' T majore la taille de l'automate 
en fonction de la taille du système de contraintes T. En se rappelant du fait que Sem T dé
signe le coût du test de l'appartenance d'un état q à l'interprétation de la variable T dans la 
structure RI et que dans la restriction que nous avons définie, ceci revient alors simplement à 
tester le fait que q soit finiment accessible dans l'automate considéré, on peut en déduire que 
Sem T (T 2k' T) est de l'ordre de O(T 2k' T). Ainsi, il est immédiat de conclure que tout ceci défini 
un algorithme EXPTIME répondant au problème de satisfiabilité d'un système de contraintes 
co-définies généralisées, interprétées sur les ensembles d'arbres finis. 

61 Nous avons déjà mentionné le fait qu'il y a pour tout arbre fini unicité du calcul dans un automate d'arbres 
infinis déterministes et complets au sens ascendants de rang n. 



Chapitre 5 

Application à l'analyse de programmes 
logiques 

Le but de ce chapitre est de présenter l'une des applications principales des contraintes en
semblistes, l'analyse de programmes et plus précisément l'analyse de programmes logiques. Il 
se veut être principalement une présentation de l'analyse ensembliste des programmes logiques, 
mais également d'une étude des apports de différentes techniques liées à ce qu'on appelle l'ap
proximation des programmes logiques (dont l'analyse ensembliste est une technique particulière) 
permettant une amélioration de la qualité de l'analyse ensembliste. Nous verrons en particulier 
que l'approche « automate d'arbres» 62 de la résolution des contraintes ensemblistes permet de 
proposer une amélioration dans un cadre purement logique. 

5.1 Généralités 

L'analyse statique 63 de programmes a pour but d'extraire d'un programme des propriétés de 
celui-ci. Cette définition très générale regroupe au travers du terme propriété des domaines comme 
la preuve de terminaison, de correction partielle ou de complétude (vis-à-vis d'une spécification) 
ou d'équivalence selon différentes sémantiques, mais également des informations approchées sur 
les données manipulées ou le comportement d'un programme. 

L'extraction d'informations d'un programme permet non seulement de pouvoir appréhender 
des problèmes de correction partielle ou de complétude dans une optique de typage ou déboguage, 
mais celles-ci peuvent également être utiles dans le cadre de l'optimisation, aussi bien d'un 
point de vue utilisateur, permettant à celui-ci d'améliorer le programme manuellement, que d'un 
point vue automatique en fournissant ces informations à un programme de « transformation de 
programmes», à un compilateur ou à un interpréteur. 

C'est dans ce cadre que se situe l'analyse ensembliste de programmes dont le but principal 
est de calculer une approximation de la sémantique d'un programme. Ce type d'analyse est 
« dirigé» par les variables apparaissant dans un programme : 1 'idée essentielle est de calculer 
une sur-approximation 64 de l'ensemble des valeurs que peuvent prendre celles-ci au cours de 
l'exécution du programme et de capturer d'une certaine façon le comportement d'une exécution 
ensembliste du programme, c-à-d une forme de « sémantique ensembliste» du programme. Ceci 

62 En réalité, c'est surtout l'aspect algébrique de l'approche qui est importante. 
63 Le terme « statique» signifie ici « sans exécution», ou tout au moins sans exécution « réelle» du programme. 
64 L'ensemble exact des valeurs prises par des variables au cours de l'exécution d'un programme n'étant bien 

évidemment pas un ensemble récursif. 
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est réalisé en particulier du le fait que le raisonnement du comportement individuel d'une variable 
relativement à celui des autres variables est impossible : on ne peut avancer le fait qu'une variable 
x prend la valeur a lorsque la variable y prend la valeur b 65 . On pourra cependant savoir que 
la variable x peut prendre la valeur a et la variable y peut prendre la valeur b au cours de 
l'exécution du programme. On parle alors de perte de dépendance inter-variables. Il va de soi que 
cette perte de dépendance entraîne que l'ensemble des valeurs que peut prendre une variable n'est 
qu'un sur-ensemble approché des valeurs qu'elle prendra effectivement au cours de l'exécution. 
Cette approche d'analyse de programmes est très générale et s'adapte à différents paradigmes de 
programmation, comme la programmation impérative [37], fonctionnelle [6, 38, 47) ou logique [37). 
Pour chacun de ces formalismes, cette idée de perte de dépendances inter-variables est formalisée 
au travers d'une sémantique ensembliste approchant la sémantique effective du paradigme. 

La définition d'une sémantique ensembliste ne donne pas de méthode opérationnelle, ni pour 
le calcul d'une représentation de l'approximation, ni même de procédure de test d'appartenance 
d'une valeur à cette approximation de la sémantique. C'est sur ce plan qu'interviennent les 
contraintes ensemblistes : elle fournissent un moyen général d'approximation de la sémantique 
de manière purement syntaxique, le calcul de l'approximation n'étant plus lié qu'à la résolution 
de ces contraintes. Ainsi, la démarche de l'analyse ensembliste est la même pour les différents 
paradigmes de programmation et se découpe en deux phases [55) : la proposition d'une mé
thode d'extraction de la syntaxe d'un programme ou d'une des sémantiques du langage considéré 
d'un ensemble de contraintes ensemblistes, méthode devant être prouvée correcte ( c-à-d qu'elle 
constitue bien une approximation de la sémantique du programme). Puis, la proposition d'un 
algorithme pour la classe des contraintes extraites qui selon le cas peut simplement tester la 
satisfiabilité du système de contraintes [50, 52) ou calculer une solution particulière (comme la 
plus petite ou la plus grande). 

Comme l'indique le titre de ce chapitre, nous allons nous intéresser uniquement à l'ana
lyse ensembliste des programmes logiques définis. Nous allons tout d'abord présenter comment 
l'idée intuitive de perte de dépendances inter-variables se traduit formellement au travers d'une 
approximation de l'opérateur de conséquences logiques immédiates (qui est un des moyens d'ex
primer la sémantique d'un programme logique), en terme d'un autre opérateur que l'on qualifiera 
d'« ensembliste». Puis, dans un second temps, nous allons voir comment la sémantique définie 
par cet opérateur ensembliste peut être effectivement calculée par une méthode d'extraction 
syntaxique d'un système de contraintes du programme à analyser et par la résolution de ces 
contraintes. 

5.2 Analyse ensembliste de programmes logiques 

Nous allons maintenant préciser notre propos sur l'analyse ensembliste dans le cadre de la 
programmation logique. 

L'analyse ensembliste de programmes logiques (définie dans [37)) s'inscrit dans une théma
tique plus générale qu'est le typage « souple», également appelée approximation de programmes 
logiques. Cette notion de typage « souple» 66 de programmes logiques a été introduite par Mishra 
dans [51). L'idée de celle-ci est simplement de calculer un sur-ensemble récursif de la dénotation 
du programme. Un atome clos mal-typé, i.e. n'appartenant pas à ce sur-ensemble, ne peut donc 

65 Tout du moins, pas pour n'importe quelles variables à n'importe quel moment de l'exécution. 
66 Ce qualificatif de« souple» provient du fait qu'il doit être utile au programmeur d'ajouter au formalisme de 

la programmation logique un formalisme ad-hoc de typage. 
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être succès pour le programme logique considéré. En pratique, dans la plupart des travaux exis
tants ce sur-ensemble récursif est un ensemble régulier d'arbres finis. 

Nous allons tout d'abord donner la formalisation de la perte de dépendance inter-variables 
proposée par Heintze et J affar. 

5.2.1 L'opérateur ensembliste TP,Tr; 

Nous avons précédemment dit que l'analyse ensembliste est intuitivement décrite comme 
« une perte de dépendance inter-variables» et que cette intuition se formalise au travers d'une 
modification (entraînant une approximation) de la sémantique pour le programme considéré. 

Heintze et Jaffar donnent dans [40] cette formulation de l'analyse ensembliste en se basant sur 
la sémantique de point fixe des programmes logiques, à savoir l'opérateur TP,Tr;· Ils y présentent 
un opérateur de point fixe dit ensembliste, noté TP,Tr;, ~~ approchant» l'opérateur TP,Tr;· Nous 
allons présenter cet opérateur ensembliste et voir en quoi il traduit l'idée intuitive de pertes de 
dépendance inter-variables. 

Considérons S un ensemble de substitutions closes définies sur un même domaine 67 . La 
fonction Appo: est une fonction d'approximation pour un tel ensemble de substitutions, calculant 
une interprétation ensembliste dont le domaine est celui des substitutions présentes dans S et qui 
associe à chacun des éléments de cet ensemble un ensemble de termes clos. Cette interprétation 
ensembliste est définie comme suit, pour toute variable x du domaine des éléments de S : 

(Appo:(S))(x) = { Œ(x) 1 O" ES} 

Considérons par exemple, S = {[x f---7 a, y 1--7 b], [x f---7 c, y 1--7 a]}, on a alors 

(Appo:(S))(x) = {a,c} 

(Appo:(S))(y) = {a, b} 

On dit qu'une substitution 0"
1 est représentée dans Appo:(S) si pour toute variable x du 

domaine de 0"
1

, Œ1(x) E (Appo:(S))(x), ce que l'on notera Œ1ÊAppo:(S). 
Ainsi, pour l'exemple, l'ensemble des substitutions représentées est 

[x f---7 a, y 1--7 a] 
[x f---7 c, y 1--7 a] 

[x 1--7 a, y f---7 b] 
[x 1--7 c, y f---7 b] 

Il est immédiat de noter que l'ensembleS est un sous-ensemble des substitutions représentées 
dans Appa(S), i.e. pour tout O" ES, ŒÊAppo:(S). 

Ces notions sont le cœur de la formalisation de la sémantique ensembliste des programmes 
logiques, puisque l'ensemble des substitutions représentées par Appa(S) pour un ensemble S 
correspond bien à une perte de dépendance inter-variables : pour les substitutions représentées, 
il n'existe par construction aucun lien entre les valeurs des différentes variables (du domaine de 
la substitution). Il est à noter que cette approximation est bien de nature ensembliste de par la 
définition de Appo: ( S). 

Nous allons maintenant voir comment cette approximation est introduite au niveau de la 
sémantique d'un programme logique permettant la définition d'une sémantique dite « ensem
bliste». 

67 On appelle domaine d'une substitution l'ensemble des variables pour lequel elle est définie. Ce domaine pour 
une substitution o- est noté dom(o-). 
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La sémantique considérée est celle de point fixe définie à l'aide de l'opérateur de conséquence 
logique immédiate TP,Tr:, défini de p(BH) vers p(BH), où BH est la base de Herbrand 68 , 

où INSTT r: (P) est l'ensemble des instances closes des clauses de P. Cet opérateur est simple
ment une fonction de la base de Herbrand vers elle-même, produisant un résultat (un ensemble 
d'instances de tête de clause) en fonction de données (les atomes du corps des instances de clauses 
se trouvant dans I). 

Considérons, pour exemple, I = {p( a, b), p( c, a)} et le programme constitué de l'unique 
clause p(f(x,y)) .ç= p(x,y), on a donc TP,Tr;(I) = {p(f(a,b)),p(f(c,a))}, calculé pour les deux 
instances closes correspondant aux substitutions [x Ha, y H b] et [x H c, y Ha]. 

Supposons maintenant qu'au lieu de considérer ces deux substitutions, on choisisse de consi
dérer leurs approximations ensemblistes pour produire le résultat (l'ensemble des instances des 
têtes de clauses), c-à-d ici l'ensemble des substitutions 

[x Ha, y Ha] 

[x H c, y Ha] 

On obtient alors l'ensemble des atomes suivants 

[x Ha, y H b] 
[x H c, y H b) 

{p(a, b), p(a, a), p(c, b), p(c, a)} 

Cette description informelle correspond à l'opérateur ensembliste de point fixe, introduit par 
Heintze et Jaffar dont la définition est : 

1l (I) _ { (H) 1 H .ç= B1, ... , B1 E P } 
P,T E - 0: o:ÊAppQ ( { (j 1 o-(BI) E I !\ ... !\ o-(Bl) E J}) 

On peut noter que puisque pour tout ensemble de substitution S, tout élément de S est 
représenté dans App0 (S), on a alors, pour tout ensemble d'atomes I, TP,Tr;(I) Ç TP,Tr;(I), ce 
qui traduit le fait que l'opérateur ensembliste est une sur-approximation de Tp,T r:. 

Heintze et Jaffar montrent que cet opérateur est monotone et continu; il admet donc un plus 
petit point fixe atteint au premier ordinal transfini et, pour un programme Pest noté TP,Tr: t w. 
De plus, du fait de la remarque précédente, on a TP,T r: t w Ç TP,T r: t w, i.e. le plus petit point 
fixe de l'opérateur est un sur-ensemble de la dénotation du programme. 

Ce plus petit point fixe TP,T r: t w est nommé sémantique ensembliste du programme P et est 
noté DEN~a-

Nous avons vu dans cette section comment se traduit l'idée intuitive de l'analyse ensembliste, 
à savoir la perte de dépendance inter-variables au cours du calcul, dans le cadre de la programma
tion logique. Cependant, l'introduction de l'opérateur TP,Tr; ne constitue nullement une définition 
opérationnelle pour calculer (une représentation) du résultat de cette analyse ensembliste. Nous 
allons voir dans la section suivante comment les contraintes ensemblistes jouent ce rôle. 

68Cette définition est donnée dans la section 1.4.2. 
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5.2.2 De TP,TE aux contraintes ensemblistes 

Nous avons dans la section précédente la définition formelle de l'analyse ensembliste d'un 
programme logique, traduisant l'idée de pertes de dépendance inter-variables. Afin de rendre 
effective cette définition, nous allons voir comment les contraintes ensemblistes peuvent être 
utilisées en clarifiant la démarche en deux étapes d'extraction, puis résolution des contraintes 
ensemblistes, ceci en s'assurant bien-sûr de la correction de ces phases vis-à-vis de la définition 
formelle présentée. 

L'analyse ensembliste d'un programme logique, i.e. le calcul d'une représentation de la sé
mantique ensembliste d'un programme logique, peut être vue comme l'extraction d'un système 
de contraintes de ce programme 69 et la résolution des contraintes nous donnant une solution 
représentant ce modèle ensembliste. 

Nous allons maintenant présenter l'étape d'extraction des contraintes ensemblistes d'un pro
gramme logique, d'une manière très voisine de celle de [36]. 

Cette extraction est purement syntaxique et sera décrite à partir de la définition de l'opérateur 
de conséquence logique immédiate TP,T E. Pour être tout à fait précis, nous allons reformuler la 
définition de cet opérateur dans une optique plus proche des contraintes ensemblistes, ce qui 
permettra de définir plus aisément le mécanisme d'extraction. 

Une reformulation de TP,TE 

Cette reformulation de la définition de l'opérateur de conséquence logique immédiate se base 
sur une extension de la définition des expressions d'appartenance que nous avons proposée. Nous 
allons considérer des expressions d'appartenance de la forme { t J <p(x1, ... , xm)}, où test un terme 
quelconque et <p(x1, ... , Xm) est une formule monadique (étendue) positive ayant x1, ... , Xm pour 
variables libres. Un exemple d'un telle expression est 

{!(x, y) J3z, f(z, x) EX 1\ g(y, z) E Y} 

Notons que les expressions d'appartenance que nous avons considérées jusqu'ici correspondent 
au cas où t est simplement une variable du premier ordre. 

La sémantique associée à de telles expressions (pour une interprétation ensembliste 'I asso
ciant à chaque variable ensembliste un ensemble de termes clos) est l'ensemble des termes clos r 

tels qu'il existe une valuation70 v de Varx(<p) vers 'll'RL: telle que r = ltJJrE et ( (('I, Tri:)), v) F <p. 
Ainsi, pour l'expression donnée en exemple précédemment, pour une interprétation ensem

bliste 'I telle que 'I(X) = {b, f(d, a), j(d, e)} et 'I(Y) = {a, g(a, c), g(e, d)}, on a 

'I(X) ={!(a, e), f(e, e)} 

puisque par exemple pour f(e, e), la substitution a= [x 1--t e, y 1--t e] est telle que a(f(x, y)) = 
f(e, e) et ( (('I, Tri:)), a) F 3z, f(z, x) EX 1\ g(y, z) E Y. 

Nous allons maintenant donner la définition de l'opérateur de conséquence logique immédiate 
à l'aide de l'extension des expressions d'appartenance que nous avons présentée. 

On peut affirmer que pour calculer la valeur TP,TE(I), chaque clause apporte sa « contri
bution» à cette valeur. En particulier, lorsqu'il n'y a qu'une clause dans le programme, comme 
dans celui de l'exemple de la section précédente p(f(x, y)) ~ p(x, y), la contribution de cette 
clause pour une certaine valeur deI, qui peut être considérée comme une variable est 

69 En fait, ces contraintes seront extraites de la définition de l'opérateur de conséquence logique immédiate. 
700n peut parler ici en l'occurrence de substitution. 
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{p(f(x, y)) 1 p(x, y) El!\ xE HU 1\ y E HU} 

où HU est une variable ensembliste dont la valeur est l'univers de Herbrand 71 . 

Ainsi, pour la valuation ensembliste I associant à la variable I l'ensemble {p(a, b), p(c, a)}, 
la sémantique de l'expression ensembliste {p(f (x, y)) 1 p( x, y) E I 1\ x E HU !\ y E HU} est 
{p(f(a,b)),p(f(c,a))}, qui correspond bien à la valeur de TP,T"E(I). 

Lorsque les programmes comportent plusieurs clauses, alors TP,T "E (I) est défini comme l'union 
de la contribution de chacune des clauses. 

La reformulation de TP,T"E en tenant compte de la sémantique que nous avons introduite, est 
donc 

TpT (!) = u {H 1/\i Bi E I !\ 1\ xE HU } 
' 'E xEVarx(c) 

cEP 

où la clause c est de la forme H ~ B 1 , ... , Bz et HU désigne l'univers de Herbrand. 

Pour un programme logique P, nous allons noter SEP l'expression 

U {H 1 /\i Bi E l 1\ 1\ x E HU } 
xEVarx(c) 

cEP 

qui définit de manière syntaxique l'opérateur de conséquence logique immédiate de P. 

Exemple 17 : Pour le programme logique P suivant, 

p(a,b) p(f(x,y)) ~p(x,y) 
p(c,a) 

on obtient la définition de TP,T "E suivante : 

Tp,T'E(I) = p(a,b) Up(c,a) U {p(f(x,y)) lp(x,y) El 1\ xE HU 1\ y E HU} 

Extraction des contraintes 

Nous allons maintenant montrer comment, à partir de cette description de l'opérateur de 
conséquence logique immédiate, on peut extraire un système de contraintes ensemblistes, qui se 
révélera être un système de contraintes définies généralisées. Nous montrerons de plus comment 
ce mécanisme purement opérationnel coïncide avec la définition formelle de l'analyse ensembliste 
dê la section précédente. 

Nous avons vu précédemment que la reformulation de la définition de TP,TE(I) amenait à 
considérer des expressions ensemblistes de la forme : 

Sexp ::= SexpU Sexp 1 {t 1 cp} 1 At 

71 Cette condition sur les variables du premier ordre de la clause vient du fait que du point de vue où nous 
nous plaçons, il n'existe pas de différence entre symboles de fonctions et de prédicats, tous les deux étant consi
dérés comme constructeurs d'arbres. Cette condition a pour but de distinguer clairement atomes et termes du 
programme. 
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où At est un atome clos. 

Le processus d'approximation est décrit à l'aide d'une fonction notée Appsc définie pour de 
telles expressions comme suit : pour une expression de la forme { t 1 cp}, 

{

{y 1 :Ly cp 1\ y E {a}} si t est une constante a. 

Appsc( { t 1 cp}) = {x 1 :3_x cp} si t est une variable x. 

f(Appsc({tllcp}), ... ,Appsc({tmlcp})) sit=f(tl,··· ,tm)-

Cette fonction est étendue pour tenir compte de l'union et des atomes clos simplement en 
posant Appsc(Sexpl U Sexp2) = Appsc(Sexpl) U Appsc(Sexp2) et Appsc(At) =At. 

Exemple 18 
était égale à 

En reprenant le programme de l'exemple 17, l'expression SEP correspondante 

p(a, b) Up(c, a) U {p(f(x, y)) lp(x, y) E I 1\ xE HU 1\ y E HU} 

En appliquant la fonction d'approximation Appsc, Appsc(SEP) est égal à 

p(a, b) U p(c, a) 

Up(f({x 1 :3y, p(x,y) E 1 /\xE HU 1\ y E HU}, {y 1 ::lx, p(x,y) E 1 /\xE HU /\y E HU})) 

Il est à noter que pour tout programme P, l'approximation de l'expression SEP, c-à-d 
Appsc(SEP) est une expression qui est de la forme des expressions ensemblistes pouvant ap
paraître en membre gauche des contraintes définies généralisées. 

Nous allons maintenant prouver le lien existant entre ce mécanisme opérationnel et la défi
nition de l'analyse ensembliste donnée dans la section précédente. Ceci se prouve simplement en 
montrant que 

TP,T"J;(I) = Appsc(SEP) 

On peut remarquer que du fait des définitions de TP,T'j; et de Appsc, il est suffisant de tester 
cette égalité clause par clause. Ainsi, pour le programme P, cela se ramène à tester pour toute 
clause c de P, que 

Proposition 24 

Preuve: 
Nous allons supposer que la clause c est de la forme H ~ B 1 , ... , Bm et nous allons confondre 
la variable ensembliste I et sa valeur. 
Par définition, on peut affirmer qu'un atome clos a(H) ( o: étant une substitution close définie 
sur les variables de la clause c) appartient à T{c},T"J; (I) si et seulement si 

f\ xE HU}) 
xEVarx(c) 

On peut alors remarquer de par la définition de App0 que cette dernière proposition est équi
valente à :pour toute variable x du domaine de a, il existe une substitution Œ de { Œ 1 Œ(Bl) E 

I 1\ ... 1\ Œ(Bm) E I 1\ ÂxEVarx(c) xE HU} telle que o:(x) = Œ(x). 

Nous allons maintenant montrer une propriété qui implique la proposition à prouver : pour 
tout terme t 72 , 

72 le mot « terme» désigne simplement ici un objet construit avec pour signature les signatures fonctionnelles 
et de prédicat du programme P. 
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en supposant que cp est une conjonction d 'atomes t E X et que le domaine de a contient les 
variables libres de t et des cp . 

Par induction sur la structure du terme t : 

- si t est une constante (t =a) , alors il est suffisant de montrer que 

Pour toute substitution a telle que a f= cp , on peut considérer la substitution a' définie 
comme a pour les variables de t et de cp et telle que a' (y) = a. Ainsi, a' f= cp 1\ y E a. 

On a bien alors que la restriction du domaine des substitutions a' telles que 

ci ÊAppa ( {a' 1 a' f= cp 1\ y E {a}}) 

aux variables de t et cp sont exactement les a telles que Appa ( {a 1 a f= cp}) . 

- si t est une variable x , alors par définition de Appsc , il est équivalent de démontrer que 

Or, nous avons vu que aÊAppa( {cr 1 a f= cp}) est équivalent à dire que pour toute variable 
y du domaine a, il existe une substitution a telle que a f= cp et a(y) = a(y) . Ainsi, cette 
propriété implique bien pour x= y, le fait que pour un a bien choisi que a(x) = a(x) E 

{xl cp}. 
La réciproque vient alors du fait que cette propriété énoncée est vraie pour toute variable 
appartenant aux variables libres de t et de cp. 

- si t = j(t1 , . .. , tn) , alors par hypothèse de récurrence, pour tout i, 

Ainsi, 

f(a(tl) . . . , a(tm)) E f(Appsc({tllcp}) , .. . , Appsc({tnlcp})) 

Donc, par définition de A pp sc , 

Puisque j(t1, ... , tn) est égal à t la proposition est donc vraie dans ce cas. 

Ceci étant vrai en particulier pour t égal à H, la tête de la clause c, la proposition est donc 
vraie. 

• 
On déduit de cette preuve que pour un programme logique P, TP,Tr,(I) = Appsc(SEP). 

Ainsi , par définition, les solutions de l'équation ensembliste I = Appsc(SEP) sont exactement 
les points fixes de l'opérateur ensembliste TP,TE et en particulier, la plus petite solution de cette 
équation (et donc , le plus petit point fixe de TP,TE) est la sémantique ensembliste du programme 
P , i.e. DENsja. 
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De plus, par la proposition 25 (voir ci-dessous), la plus petite solution de l'équation I = 
Appsc(SEP) est également la plus petite solution de la contrainte I 2 Appsc(SEP), qui du 
fait de la forme de Appsc(SEP) se trouve être une contrainte définie généralisée. Ainsi, analyser 
de manière ensembliste un programme logique se ramène à calculer la plus petite solution d'un 
système de contraintes définies généralisées en appliquant l'algorithme proposé dans le chapitre 
3. 

Proposition 25 Soit r= la plus petite solution d'un ensemble d'équations ensemblistes de la 
forme { Sexpi = xi Il ~ i ~ m} telle que 

- Sexpi est une expression ensembliste de la forme 

Sexpi ::=X 1 f(Sexpi ... , Sexpi) 1 Sexpi U Sexpi 1 {x 1 cp(x)} 

- xi n'apparaît que dans un seul membre droit d'équation de l'ensemble 

alors r= est également la plus petite solution du système de contraintes définies généralisées 
{ Sexpi ç xi Il ~ i :S m}. 
Preuve: 

Notons tout d'abord qu'on peut démontrer (par induction sur la structure) que les expressions 
ensemblistes considérées sont monotones, c-à-d pour deux interprétations ensemblistes I,I' 
telles que I Ç I', on a pour tout Sexp, I(Sexp) Ç I'(Sexp). 

Il est tout d'abord évident que toute solution de { Sexpi = Xi Il ~ i ~ m} est solution du 
système défini généralisé. 

Supposons maintenant que r= ne soit pas la plus petite solution de ce système. De ce cas, la 
plus petite solution de celui-ci Iç est telle que 

-il existe un j vérifiant Iç(Sexpj) Ç Iç(Xj) et Iç(Sexpj) =1 Iç(Xj), puisque Iç n'est 
pas une solution égalitaire, 

- Iç Ç r=, ceci venant du fait que l'ensemble des solutions d'un système de contraintes 
définies généralisées est clos par intersection n. 

Définissons une interprétation I en posant : 

- I(Xi) = Iç(Sexpi) si Xi est une variable ensembliste apparaissant en membre gauche 
d'une contrainte, 

- I(Y) = Iç (Y), dans Je cas contraire. 

Puisque Iç est une solution mais non-égalitaire, on a nécessairement I Ç Iç et I =1 Iç. 

Or, par monotonie des expressions ensemblistes et par définition de I, on a, pour tout i, 
I(Sexpi) Ç Iç(Sexpi) = I(Xi). Ainsi, I est une solution du système défini généralisé stricte
ment plus petite que Iç. Contradiction. • 

5.2.3 Exemple et Discussion 

Nous allons débuter cette section en proposant un exemple et en donnant le résultat de 
l'analyse ensembliste sur celui-ci. 
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Exemple 

Pour le programme logique P suivant, qui a pour but de tester l'égalité de deux listes, 

eql([], []) 
eql([xlll], [xll2]) {::: eql(li,l2) 

on obtient la définition de TP,T E suivante : 

{ 
1 

eql(li,l2) E I AxE HUA } 
TP,TE(I) = eql([], []) U eql([xlli], [xll2]) liE HU A l2 E HU 

Le processus d'approximation de l'analyse ensembliste produit le système de contraintes 
(partiellement aplati) suivant : 

eqJ([], []) Ç I 

eql([XILI], [XIL2]) ç I 

{
xi3li, 3l2, eql(li, l2) E I AxE HU A } C X 

l1 E HU A l2 E HU -

{
lll::lx, 3l2,eql(li,l2) E I AxE HUA} C LI 

liE HU A l2 E HU -

{
z213x, 3ll, eql(li, l2) E I AxE HU A } c L2 

ll E HU A l2 E HU -

[J u zero u s(HU) u [HUIHUJ ç HU 

La dernière contrainte donnant la représentation explicite de HU par rapport à la signature 
fonctionnelle L: supposée ici égale à {[J/0, zero/0, s/1, [·I·J/2}. 

La représentation sous forme de grammaire de la plus petite solution de ce système de 
contraintes définies généralisées est : 

I =} eqJ([], []) 1 eql([XILlJ, [XIL2]) 

X=} HU 

HU=} [JI zero 1 s(HU) 1 [HUIHUJ 

LI=} [JI [XILIJ 

L2 =} [JI [XIL2J 

Le résultat de cette analyse stipule simplement que les succès pour le prédicat eql ne peuvent 
être que des couples de listes (ll, l2). L'analyse est en fait un petit peu plus précise, puisqu'elle 
affirme que soit les deux listes du couples sont vides, soit elles sont toutes les deux non-vides. 

Discussion 

L'apport principal de la présentation qui a été faite de l'analyse ensembliste dans la sec
tion précédente est la description à la fois précise et formelle de la technique d'extraction des 
contraintes ensemblistes d'un programme logique par rapport aux techniques présentées dans [40] 
et [36]. Ceci permet notamment d'exprimer simplement le lien existant entre la définition formelle 
de l'analyse ensembliste et le mécanisme plus opérationnel lié aux contraintes ensemblistes. De 
plus, cette simplicité rend ce mécanisme pleinement effectif pour ce qui est d'une implantation. 

En ce qui concerne la technique de l'analyse ensembliste en elle-même, elle peut sembler 
trop simple pour produire un mécanisme utilisable en pratique. Cependant, comme l'affirme 
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Heintze dans [37], cette technique améliore de nombreux travaux antérieurs autant sur le plan 
de la simplicité de son formalisme que sur la précision de l'analyse. L'implantation de Heintze 
présentée dans [36] s'avère de plus efficace sur des programmes de taille moyenne, malgré la 
nature « exponentielle» de la complexité de l'algorithme 73 . Cet aspect de la complexité de 
l'analyse ensembliste, ou plus généralement du « typage souple» se retrouve dans divers autres 
problèmes d'analyse statique de programmes logiques et semble étroitement liée à ce paradigme 
de programmation 74 . 

Cependant, l'analyse ensembliste s'avère parfois très insuffisante sur le plan de la précision, 
y compris sur des programmes très simples. Nous allons exhiber un tel exemple et montrer com
ment deux techniques différentes (et de plus, combinables) peuvent pallier cette insuffisance. Ces 
aspects plus techniques feront l'objet d'une sous-section. Mais nous allons tout d'abord donner 
une autre présentation de l'analyse ensembliste en terme de transformations de programmes 
logiques. 

5.2.4 Une approche par transformations de programmes 

Nous avons déjà mentionné dans la section 2.4.4 que les travaux de Früwirth, Shapiro, Vardi 
et Yardeni [28] avaient pour but de clarifier ceux présentés par Heintze et Jaffar dans [40]. Le 
point de vue de ce propos était alors uniquement celui de la « résolution de contraintes avec 
opérateurs intensionnels ». En fait, ceci doit être pris dans un cadre plus général, dans le sens 
où cette remarque est également valide du point de vue de l'analyse ensembliste de programmes 
logiques, principale motivation de [40]. En effet, dans [28], Früwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni 
avancent le fait (comme le titre de cet article l'indique) que les programmes logiques eux-même 
sont de « bons descripteurs» du typage d'un programme logique. 

Ainsi, les programmes uniformes dont nous avons parlés dans la section 2.4.4 ont été introduits 
dans [28] dans le but d'exprimer l'analyse ensembliste de programmes logiques par une méthode 
de transformation de programmes. Nous rappelons qu'un programme est dit uniforme si les 
symboles de prédicats qui y apparaissent sont un aires et si ces clauses sont de la forme p( t) {:::: 
P1(t1), ... ,pz(tz), où test un terme linéaire 75 . 

Nous allons considérer un programme logique P en supposant sans perte de généralité que 
deux clauses différentes de P ne partagent pas de variables. La première transformation appliquée 
à P est de rendre unaire les symboles de prédicats. Ceci est réalisé en ajoutant à la signature 
fonctionnelle du programme un symbole /p pour tout symbole de prédicat p de P et en ne 
considérant plus qu'un seul symbole de prédicat noté type. Dans toutes les clauses du programme, 
on remplace l'atome p(t1, ... , tm) par l'atome type(fp(tl, ... , tm)). De plus, afin d'assurer une 
correction de cette transformation vis-à-vis de la signature originelle de P, dans chaque clause, 
pour toute variable x de celle-ci, on ajoute l'atome all(x). On termine cette première phase en 
complétant le programme avec la définition du prédicat aJJ, i.e. pour chaque symbole f d'arité 
m de la signature originelle de P, on ajoute la clause all(f(xl,··· ,xz)) {:::: aJJ(x1), ... ,all(xm) 
où les variables x1, ... , Xm sont deux-à-deux distinctes. 

Nous noterons P' le programme ainsi obtenu. 

Exemple 19 : Pour le programme P testant l'égalité de deux listes donné à la section 5.2.3, 
on obtient le programme P' suivant (en supposant que la signature fonctionnelle du programme 

73 Les travaux antérieurs (donnant des résultats comparables en précision) que l'analyse ensembliste améliore 
étaient eux-aussi de nature « exponentielle». 

74 Cette remarque est dûe à Debray. 
75Un terme t dit « linéaire» si chaque variable possède une seule occurrence. 
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Pest {[]/O,zero/O,s/1, [·1·]/2}): 

type(feqi([], [])) 

type(feqi([xll1], [xll2])) ~ type(feqJ(l1, 12)), all(x), all(l1), all(l2) 

all([]) 

all(zero) 

all(s(y)) ~ all(y) 

all([zlw]) ~ all(z), all(w) 

On peut remarquer que cette transformation préserve la sémantique dans le sens suivant : 
pour un atome clos p(TI, ... , Tm), 

Notons tout d'abord que les clauses définissant le prédicat all sont des clauses uniformes; elles 
ne seront pas concernées par la seconde phase de transformation. Cette seconde phase assure, 
elle, l'approximation. Cette transformation se fait clause par clause : 

considérons une clause de P' de la forme type(t) ~ B 1 , ... ,El, où test un terme quelconque 
et B1, ... , B1 sont des atomes. Soit t', un terme linéaire dont les variables n'apparaissent pas dans 
le programme P' et tel qu'il existe une substitution a associant à chaque variable de t'une variable 
de t telle que a(t') = t. La transformation consiste à remplacer la clause type(t) ~ B 1 , ... ,Bl 
par les clauses : 

type( t') '*= 1\ Pu(x)(x) 
xEVarx(t') 

(\ (Pu( x) ( a(x)) '*= B1, ... , Bl) 
xEVarx(t) 

Les Pu(x) sont de nouveaux symboles de prédicats unaires introduits pour chacune des va
riables apparaissant dans la tête de la clause à transformer. L'idée intuitive de cette transforma
tion est de dire que le prédicat Pu(x) est le type de la variable a(x). 

Exemple 20 : Pour le programme P' de l'exemple 19, la seule clause concernée par cette 
transformation est 

type(feqi([xill], [xll2])) ~ type(feqi(l1, l2)), all(x), all(ll), all(l2) 

et est remplacée par les clauses : 

type(feql( [x1lll ]), [x2ll2]))) '*= Px(Xl), Pll ( l1), Px (x2), Pl2 (l2) 

Px(x) ~ type(feqi(ll, l2)), all(x), all(l1), all(l2) 

Pn(ll) ~ type(feqi(ll, l2)), all(x), all(l1), all(l2) 

pl2(l2) ~ type(feqi(ll, l2)), all(x), all{l1), all(l2) 

Le programme ainsi obtenu est noté Psba. 
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L'équivalence de cette approche de l'analyse ensembliste par transformation de programme 
et les approches précédentes est montrée dans [28] et est résumée par le fait : soit p(T1, ... , Tm) 
un atome clos, p(TI, ... , Tm) E DEN~a si et seulement si type(fp(TI, ... , Tm)) E DENT1:;(Psba). 

Le programme issu de ces deux phases de transformation est un programme uniforme. Ainsi, 
par l'approche de [28] résumée à la section 2.4.4, on peut représenter le plus petit modèle de 
Herbrand d'un tel programme à l'aide d'un automate ascendant d'arbres finis. 

Nous avons également proposé dans [24] une méthode très semblable à celle décrite dans le 
chapitre 3 pour donner cette représentation sous la forme d'un automate ascendant déterministe 
et complet d'arbres finis de rang n. Le rang n correspond en fait aux nombres de symboles 
de prédicats du programme uniforme 76 , et on associe une composante du langage reconnu par 
l'automate à chacun des symboles de prédicats unaires. 

Dans la section suivante, nous allons montrer les limitations de l'analyse ensembliste 77 et 
proposer deux solutions visant à améliorer la précision de l'analyse. 

5.3 Limitations et solutions 

Dans cette section, nous allons voir que l'analyse ensembliste peut sur des programmes se 
révéler peu précise, y compris pour des programmes simples. 1\;ous allons présenter deux méthodes 
permettant de limiter cette imprécision : la première de ces deux méthodes se base sur l'aspect 
« logique» des programmes logiques, et peut être vue comme une méthode basée sur la théorie 
des modèles. La seconde est plus technique et se base sur une méthode de transformation de 
programmes, transformant l'analyse ensembliste (qui s'appuie sur la sémantique de point fixe) 
en une méthode dirigée par le but. 

L'exemple « classique» 78 pour lequel l'analyse ensembliste se révèle peu précise est le pro
gramme codant le renversement d'une liste avec un accumulateur : 

Exemple 21 : 

rev(L, L') {::: rev-acc(L, [],L') 

rev-acc([], L", L") 

rev-acc([XILl), L2, L3) {::: rev-acc(Ll, [XIL2], L3) 

L'analyse ensembliste de ce programme a pour résultat la grammaire suivante : 

I::::} rev(L, L') 1 rev-acc([], L", L") 1 rev-acc([XILl), L2, L3) 

L" ::::} T 

X::::}T 

L2,L3::::} T 

Ll ::::} [] 1 [XILl] 

L' ::::} T 

L ::::} Ll 

76 Pour être plus précis, aux nombres de symboles de prédicats du programme uniforme transformé dans une 
forme appelée quasi-automate. 

77Cette limitation n'est pas propre à cette technique d'analyse et se retrouve dans toutes celles qui se basent 
sur la sémantique de point fixe. 

78 Il est utilisé dans (28) comme critique de l'analyse ensembliste et plus généralement des méthodes définies à 
partir de la sémantique de point fixe, méthodes appelées « bottom-up ». 
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où T est l'ensemble de tous les termes clos. 
En résumé, ce résultat, en ce qui concerne le prédicat rev, affirme que les atomes succès de 

celui-ci ne peuvent avoir qu'une liste pour premier argument, mais ne donne aucune information 
concernant le second argument (affirmant qu'il s'agit d'un terme clos). Or, il est évident que 
pour ce prédicat, le second argument doit lui aussi être une liste, mais ce fait n'est pas capturé 
par l'analyse ensembliste. 

Intuitivement, ce manque de précision provient du fait que le prédicat rev-acc est défini à l'aide 
du fait rev-acc([], L", L") qui possède des succès pour n'importe quelle valeur deL". L'analyse 
ensembliste n'est pas suffisamment fine pour tenir compte du fait que rev utilise rev-acc de 
manière particulière par l'atome rev-acc(L, [],L'). 

5.3.1 Analyse statique basée sur les modèles 

Dans [29], Gallagher, Boulanger et Saglam proposent une méthodologie d'analyse statique 
pour les programmes logiques basée sur les fondements même de la programmation logique (et 
de la logique), à savoir la théorie des modèles. L'idée de cette approche est de fixer une algèbre, 
adaptée à la nature de la propriété à analyser, et de calculer le plus petit modèle du programme 
logique dans cette algèbre 79 . 

Cette approche peut très simplement être utilisée pour calculer une sur-approximation de 
l'ensemble des conséquences logiques d'un programme. Nous allons le montrer sur un exemple. 

Exemple 22 : Considérons le programme suivant codant l'addition : 

add(zero, W, W) 

add(s(X), Y, s(Z)) ~ add(X, Y, Z) 

et l'algèbre finie A ayant pour support {entier, non-entier} et associant aux éléments de la 
signature {zero jO, s/1, f /1} les fonctions suivantes : 

zeroA = entier 

~ (entier) = entier 

~(non-entier) =non-entier 

,tA (entier) = non-entier 

tA (non-entier) = non-entier 

Nous pouvons remarquer que pour chacun des éléments du support de l'algèbre aA, il existe 
un terme clos r tel que Lr JA = aA. 

Il est très simple de calculer le plus petit modèle du programme dans l'algèbre A; ce plus petit 
modèle est l'ensemble (nécessairement fini) de A-atomes 

{ add( entier, entier, entier), add( entier, non-entier, non-entier)} 

Si on considère l'algèbre fini comme un automate d'arbres dont les états sont les éléments du 
support alors on obtient bien une approximation régulière de la dénotation du programme. 

Il existe un lien indirect entre l'analyse ensembliste d'un programme logique et la notion 
d'algèbre finie au travers de l'algorithme de résolution des contraintes ensemblistes définies gé
néralisées : rappelons tout d'abord que l'analyse ensembliste d'un programme logique revient 

79 Pour que ce calcul soit effectif et en particulier, termine, il est nécessaire que le domaine de l'algèbre soit fini. 
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essentiellement à résoudre un système de contraintes définies avec expressions d'appartenance 
simples. Rappelons également que résoudre un tel système de contraintes (en fait, calculer la 
plus petite solution) revient par l'algorithme présenté au chapitre 3 à calculer un automate 
d'arbres finis, représentant une algèbre dont le domaine est l'ensemble des états accessibles, les 
règles de transition de l'automate donnant l'interprétation des symboles de fonction dans cette 
algèbre, algèbre que nous avons notée Arch(A). 

On peut alors se demander si l'analyse ensembliste d'un programme logique P, produisant 
un automate A, correspond au plus petit modèle de P dans l'algèbre Arch(A)' i.e. à TP,Arch(A). La 
réponse à cette question est négative et nous allons en donner un contre-exemple. 

Considérons le programme logique suivant : 

p(X,X) 

q(a) 
r(b) 

construit sur le signature fonctionnelle ne contenant que les deux constantes a et b. 
L'analyse ensembliste de ce programme produit un automate, qui en se focalisant uniquement 

sur les états accessibles 80 et sur les règles impliquant des symboles de fonction, ici a et b, contient 
les deux règles suivantes : 

a -+{q,pl,PÛ 
b -t{r,pl,P2} 

Le plus petit modèle du programme dans cette algèbre est 

L'ensemble des atomes clos représentés par ce modèle sont {q(a),r(b),p(a,a),p(b,b)}, tandis 
que la sémantique ensembliste de ce programme est défini par l'ensemble fini (et donc régulier) 
{q(a),r(b),p(a,a),p(b,b),p(a,b),p(b,a)}. 

Il est en fait très simple de démontrer que l'analyse ensembliste, c-à-d l'ensemble d'atomes 
clos approximant la sémantique du programme, peut être défini à partir de TP,Arch(A) t w, corres
pondant au plus petit point fixe de l'opérateur de conséquence logique ensembliste, calculé dans 
l'algèbre Arch(A)· Cette relation peut être décrite par p(Tl,··· ,Tm) E DEN~a si et seulement si 

p( l7 dArch(A)' · · · l l7 mJArch(A) E TP.Arch(A) t W. 

Or, il se trouve que pour une algèbre quelconque A, si EA est un ensemble de A-atomes, alors 
TP,A(EA) Ç TP,A(EA) 81 . On peut donc en déduire, l'inclusion précédente étant généralement 
stricte, une méthode permettant d'augmenter la précision de l'analyse ensembliste, en calculant 
simplement Tp,Arch(A), où A est l'automate produit par la résolution du système de contraintes 
ensemblistes provenant de l'analyse de P. La complexité de ce calcul est similaire à celui-ci de la 
phase d'analyse ensembliste proprement dite, puisque ce calcul de point fixe se réalise en temps 
linéaire par rapport à la taille de l'automate. 

Nous allons reprendre l'exemple du programme de renversement d'une liste avec accumula
teur: 

80 Le sens que l'on peut donner à l'état {q,p1,pz} est qu'il désigne les termes succès pour q et qui apparaissent 
comme premier (p1) et second argument (pz) dans les succès pour p. 

81 Ceci est la base de la correction de l'analyse ensembliste, lorsqu'elle est décrite au moyen de l'opérateur TP,Tr.· 
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rev(L, L') -G= rev-acc(L, [],L') 
rev-acc([], L", L") 

rev-acc([XIL1], L2, L3) -G= rev-acc(L1, [XIL2], L3) 

Nous allons supposer que {[]/0, zero jO, s/1, [·1·]/2} est la signature fonctionnelle de ce pro
gramme. L'automate produit par l'analyse ensembliste sera de la forme suivante 82 

[]-+ qnil 
s(qnil) -+ qo 
s(qz+) --+ qo 
[qolqnizl --+ qz+ 
[qnizlqz+l --+ qz+ 
[qz+lqz+l --+ qz+ 
[qolqo] --+ qo 

zero--+ q0 

s(qo) -+ qo 
[qnizlqnizl -+ qz+ 
[ql+ lqnizl -+ qz+ 
[qolqz+]-+ qz+ 
[qnizlqo] -+ qo 
[qz+lqo]-+ qo 

Intuitivement, l'état qnil représente la liste vide [], l'état qz+ les listes non vides et l'état q0 

tous les termes clos de la signature qui ne sont pas des listes. 
Cet automate est vu comme une algèbre, dont les éléments du support sont les états. Le plus 

petit modèle du programme dans cette algèbre est : 

rev-acc( qnil, qnil, qnil), 
rev-acc(qniZ, qo, qo), 
re v-ace( qnil, qz+, qz+), 
rev-acc(ql+, qo, qo) 

rev-acc(qz+, qnil, qz+), 
rev-acc(qz+, qz+, ql+), 
rev(qnil, qniL), 
rev( qz+, qz+) 

Ce plus petit modèle traduit une approximation qui stipule que les succès du prédicat rev 
sont obtenus soit lorsque les deux arguments sont égaux à la liste vide, soit lorsque ceux-ci sont 
tous les deux des listes non-vides. 

Il est clair sur cet exemple que cette méthode permet d'améliorer sensiblement la méthode 
d'analyse ensembliste « pure». Ce principe peut se décrire comme le fait que l'analyse ensembliste 
est utilisée pour générer à partir du programme un système de typage « pertinent», i.e. une 
algèbre dont les éléments du domaine sont des types et l'interprétation des symboles de fonction 
sont les « profils» (ou déclarations) de ces derniers. Le programme alors est simplement typé 
dans ce système par un simple calcul du plus petit point fixe de l'opérateur de conséquence 
logique pour cet ensemble de types. 

Nous allons voir dans la sous-section suivante une autre technique permettant elle aussi 
d'améliorer la précision de l'approximation produite par l'analyse ensembliste. 

5.3.2 Analyse ensembliste dirigée par le but 

La principale limitation de l'analyse ensembliste des programmes logiques vient du fait qu'elle 
se base sur l'opérateur de conséquence logique immédiate. On qualifie généralement ce type 
d'analyse de « bottom-up ». Comme nous l'avons déjà dit, pour le programme codant le renver
sement d'une liste avec accumulateur, l'analyse ensembliste du fait de la perte de dépendance 

82 L'automate produit est en réalité beaucoup plus grand. Cependant, celui donné ici peut être vu comme une 
« approximation» de l'automate réellement produit pour lequel l'état qo regroupe tous les états différents de qnil 

et ql+· 
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inter-variables qu'elle engendre, ne peut prendre en compte l'utilisation « particulière» par le 
prédicat rev du prédicat rev-acc. 

Pour répondre à ce problème, il conviendrait donc que l'analyse ensembliste ne soit plus 
globale, mais puisse prendre en compte de manière isolée le prédicat rev. Ceci revient à considérer 
une analyse dirigée par un but, en l'occurrence ici, <= rev(l, l'), dont le résultat est précisément 
un sur-ensemble des instances closes de rev(l, l'), succès pour ce but. 

Dans cette optique, Heintze a proposé dans [36, 37] une approche de l'analyse ensembliste 
dirigée par un but (on parle alors d'analyse « top-clown»). Cette méthode est prouvée correcte 
dans [37] dans le sens où pour un programme Pet un but G, l'analyse produit un sur-ensemble 
(régulier) des instances closes de G succès pour le programme P. L'extraction des contraintes 
d'un programme est alors différente de celle que nous avons présentée, et simule d'une certaine 
façon le comportement de la résolution OLD sur le programme pour le but donné. Le résultat 
de l'application de cette méthode d'extraction est un ensemble de contraintes définies, dont la 
plus petite solution (pour une variable correspondant au but) donne l'approximation désirée. Par 
exemple, pour le programme de l'exemple 21 et le but<= rev(l, l'), on obtient pour approximation 
pour la variable l', l'ensemble des listes. 

Cependant, développer une nouvelle approche, comme l'a fait Heintze, peut être évité comme 
il est mentionné dans [30]. Dans cet article, Gallagher et de Waal proposent une méthode d'ap
proximation régulière de programmes logiques de type« bottom-up» 83 et font également allusion 
à ce manque de précision de ce type d'analyse. La solution qu'ils proposent est d'utiliser un méca
nisme ad-hoc de transformation de programmes logiques, appelé transformation « des ensembles 
magiques». Ce type de transformation a été introduit dans le cadre des bases de données dé
ductives [9] et vise à fournir un mécanisme d'évaluation des réponses à une requête donnée (i.e. 
un but) plus efficace que la SLD-résolution. Cette transformation pour un programme P et un 
but donné <= p(t1, ... , tm) produit un nouveau programme logique pour lequel les conséquences 
logiques du programme pour un nouveau prédicat ans _p sont exactement les instances closes 
du but <= p(t1, ... , tm) conséquences logiques du programme P. Ce programme issu de la trans
formation simule le comportement de la SLD-résolution (pour une règle de sélection fixée pour 
chacune des clauses) pour le but <= p(t1, ... , tm) et le programme P. Ainsi, dans le cas de bases 
de données déductives, il est possible d'utiliser en lieu et place de la SLD-dérivation, un calcul 
par chaînage avant des conséquences du nouveau programme en considérant l'opérateur de point 
fixe qui lui est associé. 

Ainsi, Gallagher et de Waal proposent la démarche suivante : pour calculer pour un sym
bole de prédicat p d'arité m, une sur-approximation de l'ensemble des atomes clos de la forme 
p(Tl, ... , Tm), conséquence logique de P, il suffit d'appliquer une transformation« des ensembles 
magiques» de P avec le but <= p(x1, ... , Xm), où les variables x1, ... , Xm sont deux-à-deux dis
tinctes. Gallagher et de Waal soulignent le fait que la démarche prise par Heintze dans [36] est 
en tout point similaire à la leur. 

Cette approche, contrairement à celle proposée dans [36] a l'avantage de ne nécessiter aucune 
preuve de correction puisque celle-ci est immédiatement déductible de la correction de l'approxi
mation de l'opérateur TP,T E et de la transformation « des ensembles magiques». 

L'idée de cette transformation « des ensembles magiques» peut être vue comme la simulation 
du comportement d'une SLD-résolution avec une règle de sélection des atomes fixée (nous allons 
considérer ici la OLD-résolution, i.e. le choix systématique de l'atome le plus gauche dans la 

83Cette méthode, bien que moins précise que l'analyse ensembliste que nous avons présentée, se veut principa
lement plus efficace 



144 Chapitre 5. Application à l'analyse de programmes logiques 

résolvante courante) pour un programme et un but donnés. Cette transformation correspond 
en fait à une description très procédurale de la résolution, distinguant les notions des valeurs 
d'appels et de valeurs retournées. 

Considérons le but <= p(x) et le programme suivant 

p(x) <= q(x), r(x) 

q(a) 

q(b) 

r(a) 

Le but<= p(x) correspond donc à un appel au prédicat p. Le calcul de la« valeur retournée» 
par le prédicat p peut être décrite selon le mécanisme suivant :un appel à p(x) a du être effectué 
et des valeurs ont du être retournées par q(x) et r(x). Ceci peut être schématisé en utilisant des 
nouveaux symboles de prédicats call_p et ans_p, correspondant aux appels et aux retours du 
prédicat p, par la clause : 

ans_p(x) <= call_p(x), ans_ q(x), ans_r(x) 

L'appel à r(x) se fait quant-à-lui après un appel à p(x) et est précédé d'un retour de résultat 
pour q(x). La valeur calculée par cet appel l'est simplement par un appel à la dernière clause. 
Ceci est schématisé par les deux clauses suivantes : 

call_r(x) <= call_p(x), ans_ q(x) 

ans_ r( a) <= call_ r( a) 

On ajoute de plus à ce programme le seul fait de celui-ci, qui traduit qu'un appel à p(x) a 
été réalisé, i.e. tout simplement le fait call_p(x). 

Exemple 23 : En appliquant la transformation « des ensembles magiques» au programme de 
l'exemple « renverse» et au but<= rev(L, L'), on obtient le programme suivant: 

ans_rev(L, L') <= call_rev(L, L'), ans_rev-acc(L, [],L') 

ans_rev-acc([], L", L") <= call_rev-acc([], L", L") 

ans_rev-acc([XILl], L2, L3) <= call_rev-acc([XILl], L2, L3), ans_rev-acc(Ll, [XIL2], L3) 

call_rev-acc(L, [],L') <= call_rev(L, L') 

call_rev-acc(Ll, [XIL2], L3) +- call_rev-acc([XILl], L2, L3) 

call_rev(L, L') 

L'application de l'analyse ensembliste à ce programme permet d'obtenir pour le prédicat 
ans_rev (i.e. le prédicat rev du programme initial) que ses succès sont nécessairement de la forme 
ans_rev(T, T'), où T,T1 sont soit tous les deux égaux à la liste vide, soit deux listes non-vides. 

L'avantage de l'utilisation de cette transformation « des ensembles magiques» pour mener à 
bien une analyse dirigée par le but est de séparer celle-ci de la phase d'approximation de l'opéra
teur de conséquence logique. Ainsi, toute amélioration de cette dernière phase d'approximation 
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entraîne son intégration immédiate dans une méthode dirigée par le but. En particulier, la mé
thode basée sur les modèles décrite à la sous-section précédente peut parfaitement s'appliquer 
sur le programme issu de la transformation des « ensembles magiques». 

Nous allons dans la section suivante présenter une autre analyse ensembliste pour des pro
grammes logiques pour lesquels la sémantique d'intérêt n'est pas donnée par le plus petit modèle 
de Herbrand du programme. Ces programmes logiques sont dits « réactifs» et la sémantique 
qui leur est associée capture les comportements succès (donc finis) et les comportements infinis 
vis-à-vis de la SLD-résolution. 

5.4 Analyse de programmes logiques réactifs 

Si l'analyse ensembliste des programmes logiques définis a motivé l'introduction de la classe 
des contraintes ensemblistes définies, nous allons voir dans cette section, la motivation de la 
classe des contraintes co-définies [17, 18], ainsi que celle du choix (habituel) pour cette classe 
d'une résolution sur les ensembles d'arbres finis et infinis. Cette motivation est l'analyse de 
programme logique réactif dont la sémantique tient compte des comportements finis succès d'un 
programme, mais également des comportements infinis. Une méthode d'extraction des contraintes 
a été proposée par Charatonik et Podelski dans [17] ; Ces contraintes appartiennent à la classe de 
contraintes co-définies et le calcul de la plus grande solution de celles-ci donne une approximation 
de la sémantique du programme logique réactif. 

Nous allons dans cette section donner une formalisation de l'analyse ensembliste des pro
grammes logiques réactifs très voisines de celle donnée pour l'approximation de la sémantique 
« classique» des programmes logiques et proposer une méthode d'extraction correspondante ba
sée sur une définition de la sémantique d'un programme logique réactif à l'aide d'un opérateur de 
point fixe. Nous verrons que ces contraintes appartiennent à la classe des contraintes co-définies 
avec expressions d'appartenance simples 84 . 

5.4.1 Sémantique « réactive>> des programmes logiques 

Un programme logique réactif (appelé aussi « processus perpétuel» dans [45]) correspond 
syntaxiquement à un programme logique défini. C'est donc sur le plan sémantique qu'apparaît 
la différence. L'idée est d'associer à un programme logique une sémantique ne prenant pas en 
compte uniquement les comportements terminants sous la forme d'un succès d'un programme au 
sens de la SLD-résolution. En effet, la sémantique usuelle d'un programme logique donnée sous 
la forme du plus petit modèle de Herbrand capture le fait que si un atome clos A appartient à ce 
plus petit modèle, alors il existe une SLD-dérivation succès fini pour le but ~ A. Cependant dans 
diverses situations, il peut être intéressant de savoir que pour un but donné, il existe une SLD
dérivation infinie et donc, n'entraînant pas d'échecs finis pour ce but. C'est ce comportement à 
l'infini que vise à modéliser la sémantique des programmes logiques réactifs. 

Si l'on souhaite pouvoir modéliser de tels comportements, il va de soi que l'univers de Rer
brand (dont le domaine est un ensemble de termes clos et, donc finis) ne convient plus. L'univers 
de Herbrand est donc complété et il correspond alors à l'algèbre des arbres finis et infinis étiquetés 
sur :E, la signature fonctionnelle du programme logique considéré. L'univers de Herbrand complet 
ainsi défini est noté HU* 85 et la base de Herbrand qui lui est associée (comme l'ensemble de 

84 Ce travail a été publié dans (26]. 
85 Nous utiliserons la notation équivalente Tr'i:;. 
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tous les HU*-atomes) , dite base de Herbrand complète, est notée BH*. 

Ainsi , un atome (de la base de Herbrand complète) A appartient à la sémantique d 'un pro
gramme logique réactif P s'il existe pour le but <== A soit une SLD-dérivation succès, soit une 
SLD-dérivation infinie 86 . 

Exemple 24 : Considérons le programme logique {réactif) P défini par l'unique clause 

p(f(x)) <== p(x) 

et le but<== p(T) , où Test l 'arbre tel que dom(T) = {l}w et Vd E dom(T), T(d) = f . Par définition 
de 1-sLD, la séquence infinie Go , G1, .. . , Gn , ... telle que pour tout i, Gi = <== p(T) , constitue une 
SLD-dérivation infinie. Ainsi, l 'atome p( T) appartient à la sémantique « réactive» du programme 
P. 

La sémantique « réactive» d'un programme logique P peut, comme dans le cas de la séman
tique « classique», être définie à l'aide d 'un opérateur de point fixe. Cet opérateur, noté TTrw p 

E' 
est défini comme suit : 

TP,Tr}=; (I) = {H 1 H {:= B1 , ... , B1 E INSTTr}=; (P) } 
Bl,··· ,B1 E I 

où I est un sous-ensemble de BH* et INSTTr}=; (P), 1 'ensemble des Tr~-instances des clauses de 
P . 

L'idée de la sémantique réactive étant de capturer les comportements succès et les compor
tements non-terminants d'un programme logique , (i.e. de ne pas considérer les atomes menant 
à un échec fini) , cette sémantique correspond en fait à TTrw p.!. w (TTrw p.!. 0 étant la base de 

E' E ' 
Herbrand complète) et Lloyd démontre dans [45] que TTrw p .j.. w est égal au plus grand point 

E' 

fixe de 1 'opérateur TTrw P 87 . 
E' 

Exemple 25 Considérons le programme logique P suivant (qui code le test de parité d 'un 
entier) : 

e(zero) 
o(s(zero)) 
e(s(x)) <== o(x) 
o(s(x)) <== e(x) 
eo(x) <== e(x), o(x) 

La dernière clause affirme que les succès du prédicat eo sont les entiers qui sont à la fois pairs 
et impairs. D 'un point de vue de la sémantique du plus petit modèle de Herbrand, il n'existe aucun 
terme clos T tel que l 'atome eo( T) appartiennent à cette sémantique. Cependant, d 'un point de 
vue opérationnel, il existe pour le but <== eo(x) une SLD-dérivation infinie. Cela vient du fait que 
pour le but<== eo(s(s(s(s( .. . ))))), noté~ eo(sw), on peut construire une telle SLD-dérivation. 

La sémantique du plus petit modèle de Herbrand de ce programme est donnée par l'ensemble 
suivant : 

{e(zero),o(s(zero)) ,e(s(s(zero))),o(s(s(s(zero)))) , ... } 
86 Cette définition contredit quelque peu la définition donnée au chapitre 1. Ceci peut être vu comme une 

extension où le terme « SLD-dérivation » désigne une suite finie ou infinie telle que pour deux résolvantes G; , 
G;+l consécutives de la suite, G; 1-sLD Gi+l correspond à une étape de SLD-résolution. 

87 Si pour une algèbre A, le plus petit point fixe de TA,P est le plus petit A-modèle du programme P , il n'en va 
pas de même pour le plus grand point fixe qui n 'est pas le plus grand A-modèle. Ceci vient du fait que l'ensemble 
de tous les A-atomes est toujours A-modèle d 'un programme logique défini. Cependant, ce plus grand point fixe 
correspond au plus grand modèle du complété de Clark du programme P. 
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tandis que la sémantique réactive est donnée par l'ensemble : 

{e(zero),o(s(zero)),e(s(s(zero))),o(s(s(s(zero)))), 

... , e(sw), o(sw), eo(sw)} 

5.4.2 Formalisation de l'analyse ensembliste de programmes réactifs 

147 

La formalisation de l'analyse ensembliste des programmes logiques réactifs est en fait similaire 
à celle des programmes logiques dans le sens du plus petit modèle de Herbrand. 

Elle se base sur la fonction d'approximation Appa adaptée à la nouvelle sémantique, i.e. 
définie de manière identique mais non plus pour des ensembles de substitutions, mais pour des 
ensembles de valuations associant à chaque variable un arbre (fini ou infini). Cette fonction 
comme précédemment à pour but la perte de dépendance inter-variables au cours du calcul. 

On peut alors, comme l'on fait Heintze et Jaffar, définir un opérateur ensembliste simulant 
un calcul avec perte de dépendance inter-variables approchant l'opérateur de point fixe défini 
pour les programmes réactifs, 

On peut alors affirmer de par la définition de Appa que le plus grand point fixe de cet 
opérateur est une sur-approximation du plus grand point fixe de TPTrw, qui est la sémantique 

' :!:: 
réactive du programme P. 

Nous allons voir dans la section suivante comment à l'aide des contraintes ensemblistes, 
on peut donner à partir de cette définition formelle un mécanisme opérationnel permettant de 
calculer une représentation de cette plus grande solution. 

5.4.3 Analyse ensembliste et contraintes 

La démarche effective de l'analyse ensembliste de programmes logiques réactifs au moyen de 
contraintes ensemblistes est semblable à celle que nous avons présentée pour la sémantique du 
plus petit modèle de Herbrand. Elle se base sur l'extraction d'un système de contraintes de (la 
reformulation de) la définition de l'opérateur de TPTrw. 

' :!:: 

Comme nous l'avions fait à la section 5.2.2, on peut reformuler la définition de cet opérateur 
de la manière suivante : 

T; w (I) = u { H 1 Ai Bi E I 1\ A x E HU* } 
P,TrE xEVarx(c) 

cEP 

En notant SEf l'expression 

U {H 1 Ai Bi E I 1\ A x E HU* } 
xEVarx(c) 

cEP 

et en utilisant la fonction Appsc définie dans la section précédente, on peut montrer que 
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Ainsi , on en déduit que les solutions de l'équation ensembliste I = Appsc(SE~) sont exac
tement les points fixes de l 'opérateur T?Trw. En particulier , la plus grande solution de cette 

, :!:: 

équation est la sémantique ensembliste réactive du programme logique P. 

Il est à noter que Appsc(SE~) est en fait une expression ensembliste (comportant des ex
pressions d 'appartenance dit « simples ») pouvant apparaître en membre droit des contraintes 
co-définies . De plus , on peut démontrer que de manière duale à l'analyse pour le plus petit 
modèle, que les plus grandes solutions de I = Appsc(SE~) et de I Ç Appsc(SE~) coïncident. 

L'analyse ensembliste de programmes logiques réactifs se résume donc à l 'extraction du pro
gramme d 'un système de contraintes co-définies , dont on peut calculer la plus grande solution 
sur les ensembles d 'arbres finis et infinis avec l'algorithme proposé au chapitre 4. 

5.4.4 Autres applications 

L'analyse ensembliste de la sémantique réactive d 'un programme logique basée sur le calcul 
de la plus grande solution d 'un système de contraintes possède d 'autres applications. 

L'une d 'elles , assez immédiate , est la possibilité de donner une sous-approximation régulière 
de l'ensemble des échecs finis d 'un programme logique. Se basant sur la possibilité de représenter 
divers formalismes opérationnels au travers des programmes logiques , les méthodes, proposées 
ici , peuvent être adaptées et utilisées comme une des principales composantes pour l'analyse 
statique d 'autres paradigmes de programmation ou pour des systèmes réactifs décrits par un 
système de transitions. 

Echecs finis L'analyse, ou plutôt l'approximation , que nous avons proposée à la section pré
cédente , possède une autre application, celle de permettre de définir une sous-approximation 
régulière de l'ensemble des échecs finis d 'un programme logique P . 

Rappelons que l'ensemble des échecs finis d 'un programme logique P que nous noterons 
FFP,Tr; et est égal au complémentaire de TP,Tr;..!. w. 

On peut alors en remarquant que l 'opérateur TP,Tr'!'; est monotone et que si E est un en
semble d 'arbres finis , i.e. de termes clos , alors TP,Tr'!'; (E) = TP,TE (E), déduire que TP,TE ..!. w Ç 

TPTr':: ..!. w. L'analyse ensembliste de la sémantique réactive du programme P donnant une sur-
, E 

approximation de T?Trw ..!. w , le complémentaire de cet ensemble restreint aux arbres finis est 
' E 

donc une sous-approximation de F FP,T E . 

CC-langages L'analyse ensembliste de la sémantique réactive de programmes logiques est 
également à la base d 'une méthode d 'analyse statique pour les langages concurrents contraints 
(CC-langages) [61] . Dans [56], Podelski, Charatonik et Müller utilisent cette analyse ensembliste 
pour détecter statiquement des erreurs de type « deadlock ou échec » pour des programmes Oz 
[66]. 

Vérification de systèmes réactifs Dans [19], Charatonik et Podelski proposent une méthode 
de vérification (partielle) basée sur l'analyse ensembliste pour des systèmes d'états infinis réactifs 
modélisés par des programmes logiques. Elle se base sur les approximations des plus grand et 
plus petit points fixes de l 'opérateur de conséquences logiques immédiates et offre des procédures 
de semi-validation et semi-réfutation pour le système et un ensemble d 'assertions, représenté 
comme des formules de la logique temporelle CTL. 
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Nous allons conclure cette thèse en rappelant les points essentiels qui y sont développés. Nous 
avons proposé une extension de la classe des contraintes ensemblistes définies, principalement en 
considérant ce que nous avons nommé « expressions d'appartenance», qui sont une description 
intensionnelle d'ensembles de la forme {x 1 rp(x)}, rp(x) étant une formule positive du premier 
ordre (c-à-d ne comportant ni négation, ni implication, ni équivalence) et dont les atomes sont 
de la forme t E Sexp, où Sexp est une expression ensembliste. Nous proposons un algorithme 
répondant au problème de satisfiabilité d'un système de contraintes de cette extension et qui 
dans le cas, où le système est satisfiable donne une représentation de la plus petite solution sous 
la forme d'un automate d'arbres finis. Nous montrons également que cette extension préserve 
deux propriétés des contraintes ensemblistes définies : la complexité du problème de satisfiabilité 
(à savoir, EXPTIME-complet) et la propriété que les solutions forment un semi-treillis inférieur 
complet. 

Cette extension de la classe définie nous a amené à proposer une extension de la classe 
co-définie, rendant ces deux classes duales par complémentation. Cette propriété fait que l'algo
rithme testant la satisfiabilité d'un système de contraintes définies généralisées peut être utilisé 
pour répondre à ce même problème, mais pour l'extension de la classe co-définie interprétée sur 
les ensembles d'arbres finis. 

Nous nous sommes ensuite intéressés à cette extension de la classe des contraintes co-définies 
et avons proposé un algorithme pour tester la satisfiabilité d'un système de cette classe lorsque 
ces contraintes sont interprétées sur les ensembles d'arbres finis et infinis. La complexité de 
cet algorithme est- montrée dans EXPTIME, alors que le problème est EXPTIME-dur. Enfin, 
nous montrons que lorsqu' une restriction est fait au problème de satisfiabilité sur les ensembles 
d'arbres finis, alors l'algorithme proposé est optimum pour ce problème, i.e. dans EXPTIME. 

Les algorithmes donnés dans cette thèse ne peuvent, du fait de la taille des automates qu'ils 
manipulent, être implantés tels qu'ils ont été décrits. Cependant, une implantation (du cas « dé
fini») est en cours, se basant sur les principes de ces algorithmes et sur une représentation plus 
compacte des automates manipulés. Cependant, divers pistes s'offrent encore à nous, il convien
dra de trouver celle donnant l'implantation la plus efficace. 

Ce travail d'implantation constitue un des prolongements naturels de ce travail, mais des 
considérations plus théoriques mériteraient également d'être abordées. 

Dans le domaine des contraintes ensemblistes, nous avons utilisé les expressions d'apparte
nance pour des classes de contraintes limitées. Ces expressions peuvent apparaître 'a gauche 
du symbole d'inclusion dans le cas des contraintes ensemblistes définies et à gauche pour les 
contraintes co-définies. Nous avons mentionné en outre le fait que les expressions d'appartenance 
permettent d'exprimer les opérateurs d'union, d'intersection, de projection et ceci restant tou
jours vraie même si on se restreint aux expressions d'appartenance simple, i.e. ne comportant 
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pas de quantification universelle. 
La classe la plus « naturelle» à étudier est alors celle définie comme une inclusion de la forme 

Sexp Ç Sexp, où Sexp est soit une composition fonctionnelle j(X1, ... , Xm), soit une expression 
d'appartenance {x 1 <p(x)}. Cette classe englobe la classe la plus générale, i.e. la classe (PSC) 
augmentée des symboles de projections 88 . Cependant, cette classe se révèle être indécidable, 
puisque que peut être encoder dans le problème de satisfiabilité d'un système de cette classe le 
problème de validité d'une formule monadique du premier ordre de la théorie des arbres finis, 
problème connu comme indécidable. 

En effet, toute formule <p de la théorie monadique du premier ordre peut s'écrire comme une 
formule du premier ordre positive (sans négation, implication, ni équivalence) dont les atomes 
sont soit de la forme tE X, soit t tJ X. D'un point de vue ensembliste, ce dernier type d'atomes 
peut se traduire en utilisant l'opérateur de complémentation part E ex. Cette expression CX 
est équivalente d'un point de vue des contraintes ensemblistes à 

exux = T 

ex nx = ..L 

exprimable dans la classe à laquelle nous nous intéressons. 
Ainsi, la contrainte {x 1 <p 1\ x E a} Ç b est satisfiable si et seulement si la formule <p de la 

théorie du premier ordre monadique des arbres finis n'est pas satisfiable. 

Cependant, le problème reste ouvert lorsque lorsque les expressions d'appartenance sont 
« simples», cette classe généralisant également celle introduite dans [15]. 

Une autre voie de recherche, qui mériterait également d'être prospectée, est celle des carac
térisations d'ensembles d'arbres finis et infinis à l'aide des termes de points fixes [53, 54]. Ces 
termes de points fixes Tpf peuvent être décrits par la grammaire suivante 

Tpf::= X 1 f(Tpf, ... , Tpi) 1 TpfU TpfiJLX.'I}Jfl vX.Tpf 

et sont interprétés sur les ensembles d'arbres finis et infinis. 
Les opérateurs IL et v sont respectivement les opérateurs de plus petit et de plus grand points 

fixes. Ainsi, les expressions JLX.aUf(X) et vX.aUf(X) sont respectivement interprétées comme 
les plus grande et plus petite solutions de l'équation ensembliste X= aUf(X), interprétée sur les 
ensembles d'arbres finis et infinis, i.e. resp. {fn(a) 1 nE N} et {r(a) 1 nE N}U{f(f(f(f( ... ))))}. 

Il est noté dans [54] qu'enrichir la définition des termes de points fixes pas des expressions 
de la forme Tpfn Tpf, où n dénote un opérateur d'intersection, ne change par l'expressivité des 
termes de points fixes. 

Une extension de ses termes de points fixes a été proposée dans [13] sous le nom de mu-calcul 
de Horn, se basant sur les programmes logiques uniformes de [28], qui correspondent à une classe 
de contraintes définies avec la composition fonctionnelle et ce que nous avons appelé expressions 
d'appartenance simples. 

On peut donc se demander s'il est possible de considérer les expressions d'appartenance dans 
toute leur généralité, à savoir de définir des termes de points fixes de la manière suivante 

Tpf::= X 1 f(Tpf, ... , Tpi) 1 {x 1 <p(x)} IJLX.Tpfl vX.Tpf 

où <p est une formule monadique positive. 

88 Comme noté dans (15), la relation de non-inclusion est inutile en présence de symboles de projection. Ainsi, 
cette classe englobe la classe (NPSC) 
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