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Introduction

Ce travail de thése s’inscrit dans une collaboration entre I’équipe METHEOL (Outils et mé-
thodes pour la programmation en logique) et 'équipe LAC (Langages, automates et contraintes)
au sein du LIFL (Laboratoire d’Informatique Fondamentale de Lille). Il vise & définir des classes
de contraintes ensemblistes a priori moins générales que celles qui ont déja fait 'objet d’une
étude au sein de I’équipe LAC [72], mais plus adaptées & I’analyse de programmes logiques, une
des motivations de I’équipe METHEOL [44].

Dans ce travail, nous étendons deux classes de contraintes ensemblistes, appelées respecti-
vement contraintes définies [39] et contraintes co-définies [18] en des classes que nous nommons
respectivement contraintes ensemblistes définies et co-définies généralisées. Nous présentons des
algorithmes, basés sur les automates d’arbres, permettant de tester la satisfiabilité d’un systéme
de contraintes définies et co-définies généralisées et qui, de plus, dans le cas de systémes satis-
fiables, construisent respectivement la plus petite et la plus grande solution de ses systémes. Ce
sont ces solutions particuliéres, qui permettent d’utiliser les contraintes ensemblistes en analyse
de programmes logiques.

Cette introduction se compose de trois parties. La premiére présente, de maniére générale, les
contraintes ensemblistes. La seconde décrit 'une des principales applications de ce formalisme,
I’analyse ensembliste. La troisiéme partie expose & partir de programmes logiques de forme trés
simple, les idées intuitives qui sont & la base des algorithmes présentés dans cette thése.

Les contraintes ensemblistes

Les contraintes ensemblistes forment une thématique de recherche riche de bien des points
de vue. Elle regroupe a la fois des aspects théoriques et pratiques, abordés non seulement par de
nombreux travaux, mais également par de nombreuses équipes de recherche.

Une contrainte ensembliste est une inclusion Sexp C Sexp’, ou une non-inclusion Sexp Z
Sexp', ou Sexp et Sexp’ sont appelées expressions ensemblistes. Voici un exemple d’ensemble (ou
de systeéme) de contraintes ensemblistes :

OUS(N)C N XclL
N C0Us(N) Xgl
nilUcons(N,L) =L

Comme dans l'exemple ci-dessus, les expressions ensemblistes sont formées de variables L, N, ...,
appelées variables ensemblistes, de symboles de fonction tels que 0, nil, s, cons, d’opérateurs en-
semblistes tels que 1'union, Iintersection, le complémentaire ou le vide (U,N,C, L), ainsi que

d’opérateurs de projection de la forme cons; 1
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Le sens donné aux opérateurs ensemblistes U,N, G, L est 'interprétation standard de la théo-
rie des ensembles ; les symboles de fonction sont interprétés de maniére ensembliste, c-4-d que
0 est vu comme le singleton {0} et pour un symbole f admettant deux arguments, l’expres-
sion f({a, b}, {c,d}) est interprété comme 'ensemble de termes {f(a, ¢), f(a,d), f(b,c), f(b,d)}.
Un opérateur de projection f| 1 quant-a-lui, appliqué & un ensemble de termes comme par
exemple,{a, f(b,¢c), f(d,a), g(e)}, produit I’ensemble des premiers sous-termes des termes de cet
ensemble dont le symbole de téte est un f, c-a-d ici, {b,d}.

Une interprétation ensembliste associe & chaque variable ensembliste un ensemble de termes
clos et s’étend aux expressions ensemblistes comme ce qui vient d’étre présenté. Une interpréta-
tion ensembliste Z est solution d’une contrainte Sexp C Sexp’ (respectivement d’une contrainte
Sexp € Sexp') si I'ensemble des termes clos Z(Sexp) est inclus (respectivement n’est pas inclus)
dans Z(Sexp’).

Ainsi, la premiére contrainte de 'exemple 0 U s(IN) C N spécifie que 0 doit étre un élément
de N et que pour tout terme t de N, s(t) doit appartenir & N. Ainsi, une interprétation associant
a la variable IV, l'ensemble

{0, nil, $(0), s(nil), s(s(0)), s(s(nil)), s(s(s(0))), s(s(s(nil))),... }

est une solution de cette contrainte. Cependant, si ’on souhaite que la solution de la premiére
contrainte soit également solution de la seconde N C 0 U s(N), alors celle interprétation ne
convient plus, car 1'élément nil ne saurait étre élément d’un ensemble de la forme 0 U s(V)
et ce, quelque soit, la valeur de N. Ainsi, seule une interprétation associant a la variable N
I'ensemble des entiers naturels (formels) {0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), ... } peut étre solution des
deux premiéres contraintes.

Cette double inclusion Sexp C Sexp’ et Sexp’ C Sexp peut également s’écrire comme dans la
troisiéme contrainte comme Sexp = Sexp’. Une solution pour les trois premiéres contraintes du
systéme doit donc associer a la variable L, I’ensemble de toutes les listes d’entiers naturels.

Les deux derniéres contraintes spécifient le fait que X doit étre un sous-ensemble de L,
et donc un ensemble de listes d’entiers naturels X C L, et que ce sous-ensemble ne peut
étre vide X € 1. On peut donc remarquer qu’il n’y a pas en général pour un ensemble de
contraintes ensemblistes, unicité de la solution, puisqu’ici une solution de l’ensemble de toutes
les contraintes peut associer & X '’ensemble {nil}, tandis qu'une autre peut lui associer I’ensemble
{cons(0, nil), cons(s(0), nil), cons(s(s(0)), nil)}.

D’un point de vue théorique, ’étude des contraintes ensemblistes et principalement de la
satisfiabilité des systémes de contraintes a amené l'introduction de nouveaux outils ou concepts
comme les automates d’ensembles d’arbres [72], le probléme d’accessibilité non-linéaire des sys-
témes d’équations diophantiennes [67], les espaces rationnels [43], mais également ’utilisation de
résultats de logique plus anciens [1,46] comme dans |7, 14,15].

L’analyse ensembliste

D’un point de vue pratique, les contraintes ensemblistes sont & la base d’une nouvelle tech-
nique d’analyse de programmes, appelée analyse ensembliste [37]. Cette technique peut se résu-
mer en deux étapes : la premiére est la proposition d’'un mécanisme d’extraction de contraintes
ensemblistes d’un programme et la preuve de correction de ce mécanisme vis-a-vis de la séman-
tique du programme. La seconde étape est la proposition d’un algorithme de résolution pour



cette classe sous la forme du calcul d’une solution particuliére ou d’un test de satisfiabilité.

L’idée sur laquelle se base cette approche est la perte de dépendance pouvant exister entre les
valeurs prises par les variables au cours de ’exécution d’un programme, permettant de calculer
une sur-approximation de la sémantique d’un programme.

Dans le cas d’un programme impératif, la sémantique de celui-ci peut s’exprimer comme une
fonction transformant un environnement, qui décrit les liaisons entre les variables et leur valeur,
en un autre environnement.

La perte de dépendance entre les variables se traduit au cours de I'exécution et pour étre
plus précis, & certains points de cette exécution (appelés points de contrdle) par le fait de ne
plus considérer 'ensemble des environnements possibles 4 ces points, mais un environnement
ensembliste associant & chaque variable 'ensemble des valeurs que celle-ci peut prendre.

Détaillons ceci sur un exemple de programme impératif (donné dans [37]) :

L := cons(a,cons(b,nil))
X :=¢

1 ghile (L <> nil) do

2 X := car(L)

31 := cdr(L)

4 enddo

o

Les indices se trouvant & gauche du programme sont des points de controle, qui marquent les
positions ou I'analyse est effectuée.

Au premier point de controle du programme, les variables L et X contiennent respectivement
les valeurs cons(a, cons(b, nil)) et ¢, ce qui se traduit par les deux contraintes

C Q X1
cons(a, cons(b, nil)) C L,

Au second point, la valeur de X est soit celle du point 1, lors de ’exécution de la premiére
itération de la boucle, soit du point 4 pour un itération ultérieure. Il en va de méme pour la
variable L, qui ne peut cependant pas étre la liste vide, du fait du test de la boucle.

X1UXy € Xo
(L1 U L4) N Cnil C Lo

Au troisiéme point, la valeur de L est inchangée, tandis que celle de X est celle de la téte de
la liste L au point 2, ce qui se traduit par,

cons7'(Lo) C X3
LyC L3

Similairement, au point 4, on a

X3 C Xy
consy ' (L3) C Ly
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Et enfin, au point 5, la valeur de X est soit celle de X; (dans le cas ou aucun exécution de
la boucle ne s’est produite), soit celle de X4. La valeur de L est soit une valeur prise pour L1,
soit pour L4, mais qui du fait de la condition de la boucle est nécessairement la valeur nil,

X1UXy4 C X5
(Ll UL4) Nnil C Ly

La plus petite solution de l’ensemble de ces contraintes nous donne une approximation prise
par les variables en chacun des points de controle :

X, = {¢} L; = {cons(a, cons(b, nil))}

Xo = {a,b,e} Ly = {cons(a, cons(b, nil)), cons(b, nil) }
X3 = {a,b} L3 = {cons(a, cons(b, nil)), cons(b, nil) }
X4 = {a, b} L4 = {cons(b, nil), nil}

X5 = {a, b, C} L5 = nil

Le résultat produit par cette technique est correct dans le sens, ou si une variable X peut
prendre, & un certain point de 'exécution du programme, une valeur v, alors cette valeur est
contenue dans l'approximation ensembliste de X.

Notre approche

Nous allons, pour donner une idée plus intuitive de notre travail, non pas considérer les
contraintes ensemblistes, mais des programmes logiques n’ayant que des symboles de prédicats
unaires et une forme particuliére.

Notons tout de suite qu’un programme P dont tous les symboles de prédicat {p1,p2,p3,--- }
sont unaires peut étre vu comme définissant des ensembles {E;, Es, Fj3,...} en supposant qu'un
terme clos 7 appartient a E; si et seulement si p;(7) appartient au plus petit modéle de Herbrand
du programme P. Il est bien évident que cette restriction a des symboles de prédicats unaires
n’est pas une limitation du pouvoir d’expression d’'un programme logique. Nous allons supposer
de plus que les clauses du programmes sont de I'une des formes suivantes :

p(f(x1,... ,2Zm)) € p1(21), ... ;Pm(Tm)
p(z) < p1(t1), ... ,mu(t)

ou a est une constante, ¢, ... ,%; sont des termes quelconques et z,z1,... , T, sont des variables,
telles que les z1, ... ,2,, sont deux-a-deux distinctes.

De tels programmes sont dits quasi-automates. Ce nom vient du fait que les deux premiers
types de clause peuvent étre vus comme des régles de transition d’un automate d’arbres

a—)p
f(P1;--- ;0m) = p

ou les symboles de prédicat sont les états de cet automate. Le dernier type de clause justifie le
terme « quasi».

11 se trouve que pour tout symbole de prédicat p du programme P, l’ensemble des termes clos
T tel que p(7) appartient au plus petit modéle (de Herbrand) de P est un langage régulier, i.e.



)

reconnaissable par un automate d’arbres. Nous allons en fait présenter comment un tel automate
peut étre construit.

Pour un symbole de prédicat p, on peut considérer la fonction caractéristique de ce prédicat,
&, définie comme une application de l'ensemble des termes clos dans {0,1} par &(7) = 1 si
et seulement si p(7) appartient au plus petit modéle du programme logique. Si on considére
maintenant non plus un seul symbole de prédicat, mais tous ces symboles sous la forme du n-
uplet (p1,...,pn), alors 'application &, . ,.) de 'ensemble des termes clos vers {0,1}", les
n-uplets de 0 et de 1, définit une fonction caractéristique pour tous les symboles de prédicats en
supposant que pour tout ¢, 7 € p;(7) si et seulement si la ™ composante de o1, pn) (T) €St
égale a 1. Ainsi, le plus petit modeéle de Herbrand d’un programme logique quelconque peut étre
décrit a ’aide d’une telle fonction caractéristique.

En général, il se peut que pour un ensemble quelconque défini par une fonction caractéristique
&, on ait pour deux termes clos 7, 7/, £(7) = £(7') et que pourtant, pour un symbole s, £(s(7)) #
&(s(7")), c-a-d que que 7 et 7’ appartiennent aux mémes ensembles, sans que cela soit le cas pour
s(7) et s(7).

Cependant, pour les programmes logiques auxquels nous nous intéressons, nous avons la

propriété suivante : pour tout symbole de fonction f, si pour tout %, on a ’égalité £(m;) = £(7))

1
alors E(f (11, .. s mm)) = &(f(1q,... ,75,)). Ceci signifie que la valeur de la fonction caractéristique
pour un terme clos est totalement définie par les valeurs de celle-ci pour les sous-termes immédiats

de ce terme.

Ceci nous autorise a écrire par exemple, une égalité de la forme f((1,0,1),(0,0,1)) = (1,0,0)
traduisant le fait que si 73 appartient & I’ensemble défini par les prédicats p; et p3 sans appartenir
& celui défini par ps et que 7o appartient a celui défini par ps sans appartenir ni & p;, ni & pa,
alors f(m,72) appartient & 'ensemble défini par p; sans appartenir ni a p, ni a p3.

En tenant compte de ceci, on peut affirmer que la fonction caractéristique peut étre tota-

lement décrite en précisant pour chaque symbole de fonction f d’arité m une application de
m

N

r{O, 1}" x ... x {0, 1}"‘ dans {0,1}". Cette définition correspond en fait & la fois, & un auto-
mate d’arbres complet et déterministe dont les états sont les n-uplets de 0 et de 1, c-a4-d & une
algébre dont le support est lui aussi 'ensemble des n-uplets de 0 et de 1.

Il est a noter que ’algébre qui est ainsi définie s’étend dans une interprétation « naturelle»
correspondant au sens que nous avons donné aux n-uplets de 0 et de 1. Cette interprétation
associe a chaque symbole p; ensemble des n-uplets de 0 et de 1, ayant un 1 sur leur 7°™¢
composante, autrement dit pour un n-uplet v, p;(v) est vrai si v a un 1 sur sa M€ composante.

11 faut également remarquer que certains n-uplets de 0 et de 1 ont une interprétation qui est
vide, dans le sens ou pour la fonction caractéristique ¢ définie par ’algébre de n-uplets de O et de
1, il n’existe pas de termes clos 7 telle que £(7) soit égal & I'un de ses états. Ceci peut se résumer
par le fait qu’aucun terme clos ne correspond & ces n-uplets.

Le but de Valgorithme est alors la construction d’un automate complet et déterministe dont
les états sont les n-uplets de 0 et de 1 « non-vides», et donc, d’une algébre (ayant pour support
ces mémes n-uplets) impliquant une unique structure comme nous ’avons précédemment définie,
devant étre modéle du programme logique.

Cette construction peut se voir comme un algorithme de point fixe transformant un automate
en un autre automate « simulant» l'opérateur de conséquence logique défini par le programme.
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Par exemple, pour le programme suivant,

(a)

2(b)

p1(f(z)) <= pi(z)

p2(y) < p1(y), p1(f(2)), p2(2)

3

1

3

Le fait qu'il n’y ait que deux symboles de prédicats dans le programme entraine que les états
de Pautomate sont des couples de 0 et de 1, la premiére composante correspondant au prédicat
p1 et la seconde au prédicat ps.

L’automate initial du calcul correspond & un ensemble vide d’atomes, il associe donc & chaque
terme clos le couple (0,0), i.e

— (0,0)
b — (0,0)
f((0,0)) —
f((0,1)) —

f((1,0)) = (
f((L,1)) = (

(0,0)
(0,0)
0,0)
0,0)

Le seul état « non-vide» de 'automate est (0,0), ce qui fait que la structure qu’il définit
n’est pas un modeéle du programme, puisque en particulier & a est associé (0,0), qu’on a py(a) et
que pour cette structure, p;((0,0)) est faux.

La premiére clause stipule que a doit appartenir & ’ensemble défini par p;. On peut tenir
compte de ce fait en modifiant la premiére régle de 'automate (voir 'automate de gauche ci-
dessous),

a — (1,0) a— (1,0)
b— (0,0) b— (0,1)
f((0,0)) = (0,0) f((0,0)) — (0,0)
f((0,1)) — (0,0) f((0,1)) — (0,0)
f((1,0)) — (0,0) f((1,0)) — (0,0)
f((1,1)) = (0,0) f((1,1)) — (0,0)

En considérant la deuxiéme clause, affirmant que b doit appartenir au langage défini par po,
on transforme l'automate précédent et on obtient celui de droite ci-dessus.

On peut noter que ces deux transformations font maintenant que pour le terme a, p;((1,0))
est vral, et pour le terme b, p((0,1)) est vrai. Cependant, pour le terme f(a), sa valeur dans
I’automate est (0,0) et p1((0,0)) est faux. Ainsi la partie « non-vide» de ’automate ne représente
toujours pas un modéle du programme.

La troisieéme clause p;(f(z)) < p1(z) affirme que si un terme clos 7 appartient a ’ensemble



défini par le prédicat p;, alors il en va de méme pour f(7). Ce qui nous donne 'automate,

a— (1,0)
b— (0,1)
£((0,0))

puisque si 7 appartient a 'ensemble défini par p;, alors pour la fonction caractéristique & défi-
nissant le plus petit modele du programme, £(7) a un 1 sur la premiére composante.
A cet instant du calcul, 'automate définit ’ensemble d’atomes clos suivant

{p2(0)} U {p1(f™(a)) I n € N}

La quatriéme clause pa(y) < p1(y), p1(f(2)),p2(2) énonce le fait que pour tout terme clos 7,
tel que T appartient & 'ensemble défini par p; doit appartenir & ’ensemble ps en supposant qu’il
existe un terme 7’ tel que 7' appartienne a l'ensemble py et que f(7') appartienne & I’ensemble
p1- Pour que cela soit le cas, il est nécessaire que £(7') ait un 1 sur sa seconde composante et
que &(f(7")) = f(&(7")) est un 1 sur sa premiére composante. Ceci est possible au regard de
I’automate pour ’état (1,1) ; cependant, il faut remarquer que cet état correspond a un n-uplet
vide, signifiant qu’a ce moment du calcul, aucun terme n’est a la fois dans les ensembles définis
par p1 et par po. Ainsi, automate ne subit aucune modification.

Les clauses du programme sont alors ré-inspectées une a une comme nous venons de le faire
dans le cadre d’itérations successives, jusqu’a ce qu’aucune transformation n’ait été opérée sur
l’automate, obtenant ainsi un point fixe de I’algorithme. On peut voir en réexaminant les régles
que cela est le cas sur notre exemple.

Lorsque ce point fixe est atteint, on obtient alors une description finie (sous la forme d’une
algeébre finie, i.e. d’un automate d’arbre déterministe et complet) de la fonction caractéristique
du plus petit modéle du programme logique. De plus, en ne considérant dans cette algébre que
les n-uplets de 0 et de 1 non-vides, alors la structure définie par cette algébre est le plus petit
modéle du programme logique défini sur cette algébre.

Plan de la thése

Cette thése se découpe en cing chapitres, suivant en grande partie la progression temporelle
de notre travail :

Le premier chapitre de cette thése Outils mathématiques et logiques regroupe les notions
théoriques souhaitables pour aborder ce document. Il introduit de maniére concise la logique ma-
thématique, les arbres et les automates, ainsi que la programmation logique, fixant les définitions
et les notations qui seront utilisées tout au long de cette thése.

Le second chapitre Contraintes ensemblistes : un état de ’art présente le sujet principal
de cette thése, a savoir les contraintes ensemblistes. Ce second chapitre se scinde en deux sections :
la premiére aborde de maniére chronologique les différents travaux menés sur le probléme de
satisfiabilité, qui ont conduit du probléme originel résolu par Heintze et Jaffar pour une classe
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de contraintes ensemblistes limitée, appelée contraintes définies [39] & la solution du probléme
générale (laissé comme un probléme ouvert dans [39]) proposé par Charatonik et Podelski dans
[15]. La seconde section détaille quant-a-elle les sous-classes de contraintes ensemblistes, les plus
proches de nos travaux, & savoir les contraintes définies [39], les contraintes co-définies [18] et
I'introduction dans la premiére de ces deux classes d’un opérateur de description intensionnelle
d’ensembles 28, 40].

Le troisiéme chapitre Contraintes définies : une extension propose une extension des
contraintes ensemblistes définies, nommée contraintes définies généralisées, ainsi qu'un algorithme
répondant au probléme de satisfiabilité d'un systéme de telles contraintes, lorsqu’elles sont in-
terprétées sur les ensembles d’arbres finis. Cet algorithme nous permet de montrer que notre
extension n’entraine pas de surcoit du point de vue de la complexité pour le probléme de sa-
tisfiabilité, puisque celui-ci est comme par les contraintes définies EXPTIME-complet. Nous
montrons cependant que notre extension est stricte dans le sens ol on peut exhiber un systéme
de contraintes définies généralisées tel qu’aucun systéme défini ne lui est équivalent (i.e., posséde
les mémes solutions).

Les contraintes définies généralisées posent les bases d'une généralisation pour la classe des
contraintes co-définies, par le lien de dualité par complémentation existant entre ces deux classes.
Basé sur 'algorithme qui a été proposé pour la classe définie généralisée , ce lien permet de définir
un algorithme pour tester la satisfiabilité d’un systéme de ces contraintes co-définies généralisées
(lorsqu’elles sont interprétées sur les ensembles d’arbres finis).

L’introduction de la classe des contraintes ensemblistes co-définies [17, 18] a été motivée par
des considérations d’analyse statique de programmes, qui ont fait que le domaine d’interpréta-
tion « naturel» de cette classe sont les ensembles d’arbres finis et infinis. L’objet du quatriéme
chapitre, intitulé Contraintes co-définies : une extension est de considérer ’extension propo-
sée dans le chapitre précédent, mais en s’'intéressant a U'interprétation des contraintes co-définies
généralisées sur les ensembles d’arbres finis et infinis. Nous proposerons pour cette classe un al-
gorithme répondant au probléme de satisfiabilité (qui montre qu’un nouvelle fois, cette extension
ne modifie pas la complexité du probléme de satisfiabilité), et étudierons deux restrictions de
cette extension.

Enfin, le dernier chapitre Application a 'analyse de programmes logiques aborde un
des domaines principaux d’application des contraintes ensemblistes en synthétisant divers travaux
et en donnant quelques pistes pour une amélioration de ceux-ci.



Chapitre 1

Outils mathématiques et logiques

1.1 Généralités

1.1.1 Ensembles et relations

Soit E, un ensemble. On note p(F), ’ensemble des sous-ensembles de E. Une relation binaire
sur F est un sous-ensemble de E x E, i.e. un ensemble de couples (e1,e2) avec e, e3 € E. Par
extension, une relation n-aire sur F est un sous-ensemble de E™, dont les éléments sont des n-
uplets (e1, ... ,en) (avec pour tout 4, e; € F). Une relation unaire sur E n’est qu’un sous-ensemble
de E.

Une relation binaire R (définie sur E x E) est dite :

- réflexive si pour tout z de E, zRzx.

— symétrique si pour tout z,y de E, si 2Ry alors yRz.

— anti-symétrique si pour tout z,y de E, si 2Ry et yRz alors z = y.
— transitive si pour tout z,y, z de E| si 2Ry et yRz alors zRz.

Une relation réflexive et transitive sur E X E est appelée pré-ordre. Un ordre partiel € est une
relation réflexive, anti-symétrique et transitive sur E x E. On dit alors que E est partiellement
ordonné par T, ce qui est noté (E, C). Si de plus, cette relation vérifie Vz,y € E, on a soit z C y,
soit y C z, cette relation d’ordre est dite totale et que E est totalement ordonné par C.

Soit (E,LC), un ensemble partiellement ordonné. Un élément x de E est dit minimal (respec-
tivement mazimal) si pour tout élément y de E tel que y C z (resp. x C y) alors z = y; z est le
plus petit (resp. le plus grand) élément de E| si pour tout y de E, x T y (resp. pour tout y de E,
yCz).

Soit S, un sous-ensemble de E. Une borne supérieure (resp. borne inférieure) de S (dans E)
est un élément M (resp. m) de E tel que pour tout élément s de S, on a s T M (resp. m C s).
L’ensemble S admet une plus petite borne supérieure (resp. une plus grande borne inférieure),
notée LS (resp. MS), si pour toute borne supérieure M (resp. borne inférieure m) de S, US C M
(resp. m C NS).

1.1.2 Treillis et points fixes

Soit (E,C), un ensemble partiellement ordonné. Si toute paire d’éléments de £ admet pour
C une plus petite borne supérieure (resp. une plus grande borne inférieure), alors on dit que
(E,C,U) est un semi-treillis supérieur (resp. (E, C,N) est un semi-treillis inférieur). (E,C, U, M)

9
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est un treillissi (E, T, L) est un semi-treillis supérieur et (E, C, M) est un semi-treillis inférieur. De
plus, si pour tout sous-ensemble S de E, S admet une plus petite borne supérieure (resp. une plus
grande borne inférieure), alors on dit que (E,C,U, T, L) est un semi-treillis supérieur complet
(resp. (E,C,N, T, L) est un semi-treillis inférieur complet), o T = UE =N@ et L =NE = U@.
(E,C,U,M,T,1) est un treillis complet si (E,C,U, T, L) est un semi-treillis supérieur complet
et (E,C,M, T,L1) est un semi-treillis inférieur complet.

Soit (S, C) un ensemble partiellement ordonné et ® une fonction totale de S dans S. On dit
que @ est monotone si x T y implique ®(z) C ®(y).

On dit que z est un pré-point fize (resp. un post-point fize) de ® si x C ®(z) (resp. ®(z) C z).
Un point fixe de ® est un élément =z de S qui est 4 la fois post- et pré-point fixe de @, i.e. tel
que ®(z) = z. On note PFg, l'ensemble des point fixes de ®.

On peut alors énoncer le théoréme de Tarski :
Théoréme 1 [70] Soit (E,C,U,MN, T, L), un treillis complet et ®, une fonction totale mono-
tone de E dans E, 'ensemble des points fixes de ® sur ce treillis forme un treillis (PFg, C
;U, T, pppfs, pgple).

Les éléments extrema de ce treillis pppfe et pgpfe sont appelés respectivement plus petit point
fize et plus grand point fize de ®. De plus, si on définit les fonctions itérées ® 1 et ® | comme
suit

d1+0=_1

®1a=®(®1(a—1)) siaestun ordinal successeur
Pra=Uyca® T si a est un ordinal limite
®10=T

®la=2(P ] (e—1)) siaestun ordinal successeur
Dla=Nyco® ] si a est un ordinal limite
alors il existe deux plus petits ordinaux p et v tels que pppfe = ® T u et pgpfe =@ | v.

Une fonction totale ® définie sur un treillis (E,C,U, M, T, L) est dite continue si pour toute
suite croissante (au sens de ) (e )n>0 d’éléments de E, on a

@(I_l en) = LJ b(e,)
n>0 n>0

Théoréme 2 Si ® est monotone et continue sur le treillis (F,C, U, M, T, 1), alors pour w, le
plus petit ordinal limite transfini,

ppple =& tw
La condition de continuité ne suffit cependant pas pour assurer que le plus grand point fixe
de @ soit atteint pour ¢ | w.

1.2 Eléments de logique

1.2.1 Termes et algébres
Signature et termes

Une signature fonctionnelle (ou simplement, signature) est un couple (X, p), ou ¥ est une
ensemble fini de symboles de fonctions et p est une application, nommeée arité, de £ dans N, I’en-
semble des entiers naturels. Les symboles d’arité 0 sont les constantes et ceux d’arité 1,2,... ,n
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sont dits respectivement wnaire, binaire,..., n-aire. La plus grande valeur prise par p sur %,
I’arité maximale, est notée amax. On note %;, ’ensemble des symboles de fonctions de ¥ d’arité
i. Ainsi, 5= 2%,

Dans la suite de ce document, nous ne distinguerons plus la signature fonctionnelle de ’en-
semble ¥, en supposant que p désignera toujours ’application arité correspondant & X.

Soit X, un ensemble dénombrable de variables, dites du premier ordre. L’ensemble des termes
construits sur la signature ¥ et sur les variables de X, noté TERM(X, X), est défini comme le
plus petit ensemble vérifiant que :

— les variables sont des termes, i.e. ¥ C TERM(Z, X),
— les constantes de ¥ sont des termes, i.e. g C TERM(E, X),

- Si f est un symbole d’arité m et ty,... ,t, sont des termes, i.e. ¢,...,t,m,€ TERM(Z, X),
alors f(t1,... ,tm)€ TERM(Z, X).
Pour un terme t, Varx(t) désigne ’ensemble des variables apparaissant dans ce terme. Un

terme ne comportant pas de variable est dit clos. TERM(X) dénote 'ensemble des termes clos
sur 2.

Algébres

Une Z-algébre A est définie par un ensemble Dp (appellé support de D'algébre A) et pour
chaque symbole de fonction f de ¥ d’arité m, par une fonction totale fA de (Da)™ dans Da.
En particulier, & chaque constante de ¥ est associé un élement de Da. On désigne alors cette
T-algébre A par (D, {f*}fes). Par convention, si aucune autre précision n’est apportée, pour
une Y-algébre A, Da dénote le support de celle-ci et pour tout symbole de fonction f de %, la
fonction associée dans A est fA.

Une Z-algébre A'= (Da', {2} es) est une sous-algébre d’'une T-algébre A= (Da,{f*}ses)
si Dar € Dp et pour tout symbole f de X, d’arité m, fA'(d’f",... ,d;‘,l;) = fAdf,... ,d3) pour
tout d¥',... ,d4 € Da.

Soient A et B, deux X-algeébres. Un E-morphisme A est une application de Dp dans Dg telle
que pour tout f4 et tout df,...,d5 de Da, A(FA(d},...,d5)) = FE(A(dD), ..., A(dR)).

Parmi 'ensemble des X-algébres, nous en distinguons deux particuliéres : la 3-algébre (ou
Univers) de Herbrand , notée Tyx et la ¥-algébre termale, notée Ty x. Ces algébres Ty et Ty »
auront comme support respectivement TERM(X) et TERM(Z, X). Dans ces deux algébres, la
fonction associée a un symbole de fonction f est canonique, dans le sens ou pour ty,... ,t,, appar-
tenant 3 TERM(Z, X) (respectivement & TERM(X)), fT2%(t1,... ,tm) (resp. T =(t1,--- ,tm))
est égal & f(t1,...,tm). De ce fait, on peut remarquer que Ty est une sous-algebre de Ty x.

Une valuation définie sur une algébre A est une application d’un ensemble de variables de pre-
mier ordre Vy (Vy C X) vers Da, le support de A. Lorsque I'ensemble Vy (Vx = {z1,... ,z;}) est
fini, nous nous autorisons & écrire une valuation sous une forme extensionnelle [z, — d’l\, ce I

A
d;l.

Soit ¢, un terme de TERM(3, X). L’interprétation d’un terme ¢t dans une algébre A sous une
valuation v définie pour Varx(t), est notée |¢]2 et est définie inductivement comme suit :

- |z]A=v(z) pour z € X,

~ |a)A= a” si a est une constante de %,

= LG, tm) 0= FARD - D).
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1.2.2 Formules et structures
Formules

Une signature du premier ordre est définie comme un couple (X, P), ot X est une signature
fonctionnelle et P est un ensemble fini de symboles de prédicats, muni d’une application pp de
P dans N, désignant 1’arité des symboles de prédicats.

Un atome (ou formule atomique) est un objet syntaxique de la forme p(t1,...,tm), ou
t1,... ,tm sont des termes et p est un symbole de prédicat d’arité m, i.e. p € P et pp(p) = m. Si
les termes t1,... ,t, sont des termes clos, on dit alors que 'atome p(ty, ... ,t;,) est clos. On note
Az p x) (resp. Az py), I'ensemble des atomes (resp. des atomes clos) définis sur une signature
du premier ordre (X,P) et un ensemble de variables X.

L’ensemble des formules du premier ordre, construites sur un ensemble de symboles de fonc-
tion X, un ensemble de symboles de prédicats P et un ensemble de variables de premier ordre X
est noté L(g p x) et est défini comme le plus petit ensemble vérifiant :

— les atomes sont des formules, i.e. Az p x) C Lz p x)-
— si @ est une formule, alors —¢ (négation) est une formule.

- si p et ¢ sont deux formules, alors ¢ A ¢’ (conjonction), ¢ V ¢’ (disjonction), ¢ = ¢’
(implication) et ¢ < ¢’ (équivalence) sont des formules.

si p est une formule et z une variable du premier ordre, alors 3z (quantification existen-
tielle) et Yz (quantification universelle) sont des formules.

Pour une formule de la forme Jzp ou Vzy, la formule ¢ est appelé portée de la quantification
de la variable z. Une variable y n’apparaissant pas dans la quantification d’une formule ou hors
de la portée d’un quantificateur est dite libre. Vary(yp) désigne ’ensemble des variables libres (du
premier ordre) de la formule ¢. Une formule ne comportant pas de variable libre est dite close.

Structures

La sémantique d’une formule de Ly p x) est liée & la notion de structure, étendant la notion
d’algebre en prenant en compte les symboles de prédicats.

Une (Z, P)-structure R est un couple (A, {pR},cp)) tel que A est une -algébre et pour chaque
symbole p de P, pR est une relation sur (Da)??®), ou Dy est le support de 1’algébre A.

On appelle valeur de vérité les éléments de {vrai,faux}, ensemble noté B. L’interprétation
d’une formule de Lz p_yydans une (E, P)-structure R=((A, {p"},cp)) sous une valuation v définie
de Vary(yp) dans D4 est une valeur de vérité (notée [p|R) affectée comme suit : [¢|R= vrai si
et seulement si

~ @ est un atome p(t1,... ,tm) et ([t1]2,..., [tm]2) € pR 1.
~ ¢ est une négation —¢' et |’ |} = faux

~ ¢ est une conjonction ¢; A @s et |1 |R=]p2]R = vrai.

— ¢ est une disjonction @1 V @5 et | @1 |R= vrai ou |2 |R= vrai.

— ¢ est une implication @1 = @9 et |1 ]R= faux ou | |R= vrai.

'Par abus, nous noterons parfois [¢]} au lieu de |¢]2 en considérant la structure R définie sur I’algébre A. De
méme, nous parlerons du domaine d’une structure pour désigner, en fait, le domaine de I’algébre sur laquelle cette
structure est définie.
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~ ( est une équivalence @1 < @y et |1 |R=]ps|R. 2

— ¢ est une quantification existentielle 3z’ et il existe une valuation v/ telle pour toute
variable y différente de z, v'(y) = v(y) et [¢'|} = vrai

— @ est une quantification universelle Vz¢' et pour toute valuation v/ telle pour toute variable
y différente de z, v/(y) = v(y) et |¢'|R = vrai.

Pour une formule ¢ de L(s p x), nous écrirons (R,v) &= ¢ si lo]® = vrai. On dit qu’une
(2, P)-structure R est modeéle de ¢ (notée R = ¢) si et seulement si pour toute valuation v,
(R,v) = ¢. On dit qu’une formule ¢ est satisfiable s’il existe une structure R et une valuation v
telles que (R, v) = . On dit qu’une formule est valide si pour toute structure R, R est un modéle
de . Une formule est dite inconsistante si elle n’a pas de modéle.

On dit qu’une formule du premier ordre ¢ est conséguence logiqgue d’une formule 1 (qu’on
note ¥ = ) si tout modéle R de ¥ est un modeéle de . Si ¢ |= ¢ et ¢ = 1, alors ¢ et 9 seront
dites équivalentes et on notera ¢ = .

Une formule ¢ est dite conséquence logique d’une formule ¢ dans une algébre A si pour toute
structure R construite au dessus de cette algébre A, R est un modéle de % implique que R est un
modéle de . On notera alors ¢ =p . On peut alors dire que deux formules sont équivalentes

dans une algeébre A (noté ¢ =a ¥) si E=a g et ¢ Ea ¢

Conventions

On écrira p(zy,... ,Zm,m) afin de souligner le fait que les variables zi,... ,z,, sont les va-
riables libres de . Jp et Vi sont appelés respectivement cléture eristentielle et cléture univer-
selle de la formule . Si Vary(¢)= {z1,... ,Zn}, alors ces notations désignent 3z; ... 3z np et

Vzi...VZ,e. On notera 3, (resp. V_;) la formule ou toutes les variables libres de ¢ a Pexception
de la variable z sont quantifiées existentiellement (resp. universellement).

Nous dirons qu’une formule du premier ordre ¢ est positive si elle ne comporte pas pas de
symboles de négation (=), ni d’implication (=) et ni d’équivalence (<).

Une formule ¢ est dite en forme préneze si elle s’écrit comme Q¢’, ou ¢’ est une formule ne
comportant pas de quantificateurs et Q) est une suite de quantifications 3z, Vz. Pour toute formule
¢, il existe (au moins) une formule ¢, en forme prénexe qui lui est équivalente. On peut alors
distinguer les formules selon la forme de la quantification de leur(s) forme(s) prénexe(s). Pour une
forme donnée, I’ensemble des formules qui mis en forme prénexe ont cette forme de quantification
sont appelées fragments. Par exemple, la formule ¢ = Vz (f(z,z) V (VyVzg(z,2) A g(y, 2)) =
g(z, z) a pour prénexe Yz Jy3z(f(z,z)V(g(z, z)Agly, 2)) = g(z,z), on dit alors que y appartient
au fragment V*3* (ou, pour étre encore plus précis ¥3%) de la logique du premier ordre.

Nous utiliserons dans ce document, une autre notation, équivalente a celle présentée précé-
demment, en ce qui concerne les interprétations des atomes. Pour une algébre A et pour un sym-
bole de prédicat p d’arité m, un A-atome est un objet de la forme p(df,... ,d5,), ou df,... ,db
sont des éléments du support de A. On peut donc assimiler l'interprétation d’un symbole de
prédicat p dans une structure R (définie & partir d’une algébre A) & un ensemble de A-atomes
labellés par p. Ainsi, pour une algébre A fixée, nous confondrons une structure (définie sur cette
algébre) et un ensemble de A-atomes.

En particulier, pour 1’algébre de Herbrand et I’algébre termale, I’ensemble des A-atomes est
respectivement l’ensemble des atomes et ’ensemble des atomes clos (ou base de Herbrand).

20On peut remarquer que pour toutes formules ¢; et w2, Y1 < @2 et (p1 = p2) A (p2 = 1) ont les mémes
valeurs de vérité pour toute structure et toute valuation.
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Formules monadiques

On peut noter que dans le cas ou un symbole de prédicat est unaire (ou monadigue) alors l'in-
terprétation d'un atome dans une structure définie a ’aide d’une algébre A est un sous-ensemble
de Da. Dans le cas ou '’ensemble P ne contient que des symboles de prédicats monadiques,
nous nous autoriserons & écrire un atome sous la forme ¢ € X, ot ¢ est un terme et X, une
variable du second ordre assimilable & un symbole de prédicat monadique. Dans ce cas, une for-
mule écrite a I'aide de tels atomes sera dite monadique . Si V est un ensemble de variables de
second ordre, alors Lz y x) désignera I'ensemble des formules monadiques écrites & ’aide d’une
signature (fonctionnelle) &, de V et d’un ensemble de variable du premier ordre X'.

La logique de premier ordre monadique ne permet pas de quantifier ces variables de second
ordre. On peut simplement noter que le probléme de satisfiabilité d’une formule revient & recher-
cher un modéle et donc & les quantifier implicitement existentiellement, tandis que le probléme
de validité revient a tester la validité dans tous les modeéles et donc & les quantifier implicite-
ment universellement. La quantification explicite de telles variables n’est possible qu’en logique
(monadique) du second ordre.

Une formule de la logique monadique du second ordre est une formule définie par la grammaire
sulvante :

¢ = teX|PNG|@VI|¢|d= ¢|xd |V |VXH|3Xe

ot z et X sont respectivement des variables du premier et du second ordre et ¢ est un terme (du
premier ordre). L?Z,V, x) désignera I’ensemble des formules monadiques du second ordre construite
sur une signature X, un ensemble de variables du premier ordre A et du second ordre V.

La sémantique de telles formules dans une algébre A est définie comme pour les formules
monadiques du premier ordre, en sachant qu’aux variables du second ordre sont associés des
sous-ensembles de Da et que le symbole € est interprété comme 'appartenance. Ainsi, VX ¢
signifie que pour toute assignation d’un sous-ensemble de D4 & X, la valeur de vérité de ¢ doit
étre vrai.

Contraintes

Lorsqu’on s’intéresse a des formules du premier ordre interprétées sur une structure fixée, on
parle alors de contraintes. Soient (X, P), une signature du premier ordre et X, un ensemble de
variables du premier ordre. Les définitions suivantes sont extraites de [41].

Définition 1 Un domaine de contraintes est la donnée d’un couple (£, R), ou R est le domaine
sémantique, c’est-a-dire une (X, P)-structure, et L est le domaine syntaxique, c’est-a-dire est un
ensemble de formules construites sur X, P et ' (£ C L(g p x)) appelées contraintes et vérifiant :

- A px) C L, les éléments de Ay p x) étant appelés contraintes basiques,
— L est clos par renommage de variables, quantification existentielle et conjonction.

Les notions introduites concernant la logique et définies précédemment restent valides sur le
plan des contraintes, en tenant compte du fait que la structure d’interprétation y est fixée.

Soit ¢ une contrainte. Une valuation v (définie de Varx(¢p) vers le domaine de R* telle que
(R,v) = ¢ est appelée solution de la contrainte ¢. Une contrainte ¢ est dite satisfiable si elle
posséde une solution. Une contrainte 1) implique une contrainte ¢ (noté ¥ =g @) si toute solution
de 1 est une solution de ¢. Deux contraintes ¥ et ¢ sont équivalentes si elles possédent les mémes

solutions, i.e. ¥ =g @ et ¢ =g Y.

®Pour étre plus précis, vers le domaine de 'algébre sur laquelle est définie la structure R.
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1.3 Arbres ét automates

1.3.1 Arbres

Nous rappelons que ¥ est une signature munie d’une fonction d’arité p, que amax est 'arité
maximale des symboles de fonction de ¥ et que ¥J; désigne ’ensemble des symboles de fonctions
d’arité 1 de X.

Deéfinitions

Soit N, I'ensemble des entiers strictement positifs. Soit (N4 )*, le monoide libre engendré sur
N, par concaténation - et par le mot vide €. Les éléments de (N4 )* sont appelés mot de (N)*.

Soient u,v deux mots de (N4)*. On dit que v est un préfize de w si il existe un mot w de
(N4)* tel que u = v - w. On note cette relation « est préfixe de» par <. Il est immeédiat de voir
que < est une relation d’ordre (partielle) sur (N, )*. On note <, la relation de préfixe stricte sur
(Ny) ieu<dvsiuduet u##wv.

Un sous-ensemble M de (N, )* est dit :
— clos par préfize si pour tout élément u de M, si v Qu =, alors v € M.
— clos par ainesse si u-1 € D (avec © € N ), alors pour tout j <4, u-j € D.

On appelle domaine d’arbre tout sous-ensemble non vide de (N, )* clos par préfixe et par
ainesse. Un L-arbre 7 (ou arbre étiqueté sur L) est une application d’un domaine d’arbre (noté
dom(7)) dans L. Un L-arbre 7 tel que dom(7) est un ensemble fini sera dit fini. L’ensemble des
arbres (respectivement des arbres finis) étiquetés par un ensemble L est noté TR (respectivement
TIRL).

Pour un L-arbre 7, les éléments de dom(7) sont appelés positions (ou neeuds). La position
€ est appelée racine de l’arbre. Une position d telle que d -1 ¢ dom(7) est une feuille. Pour un
L-arbre 7, le sous-arbre de 7 & la position d (avec d € dom(7)) est un L-arbre, noté 74 et défini
par dom(7)4) = {u|d - u € dom(7)} et pour tout u € dom(7|g), on a 7)4(u) = 7(d - u). Pour une
position d d’un arbre 7 et pour i € N, tel que d-¢ € dom(7), on dit que l'arbre 7)4,; est un fils
du nceud d.

Soient 7,7’, deux L-arbres. La greffe de Parbre 7' dans ’arbre 7 a la position d (d € dom(7))
est un L-arbre, noté 7[d < 7’] et défini comme suit :

dom(7[d + 7')) = {d - u|u € dom(7")} U {d' |d’ € dom(r) et d £ d'}

rld e 7)(d) = 7' (u) 51: d € {d-u|u € dom(7')}
(d) sid €{d|d € dom(r) etd 4 d'}
La greffe d’un arbre 7’ dans 7 & la position d n’est que le remplacement du sous-arbre 74
dans 7 par ’arbre 7.

Un chemin 7 dans un L-arbre 7 est un sous-ensemble de dom(7) totalement ordonné par
< et clos par préfixe. Un chemin sera dit infini si 7 est un ensemble infini, il est dit fini dans
le cas contraire. Pour un L-arbre 7, II¥(7),II(7),II°°(7) désignent respectivement ’ensemble
des chemins, des chemins finis et des chemins infinis dans 7. On note 7|m, la restriction de
(I’application) 7 au chemin 7.
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Soit 7, un L-arbre. On définit Inf{7) (resp. Inf{7|m)) 'ensemble des étiquettes rencontrées
infiniment souvent dans 'arbre 7 (resp. infiniment souvent le long du chemin 7 de l’arbre 7)
1.€.

2

Inf(t) = {l € L|3*°d € dom(7), 7(d) =1} Inf(r|r) ={l€ L|3*d € x, 7(d) =1}

Nous appellerons ¥-arbre, un arbre 7 étiqueté sur ¥ respectant les arités des fonctions de X,
i.e. dont le domaine vérifie : pour tout d € dom(7), p(7(d)) =n et n > 0ssid-n € dom(7) et
d-(n+1) ¢ dom(r) 4. On peut alors remarquer que la définition d’un ¥-arbre implique que si
d est une feuille, alors cette position est étiquetée par une constante.

Comme précédemment, TRS et Try désignent respectivement l’ensemble des X-arbres et
I’ensemble des ¥-arbres infinis.

Dorénavant, lorsque le mot « arbre» sera utilisé sans plus de précision, il fera référence a
« X-arbre.

Algébres d’arbres

Considérons les ensembles TR et TRy et associons & chaque symbole de fonction f de X,
une application f7 de (TgL)P) dans TRE telle que : fT(7y,... ' To(f)) = T avec T vérifiant
dom(t) = {e} U{i-d;|d; € dom(7;) et 1 <i < p(f)} et 7; = 7; pour 1 < i < p(f). On a alors

Proposition 1 Trd = (TrE, {f "} sex) et Trs = (Trs, {f "} fex) sont deux S-algébres.

Trg est appelée algebre des arbres et Try algebre des arbres finis. On peut remarquer que Trg
est une sous-algebre Try.

Souvent dans la suite de ce document, par abus de notation, f(71,...,7n,) sera mis pour
Iarbre fT"(7,... ,7m).

De plus, on peut remarquer qu’il existe deux morphismes surjectifs A; et A, respectivement
de Ty dans Try et de Try dans Ty vérifiant de surcroit que A; o A, est l'identité. Pour cette
raison, nous confondrons « terme clos» et « X-arbre fini».

Pour un arbre fini (ou un terme clos) 7, la hauteur de celui-ci est notée |7| et est définie par :

7] 0 si T est réduit & une feuille
T =
1+ maz{|r;||1 <i<m} siT estdelaforme f(r,...,Tn)

1.3.2 Awutomates d’arbres finis

Dans cette section, les arbres manipulés étant finis, nous emploierons la syntaxe des termes
clos pour les décrire en nous accordant toutefois le droit d’utiliser les notions introduites pour
les arbres.

Nous ne donnerons ici des automates que les notions et propriétés utiles & notre propos. Le
lecteur désireux d’en savoir plus sur les automates d’arbres finis pourra se reporter a [31] et [21].

Il existe, concernant les automates d’arbres finis, deux types d’automates : les automates
ascendants et les automates descendants d’arbres finis. Cette distinction tient & la facon dont
l'automate « calcule» & partir d’un terme clos 7 : des feuilles vers la racine pour un automate

4Cette définition est équivalente a celle de [22].
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ascendant et de la racine vers les feuilles pour un automate descendant. Cette distinction est
principalement importante lorsqu’on aborde la notion de déterminisme (voir page 18).

Automates ascendants d’arbres finis

Définition 2 Un automate ascendant d’arbres finis est défini par un quadruplet (X, Q, F,A). ©
est une signature, Q@ est un ensemble fini d’états, F (avec FF C Q) est un ensemble d’états dit
finals et A est une relation sur 25 £; x Q" x Q, dont les éléments, appelés régles de transition,

sont noteés :
flar,--- ygm) = q avecq,q1,... ,qm € Q et f un symbole d’arité m

Soit TERM(XUQ), I’ensemble des termes construits a 'aide de la signature ¥ et de I’ensemble
Q, ou les états sont vus comme des symboles de constantes (i.e. en posant pour tout g de Q,
p(g) = 0). On remarque que TERM(X) C TERM(Z U Q).

Une transition élémentaire dans un automate A est une relation sur TERM(X U Q) X
TERM(X U Q), notée — 4, est définie par 7 — 4 7’ si il existe une position d dans dom(T)
tel que 7 =1, 7' = T[d 1], et | > r €A

Soit —%, la cloture transitive de — 4. Un arbre 7 (7 € TRx) est accepté par l'automate A si
et seulement si il existe un état final gy de A (gy € F) tel que 7 =% g5. Le langage reconnu par
un automate A, est noté L(.A) et est défini par L(A) = {r|7 € TERM(X),q5 € F et 7 =% ¢5}.
Un ensemble d’arbres (finis) L est dit reconnaissable ou régulier s’il existe un automate d’arbres
finis A tel que L = L(A).

Un état ¢ est dit accessible (dans un automate .A) si il existe un arbre 7 (7 € TRy) tel que
T —% ¢. L’ensemble des états accessibles dans un automate A est noté Reachable(A).

Nous allons énoncer une suite de propriétés liées aux automates ascendants d’arbres. Ces
propriétés sont données sans preuve.

Propriétés  Soit A, un automate ascendant d’arbres finis et 7, un arbre fini :

— Le test du vide (« L(A) = @ ?») est décidable et est linéaire par rapport & la taille de
Pautomate, notée |.A|°.

— Le test d’appartenance (« 7 € L{.A) 7») est décidable et est :
— polyndémial dans la taille de ’arbre si .4 est non-déterministe.
— linéaire dans la taille de ’arbre si A est déterministe.

— Le probléme d’accessibilité d’un état dans un automate est décidable et est linéaire par
rapport a la taille de 'automate.

On dit qu'un automate ascendant d’arbres finis est déterministe si A ne contient pas deux
régles de transition ayant le méme membre gauche. Un automate est dit complet si pour tout
symbole f de X et pour tout gi,... ,g,5)€ Q, il existe une régle f(q1,.-. ,q,(r)) — ¢ dans A.

Dans le cas d'un automate ascendant A déterministe et complet, on peut remarquer que
la restriction de la relation —% (définie sur TERM(X U Q) x TERM(Z U Q)) & l'ensemble
TERM(Z U Q) x Q définit, du fait du déterminisme, une fonction de TERM(Z U Q) dans Q. De
plus, de part la complétude de 'automate, cette fonction est totale sur TERM(X U Q). Dans la

La taille |A] d’'un automate d’arbres finis A est classiquement définie dans [21] : |A| = |Q| +
E a1 am)—gealp(f) +2), |Q| est le cardinal de Q. Nous verrons cependant que pour les automates que nous
utiliserons dans les chapitres 3, 4, nous considérerons un majorant de la taille ainsi définie.
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suite de ce document, pour un automate ascendant déterministe et complet A, on notera cette
fonction run 4. Ainsi un arbre 7 est reconnu par un tel automate A si run(r) € F.

Comme pour les cas des automates de mots, le déterminisme et/ou la complétude ne modifie
pas le pouvoir d’expression : si L est un ensemble régulier d’arbres finis, alors il existe un automate
ascendant déterministe et complet A tel que L(A) = L.

Automates descendants d’arbres finis

La définition des automates descendants d’arbres finis est trés simple : elle consiste simple-
ment & « inverser» les membres droits et gauches des regles de transition dans la définition d’un
automate ascendant.

Définition 3 Un automate descendant d’arbres finis est défini par un quadruplet (X, Q,I,A).
Y est une signature, @ est un ensemble fini d’états, I (avec I C Q) est un ensemble d’états
dits initiauz et A est une relation sur Q@ x |J2Z5™ E; x Q°, dont les éléments, appellés regles de

transition, sont notés :
qg— flq,--- ,qm) avecq,qi,...,qm € Q et f un symbole d’arité m

Considérons ’ensemble des termes TERM(X U X o), construits & ’aide des symboles de fonc-
tions de ¥ et d'un ensemble de symboles de fonctions unaires g, tel que pour tout état g de
l'automate, il existe un symbole de fonction unaire ¢ dans cet ensemble.

Une transition élémentaire dans un automate descendant A est définie par une relation de
TERM(X U o) dans lui-méme (notée — 4), telle que 7 — 4 7' §'il existe d une position de 7
telle que 74 est de la forme g(f(71,... ,7m)) (avec ¢ € o) et une régle ¢ = f(qi,.-- ,gm) dans
lautomate A telle que 7/ = 7[d + f(qi1(71), .. s gm(Tm))]-

Soit —%, la cloture transitive de — 4. Un arbre 7 est reconnu par un automate descendant
d’arbres finis s’il existe un état initial ¢; (g; € I) tel que g;(7) =7 7. Le langage reconnu par un
tel automate est noté L(.A) et défini par L(A) = {7 € Trxs |¢;(T) =% 7, ¢; € I}. Les langages
reconnaissables par un automate descendant d’arbres finis sont exactement les langages réguliers.

Un automate descendant est dit déterministe (resp. complet) si pour tout état g et tout
symbole de fonction f (f € X,,), il existe au plus (resp. au moins) un m-uplet (gi1,-..,gm) tel
que ¢ — f(q1,--- ,qm) soit une régle de transition de .A.

La principale différence entre les automates ascendants et descendants d’arbres finis tient
dans le fait suivant : 'ensemble des langages reconnaissables a ’aide d’un automate descendant
déterministe n’est qu'un sous-ensemble strict des langages réguliers. Ainsi, pour le langage L =
{f(a,b), f(b,a)}, il n’existe pas d’automate descendant déterministe A tel que L(A) = L.

1.3.3 Automates d’arbres infinis

La notion d’automates d’arbres finis est trés intuitive. Dans cette section, nous allons in-
troduire la notion d’automates d’arbres infinis, qui étend la notion d’automates d’arbres finis.

Les définitions que nous allons donner ne sont pas exactement celles que 'on peut trouver
dans la littérature, notamment dans [71]. Les arbres y étant généralement présentés comme des
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arbres binaires ®, i.e. dont le domaine d’arbres est {0, 1}*, étiqueté sur un alphabet A quelconque,
ceci simplifie d’une certaine fagon la présentation des automates s’y rattachant.

Cependant, il nous semble plus simple de conserver explicitement, pour la notion de 3-
arbre, des arbres dont les nceuds peuvent avoir un nombre quelconque de fils (dépendant bien
évidemment de l'arité des symboles étiquetant ces nceuds). Ces définitions se retrouvent dans
[54].

La définition d’automates d’arbres infinis que nous proposons tout d’abord est des plus gé-
nérales, ne fixant pas de condition d’acceptance. Cette définition sera ensuite instanciée pour
deux conditions particuliéres, & savoir la condition d’acceptance de Biichi [59] et la condition
d’acceptance de Rabin [58].

Définition 4 Un automate d’arbres infinis A est un quintuplet (X, Q,I,A, Q). ¥ est une signa-
ture, Q est un ensemble fini d’états, I (avec I C Q) est un ensemble d’états dit initiauz, Q est
une condition d’acceptance et A est une relation sur | J777™ E; x @° x Q, dont les éléments appelés

régles de transition sont notés :
flgi,--- ,qm) > q avecq,q1,---,9m € Q et f un symbole d’arité m

Un calcul ? r pour un arbre 7 (1 € TRE) dans un automate d’arbres infinis A est une appli-
cation de dom(7) dans Q, i.e. par définition un Q-arbre (r € TRG), telle que pour toute position
d de dom(7), si 7(d) = f et I’arité de ce symbole f est m, alors

fr(d-1),...,r(d-m)) > r(d) €A

Un calcul r est dit réussi si r vérifie la condition 2.

Le langage reconnu par un automate d’arbres infinis A, noté L(A) est I’ensemble des arbres
7 de TRY pour lesquels il existe un calcul réussi r dans A tel que r(€) € I.

Un état ¢ est dit accessible dans un automate d’arbres infinis A s’il existe un arbre 7, un
calcul réussi r pour 7 dans A et une position d appartenant & dom(t) tel que r(d) = gq.

Nous allons présenter maintenant deux sous-classes des automates d’arbres infinis en fixant
pour chacune d’elles la condition d’acceptance 2.

Définition 5 Un automate d’arbres infinis est dit de Biichi si la condition d’acceptance 2 s’ex-
prime & ’aide d’un ensemble d’états finals F et de la condition suivante :
r est un calcul réussi si pour tout chemin infini = de r, Inf(r|7) N F # @

Cette condition peut se résumer par : un calcul r est réussi sous la condition d’acceptance de
Biichi si le long de tout chemin infini de r, ’ensemble des états apparaissant infiniment souvent
traverse F'.

Définition 6 Un automate d’arbres infinis est dit de Rabin si la condition d’acceptance 2 s’ex-

prime & l'aide d’une collection de couples d’ensembles états {(L1,U1),...,(Ln,Upn)} et de la
condition suivante :
r est un calcul réussi si pour tout chemin infini 7 de r, il existe un indice i € {1,... ,n} tel

que Inflr|m) N L; = @ et Inf{r|7) NU; # &

Le test du vide pour un langage reconnu par un automate d’arbres infinis est respectivement
(par rapport a la taille de 'automate) [71] :

®Cette restriction vient du fait que tout arbre peut étre transformé en un arbre binaire.
Cette notion de calcul ne contredit en rien celles définies pour les automates ascendant et descendant d’arbres
finis, qui peuvent étre vues comme des mécanismes opérationnels définissant ce calcul.
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—~ dans PTIME pour un automate de Biichi,
— NP-complet pour un automate de Rabin.

Un automate d’arbres infinis est dit sans condition d’acceptance si §2 est une tautologie. C’est-
a~dire si on considére un automate de Biichi, F' = Q et pour un automate de Rabin, on a par
exemple, pour tout ¢, (L;, U;)= (&, Q) (voir [54]).

1.4 Programmation logique

La logique est avant tout un outil de formalisation mathématique, mais elle permet également
de définir un paradigme de programmation, appelé programmation logique, dont la syntaxe est
celle d’un fragment de la logique du premier ordre et dont les sémantiques sont nombreuses et,
fort heureusement, équivalentes. Nous allons tout d’abord considérer les aspects syntaxiques de ce
paradigme en définissant ce fragment de la logique du premier ordre, puis nous allons considérer
trois sémantiques différentes de la programmation logique.

1.4.1 Syntaxe

Supposons donnée (X, P) une signature du premier ordre et X, un ensemble dénombrable de
variables du premier ordre.

On appelle littéral un atome A (A € Az p x)) ou la négation d’un atome ~A. Un atome (resp.
la négation d’'un atome) est appelé littéral positif (resp. négatif). Une clause est une disjonction
de littéraux close universellement, i.e. de la forme V(A4; V...V Ay V-B; ...V —=By). La clause ne
comportant aucun littéral est la clause vide et est notée O. Sa valeur de vérité est faux.

Une clause est dite de Horn si elle comporte au plus un littéral positif (k < 1), c’est-a-dire si
elle est de 'une des trois formes suivantes :

VA
V(AV =Bj...V=B)
V(=B:1...V-B)

Une clause de Horn de la premiére forme est appelée clause unitaire ou fait. Une clause de la
seconde forme est appelée régle. Une clause définie est soit une clause unitaire, soit un fait. Pour
ce qui est de la derniére forme, une telle clause est appelée clause négative ou but.

Comme 1l est de coutume, nous adopterons les conventions de notation suivantes, omettant
notamment les quantifications :

A (Fait)
A < By,...,B; (Regle)
< By,...,B; (But)

Pour une clause définie A < Byq,... ,B; (ou dans le cas d’un fait, A), A sera appelé la téte
de la clause et By,..., B le corps de la clause.

Un programme logique défini est un ensemble fini de clauses définies. D’un point de vue
sémantique, cet ensemble est interprété comme la conjonction des clauses y apparaissant.

Exemple 1 : Soit P, le programme logique
p(a,a) p(f(z),y) < p(=z,2),q9(y)

p(b,c) r(z) < q(z)
q(a) r(z) < p(f(z),y)
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Nous avons précédemment parlé de la notion de valuation définie pour un ensemble de va-
riables sur un domaine d’algebre. Lorsque le domaine de définition de cette valuation est fini et
que l'algébre considérée est Ty x ou Ty, plutét que de valuation, on parle alors respectivement
de substitution et de substitution close.

Si o= [z1 = t1,... ,Zm — ty] est une substitution, alors o(t) est le terme égal a Lt_];z'x.
Plus simplement, chaque occurrence de z; dans ¢ a été remplacée par le terme o(z;). o(t) est
appelée instance de t et instance close de t si o(t) un terme clos.

Cette notion de substitution est étendue aux atomes et aux clauses : soit A un atome
égal a p(t1,...,t,), alors o(A) désigne l'atome (ou de maniére équivalente, le Ty y-atome)
p(o(t1),... ,0(ty)). Soit ¢ une clause de la forme V(A; V...V A V =B; ...V -B;) et o, une
substitution, 'instance de la clause ¢ par o, notée o(c), est égale a V(o(A;) V...V a(4x) vV
-0(B1) ...V —o(Bj)). Dans le cas ou cette formule n’a plus de variable, on dit alors que o(c)
est une instance close et on notera INST+t_(P), I’ensemble des instances closes des clauses du
programme P.

On peut noter que, d’un point de vue logique, on a toujours pour toute clause c et toute
substitution o, ¢ |= o(c).

Lorsqu’on considére 1’algébre de Herbrand ou l'algébre termale, l'instance d’un atome ou
d’une clause reste de par la nature particuliére de ces deux algébres des « objets syntaxiques».
Il n’en va pas de méme lorsqu’on considére des algébres quelconques. Nous avons déja mentionné
le fait que qu’un modéle dans une structure R construit au dessus d’une algébre A pouvait étre
vu comme un ensemble de A-atomes de la forme p(df, ... ,d4) ot p est un symbole de prédicat
d’arité m.

Ainsi, si on considére un atome p(t1, ... ,tm) de Az p x), une algebre A et une valuation va
pour l'algébre A définie sur les variables de p(ti,... ,tn), alors le A-atome p( LtljﬁA, e [tm) ﬁA)
est appelé A-instance de p(ty,... ,tn) (pour la valuation va). Ce concept est étendu aux clauses
en disant que HA « BlA, . ..BlA est une A-instance d’une clause H < Bi,..., B, si pour une
meéme valuation va (définie sur les variables du premier ordre de la clause), H A est une A-
instance de H et pour tout ¢, BlA est une A-instance de B;. On notera INSTa(P), I’ensemble des
A-instances des clauses du programme P.

1.4.2 Sémantiques

Nous nous intéresserons dans ce travail principalement a la sémantique de Herbrand d'un
programme logique, comme dans [45]. Cependant, suivant exemple de [23], nous soulignerons
que les résultats s’appliquent & un cadre plus général.

Considérer principalement les sémantiques de Herbrand n’est pas vraiment une restriction
du point de vue de la logique si l'on se référe au théoréme de Herbrand, qui établit que :

Théoréme 3 Soit S un ensemble de clauses; S admet un modéle si et seulement si il admet un
modele de Herbrand, soit de maniére équivalente : S est inconsistante si et seulement si S n’a
pas de modéle de Herbrand.

Comme nous l’avons déja mentionné lorsque 1'algebre A est fixée, alors une structure (basée
sur cette algébre) peut étre vue comme un ensemble de A-atomes. Ainsi pour l'algébre des
termes clos (i.e. 'algébre de Herbrand), une structure sera vue comme un ensemble d’atomes
clos I (I C A p)-
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Sémantique des modéles

Un programme logique étant avant tout une formule logique, il est évident que la logique,
et plus précisément la notion de modéles, nous offre le premier cadre pour définir la sémantique
d’un tel programme.

Un modéle de Herbrand d’un programme logique défini P est un ensemble d’atomes clos
M tel que M = P. Soit MpT,, I'ensemble des modéles de Herbrand d’un programme P. Cet
ensemble est naturellement ordonné par la relation d’inclusion. De plus, I’ensemble des modéles
de Herbrand est clos par intersection : soit Mp, un ensemble de modéles de Herbrand d’un
programme logique P. On définit NMp comme ’ensemble des atomes clos vérifiant A € NMp
si et seulement si pour tout M € Mp, A € M. On a alors le fait que NMp est un modeéle de
Herbrand de P. Ainsi, pour tout programme logique défini P, il existe un plus petit modéle au
sens de l'inclusion®. Ce plus petit modéle est noté DEN7.(P) et est égal a NMpT,. Ceci peut
se résumer par le fait que (MpT,C,N, DENT.(P)) est un semi-treillis inférieur complet.

Si on considére le programme P; donné dans ’exemple 1, son plus petit modeéle de Herbrand
est {p(a,a), p(b,c), p(f(a),a), a(a), r(a)}.

Ce plus petit modeéle est lié 4 la notion de conséquence logique pour les atomes clos par :

Théoréme 4 [45] Soit A € Ay p), A € DENT(P) ssi P |= A, i.e. DENt_(P) est donc égal &
I’ensemble des conséquences logiques atomiques closes du programme P.

Ce résultat s’étend en particulier pour une algébre quelconque A (en particulier pour l'algébre
termale). Un modele Ma d’un programme logique P pour une algébre fixée A est un ensemble
de A-atomes, que 'on peut confondre avec une unique structure Ry, (définie sur ’algébre A)
tel que pour toute clause® ¢ du programme P, on a Ry, E c. On en déduit que I'ensemble des
A-modeéles d’un programme logique est un ensemble « clos par intersection» et donc, qu’il existe
un plus petit A-modéle, noté DENA(P).

D’autres sémantiques des programmes logiques peuvent étre rencontrées dans la littérature.
Nous allons briévement en donner trois autres ici, & savoir la sémantique des preuves, la séman-
tique des points fixes et la sémantique opérationnelle.

Sémantique des preuves

Cette seconde sémantique se base sur la notion de preuves et plus précisément sur la notion
d’arbres de preuve.

Un arbre de preuve pt est un arbre fini étiqueté sur 'ensemble des atomes clos (i.e. un élément
de 'H‘RA(E’,,)) vérifiant : pour toute position d, si H est I’atome étiquetant cette position dans pt
et di,...,dy les fils de d et B1,... , By, les atomes étiquetant ceux-ci, alors H < B1,... ,B,
est une instance close d’une clause de P 0. Sj la racine de pt est étiquetée par A, on dit alors
que pt est un arbre de preuve de A.

Soit PTt,(P), Vensemble des arbres de preuve pour un programme P et RPTr(P), l'en-
semble des atomes étiquetant la racine des arbres de PTT(P).

80n peut remarquer que la base de Herbrand est toujours modéle d’un programme logique défini et que par
conséquent c’est le plus grand modéle de Herbrand de tout programme logique défini.

9Nous rappelons qu’une clause, étant universellement quantifiée, ne comporte pas de variable libre du premier
ordre.

0Ceci implique notamment que les feuilles d’un arbre de preuve sont étiquetées par des instances closes de
faits.
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r(a) r(a)
/p(f (a,a)) q(a)
p(a,a) q(a)

Fi1G. 1.1: Exemple d’arbres de preuves pour 7(a) et le programme P,

L’équivalence des sémantiques des modéles et des preuves est donnée par :
Théoréme 5 [23] RPTt,(P) = DENt,(P)

En revenant au programme P; de l’exemple 1, la figure 1.1 présente deux arbres de preuve
différents pour l'atome r(a).

Ce résultat peut se formuler pour une algébre quelconque A de la maniére suivante : Un
arbre de preuve pour un programme P et une algébre A est un arbre fini dont les nceuds sont
étiquetés par des A-atomes et tel qu’a toute position d, si celle-ci est étiquetée par un A-atome
H” et siles fils dy, ... ,d,, de cette position sont étiquetés par des A-atomes B2,... ,Bf,\l, alors
HA < B},... ,B) est une A-instance d’une clause de P.

L’ensemble des racines d’arbres de preuves pour un programme P et une algébre A est
exactement DENA(P), le plus petit A-modeéle du programme P.

Nous donnons maintenant une autre sémantique des programmes logiques en terme de points
fixes.

Sémantique des points fixes

Soit INSTt(P), 'ensemble des instances closes des clauses d’un programme logique défini
P. On peut remarquer que (p(Ax 7)), S,U,N, D, Az p)) est un treillis complet.

Définition 7 Soit TpT,, 'opérateur de conséquence logique immédiate (sur l'univers de Her-
brand) défini de p(A(s p)) vers p(A(x p)) comme suit :

By,...,Bel

TpTy est un opérateur monotone et continu sur (A py, S,U,N, &, As p)). Il admet donc
un plus petit point fixe PPPpr,-rE et par le théoréme de Tarski, ce point fixe est égala Tp1; T w.

Tpr.(I) = {H

H <« B;,... ,B € INSTTE(P) }

L’équivalence entre la sémantique des modéles et la sémantique des points fixes a été établie
et se formule par :

Théoréme 6 (75| pppfr,; = DENt.(P)
On rappelle que PPPpr,TE = Tp1. Tw = Upen Tp1: T 1. En fait, il existe une propriété

plus forte des modéles de Herbrand d’un programme logique défini qui s’énonce comme suit :
Soit M, un ensemble d’atomes clos,
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Théoréme 7 M est un modéle de Herbrand de P ssi M est un post-point fixe de Tp 1, (M),
ie. Tp’TE(M) g M.

Exemple 2 : Pour le programme Py de Uezemple 1, on a Tpy, T 1 = {p(a,a), p(b,c), q(a)}.
L’unique instance close des clauses du programme dont les atomes du corps appartiennent a
TP,T): T 1 est p(f(a)7a') <~ p(aaa)7q(a); et dOTlC,

Tprs(TpTe T1) = Tp1s T2 = {{p(a,a), p(b,c), q(a), p(f(a),a)}

De plus, Tp1s(Tp1s 12) = Tp1: T2, donc le plus petit modéle de Herbrand du programme est
{{p(a,a), p(b,c), g(a), p(f(a),a), r(a)}.

Comme il a été fait pour les autres sémantiques, ceci peut étre étendu pour une algébre A
quelconque, en définissant I'opérateur Tp A, défini sur I’ensemble de tous les A-atomes par :

H < B,,...,B; € INSTA(P
TP,A(I)Z{H 1 ) A( ) }

By,...,Bel

Cet opérateur monotone et continue vérifie que pppfr, , = Tpa T w = DENA(P).

Nous allons terminer cette section en présentant une sémantique opérationnelle des pro-
grammes logiques définis, la SLD-résolution.

Sémantique opérationnelle

Une des sémantiques opérationnelles de la programmation logique est la SLD-résolution qui
est basée sur le principe de résolution défini par Robinson dans [60].

Avant de décrire cette sémantique, nous allons introduire quelques définitions.

On appelle substitution de renommage, une application définie d’un sous-ensemble fini de
X (Pensemble des variables du premier ordre) vers X telle que cette application soit injective.
On appelle variante d’'une clause ¢, une instance o(c) de c telle que o soit une substitution de
renommage.

Soient A;, A, deux atomes de Axp x) On dit que A; et As sont unifiables s’il existe
une substitution o idempotente!! telle que o(4;) = o(A>). Dans ce cas, on dit que o est un
unificateur de A; et A2. On dit que o est l'unificateur le plus général (ou mgu) de A; et Ay
si et seulement si pour tout unificateur ¢’ de A; et As, il existe une substitution o” telle que
oc=c0¢o0".

La SLD-résolution est décrite par une relation bgz p définie sur I'ensemble des buts en fonction
d’un programme logique défini P et d’une régle de sélection S'2 par :

Définition 8 Soient G =<« Ay,..., A, et G’ deux buts. On notera G tgrp G’ st :

— la régle de sélection S sélectionne ’atome A;,

— G est le mgu de A; et de H, ot H < B,,...,B; est une variante d’une clause ¢ de P ne
partageant pas de variables avec G,

~ G =< 0(A1),... ,0(Ai_1),0(B1), ... ,0(B),0(Ais1), ... ,0(Am).

On dit dans ce cas que G’ est la résolvante de G et ¢ par 6.

" Une substitution o est dite idempotente si 0 0 0 = o.
12Cette régle de sélection S peut étre définie comme une fonction de I'ensemble des buts vers les atomes et pour
but donné < A;,..., A, retourne 'un des A;
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L’itération de cette relation permet de définir la notion de SLD-dérivation :

Définition 9

On appelle SLD-dérivation une séquence finie Go, G1,... , G, de résolvantes avec pour mgu
la séquence 8y,... ,6, (i.e. pour toute ¢, G; Fsrp Gi+1 avec pour mgu 6;).

On dit qu'une SLD-dérivation est une SLD-dérivation succés si G, = O.

On dit qu'une SLD-dérivation est une SLD-dérivation échec si G, # O et il n’existe pas de
G’ tel que G, Fsp G'.

Une SLD-dérivation succés ayant pour un but Gg est appelée une réfutation de Gy et la
substitution 6; o ... o 8, restreinte aux variables de Gg est appelée substitution réponse pour le
but Gg. Ceci vient du fait que si on note o cette restriction, alors P Uo(Gp) est inconsistant.

La OLD-résolution est une instance de la SLD-résolution pour laquelle la régle de sélection
est « choisir 'atome le plus & gauche», i.e. pour tout but <« A,,..., A, Patome choisi est A;.

On peut noter que pour une étape de résolution le choix de la clause est indéterminé (cor-
respondant & Fszp), plusieurs (variantes de) clauses pouvant convenir (c-a-d dont la téte peut
s’unifier avec I’atome choisi). Pour modéliser ceci, on utilise la notion de SLD-arbre.

Définition 10 Un SLD-arbre pour un but Gg est un arbre fini dont les nceuds sont étiquetés
par des buts, la racine étant étiquetée par Gg. Cet arbre vérifie de plus que pour toute position
d, si d est étiqueté par un but G et si {ci,... ,¢} est exactement ’ensemble des clauses de P
pouvant produire une résolvante sur ce but, alors le nceud d posséde [ fils, chacun d’entre eux
étant étiqueté par un G; correspondant & la résolvante de G et (d’une variante) de ¢; par la
substitution 6; 3.

On peut noter que, par définition, une branche d’'un SLD-arbre, est une SLD-dérivation;
Ainsi, on appelle branche succés (resp. branche échec) une branche d’un SLD-arbre si elle corres-
pond & une SLD-dérivation succés (resp. & une SLD-dérivation échec).

La correction de cette sémantique opérationnelle vis-3-vis de la sémantique des modéles de
Herbrand peut étre énoncée comme suit :

Théoréme 8 Soit A un atome clos tel que A € DENy(P). Pour le programme P, il existe une
SLD-dérivation succés pour le but <= A, ou de maniére équivalente il existe un SLD-arbre de
racine < A ayant une branche succeés.

La notion de succés pour un atome clos ameéne & définir la notion d’échec.

Définition 11 On dit qu’'un atome clos A est un échec fini pour le programme P s'il existe un
SLD-arbre de racine <= A tel que toutes les branches de cet arbre sont des branches échecs.

Cette notion opérationnelle d’échec fini est liée & I'opérateur de conséquence logique immé-
diate Tp T, par le théoréme suivant :

Théoréme 9 Un atome clos A est un échec fini pour le programme P si et seulement si 4 &
Tpry lw.

Nous rappelons que Tp 1y | w n’est en général pas un point fixe de 'opérateur TpT, comme
cela est montré dans 'exemple 3

30n peut remarquer que ceci sous-entend un ordre sur les clauses du programme. Mais on peut de maniére
équivalente supposer que cette arbre est défini modulo une permutation des {ci1,...,c}.
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Exemple 3 : Soit P» le programme logique défini,

p(f(z)) < p(z)
g(a) < p(z)

on a

Tp,1: 1 0= A(EZ,’P)
Tp, 15 4 1 = {q(a),p(f(a)),p(f(f(a))),,p(f(f(f(a)))),---}
Tp,7: 4 2 ={q(a),p(f(f(a))),,p(f(f(f(a)))),---}

Tp, 1y  w=1{q(a)}
Tp,15 4 (w+1) = pgpfry, +, =@

On peut remarquer que pour tout atome clos de la forme p(f™(a)) (f™ désignant la composition
de n fois le symbole f) avec n > 0, le but <= p(f™(a)) est un échec fini puisque le seul SLD-arbre
constructible a pour feuille <= p(a) (qui m’est pas la clause vide) ; il en va de méme pour les
atomes de la forme q(f™(a)) avec m > 1, car dans ce cas le SLD-arbre se résume & une racine
< q(f™(a)).

Pour l’atome q(a), pour toute toute SLD-dérivation constructible Gy, G1,... ,Gy, on peut
trouver un atome Gny1 (unique @ un renommage de variables prés) tel que Gp, Fspp Gns1 et
Go,G1, ... ,Gn,Gps1 n'est ni une SLD-dérivation succés, ni SLD-dérivation échec.



Chapitre 2

Contraintes ensemblistes : un état de
I’art

2.1 Définition

Nous allons tout d’abord présenter la base « sémantique» des contraintes ensemblistes que
sont les algébres d’ensembles d’arbres. Nous présenterons ensuite la syntaxe de ces contraintes
et enfin, leur sémantique.

2.1.1 Algébres d’ensembles d’arbres

Les définitions suivantes sont extraites de [54]. Nous rappelons que ¥ est une signature
fonctionnelle, c’est-a-dire un ensemble fini de symboles de fonctions muni d’une fonction d’arité
p.

Soient p(TRY) et p(TRy) respectivement l’ensemble des ensembles d’arbres et 1'ensemble
des ensembles d’arbres finis. A chaque constante a de X, on associe le singleton {a}. A chaque
symbole f d’arité m supérieure ou égale a 1, on associe une fonction fF1'E totale de (p(TRL))™
dans p(TrRE) définie par : pour tout Ey, ..., Ey € p(TRS),

fPTrué(El,"' 7Em) ={f(7-17"' 7Tm)l71 eEl?"‘ ,TmEEm}lél

On considérera fP7=| la restriction de fP7't a ’ensemble p(TRy).
Les T-algebres (p(TrL), {fF "2} ses) et (p(Try), {f PTrsy fex) sont appelées respectivement
Y-algebre d’ensembles d’arbres, notée PTrg et X-algébre d’ensembles d’arbres finis, notée PTryz.

2.1.2 Contraintes ensemblistes

Les contraintes ensemblistes sont apparues (du moins sous ce nom) pour la premiére fois dans
[39]. Elles y sont mentionnées en fait plus précisément comme « Herbrand Set Constraints»!®.
Une contrainte ensembliste (basique) est une formule atomique (du premier ordre) interprétée &
laide d’une sémantique (en l'occurrence, une structure) fixée. Cette structure est basée sur une

YLa notation f(71,...,7m) est un abus et est mise pour f =(r1,...,7Tm), f "2 étant la fonction associée au
symbole f dans l'algébre des arbres Tri.
135En francais « Contraintes Ensemblistes de Herbrand ».

27
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Sexp = X | f(Sexp,...,Sexp)|Sexp U Sexp| Sexp N Sexp|CSexp | fi *(Sexp) | T | L

9 = Sexp C Sexp| Sexp Z Sexp | Sexp = Sexp

avec X €V, feXet fl-"1 eX_.

F1G. 2.1: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes

algébre d’ensembles d’arbres finis (d’ou le terme « Herbrand ») étendue pour prendre en compte
des opérations et des relations ensemblistes.

Nous rappelons dans cette section, les définitions tant syntaxique que sémantique se trouvant
dans [39], et reprises dans la plupart des travaux postérieurs.

Considérons ¥, une signature fonctionnelle et V, un ensemble de variables dites ensemblistes.
Soient ¥p, £_1, &, trois signatures fonctionnelles avec £p = {U,N,(}, dont les symboles de
fonctions sont binaires pour les deux premiers et unaire pour le dernier, et appelés union, inter-
section et complémentaire. ¥_ est ’ensemble des symboles de fonctions unaires fi_1 pour f € ¥
et 1 <1 < p(f), appelés symboles de projections. Finalement, £, ne contient que deux symboles
nullaires T et L. Nous scinderons I’ensemble ¥p en deux parties £y = {U,N} et Xp_ = {L}.
Considérons également, les symboles de prédicats binaires C, Z et =, appelés respectivement
inclusion, non-inclusion et égalité.

Une ezpression ensembliste Sexp est un terme construit sur &, Xp, X,, 21 et V, i.e. un
élément de TERM(ZUXpUX, UX_1, V). Par commodité, les symboles U et N seront utilisés en
écriture infixée ; par exemple, au lieu de U(f(X,Y), f(a, Z)), nous écrirons f(X,Y) U f(a, Z).

Une contrainte ensembliste 1 est un atome Sexp; C Sexps, Sexp; € Sexpy ou Sexp; = Sexpo,
ou Sexp; et Sexpo sont des expressions ensemblistes.

Une définition sous forme de syntaxe abstraite des expressions et contraintes ensemblistes est
donnée figure 2.1.

La sémantique des expressions ensemblistes est basée sur la 3-algébre d’ensembles des arbres
finis (construits sur ) PTry, étendue en une algébre, de méme support (i.e. p(TRy)) notée SC,
fixant une sémantique pour les symboles de fonctions de ¥p, ¥_; et ¥, comme suit : Soient
Ey, B3 € p(Try),

15¢ =5 EiUSCEy, =E\UE,
TSC gy E.N*C Ey=ENE,
CSCE1 =Try \ E} (fi—l)SC(El) = {Ti | f(Tlv T aTm) € El}

Une interprétation ensembliste I est une valuation de V dans p(TRg). Afin d’alléger les
notations, pour une expression ensembliste Sexp, nous écrirons Z(Sexp) au lieu de | Sexp|3¢ en
supposant que Vinterprétation Z a été étendue a 'ensemble des expressions ensemblistes selon la
sémantique définie par SC.

La structure SCc est la structure basée sur l'algébre SC et associe aux symboles C, Z et
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=, les relations C5¢c, g5Cc et =5Cc, désignant respectivement l’inclusion, la non-inclusion et
l'égalité dans p(TRy). Lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité possible, nous écrirons simplement
C, Z et = au lieu de C3Cc, ¢5Cc et =5Cc,

Une contrainte ensembliste 1 est dite satisfiable s’il existe une interprétation ensembliste Z
telle que (SCc,T) = ¥, c’est-a-dire si 9 est de la forme Sexp; C Sexps (resp. Sexp; € Sexpo,
Sexpi = Sexpz), alors Z(Sexp1) C Z(Sexps) (resp. Z(Sexp1) € Z(Sexpe), Z(Sexp1) = Z(Sexpo)).
On dira alors que Z est une solution de la contrainte 1. On notera SOL(v), I'ensemble des
solutions d’une contrainte 1.

On peut définir sur I’ensemble des interprétations ensemblistes (définies sur un méme en-
semble V de variables) une relation d’ordre trés naturelle. Cette relation, notée C, est définie pour
deux interprétations Z, ' par Z C 7' si pour toute variable X de V, Z(X) est un sous-ensemble
de Z'(X). Sur ce méme ensemble, muni de cette ordre C, les opérateurs de borne supérieure L
et borne inférieure M correspondent & ’intersection et & l'union, i.e. pour un ensemble S d’in-
terprétations ensemblistes définies pour un ensemble V, NS et LIS vérifient respectivement pour
tout X € V, NS(X)= NzesZ(X) et US(X)= Uzes Z(X). Ainsi, si Inty désigne 1’ensemble des
interprétations ensemblistes (définies sur un ensemble de variables V), 7, est I'interprétation en-
sembliste associant & chaque variable de V, 'ensemble vide et Zt est I'interprétation associant &
chaque variable I’ensemble de tous les arbres, alors (Inty,M,U,Z ,Z7) forme un treillis complet.

Exemple 4 : Voici deur exemples de contraintes ensemblistes :
$1=aC f(X,Y) %o =N COUSs(N)

Il est bien évident que la contrainte iy est insatisfiable : le singleton {a} ne peut étre inclus
dans un ensemble dont tous les termes ont f pour symbole de téte. La contrainte 1o posséde
plusieurs solutions (en fait, une infinité) : ainsi, linterprétation associant ¢ la variable N, ’en-
semble vide (@) est une solution (puisque le vide est inclus dans tous les ensembles). On peut
également noter que cette solution est nécessairement la plus petite au sens de T. Associer a
N le singleton {0} nous donne une autre solution puisque {0} est bien inclus dans {0,s(0)}.
Enfin, st Z(N) est égal & l’ensemble des termes clos construits uniquement a l’aide de s et 0,
ie. {0,5(0),5(s(0)), s(s(s(0))),-.. }, alors T est aussi une solution. De plus, cette solution est la
plus grande au sens de C.

Les contraintes ensemblistes étant définies comme des atomes de la logique du premier ordre,
on peut alors considérer, comme langage de domaine de contraintes, I’ensembles des formules du
premier ordre écrites avec ces atomes.

2.2 Théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes

Considérons les formules du premier ordre construites & l'aide des contraintes ensemblistes
basiques,

Définition 12 La théorie (du premier ordre) des contraintes ensemblistes est syntaxiquement
définie comme l’ensemble des formules du premier ordre dont les atomes sont les contraintes
ensemblistes basiques. Cette théorie est notée Lgc. La sémantique de cette théorie est fixée par
SCc.

Nous allons voir dans cette section que le probléme de la validité d’une formule dans la théorie
du premier ordre des contraintes ensemblistes est indécidable. Prouver ceci est en fait trés simple,
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puisque qu’on peut encoder la théorie monadique du second ordre de l’arbre (fini) dans la théorie
du premier ordre des contraintes ensemblistes.

La théorie monadique du second ordre de l’arbre (fini) est syntaxiquement définie par les
formules de IL%E’V’ ¥) et sémantiquement interprétée sur une structure {(Ts,Z), Z associant a
chaque variable libre du second ordre (i.e. appartenant & V) un sous-ensemble de TERM(Z).
Nous rappelons que la syntaxe des formules de H‘%Z,v, x) est la suivante :

pu=teX|pAploVolp=o|l-p|Ize|Vzp|IXp|VXp

ou z et X sont des variables respectivement du premier et du second ordre et ¢ est un terme de
TERM(Z, X).

L’idée principale de 'encodage de cette théorie dans la théorie du premier ordre des contraintes
ensemblistes basiques est d’identifier un terme clos ¢ avec le singleton {t} et de remplacer le pré-
dicat d’appartenance € par une inclusion C.

Si ’on se donne une formule monadique du second ordre ¢, on peut construire récursivement
sur la structure de cette formule, une formule wgc de Lgc dont les variables ensemblistes sont
les variables du premier et du second ordre de ¢. Cette construction est donnée par :

(t CX si p=teX
¢5c NP si p=p' Ny’
wsc V V3¢ si o=@V
wsc =1 3X ¢se si o =3X¢
VX oo si o =VX¢
Iz (Singleton(z) A ¢s¢) si ¢ = 3z¢’
\Vz (Singleton(z) = ¢so)  si @ =V

Singleton(z) étant une formule qui est vraie pour une valuation ensembliste Z ssi Z(z) est un
singleton. Cette formule peut donc s’écrire comme

Singleton(z) = ~(z CaANz CO)AVYy(~(y CaAyCOAyCz)=>y=1x)

Les expression de la forme —(z C a A z C b) assurant simplement que la valeur de la variable z
n’est pas ’ensemble vide.

Pour une formule monadique du second ordre ¢ et la formule de la théorie du premier ordre
de la théorie des contraintes ensemblistes wgc construite & partir de ¢ selon le mécanisme pré-
cédemment décrit, considérons la formule @ suivante :

o= /\ (Singleton(x) = @sc)
z€Vary (o)

Il est évident de voir que la formule ¢ est valide pour l'algébre Ty si et seulement si ®
est valide dans SCc. Or, il est connu que le probléme de validité d’une formule dans la théorie
monadique du second ordre de l'arbre est indécidable [68]. On en déduit donc 'indécidabilité de
la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes.

On peut noter que le résultat précédent amenait & écrire une formule dont les contraintes
ne comportaient aucun opérateur ensembliste. Un résultat d’indécidabilité plus précis pour cette
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théorie a été donné [65] : ce résultat concerne le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des
contraintes ensemblistes, ol les contraintes ne contiennent que l'opérateur ensembliste d’union
U.

Nous allons donner ici une nouvelle preuve qui démontre que cette indécidabilité est toujours
présente (pour un fragment équivalent) méme si 'on ne considére que des contraintes ne com-
portant aucun opérateur ensembliste. De telles contraintes sont appelées dans [39] contraintes
ensemblistes atomiques.

Cette preuve d’indécidabilité se fait par réduction du probléme de correspondance de Post
(PCP) vers celui de la validité d’une formule dans la théorie des contraintes ensemblistes ato-
miques. Nous rappelons que le probléme de correspondance de Post s'énonce comme suit :

PROBLEME DE CORRESPONDANCE DE POST
Données : Soient A, un alphabet (fini) et U = {u1,... ,um}, V = {v1,.-. ;vn}, deux
ensembles de mots (ne contenant pas le mot vide €) construits sur A.
Question : Existe-t-il une suite d’indices [, ... ,p] telle que :

Uiy = oo " Uf, = Vg - -0 Yy

n n

Théoréme 10 [57] Le Probléme de Correspondance de Post est indécidable.

Pour une instance de ce probléme, nous allons construire une formule @pcp de Lgo valide
sur SCc si et seulement si I'instance correspondante du probléme de Post a une solution.

Comme il est de coutume, a chaque lettre de l'alphabet A, on fait correspondre dans ¥ un
symbole a d’arité 1 et on suppose présent dans 3 une constante € servant de « marqueur de fin»
de mot. Ainsi, le mot abac est codé par le terme a(b(a{c(€)))). Nous confondrons désormais les
termes clos construits avec les symboles unaires de ¥ (correspondant aux symboles de A) et la
constante € avec les mots de A*.

On suppose également que ¥ contient un symbole de fonction binaire bost. Tous ces symboles
définissent complétement .

Considérons tout d’abord la formule monadique du premier ordre ¢ universellement quantifiée
de L(s x,{1}), I-6. construite sur ¥ et X et ne comportant qu’une variable du second ordre I :

v N\ (post(ui(e),vi(e)) € I A (post(zs,y:) € I = post(ui(z:), vi(y:)) € I))
1<i<m

Les expressions u;(€) et u;(x;) ne sont que des abréviations : par exemple, si u; est le mot
abac, alors les deux termes correspondants sont a(b(a(c(e)))) et a(b(a(c(z;))))-

On peut remarquer que cette formule ¢ est en fait une conjonction de clauses définies écrites
sous une forme monadique. Ainsi, cette formule peut étre vue comme un programme logique,
possédant un plus petit modeéle de Herbrand DENT, () (voir section 1.4.2.0).

Proposition 2 Il existe un terme clos 7 tel que ¢ = post(r,7) € I (ou de maniére équivalente
post(t, T) appartient & DENT_(y), le plus petit modeéle de Herbrand de ¢) si et seulement si le
mot représenté par le terme 7 est solution de I'instance (PCP) correspondante.

Preuve :
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Montrons tout d’abord que le plus petit modéle de Herbrand de ¢ pour la variable de second
ordre I est égal a I'ensemble des termes clos de la forme post(7y, T,), ot 7y, T, sont construits
par concaténation respectivement sur U et V & I'aide de la méme suite d’indices.

En définissant S, comme l’ensemble des termes clos de la forme post(t,,T,), ou Ty, T, sont
construits par concaténation respectivement sur U et V' 4 I'aide de la méme suite d’indices de
longueur égale & n, la précédente phrase peut étre reformulée comme :

US": UT@:TET’”

neN neN

Commencons par montrer par induction surn queVn >0, S, C Ty, 1. Tn :

— pour n = 1 : si post(ry, T,) appartient & Sy, alors il existe u;, v; deux mots de respecti-
vement U et V tel que post(ry,T,) = post(u;(€),v;(€)). Du fait de ¢, post(u;(¢), vi(€)) €
T, T1

— pour n > 1 : si post(r,,T,) appartient & Sy, alors il existe u;, v; deux mots de res-
pectivement U et V et deux mots 1), 7, tels que post(r,,T,) € Sp—1 et post(ry,Ty) =
post(ui(7,),vi(ry)). Par hypothése d’induction, post(t},7,) € T,1y 1 (n —1). Or par
I’instance de la i™¢ reégle, post(t.,1!) = post(u;(.),vi(})), on a :

pOSt(TuvTv) = pOSt(Ui(Tzlt)an(T{;)) €T 7T>:(T§0,T): t(n-1))= T(,D,Tz tn

Puisque So = Ty 1, 10 = &,

USwi=US< |J Tyratn=JTprstn

neN n€N+ n€N+ neN

Montrons maintenant que pour tout n > 0, Ty 75 T 1 C U;<;<, Si- Par induction sur n,

- pourn=1:T, 1, 11 est 'ensemble des faits du programme ¢, qui correspondent exac-
tement aux termes clos post(t,, Ty), o Ty, T, Sont construits par concaténation respective-
ment sur U et V a l'aide de la méme suite d’indices de longueur 1. Donc, T, 1, T1 C S1.

- pour n > 1 : si post(ty, T,) appartient & Ty, 15, T n, alors il existe une instance de clause
de ¢ telle que la téte de celle-ci est de la forme post(ty,Ty) € I et que les termes clos du
corps appartiennent a T, 1y T (n — 1). Selon le type de la clause :

~ Si la clause est un fait, alors du fait du cas de base, post(7y,Ty) € S1 C U <i<n Si-

- Si la clause est une régle post(,,, 7,) € I = post(u;(7,,),vi(7))) € I avec post(7y, Ty) =
post(u;(7,),vi(7))). Par hypothese de récurrence, le terme clos post(r,,, 7,) appartient
a Ui<ic(n-1) Si» 1. que T, et 7, sont deux mots construits par concaténation res-
pectivement sur U et V 4 'aide de la méme suite d’indices de longueur inférieure ou

égale a n — 1. Donc, post(Ty, Ty) € Ui <i<cpn Si-

UTerstrclU U Si=U 5

neN neN1<i<n neN

On en conclut que :

On peut déduire de cette double inclusion que si post(t,7) appartient & DENy_(yp), alors T
peut étre construit a la fois sur U et sur V & laide de la méme suite d’indices et donc par
définition, est solution de I’instance considérée du probléme de Post.
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Considérons maintenant la formule pgsc (dont toutes les variables, & 'exception de I, sont
universellement quantifiées) de Lgc suivante :

Vor( /\ post(ui(e),vi(e)) CI A J\ post(X;,Y;) C I = post(ui(X;),vs(Y;)) € I)
1<:<m 1<i<m

Soit Z, une application de {I} vers p(TERM(X)). Cette application est par définition une
interprétation ensembliste pour la variable ensembliste 1. Mais nous avons vu qu'une telle appli-
cation peut aussi étre considérée comme définissant la sémantique de la variable du second ordre
I dans une structure construite au dessus de l’algébre de Herbrand.

On a alors que tout modéle de Herbrand de la formule ¢ est solution de la formule de la
théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes atomiques psc, c-a-d

Proposition 3 (Tg,Z)) = ¢ ssi (SCc,Z) = wsc
Preuve :

Montrons tout d’abord que {(Tx,Z)) = ¢ implique (SCc,T) = @sc : soit M = Z(I), un modéle
de Herbrand de . La formule ¢ étant vue comme un programme logique, on a DENt_ () € M.
Montrons que M est une solution de @wgc, selon la forme des clauses de o, i.e. chacun des
éléments de la conjonction composant o,

— Chacun des faits post(u;(€),v;(€)) appartient & T, 1., 11 = T, 1,(). Or puisque T, 14
est monotone, on a T, 1,(@) C T, 1-(M) et comme M est un modéle de Herbrand de
Q, T%TE (@) C M.

- pour les clauses de la forme VX;,Y; post(X;,Y;) C I = post{u;(X;),v;(Y;)) € I : pour
toute interprétation (ensembliste) I’ telle que T'(I) = M, si post(Z'(X;),Z'(Y;)) € M
alors T, T, étant monotone, on a

TP«:yTs (pOSt(II(Xi),I’(Yi))) - TP¢,T2 (M)

Or M étant un modéle de Herbrand du programme, T, v, (M) C M, il est donc suffisant
de montrer que

post(Z'(u;(X;)), I'(vi(Y3))) € Ty 1 (post(Z'(X;), T'(Y)))

Par définition, post(t],ty) € post(Z'(ui(X;)), I (vi(Y;))) si et seulement si t| et t, sont
respectivement de la forme u;(t2) et vi(ty) avec t; € I'(X;) et to € T'(Y;) et donc,
post(t1,t2) € post(Z'(X;),Z'(Y;)). Or du fait de I'instance (close) de la clause considérée
post(ty,t2) C I = post(u;(t1),vi{t2)) C I, on a nécessairement que

post(us(t1), vi(t2)) = post(ty, ta) € Ty, 15 (post(Z'(X:), Z'(¥i)))

Montrons maintenant que (SCc,Z) = psc implique {Tx,Z)) = ¢ : considérons une solution T
de la contrainte pgc associant & la variable ensembliste I un ensemble de termes M. Montrons
que M est un modéle de Herbrand de . Pour cela, il suffit de prouver que T, 1-(M) C M, i.e.
pour toute instance close d’une clause de ¢ de la forme H < B1,... ,Bp, si B1,... ,By, € M,
alors H € M. Selon la forme des clauses,

— pour les faits : de part la formule psc, (SCc,Z) = post(ui(e),vi(e)) € I et donc,
post(u;(€),vi(e)) € M.
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~ pour les régles : soient t1,ty tels que post(t;,t2) € M. Ceci implique que (SCc,Z) k=
post(ty,ta) C I. Or, on a aussi

(SCc,Z) = VXiVY; post(X;,Y;) C I = post(u;(X;),v:(Y;)) C 1

et en particulier pour les singletons {t;},{t2}. On peut en déduire que (SCc,T) k=
post(u;(t1),vi(t2)) C I, et donc post(u;(t1), vi(t2)) € Z(I) = M.

On peut déduire de cela que parmi les solutions pour la structure SCc de la formule ¢sc,
il en existe une plus petite (au sens de l'inclusion), i.e. qui est contenue dans toutes les autres
solutions.

Du fait des propositions 2 et 3, I'instance du Probléme de Post considérée admet une solution
si dans toutes les solutions de wsc et donc en particulier dans la plus petite, on peut trouver
un ensemble non vide S tel que post(S,S) C I. En effet, pour un terme 7 appartenant a S,
post(r,7) C I est alors conséquence logique de wsc pour SCc.

Soit wpcp, la formule de Lge suivante :

VIpsc = [3S-(SCeAS Cui(e)) A post(S,S) C ]

L’expression =(S C e AS C uj(¢)) assure que I'interprétation de la variable ensembliste S est
non vide dans toutes les modéles de wpcp, puisque seul 'ensemble vide peut a la fois étre inclus
dans les singletons {e} et {uj(e)}.

Proposition 4 ppcp est valide sur SCc si et seulement si I'instance correspondante du probléme
de Post a une solution.
Preuve :

Immédiat, par les propositions 2 et 3 et la remarque ci-dessus.

On en déduit donc

Théoréme 11 Le fragment V3* de la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes
atomiques est indécidable.
Preuve :

Par simple mise en forme prénexe de ppcp.
[ |

Notons tout de suite que, lorsque 'on parle de contraintes ne comportant pas de variable
libre, la structure d’interprétation de ces contraintes étant fixée (ici, & SCc), les notions de
validité et de satisfiabilité de formules coincident. Ainsi, en considérant la contraposée de (la
forme prénexée de) la formule ¢pcp, on en déduit que le fragment 3v* de la théorie du premier
ordre des contraintes ensemblistes atomiques est indécidable ; ce résultat améliore donc bien celui
de [65].

Ce résultat montre également la différence existant entre les relations d’inclusion et égalitaire
ensemblistes. En effet, de nombreux travaux ont eu pour but de donner une axiomatisation
compléte de la théorie égalitaire de l’arbre [48,49] qui permet de décider de la validité d’une
formule du premier ordre écrite sur une signature fonctionnelle ¥ (finie ou infinie) et utilisant
comme unique symbole de prédicat 1’égalité =. Ces formules sont interprétées sur 1’algébre des
termes clos Ty, étendue dans la structure ot = est interprété comme l'identité. Comme il est
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noté dans [50], cette axiomatisation reste valide si on considére comme structure d’interprétation
I’algébre des ensembles non-vides de termes clos, étendue en interprétant une nouvelle fois le
prédicat = comme l'identité, prouvant la décidabilité de la théorie égalitaire des ensembles non-
vides d’arbres. On peut remarquer que notre approche permet également de considérer cette
structure des ensembles d’arbres non-vides, et donc comme corollaire de notre résultat, on peut
affirmer que les fragments V3* et 3V* de la théorie de I'inclusion sur les ensembles non-vides
d’arbres sont indécidables.

On peut également noter qu'en utilisant le fait que X C Y =sc. (X NY = X) et X C
Y =sc. (XUY =Y), on peut déduire du résultat présenté dans cette section que le fragment
3v* de la théorie ensembliste égalitaire avec intersection (resp. avec union) est indécidable et ce
pour une interprétation sur les ensembles de termes clos ou sur les ensembles non-vides de termes
clos.

Dans cette section, nous avons montré que le probléme de validité d’une formule de la théo-
rie du premier ordre des contraintes ensemblistes était indécidable. Cependant, il est toujours
possible de se poser cette question (de validité ou de satisfiabilité) dans un cadre plus restreint.

Par exemple, en supposant que la signature fonctionnelle ¥ ne comporte que des symboles
d’arité inférieure ou égale & 1, le probléme de validité ou de satisfiabilité d’une formule de la
théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes peut étre encoder dans le probléme corres-
pondant de la théorie monadique du second ordre o k successeurs démontrée décidable par Rabin
[58].

Une autre possibilité de restriction de cette théorie du premier ordre des contraintes en-
semblistes est d'imposer des conditions syntaxiques sur les formules manipulées. Dans ce cas
également, certains fragments peuvent se révéler décidables.

2.3 Systémes de contraintes ensemblistes

Un systéme de contraintes ensemblistes ¥ est un ensemble de contraintes ensemblistes, sé-
mantiquement interprété comme la conjonction de ces contraintes. Un systéme de contraintes
ensemblistes peut donc étre vu comme une formule de Lgc ne comportant que des conjonctions
(A) et sans quantification. Ainsi, un systéme U est satisfiable s’il existe une valuation Z qui
soit solution de chacune des contraintes ¢ appartenant a ¥. On notera SOL(¥) ’ensemble des
solutions d’un systéme de contraintes ensemblistes .

Comme nous ’avons dit précédemment, les définitions tant syntaxique que sémantique concer-
nant les contraintes ensemblistes sont apparues dans [39]. Cependant, cet article restreignait la
définition d’une contrainte ensembliste en considérant pour symbole de prédicat uniquement
Iinclusion et en limitant la forme des expressions ensemblistes pouvant apparaitre en partie
droite et gauche d’une inclusion. Cette classe de contraintes ensemblistes a été appelée classe
des contraintes définies (DSC). Nous reviendrons plus précisément sur le travail présenté dans
cet article plus avant dans ce chapitre. Citons simplement un résultat important concernant
cette classe : tout systéme de contraintes ensemblistes définies satisfiable admet une plus petite
solution au sens de C.

A la suite de ce travail, de nombreuses équipes ont entrepris de résoudre le probléme de
décidabilité de la satisfiabilité des contraintes ensemblistes pour la classe de contraintes la plus
large possible, c’est-a-dire avec le moins de restrictions possibles sur les symboles de prédicats
utilisés et la forme des expressions ensemblistes, ainsi que de caractériser la complexité de ce
probléme pour ces différentes classes.
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Sexp ::= X | f(Sexp, ... ,Sexp) | Sexp U Sexp| Sexp N Sexp |CSexp| T | L

Ypsc = Sexp C Sexp

avec X € Vet feX.

FI1G. 2.2: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes positives (PSC)

2.3.1 Historique

Notre présentation de ces divers travaux suivra le plus possible ’ordre chronologique, qui
correspond en fait également a la « taille» des classes considérées. Nous n’exhiberons pas en
détail les techniques mises en ceuvre dans ces différents travaux, mais n’en donnerons simplement
qu’un apercu, tout en exposant les principaux résultats.

Contraintes ensemblistes positives

En 1992, Aiken et Wimmers ont introduit une nouvelle classe de contraintes appelée classes
des contraintes positives (PSC) [5]. Cette classe est syntaxiquement définie comme une inclusion
entre deux expressions ensemblistes construites sans symbole de projection, i.e. des termes de
TERM(X UXp U X,,V). La définition de cette classe sous la forme de syntaxe abstraite est
donnée a la figure 2.2.

Bien que cette classe soit disjointe syntaxiquement de la classe de contraintes définies, il
a été montré qu’en fait & tout systéme de contraintes ensemblistes définies, on peut associer
un systéme de contraintes ensemblistes positives!® tel que les deux systémes sont équivalents
sémantiquement i.e. qu’ils possédent les mémes solutions montrant ainsi que I'expressivité (en
terme d’ensemble des solutions) de la classe (PSC) est aussi grande que celle de la classe des
contraintes définies (voir [16]). En réalité, la classe (PSC) est strictement plus expressive que
la classe des contraintes définies puisque contrairement & cette derniére, la satisfiabilité d’un
systéme de contraintes (PSC) n’implique pas I’existence d’une plus petite solution. Ainsi, pour
le systéme 17

XUY =aUbd
XNY =1

il n’existe que deux solutions Z et Z', définies par Z(X) = Z'(Y) = {a} et Z(Y) = Z'(X) = {b}.
Ces deux solutions sont incomparables au sens de C. En ce sens, on peut alors dire que la classe
(PSC) est strictement plus expressive que la classe (DSC).

Le probléme abordé dans [5] est celui de la satisfiabilité d’un systéme de contraintes de la
classe (PSC). L’algorithme proposé applique une série de transformations syntaxiques sur le
systéme, transformant un systéme en un (ou plusieurs ¥ ) autre(s) systéme(s) sémantiquement

'8En fait, une sous-classe stricte des contraintes positives est suffisante (voir section 2.4.2).

171’égalité A = B est mise ici pour les deux inclusions A C Bet B C A.

'8Un systéme peut étre transformé en un ensemble de systémes exprimant une forme de disjonction sur des
hypothéses de vacuité de l'interprétation de certaines variables.



2.3. Systémes de contraintes ensemblistes 37

équivalent(s). Il résulte de cet algorithme, un ensemble de systémes tel que chacun d’eux, soit
contient une contrainte trivialement insatisfiable, soit est dans une forme dite résolue. Un tel
systéme en forme résolue est un ensemble d’équations de la forme

X 1 = S exp1
X 2 = S €XP2
X, = Sexp,

Si chacun de ces systémes contient une contrainte trivialement insatisfiable, alors le systéme initial
était insatisfiable. Dans le cas contraire, pour chacuns des systémes ne contenant pas de telles
contraintes insatisfiables, les variables ensemblistes n’apparaissant pas dans les membres gauches
des équations sont dites libres, dans le sens ot leur interprétation n’est pas fixée par le systéme de
contraintes. Ainsi, une valuation quelconque de ces variables s’étend en une interprétation unique
des variables {Xi,...,X,}, solution du systéme initial. D’un point de vue de la complexité du
probléme de satisfiabilité de la classe (PSC), Aiken et Wimmers ont démontré que le probléme
de satisfiabilité était dans NEXPTIME et EXPTIME-dur (en encodant le probléme d’inclusion
de deux langages réguliers d’arbres exprimés au moyen d’automates d’arbres).

Dans le méme temps, Gilleron, Tommasi et Tison [32] ont étudié le méme probléme pour
cette méme classe de contraintes (PSC). L’algorithme de décision proposé dans [32] est basé sur
la définition d’une nouvelle classe d’automates, les automates d’ensembles d’arbres et de la notion
de calcul s’y rattachant. Nous allons sommairement décrire cette approche. On peut définir une
interprétation ensembliste par une valuation représentant la fonction caractéristique, i.e. par une
valuation associant & chaque arbre fini 7 et chaque variable ensembliste X une valeur de vérité,
vrai si pour cette interprétation 7 est dans X et faux sinon. Considérons maintenant 1’ensemble
des sous-expressions ensemblistes apparaissant dans un systéme de contraintes ensemblistes :
pour le systéme donné en exemple précédemment, {X,Y, X UY, X NY,a,b,aUb}. La valuation
définie précédemment peut étre étendue a cet ensemble de sous-expressions de maniére cohérente
avec les opérateurs ensemblistes (par exemple, si pour la valuation ¢, ¢(X) = ¢(Y') = vrai, alors
on doit avoir (X NY) = vrai). L’autre forme de cohérence a vérifier est la cohérence vis-a-vis des
symboles de fonctions : ceci est réalisé en considérant pour f(F,... , Ey), une (sous-)expression
du systéme, les régles de la forme f(¢p, ..., @) = ¢ telle que o(f(F1,... , Eny))= vrai si et seule-
ment si pour tout ¢, p(E;) = vrai. Cela définit donc un automate, dont les états sont les valuations
booléennes cohérentes avec les opérateurs ensemblistes et dont les régles assurent la cohérence
pour les symboles de fonctions. Un calcul dans un tel automate est une application de ’ensemble
des arbres vers les états de 'automate compatible avec les régles de celui-ci; un calcul représente
donc une fonction caractéristique. On peut alors dire qu’un tel automate reconnait des n-uplets
d’ensembles d’arbres. L'interprétation ne doit bien-str pas étre quelconque puisqu’elle doit satis-
faire la contrainte ensembliste. C’est pourquoi est ajouté a I’automate un ensemble d’ensembles
d’états dits acceptants. Ces ensembles sont des ensembles d’états (de valuations) ¢ vérifiant pour
toute contrainte A C B du systéme p(A) = ¢(B). Un calcul pour lequel I'image de I’ensemble
des arbres finis est un ensemble acceptant, est dit réussi. Les auteurs ont démontré que chaque
calcul réussi définit une solution du systéme de contraintes ensemblistes. Ainsi, le probléme de
satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes positives se raméne au probléme du vide
pour un automate d’ensembles d’arbres, qui est montré décidable et NEXPTIME-complet. Ils ont
également démontré que tout systéme satisfiable possédait des solutions maximale et minimale
réguliéres, c-a-d associant & chaque variable ensembliste un ensemble régulier d’arbres.

Cette méme année, Bachmair, Ganzinger et Waldmarn {7] ont donné une caractérisation
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Vz, -py(z)
Yz, pr(8)
Vz, ppur(z) < pe(z) V pR(T)
Vz, penr(z) © pe(z) ApF(T)
Vz, ppp(r) < —pe(z)
VI1,... Zny Df(Ey,....En)(F(Z1,--. ,Zn)) © PE(Z1) A ... ADE, (Tn)
Y1y vr v8ny “PHEL . B0 - <+ 5 80)) pour tout g de ¥ différent de f

F1G. 2.3: Axiomes sous forme de clauses de Horn codant les opérateurs ensemblistes

logique au probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes positives en dé-
montrant que ce probléme pouvait se ramener a un probléme de satisfiabilité d’'un ensemble de
clauses. L’idée est d’associer a toute sous-expression ensembliste E apparaissant dans un systéeme
de contraintes ensemblistes ¥ un prédicat unaire pg, pour lequel pp est vrai si « x est dans E».
Ainsi, la contrainte E C E’ est simplement encodée comme la clause Vz, pp(z) = pp/(z). s
définissent également un ensemble d’axiomes (sous la forme d’un ensemble de clauses de Horn)
codant la nature ensembliste du probléme. Par exemple, pour une expression ensembliste £ U F'
du systéme ¥, Vz, ppur(z) < pe(z) V pr(z) code le fait que pour une solution, si un terme est
dans (I'interprétation de) E U F, alors il est soit dans F, soit dans F, ou encore pour une ex-
pression f(E,... ,Eny) de ¥, VI1,... ,Tn, 7Pf(E,,... En)(9(Z1,- .- ;Tn)) code le fait qu'un terme
dont le symbole de téte est g ne peut étre dans un ensemble défini par f(E,...,En,). La liste
compléte de ces axiomes est donnée a la figure 2.3.

Exemple 5 : Pour une signature comprenant un symbole f binaire et une constante a, le systéme
U={aCY, f(X,Y) CXUY} sera codé comme suit :
par les clauses représentant les contraintes,

va pa(x) = py(iE)
vz, prx,y)(T) = pxuy ()

par les aziomes,

Pa(a)
Vz,y, pu(f(z,y))
—Prx.y)(a)
Vz,y, pix,v)(f(z,9)) & px(z) Apy(y)
Vz, pxuy (z) © px(z) V py(z)

Utilisant le fait que si un ensemble de clauses posséde un modeéle, alors il posséde un modéle
de Herbrand, il est alors évident que cet ensemble de clauses auquel on ajoute les axiomes
précédemment décrits n’est satisfiable que si le systéme de contraintes ensemblistes correspondant
admet une solution.
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Nombre de symboles ¢ complexité du
d’arité 0 | d’arité 1 | d’arité 2+ | probléme de satisfiabilité
0 0+ 0+ trivial
1+ 0 NP-complet
1+ 1 0 PSPACE-complet
14+ 2+ 0 EXPTIME-complet
1+ 0+ 1+ NEXPTIME-complet

“n+ est mis pour « n ou plus»

F1G. 2.4: Complexité du probléme de satisfiabilité pour la classe (PSC) selon la signature

Ils ont alors remarqué que la forme de ces clauses n’était pas quelconque et que chacune
d’elles était équivalente a la skolémisation d’une formule monadique du premier ordre sans sym-
bole de fonction. Par exemple, Vx,y, pyx,y)(f(z,¥)) © px(z) A py(y) est la skolémisation de
Vz,y3f, prx,y)(f) < px(z) A py(y). Utilisant un résultat de Lowenheim [46] et d’Ackermann
[1], affirmant que le probléme de la satisfiabilité de la théorie monadique du premier ordre sans
symbole de fonction était décidable et NEXPTIME-complet, ils donnérent une nouvelle preuve
de la décidabilité du probléme de satisfiabilité des contraintes positives & 1'aide d’un algorithme
NEXPTIME. De plus, en démontrant que toute instance du probléme de la satisfiabilité des
clauses d’un fragment précis de la théorie monadique du premier ordre sans symbole de fonc-
tion, connu comme NEXPTIME-complet, pouvait étre réduit & la satisfiabilité d’un systéme de
contraintes ensemblistes positifs, ils en déduisirent que le probléme de satisfiabilité d’un systéme
de la classe (PSC) était NEXPTIME-complet. Ce travail comprend de plus deux extensions de
cette classe (PSC), & savoir une autorisation limitée de symboles de projection et de symboles
dits de diagonalisation.

Un troisiéme travail a été mené en paralléle sur cette classe des contraintes (PSC) par Aiken,
Kozen, Vardi et Wimmers [2]. Il s’appuie sur le travail précédent de deux des auteurs [5] sur
cette méme classe, mais propose une approche voisine de [32]. Le systéme de contraintes est
tout d’abord mis dans une forme normale, puis un hypergraphe est construit & partir de celle-
ci. Les auteurs montrent que l'existence d’une solution est conditionnée par l'existence d’un
sous-hypergraphe induit clos. Ce sous-hypergraphe peut en fait étre vu comme un calcul dans un
automate d’ensembles d’arbres. Les auteurs ont de plus fait une étude exhaustive de la complexité
de la classe (PSC) selon 'arité des symboles de fonctions de la signature. Ces résultats sont
résumés dans a la figure 2.4.

Contraintes ensemblistes positives et négatives

L’extension sur laquelle les efforts se sont alors portés est la classe des contraintes ensemblistes
positives et négatives (PNSC). Elle étend la classe (PSC) en considérant en plus de la relation
d’inclusion, la relation de non-inclusion. La classe (PNSC) est donc constituée de contraintes
d’inclusions et de non-inclusions entre des termes de TERM(X U £g U X,, V). La définition de
cette classe sous la forme de syntaxe abstraite est donnée a la figure 2.5.

Pour traiter le probléme de satisfiabilité de la classe (PNSC), Gilleron, Tommasi et Tison [33]
ont étendu la définition des ensembles d’états acceptants pour prendre en compte les relations
de non-inclusions. Par exemple, si on ajoute au systéme de contraintes positifs ¥, considéré a
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Sexp = X | f(Sexp,... ,Sexp)|Sexp U Sexp| Sexp N Sexp|CSexp| T | L

Ypnsc = Sexp C Sexp|Sexp € Sexp

avec X € Vet f €.

FiG. 2.5: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes positives et négatives (PNSC)

Pexemple 5, la contrainte X € L, qui énonce simplement que pour toute solution, I'interprétation
de X est non vide. Ainsi, il est nécessaire de pouvoir exprimer sur un calcul réussi » qu'un
état ¢, vérifiant ¢(X) = vrai et (L) = faux, est rencontré au cours de celui-ci, c-a-d qu’il
existe un certain arbre 7 tel que r(7) = ¢ impliquant que 7 est élément de 'interprétation de
X pour la solution correspondant a ce calcul. Les auteurs ont démontré qu’ajouter de telles
conditions d’acceptance ne modifiait pas la complexité du probléme de l'existence d’un calcul
réussi et que, comme pour la classe (PSC), les calculs réussis de ’automate peuvent étre mis
en correspondance avec les solutions du systéme. La satisflabilité d’un systéme de la classe
(PNSC) est réduite au probléme du vide dans un tel automate, donnant une borne supérieure
NEXPTIME. La question de I'expressivité a été également abordée : les auteurs ont prouvé en
utilisant des arguments topologiques sur les ensembles de solutions que la classe des contraintes
(PNSC) était strictement plus expressive que la classe (PSC) [72]. Cela signifie simplement qu’on
peut exhiber un systéme de contraintes ensemblistes positives et négatives tel qu’aucun systéme
de la classe (PSC) n’admette le méme ensemble de solutions. Les auteurs ont également montré
que pour cette classe I’existence d’une solution impliquait Uexistence d’une solution réguliére,
i.e. pour laquelle & chaque variable ensembliste était associé un ensemble régulier d’arbres.

Dans des travaux menés en paralleéle par Aiken, Kozen et Wimmers [3,4], il a été proposé
une autre preuve de la stricte inclusion au sens de 'expressivité de la classe (PSC) dans (PNSC),
ainsi qu’un algorithme pour le probléme de satisfiabilité de cette derniére classe. Cet algorithme
est basé sur ’approche des hypergraphes (proposée dans [2]) : le probléme de satisfiabilité d’'un
systéme de contraintes ensemblistes a été montré équivalent au test d’une propriété particuliére
dans 'hypergraphe construit a partir du systéme de contraintes. Les auteurs démontrent alors
que ce probléme de test peut lui aussi se réduire dans un autre probléme, appelé probléeme d’ac-
cessibilité non-linéaire, défini pour un systéme (calculé a partir de ’hypergraphe) d’inéquations
diophantiennes. Stefansson a, par ailleurs, établi que le probléme d’accessibilité non-linéaire était
un probléme NP-complet [67] et donc, que I'algorithme proposé dans [3] était dans NEXPTIME.

Dans la continuité des idées développées par Bachmair, Ganzinger et Waldmann, Charatonik
et Pacholski [14] ont proposé une extension permettant le test de satisfiabilité d’un systéme de
la classe (PNSC). En utilisant un codage similaire & [7], un systéme de contraintes ensemblistes
est codé sous la forme d’une formule monadique du premier ordre sans symbole de fonction, en
tenant compte du fait qu’une contrainte de la forme E € E’ peut étre vue comme une formule
3z, pe(z) A —ppr(z). Ce test de satisfiabilité se base sur le fait que toute formule monadique
satisfiable de ce type admet un modéle fini dont la taille du support est inférieure ou égale 4 2"V, ot
N est le nombre de prédicats monadiques de la formule. A partir d’un choix non-déterministe d’un
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tel modéle fini (sil n’en existe pas, la contrainte est tout simplement insatisfiable), ’algorithme
essaye de reconstruire un modéele de Herbrand de la formule. Si, pour aucun des choix possibles de
modeles finis, un modéle de Herbrand est reconstructible, alors la contrainte est insatisfiable. Les
auteurs ont démontré que la reconstruction était possible en un temps EXPTIME ce qui, couplé
au choix du modéle fini, donnait une complexité NEXPTIME (et donc, NEXPTIME-compléte)
au probléme. Tout comme dans [7], Charatonik et Pacholski ont proposé une extension (de méme
complexité pour le probléme de satisfiabilité) de cette classe (PNSC) étendue par des opérateurs
de diagonalisation et une utilisation limitée des opérateurs de projections.

Signalons également que Gilleron, Tommasi et Tison ont donné dans [34] des résultats de
décidabilité (autre que celui de la satisfiabilité) concernant les classes (PSC) et (PNSC); par
exemple, la décidabilité de ’équivalence de deux systémes de la classe (PNSC) ou la décidabilité
de l'existence d’une solution finie (i.e. associant un ensemble fini & chaque variable ensembliste)
pour un systéme de la classe (PSC).

Contraintes ensemblistes positives et négatives avec projection

Finalement, le probléme général de satisfiabilité des contraintes ensemblistes, posé dans [39],
a été résolu par Charatonik et Pacholski dans [15]. Cette classe est la plus générale, puisqu’elle
est définie syntaxiquement comme des contraintes d’inclusions et de non-inclusions entre deux
expressions ensemblistes contenant 3 la fois des variables ensemblistes, des symboles de fonctions,
les connecteurs booléens usuels (union, intersection et complémentation) et des symboles de pro-
jections (voir figure 2.1). La méthode proposée dans cet article revient a celle de [14], puisqu’une
nouvelle fois la théorie monadique du premier ordre (sans symbole de fonction) y est utilisée, en
ajoutant un axiome pour les expressions de projections, de type fi“l(E) :

Vmiu pfl_l(E)(x’L) = a—zipE(f(mh ... 7$m))

La technique est alors similaire & [14], passant par la tentative de reconstruction d’un modéle
de Herbrand & partir d’un modéle fini de 'ensemble des formules monadiques sans symbole de
fonction représentant le systéme de contraintes.

Par ailleurs, Seynhaeve [63] a démontré en utilisant des résultats topologiques sur 'espace des
solutions des contraintes de la classe (PNSC) [72] que I’ajout des projections a la classe (PNSC),
augmente strictement l’expressivité de cette derniere.

Dans la section suivante, nous allons briévement parler d’autres travaux concernant les
contraintes ensemblistes inscrits dans la lignée de ceux présentés dans cette section. Ces tra-
vaux concernent principalement, la prise en compte d’un nouvel opérateur ensembliste, appelé
opérateur de diagonalisation, les aspects logiques et topologiques des (ensembles des solutions
des) contraintes ensemblistes, ainsi que d’interprétations non-standards (i.e. « non-Herbrand »)
des contraintes ensemblistes.

2.3.2 Diagonalisation et autres travaux

Nous allons tout d’abord faire mention d’un autre opérateur ensembliste, I’opérateur de dia-
gonalisation. Cet opérateur n’est pas présent dans le travail originel de Heintze et Jaffar [39],
mais se retrouve dans certains travaux que nous avons précédemment cités.
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Un opérateur de diagonalisation permet de définir des termes avec une relation (limitée)
d’egalité ou de diségalité entre les sous-termes de ceux-ci'®.

Un opérateur de diagonalisation (voir [7]) Afb est défini pour un symbole de fonction f de &
(supposé d’arité supérieure ou égale & 1) et par une formule ®. Cette formule sans quantification
s’écrit a l’aide de disjonctions et conjonctions d’atomes de la forme z; = z; et z; # z;, ol T4, T;
sont des variables du premier ordre avec 1 < 1,7 < p(f) :

La sémantique d’un tel opérateur est définie pour un ensemble de termes clos E par :

Acfb(E) ={f(’7'1,... 7Tm)’f(7-17"' 7Tm) GE A (TE,[:L‘l '—-)’7’1,... ,CL‘m HTm]) b=®}

ou T5 est la structure définie sur ’algébre des termes avec pour seul prédicat =, interprété comme
Pidentité sur cette algébre. Dans le formalisme de la logique monadique de [7], sa définition est
donnée par les deux formules suivantes :

pAé(E)(f(xlv s 7$m)) <:>pE(f(x17' = 7$m)) A

—'pAé(E)(g(xh axl)) pOUI‘f #g

Cette définition sous la forme d’une formule monadique avec égalité implique que, comme cela
est noté dans [14], I'utilisation de tels opérateurs ne peut se faire que de maniére limitée. En effet,
la définition telle que donnée précédemment des formules ® peut entrainer le fait que la premiére
des deux formules ne se trouve plus étre une clause, seule garantie dans I’approche prise par
Bachmair, Ganzinger et Waldmann que 'existence d’un modéle implique 'existence d’un modéle
de Herbrand. Ces derniers ont proposé dans [8] une procédure de complétion pour la classe des
clauses monadiques avec égalité donnant une procédure de décision pour cette extension (limitée)
de la classe (PSC) avec des opérateurs de diagonalisation.

Toujours pour cette méme classe des contraintes (PSC), Seynhaeve [64] a étendu les automates
d’ensembles d’arbres en autorisant le test d’egalité entre termes-fréres (comme cela avait été fait
pour les automates d’arbres dans [10]). L’application immédiate de ce travail est I'ajout & la classe
(PSC) des opérateurs de diagonalisation « positifs», i.e. ne comportant pas d’atomes négatifs
Z; 74- Zj.

Nous rappelons que Charatonik et Pacholski ont prouvé qu’étendre la classe (PNSC) avec
ces opérateurs de diagonalisation ne changeait pas la complexité du probléme de satisfiabilité
(NEXPTIME-complétude) [14]; ils affirment en outre que les techniques présentés dans l'article
[15] combinées avec celles développées dans [14], permettent d’étendre le résultat de décidabilité
de la classe la plus générale en présence d’opérateurs de diagonalisation.

Dans [42], Kozen propose une axiomatisation équationelle définie sur une signature X et les
opérateurs ensemblistes de X g et Z,,, qui se révéle étre compléte pour ce qu’il définit comme les
algébres d’ensembles de termes. Parmi ces algeébres, il identifie les algébres d’ensembles de termes
G interprétation ensembliste, dans lesquels les connecteurs de £ p et £, ont leurs interprétations
ensemblistes usuelles et on y retrouve également l'interprétation des expressions ensemblistes
(donnée page 28), appelée interprétation standard. Une étude des modéles de cette axiomatisation
lui permet de proposer une unification des différentes approches proposées dans [32], [7] et [2].

Ces travaux ont également servi de base pour une étude topologique trés précise de I’ensemble
des solutions des contraintes ensemblistes de la classe (PNSC) [43] : Kozen y introduit les espaces
rationnels et y étudie certaines de leurs propriétés. Ils montrent que les ensembles de solutions

19Des tels opérateurs peuvent se rapprocher de la sémantique ensembliste proposée dans [73, 74].
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d’une contrainte, de calculs dans un automate d’ensembles d’arbres forment de tels espaces. Ceci
lui permet de démontrer, comme des corollaires de son étude, différents résultats : les résultats
topologiques de ’ensembles des solutions de [72], ou dans ce méme travail, les propriétés de cloture
des automates d’ensembles d’arbres, mais également les propriétés des hypergraphes utilisées dans
[2] et [4]- I a également démontré que d’un point de vue topologique, ’ensemble des solutions
d’une contrainte ensembliste était complétement déterminé par ces solutions réguliéres.

Dans la continuité des deux travaux précédents, notamment basé sur l'axiomatisation de
[42], Cheng et Kozen propose dans [20] un calcul des séquents (dans Pesprit de celui proposé
par Gentzen pour la logique du premier ordre), qui se révéle étre un systéme de déduction
réfutationnellement cormplet sur I'interprétation ensembliste standard, mais incomplet de maniére
générale (certaines conséquences logiques du systéme, valides dans 'interprétation ensembliste
standard, ne sont pas déductibles). Il est cependant complet si 'on considére ’ensemble des
algébres d’ensembles de termes a interprétation ensembliste.

Citons de plus quelques travaux qui sortent du cadre de « Herbrand » des contraintes ensem-
blistes. En effet, I’algébre des ensembles d’arbres finis est définie & partir de 'algébre des arbres
finis (ou de maniére équivalente, de I'algébre des termes clos), qui est souvent appelée algébre
libre. Charatonik a proposé une procédure de décision pour la classe (PNSC), lorsque l'algébre
des ensembles d’arbres est définie a partir de 'algébre des termes clos quotientée par une rela-
tion de congruence. Cette relation est finiment décrite par une théorie équationnelle E, c-a-d un
ensemble d’équations s = ¢, ou s,t € TERM(Z, X). Le probléme revient & considérer, non plus
des ensembles de termes clos, mais des ensembles de E-classes de congruence. Considérer un tel
probléme change bien sur la nature de la satisfiabilité d’un systéme de contraintes.

Exemple 6 : Soient ¥ = {a, f} avec a une constante et f un symbole d’arité 1. Considérons
la théorie équationelle E = {f(x) = z} et la contrainte SC = {a C f(X)}. Il est bien évident
quinterprétée dans SCc, cette contrainte est insatisfiable. Cependant si on considére le probléme
modulo la théorie égquationnelle E, le systéme SC, admet alors une (en fait, une infinité de)
solution(s) ; en effet, toute interprétation ensembliste associant @ X un ensemble non-vide est
solution, puisque tous les termes clos sont E-congrus.

Charatonik a démontré dans [12] que le probléme de satisfiabilité de la classe (PSC) modulo
une théorie équationnelle E quelconque était indécidable. Il a démontré ce résultat en particulier
lorsque E code l’associativité d’un symbole (E = {f(z, f(y,2)) = f(f(=,y),2)}). L’idée de
cette preuve est trés simple, puisque considérer un tel symbole de fonction binaire et associatif
permet trés simplement ’encodage de langages algébriques de mots; le probléme du vide de
I'intersection de deux de ces langages, connu pour étre indécidable, peut étre réduit & un probléme
de satisfiabilité d’un systéme de contraintes de la classe (PSC) modulo associativité. Il aborde
également le cas ou E exprime le fait que f est I’opérateur d’un monoide commutatif d’élément
neutre e (E = {f(z,¢e) =z, f(z, f{y,2)) = f(f(z,y),2), f(z,y) = f(y,z)}); dans ce cas, C’est
le probléme indécidable de ’accessibilité d'un état dans une machine & deux compteurs qui est
réduit vers un probléme de satisfiabilité d’'un systéme de contraintes ensemblistes modulo ces
axiomes.

Cependant, Charatonik a également démontré deux résultats de décidabilité. Le probléme de
satisfiabilité de la classe (PSC) modulo une théorie équationnelle « shallow » linéaire®® et non-

20Une équation s = t est dite « shallow» linéaire si s et ¢ le sont. Un terme ¢ est dit « shallow» si ses variables
apparaissent & des positions « fils» de la racine. Il est dit linéaire si chaque variable n’apparait qu’a une seule
position dans t.
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erasing?! était NEXPTIMF-complet; il a aussi démontré que, pour les contraintes de la classe
(PNSC), le probléme de satisfiabilité était décidable dans le cas ou E est un ensemble d’équa-
tions « shallow» et linéaires. L’algorithme proposé pour ce dernier probléme combine ’approche
logique de [14] par le choix non-déterministe d’'un modéle fini et I’approche des automates d’en-
sembles d’arbres proposée dans [32] ayant pour états les éléments du modéle fini et avec, de plus,
une condition de réussite du calcul « quotientée» par la théorie équationnelle E, la complexité
de ce probléme restant ouverte.

Finalement, Givan, Kozen, McAllester and Witty ont étudié dans [35] les contraintes ensem-
blistes dite de Tarski (« Tarskian Set Constraints»). Par opposition aux contraintes ensemblistes
de Herbrand, le domaine d’interprétation de ces contraintes est une algébre d’ensembles définie
a partir d’une algébre arbitraire. Ceci change profondément la nature du probléme, puisque par
exemple le systéme de contraintes

aCX
XCa
XChbh

est un systéme de Herbrand insatisfiable, mais est un systéme de Tarski satisfiable. En effet,
en considérant ’algébre d’ensembles construite & partir de l’algébre minimale ayant pour do-
maine {e}, Vinterprétation de a et b dans cette algébre d’ensembles est le singleton {e} et donc,
Pinterprétation ensembliste associant {e} & X est (I’unique) solution du systéme.

Concernant les opérateurs ensemblistes, les auteurs considérent ceux définis dans [39] & I'ex-
ception des symboles de projection, mais considérent en plus des symboles de relation et un
opérateur de récursion p. Pour une algébre d’ensembles M de domaine My et un symbole de
relation R, expression R(Sexpy, ... ,Sexpnm,) est interprétée comme un sous-ensemble de (My)™
et I’expression puX - Sexp, o X est une variable ensembliste est interprétée comme la plus pe-
tit solution (ou de maniére équivalente, comme l'intersection de toutes les solutions) sur M de
I’égalité ensembliste X = Sexp pour une interprétation ensembliste fixée des variables de Sexp
différentes de X 22.

2.3.3 En bref...

Nous avons présenté dans cette section comment & partir de la définition des contraintes
ensemblistes proposée par Heintze et Jaffar dans [39] et l'introduction de la classe (restreinte)
des contraintes définies, les travaux de différents auteurs ont considéré successivement des classes
de plus en plus grandes, aboutissant & la résolution du probléme de satisfiabilité de la classe la
plus générale. Nous avons briévement cité d’autres travaux concernant des extensions de cette
classe, soit par ajout d’opérateurs, soit par considération de sémantiques plus riches.

Ces travaux ont eu pour but d’étendre le plus possible l'expressivité des contraintes ensem-
blistes. Une autre démarche trés naturelle, surtout dans 'optique d’une utilisation pratique de
ces contraintes, est la démarche inverse, i.e. 'appauvrissement de la syntaxe en terme d’opéra-
teurs 2® (éventuellement de maniére différente entre les membres droit et gauche des inclusions

21Une équation est dite non-erasing si les ensembles des variables apparaissant dans s et ¢ sont égaux.

#2Pour que cette plus petite solution soit effectivement définie, une condition entre les occurrences de la variable
X et les opérateurs de complémentation est nécessaire.

ZNous avons déja cité un autre type d’appauvrissement, celui des restrictions sur I’arité des symboles de
fonctions de la signature ¥ (voir le tableaun a la figure 2.4).
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ou des non-inclusions) dans 'espoir d’un gain de complexité pour le probléme de satisfiabilité ou
d’implication. C’est dans cette vision que s’inscrit notre travail.

Nous allons dans la section suivante revenir plus précisément sur la classe des contraintes
définies, et introduire la classe des contraintes co-définies. Nous allons également présenter des
travaux, s’inscrivant plus dans le cadre de la programmation logique, mais qui peuvent étre vus
comme une extension de la classe des contraintes définies. L’ensemble de ces travaux ont été a
I'initiative des notres.

2.4 Contraintes définies et co-définies

Comme nous l’avons mentionné précédemment, de nombreux travaux ont eu pour but la
définition de classes de contraintes de complexité plus faible pour une application de celles-ci,
principalement & l'analyse de programme. Ces définitions passent par une utilisation limitée
des opérateurs ensemblistes et éventuellement avec une différenciation des opérateurs pouvant
apparaitre en partie droite ou gauche des symboles d’inclusion et de non-inclusion. En ce sens
la classe des contraintes ensemblistes définies introduites par Heintze et Jaffar correspond bien a
une restriction au sens ol nous ’entendons. C’est la classe que nous allons détailler maintenant,
car elle est I'une des plus proches de nos travaux.

On peut noter qu’il est connu que pour les contraintes ensemblistes définies comme des
inclusions entre deux expressions ensemblistes atomiques, i.e. ne comportant pas d’opérateur
ensembliste, le probléme de satisfiabilité de tels systémes a une complexité (en temps) de O(n?),
ol n est la taille du systéme de contraintes. Ce résultat est notamment suggéré par [38,39]. Un
algorithme de cette complexité est proposé dans la version compléte de [50], comme extension
d’un algorithme également en O(n3), mais testant la satisfiabilité de systémes de contraintes
atomiques interprétés sur les ensembles non-vides d’arbres 4.

2.4.1 Contraintes ensemblistes définies

La classe des contraintes ensemblistes définies (DSC) a été la premiére classe de contraintes
pour laquelle le probléme de satisfiabilité a été prouvé décidable [39]. Elle posséde la particularité
que tout systéme de contraintes définies satisfiable posséde une plus petite solution au sens de
C, justifiant son nom de « définie».

Une contrainte de cette classe est définie syntaxiquement comme une inclusion de la forme
Sexps C Sexpp avec Sexpa, une expression ensembliste ne comportant pas de symboles de
complémentation, i.e. un terme de TERM(X UZ g+ UX,UX_1,V) et Sexpp est une expression
ensembliste atomique, i.e. un terme de TERM(Z, V). La définition d'une contrainte définie est
donnée sous forme de syntaxe abstraite 4 la figure 2.6.

Exemple 7 : Soit ¥ le systéme de contraintes ensemblistes définies suivant :

aC_X ng(avU)
aUf(X,Y)CY UCa
YNy cw

%4Les auteurs de cet article appellent de telles contraintes, les contraintes INES, pour « Inclusions over Non-
Empty Sets of trees».
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Sexpa = X |f(Sexpa,-..,Sexpa)|Sexpa U Sexpa | Sexpa N Sexpa | f7(Sexpa) | T|L
Sexpp == X|f(Sexpsg,...,Sexpgp)

Ypsc = Sexpa C Sexpp

avec X €V, feTet fflex .

F1G. 2.6: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes définies (DSC)

Nous allons détailler I’algorithme proposé par Heintze et Jaffar pour résoudre le probléme de
satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes définies.

La présentation de cet algorithme est faite essentiellement a l'aide d’un ensemble de transfor-
mations sur une notion étendue de grammaires d’arbres. Cependant, de par la similitude de ces
grammaires avec les contraintes ensemblistes, nous utiliserons plutét ces derniéres pour décrire
cet algorithme ?°. L’algorithme produit dans le cas ot le systéme de contraintes est satisfiable, un
systéme en forme explicite, i.e. ou toutes les contraintes sont de la forme Sexp C X, ou Sexp est
une expression ensembliste atomique. Un tel systéme en forme explicite peut étre vu comme une
grammaire d’arbres dont les régles de production correspondantes sont de la forme X = Sexp,
cette grammaire reconnaissant la plus petite solution du systéme de contraintes.

L’algorithme prend en entrée un systéme de contraintes ensemblistes définies et peut alors se
résumer en quatre étapes : la premiére est une phase dite d’aplatissement consistant & transformer
le systéme selon la régle

SC U {Sexp C f(Sexpi,-..,Sexpm)}
SC U {f; " (Sexp) C Sexpy, ... , fm'(Sexp) C Sexpy}

appliquée récursivement sur les contraintes.

Le systéme U’ & l'issue de cette étape ne comprend plus que deux types de contraintes de
la forme X C a ou Sexp C X, ol a est une constante, X une variable ensembliste et Sexp, une
expression ensembliste de TERM(ZUX g+ U, UX_;,V). Il est & noter que cette transformation
ne préserve pas 'ensemble des solutions du systéme de contraintes. Néanmoins, on a ¥ =sc. U/,

Exemple 7 : (Suite I) Pour le systéme U donné a ’ezemple 7, le systéme aplati correspondant
U est - .

aCX ffiW)Ca

aUf(X,Y)CY W) cu

FGHHY)NYCW  UcCae

La seconde phase prend en entrée ’ensemble des contraintes de ¥’ de la forme Sexp C X, ou
X est une variable ensembliste, et produit un systéme de contraintes sémantiquement équivalent
a ce systéme dont les contraintes sont de la forme Sexp’ C X, ou Sexp’ ne contient plus de
symboles d’union et les symboles de projection et d’intersection n’apparaissent qu’a la racine

% Cette approche a d’ailleurs été prise dans [37].
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de Sexp’. Cette transformation utilise le fait que (X D AUB) =sc. (X 2 A) A (X 2 B) et
qu’une (sous-)expression ensembliste peut étre remplacée par une nouvelle variable pour laquelle
la contrainte correspondante est ajoutée.

Exemple 7 : (Suite II) Pour le systéme V' calculé par la premiére phase, on obtient par ces
transformations, le systéme Vi, sutvant :

aCX fFtw)cu
aCY jxyjcy
Y, z)ny cw miy)cz

La troisiéme phase est le cceur de ’algorithme : elle consiste principalement & appliquer trois
régles d’inférence jusqu’a obtention d’une saturation de l’ensemble des contraintes ¥;, :

—~ La premiére de ces régles est trés simple et correspond & une régle d’instanciation; elle
ajoute a lensemble des contraintes une contrainte Sexp’ C X s’il existe dans le systéme
deux contraintes Sexp C X et f(Sexps,-..,Sexpn) C VY telles que Y apparait dans Sexp
et Sexp’ est issue du remplacement de Y dans Sexp par f(Sexpi,...,Sexpn,). Cet ajout
ne se fait que si la variable remplacée Y n’apparait pas sous un symbole de fonction de ¥.
Cette condition est bien-siir essentielle pour la terminaison.

— La seconde vise & éliminer les symboles de projections : si dans le systéme, il se trouve une
contrainte Sexp C X, telle que 'expression Sexp posséde une sous-expression de la forme
f7H(f(Sexpy, . .. , Sexpm)), alors est ajoutée au systéme la contrainte Sexp’ C X, ou Sexp'
est l'expression Sexp dans laquelle fl-_l( f(Sexpy,...,Sexpn)) a été remplacée par Sexp;.
Cet ajout de régle est cependant conditionné par un test de non-vacuité de 1’expression
f(Sexps, ... ,Sexpm). Ce test en cas de réponse positive assure que dans toutes les solutions
du systéme, 'interprétation de cette expression est différente de 1’ensemble vide. Ce test
de non-vacuité est trés simple et peut se faire de maniére incrémentale en affirmant qu’'une
expression atomique sans variable est non-vide, et que si Si,..., S, sont non vides, alors
pour tout f de X, f(S1,...,Sm) est non vide. De plus, si Sexp C X est une contrainte du
systéme, alors Sexp est non vide implique que X est non vide.

— La troisiéme régle a pour but d’éliminer les symboles d’intersection : si le systéme contient

une contrainte Sexp C X et que ’expression Sexp contient une sous-expression de la
forme f(Sezpi, ... ,Sexpm)Nf(Sexpl,... ,Sexp},), alors on ajoute au systéme la contrainte
Sexp’ C X, ou Sexp’ est égale a I’expression Sexp dans laquelle 'expression f(Z1,... ,Zm)
(ou Zy,...,Zmy sont de nouvelles variables n’apparaissant pas dans le systéme initial) a
remplacé la sous-expression f(Sezp,...,Sexpm) N f(Sexp),... ,Sexpl,). On y ajoute de
plus les contraintes Sexp; N Sexp, C Z;, pour tout ¢ compris entre 1 et m.
Il est & noter qu’afin d’avoir un contréle sur la terminaison lors de I’application de cette
régle, le nom des nouvelles variables ajoutées au systéme n’est pas quelconque. En fait,
pour la régle précédemment décrite, la variable Z; sera en fait la variable Z{Sexp,.,Sexp;.}, qui
intuitivement a pour « valeur» Sexp; N Sexp;. Ce mécanisme de nommage permet d’identi-
fier Zy,, 51y N Zys1 57y & la variable Zyg, o 3. On peut aisément vérifier que les expressions
indexant les variables ne sont en fait que des (sous-)expressions ensemblistes atomiques
apparaissant explicitement dans le systéme initial de cette phase de saturation. 1l est noté
en remarque dans [37] que ce mécanisme est en fait trés proche de la « subset construc-
tion », utilisée pour transformer un automate ascendant d’arbres finis non-déterministe en
un automate déterministe 2

26 Cette notion se retrouve également dans I’algorithme de satisfiabilité des contraintes avec intersection {16]



48 Chapitre 2. Contraintes ensemblistes : un état de ’art

On peut noter que ces trois transformations préservent et ce, tout au long, du calcul, la forme
des expressions Sexp’ pour lesquelles les positions des intersections et des symboles de projections
ne sont jamais imbriquées dans les expressions ensemblistes.

Exemple 7 : (Suite III) Pour le systéme U;, de 'ezemple précédent, la premiére étape (phase
d’instanciation) produit le systéme suivant :

aCX Flw)ycu
aCY f(X,Y)CY
fY,2)nY Cw fy)cz
f¥,2)nac W e CZ

fENFXY)CW i Yncz

La seconde étape d’élimination des symboles de projection, compte tenu de la non-vacuité de
F(X,Y) (puisque du fait dea C X eta CY, X etY ont des interprétations non-vide dans toute
solution du systéme), produit le systéme suivant :

aCX i W)cu
fY,Z)nYy cw iy)ycz
fY,2)naCw i) Cc zZ
fZ)nfX,Y)Cw  ffU(fX)Y)CZ
Xcz

La troisiéme étape éliminant les intersections donne le systéme suivant :

aCX St wycu
fY,Z)nY CW ez
fY.Z)naCW file)Cc 2z
fZ)nfX Y)W X Y)CZ
XCzZ fZixyy,Ziyz) €W

On itére maintenant cette étape de saturation, en réappliquant la phase dinstanciation :

aCX flwycu aCZ |
aCY fIX,Y)CY B Zixyy Zivny)) €U
fY,2)nY CwW ffiiyycz aNaC Zixy)
FY,Z2)naCW @) cz an f(X,Y) C Zix vy
FY,NFXY)CW X Y)CZ aNaC Zyz

XCcZ (Zixyy, Zivzy) W fX.Y)nac Zivzy
XOYQZ{va} YNZCZyz

(voir la section suivante), mais également dans la forme des états des automates utilisés dans le chapitre 3, qui
peuvent étre vus comme fonctions caractéristiques de ces ensembles.
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La phase d’élimination des symboles de projection ne modifie alors pas le systéme car le test
de non-vacuité de f(Zixyy, Z(y,z}) €échoue. On applique alors la troisitme phase délimination
des intersections :

aCX W)y cu aCZ

aCY f(X,Y)CY N Zixyy, Zevizy) CU
fY,2)nY CW miy)cz aNaC Zixyy
f¥,2)naCW filte)C Z an f(X,Y)C Zix vy
fYZ)NnfX,Y)CW  fFUFXY)CZ aNaC Zyz

XCcZz f(Zixyy Ziyvizy) ©W (X, Y)Na C Zyy,z
XOYQZ{X7y} YﬂZQZ{y,Z}

¢S Zixy) = !

La phase d’instanciation ne modifie alors pas le systéme de contraintes. En revanche, la
phase d’élimination des symboles de projection opére une modification : le test de non-vacuité de
f(Zix vy, Ziy,zy) réussit (du fait des contraintes a € Zyxyy et a C Zy,zy)

aCX frwycu aCZ

aCY f(X,)Y)CY 5 F Zixyy, Zvizy)) CU
fY,Z2)nY CwW iy)ycz anNaC Zixy)
fY,Z)naCwW fit@) <z an f(X,Y)C Zixyy
FY,2)NfXY)CW X Y)CZ aNaC Zyz

XCcz F(Zixyy Zyvzy) ©W X, Y)Na C Zyy p
XNY C Zixyy YNZCZygy Zyyzy CU

a C Zixyy aC 2,z

Une ultime itération (par application de la régle d’instanciation) donne pour résultat de cette
phase le systéme :

aCX w)ycu aCZ

aCY f(X$Y) cY f2_1(f(Z{X,Y}7Z{Y,Z})) cU
fY,z)yny cw ry)cz aNaC Zixy
fY,Z)NnaCW fit@)cz aN f(X,Y) C Zixyy
FY,Z2)NFXY)CW  fHFXY)CZ aNaC Zyz

XCcz f(Zixyy Ziyzy) W f(X,Y)NaC Ziy,zy

X ﬂY g Z{ny} Y N Z Q Z{Y,Z} Z{Y7Z} Q U

a C Zixy) aC Ziy,zy aCU

La derniére phase consiste & ne conserver du systéme saturé de 1’étape précédente, que les
contraintes de la forme X D sexp, oul sexp est une expression ensembliste atomique. Il est évident
que ce systéme peut étre vu comme une grammaire d’arbres. Il est alors possible de vérifier si
cette grammaire est ou non solution du systéme initial SC. Si c’est le cas, alors c’est la plus petite
solution de SC; dans le cas contraire, SC est insatisfiable.

Exemple 7 : (Suite IV) Pour le systéme saturé précédent, on obtient le systéme suivant qut,
vu comme une grammaire. De plus, on peut vérifier que cette grammaire est bien solution du
systéeme original U de 'ezemple 7

aCX aCZ aCVY
fIX.Y)CY  f(ZixyypZivizy) W aCZixyy
aC Ziyzy aCU
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Sexp = X | f(Sexp,...,Sexp)|Sexps N Sexpa
Yscr = Sexp C Sexp|Sexp € Sexp

avec X €Vet fek.

F1G. 2.7: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes avec intersection (SCI)

On peut résumer cet algorithme, ou pour étre plus précis la partie centrale de celui-ci, par une
saturation visant a ajouter au systéme des conséquences de celui-ci sous la forme de contraintes
atomiques Sexp C X. Cette saturation est « compléte» dans le sens ot une fois terminée, seules
les contraintes atomiques sont utiles pour le test de satisfiabilité et la représentation de la plus
petite solution si solution, il y a.

Dans ce méme article, il est de plus démontré que l’ensemble des solutions d’un systéme
de contraintes ensemblistes définies W est clos par intersection (ou borne inférieure, M), i.e.
(SOL(¥), M, min(¥)) est un semi-treillis inférieur complet, ou min(¥) est la plus petite solu-
tion du systéme SC. Cependant dans ce travail, il n’est pas fait mention de la complexité de
I'algorithme proposé, ni de celle du probléme. Ce probléme de complexité a été résolu ultérieu-
rement par Charatonik et Podelski en introduisant une nouvelle classe de contraintes, la classe
des contraintes ensemblistes avec intersection.

2.4.2 Contraintes ensemblistes avec intersection

Nous allons maintenant considérer une autre classe de contraintes ensemblistes, a savoir les
contraintes ensemblistes avec intersection. Méme si a prior: syntaxiquement incomparables avec
les contraintes définies, elles ont pourtant un étroit rapport avec ces derniéres.

La classe des contraintes avec intersection a été introduite par Charatonik et Podelski dans
[16]. La syntaxe de cette classe est définie par des inclusions et des non-inclusions entre des
expressions ensemblistes comportant des symboles de fonctions d’une signature ¥ et comme
unique opérateur ensembliste, 'intersection. Une contrainte avec intersection définie comme une
inclusion est dite positive. La définition d’une contrainte ensembliste avec intersection est donnée
sous forme de syntaxe abstraite a la figure 2.7.

Charatonik et Podelski démontrent dans cet article, I’équivalence entre la classe des contraintes
ensemblistes avec intersection positives et la classe des contraintes définies. Pour cela, ils dé-
montrent qu’a tout systéme de contraintes avec intersection positif, on peut associer un systéme
de contraintes définies. Il suffit pour cela d’éliminer les symboles d’intersection en membre droit
des inclusions. Ceci est fait simplement en remarquant que Sexp C C[Sexp; N Sexps] =sc.
Sexp C C[Sexpi] A Sexp C C[Sexpz] 27. Inversement, & tout systéme de contraintes défi-
nies, on peut associer un systéme de contraintes avec intersection positif; tout d’abord, il est
évident que l’ensemble vide et celui de tous les termes clos peuvent étre définis & l'aide de

2"La notation C|.] désigne un conterte, c’est-a-dire une expression avec une position particuliére marquée par
.; C[Sexp] désigne I’expression construite a partir du contexte C|[.], dans laquelle le . a été remplacé par I'expression
Sexp.
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(systémes de) contraintes avec intersection. Ainsi, avec X; C a A X; C b (avec a # b) et
/\fez f(X1,...,X7) C X7, les variables ensemblistes X| et X+ ont pour toute solution du
systeme, leur interprétation respective égale a celle de L et T. Il suffit alors d’éliminer les sym-
boles d'unions et de projections en partie gauche des symboles d’inclusions. Ceci est réalisé
en remarquant que C[Sexp; U Sexpz] C Sexp =sc. C[Sexpi] C Sexp A C[Sexps] C Sexp et
f71(Sexpy) C Sexpy =scc Sexp1 N f(X7,X1,...,X7) C f(XT,... ,Sexps,... ,X7), tel que
Sexpy est le 1€ argument de f dans I'expression ensembliste précédente.

Exemple 8 : Ainsi pour le systéme de contraintes définies de ’exemple 7 (dans lequel l’ezpres-
sion fTH(Y) a été extraire au moyen de la nouvelle variable Z),

aCX W C f(a,U)
eUf(X,Y)CY UCa
flY,Z)ynycw fiyycz

on obtient un systéme de contraintes avec intersection en remplagant :

- la contrainte fl_l(Y) C Z par les contraintes (en présupposant que la signature ne comprend
que deuz symboles de fonctions, la constante a et le symbole binaire f)

YNfXt,XT1)C f(Z XT)
aC Xt
f(X+, X7) C Xt

- la contrainte a U f(X,Y) CY par les contraintes a CY et f(X,Y)CY.

Nous allons deétailler ’algorithme proposé dans [16] pour tester la satisfiabilité d’un systéme
de contraintes ensemblistes avec intersection positives.

Les contraintes considérées sont supposées dans une forme aplatie, i.e. construites a partir de
la grammaire suivante (pour le non-terminal ¢) :

=X | f(X1,...,Xm)
u=T1]TNEO
=6, CTOs

Une transformation trés simple de tout systéme de contraintes ensemblistes avec intersec-
tion permet d’obtenir une telle forme sans perte de généralité. Pour le systéme de contraintes
ensemblistes avec intersections positives de I'exemple 8, par le remplacement de la contrainte
W C f(a,U) par les contraintes W C f(V,U) et V C a, on obtient un systéme en forme aplatie.

Ce systéme est alors transformé dans un autre systéme (non équivalent) pour lequel on
retrouve un nommage de variables similaire & celui proposé par Heinze et Jaffar, décrit pré-
cédemment & la page 45. Chaque expression décrite par 6 peut étre définie comme ’ensemble
des expressions atomiques, sous-termes (directs) d’un symbole d’intersection. Par exemple, on
peut associer & f(X,Y)N (Y N Z) V'ensemble {f(X,Y),Y,Z}. Le systéme est transformé en un
systeme dit de représentation dans lequel chaque membre (droit et gauche) d’une contrainte du
systéme est remplacé par une nouvelle variable indicée par ’ensemble des expressions atomiques
correspondant & ce membre. Ces variables sont appelées variables d’intersection.
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Exemple 9 : Mettons cote-a-cote le systéme (a droite) et sa représentation (a gauche) :

aCX Viay € Vixy

aCY Via}y € Viry

f(X,Y)CY Virxyy € Vivy

Y N f(X7,X7) C f(Z,X7) | Vivisoxr.x0y € Virzx)
e & X7 Viey € Vix)

f(X7, X7) S X7 Virexr.xo)y € Vixey
fY,z)ynycw Visv,z)yy € Viwy

wC f(V,U) Viwy € Viswvy

Via Vivy € Vo)

UCa Vivy € Vi

Comme nous l'avons dit précédemment la représentation et le systéme original ne sont pas
équivalents. Cependant, Charatonik et Podelski montrent qu’une forme d’équivalence peut étre
établie par la notion d’interprétation N-compatible. Une interprétation (définie sur les variables
ensemblistes et les variables d’intersection) est dite N-compatible si pour toute variable d’in-
tersection Vs, Z(Vs)= Nr;csZ(7). On peut alors dire que Z est une solution N-compatible de la
représentation si et seulement si elle est solution du systéme originel. I y a donc équivalence entre
I’existence d’une solution N-compatible du systéme et I’existence d’une solution N-compatible de
la représentation de celui-ci. On retrouve ici l'intuition donnée dans [39] puisque les sémantiques
(dans une interprétation donnée) de la variable d’intersection Vs ) et de l'expression 71 N 72
coincident.

Pour résoudre le probléme de satisfiabilité, les auteurs proposent un systéme d’axiomes, qui
est utilisé pour saturer la représentation d’un systéme. Cette saturation vise & tester l'existence
d’une solution N-compatible de cette représentation.

Le premier axiome stipule simplement que la relation d’inclusion C est réflexive et transitive.
Le second axiome code d’une certaine fagon l'intersection en précisant le « sens» des ensembles
indigant les variables d’intersection : Vg C V; pour 7 € S. Les troisiéme et quatriéme axiomes,
quant-a-eux, assurent la cohérence des indices des variables par rapport a la composition fonc-
tionnelle : f(VXl,. . me) C V{f(Xl,... Ko J¥ et V{f(XI,... K )} - f(V:‘{l, ‘s ,V/\'m )

Le cinquiéme axiome définit la combinaison de deux contraintes dont les membres gauches
partagent le méme symbole de fonction de téte: f(Vs,,... , Vs, ) C Vg/\f(Vszl, oo, Vo ) C Ve =
f (Vslusi, o+, Vs,us: ) © Vsus. Nous avons vu que dans [39] le test de vacuité d’expressions
ensemblistes (dans toute solution) était crucial et comment il pouvait étre réalisé. On le retrouve
ici codé sous la forme de deux axiomes définissant un prédicat unaire nonempty : nonempty(7) A
7 C 7" = nonempty(7’) et nonempty(V!) A ... A nonempty(V™) = nonempty(f(V',..., V™))
28

Ce prédicat est utilisé dans les deux derniers axiomes : le premier permet la décomposition
fonctionnelle de linclusion nonempty(f(V,... V™)) A f(VL, ... V™) C f(U},...,U™) =
Vi C U, pour tout i 2?. Le dernier axiome permet lui de détecter la non-satisfiabilité du systéme,
produisant une inconsistance sous la forme de O : nonempty(t) AT C f(V},... , V?*)AT C
g(UL,... . UY)=>0.

Les auteurs démontrent la correction de ces axiomes en prouvant la validité de chacun d’eux

28Cet axiome implique en particulier nonempty(a) pour toute constante a de .
*?0On peut noter ici I'importance du test de non-vacuité, puisque f(&,a) C f(a,b) est vrai dans SCc, ce qui
n’est pas le cas de la contrainte a C b issue de la décomposition fonctionnelle de cette contrainte.
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pour toute valution N-compatible, impliquant que toute interprétation N-compatible solution de
la représentation est également solution du systéme saturé. La complétude vient simplement de
la preuve que si O est obtenu dans le systéme saturé, alors la représentation, et donc le systéme,
n’ont pas de solution (N-compatible).

De plus, si la contrainte est satisfiable, en ne conservant de ’ensemble des contraintes, résultat
de la saturation par les axiomes, les contraintes de la forme f(V!,... , V™) C V et vérifiant de
plus nonempty(f(V?,... , V™)), tout comme dans [39], on obtient une représentation (proche
d’une grammaire ou d’'un automate d’arbres) de la plus petite solution du systéme de contraintes
ensemblistes avec intersection initial.

Sur le plan de la complexité, cet algorithme est montré dans EXPTIME. De plus, en encodant
le probléme du vide d’un langage issu de 'intersection de n automates d’arbres, ce probléme est
démontré EXPTIME-dur [62]. Ceci permet de conclure que le probléme de satisfiabilité d’un
systéme de contraintes ensemblistes avec intersection positives (ou de maniére équivalente, d’'un
systéme de contraintes ensemblistes définies) est EXPTIME-complet.

Cet article [16] comporte d’autres aspects que nous allons simplement survoler. Ces extensions
nécessitent cependant de supposer que la signature fonctionnelle 3 est un ensemble infini. Sous
cette hypothése, Charatonik et Podelski démontrent que I'implication de systémes de contraintes
ensemblistes avec intersection positives est un probléme EXPTIME-complet. Ils montrent éga-
lement que cette implication, si elle est interprétée sur les ensembles non vides d’arbres finis,
posséde la propriété d’indépendance, i.e. pour un systéme ¢ et des contraintes sci,...,SCnm,
@ E=sc1 V...V scy siet seulement si il existe un ¢ tel que ¢ | sc;. On peut déduire immédia-
tement de ceci un algorithme de satisfiabilité pour les contraintes ensemblistes avec intersection
positives (avec inclusion) et négatives (avec non-inclusion) interprétées sur les ensembles non-
vides d’arbres finis. Finalement, ils étendent ce résultat a4 SCc et montrent que ce probléme est
également EXPTIME-complet.

Dans 'esprit de la classe des contraintes ensemblistes définies, Charatonik et Podelski ont
proposé une nouvelle classe, appelée contraintes ensemblistes co-définies. Ce titre de « co-définie»
ne se justifie pas complétement par la syntaxe de la classe, mais plutét par des propriétés duales
du point de vue des solutions et par la complexité identique du probléme de satisfiabilité.

2.4.3 Contraintes ensemblistes co-définies

Motivés par des considérations d’analyse de programmes [17], Charatonik et Podelski ont
introduit dans [17,18] la classe des contraintes ensemblistes co-définies. Pour 'analyse de pro-
grammes, le domaine principal d’interprétation de ces contraintes est ’ensemble des ensembles
d’arbres finis ou infinis.

Comme mentionné dans [18], le terme « co-défini» ne signifie pas que ces contraintes sont
duales (vis-a-vis de Vinclusion, i.e. inverser membre droit et membre gauche d’une inclusion) des
contraintes définies. Une contrainte co-définie est syntaxiquement définie comme une inclusion
Sexps C Sexpp, ou Sexpp est une expression ensembliste ne comportant pas de symbole de
complémentation, i.e. un terme de TERM(Z U X g+ UX, UX_1,V) et Sexpy est une expression
construite avec des variables ensemblistes, des symboles de fonctions unaires et nullaires et des
connecteurs d’unions, i.e. un terme de TERM(X, U £; U {U}, V). La définition d’une contrainte
ensembliste co-définie est donnée sous forme de syntaxe abstraite a la figure 2.8.
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Sexps = X |h(Sexpa)|a|Sexpa U Sexpa
Sexpp = X | f(Sexpg,... ,Sexpg)|Sexpp U Sexpp | Sexpp N Sexpp | fi—l(SexpB) |T|L

Yepsc = Sexpa C Sexpp

avec X €V, feX,a€Sp,heZ et fleD .

F1G. 2.8: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes co-définies (CDSC)

Exemple 10 : Voici un exemple de systéme de contraintes ensemblistes co-définies :

aCX
X CaU f(X,Y)
X CaU f(Y,X)
Y C fii(X)

Comme nous ’avons dit précédemment, les auteurs étaient principalement intéressés par une
sémantique définie sur les ensembles d’arbres finis et infinis. Cependant, l’algorithme proposé
dans [18] s’adapte trés simplement sur SCc. Nous soulignerons le moment venu cette différence
dans la présentation que nous allons faire de cet algorithme.

On constate donc que la non-dualité vient du fait que seuls des symboles de fonctions d’arité
au plus 1 sont autorisés en membres gauches des inclusions pour les contraintes co-définies. Selon
les auteurs, ce terme de « co-définies» vient plutdt du fait que symétriquement aux contraintes
ensemblistes définies, tout systéme de contraintes co-définies satisfiable admet une plus grande
solution. Comme noté dans [18], ce ne serait pas le cas si des symboles binaires (ou plus) étaient
autorisés en membre gauche d’inclusion. Par exemple, f(X,Y) C f(a,a) U f(b,b) admet deux
solutions maximales, mais pas de plus grande solution.

Nous allons maintenant détailler 1’algorithme proposé dans [18] permettant de résoudre le
probléme de satisfiabilité d'un systéme de contraintes ensemblistes co-définies et dans le cas
d’une réponse positive de donner une représentation sous la forme d’un automate d’arbre de la
plus grande solution.

Les auteurs (comme dans le cas des contraintes avec intersection) considérent une syntaxe
réduite pour les contraintes définie par la grammaire suivante :

T o=X|f(X1,..., Xm)IMUM| @

p 1=aCX|XCT|XCf'(Y)
On remarque que cette syntaxe réduite permet d’expliciter dans les parties droites des inclusions
I’ensemble vide &, ce qui sera utile pour 'algorithme de test de satisfiabilité d’un systéme.

Un systéme de contraintes ensemblistes co-définies en syntaxe réduite est un ensemble (une
conjonction) équivalent de telles contraintes. Il est trés simple de transformer un systéme quel-
conque de contraintes co-définies en un tel systéme en remarquant que en ce qui concerne les
membres gauches des inclusions C[Sexp; U Sexps] C Sexp =sc. (C[Sexp1] C Sexp A C[Sexpz] C
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Sexp) et que pour tout symbole de fonction h unaire, h(Sexp) C Sexp’ =sc. Sexp C h~!(Sexp’)
et en ce concerne les membes droits, que Sexp C C[Sexp; N Sexps] =sc. (Sexp C C[Sexp1] A
Sexp C C[Sexps]) et que le remplacement des occurences de T par une nouvelle variable Xt
définie par la contrainte ajoutée Xt C Uer f(XT,...,X7) ne modifie pas les solutions du
systéme. Remarquons également que L est noté & dans la syntaxe réduite. On peut noter que
le systéme donné dans exemple 10 est déja en forme réduite.

Avant de présenter 'algorithme, nous allons aborder deux notions importantes introduites
par Charatonik et Podelski pour définir celui-ci et donner une représentation sous la forme d’un
automate d’arbres (infinis) de la plus grande solution dans le cas ou le systéme de contraintes
ensemblistes co-définies considéré est satisfiable.

Tout d’abord mentionnons le fait que pour des contraintes a C X et X C 7, a et 7 sont
appelés respectivement borne inférieure et supérieure de la variable X.

Supposons qu’un systéme contienne pour une certaine variable X plusieurs contraintes dé-
finissant des bornes supérieures pour cette variable X ; par exemple, {X C 7,... ,X € 7},
on peut alors considérer la contrainte (qui n’est pas dans une forme réduite) X C 7 N... N7y
équivalente a ce sous-systéme. Cette contrainte peut se voir alors comme la plus petite borne
supérieure de la variable X. Le membre droit de cette contrainte se présente donc comme une
intersection d’unions de termes de la forme f(Xi,...,Xm) ou @. Charatonik et Podelski ap-
pellent cette forme forme normale conjonctive. Pour le systéme donné en exemple 10, la plus
petite borne supérieure de X en forme normale conjonctive est (a U f(X,Y)) N (anN f(Y, X)).

En distribuant les symboles d’'union par rapport aux symboles d’intersection dans une forme
normale conjonctive, on obtient une expression définie comme une union d’intersections de termes
de la forme f(Xi,...,Xn) ou &. Cette expression est appelée forme normale disjonctive. En
notant que a N f(X,Y) = @ et que @ est I’élément neutre de 'union et 1’élément absorbant
de l'intersection, on obtient pour 'exemple une borne supérieure de la variable X sous forme
normale disjonctive exprimée comme la contrainte X C a U (f(X,Y) N f(Y, X)). Il peut arriver
deux cas dégénérés de cette définition : dans le cas ot X C @& est une contrainte appartenant
au systéme, alors la borne supérieure de la variable implique que l'interprétation de X doit étre
I’ensemble vide dans toutes les solutions. Il peut se faire également qu’une variable Y n’ait pas
de borne supérieure.

Les auteurs exposent alors comment d’un systéme de contraintes co-définies SC en ne consi-
dérant que les contraintes de la forme X C lub (ou cette contrainte est la seule ayant la variable
X en membre gauche et lub désigne la borne supérieure de cette variable en forme normale
disjonctive) on peut extraire un systéme, dit de « contraintes-automate», noté ¥(SC). Cette
construction est assez immeédiate et se base une nouvelle fois sur l'idée de « subset construc-
tion» : les variables considérées sont alors les ensembles de variables ensemblistes présentes dans
le systéme original. Comme précédemment la variable {X,Y} doit étre comprise comme 'ex-
pression X NY. Il est important de remarquer qu’en forme normale disjonctive, les intersections
peuvent « franchir» les symboles de fonctions, i.e. Vexpression f(X,Y)N f(Y, X) est équivalente
a f(XNY,YNX). En utilisant cette remarque, le systéme de « contraintes-automate» extrait
du systéme donné dans I'exemple 10 est :

{X} CaUf({X, Y} {X,Y})
{vcm
{X’Y} gan({X,Y},{X,Y})

la contrainte {Y'} C T vient du fait que la variable Y n’a pas de borne supérieure (sous la forme
d’une union d’intersections d’expressions f(Xi,... , X;,) ou &) dans le systéme de contraintes. La
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derniére contrainte s’obtient par intersection des deux précédentes, en sachant que T représente
intuitivement 1’ensemble de tous les arbres et qu’il est donc élément neutre de N.

L’algorithme en lui-méme est alors décrit par un ensemble d’axiomes saturant le systéme
initial : les deux premiers axiomes sont trés simples. Ils affirment que l'inclusion (entre variables)
est transitive (X CY AN Y C Z= X C Z) et qu'on peut propager les inclusions concernant les
expressions ensemblistes de la forme 7 (X CUY AY Cn= X C 1y Um).

Les deux derniers axiomes visent eux a tester la présence d’une insatisfiabilité dans le systéme
soit du fait d’un conflit sur la vacuité d’une variable a € X A X C &, soit d’un fait de I'incom-
patibilité entre la borne inférieure et supérieure d’une variable a C X A X C U;f;( X%, ..., X2)
et a est différent de tous les f;. Ces deux axiomes ajoutent explicitement !'inconsistance O au
systéme.

Les deux autres axiomes sont quant-a-eux les axiomes centraux de l'algorithme. Ils permettent
d’ajouter des conséquences en prenant en compte les opérateurs de projection. Ceux-ci se basent
sur la construction du systéme de « contraintes-automate» ¥(SC) & partir du systéme courant
SC.

Considérons une contrainte de SC de la forme V' C f~ (W) et la borne supérieure de la va-
riable {W} dans ¥(SC). Si cette borne supérieure est égale & l’ensemble vide @ (i.e. la contrainte
{W} C @ apparait explicitement dans ¥(SC)), alors on peut ajouter & SC, la contrainte V C @.
Si telle n’est pas le cas, alors il existe dans ¥(SC) une unique contrainte {W} C 7 U... U7

Parmi les 7;, seuls ceux de la forme f(Xi,...,Xn), c-a-d ayant f pour symbole de téte, les
X; étant des variables « ensemble», peuvent prétendre « participer » au résultat de I'applica-
tion de l'opérateur de projection fk_1 a W. Pour l'une de ces expressions f(Xi,...,Xm), un

test de vacuité des variables3 est effectué. Si aucune de celles-ci n’est vide (pour aucun Xj,
X; C @ n’appartient & ¥(SC)), alors X est I'un des « éléments» de la projection. Pour résu-
mer est ajoutée au systéme SC une contrainte ayant V pour membre gauche en forme normale
conjonctive (ou, de maniére équivalente un ensemble de contraintes, chacun des membres droits
correspondant & un des éléments de 'intersection) dont la forme normale disjonctive est I'union
des variables « ensemble» X} apparaissant dans des expressions non-vides f(Xi,... ,X,,) dela
borne supérieure de {W} dans ¥(SC). Si tous les 7; correspondent & des interprétations égales
a l'ensemble vide, alors on ajoute au systéme V C & (I’ensemble vide étant élément neutre de
I’union).

En revenant & l'exemple 10, pour la contrainte Y C f 1(X), en considérant le systéme de
« contraintes-automate» donné précédemment, on ajoute au systéme les contraintes ¥ C X et
Y CY correspondant 4 la forme normale disjonctive {Y'} C {X,Y'}.

Ainsi, pour 'exemple 10, on obtient comme systéme de « contraintes-automate» final

{X} CaUf{X, Y} {X,Y})
¥} CaUF({X,Y},{X,Y})
{X,Y} CaU f{X,Y},{X,Y})
De cette contrainte, on peut trés facilement extraire un automate d’arbres finis ou infinis (ou,

plus précisément une famille d’automates) sans condition d’acceptance dont les états sont les
variables « ensemble» et les régles de transition sont définies comme suit : pour une contrainte

3%Le test de vacuité est la principale différence entre une interprétation sur les ensembles d’arbres finis ou sur
les ensembles d’arbres finis et infinis. Lorsque seuls les ensembles finis sont considérés, devrait étre ajouté au
systéme un axiome spécifiant une sorte de test d’occurrence. Par exemple, la contrainte X C f(X,Y) n’admet
pas de solution pour l'interprétation sur les ensembles d’arbres finis, au contraire du cas infini.
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V C 71 U... U7, on considére les régles de transition {V — 7,...,V — 7}. Et donc, pour
I’exemple :

{X} —=a
{X} =-f({ X YE{X, Y}
{Y} —a
{Y} -7({X, Y}L{X,Y})
{X,Y} —a
{X, Y} =-f({X, Y}, {X,Y})

L’interprétation d’une variable V' du systéme initial dans la plus grande solution de celui-ci est
alors égale au langage reconnu par l'automate ayant ces régles de transitions et {V'} pour état
initial.

Le systéme saturé (et donc, final) contient O si et seulement le systéme initial était insa-
tisfiable. Si ce n’est pas le cas, alors 'automate extrait de ce systéme reconnait exactement la
plus grande solution du systéme de contraintes co-définies donné en entrée. On peut dire qu’en
fait cette méthode par saturation (comme celles présentées précédemment) a pour but d’ajouter
des conséquences du systéme (dans la théorie SCc) visant & rendre redondantes pour le test de
satisfiabilité les contraintes impliquant des symboles de projections.

Les auteurs démontrent en utilisant le probléme du vide du langage de l'intersection de n
automates d’arbres [62] que le probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes
co-définies est EXPTIME-dur et de plus, du fait de la complexité de l'algorithme proposé, que
ce probléme est EXPTIME-complet.

Il apparait que cet algorithme mélange d’une certaine facon des aspects syntaxiques, comme
la saturation du systéme par I’ensemble des axiomes, et des aspects plus sémantiques comme
la construction et l'utilisation des automates d’arbres, représentants explicites d’une valuation
ensembliste.

Podelski et Charatonik insistent dans [18] sur le fait que bien que la complexité du test
de satisfiabilité des contraintes définies et co-définies soit la méme et qu’il y ait présence de
propriétés respectives de plus petite/plus grande solution, les classes des contraintes définies et
co-définies ne sont pas duales tant sur le plan syntaxique, que sur la méthode de résolution. Nous
verrons cependant que ce jugement peut étre nuancé sur la dualité a la fois de l'algorithme de
résolution ou de la syntaxe dans le cas d'une extension de ces deux classes.

Dans la section suivante, nous allons sortir quelque peu du cadre que nous nous étions fixé
et ce pour plusieurs raisons. Tout d’abord, le cadre des travaux qui y sont abordés n’est plus a
proprement parler celui des contraintes ensemblistes (nous verrons toutefois qu’en réalité, la dis-
tinction n’apparait que dans la présentation du probléme) et peut d’une certaine facon sembler
moins riche. D’un autre point de vue, ces travaux introduisent une notion de description inten-
sionnelle d’ensembles qu’on ne trouve pas dans la vision précédemment présentée des contraintes
ensemblistes, qui abordait principalement ce qui est communément appelé les opérateurs booléens,
a savoir les opérateurs d’union, d’intersection et de complémentation (méme si les projections
sont considérées dans certains travaux). Cependant, il s’avére que cette extension est & l'origine
de notre travail et des extensions que nous proposerons pour les classes des contraintes ensem-
blistes définies et co-définies, mais également & l'origine de l'article « fondateur» de Heintze et
Jaffar au travers d’un précédent article des mémes auteurs [40].



58 Chapitre 2. Contraintes ensemblistes : un état de lart

2.4.4 Opérateurs intensionnels

Nous allons exposer dans cette section un nouveau type d’opérateurs qui définit des ensembles
de maniére intensionnelle. Nous présenterons ces opérateurs dans le cadre ou ils sont apparus en
ce qui concerne les contraintes ensemblistes & savoir la programmation logique (pour étre plus
précis, le typage de programmes logiques) 3!. Cette présentation a ’avantage de se baser sur un
concept en général bien connu, donnant sans doute une idée plus intuitive du propos.

Une description intensionnelle d’un ensemble peut étre définie comme une expression de la
forme {z | P(z)}, ou P est une propriété devant étre vérifiée par les éléments de l’ensemble ainsi
défini. Par exemple, 'ensemble des entiers naturels pairs peut étre décrit par {n|n € NA(In'n’ €
N An = 2 xn’)}. La signification d’une telle écriture est bien-sir trés informelle si on ne fixe
pas de sémantique pour la propriété P. Cette définition peut étre formalisée d’'un point de vue
logique. On considérera ici que la propriété P est décrite par une formule du premier ordre.

Les deux travaux présentés dans cette section seront ceux de Heintze et Jaffar [37,40], ainsi
que ceux de Friiwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni [28], qui ont reformulé le premier de ceux-ci
dans le cadre de la programmation logique. Pour des raisons de clarté, nous commencerons par
exposer ce dernier et nous terminerons par les travaux de Heintze et Jaffar plus proches des
contraintes ensemblistes.

Ensembles intensionnels et programmes logiques

Nous allons aborder le principe de « description intensionnelle» d’ensembles de termes clos
(ou, de maniére équivalente d’arbres finis) sous la forme de programmes logiques limités.

Considérons des programmes logiques dont les symboles de prédicats sont tous unaires et dont
les clauses sont de la forme p(t) < p1(t1),... ,Pm(tm), O t est un terme linéaire (i.e. chaque
variable qu’il contient n’apparait qu'une seule fois dans celui-ci) et t,...,%, sont des termes
quelconques. De tels programmes logiques sont appelés uniformes dans [28] et sont essentiellement
les programmes quasi-automates définis dans [24], en notant que sans perte de généralité par ajout
éventuel de nouveaux symboles de prédicats, les clauses de ces programmes peuvent étre mises
sous l'une des trois formes suivantes :

p(f(mlv- .. axTn)) <:p1($1)7 s 7pm($m)
p(I) <:P1(t1)7-~ 7Pm(tm)
p(c) < p1(t1), ..., Pm(tm)

ou les variables (du premier ordre) zi,... ,Z, de téte de la premiére clause sont deux a deux
distinctes , t1,... ,t, sont des termes quelconques, x est une variable du premier ordre et ¢ un
symbole de constante.

Nous avons déja mentionné le fait que lorsque I’on considére des formules comprenant uni-
quement des prédicats monadiques ces symboles de prédicats peuvent étre confondus avec des
variables du second ordre, en tenant compte du fait qu'un modéle d’un tel programme logique
peut étre vu comme une valuation ensembliste. Ainsi, on peut réécrire un tel programme logique
sous la forme d’une contrainte ensembliste intégrant un opérateur de description intensionnelle
d’ensembles. On suppose qu’au prédicat p correspond la variable ensembliste X et qu’a chacun

31Nous présenterons plus avant dans ce document les liens existants entre les contraintes ensemblistes et I'analyse
de programmes logiques.
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des p; correspond la variable X;. Nous avons déja rencontré le premier type de clause; on peut
lui associer la contrainte f(Xi,...,Xn) C X.

Considérons maintenant le second type de clause et une interprétation (de Herbrand) Z. Cette
derniére peut étre vue comme une valuation ensembliste associant & chaque variable ensembliste
(correspondant & un symbole de prédicat) un ensemble de termes clos. Soit {z |3_,t;1 € X1A... A
t; € X,}, une description intensionnelle d’ensembles d’arbres finis définie comme une conjonction
monadique du premier ordre dont z est la seule variable (éventuellement) libre. La sémantique
de cette description est définie comme étant I’ensemble des arbres finis 7 tels que (Z, [z — 7]) |=
d.t1 € X1 A... At € X;. D'aprés cette sémantique et le lien entre symbole de prédicat et
variable ensembliste, on peut affirmer qu’une clause du type p(z) < pi(t1),.-. ,Pm(tm) peut
s’écrire sous la forme {z|3_,t; € X1 A... A € X} C X,

La derniére clause peut étre vue comme un cas dégénéré du second type. Son codage comme
une contrainte est un peu plus particulier et peut se faire comme suit : si on considére un symbole
binaire f (présent ou ajouté a )

Fifle{z]3ati € Xi A A E X)) C X

Ceci traduit bien le fait que ¢ appartient 4 l'interprétation de X pour une solution, uniquement si
Pexpression {z|3_zf; € X1 A... At € X} ne s’évalue pas & I’ensemble vide dans cette solution,
i.e. que dans le modéle du programme correspondant a cette solution, il existe une instance close
du corps de cette clause dont les atomes appartiennent & ce modéle. On peut noter que le symbole
de projection f;(...) peut lui-méme étre remplacé par 'expression {z; | 3z2 f(z1,22) € ...} qui
lui est équivalente.

Il est bien évident que du fait que tout programme logique défini admette un modéle de
Herbrand, les systémes de telles contraintes sont toujours satisfiables. L’un des problémes abordés
32 dans [28] est celui de donner une représentation (sous la forme d’un automate d’arbres finis)
du plus petit modéle d’un programme uniforme (i.e. de la plus petite solution du systéme de
contraintes qui lui est associé).

L’idée est de transformer un programme logique uniforme en utilisant le fait que son seul
modéle d’intérét est le plus petit. Ceci signifiant que pour ces transformations seul ce plus petit
modeéle est préservé. Nous allons donner I'idée de la premiére des transformations qui est appliquée
a partir d’un exemple :

Exemple 11 : Considérons le programme uniforme suivant :

p(z) < q(f(9(x),2)) s(g(z)) < s(z)
q(f(z,y)) < r(z),9(v) r(a)

q(f(z,y)) < r(z),s(y) q(a)

r(g(z)) <= r(z) s(a)
r(f(z,y)) < r(z),r(y)

Nowus rappelons que les atomes présents dans le plus petit modéle d’un programme sont ezac-
tement les racines des arbres de preuve construits avec les instances closes des clauses de celui-cu.
Par exemple, pour l’atome p(a), on peut construire les deuz arbres de preuve de la figure 2.9.
Pour les atomes p(g(a)) et p(f(a,a)), on peut construire les arbres de preuve suivants donnés en
figure 2.10.

En fait, pour tout terme clos 7, un arbre de preuve pour p(7) aura, selon que le terme T ait
un [ ou g pour symbole de téte, la forme décrite a la figure 2.11.

321 ’autre probléme traité dans cet article est un test d’appartenance, c-a-d tester pour un arbre 7 et pour un
symbole de prédicat p le fait que p(7) soit ou non conséquence logique du programme.
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p(f) p(f)
q(f(g(a),a)) q(f(g(a), a))
VRN YN

T(gl(a)) q(a) ?"(gl(a)) s(a)
r(a)

F1G. 2.9: Exemple de deux arbres de preuves pour p(a) et le programme de ’exemple 11

(9{a)) p(f(clz,a))
q(f(9(g(a)), g(a))) q(f(g(f(a,a)), f(a,a)))
T(g(gl(a))) s g|(a)) 9(f(a,a))) q(f(
T(gl(a)) s(a) T(f(a,a q(a
r(a) (] T

F1G. 2.10: Arbres de preuves pour p(g(a)) et p(f(a,a)) pour le programme de Pexemple 11

p(lT) p(IT)
q(f(g(7), 7)) q(f(g(7),7))
/ / N\
IT)) Q(I) 7"(gi’f)) q(IT)
] |
T(IT) l T(IT) I
| |
| |

F1G. 2.11: Forme des arbres de preuves pour le programme de 'exemple 11 et p(7) pour un terme
7 de symbole de téte f (& droite) ou g (& gauche)
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On peut remarquer sur la figure 2.11 que le terme 7 de la racine (pour le prédicat p) se
retrouve & des neeuds plus bas dans l'arbre pour les prédicats r et, s ou q selon la forme de 7.
On peut d’une certaine fagon dire que cette partie de l’arbre est en fait inutile, puisque le terme
T est conservé intact. Si on s’intéresse au rapport existant entre les termes de téte et ceur du
corps dans les wnstances de clauses considérées, on voit que lorsque le terme de téte devient un
sous-terme dans le corps, cette croissance doit étre compensée puisque globalement les feuilles
de l'arbre dotvent étre de taille 1. On peut donc dans Uexemple éviter cette croissance locale
en remplagant la clause p(z) < q(f(z,z)),r(f(z,y)) par les deuz clauses p(z) < r(z),q(z) et
p(z) < r(z),s(z) éliminant accroissement des termes selon que la décroissance ultérieure se
fasse avec la premiére ou la seconde clause ayant pour téte q(f(z,y)).

Cette idée se base en fait sur celle de transformation d’un automate d’arbres finis « 2-way»
en un automate « 1-way». Le programme produit par une telle transformation est un programme
logique dont les clauses sont de la forme suivante :

p(f(xlv - 7$m)) <= p1(.’E1), s ,pm(xm)

p(.’L‘) <:pl(l‘)v' .. 7Pm(z)

p(z) < p1(t1),-.- ,pm(tm) avec z n’apparaissant dans aucun des t;
p(C) <n (tl)a .. 7pm(tm)

Un tel programme est appelé programme régulier-unaire. En utilisant une idée similaire les clauses
des deux derniers types de clauses peuvent étre éliminées et ce programme logique est alors appelé
régqulier-unaire réduit. Les auteurs font alors remarquer qu’un programme régulier-unaire réduit
se trouve étre essentiellement un automate d’arbres finis alternant [11] que 'on peut transformer
en un automate d’arbres finis, i.e. dans un programme logique n’ayant que des clauses de la forme
p(f (X1, , X)) € pi(Xa), ..., pi(X0).

Toutes ces transformations sont prouvées correctes dans le sens ou elles préservent le plus petit
modéle du programme et les auteurs démontrent que la taille du programme (i.e. de 'automate)
produit est exponentielle par rapport 4 la taille du programme initial.

En reprenant le point de vue des contraintes ensemblistes, on peut affirmer que cette méthode
permet le calcul (i.e. la représentation sous la forme d’un automate d’arbres finis de la plus petite
solution d’un systéme de contraintes ensemblistes de la forme Sexp C X, ou 'expression Sexp
est générable par la grammaire suivante :

Sexp := X | f(Sexp,...,Sexp) | SexpU Sexp | Sexp N Sexp |
fol(Sexp) | {z|3_,t; € SexpA... At € Sexp}

Mentionnons le fait que dans [27], précédent le travail de Friiwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni
[28] que nous venons de décrire, Filé a introduit une classe d’automates d’arbres, appelée « Pat-
tern Replacing Automata» (« Automates de Remplacement de Motifs») et montre I’équivalence
entre ces automates et les programmes logiques définis : & tout programme logique défini, on peut
associer un tel automate tel que le langage reconnu par celui-ci correspond au plus petit modele
de Herbrand du programme logique. Il étudie comme cas particulier les programmes logiques
ayant uniquement des symboles de prédicats unaires et tel que les tétes de clauses de celui-ci
sont de la forme p(t), out £ est soit une constante, soit un terme f(z1,... ,Zn,) tel que les variables
Z1,...,Zm, sont deux-a-deux distinctes 33. Il montre alors que les automates de remplacement de

8311 est immeédiat de voir que tout programme logique uniforme de [28] peut &tre transformé un tel programme.
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motifs correspondant aux programmes de ce type (appelés automates de remplacement de motifs
faiblement monadiques) reconnaissent un langage régulier d’arbres.

Ces travaux de Friwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni avaient principalement pour but de
clarifier et de simplifier un résultat proposé par Heintze et Jaffar dans [40]. Heintze a lui-méme
proposé dans [37] une approche voisine de l'algorithme de résolution des contraintes définies
précédemment présentée (voir section 2.4.1). Nous allons sommairement exposer cette algorithme
dans la sous-section suivante.

Expressions ensemblistes quantifiées

Motivé par I'analyse de programmes logiques (voir chapitre 5), Heintze et Jaffar ont déve-
loppé dans [40] un formalisme permettant de calculer une approximation de la sémantique d’un
programme logique. C’est sur ce formalisme, appelé « formules ensemblistes» qu’ils ont ensuite
proposé la définition des contraintes ensemblistes de [39]. Le travail de Friiwirth, Shapiro, Vardi
et Yardeni [28] que nous venons de présenter avaient essentiellement pour but de reformuler les
« formules ensemblistes» dans le cadre de la programmation logique. Heintze dans [37] com-
pléte 'approche de [39] et I'intégre complétement dans les contraintes ensemblistes sous la forme
d’« expressions ensemblistes quantifiées», qui sont en fait (dans le sens informel que nous avons
donné) des descriptions intensionnelles d’ensembles {z | P(z)}.

On peut dire (en restreignant quelque peu la définition qui en est donné dans [37]) que la
propriété P dans les expressions ensemblistes quantifiées est une formule du premier ordre s’écri-
vant comme une conjonction d’atomes implicitement existentiellement quantifiée. Les atomes
de ces formules sont de la forme ¢t € Sexp et t{Sexp; le premier atome s’interpréte comme un
test d’appartenance, i.e. t € Sexp est vrai pour une substitution close ¢ et une interprétation
ensembliste Z si o(t) € Z(Sexp). Le second t}Sexp est vral pour une substitution close o et une
interprétation ensembliste Z si il existe un terme clos 7 appartenant a4 Z(Sexp) différent de o(t).

Un terme clos 7 appartient pour une interprétation ensembliste Z & l'interprétation de 1'ex-
pression {z | Atome; A ... A Atome;}, oit les Atome; sont des formules atomiques, s’il existe une
substitution close o définie pour les variables (du premier ordre) apparaissant dans les atomes
et pour z telle que o(z) = 7 et pour tout ¢, Atome; est vrai pour o et Z.

Ce second type d’atome, sortant quelque peu de I’approche que nous suivront, ne sera pas
considéré dans la présentation qui suit. Nous supposerons donc que les expressions d’appartenance
sont de la forme {z| A, t; € Sexp;}, ou les ¢; sont des termes définis par ¥ et un ensemble de
variables du premier ordre X et les Sexp; sont des expressions ensemblistes.

Les contraintes que nous allons considérer ici sont en fait une extension de la classe des
contraintes ensemblistes définies donnée a la section 2.4.1. Ainsi, une contrainte de cette classe
peut étre définie comme une inclusion de la forme Sexps C Sexpp, ou Sexpas et Sexpp sont
générables par la grammaire suivante :

Sexps =X | f(Sexpa,... ,Sexpa)| T|L|Sexps U Sexp,|Sexps N Sexpa |
fk_l(Sepr) | {z| /\ti € Sexpa}
Sexpp ::=f(Sexpg, ... ,Sexpg)

Les expressions ensemblistes quantifiées sont donc simplement considérées comme une classe
de nouveaux opérateurs ensemblistes pouvant apparaitre en membre gauche du symbole d’inclu-
sion.
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Comme il est fait dans [37], ces expressions ensemblistes quantifiées peuvent en réalité s’écrire
sous une forme restreinte; cette forme impose simplement que les atomes de ces expressions
sont soit de la forme z € Sexp (ou Sexp est une expression ensembliste atomique, constituée
uniquement de symboles de fonctions et de variables ensemblistes) ou de la forme t € X, ou X
est une variable ensembliste. Le systéme manipulé est donc toujours supposé sous cette forme.

Nous allons décrire uniquement ’ensemble des régles de transformation traitant les expres-
sions ensemblistes quantifiées ; ces régles s’ajoutent en fait aux régles décrites pour les contraintes
définies dans la section 2.4.1, étendant ainsi I’algorithme qui y est présenté pour tenir compte de
cette extension de la définition des contraintes.

La premiére de ces régles est une régle d’instanciation des variables ensemblistes présentes
dans une expression ensembliste quantifiée : si le systéme contient une contrainte de la forme
{z|t € Y Aconj} C X et une autre de la forme Sexp C Y, ou Sexp est une expression atomique,
alors on peut remplacer la premiére contrainte par {z |t € Sexp A conj} C X.

La seconde vise & décomposer les tests d’appartenance présents dans les expressions ensem-
blistes quantifiées : une contrainte de la forme {z | f(¢1,... ,tm) € f(Sexp,... ,Sexpm)Aconj} C
X est remplacée par {z |t € Sexp; A ...tm € Sexpm A conj} C X.

La troisiéme régle élimine les contraintes contenant une expression ensembliste quantifiée
inconsistante, c-a-d dont la conjonction d’atomes ne peut étre satisfaite : une contrainte de la
forme {z |t € Sexp A conj} C X est éliminée du systéme de contrainte si un test de non-vacuité
échoue pour Pexpression Sexp ou si t est de la forme f(t1,...,tm) et Sexp est de la forme
9(Sexp1, ... ,Sexp;) avec g # f.

Enfin, la derniére régle de transformation a pour but de partiellement transformer une
contrainte contenant une expression ensembliste quantifiée en une contrainte codant l'intersec-
tion de deux expressions ensembliste : si le systéme contient une contrainte de la forme {z |y €
SexpAy € SexpAconj} C X (z et y pouvant étre la méme variable), alors cette contrainte est rem-
placée par les deux contraintes {z |y € Z{sexp sexp'} /A cOnj} € X et SexpN Sexp’ C Zygexp, sexp/}-

Ces régles de transformation ajoutées a ’algorithme décrit dans la section 2.4.1 en constitue
une extension permettant de tester la satisfiabilité d’un systéme de cette classe étendue et si ce
dernier se révéle satisfiable donne une représentation de la plus petite solution de celui-ci.
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Chapitre 3

Les contraintes définies : une extension

Nous allons dans ce chapitre présenter une extension de la classe des contraintes définies
(interprétée sur les ensembles d’arbres finis, ou de maniére équivalente, de termes clos), princi-
palement par 'ajout d’'un opérateur de description intensionnelle d’ensembles. Aprés avoir défini
syntaxiquement et sémantiquement cette classe, nous proposerons pour celle-ci un algorithme
répondant au probléme de satisfiabilité. Nous verrons également que cette extension préserve les
caractéristiques principales de la classes des contraintes ensemblistes définies. Pour conclure ce
chapitre, nous mettrons en lumiére les liens de cette classe avec la classe de contraintes co-définies
et nous aborderons le probléme de 'expressivité de cette extension.

Nous allons supposer dans ce chapitre, ainsi que dans le suivant, que la signature considérée
% est finie.

3.1 Les contraintes définies généralisées

Nous donnons tout d’abord la syntaxe et la sémantique de ’extension proposée. Cette classe
de contraintes est appelée classe des contraintes définies généralisées 3.

3.1.1 Syntaxe et sémantique

L’extension de la classe de contraintes ensemblistes définies que nous considérons consiste
en 'ajout d’un opérateur intensionnel, appelé expression d’appartenance. Ces expressions sont
décrites par des formules positives du premier ordre dont le seul symbole de prédicat est le
prédicat d’appartenance « €».

La syntaxe d’une contrainte définie généralisée Ygpsc est donnée a la figure 3.1 sous forme
abstraite. La formule ® est appelée formule du premier ordre monadique positive 3° étendue.
On peut remarquer que la forme de ces formules est celle des formules monadiques positives du
premier ordre, & I’exception du fait que les formules atomiques sont des tests d’appartenance non
pas & une variable du second ordre, mais & une expression ensembliste. Ceci justifie 'appellation
étendue. La notation ®(z) marque le fait que z est 'unique variable libre de ®. L’expression
ensembliste {z | ®(z)} est appelée expression d’appartenance.

34Ces travaux sont publiés dans [69], et sont une extension d’une partie de ceux présentés dans [25].

3*Nous rappelons qu’une formule du premier ordre est dite positive si elle ne comporte pas de connecteurs de
négation (—), d’implication (=) et d’équivalence (<).

36Cette notion de constante complémentée est apparue dans [37], mais pour une motivation différente de la
notre (voir section 3.3.2).

65
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Sexpa = X | f(Sexpa,...,Sexpa)|Sexps U Sexpa | Sexpa N Sexpa | T | L]

f7 M (Sexpa) | {z | ®(2)}
O :=teSexps|PAD|DVI|Tyd|Vyd

Sexpp == X | f(Sexpg,...,Sexpg) |ac

Yepsc == Sexpa C Sexpp

avec X €V, f € &, t € TERM(Z, X) et ab est un symbole nullaire, appelé constante
complémentée et introduit pour chaque constante a de la signature 36.

F1G. 3.1: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes définies généralisées

Exemple 12 : Voici un ezemple de systéme de contraintes définies généralisées construit sur
Uensemble de variables ensemblistes { X1, X9, X3} et la signature £ = {a/0,b/0,¢/0, f/2,9/2},

f(a,b)Uf(b,T) gXl
g(b,b) Ug(b, X2) C X»
{z|32vy f(z,y) € X1 Ag(z,z) € X2} C X3

Pour fixer la sémantique de telles contraintes ensemblistes, nous rappelons qu’une interpréta-
tion ensembliste 7 est une application d’un ensemble de variables ensemblistes vers p( TERM(X)),
P’ensemble des ensembles des termes clos. Cette interprétation est étendue aux expressions en-
semblistes de la maniére suivante :

- I(f(Sexpy,...,Sexpm)) = {f(71,-.. ,7m)| 71 € Z(Sexp1) et ... et Tm € Z(Sexpm)} 37
- Z{Sexp; U Sexps) = Z(Sexp1) U Z(Sexp2)
— Z(Sexp; N Sexps) = Z(Sexp;) N Z(Sexps)

I(T) = TERM(E)

(1)

(f SeXp) {71 f(1,. .., Tm) € I(Sexp)}

Afin de prendre en compte les nouveaux opérateurs ensemblistes que nous avons introduits,
s'ajoutent aux axiomes précédents les deux axiomes suivants :

- Z(a®) = TERM(Z) ~ {a}
- I({z|®(2)}) = {TI( (Ts,I)), [z — 7]) E ®(z)} ou [z — 7] est une valuation du singleton
{z} dans TERM(Z).

La notation ({Tg,Z)),[z — 7]) = ®(x) est en réalité un abus de celle donnée dans la section
1.2.2.0. Pour étre plus correct, il conviendrait de définir l'interprétation d’une formule atomique

3TCette sémantique est en fait fixée par 1’algébre des ensembles d’arbres finis PTry.
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t € Sexp sous une valuation v (pour les variables du premier ordre de t) par la valeur de
vérité de [t|]= € T(Sexp), oit T est une interprétation des variables du second ordre (donc, une
interprétation ensembliste) étendue aux expressions ensemblistes par les axiomes précédents;
cette interprétation des formules atomiques s’étend aux formules monadiques positives étendues
du premier ordre comme ce qui est présenté & la page 12.

Dans ’algorithme que nous proposerons pour répondre au probléme de satisfiabilité d’un
systéme de contraintes ensemblistes définies généralisées, nous allons imposer une restriction
sur la forme syntaxique de ce systéme. Cette restriction n’entraine cependant aucune perte de
généralité dans le sens ou tout systéme peut étre effectivement transformé dans un systéme a
syntaxe restreinte de telle maniére que ces deux systémes ont le méme ensemble de solutions, du
moins en ce qui concerne les variables apparaissant dans le premier de ceux-ci.

Cette restriction syntaxique peut étre obtenue a partir d’'un systéme de contraintes définies
généralisées en lui appliquant les régles d’inférence du systéme S données a la figure 3.2.

Ce systéme S se compose de deux sous-systémes S1 et So. On applique tout d’abord sur
le systéme de contraintes SC donné en entrée les régles du sous-systéme S; (jusqu’a obtenir
un systéme sur lequel plus aucune régle de &; n’est applicable) : en introduisant de nouvelles
variables, le sous-systéme S; « aplatit » le systéme de contraintes de telle fagon que les opérateurs
ensemblistes (ainsi que les atomes des expressions d’appartenance) du systéme ne s’appliquent
plus qu’a des variables ensemblistes. De plus, dans le systéme final, pour chaque contrainte, si
I'un des membres de Vinclusion n’est pas une variable ensembliste, alors 'autre membre de la
contrainte en est nécessairement une.

Il est aisé de voir que le sous-systéme S; transforme un systéme de contraintes en un systéme
équivalent (tout du moins en ce qui concerne les variables ensemblistes originellement dans le
systéme de contraintes). De plus, les contraintes du systéme de contraintes produit sont alors de
l'une des formes suivantes :

f(X1, . Xm) CX {zle(@)}CX YCX Xuycz TcCX
X CF(Xy,..., Xm) Xcat FUY)SX  Xnvcz 1CcX

ou ¢ est une formule monadique du premier ordre ayant z pour unique variable libre, i.e. ¢ ne
comprend que des atomes de la forme t € X avec X, une variable ensembliste.

Sur le systéme ainsi obtenu a I’issu de la normalisation par le sous-systéme &q, on applique les
régles d’inférence du sous-systéme S jusqu’a ce qu’aucune de ses régles ne soit plus applicable.
Le systéme final obtenu est dit en forme aplatie.

1l est évident que le sous-systéme S» transforme un systéme de contraintes en un autre systéme
qui lui est équivalent. Ainsi, le systéme en forme aplatie est équivalent au systéme de contraintes
ensemblistes initial sur lequel on a appliqué les sous-systémes S; et So.

De par le forme des contraintes issu de la normalisation par Si, il est alors immédiat de voir
qu’un systéme de contraintes ensemblistes définies généralisées en forme aplatie ne contient que
des contraintes de la forme :

f(X1,... , Xm) CX {zlo(z)} CX
X C (X, Xm) X cat
Il est & noter que la mise en forme aplatie d’'un systéme (au travers de la normalisation par

le sous-systéme Sy, puis So) ne fait qu'augmenter polynémialement (par rapport a la taille du
systéme initial) la taille de celui-ci.
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SC U {Sexp C Sexp'}
SCU{SexpCW , W C Sexp'}

SCU{f(Sexp1,...,Sexpm) C X}
SCU{f(W1,... , W) C X, Sexpy CWy, ..., Sexpm CWp,}

SCU{X C f(Sexpi,... ,Sexpm)}
SCU{X C f(Wy,... , W), W1 C Sexp1, ... , Wi, C Sexpn, }

SCU{ {z| [t € Sexp]} C X} SCU{ f7'(Sexp) € X }
SCU{{z]|plte W]} C X, Sexp C W} SCU{fTYW)C X, SexpC W }

SC U {Sexp U Sexp’ C X} SC U {Sexpn Sexp’ C X'}
SCU{SexpC X , Sexp' C X} SCU{WNW>y C X, Sexp CW;, Sexp' CWs}

ou : .

- W,Wy,... ,W,, sont des variables nouvelles (et ce & chaque application d’une régle
d’inférence), i.e. n’apparaissant pas dans le systéme de contraintes sur lequel la
régle est appliquée,

— Sexp, Sexps, . . . , Sexp, ne sont pas des expressions ensemblistes égales a des va-
riables de second ordre.

Le sous-systéme d’inférence &1
SCU{XuYy C Z} SCu{xXny CZz}
SCU{XCZ,YCZ} SCU{{z|lz€eXNzeY}CZ}
SCu{L C X} SCU{T C X}
sC SCUUpes{f(X,... . X) C X}
scu{y ¢ X} SCuif (¥) € X}
SCu{{ylyeY}CX} SCU{ {zx |3z, f(z1,--. ,2m) €Y} C X}}

Le sous-systéme d’inférence So

FiG. 3.2: Le systéme d’inférence S de mise en forme aplatie
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Exemple 13 : Voici le systéme donné dans lezemple 12 mis en forme aplatie,

aC Xy

bC Xs
f(X4, X5) € Xy
F(Xs5,X7) € X1

9(Xs5, Xs5) € Xo
9(X5,X2) C Xo
{z|32¥y f(z,y) € X1 Ag(z,z) € X2} C X3
{z|3y,ye Xy Ve X7} C X7

La variable X7 est mise ici pour Uopérateur T. Les expressions d’appartenance permettent
ict d’éviter d’utiliser une description extensionnelle de ’ensemble des termes clos. En effet, la
contrainte a C X4 assure que pour toute solution du systéme, l'interprétation de la variable X4
est non-vide. Ainsi, pour toute solution du systéme, l'interprétation de X7 est l’ensemble de tous
les termes clos, puisque pour tout terme clos T et toute solution Z, ({Ts,Z),[z— 7)) = Iy, y €
Xy Ve Xy

3.1.2 Outils et notions auxiliaires

Dans cette section, nous allons introduire quelques notions particuliéres de logique qui vien-
dront compléter celles données dans la section 1.2. Puis, nous définirons une légére extension &
la définition des automates ascendants d’arbres finis donnée a la section 1.3.2.

Notions auxiliaires de logique

Nous allons introduire des compléments de logique, ayant pour objets principaux les formules
monadiques positives du premier ordre et des variantes de celles-ci.

Nous allons commencer par prouver une propriété intéressante des formules monadiques po-
sitives du premier ordre. Considérons A et B, deux X-algébres et A un morphisme surjectif de A
dans B. Soient Za et Zg, deux applications de ’ensemble des variables du second ordre V vers
©(Da) et p(Dg), les ensembles des ensembles d’éléments du support respectivement de A et de
B.

On a alors :
Proposition 5 Les deux énoncés suivants sont équivalents :
- pour tout élément d* du support de P'algébre A, d* € Tpo(X;) <= A(d®) € Tp(X;)
— pour toute formule monadique positive du premier ordre ¢ et toute valuation va de Varx(p)
dans Da,
(€A, Zadva) E o <= ((B,Ig), A(va)) =

Preuve :

11 est évident que le second énoncé implique le premier, puisque celui-ci en est un cas particulier
pour une formule atomique de la forme x € X;. L’implication réciproque est immédiate et se
prouve par induction sur la forme de la formule .

[ |

Nous avons vu que les formules du premier ordre monadiques positives (étendues) sont les for-
mules permettant de définir 'extension proposée de la classe des contraintes définies. Cependant,
nous allons voir que cette classe se révélera insuffisante pour l'algorithme permettant de tester
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la satisfiabilité d'un systéme de cette classe. C’est pourquoi nous allons introduire un nouveau
type de formule et nous verrons comment ce type peut étre lié du point de vue de ses modéles
aux formules monadiques positives.

Définition 13 Les formules monadiques T-bornées sont les formules monadiques du premier
ordre définies par la grammaire suivante :

xi=teX|xiAxelxiVxe|l3z(z € TAX)|Vz(z €T = x)

ou T est une variable du second ordre particuliére.

On peut associer & chaque formule monadique positive ¢ une unique formule monadique
T-bornée,

Définition 14 Soit ¢ un formule monadique positive du premier ordre, on notera ¢ la formule
monadique T-bornée (associée & ) définie récursivement comme suit :

(te X si p=teX
01 N\ P2 SI =1 A2
D=1 P VG S o =1V

z(z e TAF) si o= Jz¢’
(Vz(z € T=¢) si o=V

On supposera dorénavant que pour ¢ une formule monadique positive, ¢ désignera la formule
monadique T-bornée qui lui est associée selon la définition 14. Nous allons voir maintenant le lien
sémantique existant entre une formule monadique positive et la formule monadique T-bornée qui
lui est associée.

Toute structure R, modéle d’une formule monadique positive ¢ peut étre étendue en une
structure R, fixant la sémantique de la variable du second ordre particuliére T. Considérons
une structure ((A,Z)) définie pour un ensemble Vj, de variables du second ordre et définissons
une extension (A, Z)) de celui-ci 4 'ensemble V3, U {T} en posant VX € Vy, Z(X) = Z(X) et
Z(T) = Da, le support de l'algébre A. On a alors

Proposition 6 Pour toute valuation v, ({A,Z),v) = ¢ ssi ((A,Z),v) =@

Considérons maintenant deux algébres A et B, telles que B est une sous-algébre de A. Soit Z,
une application associant & chaque variable du second ordre de V un élément de p(Dg), i.e. un
sous-ensemble du support de l'algébre B et & la variable particuliére T l’ensemble Dg, support
de B. On a alors

Proposition 7 Pour toute formule monadique T-bornée ¢ et toute valuation v de '’ensemble
Vary (p) dans Dg, ({(B,Z),v) &= ¢ si et seulement si ({A,Z),v) = ¢.

Automates ascendants d’arbres finis a ran
g

Nous allons étendre la définition proposée dans la section 1.3.2 en ajoutant aux automates
la notion de rang.

Définition 15 Un automate ascendant d’arbres finis de rang n est défini par un quadruplet
(X,Q,F,A). ¥ est une signature, Q est un ensemble fini d’états, F = (Fj,...,F,) est un n-
uplet d’ensembles d’états dit finals (F; C Q) et A est une relation définie par un ensemble de
régles de transition.
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La notion de calcul pour un arbre dans un tel automate, ainsi que celle de I'accessibilité sont
les mémes que pour celles d'un automate « classique» (voir page 17).

Pour un automate A ascendant d’arbres finis de rang n, on dira que 'arbre 7 est reconnu pour
la i composante du langage L(A) si 7 =% g et ¢ € F;. Le langage reconnu par un automate
ascendant d’arbres finis de rang n est un n-uplet d’ensembles d’arbres finis L(A) = (L1,... , L)
tel que arbre 7 appartient & L; si et seulement si 7 est reconnu par la ¢ composante du
langage L(A). Un tel automate de rang n peut donc étre vu comme n automates ascendants
d’arbres finis ayant les mémes états, le méme ensemble de régles de transition et ne variant que
sur I’ensemble des états finals, i.e. le i™¢ automate a pour ensemble d’états finals F;, la 76™¢
composante du n-uplets d’états finals de ’automate de rang n.

Nous allons en fait nous intéresser uniquement aux automates ascendants d’arbres finis &
rang déterministes et complets, i.e. tels que pour tout membre gauche de régle de transition
constructible, il existe une unique régle ayant ce membre gauche dans 'automate. La définition
du calcul étant la méme que pour un automate classique, on a donc le fait que dans un automate
a rang déterministe et complet A, pour tout arbre fini 7, il existe un unique état g tel que 7 =% ¢
et cet état est noté run4(7).

Automates et logique

Dans cette section, nous allons expliciter les liens existants entre logique et automates a rang
déterministes et complets.

Un automate ascendant d’arbres finis déterministe et complet A = (X, Q, A, F) définit deux
algebres A 4 et Aycp(q) comme suit :

~ Aa=(Q, {f*}sex) ou fAgLs .-, qm) = g ssi flgr,--- ,qm) = g€ A

— Arcnay=(Reachable(A), {8} sex) ou 72N (g1, ... ,qm) = g ssi fq1,..- ,qm) = €
A

On peut noter que A, ., 4) est une sous-algebre de A 4, pour laquelle le support a été restreint
aux états accessibles de 'automate Reachable(A).

Nous avons déja cité le fait que pour .4, un automate & rang déterministe et complet, run4
définissait une application de TERM(X) dans Q (et pour étre plus précis, dans Reachable(A)).
D’un point de vue algébrique, on peut affirmer que runy4 est un morphisme de l'algébre Ty
vers les algebres A4 et Apcp(4)- Ce résultat est en fait immeédiatement déductible des définitions
données précédemment :

rch(A) (runa(m),... ,runa(mm))

rung((f(r1,--. 7)) = fAruna(n),... ,rung(tm)) = f
Ces égalités proviennent de la définition d’un calcul et de celles de fA et freh(4) On peut de plus
affirmer de par la définition de la notion d’accessibilité que runy est un morphisme surjectif de
Ty vers Aycp(4)- La dénotation d'un terme clos 7 dans ces deux algebres est donnée par run A7),

ie |T]ay = 7] Aepay= runa(r).
Les algebres A4 et A,cp4) peuvent étre étendues pour un ensemble {V,...,Vp} de variables

du second ordre respectivement en deux (X,{Vi,...,V,})-structures R4={(A4,Z)) et Rycna)=
{Arcn(a), I, ou Z(V;) = F; et I(V;) = F; N Reachable(A).
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3.2 Une solution au probléme de satisfiabilité

Nous allons dans cette section proposer un algorithme permettant de tester la satisfiabilité
d’un systéme de contraintes ensemblistes définies généralisées (en forme aplatie). Les données
principales manipulées par notre algorithme seront des automates ascendants d’arbres finis &
rang a la fois déterministes et complets. L’algorithme sera défini & partir d’un ensemble de régles
d’inférence, qui en fonction des contraintes du systéme, transforme un automate d’arbres finis
en un autre automate ou produit la valeur spéciale O. Nous prouverons la correction de cet
algorithme et finalement, donnerons sa complexité.

3.2.1 L’algorithme

Cette section se décompose en deux sous-sections : la premiére définit en fonction des variables
ensemblistes d’un systéme de contraintes en forme aplatie la classe des automates d’arbres que
nous allons considérer. La seconde présentera un systéme de régles d’inférence, qui définira notre
algorithme.

Préliminaires

Nous allons tout d’abord présenter les automates d’arbres qui vont étre utilisés par notre algo-
rithme. La forme de ces automates est simplement définie en fonction des variables ensemblistes
apparaissant dans le systéme de contraintes (en forme aplatie).

Considérons un systéme de contraintes ensemblistes définies généralisées SC, supposé en forme
aplatie 3. Soit {X3,... , X, }, 'ensemble des variables ensemblistes apparaissant dans SC. Nous
allons considérer ’ensemble des automates (ascendants d’arbres finis) déterministes et complets
de rang n de la forme A = (£, Q, F, A) avec X est la signature (finie) sur laquelle est définie SC,
Q = {0,1}", i.e. 'ensemble des n-uplets de valeurs booléennes {0,1} et F = (F,... ,F,), ou F;
est ’'ensemble des états ayant un 1 sur leur i*¥™€ composante. On notera TAsc, I’ensemble de ces
automates.

L’idée est d’associer une composante du n-uplet d’états finals & chacune des variables en-
semblistes de SC, ce qui de par la définition de ce m-uplet revient & associer une composante
d’un état & chaque variable ensembliste. Un tel automate A , reconnaissant un unique langage
(Li,...,Lp), définit donc de maniére unique une interprétation ensembliste Z 4 des variables de
{X1,..., X} en posant pour tout ¢ € {1,... ,n}, Z4(X;) = L;, ce qui équivaut a dire que pour
tout terme clos 7, 7 € Z4(X;) si et seulement si run4(7) € F;.

Avant de présenter 1’algorithme, nous allons terminer cette section en introduisant quelques
notations.

Nous avons vu dans la section 3.1.2.0 qu’'un automate & rang déterministe et complet per-
mettait la définition de deux structures R4 et R cp4); de par la forme des automates que
nous considérons, ces deux structures seront vues comme des (X,{Xi,...,X,})-structures.
De plus, en présence de formules monadiques T-bornées, ces deux structures sont étendues en
des (X,{X1,...,Xn, T})-structures respectivement R; et RrTch( 4) €n posant que, pour chacune
d’elles, l'interprétation de la variable particuliére T est égale & Reachable(.A).

Il est & noter que puisque pour les automates considérés, les ensembles £, Q et F’ sont fixés, un
automate sera totalement défini par A, I’ensemble de ses régles de transition. C’est pourquoi nous

%8Ceci peut toujours étre le cas du fait de I« algorithme» proposé page 67. Nous verrons que les mesures de
complexité données dans la section 3.2.2.0 n’en sont pas affectées.
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ne distinguerons plus un automate de I'’ensemble de ses régles de transitions. Nous utiliserons
la notation switch; (g,1) pour désigner 'état ¢’ tel que ¢’ est égal a ¢ a exception (éventuelle)
de la ®M¢ composante qui est positionnée a 1 dans l'état ¢/, c’est-a-dire plus formellement
Vi, ¢ € F; © (¢ € F; Vi = j). On notera Ag, I'« automate vide», dont toutes les régles ont
pour membre droit le n-uplet {0}".

Le systéme d’inférence

L’algorithme est trés simple : il est basé sur un systéme de régles d’inférence R, transformant
selon les contraintes un automate de la classe TAge en un autre automate de celle-ci et consiste,
partant de I’« automate vide» Ay, & appliquer les régles de R jusqu’a 'obtention d’un automate
final (stable par application d’une régle quelconque de R) ou d’une valeur spéciale 0. Une régle
d’inférence de R ne fait que modifier le membre droit d’une régle de transition d’un automate
en positionnant une des composantes de cet état a 1 (a4 'aide de switch;) et ceci en fonction
d’'une des contraintes du systéme SC. L’idée sous-jacente a ces transformations (et donc, aux
regles d’inférence) est de construire (itérativement) pour un systéme de contraintes satisfiable
un automate Ay vérifiant que (i) si pour un terme clos 7, on a runa,(r) € F;, alors pour
toute solution Z du systéme SC, on a 7 € Z(X;), la construction échouant si le systéme n’est
pas satisfiable (correction partielle), (ii) le langage reconnu par Ay est solution du systéme SC
(complétude).

Le systéme d’inférence R est donné par les cinq régles de la figure 3.3. Informellement, ce
systéme peut étre décrit comme suit. Le sens de la régle (Compose) est le suivant : si pour
toute solution Z, chacun des 7 vérifie 7, € Z(Xj,), alors du fait de la contrainte, le terme
f(71,... ,7y) doit appartenir & Z(X;). Pour la régle (Clashl), dans toute solution Z, la constante
a appartient & Z(X;); la contrainte X; C a® implique donc le fait que le systéme n’a pas de
solution. La régle (Clash2) signifie qu’il existe un terme clos de la forme f(ry,... ,7x) dans Z(X;)
pour toute solution Z; or, la contrainte X; C g(X;,,...,X;,) impose que pour une solution,
les termes appartenant & l'interprétation de la variable X; aient un g comme symbole de téte
(avec f # g). On en conclut que le systeéme SC est nécessairement insatisfiable. Pour la reégle
(Decomp), si un terme de la forme g(71,... ,7;) appartient & Z(X,) pour une solution Z, alors du
fait de la contrainte, il est nécessaire que pour chacun des k, on ait 7, € Z(X}). Finalement, la
derniére régle (Member) signifie que si pour un terme clos 7 et pour une solution Z, la condition
((Tx,Z),[v = 7)) = @() (qui est équivalente & ((Tx,Z),[v = 7]) k= @(z)) est vérifiée, alors
du fait de la contrainte 7 € Z(X;).

On définit la relation g sur I'ensemble TAsc U {0} en posant e -z €’ si € est obtenu &
partir e par application d’une régle d’inférence de R ou si e = ¢’ 3°. Notre algorithme calcule un
élément final ef (soit O, soit un automate de TAgsc) tel que Ag F% ey (F% dénotant la cloture
transitive de la relation Fz) et pour tout e de TAsc U {O}, si ef Fx e, alors e = ey, i.e. que ey
est un point fixe de la relation Fx.

On peut remarquer qu’aucune stratégie d’application des régles d’inférence n’ayant été définie,
il convient d’en choisir une pour garantir effectivité de 'algorithme. En fait, une simple condition
d’équité de la stratégie est suffisante. Ceci n’est cependant pas important du point de vue de
la correction de l'algorithme; nous y reviendrons lorsque nous aborderons le probléme de la
complexité de celui-ci.

39La relation Fx est réflexive.
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- (Compose)
AU{f(thQm)_)q} SI{f(X’LU,le)gXZESC
AU{f(q,--- ,qm) — switchy(q,7)} Vk, g € F;,
- (Clashl)
AU{a — ¢} i X; Calesc
O g e F;
- (Clash2)

Au{f(qlv 7Qm)_)Q} si

Xigg(Xil,... 7Xil) € SC
f#9, q4cF

g
{g1,--- ;am} € Reachable(A U {f(q1;--. ,qm) = q})
- (Decomp)
X, Cg(Xy,... , X)eSC
AU {lhs — ¢} i d9(g},---,q) > ¢ €S tq.
A U {lhs — switchi(q,1)} q €F, g=gq;
{a1,--- »q1}\{¢i} C Reachable(A U {lhs — q})
— (Member)

A U{lhs = q} si{ {z|p(z)} C X, €8C
A U {lhs — switch;(q,%)} (RZu{zth}’ [z — q]) = p(2) @

FiG. 3.3: Le systéme d’inférence R du test de satisfiabilité

“Nous rappelons que @(z) est la formule monadique T-bornée correspondante a la formule monadique
positive ¢ apparaissant dans la contrainte.
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3.2.2 Correction - complexité

Dans cette section, nous allons démontrer que notre algorithme est partiellement correct en
montrant que lorsque celui-ci a pour résultat un automate d’arbres finis, alors l'interprétation
qu’il définit est plus petite (au sens de C) que toute solution du systéme SC et lorsque le résultat
est la valeur spéciale O, alors le systéme est effectivement insatisfiable. La complétude sera vérifiée
en montrant que si I’algorithme produit un automate, alors l'interprétation fixée par celui-ci est
solution du systéme de contraintes. Nous terminerons cette section en donnant la complexité de
I’algorithme proposé (en fixant une stratégie trés simple d’application des régles d’inférence).

Correction partielle

Pour prouver la correction de notre algorithme, nous allons énoncer trois propriétés pour un
certain automate de TAgc et une certaine interprétation ensembliste. Nous montrerons que les
deux premiéres propriétés sont équivalentes et impliquent la troisiéme. Nous verrons ensuite que
ces propriétés sont préservées par la relation b pour les interprétations correspondant & des
solutions du systéme de contraintes. Ceci nous permettra de conclure aisément & la correction
partielle de notre algorithme.

La premiére propriété pose une condition de correction partielle des composantes positionnées
& 1 dans I’état en membre droit de régle vis-a-vis d’une interprétation quelconque en fonction de
la correction des états se trouvant en membre gauche vis-a-vis de cette méme interprétation.

Propriété 1 Vf(q,... ,qn) > g€ A, Y71,... ,7m € TERM(Z),

( N\ Vi g€ F; = m € I(X;))
1<k<m

_
(Vj, ¢ € Fj = f(71,... ,™m) € I(X}))
La seconde propriété étend cette propriété aux formules monadiques T-bornées. Ainsi, pour
une certaine interprétation Z,

Propriété 2 Vqp,... ,q, V71,..., 7,

( N\ V4 g € F; = 7 € I(X;))

1<k<I
=
(Rg[yl Q1. Y ql]) }= @(yl, 7yl)
-

(T, I, [y = 11,y m = 7)) B oW, --- 5 w)

Finalement, la troisiéme propriété est un cas particulier de la seconde pour des formules
atomiques construites a 1’aide d’un terme clos,

Propriété 3 Vr € TERM(Y), runa(r) € F; = 7 € I(X;)
On peut alors montrer que :
Lemme 1 Pour une interprétation Z et un automate d’arbres A de TAge,
— Si la Propriété 2 est vraie pour Z dans A, alors la Propriété 3 est vraie pour Z dans A.

— Les Propriétés 1 et 2 sont équivalentes.
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Preuve :

Le premier point est évident, puisque pour une formule atomique quelconque T € X; (sans
variable libre du premier ordre, puisque T est un terme clos), Rg = 7 € X; est équivalent a
runa(7) € F; et que (Ty,Z)) =7 € X; est équivalent a T € T(X;). Ainsi, cette implication est
valide.

Pour le second point, il est évident de voir que si la Propriété 2 est vraie pour une interprétation
T, alors ceci implique que la Propriété 1 est vraie elle aussi pour cette méme interprétation.
La Propriété 1 est en fait un cas particulier de la Propriété 2 pour les formules atomiques de
la forme f(y1,... ,ym) € X; (avec j € {1,... ,n}).

Prouvons maintenant par induction sur la structure des formules monadiques T-bornées ¢ que
pour une interprétation T fixée, la Propriété 1 implique la Propriété 2.

— si ¢ est une formule atomique, i.e. de la forme t € X;, alors par induction sur la structure
du terme t :
— si t est une variable (du premier ordre), alors I'implication est trivialement vraie.

- si t est une constante (t = a), alors 'implication est déduite immédiatement du fait
que la Propriété 1 est vraie pour la régle de transition a — q.

— sit est un terme « composéy, i.e. de la forme t = f(t1,... ,tn), alors par hypothése
d’induction, la Propriété 2 est vraie pour tous les t; et pour toute variable du second
ordre X..

Ainsi, pour tout 11,... ,7; et tout q1, ... ,q, tels que la proposition suivante est vraie

N Vi € F; = 7 € Z(X;)
1<k<l

on peut en déduire que

R y1 =g, i~ aq)) BEti € Xe

AN i ==

1<i<m 1<e<n \ ((Te, Z)s [y1 = 71, sy = 7)) B ti € Xe

En posant v = [y1 — q1,...,y1 — q) et 0 = [y1 = T1,...,Yy; — 7], ceci est par
définition équivalent & affirmer que :

.
1t:]32 € F,

AN -

1<i<m 1<e<n \ o(t;) € Z(X,)

ou o(t;) désigne I’application de la substitution close o au terme t;.

RT s ; o P
Posons ¢} = [t;|,* et 7, = o(t;). En utilisant ces notations, la proposition précédente
peut étre reformulée de la facon suivante :

N\ Ve g€ F. = 7 e I(X.)
1<k<m

Par hypothése, la Propriété 1 étant vraie dans A, et ce en particulier pour les g; et
les 7], on peut donc en déduire que :

-

(Ve, LF @1, ym)] € Fo= f(r],... ,Th) € I(Xe))

Y1+q1 50 Ym —>qm ]
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Ceci est équivalent & dire, par définition, pour tout X., que

(RZ’[yl = q1,--- Y ql]) "__ f(t17"' 7tm) EXC
~ :
(T, I), 1 =71, sy = 7)) B 1, ) € Xe

qui est bien ’expression de la partie impliquée de la Propriété 2, pour une formule ¢

de la forme f(t1,... ,ty) € Xe.
— si @ est de la forme ¢1 A 2 ou @1 V o, alors par hypothése d’induction, la Propriété
2 est vraie pour ¢y et . Considérons ces deux hypothéses écrites pour ’ensemble des

variables du premier ordre libres dans ¢ et 2, i.e. Vary(p1) U Vary(4a) ; en posant

,Tl) = /\ Vj, gr € Fj == T EI(Xj)

\I,(qlv"' y QL TLs e -
1<k<l
on a (pour lindice e € {1,2}) :  Vai,...,q,V711,...,7,
(RA-[11 = a1, sy = al) E @e
U(q1,e-e s Qi Tly--- ,T) = ) ==
(«T&I»a [yl = T YL Tl]) ,= Qﬁe
ceci étant équivalent & Vqi,...,q,V71,...,7,
(Rgv[yl = gly.-- Y QZD '= ‘156
==

sl Tly e e ,T]) =

‘I/(ql,... _
(«T27I»7[y1 =Tl YL Tl]) '= Pe

1<e<2
En utilisant les équivalences logiques habituelles, on peut déduire de la proposition précé-

dente les deux énoncés montrant que I'implication des propriétés est vraie pour ces deux

vqh'" 7(11,V717--- » L

formes de formules, & savoir :
U al) E oA

(RL[ZJI =41, -
\I,(Qh-'-yq17717"-77-l)=> B -
(T, Z).n = 1, = ) E 1A @2
et Vql,... ,ql,VTl,... ,T1
RALI = a,...,y—a) EéLVé
‘I’(ql,...,ql,Tl,...,Tl)=> _ >
(T, I 1= 1, s ) E 61V 2

— si ¢ est de la forme 3z (x € T A @'), alors il est suffisant de monter que : pour tout état
accessible q de 'automate A, il existe un terme clos 7 tel que Vqy,... ,q,,V71,... , 71,

( /\ V7, quFj:TkGI(Xj))

1<k<l
—

(R:Sra[x =g,y = q,... Yl '_)QI]) '= @I(zvyh'-- 7?11)
=

(«T27f»7[$ = T, Y15 T, YL Tl]) }'__ @l(m‘ayla'-- vyl)
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Soit T un terme clos tel que runa (7)=|7] RI =4 (trouver un tel terme est possible puisque,
par hypothése, g est accessible dans A).

Or, puisque la Propriété 2 est valide pour ¢' in A par hypothése d’induction et que le
choix pour le terme 7 implique que Vj, ¢ € F; == 7 € Z(X;) (car, du fait du cas de base,
la Propriété 2 est vraie dans A pour les formules atomiques (closes)), on peut donc en
déduire que I'énoncé précédent est valide.

- si @ est de la forme Vz (z € T = @), alors le preuve est duale du cas précédent. Il suffit
donc de montrer que : pour tout terme clos 7, il existe un état accessible q dans A tel que
vq17 R 7ql7VT17 te. 7Tl7

( A\ Vi, @ € F; = 7 € I(X;))

1<k<I
-
RL Iz am=aq,...,u—aq)) ES @y, )
pess s

(«Tzi»,[l‘ = T, Y1 T, Y Tl]) }: Sal(xhyla"' ayl)

La encore, la Propriété 2 est vraie pour ¢ dans A. Posons ¢ = | 7| R} (ce qui entraine par
définition que q est accessible dans A ). De plus, puisque la Propriété 2 est vraie pour toute
formule atomique close (du fait du cas de base) dans A, on a Vj, ¢ € F; = 7 € I(Xj).
Ces deux faits nous permettent alors de conclure a la validité de I’énoncé précédent.

Nous allons montrer que la Propriété 1, et donc, les Propriétés 2 et 3, sont préservées par la
relation Fx lorsque les interprétations considérées sont des solutions du systéme de contraintes
ensemblistes.

Lemme 2 Si la Propriété 1 est vraie pour un automate d’arbres A et pour une solution Z et
que A Fr A (avec A’ # O), alors la Propriété 1 est vraie pour A’ et Z.
Preuve :

Le cas ou A = A’ est trivial ; nous supposons donc maintenant que A # A'.

Considérons une solution Z du systéme de contraintes. Il est évident que la propriété 1 de-
meure vraie pour les régles qui n’ont pas été modifiées par I'application de la régle d’inférence
correspondant a A Frp A

Soit f(qgi,-.. ,qm) — q, la régle de transition de A qui s’est vue transformée dans A’ en
flai, ... ,qm) — switchy(q,1) . Puisque par hypothése, la Propriété 1 est vraie pour A et Z, il
est alors suffisant de prouver que Vy,... ,7, € TERM(Z),

( N\ Vi@ €F; = €I(X;)) = f(r1,... ,™m) € I(Xy)
1<k<m

est vraie dans l'automate calculé A'.
Ainsi, selon la régle d’inférence de R appliquée pour le pas AFr A’ :

- Pour la régle (Compose) : par les conditions de la régle d’inférence, Yk, qx € F;, . Donc,
pour tous Ti,... ,Tm tels que 7x € I(X;,), f(m1,... ,Tm) doit appartenir & Z(X;). Ceci
est vrai car I est une solution et que, par définition, le fait que pour tout k, 7, € I(Xy,)
implique que f(71,... ,7m) € f(Z(X;)),... . Z(X:,.))-
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~ Pour la régle (Decomp) : Considérons le terme t = g{z,... , f(z1,.-. ,Zm),-.. ,2]) et la
formule atomique t € X,. Puisque la Propriété 1 et donc, par le lemme 1, la Propriété 2
sont vraies pour S et Z, on a

! ! ! !
Vay, ... Q) YTy, T VT, 00 T,

N\ ViaeF,=nel(X;) A )\ Vi dv€F= 1 € I(X;)
1<k<m 1<k'<!
k' #1
—
(RA, (Vyovy) Ete X,
-~ :
(T, 1), (rovr)) =t E Xo

o { L= [T g ] Ve = [T Gl s T )

V=[zi—=71,....,17 =T v=ion,...,Tm e Ty
Cette proposition est vraie en particulier si on pose que pour tout k', g, = runa(7y,).
Dans ce cas, en utilisant le fait que la Propriété 3 est vraie pour A et pour Z (puisque,
du fait du lemme 1, impliquée par la Propriété 1), la proposition suivante est valide

/\ Vi, g € F; = 7, € I(X))
1<k’<l
k' #£%

De plus, par les conditions de la régle d’inférence, on a (R}, (vgovy)) =t € X, Ainsi, on
peut en déduire que

( N\ Via€F = n€Z(X;) = (T, I)), (yovr) EtEX,)
1<k<m
ce qui, par définition, est équivalent &

( N\ Vi, €F = €I(X;) => (9(7h,-- . f(T1,-- ,Tm)s--- , 7)) €I(X,))
1<k<m

Or, puisque T est une solution, la proposition g({,..., f(T1,... ,Tm),... ,7]) € I(X,)
implique f(7y,... ,7m) € Z(X;).
— Pour la régle (Member) : puisque, par hypothése, la Propriété 1 est vraie pour A et Z, on
a pour la régle f(q1,-.. ,qm) — q de A considérée par la régle (Member)
VTl, oo s Tm,
( N\ Vi ar € Fy = ¢ € I(X;)) = (V), € Fy = f(m1,-.. ,7m) € Z(X;))
1<k<m
De plus, la Propriété 1 impliquant la Propriété 2 pour tout automate, on a en particulier
pour A et &,

V4, g € Fj = f(11,... ,Tm) € Z(X}))
N
(RA; [z = q]) F &(2)
_ =

(«TZ,I»,[LE — f(Tla- .- 7Tm)]) }:: 4,5(.’17)
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Or, du fait de la proposition 6, ((Tx,I),[z — f(71,...,™m)]) E @(z) est équivalent
a ((Te,Z),[z — f(r1,...,™)]) E @(z), qui est, par définition, lui-méme équivalent
a f(r,...,™m) € Z({z|e(z)}). Puisque I est une solution du systéme, cette derniére
proposition implique f(71,... ,Tm) € Z(X;).
De plus, de par les conditions de la régle d’inférence, la proposition (R}, [z — q]) E ¢(z)
est valide, ce qui nous permet de conclure a

( /\ Vj, qr € F]‘ — T € I(X]‘)) — f(Tl,... ,Tm) EI(XI')
1<k<m
|

11 est alors immeédiat de conclure a la correction partielle de ’algorithme présenté.

Théoréme 12 Soit ey la valeur calculée par I'algorithme pour un systéme de contraintes en-
semblistes SC.

- si es est un automate Ay (ey # O), alors pour toute solution Z et pour tout terme clos 7,
runa,(7) € F; implique 7 € Z(X;).

- si ef = 0O, alors SC est insatisfiable.

Preuve :

Il est évident de voir que la Propriété 1 (et, de fait du lemme 1, les Propriétés 2 et 3) sont
valides pour Ag, et ce, pour toute solution. Ainsi, par le lemme 2, ces propriétés sont vraies
pour tout automate et toute solution du systéme au cours du calcul.

— Le premier point est immeédiat, puisque, du fait de I'affirmation précédente, la Propriété
3 est vrale dans Ay pour toute solution.

— Pour le second point : soit A, un automate (A, # O) tel que Ag F3, A, et Ao Fr O. La
propriété 3 est donc valide pour A, et pour toute solution Z. Selon la régle d’inférence
appliquée pour A, Fr O :

- Pour la régle (Clashl) : puisque la Propriété 3 est vraie pour A., on peut affirmer
que q € F; implique que a € Z(X;) pour toute solution Z.
— Pour la régle (Clash2) : par définition de la notion d’accessibilité, il existe des termes
clos 11,... ,Tm tels que runa_(7x) = qx et donc, runp,(f(m1,-.- ,™m))= q € F; (avec
f # g). Puisque la Propriété 3 est vraie pour A, ceci implique que pour toute solution
Z; FlTi5:0: sTm) EX(X;)
Dans chacun des deux cas, on peut donc affirmer que le systéme de contraintes n’a pas
de solution.

La correction partielle peut se résumer en disant que si la valeur finale calculée est O, alors le
systéme SC est insatisfiable, et dans le cas contraire, c-a-d si cette valeur est un automate, alors
I'interprétation qu’il définit est plus petite (au sens de C) que toute solution du systéme.

Complétude

Soit ey, un point fixe calculé de % par notre algorithme. Supposons que ef soit en fait un
automate d’arbres Ay (i.e. ey # O). Nous allons montrer que l'interprétation Z», définie par cet
automate est une solution du systéme de contraintes SC.

Théoréme 13 I, linterprétation définie par Ay 0, est une solution de SC.

“ONous rappelons que si As reconnait le langage (L, ..., L), alors Ia, est définie par VX;, Za,(X;) = L.
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Preuve :

Par définition, T € Zp (X;) ssi runa,(7) € F;. Selon les différents types de contraintes appa-
raissant dans un systéme en forme aplatie :

— Pour une contrainte de la forme f(X;,,... ,X;,,) C X, :
Considérons 71, ... ,7m € TERM(Z), tels que 7y € Zn (X, ). Puisque par hypothése, Ay
est un point fixe de b, du fait de la régle (Compose), runa,(f(r1,... ,Tm)) € F;. Ainsi,
f(r1, - s Tm) € Zn, (X5).

— Pour une contrainte de la forme X, C g(X1,... ,X)) :

Considérons un terme clos T appartenant a Za,(X,), i.e. vérifiant runa,(7) € F,. Selon
la forme de ce terme :
Sit= f(r1,... ,Tm) et f # g, alors la régle (Clash2) aurait du étre appliquée a Ay. Ceci
est impossible puisque Ay est un point fixe différent de O.
Sit =g(m,... ), par définition il existe une régle de transition g(¢}, ... ,q;) = ¢’ dans
Ay telle que ¢’ € F, et pour tout k, g;, est un état accessible dans cet automate. Puisque
Ay est un point fixe de Fg, pour tout i, g; € F;. Et donc, par définition, 7; € IAI(X,-);
ainsi, g(Tl7 een ,Tl) € IAf(g(le - ,Xl)).

— Pour une contrainte de la forme X; C a®
Il est suffisant de montrer que a & Ia (X;). Si tel n’était pas le cas, alors par définition
runa,(a) € F;. Ainsi, pour la régle de transition a — ¢ de Ay, q appartiendrait a F;.
Ceci est impossible puisque Ay est un point fixe pour F (et, en particulier pour la régle
(Clashl)) supposé différent de O.

— Pour une contrainte de la forme {z|p(z)} C X; :
Soit T un terme clos tel que T € Ia,({z|¥(z)}). Par définition, ceci est équivalent a
(Ts,Za,),[z = 7] | @(z). En utilisant la proposition 5 et le contenu de la section
3.1.2.0, on peut déduire que (Ryen(a ;): [z = runa,(1)]) = ©(z)

Donc, par la proposition 6, (RrTch(Af)’ [z = runa,(7)]) E $(z)

Alinsi, par la proposition 7 et le contenu de la section 3.1.2.0, (RL, [z = runa,(7)]) E

¢(z)
Finalement, puisque Ay est un point fixe de g, par la régle (Member), runa .(7) € F; ce
qui implique que 7 € Za (X;).

On peut déduire des preuves de correction partielle et de complétude que notre algorithme
calcule la valeur O si et seulement si le systéme de contraintes ensemblistes SC considéré est
insatisfiable et que si la valeur finale calculée est un automate d’arbres, alors linterprétation
ensembliste définie par celui-ci est la plus petite solution du systéme SC. Par conséquent, sous
Phypothése d’une stratégie « terminante», ceci permet de répondre au probléme de confluence
de notre algorithme.

Nous allons dans la section suivante aborder le probléme de la complexité de l'algorithme
présenté.

Complexité

Nous rappelons que le probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes
définies est un probléme EXPTIME-complet [16]. Ceci nous donne une borne inférieure a la
complexité de notre probléme.
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Proposition 8 Le probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes définies
généralisées est EXPTIME-dur.
Preuve :

Trivial, puisque tout systéme de contraintes définies est par définition un systéme défini géné-
ralisé.

En utilisant 'algorithme précédemment décrit (avec une stratégie particuliére d’application
des régles d’inférence), on a

Proposition 9 Le probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes définies
généralisées est un probleme EXPTIME-complet.
Preuve :

Notons tout d’abord que tout systéme de contraintes définies généralisées peut étre mis en
forme aplatie a l'aide d’un algorithme polynémial en temps (et donc, en espace). Il est donc
suffisant de démontrer que I’algorithme proposé (répondant au probléme de satisfiabilité d’un
systéme en forme aplatie) est EXPTIME*!.

Pour ce faire, nous allons tout d’abord spécifier une stratégie pour 'application des régles
d’inférence de R.

Cette stratégie consiste en l'itération d’un procédure de type « cherche-et-switch », qui s’achéve
lorsque deux itérations successives n’ont conduit & aucune modification de I'automate ou lorsque
la valeur O a été calculée. Cette procédure revient & chercher une contrainte et une régle de
transition telles qu’une régle d’inférence de R puisse étre déclenchée avec ce couple entrainant
soit la modification (explicite) de la régle de transition (transformation d’un 0 en un 1), soit
le calcul de O. Ceci assure qu’a chaque exécution de cette procédure si Pautomate auquel elle
s’applique n’est pas un point fixe de b, alors (au moins) un état d’'un membre droit de régle
est modifié.

Soit Ny (resp. Nsc) le nombre de variables ensemblistes (resp. de contraintes ensemblistes)
apparaissant dans le systéme de contraintes donné en entrée.

Soit S, la longueur de la plus grande formule monadique positive apparaissant dans les expres-
sions ensemblistes des contraintes de SC et Sq la longueur de la plus grande quantification de
ces formules.

Soient Ny et amax respectivement le nombre de symboles de fonctions et I’arité maximale de
la signature .

Dans les automates que nous considérons, il y a exactement 2NV états et au plus 2NV 3max N;
régles de transition. Nous notons |S| une borne supérieure de la taille d’'un automate donnée par
2NNy amax Ny (amax+1) Ny. On peut supposer que tester la finalité d’un état et que l'opération
switch; peuvent étre faites en temps constant. L’accessibilité d’un état peut étre testée en un
temps linéaire par rapport a |S|.

Puisqu’a chaque itération, au moins un état en membre droit de régle voit 'une des ses
composantes modifiée de 0 vers 1, on peut donc borner le nombre total d’itérations par
oNy amax Ny Ny. De plus, du fait du systéme d’inférence R, il se trouve que pour chaque couple
(contrainte , régle de transition) au plus deux régles d’inférence peuvent (éventuellement) étre
appliquées*? ; ainsi, au plus deux tests de déclenchabilité (pour la ou les régles d’inférence

“Pour un probléme de taille n, EXPTIME(n) = |J, DTIME(2"" ).
42Une telle situation peut se produire pour un couple dont la contrainte est de la forme X; C g(X:,,. .-  Xi,)
entrainant le fait que le test de déclenchabilité doit étre réalisé pour la régle (Decomp) et la régle (Clash2).
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correspondant au couple) doit étre effectué pour un tel couple. Donc, 4 chaque exécution de la
procédure « cherche-et-switch», il est réalisé au plus (22ma¥Nv 2 N 7 Nsc) tests de déclencha-
bilité.

Le coiit de ce test de déclenchabilité dépend de la régle d’inférence : il peut étre effectué en
O(amax) pour la régle (Compose) et en O(1) pour la régle (Clashl). Pour la régle (Clash2), ce
test consiste principalement & tester 'accessibilité d’au plus amax états; ceci peut étre fait en
O(amax|S|). Pour la régle (Decomp), une régle de transition particuliére ayant g pour symbole
de téte doit étre trouvée; pour vérifier qu’une régle ayant g pour symbole de téte convient, il
est nécessaire pour 'une d’entre elles, de tester parmi les (au plus) amax états apparaissant en
membre gauche, la présence de I'état q et I'accessibilité des (au plus) (amax — 1) autres états
de ce méme membre gauche. Ainsi, le test pour cette régle d’inférence peut étre fait en au
plus O(2Nv amax 4 ((amax — 1) |S| + amax)). Le test de déclenchabilité pour la régle (Member)
peut étre décomposé en deux parties : la premiére calcule 'ensemble des états accessibles dans
lautomate en O(|S)) et la seconde tente de prouver la validité de la formule @, ce qui peut étre
réalisé en O(2™v 52 S,,).

Notons T, la taille du systéme de contraintes ensemblistes donné en entrée. Globalement, le
nombre de tests de déclenchabilité peut étre majoré par ki T2 282 T ou k1, ko sont des constantes
dépendantes de la signature ¥. Le cotit de chacun des tests de déclenchabilité (selon la régle
d’inférence) peut étre borné par O (ks T 2F4 TQ), ou k3, k4 sont des constantes dépendantes de
Ia signature. Ainsi, la complexité globale de I’algorithme proposé est en O(k T3 2F (T*+T)) on
k, k' sont des constantes dépendantes de la signature.

Remarques :

Les automates de la classe TAsc Le point crucial de la méthode que nous avons présentée
ici est la classe des automates TAgc et ceci sur deux points.

Le premier est le lien existant entre les variables ensemblistes d’un systéme et la définition
des états d’un automate de cette classe, ainsi que celle du n-uplets d’états finals. Cet aspect se
retrouve dans les travaux qui ont précédé celui-ci sur les classes de contraintes définies, (positive)
a intersection, et la classe (PNSC). En effet, un état de 'automate peut étre vu comme la fonction
caractéristique d’un sous-ensemble des variables ensemblistes d’un systéme SC. On retrouve 1a
d’une certaine maniére les variables créées par ’algorithme de [39] et plus particuliérement I’indice
associé a ses variables. Il en va de méme des variables d’intersection de [16] pour lesquelles nous
avons déja fait le rapprochement avec celles du travail précédemment cité. Plus proche encore
sont les états des automates d’ensembles d’arbres définis dans [32], puisqu’ils sont tout comme les
noétres définis comme une valuation booléenne. La principale distinction qui peut étre faite serait
que dans tous ces travaux, les « états» sont en fait un n-uplet de booléens dont les composantes
sont associées aux expressions et non aux variables du systéme. C’est la forme aplatie, ainsi que
l'automate qui contient les notions de composition de termes, qui font que seules les variables
sont considérées ici.

Le second point est la nature déterministe et compléte des automates qui met en lumiére
I'aspect algebrique de le solution proposé. En effet, tout comme dans [14], l'algorithme peut
tout simplement étre vu comme la recherche d’une algébre finie (ayant pour domaine les états
accessibles de 'automate) définissant une unique structure (le n-uplets d’états finals étant fixé);
cette recherche s’effectue parmi toutes les algébres possibles (i.e. celles ayant pour domaine les
parties de ’ensemble des variables ensemblistes, pouvant &tre vues comme des ensembles de
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prédicats monadiques) et non pas de maniére non-déterminste, mais par un calcul itératif.

Treillis des solutions Nous avons vu précédemment qu'un systéme de contraintes ensem-
blistes définies généralisées satisfiable avait une plus petite solution (qui est celle calculée par
notre algorithme sous la forme d’un automate d’arbres). Cependant, nous avons déja mentionné
le fait que cela était aussi le cas pour un systéme de contraintes définies et pouvait étre vu comme
un conséquence du fait que l'ensemble des solutions d’un tel systéme de contraintes était clos
par intersection M. Cette propriété peut se résumer par le fait que l'ensemble des solutions forme
un semi-treillis inférieur complet. Nous allons voir que la généralisation que nous proposons pré-
serve cette propriété. Pour tout ensemble (non vide) de solutions S7 d’un systéme de contraintes
définies généralisées, MS7 43 est aussi une solution, ce qui se résume en disant que I’ensemble
des solutions est « clos par intersection ».

Proposition 10 Pour tout systéme satisfiable SC de contraintes ensemblistes définies géné-
ralisées, ayant Z,, pour plus petite solution, (SOL(SC),E,M,T,) est un semi-treillis inférieur
complet.
Preuve :

Pour prouver cela, il suffit de montrer que pour tout ensemble de solutions S, NS est une solu-
tion. Ceci peut étre fait en inspectant chacun des types de contraintes (que nous supposerons
sans perte de généralité en forme aplatie). Pour les contraintes concernant des compositions

fonctionnelles, a savoir f(Xi,...,Xn) € X et X C f(X1,...,Xn), la preuve est similaire a
celle faite dans [39] pour le cas des contraintes définies. Nous allons simplement rappeler le cas
f(X1,...,Xm) C X, Pautre cas étant symétrique.

Pour tout terme 7,

7 €NS(F(X1... s Xm))

& 1€ f(NS(X1),...,N8(Xm)) (car NS est une interprétation ensembliste)
@VIes 7€ f(I(X1),..-I(Xm)) (par définition de NS)

eVITeS, reZ(f(X1,...,Xm)) (car T est une interprétation ensembliste)
=>VIeS 1€Z(X) (car T est une solution)

& 17 €NS(X) (par définition de MS)

C

La preuve pour X C a” est trivial. Détaillons le cas pour {z|¢(z)} C X

Pour tout terme T,

r & n8({z | p(2)})
& (NS, [z = 7]) E p(z) (car NS est une interprétation ensembliste)
=>VIZeS Z,(z—1)Eel) (x
< VIeS reZ({zx|eo(x)}) (carT est une interprétation ensembliste)
=VIeS 7e€I(X) (carZ est une solution)
= 7 €NS(X) (par définition de NS)

La preuve de I'implication (*) se fait par induction sur la structure de la formule ¢.
|

43Nous rappelons que l'interprétation NSz est définie par : pour toute variable ensembliste X, 7 € NSz(X ) si
et seulement si pour toute solution Z de Sz, 7 € Z(X).
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Nous avons vu dans cette section que deux des propriétés de base de la classe des contraintes
définies étalent préservées par notre extension, a savoir la complexité du probléme de satisfiabilité
et le fait que les solutions d’un systéme satisfiable forment un semi-treillis inférieur complet.

Nous allons dans la section suivante détailler le fonctionnement de notre algorithme sur un
exemple.

3.2.3 Exemple

Reprenons le systéme de contraintes en forme aplatie donné dans I’exemple 13.

aC Xy

bC X5
f(X4,X5) € X5
f(Xs,X6) € X1

9(X5,X5) C Xo
9(Xs5, X2) € Xo
{z|32Vy fz,y) € X1 Ag(z,z) € Xo} C X3
{z|3y,ye Xy Ve X} C Xg

Les états de l'automate que nous allons utiliser seront de la forme [X1, X2, X3, X4, X5, X¢].
Par exemple, pour la régle a — [1,0,0,0, 1, 1], le membre droit signifie que pour toute solution,
a appartient & l'interprétation de Xy, X5 et Xg.

Afin de pouvoir représenter les automates de maniére plus compacte, les états en membre
gauche de régle pourront avoir des composantes non-définies « _ » ; Ainsi, létat [1,0,0, ,1,1]
sera une méta-représentation des états [1,0,0,0,1,1] et [1,0,0,1,1,1]. Pour une régle de transi-
tion, la méta-regle f([1,0,0, ,1,1],[0,0,0,0,0, _]) — [0,0,1,0,0,0] représentera les régles

£([1,0,0,0,1,1],[0,0,0,0,0,0]) — [0,0,1,0,0,0]
£([1,0,0,0,1,1],[0,0,0,0,0,1]) — [0,0,1,0,0, 0]
£([1,0,0,1,1,1],[0,0,0,0,0,0]) — [0,0,1,0,0,0]
£([1,0,0,1,1,1],[0,0,0,0,0,1]) — [0,0,1,0,0,0]

—
_)

L’automate initial Ay est donc donné par :

a —[0,0,0,0,0,0] Ao s bl _,_1)—10,0,0,0,0,0]
b % [0? 0’ 07 07 0’ O] g([_?__? _7_7_7_]7 [__7_7_7_,7 —_ _]) ——) [07 07 07 07 07 O]
¢ — [0,0,0,0,0,0]

La premiére contrainte a C X4 modifie par la régle d’inférence (Compose) la régle ayant a
pour membre gauche en la remplacant par : ¢ — [0,0,0,1,0,0].
De le méme fagon, de la contrainte suivante il résulte la régle de transition :

b — [0,0,0,0,1,0]

La troisiéme contrainte f(X4, X5) C X signifie intuitivement que si pour une solution,
un arbre 7, (resp. 72) appartient & 'interprétation de X, (resp. de X3), alors I’arbre f(71,72)
appartient & l'interprétation de X;. Par l'application de la régle (Compose), cela se traduit dans
(la méta-représentation de) 'automate par le remplacement de la méta-régle
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par les régles

fa._., .., ., LL,.,_,_ 1 _])—[1,0,0,0,0,0]
fa.,_,_,0, ., [, ., , ,1 _])—10,0,0,0,0,0]
. ..., 1., s _+_,0,_])—1[0,0,0,0,0,0]
fa._._.0,, _1.[,_,_,_,0,_])—[0,0,0,0,0,0]

11 faut remarquer que cette transformation, qui semble ici n’étre qu’un pas de calcul, peut étre
vue comme 'application de la régle d’inférence (Compose) sur chacune des régles de transition
méta-réprésentées dans ’automate ici décrit.

En considérant les contraintes suivantes de la méme forme, on obtient alors automate sui-

vant :
a—[0,0,0,1,0,0]
b—[0,0,0,0,1,0] (O, .50, L1, , ,_,1,0])—[10,0,0,0,0]
¢-1{0,0,0,0,0,0] fa., ., _,00, 1,{ , , , ,1,0})—1]0,0,0,0,0,0]
., _, s e s 31y = [1,0,0,0,0,0] f(_,_,_.1,0,_}[_,_,_,_,0,0])—[0,0,0,0,0,0]
Q. 0,17 L ,_,1,1))-0,0,0,0,0,0] f([_,_, _,0,0,, ).[_, , , _,0,0])—[0,0,0,0,0,0]
f([ s A R 1) - [1,0,0,0,0,0] ¢([_,_,_,_,%, _)L[.1, , ,1, 1) —10,1,0,0,0,0]
., _, L s 1]} - [1,0,0,0,0,0) ¢([_,_,_,_,L _J[_,1,_,_,0,_])—[0,1,0,0,0,0]
F, ). s 0]) —»[1,0,0,0,0,0] ¢([_,_,_,_,1,_1].[_,0,_,_,1,_])—[0,1,0,0,0,0]
fa,_, bW, ., ,_,10)—10,0,0,0,0,0] o({_,_, , ,1, 1,[_.0, , ,0, ])—[0,0,0,0,0,0]
., _, ,1,1 b, _,_,_,0,0)—>10,0,0,0,0,00 ¢(|_,_,_,_,0,_1,[_.,1,_, ,1,_1)—10,0,0,0,0,0]
Ao N ) 0]) = [0,0,0,0,0,0] o([_, _,_,_,0,_],[_,1, _,_,0,_]) —[0,0,0,0,0,0]
b (PSS 4 US N ) 1)) = [1,0,0,0,0,0] ¢([_, _,_,_,0, _},[_,0,_, _,1,_]) = [0,0,0,0,0,0]
Ao - 200, )0, - L 1, 1)) = [0,0,0,0,0,0] o[, _, _, _,0,_L[_,0,_, _ .0, 1) —10,0,0,0,0,0]
fq., ., ,1,0 L , 1]) — {0,0,0,0,0,0]
A - 500, L[, -, ,0,1) = [0,0,0,0,0,0]

Examinons maintenant la contrainte {z | 32Vy f(z,y) € X1A¢(z,z) € X2} C X3. On va donc
tenter d’appliquer la régle (Member). Les états accessibles dans ’automate & ce niveau du calcul
sont exactement les états présents en membre droit de régle. On peut alors remarquer que quelque
soit la régle de transition considérée, son membre gauche ne peut étre utilisé comme valuation
de la variable z de telle facon que la formule de 'expression d’appartenance ait pour modéle la
structure Rg défini par 'automate. Ceci vient en particulier du fait que quelque soit le membre
gauche considéré g (pour z), il n’existe pas d’état accessible ¢’ tel que pour la régle de 'automate
flg,d") — ¢", ¢ soit final pour F; (correspondant a la variable X1). Par exemple, pour z valué a
[0,0,0,0,1,0], pour V'état accessible [0,0,0,0,0,0], la régle de transition (méta-représentée dans
Pautomate) est

f([0,0,0,0,1,0},[0,0,0,0,0,0]) — [0,0,0,0,0,0]

Cet état comme tous les autres ne peut convenir comme valuation pour z. Ainsi, aprés cette
étape, 'automate demeure inchangé.

La contrainte suivante est {z |3y, y € X4y Vo € X¢} C Xs. L'étape précédente n’ayant
pas modifié I'automate, tous les états présents en membre droit de régles sont toujours tous
accessibles. De par la formule présente dans ’expression d’appartenance de cette contrainte, le
pas de calcul est trés simple : pour tout membre gauche valuant z, on peut trouver un état
accessible appartenant & Fy (en considérant le membre gauche de la régle a — ¢ de 'automate).
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Ainsi, par application de la régle (Member) a tous les membres gauches de régle, on obtient
Pautomate suivant :

a—1[0,0,0,1,0,1]
]

b—1[0,0,0,0,1,1 f,_, .10, 1, _, ,_,1,00) =[1,0,0,0,0,1]

¢—[0,0,0,0,0,1] fa_,_,_,0,0, 1L, , , ,1,0]) =[0,0,0,0,0,1]
., . n1, L, ., ., _,1,1) = [1,0,0,0,0,1) f(_,_, ,1,0, L[, _, , ,0,0])=[0,0,0,0,0,1]
fa., ., .01, 1,0, ,_,_,1,1) =[10,0,0,0,1] f([_,_,_,0,0,_},[_, ,_,_ ,0,0])—[0,0,0,0,0,1]
., . uLy L., _,_,0,1)=1(1,0,0,0,0,1) ¢(_, , , .1, [ ,1, _, ,1,_])=][0,1,0,0,0,1]
fa. .01, ). _,_,_,0,1}) =»[1,0,0,0,0,1] g([_, _,_,_,%,_}[_,1,_,_,0,_])—1[0,1,0,0,0,1]
., 1, L, ., _,1,0)) = [1,0,0,0,0,1] ¢((_, ,_, .1, 1,0, , ,1, 1)=1[0,1,0,0,0,1]
fa., .01, L., _,_,_,,0)—[0,00,0,0,1] o([_,_,_,_,1,_][_,0,_,_,0,_})—1[0,0,0,0,0,1]
fle . ny, L., ., _,0,0) —[0,0,0,0,0,1] g{[_,_,_,_,0,_}[_,1,_,_,1,_])—10,0,0,0,0,1]
fa., .08 1, ,_,_,00)—=[0,0,000,1] g({_,_,_,_,0,_}[_,%_,_,0,_])—[0,0,0,0,0,1]
fa._, .50, )L, ,_, ,1,1)=[1,0,0,0,0,1] g((_, , , _,0, _},[_,0, ,_,1, 1) —=10,0,0,0,0,1]
. __.00 _J[_,_,_,_,11])—[0,0,0,0,0,1] g({_, _,_,_,0, _},[_,0,_, ,0,_])—[0,0,0,0,0,1]
fa_,_, .10, 1,0, ,_,_,0,1) —[0,0,0,0,0,1]
f(_,_,_,0,0, J,[_,_,_, ,0,1])—=[0,0,0,0,0,1]

L’algorithme réitére alors le calcul en ré-inspectant toutes les contraintes. Pour toutes les
premiéres contraintes de la forme f(Xi,...,X,,) C X, lapplication de la régle (Compose) laisse
inchangé ’automate.

Réexaminons alors la contrainte {z|3zVy f(z,y) € X1 A g(z,z) € X3} C X3 avec la régle
d’inférence correspondante a savoir (Member). Pour la régle ayant a pour membre gauche, la
valuation de la variable z avec le membre droit [0,0,0,1,0,0] entraine une nouvelle fois, le fait
que la condition de la régle d’inférence n’est pas remplie. Par exemple, pour 'état accessible
[0,0,0,0,0,1], la regle f([_, ., ,1,0,_],[_, _,_ ,_,0,_,1]) — [0,0,0,0,0,1] de Pautomate a
un membre droit non final pour F; impliquant le fait que le premier élément de la conjonction
de l’expression d’appartenance n’est pas satisfait.

Inspectons maintenant la régle ayant b pour membre gauche et [0,0,0,0, 1, 1] pour membre
droit : remarquons tout de suite que tous les états en membre droit de régle (et donc, en particulier
tous les états accessibles) sont finals pour Fg. Ainsi, par les régles de transition

f([_7_7_70717_]7[_.7_7_7__7171]) — [1’07070’ 0’ 1]
f([_’_’ _707 17 _]7 [_7__7___7_70’ 1]) —-) [1707 07 0707 1]

on peut en conclure que pour une valuation associant [0,0,0,0,1,1] & z et un état acces-
sible quelconque & y, le premier élément de la conjonction est satisfait. De plus, de par la regle
ol_, ., >4, _1,[,0,_,_,1,_])—1[0,1,0,0,0,1}, on peut effectivement trouver un état ac-
cessible pour valuer 2z de telle maniére que la seconde partie de la conjonction soit satisfaite ; il
suffit de considérer [0,0,0,0,1, 1] lui-méme. Ainsi, la régle (Member) est applicable pour cette
valuation de z produisant la régle
b—[0,0,1,0,1,1]

En continuant d’inspecter les autres régles, on s’apercoit que c’est pour cette seule régle de
transition que la régle d’inférence (Member) était applicable.

L’examen de la derniére contrainte ne modifie pas 'automate. De plus en réitérant une
nouvelle fois I'inspection des contraintes, I’automate reste inchangé ce qui permet de conclure a
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la fin de ’algorithme.

La plus petite solution du systéme de contraintes ensemblistes considéré peut étre représentée
sous la forme de la grammaire d’arbres suivante (les non-terminaux correspondant aux variables
ensemblistes du systéme) :

X1 = f(a,b)| f(b, Xs)
X2 = g(b,b) | g(b, X2)
X3=b
Xs=0b
Xs5=b
Xe = alblc| f(Xe, X6)|9(X6, Xe)

Nous allons dans la section suivante détailler des propriétés propres a l'extension que nous
avons introduite. Le premier point abordera 1’expressivité de cette extension et le second le lien
entre la classe des contraintes définies généralisées et la classe des contraintes co-définies.

3.3 Propriétés de ’extension

Nous allons dans cette section exhiber des propriétés de la classe des contraintes ensemblistes
définies généralisées qui sont propres a cette classe. Nous montrerons tout d’abord que ’ajout des
expressions d’appartenance a la classe des contraintes définies augmente strictement le pouvoir
d’expressivité de celle-ci en terme d’ensemble des solutions. Puis, nous verrons que cette classe
permet de faire le lien entre contraintes définies et co-définies.

3.3.1 Expressivité

Dans cette section, nous allons nous intéresser a l’expressivité de la classe des contraintes
définies généralisées vis-a-vis de la classe des contraintes définies et de la classe (PNSC) en
termes d’ensembles des solutions. Nous allons dans un premier temps, restreindre ’extension
proposée a ce que nous appellerons contraintes définies avec expressions d’appartenance simples
et comparer ’expressivité de cette classe avec les classes définies et (PNSC). Dans un second
temps, nous étudierons l'expressivité de cette restriction par rapport a celle de la classe des
contraintes définies généralisées.

Les contraintes définies avec expressions d’appartenance simples et leur expressivité

Les contraintes définies avec expressions d’appartenance simples ** sont un cas particulier
de contraintes définies généralisées pour lesquelles les formules du premier ordre monadiques
étendues des expressions d’appartenance {z | ¢(z)} sont limitées & la grammaire suivante :

¢u=t€ Sexpa|dpA¢|PpV |z ¢

ou Sexpy est définie comme une expression pouvant apparaitre en membre gauche d’une inclusion
dans une contrainte définie généralisée (avec de telles expressions d’appartenance).

*4Cette classe est apparue sous le nom des « Contraintes Définies avec Expressions d’Appartenance» dans [25].
Elle correspond a 'une des classes utilisées en analyse de programmes logiques (voir chapitre 5.
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Comme pour les contraintes définies généralisées, il est possible de transformer un systéme
de telles contraintes en un systéme aplati en préservant ’ensemble des solutions sur les variables
du systéme initial. Un tel systéme aplati aura des contraintes de la forme :

f(Xp,. Xm) € X

{zlo(x)} € X
ng(Xh ,Xm)
Xgac

ou ¢(z) est une formule monadique positive ne comportant pas de quantificateur universel et
ayant z pour unique variable libre du premier ordre.

Nous supposerons désormais que les systémes de contraintes définies avec expressions d’ap-
partenance simples considérés seront en forme aplatie. De plus, sans perte de généralité, nous
supposerons que ¢ est en forme normale disjonctive prénexe, ie. de la forme 3(V; A; ti; € Xij)-

Nous allons montrer ici que la classe des contraintes définies avec expressions d’appartenance
simples et la classe (PNSC) ne sont pas comparables du point de vue de 'expressivité entre terme
d’ensembles de solutions. L’expressivité de la classe des contraintes définies étant strictement
plus faible que celle de la classe (PNSC), nous pourrons en déduire que la classe des contraintes
définies avec expressions d’appartenance simples est strictement plus expressive que la classe des
contraintes définies en terme d’ensembles de solution.

Tout d’abord, compte tenu du fait que tout systéme satisfiable de contraintes définies avec
expressions d’appartenance simples posséde une plus petite solution et qu’il n’en est pas de méme
pour les systémes de la classe (PNSC), on en déduit que la classe des contraintes définies avec
expressions d’appartenance simples ne peut étre aussi expressive que la classe des contraintes
(PNSC).

Nous allons prouver qu'’il en va de méme pour la réciproque : pour ce faire, nous allons exhiber
un systéme de contraintes définies avec expressions d’appartenance simples et montrer qu’aucun
systéme de la classe (PNSC) ne peut avoir le méme ensemble de solutions.

Considérons E, la contrainte définie (avec expressions d’appartenance simples) suivante
{zlf(z,z) e X} CY
et la solution Z (définie pour les variables X et Y') par
Z(Y) = @ et Z(X) = {f(9"(a), ¢"(a)) | n # p}

ot g"(a) est défini récursivement par g°(a) = a et g**1(a) = g(¢*(a)).

Soit SC, un systéme de la classe (PNSC) ayant pour variables ensemblistes {X,Y} UV ;
soit I, une interprétation définie sur cet ensemble de variables et telle que Z(X) = Z(X) et
Z(Y) = Z(Y) (impliquant que Z est solution de F). Nous allons montrer qu’on peut construire
une interprétation I’ telle que si Z est solution de SC, alors I’ est également solution de SC,
mais I’ n’étant pas solution de E.

Le systéme SC se décompose en deux sous-systémes SC* et SC™ tels que SCT (resp. SC™)
ne contient que des contraintes positives, i.e. d'inclusion (resp. négatives).

Il est trés simple de montrer que pour toute solution & de SC7, il existe un entier N tel si
on considére &’ une interprétation telle que pour toute variable Z de {X,Y} UV,

T1€8(2)AS8(Z) = |7| > N 45
4Pour deux ensembles A et B, AAB est la différence symeétrique de A et B, i.e. AAB = (ANCB)U(CAN B).
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alors S’ est une solution de SC™.

En effet, pour une solution § de SC~, pour chacune des contraintes Sexp; € Sexp’;, il existe
un plus petit terme clos 7; appartenant a S(Sexp;) et n’appartenant pas & §(Sexp’;). Il suffit donc
de choisir un entier N strictement supérieur a |7;|, pour chacun des i. Pour une interprétation S’
telle que S et S’ ne se différencient que sur des termes clos de hauteur supérieure ou égale & N,
pour chacune des contraintes, 7; € §'(Sexp;) et 7; & S'(Sexp’;). Ainsi, &' est solution de SC™.

Puisque ’ensemble des variables {X,Y} UV est fini, on peut trouver ng et pg, deux entiers
avec ng > po > N tel que VZ € {X, Y} UV, g™ (a) € I(Z) « g”(a) € Z(2)

Notons 7, 'arbre qui pour un arbre 7 correspond au remplacement de tous les sous-termes de
7 de la forme f(g™(a), g™ (a)) par le terme f(g™(a),g" (a)). Posons I’ l'interprétation définie
par : pour tout terme clos 7,

VZe{X,YIUV,7€T(Z) < 7€ I(Z)

On peut remarquer que Z'(Y) = 0 et que (g™ (a), gP°(a)) appartenant a Z(X), par définition,

flg™(a),g™(a)) € Z'(X). Ceci entraine que I’ n’est pas solution de E.

Notons également que du fait de la remarque concernant les solutions de SC™ et le choix
particulier de ng et pg, I'interprétation Z’ est solution de SC~. Nous allons maintenant démontrer
que I’ est nécessairement solution de SC* (et donc, de SC).

Nous allons supposer que le systéme SC* est dans une forme aplatie, i.e. que les expressions
ensemblistes apparaissant en membre droit ou gauche des symboles d’inclusion sont de I'une des
formes suivantes 46 :

T VA Z1U Zs
L h(Zy,...,Zn) Za N Zy

On peut alors étendre la propriété définissant Z’ aux expressions en forme aplatie :

Proposition 11 Pour toute expression Sexp en forme aplatie :
7 € I'(Sexp) <= 7 € I(Sexp)

Preuve :
Selon la forme de Sexp :
— pour Sexp= T ou sexp= 1 : évident.
— pour Sexp = Z : immédiat par définition de Z'.

— pour Sexp = Z1 U Zy (resp. Sexp = Z, N Z3) : par définition d’une interprétation ensem-
bliste et de Z', on a les équivalences suivantes :

T €TI(Z,UZy) (resp. I'(Z1 N Zy))
& 17 €Z'(Z)) ou (resp. et) T € I'(Z)
& 7 € Z(Z,) ou (resp. et) 7 € I(Z1)

e 7Fe€I(Z,UZ) (resp. I'(Z, N Z,))

Cela signifie que les termes clos appartenant & §'(Z) et n’appartenant pas & S(Z) ou inversement ont tous une
hauteur supérieure & N.

*6Tout systéme de la classe (PNSC) peut étre mis sous forme par ajout de variables auxiliaires et en notant
que Sexp; = [Sexp; est équivalent 4 {Sexp: U Sexps = T, Sexp: N Sexp> = L}.
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- pour Sexp = h(Zy, ... ,Zp), selon le symbole h :

- si h # f ou h = f, mais pour un terme 7 différent de f(g™°(a),g™(a)), alors
T € I'(MZ1,...,2Zn)) est équivalent a dire qu'il existe T1,... ,Tm tels que 7 =
h(T1,... ,Tm) et pour tout i, 7; € I'(Z;). Par définition de I, cette derniére proposi-
tion est équivalente & dire que pour tout i, 7; € Z(Z;). Or puisque, 7 = h(71,... , Tm),
on a¥ =h(#,...,7n). Ainsi, Il est équivalent de dire 7 € Z(h(Z1,... , Zm)).

- si h = f et pour 7 = f(g"°(a), g™ (a)),

flg™(a), g™ (a)) € I'(f(21, Z2))

& g™ (a) € I'(Z)) et g"°(a) € I'(Z2) (par définition d’une interprétation)
& g™ (a) € I(Z,) et ¢"°(a) € I(Z3) (par définition de T')

=3 g""(a) € f(Zl) et g°°(a) € I(Z») (par hypothése sur I)
f(g™(a),g"(a)) € Z(f(Z1,Z2) (par définition d’une interprétation)

[ |
On en déduit alors

Proposition 12 Soit Sexp; C Sexps, une contrainte de SC* (supposé en forme aplatie), si
satisfait cette contrainte, alors il en va de méme pour Z'.
Preuve :
Pour tout terme clos 7, si 7 € I'(Sexp;) alors par définition de I, ¥ € Z(Sexp;). Puisque T
satisfait la contrainte, 7 € Z(Sexpe). Et donc, par la proposition 11, 7 € I'(Sexps).

n

On en conclut donc que pour la contrainte définie avec expressions d’appartenance simple
E, il ne peut exister de systéme de contraintes de la classe (PNSC) ayant exactement le méme
ensemble de solutions (restreintes aux variables ensemblistes de E).

Des expressions d’appartenance simples a la généralisation

Dans cette section, nous allons montrer en utilisant un argument topologique que la classe
des contraintes définies généralisées est strictement plus expressive que la classe des contraintes
définies avec expressions d’appartenance simples en terme d’ensemble des solutions.

Soit dg, la distance” définie entre deux ensembles de termes clos A et B, par

0 siA=1B
dg(A,B) = .
o—inf{jt||te AAB} sinon

Cette distance est étendue en une distance dg sur les interprétations ensemblistes définies sur
un méme ensemble V' de variables ensemblistes, par

ds(Z,T') = maz{dg(Z(X),Z'(X))| X € V}

Nous allons montrer que ’ensemble des solutions d’un systéme de contraintes définies avec
expressions d’appartenance simples est un fermé de la topologie (Sv(Z),ds), ot Sy (Z) est I'en-
semble des interprétations ensemblistes définies sur 'ensemble V.

“"On peut vérifier qu'il s’agit effectivement d’une distance en montrant que pour tout A, de(A) > 0, que
de(A,B) = 0 & A = B, que dg est symétrique (dg(A, B) = dg(B, A)) et que dg vérifie I'inégalité triangulaire
de(A,B) <de(A,C)+de(C,B).
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Proposition 13 Soit (Sp)nen, une suite de solutions d'un systéme SC de contraintes définies
avec expressions d’appartenance simples (supposé en forme aplatie) convergente au sens de dg
vers une interprétation S,

S est une solution de SC

Preuve :

Supposons que S ne soit pas solution de SC ; il existe donc une contrainte Sexp; C Sexpo de
SC et un terme clos 7 tels que T € §(Sexpy) et T € S(Sexps). Selon les types de contraintes :

— pour une contrainte de la forme X C a® : Si 7 € S(X) et 7 & S(a®), alors 7 = a. Puisque

(Sn)nen est une suite de solutions, ¥n, a € S,(X). Ainsi, pour tout n, ds(S,,S) > 1.

Pour les autres types de contrainte, nous allons appliquer le méme raisonnement ; s’il existe
un terme clos 7 tel que 7 € S(Sexpy) et 7 & S(Sexps), alors il existe un entier ng tel que
Yn > ng, 7 € Sp(Sexpz). Or puisque (Sp)nen est une suite de solutions de SC, on aurait
Vn > ng, 7 € Sp(Sexpr).

- pour une contrainte de la forme f(Xi,...,X,;;) € X : soit 7 un terme clos tel que

7 & §(X) ; la suite considérée étant convergente vers S, posons ng le plus petit entier tel
que Yn > ng, ds(Sp,S) < 2-17I. Ceci implique donc que ¥n > ng, 7 & Sn(X). Puisque
(Sn)nen est une suite de solutions Vn > ng, 7 & Sp(f(X1,... ,Xm)). Or par hypothése,
7€ S(f(X1,-..,Xm)). On a donc

Vn > ng, dp(Sn(f(X1,. - Xm)), S(F (X1, -+ , Xm))) > 271!

impliquant Yn > ng, max{dg(S,(X;),S(X;))|1 < i < m} > 2-(71=1) ayec ] > 1
(pujsque TE S(f(X17 7Xm)))

pour une contrainte de la forme X C f(Xi,...,X,,) : soit 7 un terme clos tel que
7€ S(f(X1,...,Xm)), selon la forme du terme T :

—-si T = g(r,...,7)) (avec g # f), posons ng le plus petit entier tel que VYn >
ng, ds(Sp,S) < 2717 avec |r] > 0.
- sit = f(r],...,T),), alors il existe un i tel que 7} & S(X;) avec|r;| = |7|-1et|r| > 1;
posons ng le plus petit entier tel que Yn > ng, ds(Sn,S) < 271"l avec || > 0.
Dans les deux cas, on a donc VYn > ng, 7 &€ Sp(f(X1,...,Xm)). Or, puisque cette
suite est une suite de solution de SC, Vn > ng, 7 &€ Sp(X). Or 7 € §(X). Ainsi,
Vn > ng, de(Sa(X), 8(X)) > 27171,
pour une contrainte de la forme {z|¢(z)} C X : soit 7 un terme clos tel que T ¢ S(X).
La suite considérée étant convergente vers S, posons ng le plus petit entier tel que Vn >
ng, ds(Sn,S) < 2-I7l. Ceci implique que ¥n > ng, 7 ¢ Sn(X). La suite des (Sp)nen étant
une suite de solutions, Yn > ny, 7 &€ Sp,({z | ¢(x)}).
En considérant ¢ sous sa forme normale disjonctive, 3(\/, /\j ti; € Xij), ceci permet
d’affirmer que pour tout entier n (n > ng) et pour toute substitution close o,

Vi, 3j, (0o [z = 7])(t) € Sa(Xi) (1)

Or puisque 7 € S({z | ¢(z)}), on peut affirmer qu’il existe une substitution close o’ telle
que

32", Vj’, (U, o [.’I: — T])(ti/]‘/) € S(Xi'jr) (2)
On peut donc en déduire que pour toute substitution o vérifiant a la fois (1) et (2), il
existe un i et un j tels que (oo [z — 7])(ti;) &€ Sn(Xij) et (oo [z — 7])(t:5) € S(Xi5)- Or,
ceci implique que Yn > ng,ds(S,,S) > 1.
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Dans tous les cas précédemment inspectés, on peut déduire qu’il existe un réel k strictement
positif et un entier ng, tel que pour n supérieur ou égal a ngy, ds(Sp,S) > k. Ceci impliquerait
que la suite (Sp)nen n’est pas convergente, contredisant ’hypothése.

[ |

Nous allons maintenant montrer que la proposition 13 n’est plus vraie lorsque 'on considére
des systémes de contraintes définies généralisées.

Considérons la contrainte définie généralisée suivante {z |Vy, f(z,y) € X} C L et la suite de
solutions (Sp)nen donnée par :

VneN, S§,(X) ={f(a,7)|7 € TERM(Z) et || < n}

Cette suite est convergente au sens de ds et sa limite est donnée par S(X) = J,cn Sn(X) =
{f(a,7)|7 € TERM(X)}. Or S n’est pas solution de la contrainte.

Nous allons voir dans la section suivante une autre propriété propre i ’extension que nous
avons proposée et qui instaure un lien étroit entre contraintes définies (généralisées) et contraintes
co-définies.

3.3.2 Lien avec la classe des contraintes co-définies

Nous allons voir dans cette section le lien existant entre les contraintes co-définies et les
contraintes définies généralisées. Nous montrerons en fait comment le probléme de satisfiabilité
d’un systéme de contraintes co-définies *® peut étre encodé dans celui d’un systéme de contraintes
définies généralisées et la relation existante entre les ensembles de solutions de ces deux systémes.
Ceci nous conduira & proposer une extension pour la classe de contraintes co-définies.

Dans [18], Charatonik et Podelski ont mentionné le fait que les classes des contraintes en-
semblistes définies et co-définies, contrairement & ce que leurs noms pouvaient laisser croire, ne
sont pas duales au sens de la relation d’inclusion. En effet, renverser le symbole d’inclusion pour
une contrainte définie (C en lieu et place de D) n’en faisait pas une contrainte co-définie. La
réciproque est également vraie.

Cependant, il convient de remarquer qu’opérationnellement, ces deux classes de contraintes
peuvent étre considérées comme « duales» : nous avons dans ce chapitre proposé un algorithme de
test de satisfiabilité pour un systéme de contraintes définies (généralisées) qui peut étre assimilé &
un algorithme calculant un plus petit point fixe. Nous verrons au chapitre suivant un algorithme
répondant au probléme de satisfiabilité pour une extension de la classe des contraintes co-définies,
correspondant & un calcul de plus grand point fixe?®. Cette remarque pouvait déja étre faite au
regard de [25].

Comme il est mentionné dans [18], il n’existe pas non plus entre ces deux classes de « dua-
lisation» par complémentation, principalement a cause des opérateurs de projection. Il est bien
connu que les opérations ensemblistes d’intersection et d’union sont duales I'une de l'autre par
complémentation®, ce qui s’énonce généralement comme suit :

C(Au B) = (C4)n (CB)
C(anB) = (C4)u(CB)

“®Interprétées ici, contrairement au chapitre suivant, sur les ensembles de termes clos, i.e. d’arbres finis.

4%Cet algorithme est congu pour interpréter ces contraintes sur les ensembles d’arbres finis et infinis, cependant
il peut étre restreint aux ensembles d’arbres finis.

30C’est pourquoi ces deux opérateurs sont souvent appelés opérateurs booléens.
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Cependant, une telle propriété n’existe pas pour les opérateurs de projection, ce qu’on pour-
rait résumer par « le complémentaire d'une projection n’est pas une projection». Nous allons
voir que les expressions d’appartenance offre une généralisation des projections appropriée, dans
le sens ou elles permettent une « dualisation» par complémentation.

Signalons le fait que pour une composition fonctionnelle, la complémentation s’opére comme
suit : soit Sexp une expression ensembliste égale & f(Sexpy, ... ,Sexpy), on a alors

CSexp = Ug¢fg(‘l',... , TYu U1<i<mf(T’ ...,(CSexp;),...,T)

ou T est l'opérateur ensembliste nullaire dont la sémantique est l’ensemble TERM(Z).

Cette équivalence est donnée comme une conséquence de 'axiomatisation des contraintes
ensemblistes proposée dans [20]. Elle peut étre illustrée par : un terme 7 appartient au complé-
mentaire de f(Sexpi,... ,Sexpyn,) ssi soit le symbole de téte de 7 est différent du symbole de
fonction f, soit son symbole de téte est f, i.e. 7 = f(71,...,7m), €t dans ce cas, au moins l'un
des 7; n’appartient pas a l'interprétation de 1’expression Sexp; correspondante. Il est & noter que
I’hypotheése selon laquelle la signature ¥ est finie se révéle ici cruciale.

La complémentation pour les expressions d’appartenance est trés naturelle, se basant uni-
quement sur des considérations ensembliste et logique. Les éléments de {z | ®(z)} sous une cer-
taine interprétation ensembliste Z sont par définition les termes clos 7 tels que ((Ts,Z)), [z —
7]} E ®(z). Les termes appartenant au complémentaire de cette expression sous l'interpréta-
tion Z sont donc les termes 7 tels que ({(Tx,Z)),[z — 7]) = ®(z) ou de maniére équivalente
((Tg,ZI), [z — 7]) = ~®(x). En considérant les équivalences suivantes,

“(p1Ap2) =1 Vopr (1 V) = o1 A o
=(p) =V-p (V) = 3-p

et le fait que —(t € Sexp) est équivalent 4 t € Lsexp, on peut en déduire qu’il existe une
formule monadique positive U tel que C{z | ®(z)} = {z | ¥(z)}.

Nous allons voir que de ces considérations, on peut montrer que le probléme de satisfiabilité
d’un systéme de contraintes co-définies peut se ramener 4 ce méme probléme mais pour un
systéme de contraintes définies généralisées.

Des contraintes co-définies vers les contraintes définies généralisées

Rappelons que les contraintes co-définies sont des inclusions Sexpa C Sexpg, ot :
Sexpa :=X |a|h(Sezp )| Sexpa U Sexpa
Sexpp ::=X | f(Sexpg, ... ,Sexpp) | Sexpp U Sexppg | Sexpp N Sexpg | fk_l(SexpB) | L

Un systéme de telles contraintes peut étre mis en forme aplatie, ¢-a-d transformé en un
systéme équivalent (du point de vue des solutions en se restreignant aux variables apparaissant
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dans le systéme initial) dont les contraintes sont de 1'une des formes suivantes 3! :

aCX
X C f(Xy,..- , Xm)
XCYuz
X CfUY)

L’idée de la transformation d’un systéme de contraintes ensemblistes co-définies (en forme
aplatie) en un systéme de contraintes définies généralisées est basée sur I’équivalence suivante
52 .

ACB « (CB)c (CA)

Ainsi, en appliquant cette équivalence aux différentes formes possibles de contraintes appa-
raissant dans un systéme de contraintes ensemblistes co-définies en forme aplatie, on obtient les
contraintes suivantes :

a® 2 (LX)
(Cx) 2 Ug#g(T,... T Ul%m (T, ,CXx),...,T)

U
Cx)2(Cy)n(Cz)
(CX) D {zi |-z, f(Z1,--- ,Zm) € (CY)}

La complémentation d’une expression utilisant un opérateur de projection fi_l(Y) est sim-
plement obtenue par le fait que cette expression est équivalente & {z; | 3_,f(z1,... ,zm) € Y}.

Puisque ces transformations appliquées sur un systéme de contraintes co-définies en forme
aplatie produisent un systéme sémantiquement équivalent, on peut affirmer que ’ensemble des
solutions est préservé. En particulier si le systéme co-défini n’a pas de solution, alors le systéme
produit est lui aussi insatisfiable.

On peut alors remarquer que toutes les variables du systéme originel n’apparaissent plus dans
le nouveau systéme que sous une forme complémentée ([X) et que les symboles de complémen-
tation n’apparaissent qu’appliqués & une variable ensembliste. Ainsi, en remplagant simplement
les expressions de la forme CX par une nouvelle variable ensembliste X L" alors le systéme ainsi
obtenu est un systéme de contraintes définies généralisées.

Il est immeédiat de voir que si le systéme de contraintes (contenant les variables complémen-
tées) est insatisfiable, alors il en est de méme pour le systéme de contraintes définies généralisées
obtenu par remplacement de ces variables. De plus, pour toute solution Z du systéme co-défini, on
peut définir une unique solution Z¢ pour le systéme défini généralisé en posant ZC(X) = CZ(X).

En remarquant que la mise sous forme aplatie d’un systéme de contraintes ensemblistes co-
définies peut &tre réalisée par un algorithme polynémial en temps (et donc, en espace) et qu’il
en est de méme pour la phase de complémentation, on peut déduire de cela un algorithme
EXPTIME répondant au probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes ensemblistes
co-définies interprété sur les ensembles de termes clos 53.

51Une telle transformation vient principalement du fait que X CYNZ ={X CY,XCZ}et {X)CY =
X CRIYY).

*2Cette équivalence est une conséquence de la définition d’une interprétation ensembliste.

5®Nous rappelons que ce probléme est connu pour étre EXPTIME-complet.
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De plus, de par la définition de M et L, nous pouvons en déduire que les solutions d’un
systéme de contraintes ensemblistes co-définies forment un semi-treillis supérieur complet, dual
par complémentation du semi-treillis inférieur complet des solutions du systéme de contraintes
définies correspondant ; ceci implique notamment qu’un systéme de contraintes ensemblistes co-
définies satisfiable admet une plus grande solution au sens de l’ordre sur les interprétations
ensemblistes C.

Une extension pour la classe des contraintes ensemblistes co-définies

Nous avons vu comment avec I’algorithme que nous avons proposé tester la satisfiabilité d’un
systéme de contraintes ensemblistes co-définies (interprété sur les ensembles de termes clos).
Deux questions restent cependant en suspens, a savoir :

— peut-on considérer une classe de contraintes englobant la classe des contraintes co-définies
et telle que par complémentation, on puisse en tester la satisfiabilité avec 1’algorithme que
nous avons donné ?

— Si dualiser par complémentation un systéme de contraintes co-définies donne un systéme
de contraintes définies généralisées, alors que donne la complémentation d’un systéme de
contraintes définies (généralisé ou non) ?

C’est pour répondre & ces deux questions que nous proposons pour la classe des contraintes
co-définies l’extension suivante : considérons les contraintes de la forme Sexps4 C Sexpp avec

Sexpa =X |a| f(T,...,T,Sexpa, T,...,T)|Sexpa U Sexpa|T

Sexpp =X | f(Sexps, - .. , Sexpp) | Sexpp U Sexpg | Sexpp N Sexpp | L | fi ' (Sexpr) | {z|v(z)}
L’expression f(T,...,T,Sexpa, T,...,T) signifie simplement que tous les arguments de f

sont tous égaux a T a 'exception d’un seul qui est une expression Sexpa.

Nous allons tout d’abord montrer que tout systéme de contraintes définies généralisées (en
forme aplatie) peut se dualiser par complémentation (et renommage des variables complémenteées)
dans un systéme de cette classe.

Rappelons que les contraintes définies généralisées sont d’une des formes suivantes :

f(X1,..., Xm)CX

{zlo(z)} € X
ng(Xla"' aXm)

Xgac

En dualisant par complémentation et renommage des variables complémentées (CX), on ob-
tient des contraintes de la forme :

XQUg#g(T,._, ’T)UU1Si§mf(T7--- D, CHN
X C{z|v(z)}

Ug#g(T,... ,T)UUISiSmf(T,... ,Xiy..., T)CX
aCX
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Ces contraintes sont effectivement des contraintes de la classe que nous venons d’introduire.

En utilisant 'approche de dualisation par complémentation que nous avons présentée pour
la classe des contraintes définies, on peut également en conclure que dualiser un tel systéme de
contraintes produit un systéme de contraintes définies généralisées. On en déduit donc que :

- le probléme de satisfiabilité d’un systéme de cette classe (interprété sur les ensembles de
termes clos) est EXPTIME-complet.

— Un systéme de contraintes satisfiable de cette classe admet une plus grande solution et que
I’ensemble de ces solutions forme un semi-treillis supérieur complet.

Nous appellerons cette classe de contraintes la classe de contraintes ensemblistes co-définies
généralisées et un algorithme répondant au probléme de satisfiabilité d’un systéme de cette classe
cette fois-ci interprétée sur les ensembles d’arbres finis et infinis fera 1’objet du chapitre suivant.



98

Chapitre 3. Les contraintes définies : une extension




Chapitre 4

Les contraintes co-définies : une
extension

Dans ce chapitre, nous allons proposer une extension de la classe des contraintes co-définies
introduite dans [18] 3. Nous définirons syntaxiquement cette classe et préciserons la sémantique
de cette extension, basée comme ce qui a été fait dans [18] sur une interprétation sur les en-
sembles d’arbres finis et infinis. Nous proposerons alors un algorithme répondant au probléme de
satisfiabilité d’un systéme de contraintes de cette extension avec la sémantique précédemment
citée. Nous prouverons la correction de notre algorithme et donnerons une caractérisation de sa
complexité. Finalement, nous étudierons deux cas de restriction de cette classe, I’'une syntaxique
et 'autre sémantique.

4.1 Les contraintes co-définies généralisées

Cette section définit syntaxiquement et sémantiquement ’extension de la classe des contraintes
co-définies que nous allons considérer.

4.1.1 Syntaxe et sémantique

Définition 16 Une contrainte co-définie généralisée Ycopsc est définie par la syntaxe abstraire
donnée & la figure 4.1. L’expression ensembliste{z | ®(z)} est une expression d’appartenance
construite & I’aide de ®(z), une formule monadique positive étendue ayant z pour unique variable
libre du premier ordre.

Nous nous sommes jusqu’ici principalement intéressés & une sémantique des contraintes en-
semblistes basée sur ’algebre des ensembles d’arbres finis PTrg (ou de maniére équivalente, sur
V'algébre des ensembles de termes clos). La sémantique que nous allons aborder pour cette classe
de contraintes repose quant-a-elle sur l’algébre des ensembles d’arbres finis et infinis PTr{. Une
interprétation ensembliste est donc une application d’un ensemble de variables ensemblistes vers
I'ensemble des ensembles d’arbres finis et infinis p(TRS). Cette interprétation est étendue aux
expressions ensemblistes de la maniére suivante :

- Z(f(Sexpi, ... ,Sexpm)) = {f(11,--- ,7m) | 71 € Z(Sexp;) et ... et T,y € I(Sexpm)}55

34Une extension plus faible que celle que nous présenterons ici avait déja été proposée dans [26].
p q ) P
5Cette sémantique est fixée par 'algébre PTré en notant que la notation f(71,...,7m) est un abus de notation
PTre
pour f"E(1y, ... ,Tm).
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Sexpsg = X|a|f(T,...,T,Sexpa, T,...,T)|Sexpa USexpa|T

Sexpp = X | f(Sexpg, ... ,Sexpp)|Sexpp U Sexpp | Sexpg N Sexpp | L |

fi ' (Sexpp) | {z | ®(2)}
b =t € Sexpp | PANP|DPVD|TFyd|Vyd

Yepsc = Sexps C Sexpp

avec X €V, fe€ X, ae¥yett e TERMZ,X).

F1G. 4.1: Syntaxe abstraite des contraintes ensemblistes co-définies généralisées

— ZI(Sexp U Sexps) = Z(Sexp;) U Z(Sexpo)

— Z(Sexp; N Sexpe) = Z(Sexpy) N Z(Sexps)

- Z(T) =TrS

-I(L)y=2

- I(fk_l(Sexp)) = {7 | fP7E(r,... ,Tm) € Z(Sexp)}

- I({z|®(2)}) = {7 | ((T¥,I), [z — 7]) = ®(z)} od [z — 7] est une valuation du singleton

{z} dans TrY.

((Trg, ), [z — 7]) = ®(z) est un abus de la notation introduite a la section 1.2.2.0 ou la
sémantique des formules atomiques ¢ € Sexp (en considérant non plus une variable du second
ordre, mais une expression ensembliste) est fixée pour une valuation v (ayant pour domaine
Varx(t), ’ensemble des variables du premier ordre apparaissant dans t) et pour une interprétation
ensembliste Z par la valeur de vérité de lexpression [tJI”: € I(Sexp), étendue aux formules

monadiques du premier ordre (et en particulier, aux formules positives) comme présenté a la
section 1.2.2.0.

Le but de ce chapitre est de proposer un algorithme répondant au probléme de satisfiabilité
d’un systéme de contraintes co-définies généralisées avec la sémantique que nous venons de fixer.
Pour ce faire, nous allons sans perte de généralité, restreindre la syntaxe des contraintes que nous
allons manipuler aux formes suivantes :

ng(thXm) G,QX
X C{z|e(z)} f(T,....,T,Y,T,..., TH)CX

ou ¢(z) est une formule monadique positive.
On dira alors qu'un systéme ne comportant que de tels contraintes est en forme aplatie.
Tout systéme de contraintes co-définies généralisées peut étre mis sous cette forme de telle
maniére que les solutions (sur les variables de ce systéme originel) soient préservées. Ceci peut
étre réalisé 4 'aide du systéme d’inférence S¥, présenté a la figure 4.2. Il est trés simple de
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SC U {Sexp C Sexp'}
SCU{Sexp CW , W C Sexp'}

SC U {SexpU Sexp’ C X} SCU{T C X}

SCU{f(T,...,T,Sexp, T,...,T)C X}
SCU{f(T,..., T, W, T,... , T)C X, SexpC W}

SCU{X - f(SeXplv"' 7S€Xpm)}
SCU{X C f(Wy,... , Wp), Wi CSexp1, ... , Wi C Sexpp}

SCU{ X C{z|p[t € Sexp]} SCU{ X C Sexpn Sexp'}

SCU{SexpC X , Sexp' C X} SCOUses /(T LW, T, T) C W}

SCU{ X C{z|p[te W]}, W C Sexp} SCU{ X C Sexp, X C Sexp'}

SCU{ X C SexpU Sexp'}
SCU{X C{z|lzeWrVz e Wy}, W) C Sexp, Wy C Sexp'}

SCU{ X C 7' (Sexp) } SCU{X C 1}

ou :

est appliquée,

de second ordre,
- 7,7 € TERM(Y) et 7 # 7.

SCU{ X C {z;|3-¢, flz1,... ,2m) € W}, W C Sexp} SCU{XCr,XCrT'}

- W,Wi,...,W,, sont des variables nouvelles (et ce & chaque application d’une régle
d’inférence), i.e. n’apparaissant pas dans le systéme de contraintes sur lequel la régle

- Sexp, Sexp1,. .. ,Sexp., ne sont pas des expressions ensemblistes égales & des variables

F1G. 4.2: Le systéme d’inférence §¥ de mise en forme aplatie
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démontrer que tout systéme de contraintes co-définies généralisées SC, normalisé par ce systéme
d’inférence est bien en forme aplatie, que ces solutions (en ce qui concerne les variables de SC)
coincident avec celle de SC et que cette normalisation peut se faire en temps polynomial par
rapport a la taille de SC, entrainant donc une augmentation polynémiale de la taille de celui-ci.

4.1.2 Outils

Comme nous ’avons fait dans le chapitre précédent, nous allons, avant de proposer 1’algo-
rithme testant la satisfiabilité d’un systéme de contraintes co-définies généralisées, présenter des
notions qui permettront d’exposer cet algorithme et de prouver sa correction. La nature de ces
notions est une nouvelle fois double, & savoir une extension des automates d’arbres infinis décrits
a la section 1.3.3 et des considérations de logique.

Les automates d’arbres infinis 4 rang

Comme nous 'avions fait pour les automates ascendants d’arbres finis, nous allons ajouter a
la définition des automates d’arbres infinis (sans condition d’acceptance) la notion de rang.

Définition 17 Un automate d’arbres infinis de rang n (sans condition d’acceptance) A est un
quadruplet (2, Q,I,A). ¥ est une signature, Q est un ensemble fini d’états, [ = (I1,... ,1I,) est
un n-uplet d’ensembles d’états dits initiaux (I; C Q) et A est une relation sur JZZ@* T; x Q' x Q,
dont les éléments appelés régles de transition sont notés :

flqr,--. ,qm) > q avec q,q1,...,qm € Q et f un symbole d’arité m

Les notions de calcul et d’accessibilité dans ces automates coincident avec celles définies pour
les automates d’arbres infinis (voir section 1.3.3). Nous rappelons simplement qu'un calcul 7 pour
un arbre 7 dans un automate A est une application de dom(r), le domaine de l'arbre 7 vers Q,
telle que pour toute position d de ce domaine,

fir(d-1),...,7(d-m)) > r(d) €A

si 7(d) est égal au symbole f d’arité m.

L’absence de condition d’acceptance implique que les notions de calcul et de calcul réussi se
confondent. Nous noterons Run4(7) P'ensemble des calculs pour un arbre 7 dans un automate
A.

Un état est dit accessible dans un automate A s’il existe un arbre 7, un calcul r pour 7 et A,
une position d de dom(7) tels que r(d) = q.

Le langage L(.A) reconnu par un automate d’arbres infinis de rang n (sans condition d’ac-
ceptance) est un n-uplet d’ensembles d’arbres finis et infinis (L1, ..., L,) tel que 7 appartient &
L; si et seulement si il existe un calcul r pour 7 dans A tel que r(€) € L.

Nous n’allons en fait considérer que les automates déterministes et complets (de maniére
ascendante®®), 4 savoir que pour tout membre gauche de régles, il existe un unique membre
droit tel que la régle de transition ainsi formée soit une régle de ’automate.

Nous pouvons remarquer notamment que cette notion de déterminisme n’implique pas 1'uni-
cité d’un calcul pour un arbre 7 dans un tel automate. Ainsi,

%6 Nous précisons ici la mention « de maniére ascendante», car les notions classiques de déterministe et de
complétude associées aux automates d’arbres infinis correspondent en fait aux notions définies pour les automates
d’arbres finis descendants.
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Exemple 14 : Considérons A, un automate d’arbres infinis de rang 1 déterministe et complet

« de maniére ascendantey défini par £ = {a/0, f/1}, @ = {q0,91,92,93}, I = ({90, 91,92,93})
et

a— qo flg2) = @2
A=< flg) =g flgz) = g3
fla1) = @

Il est évident que pour Uarbre 7, tel que dom(r) = {1} (I’ensemble des mots finis et infinis ne
comportant que des 1) et pour toute position d de dom(r), 7(d) = f, les applications ry et ro de
dom(r) dans Q définies par : ¥d € dom(7),71(d) = q1 et ro(d) = q2 sont deux calculs différents
pour 7 dans A.

On notera cependant qu’un arbre fini admet un calcul unique pour un tel automate.

De plus, nous n’allons considérer qu'une sous-classe de ces automates définie pour un ensemble
de régles possédant une propriété particuliére.

Monotonie des régles et pré-calculs

Nous considérons dans cette section des automates d’arbres infinis de rang n déterministes et
complets (de maniére ascendante) définis sur une signature X et un ensemble fini d’états Q. Nous
allons supposer de plus que I’ensemble des états Q est muni d’une relation d’ordre partiel <<,
telle que (Q, = 2 12,n2, g, gnr) forme un treillis complet, ot gm, gar désignent respectivement
le plus petit et le plus grand élément du treillis.

Définition 18 On dit qu'un automate d’arbres infinis de rang n déterministe et complet (de
maniére ascendante) A = (X, Q,I,A) satisfait & la propriété de monotonie des régles si pour

toute paire de régles f(qi,... ,qgm) = g et f(q},--- ,qn) = 4,

( N\ a=%4¢)=q¢=2¢
1<i<m

On peut noter qu’ajouter cette condition n’implique pas 'unicité du calcul pour un arbre dans
un tel automate. Ainsi, en reprenant [’exemple 14 et en le complétant en posant que 'ensemble Q
est ordonné de la maniére suivante {go << q1, g0 << ¢2, q1 << g3, g2 << g3}, le contre-exemple
est toujours valide. Cependant, nous allons voir que cette propriété supplémentaire permet de
distinguer un calcul particulier. Pour ce faire, nous allons tout d’abord introduire la notion de
pré-calcul.

Définition 19 Un pré-calcul pr pour un arbre 7 dans un automate .4 d’arbres infinis de rang
n déterministe et complet (de maniére ascendante) est une application de dom(7) dans Q telle
que pour toute position d de dom(7), si 7(d) = f et larité de f est m, alors pour la régle de
transition de A 37 f(pr(d-1),... ,pr(d-m)) = ¢, on a pr(d) <% q.

On note PRun4(7) 'ensemble des pré-calculs pour un arbre 7 dans un automate A. On peut
tout de suite remarquer que tout calcul est un pré-calcul, i.e. Runa(7) € PRuny(7).
Nous allons définir sur ’ensemble PRun4(7) une relation d’ordre partiel <F® par

Définition 20 Soient pr et pr', deux pré-calculs pour un arbre 7 dans un automate d’arbres
infinis de rang n déterministe et complet, pr <FF pr' si et seulement si pour toute position d de
dom(r), pr(d) <2 pr'(d).

"L’existence d’une telle régle est garantie par les notions de déterminisme et de complétude « ascendants» de
lautomate considéré.



104 Chapitre 4. Les contraintes co-définies : une extension

En combinant la notion de pré-calcul et la propriété de monotonie des régles, on a alors pour
tout arbre T et tout automate 4 vérifiant la propriété de monotonie des régles,

Proposition 14 (PRun(7), <R UPE MPE pr. pra) est un treillis complet.

Preuve :

Soit E un ensemble de pré-calculs pour 7 dans A (E C PRuny(r)). Posons & et &' deux
applications de dom(r) dans Q définies par : Yd € dom(r), &(d) = US{pr(d)|pr € E} et
¢'(d) = N2{pr(d) |pr € E}.
Montrons que :
~ & et ¢ sont des pré-calculs pour T dans A (£, € PRuny(7)).
~Vpr € E, pr <FPR¢ et & <PR pr,
— Vpr' € PRun(7)
(Vpr € E, pr <PR pr') = ¢ <PF pr’
et
(Vor € E, pr' <PRpr) = pr' 7R ¢

i.e. par définition que £ = UPRE et ¢ = NPRE sont des pré-calculs de T dans A.

Montrons tout d’abord que £ est un pré-calcul pour 7 dans A, i.e. pour toute position d de
dom(7), on a £(d) <2 ¢ pour la régle f(£(d-1),... ,£(d-m)) — q de A (en ayant supposé que
7(d) = f d’arité m).

Considérons ’ensemble R des régles de transition f(qi,...,q,,) — ¢ tel que pour tout 1,
q; = pri(d - i) pour des pr; appartenant a E.

Soit pr un élément de E ; puisque pr est un pré-calcul, il existe un état q' apparaissant en
membre droit d’une régle de R, tel que pr(d) <2 ¢'. On en déduit donc que :

&(d) = ue{pr(d) |pr € B} <2 U°{¢' | f(g},--. ,dn) > @ € R}

De plus, par définition, ¢(d - i) = US{pr(d - i) |pr € E} et donc, pour toute régle de transition
flgh,...,d) — ¢ de R, ¢} <PR ¢(d-i). Ainsi, en utilisant la propriété de monotonie des régles

de A, on peut en déduire que pour tout régle f(q},... ,q,,) = ¢ de R, ¢ <Pl q, ie.
U%{q'| f(g1s--- »qm) > ¢ € R} <x%g

Ainsi, £(d) <=PR q. Nous ne détaillons pas la preuve pour &' qui est en fait duale de celle de £.

Le second point est immédiat, puisque Yd € dom(r), pr(d) <2 U%{pr(d) |pr € E} = £(d) et
N2{pr(d) |pr € E} = ¢'(d) %2 pr(d).

Pour le troisiéme point, comme nous ’avons fait précédemment, nous ne détaillons que le cas
de &, celle de £ étant dual.
Soit pr’, un pré-calcul tel que Vpr € E, pr <P® pr'. Par définition, pour tout pr de E et toute
position d, pr(d) <2 pr'(d). Ainsi, pour toute position d, U2{pr(d) |pr € E} <2 pr'(d), ce qui
est équivalent a ¢ <FE pr!.

|

Nous allons maintenant démontrer que tout pré-calcul (pour un arbre 7 dans un automate
A vérifiant la propriété de monotonie des régles) peut étre « transformé» en un calcul pour ce
méme arbre plus grand au sens de <P,
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Définition 21 Soit Lift 4 une fonction (définie pour un automate A vérifiant la propriété de
monotonie des régles) ayant pour domaine I’ensemble de tous les pré-calculs UfeTR‘g PRrun4(r).
Elle est définie pour pr’;, un pré-calcul pour un arbre 7 dans A par : pour toute position d de
dom(r), (Lift 4(pr7y))(d) = g si A contient la régle f(pr7(d-1),... ,pr7(d-m)) = q.

Il est évident par définition que Lift 4(pr7;) est une application de dom(7) dans Q. On peut
de plus montrer que :

Proposition 15 Soit pr’;, un pré-calcul pour un arbre 7 dans un automate A satisfaisant a la
propriété de monotonie des régles,

— Lift o(pr’y) € PRuny(7), i.e. Lift 4 associe & un pré-calcul pour 7 un autre pré-calcul pour
ce méme arbre.

- pry jPR LiftA(pr;‘).
Preuve :

Pour le premier point : posons £ = Lift 4(pr7,) et montrons que { est un pré-calcul de T dans
A. Selon la position d de dom(r) :

~ si d est une feuille : puisque pr”, est un pré-calcul alors pr7;(d) <FE ¢ pour la regle
7(d) — g de lautomate A. Or, par définition £(d) = q, donc la proposition est bien

vérifiée dans ce cas.

- si d n’est pas une feuille : puisque pr”, est un pré-calcul alors pr’,(d) <PE 4 pour la
régle f(pri(d-1),... ,pri(d-m)) — q de 'automate A (si 7(d) est le symbole f d’arité
m). Par définition, £(d) = g et pour tout i, pr7y(d - i) <P £(4). Puisque I'automate est
déterministe et complet, il existe dans A une unique régle f(&(d - 1),...,&(d-m)) — ¢
et comme A vérifie la propriété de monotonie des régles, ¢(d) <P ¢'.

Le second point est directement impliqué par les définitions de Lift4 et de <P,

Définissons l'itération de la fonction Lift 4 comme suit :

Lifth(pr) = 4 &7 sin =0
AT = LiftA(Liftz_l(pr)) sin>0

et définissons Lift% (pr) comme :

Vd € dom(r), (Lift% (pr))(d) = sup ((Lift}y(pr))(d))
n—0o0
Cette fonction Lift% (pr) est bien définie car a chaque position d de dom(r), pour I'itération
de la fonction Lift4, la suite d’états étiquetant cette position est croissante (au sens <<) et
finie (puisque Q est fini). On en déduit donc que pour chaque position d, la limite est finiment
atteinte, i.e.

Vd, 3no,Vn, no < n, (Lift}(pr))(d) = (Lift}{ (pr))(d)
On peut alors démontrer que cette limite est un calcul pour 'arbre 7 dans 'automate A.

Proposition 16 Soit pr un pré-calcul d’un arbre 7 dans un automate A vérifiant la propriété
de monotonie des regles,
Lift% (pr) € Runa(T)

Preuve :
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I est suffisant de démontrer que pour tout d € dom(t),

Hd)((Lifeg (pr))(d - 1), ..., (LiftZ (pr))(d - m)) — (Lift3 (pr))(d) € A
Pour d € dom(t), posons ng le plus petit entier naturel tel que
Vn, n>no, (Lift}(pr))(d) = (Lift0 (pr))(d) = (LiftZ (pr))(d)
et {n1,..,nm} 'ensemble des entiers naturels tels que pour tout 1,
Vn, n > n;, (Lifth(pr))(d.s) = (Lift’; (pr))(d.i) = (Lift% (pr))(d.i)

Soit n = maz{ng,ny,..,nm}, ¢ = (Lifthy(pr))(d) = (LiftF (pr))(d) et ¢; = (Lift’y(pr))(d.i) =
(Lift"y (pr))(d.i). Par définition de Lift 4,

t(d) (g1, - am) — (Lift (pr))(d) € A

Ainsi, puisque Lift;™ (pr)(d) = Lift"(pr)(d) = Lift% (pr)(d), la proposition est vraie.
[ |

Signalons cependant que cette limite Lift} (pr) n’est pas finiment atteinte, i.e. il n’existe pas
nécessairement d’entier n tel que Lift" (pr) = Lift%?(pr). Par exemple,

Exemple 15 : Considérons un automate A tel que ¥ = {a/0,9/1, f/2}, @ = {q1,q2} et

a—q fla,q2) = @2
9(g2) — g2 flaz,q1) = ¢2
9(q1) = a1 fla,q) =2 @
flg2,92) = @2

Q est muni d’un ordre <2 tel que go << a1
Considérons un arbre T dont le domaine est défini comme l’ensemble {1}* U{1"-2-17|j <
n,n € N}U{1"-2-1"|n € N} et un pré-calcul pr2* pour 7 dans A, définis comme suit :

- 7(d) = f et prA(d) = q si d € {1}¥.

~7(d)=getpr}d) =g side {1"-2-19|1<j<n,neN}

-7(d)=aetpri(d) =q sid€ {1"-2-1"|n € N}.

Un fragment de 7, de pry*, Lift(pr?), Lift?(pr?) et de Lift>®(pr?) sont donnés & la figure
4.8

On a alors pour tout entier m,

g2 SidE{l}w
LiftR(pr)d) = ¢ side{1"-2-17|1<j<m<n,neN}
q side{1"-2-U|1<n-m<j<n,neN}

On a donc pour tout entier m et la position d = 1" - 2 - 1"~ (m+1) (pour m < n) le fait
que (Lift3(7))(d)#(Lift 3t (1))(d) (pour m < n); ainsi pour tout entier m, LiftT (prst) #
Lift (prdh).

Cependant, lorsque m tend vers linfini, la limite est le calcul

i d 1
L (pri)@ = AT
g side{1"-2-17|1<j<n,neN}
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Lift% (prd) Lift® (prd)

F1G. 4.3: Exemple de pré-calcul et d’application de la fonction Lift 4
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De cette derniére proposition, on déduit immédiatement que pour un automate A vérifiant
la propriété de monotonie des régles et pour tout arbre 7, il existe un plus grand calcul (au sens
de <PR) pour 7 dans A.

Proposition 17
37 € Runy(7), Vr € Runy(r), r <FE ¢

Preuve :

Par définition, tout calcul est un pré-calcul, on a par la proposition 14 que UPERun(7) est
un pré-calcul de T dans A (plus grand que tous les calculs de Run4(7) au sens de <F®). Du
fait de la proposition 16, on peut en déduire que Lift?j(LIPRRunA(T)) est un calcul de T dans
A et est plus grand que tout élément de Run (7). Ainsi, # = Lift% (UPRRun 4(7)).

|

Nous noterons 72, le plus grand calcul pour un arbre 7 dans un automate A vérifiant la
propriété de monotonie des régles.

On peut remarquer sur l’exemple 15 que le calcul limite n’est pas le plus grand calcul, puisque
ce dernier est défini par Vd € dom(7), #(d) = q;.

Nous terminons cette section en définissant la notion d’accessibilité maximale.

Définition 22 Soit A un automate d’arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant)
a rang et vérifiant la propriété de monotonie des régles, un état g est dit mazimalement accessible
dans A si et seulement si il existe un arbre 7 tel que 77(¢) = q.

Posons le probléme suivant :

PROBLEME D’ACCESSIBILITE MAXIMALE

Données : Soient A un automate d’arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant) a
rang et vérifiant la propriété de monotonie des régles, et ¢ un état de A.

Question : q est maximalement accessible dans A

Nous allons prouver que le probléme d’accessibilité maximale pour un automate A d’arbres
infinis déterministe et complet (au sens ascendant) a rang et vérifiant la propriété de monotonie
des régles et pour un état ¢ de A est polynoémial dans la taille de A.

Nous allons considérer un terme ¢t de TERM(X, X') comme un arbre sur ¥ et X en assimilant
les variables & des symboles d’arité 0 et donc n’apparaissant qu’aux feuilles de tels arbres.

Soit ¢t un terme linéaire (i.e. chaque variable de ¢ n’apparait qu’a une seule position dans
celui-ci) ayant pour variable {z1,... ,z;}. Pour des arbres 71, ... ,7; de TRS, nous notons t[z; +
T1,...,Z; < 7], arbre de TR construit par greffe, (..(¢[d; < 71])..[d; < 71]), ou pour tout ¢, d;
est I'unique position dans ¢ de la variable z; (¢ étant linéaire). On peut remarquer que ’ordre
dans lequel s’effectuent les greffes successives peut étre quelconque, puisque les positions d; sont
disjointes.

Soient A un automate d’arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant) & rang, ¢
un terme de TERM(X, X) et o : Varx(t) — Q, une application de ’ensemble des variables de
t vers ’ensemble des états de I’automate A. On notera r{j‘a : dom(t) — Q, I'unique application
du domaine du terme ¢ vers les états de I'automate telle que

— r{%,(d) = o(z) si la variable z est a la position d dans le terme t,

— A (d) = ¢ sit ala position d n’est pas une variable et si f(r{i(d-1),...7.(d-m)) = ¢
1.0 t,o t,o
est une régle de transition de A.
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On notera que cette application est bien définie puisque A est complet au sens ascendant et
de maniére unique puisque .A est déterministe au sens ascendant.
On a alors

Lemme 3 ¢ est maximalement accessible dans 4, un automate d’arbres infinis déterministe et
complet (au sens ascendant) a rang vérifiant la propriété de monotonie des régles si et seulement
si il existe un terme t de TERM(Z, X') linéaire tel que les deux affirmations suivantes sont valides :

— pour les variables {z1,...,z;} de t, il existe 71,... ,7; tels que r;‘[‘m(_ﬂ xn—n](e) =g,
— pour I'application ops de {z1,... ,z;} dans @ donnée par Yz € {z1,... ,2;}, op(z) = qum

(ou gps désigne I’élément maximum du treillis des états de A), on a rfoM(e) =q.
Preuve :

Montrons tout d’abord que les deux affirmations impliquent le fait que g soit maximalement
accessible dans A. Supposons ces deux affirmations valides et que q ne soit pas maximalement
accessible. Posons 7 = t[z1 < T1,... ,Z] + 7).

Puisque r* est un calcul pour T dans A, cela implique qu’il existe un autre calcul, que 'on
peut lui supposer maximal, #* pour T dans A. On aurait en particulier pour ce calcul r*(¢) =
g <2 74(e).

Soit o : {z1,...,x} = Q, définie par : pour tout z; € {z1,...,3}, o(z;) = 72(d;), ou
d; est la position de z; dans t. Il est immédiat de voir que pour toute position d de dom(t),
7A(d) = r;‘}g(d). On a alors pour tout z;, o(x;) =<2 r2(d;) = oa(z;) = qur. Alors, du fait
de la propriété de monotonie des régles, on peut montrer par induction sur la structure de
t que pour tout d de dom(t), r;j‘a(d) = #4(d) <9 rA(d). En particulier pour la racine de t,
r;‘}g(e) = 7€) <2 rA(e) = q. Ceci contredit hypothése.

Montrons maintenant que si g est maximalement accessible, alors les deux affirmations sont
vraies. Supposons que ¢ soit maximalement accessible et que ’'une des deux affirmations soient
fausses, i.e. que pour tout terme linéaire t, soit

(i) il n’existe pas d’arbres 1y,... ,7 tel que r;‘[‘xﬂ_n’_”xlkn](e)

(ii) {4, (€) # q.
Si la condition (i} est vrale, alors elle est vrai en particulier pour le terme réduit a une variable
z. Il n’existerait alors pas d’arbre T tel que r*(¢) = q. Ceci impliquerait que q n’est pas un

état accessible, donc pas maximalement accessible. Contradiction de ’hypothése. La condition
(i) est donc toujours fausse.

= g, soit

Supposons que la condition (ii) soit vraie. Puisque q est maximalement accessible il existe un

arbre 7 tel que 72 (€) = q. Selon cet arbre T :

(a) T est un arbre fini. Dans ce cas, pour le terme clos (et donc, linéaire) t = 7, on a r;f‘[,M () =
72 () = q. Contradiction de I’hypothése.

(b) T est un arbre infini. Soit |d|, la longueur d’une position définie par (i) |e| =0, (ii) |d.i] =
|d| +1 pour i € N.

Considérons la suite (infinie) (¢;);en d’applications de dom(7) dans Q données pour tout 4, par

EANA " 4 sit(d) = f et f(&(d-1),...,&(d-m)) = ¢ est une régle de A

Du fait de la monotonie des régles de I'automate, pour tout d € dom(7), &+1(d) <2 &(d). Or
puisque Q est fini, pour tout d € dom(7), il existe un entier i tel que Vi’ > i, &y (d) = &;(d).
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Notons que puisque par hypothése, pour tout terme linéaire t, r{j‘oM (¢) # g, on a : pour tout 1,
g <2 &(e).
Posons I’application & : dom(7) — Q définie par : pour tout d de dom(7),

§(d) = &(d) tel que j = min {i [ Vi’ > i, &(d) = €(d)}

Montrons maintenant que & est un calcul pour 7 dans l'automate A. Pour toute position
d de dom(T), considérons {ji,...,Jm}, les plus petits entiers tels que pour tout entier k,
Vi > gk, &(d-k) = £ (d - k). Pour j = max {ji1,.--,jm}, on a pour tout 1 < k < m,
Vi >4, &(d-k) =& (d- k).
Ainsi, par définition de &, T7(d)({(d - 1),...&(d - m)) — £(d) est une régle de transition de A,
donc  est un calcul pour T dans automate A.
Or, ¢ <2 £(€). Donc, ¢ est un calcul pour T dans A strictement plus grand que le calcul
maximum 72'. Contradiction

[ |

Nous allons maintenant donner une caractérisation algorithmique de l’ensemble des états
maximalement accessibles dans un automate A au moyen d’un opérateur T4 : Q@ x Q@ — Q X Q.

Définition 23 Soit A, un automate d’arbres infinis déterministe et complet (au sens ascendant)
a rang vérifiant la propriété de monotonie des régles. Soit T 4, I'opérateur défini sur Q x Q comme
suit : pour Sg2 C @ x @,

il existe f(q1,--- ,qm) = ¢
(¢,9") € Ta(Sq2) ssi § et fg},...,qmn) = ¢ dans A
tels que pour tout i, (g;,q;) € Sg2

On peut remarquer que 'opérateur T4 est monotone pour 'inclusion.

Lemme 4 ¢ est maximalement accessible dans A, un automate d’arbres infinis déterministe et
complet (au sens ascendant) a rang vérifiant la propriété de monotonie des régles si et seulement
si (g, q) appartient a (J,cn T3({(¢',qn) | ¢’ € Reachable(A)}).

Preuve :

Soit 552 = {(¢',qn) | d' € Reachable(A)}. Posons TA,j(S°Q2) =Uicigy TA(S%Q).
Soit |t|, la taille d’un terme de TERM(X, X), définie inductivement sur la structure de t par
(i) |t| = 0sit € X (t est une variable), (i) |t| = 1 si t € ¥y (t est une constante), (iii)

£ (1, s tm)| = 1+ max({|t;| |1 < ¢ < m}).
Montrons maintenant par induction sur n, que pour tout terme t de TERM(X, X), si |t| < n
alors (rt’?xl(_ﬁ’___mé_n](e), r;:f‘aM(e)) € TA,n(ng) pour certains Ti,... ,7; de TRS.

a) pour n = 0, le terme t est une variable x. Alors, par définition, pour tout arbre T de TRY,
b
(r ](e),r;f‘UM(e)) = (r2(¢),qm) appartient a TA,O(ng) = {(¢',qm) | ¢ € Reachable(A)},

tlzeT
puisque T(€) est nécessairement un état accessible.
(b) pour n > 0, le terme t est de la forme f(t1,...,t,) (incluant le cas ou f est une

constante). Par hypothése d’induction, pour tout 1, (r;?[x“_n zze—fz](e)’ Tﬁ,oM (€)) appartient
a TA’n_l(SOQQ). Alors, par définition de T4 et d’un calcul dans 'automate déterministe au sens
ascendant, (r{[qxlkﬁ’m’zlhn](e),r{}UM (€)) appartient a TA,n(Sg.Z).
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On peut maintenant affirmer que si q est maximalement accessible, alors pour le terme t pour

lequel les deux affirmations du lemme 3 sont valides, (T;?xl(—ﬁ,...,xz(—ﬂ](e)’T{}UM(E)) = (q,q)

appartient a TA,|t[(Sogz) et donc & | J,cn TQ(SOQQ).

Montrons maintenant que si (q,q') appartient a | J,cn TZ(SOQZ), alors il existe un terme t et des
arbres 11, ... , Ty tels que (g,q¢') = (r;‘[‘zlhﬁw,w_n](e),r;‘}aM (€)). Par induction sur l'entier n :
(a) pour n =0, (¢,4") = (gr,qm) avec g, accessible. La propriété est trivialement vérifiée pour
t € X et pour g = r;“, ou T est un arbre quelconque.
(b) pour n > 0, (q,q") est obtenu par définition pour deux régle de transition de I’automate
fla,--- sqm) = q et f(q1,--- ,4n) — ¢ avec pour tout %, (g;,q,) appartenant a Tﬁ_l(SOQQ).
Par hypothése d’induction pour tout 1, il existe un terme t; et des arbres 1{,... ,7); vérifiant la
propriété. Ainsi, la propriété est vérifiée pour t = f(t1,... ,tn) et pour les arbres 71,... , 7.
Ainsi, si (q,q) appartient & J,cn TQ(SOQ.Z), alors il existe un j tel que (g, q) appartient TA,j(ng).
On peut ainsi affirmer qu’il existe un terme t (de taille inférieure & j) et des arbres 7y,... , Ty
de TRY tels que (g,q) = (rtf[txl&n,...,xu-'rz] (e), r;f‘aM (€)), ce qui implique que les deux conditions
du lemme 3 sont satisfaites.

|

Théoréme 14 Le probléme d’accessibilité maximale est polynomial.
Preuve :
Notons tout d’abord que le test d’accessibilité d’un état dans un automate automate d’arbres
infinis déterministe et complet (au sens ascendant) & rang est polynémial (ces automates étant
des automates de Biichi sans état d’acceptance).
Répondre au probléme d’accessibilité maximale pour un état revient a calculer I’ensemble
Unen T2({(d',91) | ¢’ € Reachable(A)}). 1l trés simple de voir que calculer cet ensemble (dont
la taille est au plus quadratique dans la taille de Pautomate) peut étre réalisé par un algorithme
polynémial dans la taille de A.
|

Notons le fait que si un état ¢’ est accessible, alors il existe un état ¢ maximalement accessible
tel que ¢’ << g. Nous noterons Reach_max(A), I'ensemble des états maximalement accessibles
dans un automate A vérifiant la propriété de monotonie des régles.

Automates et logique

On peut associer, & un automate A d’arbres infinis déterministe et complet (dans le sens
ascendant) de rang n et vérifiant la propriété de monotonie des régles, deux algébres A 4 et A,
définies comme suit :

= As =(Q, {f*}es) o fAgrs-- ,qm) = gssi (g, 1gm) =g €A

- AA :<ReaCh_ma‘X('A)7 {frChm(A)}f€Z> ou fIChm(A) (Qh S 7qm) = g ssl f(qlv <. ,Qm) —

g € A.

Il est évident de par leur définition respective que A 4 est une sous-algébre de A 4.

Signalons de plus que du fait de l’unicité pour un arbre 7 du plus grand calcul #;* dans un
tel automate A, & chaque arbre 7 on peut associer un unique état ¢ tel que 72 (e) = gq.

On peut donc en déduire qu'il existe un morphisme surjectif de Try dans A4 associant a

chaque arbre de TRY l'unique élément de Reach_max(A), #(¢). Ce morphisme est noté run4.

Ces deux X-algébres sont étendues respectivement pour un ensemble de variables du se-
cond ordre {V1,...,V,} en deux (X,{Vi,...,V,})-structures R4 et R4, ou R4 = {(A4,T)) avec
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Vi, Z(V;) = I; et Ry = (A4, I avec Vi, I7(V;) = I; N Reach_max(A).

Comme dans le chapitre précédent, nous allons également ici considérer des formules mona-
diques T-bornées (voir définition 13) et plus particuliérement les formules monadiques T-bornées
associées aux formules monadiques positives comme présentées dans la définition 14. On va sup-
poser comme précédemment que si ¢ est une formule monadique positive, alors ¢ dénotera la
formule monadique T-bornée associée.

Pour prendre en compte ces formules monadiques T-bornées définies pour un ensemble de

variables du second ordre {Vj,...,V,} et une variable du second ordre particuliére T, nous

étendons les structures R 4 et R 4 (définies pour {V3,... ,V,}) en deux structures respectivement
AT

R} et Ry (définies pour {T,Vi,...,V;}) en fixant pour chacune d’elles la sémantique de la

variable T & Reach max(A).

Logique

Nous terminons cette section par la remarque suivante :

Remarque 1 Soient R4, Rp deux structures, ®; et &5 deux formules du premier ordre, et v4,
vp deux valuations définies de Vary(®1) U Vary(®2) respectivement dans les supports de R4 et
RBa

Si pour e € {1,2}, ((Ra,va4) = @) = ((Rp,vB) [~ ®.) alors

((Ra,va) & @1 A @2) = ((Rp,vB) = 21 A D2)
((RA,I/A) bé o, Vv @2) = ((RB,I/B) bé o,V @2)

4.2 Une solution au probléme de satisfiabilité

Nous allons dans cette section proposer un algorithme répondant au probléme de satisfiabi-
lité d’un systéme de contraintes co-définies généralisées (en forme aplatie) interprétées sur les
ensembles d’arbres finis et infinis. Notre algorithme manipulera des automates complets et dé-
terministes (ascendants) de rang n, qui de plus, vérifieront la propriété de monotonie des régles.
Comme dans le chapitre précédent, cet algorithme sera présenté comme un systéme de régles
d’inférence (appliquées avec une stratégie particuliére) qui selon les contraintes, soit transforme
un tel automate en un autre, soit produit la valeur spéciale O. Aprés avoir décrit cet algorithme,
nous prouverons sa correction et donnerons sa complexité.

4.2.1 L’algorithme

Nous allons proposer un algorithme pour répondre au probléme de satisfiabilité d’un systéme
de contraintes co-définies généralisées supposé en forme aplatie et interprété sur les ensembles
d’arbres finis et infinis. Cet algorithme est basé sur un ensemble R“ de régles d’inférence. Ces
régles d’inférence transforment un automate d’arbres infinis déterministe et complet (de maniére
ascendante), soit en un automate de ce méme type, soit en la valeur O. La forme des automates
que nous considérons est définie en fonction des variables du systéme de contraintes ensemblistes
et les états formeront un treillis fini complet. Les automates considérés devront de plus vérifier
la propriété de monotonie des régles. Ceci imposera une stratégie particuliére d’application des
régles de R™, afin de préserver cette propriété.
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Préliminaires

Le but de cette section est de présenter la forme des automates d’arbres infinis que l'algo-
rithme manipulera, mais également de fixer quelques notations.

La forme des automates dépend des variables ensemblistes apparaissant dans le systéme de
contraintes en forme aplatie considéré. Soient SC un systéme de contraintes co-définies générali-
sées en forme aplatie et {Xi,...,X,}, 'ensemble des variables ensemblistes apparaissant dans
SC.

Nous allons considérer les automates d’arbres infinis de rang n déterministes et complets (de
maniére ascendante) de la forme A = (X, Q,I,A) tels que ¥ est la signature fonctionnelle sur
laquelle est construit SC, l'ensemble des états @ = {0,1}", i.e. I'ensemble des n-uplets de O
et de 1, et le n-uplet I d’ensembles d’états initiaux est égal & (I1,...,I,) tel que pour tout ¢
(1 <14 <n)q¢€lsiet seulement si la 1™ composante de g est égale a 1.

L’ensemble des automates ainsi définis est noté TAYZ..

Comme nous ’avons fait au chapitre précédent, 4 chaque variable ensembliste du systéme est
associée une des composantes du langage reconnu par ’automate. L’idée motivant ce choix est de
construire un automate comme précédemment décrit reconnaissant un langage (L1,...,Ly) tel
que si le systéme de contraintes SC considéré est satisfiable alors ce langage décrit la plus grande
solution du systéme, i.e. une arbre 7 appartient a L; si et seulement si il existe une solution 7
de SC telle que 7 € Z(X;). Lorsque le systéme de contraintes est insatisfiable, I'impossibilité de
construire un tel automate sera détectée.

Pour un automate A de TA%¥, reconnaissant un langage (L1,...,Ly), nous noterons Z4,
Vinterprétation ensembliste pour les variables {X;,... , X} par automate A définie par : pour
tout X;, Z4(X;) = L; ou de maniére équivalente, 7 € Z4(X;) si et seulement si #7(¢) € ;.

Les éléments X, Q et I étant fixés pour les automates considérés, nous ne distinguerons donc
plus un tel automate de son ensemble de régles de transition A. Nous noterons switcho(g, ),
'état ¢’ identique & 'état ¢ sauf (éventuellement) sur la ™ composante qui est égale 4 0 pour
q,ieVj, ¢ €1; e g¢ F; Vi=j. Nous allons noter Aj, 'automate de TA%. dit « universel»,
dont tous les membres droits de régles de transition sont égaux a {1}".

Le systéme d’inférence

L’idée sous-jacente & l'algorithme que nous proposons est similaire & celle présentée dans
le chapitre précédent. Cet algorithme est basé sur un systéme d’inférence R“ transformant un
automate de la classe TA%., soit en un autre automate ce cette classe, soit en la valeur O. Partant
de I’« automate universel» Aj, on applique les régles de ce systéme d’inférence jusqu’a obtenir
soit un automate sur lequel plus aucune régle n’est applicable, soit la valeur 3. Une application
d’une régle d’inférence modifie en fonction d’une contrainte considérée du systéme une régle
de transition de l'automate (qui est ici choisie de maniére particuliére) en remplacant dans le
membre droit de cette régle un 1 en un 0 (a 'aide de switchy).

Ceci a en fait pour but de calculer la valeur O si le systéme de contraintes SC est insatisfiable
et, dans le cas contraire, un automate Ay de TAY. reconnaissant un langage (Li,... ,Ln) tel

que pour tout arbre 7, 7 € L; (ou de maniére équivalente, fTA (€) € I;) si et seulement si il existe
une solution Z de SC telle que 7 € Z(X;).

Nous présentons maintenant le systéme d’inférence R* défini pour la classe des automates
TA%, vérifiant la propriété de monotonie des régles; ces régles d’inférence ont pour résultat soit
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— (Compose)

X gg(Xi17“‘ 7Xil) € SC
] -soitg# f
-soit f=get 3k, g & I;,

AU{f(g1;-- ,qm) — g} s
AU {f(QI7 s 7Qm) - SWitC‘hO(Qai)}

- (Clash)
AU{a — q} { aC X;eSCet
- s
o q¢ I
- (Decomp)
( g(T7 7T7X17T7 T) gXJ € SC
(X; est le k™ fils de f) et
AU {lhs — g} g ) 39l .dh) = d' tq
A U {lhs — switchy(g,1)} ¢ ¢
—¢=g;
L] —{d, ... ,qfn}\{qfc} € Reach_max(A U {lhs — q})
- (Member)

A U{lhs = q} si{ X; C{z|p(z)}
A U {lhs — switchg(qg, 1)} (RZU{U,S_W}, [z — q]) = o(z)

F1G. 4.4: Le systéme d’inférence R du test de satisfiabilité

un autre automate de TA%,, soit la valeur spéciale OI.

Les régles du systéme R“ sont données a la figure 4.4 : intuitivement, selon la contrainte, la
régle d’inférence (Compose) signifie qu’un arbre 7 de la forme f(7,... ,7n) n’appartenant pas a
Z(9(Xs,,--. ,X;,)), pour n'importe quelle solution Z (soit parce que f # g, soit parce qu'il existe
un k tel que 7 € Z(X;,)), ne peut appartenir & Z(X;). Selon la contrainte dans la condition de
la régle (Clash), pour toute solution Z, a doit appartenir & Z(X;). Or, d’aprés la condition sur
la régle de transition, pour toute solution Z, a &€ Z(X;). Ceci entraine donc que le systéme de
contraintes ne peut avoir de solution. La régle d’inférence (Decomp) traite le cas suivant : il existe
un arbre de la forme g(7,... ,7n) tel que pour toute solution Z, g(y,... , T ) n’appartient pas
4 Z(X;). On peut donc en déduire du fait de la contrainte que pour toute solution Z, 7 & Z(X;).
La regle d’inférence (Member) doit étre interprétée de la maniére suivante : il existe un arbre 7
tel que pour toute solution Z, 7 € Z({z | o(z)}) (i.e. ({Trg,.Z), [z — 7]) = ¢(z)); on peut donc
en conclure que pour toute solution Z, 7 € Z(Xj).

Le systéme d’inférence R“ est utilisé pour définir ’algorithme que nous proposons. Soient
A, A’ deux automates de TA%., on notera A b A’ si et seulement si soit A = A'%8, soit A/
est obtenu a partir de A et de I’application d’'une des régles d’inférence de R pour une régle

58La relation Frw est réflexive.
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de transition f(q1,..-,qm) — ¢ de A vérifiant les conditions de la régle d’'inférence considérée
et telle que cette régle soit une régle de membre gauche minimum (au sens de <<9) ° telle
que 'application de la régle d’inférence entraine une modification de la régle de transition (i.e.
g€ F).

Posons de plus que U ¢« O et notons F%,., la cléture transitive de Fre.

Notre algorithme calcule une valeur es définie par S; F. ey et telle que Ve ey Fro e = e =
ey, i.e. e est un point fixe de la relation Fge.

Cette définition de la relation F%. n’a de sens que si le systéme de transition appliqué avec
la stratégie précédemment décrite préserve la propriété de monotonie des régles dans I’automate
calculé. En effet, la régle (Member) nécessite que la structure R} soit définie ce qui est le cas
uniquement dans un automate satisfaisant & la propriété de monotonie des régles. Ainsi, cette
condition est vérifiée si g« transforme un automate de TAY. vérifiant cette propriété en un
autre automate la vérifiant également,i.e. Fr« préserve la propriété de monotonie des régles.

Pour prouver cette invariance, nous allons tout d’abord montrer le lemme suivant :

Lemme 5 Soient ¢(z,...,%,) une formule monadique T-bornée (ayant {z1,...,z,} pour
variables libre du premier ordre) et deux valuations (dans 'ensemble des états d’'un automate
A vérifiant la propriété de monotonie des régles) v = [21 = q1,.-. ,Tm > gm] €t V' = [z; —
@1s- - > Tm & @] telles que Vj, g; =<2 gq;,

(RZ,I/) oz, . y2m) = (RT,I/’) ¥ o(z1,. .., Tm)

Preuve :
Par induction sur la structure de la formule ¢(zy,... ,Zm) :
- Si @(z1,... ,zm) est une formule atomique t € X;, ceci est équivalent & démontrer que

LR g1 = (t)%2 ¢ 1,

Par induction sur la structure de t :

. R} R}
— si t est une constante t = a, alors [t],* = [t] .

. . RY RX RI
~ sit est une variable z;, alors par hypothése, [t| » << [t],* et [t],> & L.
— sitest égal & f(t1,...,t;) : par hypothése d’induction, on a pour tout ¢ et pour tout
JALi<:
RZ RA
lt;]® € L= [t],° & L

. . . . RT T ey
Par définition, ceci est équivalent & Vj, |t;],» <2 [¢;] SA. Or par définition d’un
calcul,

RT RT RT RT RT RT
F(ltad,B - [2) = 12 et F(lal®, .- [0)e®) = 1t
sont deux régles de transition de A. Or celui-ci vérifiant la propriété de monotonie
R RX c . . .
des régles, on a [t],» <9 |t],*, ce qui implique Pexpression souhaitée.

- si @ = @1 ANPa ou @ = @1V P2, alors la proposition est immédiate par la remarque 1.

Pour deux régles f(qi,---,qm) = g et f(gi,...,qm) — ¢, la premiére a un plus petit membre gauche au
sens de << ssi Vi, ¢; <9 ¢l
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- si¢p=3y(y € TA@) : par définition (R],v) & @(z1,... ,Zm) est équivalent & dire que :
pour tout état ¢ maximalement accessible, (R,v o[y~ q]) ¥ @' (y,21,--- , Tm).
Par hypothése d’induction, cela implique : pour tout état ¢ maximalement accessible,
(RA,V o[y~ q]) ¥ & (v, %1, ,%m), ce qui est équivalent & (RL,v') & @(z1,... ,Tm).
-sig=Vy(y €T = ¢') : ce cas est similaire au cas précédent.
]
On a alors

Proposition 18 Soit A un automate de TAY, vérifiant la propriété de monotonie des régles,
si A bge A (avec A’ 5 0), alors A’ vérifie la propriété de monotonie des régles.
Preuve :

Le seul cas a examiner est le cas ou A Fro A" avec A # A'. Soit f(q1,... ,qm) — ¢ (avec
q € I) la régle de A transformée dans A en f(q},- .. ,q,,) = switcho(q, 1), il est alors suffisant
de prouver que pour toute autre régle f(qy, ... ,qy) — ¢" de A (et donc de A'), on aVj, g <<
gj = ¢" <2 switcho(q, 7).

Supposons que cela ne soit pas le cas, alors cela implique que ¢" € I;. On peut alors montrer que
dans ce cas, ’hypothése de minimalité du membre gauche de la régle transformée est fausse.
Selon la régle d’inférence utilisée pour A Frw A’ :

- Pour la régle (Compose) :

- si f # g, alors il existe une régle f(q!,... .q),) — ¢" ayant un membre gauche plus
petit que f(q1,.-. ,qm) — g, pour laquelle la régle d’inférence peut s’appliquer.

- si f =g, puisqu’il existe un k tel que qx € I;, et que q:; << gi,., selon I’hypothése de

minimalité, la régle d’inférence aurait du s’appliquer pour f(¢f,... ,q) — ¢".
— Pour la régle (Decomp) : pour la régle de transition g(q, ... ,q.,) — ¢' utilisée dans la
condition de la régle d’inférence, i.e. telle que ¢! € I;, gt = g et {¢},... . g\, }\{gL} soient
des états maximalement accessibles, considérons la régle g(¢,... ,q¢",... ,ql,) = ¢" dont

le membre gauche est identique a la précédente & I'exception du k®™ état du membre
gauche qui est égal dans celle-ci a4 q¢" (et non, a q). Or, on a bien ¢" € I; (par hypothése),
pour les états en membre gauche de cette régle {q},... , ¢}, }\{¢"} sont maximalement
accessibles et ¢* ¢ I; (puisque ¢" <2 g et par monotonie des régles de A, ¢* <2 ¢! et
¢ & I;). C’est donc cette régle f(qi,... ,q,) — ¢" qui aurait du étre transformée, selon
I’hypothése de minimalité.

— Pour la régle (Member) : puisque A vérifie la propriété de monotonie des régles, on a
q" <9 q. De par, le lemme 5 et la condition de la régle d’inférence, on a

(RAu(insosq) [7 = €")) B B(2)

Ainsi, puisque la régle f(¢Y,... ,qn) = ¢ a un membre gauche plus petit que celui de
flq1,.-- ,am) — q et que ¢" € I, ceci contredit ’hypothése de minimalité.

[ ]
Puisqu’il est évident que ’« automate universel» S; vérifie la propriété de monotonie des

régles, on peut en déduire que Frw est bien définie et que tous les automates au cours du calcul
vérifient cette propriété.

Nous allons dans la section suivante montrer la correction partielle et la complétude de
I'algorithme que nous avons proposé, ainsi que sa complexité.
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4.2.2 Correction - complexité

Nous allons commencer par montrer la correction partielle en prouvant que si 'algorithme
produit un automate Ay, alors le langage reconnu par cet automate définit une solution du
systéme de contraintes ensemblistes SC.

Correction partielle

Soit Ay, I'automate de TA%, (A # O) produit par notre algorithme, i.e. Ve, A brw e =
e = Ay ; posons In, 'interprétation ensembliste associée a Ay et définie par Vi, Zx, (X;) = Ly,
en supposant que le langage reconnu par A est (Ly,... ,L,) ou de maniére équivalente, pour
tout 4, 7 € Za,(X;) si et seulement si f‘fAf(e) €.

Théoréme 15 7, est une solution de SC.
Preuve :

Supposons que I, ne soit pas une solution; il existe donc alors une contrainte de SC qui est
violée. Selon la forme de cette contrainte :

— pour une contrainte de la forme X; C g(X;,,...,X;,) : si la contrainte est violée, cela
signifie qu'il existe un arbre 7 tel que T € I (X;) (ceci implique que fTAf(e) € I;) et
7 & I, (9(Xiy, .-, Xj,)). Alors, selon la forme de 7 :
-siT= f(r,... ,7m) (avec f # g), alors il existe dans Ay une régle de transition
fla1,--. ,qm) — q telle que g € I;.
~siT = g(r,...,m), alors il existe un k tel que 7 & Zn,(X;,). Donc, il existe dans
Ay une régle de transition g(q1,... ,q1) = q tellequeg € I; et ¢;, € I;,.
— pour une contrainte de la forme a C X; : si une telle contrainte est violée, cela signifie
a & In,(Xy), ie faAf(e) & I;. Cela implique que pour la réglea — q de Ay, onaq & I;.
— pour une contrainte de la forme ¢(T,... ,T,X;,T,... T) C X; : si la contrainte est
violée, cela signifie qu’il existe un arbre T de la forme g(71,... ,7) tel que 7, € Ta,(X;)
et 7 € Ta;(X;). Cela implique qu’il existe une régle g(d,....d5,) = q' de Ay telle que
¢ ¢l,qd €l et {d,...,qg,}\{g.} sont maximalement accessibles
— pour une contrainte de la forme X; C {z|¢(z)} : si une telle contrainte est violée, cela
signifie qu'il existe un arbre 7 tel 7 € Za,(X;) (ce qui implique qu’il existe une régle
lhs — q dans A tel que g = fff(e) €l;) et 7€ In ({z]|p(x)}), ie

(«Tr%7IAf»7 [:1,‘ = T]) bé (P(x)

Par la définition de IA?Af et la proposition 5, on en déduit que (IA?Af, [z — fTAf (€)]) ¥ ().

AT AT -
Par la définition de Ry , et la proposition 6, cela implique que (RAf, [z — ff}f(e)]) K @(x).
Enfin, par la proposition 7, (le, [z 727 (6)]) b B(x).

Dans chacun des cas précédents, on peut voir qu’une régle d’inférence peut étre appliquée

(modifiant 'automate), entrainant le fait qu’on aurait Ay Frw e avec e # Ay. Ceci contredit

donc I’hypothése initiale.



118 Chapitre 4. Les contraintes co-définies : une extension

Complétude

La preuve de complétude de 'algorithme présenté se fait en deux étapes : la premiére montre
qu’a toute solution du systéme SC, on peut associer un unique pré-calcul dans chacun des auto-
mates calculés. On pourra, dans un deuxiéme temps, en déduire la complétude.

Considérons Z, une interprétation des variables ensemblistes apparaissant dans le systéme
SC; on définit I'application prZ (de dom(7) dans Q) par : prk(d) = ¢ si et seulement si q € I; &
Ta € Z(X;). Nous allons montrer que si Z est une solution de SC, alors prt est un pré-calcul
dans tout automate calculé, en montrant tout d’abord que cette propriété est préservée par Frw.
Pour ce faire, nous prouvons deux lemmes.

Soient Z, une interprétation ensembliste définie pour des variables de SC, étendue en une
interprétation Z fixant la sémantique de la variable additionnelle T a TRY, A un automate de
TA%, vérifiant la propriété de monotonie des régles et tel que pour tout arbre 7, prZ est un
pré-calcul dans A,

Lemme 6 VY7i,...,7n € TRS, Yf(q1,.-. ,gm) 2> ¢ €A
Vi, pri(e) 22 ¢ = pri, (6 2%¢

Preuve :

Par monotonie des régles de A, il existe dans cet automate une régle (prZ (e),. .. ,pr%(e)) —
q telle que ¢ <2 q et puisque pour tout arbre T, prl est un pré-calcul dans A, alors

T
prf(n,---m)(e) jQ g
[ |

On en déduit alors

Lemme 7 V7y,...,7,

(RA,[y1 = pri(€), - sy = prE(e)]) ¥ Gyrs--- )
—

(T, I), [y = 715 1) =By, - )

Preuve :
Posons tout d’abord v = [y, — prZ (€),... ,y1 — pr%(e)] eto=[y1— T,... Y5 — 7.
Par induction sur la structure de la formule ¢ (ou @) :

— si ¢ est une formule atomique t € X; : par induction sur la structure det :

~ sit est une constante (t = a), alors (R}, v) ¥ a € X; est équivalent & dire que pour la
réglea — g de A, g € I;. Or, prt est un pré-calcul pour a dans A, donc pri(e) <9 q.
Ceci implique a & I(X;), c-a-d, ({(Trg,I),0) Fa € X;.

— sit est une variable (du premier ordre) (t = x) : par définition, (Rg,yo [z — prl])
T € X; est équivalent a prZ(e) € I, i.e. 7 € I(X;). Ainsi, ((Trg,I),00 [z — 7]) |~
r € X;.

— si t est un terme de la forme f(t1,...,tn) : par hypothése d’induction, on a : pour
tout 1 et tout e,

(RA,v) B t: € Xe = ((Trg,I),0) - ti € Xe
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W
Trg

Soit q;, I'état tel que Ve, q; € I, < (RX,v) ¥ t; € X.. Ainsi, en posant T = [ti)o >,
Phypothése d’induction peut se reformuler comme : pr,(¢) << g;.

v
Pour la régle f(qi,... ,qm) — q de A, par le lemme 6, pri{e) <2 q pour 7 =
f(r{,...,7},). Ceci peut étre reformulé comme : pour tout i,

(RA) B Fltns - s tm) € Xi = (T, 2),0) ¥ fltr,-- - s tm) € X

— pour une formule ¢ de la forme @1 A po ou @1 V @ : immédiat par la remarque 1.

— pour une formule ¢ de la forme 3z(z € T A¢') : par hypothése de récurrence, on a : pour
tout arbre 7,

(RA [z = prE(e),y1 = pri(e),... .y > pri(e)]) ¥ bz, y1,-- - w1)
=

(((Trc)‘:)7z>>7[$ =T, Y1 T, Y Tl) V_' Sb(x’ylw' . ,'!/l)

puisque prZ(e) (resp. T) appartient & Q (resp. TRS), interprétation de T dans R} (resp.
{Trg,Z))), on en déduit immédiatement la proposition dans ce cas.

- pour une formule ¢ de la forme 3z(x € T = @) : la preuve est similaire au cas précédent.
[ |

On peut alors montrer I'invariance par ’application de la relation Fg« du pré-calcul défini a
partir d’une solution du systéme,

Proposition 19 Soient Z une solution de SC et A un automate de TA%, (vérifiant la propriété
de monotonie des régles) et T tel que pour tout arbre 7, prf est un pré-calcul pour 7 dans A. Si
A Fro A (avec A’ # O), alors pour tout arbre 7/, prZ, est un pré-calcul pour 7’ dans A’.
Preuve :

Une nouvelle fois, nous ne considérons que le cas ou A’ # A, le cas ou ils sont égaux étant
évidemment trivial.

Par définition d’un pré-calcul, il est suffisant de montrer que pour tout arbre 7 et toute position
d de dom(7), si 7(d)(prZ(d-1),... ,prZ(d-m)) = q¢ € A et 7(d)(prZ(d-1),... ,prZ(d-m)) =
g'c A, alors pri(d) << ¢’ (en supposant que I’arité de T(d) est m). Si les régles sont les mémes
(g = ¢'), alors cette proposition est vraie. Le seul cas a considérer est donc le cas ou ces régles
de transition sont différentes, i.e. de par le systéme d’inférence, ¢ = switchg(q,1). Ceci revient
a prouver pour la régle d’inférence utilisée pour A Fre A’ que pri(d) € I;.

Selon la régle d’inférence :

~ pour la régle (Compose) : il est suffisant de montrer que 74 & Z(9(Xi,,...,Xy)). En
effet, puisque Z est une solution, cette affirmation implique que 74 ¢ Z(X;) et donc que,
pri(d) & I;. Selon la forme de Tid :
—sit(d) = fetf#g,alorsTy & I(9(Xy,. .. ,Xy)), par définition d’une interprétation
ensembliste.
- si7(d) = g, alors par les conditions de la régle d’inférence, il existe un k tel que prZ(d-
k) & I, . Donc par définition de pr¥, 1igy € T(X;,). Ainsi, g € Z(9(Xs,, ... , X3)))-
- pour la régle (Decomp) : il est suffisant de montrer qu’il existe un arbre g(11,... ,Tm)
tel que 7, = T|q et g(71,... ,Tm) € T(Xj), e prg(ﬂ ___’Tm)(e) ¢ I;. En effet, puisque T
est une solution, ceci implique que g(71,... ,7m) € g(T,... , T, X;, T,... T) et donc que
T =74 € Z(X3), Le. pri(d) € L.
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Or, du fait des conditions de la régle d’inférence, il existe dans A une régle de transition
g(dh, ... .q5) = ¢ avec ¢ & I; et {¢},... ¢}, }\{gL} € Reach_max(A U {lhs - g¢}) et
¢, = q. Puisque les états de {q!,... , ¢, }\{g}} sont maximalement accessibles, il existe
des arbres T1,... ,Tk—1 , Tk+1,- - - » Tm tels que qé = fﬁ‘i(e),
Or, puisque par hypothése prZ(d) <2 q et que par définition d’un pré-calcul et d’un plus
grand calcul,

vie {1,... ,m}\{k}, pr.,I.i(e) << fTAi(e)

Alors par monotonie des régles, on a prgI(Tl’...’Tm)(e) =<9 ¢! et donc, prg(ﬁ’_._ﬂm)(e) ZI;.

pour la régle (Member) : il est suffisant de montrer que ({Trg, ), [z = 74]) £ ¢(z). En
effet, ceci est équivalent & 14 & Z({z | p(z)}). Puisque T est une solution, cette derniére
proposition implique que 7jq € Z(X;), i.e. pri(d) & I;.

Par les conditions de la régle d’inférence, on a (R}, [z — gq]) ¥ @(z). Or, par hypothése,
prE(d) <2 ¢, donc on a par le lemme 5, (R}, [z — prZ(d)]) ¥ ¢(z).

Par le lemme 7, on déduit de cette derniére affirmation que ({Trd, 7)), [z 74)) ¥ (=),
ce qui implique par la proposition 6, ({Trg,Z)), [z — 74}) ¥ ¢(z)

On peut alors démontrer que 'algorithme proposé est complet en montrant que si la valeur

calculée par notre algorithme est un automate, alors 'interprétation ensembliste qu’il définit est
plus grande que toute solution du systéme de contraintes (au sens de C) et que si cette valeur
est O, alors le systéme est insatisfiable.

Théoréme 16 Soit ey, la valeur finale calculée par notre algorithme (i.e., pour tout e tel que
ef-rw e, on ae=ey),

— si ey est un automate (e; # O), alors VI € SOL(SC), T C Z,.

— si ey = O, alors SC est insatisfiable.

Preuve :

Il est évident que pour toute solution I et pour tout arbre 7, prl est un pré-calcul dans
l'automate Aj. Ainsi, pour tout automate A tel que Ay Fi. A, par le lemme 19, pour toute
solution I et pour tout arbre T, prZ est un pré-calcul dans 'automate A. Pour un tel automate
A (vérifiant par la proposition 18), il existe pour I'arbre T un plus grand calcul #2. On a donc
pour tout arbre 7, prZ(e) <2 72 (e),

— pour le premier point : la remarque précédente est vraie en particulier pour A = ey et est,

par définition, équivalente a : pour tout variable X;, 7 € Z(X;) = 1 € L, (X;). Ainsi,
IE .

— pour le second point : soit A, un automate tel que Ay FL. A et A Fgw 0. Par la

régle d’inférence (Clash), on a #5(e) € I; et donc par la remarque précédente, pour toute
solution I, pri(e) & I;, i.e. a € Z(X;). Du fait, de la contrainte a C X;, on en déduit
immédiatement que le systéme ne peut avoir de solution.

On peut déduire des preuves de correction partielle et de complétude que notre algorithme

produit la valeur O si et seulement le systéme de contraintes SC est insatisfiable. Dans le cas
contraire, A, 'automate produit, définit la plus grande solution du systéme SC. Ainsi, de par
I'unicité du résultat, en appliquant notre algorithme & 1’aide d’une stratégie « terminante», la
confluence du calcul est assurée.
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Remarque : Nous avons montré dans la section 3.3.2 le lien existant entre les contraintes
définies et co-définies généralisées. Ceci nous a permis d’en conclure (avant méme de proposer un
algorithme pour cette classe) que les solutions d’un systéme de contraintes co-définies généralisées
(lorsqu’il est interprété sur les ensembles d’arbres finis) forment un semi-treillis supérieur complet.
Il est trés simple de vérifier comme cela a été fait & la proposition 10 que cette propriété est vraie
également lorsque ces contraintes sont interprétées sur des ensembles d’arbres finis et infinis.

Dans la section suivante, nous allons la complexité du probléme de satisfiabilité d’un systéme
de contraintes co-définies généralisées lorsqu’elles sont interprétées sur les ensembles d’arbres
finis et infinis.

Complexité

La classe des contraintes co-définies généralisées étend (syntaxiquement) la classe des con-
traintes co-définies introduites par Charatonik et Podelski dans [18] et sont toutes les deux
interprétées sur les ensembles d’arbres finis et infinis. Ainsi, la complexité du probléme de sa-
tisfiabilité de la classe des contraintes co-définies, prouvée EXPTIME-compléte dans [18], nous
donne une borne inférieure pour la complexité de notre probléme.

Proposition 20 Le probléme de satisfiabilité de la classe des contraintes co-définies généralisées
(interprétée sur les ensembles d’arbres finis et infinis) est EXPTIME-dur.

Nous allons maintenant exprimer la complexité de notre algorithme en fonction de la com-
plexité du test d’accessibilité maximale en raffinant la stratégie d’application des régles déja
définie (nécessaire a la préservation de la propriété de monotonie des régles pour les automates
calculés).

Cette fonction sera paramétrée par le temps nécessaire pour tester I'appartenance d’état a
la valeur de l'interprétation de la variable T dans la structure RZ, i.e. dans ce cas précis pour
tester si un état est ou non maximalement accessible dans un automate A ; pour un automate
de taille n, ce cofit en temps sera noté Sem (n).

Proposition 21 Soit SC le systéme de contraintes de taille T pris en entrée de notre algorithme.
Le test de satisfiabilité de ce systéme est effectué en (au plus) O(T3 28 T*+T) x Sem™ (T 2F' T), out
k, k' sont des constantes dépendantes de la signature 3.

Preuve :

Commencons par poser quelques notations : soit T la taille du systéme SC pris en entrée par
notre algorithme. Soit Ny (resp. Nsc) le nombre de variables ensemblistes (resp. de contraintes
ensemblistes) apparaissant dans le systéme de contraintes donné en entrée. Soit S, la longueur
de la plus grande formule monadique positive apparaissant dans les expressions ensemblistes
des contraintes de SC et Sg la longueur de la plus grande quantification de ces formules.
Soient Ny et amax respectivement le nombre de symboles de fonctions et I'arité maximale de
la signature ¥.

Nous allons supposer que tester le fait qu’un état soit initial pour une composante et que
transformer un 0 en un 1 dans un membre droit de régle sont des opérations s’effectuant en
temps constant.

Nous rappelons que 'application d’une régle d’inférence sur une régle de transition (ayant un
membre gauche minimal) entraine que I'automate produit voit sa régle de méme membre gauche
comporter une composante de moins & 1. Puisque l’automate comporte au plus 2VvamaxN 7
régles de transition (ayant chacune Ny composantes), on peut en déduire que I’algorithme
réalise au plus 2Nvamax N 7Ny applications de régles d’inférence.
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Pour une contrainte donnée, la recherche de la régle de transition de membre gauche mini-
male sur laquelle la régle d’inférence peut étre utilisée peut se faire naivement en parcourant
les 2NvamaxN, de I’automate en testant (au pire) pour chacune d’elles leur déclenchabilité,
i.e. linitialité d’un état (correspondant a la composante a transformer) et la vérification des
conditions de la régles d’inférence.

Selon le type de la régle d’inférence, le cotit de ce test de déclenchabilité est : amax pour la régle
(Compose) et O(1) pour la régle (Clash). Pour la régle (Decomp), il convient de trouver une
régle parmi au plus 2Vva™3 pour laquelle de plus (a — 1) tests d’accessibilité maximale d’états
seront réalisés (en Sem' (JA|) pour un chaque test). Pour la régle (Member), I est nécessaire
de tout d’abord calculer ’ensemble des états maximalement accessibles, ce qui peut étre réalisé
en 2NV « Sem" (JA|) ; dans un second temps, la non-validité de la forme ¢ peut étre tester en
O(2Mvse §,).

Pour chacune de ses régles, on peut majorer le test de déclenchabilité d’une régle d’inférence
par O(k1282*Ny x Sem™ (|A|) +2Nv 52 S,), ot ki et ko sont deux constantes dépendantes de la
signature .

En majorant Ny, Sg, S, et Nsc par T, et en notant que la taille de I'automate A est (au plus)
en 2NV amaX N Ny, (amax + 1), une majoration grossiére nous donne le résultat énoncé.

Théoréme 17 Le probléme de satisfiabilité de la classe des contraintes co-définies généralisées
(interprétée sur les ensembles d’arbres finis et infinis) est EXPTIME.
Preuve :

Immeédiat de par la proposition 21 et le théoréme 14 affirmant que le test d’accessibilité maxi-
male Sem" est polynémial dans la taille de Pautomate.

Dans la section suivante, nous allons considérer deux restrictions a la classe des contraintes
co-définies généralisées que nous avons définies dans ce chapitre.

4.3 Contraintes co-définies généralisées : deux restrictions

Nous allons dans cette section proposer deux restrictions 4 la classe des contraintes co-définies
généralisées : la premiére de ces restrictions sera syntaxique et nous permettra de caractériser
exactement la complexité du probléme de satisfiabilité. Elle se basera sur les expressions d’ap-
partenance simples présentées dans le chapitre précédent a la section 3.3.1. La seconde sera
sémantique, puisqu’elle consistera & interpréter les contraintes co-définies généralisées sur les
ensembles d’arbres finis.

4.3.1 Contraintes co-définies avec expressions d’appartenance simples

Cette restriction correspond au travail publié dans [26].

Syntaxe

Nous rappelons la définition syntaxique de la classe des contraintes co-définies avec expres-
sions d’appartenance simples. Une telle contrainte est une inclusion de la forme Sexps C Sexpg,
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ou Sexpy et Sexpp sont deux expressions ensemblistes décrites par les grammaires suivantes :

Sexpg = Xla|f(T,...,T,Sexpa, T,...,T)|SexpaUSexpas| T

Sexpp ::= X | f(Sexpg,...,Sexpp)|Sexpg U Sexpp | Sexpp N Sexpp | L |

i (Sexpp) | {z | ®(z)}
® :=t€ Sexpg|PAD|DV D |Fyd|Vyd

ouX eV, feX a€ Xy te TERM(Z, X) et ®(z) est une formule monadique positive éten-
due ayant z pour unique variable libre du premier ordre et ne comportant pas de quantificateur
universel (V).

Comme pour les contraintes co-définies généralisées, nous pouvons sans perte de généralité
transformer un systéme de contraintes répondant & cette syntaxe en un systéme en forme aplatie,
i.e. dont les contraintes sont de la forme :

f(T,...,T,Y,T,..., ) C X XCf(Xy,...,Xm)
aCX XQ{I 37)}

ol ¢(z) est une formule monadique positive ne comportant pas de quantificateur universel.

Un test de satisfiabilité

Nous allons dans cette section adapter le systéme d’inférence R“ a la restriction que nous
considérons. Ce nouveau systéme d’inférence, que nous noterons R¢, définira un algorithme d’une
maniére identique 3 Frw.

On peut remarquer que dans le systéme d’inférence R était présent, pour chaque type de
contraintes apparaissant dans un systéme co-défini généralisé, une et une seule régle d’inférence.
Il en sera de méme pour R%.

Pour les contraintes de laformea C X, X C f(Xq,... , Xp)et f(T,... , T,Y,T,... ,T)C X
le systéme RY contient les régles (Clash), (Compose) et (Decomp) du systéme R* (voir figure
4.4). Pour les contraintes de la forme X C {z|p(z)}, RY contient en fait une restriction de la
régle (Member) de R en se basant sur les affirmations suivantes.

Nous avons vu qu’un automate .4 d’arbres infinis déterministe et complet (au sens ascen-
dant) de rang n définissait une L-algébre A4, dont le domaine est ’ensemble des états de ’au-
tomate Q. Pour des variables du second ordre (ou ensemblistes) {Xi,... ,X,}, cette algebre
s’étend en une (%, {X1,..., X, })-structure R4 et pour les formules monadiques T-bornées, en
une (X, T,{X,...,X,})-structure, notée R; en fixant linterprétation de la variable T dans
cette structure & Reach max(A), 'ensemble des états maximalement accessibles de A. Basée

. ~ T A
sur la structure R 4, nous définissons la (X, {T, X1,... , X, })-structure R 4 en posant que l'inter-
prétation de la variable T est égale & Reachable(.A), 'ensemble des états accessibles de P'automate

A.

On peut alors montrer que :

07] v a préservation des solutions restreintes aux variables du systéme initial.
yap Y
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Proposition 22 Soit x, une formule monadique T-bornée ne comportant pas de quantificateur
universel, pour toute valuation v de Vary(x) dans Q,

(Ro,v) k= x ssi (R, v) k= x

Preuve :

La preuve est faite par induction sur la structure de la formule x : de par la nature des deux
structures F~QJT4 et R;, il est évident que la proposition est vraie si x est une formule atomique
et en utilisant ’hypothése d’induction et la remarque 1, qu’elle est vraie également pour une
formule de la forme x1 A x2 ou x1V x2. Alors, pour une formule x de la forme 3z, (z € T AX'),
par une double implication :

.57 .- . . .
(=) si (Rg,v) = 3z, (z € T AX'), alors par définition, il existe un état accessible q tel que
~T ) )
(R4 volz = q]) = x'). Par hypotheése de récurrence, ceci est équivalent a dire qu’il existe
un état accessible q tel que (R}, voiz = q]) | X'. Or, pour tout état accessible q, il existe
un état ¢’ maximalement accessible tel que ¢ << ¢'. De plus, par le lemme 5, on peut donc
en déduire qu'il existe un état maximalement accessible ' tel que (R},vo[z — ¢']) E X'
et donc par définition, (R},v) E 3z, (z € TAX).
(«) si (R},v) E 3z, (z € T AX'), alors par définition, il existe un état maximalement ac-
cessible q tel que (R},v o [z > q]) & x'. Par hypothése d’induction et puisque tout
. . . ) -T ,
état maximalement accessible est accessible, on a (R4,v o[z — gq]) E X') et donc,
- T
(Ryv) =3, (s e T AX).
n

11 est bien évident que, de par la construction donnée dans la définition 14, pour une formule
monadique positive ¢ sans quantificateur universel, la formule monadique T-bornée ¢ qui lui est
associée ne comporte pas non plus de quantificateur universel.

Ainsi, pour des expressions ensemblistes simples (avec des formules sans quantificateur uni-
versel), la régle (Member) de R“ peut s’écrire comme

AU {lhs — ¢} . X:z‘TQ {z|p(z)}
AU {Ihs — switcho(g, Z)} (RAU{Ihs—>q}7 [z — Q]) % o(z)

Cette régle est la derniere régle d’inférence de RY.

Correction - complexité

La correction de l'algorithme (défini & partir des régles de RY) répondant au probléme de
satisfiabilité d'un systéme de contraintes co-définies avec expressions d’appartenance simples, est
par la proposition 22 un corollaire de la correction de ’algorithme pour les contraintes co-définies
généralisées.

Du point de vue de la complexité, on peut montrer que :

Proposition 23 Le probléme de satisfiabilité d'un systéme de contraintes co-définies avec ex-
pressions d’appartenance simples (interprété sur les ensembles d’arbres finis et infinis) est un
probléme EXPTIME-complet.

Preuve :
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Puisque syntaxiquement tout systéme de contraintes ensemblistes co-définies est un systéme
de contraintes co-définis avec expressions d’appartenance simples, on peut déduire de [18] que
le probléme de satisfiabilité d’un systéme de cette derniére classe est EXPTIME-dur.

L’algorithme que nous proposons ici n’est qu’une restriction de I'algorithme pour la classe
des contraintes co-définies généralisées. Ainsi, le résultat de la proposition 21 nous donne une
borne supérieure pour la complexité de cette restriction. Cependant, il est 4 noter que si
Sem" (n) désigne le coiit pour un automate de taille n du fait de tester si un état q appartient
a linterprétation de la variable T sur RZ (i.e. qu’il est maximalement accessible dans A), du
fait de la proposition 22, on se contente de tester uniquement le fait qu’il soit accessible. Ceci
se traduit en disant que Sem' (n) désigne pour la restriction le cout du test de ’appartenance

) . - T
d’un état q a l'interprétation de la variable T dans la structure R .

Or, le test d’accessibilité d’un état dans un tel automate est polynémial par rapport a la taille
de celui-ci. En conséquence, on en déduit que I'algorithme est dans EXPTIME.

4.3.2 Interprétation sur les ensembles d’arbres finis

Si la premiére restriction que nous avons proposeée, était d’ordre syntaxique, la seconde sera
quant-a-elle d’ordre sémantique. Nous allons en effet nous intéresser aux contraintes co-définies
généralisées, interprétées cette fois-ci sur les ensembles d’arbres finis (i.e. de termes clos).

Nous avons vu dans la section 3.3.2 qu’en raisonnant & l’aide de dualisation par complé-
mentation, on pouvait tester la satisfiabilité d’un systéme de contraintes co-définies généralisées
interprétées sur les ensembles d’arbres finis en encodant ce probléme dans celui de la satisfia-
bilité d’un systéme de contraintes définies généralisées. On en déduisait que dans le cas, ou le
systéme co-défini était satisfiable, alors I’automate (de rang n) calculé pour son dual défini re-
connaissait le complémentaire de la plus grande solution du systéme co-défini. Nous rappelons
que cet automate d’arbres finis ascendants de rang n est déterministe et complet. Nommons cet
automate A de la forme (X, Q, F,A), avec F = (Fi,...,F,); le langage reconnu (Ly,... ,Ly,)
par cet automate définit la plus petite solution du systéme de contraintes définies généralisées
calculée par complémentation. Or, on peut aisément définir un automate AY reconnaissant le
langage (CL1,...,CL,) en posant (T, Q,FC,A), Ft = (Flc, ,FE), o Fic est I’ensemble des
états ayant 0 sur leur 7€ composante. On peut donc affirmer que I’automate Al définit une
interprétation ensembliste qui correspond & la plus grande solution du systéme de contraintes
co-définies généralisées considéré.

Tout ceci nous a permis de définir un algorithme répondant au probléme de satisfiabilité
pour un systéme de la classe des contraintes co-définies généralisées interprétées sur les ensembles
d’arbres finis en se basant sur celui proposé pour la classe des contraintes définies, mais également
de conclure que ce probléme était EXPTIME complet.

Cette section a simplement pour but de montrer que ’algorithme proposé dans ce chapitre
peut lui aussi étre adapté pour permettre le test de satisfiabilité pour un systéme de la classe
co-définie interprétée sur les ensembles de termes clos et de démontrer que cet algorithme est
dans EXPTIME.

Cette adaptation est nécessaire, car comme il est montré dans I’exemple suivant pour un
systéme de contraintes ensemblistes co-définies donné, la restriction aux arbres finis d'une solu-
tion calculée sur les ensembles d’arbres finis et infinis n’est généralement pas une solution; ceci
implique qu’un systéme co-défini satisfiable lorsqu’il est interprété sur les ensembles d’arbres finis
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et infinis peut ne pas l’étre lorsqu’il est interprété sur les ensembles d’arbres finis.

Exemple 16 : Le systéme suivant est satisfiable sur les ensembles finis et infinis d’arbres, mais
insatisfiable sur les ensembles d’arbres finis.

X Cf(X)
a C{y|Ize X Ny €a}

En effet, si on considére 'unique solution du systéme (interprété sur les ensembles d’arbres
finis et infinis), elle associe & X le singleton {7}, tel dom(r) = {1}* et pour tout d € dom(T),
7(d) = f. La restriction de cette solution sur un ensemble d’arbres finis l'interprétation associant
@ X Uensemble vide &. Cette interprétation est (la seule) solution de la premiére contrainte
(interprétée sur les ensembles d’arbres finis), mais viole la seconde.

Il n’existe pas de réelle différence entre les automates ascendants déterministes et complets de
rang n et les automates d’arbres infinis (sans condition d’acceptance) déterministes et complets
au sens ascendant de rang n & la fois sur le plan de la définition syntaxique de ces deux objets
et sur les notions de calcul pour les arbres finis®! | la définition donnée pour les premiers n’étant
qu’'une version opérationnelle de celle donnée pour les seconds. On peut méme ajouter qu’en
fait du point de vue du langage reconnu, les premiers peuvent étre vus comme la restriction des
seconds aux ensembles d’arbres finis.

En redéfinissant pour les automates de la classe TA%,, la notion d’accessibilité d’un état ¢
dans un automate A comme l'existence d’un arbre 7 fini et d’un calcul r# (pour 7 dans A tel
que r7i(e) = g, cette notion se confond du fait de l'unicité du calcul avec celle d’accessibilité
maximale. De plus, adaptons la définition des structures Ra et RZ en fixant pour la premiére
que son support est en fait les états accessibles par un arbre fini et que cet ensemble défini pour
la seconde la sémantique de la variable T dans celle-ci.

En considérant le systéme d’inférence R“ et I'algorithme qu’il définit avec ces nouvelles défi-
nitions, les preuves de correction et de complétude s’adapte parfaitement dans ce nouveau cadre.
Ceci nous permet de conclure que dans ce cas, ’algorithme répondant au probléme de satisfiabi-
lité du systéme de contraintes co-définies généralisées interprété sur les ensembles d’arbres finis.
De plus, on peut affirmer que lorsque le résultat de cet algorithme est un automate d’arbres d’in-
finis de rang n, alors la restriction du langage reconnu par cet automate aux ensembles d’arbres
finis est exactement la plus grande solution du systéme de contraintes interprété sur les ensembles
d’arbres finis.

En ce qui concerne la complexité, reprenons la proposition 21. Le cofit en temps qui y est
défini est paramétré par la grandeur Sem' (T'25'T) ou T2¥7T majore la taille de automate
en fonction de la taille du systéme de contraintes T. En se rappelant du fait que Sem' de-
signe le cott du test de 'appartenance d’un état ¢ a 'interprétation de la variable T dans la
structure RX et que dans la restriction que nous avons définie, ceci revient alors simplement a
tester le fait que ¢ soit finiment accessible dans 'automate considéré, on peut en déduire que
Sem™ (T 2% T) est de Pordre de O(T 2%’ T). Ainsi, il est immédiat de conclure que tout ceci défini
un algorithme EXPTIME répondant au probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes
co-définies généralisées, interprétées sur les ensembles d’arbres finis.

®1Nous avons déja mentionné le fait qu'il y a pour tout arbre fini unicité du calcul dans un automate d’arbres
infinis déterministes et complets au sens ascendants de rang n.



Chapitre 5

Application a ’analyse de programmes
logiques

Le but de ce chapitre est de présenter I'une des applications principales des contraintes en-
semblistes, I’analyse de programmes et plus précisément ’analyse de programmes logiques. Il
se veut étre principalement une présentation de ’analyse ensembliste des programmes logiques,
mais également d’une étude des apports de différentes techniques liées & ce qu’on appelle ’ap-
proximation des programmes logiques (dont l'analyse ensembliste est une technique particuliére)
permettant une amélioration de la qualité de I'analyse ensembliste. Nous verrons en particulier
que I'approche « automate d’arbres» 2 de la résolution des contraintes ensemblistes permet de
proposer une amélioration dans un cadre purement logique.

5.1 Généralités

L’analyse statique ®3 de programmes a pour but d’extraire d’un programme des propriétés de
celui-ci. Cette définition trés générale regroupe au travers du terme propriété des domaines comme
la preuve de terminaison, de correction partielle ou de complétude (vis-a-vis d’une spécification)
ou d’équivalence selon différentes sémantiques, mais également des informations approchées sur
les données manipulées ou le comportement d'un programme.

L’extraction d’informations d’un programme permet non seulement de pouvoir appréhender
des problémes de correction partielle ou de complétude dans une optique de typage ou déboguage,
mais celles-ci peuvent également étre utiles dans le cadre de 'optimisation, aussi bien d’un
point de vue utilisateur, permettant & celui-ci d’améliorer le programme manuellement, que d’'un
point vue automatique en fournissant ces informations & un programme de « transformation de
programmes», & un compilateur ou & un interpréteur.

C’est dans ce cadre que se situe 1'analyse ensembliste de programmes dont le but principal
est de calculer une approximation de la sémantique d’un programme. Ce type d’analyse est
« dirigé» par les variables apparaissant dans un programme : I'idée essentielle est de calculer
une sur-approximation %4 de I’ensemble des valeurs que peuvent prendre celles-ci au cours de
Pexécution du programme et de capturer d’une certaine facon le comportement d’une exécution
ensembliste du programme, c-a-d une forme de « sémantique ensembliste» du programme. Ceci

52En réalite, c’est surtout ’aspect algébrique de 'approche qui est importante.

83Le terme « statique» signifie ici « sans exécution », ou tout au moins sans exécution « réelle» du programme.

541’ensemble exact des valeurs prises par des variables au cours de I’exécution d’un programme n’étant bien
évidemment pas un ensemble récursif.
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est réalisé en particulier du le fait que le raisonnement du comportement individuel d’une variable
relativement & celui des autres variables est impossible : on ne peut avancer le fait qu’une variable
z prend la valeur a lorsque la variable y prend la valeur 5%, On pourra cependant savoir que
la variable z peut prendre la valeur a et la variable y peut prendre la valeur b au cours de
I’exécution du programme. On parle alors de perte de dépendance inter-variables. Il va de soi que
cette perte de dépendance entraine que ’ensemble des valeurs que peut prendre une variable n’est
qu'un sur-ensemble approché des valeurs qu’elle prendra effectivement au cours de 'exécution.
Cette approche d’analyse de programmes est trés générale et s’adapte a différents paradigmes de
programmation, comme la programmation impérative [37], fonctionnelle [6, 38, 47] ou logique [37].
Pour chacun de ces formalismes, cette idée de perte de dépendances inter-variables est formalisée
au travers d’une sémantique ensembliste approchant la sémantique effective du paradigme.

La définition d’une sémantique ensembliste ne donne pas de méthode opérationnelle, ni pour
le calcul d’une représentation de 'approximation, ni méme de procédure de test d’appartenance
d'une valeur a cette approximation de la sémantique. C’est sur ce plan qu’interviennent les
contraintes ensemblistes : elle fournissent un moyen général d’approximation de la sémantique
de maniére purement syntaxique, le calcul de approximation n’étant plus lié qu’a la résolution
de ces contraintes. Ainsi, la démarche de I'analyse ensembliste est la méme pour les différents
paradigmes de programmation et se découpe en deux phases [55] : la proposition d'une mé-
thode d’extraction de la syntaxe d’un programme ou d’une des sémantiques du langage considéré
d’un ensemble de contraintes ensemblistes, méthode devant étre prouvée correcte (c-a-d qu’elle
constitue bien une approximation de la sémantique du programme). Puis, la proposition d’un
algorithme pour la classe des contraintes extraites qui selon le cas peut simplement tester la
satisfiabilité du systéme de contraintes [50,52] ou calculer une solution particuliére (comme la
plus petite ou la plus grande).

Comme lindique le titre de ce chapitre, nous allons nous intéresser uniquement & l'ana-
lyse ensembliste des programmes logiques définis. Nous allons tout d’abord présenter comment
I’idée intuitive de perte de dépendances inter-variables se traduit formellement au travers d’une
approximation de I'opérateur de conséquences logiques immédiates (qui est un des moyens d’ex-
primer la sémantique d’un programme logique), en terme d’'un autre opérateur que ’on qualifiera
d’« ensembliste». Puis, dans un second temps, nous allons voir comment la sémantique définie
par cet opérateur ensembliste peut étre effectivement calculée par une méthode d’extraction
syntaxique d'un systéme de contraintes du programme & analyser et par la résolution de ces
contraintes.

5.2 Analyse ensembliste de programmes logiques

Nous allons maintenant préciser notre propos sur ’analyse ensembliste dans le cadre de la
programmation logique.

L’analyse ensembliste de programmes logiques (définie dans [37]) s’inscrit dans une théma-
tique plus générale qu’est le typage « souple s, également appelée approzimation de programmes
logiques. Cette notion de typage « souple» %6 de programmes logiques a été introduite par Mishra
dans [51]. L’idée de celle-ci est simplement de calculer un sur-ensemble récursif de la dénotation
du programme. Un atome clos mal-typé, i.e. n’appartenant pas & ce sur-ensemble, ne peut donc

55Tout du moins, pas pour n’importe quelles variables 4 n’importe quel moment de 'exécution.
56Ce qualificatif de « souple» provient du fait qu'il doit étre utile au programmeur d’ajouter au formalisme de
la programmation logique un formalisme ad-hoc de typage.
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étre succés pour le programme logique considéré. En pratique, dans la plupart des travaux exis-
tants ce sur-ensemble récursif est un ensemble régulier d’arbres finis.

Nous allons tout d’abord donner la formalisation de la perte de dépendance inter-variables
proposée par Heintze et Jaffar.

5.2.1 L’opérateur ensembliste TpT,

Nous avons précédemment dit que ’analyse ensembliste est intuitivement décrite comme
« une perte de dépendance inter-variables» et que cette intuition se formalise au travers d’une
modification (entrainant une approximation) de la sémantique pour le programme considéré.

Heintze et Jaffar donnent dans [40] cette formulation de I’analyse ensembliste en se basant sur
la sémantique de point fixe des programmes logiques, & savoir l'opérateur Tp Ty . Ils y présentent
un opérateur de point fixe dit ensembliste, noté 7p ., « approchant» l'opérateur Tp . Nous
allons présenter cet opérateur ensembliste et voir en quoi il traduit I’idée intuitive de pertes de
dépendance inter-variables.

Considérons S un ensemble de substitutions closes définies sur un méme domaine®’. La
fonction App, est une fonction d’approximation pour un tel ensemble de substitutions, calculant
une interprétation ensembliste dont le domaine est celui des substitutions présentes dans S et qui
associe a chacun des éléments de cet ensemble un ensemble de termes clos. Cette interprétation
ensembliste est définie comme suit, pour toute variable z du domaine des éléments de S :

(Appe(5))(z) = {o(z) |0 € 5}

Considérons par exemple, S = {[z — a, y = b}, [z — ¢, y — a]}, on a alors

(Appa(9))(z) = {a,c}
(Appa(9))(y) = {a, b}

On dit qu’une substitution ¢’ est représentée dans App,(S) si pour toute variable z du
domaine de ¢’, o'(z) € (App.(S))(z), ce que I'on notera o’€Appy(S).
Ainsi, pour I'exemple, ’ensemble des substitutions représentées est

[z —a,y— q] [z a,y— b

[z ¢,y a] [z, y—b]

Il est immeédiat de noter que 'ensemble S est un sous-ensemble des substitutions représentées
dans App,(S), i.e. pour tout o € S, € App,(S). '

Ces notions sont le cceur de la formalisation de la sémantique ensembliste des programmes
logiques, puisque l'ensemble des substitutions représentées par Appq(S) pour un ensemble S
correspond bien & une perte de dépendance inter-variables : pour les substitutions représentées,
il n’existe par construction aucun lien entre les valeurs des différentes variables (du domaine de
la substitution). Il est & noter que cette approximation est bien de nature ensembliste de par la
définition de Appy(S).

Nous allons maintenant voir comment cette approximation est introduite au niveau de la
sémantique d’un programme logique permettant la définition d’une sémantique dite « ensem-
bliste ».

570n appelle domaine d’une substitution ’ensemble des variables pour lequel elle est définie. Ce domaine pour
une substitution o est noté dom(o).
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La sémantique considérée est celle de point fixe définie 4 Paide de 'opérateur de conséquence
logique immeédiate Tp Ty, défini de p(BH) vers p(BH), ot BH est la base de Herbrand 8,

B H < Bi,...,B, € INSTr,(P)
TP,TE(I) - {H By,...,B el

ou INSTt,(P) est I’ensemble des instances closes des clauses de P. Cet opérateur est simple-
ment une fonction de la base de Herbrand vers elle-méme, produisant un résultat (un ensemble
d’instances de téte de clause) en fonction de données (les atomes du corps des instances de clauses
se trouvant dans 7).

Considérons, pour exemple, I = {p(a,b), p(c,a)} et le programme constitué de 'unique
clause p(f(z,y)) < p(z,y), on a donc Tpr,(I) = {p(f(a,b)),p(f(c,a))}, calculé pour les deux
instances closes correspondant aux substitutions [z — a, y — b] et [z — ¢, y — a].

Supposons maintenant qu’au lieu de considérer ces deux substitutions, on choisisse de consi-
dérer leurs approximations ensemblistes pour produire le résultat (I’ensemble des instances des
tétes de clauses), c-a-d ici I'ensemble des substitutions

[x—a,y—q] [+ a, y— b
[z ¢,y a] [x—c y—b

On obtient alors I’ensemble des atomes suivants
{r(a,b), p(a,a), p(c,b), p(c,a)}

Cette description informelle correspond & ’opérateur ensembliste de point fixe, introduit par
Heintze et Jaffar dont la définition est :

Toxs(0) = { ol

H<B,...,BeP
a€Appa({o|o(B1) EIN...Na(B) € I})

On peut noter que puisque pour tout ensemble de substitution S, tout élément de S est
représenté dans Appq(S), on a alors, pour tout ensemble d’atomes I, Tp1,(I) C Tp1s (1), ce
qui traduit le fajt que 'opérateur ensembliste est une sur-approximation de Tp ;.

Heintze et Jaffar montrent que cet opérateur est monotone et continu; il admet donc un plus
petit point fixe atteint au premier ordinal transfini et, pour un programme P est noté 7p1y 1T w.
De plus, du fait de la remarque précédente, on a Tp1; T w C TpTy T w, i.e. le plus petit point
fixe de l'opérateur est un sur-ensemble de la dénotation du programme.

Ce plus petit point fixe Tpy T w est nommé sémantique ensembliste du programme P et est
noté DEN%’“.

Nous avons vu dans cette section comment se traduit 'idée intuitive de ’analyse ensembliste,
a savoir la perte de dépendance inter-variables au cours du calcul, dans le cadre de la programma-
tion logique. Cependant, I'introduction de I'opérateur 7p 1, ne constitue nullement une définition
opérationnelle pour calculer (une représentation) du résultat de cette analyse ensembliste. Nous
allons voir dans la section suivante comment les contraintes ensemblistes jouent ce role.

58Cette définition est donnée dans la section 1.4.2.
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5.2.2 De 7Tp7, aux contraintes ensemblistes

Nous avons dans la section précédente la définition formelle de 'analyse ensembliste d'un
programme logique, traduisant 'idée de pertes de dépendance inter-variables. Afin de rendre
effective cette définition, nous allons voir comment les contraintes ensemblistes peuvent étre
utilisées en clarifiant la démarche en deux étapes d’extraction, puis résolution des contraintes
ensemblistes, ceci en s’assurant bien-sir de la correction de ces phases vis-a-vis de la définition
formelle présentée.

L’analyse ensembliste d’un programme logique, i.e. le calcul d'une représentation de la sé-
mantique ensembliste d'un programme logique, peut étre vue comme l'extraction d’un systéme
de contraintes de ce programme®® et la résolution des contraintes nous donnant une solution
représentant ce modéle ensembliste.

Nous allons maintenant présenter P’étape d’extraction des contraintes ensemblistes d’un pro-
gramme logique, d’une maniére trés voisine de celle de [36].

Cette extraction est purement syntaxique et sera décrite a partir de la définition de 'opérateur
de conséquence logique immeédiate TpT,. Pour étre tout & fait précis, nous allons reformuler la
définition de cet opérateur dans une optique plus proche des contraintes ensemblistes, ce qui
permettra de définir plus aisément le mécanisme d’extraction.

Une reformulation de Tp Ty

Cette reformulation de la définition de I'opérateur de conséquence logique immédiate se base
sur une extension de la définition des expressions d’appartenance que nous avons proposée. Nous
allons considérer des expressions d’appartenance de la forme {t| ¢(z1,... ,Zm)}, o0t t est un terme
quelconque et ¢(z1, ... , Tn) est une formule monadique (étendue) positive ayant z1, ... , zy, pour
variables libres. Un exemple d’un telle expression est

{f(z,y) |32, f(z,z) € X Ng(y,2) €Y}

Notons que les expressions d’appartenance que nous avons considérées jusqu’ici correspondent
au cas ou t est simplement une variable du premier ordre. 7

La sémantique associée & de telles expressions (pour une interprétation ensembliste Z asso-
ciant & chaque variable ensembliste un ensemble de termes clos) est I’ensemble des termes clos
tels qu’il existe une valuation™ v de Vary(y) vers TRy telle que 7 = [£][7= et ((Z, Trs),v) E .

Ainsi, pour 'expression donnée en exemple précédemment, pour une interprétation ensem-
bliste Z telle que Z(X) = {b, f(d,a), f(d,e)} et Z(Y) = {a,g(a,c),g(e,d)}, on a

I(X) = {f(a,e), f(e,e)}

puisque par exemple pour f(e, e), la substitution o = [z — e, y —> €] est telle que o(f(z,y)) =
fle e) et ((Z,Trs),0) =3z, f(z,2) € X Agly,2) €Y.

Nous allons maintenant donner la définition de 1’opérateur de conséquence logique immédiate
a l'aide de l'extension des expressions d’appartenance que nous avons présentée.

On peut affirmer que pour calculer la valeur Tpr(I), chaque clause apporte sa « contri-
bution» a cette valeur. En particulier, lorsqu’il n’y a qu’une clause dans le programme, comme
dans celui de l'exemple de la section précédente p(f(z,y)) < p(z,y), la contribution de cette
clause pour une certaine valeur de I, qui peut étre considérée comme une variable est

5%En fait, ces contraintes seront extraites de la définition de I’opérateur de conséquence logique immédiate.
0On peut parler ici en Poccurrence de substitution.
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{p(f(z,9)) |p(z,y) € INz € HUANy € HU}

ot HU est une variable ensembliste dont la valeur est I'univers de Herbrand 7!.

Ainsi, pour la valuation ensembliste Z associant & la variable I I’ensemble {p(a, b), p(c,a)},
la sémantique de Iexpression ensembliste {p(f(z,y))|p(z,y) € INz € HU Ay € HU} est
{p(f(a,b)),p(f(c,a))}, qui correspond bien & la valeur de Tp 1, (I).

Lorsque les programmes comportent plusieurs clauses, alors Tp 1, (I) est défini comme I'union
de la contribution de chacune des clauses.

La reformulation de Tp T, en tenant compte de la sémantique que nous avons introduite, est
donc

TP,T}:(I):U{H‘/\iBiEI/\ A erU}

x€ Varx(c)
ceEP

ol la clause ¢ est de la forme H < By,..., By et HU désigne 'univers de Herbrand.

Pour un programme logique P, nous allons noter SEF ’expression

U gl NiBieIN AN z€HU
op z€ Varx(c)
c

qui définit de maniére syntaxique 'opérateur de conséquence logique immédiate de P.
Exemple 17 : Pour le programme logique P suivant,

p(a,b) p(f(z,y)) < p(z,y)

p(c,a)

on obtient la définition de Tpr, sutvante :

Tp1s(I) = pla,b) Up(c,a) U {p(f(z,y)) | p(z,y) e [Nz € HU Ny € HU}

Extraction des contraintes

Nous allons maintenant montrer comment, & partir de cette description de l'opérateur de
conséquence logique immeédiate, on peut extraire un systéme de contraintes ensemblistes, qui se
révélera étre un systéme de contraintes définies généralisées. Nous montrerons de plus comment
ce mécanisme purement opérationnel coincide avec la définition formelle de ’analyse ensembliste
de la section précédente.

Nous avons vu précédemment que la reformulation de la définition de Tpr.(J) amenait &
considérer des expressions ensemblistes de la forme :

Sexp ::= SexpU Sexp | {t| ¢} | At

"1Cette condition sur les variables du premier ordre de la clause vient du fait que du point de vue o nous
nous placgons, il n’existe pas de différence entre symboles de fonctions et de prédicats, tous les deux étant consi-
dérés comme constructeurs d’arbres. Cette condition a pour but de distinguer clairement atomes et termes du
programme.
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ou At est un atome clos.

Le processus d’approximation est décrit 4 I’aide d’une fonction notée Appsc définie pour de
telles expressions comme suit : pour une expression de la forme {t] ¢},

{y|3-ye Ny €{a}} sit est une constante a.

Appsc({tle}) = < {z|3- ¢} sit est une variable x.

f(Appsc({ti|@});--- s Appsc({tm|¥}))  sit=f(ti,... . tm).

Cette fonction est étendue pour tenir compte de 'union et des atomes clos simplement en
posant Appsc(Sexp1 U Sexpz) = Appsc(Sexp1) U Appsc(Sexpz) et Appsc(At) = At
Exemple 18 : En reprenant le programme de ’exemple 17, ’ezpression SEF correspondante
était égale &

p(a,b) Up(c,a) U{p(f(z,y))|p(z,y) EINz € HU Ay € HU}
En appliquant la fonction d’approzimation Appsc, Appsc(SEF) est égal &

p(a,b) Up(c,a)
Up(f({x |3y, p(x,y) e INxe HUAy € HU},{y |3x, p(x,y) € IAx € HU Ay € HU}))

Il est & noter que pour tout programme P, I’approximation de l’expression SE¥, c-a-d
Appsc(SEF) est une expression qui est de la forme des expressions ensemblistes pouvant ap-
paraitre en membre gauche des contraintes définies généralisées.

Nous allons maintenant prouver le lien existant entre ce mécanisme opérationnel et la défi-
nition de ’analyse ensembliste donnée dans la section précédente. Ceci se prouve simplement en
montrant que

Tpr:(I) = Appsc(SEF)

On peut remarquer que du fait des définitions de Tp 1, et de Appsc, il est suffisant de tester
cette égalité clause par clause. Ainsi, pour le programme P, cela se raméne i tester pour toute
clause ¢ de P, que

Proposition 24
Tiep,s(I) = Appsc(SE'Y)
Preuve :
Nous allons supposer que la clause ¢ est de la forme H < By, ... , By et nous allons confondre
la variable ensembliste I et sa valeur.
Par définition, on peut affirmer qu’un atome clos a(H) (a étant une substitution close définie
sur les variables de la clause c) appartient & Ti.) 14 (I) si et seulement si

aéAppa({o|o(Bl)€IA...A0(Bn) €IN J\ ze€HU})
r€Vary(c)

On peut alors remarquer de par la définition de App, que cette derniére proposition est équi-
valente & : pour toute variable ¢ du domaine de «, il existe une substitution o de {o|o(B1) €
IN...No(Bn) €I AN )& € HU} telle que a(z) = o(z).

z€ Varx (c

Nous allons maintenant montrer une propriété qui implique la proposition & prouver : pour
tout terme t72,
a€Appa({o|o = ¢}) © aft) € Appsc({t]¥})

"le mot « terme» désigne simplement ici un objet construit avec pour signature les signatures fonctionnelles
et de prédicat du programme P.
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en supposant que ¢ est une conjonction d’atomes t € X et que le domaine de « contient les
variables libres de t et des .

Par induction sur la structure du terme t :

— si t est une constante (t = a), alors il est suffisant de montrer que

a€Appa({o|o E¢}) ©a€{y|3 yo Ay €a}

Pour toute substitution o telle que o = ¢, on peut considérer la substitution ¢’ définie
comme o pour les variables de t et de ¢ et telle que o'(y) = a. Ainsi, o' E @ Ay € a.

On a bien alors que la restriction du domaine des substitutions o' telles que

o'€Appa({d'|0' = ANy € {a}})

aux variables de t et ¢ sont exactement les « telles que Appy({o |0 = ¢}).

— si t est une variable x, alors par définition de Appsc, il est équivalent de démontrer que

a€Appa({o|o E ¢}) © al(z) € {z| o}

Or, nous avons vu que a€App,({o |0 = ¢}) est équivalent a dire que pour toute variable
y du domaine «, il existe une substitution o telle que o = ¢ et a(y) = o(y). Ainsi, cette
propriété implique bien pour x =y, le fait que pour un o bien choisi que o(z) = a(z) €
{z o}

La réciproque vient alors du fait que cette propriété énoncée est vraie pour toute variable
appartenant aux variables libres de t et de .

- sit= f(t1,... ,tn), alors par hypothése de récurrence, pour tout 1,

a€Appa({o|o E ¢}) & alt:) € Appsc({ti|¥})
Ainsi,

a€Appa({o |0 = ¢})
=

fla(ty) ... ,altn)) € f(Appsc({t1|¥}),--. ;Appsc({tn|¢}))

Donc, par définition de Appsc,

a€Appa({o|o = ¢}) & alt) € Appa(f(tis--- stn) |¢})

Puisque f(t1,... ,tn) est égal a t la proposition est donc vraie dans ce cas.

Ceci étant vrai en particulier pour t égal a H, la téte de la clause c, la proposition est donc
vraie.
|

On déduit de cette preuve que pour un programme logique P, Tp1.(I) = Appsc(SEF).
Ainsi, par définition, les solutions de 1’équation ensembliste I = Appsc(SEF) sont exactement
les points fixes de 'opérateur ensembliste 7p 1, et en particulier, la plus petite solution de cette
équation (et donc, le plus petit point fixe de Tp 1, ) est la sémantique ensembliste du programme
P, i.e. DEN$°.
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De plus, par la proposition 25 (voir ci-dessous), la plus petite solution de I’équation I =
Appsc(SEF) est également la plus petite solution de la contrainte I O Appsc(SEF), qui du
fait de la forme de Appsc(SEF) se trouve &tre une contrainte définie généralisée. Ainsi, analyser
de maniére ensembliste un programme logique se raméne & calculer la plus petite solution d’un
systéme de contraintes définies généralisées en appliquant ’algorithme proposé dans le chapitre
3.

Proposition 25 Soit 7= la plus petite solution d’'un ensemble d’équations ensemblistes de la
forme {Sexp; = X;|1 < i < m} telle que

— Sexp; est une expression ensembliste de la forme
Sexp; ::= X | f(Sexp; ... ,Sexp;)| Sexp; U Sexp; | {z | p(z)}

— X, n’apparait que dans un seul membre droit d’équation de ’ensemble
alors 7= est également la plus petite solution du systéme de contraintes définies généralisées
{Sexp; C X;|1 <i<m}.
Preuve :
Notons tout d’abord qu’on peut démontrer (par induction sur la structure) que les expressions

ensemblistes considérées sont monotones, c-a-d pour deux interprétations ensemblistes T,T’
telles que Z C Z’, on a pour tout Sexp, Z(Sexp) C Z'(Sexp).

Il est tout d’abord évident que toute solution de {Sexp;, = X;|1 < i < m} est solution du
systéme défini généralisé.

Supposons maintenant que Z= ne soit pas la plus petite solution de ce systéme. De ce cas, la
plus petite solution de celui-ci IS est telle que

— il existe un j vérifiant Z<(Sexp;) C I<(X;) et IS(Sexp;) # I<(X;), puisque IS n’est
pas une solution égalitaire,

- I& T I=, ceci venant du fait que ensemble des solutions d’un systéme de contraintes
définies généralisées est clos par intersection IM.

Définissons une interprétation 7 en posant :

~ I(X;) = IS(Sexp;) si X; est une variable ensembliste apparaissant en membre gauche
d’une contrainte,

~ I(Y) = Z&(Y), dans le cas contraire.

Puisque IS est une solution mais non-égalitaire, on a nécessairement T C IS et T # I<.

Or, par monotonie des expressions ensemblistes et par définition de I, on a, pour tout 1,
T(Sexp;) C I(Sexp;) = Z(X;). Ainsi, T est une solution du systéme défini généralisé stricte-
ment plus petite que ZS. Contradiction. |

5.2.3 Exemple et Discussion

Nous allons débuter cette section en proposant un exemple et en donnant le résultat de
I’analyse ensembliste sur celui-ci.
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Exemple

Pour le programme logique P suivant, qui a pour but de tester I’égalité de deux listes,

eql([], [1)
eql([z|l1], [z|12]) < eql(I1,12)

on obtient la définition de Tp T, suivante :

Tems(r) = eal(), 1) U eatfett ez | 7L 570 S0 |

Le processus d’approximation de ’analyse ensembliste produit le systéme de contraintes

(partiellement aplati) suivant :
31, 2, eql(11,12) € I Az € HUA
*llle HU A 12 € HU
1 dz, 312,eql(l1,12) e INz € HUA
I1e HU N12€ HU
{ZZ

Jz, 31, eql(l11,12) e INz € HUA c o
[1€e HU N2 € HU -

La derniére contrainte donnant la représentation explicite de HU par rapport & la signature

fonctionnelle ¥ supposée ici égale a {[]/0, zero/0, s/1,[-]-]/2}.

eql([]’ []) crI
eql([X|L1],[X|L2]) € 1

N

X

L1

N

[JUzeroUs(HU)UJ[HU|HU] C HU

La représentation sous forme de grammaire de la plus petite solution de ce systéme de
contraintes définies généralisées est :
I'= eql({],[]) | eal((X|L1], [X|L2])
X=HU
HU = []|zero|s(HU)|[HU|HU]

Ll =[]|[X|L1]

L2 = []|[X|L2]
Le résultat de cette analyse stipule simplement que les succés pour le prédicat eql ne peuvent

étre que des couples de listes (I1,[2). L’analyse est en fait un petit peu plus précise, puisqu’elle
affirme que soit les deux listes du couples sont vides, soit elles sont toutes les deux non-vides.

Discussion

L’apport principal de la présentation qui a été faite de 'analyse ensembliste dans la sec-
tion précédente est la description & la fois précise et formelle de la technique d’extraction des
contraintes ensemblistes d’un programme logique par rapport aux techniques présentées dans [40]
et [36]. Ceci permet notamment d’exprimer simplement le lien existant entre la définition formelle
de I'analyse ensembliste et le mécanisme plus opérationnel lié aux contraintes ensemblistes. De
plus, cette simplicité rend ce mécanisme pleinement effectif pour ce qui est d’une implantation.

En ce qui concerne la technique de l’analyse ensembliste en elle-méme, elle peut sembler
trop simple pour produire un mécanisme utilisable en pratique. Cependant, comme l'affirme
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Heintze dans {37], cette technique améliore de nombreux travaux antérieurs autant sur le plan
de la simplicité de son formalisme que sur la précision de ’analyse. L'implantation de Heintze
présentée dans [36] s’avére de plus efficace sur des programmes de taille moyenne, malgré la
nature « exponentielle» de la complexité de 1’algorithme 73. Cet aspect de la complexité de
I’analyse ensembliste, ou plus généralement du « typage souple» se retrouve dans divers autres
problémes d’analyse statique de programmes logiques et semble étroitement liée & ce paradigme
de programmation 4.

Cependant, I’analyse ensembliste s’avére parfois trés insuffisante sur le plan de la précision,
y compris sur des programmes trées simples. Nous allons exhiber un tel exemple et montrer com-
ment deux techniques différentes (et de plus, combinables) peuvent pallier cette insuffisance. Ces
aspects plus techniques feront ’objet d’une sous-section. Mais nous allons tout d’abord donner
une autre présentation de ’analyse ensembliste en terme de transformations de programmes
logiques.

5.2.4 Une approche par transformations de programmes

Nous avons déja mentionné dans la section 2.4.4 que les travaux de Friiwirth, Shapiro, Vardi
et Yardeni [28] avaient pour but de clarifier ceux présentés par Heintze et Jaffar dans [40]. Le
point de vue de ce propos était alors uniquement celui de la « résolution de contraintes avec
opérateurs intensionnels». En fait, ceci doit étre pris dans un cadre plus général, dans le sens
ou cette remarque est également valide du point de vue de ’analyse ensembliste de programmes
logiques, principale motivation de [40]. En effet, dans [28], Friwirth, Shapiro, Vardi et Yardeni
avancent le fait (comme le titre de cet article I'indique) que les programmes logiques eux-méme
sont de « bons descripteurs» du typage d’un programme logique.

Alinsi, les programmes uniformes dont nous avons parlés dans la section 2.4.4 ont été introduits
dans [28} dans le but d’exprimer 'analyse ensembliste de programmes logiques par une méthode
de transformation de programmes. Nous rappelons qu'un programme est dit uniforme si les
symboles de prédicats qui y apparaissent sont unaires et si ces clauses sont de la forme p(t) <
p1(t1),... ,pi(t;), o1 t est un terme linéaire .

Nous allons considérer un programme logique P en supposant sans perte de généralité que
deux clauses différentes de P ne partagent pas de variables. La premiére transformation appliquée
a P est de rendre unaire les symboles de prédicats. Ceci est réalisé en ajoutant a la signature
fonctionnelle du programme un symbole f, pour tout symbole de prédicat p de P et en ne
considérant plus qu’un seul symbole de prédicat noté type. Dans toutes les clauses du programme,
on remplace l'atome p(ty,... ,ty) par l'atome type(fy(t1,... ,tm)). De plus, afin d’assurer une
correction de cette transformation vis-a-vis de la signature originelle de P, dans chaque clause,
pour toute variable z de celle-ci, on ajoute ’atome all(z). On termine cette premiére phase en
complétant le programme avec la définition du prédicat all, i.e. pour chaque symbole f d’arité
m de la signature originelle de P, on ajoute la clause all(f(z1,...,7;)) < all(z1),... ,all(zy)
ou les variables z1,... , z,, sont deux-a-deux distinctes.

Nous noterons P’ le programme ainsi obtenu.

Exemple 19 : Pour le programme P testant l’égalité de deux listes donné a la section 5.2.3,
on obtient le programme P’ suivant (en supposant que la signature fonctionnelle du programme

"Les travaux antérieurs (donnant des résultats comparables en précision) que I’analyse ensembliste améliore
étaient eux-aussi de nature « exponentielle».

" Cette remarque est die a Debray.

7SUn terme ¢ dit « linéaire» si chaque variable posséde une seule occurrence.
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P est {[]/0,zero/0,s/1,[-|-]/2}) :

type(feqr([1, [1))
type(feqi([z|I1], [2]12])) <= type(feq(l1,12)), all(z), all(I1), all(I2)
all([])

all(zero)

(
all(s(y)) < all(y)
all([z|w]) < all(z), all(w)

On peut remarquer que cette transformation préserve la sémantique dans le sens suivant :
pour un atome clos p(71,... ,7m),

p(71,... ,Tm) € DENT.(P) ssi type(fp(71,--- ,7m)) € DENT_(P')

Notons tout d’abord que les clauses définissant le prédicat all sont des clauses uniformes ; elles
ne seront pas concernées par la seconde phase de transformation. Cette seconde phase assure,
elle, 'approximation. Cette transformation se fait clause par clause :

considérons une clause de P’ de la forme type(t) < By, ..., B, ou t est un terme quelconque
et By,..., B; sont des atomes. Soit ¢, un terme linéaire dont les variables n’apparaissent pas dans
le programme P’ et tel qu’il existe une substitution o associant  chaque variable de ¢’ une variable
de ¢ telle que o(t') = t. La transformation consiste & remplacer la clause type(t) < By,...,B;
par les clauses :

type(t) =\ Po@)(@)
z€ Varx(t')

A Po@)(o(@) < Bi.... ,B)
z€ Vary (t)

Les p,(z) sont de nouveaux symboles de prédicats unaires introduits pour chacune des va-
riables apparaissant dans la téte de la clause a transformer. L’idée intuitive de cette transforma-
tion est de dire que le prédicat py() est le type de la variable o(z).

Exemple 20 : Pour le programme P’ de Uezemple 19, la seule clause concernée par cette
transformation est

type( feqi([z|11], [z|12])) < type(feq(l1,12)), all(z), all(i1), all(i2)

et est remplacée par les clauses :

type( fear([z111]), [22]12]))) <= pz(z1), P11 (11), po(22), Pr2(12)
pe(z) <= type(feq(ll,12)), all(z), all(l1), all(12)

pn(11) < type(feq(l1,12)), all(z), all(11), all(12)

p12(12) <= type(feqi(l1,12)), all(z), all(l1), all(12)

Le programme ainsi obtenu est noté Pgp,.
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L’équivalence de cette approche de I’analyse ensembliste par transformation de programme
et les approches précédentes est montrée dans [28] et est résumée par le fait : soit p(7y,... ,7m)
un atome clos, p(71,. .. ,Tm) € DEN3 si et seulement si type(fp(T1,--. ,Tm)) € DEN1;(Pspa)-

Le programme issu de ces deux phases de transformation est un programme uniforme. Ainsi,
par l'approche de [28] résumée a la section 2.4.4, on peut représenter le plus petit modeéle de
Herbrand d’un tel programme a l'aide d’un automate ascendant d’arbres finis.

Nous avons également proposé dans [24] une méthode trés semblable a celle décrite dans le
chapitre 3 pour donner cette représentation sous la forme d'un automate ascendant déterministe
et complet d’arbres finis de rang n. Le rang n correspond en fait aux nombres de symboles
de prédicats du programme uniforme 76, et on associe une composante du langage reconnu par
I'automate a chacun des symboles de prédicats unaires.

Dans la section suivante, nous allons montrer les limitations de I’analyse ensembliste’’ et
proposer deux solutions visant & améliorer la précision de ’analyse.

5.3 Limitations et solutions

Dans cette section, nous allons voir que l’analyse ensembliste peut sur des programmes se
révéler peu précise, y compris pour des programmes simples. Nous allons présenter deux méthodes
permettant de limiter cette imprécision : la premiére de ces deux méthodes se base sur 'aspect
« logique» des programmes logiques, et peut étre vue comme une méthode basée sur la théorie
des modeles. La seconde est plus technique et se base sur une méthode de transformation de
programmes, transformant ’analyse ensembliste (qui s’appuie sur la sémantique de point fixe)
en une méthode dirigée par le but.

L’exemple « classique» "® pour lequel Ianalyse ensembliste se révéle peu précise est le pro-

gramme codant le renversement d’une liste avec un accumulateur :

Exemple 21 :

rev(L, L") < rev-acc(L,[],L")
rev-acc({], L", L")
rev-acc([X|L1], L2, L3) < rev-acc(L1,[X|L2], L3)

L’analyse ensembliste de ce programme a pour résultat la grammaire suivante :

I = rev(L, L") | rev-acc([], L", L") | rev-acc(| X |L1], L2, L3)
L'=T

X=T

L2, L3=T

L1 = []|[X]|L1]

L'=T

L=11

"®Pour é&tre plus précis, aux nombres de symboles de prédicats du programme uniforme transformé dans une
forme appelée quasi-automate.

""Cette limitation n’est pas propre a cette technique d’analyse et se retrouve dans toutes celles qui se basent
sur la sémantique de point fixe.

81] est utilisé dans [28] comme critique de I’analyse ensembliste et plus généralement des méthodes définies a
partir de la sémantique de point fixe, méthodes appelées « bottom-up ».
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ou T est I’ensemble de tous les termes clos.

En résumé, ce résultat, en ce qui concerne le prédicat rev, affirme que les atomes succés de
celui-ci ne peuvent avoir qu’une liste pour premier argument, mais ne donne aucune information
concernant le second argument (affirmant qu’il s’agit d’un terme clos). Or, il est évident que
pour ce prédicat, le second argument doit lui aussi étre une liste, mais ce fait n’est pas capturé
par l'analyse ensembliste.

Intuitivement, ce manque de précision provient du fait que le prédicat rev-acc est défini a I'aide
du fait rev-acc([],L"”, L") qui posséde des succés pour n’importe quelle valeur de L”. L’analyse
ensembliste n’est pas suffisamment fine pour tenir compte du fait que rev utilise rev-acc de
maniére particuliére par ’atome rev-acc(L, [], L').

5.3.1 Analyse statique basée sur les modéles

Dans [29], Gallagher, Boulanger et Saglam proposent une méthodologie d’analyse statique
pour les programmes logiques basée sur les fondements méme de la programmation logique (et
de la logique), & savoir la théorie des modeles. L’idée de cette approche est de fixer une algébre,
adaptée a la nature de la propriété & analyser, et de calculer le plus petit modéle du programme
logique dans cette algébre 7.

Cette approche peut trés simplement étre utilisée pour calculer une sur-approximation de
I’ensemble des conséquences logiques d’'un programme. Nous allons le montrer sur un exemple.

Exemple 22 : Considérons le programme suivant codant l'addition :
add(zero, W, W)
add(s(X),Y,s(2)) <« add(X,Y, Z)
et lalgébre finie A ayant pour support {entier,non-entier} et associant auz éléments de la
signature {zero/0,s/1. f/1} les fonctions suivantes :
zero™ = entier
§*(entier) = entier
s™(non-entier) = non-entier
" (entier) = non-entier
(non-entier) = non-entier
Nous pouvons remarquer que pour chacun des éléments du support de lalgébre ap, il existe
un terme clos 7 tel que [T]a = aa.

1l est trés simple de calculer le plus petit modéle du programme dans l'algébre A ; ce plus petit
modéle est l’ensemble (nécessairement fini) de A-atomes

{add(entier, entier, entier), add(entier, non-entier, non-entier) }

Si on constdére l’algébre fini comme un automate d’arbres dont les états sont les éléments du
support alors on obtient bien une approzimation réguliére de la dénotation du programme.

Il existe un lien indirect entre 'analyse ensembliste d’'un programme logique et la notion
d’algébre finie au travers de l'algorithme de résolution des contraintes ensemblistes définies gé-
néralisées : rappelons tout d’abord que l'analyse ensembliste d’un programme logique revient

"Pour que ce calcul soit effectif et en particulier, termine, il est nécessaire que le domaine de I’algébre soit fini.
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essentiellement & résoudre un systéme de contraintes définies avec expressions d’appartenance
simples. Rappelons également que résoudre un tel systéme de contraintes (en fait, calculer la
plus petite solution) revient par l'algorithme présenté au chapitre 3 & calculer un automate
d’arbres finis, représentant une algébre dont le domaine est ’ensemble des états accessibles, les
régles de transition de 'automate donnant l'interprétation des symboles de fonction dans cette
algébre, algébre que nous avons notée Arcp(a)-

On peut alors se demander si ’analyse ensembliste d’un programme logique P, produisant
un automate A, correspond au plus petit modéle de P dans 'algeébre A4y, 1-€. & Tp’Arch(A). La
réponse 4 cette question est négative et nous allons en donner un contre-exemple.

Considérons le programme logique suivant :

construit sur le signature fonctionnelle ne contenant que les deux constantes a et b.

L’analyse ensembliste de ce programme produit un automate, qui en se focalisant uniquement
sur les états accessibles 80 et sur les régles impliquant des symboles de fonction, ici a et b, contient
les deux régles suivantes :

a ﬁ{qaplap2}
b_){r,phPZ}

Le plus petit modéle du programme dans cette algébre est

qa({g,p1,p2}).v({r,p1,p2}), P{a: 1, 02}, {q, p1,p2}), ({7, 1, D2}, {7, P21, P2})

L’ensemble des atomes clos représentés par ce modele sont {g(a),r(b),p(a,a),p(b,b)}, tandis
que la sémantique ensembliste de ce programme est défini par I’ensemble fini (et donc régulier)

{q(a),r(b),p(a,a),p(b,b),p(a,b),p(b,a)}.

1l est en fait trés simple de démontrer que ’analyse ensembliste, c-a-d I’ensemble d’atomes
clos approximant la sémantique du programme, peut étre défini & partir de 7pa , T w, corres-

rch(A
pondant au plus petit point fixe de I’opérateur de conséquence logique ensembliste, calculé dans
'algébre A cp4)- Cette relation peut étre décrite par p(71,... ,7m) € DEN%’“ si et seulement si
p(I_Tl_IArch(A)’ coe s L] Arch(A)) € TPAwnay Tw-

Or, il se trouve que pour une algébre quelconque A, si Ea est un ensemble de A-atomes, alors
Tpa(Ea) C Tpa(Ea)®. On peut donc en déduire, linclusion précédente étant généralement
stricte, une méthode permettant d’augmenter la précision de I’analyse ensembliste, en calculant
simplement Tp,Am( ) ou A est 'automate produit par la résolution du systéme de contraintes
ensemblistes provenant de I'analyse de P. La complexité de ce calcul est similaire & celui-ci de la
phase d’analyse ensembliste proprement dite, puisque ce calcul de point fixe se réalise en temps
linéaire par rapport a la taille de 'automate.

Nous allons reprendre 'exemple du programme de renversement d’une liste avec accumula-
teur :

80Le sens que I'on peut donner & I’état {q,p1,p2} est qu’il désigne les termes succés pour ¢ et qui apparaissent
comme premier (p1) et second argument (p:) dans les succés pour p.
81 Ceci est la base de la correction de 'analyse ensembliste, lorsqu’elle est décrite au moyen de 'opérateur Tp,Tx-



142 Chapitre 5. Application a I'analyse de programmes logiques

rev(L,L') < rev-acc(L,[], L")
rev-acc([],L", L")
rev-acc([X|L1], L2, L3) <« rev-acc(L1,[X|L2], L3)

Nous allons supposer que {[]/0, zero/0, s/1,[-|-]/2} est la signature fonctionnelle de ce pro-
gramme. L’automate produit par I’analyse ensembliste sera de la forme suivante &2 :

[] = qnu ZEero — ¢,
S(Qnil) — go S(QO) — Qo
s(qi+) = o [@nitlgnal = a1+
[9ol@nit) = @i+ @i+ 1gna] = @+
[gnitl@i+] = ai+ (Qolqi+] = a1+
[qi+la+] = a+ [@nitlgo] = o
[90190] = g0 [914+190] = o

Intuitivement, 'état g,y représente la liste vide [], I’état g+ les listes non vides et I'état g,
- tous les termes clos de la signature qui ne sont pas des listes.
Cet automate est vu comme une algébre, dont les éléments du support sont les états. Le plus
petit modéle du programme dans cette algébre est :

rev-acc(gnils Qnit, Init)» rev-acc(qi+, gnits 9i+),
rev-acc(qnil; 4o, 9o ) rev-acc(q+, Qi+ 91+ ),
rev—acc(qnil, qi+, ql+), reV(Qnil: Qnil)v
rev-acc(qi+, 9o, o) rev(qi+, qi+)

Ce plus petit modéle traduit une approximation qui stipule que les succés du prédicat rev
sont obtenus soit lorsque les deux arguments sont égaux a la liste vide, soit lorsque ceux-ci sont
tous les deux des listes non-vides.

Il est clair sur cet exemple que cette méthode permet d’améliorer sensiblement la méthode
d’analyse ensembliste « pure». Ce principe peut se décrire comme le fait que I’analyse ensembliste
est utilisée pour générer & partir du programme un systéme de typage « pertinent», i.e. une
algébre dont les éléments du domaine sont des types et 'interprétation des symboles de fonction
sont les « profils» (ou déclarations) de ces derniers. Le programme alors est simplement typé
dans ce systéme par un simple calcul du plus petit point fixe de 'opérateur de conséquence
logique pour cet ensemble de types.

Nous allons voir dans la sous-section suivante une autre technique permettant elle aussi
d’ameéliorer la précision de ’approximation produite par ’analyse ensembliste.

5.3.2 Analyse ensembliste dirigée par le but

La principale limitation de I’analyse ensembliste des programmes logiques vient du fait qu’elle
se base sur 'opérateur de conséquence logique immédiate. On qualifie généralement ce type
d’analyse de « bottom-up». Comme nous l'avons déja dit, pour le programme codant le renver-
sement d’une liste avec accumulateur, l’analyse ensembliste du fait de la perte de dépendance

821 'automate produit est en réalité beaucoup plus grand. Cependant, celui donné ici peut étre vu comme une
« approximation» de 'automate réellement produit pour lequel 1’état g, regroupe tous les états différents de gni:

et Qi +-
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inter-variables qu’elle engendre, ne peut prendre en compte 'utilisation « particuliére» par le
prédicat rev du prédicat rev-acc.

Pour répondre a ce probléme, il conviendrait donc que 1’analyse ensembliste ne soit plus
globale, mais puisse prendre en compte de maniére isolée le prédicat rev. Ceci revient & considérer
une analyse dirigée par un but, en l'occurrence ici, < rev(l,l’), dont le résultat est précisément
un sur-ensemble des instances closes de rev(l,1’), succés pour ce but.

Dans cette optique, Heintze a proposé dans [36,37] une approche de ’analyse ensembliste
dirigée par un but (on parle alors d’analyse « top-down»). Cette méthode est prouvée correcte
dans [37] dans le sens ou pour un programme P et un but G, I’analyse produit un sur-ensemble
(régulier) des instances closes de G succés pour le programme P. L’extraction des contraintes
d’un programme est alors différente de celle que nous avons présentée, et simule d’une certaine
fagon le comportement de la résolution OLD sur le programme pour le but donné. Le résultat
de I'application de cette méthode d’extraction est un ensemble de contraintes définies, dont la
plus petite solution (pour une variable correspondant au but) donne I’approximation désirée. Par
exemple, pour le programme de I’exemple 21 et le but < rev(l,!’), on obtient pour approximation
pour la variable I, ’ensemble des listes.

Cependant, développer une nouvelle approche, comme ’a fait Heintze, peut étre évité comme
il est mentionné dans [30]. Dans cet article, Gallagher et de Waal proposent une méthode d’ap-
proximation réguliére de programmes logiques de type « bottom-up» 83 et font également allusion
a ce manque de précision de ce type d’analyse. La solution qu’ils proposent est d’utiliser un méca-
nisme ad-hoc de transformation de programmes logiques, appelé transformation « des ensembles
magiques ». Ce type de transformation a été introduit dans le cadre des bases de données dé-
ductives [9] et vise & fournir un mécanisme d’évaluation des réponses & une requéte donnée (i.e.
un but) plus efficace que la SLD-résolution. Cette transformation pour un programme P et un
but donné < p(ti,... ,tn) produit un nouveau programme logique pour lequel les conséquences
logiques du programme pour un nouveau prédicat ans_p sont exactement les instances closes
du but < p(t1, ... ,tn) conséquences logiques du programme P. Ce programme issu de la trans-
formation simule le comportement de la SLD-résolution (pour une régle de sélection fixée pour
chacune des clauses) pour le but < p(t1,... ,tm) et le programme P. Ainsi, dans le cas de bases
de données déductives, il est possible d’utiliser en lieu et place de la SLD-dérivation, un calcul
par chainage avant des conséquences du nouveau programme en considérant ’opérateur de point
fixe qui lui est associé.

Ainsi, Gallagher et de Waal proposent la démarche suivante : pour calculer pour un sym-
bole de prédicat p d’arité m, une sur-approximation de ’ensemble des atomes clos de la forme
p(T1,...,Tm), conséquence logique de P, il suffit d’appliquer une transformation « des ensembles
magiques» de P avec le but < p(z1,... ,Zm), ou les variables z1,... ,Z;, sont deux-a-deux dis-
tinctes. Gallagher et de Waal soulignent le fait que la démarche prise par Heintze dans [36] est
en tout point similaire 3 la leur.

Cette approche, contrairement & celle proposée dans [36] a I’avantage de ne nécessiter aucune
preuve de correction puisque celle-ci est immeédiatement déductible de la correction de 'approxi-
mation de l'opérateur Tpy, et de la transformation « des ensembles magiques ».

L’idée de cette transformation « des ensembles magiques» peut étre vue comme la simulation
du comportement d’une SLD-résolution avec une régle de sélection des atomes fixée (nous allons
considérer ici la OLD-résolution, i.e. le choix systématique de l'atome le plus gauche dans la

83Cette méthode, bien que moins précise que 'analyse ensembliste que nous avons présentée, se veut principa-
lement plus efficace
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résolvante courante) pour un programme et un but donnés. Cette transformation correspond
en fait & une description trés procédurale de la résolution, distinguant les notions des valeurs
d’appels et de valeurs retournées.

Considérons le but < p(z) et le programme suivant

p(z) < q(z), r(z)
(a)
()
(a)

Le but < p(z) correspond donc & un appel au prédicat p. Le calcul de la « valeur retournée »
par le prédicat p peut étre décrite selon le mécanisme suivant : un appel & p(z) a du étre effectué
et des valeurs ont du étre retournées par ¢(z) et r(z). Ceci peut étre schématisé en utilisant des
nouveaux symboles de prédicats call p et ans p, correspondant aux appels et aux retours du
prédicat p, par la clause :

0

3 QR

ans_p(z) <= call_p(z),ans_q(z),ans_r(z)

L’appel & r(z) se fait quant-a-lui aprés un appel a p(z) et est précédé d’un retour de résultat
pour ¢(z). La valeur calculée par cet appel I'est simplement par un appel & la derniére clause.
Ceci est schématisé par les deux clauses suivantes :

call r(z) < call_p(x),ans_q(z)
ans_r{a) < call_r(a)

On ajoute de plus & ce programme le seul fait de celui-ci, qui traduit qu’un appel a p(z) a
été réalisé, i.e. tout simplement le fait call _p(z).

Exemple 23 : En oppliquant la transformation « des ensembles magiques» au programme de
Dexemple « renverse» et au but <= rev(L, L’), on obtient le programme suivant :

ans_rev(L,L') < call_rev(L,L'),ans_rev-acc(L,[], L")
ans_rev-acc([],L", L") <= call_rev-acc([],L", L")
ans_rev-acc([X|L1], L2, L3) <= call_rev-acc([X|L1], L2, L3),ans_rev-acc(L1,[X|L2], L3)

call _rev-acc(L,[],L") < call _rev(L,L’)
call_rev-acc(L1,[X|L2], L3) « call_rev-acc([X|L1], L2, L3)

call rev(L,L’)

L’application de Uanalyse ensembliste a ce programme permet d’obtenir pour le prédicat
ans_rev (i.e. le prédicat rev du programme initial) que ses succés sont nécessairement de la forme
ans_rev(r,7'), ot 7,7 sont soit tous les deuz égauz a la liste vide, soit deuz listes non-vides.

L’avantage de l'utilisation de cette transformation « des ensembles magiques» pour mener a
bien une analyse dirigée par le but est de séparer celle-ci de la phase d’approximation de l’opéra-
teur de conséquence logique. Ainsi, toute amélioration de cette derniére phase d’approximation
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entraine son intégration immeédiate dans une méthode dirigée par le but. En particulier, la mé-
thode basée sur les modéles décrite & la sous-section précédente peut parfaitement s’appliquer
sur le programme issu de la transformation des « ensembles magiques».

Nous allons dans la section suivante présenter une autre analyse ensembliste pour des pro-
grammes logiques pour lesquels la sémantique d’intérét n’est pas donnée par le plus petit modele
de Herbrand du programme. Ces programmes logiques sont dits « réactifs» et la sémantique
qui leur est associée capture les comportements succés (donc finis) et les comportements infinis
vis-a-vis de la SLD-résolution.

5.4 Analyse de programmes logiques réactifs

Si I’analyse ensembliste des programmes logiques définis a motivé I'introduction de la classe
des contraintes ensemblistes définies, nous allons voir dans cette section, la motivation de la
classe des contraintes co-définies [17,18], ainsi que celle du choix (habituel) pour cette classe
d’une résolution sur les ensembles d’arbres finis et infinis. Cette motivation est I'analyse de
programme logique réactif dont la sémantique tient compte des comportements finis succés d’un
programme, mais également des comportements infinis. Une méthode d’extraction des contraintes
a été proposée par Charatonik et Podelski dans [17]; Ces contraintes appartiennent a la classe de
contraintes co-définies et le calcul de la plus grande solution de celles-ci donne une approximation
de la sémantique du programme logique réactif.

Nous allons dans cette section donner une formalisation de ’analyse ensembliste des pro-
grammes logiques réactifs trés voisines de celle donnée pour ’approximation de la sémantique
« classique» des programmes logiques et proposer une méthode d’extraction correspondante ba-
sée sur une définition de la sémantique d’un programme logique réactif a I’aide d’un opérateur de
point fixe. Nous verrons que ces contraintes appartiennent a la classe des contraintes co-définies

avec expressions d’appartenance simples .

5.4.1 Sémantique « réactive» des programmes logiques

Un programme logique réactif (appelé aussi « processus perpétuel» dans [45]) correspond
syntaxiquement & un programme logique défini. C’est donc sur le plan sémantique qu’apparait
la différence. L’idée est d’associer & un programme logique une sémantique ne prenant pas en
compte uniquement les comportements terminants sous la forme d’un succés d’un programme au
sens de la SLD-résolution. En effet, la sémantique usuelle d’'un programme logique donnée sous
la forme du plus petit modéle de Herbrand capture le fait que si un atome clos A appartient a ce
plus petit modéle, alors il existe une SLD-dérivation succes fini pour le but <= A. Cependant dans
diverses situations, il peut étre intéressant de savoir que pour un but donné, il existe une SLD-
dérivation infinie et donc, n’entrainant pas d’échecs finis pour ce but. C’est ce comportement a
Pinfini que vise & modéliser la sémantique des programmes logiques réactifs.

Si I'on souhaite pouvoir modéliser de tels comportements, il va de soi que 1'univers de Her-
brand (dont le domaine est un ensemble de termes clos et, donc finis) ne convient plus. L’univers
de Herbrand est donc complété et il correspond alors & ’algébre des arbres finis et infinis étiquetés
sur ¥, la signature fonctionnelle du programme logique considéré. L’univers de Herbrand complet
ainsi défini est noté HU* % et la base de Herbrand qui lui est associée (comme l’ensemble de

84Ce travail a été publié dans [26].
85Nous utiliserons la notation équivalente Trg.
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tous les HU*-atomes), dite base de Herbrand compléte, est notée BH*.

Ainsi, un atome (de la base de Herbrand compléte) A appartient a la sémantique d™un pro-
gramme logique réactif P s'il existe pour le but < A soit une SLD-dérivation succés, soit une
SLD-dérivation infinie 6.

Exemple 24 : Considérons le programme logique (réactif) P défini par l'unique clause

p(f(z)) < p(z)
et le but <= p(7), ou 7 est l’arbre tel que dom(7) = {1}* et Vd € dom(7), 7(d) = f. Par définition
de Fspp, la séquence infinie Go, Gy, ... , Gn, ... telle que pour tout i, G; = < p(1), constitue une

SLD-dérwation infinie. Ainsi, l'atome p(7) appartient a la sémantique « réactive» du programme
2,

La sémantique « réactive» d'un programme logique P peut, comme dans le cas de la séman-
tique « classique», étre définie 4 1’aide d’un opérateur de point fixe. Cet opérateur, noté T’{r; P
est défini comme suit :

. H@Bl,.‘.,BJEINSTTrL;(P)
Trmg ) = {H Bi,...,B el

ot I est un sous-ensemble de BH* et INSTry(P), I'ensemble des Tri-instances des clauses de
¥ o

L’idée de la sémantique réactive étant de capturer les comportements succés et les compor-
tements non-terminants d’un programme logique, (i.e. de ne pas considérer les atomes menant
a un échec fini), cette sémantique correspond en fait a Ty plw (T’{—rc‘E p + 0 étant la base de
Herbrand compléte) et Lloyd démontre dans [45] que T‘T‘rg p + w est égal au plus grand point

’ A 87
fixe de l'opérateur T’-*rrhg P

Exemple 25 : Considérons le programme logique P suivant (qui code le test de parité d’un
entier) :

e(zero)

o(s(zero))

e(s(z)) < o(x)

o(s(z)) < e(x)

eo(z) < e(z), o(x)

La derniére clause affirme que les succés du prédicat eo sont les entiers qui sont a la fois pairs
et tmpairs. D’un point de vue de la sémantique du plus petit modéle de Herbrand, il n’existe aucun
terme clos T tel que l'atome eo(T) appartiennent a cette sémantique. Cependant, d’un point de
vue opérationnel, il existe pour le but <= eo(z) une SLD-dérivation infinie. Cela vient du fait que
pour le but < eo(s(s(s(s(...))))), noté < eo(s¥), on peut construire une telle SLD-dérivation.

La sémantique du plus petit modéle de Herbrand de ce programme est donnée par l’ensemble
suivant :

{e(zero), o(s(zero)), e(s(s(zero))), o(s(s(s(zero)))), ... }

86 Cette définition contredit quelque peu la définition donnée au chapitre 1. Ceci peut étre vu comme une
extension ou le terme « SLD-dérivation» désigne une suite finie ou infinie telle que pour deux résolvantes G;,
Gi+1 consécutives de la suite, G; Fsrp Git1 correspond a une étape de SLD-résolution.

87Si pour une algebre A, le plus petit point fixe de Ta p est le plus petit A-modéle du programme P, il n’en va
pas de méme pour le plus grand point fixe qui n’est pas le plus grand A-modéle. Ceci vient du fait que I'ensemble
de tous les A-atomes est toujours A-modéle d’un programme logique défini. Cependant, ce plus grand point fixe
correspond au plus grand modéle du complété de Clark du programme P.
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tandis que la sémantique réactive est donnée par l'ensemble :

{e(zero), o( s(zero)), e(s(s(zero))), o(s(s(s(zero)))),

-, €(s%),0(s¥), eo(s*)}

5.4.2 Formalisation de ’analyse ensembliste de programmes réactifs

La formalisation de ’analyse ensembliste des programmes logiques réactifs est en fait similaire
& celle des programmes logiques dans le sens du plus petit modéle de Herbrand.

Elle se base sur la fonction d’approximation App, adaptée & la nouvelle sémantique, i.e.
définie de maniére identique mais non plus pour des ensembles de substitutions, mais pour des
ensembles de valuations associant a chaque variable un arbre (fini ou infini). Cette fonction
comme précédemment & pour but la perte de dépendance inter-variables au cours du calcul.

On peut alors, comme 'on fait Heintze et Jaffar, définir un opérateur ensembliste simulant
un calcul avec perte de dépendance inter-variables approchant l'opérateur de point fixe défini
pour les programmes réactifs,

H< By,... ,Bl P
a€Appa({v||B1aE €I A ... ABED

T;,Tr‘g (I) = {O‘(H)

On peut alors affirmer de par la définition de App, que le plus grand point fixe de cet
opérateur est une sur-approximation du plus grand point fixe de T}*,’T,g , qui est la sémantique
réactive du programme P.

Nous allons voir dans la section suivante comment 4 l'aide des contraintes ensemblistes,
on peut donner & partir de cette définition formelle un mécanisme opérationnel permettant de
calculer une représentation de cette plus grande solution.

5.4.3 Analyse ensembliste et contraintes

La démarche effective de 'analyse ensembliste de programmes logiques réactifs au moyen de
contraintes ensemblistes est semblable & celle que nous avons présentée pour la sémantique du
plus petit modéle de Herbrand. Elle se base sur I’extraction d’un systéme de contraintes de (la
reformulation de) la définition de 1’opérateur de T;,Ir% :

Comme nous l'avions fait & la section 5.2.2, on peut reformuler la définition de cet opérateur
de la maniére suivante :

1‘;;,%(1)=U{H|/\i3iem A erU*}

z€ Vary(c)
ceP

En notant SEL ’expression

J{m|NBi€In A zemHU
et z€Varx(c)
¢

et en utilisant la fonction Appsc définie dans la section précédente, on peut montrer que

TA e (1) = Appsc(SEY)
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Ainsi, on en déduit que les solutions de I’équation ensembliste I = Appsc(SEL) sont exac-
tement les points fixes de 'opérateur TIB*’T,%. En particulier, la plus grande solution de cette
équation est la sémantique ensembliste réactive du programme logique P.

Il est a noter que Appsc(SEF) est en fait une expression ensembliste (comportant des ex-
pressions d’appartenance dit « simples») pouvant apparaitre en membre droit des contraintes
co-définies. De plus, on peut démontrer que de maniére duale a l'analyse pour le plus petit
modéle, que les plus grandes solutions de I = Appsc(SEF) et de I C Appsc(SEF) coincident.

L’analyse ensembliste de programmes logiques réactifs se résume donc a l'extraction du pro-
gramme d’un systéme de contraintes co-définies, dont on peut calculer la plus grande solution
sur les ensembles d’arbres finis et infinis avec ’algorithme proposé au chapitre 4.

5.4.4 Autres applications

L’analyse ensembliste de la sémantique réactive d’un programme logique basée sur le calcul
de la plus grande solution d'un systéme de contraintes posseéde d’autres applications.

L’une d’elles, assez immédiate, est la possibilité de donner une sous-approximation réguliére
de 'ensemble des échecs finis d'un programme logique. Se basant sur la possibilité de représenter
divers formalismes opérationnels au travers des programmes logiques, les méthodes, proposées
ici, peuvent étre adaptées et utilisées comme une des principales composantes pour ’analyse
statique d’autres paradigmes de programmation ou pour des systémes réactifs décrits par un
systéme de transitions.

Echecs finis L’analyse, ou plutét I'approximation, que nous avons proposée a la section pré-
cédente, posséde une autre application, celle de permettre de définir une sous-approximation
réguliére de I’ensemble des échecs finis d’un programme logique P.

Rappelons que lI’ensemble des échecs finis d’'un programme logique P que nous noterons
FFpt, et est égal au complémentaire de Tpt, | w.

On peut alors en remarquant que l'opérateur Tpry est monotone et que si E est un en-
semble d’arbres finis, i.e. de termes clos, alors T’}‘,’Tr;:, (E) = Tpty(E), déduire que Tpry,  w C
TIE)T# J} w. L'analyse ensembliste de la sémantique réactive du programme P donnant une sur-
approximation de T’};’Tr‘ﬁ 1 w, le complémentaire de cet ensemble restreint aux arbres finis est
donc une sous-approximation de FFp .

CC-langages L’analyse ensembliste de la sémantique réactive de programmes logiques est
également a la base d'une méthode d’analyse statique pour les langages concurrents contraints
(CC-langages) [61]. Dans [56], Podelski, Charatonik et Miiller utilisent cette analyse ensembliste
pour détecter statiquement des erreurs de type « deadlock ou échec» pour des programmes Oz
(66].

Vérification de systémes réactifs Dans [19], Charatonik et Podelski proposent une méthode
de vérification (partielle) basée sur ’analyse ensembliste pour des systémes d’états infinis réactifs
modélisés par des programmes logiques. Elle se base sur les approximations des plus grand et
plus petit points fixes de 'opérateur de conséquences logiques immeédiates et offre des procédures
de semi-validation et semi-réfutation pour le systéme et un ensemble d’assertions, représenté
comme des formules de la logique temporelle CTL.
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Nous allons conclure cette thése en rappelant les points essentiels qui y sont développés. Nous
avons proposé une extension de la classe des contraintes ensemblistes définies, principalement en
considérant ce que nous avons nommé « expressions d’appartenance», qui sont une description
intensionnelle d’ensembles de la forme {z|@(z)}, ¢(z) étant une formule positive du premier
ordre (c-a-d ne comportant ni négation, ni implication, ni équivalence) et dont les atomes sont
de la forme t € Sexp, ou Sexp est une expression ensembliste. Nous proposons un algorithme
répondant au probléme de satisfiabilité d’un systéme de contraintes de cette extension et qui
dans le cas, ou le systéme est satisfiable donne une représentation de la plus petite solution sous
la forme d’un automate d’arbres finis. Nous montrons également que cette extension préserve
deux propriétés des contraintes ensemblistes définies : la complexité du probléme de satisfiabilité
(a savoir, EXPTIME-complet) et la propriété que les solutions forment un semi-treillis inférieur
complet.

Cette extension de la classe définie nous a amené & proposer une extension de la classe
co-définie, rendant ces deux classes duales par complémentation. Cette propriété fait que 'algo-
rithme testant la satisfiabilité d’un systéme de contraintes définies généralisées peut étre utilisé
pour répondre & ce méme probléme, mais pour ’extension de la classe co-définie interprétée sur
les ensembles d’arbres finis.

Nous nous sommes ensuite intéressés a cette extension de la classe des contraintes co-définies
et avons proposé un algorithme pour tester la satisfiabilité d’un systéme de cette classe lorsque
ces contraintes sont interprétées sur les ensembles d’arbres finis et infinis. La complexité de
cet algorithme est-montrée dans EXPTIME, alors que le probléme est EXPTIME-dur. Enfin,
nous montrons que lorsqu’ une restriction est fait au probléme de satisfiabilité sur les ensembles
d’arbres finis, alors ’algorithme proposé est optimum pour ce probléme, i.e. dans EXPTIME.

Les algorithmes donnés dans cette thése ne peuvent, du fait de la taille des automates qu’ils
manipulent, étre implantés tels qu’ils ont été décrits. Cependant, une implantation (du cas « dé-
fini») est en cours, se basant sur les principes de ces algorithmes et sur une représentation plus
compacte des automates manipulés. Cependant, divers pistes s’offrent encore & nous, il convien-
dra de trouver celle donnant l'implantation la plus efficace.

Ce travail d’implantation constitue un des prolongements naturels de ce travail, mais des
considérations plus théoriques mériteraient également d’étre abordées.

Dans le domaine des contraintes ensemblistes, nous avons utilisé les expressions d’apparte-
nance pour des classes de contraintes limitées. Ces expressions peuvent apparaitre ‘a gauche
du symbole d’inclusion dans le cas des contraintes ensemblistes définies et & gauche pour les
contraintes co-définies. Nous avons mentionné en outre le fait que les expressions d’appartenance
permettent d’exprimer les opérateurs d’union, d’intersection, de projection et ceci restant tou-
jours vraje méme si on se restreint aux expressions d’appartenance simple, i.e. ne comportant
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pas de quantification universelle.

La classe la plus « naturelle» & étudier est alors celle définie comme une inclusion de la forme
Sexp C Sexp, ou Sexp est soit une composition fonctionnelle f(X3,... , X,,), soit une expression
d’appartenance {z|y(z)}. Cette classe englobe la classe la plus générale, i.e. la classe (PSC)
augmentée des symboles de projections38. Cependant, cette classe se révéle étre indécidable,
puisque que peut étre encoder dans le probléme de satisfiabilité d’'un systéme de cette classe le
probléme de validité d’une formule monadique du premier ordre de la théorie des arbres finis,
probléme connu comme indécidable.

En effet, toute formule ¢ de la théorie monadique du premier ordre peut s’écrire comme une
formule du premier ordre positive (sans négation, implication, ni équivalence) dont les atomes
sont soit de la forme t € X, soit t € X. D’un point de vue ensembliste, ce dernier type d’atomes
peut se traduire en utilisant ’opérateur de complémentation par t € [X. Cette expression X
est équivalente d’un point de vue des contraintes ensemblistes a

(Xux=T
(XNnX =1

exprimable dans la classe & laquelle nous nous intéressons.
Ainsi, la contrainte {z |@ Az € a} C b est satisfiable si et seulement si la formule ¢ de la
théorie du premier ordre monadique des arbres finis n’est pas satisfiable.

Cependant, le probléme reste ouvert lorsque lorsque les expressions d’appartenance sont
« simples», cette classe généralisant également celle introduite dans [15].

Une autre voie de recherche, qui mériterait également d’étre prospectée, est celle des carac-
térisations d’ensembles d’arbres finis et infinis & laide des termes de points fixes [53,54]. Ces
termes de points fixes Tpf peuvent étre décrits par la grammaire suivante

Tpf := X | f(Tpf, ... , Tpf) | Tpfu Tpf| uX.Ipf|vX.Tpf

et sont interprétés sur les ensembles d’arbres finis et infinis.

Les opérateurs p et v sont respectivement les opérateurs de plus petit et de plus grand points
fixes. Ainsi, les expressions pX.aU f(X) et vX.aU f(X) sont respectivement interprétées comme
les plus grande et plus petite solutions de I’équation ensembliste X = aU f(X), interprétée sur les
ensembles d’arbres finis et infinis, i.e. resp. {f™(a) |n € N} et {f™(a) |n € N}U{F(F(f(f(.-- NN}

Il est noté dans [54] qu’enrichir la définition des termes de points fixes pas des expressions
de la forme TpfN Tpf, ou N dénote un opérateur d’intersection, ne change par ’expressivité des
termes de points fixes.

Une extension de ses termes de points fixes a été proposée dans [13] sous le nom de mu-calcul
de Horn, se basant sur les programmes logiques uniformes de [28], qui correspondent & une classe
de contraintes définies avec la composition fonctionnelle et ce que nous avons appelé expressions
d’appartenance simples.

On peut donc se demander §’il est possible de considérer les expressions d’appartenance dans
toute leur généralité, a savoir de définir des termes de points fixes de la maniére suivante

Tpf = X | f(Ipf, ... , Ipf) | {z | p(z)} | uX.Tpf | v X.Tpf

ol ¢ est une formule monadique positive.

8 Comme noté dans [15], la relation de non-inclusion est inutile en présence de symboles de projection. Ainsi,
cette classe englobe la classe (NPSC)
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