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Introduction

Dépassant sa motivation initiale (outil de résolution des équations aux dérivées
partielles: équation de la chaleur par exemple), la théorie des séries de Fourier
s'est révélée étre aussi une source abondante d’exemples et de contre-exemples en
analyse. Plus particulierement, les ensembles lacunaires peuvent servir de liens
avec la géométrie des espaces de Banach. Réciproquement, la théorie des es-
paces de Banach sert aussi d’outil dans I'’étude de ces ensembles. Chaque type
d’ensemble lacunaire est associé a une propriété fonctionnelle “uniforme” précise,
en ce sens qu’elle est valable pour un espace de fonctions. Il est donc intéressant de
connaitre les corrélations entre chaque catégorie d’ensembles lacunaires car cela
correspond a une implication en terme de propriété fonctionnelle “uniforme”. Par
exemple, un résultat classique de Rudin ([Ru]) est: si A C Z est tel que toute
fonction continue & spectre dans S posséde une transformée de Fourier dans ¢!
(S est Sidon), alors l’espace des fonctions de L' & spectre dans S est ’espace
des fonctions de L? & spectre dans S (ie S est A(p)), pour tout p fini. Bien sir,
un manque d’'implication entre deux classes d’ensembles lacunaires est aussi une
information importante.

Par définition, on peut adopter un autre point de vue sur un ensemble la-
cunaire: ’arithmétique. C’est une approche duale: on raisonne sur des sous-
ensembles du groupe dual du groupe compact sur lequel les fonctions sont définies.
Les caractérisations arithmétiques des ensembles lacunaires sont le plus souvent
mal connues. Cette étude a plusieurs aspects. On désire par exemple cerner la
“taille” d’un ensemble lacunaire. Il est classique pour cela d’effectuer une di-
chotomie. Par exemple sur Z, on teste 'appartenance a la classe étudiée de Z
lui-méme, des nombres premiers, des carrés, des ensembles polyndomiaux. Ou on
part des ensembles des plus lacunaires, en testant les ensembles lacunaires a
la Hadamard (l%j—l > q > 1), les ensembles dissociés, les ensembles de Sidon,
voire les sommes finies d’éléments d’un ensemble dissocié. Plus généralement, on
cherche a comparer la classe étudiée a d’autres classes d’ensembles lacunaires,
arithmétiquement mieux connues. Un autre aspect est le potentiel de lacunarité
d’une classe: on étudie la stabilité d’une classe par union. Par exemple, le résultat
classique de Drury affirme que l'union de deux ensembles de Sidon est un ensemble
de Sidon.



Malgré ce principe d’étude classique, de nombreux problémes concernant les
ensembles lacunaires restent ouverts.

Cette these étudie sous divers aspects quelques classes d’ensembles lacunaires.
Le point de départ de ce travail est 1’article [P-1], ou Gilles Pisier introduit la
classe des ensembles stationnaires et suggere son étude. Il propose notamment
sa comparaison aux autres classes d’ensembles lacunaires, plus classiques, de
I’analyse harmonique. Cette prospection conduit naturellement a I’étude d’autres
classes d’ensembles lacunaires.

Dans une premiére partie, les liens entre la classe des ensembles de convergence
uniforme et quelques autres classes d’ensembles lacunaires, notamment Riesz, sont
étudiés. La comparaison avec la classe des ensembles stationnaires est abordée
dans la partie suivante.

Dans une seconde partie, nous étudierons la classe des ensembles stationnaires
introduite par Gilles Pisier. Des nouveaux résultats (entre autres arithmétiques)
les concernant sont présentés. Nous exhiberons quelques relations avec d’autres
classes (plus classiques) d’ensembles lacunaires de I’analyse harmonique (ensem-
bles de continuité, ensembles dits A(p), ensembles de convergence uniforme, p-
Sidon).

L’objet de la troisieme partie est I’étude des ensembles p-Sidon et I’amélioration
de certains résultats connus. Un point de vue plus banachique permet d’étendre
certains résultats connus pour le tore a un groupe abélien compact métrique
quelconque. Quelques nouvelles propriétés banachiques sont exhibées.

Dans la quatrieme partie, le cadre est toujours banachique mais I’étude s’oriente
vers les problemes d’intégrabilité et de continuité. Ceci correspond aux notions d’
ensemble de Riesz et d’ensemble de Rosenthal. Nous exposons quelques problémes
ouverts classiques les concernant. La construction de nouveaux ensembles de Riesz
permet de répondre a certains d’entre eux.

Nous dressons enfin une liste de questions sur les ensembles lacunaires et un
schéma récapitulant les connections entre diverses classes d’ensembles lacunaires.



Résumé

Nous présentons les résultats nouveaux de cette these. Nous signalons entre
parentheses ou le lecteur peut trouver la définition de ’ensemble lacunaire évoqué.

Dans la premiere partie, nous démontrons que, pour tout ensemble de conver-
gence complétement uniforme A C Z (CUC: 1.1.2) et toute mesure p & spectre
dans A, les mesures:

pr= Y Mn)en et pm= 3 jn)en
neANN neANZ—
définissent des éléments de I’espace de Hardy H'. En particulier, A est un ensem-

ble de Riesz (0.7). Une classe d’ensembles stationnaires (II.0.1) qui n’est pas de
convergence uniforme (0.4) est exhibée dans le chapitre suivant.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les ensembles stationnaires. Le point
de vue probabiliste, sous-jacent au concept d’ensemble stationnaire, ne peut étre
remplacé par le point de vue topologique si on veut garder la méme notion.
Substituer le point de vue topologique au point de vue probabiliste redonne la
notion d’ensemble de Sidon. Ce fait est un corollaire du théoreme suivant qui
donne un nouveau critére de convergence inconditionnelle.

Théoreme Soit X un espace de Banach. Soit une suite (z,)n>0 d’éléments de
X. On définit

Q1 ={a € {~1,1}; > ru(a)z, converge dans X}.
n>0

Alors, ) est maigre ou Z z, converge inconditionnellement dans X.
n>0
Du point de vue arithmétique, un ensemble stationnaire ne contient pas de
parallélépipédes arbitrairement grands. Dans le cas particulier du tore, si
A = (n;)j>1 est un ensemble stationnaire, i

i)ilexiste m>1etc>0telsquen; >cj™ j=12---

En particulier,

.. 1

ii) > — converge.
5217



Nous en déduisons:

Proposition L’ensemble des nombres premiers (pj)j>1 n’est pas un ensemble
stationnaire.

Proi)osition Si A est stationnaire, la densité uniforme de A est nulle, c’est a
dire:

oAy [Anfe,--- e+ N}y _
AT =l =) =0

La connaissance des mesures & spectre lacunaire est liée a I’étude de leurs
propriétés multiplicatives (au sens de la convolution). On désigne par [.] la norme
CP (cf II).

Théoréme Soient A stationnaire et E, ou E est A(1) (0.5) si G est quelconque
et E =2 siG=T. Il existe C > 0, tel que, pour toute mesure pn € Mg, et
tout h € L*:

[[Z /1(/\)’1(/\)/\“ < Cllpll-lIAdl2
AEA

Nous obtenons comme corollaire de nouveaux ensembles de continuité (déf. 0.6):
AUE, ot E est A(1) si G est quelconque (nous avons une restriction arithmétique
sur G)et E=2"siG=T.

En vue d’exhiber de “gros” ensembles lacunaires, nous montrons que les en-
sembles Dy = D+ D ---+ D (k fois, avec la notation additive), avec D dissocié,
sont stationnaires. Ceci permet d’obtenir une classe d’ensembles stationnaires
qui ne sont pas UC. Pour chaque p < 2, ces ensembles fournissent également des
exemples d’ensembles stationnaires qui ne sont pas p-Sidon p.s. (IIL.1.1).

Nous adoptons ensuite un point de vue banachique des espaces L}z et Caug,
ol £ est A(1) si G est quelconque et £ =z~ si G = T. Ceci conduit, par exemple,
a une inégalité de type Paley.

Pour donner une réponse partielle au probléeme du lien entre les stationnaires

et les ensembles A(2), nous introduisons la notion d’ensembles extensiblement
stationnaires:
Définition Un ensemble A C T est extensiblement stationnaire s’il existe une
constante C telle que, pour toute famille finie de parties finies (\;); de A, il existe
un ensemble stationnaire E de constante inférieure & C et des éléments vy; tels
que, :
d’une part, {y;A;}; est une Sidon partition (cf. I1.7.5) de constante inférieure
acC;

d’autre part, v;A; C E.

Les techniques banachicues de la seconde partie s’appliquent aussi aux ensem-
{



bles p-Sidon (0.3). Dans la troisieme partie, nous étendons notamment un résultat
de Fournier-Pigno [F-P] sur T au cas d'un groupe abélien compact métrique quel-
conque. Soit A un p-Sidon et L un ensemble A(1) si G est quelconque, L = Z~ si
G=T:

Théoréme Pour toute mesure p dans My, ila définit un multiplicateur com-
pact de M(¢2,¢P). En d’autres termes, il existe K (constante absolue) telle que,
pour toute mesure p dans Mayz, on ait:

I(A)erll 22, < KSp(A)]edl-

Nous introduisons la notion d’ensemble extensiblement p-Sidon:
Définition Un ensemble A C T est extensiblement p-Sidon s’il existe une con-
stante C telle que pour toute famille finie de parties finies (A\;); de A, il existe des
caractéres 7; et un p-Sidon E de constante inférieure & C, tels que les ensembles
v;/\; soient disjoints et inclus dans E.

La théorie des opérateurs (p, ¢)-sommants permet d’obtenir la condition nécessaire
suivante: ’

Théoréme Si un ensemble A est extensiblement p-Sidon, alors l'opérateur de
Fourier de Cy(G) dans P est un opérateur (p,1)-sommant.

Comme corollaire, nous obtenons le résultat classique (reformulé): il n’existe pas
d’ensemble A extensiblement p-Sidon pour p < %. Nous avons également

Corollaire Soit A, extensiblement p-Sidon, et une mesure p & spectre dans A.

Alors p définit un multiplicateur de Fourier de 'espace de Lorentz LP'(G)
dans ¢P. En particulier, p définit un multiplicateur de Fourier de I’espace L™(G)
dans €7, pour tout r > p. .

Enfin, dans la quatrieme partie, la géométrie des Banach permet d’obtenir
de nouvelles classes d’ensembles de Riesz. Notamment, un résultat de Frangoise
Lust-Piquard [L-P] (“c, ¢ Ca(G) = A Riesz”) est généralisé. Ceci contribue
la résolution du probleme de Walter Rudin signalé par Yves Meyer dans [Me]:
déterminer les ensembles F d’entiers tels que £ UZ™ est Riesz. En particulier

Théoréme Pour toute partie A C N:
co & Cp(G) => AUZ™ est un ensemble de Riesz.

Dans le cas d’un groupe quelconque, une nouvelle classe d’ensembles de Riesz est
obtenue: les unions d’un ensemble A(1) et d’un ensemble A tel que ¢, & CA(G).
Si A vérifie une condition a priori plus forte, on a:



Théoréme L’union de A tel que “c, ¢ L(G) avec un ensemble de Riesz bien
disposé (IV.2.5) est un ensemble de Riesz. )

En particulier, nous avons la généralisation suivante du théoréeme de Rudin
[Ru] sur 'union d’un A(1) et des entiers négatifs:

Corollaire Soit E C N un ensemble A(1) et A C N tel que “c, ¢ LY(G)".
Alors Z= U E'U A est un ensemble de Riesz.

Nous avons également la généralisation suivante d’un résultat de Meyer [Me]:

Corollaire Soit £ C N 'ensemble des sommes de deux carrés ou 'ensemble des
nombres premiers. Soit A C N avec la propriété “c, ¢ LL(G)”.
Alors Z= U F U A est un ensemble de Riesz.

En annexe, nous signalons une réponse positive élémentaire au probleme de
I'union d’ensembles A(p).
Théoréme Soient 1 < r < 2, r’ I'exposant conjugué de v, F un ensemble A(r)

et £ un ensemble A(p) pour tout p < r'.
Alors E U F est un ensemble A(r).

Enfin, nous présentons un bilan (non exhaustif) des relations entre différents
types d’ensembles lacunaires (les plus classiques).

Une partie de ces résultats est publiée dans [L1], [L2], [L3].



Notations et définitions

Soit G un groupe abélien compact infini métrisable, muni de sa mesure de
Haar normalisée dz, soit I son dual (discret et dénombrable). G sera le plus
souvent le tore T et donc I sera identifié & Z par p — e, ol e,(z) = 7P~
Nous noterons P(G) l'ensemble des polyndémes trigonométriques sur G, i.e.

'ensemble des sommes finies » _ a,7, ol a, € C.
~v€r
Nous noterons C(G) l'espace des fonctions complexes continues sur G, muni

de la norme: ||f|loo = sup |f(z)]. C’est aussi le complété de P(G) pour ||.|c.
z€

M(G) sera I’espace des mesures complexes sur G, muni de la norme de’la
variation totale. Si u € M(G), sa transformée de Fourier au point ~ est définie
par () = Jgv(—z)du(z).

LP(G) sera 'espace LP(G,dz) avec la norme:

o If(z)Pdz)/? 1< p < oo
essup|f(z)] p=o

£l = {

L’application: f — fdz identifie L!(G) avec un idéal fermé de M (G) muni
de la convolution.

Si B est un espace normé de fonctions sur G, qui s’injecte contintiment dans
M(G), et si A est un sous-ensemble de I', on posera:

By={fe€B/f(v)=0 VYy¢A}.

C’est 'ensemble des éléments de B dont le spectre est inclus dans A.

(ey)yer désignera une suite de variables de Bernoulli indexée by T, c’est &
dire une suite de variables aléatoires indépendantes prenant-les valeurs +1 et —1
avec probabilité 1/2. De fagon similaire, (g, )yer désignera une suite de variables
gaussiennes complexes centrées indépendantes, normalisées par E|g,|> = 1.

|E| désignera le cardinal d’un ensemble fini £. Nous noterons A€ le complémentaire
(dans T') de l’ensemble A.
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Rappelons maintenant quelques définitions classiques d’ensembles lacunaires
de I

Définition 0.1 Un ensemble A C T' est appelé ensemble de Sidon st A vérifie
l'une des conditions équivalentes. suivantes:

i) Il eziste C > 0 tel que, pour tout P € Py(G): D [P(9)] < CllP|loo
YEA

i) Il existe C > 0 tel que, pour tout f € Co(G): > )] < ClFlloo
~eA

iit) 1l existe C > 0 tel que, pour tout (by)ren € £°(A) avec |[blleo = 1, il existe
p € M(G) avec ||p|| < C telle que: YA € A, (A) = by

i) Il existe C > 0 tel que, pour tout (ba)rea € co(A) avec [|b]loe = 1, il exziste
f € LYG) avec ||f]l1 < C telle que: VA€ A, f(A) = b.

Pour une étude plus approfondie des ensembles de Sidon, on pourra consulter

[D-GJ,[L-R] ou [P-2].

Définition 0.2 Un ensemble A C T est dissocté si, pour tout (ny)yea € {—2;...;2}4,
avec tous les n, égauz @ zéro sauf un nombre fini:

H Yr=1=VyeA: 4y =1.

YEA
Un ensemble A C T est quasi-indépendant si, pour tout (ny),ea € {—1;0;1}7,
avec tous les ny €gauz a zéro sauf un nombre fini:

H Y =1l=>VyeA: vy =1
YEA

Nous rappelons que si A est quasi-indépendant dans I', alors A est un ensemble
de Sidon.
La notion d’ensemble de Sidon se généralise de la maniere suivante:

Définition 0.3 Sotent 1 < p <2 et A C T, A est appelé ensemble p-Sidon s’il
existe C > 0 tel que

VFePAG), (IFNPY <Cllfllo

AEA

La plus petite constante C' admissible est appelée constante de p-Sidonicité
de A et se note S,(A). (voir par exemple [B] ou [B-P]).

Soit A un p-Sidon, il est clair qu’il est aussi ¢g-Sidon pour ¢ > p; s’il ne l'est
pas pour ¢ < p, on dit que A est un vrai p-Sidon.
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Définition 0.4 Soit (Fi)yen- une suite croissante de parties finies de I' telle
o0

que | J Fx=T; on pose, pour f dans L'(G):
N=1

Svf=Y fvr

YEFN

Un ensemble A C T' est appelé ensemble de convergence uniforme, relativement
a (Fy)n>1 (en abrégé: ensemble UC) si, pour tout f dans Ca(G), (Snf)wn>1
converge vers f dans Cy(G).

Remarque : nous allons développer les propriétés de cette classe d’ensembles
dans le prochain chapitre.

Définition 0.5 Soient 0 < p < co et A une partie de I'. A est appelé ensemble
A(p) s’il existe ¢ dans |0, p[ tel que les normes |||, et |||l soient équivalentes sur
P4(G). Soulignons que, dans ce cas, nous avons:

vr €]0,p, L(G) = Lu(C)

Remarque: nous rappelons les faits suivants ([B-E]):
Si E est A(p), pour 1 < p < 2, alors il existe a > 0 tel que E est A(p + ).
Les ensembles A(1) sont caractérisés par le fait que Li(G) est réflexdf.

Nous introduisons les classes suivantes liées au comportement des mesures.

Définition 0.6 Une partie A de ' est appelée ensemble de continuité si
Ve >0, 36 >0, Yu € M(G) avec ||u]] =1:

Iim|i(n)] < 6 = lim|L < e.
lim|A(n)] im|fy(n)|
Les relations entre les ensembles de continuité et d’autres ensembles minces

(particulierement UC'; A(1); p-Sidon) ont été étudiées dans [F-P]. On trouve
une étude de ces ensembles au chapitre VI de [H-M-P].

Définition 0.7 A C T est appelé ensemble de Riesz si
Vi e My(G), 3f € LL(G), f=p
A ce propos, on peut consulter [Go], [L-P] ou [Me].
Définition 0.8 Soit n € N*, la n*™¢ fonction de Rademacher T, est:

ra(z) = sign (sin(2"7z)), = € R.
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Définition 0.9 Soit j € N*, j — 1 = Zak2k la décomposition binaire de j — 1
ken
(ar =0 ou 1); la 7™ fonction de Walsh wj est wi(z) = [] ri%,(z), T € R.
ken

Remarque: on peut aussi voir les fonctions r, et w; comme définies sur le
groupe de Cantor G = {—1,1}"": r,(w) est la n**™ composante de w € G. Le
groupe dual T' est constitué des fonctions de Walsh; l'ordre dans lequel elles
apparaissent avec la définition 0.9 est l'ordre de Paley.

Définition 0.10 On pose ¥(t) = exp(t®) — 1 et on rappelle la définition de
Uespace d’Orlicz L¥(G): f est élément de L¥(G) si

Il = iné{e > 0] [ w(e™!I7) < 1}< oo

Il est une norme qui fait de L¥(G) un espace de Banach.

Définition 0.11 Soient X et Y deuz sous-espaces de M(G), M(X,Y) désigne
Uespace des multiplicateurs de Fourier de X dans Y. Nous noterons M, y, l’espace
M(L? LY).

Définition 0.12 Soient X et Y deux espaces de Banach, on dit que X contient
Y st X contient un sous-espace isomorphe a Y. On notera cela: Y C X.

Définition 0.13 Soit X un espace de Banach, on note B, la boule unité de X.
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Partie 1
Ensembles de convergence
uniforme

1 Introduction et rappels

Ul’yanov [U] introduisit en 1965 le probléme suivant: caractériser les parties o de
Z pour lesquels les sommes de Fourier de toute fonction continue a spectre dans
o convergent uniformément vers f.

" est réunion croissante d’ensembles finis {Fy}nen-: typiquement [N, N]
pour Z et {wy,...,wy} pour le groupe de Cantor. Ce sont essentiellement les
deux cadres intéressants pour I’étude des ensembles UC'. Rappelons la définition
des constantes de Lebesgue:
iéme

Définition 1.1 étant donnée une partie K de I', la | constante de Lebesgue

associée a K est le nombre
Ln(K) = sup{|[Sn(f)ll=lf € Cx et |[flleo =1}

Comme pour les ensembles de Sidon, il y a des caractérisations équivalentes
des ensembles de convergence uniforme. La proposition suivante est bien connue.

Proposition 1.2 Soit A CI'. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) Si f est dans Ca(G) alors la série de Fourier de f en O converge vers f(0).

it) 1l existe une constante C > 0 et, pour tout entier N, une mesure puy dans
M(G) telle que ||un|| < C et

In(v)=1siy€ANFy et Ln(y)=0siv€AN(T\ Fy).

i11) La suite {Ly(A)}n>1 est bornée.
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i) A est un ensemble de convergence uniforme.

La borne supérieure U(A) des constantes de Lebesgue de A s’appelle la constante
de convergence uniforme de A.

Preuve: (i) = (i). On considére les formes linéaires T qui & une fonction
f de Co(G) associent sa N*™¢ somme de Fourier en 0. Par hypothése, d’apres le
théoréme de Banach-Steinhaus, il existe une constante C' > 0 telle que ||Tx|| < C.
Le théoreme de Hahn-Banach et le théoreme de représentation de Riesz assurent
alors I’existence des mesures py € M(G) telles que ||unl] = |Tnl] £ C et pour
tout f € Ca(G):

Tw(f) = [ f(=2)dun(z) done ¥y € A, Tw(7) = | A(~2)dun(z) = ().

Or par définition de Ty, si v appartient 2 A alors

1 siy € Fy
TN(v)_{O sivye D\ Fy

L’assertion (i) est établie.
(i3) = (4i1). Soient f € CA(G) et uy comme dans I'hypothese, on a:
Sv(fy=pn*f dott ISy(f)llec =l * fllo < Cllfllo
Les constantes de Lebesgue de A sont donc bornées par C.

(1i¢) = (4v). La suite {Lnx(A)}y>1 est majorée par U(A).

Les opérateurs Sy : Ca(G) — Cu(G) sont majorés en norme par U(A). De
plus, pour tout P € Py, ||Sy(P) — P||e converge vers 0. Py est dense dans Cx(G)
donc pour tout f € Cy(G), ||Sn(f) — flleo converge vers 0.

(v) = (2): trivial.

Ceci acheve la démonstration de la proposition. |

Faisons un rappel sur le comportement assymptotique des constantes de Lebesgue
associées au groupe dual tout entier dans le cadre du tore et dans le cadre du
groupe de Cantor. Dans les deux cas, par approximation, en notant Dy le Nieme
noyau de Dirichlet, on a Ly(T") = || Dyl .

Dans le premier cas, le résultat est bien connu: Ly(Z) = (%) log(N) + O(1)
au voisinage de +oo0.

Dans le second, on a

Ly = EN(N*)=/01]DN(t)|dt=/G]DN(w)|dw
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N
et ici Dy = > w;.
Jj=1

k
. En particulier, comme Dy = [[[1 + 7] > 0, ||Dox[l1 = 1 et on voit que
. s=1
Lox = 1. On en déduit que Ly < 1+ log, (V).

—_ L
Mais on peut aussi montrer que (cf [K-S], p.140): Nli1_1{_1 s (1‘\/{\/’)

> 0. Ly n’est

donc pas bornée.

L’étude des ensembles de convergence uniforme n’est donc pas triviale: Z n’est
pas de convergence uniforme pour le systéme trigonométrique et N* n’est pas de
convergence uniforme pour le systeme de Walsh.

On remarque également que le caractere UC dépend de la suite (Fi )y choisie.
Par exemple, si on pose F,, = {wy,...,wsn}, L,(N*) vaut maintenant 1 donc N*
est de convergence uniforme pour le systeme de Walsh pour ce choix de (F},)n.

On s’était déja intéressé depuis longtemps au probleme de la convergence
normale (il s’agit alors de la notion d’ensemble de Sidon). Nous précisons qu’il
s’agit d’une notion distincte de la premiere. Par exemple, soit A une union finie
d’ensembles d’entiers H = (n;) lacunaires a la Hadamard (n;4, > gn; ot ¢ > 1),
I’ensemble A+---+A (k fois, k > 2) est UC sans étre Sidon (cf [Tr]). On remarque
que cet ensemble permet de construire, pour tout p < 2, un ensemble UC qui
n’est pas p-Sidon ps. Les ensembles de la forme H — H, ou H est un ensemble
d’entiers lacunaire & la Hadamard, sont également UC (cf [F]) sans étre Sidon.

Remarquons que ces théoremes sont optimaux dans la mesure ou il existe
un Sidon S tel que S + S contienne N et a fortiori ne soit pas UC. Il suffit de
considérer pour S 'union de {—3"},>0 et de I’ensemble de Hadamard {n+3"},5o.

Dans le cadre du groupe de Cantor, Pedemonte [Pe] montre que ’ensemble des
fonctions de Walsh formés par le produit de & fonctions de Rademacher distinctes
(k > 1 fixé) est UC.

Ul'yanov posa la question de savoir si, par exemple, {k?} ey était un ensemble
de convergence uniforme. Oskolkov (cf. [O]) y répondit plus tard par la négative et
généralisa ce résultat a tout ensemble { P(n)}nen, ot P est un polynéme prenant
des valeurs distinctes et entiéres sur N.

La caractérisation des ensembles de convergence uniforme étant liée au probléme
de savoir s’ils sont “gros” ou pas, on s’intéresse de fagon naturelle & leur densité.
Kashin et Tzafriri donnent la réponse partielle suivante dans [K-T]. On trouvera
une démonstration détaillée de ce résultat dans [L1]. Dans ce qui suit la mesure
v est la mesure de comptage sur S = {o C {1,...,N} tel que o] = g} et le
résultat est valable sur le groupe de Cantor:
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Il exdste ¢ > 0 tel que pour tout N = 27, ou r € N est assez grand, et pour
tout g € {1,...,%}, on ait:

1
1 <clog|?2 d —
v {or € Skl Ufo) < cloo( + log(N))} <+

Le théoréme signifie que si un ensemble inclus dans {1,..., N} est de cardinal
> log(N) alors la probabilité pour que U(c) diverge vers +oo avec N est proche
de 1. Ainsi, si [o] > N® pour un o > 0, alors U(o) est en grande probabilité
d’ordre de grandeur maximal, c’est & dire de ’ordre de log(NV).

Kashin et Tzafriri obtiennent un résultat du méme type sur le tore.

Dans [F-P], les auteurs démontrent que I'union de Z~ et d’un ensemble UC C
N (a fortiori CUC) est un ensemble de continuité. La question naturelle de savoir si
ces ensembles sont aussi Riesz admet une réponse partielle positive (ce sera I’objet
du prochain paragraphe). Mais précisons ce qu’est un ensemble de convergence
complétement uniforme (CUC).

Définition 1.3 On appelle ensemble de convergence complétement uniforme une
partie A de Z telle que sup{U(p + A)} est fini. Ou encore, A est CUC si pour
pez

tout f € Ca(T), les opérateurs de Fourier dissymétriques Sma(f) = > f(k)ex
k=m

sont uniformément bornés par rapport a n,m € Z.
On notera CUC la classe des ensembles de convergence complétement uni-

forme.
CUC est incluse dans UC et contient les ensembles de Sidon.

Théoréme 1.4 [S-T] A est dans CUC st et seulement si A est dans UC et s’il
existe une mesure p de M(T) telle que jianz+ = 1 et fypnz- =0 .

En particulier, si A est un ensemble CUC, Cpnz+(T) et Canz-(T) sont complé
mentés dans Cy(T).

Définition 1.5 On dira que deuz parties A et B de Z sont harmoniquement
séparées s'il emiste une mesure telle que: 4 =1 et si jyp = 0.

Par exemple, deux ensembles de Sidon disjoints sont harmoniquement séparés
(leur réunion est un Sidon). Par le théoréme précédent, si A est UC et si ZT M A
et Z~ N A sont harmoniquement séparés alors A est CUC.

Remarque: un ensemble de convergence uniforme £ inclus dans N est un
ensemble de convergence completement uniforme.
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En effet, £ est un ensemble de convergence uniforme. De plus £NZ~ est vide,
il suffit de remarquer que Sy, n = S, — S

En ce qui concerne le probleme de 'union pour les ensembles UC et méme
CUC, la réponse est négative. Cela résulte du théoréme suivant (qui, par ailleurs,
nous sera utile dans le prochain chapitre) qui s’appuie sur des travaux précédents
de P. Soardi et G. Travaglini (cf {S-T)):

Théoréme 1.6 [F| Si H une suite lacunaire a la Hadamard alors H — H + H
n'est pas UC. A fortiori, H — H est un ensemble UC et n’est pas un ensemble
cUcC.

Rappelons que, pour le cas particulier de 'union d’ensembles A C Net B C 2™
de convergence uniforme (ils sont donc en fait CUC), la réponse est positive: cf
(Tr]. Toutefois , I'union de deux ensembles CUC n’est pas UC en général.

2 Ensembles CUC et ensembles de Riesz

Théoréeme 2.1 Un ensemble de convergence complétement uniforme est un en-
semble de Riesz.

Preuve: Soit A un ensemble de convergence completement uniforme, il existe
une mesure 6 qui sépare harmoniquement ANZ~ et ANN:

5|Anz— =0 et 5[1\0{1 = 1.

Etant donnée p dans Ma(T), 6 * 1 est un élément de My(T). Comme N est un
ensemble de Riesz, il existe f dans L! tel que, pour tout n de Z, f(n) = 5Tu(n).
A fortiori, pour tout n de N, f(n) = a(n).

f—p est un élément de M;-(T) donc, de méme (Z~ est un ensemble de Riesz),

il existe g dans L! tel que, pour tout n de Z, §(n) = (f/—\,u)(n)
Finalement, on peut écrire i= f+get pu= f+g € L. ]

Remarque: soit A un ensemble CUC'. La démonstration précédente montre
que la transformée de Hilbert est bornée de M, (T) dans H'. Si € Ma(T):

pr= 3 pnen=086xp et puT= 3 p(n)en=(6—8)xu

neANN neANzZ-

sont dans H1.
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3 Cas vectoriel

Nous étudions maintenant le cas de la convergence uniforme pour des fonctions
a valeurs vectorielles & spectre lacunaire. Nous allons voir que cela ne change pas
grand chose. :

Rappelons le résultat général suivant, ot I'intégration se fait au sens de Bochner:

Proposition 3.1 Soient X un espace de Banach, A C T et f € Cx(G,X). Si
{Fa}n>0 est une approzimation de l'unité alors ||Fyn * f — fllcy@,x) — 0.

Preuve: la démonstration est la méme que dans le cas scalaire. Pour tout
entier n, on a la majoration:

sup I(Fnx f =)l = supll | (Falz)f(g —z) = Fa(z)f(9))dzllx

e

< sup [ Fu(z)If(g = z) = f(g)llxdz
geG vG

On est donc ramené au cas scalaire et le dernier terme converge vers 0 avec n. m

Corollaire 3.2 Soient X un espace de Banach et A C T, alors Pa(G,X) est
dense dans Ci(G, X).

Preuve: ilsuffit d’appliquer le résultat précédent et de remarquer que, pour
tout f de Ca(G, X) et tout entier n, F, x f € Px(G, X). =

L’étude du cas vectoriel est donc achevée par le résultat suivant:

Théoreme 3.3 Soit A C z. On a équivalence entre:

i) A est un ensemble de convergence uniforme.

it) Pour tout espace de Banach X et tout f de Cy\(T,X), la série de Fourier
de f converge en norme uniformément vers f.

Preuve: il est trivial que 1) => ¢) en considérant X = C.
1) = 1) Etant donnés X, f dans Cy (T, X) et € > 0, on peut trouver g dans
Pa(T, X) tel que sup||(f — 9)(z)||x < € (c’est le résultat du corollaire précédent).
z€T

Notons d le degré du polynome trigonométrique g et fixons n > d.
Par hypothese, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier n, il
existe une mesure p, dans M(G) telle que ||u,|| < C et

a{y)=1si veAn{-n,---,n} et m(y)=0si yeAn(zZ\ {-n,---,n}).

Remarquons que S,(g9) = g et Sn(f) = ptn * f.



On a donc la majoration:

supl|(5a() = N@lx < sup(ISalf = D@lx + 7 = 9)@)lx)
' < (lmll +2)- sup I(f = g) (=)l x
< (C+1)e

Ainsi, la suite (S,(f))n>0 converge vers f dans Ci(T, X).
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Partie II
Ensembles Stationnaires

Nous allons étudier certaines propriétés liées aux séries de Fourier dont on per-
turbe les coefficients aléatoirement par des choix de signes. Introduisons donc
une norme relativement exotique sur P(G), la norme CP° (“presque siirement
continue”) ainsi définie (les (e4)er étant une suite de Bernoulli):

1= [ I &) fnlede(w) (M

~er

Marcus et Pisier [M-P] ont montré qu’on obtient une norme équivalente si on
remplace (g,),er par une suite standard de variables gaussiennes (g)-er.

C?*(G) est, par définition, la complétion de P(G) pour la norme [-]. C’est
également ’ensemble des fonctions de L?(G) pour lesquelles I'intégrale dans (1)
est finie, ou 'ensemble des fonctions de L*(G) telles que, presque slrement:
s.,(w)f(y) = F(’y) avec f¥ dans C(G) (pour 'équivalence entre les définitions
quantitatives et qualitatives, on pourra consulter [K]) et C?*(G) est appelé 'espace
des séries de Fourier aléatoires presque siirement continues.

Apres le résultat spectaculaire de Drury (“'union de deux ensembles de Sidon
est un ensemble de Sidon” ), beaucoup de progres ont été effectués dans les années
70 sur de tels ensembles. Rider, en particulier, a montré qu’ils pouvaient étre
caractérisés par l'inégalité a priori suivante:

Ve PalG), I CLS]

~el
Pisier [P-1] a observé qu’ils pouvaient aussi étre caractérisés par I'inégalité a priori
Vi€ PAG), flle <CI/]

c’est & dire par linclusion continue CR°(G) C Ci(G). Cela I'a naturellement
conduit & considérer la classe S des sous-ensembles de I" vérifiant 'inégalité inverse

Ve PAG), [fl<Cllflleo
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qui correspond & linclusion continue Cy (G) C CR*(G).
Il a nommé ensembles stationnaires les éléments de la classe S. Nous avons la
définition précise suivante:

Définition 0.1 Un ensemble A'C T est stationnaire (en abrégé A € S) si:

(0.1)  3C>0, Vf € PA(G), [/l < Clifll-

La meilleure constante C' dans (0.1) appellée constante de stationnarité de A\ est
notée Ks(A).

Pisier a montré que S contient les ensembles de Sidon et les produits finis
(comme sous-ensembles du groupe dual produit) de tels ensembles. S est donc

strictement plus grande que la classe des ensembles de Sidon puisque si Ay, -« -, Ax
sont des Sidon infinis dans les groupes I'y, - -+, 'k, alors A} X -+ x Ag est un vrai
E‘—'Zc—l-Sidon (cf 0.3) dans le groupe I'y x -+ x T'.

Bourgain ([Bo]) a également démontré que, si A, et A, sont infinis:
AI XA?, GSQA]_ et AZESOA(Q)

Malgré ces résultats, la classe S semble encore mal connue. Dans cette partie,
nous nous attacherons a en donner de nouvelles propriétés et a la comparer a
d’autres classes d’ensembles lacunaires, particulierement les ensembles UC, les
ensembles de continuité, les p-Sidon et les A(p).

Nous aurons besoin dans la suite de deux inégalités liées a la norme [-]: d’une
part 'inégalité de Salem-Zygmund [S-Z], qui sera utilisée sous la forme:

N-1
3C > 0, Y(an)n>0, lan| =1, VN > 2: HZ anenﬂ > C\/NlogN. (2)

n=0

D’autre part, I'inégalité de Marcus-Pisier [M-P] qui s’exprime ainsi: il existe
une constante D > 0 telle que, pour toute suite (a.),cr convergente vers 0, on
ait: ‘

HZ a,,"/ﬂ >D HZ a;ekﬂ ) (3)
Vel C(G) k20 c(T)

o (a})k>o désigne le réarrangement décroissant de (|a,|)~er)
k/K2 S} Y



1 Résultats préliminaires

Lemme 1.1 Soient P € P(G), Es = {y € T/|P(y)| > 6} et N5 = |Es| (6 >0),

alors:
IIP]] > C(S\/N& 10g1V5.

Preuve: c¢ est une constante numérique dont la valeur peut changer d’une
ligne & l'autre, en restant indépendante de P et §. Le principe de contraction
([K]) entraine:

2[P] > || X 1Py

v€Es

> 54 >

YEES

En utilisant (3), on obtient:

[P] >cé HNifl ekﬂ
C(T)

k=0

puis en utilisant (2), il vient:

[P] > cby/Nslog Ns.

Comme les ensembles de Sidon (ou d’autres classes d’ensembles lacunaires),
les ensembles stationnaires peuvent étre définis de plusieurs fagons équivalentes.

Proposition 1.2 Soit A C I'. Les assertions suivantes sont équivalentes:
1) CA(G) € CR*(G)
i) Il existe K > 0 telle que, pour tout f dans Cx(G), [f] £ K||fllco-

i) Il existe K > 0, tel que, pour tout élément (n,) de L=(Q, A, P, M(G)) avec
leollasr <1 P —p.s, il existe une mesure p sur G de norme inférieure d
K, interpolant presque stirement () au sens sutvant:

vyeA: ay) = [ B)ew)drw).
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i) Il existe K > 0 tel que, pour tout m élément de CP*(G)* = M(L? L¥), il
existe une mesure p sur G de norme inférieure & K||m||, interpolant m sur
A au sens suivant:

VA e A, A(A) =m,.
v) A est un ensemble stationnaire.

Preuve: i) & v) ’équivalence est claire d’aprés la densité, dans Cx(G), des
polynomes a spectre dans A.
i) = ii) il s’agit juste d’appliquer le théoréme du graphe fermé.
ii) = i) trivial.
ii) = iii) Soit (p,) élément de L=(Q, A, P, M(G)) avec |[p.|| <1 P-ps.
L’application T': PA(G) — C définie par:

VFEPAC),  T() = [ (o x F)(0)dP)

est une forme linéaire continue sur P,(G), avec une norme bornée par K. En
effet, on a, pour tout f de Pa(G): :

TN [ Nl eodp) < [ 1 ledP(e) = 171 < K Flen

Le théoreme de Hahn-Banach et le théoréme de représentation de Riesz assure
Pexistence d'une mesure p € M(G) telle que|ju|] < K et:

vF € CG): T(f) = (ux F)0). 4)
En testant (4) sur v € A, on obtient:
vyeh:s A =T0) = [ e lw)dr)
ce qui prouve (iii).

iii) = ii) Soit f dans Py (G). D'aprés (K], CP*(G) se plonge isométriquement
dans L'(22, A, P, C(G)), par conséquent:

171 =sup {| [ (1 £)O)dB@)|/ (1) € L=(R, AR M(G)) avee el 1 pes.|

Or pour (u.,) dans la boule unité de L°(92, A4, P, M(G)), la condition (iii) donne
une mesure 4 € M(G) telle que:

Il S K, et Wy e A ily) = [ ful)e,(w)dp(w)
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Il s’ensuit que

[ (o x £)(O)dBw) = 3 FO)( [ By (@)dp(w)) = £ % u(0)

YEA

d’olt '
| [ (o £ ()] < Nl Fllo < K1l
En prenant la borne supérieure du membre de droite, sur la boule unité de
L>*(Q, A, P, M(G)), nous obtenons: [f] < K||f]|e, soit (ii).

ii) < iv) Il s’agit d’'un raisonnement par dualité tout a fait similaire au
précédent. Nous ne le détaillerons donc pas (le fait que CP*(G)* = M,y se
trouve dans [P-1]). "

2 Point de vue topologique

Une question naturelle est la suivante: peut-on remplacer dans la définition
de C?° le point de vue probabiliste par le point de vue topologique? Plus
précisément, peut-on échanger la notion de “convergence presque siire” et la no-
tion de “convergence quasi-siire ” dans ce qui précede?

Soit A C T, considérons le groupe de Cantor {—1,1}* muni de sa topologie
usuelle et notons 7., (), la y*™® coordonnée de « € {—1,1}*, oty € A. Supposons
que A ait la propriété suivante:

P) { Vf € CA(G), 3, Gsdense dans {—1,1}", tel que Vo € Oy :
3f* € Co(G) avec fo(y)=ry(a)f(y) VyeA

Alors A est nécessairement un ensemble de Sidon.
C’est une conséquence du résultat général suivant:

Théoréme 2.1 Soit X un espace de Banach. Soit une suite (z,)nz0 d’éléments
de X. On définit

Q1= {a e {-1,1} > ro(a)z, converge dans X}.

n>0

Alors, O, est maigre ou z Zn, converge inconditionnellement dans X.
n>0

Preuve: Supposons que {2; soit non maigre. Fixons € > 0. Pour tout ¢ > 1,
posons

’

F,={we; Vm',m>q,| > r(w)z.| < <}

n=m



26

La définition de 2, se traduit par la relation:
o c | F

qEN”
Montrons que F; est fermé dans ().
Soit w € Fy. Pour tous m' > m > ¢, il existe a € F, tel que pour tout n < m/,
ra(w) =rn(a).
Nous avons: || z ra(w)za| = || Z ro(a)z,|| < € pour a € F,. Cela montre que

n=m

w € Fy et Fy est fermé dans 2.
Q) n’est pas inclus dans une union dénombrable de fermés d’intérieur vide

donc o

Autrement dit, il existe ¢ dans et N > 1 tels que la boule B(c; V) soit incluse

dans Fj, ou encore:
pour tout w’' € tel que 7,(w’) = rp(c) pour tout n < N, nous avons, pour

tout m' >m>gq: | Zznrn(w | <e.

Soit w € {-1, I}N et notons § = max(NV + 1,q).
Soient m et m’ avec m’ > m > ¢ puis définissons w, par:

Ta(wi) =ralc) sin<N
ra(wy) = rp(w) sin>N+1.

wy € B(c, N) C F,. Nous obtenons donc

13 @)zl = | 2 ra(wn)aal < <

n=m n=m

Par conséquent, Z ro(w)z, converge dans X. n
n>1

Corollaire 2.2 Un ensemble A C I' ayant la propriété (P) est un ensemble de
Sidon.

Preuve: soit f € Co(G), notons A = (A, ),>0 et posons

Tn = f(An) .
D’aprés le théoreme 2.1, la série Z f n)An converge inconditionnellement
n>0

dans Cy(G). Ainsi, {)\,} est une base inconditionnelle de C4(G) et cela signifie
que A est un ensemble de Sidon. [



3 Propriétés arithmétiques

Dans [P-1], G. Pisier a montré en utilisant les polynémes de Rudin-Shapiro que
les ensembles stationnaire ne peuvent contenir des progressions arithmétiques
arbitrairement grandes. Il est facile de constater qu'un groupe abélien discret
infini ne peut étre un ensemble stationnaire. Nous allons généraliser cela dans la
proposition suivante, en considérant des progressions arithmétiques a plusieurs
dimensions.

Théoréme 3.1 Un ensemble stationnaire A C I" ne peut contenir des
parallélépipédes de taille arbitrairement grande.

Remarque: rappelons qu'un parallélépipede de taille s, s > 1, est un en-
semble de la forme:

P-—-{ﬁﬁ/\?;V1_<_J'S315j€{0’1}} (5)
7=l

avec B, Ay, -, A; € I' et avec les A; distincts.

Preuve: supposons au contraire que A contienne des parallélépipedes de
taille s, arbitrairement grande; nous pouvons supposer dans (5) que {A;} est
quasi-indépendant.

En effet, soit Py C A un parallélépipede de taille V de la forme (5). Choisis-
sons Aj, # 1dans{A;,---, A;} et supposons les éléments A;;; - - - ; Aj, déja choisis de
fagon que: D, = {\;, }1<¢<p est quasi-indépendant. Considérons alors I’ensemble

P

A, de tous les produits [ /\j:, ol les g, sont dans {—1;0;1}. A, est de cardinal
q=1

37, donc ©A, est de cardinal NV — 3?. Nous pouvons continuer la construction et si

P
N > 3P + 1, on peut trouver A; ., € {\[, -+, An} et différent de tous les H A;:;

Jp+1
g=1

donc D, est quasi-indépendant. Nous pouvons ainsi extraire ¢(/V) éléments,
formant un ensemble quasi-indépendant inclus dans I, ot ¢(IV) est de I’ordre de
log N, et donc est arbitrairement grand.
Nous supposerons donc dans la suite les parallélépipedes de la forme (5), ol
{A1, -+, An} est un ensemble quasi-indépendant et N arbitrairement grand.
Fixons N et faisons la construction suivante, qui est une variante de celle de
Rudin et Shapiro: Ry = Sp = [ puis, par récurrence, pour 0 < g < N —1

{ Ryp1 = Ry + Ap1S,
Sq+1 = Rq - /\q+15q

Tout d’abord, la régle du parallélogramme donne:

|Rq+1l2 + lSq+l|2 = Q(Iquz + ,Sq|2)~
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Donc,
q+1
IRPZ+1S,P =271 et |Ryll<27=.

Puis, la condition de quasi-indépendance assure que les coefficients du polynome
Ry ‘vont effectivement correspondre & ce que l'on pense (il n’y aura pas de
chevauchements de termes). Plus précisément, supposons que les coefficients de
R et S, (c’est le cas pour ¢ = 1) vérifient:

(2) supp(Ry) = supp(S,) = {ﬁf[ AM1<ji<q:g€{0 1}}

et
(b) [{v € T|Ry(7) # 0} = |{7 € T[S, (7) # 0} = 2

et
(c) Wy € {5 fI MNIV1<j<qiee {0,1}} ,Sa(7) et Ry(v) € {~1,1}.

On remarque que Ry;; est somme de R, a spectre dans

j=1

{ﬁﬁ/\;j]VISqu:qE{O,l}}

et de Ay415, & spectre dans

q
{6Aq+1 [[XIW1<j5<q:¢€ {0,1}}.

j=1

Ces deux polynomes sont a spectres disjoints d’apreés la quasi-indépendance des
Aj, 1 £ 7 < N. Dans cette somme, les coefficients ne se combinent pas et le
spectre de R, est la réunion des spectres de R, et de Ag41Sy,

q+1
{BH/\;j;‘v’1§j§q+1:sj€{0,l}}.
Jj=1

Le raisonnement est similaire pour Sy+1, ce qui prouve (a), (b) et (c) par récurrence.
Au rang NV, nous obtenons:

Ry € Py (6.1)
{7y € T/ R () # 0} = 27 62
IRyl < 2°F (6.3)
Yy €A Rn(y) €{-1,0,1} (6.4)



et appliquons le lemme 1.1 au polyndéme Ry avec 6 = 1 pour obtenir, via (6.2) et
(6.4): )
3c>0, [Ry]>c27VN (7)

D’autre part, la stationnarité de A donne:
via (6.1), [Rw] < KJ(A)[|Rulleo et, avec (6.3), [Rw] < K,(A)2°F  (8)
Finalement, les relations (7) et (8) conduisent a:

Ks(A)

N <
C

)2

N étant arbitrairement grand, nous obtenons une contradiction et le théoréme
est démontré. =

Nous avons le corollaire immeédiat suivant:
Corollaire 3.2 T n’est pas un ensemble stationnaire.

Pour " = Z, nous obtenons des résultats plus précis en utilisant les travaux
de Miheev ([M]) sur les parallélépipedes. Rappelons que Miheev démontre le fait
suivant: si un ensemble A = {n;},5¢ d’entiers ne contient pas de parallélépipede
de taille S > s (pour un certain s > 2), alors:

i) il existe m > 1et c>0tel que n; >¢j™ 7=1,2,---
a fortiori
y 1 (9)
ii) > — converge.
521"

Corollaire 3.3 Soit A = {n;};>0 un stationnaire de Z, alors A a la propriété

(9).

Proposition 3.4 L’ensemble des nombres premiers (p;);>1 n'est pas un ensemble
stationnaaire.

1 . : .
Preuve: ) — = oo et on utlise le corollaire 3.2 (ii). =
521 Pj

Corollaire 3.5 La densité uniforme d’un ensemble stationnaire A C Z est nulle,
c’est a dire:

: An{a,---,a+ N}|
) — (g I L2 _
AT = (s =) =0
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4 FEnsembles stationnaires et ensembles de con-
tinuité

Dans tout ce paragraphe, nous dirons que G vérifie la propriété D si, de toute

partie infinie de I', on peut extraire une partie infinie dissociée. Cela revient a

écarter a priori le cas ot {7?|y € G} est fini.

Dans (F-P], les auteurs ont montré que si A est un ensemble UC, un p-Sidon
ou un ensemble A(1), inclus dans N, alors Z~ U A est un ensemble de continuité.
Nous allons démontrer un résultat similaire pour les ensembles stationnaires. Nous
allons également étudier le cas d’un groupe abélien compact vérifiant la propriété
arithmétique D et montrer que 'union d’un A(1) et d’un stationnaire inclus dans
I' est encore un ensemble de continuité.

Ceci va résulter de ’étude du comportement des coeflicients de Fourier des
mesures de M(G), a spectre lacunaire, contenant un stationnaire. Pour cela, nous
allons exhiber des propriétés de ces mesures en terme de multiplicateur.

Théoreme 4.1 Soient A un ensemble stattonnaire et A un ensemble A(1), inclus
dans T, alors il existe ¢ > 0 telle que, pour toute mesure pu € Mpua(G) et tout
h € L*(G):
HZ ﬁ(A)il(/\)/\H < cllefl- Al (10)
AeA

De fagon équivalente, pour toute mesure p de Maua(G), U'élément il définit un
multiplicateur borné de L*(G) dans CP*(G).

Preuve: considérons d’abord l'opérateur:

Cae(G) = CP(G)

T h — pxh

Cet opérateur est borné car pux f € Cx(G) C CP*(G) pour tout f dans Cxe(G)

donc
1Tl < Ko(M)llul,

L’hypotheése, A ensemble A(1), traduit le caractére réflexif (garder la remar-
que de la définition 0.5 en mémoire) de L4(G) = M4(G) (I'égalité a lieu car a
fortiori A est un ensemble de Riesz). Comme M4(G) = (C(G)/Ca<(G))7, 'espace
C(G)/C4<(G) est aussi réflexif. :

D’apres un théoreme dit indépendamment a Pisier et Kislyakov ([D-J-T] p316),
nous savons alors que l'opérateur 7, est 2-sommant et le théoreme de Pietsch as-
sure ’existence d’une constante C’ et d’une mesure de probabilité v sur G telles

que

[Nl

Vhe Cul(G), [T < Cllul( [ Ih(e) Pdv(a)*.



31

L’invariance par translation de 7, permet de choisir dv = dz. En effet, pour tout
g dans G et tout h dans Cu:(G), nous avons: [T,(h)] = [T.(h,)], avec hy, le
translaté de h par g donc, en intégrant et en utilisant le théoréme de Fubini, on
obtient:

TP = [T dg
< [L(Co? [ 1hoz)Pdv(@))dg
= (©ul)? ([ ha(o)Pdg)du(z) = (Cllul)? [ Irll3dv ()
= (Cllull)?liAl3.

Nous pouvons conclure en invoquant la densité de C4c(G) dans L%:(G), puis
I'inconditionnalité des caractéres dans I'espace L(G). n

Dans le cadre du tore, nous avons le résultat suivant:

Proposition 4.2 Soit A C N un ensemble stationnaire. Il existe ¢ > 0 telle que,
pour toute mesure p € Mayz-(T) et tout h € L*(T):

HZ (A /\)AH < cllpll-IAll2- (11)

A€A

C’est a dire que, pour toute mesure p de Mpyz-(T), [’élément (114) définit un
multiplicateur borné de L*(T) dans CP*(T).

Preuve: nous allons donner deux preuves. A(D) désigne l'algebre du disque,
soit ’espace Cy(T).

Premiére méthode: nous utilisons une variante du théoreme de Kahane-
Katznelson-De Leeuw due a Kislyakov, que nous rappelons:

{ [ flleo < cllR]2
Jc >0, Yh € £(N), 3f € A(D), et (K)
Vy EN:[f(9)] 2 [hy]

Fixons h € €% et u € Myuz-(T) et considérons une fonction f de A(D) comme
dans (K), on voit que

pr f€CAT) et lpx flloo < llpll-lFlloo < cllpll-IAll2-

En invoquant la stationnarité de A, nous obtenons ’existence de C > 0 telle
que:

[f * 1] < Cllpll- Al



D’autre part, d’apres le principe de contraction, 2 [f * u] > HZ [L(/\)h,\/\ﬂ
AeA -

Finalement, nous avons: HZ [L(/\)h,\/\” <20 el A= n
XEA

Deuziéme méthode: nous pouvons utiliser un théoréme dii & Bourgain ([W]
p305): tout opérateur borné de A(D) dans un espace de cotype 2 est 2-sommant.
Nous avons déja rappelé que G. Pisier ([P-1]) a montré que l'espace CP*(G) est

de cotype 2.
L’opérateur 7}, introduit dans la démonstration du théoréme précédent, est

2-sommant. Nous concluons de la méme maniere que dans la démonstration 4.1.
n

Ceci nous permet d’obtenir en particulier une estimation fonctionnelle sur
la taille des coefficients de Fourier d'une mesure a spectre dans un ensemble
stationnaire inclus dans un groupe discret abélien quelconque.

Théoréme 4.3 Soient A C I stationnaire et § > 0, alors, pour toute mesure
U e A/[A(G) N
> 511 < ey I ,
[ {7 € Al 2 6} ] < exp(=5—) (12)

ou ¢ est une constante ne dépendant que de A.
Cect s’interpréte comme la continuité de l’injection:

J’V[A — Al
L {ﬂ(’)’)}«,@/\

avec U(t) = e’ — 1 et 9 = {(an)| sup,s; ¥ H(n)a) < oo}

(13)

Il va s’agir d’un corollaire du théoréme plus général suivant:
O o

Théoreme 4.4 Soient A, B C T" vérifiant:

>0, VYue Mas(G), YheL*G): HZ ;L(,\)k(,\)Aﬂ < clle]llA]]2.

A€A

Alors, nous avons l’estimation:

Vi€ Mus(@): e Allin) 28t < em(Plel) g

ot k ne dépend que de la constante c intervenant dans [’hypothése.



33

Preuve: k pourra varier d'une ligne a l'autre mais désignera une constante

ne dépendant que de c. Soient p € Maus(G) et § > 0. )
As = {y € A/|a(y)] = 5}, notons Aj un sous-ensemble fini de As et con-

sidérons
IA l g7 7 €A

L’hypothése conduit & 'inégalité
[f = ul < clledl (15)

Puisque pour tout v € Aj : f/*\u(’y) = W[L(’)’), le lemme 1.1 implique
I'inégalité:

)
[« 1l 2 b (1] log |A45]) "% = ké(log |A])
Ainsi, compte-tenu de (15), nous obtenons:

kllull > 6(log |Ag)!/

En passant au sup sur A%, on a aussi As fini et
Ellell > 6(log [Ag])'/.

De maniere équivalente

V6 >0, |Ag] < em(kzl(l;g”z)

Preuve du théoréme 4.3 : il suffit d’appliquer le théoréeme précédent et le

théoreme 4.1 pour obtenir (12).
Ceci peut également s’écrire sous la forme

D
AD >0 Vé6>0Vue My, |As < 1&(—-—’(';”—”)
Soit (b;)j>1 le réarrangement décroissant de {|i(7)|}1ea. Etant donnés n € N*
et £ € N* tel que: by > D ”’(‘ ”) appliquons le résultat précédent a

§ = (~L(n)) "' D||p| pour obtenir:
n>{y e NI = ={peN/b, =6} >4

et, en particulier, b, < § et supb,v~'(n) < D|lul|, ce qui démontre (13). n
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Un corollaire immédiat est :

Corollaire 4.5 Tout ensemble stationnaire A C T est un ensemble de Rajchman.

Autrement dit
Vi€ MA(G),  lim fify) =0.

Nous allons établir un résultat plus fort. Nous dégageons pour cela un principe
général qui s’inspire des méthodes développées dans [F-P].

Théoreme 4.6 On suppose que G vérifie D. Soient A et B C T tels que
B est un ensemble de continuité et il existe ¢ : N — R tendant vers l'infini
telle que

Vi e Mas(G), ¥5>0: all{ve /el =)< g

Alors A U B est un ensemble de continuité.

Preuve: on peut clairement supposer A et B disjoints.
Démontrons dans un premier temps la relation suivante
Ve >0, 36 = 6(c) €]0,¢], Yu € M(G), avec |[u] =1,

Lim | Im | £. 17
i |a(y)| < 6= yerg ()] < (17)

Supposons au contraire que:
Je >0, V6€)0,¢[, 3ue M(G) avec ||u]] =1 telle que:

lim |z < lim |/ )
S A <6 et Lim Ja(y)]> e

La condition é—ﬁﬂ |2(7)] < 6, assure l’existence d'un ensemble fini £ tel
YyEAUB

que:

VyEAUB avec W EF [a()] <6

Puis, la condition Eﬁ |ii(7)] > ¢ et la propriété D de G nous permettent de
vEZ

choisir une suite (;);>0 dans A, vérifiant la condition suivante:

p—1
Yo Fet v [] '7;7 ¢ F pour tout p > 1 et tout s; € {-1,0,1}
J=0
Yo # 1 et {v;}; dissocié
pour tout j: |a(v;)] > ¢



35

Soient N >1letv=pxRy— > ﬂ’:??«N(’Y)’Y,
Y AUB
N

Ry étant le produit de Riesz: [][1 + Re(7;)).
: it

v appartient 3 Maug et I'hypotheése (16) s’applique & v pour nous donner,
pour tout £; > 0:

a1 d([A ) < Wl <l Buli+ 1 S p* Ru(r)7lh (18)
YEAUB

(ot A, désigne l'ensemble {y € A/|0(7y)] > e1}).

Or
lle* Byl < llellll Bl £ 1 (19)
et — —
I > px Ryl < | 2 w*Rv()l-
+ZAUB ~gAUB
s s [N Bn 2 (20)

< sup a(y))2t.
~¢AUB

N
On remarque que Ry (o) % 0 uniquement si o = [] 7* avec s € {~1,0,1}
k=1
donc ¢ ¢ F. Pour de tels o vérifiant de plus 0 ¢ AU B, on a:

(o) < 6. (21)
Combinant (20) et (21), on aboutit a:

I S° px Ry(y)ll < 62V (22)
YEAUB

donc v, € Ao

(SR8

Diautre past, pour tout p € {1+, N}, [a(3)|Ev ()] =
d’ou
{’711"'171\"} C As/2 et IAS/QI > N.

De (18), (19) et (22), nous tirons 'inégalité

Aepa]) < 1+ 82V, (23)

5@(

&

Maintenant, il suffit d’ajuster IV tel que: $@(|A./2|) > 4C, puisé tel que: § < 2-N
pour obtenir une contradiction via (23). Nous avons ainsi établi (17) par I'absurde.
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D’autre part, B est un ensemble de continuité et nous pouvons donc trouver
a(e) €]0, [ tel que

Ve M(G), aveo [lull = 1: T |i(y)] < () = T 10| <e.

Fixons € > 0, d’aprés (17), on a:

75?_33 ()] < b6(a(e)) = Lim [R(7)] < afe). (24)

A fortiori, Iim |2(7)| < a(e) donc lim |i(7)| < e. Compte tenu de (24),
Y¥¢B y€B

lim |/ c.
i a(y)] <

Donc, AU B est un ensemble de continuité. n

Ce résultat et les propriétés des mesures a spectre lacunaire dégagées précédemment

permettent d’exhiber de nouvelles classes d’ensembles de continuité.

Corollaire 4.7 Soient A C T = G stationnaire, ot G vérifie D, et A un ensemble
A(1) alors: AU A est un ensemble de continuité.

Preuve: les théorémes 4.1 et 4.4 permettent d’obtenir (14) avec A station-
naire et B ensemble A(1). Nous sommes sous I’hypothese (16) du théoréme 4.6
avec ¢(t) = C\/log(t) ou C ne dépend que de A et B. Comme B est un ensemble
A(1), c’est en particulier un ensemble de continuité. Le théoreme 4.6 permet de
conclure. -

Dans le cadre du tore, on a un autre résultat:

Corollaire 4.8 Soit A C N stationnaire, alors AUZ™ est un ensemble de conti-
nuite.

Preuve: Les théoremes 4.2 et 4.4 permettent d’obtenir (14) avec A sta-
tionnaire et B = Z~ (qui est de continuité d’apres le théoreme classique de
Katznelson-de Leeuw). Nous sommes sous I’hypothese (16) du théoréme 4.6 avec
o(t) = C\/log(t) ot C' ne dépend que de A. Comme Z~ est un ensemble de
continuité, le théoréme 4.6 permet de conclure. ]
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5 Ensembles stationnaires et ensembles de con-

vergence uniforme
Rappelons que Gilles Pisier a exhibé des ensembles stationnaires qui ne sont pas
des ensembles de Sidon (réciproquement tout Sidon est trivialement stationnaire).
Nous allons généraliser ce résultat en exhibant une classe d’ensembles station-
naires qui ne sont pas de convergence uniforme. Ceci va reposer sur le résultat

méme de Pisier et sur la construction de gros sous-ensembles stationnaires A de
Z, au sens suivant: il existe £k € N* et 6 > 0 tels que

VN >1: [AN[=N,N]| > &(log N)*.
Montrons d’abord le résultat suivant

Théoréme 5.1 Soit E une partie dissociée de I', E = {\;};>1. Soit k un entier
supérieur a 1. Alors

k
Ag = {HlAj;’/ 1<p< kigp € {—1,1};j, > 1 distincts)
p:

est stationnazire.

Preuve: nous suivons la méthode de Blei [B] pour revenir de G* (ol le
résultat de Pisier a lieu) & G. Nous avons:

k k-1 ¢ k
Ae = {TT Apldp distincts} U U{TT A, II Ajlsp distincts}
p=1 £=0 p=l1 p={+1

et tout fonction f de P4, (G) peut s’écrire (dans la suite, > signifie que I’on
(4p)

somme sur les indices tels que j; < -+ - < jpet jopy < < Jepour 0 <€ < k~1,

et j1 < -+ < jp pour £ =k):

-~

f= (Z/ f(/\jx T /\jt/_\j£+1 T :\jk)/\jl T ’\je/_\je+1 T /_\jk)

k

+20 ST 2 TT A,

(Jp) p=l1 p=1



38

k
Définissons F dans P (G x --- x G) par F = > _ Fy oiu:
~———— e

k times £=0
(- _k
by = Z f(H /\jp)/\j1'® e Q /\jk ; Fr € PEx-an(Gk)
(Jp) p=1

distincts
et (25)
Ff: Z ;1 f(’\jl""\jt;\jeﬂ :\ch)’\;: ®®’\;:

diBhes et bermalok

Dans la suite, les cas £ = 0 et £ = k seront traités de la méme maniere. Fixons
0<{¢< k-1, F, est symétrisé en écrivant:

Fp= i:l(_l)m+szvl<’\jx;'";’\jz;;\ju.-x;"';;\jk)x (26)
Vs(Ai) - Us(Xi)¥s(Ajepn) -+ Ys(Asi)
ol le second membre est indexé par les sous-ensembles S de {1, - -, k} de cardinal

m et les indices (j,) distincts (1 < p < k) et ott ¥s(¥)(g1, - - -, gx) est égal > ¥(gr)
res

avec (g1, -, gx) € G*.
Fixons (encore) m dans {1,---,k} et S inclus dans {1,---, k} avec |S| = m, nous
notons £ pour:

(Z:) F‘Z(/\J'w T /\jl) ;\ju—w T /-\jk)’ws(/\jl) o 'ws(/\jt)vs(/\jll.l) T ws(/\jk)
J

distf;cts

(en remarquant que ¥s(¥) = ¥s(7))-
Nous avons: F € Pry..xExEx..xE-
Soient gy, - -+, gr dans G et

V= F(gl:"'agk)' (27)
Considérons le produit de Riesz v = [][1 + Re(e’y)]; nous avons
YEE
X _ _ il g—ilk=0) .
l/()\jl T /\jz’\jz-;-l T /\jk) =% = Qg .

e

Il existe un polyndme F;, dépendant seulement de & et ¢ (il suffit par exemple de
considérer un polynéme interpolateur de Lagrange) tel que:

Pylag) =1 et Pfa;)=0 desque t5#¢.
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Nous pouvons écrire g = FPy(v) (ol le produit sur M(G) est la convolution) et
observer que:

[ fe(Aj - A /\Jt+1 -++Xj.) = 6.4 (symbole de Kronecker)
pour tous 7y, - - -, Jx deux & deux distincts

et (Cr dépendant seulement de k)

[l < Ck.

Enfin, nous considérons le produit de Riesz:

R = 101+ Re(n;);)]

j20

olt: n; = E,,(Tll—(gl, -, gx) (remarquer que: [n;] < 1).
On vérifie aisément que (gardant (27) en mémoire):

V =2"%2% 1, % R« f(0)

pour conclure en utilisant (28) que:

V] < 2™ 28 ell sl RNl aell Flloo < 272 Ciell f lloo-

Prenant la borne supérieure sur G¥, il vient:

“F”oo < kaszk”f”oo :

Maintenant, considérant (25), (26) et la majoration précédente, nous obtenons:

[F]le0 < ZHFeHoo < Z Z > 225 Clf o

¢=0m=1 |S|=m
et
[Flloo < Arllfllco (29)
(avec Ay = k28(2% + 1)FCy).
E étant dissocié, c’est un ensemble de Sidon ainsi que £ U E = Ej. D’aprés le

résultat de Pisier( [P-1]), Fy X --- X £} est un ensemble stationnaire dans I'*. 11
: —

k fois
existe donc By > 0 tel que, pour tout F dans Pg,x...x g, (G¥),

LIS <o) E(8)Blleat®l) < BilFllee (30)

BEEE
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D’autre part, en fixant f dans P, (G), observons que

/ ” ZZ €51,k (w f(/\Jl ’ Jc+1 e /—\jk)/\jl T /\je’_\jt+1 -2 & C(G)dP(w)
27420 (jp)
est plus petit que
/ Z & ) €51,k (w)f(/\jl T /\je;\je+1 T /—\jk))‘h@' ’ '®’\J'e®’—\j¢+x®' ) '®/_\jk C(Gk)dp(w)
0 7
distincts

Via le principe de contraction, cela donne avec les notations de (25):

Gy 1=F])

En combinant (29), (30) et (31), nous obtenons que [f] < ArBi||fllco et Ag est
un ensemble stationnaire dans I'. n

Corollaire 5.2 [l eziste des ensembles stationnaires dans Z, qui ne sont pas des
ensembles UC.

Preuve: par exemple, si H est une suite lacunaire a la Hadamard, H — H + H
n’est pas un ensemble UC' (voir le théoréme 1.6 de la premieére partie), mais il est
stationnaire par le théoréeme précédent. n

Venons en au théoreme annoncé au début de ce paragraphe.
Théoréme 5.3 Pour tout k > 1, il existe des ensembles stationnaires \y C Z

vérifiant:
36 >0, YN >1, |[Acn[=N,N]| > &(log N)E.

Preuve: il suffit de considérer les ensembles Ay = {3™+---+3™| m; distincts}.
I1 est alors facile de vérifier que: VN > 2k:

N+2

<

[Akﬂ{ov"'!'l‘ﬁNH2(1V+2)"'(1V+2—k)2( )k'

Remarque: le théoreme précédent est optimal en ce sens qu’il existe des
ensembles de Sidon E tels que N C E + E et £ + E n’est pas stationnaire.
En effet, en considérant 'ensemble £ = {3 + n}pen U {—3"},1en, nous avons la
propriété annoncée.

Remarque: pour comprendre 'intérét du corollaire 5.2, rappelons que A € S
signifie que pour toute fonction f dans Ca(G), il existe une partie Qf, de O de
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mesure 1, telle que, pour tout w de ¢, la somme partielle de la série de Fourier
de f“ converge uniformément vers f«.

A est un ensemble U C si, pour toute fonction f dans Cy (G), la somme partielle
de la série de Fourier de f converge uniformément vers f.

Remarquons que si on peut choisir un o commun dans tous les ¢ (f décrivant
Ca(G)) alors les opérateurs suivant:

CA(G) — C
f = Su(f)(0)

sont bornés uniformément d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus. Nous avons
d’apres le théoreme de Hahn-Banach puis le théoréeme de représentation de Riesz,
I’exastence, pour tout n de N, d’'une mesure v,, bornée indépendamment de n,
telle que, pour tout A de A: 5,(A) = 0si [A] > n et ,(A) = ex(a) si |A| < n. Les
mesures /i, = U, * U, vérifient la condition (i7) des caractérisations équivalentes
des ensembles UC (cf 1.1, premiére partie) et A est un ensemble UC.

On peut ainsi constater que, dans une certaine mesure, méme si H + H — H
est stationnaire (donc pas trop gros), il y a trop de fonctions dans Cr g g pour
que H + H — H soit UC. ‘

6 Ensembles stationnaires et ensembles p-Sidon
p.s.

Nous nous intéressons ici au lien entre les ensembles stationnaires et les ensembles
p-Sidon p.s. Les ensembles A exhibés dans le paragraphe précédent fournissent
des exemples d’ensembles stationnaires qui ne sont pas p-Sidon p.s. En effet, il
est facile de vérifier que si A est un ensemble p-Sidon p.s. (1 < p < 2) inclus dans
z, alors nous avons la condition arithmétique suivante (dont nous donnerons une
démonstration tres courte dans le paragraphe consacré aux ensembles p-Sidon):

3C >0, YN €N, JAN{0,--, N}| < Clog(V)z5.

Si H est une suite lacunaire & la Hadamard (par exemple (3%),>0) et & un entier

tel que Z:%T > p, en considérant Ay = H + --- + H (k fois), nous obtenons un

ensemble stationnaire, qui n’est pas un ensemble p-Sidon p.s.

7 Propriétés banachiques

Nous allons donner quelques propriétés banachiques des ensembles stationnaires.
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Proposition 7.1 Soit A C T un ensemble stationnaire infini, alors Ca(G) con-
tient un sous-espace complémenté isomorphe a £'. Plus précisément, pour tout
ensemble de Sidon = C A, Cx(G) est complémenté dans Cp(G).

Nous donnons un corollaire immédiat (c’est une conséquence d’un résultat
classique dii & Bessaga et Pelczyiiski, cf [D] th.10 p.48):

Corollaire 7.2 Soit A C T' un ensemble stationnaire infini, alors nous avons
Vinclusion: € C (Ca(G))*.

Preuve de la proposition 7.1: il suffit de considérer un sous-ensemble &
de A qui soit Sidon. A étant infini, cela est possible ([L-R]). Nous avons pour tout
h € C&*(G):

7l < S(Z) [A]-

Or, la stationnarité de A donne pour tout f € Cy(G):
[f] < Ks(M] flloo-

Pour tout f dans P,(G), nous avons, via le principe de contraction:

I3~ f(0)olleo < S(T) [[Z f(U)O'H < S(E) /] < S(E). Ks(A)| flloo-
cEY gEL

Ceci signifie que Cx(G) est complémenté dans Cy(G). Or = est un ensemble de
Sidon, donc Cg(G) est isomorphe & ¢! et la conclusion s’ensuit. ]

Nous avons également un résultat dual du méme type:

Proposition 7.3 Soient A C I' un ensemble stationnaire infini, L un ensemble
A(1) et & C A un ensemble de Sidon , alors, pour toute mesure u de Mayyg,
Uopérateur T':

L}(G) — &
h = {i(o)h(o)}oex

est borné.

Corollaire 7.4 Soient A C T" un ensemble stationnaire infini et L C I un en-
semble A(1), alors Mayr(G) contient un sous-espace complémenté isomorphe

2.

Preuve: il suffit & nouveau de considérer un sous-ensemble ¥ de A qui soit
Sidon. D’apres la proposition précédente, »  ii(o)o définit un élément de L%(G),

o€X
et a fortiori une mesure de Mx(G), de norme inférieure & C' fois la norme de p

(C ne dépend que de A et £). Ms(G) est complémenté dans My (G). Comme
Msx(G) est isomorphe & ¢*, ceci démontre le corollaire. u
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Preuve de la proposition 7.3: le théoreme 4.1 donne I'existence de C' > 0
telle que, pour tout h de L3:

" HZ h(X /\)/\H < Clldl-lIRll2-

AEA

D’autre part, le principe de contraction donne la majoration:

> k(o)) < S(T) HZ h(o)io) ﬂ < S(z) HZ f‘z(A)ﬁ(A)Aﬂ :

o€ cEX AEA

Il existe donc une constante D > 0 telle que HT( i < Dllul [kl et T est
borné. n

Remarque: le corollaire précédent peut s’écrire sous la forme d’une inégalité
de type Paley. Soient A C I' un ensemble stationnaire infini, {a;}; un ensemble
de Sidon inclus dans A et L C I" un ensemble A(1) (si G = T, on peut méme
prendre L = Z7), alors

il existe C' > 0 tel que, pour tout h € Prua(G)

[SEd

(P) Clially = (T 1hlay)P)*.

Sous certaines contraintes arithmétiques, nous pouvons obtenir la continuité
de l'opérateur de convolution 7" de la proposition 7.3, sur C?*(G). Rappelons
tout d’abord une définition:

Définition 7.5 Soit A C T'; nous dirons qu’une famille de sous-ensembles {;};

de A est une Sidon partition de A si: | JX; = A et s’il existe une constante C > 0
J

telle que pour tout choiz de (0;);, avec o; dans &, l’ensemble {o;}; est de Sidon

avec S({o;};) < C.

Rappelons ainsi le résultat suivant:

Théoréme 7.6 ([M-PJp131) Si {Z;}; est une Sidon partition de A C T alors il
existe M > 0 telle que pour tout h € CP(G)

S libslls < M HZ hjﬂ avec hj= 3 (A

AET;

Remarque: nous donnerons une condition arithmétique nécessaire pour qu’une
suite (n;) vérifie la propriété: {[n; + 1,n;4,]}; est une Sidon partition.
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Proposition 7.7 Soit A C T un ensemble stationnaire, s > 0 et {X;} une Sidon
partition de A avec S(Z;) < s pour tout j.
Alors, pour toute mesure u de My, 'opérateur A:

cr(G) — (A
h = {a(M)r(A)haea

est borné.
Autrement dit, My s’injecte dans Ma .

Preuve: Soit A dans C?*((G), commengons par écrire:

Yo 1aVRN =3 3 1AV

AEA J A€L;

Puis, appliquons les résultats précédents: pour chaque j, nous avons la majora-
tion:
> RN < SE)NE Rl < sllull-las]la:
/\E}:j
Compte tenu du théoréme 7.6, nous avons finalement (M provient du théoreme
7.6):
2 a(NAN)] < Ms|ull [A]-
AEA
La derniere affirmation de la proposition résulte du fait que le dual de C?*(G)
est Mo . =

Remarque: par exemple, 'hypothese arithmétique de 7.7 est vérifiée par les
ensembles E,p = {a’ + &7 7 >0, 0 <1 <log(a)~t. log(¥*! — &%)}, ott a et b sont
des entiers strictement supérieurs a 1.

8 Ensembles Stationnaires et ensembles A(2)

Dans I'introduction de cette partie, nous avons énoncé le théoreme de Bourgain
qui établit la stabilité par produit des ensembles stationnaires qui sont A(2). Il
reste la question naturelle suivante: est-ce qu'un ensemble stationnaire est A(2)?
Plus généralement A(p) pour un p > 07

Dans le théoréme suivant, nous concluons positivement pour une sous-classe
(est-ce une sous-classe stricte? ) de la classe des ensembles stationnaires. Nous
introduisons la notion suivante:

Définition 8.1 Soit A C I'; on dit que A est extensiblement stationnaire s’il
existe une constante C telle que, pour toute famille finie de parties finies (A\;);
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de A, il existe un ensemble stationnaire E de constante inférieure a C et des

caracteres y; tels que,
d’une part, {v;A;}; est une Sidon partition de constante inférieure ¢ C;
. d’autre part, v;A; C E.

Remarque: une condition suffisante pour que A soit extensiblement station-
naire est ’existence d'un ensemble A infini tel que H.A soit stationnaire. Tout
ensemble extensiblement stationnaire est clairement stationnaire.

Nous pouvons énoncer le théoréeme suivant

Théoréme 8.2 Tout ensemble extensiblement stationnaire est un ensemble A(2).

Preuve: l'idée est de montrer que I'inclusion formelle de Cx(G) dans L*(G)
est 1-sommante. D’apres le théoreme de Pietsch et I'invariance par translation de
cette inclusion, on obtient alors le résultat.

Considérons une famille finie de polynomes f; a spectre dans A, et appliquons
I'’hypothese sur A aux parties sp(f;); avec les notations de la définition 8.1, il
vient

leil=1

Ciggz |fi(z)] = Ciggz [(7j-f5)(z)| = C sup || Zej%'fj“oo > HZ 7jfjﬂ'

Puis la propriété de Sidon partition donne, via le théoréeme 7.6, ’existence de
C’ telle que:

o HZ 'ijjﬂ > Z llv; fillz = Z | f5l2-
d’ou

C.C"supd 5@ 2 2 il

Cela signifie exactement que l'inclusion formelle de Cx(G) dans L*(G) est
l-sommante. ]

Remarque: on retrouve le fait que les ensembles Ax du paragraphe 5 sont
des ensembles A(2).

9 Amélioration de 'intégrabilité

Nous nous intéressons dans cette section aux propriétés d’intégrabilité des fonc-
tions presques siirement continues, ou (c’est un point de vue dual) de certaines
mesures opérant sur C?*%.

Nous commengons par montrer la non-trivialité de ce deuxieme probleme. En
effet, il est facile de construire une série de polynomes normalement convergente
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dans tous les espaces de Hardy H?, p < 2, vers un élément de M> y mais divergente
dans L%

27 +1

Z en avec j posmf
n=2741
Observons d’abord que la série des u; converge vers p dans H? pour tout

p < 2 vérifiant:

NN.

Consxderons la suite de polyndmes: pu; =

oo 2+t =) X R
1 -2
HquSZ H S eall, Sc¥o2iow
=1 n,=2j+l j=1

ou ¢ est une constante ne dépendant que de p et la derniére série est convergente

car p’ > 2.
La mesure y est également élément de M, 4. Il suffit pour cela d’observer que
U;{27 + 1,---,27*1} est une Sidon partition de N* donc l'inégalité de Marcus

et Pisier (cf th 7.6) donne ’existence d’une constante C' telle que, pour toute
fonction f de CP*:

lu*flh = z:uu?*ful
< Z”#J”Z I Z f(n)enlla  par Cauchy-Schwarz
n.=..-7+l
S S SR¥ (SN

n=27+1

< - CA.

1 définit un élément de (CP*)* = M,,. Il est enfin clair que i & L* puisque
lleillz = 1.

Remarque: par le résultat précédent, on ne peut espérer montrer que les
ensembles stationnaires ou les ensembles p-Sidon ps sont A(2) avec la seule infor-
mation que toute fonction de L, (p < 2), définit un élément de M- 5, méme si on
suppose A Riesz ou de continuité. Les hypotheéses précédemment énoncées sont
notamment vérifiées si A est 3-Sidon (nous détaillerons ce point dans le prochain
chapitre).

La proposition suivante motive la suite de la section.

Proposition 9.1 Pour tout p > 2, CP* ¢ LP.
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Preuve: supposons le contraire, d’apres le théoréme du graphe fermé, I'inclusion
de CP* dans L? est continue. Il existe C' > 0 telle que, pour tout f dans
c?*, C[f] = |lIfllo- En prenant pour f le noyau de Dirichlet D,, on obtient:

1
C’\/nlog(n) > n# . Ce qui est impossible pour n assez grand. u

L’amélioration de I'intégrabilité (mieux que L?) pour les fonctions presque
stirement continues passe donc par une condition restrictive. Nous choisissons le
point de vue de la lacunarité et nous pouvons exhiber des classes d’ensembles
lacunaires A telles que toute fonction de CR* soit dans tout espace L” (p fini)
mais sans que l'ensemble A soit Sidon (nous rappelons en effet le résultat de
Pisier ([P-4]) selon lequel I'inclusion de C}* dans L* implique que A est Sidon):
il suffit de considérer des ensembles A(p) pour tout p. Nous avons la propostion
évidente suivante:

Proposition 9.2 Soient p > 2 et A un ensemble A(p). Alors, CX* C LP.

Remarque: dans la proposition précédente, les ensembles A peuvent ne pas
étre a-Sidon p.s. (a < %) en général puisqu’ils peuvent contenir des sommes
d’ensembles finis arbitrairement grandes (voir chapitre suivant). ‘

Ceci redémontre au passage qu’il n’y a pas d’inégalité de Hausdorff-Young
inverse. En effet, si on avait: Vf € LP (p > 4), f € ¢ alors 'ensemble A serait
p’-Sidon p.s. or P/ < 3.

On peut améliorer la régularité d'un élément de CP-* en perturbant localement
ses coefficients de Fourier par convolution avec certaines fonctions intégrables.
C’est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition 9.3 Soit X l’espace P (2 > p) ou CP*; alors, pour tout z de X
et toute série faiblement inconditionnellement convergente Y. f; de L, la série

2 ”-73 * fJI X converge.

Preuve: il suffit de remarquer que dans les deux cas de ’hypothese, un
élément = de X se factorise (pour la convolution) par un élément a de L? et un
multiplicateur m de L? dans X. Pour ¢P, c’est clair; pour CP*, cela est traité
dans le livre de Marcus et Pisier ([M-P]).

Ensuite, on factorise 'opérateur de convolution par f comme suit:

e =L x
*xa N\, /" xm

L*(G)
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Enfin, le théoréme de Grothendieck assure le caractére 1-sommant de 1'opérateur
de convolution par a (celui-ci étant un opérateur d’un espace L! dans un espace
L?) donc de ’opérateur de convolution par f. D’ot le résultat. |

Corollaire 9.4 Soit X [’espace &P (2> p) ou CP* alors, pour tout z € X et tout
fE€L® (s>1), lasériey ||x*fj]|, converge (on a posé f; = > f(n)e,).
{2j+1,...'y'+1}
Plus précisément, on a la majoration:
Sz * filly <cls =173 flls-llzll- (c est une constante absolue)

Preuve: le corollaire résulte de la proposition précédente en appliquant le
théoréme de Littlewood-Paley (pour les constantes, voir [Bo2]).

Avec les notations précédentes, celui-ci s’énonce ainsi:

il existe des constantes C et C’ telles que, pour tout 2> s > 1 et tout f € L*

”(Z ,fjlz)%”s < Cs”f”s avec C<S - 1)‘% <G <L C’(S - 1)— .

(S5

La série Z f; est inconditionnellement convergente et nous obtenons, d’apres la

j
proposition, la convergence de la série 3 ||z * f;||. Plus précisément, on a la

majoration:

ejl=1

< DC(s = 1) Hlall I 151z s
< DCC'(s = 1) all | 2 £ills

Lille*fille < Dlll- sup II><;f;lls

En ajoutant une hypothese de stationnarité, on obtient alors une propriété de
multiplicateur:

Proposition 9.5 Soit A C I' un ensemble stationnaire, vérifiant de plus C{*(G) C
L?, avec p > 2; alors on a l'inclusion continue

Ma(G) c M(LP L?).

Preuve: il suffit d’utiliser la proposition 4.1. Soient 1 une mesure de My (G)
et h dans L? alors ux h € CY*(G) C LP. Nous avons donc

Mn(G) € M(L% LP) = M(L¥; L?).
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On remarque que les hypothéses du théoréme sont vérifiées en particulier si
A est stationnaire et p’-Sidon ps (donc a posteriori p’-Sidon): voir & ce propos le
prochain chapitre.
. Un autre résultat permet également d’améliorer l'estimation du théoréeme 4.3
sous certaines hypotheses.

Théoréme 9.6 Soient A C I' un ensemble stationnaire et u une mesure dans
My, qui est aussi un élément de My ,; alors i € £4.

Preuve: Ceci résulte de la proposition plus générale suivante:

Proposition 9.7 Pour tout m € M (G) et tout p € My(G) (A stationnaire),
mx*p € L2,

Nous pouvons donner deux arguments pour démontrer cette proposition. Le
premier utilise le lemme suivant:

Lemme 9.8 Pour tout m dans M, y(G), 'opérateur:

cr(G) — L¥G)

h — hxm

T:

est 1-sommant.

Preuve du lemme: il s’agit en fait d'une application triviale du théoréme
de Grothendieck. On remarque que T se factorise: 7 = UoV ou V est I'opérateur
de convolution de C?*-(G) dans ¢ par m et U la tranformation inverse de Fourier
de ¢! dans L* qui est 1-sommante d’apres le théoréme de Grothendieck. Donc T
est 1-sommante. ]

Preuve de la proposition. Premier argument: commengons par observer
que 'opérateur:
C(G) — L*G)

S h — hxuxm

est nucléaire. En effet, il s’agit de la composition de ’opérateur de convolution
de C(G) dans C?*:(G) par u et de 'opérateur de convolution de C?*(G) dans
L? par m. Le premier opérateur est 2-sommant (cf th.4.1) et le second est 1-
sommant (d’apres le lemme précédent) donc 2-sommant. A fortiori, la composition
est nucléaire. En fait, il est amplement sufhisant de savoir que S est 1-sommant
(donc d’appliquer directement le lemme sans connaitre le résultat du théoréme
4.1). En appliquant le théoréme de Pietsch, il existe une mesure v et une constante
C telles que, pour tout ~ dans C(G), ||S(R)]]2 < C [¢|h(¢)|dv(¢). L'invariance
par translation de l'opérateur S permet de choisir pour v la mesure de Haar sur
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G. Ainsi, HS(h)H2 < C||h||1 pour tout h dans C(G) donc, par densité, pour tout
hde L', c’est & dire: p* m appartient a L.

Deumeme argument: il est le plus simple, il utilise le théoreme 4.1. Pour tout
élément a de L2, a x u € CP* (G’) donc a * m * p € £! (par dualité). Par dualité
encore, a * m € L2 n

10 Annexe sur les Sidon partitions

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que (n;); est une suite strictement
croissante d’entiers formant un ensemble de Sidon. Nous allons donner une con-
dition nécessaire pour que (n;); soit une Sidon partition. Ceci est lié 4 la question
naturelle suivante:

toute suite (m;); vérifiant: n; < m; < njy;, pour tout j, forme-t-elle aussi
un ensemble de Sidon ?

Ecrivons E; = [n;+1,n,41). Nous supposons que {E;}; est une Sidon partition
de [n;, +o0l.

Lemme 10.1 Supposons qu’il existe C > 0 et, pour tout j, une partie A; de E;
telle que A; est un ensemble A(p) (avec p > 2) de constante inférieure a C.
Alors, en posant A = U;A;, pour tout h € P, tout f € CY™ et tout entier N:

sup ||A;lly [f] 2 K11+ ki)
1<GjEN

ot K > 0 ne dépend que de C et ot on note hj = > _ h(n)e,.
'n.EAj

Preuve: {E,}; est une Sidon partition donc il existe K, > 0 telle qu’on ait
la minoration:

N
up, 1Al [F1 2 Ko 3 ksl 5l

Jj=1

avec f; = > f(n)en. Pour tout choix de signe a; € Q, le fait que A; soit un
nE/\j
ensemble A(p) implique

Cllhsllp I Fillz = Mhillr L s = (1R * £ oo
En remarquant que 2sup ||A; * f*||oo > 1A fll., nous obtenons I'existence de
ae

K > 0 telle que:
K Sllp “h “p’ !If]l > Z [h' * f”l = ”f * h’Hl

1<j<N

puisque les h; ont leurs spectres disjoints. n
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Corollaire 10.2 Sous les hypothéses du lemme précédent, on a pour tout N et
tout f € Pa avec sp(f) € |J Ay

1<jEN
59 (1 =)} [f] 2 K| fl
avec K > 0.
Preuve: on utilise le lemme précédent avec h; = €n; an 1= ou V, est

le n**™ noyau de De la Vallée Poussin. Le fait que ||h;]|, soit de l'ordre de

1 . .
(nj+1 — n;)7 conclut la démonstration. =

Corollaire 10.3 Pour tout 0 < s < 1, il existe K telle que, pour tout N:

1

[[(nj41 — nj)lSjSNHS < Ks(ny+1 —nw)(log nyir)s.

Preuve: tout s (s < 1) s’écrit 1—2) avec p > 2. Le théoreme de Bourgain (on

pourra consulter [T2] pour une présentation moderne) fournit une constante qui

ne dépend que de p donc de s telle que, pour tout j, il existe un ensemble A(p),
noté A;, inclus dans E; de cardinal de l'ordre de (nj4; — n;)?.

Posons f = Z Z €n-

1<jSN neA;
Le corollaire précédent donne 'existence de C; telle que:

Z (741 — 1j)

1SGEN

ol

< C, sup (nja1 —TLJ) A1

Enfin, d’apres Salem-Zygmund, il existe K telle que:

1

> (s -—n])P < Ks sup (n1+1“n1 )7 ] 20 (nge1 —ny)7.log(nn )
1<GEN 1<j<N

D’ou le résultat. n

11 Annexe: comparaison des normes C?° et in-
finie
L’inégalité de Salem-Zygmund combinée avec les polynémes de Rudin-Shapiro

montre qu’il y a un décalage de I'ordre de /log(V) entre la norme L et la norme
CP* pour les polyndmes sur le tore & spectre {0,---, N}. Plus précisément

sup{ ”%]] | f € P(1), sp(f) = {0,~--,N}} ~ /log(N).



L. Rodriguez-Piazza montre dans sa these que le décalage entre la norme
L? et la norme CP* pour les polyndmes & spectre dans une partie finie A est
de 'ordre de /q(A), o g(A) désigne le maximum des cardinaux des ensembles
quasi-indépendants inclus dans A (cf [Ro] teorema IV.1.3).

Nous nous intéressons ici au point de vue [.] /|||l €t signalons un corollaire de
I’étude de la minoration de la constante de K —convexité par J. Bourgain ([Bo3]).
Cette remarque nous a été communiquée par L. Rodriguez-Piazza. Le décalage
entre la norme CP* et la norme sup. est minoré par une quantité de ’ordre de
log(/N), sur un sous-espace de dimension N de ’espace des polyndmes a spectre
dans ’ensemble des fonctions de Walsh.

Théoréme 11.1 ] existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier N:

sup{ L1 £ € P01, lap(f) = N} 2 Clog()

Preuve: remarquons qu’il suffit de montrer de résultat pour /V de la forme
2". Puis il suffit d’appliquer la proposition 5.1 de [Bo3] out J. Bourgain construit
un sous-ensemble aléatoire A de {wi| 1 < k < 27}, tel que Clog(|A|) < /net un’
polynome P & spectre dans A vérifiant:

IPlloo < C et P(r;) = ﬁ-, pour tout 1 < j < n.

Dés lors, puisque l'ensemble des fonctions de Rademacher {r;}jen- est un

ensemble de Sidon (de constante de Sidon s = %), nous avons la minoration:

S[[P]]ZSH 2. f’('rj)rjﬂ > 3 |P(ry)l = Vn.

1<5<n

ou la premieére inégalité provient de l'inconditionnalité des caractéres dans

CPs-.

Ceci donne le résultat annoncé. =
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Partie III
Ensembles p-Sidon

Dans I’étude des ensembles stationnaires, nous avons essentiellement utilisé le fait
que [-] est une norme inconditionnelle pour les caractéres satisfaisant la propriété
suivante:

il exdste une fonction ? : N — R™ telle que ngi)oo ¥(z) = +00 et, pour toute

partie finie A C T

>

v€A

HZ VH > ¥(]A])

YEA

2

Les résultats du chapitre précédents sont donc valables pour d’autres classes de
I'analyse harmonique, par exemple les ensembles p-Sidon.
Nous rappelons la définition suivante.

Définition 0.1 Soient A C TI' et 1 < p < 2, on dit que A est p-Sidon ps sil
vérifie la propriété:

3C >0, YheCR(G), |Ihll, < C[A].

La notion n’a d’intérét que pour p < 2. Cette classe d’ensemble a été notam-
ment étudiée par Rodriguez-Piazza (cf [Ro]). D’autre part, on remarque que tout
ensemble p-Sidon est un ensemble p-Sidon p.s. En effet:

Pour tout polyndme f a spectre dans A, p-Sidon et pour tout choix de signe
w, f* est encore un polynome f a spectre dans A. D’ou

||F*’||p < Sp(A)]|f¥]lee et en intégrant sur tous les choix de signe puis en
utilisant I'inconditionnalité sur €7, on obtient: [[f]l, < Sp(A) [f]-

Remarquons également que l'inconditionnalité des caracteres dans C?* per-
met d’obtenir trivialement que 'union de deux ensembles p-Sidon p.s. est encore
p-Sidon p.s..

Nous avons la condition arithmétique nécessaire suivante:
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Proposition 0.2 Soit A C Z un ensemble p-Sidon p.s., alors
3C >0, VN €N*, |JAN{0,---,N}| < Clog(N)=.

Ce résultat n'est pas nouveau mais nous présentons une preuve extrémement
courte.

Preuve: soient N € N*, ay le cardinal de AN [0,N] et ~ le polyndme
trigonométrique Z en. La définition de la p-Sidonicité ps assure 1’existence

n€AN[O,N]
1 .

de Cy (numérique) telle que: af = |||, < Ci [A].

La majoration de Salem-Zygmund donne ’existence de Cy (numérique) telle
que [h] < Czy/aylog(N). Ainsi, il exste C ne dépendant que de A telle que:

1.1

a * < C(log(N))z. D'oit le résultat. n

Remarque: la majoration en log(N)ﬁ—P est optimale. En effet, étant donné
H dissocié dans Z ({3"},>1 par exemple), les ensembles H + - - - + H (k fois) sont

p-Sidon, avec k£ = 5{—1—,.

1 Propriétés multiplicatives des ensembles p-Sidon

Nous obtenons également des résultats concernant les coefficients de Fourier d’une
mesure a spectre dans un p-Sidon. La encore les techniques sont les mémes que
pour les stationnaires et nous étendons au cas d’un groupe abélien compact quel-
conque puis au passage & 'union avec un A(1), une inégalité due & Fournier et
Pigno ([F-P]) utilisant un résultat sur les multiplicateurs di a Steckin pour le
tore.

Théoreme 1.1 Soient A C I' un ensemble p-Sidon, L un ensemble A(1) et p
dans Myyr, alors i1y définit un multiplicateur compact de M (€2, ¢P) et il existe
K (constante absolue) telle que, pour toute mesure p dans Myyr, on ait:

1B aeall z2, < KSp(A) el
Preuve: il s’agit d’une preuve tout a fait similaire a celle du théoreme 4.1.
(seconde partie). Il suffit de remplacer I’espace CP*(G) par 'espace &P qui est
également de cotype 2.
Le caractere compact provient tout simplement du théoreme de Witt: comme
p < 2, les opérateurs de ¢ dans #P sont compacts. n

Dans le cas du tore, nous obtenons une inégalité due & Steckin [St] (qui ne la
formulait pas en ces termes).
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Théoréme 1.2 Soit A C N un ensemble p-Sidon.
Alors il existe K (constante absolue) telle que, pour toute mesure p dans
MAuz-—, on ait:
I21all 2o, < KSp(A) |1l

De plus, jily définit un multiplicateur compact de M (€%, ¢P).

Preuve: on considére 'opérateur de convolution défini par:

: A(D) —

T F = few

Cet opérateur est défini car, pour f dans A(D), f * 4 € C, donc sa trans-
formée de Fourier appartient & ¢7 (A est p-Sidon) et sa norme ¢P est majorée
par: Sp(A)[|ellll flleo- L'opérateur J est donc borné et sa norme est inférieure &
Sp(M)l[el

£P étant de cotype 2, le théoréme de Bourgain entraine que ’opérateur J est 2-
sommant. Le théoreme de Pietsch assure I’existence d’une mesure v sur G et d’une
constante C telles que: [[h* pll, < CS,(A)|lp].(fg |h(z)|?dv(z))?. L'invariance
par translation permet de choisir pour v la mesure de Haar sur T. La densité de
A(D) dans H? conduit A:

Vhe H?, b xull, < CSy(A)Ial IRz

D’ou le résultat. n

Remarque: comme dans le cas des ensembles stationnaires, il y a plusieurs
preuves du théoréme précédent (nouvelles par rapport au point de vue de Fournier
et Pigno [F-P]).

Signalons le résultat suivant, corollaire des théoremes 1.1, 1.2 de cette partie
et de la caractérisation d, teo 2.3. page 85 de [Ro:

Corollaire 1.3 Soit A C T' un ensemble p-Sidon, avec p < % et L un ensemble
AQ1) (ou L =2~ si G = T) alors, pour toute mesure j1 de Mayr:
pla définit un multiplicateur compact pour la convolution de L? dans LY.

Preuve: soit g une mesure de Mgy, les théoremes 1.1 ou 1.2 assurent
2
que 115 définit un multiplicateur compact de L* dans ¢ =g Or, comme A est en

2
particulier un ensemble p-Sidon p.s., on sait ({Ro] p 85) que (53 s’injecte dans
L¥. 11 suffit de remarquer que, —2= > £ pour p < % n

' 3p—2 — 2-p
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Les théorémes 1.2 et I1.4.6 permettent de retrouver le résultat de Fournier et
Pigno [F-P]: si E est p-Sidon (p < 2) alors EUZ~ est de continuité.
Pour un groupe G ayant la propriété D, nous avons la variante suivante:

Théoréme 1.4 Soient A un ensemble p-Sidon et B un ensemble A(1); alors
AU B est un ensemble de continuité.

Preuve: le théoréeme 1.1 permet d’obtenir (16) (cf II.4.) avec A p-Sidon, B
ensemble A(1), ¢(t) = Ct»~% ot C ne dépend que de A4 et B. Comme B est un
ensemble A(1), B est en particulier un ensemble de continuité. Le théoréme I1.4.6
permet alors de conclure. n

2 Ensembles extensiblement p-Sidon

Nous allons montrer comment la théorie des opérateurs (p, ¢)-sommants permet
d’obtenir une condition arithmétique sur les ensembles p-Sidon (p < %) Nous
avons un résultat intermédiaire sur les ensembles extensiblement p-Sidon.

Donnons quelques définitions:

Définition 2.1 Un opérateur T : X — Y est dit (p, q)-sommant s’il existe K
telle que, pour toute famille finie de vecteurs (z;)1<j<n de X, on a:

( > ”T(ﬁ’f'a)”p)ﬁ <K Sup, ( > If(zj)l")é,

1<j<n ligl=1 1I<j<n
La définition suivante est nouvelle:

Définition 2.2 Un ensemble A C T’ est extensiblement p-Sidon s’il existe une
constante C telle que:

pour toute famille finie de parties finies (A;); de A, il existe des caractéres
v; et un ensemble p-Sidon E de constante inférieure a C, tels que les ensembles
¥;\; soient disjoints et inclus dans E.

Remarque: une condition suffisante pour ’extensibilité est la suivante: il
existe H infini tel que H.A est p—Sidon. D’autre part, un ensemble extensiblement
p-Sidon est clairement un ensemble p-Sidon.

Notation: soit A un p-Sidon, nous noterons j4 l'opérateur:

CalG) — & |
h — h

Cet opérateur est de norme S,(A) (par définition).
Un ensemble extensiblement p-Sidon (p < 2) doit satisfaire une condition de

nature banachique.
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Théoréme 2.3 Soit A un ensemble extensiblement p-Sidon; alors la transfor-
mation de Fourier de Co(G) dans P est (p, 1)-sommante.

. Preuve: soit (fj)i<j<n une famille finie de polynémes de Ca(G), il existe
des éléments hy,---,h, dans. I' tels que les polyndmes h;f; soient a spectres
disjoints (c’est le caractére extensible de A qui nous ’assure) et inclus dans E.
La p-Sidonicité de £ conduit a:

1SS hsfills < SeEMl S Bifilleo < So(E) sup | 3 €5l

1<j<n 1<ji<n lsil=1 1<j<n

puis les polynémes £; f; étant a spectres disjoints, nous obtenons:

(S IEP? = (3 IaEP)?

1<5<n 1<7<n

= 72 22 hifills

1<ji<n

< Sp(E)Isup I eifille.

sil=1 1<j<n

D’ow:
(2 1a)IP)? < Sp(E)sup X |f;(x)]
1<j<n z€6G 1<jgn
et ja est (p, 1)-sommante. n

Nous obtenons comme corollaire une condition banachique pour les ensembles
p-Sidon qui contiennent un produit de deux ensembles infinis:

Corollaire 2.4 Soient A C I' un ensemble p-Sidon, A et B, infinis, tels que
AB C A, alors j4 et jg sont (p,1)-sommantes, de norme (p,1)-sommante ma-
jorée indépendamment de A et B.

Ceci résulte directement du théoréeme précédent.

Nous obtenons également comme corollaire une condition arithmétique pour
les ensembles p-Sidon, p < %. Cette condition connue depuis longtemps, se
démontre directement (et facilement) via les matrices de Walsh. Il ne semble pas
toutefois que le point de vue matriciel redonne la condition banachique énoncée

ci-dessus. Cette condition apparait donc comme strictement plus forte.

Corollaire 2.5 Soient A C T" un ensemble p-Sidon, A et B, infinis, tels que
AB C A, alors nécessairement, on a: p > %.

Preuve: elle résulte directement du lemme ci-dessous:
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Lemme 2.6 Soit 1 <p< %, il n’existe pas d’ensemble infini A tel que la trans-
formation de Fourier de C4(G) dans €P soit bornée et (p, 1)-sommante.

Preuve: point de vue (p, q)-sommant. Supposons I’existence d’un tel ensem-
ble A pour 1 <p< %. On peut choisir un réel q tel que: 51—7—;; < ¢ < 2 puisque la
condition p < § implique E;Lp < 2.

L’injection ¢ de P dans £ est ((1—1, +3+ 5)‘1, 1)-sommant (cf th.p209 [D-J-T}).
D’apres un théoréme de Konig, Retherford et Tomczak-Jaegermann (p 208 [D-J-TJ),
la composition 7 0 j4 est 2-sommante.

Le théoreme de Pietsch nous permet une fois de plus de conclure. Il existe
une mesure de probabilité sur G, que ’on peut choisir comme étant la mesure de
Haar, car 1074 est un opérateur invariant par translation et il existe une constante
C telle que, pour tout élément h de C4(G), donc, par densité, pour tout élément
h de L%(G), on ait: X

1Al < k]l

ce qui est clairement impossible car ¢ < 2.
Point de vue élémentaire: matrices de Walsh. Etant donné un entier n,

sélectionnons n caracteres distincts ay, - - -, a, dans A. Posons, pour 1 < j < n:
o1 2imkj
fj = Z — exXp Q.
k=1 Vvn ( n )

Les polyndmes f; sont a spectre dans A. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne,
pour des ¢; de module 1 arbitraires:

2imky

I3 sifilm=ll 3 3 e

Vesailleo < Il{e5}Hl2- sup [ {ax(z) |2 = n.
1<j<n 1<j<n k=1 z€G

Soit
sup | 3 &5filles < 1.

lejl=1 1<ji<n

D’autre part, pour tout j:

o=

1 illp = ne~

Explicitons le caracteére (p, 1)-sommant de ja:

nit = (LflE)” < on
J

(RPN

Ceci est valable pour tout entier n donc nous avons nécessairement: p> . m
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En appliquant un théoréme de factorisation pour les opérateurs (p, g)-sommants,
nous obtenons immédiatement un corollaire qui n’a d’interét que pour_% <p<2
Rappelons la définition suivante

Définition 2.7 L’espace de Lorentz LP'(G) est l’espace des fonctions mesurables
f sur G (ici la mesure est la mesure de Haar m) dont le réarrangement décroissant
f* défini sur [0,1] par f*(t) =inf{s > 0;m(|f| > s) < t} vérifie

1, dt
tr f*(t)—
/0 F)5 <oo

Corollaire 2.8 Soient A tel que jo soit (p,1)-sommante (par ezemple A ezten-
siblement p-Sidon) et une mesure p & spectre dans A.

Alors p définit un multiplicateur de Fourier de l’espace de Lorentz LP(G)
dans £P. En particulier, p définit un multiplicateur de Fourier de l’espace L™(G)
dans ¢P, pour tout r > p.

Preuve: il suffit de composer j, avec l'opérateur de convolution par u de
C(G) dans Cy(G) puis d’appliquer le théoréme 10.9 p.204 [D-J-T]. =

3 Quelques propriétés arithmético-fonctionnelles
des ensembles p-Sidon p.s.

Nous nous intéressons aux liens entre l’absolue sommabilité des coefficients de
Fourier d’une fonction de C?* et la lacunarité de son spectre. p désignera un réel
de (1,2[.

Théoreéme 3.1 Soient A C T’ un ensemble p-Sidon p.s., f € CV*(G) et {A;};

une partition du spectre de f en ensembles finis. Posons f; = f(/\)/\. Sup-
/\EAJ'

posons que la série 3, |A;]'P diverge.
Alors il eTiste une sous-suite {js}s telle que: || f;, |1 converge vers 0.

Preuve: on a:
71 = HZ_ I8 10 115l fj)ﬂ .

- 1 -~
D’apres l'inégalité de Holder, on a: ||f;{li < |A;]¥||f;llp, donc le principe de
contraction donne:

NE HZ 1B A7 1A fjﬂ .
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Puis, A étant un ensemble p-Sidon p.s., il existe C > 0 tel que:

o e

.

71> CICT 1A P4 £l = O(S 1A IEIAL)

ot la derniére égalité provient du caractére disjoint des ensembles A;.
La divergence de la série 3, [A;{'™P implique que liminf || /|, = 0. n

Dans le cas du tore et d’'un découpage dyadique, nous obtenons le:

Corollaire 3.2 Soit A C Z un ensemble p-Sidon p.s., avec p < /2, posons
Aj=ADN ([29 +1,---, 29+ Uy [=27* ... [ =29 — 1)), j EN:

alors, pour tout f dans C¥*(T), il existe une sous-suite {J,}, telle que: || ;|1
converge vers 0.

Preuve: il suffit d’appliquer le théoreme précédent;
On remarque que A un ensemble p-Sidon p.s donc il existe C tel que pour tout
Jo 1A £ Cj75. Ainsi, comme p < /2, on a la divergence de la série DIFRFAVT
n
Nous allons rentrer plus en profondeur dans 1’étude des ensembles p-Sidon p.s

pour p < v/2 dans le cas du tore.
On notera, pour A C Z, a € £°(A) et j € N:

Dj={-27* ... 29— 1}U{2+1,---,27"} eta;j= > a(n)é,.
nehD;

(ot (6,)n est la base de Schauder canonique de ¢,)
Alors on a la condition nécessaire suivante:

Théoréme 3.3 Soit A un ensemble p-Sidon p.s. pour p < /2. Soit a € c,(A) tel
1

que la suite de terme général ||a;||%, est décroissante et sommable.
P

Alors a € £}(A).

1
Preuve: Considérons h = _ |la;][§ g;, ot g; est le polyndme trigonométrique
j P

défini par

gi = € sia; =0

g = (Z |a(n)l%)— Z |a(n)|lpen sinon

neD; neD;

(M

On a ||gj|l2 = 1. Avec les notations précédentes: ||h;||2 est décroissante vers
0 et élément de ¢. D’aprés le théoreme de Salem-Zygmund, A définit donc un
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élément de CP*(T). Le spectre de A est inclus dans ’ensemble A U {£27}. Cette
union est encore p-Sidon p.s.
h est élément de ¢P et on obtient:

le%llx —ZH%H 19;1l» = ZH%H (3 la@N(X la(m)?)™F = lA]]; < oo.

néD nEDj

4 Théoréme de Bernstein pour les p-Sidon

Dauns le cas de fonctions a spectre dans un p-Sidon, le théoréme classique de Bern-
stein peut étre amélioré. Nous notons wy le module de continuité d'une fonction

continue f:
Pour 2 >0, wy(h) =sup{|f(v) - f(v)];|u—v| < h}.

Théoreme 4.1 Soit f une fonction continue sur le tore, a spectre dans un p-
Sidon A. Supposons que wy vérifie la condition sutvante:

Zj%.wf@"j) < 0.
720

Alors f est dans A(T), ie f € £'.

Preuve: on commence par remarquer que pour tout z dans T, on a f— f, € Cy
(ou f(t) = f(z +t)) donc en particulier, pour tout j dans N:

2i+1_1

I3 f()(en(z) = Dealle < |fe = fller < Sp(A)l[fz = Flloo < Sp(A)ws()

n]=27
En choisissant = = (3.27)~!, on obtient I'inégalité:
VIS (1) }aignicarills < Sp(A)wp((3.29)7) < Sp(A)wy(279).
Puis on majore la norme £ de f via I'inégalité de Holder (C, ne dépend que de
Sp(A)):
1Al < 17O+ 22 I ()} gmicoist - H{1a(R) bascimpenist 1

jEN
W=
< 1 flloo + Cp > _wi(277).57 < o0
j=>0
compte-tenu de la lacunarité de A: |AN {27 +1,---,27+1}] < C'j7
Enfin, I'hypothese assure la convergence du terme de droite. u



On a le corollaire immédiat suivant:

Corollaire 4.2 Soit f une fonction continue sur le tore, a spectre dans un p-

Sidon A. Supposons qu’il existe o > 5%1—, et C > 0 tels que, pour tout h > 0:

wr(b) < Cllog(d)==.
Alors f est dans A(T), ie f € £L.

5 Etude vectorielle

Nous allons étudier le probleme des fonctions & spectre lacunaire et a coefficients
vectoriels.

Définition 5.1 Soient E un espace de Banach, A une partie de " et p > 1.
On dira que le couple (E, A) est p-Sidon si, pour toute fonction f de CA(G, E),
la suite (||fllg)a est un élément de ¢P.

Remarques: 1) Pour E = C, on retrouve la notion de p-Sidon.
2) La définition précédente est équivalente a la suivante:
il existe C' > 0 tel que pour tout f € Py(G, E):

!

S IF IR < Cllfl

AEA

Dans le cas fini-dimensionnel, nous avons la proposition facile suivante:

Proposition 5.2 Si E est de dimension finie, alors
A est p-Sidon <= (E,A) est p-Sidon.

Preuve: si (F,A) est p-Sidon alors il est trivial que A est p-Sidon (on raisonne
sur un sous-espace de £ de dimension 1).

Inversement, il suffit de montrer le résultat pour z = Z ziAj, ou A = {)\;}

finie
et r; € E.
. 1
Ecrivons (> |lz;]|P)? =D ajllz;|| avec ||afly = 1.
J j )

On décompose z; dans une base normée (b,) de E' (qui est de dimension finie,

disons d). On a: z;= > z;(n)b,. Via I'inégalité de Holder, on obtient:

1<n<d

@mWsZZwJKZSME%AM

1<n<d j 1<n<d
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Toutes les normes sont équivalentes. On peut donc choisir la norme sup sur
F (maximum des modules des coordonnées). On aboutit alors a:

(123177 < d.Sp(0) sup | o232 (9

Ainsi, (£, A) est p-Sidon. ]
L’analogie avec les p-Sidon s’arréte au cas fini-dimensionnel. En dimension
infinie, nous avons le résultat suivant:

Proposition 5.3 Soit 1 < p < 2, E un espace de dimension infinte, il n’existe
pas d’ensemble A infini tel que (E, ) soit p-Sidon.

Preuve: ils’agit d’un corollaire du théoréme classique de Dvoretzky-Rogers.
En effet, pour toute suite de scalaires (a;) dans ¢7, il exdste une suite d’éléments
de E telle que ¥ z; est inconditionnellement convergente et ||z;[ g = |a;|.

Ainsi, s’il existait un ensemble A infini tel que (£, A) soit p-Sidon, on aurait
I’existence de C telle que:

1

(Z lzilP)e = llall, < CSUP HZ% 9lle < C,SIIIP HZS;%HE

Le choix d’une suite (a;) de €% qui n’est pas dans #° conduit & une contradiction.
|

Désormais, dans ce paragraphe, on a p > 2
L’existence de couples (F, A) p-Sidon avec £ de dimension infinie, est soumise
a la condition banachique suivante sur £

Proposition 5.4 I eziste un ensemble A infini tel que (E,A) soit p-Sidon si et
seulement si Idg est (p,1)-sommante.

Preuve: supposons l’existence d'un ensemble A = {);} infini tel que (E, A)
soit p-Sidon. Il existe alors C' telle que, pour tout n € N et toute famille z4,-- -, z,
de E:

1

Z llz;]P)> < C sup Sup 12_%2i(9) < C sup ZIC ()]

€Bg- ¢€Bg- j21
Ainsi, Idg est (p, 1)-sommante.

Inversement, soit A un ensemble de Sidon. Soit f = ij/\j dans Py (G, E).
j=1
On a alors (C étant la norme (p, 1)-sommante de /dg):

(*) ZII%H” )» < ¢ sup ZI( (z;)]

Bg- j=1
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Pour ¢ € Bg- fixé, il existe une mesure g sur G, de norme inférieure a S(A),
telle que, pour tout 7, fic(A;) soit le signe complexe de {(z;).
D’ou
n

52 6 = A0 = (A=) S IS ]

Or Y fc(Aj)z; = ¢ * f(0), la convolution se faisant par intégration vectorielle
=1
au sens de Bochner. On obtient donc:

ZIC(% | < lecll-IAl < S

Daprs (+), (3 llz;17)? < C.SM)IAI-

Autrement dit (£, A) est p-Sidon. n

Remarque: la démonstration précédente montre que pour A Sidon, tout
p > 2 et tout espace £ d’identité (p, 1)-sommante, on a (£, A) p-Sidon.

Corollaire 5.5 Soient E un Banach et p > 2, il existe un ensemble A infini tel
que (E,A) soit p-Sidon si et seulement si E est de cotype p.

Preuve: il suffit d’appliquer les résultats de Talagrand dans [T1] (M. Tala-
grand montre dans cet article que pour p > 2, un espace de Banach admet une
identité (p, 1)-sommante si et seulement si £ est de cotype p). n

Remarque: nous nous intéressons désormais au cas p = 2. Un espace £ tel
qu'il existe un ensemble A infini tel que (F, A) soit 2-Sidon a la propriété d’Orlicz
(ie I'identité de E est (2,1)-sommante). On peut adopter deux points de vue:

1) Soit on cherche les ensembles lacunaires A tels que, pour tout £ ayant une
identité (p, 1)-sommante, (£, A) soit p-Sidon.

2) Soit on cherche & caractériser les espaces E tels que (£,T) soit p-Sidon.

Avec ce deuxiéme point de vue, on a le résultat suivant:

Proposition 5.6 Si F est isomorphe d un espace de Hilbert, (E,T) est 2-Sidon.

Preuve: il suffit clairement de montrer le résultat pour H Hilbert. Pour
toute famille finie (z;) de H, on a:

> lzllP = Z<%Ik>/% (g )dg—/ <Z$m Z-’Itm ) > dg
J .k

- /Gu;wx,-n dg
(zlelcp 1> vi(g)z;1)*

IA
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Nous nous intéressons au probléme plus fort suivant: quels sont les couples
(X, A) vérifiant I’inégalité de Bessel vectorielle (avec infini):

(8) (S loall)? < ([ IS waro)lPds)”

ot z) € X pour tout A dans A et C ne dépend que du couple (X, A)?

Remarque: I'’hypothése minimale pour X est d’étre de cotype 2. En effet, en
considérant un couple (X, A) vérifiant I'inégalité de Bessel vectorielle, on extrait
de A un ensemble de Sidon infini ¥. Les fonctions de Rademacher (que I’on indexe
ici par ) forment un ensemble de Sidon du dual du groupe de Cantor 2. D’apres
un résultat de Pisier ([P-2]), il existe C telle que, pour toute famille finie de
vecteurs de X:

([ IS zoso(w)l2aP())

o€l

[N
O

2 ([ I3 zoota)Pdg)” 2 O'(X 1)

o€l

On conclut que X est nécessairement de cotype 2.

Dans le cas du tore, le probléme de caractériser les espaces E réalisant 'inégalité
de Bessel vectorielle a été résolu par Kwapieni [Kw). Il s’agit des espaces de Hilbert.
Il semble que le cas d’un groupe compact abélien quelconque soit ouvert.

En ce qui concerne le point de vue 1) nous signalons le résultat suivant:

Théoréme 5.7 Soit A C T tel que pour tout X de cotype 2, (X, A) vérifie (B),
alors A est un ensemble A(2).

Inversement, si A est un ensemble \(2), alors (X,A) vérifie (B) pour tout
treillis X 2-concave (c’est d dire tout espace X de cotype 2 qut est un treillis).

Preuve: en ce qui concerne le premier point, il suffit de considérer ’espace L}
qui est de cotype 2. L’inégalité de Bessel testée avec z) = f(A)A, ot f € Pa(G),
donne exactement I’inégalité: ||f||2 < C||f]|1. Donc A est un ensemble A(2).

Inversement, soit une famille finie (z,) de vecteurs de X. On a la minoration:

(/Gn;mw)nwg)% > LIS sk
= Y ADERICLY
CI( [ IS mar@)Pde)*ll  car Aest A(2).
> OIS |
C s S arml

a:B[’.’

1
C’.C”(Z ||a:,\l]2>2 car X est 2 concave
)

Vv

Y
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ou C et C’' ne dépendent que de A et X. (]
Nous donnons une caractérisation duale des couples (X, A) vérifiant I’inégalité de
Bessel vectorielle.

Proposition 5.8 (X, A) vérifie l'inégalité de Bessel vectorielle si et seulement
s’il existe C' telle que:

pour toute suite (ay)p dans Bp et toute famille (z3)s de Bx- , il existe x €
L*(X*) telle que, pour tout z de X et tout A € A: x(Az) = ayz}(z).

Preuve: supposons que (X, A) vérifie I'inégalité de Bessel vectorielle. Pour
toute suite (ax)s dans By et toute famille (z3)5 de Bx-, on considere ’opérateur:

LG, X) — C

T: ho = Y ah(V)ax
AEA

Cet opérateur est borné par hypothése. Le théoreme de Hahn-Banach permet
d’étendre T & l’espace L2 On obtient par dualité I’existence de x € L*(X*)
telle que: Vh € Li(G,X), T(h) = x(h). Pour tout z de X et tout A € A:
x(Az) = axz3 ().

Pour la réciproque, il suffit, étant donné h dans L3 (G, X), de choisir une
famille (a))s dans By, puis une famille (z3), de By-, telle que:

Y aaz(A(N) = (S IR

A€A

13l

Par hypothese, nous avons 1’existence d’un élément x de L*(X*) tel que:

- ~

X(A(A)A) = axz3(h(}))-
et nous avons la majoration:

S xR = x(SZ RN < NIl IS AV = lixl-lA])-

AEA AEA AEA

d’ott
(AR = 3= aagi(R(V) = 3 x(B)A) < lxl 1A

AEA AEA
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Partie IV

Propriétés banachiques,
ensembles de Rosenthal et de
Riesz

Nous considérons dans ce paragraphe des propriétés encore mal connues des en-
sembles lacunaires. Nous nous intéressons notamment aux ensembles A tels que:
“Ca(G) ne contient pas ¢,”. Il s’agit d’'un probleme ouvert de savoir si cette
condition implique que A est un ensemble de Rosenthal c’est a dire:

(Ro) Yh e LY(G), 3f € CA(G), f=h.

La réciproque est évidemment vraie: un dual séparable ne peut contenir de copie
de c,. Rappelons également la définition d’un ensemble de Riesz:

(RZ) Vi e A/[A(G)a if € Lll\(G)) f——_ 13

Signalons que tout ensemble A tel que ¢, & Ca(G) est un ensemble de Riesz
(cf [L-P]). A fortiori, tout ensemble de Rosenthal est un ensemble de Riesz.

Nous pouvons déja remarquer qu’il existe des ensembles de Rosenthal qui ne
sont pas stationnaires (ni A(p), ni p-Sidon p.s., ni UC) il suffit de considérer
I’exemple original de Rosenthal (qui n’est pas un ensemble de Sidon) qui a la
propriété de contenir des progressions arithmétiques arbitrairement grandes, pro-
priété que ne partagent pas les ensembles stationnaires (ainsi que les A(p), p-Sidon
p.s. et UC).

Il reste le probleme de la réciproque: si A est stationnaire; a-t-on ¢, ¢ Cy(G)?
Ce probleme semble difficile, méme dans sa version affaiblie: “l’ensemble des
carrés n’est pas stationnaire? " (il est connu que ¢, C Cppn2y(T), cf [L-P2]).

En ce qui concerne les autres classes, il est clair pour des raisons de cardinalité
que I’ensemble des carrés n’est pas p-Sidon p.s. (p < 2). Pour les ensembles UC, le
probléme est résolu négativement [O]. Par contre pour A ensemble UC), la question
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“NAest UC = ¢, & CaA(G)? " est toujours ouverte. Daniel Li a récemment donné
un exemple d’ensemble A(p) vérifiant ¢, C Ca(G). Toutefois, le probleme du
caractere A(2) de I’ensemble des carrés est toujours ouvert.

Nous avons démontré que tout ensemble stationnaire est un ensemble de con-
tinuité. Cela reste un probléme-ouvert de savoir si tout ensemble de continuité
est un ensemble de Riesz. La réciproque est connue et est négative (cf [F-P]). On
ne peut espérer montrer encore plus: A est un ensemble de continuité implique
co Z Ca(G). 1l suffit de se rappeler que N est un ensemble de continuité et que
Co C CN(T).

Une question tres naturelle se pose donc, liée & ce probléeme: tout ensemble de
continuité est-il un ensemble de Riesz? Effectivement, les travaux de Fournier et
Pigno ([F-P]) montrent que l'union de Z~ et £, ot E est soit p-Sidon, soit A(1),
soit UC, est un ensemble de continuité. D’autre part, nous avons montré que
I'union de Z~ et d’un ensemble stationnaire est aussi un ensemble de continuité.
[1 parait donc naturel de se demander si chacun de ces ensembles est également
un ensemble de Riesz. Le probléme reste ouvert, méme sans 'union avec Z~, en
ce qui concerne les p-Sidon, les ensembles UC' et les ensembles stationnaires.

Nous allons exhiber une nouvelle classe d’ensembles de Riesz, qui généralise_
dans le cadre du tore (en gagnant 'union avec Z~) un résultat de Francoise
Piquard: tout A ayant la propiété ¢, ¢ Ca(G) est un ensemble de Riesz (cf
[L-P]). Pour cela, nous avons besoin de résultats sur ’algebre du disque.

1 Propriétés banachiques de 1’algebre du disque

Nous allons démontrer le résultat connu suivant: l'algebre du disque a la pro-
priété de Dunford-Pettis et la propriété (V) de Pelczyriski. Rappelons quelques
définitions.

Définition 1.1 On dit qu’'un espace de Banach X a la propriété de Dunford-
Pettis si pour toute suite (z,) de X et (z}) de X* faiblement convergente vers 0,
(z5.(zn)),, tend vers 0.

Définition 1.2 On dit qu’un espace de Banach X a la propriété (V) de Pelczyriski
si, pour toute partie K de X™ non relativement faiblement compacte, il existe une
suite (x,,) telle que 3, z, soit faiblement inconditionnellement convergente dans
X et vérifie inf sup |z*(z,)] > 0.

n reK

Une forme équivalente est la suivante: pour tout espace de Banach Y et tout
opérateur 7" de X dans Y qui n’est pas faiblement compact, il existe un sous-
espace X, de X isomorphe & c, tel que 7|y, réalise un isomorphisme de X, sur
un sous-espace Y, de Y.
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Définition 1.3 On dit qu’un sous-espace X de C(T) est riche s’il existe une
mesure de probabilité o surT telle que, pour toute fonction ¢ de C(T) et toute suite
bornée (z,) de X telle que [;|zaldo — 0 quand n — +oo, on ait dist(p.z,, X) —
0.

Nous allons démontrer pour 'algebre du disque:
Théoréme 1.4 L’algébre du disque A(D) est un sous-espace riche de C(T).

Preuve: soient ¢ dans C(T) et une suite (z,) de A(D), avec ||z,|l; — 0 et
|zn]lec < C (C indépendant de n). Fixons ¢ > 0.

La densité de P dans C(T) assure I’existence d’un polyndme trigonométrique
@ tel que: ||@ — ¢l < €. Soit d. le degré de @.

La condition ||z,]ly — 0 assure que, pour n assez grand (disons n > n,, ol n,
ne dépend que de ¢ et €), on a la majoration

2. iﬁ(k)ekllw < éllco-llznll1-] Z ekllco < [|@]loc-l|Znll1-(de + 1) <e.

k=0 k=0
de
On définit alors z = @.(z, — ) _ Za(k)ex). 1l s’agit d’un élément de A(D) et on a:
k=0

dist(p2n, X) < ot = 2lloo < 020 = G.Tnlloo + 1620 — zles
< Ce+ 3. Fa(k)erlloo < Ce +e.
k=0

Nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 1.5 L’algébre du disque a la propriété (V) de Pelczyriski. L’algébre
du disque et son dual ont la propriété de Dunford-Pettis.

Il suffit d’appliquer III.D 31 dans [W)].

2 Nouveaux ensembles de Riesz

Nous n’avons pas trouvé de référence ot il est mentionné que les ensembles suiv-
ants sont Riesz.

Théoreme 2.1 Tout ensemble de convergence complétement uniforme est un en-
semble de Riesz.
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Ceci a été démontré dans la partie I.

Nous allons maintenant généraliser un résultat de Frangoise Lust-Piquard.
Ceci est & comparer avec un résultat de Dressler et Pigno (“I'union d’un Rosenthal
et d’un Riesz est Riesz”).

Théoréme 2.2 Sotent A C T’ ayant la propiété c, ¢ Cr(G) et E un ensemble
de Riesz tel que Cg<(G) a la propriété (V) de Pelczyriski.
Alors EU A est un ensemble de Riesz.

Preuve: Fixons p dans Mpua(G) et f dans L (G).

Considérons l'opérateur de convolution U par p agissant de Cg(G) dans
Ca(G); IUII < llell- Comme Cge(G) a la propriété (V) de Pelczyniski par hy-
potheése et comme ¢, ¢ CA(G), U est faiblement compact (cf II1.D.35 [W]).

La composition suivante est a fortiori faiblement compacte:

J RN Ce<(G) — C(G)
h — hxf — hxfxpu

f * p définit un convoluteur faiblement compact de L!(G) dans C(G), donc f* p
appartient & C(G), et ce pour tout élément f de L% (G). Autrement dit, p est
un multiplicateur de Fourier de L%:(G) dans C(G).

Nous appliquons alors un théoreme dii & Heard (cf [He] p.833 avec B =
Cge(G), auquel cas Bt = Mg(G), Qs = LZ(G) et on prend g, = p * F, ol
(F,,) est une approximation de l'unité). Donc il existe g dans L}(G) tel que pour
tout n dans E¢, §(n) = i(n). Il en résulte que u— g € Mg(G). Comme E est un
ensemble de Riesz, u— g € L}(G) tout comme p = g+ (12— g). L’ensemble EU A
est donc Riesz. n

Nous obtenons le résultat suivant:

Corollaire 2.3 Soit A C N ayant la propiété c, ¢ Ca(T); alors Z~ U A est un
ensemble de Riesz.

Preuve: d’apres les résultats du paragraphe précédent, Cy(T) = A(D) a la
propriété (V) de Pelczynski. D’autre part, le théoréme de F. et M. Riesz affirme
que N est un ensemble de Riesz. Le théoréme précédent s’applique donc. (]

Remarque: la réciproque est fausse: Y. Meyer a démontré que 'union des
entiers négatifs et de I’ensemble des carrés est Riesz, mais ¢, C Cr2}(T) ([L-P2}).

Théoréme 2.4 Soient A C T ayant la propriété ¢, ¢ Cn(G) et E un ensemble
A(1).

Alors Uensemble EU A est un ensemble de Riesz.
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Preuve: premiére méthode. appliquons le théoreme 2.2: il suffit de montrer
que Cge(G) posséde la propriété (V) de Pelczyriski. Pour cela, on applique un
théoreme de G. Godefroy et P. Saab (th. IIl.4 [G-S]: X = C(G) a la propriété
(V) et R = Mg(G) est réflexif donc R+ = Cge a (V).).

Seconde méthode. Supposons que £ U A ne soit pas un ensemble de Riesz. Il
existe une mesure u dans Mgua(G) et une suite de fonctions continues (f,) (avec
| =]l = 1), engendrant un sous-espace X de C(G) isomorphe & ¢,, et telles que
la suite (u * f,) engendre aussi un sous-espace de C(G) isomorphe & c, (cf [L-P]
p71). On consideére 'opérateur de convolution.

C(G) — C(G)/CA(G)

h — h*p
Comme cet opérateur se factorise par ’espace réflexif C(G)/Crg<(G), il est faible-
ment compact. Nous utilisons une caratérisation des opérateurs faiblement com-
pacts & domaine C(G) ([D-J-T] th 15.2 p309): pour tout £ > 0, il existe N(e)
telle que:

VieX, lux fIl S NI+ €ll flloo

On peut trouver une suite (A,), dans Cx(G) telle que [|p * fn — Anlleo con-
verge vers 0. En effet, || f,||; converge vers 0 car (|| f.]l1)» appartient & £}, puisque
I'injection canonique de C(G) dans L! est 1-sommante (ie pour toute série in-
conditionnellement Cauchy dans C(G), 3 f,, est absolument convergente dans
LY(G)). Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe un entier m tel que, pour tout entier
n > m: | falli < N(e)7!e. Nous en déduisons que, pour tout entier n > m:
[l * foll < 2. Nous pouvons choisir A, dans Cy(G) tel que, pour tout n > m:
e * fn — Anlloo < 2¢, comme annoncé.

Il en découle 'existence d’une sous-suite de (A,) équivalente & une sous-suite
de (u* f,). Par conséquent, Cy(G) contient un sous-espace isomorphe & ¢,. Ceci
contredit I’hypothese sur A. [

Si nous remplagons la condition “c, ¢ Ca(G)” par la condition plus forte
“co @ L(G)" dans le théoreme précédent, nous obtenons de nouveaux ensembles
de Riesz. Il s’agit d'un probléme ouvert de savoir si la propriété “c, ¢ L% (G)”
est strictement plus forte que la propriété “c, Z Ca(G)".

Définition 2.5 F C T est bien disposé si la boule unité de LL(G) est fermée en
mesure. E C T’ est un ensemble de Shapiro si tout sous-ensemble de E est bien
disposé.

Nous renvoyons le lecteur & [Go] pour les ensembles bien disposés et les en-
sembles de Shapiro.
Nous aurons besoin des notions banachiques suivantes.
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Définition 2.6 On dit gu’un espace de Banach Y a la propriété (V*) de Petczyriski
s, pour tout espace de Banach X, tout opérateur T de X dans Y qui n’est pas
faiblement compact réalise un isomorphisme d’un sous-espace (complémenté) X,
de X sur un sous-espace Y, complémenté dans Y, isomorphe a £!.

Définition 2.7 Soit X un espace de Banach. X est un L-facteur dans son bidual
sl existe une projection P de X** sur X telle que pour tout x dans X**:

lzll = 1Pzl + l|lz — Pz]|.

Nous référons a [H-W-W] & ce propos.
Théoréme 2.8 Soit A CT' ayant la propriété “c, ¢ LL(G)” et E un ensemble
de Riesz et bien disposé.

Alors EU A est un ensemble de Riesz.

Preuve: fixons p dans Mgua(G).

Considérons le multiplicateur de Fourier par u, U, agissant de LY(G)/L}.(G)
dans L'(G)/LL(G), U est bien défini et ||U]| < ||u||- En effet, étant donné un
coset f+havec h € Lj.(G), ux(f+h)=p*xf+pxh, ot puxh € LL(G).

Remarquons tout d’abord que L!'(G)/LL:(G) ne contient aucun sous-espace
complémenté isomorphe & £', car ceci est équivalent ([D] p.48) & la propriété
“co & LY(G)".

Comme F est bien disposé, L}(G)/LL(G) a la propriété (V*) de Pelczynski.
En effet, L'(G) et Ly(G) sont L-facteurs dans leur bidual donc L}(G)/LL(G)
est lui-méme L-facteur dans son bidual (cor. 1.3 p. 160 [H-W-W]) . D’aprés un
théoreme de Pfitzner ([Pf] ou th.2.7 p.173, [H-W-W]), tout L-facteur dans son
bidual a la propriété (V*) de Pelczynski, ce qui était annoncé.

D’apres la définition 2.6, ’opérateur U est faiblement compact. Fixons une
fonction h dans L% (G), notons T le convoluteur par h de L}(G)/LL(G) dans
C(G), |IT|| £ ||h]jco- Notons S la surjection canonique de L' (G) dans L*(G)/Li:(G).
La convolution par h x u de L'(G) dans C(G) est exactement la composition
T oUoS. Cet opérateur est donc faiblement compact. Nous en concluons que
h* p appartient a C(G), ainsi g est un multiplicateur de Fourier de L%.(G) dans
C(G).

La démonstration finit comme dans celle du théoréme 2.2: par le théoreme
de Heard, nous obtenons une fonction g dans L(G) telle que pour tout n dans
E¢, g(n) = f(n). Ainsi p — g € Mg(G). Comme E est un ensemble de Riesz,
p—g € LYG) tout comme p = g+ (. — g). L’ensemble E U A est donc Riesz. m

Remarque: je remercie D. Li de m’avoir montré ’argument en termes de
L-facteurs dans la démonstration du théoreme précédent.
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Corollaire 2.9 Soit E un ensemble de Shapiro et A avec la propriété
“Co ¢ L%O(G) n.

Alors EU A est un ensemble de Riesz.

" Preuve: E est Shapiro.donc est bien disposé et Riesz ([Go]). Le théoréme
précédent donne le résultat. =

Corollaire 2.10 Soit £ C N un ensemble A(1) ou l'ensemble des sommes de deuz
carrés ({n*+m?|n, m € N}) ou l’ensemble des nombres premiers. Soit A C N avec
la propriété “c, ¢ LY(T)”.

Alors Z7 U E U A est un ensemble de Riesz.

Preuve: le fait que, pour de tels ensembles £, ’ensemble Z~U E est Shapiro,
se trouve dans [Go]; on applique alors le corollaire 2.9. m

Remarque: nous rappelons qu'un résultat classique de Rudin ([Ru]) affirme
que 'union d’un A(1) et des entiers négatifs est Riesz.

Le corollaire 2.10 généralise également un résultat de Meyer [Me]: “si E est
I’ensemble des carrés ou ’ensemble des nombres premiers, alors Z~ U FE est Riesz”.

3 Ensembles de Rosenthal

Dans ce paragraphe, nous examinons la question suivante:
co ¢ Ca(G) = A est Rosenthal?
Nous ne répondons pas a ce probleme mais précisons que, sous une certaine
condition arithmétique, la réponse est positive. Tout d’abord, nous aurons besoin
de la définition suivante:

Définition 3.1 Nous dirons que A C ' admet une Sidon partition au sens de
Blei s’il existe une famille de parties finies (A;); (indexée par N ou Z) formant
une partition de A et une constante C' > 0 telle que:

Va € 62, I € M(G), lall < Cllalloo et Vi, ¥y € Ay, () = a5.

Remarque: une Sidon partition au sens de Blei est en particulier une Sidon
partition.

Nous avons alors le théoreme suivant, dont les idées sont implicites dans [R]:

Théoreme 3.2 Soit A C I' admettant une Sidon partition au sens de Blei,

alors:
co & CA(G) <= A est un ensemble de Rosenthal.
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Preuve: (=) supposons ¢, & Cx(G) et fixons f dans LP(G). En utilisant
I'hypothese de Sidon partition au sens de Blei et les notations de la définition, on
pose:

= 3 FA€ P (0).
/\EA_-,'
Pour tout g de G et tout j, on considere I'élément a de £ tel que a; soit le signe
complexe de f;(z). Par hypothese, il existe une mesure y,, bornée indépendamment
de g par C, telle que

Vi, Vyed;, () =aq;.
Nous avons donc:

Voe G, Y150l = X asfile) = (e * £5)(0) = (e * 1)(9) < Clfll

c’est & dire que la série }; f; est faiblement inconditionnellement Cauchy dans
Ca(G).

D’apres le résultat classique de Bessaga-Pelczyniski, comme ¢,  Ca(G), cette .
série est convergente dans Cn(G). Soit F' € Cy(G), la somme de cette série.

En testant Ia. convergence simple sur les caractéres, on remarque que, pour
tout 7, FI A = f‘7 donc F = f et on conclut que A est un ensemble de Rosenthal.

La réciproque est toujours vraie, comme on !’a rappelé dans l'introduction de
cette partie I'V. u
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Partie V
Union d’ensembles A(p) ‘

Nous nous intéressons ici & des propriétés d’union des ensembles A(p). Bien que
les démonstrations des résultats suivants soient tres faciles, il semble que ceci
n’ait pas été remarqué.

Dans la suite, p’ désigne ’exposant conjugué de p:
suivante n'est pas nouvelle (cf [R2]).

;} + 1317 = 1. La proposition

Proposition 0.1 Soit E un ensemble A(p), avec p > 2.

Alors LE(G) est complémenté (complémentation invariante par translation)
dans LP(G) et L%(G) est complémenté (complémentation invariante par transla-
tion) dans L7 (G).

Nous en déduisons un résultat sur 'union pour lequel nous n’avons trouvé
aucune référence.

Théoréme 0.2 Soient 1 < r < 2, F un ensemble A(r) et E un ensemble A(p)

pour toutp < 7',
Alors EUF est un ensemble A(r).

Preuve: on ne perd aucune généralité en supposant que £ et F' sont disjoints.
Comme F est un ensemble A(r) avec r < 2, il existe p €]r, 2, tel que F soit A(p)
(cf [B-E)).

Fixons s €]r, p| et h un élément de L, ,(G). D’apres la proposition précédente,
comme ' > &' > 2 et E est A(s’), L(G) est complémenté dans L5(G). > h(A)A

AEF
définit donc un élément g de L%(G).

Comme F est un ensemble A(p), g appartient & L%.(G). Puis, h—g appartenant
4 L3(G), est aussi dans L%(G) (et méme dans L* (G)). Finalement, h appartient
a L% (G).

Donc Ly o(G) = L r(G) et EUF est A(p), a fortiori A(r). n
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Dans le cas p = 2, nous n’avons plus le résultat de Bachelis et Ebenstein.
Nous donnons une preuve trés élémentaire d’'une version faible d’un résultat de
Fournier (Le résultat de Fournier est valable pour une classe a priori plus large
d’ensemble E: les ensembles A(2) uniformisables. La question de savoir si cette
condition est strictement plus faible est ouverte).

Proposition 0.3 Soient F' un ensemble A(2) et E un ensemble A(r) (pour un
r>2)
Alors EU F est un ensemble A(2).

Preuve: soit A un élément de L},,z(G). On a1’ < 2.
D’apres la proposition 0.1, comme 7 > 2, Z h(A)A définit un élément g de
AeF
L+(G). g est donc a fortiori dans L%(G) car F' est un ensemble A(2).
Ainsi, h— g appartient & L.(G) = L3(G) = L%(G). Finalement, h appartient
a L?(G) et EUF est un ensemble A(2). n
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Questions ouvertes

1) L’union de deux ensembles stationnaires est un ensemble stationnaire?
Une question plus faible est: l'union d’un stationnaire et d’un Sidon est-elle
stationnaire?

2) Si A est stationnaire, a-t-on ¢, ¢ Cx(G)? Mieux, A est-il Rosenthal?

3) Si A est UC (ou méme CUC), a-t-on ¢, ¢ Co(G)? Mieux, A est-il Rosen-
thal?

4) Un ensemble UC, p-Sidon, ou stationnaire est-il un ensemble de Riesz?
5) Mieux: si A C N est UC, p-Sidon, ou stationnaire, a-t-on Z~ U A Riesz?

6) Un ensemble UC, p-Sidon, ou stationnaire est-il un ensemble A(s) pour un
certain s > 07

7) Si E est Riesz (ou plus fort: Shapiro), est-ce que Cgc(G) a la propriété
(V) de Pelczyniski?
Une question plus faible est: £ Riesz et ¢, & CA(G) = E U A Riesz?

8) Un ensemble de continuité est-il un ensemble de Riesz? (ceci est lié aux
questions 4 et 5).

9) La condition ¢, ¢ Cx(G) implique-t-elle A Rosenthal ?
La condition ¢, ¢ LY (G) implique-t-elle A Rosenthal?

10) Une question plus forte est: est-ce que la condition ¢, ¢ Cx(G) implique
que A admet une Sidon partition au sens de Blei?

11) Est-ce que les ensembles de Sidon ont tous la propriété d’interpolation
uniforme? Autrement dit: si {n;}; Sidon, est-ce que {[n; + 1,n,4+1]}; est une
Sidon partition?

12) L’union de deux ensembles A(2) est-elle un ensemble A(2)7
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13) Existe-t-il un ensemble UC (ou méme CUC') qui n’est pas stationnaire?

14) Existe-t-il un ensemble p-Sidon (resp. p-Sidon p.s.) qui n’est pas station-
naire? On remarque qu’un ensemble p-Sidon p.s. qui est stationnaire est a fortiori
p-Sidon. .

15) Les ensembles A tels que C}° C LP pour p > 2 sont-ils nécessairement
A(p)? '
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Bilan (non-exhaustif)

Soient s > 1 et 2 > p > 1. La fleche — signifie que les ensembles de la
classe de gauche sont dans la classe de droite. La fleche #— signifie qu'il existe
un ensemble de la classe de gauche qui n’est pas dans la classe de droite.

| ___—Stationnaire p-Sidon

¥

p—Sidon
\V Pp.S.
Rosenthal
,/ Uz~ Uz~
E t.q.
Co ¢ CE(G)
Uz~

Riesz

Uz~

/ VN

Ensemble de continuité

Remarque: 1’'union avec Z~ n’a bien siir de sens que pour le tore. Dans le
cas d’un groupe quelconque, on fait abstraction de cette précision.
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Seule une partie des ensembles lacunaires introduits dans cette these intervient
dans le schéma récapitulatif précédent. Il y a bien siir d’autres types d’ensembles
lacunaires:

ensembles de Shapiro, ensembles A(2) uniformisables, ensembles p-Sidon uni-
formisables, ensembles ergodiques, ensembles de Riesz forts, ensembles de Ra-
jchman (en fait, tous les ensembles énoncés précédemment sont Rajchman), des
ensembles lacunaires liés & des propriétés fonctionnelles (compacts associés), des
ensembles lacunaires liés & des propriétés banachiques dont les liens avec les en-
sembles lacunaires “classiques” sont encore mal connus (propriété de Schur pour
CA(G), LX(G), ¢t ¢ LY(G)/L5}G), faible-complétude séquentielle de Cx(G)...),
des ensembles liés & des propriétés vectorielles (inégalité de Bessel, ...) ou ma-
tricielles comme par exemple les ensembles A (p) et la liste ne saurait étre ex-
haustive...

Enfin, il y a également tout I'aspect de la stabilité d’une classe par union avec
une sous-classe. Ceci donne des réponses “faibles” au probleme de la stabilité par
union d'une classe. Nous avons apporté quelques réponses positives en ce sens.
Signalons quelques résultats a ce propos:

L’union d’un Riesz et d’un Rosenthal est encore Riesz (il est bien sur faux
qu’il y ait stabilité par union des Riesz: Z~ UN = Z qui n’est pas Riesz).

L’union d’'un p-Sidon avec un Sidon (ou mieux avec un p-Sidon uniformisable)
est p-Sidon.

L’union d’un ensemble A(2) et d’'un ensemble A(2) uniformisable est A(2).
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