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Introduction 

Dépassant sa motivation initiale (outil de résolution des équations atL'< dérivées 
partielles: équation de la chaleur par exemple), la théorie des séries de Fourier 
s'est révélée être aussi une source abondante d'exemples et de contre-exemples en 
analyse. Plus particulièrement, les ensembles lacunaires peuvent servir de liens 
avec la géométrie des espaces de Banach. Réciproquement, la théorie des es
paces de Banach sert aussi d'outil dans l'étude de ces ensembles. Chaque type 
d'ensemble lacunaire est associé à une propriété fonctionnelle "uniforme" précise, 
en ce sens qu'elle est valable pour un espace de fonctions. Il est donc intéressant de 
connaître les corrélations entre chaque catégorie d'ensembles lactmaires car cela 
correspond à une implication en terme de propriété fonctionnelle "uniforme". Par 
exemple, un résultat classique de Rudin ([Ru]) est: si i\ C Z est tel que toute 
fonction continue à spectre dans S possède une transformée de Fourier dans [ 1 

(S est Sidon), alors l'espace des fonctions de L1 à spectre dans S est l'espace 
des fonctions de LP à spectre dans S (ie S est A(p)), pour tout p fini. Bien sür, 
un manque d'implication entre deux classes d'ensembles lacunaires est aussi lme 
information importante. 

Par définition, on peut adopter un autre point de vue sur un ensemble la
Clmaire: l'arithmétique. C'est une approche duale: on raisonne sur des sous
ensembles du groupe dual du groupe compact sur lequel les fonctions sont définies. 
Les caractérisations arithmétiques des ensembles lacunaires sont le plus souvent 
mal connues. Cette étude a plusieurs aspects. On désire par exemple cerner la 
"taille" d'un ensemble lactmaire. Il est classique pour cela d'effectuer une di
chotomie. Par exemple sur Z, on teste l'appartenance à la classe étudiée de Z 

lui-même, des nombres premiers, des carrés, des ensembles polynômiaux. Ou on 
part des ensembles des plus lacunaires, en testant les ensembles lacunaires à 
la Hadamard C;+l 2: q > 1), les ensembles dissociés, les ensembles de Sidon, 

J 

voire les sommes finies d'éléments d'tm ensemble dissocié. Plus généralement, on 
cherche à comparer la classe étudiée à d'autres classes d'ensembles lacunaires, 
arithmétiquement mieux connues. Un autre aspect est le potentiel de lacunarité 
d'une classe: on étudie la stabilité d'une classe par union. Par exemple, le résultat 
classique de Drnry affirme que l'union de deux ensembles de Sidon est un ensemble 
de Sidon. 
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Malgré ce principe d'étude classique, de nombretL'< problèmes concernant les 
ensembles lactmaires restent ouverts. 

Cette thèse étudie sous divers aspects quelques classes d'ensembles lactmaires. 
Le point de départ de ce travail est l'article (P-1], où Gilles Pisier introduit la 
classe des ensembles stationnaires et suggère son étude. Il propose notamment 
sa comparaison aux autres classes d'ensembles lacunaires, plus classiques, de 
l'analyse harmonique. Cette prospection conduit naturellement à l'étude d'autres 
classes d'ensembles lacunaires. 

Dans une première partie, les liens entre la classe des ensembles de convergence 
uniforme et quelques autres classes d'ensembles lacunaires, notamment Riesz, sont 
étudiés. La comparaison avec la classe des ensembles stationnaires est abordée 
dans la partie suivante. 

Dans une seconde partie, nous étudierons la classe des ensembles stationnaires 
introduite par Gilles Pisier. Des nouveatL'< résultats (entre autres arithmétiques) 
les concernant sont présentés. Nous exhiberons quelques relations avec d'autres 
classes (plus classiques) d'ensembles lacunaires de l'analyse harmonique (ensem
bles de continuité, ensembles dits i\(p), ensembles de convergence tmiforme, p
Sidon). 

L'objet de la troisième partie est l'étude des ensembles p-Sidon et l'amélioration 
de certains résultats connus. Un point de vue plus banachique permet d'étendre 
certains résultats connus pour le tore à tm groupe abélien compact métrique 
quelconque. Quelques nouvelles propriétés banachiques sont exhibées. 

Dans la quatrième partie, le cadre est toujours banachique mais l'étude s'oriente 
vers les problèmes d'intégrabilité et de continuité. Ceci correspond aux notions d' 
ensemble de Riesz et d'ensemble de Rosenthal. Nous exposons quelques problèmes 
ouverts classiques les concernant. La construction de nouveatL'< ensembles de Riesz 
permet de répondre à certains d'entre eux. 

Nous dressons enfin tme liste de questions sur les ensembles lacunaires et un 
schéma récapitulant les connections entre diverses classes d'ensembles laetmaires. 
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Résumé 

Nous présentons les résultats nouveaux de cette thèse. Nous signalons entre 
parenthèses oi1le lecteur peut trouver la définition de l'ensemble lacunaire évoqué. 

Dans la première partie, nous démontrons que, pour tout ensemble de conver
gence complètement uniforme i\ C Z (CUC: !.1.2) et toute mesure fi, à spectre 
dans A, les mesures: 

f-l+ = 2: J!,( n)en et fi, = L J!,(n)e-n 
nEAnN nEAnz-

définissent des éléments de 1 'espace de Hardy H 1. En particulier, i\ est lill ensem
ble de Riesz (0.7). Une classe d'ensembles stationnaires (II.0.1) qui n'est pas de 
convergence uniforme (0.4) est exhibée dans le chapitre suivant. 

Dans la deuxième partie, nous étudions les ensembles stationnaires. Le point 
de vue probabiliste, sous-jacent au concept d'ensemble stationnaire, ne peut être 
remplacé par le point de vue topologique si on veut garder la même notion. 
Substituer le point de vue topologique au point de vue probabiliste redonne la 
notion d'ensemble de Sidon. Ce fait est un corollaire elu théorème suivant qui 
donne un nouveau critère de convergence inconditionnelle. 

Théorème Soit X un espace de Banach. Soit une suite (xn)n>O d'éléments de 
X. On définit 

D1 ={a: E { -1, 1}~'~; L rn(o:)xn converge dans X}. 
n2:0 

Alors, D1 est maigre ou L Xn converge inconditionnellement dans X. 
n2:0 

Du point de vue arithmétique, lill ensemble stationnaire ne contient pas de 
parallélépipèdes arbitrairement grands. Dans le cas particulier elu tore, si 
i\ = ( n1 ) 12: 1 est un ensemble stationnaire, 

i) il existe m > 1 et c > 0 tels que n1 2: cjm j = 1, 2, · · · 
En particulier, 

1 
ii) L- converge. 

12:1 nj 



6 

Nous en déduisons: 

Proposition L'ensemble des nombres premiers (Pih~ 1 n'est pas un ensemble 
stationnaire. 

Proposition Si A est stationnaire, la densité uniforme de A est nulle, c'est à 
dire: 

L\+(A) = lim(sup lAn {a, ... ' a+ N}l) =O. 
N aEZ N + 1 

La connaissance des mesures à spectre lacunaire est liée à l'étude de leurs 
propriétés multiplicatives (au sens de la convolution). On désigne par [.] la norme 
CP·S (cf II). 

Théorème Soient A stationnaire et E, où E est A(l) (0.5) siG est quelconque 
et E = z- si G = 1l'. Il existe C > 0, tel que, pour toute mesure J-l E iVhuE, et 
tout hE L 2

: 

Nous obtenons comme corollaire de nouveaux ensembles de continuité (déf. 0.6): 
AUE, oit E est A(l) siG est quelconque (nous avons une restriction arithmétique 
sur G) et E = z- si G = 1!'. 

En v1.te d'exhiber de "gros" ensembles lactmaires, nous montrons que les en
sembles Dk = D ± D · · · ± D (k fois, avec la notation additive), avec D dissocié, 
sont stationnaires. Ceci permet d'obtenir une classe d'ensembles stationnaires 
qui ne sont pas UC. Pour chaque p < 2, ces ensembles fournissent également des 
exemples d'ensembles stationnaires qui ne sont pas p-Sidon p.s. (III.l.l). 

Nous adoptons ensuite un point de Vl.te banachique des espaces LÂuE et Cll.uE, 

où E est A(l) siG est quelconque etE= z- siG= 1!'. Ceci conduit, par exemple, 
à une inégalité de type Paley. 

Pour donner une réponse partielle au problème du lien entre les stationnaires 
et les ensembles i\(2), nous introduisons la notion d'ensembles extensiblement 
stationnaires: 
Définition Un ensemble A c r est extensiblement stationnaire s'il existe une 
constante C telle que, pour toute famille finie de parties finies (i\i)i de A, il existe 
un ensemble stationnaire E de constante inférieure à C et des éléments li tels 
que, 

d'une part, biAJi est une Sidon partition (cf. II.ï.5) de constante inférieure 
à C; 

d'autre part, /ji\j c E. 

Les techniques banachiques de la seconde partie s'appliquent aussi aux ensem-
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bles p-Sidon (0.3). Dans la troisième partie, nous étendons notamment un résultat 
de Fournier-Pigno [F-PJ sur Tau cas d'tm groupe abélien compact métrique quel
conque. Soit i\. tm p-Sidon et L un ensemble i\.(1) si G est quelconque, L = z- si 
G=T: 

Théorème Pour toute mesure J-L dans lvhuL, ft1A définit un multiplicateur com
pact de !v!(f.2,f?). En d'autres termes, il existe K (constante absolue) telle que, 
pour toute mesure J-L dans lvhuL, on ait: 

Nous introduisons la notion d'ensemble extensiblement p-Sidon: 
Définition Un ensemble i\. C r est extensiblement p-Sidon s'il existe une con
stante C telle que pour toute famille finie de parties finies (i\.i)i de A, il existe des 
caractères li et un p-Sidon E de constante inférieure à C, tels que les ensembles 
''(ji\.j soient disjoints et inclus dansE. 

La théorie des opérateurs (p, q)-sommants permet d'obtenir la condition nécessaire 
suivante: 

Théorème Si un ensemble i\. est extensiblement p-Sidon, alors l'opérateur de 
Fourier de CA(G) dans f.P est un opérateur (p, 1)-sommant. 

Comme corollaire, nous obtenons le résultat classique (reformulé): il n'existe pas 
d'ensemble A e;...-tensiblement p-Sidon pour p < ~- Nous avons également 

Corollaire Soit A, extensiblement p-Sidon, et une mesure J-L à spectre dans 1\. 
Alors J-L définit un multiplicateur de Fourier de l'espace de Lorentz V·1(G) 

dans f_P. En particulier, J-L définit un multiplicateur de Fourier de l'espace Lr(G) 
dans f_P, pour tout r > p . . 

Enfin, dans la quatrième partie, la géométrie des Banach permet d'obtenir 
de nouvelles classes d'ensembles de Riesz. Notamment, un résultat de Françoise 
Lust-Piquard [L-P] ("ca ct CA(G) =>A Riesz") est généralisé. Ceci contribue à 
la résolution du problème de \Valter Rudin signalé par Yves Meyer dans [Me]: 
déterminer les ensembles E d'entiers tels que EU z- est Riesz. En particulier 

Théorème Pour toute partie A C N: 

Ca ct CA ( G) ==> A U z- est un ensemble de Riesz. 

Dans le cas d'un groupe quelconque, une nouvelle classe d'ensembles de Riesz est 
obtenue: les unions d'un ensemble A(l) et d'un ensemble A tel que ca ct CA(G). 
Si A vérifie une condition a priori plus forte, on a: 
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Théorème L'union de A tel que "co ct L'f(G) avec un ensemble de Riesz bien 
disposé (IV.2.5) est un ensemble de Riesz. 

En particulier, nous avons la généralisation suivante du théorème de Rudin 
[Ru]· sur l'union d'un A(l) et des entiers négatifs: 

Corollaire Soit E C N un ensemble A(l) et AC N tel que "co ct L'f(G)". 
Alors z- U E U A est un ensemble de Riesz. 

Nous avons également la généralisation suivante d\m résultat de Meyer [Me]: 

Corollaire Soit E C N l'ensemble des sommes de deux carrés ou l'ensemble des 
nombres premiers. Soit AC N avec la propriété "co ct L'f(G)". 

Alors z- U EU A est un ensemble de Riesz. 

En annexe, nous signalons une réponse positive élémentaire au problème de 
l'union d'ensembles i\(p). 

Théorème Soient 1 < r < 2, r' l'exposant conjugué der, F un ensemble i\(r) 
et E un ensemble i\(p) pour tout p < r'. 

Alors EU F est un ensemble i\(r). 

Enfin, nous présentons tm bilan (non exhaustif) des relations entre différents 
types d'ensembles lactmaires (les pl us classiques). 

Une partie de ces résultats est publiée dans [LI], [12], [13]. 
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Notations et définitions 

Soit G un groupe abélien compact infini métrisable, muni de sa mesure de 
Haar normalisée dx, soit r son dual (discret et dénombrable). G sera le plus 
souvent le tore 1f et donc r sera identifié à Z par p--... eP, où ep(x) = e2

i1rpx. 

Nous noterons P(G) l'ensemble des polynômes trigonométriques sur G, i.e. 
l'ensemble des sommes finies L a1 {, où a1 E C. 

;Ef 
Nous noterons C(G) l'espace des fonctions complexes continues sur G, muni 

de la norme: /If/loo= sup /f(x)/. C'est aussi le complété de P(G) pour /1./1 00 • 

xEG 

!vf(G) sera l'espace des mesures complexes sur G, muni de la norme de-la 
variation totale. Si J--l E lv! ( G), sa transformée de Fourier au point 1 est définie 
par jL(I) = fcl(-x)dJ--L(x). 

V(G) sera l'espace V(G, dx) avec la norme: 

Uc /f(x)/Pdx) 11P 1 ::; p < oo 
essuplf(x)/ p = oo 

L'application: f--... fd.r identifie L 1(G) avec un idéal fermé de lvf(G) muni 
de la convolution. 

Si B est un espace normé de fonctions sur G, qui s'injecte continüment dans 
lv! ( G), et si i\ est un sous-ensemble de r, on posera: 

C'est l'ensemble des éléments de B dont le spectre est inclus dans A. 
(.s1 );Er désignera une suite de variables de Bernoulli indexée by r, c'est à 

dire une suite de variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs +1 et -1 
avec probabilité 1/2. De façon similaire, (g1 );Er désignera une suite de variables 
gaussiennes complexes centrées indépendantes, normalisées par E/g1 /2 = 1. 

/E/ désignera le cardinal d'un ensemble finiE. Nous noterons Ac le complémentaire 
(dans f) de l'ensemble A. 
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Rappelons maintenant quelques définitions classiques d'ensembles lactmaires 
der. 

Définition 0.1 Un ensemble A C r est appelé ensemble de Sidon si A vérifie 
l'une des conditions équivalentes_ suivantes: 

i) Il existe C > 0 tel que, pour tout P E PA(G): L IP(I)I ~ CIIPIIoo 
-yEA 

ii) Il existe C > 0 tel que, pour tout fE CA(G): L 1}(1)1 ~ Cllflloo 
-yEA 

iii) fl existe C > 0 tel que, pour tout (b.-\).-\EA E t=(A) avec llblloo = 1, il existe 
f.L E JVI(G) avec ll~tll ~ C telle que: 't/À E A, {L(À) = b" 

iv) fl existe C > 0 tel que, pour tout (b.-\).-\EJ\ E C0 (A) avec llblloo = 1, il existe 
fE L 1 (G) avec llfllr ~ C telle que: 'tl).. E A, }(>.) = b". 

Pour tme étude plus approfondie des ensembles de Sidon, on pourra consulter 
[D-G],[L-R] ou [P-2]. 

Définition 0.2 Un ensemble AC rest dissocié si, pour tout (n-y)-yEA E { -2; ... ; 2y, 
avec tous les n-y éga~LX à zéro sauf un nombre fini: 

II ln-, = 1 =>v, E A : 1"-r = 1. 
-yEA 

Un ensemble A c r est q-uasi-indépendant si, pour tout ( n-y )-yEA E { -1; 0; 1 }A' 
avec to1ts les n-y égaux à zéro sa1lj un nombre fini: 

II ln-, = 1 => v, E A : 1"-r = 1. 
-yEA 

Nous rappelons que si A est quasi-indépendant clans r, alors A est tm ensemble 
de Sidon. 

La notion d'ensemble de Sidon se généralise de la manière suivante: 

Définition 0.3 Soient 1 :::; p < 2 et A C r, A est appelé ensemble p-Sidon s'il 
existe C > 0 tel que 

'tif E PA(G), (L I}(>.)IP) 11P ~ Cllflloo· 
.-\EA 

La plus petite constante C admissible est appelée constante de p-Siclonicité 
de A et se note Sp(A). (voir par exemple [B] ou [B-P]). 

Soit A un p-Siclon, il est clair qu'il est aussi q-Siclon pour q > p; s'il ne 1 'est 
pas pour q < p, on elit que A est un vrai p-Siclon. 
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Définition 0.4 Soit (FN )NEW une suite croissante de parties finies de r telle 
00 

que u FN = r; on pose, pour f dans L 1(G): 
N=l 

-SN!= L Î(r)t. 
-yEFN 

Un ensemble A c r est appelé ensemble de convergence uniforme, relativement 
à (FN)N?.l {en abrégé: ensemble UC) si, pour tout f dans CA(G), (SN!)N?.l 
converge vers f dans CA(G). 

Remarque: nous allons développer les propriétés de cette classe d'ensembles 
dans le prochain chapitre. 

Définition 0.5 Soient 0 < p < oo et A une partie de r. A est appelé ensemble 
A(p) s'il existe q dans ]O,p[ tel que les normes 11-llp et 11-llq soient équivalentes sur 
PA ( G). Soulignons que, dans ce cas, nous avons: 

Vr E]O,p[, L~(G) = L~(G) 

Remarque: nous rappelons les faits suivants ([B-E]): 
Si E est A(p), pour 1 ~ p < 2, alors il existe a: > 0 tel que E est A(p +a:). 
Les ensembles A( 1) sont caractérisés par le fait que L k ( G) est réflexif. 

Nous introduisons les classes suivantes liées au comportement des mesures. 

Définition 0.6 Une partie i\ de r est appelée ensemble de continuité si 
Vc>O, 35>0, Vf.LEj'vf(G) avec/l,u/1=1: 

lim/jL(n)/ < 5 ==;. lim/jL(n)/ < ê. 
f\A A 

Les relations entre les ensembles de continuité et d'autres ensembles minces 
(particulièrement UC; A(1); p-Sidon) ont été étudiées dans [F-P]. On trouve 
une étude de ces ensembles au chapitre VI de [H-M-P]. 

Définition O. 7 A c r est appelé ensemble de Riesz si 

A ce propos, on peut consulter [Go], [L-P] ou [Me]. 

Définition 0.8 Soit nE N*, la nième fonction de Rademacher Tn est: 

Tn(x) = sign (sin(2n7rx)), xE IR. 
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Définition 0.9 Soit j E N*, j- 1 = L ak2k la décomposition binaire de j - 1 
kEN 

(ak = 0 ou 1); lajième fonction de Walshwi estwi(x) =II r~~ 1 (x), x-E JR. 
kEN 

Remarque: on peut aussi voir les fonctions rn et Wj comme définies sur le 
groupe de Cantor G = { -1, 1}w: rn(w) est la nième composante de w E G. Le 
groupe dual r est constitué des fonctions de vValsh; l'ordre dans lequel elles 
apparaissent avec la définition 0.9 est l'ordre de Paley. 

Définition 0.10 On pose '1/J(t) = exp(t2
) - 1 et on rappelle la définition de 

l'espace d'Orlicz Llf;(G): f est élément de Llf;(G) si 

1/flllf; := inf { c > 0/ la 'lj;( c-11!1) ~ 1} < co. 

11-lllf; est une norme qui fait de Llf;(G) un espace de Banach. 

Définition 0.11 Soient X et Y deux sous-espaces de iVJ(G), iVJ(X, Y) désigne 
l'espace des multiplicateurs de Fourier de X dans Y. Nous noterons !v12 ,lf; l'espace 
lv! ( L 2 , L lf;) . 

Définition 0.12 Soient X et Y deux espaces de Banach, on dit que X contient 
Y si X contient un sous-espace isomorphe à Y. On notera cela: Y C X. 

Définition 0.13 Soit X un espace de Banach, on note Bx la boule unité de X. 
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Partie I 

Ensembles de convergence 
ùniforme 

1 Introduction et rappels 

13 

Ul'yanov [U] introduisit en 1965 le problème suivant: caractériser les parties Œ de 
Z pour lesquels les sommes de Fourier de toute fonction continue à spectre dans 
Œ convergent uniformément vers f. 

fest réunion croissante d'ensembles finis {FN}NEw: typiquement [-N,Nj 
pour Z et { 1V1, ... , 1.U N} pour le groupe de Cantor. Ce sont essentiellement les 
deux cadres intéressants pour l'étude des ensembles UC. Rappelons la définition 
des constantes de Lebesgue: 

Définition 1.1 étant donnée une partie K der, la Nième constante de Lebesgue 
associée à K est le nombre 

Comme pour les ensembles de Sidon, il y a des caractérisations équivalentes 
des ensembles de convergence müforme. La proposition suivante est bien connue. 

Proposition 1.2 Soit J\ c r. Les assertions suivantes sont équivalentes: 

i} Si f est dans C11.(G) alors la série de Fourier de f en 0 converge vers f(O). 

ii} Il existe 1me constante C > 0 et, pmtr tout entier N, une mesure f-lN dans 
iV!( G) telle que 1/J-LNI/ :::; C et 

JiN ( Î) = 1 si Î E i\ n F N et "JiN ( Î) = 0 si 1 E J\ n (f \ FN). 

iii} La s1tite { .CN(J\)} N~l est bornée. 
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iv) A est un ensemble de convergence uniforme. 

La borne supérieure U(A) des constantes de Lebesgue de A s'appelle la constante 
de convergence uniforme de A. 

Preuve: ( i) =? (ii). On considère les formes linéaires T N qui à une fonction 
f de CA(G) associent sa Nième somme de Fourier en O. Par hypothèse, d'après le 
théorème de Banach-Steinhaus, il existe une constante C > 0 telle que I!TNII :SC. 
Le théorème de Hahn-Banach et le théorème de représentation de Riesz assurent 
alors l'existence des mesures /-LN E lv!(G) telles que 111-LNII = IITNII :S Cet pour 
tout fE CA(G): 

TN(J) =la J( -x)dJ-LN(x) donc v, E A, TN(I) =la 1( -x)dJ-LN(x) =JiN(!). 

Or par définition de T N, si 1 appartient à A alors 

L'assertion (ii) est établie. 

si 1 E FN 
si 1 E f \ FN 

(ii)=? (iii). Soient fE CA(G) et /-LN comme dans l'hypothèse, on a: 

Les constantes de Lebesgue de A sont donc bornées par C. 

(iii)=? (i'v). La suite {.CN(A)}N~l est majorée par U(A). 
Les opérateurs SN: CA(G) ---t CA(G) sont majorés en norme par U(A). De 

plus, pour tout P E PA, IISN(P)- Plloo converge vers O. PA est dense dans CA(G) 
donc pour tout JE CA(G), IISN(j)- Jlloo converge vers O. 

(iv)=? (i): trivial. 
Ceci achève la démonstration de la proposition. • 

Faisons un rappel sur le comportement assymptotique des constantes de Lebesgue 
associées au groupe dual tout entier dans le cadre du tore et dans le cadre du 
groupe de Cantor. Dans les deux cas, par approximation, en notant D N le Nième 

noyau de Dirichlet, on a LN(r) = i!DNih. 
Dans le premier cas, le résultat est bien connu: LN(z) = ( : 2 ) log(N) + 0(1) 

au voisinage de +oo. 
Dans le second, on a 



N 

et ici DN = ~Wj· 
j=l 
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k 

. En particulier, comme D2~c = ll[l + rs] > 0, IID2~c/11 - 1 et on voit que 
. s=l 

L2~c = 1. On eu déduit que LN:::; 1 + log2 (N). 

Mais on peut aussi montrer que (cf (K-S], p.140): r LN o L , 1m > . N n est 
N-++oolog(N) 

donc pas bornée. 
L'étude des ensembles de convergence uniforme n'est donc pas triviale: Z n'est 

pas de convergence uniforme pour le système trigonométrique et N* n'est pas de 
convergence uniforme pour le système de vValsh. 

On remarque également que le caractère UC dépend de la suite (~v )N choisie. 
Par exemple, si on pose Fn = {w 1, ... , w2" }, Ln(N*) vaut maintenant 1 donc N* 

est de convergence uniforme pour le système de vValsh pour ce choix de (Fn)n· 

On s'était déjà intéressé depuis longtemps au problème de la convergence 
normale (il s'agit alors de la notion d'ensemble de Sidon). Nous précisons qu'il 
s'agit d'tme notion distincte de la première. Par exemple, soit A une tmion finie 
d'ensembles d'entiers H =(ni) lactmaires à la Hadamard (nJ+ 1 2 qni où q > 1), 
1 'ensemble A+· · ·+A ( k fois, k 2 2) est U C sans être Sidon (cf [Tr]). Ou remarque 
que cet ensemble permet de construire, pour tout p < 2, un ensemble UC qui 
n'est pas p-Sidon ps. Les ensembles de la forme H- H, ott H est un ensemble 
d'entiers lacunaire à la Hadamard, sont également U C (cf (F]) sans être Sidon. 

Remarquons que ces théorèmes sont optimaux dans la mesure où il existe 
un Sidon S tel que S + S contienne N et a fortiori ne soit pas UC. Il suffit de 
considérer pour S l'union de { -3n}n;::o et de l'ensemble de Hadamard {n+3n}n;?:O· 

Dans le cadre du groupe de Cantor, Pedemonte [Pe] montre que l'ensemble des 
fonctions de vValsh formés par le produit de k fonctions de Rademacher distinctes 
(k > 1 fixé) est UC. 

Ul'yanov posa la question de savoir si, par exemple, { k2 ho>~ était un ensemble 
de convergence uniforme. Oskolkov (cf. [0]) y répondit plus tard par la négative et 
généralisa ce résultat à tout ensemble { P( n) }nEt>h où P est un polynôme prenant 
des valeurs distinctes et entières sur N. 

La caractérisation des ensembles de convergence uniforme étant liée au problème 
de savoir s'ils sont "gros" ou pas, on s'intéresse de façon naturelle à leur densité. 
Kashin et Tzafriri donnent la réponse partielle suivante dans [K-T]. On trouvera 
une démonstration détaillée de ce résultat clans [Ll]. Dans ce qui suit la mesure 
v est la mesure de comptage sur B;v = {a-C {1, ... , N} tel que Jo-/ = q} et le 
résultat est valable sur le groupe de Cantor: 
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Il existe c > 0 tel que pour tout N = 2r, oit r E N est assez grand, et pour 
tout q E {1, ... , ~},on ait: 

v { CJ E Sj,l U(CJ_) ~ clog ( 2 + log~N))} < 1~2 
Le théorème signifie que si un ensemble inclus dans {1, ... , N} est de cardinal 
» log(N) alors la probabilité pour que U(CJ) diverge vers +oo avec N est proche 
de 1. Ainsi, si ICJI 2 N° pour un a > 0 , alors U(CJ) est en grande probabilité 
d'ordre de grandeur maximal, c'est à dire de l'ordre de log(N). 

Kashin et Tzafriri obtiennent un résultat du même type sur le tore. 

Dans (F-P], les auteurs démontrent que l'union de z- et d'un ensemble Ue C 

N (a fortiori eue) est un ensemble de continuité. La question naturelle de savoir si 
ces ensembles sont aussi Riesz admet une réponse partielle positive (ce sera l'objet 
du prochain paragraphe). Mais précisons ce qu'est un ensemble de convergence 
complètement uniforme (eUe). 

Définition 1.3 On appelle ensemble de convergence complètement uniforme une 
partie A de z telle que sup{U(p +A)} est fini. Ou encore, A est eue si pour 

pEZ 
n 

tout f E eA(T), les opératwrs de Fourier dissymétriques Sm,nU) = L }(k)ek 

sont uniformément bornés par rapport à n, m E Z. 
On notera eue la classe des ensembles de convergence complètement uni

forme. 

eue est incluse dans ue et contient les ensembles de Sidon. 

Théorème 1.4 (S-Tj A est dans eue si et seulement si A est dans ue et s'il 
existe une mesure J-L de .Nf(T) telle que ft1Anz+ = 1 et ft!Anz- = 0 . 

En particulier, si A est un ensemble eue, e.i\nz+(T) et e.i\nz-(T) sont complé 
mentés dans eA(T). 

Définition 1.5 On dira que deux parties A et B de Z sont harmoniquement 
séparées s'il existe une mesure telle que: ft! A = 1 et si {LIB = 0. 

Par exemple, deux ensembles de Sidon disjoints sont harmoniquement séparés 
(leur réunion est un Sidon). Par le théorème précédent, si A est ue et si z+ nA 
et z-n A sont harmoniquement séparés alors A est eue. 

Remarque: un ensemble de convergence uniforme E inclus dans N est tm 
ensemble de convergence complètement uniforme. 
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En effet, E est un ensemble de convergence uniforme. De plus Enz- est vide, 
il suffit de remarquer que Sm,n = Sn - Sm. 

En ce qui concerne le problème de l'union pour les ensembles U e et même 
eue, la réponse est négative._ Cela résulte du théorème suivant (qui, par ailleurs, 
nous sera utile dans le prochain chapitre) qui s'appuie sur des travaux précédents 
de P. Soardi et G. Travaglini (cf [S-T]): 

Théorème 1.6 {Fj Si H une suite lacunaire à la Hadamard alors H- H + H 
n'est pas Ue. A fortiori, H- H est un ensemble Ue et n'est pas un ensemble 
eue. 

Rappelons que, pour le cas particulier de l'tillion d'ensembles A C Net B c z
de convergence uniforme (ils sont donc en fait eue), la réponse est positive: cf 
[Tr]. Toutefois ' l'union de detL'( ensembles eue n'est pas ue en général. 

2 Ensembles CUC et ensembles de Riesz 

Théorème 2.1 Un ensemble de convergence complètement uniforme est un en
semble de Riesz. 

Preuve: Soit J\ till ensemble de convergence complètement uniforme, il existe 
une mesure b qui sépare harmoniquement J\ n ;z;- et A n N: 

Etant donnée f-L dans Nh(T), b * f-L est un élément de JV!N(T). Comme N est lill 
ensemble de Riesz, il existe f dans L 1 tel que, pour tout n de z, }(n) = o7p(n). 
A fortiori, pour tout n de N, }(n) = jL(n). 

f- f-L est lill élément de Alz- (T) donc, de même (z- est un ensemble de Riesz), 

il existe g dans L 1 tel que, pour tout n de z, g(n) = (!--:: ,u)(n). 
Finalement, on peut écrire j1 = f+ g et f-L = f + g E L 1

. • 

Remarque: soit J\ un ensemble eue. La démonstration précédente montre 
que la transformée de Hilbert est bornée de J'vh(T) dans H 1. Si J-L E j\;JA(T): 

f-L+ = '2: f1(n)en = 0 * J-L et f-L - '2: jL(n)e-n =(ba-b)* p 
nEi\nN nEi\nz-

sont dans H 1 . 
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3 Cas vectoriel 

N ons étudions maintenant le cas de la convergence uniforme pour des fonctions 
à valeurs vectorielles à spectre lacunaire. Nous allons voir que cela ne change pas 
grand chose. 

Rappelons le résultat général suivant, où l'intégration se fait au sens de Bochner: 

Proposition 3.1 Soient X un espace de Banach, A c f et f E CA ( G, X). Si 
{ Fn}n;::o est une approximation de l'unité alors IIFn * f- fllc"(G,X) ~O. 

Preuve: la démonstration est la même que dans le cas scalaire. Pour tout 
entier n, on a la majoration: 

sup II(Fn * f- J)(g)llx 
gEG 

- sup il { (Fn(x)f(g- x)- Fn(x)f(g))dxllx 
gEG Je 

< sup r Fn(x).llf(g- x)- f(g)llxdx 
gEG}G 

On est donc ramené au cas scalaire et le dernier terme converge vers 0 avec n. • 

Corollaire 3.2 Soient X un espace de Banach et A C r, alors PA(G, X) est 
dense dans CA(G, X). 

Preuve: il suffit d'appliquer le résultat précédent et de remarquer que, pour 
tout f cle CA(G, X) et tout entier n, Fn *fE PA(G, X). • 

L'étude du cas vectoriel est donc achevée par le résultat suivant: 

Théorème 3.3 Soit A C z. On a équivalence entre: 
i) A est un ensemble de convergence uniforme. 
ii) Pour tout espace de Banach X et tout f de CA(T, X), la série de Fourier 

de f converge en norme uniformément vers f. 

Preuve: il est trivial que ii) => i) en considérant X= C. 

i) =>ii) Etant donnés X, f clans CA(T, X) et s > 0, on peut trouver g dans 
PA(T, X) tel que sup Il(!- g)(x) Il x < E: (c'est le résultat du corollaire précédent). 

x ET 
Notons d le degré du polynôme trigonométrique g et fixons n 2: d. 
Par hypothèse, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier n, il 

existe une mesure fJ,n clans lvi ( G) telle que Il .Un Il ::; C et 

~h)=lsi !EAn{-n,···,n} et ~(!)=Osi /EAn(z\{-n,···,n}). 

Remarquons que Sn(g) = g et Sn(!)= ,Un* f. 
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On a donc la majoration: 

sup //(Sn(!)- f)(x)//x < sup(//Sn(f- g)(x)l/x + //(!- g)(x)l/x) 
xET xET 

< (//JLn// + 1). sup //(!- g)(x)//x 
x ET 

< (C + 1).ê 

Ainsi, la suite (Sn(f))n?.O converge vers f dans Ci\(1!', X). • 
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Partie II 

Ensembles Stationnaires 

N ons allons étudier certaines propriétés liées aux séries de Fourier dont on per
turbe les coefficients aléatoirement par des choix de signes. Introduisons donc 
une norme relativement exotique sur P(G), la norme cp·s ("presque sûrement 
continue") ainsi définie (les ( é-y ) 1 Er étant une suite de Bernoulli): 

(1) 

Marcus et Pisier [M-P] ont montré qu'on obtient une nonne équivalente si on 
remplace ( ê-y ) 1Er par une suite standard de variables gaussiennes (g1 ) 1 Er· 

cp·s( G) est, par définition, la complétion de P( G) pour la norme [J C'est 
également l'ensemble des fonctions de L 2 (G) pour lesquelles l'intégrale dans (1) 
est finie, ou l'ensemble des fonctions de L 2 (G) telles que, presque sûrement: 
e1 (w)}(J) = 'fo(J) avec!;..; dans C(G) (pour l'équivalence entre les définitions 
quantitatives et qualitatives, on pourra consulter (K]) et cp·s ( G) est appelé l'espace 
des séries de Fourier aléatoires presque sûrement continues. 

Après le résultat spectaculaire de Drury ("l'union de deux ensembles de Sidon 
est un ensemble de Sidon"), beaucoup de progrès ont été effectués dans les années 
70 sur de tels ensembles. Rider, en particulier, a montré qu'ils pouvaient être 
caractérisés par l'inégalité a priori suivante: 

Vf E PA(G), L !](,)! ~ c [!] 
-rEr 

Pisier (P-1] a observé qu'ils pouvaient aussi être caractérisés par l'inégalité a priori 

V fE PA(G), !If !loo~ C [f] 

c'est à dire par l'inclusion continue c~·S(G) c CA(G). Cela l'a naturellement 
conduit à considérer la classeS des sous-ensembles der vérifiant l'inégalité inverse 

V f E PA ( G), [f] ~ CIl fIl co 
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qui correspond à l'inclusion continue Ct.(G) c c~·S(G). 
Il a nommé ensembles stationnaires les éléments de la classe S. Nous avons la 

définition précise suivante: 

Définition 0.1 Un ensemble kc r est stationnaire (en abrégé i\. ES) si: 

(0.1) 3C > 0, Vj E Pt.(G), [!] ~ Cllfiloo· 

La meilleure constante C dans (0.1) appellée constante de stationnarité de A est 
notée Ks(A). 

Pisier a montré que S contient les ensembles de Sidon et les produits finis 
(comme sous-ensembles du groupe dual produit) de tels ensembles. S est donc 
strictement plus grande que la classe des ensembles de Sidon puisque si A1, · · · , Ak 
sont des Sidon infinis dans les groupes f 1, ···,rb alors i\1 x ···x i\k est un vrai 
k~1 -Sidon (cf 0.3) dans le groupe f 1 x · · · x rk. 

Bmn·gain ([Bo]) a également démontré que, si A 1 et A 2 sont infinis: 

A1 x Az ES{::} A1 et Az ES n i\(2). 

Malgré ces résultats, la classe S semble encore mal connue. Dans cette partie, 
nous nous attacherons à en donner de nouvelles propriétés et à la comparer à 
d'autres classes d'ensembles lacunaires, particulièrement les ensembles UC, les 
ensembles de continuité, les p-Sidon et les i\(p). 

Nous aurons besoin dans la suite de detL'< inégalités liées à la norme [-]: d'une 
part l'inégalité de Salem-Zygmund [S-Z), qui sera utilisée sous la forme: 

(2) 

D'autre part, l'inégalité de Marcus-Pisier [M-P) qui s'exprime ainsi: il existe 
une constante D > 0 telle que, pour toute suite (a, )1 E:r convergente vers 0, on 
ait: 

[~a0·rtG) 2 D [~a;e,LTI (3) 

(où ( ak) k>O désigne le réarrangement décroissant de ( J a1 /)1Er) 
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1 Résultats préliminaires 

Lemme 1.1 Soient P E P(G), Ec = { 1 E f /JÊ'(!)J ;::::: c5} et Ne= JEcl (c5 > 0), 
alors: 

Preuve: c est une constante numérique dont la valeur peut changer d'une 
ligne à l'autre, en restant indépendante de P et c5. Le principe de contraction 
([K]) entraîne: 

En utilisant (3), on obtient: 

puis en utilisant (2), il vient: 

• 
Comme les ensembles de Sidon (ou d'autres classes d'ensembles lacunaires), 

les ensembles stationnaires peuvent être définis de plusieurs façons équivalentes. 

Proposition 1.2 Soit i\ C r. Les assertions suivantes sont équivalentes: 

i) C;-JG) C c~·s(G) 

ii) Il existe K > 0 telle que, pour to1.d f dans CA(G), [!] ~ K/lflloo· 

iii) Il existe J( > 0, tel que, pour tout élément (f-L,J de L00 (D., A, JP, AI(G)) avec 
IJ.u,wliM ~ 1 lP- p.s, il existe une mesure f-L sur G de norme inférieure à 
](, interpolant presque sûrement (!-Lw) au sens sui'uant: 

\:11 E i\: 
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iv) Il existe K > 0 tel que, pour tout m élément de Cp.s. ( G) * = M ( L 2 , L tP), il 
existe une mesure J.L sur G de norme inférieure à Kllmll, interpola'TJt m sur 
A au sens suivant: 

v) A est un ensemble stationnaire. 

Preuve: i) <=? v) l'équivalence est claire d'après la densité, dans CJ\(G), des 
polynômes à spectre dans A. 
i) ::::} ii) il s'agit juste d'appliquer le théorème du graphe fermé. 
ii) ::::} i) tri vial. 
ii)::::} iii) Soit (J.Lw) élément de L 00 (D,A,lP',JV!(G)) avec IIJ.Lwll ~ 1 lP'-p.s. 
L'application T: PJ\(G)--> C définie par: 

est une forme linéaire continue sur PJ\(G), avec une norme bornée par K. En 
effet, on a, pour tout f de PJ\(G): 

Le théorème de Hahn-Banach et le théorème de représentation de Riesz assure 
l'existence d'une mesure /lE J'v!( G) telle quei!J.LII ~ K et: 

Yj E C(G): T(f) = (J.L * j)(O). (4) 

En testant ( 4) sur 1 E A, on obtient: 

ce qui prouve (iii). 
iii)* ii) Soit j dans P"'(G). D'après [K], cp·s(G) se plonge isométriquement 

dans L 1(D,A,IP',C(G)), par conséquent: 

Or pom (J.Lw) dans la boule unité de L=(n, A, JP>, !vf(G)), la condition (iii) donne 
une mesure J.l E iv! ( G) telle que: 
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Il s'ensuit que 

lfn(J-Lw * Jw)(O)dJP>(w)l ~ IIJ-LIIIIflloo ~ Kllflloo 

En prenant la borne supérieure du membre de droite, sur la boule unité de 
L 00 (P.., A, JP>, M(G)), nous obtenons: [!] ~ Kllflloo, soit (ii). 

ii) {:::} iv) Il s'agit d'un raisonnement par dualité tout à fait similaire au 
précédent. Nous ne le détaillerons donc pas (le fait que Cp.s. ( G)* = Jvf2 ,t/J se 
trouve dans [P-1]). • 

2 Point de vue topologique 

Une question naturelle est la suivante: peut-on remplacer dans la définition 
de CP·s le point de vue probabiliste par le point de vue topologique? Plus 
précisément, peut-on échanger la notion de "convergence presque süre" et la no
tion de "convergence quasi-süre " dans ce qui précède? 

Soit A c r, considérons le groupe de Cantor { -1, 1 V muni de sa topologie 
usuelle et notons r...,. (a:), la "/erne coordonnée de a: E { -1, 1} '\ où 1 E A. Supposons 
que A ait la propriété suivante: 

Vf E CA(G), 3Df, Cs dense dans { -1, 1}'\ tel que Va E Dt: 
::Jp~ E CA(G) avec jo.(r) = r...,.(a:)}(r) Vr E A 

Alors A est nécessairement un ensemble de Sidon. 
C'est une conséquence du résultat général suivant: 

Théorème 2.1 Soit X un espace de Banach. Soit une suite (xn)n2:0 d'éléments 
de X. On définit 

D1 ={etE {-1,1}N; L.:rn(a:)xn converge dans X}. 
n2:0 

Alors, D1 est maigre ou L Xn converge inconditionnellement dans X. 
n2:0 

Preuve: Supposons que D1 soit non maigre. Fixons ê > O. Pour tout q ~ 1, 
posons 

m' 

Fq = {w E D; Vm', m;:::: q, Il L rn(w)xnll ~ ~ }. 
n=m 
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La définition de .01 se traduit par la relation: 

Montrons que Fq est fermé dans .0. 
Soit w E Fq. Pour tous m' > m 2:: q, il existe o: E Fq tel que pour tout n:::; m', 

Tn(w) = Tn(a:). 
m' m' 

Nous avons: Il L rn(w)xnll = Il L rn(a:)xnll S ê pour o: E Fq. Cela montre que 
n=m n=m 

w E Fq et Fq est fermé dans D. 
nl n'est pas inclus dans une union dénombrable de fermés d'intérieur vide 

donc 
0 

:3 q 2::1, Fq =/= 0. 

Autrement dit, il existe c dans D et N 2:: 1 tels que la boule B( c; N) soit incluse 
dans Fq, ou encore: 

pour tout w' E n tel que Tn(w') = Tn(c) pour tout n :::; N, nous avons, pour 
m' 

tout m' 2:: m 2:: q: IlL XnTn(w')ll S ê. 
n=m 

Soit w E { -1, 1}w et notons q = max(N + 1, q). 
Soient m et m' avec m' 2:: m 2:: q puis définissons w 1 par: 

= Tn(c) 
= Tn(w) 

sin:::; N 
si n 2:: N + 1. 

w 1 E B(c, N) C Fq. Nous obtenons donc 

m' m' 

Par conséquent, L rn(w)xn converge dans X. 
n21 

• 

Corollaire 2.2 Un ensemble i\ C r ayant la propriété (P) est un ensemble de 
Sidon. 

Preuve: soit fE CA(G), notons i\ = (Àn)n20 et posons 

D'après le théorème 2.1, la série L }(Àn)Àn converge inconditionnellement 
n20 

dans CA(G). Ainsi, {Àn} est une base inconditionnelle de CA(G) et cela signifie 
que i\ est un ensemble de Sidon. • 
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3 Propriétés arithmétiques 

Dans (P-1], G. Pisier a montré en utilisant les polynômes de Rudin-Shapiro que 
le? ensembles stationnaire ne peuvent contenir des progressions arithmétiques 
arbitrairement grandes. Il est facile de constater qu'un groupe abélien discret 
infini ne peut être un ensemble stationnaire. Nous allons généraliser cela dans la 
proposition suivante, en considérant des progressions arithmétiques à plusieurs 
dimensions. 

Théorème 3.1 Un ensemble stationnaire Ac r ne peut contenir des 
parallélépipèdes de taille arbitrairement grande. 

Remarque: rappelons qu'un parallélépipède de taille s, s 2 1, est till en
semble de la forme: 

p = {(3 rr À?; v 1 :::; j :::; s: éj E {0, 1}} 
;=1 

(5) 

avec (3, À1, · · ·, Às E f et avec les Àj distincts. 
Preuve : supposons au contraire que A contienne des parallélépipèdes de 

taille s, arbitrairement grande; nous pouvons supposer dans (5) que { Àj} est 
quasi-indépendant. 

En effet, soit PN C i\ un parallélépipède de taille N de la forme (5). Choisis
sons Àj1 =/:-1 dans{ À1 , · · · , À5 } et supposons les éléments Àit; · · · ; Àjp déjà choisis de 
façon que: DP = { /\q} 1 ~q~p est quasi-indépendant. Considérons alors l'ensemble 

p 

Ap de tous les produits II À;;, ott les Eq sont dans { -1; 0; 1}. AP est de cardinal 
q=l 

3P, donc cAP est de cardinal N- 3P. Nous pouvons continuer la construction et si 
p 

N 2 3P + 1, on peut trouver Àjp+l E { À 1, · · ·, ÀN} et différent de tous les II Àj;; 
q=l 

donc Dp+l est quasi-indépendant. Nous pouvons ainsi extraire c/J(N) éléments, 
formant un ensemble quasi-indépendant inclus dans r, où c/>(N) est de l'ordre de 
log N, et donc est arbitrairement grand. 

Nous supposerons donc dans la suite les parallélépipèdes de la forme (5), où 
{ À1, · · ·, ÀN} est un ensemble quasi-indépendant et N arbitrairement grand. 

Fixons N èt faisons la construction suivante, qui est tille variante de celle de 
Rudin et Shapiro: R0 =50 = ,8 puis, par récurrence, pour 0 :::; q:::; N- 1 

{ 
Rq+l _ Rq + Àq+1Sq 

Sq+l - Rq - Àq+l Sq 

Tout d'abord, la règle du parallélogramme donne: 
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Donc, 
et 

Puis, la condition de quasi-indépendance assure que les coefficients du polynôme 
RN ·vont effectivement corresp~ndre à ce que l'on pense (il n'y aura pas de 
chevauchements de termes). Plus précisément, supposons que les coefficients de 
Rq et Sq (c'est le cas pour q = 1) vérifient: 

(a) supp(R,) ~ supp(S:,) ~ {a Jl .\j'IV 1 <; j <; q :<; E {0, 1}} 

et 

et 

(c) V-y E {11 i~ .\j'IV 1 <; j <; q :<i E (0, 1}}, S,(-y) et k.bl E { -1, 1}. 

On remarque que Rq+1 est somme de Rq à spectre dans 

{ ,8 IT À?/V 1 5; j ~ q: Ej E {0, 1}} 
]=1 

et de Àq+ 1Sq à spectre dans 

{ ,8Àq+1 rr À?/V 1 5; j ~ q: Ej E {0, 1}}. 
]=1 

Ces deux poly-nômes sont à spectres disjoints d'après la quasi-indépendance des 
Àj, 1 ~ j 5; N. Dans cette somme, les coefficients ne se combinent pas et le 
spectre de Rq+l est la réunion des spectres de Rg et de Àq+1Sq, 

Le raisonnement est similaire pour Sq+ 1, ce qui prouve (a), (b) et ( c) par récurrence. 
An rang N, nous obtenons: 

RN E PA 

/{rE f/RN(r) =1 0}/ = 2N 
N-+-1 

1/ RN/loo 5; 2---y--

'v'{ E i\ RN(r) E { -1, 0, 1} 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6) 
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et appliquons le lemme 1.1 au polynôme RN avec o = 1 pour obtenir, via (6.2) et 
(6.4): 

::Je> 0, [RN] ~ c2tfVfïi 

D-'autre part, la stationnarité _de A donne: 

via (6.1), 

Finalement, les relations (7) et (8) conduisent à: 

(7) 

N étant arbitrairement grand, nous obtenons une contradiction et le théorème 
est démontré. • 

Nous avons le corollaire immédiat suivant: 

Corollaire 3.2 r n'est pas un ensemble stationnaire. 

Pour r = Z, nous obtenons des résultats plus précis en utilisant les travatLX 
de Miheev ([M]) sur les parallélépipèdes. Rappelons que Miheev démontre le fait 
suivant: si un ensemble A= {ni };~0 d'entiers ne contient pas de parallélépipède 
de taille S ;::: s (pour un certain s 2: 2), alors: 

i) il existe m > 1 et c > 0 tel que ni ;::: cjm j = 1, 2, · · · 
a fortiori 

1 
ii) L- converge. 

i2:1 ni 

(9) 

Corollaire 3.3 Soit A = {ni };~o un stationnaire de Z, alors A a la propriété 
(9). 

Proposition 3.4 L'ensemble des nombres premiers (Pi)i2:l n'est pas un ensemble 
stationnaire. 

1 
Preuve: L- = oo et on utlise le corollaire 3.2 (ii). 

j~l Pi 
• 

Corollaire 3.5 La densité uniforme d'un ensemble stationnaire A C Z est nulle, 
c'est à dire: 

.6.+(A) = lim(sup lAn {a, ... ,a+N}I) =O. 
N aEZ N + 1 
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4 Ensembles stationnaires et ensembles de con
tinuité 

Dans tout ce paragraphe, nous elirons que G vérifie la propriété V si, de toute 
partie infinie de r, on peut exti"aire lme partie infinie dissociée. Cela revient à 
écarter a priori le cas où { 1 2 !1 E G} est fini. 

Dans (F-P], les auteurs ont montré que si A est lm ensemble UC, lill p-Sidon 
ou un ensemble A(l), inclus dans N, alors z- UA est lm ensemble de continuité. 
Nous allons démontrer un résultat similaire pour les ensembles stationnaires. Nous 
allons également étudier le cas d'un groupe abélien compact vérifiant la propriété 
arithmétique V et montrer que 1\mion d'un A(l) et d'tm stationnaire inclus dans 
r est encore un ensemble de continuité. 

Ceci va résulter de l'étude du comportement des coefficients de Fourier des 
mesures de NJ(G), à spectre laclmaire, contenant un stationnaire. Pour cela, nous 
allons exhiber des propriétés de ces mesures en terme de multiplicateur. 

Théorème 4.1 Soient A un ensemble stationnaire et A un ensemble A(I), inclus 
dans r' alors il existe c > 0 telle que, pour toute mesure J-L E !vhuA ( G) et tout 
hE L2(G): 

[ 2: jL() .. )h(À)À] ~ ci!J-LII.IIhllz. 
.-\El\ 

(10) 

De façon équivalente, po~tr toute mesure J-L de !vhuA ( G), l'élément jLIA définit un 
multiplicateur borné de L2 ( G) dans Cp.s. ( G). 

Preuve: considérons d'abord l'opérateur: 

CAc(G)-+ CP· 8 (G) 
h-+ /-"* h 

Cet opérateur est borné car J-L*f E CA(G) C CP·s(G) pour tout f dans CAc(G) 
donc 

IITILII ~ Ks(A)IIJ-L!!, 

L'hypothèse, A ensemble A(l), traduit le caractère réflexif (garder la remar
que de la définition 0.5 en mémoire) de L\(G) = JV!A(G) (l'égalité a lieu car a 
fortiori A est un ensemble de Riesz). Comme lv!A(G) = (C(G)/CAc(G))*, l'espace 
C(G)/CAc(G) est aussi réflexif. 

D'après un théorème dû indépendamment à Pisier et Kislyakov ([D-J-T] p316), 
nous savons alors que l'opérateur T~" est 2-sommant et le théorème de Pietsch as
sure l'existence d'une constante C' et d\me mesure de probabilité v sur G telles 
que 
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L'invariance par translation de TJ.L permet de choisir du= dx. En effet, pour tout 
g dans G et tout h dans CAC(G), nous avons: [TJ.L(h)] = [TJ.L(h9 )], avec h9 , le 
translaté de h par g donc, en intégrant et en utilisant le théorème dè Fubini, on 
obtient: 

[TJ.L(h)t - la [TJ.L(h9 )]
2 

dg 

< fa( C'2 1/tL// 2 la /h9 (x)/ 2dv(x) )dg 

- (C'//tL//) 2 fc(fc /hx(g)/ 2dg )dv(x) = (C'I/tL//) 2 la //h//~dv(x) 
- ( C'//tL//) 2 1/h//~-

Nous pouvons conclure en invoquant la densité de CAc(G) dans L~c(G), puis 
l'inconditionnalité des caractères dans l'espace L 2(G). • 

Dans le cadre du tore, nous avons le résultat suivant: 

Proposition 4.2 Soit i\ c N un ensemble stationnaire. fl existe c > 0 telle que, 
pour toute mesure ILE Nhuz-(T) et tout hE L2 (1f): 

(11) 

C'est à dire que, pour toute mesure tL de J\!huz-(T), l'élément (idA) définit un 
multiplicateur borné de L 2 (1f) dans CP· 9 ·(1f). 

Preuve: nous allons donner deux preuves. A(IID) désigne l'algèbre du disque, 
soit l'espace C~'i{'ll'). 

Première méthode: nous utilisons une variante du théorème de Kahane
Katznelson-De Leeuw clue à Kislyakov, que nous rappelons: 

(K) 

Fixons hE ê2 et tL E JVhuz-(T) et considérons une fonction f de A(IID) comme 
clans (K), on voit que 

IL* fE CA(lf) et //tL* ///oo :S 1/tL//.//J/Joo :S c/JtLJJ.//h//2· 

En invoquant la stationnarité de A, nous obtenons l'existence de C > 0 telle 
que: 

[/*tL] :S CJJ~L/J.//h//2· 
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D'autre part, d'après le principe de contraction, 2[/ • .uJ 2': [ ~ iL( À) h, À] 
Finalement, nous avons: [2:: jt(J..)h>)·] ~ 2CIIJ.LII·IIhlb· 

>.EA 
• 

Deuxième méthode: nous pouvons utiliser lill théorème dü à Bourgain ([vV] 
p305): tout opérateur borné de A(Jlll) dans lill espace de cotype 2 est 2-sommant. 
Nous avons déjà rappelé que G. Pisier ([P-1]) a montré que l'espace CP·s·(G) est 
de cotype 2. 

L'opérateur TJ.L, introduit dans la démonstration du théorème précédent, est 
2-sommant. N ons concluons de la même manière que dans la démonstration 4.1. 

• 
Ceci nous permet d'obtenir en particulier lille estimation fonctionnelle sur 

la taille des coefficients de Fourier d'une mesure à spectre dans un ensemble 
stationnaire inclus dans lill groupe discret abélien quelconque. 

Théorème 4.3 Soient i\. c r stationnaire et 6 > 0, alors, pour toute mesure 
J1 E lvh(G): 

1 {1 E i\.flft(!)l2: 6} 1 ~ exp(ll;ll
2

) (12) 

où c est 1me constante ne dépendant que de i\.. 
Ceci s'interprète comme la continuité de l'injection: 

Jv!A <-t f'I/J,oo 

J1 --> {jt(/)}-yEA 
(13) 

avec 1/J( t) = é 2 
- 1 et f_'I/J.oo = { (an) 1 supn~l v-l ( n)a~ < 00}. 

Il va s'agir d'tm corollaire du théorème plus général suivant: 

Théorème 4.4 Soient A, B c r vérifiant: 

3c > 0, '1/p E J\!!Aus(G), '1/h E L 2(G): [2: ft(/\)h(/\)J..] ::; ciiJ.LIIIihlk 
>.EA 

Alors, nous avons l'estimation: 

où k ne dépend que de la constante c intervenant dans l'hypothèse. 
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Preuve: k pourra varier d'lme ligne à l'autre mais désignera une constante 
ne dépendant que de c. Soient J-L E MAus(G) et 8 >O. 

As = { Î E A/ 1 .iLb) 1 ~ 8}, notons As un sous-ensemble fini de -As et con-
sidérons 

11/lb = 1. 

L'hypothèse conduit à l'inégalité 

(15) 

Puisque pour tout Î E As : /-;p,b) = IA~t112 .t1b), le lemme 1.1 implique 
l'inégalité: 

Ainsi, compte-tenu de (15), nous obtenons: 

En passant au sup sur A's, on a aussi As fini et 

De manière équivalente 

• 
Preuve du théorème 4.3: il suffit d'appliquer le théorème précédent et le 

théorème 4.1 pour obtenir (12). 
Ceci peut également s'écrire sous la forme 

Soit (bj)j~ 1 le réarrangement décroissant de {l.iL(r)I}"YE.t\· Etant donnés nE N* 

et g E N* tel que: be ~ 1/1~11(~), appliquons le résultat précédent à 

8 = ( 7,0- 1 ( n)) - 1 D 111-LII pour obtenir: 

n 2: I{Î E A/lft(r)l2: 8}1 = I{P E N*/bP 2: 8}12: g 

et, en particulier, bn::; 8 et supbn?,!;- 1(n)::; DJIJ-LII, ce qui démontre (13). • 
n 
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Un corollaire immédiat est: 

Corollaire 4.5 Tout ensemble stationnaire AC r est un ensemble de Rajchman. 
Autrement dit 

VJ.L E lvft...(G), lim P,(!) = 0 . 
"'f->00 

Nous allons établir un résultat plus fort. Nous dégageons pour cela un principe 
général qui s'inspire des méthodes développées dans [F-P]. 

Théorème 4.6 On suppose que G vérifie 'D. Soient A et B cr tels que 
B est un ensemble de continuité et il existe </> : N -; IR tendant vers l'infini 

telle que 

\lp E MAus(G), \/ô> 0: 4>(/ { 1 E A//P.b)/ ~ô}/)::; 1/~1/. (16) 

Alors A U B est un ensemble de continuité. 

Preuve: on peut clairement supposer A et B disjoints. 
Démontrons dans tm premier temps la relation suivante 

Vê > 0, 3ô = ô(ê) E]O, ê(, \lf-L E lv!(G), avec 1/p/1 = 1, 

lim IP.(!)I <ô===;. lim IP.b)l < ê. 
-y~AUB -yEA 

Supposons au contraire que: 
3ê > 0, \/ô E]O, E[, 3J-L E JV!(G) avec 1/J-L/1 = 1 telle que: 

lim /P.b) / ::; ô et 
-y~ AUE 

lim /itb)/ > ê. 
-yEA 

(17) 

La condition lim /P,(/)/ ::; ô, assure l'existence d'un ensemble fini F tel 
-y~ AUE 

que: 

\11 tf. AU B avec /tl rf. F, /itb)/ :S Ô. 

Puis, la condition lim Jp,(!) / > ê et la propriété 'D de G nous permettent de 
-yEA 

choisir une sui te (11) 1~0 dans A, vérifiant la con di ti on sui vante: 

! 'Yo </c F et 'Yp· ü ,;1 </c F pour tout p > 1 et tout 

lo =!= 1 et { {j} j dissocié 
pour tout j : Jp,( {j) J ~ ê 

SjE{-1,0,1} 



Soient N;::: 1 et v= J-L *RN- L J-L ;RN(! )'y, 
-y~AUB 

N 

RN étant le produit de Riesz: II [1 + Re(Fi)J. 
j=l 
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v appartient à lvfAuB et l'hypothèse (16) s'applique à v pour nous donner, 
pour tout E 1 > 0 : 

éi<P(IA.,ll):::; !lvii~ lil-L* RN III+ Il L tt ;RN(Fhll1 (18) 
-y~AUB 

(où A" 1désigne l'ensemble {1 E A/lv(r)l;::: er}). 

Or 
(19) 

et 

-y~AUB 

< sup IJ't(F)I.IIRNII2 
-y~AUB 

(20) 

< sup ljt(r)I.2N. 
-y9-!AUB 

N 

On remarque que J4r ( Œ) =!= 0 uniquement si Œ = II 1Zk avec sk E { -1, 0, 1} 
k=l 

donc Œ tf: F. Pour de tels Œ vérifiant de plus Œ tf: AU B, on a: 

ljt( (J) 1 ~ o. (21) 

Combinant (20) et (21), on aboutit à: 

(22) 

D'autre part, pour tout p E {1, · · ·, N}, ljL(rp)iiJ&(Fp)l > ; donc {p E A.,;2 
d'où 

{II, ... , rN} c Aô/2 et IA$;21 > N. 

De (18), (19) et (22), nous tirons l'inégalité 

(23) 

Maintenant, il suffit d'ajuster N tel que: ~ <P( 1 A.,f2i) > 4C, puis c5 tel que : c5 < 2-N 
pour obtenir une contradiction via (23). Nous avons ainsi établi (17) par l'absurde. 
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D'autre part, B est un ensemble de continuité et nous pouvons donc trouver 
a(c) E]O, c[ tel que 

'I!J.L E .NI(G), avec IIJ.L// = 1: lim /ft(!)/ < a(c) =} lim /ft(r)/ < é. 
~~B ~EB 

Fixons é > 0, d'après (17), on a: 

lim /ft(!)/ < o(a(c)) =} lim /Mi)/ < a(c). 
~~AUE ~EA 

(24) 

A fortiori, lim /ft(r)/ < a(c) donc lim /ft(!)/ < é. Compte tenu de (24), 
~~B ~EB 

lim /ft(!)/ < c. 
~EAUB 

Donc, A U B est tm ensemble de continuité. • 
Ce résultat et les propriétés des mesures à spectre lactmaire dégagées précédemment 

permettent d'exhiber de nouvelles classes d'ensembles de continuité. 

Corollaire 4.7 Soient 1\ cr= ê stationnaire, où G vérifie 'D, et A un ensemble 
i\(1) alors: 1\ UA est un ensemble de continuité. 

Preuve: les théorèmes 4.1 et 4.4 permettent d'obtenir (14) avec A station
naire et B ensemble J\(1). Nous sommes sous l'hypothèse (16) du théorème 4.6 

avec cfJ(t) = Cjlog(t) où Cne dépend que de A et B. Comme B est un ensemble 
i\(1), c'est en particulier un ensemble de continuité. Le théorème 4.6 permet de 
conclure. • 

Dans le cadre du tore, on a tm autre résultat: 

Corollaire 4.8 Soit A c N stationnaire, alors 1\ U z- est un ensemble de conti
nuité. 

Preuve: Les théorèmes 4.2 et 4.4 permettent d'obtenir (14) avec A sta-
tionnaire et B = z- (qui est de continuité d'après le théorème classique de 
Katznelson-de Leeuw). Nous sommes sous l'hypothèse (16) elu théorème 4.6 avec 

c/J(t) = cjlog(t) où C ne dépend que de A. Comme z- est un ensemble de 
continuité, le théorème 4.6 permet de conclure. • 
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5 Ensembles stationnaires et ensembles de con
vergence uniforme 

Rappelons que Gilles Pisier a_exhibé des ensembles stationnaires qui ne sont pas 
des ensembles de Sidon (réciproquement tout Sidon est trivialement stationnaire). 
Nous allons généraliser ce résultat en exhibant tme classe d'ensembles station
naires qui ne sont pas de convergence uniforme. Ceci va reposer sur le résultat 
même de Pisier et sur la construction de gros sous-ensembles stationnaires A de 
Z, au sens suivant: il existe k E N* et Ok > 0 tels que 

Montrons d'abord le résultat suivant 

Théorème 5.1 Soit E une partie dissociée der, E = {>-1 h::~ 1 . Soit kun entier 
supérieur à 1. Alors 

k 

i\k := {II >-;; / 1 :::; p :::; k; êp E { -1, 1}; )p > 1 distincts} 
p=1 

est stationnaire. 

Preuve: nous suivons la méthode de Blei [B] pour revenir de Gk (oit le 
résultat de Pisier a lieu) à G. Nous avons: 

k k-1 e k 

Ak = { II >.1p up distincts} U U {II >.1P l1 );ipiJP distincts} 
p=1 l=O p=1 p=l+1 

et tout fonction f de PA"(G) peut s'écrire (dans la suite, I: 1 

signifie que l'on 
(jp) 

somme sur les indices tels que J1 < ... <je et Jf.+1 < ... < Jk pour 0 :::; e:::; k- 1, 
et J1 < ... < Jk pour e = k): 

k-1 

f = ""("" 
1 J~(À . ... À. ); . +1 ... ); . )/\ .... À. ); . .. . ); . ) 6 6 11 Je Je lie 11 Je ll+l Jk 

l=O (jp) 

k k 

+ I: 1 ](II Àjp) II Àjp 
(jp) p=1 p=1 
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k 

Définissons F dans P ( G x · · · x G) par F = L Fe oi1: 

et 

Fe= 

:2: 
(Jp) 

distmcts 

I: 
(ip) 

distmcts 

k times 
e=O 

k 

}(IT Àjp)Àj1·® · · · 0 Àjk; Fk E PEx-··xE(Gk) 
p=l 

!~(À . ... À. >:. .. . >:. )À~ 1 0 ... 0 À~l.: 
JI Je Jt+! J1.: JI JI.: 

(25) 

Dans la suite, les cas f = 0 et é = k seront traités de la même manière. Fixons 
0 ~ f ~ k- 1, Fe est symétrisé en écrivant: 

L~=l ( -1 )m+k L F;( Àit; · ··;À je; );il+!;···; ):ji.:) X 

7/Js(Àj!) ... vs(Àje)'l/Js(Àil+!) ... 7/Js(Àjl.:) 
(26) 

Otl le second membre est indexé par les sous-ensembles S de { 1, · · · , k} de cardinal 
met les indices (jp) distincts (1 ~ p ~ k) et Otl 7/Js(r)(g1, • · ·, gk) est égal L !(gr) 

rES 

avec (g1 , · · · ,gk) E Gk. 
Fixons (~ncore) m dans {1, · · ·, k} et S inclus dans {1, · · ·, k} avec JSJ = m, nous 
notons F pour : 

L F;( Àj!l ... 'Àje)il+I' ... '>:ik)vs(/\jJ ... 7/Js(Àje)Vs(Àjl+!) ... vs(Àj~.;) 
(ip) 

distmcts 

(en remarquant que vs(:Y) = 1/Js(r)). 
Nous avons: FE PEx .. ·xExËx .. ·xË· 
Soient g1 , · · · , gk dans G et 

Considérons le produit de Riesz v= II [1 + Re(ei!)]; nous avons 
-yEE 

_ _ eif. e-i(k-t) 
v(Àj! ... ÀjeÀil+! ... Àjk) = 2k =: ae . 

Il existe un polynôme Pe, dépendant seulement de k et f (il suffit par exemple de 
considérer un polynôme interpolateur de Lagrange) tel que: 

Pe(ae)=1 et Pe(at)=O clèsque tf-é. 
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Nous pouvons écrire J-Le = Pe(v) (où le produit sur l'vi( G) est la convolution) et 
observer que: 

Îte(À · ···À· ,\ · .. · ,\ · ) = 8t e (symbole de Kronecker) f""" )! Jt )t+! Jk , 

pour tous j 1 , · · ·.,jk deux à deux distincts 

et ( ck dépendant seulement de k) 

Enfin, nous considérons le produit de Riesz: 

R= fl[1+Re(7JiÀi)J 
j?;_O 

01\: 7Ji = 1/J~~~i\g1 , · · · ,gk) (remarquer que: /7Jil:::; 1). 
On vérifie aisément que (gardant (27) en mémoire): 

pour conclure en utilisant (28) que: 

Prenant la borne supérieure sur Gk, il vient: 

(28) 

Maintenant, considérant (25), (26) et la majoration précédente, nous obtenons: 

et 

k k k 
IIFII= :S L IIFelloo :S L L L 2mk2kCkllfll= 

l=O l=O m=l ISI=m 

IIFII=:::; Akllfll= 

(avec Ak = k2k(2k + 1)kCk). 

(29) 

E étant dissocié, c'est un ensemble de Sidon ainsi que EUE = E 1. D'après le 
résultat de Pisier( [P-1]), E 1 x · · · x E 1 est un ensemble stationnaire dans rk. Il 

k fois 

existe donc Bk > 0 tel que, pour tout F dans PE1 X···xE1 (Gk), 

(30) 
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D'autre part, en fixant f dans P11.k(G), observons que 

est plus petit que 

Via le principe de contraction, cela donne avec les notations de (25): 

( 31) [f] < [ F] . 

En combinant (29), (30) et (31), nous obtenons que [f] < AkBkllflloo et i\k est 
un ensemble stationnaire dans r. • 

Corollaire 5.2 Il existe des ensembles stationnaires dans Z, qui ne sont pas des 
ensembles UC. 

Preuve : par exemple, si H est une suite lactmaire à la Hadamard, H - H + H 
n'est pas un ensemble UC (voir le théorème 1.6 de la première partie), mais il est 
stationnaire par le théorème précédent. • 

Venons en au théorème annoncé au début de ce paragraphe. 

Théorème 5.3 Pour tout k 2': 1, il existe des ensembles stationnaires i\k C Z 

vérifiant: 

Preuve: il suffit de considérer les ensembles i\.k = { 3m1 + · · +3mk 1 mi distincts}. 
Il est alors facile de vérifier que: VN 2': 2k: 

{ N} N + 2 k IAk n o, · · ·, k3 1 ;::: (N + 2) · · · (N + 2- k);::: ( ~) . 

• 
Remarque: le théorème précédent est optimal en ce sens qu'il existe des 

ensembles de Sidon E tels que N C E + E et E + E n'est pas stationnaire. 
En effet, en considérant l'ensemble E = {3n + n }nEN U { -3n }nEN, nous avons la 
propriété annoncée. 

Remarque: pour comprendre l'intérêt du corollaire 5.2, rappelons que A ES 
signifie que pour toute fonction f dans CA ( G)' il existe une partie nf' de n de 
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mesure 1, telle que, pour tout w de D..1 , la somme partielle de la série de Fourier 
de fw converge tilliformément vers fw. 

J\ est lill ensemble uc si, pour toute fonction f dans CA(G), la somme partielle 
de la série de Fourier de f converge uniformément vers f. 

Remarquons que si on peut choisir un a commun dans tous les D 1 (!décrivant 
CA ( G)) alors les opérateurs suivant: 

sont bornés uniformément d'après le théorème de Banach-Steinhaus. Nous avons 
d'après le théorème de Hahn-Banach puis le théorème de représentation de Riesz, 
l'existence, pour tout n de N, d'une mesure Lin, bornée indépendamment de n, 
telle que, pour tout À de J\: IÎn(À) = 0 si jÀj > net IÎn(À) =cA( a) si jÀj :::; n. Les 
mesures f-Ln = Lin* Lin vérifient la condition (ii) des caractérisations équivalentes 
des ensembles UC (cf 1.1, première partie) et J\ est un ensemble UC. 

On peut ainsi constater que, dans une certaine mesure, même si H + H - H 
est stationnaire (donc pas trop gros), il y a trop de fonctions dans CH +H -H pour 
que H + H- H soit UC. 

6 Ensembles stationnaires et ensembles p-Sidon 
p.s. 

Nous nous intéressons ici au lien entre les ensembles stationnaires et les ensembles 
p-Sidon p.s. Les ensembles J\k exhibés dans le paragraphe précédent fournissent 
des exemples d'ensembles stationnaires qui ne sont pas p-Sidon p.s. En effet, il 
est facile de vérifier que si J\ est un ensemble p-Sidon p.s. (1 :::; p < 2) inclus dans 
Z, alors nous avons la condition arithmétique suivante (dont nous donnerons tille 
démonstration très courte dans le paragraphe consacré aux ensembles p-Sidon): 

__p__ 
3C > 0, VN EN*, jAn {0,··· ,N}I:::; Clog(N) 2-P. 

Si H est tille suite lactillaire à la Hadamard (par exemple (3n)n~o) et kun entier 
tel que k~l > p, en considérant Ak = H + · · · + H (k fois), nous obtenons un 
ensemble stationnaire, qui n'est pas un ensemble p-Si don p.s. 

7 Propriétés banachiques 

Nous allons donner quelques propriétés banachiques des ensembles statiormaires. 
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Proposition 7.1 Soit Ac r un ensemble stationnaire infini, alors CA(G) con
tient un sous-espace complémenté isomorphe à g1. Plus précisément, pour tout 
ensemble de Sidon L; cA, c~(G) est complémenté dans CA(G). -

Nous donnons un corollaire _immédiat (c'est une conséquence d'tin résultat 
classique dû à Bessaga et Pelczyilski, cf [D] th.IO p.48): 

Corollaire 7.2 Soit A C r un ensemble stationnaire infini, alors nous avons 
l'inclusion: gco C (CA(G))*. 

Preuve de la proposition 7.1: il suffit de considérer un sous-ensemble~ 
dei\ qui soit Sidon. i\ étant infini, cela est possible ([1-R]). Nous avons pour tout 
hE C_t·s·(G): 

llhllco s; S(~) [h]. 

Or, la stationnarité de A donne pour tout fE CA(G): 

[!] s; Ks(i\)llfllco· 

Pour tout f dans PA ( G), nous avons, via le principe de contraction: 

Il~ Î(o")<rfloo S S(E) [~ Î(o-)o-] S S(E) [!J S S(E).K,(A)flflloo· 

Ceci signifie que C~(G) est complémenté dans CA(G). Or I: est un ensemble de 
Sidon, donc Cr:( G) est isomorphe à gr et la conclusion s'ensuit. • 

Nous avons également un résultat dual du même type: 

Proposition 7.3 Soient A c r un ensemble stationnaire infini, L un ensemble 
A(l) et L; C A un ensemble de Sidon , alors, pour toute mesure f-L de Jvfi\uL, 
l'opérateur T: 

est borné. 

gr 

{jL(Œ)h(Œ)}aEL: 

Corollaire 7.4 Soient A c r un ensemble stationnaire infini et L c r un en
semble i\( 1), alors JVhuL( G) contient un sous-espace complémenté isomorphe à 
g2. 

Preuve: il suffit à nouveau de considérer un sous-ensemble ~ de i\ qui soit 
Sidon. D'après la proposition précédente, L jL(Œ)Œ définit un élément de LHG), 

aEE 
et a fortiori une mesure de lvfr..( G) 1 de norme inférieure à C fois la norme de f.L 
(Cne dépend que de A et~). ME(G) est complémenté clans lvhuL(G). Comme 
!viL:( G) est isomorphe à €2 

1 ceci démontre le corollaire. • 
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Preuve de la proposition 7.3: le théorème 4.1 donne l'existence de C > 0 
telle que, pour tout h de L2

: 

D'autre part, le principe de contraction donne la majoration: 

-Il existe donc une constante D > 0 telle que IIT(h)IJ 1 :S DIJI-LII·IIhlb et T est 
borné. • 

Remarque: le corollaire précédent peut s'écrire sous la forme d'tme inégalité 
de type Paley. Soient A C r un ensemble stationnaire infini, {ai} j un ensemble 
de Sidon inclus dans A et L C r un ensemble A(1) (si G = 1!', on peut même 
prendre L = z-), alors 

(P) 

il existe C > 0 tel que, pour tout hE PLuA(G) 

1 

Cllhllt 2: (2: ih(ai)l 2
) 

2
. 

j 

Sous certaines contraintes arithmétiques, nous pouvons obtenir la continuité 
de l'opérateur de convolution T de la proposition 7.3, sur CP·s·(G). Rappelons 
tout d'abord une définition: 

Définition 7.5 Soit AC f; nous dirons qu'unefamille de sous-ensembles {.EiL 
de A est une Sidon partition de A si: U .Ei = A et s'il existe une constante C > 0 

j 

telle que pour tout choix de (CJj)j, avec O"j dans .Ej, l'ensemble {CJj}j est de Sidon 
avec S({CJj}j) :SC. 

Rappelons ainsi le résultat suivant: 

Théorème 7.6 ((lv!-P}p131} Si {.Ei}i est une Sidon partition de Ac r alors il 
existe Jvf > 0 telle que pour tout h E Cp.s. ( G) 

avec hj = L h(>,)>.. 
ÀEl:j 

Remarque: nous donnerons une condition arithmétique nécessaire pour qu'une 
sui te ( nj) vérifie la propriété: {[ni + 1, ni+ 1]} j est une Sidon parti ti on. 
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Proposition 7. 7 Soit A C r un ensemble stationnaire, s > 0 et {I:j} une Sidon 
partition de A avec S(I:j) :::; s pour tout j. 

Alors, pour toute mesure J-L de lvh, l'opérateur A: 

CP·S·(G) ~ 

h ~ 

est borné. 

f 1 (A) 
{,û(..\)h(..\)} -\EA 

Autrement dit, j\IJA s'injecte dans lvf2,1/J. 

Preuve: Soit h dans CP·s·(G), commençons par écrire: 

Puis, appliquons les résultats précédents: pour chaque j, nous avons la majora
tion: 

l: /,û(..\)h(..\)1 :::; S(I:i)jl,ujj.jjhill2:::; siiJ-LII·IIhill2· 
-\EI:i 

Compte tenu du théorème 7.6, nous avons finalement (lvf provient du théorème 
7.6): 

L l,û(..\)h(..\)1:::; A'ISIIJ-LII [h]. 
-\EA 

La dernière affirmation de la proposition résulte du fait que le dual de CP·s·( G) 
est lvf2 ,1/J· • 

Remarque: par exemple, l'hypothèse arithmétique de 7.7 est vérifiée par les 
ensembles Ea,b ={ai+ Oij j 2: 0, 0:::; i:::; log(a)- 1 .log(f.rÎ+1 - Oi)}, où a et b sont 
des entiers strictement supérieurs à 1. 

8 Ensembles Stationnaires et ensembles i\(2) 

Dans l'introduction de cette partie, nous avons énoncé le théorème de Bourgain 
qui établit la stabilité par produit des ensembles stationnaires qui sont A(2). Il 
reste la question naturelle suivante: est-ce qu'un ensemble stationnaire est A(2)? 
Plus généralement A(p) pour un p > 0? 

Dans le théorème suivant, nous concluons positivement pour une sous-classe 
(est-ce une sous-classe stricte? ) de la classe des ensembles stationnaires. N ons 
introduisons la notion suivante: 

Définition 8.1 Soit A c r; on dit que i\ est extensiblement stationnaire s'il 
existe une constante C telle que, pour toute famille finie de parties finies (Ai) i 
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de A, il existe un ensemble stationnaire E de constante inférieure à C et des 
camctères rj tels que, 

d'une part, {riAi}i est une Sidon partition de constante inférieure à C; 
. d'autre part, riAi cE. 

Remarque: une condition suffisante pour que A soit extensiblement station
naire est l'existence d'tm ensemble H infini tel que H.A soit stationnaire. Tout 
ensemble extensiblement stationnaire est clairement stationnaire. 

Nous pouvons énoncer le théorème suivant 

Théorème 8.2 Tout ensemble extensiblement stationnaire est un ensemble A(2). 

Preuve: l'idée est de montrer que l'inclusion formelle de CA(G) dans L 2 (G) 
est 1-sommante. D'après le théorème de Pietsch et l'invariance par translation de 
cette inclusion, on obtient alors le résultat. 

Considérons une famille finie de polynômes ]j à spectre dans A, et appliquons 
l'hypothèse sur A aux parties sp(fi); avec les notations de la définition 8.1, il 
vient 

Puis la propriété de Sidon partition donne, via le théorème 7.6, l'existence de 
C' telle que: 

d'oü 
C.C' sup L lfAx)l 2: L ll/ill2· 

xEG j j 

Cela signifie exactement que l'inclusion formelle de CA(G) dans L 2(G) est 
1-sommante. • 

Remarque: on retrouve le fait que les ensembles Ak du paragraphe 5 sont 
des ensembles A(2). 

9 Amélioration de l'intégrabilité 

Nous nous intéressons dans cette section aux propriétés d'intégrabilité des fonc
tions presques sûrement continues, ou (c'est un point de vue dual) de certaines 
mesures opérant sur cp.s .. 

Nous commençons par montrer la non-trivialité de ce deuxième problème. En 
effet, il est facile de construire une série de polynômes normalement convergente 
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dans tous les espaces de Hardy HP, p < 2, vers un élément de lv/2,1/J mais divergente 
dans L 2: 

zi+t 

Considérons la suite de polynômes: f-Li = 2-~ L en avec j positif. 
n=2i+l 

Observons d'abord que la série des /-Li converge vers f-L dans HP pour tout 
p < 2 vérifiant: 

oo . zi+1 oo . 

IIJ-LIIp:::; 2: 2-~ 11 2: enllp ~ c 2: 2-~2;r. 
j=l n=V+l j=l 

oi1 c est une constante ne dépendant que de p et la dernière série est convergente 
car p' > 2. 

La mesure J-L est également élément de lv/2 ,1/J· Il suffit pour cela d'observer que 
Uj{2i + 1, · · ·, 2H1

} est une Sidon partition de N* donc l'inégalité de Marcus 
et Pisier (cf th 7.6) donne l'existence d'tille constante C telle que, pour toute 
fonction f de cp.s. : 

IIJ-L-;-!111 - 2: IIJ-L;; fll1 
j 

zi+I 
< 2: IIJ-Lil/2.11 2: Î(n)enllz par Cauchy-Schwarz 

j n=V+l 
00 21+1 

< 2:11 2: Î(n)enllz 
j=l n=2i+l 

< C[f]. 

f-L définit lill élément de (CP·s·)* = lvfz,l/J· Il est enfin clair que f-L ~ L 2 puisque 
IIJ-Ljllz = L 

Remarque: par le résultat précédent, on ne peut espérer montrer que les 
ensembles stationnaires ou les ensembles p-Sidon ps sont A(2) avec la seule infor
mation que toute fonction deL~, (p < 2), définit lill élément de lvf2 ,1/J, même si on 
suppose A Riesz ou de continuité. Les hypothèses précédemment énoncées sont 
notamment vérifiées si A est ~-Sidon (nous détaillerons ce point dans le prochain 
chapitre). 

La proposition suivante motive la suite de la section. 

Proposition 9.1 Pour tout p > 2, Cp.s. ct. V. 
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Preuve: supposons le contraire, d'après le théorème du graphe fermé, l'inclusion 
de cp.s. dans v est continue. Il existe c > 0 telle que, pour tc:>ut f dans 
Cp.s., C [!] 2: llfllp· En prenant pour f le noyau de Dirichlet Dn, on obtient: 

C\)n log(n) 2: n?. Ce qui est impossible pour n assez grand. • 

L'amélioration de l'intégrabilité (mietLX que L2
) pour les fonctions presque 

sûrement continues passe donc par une condition restrictive. Nous choisissons le 
point de vue de la lacunarité et nous pouvons exhiber des classes d'ensembles 
lacunaires A telles que toute fonction de c~-S. soit dans tout espace v (p fini) 
mais sans que l'ensemble A soit Sidon (nous rappelons eu effet le résultat de 
Pisier ([P-4]) selon lequel l'inclusion de c~-S. dans L 00 implique que A est Sidon): 
il suffit de considérer des ensembles A(p) pour tout p. Nous avons la propostion 
évidente suivante: 

Proposition 9.2 Soient p > 2 et A un ensemble A(p). Alors, C~·s. cV. 

Remarque: dans la proposition précédente, les ensembles A peuvent ne pas 
être a-Sidon p.s. (a < ~) en général puisqu'ils peuvent contenir des sommes 
d'ensembles finis arbitrairement grandes (voir chapitre suivant). 

Ceci redémontre au passage qu'il n'y a pas d'inégalité de Hausdorff-Young 
inverse. En effet, si ou avait: Vf EV (p > 4), jE f_P' alors l'ensemble A serait 

1 s·d 1 4 p- 1 on p.s. or p < 3. 

Ou peut améliorer la régularité d'lm élément de Cp.s. en perturbant localement 
ses coefficients de Fourier par convolution avec certaines fonctions intégrables. 
C'est lille conséquence de la proposition suivante. 

Proposition 9.3 Soit X l'espace f_P {2 > p) ou CP·s·; alors, pour tout x de X 

et toute série faiblement inconditionnellement convergente 2: fi de L 1
, la série 

L llx * fillx converge. 

Preuve: il suffit de remarquer que dans les delLX cas de 1 'hypothèse, un 
élément x de X se factorise (pour la convolution) par un élément a de L2 et lill 
multiplicateur m de L2 dans X. Pour f_P, c'est clair; pour Cp.s., cela est traité 
dans le livre de Marcus et Pisier ([M-P]). 

Ensuite, on factorise l'opérateur de convolution par f comme suit: 

L 1(G) x 
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Enfin, le théorème de Grothendieck assure le caractère 1-sommant de l'opérateur 
de convolution par a (celui-ci étant un opérateur d'lm espace L1 dans up. espace 
L 2

) donc de l'opérateur de convolution par f. D'où le résultat. • 

Corollaire 9.4 Soit X l'espace f:P (2 2: p) ou Cp.s. alors, pour tout xE X et tout 
fE Ls (s > 1}, la sérieL, /lx*fillx converge (on a posé /j = L Î(n)en). 

{zi+l,-··,2.i+l} 
Plus précisément, on a la majoration: 

L, /lx* JilL" :::; c(s- 1)-3 /lf/ls./lx/lx· (c est une constante absolue) 

Preuve: le corollaire résulte de la proposition précédente en appliquant le 
théorème de Littlewood-Paley (pour les constantes, voir [Bo2]). 

Avec les notations précédentes, celui-ci s'énonce ainsi: 
il existe des constantes C et C' telles que, pour tout 2 > s > 1 et tout f E L 8 

/I(L lfjl 2)t/ls:::; Cs/lf/ls 
j 

avec 

La série L /j est inconditionnellement convergente et nous obtenons, d'après la 
j 

proposition, la convergence de la série L, /lx * fillx· Plus précisément, on a la 
majoration: 

< D/lx/lx· sup III.>:jfjlls 
I~JI=l i 

< DC(s -1)-~llxllx·II(L lfil 2 )!11s 
j 

< DCC'(s -l)-3 llxllx·ll L fjlls 
j 

• 
En ajoutant tme hypothèse de stationnarité, on obtient alors tme propriété de 

multiplicateur: 

Proposition 9.5 Soit i\. c r un ensemble stationnaire, vérifiant de plus c~-S. ( G) c 
V, avec p > 2; alors on a l'inclusion continue 

Preuve: il suffit d'utiliser la proposition 4.1. Soient JL une mesure de lvh(G) 
et h dans L2 alors JL * h E C~·s·( G) c V. Nous avons donc 

• 
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On remarque que les hypothèses du théorème sont vérifiées en particulier si 
A est stationnaire et p' -Sidon ps (donc a posteriori p' -Sidon): voir à ce propos le 
prochain chapitre. 

_ Un autre résultat permet également d'améliorer l'estimation du théorème 4.3 
sous certaines hypothèses. 

Théorème 9.6 Soient A C r un ensemble stationnaire et J.L une mesure dans 
lv/p._, qui est aussi un élément de lv/2,1/J; alors jL E f.4 • 

Preuve: Ceci résulte de la proposition plus générale SlÙvante: 

Proposition 9.7 Pour tout mE /v/2,1/J(G) et tout f-t E .!vh(G) {A stationnaire}, 
m * J.L E L 2

• 

Nous pouvons donner deux arguments pour démontrer cette proposition. Le 
premier utilise le lemme suivant: 

Lemme 9.8 Pour tout m dans }.;/2,1/J(G), l'opérateur: 

CP·S·(G) - L2(G) 
h - h*m 

est 1-sommant. 

Preuve du lemme: il s'agit en fait d'une application triviale du théorème 
de Grothendieck. On remarque queT se factorise: T = U o V oit V est l'opérateur 
de convolution de CP·s·(G) dans €1 par met U la tranformation inverse de Fourier 
de l 1 dans L 2 qui est 1-sommante d'après le théorème de Grothendieck. Donc T 
est 1-sommante. • 

Preuve de la proposition. Premier argument: commençons par observer 
que l'opérateur: 

C(G) - L2 (G) 
h - h*J-t*m 

est nucléaire. En effet, il s'agit de la composition de l'opérateur de convolution 
de C(G) dans CP·s·(G) par J.L et de l'opérateur de convolution de CP-s·(G) dans 
L 2 par m. Le premier opérateur est 2-sommant (cf th.4.1) et le second est 1-
sommant (d'après le lemme précédent) donc 2-sommant. A fortiori, la composition 
est nucléaire. En fait, il est amplement suffisant de savoir que S est 1-sommant 
(donc d'appliquer directement le lemme sans connaître le résultat du théorème 
4.1). En appliquant le théorème de Pietsch, il existe une mesure v et une constante 
C telles que, pour tout h dans C(G), IIS(h)jj2 :S C fe jh(Ç)jdv(Ç). L'invariance 
par translation de l'opérateur S permet de choisir pour v la mesure de Haar sur 
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G. Ainsi, IIS(h)ll2 < Cllhlh pour tout h dans C(G) donc, par densité, pour tout 
h de L 1 , c'est à dire: /1- * m appartient à L2

• _ 

Deuxième argument: il est le plus simple, il utilise le théorème 4.1. Pour tout 
élément a de L 2

, a* /1- E CP·s·(G) donc a* m * /1- E €1 (par dualité). Par dualité 
encore, a* mE L 2

. • 

10 Annexe sur les Sidon partitions 

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que (ni) i est une suite strictement 
croissante d'entiers formant un ensemble de Sidon. Nous allons donner une con
dition nécessaire pour que (ni)i soit une Sidon partition. Ceci est lié à la question 
naturelle suivante: 

toute suite (mi)i vérifiant: ni < mi < ni+1 , pour tout j, forme-t-elle aussi 
un ensemble de Sidon? 

Ecrivons Ei = [ni+l, ni+d· Nous supposons que {Ei}i est une Sidon partition 
de [n1 , +oo[. 

Lemme 10.1 Supposons qu'il existe C > 0 et, pour tout j, une partie Ai de Ei -
telle que Ai est un ensemble A(p) (avec p > 2} de constante inférieure à C. 

Alors, en posant A= UiAi, pour tout hE P, tout J E C~.s. et tout entier N: 

sup llhiiiP' [!] ~ Kllf~llr 
15,j5,N 

où K > 0 ne dépend que de C et où on note hi= L h(n)en. 
nEII.j 

Preuve: {Ei}i est une Sidon partition donc il existe Ko > 0 telle qu'on ait 
la minoration: 

N 

sup ilhillp' [f] ~ Ko L llhi!IP'IIfilb. 
15,j5,N j=l 

avec ]j = L Î(n)en. Pour tout choix de signe o:i E D, le fait que Ai soit un 
nEII.j 

ensemble A(p) implique 

Cjjhillp'l!Jillz ~ llhjllp'IIJtllp ~ llhj * failloo 

En remarquant que 2sup lihi * r"lloo ~ llh0 !11 1 , nous obtenons l'existence de 
nED 

K > 0 telle que: 

puisque les hi ont leurs spectres disjoints. • 
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Corollaire 10.2 Sous les hypothèses du lemme précédent, on a pour tout N et 
tout fE P11. avec sp(f) C U Ai: 

15,j5,N 

avec K >O. 

Preuve: on utilise le lemme précédent avec hi = eni Vni+t-ni, où Vn est 
le nieme noyau de De la Vallée Poussin. Le fait que l!hi llp' soit de l'ordre de 

1 

( ni+l - ni) "P conclut la démonstration. • 

Corollaire 10.3 Pour tout 0 < s < 1, il existe Ks telle que, pour tout N: 
1 

ll(ni+l- ni)l5,j5,Nils ~ Ks(nN+l- nN)(Iog nN+I):;. 

Preuve: tout s (s < 1) s'écrit ~ avec p > 2. Le théorème de Bourgain (on 
pourra consulter [T2] pour tille présentation moderne) fournit une constante qui 
ne dépend que de p donc des telle que, pour tout j, il existe till ensemble A(p), 
noté Aj, inclus dans Ei de cardinal de l'ordre de (ni+l -ni)~. 

Posons f = L L en. 
15,j5,N nEAj 

Le corollaire précédent donne l'existence de Cs telle que: 

Enfin, d'après Salem-Zygmtilld, il existe Ks telle que: 

D'oit le résultat. 

L (ni+1-nj)~.1og(nN+I) 
15,j5,N 

• 

11 Annexe: comparaison des normes Cp.s. et in
finie 

L'inégalité de Salem-Zygmund combinée avec les polynômes de Rudin-Shapiro 

montre qu'il y a un décalage de l'ordre de Jlog(N) entre la norme L= et la nonne 
Cp.s. pour les polynômes sur le tore à spectre {0, · · ·, N}. Plus précisément 

sup{ ll~l]oo 1 f E P(1r), sp(f) = {0, · · ·, N}} ~ Jlog(N). 
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L. Rodriguez-Piazza montre dans sa thèse que le décalage entre la norme 
L2 et la norme Cp.s. pour les polynômes à spectre dans une partie finie A est 

de l'ordre de /i(A.), où q(A) désigne le maximum des cardinaux des e~sembles 
quasi-indépendants inclus dans A (cf [Ro] teorema IV.1.3). 

Nous nous intéressons ici au point de vue [.] / 11·11 00 et signalons un corollaire de 
l'étude de la minoration de la constante de J( -convexité par J. Bourgain ([Bo3]). 
Cette remarque nous a été communiquée par L. Rodriguez-Piazza. Le décalage 
entre la norme Cp.s. et la norme sup. est minoré par une quantité de l'ordre de 
log(N), sur un sous-espace de dimension N de l'espace des polynômes à spectre 
dans l'ensemble des fonctions de ·walsh. 

Théorème 11.1 n existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier N: 

sup{ ll~l]oo 1 f E P([O, 1]), jsp(f)i = N} ~ Clog(N). 

Preuve: remarquons qu'il suffit de montrer de résultat pour N de la forme 
2n. Puis il suffit d'appliquer la proposition 5.1 de [Bo3] ott J. Bourgain construit 
un sous-ensemble aléatoire i\ de {wk/1 ~ k ~ 2n}, tel que Clog(ji\1) ~ fo et un· 
polynôme P à spectre dans i\ vérifiant: 

IIPIIoo ~Cet P(ri) = -jn, pour tout 1 ~ j ~ n. 
Dès lors, puisque l'ensemble des fonctions de Rademacher {ri} jEN" est un 

ensemble de Sidon (de constante de Sidon s = ~), nous avons la minoration: 

où la première inégalité provient de l'inconditionnalité des caractères dans 
cp.s .. 

Ceci donne le résultat annoncé. • 
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Partie III 

Ensembles p-Sidon 

Dans l'étude des ensembles stationnaires, nous avons essentiellement utilisé le fait 
que n est une norme inconditionnelle pour les caractères satisfaisant la propriété 
suivante: 

il existe une fonction '1/J : N----.. IR+ telle que lim '1/J(x) = +oo et, pour toute x-+oo 
partie finie A c r 

[ L ~] 2: ?,{;(jAl) L { 
7EA 7EA 2 

Les résultats du chapitre précédents sont donc valables pour d'autres classes de 
l'analyse harmonique, par exemple les ensembles p-Sidon. 

Nous rappelons la définition suivante. 

Définition 0.1 Soient A c r et 1 :::; p < 2, on dit que A est p-Sidon ps s'il 
vérifie la propriété: 

La notion n'a d'intérêt que pour p < 2. Cette classe d'ensemble a été notam
ment étudiée par Rodriguez-Piazza (cf [Ro]). D'autre part, on remarque que tout 
ensemble p-Sidon est un ensemble p-Sidon p.s. En effet: 

Pour tout polynôme f à spectre dans A, p-Sidon et pour tout choix de signe 
w, fw est encore un polynôme f à spectre dans i\. D'o\1 

IIF'IIP :S Sp(A)IIfwlloo et en intégrant sur tous les choix de signe puis en 
utilisant l'inconditionnalité sur f_P, on obtient: llfiiP:::; Sp(A) [!]. 

Remarquons également que l'inconditionnalité des caractères dans Cp.s. per
met d'obtenir trivialement que l'union de deux ensembles p-Sidon p.s. est encore 
p-Si don p.s .. 

Nous avons la condition arithmétique nécessaire suivante: 
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Proposition 0.2 Soit AC Il un ensemble p-Sidon p.s., alors 

3C>O, VNEN*, IAn{O,···,N}I::;Clog(N)~. 

èe résultat n'est pas nouveau mais nous présentons une preuve extrêmement 
courte. 

Preuve: soient N E N*, aN le cardinal de i\ n [0, N] et h le polynôme 
trigonométrique L en. La définition de la p-Sidonicité ps assure l'existence 

nEAn(O,NJ 
l ~ 

de cl (numérique) telle que: a;.. = llhllp ::; cl [h]. 
La majoration de Salem-Zygmlmd donne l'existence de C2 (numérique) telle 

que [h] ::; C2JaN log(N). Ainsi, il existe C ne dépendant que de A telle que: 
l_l 1 

a;_. 2
::; C(log(N))z. D'oit le résultat. • 

Remarque: la majoration en log(N) ~ est optimale. En effet, étant donné 
H dissocié dans Il ( {3n}n~l par exemple), les ensembles H + · · · + H (k fois) sont 
p-Si don avec k = _]!_. 

' 2-p 

1 Propriétés multiplicatives des ensembles p-Sidon 

Nous obtenons également des résultats concernant les coefficients de Fourier d'tme 
mesure à spectre dans lill p-Sidon. Là encore les techniques sont les mêmes que 
pour les stationnaires et nous étendons au cas d'tm groupe abélien compact quel
conque puis au passage à l'union avec un A(l), une inégalité due à Fournier et 
Pigno ([F -P]) utilisant un résultat sur les multiplicateurs dü à Steckin pour le 
tore. 

Théorème 1.1 Soient i\ C r un ensemble p-Sidon, L un ensemble i\(I) et J.L 

dans lvhuL, alors fllA définit un multiplicateur compact de M(€2, fP) et il existe 
K (constante absolue) telle que, po~tr toute mesure J.L dans lvhuL, on ait: 

Preuve: il s'agit d'une preuve tout à fait similaire à celle du théorème 4.1. 
(seconde partie). Il suffit de remplacer l'espace CP·s·(G) par l'espace fP qui est 
également de cotype 2. 

Le caractère compact provient tout simplement du théorème de ·witt: comme 
p < 2, les opérateurs de €2 dans fP sont compacts. • 

Dans le cas du tore, nous obtenons lme inégalité due à Steckin [St] (qui ne la 
formulait pas en ces termes). 
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Théorème 1.2 Soit AC N un ensemble p-Sidon. 
Alors il existe K {constante absolue} telle que, pour toute mes_ure J-L dans 

MAuz-, on ait: 

De plus, {LlA définit un multiplicateur compact de Jv!(f\ f:P). 

Preuve: on considère l'opérateur de convolution défini par: 

J ·1 A(IID) -t fP 
. f -t f*I-L 

Cet opérateur est défini car, pour f dans A(IID), f * f-L E CA donc sa trans
formée de Fourier appartient à fP (i\ est p-Sidon) et sa norme fP est majorée 
par: Sp(A)I/J-LI/IIflloo· L'opérateur J est donc borné et sa norme est inférieure à 
Sp(A) 111-LII· 

f:P étant de cotype 2, le théorème de Bourgain entraîne que l'opérateur J est 2-
sommant. Le théorème de Pietsch assure l'existence d'une mesure v sur G et d\me 

- 1 
constante C telles que: llh * J-LIIp::; CSp(A)IIJ-LII.(Jc lh(x)l 2dv(x))2. L'invariance 
par translation permet de choisir pour v la mesure de Haar sur T. La densité de 
A(IID) dans H 2 conduit à: 

D'oit le résultat. • 

Remarque: comme dans le cas des ensembles stationnaires, il y a plusieurs 
preuves du théorème précédent (nouvelles par rapport au point de vue de Fournier 
et Pigno [F-P]). 

Signalons le résultat suivant, corollaire des théorèmes 1.1, 1.2 de cette partie 
et de la caractérisation d, teo 2.3. page 85 de [Ro]: 

Corollaire 1.3 Soit A C r un ensemble p-Sidon, avec p ::; ~ et L un ensemble 
A(l) (ou L = z- siG= T) alors, pour toute mesure J-L de lvhuL: 

P,lA définit un multiplicateur compact pour la convolution de L 2 dans L1fJ. 

Preuve: soit J-L une mesure de !vhuL, les théorèmes 1.1 ou 1.2 assurent 

que itlA définit un multiplicateur compact de L2 dans g,f!p. Or, comme A est en 

particulier tm ensemble p-Sidon p.s., on sait ([Ro] p 85) que f 3;::.2 s'injecte dans 
L1fJ. Il suffit de remarquer que, 3:E2 2: .,f!!p pour p::; l • 
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Les théorèmes 1.2 et II.4.6 permettent de retrouver le résultat de Fournier et 
Pigno [F-P]: siE est p-Sidon (p < 2) alors EU z- est de continuité. 

Pour un groupe G ayant la propriété V, nous avons la variante suivante: 

Théorème 1.4 Soient A un en~emble p-Sidon et B un ensemble A(l); alors 
A U B est un ensemble de continuité. 

Preuve: le théorème 1.1 permet d'obtenir (16) (cf II.4.) avec A p-Sidon, B 
1 1 

ensemble A(l), <P(t) = Ct"P-2 où Cne dépend que de A et B. Comme B est un 
ensemble A(l), B est en particulier un ensemble de continuité. Le théorème II.4.6 
permet alors de conclure. • 

2 Ensembles extensiblement p-Sidon 

Nous allons montrer comment la théorie des opérateurs (p, q)-sommants permet 
d'obtenir une condition arithmétique sur les ensembles p-Sidon (p < V· Nous 
avons un résultat intermédiaire sur les ensembles extensiblement p-Sidon. 

Donnons quelques définitions: 

Définition 2.1 Un opérateur T: X~ Y est dit (p, q)-sommant s'il existe K 
telle que, pour toute famille finie de vecteurs (xih~i~n de X, on a: 

1 1 

( L IIT(xi)IIP);; :::; K Slif. ( L jÇ(xiW);;. 
l~j~n ~~Î=l l~j~n 

La définition suivante est nouvelle: 

Définition 2.2 Un ensemble A C r est extensiblement p-Sidon s'il existe une 
constante C telle que: 

pour toute famille finie de parties finies (Ai)i de A, il existe des caractères 
li et un ensemble p-Sidon E de constante inférieure à C, tels que les ensembles 
liAi soient disjoints et inclus dansE. 

Remarque: une condition suffisante pour l'extensibilité est la suivante: il 
existe H infini tel que H.A est p-Sidon. D'autre part, un ensemble extensiblement 
p-Sidon est clairement un ensemble p-Sidon. 

Notation: soit A un p-Sidon, nous noterons JA l'opérateur: 

---; f_P 

---; h 

Cet opérateur est de norme SP(A) (par définition). 
Un ensemble extensiblement p-Sidon (p < 2) doit satisfaire une condition de 

nature banachique. 
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Théorème 2.3 Soit A un ensemble extensiblement p-Sidon; alors la tmnsfor
mation de Fourier de CA ( G) dans f:P est (p, 1) -sommante. 

Preuve: soit (/ih5:.i5:.n une famille finie de polynômes de CA(G), il existe 
des éléments hl, ... , hn dans. r tels que les polynômes hih soient à spectres 
disjoints (c'est le caractère ex-tensible de A qui nous l'assure) et inclus dans E. 
La p-Sidonicité de E conduit à: 

Il L hifillp :=; Sp(E)II L hi/ill= < Sp(E) sup 1/ L Ej/jlloo· 
15:_j5:_n 15:_j5:_n l~il=1 1$j$n 

puis les polynômes hifi étant à spectres disjoints, nous obtenons: 

1 

( 2: llh'Jillp) p 
15:_j$n 

IIJE( L hifi)llp 
1SiSn 

< Sp(E) sup Il L ci/illoo· 
l~il=l 1$j$n 

D'oit: 
1 

( L lljA(/i)IIP) "P :::; Sp(E) sup L IJAx)l 
15:_j$n xeG1SiSn 

et jA est (p, 1)-sommante. • 
Nous obtenons comme corollaire une condition banachique pour les ensembles 

p-Sidon qui contiennent un produit de deux ensembles infinis: 

Corollaire 2.4 Soient A c r un ensemble p-Sidon, A et B, infinis, tels que 
AB C A, alors jA et js sont (p, 1)-sommantes, de norme (p, l)-sommante ma
jorée indépendamment de A et B. 

Ceci résulte directement du théorème précédent. 
Nous obtenons également comme corollaire une condition arithmétique pour 

les ensembles p-Sidon, p < ~- Cette condition connue depuis longtemps, se 
démontre directement (et facilement) via les matrices de \Nalsh. Il ne semble pas 
toutefois que le point de vue matriciel redonne la condition banachique énoncée 
ci-dessus. Cette condition apparaît donc comme strictement plus forte. 

Corollaire 2.5 Soient A c r un ensemble p-Sidon, A et B, infinis, tels que 
AB C A, alors nécessairement, on a: p ~ ~. 

Preuve: elle résulte directement du lemme ci-dessous: 
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Lemme 2.6 Soit 1 :::; p < ~' il n'existe pas d'ensemble infini A tel que la tmns
formation de Fourier de CA ( G) dans f.P soit bornée et (p, 1) -sommante. 

Preuve: point de vue (p, q)-sommant. Supposons l'existence d'un tel ensem
ble A pour 1 :::; p < ~- On peut choisir till réel q tel que: l:p < q < 2 puisque la 

condition p < ~ implique l:p < 2. 
L'injection ide f.P dans gq est ((~ + ~ + ~)- 1 , 1)-sommant (cf th.p209 [D-J-T]). 

D'après till théorème de Kënig, Retherford et Tomczak-Jaegermann (p 208 [D-J-TJ), 
la composition i o jA est 2-sommante. 

Le théorème de Pietsch nous permet une fois de plus de conclure. Il existe 
une mesure de probabilité sur G, que l'on peut choisir comme étant la mesure de 
Haar, car i o j A est till opérateur invariant par translation et il existe tille constante 
C telle que, pour tout élément h de CA(G), donc, par densité, pour tout élément 
h de L1(G), on ait: 

ce qui est clairement impossible car q < 2. 
Point de vue élémentaire: matrices de Walsh. Etant donné till entier n, 

sélectionnons n caractères distincts a1 , ···,an dans A. Posons, pour 1 < j:::; n: 

n 1 2i7rkj 
li= L ~exp(-).ak. 

k=l yn n 

Les polynômes li sont à spectre dans A. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, 
pour des E i de module 1 arbitraires: 

Soit 
sup Il L Ejfjlloo :Sn. 

lei J=l l$j$n 

D'autre part, pour tout j: 

Explicitons le caractère (p, 1)-sommant de jA: 

1 

n%-~ = (L llfill~) 'P :S Cn 
j 

Ceci est valable pour tout entier n donc nous avons nécessairement: p ~ i· • 
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En appliquant lill théorème de factorisation pour les opérateurs (p, q)-sommants, 
nous obtenons immédiatement lm corollaire qui n'a d'interêt que pour_1 :::; p < 2. 

Rappelons la définition suivante 

Définition 2. 7 L'espace de L_orentz .V·1 ( G) est l'espace des fonctions mesurables 
f sur G {ici la mesure est la mesure de Haar m) dont le réarrangement décroissant 
j* défini sur [0, 1] par f*(t) = inf{s > O;m(/!1 > s) ~ t} vérifie 

11 1 dt 
t"P j*(t)- < 00 

0 t 

Corollaire 2.8 Soient A tel que JA soit (p, l)-sommante (par exemple A exten
siblement p-Sidon} et une mesure f-t à spectre dans A. 

Alors f-t définit un multiplicateur de Fourier de l'espace de Lorentz [?.1 ( G) 
dans [P. En particulier, f-t définit un multiplicateur de Fourier de l'espace Lr ( G) 
dans f?, pour tout r > p. 

Preuve: il suffit de composer JA avec l'opérateur de convolution par f-t de 
C(G) dans CA(G) puis d'appliquer le théorème 10.9 p.204 [D-J-T]. • 

3 Quelques propriétés arithmético-fonctionnelles 
des ensembles p-Sidon p.s. 

Nous nous intéressons aux liens entre l'absolue sommabilité des coefficients de 
Fourier d'une fonction de Cp.s. et la laclmarité de son spectre. p désignera un réel 
de [1, 2[. 

Théorème 3.1 Soient A c r un ensemble p-Sidon p.s., J E crs·(G) et {Aih 
une partition du spectre de f en ensembles finis. Posons fi = L Î(>.)>.. Sup-

>..EAi 

posons que la série Lj /1\/ 1
-P diverge. 

Alors il existe une sous-suite Us}s telle que: llh..ll 1 converge vers O. 

Preuve: on a: 

~ 1 ~ 

D'après l'inégalité de Holder, on a: 11/illl ~ /A.i/P'IIfiiiP, donc le principe de 
contraction donne: 
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Puis, A étant tm ensemble p-Si don p.s., il existe C > 0 tel que: 

-- 1 

[!] 2: CII(L: llhlh1Aji711Îill;1 Jj)llp = c(l:: llhllfiAjl-?)p. -
j j 

oü la dernière égalité provient du caractère disjoint des ensembles Aj. 
La divergence de la série ~i IAill-p implique que liminf llhll1 =O. • 

Dans le cas du tore et d'un découpage dyadique, nous obtenons le: 

Corollaire 3.2 Soit A C Z un ensemble p-Sidon p.s., avec p :s; J2, posons 
Ai = A n ( [ 2i + 1, · · · , 2i+l J U [-2i+ 1, · · · , - 2i - 1]), j E N: 

alors, pour tout! dans c~·8·(1f), il existe une sous-suite Us}s telle que: llhJ1 
converge vers O. 

Preuve: il suffit d'appliquer le théorème précédent; 
On remarque que A un ensemble p-Sidon p.s donc il existe C tel que pour tout 

J: !Ail :::; Cj~. Ainsi, comme p:::; J2, on a la divergence de la série ~i 1Aii 1
-P . 

• 
Nous allons rentrer plus en profondeur dans l'étude des ensembles p-Sidon p.s 

pour p :s; J2 dans le cas du tore. 
On notera, pour Ac Z, a E é'00 (A) et jE N: 

"+1 . . "+1 "' Di= { -21 , · · ·, -21 - 1} U {21 + 1, · · ·, 21 } et ai= 6 a(n)On· 
nE Di 

( Otl ( Dn)n est la base de Schauder canonique de ca) 
Alors on a la condition nécessaire suivante: 

Théorème 3.3 Soit A un ensemble p-Sidon p.s. pour p:::; J2. Soit a E c0 (A) tel 
1 

que la suite de terme général Il a jIlL est décroissante et sommable. 
p 

Alors a E fl(A). 

1 

Preuve: Considérons h = L liai il~ gj, où gi est le polynôme trigonométrique 
j p 

défini par 

{ sm on 

On a llgi lh = 1. Avec les notations précédentes: !!hi 1!2 est décroissante vers 
0 et élément de E1. D'après le théorème de Salem-Zygmund, h définit donc nn 
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élément de CP·s·(1f). Le spectre de h est inclus dans l'ensemble AU {±2i}. Cette 
tmion est encore p-Sidon p.s. 

h est élément de f_P et on obtient: 

• 

4 Théorème de Bernstein pour les p-Sidon 

Dans le cas de fonctions à spectre dans un p-Sidon, le théorème classique de Bern
stein peut être amélioré. Nous notons w1 le module de continuité d'tme fonction 
continue f: 

Pour h > 0, wt(h) = sup{lf(u)- f(v)l; lu- vi< h}. 

Théorème 4.1 Soit f une fonction continue sur le tore, à spectre dans un p
Sidon A.. Supposons que w f vérifie la condition suivante: 

Alors f est dans A('ll'), ie jE f 1 . 

Preuve: on commence par remarquer que pour tout x dans 'li', ou a f- fx E CA 
(oit fx(t) = f(x + t)) doue eu particulier, pour tout j dans N: 

21+ 1-1 

Il L }(n)(en(x)- l)enlltP ~ llfx-=:- flleP :S Sp(A)IIfx- flloo :S Sp(A.)wt(x) 
JnJ=2l 

En choisissant x = (3.2i)- 1 , ou obtient l'inégalité: 

Puis ou majore la norme f 1 de j via l'inégalité de Holder (Cp ne dépend que de 
Sp(i\)): 

IIÎih < 1}(0)1 + L II{Î(n)}v:::;JnJ<2l+lllp·ll{lA(n)}v:::;JnJ<2l+lllp' 

< 
jEN 

11/lloo +Cp L wt(2-i).jEi < 00 

j?_O 

compte-tenu de la lacuuarité de A: lAn {2i + 1, · · ·, 2i+l }1 ::; C'j4. 
Enfin, l'hypothèse assure la convergence du terme de droite. • 
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On a le corollaire immédiat suivant: 

Corollaire 4.2 Soit f une fonction continue sur le tore, à spectre dans un p
Sido_n A. Supposons qu'il existe a > 2~P et C > 0 tels que, pour tout h > 0: 

wt(h) ~ C(log(*))-ct. 

Alors f est dans A(T), ie j E l 1 • 

5 Etude vectorielle 

Nous allons étudier le problème des fonctions à spectre lacunaire et à coefficients 
vectoriels. 

Définition 5.1 Soient E un espace de Banach, A une partie der et p ~ 1. 
On dira que le couple (E, A) est p-Sidon si, pour toute fonction f de CA(G, E), 

la suite (/1}/IE)A est un élément de fP. 

Remarques: 1) Pour E = C, on retrouve la notion de p-Sidon. 
2) La définition précédente est équivalente à la suivante: 
il existe C > 0 tel que pour tout fE PA(G, E): 

~ 1 CL /lf(À)IIi)p ~ Cllfll 
ÀEi\ 

Dans le cas fini-dimensionnel, nous avons la proposition facile suivante: 

Proposition 5.2 Si E est de dimension finie, alors 
A est p-Sidon {:::=> (E, A) est p-Sidon. 

Preuve: si (E, A) est p-Sidon alors il est trivial que A est p-Sidon (on raisonne 
sur lill sous-espace de E de dimension 1). 

Inversement, il suffit de montrer le résultat pour x = L XjÀj, Otl A= {Àj} 
finie 

et Xj E E. 
1 

Ecrivons (L llxii!P)j; = L aillxill avec l!allp' = 1. 
j j 

On décompose x j dans une base normée ( bn) de E (qui est de dimension finie, 
disons d). On a: xi= L xi(n)bn. Via l'inégalité de Holder, on obtient: 

1$n$d 

(L llxiJIP)~ ~ L Laijxj(n)j :S L Sp(A)JI l:xj(n)Àjlloo 
j 1$n$d j 1$n$d j 
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Toutes les normes sont éqtùvalentes. On peut donc choisir la norme sup sur 
E (ma..'Cimum des modules des coordonnées). On aboutit alors à: 

Ainsi, (E, A) est p-Sidon. • 
L'analogie avec les p-Sidon s'arrête au cas fini-dimensionnel. En dimension 

infinie, nous avons le résultat suivant: 

Proposition 5.3 Soit 1 < p < 2, E un espace de dimension infinie, il n'existe 
pas d'ensemble A infini tel que (E, A) soit p-Sidon. 

Preuve: il s'agit d'un corollaire du théorème classique de Dvoretzky-Rogers. 
En effet, pour toute suite de scalaires (ai) dans f.2

, il existe une suite d'éléments 
de E telle que L,xi est inconditionnellement convergente et llxiiiE =!ail· 

Ainsi, s'il existait un ensemble A infini tel que (E, A) soit p-Sidon, on aurait 
l'existence de C telle que: 

Cz:=llxiiiP); = llaiiP ~ CsupiiLxiÀj(g)IIE ~ C sup IILêixiiiE· 
j gEG j 1$il=1 j 

Le choix d'une suite (ai) de f.2 qui n'est pas dans f.P conduit à une contradiction . 

• 
Désormais, dans ce paragraphe, on a p 2: 2. 
L'existence de couples (E, A) p-Sidon avec Ede dimension infinie, est soumise 

à la condition banachique suivante sur E: 

Proposition 5.4 Il existe un ensemble A infini tel que (E, A) soit p-Sidon si et 
seulement si IdE est (p, l)-sommante. 

Preuve: supposons l'existence d'tm ensemble A= {Àj} infini tel que (E, A) 
soit p-Sidon. Il existe alors C telle que, pour tout n E Net toute famille x 1, · · ·, Xn 

de E: 
1 n 

(L llxiiiP)p ~ C sup sup 1 L XjÀj(g)l ~ C sup L l((xi)l 
j gEG (EBe· j (EBE· j=l 

Ainsi, IdE est (p, 1)-sommante. 
n 

Inversement, soit A un ensemble de Sidon. Soit f = LXiÀi dans P~~.(G,E). 
j=l 

On a alors (C étant la norme (p, 1)-sommante de IdE): 
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Pour ( E BE· fixé, il existe tille mesure J.Lr, sur G, de norme inférieure à S(A), 
telle que, pour tout j, P,r,(>..i) soit le signe complexe de ((xi)· 

D'oi1 
n n n n 

L l((xi)l = L ÎLr,(>..i)((xi) = ((L ÎLr,(>..j)Xj) ~ IlL ÎLr,(>..i)xill 
j=l j=l j=l j=l 

n 

Or L P,r,(>..j)Xj = J.Lr, * f(O), la convolution se faisant par intégration vectorielle 
j=l 

au sens de Bochner. On obtient donc: 
n 

L l((xi)l ~ IIJ.L(I!.IIfll ~ S(i\)llfll. 
j=l 

D'après ( *), 
j 

Autrement dit (E, i\) est p-Sidon. • 
Remarque: la démonstration précédente montre que pour i\ Sidon, tout 

p > 2 et tout espaceE d'identité (p, 1)-sommante, on a (E, i\) p-Sidon. 

Corollaire 5.5 Soient E un Banach et p > 2, il existe un ensemble i\ infini tel 
que (E, i\) soit p-Sidon si et seulement si E est de cotype p. 

Preuve: il suffit d'appliquer les résultats de Talagrand dans [Tl] (M. Tala
grand montre dans cet article que pour p > 2, un espace de Banach admet tille 
identité (p, 1)-sommante si et seulement si E est de cotype p). • 

Remarque: nous nous intéressons désormais au cas p = 2. Un espaceE tel 
qu'il existe un ensemble i\ infini tel que (E, A) soit 2-Sidon a la propriété d'Orlicz 
(ie l'identité de E est (2, 1)-sommante). On peut adopter deux points de vue: 

1) Soit on cherche les ensembles lacunaires A tels que, pour tout E ayant tille 
identité (p, 1)-sommante, (E, i\) soit p-Sidon. 

2) Soit on cherche à caractériser les espaces E tels que (E, r) soit p-Sidon. 
Avec ce deuxième point de vue, on a le résultat suivant: 

Proposition 5.6 SiE est isomorphe à un espace de Hilbert, (E, r) est 2-Sidon. 

Preuve: il suffit clairement de montrer le résultat pour H Hilbert. Pour 
toute famille finie (xi) de H, on a: 

1:11xill 2 
- I:<xj,Xk> l "(j(g)!k(g)dg= l <l:xi''tJ(g),l:xkrk(g)>dg 

j j,k G G j k 

fa IlL li(g)xillzdg 
J 

< (sup 112: rj(g)xjll)2 

gEG j 

• 
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Nous nous intéressons au problème plus fort s1ùvant: quels sont les couples 
(X, A) vérifiant l'inégalité de Bessel vectorielle (avec infini): 

(B) 

où X>. EX pour tout À dans A et Cne dépend que du couple (X, A)? 
Remarque: l'hypothèse minimale pour X est d'être de cotype 2. En effet, en 

considérant un couple (X, A) vérifiant l'inégalité de Bessel vectorielle, on extrait 
de A lm ensemble de Sidon infiniE. Les fonctions de Rademacher (que l'on indexe 
ici parI:) forment un ensemble de Sidon du dual du groupe de Cantor n. D'après 
lill résultat de Pisier ((P-2]), il existe C telle que, pour toute famille finie de 
vecteurs de X: 

On conclut que X est nécessairement de cotype 2. 
Dans le cas du tore, le problème de caractériser les espaces E réalisant l'inégalité 

de Bessel vectorielle a été résolu par Kwapie:ri (Kw}. Il s'agit des espaces de Hilbert. 
Il semble que le cas d'lm groupe compact abélien quelconque soit ouvert. 

En ce qui concerne le point de vue 1) nous signalons le résultat suivant: 

Théorème 5. 7 Soit A c r tel que pour tout X de cotype 2, (X, A) vérifie (B}, 
alors A est un ensemble A(2). 

Inversement, si A est un ensemble i\(2), alors (X, A) vérifie (B) pour tout 
treillis X 2-concave (c'est à dire tout espace X de cotype 2 qui est un treillis). 

Preuve: en ce qui concerne le prelllier point, il suffit de considérer l'espace L\ 
qui est de cotype 2. L'inégalité de Bessel testée avec X>.= }(À)À, oü fE PA(G), 
donne exactement l'inégalité: llfllz ~ CIIJIII· Donc A est un ensemble A(2). 

Inversement, soit 1me famille finie (x>.) de vecteurs de X. On a la minoration: 

(J 11Lx>.À(g)ll 2dg)~ > 1 Il LX>.À(g)lldg 
G >. G >. 

> Il ji LX>.À(g)jdgll 
G >. 

> Cl! (/cl L X>.À(g)j 2dg) ~Il 
G >. 

car A est A(2). 

> Cll(l: lx>-n~ll 
>. 

- C sup IlL a>.X>.II 
aEBt2 

> 
1 

C.C'(L llx>-11 2 ):! car X est 2 concave 
). 
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oi1 C et C' ne dépendent que de A et X. • 
Nous donnons une caractérisation duale des couples (X, A) vérifiant l'inégalité de 
Bessel vectorielle. 

Proposition 5.8 (X, A) vérifie. l'inégalité de Bessel vectorielle si et seulement 
s'il existe C telle que: 

pour toute suite (a>.)A dans Be2 et toute famille (x~)A de Bx· , il existe x E 
L 2(X*) telle que, pour tout x de X et tout À E A: X(Àx) = a>.x~(x). 

Preuve: supposons que (X, A) vérifie l'inégalité de Bessel vectorielle. Pour 
toute suite (a>.) A dans Be2 et toute famille (x~) A de Bx·, on considère l'opérateur: 

LHG, X) ----> c 
T: h ---. 2:x;(h(À))a>. 

>.EA 

Cet opérateur est borné par hypothèse. Le théorème de Hahn-Banach permet 
d'étendre T à l'espace L 2

• On obtient par dualité l'existence de x E L 2(X*) 
telle que: Vh E LHG,X), T(h) = x(h). Pour tout x de x et tout À E A:_ 
X(Àx) = a>,x~(x). 

Pour la réciproque, il suffit, étant donné h dans L~(G, X), de choisir tme 
famille (a>.)A dans Be2, puis tme famille (x~)A de Bx·, telle que: 

Par hypothèse, nous avons l'existence d'un élément x de L 2 (X*) tel que: 

et nous avons la majoration: 

d'où 
(2:: llh(À)II:)~ = :L aAx~(h(À)) = 2:: x(h(À)À) ~ llxll-llhll. 

>. >.Ei\ >.EA 

• 
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P~opriétés banachiques, 
ensembles de Rosenthal et de 
Riesz 
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N ons considérons dans ce paragraphe des propriétés encore mal connues des en
sembles lacunaires. Nous nous intéressons notamment aux ensembles A tels que: 
"CA(G) ne contient pas c0 ". Il s'agit d'tm problème ouvert de savoir si cette 
condition implique que A est tm ensemble de Rosenthal c'est à dire: 

(Ro) Vh E Lf:(G), 3f E CA(G), Î = h. 

La réciproque est évidemment waie: un dual séparable ne peut contenir de copie 
de C0 • Rappelons également la définition d'un ensemble de Riesz: 

(Ri) 'i!J-L E .Nh(G), 3f E L~(G), Î =fi. 

Signalons que tout ensemble i\ tel que c0 rt. CA ( G) est un ensemble de Riesz 
(cf [L-P]). A fortiori, tout ensemble de Ros en thal est tm ensemble de Riesz. 

Nous pouvons déjà remarquer qu'il existe des ensembles de Rosenthal qui ne 
sont pas stationnaires (ni A(p), ni p-Sidon p.s., ni UC) il suffit de considérer 
l'exemple original de Rosenthal (qui n'est pas tm ensemble de Sidon) qui a la 
propriété de contenir des progressions arithmétiques arbitrairement grandes, pro
priété que ne partagent pas les ensembles stationnaires (ainsi que les A(p), p-Si don 
p.s. et UC). 

Il reste le problème de la réciproque: si A est stationnaire; a-t-on c0 rt. CA ( G)? 
Ce problème semble difficile, même dans sa version affaiblie: "l'ensemble des 
carrés n'est pas stationnaire? " (il est connu que C0 C C{n2}(T), cf [L-P2]). 

En ce qui concerne les autres classes, il est clair pour des raisons de cardinalité 
que l'ensemble des carrés n'est pas p-Sidon p.s. (p < 2). Pour les ensembles UC, le 
problème est résolu négativement [0]. Par contre pour i\ ensemble UC, la question 
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"A est UC =* c0 r:t. CA(G)?" est toujours ouverte. Daniel Li a récemment donné 
lill exemple d'ensemble A(p) vérifiant C0 C CA(G). Toutefois, le prol?lème du 
caractère A(2) de l'ensemble des carrés est toujours ouvert. 

Nous avons démontré que tout ensemble stationnaire est lill ensemble de con
tinuité. Cela reste lill problème ·ouvert de savoir si tout ensemble de contimùté 
est un ensemble de Riesz. La réciproque est connue et est négative (cf [F-PJ). On 
ne peut espérer montrer encore plus: A est un ensemble de continuité implique 
c0 r:t. CA ( G). Il suffit de se rappeler que N est lm ensemble de continuité et que 
C0 C CN(11') · 

Une question très naturelle se pose donc, liée à ce problème: tout ensemble de 
continuité est-il un ensemble de Riesz? Effectivement, les travaux de Fournier et 
Pigno ([F-PJ) montrent que l'union de z- et E, où E est soit p-Sidon, soit A(l), 
soit UC, est lill ensemble de continuité. D'autre part, nous avons montré que 
l'union de z- et d'tm ensemble stationnaire est aussi lm ensemble de contimùté. 
Il paraît donc naturel de se demander si chaclill de ces ensembles est également 
un ensemble de Riesz. Le problème reste ouvert, même sans 1 'union avec z-, en 
ce qui concerne les p-Sidon, les ensembles UC et les ensembles stationnaires. 

Nous allons exhiber lille nouvelle classe d'ensembles de Riesz, qui généralise_ 
dans le cadre du tore (en gagnant 1 'tillion avec z-) lm résultat de Françoise 
Piquard: tout A ayant la propiété C0 r:t. CA ( G) est lill ensemble de Riesz (cf 
[L-P]). Pour cela, nous avons besoin de résultats sur l'algèbre du disque. 

1 Propriétés banachiques de l'algèbre du disque 

Nous allons démontrer le résultat connu suivant: l'algèbre du disque a la pro
priété de Dunford-Pettis et la propriété (V) de Pelczynski. Rappelons quelques 
définitions. 

Définition 1.1 On dit qu'un espace de Banach X a la propriété de Dunford
Pettis si pour toute suite (xn) de X et (x~) de X* faiblement convergente vers 0, 
(x~(xn))n tend vers O. 

Définition 1.2 On dit qu'un espace de Banach X a la propriété (V) de Pelczynski 
si, pour toute partie K de X* non relativement faiblement compacte, il existe une 
suite ( Xn) telle que Ln Xn soit faiblement inconditionnellement convergente dans 
X et vérifie inf sup lx*(xn)l >O. 

n x"EK 

Une forme équivalente est la suivante: pour tout espace de Banach Y et tout 
opérateur T de X dans Y qui n'est pas faiblement compact, il existe un sous
espace Xo de X isomorphe à C0 tel que 1/xo réalise lill isomorphisme de Xo sur 
un sous-espace Yo de Y. 
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Définition 1.3 On dit qu'un sous-espace X de C('JI') est riche s'il existe une 
mesure de probabilité u sur 'JI' telle que, pour toute fonction <p de C(T) et toute suite 
bornée (xn) de X telle que fT lxnldu --t 0 quand n--t +oo, on ait dist( <p.Xn, X) --t 
Q_ 

Nous allons démontrer pour l'algèbre du disque: 

Théorème 1.4 L'algèbre du disque A(1ID) est un sous-espace riche de C(T). 

Preuve: soient <p dans C('JI') et tme suite (xn) de A(1ID), avec llxnll 1 --+ 0 et 
llxnlloo < C (C indépendant den). Fixons é >O. 

La densité de P dans C(T) assure l'existence d'lm polynôme trigonométrique 
rjJ tel que: llr{J- 'Plloo :=:; é. Soit d~ le degré de <p. 

La condition llxnlh --t 0 assure que, pour n assez grand (disons n 2: n~, oü n~ 
ne dépend que de <p et é), on a la majoration 

de de 

Il <p. L X";(k)eklloo < llr{Jlloo·llxnlh-11 L eklloo :=:; llr{Jlloo·llxnlk(d~ + 1) < é. 
k=O k=O 

d, 

On définit alors x= rp.(xn- :L ~(k)ek)· Il s'agit d'un élément de A(1ID) et on a: 
k=O 

dist( <p.Xn, X) < llr.p.Xn- x !loo :=:; ll'P·Xn- (/J.xnlloo + llr{J.Xn- x !loo 
d, 

< Cé + llr{J. L ~(k)eklloo :=:;Ce:+ é. 

k=O 

• 
Nous avons le corollaire suivant. 

Corollaire 1.5 L'algèbre du disque a la propriété (V) de Pelczynski. L'algèbre 
du disque et son dual ont la propriété de Dunford-Pettis. 

Il suffit d'appliquer III.D 31 dans [vV]. 

2 Nouveaux ensembles de Riesz 

Nous n'avons pas trouvé de référence oü il est mentionné que les ensembles suiv
ants sont Riesz. 

Théorème 2.1 Tout ensemble de convergence complètement uniforme est un en
semble de Riesz. 
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Ceci a été démontré dans la partie I. 
Nous allons maintenant généraliser un résultat de Françoise Lust-:piquard. 

Ceci est à comparer avec un résultat de Dressler et Pigno ("l'union d'lm Rosenthal 
et d\m Riesz est Riesz"). 

Théorème 2.2 Soient A. C r ayant la propiété c0 ct CA(G) etE un ensemble 
de Riesz tel que CEc(G) a la propriété (V) de Pelczynski. 

Alors E U A. est un ensemble de Riesz. 

Preuve: Fixons f.-l dans JV!ruA(G) et f dans L'Ec(G). 
Considérons l'opérateur de convolution U par f.-l agissant de CEc(G) dans 

CA(G); IIUII < llf-lll· Comme CEc(G) a la propriété (V) de Pelczyilski par hy
pothèse et comme c0 ct CA(G), U est faiblement compact (cf III.D.35 [WJ). 

La composition suivante est a fortiori faiblement compacte: 

L 1 ---> CEc(G) ---> C(G) 
h ---> h*f ---> h*f*f-l 

f * f.-l définit un convoluteur faiblement compact de L1(G) dans C(G), donc f * f.-l
appartient à C(G), et ce pour tout élément f de L'Ec(G). Autrement dit, f.-l est 
un multiplicateur de Fourier de L'Ec(G) dans C(G). 

Nous appliquons alors lill théorème dû à Heard (cf [He) p.833 avec B = 

CEc(G), auquel cas Bl. = J'v!E(G), QB = LJ!c(G) et on prend 9n = f.-l * Fn Oll 

(Fn) est une approximation de l'unité). Donc il existe g dans L 1(G) tel que pour 
tout n dans Ec, g(n) = ft(n). Il en résulte que f.-l- gE AIE( G). Comme E est un 
ensemble de Riesz, f.-l- g E L 1 ( G) tout comme f.-l = g + (f.-l- g). L'ensemble EU i\ 
est donc Riesz. • 

Nous obtenons le résultat suivant: 

Corollaire 2.3 Soit i\ C N ayant la propiété c0 ct CA(1l'); alors z- U i\ est un 
ensemble de Riesz. 

Preuve: d'après les résultats du paragraphe précédent, CN(1l') = A(llll) a la 
propriété (V) de Pelczyilski. D'autre part, le théorème de F. et M. Riesz affirme 
que N est un ensemble de Riesz. Le théorème précédent s'applique donc. • 

Remarque: la réciproque est fausse: Y. Meyer a démontré que l'union des 
entiers négatifs et de l'ensemble des carrés est Riesz, mais C0 C C{nz}(1l') ([L-P2]). 

Théorème 2.4 Soient i\ c r ayant la propriété Co ct CA(G) etE un ensemble 
i\(1). 

Alors l'ensemble EU i\ est un ensemble de Riesz. 
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Preuve: première méthode. appliquons le théorème 2.2: il suffit de montrer 
que C Ec ( G) possède la propriété (V) de Pelczyliski. Pour cela, on a_pplique un 
théorème de G. Godefroy et P. Saab (th. III.4 [G-S]: X= C(G) a la propriété 
(V) et R = lv!E(G) est réflexif donc Rj_ =CEe a (V).). 

Seconde méthode. Supposons que EU A ne soit pas un ensemble de Riesz. Il 
existe une mesure J-L dans MEuA(G) et une suite de fonctions continues Un) (avec 
llfnll = 1), engendrant un sous-espace X de C(G) isomorphe à C0 , et telles que 
la suite (J-L * fn) engendre aussi un sous-espace de C( G) isomorphe à c0 (cf [L-P] 
p71). On considère l'opérateur de convolution. 

C(G) --+ 

h --+ 

C(G)/CA(G) 
h*J-L 

Comme cet opérateur se factorise par l'espace réflexif C(G)/CEc(G), il est faible
ment compact. Nous utilisons une caratérisation des opérateurs faiblement com
pacts à domaine C(G) ([D-J-T] th 15.2 p309): pour tout E > 0, il existe N(E) 
telle que: 

'ïlj EX, IIJ-L * Jll ~ N(E)IIflll + Ellflloo 

On peut trouver une suite (.6n)n dans CA(G) telle que ll,u. * fn- .6nlloo con
verge vers O. En effet, llfnll1 converge vers 0 car (llfnlldn appartient à fl, puisque 
l'injection canonique de C( G) dans L 1 est 1-sommante (ie pour toute série in
conditionnellement Cauchy dans C(G), 2:: fn, est absolument convergente dans 
L1 

( G) ). Ainsi, pour tout E > 0, il existe un entier m tel que, pour tout entier 
n 2: m: llfnll 1 ~ N(E)- 1E. Nous en déduisons que, pour tout entier n 2: m: 
IIJ-L *!nil ~ 2E. Nous pouvons choisir .6n dans CA( G) tel que, pour tout n 2: m: 
ll,u. * fn- .6nlloo ~ 2é, comme annoncé. 

Il en découle l'existence d'une sous-suite de (.6n) équivalente à une sous-suite 
de (,u. * fn)· Par conséquent, CA(G) contient lm sous-espace isomorphe à c0 . Ceci 
contredit l'hypothèse sur A. • 

Si nous remplaçons la condition "co ct CA(G)" par la condition plus forte 
"co ct Lf:(G)" dans le théorème précédent, nous obtenons de nouveaux ensembles 
de Riesz. Il s'agit d'un problème ouvert de savoir si la propriété "co ct Lf:(G)" 
est strictement plus forte que la propriété "co ct CA(G)". 

Définition 2.5 E C r est bien disposé si la boule unité de Lk( G) est fermée en 
mesure. E C r est un ensemble de Shapiro si tout sous-ensemble de E est bien 
disposé. 

Nous renvoyons le lecteur à [Go] pour les ensembles bien disposés et les en
sembles de Shapiro. 

Nous aurons besoin des notions banachiques suivantes. 
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Définition 2.6 On dit qu'un espace de Banach Y a la propriété (V*) de Pelczynski 
si, pour tout espace de Banach X, tout opérateur T de X dans Y qui n'est pas 
faiblement compact réalise un isomorphisme d'un sous-espace {complém-enté) Xo 
de X sur un sous-espace Ya complémenté dans Y, isomorphe à f 1• 

Définition 2. 7 Soit X un espace de Banach. X est un L-facteur dans son bidual 
s'il existe une projection P de X** sur X telle que pour tout x dans X**: 

llxll = IIPxll + llx- Pxll· 

Nous référons à [H-vV-vV] à ce propos. 

Théorème 2.8 Soit i\ C r ayant la propriété uc0 ct LA ( G)" et E un ensemble 
de Riesz et bien disposé. 

Alors E U A est un ensemble de Riesz. 

Preuve: fixons 1-l dans lvfEuA(G). 
Considérons le multiplicateur de Fourier par J-l, U, agissant de L 1( G)/ L~c ( G) 

dans L1(G)/L}(G), U est bien défini et IIUII ::; 111-Lll· En effet, étant donné un
coset f + h avec hE L~c(G), f.-L * (! + h) = f.-L * f + f.-L * h, où 1-l *hE Lk(G). 

Remarquons tout d'abord que L 1 (G)/L~c(G) ne contient aucun sous-espace 
complémenté isomorphe à f 1 , car ceci est équivalent ([D] p.48) à la propriété 
"co ct L'j\(G)". 

Comme E est bien disposé, L1(G)/Lk(G) a la propriété (V*) de Pelczyriski. 
En effet, L1(G) et Lk(G) sont L-facteurs dans leur bidual donc L1(G)/Lk(G) 
est lui-même L-facteur dans son bidual (cor. 1.3 p. 160 (H-vV-vV]) . D'après un 
théorème de Pfitzner ([Pfj ou th.2.7 p.l73, [H-vV-vV]), tout L-facteur dans son 
bidual a la propriété (V*) de Pelczyriski, ce qui était annoncé. 

D'après la définition 2.6, l'opérateur U est faiblement compact. Fixons une 
fonction h dans L'Ec(G), notons T le convoluteur par h de L1(G)/L}(G) dans 
C( G), li Til ::; llhlloo· Notons S la surjection canonique de L 1

( G) dans L 1(G)/ L,\c(G). 
La convolution par h * 1-l de L 1(G) dans C(G) est exactement la composition 
T o U oS. Cet opérateur est donc faiblement compact. Nous en concluons que 
h*f.-L appartient à C(G), ainsi f.-L est un multiplicateur de Fourier de L'Ec(G) dans 
C(G). 

La démonstration finit comme dans celle du théorème 2.2: par le théorème 
de Heard, nous obtenons une fonction g dans L 1(G) telle que pour tout n dans 
Ec, g( n) = ft( n). Ainsi 1-l - g E J\lfe( G). Comme E est un ensemble de Riesz, 
1-l- gE L1(G) tout comme f.-L = g + (1-l- g). L'ensemble EU i\ est donc Riesz. • 

Remarque: je remercie D. Li de m'avoir montré l'argument en termes de 
L-facteurs dans la démonstration du théorème précédent. 
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Corollaire 2.9 Soit E un ensemble de Shapiro et A avec la propriété 
"co çt L'j\(G) ". 

Alors EU A est un ensemble de Riesz. 
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Preuve: E est Shapiro.donc est bien disposé et Riesz ([Go]). Le théorème 
précédent donne le résultat. • 

Corollaire 2.10 Soit E C N un ensemble A(1) ou l'ensemble des sommes de deux 
carrés ({n2 +m2 jn, mEN}} ou l'ensemble des nombres premiers. Soit Ac N avec 
la propriété "c0 çt L'j\(T) ". 

Alors z- U E U A est un ensemble de Riesz. 

Preuve: le fait que, pour de tels ensembles E, l'ensemble z- U E est Shapiro, 
se trouve dans [Go]; on applique alors le corollaire 2.9. • 

Remarque: nous rappelons qu'un résultat classique de Ruclin ([Ru]) affirme 
que l'union d'tm A( 1) et des entiers négatifs est Riesz. 

Le corollaire 2.10 généralise également un résultat de Meyer [Me]: "si E est 
l'ensemble des carrés ou l'ensemble des nombres premiers, alors z- UE est Riesz". 

3 Ensembles de Rosenthal 

Dans ce paragraphe, nous examinons la question suivante: 
C0 çt Ci\ ( G) =:=;. A est Rosenthal? 

N ons ne répondons pas à ce problème mais précisons que, sous une certaine 
condition arithmétique, la réponse est positive. Tout d'abord, nous aurons besoin 
de la définition suivante: 

Définition 3.1 Nous dirons que A c r admet 'ltne Sidon partition au sens de 
Blei s'il existe une famille de parties finies ( i\i) i (indexée par N ou Z) formant 
une partition de A et une constante C > 0 telle que: 

Remarque: une Sidon partition au sens de Blei est en particulier une Sidon 
partition. 

Nous avons alors le théorème suivant, dont les idées sont implicites dans [R]: 

Théorème 3.2 Soit A C r admettant une Sidon partition au sens de Blei; 
alors: 

c0 çt Ci\ ( G) ~ i\ est un ensemble de Rosent hal. 



74 

Preuve: (=>)supposons C0 ct CA(G) et fixons f dans Lf:(G). En utilisant 
l'hypothèse de Sidon partition au sens de Blei et les notations de la défin!tion, on 
pose: 

fi= L: }(À)À E PAj(G). 
AEAj 

Pour tout g de G et tout j, on considère l'élément a de goo tel que ai soit le signe 
complexe de fi(x). Par hypothèse, il existe une mesure f-la, bornée indépendamment 
de g par C, telle que 

Nous avons donc: 

j j j 

c'est à dire que la série ~i fi est faiblement inconditionnellement Cauchy dans 
CA(G). 

D'après le résultat classique de Bessaga-Pelczyriski, comme C0 ct CA(G), cette 
série est convergente dans CA(G). Soit FE CA(G), la somme de cette série. 

En testant la convergence simple sur les caractères, on remarque que, pour 
tout j, ~1 = J; donc F = j et on conclut que i\ est un ensemble de Rosenthal. 

La réciproque est toujours vraie, comme on l'a rappelé dans l'introduction de 
cette partie IV. • 
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Partie V 

Union d'ensembles A(p) 

Nous nous intéressons ici à des propriétés d'union des ensembles A(p). Bien que 
les démonstrations des résultats suivants soient très faciles, il semble que ceci 
n'ait pas été remarqué. 

Dans la suite, p' désigne l'e.x-posant conjugué de p: .!. +-\ = 1. La proposition p p 

suivante n'est pas nouvelle (cf [R2]). 

Proposition 0.1 Soit E un ensemble A(p), avec p 2': 2. 
Alors L~(G) est complémenté (complémentation invariante par translation} 

dans V(G) et L~(G) est complémenté (complémentation invariante par transla
tion} dans V' ( G). 

Nous en déduisons un résultat sur l'union pour lequel nous n'avons trouvé 
auctme référence. 

Théorème 0.2 Soient 1 < r < 2, F un ensemble A(r) etE un ensemble A(p) 
pour tout p < r'. 

Alors EU F est un ensemble A(r). 

Preuve: on ne perd auctme généralité en supposant que E et F sont disjoints. 
Comme Fest un ensemble A(r) avec r < 2, il existe p E]r, 2[, tel que F soit A(p) 
(cf (B-E]). 

Fixons s E]r, p[ eth un élément de LÊuF( G). D'après la proposition précédente, 
commer'> s'> 2 etE est A( s'), LÊc(G) est complémenté dans Ls(G). 2.: h(>,)À 

ÀEF 

définit donc un élément g de L}(G). 
Comme Fest tm ensemble A(p), g appartient à Lj(G). Puis, h-g appartenant 

à LÊ( G), est aussi dans L~( G) (et même dans Ls' ( G) ). Finalement, h appartient 
à L~F(G). 

Donc LÊuF(G) = L~F(G) etE U Fest A(p), a fortiori A(r). • 
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Dans le cas p = 2, nous n'avons plus le résultat de Bachelis et Ebenstein. 
Nous donnons une preuve très élémentaire d'une version faible d'un résultat de 
Fournier (Le résultat de Fournier est valable pour une classe a priori plus large 
d'ensemble E: les ensembles A(2) uniformisables. La question de savoir si cette 
condition est strictement plus faible est ouverte). 

Proposition 0.3 Soient F un ensemble A(2) et E un ensemble A(r) (pour un 
r > 2}. 

Alors EU F est un ensemble A(2). 

Preuve: soit h un élément de L~F(G). On ar'< 2. 
D'après la proposition 0.1, comme r > 2, L h(>.)>.. définit lill élément g de 

>.eF 
Lj..(G). g est donc a fortiori dans L}(G) car Fest lill ensemble A(2). 

Ainsi, h-g appartient à Lr;;(c) = LÉ(G) = L1:(G). Finalement, h appartient 
à L 2(G) etE U Fest lill ensemble A(2). • 
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Questions ouvertes 

1) L 'lmion de deux ensembles stationnaires est lill ensemble stationnaire? 
Une question plus faible est: l'tmion d'tm stationnaire et d'un Sidon est-elle 
stationnaire? 

2) Si A est stationnaire, a-t-on c0 r:J. CJ\ ( G)? Mieux, A est-il Rosenthal? 

3) Si A est UC (ou même CUC), a-t-on c0 r:J. CA(G)? Mieux, A est-il Rosen
thal? 

4) Un ensemble UC, p-Sidon, ou stationnaire est-il un ensemble de Riesz? 

5) Mieux: si AC N est UC, p-Sidon, ou stationnaire, a-t-on z- UA Riesz? 

6) Un ensemble UC, p-Sidon, ou stationnaire est-il un ensemble i\(s) pour lill 
certain s > 0? 

7) SiE est Riesz (ou plus fort: Shapiro), est-ce que CEc(G) a la propriété 
(V) de Pelczy:riski? 

Une question plus faible est: E Riesz et C0 r:J. CA(G) =::}EU i\ Riesz? 

8) Un ensemble de continuité est-il lm ensemble de Riesz? (ceci est lié atnc 
questions 4 et 5). 

9) La condition C0 r:t. CA(G) implique-t-elle A Rosenthal? 
La condition C0 r:J. L'f(G) implique-t-elle A Rosenthal? 

10) Une question plus forte est: est-ce que la condition C0 r:t. CtJ G) implique 
que A admet une Sidon partition au sens de Blei? 

11) Est-ce que les ensembles de Sidon ont tous la propriété d'interpolation 
uniforme? Autrement dit: si {nj}j Sidon, est-ce que {[ni+ 1, ni+l]}i est une 
Sidon partition? 

12) L'union de deux ensembles A(2) est-elle tm ensemble A(2)? 
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13) Existe-t-il tm ensemble UC (ou même CUC) qui n'est pas stationnaire? 

14) Existe-t-il tm ensemble p-Sidon (resp. p-Sidon p.s.) qui n'est pas station
naire? On remarque qu'un ensemble p-Sidon p.s. qui est stationnaire est a fortiori 
p-Sidon. 

15) Les ensembles A. tels que cr c LP pour p > 2 sont-ils nécessairement 
A.(p)? 
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Bilan (non-exhaustif) 

Soient s > 1 et 2 > p > 1. La flèche ----? signifie que les ensembles de la 
classe de gauche sont dans la classe de droite. La flèche f--+ signifie qu'il existe 
un ensemble de la classe de gauche qui n'est pas dans la classe de droi~e. 

Remarque: l'union avec z- n'a bien sûr de sens que pour le tore. Dans le 
cas d'un groupe quelconque, on fait abstraction de cette précision. 
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Seule tme partie des ensembles lacnnaires introduits dans cette thèse intervient 
dans le schéma récapitulatif précédent. Il y a bien sûr d'autres types d'ensembles 
lacunaires: 

ensembles de Shapiro, ensembles A(2) tmiformisables, ensembles p-Sidon tmi
formisables, ensembles ergodiques, ensembles de Riesz forts, ensembles de Ra
jchman (en fait, tous les ensembles énoncés précédemment sont Rajchman), des 
ensembles lactmaires liés à des propriétés fonctionnelles (compacts associés), des 
ensembles laetmaires liés à des propriétés banachiques dont les liens avec les en
sembles lacnnaires "classiques" sont encore mal connus (propriété de Schur pour 
CA(G), Lf:(G), f-1 r/. L1(G)/ LA. 1(G), faible-complétude séquentielle de CA(G) ... ), 
des ensembles liés à des propriétés vectorielles (inégalité de Bessel, ... ) ou ma
tricielles comme par exemple les ensembles Acb(P) et la liste ne saurait être ex
haustive ... 

Enfin, il y a également tout l'aspect de la stabilité d'une classe par nnion avec 
tme sous-classe. Ceci donne des réponses "faibles" au problème de la stabilité par 
tmion d\me classe. Nous avons apporté quelques réponses positives en ce sens. 
Signalons quelques résultats à ce propos: 

L'union d'un Riesz et d'un Rosenthal est encore Riesz (il est bien sûr fatLX 
qu'il y ait stabilité par tmion des Riesz: z- UN= Z qui n'est pas Riesz). 

L'union d'un p-Sidon avec tm Sidon (ou mieux avec tm p-Sidon tmiformisable) 
est p-Sidon. 

L'union d'tm ensemble A(2) et d'nn ensemble A(2) tmiformisable est A(2). 
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