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Summary: 

The aim of this work is the study of random fields on the lattice tzd 
associated to quadratic interactions. 

Extending results of Dobrushin and Künsch, we first state simple criteria 
for the existence and uniqueness of Gibbs measures associated with a given 
quadratic interaction and verifying sorne conditions of support. We study 
sorne topological properties of the set of parameters of the systems for which 
there is existence and uniqueness. For d = 1, we study in detail the set of 
Gibbs measures in case there is a phase transition - i.e. non-uniqueness of a 
Gibbs measure. 

We then return to systems of arbitrary dimension. After having studied 
the influence of the phase transition on the spacial decrease of the correlation 
of the Gaussian Gibbsian field and on central limit theorems, we introduce 
a gradient stochastic differentiai system associated to the interaction. We 
establish that each pure phase - i.e. each extremal Gibbs measure - can 
be obtained as temporallimit from the solution of the stochastic differentiai 
equation for a set of deterministic conditions of which we give a description. 
Thus the absence of a phase transition corresponds to the ergodicity of the 
system. Moreover, we study the influence of a phase transition on the speed 
of convergence. 

Finally, we present a stochastic al.gorithm discretizing the differentiai sys
tem which allows us to obtain pure phases as limits of an inhomogenous 
Markov chain in discrete time. To finish, we implement this algorithm on a 
computer and obtain an illustration of sorne of the previously demonstrated 
theorems. 

Keywords Gibbsian fields , Gaussian fields, phase transition , infinite 
dimensional diffusion, ergodicity, simulation, stochastic algorithm. 
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Introduction 

0.1 Sur la rnécanique statistique en général 

L'objet de la mécanique statistique est l'étude de systèmes constitués 
d'une infinité de composants en interaction. Plus précisément, il s'agit de 
mettre en lumière un lien entre le comportement microscopique du système 
- i.e. la manière dont l'état de chaque particule est influencé par celui des 
autres, et son comportement macroscopique, autrement dit ses propriétés 
globales. 

Il est particulièrement significatif d'étudier des systèmes vérifiant la loi 
de Boltzmann-Gibbs : si l'on se fixe un volume fini A et que l'on connaît 
parfaitement l'état du système à l'extérieur de A , alors, la probabilité d'un 
état dans le volume A est proportionnelle à e-HA, où HA est une fonctionnelle 
d'énergie appelée hamiltonien. 

Un cadre mathématique rigoureux a été développé afin de formaliser cette 
intuition physique qui s'est révélée modéliser de nombreux systèmes réels. Ce 
travail pionnier, fondateur de la théorie mathématique, est essentiellement 
l'oeuvre de Dobrushin, Landford et Ruelle, dont les noms restent attachés à 
l'écriture mathématique de la loi de Boltzmann-Gibbs: les équations "D.L.R" 
sont une famille d'équations que doivent vérifier les lois conditionnelles d'une 
mesure de probabilité P pour que celle-ci puisse être considérée comme solu
tion du problème induit par la famille des hamiltoniens H~~.. Une telle mesure 
est appelée mesure de Gibbs pour le hamiltonien (HA)A· On devine aisément 
qu'il ne suffit pas de se donner un hamiltonien (HA)A pour obtenir une me
sure de Gibbs associée : quand bien même le système de lois conditionnelles 
induit est compatible, cela ne suffit pas à assurer l'existence d'une mesure de 
Gibbs : ce sera donc le premier problème à élucider, quel que soit le système 
étudié. 

1 



2 CHAPITRE O. INTRODUCTION 

Physiquement, il est assez naturel de se représenter une mesure de Gibbs 
comme une mesure d'équilibre d'une certaine évolution temporelle. Notre ap
proche reste ici heuristique et nous ne prétendons pas pour l'instant construire 
concrètement cette dynamique. Afin de présenter les questions qui se posent 
naturellement, introduisons un modèle factice que l'on ne prétend pas définir 
rigoureusement, mais qui permet à l'imagination de se représenter les phéno
mènes que l'on peut conjecturer. Imaginons une population qui ait, chaque 
matin, à choisir la couleur de la chemise qu'elle va porter, rouge ou bleue. Le 
choix est aléatoire, mais les probabilités de ce choix sont déterminés par 

- la force de l'habitude, qui pousse à conserver le même vêtement que la 
veille : c'est le terme d'interaction propre. 

- le conformisme (ou 1 'anticonformisme) qui pousse à imiter (ou au contraire 
à se démarquer) de ses voisins immédiats : c'est l'interaction propre
ment dite entre les individus. 

- le goût a priori d'un individu pour le bleu ou le rouge 
Ici, on suppose pour simplifier que ces paramètres sont les mêmes pour tous 
les individus et qu'ils n'ont aucune préférence a priori pour le rouge ou le 
bleu. 

Dans le cas d'une population très individualiste, i.e. lorsque le terme 
d'interaction propre est très grand devant les autres interactions, il est rai
sonnable de penser qu'il n'y aura qu'un seul état d'équilibre dans lequel la 
corrélation entre les couleurs choisies par deux individus décroît très vite -
on devine exponentiellement- avec la distance les séparant, et où le choix se 
fait indifféremment entre le rouge et le bleu. 

A l'inverse, dans le cas d'une population relativement influençable, où 
l'interaction propre ne l'emporte pas sur les valeurs extérieures, on imagine 
aisément qu'il peut y avoir plusieurs états d'équilibre : un état où le rouge est 
la couleur politiquement correcte largement majoritaire, et un autre où les 
zélateurs du bleu ont imposé quasi-unanimement leur point de vue. Lorsqu'il 
y a existence de plusieurs mesures de Gibbs, on dit qu'il y a transition de 
phase. Pour de tels états d'équilibre dus au caractère influençable des indi
vidus, il est probable que la décroissance de la corrélation soit moins rapide 
que dans le cas précédent. 

On voit que pour se faire une idée de ce qu'est une mesure de Gibbs, il est 
naturel de la considérer comme la mesure limite d'une certaine dynamique. 
On devine également qu'en cas de non-unicité de la mesure de Gibbs, la 
mesure limite dépendra de la condition initiale de la dynamique : dans notre 
exemple, si le système est initialisé dans un état où une couleur est largement 
majoritaire, elle tendra à le rester si les comportements sont conformistes. 

La réflexion qui précède est évidemment totalement heuristique. Elle nous 
indique cependant quelques questions naturelles quel que soit le modèle. 
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1. Pour quelles valeurs des paramètres du système y a-t-il existence d'une 
mesure de Gibbs? 

2. Pour quelles valeurs y a-t-il transition de phase? 

3. Comment la transition de phase influe-t-elle sur la vitesse de décrois
sance de la covariance ? 

4. Comment construire un système dynamique stochastique qui admette 
des mesures de Gibbs associées au hamiltonien pour lois limites? 

5. Déterminer les liens existant entre la condition initiale et la loi limite. 

L'objet principal de notre travail va être de donner des réponses à ces ques
tions pour des interactions quadratiques à portée finie ou non. Nous serons 
amenés à exploiter alternativement les deux approches du problème : l'angle 
statique et l'angle dynamique. L'interaction étant quadratique, on aura essen
tiellement à considérer des mesures gaussiennes. Nous renvoyons à l'ouvrage 
de Lifshits [31] pour donner un aperçu de l'immense littérature consacrée 
aux processus gaussiens. Quant à nous, nous faisons le choix délibéré de nous 
concentrer ici essentiellement sur l'aspect gibbsien des mesures gaussiennes. 

0.2 Promenade historique 

L'étude des champs aléatoires sur un réseau soumis à des distributions 
conditionnelles gaussiennes fut suggérée pour la première fois par Dobrushin 
en 1966, alors que ce dernier était en train de jeter les bases de la théorie 
des mesures de Gibbs. Les champs gaussiens sur ~zd sont d'une grande im
portance dans la théorie des mesures de Gibbs pour plusieurs raisons : en 
premier lieu, il est bien connu que les variables gaussiennes permettent des 
calculs exacts, prometteurs de résultats fins, même dans des cas de forte dé
pendance. En second lieu, les interactions quadratiques apparaissent comme 
le premier pas naturel dans l'étude de systèmes interactifs à espace d'états 
continu. En effet, si de nombreux résultats répondant aux questions formu
lées plus haut ~~ ont d'ores et déjà pu être démontrés pour des systèmes de 
spins discrets (voir par exemple [32] ou [26]), l'état des connaissances pour 
des modèles continus est loin d'être aussi avancé. Ainsi, il est important de 
remarquer que les champs gaussiens fournissent le premier exemple de champ 
aléatoire avec un espace d'états non compact pour lequel l'ensemble des me
sures de Gibbs est décrit avec précision. Ce remarquable travail a été mené 
de manière indépendante par Dobrushin et Künsch en 1980. Rozanov [39], 
Chay [lü], Benfatto et al. [4] ont également fourni diverses contributions dans 
ce domairw. Pour un historique plus fourni, on pourra se reporter à l'ouvrage 
de référence de Georgii [18]. 
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À la lecture de ces lignes, on pourrait penser que les travaux de Dobru
shin et Künsch mettent un point final à l'étude des problèmes d'existence 
et d'unicité des mesures de Gibbs associées à une interaction quadratique. 
Il suffit de lire l'article de Dobrushin pour comprendre que telle n'était pas 
son opinion. En effet, les conditions nécessaires et suffisantes qu'il obtient 
pour l'existence et pour l'unicité des mesures de Gibbs sont difficilement 
vérifiables et fournissent peu d'information sur les propriétés des mesures 
obtenues, puisqu'elles exhibent des mesures qui ne sont pas nécessairement 
physiquement raisonnables. À la fin de son article, Dobrushin suggère d'in
tégrer des conditions supplémentaires de moment ou de support et traite 
quelques cas particuliers. Nous reprendrons ces idées et les développerons. 

On peut associer à l'étude de mesures de Gibbs l'étude de systèmes in:finis 
d'équations différentielles stochastiques de type gradient dont elles sont les 
mesures stationnaires. La forme générique de tels système est la suivante : 

ViE zd, Vt 2: o x; = (i + W/- ~ jt [r!J~(x;) + L r!J~,j(x;, x{)] ds (1) 
0 j::/=i 

Schématiquement, l'étude d'un système infini d'équations différentielles 
stochastiques peut se diviser en trois étapes : 

- choix de l'espace dans lequel on veut que la solution évolue 
- preuve de l'existence et de l'unicité d'une solution clans cet espace pour 

une condition initiale donnée 
- étude des propriétés qualitatives des solutions 
Parmi les réponses données aux deux premières questions, on peut ci

ter par exemple l'article de Shiga et Shimizu [44], ou les articles de Royer 
[40] et Doss et Royer [15], qui peuvent s'appliquer à certaines interactions 
quadratiques. Shiga et Shimizu choisissent de faire vivre leurs solutions dans 
l'espace des suites tempérées, tandis que Doss et Royer choisissent un espace 
/!2 à poids. Lorsqu'une interaction particulière nous est donnée, il n'est pas 
évident d'étudier des propriétés telles que le comportement asymptotique de 
la solution lorsque le choix de l'espace dans lequel vit la solution unique a 
été fait a priori de manière générale. C'est pourtant ce à quoi parviennent 
Roelly et Seu [38] clans un cadre assez général incluant certaines interactions 
quadratiques, mais toujours sous des hypothèses où l'interaction propre est 
beaucoup plus grande que les interactions par paires et où il y a unicité de 
la mesure de Gibbs. 

Pour les interactions quadratiques qui nous intéressent, il convient de 
prendre 

rPi(x) = ~J(O)x2 et rPi,j(x, y)= J(i- j)xy, 
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où J est une suite paire sommable définie sur zd. 
Les équations différentielles stochastiques linéaires (et semi-linéaires) infini

dimensionelles sont étudiées en détail dans le traité de Da Prato et Zabczyk 
[11], mais les résultats asymptotiques qu'ils obtiennent supposent une hy
pothèse d'accrétivité d'un opérateur qui implique l'unicité de la mesure de 
Gibbs. Kondratiev et Sokol [29] ont suggéré pour le modèle quadratique qui 
nous intéresse de prendre comme espace d'états l'espace des suites tempérées 
- appelées aussi suites à croissance lente - . L'idée était féconde, mais n'a 
pas été complètement exploitée en cas de transition de phase. Nous repren
drons cette idée et démontrerons des résultats valides sous des hypothèses 
plus faibles sur la décroissance de l'interaction J, qu'il y ait transition de 
phase ou non. Citons également l'article de Deuschel [13j qui étudie d'une 
part la convergence en loi à condition initiale nulle pour certaines interac
tions quadratiques, et surtout d'autre part des théorèmes de limite centrale 
temporels . 

0.3 Philosophie générale 

La théorie des mesures de Gibbs est une théorie jeune, bien qu'aujourd'hui 
solidement étayée. Elle a des praticiens parmi les spécialistes de la théorie des 
systèmes dynamiques, les probabilistes et les physiciens. Cette diversité fait 
sa richesse, mais est cause que certains énoncés, démontrés dans certaines 
situations, demeurent des conjectures dans d'autres et il est difficile de tou
jours avoir à l'esprit ce qui est démontré et ce qui est encore seulement une 
supposition. Dès lors, il nous est apparu que l'objectif essentiel devait être 
de vérifier soigneusement dans le cas des interactions quadratiques les résul
tats que l'on pouvait légitimement pressentir - parce que leur validité avait 
déjà été établie dans d'autres cadres, par exemple pour des modèles discrets. 
Ainsi, on a parfois été amené à introduire des précisions superflues dans les 
modèles discrets. En particulier, il était primordial de mettre en lumière com
ment se manifeste la présence de transition de phase : son influence sur la 
covariance, sur les théorèmes de type limite centrale, sur le comportement 
asymptotique de systèmes dynamiques. 

Les quelques problèmes que nous venons d'énoncer ne sont pas propres 
aux seules interactions quadratiques et les questions posées sont des questions 
complètement naturelles en théorie des probabilités, qui sont généralement 
énoncées sans qu'il soit fait mention d'un contexte gibbsien. Lorsque l'on est 
en présence de comportements asymptotiques hors norme- où l'on considère 
qu'un comportement est normal s'il est le même que lorsqu'il y a indépen
dance- , l'explication classique est de type quantitatif: on dira par exemple 
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que les coefficients de mélange ne décroissent pas assez vite. Dans le cadre 
gaussien, nous essayons de substituer à des explications quantitatives une 
explication qualitative : la mesure considérée est une mesure de Gibbs dans 
un cadre de transition de phase. 

Nous savons bien qu'en mathématique comme en de nombreuses choses, il 
est vain de vouloir déterminer une cause premièTe. Nous voulons simplement 
ici, par l'exemple des mesures gaussiennes, montrer que la théorie des mesures 
de Gibbs propose une lecture de certains phénomènes probabilistes qui mérite 
de ne pas être négligée. 

0.4 Plan de la thèse 

La thèse est divisée en quatre parties. Une fois connus les définitions et 
quelques résultats du chapitre 1, les chapitres 2 et 3 peuvent se lire chacun 
indépendamment. La bonne compréhension du chapitre 4 nécessite la lecture 
du chapitre 3, puisque ces deux chapitres ont des hypothèses communes et 
des preuves liées. 

Le chapitre 1 introduit les espaces et les résultats fondamentaux. On com
mence par donner un résultat dans l'esprit de ce que suggérait Dobrushin à 
la fin de son article : si l'on s'intéresse exclusivement aux mesures de Gibbs 
dont le support est inclus dans un espace de type goo à poids - pour certains 
poids -, on montre qu'il y a unicité de la mesure de Gibbs si et seulement 
si une fonction J, déterminée par l'interaction, ne s'annule pas sur un cer
tain ensemble. On peut ainsi demander que les suites (xn)nEZ.:l du support 
soient à croissance sous-polynômiale - où le polynôme est fixé, ce qui est 
donc plus fin que la seule notion de suite tempérée - ou qu'elles soient à 
croissance sous-exponentielle. On démontre qu'une interaction quadratique 
dont les coefficients décroissent à vitesse exponentielle et pour laquelle il y 
a existence et unicité d'une mesure de Gibbs vérifiant certaine condition de 
support peut être continûment transformée en une interaction propre pure, 
l'unicité de la mesure de Gibbs associée étant préservée pendant la transfor
mation. Pour d = 1, on décrit précisément l'ensemble des mesures de Gibbs 
ayant un support convenable. Pour un exemple particulier- mais significatif 
-étudié complètement, on constate que les restrictions sur le support n'ont 
pas fait perdre de mesure de Gibbs. 

Au chapitre 2, on travaille à nouveau sur un réseau de dimension quel
conque. L'objet du chapitre est d'étudier la décroissance spatiale de la cova
riance de la mesure de Gibbs gaussienne stationnaire associée à l'interaction. 
Avec les mêmes restrictions que précédemment, on montre qu'en l'absence 
de transition de phase, la décroissance de la covariance est exponentielle dès 
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que les coefficients de l'interaction décroissent à vitesse exponentielle. Dans 
le cas où J a un unique zéro d'ordre fini -pas nécessairement entier- sur le 
tore 1U, on donne dans de nombreux cas un équivalent de la covariance à 
l'infini : on constate que la covariance décroît comme l'inverse d'une fonction 
puissance. On démontre en l'absence de transition de phase un théorème de 
limite centrale avec un coefficient de renormalisation semblable à celui du 
cas des variables indépendantes identiquement distribuées. Au rebours du 
comportement classique, on montre pour certaines valeurs de l'ordre du zéro 
de J un théorème de limite centrale avec une renormalisation différente. 

L'objet du chapitre 3 est d'étudier le système différentiel stochastique 
gradient associé à une interaction quadratique : c'est un système différentiel 
stochastique linéaire infini-dimensionnel. On commence par donner un théo
rème d'existence et d'unicité de la solution du système différentiel vivant 
dans certains espaces de Banach possédant une base de Schauder. Ensuite, 
afin d'être en mesure d'étudier les propriétés asymptotiques du système, on 
se place dans les espaces de type c0 à poids associés aux espaces étudiés au 
chapitre 1. 

Pour des potentiels à décroissance exponentielle, on voit que l'unicité de la 
mesure de Gibbs n'est pas suffisante pour assurer la convergence du système 
en temps infini pour toute condition initiale dans l'espace c0 associé : on met 
en évidence un exposant critique de la vitesse de croissance exponentielle de 
la suite formant la condition initiale permettant la convergence du système. 
La convergence se fait alors à vitesse exponentielle. 

Pour des potentiels à décroissance comme l'inverse d'une fonction poly
nômiale, on constate que l'unicité de la mesure de Gibbs dans une classe 
convenable entraîne la convergence du système vers l'unique mesure gaus
sienne centrée de densité spectrale ] quelle que soit la condition initiale 
dans l'espace associé. La convergence est alors à vitesse exponentielle. En cas 
de transition de phase, on exhibe pour chaque phase pure un ensemble de 
conditions initiales pour lesquelles le système converge vers la phase. Pour 
certaines conditions initiales déterministes ou aléatoires, on détermine la vi
tesse de convergence sous des hypothèses sur le zéro de J analogues à celles 
formulées au chapitre 2 . 

Le chapitre 4 montre comment on peut discrétiser le système différentiel 
étudié au chapitre 3 afin de construire une chaîne de Markov inhomogène 
à temps discret admettant les phases pures associées à l'interaction comme 
limites. Les paramètres de l'interaction étant fixés, il faut choisir le pas de 
l'algorithme. Nous donnons quelques indications quant au choix visant à 
l'obtention de la vitesse de convergence la plus rapide possible- on constate 
là aussi que la convergence est plus rapide en l'absence de transition de phase. 
Enfin, nous mettons concrètement en oeuvre cet algorithme sur machine afin 
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de simuler la convergence du système pour des interactions sur Z 3 aux plus 
proches voisins : on constate, conformément à la théorie, que le comportement 
asymptotique du système dépend de la condition initiale en cas de transition 
de phase, mais pas en cas d'unicité. 



Chapitre 1 

Charnps de Gibbs gaussiens sur 
JR.zd 

Introduction 

Ainsi que nous l'avons mentionné dans l'introduction, le point de départ 
de ce travail est la question posée par Dobrushin en 1966 : comment décrire 
les champs aléatoires sur un réseau soumis à des distributions conditionnelles 
gaussiennes? On peut la formuler de cette façon : quelle place donner aux 
lois gaussiennes sur un réseau dans la théorie des mesures de Gibbs? Alors 
que les premiers éléments de réponse, significatifs, sont donnés par Rosanov 
en 1967, la résolution théorique ne fut achevée par Dobrushin et Künsch 
qu'en 1980. Ce théorème, que nous allons énoncer dans quelques pages, est 
un théorème difficile qui, curieusement, a été assez peu commenté, si ce n'est 
dans le traité de Georgii déjà mentionné. La difficulté de ce théorème réside 
essentiellement dans la compréhension de sa portée. En effet, le résultat de 
structure établi par Dobrushin et Künsch est essentiellement abstrait, puis
qu'il établit un lien théorique entre l'ensemble des mesures de Gibbs et le 
noyau - dont le calcul explicite est pour le moins difficile -- d'un certain opé
rateur défini sur une partie de Wd. Dobrushin nous livre dans son article 
quelque clefs pour l'appréhension du résultat : il suggère que des restrictions 
(par exemple sur le support) sur l'ensemble des mesures de Gibbs considérées 
permettraient d'obtenir d'avantage d'informations. Il obtient lui-même des 
résultat fins pour des potentiels décroissant comme l'inverse d'un polynôme. 
Ici, nous allons considérer une classe de mesures de Gibbs qui est plus large 
que celle considérée par Dobrushin à la fin de son article, voir nos corollaires 
1.3 et 1.4. 

En section 1.1, nous allons commencer par introduire la notion de me-

9 
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sure de Gibbs, puis, après avoir introduit les notations nécessaires, nous ci
tons les résultats de Dobrushin et Künsch dont nous donnons quelques brefs 
commentaires. Ensuite, sous l'hypothèse que l'interaction est à décroissance 
exponentielle, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour l'uni
cité d'une mesure de Gibbs en termes d'existence d'une racine d'une certaine 
fonction dans une couronne. C'est alors que nous introduisons les espaces de 
suites et les familles de mesure qui nous serviront tout au long de notre tra
vail. Nous montrons que l'ensemble des potentiels quadratiques symétriques 
pour lesquels on a existence et unicité de la mesure de Gibbs- avec les mêmes 
restrictions -- est connexe par arcs. 

Ensuite, en section 1.2, nous étudions l'ensemble des mesures de Gibbs 
sur IR2 associées à une interaction à décroissance exponentielle dépendant de 
certains paramètres : nous trouvons pour quelles valeurs de ces paramètres il y 
a existence ou unicité d'une mesure de Gibbs et nous décrivons complètement 
l'ensemble des mesures de Gibbs. 

Enfin, en section 1.3, nous remarquons que sous les restrictions que nous 
nous sommes imposées, nous récupérons la stabilité de la propriété d'unicité 
de la mesure de Gibbs lorsque le potentiel est soumis à de petites perturba
tions . Cette stabilité, habituelle dans le cas d'un système à ensemble d'états 
compact, est perdue dans le cas non compact si l'on ne fait pas de restriction 
sur l'ensemble des mesures de Gibbs. 

Notations 

Nous appelons champ aléatoire sur le réseau zd une mesure de probabilité 
sur D = R2

d, i.e. un élément de P(D.). Comme d'habitude, pour i E zd, on 
note Xi la variable aléatoire projection canonique sur lai-ème composante. 

Introduisons le concept de mesure de Gibbs . Chaque w E D. peut être 
considéré comme une application de zd dans R On notera w A sa restriction 
à A. Ainsi, si A et B sont deux parties disjointes de zd et (w, ry) E JR11 x JR8

, 

wr; représente la concaténation de w et r;, c'est à dire l'élément z E JRAuB 
vérifiant 

{
w· 

Zi = ~ 
'T/i 

si i E A 

si i E B 

Pour toute partie finie A de zd, on définit J(A) comme étant la tribu 
engendrée par la famille de variables aléatoires {Xi, i E A}. 

Pour toute partie finie A de zd, soit <I>A une fonction o-(A)-mesurable à 
valeurs réelles. La famille (<l!>A)A, où A décrit l'ensemble des parties finies de 
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zd, est appelé un potentiel d'interaction, ou simplement un potentiel. Pour 
une partie finie A de zd, la quantité 

est appelée le hamiltonien sur le volume A. Souvent, HA ne peut être défini 
que sur une partie de :!Rzd. Nous supposerons qu'il existe une partie 0 de 0 
telle que 

VA, Vw E 0 L I<I>B(w)l <+<X> 
B: BnAo10 

La famille (HA)A est appelé le Hamiltonien. 
On définit la portée de l'interaction comme étant la borne supérieure des 

diamètres des ensembles A pour lesquels <I> A n'est pas identiquement nulle. 
Nous définissons à présent la fonction de partition ZA : en notant À pour 

la mesure de Lebesgue sur IR, on pose 

Par convention, on pose exp(-HA(77AWAc)) = 0 quand le Hamiltonien n'est 
pas défini. 

On suppose que pour chaque w de n, on a 0 < ZA(w) < +oo. Dès lors, 
on peut définir pour toute fonction mesurable bornée f et pour tout w E 0, 

On remarque que TAf(w) ne dépend que de WAc· L'opérateur TA peut être 
considéré comme un noyau de transition au sens large, zd jouant le rôle que 
joue le temps dans les processus markoviens classiques. 

Si une mesure 1-t sur n est telle que ~-t(O) = 1, on dit que 1-t est une mesure 
de Gibbs si pour chaque fonction mesurable bornée f et pour chaque volume 
fini A de zd, on a 
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1.1 Résultats d'existence et d~'unicité pour des 
interactions quadratiques générales 

1.1.1 Le hamiltonien quadratique 

Nous introduisons maintenant les trois paramètres qui caractérisent un 
potentiel quadratique . 
Il s'agit de J: zd-+ lR une suite paire vérifiant LiEZd IJ(i)l < +oo, hE lR 
et (3 un réel strictement positif, interprété physiquement comme l'inverse de 
la température absolue. 
Ces trois paramètres étant fixés, notre objet est l'étude des champs aléatoires 
gibbsiens f-l associés au potentiel cpJ,h,/3 défini sur Sl par 

si A= {i} 
if A = { i, j}, i # j (1.1) 

sinon 

Ainsi, le hamiltonien correspondant est égal à 

On peut définir 

fl = {w E JRzd, ViE zd L !J(i- j)wj! < +oo}. 
jEZd 

Sur 0, HA est bien défini. Comme il est manifeste qu'il ne serait pas possible 
de choisir un f2 plus grand, ce choix apparaît canonique. 

À ( J, h, (3) fixé, on note Q.)~ h l'ensemble des mesures de Gibbs sur JRzd 

associées au hamiltonien défini' en (1.2). Si Q.)~ h contient plus d'un point, 

on dit qu'il y a transition de phase . <B~ h es1; un ensemble convexe. On 
appelle phases pures ses points extrémaux.' (Pour des résultats généraux sur 
les mesures de Gibbs , on pourra se rapporter à Georgii [18].) 

Remarques Il est d'usage, en physique théorique, d'adopter l'écriture e--f3H, 

montrant bien le rôle particulier de (3, qui est l'inverse de la température ab
solue et est donc un paramètre extérieur au système en interaction étudié, 
mais a une influence déterminante sur celui-ci : l'exemple le plus célèbre en 
est le modèle d'Ising en dimension supérieure ou égale à 2 - d = 2 modélise 
des films adsorbés, tandis que d = 3 modélise un aimant uni-axial. Dans ce 
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modèle, on a démontré qu'il y avait transition de phase à basse température 
tandis qu'il y une phase unique à haute température. A contrario, dans le 
cadre quadratique qui nous intéresse, nous allons voir que le paramètre /3 est 
sans influence sur l'existence de transition de phase, ce qui nous incite à ne 
pas lui faire jouer un rôle particulier. 
Le paramètre h doit être considéré comme un champ - par exemple magné
tique - ambiant qui détermine le comportement moyen du système. Dans 
le modèle d'Ising, ainsi que, comme nous le verrons, dans le cas présent, la 
connaissance du cash = 0 est essentielle·- et délicate, et il est parfois possible 
d'en déduire des résultats pour h non nul. 
Ainsi, c'est J qui est réellement le paramètre déterminant et qui nous indique 
de quelle manière les différents sites interagissent, nonobstant la valeur des 
paramètres extérieurs. Nous serons donc souvent appelé, par commodité de 
langage, à employer le mot de potentiel pour désigner le seul élément J. 

Quelques notations supplémentaires sont nécessaires pour introduire les 
propositions 1 et 2 simultanément obtenues par Dobrushin[1] et Künsch[28], 
et qui sont les bases de notre travail . 
Pour z = (z1, ... , zd) E Cd et n = (n1, ... ,nd) E zd, on pose 

n d 

zn= II zri et lnl = 2::: lnil 
i=l i=l 

On définit le tore 1U par 

Il convient d'introduire J, la transformée de Fourier de J, définie sur une 
partie de cd par 

}(z) = L J(n)zn (1.3) 
nEZd 

chaque fois que la série considérée est absolument convergente. Comme J est 
sornmable, il est clair que J définit toujours une fonction continue sur U 

Proposition 1.1. Les paramètres ( J, h, j3) étant fixés, l'ensemble ®~ h des 
mesur·es de Gibbs est non vide si et seulement si les trois conditions sui,~antes 
sont vérifiées : 

1. }(1U) c JR+ 

2. fu Jtz) dz < oo, où dz est la mesure de Haar normalisée sur le tore 1U. 

3. 1\dl = {(un)nEZd E IR2
d : Vk E zd, L .J(n)uk+n = h} #0. 

nEZd 
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Remarques 

1. Lors de la preuve de la proposition 1.1, il apparaît que la première 
condition implique que 0 < ZA(w) < -t-oo pour w E 0. 

2. D'autre part, même si nous allons immédiatement exhiber des mesures 
de Gibbs pour cet halmitonien, la démarche pour prouver l'existence 
d'une mesure de Gibbs n'est pas tellement différente de ce que l'on voit 
habituellement. En effet, on peut montrer que la condition fu ](z)dz < 
oo est équivalente à la tension de la famille des mesures de Gibbs à 
condition nulle fixée à l'extérieur d'une suite croissante de volumes 
(An)n:::_:l remplissant hspace. Classiquement, toute mesure limite est 
alors une mesure de Gibbs. 

Proposition 1.2. Sous les hypothèses le la proposition 1.1, les phases pures 
sont les mes·ures gaussiennes J-L sur JR;zd de covariance ( i, j) t--+ fu ;}?;)dz et 

dont le vecteur espérance (E11 (Xn))nEtzd appartient à Mf. 

(On dit alors que ] est la densité spectrale de la phase pure.) 

Remarques 

1. La théorie générale des champs gibbsiens nous enseigne que QJ~ h est 

un simplexe de Choquet, ce qui veut dire que chaque J-L E <5~:,h' peut 
être représenté comme un mélange de phases pures. La proposition 1.2 
implique alors qu'en cas d'existence, les mesures de Gibbs associées 
à cette interaction sont exactement les mesures qui peuvent s'écrire 
comme la convolution de la mesure gaussienne centrée dont la cova
riance est donnée dans la proposition 2 avec n'importe quelle mesure 
dont le support est inclus dans M{ Ainsi, l'absence de transition de 
phase est équivalent au fait que Ml soit un singleton, ou par linéarité, 
que MJ soit réduit à {0}- comme MJ est un espace vectoriel, on note 
0 la suite nulle. 

2. Comme souvent dans la théorie des mesures de Gibbs, les symétries 
du système favorisent la transition de phase. Soit G = MJ : G est un 
groupe additif qui opère sur n et laisse stable à la fois la mesure de 
référence À0 ;zd et le hamiltonien : pour tout gE G, pour tout A fini et 
tout w E f2, on a 

lh(g.w) = HA(w) +constante, 

de sorte que G opère sur <5~h· Comme aucune probabilité sur n n'est 
stable par translation non n~lle, on pouvait voir dès le départ que dès 
que G n'est pas réduit à {0} et que <5~,h est non vide, il y a transition 
de phase. 
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3. La proposition 1.2 montre qu'îl y a une bijection entre <B~,h et Q)~J,f3h· 

1.1.2 Unicité sous certaines hypothèses de croissance 

Mis à part le cas d'une interaction à portée finie élucidé par Künsch (voir 
[28] ) quand le réseau est Z, il est très difficile de donner une description 
complète de Mt. Nous le ferons cependant un peu plus loin la description 
complète de Mt pour un potentiel particulier à décroissance exponentielle, 
mais il faut garder à l'esprit qu'une telle description n'est pas possible en 
toute généralité. 

Nous considérerons- et cela a un sens physique- uniquement les suites de 
Mt qui ne croissent pas trop vite. Par exemple, Dobrushin considère dans [1] 
la classe des suites à croissance lente. En supposant que le potentiel décroît 
exponentiellement, nous considérons ici un grand sous-ensemble de Mt : les 
suites qui ne croissent pas plus vite qu'une suite exponentielle de référence. 

Comme nos méthodes sont générales, nous allons d'abord établir un résul
tat pour des classes générales de potentiels à croissance "sous-exponentielle", 
appelées classes de type E. Notre résultat contient celui de Dobrushin men
tionné plus haut (voir le corollaire 1.3) et le cas des potentiels à décroissance 
exponentielle (voir corollaires 1.4 et 1. 5). 

Introduisons quelques définitions. 
On dit qu'une suite a =: ( an)nEN E (JRt )N est de type E si elle vérifie 

- a0 = 1 
-·· (an)n est croissante au sens large. 
- (an) est sous-multiplicative, i.e. Vn, p E N an+p ::; anap 

Définissons maintenant l'exposant caractéristique ra d'une suite a de typeE 
par 

Il est clair que 0 < ra < +oo. On verra ultérieurement que l'on a en fait 
1 :S ra< +oo. 

Exemple fondamental : Étant donné un réel a 2:: 1, la suite 

(1.4) 

est de type E et son exposant caractéristique est a. On l'appellera suite de 
référence d'exposant a. 

On pose, pour a de type E 
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1. 

Aa = {(un)nEZd E czd, llui!Aa = L [unialnl < +oo} (1.5) 
nEZd 

Aa sera l'espace où vit le potentiel. 

2. 

On va considérer l'intersection de Afg et Ba. 

3. On a besoin d'introduire la couronne 

(Remarquons que l[h =lU.) 

Remarque : Pour un potentiel J E Aa, la fonction .Î, définie par (1.3), 
est bien définie sur 1I1ra . 
Preuve : Pour tout z E 1Ur" , on a 

donc 

d'où 

L IJ(n)znl ~ IIJIIAa 
nEZd 

La série est donc absolument convergente . 

• 
Rappelons la définition du produit de convolution de deux suites .. 

Pour deux suites u = ( un)nEzd, v = ( vn)nEZd telles que 

Vn E: zd L lukVn-kl < +oo, 
kEZd 

le produit de convolution u *v de u par v est défini par 

Vn E zd, (u * v)n = L Uk'Un-k· 
kEZd 

(1.7) 
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Lemme 1. (Aa, II·IIAa' *) est une algèbre de Banach unitaire. 

Preuve : Nous laissons de côté la preuve de la complétude de l'espace, 
qui est bien connue, pour ne nous intéresser qu'à la structure d'algèbre. 
Soient (u, v, w) E A~. Montrons tout d'abord que la famille (anukvzWn-k-l)(n,k,l)E('J.:d)3 
est sommable. L'inégalité 

implique 

lanUkVzWn-k--zl :S jakukj lazvkj lan-k-lWn-k-ll 

d'où L lanUkVtWn-k-d :S lluiiAa llviiAa llwiiAa < +oo 
(n,k,l)E(Zd)3 

On note 6n la suite dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la n-ième, 
qui vaut 1. 

L j(u * w)nlan :S L L jukWn-klan :S lluiJAJwiiAa 
nEZd n k 

en utilisant l'inégalité précédente avec v = 60 • Ceci montre tout à la fois que 
u *west bien défini (puisque Vn an > 0), que u * w E Aa, avec 

La commutativité ne pose aucun problème. On vérifie aisément que 60 est 
élément neutre, avec IIJoiiAa = a0 = 1. La seule propriété non évidente à 
vérifier est l'associativité. 
On a vu que 

Lan L jukVtWn-k-d < +oo 
n k,l 

Comme an > 0, cela implique que, pour tout n, la famille UkVz'Wn-k-l est 
sommable. On est donc en droit d'écrire 

(u *(v* w))n = L uk(v * w)n-k = L uk L VzW(n-k)-l = L UkVzWn--k-l 
k k l kJ 

On pose alors p = k + l (sommation par paquets). D'où 

(u*(v*w))n = L Up-tVzWn-p = L[L up_zvzlwn-p = ,L)u*v)pwn-p = ((u*11)*w)n 
pJ p l p 

• 
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Lemme 2. 

Vu, v E Aa Vz E 1Ura û*V(z) = û(z)v(z) (1.8) 

Preuve : D'après (1.7), on a pour z E 1Ura 

donc à z fixé J 1---t J ( z) est une forme linéaire continue sur Aa ; ainsi les deux 
membres de (1.8) sont des formes bilinéaires continues sur Aa : il suffit donc 
de vérifier qu'elles coïncident sur une famille engendrant un espace vectoriel 
dense dans Aa; or l'identité est vérifiée pour u == 6n et v = (5P, ce qui est 
immédiat . 

• 
Nous allons rappeler quelques résultats de la théorie des algèbres de Ba

nach utiles pour la suite (pour un exposé clair et rapide, on peut par exemple 
se rapporter à Pedersen [34], chapitre 4.) 

Soit B une algèbre de Banach dont l'unité est notée e : on note G(B) 
l'ensemble des éléments inversibles de B. Il est facile de voir que G(B) est 
ouvert. Quand x est un élément de B, le spectre de x est, par définition, la 
partie de <C : 

Spec(x) = {À E <C, x- Àe rf. G(B)}. 

C'est un compact de <C. On note p(x) le rayon spectral de x, 'i.e le module 
maximal des éléments du spectre de x. Rappelons la formule du rayon spec
tral : 

Soit .6. l'ensemble des morphismes d'algèbre continus de B dans <C non iden
tiquement nuls : de tels morphismes sont appelés caractères. Le résultat qui 
suit est un résultat puissant de la théorie de Gelfand : 

Spec(x) = {x(x); XE .6.}. 

Le lemme 2 montre que pour tout élément z de 1Ura, on peut définir un 
caractère Xz par 

cf--t Xz(c) = ê(z). (1.9) 

Énonçons à présent le théorème principal de cette sous-section. 
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Théorème 1.1. Soit JE Aa où a est une suite de typeE. On a équivalence 
entre 

1. MJ n Ba= {0} 
2. JE G(Aa) 

3. J ne s'annule pas sur lUra. 

Preuve de 1 =} 3 Soit z E Slra vérifiant }(z) =O. On a 

Vk E zd 2: J(n)zn+k = 0 

nEZd 

En prenant parties réelles et imaginaires, on voit que les suites Un= Re (zn) 
et Vn =lm (zn) sont dans MJ. Comme z =/= 0, l'une des deux suites n'est pas 
identiquement nulle, par exemple u. Il reste à voir que u E Ba. On a, d'une 
part 

lunl ~ lznl ~ rr 1 

D'autre part, par définition de ra, an 2 r1nl. D'où u E Ba. 

Preuve de 2 =} 1 Prouvons d'abord le lemme 

Lemme 3. 1. Vc E Aa, Vd E Ba C*d E Ba, avec lic*dllsa ~ llciiAJidllsa 
2. Vc, c' E Aa, dE Ba c * (c' * d) = (c * c') * d 

Preuve: 

l(c*d)nl ~ L lckildn-kl ~ L lckllldllsaan-k ~ L lckllldllsaalnlalkl ~ aindlciiAJdllsa 
k k k 

Alors c *dE Ba, avec Il (c * d) lisa ~ llci!AJdllsa · 
Tout d'abord, montrons que la suite double (c~c1dn-k-z)k,1 est sommable. 

L lc~czdn-k-d = L lc~l L iczdn-k-d ~ L lc~lan-klicliA"IIdllsa ~ alnlllc'IIAJcliAJdllsa 
k,l k l k 

Ensuite, comme précédemment, on peut écrire 

( c * ( c' * d) )n = L Ck ( c' * d)n-k == L Ck L c;d(n--k)-l == L Ckc;dn-k-l 
k k l k,l 

Alors, on pose p = k + l (sommation par paquets). D'où 

(c*(c'*d))n = L Cp-lc;dn-p = L[L Cp-lc;]dn-p = L(c*c')pdn-p = ((c*c')*d)n 
pJ p l p 
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• 
On peut maintenant démontrer l'implication 2 ==> 1 : 

Soit u E MJ nBa et JE G(Aa) :comme J est paire, on peut écrire J *U =O. 
Mais ceci implique que 

u = (J-1 * J) * u = J-1 * (J * u) = J-1 * 0 =O. 

Preuve de 3 =* 2 Cela va découler du lemme 4 et des résultats de théorie 
spectrale mentionnés plus haut. 

Lemme 4. 
6 = {Xz; Z E 1Ura} 

Preuve On a déjà montré que les Xz définis en (1.9) étaient des ca
ractères. Montrons la réciproque : soient donc x E 6 et c E Aa. On note 
( e1, ... , ed) la base canonique de Cd. Pour n E zd, on rappelle que On est la 
suite indexée par zd dont toutes les coordonnées sont nulles, exceptée la nème 

qui vaut 1. 
On peut représenter c sous forme d'une série fortement convergente : 

la seconde égalité provenant de l'identité On* 6p == 6n+p· 
Si l'on posez= (x(6e 1 ), •• , x(6ed)), la continuité de x nous permet d'écrire 

x(c) = L CnZn = ê(,z) 
nE:Zd 

Il ne reste plus qu'à prouver que z E 1Ura. On a, pour 1 S k S d, 

lx(r5ek)l S p(6ek) = igfllrS;~II~! = igfllrSjeJ~! = igfa~/j =ra 
)_ ]_ ]_ 

(Ici le rayon spectral est calculé au moyen de la formule du même nom.) 
De même, lx(r5-ek)l S ra. Donc x(6-ek) == x(r5~1 ) == x(rSeJ- 1

. Ainsi, on a 

1 
- S lx(bek)l S ra 
ra 

(1.10) 

Qui plus est, cette dernière inégalité montre au passage que ra ~: 1, ainsi que 
nous l'avions annoncé au début de cette sous-section. 
Il est maintenant clair que x = Xz, pour un certain z de 1Ura. Ainsi le lemme 
est démontré . 

• 
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Remarque : La formule 

montre que l'application cH ê est injective. Le lemme 4 nous permet d'iden
tifier ê avec l'application x H x(c). La transformation de Gelfand, ainsi 
qu'on la nomme, est donc ici un isomorphisme algébrique : on dit alors que 
Aa est une algèbre semi-simple. Ceci sera très important plus tard, puisque 
cela nous permettra de travailler avec des fonctions plutôt qu'avec des suites. 

On peut à présent prouver la dernière implication : J ne s'annule pas sur 
1Ura signifie que pour tout z E 1Ura Xz(J) =/=O. Mais d'après le lemme 4, cela 
signifie que pour tout x de .6., x( J) =/= 0 : ainsi 0 n'appartient pas au spectre 
de J et J est inversible . 

• 
Corollaire 1.1. 0 est la seule suite bornée de Mi si et seulement si J ne 
s'annule pas sur 1U. 

Preuve : Il suffit d'appliquer le théorème 1.1 à la suite constante an = 1. 

• 
Ce résultat a déjà été montré par Georgii ([18], chapitre 13), qui utilise 

à cet effet un célèbre théorème de Wiener sur les fonctions de classe A. ( Ce 
théorème peut lui-même se déduire facilement du lemme 4.) 

Corollaire 1.2. Soit J un potentiel et a> 0 tel que LnEZd IJ(n)llnla < +oo 
Alors on a équivalence entre 

1. Min {(un)nEZd: SUPnEZd llï~\,; < +oo} = {0} 

2. J ne s'annule pas sur 1U 

Preuve: On vérifie que la suite an= 1 +2alnla est de typeE avec ra= 1 
et on lui applique le théorème 1.2 . 

• 
Définition On dit qu'une suite ( un)nEZd est à décroissance rapide, lorsque 
pour chaque polynôme P, la suite ( unP( n) )nEZd est bornée. Cela est vérifié 
si et seulement si l'application() H û(ei0) est de classe 0 00

. On dit qu'une 
suite ( un)nEZd est à croissance lente s'il existe un polynôme P telle que pour 
tout nE zd, !uni :S P(n). 

Corollaire 1.3. Si J est un potentiel à décroissance rapide et que J ne s'an
nule pas sur 1U, alors l'intersection de Mi et de l'ensemble des suites à crois
sance lente est réduite à O. 
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Preuve : C'est une conséquence du corollaire ci-dessus . 

• 
Ce résultat a déjà été montré par Dobrushin[1] en utilisant la théorie des 

distributions. 

Définitions Pour simplifier les notations, pour a > 1, on notera désor
mais Aa (resp. Ba) l'ensemble Aa (resp.Ba), où a est la suite de référence 
d'exposant a > 1 définie par la formule 

(1..11) 

On dit qu'un potentiel J est à décroissance exponentielle s'il vérifie l'une 
des conditions équivalentes suivantes : 

1. J E Aa pour une certaine suite a de type E vérifiant ra > 1. 

2. J E Ary pour un certain réel rJ > 1. 

3. Il existe K > 0 et 0::; c < 1 tels que Vn E zd, IJ(n)l ::; Kclnl. 

(On étudiera en section 1.2 le potentiel géométrique sur Z vérifiant 3K, c E 

lR Vn-=/= 0 J(n) =Ken.) 

Corollaire 1.4. Soit J à décroissance exponentielle tel que J est strictement 
positive sur 1U. Alors il existe a> 1 tel que MJ n Ba = {0}. 

Preuve : Soit r > 1 tel que JE Ar. On veut montrer qu'il existe a > 1 
tel que J ne s'annule pas sur Da. On raisonne par l'absurde et on suppose 
donc que 

Vn 2:: no3zn E Dl+l/n J(zn) = O. 

La suite (zn)n?:no est bornée, donc admet une valeur d'adhérence ;.; : on a 
clairement z E 1U et comme J est continue, }(z) == 0 : contradiction. 
Il existe donc 'f}, vérifiant 1 < rJ < r est tel que J ne s'annule pas sur Dry. 
Comme J E An a fortiori J E Ary. Le théorème 1.1 donne alors le résultat 
désiré . 

• 
Corollaire 1.5. Soit J un potentiel à décroissance exponentielle tel que J 
est strictement positive s'ur 1U. Alors MJ n H = { 0}) où 

Preuve : C'est une conséquence immédiate du corollaire 1.4 . 

• 
Ce nouveau résultat doit être comparé avec le corollaire 1.3, dont les hy

pothèses sont plus faibles, mais les conclusions aussi. Puisque la condition de 
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décroissance exponentielle est physiquement raisonnable, nous avons prouvé 
un critère simple pour l'unicité de la mesure de Gibbs au sein d'une très 
grande classe de champs. La restriction est moins forte que dans le corollaire 
1.3, puisque H est beaucoup plus large que la classe des suites à croissance 
lente- considérer par exemple la suite Un = exp( -Vfnl). Les suites de H 
sont parfois appelées hyper-distributions et sont liées aux fonctions pério
diques dont la série de Fourier est absolument convergente.(Voir par exemple 
[25].) 

Nous voulons utiliser les résultats précédents pour émettre des conditions 
sur ft· Étant donnée une suite (an)n de typeE, on définit 

J.t(Ba) = 1}; 

et pour a 2 1, 

Théorème 1.2. Soit J E Aa où a est une suite de typeE vérifiant 

On suppose que }(lU) C JR.+. 
Alors, on a équivalence entre 

1. MJ n Ba = {0} 

2. JE G(Aa) 

3. J ne s'annule pas sur Ur a. 

4. IQ;~,h n Pa(O)I = 1. 

(1.12) 

Preuve : Supposons que 1. , 2. et 3. -qui sont équivalentes- sont vérifiées. 
Comme J ne s'annule pas sur U, qui est compact, on voit que] est bornée, et 
donc intégrable. Les propositions 1 et 2 impliquent que la mesure stationnaire 
gaussienne de moyenne J~l) et de densité spectrale ] est dans ®~,h· Soit 

(Yi)iEZd une variable aléatoire dont la loi sous Pest cette mesure gaussienne. 
On a 

L2a2 
Si l'on choisit L tel que L;~

2 

2 d + 1, on a, pour Iii 2 2 "2o-~il 2 (d + 1) ln Iii, 
d'où 
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Le lemme de Borel-Cantelli implique alors que 

P(IYil 2: Lalil i.s.) =O. 

Donc (Yi)iEZd E Ba presque sûrement. 
Nous venons de prouver que I<B~ h n Pa(D) 1 ?. 1. Considérons maintenant 

11 E <B~,h n Pa(D). D'après la propo,sition 1.2, on peut trouver des variables 
aléatoires (Zi), (Yi) avec Z et Y indépendantes telles que (Zi)iEfZd E Mt 
presque sûrement, (Yi) comme précédemment, et la loi de (Yi+ Zi)iEfZd est 11· 
Z + Y E Ba p.s et Y E Ba p.s. , donc Z E Ba p.s. On a Z E Mt n Ba p.s, et 
Mt n Ba = {0}. Alors, Z = 0 p.s. Ceci prouve que I<B~ h n Pa(D) 1 = 1. 

Supposons maintenant que I<B~,h n Pa(D)I = 1. S;it (Xi)iEZd une réali
sation de cette mesure. Soit x E Mt n Ba. À l'aide de la proposition 1.2, 
on peut voir que la loi de (Xi+ xi)iEfZd appartient à <B~h n Pa(D). Mais 

I~B~,h n Pa(D)I = 1, donc on obtient x = O. Ainsi nous ~vons prouvé que 
Mf n Ba = {0} . 

• 
Remarques importantes 

l. D'après la proposition 1.1, la condition 4. implique }(1IJ) c:: JR+. Ainsi, 
pour une suite a vérifiant (1.12), un potentiel JE Aa est tel que 

si et seulement si J ne s'annule pas sur 1Ur" et }(1IJ) C:: JR+. 

2. On peut prendre par exemple an = y'1+ ln(1 + n). Il est clair que 
cette suite vérifie (1.12). Voyons qu'elle est de typeE. An fixé, posons 

f(x) = (1 + ln(1 + n))(1 + ln(1 +x))-· (1 + ln(1 + n +x)) 

On a f(O) = 0 et 

J'(x) = 1 + ln(1 + n) _ 1 > __ 1 ____ 1 __ _ 
1+x 1+n+x- 1+x 1+n+x 

Donc f est positive, d'où l'on déduit que n H (1 + ln(1 + n)) est 
sous-multiplicative, et par suite (an)n2:l l'est aussi. 

Le théorème qui suit montre que l'hypothèse (1.12) est en un certain sens 
optimale : si l'on imposait à la suite (an)n>o de croître moins vite que Vin, 
alors la mesure gaussienne centrée de densité spectrale ]- aurait son support 
disjoint de Ba. (Rappelons que pour une mesure gaussienne J.L et un espace 
vectoriel V, p(V) ne peut valoir que 0 ou 1 -voir par exemple [6).) 
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1.1.3 Un calcul explicite de limite supérieure 

Théorème 1.3. Soit (Xn)nEZd un processus gaussien stationnaire centré ad
mettant une densité spectrale. Alors, si CJ2 > 0 désigne la variance du pro
cessus, on a pour toute suite ( an)nEZd à termes strictement positifs de l'imite 
nulle 

limlnl-tooanXn = inf{,B 2.: 0, L an exp(- ~
2 

2 ) < +oo }. 
d 

2CJ an 
nEZ 

p.s. (1.13) 

En particulier 

-. Xn r;:;-; 
hmlnl-too 0fiTriT = V 2dCJ p.s. (1.14) 

Preuve : Remarque préliminaire : Quelques intégrations par parties 
montrent que 

1 1 1 a2 1 l+oo t2 1 1 a2 

-(---)exp(--)~- exp(--) dt~ ---exp(---) V2K a a3 2 V2K a 2 yl2ii a 2 

Donc si l'on pose 
1 l+oo t2 w(a) = fiC exp( -2) dt, 

y27r a 

On a l'équivalent en +oo : 

1 1 a2 

w(a) ,.._,--exp(--), 
V'iffa 2 

ce qui fait que la série considérée en 1.13 est de même nature que 

Posons 

aval la convention inf 0 = +oo. 
Si X est un processus défini sur un espace (0, A, P), il est facile de voir 

que l'ensemble 
{w E 0, limlnl·-tooanXn(w) = K} 

est CJ(X)-mesurable. Dès lors, le résultat souhaité est une propriété de la 
mesure Px, sans relation avec l'espace probabilisé utilisé : nous pouvons 
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donc choisir n et X à notre guise, du moment que Px respecte les conditions 
imposées. Soit f la densité spectrale considérée. Nous allons directement 
travailler sur l'espace des trajectoires : on pose donc n = Rzd. On note 1rn la 
projection canonique sur lan ième coordonnée. On pose P = N(O, 1) 0 zd, de 
sorte que sous la loi P, (7rn)nEZd est un bruit blanc .. On note H1 le sous-espace 
vectoriel fermé de L~(D, B(D), P) engendré par les 7rn· 
On note H2 l'ensemble des éléments g de L~(lU, B(1U), dz) - dz est la mesure 
de Haar normalisée sur 1U - qui vérifient g (z) = g ( z). On constate aisément 
que H 2 est un IR-espace vectoriel. L'invariance de la mesure de Haar par 
z Hz permet de voir que la restriction du produit scalaire à H2 x fh : 

est à valeurs réelles. Ainsi, on a pu munir H 2 d'une structure d'espace de 
Hilbert réel. On constate aisément qu'un élément g de L~(lU) est dans H2 si 
et seulement si ses coefficients de Fourier 

sont tous réels. ( On rappelle que l'on a défini Xn(z) = zn.) Comme les 
( 7rn)nEZd forment une base hilbertienne de H1 et les (Xn)nEfZd une base hil
bertienne de H2 , il existe un unique isomorphisme 7/J de H 2 dans H 1 vérifiant 

Comme f E L 1
, on a g = V] E L2 . f est à valeurs réelles positives et vérifie 

f(.z) = f(z), donc g aussi; ce qui implique gE H2 . On pose alors 

Comme toute famille de H 1, la famille (Xn)nEfZd est gaussienne centrée. 
D'autre part, pour n, p E zd 

(Xn, Xp)H1 

(7/J(xng), 'l/J(xpg))Ih 
(xng, Xpg) H2 

1xn-pg
2 

dz 

1xn-pf dz 
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Ce qui montre que la loi de X sous P est bien la loi cherchée elle est 
gaussienne, centrée, et a la covariance attendue. 

Soit j3 un réel strictement compris entre 0 et K. (On étudiera à part le 
cas où K = 0). On peut trouver un réel E > 0 tel que j3 < (l~)2. 

Si l'on note simplement ck pour ck(g), on a dans H 2 , la décomposition 

d'où 

et par continuité de 'ljJ 

Pour n E N, on pose 

avec An = [ -n, n]d. Comme (1 + s)2 j3 < K, P(n) est une suite croissante de 
limite +oo. On pose ensuite 

et enfin 

On a alors 

ainsi que 

On a donc 

et 

x~= L Ck1fn+k, 
lkl<l(lnl) 

IIX~IIt-1 = L c% 
lkl<t(lnl) 

IIRnllt-1 = L c%. 
lkl:2:l(lnl) 

lim IIRnllt- =O. 
lnl-*oo 1 
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On a 

Comme IIRnllii1 tend vers 0, on a pour jnj assez grand IIR:~k1 > ~ :il s'ensuit 

que la série de terme général 

converge. D'après le lemme de Borel-Cantelli, si Fon pose 

E(J 
D1 = {w E D, 3no(w), jnj 2: no(w) =::}Rn>--}, 

an 

on a P(D1 ) = 1. 
On pose maintenant, pour n E zd 

puis pour n E N 

et 

On pose aussi pour n E N 

Admettons pour l'instant que lim sn = +oo. Soit x E JR. Pour n assez grand, 
on a x < Sn. Alors 

On a 

P(N :S x) < P(Nn :S x) 
P(sn- Nn 2: Sn- x) 
P(JEpNn- Nn 2: Sn- x) 

< P(jJEpNn- Nnl 2: Sn- x) 
< Var Nn 

(sn-x) 2 

Var Nn = L L Covar (1Ak,n.AJ 
kEAnlEAn 
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Mais dès que jk- li > f(!kl) + f(jlj), XZ et Xz* sont indépendantes, ce qui 
implique Covar (n.Ak,]A,) =O. On a donc 

Mais 

On en déduit 

Var Nn = L L ICovar (n.Ak,n.AJI 
kEAn lk-ll::;2i(n) 

Var Nn ~ (4f(n) + 1)d L P(Ak) = (4f(n) + 1)dsn-
kEAn 

On a donc 
w P(N ) ( 4f(n) + 1)d 
vn 2:: 1 ~X ~ ( ) 2 Sn 

Sn- X 

Admettons un instant avoir démontré que 

lim ( 4f(n) + 1)d =O. 
n-too Sn 

Il s'ensuit que pour tout x réel, on a P(N ~ x) = 0, ce qui implique 

P(N = +oo) = 1. 

Cela signifie exactement que si l'on pose 

(1..15) 

on a P(fl2) = 1. Maintenant il est facile de voir que pour w E rzi3 = 0 1 n f2 2 , 

on a 
limlnl-tooanXn(w) ~ (3 

et que P(rJi3) = 1. Maintenant si l'on pose 

nt n nK-1. 
H = n?lH n, 

lorsque K < oo (et fl' = nn>Krzn lorsque K = +oo), on a 

Vw En' limlnl-tooanXn(w) ~ K 

et P(n') = 1. Autrement dit 
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Il faut à présent que nous démontrions (1.15) ainsi que limn-+oo sn= +oo. 
Il s'agit d'encadrer P(Ak)· On a 

Pour !ki suffisamment grand, on a 

On en déduit qu'il existe une constante L telle que pour tout n 

ce qui entraîne lim sn = +oo car la série de terme général 'il ( (l+t~) diverge. 
ana 

Mais, en se reportant à la définition de R(n), on voit alors que 

(4R(n) + 1)d = O( ~2 ). 
Sn Sn 

Ainsi (1.15) est vérifié. 
L'inégalité inverse est beaucoup plus simple à démontrer : soit j3 > K : 

On a 
L P(anXn ~ /3) < +oc. 
nEZd 

Donc d'après le lemme de Borel-Cantelli 

ce qui implique 
limlnl-+ooanXn S J3 p. S. 

En procédant comme précédemment par intersection dénombrable, on constate 
que 

ce qui implique 

limlnl-+ooanXn S K p. S. 

Si K = 0, comme X et -X ont la même loi, on a aussi 
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d'où 

Ce qui achève la preuve. 

lim anXn = 0 p. s., 
lnl-too 

31 

Le calcul de K lorsque an = b est une conséquence facile du fait que la 
y Inini 

série L:nEZd lnl" converge si et seulement si a > d . 

• 
Remarque Pour d = 1, Pickands a montré en [36] que pour X gaussien 
stationnaire centré de variance 1 et dont la covariance tend vers zéro, on a 

1
. max(X1, ... , Xn) 
1m ~ -+ 1 p.s. 

n--+oo y 2 ln n 

Ce résultat implique facilement 

- Xn 
limn-too ~ 2 1 p.s. 

2lnn 

Mais, comme précédemment, le lemme de Borel-Cantelli montre que 

-.- Xn 
hmn-too ~ ::; 1 p.s. 

v2lnn 

D'après le lemme de Riemann, l'existence d'une densité spectrale entraîne que 
la covariance a une limite nulle. Ainsi, pour d = 1 et an = --b, le résultat de 

y inini 
Pickands implique celui que nous présentons ici. L'intérêt de notre théorème 
est de donner une formule explicite de la limite en toute dimension d et pour 
quelque suite an de limite nulle que ce soit. Cette formule est mentionnée par 
Lifshits dans [31] dans le cas de variables gaussiennes centrées indépendantes. 

1.1.4 lJ n ensemble connexe de paramètres pour lesquels 
il y a existence et unicité 

L'objet de cette sous-section est d'obtenir des informations sur la struc
ture de l'ensemble des potentiels pour lesquels il existe une unique mesure de 
Gibbs associée (à l'intérieur d'une certaine classe de mesures de probabilité). 
Nous allons prouver que, sous des hypothèses convenables de symétrie, un 
potentiel J pour lequel il y a unicité peut être continûment perturbé jusqu'à 
ce qu'il y ait disparition de toute interaction par paire (i.e jusqu'à ce que 
J(k) = 0 pour tout k =1- 0) et de manière telle que durant cette perturbation 
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l'unicité de la mesure de Gibbs correspondante soit préservée. 

Soit r le groupe engendré par les symétries orthogonales d'axes les vec
teurs de base ei, 1 :::; i :::; d. Ce groupe est isomorphe à (Z/2Z)d. On dit 
qu'un potentiel J est f-invariant s'il vérifie 

\/8 E f J o8 = J (1.16) 

Rappelons qu'un potentiel est nécessairement pair. Ainsi, il est aisé de consta
ter que pour d = 1, tout potentiel est f-invariant. Dans la plupart des cas, 
le potentiel a une symétrie naturelle qui le rend f-invariant. (Par exemple, 
si J(n) dépend uniquement d'une norme gp den.) 

Soit a > 1. On note Sa l'ensemble des potentiels J qui appartiennent à 
A~ et sont f-invariant, soit 

Sa = { J E Aa, \/8 E f J o 8 = J}. 

On pose 

D'après le théorème 1.2, pour tout f3 > 0 et h E IR, on a 

S;_t ={JE Sa 

On munit cet ensemble de la topologie induite par Aa- Nous allons démontrer 
le théorème suivant : 

Théorème 1.4. S;_t est un ouvert connexe de Sa. 

Preuve : Nous allons avoir besoin de quelques lemmes. Deux d'entre eux 
sont seulement énoncés, puisque leurs preuves peuvent être trouvées dans 
l'ouvrage de Kahane [25] (elles y sont données pour d = 1, mais la générali
sation est facile.) 

On note 
Âa = {X; X E A a} 

Soit J E s;. Notre méthode consiste à exhiber un élément bien choisi 
B E Aa tel que exp(B) = .Jet considérer sur [0, 1] l'application"/ : t H 

exp(tB). Rappelons que Aa est une algèbre de Banach avec la convolution 
des suites comme multiplication. Ainsi exp(B) est correctement défini par la 
série absolument convergente : 

+oo B*k 
exp(B) = L kf· 

k==O 
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Lemme 5. 
A -

'ï!B E Aa exp(B) = exp(B) sur 1Ur,l· 

Preuve : Soit Qn(X) = 1 +ft+~;+ ... +~~. Comme B 1-7 Ê est un 
morphisme d'algèbres, on a 

A -Pour tout z E Ura, cela signifie Qn(B(z)) = Qn(B)(z). Par dé~nition de 
exp (dans Aa comme dans C) et d'après la continuité de B 1-7 B(z), nous 
obtenons le résultat désiré . 

• 
Lemme 6. So'it f : 1Ua -+ C telle que 

1. f est continue sur 1Ua. 

2. f est holomorphe sur l'intérieur de 1Ua. 

3. L'application g(z) = f(az) appartient à Â1 . 

4- 'ïlz E 1Ua,'ïi(EI, ... ,éd) E {-1,+1}d f(z~\ ... ,z~d) = f(z) 

5. f(1U) c IR 

Alors il existe une s·uite b E Sa f = b 

Preuve : D'après 2., il existe une unique suite (bn)nEtzd telle que pour 
tout z dans l'intérieur de 1Ua 

f(z) = L bnzn. 
nEtzd 

L'unicité de ce développement implique ( en utilisant l'hypothèse 4) que b est 
r-invariant et (en utilisant l'hypothèse 5), que b est à valeurs réelles. Pour 
tout n E zd et l < T < a, on a 

Q 

Ts(n)bn = -( 1 )d 1 j(Teifh' ... 'reiOd)e-i(fhnJ+ ... +Bdnd)d()l ... d(}d, (1.17) 
27f [-n,+n]d 

où s ( n) = :L1 <i<d ni. Comme f est uniformément continue sur 1Ua, on peut 
faire tendre r vers a et la formule (1.17) demeure vraie pour r = a. On a 
trouvé le développement de g en série de Fourier . D'après 3. , on obtient 

De plus, on a 

L as(n)lbnl < +oo. 
nEtzd 

lbnlalnl :; L lbplas(p)' 
pEI'(n) 
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où r(n) = {8(n); 8 E f}. Alors 

L JbnJo:lnl ~ 2d L O:s(n)ibni < +oo. 

Nous avons prouvé que b E Sa et f = b . 
• 
Lemme 7. Soit f une application définie sur U et telle que, pour tout z EU, 
il existe un voisinage W de z et g E Â1 véJ"ifiant f = g sur W. 
Alors fE Â1. 

Preuve : Voir [25]. Notons que la première preuve de ce résultat a été 
donné par Wiener. 

• 
Lemme 8. Pour tous f E Â1 , E > 0 et z EU il existe un voi.sinage W de z 
et bE A1 tel.s que llbiiA1 < E et b = f .sur W. 

Preuve : Voir l'ouvrage de Kahane[25] . 

• 
Lemme 9. Soit f une application continue sur U et g E Â1 telle que exp(!) = 
g. 
Alors fE Â:t. 

Preuve : Soit z0 E U. Soit E > 0 tel que pour tout z E B(z0 , E) 

Jg(z) - g(zo) 1 < jg( zo) l/2. 

Soit ln une détermination du logarithme dans B(g(z0 ), lg(~oll) telle que ln(g(z0 )) = 
j(z0). Comme fest continue, on a pour tout z E B(z0 , E), j(z) = ln(g(z)). 
D'après le lemme 8, il existe c5 < E et b E A1 avec 

jg(zo)l 
lib- g(zo)eiiAl < -

2
-

et g = b sur B(z0 , 8). Il existe une suite (ln)n;::o telle que 

ln z = L ln(z ·- g(zo)t pour z E B(g(z0 ), Jg(;o)l ). 
n?:O 

Alors , pour tout z E B(z0 , c5) 

f(z) = ln(g(z)) = ln(b(z)) = L ln(b(z)- g(zo)t 
n?:O 
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Comme le rayon de convergence de la série entière L: lnxn est strictement 
plus grand que lib- g(z0 )eiiA1 , on peut définir 

l = L ln(b- g(zo)et. 
n~O 

On a f(z) = Î(z) pour z E B(z0 , 6). Alors, d'après le lemme 7, f E Â1 . 

• 
Expliquons à présent les différentes étapes de la preuve du théorème. Le 

lemme 5 nous permet de manier des fonctions plutôt que des suites. Ainsi, 
une fois que l'on aura trouvé un logarithme de J, on pourra utiliser le lemme 
6 pour vérifier que celui-ci est bien dans le bon espace. Cependant, comme 1Ua 
n'est pas simplement connexe, nous devrons utiliser une astuce pour définir 
un logarithme de J. En fait, nous allons décomposer J pour remplacer 1Ua 
par un ensemble convexe. 

On note Ea l'image de la couronne { z E C, ~ ::::; lzl ::::; a} par l'applica
tion z Hz+~- Un calcul simple montre que Ea est une ellipse remplie : 

Ecx = {z =x+ iy; (x, y) E Il~?, 

Comme J est f-invariant, on peut définir une application~ sur (Ea)d par 

Comme 1Ua est compact, en utilisant le critère séquentiel de continuité, on 
voit que~ est continue. D'après le théorème 2, J ne s'annule pas et donc 4> non 
plus. Comme E~ est convexe, il existe une application continue 1> : E~ ---t C 
telle que ~ = exp( 1>). ( pour une version générale du théorème de relèvement, 
voir par exemple [9], ex. 3.8.). On définit 'li sur 1Ua par 

(1.18) 

Ainsi, on a J = exp('li). D'après le théorème 1.2, Î(1, ... , 1) E JRt. Quitte à 
ajouter une constante à 'li, on peut supposer que 'li(1, ... , 1) E IR. Comme 
Î(U) C JR+, on a 'li(1U) c IR+ 2'i7rZ. Mais 1U est connexe et 'li est continue, 
donc \li (U) C R 
Comme \li est localement un logarithme de J, \li est holomorphe dans l'inté
rieur de 1Ua. 
Le lemme 9 implique que z H \fl(az) appartient à Â1 . 
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(1.18) implique que \fJ vérifie la condition 4. du lemme 6. Alors, on peut ap
pliquer le lemme 6 et l'on obtient B E Sa tel que \fJ = Ê. 
Maintenant, on pose, pour t E [0, 1], 1'(t) = exp(tB). 1' est continu, avec 
1'(0) = e. 
D'après le lemme 5 - ~ ~ 

1'(1) = exp(B) = exp(B) = exp(\fJ) = J. 

Comme Aa est semi-simple, ceci implique 1'(1) = J. Il reste à prouver que 
1'([0, 1]) C St. Pour t E [0, 1], comme Sa est une sous-algèbre fermée de Aa, --on a exp(tB) E Sa· De plus exp(tB) est toujours inversible, et exp(tB)(1U) = 
exp(t\fJ(1U)) C JR+, puisque \fJ(1U) c R Alors, d'après le théorème 1.2, il 
s'ensuit que ')'(t) Es:. 
Comme chaque point peut être relié à e, on a montré que s: est connexe par 
arcs. 

Il est facile de voir que J H m(J) = inf{J(z); z E 1U} est continue. 
Ainsi s: =San (G(Aa) n m-1 (]0, +oo[)) est un ouvert de Sa . 

• 
Remarque En utilisant la proposition 1.2, il serait facile de prouver qu'à 
cet arc t H 1'( t) tracé dans s:, correspond un flot continu à valeurs dans 
G1h n Pa(rl). 

1 • ' 

1.1.5 Transition de phase pour d = 1 

Pour de nombreuses interactions quadratiques en dimension d = 1, nous 
allons montrer que nous pouvons obtenir des résultats très précis sur la transi
tion de phase, à savoir que nous pouvons déterminer la taille de l'ensemble des 
mesures de Gibbs vérifiant les conditions de support que nous nous sommes 
imposées. Dans un contexte discret, il peut être intéressant de dénombrer 
les phases pures : on sait par exemple que le modèle d'Ising en dimension 
d = 2 possède exactement 2 phases pures. Ici, un tel dénombrement n'est 
pas pertinent : les phases pures étant en bijection avec l'espace affine M;{, 
l'ensemble des phases pures est vide ou a la puissance du continu. Il est tout à 
fait exceptionnel de pouvoir obtenir un résultat aussi précis : dans la plupart 
des cas, on est juste capable d'exhiber deux phases distinctes. 

Dans toute cette section 1.1.5, on a d = 1. 

Théorème 1.5. Soit June interaction non dégénérée sur Z i.e. 3k f=. 0 J(k) =f 
O. On suppose que J E Aa, pour a > 1. Si de plus, J ne s 'anmûe pas S'ur le 
cercle izl =a, ou, ce qui est équivalent, sur le cercle lzl = ~' alors !v.fJ n Ba 
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est un espace vectoriel de dimension finie, dont la dimension est exactement 
le nombre de racines de J dans !la comptées avec leur ordre de multiplicité. 

On aura besoin du lemme suivant : 

Lemme 10. On suppose ici que d = 1 et que u E Aa. Alors, si z est un 
point intérieur à 1Ua (i.e. tel que ~ < lzl < a) vérifiant û(z) = 0, il existe 
y E Aa tel que u = (6e1 - z6o) *y. 

Preuve : Définissons la suite (xn)nEZ par 

1 n 

Xn = -- "'""' ukzk 
zn L 

k=-00 

L'hypothèse û(z) = 0 permet d'avoir également la représentation 

Nous voulons montrer x E Aa. 1\;"ous allons montrer L:k<O lxkla-k < +oo 
en utilisant la première représentation et lzl > ~· On montrerait de même 
L:k>O ixkiak < +oo en utilisant la première représentation et lzl < a. 

Molîtrons que la suite Sn = L:~=o lx-klak est bornée. On va à cet effet 
employer une transformation d'Abel: on a 

où Ek vaut + 1 si Xk > 0 et -1 sinon. On pose alors 

n 

Tn = L E-k(az)k et T-1 = 0 
k=O 

On a donc 

n n-1 

S _"" -k('f1 T ) _ , -ny ""[ -k . -(k+1))'f1 n-~X-kZ .Lk- k-1 -X-n,~ n-~X-kZ -X-(k+l)Z ·1k 
k=O k=O 

Utilisant la définition de (xn)nEZ, on obtient 

-n n-1 

Sn= 1'n L UkZk- L u_kz-kTk 

k=-oo k=O 

On vérifie facilement que 

\fn 2: 0 
alzi n 

ITnl ~ l l (alzi) a z - 1 
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On en déduit 

Sn::; ~-~ [ ~ anjzjn+k +~~lu-kiel] 
ajzj-1 k~oo ;~ 

Comme lzl > ~' n + k ~ 0 implique izln+k ::.:; a-(n+k), on a finalement 

\ln~ 0 
0 

S < alzi " lu ia-k 
n - 0:1 Z 1 - 1 k~oo k 

On a donc x E Aa- On pose alors y = -~x et l'on vérifie aisément que y 
convient . 

• 
Preuve : du théorème: L'équivalence entre l'absence de zéros sur lzl =a 

et sur izl = ~ provient de l'identité J(z) = }(~). 
Comme J est holomorphe sur l'intérieur de na, le théorème des zéros isolés 
implique alors que J ne peut posséder qu'un nombre fini de zéros, nécessai
rement d'ordres finis. Notons-les zi, de multiplicité mi. 
En appliquant plusieurs fois le lemme précédent, on trouve Y E: Aa, tel que 

J = IJ (c5e1 - ZiOo)*mi *Y 

Comme û*V = ûv, on voit que Y ne s'annule pas sur Oa, et donc d'après le 
lemme 4, que Y est inversible. Donc J * u = 0 est équivalent à 

ri (oq - ZiOo)*ffii * u == 0 
i 

Les solutions complexes de cette équation de récurrence linéaire sont bien 
connues : c'est un Cespace vectoriel de dimension 2.::: mi (voir par exemple 
[3]). Elles s'écrivent Un = Li Pi(n)zi où Pi est un polynôme à coefficients 
complexes de degré strictement inférieur à mi. 
Cependant nous cherchons les solutions réelles : comme J est à valeurs réelles, 
si z est racine d'ordre m de J, alors z aussi. On en déduit que les suites 
cherchées sont de la forme 

Un= LPï(n)zr + L lziin[cos(narg(zi))Qi(n) +sin(narg(zi))Ri(n)] 
ZiElR lm (z;)>O 

où Pi, Q.i, Ri sont des polynômes à coefficients réels de degré strictement 
inférieur à mi. 

Elles forment un espace vectoriel réel de dimension Li mi· 

• 
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1.2 Un modèle exactement résoluble 

Dans toute cette section, d = 1. On étudie ici avec plus de détails un 
cas particulier des mesures de Gibbs introduites dans la section 1.1, i.e les 
mesures de Gibbs sur JRZ associées au potentiel défini par 

{

fJ(/fw[ + hwi) si A= {i} 
<PA(w) = c(Jcli-jlwiwj if A= {i,j},i-::/= j 

0 sinon 

(1.19) 

où {J,K > O,h E lR,c E {+1,-1} et 0 <Ici< 1. 
Suivant la définition donnée en 1.1, les coefficients d'interaction J sont alors 
définis par 

{ 
J(O) = K 
J(k) = cclkl pour k E Z* 

Pour ce potentiel, on va noter <!) ([3, K, c, c, h) 1 'ensemble <!)~ h. Dans cette 
section, on va tracer le diagramme de phase , i.e. on va dét~rminer pour 
quelles valeurs des paramètres {3, K, c, c, h on a existence d'une mesure de 
Gibbs ou transition de phase. 

1.2.1 Existence d'une mesure de Gibbs 

Valeurs pour lesquelles J est positive D'après la proposition 1.1, une 
condition nécessaire à l'existence d'une mesure de Gibbs est la positivité de 
J. Calculons donc J. 

z z-1 

Î(z) = K + c" clklzk = K +cc( + ) 
LJ 1- cz 1- cz-1 
kEZ* 

Ou encore 

JA ( iB) K cos () - c 
e = + 2cc 

- 2c cos () + 1 + c2 

Une condition nécessaire et suffisante pour avoir J ~ 0 est donc 

cos()- c 
K > K~ = sup -2cc-----

- BE[0,27r] - 2c cos() + 1 + c2 

Comme t >--+ -::::: 2c!+~+c2 est croissante (1 -- c2 > 0), on a 

1 cos a-c 1 
---> >---· 
1 - c - - 2c cos 0 + 1 + c2 - 1 + c' 
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la première (resp. la seconde) inégalité est une égalité si et seulement si()= 0 
(resp. () = 1r). 
En distinguant les cas suivant les signes de E et c, on obtient finalement 

Intégrabilité de J-1 Une autre condition nécessaire à l'existence d'une 
mesure de Gibbs énoncée lors de la proposition 1.1 est l'intégrabilité de J-1 

par rapport à la mesure de Haar (condition 2). 
Si K > K~, on a pour tout z E tU J(z) > 0, et alors z t--7 J(z)-1 est une 

fonction continue , donc intégrable. 
Si K = K~, J-1 n'est pas intégrable: nous allons le montrer pour E == +1 

et a > 0, les autres cas se traitant de manière analogue. 
Ici, on a 

D'où 

et 

1~ ( i(}) 2 ( 1 cos () - c ) e - c --+---
. - 1 + c -· 2c cos() + 1 + c2 

J(eiB)-1 ·- __ 1 __ 
·- (1- c)2c 

r }(z)-ldz = r21r -----:1:--
lu }0 (1 - c)47rc 

1 + c2 - 2c cos (} 

1 + eos (} 

1 + c2 
- 2c cos (} d11 u = +oo 

1 +cos(} 

Puisque l+c2 -2ccos0 1"'..1 2(1+c)
2 

l+cos(} 7r (B-n)2 · 

Domaine d'existence d'une mesure de Gibbs 

Théorème 1.6. Soit J le potentiel quadratique de type géométrique défini 
par (1.19). Il existe une mesure de Gibbs associée (appartenant à ®({3, K, E, c, h)) 
si et seulement si le potentiel propre est suffisamment grand, plus précisément 

Preuve : Les deux premières conditions de la proposition 1.1 sont véri
fiées si et seulement si K > K~. Dans ce cas, la condition 3 de la proposition 
1.1 est automatiquement vraie, puisque l'on obtient }(1) > 0 et l'on peut 
exhiber la suite constante égale à 1~1 ) comme élément de M{ 

• 
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1.2.2 Diagramme de phases 

Quand les hypothèses d'existence sont vérifiées, il y a transition de phase 
si et seulement si l'ensemble Mf contient plus d'un point, ou, par linéarité, 
si et seulement si Mt -1- {0}. 
Nous allons donc décrire M{ 
Lemme 11. Tout élément (un)nEZ de Mt vérifie la relation de récurrence : 

1 
(K- c)un+1 + ( -K(c +-) + E2c)un + (K- c)un-1 = 0 

c 

Preuve : Par définition de Mt, on a, éventuellement après réindexation 

{ 

J(O)un + 2::~~ J(i)un+i + L~~ J(i)un-i = 0 
J(O)un+1 + L~ J(i- 1)un+i + Li~~ J(i + 1)un-i = 0 
J(O)un-1 + L~~ J(i + 1)un+i + L~~ J(i- l)un-i = 0 

On multiplie ces trois lignes respectivement par c + ~' --1, -1 et on fait la 
somme. Comme 

1 
Vi~ 2, (c +-)J(i)- J(i + 1)- J(i- 1) = 0 

c 

on a 

1 1 
J(O)[(c+ -)un- Un+1- Un-1] + (un+1 + Un-1)J(1)(c+ -) 

c c 
-[J(1)un + J(2)un-·1]- [J(1)un + J(2)tln+l] = 0 

En calculant J(O), J(1), J(2), on obtient le résultat désiré . 

• 
Lemme 12. Soit S E lR vérifiant ISI > 2. Soit c le paramètre exponentiel 
défini en {1.19}. On pose 

Ec = {u = (un)nEZ E lRZ: L iclnlunl < +oo} 
nEZ 

Rs = {u = (un)nEZ E lRZ: Vn E Z, Un+l- Sun+ Un-1 = 0} 

1. Il y a équivalence entre 

(a) Ec n Rs -1- {0} 

(b) v E Ec n Rs où Vn =ln et 1 est une racine (réelle) de l'équation 

x 2 
-- Sx + 1 = 0 
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(c) Rs C Ec 

(d) ISI <je+~~ 
2. Lorsque ces hypothèse8 8ont vérifiées, on a 

'\:"" lnl S - 2c 
VuE Rs, Vk E Z, ~ c uk+n = S 1 Uk 

- +c+c-
nEZ· 

Preuve: 

(a)=} (b) Toute suite non identiquement nulle de Ea n Rs s'écrit 

OÙ (A, B) # (0, 0). 
Si A = 0 ou B = 0, le résultat est immédiat. Sinon, en supposant par 
exemple 'Y> 1, on a Un "'+oo A'Yn et Un "'-oo B"(-n . 
Le résultat s'en déduit par le théorème sur les équivalents de séries 
absolument convergentes. 

(b) =} (c) Immédiat, car toute suite de Rs s'écrit Un = A"(n + B,-n. 

(c) =} (a) Immédiat, car Rs # {0}. 

(b) =} (d) (b) implique I:n21 [i'Yin + 111-n]jcjn < +oo 

~} L ilcin + L j!::.jn < +oo. 
n2:1 n2:1 'Y 

Donc (b) {:> jcj < Ill< 1 ~ 1 • Une étude rapide de la fonction x H x+~ 
permet de voir que jcj < l'YI < 1 ~ 1 est équivalent à l'Y+ 'Y-11 < je+ c 1 j. 
But 1 + y- 1 = S, donc (b)? jSj < je+~~ 

Pour montrer la deuxième partie du lemme, il suffit, par linéarité, de la 
montrer pour Vn = 'Yn, où 'Y est une racine de x 2

- Sx + 1 =O. 

L cn[!k+n + 'Yk-n] 
n2:1 

(On utilise bien sûr que 'Y+ 'Y-1 =S.) 

• 

l L(c'Y)n + ( !::.t 
n2:1 'Y 

k C"f cj"( 'Y [ +---] 
1-c"y 1-c/'Y 

k S- 2c 
'Y [_s + c + c-1] 
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Revenons maintenant au problème initial de transition de phase. Soit 
K>K~. 
On applique les résultats du lemme 11 : lorsque K = 1 et E = 1, on a 
Mt= {0}. 
Sinon, K- E 1- O. Alors, on pose 

K(c+ .!) - E2c S= c 
K-E 

Admettons pour l'instant que ISI > 2. 
On a alors Mt c Rs, où Mt =Mt nEc c Rs nEc. 
D'après la première partie du lemme 12, on a Aft 1- {0} ==> ISI < le+~~· 

Réciproquement, si ISI < le+ ~1, comme 

K ( c + .! ) - E2c S - 2c s = c {::} K = -E----
K - E -S + c + çl' 

la seconde partie du lemme 7 implique 

1 ISI < le+ --1 ==> Rs CM{ 
c 

Ce qui implique Mt 1- {0}. 
Il s'agit donc de déterminer quand on a ISI < le+ 11 et de vérifier que 

- c 
K > K~ implique ISI > 2. A cet effet, étudions l'application f(K) 

K(c+ .!) - E2c 
KH c 

K-E 

C'est une fraction rationnelle de discriminant - ~ ( 1-c2 ). On distingue quatre 
cas. 

1. E = +1 C > Ü 

Ho Kr::=~ 3c2 +1 1 +oo c _ l+c 2[l+c2 ) 

J 2c '\J -2 '\J -(c+ D '\J -oo Il +oo '\J c+T c 

2. E=+1c<0 

-Ho Kr:;= -2c 3c2 +1 1 +oo c 1-c 2[1+c2 ) 

2c /' 2 /' -(c + ~) /' +oo Il -oo /' c+c 

3. E = --1 C > Ü 

+oo 
f 2c /' 2 /' (c+ If 
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4. E = -1 C < Ü 

c l±c -7+0 KE = - 2c +oo 
2·~-c~~--~--~2~~~-~-~(~c-+--~~)-

Il est alors clair que pour K > K~, ISI > 2. 
Pour E = -1, on a ISI < le+~~ pour tout K > K~. 
P - 1 ISI 1 11 . 1 . K. 3c2±1 our E - + , on a < c + c SI et seu ement s1 < 2(1±c2). 

On peut donc énoncer 

Théorème 1.7. 1. PourE = -1, l'ensemble f8({3,K,E,c,h) est non vide 

si et seulement si K > Kc,-l = ~~~~~- Alors, il y a transition de phase et 

l 'en.semble des mesures de Gibbs extrémales est en bijection avec 1v!J, 
espace vectoriel de dimension 2. 

2. Pour E = +1, l'ensemble f8(/3, K, E, c, h) est non vide si et seulement si 
K K l - 21cl Al . K > 3c2+1 l .l l > c -· l±lcl' ors, sozt _ 2(1±c2 ), auque cas 2 y a une seu e 

mesure de Gibbs, sinon il y a transition de phase et MJ est un espace 
vectoriel de dimension 2. 

Remarque Nous avons annoncé que cet exemple mettait en évidence que 
les classes de potentiels considérées en section 1.1 étaient suffisamment grandes 
pour que dans certains cas, on ne perde pas de mesure de Gibbs. Éclairons ce 
point. Pour a < ~'on a J E Aa, donc le théorème 1.5 donne une description 
de MJ n Ba. Or, d'après le lemme 12, tout élément de MJ appartient à Rp 
où 1 est la plus grande racine de x2

- Sx + 1 =O. Mais, d'après le lemme 12 
ISI < c +~'donc lrl < ~- Ainsi, on a 

Cet exemple montre que, parfois, le fait de se restreindre à l'étude de sous
ensembles MJ n Ba n'est en rien une contrainte. 
Dans cet exemple précis, on peut remarquer que non seulement le diagramme 
de phase ne dépend pas de f3- ce qui est général, nous l'avions déjà mentionné 
dans les remarques suivant la proposition 1.2 - , mais en plus il ne dépend 
pas non plus de h . 

• 
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1.3 Remarques conclusives sur l'instabilité de 
l'unicité d'une mesure de Gibbs 

L'instabilité de l'unicité de phase lorsque l'on soumet le potentiel à de 
petites perturbations est une des difficultés de l'étude de potentiels non bor
nés ou à portée infinie. Donnons-en un exemple simple dans le cadre de notre 
étude. 

L'étude approfondie menée en section 1.2 nous a permis d'exhiber des cas 
non-triviaux d'unicité de phase à portée infinie. La décroissance des coeffi
cients étant exponentielle, on pourrait s'attendre à ce que le potentiel tronqué 
à une portée suffisamment grande possédât la même propriété d'unicité. Or, 
il n'en est rien, ce que l'on peut voir par exemple en appliquant le théorème 
1.2 : si l'on note JR le potentiel tronqué à l'ordre R, zRJR est un polynôme --non constant , donc J R possède une racine qui appartient à la couronne cri-
tique 1Ura pour ra assez grand, puisque J étant de portée finie, il est dans --tous les Aa. Le problème vient de ce que les racines de JR partent à l'infini 
lorsque R tend vers l'infini et ne restent pas dans la couronne 1Ura. 

Comment expliquer et résoudre ce phénomène irritant ? Une première 
solution drastique consiste à éliminer de l'ensemble des mesures de Gibbs 
une classe de mesures réputée ne pas avoir de sens physique. C'est l'idée 
sous-jacente aux corollaires 1.3 et 1.5; dans cette acception plus restrictive 
du terme de mesures de Gibbs, on retrouve la stabilité de l'unicité de phase. 

Une explication mathématique de ce phénomène de discontinuité est que 
l'ensemble 

{(un)nEZd: Vk E zd L IJ(n)uk+nl < +oo} 
nEZd 

dans lequel nous cherchons a priori les fonctions harmoniques n'est pas 
un espace normé : cela rend sa topologie plus compliquée à décrire. 

Néanmoins, nous voulons énoncer un résultat qui montre la stabilité de 
l'unicité dans un sens plus faible que le sens général. 

Théorème 1.8. Soit JE Aa tel que Md n Ba = {0}. 
Alors, il existe E > 0 tel que 

Preuve : C'est une conséquence simple du théorème 1.1 et du fait que 
G(Aa) est ouvert . 

• 
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Ainsi, nous avons proposé certaines restrictions sur le support des mesures 
de Gibbs qui permettent de préserver la propriété de stabilité du caractère 
d'unicité. Le terme de restriction est d'ailleurs un peu exagéré : même si les 
conditions D.L.R. ont pu être définies sans imposer de condition de support 
ni de moment aux mesures cherchées et même si Dobrushin et Künsch ont pu 
établir une description abstraite générale des solutions, il n'en reste pas moins 
nécessaire d'émettre des restrictions sur les mesures considérées : cela permet, 
d'une part au mathématicien de ne pas manier des objets trop pathologiques, 
mais surtout au physicien de considérer uniquement des objets susceptibles 
de modéliser le monde réel. 1 

1 Même si cette notion est un sujet de controverse au sein de la communauté physi
cienne ... 
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Chapitre 2 

Influence de la transition de phase 
sur la covariance 
et le théorème de limite centrale 

Nous avons jusqu'ici établi des liens étroits entre l'existence de zéros de J 
et l'existence de transition de phase au sein d'une certaine classe de mesures, 
ainsi que des résultats plus précis pour d = 1. Revenant au cas général où 
d est quelconque, il nous paraît alors intéressant de considérer l'influence 
de l'annulation de J sur les propriétés de dépendance entre les coordonnées 
des dites mesures. De manière concrète, nous allons étudier l'influence des 
paramètres du système sur la covariance commune aux mesures extrémales 
de <!5~ h des mesures de Gibbs de paramètres J, h, (3, qui vaut 

' 

Le lemme de Riemann-Lebesgue implique limlnl-+oo Cn = 0, ce qui déjà suffit 
pour affirmer que la mesure de Gibbs stationnaire gaussienne centrée est 
mélangeante. Nous voulons cependant davantage de précision. 

Nous allons d'abord étudier le cas le plus simple où J ne s'annule pas -
sur U, voire mieux - , ce qui correspond à l'unicité de la mesure de Gibbs 
au sein d'une certaine classe de mesures. Dans ce cas là, nous allons voir 
que, dans un sens qui reste à préciser, la décroissance de la covariance est 
liée directement à la décroissance de l'interaction. Par exemple, si J décroît 
exponentiellement, il en sera de même pour la covariance. 

Le cas où J s'annule sur 1U est nettement plus complexe. Il correspond 
à la présence d'une transition de phase. On verra que sous des hypothèses 
relativement faibles, la covariance Xn ne peut décroître plus vite qu'en - J+1 , 

ln I--r 

49 
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ce qui, nous le verrons, est une décroissance assez lente pour que le coefficient 
de renormalïsation dans le théorème de limite centrale diffère de celui du cas 
indépendant. A cet effet, nous allons commencer par démontrer un théorème 
général d'analyse harmonique, qui trouvera une application directe dans le 
contrôle de la covariance, ainsi qu'une application à la théorie des marches 
aléatoires sur Z3 . 

2.1 En l'absence de transition de phase 

2.1.1 Décroissance de la covariance 

Théorème 2.1. Soit J un potentiel appartenant à Aa. {défini en (1.5)), où 
a est une s'uite de type E tel que J ne s'annule pas sur 1Ura. Alors, si p, 
est l'unique mesure gaussienne centrée élément de Q)~ 0 , alors sa covariance 
c = (cn)nEZd = (E~tXiXj)n=·i-j satisfait ' 

cE Aa.. 

Preuve : Comme J ne s'annule pas sur 1Ura, d'après le théorème 1.1, J 
est inversible dans Aa.. Mais, comme J H- J est un morphisme d'algèbres, on 
a :0 = J-I, et donc d'après la définition de c, on ac= 1-1, donc cE Aa.· 

• 
Remarque : ce résultat se décline suivant les différents choix possibles pour 
a : exponentielle, puissance, ... En particulier, on a les résultats suivants : 

Corollaire 2.1. Soit J un potentiel à décroissance rapide tel que J ne s'an
nule pas sur llJ. Alors c est à décroissance rapide. 

Preuve : une suite u est à décroissance rapide si et seulement si elle est 
dans Aa pour tout a de la forme an = (1 + ini)k, k 2 O. Le résultat découle 
alors du théorème 2.1. 

• 
Corollaire 2.2. Soit J un potentiel à portée finie tel que J ne s'annule pas 
sur 1U. Alors c est à décroissance exponentielle. 

Preuve : Comme J est de portée finie, il est dans A)< pour tout a > 1. 
Comme J ne s'annule pas sur 1U, par continuité il existe a > 1 tel que J ne 
s'annule pas sur Ua. On applique alors le théorème 2.1 et l'on acE Aa . 

• 
Ainsi que nous l'avions annoncé, nous voyons qu'en l'absence de transition 

de phase, la décroissance de la covariance est directement liée à la décrois
sance de l'interaction. Dans les cas les plus fréquents, elle est très rapide. De 
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toutes manières, l'absence de transition de phase est suffisante pour qu'on 
puisse avoir un théorème central limite avec une renormalisation standard -
standard devant être compris au sens de "identique à celle du cas de variables 
indépendantes". 

2.1.2 Théorèn1e de limite centrale 

Théorème 2.2. Soit J un potentiel tel que J ne s'annule pas sur U. Alors, 
si l'on pose An= {0, ... , n- l}d et 

SA = (LXi) - IAIJE~'Xo 
iEA 

où la loi de X= (Xi)iEZd est J.L, l'unique loi gaussienne stationnaire de <B~h' , 
on a 

avec 
2 1 

(J- --

- 1(1) 

Preuve : Comme X est gaussien stationnaire (de moyenne m = .Î~l)), 
SAn est une variable gaussienne centrée. Pour montrer la convergence en loi 

annoncée, il suffit donc de montrer que EÏ:n~n ~ CJ
2

. On a la convergence en 
loi suivante : 

pE{-n, ... ,n}d 

avec 
N; = 1 { k, l E An; k - l = p} 1· 

Un dénombrement simple montre que 

d 

N; =Il (n- IPil). 
i==l 

On a donc 
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n - nd (1 lEil) . { }d t 0 . avec xP - i=l - n s1 p E -n, ... , n e smon. 
On a pour tous n, p lx; epi ::; lcpl et pour tout p limn-+oo x; cp = Cp. J est dans 

A1 et J ne s'annule pas sur lU, donc d'après le théorème 2.1, cE A1 , c'est à 
dire que c est sommable. D'après le théorème de convergence dominée, on a 
donc 

Mais 

2: Cp= ê(1) == (J(1)t-l. 
pEfZd 

D'où 
2 1 

(/- --
- }(1) 

• 
2.2 Influence de la transition de phase 

Nous allons à présent évaluer la taille des coeJficients (cn)nEZd lorsque J 
s'annule sur 1U. L'étude qui suit ne prétend pas à l'exhaustivité : il pourra 
apparaître dans certains cas que nos hypothèses ne sont pas minimales. Ce
pendant, nous pensons être capable de mettre en lumière la nature des phé
nomènes induits par la présence de transition de phase. 

Il va de soi qu'on ne peut se contenter de dire que J s'annule. Nous 
allons supposer que J ne s'annule qu'en un unique point de 1U -on peut 
toujours sans restriction supposer que ce point est z0 = 1, quitte à remplacer 
J(z) par J(z/ z0 ). (Nous verrons que, souvent, l'hypothèse que le zéro est 
unique apparaît de manière naturelle et n'est nullement restrictive .. ) Nous 
introduirons des hypothèses sur l'ordre de ce zéro. Afin de pouvoir utiliser 
des techniques d'analyse réelle, on va utiliser la carte sur 1U 

!(() e ) - J~( ifh i(}d) 1, ... , d - e , ... , e . 

Dès lors, avec les notations introduites plus haut, on a 

- 1 1 i(n,x) 1 i d 
Cn - ( 2 )d e j( ) ( X1... Xn· 

7f [-1I',7l']d x 
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2.2.1 Un résultat d'analyse 

A cet effet, nous allons démontrer un théorème d'analyse permettant d'es
timer, et parfois de donner un équivalent à l'infini pour les coefficients de 
Fourier de certaines fonctions intégrables assez régulières partout, sauf en 
zéro où elles possèdent une singularité. 

Notation Si fest une fonction de classe eN sur JRd et x un point régulier, 
on note D{: f la différentielle N-ième de la fonction f au point x : c'est une 
application linéaire de (JRdYSIN dans R 

Théorème 2.3. Soit f : JRd -+ JR+ dont (27rZ)d est un groupe de périodes et 
vérifiant les hypothèses suivantes : 

- f ne s'annule qu'en les points du réseau (21rZ)d. 
- il existe N E N, d0 E IR vérifiant 0 < do < min( d, N) ainsi qu'une 

Soit 

matrice A E Gld(IR) et une fonction R de classe eN telle que 

f(x) = IIAxlldo + R(x), 

avec pour tout k vérifiant 0 ~ k ~ N - 1 : 

D~R =O. 

- 1 1 i(n,x) 1 d d-
Cn - -( )d e -f( ) X1 · · . • Cn. 

21f [-7r,7r]d x 

0 l _ d d _ d d Q _ N(N+d-2do) _ 7\T 2d 2dod t n pose a ors a- - o/Y- 2 - o, fJ - N+d - H - o + N+d e 

Id,do(x) = {x h-2 (t)rdo+~ dt, 
Jo 2 

où lv désigne la fonction de Bessel de première espèce : 

1 12n (x/2Y 1+1 1 . lv(x) = -- exp(i(xsin0-vt9))dt9 = ( 1)v0f (1-t2
t-2e-ttx dt. 

21r o r v + 2 1r -1 

Si d = 1 et N ~ 2, on a l'équivalent : 

1 1 1f 1 
en t'V A :;r(a) cos( 2a) IA-lnla' 

Tandis que si d 2: 2, on a alors le développement asymptotique : 

Cn = de~ A Kd IIA-l~lld-do Id,do(IIA-lnll) + O(llnii-P), 

qui se précise comme suit : 
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- Si d0 > d2l et N :::=: d + 1, on a l'équivalent, quand llnll tend vers +oo : 

}( ~r(d-t)r(d-d~) 1 d 2do-l Y" 2 2 c "-' ---
n detA r(;o) IIA-lnlld-do. 

- Si do ~ d2 1 (ce qui implique d :::=: 2), on a 

Cn = -d 1 A}(d f{ 1 d+l cos(IIA-1nll- (d + 1)7r )+O(IInll-min(a,{1,4t1)), 
et Y ; liA --1nll-2 4 

Soit, siN> i( yl(d= 4d0 - 1)2 + 8d(1 + d)- (d- 4d0 - 1)) 

Si l'on suppose en plus d0 < d2 1 , l'ensemble des valeurs d'adhérence de 

la suite (cniiA-1nll4.:p-)nEZd est exactement le segment 

Preuve: 
D'après le théorème de séparation, on peut trouver une fonction h de classe 
coo valant 0 sur le fermé {x E [-1r, 1r]d , IIAxll :::=: 1} et 1 sur le fermé 
{xE [-7r, 7r]d' IIAxll ~ n. On a alors 7 = 7 + l-/' d'où 

-_1_1 i(n,x) h(x2 d d _1 -1 i(n,x) 1- h(x) d d 
Cn - ( 2 )d e j( ) X1 . . . Xn + ( )d e j( ) Xt... Xn 7r [-7r,1f]d x 21r [-1f,1f]d x 

La fonction 
1-h 

J 

(2.1) 

se laisse périodiser en une fonction de classe CN, puisqu'elle coïncide avec 
la fonction périodique y sur les bords du pavé [ -1r, 1r ]d. Ses coefficients de 

Fourier, qui représentent la deuxième partie de la somme en ( 2.1) sont donc 
en O(llnii-N). 

Étudions maintenant la première partie de la somme. Tirant partie du 
fait que le support de h est inclus dans A-1 B(O, 1), on fait le changement de 
variables y == Ax, il se transforme en 

1 1 1 i(A-lny)h1(Y) d d 
(2 )d d A e ' -1 ( ) Y1 · · · Yn, 7r et B(O,l) 1 Y 
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où l'on a posé h1 (y) = h(A-1y) et JI (y) = f(A- 1y). Ainsi h1 est 0 00
, vaut 1 

sur B(O, ~), tandis que JI ne s'annule qu'en 0 et vérifie l'identité 

(2.2) 

où R1 vérifie les mêmes hypothèses que R. 
On pose 

h1 (x) 1 
s(x) = f1(x) - llxlldo 

ainsi que 

C( ) - 1 { i(u,x) 1 d d 
u - (27r)d} B(0,1) e llxlldo xl... Xn, 

de sorte que l'on a 

_1 ___ 1_1 i(A-ln,y)h1(Y) _ 

(2 )d d A e f ( ) dy1 ... dyn -
7f et B(0,1) 1 Y 

1 -1 
detA C(A n) 

1 1 1 i(A-ln.x) ( ) d +-(2 )d d A e - s x dx1 ... Xn-
1f et B(O,l) 

Si d = 1, on a 

1 11 eiux 

C(u) 27~ -1 jxjdo dx 

]:_ 11 
cos ux dx 

7f o jxjdo 

-u -- t. 1 do-l lu cost d 
7f 0 tdo 

Or on sait (cf. par exemple (14]) que 

l +oo COS t . 7f 7f 
---- dt= f(1- d0 ) sm(--d0 ) = r(a) cos(-a). 

0 tdo 2 2 

D'où 
1 -1 1 1 7f 1 
A C(A n) t'.J A ;r(a) cos( 2a) jA-1nla, 

ce qui est l'estimation cherchée pour la partie principale. 
Supposons maintenant d ~ 2. Si 0 E On(R), comme la mesure de Le

besgue est invariante sous l'action du groupe orthogonal, un changement de 
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variable montre aisément que C (Ou) = C ( u), de sorte que C ( u) ne dépend 
que de JJuJJ. 
Évaluons donc C().e1), où e1 est le premier vecteur de la base canonique. 
Comme on intègre sur une boule, il est naturel de faire le changement de 
variable polaire 

Xl r cos 01 
X2 rsin Eh cos (}2 

X d-l r sin 01 sin 02 sin Od-2 cos (}d-l 
Xd r sin 01 sin 02 sin Od-2 sin (}d-l 

On choisit d'imposer comme condition r E [0, 1], (01, ... , (}d_ 2) E [0, 1r[d-2 

et (}d-l E [--1r, 1r[. Calculons le Jacobien de ce changement de variable : 
D(xl, ... ,xd) Ü d'fi 't 1 t l' 1 

D(r,(h, ... ,ed-l). n e m e vec eur 1gne CJd par 

8 
Ld(Ol, ... ,Od-1) = or(x1, ... ,xd) 

et la matrice (d- 1) x d: Qd par 

) 
OXj 

(Qd i,j(r, (}l, ... '(}d-l)= aoi. 

Le Jacobien d'ordre d est donc 

'1"1 ( (} (} ) 1 Ld(01, ... , Od-l) 1 vdr,l, .. ·,d-l=Q( (} (}) 
d r, 1, ... , d-1 

D'autre part, on a 

cos (}1 

Vd(r, 01, ... , Od_ 1) == -r sin 01 
0 

sin B1Ld-1 (02, ... , Od-1) 
rcos01Ld-1(02, ... ,Od-1) 
sin01Qd-1(r, 02, ... 'od--1) 

En développant par rapport à la première ligne, on a 

Vd(r, 01, ... , Od_I) r cos2 01 (sin OI)d--2Vd-1 (r, 02, ... , (}d_I) 

+ r sin2 (}1 (sin 01)d-2Vd-l (r, 02, ... 'od-1) 

r(sin 01)d-2Vd-1 (r, (}2, .. . 'od-d 

Comme TJ2 (r, 0) = r, on a 

d-2 
""' ( o e ) d--1 II( . e )d-1-k vd r, 1, ... , d-1 = r s1n k . 

k=1 
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On a donc 

où l'on a posé 
2 d-3 1 d-2 

Kd = (21r)d II 2wk = 21rd II wk, 
k=O k=O 

OÙ wk est l'intégrale de Wallis 

Wk = 1!Js (sin O)k dO. 

Il est bien connu que l'on a 

On a donc 

1T (2p)! p!222p 
W2p = 2 p!222P" et W2p+l = (2p + 1)!. 

2k-·l 

II wi 
i=O 

k-1 

IIW2pW2p+l 
p=O 

kii-11T 1 

2 2p+ 1 
p=O 

( ~ t 1----,------,--
2 1 x 3 x ... x (2k- 1) 

1T k k!2k 
(2) (2k)! 

k k! 
1T (2k)!. 

57 
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Ceci permet de calculer 

1 k! 
----
27rk+2 (2k)! 

(2.3) 

1 
(2.4) 

ce qui peut se condenser en 

Remarque Nous ouvrons ici une parenthèse pour donner quelques indica
tions sur une preuve alternative de l'expression de C ( Àe1). Elle est basée sur 
les formules d'intégrations par tranche suivantes : pour f intégrable sur JRd, 
g intégrable sur JR.k et P la projection canonique de JRd sur JRk, avec k < d 
on a 

{ j(x) dx = r+oo rd-l { j(n1,)dŒ( u) dr 
}ffi.d Jo J sd-1 

et 

{ (go P)(u) dCJ(u) = c(d, k) { (1- !lxll 2
) d2k_

1g(x) dx, 
J Sd-1 J Bk(O,l) 

où c(d, k) est une constante dépendant exclusivement des dimensions d et k. 
La première formule est classique. Pour la deuxième formule, on pourra se 
rapporter à Rudin [42], qui en donne l'analogue pour des fonctions sur Cd -
la preuve est la même, mis à part que le volume d'une boule de rayon r est 
proportionnel à r2d dans Cd et à rd dans JRd. En combinant ces deux formules, 
on obtient pour g o Il. Il intégrable : 

Il s'agit de déterminer Gd. Mais dans la théorie des fonctions de Bessel, on 
montre que pour Re v + ~ > 0 et x réel, on a 

+oo ( 1)k 1 1+1 L - (~)2k_ (1-t2t-4e·-itxdt 
k=o k! r(k +v+ 1) 2 - r(v +~)ft __ 1 ' 

d'où pour x = 0 

- 1- t2 v-2 dt 1 1 1+1 
1 

r(v + 1) - r(v + ~h/7r -1 ( ) . 
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En prenant À = 0, puis par exemple g(r) = exp(- r
2

2 
):, on peut facilement 

déterminer la constante Gd. Le calcul de C(Àe1) s'en déduit alors, en prenant 
g(r) = ~Jlro, 1J(r) et en utilisant la représentation intégrale des fonctions de 
Bessel . 

• 
Il reste à contrôler 

{ ei(A- 1n,x)dx 
lB(O,l) 

Nous allons utiliser la formule de Green, que l'on peut considérer ici comme 
une intégration par parties multidimensionnelle. On sait que si V est un 
volume dont la frontière est une variété C 00 orientable, que u et cp sont des 
applications respectivement C2 et C 1 de V dans IR, on a 

r cpllu dx = r cp(grad u, N(x)) da(x)- r (grad 'U, grad cp)dx, 
lv lav lv 

où N(x) désigne le vecteur unitaire normal à av orienté vers l'extérieur de V 
et a désigne la mesure superficielle sur la surface av. La formule reste valide 
si d = 1 et V = [a, b] avec a < b : on a alors a = Oa + ob, où Ox désigne la 
mesure de Dirac au point x, ainsi que l'on a N(a) = -1 et N(b) = 1 : c'est 
alors une intégration par parties classique. Si l'on prend u(x) = -

11
;

112 
ei(n,x), 

on a grad u = - 11~ 2 ei(n,x) et !:::..u = ei(n,x), d'où 

f cpei(n,x) dx = __ z_· f cp( v, R(x))ei(n,x) da( x)+ _z_· f n;cp(v)ei(n,x> dx, 
lv /lnll lav /ln/1 lv 

(2.5) 

où l'on a posé v = TI~II· En itérant le procédé, on obtient, pour cp de classe 
CN: 

l </Je'<n,x> dx = ~ Il~~~',, f.v v:,p(v"')(v, N(x))e'<n,x> d"( x) 

+ ~~~~N lv D{; cp(v®N)(v, N(x))ei(n,x) dx 

Ici, on va prendre V = Vrn = {:r E JRd rn ::::; llx/1 :S 1 }, où rn est une 
suite de limite nulle à déterminer et cp = s. Afin de contrôler la taille des 
différentielles, nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 13. Il existe une constante K telle que 

1 
0 < llxll < 2 * Vk::::; N sup !D~s(h®k)l :::; K/lx/IN- 2do-k 

llhll=l 
(2.6) 



60 CHAPITRE 2. TRANSITION DE PHASE, COVARIANCE ET TLC 

Pour ne pas nuire à la lisibilité de la preuve en cours, nous admettons 
pour l'instant ce lemme technique. On a alors 

+ K Bd -2do 

llniiNrn 
où Sd désigne l'aire de la sphère d-dimensionnelle et Bd le volume de la boule 
d-dimensionnelle. D'autre part, en intégrant l'inégalité (13) avec k == 0, on 
obtient 

{ ls(:r:) dxl ::; ___ K r~+N--2do 
J B(O,rn) d + N - 2do 

Puis, en combinant les deux inégalités, on a 

1 { s (x )ei(n,x) dx 1 ::; 

j B(O,l) 

+ 

+ 

On choisit alors rn de manière à ce que les deux derniers termes de la somme 
- que l'on suppose être les plus importants - soient du même ordre, soit 

1 
rn= --!V" 

llniiN+d 
et l'on obtient finalement 

1 r S(X)ei(n,x) dxl = 0( N(;+d-2do)) 

J B(O,l) llnll N+d 

(2.7) 

Il nous faut à présent étudier le comportement de Ia(x). Pour 'Y < ~' 
l'intégrale 

1
+oo 

Jd--2 (t)f1 dt 
0 2 

(2.8) 

est semi-convergente et l'on sait calculer sa valeur. De manière générale, si v 
et f-1 sont des nombres complexes vérifiant 

3 
0 < Re 1-1 < Re v + 2, 
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on a 

1+oo lv(t) dt= r(~) 
0 tV-J.L+l 2V-J.L+l f(ll- ~j.t + 1)' 

Cette intégrale est parfois appelée intégrale de Weber, du nom du premier 
mathématicien à donner les valeurs de l'intégrale pour li entier. Pour une 
preuve et un historique des résultats, on pourra se reporter à [49], §13.24, 
page 391. 

Ici, on a li = d;2 et J.t = d- d0 = a, soit 

1
+oo r( d-..4J.) 

Jd-2 (t)fY dt= -d-
2-. 

0 2 22-do 

Comme N > d implique f3 > a= d- d0 , on en déduit l'équivalent souhaité. 

Passons au cas où 'Y 2:: ~- Dans ce cas, l'intégrale considérée en (2.8) est 
divergente, mais l'on peut néanmoins évaluer la taille de Ia(x) en utilisant un 
développement asymptotique des fonctions de Bessel. Les fonctions de Bessel 
sont liées aux fonctions de Hankel H~ et H~ par la relation 

Or, sur C\IR-, on a des développements asymptotiques à une précision arbi
traire : 

{ 

H~(z) = vt1"z-~ei(z-;r-vn(l +a}+ ... +~~+ O(lzi~+I)) 
H~(z) = yt1z-~e-i(z-;r--~f)(1 + b; + · · · + ~~ + 0( lzi~+I )) 

Pour un exposé des résultats évoqués, on peut se référer à [14], chap. XV. 
On a alors 

r HL2 (t)f1 dt Jo 2 
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avec cjJ(t) = O(fr). On en tire immédiatement 

lx H!;2(t)t1 dt = /!lx t1-~ei(t-(d-l)'.f) dt 

+ f!allx t~--~ei(t-(d-l)'k) dt 

+ O(xmax('Y-~,0)). 

Une intégration par parties donne 

! x t'-~ ei(t-(d-l)'.f) dt = [t'-~ ei(t- (d+41l". )]~!x ( 1 - ~)t'-~ ei(t-(d-l)l) dt, 
1 1 2 

D'où lx t'-~ei(t-(d-l)'.f) dt= O(xmax(l-~,0)). 

De la même manière 

lx t'-~ei(t-(d-l)'.f) dt= [fY--~ei(t_Cd~lJ"l]~ -lx(!-- ~)t'-~ei(t--(d-l)'k) dt, 

La valeur absolue de l'intégrale dans le second membre se majore comme 
précédemment, et l'on a enfin 

De même 

Par suite 

l x . /! 1 (d + l)1r ( 3 0) 
Jd-2 (t)t1 = -:r1-2 cos (x-----)+ O(xmax 1-2, ). 

0 2 7r 4 

Il s'ensuit 

Cn = _1_Kd {!__1_ 1 cos(IIA-lnll- (d + 1)7r )+O(IInll-min(a,/3,dt3l). 
det A V; 2d-l IIA-lnll~ 4 

Supposons maintenant r > ~et N > t( J(d -- 4d0 - 1) 2 + 8d(1 + d)- (d- 4do- 1)), 
ce qui est équivalent à {3 > d!1 . Dès lors, on a min(a,{J, d!3

) > d!1
. Pour 
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montrer les égalités concernant l'amplitude de l'oscillation de (en), il suffit 
de montrer que l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite (cos(IIA- 1nll
(d~l)1f))nEZd est le segment [-1, 1]. Or il est bien connu, que si(} tt 1r<Q, l'en
semble des valeurs d'adhérence de la suite (eiP0)p~o est le cercle unité. Donc 
si l'on trouve n0 E zd tel que liA - 1noll tt 1r!Q, il suffira de considérer la 
sous-suite Cpno. 

Pour trouver un tel élément, on va s'appuyer sur le lemme suivant : 

Lemme 14. Soit M un sous-module de Rd dont tous les éléments ont une 
norme euclidienne rationnelle. 
Alors dim M ::::; 1. 

Preuve : SiM n'est pas réduit à {0}, il contient un élément u de norme 
rationnelle non nulle que, par homothétie, on peut supposer entière : on peut 
donc trouver e1 E .!Rd unitaire et p E N* avec u = pe1 E 111. Si dim M ;::::: 2, on 
peut trouver v E M indépendant de u. On peut également trouver e2 E ffi:.d tel 
que (e1 , e2 ) forme une base orthonormale de Vect(u, v). Notons v= xe1 +ye2 . 

Comme tt et v sont indépendants, on a y =1= O. Comme u, v, u +v E M, on a 

2(u, v) = !lu+ v!J 2
- !lul! 2 E <Q. 

Or 2(u, v) = 2px : on a donc x E Q, puis y2 = l!vl! 2 
- ::r2 E Q. Soit À E 'll* 

tel que Àx E 'll et À2y2 E 'll. Posons z = (Àp)v - (Àx)u : on a z E M et 
z = Àpye2 • Pour a E 'll*, posons t = au+ z : on a 

Or t E M : l!tll 2 est donc à la fois un entier et le carré d'un rationnel : 
comme 'll est factoriel, 1ltl1 2 est le carré d'un entier. Comme yÀp =1= 0, on a 
1!tll 2 > JapJ 2

, d'où l!tll 2 
;::::: (JapJ + 1)2

, d'où 

Jy2(ÀP?! ;::::: 2JapJ + 1, 

ce qui est évidemment faux dès que l'on choisit a suffisamment grand. Contra
diction . 

• 
Pour montrer l'existence de n0 , il suffit alors d'appliquer le lemme qui 

précède au module l'vf = ~A-1 7ld, puisque l'on a dimM = d;::::: 2. 
Pour"(= !, il convient d'être un peu plus précis dans le développement : 

on a 

H!-
2 
(t)fl =: Œ_ei(t-(d-1)~) + Œ_ei(t-(d-1)~) (~!- + O( ]:_)) 

2 v; v; t t2 
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De sorte que, par les mêmes techniques que plus haut, on montre que 

l oo H;l-
2 
(t)fY- {3_ei(t-(d-l)Ifï) dt 

0 2 y; 
est semi-convergente. En faisant le même travail sur H'5Û, on trouve le dé
veloppement 

avec 

B = 1+= ]d;2 (t)t~- ~ cos(t- (d- 1)~) dt. 

Ceci suffit pour affirmer 

puisque le même raisonnement que précédemment montre que, l'ensemble 
des valeurs d'adhérence de la suite Cn liA -1nll d!1 

est exactement le segment 

Kd A Kd ~ [-( -- + B), --( - + B)]. 
det A rr det A rr 

Il est temps à présent de démontrer le lemme 13. 
Preuve du lemme 13 : Pour calculer et majorer les différentielles 

successives au point x, nous allons effectuer un développement limité de d au 
voisinage de x, puisque l'on sait que l'on a 

N 1 
s(x + h) = L k!D~8(h0k) + o(llhiiN). 

k=O 

Comme sur B(O, ~), on a h1 = 1, il vient 

où l'on a posé 

FA,s(hl, h2) = (A+ B + h1 + h2t 1 -- (A+ hl)-1 

Ux(h) = llx +hildo -- llxlldo 
Vx(h) = R1(x + h)- R1(x) 
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On a 

FA,B(h1, h2) = (B + h2)(A + hl)- 1((A + B) + (h1 + h2))-1 

On a, dans JR([h1 , h2]]les égalités 

1 """' 1 k k A+h =~Ak+l(-1) hl 
1 k2::0 

1 

D'où, en faisant le produit 

FA,B(hl, h2) = L (a: b) ( -l)a+b+k+l x 
a,b,k2::0 

65 

( B ha+kfb 1 ha+khb+l) 
Ak+l(A + B)a+b+l 1 ~2 + Ak+l(A + B)a+b+l 1 2 

Développons à présent ux(h) :on a 

Il li do l d ( (x, h) (h, h) ~ 
x+ h = lxii 0 1 + 2W + W) 2 

Or on a dans JR[[x]] 

Tandis que 

( (x, h) (h, h) i ~ (i) 1 i-t )z 2W + llxll 2 ) = ~ l llxll 2i (
2(x, h)) (h, h 

l=O 

On en déduit, pour tout n ~ 1 
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Et alors, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a 

Donc on peut trouver Ku tel que pour k :S: N 

(2.9) 

D'autre part, comme R 1 (0) = DaR1 = ... D[/- 1 R1 = 0, la formule de Taylor 
donne 

ou de manière équivalente, il existe une constante K telle que 

La composante homogène de degré n en h dans ux(h)a+kvx(h)b est 

<r>:,b,k ( h) = L: 

où la somme a lieu sur les entiers non nuls vérifiant 

a+k b 
:Lip+ LJp = n. 
p=l p=l 

Pour que cette somme soit non nulle, il est nécessaire d'avoir n ~a+ k +b. 
Dans cette situation, les majorations (2.9) et (2.10) montrent qu'on peut 
trouver K tel que pour !xl < ~' on ait la majoration 

(2.11) 

En composant les deux développements, on a 

n! 
""""' (a+ b) a+b+k+l R1(x)<I>:,b,k(h) 
~ - a (-1) ilxWk+l)do(!!xlldo + Rl(x))a+b+l 

a,b,k::O::O,a+b+k-n 

""""' (a+ b) ( 1)a+b+k+l <I>~,b+l,k(h) 
~ a llxll(k+l)do(!lxlldo + R1(x))a+b+l 

a,b,k::O::O,a+b+k+l=n 
+ 
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En appliquant les majorations trouvées en (2.11) et le fait que R1(x) est 
négligeable devant llxlldo, on trouve que chaque terme de la somme est majoré 
par 

K'llxiiN-2do+b(N-do)-n ::S K"llxiiN-2do-n, 

ce qui donne manifestement ce que l'on voulait démontrer. 

• 
2.2.2 Décroissance de la covariance 

Le théorème qui suit est une relecture du résultat d'analyse que nous 
venons d'établir en termes de décroissance de la covariance de la mesure de 
Gibbs gaussienne centrée associée à un potentiel. 

Théorème 2.4. Soit J un potentiel. On pose, pour (01 , ... , Bd) 

f(e e ) - JA( ifh i8d) 1, ... , d - e , ... ,e 

On suppose que f vérifie les hypothèses suivantes : 
- f ne s'annule qu'en les points du réseau (2n.Z)d. 
- il existe un entier N, un réel d0 vérifiant 0 < d0 < min(d, N), une 

matrice A E Gld(JR) et une fonction R de classe eN telle que 

f(x) = IIAxlldo + R(x), 

avec pour tout k vérifiant 0 :S k :S N - 1 

D~R= O. 

Alors, on dispose des résultats suivants sur la covariance lEJ.IXoXn 

ordre du . .-~éro valeur deN vitesse de décroissance signe à l'infini 
d < d 1 0 2- N > ~yid(1 + d) 1/(lniT) +et-
d - d-1 N>~yid(1+d) 1/(lniT) ? 0--2-
do> aT --------

1/(lnld-do) N2 d+1 + '-·--

Remarques 

1. Le théorème énoncé ci-dessus n'est pas exhaustif: il est probable que les 
valeurs minimales de N annoncées ici pour pouvoir donner les conclu
sions du théorème 2.4 ne soient pas optimales. Notre but est, dans un 
premier temps, de mettre en lumière les différentes sortes de pathologies 
qu'induit la présence d'une transition de phase. 
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2. Avant de donner des applications de ce théorème à la théorie des pro
babilités, il nous parait important de le situer un peu dans un contexte 
mathématique plus général. Ce théorème fait partie de la grande famille 
des résultats sur les intégrales oscillantes,de la forme 

Cette expression un peu magique en évoque immédiatement d'autres : 
coefficients de Fourier, méthode de la phase stationnaire, méthode du 
col ou de la plus grande pente ... Autant de techniques parmi lesquelles 
il peut être difficile de choisir d'autant que les terminologies peuvent 
varier selon les auteurs et les langues. Malgré la profonde unité qu'il 
y a entre les différents résultats, il y a une réelle difficulté à choisir 
les outils les plus adaptés au cas précis qui nous intéresse. A cet effet, 
la lecture du chapitre II d'Erdelyi [17] est une aide très précieuse. En 
dimension d = 1, les résultats analogues à celui démontré ci-dessus 
sont pléthoriques et l'on trouve beaucoup mieux qu'ici tant sur le plan 
de la faiblesse des hypothèses (voir par exemple Zygmund [50] t. I 
p. 190) que sur celui de la précision du développement asymptotique 
(cf. [17]). L'énoncé et la preuve de Dieudonné [14] IV.4 permettent 
de voir comment se combinent les hypothèses de singularité de 't/J et 
de stationnarité de </J. En dimension plus grande, la littérature se fait 
beaucoup plus rare : outre -même s'il est formulé différemment- le 
résultat de Spitzer [451, sur lequel nous reviendrons, il convient de citer 
Stein [47] chap. VIII, §2 et Harthong [21] partie I, qui travaillent tous 
deux avec 1/J C00 à support compact mais usent de méthodes assez 
différentes. 

2.2.3 Application aux marches aléatoires apériodiques 
sur Z3 

Nous voulons ici mettre en évidence les liens existant entre des marches 
aléatoires symétriques apériodiques et certains systèmes gaussiens en inter
action. En particulier, des estimations de la fonction de Green de la marche 
aléatoire donnent des renseignements sur la covariance du système gaussien, 
et réciproquement. Certaines des remarques faites ici ont déjà été faites par 
Spitzer [46]. 

Proposition 2.1. Soit v la loi de chaque pas d'une marche aléatoire symé
trique apériodique sur Z 3 possédant un moment d'ordre 4. 
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On définit la fonction de Green de cette marche aléatoire par 

G(n) = L v*k(n), nE Z3
. 

k~O 

69 

(G(n) est l'espérance du nombre de passages au point n de la marche aléatoire 
partant de zéro et dont chaque pas suit la loi v) 

On introduit la forme quadratique Q sur JR3 suivante : 

Q(O) = L v(n)(n, o? '() E JR3
. 

nEZ 3 

Alors on a l'équivalent en l'infini : 

1 1 
G(n) "-'- - 1 

211" (detQ (n, Q-1n))2 

Preuve : On va montrer que N = 4. On introduit la fonction caractéris
tique de la marche aléatoire : 

1>(0) = L v(n)ei(n,O) '0 E JR3 

nEZ 3 

Posons en() = ei(n,O) On a 

Comme v possède un moment d'ordre 4, la série des différentielles d'ordre 
inférieur ou égal à 4 converge uniformément (en norme d'opérateur) sur tout 
compact de ]Rd. Par suite, 1> est C 4 et ses différentielles d'ordre k :::;: 4 sont 
données par 

n:1>(h0 k) = L v(n)e'i(n,O) (i(n, h) )k 
nEZ 3 

Comme v est paire on en déduit que D51> = 0 et D51> = 0 tandis que 
D5 = -Q. D'autre part, comme 1/ est une mesure de probabilités, on a 
1>(0) = 1. Si l'on pose f(O) = 1 - 1>(0), on a f C4

, avec 

j(B) = ~Q(O) + R(B), 

où pour 0 :::;: k < N = 4 

D~R =O. 
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Or 0 = f)k =<Pk, donc 

~(v*k)(n) = ~ _1_1 e--i(n,B)<P(O)k d() == _1_1 e-i(n,e) ~':...... <jJ(O)kdO 
L.J L.J (27r) 3 [ . )3 (27r) 3 [ ]3 L.J k=O k=O -rr,1r -1r,1r k=O 

L'inégalité triangulaire montre que <P( 0) = 1 si et seulement si les nombres 
complexes v( n )ei(n,e) ont mème sens et même direction que 1. Donc si </J( 8) = 

1 , les réels de B = { (n, 0), v(n) =1= 0} sont tous congrus à zéro modulo 27r. 
Mais 

Mod(B) = Mod((n,O),n E M), 

où 
M = Mod(n, v(n) =1= 0). 

Comme la marche aléatoire est irréductible, M = zd, d'où 

Donc 01 , ... , Od E 21rZ, ce qui montre que <P ne vaut 1 qu'en les points du 
réseau (21rZ)d. De mème, il est facile de voir que q est positive. Si Q(O) = 0, 
on a 

(n, 0) = 0 

dès que v(n) =1= O. Mais 

Vect(n, v(n) =1= 0) = Vect(JVJ) =]Rd. 

0 est orthogonal à JRd, donc () = 0 et Q est définie positive. Par suite, comme 

le théorème de convergence dominée s'applique et 

G( ) - 1 1 -i(n,O) 1 0 
n - (27r)3 [-7r,7r)3 e f(O) d 

Ainsi, G s'interprète comme la covariance d'un système gaussien dont 
l'interaction J satisfait 

j = f = 1 - <P( ()) (2.12) 

Si Q est la matrice de Q, on peut trouver A symétrique définie positive 
telle que 
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Dès lors, on a 

Q(x) = 11Axll2 

2 

et l'on applique le théorème précédent avec d0 = 2 et N = 4. (Comme le 
théorème que nous appliquons ne permet pas de prendre d > 3, nous nous 
sommes fixés dès le départ d = 3, mais les raisonnements faits jusqu'ici ne 
dépendent en rien de la dimension.) 

Comme IIA-1nll = v'2(Q- 1n,n)~ et detA = 2-%(detq)i, on obtient les 
résultats désirés . 

• 
Remarque : Il faut signaler que les hypothèses de la proposition 2.1 pré
sentée ici comme conséquence du théorème 2.3 ne sont pas minimales: Spitzer 
montre en effet en [45] que la même conclusion demeure valide si l'on suppose 
seulement que la marche aléatoire est apériodique, d'espérance nulle, et ad
met un moment d'ordre deux. Il laisse en exercice au lecteur la généralisation 
de ce résultat en dimension d 2: 3 pour les marches aléatoires qui vérifient 
en plus 

lim lnld- 2v*k(n) = 0, 
lnl-t+oo 

ce qui est évidemment vérifié si le support de v est fini : il obtient 

( ) 
1 1 

G n "'md 1 -----

detQ2 (n,Q-1n)%-1' 

(2.13) 

où md est une constante positive ne dépendant que de la dimension. L'équi
valent donné est conforme à ce que laisse prévoir le théorème 2.3 avec d0 = 2 
si l'on néglige de vérifier l'hypothèse sur N nécessaire pour que son applica
tion soit licite. 

Exemple : La proposition 2.1 s'applique à la marche aléatoire classique 
sur Z 3

, appelée parfois marche de l'ivrogne; plus précisément v charge uni
quement et de manière équiprobable les déplacements de norme 1. Dans ce 
cas Q(O) = ~IIOII 2 , i.e. Q = ~Id et clet Q = 2

1
7 . L'équation (2.12) permet de 

lui associer un système gaussien en interaction : chaque site interagit avec 
ses plus proches voisins, de telle sorte que 
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Ce potentiel est appelé potentiel harmonique. On a 

et 

3 

Î(ei1h,ei1h,ei1Js) =} 2:::(1- cosfh),...., ~IIBII 2 

k=l 

3 1 
G(n) = Cn,...., 21r JJnJJ' 

Remarques: 

1. Si l'on revient à une interprétation en termes de covariance de système 
en interaction quadratique, on a établi une correspondance bijective 
entre les marches aléatoires symétriques et apériodiques vérifiant 

11 -~(z) dz < +oo 

correspondent aux potentiels J vérifiant 

{ 

~~~~ ~ ~ pour k # 0 
"'E.kEZdJ(k) = 0 
fu Jtz) dz < +oo. 

(2.14) 

(2.15) 

L'hypothèse selon laquelle J ne s'annule qu'en 1 - ou autrement dit, cp 
ne vaut 1 qu'en les points du réseau (21rZ)d - est équivalente à l'apé
riodicité de la marche aléatoire (cf. (45]), ce qui signifie que le module 
M = Mod(n, v(n) # 0) est zd tout entier. Si l'on y réfléchit bien, cette 
hypothèse est toute naturelle : si M est un sous-module propre, des 
sites qui sont dans des classes distinctes de zd / M n'interagissent pas. 
Le système est alors composé de [Zd: M] sous-systèmes indépendants. 
Il convient alors d'étudier un des sous-systèmes en effectuant un nou
veau paramétrage, puisque ces sous-systèmes induisent chacun la même 
famille de mesures de Gibbs. 

2. D'autre part, pour une marche aléatoire symétrique apériodique, la 
condition (2.14) est équivalente à la transience de la marche aléatoire. 
En effet, on sait (voir par exemple [45], ILS) qu'une marche aléatoire 
apériodique sur zd est transiente si et seulement si 

(2.16) 

C'est toujours le cas pour d 2 3. 
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3. Les correspondances que nous avons établies entre marches aléatoires 
symétriques apériodiques transientes et certaines interactions gaussiennes 
demeurent vraies quelle que soit la dimension. Ainsi, pour des potentiels 
vérifiant (2.15) et correctement paramétrés, on peut obtenir déduire le 
comportement asymptotique de la fonction de covariance si l'on connaît 
celui de la fonction de Green de la marche aléatoire correspondante, par 
exemple si cette dernière vérifie (2.13) (cette dernière condition est, elle, 
vérifiée par les potentiels à portée finie, en particulier par le potentiel 
harmonique). 

2.2.4 Sur la généralité des résultats précédents 

Le théorème qui suit montre que les hypothèses du théorème 2.4 sont 
effectivement réalisables, au sens qu'on peut toujours trouver un potentiel 
qui en vérifie les hypothèses, des paramètres convenables ayant été imposés. 

Théorème 2.5. Soit d un entier naturel non nul, d0 < d et A E Gld(JR). 
On peut construire un potentiel J d-dimensionnel tel que 

!(() () ) __ JA( i81 i8d) 
1, ... , d -- e , ... , e . 

vérifie : 
- f ne s'annule qu'en les points du réseau (2nZ)d, 
- il existe une fonction R de classe 0 00 telle que 

f(x) = IIAxlldo + R(x), 

avec R identiq·uement nul sur un voisinage de zéro 
ce qui implique que f vérifie les hypothèses du Théorème 2.4 avec d, d0 et A 
déterminés tels qu'on les a choisis. 

Preuve : Soit </J E 0 00 ([0, +oo[, [0, 1]) vérifiant </J(x) = 1 pour x :::; ~ et 
<P(x) = 0 pour x~ 1. On définit alors f: [-n, n]d---+ lR par 

f(x) = <P(x)IIAxlldo + (1- <P(x)) 

Si f(x) = 0, comme <P(x) E [0, 1] , on a <P(x)IIAxlldo = 0 et 1- cf>(x) = 0 soit 
<P(x) = 1 et IIAxll = 0 d'où x= O. D'autre part, 

R(x) = f(x)- IIAxlldo = (1- <P(x))(1 -IIAxlldo) 

est une fonction 0 00 nulle sur un voisinage de 0, donc dont toutes les différen
tielles sont nulles en zéro. Comme f vaut identiquement 1 sur un voisinage 
de la frontière du cube elle admet un prolongement ccx:l(JH:.d\ (2nZ)d) dont 
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(27r.Z)d est un groupe de période. C'est ce prolongement que nous noterons f 
désormais. Il est clair que f vérifie les hypothèses du théorème 2.3. On définit 
naturellement J par 

J(n) = ~ 1 e-i(n,O) j(O) d(} 
(27r) [-7r,7r]d 

Comme f est paire à valeurs réelles, J l'est également. Reste à voir que 
J E A1 . En appliquant les mêmes raisonnements que lors de la preuve du 
théorème 2.~1, on voit que 

ce qui prouve que 

L IJ(n)l < +oo. 
nEZd 

• 
2.2.5 Théorème de limite centrale 

Nous allons maintenant étudier l'influence de la transition de phase sur le 
théorème de type limite centrale. En effet, le comportement asymptotiques 
en loi de sommes normalisées de manière convenable est un résultat extrê
mement significatif en théorie des probabilités, plus évocateur que la seule 
vitesse de décroissance de la covariance. 

Théorème 2.6. Soit d un entier naturel non nul, d0 un réel vérifiant 
d2 1 <do < d et A E Gld(R). 
Soit J un potentiel d-dimensionnel. On définit 

!((} (} ) - J~( i81 i8d) 
1 , ... , d - e , ... , e . 

On s'uppose que les hypothèses suivantes sont vér~fiées : 
- f ne s'annule qu'en les points du réseau (21r.Z)d. 
- il existe une jonction R de classe cd+l telle que 

f(x) = IIAxlldo + R(.r), 

avec pour tout k vérifiant 0 :::; k :::; d : 

D~R =O. 
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Alors, si l'on pose An= {0, ... , n -·l}d et 

sA= :Lxi 
iEA 

où la loi de X = (Xi)iEZd est J-t, l'unique loi gaussienne centrée de ®~ 0 , il 
existe a> 0 tel que l'on a la conveTgence en loi suivante : ' 

S~n d ===} N(O, a 2). 

IAnl 2+~ 
Preuve : Comme X est gaussien stationnaire centré, SAn est une variable 

gaussienne centrée. Pour montrer la convergence en loi annoncée, il suffit donc 
de montrer que 

S2 
JE~ 

P· nd+do 

a une limite non nulle. Comme dans la preuve du théorème 2.2, on a 

JE~ SL = L Ck-l 

k,lEAn 

L N;cP, 
pE{ -n, ... ,n}d 

avec 
d 

N; = 1 { k, l E An; k - l = P} 1 = IJ ( n - IPi 1) · 
i::::l 

D'après le théorème 2.3, il existe une constante K- que l'on a calculé expli
citement - et un réel 6 tels que 

Cn = KIIA-1nll-a + O(IIA-lnll-"), 
avec a= d- d0 et 6 >a. On peut supposer 6 < d. Si l'on pose V=]- 1, l[d, 
on a 

pE{ -n, ... ,n }d 

d 

L IT (n ·- IPil) llk-1PII-a 
pEnVnzd i==l 

d-a "'"""' n L....J 

d 

II (1 - lxii) IIA-1kll-a 

nd-a L cP(x), 
xEVn~zd 
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où l'on a posé 
d 

cp(x) = IIA-1xll-a IT(l- xi). 
i=l 

On reconnaît ainsi une somme de Riemann, soit 

L cp(x)""' (i cp(x) dx)nd 
xEVn~zd 

On fait de même pour 6, et on a ainsi 

d'où 

puis 

• 
2.3 Commentaires 

Sous des hypothèses peu contraignantes, nous venons d'établir des résul
tats assez précis sur la vitesse de décroissance de la covariance, qui montrent 
qu'en cas de transition de phase, on a une décroissance de la covariance en 

. rc1 ~), où a = d - d0 , d0 mesurant le degré de dégénérescence de la 
llnllm "' 
transition de phase. Cette vitesse contraste fortement avec la décroissance 
exponentielle usuelle en cas d'absence de transition de phase. Ce résultat 
n'est pas surprenant : en effet, Laroche a démontré que pour des interac
tions bornées somrnables avec espace d'états fini, la covariance ne peut pas 
décroître plus vite qu'en lnl-2d (voir [30]) lorsqu'il y a transition de phase. 
Dans le cas où d0 > d;l, on a alors établi que la décroissance de la co
variance était si lente que la dimension de la renormalisation nécessaire à 
l'établissement d'un théorème central limite est différente de celle du cas de 
variables indépendantes, alors que dans le cas où il n'y avait pas de transition 
de phase, la renormalisation était classiquement la racine carrée du volume. 
Nous postulons que la valeur de d0 est un paramètre important dans l'étude 
du système que nous étudions. Ce postulat sera étayé ultérieurement par 
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l'étude du système dynamique se dirigeant vers l'état d'équilibre qui n'est 
autre qu'une mesure de Gibbs. 
Dans cette optique, on doit alors conclure que la vitesse de décroissance de la 
covariance, bien qu'elle soit un excellent indice de l'existence de transition de 
phase, ne donne pas une information suffisamment précise sur la nature de 
la transition de phase puisque dès que d0 :s; d;l, elle ne permet pas d'estimer 
do. 

Si l'on ne s'intéresse plus seulement à l'ordre de grandeur de la covariance, 
mais aussi à son signe,il est intéressant de remarquer que la position de d0 

par rapport à d;l détermine la présence ou l'absence de polarisation du 
système : si do > d;l, alors lEJ.LXoXn est positif pour lnl assez grand, tandis 
que si d0 < d;l, les covariances sont à l'infini alternativement positives et 
négatives. 
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Chapitre 3 

Processus de diffusion 
infini-dimensionnel associé à une 
interaction quadratique 

Jusqu'à présent, nous avons considéré les mesures de Gibbs gaussiennes 
comme définies par un système de caractéristiques locales - les équations 
D.L.R. - déterminant les probabilités des différents états d'un sous-volume 
fini à condition extérieure du système fixée. On parle alors d'un système de 
spécifications locales. 

Il existe une autre approche des mesures de Gibbs, elle aussi conforme 
à l'intuition physique : il s'agit de considérer ces mesures comme les états 
d'équilibres- i.e. les limites en temps- d'un système différentiel stochastique 
dans lequel intervient le gradient de l'interaction. Comme l'interaction est 
quadratique, l'équation différentielle stochastique est linéaire. 

Après avoir démontré l'existence et l'unicité de la solution du système dif
férentiel adéquat dans un cadre que nous préciserons, nous nous attacherons 
particulièrement à étudier la façon dont la limite asymptotique dépend de 
la condition initiale et montrerons que toutes les mesures de Gibbs peuvent 
être ainsi obtenues comme mesures d'équilibre. 

Nous comparerons nos résultats avec ceux qui existent déjà pour des 
interactions sous-quadratiques ou quadratiques perturbées : il convient de 
mentionner le remarquable article pionnier de Doss et Royer (cf. [15]) et les 
récents travaux dans un cadre général de Da Prato et Zabczyk sur les équa
tions différentielles stochastiques en dimension infinie (cf. [11],[12]). Malheu
reusement, si l'on veut appliquer ces résultats à des interactions purement 
quadratiques, il convient de supposer qu'un certain opérateur est accrétif, 
ce qui nous place automatiquement dans un cadre d'unicité de la mesure de 
Gibbs dont nous voulons nous libérer. 

79 



80 CHAPITRE 3. ÉTUDE DU PROCESSUS DE DIFFUSION ASSOCIÉ 

3.1 L'équation différentielle stochastique 

On désigne par Wt une famille (Wl)iEZd de mouvements browniens réels 
indépendants définis sur un espace probabilisé complet (n, F, P). On munira 
n de la filtration (Ft)t>O où Ft est la tribu complète engendrée par les w; 
pour i E zd et 0 :S s :S t. On étudie ici le système différentiel stochastique 

x: = (i + wti- ~ Jt L J(i, k)x; ds ViE zd, tE JR+ (3.1) 
O kEZd 

où ( est un vecteur aléatoire indépendant du brownien Wt. On souhaite 
l'écrire sous la forme vectorielle 

lit. Xt = ( + Wt - - J Xsds, 
2 0 

tE JR+, (3.2) 

Pour étudier de manière rigoureuse un système infini d'équations différen
tielles stochastiques, il est commode de se placer dans un sous-espace de JRZ d 

dans lequel la série figurant au second membre de (3.1) a un sens. On re
trouve ici un problème analogue à celui rencontré lors de l'étude de Mf : il y 
a un choix de sous-espace à faire qui n'est pas canonique. Nous ferons quant 
à nous des choix liés aux espaces étudiés lors du chapitre 1, ce qui ne signifie 
pas que d'autres options ne sauraient être pertinentes. 

Pour résoudre cette équation, on supposera donné un espace de Banach 
E inclus dans lRzd et vérifiant 

Hypothèses sur l'espace d'étatE c JR.zd dans lequel la diffusion vit 

1. tH Wt E C(JR+, E) P-presque sûrement. 

2. Les suites finies sont dans E 
On note ei la suite dont toutes les coordonnées sont nulles excepté la i 
ième qui vaut 1. 

(1l0 ) 3. La forme linéaire Ki qui à chaque vecteur de E associe sa i-ème com-
posante est continue. 

4. Le système (ei)iEZd est une base faible de Schauder de E, c'est à dire 
que 

V x E E, V tjJ E E' (3.3) 

Hypothèse sur les coefficients de la diffusion J est un opérateur 
continu surE, avec 7rj(Jei) = J(j, i). 
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Définition : On dit que le processus (Xt)t>o est solution de l'équation 
différentielle stochastique (3.1) si tH Xt E C(JR+, E) P-presque sûrement et 
si presque toute trajectoire de X vérifie le système intégral (3.1). 

Remarque : L'hypothèse (3.3) implique que l'espace vectoriel engendré 
par les opérateurs de projection ( 7ri)iEZd est dense dans E' pour la topologie 
*-faible, puisque cette équation signifie que 

au sens de la topologie *-faible. 

Lemme 15. Lorsque, comme nous l'avons supposé, E admet (ei)iEZd comme 
base faible de Schauder, les solutions de l'équation {3.2) et du système (3.1) 
coïncident. 

Preuve : Comme, par hypothèse, 1ri est continu, on a 

(Pour un exposé des propriétés élémentaires des intégrales à valeurs vecto
rielles banachiques, on pourra se reporter à [48], ch. VI §3.) 

Maintenant, si l'on définit tjJ E E' par tjJ(x) = 7rj(Jx), en appliquant (3.3), 
on a 

Les deux notions sont alors bien équivalentes, puisque l'on a alors 

Vj E zd, Vt E JR+ 

11·j( -Xt + ( + Wt- ~ 1t JX8 ds Vt E JR+) 

• 

X j ·j wj 1 jt "'"' J( . ·)xi d - t + ~ + t - 2 L...J J, z s s. 
O iEZd 
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3.2 Existence et unicité de la solution 

3.2.1 Un lemme d'analyse 

Lemme 16. Soit E un espace de Banach. On se donne w E C(JR+, E), une 
application linéaire J continue de E dans lui-même et ( E E. L'équation 
intégrale 

x(t) = ( + w(t) - t !_x(s) ds 
Jo 2 

admet une unique solution x E C(JR+, E) : elle est donnée par 

J J t J 
x(t) =exp( -t2 )( + w(t)- 2 Jo exp(--(t- s) 2 )w(s) ds 

Preuve : Soit T > O. On définit un opérateur À de C([O, T], E) dans 
lui-même par 

tJ Vt E [0, T] (Â.x)(t) = ( + w(t) -Jo 2x(s) ds 

On montre par récurrence sur n 2: 1. 

où l'on a posé pour xE C([O, T], E) l!x!!T = suptE[O,TJIIx(t)l!. On en déduit 

Pour n assez grand, (Il f 11;nn < 1 : une des itérées de À. est donc contractante : 
n. 

d'après le théorème du point fixe, À admet un unique point fixe : 

1
t J 

::l!x E C([O, T], E)Vt E [0, T] x(t) = ( + w(t)- -x(s) ds 
0 2 

D'où 

1
t J 

::l!x E C(JR+, E) Vt E JR+ x(t) = ( + w(t) - -x(s) ds 
0 2 

Il reste à vérifier que la solution proposée convient. 

1t 1t J 1t 1t J J 18 J x(s)ds = exp(-s-)(ds+ w(s)ds- -exp(-s-) exp('u-)w(u)duds 
o o 2 o o2 2 o 2 
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Le dernier terme se transforme à l'aide du théorème de Fubini : 

1t J J 1s J 
-exp( -s-) exp(u- )w(u)du ds = 

0 2 2 0 2 J r ~~exp( -s J) exp(u 
1

)w(u)du ds 
Jo::;.u::;.ss,t 2 2 2 

t t 1 J J 
Jo [Ju 2 exp(-s2)ds]exp(u2)w(u)du 

lt J J J 
(exp( -u~-) - exp( -t--)) exp( u- )w( u)du 

0 2 2 2 

i t lt J w(u)du- exp( -(t-u)-)w(u)du 
. 0 0 2 

D'où 

Jlt 
2 0 

x(s)ds 1t J J J 1t J 
[ -exp( -s-·) ds]( +- exp( -(t-u)- )w(u)du 

0 2 2 2 0 2 

J J it J [J- exp(-t-)]( +- exp(-(t- u)-)w(u)du 
2 2 . 0 2 

On voit alors aisément que x vérifie bien l'équation proposée . 

• 
3.2.2 Le théorème d'existence et unicité 

Le lemme 16 va alors nous permettre de trouver les solutions du système 
différentiel stochastique (3.1) vivant dans un espace de Banach E c JR.zd 
convenablement choisi. 

Théorème 3.1. Suppo.c;ons que nous sont donnés un espace probabilisé (0, :F, P), 
une famille (Wi)iEZd de mouvements browniens indépendants sous la proba
bilité P, ainsi qu'un espace de Banach E vérifiant l'hypothèse 1l0 . Alors, si 
J est un opér-ateur continu sur E et ( une variable aléatoire à valeurs dans 
E indépendante des mouvements browniens (Wi)iEZd, on a le résultat sui
vant : Il existe un processus Xt à tr-ajectoires continues dans E une solution 
de l'équation de diffusion (3.2) . Ce processus est unique à l'indistinguabilité 
près. 
Il s'écrit 

Xt est un processus de Markov (:Ft)-adapté. 
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Preuve : Notons 0 1 = {w : t 1----7 Wt(w) E C(JR+, E)} Si l'on pose, pour 
w E n1 

Xt(w) = e-tf((cv) + Wt(w)- !_ lt e-(t-s)fW
8
(w) ds 

2 0 

et Xt(w) = 0 pour w E D\S11 , le processus (Xt) est bien défini et le lemme 
16 montre que Xt vérifie bien (sur 0 1 , donc presque sûrement) les conditions 
de continuité et l'équation intégrale demandées. Soit (X') une autre solution 
du problème : posons 

D'après l'unicité du lemme 16, t 1----7 Xt(w) et t 1----7 X'(w) coïncident pour 
w E D1nD2 . Comme P(S11n02 ) = 1, les deux processus sont indistinguables . 

• 
Remarque Notre approche des données du problème est sensiblement 
différente de celle adoptée par Doss et Royer dans [15] : ces derniers ont 
fait le choix, un potentiel leur étant donné, de construire un espace E = 
l2 (p) dans lequel leur solution va évoluer. Nous avons fait le choix, quant à 
nous, de nous fixer un espace E décrit explicitement, ce qui impose alors des 
conditions sur J. Si l'on applique les résultats de Doss et Royer à un potentiel 
quadratique -ils étudient, eux, une classe plus générale de potentiels -, il 
convient de supposer que J est de portée finie ou s'écrit J(n) = <P(!n!), où 
4> est une fonction décroissante. Notons que leur article ne s'occupe pas du 
comportement asymptotique du système, mais étudie avec soin les liens entre 
mesures de Gibbs et solutions réversibles du système sous des hypothèses 
supplémentaires qui s'écrivent, dans le cas linéaire qui nous intéresse, 

J(O) > L max(O, -J(k)). 
kEZd 

Il pourra être intéressant d'étudier ultérieurement comment on peut s'affran
chir de cette hypothèse -qui écarte par exemple le modèle harmonique. 

3. 3 Covariance de la diffusion 

Nous avons pu montrer l'existence et l'unicité d'une solution à l'équation 
différentielle (3.1) sans faire aucune hypothèse de moment. Cependant dans 
ce qui suit, afin d'étudier les propriétés asymptotiques du système, il sera 
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commode de pouvoir définir des opérateurs de covariance associés au proces
sus sans qu'il y ait à débattre de leur domaine de définition. Dans toute cette 
section, on supposera donc vérifiée l'hypothèse 

lE(JJWIJI~) < +oo. (3.4) 

Cette hypothèse n'est pas très contraignante et nous épargne des discussions. 

Définition : Si X et Y sont deux variables aléatoires sur E dont la norme 
admet un moment d'ordre 2, alors on peut définir une forme quadratique 
continue sur E' x E', où E' est muni de la topologie *-faible. 

(cp, '1/J) E E' xE' r-t Cx,y(qy, '1/J) = JE<P(X)'I/'(Y). 

On l'appelle la covariance de X et Y. 
Preuve: 

lcp(X)'lj;(Y) 1 ::; llcpll 11'1/JII li X Il IIYII (3.5) 

Or !lXII IIYIJ E LI, puisque IJXIJ, IIYII E L 2
, donc Cx,Y est bien définie. Si 

(cpn) et ('1/Jn) tendent faiblement vers cp et '1/J, alors (llcpnll)n et (11'1/Jnll)n sont 
bornées. et l'on a cpn(X)'l/Jn(X) -+ cp(X)'lj;(X) p.s .. En appliquant l'inégalité 
(3.5) et le théorème de convergence dominée, on obtient la continuité de 

(cp, '1/J) E E' xE' f-t Cx,y(cp, '1/J) = lEcp(X)'lj;(Y) 

pour la topologie *-faible . 

• 
Dans toute cette section, on notera 

On a 
(1ri, 7rj) = lEW{Wl = 6} = 1ri(ej) = 7rj(ei) 

Comme l'espace vectoriel engendré par les 'lrj est dense dans E' pour la 
topologie *-faible, on en déduit par continuité 

De même, il est alors facile de voir que 

Vs, t 2: 0 Cw.,wt = inf(s, t)(., .). 
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Si JE L(E, E) et cp E E', on définit J.cp E E' par 

'ïlx E E (J.cp)(x) = cp(Jx). 

On dit que J est auto-adjoint lorsque 

Proposition 3.1. Si J est auto-adjoint et que (Xt)t2:0 est la sol·ution de 
l'e.d.s. (3.1) à condition initiale nulle, alors pour tout t 2: 0, on a 

où à l'instant t, l'opérateur de covariance vt vaut 

vt = 1t exp( -sJ)ds. 

Preuve: On a 

(J J 
Xt = Wt- Jo 2e-(t-s)·n:v:~ ds 

Soit c/J, 'ljJ E E' : la linéarité et la continuité donnent 

ou encore 

De même 

On en déduit 

lE</>(Xt)'l/J(Xt) - IF4(Wt)1/J(Wt) 

- JE 1t ( ~e-(t-s)f .cp)(W8 )1/;(Wt) ds 

- JE ( c!-e-(t-u)f .'l/J)(Wu)c/J(Wi) du 
Jo 2 

+ JE ((!-e-(t-s)f.cp)(Ws) ds t(Je-(t-u)f.'lj;)(Wu) du 
Jo 2 Jo 2 
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En appliquant le théorème de Fubini, on a 

&p(Xt)~(Xt) E<P(Wt)~(Wt) 

- 1t E(~ e-(t-s)~.</>)(Ws)~(Wt) ds 

- t E(J e-(t-u)~ .~)(Wu)<P(Wt) du 
Jo 2 

+ { E(~e-(t-s>~.</>)(Ws)(J e-(t-u)~-~)(Wu) du ds 
J(o,t] x (o,t) 2 2 

D'où 

t(<P, ~) 
t J J Jo s( 2e-(t-sh- .</>, ~) ds 

ft J - Jo u(2e-(t-u)~-~,</>) du 

+ r inf(s, u) ( !.e-(t-s)~ .</>, !.e-(t-u)~ -~) du ds 
J[o,t]x(O,t] 2 2 

Comme J est auto-adjoint, l'expression se simplifie en 

&p(Xt)~(Xt) t(</>, ~) 

-- 21t s(fe-(t-s)~ .</>, ~) ds 

1 J 2 J + inf(s,u)((-) e-((t-s)+(t-u)J2.</>,~) du ds 
(O,t) x (O,t] 2 

En utilisant la linéarité de l'intégrale, on a alors 

avec 

1t J J 1 J 2 J vt =tl- 2 s-e-(t-s)2 ds + inf(s, u)(-) e-((t-s)+(t-u))2 du ds. 
0 2 [O,t) x (O,t] 2 

Un changement de variable, puis une intégration par parties donnent 

s-e-(t-s)~ ds = (t- s)-e-8 ~ ds =tl- e-s~ ds. 1t J 1t J 1t 
0 2 0 2 0 

(3.6) 
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Par symétrie, on a 

1 J2 J 1 J2 J inf(s, u)(-) e-((t-s)+(t-u)h- du ds = 2 u(-) e-((t-s)+(t-u)h- du ds. 
(O,t]x[O,t] 2 O:<;u:<;s:<;t 2 

On écrit 
u(!_)

2 
e-((t-s)+(t-u)) f = J e-(t-s)J u J e-(s-u)f 

2 2 2 

Si on intègre en u de 0 à s, on trouve, d'après le calcul fait en (3.6) 

J -2(t-·s)L ( J 1
8 

-uL d ) J -2(t-s).f. -2(t-s)L (J -sL) -e 2 s - e 2 u = s-e 2 - e 2 - e 2 

2 0 2 

On intègre maintenant en s de 0 à t en remplaçant s par t- s : le résultat 
de l'intégration est, en appliquant (3.6) à 2~ : 

!(tl --1t e-sJ) --1t e-sJ ds- e-tf ( e-(t-s)f ds 
2 o o Jo 

Il reste à calculer 

Posons Z(t) 
parties : 

On a donc 

soit 

J; e-s f ds et calculons J; e-sJ ds par une intégration par 

e-tf Z(t) = -Z(t) + 21t e-8J ds, 

e-tf 1t e-sf ds = -1t e-sf ds + 21t e-sJ ds. 

On recolle les morceaux : 

inf(s,u)(-) e--((t-s)+(t-u))~- du ds =tl-- e-sJ ds-2 e-s~ ds, 1 J 2 1t lt 
(O,t] x (O,t] 2 0 0 
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et finalement 

vt = 1t exp( -sJ) ds . 

• 
Corollaire 3.1. Soit 

TE= {JE L(E), 31 E A1 J paire et Vi,j E zdJ(i,j) = J(i- j)} 

On suppose que TE s'injecte continûment dans A1 . Alors, pour JE TE, et 
pour tout t ~ 0, Xt admet 

1t exp( -sJ) ds (3.7) 

comme densité spectrale. 

Preuve: On commence par remarquer que si Cy,y(<f>, 7/J) = (W<;b, 7/J) avec 
BE TE, on a 

Cy,y(1fi, 1fj) = (B.1ri, 1fj) = (B.rri)(ej) 
rri(Bej) = B(i, j) = b(i- j) 

1 b(z)dz 

Comme l'injection de TE dans A1 est un morphisme d'algèbres continu, le 
résultat s'ensuit. • 

3.4 Exemples d'espaces d'état E convenables 

3.4 .1 L'espace Bp,O 

Soit BP ={xE ~zd, llxllsp = supiEZd 1;;1 < +oo}, où pest une suite à 
termes strictement positifs vérifiant l'hypothèse suivante : 

Pn»~. (3.8) 

Remarque : La condition (3.8) implique 

Vc > 0 "L: exp( -cp;) < +oo. (3.9) 
nEfZd 

En effet, d'après (3.8), pour lnl assez grand, on a cp;_. ~ (d + 1) ln lnl, soit 
exp( -cp;) :S lnl~+ 1 , qui est le terme général d'une série convergente. 
En fait (3.8) et (3.9) sont presque équivalentes : 
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Lemme 17. Si il existe une fonction croissante cp telle que Pn = cp(lnl), alors 
(3.9} entraîne (3.8}. 

Preuve : Soit c > O. Posons 

Sc= L exp( -cp~). 
nEZd 

On a 
Sc= L Cn exp( -cq)(n) 2), 

n2:0 

où Cn = Card{k E zd, lkl = n}. Comme 'r/n ~ 0 Cn 2 1, on a 

L exp( -ccp(n) 2
) ~ Sc 

n2:0 

Mais la croissance de cp implique 

n 

~exp( -cq)(n?) ~ L exp( -ccp(k) 2
) ~ Sc 

k=E[-!j'] 

On a donc pour tout n 2 2 

q)(n) 2 > ~ _ ln 2Sc 
ln n c cln n 

D'où 

limn-+oo cpl( n )2 2 ~ 
nn c 

Comme cette inégalité est vraie pour tout c > 0, ceci entraîne 

d'où (3.8) . 

• 
On note 

. q)(n)2 
}lmn-+oo -

1
-- 2 +oo, 
nn 

Bp,o ={xE Bp, lim lxJ = 0}. 
lil-++oo Pi 

Bp est un espace de Banach dont Bp,o est un sous-espace fermé. On a, pour 
tout x E Bp,o, TAX-+ x quand A-+ zd, où 

TAx = L nk(x)ek. 
kEA 

(3.10) 
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Ce qui est évidemment plus fort que (3.3). De plus, (3.10) implique que Bp,o 
est séparable. 

Nous allons maintenant montrer quelques propriétés de l'espace Bp,o : 
nous allons d'abord montrer que Bp,o vérifie les hypothèses 1{.0 et l'hypothèse 
d'intégrabilité (3.4). 
Lemme 18. On at f---t Wt E C(JR+, Bp,o) P-presque sûrement. 

Preuve : Soit An une suite croissante de parties de zd telle que 

lim tAn= zd. 
n--too 

On note nB le processus défini par nwi = Wi si i E An, 0 sinon. nwt est un 
processus à valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie et ses coor
données sont presque sûrement continues, puisque ce sont des mouvements 
browniens. Donc pour tout n, t Hn Wt E C(JR+, Bp,o) P presque sûrement. 
Si l'on montre que pour P presque tout w, nwt(w) tend uniformément sur 
tout compact vers Wt(w), le résultat sera démontré. Il suffit donc de montrer 
que P(npEN,qEQ;tRs,q) = 1, où 

Or 

Rs,q = {w: limn--too sup llnWt- Wtll ::S q}. 
tE[O,s) 

IWil Si 
sup llnWt- Wtll = sup sup _t_. = sup ___!__' 

tE[O,s] tE[O,s] i!f.An Pi i!f.An Pi 

où S! = suptE[O,sJIW!I· On en déduit que le complémentaire de Rs,q est 

Cp,q = {w: S! > QPi pour une infinité dei}. 

Mais, d'après la classique inégalité exponentielle du mouvement brownien 
(cf. par exemple [37], p. 52), on a 

P(si ) ( (qpi)
2

) 
8 > qpi ::::; 2 exp - 2p , 

qui, comme on l'a vu en (3.9), est le terme général d'une série convergente : 
on a donc ~i P(S! > qpi) < +cxJ et d'après le lemme de Borel-Cantelli 
P( Cp,q) = O. Le résultat s'ensuit . 

• 
Lemme 19. Soit q :2: 1 : il existe une constante Ivfq, telle que, pour tout 
a 2: 0 et pour toute famille X = (Xn)nEZd de variables aléatoires gaussiennes 
centrées vérifiant Vn E zd EX~ :::; a 2, on ait 

(3.11) 



92 CHAPITRE 3. ÉTUDE DU PROCESSUS DE DIFFUSION ASSOCIÉ 

Preuve: On a 

JEIIXII~ = j'+oo q tq- 1 P(I!XI!Bp > t) dt. 
P Jo 

En coupant l'intégrale à t = cr, on en déduit : 

Et, après un changement de variables 

On a 

P(IIXIIBp > crt) = P(UnEZd{IXnl > tpncr}) ~ L P(IXnl > tpncr). 
nEZd 

Or P(IXnl > tpncr) :S: vdtpn exp(- (tp;)
2 

). Il suffit donc de montrer que 

1 J+oo (t )2 L -- tq-2 exp(- p; ) dt < +oo. 
kEZd Pn 1 

J
+oo (tp )2 J+oo (tm)2 (tp )2 tq-2 exp( __ n_) dt :S: ( tq--2 exp(-----) dt) exp( __ n __ ) 

1 2 1 4 4 

Comme l'hypothèse (3.9) entraîne la convergence de la série 

la preuve est achevée . 

• 

" ].-_exp(- (tpn)2 ), 
.G Pn 4 nEZd 

Lemme 20. JEIIWI!I~ < +oo 
p 

Preuve : Il suffit d'appliquer le lemme 19 avec cr = 1 et q = 2 . 

• 
Nous allons à présent établir un critère de tension dans P(Bp) pour des 

variables gaussiennes. 
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Lemme 21. On pose, pour a0 > 0 : 

Puo est l'ensemble des probabilités sur Bp dont chaque coordonnée suit une loi 
gaussienne de variance bornée par a0 . Alors, Pua est tendu dans l'ensemble 
des probabilités sur BP. 

Preuve : On note En une suite réelle vérifiant pour n assez grand 

Soit tf; : lR ·-+ lR définie par 

si jxj < 1 

sinon 

On introduit la fonction de contrôle \]i : JRzd -t JR+ définie par 

On va montrer successivement 

1. Pour tout M > 0 w-1 ([0, M]) est relativement compact dans Bp. 

2. Il existe Ku0 > 0 tel que pour tout J.L E Pu0 J WdJ-L:::; Kuo· 

Démontrons le premier point. Comme la somme de nombres positifs majore 
tous les termes, il est clair que w-1 ([0, M]) est inclus dans 

{ zd d ( Xn ) } x E lR Yn E Z tf; ~ :::; lv! 
PnEn 

Par définition de tf;, cet ensemble est lui-même inclus dans 

{ zd d Xn ( )} x E IR Yn E Z ~ :::; max 1, M 
PnEn 

Ce dernier ensemble est un compact de Bp, car limlnl-too E~/2 =O. 
Passons au second point. Si l'on note Nu la mesure sur lR gaussienne 

centrée et de variance a 2 , on vérifie aisément que 
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Soit maintenant fJ, E Puo :d'après le calcul qui précède 

J 2 L an ( p;En) 'iJ! du < -- --- exp ---,_., - 12= 1/2 2a2 
V L/Tr nEZd PnEn n 

Et donc 

1 2 "'"""' ao ( p;En) Wdjj ~ . 1= ~ ----"ï/2 exp -2-"2 = Kuo· 
V 21r nEZd PnEn O"o 

(En effet la série est convergente car PnE;./2 tend vers +oo donc ~ est 
Pnên 

bornée et pour lnl assez grand P2~ê2n est plus grand que (d + 1) ln jnj.) 
Œo 

La fin de la preuve est classique : soit E > O. On choisit M > 0 tel que 
itJL < E. w-1 ([0, M]) est relativement compact dans Bp et, d'après l'inégalité 
de Markov 

f 'J!djj K 
Vjj E Pao jj('iJ!-1 ([0, lV!])) 2:: 1- M ~ 1- ;;o 2:: 1- E. 

Pao est done tendu .• 
L'espace Bp,o est un sous-espace fermé de Bp : c'est donc un espace de 

Banach. On a vu que Bp,O vérifiait les hypothèses 1{0 et (3.4). 
Nous allons maintenant voir que si l'on choisit convenablement le poids 

p, il est possible de calculer de manière explicite la norme d'opérateur de J. 

Lemme 22. Si p est un poids de classe E et que J E Ap est une suite paire, 
alors J induit un opérateur J sur Bp défini par i(i,j) = J(i- j). 
J laisse Bp,O stable et 

Preuve : Pour x E Bp 

(Jx)n = :L ](n, k)xk = L J(n- k)xk 
k n 

Donc 

i(Jx)nl ~ ilxliBp L IJ(k-n)iPk ~ llxllaP L IJ(k-n)IPk-nPn ~ llxiiBp IIJIIApPn 
k k 

D'où 
Il JiiL(Bp) ~ Il JliAp 

Montrons que Bp,o est stable par A : soit x E Bp,O et E > 0 

i(Jx)nl ~ Xk "'"""' . Xk 
--- ~ ~ IJ(k -- n)IPk-n- ~ llxll ~ IJ(k- n)IPk-n + IIJIIAa sup -

Pn kEZd Pk /k/:<:;M /k/~M Pk 
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On choisit M > 0 tel que IIJIIAp suplk!::O::M ~ < ~' puis ensuite il ne reste 

qu'une somme finie qui est inférieure à ~ pour lnl assez grand. Donc J x E 

Bp,O· 
Soit E > 0 : il existe M tel que L:jkj::;M PkiJ(k)i 2: IIJIIAp -- E Posons 

Xn = {Pn ~~~~\ 1 si lnl ::; Met J(n) =/- 0 
0 sinon 

On a x E Bp,o et llxiiBp :S 1, donc 

- - (ix)o -IIJIIL(Bp,o) 2: I!JxliBp 2: p;- = (Jx)o 2: IIJIIAp- E 

On en déduit IIJIIL(Bp,o) 2: IIJIIAp, d:'où l'égalité désirée. • 

3.4.2 Les espaces f_P pondérés 

Soit fP('Y) ={x E IR2 d, llxii~P(I') = L:iEZdrilxiiP < +oo}, où rest une 
suite sommable à termes strictement positifs. fP("Y) est un espace de Banach. 
On a, pour tout xE fP(r), TAX -7 x quand A-+ zd, où 

TAx = L 1rk(x)ek. 
kEA 

Ce qui est évidemment plus fort que (3.3). 

Lemme 23. On at---+ Wt E C(l~+, fP(r)) P-presque sûrement. 

Preuve : Soit An une suite croissante de parties de zd telle que 

lim tAn= zd. 
n-too 

(3.12) 

Si l'on pose rn = L:nEZd\An rn, on sait que rn tend vers zéro car r est som
mable. On peut alors en extraire une sous-suite r nk telle que r nk+ 1 ::; ~r nk, 
ce qui implique que L:n>o r nk < +oo. Quitte à remplacer An par Ank, nous 
pouvons donc supposer que 

Lrn < +oo. 
n::O::O 

On répète alors la preuve donnée au lemme 18 : avec les mêmes notations, le 
complémentaire de Rs,q est l'événement 

limn-too{ sup llnWt- Wtll > q}. 
tE[O,s) 
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On a 

( sup llnvVt- Wtii)P sup llnWt- WtiiP 
tE[O,s] tE[O,s] 

sup L "''iiWiiP 
tE[O,s] i!f.An 

< L "'!i(S~)P 
if= An 

D'après l'inégalité LP de Do ob (cf. par exemple [37], p.52), on a 

Mais 

d'où 

JE(S!)P::; (1- ~)-P sup JEIWtilp 
p tE[O,s] 

JE( sup llnWt- Wtii)P::; "'~sPrn 
tE[O,s] 

D'où, d'après l'inégalité de Markov : 

D'après le lemme de Borel-Cantelli, 

P(limn-+oo{ sup llnWt- Wtll > q}) = 0, 
tE[O,s] 

ce qui achève la preuve . 

• 
Lemme 24. Dans l'espace f!P ("'!),l'hypothèse d'intégrabilité 

est vérifiée. 

Preuve : On va en fait montrer le résultat plus fort suivant : si (Xi)iEZd 
est une suite de variables aléatoires de même loi possédant un moment d'ordre 
max(p, q), alors IIXIIeP(-y) E Lq. 

On peut supposer sans perte de généralité que LiEZd "''i = 1. Posons 
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Il est facile de voir que 

E(Zp)P =EL '"YiiXiiP = EIXo IP < +oo 
iEZd 

Donc Zp E LP, et de même Zq EU. Mais, d'après l'inégalité de Holder, on a 

Donc si p:::; q, par domination Zp E Lq puisque l'on sait que Zq E Lq. D'un 
autre côté, si p 2: q, on sait que ZP E LP, ce qui implique ZP E Lq. 

Comme les coordonnées de W1 suivent des lois normales centrées réduites, 
et donc admettent des moments de tous ordres, le résultat s'ensuit . 

• 
3.5 Comportement asymptotique en temps 

Les équations différentielles stochastiques linéaires infini-dimensionelles 
sont étudiées en détail dans le traité de Da Prato et Zabczyk [11], mais les 
résultats asymptotiques qu'ils obtiennent supposent une hypothèse d'accré
tivité d'un opérateur qui implique l'unicité de la mesure de Gibbs. L'obten
tion de résultats fins en présence de transition de phase demande une bonne 
connaissance de l'opérateur associé à l'équation différentielle stochastique -
en particulier la connaissance de son spectre - ce qui suppose un choix judi
cieux de l'espace dans lequel on veut que les solutions vivent, ce qui disqualifie 
automatiquement les espaces f 2 à poids : en effet, dans de tels espace, la sy
métrie de l'opérateur est perdue, ce qui anéantit nos espoirs de déterminer 
son spectre. En effet, les interactions quadratiques considérées sont associées 
à un opérateur de Toeplitz symétrique sur f 2 

- sans poids, cette fois - , mais 
f 2 n'est pas un espace assez gros pour que l'on puisse y faire vivre la solution 
-en particulier un produit de mouvement browniens n'y est presque jamais. 
Les arguments que nous venons de développer semblent indiquer que le choix 
des espaces Bp est judicieux. Kondratiev et Sokol ont fait quant à eux le choix 
de l'espace des suites tempérées et y donnent les premiers résultats en cas de 
transition de phase. Nous reviendrons sur leurs travaux dans une remarque 
ultérieure. 

Nous allons maintenant établir quelques lemmes techniques qui nous se
ront utiles dans l'étude du comportement asymptotique. 
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3.5.1 Métrisation de la convergence en loi 

On appelle R2 l'ensemble des fonctions f : Bp ---+ lR vérifiant 

où l'on a posé 

Enfin, pour deux mesures JL et v sur Bp, on pose 

d(JL, v) = sup 1 J f df-L- J f dvl 
fER2 

(3.13) 

Comme l'espace Bp,o est séparable, on sait que la distance dy métrise la 
convergence en loi. 

Comme pour tout x E Bp,o la famille R2 est stable par ft---tf(.-- x), on 
a le résultat suivant 

Lemme 25. 

Preuve : Voir [2], page 37 . 

• 
Lemme 26. Soient JL1 , JL2 deux mesures gaussiennes centrées s'ur Bp admet
tant </; 1 et </;2 comme densités spectrales. 

Alors 

où l'on a po8é 

II</J1 - </J2Ih = 1I</J1 (z) - </J2(z) 1 dz 

et où M 2 est la constante déterminée en {3.11}. 

Preuve : Soit (0, F, P) un espace probabilisé supportant des variables 
aléatoires gaussiennes centrées indépendantes X, Y, Z, T telles que Px = /-Ll, 
Py = p2 et que la loi de Z (resp. de T) sous P soit la loi gaussienne centrée 
admettant ( </;1 - </;2)- (resp. ( </;1 - </;2)+ comme densité spectrale. 

Soit fE R2 . On a J f dJL1 - J f df-L2 = JEf(X) -JEf(Y). On peut écrire 

lEf(X)-JEf(Y) = (JEf(X)-JEf(X +Z))+(lEJ(X +Z)-lEf(T+Y))+(lEJ(T+Y)-lEJ(Y)) 
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Mais X + Z et T + Y sont gaussiennes (sommes de deux gaussiennes in
dépendantes), centrées, et ont même densité spectrale 1>1 + ( cP1 - 1>2)- = 
(ePI- 1>2)+ + 1>2 : elles ont donc même loi, d'où Ef(X + Z) = Ef(T +Y), 
puis 

Ef(X) - Ef(Y) = (Ef(X) - Ef(X + Z)) + (Ef(T +Y) -lEJ(Y)) 

D'après la formule de Taylor avec reste intégral (licite dans les espaces de 
Banach, cf. par exemple [7], p. 77), on a 

f(T +Y)- f(Y) = Dfy(T) + 11 

(1- t)D2 fY+tT(T ® T) dt 

D'où 

Ef(Y + T)- Ef(Y) = EDfy(T) + E fo\1- t)D2 fY+tT(T ® T) dt 

Comme D f est bornée et que Y et T sont indépendantes, on a 

ED fy (T) = ED fy (ET) =lED fy (0) =O. 

Comme, de plus JJD2 JI! :::; 1, on a 

jD2 fY+tT(T ® T)J:::; I!TI! 2 

et on obtient 

IEJ(T +Y) - Ef(Y) 1 :::; ~EI!Tll 2 . 
De même JEJ(X + Z)- Ef(X)J :::; ~lEI!ZI! 2 . 

D'après le lemme 19, on a alors E(I!ZI!~P):::; M21!(1>1 -1>2)-III 
et E(I!Tll~p):::; M21!(1>1- cP2)+lll· 

On a donc 

On en déduit d(J-LI, /-L2) :::; M21!1>1 - cP2!Jr. 

• 
3.5.2 Comportement asymptotique à condition initiale 

nulle 

On suppose désormais que J est un potentiel qui est clans Ap et pour 
lequel il y a existence d'au moins une mesure de Gibbs. On rappelle que 
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pour cela il est nécessaire et suffisant que soient réalisées les deux conditions 
suivantes : 

J(lU) c JR+ 

r :(z) dz < +oo 
lu J 

Théorème 3.2. Si (Xt) est la solution dans Bp,O de l'e.d.s (3.1) à condition 
initiale nulle, i.e. 

X _ur -(t-s)Lrxr d Jlt t - v v t - - e 2 v vs s 
2 0 

alors 
Pxt => fJ,oo, 

où f1,00 est la mesm·e gaussienne centrée de densité spectrale -J. 
(Il s'agit ici de convergence dans P(Bp,o), ce qui est évidemment plus fort 
que la convergence dans P(JRzd).) 

Preuve : D'après le corollaire 1, Xt admet pour densité spectrale 

l t A 1 A 

exp( -sJ) ds = ----;::(1- exp( -tJ)) 
0 J 

Si l'on applique le lemme 21 à 0"5 = J ](z) dz, on voit que la famille de 
lois (Pxt)t?.O est tendue. D'après le théorème de convergence dominée, tout 
point d'accumulation de (Pxt) quand t tend vers +oo admet comme densité 
spectrale -J. Comme Xt est gaussien centré, la seule mesure limite possible de 

(Pxt)t?.O est la mesure gaussienne centrée de densité spectrale ]. Comme la 
famille est tendue, on en déduit que (Xt)t?.O converge en loi pour la topologie 
de Bp,o vers la mesure désirée . 

• 
3.5.3 La notion d'Œ-ergodicité 

Nous nous plaçons ici sous l'hypothèse que le potentiel étudié est à dé
croissance exponentielle. Nous voulons alors donner des critères d'ergodicité 
du système en s'autorisant un grand nombre de conditions initiales: certaines 
suites à croissance exponentielle pourront même être prises comme condition 
initiale ! De fait, nous allons nous placer dans un cadre de travail similaire à 
celui du chapitre 1. 

L'objet de ce paragraphe est d'obtenir des résultats d'ergodicité pour un 
potentiel J E s;' avec Œ > 1. (Rappelons que de tels potentiels possèdent 
une symétrie naturelle, décroissent exponentiellement et sont tels qu'on peut 
leur associer une unique mesure de Gibbs à support dans Ba.) 
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Définition : On dit que le système stochastique gradient (3.1) associé au 
potentiel J est a-ergodique si pour tout x E Ba,o, la solution de l'e.d.s. à 
condition initiale déterministe x converge en loi dans Ba,o vers la mesure Moo 
gaussienne centrée de densité spectrale ] . 

Remarque : Il faut souligner que la notion de convergence en loi évoquée 
ci-dessus dépend de la valeur de a puisque les fonctions sur lesquelles on teste 
la convergence sont les applications continues de Ba,o dans R Si f3 > Œ, Ba 
s'injecte continûment dans Bf3. Donc tout application continue de Bf3 dans 
lR induit en restriction une application continue de Ba dans R On a alors un 
paradoxe dans la notion d'a-ergodicité, puisque en augmentant /3, on agrandit 
l'ensemble des conditions initiales possibles, mais la notion de convergence 
en loi est plus faible, ce qui ne permet pas de comparer trivialement les 
notions d'a-ergodicité et de /3-ergodicité. Heureusement, le théorème suivant 
aura pour corollaire immédiat que pour f3 > a, la /3-ergodicité implique l'a
ergodicité. 

Théorème 3.3. 1. Si Re (J) ne s'annule pas sur la couronne 1IIa, alors 
J est a-ergodique. 

2. Si Re ( J) s'annule sur l'intérieur de la couronne 1IIa, alors J n'est pas 
a-ergodique. 

Preuve : On va avoir besoin de quelques lemmes. 

Lemme 27. On définit 

Ta Sa --+ A1 
(an)nEZd H- (as(n)an)nEZd 

Alors Ta est un morphisme d'algèbres et l'on a 

Preuve : Ta est un morphisme d'algèbre car 

-Vz ElU Ta.(x)(z) = x(az). 

La première inégalité est évidente et la deuxième a été démontrée lors de la 
preuve du lemme 6 . 

• 
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Lemme 28. Si p est un poids de classe E avec IPnl = O(fnf 17 ), alo1·s, pour 
tout entier k tel que 2k > ~ + TJ, on a 

De plus, il existe une constante K telle que 

Preuve : Si une telle suite F existe, on a nécessairement 1~ = (!, Xn), 
où Xn(z) =zn. Définissons clone ainsi F 

(1 + ~nf2)k (!, (1 + fnl2)kXn) 

1 k 
(1 + fnf2)k (!, (1 - .6.) Xn) 

(1 + ~nf2)k ((1- .6.)k j, Xn) 

D'où PnFn = (1+l~l2)k ( (1- ù)k j, Xn), puis par l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

• 
Lemme 29. Soit p E N et f E CP(U, C). Pour tout n dans Nd tel que 
fnf S p, il existe une fonction 9n E C00 (JR+ x U, <C) telle que 

an exp( -tf) =exp( -tf)gn(t, .) 

et 
ffgn(t, .)floo = O(tlnl). 

Preuve : On établit le résultat par récurrence sur p. Pour p = 0, l'as
sertion est évidente puisque g0 = 1. Soit n E Nd - {0} et supposons le 
résultat établi pour p < fnf. On peut trouver k E {1, ... d} et mE Nd tel que 
n = m + ek :on a alors an== amaek· Or 

On applique alors la formule de Leibnitz : 

an exp( -tf) = -t z= ( 7) am-iae,J ai exp( -tf) 
t:Sm 
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On a donc On exp( -tf) = 9n exp( -tf), avec 

9n(t, .) = -t ?= (7)om-i+ekf 9i(t, .). 
~:sm 

Le résultat s'ensuit . 

• 
Notation Pour f E CN (lU, C), on pose 

IIJIIDN = max{!fJkf(x)!; xE lU, lkl :::; N}. 
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Lemme 30. Soit p un poids de classe e avec IPnl = O(lnl 11 ), et 1> E Ap 
vérifiant ~ E C 2

k (lU, C), où k est un entier tel que 2k > ~ + rJ. Alors 

1. 'tiF E Ap, Vc > 0, on a 

lie/>* exp( -tF)I!Ap = o(e-(mq,(F)-t:)t), 

où 
m<t>(F) = inf{ Re F(z); z E supp ~}. 

2. Si ft E C2k (lU, C), on peut être plus précis : il existe une constante 
K F,k,p indépendante de cf> telle que 

Preuve : On va commencer par démontrer la deuxième partie du lemme : 
soit donc F tel que FE C 2k(llJ, C). D'après le lemme 28, on a 

!le/>* exp( -tFn) IIAP :::; KI! (1 - L\)k( ~exp( -tFn)) !IL2(1IJ) 

:::; K sup{!(l- .6.)k(~exp( -tFn))(z)!, z E supp J} 

En développant (1 - .6.)k par la formule du binôme, puis le résultat obtenu 
par la formule de Leibnitz, on voit qu'il existe une constante K(l) telle que 

On en déduit 

< KK(l) max ll9i(t, .)lloo!IJIID2k(e-m<~>(F)t) 
lii:S2k 

< K F,k,p Il Jll D2kl2k e -mq, (F)t' 
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la dernière inégalité étant obtenue grâce au lemme 29, ce qui établit la pre
mière partie du lemme. 

Passons maintenant au cas général : soit F E Ap. Pour n E N, posons 

Fn ( i) = F( i) si Iii ::::; n, 0 sinon. Il est clair que Fn est C 00 et que Fn tend 
vers F. Choisissons n tel que IIF- FniiAp < c/3. On a 

et 

Donc 

cp* exp( -tF) =cp* exp( -tFn) * exp(t(Fn- F)) 

llcp *exp( -tF) IIAp < llcp *exp( --tFn) IIAP Il exp(t(Fn - F)) IIAp 

< llcp *exp( -tFn) IIApeiiFn-FiiApt 

On a alors 

d'où le résultat voulu . 

• 
Corollaire 3.2. Soit F E A1 et TJ un réel strictement positif tels que 
Re F > TJ. Alors 

Il exp( -tF) IIA1 = o(e-11t). 

Preuve : Il suffit d'appliquer le lemme précédent à p = 1 et cp= 60 • On a 
alors a = 0 et ~ = 1 est C 00

• L'hypothèse qui est faite implique m</>(F) > a . 

• 
Remarque : Soulignons que l'hypothèse F ~ 0 ne suffit pas pour avoir 
limt---too Il exp( -tF)IIA1 =O. Posons F = b"o- M, avec M(k) = 2

1
d si llkll = 1, 

0 sinon. AC'est le potentiel correspondant au modèle harmonique et on a déjà 
vu que F ~ O. On a 

exp( -tF) = exp(--t80 ) exp( tM)= exp( -t) exp( tM) 

Mais il est facile de voir que si A et B sont à termes positifs, on a 

liA* Bll = IIAIIIIBII et liA+ Bll = IIAII +liB!!, d'où Il exp(A)II = exp(jiAI!). 
On a donc Il exp(tM) Il = exp(t), d'où 

Vt 2 o Il exp(--tF)II = 1. 
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• 
On peut à présent prouver le théorème. Remarquons tout d'abord que 

d'après l'expression de la solution de l'e.d.s. 

X -t:L(+u' J1t -(t-s):LW d t = e 2 vrt ·-- e 2 s s 
2 0 

et le théorème 3.2, le système déterminé par J est a-ergodique si et seulement 
si pour tout xE Ba,o exp( -~J)x tend vers 0 dans Ba,O· 

Supposons que Re (1) ne s'annule pas sur 1U0 . Comme Re (1) > 0 sur lU, 
on en déduit qu'il existe b' > 0 tel que Re (Î) > b' sur lUa. D'après le lemme -27, on a donc Re (Ta(~)) > ~·D'après le corollaire 3.2, on a alors 

Mais comme Ta est un morphisme d'algèbres exp( -tTa( ~)) = Ta(exp( -~·J)). 
D'après la deuxième inégalité du lemme 27, on a également 

(~1.15) 

L'ergodicité s'ensuit puisque 

t t t 
Il exp( -2J)xiiBa,o ~ Il exp( -2J)IIL(Ba,o)llxiJBa,o = Il exp(--2J)IIAa llxiiBa,o· 

Supposons maintenant que Re (Â) s'annule dans l'intérieur de lUa. Comme 
Â est holomorphe, donc ouverte sur l'intérieur de lUa, il existe z dans l'inté
rieur de lUa tel que Re (Â) (z) <O. On a donc limt-+oo 1 exp( -tÂ(z)i = +oo 
Mais --A t t t 

1 exp( -tA(z)i =!exp( -2J)(z)l ~ Il exp( -2J)I!Aa = IJ exp( -2J)IIL(Ba,o) 

Donc (li exp( -~J) IIL(Ba,o)k.:>:o n'est pas bornée. D'après le théorème de Banach
Steinhaus, il existe x E Ba,o tel que exp( -~J)x n'est pas bornée, ce qui em
pêche l'a-ergodicité . 

• 
Exemple 

On prend ici d = 1 et on définit J par 

1 
J(n) = 2:= k!(Jnl + k)! 

k20 



106 CHAPITRE 3. ÉTUDE DU PROCESSUS DE DIFFUSION ASSOCIÉ 

On a 

OÙ 

'1/n E Z 
K 

IJ(n)l ~ ~!' 

donc 'lia > 1 J E Aa- On vérifie facilement que J(z) = exp(z + z-1 
), d'où 

JE S;_t-. Re J(z) = 0 si et seulement si z + z-1 E lR + iZ + i~. Cherchons la 
racine de module strictement supérieur à un minimal : on pose z = rei8 avec 
r > 1 et B E lR. Il existe n E Z tel que (r - ~) sin B = ~ + 1rn. On a alors 

1f 1f 1 1 
2 ~ l2 + 1rn 1 = ( r - ~) 1 sin B 1 :::; r - ~ 

Comme r H r - ~ est strictement croissante r est minimal pour B = ~ et 
r --- l = 1!: soit 

r 2' 

r = !!_ + J 11'

2 

+ 1 rv 2 057. 
4 16 ' 

Le système déterminé par J est donc a-ergodique pour a < r, mais pas pour 
a> r. 

3.5.4 Description des lois limites dans un cadre de tran
sition de phase 

On suppose dans cette section que J décroît comme l'inverse d'une fonc
tion polynômiale, plus précisément JE Aa, avec an = 1 + 2flnrJ et 7J > O. De 
plus, la transition de phase n'est pas exclue, c'est à dire que J peut s'annuler 
sur 1U. 

On a besoin de quelques résultats et définitions avant de pouvoir énoncer 
notre théorème. 

Définitions Pouru E Ba, on définit u E A~ par 

Vx E Aa u(x) = L Un1.:n, 

nEZd 

et l'on appelle s'upport spectral de la suite u l'ensemble 

spec u = supp u = C UoEC'Ju 0, 
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où 

Ou= {0 ouvert de 1U , Vf E Aa supp} C 0 =} u(f) = 0}. 

Enfin, pour JE Aa, 
ker J = { u E Ba, J u = 0}. 

Quelques propriétés simples Il est facile de vérifier que 

VuE Ba, VÀ =/:- 0 spec (Àu) = spec tl 

et 
Vu, v E Ba spec ( u + v) C spec u U spec v 

Afin que la notion de support spectral ne demeure pas totalement abs
traite, nous allons donner quelques exemples. Ces exemples permettront, dans 
une certaine mesure, de justifier la terminologie choisie. 

3.5.4.1 Exemples de supports spectraux 

- Déterminons d'abord le support de la suite nulle : il est facile de voir 
que tout ouvert 0 de 1U est dans 0 0 . Par suite le support spectral de 
la suite nulle (notée 0) est vide. 

- Prenons maintenant u = 80 (on rappelle que c'est la suite dont tous les 
termes sont nuls, sauf celui d'indice 0 qui vaut 1). On a pour JE Aa 

u(J) = J(O) = i J(z) dz 

Pour tout ouvert 0 de 1U, on peut construire une fonction f C00 po
sitive, non identiquement nulle et dont le support est inclus dans O. 
On trouve alors JE Aa tel que f = J, ce qui prouve que 0 tf. 050 • Il 
s'ensuit que le support de c50 est le tore 1U tout entier. 

Ces deux exemples nous mettent en garde contre des analogies abusives 
avec la notion de spectre d'un opérateur. On voit par exemple que la 
propriété pour un point de 1U de ne pas appartenir au support spectral 
n'est pas stable pour de petites perturbations de u (au sens de 11-IIAJ : 
en effet spec 0 = 0, tandis que pour tout À =/:- 0 aussi petit que l'on 
veut, spec ÀOo = U La comparaison avec les distributions est plus ap
propriée, d'autant que l'on verra que Ba s'identifie au dual d'un espace 
de fonctions. 
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- Exemple fondamental : Soit u la suite définie par 

avec z E 1U fixé. On va montrer que l'on a 

spec u = {z}. 

Montrons d'abord que z E spec u. Soit 0 un ouvert contenant z.On 
peut construire une fonction f C 00

, telle que f(z) = 1 et dont le support 
est inclus dans 0. On trouve alors J E Aa tel que f = J : on a 

u(J) == L J(n)zn = J(z) == J(z) = 1, 
nEZd 

ce qui prouve que 0 tf:. Ou· Ceci implique qu'aucun élément de 0 ne 
peut contenir z, d'où z E spec u. Réciproquement, soit xE 1U\{z}. On 
peut trouver un voisinage 0 de x ne contenant pas z. Soit alors JE:: Aa 
tel que supp j c 0 : on a alors u(J) = Î(z) = 0, puisque z n'est pas 
dans 0, donc a fortiori pas dans le support de J. Ceci prouve 0 E Ou, 
d'où x tf:. spec u, puisque x E O. 

3.5.4.2 La convergence en temps 

Maintenant que nous nous sommes un peu familiarisés avec les outils 
théoriques, nous pouvons présenter le théorème principal : 

Théorème 3.4. Soit J un potentiel appartenant à Aa, avec an= (1 + nY1, 

avec "7 > O. Pour x E Ba,o, notons J.Lf la loi au temps t de l'équation diffé
rentielle stochastique ( 3.1) à condition initiale ( == x. Si x s'écrit x = u + s 
avec sE ker Jet inf{J(z); z E spec u} > 0, alors on a 

où J-loo est la mesure gaussienne centrée de densité spectrale }- et T 8 JL00 la 
mesure image de J-loo par la translation T 8 de vecteur s. 

Avant de démontrer ce théorème, faisons quelques remarques. 

Remarque Si J est une suite à décroissance rapide, ou de manière équi
valente si J est coo sur 1U, alors quel que soit TJ E N, J est dans le Aa cor
respondant et la famille des normes permet de munir l'ensemble des suites 
à décroissance rapide d'une structure d'espace de Fréchet. Muni de cette to
pologie, l'espace des suites à décroissance rapide est isomorphe par J H J 
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à l'espace des fonctions coo sur lU muni de la topologie de la convergence 
uniforme de chaque dérivée. En dualité, on obtient l'espace des suites à crois
sance lente, isomorphe à l'espace des distributions sur liJ. Ainsi, le résultat 
que nous allons montrer est plus fin que ce que l'on aurait pu obtenir en 
prenant directement pour espace d'états l'ensemble des suites à croissance 
modérée : en précisant la lenteur de croissance de la suite initiale, on affaiblit 
la décroissance nécessaire sur J. Notons également que le résultat établi ici 
contredit un énoncé de Kondratiev et Sokol [29] (partie 1, cas B page 230). 
En effet, ils affirment que si la condition initiale x n'est pas dans ker J, alors 
le système converge vers Moo, ce qui est contradictoire avec notre résultat -
considérer x = u + s avec s E ker J- {0} et inf{J(z); z E spec u} > O. Il 
semble que l'erreur dans leur raisonnement soit la suivante : ils considèrent 
que si x tf_ ker J, alors e-tJ x -+ O. Ceci est valide pour x E €2 , mais pas pour 
tout x à croissance modérée. 

Preuve : Nous allons nous appuyer sur quelques lemmes. 

Lemme 31. 
L'application u r-t u réalise une isométrie de Ba sur A~. 

Preuve : Pour xE Aa, u E Ba, on a 

d'où 

soit lluiiA~ S liu li Ba Il· 
Soit maintenant <P une forme linéaire continue sur Aa. Pour x E Aa, on a 

Comme <P est continue, on a 

</Y(x) = L Xn</Y(8n)· 
nEZd 

Soit n E zd. On choisit maintenant de prendre x = _!_()n· On a llxiiAa = 1, 
Un 

do ne 

On a donc 
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Ainsi, si l'on pose Un= cp(6n), on auE Ba, avec 

et cp = ü. Ce qui achève la preuve . 

• 
Lemme 32. 
Si A E Aa est paire et u E Ba 1 alors Au= A.ü 

Preuve : Comme l'espace vectoriel engendré par les 6n est dense dans 
Aa, il suffit de vérifier que ces deux formes linéaires coïncident en les 6n· 
D'une part 

Au(6n) == (Au)n = ,L A(n- k)uk 
kE!Zd 

D'autre part 

• 
Lemme 33. Pour tout u E: Ba 1 Ou est stable par union quelconque. 

Preuve : Soit I un ensemble d'index, et (Oi)iEI une famille d'ouverts de 
Ou. D'après le théorème de partition de l'unité, on peut trouver une famille 
( c/>i)iEI de fonctions coo (1IJ, JR) telles que 

Vx E 1IJ L c/>i(x) = 1, 
iEI 

et telle que pour tout compact K C 0, 

{ i E I, 3x E K, c/>i (x) f- 0} 

est fini (cf, par exemple [43], théorème 6.20 p. 162). 

supp c/>i c oi. 

On sait qu'il existe ai E Aa tel que âi = cl>i· Posons 0 = UiEIOi : il est 
clair que 0 est ouvert. Soit f E Aa tel que supp Î C O. Comme supp Î est 
compact, il existe un sous-ensemble fini J C I tel que 

supp Î c UjEJOj 

et 
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Par suite, on a 

f = )=aj * f, 
jEJ 

d'où 

u(f) = I: u(</Yj * f). 
jEJ 

Mais 
- A 

supp aj * f = supp ajf c supp </Yj c oj, 

donc u(aj * f) = 0, puis u(f) = O. On a donc montré que 0 E Ou, qui est 
donc bien stable par union quelconque . 

• 
Lemme 34. Soient j, g E Aa et u E A~. Si Î et g coïncident sur un voisi-
nage de supp u, alors u(f) = u(g). 

Preuve : Par linéarité, on peut supposer g =O. Soit V un ouvert conte
nant supp u sur lequel J s'annule : alors 

supp Î cCV C UoEouO = 0'. 

D'après le lemme 33, 0' E Ou, et donc par définition de Ou, on a u(f) ==O . 

• 
Notations On note 1 J l'application de Bp,o dans [0, +oo] définie par 

1 J( u) = inf{ J(z); z E spec u }. 

Pour T > 0, on pose 

Lemme 35. 
sE ker J. 

EJ,r ={v E Ba 1J(v) E U[T,+oo]}. 

1. Soit u E Bp,o admettant la décomposition u = v + s avec 

Alors, on a pour tout c > 0 : 

Il exp( -tJ)u- siiBa = o(e-(T J(v)-é)t). 

2. Si JE C 2k(U, C), avec 2k > ~+a, on a le résultat plus précis suivant: 
il existe une constante K~,k,p telle que 

VuE Bp,ü: u =v+ s, sE ker J 

Vt ~ 1 Il exp( -tJ)u- siiBa < K~,k,pllviiBat4ke-TJ(v)t. 
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Preuve : On a exp( -tJ)u = exp( -tJ)v +exp( -tJ)s En développant 
en série l'exponentielle, on voit que comme J s = 0, on a pour tout n ~ 1 
(-~~)n s = 0, d'où exp( -tJ)s = s Il reste à contrôler exp( -tJ)v .. On a 

Il exp (-t J) v ii Ba = Il exp (-t J) :v Il A~ = su p 1 v (exp (-t J) * </>) 1 
II<PIIAa :::;1 

Soit ,(/; une fonction de classe C2k avec 2k > ~ + a valant 1 sur 

A ê 
{zE1U J(z)2:YJ(v)-- 4} 

et 0 sur 
A F 

{z E: 1U J(z)::; YJ(v) -- ~}. 

D'après le lemme 28 c'est la transformée d'un élément '1/J E Aa· On a supp v C 

{z E 1U }(z) ~Y J(v)}. Comme J est continue, {z E 1U }(z) ~Y J(v)- n 
est un voisinage de supp v et on a donc d'après le lemme 34 

v( exp( -tJ) * c/Y) = v('I/J * exp(--tJ) * c/Y) 

Maintenant 

On a donc 
Il exp( -tJ)vllsa ::; !lv lisa 11'1/J *exp( -tJ) liAa 

Mais m7/J(J) ~Y J(v)- ~'et en appliquant la première partie du lemme 30, 
on prouve la première assertion recherchée. Voyons à présent comment affiner 
le raisonnement pour obtenir le deuxième résultat voulu : il s'agit de majorer 
le second membre de (3.16), et pour cela, faire de bons choix pour cjY etE. 

Soit w une fonction C 00 (1R., JR.) valant 0 sur]- oo, 0] et 1 sur [1, +oo[. Pour 
des réels a et b vérifiant a < b, on pose 

de sorte que 'lia,b est une fonction C 00 (IR, JR.) valant 0 sur ] - oo, a] et 1 sur 
[b, +oo[. Il est facile de voir que, pour tout i ~ 0, on a l'égalité 

I
,T,(i),_ 1 ,,T,(i)l sup '±'ab- (b ).sup '±' 

IR ' -a 2 IR 

D'autre part, il existe un constante MN telle que pour tout g E C 00 (:!R, JR.) et 
tout j E CN (1IJ, JR.), on ait 

119 o flivN ::; MNiifllvN max sup l9(i) l
os.2sJV IR 
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Soit maintenant t ;:::: 1 fixé. On choisit alors de poser 

où c reste à déterminer. On a alors 

< M2kllllln2k max sup l'll~i~f T-f1 
O::Si::S2k JR 2' 4 

< M2kllllln2k max (~)i sup lw(i)l 
O::Sl::;2k c JR 

< M2kllllln2k max(1, (~) 2k) max sup lw(i)l 
c O::Sl::S2k JR 

On pose alors é = f, et l'on applique la deuxième partie du lemme 30 pour 
majorer Il~ *exp( -tJ) IIAa : on a 

é 2 
ffi1jl ( J) ;:::: 1 J (v) - 2 = 1 J (v) - t' 

ce qui entraîne 

avec 

• 
On en déduit aisément le théorème . 

• 
Remarques Dans ce qui suit, on prouve que l'ensemble des conditions 
initiales admissibles { u} est assez gros. 

1. Il est aisé de construire des suites u non nulles vérifiant l'hypothèse 
inf { J ( z); z E spec u} > 0 : soient z1 , ... , Zp des éléments de 1U tels que 

ViE [1, ... ,p] }(zi) >O. 

Si l'on se donne des nombres complexes À1 , ... , Àp, la suite u définie 
par 

p 

Un= Re (,L Ài(zit) (3.17) 
i=l 

vérifie 
spec u C {z1 , ... , zp}, 

ce qui montre qu'elle vérifie bien la condition désirée. 
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2. Si K est un compact de lU sur lequel J ne s'annule pas, toute suite 
s'écrivant comme en (3.17), avec les zi appartenant à K est dans l'es
pace vectoriel E1,7 , où l'on a posé T = infzEK J(z). Si l'on montre que 
EJ,7 est fermé pour la topologie *-faible de Ba, il s'ensuivra que toute 
limite faible de telles suites appartient à E1,7 et vérifie donc également 
l'hypothèse inf{J(z); ;~ E spec u} >O. 
Lemme 36. E 1,7 est un espace vectoriel fermé pour la topologie *
faible de Ba· 

Preuve : Soit (un)n::::: 1 une suite d'éléments de E1,7 convergeant vers 
u E Ba. On a, pour tout n ~ 1, supp Un C F = {z ElU, f(z) ~ T}. 
Autrement dit, si 0' est l'ouvert liJ\F, on a pour tout n ~ 1 0' C 

UoEOun O. D'après le lemme 33 UoEOun 0 E Oun, mais il est facile de 
voir que si 0 1 et 0 2 sont des ouverts vérifiant 0 1 C 0 2 , alors 0 2 E 

Ou -~> 01 E Ou. On a donc 0' E Ou . Soit maintenant f E Aa telle 
que supp j c 0'. n 

On a pour tout n û'n(.f) = 0, d'où à la limite ü(f) =O. D'où 0' E Ou, 
soit supp u C F, ce qui est équivalent à u E E1,7 . 

EJ,7 est donc fermé pour la topologie *-faible de Ba . 

• 
3.6 Vitesse de convergence de la dynamique 

3.6.1 Vitesse en l'absence de transition de phase 

Nous allons établir ici qu'en l'absence de transition de phase, dans les 
cas où nous avons été capables d'établir la convergence du système, cette 
convergence se fait à une vitesse exponentielle. 

Lemme 37. On suppose que J ne s'annule pas sur 1U, ou, de manière équi
valente, que l'on a 

Alors on a 

a= inf J >O. 
1[J 

ll4>t- </>oolh = O(e-at), 
où <Pt est la densité spectrale de Xt, i.e. 

et 4>oo celle de f-100 , i.e. 

1 A 

4>t(z) = -A -(1 - e-tJ(z)) 
J(z) 

1 
<Poo(z) = -A-. 

J(z) 

(3.18) 

(3.19) 
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Preuve: On a 

d'où 

• 

llci>t- ci>oolh = r ~-e-tJ(z) dz 
lu J(z) 
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(3.20) 

Nous pouvons à présent démontrer que la vitesse de convergence du sys
tème se fait à vitesse exponentielle lorsque J ne s'annule pas sur 1lJ. On a deux 
théorèmes, l'un pour J potentiel r-invariant à décroissance exponentielle, et 
l'autre pour J décroissant comme l'inverse d'une fonction puissance. 

Théorème 3.5. On suppose que J E s;' avec Œ > 1 et que Re j nes 'annule 
pas sur·lUa. On pose b = infu"' Re J etc= infu J. Alors, on peut trouver une 
constante K telle que pour tout b' < b, il existe une constante Lb' telles que 

où J..tf désigne la loi au temps t de la solution de l'équation (3.2) à condition 
initiale déterministe x. 

Preuve: On a 

On a 

D'autre part 

d(J..t~, J..tn d(JL~, re-iJxJL~) 
< iie-PxiiB., 
< iie-!1 11Aa llxi!B., 

b' 

< Lllxi!B,e-2t 

(la dernière inégalité ayant été démontrée en (3.15).) 

• 
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Théorème 3.6. On suppose que J E Aa, avec an = 1 + 2'rlnrJ et 77 > O. On 
suppose également que J ne s'annule pas sur 1U. On pose c = infu J. Alors, 
on peut trouver une constante K telle que pour· tout b' < c, il existe une 
constante Lb' telles que 

où p,f désigne la loi au temps t de la solution de l'équation (3. 2) à condition 
initiale déterministe X 0 =x. 

Preuve : Mise à part la dernière inégalité, qui est ici une conséquence 
du lemme 35, la preuve précédente demeure inchangée . 

• 
Remarques: 

1. Il est bien entendu possible en affaiblissant un peu le résultat d'obtenir 
une présentation plus compacte. Nous avons choisi de conserver cette 
forme afin qu'apparaissent nettement les deux contributions distinctes : 
la partie proprement stochastique, indépendante de la condition ini
tiale,qui décroît en 0 ( e-at), et la partie déterministe, dépendant de la 

condition initiale, en O(e-~t). 
2. Les vitesses de convergence trouvées ici sont cohérentes avec les résul

tats démontrés dans [12] par Da Prato et Zabczyk. Dans leur article, 
ils s'intéressent à l'existence de solutions et au comportement asymp
totique de systèmes stochastiques où la dérive est la somme d'un opé
rateur linéaire et d'une perturbation. Dans le cadre linéaire pur avec 
interaction stationnaire qui nous intéresse ici, leurs hypothèses sont que 
la portée est finie et que J est accrétif dans .€2(Zd)- i.e. IIJ x lb ~ Kllxll2 
pour un certain K > O. Mais on connaît le spectre d'un opérateur de 
Toeplitz dans .€2 (Zd) :c'est }(1IJ) (cf. par exemple [20], ex. 248) . Cette 
condition d'accrétivité est donc équivalente au fait que J ne s'annule 
pas. Sous ces conditions, ils obtiennent une convergence ergodique à 
vitesse exponentielle pour des conditions initiales dans E' = l2 (p), où 
p est un poids exponentiel ou polynômial tel que J soit un opérateur 
continu dans E. 

3.6.2 Vitesse en présence de transition de phase 

On va étudier la vitesse de convergence du système vers l'équilibre quand 
il y a transition de phase sous des hypothèses analogues à celles formulées au 
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chapitre 2. On suppose dans toute cette sous-section que l'hypothèse suivante 
est vérifiée : 

{ z E U, J ( z) = 0} = { 1} (3.21) 

J dégénère en un seul point du tore, à savoir en 1. (Pour des remarques sur 
la généralité de cette hypothèse, on pourra se reporter au chapitre 2.) 
Lemme 38. On suppose que J vérifie l'hypothèse (3.21}. Soit A une matrice 
d x d réelle symétrique définie positive, d0 < d et E > O. On pose, pour 
(01, ... ,ed) 

!( Il Il ) - JA( i(h i(}d) u1, ... ,ud - e , ... ,e 

On rappelle que l'on a défini 

et 

<I>t(z) = ._):_-(1 - e-tJ(z)) 
J(z) 

1 
<I>oo(z) = -A-. 

J(z) 
On a les résultats suivants : 

1. Si 

alors 
-1. Il"" ;r,. Il A.__l 1 Kd+l I""'( d 1) 
lffiHoo '±'t- '±'oo ltdo :::; det A~ do -

2. Si 

alors 

l. Il"" ;r,. Il _<l__l 1 Kd+l I'( d ) lill '±'t-'±' 1tdo > ---- - -- 1 
--t-->oo 00 

- det A 2n do ' 

où les constantes Kd ont été calculées en (2.3). 

Preuve : Comme les deux preuves sont identiques, nous allons unique
ment prouver la première assertion. Supposons donc limx_,0 j(x)IIAxll-do ~ 1. 
Soit E > 0 : on peut trouver a < 1 tel que 

IIAxll ~ Œ =-=-? f(x) ~ (1- c)IIAxlldo 
D'après l'hypothèse (3.21), f ne s'annule pas sur l'adhérence de [ -1r, n]d\A -l B(O, a), 
donc si l'on pose b = infA-1 B(O,a) j, on ab> 0 et 

Il 1 -
1 1 1 

-tf(x) ( -bt) <I>t- too l1- -( )d -f( )e dx + 0 e 
27r A-1 B(O,a) X 
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On a 

_1_ { _1_e-tf(x) dx 
(27r)d JA-l B(O,a) f(x) 

_1 __ 1_ { 1 e-tf(A-lx) dx 
(27r)ddetA }B(O,a) f(A- 1x) 

< _1 ___ 1 ___ 1_ { __ 1_e-t(1-t:)llxlldo dx 
(27r )d det A 1 - é } B(O,a) JJ:r:JJdo 

On fait le passage en coordonnées sphériques déjà effectué au chapitre 2 : 

_1 ___ 1 ___ 1_ { _1 __ e-t(l-c)llxlldo) dx 
(27r)d det A 1- é} B(O,a) llxJJdo 

d-2 
_1 ___ 1 ___ 1_ f -t(1-t:)rdo d-l-do 11(. e )d-1-kdO dO 

( )
d e r sm k 1 . . . d-1 c 

2?r det A 1- é [O,a]x[-7r,7r[d- 2 x[-7r,7r] k=1 

d+1 -t(1-t:)rdo d--1-do d 1 1 K la ------ e r r 
det A 1 -- c 2?r 0 

On fait le changement de variable u = (1 - c )rdo, et on a 

_1 __ 1 ___ 1_ { _1_e-t(1-c)llxlldo) dx 
(27r )d det A 1 - é } B(O,a) llx!Jdo 

1 Kd+l 1 1 1(1-t:)tado __4__2 
____ -- e-uudo du 

detA 21r (1--c)d~td~- 1 
0 

De plus, on sait que 

1

(1-t:)tado d d 
lim e-uudo - 2 du= r(-- 1) 
t-+oo 0 d0 

On en déduit 

-1. Il"' "" Il __4__1 1 r( d ) Kd+l 1 lmt-+oo 'l't- 'J'oo ltdo :S -- - - 1 -- d 
det A do 2?r (1 _ c)do 

Comme c > 0 est quelconque, on en déduit 

(3.22) 

• 
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Théorème 3.7. Soit J un potentiel. On suppose que J E Aa, avec an = 
1 + 2"~n"~ et 'rf> O. On pose, pour (01 , ... , Od) 

f( LJ LJ ) - JA( ilh i(Jd) u1, ... , ud - e , ... , e 

On suppose que J vérifie l'hypothèse (3.21} et qu'il existe A E Gld(IR) et 
d0 < d tels qu'on ait l'équivalent en zéro : 

f(x) "' IIAxlldo 

Alors il existe des constantes K et L telles que, si x E Ba,o s'écrit x = u + s 

avec s E ker J et inf{ J(z); z E spec u} > 0, on a 

K ~ limt-t00 d(J.Lf, T8 JL)t1o- 1 ~ Ïimt-tood(J.Lf, Tsf-LWfo-
1 ~ L. 

Preuve: On a 

d(T8T -tJ f-L~, Tsf..L) 
e "2"u 

d( Te-t~ uf-L~, f-L) 

On en déduit 

Or, on sait qu'il existe c > 0 tel que 

On en déduit que 

l. d( x ) ...4..-1 l" d( 0 ) _4__1 lmt--+oo f-Lt,Tsfl, tdo = 1mt--+oo f-Lt,f-L tdo 

et 
limt-tood(J.Lf, T8f-L )t ddo -

1 
= limt-t00 d(J.L~, f-L )t~ - 1. 

En appliquant successivement le lemme 26 et la première partie du lemme 
38, on voit qu'on peut prendre 

K = M2-
1 

- Kd+1 r(~ -1). 
det A 2n d0 

Montrons à présent la deuxième inégalité: d'après la deuxième partie du 
lemme 38, on voit qu'il suffit de montrer l'existence d'une constante N > 0 
telle que 

(3.23) 
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Posons a~ = II<I>oolh et al = II<I>tlh Remarquons tout d'abord que, comme 
<I>oo 2: <I>t, on a 

Cette remarque évidente va se révéler importante par la suite. Soit cp E 

C00 (IR, JR+), valant 1 pour lxi ~ iaoo et 0 pour lxi 2: ~aoo 
On définit 

A présent, il est facile de choisir H > 0 tel que la fonction f : Ba -+ IR 
définie par 

f(x) = Hg(7ro(x)) 

appartienne à R2 . Alors, on a 

La fonction g est dérivable au point a 2 > 0, et l'on a 

Comme -~ + (a2
)-

1x2 ~ -·% sur le support de cp et que cp est positive, et 
même strictement positive au voisinage de zéro, il s'ensuit que g1(0'2

) < O. 
On a donc 

ce qui implique (3.23) . 

• 
Ce théorème donne de manière exacte la vitesse de convergence de la 

dynamique vers l'équilibre : elle est en 

1 
d • --1 

tdo 

3.6.3 Vitesse pour une condition initiale aléatoire 

Nous n'avons jusque à présent énoncé nos résultats de convergence que 
pour des conditions initiales déterministes. Si on veut obtenir des résultats de 
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vitesse de convergence vers f.-too pour des mesures initiales non déterministes, 
comme on a 

J-tl = e--t~ ( * J-t~' 
le lemme 3.14 montre qu'il suffit de majorer 

d(Pe-t'f<' Diraco), 

puisque l'on a d'ores et déjà été capable de majorer d(J-t~, f.-too). 
Dans un cadre où il y a absence de transition de phase et où II(IIB est 

intégrable, les inégalités 

jointes au lemme 30 avec cp = 80 assurent une vitesse exponentielle. 
Le résultat suivant, valable en présence de transition de phase, est nette

ment plus fin. 

Théorème 3.8. Soit J E Aa avec an = 1 + 2anlal. On suppose en outre que 
J E C 2

k (1U, C), où k est un entier vérifiant 2k > a + ~. On suppose que 
II(IIBa,o est intégrable et qu'il existe des réels K et v strictement positifs tels 
que 

Alors, on a 
ln t v 

d(Pe-tfx<' Diraeo) = 0(( t-) ). 

Preuve : Soit fE R2 . On a pour tout x> 0 : 

IIEJ(e-t~()- f(O)I IIE(f(e-t~()- /(O))~YJ(()<x} + 1E(f(e-t~()- f(O))nrJ(()~x)l 

< 2P(Y J(() <x)+ IEJJe-t~ (IIBa~Y J(O~x} 

< 2Kx< + K~,k,p(~) 4ke-~IEII(IIBa 

(La dernière égalité vient de la deuxième partie du lemme 35.) 
On choisit de prendre x= 2(4k + v) 1~t :on a alors 

Comme la majoration vaut pour tout f E R2 , cela donne le résultat voulu . 

• 
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3.7 Commentaires 

Ainsi que nous l'avions annoncé, nous avons donc pu présenter les mesures 
de Gibbs extrémales- autrement dit les phases pures- comme limites tempo
relles d'un système infini d'équations différentielles stochastiques à condition 
initiale déterministe : 

- L'unicité de la mesure de Gibbs au sein d'une certaine classe de mesures 
telle que celles considérées au chapitre 1 se traduit exactement par 
l'ergodicité de la dynamique stochastique gradient associée, autrement 
dit, l'absence de transition de phase correspond au cas où le système 
converge vers une limite indépendante des conditions initiales. 
Ce procédé d'obtention des mesures de Gibbs comme limites tempo
relles d'un système dynamique stochastique à condition initiale fixée 
peut être vu comme complémentaire de la méthode classique d'obten
tion des mesures de Gibbs extrémales comme limites- spatiales, cette 
fois - de mesures indexées par une famille de conditions extérieures. 

-- Dans le cadre de la transition de phase, nous avons exhibé pour chaque 
phase pure un espace affine de conditions initiales pour lesquelles le 
système converge vers cette phase. En effet toute phase pure est de la 
forme T 8 J-l00 , avec s E ker J, qui est limite des systèmes à condition 
initiale u + s, où u vérifie Y 1 (u) >O. 

Nous avons de plus démontré que la présence ou l'absence de transition de 
phase avait une influence directe sur la vitesse de convergence du système 
stochastique : ainsi, la vitesse de convergence est exponentielle en l'absence 
de transition de phase et polynômiale en présence de transition de phase. 
Sous des hypothèses assez faibles, nous avons montré que l'ordre d0 du zéro 
de } détermine directement la vitesse de convergence, puisque celle-ci est en 

1 

Ce phénomène n'est pas étonnant: nous avions déjà observé au chapitre 2 
qu'en cas de transition de phase, la valeur de d0 décidait de la vitesse de 
décroissance de la covariance. Nous pensons avoir ainsi montré l'importance 
du paramètre d0 dans l'étude de cette famille de mesures de Gibbs, ce qui 
fait de d0 un élément déterminant de la nature de la transition de phase. 

En revanche, ce qui est nouveau, c'est que la vitesse de convergence du 
système permet de retrouver la valeur de d0 : on se souvient en effet avoir 
démontré au chapitre 2, que pour d0 < ~; 1 , la vitesse de décroissance de la 
covariance ne dépendait plus de d0 . Nous avons ainsi établi que la vitesse de 
convergence du système stochastique nous donne de meilleures informations 
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sur la nature de la transition de phase que ne le fait la vitesse de décroissance 
de la covariance des mesures de Gibbs. 
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Chapitre 4 

Discrétisation du système 
gradient associé à une interaction 
quadratique et simulation 

L'objet de ce chapitre est d'étudier une discrétisation du système différen
tiel stochastique étudié au chapitre précédent afin de construire un algorithme 
à pas décroissants permettant de simuler le comportement asymptotique en 
temps du système stochastique. 

Dans un premier temps, nous allons décrire une chaîne de Markov in
homogène à temps discret ayant un comportement asymptotique similaire 
au système à temps continu : l'état de la chaîne de Markov au temps dis
cret n pourra être considérée comme une approximation de l'état du système 
continu à l'instant 

n-1 

tn = Lhk, 
k==O 

où (hn)n>o est la suite des pas de l'algorithme. Nous donnerons des indications 
sur la manière de choisir la suite (hn)n?.O afin d'obtenir la convergence la plus 
rapide possible. En effet, il y a un compromis à faire : il faut que la série 
L:k hk diverge assez vite pour que le temps simulé tn grandisse assez vite , 
mais si les pas hn sont trop grands, le système discret s'écarte du système 
continu. 

Dans un second temps, nous allons mettre concrètement en œuvre l'algo
rithme sur ordinateur pour une interaction aux plus proches voisins . Nous 
constaterons de visu - et cela conformément aux prédictions théoriques -- que 
le comportement asymptotique du système dépend fortement de la condition 
initiale en cas de transition de phase, tandis que ce comportement est er
godique - au sens qu'il y a oubli de la condition initiale - en l'absence de 

125 
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transition de phase. 

4.1 Discrétisation du système 

Nous voulons maintenant donner une discrétisation du système différen
tiel stochastique qui permette d'approcher la ou les mesures de Gibbs limite. 
On se place naturellement sous des hypothèses ayant permis !''obtention au 
chapitre 3 d'une étude approfondie du système : on choisit Bp,o comme espace 
d'états du système discret et l'on suppose que J E Bp. Comme précédem
ment, nous préciserons ultérieurement les résultats obtenus pour les poids 
déjà étudiés. 

L'équation différentielle stochastique 

peut s'écrire aussi 

0 < u < t, 

avec la condition initiale X 0 = (; ce qui incite à discrétiser en temps l'équa
tion par la récurrence suivante : 

(4.1) 

avec la condition initiale X 0 = ( que l'on prendra dans ce chapitre toujours 
déterministe. 

On a rJn = ( 7J~hEzd où les 77~ sont des variables aléatoires normales cen
trées réduites indépendantes. 
Nous cherchons à choisir judicieusement la suite des pas (hn)n?.O afin d'ob
tenir la convergence en loi de Xn le plus rapidement possible. Dans tout 
ce chapitre, on supposera toujours - sans nécessairement le rappeler - que 
(hn)n?.O vérifie les hypothèses suivantes : 

1. La suite hn est positive et tend vers zéro. 

2. La série L:n?.O hn est divergente. 

Comme Bp vérifie les hypothèses (1l0 ), on peut écrire l'équation (4.1) sous 
la forme du système aléatoire d'équations aux différences finies équivalent : 
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(4.2) 

On notera dans toute la suite 
n 

tn a la dimension du temps. Dès lors, comment choisir la suite hn? Deux 
phénomènes s'opposent : plus hn est grand, plus le temps tn est grand, mais 
si le pas hn est trop grand l'approximation faite en discrétisant est trop 
grossière et l'on s'écarte de la solution de l'e.d.s. 
On utilisera ici alternativement deux hypothèses supplémentaires sur la suite 
hn. 

- (l2 ) La série I.:.:n>o h~ est convergente. 
- (M) hn = n\, avec "Y E]O, 1[. 
Deux paramètres interviennent dans le choix de (hn) : la vitesse de dé

croissance de l'interaction (condition du type J E Aa) et l'ordre des zéros de 
J - voire leur inexistence. 

4.2 Comportement asymptotique à condition 
initiale nulle 

4.2.1 Convergence du système 

Théorème 4.1. Soit J E Aa un potentiel pour lequel il existe au moins 
une mesure de Gibbs. La suite de variables aléatoires (Xn)n2o est définie par 
X 0 = 0 et la récurrence (4.2). On suppose en outre que la suite des pas 
(hn)n20 vérifie (l2 ) ou (M). Alors, la suite Xn est à valeurs dans Bp et on a 

Pxn => /Joo, 

où !Joo est la mesure gaussienne centrée de densité spectrale ] et où la conver
gence en loi s'entend au sens de la topologie de Ba. 

On va s'appuyer sur quelques lemmes. 

Lemme 3~). Soit (ZkhEzd un processus gaussien stationnaire centré de me
sure spectrale v. On pose 

Vk E zd yk = L J(k- j)Zj = (J * Z)(k) 
jEZd 
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Alors, pour tout n la série définissant yn converge presque sûrement et (Yn) 
est un processus gaussien stationnaire de mesure spectrale iJi2v, où l'on a 
posé 

J(z) = L J(n)zn. (4.3) 
nEZd 

Preuve : Pour nE zd, on a 

ce qui entraîne que, presque sûrement, la série l::kEZd J ( n - k) zk converge 
absolument est donc que yn est bien définie. On a donc 

ynyp = 2::: J(n- k)J(p --l)zk zl 
k,lEZd 

Mais la fonction (w, k, l) H J(n-k)J(p-l)Zk zt est intégrable par rapport 
au produit de P par la mesure de comptage sur (Zd)2, puisque 

Donc l'intégrale par rapport à la mesure produit est majorée par 

(L IJ(n)I)2IE(zo)2. 
nEZd 

D'après le théorème de Fubini, on a donc 

JEynyp = 2::: J(n- k)J(p -t)JEzk zt 
k,lEZd 

L J(n- k)J(p -l) 1 zk-t dv(z) 
k~EZd U 

1 L J(n- k)zk-nJ(p -l)zP-lzn-p dv(z) 
u k,t~~zd 

1iJ(z)i2 zn-p dv(z) 

• 
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On en déduit aisément le fait suivant : Pour tout n Xn est un processus 
gaussien stationnaire admettant une densité spectrale un(z) fournie par la 
récurrence suivante : u0 vaut 0 (c'est la densité spectrale de X 0 ) et 

hn A 2 
'ï/ z ElU, Un+l(z) = (1- 2J(z)) Un(z) + hn (4.4) 

Comme ] est intégrable À( { J = 0}) = O. On peut donc poser Vn = Un- ]. 
On a alors 

A 2 

( hnJ)2 hn 1-. 
v 1-- +-

n 2 4 
A 2 

A hnJ h A 

Vn(1- hnJ(1- 4 )) + ; J 

On utilise aussi le lemme qui suit 

Lemme 40. Soit (3 > 0 tel que 

(3< 1 
SUpn~O hn 

Soient ( Wn) et (En) deux suites positives telles que 

\ln ~ 0 Wn+l :s; (1 - fJhn)Wn +En 

Alors 
n 

'ïln ~ 0 Wn+l :s; Wo exp( -f3tn) +exp( -f3tn) L exp((Jtk)Ek 
k=O 

Preuve : On pourra se rapporter à l'ouvrage de Duflo [16], p. 144 . 

• 

(4.5) 

(4.6) 

Nous allons maintenant nous attacher à montrer la convergence dans L1 

de Un vers ], ce qui, d'après le lemme 26, entraînera la convergence en loi 
désirée. 

On note llllloo = sup{ J(z); z E UJ}. Soit K vérifiant 0 < K < 1 et p ~ 0 
tel que Vn ~ P hn11f11oo :s; K. 

D'après ( 4.6), on a, pour tout n ~ p 

A. }(z) 2 lvn+ll :s; lvnl(1- J(z)(1- K)hn) + -
4
-hn 

Si l'on pose En= !~z) h~ et (3 = J(z)(1- K), on peut alors appliquer le lemme 
40 à partir du rang p, et l'on a alors Vn 2: p 

A n 
A J(z) """" A 2 lvn+l(z)l :s; lvp(z)l exp( -J(z)(1- K)(tn- tp_l)) + -

4
- LJ exp(J(z)(1- K)(tk- tn))hk 

k=p 
(4.7) 



130 CHAPITRE 4. DISCRÉTISATION DE L'E.D.S. ET SIMULATION 

1. Sous l'hypothèse (l2 ), cela entraîne 

(4.8) 

où K 1 = ~ Lk2:p h~. Montrons que Vn tend presque partout vers O. Soit 

z tel que J(z) > O. Il est facile de voir que le premier terme de la somme 
du membre de droite de l'équation ( 4. 7) tend vers zéro. Reste à voir 
que 

n 

L exp(J(z)(1- ~)(tk -· tn))h% 
k=p 

tend vers O. Posons dn,k = exp(J(z)(1- ~)(tk- tn))h~ pour k ~ net 
dn k = 0 si k > n : on a , 

n +oo 
Vn 2: p, L exp(J(z)(1- ~)(tk- tn))h% = L dn,k· 

k=p k=p 

À k fixé, on a limn-+oo dn,k = O. Mais 

Comme la suite h~ est sommable, le théorème de convergence dominée 
pour la mesure de comptage nous dit que 

lim Vn+l =O. 
n-++oo 

Le théorème de convergence dominée pour la mesure de Haar sur 1IJ 
montre alors que Un converge en moyenne d'ordre 1 vers ],ce qui achève 
la preuve sous l'hypothèse (l2 ). 

2. Sous l'hypothèse (M), la preuve est plus délicate. 
On pose 

n 1 

t -""n,"( - L....J k'Y 
k=1 

Le lemme suivant est fondamental. 
Lemme 41. 

Vry E]O, 1[ VS> 0 :3K1 , K2 2: 0 VjJ E]O, S] Vn 2: 0 
n 1 1 n 1- 7 K2 L k27 exp(j3(tk,7 - tn,7 )) :::; {j(K1 exp( -(1- rJ)f3

1 
_

1
) + n'Y) 

k=l 

(4.9) 
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Preuve: 

Tout d'abord, une comparaison série-intégrale donne facilement 

Soir r E]O, 1[. Nous allons couper la somme en deux, par 

n [rn]-1 n 

L:=L:+L: 
k=l k=l k=[rn] 

[rn]-·1 [rn]-1 

L k;'Y exp(f3(tk,'Y- tn,-y)) ::=; ( L k;'Y) exp(/3(t~n]-l- tn,7 )) 

k=l k=l 

On a, d'une part exp(/3(t~nj-l - tn,7 )) :::; exp( - 1~7 (1 - r 1- 7 )n1
- 7 ). 

D'autre part, en appliquant l'inégalité de Holder aux suites 1 et k- 21' 

avec p = ~' on obtient 

Soit <5 > 0 

[rn]-1 2 
~ _]__ < (~ )'Y(rn)1- 7 
LJ k2'Y - 6 
k=l 

(rn) 1-'Y = 
1 -'Y _/3_<5(rn) 1- 7 :::; 

1 - 'Y exp(-13-<S(rn) 1- 7 ) 
/3<5 1 - 'Y (3<5 1 - 'Y 

On en déduit 

On prend par exemple <5 = 1 et r tel que 2r1-'Y = rJ et l'on pose 
KI= (~

2

) 7 (1- "f). 
Étudions à présent l'autre terme. On suppose dans un premier temps 
que l'onan~ ~· 
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2:....1 L k2'Y exp((J(tk,'Y- tn,"()) 
k=[rn] 

1 n fJ . 
< -- """' exp(--((k + 1)1

-"'- (n + 1)1
-"')) 

[rnJ2"' ~ 1 - 'Y k=[rn] 
n-[rn] 

< r 
1

12 2::: exp( _!!_-((n- k + 1) 1
-"'- (n + n1

-')) 
rn 1 1- 'Y ' 

k=O 
1 n-~~ fJ k 

< L exp( ---(n + 1) 1
-- 1 ((1- --) 1

-'- 1)) 
[rn F' k=O 1 - 'Y n + 1 

Comme la fonction x H x1- 1 est concave, on a 

Vx E [0, 1] (1- x) 1
--1 - 1 ~ -(1- "f)X. 

On en déduit 

~ 
1 1 

n-[rn] 

L k21 exp((J(tk,'Y- tn,1 )) < [rnJ2' Lk--O exp( -(J(n + 1t'k) 
k=[rn] 

1 +~ 
< [rnJ2"' ~exp( -(J(n + 1t"' k) 

< - 1
-(1- exp(-(J(n + 1t'))-1 

[rnJ2"' 

Comme x H 1- exp(--x) est concave et que l'on a /J(n + 1)-1 ~ S, si 
l'on pose Ks = 1 -ex~(-S) > 0, on a 

D'autre part, à r fixé, on peut trouver une constante Cr telle que 

1 
Vn >- r 

n+ 1 Cr --<
[rnj2 - n 
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On a alors 

n 1 1 L k2'Y exp(;J(tk,'Y- tn,'Y)) < --(1- exp( -;J(n + 1)-'Y))-1 
[rn] 2'Y 

k=[rn] 

< _1 __ ( n+ 1 
2

)'Y 
;JKs rn- 1 
1 Cl 1 <---
;3 Ks n'Y 

Maintenant, sin::; ~' on a de toute évidence 

On voit donc qu'on peut poser 

et que l'on a alors l'inégalité désirée . 

• 
On peut alors prouver la convergence du système. L'inégalité ( 4. 7) reste 
valable. On applique alors le lemme 41 avec ;3 = J(z)(1 - "') et 
S = 1111ioo(1- "')· On obtient Vn 2: p VBI}(z) =/= 0 

( + 1)1-'Y l-'Y 
< lvp(z)l exp( -J(z)(1- "') n 

1 
- p ) 

-"( 

K 1 A n 1-'Y 
+ 4 ( 1 _ "') exp (- ( 1 - 17) ( 1 - "') J ( z) 1 _ 'Y ) 

K2 1 
+ 4(1- "')n'Y 

Il est facile de voir qu'il existe des constantes A' et B' indépendantes 
de v0 telles que 

Vz ElU lvp(z)l :S A'lvo(z)l + B' 

On en déduit que pour tout c E]O, 1[, il existe des constantes A, B, C 
indépendantes de v0 telles que 

~ n 1 -'Y C 
Yn 2: 0 Yz E lUif(z) =/= 0 lvnl < (A+ Blvol) exp( -(1- c)J(z)--) +-

- 1 -'Y n"~ 

(4.12) 
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Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème de convergence dominée pour 
constater que Un converge en moyenne d'ordre 1 vers } . La convergence 
en loi s'ensuit grâce au lemme 26 . 

• 
4.2.2 Vitesse de convergence 

En l'absence de transition de phase 

Théorème 4.2. On note Jln la loi de la variable aléatoire Xn définie par 
X 0 = 0 et la récurr·ence ( 4.1). On note Jloo la loi gaussienne centrée de 
densité spectrale } . On suppose que J ne s'annule pas sur lU, ou, de manière 
équivalente 

a= inf J >O. 
zE1U 

On suppose que la suite hn s'écrit hn = ~, avec J<C > ! ou hn 
1 E]O, 1[ et J<C > O. Alors 

avec 

Preuve : On va en fait montrer le résultat sous les hypothèses plus 
générales suivantes : il existe un entier n0 , un réel M > 0 et une fonction 
cp E C1 ([n0 , +oo[) satisfaisant à : 

1. Vn 2: no hn = </>(ln)-. 

2. <P est croissante de limite +oo. 

3. Vn 2: n0 cp(n + 1)::; Mcp(n) 

4. Vx E [no, +oo[ <P'(x) ::; ~ 

On peut toujours supposer que l'on a hno ::; llllloo. D'après le lemme 40, 
on a pour tout n 2: n0 

et 

llvn+llh :S llvnolh exp( -i(tn- tn0 -l)) + iiJ1Ioo t exp(~(tk- tn))h~ 

Posons 

1t dt 
F(t) = no cp(t) 

k=no 

(4.13) 
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On a 
g'(t) = ~-1-- 2 cp'(t) > 0 
g(t) 2 cp(t) cp(t) -

Ainsi g est une fonction croissante. Ainsi pour tout n 2: n 0 , on a 

( a ( a ) h~+l h~+l 
exp - 2 tn- tno-d) S exp( -2·F(n + 1 ) = g(n + 1) S g(no + 1) 

n n 

L exp(~(tk- tn))h% < L exp(~(F(k + 1)- F(n + 1))h% 
k=no k=no 

n 
2 a ""' a 2 < M exp(-

2
F(n+ 1)) L...t exp(

2
F(k+ 1))hk+l 

k=no 
a 1n+2 < M 2 exp( --F(n + 1)) g(t) dt 
2 no+l 

Posons 

1

n+2 
I = g(t) dt. 

no+l 
Une intégration par parties donne 

a 2 1 1n+2 a 2 cp'(t) 
I = [exp(-F)--]n+2 + exp(-F(t))---

2 a cp no+l no+l 2 a cp2(t) 

Mais, comme cp' :::; ~, on a 

a 2 1 11n+2 a 1 
I S exp ( 2 F ( n + 2)) ;; cp ( n -+~ + 2 no+ 

1 
exp ( 2 F ( t)) cp2 ( t) , 

soit 
a 2 1 1 

I S exp( -F(n + 2))- ( ) + -!. 
2 acpn+2 2 

On a donc 

n 

L exp(~(tk- tn))h% < 
k=no 

4.1\;(2 a 
-exp( -F(n + 2)- F(n + 1))hn+2 

a 2 

4M2 a 
< ~-exp( 2hn+I)hn+2 

4M2 a 
< -a- exp(2hno+l)hn+l 
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Ainsi, pour n > n0 , on a 

où l'on a posé 

hno-t-1 Il Il 4M
2 

(a ) N = -( --1) Vno 1 + -- exp -2 hno-t-1 ' 
g no+ a 

ce qui en vertu du lemme 26 achève la preuve . 

• 
Ainsi, on voit que dans l'échelle des suites de la forme hn = ;'?;, avec 

1 E]O, 1[, le choix qui permet d'assurer la plus grande rapidité de convergence 
est obtenu pour r = 1 et "' suffisamment grand. On voit que dans ce cas la 
liberté de choix de "' ("' 2: ~) décroît lorsque le trou spectral a diminue, ce 
qui est naturel. 

En présence de transition de phase 

Nous allons voir que l'on peut obtenir une majoration de la vitesse de 
convergence en faisant certaines hypothèses sur .Î analogues à celles faites 
aux chapitres 1 et 2. Nous faisons ici le choix de prendre une suite de pas 
(hn)n?.O de type n\. Sous ces hypothèses, nous déterminerons quelle valeur 
de r E [0, 1 [ assure la convergence asymptotique la plus rapide. 

Théorème 4.3. Pour la suite hn = n\ ,on note /-ln la loi de la variable aléa
toire Xn définie par X 0 = 0 et la récurrence (4.1). On note /-loo la loi gaus
sienne centrée de densité spectrale]. On pose, pour (01 , ... , Od) 

f( ll {) ) _ JA( ill[ i(Jd) u1, ... , d - e , ... , e 

On suppose que f s'annule en un unique point x 0 de]- 7T,7T]d et qu'il existe 
do < d tel que 

Alo·rs, on a 
d(p,n, !-loo) = O(n-7

), 

OÙ l'on a posé T = inf((1- {)(fa - 1), /). 

T est maximal pour le choix de r = 1 - ~, on a 

do 
T= 1--

d' 

de sorte que 
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Preuve: 
Quitte à faire une translation sur l'intervalle d'intégration dans ce qui 

suit, on peut supposer que l'on a x 0 = O. On en déduit l'existence d'une 
constante m > 0 telle que Vx E [-1r, +1r]d f(x) 2: mlxldo. 
De (4.12), on déduit l'existence de A, B, C, D indépendantes de v0 tels que 

On note K = Ill- uoÎIIoo = llvoÎIIoo· On a 

llvnlh :s; 1 (A+ KB
1

j
1

;:) exp( -Dit'Jidon1
- 1 )dt9 + ~. 

[ --?r ,?r]d 

D'où 

llvnlll :s; r (A+ KBI !1;:) exp( -Dit'Jidonl·-"f)dt'J + E__ J B(0,1rVd) l1 0 n'Y 

On fait un passage en coordonnées polaires 

:r.::.!_ 
On fait le changement de variables r = tn do • On obtient 

On pose alors 

et 
B l+oo C2 = -- td-do-l exp( --Dtd0 )dt. 

21rm 0 

On a alors 

La deuxième assertion découle alors du lemme 26 . 

• 
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Remarque La dernière équation peut s'écrire 

1 1 A Cf c JJvnJJ1 ~ ---d -(C2JJuJ- 1JJoo + -) +-
(tn,)'lo- 1 tn,"f n"~ 

(4.15) 

Le premier terme de la somme semble correspondre avec la vitesse du système 
stochastique pour lequel on avait une vitesse en ---}---;- et le second terme au 

tTo-l 

pas hn de l'approximation. 

4.3 Influence de la condition initiale 

Lors de l'étude de l'équation différentielle stochastique, l'écriture 

nous avait permis d'écrire Xt comme la somme d'un terme purement sto
chastique indépendant de la condition initiale et d'un terme déterministe ne 
dépendant que de la condition initiale. Le lemme suivant montre qu'on peut 
faire de même ici. 

Lemme 42. Pour xE Bp et JE Ap, notons X(x) la suite définie par X~x) = 
x et la récurrence 

(4.16) 

Alors, X(x) admet la décomposition 

où la suite déterministe e(x) est déterminée par la récurrence e~x) = :r et 

( 4.17) 

soit 

n-1 h 
e~x) = rr (Id- 2k J)x (4.18) 

k=O 

Preuve : La preuve étant immédiate, c'est plutôt un commentaire : à 
w fixé, l'équation de récurrence est une équation affine. Classiquement, on 
exprime toute solution comme somme de la solution de l'équation linéaire 
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associée avec la même condition initiale x et de la solution de l'équation 
affine à condition initiale nulle . 

• 
Puisque le terme stochastique x~O) a été étudié à la section précédente, 

il ne nous reste plus qu'à étudier la partie déterministe. Nous nous sommes 
placés comme au chapitre 3 dans les espaces Bp : dans les cas où nous avons 
su prévoir le comportement du modèle continu, nous voulons obtenir pour le 
système discret le même type de résultats. 

Lemme 43. Soit A une algèbre de Banach dont on note e [7élément neutre 
pour la multiplication, (hn)n>o une suite à termes posit~fs de limite nulle et 
JE A. Si l'on a noté 

n-l 

tn == Lhk, 
k=O 

on peut définir une suite (Un)n;:::o d'éléments de A vérifiant 

n-1 hk tn I1 (e- 2 1) =Un exp( - 2 J). 
k=O 

On a les résultats suivants : 

1. Si L:k;:::o h~ < +oo, alors Un converge dans A vers un élément U. 

2. Si L:k;:::o h~ = +oo, alors il existe des constantes K, L > 0 telles que 

n-1 

Yn 2: 0, li Un li:::; Lexp(KL h~) ( 4.19) 
k=O 

Preuve : On a évidemment 

t n-1 h n-1 h h 
Un =exp(; J) rr (e- 2k J) = rr (e- 2k J) exp( 2k J) 

k=O k=O 

( 4.20) 

Mais on sait que pour !lxii < 1, on a 

exp(ln(e +x))= e +x, 

où l'on a posé 
( 1)k+1 

ln ( e + x) = L - k xk. 
k21 

Si pest tel que pour n 2: p, on a ~11111 < 1, alors pour n 2: p, on a 

n-1 h h 
Un = Up exp "\:""' (....!:..]+ln( e - ....I:..J)) 

~ 2 2 
k=p 
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Mais 

llln(e +x)- xli IlL ( --1~k+l xkll 
k?_2 

< L ~llxllk 
k?_2 

< "'""~ll:rllk ~2' 
k?_2 

On en déduit qu'il existe une constante K telle que pour n ;:::: p 

Il ~n 1 + ln(e- ~n-J)fl ::; Kh;. 

Si L:k>O h~ < +oo, alors la série de terme général h2n J + ln( e - ~Ï J) est 
absolu~ent convergente. Si l'on noteS== l:n?_p 4j~J + ln(e- h2 J) la somme 
de la série , on a 

lim Un= Up exp(S). 
n-too 

Sinon, on a quand même 

n-1 

IIUnll ::; IIUPII exp(K L h%), 

ce qui entraîne aisément (4.19) . 

• 

k=p 

Nous avons maintenant les outils nécessaires à l'obtention des résultats 
analogues à ceux du chapitre 3. 

4.3.1 Comparaison des systèmes discret et continu 

Nous voulons ici, sous des hypothèses convenables sur la suite des pas 
hn, comparer le comportement asymptotique du système discret et celui du 
système continu pour une même condition initiale. 

Théorème 4.4. Soit J E Aa. On suppose que (hn)n>o est de carr·é sommable 
et est correctement initialisée. Précisément, on suppose que l'on a 
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Pour x E Ba,o 7 on note 11~x) la loi de XAx). On rappelle que J-Lf désigne la loi 
de la solution du système continu au temps t avec x comme condition initiale. 
Soit s E ker J. Les deux propriétés qui suivent sont équivalentes. 

1. 

(4.21) 

2. 

( 4.22) 

Preuve : Remarquons tout d'abord qu'il suffit de montrer cette équiva-
1 0 E ff t ·k J s+x x t (s+x) (x) ence pour s = . ne e , pour s E . er , on a f-Lt = Tsltt' e f-Ln = Tsftn , 

ce qui permet de déduire la propriété pour s E ker J de s = 0 en composant 
par T8 et L 8 • Lors de la preuve du théorème 3.3, on avait remarqué que (4.21) 
du système était équivalente à la propriété 

lim exp( _!J)x-+ O. 
t-too 2 

(4.23) 

De même, en combinant le théorème 4.1 et le lemme 42, on voit que (4.22) 
est équivalente à 

n-l h 
lim [l(e- _3_J)x = 0 

n--+oo 2 
k=O 

( 4.24) 

Comme 
n-1 hk tn 
[l (e- 2"J)x =Un exp( - 2 )x 
k=O 

et que, d'après le lemme 43, Un est convergente, on en déduit que ( 4.21) 
entraîne (4.22). 
Réciproquement, remarquons que 

signifie que pour tout n, ii~J!IAa < 1, ce qui implique que e - ~J est 
inversible. Par suite Up est inversible, de même que U = Up exp(S), où S 
a été défini lors de la preuve du lemme 43. Par le même raisonnement que 
précédemment, on en déduit que (4.24) entraîne 

lim exp(- tn J)x = 0 
n-too 2 
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Pour t 2: 0, on note n(t) le plus petit entier k tel que tk 2: t : il est clair que 
limt-too n(t) = +oo. Mais 

Or 

et 

t 1 in(t) 
exp( - 2J)x = exp( 2(tn(t)- t)J) exp( --

2
-J)x 

limexp(- tn(t)_J)x = 0 
2 

1 1 
JI exp( 2 (tn(t) - t)J) Il :S exp( 2IIJIIAa (r;l:; hn) ), 

ce qui entraîne (4.23), qui est équivalent à (4.21) . 

• 
4.3.2 Vitesse de convergence 

Nous allons énoncer un lemme analogue au lemme 35. 

Lemme 44. Pour· T > 0, on pose 

EJ,r = {v E Ba Vz E spec v J E U[r, +oo]}. 

Si 'U = v + s avec v E E J,r et s E ker J, on a pour tout E > 0 

n-1 h 
Il IJ(1-· 

2
k J)'u- sllsa = o(e-(~-E)tn). 

k=O 

Preuve: On a 
n-l ·rr hk (1- -J)u 
. 2 
k=O 

nrr·-1 hk niT-1 hk 
(1- ?:J)v + (1- ?:J)s 

k=O k=O 

nrr-1 hk 
(1- ?:J)v + s 

k=O 

Donc 

n-1 h 
Il II (1 -

2
k J)u- sllsa 

k=O 

n-1 h 
Il II (1 -

2
k J)vllsa 

k=O 

li Un exp(-- t; J)vllsa 

< IJUniiAa Il exp(- t; J)vllsa 
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D'une part, d'après le lemme 35, on a 

t (T ")t Il exp(-; J)vi!Ba = o(e- 2--2 n). 

Mais le lemme 43 nous enseigne que 
n-1 

I!UniiAa = O(exp(K L h%)). 
k=O 

Comme hn ---+ 0, on a hn » h~. Mais comme la série à termes positifs de 
terme général hn est divergente, on a 

n-1 n-1 

tn = Lhk » Lh% 
k=O k=O 

Donc pour n assez grand, on a 

soit 

ce qui entraîne 

puis finalement 

n-1 

Il II (1- ~k J)u- siiBa = o(e-(~-~0)tn). 
k=O 

• 
Vitesse de convergence en l'absence de transition de phase 

Théorème 4.5. On suppose que J E s:, avec a > 1 et que Re J nes 'annule 
pas sur lUa. On pose b = infu" Re J et a= infu J. Pour la suite hn = ; avec 

K, 2:: ~,on note J-L~x) la loi de la variable aléatoire Xn définie par Xo = x E 

Ba et la récurTence (4.1}. On note f-too la loi gaussienne centrée de densité 
spectrale ] . Alors, il existe une constante K > 0 telle que pour tout é > 0, il 
existe une constante L" telle que 

'tfx E Ba,o 'tin 2:: 1 (x) 1 1 1 d(J-Ln , f-too) :S K- + L"jlxl Ba (b-<)~< 
n n-2-
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Preuve: 
D'après le lemme 42, on a x~x) = e~x) + x~O)' d'où 

On a déjà montré dans le théorème 4.2 que d(!-i~o), !-Loo) = 0(~). De plus, 
d'après le lemme 43, il existe une constante Z telle que pour tout n, on ait 

lle~x) liB, ~ Z exp(- t; J) liA, li x liB, 
'-' 

Comme tn =!);ln n + 0(1), le lemme 30 permet alors de conclure . 

• 
Théorème 4.6. On suppose que JE Aa, avec an= 1 + 211 lnl 11 et 'T} >O. On 
suppose également que ReJ ne s'annule pas sur 1lJ, On pose b = inf1U J Pour 
la suite hn = ~ avec !); ~ t, on note 1-L~x) la loi de la variable aléatoire X n 
définie par X 0 =xE B 11 et la récurrence (4.1). On note /-Loo la loi gaussienne 
centrée de densité spectrale ] . Alors, il existe une constante K > 0 telle que 
pour tout c > 0, il existe une constante Le telle que 

Preuve: 
D'après le lemme 42, on a x~x) = e~x) + x~O)' d'où 

On a déjà montré dans le théorème 4.2 que d(p~o), !-Loo) = 0(~). Le lemme 
44 permet alors de conclure, puisqu'ici EJ,b = Ba· 

• 
En présence de transition de phase 

Théorème 4. 7. Soit J un potentiel. On suppose que J E Aa, avec 
an = 1 + 211 lnl 11 et 'T} > O. On pose, pour (BI, ... , (}d) 

!((} (} ) _ J~( iB1 iBd) 1, ... , d- e , ... ,e 

On suppose que {z E 1U Î(z) = 0} = {0} et qu'il existe A E Gld(R) et 
d0 < d tels q'u'on ait : 

limx-tof(x)IIAxll-do >O. 
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Pour la suite hn = n 1 ~~, on note J-l~x) la loi de la variable aléatoire Xn définie 

par Xo = x E Ba et la récurrence (4 .1). On note Poo la loi gaussienne centrée 
de densité spectrale } . Alors, si x E Ba,o s'écrit x = u + s avec s E ker J et 

inf { J ( z); z E spec u} > 0, on a 

d(p,~x), T8 JL00 ) = 0( -i-), 
--1 

t~O 

où l'on a 

soit 

Preuve: 
D'après le lemme 42, on a x~x) = e~x) + x~O)' d'où 

On a déjà montré dans le théorème 4.3 que d(p~o), p,00 ) = O(n1 ~ilj ). En 

appliquant le lemme 44, on constate qu'il existe c > 0 tel que 

ce qui permet alors de conclure . 

• 
4.4 Simulation informatique 

Le but de cette section est de mettre concrètement en œuvre sur un 
exemple significatif l'algorithme décrit dans ce chapitre. On étudie les poten
tiels sur le réseau Z3 dont l'interaction est spécifiée par 

{ 

~ wf si A= { i} 
J,h,(3 1 . . . . . 

cl> A (w) = - 6wi,uj s1 A= {~,)},2 f. J 

0 · sinon 

( 4.25) 

En d'autres termes, on a J(O) = K, J(k) =-~pour llkll = 1 et J(k) = 0 
pour llkll > 1. Pour K = 1, c'est le potentiel harmonique déjà mentionné au 



146 CHAPITRE 4. DISCRÉTISATION DE L'E.D.S. ET SIMULATION 

chapitre 2 . Comme }(1) = 0, il y a transition de phase et les vecteurs don! 
toutes les coordonnées sont égales sont dans ker J. A l'inverse, si K > 1; J 
est strictement positive sur 1U et ker J ne contient aucune suite à croissance 
lente. 

4.4.1 Choix de l'environnement de développement 

Le but de notre application étant essentiellement d'illustrer notre propos, 
les priorités étaient pour nous 

1. que le programme tourne sur des systèmes répandus. 

2. que le programme tourne sur des machines -relativement -peu puis
santes. 

3. que l'interface utilisateur soit simple sans que cela coûte trop d'efforts 
de programmation. 

Nous avons donc choisi d'écrire un programme tournant sous les versions de 
Windows de la 3.0 à Windows 98. Le langage de programmation choisi est 
Delphi, produit de la société Inprise (anciennement Borland). Delphi est une 
extension orientée objet du langage Pascal. 

4.4.2 Description du programme 

- Le menu Paramètres permet de consulter ou de modifier trois para
mètres. 
- Le paramètre Interaction propre permet de spécifier la valeur de K. 

Sa valeur par défaut est 1. 
- La condition initiale choisie est un vecteur dont toutes les coordon

nées sont égales. Le menu Condition initiale permet de donner cette 
valeur. Par défaut, elle vaut zéro. 

- Le germe aléatoire est un "entier long" codé sur 4 octets servant à 
initialiser le générateur de nombres aléatoires. Dans le jargon pro
babiliste, c'est w! Sa valeur par défaut est zéro. La valeur n'est pas 
affectée par une expérience aléatoire, de manière à faciliter la compa
raison du comportement du système pour un même w et des condi
tions initiales ou des valeurs de l'auto-interaction distinctes. 

- La commande Calcul lance une simulation pour les paramètres spécifiés. 
- Le menu Fichier permet de sauvegarder l'image obtenue par une expé-

rience aléatoire 
- sous forme d'un fichier bitmap (*.BMP) avec la commande Enregis

trer 
- dans le presse-papier grâce à l'option du même nom. 
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- sur papier avec la commande Imprimer. 
-- Informations donne le nom du programme, éventuellement sa version 

( !), et le nom de son auteur. 

4.4.3 Contraintes mathématiques et techniques 

Il est évident qu'on ne peut stocker dans la mémoire d'un ordinateur, 
aussi puissant soit-il, un état quelconque d'un système infini, même si l'on 
accepte d'approcher les réels par un codage quelconque. Et même si l'on ne 
veut observer qu'une partie finie du système - qui peut prétendre vouloir 
embrasser l'univers du regard! - il demeure un problème de fond lié à la 
structure spatio-temporelle des équations de récurrence du système : en effet, 
la connaissance de l'état du système à l'instant tn+l dans le volume 

nécessite celle du système à l'instant tn dans le volume 

[-(Bx + 1), Bx + 1] x [-(By + 1), By + 1] x [-(Bz + 1), (Bz + 1)]. 

Ainsi, si l'on veut pouvoir afficher l'état du système dans le volume A au 
temps tn, il faut une taille mémoire de l'ordre de 

(2Bx + 2n + 1)(2By + 2n + 1)(2Bz + 2n + 1). 

Ici, on a choisi de prendre n = 15, Bx = By = 25, Bz = 0 et de coder chaque 
réel sur 4 octets : la taille nécessaire est déjà de 

4 * (81 * 81 * 31) octets = 813 564 octets= 795 Ko. 

Bien sûr, cette quantité est peu importante au regard des capacités de sto
ckage des ordinateurs actuels, mais il faut se rendre compte que ces quantités 
doivent être abondamment manipulées, ce qui est coûteux en temps machine 
- ce qui n'est pas le cas pour un logiciel de traitement de texte, où l'utilisa
teur ne modifie qu'une petite partie du texte à la fois. Nous calculerons un 
peu plus loin une estimation du temps de calcul. 

4.4.4 Description de l'algorithme 

Afin de pouvoir comparer le comportement du système pour J = 1 et 
pour J > 1, il convient de prendre une même suite de pas (hn)n?.l convenant 
dans les deux cas. Le modèle pour lequel la convergence est la plus lente 
étant le modèle harmonique, il convient de choisir la suite (hn)n?l optimale 
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pour lui : d'après le théorème 4.3, la meilleure suite parmi celles que nous 
avons étudiées est 

avec 

1 
h = --

n n'Y' 

do 2 1 
'Y= 1 - d = 1 - 3 = 3' 

On se fixe dès le départ le nombre d'itérations niter que l'on veut effectuer 
et le volume 

dont on veut étudier le comportement. On initialise chaque spin du volume 

À la n ième étape, on calcule l'état du système dans le volume 

[·-(Bx + niter- n), Bx + niter- n] X [-(By + niter- n), By + niter- n] 

x [-(Bz + niter- n), Bz + niter- n] 

en fonction de l'état du système dans le volume 

[-(Bx + 1 + niter- n), Bx + 1 + niter - n] x [-(B11 + 1 + ni~er- n), Bv + 1 + niter -- n] 

x [-(Bz + 1 + niter- n), Bz + 1 + niter- n] 

au temps n -- 1 et de la formule de récurrence ( 4.2) qui s'écrit ici 

X k = Xk _ 0n(KXk _ ~ ""' vi) fh k 
n+l n 2 n 6 L...J ~'\.n + V ltnTJn 

i,llk-ill=l 
( 4.26) 

Les variables aléatoires TJ~ qui sont, rappelons-le, des variables aléatoires gaus
siennes centrées indépendantes sont simulées grâce à l'algorithme polaire, une 
variante de l'algorithme de rejet dont on trouvera par exemple une descrip
tion dans le livre de Petritis [35]. Cet algorithme simple à mettre en œuvre 
possède l'avantage de simuler deux variables aléatoires gaussiennes indépen
dantes chaque fois qu'il est exécuté. À chaque appel de l'algorithme, on met
tra donc en mémoire la deuxième valeur calculée afin d'éviter des itérations 
inutiles. 
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4.4.5 Évaluation du temps de calcul 

Les opérations élémentaires à effectuer étant les mêmes pour chacun de 
X~ que l'on doit calculer, le temps de calcul est donc proportionnel au nombre 
de X~ à calculer. Le petit raisonnement fait à la section précédente nous 
indique pour quels points de l'espace-temps il convient de calculer x~ 1 :c'est 

{ (k, n) E zd x N, d(k, A) :::; niter- n }. 

Ainsi, pour calculer l'état d'un parallélépipède rectangle A de côtés h x l2 x h 
après niter itérations, if faut un temps machine proportionnel à 

ni ter 

2: (h + 2k)(l2 + 2k)(l3 + 2k) 
k=O 

Cette formule permet donc d'estimer le temps de calcul nécessaire, à un 
facteur près dépendant de la machine. Ainsi, pour notre programme, nous 
avions choisi h = l2 = 51 et niter = 15. À titre indicatif, signalons que ce 
calcul a pris 32 secondes sur un Pentium MMX 233. 

4.4.6 Résultats obtenus 

Le graphique ci-dessous représente les images obtenues pour le modèle 
harmonique (K = 1) avec pour conditions initiales les suites identiquement 
égales à -1 pour le diagramme de gauche,O pour celui du milieu et 1 pour 
celui de droite. 

1 Dans le cas qui nous intéresse, ce n'est pas complètement optimal, ,car les sommets en 
diagonale n'interagissent pas, mais cela n'augmente pas de beaucoup le calcul. 
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Il est immédiat à l'oeil que ces trois images sont bien différentes. Afin 
d'avoir des données chiffrées, nous avons demandé à l'ordinateur de nous 
fournir la proportion de pixels dont l'intensité dépasse la valeur de saturation 
1. Nous avons obtenu respectivement 0.0261, 0.1717 et 0.5083. 

Observons si l'on obtient des résultats analogues pour un autre aléa : dans 
l'exemple précédent, le germe aléatoire était O. Pour le germe aléatoire 73, 
on obtient les images suivantes : 

Les proportions de saturation sont respectivement 0.0317, 0.1819 et 0.5148. 

Le graphique ci-dessous représente les images obtenues pour un modèle 
harmonique perturbé (K = 5) avec les conditions initiales -1,0 et 1. 
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Ici en revanche, les trois images semblent très proches on obtient les 
proportions de 0.0261, 0.0263 et 0.0263. 

Suivent les images obtenues pour l'aléa 73 : 

On obtient pour chacune des 3 images la proportion de saturation de 
0.0298. 

Les images et les chiffres sont éloquents. Sur ces exemples, on a pu obser
ver conformément à la théorie que la transition de phase se traduit par une 
forte dépendance à la condition initiale tandis que l'absence de transition de 
phase est concomitante à l'ergodicité du système. 
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Annexe A 

Code Source de l'application 

A.l fichier principal Quadyn.dpr 

program Quadyn; 

uses 
Forms, 
Dyna in 'DYNA.PAS' {Form1}, 
Ahoui in 'AHOUI.PAS' {AboutBox}; 

{$R *.RES} 

begin 
Application.CreateForm(TForm1, Form1); 
Application.CreateForrn(TAboutBox, AboutBox); 
Application.Run; 

end. 

A.2 Unité Ahoui.pas 

unit Ahoui; 

interface 

uses WinTypes, WinProcs, Classes, Graphies, Forrns, Controls, StdCtrls, 
Buttons, ExtCtrls; 

type 

153 
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TAboutBox = class(TForm) 
Panel1: TPanel; 
OKButton: TBitBtn; 
Programicon: Timage; 
ProductName: TLabel; 
Version: TLabel; 
Copyright: TLabel; 
Comments: TLabel; 

private 
{ Private declarations } 

public 
{ Public declarations } 

end; 

var 
AboutBox: TAboutBox; 

implementation 

{$R *.DFM} 

end. 

A.3 Fiche Ahoui.txt 

object AboutBox: TAboutBox 
Left = 200 
Top = 99 
ActiveControl = OKButton 
BorderStyle = bsDialog 
Caption = 'A propos' 
ClientHeight = 243 
ClientWidth = 298 
Font.Color = clWindowText 
Font.Height = -13 
Font.Name = 'System' 
Font. Style = [] 
PixelsPerinch = 96 
Position = poScreenCenter 
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TextHeight = 16 
object Panel1: TPanel 

Left = 8 
Top = 8 
Width = 281 
Height = 161 
Bevelinner = bvRaised 
BevelOuter = bvLowered 
TabOrder = 0 
object Programicon: Timage 

Left = 8 
Top = 8 
Width = 65 
Height = 57 
Picture.Data = { 
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07544269746D617076020000424D760200000000000076000000280000002000 
0000200000000100040000000000000200000000000000000000100000000000 
000000000000000080000080000000808000800000008000800080800000COCO 
C000808080000000FFOOOOFFOOOOOOFFFFOOFFOOOOOOFFOOFFOOFFFFOOOOFFFF 
FFOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOEE8787878EEEEEEE03F30878EEE 
EEEOOEE8787878EEEEEEE03F30878EEEEEEOOEE8787878EEEEEEE03F30878EEE 
EEEOOEE8787878EEEEEEE03F30878EEEEEE00887787877788888803F3088787E 
EEE00788787878878887803F3088887EEEE00788887888878887803F3088887E 
EEE00877888887788888703F308887EEEEE00888777778888888037883088888 
8EE007777777777777703787883087777EE00888888888888803787FF8830888 
888008888888888880378777778830888880077777777788037873F3F3F87808 
88E00888888888803787FFFFFFFF8830EEE00887777778800001111111111100 
EEE00888888888888899B999B99999EEEEE00888888888888899B9B99BB9B9EE 
EEE0088888888888899BB9BB99BB99EEEEE0078888888888899B999B999999EE 
EEE0087788888778899B9B9BB9BB99EEEEE00888778778888E9B9B9BB9999EEE 
EEE0088888788888EE9B99B9BB9BEEEEEEEOOEE8888888EEEEE999B9999EEEEE 
EEEOOEEEE888EEEEEEEE99BB999EEEEEEEEOOEEEEE8EEEEEEEEEE999B9EEEEEE 
EEEOOEEEEE8EEEEEEEEEEEE999EEEEEEEEEOOEEEEE8EEEEEEEEEEEEE99EEEEEE 
EEEOOEEEEE8EEEEEEEEEEEEE9EEEEEEEEEEOOEEEEE8EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE 
EEEOOEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO 
0000} 

Stretch = True 
IsControl = True 

end 
object ProductName: TLabel 

Left = 87 
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Top == 16 
Width = 145 
Height = 13 

ANNEXE A. CODE SOURCE DE L'APPLICATION 

Caption = 'Interactions quadratiques' 
Font.Color = clBlack 
Font.Height = -11 
Font. Name = 'MS Sans Serif' 
Font.Style = [fsBold] 
ParentFont = False 
IsControl = True 

end 
object Version: TLabel 

Left = 88 
Top == 40 
Width = 65 
Height = 13 
Caption = 'Version 1. 0' 
Font.Color = clBlack 
Font.Height = -11 
Font.Name = 'MS Sans Serif' 
Font.Style = [fsBold] 
ParentFont = False 
IsControl = True 

end 
object Copyright: TLabel 

Left == 8 
Top == 80 
Width = 117 
Height = 13 
Caption = 'Auteur: Olivier Garet' 
Font.Color = clBlack 
Font.Height = -11 
Font.Name = 'MS Sans Serif' 
Font.Style = [fsBold] 
ParentFont = False 
IsControl = True 

end 
object Comments: TLabel 

Left = 8 
Top = 104 
Width = 110 
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Height ::;: 39 
Caption = 'Programme d'#39'accompagnement de thèse.' 
Font.Color = clBlack 
Font.Height = -11 
Font.Name = 'MS Sans Serif' 
Font.Style = [fsBold] 
ParentFont == False 
WordWrap = True 
IsControl = True 

end 
end 
object OKButton: TBitBtn 

Left = 111 
Top = 178 
Width = 77 
Height = 27 
Font.Color = clBlack 
Font.Height = -11 
Font.Name = 'MS Sans Serif' 
Font. Style = [fsBold] 
ParentFont = False 
TabOrder = 1 
Kind = bkOK 
Margin = 2 
Spacing = -1 
IsControl = True 

end 
end 

A.4 Unité Dyna.pas 

unit Dyna; 

interface 

uses 
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SysUtils, WinTypes, WinProcs, Messages, Classes, Graphies, Controls, 
Forms, Dialogs, Menus, ExtCtrls,ClipBrd,Printers,ahoui; 

type 
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TForm1 = class(TForm) 
MainMenu1: TMainMenu; 
Fichier: TMenuitem; 
Paramtres1: TMenuitem; 
Autolnteraction1: TMenuitem; 
GermeAlatoire1: TMenultem; 
Affichage1: TMenuitem; 
Saturation1: TMenultem; 
Palette1: TMenuitem; 
Calcul1: TMenuitem; 
Enregistrer1: TMenuitem; 
Imprimer1: TMenultem; 
Conditioninitiale1: TMenuitem; 
Image1: Timage; 
SaveDialog1: TSaveDialog; 
infos: TMenuitem; 
Pressepapier1: TMenuitem; 
procedure Autolnteraction1Click(Sender: TObject); 
procedure GermeAlatoire1Click(Sender: TObject); 
procedure Conditioninitiale1Click(Semder: TObject); 
procedure Calcul1Click(Sender: TObject); 
procedure Saturatio:n1Click(Sender: TObject); 
procedure Enregistrer1Click(Sender: TObject); 
procedure infosClick(Sender: TObject); 
procedure Palette1Click(Sender: TObject); 
procedure Pressepapier1Click(Sender: TObject); 
procedure Imprimer1Click(Sender: TObject); 

private 
{ Private-déclarations } 

public 
{ Public-déclarations } 

end; 

var 
Form1: TForm1; 

implementation 

{$R *.DFM} 
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const cote_x=80; 
cote_y=80; 
cote_z=31; 
nb_iter=15; 
pp=-1; 

var deja:boolean; 
reserve,sature,auto,cond_init:real; 

bitmap:tbitmap; 
fichier:tfilename; 
ncalc:byte; 

function gauss:real; 
var u,v1,v2,s:real; 
begin; 
if deja then begin deja:=false; gauss:=reserve; end; 
repeat 
v1:=2*random-1; 
v2:=2*random-1; 
s:=sqr(v1)+sqr(v2); 

until s<1; 
u:~sqrt(-2*ln(s)/s); 

reserve:=v1*u; 
deja:=true; 
gauss:=v2*u; 

end; 

procedure eval(s:string;var resultat:real; 
var posi:integer); 
var expo,re,mantisse,pu:real; 

i,j,k,nexp,fin:integer; 
moins_un:boolean; 
sexp:string; 

begin 
while s[1]=' 'do s:=copy(s,2,length(s)-1); 
if s[1]='-' then 
begin 
s:=copy(s,2,length(s)-1); 
moins_un:=true; 

end else moins_un:=false; 

159 
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i:=pos('e' ,s); 
j :=pos( 'E' ,s); 
if (i=O) or (j=O) then 
begin 
i:=i+j; 
if i=O 
th en 
begin 
expo :=1; 
fin:=length(s); 
end 

el se 
begin 
sexp:=copy(s,i+1,length(s)-i); 
val(sexp,nexp,posi); 
expo:=exp(nexp*ln(10)); 
fin:=i-1; 

end; 
j: =pos ('. ', s); 
if j=O then 
val(copy(s,1,fin),mantisse,posi) 
el se 
val(copy(s,1,j-1),mantisse,posi); 
re:=mantisse; 

if j>O then 
begin 
pu:=1; 
for k:=j+1 to fin do 
begin 

pu:=pu/10; 
re:=re+(ord(s[k])-48)*pu; 

end; 
end; 
re:=re*expo; 
if moins_un then resultat:=-re 

else resultat:=re; 
end else posi:=i; 

end; 

function transf(r:real) :byte; 
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begin 
if r>sature then r:=sature else if r<-100 

then r:=-sature; 
if r>O 

then transf:=round(127+ln(1+r)/ln(1+sature)*127) 
else transf:=round(127-ln(1-r)/ln(1+sature)*127) 
end; 

procedure TForm1.Autolnteraction1Click(Sender: TObject); 
var s:string; 

code:integer; 

begin 
str(auto:8:4,s); 
s:=inputbox('Saisie de !''auto-interaction', 
'Entrez la valeur de !''auto-interaction', 
s); 
eval(s,auto,code); 

end; 

procedure TForm1.GermeAlatoire1Click(Sender: TObject); 
var s:string; 

code:integer; 
begin 
str(randseed:16,s); 
s:=inputbox('Saisie du germe aléatoire', 
'Entrez la valeur du germe' ,s); 
val(s,randseed,code); 

end; 

procedure TForm1.Conditioninitiale1Click(Sender: TObject); 
var s:string; 

code:integer; 
begin 

str(cond_init:8:4,s); 
s:=inputbox('Saisie de la condition initiale', 
'Entrez la valeur de la condition initiale',s); 
eval(s,cond_init,code); 

end; 
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procedure TForm1.Saturation1Click(Sender: TObject); 
var s:string; 

code:integer; 
begin 

str(sature:8:4,s); 
s:=inputbox('Saisie de la valeur de saturation', 
'Entrez la valeur de saturation',s); 
eval(s,sature,code); 

end; 
{procedure transformation;} 
procedure TForm1.Calcul1Click(Sender: TObject); 

type minitab=array[O .. cote_x,O .. cote_y] of single; 
pminitab=-minitab; 

var t1,t2,t3:pminitab; 
tab:array[O .. cote_z] of pminitab; 

i,j,k,n:byte; 
chaine:string; 
sran:longint; 

function moyenne:real; 
var ii,jj,kk:byte; 

s,w:real; 
begin 
w:=1/((cote_x-2*n+1)*(cote_y-2*n+1)*(cote_z-2*n+1)); 
s:=O; 
for ii:=n to cote_z-n do 
begin 
{t1-:=tab[ii]-;} 
for jj:=n to cote_x-n do 
for kk:=n to cote_y-n do 
{s:=s+(tab[ii]-[jj ,kk])*w; } 
if tab[ii]-[jj,kk]>sature then s:=s+w; 

end; 
moyenne:=s; 

end; 
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procedure change; 
var st:pminitab; 

i,j,k:shortint; 
hn:real; 

begin 

hn:=exp(-ln(n+l00)/3); 
t 1- : =t ab [n] - ; 
t2-:=tab[n+1]-; 
for i:=n+l to cote_z-(n+l) do 
begin 

t3-:=tab[i+1]-; 
{changer t 1} 

for j:=n+l to cote_x-(n+l) do 
for k:=n+l to cote_y-(n+l) do 
begin 
tl- [j ,k] : = (1-0. 5*auto*hn) *t2- [j, k] + 
0.5*hn* 

(t1-[j,k]+t3-[j,k]+t2-[j+l,k]+t2-[j-1,k] 
+t2-[j,k-1]+t2-[j,k+1])/6+gauss*sqrt(hn); 
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{if Ci in [23 .. 27]) and (j in [20 .. 60]) and (k in [20 .. 60]) then 
bitmap.canvas.pixels[cote*(i-23)+j, 
k] := 

transf(tl-[j,k]);} 
end; 

tab [i] -: =t 1-; 
st:=tl; 
tl :=t2; 
t2:=t3; 
t3:=st; 

end; 
inc(n); 

end; 

begin 
cursor:=crHourglass; 
new(tl); 
new(t2); 
new(t3); 
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for i:=O to cote_z do 
begin 
new(tab [i]); 
for j:=O to cote_x do for k:=O to cote_y do 
tab[i]-[j,k] :=cond_init; 

end; 
n:=O; 
sran:=randseed; 

for k:=1 to nb_iter do 
change; 

randseed:=sran; 
for j:=O to cote_x-2*n do for k:=O to cote_y-2*n 

do 
bitmap.canvas.pixels[j+n+ncalc*cote_x-(ncalc+1)*nb_iter,k+n] := 
transf(tab[cote_z div 2]-[j+n,k+n]); 

image1.picture.graphic:=bitmap; 
ncalc:=(ncalc+1) mod 3; 

str(moyenne:8:4,chaine); 
showmessage(chaine); 
cursor:=O; 
for i:=O to cote_z do dispose(tab[i]); 

dispose(t1); 
dispose (t2); 
dispose(t3); 

end; 

procedure TForm1.Enregistrer1Click(Sender: TObject); 
begin 
if savedialog1.execute then 
begin 
bitmap. savetofile (savedialog1. fil ename) ; 

end; 
end; 

procedure TForml.infosClick(Sender: TObject); 
begin 

aboutbox.showmodal; 
end; 

procedure TForm1.Palette1Click(Sender: TIJbject); 
var cou: arr a y [ 0 .. 255] of tpaletteentry ; 
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i:byte; 
begin 
{ for i:=O to 255 do 

begin 
cou[i] .pered:=O; 
cou[i] .pegreen:=i; 
cou[i] .peblue:=i; 
cou[i] .peflags:=pc_reserved; 

end; 
animatepalette(bitmap.palette,20,200,cou);} 

end; 

procedure TForm1.Pressepapier1Click(Sender: TObject); 
begin 

clipboard.Assign(bitmap); 
end; 

procedure TForm1.Imprimer1Click(Sender: TObject); 
begin 
printer.begindoc; 
printer.canvas.draw(O,O,bitmap); 
printer.enddoc; 

end; 

begin 
bitmap:=tbitmap.create; 
bitmap.width:=(cote_x-nb_iter)*3; 
bitmap.height:=cote_y; 
deja:=false; 
sature:=!; 
auto:=1; 
cond_init:=O; 

end. 

A.5 Fiche Dyna. txt 

object Form1: TForm1 
Left = 200 
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Top = 99 
Width = 435 
Height = 300 
Caption == 'Simulation d'#39'une interaction quadratique' 
Font.Color = clWindowText 
Font.Height = -13 
Font.Name = 'System' 
Font . Style = [] 
Menu = MainMenu1 
PixelsPerinch = 96 
TextHeight == 16 
object Image1: Timage 

Left = 0 
Top == 96 
Width = 456 
Height = 80 

end 
object MainMenu1: TMainMenu 

Left = 23 
Top = 65530 
object Fichier: TMenuitem 

Caption == 'Fichier' 
object Enregistrer1: TMenuitem 

Caption = 'Enregistrer' 
OnClick = Enregistrer1Click 

end 
object Imprimer1: TMenuitem 

Caption = 'Imprimer' 
OnGlick = Imprimer1Click 

end 
object Pressepapier1: TMenuitem 

Caption = 'Presse-papier' 
OnClick = Pressepapier1Click 

end 
end 
object Paramtres1: TMenuitem 

Caption = 'Paramètres' 
ShortCutText = 'Ctrl+P' 
object Autointeraction1: TMenuitern 

Caption = 'Auto-Interaction' 
OnClick = Autointeraction1Click 
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end 
object GermeAlatoire1: TMenuitem 

Caption = 'Germe Aléatoire' 
OnClick = GermeAlatoire1Click 

end 
object Conditioninitiale1: TMenuitem 

Caption = 'Condition initiale' 
OnClick = Conditioninitiale1Click 

end 
end 
object Affichage1: TMenuitem 

Caption = 'Affichage' 
object Saturation1: TMenuitem 

Caption = 'Saturation' 
OnClick = Saturation1Click 

end 
object Palette1: TMenuitem 

Caption = 'Palette' 
OnClick = Palette1Click 

end 
end 
object Calcull: TMenuitem 

Caption = 'Calcul' 
OnClick = Calcul1Click 

end 
object infos: TMenuitem 

Caption = 'Informations' 
OnClick = infosClick 

end 
end 
object SaveDialog1: TSaveDialog 

Left = 199 
Top = 113 

end 
end 
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