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Summary :

The aim of this work is the study of random fields on the lattice Z¢
associated to quadratic interactions.

Extending results of Dobrushin and Kiinsch, we first state simple criteria
for the existence and uniqueness of Gibbs measures associated with a given
quadratic interaction and verifying some conditions of support. We study
some topological properties of the set of parameters of the systems for which
there is existence and uniqueness. For d = 1, we study in detail the set of
Gibbs measures in case there is a phase transition — 4.e. non-uniqueness of a
Gibbs measure.

We then return to systems of arbitrary dimension. After having studied
the influence of the phase transition on the spacial decrease of the correlation
of the Gaussian Gibbsian field and on central limit theorems, we introduce
a gradient stochastic differential system associated to the interaction. We
establish that each pure phase — i.e. each extremal Gibbs measure — can
be obtained as temporal limit from the solution of the stochastic differential
equation for a set of deterministic conditions of which we give a description.
Thus the absence of a phase transition corresponds to the ergodicity of the
system. Moreover, we study the influence of a phase transition on the speed
of convergence.

Finally, we present a stochastic algorithm discretizing the differential sys-
tem which allows us to obtain pure phases as limits of an inhomogenous
Markov chain in discrete time. To finish, we implement this algorithm on a
computer and obtain an illustration of some of the previously demonstrated
theorems.

Keywords : Gibbsian fields , Gaussian fields, phase transition , infinite
dimensional diffusion, ergodicity, simulation, stochastic algorithm.
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Chapitre 0

Introduction

0.1 Sur la mécanique statistique en général

L’objet de la mécanique statistique est ’étude de systémes constitués
d’une infinité de composants en interaction. Plus précisément, il s’agit de
mettre en lumiére un lien entre le comportement microscopique du systéme
— i.e. la maniére dont I’état de chaque particule est influencé par celui des
autres, et son comportement macroscopique, autrement dit ses propriétés
globales.

Il est particuliérement significatif d’étudier des systémes vérifiant la los
de Boltzmann-Gibbs : si 'on se fixe un volume fini A et que 1'on connait
parfaitement I’état du systéme a l'extérieur de A , alors, la probabilité d’un
état dans le volume A est proportionnelle & e+, ot H, est une fonctionnelle
d’énergie appelée hamiltonien.

Un cadre mathématique rigoureux a été développé afin de formaliser cette
intuition physique qui s’est révélée modéliser de nombreux systémes réels. Ce
travail pionnier, fondateur de la théorie mathématique, est essentiellement
I’'oeuvre de Dobrushin, Landford et Ruelle, dont les noms restent attachés a
Pécriture mathématique de la loi de Boltzmann-Gibbs : les équations "D.L.R"
sont une famille d’équations que doivent vérifier les lois conditionnelles d’une
mesure de probabilité P pour que celle-ci puisse étre considérée comme solu-
tion du probléme induit par la famille des hamiltoniens H,. Une telle mesure
est appelée mesure de Gibbs pour le hamiltonien (Hj)s. On devine aisément
qu’il ne suffit pas de se donner un hamiltonien (H,), pour obtenir une me-
sure de Gibbs associée : quand bien méme le systéme de lois conditionnelles
induit est compatible, cela ne suffit pas a assurer Pexistence d’une mesure de
Gibbs : ce sera donc le premier probléme a élucider, quel que soit le systéme
étudié.
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Physiquement, il est assez naturel de se représenter une mesure de Gibbs
comme une mesure d’équilibre d’une certaine évolution temporelle. Notre ap-
proche reste ici heuristique et nous ne prétendons pas pour 'instant construire
concrétement cette dynamique. Afin de présenter les questions qui se posent
naturellement, introduisons un modeéle factice que ’on ne prétend pas définir
rigoureusement, mais qui permet a I’tmagination de se représenter les phéno-
meénes que 'on peut conjecturer. Imaginons une population qui ait, chaque
matin, a choisir la couleur de la chemise qu’elle va porter, rouge ou bleue. Le
choix est aléatoire, mais les probabilités de ce choix sont déterminés par

- la force de 'habitude, qui pousse & conserver le méme vétement que la

veille : c’est le terme d’interaction propre.

~ le conformisme (ou 'anticonformisme) qui pousse a imiter (ou au contraire

a se démarquer) de ses voisins immeédiats : c’est 'interaction propre-
ment dite entre les individus.

- le gotit a priori d’un individu pour le bleu ou le rouge
Ici, on suppose pour simplifier que ces parameétres sont les mémes pour tous
les individus et qu’ils n’ont aucune préférence a priori pour le rouge ou le
bleu.

Dans le cas d’une population trés individualiste, ¢.e. lorsque le terme
d’interaction propre est trés grand devant les autres interactions, il est rai-
sonnable de penser qu’il n’y aura qu’un seul état d’équilibre dans lequel la
corrélation entre les couleurs choisies par deux individus décroit tres vite —
on devine exponentiellement — avec la distance les séparant, et ou le choix se
fait indifferemment entre le rouge et le bleu.

A Dinverse, dans le cas d’une population relativement influencable, ou
linteraction propre ne ’emporte pas sur les valeurs extérieures, on imagine
aisément qu’il peut y avoir plusieurs états d’équilibre : un état o1 le rouge est
la couleur politiquement correcte largement majoritaire, et un autre ou les
zélateurs du bleu ont imposé quasi-unanimement leur point de vue. Lorsqu’il
y a existence de plusieurs mesures de Gibbs, on dit qu’il y a transition de
phase. Pour de tels états d’équilibre dus au caractére influencable des indi-
vidus, il est probable que la décroissance de la corrélation soit moins rapide
que dans le cas précédent.

On voit que pour se faire une idée de ce qu’est une mesure de Gibbs, il est
naturel de la considérer comme la mesure limite d’une certaine dynamique.
On devine également qu’en cas de non-unicité de la mesure de Gibbs, la
mesure limite dépendra de la condition initiale de la dynamique : dans notre
exemple, si le systéme est initialisé dans un état ot une couleur est largement
majoritaire, elle tendra & le rester si les comportements sont conformistes.

La réflexion qui précéde est évidemment totalement heuristique. Elle nous
indique cependant quelques questions naturelles quel que soit le modéle.
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1. Pour quelles valeurs des parameétres du systéme y a-t-il existence d’une
mesure de Gibbs?

2. Pour quelles valeurs y a-t-il transition de phase?

3. Comment la transition de phase influe-t-elle sur la vitesse de décrois-
sance de la covariance ?

4. Comment construire un systéme dynamique stochastique qui admette
des mesures de Gibbs associées au hamiltonien pour lois limites?

5. Déterminer les liens existant entre la condition initiale et la loi limite.

L’objet principal de notre travail va étre de donner des réponses & ces ques-
tions pour des interactions quadratiques & portée finie ou non. Nous serons
amenés & exploiter alternativement les deux approches du probléme : angle
statique et I’angle dynamique. I’interaction étant quadratique, on aura essen-
tiellement & considérer des mesures gaussiennes. Nous renvoyons a l'ouvrage
de Lifshits [31] pour donner un aper¢u de 'immense littérature consacrée
aux processus gaussiens. Quant & nous, nous faisons le choix délibéré de nous
concentrer ici essentiellement sur 'aspect gibbsien des mesures gaussiennes.

0.2 Promenade historique

[’étude des champs aléatoires sur un réseau soumis a des distributions
conditionnelles gaussiennes fut suggérée pour la premiére fois par Dobrushin
en 1966, alors que ce dernier était en train de jeter les bases de la théorie
des mesures de Gibbs. Les champs gaussiens sur R%* sont d’une grande im-
portance dans la théorie des mesures de Gibbs pour plusieurs raisons : en
premier lieu, il est bien connu que les variables gaussiennes permettent des
calculs exacts, prometteurs de résultats fins, méme dans des cas de forte dé-
pendance. En second lieu, les interactions quadratiques apparaissent comme
le premier pas naturel dans ’étude de systémes interactifs 4 espace d’états
continu. En effet, si de nombreux résultats répondant aux questions formu-
lées plus haut — ont d’ores et déja pu étre démontrés pour des systémes de
spins discrets (voir par exemple [32] ou [26]), ’état des connaissances pour
des modeles continus est loin d’étre aussi avancé. Ainsi, il est important de
remarquer que les champs gaussiens fournissent le premier exemple de champ
aléatoire avec un espace d’états non compact pour lequel 'ensemble des me-
sures de Gibbs est décrit avec précision. Ce remarquable travail a été mené
de maniére indépendante par Dobrushin et Kiinsch en 1980. Rozanov [39],
Chay [10}, Benfatto et al. [4] ont également fourni diverses contributions dans
ce domaine. Pour un historique plus fourni, on pourra se reporter a 'ouvrage
de référence de Georgii [18].



4 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

A la lecture de ces lignes, on pourrait penser que les travaux de Dobru-
shin et Kiinsch mettent un point final & ’étude des problémes d’existence
et d’unicité des mesures de Gibbs associées & une interaction quadratique.
Il suffit de lire I’article de Dobrushin pour comprendre que telle n’était pas
son opinion. En effet, les conditions nécessaires et suffisantes qu’il obtient
pour l'existence et pour l'unicité des mesures de Gibbs sont difficilement
vérifiables et fournissent peu d’information sur les propriétés des mesures
obtenues, puisqu’elles exhibent des mesures qui ne sont pas nécessairement
physiquement raisonnables. A la fin de son article, Dobrushin suggére d’in-
tégrer des conditions supplémentaires de moment ou de support et traite
quelques cas particuliers. Nous reprendrons ces idées et les développerons.

On peut associer a I’étude de mesures de Gibbs I’étude de systémes infinis
d’équations différentielles stochastiques de type gradient dont elles sont les
mesures stationnaires. La forme générique de tels systéme est la suivante :

Vie 7%Vt >0 X}:gwwj—-;—/ [(XE) +Z¢”Xl XN ds (1)
J#i

Schématiquement, I’étude d’un systéme infini d’équations différentielles
stochastiques peut se diviser en trois étapes :

- choix de 'espace dans lequel on veut que la solution évolue

— preuve de l'existence et de 'unicité d’une solution dans cet espace pour

une condition initiale donnée

— étude des propriétés qualitatives des solutions

Parmi les réponses données aux deux premiéres questions, on peut ci-
ter par exemple l'article de Shiga et Shimizu [44], ou les articles de Royer
[40] et Doss et Royer [15], qui peuvent s’appliquer & certaines interactions
quadratiques. Shiga et Shimizu choisissent de faire vivre leurs solutions dans
’espace des suites tempérées, tandis que Doss et Royer choisissent un espace
¢% & poids. Lorsqu’une interaction particuliére nous est donnée, il n’est pas
évident d’étudier des propriétés telles que le comportement asymptotique de
la solution lorsque le choix de ’espace dans lequel vit la solution unique a
été fait a priori de maniére générale. C’est pourtant ce & quoi parviennent
Roelly et Seu [38] dans un cadre assez général incluant certaines interactions
quadratiques, mais toujours sous des hypothéses oli 'interaction propre est
beaucoup plus grande que les interactions par paires et ou il y a unicité de
la mesure de Gibbs.

Pour les interactions quadratiques qui nous intéressent, il convient de
prendre

6,a) = S I(O) et guy(a,y) = I~ v,
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olt J est une suite paire sommable définie sur Z.

Les équations différentielles stochastiques linéaires (et semi-linéaires) infini-
dimensionelles sont, étudiées en détail dans le traité de Da Prato et Zabczyk
[11], mais les résultats asymptotiques qu’ils obtiennent supposent une hy-
pothése d’accrétivité d’un opérateur qui implique 'unicité de la mesure de
Gibbs. Kondratiev et Sokol [29] ont suggéré pour le modéle quadratique qui
nous intéresse de prendre comme espace d’états 1’espace des suites tempérées
— appelées aussi suites a croissance lente — . L’idée était féconde, mais n’a
pas été complétement exploitée en cas de transition de phase. Nous repren-
drons cette idée et démontrerons des résultats valides sous des hypothéses
plus faibles sur la décroissance de l'interaction J, qu’il y ait transition de
phase ou non. Citons également I'article de Deuschel [13] qui étudie d’une
part la convergence en loi & condition initiale nulle pour certaines interac-
tions quadratiques, et surtout d’autre part des théorémes de limite centrale
temporels .

0.3 Philosophie générale

La théorie des mesures de Gibbs est une théorie jeune, bien qu’aujourd’hui
solidement étayée. Elle a des praticiens parmi les spécialistes de la théorie des
systémes dynamiques, les probabilistes et les physiciens. Cette diversité fait
sa richesse, mais est cause que certains énoncés, démontrés dans certaines
situations, demeurent des conjectures dans d’autres et il est difficile de tou-
jours avoir 4 l'esprit ce qui est démontré et ce qui est encore seulement une
supposition. Dés lors, il nous est apparu que l'objectif essentiel devait étre
de vérifier soigneusement dans le cas des interactions quadratiques les résul-
tats que 'on pouvait légitimement pressentir — parce que leur validité avait
déja été établie dans d’autres cadres, par exemple pour des modéles discrets.
Ainsi, on a parfois été amené A introduire des précisions superflues dans les
modéles discrets. En particulier, il était primordial de mettre en lumiére com-
ment se manifeste la présence de transition de phase : son influence sur la
covariance, sur les théorémes de type limite centrale, sur le comportement
asymptotique de systémes dynamiques.

Les quelques problémes que nous venons d’énoncer ne sont pas propres
aux seules interactions quadratiques et les questions posées sont des questions
complétement naturelles en théorie des probabilités, qui sont généralement
énoncées sans qu'il soit fait mention d’un contexte gibbsien. Lorsque 'on est
en présence de comportements asymptotiques hors norme — ol I’on considére
qu'un comportement est normal s’il est le méme que lorsqu’il y a indépen-
dance — , I’explication classique est de type quantitatif : on dira par exemple
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que les coefficients de mélange ne décroissent pas assez vite. Dans le cadre
gaussien, nous essayons de substituer & des explications quantitatives une
explication qualitative : la mesure considérée est une mesure de Gibbs dans
un cadre de transition de phase.

Nous savons bien qu’en mathématique comme en de nombreuses choses, il
est vain de vouloir déterminer une cause premiére. Nous voulons simplement
ici, par ’exemple des mesures gaussiennes, montrer que la théorie des mesures
de Gibbs propose une lecture de certains phénomeénes probabilistes qui mérite
de ne pas étre négligée.

0.4 Plan de la thése

La thése est divisée en quatre parties. Une fois connus les définitions et
quelques résultats du chapitre 1, les chapitres 2 et 3 peuvent se lire chacun
indépendamment. La bonne compréhension du chapitre 4 nécessite la lecture
du chapitre 3, puisque ces deux chapitres ont des hypothéses communes et
des preuves liées.

Le chapitre 1 introduit les espaces et les résultats fondamentaux. On com-
mence par donner un résultat dans ’esprit de ce que suggérait Dobrushin a
la fin de son article : si ’on s’intéresse exclusivement aux mesures de Gibbs
dont le support est inclus dans un espace de type £°° a poids — pour certains
poids —, on montre qu’il y a unicité de la mesure de Gibbs si et seulement
si une fonction J , déterminée par ’'interaction, ne s’annule pas sur un cer-
tain ensemble. On peut ainsi demander que les suites (z,),cz¢ du support
soient & croissance sous-polynomiale — out le polyndme est fixé, ce qui est
donc plus fin que la seule notion de suite tempérée — ou qu’elles soient a
croissance sous-exponentielle. On démontre qu'une interaction quadratique
dont les coeflicients décroissent a vitesse exponentielle et pour laquelle il y
a existence et unicité d’une mesure de Gibbs vérifiant certaine condition de
support peut étre continfiment transformeée en une interaction propre pure,
l'unicité de la mesure de Gibbs associée étant préservée pendant la transfor-
mation. Pour d = 1, on décrit précisément I'ensemble des mesures de Gibbs
ayant un support convenable. Pour un exemple particulier — mais significatif
— étudié complétement, on constate que les restrictions sur le support n’ont
pas fait perdre de mesure de Gibbs.

Au chapitre 2, on travaille 4 nouveau sur un réseau de dimension quel-
conque. I’objet du chapitre est d’étudier la décroissance spatiale de la cova-
riance de la mesure de Gibbs gaussienne stationnaire associée a ’interaction.
Avec les mémes restrictions que précédemment, on montre qu’en ’absence
de transition de phase, la décroissance de la covariance est exponentielle dés
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que les coefficients de I'interaction décroissent a vitesse exponentielle. Dans
le cas ou J a un unique zéro d’ordre fini -pas nécessairement entier- sur le
tore U, on donne dans de nombreux cas un équivalent de la covariance a
I'infini : on constate que la covariance décroit comme l'inverse d’une fonction
puissance. On démontre en I'absence de transition de phase un théoréme de
limite centrale avec un coefficient de renormalisation semblable & celui du
cas des variables indépendantes identiquement distribuées. Au rebours du
comportement classique, on montre pour certaines valeurs de l'ordre du zéro
de J un théoréme de limite centrale avec une renormalisation différente.

L’objet du chapitre 3 est d’étudier le systéme différentiel stochastique
gradient associé & une interaction quadratique : c¢’est un systéme différentiel
stochastique linéaire infini-dimensionnel. On commence par donner un théo-
réme d’existence et d’unicité de la solution du systéeme différentiel vivant
dans certains espaces de Banach possédant une base de Schauder. Ensuite,
afin d’étre en mesure d’étudier les propriétés asymptotiques du systéme, on
se place dans les espaces de type ¢y & poids associés aux espaces étudiés au
chapitre 1.

Pour des potentiels a décroissance exponentielle, on voit que 'unicité de la
mesure de Gibbs n’est pas suffisante pour assurer la convergence du systéme
en temps infini pour toute condition initiale dans ’espace ¢y associé : on met
en évidence un exposant critique de la vitesse de croissance exponentielle de
la suite formant la condition initiale permettant la convergence du systéme.
La convergence se fait alors & vitesse exponentielle.

Pour des potentiels 4 décroissance comme 'inverse d’une fonction poly-
némiale, on constate que l'unicité de la mesure de Gibbs dans une classe
convenable entraine la convergence du systéme vers I'unique mesure gaus-
sienne centrée de densité spectrale % quelle que soit la condition initiale
dans 'espace associé. La convergence est alors a vitesse exponentielle. En cas
de transition de phase, on exhibe pour chaque phase pure un ensemble de
conditions initiales pour lesquelles le systéme converge vers la phase. Pour
certaines conditions initiales déterministes ou aléatoires, on détermine la vi-
tesse de convergence sous des hypothéses sur le zéro de J analogues a celles
formulées au chapitre 2 .

Le chapitre 4 montre comment on peut discrétiser le systéme différentiel
étudié au chapitre 3 afin de construire une chaine de Markov inhomogeéne
a temps discret admettant les phases pures associées & l'interaction comme
limites. Les paramétres de 'interaction étant fixés, il faut choisir le pas de
P’algorithme. Nous donnons quelques indications quant au choix visant a
I’'obtention de la vitesse de convergence la plus rapide possible ~ on constate
la aussi que la convergence est plus rapide en I’absence de transition de phase.
Enfin, nous mettons concrétement en oeuvre cet algorithme sur machine afin
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de simuler la convergence du systéme pour des interactions sur Z3 aux plus
proches voisins : on constate, conformément a la théorie, que le comportement
asymptotique du systéme dépend de la condition initiale en cas de transition
de phase, mais pas en cas d’unicité.



Chapitre 1

Champs de Gibbs gaussiens sur
RZ’

Introduction

Ainsi que nous 'avons mentionné dans 'introduction, le point de départ
de ce travail est la question posée par Dobrushin en 1966 : comment décrire
les champs aléatoires sur un réseau soumis a des distributions conditionnelles
gaussiennes ? On peut la formuler de cette facon : quelle place donner aux
lois gaussiennes sur un réseau dans la théorie des mesures de Gibbs? Alors
que les premiers éléments de réponse, significatifs, sont donnés par Rosanov
en 1967, la résolution théorique ne fut achevée par Dobrushin et Kiinsch
qu’en 1980. Ce théoréme, que nous allons énoncer dans quelques pages, est
un théoréme difficile qui, curieusement, a été assez peu commenté, si ce n’est
dans le traité de Georgii déja mentionné. La difficulté de ce théoréme réside
essentiellement dans la compréhension de sa portée. En effet, le résultat de
structure établi par Dobrushin et Kiinsch est essentiellement abstrait, puis-
qu’il établit un lien théorique entre ’ensemble des mesures de Gibbs et le
noyau — dont le calcul explicite est pour le moins difficile — d’un certain opé-
rateur défini sur une partie de R%“. Dobrushin nous livre dans son article
quelque clefs pour 'appréhension du résultat : il suggére que des restrictions
(par exemple sur le support) sur ensemble des mesures de Gibbs considérées
permettraient d’obtenir d’avantage d’informations. Il obtient lui-méme des
résultat fins pour des potentiels décroissant comme l'inverse d’un polynéme.
Ici, nous allons considérer une classe de mesures de Gibbs qui est plus large
que celle considérée par Dobrushin & la fin de son article, voir nos corollaires
1.3 et 1.4.

En section 1.1, nous allons commencer par introduire la notion de me-

9
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sure de Gibbs, puis, aprés avoir introduit les notations nécessaires, nous ci-
tons les résultats de Dobrushin et Kiinsch dont nous donnons quelques brefs
commentaires. Ensuite, sous 'hypothése que l'interaction est & décroissance
exponentielle, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour I'uni-
cité d’'une mesure de Gibbs en termes d’existence d’une racine d’une certaine
fonction dans une couronne. C’est alors que nous introduisons les espaces de
suites et les familles de mesure qui nous serviront tout au long de notre tra-
vail. Nous montrons que ’ensemble des potentiels quadratiques symétriques
pour lesquels on a existence et unicité de la mesure de Gibbs — avec les mémes
restrictions — est connexe par arcs.

Ensuite, en section 1.2, nous étudions I'ensemble des mesures de Gibbs
sur R% associées & une interaction & décroissance exponentielle dépendant de
certains paramétres : nous trouvons pour quelles valeurs de ces paramétresil y
a existence ou unicité d’une mesure de Gibbs et nous décrivons complétement
P’ensemble des mesures de Gibbs.

Enfin, en section 1.3, nous remarquons que sous les restrictions que nous
nous sommes imposées, nous récupérons la stabilité de la propriété d unicité
de la mesure de Gibbs lorsque le potentiel est soumis & de petites perturba-
tions . Cette stabilité, habituelle dans le cas d’un systéme a ensemble d’états
compact, est perdue dans le cas non compact si ’on ne fait pas de restriction
sur ’ensemble des mesures de Gibbs.

Notations

Nous appelons chamyp aléatoire sur le réseau Z% une mesure de probabilité
sur ) = RZd, i.e. un élément de P(€). Comme d’habitude, pour i € Z¢%, on
note X; la variable aléatoire projection canonique sur la i-éme composante.

Introduisons le concept de mesure de Gibbs . Chaque w € ) peut étre
considéré comme une application de Z? dans R. On notera w, sa restriction
a A. Ainsi, si A et B sont deux parties disjointes de Z¢ et (w,n) € R* x R,
wn représente la concaténation de w et 7, c’est a dire 'élement z € RAYE
vérifiant

Wi sii€ A
zp = . .
n;, sii€B

Pour toute partie finie A de Z¢, on définit o(A) comme étant la tribu
engendrée par la famille de variables aléatoires {X;,7 € A}.

Pour toute partie finie A de Z¢, soit ®, une fonction o(A)-mesurable a
valeurs réelles. La famille ($4)a, o0t A décrit ensemble des parties finies de
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74, est appelé un potentiel d’interaction, ou simplement un potentiel. Pour
une partie finie A de Z¢, la quantité

Hy = Z o

B: BNA#D

est appelée le hamiltonien sur le volume A. Souvent, Hy ne peut étre défini
que sur une partie de RZ‘. Nous supposerons qu’il existe une partie Q de O
telle que

VA, Vwe > |Bp(w)] < +oo

B: BNAZD

La famille (Hj)a est appelé le Hamiltonien.

On définit la portée de [’interaction comme étant la borne supérieure des
diamétres des ensembles A pour lesquels @, n’est pas identiquement nulle.

Nous définissons 4 présent la fonction de partition Z : en notant A pour
la mesure de Lebesgue sur R, on pose

20) = [ expl(=Halmen ) (nn)

Par convention, on pose exp(—H(nawae)) = 0 quand le Hamiltonien n’est
pas défini.

On suppose que pour chaque w de ©, on a 0 < Z,(w) < +o0. Dés lors,
on peut définir pour toute fonction mesurable bornée f et pour tout w € Q,

_ Jra exp(= Hy(nawne)) f (nawae)dA® (na)
) ZA (w) )

TAf(w)

On remarque que T} f(w) ne dépend que de wpe. L’opérateur T peut étre
considéré comme un noyau de transition au sens large, Z¢ jouant le role que
joue le temps dans les processus markoviens classiques.

Si une mesure p sur  est telle que u(§2) = 1, on dit que p est une mesure

de Gibbs si pour chaque fonction mesurable bornée f et pour chaque volume
fini A de Z¢, on a

E (fl(Xi)ieae) = TaAf(X) ups.
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1.1 Reésultats d’existence et d’unicité pour des
interactions quadratiques générales

1.1.1 Le hamiltonien quadratique

Nous introduisons maintenant les trois parametres qui caractérisent un
potentiel quadratique .
Il s’agit de J : Z* — R une suite paire vérifiant Y, . |J(¢)] < 400, h € R
et B un réel strictement positif, interprété physiquement comme l'inverse de
la température absolue.
Ces trois parameétres étant fixés, notre objet est I’étude des champs aléatoires
gibbsiens p associés au potentiel ®/"# défini sur 2 par

B(EJ(0)w? + hw;) si A = {i}
oM (W) = B~ fww;  EA={i,j}i# (L.1)
0 sinon

Ainsi, le hamiltonien correspondant est égal a

HA(w):ngi[hnLZJ(z’—j)ijﬁ Yo Jli—jww. (1.2)

icA JjeA i€A,JEAC

On peut définir

O={weR, Viez! > |J(i-juwl<+oo}.

jezd

Sur Q, Hy, est bien défini. Comme il est manifeste qu’il ne serait pas possible
de choisir un €2 plus grand, ce choix apparait canonique.

A (J,h,B) fixé, on note "55}1 ensemble des mesures de Gibbs sur R%*
associées au hamiltonien défini en (1.2). Si Qﬁ?h contient plus d’un point,
on dit qu’il y a transition de phase . @ih est un ensemble convexe. On
appelle phases pures ses points extrémaux. (Pour des résultats généraux sur
les mesures de Gibbs , on pourra se rapporter a Georgii [18].)

Remarques Il est d’usage, en physique théorique, d’adopter lécriture e %
montrant bien le role particulier de 3, qui est U'inverse de la température ab-
solue et est donc un paramétre extérieur au systéme en interaction étudié,
mais a une influence déterminante sur celui-ci : I'exemple le plus célébre en
est le modéle d’Ising en dimension supérieure ou égale 4 2 — d = 2 modélise
des films adsorbés, tandis que d = 3 modélise un aimant uni-axial. Dans ce
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modéle, on a démontré qu’il y avait transition de phase a basse température
tandis qu’il y une phase unique & haute température. A contrario, dans le
cadre quadratique qui nous intéresse, nous allons voir que le paramétre 3 est
sans influence sur l'existence de transition de phase, ce qui nous incite & ne
pas lui faire jouer un réle particulier.
Le paramétre h doit étre considéré comme un champ — par exemple magné-
tique — ambiant qui détermine le comportement moyen du systéme. Dans
le modéle d’Ising, ainsi que, comme nous le verrons, dans le cas présent, la
connaissance du cas h = 0 est essentielle — et délicate, et il est parfois possible
d’en déduire des résultats pour h non nul.
Ainsi, c’est J qui est réellement le paramétre déterminant et qui nous indique
de quelle maniére les différents sites interagissent, nonobstant la valeur des
paramétres extérieurs. Nous serons donc souvent appelé, par commodité de
langage, & employer le mot de potentiel pour désigner le seul élément J.
Quelques notations supplémentaires sont nécessaires pour introduire les
propositions 1 et 2 simultanément obtenues par Dobrushin|1] et Kiinsch[28],
et qui sont les bases de notre travail .
Pour z = (21, ..., 24) € C? et n = (ny,...,ng) € Z%, on pose

n d
2" = Hz{” et |n| = Z I
=1 =1
On définit le tore U par
U= {zeC% Vie[l.d] |z|=1}

1l convient d’introduire J, la transformée de Fourier de J, définie sur une
partie de C¢ par

J(z) = Z J(n)z" (1.3)

nezd
chaque fois que la série considérée est absolument convergente. Comme J est
sommable, il est clair que J définit toujours une fonction continue sur U.

Proposition 1.1. Les parametres (J, h,3) étant fizés, l'ensemble ®§h des
mesures de Gibbs est non vide st et seulement st les trois conditions suivantes
sont vérifiées :

1. J(U) c Rt
2. fU :f—(l—;)dz < 00, ot dz est la mesure de Haar normalisée sur le tore U.

8. My = {(un)neze € RE" ¥k € 28, Y J(n)ugsn = h} # @.

nezd
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Remarques

1. Lors de la preuve de la proposition 1.1, il apparait que la premiére
condition implique que 0 < Zj(w) < 400 pour w € Q.

2. D’autre part, méme si nous allons immédiatement exhiber des mesures
de Gibbs pour cet halmitonien, la démarche pour prouver l’existence
d’une mesure de Gibbs n’est pas tellement différente de ce que P'on voit
habituellement. En effet, on peut montrer que la condition fj; %(z)a’z <
oo est équivalente & la tension de la famille des mesures de Gibbs a
condition nulle fixée & V'extérieur d’une suite croissante de volumes
(An)n>1 remplissant l'espace. Classiquement, toute mesure limite est
alors une mesure de Gibbs.

Proposition 1.2. Sous les hypothéses le la proposition 1.1, les phases pures
sont les mesures gaussiennes pi sur RZ de covariance (¢,7) = ftu ;—E%dz et

dont le vecteur espérance (E,(X,))neza appartient ¢ M} .

(On dit alors que % est la densité spectrale de la phase pure.)

Remarques

1. La théorie générale des champs gibbsiens nous enseigne que ("55,1 est
un simplexe de Choquet, ce qui veut dire que chaque p € QSSE , beut
étre représenté comme un mélange de phases pures. La proposit,ion 1.2
implique alors qu’en cas d’existence, les mesures de Gibbs associées
& cette interaction sont exactement les mesures qui peuvent s’écrire
comme la convolution de la mesure gaussienne centrée dont la cova-
riance est donnée dans la proposition 2 avec n’importe quelle mesure
dont le support est inclus dans M;/. Ainsi, 'absence de transition de
phase est équivalent au fait que M; soit un singleton, ou par linéarité,
que M{ soit réduit 4 {0} — comme M est un espace vectoriel, on note
0 la suite nulle.

2. Comme souvent dans la théorie des mesures de Gibbs, les symétries
du systéme favorisent la transition de phase. Soit G = My : G est un
groupe additif qui opére sur 2 et laisse stable a la fois la mesure de
référence A®2 et le hamiltonien : pour tout g € G, pour tout A fini et
tout w € Q, on a

Hp(g.w) = Hp(w) + constante,

de sorte que GG opére sur Qﬁg’h. Comme aucune probabilité sur {2 n’est
stable par translation non nulle, on pouvait voir dés le départ que dés
que G n’est pas réduit a {0} et que Qig’h est non vide, il y a transition
de phase.



1.1. RESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE 15

3. La proposition 1.2 montre qu’il y a une bijection entre @g’h et @}, 1.8k

1.1.2 Unicité sous certaines hypothéses de croissance

Mis & part le cas d’une interaction a portée finie élucidé par Kiinsch (voir
[28] ) quand le réseau est Z, il est trés difficile de donner une description
compléte de M. Nous le ferons cependant un peu plus loin la description
compléte de My pour un potentiel particulier & décroissance exponentielle,
mais il faut garder a l’esprit qu’une telle description n’est pas possible en
toute généralité.

Nous considérerons — et cela a un sens physique — uniquement les suites de
M¢ qui ne croissent pas trop vite. Par exemple, Dobrushin considére dans [1]
la classe des suites a croissance lente. En supposant que le potentiel décroit
exponentiellement, nous considérons ici un grand sous-ensemble de My : les
suites qui ne croissent pas plus vite qu’une suite exponentielle de référence.

Comme nos méthodes sont générales, nous allons d’abord établir un résul-
tat pour des classes générales de potentiels a croissance "sous-exponentielle",
appelées classes de type £. Notre résultat contient celui de Dobrushin men-
tionné plus haut (voir le corollaire 1.3) et le cas des potentiels & décroissance
exponentielle (voir corollaires 1.4 et 1.5).

Introduisons quelques définitions.

On dit qu’une suite @ =: (a,)nen € (RF)N est de type £ si elle vérifie

- Qg = 1

~ (an)n est croissante au sens large.

— (an) est sous-multiplicative, 2.e. Vn,p € N apyp < ana,

Définissons maintenant ’exposant caractéristique r, d’une suite a de type £
par
. sop 1/n
Tq = }lrzxfl al/™,
Il est clair que 0 < r, < +00. On verra ultérieurement que l'on a en fait
1<r, < +00.

Exemple fondamental : Etant donné un réel o > 1, la suite
a = (az) = (") (1.4)

est de type £ et son exposant caractéristique est «. On D'appellera suite de
référence d’exposant a.

On pose, pour a de type £
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Aa = {(Un)nGZd € (CZd> HU“Aa = Z iuﬂ[aln] < +OO} (15)

neZd

A, sera ’espace ou vit le potentiel.

By = {(tn)nczs € C2°, Jlulls, = sup 2] < 4oc}  (1.6)
neZd Aln|

On va considérer Uintersection de My et B,.
3. On a besoin d’introduire la couronne
1
U ={ze€C% Vic[l.d], = <|z| <r}avecr > 1.
r

(Remarquons que U; = U.)
Remarque : Pour un potentiel J € A,, la fonction J, définie par (1.3),

est bien définie sur U,,.
Preuve : Pour tout z € U,,, on a

Vk € [1.d], Yn e Z¢, |2M] < rI™l don 2] < rM

donc
Vn € Z¢ |J(n)z"| < lJ(n)rL”'l < |J(n)ayl,
d’ou
S 1I)Z" < (1)l a, (1.7)
neZzd

La série est donc absolument convergente.
]

Rappelons la définition du produit de convolution de deux suites.
Pour deux suites w = (un)nezd, ¥ = (Un)neza telles que

Vn € Z¢ Z lugvn_x| < -+oo,

keZd

le produit de convolution u * v de u par v est défini par

Vn € Z¢4, (u*v), = Z UpUn—k-
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Lemme 1. (A, ||.||4,,*) est une algébre de Banach unitaire.

Preuve : Nous laissons de co6té la preuve de la complétude de 'espace,
qui est bien connue, pour ne nous intéresser qu’a la structure d’algébre.
Soient (u, v, w) € A}. Montrons tout d’abord que la famille (@, UgViWn—k—1) (n .1)e 293
est sommable. L'inégalité
ap < QpQ1Gn—k—

implique
lanU0iWn_g—i| < |arug| (@] |on—p—wn—g—]
ot Y lanukviwnpi| < lJulla, o]l allwlla, < o0
(n.k,e(Z4)3

On note §,, la suite dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la n-iéme,
qui vaut 1.

D lwxw)alan < ZZ |ukwn-rlan < [lulla, llwlla,
nezd
en utilisant 1'inégalité précédente avec v = §y. Ceci montre tout a la fois que

u * w est bien défini (puisque Vn a, > 0), que u x w € A,, avec

lJux wlla, < llullallwlla,-

La commutativité ne pose aucun probléme. On vérifie aisément que Jy est
élément neutre, avec ||dg|la, = ap = 1. La seule propriété non évidente &
vérifier est ’associativiteé.

On a vu que
E an E |ukv,wn,k_,| < 400
n k,l

Comme a, > 0, cela implique que, pour tout n, la famille upvyw,_x_; est
sommable. On est donc en droit d’écrire

(u* (v*w) E ug( fu*wnkmg ukE VW (n—k) l—g UpV Wk —1

On pose alors p = k + | (sommation par paquets). D’ou

(ux(v*w) Zup U Wh—p = Z Zup | Whep = Z UKV) pWn—p = ((UkV)*W)y
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Lemme 2.
Vu,v € A, Vz € U,, ux0(2) = 04(2)d(2) (1.8)
Preuve : D’apreés (1.7), on a pour z € U,,
1T(2)| < 114

donc & z fixé J > J(z) est une forme linéaire continue sur A, ; ainsi les deux
membres de (1.8) sont des formes bilinéaires continues sur A, : il suffit donc
de vérifier qu’elles coincident sur une famille engendrant un espace vectoriel
dense dans A,; or l'identité est vérifiée pour u = J, et v = dp, ce qui est
immeédiat.

|

Nous allons rappeler quelques résultats de la théorie des algébres de Ba-
nach utiles pour la suite (pour un exposé clair et rapide, on peut par exemple
se rapporter & Pedersen [34], chapitre 4.)

Soit B une algébre de Banach dont 1'unité est notée e : on note G(B)
I'ensemble des éléments inversibles de B. Il est facile de voir que G(B) est
ouvert. Quand z est un élément de B, le spectre de z est, par définition, la
partie de C :

Spec(z) ={r € C, z—- e ¢ G(B)}.

C’est un compact de C. On note p(z) le rayon spectral de z, i.e le module
maximal des éléments du spectre de z. Rappelons la formule du rayon spec-
tral : 1
= inf ||z"||».
p(z) = it "]

Soit A ’ensemble des morphismes d’algébre continus de B dans C non iden-
tiquement nuls : de tels morphismes sont appelés caractéres. Le résultat qui
suit est un résultat puissant de la théorie de Gelfand :

Spec(z) = {x(z); x € A}.

Le lemme 2 montre que pour tout élément z de U, , on peut définir un
caractére y, par

¢ x:(c) = é(2). (1.9)

Enoncons & présent le théoréme principal de cette sous-section.
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Théoréme 1.1. Soit J € A, ot a est une suite de type £. On a équivalence
entre

1. M n B, = {0}
2. Je G(A,)

3. J ne s’annule pas sur U,,.

Preuve de 1 = 3 Soit z € Q,, vérifiant J(z) = 0. On a
Vk € 22> J(n)2"F =0
VA

En prenant parties réelles et imaginaires, on voit que les suites u, = Re (2")
et v, = Im (2") sont dans M. Comme z # 0, 'une des deux suites n’est pas
identiquement nulle, par exemple u. Il reste & voir que u € B,. On a, d’une
part

Jun| < |27 < 7l

D’autre part, par définition de r,, a, > r!l"’. D'ou u € B,.

Preuve de 2 =1 Prouvons d’abord le lemme

Lemme 3. 1. Vce€ A,,Vd € B, c¢xd€ By, avec |lcxd|| s, <lclla.lldls.
2. Ve,d € Ay, d € By c* (¢ xd) = (cx ) *xd

Preuve :

(exd)al <D lewl ldnoil <D lekllldllzan-k < Y lekllldl B.aman < aplle]alld] .

Alors cx d € By, avec ||(cxd)|is, < ||cl|alld]s,-
Tout d’abord, montrons que la suite double (cj.cid,—k—1)x, est sommable.

LICM n—k~| —Zlcklzmdn k1| < Llcklan elicllaclldlls, < anille]]aullel alidl 5

Ensuite, comme précédemment, on peut écrire

(c*(c’*d))n:ch(c * ) k—-zckzcld(n -k)— z-—chcl n—k—l

k

Alors, on pose p = k + | (sommation par paquets). D’out

(c'*d)) Z Cp—1Cylp—p = Z[Z Cp1C))dn—p = Z(c*c')pdnﬂ, = ((cxc')*d),
1

P



20 CHAPITRE 1. CHAMPS DE GIBBS GAUSSIENS SUR R*”

[ |

On peut maintenant démontrer 'implication 2 = 1 :
Soit u € MJ NB, et J € G(A,) : comme J est paire, on peut écrire J xu = 0.
Mais ceci implique que

u=(J xS xu=J"rx(Jxu)=J1x0=0.

Preuve de 3 = 2 Cela va découler du lemme 4 et des résultats de théorie
spectrale mentionnés plus haut. :

Lemme 4.
A={x;2€l,}

Preuve : On a déja montré que les x, définis en (1.9) étaient des ca-
ractéres. Montrons la réciproque : soient donc y € A et ¢ € A,. On note
(e1,...,eq) la base canonique de C%. Pour n € Z¢, on rappelle que 4§, est la
suite indexée par Z? dont toutes les coordonnées sont nulles, exceptée la n®™¢
qui vaut 1.

On peut représenter ¢ sous forme d’une série fortement convergente :

c= E Cnlp = E Cndyt ¥ % 0109,

nezd nezd

la seconde égalité provenant de l'identité 6, * 8, = 0p4p.
Si l'on pose z = (x(d, ), .-, x(Je,)), la continuité de x nous permet d’écrire

Il ne reste plus qu’a prouver que z € U,,. On a, pour 1 < k < d,

: wnl/i i oop 1/
(el < p(e,) = inf 6117 = inf 10seu 117 = inf o) = e
(Ici le rayon spectral est calculé au moyen de la formule du méme nom.)
De méme, [x(0_,)| < rqo. Donc x(0_¢,) = x(;,') = x(d¢,)~". Ainsi, on a

1

— < |x(0e)| < 7o (1.10)
a

Qui plus est, cette derniére inégalité montre au passage que r, > 1, ainsi que

nous ’avions annoncé au début de cette sous-section.

Il est maintenant clair que x = x,, pour un certain z de U, . Ainsi le lemme

est démontré.
B
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Remarque : La formule

cn:/ c(z)dz
u 2"

montre que 'application ¢ + ¢ est injective. Le lemme 4 nous permet d’iden-
tifier ¢ avec lapplication x — x(c). La transformation de Gelfand, ainsi
qu’on la nomme, est donc ici un isomorphisme algébrique : on dit alors que
A, est une algébre semi-simple. Ceci sera trés important plus tard, puisque
cela nous permettra de travailler avec des fonctions plutét qu’avec des suites.
On peut a présent prouver la derniére implication : J ne s’annule pas sur
U,, signifie que pour tout z € U,, x,(J) # 0. Mais d’aprés le lemme 4, cela
signifie que pour tout x de A, x(J) # 0 : ainsi 0 n’appartient pas au spectre
de J et J est inversible.
[ ]

Corollaire 1.1. 0 est la seule suite bornée de My si et seulement si J ne
s’annule pas sur U.

Preuve : Il suffit d’appliquer le théoréme 1.1 4 la suite constante a, = 1.
|

Ce résultat a déja été montré par Georgii ([18], chapitre 13), qui utilise
a cet effet un célébre théoréeme de Wiener sur les fonctions de classe A.( Ce
théoréme peut lui-méme se déduire facilement du lemme 4.)

Corollaire 1.2. Soit J un potentiel et o > 0 tel que Y, 54 |J(n)||n|* < +00
Alors on a équivalence entre

1. My 0 {(un)neza : SUP,eza l—i%, < +oo} = {0}
2. J ne s’annule pas sur U

Preuve : On vérifie que la suite a, = 1+2%n|* est de type £ avec r, =1

et on lui applique le théoréme 1.2.
]

Définition On dit qu’une suite (uy,),cze est & décroissance rapide, lorsque
pour chaque polynéme P, la suite (u,P(n))peze est bornée. Cela est vérifié
si et seulement si Papplication § +— 4(e”) est de classe C*. On dit qu’une
suite (uy)neze €St & croissance lente s’il existe un polynéme P telle que pour
tout n € Z4, |u,| < P(n).

Corollaire 1.3. $i J est un potentiel & décroissance rapide et que J ne s’an-
nule pas sur U, alors lintersection de My et de ’ensemble des suites & crois-
sance lente est réduite a 0.
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Preuve : C’est une conséquence du corollaire ci-dessus.
|

Ce résultat a déja été montré par Dobrushin[1] en utilisant la théorie des
distributions.

Définitions Pour simplifier les notations, pour @ > 1, on notera désor-
mais A, (resp. B,) l'ensemble A, (resp.B,), ol a est la suite de référence
d’exposant « > 1 définie par la formule

a = (a,) = (a"). (1.11)

On dit qu’un potentiel J est & décroissance exponentielle s’il vérifie 'une
des conditions équivalentes suivantes :

1. J € A, pour une certaine suite a de type & vérifiant r, > 1.

2. J € A, pour un certain réel n > 1.

3. llexiste K > 0et 0 <c<1tels que Vn € Z%, |J(n)| < Kclnl.
(On étudiera en section 1.2 le potentiel géométrique sur Z vérifiant 3K, c €
R Vn#0 J(n)=Kc".)
Corollaire 1.4. Soit J & décroissance exponentielle tel que J est strictement
positive sur U. Alors il existe a > 1 tel que MJ N B, = {0}.

Preuve : Soit r > 1 tel que J € A,. On veut montrer qu’il existe a > 1
tel que J ne s’annule pas sur §2,. On raisonne par ’absurde et on suppose
donc que

Vn > nodzp € Qiy1yn j(zn) =0.

La suite (2z,)n>n, €st bornée, donc admet une valeur d’adhérence z : on a
clairement z € U et comme J est continue, J(z) = 0 : contradiction.

1l existe donc n, vérifiant 1 < 7 < r est tel que J ne s'annule pas sur Q.
Comme J € A,, a fortiori J € A,. Le théoréme 1.1 donne alors le résultat
désiré.

|

Corollaire 1.5. Soit J un potentiel & décroissance exponentielle tel que J
est strictement positive sur U. Alors MJ N H = {0}, ou

H = ﬁa>1B0¢-

Preuve : C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.4.
|

Ce nouveau résultat doit étre comparé avec le corollaire 1.3, dont les hy-
pothéses sont plus faibles, mais les conclusions aussi. Puisque la condition de
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décroissance exponentielle est physiquement raisonnable, nous avons prouvé
un critére simple pour 'unicité de la mesure de Gibbs au sein d’une trés
grande classe de champs. La restriction est moins forte que dans le corollaire
1.3, puisque H est beaucoup plus large que la classe des suites a croissance
lente — considérer par exemple la suite u, = exp(——\ﬂnl). Les suites de H
sont parfois appelées hyper-distributions et sont liées aux fonctions pério-
diques dont la série de Fourier est absolument convergente.(Voir par exemple
[25].)

Nous voulons utiliser les résultats précédents pour émettre des conditions
sur x. Etant donnée une suite (a,), de type &£, on définit

Pu() ={neP(Q) | w(Ba) =1}

et pour a > 1,
Pa(Q) ={neP() | u(Ba) =1}

Théoréme 1.2. Soit J € A, ol a est une suite de type £ vérifiant
dK >0,Yn>2 a, > KVian (1.12)

On suppose que J(U) C R*.
Alors, on a équivalence entre

1. MJ n B, ={0}
2. Je G(Ay)
3. J ne s’annule pas sur U,, .

4. 185, NP,(Q)] = 1.

Preuve : Supposons que 1., 2. et 3. —qui sont équivalentes— sont vérifiées.
Comme J ne s’annule pas sur U, qui est compact, on voit que % est bornée, et

donc intégrable. Les propositions 1 et 2 impliquent que la mesure stationnaire
gaussienne de moyenne —J—?ﬁ et de densité spectrale - est dans Qﬁih. Soit
(Y;)icze une variable aléatoire dont la loi sous P est cette mesure gaussienne.

On a

2,2
£

20

o
PV > Lay) < ————e
(¥ 2 L) <
202

Si Pon choisit L tel que %}‘; > d+1, on a, pour |i| > 2 %;LL' > (d+1)1In|il,
d’ou

o 1
< .
aV4 27rLa|i| ]7/|d+1

P(Yi| > Lay)
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Le lemme de Borel-Cantelli implique alors que
P(lY;I 2 Lam IS) = 0.

Donc (Y;);cze € B, presque siirement.

Nous venons de prouver que |Q5§}h NP,()]| > 1. Considérons maintenant
e @g’h N P,(Q). D’aprés la proposition 1.2, on peut trouver des variables
aléatoires (Z;), (Y;) avec Z et Y indépendantes telles que (Z;);cze € My
presque stirement, (Y;) comme précédemment, et la loi de (Y; + Z;);cz4 est p.
Z+Y €B,psetY € B,ps.,donc Z € B,ps.OnaZ e M{ NB, ps, et
My n B, = {0}. Alors, Z = 0 p.s. Ceci prouve que |Q5§,h NP.(Q)] = 1.

Supposons maintenant que I@ih N Pa()] = 1. Soit (X;);cz¢ une réali-
sation de cette mesure. Soit z € M{ N B,. A T'aide de la proposition 1.2,
on peut voir que la loi de (X; + z;);cz¢ appartient a Gﬁg,h N P,(2). Mais

[Qﬁfih N P.(Q2)] = 1, donc on obtient z = 0. Ainsi nous avons prouvé que
M n B, = {0}.
n

Remarques importantes

1. D’aprés la proposition 1.1, la condition 4. implique J(U) C Rt. Ainsi,
pour une suite a vérifiant (1.12), un potentiel J € A, est tel que

|85, NP.(Q)] =1

si et seulement si J ne s’annule pas sur U,, et J(U) C R*.

2. On peut prendre par exemple a, = /1 +1n(1+n). Il est clair que
cette suite vérifie (1.12). Voyons qu’elle est de type £. A n fixé, posons

fz)=(1+In(l+n)A+In(l+2))— (1 +In(l +n+z))
Ona f(0)=0cet
_1+In(1+n) 1 o 1 1

1+z l+ntz " 1+z l+4+ntaz

f'(z)

Donc f est positive, d’ou Pon déduit que n > (1 + In(1 + n)) est
sous-multiplicative, et par suite (a,)n>1 1'est aussi.

Le théoréme qui suit montre que 'hypothése (1.12) est en un certain sens
optimale : si 'on imposait & la suite (a,),>o de croitre moins vite que Vin,
alors la mesure gaussienne centrée de densité spectrale % aurait son support
disjoint de B,. (Rappelons que pour une mesure gaussienne y et un espace
vectoriel V', (V') ne peut valoir que 0 ou 1 — voir par exemple [6].)
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1.1.3 Un calcul explicite de limite supérieure

Théoréme 1.3. Soit (X,,)peza un processus gaussien stationnaire centré ad-
mettant une densité spectrale. Alors, si 0* > 0 désigne la variance du pro-
cessus, on a pour toute suite (a,),cze G termes strictement positifs de limite
nulle

mw_woaan = inf{# > 0, Z apn exp(—

neze

En particulier
_ X:n
e i

Preuve : Remarque préliminaire : Quelques intégrations par parties
montrent que

2do p.s. (1.14)

1 1 1 oo t? a?
V:(;—a)exp( <=/ P =senl-)

Donc si 'on pose
+00 t?
¥(a) / ex dt,
T p(=7) dl
On a I’équivalent en +o00 :

11 a?

Tiza PP

ce qui fait que la série considérée en 1.13 est de méme nature que

U(a)

nezZd

Posons 5
= inf{3 > 0, Z an, exp(— 5 2) < 400},
nezd %n
aval la convention inf @ = +o0.
Si X est un processus défini sur un espace (2, A, P), il est facile de voir

que ensemble L
{w € Q, limpp| 0000 Xn(w) = K}

est o(X)-mesurable. Dés lors, le résultat souhaité est une propriété de la
mesure Py, sans relation avec 1’espace probabilisé utilisé : nous pouvons
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donc choisir €2 et X & notre guise, du moment que Pyx respecte les conditions
imposées. Soit f la densité spectrale considérée. Nous allons directement
travailler sur I'espace des trajectoires : on pose donc = R%“. On note , la
projection canonique sur la n iéme coordonnée. On pose P = N (0, 1)®Zd, de
sorte que sous la loi P, () ,cz4 €st un bruit blanc. On note Hy le sous-espace
vectoriel fermé de L3(2, B(Q?), P) engendré par les m,,.

On note H I’ensemble des éléments g de LE(U, B(U), dz) - dz est la mesure
de Haar normalisée sur U — qui vérifient ¢(Z) = g(z). On constate aisément
que H; est un R-espace vectoriel. L’invariance de la mesure de Haar par
z +— Z permet de voir que la restriction du produit scalaire & H, x Hy :

Gt [[To

est & valeurs réelles. Ainsi, on a pu munir H, d’une structure d’espace de
Hilbert réel. On constate aisément qu’un élément g de L(U) est dans Hy si
et seulement si ses coefficients de Fourier

cn(9) = (Xn 9) L,

sont tous réels. ( On rappelle que Pon a défini x,(z) = 2".) Comme les
(70 )neze forment une base hilbertienne de H; et les (X, )necze une base hil-
bertienne de H,, il existe un unique isomorphisme v de H, dans H; vérifiant

Vn € Z (xn) = T

Comme f € L', on a g =+/f € L?. f est & valeurs réelles positives et vérifie
f(z) = f(Z), donc g aussi; ce qui implique g € H,. On pose alors

Xn = ¢(Xng)-

Comme toute famille de Hi, la famille (X,,),cz« est gaussienne centrée.
D’autre part, pour n,p € Z®

]EPX"‘XP = <XmXp>H1
= (Y(xng), ¥(xp9))
= (Xn9) Xp9)Hs

= /Xn—pg2 dz
U

= /Xn~pf dz
U
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Ce qui montre que la loi de X sous P est bien la loi cherchée : elle est
gaussienne, centrée, et a la covariance attendue.

Soit # un réel strictement compris entre 0 et K. (On étudiera a part le
cas ot K = 0). On peut trouver un réel ¢ > 0 tel que § < ﬂ_i(ﬁ

Si I'on note simplement ¢, pour cx(g), on a dans Hy, la décomposition

9= Z Ck Xk
k

d’ont
Xng = Z Ck Xn+k>
k
et par continuité de v
Xn - chﬂ"n—i-k
k
Pour n € N, on pose
(14+¢e)?8., 1
n) = (D U(—=—))m,

k€A,

avec A, = [—n,n]¢. Comme (1 + )28 < K, £(n) est une suite croissante de
limite +o00. On pose ensuite

*
X, = E CkTn+k>

[kl <£(ln])
et enfin
R,=X,-X,.
On a alors
Xl = >, a
|k{<£(|n|)
ainsi que
(| R HH1 Z Ci-
|k|[>£(|n))
On a donc
hm x5 HHl = g2
et

lim [|R [, =0.
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On a
Ly = (=

PR, < — —
( Qn an || Rnlla,

)

Comme ||R,||%, tend vers 0, on a pour |n| assez grand ”Tg%r > £ il g'ensuit

que la série de terme général

P(R, < —fﬁ)

Qn

converge. D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, si 'on pose

0 ={w € Q,Ing(w), |n| > no(w) => R, > _&b ,
n
ona P(£) = 1.
On pose maintenant, pour n € Z¢
1
Qn
puis pour n € N
Nn - Z ]]-Aka
keA,
et
N=) 1,
keZd

On pose aussi pour n € N

sn=Y _ P(A).

keA,

Admettons pour I'instant que lim s,, = +o00. Soit z € R. Pour n assez grand,
on ax < S,. Alors

P(N<z) < P(N,<z)
= P(Sn”ansn“x)
= P(EpN, - N, > s, — )
< P(EpN, — Np| > 5, - 7)
< Var Nn
- (sn"z)z
On a
Var Ny = Y Y Covar (la,,1s,)

keAn l€A,
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Mais dés que |k — ] > £(|k|) + £(]I]), X{ et X} sont indépendantes, ce qui
implique Covar (I4,,14,) = 0. On a donc

Var N, = Z Z |Covar (I, ,14,)]

k€An |k=1<26(n)
Mais
|Covar (La,,1a,)| = |P(Ar N A)) — P(Ax) P(A)] < P(Ag)
On en déduit
Var N, < (40(n) + 1)* Y P(Ag) = (40(n) + 1)%s,.

kEAn
On a donc w0 e
(8n — x)?
Admettons un instant avoir démontré que
d
lim A DT (1.15)

n—300 Sn
11 s’ensuit que pour tout x réel, on a P(N < z) = 0, ce qui implique
P(N = +0) = 1.

Cela signifie exactement que si 'on pose

Q= {w € Q,Vng € N,Iny (w), |n1(w)] > ny,

on a P(Q;) = 1. Maintenant il est facile de voir que pour w € 9 = Q; Ny,
on a L
im0 tn Xn(w) > B

et que P(Q?) = 1. Maintenant si 'on pose
Q= ﬂnZlQK—%v
lorsque K < oo (et ' = N, Q" lorsque K = +00), on a
Vw € Q' limyy00an Xn(w) > K
et P(QY) = 1. Autrement dit

mlnl_ﬁwaan Z K p.s.
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Il faut & présent que nous démontrions (1.15) ainsi que lim,_ o 8y, = +00.
Il s’agit d’encadrer P(Ag). On a

(1+¢)p

P =Y Ty

)

Pour |k| suffisamment grand, on a
1 *
17:.°°% 1 Xzl < o,
On en déduit qu’il existe une constante L telle que pour tout n

w2y wETD)

aro
k€A k

ce qui entraine lim s, = +00 car la série de terme général \I!(Q—E):—ﬂ) diverge.
Mais, en se reportant & la définition de £(n), on voit alors que

(4em) +1)¢ 1

Sn

Ainsi (1.15) est vérifié.
L’inégalité inverse est beaucoup plus simple & démontrer : soit 8 > K :
On a
> PlanXy > f) < +cc.

neza

Donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli
P(a,X, > [ 1i.s)=0,
ce qui implique L
hnl|n|~)ooa/n)<n < /8 p. s.

En procédant comme précédemment par intersection dénombrable, on constate
que
P(a,X, > K i.s.) =0,

ce qui implique
im0, Xn < K p.s.

Si K =0, comme X et —X ont la méme loi, on a aussi

Ii—ﬁhz]—)oo —ap X, <0 p. 8.,
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d’oit
lim a,X, =0 p.s.,

|n]—o00

Ce qui achéve la preuve.
Le calcul de K lorsque a,, = \/ﬁﬁ est une conséquence facile du fait que la
nimn

série 3, czq e converge si et seulement si a > d.

Remarque Pour d = 1, Pickands a montré en [36] que pour X gaussien
stationnaire centré de variance 1 et dont la covariance tend vers zéro, on a

max(Xq,..., X,)

lim — 1 p.s.
n—00 v2inn P
Ce résultat implique facilement
lim, oo >1ps.

21nn

Mais, comme précédemment, le lemme de Borel-Cantelli montre que

limy, yop——e < 1 p-s.
v2lnn
D’aprés le lemme de Riemann, I'existence d’une densité spectrale entraine que

la covariance a une limite nulle. Ainsi, pourd = 1l et a,, = _—T1[—|’ le résultat de
nin

Pickands implique celui que nous présentons ici. I’intérét de notre théoréme
est de donner une formule explicite de la limite en toute dimension d et pour
quelque suite a,, de limite nulle que ce soit. Cette formule est mentionnée par
Lifshits dans [31] dans le cas de variables gaussiennes centrées indépendantes.

1.1.4 Un ensemble connexe de paramétres pour lesquels
il y a existence et unicité

L’objet de cette sous-section est d’obtenir des informations sur la struc-
ture de ’ensemble des potentiels pour lesquels il existe une unique mesure de
Gibbs associée (a U'intérieur d’une certaine classe de mesures de probabilité).
Nous allons prouver que, sous des hypothéses convenables de symétrie, un
potentiel J pour lequel il y a unicité peut étre continiment perturbé jusqu’a
ce qu’il y ait disparition de toute interaction par paire (i.e jusqu’a ce que
J(k) = 0 pour tout k # 0) et de maniére telle que durant cette perturbation
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Punicité de la mesure de Gibbs correspondante soit préservée.

Soit I" le groupe engendré par les symétries orthogonales d’axes les vec-
teurs de base ¢;, 1 < ¢ < d. Ce groupe est isomorphe a (Z/2Z)% On dit
qu’un potentiel J est I'-invariant s’il vérifie

VOET JoO=1J (1.16)

Rappelons qu’un potentiel est nécessairement pair. Ainsi, il est aisé de consta-
ter que pour d = 1, tout potentiel est I'-invariant. Dans la plupart des cas,
le potentiel a une symétrie naturelle qui le rend I'-invariant. (Par exemple,
si J(n) dépend uniquement d’une norme ¢ de n.)

Soit a > 1. On note S, 'ensemble des potentiels J qui appartiennent a
A, et sont I-invariant, soit

So={J€ALVOET JoO=J}

On pose X R
St={JeS8, , JUCR et0¢ J(U,)}

D’aprés le théoréme 1.2, pour tout § >0et h € R, on a
St={JeS | |87, nP.() =1}

On munit cet ensemble de la topologie induite par A,. Nous allons démontrer
le théoréme suivant :

Théoréme 1.4. S est un ouvert conneze de S,.

Preuve : Nous allons avoir besoin de quelques lemmes. Deux d’entre eux
sont seulement énoncés, puisque leurs preuves peuvent étre trouvées dans
I'ouvrage de Kahane [25] (elles y sont données pour d = 1, mais la générali-
sation est facile.)

On note A

A, = {3z € A}

Soit J € S}. Notre méthode consiste & exhiber un élément bien choisi
B € A, tel que exp(B) = J et considérer sur [0, 1] application vy : ¢
exp(tB). Rappelons que A, est une algébre de Banach avec la convolution
des suites comme multiplication. Ainsi exp(B) est correctement défini par la
série absolument convergente :

+00 B*k

exp(B) = Z o

k=0
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Lemme 5.

~

VBe A, exp(B)= e@) sur Uy, .

Preuve : Soit Q,(X) = 1+%+2§;+...+%. Comme B — B est un
morphisme d’algébres, on a

VB €A, Qu(B)=Qn(B)

e —

Pour tout z € U,,, cela signifie Q,(B(2)) = Q,(B)(z). Par définition de
exp (dans A, comme dans C) et d’aprés la continuité de B — B(z), nous

obtenons le résultat désiré.
[ |

Lemme 6. Soit f : U, — C telle que
1. f est continue sur U,.
2. f est holomorphe sur l'intérieur de U,.
3. L’application g(z) = f(az) appartient a A;.
4. Yz € Uy, V(en,. .. eq) € {~1,41}¢ f(z1,...,25) = f(2)
5. f(UCR
Alors il existe une suite b€ S, f=2b

Preuve : D’aprés 2., il existe une unique suite (b,),cze telle que pour
tout z dans 'intérieur de U,

f(z) = Z b, 2".

neZd

L’unicité de ce développement implique ( en utilisant ’hypothése 4) que b est
I'-invariant et (en utilisant I’hypothése 5), que b est & valeurs réelles. Pour
toutneZiet L <r<a ona

1 . . :
T's(n)bn = Z2—71’)_‘; /[ y f(T@wl, Cey Tezed)6"1(91n1+"'+9dnd)dgl e d@d, (117)
—T,+7

olt $(n) =Y 1c;cqni- Comme [ est uniformément continue sur U,, on peut
faire tendre r vers « et la formule (1.17) demeure vraie pour r = . On a
trouvé le développement de ¢ en série de Fourier . D’aprés 3. , on obtient

> o’ ™ib,| < +oo.
nezd

De plus, on a
|bnjal™ < Z |bp|05®,

pel(n)
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ot I'(n) = {O(n);© € T'}. Alors

D fbala <24 " af™b,| < 400,

nezd nezd

Nous avons prouvé que b € S, et f = b.
|

Lemme 7. Soit f une application définie sur U et telle que, pour tout z € U,
il eziste un voisinage W de z et g € Ay vérifiant f = g sur W.
Alors f € Ay.

Preuve : Voir [25]. Notons que la premiére preuve de ce résultat a été
donné par Wiener.
]

Lemme 8. Pour tous f € Al, £>0 et z € U il existe un voisinage W de z
et b € Ay tels que ||blja, <e etb=f surW.

Preuve : Voir 'ouvrage de Kahane[25].
|

Lemme 9. Soit f une application continue surU et g € A, telle que exp(f) =

g. .
Alors f € Ay,
Preuve : Soit 25 € U. Soit € > 0 tel que pour tout z € B(zg, €)

l9(2) = g(z0)| < |g(20)I/2.

Soit In une détermination du logarithme dans B(g(2), ’—Q%Ln) telle que In(g(z0)) =

f(20). Comme f est continue, on a pour tout z € B(z,¢), f(z) = In(g(2)).
D’aprés le lemme 8, il existe § < ¢ et b € A; avec

Ib = g(z0)ella, < l&%fz?_i

et g = b sur B(z,9). Il existe une suite ({,),>0 telle que

Inz= Zln(z — g(20))" pour z € B(g(z), |9(2ZO)|)

Alors , pour tout z € B(zy, )

f(z) =In(g(2)) = In(b(2)) = Y 1 (b(2) — g(20))"

n>0
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Comme le rayon de convergence de la série entiére Y [,z" est strictement
plus grand que ||b — g(z0)el| 4,, on peut définir

L= (b~ g(z0)e)"

n>0

On a f(z) = I(z) pour z € B(z,6). Alors, d’aprés le lemme 7, f € A4;.
[ |

Expliquons a présent les différentes étapes de la preuve du théoréme. Le
lemme 5 nous permet de manier des fonctions plutét que des suites. Ainsi,
une fois que l'on aura trouvé un logarithme de J , on pourra utiliser le lemme
6 pour vérifier que celui-ci est bien dans le bon espace. Cependant, comme U,
n’est pas s1mp1ement connexe, nous devrons utiliser une astuce pour définir
un logarithme de J. En fait, nous allons décomposer J pour remplacer U,
par un ensemble convexe.

On note E I'image de la couronne {z € C, 1 <|z| < «a} par 'applica-

«
tion z > 2 + . Un calcul simple montre que E, est une ellipse remplie :

Ey={z=x+1iy; (z,y) € R

Comme J est [-invariant, on peut définir une application ¢ sur (E,)¢ par

(21 + —1—,...,zd+—1—) = J(2).
21 Zd
Comme U, est compact, en utilisant le critére séquentiel de continuité, on
voit que ¢ est continue. D’aprés le théoréme 2, J ne s’annule pas et donc ¢ non
plus. Comme E¢ est convexe, il existe une application continue ® : E¢ — C
telle que ¢ = exp(®). ( pour une version générale du théoréme de relévement,
voir par exemple [9], ex. 3.8.). On définit ¥ sur U, par

1 1
U(z) =®(z1 + —,..., 24+ —). (1.18)
Z1 Zd

Ainsi, on a J = exp(¥). D’aprés le théoreme 1.2, J(1,...,1) € Rf. Quitte &
ajouter une constante & ¥, on peut supposer que ¥(1,...,1) € R Comme
J(U) C R", on a ¥(U) C R+ 2inZ. Mais U est connexe et ¥ est continue,
donc ¥(U) C R.

Comme ¥ est localement un logarithme de J, ¥ est holomorphe dans linté-
rieur de U,.

Le lemme 9 implique que z — ¥(az) appartient a A;.
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(1.18) implique que W vérifie la condition 4. du lemme 6. Alors, on peut ap-
pliquer le lemme 6 et ’on obtient B € S, tel que ¥ = B.

Maintenant, on pose, pour ¢ € [0,1], y(t) = exp(¢B). v est continu, avec
v(0) = e.

D’apreés le lemme 5

i — e — ~

(1) = exp(B) = exp(B) = exp(¥) = J.

Comme A, est semi-simple, ceci implique (1) = J. Il reste & prouver que
7([0,1]) € 8. Pour ¢t € [0, 1], comme S, est une sous-algébre fermée de A,,

on a exp(tB) € S,. De plus exp(¢B) est toujours inversible, et e>§(t\3) (U) =
exp(t¥(U)) C R*, puisque ¥(U) C R. Alors, d’aprés le théoréme 1.2, il
s'ensuit que y(¢) € S;f.

Comme chaque point peut étre relié a e, on a montré que Sj est connexe par
arcs. \
Il est facile de voir que J + m(J) = inf{J(z); z € U} est continue.
Ainsi 8§ = S, N (G(Aa) N m™L(]0, +0c])) est un ouvert de S,.

[ ]

Remarque En utilisant la proposition 1.2, il serait facile de prouver qu’a
ce[t3 arc t — 7(t) tracé dans S8, correspond un flot continu a valeurs dans
&5 N PalS2).

|

1.1.5 Transition de phase pour d =1

Pour de nombreuses interactions quadratiques en dimension d = 1, nous
allons montrer que nous pouvons obtenir des résultats trés précis sur la transi-
tion de phase, & savoir que nous pouvons déterminer la taille de I’ensemble des
mesures de Gibbs vérifiant les conditions de support que nous nous sommes
imposées. Dans un contexte discret, il peut étre intéressant de dénombrer
les phases pures : on sait par exemple que le modéle d’Ising en dimension
d = 2 posséde exactement 2 phases pures. Ici, un tel dénombrement n’est
pas pertinent : les phases pures étant en bijection avec ’espace affine M},
Pensemble des phases pures est vide ou a la puissance du continu. Il est tout &
fait exceptionnel de pouvoir obtenir un résultat aussi précis : dans la plupart
des cas, on est juste capable d’exhiber deux phases distinctes.

Dans toute cette section 1.1.5, on a d = 1.

Théoréme 1.5. Soit J une interaction non dégénérée sur Z i.e. 3k # 0 J(k) #
0. On suppose que J € Aq, pour a > 1. Si de plus, J ne s’annule pas sur le

cercle |z| = o, ou, ce qui est équivalent, sur le cercle |z| = %, alors My N Bq
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est un espace vectoriel de dimension finie, dont la dimension est exactement
le nombre de racines de J dans ), comptées avec leur ordre de multiplicité.

On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 10. On suppose ici que d = 1 et que u € A,. Alors, si z est un
point intérieur & Uy (ie. tel que L < |z| < a) vérifiant G(z) = 0, il existe
y € A, tel que u= (0., — 20p) * y.

Preuve : Définissons la suite (z,)cz par

Nous voulons montrer z € A,. Nous allons montrer Y, ., |zkla™ < +o0
en utilisant la premiére représentation et [2| > . On montrerait de méme
3 o [TkleF < +o0 en utilisant la premiére représentation et |z| < c.
Montrons que la suite S, = S 7_,|z_xlo¥ est bornée. On va & cet effet
employer une transformation d’Abel : on a

k k

lz_plo® =2 27" e_i(02)

ou g vaut +1 si zx > 0 et —1 sinon. On pose alors
mn
T, = Zs_k(az)k et 71 =0
k=0

On a donc
n n—1
Sp = Zx_kz‘k(Tk — T 1) =2 2 "T, — Z[m_kz—k _ -’E—(k+1)2_(k+l)]Tk
k=0 P

Utilisant la définition de (z,)nez, on obtient

—-n n-1
o k ~k
Sn =1, UZ" — U_pz T}
k=0

k=—o0
On vérifie facilement que

alz|

Vn2>20 |I| < - K
n20 [Tl < 2 ()
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On en déduit

-n n-1
[0V . —

5o < =215 anop 3 fuslol]
O{!Z| -1 k=—00 ‘I;:O

Comme |z| > L, n+ k < 0 implique |2["** < a~("*%) on a finalement

0
Vn>0 5 < 2§ jujat

zl—1

alz =1 &~

On a donc z € A,. On pose alors y = —%x et Pon vérifie aisément que y
convient.

[ |

Preuve : du théoréme : L’équivalence entre I'absence de zéros sur |z| = «
1 : s s T _F/ 1
et sur |z[A_ - provient de I'identité J(2) = J(3).
Comme J est holomorphe sur 'intérieur de €, le théoréme des zéros isolés
implique alors que J ne peut posséder qu’un nombre fini de zéros, nécessai-
rement d’ordres finis. Notons-les z;, de multiplicité m;.

En appliquant plusieurs fois le lemme précédent, on trouve Y € A,, tel que

J =[], — 2i60)™ + Y

—— A A - iy ~
Comme 7 * ¥ = 47, on voit que Y ne s’annule pas sur €),, et donc d’aprés le
lemme 4, que Y est inversible. Donc J * u = () est équivalent a

1_[(561 — 2i00) ™ xu =10
i
Les solutions complexes de cette équation de récurrence linéaire sont bien
connues : c’est un C-espace vectoriel de dimension Y m,; (voir par exemple
[3]). Elles s’écrivent u, = Y. P;(n)z]" ou P; est un polynome & coeflicients
complexes de degré strictement inférieur a m;.
Cependant nous cherchons les solutions réelles : comme J est & valeurs réelles,
si z est racine d’ordre m de J, alors Z aussi. On en déduit que les suites

cherchées sont de la forme

U= Y P+ S Jaffcos(n arg(x))Qi(n) + sin(narg(z)) Ruln)]

% €R Im (2;)>0

ol P, Q;, R; sont des polynomes a coefficients réels de degré strictement
inférieur & m;.

Elles forment un espace vectoriel réel de dimension »_, m;.

[ |
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1.2 Un modéle exactement résoluble

Dans toute cette section, d = 1. On étudie ici avec plus de détails un
cas particulier des mesures de Gibbs introduites dans la section 1.1, i.e les
mesures de Gibbs sur R? associées au potentiel défini par

ﬁ(—g‘:w? + hw;) st A={i}
D) (w) = { eBcli—dlww; if A={i,j},i#3 (1.19)
0 sinon

ot B, K >0,heRee{+],-1}et0<|c] <1
Suivant la définition donnée en 1.1, les coefficients d’interaction J sont alors

définis par
J0)=K
J(k) = ec®l pour k € Z*

Pour ce potentiel, on va noter &(3, K, ¢, ¢, h) 'ensemble Q5§,h- Dans cette
section, on va tracer le diagramme de phase , i.e. on va déterminer pour
quelles valeurs des parameétres 3, K,e,c, h on a existence d’'une mesure de
Gibbs ou transition de phase.

1.2.1 Existence d’une mesure de Gibbs

Valeurs pour lesquelles J est positive D’apreés la proposition 1.1, une
condition nécessaire a l'existence d’une mesure de Gibbs est la positivité de
J. Calculons donc J.

Z—l

1—cz+1—cz—1

)

j(z):K+EZc|kizk::K+€c(
kez*

Ou encore
cosf — ¢

—2ccosf 4+ 1+c?

J(e¥) = K + 2ec
Une condition nécessaire et suffisante pour avoir J > 0 est donc

cosf —c

e 05[%}2)7@ 60—260089-}—1_{-02

—54=¢ . est croissante (1 —c®> > 0), on a

SR N a2
Comme t +> g

1 cosf —c¢ > I
l—¢™ —2ccos0+14+c2~ 14+c
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la premiére (resp. la seconde) inégalité est une égalité si et seulement si 6 = 0
(resp. 0 = ).
En distinguant les cas suivant les signes de € et ¢, on obtient finalement

2
¢ 14¢€le]

Intégrabilité de J-! Une autre condition nécessaire a l’existence d’une
mesure de Gibbs énoncée lors de la proposition 1.1 est I'intégrabilité de J—*
par rapport & la mesure de Haar (condition 2).

Si K > K¢, on a pour tout z € U J(z) > 0, et alors z — J(z)~! est une
fonction continue , donc intégrable.

Si K = K¢, J~! n’est pas intégrable : nous allons le montrer pour € = +1
et a > 0, les autres cas se traitant de maniére analogue.

Ici, on a
. 1 cost —c
J(e’) =2
(%) C(1+c+—-2ccos0+1+02)
D’ou
J(e?) 1 = 1 1+ c*—2ccosb
(1-c)2c 1+ cosf
et
s 1 am 1 1+ c¢* — 2ccosf
/J(z)“ dz:/ df = +oo
U o (1—c)drc 1+ cosf
. _ 2
pise 1251t v, 3

Domaine d’existence d’une mesure de Gibbs

Théoréme 1.6. Soit J le potentiel quadratique de type géométrique défini
par (1.19). 1l existe une mesure de Gibbs associée (appartenant o (8, K, e,¢,h))
si et seulement si le potentiel propre est suffisamment grand, plus précisément

K>K:= -g——|cl
¢ l4eglc

Preuve : Les deux premiéres conditions de la proposition 1.1 sont véri-
fiées si et seulement si K > K:. Dans ce cas, la condition 3 de la proposition

1.1 est automatiquement vraie, puisque I'on obtient J (1) > 0 et 'on peut

exhiber la suite constante égale & 2~ comme élément de M} .

J()
[ |
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1.2.2 Diagramme de phases

Quand les hypothéses d’existence sont vérifiées, il y a transition de phase
si et seulement si 'ensemble M,/ contient plus d’un point, ou, par linéarité,
si et seulement si My # {0}.

Nous allons donc décrire My

Lemme 11. Tout élément (uy)nez de MOJ vérifie la relation de récurrence :
1
(K — &)upi1 + (—K(c+ E) +e2c)up + (K — €)up_1 =0

Preuve : Par définition de My, on a, éventuellement aprés réindexation

J(O0)u, + O T ungs  + o S = 0
J(0 )un+1 + SIS I~ Dy + i I+ Dupy = 0
( )u Z+°o ‘](Z + 1)un+1 -+ :.—___.o; J(Z — 1)un~—i = 0

On multiplie ces trois lignes respectivement par ¢ + %, —1,—1 et on fait la
somme. Comme

Vi> 2, (c+%)J(i)—J(z‘+1) —Ji-1)=0

on a

Uy

J(0)[(c + %)un — ting1 = tno] + (Ung + un-)J (D) (e + =)
[TVt + J(2)tp_1] = [J(Dtn + J(2)ttny] =0

En calculant J(0), J(1), J(2), on obtient le résultat désiré.
]

Lemme 12. Soit S € R vérifiant |S| > 2. Soit ¢ le paramétre exponentiel
défini en (1.19). On pose

E, = {u = (un)nez € RE : Z ]c‘”lun} < +oo}
nez

Rs = {u = (un)neZ € R%: Vn € Zy Uny1 — Stp + Up_1 = 0}

1. Il y a équivalence entre

(a) E.N Rg # {0}

(b) ve€ E.N Rg ot v, =" et 7 est une racine (réelle) de I’équation

2~ Sr+1=0
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(C) Rs C E.
(d) S| <lc+ ¢l
2. Lorsque ces hypothéses sont vérifiées, on a
n S —2c
Vu€ Rs, Vh€Z, Y cMunpn = ———uy

neL*

Preuve :

(a) = (b) Toute suite non identiquement nulle de F, N Rg s’écrit
u, = Ay" + By™",

ou (A, B) # (0,0).
Si A =0ou B = 0, le résultat est immédiat. Sinon, en supposant par
exemple v > 1, on a uy, ~yoo AY" €t Uy ~_oo By
Le résultat s’en déduit par le théoréme sur les équivalents de séries
absolument convergentes.

(b) = (c) Immédiat, car toute suite de Rg s’écrit u, = Ay" + By™.

(¢) = (a) Immeédiat, car Rg # {0}.

(6) = (d) (b) implique 3 . [ly[" + [7[7"][¢[* < +o0

= Z lve|™ + Z |§|” < +00.

n>1 n>1

Donc (b) & |c| < |v] < ﬁ Une étude rapide de la fonction z — z + L

permet de voir que |c| < |v] < [%, est équivalent a |y +~7Y < e+ ¢
But v ++7' =S, donc (b) & |S| < e+

Pour montrer la deuxiéme partie du lemme, il suffit, par linéarité, de la

montrer pour v, = ", ou 7y est une racine de 2% — Sz +1 = 0.

DDA = Y e+ (%)”

n>1 n>1

oy ¢/ ]
l—cy 1—c¢/y

S —2c ]
—-S+c+ct

= 7

=

(On utilise bien sir que v+ v+ = S.)
[
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Revenons maintenant au probléme initial de transition de phase. Soit
K > K:.

On applique les résultats du lemme 11 : lorsque K = 1 et ¢ = 1, on a
My = {0}.

Sinon, K — ¢ # 0. Alors, on pose

Admettons pour 'instant que |.S| > 2.

On a alors MJ C Rs, ot MJ = M{ NE,C RsNE,.

D’aprés la premiére partie du lemme 12, on a M{ # {0} = |S| < |c+ L|.
Réciproquement, si |S| < |c + 1|, comme

K(c+1)—e2 —
(c+2) €C<‘;>K:—s S 2c__,
K—e¢ -S+c+ct
la seconde partie du lemme 7 implique

S =

1
1S| < lc+;|=>R5 C M.

Ce qui implique My # {0}.
Il s’agit donc de déterminer quand on a |S| < |¢ + 1| et de vérifier que
K > K¢ implique |S| > 2. A cet effet, étudions l'application f(K)

K(c+1)—e2
K-«

C’est une fraction rationnelle de discriminant —£(1—¢?). On distingue quatre
as

K+

¢

l.e=+1c¢>0
— 2 3c?4-1
K|0 Kg_-ijf—c- 2—(1—3;—25 1 +00

fl2c N\ -2 N e+ N —oo || +oo N\ c+ 1
2.e=+1c<0

. =2 3¢241
fl2c & 2 S =(c+1) S +Hoo || —oo S e+
3.e=~1¢>0
| 0 Ki=2 +00
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4, e=-1c<0

(4 1+¢
2c \, -2 N\ (e+]

K| 0 K== +00
f

Il est alors clair que pour K > K¢, |S| > 2.
Pour € = —1, on a [S| < |c+ | pour tout K > K.

Pour ¢ = +1, on a |S]| < |c + 1| si et seulement si K < 2%;1“:%)

On peut donc énoncer

Théoréme 1.7. 1. Pour e = -1, l'ensemble &(3, K, ¢, ¢, h) est non vide
st et seulement st K > K, 1 = %T—lc’ Alors, il y a transition de phase et
Uensemble des mesures de Gibbs extrémales est en bijection avec Mg,
espace vectoriel de dimension 2.

2. Pour e = +1, l'ensemble &(3, K, e, c, h) est non vide si et seulement si
K> K! = iTLI’ Alors, soit K > %ﬁ—t—%), auquel cas il y a une seule
mesure de Gibbs, sinon il y a transition de phase et M est un espace
vectoriel de dimension 2.

Remarque Nous avons annoncé que cet exemple mettait en évidence que
les classes de potentiels considérées en section 1.1 étaient suffisamment grandes
pour que dans certains cas, on ne perde pas de mesure de Gibbs. Eclairons ce
point. Pour a < %, on a J € A,, donc le théoréme 1.5 donne une description
de M{ N B,. Or, d’aprés le lemme 12, tout élément de MY appartient & B,,
ol v est la plus grande racine de 22 — Sz + 1 = 0. Mais, d’aprés le lemme 12
|S| < ¢+ %, donc |y < L. Ainsi, on a

M{ = Uy (M{ 1 Ba)

Cet exemple montre que, parfois, le fait de se restreindre a I’étude de sous-
ensembles M N B, n’est en rien une contrainte.

Dans cet exemple précis, on peut remarquer que non seulement le diagramme
de phase ne dépend pas de [ - ce qui est général, nous ’avions déja mentionné
dans les remarques suivant la proposition 1.2 — , mais en plus il ne dépend
pas non plus de h.

|
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1.3 Remarques conclusives sur l'instabilité de
I’unicité d’une mesure de Gibbs

L’instabilité de 'unicité de phase lorsque 'on soumet le potentiel & de
petites perturbations est une des difficultés de 1’étude de potentiels non bor-
nés ou a portée infinie. Donnons-en un exemple simple dans le cadre de notre
étude.

L’étude approfondie menée en section 1.2 nous a permis d’exhiber des cas
non-triviaux d’unicité de phase a portée infinie. La décroissance des coeffi-
cients étant exponentielle, on pourrait s’attendre 4 ce que le potentiel tronqué
a une portée suffisamment grande possédat la méme propriété d’unicité. Or,
il n’en est rien, ce que 'on peut voir par exemple en app/li\quant le théoréme
1.2 : si I'on note J® le potentiel tronqué 3 'ordre R, 2®JE est un polynéme
non constant , donc JR posséde une racine qui appartient & la couronne cri-
tique U,, pour r, assez grand, puisque J étant de portée finie, il est dans
tous les A,. Le probléme vient de ce que les racines de J® partent & I'infini
lorsque R tend vers ’infini et ne restent pas dans la couronne U,, .

Comment expliquer et résoudre ce phénoméne irritant 7 Une premieére
solution drastique consiste & éliminer de I’ensemble des mesures de Gibbs
une classe de mesures réputée ne pas avoir de sens physique. C'est l'idée
sous-jacente aux corollaires 1.3 et 1.5; dans cette acception plus restrictive
du terme de mesures de Gibbs, on retrouve la stabilité de I'unicité de phase.

Une explication mathématique de ce phénomeéne de discontinuité est que
I’ensemble

{(un)neza : Yk € Z° Z |J(n)ug4n| < +o0}

nezd

dans lequel nous cherchons a priori les fonctions harmoniques n’est pas
un espace normé : cela rend sa topologie plus compliquée a décrire.

Néanmoins, nous voulons énoncer un résultat qui montre la stabilité de
'unicité dans un sens plus faible que le sens général.

Théoréme 1.8. Soit J € A, tel que My N B, = {0}.
Alors, il existe € > 0 tel que

VK € A,, ||J — K||la, <e= M n B, ={0}.
Preuve : C’est une conséquence simple du théoréme 1.1 et du fait que

G(A,) est ouvert.
|
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Ainsi, nous avons proposé certaines restrictions sur le support des mesures
de Gibbs qui permettent de préserver la propriété de stabilité du caractére
d’unicité. Le terme de restriction est d’ailleurs un peu exagéré : méme si les
conditions D.L.R. ont pu étre définies sans imposer de condition de support
ni de moment aux mesures cherchées et méme si Dobrushin et Kiinsch ont pu
établir une description abstraite générale des solutions, il n’en reste pas moins
nécessaire d’émettre des restrictions sur les mesures considérées : cela permet,
d’une part au mathématicien de ne pas manier des objets trop pathologiques,
mais surtout au physicien de considérer uniquement des objets susceptibles
de modéliser le monde réel.!

!Méme si cette notion est un sujet de controverse au sein de la communauté physi-
cienne...
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Chapitre 2

Influence de la transition de phase
sur la covariance
et le théoréme de limite centrale

Nous avons jusqu’ici établi des liens étroits entre 1’existence de zéros de J
et I’existence de transition de phase au sein d’une certaine classe de mesures,
ainsi que des résultats plus précis pour d = 1. Revenant au cas général ot
d est quelconque, il nous parait alors intéressant de considérer V'influence
de I'annulation de J sur les propriétés de dépendance entre les coordonnées
des dites mesures. De maniére concréte, nous allons étudier l'influence des
paramétres du systéme sur la covariance commune aux mesures extrémales
de Qig,h des mesures de Gibbs de paramétres J, h, 3, qui vaut

1 o
EMXin = Cj—j = / —2'" dz.
v J(2)

Le lemme de Riemann-Lebesgue implique lim,|_, cn = 0, ce qui déja suffit
pour affirmer que la mesure de Gibbs stationnaire gaussienne centrée est
mélangeante. Nous voulons cependant davantage de précision.

Nous allons d’abord étudier le cas le plus simple ot J ne s’annule pas —
sur U, voire mieux — , ce qui correspond a 'unicité de la mesure de Gibbs
au sein d’une certaine classe de mesures. Dans ce cas 14, nous allons voir
que, dans un sens qui reste a préciser, la décroissance de la covariance est
liée directement a la décroissance de Vinteraction. Par exemple, si J décroit
exponentiellement, il en sera de méme pour la covariance.

Le cas ou J s’annule sur U est nettement plus complexe. Il correspond
a la présence d'une transition de phase. On verra que sous des hypothéses
relativement faibles, la covariance x,, ne peut décroitre plus vite qu’en rﬁ_,g,

n

49
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ce qui, nous le verrons, est une décroissance assez lente pour que le coeflicient
de renormalisation dans le théoréme de limite centrale différe de celui du cas
indépendant. A cet effet, nous allons commencer par démontrer un théoréme
général d’analyse harmonique, qui trouvera une application directe dans le
controle de la covariance, ainsi qu’une application a la théorie des marches
aléatoires sur Z3.

2.1 En ’absence de transition de phase

2.1.1 Décroissance de la covariance

Théoréme 2.1. Soit J un potentiel appartenant o A, (défini en (1.5)), ot
a est une suite de type € tel que J ne s’annule pas sur U,,. Alors, st p
est l'unique mesure gaussienne centrée élément de @50, alors sa covariance
¢ = (cn)nezd = (B, Xi X )n=i-; satisfait

c € A,.

Preuve : Comme J ne s’annule pas sur U,,, d’aprés le théoréme 1.1, J
est inversible dans A,. Mais, comme J — J est un morphisme d’algébres, on
a J~1 = J71 et donc d’aprés la définition de ¢, on a ¢ = J~1, donc ¢ € A,.
|

Remarque : ce résultat se décline suivant les différents choix possibles pour
a : exponentielle, puissance,... En particulier, on a les résultats suivants :

Corollaire 2.1. Soit J un potentiel & décroissance rapide tel que J ne s’an-
nule pas sur U. Alors ¢ est a décroissance rapide.

Preuve : une suite u est a décroissance rapide si et seulement si elle est
dans A, pour tout a de la forme a,, = (1 + |n|)¥,k > 0. Le résultat découle

alors du théoréme 2.1.
[ ]

Corollaire 2.2. Soit J un potentiel a portée finie tel que J ne s’annule pas
sur U. Alors ¢ est 4 décroissance exponentielle.

Preuve : Comme J est de portée finie, il est dans A, pour tout o > 1.
Comme J ne s’annule pas sur U, par continuité il existe o > 1 tel que J ne
s’annule pas sur U,. On applique alors le théoréme 2.1 et l'on a ¢ € A,.

[ |

Ainsi que nous ’avions annoncé, nous voyons qu’en "absence de transition
de phase, la décroissance de la covariance est directement liée a la décrois-
sance de Uinteraction. Dans les cas les plus fréquents, elle est trés rapide. De
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toutes maniéres, 'absence de transition de phase est suffisante pour qu’on
puisse avoir un théoréme central limite avec une renormalisation standard —
standard devant étre compris au sens de “identique a celle du cas de variables
indépendantes”.

2.1.2 Théoréme de limite centrale

Théoréme 2.2. Soit J un potentiel tel que J ne s’annule pas sur U. Alors,
si l’on pose A, = {0,...,n—1}¢ et
Sn = (3 %0) — IAB.Xy

ieA

ot la loi de X = (X;);ega est p, Uunique loi gaussienne stationnaire de ng’h,
on a

Sh
n == N(0,0?),
[Anl?
avec
2 — 1
J(1)
Preuve : Comme X est gaussien stationnaire (de moyenne m = ]—?1—)),
Sy, est une variable gaussienne centrée. Pour montrer la convergence en loi
L E, 52
annoncée, il suffit donc de montrer que TA Al" — 02. On a la convergence en
n

loi suivante :

EMS?\" = Z Ck—1

kJleA,

— ™m

= E Ny ep,
pe{—n,...,n}%

avec

Un dénombrement simple montre que

d

Ny = I_I(” = |psl).

=1

On a donc

T ‘]E SAn Zx Cps

peZd
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avec 2z = []%, (1 — By sip e {-n,...,n}¢ et 0 sinon.
On a pour tous n,p |z)¢,| < |cp| et pour tout p limy, 00 Tp¢p = ¢p. J est dans
A; et J ne s’annule pas sur U, donc d’apreés le théoréme 2.1, ¢ € Ay, c'est &
dire que ¢ est sommable. D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a
donc

Jin B, = 3o

pEeZd

Y e =6(1) = (J1)™

peZ

Mais

Dol

2.2 Influence de la transition de phase

Nous allons a présent évaluer la taille des coefficients (¢,),ez¢ lorsque J
s’annule sur U. L’étude qui suit ne prétend pas & I'exhaustivité : il pourra
apparaitre dans certains cas que nos hypothéses ne sont pas minimales. Ce-
pendant, nous pensons étre capable de mettre en lumiére la nature des phé-
nomeénes induits par la présence de transition de phase.

Il va de soi qu’on ne peut se contenter de dire que J s’annule. Nous
allons supposer que J ne s’annule qu’en un unique point de U —on peut
toujours sans restriction supposer que ce point est zy = 1, quitte a remplacer
J(z) par J(z/z). (Nous verrons que, souvent, ’hypothése que le zéro est
unique apparait de maniére naturelle et n’est nullement restrictive.) Nous
introduirons des hypothéses sur 'ordre de ce zéro. Afin de pouvoir utiliser
des techniques d’analyse réelle, on va utiliser la carte sur U

F(By,...,0q) = J(®, ... %)

Deés lors, avec les notations introduites plus haut, on a

1 / iy L
Cp = —— e\ dzi...dz,.
(27r)d [—m,m)d f(l’) '
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2.2.1 Un résultat d’analyse

A cet effet, nous allons démontrer un théoréme d’analyse permettant d’es-
timer, et parfois de donner un équivalent a l'infini pour les coefficients de
Fourier de certaines fonctions intégrables assez réguliéres partout, sauf en
zéro ol elles possédent une singularité.

Notation Si f est une fonction de classe CV sur R? et z un point régulier,
on note DY f la différentielle N-iéme de la fonction f au point z : ¢’est une

application linéaire de (R%)®" dans R.

Théoréme 2.3. Soit f : R? — R* dont (27Z)? est un groupe de périodes et
vérifiant les hypothéses sutvantes :
~ f ne s’annule qu’en les points du réseau (27Z)%.
~ il eriste N € N,dy € R vérifiant 0 < dy < min(d, N) ainsi qu’une
matrice A € Gly(R) et une fonction R de classe CV telle que

f(z) = [|Az|® + R(z),
avec pour tout k vérifiant 0 <k <N -—-1:

DER=0.
Soit ) ]
Cp = el dxq ... dx,.
(27T)d v/[—7r ]d f(IL') '
On pose alors a =d — dy,y =2 — dy, B = M—]V—,\,Jrid—%% — 2dy + % et

Iyg0(z) = / Jaz ()% dt,
0

2

ot J, désigne la fonction de Bessel de premiére espéce :

Jo(z) = ! /27T exp(i(z sin 6 —v))dd = x/2 /H 1—12)""ze7% gt
Y 27 P o \/— '
Sid=1 et N > 2, on a léquivalent :
11 s 1
Cp ™~ Z-”;P(OZ) COb( )IA 1’/},‘0‘
Tandis que si d > 2, on a alors le développement asymptotique :
1 1

Iaa, (147" 0l)) + O(lln]™),

Cp =

K
det A~ 4[[A-Tn[d—do

qui se précise comme suil :
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- Sidy > i;—l et N > d+1, on a l'équivalent, quand ||n|| tend vers +oo :

Kq a1 VIP(EOT(5R) 1

Cp ~ T

det A I‘(%) [|A=1n||d—do”

- Sidy < d“Tl (ce qui implique d > 2), on a

= ——1— g___ 1 -1 (d+ 1)7T ——min(a,ﬁ,%ﬁ)
Cn = detAKd\/;“A——ln”d%l cos(||A™ n| 1 )+0(||n|| ),

Soit, si N > 1(1/(d — 4do — 1) +8d(1 + d) — (d — 4dy — 1))
T _ d+1
im ool Call A7) % > 0

St l’on suppose en plus dy < d—;l, l’ensemble des valeurs d’adhérence de
l . —1 ﬂ'_l .
a suite (c,||A™ 0|72 ), eze est ezactement le segment

1 2 1 . /2
[“‘detAK"\[%"detAKd\/;]‘
Preuve :

D’aprés le théoréme de séparation, on peut trouver une fonction h de classe
C* valant 0 sur le fermé {z € [-m,7]? , ||Az|| > 1} et 1 sur le fermé
{z€[-mn]*, ||Az]| < 3} On aalors ;=4 + 122 don

Cp = —— e ——~ dxy .. dxy, + —— etne) — dzy...dz,
(27T)d [~m,m]d f(fE) ' (271—)(1 [—7,m]d f(.’l?) '
(2.1)

La fonction
1—h

f

se laisse périodiser en une fonction de classe C'V, puisqu’elle coincide avec
) q

la fonction périodique % sur les bords du pavé [—m, n]¢. Ses coefficients de

Fourier, qui représentent la deuxiéme partie de la somme en (2.1) sont donc
en O(|lnl| ).

Etudions maintenant la premiére partie de la somme. Tirant partie du
fait que le support de h est inclus dans A7'B(0, 1), on fait le changement de
variables y == Az, il se transforme en

1 1 / <A 1 y> hl (y)
—_ et Y 228 dyy L dy,
(2m)tdet A Jp(o) Al
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ou l'on a posé hy(y) = h(A™ty) et fi(y) = f(A™y). Ainsi hy est C, vaut 1
sur B(0, —é—:), tandis que f; ne s’annule qu’en 0 et vérifie 'identité

hi(@) = [zl + Ry(z), (2.2)
ol R; vérifie les mémes hypothéses que R.
On pose
hl (.’L‘) 1
s(x) = ——= — ——
D= 5@ T
ainsi que

1 ‘ 1
Clu) = / i) dzy . ..dz,,
W= @ Jaen Tl

de sorte que 'on a

1 1 0 A—1 h (y)
- - WA™Ing) “INT) g du. =
e ... dyp
(2m)d det A B(0,1) fi(y) “ Y
1 -1
det AC(A n)
+—-1— = AT D g (1) dzy . . . dzy.

(27r)d det A B(O,l)

Sid=1,0ona

Cu) = 1/_11’—§%dx

o

1 [!cosuzx
=1 / cosuz
T Jo |m|d

1 ¥ cost
-udo"l/ y dt.
T 0 tdo

Or on sait (cf. par exemple [14]) que

T cost oo I
A _Fl’—o— dt = F(l - do) 51n(§d0) = F(OC) (;OS(E'CV).
Dot 1 11 1
ZC(A™'n) ~ =T T o)
L) ~ 20 cos(a)

ce qui est l'estimation cherchée pour la partie principale.
Supposons maintenant d > 2. Si O € O,(R), comme la mesure de Le-
besgue est invariante sous 'action du groupe orthogonal, un changement de
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variable montre aisément que C(Ou)

que de [[ufl.

= C'(u), de sorte que C(u) ne dépend

Evaluons donc C'(Aey), ol e; est le premier vecteur de la base canonique.
Comme on intégre sur une boule, il est naturel de faire le changement de

variable polaire
T

T2

Tg—1
Zq

On choisit d’imposer comme condition r € {0,1], (64, ...

I

r cos 6,

rsinf#; cosf,

rsinf; sinf, sinfly_o cosby_q
rsinfy, siné, sinfly_s sinf,.

,9(1,2) < [O,ﬂ'[d_2

et 041 € [~m,w[. Calculons le Jacobien de ce changement de variable :

D£$C1, 7md)

D(T 017 >6d

. On définit le vecteur ligne Ly par

s,

et la matrice (d — 1) x d : Q, par

Le Jacobien d’ordre d est donc

Dd(’f‘, 61, e

D’autre part, on a

Dd(r, 01, B

En développant par rapport a la premiére ligne, on a

Dd(’l", 91, ‘e

7911——1) o=

Lg(0, ..., 041) = 5;(151, c s Ta)
ox;
(Qa)ij(r,01,...,04-1) = 80; .
0 1) _ Ld(917---79d~1)
- Qd(r791)"'>0d~—1)
COs 01 sin 91Ld_1(02, P gd«l)
,84.1)=|—rsinf; rcosbLy1(02,...,04-1)
0 sin Qle_l(r, 92, ey Hd-—l)
rcos® 0y (sin 01) 2 Dy_1(r, 0, .. .,04_1)
+ rsin? 6, (sin 01)4 2Dy (7,02, ..., 04-1)
= ’I‘(Sil’l gl)d_QDd_l(T, 92, ca . ,Gd_l)

Comme Dy(r,0) =r, on a

d—2
Dy(r,01,...,04.1) =19 11—[ (sin B )1,
k=1
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On a donc
1 1 giAr cos 01 J 1d~2 ek
Cle) = e T (sin )4 RO, . By dr
e (2W)dA /U),w{d—2x[—7r,7r[ rdo kl;[l(sm ) 1 d—1

1 kg
— Kd/ / ei)\rcosﬂ (Sing)d—2d9 ,’.—H-a dr
0 0
A T
= K\ / / e (sin §)%2dg =1+ dr
0 0

A gl
= Kd)\“"‘/ / e’ (1 —xQ)d_géd:v rite gp
0o J-1
- —1 A _
= KdﬁQ%EF(iT))\”O‘/ J%;z(r)r“gTzr’l‘“" dr
0

_ by
= KdﬁZ%—zF(fj—é—l))\“a/ J%g(r)r%“d‘) dr,
0

ot 'on a posé
g 43 =
Ki=—=|I2Wy = — | | W,

ou Wy est I'intégrale de Wallis

W, = / " (sin8)* df.
0
Il est bien connu que 'on a
_ 7 (2p)! pl?2%

= g pram S T

On a donc
21 k-1

HWz‘ = HW2pW2p+1
1=0

p=0

_TIE
21

s 1

- (§)k1x3x---x(2k—1)
7 k12K

- (§)k(2k)!
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Ceci permet de calculer

1 k!
Koz = 5503
1
Bt = g ey

ce qui peut se condenser en

-1
Kd = (Tf%—_le_glr(g'—Q‘—"-))_l.

Remarque Nous ouvrons ici une parenthése pour donner quelques indica-
tions sur une preuve alternative de ’expression de C'(Aeq). Elle est basée sur
les formules d’intégrations par tranche suivantes : pour f intégrable sur R?,
g intégrable sur RF et P la projection canonique de R? sur R*, avec k < d
on a oo
f(z) do = / -t [ fru)do() dr
Ré 0 S4-1
et
| @eP)w dotw)=cab) [ - lal)F (o) d

Sa-1 Bg(0,1)
ol ¢(d, k) est une constante dépendant exclusivement des dimensions d et k.
La premiére formule est classique. Pour la deuxiéme formule, on pourra se
rapporter 4 Rudin [42], qui en donne I’analogue pour des fonctions sur C¢ —
la preuve est la méme, mis & part que le volume d’une boule de rayon r est
proportionnel & r?¢ dans C? et 4 r¢ dans R¢. En combinant ces deux formules,
on obtient pour g o ||.|| intégrable :

—+00 +1 L )
/ e g(|lz|) dz = Gd/ rd_lg(r)/ (1— t2)d%_1e“")‘t dt dr
R 0 -

1

Il s’agit de déterminer G4. Mais dans la théorie des fonctions de Bessel, on
montre que pour Re v + % > 0 et z réel, on a

+00 1k +1 .
Z ' (-1) (_J“_)Qk _ 11 / (1- tz)u—%e-—ztz dt,
KR T(k+v+1)2 D(v+35)vm J

d’oit pour z =0

1 1 +1 i
F(V+1):F(l/+%)\/7_f/_1 (1 -1t dt.
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En prenant A = 0, puis par exemple g(r) = exp(—%)ﬂ on peut facilement
déterminer la constante G4. Le calcul de C(\e;) s’en déduit alors, en prenant
g(r) = —Hly(r) et en utilisant la représentation intégrale des fonctions de
Bessel .

]

Il reste & contréler

/ ei(A”ln,:v)dx
B(0,1)

Nous allons utiliser la formule de Green, que I’on peut considérer ici comme
une intégration par parties multidimensionnelle. On sait que si V est un
volume dont la frontiére est une variété C'™ orientable, que u et ¢ sont des
applications respectivement C? et C*' de V dans R, on a

/ PAu dz = / #(grad u, N(z)) do(z) — / (grad u, grad ¢)dxz,
v oV 1%

ot N (z) désigne le vecteur unitaire normal & OV orienté vers 'extérieur de V'
et o désigne la mesure superficielle sur la surface V. La formule reste valide
sid=1etV =|[a,b] avec a < b : on a alors o = §, + J, on I, désigne la

mesure de Dirac au point z, ainsi que I'on a N(a) = —1 et ]V(b) =1:clest
alors une intégration par parties classique. Si I'on prend u(z) = —We“"’”,
on a grad u = —-”Zﬁfze“"’w) et Au = eX™® d’ou

gy .. L N i(n,z) S 1 i(n,z)
/Vqﬁe dz = T avg{)(v,N(x))e da(x)—klm” Vquﬁ(v)e (de,)

ot l'on a posé v = HZ—”. En itérant le procédé, on obtient, pour ¢ de classe
CN .

A N-—1 ik—l - R
/ ¢ez(n,sc) dr - / D’; ('U®k)<v, N(.’L‘))G“n’x) dO’(iE)
v oV

+ o [ DY, B e o
InlI¥ Jyv

Ici, on va prendre V =V,, = {r € R* r, < ||z|| < 1}, od 7, est une
suite de limite nulle & déterminer et ¢ = s. Afin de controler la taille des
différentielles, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 13. 1] existe une constante K telle que

0 < |||l < % = Vk<N sup |Dfs(h®)| < K||z]|V 20—k (2.6)
likf=1
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Pour ne pas nuire & la lisibilité de la preuve en cours, nous admettons
pour 'instant ce lemme technique. On a alors

. i{n,x — TN_qdo —
| [ s@)e® dz | < K Syrit T (Inlirn)~*
Vien k=0
+ 0
[V

ot Sy désigne l'aire de la spheére d-dimensionnelle et By le volume de la boule
d-dimensionnelle. D’autre part, en intégrant 'inégalité (13) avec k = 0, on

obtient K
s(o) dz| < ———_ pd+N-2do
‘/B(Oyrn)l ( ) I"d+N—2d0 n
Puis, en combinant les deux inégalités, on a

N-—2dy N—1

. r ,
| s(;t:)e’("’””> dz |< K Sdrg“l—”— (||n|[rn‘)“k
B(0,1) Il kzz:o
K By o,
+ 2o
lIn]|¥
. K d+N—2do
d+ N — 2dy "

On choisit alors r, de maniére & ce que les deux derniers termes de la somme
— que 'on suppose étre les plus importants — soient du méme ordre, soit

L1
" e
et 'on obtient finalement
) 1
| / s(@)el™®) dpf = O(—— 1) 2.7)
B(O,L) (HnHMN—“id” :

Il nous faut & présent étudier le comportement de I,(z). Pour vy < %,
I'intégrale

+00
/ Jea()F" dt (2.8)
0

est semi-convergente et ’on sait calculer sa valeur. De maniére générale, si v
et p sont des nombres complexes vérifiant

O<Reu<Reu+g—,
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on a

[ 20, r(4)

et T e T (- Ly 1)

Cette intégrale est parfois appelée intégrale de Weber, du nom du premier
mathématicien & donner les valeurs de I'intégrale pour v entier. Pour une
preuve et un historique des résultats, on pourra se reporter a [49], §13.24,
page 391.

Ici,onav=%2et p=d—dy =, soit

(52)

+00
¥ —_~ 2 7/
/0 Jd_;g (t)t dt = 2%_7(10 .

Comme N > d implique 8 > o = d — dg, on en déduit I’équivalent souhaité.

Passons au cas ou v > 3. Dans ce cas, 'intégrale considérée en (2.8) est
divergente, mais ’on peut néanmoins évaluer la taille de I,(z) en utilisant un
développement asymptotique des fonctions de Bessel. Les fonctions de Bessel
sont liées aux fonctions de Hankel H} et H? par la relation

1
J, = 5(1—[,} + H2).

Or, sur C\R™, on a des développements asymptotiques & une précision arbi-
traire :

H,}(Z) = \/ %z"%ei(z“%“%[)(l -+ 071 “+ -+ Z—% -+ O(].z_[—”l—ﬁ))

HE(Z) \/%Z_%e‘—i(z—%'—gf‘ (1 + Qzl— 4+ Z_% + O(|z|’1+ ))

Pour un exposé des résultats évoqués, on peut se référer a [14], chap. XV.
On a alors

T 1
/ H (5 dt = / HL, (0" dt
0 2 0 2
2 % o1 iu—(@-nE
+ 4= [ reltlNE) gy
™)1
2 % o2 ie-@-nT
+ y/Zay [ t7EetEDD) gy
m 1

+ / 11736/ DD (1) de,
1
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avec ¢(t) = O(}%). On en tire immédiatement

X
/Hé;z(t)ﬂ dt = \f/ et=d=-D7) gy
0 2
+ \/jm/ﬂ 7eit=(d-10%) gy

+ ma.x'y 2, )
Une intégration par parties donne
T
/ P3et--DF) gy — [t / tv 5 - gy
1
D’ot

/z = 5pit=(d=1)7) g4 — O(Q;max(v—%»ﬂ))‘
1

De la méme maniére
x
/ 50T g = [z eilt= S / (v - %)t%%ei(t-—w—n%) dt,
1

La valeur absolue de l'intégrale dans le second membre se majore comme
précédemment, et 'on a enfin

- 2 1 (A4 5 o0s
/ Hi:_z_ (t)t7 = —x7_§ez(x_T) + O(xmax('lf"ja ))
0 2 T

/ H tfy _ \/ix'y——e—i( (d+1)7r) + O( max(y g 0))
Par suite

/ Jd;z)(t)t’y = \/§L.7“§ oS (:E _ E(_i_-z_l_)__) 4 O($m“(7'%’o)).
0 2 T

De méme

1l s’ensuit

1 2 1 1 _ (d+ 1) o d+3
= K “ A 101 9] min(e,8,%5) .
“ = det A d\ﬂﬂd‘l A=) 5 cos(|| A7 ]|~ ——=)+O(|n] )

Supposons maintenant y > et N > L(1/(d - 4do — 1)2 +8d(1 + d) —
ce qui est équivalent & 8 > d+1 . Dés lors, on a min(a, §, 42) > —21 Pour
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montrer les égalités concernant Pamplitude de oscillation de (e¢,), il suffit
de montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos(||A™ n|| —
(d—zl)”r))nezd est le segment [—1,1]. Or il est bien connu, que si 6 ¢ 7@Q, 1’en-
semble des valeurs d’adhérence de la suite (e”?),>o est le cercle unité. Donc
si Pon trouve ny € Z% tel que ||[A™'ng|| ¢ 7Q, il suffira de considérer la
sous-suite Cpn,-

Pour trouver un tel élément, on va s’appuyer sur le lemme suivant :

Lemme 14. Soit M un sous-module de R® dont tous les éléments ont une

norme euclidienne rationnelle.
Alors dim M < 1.

Preuve : Si M n’est pas réduit 4 {0}, il contient un élément u« de norme
rationnelle non nulle que, par homothétie, on peut supposer entiére : on peut
donc trouver e, € R? unitaire et p € N* avec u = pe; € M. Sidim M > 2, on
peut trouver v € M indépendant de u. On peut également trouver e; € R? tel
que (eq, e2) forme une base orthonormale de Vect(u, v). Notons v = ze; +yes.
Comme u et v sont indépendants, on a y # 0. Comme u,v,u+v € M, on a

2(u,v) = [lu+ ol — Jul* € Q

Or 2(u,v) = 2pz : on a donc z € Q, puis y? = ||v||* — 2% € Q. Soit A € Z*
tel que Az € Z et A\?y? € Z. Posons z = (Ap)v — (A\z)u :ona z € M et
z = Apye,. Pour a € Z*, posons t = au + z : on a

81> = a®p® + p*(\y)? € Z

Ort € M : ||t]|® est donc & la fois un entier et le carré d’un rationnel :
comme Z est factoriel, ||t]|? est le carré d’un entier. Comme yAp # 0, on a
1#1* > lap[*, dou |[¢]]? > (lap| + 1)%, d’ou

ly2(Ap)?| > 2|ap| + 1,

ce qui est évidemment faux dés que I'on choisit ¢ suffisamment grand. Contra-
diction.
[

Pour montrer Pexistence de ny, il suffit alors d’appliquer le lemme qui
précéde au module M = %A*Zd, puisque 'on a dim M =d > 2.

Pour v = %, il convient d’étre un peu plus précis dans le développement :

on a
2 x 2 . 0 1
! T = —_— 'L(t"(d-l)—) _— Z(t_(d—l)_) ___1. —
Hd;2(t)t \/;6 4/ 4 \/—7{_‘6 1 ( n +O(t2))
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De sorte que, par les mémes techniques que plus haut, on montre que

o0 ) 2 A -
/ HL, ()t — 4/ =€ t=@D%) g4
0 -T 7r

. . A . 1 /
est semi-convergente. En faisant le méme travail sur H2t2, on trouve le dé-
veloppement

Igjz-_l"d(l') = \/_%cos(x - £d—|;11)7r.) + B+ 0(1),

+oo 1 2_ s
B = Ja-2 (t)t2 — 4/ =cos(t — (d — 1)) dt.
0 2 ™ 4

Ceci suffit pour affirmer

avec

s oolcal | A ™0l 5 > 0

puisque le méme raisonnement que précédemment montre que, 'ensemble
, . 1 gt
des valeurs d’adhérence de la suite c,||JA™In||™> est exactement le segment

K, 2 K, \ﬁ
(e a7 7B galyz + B

Il est temps & présent de démontrer le lemme 13.

Preuve du lemme 13 : Pour calculer et majorer les différentielles
successives au point x, nous allons effectuer un développement limité de d au
voisinage de z, puisque 1’on sait que l'on a

s(a +h) = 37 Dhs(h®) + of 4]

Comme sur B(0, 1), on a hy =1, il vient
S(.’E + h’) = ﬂ|m||d0,R1(w)(u$(h)7 ’Uﬁ(h))’
ol I'on a posé
FA,B(hl, hg) = (A -+ B + hl -+ hz)—l el (A + h])—l

ug(h) = ||z + hl|® — [lz]|®
vz(h) = Ri(z + h) — Ri(z)
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On a
Fyp(hi he) = (B+ ho)(A+ k) H(A+ B) + (hy + ha)) ™!
On a, dans R[[hy, ho]] les égalités

1 1 k1 k
A+ hy :ZAk+1 (—=1)"h

k>0

A BT = g ) k)

k>0
1 a-+b
= —_ _(=1)* hhl
> e 2 (1)
a+b 1 a+brarb
= ¥ ("2 g
a,b>0
D’oi, en faisant le produit
Fap(hi,hy) = Z (a+b)(_1)a+b+k+l %
a,b,k>0 a
B atkpb 1 atkp b+l
(Alc—H(A + B)a-}-b—H hl h2 + Ak-i—l(A i B)a+b+1 hl hy )
Développons & présent u,(h) :on a
hy (h,h) 4
T + h||% = ||z||% 1+2<x’ + =)
Or on a dans R[[z]]
do
1+2)% =3 (2>x
>0 \ "
Tandis que
(z,h) (b h), < (z) 1 L
2 + v = -(2(z, h)) " (h, h)
el * el = 2\ el

On en déduit, pour tout n > 1

A = 5= (F) () oot i e

n! ) ) — 1
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Et alors, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Rl |<;|( N, )2t

Donc on peut trouver K, tel que pour £k < N

D h
L T O T e A (29)
D’autre part, comme R, (0) = D{R; = ... Dy 'Ry = 0, la formule de Taylor
donne
VE <N ||DiRi| = O(fj2|¥75),

ou de maniére équivalente, il existe une constante K telle que
ch

|2 ()] < Kol HIAE. (210)

vz |lz]| < -;-wg <N
La composante homogéne de degré n en h dans u,(h)** v, (h)® est
a+k

Dl”zh® b Diry, (h®i
abk Z H 0“ H opvac.( )

1
p=1 Jp:

oll la somme a lieu sur les entiers non nuls vérifiant

a-+k

Zz,,—%Zy,,-n

Pour que cette somme soit non nulle, il est nécessaire d’avoir n > a + k + .
Dans cette situation, les majorations (2.9) et (2.10) montrent qu’on peut
trouver K tel que pour |z| < }, on ait la majoration

|55 (B)] < K|z]|e+RdrtN = p], (2.11)

En composant les deux développements, on a

Dy (h®") Z (a + b>(_1)a+b+k+1 Ri(2)83(h

)
ol (ol + R (@)

+

TN 81 (1)
2 ( >(“” O TR ] + By

a,b,k>0,a+b+k+1=n
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En appliquant les majorations trouvées en (2.11) et le fait que R;(z) est
négligeable devant ||z||%, on trouve que chaque terme de la somme est majoré

par
K/I|:L,|’N—2do+b(N-do)—n S K/f”xHN—Zdo—n’

ce qui donne manifestement ce que ’on voulait démontrer.
[

2.2.2 Deécroissance de la covariance

Le théoréme qui suit est une relecture du résultat d’analyse que nous
venons d’établir en termes de décroissance de la covariance de la mesure de
Gibbs gaussienne centrée associée 4 un potentiel.

Théoréme 2.4. Soit J un potentiel. On pose, pour (01,...,04)
f0y,...,00) = (%, ... %)

On suppose que f vérifie les hypothéses suivantes :
~ f ne s’annule qu’en les points du réseau (27Z)°.
- il existe un entier N, un réel dy vérifiant 0 < dy < min(d, N), une
matrice A € Gl4(R) et une fonction R de classe CV telle que

f(z) = || Az]|® + R(z),
avec pour tout k vérifiant 0 < k <N —1:
DiR=0.

Alors, on dispose des résultats suivants sur la covariance B, Xo X,

ordre du zéro | valeur de N vitesse de décroissance | signe & l'infini
do < 41 N> L\/d(1+d) 1/(|n|5) + et —

d+1
do = 43 N > 2=\/d(1 +d) 1/(|n]) ¢
do > &1L N>d+1 1/(jn]T®) +
Remarques

1. Le théoréme énoncé ci-dessus n’est pas exhaustif : il est probable que les
valeurs minimales de N annoncées ici pour pouvoir donner les conclu-
sions du théoréme 2.4 ne soient pas optimales. Notre but est, dans un
premier temps, de mettre en lumiére les différentes sortes de pathologies
qu’induit la présence d’une transition de phase.
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. Avant de donner des applications de ce théoréme & la théorie des pro-

babilités, il nous parait important de le situer un peu dans un contexte
mathématique plus général. Ce théoréme fait partie de la grande famille
des résultats sur les intégrales oscillantes,de la forme

/ Ye'?.

Cette expression un peu magique en évoque immédiatement d’autres :
coeflicients de Fourier, méthode de la phase stationnaire, méthode du
col ou de la plus grande pente... Autant de techniques parmi lesquelles
il peut étre difficile de choisir d’autant que les terminologies peuvent
varier selon les auteurs et les langues. Malgré la profonde unité qu’il
y a entre les différents résultats, il y a une réelle difficulté a choisir
les outils les plus adaptés au cas précis qui nous intéresse. A cet effet,
la lecture du chapitre II d’Erdelyi [17] est une aide trés précieuse. En
dimension d = 1, les résultats analogues a celui démontré ci-dessus
sont pléthoriques et ’on trouve beaucoup mieux qu’ici tant sur le plan
de la faiblesse des hypothéses (voir par exemple Zygmund [50] t. I
p. 190) que sur celui de la précision du développement asymptotique
(cf. [17]). L’énoncé et la preuve de Dieudonné [14] IV.4 permettent
de voir comment se combinent les hypothéses de singularité de ¢ et
de stationnarité de ¢. En dimension plus grande, la littérature se fait
beaucoup plus rare : outre —méme s’il est formulé différemment— le
résultat de Spitzer [45], sur lequel nous reviendrons, il convient de citer
Stein [47] chap. VIII, §2 et Harthong [21] partie I, qui travaillent tous
deux avec 1p C* a support compact mais usent de méthodes assez
différentes.

2.2.3 Application aux marches aléatoires apériodiques

sur 73

Nous voulons ici mettre en évidence les liens existant entre des marches

aléatoires symétriques apériodiques et certains systémes gaussiens en inter-
action. En particulier, des estimations de la fonction de Green de la marche
aléatoire donnent des renseignements sur la covariance du systéme gaussien,
et réciproquement. Certaines des remarques faites ici ont déja été faites par
Spitzer [46].

Proposition 2.1. Soit v la loi de chaque pas d’une marche aléatoire symé-
trique apériodique sur Z3 possédant un moment d’ordre 4.
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On définit la fonction de Green de cette marche aléatoire par

G(n) = Zu*k(n), n € Z>.

k>0

(G(n) est ’espérance du nombre de passages au point n de la marche aléatoire
partant de zéro et dont chaque pas suit la loi v)
On introduit la forme quadratique Q sur R® suivante :

QW) =>_ v(n)(n,0)?* ,6€R.
nezs

Alors on a Uéquivalent en linfini :

1 1

“) ™~ o @t @ (m G

Preuve : On va montrer que N = 4. On introduit la fonction caractéris-
tique de la marche aléatoire :

#(0) = Z v(n)el™? g c RS

neZs
Posons e,0 = ¢“™% On a
Djen(h®*) = €™ (i(n, h))*

Comme v posséde un moment d’ordre 4, la série des différentielles d’ordre
inférieur ou égal & 4 converge uniformément (en norme d’opérateur) sur tout
compact de RY. Par suite, ¢ est C* et ses différentielles d’ordre & < 4 sont
données par

Dp(h®) = 3 v(n)e™ (i(n, h))*

nez3

Comme v est paire on en déduit que D¢ = 0 et D3¢ = 0 tandis que
D? = —@Q. D’autre part, comme v est une mesure de probabilités, on a
#(0) = 1. Si lon pose f(#) =1 — ¢(#), on a f C* avec

£(6) = 5Q00) + R(6),

oupour 0 < k< N =4
DER=0.
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< *k . - 1 —i(n,0) k . 1 —i{n,8) m—‘ k
S () (n) = ey /[awe B0) db = s /{_mse S 6(0) a0

k=0

L’inégalité triangulaire montre que ¢(f) = 1 si et seulement si les nombres
complexes v(n)e!™? ont méme sens et méme direction que 1. Donc si ¢(4) =
1, les réels de B = {(n,0),v(n) # 0} sont tous congrus a zéro modulo 27.
Mais

Mod(B) = Mod({n, 8),n € M),

M = Mod(n, v(n) #0).
Comme la marche aléatoire est irréductible, M = Z¢, d’ou
Mod(B) = Mod(6), .. ., ).

Donc 6, ...,6; € 277, ce qui montre que ¢ ne vaut 1 qu’en les points du
réseau (27Z)%. De méme, il est facile de voir que @Q est positive. Si Q(8) = 0,
ona

(n,8) =0

dés que v(n) # 0. Mais
Vect(n, v(n) # 0) = Vect(M) = R%.
6 est orthogonal &4 R?, donc 8 = 0 et () est définie positive. Par suite, comme

~i{n,8) - 9)k __g____
N S 60 < gy

le théoréme de convergence dominée s’applique et

_ b ~itng)_ L
G(n) N (27T)3 /[-—7!',71']3 ¢ f(@) @b

Ainsi, G s’interpréte comme la covariance d’un systéme gaussien dont
Pinteraction J satisfait

J=f=1-¢0) (2.12)

Si Q est la matrice de Q, on peut trouver A symétrique définie positive
telle que

l\?.l@z

A2 =
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Dés lors, on a
9 e
et 'on applique le théoréme précédent avec dy = 2 et N = 4. (Comme le
théoréme que nous appliquons ne permet pas de prendre d > 3, nous nous
sommes fixés dés le départ d = 3, mais les raisonnements faits jusqu’ici ne
dépendent en rien de la dimension.)

Comme [|A™'n = vV2{(Q~!n,n)? et det A = 2-%(det Q)2, on obtient les
résultats désirés.
|

Remarque : Il faut signaler que les hypothéses de la proposition 2.1 pré-
sentée ici comme conséquence du théoréme 2.3 ne sont pas minimales : Spitzer
montre en effet en [45] que la méme conclusion demeure valide si ’on suppose
seulement que la marche aléatoire est apériodique, d’espérance nulle, et ad-
met un moment d’ordre deux. Il laisse en exercice au lecteur la généralisation
de ce résultat en dimension d > 3 pour les marches aléatoires qui vérifient
en plus

lim |n|¢"%u*(n) =0, (2.13)

Inj—+oo
ce qui est évidemment vérifié si le support de v est fini : il obtient

1 1

G ~ T —— ’
(=) " et (n,@"'n)s~1

olt my est une constante positive ne dépendant que de la dimension. L’équi-
valent donné est conforme a ce que laisse prévoir le théoréme 2.3 avec dy = 2
si I’on néglige de vérifier I'hypothése sur N nécessaire pour que son applica-
tion soit licite.

Exemple : La proposition 2.1 s’applique & la marche aléatoire classique
sur Z3, appelée parfois marche de I'ivrogne ; plus précisément v charge uni-
quement et de maniére équiprobable les déplacements de norme 1. Dans ce
cas Q(F) = £||0]|, i.e. Q= 31d et det @ = 5-. L'équation (2.12) permet de
lui associer un systéme gaussien en interaction : chaque site interagit avec
ses plus proches voisins, de telle sorte que

q){i,j}(w) = “%wiwj si|i —j| =1, et 0 sinon
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Ce potentiel est appelé potentiel harmonique. On a

3
L 1 1
6 i0y if3y _ E 2
J(e 1;6 2,6 3) - g k:l(l - COS&IE) ~ —6—“9”

et
3 1

(n) =cp ~ %W

Remarques :

1. Sil’on revient 4 une interprétation en termes de covariance de systéme
en interaction quadratique, on a établi une correspondance bijective
entre les marches aléatoires symétriques et apériodiques vérifiant

1 -

correspondent aux potentiels J vérifiant

J0)=1

J(k) < 0 pour k # 0

Zkelzd J(k) =0 (2.15)

fU 5] dz < +00.
L’hypothése selon laquelle J ne s’annule qu’en 1 — ou autrement dit, ¢
ne vaut 1 qu’en les points du réseau (27Z)% - est équivalente a 1'apé-
riodicité de la marche aléatoire (cf. [45]), ce qui signifie que le module
M = Mod(n, v(n) # 0) est Z% tout entier. Si 'on y réfléchit bien, cette
hypothése est toute naturelle : si M est un sous-module propre, des
sites qui sont dans des classes distinctes de Z¢/M n’interagissent pas.
Le systéme est alors composé de [Z¢ : M| sous-systémes indépendants.
Il convient alors d’étudier un des sous-systémes en effectuant un nou-
veau paramétrage, puisque ces sous-systémes induisent chacun la méme
famille de mesures de Gibbs.

2. D’autre part, pour une marche aléatoire symétrique apériodique, la
condition (2.14) est équivalente & la transience de la marche aléatoire.
En effet, on sait (voir par exemple [45], IL.8) qu'une marche aléatoire
apériodique sur Z¢ est transiente si et seulement si

1

C’est toujours le cas pour d > 3.
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3. Les correspondances que nous avons établies entre marches aléatoires
symétriques apériodiques transientes et certaines interactions gaussiennes
demeurent vraies quelle que soit la dimension. Ainsi, pour des potentiels
vérifiant (2.15) et correctement paramétrés, on peut obtenir déduire le
comporterent asymptotique de la fonction de covariance si ’on connait
celui de la fonction de Green de la marche aléatoire correspondante, par
exemple si cette derniére vérifie (2.13) (cette derniére condition est, elle,
vérifiée par les potentiels & portée finie, en particulier par le potentiel
harmonique).

2.2.4 Sur la généralité des résultats précédents

Le théoréme qui suit montre que les hypothéses du théoréme 2.4 sont
effectivement réalisables, au sens qu’on peut toujours trouver un potentiel
qui en vérifie les hypothéses, des paramétres convenables ayant été imposés.

Théoréme 2.5. Soit d un entier naturel non nul, dy < d et A € Gl(R).
On peut construire un potentiel J d-dimensionnel tel que

f(gl, P )Gd) = j(eiel, . -’eigd)_

vérifie :
- [ ne s’annule qu’en les points du réseau (21Z)¢,
- 1l existe une fonction R de classe C*™ telle que

f(z) = || Az|® + R(z),

avec R identiquement nul sur un voisinage de zéro
ce qui implique que f vérifie les hypotheses du Théoréme 2.4 avec d,dy et A
déterminés tels qu’on les a choisis.
Preuve : Soit ¢ € C®([0, +ool, [0, 1]) vérifiant ¢(z) = 1 pour z < 3 et
#(x) = 0 pour z > 1. On définit alors f : [-7, 7] — R par

flz) = ¢(z)

Si f(z) = 0, comme ¢(z) € [0,1] , on a ¢(z)||Az||% =0 et 1 — ¢(z) = 0 soit
é(z) =1 et ||Az|| = 0 d’ou z = 0. D’autre part,

R(z) = f(z) — [|Az]| = (1 - ¢(2))(1 — ||4=||®)

est une fonction C* nulle sur un voisinage de 0, donc dont toutes les différen-
tielles sont nulles en zéro. Comme f vaut identiquement 1 sur un voisinage
de la frontiére du cube elle admet un prolongement C(R?\(27Z)%) dont

Az[|® + (1 - ¢(2))
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(27Z)% est un groupe de période. C’est ce prolongement que nous noterons f
désormais. Il est clair que f vérifie les hypothéses du théoréme 2.3. On définit
naturellement J par

1 —i{n
J(n) = (27r)d /[;ﬂvdd e ( ﬂ)f(H) df

Comme f est paire a valeurs réelles, J l'est également. Reste a voir que
J € A;. En appliquant les mémes raisonnements que lors de la preuve du
théoréme 2.3, on voit que

1

J(n) = O(W),

ce qui prouve que

> I (n)] < +oo.

neze

2.2.5 Théoréme de limite centrale

Nous allons maintenant étudier 'influence de la transition de phase sur le
théoréme de type limite centrale. En effet, le comportement asymptotiques
en loi de sommes normalisées de maniére convenable est un résultat extré-
mement significatif en théorie des probabilités, plus évocateur que la seule
vitesse de décroissance de la covariance.

Théoréme 2.6. Soit d un entier naturel non nul, dy un réel vérifiant
Ll <dy < d et A€ GlL(R).
Soit J un potentiel d-dimensionnel. On définit

O, ...,0) = J(e, ... ).

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
- f ne s’annule qu’en les points du réseau (2mZ)°.
~ 4l existe une fonction R de classe C*+ telle que

f(z) = |Az||® + R(z),
avec pour tout k vérifiant 0 < k < d :

DER = 0.
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Alors, si l'on pose A, = {0,...,n—1}¢ et
SA - Z X,
€A
ot la loi de X = (X,);cge est p, unique loi gaussienne centrée de ®§,0: )
existe o > 0 tel que l'on a la convergence en loi suivante :
Shn
|An |2 +50

= N(0,07).

Preuve : Comme X est gaussien stationnaire centré, Sy, est une variable
gaussienne centrée. Pour montrer la convergence en loi annoncée, il suffit donc
de montrer que

Sia
H pd-+do
a une limite non nulle. Comme dans la preuve du théoréme 2.2, on a

E“ Sin = Z Ci—1
= Z Nyey,

pe{*na vn}d

avec
d

= |{k,1 € Ak~ 1=p}| = ][ (n - Ima])-
=1
D’aprés le théoréme 2.3, il existe une constante K — que ’on a calculé expli-
citement — et un réel ¢ tels que

= K[|A™ a7 + O(l[ A7 ™),

avec @ = d —dy et § > a. On peut supposer § < d. Si I’on pose V =] — 1, 1[¢,
on a

S NATp = S [ ATl

pe{-n,..,n}e penVNZd i=1
e Y (o i
Levnlzdi=t

= o 3 [Ja-lwbla®™

EEan};Zd =1

= " 3 4()

1od
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ou I'on a posé
d

$(z) = A7 2|7 J[A ~2).

i=1

On reconnafit ainsi une somme de Riemann, soit

S 6@~ ( /V #(z) dz)nd

Llod
erﬂnZ

On fait de méme pour 6, et on a ainsi

E,Si, = K(/ o(z) dz)n®* + O(n?%),
v

d’ou
E,S%, ~ K(/ o(x) dz)nttd
1%
puis
E __S_/%L — g’ = K(| o) d’c)n‘“do
wodrd 00 . . ‘
|

2.3 Commentaires

Sous des hypothéses peu contraignantes, nous venons d’établir des résul-
tats assez précis sur la vitesse de décroissance de la covariance, qui montrent
qu’en cas de transition de phase, on a une décroissance de la covariance en

ﬂli—-n;(%:a_—g;, ol a = d — dy, dy mesurant le degré de dégénérescence de la
nllinfe

transition de phase. Cette vitesse contraste fortement avec la décroissance
exponentielle usuelle en cas d’absence de transition de phase. Ce résultat
n’est pas surprenant : en effet, Laroche a démontré que pour des interac-
tions bornées sommables avec espace d’états fini, la covariance ne peut pas
décroitre plus vite qu’en |n|=2¢ (voir [30]) lorsqu’il y a transition de phase.

Dans le cas ou dy > 4—-;—1, on a alors établi que la décroissance de la co-
variance était si lente que la dimension de la renormalisation nécessaire a
Pétablissement d’un théoréme central limite est différente de celle du cas de
variables indépendantes, alors que dans le cas ot il n’y avait pas de transition
de phase, la renormalisation était classiquement la racine carrée du volume.
Nous postulons que la valeur de dy est un paramétre important dans 1’étude

du systéme que nous étudions. Ce postulat sera étayé ultérieurement par
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P’étude du systéme dynamique se dirigeant vers I’état d’équilibre qui n’est
autre qu’une mesure de Gibbs.

Dans cette optique, on doit alors conclure que la vitesse de décroissance de la
covariance, bien qu’elle soit un excellent indice de I’existence de transition de
phase, ne donne pas une information suffisamment précise sur la nature de
la transition de phase puisque dés que dy < d—;l, elle ne permet pas d’estimer
dy.

Si ’on ne s’intéresse plus seulement a 'ordre de grandeur de la covariance,
mais aussi a son signe,il est intéressant de remarquer que la position de dj
par rapport a d;—l détermine la présence ou ’absence de polarisation du
systéme : si dy > le, alors E, XX, est positif pour |n| assez grand, tandis
que si dy < 1'2;1, les covariances sont & linfini alternativement positives et
négatives.
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Chapitre 3

Processus de diffusion
infini-dimensionnel associé a une
interaction quadratique

Jusqu’a présent, nous avons considéré les mesures de Gibbs gaussiennes
comme définies par un systéme de caractéristiques locales — les équations
D.L.R. — déterminant les probabilités des différents états d’un sous-volume
fini & condition extérieure du systéme fixée. On parle alors d’un systéme de
spécifications locales.

Il existe une autre approche des mesures de Gibbs, elle aussi conforme
4 Pintuition physique : il s’agit de considérer ces mesures comme les états
d’équilibres — i.e. les limites en temps — d’un systéme différentiel stochastique
dans lequel intervient le gradient de 'interaction. Comme ’interaction est
quadratique, Péquation différentielle stochastique est linéaire.

Aprés avoir démontré Pexistence et 'unicité de la solution du systéme dif-
férentiel adéquat dans un cadre que nous préciserons, nous nous attacherons
particuliérement & étudier la facon dont la limite asymptotique dépend de
la condition initiale et montrerons que toutes les mesures de Gibbs peuvent
étre ainsi obtenues comme mesures d’équilibre.

Nous comparerons nos résultats avec ceux qui existent déja pour des
interactions sous-quadratiques ou quadratiques perturbées : il convient de
mentionner le remarquable article pionnier de Doss et Royer (cf. [15]) et les
récents travaux dans un cadre général de Da Prato et Zabczyk sur les équa-
tions différentielles stochastiques en dimension infinie (cf. [11],{12]). Malbeu-
reusement, si I’on veut appliquer ces résultats 4 des interactions purement
quadratiques, il convient de supposer qu’un certain opérateur est accrétif,
ce qui nous place automatiquement dans un cadre d’unicité de la mesure de
Gibbs dont nous voulons nous libérer.

79
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3.1 L’équation différentielle stochastique

On désigne par W, une famille (W});cz« de mouvements browniens réels
indépendants définis sur un espace probabilisé complet (Q, F, P). On munira
Q2 de la filtration (F;);>0 o F; est la tribu compléte engendrée par les W
pour i € Z% et 0 < s < t. On étudie ici le systéme différentiel stochastique

. ‘ 1t
X§=C’+W§—§/ S I kXEds Viezdte R (3.1)

0 kezd

ol ¢ est un vecteur aléatoire indépendant du brownien W;. On souhaite
I’écrire sous la forme vectorielle

¢
X, =+ W, — %/ JX.ds, te R (3.2)
0
Pour étudier de maniére rigoureuse un systéme infini d’équations différen-
tielles stochastiques, il est commode de se placer dans un sous-espace de RZ*
dans lequel la série figurant au second membre de (3.1) a un sens. On re-
trouve ici un probléme analogue & celui rencontré lors de I’étude de M} :ily
a un choix de sous-espace a faire qui n’est pas canonique. Nous ferons quant
a nous des choix liés aux espaces étudiés lors du chapitre 1, ce qui ne signifie
pas que d’autres options ne sauraient étre pertinentes.
Pour résoudre cette équation, on supposera donné un espace de Banach
E inclus dans R%* et vérifiant

Hypothéses sur ’espace d’étatF C RZ* dans lequel la diffusion vit
1. t— W, € C(R*, E) P-presque siirement.

2. Les suites finies sont dans F
On note e; la suite dont toutes les coordonnées sont nulles excepté la 1
iéme qui vaut 1.
(Ho) 3. La forme linéaire m; qui & chaque vecteur de E associe sa i-éme com-
posante est continue.
4. Le systéme (e;);cz« est une base faible de Schauder de F, c’est & dire
que

Vr € E,N¢ € E' /\lgrzldz mi{z)d(e;) = é(x) (3.3)

1€EA

Hypothése sur les coefficients de la diffusion J est un opérateur
continu sur F, avec 7;(Je;) = J(j,1).



3.1. L’EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE 81

Définition :  On dit que le processus (X;);>o est solution de I'équation
différentielle stochastique (3.1) si t — X; € C(R", E) P-presque stirement et
si presque toute trajectoire de X vérifie le systéme intégral (3.1).

Remarque : L’hypothése (3.3) implique que l’espace vectoriel engendré
par les opérateurs de projection (m;);cz4 est dense dans E’ pour la topologie
x-faible, puisque cette équation signifie que

= i i)
¢ Agrz%diEZAqﬁ(e)W

au sens de la topologie *-faible.

Lemme 15. Lorsque, comme nous l’avons supposé, E admet (e;);cza comme
base faible de Schauder, les solutions de Uéquation (3.2) et du systéme (3.1)
coincident.

Preuve : Comme, par hypothése, 7; est continu, on a

t t
ﬂ'z(/ JX, ds) z/ mi(JX,) ds
0 0

(Pour un exposé des propriétés élémentaires des intégrales a valeurs vecto-
rielles banachiques, on pourra se reporter & [48], ch. VI §3.)
Maintenant, si on définit ¢ € E’ par ¢(z) = m;(Jz), en appliquant (3.3),

on a
j(J'(YS):ZT‘-’L( 7TJ (Je;) = ZJ],z)XZ

i€z i€Z4d

Les deux notions sont alors bien équivalentes, puisque I'on a alors
Vj e Z¢,vt € R
1 t
ﬂ'j(—Xt'i‘C‘f'Wt-— :Z-/ JXst Yt €R+) = ——XJ-F("] +W] — ~/ ZJ], Xl ds.
0

ieZd
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3.2 Existence et unicité de la solution

3.2.1 Un lemme d’analyse

Lemme 16. Soit E un espace de Banach. On se donne w € C'(R*, E), une
application linéaire J continue de E dans lui-méme et ( € E. L’équation
intégrale

z(t) =+ w(t) ——/O ~2J—a:(s) ds

admet une unique solution x € C(R*, E) : elle est donnée par

z(t) = exp(—t%)é’ +w(t) — g/ﬂ exp(—(t — 3)%)w(s) ds

Preuve : Soit 7 > 0. On définit un opérateur A de C([0,77], E) dans
lui-méme par

t
Vit € [0,T] (Ax)(t) = € +w(t) / —g-x(s) ds
0
On montre par récurrence sur n > 1.
, : in n (zlo"
Vt e [O7T] Va:,y € C([O) -r]"E) “A CC(t) - A y(t)H < n! “:L‘ - y“fﬁ

ot Ton a posé pour x € C((0, T}, E) lzllr = supycgom le()]l- On en deduit

Vz,y € C([0,T), E) |A"z — A™y|ir < QI%JLI,T)TL

Iz — yllr

LTy i
4 ZE!T) < 1:une des itérées de A est donc contractante :

d’aprés le théoréme du point fixe, A admet un unique point fixe :

Pour n assez grand,

Az € C[0,T], E)Vt € [0,T] z(t) = ( + w(t) — /t —z(s) ds
D'ou
ANz e CRYE) VteRY z(t) =(+w(t) — /t %x(») ds
0

Il reste & vérifier que la solution proposée convient.

/Ot:v(s)ds = /Ot exp(—sg-)Cds-{—/Otw(S)dsw/Ot —gexp(—s%) /Os exp(u%)w(u)du ds
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Le dernier terme se transforme a 'aide du théoréme de Fubini :

tJ J/s J // J J.
—exp(—s— exp(u—)w(u)du ds = —ex ex du ds
| gew=s3) [ exptugt ey e

= /O[L Eexp( g)ds]exp(ug-)w(u)du

= [ exp(-ug) —expl=t3) expluz o (i

_ '/Otw(u)du~ O eXp(—(t—u)g)w(u)du
D’ot
3 [atrds = ([ Gewi-sg) asic+ § [ e~ —w) P
= [I- exp(——t‘g)]c + % /Ot exp(—(t - U)%)w(U)du

On voit alors aisément que x vérifie bien I'équation proposée.
|

3.2.2 Le théoréme d’existence et unicité

Le lemme 16 va alors nous permettre de trouver les solutions du systéme
différentiel stochastique (3.1) vivant dans un espace de Banach E C RZ*
convenablement choisi.

Théoréme 3.1. Supposons que nous sont donnés un espace probabilisé (0, F, P),
une famille (W");icze de mouvements browniens indépendants sous la proba-
bilité P, ainst qu’un espace de Banach E vérifiant Uhypothése Hqy. Alors, si

J est un opérateur continu sur E et { une variable aléatoire & valeurs dans

E indépendante des mouvements browniens (W*);czq, on a le résultat sui-
vant : Il existe un processus X, a trajectoires continues dans E une solution

de Uéquation de diffusion (3.2) . Ce processus est unique & Uindistinguabilité
pTEs.

Il s’écrit

Xo(w) = e ¢(w) + Wilw) — ”2'/0 =94, () ds

X est un processus de Markov (F;)-adapté .
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Preuve : Notons ; = {w : t = W,(w) € C(R', E)} Si l'on pose, pour

w e Ql
¢ J t —(t-s5)L
Xi(w) =e " 2(w) + Wy{w) — 5/ € Wi (w) ds
0

et Xy(w) = 0 pour w € Q\§y, le processus (X;) est bien défini et le lemme
16 montre que X; vérifie bien (sur €, donc presque stirement) les conditions
de continuité et 'équation intégrale demandées. Soit (X') une autre solution
du probléme : posons

t
G ={w:t— X,(w) € C(R", E)et Xt::C+VVtv—/ ngds vVt € R }.
0 2

D’aprés I'unicité du lemme 16, ¢ — X;(w) et t — X'(w) coincident pour
w € 0N, Comme P(Q1NQ,) = 1, les deux processus sont indistinguables.
|

Remarque : Notre approche des données du probléme est sensiblement
différente de celle adoptée par Doss et Royer dans [15] : ces derniers ont
fait le choix, un potentiel leur étant donné, de construire un espace £ =
I%(p) dans lequel leur solution va évoluer. Nous avons fait le choix, quant &
nous, de nous fixer un espace F décrit expliciterment, ce qui impose alors des
conditions sur J. Sil'on applique les résultats de Doss et Royer a un potentiel
quadratique —ils étudient, eux, une classe plus générale de potentiels —, il
convient de supposer que J est de portée finie ou s’écrit J(n) = ¢(|n}), ou
¢ est une fonction décroissante. Notons que leur article ne s’occupe pas du
comportement asymptotique du systéme, mais étudie avec soin les liens entre
mesures de Gibbs et solutions réversibles du systéme sous des hypothéses
supplémentaires qui s’écrivent, dans le cas linéaire qui nous intéresse,

J(0) > Y " max(0, - J (k)).

kczd

Il pourra étre intéressant d’étudier ultérieurement comment on peut s’affran-
chir de cette hypothése — qui écarte par exemple le modéle harmonique.

3.3 Covariance de la diffusion
Nous avons pu montrer I'existence et 'unicité d’une solution i ’équation

différentielle (3.1) sans faire aucune hypothése de moment. Cependant dans
ce qui suit, afin d’étudier les propriétés asymptotiques du systéme, il sera
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commode de pouvoir définir des opérateurs de covariance associés au proces-
sus sans qu’il y ait & débattre de leur domaine de définition. Dans toute cette
section, on supposera donc vérifiée ’hypothése

E(|W1||%) < +oo. (3.4)

Cette hypothése n’est pas trés contraignante et nous épargne des discussions.

Définition : Si X et Y sont deux variables aléatoires sur F dont la norme
admet un moment d’ordre 2, alors on peut définir une forme quadratique
continue sur £’ x E’', ot E' est muni de la topologie x-faible.

(6, 9) € E' x E' = Cxy(¢,¥) = E(X)y(Y).

On Pappelle la covariance de X et Y.
Preuve :

[B(X) (W) <ol Nl 1X 1 Y] (3.5)

Or |X]|| [Y|| € L, puisque ||X]),]|Y]| € L?, donc Cxy est bien définie. Si
(¢n) et () tendent faiblement vers ¢ et v, alors (||@nl|)n et (||¢n]])n sont
bornées. et I'on a ¢, (X)), (X) — #(X)¥(X) p.s. . En appliquant I'inégalité
(3.5) et le théoréme de convergence dominée, on obtient la continuité de

(¢.9) € E' x E' = Cxy (¢, %) = E¢(X)y(Y)

pour la topologie x-faible.
[
Dans toute cette section, on notera

() = Cwywy.-

On a o
(i, m5) = EWTW] = 6} = mi(e;) = m;(es)

Comme l'espace vectoriel engendré par les 7; est dense dans E' pour la
topologie x-faible, on en déduit par continuité

Vie Z? V¢ € E'(m, ¢) = ¢(e:)
De méme, il est alors facile de voir que

VS,t >0 CWs,Wt = inf(s,t)(., >
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SiJ € L(E,E) et ¢ € E', on définit J.¢ € F' par
Ve e E (J.¢)(z)=¢(Jx).
On dit que J est auto-adjoint lorsque
Vo, € E' (g, ) = (¢, Jy).

Proposition 3.1. 5S¢ J est auto-adjoint et que (Xi)i>o est la solution de
Ve.d.s. (8.1) a condition initiale nulle, alors pour tout t > 0, on a

V¢’ 1/) € E, CXt,Xt (¢)a 77/)) = <V;5¢7 Ilr/)>7

ot & l'instant t, ['opérateur de covariance V; vaut

t
Vi = / exp(—sJ)ds.
0
Preuve : On a
t
X, =W, — / Ze_(t_s)%Wg ds
0 2

Soit ¢,1 € E' : la linéarité et la continuité donnent

t
¢(X:) = ¢(Wy) ——/0 (b(‘ge_(tﬁls)%Ws) ds

ou encore

¢(Xt) = ¢(W1) ~ [) (%e““‘s)%.qﬁ)(Ws) ds.

De méme
J
2

P(Xe) = p(W) — /Ot(ie—u—u)

5 ) (W) ds.

On en déduit

E‘P(Xt)w(-Xt) = E¢(Wt)¢(Wt)

B E/o (%e_(t”)%-@(Ws)?ﬁ(Wt) ds

- B [ (Gt wsw) du

t t
+ E [ (Ge o) ds [ (e du
0 0
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En appliquant le théoréme de Fubini, on a
M(Xt)w(Xt) = E¢(Wt)w(Wt)

) /otE(%S‘“‘s’%-sb)(ws)w(wt) ds

- /otEée‘“‘“’%-w)(wuw(wt) du

b EGe W (e
[0,]x[ 2 2

L
2

) (W) du ds
D’ott

M(Xt)w(Xt) =

t
e g
0

J
+ / inf(s, u)(=e" (%)
[0,]x [0, 2

Comme J est auto-adjoint, Pexpression se simplifie en

M(Xt)¢(Xt) = t<¢, %/})

! J —(t—s)L
- 2 [ s(=e 2.4,v) ds
0

7.6, —2‘]-6—@—“)% ) du ds

2

2
* / inf(s, u)((2) e~ 6y du ds
.40, 2
En utilisant la linéarité de 'intégrale, on a alors

CXt,Xt (¢1 w) = <Vt¢7 ¢>,
avec

J

¢ 2
Vi=tl — 2/ 516"“_3)% ds +/ inf(s, u)(i) e ((t=s)+(t—u)) 3 40, ds.
0o 2 [0,6]x[0,1] 2

Un changement de variable, puis une intégration par parties donnent

! J ~(t-s5)L ! J —sL ! —sL
s—e 2ds= | (t—s)=e*2ds=tlI— | e °2 ds. (3.6)
o 2 0 2 0
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Par symétrie, on a

2 2
/ inf(s u)(l) e~ (U=9)tt-u)g gy ds = 2/ u(i) e~ (== T gy g,
[0,4%[0,¢] T2 2

0<u<s<t
On écrit ,
J . J - J
u(g) e—((t—s)—{—(t-—u))—;— — 56—(t—s)Ju§e—(s—u)%
Si on intégre en u de 0 & s, on trouve, d’aprés le calcul fait en (3.6)
8 ,
%6_2“—'5)%(81 _ / e~u-g— dU) — S_g_e~2(t—s)—‘?{— _ e—?(t——s)%(l = e—-s%)
0

On intégre maintenant en s de 0 & ¢ en remplagant s par ¢t — s : le résultat
de l'intégration est, en appliquant (3.6) & 2% :

1 ! ’ s [ s
—(tI ——/ e*7) -»/ e *ds —e 2 / e 93 ds
2 0 0 Jo

Il reste & calculer

Posons Z(t) = fot e~*7ds et calculons fut e~*/ ds par une intégration par
parties :

t t
/ e ds = [eTZ(s)], +/ Z(s)Je 7 ds
0 0

On a donc
soilt

On recolle les morceaux :

2 " ;
/ inf(s, u)(2) (DS gy ds = 4T - / e’ ds—?2 / e ds,
[0.x[0.1] 2 0 A

Lt
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et finalement

t
Vi :/ exp(—sJ) ds.
0
[ |
Corollaire 3.1. Soit

Tp={J € L(E), 3J € Ay J paire et Vi, j € Z2J(i,§) = J(i — 5)}

On suppose que T s’injecte contindment dans A;. Alors, pour J € Ty, et
pour tout t > 0, X; admet

/Ot exp(—sJ) ds (3.7)

comme densité spectrale.
Preuve : On commence par remarquer que si Cyy (¢, ¢) = (W.¢, 1) avec
BeTg, ona
EY;Y_; = ny(ﬂ’,;,ﬂ'j) = <B.7i'i,7Tj> - (Bm)(ej)
F 136J) l?(i,j) = b(i'_ j)

=/b Ydz

Comme l'injection de Tg dans A; est un morphisme d’algébres continu, le
résultat s’ensuit. I

3.4 Exemples d’espaces d’état £ convenables

3.4.1 L’espace B,

Soit B, = {z € R?", |lzl| B, = sup;cza %f—[ < 400} , ol p est une suite a
termes strictement positifs vérifiant I’hypothése suivante :

Pn > v/ In|n). (3.8)

Remarque : La condition (3.8) implique
Ve >0 Z exp(—cp?) < +oc. (3.9)
n€Zd

En effet, d’aprés (3.8), pour |n| assez grand, on a ¢p? > (d + 1) In|n|, soit
exp(—cp?) < m%—;,—, qui est le terme général d’une série convergente.
En fait (3.8) et (3.9) sont presque équivalentes :
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Lemme 17. Siil existe une fonction croissante ¢ telle que p, = ¢(|n}), alors
(3.9) entraine (3.8).

Preuve : Soit ¢ > 0. Posons

Se= > exp(—cp}).

nezd

On a
Se =Y Cnexp(—c(n)?),

n>0
ot C, = Card{k € Z% |k| = n}. Comme Vn >0 C, >1,0na
Zexp(—cgb(n)Q) <S.

n>0

Mais la croissance de ¢ implique

n

Cexp(—co(n)?) < S exp(~cp(k)?) < S,

2
k=E[%]
On a donc pour tout n > 2
B(n)? L1 I 25,
Inn T ¢ clnn
D’ou s 1
n
li >~
Hinooo iy =
Comme cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 0, ceci entraine
¢(n)?
llmn_’wm -~ -+ s
d’ou (3.8).
[ |
On note

Byo={z€B,, lim [_a_cd = 0}.

B, est un espace de Banach dont B, est un sous-espace fermé. On a, pour
P p , p
tout € Bpg, Taz — z quand A — Z% ou

Thx = zwk(x)ek. (3.10)

keA
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Ce qui est évidemment plus fort que (3.3). De plus, (3.10) implique que B,
est séparable.

Nous allons maintenant montrer quelques propriétés de 'espace B,y :
nous allons d’abord montrer que B, vérifie les hypothéses H, et ’hypothése
d’intégrabilité (3.4).

Lemme 18. On at— W, € C(R*, B, ) P-presque sdrement.

Preuve : Soit A,, une suite croissante de parties de Z¢ telle que

lim 1 A, = Z%

n—>00
On note "B le processus défini par "W?* = W' si i € A,, 0 sinon. "W, est un
processus & valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie et ses coor-
données sont presque stirement continues, puisque ce sont des mouvements
browniens. Donc pour tout n, t =" W, € C(R", B, o) P presque siirement.
Si 'on montre que pour P presque tout w, "Wy(w) tend uniformément sur
tout compact vers Wy(w), le résultat sera démontré. I1 suffit donc de montrer
que P(ﬂp€N>q€Q;+ Rs,q) = 1, Oﬁ

Reg={w: lim,_,o sup ||"W, — Wy|| < q}.

tel0,s]
Or Wi g
2 i1
sup ||"W; — Wy|| = sup sup L. sup —,
telo,s] tef0,s] i¢An Di i¢A, Di

ot §% = SUD4el0,6] [W{|. On en déduit que le complémentaire de R;, est

Cpy = {w: S" > gp; pour une infinité de i}.
Mais, d’aprés la classique inégalité exponentielle du mouvement brownien
(cf. par exemple [37], p. 52), on a

. i 2
P(S: > an) < 20m0(- L),

qui, comme on l'a vu en (3.9), est le terme général d’une série convergente :
on a donc Y, P(S! > gp;) < +oc et d’aprés le lemme de Borel-Cantelli
P(Cp,) = 0. Le résultat s’ensuit.

|

Lemme 19. Soit ¢ > 1 : il existe une constante My, telle que, pour tout
o > 0 et pour toute famille X = (X,,)nege de variables aléatoires gaussiennes
centrées vérifiant Vn € Z¢ EX? < 02, on ait

E|X[|% < M,o". (3.11)
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Preuve : On a
00
BIXIG, = [ o7 P(IX]s, > 1) dr
0
En coupant l'intégrale 4 t = o, on en déduit :
+o0
B|X|4, <ot +/ ¢ 17 P(|X |5, > ) dt.
Et, aprés un changement de variables
+00
BIXIG, <o+ [ q e P(1X]s, > ot) do)
1

On a

P(|X| |5, > 0t) = P(Uneza{|Xn| > tpao}) < D P(|Xa| > tpao).

nezd

Or P(|X,| > tpyo) < _ﬂ%%Tm exp(—(t—pgi). It suffit donc de montrer que

1 [* tpn)?
———/ 12 exp(—( p2) ) dt < +oo.
1

keza Pn

Mais si 'on pose m = minyez, Py, 00 a

+oo 2 +00 m)? 9. )2
/1 12 exp(——(tp;) ) dt < (/1 9% exp(— (t4) ) dt) exp(—m:) )

Comme I'hypothése (3.9) entraine la convergence de la série

1 tpn)?
S (- 0,
neden

la preuve est achevée.
| |

Lemme 20. E[|W,[|3 < +oo

Preuve : Il suffit d’appliquer le lemme 19 avec 0 = 1 et ¢ = 2.
]

Nous allons a présent établir un critére de tension dans P(B,) pour des
variables gaussiennes.
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Lemme 21. On pose, pour o9 > 0 :
Poo = {p € P(B,)|Vn € Z¢ i ~ N(0,a2)et a2 < o2}

Py, est lensemble des probabilités sur B, dont chaque coordonnée suit une lot
gaussienne de variance bornée par og. Alors, Py, est tendu dans l’ensemble
des probabilités sur B,,.

Preuve : On note ¢, une suite réelle vérifiant pour n assez grand

Vin|n| = e,pn.

Soit ¢ : R — R définie par

¢(x):{o si |z| < 1

|z| sinon
On introduit la fonction de controle ¥ : R%* — R+ définie par

— T
()= $(—73)-
On va montrer successivement
1. Pour tout M > 0 ¥~1([0, M]) est relativement compact dans Bj.
2. Il existe K,, > 0 tel que pour tout u € Py, [ ¥du < Koy,

Démontrons le premier point. Comme la somme de nombres positifs majore
tous les termes, il est clair que ¥~1([0, M]) est inclus dans

Tn

Pner?

{z € REVn € Z%(

) < M}

Par définition de ¢, cet ensemble est lui-méme inclus dans

{z € R%%n ¢ Zd;;—z%ﬁ < max(1, M)}
nen

. . 1/2
Ce dernier ensemble est un compact de By, car limy,|o0 el? = .

Passons au second point. Si 'on note N, la mesure sur R gaussienne
centrée et de variance o2, on vérifie aisément que

20 1
AN, = —=e" 27,
/R¢ 2T

q
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Soit maintenant pu € P,, :d’aprés le calcul qui précéde

p2€n
[ 3 (B

EZd n En

Et donc
Jy

p n
Vdyp < exp(—=2 o7 2 2) = Koy

.. 1/2
(En effet la série est convergente car pnsn/ tend vers 400 donc , ~—575 est

bornée et pour |n| assez grand % p" est plus grand que (d + 1) In|n|.)

La fin de la preuve est class1que : soit € > 0. On choisit M > 0 tel que
K"ﬂ < e. U~1([0, M]) est relativement compact dans B, et, d’aprés I'inégalité
de Markov

[ Wdp K,

V,u € Pao M(\Il—l([oaj\/j])) 2 1- M 2 1- _M‘ZO_ _>_. 1—e.

Ps, est donc tendu.l

L’espace B, est un sous-espace fermé de B, : c’est donc un espace de
Banach. On a vu que B, vérifiait les hypothéses H, et (3.4).

Nous allons maintenant voir que si I’on choisit convenablement le poids
p, il est possible de calculer de maniére explicite la norme d’opérateur de J.

Lemme 22. §ip est un poids de classe & et que J € A, est une suite paire,
alors J induit un opérateur J sur B, défini par J(i,j) = J(i — j).
J laisse By stable et

Nl = 1 Ml,0) = 17| 4,-

Preuve : Pour z € B,
(Jz), = ZJnka:k-Z]n—

Donc

(T2}l < llzlls, Y 1 (k=n)lpe < llzllg, D 1T (k=n)|pi-npn < llz]5, I17]]4,0n
k k

D’ou 5
12,y < 114,
Montrons que B, est stable par A : soit x € Bpg et e >0

g
< Z |J(k —n)|pe— no < |jz|] Z |J(k — n)|pe—n + || /] A, Sup —
keZd |k|<M |k|>M
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On choisit M > 0 tel que ||J]|4, Supjg>p 3¢ < 5, puis ensuite il ne r~este
qu’'une somme finie qui est inférieure & £ pour |n| assez grand. Donc Jx €
B, .

Soit & > 0 : il existe M tel que 3 <pr Pk|J (k)| 2 |||, — € Posons

i i fn| < M et J(n) #£0
2, = 4 PrTI]
0 sinon

Onaz € Byy et ||z]|p, < 1, donc

(JiC)o

N lle(B,0) = 1zllB, > = (Jz)o > || J)|a, — €

On en déduit ||J||5s, o) > [|J]|a,, d’oit 'égalité désirée. M

3.4.2 Les espaces /P pondérés

Soit £7(y) = {z € R%", 2l = 2iezavilzil? < +oo}, ol 7 est une
suite sommable & termes strictement positifs. £7(vy) est un espace de Banach.
On a, pour tout z € P(y), Thaz — z quand A — Z¢, ou

Tax = Zwk(z)ek. (3.12)
keA
Ce qui est évidemment plus fort que (3.3).
Lemme 23. On at-— W, € C(R", P (y)) P-presque siirement.
Preuve : Soit A, une suite croissante de parties de Z¢ telle que

lim 1 A, = Z%

n—00

1) _ . . 2

Si 'on pose r, = ZneZ‘i\ A, Tns OD sait que 1, tend vers zéro car -y est som-
mable. On peut alors en extraire une sous-suite r,, telle que 7, ,, < 7y,
ce qui implique que > . 7, < +o0o. Quitte & remplacer A, par A,,, nous

pouvons donc supposer que
Z Tp < +400.

n>0

On répéte alors la preuve donnée au lemme 18 : avec les mémes notations, le
complémentaire de R, 4 est 'événement

lim, 0 { sup ||"W; — Wi|| > ¢}
te[0,s]
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On a

(sup |[|"Wy = W) = sup ||"W,—W,|]P

tef0,s] te[0,s]

— o S
t€[0,s] i¢hn

< Yo wS)
i¢hn
D’aprés inégalité L? de Doob (cf. par exemple [37], p.52), on a

. 1 .
E(S:)P < (1—=)7" sup E[W/[
p t€{0,s]

Mais ‘
EW; P = Kpt?,
d’ou
E( sup ||"W; — Wi||)? < Kp8Prn
t€[0,s]

D’ou, d’aprés I'inégalité de Markov :
s
P({ sup [["W, = Wi|| > q}) < ry(=)7rn
t€[0,s] q

D’apreés le lemme de Borel-Cantelli,

P(limnoo{ sup ["We = Wil > q}) =0,

t€(0,s]

ce qui achéve la preuve.
[ |

Lemme 24. Dans l’espace £P(7),’hypothése d’intégrabilité
E[[Willzy < +o0

est vérifiée.

Preuve : On va en fait montrer le résultat plus fort suivant : si (X;);cz¢
est une suite de variables aléatoires de méme loi possédant un moment d’ordre
max(p, q), alors || X||ew(y) € L.

On peut supposer sans perte de généralité que ) ,.,4; = 1. Posons

) ; 1
Zy =1 X ey = O_ wl XlF)7.
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Il est facile de voir que

E(Z,)? =E Y %Xl =E|[Xo|f < 400
i€Zd

Donc Z, € L?P, et de méme Z, € L9. Mais, d’aprés l'inégalité de Holder, on a
p < q — Zp < Zq-

Donc si p < ¢, par domination Z, € L? puisque I'on sait que Z; € L?. D’un
autre cdté, si p > ¢, on sait que ZP € LP, ce qui implique Z?7 € L4,
Comme les coordonnées de W, suivent des lois normales centrées réduites,

et donc admettent des moments de tous ordres, le résultat s’ensuit.
[ ]

3.5 Comportement asymptotique en temps

Les équations différentielles stochastiques linéaires infini-dimensionelles
sont étudiées en détail dans le traité de Da Prato et Zabczyk [11], mais les
résultats asymptotiques qu’ils obtiennent supposent une hypothése d’accré-
tivité d’un opérateur qui implique 1'unicité de la mesure de Gibbs. L’obten-
tion de résultats fins en présence de transition de phase demande une bonne
connaissance de ’opérateur associé a ’équation différentielle stochastique —
en particulier la connaissance de son spectre — ce qui suppose un choix judi-
cieux de I’espace dans lequel on veut que les solutions vivent, ce qui disqualifie
automatiquement les espaces £2 & poids : en effet, dans de tels espace, la sy-
métrie de opérateur est perdue, ce qui anéantit nos espoirs de déterminer
son spectre. En effet, les interactions quadratiques considérées sont associées
a un opérateur de Toeplitz symétrique sur 2 - sans poids, cette fois — , mais
£2 n’est pas un espace assez gros pour que I’on puisse y faire vivre la solution
- en particulier un produit de mouvement browniens n’y est presque jamais.
Les arguments que nous venons de développer semblent indiquer que le choix
des espaces B, est judicieux. Kondratiev et Sokol ont fait quant & eux le choix
de ’espace des suites tempérées et y donnent les premiers résultats en cas de
transition de phase. Nous reviendrons sur leurs travaux dans une remarque
ultérieure.

Nous allons maintenant établir quelques lemmes techniques qui nous se-
ront utiles dans ’étude du comportement asymptotique.
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3.5.1 Meétrisation de la convergence en loi

On appelle R; 'ensemble des fonctions f : B, — R vérifiant

{ f € C*B,,R)
SuszBp |f(SC)' + SupzeBp “Dwf“ + SupweBp ”D:%f“ <1

ot 'on a posé
|| D4|| = sup{|Dk(h1 ® -+ ® ha); |lhills, < 1, Vi € [1,..., k]}

Enfin, pour deux mesures 4 et v sur By, on pose

) =sup| [ £ du= [ 1 av] (3.13)

fERy

Comme ’espace B, est séparable, on sait que la distance d y métrise la
convergence en loi.

Comme pour tout z € B, la famille R, est stable par f — f(. — z), on
a le résultat suivant

Lemme 25.

Y, po, V1,13 € P(Bp,O) d(m * fa2, V1 * l/z) < d(/h, V1) + d(,u‘z, 1/2) (3-14)

Preuve : Voir [2], page 37.
|

Lemme 26. Sotent ju1, uy deux mesures gaussiennes centrées sur B, admet-
tant ¢1 et ¢y comme densités spectrales.
Alors

d(p, o) < Ma||dy — @]y,
ou l’on a posé

s — bl = / 161(2) — bal2)] d

et ot My est la constante déterminée en (3.11).

Preuve : Soit (€2, F, P) un espace probabilisé supportant des variables
aléatoires gaussiennes centrées indépendantes X, Y, Z, T telles que Px = i,
Py = g et que la loi de Z (resp. de T') sous P soit la loi gaussienne centrée
admettant (¢ — @)~ (resp. (¢1 — ¢2)™ comme densité spectrale.

Soit f € Ry. Ona [ f duy — [ f due = Ef(X) — Ef(Y). On peut écrire

Ef(X)-Ef(Y) = (Ef(X)-Ef (X+2))+(Ef (X+2)-Ef(T+Y))+Ef (T+Y)-Ef (Y))
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Mais X + Z et T + Y sont gaussiennes (sommes de deux gaussiennes in-

dépendantes), centrées, et ont méme densité spectrale ¢; + (¢ — ¢2)” =
(¢ — o)t + @2 : elles ont donc méme loi, dott Ef(X + Z) = Ef(T +Y),
puis

Ef(X) —Ef(Y) = (Bf(X) —Ef(X + 2)) + (BEf (T +Y) - Ef(Y))

D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral (licite dans les espaces de
Banach, cf. par exemple [7], p. 77), on a

1
FT+Y) = f(¥) = D (T) + /0 (1= D% fy (T @ T) dt
D’on
1
BJ(Y +T) ~Ef(Y) =EDfy (T) +E [ (1= 9D*frea(T @ T) d
0

Comme D f est bornée et que Y et T sont indépendantes, on a
EDfy (T) = EDfy (ET) = ED y (0) = 0.
Comme, de plus [|[D?f|| < 1,0n a
|D*fyrer(T @ T)| < || TIf?

et on obtient 1
Ef(T +Y) -~ Ef (V)| < SEITI.

De méme |Ef (X + Z) - Ef(X)| < %E”ZW
D’aprés le lemme 19, on a alors E(||Z||2B,,) < Ma||(f1 — ¢2) " [ha

et E(||T1%,) < Mafl(d1 — ¢2) |-
On a donc

[Ef(X) —Ef (V)| < Ma[l(d1 — d2)" |l + Ma|l(¢1 — ¢2) 7|l = Ma||é1 — éollx

On en déduit d(p1, pe) < Mal|d1 — P2l
[ |

3.5.2 Comportement asymptotique a condition initiale
nulle

On suppose désormais que J est un potentiel qui est dans A, et pour
lequel il y a existence d’au moins une mesure de Gibbs. On rappelle que
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pour cela il est nécessaire et suffisant que soient réalisées les deux conditions
suivantes :

J(U) ¢ R*
/i(z) dz < 400
vJ

Théoréme 3.2. Si (X,) est la solution dans B, de le.d.s (3.1) & condition
inttiale nulle, i.e.

J [ ;
X, =W, - = / eI W, ds
2 0

alors
PX,: = Hoos

0U liso est la mesure gaussienne centrée de densité spectrale %.
(Il s’agit ici de convergence dans P(Bpy), ce qui est évidemment plus fort

que la convergence dans P(RZ").)
Preuve : D’aprés le corollaire 1, X; admet pour densité spectrale

t
/ exp(=s) ds = 2(1 — exp(t.))
0 J
Si 'on applique le lemme 21 & 0§ = [ —;-(z) dz, on voit que la famille de
lois (Px,)e>0 est tendue. D’aprés le théoréme de convergence dominée, tout
point d’accumulation de (Px,) quand ¢ tend vers +oo admet comme densité
spectrale —} Comme X; est gaussien centré, la seule mesure limite possible de
(Px,)t>0 est la mesure gaussienne centrée de densité spectrale }I Comme la
famille est tendue, on en déduit que (Xt);>o converge en loi pour la topologie

de By vers la mesure désirée.
|

3.5.3 La notion d’a-ergodicité

Nous nous plagons ici sous 'hypothése que le potentiel étudié est & dé-
croissance exponentielle. Nous voulons alors donner des critéres d’ergodicité
du systéme en s’autorisant un grand nombre de conditions initiales : certaines
suites a croissance exponentielle pourront méme étre prises comme condition
initiale ! De fait, nous allons nous placer dans un cadre de travail similaire &
celui du chapitre 1.

L’objet de ce paragraphe est d’obtenir des résultats d’ergodicité pour un
potentiel J € S}, avec a > 1. (Rappelons que de tels potentiels possédent
une symétrie naturelle, décroissent exponentiellement et sont tels qu’on peut
leur associer une unique mesure de Gibbs & support dans B,,.)
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Définition :  On dit que le systéme stochastique gradient (3.1) associé au
potentiel J est a-ergodique si pour tout z € B,p, la solution de l'e.d.s. &
condition initiale déterministe z converge en loi dans B, vers la mesure p
gaussienne centrée de densité spectrale %

Remarque : Il faut souligner que la notion de convergence en loi évoquée
ci-dessus dépend de la valeur de « puisque les fonctions sur lesquelles on teste
la convergence sont les applications continues de B, dans R. Si 8 > «a, B,
s’injecte continiiment dans Bs. Donc tout application continue de By dans
R induit en restriction une application continue de B, dans R. On a alors un
paradoxe dans la notion d’a-ergodicité, puisque en augmentant 3, on agrandit
Pensemble des conditions initiales possibles, mais la notion de convergence
en loi est plus faible, ce qui ne permet pas de comparer trivialement les
notions d’a-ergodicité et de S-ergodicité. Heureusement, le théoréme suivant
aura pour corollaire immédiat que pour § > «, la f-ergodicité implique 'a-
ergodicité.

Théoréme 3.3. 1. Si Re (J) ne s’annule pas sur la couronne U,, alors
J est a-ergodique.

2. 8i Re (J) s’annule sur Vintérieur de la couronne Uy, alors J n’est pas
a-ergodique.

Preuve : On va avoir besoin de quelques lemmes.
Lemme 27. On définit

Ta : Sa — A1
(@n)neza +> (O‘s(n)an)nezd

Alors T, est un morphisme d’algébres et l'on a
Vo € S |Talz)lla; < llalla, < 2l Ta(@)lla,

Preuve : T, est un morphisme d’algébre car

e —

Vz e U To(z)(2) = Z(az).

La premiére inégalité est évidente et la deuxiéme a été démontrée lors de la

preuve du lemme 6.
||
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Lemme 28. Si p est un poids de classe £ avec |p,| = O(|n|"), alors, pour
tout entier k tel que 2k > g +mn, on a

Vfe C*(UC)AFecAd, f=F.
De plus, il existe une constante K telle que
1Flls, < KN = A fllzowy

Preuve : Si une telle suite F' existe, on a nécessairement F,, = (f, xn),
ol Xxn(2z) = 2™. Définissons donc ainsi F

Fa=fix) = (—1;—}—'7@, (14 )
= (1+| |)k<f7('— )Xn>
= ﬁ@jﬂ(l — A)*F, Xn)

Dot pp Fy = ey (1 —A)* £, xn), puis par Pinégalité de Cauchy-Schwarz :

1Pl < () H 0 = )y

nezd (1 T ]nl

Lemme 29. Soit p € N et f € CP(U,C). Pour tout n dans N tel que
in| < p, il existe une fonction g, € C®(RT x U,C) telle que

O exp(—tf) = exp(—tf)gn(t,.)

et
1 (t, oo = O(™).

Preuve : On établit le résultat par récurrence sur p. Pour p = 0, 'as-
sertion est évidente puisque gy = 1. Soit n € N¢ — {0} et supposons le
résultat établi pour p < |n|. On peut trouver k € {1,...d} et m € N¢ tel que
n=m+ e : on a alors 0, = 0, 0,. Or

Oe, €xp(—tf) = —t0., f exp(—tf).

On applique alors la formule de Leibnitz :

Onexp(—tf) = ~tZ( )am —i0e, [ Oiexp(—tf)

i<m
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On a donc 9, exp(—tf) = gnexp(—tf), avec
m
gnlt, ) = —t;n ( ; )am~i+ekf gi(t,.).

Le résultat s’ensuit.
|

Notation Pour f € CN(U,C), on pose
| flloy = max{|0xf(z)[;z € U, [k| < N}.

Lemme 30. Soit p un poids de classe & avec |p,| = O(|n|"), et ¢ € A,
vérifiant ¢ € C*(U,C), ot k est un entier tel que 2k > & +n. Alors

1.VF e A, Ve>0,o0na
II¢* eXp("‘t}?)“Ap — 0(8_(m¢(F)—6)t),

ou
mg(F) = inf{Re F(2); 2 € supp ¢}.

2. Si F e C?*(U,C), on peut étre plus précis : il existe une constante
Kpp indépendante de ¢ telle que

Vi >0 ||¢* exp(—tF)|la, < Kppplldllpest™ e e,

Preuve : On va commencer par démontrer la deuxiéme partie du lemme :
soit donc F' tel que F' € C* (U, C). D’aprés le lemme 28, on a

16 x exp(=tFa)lla, < K1~ A) (dexp(—tEn)lzw)
< Ksup{|(1 — A)*(§exp(—tF,))(2)], 2 € supp ¢}

En développant (1 — A)* par la formule du binéme, puis le résultat obtenu
par la formule de Leibnitz, on voit qu’il existe une constante K telle que

Vf, g € C*(U,C) [|(1-=A) fglleo < KWV f||p2x max{|8;9(z)|; z € supp f, |3| < 2k}.

On en déduit

|6 * exp(—tFy) | 4,

IA

- 1(1) ) 2 —mg(F)t
KK max 1g:(t, Mool Al p2x (e )

IN

KFJV’:D“QASHD%tle“mda(F)t,
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la derniére inégalité étant obtenue grace au lemme 29, ce qui établit la pre-
miére partie du lemme.

Passons maintenant au cas général : soit F' € A,. Pour n € N, posons
Fn(i) = F(i) si |i| < n, 0 sinon. Il est clair que £, est C* et que F, tend
vers F'. Choisissons n tel que ||F — Fy||4, <€/3. On a

A - €

|m¢(Fn) —m¢(F)| < ||Fn - F”oo < “Fn '"F”A,, < 3

et
¢ x exp(—tF) = ¢ x exp(—tF,) * exp(t(F, — F))
Donc
¢ * exp(—tF)[la, < [l¢*exp(—tF)l|a, |l expt(Fn — F))l|a,
<l % exp(=tFy) |, el Fllapt

On a alors

6 xD(=tF) 4, < K gl ot meP)-01

d’oil le résultat voulu.
[ |

Corollaire 3.2. Soit F' € Ay et n un réel strictement positif tels que
Re F > n. Alors

exp(—tF)|| 4, = o(e™™).
Preuve : [l suffit d’appliquer le lemme précédent ap=1et ¢ = . On a

alors & = 0 et ¢ = 1 est C°. L’hypothése qui est faite implique my(F') > a.
]

Remarque : Soulignons que '’hypothése F > 0 ne suffit pas pour avoir
limy_,o0 || exp(—tF)|| 4, = 0. Posons F = 6 — M, avec M (k) = 55 si |[k]| = 1,
0 sinon. C’est le potentiel correspondant au modéle harmonique et on a déja
vuqueFA'ZO. On a

exp(—tF) = exp(~tdy) exp(tM) = exp(—t) exp(t M)
Mais il est facile de voir que si A et B sont & termes positifs, on a
| A= Bl = [|A[| | B]| et ||A+ B|| = |lA]| + || B]|, d’ot [|exp(A)|| = exp(f|Al).
On a donc || exp(tM)]| = exp(t), d’ou

Vi >0 |lexp(—tF)| = 1.
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On peut & présent prouver le théoréme. Remarquons tout d’abord que
d’aprés 'expression de la solution de Pe.d.s.

J t
X, =e 50+ W, — 3 / eI, ds
0
et le théoréme 3.2, le systéme déterminé par J est a-ergodique si et seulement
si pour tout £ € By exp(———J)x tend vers 0 dans By, .
Supposons que Re (J ) ne s’annule pas sur U, . Comme Re (J) > 0sur U,
on en déduit qu’il existe ¥’ > 0 tel que Re (J) > &' sur U,. D’aprés le lemme

o —

27, on a donc Re (Tu(2)) > &. D’aprés le corollaire 3.2, on a alors

bl

l exp(—Ta(5))]la, = ol

Mais comme T, est un morphisme d’algébres exp(—tTn (%)) = Ta(exp(—LJ)).
D’apreés la deuxiéme inégalité du lemme 27, on a également

t _ q
lexp(=5 )4, = ole™=*). (3.15)

L’ergodicité s’ensuit puisque

t t t
lexp(=5)2]l5a, < [l exP(=5 DB 2l B0 = [l exp(=5 )l acllzl 24 o-

_ Supposons maintenant que Re (/1) s’annule dans l'intérieur de U, . Comme
A est holomorphe, donc ouverte sur U'intérieur de Uy, il existe z dans 'inté-
rieur de U, tel que Re (A)(z) < 0. On a donc limy,o, | exp(—tA(2)] = 400
Mais

A

|exp(—tA(2)] = lexp(—5.1)(2)| < [lexp(=5)l| . = | exp(=5 )543

Donc (|| exp(—£J)||1(B. o)) e0 N'est pas bornée. D’aprés le théoréme de Banach-
Steinhaus, il existe z € B, tel que exp(—-%J )z n’est pas bornée, ce qui em-
péche 'a~ergodicité.
[ |
Exemple

On prend ici d = 1 et on définit .J par

Zk‘ |n|+k

k>0
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On a X
Z <
ez IS oy

ou 1
K=)
k>0
donc Vo > 1 J € A,. On vérifie facilement que J(z) = exp(z + z71), d’out
J € 8}. Re J(z) = 0 si et seulement si z 4 27! € R+ iZ + 5. Cherchons la
racine de module strictement supérieur & un minimal : on pose z = re® avec
r>1et @ eR. Ilexiste n € Z tel que (r — +)sinf = F + 7n. On a alors

T 1 1
— < -+ - —_— 1 9 < —_
5 = | an| = (r 7n)|sm |<r .

N[

Comme 7 +— 7 — % est strictement croissante r est minimal pour 6 = 7 et

1
7r+,/7r2+1 92,057
r=— — ~ .
4 16 )

1T g
r— =3, 801t

Le systéme déterminé par J est donc a-ergodique pour o < r, mais pas pour
a>r.

3.5.4 Description des lois limites dans un cadre de tran-
sition de phase
On suppose dans cette section que J décroit comme I'inverse d’une fonc-
tion polynémiale, plus précisément J € A,, avec a, = 1+ 2"n" et n > 0. De
plus, la transition de phase n’est pas exclue, c¢’est 4 dire que J peut s’annuler
sur U.

On a besoin de quelques résultats et définitions avant de pouvoir énoncer
notre théoréme.

Définitions Pour v € B,, on définit & € A/, par

Ve e A, d(z) = Z Uy Ly,

nezd

et 'on appelle support spectral de la suite u I’ensemble

spec u = supp 4 = C Uoeao, O,
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O,={Oouvert de U , Vfe A, suppfc():>ﬂ(f):0}_

Enfin, pour J € A,,
ker J = {u € B,, Ju = 0}.

Quelques propriétés simples Il est facile de vérifier que
Vu € By, VA #0 spec (Au) = spec u

et
VYu,v € B, spec (u+v) C spec u U spec v

Afin que la notion de support spectral ne demeure pas totalement abs-
traite, nous allons donner quelques exemples. Ces exemples permettront, dans
une certaine mesure, de justifier la terminologie choisie.

3.5.4.1 Exemples de supports spectraux

— Déterminons d’abord le support de la suite nulle : il est facile de voir
que tout ouvert O de U est dans Oy. Par suite le support spectral de
la suite nulle (notée 0) est vide.

— Prenons maintenant v = §y (on rappelle que c’est la suite dont tous les
termes sont nuls, sauf celui d’indice 0 qui vaut 1). On a pour J € A,

a(J) = J(0) = /U J(2) de

Pour tout ouvert O de U, on peut construire une fonction f C*® po-
sitive, non identiquement nulle et dont le support est inclus dans O.
On trouve alors J € A, tel que f = J, ce qui prouve que O ¢ Os,. 1l
s’ensuit que le support de J, est le tore U tout entier.

Ces deux exemples nous mettent en garde contre des analogies abusives
avec la notion de spectre d’un opérateur. On voit par exemple que la
propriété pour un point de U de ne pas appartenir an support spectral
n’est pas stable pour de petites perturbations de u (au sens de ||.||4,) :
en effet spec 0 = &, tandis que pour tout A # 0 aussi petit que 1’on
veut, spec Adp = U. La comparaison avec les distributions est plus ap-
propriée, d’autant que 'on verra que B, s’identifie au dual d’un espace
de fonctions.
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- Exemple fondamental : Soit u la suite définie par
Uy = 27,
avec z € U fixé. On va montrer que I'on a
spec u = {z}.

Montrons d’abord que z € spec u. Soit O un ouvert contenant z.0On
peut construire une fonction f C'*, telle que f(z) = 1 et dont le support
est inclus dans O. On trouve alors J € A, tel que f = J : on a

a(J) =Y J(n)"=J(z) = f(2) = 1,

ce qui prouve que O ¢ O,. Ceci implique qu’aucun élément de O ne
peut contenir z, d’ou z € spec u. Réciproquement, soit z € U\{z}. On
peut trouver un voisinage O de z ne contenant pas z. Soit alors J € A,
tel que supp J C O : on a alors @(J) = J(z) = 0, puisque z n’est pas
dans O, dounc a fortior: pas dans le support de J. Ceci prouve O € Oy,
d’ou x ¢ spec u, puisque z € O.

3.5.4.2 La convergence en temps

Maintenant que nous nous sommes un peu familiarisés avec les outils
théoriques, nous pouvons présenter le théoréme principal :

Théoréme 3.4. Soit J un potentiel appartenant & A,, avec a, = (1 + n)",
avec 1 > 0. Pour x € B,g, notons pf la loi au temps t de I’équation diffé-
rentielle stochastique (3.1) & condition initiale ( = x. Six s’écritz =u+ s
avec s € ker J et inf{J(z); z € spec u} >0, alors on a

z ____>
.
:u’t 00 siuom
0l |t est la mesure gaussienne centrée de densité spectrale % et Tshhoo la
mesure image de i par la translation 7s de vecteur s.

Avant de démontrer ce théoréme, faisons quelques remarques.

Remarque Si J est une suite a décroissance rapide, ou de maniére équi-
valente si J est C® sur U, alors quel que soit 7 € N, J est dans le A, cor-
respondant et la famille des normes permet de munir ’ensemble des suites
a décroissance rapide d’une structure d’espace de Fréchet. Muni de cette to-
pologie, I’espace des suites a décroissance rapide est isomorphe par J — J
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a l'espace des fonctions C'*™ sur U muni de la topologie de la convergence
uniforme de chaque dérivée. En dualité, on obtient ’espace des suites a crois-
sance lente, isomorphe & ’espace des distributions sur U. Ainsi, le résultat
que nous allons montrer est plus fin que ce que 'on aurait pu obtenir en
prenant directement pour espace d’états ’ensemble des suites & croissance
modérée : en précisant la lenteur de croissance de la suite initiale, on affaiblit
la décroissance nécessaire sur J. Notons également que le résultat établi ici
contredit un énoncé de Kondratiev et Sokol [29] (partie 1, cas B page 230).
En effet, ils affirment que si la condition initiale z n’est pas dans ker J, alors
le systéme converge vers p,, ce qui est contradictoire avec notre résultat —
considérer z = u + s avec s € ker J — {0} et inf{J(z);z € specu} > 0. 1l
semble que 'erreur dans leur raisonnement soit la suivante : ils considérent
que si z ¢ ker J, alors e/ z — 0. Ceci est valide pour x € 2, mais pas pour
tout x & croissance modérée.
Preuve : Nous allons nous appuyer sur quelques lemmes.

Lemme 31.
L’application v — 4 réalise une isométrie de B, sur Al.

Preuve : Pour z € A,,u € B,, on a

- u
i(z) = }: Ty —,
neZd "
d’onl
()] < llulls, il 4.
soit [|ulla, < ||ullg,|l-
Soit maintenant ¢ une forme linéaire continue sur A,. Pour z € A,, on a

Comme ¢ est continue, on a

$(z) = D n(6n).
nezd
Soit n € Z%. On choisit maintenant de prendre z = &ln'd”' On a ||z|l4, = 1,

donc
lp(z)| < (18] 4

On a donc

ezt 20y,

Qp
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Ainsi, si I’on pose u,, = ¢(d,), on a u € B,, avec

lullB. < 1164,
et ¢ = 4. Ce qui achéve la preuve.
|

Lemme 32.
Si A € A, est paire et u € By, alors Au= A4

Preuve : Comme ’espace vectoriel engendré par les §, est dense dans
A,, il suffit de vérifier que ces deux formes linéaires coincident en les dy.

D’une part
Au(s,) = (Au), = Z A(n — k)ug
keZd
D’autre part

(A@0)(8n) = (ASn) = (D A(n—k)d) = Y An—k)i(0x) = Y Aln—k)w
keZd kezd kezd

[ |

Lemme 33. Pour tout u € B,, O, est stable par unton quelconque.

Preuve : Soit [ un ensemble d’index, et (O;);er une famille d’ouverts de
O,. D’aprés le théoréme de partition de 'unité, on peut trouver une famille
(¢:)ier de fonctions C*°(U, R) telles que

et telle que pour tout compact K C O,
{i € I,3z € K, ¢;(z) # 0}
est fini (cf, par exemple [43], théoréme 6.20 p. 162).
supp ¢; C 0.

On sait qu'il existe a; € A, tel que d¢; = ¢;. Posons O = U,;0; : il est
clair que O est ouvert. Soit f € A, tel que supp f C O. Comme supp fest
compact, il existe un sous-ensemble fini J C I tel que

supp f C UjesOj

f=2_0if

et
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Par suite, on a

f = }: a; * f7
J€eJ
d’olt -
a(f) = ile;* f).
jed
Mais

—

supp a; * f = supp a;f C supp ¢; C O,

donc @(a; * f) = 0, puis @(f) = 0. On a donc montré que O € O,, qui est
donc bien stable par union quelconque.
[ |

Lemme 34. Soient f,g € A, et u € AL, Si f et § coincident sur un voisi-
nage de supp 4, alors 4(f) = 4(g).

Preuve : Par linéarité, on peut supposer g = 0. Soit V' un ouvert conte-
nant supp @ sur lequel J s’annule : alors

supp f € bV C Upeo, 0 = 0.

D’aprés le lemme 33, O’ € O,, et donc par définition de O, on a 4(f) = 0.
[

Notations On note Y; application de B, dans [0, +oo] définie par
T (u) = inf{J(2); z € spec u}.
Pour 7 > 0, on pose
E;,={ve B, T;v)e€Ur,+x]}.

Lemme 35. 1. Soit u € By, admettant la décomposition u = v + s avec
s € ker J.
Alors, on a pour tout e >0 :

| exp(=tJ)u — s||5, = o(e”(Ts)=e)t),

2. §iJ e C?*(U,C), avec 2k > ¢+ a, on a le résultat plus précis suivant :
il eziste une constante K7, , telle que

Vu € Bpg,u=v+s, s€kerJ
Vt> 1 |lexp(=tN)u—s|s, < K, lvls.t*e 008
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Preuve : On a exp(—tJ)u = exp(—tJ)v + exp(—tJ)s En développant
en série 'exponentielle, on voit que comme Js = 0, on a pour tout n > 1

(—:,fl—J!)—ns =0, d’ou exp(—tJ)s = s Il reste & controler exp(—tJ)v. On a

| exp(—tJ)vl|p, = || exp(=tJ).0{|a, = sup [5(exp(—tJ)* ¢)|
ol aa <1

Soit 1[) une fonction de classe C%* avec 2k > g + « valant 1 sur
{z€U J@E)2T,0)-7)

et 0 sur R -
{z€U J(z) <T;(v) - 52—}

D’aprés le lemme 28 c’est la transformée d’un élément ¢ € A,. Onasupp v C
{z€eU J(z) > T,;(v)}. Comme J est continue, {z € U J(z) > T,;(v)—%}
est un voisinage de supp v et on a donc d’aprés le lemme 34

t(exp(—tJ) x ¢) = v(¢p * exp(—tJ) * ¢)
Maintenant

|9(¢p * exp(=tJ) * @) < [[]|4; |4 * exp(=tT)]| 4. || aa (3.16)

On a donc
| exp(—=tJ)vll, < [|v]ls,[|% * exp(—=tJ)]l 4,

Mais my(J) > Ys(v) — §, et en appliquant la premiére partie du lemme 30 ,
on prouve la premiére assertion recherchée. Voyons a présent comment affiner
le raisonnement pour obtenir le deuxiéme résultat voulu : il s’agit de majorer
le second membre de (3.16), et pour cela, faire de bons choix pour ¢ et «.

Soit ¥ une fonction C*(R, R) valant 0 sur | — o0, 0] et 1 sur [1, +o00[. Pour
des réels a et b vérifiant a < b, on pose

\I’a’b(:c) = \If(

b—a)’

de sorte que W, est une fonction C*°(R,R) valant 0 sur | — 0o, a] et 1 sur
[b, +00[. Il est facile de voir que, pour tout i > 0, on a Pégalité

sup |[¢9)| = sup ||
R R

1
(6—a)’
D’autre part, il existe un constante My telle que pour tout g € C®(R, R) et
tout f € CV(U,R), on ait

N < ; up |g).
lg o flloy < Myl fllo~ max sup g™
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Soit maintenant ¢ > 1 fizé. On choisit alors de poser
’l/} = WT—%,T-—% © J,
ol £ reste & déterminer. On a alors

. . 0
llpes < Mokl || pos Ogligks%pl‘lff.%,,_%l

- 4. . .
< Z)e (®)
< M| Jllpw max (2)"sup [¥]

- 4 ,
< = 2k (z)
Mo || )| p2x max(1, (e) )ogligk sxﬂép KA

On pose alors € = %, et on applique la deuxiéme partie du lemme 30 pour
majorer ||3) * exp(—tJ)||4, : on a

my(J) 2 Ts) = 5 = Ts(v) - 7,

ce qui entraine

lexp(—td)u = sla, < Ky pllolln,he 770",

avec
' 2 7 ;
K}y = € KyppMol||J|| por (52X, Sup v,

[ |
On en déduit aisément le théoréme.
|

Remarques Dans ce qui suit, on prouve que I’ensemble des conditions
initiales admissibles {u} est assez gros.

1. 11 est aisé de construire des suites u non nulles vérifiant ’hypothése

inf{J(2);z € spec u} > 0 : soient zy,. .., z, des éléments de U tels que
Viell,...,p] J(z)>0.
Si ’on se donne des nombres complexes Ay, ..., Ay, la suite u définie
par
p
un =Re (O Xiz)") (3.17)
i=1
vérifie
spec u C {2z1,..., 2},

ce qui montre qu’elle vérifie bien la condition désirée.
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2. Si K est un compact de U sur lequel J ne s’annule pas, toute suite
s’écrivant comme en (3.17), avec les z; appartenant & K est dans l'es-
pace vectoriel £y, ou 'on a posé 7 = inf e j(z) Si ’on montre que
E; . est fermé pour la topologie *-faible de B,, il s’ensuivra que toute
limite faible de telles suites appartient & £, et vérifie donc également
Phypothése inf{J(z); z € spec u} > 0.

Lemme 36. E;, est un espace vectoriel fermé pour la topologie *-
faible de B,.

Preuve : Soit (uy)n>1 une suite d’éléments de E;, convergeant vers
u € B,. On a, pour tout n > 1, suppu, C F = {z € U, J(2) > 7}.
Autrement dit, si O’ est I'ouvert U\F, on a pour tout n > 1 O’ C
Uoeo,, 0. D’aprés le lemme 33 Upco,, O € O,,, mais il est facile de
voir que si O; et Oy sont des ouverts vérifiant Oy C O,, alors Oy €
Oy => O, € O,. On a donc O € O,,. Soit maintenant f € A, telle
que supp f C O".

On a pour tout n u,(f) =0, d’ou a la limite @(f) = 0. Dot O’ € O,,
soit supp u C F, ce qui est équivalent a u € Ej ;.

E;; est donc fermé pour la topologie *-faible de B,.

[ |

3.6 Vitesse de convergence de la dynamique

3.6.1 Vitesse en ’absence de transition de phase

Nous allons établir ici qu’en Pabsence de transition de phase, dans les
cas ou nous avons été capables d’établir la convergence du systéme, cette
convergence se fait & une vitesse exponentielle.

Lemme 37. On suppose que J ne s’annule pas sur U, ou, de maniére équi-
valente, que 'on a

a=1inf J > 0.
U

Alors on a
‘l¢t - d)oo”l = O(eﬂat)a

ou ¢ est la densité spectrale de X;, i.e.
1 N
Oi(z) = = 1—e VG 3.18
() = 55 ) (3.18)

et P celle de pioo, i.e.

Poo(2) = : (3.19)
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Preuve : On a

- — ___]‘__ —tj(z) :
¢t — doolln /Uj(z)e dz (3.20)
d’ol
1 —aot
e — ¢oo||1 < Ee
[ |

Nous pouvons & présent démontrer que la vitesse de convergence du sys-
téme se fait a vitesse exponentielle lorsque J ne s’annule pas sur U. On a deux
théorémes, 1'un pour J potentiel I'-invariant & décroissance exponentielle, et
I’autre pour J décroissant comme l’inverse d’une fonction puissance.

Théoréme 3.5. On suppose que J € S}, avec o > 1 et que Re J ne s’annule
pas sur Uy. On pose b = infy, Re J et ¢ = infy J. Alors, on peut trouver une
constante K telle que pour tout b’ < b, il existe une constante Ly telles que

ou puf désigne la loi au temps t de la solution de l’équation (3.2) & condition
initiale déterministe x.

Preuve : On a

d(p, 1) < d(p, ) + d(p2, u¥)

M.
d(u, H?) < Ma|| @4 — Doz < *C‘Q‘e_d-

D’autre part

A, pf) = A7 g 1t)
< etz g,
< e allz]l 5.
< Ljl|p,e” "

(la derniére inégalité ayant été démontrée en (3.15).)
|
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Théoréme 3.6. On suppose que J € A,, avec a, = 1 +2"" et n > 0. On
suppose également que J ne s’annule pas sur U. On pose ¢ = infy J. Alors,
on peut trouver une constante K telle que pour tout b/ < c, il existe une
constante Ly telles que

Vz € Ba,O Vit > 0 d(/,l,f,‘u) < Keﬁct + Lb"l-fI{Bae_%t,

ot p¥ désigne la loi au temps t de la solution de ’équation (3.2) & condition
mmatiale déterministe Xo = x.

Preuve : Mise & part la derniére inégalité, qui est ici une conséquence
du lemme 35, la preuve précédente demeure inchangée.
[

Remarques :

1. Il est bien entendu possible en affaiblissant un peu le résultat d’obtenir
une présentation plus compacte. Nous avons choisi de conserver cette
forme afin qu’apparaissent nettement les deux contributions distinctes :
la partie proprement stochastique, indépendante de la condition ini-
tiale,qui décroit en O(e™), et la partie déterministe, dépendant de la

Y -y
condition initiale, en O(e™2?).

2. Les vitesses de convergence trouvées ici sont cohérentes avec les résul-
tats démontrés dans [12] par Da Prato et Zabczyk. Dans leur article,
ils s’intéressent a l'existence de solutions et au comportement asymp-
totique de systémes stochastiques ol la dérive est la somme d’un opé-
rateur linéaire et d’une perturbation. Dans le cadre linéaire pur avec
interaction stationnaire qui nous intéresse ici, leurs hypothéses sont que
la portée est finie et que J est accrétif dans £2(Z¢%) —i.e. [|Jz|]2 > K||z||2
pour un certain K > 0. Mais on connait le spectre d'un opérateur de
Toeplitz dans ¢£2(Z%) : c’est J(U) (cf. par exemple [20], ex. 248) . Cette
condition d’accrétivité est donc équivalente au fait que J ne s'annule
pas. Sous ces conditions, ils obtiennent une convergence ergodique &
vitesse exponentielle pour des conditions initiales dans E = I?(p), ou
p est un poids exponentiel ou polynémial tel que J soit un opérateur
continu dans F.

3.6.2 Vitesse en présence de transition de phase

On va étudier la vitesse de convergence du systéme vers I’équilibre quand
il y a transition de phase sous des hypothéses analogues a celles formulées au
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chapitre 2. On suppose dans toute cette sous-section que '’hypothése suivante
est vérifiée :

{z €U, J(z) =0} ={1} (3.21)

J dégénére en un seul point du tore, & savoir en 1. (Pour des remarques sur
la généralité de cette hypothése, on pourra se reporter au chapitre 2.)

Lemme 38. On suppose que J vérifie hypothése (3.21). Soit A une matrice
d x d réelle symétrique définie positive, dy < d et € > 0. On pose, pour
(0y,...,04) o _

fOy,...,0;) = J(, ... %)

On rappelle que 'on a défini

1 R
P(z) = ——(1 G“t'](z)
€)= 5 )
et .
P (2) = —.
- =50
On a les résultats suivants :
1. 9%
lim, o f(z)||Az|™® > 1,
alors
T 41 1 Kgy1p,,d
hmt-—)OOHQt - (I)ooHltdO < Tt A on I (d_() -1)
2. 51
lim,_o f(z)[|Az|~® < 1,
alors
; 41 1 Kgprp, d
lim, o [| e — Pool1t% ™ 2 Tt A 27 I(a‘g‘ — 1),

ol les constantes K4 ont été calculées en (2.3).

Preuve : Comme les deux preuves sont identiques, nous allons unique-
ment prouver la premiére assertion. Supposons donc lim, ,,f(z)||Az|~% > 1.
Soit £ > 0 : on peut trouver a < 1 tel que

14zl < a = f(z) > (1 - ¢)]| Aa||®

D’aprés ’hypothése (3.21), f ne s’annule pas sur ’adhérence de [—m, 7]\ A~! B(0, ),
donc si I'on pose b=inf4-1 ey f,onab>0et

1 1
D) — toollt = ———/ ——e @ gy 4 O(e™
e h (2m)? J 4 B(0,a) f(=) ( )
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On a
1 / L @ 1 1 / 1 traio)
——f L d.’E = —_— T dﬂ)’
(2m)¢ Ja-1 p(oe) () (2m)?det A Jp,a) f(A71T)
1 1 L —ta-e)laf®
— ez d
(2m)idet Al —¢ /Bm,a) T ’

On fait le passage en coordonnées sphériques déja effectué au chapitre 2 :

1 1 1 1 |||
_e—t1=a)lzlid0) 1,
(ZW)ddetAl—e/ B,0) ||x||d06 ’
_ 1 1 1 f e—t(1~€)rd0 pd-1-do ﬁ(sin Hk)d_l'_kdﬂl codfgq c
(2m)ddet Al — € 19,a)x[—ma[t~2x[m7] k=1 i
_ 1 1 Kgn /a —t(1—£)r0  d—-1—dy
T detAl—¢ 27 J, © ’ a
On fait le changement de variable u = (1 — €)7% et on a
g
1 1 1 1 —ta-e)liel)
EHT d
(2m)ddet A1~ a/ 0,0) llxlldoe ’
1 Kg 1 1 /(l—a)tado e i
= e "u‘o U
det A 27w (1- 5)% it Jo

De plus, on sait que

(1-¢)tato
lim/ e Uy du*l’( -1)
0

t—o0

On en déduit

EE. 4 _ 1 d Kd+1 1
limyoo||®; — B f|ytto < ——TDT(— — 1
i ” ¢ oo”lt ° — det A (do ) 27 (1 _ €)d0

Comme ¢ > 0 est quelconque, on en déduit

_— . 4y d Ky
— d
lmy oo [| @ — Pooljitt ™ < ot A (do 1) o

(3.22)
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Théoréme 3.7. Soit J un potentiel. On suppose que J € A,, avec a, =
1+2™" et n > 0. On pose, pour (61,...,64)

f(y,...,00) =J(E,. .. %)

On suppose que J vérifie Uhypothése (3.21) et qu’il existe A € Gli(R) et
do < d tels gu’on ait ’équivalent en zéro :

(@) ~ || Az]|®
Alors il existe des constantes K et L telles que, si x € Byg s’écrit x =u+s
avec s € ker J et inf{J(z);z € spec u} >0, on a
[P d .
K < l_ir_gl_tﬁood(uf,'rsu)t%_l < Ty oo d(p2, Top)tto ™' < L.
Preuve : On a
d(pf, mop) = d(rsT oy pgs Tsht)
= d(T g ps 1)
On en déduit

A, o) = A, ) < A7 oy pd,d) < e,
Or, on sait qu’il existe ¢ > 0 tel que
le™*2dl|5, = O(e™).
On en déduit que

. 4._1 . 4 _q
lim, o d(f, Top)t® ™ = lim, oo d(pey, p)t%

et

e ood (1, Typt)t%0 ™ = Tiposcod (1, )80 .

En appliquant successivement le lemme 26 et la premiére partie du lemme
38, on voit qu’on peut prendre

]. Kd+1 d
= My—- [(— —1).

2 det A 27 ( do )
Montrons a présent la deuxiéme inégalité : d’aprés la deuxiéme partie du

lemme 38, on voit qu’il suffit de montrer I'existence d’une constante N > 0
telle que

K

VE> 0 d(udp) > N|@, — Dol (3.23)
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Posons 02, = ||@y||1 et of = ||®:]]; Remarquons tout d’abord que, comme
P > Dy, 0n a

12 = Booll = |Poolls — [[e]ls = 05 — o7

Cette remarque évidente va se révéler importante par la suite. Soit ¢ €
C*(R,R*), valant 1 pour [z] < 0 et 0 pour |z| > 0u

On définit
1

1,2
p(z)e” = dx.
27s

9(s) = Enos) f = / -
R
A présent, il est facile de choisir H > 0 tel que la fonction f : B, — R
définie par
f(z) = Hg(mo(x))

appartienne & R,. Alors, on a
o) 2| [ 1 dud = [ £ dul = Hlglo?) ~ 9(0%)

La fonction g est dérivable au point ¢2 > 0, et 'on a

.91(0'2) = A \/—%qﬁ(x)e"f;fx“%(_% + (02)_11‘2) dz.

Comme —% -+ (0%)7'z?% < —1 sur le support de ¢ et que ¢ est positive, et
méme strictement positive au voisinage de zéro, il s’ensuit que ¢'(0?) < 0.
On a donc

19(0%) = g(o2) ~ 19'(0)llo} — 05| = 1§/ (") 1@ — Peo i1,
ce qui implique (3.23).
[ |
Ce théoréme donne de maniére exacte la vitesse de convergence de la
dynamique vers 'équilibre : elle est en

3.6.3 Vitesse pour une condition initiale aléatoire

Nous n’avons jusque i présent énoncé nos résultats de convergence que
pour des conditions initiales déterministes. Si on veut obtenir des résultats de
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vitesse de convergence vers o, pour des mesures initiales non déterministes,
comine on a

—tL 0
i =et2¢ %

le lemme 3.14 montre qu’il suffit de majorer

d(P

b4 o Diracy),
puisque 1'on a d’ores et déja été capable de majorer d(u?, poo).

Dans un cadre on il y a absence de transition de phase et ou ||{||r est
intégrable, les inégalités

A(P,1p,, Diracy) < Ele™¥C]l5, < E|Cla, e la,

jointes au lemme 30 avec ¢ = §p assurent une vitesse exponentielle.
Le résultat suivant, valable en présence de transition de phase, est nette-
ment plus fin.

Théoréme 3.8. Soit J € A, avec a, = 1+ 220/, On suppose en outre que
J € C*(U,C), ou k est un entier vérifiant 2k > o + 4. On suppose que
1<l 8,0 est intégrable et qu’il existe des réels K et v strictement positifs tels
que
P(T;(¢{) <z) < Kz".
Alors, on a
Int.”

d(Pe"‘%g’ Diracy) = O((—t—) )
Preuve : Soit f € Ry. On a pour tout z > 0 :

Ef(e77¢) = FO)] = [E(f(e™*72¢) = FOO)ry(c)<ay + E(F(e*3C) — F(O)Ir, (¢))]

2P(Ys(¢) < ) + Elle*7¢|| 81, (¢)2)

xT

t _ta
K+ K (5% FECn,

i

AN

IA

(La derniére égalité vient de la deuxiéme partie du lemme 35.)
On choisit de prendre z = 2(4k + v)%¢ : on a alors

lll_t_)v + KowpPlClza 1
t

[Bf(e™%¢) - £(0)] < 2K (2(4k + v))*( SRt

Comme la majoration vaut pour tout f € R,, cela donne le résultat voulu.
m
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3.7 Commentaires

Ainsi que nous ’avions annoncé, nous avons donc pu présenter les mesures
de Gibbs extrémales — autrement dit les phases pures — comme limites tempo-
relles d’un systéme infini d’équations différentielles stochastiques & condition
initiale déterministe :

~ L’unicité de la mesure de Gibbs au sein d’une certaine classe de mesures

telle que celles considérées au chapitre 1 se traduit exactement par
I'ergodicité de la dynamique stochastique gradient associée, autrement
dit, 'absence de transition de phase correspond au cas oi le systéme
converge vers une limite indépendante des conditions initiales.

Ce procédé d’obtention des mesures de Gibbs comme limites tempo-
relles d’un systéme dynamique stochastique & condition initiale fixée
peut étre vu comme complémentaire de la méthode classique d’obten-
tion des mesures de Gibbs extrémales comme limites — spatiales, cette
fois — de mesures indexées par une famille de conditions extérieures.

~ Dans le cadre de la transition de phase, nous avons exhibé pour chaque

phase pure un espace affine de conditions initiales pour lesquelles le
systéme converge vers cette phase. En effet toute phase pure est de la
forme 7Tiuo, avec s € kerJ, qui est limite des systémes & condition
initiale u + s, o0 w vérifie Y ;(u) > 0.
Nous avons de plus démontré que la présence ou ’absence de transition de
phase avait une influence directe sur la vitesse de convergence du systéme
stochastique : ainsi, la vitesse de convergence est exponentielle en ’absence
de transition de phase et polynémiale en présence de transition de phase.
Sous des hypothéses assez faibles, nous avons montré que ordre dy du zéro
de J détermine directement la vitesse de convergence, puisque celle-ci est en

Ce phénomeéne n’est pas étonnant : nous avions déja observé au chapitre 2
qu’en cas de transition de phase, la valeur de dy décidait de la vitesse de
décroissance de la covariance. Nous pensons avoir ainsi montré I'importance
du paramétre d, dans ’étude de cette famille de mesures de Gibbs, ce qui
fait de dp un élément déterminant de la nature de la transition de phase.

En revanche, ce qui est nouveau, c’est que la vitesse de convergence du
systéme permet de retrouver la valeur de dy : on se souvient en effet avoir
démontré au chapitre 2, que pour dy < ‘—”—5—1, la vitesse de décroissance de la
covariance ne dépendait plus de dy. Nous avons ainsi établi que la vitesse de
convergence du systéme stochastique nous donne de meilleures informations
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sur la nature de la transition de phase que ne le fait la vitesse de décroissance
de la covariance des mesures de Gibbs.
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Chapitre 4

Discrétisation du systéme
gradient associé & une interaction
quadratique et simulation

L’objet de ce chapitre est d’étudier une discrétisation du systéme différen-
tiel stochastique étudié au chapitre précédent afin de construire un algorithme
a pas décroissants permettant de simuler le comportement asymptotique en
temps du systéme stochastique.

Dans un premier temps, nous allons décrire une chaine de Markov in-
homogéne & temps discret ayant un comportement asymptotique similaire
au systéme a temps continu : 1’état de la chaine de Markov au temps dis-
cret n pourra étre considérée comme une approximation de I’état du systéme
continu & 'instant

3
|
—

tn = h’k?
0

=
il

ol (hn)n>o est la suite des pas de ’algorithme. Nous donnerons des indications
sur la maniére de choisir la suite (hy,)n>o afin d’obtenir la convergence la plus
rapide possible. En effet, il y a un compromis & faire : il faut que la série
> i hi diverge assez vite pour que le temps simulé ¢, grandisse assez vite ,
mais si les pas h,, sont trop grands, le systéme discret s’écarte du systéme
continu.

Dans un second temps, nous allons mettre concrétement en ceuvre ’algo-
rithme sur ordinateur pour une interaction aux plus proches voisins . Nous
constaterons de visu — et cela conformément aux prédictions théoriques — que
le comportement asymptotique du systéme dépend fortement de la condition
initiale en cas de transition de phase, tandis que ce comportement est er-
godique ~ au sens qu’il y a oubli de la condition initiale — en I'absence de

125
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transition de phase.

4.1 Discrétisation du systéme

Nous voulons maintenant donner une discrétisation du systéme différen-
tiel stochastique qui permette d’approcher la ou les mesures de Gibbs limite.
On se place naturellement sous des hypothéses ayant permis ’obtention au
chapitre 3 d’une étude approfondie du systéme : on choisit B,y comme espace
d’états du systéme discret et 'on suppose que J € B,. Comme précédem-
ment, nous préciserons ultérieurement les résultats obtenus pour les poids
déja étudiés.

L’équation différentielle stochastique

1 t
Xt:C+Wt“'§/ JXst, t€R+,
0

peut s’écrire aussi
1 t
X, - X, = «-é/ JX, ds+ (W, - W), 0<u<t
u

avec la condition initiale X, = (; ce qui incite & discrétiser en temps 1’équa-
tion par la récurrence suivante :

h, —
X1 — Xn = ——2—an + v P, (4.1)

avec la condition initiale Xy = ¢ que 'on prendra dans ce chapitre toujours
déterministe.

On a 1, = (7F)keza ot les nt sont des variables aléatoires normales cen-
trées réduites indépendantes.
Nous cherchons & choisir judicieusement la suite des pas (hy)n>0 afin d’ob-
tenir la convergence en loi de X,, le plus rapidement possible. Dans tout
ce chapitre, on supposera toujours — sans nécessairement le rappeler — que
(hn)n>o vérifie les hypothéses suivantes :

1. La suite h,, est positive et tend vers zéro.
2. La série ) ., hn est divergente.

Comme B, vérifie les hypothéses (Ho), on peut écrire ’équation (4.1) sous
la forme du systéme aléatoire d’équations aux différences finies équivalent :
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hn x—

Xy = XE = =37 Tk = )X+ v o (42)
icZd
On notera dans toute la suite
t, = hy.
k=0

t, a la dimension du temps. Dés lors, comment choisir la suite h,? Deux
phénomeénes s’opposent : plus h, est grand, plus le temps ¢, est grand, mais
si le pas h, est trop grand Iapproximation faite en discrétisant est trop
grossiére et ’on s’écarte de la solution de l’e.d.s.
On utilisera ici alternativement deux hypothéses supplémentaires sur la suite
B

- (Iy) La série Y ., h2 est convergente.

~ (M) h, = %, avec v €]0,1].

Deux paramétres interviennent dans le choix de (h,) : la vitesse de dé-
croissance de I'interaction (condition du type J € A,) et 'ordre des zéros de
J - voire leur inexistence.

4.2 Comportement asymptotique & condition
initiale nulle

4.2.1 Convergence du systéme

Théoréme 4.1. Soit J € A, un potentiel pour lequel il existe au moins
une mesure de Gibbs. La suite de variables aléatoires (X,)n>0 est définie par
Xo = 0 et la récurrence (4.2). On suppose en outre que la suite des pas
(hn)nso vérifie (Ip) ou (M). Alors, la suite X, est G valeurs dans B, et on a

PXn = Moo,
0l oo €St la mesure gaussienne centrée de densité spectrale % et ot la conver-
gence en loi s’entend au sens de la topologie de B,.

On va s’appuyer sur quelques lemmes.

Lemme 39. Soit (Z%)cz4 un processus gaussien stationnaire centré de me-
sure spectrale v. On pose

Vk ez YE =" J(k=35)Z = (J x Z)(k)

jezd
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Alors, pour tout n la série définissant Y™ converge presque sirement et (Y™)
. . . 719 .

est un processus gaussien stationnaire de mesure spectrale |J|*v, ou l'on a

posé

J(z) =Y J(n)z". (4.3)

n€Zd

Preuve : Pour n € Z¢ on a
Y - BZH < 3 TR)EZ] < oo,
keZd kezd

k

ce qui entraine que, presque sfirement, la série ZkeZd J(n — k)Z* converge

absolument est donc que Y™ est bien définie. On a donc

Y"YP= " J(n—k)J(p—1)2*Z

k,lcZd

Mais la fonction (w, k, 1) — J(n—k)J(p—1)Z* Z" est intégrable par rapport
au produit de P par la mesure de comptage sur (Z%)?, puisque

1

|J(n—k)J(p — ) ZFZ! < |J(n —k)J(p — l)|2

((Z5)*+(2')?)
Donc 'intégrale par rapport & la mesure produit est majorée par

(D I(m))*E(Z°)%.

nezd

D’aprés le théoréme de Fubini, on a donc

EY"Y? = Y J(n—-k)J(p-)EZ*Z

k€74
= Y Jn- kI / # du(z)
kleZd U
= / Z J(n — k)25 J(p — 1)2P712" P du(2)
Uy lezad

= [P v
U
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On en déduit aisément le fait suivant : Pour tout n X, est un processus
gaussien stationnaire admettant une densité spectrale u,(z) fournie par la
récurrence suivante : ug vaut 0 (c’est la densité spectrale de Xj) et

hn »
V2 €U, unn(2) = (1= 5J(2)"tn(2) + hn (4.4)
Comme —}- est intégrable A({J = 0}) = 0. On peut donc poser v, = u, — %
On a alors
hod ., h2 .
Unt1 = ’Un(]. - 5 )2+'ZJ (45)
. By h2 .
= (1= had(1 4")) Y (4.6)
On utilise aussi le lemme qui suit
Lemme 40. Soit 8 > 0 tel que
1
f< SUpP,5

Sotent (wy) et {€,) deux suites positives telles que
vn 2 0 Wn41 S (1 - ﬂhn)wn +én
Alors

n
V1 > 0 wogy < wo exp(—Btn) + exp(—Pta) Y | exp(Btx)ex
k=0
Preuve : On pourra se rapporter a Pouvrage de Duflo [16], p. 144.
[ |
Nous allons maintenant nous attacher & montrer la convergence dans L!
de u, vers %, ce qui, d’aprés le lemme 26, entrainera la convergence en loi
désirée. )
On note [|J|| = sup{J(2);z € U}. Soit x vérifiant 0 < x <letp >0
tel que Vn > p w'—i—'—lg‘i < k.
D’aprés (4.6), on a, pour tout n > p

. J(z
ol < fenl(1 = T - mha) + L D02
Si l'on pose €, = -‘IA(4—‘"‘)h,21 et B = J(z)(1 - ), on peut alors appliquer le lemme
40 & partir du rang p, et U'on a alors Vn > p

rnn (2)] < [y exp(= ()1~ W)t — 1)) + 2L S exp(F )1 — w1k — )
k=p
(4.7)
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1. Sous ’hypothése (l3), cela entraine

Vi 2p  |unsi(2)] < lop(2)] + Ko d (2) (4.8)

ou K = %Z k>p hZ. Montrons que v, tend presque partout vers 0. Soit

z tel que J (z) > 0. Il est facile de voir que le premier terme de la somme
du membre de droite de 'équation (4.7) tend vers zéro. Reste & voir
que

ZGXP 2)(1 = &) (b, — ta))hf

tend vers 0. Posons d, x = exp(J(2)(1 — &) (ty — t,))h3 pour k < n et
doy =0sik>n:ona

Vn > p, Zexp( (2)(1 = &) (ty — tn) Zdnk.

k=p
A k fixé, on a lim, 00 dy g = 0. Mais
V’I’L,k > P Idn,kl < h}%

Comme la suite h} est sommable, le théoréme de convergence dominée
pour la mesure de comptage nous dit que

lim v, = 0.
N~ 400

Le théoreme de convergence dominée pour la mesure de Haar sur U
montre alors que u, converge en moyenne d’ordre 1 vers —},ce qui achéve
la preuve sous ’hypothése (ls).

Sous 'hypothése (M), la preuve est plus délicate.
On pose

"1
k=1

Le lemme suivant est fondamental.
Lemme 41.

Vnelo, 1] ¥S>0 3K, K,>0 VB€0,S] Vn>0

n . ‘
S e exp (At — tan)) < (K exp(—(1 ~ m)fr—) + 22)
k=1 ke ﬂ 1

— f)/ n"Y
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Preuve :

Tout d’abord, une comparaison série-intégrale donne facilement

(n+ 1" — (k+1)'77). (4.10)

1
V2 0,k21 tay—tiy > 5

Soir r €]0,1[. Nous allons couper la somme en deux, par

3
5
2
|
-
3

1 1
]{;T'Y exp(/B(tk,fy - tn,fy)) S ( Z Ezfy‘) exp(ﬂ(tan]_l - tn,’y))
k=1 k=1
On a, d’une part exp(ﬂ(tg,n]~1 — tny) < eXp(—l—f;(l — =)l

D’autre part, en appliquant 'inégalité de Holder aux suites 1 et k27

avec p = >, on obtient

[rn]—1 1 9
7 < Gyl
k=1
Soit § > 0
T 11— B _
-y 1—v < 1—y
(rn) 31 _ny(rn) 5 exp(1 —4(rn)"7)
On en déduit
{rn]—1 1 7_‘_2 1_7 ﬁ . .
vl (1 Yl -
D g P8tk = o)) < (G55t exp(-p (0= (L8 )

(4.11)

On prend par exemple § = 1 et r tel que 2r'™ = 7 et I'on pose
Ky = (%)"(1-7).

Etudions & présent I’autre terme. On suppose dans un premier temps
que I'on an > i
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k==[rn)
1 - B 1=y -y
< [_rﬁ]?_erp(l—v((k+l) —(n+1)"7"))
k=[rn]
1 [rn] 3
S 2o SR (= B D = (1))
k=0
n—[rn]
1 p - -
< 7 “7((1 — -7
S o 2 exp( 5 _7( + 1)1 — 1) 1))
Comme la fonction z — z'™7 est concave, on a
vz e[0,1] (1—-2)'"7"—-1<~(1-7)a.
On en déduit
L 1 1 n—[rn}
27 OBtk = tny)) < il > exp(—f(n+1)7k)
k=[rn] k=0
1 X .,
S 2o o8 + 1))
k=0
1 oy —
S (U (=B + 1))

Comme x — 1 — exp(—z) est concave et que 'on a f(n+1)"7 < S, si
Pon pose Kg = 1"—”‘%'—5—) >0, o0na

(1—exp(—=fB(n+1)7")) > Ks f(n+1)7"

D’autre part, a r fixé, on peut trouver une constante C, telle que

Vnzl n+1 g
r n

7 <
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On a alors
n 1 ~ .
kjﬁ;n] 7 OBl —tng)) < (1 —exp(=(n+1)7)
1 ,n+1?2
< v
- ,BKS(m -1 )
10y 1
< Ir -
- ﬁ KS nY

Maintenant, sin < %, on a de toute évidence

°\ 1 oy
z k2 exp(B(tey — tny)) < Z =z
k=1 P
On voit donc qu’on peut poser
{1/7]
- 1 C7
Ko = max(Sr7 ) e )

et que ’on a alors 'inégalité désirée.
[

On peut alors prouver la convergence du systéme. L’inégalité (4.7) reste
valable. On applique alors le lemme 41 avec § = J(2)(1 — &) et
S = ||J]|leo(1l — k). On obtient Vn >p VO|J(z) #0

(n+ )7 —pt7

lun41(2)] < va(z)leXp(—j(z)(l‘H) )

I—v
+ 4(5{_1 ) exp(—(1 —n)(1 - k) J(2) ;’_;)
K2 1
* 41— kK)nY

Il est facile de voir qu’il existe des constantes A’ et B’ indépendantes
de vg telles que

VzeU |v,(2)] < A'lg(2)| + B’

On en déduit que pour tout ¢ €]0, 1], il existe des constantes A, B,C
indépendantes de vy telles que

V>0 VzeUJ(z) #0 |ua| < (A+ Blu|) exp(—(1 — ) f(z)—
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Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme de convergence dominée pour
constater que u,, converge en moyenne d’ordre 1 vers % La convergence

en loi s’ensuit grace au lemme 26.
|

4.2.2 Vitesse de convergence
En ’absence de transition de phase

Théoréme 4.2. On note pu, la loi de la variable aléatoire X, définie par
Xo=0c¢etla recurrence (4.1). On note py la loi gaussienne centrée de
densité spectrale 3 On suppose que J ne s’annule pas sur U, ou, de maniére
équivalente
a = inf J > 0.
z€lU

o I

On suppose que la suite hy, s’écrit hy, = %, avec k >
v €]0,1] et k > 0. Alors

ou h, = %, avec

d(,una Noo) = O(hn)

Preuve : On va en fait montrer le résultat sous les hypothéses plus
générales suivantes : il existe un entier ng, un réel M > 0 et une fonction
¢ € C([ng, +oo[) satisfaisant & :

1. Vn>ng hy, = #n)

2. ¢ est croissante de limite +o0.
3.Vn>ng o(n+1) < Mg(n)
4. Vx € [ng, +oo[ ¢'(z) < §

On peut toujours supposer que l'on a h,
P 0

< i J” . D’aprés le lemme 40,

on a pour tout n > ny
- a }j loo 2
lvnt1ll < llvnelia eXP(“"Q"(tn = tne-1) Z eXP (tk — tn))hi
k= ng
(4.13)
Posons .
dt
F(t
0=, 50
et 1
a
g(t) = exp(5 F(t))
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On 2 "t 1 't
gO _al 80
gt)  24(t) " e(t)
Ainsi g est une fonction croissante. Ainsi pour tout n > ng, on a
hai i

(TL+ 1) - g(no + 1)

exp(=5(tn = tng-1)) < exp(=5F(n +1)) =

Z exp tk —t))hi < i exp(%(F(k +1) = F(n+ 1))h}

k=ng k=ng

a a a

< M? exp(—5 F(n +1)) > exp(5 F(k + 1))h2,,

k=ngp

a n+2

< M?exp(—=F(n+ 1))/ g(t) dt
2 no+1

Posons

n+2
I :/ g(t) dt.

o+1
Une intégration par parties donne

9 n+2 2 ¢
I= [eXP(2F)a;]Z§31 + /m)+1 exp(3 F(t))a§2((tt))

Mais, comme ¢' < ¢, on a

_ a 2 1 1 [ a 1
I< eXp(EF(n —+ 2))5 ('I’L T 2) + = 5 /no+1 eXp('jF(t))Wa

soit
1 1

2
adnr2) Tl

On a donce

n a
4M~
Zexp(g(tk—tn))hi < = exp(gF(n+2)—F(n+1))hn+g

4M? a
a

2
4M?

IA

hn+1 ) hn+2

IA

a
exp(é'hno-’rl)hn%-l
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Ainsi, pour n > ng, on a

lunlly < Nhy,
ou 'on a posé
hn +1 4M2 a
N = o ——exp(=h ,
g(no + 1) anoHl + a 6‘Kp(2 n0+1)
ce qui en vertu du lemme 26 achéve la preuve.

|

Ainsi, on voit que dans 'échelle des suites de la forme h, = %, avec
v €]0, 1], le choix qui permet d’assurer la plus grande rapidité de convergence
est obtenu pour v = 1 et x suffisamment grand. On voit que dans ce cas la
liberté de choix de k (k > %) décroit lorsque le trou spectral a¢ diminue, ce
qui est naturel.

En présence de transition de phase

Nous allons voir que ’on peut obtenir une majoration de la vitesse de
convergence en faisant certaines hypothéses sur J analogues a celles faites
aux chapitres 1 et 2. Nous faisons ici le choix de prendre une suite de pas
(hn)nso de type ;1; Sous ces hypothéses, nous déterminerons quelle valeur

de v € [0, 1] assure la convergence asymptotique la plus rapide.
Théoréme 4.3. Pour la suite h, = n%,on note py, la lot de la variable aléa-

toire X,, définie par Xo = 0 et la récurrence (4.1). On note po la loi gaus-
sienne centrée de densité spectrale % On pose, pour (01, ...,64)

f0y,...,8) = J(e, ... e?)

On suppose que f s’annule en un unique point zy de | — m,7]% et qu’il existe
do < d tel que

h—mm—mof(z)lm - $0i-d0 > 0.
Alors, on a

d(pin, poo) = O(n77),
ot l'on a posé T = inf((1 — fy)(dlio— —1),7).

T est maximal pour le choiz de y =1 — idq, on a
d
T=1 —JO,
de sorte que
1
d(”n: :uoo) - O( )
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Preuve :

Quitte & faire une translation sur l'intervalle d’intégration dans ce qui
suit, on peut supposer que 'on a ;5 = 0. On en déduit ’existence d’une
constante m > 0 telle que Vz € [, +7]¢  f(z) > m|z|%.

De (4.12), on déduit Pexistence de A, B, C, D indépendantes de v, tels que

C

ny’

Jealh < [ (A Blun) exp(-Dlpln')as +

On note K = ||1 — ugJ|joo = ||v6J]jo- On a

B/m _ C
”Un”l S \/[_Wﬂ.]d(A‘*-K_lé—/‘FO—) eXp(—D19|d°n1 7)d0+ —T;:Y—
D’ou
B/m _ C
lonlls < /B(O \/E)(A+ K—‘—é/ld—o) exp(—D|0]%n'"")df + =

On fait un passage en coordonnées polaires
1 Ve B/m C
< — i _ pdoy, -7y ,nd—1 >~
lunlls < 27r_/€ (A+ K i ) exp(—Drén!~"yr* tdr + =

~1
On fait le changement de variables r = tn'% . On obtient

1 n%-(_)l”ﬁ td—l B td—do—l C
< — A——r + K ——— ~ Dt dt + —.
fenth < 27r/0 g TR oy PP+ o
On pose alors
A [t
Cl = —2-— td—-l exp(—Dtdo)dt
T Jo
et
B +o0
Cy = 5 / ¢4~ exp(~Dt%)dt.
T 0
On a alors
C, A Cs C
< 7 J — -4 4.14

La deuxiéme assertion découle alors du lemme 26.
[ |
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Remarque La derniére équation peut s’écrire

1 . ]
[onlls < “‘*“di—_j(CQHUJ— oo +

Y

) + % (4.15)

tn;’Y

Le premier terme de la somme semble correspondre avec la vitesse du systéme

stochastique pour lequel on avait une vitesse en *—r— et le second terme au
tdo
pas h, de 'approximation.

4.3 Influence de la condition initiale

Lors de I’étude de ’équation différentielle stochastique, I’écriture
t J [ —(t—
Xt=6~7C+Wt*"2—/ 5)2W ds
0

nous avait permis d’écrire X; comme la somme d’un terme purement sto-
chastique indépendant de la condition initiale et d’un terme déterministe ne
dépendant que de la condition initiale. Le lemme suivant montre qu’on peut

faire de méme ici.

Lemme 42. Pourz € By, et J € A,, notons X @) g suite définie par Xéx) =

x et la récurrence
X, - X0 = L2 IO S, (4.16)

Alors, X®) admet la décomposition

X = ) 4 X0,

ot la suite déterministe e(®) est déterminée par la récurrence e(()m) =z et
z hy
elf)y — e = ——2—J eld), (4.17)
sot
n—1 h :
el =]~ —2EJ) (4.18)

k=0

Preuve : La preuve étant immeédiate, c’est plutdt un commentaire : &
w fixé, Péquation de récurrence est une équation affine. Classiquement, on
exprime toute solution comme somme de la solution de ’équation linéaire
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associée avec la méme condition initiale z et de la solution de ’équation
affine & condition initiale nulle.
[ ]
Puisque le terme stochastique Xq(lo) a été étudié a la section précédente,

il ne nous reste plus qu’a étudier la partie déterministe. Nous nous sommes
placés comme au chapitre 3 dans les espaces B, : dans les cas ou nous avons
su prévoir le comportement du modéle continu, nous voulons obtenir pour le
systéme discret le méme type de résultats.
Lemme 43. Soit A une algébre de Banach dont on note e ’élément neutre
pour la multiplication, (hy,)n>o0 une suite & termes positifs de limite nulle et
J e A. Sil’on a noté 1

n—

by, = Z hka
k=0

on peut définir une suite (Up)n>o d’éléments de A vérifiant

n—1
b
It - ﬁ’EJ) Uy exp(—27).

k=0
On a les résultats suivants :
1. 8i Y 450 hi < +o0, alors Uy, converge dans A vers un élément U.
2. Si Zkzo h} = +oo, alors il eziste des constantes K, L > 0 telles que

n—1
¥n >0, [|Udll < Lexp(K > _hi) (4.19)
k=0
Preuve : On a évidemment
te T hi ot hi hi
- exp( _ 2k 4.2
Un = exp(5 ‘”,[Jf 5 ) = ,Ef 5 ) exp(5) (4.20)

Mais on sait que pour ||z|| < 1, on a
exp(ln(e +z)) = e+ =z,

ou 'on a posé

1k
In(fe +2) = Z ﬁ—%)——xk.

k>1

Si p est tel que pour n > p, on a 2||J|| < 1, alors pour n > p, on a

h
o = Uy exp Z 27 + In( ~-’3J))
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Mais
Ine+o)—af = 130 0
< 3l
< 3 5lall
el
= - [l

On en déduit qu’il existe une constante K telle que pour n > p
h, h .
H~2—J+ In(e — ~—21L])H < Kh?.

Si Y4502 < +o00, alors la série de terme général “2J + In(e — 42.J) est
absolument convergente. Sil'on note 5= 3 br J+1In(e — 22J) la somme
de la série , on a

lim U, = U, exp(S).

n—roQ
Sinon, on a quand méme
n—1
1Uall < Uyl exp(K Y A3),
k=p

ce qui entraine aisément (4.19).
|

Nous avons maintenant les outils nécessaires a 'obtention des résultats
analogues & ceux du chapitre 3.

4.3.1 Comparaison des systémes discret et continu

Nous voulons ici, sous des hypothéses convenables sur la suite des pas
hy, comparer le comportement asymptotique du systéme discret et celui du
systéme continu pour une méme condition initiale.

Théoréme 4.4. Soit J € A,. On suppose que (hy)n>o est de carré sommable
et est correctement initialisée. Précisément, on suppose que l'on a

(max hn) || T]]4, <2,
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Pour € B,g, on note u,(f) la loi de X\®. On rappelle que uf désigne la los

de la solution du systéme continu au temps t avec x comme condition initiale.
Soit s € ker J. Les deuz propriétés qui sutvent sont équivalentes.

1.

T 4.21
HE =0 Tolloo: (4.21)
2.
ugf) =  Tslboo (4.22)
n-—-+00
Preuve : Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer cette équiva-
lence pour s = 0. En effet, pour s € ker J, on a p5*® = 7, et p&™ = 7,1,

ce qui permet de déduire la propriété pour s € ker J de s = 0 en composant
par 7, et 7_,. Lors de la preuve du théoréme 3.3, on avait remarqué que (4.21)
du systéme était équivalente a la propriété

t
: ;1
tl—lglo exp( 2J)gc — 0. (4.23)

De méme, en combinant le théoréme 4.1 et le lemme 42, on voit que (4.22)
est équivalente &

n—1
: hg
lim (e — —2—J):c =0 (4.24)
k=0
Comme .

i h ty

H(e — 2z =Uyexp(—2)z

Pl 2 2

et que, d’aprés le lemme 43, U,, est convergente, on en déduit que (4.21)
entraine (4.22).
Réciproquement, remarquons que

(max hq)|[J]l4, <2

signifie que pour tout m, || J|l4, < 1, ce qui implique que e — 2J est
inversible. Par suite U, est inversible, de méme que U = U,exp(S), ou S
a été défini lors de la preuve du lemme 43. Par le méme raisonnement que
précédemment, on en déduit que (4.24) entraine

lim exp(—%ﬁJ)x =0

n—ro0
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Pour ¢ > 0, on note n(t) le plus petit entier k tel que ¢, > ¢ : il est clair que
limy 00 n(t) +00. Mais

i 1 ‘.
exp(—5J)z = exp(5 (taey — 1)) ex‘p(——é@J)w

t
lim exp(——%(f)—J)x =0

et
1 1
lexp(5 (taey =)D < exp(Gll lla, (max ),

ce qui entraine (4.23), qui est équivalent & (4.21).
]

4.3.2 Vitesse de convergence

Nous allons énoncer un lemme analogue au lemme 35.
Lemme 44. Pour 7 > 0, on pose

Ej,={v€B, Vze&specv J € Ulr,+oo]}.

Siu=wv+s avecv € Ej, et s € ker J, on a pour tout £ > 0

n—1
h r
1L = Sy = sl = ofe G-,
k=0

Preuve : On a

n—1

[Ta- %’EJ)
k=0
n--1 n-—1
hy, hy
k=0 k=0
n—1
= H(l - %@J)U +s
k=0

Donc

n—1

HHl——JU~SHBa = HHl"—-J vlls,

= [Usexp(=2 el

t
< WUnllal exp(= 2ol
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D’une part, d’aprés le lemme 35, on a
tn (r_=
| exp(=2)ells, = ofe(5-5),

Mais le lemme 43 nous enseigne que

1Unlla, = Oexp(K 3 2)).
k=0

Comme h, — 0, on a h, > h%. Mais comme la série & termes positifs de
terme général h, est divergente, on a

n—1 n—1
th= 3 hp > h
k=0 k=0

Donc pour n assez grand, on a

soit

ce qui entraine
€
Unlla, = Olexp(5ta)),

puis finalement

n—1

I - By slls, = ofe=(E-),
|

Vitesse de convergence en ’absence de transition de phase

Théoréme 4.5. On suppose que J € S, avec o > 1 et que Re J ne s’annule
pas sur Uy . On pose b = infy, Re J et a =infy J. Pour la suite h, = = £ avec

Kk > 2 on note pn) la loi de la variable aléatoire X, définie par Xy = x €
B, et la récurrence (4.1). On note s la loi gaussienne centrée de densité
spectrale % Alors, il existe une constante K > 0 telle que pour tout € > 0, il
existe une constante L. telle que

1

(b—e)k

1
Vo € Bao V0 >1 d(p) pe) < KE + L.||z|| 5.
no_2
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Preuve :
D’aprés le lemme 42, on a X% =@ + X9, d’on

A, boo) < A2, oo + || .-

On a déja montré dans le théoréme 4.2 que d(uﬁg),uw) = O(L). De plus,

d’aprés le lemme 43, il existe une constante Z telle que pour tout n, on ait
(2) b
len’llBa < Z exp(—=J)| 4.7l B

Comme t, = x1lnn + O(1), le lemme 30 permet alors de conclure.
|

Théoréme 4.6. On suppose que J € A,, avec a, =1+ 2"n|" et n> 0. On
suppose également que Re J ne s’annule pas sur U. On pose b = infy J. Pour
la suite h, = & avec Kk > %,on note u,(f) la lot de la variable aléatoire X,
définie par Xo = x € B, et la récurrence ({.1). On note pio, la lot gaussienne
centrée de densité spectrale -}; Alors, il existe une constante K > 0 telle que
pour tout € > 0, il existe une constante L, telle que

() 1 1

Vz € Bop Vn>1 d(u” ,Moo)<K“+L”$||Ba &

5)_

Preuve :
D’aprés le lemme 42, on a X = @ + X9, d’ou

A1), o) < d(p?, poo) + (1€ 5,

On a déja montré dans le théoréme 4.2 que d(,un ,Boo) = O(%). Le lemme
44 permet alors de conclure, puisqu’ici Ejp = B,.
|

En présence de transition de phase

Théoréme 4.7. Soit J un potentiel. On suppose que J € A,, avec
an =1+ 27n|7 et n > 0. On pose, pour (6y,...,64)

O, ...,00) = J(E, ... efa)

On suppose que {z € U J(z) = 0} = {0} et qu’il eviste A € Gl4(R) et
do < d tels qu’on ait :

lim, o f ()] 4z]~® > 0.
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Pour la suite h,, = ~1-_1—§, on note u,(f) la loi de la variable aléatoire X,, définie

n
par Xo =z € B, et la récurrence (4.1). On note py la loi gaussienne centrée
de densité spectrale —}- Alors, si x € B,y s’écrit x =u+ s avec s € ker J et

inf{J(2); z € spec u} > 0, on a
1

d(/‘;z)’Ts/‘oo) = 0( 1_1)7
do
n
ot l'on a .
-— d
tn == h’k ~s E—nd—da,
k=0 0
soit 1
d(ljl’slz)’ Tstoo) = O( 1_do ).
n*—d
Preuve :

D’aprés le lemme 42, on a X = & + X9, d’on
d(p), too) < A1, 1oo) + 1€ 5,

On a déja montré dans le théoréme 4.3 que d(ugo),uoo) = O(—ﬁ_}—) En

appliquant le lemme 44, on constate qu'il existe ¢ > 0 tel que
d
€618, = O(exp(—cnT)),

ce qui permet alors de conclure.
[ |

4.4 Simulation informatique

Le but de cette section est de mettre concrétement en ceuvre sur un
exemple significatif ’algorithme décrit dans ce chapitre. On étudie les poten-
tiels sur le réseau Z3 dont I'interaction est spécifiée par

—Iziwg siA= {Z}
(I)/J\’h’ﬂ(w) = —twiw; siA={ij},i#]J (4.25)

0 - sinon

En d’autres termes, on a J(0) = K, J(k) = —% pour ||k|| =1 et J(k) =0
pour ||k|| > 1. Pour K = 1, c’est le potentiel harmonique déja mentionné au



146 CHAPITRE 4. DISCRETISATION DE L’E.D.S. ET SIMULATION

chapitre 2 . Comme J(1) = 0, il y a transition de phase et les vecteurs dont
toutes les coordonnées sont égales sont dans ker J. A Uinverse, si K > 1; J
est strictement positive sur U et ker J ne contient aucune suite a croissance
lente.

4.4.1 Choix de ’environnement de développement

Le but de notre application étant essentiellement d’illustrer notre propos,
les priorités étaient pour nous

1. que le programme tourne sur des systémes répandus.

2. que le programme tourne sur des machines — relativement — peu puis-
santes.

3. que l'interface utilisateur soit simple sans que cela cotite trop d’efforts
de programmation.

Nous avons donc choisi d’écrire un programme tournant sous les versions de
Windows de la 3.0 &4 Windows 98. Le langage de programmation choisi est
Delphi, produit de la société Inprise (anciennement Borland). Delphi est une
extension orientée objet du langage Pascal.

4.4.2 Description du programme

~ Le menu Paramétres permet de consulter ou de modifier trois para-
meétres.

— Le paramétre Interaction propre permet de spécifier la valeur de K.
Sa valeur par défaut est 1.

- La condition initiale choisie est un vecteur dont toutes les coordon-
nées sont égales. Le menu Condition initiale permet de donner cette
valeur. Par défaut, elle vaut zéro.

— Le germe aléatoire est un "entier long" codé sur 4 octets servant a
initialiser le générateur de nombres aléatoires. Dans le jargon pro-
babiliste, c’est w! Sa valeur par défaut est zéro. La valeur n'est pas
affectée par une expérience aléatoire, de maniére a faciliter la compa-
raison du comportement du systéme pour un méme w et des condi-
tions initiales ou des valeurs de I'auto-interaction distinctes.

- La commande Calcul lance une simulation pour les paramétres spécifiés.
— Le menu Fichier permet de sauvegarder I'image obtenue par une expé-
rience aléatoire

- sous forme d’un fichier bitmap (*.BMP) avec la commande Enregis-
trer

— dans le presse-papier grace a 'option du méme nom.
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— sur papier avec la commande Imprimer.
— Informations donne le nom du programme, éventuellement sa version
(1), et le nom de son auteur.

4.4.3 Contraintes mathématiques et techniques

Il est évident qu'on ne peut stocker dans la mémoire d’un ordinateur,
aussi puissant soit-il, un état quelconque d’un systéme infini, méme si ’on
accepte d’approcher les réels par un codage quelconque. Et méme si 'on ne
veut observer qu’une partie finie du systéme — qui peut prétendre vouloir
embrasser 'univers du regard! — il demeure un probléme de fond lié a la
structure spatio-temporelle des équations de récurrence du systéme : en effet,
la connaissance de I’état du systéme a I'instant ,,; dans le volume

A =[-B,, By] x [-By, By] x [-B,, B;]
nécessite celle du systéme a l'instant ¢, dans le volume
[“’(Bm + 1), B, + 1] X [_(By + 1); By + 1] X [‘“(Bz + 1): (Bz + 1)]

Ainsi, si 'on veut pouvoir afficher I’état du systéme dans le volume A au
temps t,, il faut une taille mémoire de 'ordre de

(2B; +2n+1)(2By +2n+1)(2B, + 2n + 1).

Ici, on a choisi de prendre n = 15, B, = B, = 25, B, = 0 et de coder chaque
réel sur 4 octets : la taille nécessaire est déja de

4 % (81 = 81 % 31) octets = 813 564 octets = 795 Ko.

Bien sir, cette quantité est peu importante au regard des capacités de sto-
ckage des ordinateurs actuels, mais il faut se rendre compte que ces quantités
doivent étre abondamment manipulées, ce qui est coliteux en temps machine
- ce qui n’est pas le cas pour un logiciel de traitement de texte, ot l'utilisa-
teur ne modifie qu’une petite partie du texte a la fois. Nous calculerons un
peu plus loin une estimation du temps de calcul.

4.4.4 Description de Palgorithme

Afin de pouvoir comparer le comportement du systéme pour J = 1 et
pour J > 1, il convient de prendre une méme suite de pas (hy),>1 convenant
dans les deux cas. Le modéle pour lequel la convergence est la plus lente
étant le modéle harmonique, il convient de choisir la suite (hy)n>1 optimale
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pour lui : d’aprés le théoréme 4.3, la meilleure suite parmi celles que nous
avons étudiées est

hn‘_“}"a
nYy
avec
dp 2 1
=] - =1 =— = —.
7 d 373

On se fixe dés le départ le nombre d’itérations ny.er que ’on veut effectuer
et le volume

A = [-B;, By| x [-By, B)] x [-B,, B,]

dont on veut étudier le comportement. On initialise chaque spin du volume
[—(Bx + niter)v Ba: + niter] X [_(By + niter)a By + niter] X [—(Bz + niter)) Bz + niter]
A la n iéme étape, on calcule état du systéme dans le volume

[”(Bx -+ Niter — n)a B:z: + Nter — n] X ['"(By + Niter — n)) By + Niter — n]
X ["(Bz + Niter — n); Bz + Niter — Tl]

en fonction de I'état du systéme dans le volume

[—(By + 1+ niger — 1), By + 1+ njter — 0] X [—=(By + 1+ niger — 1), By + 1 + Niger — 1}
X[—(Z;z +1+ TNiter — TL), Bz + 1+ Titer — TL]

au temps n — 1 et de la formule de récurrence (4.2) qui s’écrit ici

Xh=XxkF- -’ZE(KX,Qc - é Z X9+ /honf (4.26)

2 =
b, [fk—il|=1

Les variables aléatoires n* qui sont, rappelons-le, des variables aléatoires gaus-
siennes centrées indépendantes sont simulées grace a 1’ algorithme polaire, une
variante de ’algorithme de rejet dont on trouvera par exemple une descrip-
tion dans le livre de Petritis [35]. Cet algorithme simple & mettre en ceuvre
posséde I'avantage de simuler deux variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes chaque fois qu’il est exécuté. A chaque appel de I'algorithme, on met-
tra donc en mémoire la deuxiéme valeur calculée afin d’éviter des itérations
inutiles.
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4.4.5 Evaluation du temps de calcul

Les opérations élémentaires a effectuer étant les mémes pour chacun de
X que I’on doit calculer, le temps de calcul est donc proportionnel au nombre
de XF* & calculer. Le petit raisonnement fait & la section précédente nous
indique pour quels points de ’espace-temps il convient de calculer X* ! :c’est

{(k,n) € Z° x N, d(k,A) < niter — n}.

Ainsi, pour calculer I'état d’un parallélépipéde rectangle A de cotés Iy Xl X 13
aprés njer itérations, if faut un temps machine proportionnel &

Titer

kz_o (I3 + 2k) (1o + 2k) (I3 + 2k)

= 2 hbls+2(hls + bls + lsh)k + 40 + b + 1)K + 8K°
=0
Niter (niter + 1)

= hlols(niter + 1) + 2(l1ls + lols + I3l1)
Titer (niter + 1)(2niter + 1)

+ S(n'iter(ni?ier + 1))2

+ 4+l +1s)
= Volume(A) (niter + 1)

+ Surface(./\)«———————nim(ni2ter +1)

iter \ Tliter (2 iter - 1
+ Longueur des Arétes(A) (Titer + 1) (2niter + 1)

+ Nombre de Sommets(A)( M%Ml_))z

Cette formule permet donc d’estimer le temps de calcul nécessaire, & un
facteur prés dépendant de la machine. Ainsi, pour notre programme, nous
avions choisi ; = Iy = 51 et nye = 15. A titre indicatif, signalons que ce
calcul a pris 32 secondes sur un Pentium MMX 233.

4.4.6 Résultats obtenus

Le graphique ci-dessous représente les images obtenues pour le modéle
harmonique (K = 1) avec pour conditions initiales les suites identiquement
égales & —1 pour le diagramme de gauche,0 pour celui du milieu et 1 pour
celui de droite.

'Dans le cas qui nous intéresse, ce n'est pas complétement optimal, car les sommets en
diagonale n’interagissent pas, mais cela n'augmente pas de beaucoup le calcul.
pas, g



150 CHAPITRE 4. DISCRETISATION DE L’E.D.S. ET SIMULATION

Il est immeédiat & 'oeil que ces trois images sont bien différentes. Afin
d’avoir des données chiffrées, nous avons demandé a l'ordinateur de nous
fournir la proportion de pixels dont I'intensité dépasse la valeur de saturation
1. Nous avons obtenu respectivement 0.0261, 0.1717 et 0.5083.

Observons si ’on obtient des résultats analogues pour un autre aléa : dans
I’exemple précédent, le germe aléatoire était 0. Pour le germe aléatoire 73,
on obtient les images suivantes :

Les proportions de saturation sont respectivement 0.0317, 0.1819 et 0.5148.

Le graphique ci-dessous représente les images obtenues pour un modéle
harmonique perturbé (K = 5) avec les conditions initiales —1,0 et 1.
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Ici en revanche, les trois images semblent trés proches : on obtient les
proportions de 0.0261, 0.0263 et 0.0263.
Suivent les images obtenues pour Valéa 73 :

On obtient pour chacune des 3 images la proportion de saturation de
0.0298.

Les images et les chiffres sont éloquents. Sur ces exemples, on a pu obser-
ver conformément & la théorie que la transition de phase se traduit par une
forte dépendance & la condition initiale tandis que ’absence de transition de
phase est concomitante & l'ergodicité du systéme.
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Annexe A

Code Source de 'application

A.1 fichier principal Quadyn.dpr
program Quadyn;

uses
Forms,
Dyna in ’DYNA.PAS’ {Formi},
Ahoui in °AHQUI.PAS’ {AboutBox};

{$R *.RES}

begin
Application.CreateForm(TFormi, Form1);
Application.CreateForm(TAboutBox, AboutBox);

Application.Run;
end.

A.2 Unité Ahoui.pas

unit Ahoui;
interface

uses WinTypes, WinProcs, Classes, Graphics, Forms, Controls, StdCtrls,
Buttons, ExtCtrls;

type
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TAboutBox = class(TForm)
Panell: TPanel;
OKButton: TBitBtn;
Programlcon: TImage,
ProductName: TLabel;
Version: TLabel;
Copyright: TLabel;
Comments: TLabel;

private
{ Private declarations }

public
{ Public declarations }
end;

var
AboutBox: TAboutBox;

implementation
{$R *.DFM}

end.

A.3 Fiche Ahoui.txt

object AboutBox: TAboutBox
Left = 200
Top = 99
ActiveControl = OKButton
BorderStyle = bsDialog
Caption = ’A propos’
ClientHeight = 243
ClientWidth = 298
Font.Color = clWindowText
Font .Height = -13
Font .Name = ’System’
Font.Style = []
PixelsPerInch = 96
Position = poScreenCenter
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TextHeight = 16
object Panell: TPanel

Left = 8
Top = 8
Width = 281
Height = 161

BevelInner = bvRaised
BevelOuter = bvLowered

TabOrder = 0
object ProgramIcon: TImage
Left = 8
Top = 8
Width = 65
Height = 57

Picture.Data = {}

Stretch = True

IsControl = True

end
object ProductName: TLabel
Left = 87
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Top = 16
Width = 145
Height = 13
Caption = ’Interactions quadratiques’
Font.Color = clBlack
Font .Height = -11
Font .Name = M5 Sans Serif’
Font.Style = [fsBold]
ParentFont = False
IsControl = True

end

object Version: TLabel
Left = 88
Top = 40
Width = 65
Height = 13
Caption = ’Version 1.0’
Font.Color = clBlack
Font .Height = -11
Font.Name = ’MS Sans Serif’

Font.Style = [fsBold]
ParentFont = False
IsControl = True
end
object Copyright: TLabel
Left = 8
Top = 80
Width = 117
Height = 13
Caption = ’Auteur: Olivier Garet’

Font.Color = clBlack

Font .Height = -11

Font .Name = ’MS Sans Serif’
Font.Style = [fsBold]
ParentFont = False
IsControl = True

end

object Comments: TLabel
Left = 8
Top = 104

Width = 110
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Height = 39

Caption = ’Programme d’#39’accompagnement de thése.’
Font.Color = clBlack

Font.Height = -11

Font .Name = ’MS Sans Serif’

Font.Style = [fsBold]

ParentFont = False

WordWrap = True

IsControl = True

end
end
object OKButton: TBitBtn
Left = 111
Top = 178
Width = 77
Height = 27

Font.Color = clBlack
Font .Height = -11
Font.Name = ’MS Sans Serif’
Font.Style = [fsBoldl
ParentFont = False
TabOrder = 1
Kind = bkOK
Margin = 2
Spacing = -1
IsControl = True
end
end

]

A.4 Unité Dyna.pas
unit Dyna;

interface

uses

SysUtils, WinTypes, WinProcs, Messages, Classes, Graphics, Controls,
Forms, Dialogs, Menus, ExtCtrls,ClipBrd,Printers,ahoui;

type
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TForml = class(TForm)

MainMenul: TMainMenu;

Fichier: TMenultem;

Paramtresl: TMenultem;

AutoInteractionl: TMenultem;

GermeAlatoirel: TMenultem;

Affichagel: TMenultem;

Saturationl: TMenultem;

Palettel: TMenultem;

Calcull: TMenultem;

Enregistrerl: TMenultem;

Imprimerl: TMenultem;

Conditioninitialel: TMenultem;

Imagel: TImage;

SaveDialogl: TSaveDialog;

infos: TMenultem;

Pressepapierl: TMenultem;

procedure AutoInteractioniClick(Sender: TObject);
procedure GermeAlatoirelClick(Sender: TObject);
procedure ConditioninitialelClick(Sender: TObject);
procedure CalculiClick(Sender: TObject);
procedure SaturationlClick(Sender: TObject);
procedure EnregistreriClick(Sender: TObject);
procedure infosClick(Sender: TObject);
procedure PalettelClick(Sender: TObject);
procedure PressepapieriClick(Sender: TObject);
procedure Imprimer1Click(Sender: TObject);

private
{ Private-déclarations }
public
{ Public-déclarations }
end;
var

Forml: TFormi;

implementation

{$R *.DFM}
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const cote_x=80;
cote_y=80;
cote_z=31;
nb_iter=15;
pp=-1;

var deja:boolean;
reserve,sature,auto,cond_init:real;
bitmap:tbitmap;
fichier:tfilename;
ncalc:byte;

function gauss:real;
var u,vl,v2,s:real;
begin;
if deja then begin deja:=false; gauss:=reserve,; end;
repeat
vl:=2%random-1;
v2:=2*random-1;
s:=sqr(vl)+sqr(v2);
until s<1;
u:=sqrt(-2*1n(s)/s);
reserve:=vlx*u;
deja:=true;
gauss:=v2#u;
end;

procedure eval(s:string;var resultat:real;
var posi:integer);
var expo,re,mantisse,pu:real;
i,j,k,nexp,fin:integer;
moins_un:boolean;
sexp:string;

begin
while s[1]=’ ’ do s:=copy(s,2,length(s)-1);
if s[1]1=’-’ then ‘
begin

s:=copy(s,2,length(s)-1);
moins_un:=true;
end else moins_un:=false;
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i:=pos(’e’,s);
j:=pos(’E’,s);
if (i=0) or (j=0) then
begin
i:=1+j;
if i=0
then
begin
expo:=1;
fin:=length(s);
end
else
begin
sexp:=copy(s,i+l,length(s)-i);
val (sexp,nexp,posi);
expo :=exp (nexp*1n(10));
fin:=i-1;
end;
ji=pos(’.?,s);
if j=0 then
val(copy(s,1,fin) ,mantisse,posi)
else
val(copy(s,1,j-1) ,mantisse,posi);
re:=mantisse;

if j>0 then
begin
pu:=1;
for k:=j+1 to fin do
begin
pu:=pu/10;
re:=re+(ord(s[k])-48)*pu;
end;
end;

re:=re*expo;
if moins_un then resultat:=-re
else resultat:=re;
end else posi:=i;
end;

function transf(r:real) :byte;
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begin
if r>sature then r:=sature else if r<-100
then r:=-sature;
if r>0
then transf:=round(127+1n(1+r)/1ln(1+sature)*127)
else transf:=round (127-1n(1-r)/1n(i+sature)*127)
end;

procedure TForml.AutoInteractioniClick(Sender: TObject);
var s:string;
code:integer;

begin
str(auto:8:4,s);
s:=inputbox(’Saisie de 1’’auto-interaction’,
’Entrez la valeur de 1’’auto-interaction?,
s);
eval(s,auto,code);

end;

procedure TForml.GermeAlatoirelClick(Sender: TObject);
var s:string;
code:integer;
begin
str(randseed:16,s);
s:=inputbox(’Saisie du germe aléatoire’,
’Entrez la valeur du germe’,s);
val(s,randseed,code);
end;

procedure TForml.ConditioninitialelClick(Sender: TObject);
var s:string;
code:integer,
begin
str(cond_init:8:4,s);
s:=inputbox(’Saisie de la condition initiale’,
’Entrez la valeur de la condition initiale’,s);
eval(s,cond_init,code);
end;
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procedure TFormil.SaturationiClick(Sender: TObject);
var s:string;
code:integer;
begin
str(sature:8:4,s);
s:=inputbox(’Saisie de la valeur de saturation’,
'Entrez la valeur de saturatiomn’,s);
eval(s,sature,code);

end;
{procedure transformation;}
procedure TForml.CalcullClick(Sender: TObject);

type minitab=array[0..cote_x,0..cote_y] of single;
pminitab="minitab;

var t1,t2,t3:pminitab;
tab:array[0..cote_z] of pminitab;
i,j,k,n:byte;
chaine:string;
sran:longint;

function moyenne:real;
var ii,jj.kk:byte;
s,w:real;
begin
w:=1/((cote_x-2*n+1)*(cote_y-2*n+1)* (cote_z-2%n+1));
8:=0;
for ii:=n to cote_z-n do
begin
{t1~:=tablii]l";}
for jj:=n to cote_x-n do
for kk:=n to cote_y-n do
{s:=s+(tab[ii]~[jj,kk])*w; 3}
if tabl[ii]l~[jj,kk]>sature then s:=s+w;
end;
moyenne:=s;
end;
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procedure change;

var st:pminitab;
i,j,k:shortint;
hn:real;

begin

hn:=exp(-1n(n+100)/3);
t1~:=tab[n]~;
t2~:=tab[n+1]";
for i:=n+1 to cote_z-(n+1) do
begin
t3~:=tabl[i+1]";
{changer t1}
for j:=n+1 to cote_x-(n+1) do
for k:=n+1 to cote_y-(n+1) do
begin
t1~[j,k]:=(1-0.5*auto*hn)*t2~[j,k]+
0.5*hnx*
(t1~[j,k]1+t3~[j,k1+t2~[j+1,k]+t2~[j-1,k]
+£2~[j,k-11+t2~[j,k+1]) /6+gauss*sqrt (hn) ;
{if (i in [23..27]) and (j in [20..60]) and (k in [20..60]) then
bitmap.canvas.pixels[cotex(i-23)+j,
k]:=
transf(t1~[j,k1);}
end;
tab[i]l~:=t1~;
st:=tl;
t1:=t2;
t2:=t3;
t3:=8t;
end;
inc(n);
end;

begin
cursor:=crHourglass;
new(tl);
new(t2);
new(t3);
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for i:=0 to cote_z do
begin
new(tab[i]);
for j:=0 to cote_x do for k:=0 to cote_y do
tab[i]~[j,k]:=cond_init;
end;
n:=0;
sran:=randseed;
for k:=1 to nb_iter do
change;
randseed:=sran;
for j:=0 to cote_x-2*%n do for k:=0 to cote_y-2*n
do
bitmap.canvas.pixels[j+n+ncalcxcote_x~-(ncalc+1l)*nb_iter,k+n]:=
transf (tablcote_z div 21~ [j+n,k+n]);
imagel.picture.graphic:=bitmap;
ncalc:=(ncalc+l) mod 3;
str(moyenne:8:4,chaine);
showmessage (chaine) ;
cursor:=0;
for 1:=0 to cote_z do dispose(tab[i]);
dispose(t1);
dispose(t2);
dispose(t3);
end;

procedure TForml.EnregistreriClick(Sender: TObject);
begin
if savedialogl.execute then
begin
bitmap.savetofile(savedialogl.filename) ;
end;
end;

procedure TForml.infosClick(Sender: TObject);
begin

aboutbox.showmodal;

end;

procedure TForml.PalettelClick(Sender: TObject);
var cou:array[ 0..255] of tpaletteentry ;
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i:byte;
begin
{ for i:=0 to 255 do
begin

couli] .pered:=0;
coulil .pegreen:=i;
couli] .peblue:=i;
couli] .peflags:=pc_reserved;
end;
animatepalette(bitmap.palette,20,200,cou);}
end;

procedure TForml.PressepapieriClick(Sender: TObject);
begin

clipboard.Assign(bitmap);
end;

procedure TForml.ImprimeriClick(Sender: TObject);
begin

printer.begindoc;
printer.canvas.draw(0,0,bitmap);

printer.enddoc;

end;

begin
bitmap:=tbitmap.create;
bitmap.width:=(cote_x-nb_iter)*3;
bitmap.height:=cote_y;
deja:=false;
sature:=1;
auto:=1;
cond_init:=0;

end.

A.5 Fiche Dyna.txt

object Forml: TFormil
Left = 200
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Top = 99

Width = 435

Height = 300

Caption = ’Simulation d’#39’une interaction quadratique’

Font.Color = clWindowText
Font .Height = -13
Font.Name = ’System’
Font.Style = []

Menu = MainMenul
PixelsPerInch = 96
TextHeight = 16

object Imagel: TImage

Left = 0
Top = 96
Width = 456
Height = 80
end
object MainMenul: TMainMenu
Left = 23
Top = 65530
object Fichier: TMenultem
Caption = ’Fichier’
object Enregistrerl: TMenultem
Caption = ’Enregistrer’
OnClick = Enregistrer1Click
end

object Imprimerl: TMenultem
Caption = ’Imprimer’
OnClick = ImprimeriClick
end
object Pressepapierl: TMenultem
Caption = ’Presse-papier’
OnClick = Pressepapier1Click
end
end
object Paramtresl: TMenultem
Caption = ’Paramétres’
ShortCutText = ’Ctrl+P’
object Autolnteractionl: TMenultem
Caption = ’Auto-Interaction’
OnClick = AutolnteractioniClick
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end

object GermeAlatoirel: TMenultem
Caption = ’Germe Aléatoire’
OnClick = GermeAlatoirelClick

end

object Conditioninitialel: TMenultem
Caption = ’Condition initiale’
OnClick = ConditioninitialelClick
end
end
object Affichagel: TMenultem
Caption = ’Affichage’
object Saturationl: TMenuItem

Caption = ’Saturation’
OnClick = SaturationiClick
end

object Palettel: TMenultem
Caption = ’Palette’
OnClick = PalettelClick
end
end
object Calcull: TMenultem
Caption = ’Calcul’
OnClick = CalculiClick
end
object infos: TMenultem
Caption = ’Informations’
OnClick = infosClick

end

end

object SaveDialogl: TSaveDialog
Left = 199
Top = 113

end

end
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