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1) CONTEXTE 

1.1) OBJECTIFS 

INTRODUCTION GENERALE 

INTRODUCTION GENERALE 

Aujourd'hui, les performances attendues des machines électriques sont de plus en plus 

élevées alors que simultanément les coûts et les délais de conception sont de plus en plus 

réduits. De même, le coût des prototypes est de plus en plus prohibitif et ce d'autant que la 

puissance de la machine augmente. Afin d'éviter la construction de prototypes pour la mise au 

point et la validation d'une machine, les logiciels de conception assistée par ordinateurs 

s'imposent. Ces derniers se sont développés au fur et à mesure de l'évolution des moyens de 

calcul informatique dont la puissance s'accroît chaque année. Ces logiciels permettent 

l'élaboration et la mise au point de machines avec un coût financier relativement faible. Mais 

simultanément la demande de qualité de la conception s'accroît, de sorte que les différents 

modes de fonctionnement de la future machine doivent être pris en compte et simulés. Même 

après ces phases de développement, de simulation et d'optimisation, la conception d'une 

machine n'est pas toujours validée par les tests effectués sur le prototype réalisé. Tout 

constructeur attend, de la conception assistée par ordinateur, la réalisation à coup sûr d'une 

machine fonctionnant selon ses exigences et son cahier des charges pour un coût financier 

mesuré. 

Par ailleurs, il est intéressant, pour les constructeurs, d'intégrer les logiciels de 

conception de machines et ceux servant aux calculs des coûts de fabrication ou des devis, 

pour obtenir un gain en facilité d'utilisation et en temps, de façon à satisfaire le client le plus 

rapidement possible. Bien entendu, ce principe nécessite 1' élaboration de méthodes de 

conception, de calcul, d'analyse et de simulation fiables, tout en conciliant temps de calcul et 

précision vis à vis de 1' expérience. 

C'est dans ce cadre et avec cet espoir que nous allons mettre en oeuvre, dans ce 

mémoire, une méthode d'analyse, d'étude et de simulation des machines, conciliant temps de 

calcul, précision et un niveau de complexité raisonnable. Cette méthode sera plus 

particulièrement appliquée, dans le cas de notre étude, aux machines synchrones à aimants 

permanents dont le champ d'application ne cesse de s'étendre. En effet, un avantage important, 

vis à vis des machines synchrones classiques, est l'absence de l'ensemble balais-collecteur 
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pour alimenter l'inducteur, ce qui en diminue la maintenance. D'autre part, ces machines sont 

plus facilement commandables en vitesse, car celles-ci ne dépendent que de la fréquence 

d'alimentation de la machine, ce qui n'est pas le cas de la machine asynchrone dont le couple 

résistant créé par la charge mécanique est à prendre en compte. 

L'enjeu que nous nous fixons est donc la simulation de ces machines avec la contrainte 

d'un bon compromis temps de calcul - précision des résultats. 

1.2) LES MACHINES SYNCHRONES A AIMANTS PERMANENTS 

Ce type de machine, en fort développement actuellement, possède, de part leur 

conception, l'avantage d'avoir une puissance massique élevée, un moment d'inertie faible 

ainsi qu'un couple transitoire élevé, le tout permettant une bonne réponse dynamique. 

En effet, depuis une vingtaine d'années, les matériaux des aimants à base de terres rares 

ont été remarquablement améliorés avec l'apparition des aimants en Samarium Cobalt 

(SmCo) et en Néodyme Fer Bore (NdFeB). Leurs caractéristiques magnétiques sont telles 

qu'elles permettent d'obtenir une induction rémanente élevée alliée à une forte résistance aux 

champs démagnétisants, ce qui entraîne une réduction de la taille des moteurs, par rapport aux 

moteurs à excitation par inducteur bobiné, à puissance équivalente. 

Les machines synchrones à aimants permanents se présentent [ 1] sous trois types 

différents : 

- les machines cylindriques à inducteur lisse ou à inducteur à pôles saillants 

-les machines discoïdes modulaires ou appelées machines à polyentrefer 

- les machines cylindriques polyentrefer à concentration de flux 

Les machines cylindriques à inducteur lisse sont constituées par une couronne d'aimants 

placés judicieusement de manière à réaliser les pôles. Chaque aimant est plaqué contre le 

noyau ou culasse rotorique et maintenu par une frette amagnétique. Les machines à pôles 

saillants sont davantage utilisées dans les montages à concentration de flux. L'arbre est 

amagnétique et des pôles magnétiques sont fixés dessus. Des aimants à aimantations· 

azimutales alternées sont logés entre les pôles. 

Les machines polydiscoïdes à aimants alternés permettent l'utilisation de plusieurs 

stators sur le même axe. Les machines cylindriques polyentrefer à aimants et à concentration 

de flux résultent de la combinaison des deux types précédents, en intégrant les avantages de la 
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structure polyentrefer et des aimants à aimantations azimutales. Ce type de machine est 

constitué de deux stators, un central et un extérieur. Le rotor vient s'enfiler entre les deux. 

Ces machines sont de puissances variables, allant des micro-moteurs aux moteurs d'une 

puissance d'une centaine de kilowatts en passant par leur utilisation dans la vie quotidienne 

dans les appareils Hi-Fi et vidéo. 

Si la méthode de modélisation que nous présentons est suffisamment générale pour 

s'adapter à tous ces types de machines, néanmoins les tests réalisés n'ont portés que sur les 

machines à inducteur lisses, qui sont les seules machines pour lesquelles nous disposions de 

résultats expérimentaux 

1.3) LES AIMANTS PERMANENTS 

Les aimants permanents permettent de fournir un flux d'induction important dans un 

circuit magnétique donné. Les performances des machines à aimants dépendent de la stabilité 

du flux en fonction de divers facteurs tels que la température [2], les champs démagnétisants, 

et l'influence de l'action chimique de l'environnement comme la corrosion. Différents types 

d'aimants peuvent être répertoriés, les ferrites, les céramiques et les composés de terres rares 

qui apparurent successivement. 

Dans les années 50, les aimants en ferrite furent les premiers disponibles sur le 

marché, ils étaient composés de carbone, d'oxyde de ferrite et mélangés avec du barium ou du 

strontium qui leur permettaient d'être très durs et résistants. L'induction rémanente ne 

dépassait pas 0.4 Tesla, mais leur température d'utilisation pouvait aller jusqu'à 250 ac. Ces 

aimants possédaient la caractéristique d'être de très bons isolants électriques et n'engendraient 

pas de pertes par courants de Foucault. 

Au début des années 60, les premiers composés de cobalt et de terres rares tels que le 

samarium (Sm Co) furent découverts mais ne furent disponibles sur le marché que dans les 

années 70. Leurs caractéristiques principales étaient de concilier à la fois un champ 

d'aimantation élevé et une caractéristique de démagnétisation presque linéaire permettant une 

très bonne tenue aux champs démagnétisants. Leur direction d'aimantation correspond à celle 

de leur plus faible épaisseur. De part leur conception, ces aimants étaient très fragiles 

mécaniquement et par conséquent coûteux non seulement à l'achat, mais aussi lors de leur 

mise en place dans les systèmes électromécaniques. L'induction rémanente développée 

pouvait atteindre 1.06 T, tout en offrant une bonne stabilité thermique. Ces nouveaux aimants 
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possédaient un inconvénient majeur correspondant à une forte conductivité électrique 

engendrant des pertes par courants de Foucault et augmentant leur température interne. 

Au début des années 80, les aimants néodyme fer bore (NdFeB) firent leur apparition. 

Leur conception était fondée sur le même principe que les composés de samarium et de 

cobalt. ils permettaient de délivrer, à la fois, une forte induction et un grand champ coercitif, 

tout en apportant, en plus, une résistance mécanique que les aimants samarium-cobalt 

n'offraient pas. Leur faiblesse se portait au niveau d'une forte dépendance de leurs 

performances en fonction de la température [3] qui fut résolue par l'apport de dyprosium ou 

de cobalt [ 4] au détriment de leurs performances et de leur coût de fabrication. 

Actuellement, les aimants en terres rares fournissent de plus grandes performances et 

sont de plus en plus utilisés. Leur sensibilité en fonction de la température reste un facteur 

important surtout lors de leur utilisation dans les machines où la température de 

fonctionnement avoisine les 110 à 120°C. 

Un détail des propriétés des différents matériaux est donné au tableau 1, ainsi que 

leurs courbes de démagnétisation (fig. 1) à la température de 20 oc 

Propriétés Unités Alnico 5-7 Céramique Sm2Co17 NdFeB 
Br T 1.35 0.405 1.06 1.12 

JJoHc T 0.074 0.37 0.94 1.06 
(BH)max TkA/m 59.68 30.56 206.9 238.7 

f.lrec 1.9 1.1 1.03 1.1 
Gravité 7.31 4.8 8.2 7.4 

spécifique 
Résistivité /lQcm 47 >104 86 150 
Expansion w-o;oc 11.3 13 9 3.4 
thermique 
Coefficient %/oc -0.02 -0.2 -0.025 -0.1 

de 
température 

de Br 
Saturation de KA/rn 278.5 1114 >3183 >2387 

H 

Tableau 1 
Propriétés des différents matériaux des aimants permanents 
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Figure 1 
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Courbes de démagnétisation des différents types d'aimant 

Les valeurs de l'induction (B) et du champ d'excitation (H) de l'aimant varient en 

fonction du circuit extérieur qui lui est associé et l'induction est donnée par: 

(1) 

où: 

- He : est appelé champ coercitif 

- J : aimantation de 1' aimant 

- llo : perméabilité du vide 

- 1-lr: perméabilité relative du matériau 

Lors de l'application des aimants permanents au domaine des moteurs électriques, 

trois types de pertes [5] peuvent être distingués et pris en compte lors de la conception : 

- les pertes d'aimantation réversibles fonction de la température, elles sont prises en 

compte par le coefficient de température de Br donné au tableau 1 ou de l'application 

d'un champ de démagnétisation partielle. 

- les pertes irréversibles dues à l'application d'un champ trop fort qui engendre une 

démagnétisation totale. L'aimant peut alors être remagnétisé en usine. 

- les pertes irréversibles permanentes causées par des changements et altérations 

métallurgiques et/ou chimiques du matériau. La remagnétisation est alors impossible. 
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Dans le cadre de la modélisation des machines synchrones à aimants permanents, un 

certain nombre d'hypothèses simplificatrices doivent être posées tout en négligeant certains 

phénomènes qui ne peuvent pas être pris en compte par l'intermédiaire de modèles simples, 

tels que les effets liés à la température. 

2) MODELISATION DES MACHINES SYNCHRONES 

Comme nous l'avons rappelé plus haut, un logiciel de conception de machines à 

aimants, rapide et fiable nécessite un modèle de machine rapide, fiable et facile à mettre en 

œuvre. Aussi, la modélisation de ces machines synchrones peut être réalisée selon deux types 

de méthodes différentes : 

- les méthodes analytiques 

- les méthodes numériques 

qui ont chacune leurs avantages et leurs inconvénients. 

2.1) LES METHODES ANALYTIQUES 

Historiquement, 1' étude des circuits magnétiques et des machines électriques a été 

réalisée de manière analytique et même géométrique, car l'outil de calcul disponible était 

faible. Par contre, ces méthodes permettent de rendre compte du fonctionnement de ces 

machines, ainsi que des principaux phénomènes physiques mis en jeu. De nombreux modèles 

ont vu le jour, dont quatre sont bien adaptés aux machines synchrones classiques : 

- le modèle de la réactance synchrone 

- le diagramme de Potier 

- le diagramme de Blondel 

- la transformation selon les deux axes d et q 

2.1.1) LE MODELE DE LA REACTANCE SYNCHRONE 

Ce modèle, le premier enseigné aux étudiants durant leur scolarité, est le plus 

couramment employé dans le cas de machines faiblement saturées. En effet, ce modèle est 
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fondé sur l'application de quelques hypothèses simplificatrices. La saturation et l'hystérésis 

des matériaux magnétiques sont négligées, c'est à dire que toutes les forces électromotrices 

sont proportionnelles aux excitations qui les créent et la machine est supposée à pôles lisses 

[6]. Le modèle est présenté figure 2. 

avec: 

Xs 

Rs 

Figure 2 
Schéma équivalent 

- Rs : résistance d'une phase statorique 

- Xs : réactance synchrone d'une phase statorique 

Is 

- Ev : force électromotrice ou tension simple développée à vide 

- Is : courant débité 

- V : tension simple aux bornes de la machine 

v 

Ce modèle permet d'obtenir la relation complexe suivante: 

~v- Rs * ~- j * Xs * ~- ~ = 0 (2) 

Les paramètres du schéma équivalent pour une machine synchrone classique sont 

obtenus à partir de trois essais lors du fonctionnement en génératrice : 

- un essai en continu, selon la méthode volt-ampèremétrique de manière à obtenir la 

résistance statorique 

- un essai à vide à vitesse nominale, de manière à obtenir Ev pour une machine à 

aimants permanents 

- un essai en court-circuit à vitesse nominale donnant le courant de court-circuit, 

vérifiant: 

7 



INTRODUCTION GENERALE 

~v = (Rs + j * Xs) * I~c (3) 

carV=O 

ainsi, la valeur de la réactance synchrone est égale à : 

xs= ((~:)' -Rs'J (4) 

A partir de ce modèle, bon nombre de caractéristiques de fonctionnement, en 

génératrice ou en moteur, des machines synchrones classiques peuvent être déterminées, mais 

elles ne prennent malheureusement pas en compte la saturation. Dans le cas des machines à 

aimants permanents, l'essai en court-circuit est fortement déconseillé, car les aimants 

risqueraient de subir de très fortes démagnétisations qui pourraient leur être fatals. La 

détermination de la réactance synchrone peut quand même s'effectuer à partir d'un essai en 

charge et par identification de celle-ci. Ces premiers essais servent d'essais de qualification 

d'un moteur. 

2.1.2) LE DIAGRAMME DE POTIER 

Contrairement à la méthode de la réactance synchrone, le diagramme de Potier permet 

la prise en compte de la saturation. 

0 
Figure 3 

Diagramme de Potier 
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où : - 8 est l'angle interne de la machine 

- \f' est l'angle de déphasage entre le courant et la fém résultante 

- <p est l'angle de déphasage entre le courant et la tension V 

La force électromotrice résultante (Er) donnée par le diagramme vectoriel vérifie 

l'équation suivante : 

(5) 

avec: 

-V: tension simple aux bornes de la machine 

- I : courant débité par la machine 

- Rs : résistance d'une phase statorique 

- À :réactance cyclique de fuites due au flux traversant l'induit sans atteindre le rotor 

Le courant résultant Jr est déterminé par une lecture sur la caractéristique E(J) relevée 

à vide. Le courant d'excitation réel est déterminé par : 

(6) 

avec a : coefficient d'équivalence 

Les paramètres du schéma équivalent pour une machine synchrone classique sont 

obtenus à partir de quatre essais lors du fonctionnement en génératrice : 

- un essai en continu, selon la méthode volt-ampèremétrique de manière à obtenir la 

résistance statorique 

-un essai à vide à vitesse nominale, de manière à obtenir Ev(J) 

-un essai en court-circuit à vitesse nominale donnant le courant de court-circuit 

- un essai en déwatté à vitesse nominale pour une tension et un courant proches de leurs 

valeurs nominales 

Dans le cas des machines à aimants permanents, le relevé de la caractéristique Ev(J) 

n'est pas possible, car le flux inducteur n'est pas réglable. Comme pour la méthode de la 

réactance synchrone, il n'est pas possible d'effectuer un essai en court-circuit. Cette méthode 

permet de prendre en compte la saturation, mais la détermination pratique des coefficients a 

et À n'est pas aisée, et par suite, le diagramme de Potier ne peut pas s'appliquer. 
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2.1.3) LE DIAGRAMME DE BLONDEL 

Le diagramme de Blondel est établi pour les machines à pôles saillants et est fondé sur 

le diagramme à deux réactances. Ces deux réactances synchrones, longitudinale et 

transversale, sont déterminées à partir d'un essai de glissement. Ce dernier consiste à 

alimenter en triphasé équilibré le stator en gardant le circuit inducteur ouvert et en entraînant 

le rotor de la machine dans le sens de la force magnétomotrice tournante à une vitesse très 

voisine de la vitesse de synchronisme. Ce principe n'est pas applicable aux machines 

synchrones à aimants permanents car l'alimentation de l'inducteur ne peut en aucun cas être 

retirée et la détermination de ces deux réactances n'est alors pas possible. 

2.1.4) TRANSFORMATION SELON LES DEUX AXES d ET q 

Cette méthode repose sur la détermination des inductances de la machine en linéaire 

dans les régimes transitoires et permanents. Un modèle de machine (fig. 4) peut être établi [7] 

[8] et donner une représentation fiable du fonctionnement de la machine [9] et une bonne 

concordance entre les résultats du modèle et ceux expérimentaux. 

Les machines à aimants possèdent l'inconvénient d'être incapables d'effectuer un 

démarrage lorsqu'elles sont alimentées par une source à fréquence constante et donc de 

nombreux constructeurs rajoutent une cage d'écureuil au rotor. De plus cette cage protège 

l'aimant des fortes démagnétisations créées durant les phases de démarrage et des brusques 

variations de courants. 
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A 
- +Y+î:;_-

ROTOR 

Figure 4 
Modèle équivalent selon les axes d et q 

Nous retrouvons au stator les trois enroulements A, B etC, au rotor sur l'axe polaire ou 

direct le courant équivalent développé par les aimants et un enroulement en court-circuit. Sur 

l'axe interpolaire ou en quadrature du rotor, nous retrouvons un autre cadre en court-circuit. 

Le mouvement est référencé par rapport à la phase A. 

Cette méthode est surtout utilisée dans le cadre de commande de machines en 

fonctionnement moteur à vitesse variable, mais elle est plus compliquée à mettre en œuvre, 

car le calcul des diverses inductances et mutuelles n'est pas aisé. 

2.1.5) CONCLUSION 

Dans notre cadre d'étude concernant les machines synchrones à aimants, le modèle le 

plus facile à mettre en œuvre est celui de la réactance synchrone dont l'hypothèse principale 

est le fonctionnement de la machine en régime linéaire. Cette hypothèse n'est pas gênante, car 

ces machines sont faiblement saturées. Les autres modèles, améliorant la précision et la 

qualité des résultats, nécessitent des essais et donc des caractéristiques qu'il n'est pas toujours 

possible de donner. Aussi, nous nous référerons au modèle de la réactance synchrone lors de 
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la comparaison des résultats que nous effectuerons au chapitre III. Enfin, il est clair que ces 

modèles sont difficiles à appliquer en phase de conception, car il n'est pas aisé de 

prédéterminer les éléments des schémas électriques équivalents. 

2.2) METHODES NUMERIQUES 

Comme nous l'avons explicité auparavant, la modélisation des machines est 

actuellement primordiale. Depuis une quinzaine d'années, les progrès de l'informatique ont 

permis le développement de méthodes numériques donnant des résultats globaux (tension, 

courant) précis. De plus, elles fournissent des résultats locaux, tels que les flux et les 

potentiels à l'intérieur de la machine, qui permettent d'agir sur la conception, de façon à 

améliorer les performances. Ces nouveaux outils sont bien adaptés aux validations de 

dimensionnement des machines. Diverses méthodes existent mettant en œuvre des niveaux de 

complexités différents. Nous pouvons citer une méthode complète et complexe nécessitant 

des moyens informatiques lourds pour des résultats considérés comme étant des résultats de 

référence, c'est la méthode des éléments finis. A un niveau de complexité moindre, nous 

pouvons aborder la méthode de modélisation par schéma magnétique équivalent ou encore 

appelée méthode des réseaux. Cette dernière peut paraître désuète, mais il en est tout 

autrement. En effet, grâce au progrès de l'informatique, cette méthode permet de prendre en 

compte à la fois les non linéarités et le mouvement, ce qui autorise les études en régimes 

dynamiques. 

2.2.1) LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

Cette méthode est très couramment employée lors de l'étude des systèmes 

électromagnétiques complexes. Elle permet d'obtenir des résultats de calcul avec une très 

bonne précision et d'étudier de façon précise la répartition interne du flux magnétique, en 

prenant en compte les phénomènes de saturation et de création de courants de Foucault à 

l'intérieur des matériaux. Cette méthode est fondée sur la résolution des équations de 

Maxwell qui sont les suivantes : 

divB =0 (5) 
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- a:B 
rotE=--at (6) 

- - a5 
rotH=J +-at (7) 

divD=p (8) 

avec: 

- B : champ d'induction magnétique 

- E : champ électrique 

- H : champ magnétique 

- J : densité de courant 

- p : densité volumique de charge électrique 

- t: temps 

Dans le cas des machines à champs tournants, étant donnée la fréquence relativement 

faible des grandeurs mises en jeu, l'approximation des états quasi stationnaires se justifie, ce 

qui revient à négliger les courants de déplacement devant ceux de conduction [10]. L'équation 

7 devient: 

rotH= J (9) 

De plus, nous pouvons rajouter l'équation de comportement des matériaux 

magnétiques, liant le champ d'induction et le champ magnétique, ainsi que la relation donnant 

la densité de courant en fonction du champ électrique. 

(10) 

j = cr*Ë (11) 

avec: 

- ~r : perméabilité relative du matériau. Elle dépend de la nature et de la saturation du 

matériau 

- ~0 : perméabilité du vide 

- cr : conductivité électrique du matériau 

Ces équations sont en toute rigueur tensorielles et les composantes des différents 
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tenseurs peuvent dépendre de multiples façons de H, B, D et E. L'étude des matériaux est un 

domaine ouvert où les progrès sont constants, mais le plus souvent, ces lois de comportement 

sont simplifiées et les caractéristiques des matériaux considérées comme des scalaires, ce que 

nous ferons. 

La plupart des moteurs électriques ont des dimensions qui permettent une étude 

éléments finis en 2D, ou 3D ramenées en 2D [11], ce qui revient à résoudre l'équation de 

Poisson: 

_i_(_l_*aA)+_i_(_l_*aA)+cr*aA =I + éJHcy _ éJHc, 
dX l~-tol-lr dX dy l~-tol-lr éJy dt ex dX éJy 

(12) 

où A est la composante normale au plan d'étude de Â, le potentiel vecteur dont dérive B 

- -B=rotA (13) 

Dans l'équation 12, nous pouvons remarquer au travers du terme cr dA que la création 
dt 

des courants de Foucault, à l'intérieur de milieux conducteur, est prise en compte. Une 

estimation réaliste peut en être donnée, reposant sur l'hypothèse que la conductivité électrique 

cr est uniforme et constante dans tout le matériau quelque soit sa direction. 

Afin de pouvoir résoudre entièrement cette équation, il est nécessaire d'imposer des 

conditions sur les limites du domaine d'étude. Trois types de conditions existent: 

- condition de Newman homogène qui impose que la dérivée normale du potentiel 

vecteur A est égale à zéro l: = 0) sur la partie choisie du contour du domaine 

d'étude 

- condition de Dirichlet qui impose la valeur du potentiel vecteur sur la partie choisie du 

contour du domaine d'étude 

-conditions de symétrie ou conditions de périodicité ou d'anti-périodicité selon la parité 

de la partie du système étudié 

L'équation 12 peut être résolue analytiquement dans le cas de géométries simples, 

cependant, quand la complexité augmente, la résolution par la méthode des éléments finis 

s'avère nécessaire. Elle est fondée sur une discrétisation à la fois surfacique et temporelle. De 

manière à assurer une meilleure stabilité des résultats trouvés pour un intervalle de temps 

donné .M , en évitant les oscillations de la solution au fur et à mesure que le nombre 
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d'itérations augmente, la méthode d'Euler implicite est la méthode la plus couramment 

employée. Après assemblage des matrices élémentaires, le système différentiel matriciel est 

résolu, dans la plupart des cas, par la méthode de Newton Raphson [12] lors de l'étude de 

modèles non linéaires. 

Bon nombre d'études nécessitent l'utilisation de logiciels éléments finis prenant en 

compte les régimes dynamiques engendrés par le déplacement d'une pièce par rapport aux 

autres. Ces derniers se caractérisent par des changements au niveau de l'entrefer. Le stator et 

le rotor des machines sont considérés dans deux référentiels différents qui sont liés l'un à 

l'autre par l'application de modèles tels que la bande de mouvement [13] ou le macro-élément 

[14]. 

Les logiciels éléments finis ont été validés par un grand nombre d'études donnant de 

très bons résultats avec une bonne précision, cependant l'inconvénient de cette méthode est un 

temps de calcul considérable pour des systèmes de grandes tailles en régime non linéaire. Ce 

phénomène est accentué par l'utilisation du régime dynamique et du couplage avec le circuit 

électrique surtout lors de l'alimentation par des convertisseurs statiques, nécessitant des 

moyens informatiques de calculs importants et performants [15]. 

2.2.2) LA METHODE DES RESEAUX DE PERMEANCES 

La méthode des réseaux de perméances est fondée sur la décomposition physique d'un 

circuit magnétique d'un système électromécanique en un nombre restreint mais suffisant 

d'éléments, appelés tubes de flux, permettant de prendre en compte un maximum d'effets en 

dépit de la topologie fixe du réseau. Chaque tube de flux reflète une des trajectoires possibles 

des principales lignes de champ, elle est modélisée par une perméance dont la valeur dépend 

du matériau ferromagnétique étudié et de son état de saturation. L'hypothèse de départ 

consiste à négliger les effets d'extrémités des machines, tels que les têtes de bobines. D'autres 

phénomènes, tels que les courants de Foucault qui sont des phénomènes locaux, sont très 

difficiles à prendre en compte à cause du découpage plus ou moins fin du circuit magnétique. 

Ce dernier peut être décomposé en deux catégories d'éléments, les éléments actifs et 

ceux passifs. Dans la première catégorie, celle des éléments actifs, entrent les sources de 

forces magnétomotrices. La deuxième, celles des éléments passifs, est constituée des 
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perméances. Trois types de perméances sont à considérer : 

- les perméances constantes modélisant les fuites d'encoche ou du circuit magnétique 

- les perméances non linéaires modélisant les parties ferromagnétiques du circuit 

- les perméances variables dans le temps, indépendamment de l'état de saturation du 

circuit magnétique et servant à la prise en compte du mouvement. 

Le calcul de ces éléments peut s'effectuer automatiquement en couplant un logiciel 

éléments finis, qui détermine les valeurs des perméances, à un logiciel de calcul de réseaux 

comme le présente M. LA TRECHE [ 16] dans sa thèse. 

La méthode des réseaux de perméances a été appliquée, avec succès sur différents 

types de systèmes électromécaniques. M. JUFER [ 17] a présenté des travaux sur les machines 

à réluctances variables, les moteurs pas à pas et les électro-aimants donnant des résultats 

proches de l'expérience avec une mise en œuvre de réseaux relativement simples, tenant 

compte du mouvement et de la saturation. Des modélisations de machines asynchrones, à la 

fois en régimes transitoires et permanents, avec saturation ont été développées par V. 

OSTOVIC [18], et au laboratoire parC. DELFORGE [19]. 

Les réseaux de perméances permettent aussi d'effectuer des modélisations 

tridimensionnelles qui ont déjà fait l'objet d'études appliquées au transformateur [20] et aux 

alternateurs automobiles [21] [22]. 

2.2.3) COMPARAISONS DES DEUX METHODES 

Chacune de ces deux méthodes permet de donner des résultats locaux et globaux très 

intéressants. La première, la méthode des éléments finis que nous choisissons comme 

référence en ce qui concerne la précision des résultats, permet d'étudier des géométries 

complexes tout en prenant en compte certaines caractéristiques spécifiques des matériaux, 

telle que la création des courants de Foucault. Elle a cependant un gros inconvénient qui est 

un temps de calcul très long, voire excessif et même gênant lors de l'étude de gros systèmes 

en régime non linéaire avec une prise en compte du mouvement. La deuxième méthode, celle 

des réseaux de perméances couplés électriquement, donne, grâce à son nombre restreint mais 

suffisant d'éléments, une précision légèrement moins bonne tout en restant correcte. Le gros 

avantage de cette méthode réside dans des temps de calcul tout à fait raisonnables et très 
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inférieurs à ceux des éléments finis pour l'étude des mêmes systèmes. Cet avantage s'accroît 

d'autant plus lorsque plusieurs variantes d'un même système doivent être simulées. Ces temps 

de calcul sont suffisamment courts pour envisager à terme de simuler le fonctionnement d'une 

machine alimentée par un convertisseur de 1' électronique de puissance, par exemple le cas 

d'une alimentation par un onduleur de tension à modulation de largeur d'impulsions qui 

nécessite un pas de temps de simulation très inférieur à la période donnée par la fréquence de 

découpage. 

2.3) CONCLUSION 

Les modèles analytiques sont peu coûteux en calculs et faciles à mettre en œuvre, mais 

difficilement envisageables pour la conception précise de machine. 

Dans les méthodes numériques, les facteurs de coûts en matériels informatiques et en 

temps de calcul sont primordiaux. La méthode des éléments finis nécessite des 

investissements plus lourds, tant en matériels qu'en temps de calcul, par rapport à la méthode 

des réseaux de perméances couplés à un ou plusieurs circuits électriques. Nous nous 

proposons, au vu de ces avantages, de développer un nouvel outil de simulation facile à 

mettre en œuvre et fondé sur la méthode des réseaux de perméances couplés. 

Rappelons les qualités attendues d'un modèle de machine synchrone à aimants 

permanents à mettre en œuvre dans un logiciel de conception simple et rapide : 

- prise en compte de la saturation 

- modélisation des aimants valable quelle que soit la charge de la machine 

- prise en compte du mouvement du rotor vis à vis du stator, de manière à obtenir un 

modèle utilisable en régime dynamique 

- couplage magnétique-électrique 

-portabilité et facilité de mise en œuvre sur PC. 

Le premier chapitre de ce mémoire sera consacré uniquement à la modélisation du 

circuit magnétique des machines par un réseau de perméances équivalent, ainsi qu'à la 

détermination précise de ces dernières. De même, nous rappellerons le moyen de prendre en 

compte les non linéarités du circuit magnétique et le modèle élaboré pour intégrer les aimants 

dans ce réseau. Comme une génératrice ou un moteur électrique possède la particularité 

qu'une partie du circuit magnétique, le rotor, est en mouvement vis à vis d'une partie fixe, le 
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stator, une analyse détaillée de la prise en compte de ce mouvement sera présentée au sein de 

ce chapitre. 

Fondamentalement, une machine électrique permet de convertir de la pmssance 

électrique en puissance mécanique par l'intermédiaire de son circuit magnétique, aussi, une 

présentation du couplage magnétique électrique sera effectuée lors du deuxième chapitre. Une 

fois ce couplage réalisé, la mise en équations, sous forme matricielle, des parties magnétique 

et électrique sera présentée pour aboutir au système différentiel final du premier ordre à 

coefficients variables qui sera résolu par des méthodes d'analyses numériques classiques, dans 

le cadre du développement d'un logiciel de résolution des réseaux de perméances couplés. 

Au cours du troisième chapitre, nous validerons la méthode et le logiciel élaborés au 

chapitre II, par des applications successives sur différents types de machines synchrones, tels 

que l'alternateur tétrapolaire, l'alternateur à griffes et des machines synchrones à aimants 

permanents en comparant leurs résultats vis à vis de l'expérience. 

Enfin, nous terminerons l'exposé de ce travail par une présentation de la prise en 

compte des courants de Foucault et des pertes engendrées par leur création au sein des 

aimants des machines ainsi que leur intégration éventuelle dans la modélisation par réseaux 

de perméances. 
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Chapitre l: IDENTIFICATION DES RESEAUX DE PERMEANCES 

Chapitre 1 : IDENTIFICATION DES RESEAUX DE PERMEANCES 

1.1) Introduction 

La méthode que nous proposons pour 1 'étude détaillée des parties magnétique et 

électrique des machines repose sur la décomposition du circuit magnétique en un nombre fini 

et restreint de tubes de flux appelés perméances. Aussi, nous allons d'abord présenter dans ce 

chapitre la détermination de ces perméances et de leurs valeurs en fonction du circuit 

magnétique étudié. Le deuxième point abordé concernera la prise en compte de la saturation 

des milieux ferromagnétiques. Nous nous intéresserons aussi à la modélisation des aimants 

permanents dans un tel réseau. Puisque nous sommes particulièrement intéressés par les 

performances dynamiques des machines synchrones à aimants permanents, nous exposerons 

ensuite différentes façons de prendre en compte le mouvement relatif du rotor vis à vis du 

stator. Enfin, nous terminerons par le calcul du couple électromagnétique de la machine. 

1.2) DETERMINATION DES PERMEANCES 

La décomposition du circuit magnétique d'une machine tournante ou statique ne peut 

s'effectuer qu'après une étude éléments finis approfondie. En partant de l'analyse 

magnétostatique [23] du circuit (fig. 1.1), nous pouvons déterminer ses principaux tubes de 

flux. TI n'est cependant pas nécessaire de modéliser une machine complète. Grâce à ces 

symétries de construction, seule une partie correctement choisie de la machine est nécessaire à 

l'étude de son fonctionnement. 
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Figure 1.1 
Tracé de lignes de champs d'une analyse éléments finis en magnétostatique 

De façon à ne négliger aucun passage possible du flux et donc de pouvoir représenter 

tous les fonctionnements possibles d'une machine, chaque tube de flux est identifié lors 

d'étude en charge et en non linéaire de la structure considérée. Cependant, la perméance est 

calculée en linéaire. Cette valeur ne constitue qu'une valeur initiale et nous verrons plus loin 

comment elle est utilisée pour prendre en compte le phénomène de saturation. Un tube de flux 

(fig. 1.2) doit vérifier trois critères : 

- avoir une section constante sur toute sa longueur 

- avoir des surfaces équipotentielles à ses extrémités perpendiculaires aux lignes de 

champ 

- avoir des lignes de champ qui ne coupent pas les surfaces latérales 

Ce qui se retrouve dans le schéma classique ci-dessous : 

Figure 1.2 
Tracé d'un tube de flux 

Une fois ce tube clairement identifié, la valeur de sa perméance est calculée à partir du 

flux qu'elle conduit et du potentiel magnétique à ses bornes. Considérons le cas d'une dent de 

machine présentée figure 1.3 : 
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Figure 1.3 
Tracé de lignes de champ ou équipotentielles vecteur 

décrivant le tube de flux d'une dent magnétique 

Dans le cas d'une analyse en potentiel vecteur, le flux est déterminé par : 

avec: 

- A1 et A 2 : potentiels vecteurs sur les deux surfaces latérales 

- L : longueur du tube de flux dans la dimension perpendiculaire au plan d'étude 

(1.1) 

De même, une analyse en potentiel scalaire magnétique (ë) nous permettrait d'obtenir, 

entre les deux surfaces SA et Sa, la force magnétomotrice (F) aux bornes de ce tube. 

Reprenons le cas de notre dent : 

Figure 1.4 
Tracé de lignes de champ en potentiel scalaire 
décrivant le tube de flux d'une dent magnétique 

La force magnétomotrice est définie par : 
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(1.2) 

Cependant, une analyse en potentiel scalaire n'est pas toujours possible. Cette 

formulation est plutôt réservée, en tout cas en 2D plan, aux dispositifs assez rares qui ne sont 

pas excités par des courants. La solution que nous avons retenue, comme étant la plus simple 

et la plus commode à mettre en œuvre, dans le cas d'une formulation en potentiel vecteur (A) 

est d'exprimer la force magnétomotrice comme la circulation du champ magnétique. 

(1.3) 

où : H est le champ magnétique. Comme les points A et B ne sont pas nécessairement sur une 

équipotentielle magnétique, il faut souvent effectuer deux calculs et prendre, pour F, la valeur 

moyenne. 

La valeur de la perméance (P) est alors donnée par le rapport du flux ( <1>) sur la force 

magnétomotrice (F) : 

(1.4) 

Ce calcul de perméance est bien adapté aux parties ferromagnétiques, avec saturation 

mais sans source de force magnétomotrice comme celles des aimants. Dans le cas simple de la 

détermination des perméances de dent, une simulation à vide est suffisante. Ainsi chaque 

valeur de perméance est déterminée à partir d'un calcul éléments finis en magnétostatique à 

partir de perméabilités relatives constantes des matériaux. 

1.3) PRISE EN COMPTE DE LA SATURATION 

Comme nous l'avons souligné précédemment, les valeurs des perméances retenues ont 

été calculées en linéaire. Mais à l'intérieur des milieux ferromagnétiques, un phénomène 

variable en fonction de l'induction (B) dans ces milieux entre en action, c'est le phénomène 

de saturation. Ce dernier engendre une variation de la perméabilité relative du matériau en 

fonction de l'induction, représentée par la courbe de première aimantation notée B(H) (fig. 

I.5), typique de chaque matériau. Il est donc important que chaque perméance, qui compose 

un réseau, puisse reproduire ce phénomène en ayant une perméabilité variable avec le flux 

qu'elle conduit, de façon à ne pas privilégier indûment un trajet de flux dans le réseau. 
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B(t) 

0 H (A/rn) 
Figure 1.5 

Courbe de saturation B(H) 

Dans ce cas, il est évident qu'un modèle réseau de perméances de part son nombre 

restreint d'éléments ne permet pas de prendre en compte les saturations locales, par exemple à 

l'interface culasse-dent-encoche. En effet, la perméabilité relative est, par définition, uniforme 

dans toute la perméance. 

Nous avons choisi, pour décrire la variation de perméabilité relative d'un matériau, la 

formule de meilleure approximation au sens des moindres carrés proposée par Marrocco [24] : 

1 B 2~ 
-=E+(c-E)*--­
flr B2*a + 't 

où a, c, E et 't sont des coefficients identifiés à partir de la courbe B(H) des matériaux. 

(1.5) 

Puisque dans une perméance, le flux est uniforme ainsi que la perméabilité du 

matériau, nous pouvons écrire que : 

(1.6) 

où S est la section de la perméance 

Nous voyons qu'il est possible d'exprimer la perméabilité relative d'une perméance en 

fonction du flux qui la traverse. Si nous posons classiquement comme expression de la 

perméance: 

s 
P=fl *fl *-o r l 
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où l est la longueur du tube de flux, et soit ~riin la valeur de la perméabilité relative utilisée 

pour calculer la perméance en linéaire (Pun), nous pouvons écrire : 

P - * *s lin- ~0 ~rlin l 

Des équations (1.7) et (1.8), on obtient : 

p ~r 

plin ~rlin 

ou encore: 

En reportant (1.5) dans (1.1 0), nous obtenons finalement : 

p = plin * 1 
tl\2*a 

~rlin ê + (c- ê) * ---'-"'--,.---­
<P2*a +'t'*S2*a 

qui nous permet d'obtenir la valeur d'une perméance en fonction du flux qui la traverse. 

(1.8) 

(1.9) 

(1.1 0) 

(1.11) 

Il faut cependant souligner que ce calcul repose sur l'hypothèse que la géométrie du 

tube de flux représenté ne varie pas avec la saturation. 

La formulation établie par Marrocco donne une très bonne approximation des courbes 

de saturation (fig. 1.6), tout en assurant la continuité de la dérivée des perméances saturables, 

ce qui est primordial dans la résolution des systèmes d'équations engendrés par les réseaux 

de perméances que nous aborderons lors de l'étude du prochain chapitre. 
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Figure 1.6 
Courbes de saturation réelle 

Et son approximation 
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Sur la figure 1.7, nous pouvons tracer l'évolution de la perméance en fonction du flux 

la traversant. 
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Figure 1.7 
Evolution de la perméance en 
fonction du flux la traversant 
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Chapitre 1: IDENTIFICATION DES RESEAUX DE PERMEANCES 

1.4) MODELISATION DES AIMANTS 

Un bon modèle de machine synchrone à aimants permanents ne peut se concevoir sans 

un modèle fidèle des aimants. Ces derniers servent à exciter les machines. De ce point de vue, 

un aimant permanent est un matériau dont le champ magnétique varie à ses bornes en fonction 

du circuit de charge qui lui est associé. 

Supposons un cadre magnétique passif, de section Se constante, se refermant sur un 

aimant de section s •. Supposons de plus, ce qui est le cas pour le Samarium-Cobalt et le 

Néodyme-Fer-Bore utilisés dans les machines que nous étudions, que la caractéristique 

principale est linéaire [7]. 

Notons, B., H. et 1., l'induction, le champ magnétique et le trajet moyen du flux dans 

l'aimant. De même, pour le cadre magnétique, nous noterons, Be, He et le les quantités 

correspondantes. 

Quel est le flux qui circule dans un tel circuit ? 

Le théorème d'Ampère nous donne: 

(1.12) 

Notons que H. * 1. = F., la force magnétomotrice aux bornes de l'aimant, de même 

Fe =He *le est la force magnétomotrice aux bornes du circuit extérieur à l'aimant. 

Notons: 

s p =Il *-e 
e l"'e l 

e 

(1.13) 

la perméance du circuit extérieur, et : 

s 
P =Il *-" 

a l"'a l 
a 

(1.14) 

la perméance de l'aimant. Il vient alors : 

p 
B =--e *" *H 

a p l"'a a 
a 

(1.15) 

Cette relation est l'équation d'une droite passant par l'origine dans le repère (H,B), 

26 



Chapitre 1: IDENTIFICATION DES RESEAUX DE PERMEANCES 

appelée droite de charge de l'aimant puisque sa pente dépend du circuit extérieur associé à 

l'aimant. Le point de fonctionnement du circuit est alors donné par l'intersection de la droite 

décrivant la caractéristique de l'aimant [25] et de cette droite de charge, soit le point C sur la 

figure 1.8. 

-He 

droite de ch ge B (T) 

Figure 1.8 
Caractéristique d'un aimant 

c 

0 

Si nous calculons l'expression du flux qui circule dans le circuit, nous obtenons, en 

utilisant pour équation de la droite caractéristique de l'aimant : 

B =!l*H+Br 

avec fl : perméabilité totale de l'aimant 

Br : induction rémanente de l'aimant 

ou encore: 

B 
H=--Hc 

Il 

avec He : champ d'excitation coercitif de l'aimant, 

l'expression suivante du flux : 

1 *He 
<!>= î 1 

-+­
pa pe 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

On voit apparaître au dénominateur la composée de deux perméances en série et au 

numérateur une force magnétomotrice. Ceci montre que le circuit étudié peut être modélisé 

par le réseau de perméances suivant: 
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<1> 

Pa 

Pa 

Fa 

Pe 

! 
Pe 

Figure 1.9 
Réseau de perméance associé 

Où ca :est une source de force magnétomotrice due à l'aimantation donnée par: 

ca =la *He (1.19) 

Dans ce circuit, l'aimant est donc modélisé par une perméance, qui dépend de la 

géométrie et de la perméabilité de l'aimant, en série avec une force magnétomotrice [26], qui, 

elle-même, dépend de la géométrie de l'aimant et de son champ coercitif. 

La force magnétomotrice aux bornes de l'aimant est alors donnée par: 

F =c _j_ 
a a p 

a 

(I.20) 

Il est à noter que pour le calcul de la perméance, l'aimant est considéré comme un 

matériau passif. On peut trouver dans [16] une autre façon d'introduire ce modèle qui devient 

un modèle général de perméance. 

1.5) PRISE EN COMPTE Du MOUVEMENT 

La modélisation de l'entrefer d'une machine est la partie la plus délicate de la 

construction d'un réseau de perméances. En effet, c'est à l'intérieur de l'entrefer qu'un 

maximum d'énergie est consommé et transféré. De même, celui-ci constitue la partie prenant 

en compte le mouvement du rotor vis à vis du stator, c'est à dire la modification de la 

répartition des tubes de flux entre les armatures statoriques et rotoriques en fonction de la 
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position du rotor. 

Les études analytiques de modélisation de la perméance d'entrefer sont rares, nous 

pouvons en effet citer les travaux de J. F. BRUDNY [27], qui propose une décomposition 

harmonique déduite, à partir du régime linéaire et des formes simplifiées de denture, ainsi que 

ceux de G. QUISHAN [28] qui adopte la même approche. 

Afin de prendre en compte le mouvement, certains auteurs [29] [30], à la vue de la 

grande taille de l'entrefer, due au fait que les aimants possèdent une perméabilité relative 

proche de l'unité, modélisent à la fois l'entrefer et l'aimant par des sources de forces 

magnétomotrices variables dans le temps et en fonction de la charge. Nous n'avons pas retenu 

cette approche, car elle nécessite une prédétermination de la charge de l'aimant, qui, pour 

nous, doit être un des résultats fournis par notre modèle de machine. 

Une deuxième possibilité est fondée sur le principe d'une bande de mouvement réalisée 

de façon à décomposer 1 'entrefer en un nombre conséquent d'éléments en plusieurs couches 

selon deux directions l'une radiale et l'autre tangentielle [31] [32], selon le principe suivant : 

Figure 1.10 
Composition d'un élément de l'entrefer 

avec: 

- Pt : perméance d'entrefer transversale 

- Pr : perméance d'entrefer radiale 

Ce principe nécessite d'affiner le réseau au niveau de l'entrefer au fur et à mesure que 

le pas de calcul et donc le déplacement diminue. Cette méthode est coûteuse en temps de 

calcul, car elle nécessite un grand nombre d'éléments concentrés au niveau de l'entrefer. 
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Une autre possibilité, tout à fait adaptée à la prise en compte du mouvement relatif du 

rotor vis à vis du stator, est de considérer que lors de ce mouvement, le tube de flux entre une 

dent statorique et un pôle rotorique évolue de façon périodique. Son analyse, réalisée à partir 

de plusieurs positions du rotor, permet alors de déterminer la loi périodique d'évolution de 

cette perméance. 

En effet, considérons l'évolution de ce tube entre une dent statorique et un pôle 

rotorique, comme présentée figure 1.11. 

e 1 1 
max 

) re ):( ):( ~ 

L~ -rL~ LJ_j 
) 1( )~ ~( 

<:: e >1 

e> emax 0 <8< emax (FO 

P=O P augmente P=Pmax 

Figure 1.11 
Evolution du tube de flux en fonction de la position 

Nous pouvons voir, qu'en fonction de la position d'une dent par rapport à l'autre, la 

perméance associée (P) passe d'une valeur nulle à une valeur maximale (Pmax). Cette 

évolution (fig. 1.12) est la même quelque soit la dent statorique i et le pôle rotorique j 

concernés, elle est juste déphasée d'un angle noté ei,j . 

pmax 

0 e (0) 

Figure 1.12 
Evolution de la perméance d'entrefer en fonction de la position du rotor 
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1.5.1) MODELE D'OSTOVIC 

Ostovic [18] propose un modèle calculé analytiquement qu'il applique avec un certain 

succès aux machines à pôles saillants. TI propose de décomposer cette loi d'évolution en 

quatre parties, avec : 

l*w . · · 
llo 8 mm si 0 ~ e ~et et 27t- et ~ e ~ 27t 

1 +cos * e-e~ 
1t ' 

P= 
l*wmin * et -et . e' e e llo 8 __ __,.__2 ___ _,_ SI t ~ ~ t 

(1.21) 

*e-2n+e~ 1 +cos 1t , 

1 * w min * et- et ' llo 
8 

---->---
2
-'-----'----L si 27t- et ~ t} ~ 27t- e 1 

Osie1 ~e~2n-e1 

avec: 

w min = min(w st' w rt) : w st et w rt sont respectivement les largeurs d'une dent 

statorique et d'un pôle rotorique coté entrefer 

' lwst-wrtj 
- et= : Dag est le diamètre de l'entrefer moyen 

Dag 

- e __ W st + W rt + 0 ss + 0 sr . 0 0 t . ss et sr sont respectivement les largeurs des ouvertures 
Dag 

des encoches statoriques et rotoriques 

Nous avons comparé cette loi aux résultats fournis par une analyse éléments finis 

magnétostatique appliquée à différentes positions successives du rotor. Les résultats sont 

représentés sur la figure 1.13. 
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Comparaison des modélisations des perméances d'entrefer 

Une différence de 25% en amplitude au niveau de la perméance maximale est à noter. 

Ceci est dû au fait que la modélisation réalisée par Ostovic ne prend en compte que les flux au 

droit de la dent, alors que dans les calculs éléments finis nous avons tenu compte des flux 

latéraux de dispersion. 

Evidemment, le modèle d'Ostovic peut aussi être corrigé de façon à tenir compte de 

ces flux latéraux. Une correction simple est de multiplier la valeur maximale de la perméance 

dans le modèle d'Ostovic par le coefficient de Carter [33]. Effectivement les valeurs 

maximales des deux modèles sont très proches l'une de l'autre, mais leurs évolutions (fig. 

1.14) en fonction de 1' angle e diffèrent notablement. 
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Figure 1.14 
Comparaison des modélisations des perméances d'entrefer 

avec application des facteurs de Carter 

Cependant, l'idée d'Ostovic d'établir une loi périodique pour l'évolution de la 

perméance d'entrefer doit être retenue, car elle permet de prendre en compte facilement le 

mouvement du rotor. Dans une simulation de machine tournante, il suffit de mettre à jour la 

valeur des perméances d'entrefer pour obtenir l'effet de mouvement du rotor. 

1.5.2) MODELE D'HECQUET 

En effet puisque 1' évaluation de la perméance d'entrefer peut se calculer point par 

point avec une bonne précision, grâce à un calcul éléments finis en magnétostatique, il est 

possible d'interpoler les valeurs obtenues pour en déduire un modèle précis. 

Nous disposons alors d'un nombre limité de points d'interpolation qui doivent nous 

permettre de déterminer une loi continue de la perméance d'entrefer. Deux types 

d'interpolation sont applicables: 

- l'interpolation polynomiale 

- 1' interpolation trigonométrique 
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1.5.2.1) INTERPOLATION POLYNOMIALE 

L'interpolation polynomiale [34] permet d'élaborer un polynôme unique de degré 

inférieur ou égal au nombre de points moins un constituant notre perméance. Ce polynôme 

donne des résultats corrects, mais présente un certain nombre d'oscillations intrinsèques qui 

aboutissent à un comportement non physique de sa dérivée. D'autre part, sa mise en 

application dans le système de résolution par réseaux de perméances n'est pas aisée, elle 

implique de bien repérer le domaine sur lequel la validité du polynôme est vérifiée. Ce 

polynôme n'est pas intrinsèquement périodique contrairement à la perméance d'entrefer. 

1.5.2.2) INTERPOLATION TRIGONOMETRIQUE 

L'interpolation trigonométrique [34], du fait de sa périodicité, est plus indiquée pour 

donner la loi d'évolution de la perméance d'entrefer. Elle permet de remplacer la loi discrète 

de cette perméance par une fonction continue, combinaison linéaire de fonctions périodiques. 

Dans notre cas, nous utilisons la transformée de Fourier discrète, ce qm nous donne un 

interpolant de la forme : 

1 rn 

P(8)=-*a 0 + L (ak *cos(2*n*k*8)+bk *sin(2*n*k*8)) 
2 k=l 

(I.22) 

avec: 

- a k et bk : coefficients de la transformée de Fourier 

-rn : nombre de points de l'échantillon traité divisé par deux en vertu de l'application 

du théorème de Shannon 

La détermination d'un interpolant trigonométrique est d'autant plus précise que le 

nombre d'échantillons est élevé. Mais l'analyse éléments finis n'en fournit qu'un nombre très 

restreint. 

D'autre part, comme nous l'avons déjà annoncé, il est important que le modèle de 

perméance soit à dérivée continue. Il est aussi évident que les valeurs calculées par éléments 

finis sont entachées elles-mêmes d'une certaine erreur due à la discrétisation. Aussi, est-il 

naturel d'améliorer les points calculés en procédant à un lissage par des fonctions splines. Et 

puisque la dérivée de la perméance est particulièrement intéressante, il est judicieux de 
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calculer d'abord les valeurs de cette dérivée par différences finies appliquées aux points 

fournis par les calculs éléments finis, puis de lisser ces valeurs en utilisant des splines 

cubiques et enfin d'intégrer ces fonctions afin de retrouver un modèle continu de la 

perméance d'entrefer et à dérivée continue [35]. Les résultats obtenus pour la dérivée et la 

perméance pour un moteur à aimants permanents constitué de 12 pôles rotoriques et 54 

encoches, que nous étudierons plus loin, sont présentés figures 1.15 et 1.16. 

·Uio 10 20 so 40 IKI eo a c•> 

Figure 1.15 
Dérivée des échantillons donnés 

1.6) CALCUL Du COUPLE ELECTROMAGNETIQUE 

Figure 1.16 
Perméance d'entrefer 

et points initiaux 

Cette formulation du calcul du couple électromagnétique est fondée sur 1' application 

du théorème des travaux virtuels lors d'un mouvement de rotation. En considérant une 

rotation élémentaire ()8 à courant constant, nous pouvons calculer le couple à partir de la 

dérivée de la coénergie magnétique (w~.g) [36], qui est égale à: 

( aw~ag J Ce= 
ae (i=cste) 

(!.23) 

Ce calcul correspond à la surface hachurée de la figure 1.17. 
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0 

8 

i=cste 

Figure 1.17 
Coénergie magnétique 

i (A) 

Dans un système électromagnétique, le courant et le flux varient simultanément, 

cependant nous choisissons de calculer le couple par la relation I.23 puisque lors d'un petit 

déplacement du rotor, les flux dans la machine évoluent alors que les courants dans les 

bobinages varient très peu ou pas du tout. 

(!.24) 

avec F : force magnétomotrice du système 

Dans un réseau de perméances, on peut en déduire que la coénergie magnétique totale 

du réseau est égale à la somme des coénergies dues au circuit magnétique, plus la somme des 

coénergies dues aux fuites et la somme des coénergies dues à l'entrefer. En partant des 

relations 1.4 et I.24, on obtient une coénergie totale égale à : 

w~.g = L s:c pc *Fe * dFC + I S:' pf * Ff * dFf + LI:' pe *Fe * dFe 
circuit fuites entrefer 

(I.25) 

En reportant 1.25 dans I.23, le couple électromagnétique s'écrit: 

Ce= I, JdPe*F*dF 
entrefer 0 as e e 

(1.26) 

car les perméances de fuites sont constantes et, dans le cas de matériaux faiblement saturés, 

nous considérons que les perméances saturables du circuit ne dépendent pas directement de 

l'angle de rotation 8, ce qui implique que leurs dérivées respectives soient nulles. 

Finalement, nous obtenons : 
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Ce = L Fez * aPe 

entrefer 2 as (1.27) 

Pe et Fe sont respectivement la perméance d'entrefer et la force électromotrice à ses 

bornes, liant une dent statorique i à un pôle rotorique j, ainsi la relation (1.27) pour la totalité 

de 1' entrefer devient : 

Ce=~~ --'-·J*---'-·l ~(~(Fe2 . aPe .. JJ 
i j 2 as 

(L28) 

De la relation instantanée du couple électromagnétique, nous pouvons en déduire le 

couple moyen et ce dernier pourra être comparé à celui trouvé à partir des grandeurs 

électriques. Nous voyons également tout l'intérêt d'avoir un modèle de perméance d'entrefer 

à dérivée continue, facilitant ainsi son calcul, et permettant ainsi une détermination précise du 

couple électromagnétique. 

1.7) CONCLUSION 

Nous avons vu dans ce chapitre les différents éléments constitutifs d'un modèle réseau 

de perméances d'une machine électrique tournante et les moyens à mettre en œuvre pour les 

identifier et les calculer, principalement l'analyse par les éléments finis en 2D plan. Ces 

identifications et ces calculs pourraient être systématisés et informatisés. 

Néanmoins si ces éléments nous permettent la prise en compte des phénomènes de 

saturation, du mouvement relatif du rotor vis à vis du stator et le calcul du couple 

électromagnétique, il nous manque encore le couplage magnétique-électrique de façon à 

intégrer, dans le modèle de machine, les circuits électriques ou électroniques internes et 

externes. Ce point va être étudié dans le chapitre suivant. 
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Chapitre Il : MISE EN EQUATIONS DES RESEAUX DE 

PERMEANCES COUPLES AUX CIRCUITS ELECTRIQUES 

DEVELOPPEMENT DU LOGICIEL DE SIMULATION 

11.1) INTRODUCTION 

Lors du chapitre précédent, nous avons vu l'établissement des lois régissant le circuit 

magnétique, avec la prise en compte de la saturation et du mouvement. De manière à lier 

physiquement et mathématiquement les circuits magnétique et électrique, il est nécessaire 

d'effectuer un couplage. Dans un premier temps, nous allons étudier un type de couplage 

employé avec la méthode des éléments finis, puis nous appliquerons un principe similaire 

pour les réseaux de perméances. Une fois les équations de ce couplage établies, il ne nous 

restera plus qu'à y intégrer les équations déterminées au chapitre précédent de manière à 

établir un système différentiel final qui sera résolu selon différentes méthodes classiques de 

l'analyse numérique. 

11.2) RAPPELS SUR LE COUPLAGE ELECTROMAGNETIQUE DANS LE MODELE 

ELEMENTS FINIS MV2DYN/TROIKA 

Nous nous sommes fortement inspirés de la façon dont était réalisé le couplage entre le 

modèle éléments finis en magnétostatique et le modèle de circuit électrique dans le code 

éléments finis MV2DYN/TROIKA [37], pour établir le couplage entre le modèle réseau de 

perméances et le modèle de circuit électrique. 

Il est à noter, que le modèle de circuit électrique est identique dans les deux cas. 

L'approche adoptée pour MV2DYN n'est pas la seule possible, aussi le couplage réseau de 

perméances - circuit électrique que nous proposons n'est pas le seul possible [38]. 

Dans ce paragraphe, il ne s'agit pas de rentrer dans le détail de la discrétisation par 

éléments finis, mais de dégager l'essentiel du couplage. 
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DEVELOPPEMENT Du LOGICIEL DE SIMULATION 

Considérons l'équation des états quasi-stationnaires en 2D plan : 

(ILl) 

où nous négligeons les courants de Foucault et les aimants, j est la densité surfacique de 

courant. 

Cette équation, pour fixer les choses, est celle du circuit magnétique d'une machine 

tournante. 

j est en fait une distribution, définie sur le plan, constante par morceaux et nulle en 

dehors des encoches, en appelant encoche, la trace de l'intersection d'un bobinage avec le plan 

d'étude. D'un point de vue extérieur, ces bobinages constituent les phases de la machine. 

Si nous numérotons toutes les encoches et toutes les phases, alors il est aisé de définir 

pour chaque encoche E, les phases P(E) qui la traversent et pour chacune de ces phases, 

l'orientation conventionnelle des spires dans l'encoche, ainsi que les nombres de spires. 

De la sorte, la restriction, de j à une encocheE, s'écrit: 

(11.2) 

où N k est le nombre de spires signé, SE la surface de l'encoche et ik le courant de la phase 

numéro k 

En notant, 'P; la densité de spire de la phase ik dans l'encocheE, on a: 

où {i} est le vecteur des courants de phase 

{'PJ est le vecteur des densités de spire dans l'encoche E 

Soit encore : 

{i}= ['P ]* {i} 

où {i} est le vecteur des densités de courant dans les encoches 

['P] est la matrice des densités de spire 
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DEVELOPPEMENT DU LOGICIEL DE SIMULATION 

Cette dernière équation établit clairement une relation entre les densités de courant, qui 

apparaissent dans l'équation aux dérivées partielles (II.l) ou, après discrétisation éléments 

finis, dans le modèle éléments finis de la machine électrique tournante, et les courants de 

phase. 

Si nous connaissons {i} le vecteur des courants de phase, nous en déduisons le vecteur 

{j}, ce qui revient au même que j. 

C'est donc une équation de couplage électrique-magnétique, mais {i}, les courants de 

phase, dépendent bien évidemment des forces électromotrices de phase, qui dépendent du 

circuit électrique et de l'état magnétique de la machine. 

Il nous faut donc une expression des forces électromotrices de phase. Nous allons vmr 

qu'elles nécessitent l'introduction de la notion de forces électromotrices d'encoche. 

Soit une bobine, dont les deux traces dans le plan d'étude, sont les encoches E, et E 2 

et soient x, un point de l'encoche E1 et x 2 un point de l'encoche E 2 , le flux coupé par une 

spire sortant par x1 et entrant par x 2 s'écrit: 

<p1 = L * (A(x, )- A(x 2 )) 

où L est la longueur de la machine 

Par suite, le flux coupé par la bobine est donné par : 

En notant, <I>E le flux coupé par une encoche, 

et: 

<I>E=L*fA*ds 
E 

(II.5) 

(I1.6) 

(II.7) 

(II.8) 

De la même manière, puisqu'une phase est un ensemble de bobines connectées en 

série, le flux coupé par la phase i s'écrit : 
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En dérivant par rapport au temps, on a : 

où l'indice 'désigne l'opérateur _.! 
dt 

Par suite, on a : 

où {q)} est le vecteur des forces électromotrices de phase 

{<!>'} est le vecteur des forces électromotrices d'encoche 

['l'] est la matrice des densités de spire 

(II.9) 

(11.10) 

(II.l1) 

Cette dernière relation établit clairement un lien entre les forces électromotrices de 

phase et le potentiel vecteur magnétique dans la machine par l'intermédiaire des forces 

électromotrices d'encoche. C'est une relation de couplage magnétique-électrique, mais il est 

clair qu'à partir du moment où les forces électromotrices de phase sont connues, leur 

introduction dans le circuit électrique doit fournir les courants de phase. 

Si les équations du circuit nous permettent de déduire une relation entre courants de 

phase et les forces électromotrices de phase, alors en reportant 11.10 dans cette relation, puis 

celle-ci dans II.4, puis enfin dans 11.1, nous obtiendrons une équation qui ne fait intervenir que 

le potentiel vecteur. 

Nous allons voir dans le paragraphe suivant comment établir cette relation manquante 

à partir du modèle des circuits électriques. 
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11.3) MODELISATION Du CIRCUIT ELECTRIQUE ET EXPLOITATION DES 

EQUATIONS 

Dans ce paragraphe, nous explicitons la façon dont sont modélisés les circuits 

électriques associés à une armature magnétique et montrons comment s'établit la relation 

liant les courants de phase aux forces électromotrices de phase, puis nous explicitons cette 

démarche, en l'appliquant à l'analyse des circuits électriques dans un transformateur 

monophasé. 

Il.3.1) MISE EN EQUATIONS DES CIRCUITS ELECTRIQUES 

Un circuit électrique de machine, comme n'importe quel circuit électrique à constante 

localisée, peut être vu comme un ensemble de branches composées d'éléments classiques 

comme des résistances, des inductances, des capacités, des sources de tension ou de courant. 

Sa particularité, cependant, est que certaines branches comportent des enroulements 

externes à la machine. Nous appellerons 'phase électrique' une telle branche et nous 

considérerons qu'elle est constituée de tous les enroulements internes à la machine qui sont 

montés en série. 

Ainsi, en plus d'éléments classiques comme résistances et inductances, considérées de 

façon à pouvoir tenir compte des inductances de têtes de bobines qui ne peuvent être prises en 

compte par un modèle plan, une branche 'phase' a la particularité de comporter un élément 

supplémentaire, la force électromotrice de phase. Nous avons vu précédemment que cette 

dernière se calcule à partir de la somme pondérée des dérivées des flux que les bobinages de 

la phase embrassent. 

Pour un tel circuit, notons : 

- pe : le nombre de phases électriques 

- be : le nombre de branches électriques 

- ne : le nombre de nœuds du circuit électrique 

Un tel circuit est parfaitement déterminé si les courants de phase, les courants de 

branche et les potentiels de nœud le sont. Ces quantités constituent les inconnues de ce circuit. 
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Nous noterons donc {xi} le vecteur des inconnues de ce circuit, avec plus précisément : 

- si i est compris entre 1 et pe, xi correspond à un courant de phase 

-si i est compris entre pe+ 1 et pe+be, xi correspond à un courant de branche 

- si i est compris entre pe+be+ 1 et pe+be+ne, xi correspond à un potentiel électrique. 

Avant la mise en équations, il nous est indispensable de définir quelques notations 

supplémentaires : 

- vnd i : potentiel du nœud de départ de la branche i 

- vnai :potentiel du nœud d'arrivée de la branche i 

- ri : résistance de la branche i 

- 1 i : inductance de la branche i 

- <p; : force électromotrice de la phase i 

- Sei : source de tension de la branche i à l'instant t 

A partir de ces notations, pour toute 'phase électrique', on obtient 1' équation II.12 

ax. ' 
vnd - vna. - r *x. -1. * --1 =-<p. 

1 1 1 1 1 dt 1 
(II.12) 

Pour toute 'branche électrique', 1' inconnue xi vérifie 1' équation 11.13 

(11.13) 

Bien entendu, pour pouvoir résoudre notre système d'équations, il faut fixer un 

potentiel considéré comme connu et servant de référence. Ce dernier sera appelé 'masse 

électrique' et vérifiera l'équation suivante: 

xi = 0 (II.14) 

Dans les équations 11.12 et II.13, on voit apparaître la dérivée de xi par rapport au 

temps. Ce système est donc un système d'équations différentielles que nous choisissons de 

résoudre par la méthode d'Euler implicite. En effet, cette méthode est stable et convergente. 

De plus elle est simple à mettre en œuvre. Son inconvénient est qu'elle est d'ordre un. Si cet 

inconvénient s'avérait dissuasif, rien n'empêche de revenir sur ce choix par la suite. 
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Posons donc : 

axi xi- xio 

at ~t 
(II.15) 

avec: 

- xi :valeur de xi à l'instant t (inconnue à calculer) 

- xio :valeur de xi à l'instant t- ~t, xio est supposée connue 

- ~t : valeur du pas de temps de calcul 

Les équations II.12 et II.l3 deviennent respectivement II.16 (pour une phase) et II.17 (pour 

une branche) : 

1. . L. 
vnd. -vna -(r. +-1 )*x. =-m. --1 *x. 

1 1 1 ~t 1 't' 1 ~t 10 
(II.16) 

1 L. 
vnd. - vna. - ( r + - 1 

) * x. = -Se. - - 1 * x. 
1 1 1 ~t 1 1 ~t 10 

(II.17) 

et peuvent s'écrire sous la forme générale (restreintes aux pe phases et be branches): 

avec: 

-[R]*{x}+[Nr *{V}=-{cp'}-{bo} (II.18) 

- [R] :matrice d'impédance de dimension (pe+be,pe+be) 

- {x} : vecteur colonne contenant les inconnues xi de dimension (pe+be, 1) 

- [N] : matrice de connexion aux nœuds de dimension (ne,pe+be), est aussi appelée 

matrice d'incidence aux noeuds. 

N i.i = 1 , si le courant de la branche j arrive au nœud i 

N i,i = -1 , si le courant de la branche j sort du nœud i 

N .. = 0 , si le courant de la branche j n'a aucune incidence sur le nœud i 
I,J 

- {V} : vecteur colonne contenant les potentiels électriques aux nœuds 

- {cp' } : vecteur colonne contenant des forces électromotrices de phase, de dimension 

(pe+be,1) 

- {b o} : vecteur colonne des 'sources de tension', de dimension (pe+be, 1) 
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Cette équation matricielle peut encore s'écrire d'après [16] sous la forme: 

[
-[R] [Nr] * {{i}} = {-{q> }} _{{ba}} 
[N] ( 1 0] {v} { 0} { 0} 

(1119) 

avec: 

- { i} : vecteur colonne des courants de phase et de branche, de dimension (pe+be, 1) 

- {v} :vecteur colonne des potentiels de nœud, de dimension (ne,l) 

Puisque { i} et {v} constituent le vecteur colonne {x} des inconnues du circuit et que 

les forces électromotrices de phase jouent un rôle particulier dans le couplage magnétique­

électrique, cette dernière équation peut encore s'écrire : 

où: {e 1}= 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 
'{ez}= 0 ' ... ' {epe}= 1 

0 0 

0 0 

(11.20) 

et {B } = {{ba }} 
' a {0} 

Les {ei }, pour i=1, .. ,pe, sont de dimensions (pe+be+ne,1) et correspondent aux pe 

premiers vecteurs unitaires de la base naturelle de Rpe+be+ne, tandis que {Ba} est le vecteur 

colonne des sources de tension imposées et des tensions dues aux courants dans les selfs aux 

pas de temps précédent. 

Notons: 

[
-[R] [Nr] 

[Ael]= [N] (Io] 
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La solution {x} de l'équation 111.20 vérifie la relation suivante: 

{x}=q)1 *[Aelt *{e 1 }+<p~ *[Aelt *{ez}+. .. +<p'pe *[Aelr
1 

*{epe}+[Aelr
1 

*{Bo} 

(11.22) 

D'après la définition des { e i}, on peut dire que le terme [ Ael t * { e i} est égal à la 

ième colonne de 1' inverse de la matrice [A el]. On peut alors poser : 

(11.23) 

et l'équation 111.22 devient: 

avec: 

(A el r * { B 0 } : vecteur colonne des courants au pas de temps précédent et des courants 

imposés par les potentiels 

Puisque dans le couplage magnétique-électrique, seuls les courants de phase électrique 

interviennent, la relation 11.24 peut être restreinte aux pe premières inconnues qui sont 

justement les courants de phase. Cette restriction est la projection de la relation 11.24 sur Rpe. 

Nous obtenons alors la relation suivante, qui relie les courants de phase et aux forces 

électromotrices de phase : 

(11.25) 

avec: 

- {i} :vecteur colonne des courants de phase électrique au temps t, de dimension (pe,l) 

- [a] : matrice dite 'admittance électrique', également au temps t, de dimension (pe,pe) 

- {<p. } : vecteur colonne des forces électromotrices ou des dérivées des flux de phase, , 

de dimension (pe, 1) 

- {io} : vecteur colonne des 'courants imposés', car il regroupe les courants de phase au 

pas de temps précédent ou les courant imposés par les sources de tension 
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Cette relation est la relation manquante, terminant le couplage électromagnétique pour 

le modèle éléments finis ou l'équation aux dérivées partielles du paragraphe II.2). Nous 

verrons qu'elle nous servira également pour le couplage électromagnétique des modèles de 

réseaux de perméances. 

Mais de manière à illustrer plus clairement la méthode employée pour la mise en 

équations de la partie électrique, une application à un transformateur monophasé est présentée 

au paragraphe suivant. Nous reprendrons par la suite cet exemple pour illustrer d'autres 

aspects du couplage, notamment la mise en équations des réseaux de perméances. 

Il.3.2) APPLICATION AU TRANSFORMATEUR MONOPHASE 

Le transformateur étudié est un petit transformateur alimenté par une tension 

sinusoïdale de 220 V, le circuit électrique idéalisé est décrit ci-après : 

2 4 

1 

<pl 

3 

Figure 2.1 
Partie électrique du transformateur monophasé 

D'après les définitions du paragraphe !1.3.1), on obtient les équations suivantes: 

vI - v 2 - ri * iI = -q)I 

V3 -v4 -r2 *i2 =-q)2 

v1 -v2 -r3 *i 3 =-U 

v 3 - v 4 - Rch * i 4 = 0 

v 1 = 0 et v 3 = 0 
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La matrice [A el] s'écrit alors : 

-ri 0 0 0 1 -1 0 0 

0 -r2 0 0 0 0 1 -1 

0 0 -r3 0 1 -1 0 0 

0 0 0 -Rch 0 0 1 -1 
[Ael] = 

1 0 1 0 1 0 0 0 
(11.27) 

-1 0 -1 0 0 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 1 0 

0 -1 0 -1 0 0 0 0 

On remarque que cette matrice est symétrique, ce qui implique que pour la constituer, 

la loi des nœuds n'est pas nécessaire. Le vecteur colonne d'inconnues {x} est : 

11 

12 

13 

{x}= 
14 

VI 
(1.28) 

v2 

v3 

v4 

Dans ce vecteur : i 1 et i 2 sont les courants de phase 

i 3 et i 4 sont les courants de branche 

v 1 , v 2 , v 3 et v 4 sont les potentiels de nœud du circuit 

et le vecteur colonne des sources de tension imposées est défini par : 

0 

0 
-U 

0 

{B 0 }= 0 (11.29) 

0 

0 

0 

0 
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-1 

rl+r3 

0 

1 

r1 +r3 

[Ael]-1 = 0 

2 

ri +r3 
-2+r3 

ri +r3 
0 

0 

et: 

on obtient alors : 
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0 
1 

--
rl+r3 

-1 
0 

r2+Rch 

0 
-1 

rl+r3 
1 

0 
r2+Rch 

0 
-2 

r1+r3 

0 
2+r1 

---
rl+r3 

0 0 
-Rch 

0 
r2+Rch 

0 0 
-r3 

r1+r3 
1 

0 0 
r2+Rch 

0 0 
-rl 

rl+r3 
-1 

0 0 
r2+Rch 

0 1 
-rl +r3 

rl+r3 

0 1 
r3- rlr3- ri 

0 0 
-r2 

0 
r2+Rch 

-U 
ri+r3 

0 
u 

ri+r3 
0 

2U 

ri+r3 
(2+rl)*U 

r1+r3 
0 

0 

rl+r3 
0 

0 

0 

-1 et~J=F~~'} 
L'équation II.25 s'explicite donc sous la forme : 
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0 0 

0 0 
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r2+Rch 
(III.30) 
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-1 
0 

-1 

r2 +Rch 

liant les courants de phase aux dérivées des flux de phase 

(11.33) 

11.4) COUPLAGE ELECTROMAGNETIQUE DANS UN MODELE RESEAU DE 

PERMEANCES 

La façon dont nous avons traité le circuit électrique se prête bien au couplage 

magnétique-électrique dans le cadre de la modélisation des armatures magnétiques des 

machines par éléments finis. 

Mais dans le cas d'un modèle d'armature de type réseau de perméances, nous ne 

disposons plus de la notion d'encoche électrique qui nous a servi de base au couplage : 

- densité de courants dans une encoche 

- force électromotrice d'encoche 

Par contre, dans un réseau de perméances les dents ou les pôles saillants des 

armatures jouent un rôle privilégié que nous allons mettre en évidence et exploiter. 

Il est notamment évident qu'il doit être possible de remonter des flux dans les dents, ou 

les pôles saillants, aux flux de phase. 

11.4.1) RELATION LIANT LES FLUX DE PHASE Aux FLUX DE DENT 

Chaque phase électrique fournit au réseau une force électromotrice qui est égale à la 

dérivée du flux de phase par rapport au temps. Ce flux de phase est égal à la somme des flux 

de dent multipliée par le nombre de spires n s et leur sens en fonction du bobinage. Ce sens 

est considéré comme positif si le sens de parcours du bobinage s'effectue dans le sens 

trigonométrique. Pour expliciter ceci, étudions la figure 2.2. 
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d 
n 

Figure 2.2 
Calcul d'un flux de phase 

Si nous numérotons chaque dent de d1 à dm, le flux de phase est égal à 

<p = (<!>ct" + <!>ct"+' ) * n s pour la partie étudiée. De manière plus générale, on peut définir chaque 

flux de phase <pi par : 

dm 

<ri = Icoi.k * <h) (II.34) 
k=l 

avec: 

- Di,k = +ns , si les ns spires de la phase i entourent la dent k dans le sens positif 

- Di,k = -ns , si les ns spires de la phase i entourent la dent k dans le sens négatif 

- Di,k = 0 , si les ns spires de la phase i n'entourent pas la dent k. 

Soit sous forme matricielle : 

{ <p} = [D] * { <!>} (II.35) 

avec [D] matrice de bobinage, de dimension (pe,dm), où pe désigne le nombre de phases 

électriques. 

Le vecteur des forces électromotrices de phase {<p. } est donné également par : 

(II.36) 

où {$'} : est le vecteur des forces électromotrices de dent 
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11.4.2) RELATION LIANT LES FORCES MAGNETOMOTRICES DE DENT Aux 

AMPERES· TOURS D'ENCOCHE 

Lors d'un fonctionnement en charge, les courants qui circulent dans les bobinages 

créent des magnétisations ou démagnétisations partielles dont il faut tenir compte. Ce 

phénomène s'appelle la réaction magnétique d'induit. 

Pour tenir compte de ce phénomène, nous proposons classiquement [21] d'insérer dans 

les réseaux des forces magnétomotrices de dent. Considérons donc une armature magnétique 

constituée d'une culasse et de dents, qui délimitent des encoches dans lesquelles viennent se 

loger un certain nombre de bobines. Une encoche est alors traversée par un certain nombre de 

spires parcourues par des courants qui peuvent être différents, ce qui est le cas des bobinages 

multicouches. Ces courants définissent pour chaque encoche i des ampères-tours d'encoches 

que nous noterons Ai, par souci d'alléger la notation, sans oublier qu'en fait: 

(11.37) 

où j sert à indicer les courants qui passent dans cette encoche, 1 i désigne ces courants et N i,i 

désigne le nombre de spires signé grâce à une convention d'orientation. Nous reviendrons sur 

cette relation au paragraphe suivant. 

La figure 2.3 représente une partie du réseau de perméances, notamment celle qui 

définit l'encoche i, où sont localisés les ampères-tours d'encoche Ai. 

Figure 2.3a Figure 2.3b 
Description de la modélisation du système dents et encoches 

Dans ce réseau, l'encoche i est entourée d'une perméance de culasse, de deux 

perméances de dent et d'une perméance de fuites, éventuellement très faible, qui définissent 

un contour fermé C auquel nous nous proposons d'appliquer le théorème d'Ampère: 
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(11.38) 

soit encore : 

(11.39) 

Si nous appliquons ce théorème au circuit C' de la figure 2.3b, il vient : 

~ .h_ + Fd. - Fd. 1 = 0 
~ p 1 1+ 

k k 

(11.40) 

par suite, il en découle, pour chaque encoche i, que : 

(11.41) 

Soit dm le nombre de dents composant l'armature qui est égal au nombre d'encoches, on 

obtient alors un système de dm équations à dm inconnues : 

Fd2 -Fd1 =A1 
Fd3 -Fd2 = A 2 

Fdctm - Fdctm-1 = Actm-1 

Fd1 - Fdctm = Actm 

(11.42) 

Malheureusement ces équations ne sont pas linéairement indépendantes, puisque leur 

somme est nulle. En effet la somme des termes de gauche des égalités 11.42 est nulle, quant à 

la somme des termes de droites, elle est également nulle, puisque dans tout système 

électromagnétique, la somme des courants entrants et des courants sortants est nulle. Une 

façon de rendre le système inversible, et donc de pouvoir exprimer les forces 

magnétomotrices de dents en fonction des ampères-tours d'encoche, est de remplacer la 

dernière équation par la relation : 

(11.43) 

Nous n'avons pas démontré cette relation, elle peut être vue comme une loi de 

conservation des forces magnétomotrices : 'Dans une armature de machine, la somme des 

forces magnétomotrices est nulle', ce qui est logique, somme toute, car dans nos modèles par 
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réseau de perméances, la notion de courant disparaît, remplacée par celle de force 

magnétomotrice. 

On obtient le système suivant : 

1 -1 0 0 Fd1 Al 

0 1 -1 0 0 Fd 2 A2 

0 0 1 -1 0 0 

0 0 1 -1 0 0 
* (II.44) 

0 0 1 -1 0 0 Fdi Ai 

0 0 1 -1 0 

0 0 0 1 -1 Adm-1 

1 1 1 Fddm 0 

ou encore: 

Fd1 Al 

[Ea]* (II.45) 

Fdctm-1 Adm-1 

Fdctm 0 

La matrice [Ea] n'est pas une matrice singulière, alors le système II.43 admet une 

solution telle que : 

Fd1 Al 

= [Eal
1 

* (11.46) 

Fddm-1 Adm-1 

Fddm 0 

Dans le vecteur colonne des ampères-tours d'encoche, plutôt que d'annuler la dmième 

composante ( Actm ), il est préférable d'annuler la dmième colonne de la matrice [Ea t, ce qui 

nous donne une relation de la forme : 

{Fd} = [E]* {A} (II.47) 
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avec: 

- {Fd} : vecteur colonne des forces magnétomotrices de dent, de dimension (dm, 1) 

- [E] = [Ea t modifiée : matrice dite 'd' encochage', de dimension ( dm,dm) 

-{A} :vecteur colonne des ampères-tours d'encoche, de dimension (dm,l) 

Ce système n'est valable que si un seul type de bobinage est présent, comme pour la 

machine synchrone à aimants permanents. Pour le cas où deux bobinages indépendants 

seraient présents, par exemple une machine synchrone possédant un bobinage d'excitation, la 

matrice [E] est alors composée de quatre blocs, dont deux sont des sous-matrices nulles et les 

deux autres sont des 'matrices d'encochage' rotor ou stator. Ainsi la matrice d'encochage 

totale à la forme suivante : 

[E] = [[Estator] [0] ] 
[ 0] [Erotor] 

(11.48) 

avec: 

- [Estator] = [Eastator r 1 modifiée : 'matrice d'encochage' stator vérifiant 11.47 pour le 

stator 

- [Erotor] = [Earotor r 1 modifiée : 'matrice d'encochage' rotor vérifiant II.47 pour le 

rotor 

De même, pour n bobinages indépendants, la matrice [E] devient: 

[E 1 ] [0] [0] 
[0] [E 2 ] [0] [0] 

[E]= (11.49) 

[0] [0] [En-I] [0] 
[0] [0] [0] [En] 

La première relation liant les forces magnétomotrices aux ampères-tours d'encoche 

étant établie (II.47), nous allons pouvoir étudier les deux suivantes. 
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II.4.3) RELATION LIANT LES AMPERES-TOURS D'ENCOCHE AUX COURANTS DE 

PHASE 

Chaque bobinage possède une disposition particulière des conducteurs dans les 

encoches. Les bobinages peuvent aller des plus classiques avec un seul type de spires dans 

une encoche jusqu'aux bobinages de type imbriqué à pas raccourcis avec deux sortes de 

conducteurs dans une encoche. Pour toute encoche, il est possible de définir les courants de 

phase présents en utilisant le nombre de spires de ces phases par encoche ainsi que 

l'orientation de ces dernières. On peut en déduire la quantité Ai d'ampères-tours dans une 

encoche à l'aide de la relation suivante : 

pe 

Ai= I,.CBi,k * ik) (II. 50) 
k=l 

avec: 

- Bi,k = +nk :si la phase k passe dans l'encoche avec nk spires orientées positivement 

- Bi,k = -nk :si la phase k passe dans l'encoche avec nk spires orientées négativement 

- Bi,k = 0 : si la phase k ne passe pas dans l'encoche. 

Comme chaque machine possède dm encoches et pe phases, cette relation peut s'écrire 

sous forme matricielle : 

{A} = [B J * { i} (11.51) 

avec: 

- [B] : matrice de description des conducteurs dans les encoches, de dimension (dm,pe) 

-{A}: vecteur colonne des ampères-tours d'encoche, de dimension (dm,l) 

- {i} : vecteur colonne des courants de phase, de dimension (pe, 1) 

Cette deuxième relation, reportée dans la relation 11.47, nous donne un lien direct entre 

les forces magnétomotrices de dent et les courants de phase : 

{Fd}= (E]*(B]*{i} (II. 52) 

qui constitue, de même que la relation 11.4, une équation de couplage électrique-magnétique. 

Mais ici, les surfaces d'encoche n'interviennent pas et toutes deux décrivent la topologie du 
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bobinage. L'équation 11.52 met en évidence, avec l'équation 11.36, le rôle particulier que joue 

la notion de dent magnétique, que nous devrons donc continuer à privilégier par la suite dans 

la mise en équation du circuit magnétique. 

Auparavant, il est important d'illustrer, sur un cas pratique, les notions que nous 

venons d'introduire. Pour ce faire, nous reprenons l'exemple du transformateur monophasé. 

II.4.4) APPLICATION AU TRANSFORMATEUR MONOPHASE 

Le transformateur modélisé par réseau de perméances est ramené à un transformateur 

dont le circuit magnétique a la forme d'un cadre rectangulaire et dont les bobines primaire et 

secondaire sont réparties respectivement sur deux dents différentes et par le fait sur deux 

encoches fictives distinctes (fig. 2.3). En effet, ce cadre magnétique peut être vu comme le 

composé de deux encoches, l'une au centre du circuit et l'autre, définie par symétrie et 

fermeture de l'air entourant ce circuit. Aussi, la disposition des dents et des encoches est la 

suivante : 

->- - ->-- _l 

1 

i A2 

1 l' l' 

1 

_ +- _ '--L--_-__ -_--~--_-__ - __ __JL __ ~ _ 

Figure 2.3 
Disposition des dents et des encoches du transformateur 

D'après la relation 11.51 liant les ampères-tours d'encoche aux courants de phase 

électrique, la matrice [BJ est égale à: 

(11.53) 

La matrice [DJ, vérifiant l'équation 11.36, liant les flux de phase aux flux de dent, est 

égale à: 
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(11.54) 

La matrice [E] liant les forces magnétomotrices de dent aux ampères-tours d'encoche 

est constituée en considérant le contour fermé de l'encoche A1 et l'équation de conservation 

11.43, soit : 

(11.55) 

soit encore par inversion : 

(11.56) 

ce qui donne la relation 11.4 7 donne : 

(11.57) 

La modélisation du couplage électrique-magnétique du transformateur étant effectuée, 

il ne reste plus qu'à établir, au paragraphe suivant, la mise en équations du circuit magnétique. 

11.5) EXPLOITATION DES EQUATIONS Du RESEAU DE PERMEANCES ET 

SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES Du MODELE COUPLE 

Nous disposons de relations liant: 

-les forces magnétomotrices de dent aux courants de phase (11.52) 

- les forces électromotrices de dent aux forces électromotrices de phase (11.36) 

- les courants de phase aux forces électromotrices de phase (11.25) 

Les deux premières équations sont des équations de couplage électrique-magnétique. 

La troisième est simplement un modèle du circuit électrique particulier constitué par les 

phases et le circuit extérieur. 

Dans ce paragraphe, nous allons détailler la mise en équation du circuit magnétique et 

voir comment il est possible d'en extraire une relation entre les forces électromotrices de dent, 
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ou flux de dent, et force magnétomotrice de dent. Nous traiterons un exemple, toujours le 

même, celui du transformateur monophasé. 

Nous exploiterons ensuite la relation trouvée, pour établir les équations différentielles 

du système circuit magnétique - circuits électriques couplés, que nous illustrerons également à 

l'aide du transformateur monophasé. 

11.5 .1) MISE EN EQUATIONS DU CIRCUIT MAGNETIQUE 

De façon tout à fait analogue aux circuits électriques, un circuit magnétique ou un 

réseau de perméances peut être vu comme un ensemble de branches magnétiques. Si dans les 

circuits électriques étudiés précédemment, les phases électriques jouent un rôle privilégié du 

fait qu'elles assurent le couplage magnétique-électrique. Dans un réseau de perméances, les 

branches magnétiques, qui assurent le couplage électrique-magnétique, sont celles comportant 

des sources de forces magnétomotrices. 

Nous choisissons de les appeler 'dents magnétiques' même si parfois, il s'agit en réalité 

de pôles saillants. Une dent magnétique est donc composée d'une perméance en série avec une 

source de force magnétomotrice de dent. Nous avons vu précédemment comment cette 

dernière se calcule à l'aide d'une combinaison linéaire des diverses forces magnétomotrices ou 

ampères-tours d'encoche. Les autres branches magnétiques sont constituées de perméances 

simples, mais peuvent également comporter une source de force magnétomotrice en série qui 

pourrait être celle d'un éventuel aimant. 

Pour un tel circuit, notons : 

- dm : le nombre de dents magnétiques 

- bm : le nombre de branches magnétiques 

- nm : le nombre de nœuds magnétiques 

Un réseau de perméances est complètement déterminé si les flux de branche et les 

potentiels magnétiques de nœud le sont. Ces quantités constituent les inconnues du système 

d'équations qui décrit le comportement de ce circuit. 

Nous noterons {xmJ le vecteur des inconnues de ce circuit, avec plus précisément: 

- si j est compris entre 1 et dm, xm i correspond à un flux de dent 

- si j est compris entre dm+ 1 et dm+bm, xm i correspond à un flux de branche 
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- si j est compris entre dm+bm+ 1 et dm+bm+nm, xm i correspond à un potentiel 

magnétique. 

Avant la mise en équations, il nous est indispensable de définir quelques notations 

supplémentaires : 

- enmd i : potentiel magnétique du nœud de départ de la branche j 

- enma i : potentiel magnétique du nœud d'arrivée de la branche j 

- Pi : perméance de la branche j 

- Fd i : force magnétomotrice de dent due à la compensation des ampères-tours 

- Fai :force magnétomotrice d'aimant 

A partir de ces notations, pour toute 'dent magnétique', on obtient l'équation suivante : 

1 
enmd i - enma i -P.* xm i + Fd i = 0 

J 

(11.58) 

Pour toute 'branche magnétique', l'inconnue x mi vérifie l'équation III. 59, où le terme 

Fai peut être nul ou non, selon que cette branche contienne ou ne contienne pas d'aimant. 

enmdi- enmai- ~. * xmi + Fai = 0 
J 

(Il. 59) 

Comme pour la partie électrique, afin de résoudre notre système d'équations, il est 

nécessaire d'imposer un potentiel magnétique. Ce dernier sera appelé 'terre magnétique' et 

vérifiera: 

xm =0 
J 

(II.60) 

La forme restreinte aux dm dents magnétiques et aux bm branches magnétiques peut 

s'écrire, en s'inspirant de l'équation 11.18, sous la forme générale suivante: 

-[Rm] * {xm} + [Nmr * {E} = {Fd} +{Fa} (11.61) 
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avec: 

- [Rm] :matrice de réluctances magnétiques, de dimension (dm+bm,dm+bm) 

-{ xm} : vecteur colonne contenant les inconnues magnétiques xm i , de dimension 

(dm+bm,l) 

- [Nm] : matrice de connexions aux nœuds, de dimension (nm, dm+bm), est aussi 

appelée matrice d'incidence aux nœuds. 

Nmi,j = 1, si le flux de la branche j entre au nœud i 

Nmi,j = -1, si le flux de la branche j sort au nœud i 

Nmi,j = 0, si le flux de la branche j n'a aucune incidence sur le nœud i 

-{ E} : vecteur colonne contenant les potentiels magnétiques aux nœuds, de dimension 

(nm,1) 

- {Fd} : vecteur colonne contenant les forces magnétomotrices de dent, de dimension 

(dm+bm,1) 

- {Fa} : vecteur colonne contenant les forces magnétomotrices d'aimant, de dimension 

(dm+bm,1) 

Ainsi, on peut définir une nouvelle relation matricielle à partir de l'équation précédente: 

[
-[Rm] [Nm rt] * {{ <(l }} = {{Fd}} +{{Fa}} 
[Nm] [ 1 0] {E} {O} {O} 

(11.62) 

qui peut aussi s'exprimer à l'aide de vecteurs unitaires de la base naturelle Rdm+bm+nm notés 

{ei} tels que: 

1 0 0 

0 1 

0 

{e1 }= , {e2 } = ' ... , {ectm}= 
0 

0 0 1 
(11.63) 

0 0 0 

0 0 0 

et en posant : 
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[ ] -[-[Rm] [Nmr'] 
Amag - [Nm] [Jo] (II.64) 

on a alors: 

(II.65) 

Il serait intéressant d'obtenir une relation liant les flux de dent en fonction des forces 

magnétomotrices de dent de compensation des ampères-tours de façon à avoir un système 

dont les inconnues sont les flux de dents. Pour cela, il faut calculer la matrice inverse de 

[Amag], et l'équation 1!.65 devient: 

u:n ~ Fd, * (Amagr' * {e, }+ Fd, * (Amagr' * {e, }+ ... +Fd,m * (Amagr' * {e.,} 

_ 1 {{Fa}} 
+ [Amag] * {O} 

(II.66) 

Comme au paragraphe II.3), et d'après la définition des {ei }, on peut dire que 

[ Amag r * { e i } est égal à la lme colonne de la matrice [ Amag r et on peut poser : 

(II.67) 

L'équation II.66 devient: 

u: ?} ~ Fd, * [Amagj' * {e, }+ Fd 2 * [A mag]' * {e, }+ ... + Fd,m * [Amagj' * {edm }+[A mag]' * { t;!} 
(II.68) 

où [Amagj' * { to1} est appelé vecteur colonne des flux imposés par les aimants. 

De manière à revenir à un système où les seules inconnues sont les flux de dent, il 

n'est pas nécessaire de conserver l'intégralité de l'équation II.68. Seules les dm premières 

lignes nous intéressent pour la mise en œuvre du couplage magnétique électrique, ainsi, après 
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extraction de ces dm premières lignes, on a : 

{<1>}= [~] * {Fd} + {<1> 0 } (11.69) 

où : - { <1> 0 } : est le vecteur colonne des flux imposés par les aimants, de dimension (dm, 1) 

- {Fd} : est le vecteur colonne des forces magnétomotrices de dent, de dimension (dm, 1) 

- [I3] : est la matrice inverse réduite de [Amag], elle est aussi appelée 'matrice de 

perméances', de dimension (dm,dm) 

- {<1>} : est le vecteur colonne des flux de dent, de dimension (dm, 1) 

La relation 11.69 est une équation du circuit magnétique qui présente l'intérêt majeur de 

lier les flux de dent aux forces magnétomotrices de dent, ce qui facilite le couplage, comme 

nous le verrons dans les paragraphes suivants. 

De manière à illustrer la mise en équations de la partie magnétique, l'application au 

transformateur monophasé est présentée au paragraphe suivant. 

Il.5.2) APPLICATION AU TRANSFORMATEUR MONOPHASE 

Le transformateur étudié est le même qu'au paragraphe 11.3.2). Son circuit magnétique 

est constitué de trois colonnes. Les bobinages primaire (composé de nl spire) et secondaire 

(composé de n2 spires) sont placés sur la colonne centrale (fig. 2.4). Les deux colonnes 

extérieures ont la même section que les morceaux de culasse qui les relient à la colonne 

centrale. 
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Figure 2.4 
Schéma de la partie magnétique du transformateur 

La colonne centrale peut être décomposée en deux demi-colonnes en série, dont les 

perméances sont égales à deux fois celle de la colonne centrale. Le schéma équivalent par 

réseau de perméances est le suivant: 

Figure 2.5 
Schéma équivalent par réseau de perméances 

Les deux colonnes latérales peuvent être ramenées à une seule, dont la perméance 
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totale est égale à la moitié d'une seule colonne latérale. 

Figure 2.6 
Schéma équivalent par réseau de perméances 

Bien entendu, on ramène le schéma équivalent de la figure 2.6 à celui d'un 

transformateur monophasé possédant un circuit magnétique en forme de cadre. La perméance 

de colonne latérale est décomposée par une mise en série de deux perméances de valeur 

double. 

2* 
Pc Pf 

2 
Pee 

Pee 

Figure 2.7 

4 

2* 
Pc 

3 

Schéma équivalent définitif par réseau de perméances du transformateur 

Cette dernière modification nous ramène à un circuit magnétique sous la forme d'un 
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cadre tel qu'il a été décrit à la figure 2.3 du paragraphe II.4.4), définissant bien deux encoches 

distinctes 

D'après les définitions du paragraphe 11.5.1), ce schéma équivalent est décrit par le 

système d'équations suivant: 

11.70 

dont la matrice [Amag] s'écrit sous la forme suivante : 

-1 
0 0 0 0 1 -1 0 0 

2 *Pc 

0 
-1 

0 0 0 0 0 1 -1 
2*Pc 

0 0 
-1 

0 0 1 -1 0 0 
Pf 

0 0 0 
-1 

0 0 -1 0 
[Amag]= Pee (Il. 71) 

0 0 0 0 
-1 

1 0 -1 0 
Pee 

1 0 1 0 1 1 0 0 0 

-1 0 -1 -1 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 -1 0 0 0 0 

0 -1 0 1 0 0 0 0 0 

Le vecteur colonne d'inconnues { xm} est égal à : 
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<1>1 

<1>2 

<1>3 

<1>4 

{xm}= <l>s (II.73) 

El 

E2 

E3 

E4 

On obtient alors : 

[ 

(Pf * Pee + 4 * Pc * Pf + 2 * Pc * Pee) * Pc 
-2*--------------------------------

[~] _ Déno 
- 4 * Pc 2 *Pee 

Déno 

4 * Pc
2 

*Pee 1 
Dé no 

-2 * (Pf + 2 *Pc)* Pc* Pee 

Dé no 
(II.74) 

avec Déno = Pf * Pce+4*Pc *Pf +4*Pc * Pce+8*Pc 2 

et 

{<Po}={~} (II.75) 

Finalement, les équations magnétiques du transformateur s'écrivent sous la forme: 

[ 

(Pf *Pee + 4 * Pc * Pf + 2 * Pc * Pee) * Pc 

{
tt.} -2* 'I'J _ Déno 
<1> 2 - 4*Pc 2 *Pee 

Dé no 

4*Pc
2 

*Pee l 
Déno FdJ 0 

-2 *(Pf + 2 *Pc)*Pc*Pce •{Pd,}+{ 0} 
Déno 

(II.76) 

liant les flux de dent aux forces magnétomotrices de dent. 

La partie magnétique étant modélisée par une relation liant les flux de dent aux forces 

magnétomotrices de dent, il ne nous reste plus, au paragraphe suivant, qu'à relier toutes les 

équations préalablement établies, pour obtenir le système d'équations différentielles du 

modèle couplé. Nous verrons l'exploitation de ces équations au paragraphe II.8). 
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Il.5.3) SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MODELE COUPLE 

Dans les paragraphes précédents, nous avons modélisé successivement les parties 

électrique, magnétique et le couplage magnétique-électrique. Les relations établies 

précédemment vont servir à l'établissement du système différentiel final. 

La relation de mise en équations de la partie électrique 11.25 et l'équation II.36 liant les 

flux de phase aux flux de dent, nous amènent au système donnant les courants de phase 

électrique en fonction de la dérivée des flux de dent : 

{ i} = [a] * [D] * { <)> · } + {i o } (II.77) 

En reportant II.77 dans la relation II.51 donnant les ampères-tours d'encoche en fonction des 

courants de phase, il vient : 

{A} = [B] * [a] * [D] * { <)>. } + (B] * { i o } (II.78) 

D'autre part, en reportant II.78 dans II.47, les forces magnétomotrices de dent {Fd} sont 

données par : 

avec: 

{Fd} = (E] * (B] *[a]* [D] * {<!>'} + (E] * [B] * {io} (II.79) 

En reportant II.79 dans II.69, on obtient l'équation différentielle suivante : 

(II.80) 

[At]=[~]*(E]*[B]*[a]*[D] matrice de mise de perméances-admittances, de 

dimension (dm,dm) 

-{bt }= [J3]*[E]*[B]*{iJ+{<l>J: vecteur colonne des flux imposés et courants imposés 

transformés en flux, de dimension (dm, 1) 

C'est un système d'équations différentielles du premier ordre à coefficients variables, car 

à la fois [A f] et { b f} évoluent dans le temps en fonction de la saturation et du mouvement. 

Une fois cette relation établie, il ne nous reste plus qu'à l'appliquer au cas du transformateur 

dans le paragraphe suivant, puis résoudre un tel système, ceci fait l'objet du paragraphe II.6. 
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Il.5.4) APPLICATION AU TRANSFORMATEUR MONOPHASE 

Toutes les matrices nécessaires aux diverses mises en équations ont été établies aux 

relations 11.33, Il. 53, Il. 54, Il. 57 et IL 76. Ainsi, nous obtenons le système différentiel suivant : 

[ 

(Pf * Pee + 4 * Pc * Pf + 2 * Pc * Pee) * Pc 

{

ffi } -2 * 't'J _ Déno 
<1> 

2 
- 4 * Pc 2 * Pee 

Déno 

4 * Pc
2 

*Pee l 
Dé no 

-2 * (Pf + 2 *Pc)* Pc* Pee 

Déno 

*[ 0.5 
-0.5 

+[ 0.5 
-0.5 

avec: Déno = Pf * Pce+4* Pc *Pf +4*Pc *Pce+8 *Pc 2 

Ce qui conduit au système différentiel final à résoudre : 

( Pf * Pee + 4 * Pc * Pf + 4 * Pc * Pee) * Pc * n ~ 

{!} Déno * (r1 + r3 ) 

(Pf + 4 * Pc) * Pc * Pee * n ~ 

Déno * (r1 + r3 ) 

(Pf * Pee + 4 * Pc * Pf + 4 * Pc * Pee) * Pc * n; 0.5 * n 1 * U 

Déno * (r2 + rch) 
(Pf + 4 * Pc) * Pc * Pee * n; 

* {~.2·1 } + - r1 + r3 

't' 0.5*n 1 *U 

Déno * (r2 + rch) 
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Une fois la mise en équations terminée, il ne reste plus qu'à résoudre le système II.82. 

Cette résolution sera abordée lors du prochain paragraphe. Cependant, une fois le système 

différentiel résolu, il s'avère intéressant de montrer comment toutes les grandeurs locales et 

globales sont déterminées. Tout d'abord, les variables solutions du système II.82 sont les flux 

de dent {<!>}. De là, par l'intermédiaire de la relation 11.35, nous pouvons déterminer les flux de 

phase {<p} et donc, par la même occasion, avec II.36, les forces électromotrices de phases 

{<p'}. Ces forces électromotrices complètent les inconnues en tension du circuit électrique 

permettant ainsi de déterminer tous les courants et tous les potentiels électriques aux noeuds 

de ce circuit comme décrit par la relation 11.24. Pour assurer le couplage électrique­

magnétique seuls les courants de phase {i} sont nécessaires et sont donnés par la relation 

11.25, qui est la restriction de 11.24. Par la suite, pour prendre en compte la réaction 

magnétique, et par le fait la détermination des forces magnétomotrices de dent {Fd}, nous 

appliquons successivement les relations 11.51 puis 11.47. Comme vu auparavant pour le circuit 

électrique, toutes les inconnues sources de force magnétomotrice du circuit magnétique sont 

fixées, perméttant ainsi, au travers de l'application de la relation 11.68, de déterminer toutes les 

inconnues du circuit, les flux {<!>} de dent, de branche et les potentiels magnétiques aux nœuds 
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Il.5.5) COMPARAISON DU COUPLAGE ELECTRIQUE AVEC UN MODELE DE 

MACHINE ELEMENTS FINIS ET AVEC UN MODELE DE MACHINE RESEAU 

DE PERMEANCES 

Nous avons résumé ci-dessous les notions introduites dans les différents modèles. Il 

est à noter, que dans les deux approches, le modèle de circuit est identique. 

Densités de courants dans les 
encoches 

Forces électromotrices 
d'encoche 

Modèle éléments finis 

Forces magnétomotrices de dent 

Forces électromotrices 
de dent 

Modèle réseaux de permeances 

~ 
Courants de phase 

~ 
Forces électromotrices de 

phase 

Equations du couplage 

~ 
Courants de phase 

~ 
Forces électromotrices de 

phase 

Equations du couplage 

Figure 2.8 
Comparaison du couplage 

11.6) RESOLUTION DU SYSTEME DIFFERENTIEL FINAL 

Courants du - circuit 

Sources de 
tension 

Modèle circuit 

Courants du - circuit 

_.._ --' 
Sources de - tension 

Modèle circuit 

Lors des paragraphes précédents, une présentation détaillée de la mise en équations du 

système engendré par une modélisation par réseau de perméances magnétique-électrique 

couplé a été réalisée de manière à aboutir au système différentiel final donné par la relation 

11.80. Ce système est un système différentiel du premier ordre à coefficients variables dans le 

temps et fonction de la saturation, qui peut être résolu directement par la méthode d'Euler 

implicite. 

Nous choisissons cette méthode pour sa simplicité et sa propriété de stabilité 

inconditionnelle, contrairement à sa version explicite, plus facile à mettre en œuvre, mais qui 

ne converge que si le pas de temps est inférieur à une valeur critique. Cette méthode consiste 

à écrire l'équation II.80 à l'instant t et à utiliser, pour discrétiser l'opérateur de dérivation, la 

formule de différence finie centrée à droite : 
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donnant: 

soit: 

{<P. Ct)}= -
1 

* ({<PC t) }-{<PC t - ilt) }) 
Llt 

I<PCt){[I]-[Ar]î=-[A ]*{<PCt-Llt)}+{b} 
1' Jl Llt ) f Llt f 

avec : [I] matrice identité, de dimension Cdm,dm) 

En posant: 

on obtient le système suivant : 

[K] * {<PCt)} = {f} 

CII.83) 

CII.84) 

CII.85) 

CII.86) 

CII.87) 

qui correspond à l'équation à résoudre à chaque pas de temps sachant que {f} varie 

uniquement dans le temps et [K] varie dans le temps et en fonction de {<P(t )}. Ce système 

d'équations non linéaires doit donc être résolu à chaque pas de temps, ce qui peut se réaliser, 

en première approche, par la méthode de substitution, la plus simple à mettre en œuvre, mais 

qui a l'inconvénient d'être d'ordre un. Une autre solution est d'utiliser la méthode de Newton­

Raphson qui est d'ordre deux, donc plus rapide. Nous allons exposer chacune de ces deux 

méthodes. 
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II.6.1) METHODE DE SUBSTITUTION 

L'équation II.87 peut se mettre sous la forme suivante : 

{R} = {f}- [K] *{<!>Ct)} n = 0 (II.88) 

La méthode de substitution consiste à générer une suite de valeurs approchées {<!>n} 

qui tend vers la solution exacte. Soit {<!>n-I}, une valeur approchée obtenue à l'itération n-1, 

{<!>n} est construite de la façon suivante : 

Soit: 

(II.89) 

et {R J :;t {o}, alors on cherche : 

(II.90) 

solution de : 

(II.91) 

et on pose: 

(II.92) 

Ce procédé est convergent, moyennant certaines hypothèses mathématiques bien 

difficiles à vérifier. Mais puisque physiquement le problème posé à un sens, on peut 

raisonnablement espéré qu'il converge. D'ailleurs, expérimentalement, même lorsque la 

convergence est faite, ce procédé ne converge que si il est correctement initialisé, c'est à dire 

si la solution initiale appartient au domaine d'attraction du procédé. Nous l'initialiserons par la 

solution trouvée au pas de temps précédent, qui doit être proche de la solution au pas de temps 

courant si M est petit. 

Nous obtenons donc l'organigramme de la figure 2.9: 
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DEBUT 

{<P(t )}= {<P(t- ~t )} 

Calcul de [K 1 {R }= {f }- [K ]* {<!>} 

Calcul de {~<P(t)}= [Kj1 *{R} 

Calcul de {<!> }= {<!> }+ ro* {~<!>} 

Mise à jour de {R} et de [K] 

non 

FIN 

Figure 2.9 
Organigramme de la méthode de substitution 

Dans cet organigramme, nous avons introduit un paramètre ro de sous-relaxation, dont 

la valeur est prise inférieure à un pour les premières itérations. Cette sous-relaxation est très 

utile et sans elle, le procédé peut diverger. 

Cette méthode est simple à mettre en œuvre, mais elle nécessite une opération 

coûteuse en temps de calcul qui est 1' inversion de la matrice [ Amag], nécessaire au calcul de 

[ K]. Cette matrice peut avoir une taille élevée selon la taille et la complexité du réseau de 
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perméances. La méthode de substitution fournit rapidement de bons résultats avec une grande 

facilité d'étude et de programmation. Mais comme la méthode de Newton-Raphson est 

d'ordre deux, on peut raisonnablement espérer que sa convergence soit plus rapide. Nous 

allons maintenant étudier cette méthode. 

II.6.2) METHODE DE NEWTON-RAPHSON 

Soit une solution approchée { <j>(t) L trouvée à l'itération précédente et telle que la valeur 

obtenue pour le résidu ne soit pas nulle 

{R}n ={f}-[K]*{<I>Ct)t ;t{O} (11.93) 

soit: 

(11.94) 

Pour obtenir l'expression de {~<I>J, développons le résidu en série de Taylor à l'ordre 

un au voisinage de {<j>J. Et puisque le déplacement {~<I>J doit améliorer l'approximation de 

la solution, écrivons que ce résidu s'annule : 

{R({</>}n +{~</>} )}={R({</>}n)}+[:~}] *{~</>}=0 
1_\y {<j>}={<j>(t)}n 

(11.95) 

[ 
ê)R l . . b' . , 1 , avec : ëJ{ <1>} matnce Jaco tenne qm est ega e a : 

{~}={~(IJ}n 

[a~:} L'""'· = 

(11.96) 

()Rn ()Rn ()Rn 

ëJ<j> 1 ëJ<j> 2 o<!> n 

avec : Ri ième ligne de la matrice [R] 
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On voit donc que {L1<1>n} doit vérifier : 

(11.97) 

et {<Pn+I} s'obtient comme : 

(11.98) 

L'organigramme de cet algorithme s'écrit donc : 
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DEBUT 

{<P(t )}= {<P(t- ~t )} 

Calcul de [K 1 {R }= {f }- [K ]* {<P} 

Résolution de [:}{A$}= {R ({$ })} 

Calcul de {<P} = {<P }+ ro * {~<P} 

Mise à jour de {K} en fonction de {<P} 

Calcul de {R }= {f }- [K ]* {<P} 

non 

FIN 

Figure 2.10 
Organigramme de la méthode de Newton-Raphson 

Cette méthode est plus difficile à mettre en œuvre que la méthode de substitution, car 

elle nécessite une opération difficile qui est le calcul de la matrice jacobienne. En effet, ceci 
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nécessite le calcul des dérivées de chaque ligne du résidu en fonction de toutes les variables, 

ce qui n'est pas sans causer des problèmes lorsque les expressions des dérivées du résidu ne 

sont pas connues. 

Dans le cas de la mise en équations de la méthode des réseaux de perméances 

magnétique-électrique couplés, les éléments non linéaires sont les perméances du circuit 

magnétique qui évoluent en fonction de la saturation selon la relation 1.11 vue au chapitre 1. 

Le système différentiel final, établi en 11.80, est un système non linéaire, dont la non­

linéarité est introduite par la matrice [~] qui est l'inverse de [ Amag]. Dans [ Amag] les 

perméances saturables sont situées sur la diagonale. Une fois cette matrice inversée, la matrice 

[~] qui en découle contient des termes non linéaires multipliés entre eux et placés à des 

endroits déterminés par la topologie du réseau. Ce qui veut dire que la connaissance 

analytique de [~] n'est pas facile, rendant le calcul de la matrice jacobienne difficilement 

informatisable. 

Pour nous, le système différentiel 11.80 ne peut pas être résolu par la méthode de 

Newton-Raphson en raison de la méconnaissance analytique de son résidu. 

Par suite, de manière à pouvoir appliquer la méthode de Newton-Raphson, il faut 

revoir la mise en équations finale de ce système différentiel. Il est préférable d'obtenir un 

système où la matrice [ Amag] n'a pas à être pas inversée. 

En repartant de l'équation 11.62 et en la décomposant en trois blocs concernant les flux de 

dent, les flux de branche et enfin les potentiels aux nœuds, on obtient : 

{

{<l>ct}} {{Fd}} {{0}} 
[Amag]* {<l>b} = {0} +{Fa} 

{E} {0} {0} 
(11.99) 

et en intégrant l'équation 11.79 issue du couplage magnétique-électrique et de la mise en 

équations de la partie électrique, on obtient alors : 

{

{<l>ct}} {[E]*[B]*[a]*[D]*{<l>'ct}+[E]*[B]*{io}} {{0}} 
[Amag] * {<l>b} = {0} + {Fa} 

{E} {0} {0} 

(11.100) 

soit: 
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[Amag]* {<Pb}= {0} + {0} +{Fa} (11.101) 
{

{<Pd}} {[E] * [B] *[a]* [D] * {<P~ }} {[E] * [B] * {io }} { {0}} 

{E} {0} {0} {0} 

ou encore: 

{

{<Pd}} [[E] * [B] *[a]* [D] 
[Am ag] * {<Pb } = [ 0] 

{E} [0] 

~~l ~~l] * {t:: 1} + {[E] * [;j} * {i, }} + {{~!}} 
[0] [0] {E'} {0} {0} 

(II.1 02) 

Ainsi on obtient le système différentiel final suivant : 

[ Amag] *{x rn}= [C] *{x~}+ {Fs} (11.103) 

en posant: 

[

[E] * [B] *[a]* [D] [0] [0]] 
- [C] = [0] [0] [0] 

[0] [0] [0] 

{

{<Pd}} 
- {xm}= {<Pb} 

{E} 

- {Fs} = {[E] • [for {i • J} + {{~!}} 
{0} {0} 

Comme au paragraphe 11.6.1), la méthode d'Euler implicite s'obtient en écrivant 

l'équation II.103 au temps t et en utilisant la formule de différence finie décentrée à droite 

pour l'opérateur de dérivation : 

(II.104) 

On obtient: 

(ILl 05) 

puis à: 

79 



Chapitre II : MISE EN EQUATIONS DES RESEAUX DE PERMEANCES COUPlES AUX CIRCUITS ELECTRIQUES 

DEVELOPPEMENT Du LOGICIEL DE SIMULATION 

(L1t * [Amag]- [C]) *{x rn (t)} = -[C] * {x rn (t- Llt)} + Llt * {Fs} (II.l 06) 

et donc: 

[K] * {xrn(t)}= {f} (11.107) 

avec: 

- [K] = (L1t * [ Amag]- [C]) 

- {f} = -[C] * {xrn (t- L1t)}+ Llt * {Fs} 

A la différence du système II.80, il est à noter que la méthode d'Euler implicite est la 

seule possible. En effet, comme la matrice [c] n'est pas inversible, la méthode d'Euler 

explicite, obtenue en écrivant l'équation II.103 au temps t et en utilisant l'opérateur de 

d'ff' f' . d' , , h dx x(t+Llt)-x(t) . 'bl , 
1 erence mre ecentree a gauc e, - = , est rmpossr e a mettre en œuvre. 

dt Llt 

Dans l'algorithme de Newton-Raphson, que nous avons présenté figure 2.10, le résidu 

est calculé d'après II.88 et donc les termes de la matrice jacobienne du résidu sont obtenus 

par: 

(II.108) 

avec : x~ solution de xm au pas de temps précédent. 

ce qui revient à : 

aR (xo ) ctrn+brn+nrn aK. , rn --K _ ~ __ ,,_k *xo 
a - i,j k.. a mk 
x~ bi x~ 

(II.109) 

avec: Ki,k = Llt * Amagi,k- Ci,k 

De part sa conception, les coefficients de la matrice [ C] ne dépendent pas de {x rn } , alors : 

(II.11 0) 

et II.1 09 devient : 
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()R (xo) dm+bm+nm dAmag. 
i rn _ -(~t * A _ C ) _ ~t * ""' o,k * 0 ""~ - magi,i i,i ~ xmk 
oX~ bi dX~ 

(11.111) 

Cette dernière équation montre la nécessité de bien connaître la composition de la 

matrice [Amag] de façon à pouvoir dériver ses composantes en fonction des flux de dent, des 

flux de branche et des potentiels aux nœuds. Dans cette matrice, explicitée en 11.64, seule la 

sous-matrice de réluctances [R] est non linéaire et est constituée de la manière suivante : 

9i. 0 0 0 

0 9i2 0 0 

[R]= (11.112) 

0 9idm+bm-J 0 

0 0 9idm+bm 

Ce qui signifie que : 

()Amagik . . -----''- = 0 Sl k :;t: 1 'y' i 
axmj 

(11.113) 

et: 

dAmagi,k = { ()9ii si i:::::; dm+ bm 
a axmj 

xmj 0 si i >dm+ bm 
(11.114) 

()9i. 
De plus, --' est nul sauf dans deux cas : 

axmj 

- xmj est le flux de la branche i, i=j 

- xmi est un des potentiels aux nœuds extrémités de la branche i 

Nous devons donc établir l'expression de ces trois dérivées partielles. 

Reprenons notre modèle de perméance comme indiqué sur la figure 2.11 
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R 
~--------' 

E 

Figure 2.11 
Modélisation d'une dent ou d'une branche 

Où nous avons simplifé les notations pour alléger l'exposé : 

- <1> est le flux dans la branche 

- E1 est le nœud d'entrée 

- E2 est le nœud de sortie 

avec: 

(11.115) 

et: 

E=9\*<j> (11.116) 

A . ' 1 1 ()9\ ()9\ ()9\ N vec ces notatiOns, nous avons a ca cu er -,-et -. ous pouvons remarquer que: 
é)<j> ()El é)E2 

()9\ ()9\ ()9\ ()9\ 
-=-et-=--
é)E1 é)e é)E2 é)E 

(11.117) 

En fait, nous n'avons donc besoin que de ()9\ et de ()9\ . Commençons par le calcul de 
é)<j> ae 

La relation 1.11 nous donne l'expression analytique de 9\ en fonction du flux <1>, qu'il est 

facile de dériver. Il vient : 

(11.118) 

. 1 1 1 d ()9\ ' . Poursmvons par e ca cu e- et ecnvons: 
ae 
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et puisque: 

on a: 

Soit par regroupement : 

a9\ = a9\ * a<1> 
aE a<1> aE 

(11.119) 

(II.120) 

(1II.121) 

(11.122) 

P . aAmagii . A 1 l' . l' . ar smte, on constate que · peut toujours etre ca cu e, sOit par expressiOn 
axmj 

1I.ll8, soit par l'expression 11.122, en notant que cette dernière expression doit être multipliée 

par un signe qui justement est donné par Amagi,j. 

En résumé, l'équation II.lll devient alors : 

- si j E [1, dm + bm], on a : 

aRJx~)_ (A *A C) ... _a..:.....;_...:!!..C..-- L.lt magi.j - i,j s11 * J 
xmj 
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- si j E [dm + bm + 1, dm + bm + nm] , on a : 

_1_ * aSRi 
aR (x 0

) 9\ a<j>. 0 
' rn = -(Llt * Amag - C ) - Amag * ' ' * Llt *x . 

a '·l '·l '·l n.. aSR. nu 
xmJ 1+-"'-' *--' 

(II.125) 

SRi a<l>i 

Dorénavant, tous les éléments de la matrice jacobienne sont déterminés et plus rien ne 

s'oppose à l'utilisation de la méthode de Newton-Raphson pour le calcul des régimes non 

linéaires lors d'une modélisation par réseau de perméances magnétique-électrique couplés. 

Il est à noter que si le terme de l'équation II.l09 concernant la dérivée de la matrice 

[K] par rapport à x rn est nul, la méthode de Newton Raphson se ramène à l'utilisation de la 

méthode de substitution. Aussi, la nouvelle formulation, résolue par l'application de 

l'algorithme de Newton-Raphson, permet d'envisager l'utilisation de la méthode de 

dm+bm+rnn aK. 
substitution en annulant simplement le terme L --'·_k *x~ , ou plus simplement en ne 

k=l axmj 

les calculant pas. 

Comme jusqu'à maintenant, l'exemple traité étant celui du transformateur, nous allons 

lui appliquer ces deux algorithmes de résolution et les comparer après une présentation du 

logiciel. 

11.7) PRESENTATION Du LOGICIEL DE SIMULATION 

Des relations établies précédemment, nous pouvons voir que la mise en équations et la 

résolution du système différentiel engendré par nos modèles magnétique-électrique couplés ne 

sont pas aisées. Comme nous l'avons expérimenté, bon nombre de logiciels disponibles sur le 

marché (ESACAP©, ALLAN NEPTUNIX© [39] [40]) sont peu adaptés aux réseaux de 

perméances. Afin d'utiliser un outil convivial, apportant une bonne portabilité et facilité de 

maintenance, nous nous sommes tournés vers le développement de notre propre logiciel sous 

l'environnement MATLAB©. 

Afin de faciliter l'utilisation du logiciel de modélisation par réseaux de perméances, 

appelé SiRePCE (Simulation par Réseaux de Perméances Couplés Electriquement), nous 

avons décomposé sa structure en quatre parties distinctes (fig. 2.12) 
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Initialisation des 
paramètres de 

simulation 

Pré-processeur Graphique 
(Visual Basic) 

Description de la Description de la 
partie électrique partie magnétique 

SiRePCE 

Lecture et acquisition du modèle 
Mise en équations 

Résolution du système 
Sauvegarde des résultats 

Post-processeur 

Figure 2.12 
Structure du logiciel SiRePCE 

Description 
du bobinage 

La première partie concerne 1' acquisition des parties magnétique et électriques, ainsi 

que le couplage et les paramètres de simulation, à l'aide d'un pré-processeur graphique réalisé 

sous Visual Basic [39] afin de simplifier la phase d'acquisition de ces données. Ce pré­

processeur convertit ces données sous la forme d'un fichier Matlab appelé fichier de 

description du modèle simulé. 
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Ce fichier est éditable et constitue le fichier d'entrée du solveur. Il se décompose en 

quatre parties : 

-initialisation des paramètres de simulation 

- description du circuit électrique 

- description du circuit magnétique 

- description du bobinage ou du couplage magnétique-électrique 

Ces descriptions sont définies à l'aide d'une syntaxe directement interprétable par 

Matlab. 

Ce fichier est donc repris par le solveur qui met en équations le système engendré par 

la modélisation, résout ce dernier en pas à pas dans le temps et enfin sauvegarde les résultats 

qui sont directement exploitables au travers de la troisième partie: le post-processeur. 

Ce post-processeur permet par l'intermédiaire d'un menu déroulant de sélectionner les 

grandeurs locales ou globales que l'on désire visualiser. Celles-ci peuvent être : soit un flux 

de dent, de branche, d'aimant, une induction, l'évolution d'une perméance en fonction du 

temps (perméance d'entrefer) ou de la saturation, la force magnétomotrice de réaction 

d'induit, un courant, une tension simple ou composée, etc ... L'évolution temporelle et 

l'analyse spectrale de la grandeur sélectionnée sont affichées, ainsi que sa valeur efficace. 

11.8) SIMULATION Du TRANSFORMATEUR MONOPHASE 

Toute la partie de mise en équations du transformateur monophasé a été traitée au 

cours des différents paragraphes de ce chapitre. Il ne reste plus qu'à résoudre le système 

différentiel non linéaire engendré par la modélisation, en utilisant les deux méthodes de 

traitement des non linéarités. 

Le transformateur a été simulé à vide, de manière à rendre compte de la saturation au 

travers du courant primaire, sur deux périodes réseaux ( 40ms) avec un nombre de points par 

période de 200 et une précision de 1%. Le tableau ci-après donne les temps de calcul sur un 

pentium 75 Mhz 16 Mo RAM, la valeur efficace du courant primaire et sa composition 

harmonique pour les six premiers harmoniques et sa composante continue. 
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Temps de calcul (s) 
Courant _primaire (A) 

HO 
Hl 
H2 
H3 
H4 
H5 
H6 

Système 11.79 Système Il. 98 
par la méthode de par la méthode de 

substitution substitution 
72 39.8 

0.68992 0.68939 
0.0315 0.0315 
0.9114 0.9106 
0.0360 0.0361 
0.3432 0.3432 
0.0044 0.0045 

0.01736 0.01746 
0.00064 0.00057 

Tableau 2.1 
Comparaison des différentes méthodes 

Système II.98 
par la méthode de 
Newton-Raphson 

46.3 
0.6891 
0.0313 
0.9102 
0.0454 
0.3418 
0.0125 

0.01732 
0.00111 

Le calcul le plus rapide pour un petit système est celui fondé sur la méthode de 

substitution appliquée au système 11.98. En effet, cette mise en équation du système supprime 

la phase d'inversion de la matrice Amag qui est très coûteuse en temps de calcul. La méthode 

de Newton-Raphson est plus lente, car elle nécessite des calculs supplémentaires 

Ces trois méthodes donnent la même forme d'onde pour le courant primaire (fig.2.13), 

avec des valeurs efficaces similaires pour ce courant, dans le cas d'une alimentation en tension 

sinusoïdale. 

0.5 

0 

-0.5 

-1 

-1.5 
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 

t (s) 

Figure 2.13 
Evolution temporelle du courant primaire 
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Notre modélisation, notre mise en équations et notre résolution du système différentiel 

semblent tout à fait correctes pour le fonctionnement du transformateur monophasé, ce qui va 

permettre de passer à l'étude de systèmes beaucoup plus volumineux. 

11.9) CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous venons de voir la prise en compte et la mise en équations du 

couplage magnétique électrique pour un réseau de perméances couplé électriquement, suivi 

des développements mathématiques et numériques effectués pour 1' élaboration du logiciel de 

Simulation par Réseau de Perméances Couplé Electriquement (SiRePCE). Dans un premier 

temps, nous avons élaboré la mise en équations des parties magnétique et électriques suivie 

des équations de couplage des deux milieux de façon à parvenir à un système différentiel final 

du premier ordre à coefficients variables. Une fois ce système établi, en utilisant la méthode 

d'Euler implicite pour la résolution de l'équation différentielle, deux méthodes de résolution 

des systèmes non linéaires ont été abordées. La première étant la méthode de substitution qui 

est relativement simple à mettre en œuvre comparée à la deuxième, la méthode de Newton­

Raphson. Cette dernière a nécessité de revoir la mise en équations de manière à avoir une 

connaissance littérale de la formulation de la jacobienne. Cette nouvelle mise en équations, 

permet effectivement d'utiliser l'algorithme de Newton-Raphson pour résoudre les non 

linéarités, mais un cas particulier est la méthode de substitution. Nous avons comparé, entre 

elles, ces deux mises en équations lorsqu'elles utilisent la méthode de substitution, et 

également comparé la méthode de substitution et la méthode de Newton-Raphson pour la 

deuxième forme de mise en équations. Le test utilisé, sur un transformateur, est d'une taille 

très modeste, aussi nous allons voir dans le prochain chapitre, l'application de la méthode des 

réseaux de perméances et l'utilisation de SiRePCE pour simuler des systèmes beaucoup plus 

volumineux en équations qui sont les machines synchrones. 
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Chapitre III : APPLICATION AUX MACHINES SYNCHRONES 

CHAPITRE III 

APPLICATION AUX MACHINES SYNCHRONES 

III.l) INTRODUCTION 

Les chapitres précédents ont présenté la méthode des réseaux de perméances, puis 

l'élaboration du logiciel SiRePCE, permettant leur mise en équations et la résolution du 

système engendré. La première partie de ce chapitre sera consacrée à la validation du logiciel 

de calcul avec l'étude de deux machines synchrones, l'une à pôles saillants et l'autre à griffes 

[42]. Une fois validée, la modélisation par réseaux de perméances sera appliquée à deux 

machines synchrones à aimants permanents construites par la société JEUMONT 

INDUSTRIE. Les résultats de simulation trouvés seront comparés à ceux fournis par le 

constructeur pour les deux machines. 

III.2) VALIDATION Du LOGICIEL DE CALCUL 

Nous allons présenter la validation du logiciel de calcul à partir de deux exemples de 

machines synchrones qui ont fait l'objet d'une étude [40] et d'une thèse, sur la modélisation 

par réseau de perméances, au sein du laboratoire réalisée par M. BECQUET [21]. Ces deux 

machines sont : 

- un alternateur à pôles saillants 

- un alternateur à griffes 

et ont été étudiées, ici, dans un but de validation. Nous n'avons en aucun cas modifié les 

réseaux de perméances établis par M. BECQUET pour ces deux machines. 

111.2.1) ETUDE DE L'ALTERNATEUR A POLES SAILLANTS 

Lors de cette étude, nous n'avons considéré que le cas du fonctionnement en 

alternateur. Cette machine est un alternateur tétrapolaire à pôles saillants possédant les 

caractéristiques suivantes : 
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Chapitre III : APPLICATION AUX MACHINES SYNCHRONES 

- rotor tétrapolaire à pôles saillants (2 paires de pôles) muni de bobines excitatrices 

alimentées en 12 V continu. Chaque bobine possède 250 spires par pôle. La résistance 

des quatre bobines est de 4.3 .Q . 

- stator à 12 encoches, le bobinage est classique à une encoche par pôle et par phase. 

Les phases statoriques sont couplées en étoile et possèdent 20 spires par phase 

- la vitesse de rotation est constante et égale à 3000 tr/min. 

- la longueur de la machine est de 250 mm et son diamètre est de 220 mm 

-la courbe de saturation est donnée par la figure 3.1 et ses coefficients de Marrocco sont 

égaux à : c= 1, a= 1.05583, E = 9.222e- 4 et 't = 1.069e3 

B(T) 
Courbe de saturation B(H) 

2 

:::::::::::t::::::::::::t:::::::::::t::::::::::t:::::::::::t:::::::::···:·::::::::::::t::::::::: .. .L:::::::::: 

:: :::l:::Lf~t:ii±l= 
:: ~!~il~t~t-1!-J~ 
:: -=1==1 += l :::t=i:J:: L-= 0

"
2 

i i i i i i i i 
0 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 

Figure 3.1 
Courbe de saturation 

H(Aim) 

De part la périodicité géométrique de l'alternateur, seulement la moitié de la machine 

a besoin d'être modélisée par la méthode des réseaux de perméances. Le réseau qui lui est 

associé est donné à la figure 3.2. 
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_j l_ _________ j L Vr ~ 
1 

1

. ~noyau 

-----------------------------------
1 

-----1 
1 

Figure 3.2 
Réseau de perméances associé à 1' alternateur tétrapolaire 

Nous pouvons comparer les résultats obtenus par l'utilisation du logiciel Allan 

Neptunix et ceux trouvés avec Sirepce. Tout d'abord à vide, en comparant les forces 

électromotrices à vide, nous n'obtenons aucune différence entre les deux résolutions des 

modélisations par réseau de perméances, puis nous les comparons aux résultats éléments finis 

(fig. 3.3). Au niveau du courant rotorique (fig. 3.4), il en est de même, la différence n'est pas 

définissable entre les deux résolutions des modélisations par réseau de perméances. Sur les 

figures 3.3 et 3.4, nous avons rappelé les résultats obtenus par la méthode des éléments finis 

avec le logiciel MV2DYN/TROIKA. 

Figure 3.3 
Force électromotrice statorique 

.......... Réseaux de 
perméances 

- M.E.F. 
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Chapitre III : APPLICATION AUX MACHINES SYNCHRONES 

En charge, avec une résistance de charge statorique de 10 Q , les forces 

électromotrices (fig. 3.5) et le courant rotorique (fig. 3.6) donnés par les deux logiciels de 

modélisation par réseaux de perméances sont identiques. 

EIVI 
250 

200 

150 

100 

-50 

-100 

-150 

-200 

-250 
0.005 0.01 

Figure 3.5 
Force électromotrice statorique 

··········Réseaux de 
perméances 

--M.E.F. 

k(A) 4,.....--~~--~~-----. 

3.8 

3.6 

3.2 

2.8 

l6 

l4 

l2 

2oL--o.002..,.__o.004~-o~.006--o~.oo8----lo.o1 

Figure 3.6 
Courant rotorique 

t(s} 

Pour l'alternateur tétrapolaire, le logiciel Sirepce est validé. Le temps de calcul d'une 

période de 10 ms, avec 100 points, est de 64 secondes en linéaire sur un pentium 75 Mhz et de 

90 s sur une station de travail sous Allan Neptunix, alors que le modèle éléments finis 

demande 2 heures de calcul sur un RISC 6000. 

111.2.2) ETUDE DE L'ALTERNATEUR A GRIFFES 

La deuxième validation de Sirepce consiste en l'étude d'un alternateur à griffes. Celui­

ci est utilisé dans le domaine de 1' automobile et ses caractéristiques sont les suivantes : 

- le rotor possède six paires de pôles ou griffes. Le bobinage rotorique est constitué 

d'une bobine concentrique de 390 spires d'une résistance de 2.75 Q. 

- le stator est composé de 36 dents et son bobinage est réalisé de façon à obtenir une 

encoche par pôle par phase. 

La vue en coupe de 1' alternateur est donnée ci-après : 
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Noyau 

Figure 3.7 
Vue en coupe du circuit magnétique 

Les courbes de saturation des différentes parties sont données aux figures 3.8 à 3.10. 

Figure 3.8 
Courbe B(H) du stator 

Bmu CourbedenturalinB(KJuyau 
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Figure 3.9 
Courbe B(H) du noyau 
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1.6 ····+····+· .... ! ...... ~ .. ···+·····: ; : 
:: ::··:t ... :::r::::j::::::t::::::r:::r::::r::::r:::: 
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Figure 3.10 
Courbe B(H) des griffes 

Dans cette phase de validation de Sirepce, nous ne présentons pas la manière dont est 

obtenu le réseau de perméances associé à cet alternateur. Cette modélisation est effectuée en 

trois dimensions de manière à prendre correctement l'effet tridimensionnel des griffes. Etant 

donné la difficulté de représentation du réseau de perméances tridimensionnel associé à cet 

alternateur, sa représentation est effectuée suivant deux vues : 
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La validation est effectuée sur deux formes d'ondes, la première (fig. 3.13) représente 

le flux de phase statorique en fonction du courant rotorique d'excitation et la deuxième (fig. 

3.14) donne la force électromotrice à vide pour un courant d'excitation de 3.5 A. 

V nit 
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--'------- -,-------- ~ 

~--­' -- - -- . - - - - - - - -, 

-x-Simulation 
--o- Expérience 

2 3 4 
Courant d'excitation (A) 

Figure 3.13 
Force électromotrice statorique 

Simulation 

- - - -,-

' ' - - - - - - -

0.0\4 0.016 

Figure 3.14 

Volt 
30 T"""-------

300 600 900 1200 1500 
fréauence 1Hz) 

Allure et spectres de la force électromotrice à vide pour une excitation de 3,5A 

Ces deux figures montrent que les résultats de simulation sont proches des essais. Les 

deux simulations par réseau de perméances ont été effectuée avec Allan Neptunix et SiRePCE 

et donnent exactement les mêmes résultats. Ainsi, le logiciel de simulation que nous avons 

élaboré est parfaitement validé. 
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Zone1 i Zone2 
' 

STATOR p 

ENTREFER 

ROTOR 

Figure 3.11 
Vue axiale du réseau 

-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ~ 

~ ' - - - - -
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pte griffe 

ENTREFER 
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GRIFFE (Rotor) f : .-' Zone1 
' ' 
'' 

Figure 3.12 
Vue transversale du réseau 

pour deux dents et une griffe 

Les dents statoriques sont découpées en deux sur la profondeur de la machine, faisant 

intervenir trois types de perméances d'entrefer, une liant la première demi-dent au nœud 2, et 

à son symétrique, 1' autre liant la deuxième demi dent au nœud 1 et située à la pointe de griffe. 

Dans un souci d'alléger la représentation du réseau, les perméances de fuites de dent n'ont pas 

été représentées. 
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111.3) ETUDE DES MACHINES SYNCHRONES A AIMANTS PERMANENTS 

Nous allons voir dans ce paragraphe, la modélisation par réseau de perméances de 

deux machines à aimants permanents, l'une d'une puissance de 125 kW et l'autre de 32.5 kW, 

construites par la société JEUMONT INDUSTRIE. Une présentation de chaque machine, 

suivie de la construction détaillée de chaque réseau de perméances et une comparaison des 

résultats de simulation et des essais vont être présentées. 

III.3 .1) MACHINE SYNCHRONE DE 125 KW 

III.3.1.1) PRESENTATION DE LA MACHINE 

La machine étudiée possède les caractéristiques suivantes : 

- le rotor possède 6 paires de pôles, composées par des aimants en samarium cobalt 

(SmCo) d'une induction rémanente (Br) de 1.06 T, d'un champ coercitif (He) de 755 

kNm et d'une perméabilité relative J.lr de 1.117. 

- le stator est composé de 54 encoches garnies d'un bobinage triphasé imbriqué à pas 

raccourcis avec deux voies d'enroulement en parallèles. 

- les bobinages statoriques sont couplés en étoile. 

- la machine est alimentée sous 440 V triphasé sous une fréquence de 180 à 360 Hz, 

autorisant des vitesses de rotation de 1800 à 3600 tr/min 

-l'ouverture de l'arc polaire sur le pas polaire est de 7/9 

- la longueur de la machine est de 220 mm 

-le diamètre d'alésage statorique est de 309 mm 

- le diamètre extérieur est de 390 mm 

- la hauteur des aimants est de 13 mm 

-l'entrefer mécanique est de 3 mm 

- les courbes de saturation des matériaux statorique et rotorique représentées aux figures 

3.15 et 3.16 donnent: 
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1000 2000 3000 4000 

Figure 3.15 

5000 
H(Aim) 

Courbe de saturation statorique 

et ont pour coefficients de Marrocco respectifs : 

c=0.9996 
a =5.85 

E = 1.2789e - 2 
't = 1.063e5 

B (T) 
25 
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Figure 3.16 
Courbe de saturation rotorique 

c=1 
a= 3.529 

E = 3.606e -1 
't = 1.484e4 

III.3 .1.2) RESEAU DE PERMEANCES ASSOCIE 

Comme décrit au chapitre 1, la modélisation par réseau de perméances commence par 

une étude par les éléments finis, de manière à déterminer les principaux tubes de flux. Grâce 

aux symétries de construction de la machine, seulement un sixième de la machine a besoin 

d'être modélisé (fig 3 .17). 

Figure 3.17 
Modélisation éléments finis de la machine de 125 kW à ;vide 
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Chapitre III: APPLICATION AUX MACHINES SYNCHRONES 

On peut définir ainsi le réseau de perméances associé à cette machine 

~------------<pœ>-------------~ 

L...------< FCR >-----' 

Figure 3.18 
Réseau de perméances 

- PCS : perméance de culasse statorique égale à 11284 H 

- PDS : perméance de dent statorique égale à 1/2160 H en série avec 

- Fd : force magnétomotrice de dent permettant la prise en compte de la réaction 

magnétique due aux ampères-tours d'encoche 

- PCR : perméance de culasse rotorique égale à 1/12000 H 

- PAIM: perméance d'aimant égale à 11719500 H en série avec 

- FMMAIM: force magnétomotrice d'aimante égale à: 

ê=H *h=755e3*13e-3=9817 Atr c (IV.1) 

- PEN : perméance d'entrefer 

La perméance d'entrefer liant une dent statorique à un pôle rotorique possède la loi 

d'évolution suivante: 
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p (H) xJO ·6 Perméance d entrefer 
1.2 .---.-----.,.---r-----.-----.---. 

1 '''""""'""'t""'""""''""Î'"'''""""""..I .................. +··· .............. : .............. .. 
~ ! ~ 

Figure 3.19 
Evolution de la perméance d'entrefer en fonction de la position 

Le réseau de perméances étant modélisé, il ne reste plus qu'à décrire la partie 

électrique. Les bobinages de la machine sont couplés en étoile et débitent sur une charge 

résistive triphasée équilibrée couplée elle aussi en étoile (fig. 3.20). 

branche phase 

3 

4 

5 

Figure 3.20 
Description de la partie électrique 

2 

Le couplage magnétique-électrique est réalisé de manière explicite dans le fichier de 

description utilisé par le logiciel SiRePCE que nous n'étudions pas ici. Une fois les 

modélisations des parties magnétique, électriques et de leur couplage réalisés [44], nous 

allons passer à la phase de simulation et d'exploitation des résultats. 

Ill.3.1.3) RESULTATS OBTENUS 

Les résultats de simulation donnés par la modélisation par réseaux de perméances 

seront comparés aux essais fournis par le constructeur et aux résultats de simulation obtenus 

par la méthode des éléments finis en régime dynamique lors de l'utilisation du logiciel 
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MV2DYN. La machine fonctionne en génératrice et débite sur une charge triphasée équilibrée 

couplée en étoile. 

111.3.1.3.1) COMPARAISON ENTRE LES RESULTATS RESEAU DE PERMEANCES 

ET LES ESSAIS 

Les erreurs relatives sont données par rapport aux essais 

R(Q) Veff (V) Ieff (A) Veff (V) Ieff (A) Erreur erreur 
(essai) (essai) (SIREPCE) (SIREPCE) Tension courant 

(%) (%) 
10000 226.8 0 253.7 0 11.9 x 
3.35 221.7 69.75 249.88 74.59 12.7 6.94 
1.53 216.5 141.75 246.24 160.94 13.7 13.5 
1.35 214.2 160.8 245.21 181.64 14.5 11.5 
1.14 211.3 186.45 243.7 213.57 15.3 14.5 
0.96 207.85 219.3 241.13 251.18 16.0 14.5 

Tableau 3.1 
Comparaison des résultats réseau de perméances en linéaire vis à vis de 1' expérience 

R(Q) Veff (V) Ieff (A) Veff (V) Ieff (A) Erreur Erreur 
essai essai (SIREPCE) (SIREPCE) tension courant 

(%) (%) 
10000 226.8 0 252.7 0 11.4 x 
3.35 221.7 69.75 250.5 75.57 13 8.34 
1.53 216.5 141.75 246.10 160.85 13.6 13.5 
1.35 214.2 160.8 244.9 181.41 14.3 12.8 
1.14 211.3 186.45 242.86 213.03 14.9 14.3 
0.96 207.85 219.3 240.16 250.17 15.5 20.4 

Tableau 3.2 
Comparaison des résultats réseau de perméances en non linéaire vis à vis de 1' expérience 

La modélisation par réseau de perméances donne des résultats vis à vis de l'expérience 

du même ordre de grandeur mais avec une erreur de 11 à 15.6 %. De manière à vérifier les 

résultats obtenus, il est intéressant de les comparer à ceux donnés par la modélisation 

éléments finis en régime dynamique. 
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III.3.1.3.2) COMPARAISON ENTRE LES ELEMENTS FINIS EN LINEAIRE ET LES 
ESSAIS 

Les erreurs relatives sont données par rapport aux essais 

R(Q) Veff(V) Ieff (A) Veff (V) Ieff (A) Erreur Erreur 
(essai) (essai) (MEF) (MEF) Tension Courant 

(%) (%) 
10000 226.8 0 266.25 0 17.4 x 
3.35 221.7 69.75 262.87 78.24 18.6 12.2 
1.53 216.5 141.75 256.63 167.24 17.7 15.5 
1.35 214.2 160.8 254.79 188.17 18.9 17.0 
1.14 211.3 186.45 251.08 220.09 18.8 18.0 
0.96 207.85 219.3 247.61 257.12 19.1 17.2 

Tableau 3.3 
Comparaison des résultats éléments finis en linéaire vis à vis de 1 'expérience 

R(Q) Veff(V) Ieff (A) Veff (V) Ieff (A) Erreur Erreur 
essai essai (MEF) (MEF) Tension Courant 

(%) (%) 
10000 226.8 0 266.49 0 17.5 x 
3.35 221.7 69.75 263.13 78.33 18.7 12.3 
1.53 216.5 141.75 256.9 167.42 18.7 18.1 
1.35 214.2 160.8 255.05 188.37 19.1 17.1 
1.14 211.3 186.45 251.95 220.35 19.2 18.2 
0.96 207.85 219.3 247.9 257.44 19.3 17.4 

Tableau 3.4 
Comparaison des résultats éléments finis en non linéaire vis à vis de 1' expérience 

La modélisation éléments finis en régime dynamique donne des résultats avec une 

erreur de 17 à 19 % vis à vis des essais. ll est à noter qu'une comparaison de la modélisation 

par réseau de perméances et par éléments finis s'impose. 

III.3.1.3.3) COMPARAISON ENTRE LES RESULTATS RESEAU DE PERMEANCES ET 

LES ELEMENTS FINIS 

Les erreurs relatives sont données par rapport aux éléments finis 
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R(Q) Veff (V) Jeff (A) Veff(V) Jeff (A) Erreur erreur 
(MEF) (MEF) (SIREPCE) (SIREPCE) tension courant 

(%) (%) 
10000 266.25 0 253.7 0 4.95 x 
3.35 262.87 78.24 249.88 74.59 4.94 4.66 
1.53 256.63 167.24 246.24 160.94 4.04 3.77 
1.35 254.79 188.17 245.21 181.64 3.76 3.47 
1.14 251.08 220.09 243.7 213.57 2.94 2.96 
0.96 247.61 257.12 241.13 251.18 2.62 2.31 

Tableau 3.5 
Comparaison des résultats éléments finis et réseau de perméances en régime linéaire 

R(Q) Veff (V) Jeff (A) Veff (V) Jeff (A) Erreur Erreur 
(MEF) (MEF) (SIREPCE) (SIREPCE) Tension courant 

(%) (%) 
10000 266.49 0 252.7 0 5.17 x 
3.35 263.13 78.33 250.5 75.57 4.97 3.52 
1.53 256.9 167.42 246.10 160.85 4.20 3.92 
1.35 255.05 188.37 244.9 181.41 3.98 3.69 
1.14 251.95 220.35 242.86 213.03 3.61 3.32 
0.96 247.9 257.44 240.16 250.17 3.12 2.82 

Tableau 3.6 
Comparaison des résultats éléments finis et réseau de perméances en régime non linéaire 

La différence entre ces deux modélisations tourne autour de 3 à 5.2 %, ce qui paraît 

tout à fait raisonnable étant donné que la méthode des réseaux de perméances est une méthode 

approchée qui n'utilise qu'un nombre restreint d'éléments. 

III. 3 .1. 3.4) CARACTERISTIQUE EXTERNE DE LA MACHINE 

Etant donné que les régimes linéaire et non linéaire sont très proches l'un de l'autre, 

car la machine est très faiblement saturée, nous ne représentons ici, que la caractéristique 

externe comparant les essais aux résultats fournis par les modélisations par réseau de 

perméances en non linéaire et éléments finis en non linéaire. 
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Tension (V) Caracteristique V (1) 
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Figure 3.21 
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Comparaison des caractéristiques externes en non linéaire 

En dilatant 1' échelle des tensions, de manière à obtenir une meilleure comparaison, on 

remarque que les valeurs données par les essais sont nettement inférieures à celles des 

différentes modélisations. Ce phénomène est très certainement dû à une différence entre la 

caractéristique théorique des aimants et celle réelle. En effet, dans le cas des modélisations, la 

caractéristique de 1' aimant est fondée sur les valeurs du champ coercitif et de sa perméabilité 

relative, alors qu'en pratique, la valeur de ce champ peut être plus faible. Une autre cause est 

très certainement liée au fait que 1' aimantation axiale de 1' aimant n'est pas forcément 

uniforme sur toute sa surface surtout au niveau de ses extrémités. Une réduction de 10 % de 

ce champ coercitif donnerait une erreur maximale de 3% sur la caractéristique externe de la 

machine. D'autre part, lors du fonctionnement de la machine, des courants de Foucault se 

créent dans les aimants occasionnant un échauffement de ces derniers qui engendre une 

augmentation de température et par le fait une diminution de quelques pour cent du champ 

coercitif et de l'induction rémanente. La loi d'évolution de l'induction rémanente d'un aimant 

en fonction de la température est la suivante : 

(111.2) 

avec a= -0.025 %/°C pour un aimant en samarium-cobalt 

Ces deux phénomènes conjugués peuvent justifier la différence entre les essais réalisés 

sur la machine et les résultats des deux modélisations. 
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La machine étant faiblement saturée, nous allons comparer les résultats obtenus par la 

modélisation par réseau de perméances à ceux calculés à partir d'un modèle de référence qui 

est fondé sur le modèle de la réactance synchrone lors du fonctionnement en moteur de la 

machine. La caractéristique du couple électromagnétique en fonction du courant absorbé est : 

Cem(Nm) 
800 

700 

600 

500 

400 

300 

200 
- modèle de référence 

100 - simulation en linéaire 

- simulation en non linéaire 
0 
60 80 100 120 140 160 180 Courant 

{A) 

Figure 3.22 
Caractéristique du couple électromagnétique en fonction du courant absorbé 

Les caractéristiques du couple en fonction du courant obtenues par réseau de 

perméances et avec le modèle théorique sont en parfaite correspondance et donnent une 

caractéristique de couple presque linéaire. 

La modélisation par réseau de perméances, pour la machine synchrone à aimants 

permanents de 125 kW, donne des résultats satisfaisants avec un temps de calcul faible. Une 

période électrique de la machine, contenant 100 points, est simulée en 70 secondes avec 

Sirepce en langage non compilé contre plusieurs dizaines de minutes par la méthode des 

éléments finis en régime dynamique. 
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lll.3.2) MACHINE SYNCHRONE DE 33 KW 

Ill.3.2.1) PRESENTATION DE LA MACHINE 

La machine étudiée possède les caractéristiques suivantes : 

- le rotor possède 10 paires de pôles, composées par des aimants en néodyme fer bore 

(NdFeB) d'une induction rémanente (Br) de 1.15 T, d'un champ coercitif (He) de 

871.6 kNm et d'une perméabilité relative flr de 1.05. 

- le stator est composé de 72 encoches rectangulaires garnies d'un bobinage triphasé 

imbriqué à pas raccourcis avec deux voies d'enroulement en parallèles. le stator 

possède un pas de 1.2 encoche par pôle par phase. Chaque encoche possède 28 

conducteurs. 

- les bobinages statoriques sont couplés en étoile. 

- la machine est alimentée par un réseau triphasé sous une fréquence nominale de 39 Hz, 

autorisant une vitesse de rotation de 235 tr/min. La vitesse maximale est de 465 tr/min. 

-l'ouverture de l'arc polaire sur le pas polaire est de 0.69 

- la longueur de la machine est de 93 mm 

-le diamètre d'alésage statorique est de 452 mm 

- le diamètre extérieur est de 800 mm 

- la hauteur des aimants est de 10 mm 

-l'entrefer mécanique est de 2.5 mm 

-les courbes de saturation des matériaux sont les mêmes que pour la machine de 125kW 

Ill.3.2) RESEAU DE PERMEANCES ASSOCIE 

La modélisation commence par 1 'étude éléments finis classique. La machine possédant 

vingt pôles et 72 encoches, grâce aux symétries de construction, un quart de la machine peut 

être modélisé à vide en magnétostatique. Mais, dans le cas des réseaux de perméances, nous 

devons modéliser un nombre pair de pôles. Ainsi la configuration minimale de la machine à 

modéliser est de 10 pôles et 36 encoches, soit une demi machine. En éléments finis couplés 

électriques (fig. 3.23), étant donné la répartition du bobinage dans les encoches, la 

modélisation de la demi machine s'impose. 
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Figure 3.23 
Modélisation éléments finis de la machine de 32.5 kW à vide 

Les enroulements statoriques de la machine sont couplés en étoile et débitent sur une 

charge résistive triphasée équilibrée couplée en étoile. La description de la partie électrique 

est la même que celle donnée figure 3.20. 

La partie magnétique est modélisée par le réseau de perméances donné figure 3.24, 

avec: 

- PCS : perméance de culasse statorique de valeur 1/1361 H 

- PDFE : perméance de dent statorique de fond encoche de valeur 112169 H 

- PDCA : perméance de dent statorique coté alésage de valeur 1/2548 H 

- PFE: perméance de fuites d'encoche (milieu d'encoche) de valeur 1/1.508e6 H 

- PFA: perméance de fuites d'encoche (coté alésage) de valeur 1/6.67e6 H 

- PCR : perméance de culasse rotorique de valeur 1/52880 H 

- PAIM: perméance d'aimant de valeur 1/1.647e6 H 

- FMMAIM : source de force magnétomotrice d'aimant de valeur E égale à 8716 Atr 

- FMMDCA : source de force magnétomotrice de dent variable 
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Figure 3.24 
Réseau de perméances associé à la machine de 32.5 kW 

Et PE: perméance d'entrefer dont l'évolution en fonction de l'angle mécanique est donnée par la 

figure 3.25. 
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Figure 3.25 
Evolution de la perméance d'entrefer 
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Le nombre de perméances d'entrefer est égal au nombre de dents statoriques multiplié 

par le nombre de pôles rotoriques, soit dans notre cas, 360 perméances d'entrefer. 

Le modèle contient 36 dents statoriques et 524 branches magnétiques, dont 10 

contenant des aimants et 360 modélisant les perméances d'entrefer. Ce modèle est un peu plus 

lourd à traiter et nécessite des temps de calcul plus longs. 

III.3.2.3) RESULTATS OBTENUS 

Comme pour la machine précédente, les résultats de simulation par la modélisation par 

réseau de perméances sont comparés aux essais fournis par le constructeur et aux résultats de 

simulation par la méthode des éléments finis en régime dynamique. Lors du fonctionnement 

en génératrice débitant sur une charge triphasée équilibrée couplée en étoile. Les premières 

comparaisons donnent : 

Essais MV2DYN Erreur Sirepce Erreur Erreur 

MV2DYN Sirepce par Sirepce par 

par rapport rapport aux rapport à 

aux essais essais MV2DYN 

A vide U=174.3V U=178.3V 2.31% U=l81.4V 4.07 1.72% 

En U=149.7V U=165.6V 10.66% U=l66.3V 11.09% 0.4% 

charge 1=50.83A 1=54.76A 7.73% 1=56.5A 11.15 % 3.2% 

Tableau 3.7 
Comparaison des résultats obtenus pour la machine de 32.5 kW 

Lors de 1' étude à vide ou en charge, la modélisation par réseau de perméances est en 

parfaite correspondance vis à vis de la méthode éléments finis. A vide, celles-ci sont en 

accord avec l'expérience avec une erreur maximale de 4 %. En charge, une erreur supérieure 

est à noter, de l'ordre de 10.5 à 11.2 % vis à vis de l'expérience. Ce phénomène peut être 

expliqué, par l'importance des inductances de têtes de bobines, car la machine est de faible 

longueur, et celles-ci ne sont pas prises en compte dans les deux modélisations .. 

En prenant l'inductance de tête de bobine égale à 0.66 mH par phase, donnée par le 

constructeur, on obtient les résultats suivants : 
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Essais MV2DYN Erreur Sirepce Erreur Erreur 

MV2DYN Sirepce par Sirepce par 

A vide 

En 

charge 

par rapport rapport aux 

aux essais essais 

U=174.3V U=178.3V 2.31% U=181.4V 4.07 

U=149.7V U=155.8V 4.08% U=161.6V 7.95% 

1=50.83A 1=52.9A 4.09% 1=54.91A 8.03% 

Tableau 3.8 
Comparaison des résultats obtenus pour la machine de 32.5 kW 

avec inductances de têtes de bobines 

rapport à 

MV2DYN 

1.72% 

3.71% 

3.78% 

La prise en compte des inductances de têtes de bobines a permis de se rapprocher du 

fonctionnement expérimental, avec une erreur de 4 % entre les essais et les résultats de 

simulation effectuée par les éléments finis et 8 % entre les essais et ceux donnés par la 

modélisation par réseau de perméances. Le modèle par réseau de perméances de la machine 

synchrone à aimants permanents de 32.5 kW prend bien en compte le fonctionnement de la 

machine. Le temps d'exécution pour une période électrique contenant 100 points est de 70 

minutes par réseau de perméances sur un pentium 133 Mhz en langage non compilé contre 3 

heures par la méthode des éléments finis en régime dynamique sur une station de travail RISC 

6000. 

111.4) CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons, dans un premier temps, validé le logiciel de simulation 

(SiRePCE), élaboré en vue de la simulation par réseau de perméances magnétique-électrique 

couplé, Cette validation s'est effectuée par 1' intermédiaire de la simulation de deux machines 

synchrones déjà modélisées au sein du laboratoire. Lors des études des deux machines, nous 

retrouvons les mêmes résultats. 

La deuxième partie de ce chapitre a été consacrée à la modélisation par réseau de 

perméances magnétique-électique couplé de deux machines synchrones à aimants permanents 

construites par la société JEUMONT INDUSTRIE. La première des deux machines 

modélisées d'une puissance de 125 kW donnent des résultats avec des erreurs allant de 10 à 
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15 %. Ces erreurs sont très certainement dues à des aimantations axiales non uniformes sur 

toute la surface des aimants. Pour la deuxième machine, d'une puissance de 32.5 kW, nous 

retrouvons le fonctionnement de la machine avec une erreur tout à fait acceptable de 1' ordre 

de 8 %. Aussi, la modélisation par réseau de perméances des machines synchrones à aimants 

permanents permet de garder une bonne précision sur les résultats tout en gagnant en temps de 

calcul vis à vis de la méthode des éléments finis. 
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CONCLUSION GENERALE 

1) CONCLUSION SUR LA MODELISATION PAR RESEAUX DE PERMEANCES 

MAGNETIQUE - ELECTRIQUE COUPLES 

Dans ce mémoire, nous avons présenté une méthode de modélisation des machines 

tournantes qui concilie un niveau de complexité et de mise en œuvre raisonnable tout en 

gardant un bon compromis temps de calcul - précision. Cette méthode est fondée sur la 

décomposition géométrique de la partie magnétique des machines en un nombre restreint de 

tubes de flux. Chaque perméance peut alors être déterminé par une analyse éléments finis. 

L'association de ces tubes en réseaux, nous permet d'obtenir un modèle assez fidèle de la 

partie magnétique de la machine. Le réseau ainsi établi est alors relié aux circuits électriques 

internes et externes de la machine. 

D'autre part, nous avons élaboré des éléments de couplage des circuits magnétique et 

électriques, prenant en compte la réaction magnétique des machines. Les relations et équations 

matricielles mises en évidence dans le cadre de ce couplage, permettent ainsi la détermination 

des grandeurs d'échanges électriques et magnétiques. De là, les mises en équations des 

différentes parties ont été réalisées, prenant en compte le mouvement du rotor vis à vis du 

stator ainsi que les phénomènes non linéaires de saturation magnétique. Une fois le système 

matriciel différentiel établi, la résolution de ce dernier est assurée par sa discrétisation par la 

méthode d'Euler implicite, et le traitement des non linéarités par deux algorithmes, soit celui 

fondé sur la méthode de substitution, soit celui fondé sur la méthode de Newton Raphson. 

Bien entendu, dans le cadre des machines dont la partie magnétique contient beaucoup 

d'éléments, un logiciel de mise en équations automatique des parties magnétique et 

électriques, ainsi que leur couplage a été développé. Ce logiciel, appelé SiRePCE et développé 

sous l'environnement MATLAB, assure aussi la résolution du système matriciel différentiel 

non linéaire par les deux méthodes que nous avons citées auparavant. L'exploitation des 

résultats de simulation est réalisée par l'intermédiaire d'un post-processeur, permettant la 

visualisation d'un grand nombre de grandeurs globales et locales des machines, assurant 

rapidité et convivialité. 
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La validation de la méthode et du logiciel de simulation a été effectuée par la 

réalisation de deux études sur deux machines synchrones différentes, l'une à pôles saillants et 

l'autre constituant un alternateur à griffes. Ces deux machines ont déjà fait l'objet d'une étude 

préalable par réseaux de perméances et de simulations par l'utilisation de logiciels du marché, 

nous permettant ainsi de comparer les résultats obtenus et de valider notre logiciel. 

Enfin, ce travail a été plus spécifiquement appliqué, avec succès, au cas de deux 

machines synchrones à aimants permanents construites par la société JEUMONT 

INDUSTRIE. Les deux machines étudiées étaient d'une puissance respective de 125 kW et de 

33 kW. Cependant, un des points, que nous n'avons pas encore abordé dans ce mémoire, est la 

détermination des puissances dissipées, par effet joules, dans les aimants dues à la création 

des courants de Foucault en fonction de leur conductivité électrique. En effet, les aimants en 

Samarium-Cobalt et en Néodyme-Fer-Bore possèdent une conductivité électrique qu'il est 

préférable de ne pas négliger. C'est sur ce dernier point, que nous voulons ouvrir une voie 

dans la poursuite de ces travaux de modélisation des machines à aimants permanents, prenant 

en compte la détermination des pertes par courants de Foucault dans les aimants, de manière à 

créer un lien vers l'obtention d'une carte de température de la machine. C'est dans cette 

optique, que nous allons conclure ce travail par une première étude sur la détermination des 

courants de Foucault dans les aimants permanents. 

2) CALCUL DES COURANTS DE FOUCAULT DANS LES AIMANTS 

Les machines à aimants permanents possède un avantage qui réside en une puissance 

massique assez élevée, cependant, l'utilisation des aimants peut poser des problèmes de 

démagnétisation partielle ou totale en fonction de leur température. Cette dernière peut être 

augmentée partiellement à cause de la création de courants induits ou courants de Foucault à 

1' intérieur de 1' aimant. Ici, nous n'avons pas pour objectif de résoudre le problème de la 

détermination des courants de Foucault dans un aimant, mais d'en donner une approche 

somme toute significative. Cette étude commence par l'établissement des lois générales des 

courants de Foucault, suivi de celles dans un milieu sans aimantation de manière à les évaluer, 

puis à leur application à un milieu aimanté. 
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2.1) GENERALITES SUR LES COURANTS DE FOUCAULT 

Un des points importants, dans le calcul des machines et installations électriques, est 

1' estimation des pertes engendrées par courants de Foucault. Ces dernières résultent de 

courants induits dans les matériaux conducteurs par une variation du flux ou de 1' induction les 

traversant. Ces variations sont le plus souvent locales. De nombreuses études [10] [46] [47] 

donnent une estimation des ces pertes à l'intérieur de plaques d'épaisseur fine. 

Considérons le cas d'une tôle d'épaisseur fine soumise à un champ d'induction B 

parallèle à la plaque selon la direction Ox, comme présentée figure C.l. L'induction est 

composée par sa seule composante selon Ox. 

(C.1) 

et vérifie : 

- dB 
rot J =-cr*-

dt 
(C.2) 

avec: 

- J : vecteur de densité de courants induits 

- cr : conductivité électrique du matériau 

Lx 

Ly 

B 

Figure C.l 
Plaque fine soumise à un champ magnétique 
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L'hypothèse de départ de ce calcul est fondée sur le fait que les dimensions de Lx et Ly 

sont très grandes devant l'épaisseur e, ce qui signifie que la faible amplitude des courants 

induits n'affecte pas le champ externe d'induction B, ainsi la densité de courants induits J est 

indépendante de x et de y, ce qui se traduit sur la figure C.2 par : 

Figure C.2 
Densité de courants induits 

et analytiquement par : 

dJ y _ 0'* dB x -- --
dZ dt 

(C.3) 

La puissance dissipée par effet joule due à la création des courants de Foucault est 

facilement obtenue par 1 'intégration, sur le volume de la plaque, de la composante de J selon 

l'axe Oy. Cette composante s'obtient après l'application des lois de Maxwell. 

avec: 

- P : puissance dissipée 

- e : épaisseur de la plaque 

p = ~ * (dB x )2 * e2 * V 
12 dt 

-V: volume de la plaque égal à Lx*Ly*e 

(C.4) 

ll est à noter que les densités de courants induits sont beaucoup plus importantes à la 

périphérie de la plaque qu'en son centre. Ceci est dû à la répartition des courants induits à la 

surface de la plaque qui est définie en fonction de la profondeur de pénétration ù vérifiant la 

loi suivante : 
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- 1.1 : perméabilité du matériau 

CONCLUSION GENERALE 

<>-cr 
v~ 

- m: pulsation du champ d'induction 

(C.5) 

Les pertes par courants de Foucault peuvent être modélisées par des résistances 

équivalentes [48] [49] placées judicieusement dans le modèle. Ce principe n'est valable que 

pour des systèmes électromagnétiques possédant une configuration géométrique simple. En ce 

qui concerne l'étude de cas plus complexes, il est souvent nécessaire d'avoir recours à la 

modélisation éléments finis [50], de manière à obtenir une estimation correcte de ces courants 

induits. 

2.2) CALCUL DES COURANTS DE FOUCAULT DANS UN MILIEU SANS AIMANTATION 

Le matériau sans aimantation étudié possède une conductivité cr de 1111111 S/m, une 

perméabilité relative de 1.117 et est soumis à un champ d'excitation sinusoïdal créée par des 

courants de fréquence variable dans les conducteurs tel que le décrit la figure C.3 

où: 

conducteurs 

Figure C.3 
Dispositif étudié 

- la largeur est notée Let est suivant Ox 

-la hauteur est notée h et est suivant Oy 

-la profondeur est notée Lp et est suivant Oz 
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La résolution des courants de Foucault et par ailleurs les problèmes d'effet de peau 

sont fondés sur la résolution des équations de Maxwell qui pour des ondes quasi stationnaires 

donnent: 

- aH 
rot(E) = -f.l *­

dt 
rot(H) = J 
- -J=cr*E 

div(E) = 0 

div(H) = 0 

Les relations C.6, C.7 et C.8 impliquent que: 

- -rot(rot(H)) =cr* rot(E) 

qui permet d'aboutir au système : 

avec ~H : Laplacien du champ H, ce qui revient à résoudre : 

(C.6) 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

(C.lO) 

(C.ll) 

(C.l2) 

(C.l3) 

Le champ auquel est soumis le matériau a une composante non nulle seulement sur 

l'axe Oy, car les dimensions Lp et L sont très grandes devant h. Ceci signifie que le pavé est 

d'une épaisseur fine et la faible amplitude des courants induits n'affecte pas l'induction 

extérieure les créant, ce qui amène au système suivant : 

Hx=O 

Hy =Ho* eiwt 

Hz=O 

Les équations C.13 et C.14 amènent à résoudre le système C.l5 : 
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(C.l 0) 

En partant du système d'équations C.15, après avoir posé k2 = j * ro *Il* cr et en ne 

prenant que l'équation dont le terme de droite est non nul, on étudie alors: 

(C.16) 

qui possède une solution de la forme : 

(C.17) 

où les deux constantes d'intégration H 1 et H 2 sont déterminées à partir de la condition de 

symétrie sur les bords du matériau [ 45] : 

H(x = L 1 2) = H(x = -L 1 2) (C.l8) 

si on pose l=U2, on a : 

H(x = 1) = H(x = -1) (C.19) 

car l'effet des deux courants des bobines est parfaitement compensé au milieu du pavé. On 

obtient alors : 

H _ H * k*l H * -k*l o- 1 e + 2 e 

H _ H * -k*l H * k*l o- 1 e + 2 e 

qui nous permet de déterminer les deux constantes d'intégration : 

1 
H -H -H *----

1- 2 - 0 2*ch(k*l) 

(C.20) 

(C.21) 

Ainsi, l'équation du champ H selon l'axe Oy à l'intérieur du matériau s'exprime par: 
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H (x) = H * ch(k *x) 
y 0 ch(k * 1) 

sachant que k est un terme complexe et en posant : 

k = 1 + j 
a 

où a est appelée profondeur de pénétration ou encore épaisseur de peau : 

(C.22) 

(C.23) 

(C.24) 

on peut décomposer Hy, à partir de l'équation C.22, selon ses parties réelle et imaginaire : 

R (H ) _ H * cos(x 1 a)* ch( x 1 a)* cos(l 1 a)* ch(l 1 a)+ sin(x 1 a)* sh(x 1 a)* sin(l 1 a)* sh(l 1 a) 
e Y - o ( ]2 ( . ]2 cos(l 1 a)* ch(l 1 a) + sm(l 1 a)* sh(l 1 a) 

(C.25) 

et: 

1 
(H ) _ H * sin(x 1 a)* sh(x 1 a)* cos(l 1 a)* ch(l 1 a)- cos(x 1 a)* ch(x 1 a)* sin(l 1 a)* sh(l 1 a) 

rn Y - o ( ]2 [ . ]2 cos(l 1 a)* ch(l 1 a) + sm(l 1 a)* sh(l 1 a) 

(C.26) 

La validité de cette formulation est vérifiée en traçant l'évolution de H en fonction de 

la position x (fig. C.4) superposée à celle donnée par le logiciel éléments finis PC OPERA 

2D. 
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H(A) ModuledeH 
2500 

2000 

1500 

1000 

500 

0 
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 

x rn 

Figure C.4 
Comparaison des courbes du module de H en fonction de la position 

-courbe donnée par PC OPERA 
+ courbe donnée par la formulation 

La densité de courants induits est déterminée à partir de la relation C. 7 et donne : 

1 J k 
a a a dHy -

J= 
dx 

=--*k 
dy dz dx 

(C.27) 

0 Hy 0 

soit la composante de J suivant l'axe Oz: 

(C.28) 

dont le module est égal à : 

(2*x) (2*x) ch -a- -cos -a-

(2*1) (2*1) ch -a- +cos -a-

(C.29) 

et se décompose en parties réelle et imaginaire, dont leurs expressions sont les suivantes : 
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H 0 cos(x/ a)*sh(x/ a)*cos(l/ a)*ch(l/ a)+sin(x/ a)*ch(x/ a)*sin(l/ a)*sh(l/ a) 
Re(J) = --* 2 2 

a [cos(l/ a)*ch(ll a)] +[sin(l/ a)*sh(l/ a)] 

(C.30) 

H0 cos( x 1 a)* sh(x 1 a)* cos(l 1 a)* ch(l 1 a)+ sin( x 1 a)* ch( x 1 a)* sin( li a)* sh(l/ a) 
Im(J)=--* · 

a [cos(l/ a)*ch(l/ a)Y +[sin(l/ a)*sh(l/ a)Y 

H0 sin( x 1 a)* ch(x 1 a)* cos(l 1 a)* ch(l 1 a)- cos(x 1 a) *sh(x 1 a)* sin(l 1 a)* sh(l 1 a) 
---*--~--~~--~--~--~--~~--~~~--~--~--~~--~~ 

a [cos(l/ a)*ch(l/ a) Y +[sin(l/ a)*sh(l/ a)]
2 

(C.31) 

Les modules des densités de courants induits donnés par PC OPERA et ceux calculés à 

partir de C.30 et C.31 sont comparés pour deux fréquences différentes aux figures C.5 et C.6. 

La formulation établie est en parfaite cohérence avec les résultats éléments finis. 

Module de J en A/rnrn2 

0.008 

0.006 

0.004 

0.002 

OL---~----~--~----~--~--~ 

-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 
x rn 

Figure C.5 
Module de la densité de courants induits en fonction de la position x, à f=50Hz 

-courbe donnée par PC OPERA 
+ courbe donnée par la formulation analytique 
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Module de J en A/mm2 

-0.01 0 0.01 

Figure C.6 

0.02 0.03 
x(m) 

Module de la densité de courants induits en fonction de la position x, à f=10000Hz 
- courbe donnée par PC OPERA 

+ courbe donnée par la formulation analytique 

Ces densités de courants induits dans le matériau créent des échauffements à 1' intérieur 

de celui-ci qui sont déterminés à partir de l'évaluation des pertes joules (p). Ces pertes 

calculées par unité de volume s'établissent à partir de : 

(C.32) 

En reportant C.8 dans C.32, il vient : 

1 jJ 12 
p = _1_ J _k- * dx 

2 * 1 cr -1 

(C.33) 

soit des pertes joules par unité de volume égales à: 

H 2 

p= 0 
2*cr*l*a 

(
2*1) (2*1) * sh -a- - sin -a-

(
2*1) (2*1) ch -a- - cos -a-

(C.34) 

D'autre part, les pertes totales sont égales aux pertes par unité de volume multipliées 

par le volume V=2*l*h*Lp, et s'exprime par: 
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(
2*1) 0 (2*1) 2 * 1 * L * h * H 2 sh -- - sm --

P= P o * a a 
2*cr*l*a (2*1) (2*1) ch-- -cos--

a a 

(C.35) 

Les résultats obtenus par PC OPERA et la méthode analytique portant sur l'étude d'un 

pavé de 13*57*220 mm avec une perméabilité relative de 1.117 et une conductivité de 

1111111 Sim sont comparés au tableau C. 1. 

Fréquence Pertes par Pc Opéra Pertes par la méthode analytique 
(Hz) (W) (W) 
50 1.986 E-3 1.9858 E-3 

500 0.1707 0.1701 
2700 1.7576 1.7576 
3500 2.4015 2.4015 
5000 3.6495 3.6495 
10000 7.8231 7.823 
20000 15.6472 15.647 

Tableau C.1 
Comparaison des pertes par courants de Foucault 

Les résultats donnés par la méthode analytique et par PC OPERA sont en parfaite 

correspondance. Ainsi, le domaine de validité de cette formulation a été vérifié. li ne nous 

reste plus qu'à prendre en compte l'aimantation de notre matériau dont l'étude est présentée 

au paragraphe suivant. 

2.3) CALCUL DES COURANTS DE FOUCAULT DANS UN MILIEU AVEC AIMANTATION 

Reprenons le matériau du paragraphe 2.2) auquel nous ajoutons son aimantation et 

plaçons maintenant cet aimant de même conductivité dans le système de la figure C.7. La 

figure 1.8 décrivant la caractéristique de l'aimant donne le point (C) de fonctionnement de 

celui-ci. 
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Jlrc 

s=llllll 
wa=l.ll 

Figure C.7 
Système étudié 

Ce point de fonctionnement C(H1,B 1) vérifie l'équation: 

He 
H =-H +-*B 

1 e B 1 
r 

(C.36) 

Les deux conducteurs créent une induction sinusoïdale Bb (t) suivant Oy, tel que : 

(C.37) 

Le champ de l'aimant H(t) sur Oy est égal à la superposition de B1 et de Bb(t), si 

l'amplitude de BJt) ne dépasse pas la variation autorisée autour du point C sur l'aimant, 

soit: 

H .•• 
H(t) =-He+ Be *(BI+ Bo *el mt) 

r 

si la dérivée de H(t) par rapport au temps est calculée, on obtient alors : 

êlH(t) .* *He *B * i*m*t -at=J ffi B o e 
r 

(C.38) 

(C.39) 

Les deux champs B1 et Bb (t) suivent la même direction Oy, alors H(t) est aussi 

suivant l'axe Oy, ainsi nous pouvons reprendre le système d'équations C.13 établi lors du 

paragraphe précédent pour aboutir à : 

êl 2H H · __ Y = J. * co * 11 * cr * _e * B * e jmt 
~ 2 ~ B o 
oX r 

(C.40) 
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H 
en posant k2 = j *ffi*~* cr et Hy eq = _c * B0 , on aboutit à la même relation que C.l6 : 

Br 

(C.41) 

La solution générale est de la même forme que C.17 : 

Hy (x)= H *ek*x + H *e-k*x 
eq cl c2 (C.42) 

et les solutions générale et particulière de Hy(x) sont : 

H k* k* Hy(x)=-H +-c *B +H e x +H *e- x c B 1 cl c2 
r 

(C.43) 

De même, les deux constantes d'intégration Hel et Hc2 sont déterminées à partir des 

conditions de symétrie dues au fait que l'effet du courant de la bobine est parfaitement 

compensé au milieu de l'aimant. En posant l=U2, on obtient: 

H(x = 1) = H(x = -1) (C.44) 

Ce qui amène aux variables d'intégration suivantes : 

Bo He 
H -H - *-

cl - c2 - 2 * ch(k * 1) Br 
(C.45) 

donnant la composante de H sur l'axe Oy: 

H H B *ch(k*x) 
Hy(x)=-H +-c *B +-c *---"-0----

c Br 1 Br ch(k*l) 
(C.46) 

dont les parties réelle et imaginaire sont : 

Re(Hy(x)] =He * Bo *cos( x 1 a)* ch(x 1 a)* cos(l 1 a)* ch(l 1 a;+ sin( x 1 a)* sh(x 1 a); sin(l 1 a)* sh(l 1 a) 
Br [cos(l/a)*ch(l/a)] +[sin(l/a)*sh(l!a)] 

-H +He* B (C.47) 
c B 1 

r 
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Im(Hy(x)] = He * Bo * sin(x 1 a)* sh(x 1 a)* cos(l 1 a)* ch(l 1 a~- cos( x 1 a)* ch(x 1 a): sin(l 1 a)* sh(l 1 a) 
Br [cos(l/a)*ch(l/a)] +[sin(l/a)*sh(l/a)] 

(C.48) 

La densité de courants induits J est donnée par la relation C.27 et la dérivée par rapport 

H 
à x de -He + B c * B1 est nulle car ce terme est constant, ce qui revient à écrire que la densité 

r 

de courants induits est : 

J = k *He *B * sh(k *x) 
k Br 0 ch(k * 1) 

(C.49) 

Cette formule montre que la densité de courants de Foucault induits dans 1' aimant est 

la même que celle trouvée au paragraphe 2.2) lors de l'étude du cas sans aimantation, en 

posant H0 =He * B0 • Le module de la densité de courants induits est donné par C.29, et les 
Br 

pertes joules dans l'aimant sont données par la relation C.35. 

La formulation développée auparavant est validée par la méthode des éléments finis 

lors de la modélisation du dispositif de la figure C. 7 par deux logiciels différents 

(MV2DYN/TROIKA et PC OPERA 2D) aux figures C.8 à C.ll qui représentent la densité de 

courants induits en fonction de la position et à des fréquences différentes. 

Modgle de J en mA/mm2,- théori ue,+ MV2DYN 

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 

Figure C.8 
f=50 Hz 

x (rn) 
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Module de J en A/mm2,- théorique,+ MV2DYN 
0.06 ,--..,.----.----r----r-----,.----, 

0.05 

0.04 

0.03 

0.02 

0.01 

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 

Figure C.9 
f=2700 Hz 

x(m) 
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Module de J en A/mm2,+ theorique,- PC OPERA 
0.08 ,----.,....--~--.------.----,.-----, 

0.07 

0.06 

0.05 

0.04 

0.03 

0.02 

0.01 

+ 

OL--~-~~~~~-~--~ 

-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 

Figure C.lO 
f=5000 Hz 

x(m) 

Module de J en A/mm2,+ théorique,- PC OPERA 
0.12 ,----..----.----...-----.----,.--, 

0.1 

0.08 

0.06 

0.04 

0.02 

+ 

0 0.01 0.02 0.03 

Figure C.ll 
f=lOOOO Hz 

x(m) 

L'amplitude de la densité de courants induits a la même évolution (en fonction de la 

position sur un demi-aimant) que celle calculée par la formulation analytique. La conclusion 

est que l'aimantation (point de polarisation de l'aimant) ne joue aucun rôle à partir du moment 

où l'amplitude du signal superposé permet de conserver le point de fonctionnement de 

l'aimant sur sa caractéristique B(H). L'évolution des densités de courants induits instantanées 

en fonction du temps et de la position sont données aux figures C.ll à C.15. 

0.5 

0 

-0.5 

-1 
50 

-50 0 

Figure C.ll 
f=50 Hz 

0.02 

J en A/m2 
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Figure C.12 
f=2700 Hz 
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Figure C.13 
f=5000 Hz 
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J enNm2 

x 10 5 

2 

0 

-1 

-2 . 
50 

x en mm 
-50 0 

Figure C.14 
f=lOOOO Hz 

1-4 
t ens x 10 

Des figures précédentes, nous pouvons mettre en évidence l'effet de peau qm 

concentre le courant sur les bords de l'aimant en fonction de la fréquence. Ceci implique que 

les densités de courants induits sont très fortes sur les bords et nulles sur la partie centrale. 

L'évolution de cette dernière est très nette lorsque l'on augmente cette fréquence. 

2.4) APPLICATION AUX RESEAUX DE PERMEANCES 

L'intégration des calculs des courants de Foucault dans les réseaux de perméances 

n'est actuellement pas possible, même dans le cas du post-traitement, car 1' aimant est 

modélisé comme un tube de flux unique. Dans le cas d'une machine synchrone à aimants 

permanents, les courants de Foucault sont créés partiellement à la surface de l'aimant (fig. 

C.15), ils sont dus à l'effet d'encochage. 
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Figure C.15 
Courants induits dans l'aimant d'une machine synchrone 

calculés par MV2DYN 

Le calcul des courants induits ne vérifie plus les deux conditions de départ. 

Premièrement, la densité de champ n'est pas constante sur toute la hauteur (h) de l'aimant. 

Deuxièmement, nous avons à faire à des courants induits locaux, ce qui impliquent de 

subdiviser l'aimant pour éventuellement les prendre en compte. Mais, même dans ce cas, 

chaque subdivision n'apparaît plus comme un pavé d'épaisseur fine et les composantes du 

champ (H) existent certainement selon les trois axes. Pour confirmation, un calcul de la 

puissance dissipée dans les aimants a été testé en post-traitement à partir de la variation totale 

du flux traversant la perméance d'aimant. Les pertes ainsi calculées se sont révélées nettement 

sous-estimées. Actuellement, il n'est donc pas possible d'intégrer le calcul des courants de 

Foucault dans les aimants à l'aide du modèle des réseaux de perméances, même en post 

traitement. 
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