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INTRODUCTION

L'invention, ou plut6t /es inventions de la machine asynchrone datent des années 1880.
Elles résultent de l'observation du phénomene des rotations d'Arago, rapporté pour la premiére
fois en 1824. Parmi les scientifiques qui les premiers appliquerent ce principe, on peut citer
Ferraris, von Dolivo-Dobrowilsky et Tesla (présenté dans [1]).

Il a ensuite fallu attendre 1897 pour que Steinmetz propose une théorie de représentation
de la machine asynchrone par un circuit électrique équivalent (cf. [2]). Ce mod¢le externe reste
encore valable aujourd’hui, malgré la difficulté de déterminer les parametres du circuit, ces
derniers variant en fonction de la charge appliquée.

A partir des années 1960, le développement conjoint des calculateurs électroniques et des
méthodes numériques permet la mise au point des modeles internes de la machine asynchrone.
Des codes de calculs, dédiés a la résolution locale des équations de Maxwell et basés sur la
discrétisation géométrique bidimensionnelle sont développés des les années 1970 [3] [4] [5]. Us
sont utilisés, depuis quelques années, par les constructeurs des moteurs mais continuent a évoluer
(couplage électrique et commande, couplage mécanique, couplage thermique), pour donner une
représentation aussi fidele que possible des machines étudices [6] [7] [8] [9] [10].

Cependant, dans nombre de dispositifs, une représentation géométrique bidimensionnelle

n'est pas adaptée. C'est le cas des machines asynchrones a encoches inclinées ou des alternateurs
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de forte puissance, avec des parties frontales importantes. On assiste alors au développement des
codes informatiques utilisant les ¢léments finis en trois dimensions [11] [12] [13].
L'industrialisation de ces nouveaux outils pose encore des problémes aujourd’hui. En effet, les
temps de calcul et l'espace de stockage des données nécessaires a la résolution des problémes
tridimensionnels mettent & rude épreuve le matériel informatique en place. Aussi, le
développement des modeles 3D demeure encore d'actualité.

Lorsque la structure étudiée présente une symétrie ou une régularité, une modification des
codes en deux dimensions constitue un axe de recherche parallele. Pour traiter les encoches
inclinées, par exemple, un découpage de la machine en disques 2D a é€té mis en place [14].

Notre travail s'inscrit tout d'abord dans la lignée des modéles tridimensionnels. Nous
allons mettre en place une formulation utilisant la discrétisation en €léments nodaux 3D. Les
¢quations magnétiques et électriques seront résolues simultanément, en pas a pas dans le temps,
et nous prendrons en compte la non linéarit¢ magnétique des matériaux et la rotation de la
machine. Par opposition aux modeles 2D "améliorés", nous pouvons alors réduire le nombre de
degrés de liberté des problemes traités si des directions privilégiées pour les grandeurs
¢lectromagnétiques se présentent. L'objectif clairement affiché de ce modele 3D "dégradé" est la
réduction des temps de calcul et du stockage informatique.

Dans le premier chapitre, nous aborderons rapidement les différentes techniques de
simplification des formalismes, lorsque la géométrie étudiée ou la constitution du dispositif le
permettent. Le cas d'un conducteur filaire, parcouru par un courant constant sera considéré plus
en détail. Pour obtenir analytiquement les trois composantes du potentiel vecteur magnétique
créé par le fil enroulé en hélice, nous proposerons une reconstitution a partir des résultats obtenus
pour un fil rectiligne équivalent. L'application sera faite sur un ensemble de conducteurs filaires
disposés en hélice.

Le chapitre suivant sera d'abord consacré a la mise en place d'une formulation
tridimensionnelle, utilisant la méthode des éléments finis. Le code ainsi développé sera ensuite
test¢ sur des exemples. Nous effectuerons des comparaisons avec les solutions analytiques,
quand elles sont disponibles, ou avec les résultats des autres formulations. Aprés avoir validé
notre formulation, nous ¢étudierons un cas test présentant deux directions d'invariance
géométrique. Cet exemple permettra l'implantation des hypothéses d'invariance dans notre code.

Dans le troisi¢éme et dernier chapitre, nous appliquerons le modele invariant proposé a
une machine asynchrone a encoches inclinées. Pour modéliser ce dispositif électrotechnique,

nous commencerons par développer des modules complémentaires : prise en compte des non



Introduction.

linéarités magnétiques, couplage avec les équations de circuit électrique, prise en compte de la
rotation et calcul du couple. La machine étudiée sera alors présentée. Nous étudierons deux
points de fonctionnement de ce moteur : a rotor bloqué et a une vitesse proche du synchronisme.
Pour ce dernier point, nous disposons de l'allure expérimentale du courant absorbé. Une série de

comparaisons avec la méthode n-disques sera, par ailleurs, effectuée.



CHAPITRE 1: PRISE EN COMPTE D'INVARIANCE HELICOIDALE.

Introduction.

Pour modéliser un phénoméne physique, on est obligé, de par sa géométrie, de faire appel
a un calcul tridimensionnel. Cependant, a cause de la complexité des expressions a résoudre, ce
type de modélisation nécessite des temps de calcul importants et une capacité mémoire
dispenible conséquente.

Pour les systémes électrotechniques, 1'exemple des codes éléments finis 3D en est une
parfaite illustration. Méme si leur utilisation date de la fin des années 70 [15] et du début des
années 80 [11], plusieurs questions restent d'actualité quant au développement de ces codes.

De nombreux dispositifs admettent des plans ou des axes de symétrie. Des périodicités
géométriques ou des directions d'invariance des grandeurs physiques peuvent aussi étre
exploitées. A chaque fois qu'il est possible d'extraire un motif élémentaire, se reproduisant pour
former l'image de l'ensemble a étudier, on peut chercher a réduire le formalisme 3D tout en
conservant la précision des résultats. Chronologiquement, ce sont les méthodes
bidimensionnelles qui ont ét¢é utilisées en premier [3] [16], les moyens informatiques mis en

ceuvre sont moins importants que pour les modeles 3D.
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Les hypothéses planes, les calculs axisymétriques et axipériodiques ainsi que les
méthodes d'homogénéisations, appliquées plus particulicrement pour décrire le comportement
des matériaux, seront évoquées rapidement dans ce chapitre. L'objectif est de donner un apergu
des méthodes de simplification existantes.

Cependant, dans le cas des machines a encoches inclinées, aucune des hypothéses
présentées ne peut décrire la géométrie hélicoidale des barres rotoriques. Nous étudierons alors la
possibilité d'exploiter les propriétés géométriques d'une portion d'hélice. Un conducteur de
longueur finie, parcouru par un courant, sera disposé en hélice dans un espace homogene. Nous
nous intéresserons a la distribution du potentiel vecteur magnétique ainsi créée. Son orientation
sera supposée connue et nous proposerons une méthode pour le reconstruire a partir d'une seule
de ses composantes. Cette composante sera calculée dans le cas d'un conducteur rectiligne
équivalent.

Pour valider la transformation proposée, nous traiterons un ensemble de conducteurs
enroulés en hélice. Pour cet exemple, nous comparerons le potentiel vecteur magnétique

reconstruit avec le potentiel obtenu par la résolution directe.

1.1. Simplification des formulations tridimensionnelles.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons porter un regard sur les différentes
méthodes utilisées pour simplifier les expressions complexes et difficilement maniables des
formalismes tridimensionnels. Dans un premier temps, nous aborderons les hypothéses du 2D
plan. Les méthodes axisymétrique et axipériodique, seront ensuite présentées. Pour compléter
l'ensemble des principales méthodes simplificatrices, nous terminerons cet inventaire avec les

techniques dhomogénéisation.

1.1.1. Hypothéses planes.

Les codes informatiques utilisant la méthode des ¢léments finis et basés sur un

formalisme bidimensionnel sont devenus une réalité industrielle dans la modélisation des
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systémes électrotechniques. Leur développement est bien connu et la précision des simulations
satisfait entiérement le monde de l'entreprise. Les colits d'investissements informatiques
nécessaires et de fonctionnement sont suffisamment faibles pour étre acceptables.

Cependant, leur utilisation n'est pas toujours permise pour résoudre certains problémes a
géométrie complexe. La figure 1.1, ci-dessous, présente un systéme tridimensionnel. Sur toute la
longueur A, le dispositif est & géométrie invariante. Si on néglige l'extrémité et les effets de

bords, on peut utiliser un modeéle bidimensionnel plan.

extrémité

/

Figure 1.1 : Partie modélisable avec les hypothéses planes.

La partie du dispositif, comprise dans la longueur x, suffisamment loin des bords, pourra
étre modélisée, par une discrétisation en éléments finis de la surface grise, dans la section
centrale du dispositif. Pour tenir compte des extrémités, nous devrons utiliser des artifices.

Cela nous ameéne a énoncer les hypothéses utilisées dans les calculs bidimensionnels
plans. Une section invariante en translation par rapport a son vecteur normal doit étre mise en
évidence dans le dispositif étudié. Les grandeurs colinéaires avec ce vecteur normal doivent étre
invariantes dans sa direction. De plus, il faut que la translation puisse reproduire la section a
l'infini. Or les dispositifs étudiés ont une longueur finie. Les effets de bords ne peuvent donc pas
€tre pris en compte.

Pour modéliser des systémes électrotechniques, on utilise généralement, en 2D plan, la

formulation A-@, en potentiel vecteur magnétique et scalaire électrique [9] [17]. Une formulation

en potentiel scalaire magnétique Q peut également étre envisagée [18].



Chapitre 1 : Prise en compte d'invariance hélicoidale.

Dans le cas de la formulation A-o, la densité de courant, qui est le terme source, doit étre
orientée dans la direction de 1'axe d'invariance. Le vecteur A est alors, également, orienté dans
cette méme direction.

Les grandeurs électromagnétiques dirigées dans la direction d'invariance, obtenues par la
résolution, sont, en fait, des densités linéiques.

L'extrémité, indiquée sur la figure 1.1, ne peut €tre traitée par de telles hypothéses. On a
le plus souvent recours a des artifices de calcul. Prenons I'exemple des tétes de bobines dans les
machines électriques. Leurs inductances et résistances peuvent €tre prises en compte par le
couplage avec les équations du circuit électrique [18] [19] [20]. Par contre, les boucles qu'elles

forment dans l'espace, qui modifient I'environnement magnétique, sont négligées.
1.1.2. Axisymétrique.

Quand un systéme posséde une symétrie axiale, (cf. figure 1.2), on peut simplifier les
équations et se ramener a la résolution d'un probléme plan. Bien entendu, la section du dispositif,

dans le plan d'étude, n'est pas invariante en translation, comme dans le cas des hypothéses planes,

mais en rotation autour de l'axe de symétrie.

V' N y e
z : axe de symétrie

Figure 1.2 : Géométrie présentant une symétrie axiale.

10
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Pour le type de géométrie présentant, comme celle de la figure 1.2, un axe de symétrie,
nous pouvons ramener le domaine d'étude a la section grise. L'utilisation des coordonnées
cylindriques est plus pratique pour ce genre de probléme. La section qui sera discrétisée se trouve
alors dans le plan Orz. La direction de l'invariance et des grandeurs électromagnétiques
correspondant au terme source est toujours perpendiculaire a ce plan. Quant aux grandeurs
¢lectromagnétiques a calculer, elles se situent dans ce plan [20] [21] [22].

Il n'y a pas de probléme d'extrémités dans le modéle axisymétrique, car la géométrie se
referme sur elle méme. Pour étudier des dispositifs électrotechniques, ce modeéle est

particuliérement bien adapté aux bobines a section de noyau circulaire.

1.1.3. Axipériodique.

Lorsque la géométrie du dispositif a étudier présente un axe de symétrie mais que le terme
source n'est pas perpendiculaire au plan Orz, une décomposition des inconnues en série de
Fourier, dans la direction du vecteur 6, simplifie le domaine d'étude. On suppose alors que le
systéme €évolue de maniére périodique dans la direction 6.

En électrotechnique, les parties extrémes des alternateurs de grande puissance se prétent
bien a l'utilisation d'un tel modele [23] [24] [25]. Leur géométrie complexe posséde un axe de
symétrie mais l'orientation dans les tétes des bobines du courant, qui fait fonction de terme
source, dépend de leur forme.

L'analyse axipériodique d'un tel systéme se décompose en trois parties. Dans un premier
temps, un calcul magnétostatique est effectué pour déterminer les niveaux de saturation des
matériaux ferromagnétiques. La perméabilité magnétique est prise en compte sous forme d'un
tenseur orthogonal. La notion de nappe de courant est utilisée et le terme source est décomposé
en série de Fourier dans la direction 0. L'inconnue est aussi décomposée de la méme maniére.
L'évolution de chaque terme de la série de Fourier, dans le plan d'étude Orz, est donnée par la
méthode des éléments finis. Les effets des courants induits sont ensuite calculés, toujours en
décomposant les grandeurs en séries de Fourier dans la direction du vecteur 6. Toutes les
grandeurs ainsi déterminées sont ensuite reliées par une analyse axisymétrique.

L'utilisation d'un modele axipériodique seul ne donne qu'une vue locale du dispositif
étudié. Un modele utilisant les hypothéses planes doit aussi &tre utilisé pour obtenir des

renseignements sur le comportement des grandeurs électromagnétiques dans la section

11
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transversale de la machine.

1.1.4. Homogénéisation.

Le dernier paragraphe de cette partie est consacré a l'homogénéisation. Ce n'est pas
réellement une alternative aux modeles tridimensionnels, mais plutdt un complément. Le but de
cette méthode est de produire, a I'échelle macroscopique, un matériau homogéne, dont le
comportement physique serait identique a celui du matériau hétérogeéne réel. La figure 1.3 illustre

ce principe dans le cas de la conductivité électrique et de la perméabilité magnétique :

C.

03, U3 / Jﬁ M4

Figure 1.3 : Substitution d'un matériau macroscopique homogene & un matériau hétérogéne.

Plusieurs méthodes de substitution d'un matériau homogene & un matériau réel hétérogene
existent. La plus ancienne consiste a rechercher les lois de comportement macroscopiques d'un
matériau au moyen d'une étude expérimentale. Des contraintes extérieures sont appliquées au
matériau étudié et ses réactions extrapolées fournissent une loi macroscopique, de comportement
empirique. La science des matériaux doit beaucoup a l'expérience au niveau des études de
déformations ou de ruptures.

L'équation d'état des gaz parfaits est un autre exemple d'homogénéisation expérimentale.
La validité de cette équation a été ultérieurement démontrée par la mécanique quantique et la
mécanique statistique. On parle d'une loi interprétée.

Une étude phénoménologique peut aussi conduire a I'établissement des lois de
comportement des matériaux. L'étude des domaines de Weiss et des parois de Bloch ou, a une
échelle encore plus microscopique, des moments magnétiques crées par la rotation des électrons
autour des noyaux atomiques et sur eux-mémes, donne une loi hystérétique globale.

12
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Enfin, plusieurs techniques d'homogénéisation permettent cette substitution. Nous en
citerons quelques unes parmi toutes celles qui existent. Pour les matériaux dont la structure des
hétérogénéités est aléatoire, il est possible d'utiliser la modélisation statistique [26], les méthodes
autoconsistantes [27] ou les méthodes de moyennes [28]. Pour les matériaux présentant une
structure périodique, une méthode utilisant des développements asymptotiques peut étre
appliquée [29] [30]. Les limites d'application des techniques d'homogénéisation sont fixées par
les dimensions des hétérogénéités. Il faut qu'elles soient trés inférieures aux dimensions
macroscopiques du matériau.

Les méthodes d'homogénéisation des structures périodiques ne se contentent pas de
donner une loi de comportement des matériaux. Les grandeurs physiques, dans un matériau,
peuvent étre dissociées en grandeur macroscopique et microscopique (au niveau des
hétérogénéités) [30] [31] [32]. Cette derniere peut étre considérée comme une perturbation de la
premiére.

L'utilisation des techniques d’homogénéisation en électrotechnique est particuliérement
orientée vers I'étude d'empilements de téles magnétiques. L'assemblage de ces toles constitue les

parties magnétiques des dispositifs : stator et rotor des moteurs ou culasse des transformateurs.

Conclusion :

Nous avons présenté, dans cette partie, les principes des méthodes les plus fréquemment
utilisées en modélisation des systémes électrotechniques. Elles permettent d'éviter le formalisme
tridimensionnel, dans le cas ou le dispositif étudié se préte aux hypothéses simplificatrices.

Les encoches des machines, quand elles sont inclinées en hélice, nécessitent un traitement
particulier, différent des méthodes présentées dans les paragraphes précédents. Nous allons donc
nous intéresser, dans la partie suivante, a la possibilité de modéliser un courant hélicoidal. Dans
l'étude que l'on se propose, nous allons rechercher un modéle permettant d'utiliser l'invariance

hélicoidale, due a la géométrie, pour simplifier le domaine d'étude.

13
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1.2. Calcul du potentiel vecteur magnétique.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la distribution, dans un espace homogéne,
du potentiel vecteur magnétique créée par un conducteur filaire, disposé en hélice et parcouru par
un courant constant. L'équation de Biot et Savart donnant le potentiel vecteur magnétique sera
résolue pour un conducteur de longueur finie.

Dans ces conditions, la distribution du potentiel vecteur magnétique est fonction de la
forme hélicoidale du conducteur [33]. Nous pouvons alors faire I'hypothése que A suit la
direction de I'hélice. Si l'inclinaison totale de la portion d'hélice conductrice est suffisamment
faible, nous verrons qu'il est possible, a partir d'une solution rectiligne équivalente, d'obtenir une

solution approchée.

1.2.1. Cas des courants hélicoidaux.

Dans un milieu homogéne et de perméabilité o, le potentiel vecteur magnétique di a un
courant constant de valeur I, parcourant un conducteur "C" est obtenu par la relation (1.1) [34] :
pol edl

47tcr

A = (1.1

Dans cette équation, "r" représente la distance entre le point ou l'on calcule le potentiel et
le vecteur dl qui correspond au déplacement élémentaire le long du conducteur. Il est clair que le
potentiel vecteur magnétique est défini en tout point n'appartenant pas au conducteur (r=0). La
figure 1.4 présente la forme hélicoidale du conducteur. Sur cette figure, on définit également la
distance entre le point de calcul et un point parcourant I'hélice, et le déplacement élémentaire le
long de celle-ci. C'est une portion d'hélice d'un pas "p" et disposée sur un cylindre de rayon "a",
comprise entre les angles a-0; et «+6;, pour une inclinaison totale de 20;. Elle coupe le plan Oxy

en 0=q..
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ALZ

point de calcul
P

Figure 1.4 : Paramétrage du conducteur hélicoidal.

En tenant compte du paramétrage de la figure 1.4, un point M parcourant la portion

d'hélice sera défini par le vecteur qui le relie a l'origine et développé par I'équation (1.2) :

X, = acos(a +0) = a(cosacos —sinasin0)

OM = |y,, = asin(a +0) = a(sinacosd + cosasinf) (1.2)
po
Zy =-—
Moom

Le déplacement élémentaire le long du conducteur sera obtenu en dérivant l'expression
(1.2). Ainsi, les déplacements élémentaires de chaque composante (dx, dy et dz) du repére de

référence seront exprimés en fonction d'une variation infinitésimale du paramétre angulaire 6 :

dx,, = —a(cosa sin0 + sina cos6)do

dl = dy,, = —a(sinasin6 — cosa cos6)do (1.3)
p
dz,, =—d6
M on

La distance entre le point P ou 'on calcule le potentiel vecteur magnétique et un point M

parcourant la portion d'hélice est obtenue par la relation géométrique :
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r =|[MP| = |OP - OM| = \/(xp —acos(a +(9))2 +(yp — asin(a +€)))2 + (zp —%‘i—) 2 (1.4)

Nous pouvons maintenant passer a la détermination des composantes du potentiel vecteur

magnétique. Les relations que nous devons calculer sont présentées ci-dessous :

A, =%£ ; —a(cosa sinB + sina cos0)do (1.5)
L 1 r
A zu_olf, —a(sina sin® — cosa cos0)dO (1.6)
Y 4q Lo r
[ do
A _Ho 2 (1.7)

 4m e

Les intégrales (1.5) a (1.7), lorsqu'elles sont calculées pour un fil de longueur infinie,
admettent des solutions sous forme de somme pondérée de la fonction de Bessel Jo(1) et de la
fonction de Neumann Ngy(1) [35]. Dans le cas ou les bornes d'intégration sont fixes et finies, et
étant donné que la distance r est une fonction de 0 (cf. expression (1.4)), nous ne pouvons obtenir
de primitive exacte. Un développement limité autour de zéro est nécessaire pour transformer les
fonctions trigonométriques en polyndmes. En effet, la primitive d'un quotient de polyndmes peut
étre calculée sans difficultés. Ce développement est tout a fait justifié si on considére une faible
inclinaison de la portion d'hélice considérée. Nous explicitons la démarche compléte
d'intégration dans l'annexe 1. Ici, nous présentons uniquement la solution obtenue pour la

composante A, du potentiel vecteur magnétique :

o
Az=—P£-L —l—ln(9+k—2+ 92+£6+£J (1.8)
4n 2m| [k, 2k, ko k/|,

Les termes ki, k; et ks sont des polyndmes de 0, définis en annexe 1.

Une démarche différente [21] consiste & calculer directement l'induction magnétique a
l'aide de la relation (1.9) :
r
= (1.9)

B = ol fara
4n o
Dans ce calcul, on inclut directement l'opérateur rotationnel (B=RotA), sous forme de produit
vectoriel. Dans le cas d'un fil hélicoidal infini, la solution en B fait intervenir les fonctions
Ko(2na/p) et K (2na/p) de Bessel. Lorsque la longueur du conducteur est finie, les solutions sont
approchées et de méme forme générale que les résultats que nous proposons pour le potentiel

vecteur magnétique.

Les apparitions fréquentes, dans ce paragraphe, des fonctions cylindriques de Bessel et de
16
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Neumann, peuvent s'expliquer par le fait qu'une hélice est étroitement liée a son support
cylindrique. C'est la courbe qui exprime le chemin le plus court entre deux points situés sur une

enveloppe cylindrique [35].

1.2.2. Cas des courants rectilignes.

La démarche pour établir la valeur du potentiel vecteur magnétique en un point d'espace
qui n'appartient pas au conducteur, dans le cas d'un fil rectiligne parcouru par un courant constant
est tout a fait similaire a celle que nous avons utilisée pour un conducteur hélicoidal. Le
paramétrage du dispositif est présenté sur la figure 1.5 et le probléme consiste a résoudre
l'équation (1.10) qui exprime la norme du potentiel vecteur magnétique. Ce dernier est orienté

dans la direction du courant parcourant le conducteur [34].

HOI  dz
A=—| — 1.10
4n '[ZZI r (1.10)

Z)

Zp ,

point de calcqlf"f

yM Y

4

Figure 1.5 : Paramétrage du conducteur rectiligne.

Nous pouvons alors définir, a I'aide de la figure 1.5, toutes les grandeurs nécessaires au
calcul de l'intégrale (1.10). La position d'un point le long du conducteur s'écrit & l'aide de la

position du fil dans l'espace et avec un paramétre z, qui indique la position le long du conducteur

17
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entre -z, et z;:
Xnm

OM =y, (1.11)
Zy

De cette définition nous déduisons un déplacement élémentaire le long du conducteur

rectiligne, en signalant que xy; et ym sont des constantes.

dxy =0
dl =|dy,, =0 (1.12)
dz,, =dz

Comme dans le paragraphe précédent, nous établissons la distance entre le point de calcul

du potentiel vecteur magnétique et un point parcourant le fil :

r=[PM] = [OM - OP| = (xy - %,)" +(yy =¥, ) +(z-72,)" (1.13)

Cette distance peut aussi se mettre sous la forme suivante :

r=.z’ +k,z+k, (1.14)

2 2
avec: k, =-2z et k; =(yM —yp) +(XM —xp) +zp2.
Le calcul de l'intégrale ne présente aucune difficulté et nous obtenons I'expression :

k
z, +74+,/Zf +k,z, +k

A=l (1.15)

4m -z, +%+W/z]2 -k,z, + k;

1.2.3. Reconstitution du potentiel vecteur magnétique.

Nous disposons a ce stade de l'étude de deux fagons de calculer le potentiel vecteur
magnétique dit & un conducteur parcouru par un courant. Chacune de ces deux méthodes
s'applique a un cas géométrique différent. Le cas d'un courant rectiligne nécessite un seul calcul
intégral pour obtenir la solution.

Dans le cas d'un courant hélicoidal, trois intégrales doivent étre calculées de fagon
approchée. Cependant, la forme de A, dans l'expression (1.7) est identique & l'équation (1.10) si
on revient au paramétrage du conducteur hélicoidal, en effectuant le changement de variable
(1.2).

Nous proposons alors, pour calculer le potentiel A, dot & un courant hélicoidal, d'utiliser
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une géométrie rectiligne. Le module de A, obtenu dans le cas d'un courant rectiligne, donnera une
valeur approchée de A, du cas hélicoidal. Les deux autres composantes du potentiel vecteur
magnétique seront obtenues par des opérations de projection.

Le calcul de A; sera réalisé dans le cas d'un conducteur rectiligne de méme longueur que
le conducteur hélicoidal. En effet, dans la relation (1.2), I'nypothése de faible inclinaison 26,
rend le conducteur hélicoidal équivalent a un conducteur rectiligne. Pour effectuer les opérations
de projection, nous supposons que l'orientation du potentiel vecteur magnétique est donnée par la
géométrie hélicoidale du conducteur.

Tout point appartenant & 1'hélice peut &tre défini & l'aide d'un vecteur paramétré r(0)
référencé par rapport a l'origine du repere. Les composantes de ce vecteur sont exprimées a 1'aide
de I’équation (1.2), que nous rappelons, et utilisent les paramétres de la portion d'hélice définis

au paragraphe 1.2.1 :

acos(o +6)

r(6) = |asin(o +6) (1.16)

)il
2%

La direction de la tangente a I'hélice en un point appartenant a celle-ci est donnée par le

vecteur dérivée de r(6) par rapport a 6 :

—asin(o +6)
dr(e)
= lacos(at + 0 1.17
® (o0 +6) (1.17)
P
27
En se placant dans la section centrale de I'hélice (plan Oxy pour 6=0), l'expression (1.17)
s'écrit :
—asina
dr(e) =lacosqa (1.18)
de <0 | P
2n

Ce vecteur nous permet de définir les angles caractéristiques entre la tangente a 'hélice et
les axes de coordonnées (voir figure 1.6). L'angle o exprime 1'écart entre 'axe Ox et le rayon de
I'hélice lorsqu'elle coupe le plan Oxy. L'angle y est défini entre la tangente a 1'hélice et 1'axe Oz.

Signalons qu'il est constant quelle que soit la position du point sur I'hélice. En effet, lorsqu'on
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parcourt 'hélice, sa tangente, ramenée a l'origine du repére, décrit un céne autour de 1'axe Oz.

Figure 1.6 : Angles caractéristiques d'une portion d'hélice.

L'angle vy, représenté sur la figure ci-dessus, qui nous permet d'effectuer le lien entre le cas
rectiligne et le cas hélicoidal, est déterminé par la relation (1.19) :

Y= arctan(zﬂj (1.19)
p

Ainsi, le calcul du potentiel vecteur magnétique (A';), dans le cas du fil rectiligne, peut
nous donner une représentation approchée des trois composantes de A" dans un cas équivalent du
courant hélicoidal. Il nous suffit pour cela d'effectuer trois opérations de projection, en utilisant

les anglesaety:

“A"“: (1.20)
cosy

A" =-A";-tany-cosa (1.21)

A"y =A", tany-sina (1.22)
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1.3. Exemple de conducteurs hélicoidaux.

Nous avons montré, dans le paragraphe précédent, qu'en tenant compte des
caractéristiques géométriques d'une portion d'hélice, il était possible, a partir du résultat obtenu
pour un courant rectiligne, de reconstituer un potentiel vecteur magnétique di & un courant

hélicoidal.

1.3.1. Disposition des conducteurs.

Nous allons appliquer les deux méthodes de calcul, directe et reconstituée, a un ensemble
de conducteurs parcourus par un courant constant et inclinés en hélice autour de I'axe Oz. Nous
utiliserons ici le théoréme de superposition pour calculer la contribution de I'ensemble des
conducteurs. Pour accentuer un peu plus l'analogie avec une machine électrique, nous
disposerons les courants dans les sens opposés suivant la position du conducteur. Par contre,
pour simplifier nos calculs, nous supposerons que l'espace est homogéne et de perméabilité
magnétique py. Les conducteurs sont disposés sur un rayon de 75 mm et I'écart angulaire entre
deux fils successifs est de 7,5°. La longueur totale du dispositif est de 185 mm. Ces
caractéristiques reprennent les dimensions de la cage d'une machine asynchrone déja étudiée au
laboratoire [36]. L'ensemble ainsi constitué a deux paires de péles. Les fils du premier et du
troisiéme quadrant géométrique sont parcourus par un courant constant dans le sens des z
croissants. Dans ceux du deuxiéme et du quatriéme quadrant, le courant est dirigé dans le sens
décroissant de z. Le dispositif comporte 48 conducteurs filaires. La figure 1.7 présente la
géométrie de la structure étudiée. Sur cette figure nous avons représenté uniquement 24
conducteurs, dans le but de faciliter la compréhension. La ligne le long de laquelle nous
calculerons I'évolution du potentiel vecteur magnétique (r=60 mm, B=20° et z variant de 0 2 170

mm, ou encore Xx=56,38 mm, y=20,52 mm) est représentée en pointillés.

21



Chapitre 1 : Prise en compte d'invariance hélicoidale.

y 4

ligne de calcul

i

Figure 1.7 : Disposition hélicoidale des conducteurs.

1.3.2. Comparaison des mod¢les.

Sur les figures 1.8 & 1.11, nous présentons, respectivement, les composantes Ay, Ay et A,,
ainsi que le module du potentiel vecteur magnétique obtenus pour l'exemple de conducteurs
inclinés en hélice autour de 'axe Oz. A titre indicatif, nous présentons aussi, sur la figure 1.12, le
module de A le long d'une ligne située a l'extérieur de I'ensemble des conducteurs (r=120 mm,
B=20°). Chaque fois, nous comparons la résolution directe dans le cas hélicoidal avec la
reconstitution. Le premier effet que 'on remarque sur ces cinq graphiques, aussi bien lorsqu'il
s'agit des calculs directs, dans le cas des conducteurs inclinés, ou des reconstitutions, calculées a
partir des conducteurs rectilignes, est celui des extrémités. Toutes les distributions atteignent le
maximum (ou le minimum pour Ax) dans la section centrale du dispositif. Il est clair qu'un point
situé au centre de l'ensemble des conducteurs est soumis a leur contribution totale. Un point
proche des bords est, quant a lui, sujet aux effets d'extrémités et la valeur du potentiel y est

inférieure (en valeur absolue) a celle de la section centrale.
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position sur la ligne en mm
0,4 i (S e

20 40 60 80 100 120 140 160

045 +
05

0,55 )

) — hélicoidal
06 N\ e reconstitué

-0,65

-0,7 ¢
-0,75 H
0.8 -
-0,85 1
-0,9 Ax en Wbh/m

Figure 1.8 : Evolution de A, sur la ligne de calcul (6;,.=7,5°).

0,85 Ay en Wh/m

0.8
0,75 -

0,7 -

— hélicoidal
------ reconstitué

0,65
0,6 -
0,55
05 -
0,45

! position sur la ligne en mm

0’4 | B i i -t R i
20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 1.9 : Evolution de A, sur la ligne de calcul (6;,.=7,5°).

14 - Azen Wb/m

13 +

12 +

— hélicoidal
------ reconstitué

position sur la ligne en mm

20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 1.10 : Evolution de A, sur la ligne de calcul (6;,,=7,5°).
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15 A en Wb/m

—— hélicoidal
------ reconstitué

position sur la ligne en mm
6 S S S i i + e -

20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 1.11 : Evolution du module de A sur la ligne de calcul (6;,.=7,5°).

8 - AenWb/m

—— hélicoidal
~~~~~~ reconstitué

position sur la ligne en mm
0 b o . - ; e o e

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 1.12 : Evolution du module de A le long d'une ligne de calcul

a l'extérieur de l'ensemble des conducteurs (8;,.=7,5°).

Les représentations des composantes du potentiel vecteur magnétique ainsi que de son
module, obtenues par les deux méthodes de calcul, présentent un point de croisement entre les
résultats hélicoidaux et reconstitués, dans la section centrale. La différence relative entre les deux
modeles est alors de l'ordre de 0,2%. C'est aussi dans cette section que les hypothéses utilisées
pour l'intégration des expressions hélicoidales sont les mieux vérifiées. Lorsqu'on s'approche des
bords du dispositif, 1'écart relatif entre les résultats augmente et atteint 3,7%.

On trouvera, sur la figure 1.13, I'évolution du module du potentiel vecteur magnétique, le
long de la méme ligne de calcul, pour 6;,,=15°. L'écart entre les deux modéles devient alors plus
important (0,5% dans la section centrale et 14,6% prés des bords). L'hypothése de faible

inclinaison n'est plus valable, méme si on retrouve la méme allure générale.
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16 = A en Wh/m

g /7 — hélicoidal
------ reconstitué

position sur la ligne en mm
0 : . : + i SIS

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figure 1.13 : Evolution du module de A sur ia ligne de calcul (8;,,=15°).

1.3.3. Conclusion.

Dans le paragraphe 1.2, nous avons développé, dans un premier temps, une méthode
directe pour le calcul du potentiel vecteur magnétique di a une distribution hélicoidale des
courants. L'hypothése de faible valeur pour le parametre angulaire 6 de I'hélice est appliquée en
connaissance des dimensions du probléme a traiter. Le théoréme de superposition est utilisé
lorsque le nombre de conducteurs est supérieur & un. Une étude similaire a ensuite été menée
pour une distribution rectiligne de courants. Dans ce cas, la forme intégrale obtenue admet une
primitive exacte.

Dans le paragraphe 1.3, dans le cas de conducteurs hélicoidaux, nous avons reconstruit le
potentiel vecteur magnétique en simulant une distribution hélicoidale a partir des solutions
rectilignes et des propriétés géométriques d'une portion d'hélice. Les résultats reconstitués se sont
avérés trés proches des résultats directs quel que soit le point de calcul. De plus, leur
comportement au voisinage des bords du probléme étudié était meilleur que dans le cas
hélicoidal. Il est donc possible, dans les conditions de cette premiére étude (angle d'inclinaison
faible), d'obtenir les trois composantes du potentiel vecteur magnétique hélicoidal, a partir d'une
seule composante rectiligne.

Pour une inclinaison de deux pas (6i,c=15°), I'écart entre les solutions obtenues augmente

et n'est plus acceptable. Les limites de I'hypothese de faible inclinaison sont mises en évidence.
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CHAPITRE 2: IMPLANTATION DES HYPOTHESES D'INVARIANCE
DANS UN CODE ELEMENTS FINIS.

Introduction.

L'utilisation des méthodes numériques [37] [38], en particulier de la méthode des
éléments finis, dans la modélisation des machines électriques est, de nos jours, de plus en plus
fréquente. Cependant, des méthodes comme l'approche analytique, les schémas équivalents [39]
[40] ou les réseaux de perméances [41] [42] peuvent étre appliquées. Néanmoins, la méthode des
¢léments finis donne accés au comportement local du champ magnétique. Elle peut donc étre
utilisée comme outil de caractérisation pour les autres méthodes.

Qu'il s'agisse de dimensionner un prototype ou de simuler le fonctionnement d'une
machine existante, on fait donc de plus en plus souvent appel aux méthodes numériques. Les
résultats obtenus sont d'une précision satisfaisante et les temps de calculs deviennent acceptables,
surtout lorsqu'il s'agit de calculs sur des géométries bidimensionnelles. Comme nous l'avons
indiqué précédemment, les modeles tridimensionnels sont pénalisés par l'espace mémoire
nécessaire au stockage des données et le temps de traitement informatique.

Au chapitre précédent, nous avons montré qu'il était possible, en faisant certaines
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hypothéses simplificatrices, de reconstruire un vecteur a partir d'une solution basée sur
l'invariance hélicoidale. Dans ce chapitre, nous allons transposer ce résultat au cas des méthodes
numériques 2D-3D, en effectuant une série de calculs sur un cas test.

Dans un premier temps, nous rappellerons les équations de Maxwell et la formulation A-

La deuxiéme partie sera consacrée a la méthode des éléments finis. Un des objectifs de ce
travail est de rester aussi proche que possible d'une structure de code bidimensionnel utilisant les
éléments nodaux. De plus, nous serons amenés a coupler les éléments 2D et 3D. Dans ces
conditions, nous avons opté pour une discrétisation du potentiel vecteur magnétique en 3D avec
le méme type d'éléments.

La validation de la formulation développée a été effectuée sur des cas tests en
magnétostatique puis en magnétodynamique. Une comparaison avec une formulation en éléments
d'arétes a également été faite, pour étudier le comportement du champ magnétique a l'interface
entre deux matériaux, de caractéristiques physiques différentes.

Les hypotheses d'invariance seront ensuite introduites dans notre programme. Un
probléme test sera présenté et traité avec notre code, en introduisant progressivement les

hypotheses d'invariance dans les différentes régions du domaine.

2.1. Equations de Maxwell en régime quasi-stationnaire.

Pour décrire le comportement spatio-temporel des champs magnétiques, la physique
ondulatoire utilise les équations de Maxwell. En électrotechnique, les fréquences faibles des
champs permettent l'approximation des régimes quasi-stationnaires. Nous présenterons, dans ce
paragraphe, les équations de départ ainsi que les formes différentielles obtenues en négligeant les
courants de déplacement devant les courants de conduction. Les champs solutions de ces
équations doivent, par ailleurs, satisfaire des conditions propres au domaine étudié et au

comportement magnétique des matériaux utilisés.
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2.1.1. Equations de Maxwell.

Les équations de Maxwell, dans le cas général, s'écrivent sous la forme :

Loi d'Ampére avec densité de courant de déplacement :

RotH=J+a—D 2.1
ot
Loi de Faraday :
RotE = - 22 22)
ot

Conservation du flux :
divB=0 2.3)
Théoréme de Gauss :
divD =p 2.4)
avec : H, le vecteur champ magnétique (A/m).

J, le vecteur densité de courant de conduction (A/mz).

D, le vecteur induction électrique (C/m?).
oD . . 2
2 le vecteur densité de courant de déplacement (A/m®).

E, le vecteur champ électrique (V/m).

B, le vecteur induction magnétique (T).

p, la densité volumique de charges (C/m?).

Dans le cas particulier de 1'électrotechnique, nous pouvons utiliser I'approximation des
régimes quasi-stationnaires. Le courant de déplacement sera négligé par rapport au courant de
conduction. Nous obtenons alors la loi d'Ampére :

RotH=J (2.5)
Le vecteur densité de courant est alors a flux conservatif :
divl =0 (2.6)

Les lois constitutives des matériaux permettent de relier les différents champ de vecteurs
définis ci-dessus :

J=0oE 2.7
B=pH ou H=vB (2.8)
avec : o, la conductivité électrique.

K, la perméabilité magnétique.

v, la réluctivité magnétique (v=1/p).
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Les termes ci-dessus (o, i ou v) caractérisent le comportement physique des matériaux.
Ils sont donc étroitement liés a leur structure. Le milieu extérieur vient modifier ces
caractéristiques (température, champs magnétiques ou électriques appliqués, contraintes de
fabrication ...). La description, la plus fidéle possible, peut se faire en utilisant les formes
tensorielles [31]. Cependant, nous supposerons, dans la suite de ce travail, que les matériaux
utilisés sont isotropes. La conductivité électrique sera considérée constante et la perméabilité
magnétique décrite par une loi de type :

p=p(B?) (29)

2.1.2. Conditions d'interface.

A la traversée de l'interface entre deux milieux de caractéristiques physiques différentes,
nous devons respecter les conditions de transmission. Pour le vecteur induction B et le vecteur
densité de courant J, leur composante normale doit étre conservée. Le champ magnétique H et le
champ électrique E, en absence de courant de surface, transmettent leurs composantes

tangentielles. Les équations (2.10) a (2.13) symbolisent ces conditions d'interface :

(B,-B,)n=0 (2.10)
(H,-H,)An=0 (2.11)
(E,-E)An=0 (2.12)
(J,-J3,)'n=0 (2.13)

Dans ces expressions, les grandeurs portant les indices 1 et 2 sont calculées a l'interface,

respectivement, dans les milieux 1 et 2. Le vecteur n représente la normale a l'interface.

2.1.3. Formulations en potentiels.

Afin de simplifier les équations de Maxwell, il est possible d'introduire la notion de
potentiel. A partir de 1'équation (2.3), on définit le potentiel vecteur magnétique A tel que :
B = RotA (2.14)
On dit alors que l'induction dérive d'un potentiel.

Nous pouvons écrire I'équation a résoudre. A partir des expressions (2.5), (2.8) et (2.14)
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nous avons :
Rot(vRotA) = J (2.15)

Les équations (2.2) et (2.14) nous conduisent, quant a elles, a :
E= —(%? + grad(pj (2.16)

avec : @, le potentiel scalaire électrique.
Si on utilise la loi constitutive (2.7) et l'expression (2.16), nous pouvons alors €crire I'équation

suivante :
J= —0(% + grad(p) 2.17)

En remplagant la densité de courant de la relation (2.15) par son expression (2.17), nous
obtenons 1'équation a résoudre en formulation A-¢ pour décrire le comportement des champs

magnétique et électrique :
0A
Rot(VvRotA) = —c = +grado (2.18)

Nous pouvons scinder cette derniére expression en fonction du milieu ou elle est utilisée. Ainsi,

dans la région ou apparaissent les courants de Foucault, nous pouvons écrire :
O0A
Rot(VRotA) + o =t gradp | =0 (2.19)

Pour les régions sans courants induits (6=0), nous aurons alors :

Rot(VRotA) = J, (2.20)

Le vecteur Js est définit par :
Js#0 et connu dans les inducteurs
J=0 ailleurs

Les équations (2.19) et (2.20) peuvent aussi s'écrire sous la forme générale :
O0A
Rot(vRotA)+ o -+ cgrade = J (2.21)

Il nous faut également assurer la conservation du flux de la densité de courant (équation (2.6)).

Nous exprimons, pour ce faire, la densité de courant en fonction des potentiels et nous écrivons :
).\
dw(ciit* + cgrad(p) =0 (2.22)

L'unicité du couple de solution (A,p) sera assurée en imposant la valeur de ¢ en un point

du probléme étudié et la conservation de A sous forme de la jauge de Coulomb (divA=0). Nous
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introduisons alors, dans I'équation (2.21), un terme de pénalité [43]:
Rot(VRotA) — grad(vdivA ) + 0% +ograde =J (2.23)

Nous verrons, lors de la validation du code, qu'il est possible d'utiliser une jauge de type
A.w=0, voire méme, pour certaines applications, de ne pas jauger [44].

Pour que les équations a résoudre soient completes, il est nécessaire d'imposer des
conditions sur la frontiére I" du domaine. Cette frontiére est scindée en deux parties I'y et [.
Deux types de conditions sont fréquemment rencontrées :

B-n=90 sur I'g (2.24)
HAan=0 sur I'y (2.25)
La relation (2.24) peut étre satisfaite en imposant une condition de Dirichlet :
A=A,=A, sur I'g (2.26)
Pour satisfaire la relation (2.25), nous utiliserons une condition de Neumann :

g—': =q,=0 sur I'y (2.27)
Ag et qo sont des fonctions connues sur les fronti€res. Une combinaison des conditions de
Dirichlet et de Neumann demeure possible ; il s'agit alors de la condition de Cauchy.

Les géométries modélisées par la méthode des éléments finis peuvent aussi nous conduire
a l'établissement des conditions de périodicité, imposées sur le domaine de calcul. En effet, les
symétries géométriques et/ou électriques permettent la modélisation d'une partie réduite du
dispositif. Aux limites du domaine de calcul, afin de reproduire le comportement de 'ensemble
du systeéme, nous devons respecter les conditions de périodicité ou d'anti-périodicité des vecteurs
champs solutions.

Si x représente les coordonnées d'espace et X la période spatiale, nous pouvons écrire les
deux types de conditions sous forme symbolique.
Conditions de périodicité :
U(x+X)=U(x) (2.28)
Conditions d'anti-périodicité :

U(x +X) =-U(x) (2:29)
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2.2. Discrétisation par la méthode des éléments finis.

Dans un premier temps, les écritures différentielles de la formulation utilisée doivent étre
mise sous la forme intégrale. La méthode des éléments finis consiste a discrétiser cette forme en
volumes élémentaires [45] [46].

La discrétisation spatiale de l'inconnue est donnée par les éléments de Whitney [47] [48]
[49]. En toute rigueur, pour le potentiel vecteur A et scalaire @, on doit utiliser, respectivement,
des éléments d'arétes et des éléments nodaux. Il est a noter, que dans le cas bidimensionnel plan,
les fonctions d'approximation d'arétes du potentiel vecteur A, se confondent avec les fonctions
nodales.

Comme nous l'avons dit précédemment, nous serons amenés, dans notre étude, a coupler
les approches 2D et 3D. Dans ces conditions, afin de simplifier le couplage, nous avons choisi de

discrétiser en 3D le potentiel vecteur magnétique avec des éléments nodaux [50].

2.2.1. Forme intégrale.

La méthode des résidus pondérés nous permet de résoudre indirectement les équations

aux dérivées partielles (2.22) et (2.23). Posons :

% (A, ) = Rot(vRotA ) — grad(vdivA ) + G% +ogrado-J, (2.30)

%, (A, (p) = div(ci;A + cgrad(pj (2.31)

Nous recherchons un couple solution (A,p) qui permette I'annulation des formes intégrales

suivantes :

W, = [F,(4,0[dQ =0 (2.32)
Q

W, = [f,2(A,0)JdQ =0 (2.33)
Q

ou Q est le volume du domaine étudi€é, F,, une fonction vectorielle et f, une fonction scalaire de
pondération. La méthode de Galerkin consiste & prendre les fonctions de pondération dans le
méme espace de fonctions que le couple (A,p) recherché. Nous pouvons donc écrire :

F,=A et f=¢ (2.34)
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2.2.2. Développement de la formulation intégrale.

Compte tenu du choix des fonctions de pondération Fj, et f;,, et en utilisant les propriétés

des opérateurs vectoriels, les équations (2.32) et (2.33) s'écrivent :

W, = | (vRotA’-RotA + vdivAdivAurcA'-%A +0cA'grade — A'J ) dQ
Q

+ [(VRotA A A')-ndl’ - [(vdivA)A'ndl (2.35)
I

T

W, = J‘(o-grad(p'-% + Ggrad(p'-grad(p) dQ

Q
- I(p' (c oA + Ggrad(pj -ndl’ (2.36)
; ot

Le développement des équations fait apparaitre des intégrales de surface sur la frontiére I" du
domaine. Le vecteur n apparaissant dans ces intégrales est le vecteur unitaire normal a la surface.
Nous reconnaissons, dans la premiére intégrale de surface de (2.35), I'expression de H; et dans
l'intégrale de surface de (2.36), celle de J,.

Dans la plupart des applications, les conditions aux limites de type H=0 et B,=0
conduisent a éliminer les intégrales de surface de I'équation (2.35).

Le terme de surface de 1'équation (2.36) peut étre annulé lorsque I'on impose certaines
conditions aux limites sur la densité de courant. Par contre, on remarque qu'il est équivalent au
courant sortant du domaine Q. Il servira donc de terme de couplage avec les équations de circuit.
Afin de ne pas alourdir les développements, nous le considérons égal & zéro dans ce chapitre.

Le systeme d'équations a résoudre s'écrit alors :

| (vRotA'RotA + vdivAdivA+oA" 22 1 cA'grade - A'-JS) dQ=0
3 ot

oA (2.37)
J.(cgrad(p"—aT + cgrad(p'-grad(p) dQ=0

Q

2.2.3. Forme matricielle des équations a résoudre.

Pour résoudre le systéme d'équations (2.37), nous devons discrétiser le domaine Q en
"ne" éléments finis. Sur chaque élément, nous substituons au couple (A,p) un couple (A4, @q) de
valeurs discrétes approchées avec :
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j=nn o, - &y 0 0
A, = Zaj(x,y,z)Aj = 0 o, o, 0 [Ae] (2.38)
= 0 0 a, >,
[

j=nn

Oy =D, 0i(X,Y,2 q>‘=loc —>a, e (2.39)
d JZ=1: J( ) i 1 [e] ][ ]
l'interpolation est faite sur les nn nceuds de chaque élément. Les fonctions de forme ou

d'interpolation o dépendent des coordonnées d'espace. [A°] et [¢°] sont les matrices colonnes

¢lémentaires de A et de ¢, définies ci-dessous :

[A] =[A > A A, A, A, oA, (2.40)

[o°] =[01 = @u] (241)
La construction des matrices des fonctions d'approximation [N°] et [n°] est présentée, dans
l'annexe 2, dans le cas d'éléments tétraédriques de premier ordre.

Ayant défini une forme matricielle pour les inconnues du probléme, nous pouvons établir
une forme matricielle de 1'équation (2.37), constituée de la somme des intégrales sur chaque
volume élémentaire Q.. Etant donné que les matrices [A®] et [¢°] sont indépendantes des
coordonnées d'espace, nous introduisons les matrices opérateurs [RotN°], [divN°®] et [gradn®].
Elles sont présentées en annexe 2. La matrice [N°] est, quant a elle, indépendante du temps. Nous

obtenons alors :

(oo (V[RotN¢ J [RotNe ]+ [aivne | [divNe]l e )
dQ, =Y [[N°]J.dQ,
{2 ol b Hrmantf] [ 3 e
einf (3[gradn°]t [N"’]aq{ [Ae]+ G[gradne]t [gradneI(peDdQe =0
e=l

Nous pouvons également exprimer ce dernier systéme d'équations sous forme d'un
systéme matriciel avec les inconnues [A], [¢] et J; comme terme source. Pour la dérivée de [A]
par rapport au temps, nous utilisons la méthode d'Euler implicite, avec At, le pas de temps de

discrétisation temporelle. A 'instant t+At, nous pouvons alors écrire :

[s]+[P]+§[T] [AG] [[A]} zﬁiﬂ ) —Al;[T] [o] [[[A]]] 243
t+At t+At ? !

~[ac)  [oo]Lle L[ac] D]
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€=ne

avec: [S]= 21: _[ v:RotNe]t[RotNe]dQe matrice de raideur

e=1Q

[P]= einle J‘vfdiVNe ]t [divNe ]dQe matrice de pénalité
e=1q,

[T]= e=znle I c :Ne ]t [Ne ]dQe matrice de diffusion
e=l

[AG] = ezzn: Io[Ne ]t [gradne ]dQe matrice de couplage A-¢

e=1q,

[GG]= ei:ne _‘-cs[gradne ]t [gradne ]dQe matrice grad.grad
e=1 Q,

€=ne

[F]=> I[Ne]tJ dQ. matrice source
=10,

A ce niveau de développement, nous disposons d'une forme matricielle pouvant étre
utilisée pour la résolution des problémes magnétostatiques et magnétodynamiques. Pour tenir
compte des non-linéarités des matériaux magnétiques, nous appliquons I'algorithme de Newton-
Raphson. Quant a la résolution, elle est effectuée avec l'algorithme du gradient conjugué.

Une démarche classique a été utilisée, dans ce chapitre, pour aboutir & une forme
algébrique des équations de Maxwell. Un terme de pénalité est introduit dans la formulation,
pour assurer la condition de jauge de Coulomb. D'autres développements [51] [52] peuvent
cependant étre rencontrés.

En éléments d'arétes, des calculs ont montré qu'il n'était pas nécessaire de jauger le
probléme [53]. En effet, il est auto-jaugé si, pour sa résolution, on utilise l'algorithme du gradient
conjugué [54]. Avec les éléments nodaux, il a été montré que, pour certains problémes, la
condition de jauge peut ne pas étre utilisée. Elle peut aussi étre appliquée partiellement [44] [55].

Dans le paragraphe suivant, nous effectuerons des tests avec et sans jauge.

2.3. Validation de l'outil de calcul.

A partir du systéme d'équations (2.43), un code éléments finis nodaux tridimensionnel a

été mis en place (EFL2EP3DN). Pour ce faire, nous avons utilisé la structure d'un code en éléments
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d'arétes, développé au L2EP. Les principales différences se situent au niveau du traitement de la
connectivité, de la construction des matrices élémentaires et de leur assemblage.

Nous allons, dans un premier temps, tester la partie magnétostatique du code. Les
problémes liés aux discontinuités magnétiques seront présentés dans le paragraphe 2.3.2, dans le

cadre de la magnétostatique. Nous validerons, ensuite, la formulation magnétodynamique.

2.3.1. Cube de perméabilité |y soumis a une densité de courant constante.

Le dispositif étudié concerne un cube (a=1 m) ayant une perméabilité magnétique o et
traversé par une densité de courant J;. Les arétes du cube constituent un référentiel direct
(0,x,y,z). La densité de courant source est orientée suivant I'axe Oz. Sur les faces du cube, nous
imposons les conditions aux limites B,=0.

Pour ce probléme, il existe une solution analytique [56], & savoir I'énergie emmagasinée,

égale a 2,208 MJ. Le systéme est représenté sur la figure 2.1 :

C.L. : B;=0 sur toutes les faces

Figure 2.1 : Dispositif étudié.

Afin de valider le code de calcul, nous avons modélisé le cube avec plusieurs maillages
construits & partir des éléments couramment utilisés (tétraédres, prismes, hexaédres). Une série
de calculs a été effectuée en imposant la condition de jauge (divA=0) et une autre sans terme de
pénalité.

A titre indicatif, nous présentons, sur la figure 2.2, la distribution de I'induction
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magnétique dans le cube, obtenue avec un maillage constitué de 2342 éléments tétraédriques. Sur

cette figure, on peut noter que l'induction magnétique tourne bien autour de I'axe Oz, le long

duquel est imposée la densité de courant.

Figure 2.2 : Distribution du vecteur induction magnétique.

Dans les tableaux 2.1 a 2.3, nous avons indiqué les valeurs d'énergie obtenues pour les

différents maillages, respectivement, en tétraédres, prismes et hexaédres. L'énergie est donnée en

fonction du nombre d'inconnues. Nous avons aussi dissocié les calculs jaugés des calculs non

jaugés. Les figures 2.3 a 2.5 présentent I'évolution de l'énergie calculée en fonction de la densité

du maillage, pour les tétracdres, prismes et hexaédres.

Nombre d'inconnues 9 351 447 2031 8187
Calcul jaugé 835 (62%) 1884 (15%) {1922 (13%) |2105(5%) [2169 (2%)
Calcul non jaugé 1071 (51%) |2010(9%) 2030 (8%) |[2145(3%) [2183 (1%)

Tableau 2.1 : Energie (en kJ) emmagasinée dans le cube (cas des tétracdres).
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2500
Energie en kJ
2000 - =
1500 + —— tétragdres jaugés
] --m-- tétraédres non jaugés
---- solution analytique
1000
500 -
‘ nombre d'inconnues
0+ e { : % 4 e
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Figure 2.3 : Evolution de I'énergie en fonction du nombre d'inconnues (cas des tétraédres).

nombre d'inconnues 9 232 2963

calcul jaugé 1745 (21%) | 1889 (14%) |2155 (2%)

calcul non jaugé | 1745 (21%) |1889 (14%) |2155 (2%)

Tableau 2.2 : Energie (en kJ) emmagasinée dans le cube (cas des prismes).

—— prismes jaugés
--®--prismes non jaugés
---- solution analytique
1000 -
500 :
nombre d'inconnues
0— ---——t— e - i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figure 2.4 : Evolution de I'énergie en fonction du nombre d'inconnues (cas des prismes).

Nombre d'inconnues 9 135 2673

Calcul jaugé 1473 (33%) [2009 (9%) |2175 (1%)

Calcul non jaugé 1473 (33%) |2009 (9%) |2175 (1%)

Tableau 2.3 : Energie (en kJ) emmagasinée dans le cube (cas des hexaédres).
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1500 —— hexaedres jaugés
; --=-- hexaédres non jaugés
| ---- solution analytique
1000 -+
500 -
nombre d'inconnues
| S — S ; |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figure 2.5 : Energie calculée en fonction du nombre d'inconnues (cas des hexaédres).

La premiére remarque que nous pouvons faire concerne l'évolution de la solution en
fonction du nombre d'inconnues. Quel que soit le type d'éléments utilisé, I'énergie calculée
s'approche de la solution exacte lorsque le nombre d'inconnues augmente. Elle reste cependant
inférieure a la valeur analytique. On vérifie un résultat bien connu, a savoir qu'en
magnétostatique, pour une formulation en potentiel vecteur magnétique, I'énergie exacte du
systeme est approchée par défaut [57].

La deuxiéme constatation concerne l'imposition de la jauge. Nous remarquons, dans les
tableaux et les figures, qu'il n'y a pas de différences entre les calculs jaugés ou non pour les
prismes et les hexaedres. Rappelons, a ce niveau, que les maillages réalisés avec ces deux types
d'éléments sont réguliers et orientés dans la direction de la densité de courant source. En effet,
dans cet exemple, le potentiel vecteur magnétique A est principalement orienté suivant Oz et,
dans le cas des maillages orientés, respecte la condition de divergence nulle, sans que le terme de
pénalité soit utilisé. A titre d'exemple, considérons le maillage en prismes a 232 inconnues.
Lorsque la densité de courant source est orientée suivant Oz, il n'y a aucune différence entre les
calculs jaugé et non-jaugé. Quand on dirige le terme source suivant Oy, I'énergie obtenue par le
calcul jaugé est de 1936 kJ et celle, provenant du calcul sans terme de pénalité, de 1795 kJ. Des
solutions différentes sont encore obtenues quand on dirige le terme source suivant Ox. Quelle
que soit l'orientation de la densité de courant, les éléments hexaédriques présentent toujours
quatre arétes dans la direction du terme source. L'écart relatif entre les résultats obtenus avec les
différentes orientations de la densité de courant source est inférieur & 10° %.

Par contre, pour ce probléme, on constate que dans le cas d'un maillage avec des
tétracdres, la solution obtenue est plus précise sans terme de pénalité.
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Enfin, la qualité du résultat obtenu est liée au type d'éléments utilisé. Sauf pour le cas de 9
inconnues, les éléments hexaédriques nous donnent la meilleure solution, suivis par les prismes
et les tétraédres. La précision des hexaedres est ainsi vérifiée [58]. Les éléments tétraédriques
présentent cependant l'avantage de pouvoir discrétiser trés facilement des formes géométriques

compliquées.

2.3.2. Probléme de discontinuité magnétique aux interfaces fer/air.

Comme nous l'avons indiqué précédemment, les éléments nodaux sont adaptés a la
discrétisation des potentiels scalaires. Leur utilisation, pour la discrétisation du potentiel vecteur
magnétique peut amener, pour certaines configurations, des problémes de discontinuité de
l'induction magnétique a l'interface entre deux milieux [59] [60]. Nous allons donc étudier un
exemple de discontinuité en utilisant différentes formulations.

Pour tester le comportement du vecteur induction magnétique a l'interface entre deux
milieux, nous considérons un cube (a=80 mm) de perméabilité relative p,=1000. Il est plongé
dans un espace soumis a une induction constante, dirigée suivant l'axe Oz, B=B,=1T [44] [55]
[59]. Etant données les symétries du probléme, le domaine étudié se réduit a un huitiéme de la
structure. Nous avons représenté, sur la figure 2.6, le domaine d'étude avec les conditions aux
limites. Sur la face 1, nous imposons Hi=0 et sur les faces 2 et 3, B,=0. Ces faces correspondent
aux plans de symétrie du probléme. Sur les autres faces, afin d'avoir Bz=1 T dans le domaine, on

montre que les composantes du potentiel vecteur ont pour expression :

A __By
. 2
ZX
A=a, =2 (2.44)
A, =0
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face 1 : H=0

/

face 4 : A imposé
B~1T

AN

\face 5 1 A imposé

face 3 : Bp=0 —u__|

li de calcul

face 2 : B,=0

face 6 : A imposé

Figure 2.6 : Discontinuité magnétique : domaine étudié.

Pour modéliser le domaine étudié, nous avons utilisé un maillage composé de 2688
éléments hexaédriques. Pour cet exemple, nous allons principalement nous intéresser aux
composantes de l'induction magnétique a l'interface air/fer, le long de la ligne de calcul indiquée
sur la figure 2.6. Le dispositif est modélisé par la méthode des éléments finis, en employant les
cing approches suivantes :

-1 : formulation en potentiel vecteur magnétique avec la jauge de Coulomb et

discrétisation par des éléments nodaux.

-2 : formulation en potentiel vecteur magnétique sans jauge et discrétisation par des

¢léments nodaux.

-3 : formulation en potentiel vecteur magnétique avec la jauge A.w=0 et discrétisation par

des éléments nodaux [44].

-4 : formulation en potentiel vecteur magnétique sans jauge et discrétisation par des

¢léments d'arétes [53] [54].

-5 : formulation en potentiel scalaire magnétique et discrétisation par des éléments

nodaux.

Dans le cas de la formulation en potentiel vecteur magnétique avec la jauge de Coulomb, nous
avons représenté, sur la figure 2.7, la distribution du vecteur induction magnétique. L'évolution

des composantes Bx, By et Bz, le long de la ligne de calcul, obtenue pour les cinq approches
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proposées, est représentée, respectivement, sur les figures 2.8, 2.9 et 2.10.

Figure 2.7 : Distribution de l'induction magnétique dans le domaine discrétisé.

BxenT

—nodal jauge de Coulomb
‘ --- nodal sans jauge

------ nodal jauge A.w=0

---- arétes

0 10 20 30 40 50

Figure 2.8 : Exemple du cube de fer, évolution de B, le long de la ligne de calcul.
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ByenT

—nodal jauge de Coulomb
--- nodal sans jauge

---- arétes
--Q

I

]

1

!

s [ nodal jauge A.w=0

i

1

|

]

\l

position sur la ligne de calcul en mm

50

6 : BzenT |

——nodal jauge de Coulomb
- -~ nodal sans jauge

------ nodal jauge A.w=0
~-—- arétes
--Q
2|
i
1
‘ . position sur la ligne de calcul en mm
0 . I = . . P
0 10 20 30 40 50

Figure 2.10 : Exemple du cube de fer, évolution de B, le long de la ligne de calcul.

Le premier commentaire que nous pouvons faire sur les courbes d'induction concerne la
similitudes des résultats obtenus par la formulation en potentiel vecteur magnétique. Que la
discrétisation soit nodale ou en ¢éléments d'arétes, I'induction donnée par ces quatre méthodes est
tres voisine. Par ailleurs, nous avons pu constater que l'utilisation de la jauge accélére la
convergence de l'algorithme itératif du gradient conjugué. On passe de 5179 itérations pour le
calcul non jaugé, a 530 dans le cas de la jauge A.w=0 et a 62 itérations pour la jauge de
Coulomb.

La jauge de type A.w=0 réduit aussi le nombre d'inconnues du systeéme. Initialement, ce

nombre est de 8174. En annulant la composante A, du potentiel vecteur magnétique, on passe a

5879 inconnues.
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Le deuxiéme constat concerne plus précisément les conditions de transmission a
l'interface. La composante normale de 1'induction est parfaitement conservée lorsque l'on utilise
une formulation en A. Sur la figure 2.8, on remarque en effet un palier horizontal pour la position
x=20 mm. Ce passage est moins bien assuré¢ par la formulation en potentiel scalaire magnétique
Q. Par contre, lorsque l'on considére les composantes tangentielles a l'interface (B, et B, figures
2.9 et 2.10), on constate que, comparée a la formulation en €2, la discontinuité est atténuée pour
les formulations en potentiel vecteur.

Certains auteurs [44] [55] [59] [60] proposent d'améliorer le comportement des éléments
nodaux au passage des interfaces. Nous avons essayé¢ deux des méthodes proposées mais sans
remarquer de changements de comportement du vecteur induction. La premiére consiste & ne
jauger que les ¢léments qui ne sont pas en contact avec l'interface [44] [55]. La deuxiéme
méthode "libére la composante normale" a I'interface du potentiel vecteur magnétique [59] [60].

En conclusion, a l'interface entre deux milieux, les formulations en potentiel vecteur
vérifient la continuité de B,. Par contre, la discontinuité¢ de la composante tangentielle est mal
assurée. On notera que, dans l'exemple que nous avons modélisé, les résultats en éléments
d'arétes et nodaux sont sensiblement équivalents. Pour certaines structures [61], les écarts entre
les éléments nodaux et d'arétes (en faveur des éléments d'arétes) sont plus prononcés. Cependant,
dans le cadre de notre étude (machine asynchrone a encoches inclinées), nous ferons I'hypothése

que les éléments nodaux donnent des résultats suffisamment corrects.

2.3.3. Probléme n°4 du TEAM Workshop.

Pour tester la partie magnétodynamique de notre code, nous avons étudié une sphere
creuse conductrice, dont la résistivité électrique est p=10" Q.m et la perméabilité magnétique est
celle du vide. La spheére a un rayon intérieur de 35 mm et extérieur de 50 mm. Elle est plongée
dans un champ d'induction orienté dans la direction de 1'axe Oz. En régime permanent, il est
possible de calculer analytiquement la densité de courant et, par conséquent, la puissance
dissipée dans la sphére. Le systéme étudié posséde des plans de symétrie ; nous pouvons donc ne
discrétiser qu'un huitiéme de la structure. La figure 2.11 présente le maillage du domaine
discrétisé et les conditions aux limites. Pour avoir la densité de courant normale aux faces x=0 et
y=0, on impose ¢=0 sur ces faces. Sur la face z=0, J,=0 est imposé au sens faible dans la

formulation (intégrale de surface égale a zéro dans l'équation (2.36)). L'induction magnétique a

44



Chapitre 2 : Implantation des hypothéses d'invariance dans un code éléments finis.

l'intérieur du domaine a pour expression :
B=B_sin(wt) (2.45)
avec B,=1 T et ®=2xf. Les calculs sont effectués pour une fréquence de 1 et 50 Hz. Pour obtenir

une telle variation de l'induction [62], le potentiel vecteur, sur les frontiéres extérieures, est

impos€ a :
A, =- B.y sin(wt)

A=|A, = %sin(cot) (2.46)
A, =0

avec x et y, les coordonnées des nceuds sur les faces extérieures du domaine d'étude.

C.L. : A imposé

CL : A imposé

CL.: Bn=0 “ ‘T e ‘
eto=0 —_—
“ \ \
a2

| CL.: A jmposé

| 4

.

| N

x C.L.:By=0 et ¢=0 CL.:H=0et J,=0

Figure 2.11 : Maillage du huitiéme de sphére creuse dans une boite d'air.

Nous avons utilisé, pour cet exemple, des éléments tétraédriques de premier ordre. Le
maillage comporte 1581 nceuds et 7917 éléments. Sur la figure 2.11, seuls les éléments de la
sphére creuse ont été représentés. Le systéme a résoudre (équation (2.43)) comporte alors 4201

inconnues potentiel vecteur A et 629 inconnues potentiel scalaire .
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La figure 2.12 représente 1'induction magnétique imposée dans le domaine étudié. Pour ce
faire, le calcul a été effectué en considérant une conductivité nulle dans la sphére. En présence de
la sphére et pour une fréquence de 50 Hz, on trouvera, sur les figures 2.13 et 2.14,

respectivement, l'induction magnétique et la densité de courant en régime permanent.

Figure 2.13 : Distribution de B en présence de la sphére.

46



Chapitre 2 : Implantation des hypothéses d'invariance dans un code éléments finis.

Figure 2.14 : Distribution de la densité de courant induit dans la sphere.

Pour valider nos résultats, nous disposons du calcul analytique de la puissance. De plus,
afin d'étendre la vérification, nous avons reproduit, dans le tableau 2.5, outre les résultats
analytiques et ceux donnés par notre code EFL2EP3DN, les résultats obtenus par les formulations

en ¢éléments d'artes A-A* et h-Q), en complexe.

i EFL2EP3DN
Analytiques h-Q C AA* C
1 Hz 21.5 213 214 21.2
50 Hz 36061 35920 34717 37560

Tableau 2.5 : Puissance dissipée par effet Joule dans la sphére conductrice

(les résultats sont donnés en W).

L'ensemble des résultats présentés dans le tableau ci-dessus, montre la validité de la
formulation développée en magnétodynamique. Les divers modules du code ayant été testés,

nous allons maintenant introduire les hypothéeses d'invariance.
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2.4, Implantation des hypothéses d'invariance.

La formulation éléments finis que nous avons €élaborée est utilisé dans cette partie pour
tester, sur un exemple simple, différentes hypothéses d'invariance. Les résultats obtenus seront

comparés avec ceux donnés par le code 3D.

2.4.1. Dispositif étudié.

Le dispositif étudié est un treillis constitué de deux réseaux infinis de conducteurs,
représenté sur la figure 2.15. Les conducteurs verticaux forment l'inducteur. Ils sont traversés par
une densité de courant uniforme imposée. Les conducteurs incliné€s représentent l'induit. Dans
cette étude, l'angle d'inclinaison vy entre les deux réseaux de conducteurs sera considéré variable.
Ces deux réseaux sont plongés dans un milieu magnétique homogene, éventuellement séparé par
un entrefer (voir figure 2.15). La zone délimitée par des pointillés et située au centre du treillis
représente la maille élémentaire. C'est le domaine discrétisé. Les dimensions de la cellule
élémentaire et les frontiéres, I'; a Iy, ou sont appliquées les conditions aux limites ou de

périodicité, sont présentées sur la figure 2.16.

NN
VNN
ANRAANNE
NN

Figure 2.15 : Réseaux de conducteurs de longueur infinie.
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I
alimentation
20
fer 20
100

entrefer ‘ 10

fer I 10
A
100
L 3 20
= T I
L 10 i1l
Figure 2.16a.

barre induite

I'y

Figure 2.16b.
Figure 2.16 : Dimensions de la cellule élémentaire

(vue dans le plan Oxy, 2.16a et dans le plan Oxz, 2.16b).
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Le maillage de la cellule est constitu¢ de 1331 nceuds et de 1000 éléments hexaédriques
de 10 mm de coté et déformés suivant l'angle d'inclinaison. Les conditions aux limites sont

présentées dans le tableau ci-dessous :

et | A0 (A=AS0).

et Ty | AXY,2)=AXY,ZHZ) avec Z=100 mm, profondeur de la maille élémentaire.

Isetls | A(Xy,z)=AXx+X,y,z+Xcotg(y))

O(x,y,2)=o(x+X,y,z+Xcotg(y)) avec X=100 mm, largeur de la maille élémentaire.

Tableau 2.6 : Conditions aux frontiéres du domaine modélis€.

La densité de courant source J;, a les caractéristiques suivantes:
-direction dans l'espace suivant 0z.
-variation en fonction du temps : J;=2500*sin(2nft) A/m?, avec =1 Hz.
Nous obtenons ainsi une intensité de courant de valeur maximale de 1 A car la section de la barre
d'alimentation est de 4.10* mm? L'entrefer représenté sur la figure 2.16 ne servira pas pour
toutes les modélisations. En effet, il est aussi intéressant de considérer le cas sans la présence de
ce dernier.
Les caractéristiques magnétiques et électriques des matériaux sont:
-fer : nu,=1000.
-barre d'alimentation : p=1.

-barre induite : p,~=1, 0=5,8.10" Q'm™.

2.4.2. Modélisation tridimensionnelle.

Dans cette étude, le modéle tridimensionnel avec la jauge de Coulomb, 3D-complet,
servira de référence. A titre indicatif, nous présentons, sur la figure 2.17, la distribution de
I'induction magnétique suivant l'axe de la barre induite (figure 2.17a) et suivant l'axe de la barre
inductrice (figure 2.17b). Sur cette figure, nous définissons également deux lignes de calcul
(haute et basse). Les résultats sont obtenus pour un angle y=20° avec entrefer et a t=250 ms. Pour
les mémes conditions de calcul, sur la figure 2.18, nous présentons l'évolution des composantes

du vecteur induction ainsi que son module, avec entrefer a t=250 ms pour y=20° sur la ligne
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invariante haute (2.18a) et basse (2.18b), et pour y=70° sur la ligne invariante haute (2.18c) et

basse (2.18d).

0,004 -

ligne invariante haute

point correspondant

Figure 2.17a. : plan perpendiculaire a la barre induite.

ligne invariante basse

point correspondant

1 e e N *;\ — -
e EE—— ~ . h
o P - A b
) | ;,/ I i ~.
! " ¥ y —— S A
| . .
< < < g é
P e 7 7 7. 7 7e 7 7 12
EEEEEEREXE
e &le & & & & & & @

—- —- - —- - —- - - —- —-

Figure 2.17b. : plan Oxy.

Figure 2.17 : Cas du calcul 3D-complet, distribution de l'induction magnétique

y=20° et t=250 ms (avec entrefer)

valeuren T

e e e = e e

position sur la ligne en mm
+ + t |

I

|

T

|

|

1

|

|

| T T T

5 D R e e

B Bz --'B

0,004

0,003
0,002

0,001

-0,001 -+

0,002

Figure 2.18a. : ligne haute y=20°.

valeuren T

s s 3 45 55 65 75 85 95

—Bx --- By Bz

-0,003

-0,004 -

Figure 2.18c. : ligne haute y=70°.

0,001 © valeuren T
0,0009 frmrmrrmm e o
0,0008 +
0,0007 L
0,0006
—Bx ---By - Bz --B
0,0005 +
0,0004 1
0,0003 1
o002 [T T o
0,0001
! osition sur Ia ligne en mm
04 , P e 4
15 44 73 102 132 161 190 219 249 278
: B H o
Figure 2.18b. : ligne basse y=20°.
0,0025 1 valeuren T
0,002 -
0,0015 -
—Bx --=By B2 --B
0,001 1
0,0005
position sur la ligne en mm
[ T P LRI
5 16 27 37 48 59 69 80 90 0l

Figure 2.18d. : ligne basse y=70°.

Figure 2.18 : Evolution des composantes et du module de B

au centre des €léments situés le long des lignes d'invariance.
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Sur la figure 2.17, l'induction magnétique est représentée dans tous les éléments, sur toute
la profondeur du domaine d'étude. Ainsi, dans la vue de face 2.17b, les vecteurs se superposent
parfaitement dans la partie supérieure. Pour la vue 2.17a, la superposition est parfaite dans la
zone inférieure. Par contre, au niveau de l'entrefer, méme si les vecteurs sont trés proches, dans la
vue de face, la superposition est moins nette. Deux directions d'invariance, conformes & nos
suppositions, apparaissent donc sur la figure 2.17. Les évolutions des composantes et du module
du vecteur induction, représentés sur la figure 2.18, confirment les conclusions visuelles faites au
syjet de la distribution vectorielle de la figure 2.17.

Pour une inclinaison de 70°, avec un entrefer, nous avons représenté, sur la figure 2.19, la
densité de courant induit & l'instant t=250 ms. Elle est orientée dans la direction de la barre
conductrice. Elle est plus importante dans la partie supérieure et apparait comme invariante
suivant la direction du conducteur. Nous pouvons rappeler ici que le treillis étudié est infini. Pour
les autres inclinaisons de l'angle y et pour la configuration du probléme sans entrefer, les

grandeurs locales, représentées sur les figures 2.17 et 2.19, se comportent de maniére semblable.

Figure 2.19 : Distribution du vecteur densité de courant y=70° et t=250 ms (avec entrefer).

On trouvera, représentée sur la figure 2.20, I'évolution, en fonction du temps, de la densité
de courant en un point "C" situé au milieu de la section centrale (voir figure 2.19). Les calculs
ont été effectués en présence d'un entrefer pour les angles d'inclinaison de 20° et de 70°. D'autre
part, la figure 2.21, représente 1'évolution de la densité, calculée a l'instant t=250 ms, en fonction

de I'angle 7.
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600 -
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200 +
-400 -
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Figure 2.20 : Evolution de le densité de courant induit en fonction du temps (avec entrefer).
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Figure 2.21 : Evolution de I'amplitude de la densité de courant induit en fonction de I'inclinaison.

2.4.3. Différentes hypothéses appliquées.

A partir des résultats présentés dans le paragraphe précédent, nous avons défini plusieurs
approches avec différents niveaux d'hypotheses. En ce qui concerne la partie haute, nous en
introduirons trois. Dans la premiére, on suppose la composante A, invariante (3Dpaut-azinv). Par
défaut, les composantes Ay et A, sont "variantes". Dans la deuxiéme étape des hypotheses, on
considére le vecteur A invariant (3Dpay-inv). Enfin, la derniére, portant sur la partie haute, se
ramene au cas 2D.

Pour la partie basse, en plus du 3D, on se limite & deux niveaux d'’hypothéses. Dans la
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premiére, le potentiel vecteur est supposé invariant dans la direction de la barre ; par contre le
potentiel scalaire est "variant" (3Dpas-ainv). Dans la seconde, A et ¢ sont invariants suivant la
barre de I'induit (3Dpas.inv)-

La réalisation pratique, dans notre code, des hypothéses utilisées repose sur la
propagation, dans une partie du maillage, des inconnues nodales suivant la direction d'invariance.
C'est une extension vectorielle d'un modele d'invariance scalaire [63], développé dans le cas de
problémes thermiques. La figure 2.22 présente ce principe pour deux nceuds situé€s sur une ligne
invariante d'un élément hexaédrique. Nous supposons, comme indiqué sur cette figure, que
l'inconnue nodale Ag, est égale a l'inconnue nodale As,, si l'aréte qui relie les nceuds S et 6 de

I'élément est orientée dans la direction de l'invariance supposée.

Ae=As;

direction d'invariance

Figure 2.22 : Principe de propagation d'inconnues nodales.

A partir de ces différentes hypothéses, nous avons étudié 7 combinaisons. Elles sont
présentées dans le tableau 2.7. On notera que l'approche n°3 (3Dainy), indique que, dans tout le
domaine, on considére le potentiel vecteur invariant, suivant Oz dans la partie haute, et dans la
direction de la barre, dans la partie basse. Par contre, aucune hypothése n'est faite sur le potentiel
scalaire. A noter que pour l'approche n°4, le potentiel scalaire est également invariant. Les

approches 6 et 7 sont équivalentes a 3 et 4, mais avec un formalisme 2D dans la partie haute.
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Figure 2.23 : Evolution du domaine d’étude en fonction des approches utilisées.

2.4.4. Résultats et comparaisons.

Une série de calculs, utilisant les approches présentées dans le paragraphe précédent, a été
effectuée. Les calculs tridimensionnels avec la jauge de Coulomb nous permettent de constituer

une référence pour la comparaison. Nous avons considéré différentes inclinaisons entre les deux

réseaux de barres, pour un angle y variant de 20° a 80°, avec un pas de 10°. Le cas d'un treillis

incliné de 10° n'a pu étre traité a cause de la trop grande déformation des éléments et le cas y=90°

résentait peu d'intérét. En effet, quand les barres sont en quadrature géométrique, il n'y a pas de
p p q q g q yap

courants induits dans la barre inférieure. Nous avons, de plus, différencié les cas avec ou sans

entrefer. Le nombre de calculs ainsi effectués est alors de 112.

Le tableau 2.8 présente, pour différentes valeurs de y et dans le cas avec entrefer, la valeur

de la densité de courant, au milieu de la section centrale de la barre (point C sur la figure 2.19),

obtenue par le modéle 3D-complet. On trouvera également dans ce tableau, pour les sept

approches, l'erreur relative en % par rapport au modéle de référence. Le tableau 2.9 reprend les

meémes comparaisons dans le cas ou il n'y a pas d'entrefer.
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3D n°l: n°2: n°3: n°s: n°6: n°7:
Complet 3Dhaut- | 3Dnavtinv= | 3Dainy 2Dnaut- 2Dhaut- 2Dnaue-
J (A/ mz) Azinv'3Dbas 3Dbas 3Dbas 3Dbas-Ainv 3Dbas-inv
(%) | (%) | (%) (%) | £(%) | £(%)
y=20°| 586,86 0,00 0,00 -0,03 5,85 5,57 5,57
v=30°| 499,64 0,00 0,00 -0,03 11,85 11,54 11,72
y=40°| 411,04| 0,00 0,00 -0,04 19,16 18,81 18,59
y=50°| 325,88 0,00 0,01 -0,04 27,27 26,89 26,68
y=60°| 243,28| 0,00 0,01 -0,03 35,44 35,02 3441
v=70°| 161,98| 0,05 0,04 -0,09 42,54 42,08 39,92
v=80°| 8091 0,00 0,02 -0,03 47,60 47,12 48,03

Tableau 2.8 : Ecarts entre les approches (avec entrefer)

3D n°l: n°?2: n°3: n°4: n°S: n°é6:
Complet 3Dhaut- | 3Dnavt-inv-| 3Dainy 3Diny 2Dhaut' 2Dhaut' .
J (A/mz) Azinv'3Dbas 3Dbas 3Dbas 3Dbas-Ainv
€ (%) g (%) £ (%) e (%) € (%) € (%)
y=20°{ 507,06 0,00 0,00 -7,51 -4,44 3,68 -3,56
v=30°| 422,52| 0,04 0,05 -10,11 -9,5 7,47 -2,61
y=40°| 342,21} 0,17 0,24 -13,07 -12,54 11,91 -1,84
y=50°| 267,12| 0,34 0,60 -15,26 -15,38 16,63 -026
y=60°| 196,59 0,45 1,05 -16,59 -16,79 21,17 1,95
y=70°| 129,38| 0,48 1,46 -17,18 -17,86 24,95 4,31
y=80°| 64,25 0,46 1,74 -16,28 -18,63 27,45 6,87

Tableau 2.9 : Ecarts entre les approches (sans entrefer)

Pour le cas avec entrefer, deux familles de modeéles se dessinent. Les approches 3Dpay.
Azinv'3Dbas (ﬂ): 3Dhaut-inv'3Dbas (ﬂ), 3DAinv (ﬁ) et 3Dinv (u) sont tres pI'OChCS de la
solution tridimensionnelle, quel que soit I'angle d'inclinaison. Par contre, les approches 2Dy au-

3Dbas (QZ_S_), 2I)haut"?’Dbas-Ainv (no 6) et 2Dhaut"’-)’]:)bas-inv (no 7)5 relativement prOCheS lorsque Y est

faible (moins de 6% d'écart), s'éloignent lorsque l'inclinaison entre les barres augmente (e=48%).

Pour étre plus explicite, les méthodes qui conservent les trois composantes du potentiel vecteur
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dans la partie supérieure du domaine étudi¢ donnent des résultats plus proches de la référence.
Inversement, 1'utilisation des hypothéses de type bidimensionnel dans la partie haute du maillage
entraine la dégradation de la solution, avec 'augmentation de l'angle d'inclinaison.

~ En absence d'entrefer, les résultats obtenus peuvent étre divisés en trois groupes. Les

aPPTOCheS 3Dhaut-azinv-3Dbas (0° 1), 3Dhaut-inv-3Dbas (0° 2), 2Dnaut-3Dpas-ainy (0°_6) €t 2Dhaut-3Dpas.

inv (0°_7) sont trés proches de la solution de référence. Les méthodes 3Dajny (n° 3) et 3Djny (n° 4)

donnent des résultats par défaut et 2Dpau-3Dpas (n° 5) par exces. Dans ce cas, il n'apparait pas de
régle évidente pour comparer les méthodes utilisées.

Pour mieux cerner les phénomeénes d'invariance du probléme traité, nous présentons dans
l'annexe 3 une étude sur le comportement du potentiel vecteur magnétique dans les différentes
régions du maillage avec entrefer.

En ce qui concerne les distributions vectorielles de 1'induction magnétique et de la densité
de courant induit, nous avons présenté, dans le paragraphe précédent, les résultats 3D-complet,
pour la configuration avec entrefer. Pour ce genre de tracés, la différence entre les modéles
utilisés n'est pas visible. A titre d'exemple, nous pouvons considérer, sur la figure 2.24, la

distribution du vecteur induction magnétique dans le plan Oxy obtenue par l'approche 2Dy~

3Dpas (n°5) :

N\

B e e e A I I =
ddGqdd4d4499
Gubbbabbbk

‘h R e i

< A A

&

T N TN

Figure 2.24 : Distribution de I'induction magnétique dans la plan Oxy, approche 2Dhaut-3Dbas
(y=20°, t=250 ms, avec entrefer).

Un autre moyen pour tester les approches proposées consiste a calculer, pour chaque
élément, le module de la différence, composante par composante, entre le vecteur induction
donné par le 3D-complet et I'approche considérée. La somme de ces modules (en T), divisée par
le nombre d'éléments du maillage, donne une autre idée des effets des hypothéses :

58



Chapitre 2 : Implantation des hypothéses d'invariance dans un code éléments finis.

e=ne

E= ;g Z\/(TB’GD N Bxapp )2 + (By3D =Bl )2 + (Bzm - Bzapp)2 (2.47)
e=1

Nous avons estimé cette erreur pour deux valeurs d'inclinaison (y=20° et y=70°) avec l'entrefer ;

les résultats sont donnés dans le tableau 2.10 :

3Dhaut-Azinv‘3 Dbas 3Dinv 2Dhaut'3 Dbas 2ljhaut'3Dbas-inv

y=20°
Bmax=19,7 mT
Bnin=2,18 uT 17,7 nT 4,65 uT 272 uT 273 uT
Bmoy=3,1 mT

y=70°
Bmax=20,8 mT
Bmin=1,12 uT 1,62 uT 6,47 uT 208 uT 211 T
Bmoy=3,3 mT

Tableau 2.10 : Erreur moyenne de l'induction magnétique, cas avec entrefer a t=250 ms.

A partir de ce tableau, on notera que, comparée avec le By, 'erreur moyenne est correcte
pour les deux premiéres approches (3Dhaut-azinv-3Dbas €t 3Diny) €t acceptable pour les deux autres

(2Dhaut'3Dbas et 2Dhaut"3Dbas-inv)‘

L'objectif de notre étude concerne l'élaboration d'un modéle fiable et économique en
temps de calcul et capacité mémoire. Nous allons donc comparer de ce point de vue, le 3D-
complet avec les autres approches. Cependant, afin de ne pas alourdir I'exposé, nous avons

¢liminé les approches n° 1, n° 6 et n° 3. En effet, le cas 3Dhaut-Azinv-3Dpas €st trés proche du 3D-

complet. Les modeéles 2Dpaut-3Dbas-ainy €6 2Dhau-3Dpas donnent des résultats équivalents et la
différence entre le 3Dainy €t le 3Djyy se traduit uniquement par la variation du potentiel scalaire.
L'ensemble des calculs a été effectué sur une station Digital 250 4/266, dont la fréquence
d'horloge est de 266 MHz et disposant de 192 Mo de mémoire RAM. Pour la résolution du
probleme, nous avons utilisé I'algorithme itératif du gradient conjugué avec un stockage morse.
Les calculs ont été effectués sur 3 périodes avec un At de 50 ms, ce qui correspond a 60
résolutions d'un probléme linéaire. Le tableau 2.11 présente I'ensemble des résultats obtenus.
Comme on pouvait s'y attendre, suivant le niveau des hypothéses, le nombre d'inconnues, donc la
taille mémoire et les temps de calcul, vont diminuer. On constate que les gains les plus
importants du point de vue temps CPU et capacité mémoire sont obtenus avec I'approche 2Dy ay-

3Dbas-inv-
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inconnues A inconnues @ termes stockés Temps CPU
3D-complet 2900 90 114190 lhi7mnls
3Dhaut-inv-3Dbas 2450 90 90310 21 mn40s
2Dhaut=3Dpas 1350 90 50610 12 mn 9s
3Dinv 290 9 4536 2mn27s
2Dhaut=3Dbas-inv 180 9 2216 Imns5s

Tableau 2.11 : Comparaison des approches (temps CPU et taille mémoire).

Pour choisir une approche, nous constatons sur les tableaux 2.8 et 2.9, au sens de la
précision, que les méthodes 3Dj,, avec entrefer et 2Dpayi-3Dpas-inv Sans entrefer sont trés proches
de la référence (colonnes grisées dans les deux tableaux). De plus, au niveau du nombre
d'inconnues et du temps de calcul (voir tableau 2.11), ce sont les plus performantes. Le critére de
choix entre ces deux méthodes serait la présence d'une discontinuité magnétique dans le domaine
étudié.

A partir des résultats ci-dessus, on notera qu'il est possible de modéliser un probléme
typiquement 3D en considérant une direction d'invariance. Cependant, dans une machine
asynchrone a encoches inclinées, méme si la géométrie comporte une répétition hélicoidale, le
comportement des grandeurs électromagnétiques est moins prévisible que dans le cas traité dans
ce chapitre. Une nouvelle série de test devra donc étre menée, pour la machine étudiée, afin
d'établir un modéle présentant le meilleur compromis entre la précision, le temps de calcul et la
mémoire nécessaire.

D'autres modeles restent encore exploitables pour ce genre de problémes. Nous
présentons dans l'annexe 4 une approche adaptée a la magnétostatique. Celle-ci utilise un
formalisme bidimensionnel dans les deux parties du maillage mais dans deux repéres différents.
La jonction entre les deux zones est faite au moyen des fonctions d'interpolation élémentaires 3D

modifiées.
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CHAPITRE 3: MODELISATION DE LA MACHINE ASYNCHRONE A
ENCOCHES INCLINEES.

Introduction.

Dans I'absolu, il n'est pas possible de modéliser en 2D une machine a encoches inclinées.
Cependant, diverses méthodes, s'appuyant sur une approche bidimensionnelle sont proposées
dans la littérature en pas a pas dans le temps [64] [14] [13] ou avec une décomposition
harmonique [65] [66]. Pour cette derniére, l'inclinaison des encoches est introduite & I'aide d'un
coefficient d'inclinaison appliqué & chacun des harmoniques.

Parmi les méthodes en pas a pas dans le temps, la plus simple [64] prend en compte
l'inclinaison par un post-traitement. Une autre approche, basée sur la méthode des éléments finis
2D, consiste a discrétiser la machine en plusieurs sections [14]. Les disques ainsi constitués sont
perpendiculaires a 1'axe du rotor. L'inclinaison des encoches, au stator ou au rotor, est modélisée
par un décalage angulaire de la partie des disques correspondant a l'armature en question. L'angle
de décalage est obtenu en divisant I'angle d'inclinaison des encoches par le nombre de tranches.
La continuité du courant dans les barres rotoriques et dans les enroulements statoriques est
imposée pour coupler les sections. La solution est obtenue en résolvant en méme temps les
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Chapitre 3 : Modélisation de la machine asynchrone & encoches inclinées.

équations des champs électromagnétiques dans tous les disques, en tenant compte des conditions
de couplage [13]. La figure 3.1 présente le principe de cette méthode (n-disques), appliqué a un

rotor incliné.

Figure 3.1 : Principe de la méthode n-disques.

Gréice a la montée en puissance des calculateurs électroniques, des calculs en 3D couplé
aux équations de circuits électriques, commencent a étre utilisés [13] [67] [68]. Cependant, la
modélisation des machines asynchrones entraine des temps de calculs encore prohibitifs, ce qui
limite leur domaine d'application.

Dans ce chapitre, nous allons étudier une machine asynchrone & encoches inclinées.
Aupaiavant, nous adapterons le code de calcul développé au chapitre précédent, en introduisant
des modules complémentaires pour modéliser les machines €lectriques. On prendra ensuite en
compte l'invariance hélicoidale. Enfin, la machine sera étudiée avec le modéle proposé et la
technique basée sur la décomposition du rotor en plusieurs sections décalées. Les résultats

obtenus seront comparés avec l'expérience.

3.1. Modules complémentaires.

3.1.1. Prise en compte des non-linéarités.

Dans les exemples étudiés au chapitre 2, les caractéristiques des matériaux magnétiques
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étaient supposées linéaires.

Dans le code de calcul, afin de prendre en compte les non-linéarités magnétiques, nous
avons implanté l'algorithme de Newton-Raphson. La caractéristique B en fonction de H [69] est
représentée par 1'équation :

2a
V=L[2B—(C—8)+€) (3.1
Lo \B** +1

avec : v, la réluctivité magnétique du matériau.
B, la valeur de I'induction.
Lo, la perméabilité du vide.
a,t,C et g, les coefficients de Marrocco.

La courbe ainsi obtenue, dans le cas de la machine étudiée, est présentée en annexe 5.

3.1.2. Couplage magnétique-¢électrique.

La modélisation numérique des dispositifs électriques nécessite le couplage des équations
magnétique et électrique. On peut envisager le cas des conducteurs multifilamentaires et massifs.
Dans la section d'un conducteur multifilamentaire, la densité de courant est supposée constante.
Par contre, pour un conducteur massif, 1'épaisseur de peau est prise en compte. Pour notre
application, la fréquence des courants d'alimentation est de 50 Hz. Le bobinage statorique sera
donc modélisé par le couplage avec les conducteurs filaires et le couplage avec les conducteurs
massifs sera utilis¢ pour compléter la représentation de la cage rotorique. Les barres seront
discrétisées par les éléments finis et connectées entre elles par I'équation électrique de la cage

avec l'anneau de court-circuit.

3.1.2.a. Cas des conducteurs multifilamentaires.

Prenons le cas d'une bobine a noyau de fer. L'équation du circuit électrique s'écrit sous la

Vet — (3.2)

avec : v, la tension aux bornes de la bobine.
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i, le courant absorbé.
r, la résistance.
@, le flux engendré.
Cette équation peut étre reliée a 1'équation du champ magnétique en exprimant le flux dans la

bobine en fonction du potentiel vecteur :

®=n, jB.ds: [ANdQ (3.3)
s Q

avec : ng, le nombre de spires.
s, la section du circuit magnétique.
Q, le volume occupé.
ds, le vecteur normal a la surface de la bobine dont la norme est la surface.

N, le vecteur densité de spires défini par :
N=—n (3.4

avec : n, le vecteur normal a la surface de la bobine de norme unité.
D'autre part, dans les équations de Maxwell, la densité de courant source sera remplacée par
l'expression :

y - nd

N

n = Ni (3.5)
S

Apreés développement [68] [70] [71], nous pouvons écrire le systéme matriciel couplé, en

absence de courants induits :

[S1+[P] S TYran) [10]
e S ] __[iﬂ‘[—[vﬂ .

avec: [C;]=)] I:Ne]tNdQe , la matrice de couplage.

e=1 Q,

[r], la matrice résistance.

[v], le vecteur tension.
La résolution de ce systéme d'équations nous donne simultanément le comportement du champ
magnétique et la valeur des courants absorbés.

Dans les machines tournantes, le bobinage présente des parties externes a la longueur fer.
Il s'agit des tétes de bobines. Dans les modeles 3D, ces parties frontales peuvent étre discrétisées
en éléments finis [72] [12]. Cependant, la géométrie des tétes de bobines est complexe. De plus,

I'utilisation des hypothéses invariantes tend a réduire le domaine d'étude. Pour ne pas mailler ces
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régions supplémentaires, nous introduirons l'inductance des tétes de bobines dans l'équation
électrique du stator.

Pour valider le couplage, nous allons modéliser une bobine entre deux plaques
conductrices [71]. Les paramétres du probleéme sont présentés en annexe 6. Nous allons étudier
1'évolution du courant dans la bobine pour deux configurations de calcul, respectivement, avec et
sans les plaques. Pour des raisons de symétrie, nous pouvons discrétiser le huitiéme du dispositif.
La figure 3.2a présente I'évolution du courant absorbé par la bobine avec et sans les plaques
conductrices obtenue par notre code et, afin de valider le module, par une formulation en
éléments d'arétes. La pente du courant, au départ, est plus importante avec les plaques, mais elle
diminue bien avant d'atteindre la consigne. Cette derniére est approchée plus rapidement sans les
plaques. Sur cette figure, on notera que, comparée & la formulation en éléments d'arétes, notre
formulation donne des résultats sensiblement identiques, pour chaque configuration de calcul. A
titre indicatif, nous avons représenté, sur les figures 3.2b et 3.2c, respectivement, la distribution

de I'induction magnétique (sans plaques) et de la densité de courant induit dans la plaque.

R

PSRN
JURRURREL L o

——aréte sans plaque
--- nodal sans plaque
------ aréte avec plaque
----nodal avec plaque

---- régime permanent

temps en ms

i

40 60 80

Figure 3.2a.

Figure 3.2b. Figure 3.2c.

Figure 3.2 : Bobine entre deux plaques. Evolution du courant (3.2a), vecteur induction magnétique sans les plaques

(3.2b), vecteur densité de courant induit figure (3.2c¢).
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3.1.2.b. Cas des conducteurs massifs.

Les remarques du paragraphe précédent concernant le maillage des parties frontales de la
machine s'appliquent également aux anneaux de court-circuit. Pour en tenir compte dans notre
modéle, nous allons utiliser le couplage magnétique-électrique dans le cas de conducteurs
massifs. Une portion d'anneau sera représentée sous la forme d'une résistance connectée entre
deux barres rotoriques successives. Ce choix de couplage correspond aux modéles 2D.

Pour ce faire, nous allons considérer directement le schéma électrique équivalent d'une

partie de la cage rotorique, représentée sur la figure 3.3 :

lextk+1

Figure 3.3 : Une maille de la cage rotorique.

Sur cette figure, nous appelons Ry la résistance d'une barre rotorique et rey celle d'une
portion d'anneau de court-circuit entre deux barres successives. Dans la partie "éléments finis",
les extrémités des barres sont supposées étre des plans équipotentiels. Pour la barre k, les
potentiels scalaires électriques inconnus seront notés @x; et @x2. De plus, on appellera iy, le
courant dans la barre k et i.xx, le courant dans la portion d'anneau de court-circuit située entre les
barres k-1, k. Dans cette étude, nous ferons 'hypothése que la différence de potentiels entre deux
barres successives, a une extrémité de la cage, est la méme qu'a l'autre extrémité, Qk.1 2-Qx 2=Pk-
1.1-0 1 (voir figure 3.3). Dans ces conditions, la maille représentée sur la figure 3.3 nous donne
I'équation suivante :

AV 12liexix-AV =0 3.7
avec : AVi=Qk.12-Px1,1

AVi=@k 29k,

Au nceud k, nous pouvons écrire :
Tpk=lextk-Textk+1 (3.8)

Le couplage entre les équations de champ et du circuit électrique sera donc réalisé a travers les
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inconnues @ et iex. Le systéme matriciel du circuit extérieur s'écrit alors :

[CNT][@]+[2rext] [iext]=0 (3.9)
avec : [CNT], la matrice de connexion des barres rotoriques.
Pour le couplage avec la méthode des éléments finis, on rappelle que le courant iy, dans une barre

peut s'écrire (voir équation 2.37) sous la forme :

iy, = jcp'(c%t‘i‘— + cgrad(p) -ndS (3.10)
S 7

J

avec : ¢'=1 sur S et 0 ailleurs.

Alors, le systéme matriciel complet a pour expression :

[ 2 R R A
AGl L [GG] [onT] 0 [o] |_| [o]

0 & [eNT]  [or, ] 0 [ie_xx] [0] G1D
edd o o gt L

ou les inconnues du probléme sont les valeurs nodales des composantes du potentiel vecteur
magnétique et du potentiel scalaire électrique, les courants circulant dans les portions d'anneau de
court-circuit et les courants absorbés par le circuit statorique. Le terme source est représenté par
le vecteur des tensions aux bornes des enroulements statoriques. Le calcul des dérivées par
rapport au temps est fait en utilisant 1'algorithme d'Euler et le comportement magnétique non-

linéaire des matériaux est pris en compte par l'algorithme de Newton-Raphson.

3.1.3. Prise en compte du mouvement.

Pour la prise en compte du mouvement en 3D, diverses approches peuvent E&tre
envisagées [68] [73] [74] [75]. Pour notre code éléments finis, nous avons retenu la surface de
glissement [68] [75].

L'avantage de cette méthode réside dans la simplicité de mise en ceuvre informatique. Son
principal inconvénient est lié a la nécessité d'un maillage régulier, sur la surface de glissement,
représenté par un pas angulaire Aa.

Pour illustrer le principe de la méthode, prenons le cas 2D, représenté sur la figure 3.4.

L'étude se raméne alors a une ligne de glissement. La position initiale correspond a la figure 3.4a
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et, aprés une rotation d'un angle Aa, on obtient la configuration de la figure 3.4b. La simulation
d'un tel déplacement entraine la modification de la connectivité des éléments. A titre d'exemple,
I'élément "e" est constitué des inconnues (10,3,4) sur la figure 3.4a et des inconnues (10,4,5) sur
la figure 3.4b. Pour les inconnues extrémes, la reconstitution s'effectue avec les conditions de

périodicité. Ce principe est facilement transposable au cas 3D.

stator «4——sens de rotation

8 9 10 11 12 13 14 &*per 8 9 10 11 12 13 14 8*per

€ <

1 2 3 4 5 6 7 \*per 1 2 3 4 5 6 7 1"per 2*per

ligne de glissement
rAo

Figure 3.4a : t=t; Figure 3.4b : t=ty+At

Figure 3.4 : Principe de la ligne de glissement.

Avec cette méthode, il faut noter que le maillage régulier ( d'un pas angulaire Aa), impose
une contrainte sur At, le pas de temps de la discrétisation numérique temporelle (équation 2.44)
en fonction de la vitesse de rotation © :
Ao=mAt 3.12)
Pour une vitesse de rotation donnée, la discrétisation d'une période électrique en un nombre

entier de pas de temps devient alors incertaine, voire méme impossible.

3.1.4. Calcul du couple électromagnétique.

Pour le calcul du couple, nous avons choisi d'utiliser le principe des travaux virtuels [76]

[77]. L'énergie magnétique emmagasinée dans le domaine d'étude Q s'écrit sous la forme :
B
W= I(IHdBJdQ (3.13)
Q™o

Le couple électromagnétique en fonction de I'énergie magnétique s'exprime alors sous la forme :

_ oW

M=-"2
00

(3.14)

B=csl€

ou 0, représente I'angle de rotation.
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On considére le stator et le rotor immobiles dans leurs repéres respectifs. La déformation
"virtuelle" n'apparait que dans une couche d'éléments située dans l'entrefer [76]. Dans ces
conditions, le couple est obtenu en sommant la dérivée de I'énergie par rapport a l'angle de

rotation O des éléments déformés de cette couche. Pour un élément de volume Q., nous écrivons :

- —%( I(:[HdBJdQeJ (3.15)

Qe B=csle

./
50

B=csle

Dans I'entrefer, la perméabilité magnétique est constante et égale a po. On peut donc intégrer une
premiére fois I'expression (3.15) et dériver par rapport a 6 dans l'intégrale de volume restante :

S LY 5. P )

(3.16)
Q, 2, Ge\Mo O 2p, 00

B=c™ B=c™®

Pour la suite du calcul, il est nécessaire de connaitre le type d'éléments du maillage. On trouvera,

en annexe 7, le calcul complet, pour le cas des tétraédres.

3.2. Machine étudiée.

La machine que nous allons étudier a les caractéristiques suivantes : 5,5 kW, 220/380 V,
50 Hz. Elle possede quatre paires de pdles. La vitesse de synchronisme est donc de 750 tr/mn. 11
y a 48 encoches statoriques et le rotor, de type double cage, contient 40 encoches.

Si I'on considére I'armature rotorique, la division du nombre d'encoches par le nombre de
paires de pdles nous donne l'information sur le rang des harmoniques de denture dus & cette
armature. En absence d'inclinaison, nous pouvons nous attendre a 1'apparition des harmoniques
de rang 9 et 11 au niveau des courants absorbés au stator. Cependant, le couplage électrique du
réseau d'alimentation est réalisé en étoile. L'harmonique de rang 9 est donc éliminé. Afin
d'atténuer celui de rang 11, les encoches rotoriques sont inclinées en hélice autour de 'axe de la
machine, d'un angle mécanique de 7,5°.

De plus, la différence du nombre d'encoches des deux armatures est égale au nombre de
poles de la machine. Cela implique un effet réluctant.

A titre indicatif, la figure 3.5 présente les dimensions, dans la vue de face, des toles

statoriques et rotoriques sur un secteur angulaire de 45° :
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y
X
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—— 7465 s
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Figure 3.5 : Dimensions des tdles.

Pour des raisons de symétries, un huitiéme de la machine sera modélisé¢ avec des
conditions d'anti-périodicité. Le modele de base que nous avons développé est fondé sur la
formulation A-¢@ en pas & pas dans le temps, avec des éléments finis tridimensionnels nodaux.
Les équations des champs électromagnétiques sont couplées avec les équations de circuit. Les
tétes de bobines sont prises en compte par l'introduction d'une inductance et d'une résistance dans
les équations électriques. L'anneau de court-circuit est supposé uniquement résistif. On trouvera
en annexe 6 la partie électrique modélisée du stator et du rotor.

Dans les paragraphes suivants, nous appliquerons le modéle tridimensionnel défini ci-
dessus pour tester différents maillages utilisés pour notre étude. Les hypotheses simplificatrices
seront alors introduites pour résoudre le probléme de la machine a rotor bloqué et pour un point
de fonctionnement proche du synchronisme. Comme indiqué précédemment, les comparaisons

seront effectuées avec la méthode n-disques et avec des résultats expérimentaux.

3.3. Choix du type de maillage.

Chaque maillage tridimensionnel a été réalisé en deux versions. La premiére représente la
machine asynchrone a encoches rotoriques droites. Nous I'appelons "maillage droit". La seconde

version considére le cas des encoches inclinées. Le nom de "maillage incliné" lui est donné.
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Les maillages bidimensionnels et les maillages 3D droits utilisés dans cette étude ne
posent pas de problémes conceptuels. Sur la figure 3.6, nous avons représenté les maillages 2D
avec des triangles (3.6a) et des quadrangles (3.6b). Les maillages 3D droits avec des tétraédres et

des hexaédres sont donnés, respectivement, sur les figures 3.7a et 3.7b :

LRI 4 [ gtit

Figure 3.6a : 1211 nceuds, 2331 éléments. Figure 3.6b : 2409 nceuds, 2363 éléments.

Figure 3.6 : Maillages 2D. Triangles (3.6a), quadrangles (3.6b).

Figure 3.7a : 12106 nceuds, 61596 éléments. Figure 3.7b : 26499 nceuds, 23630 éléments.
Figure 3.7 : Maillages 3D droits. Tétra¢dres (3.7a), hexaédres (3.7b).

Nous avons également réalisé des maillages inclinés en tétraédres et en hexaédres. Ils ont
été¢ obtenus par deux techniques différentes. Le maillage hexaédrique est une propagation du
maillage quadrangulaire dans la troisiéme direction. Les éléments du stator sont extrudés suivant
Oz et ceux du rotor, suivant la direction hélicoidale des barres. L'entrefer, maillé initialement
avec une seule couche d'éléments quadrangulaires, nécessite un traitement particulier. Les nceuds
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de la surface statorique sont propagés suivant Oz et ceux de la surface rotorique, dans la direction
des barres. Nous alignons ainsi tous les nceuds du maillage dans les deux directions
prépondérantes. C'est une contrainte du modele d'invariance. En effet, appliquer la propagation
des inconnues nodales sur des maillages non orientés (libres) reste trés proche du modeéle 3D
complet et n'apporte pas de gains en temps de calcul et en espace de stockage.

Les éléments 3D ainsi obtenus sont déformés. Dans la derniére couche, l'inclinaison totale
du rotor est "récupérée” sur un seul élément. La figure 3.8 représente le maillage complet (figure
3.8a), le principe du maillage utilisé et les déformations obtenues (figure 3.8b). On congoit
aisément que l'approximation du potentiel vecteur magnétique, sur des éléments si déformés, est

impossible.

Figure 3.8a : 50589 nceuds, 47260 éléments.

rotor 14 ‘ ‘
élément déformé,

dans la face arriére
direction d'extrusion des
stator éléments du stator

quadrangles de départ,
dans la face avant

direction
d'extrusion des
éléments du rotor

Figure 3.8b.
Figure 3.8 : Maillage incliné en hexa¢dres. Maillage complet (3.8a), principe et déformations (3.8b).
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Le maillage tétraédrique est obtenu d'une fagon différente mais pour des raisons que nous
avons évoquées dans le cas des hexaédres, il reste orienté. Une couche élémentaire, reprenant la
géométrie inclinée au rotor, a tout d'abord été maillée en tétraédres. Les éléments du stator et du
rotor, du maillage complet, ont alors été obtenus en copiant, séparément, les éléments du stator et
du rotor de la premicre couche. Le maillage de l'entrefer a ensuite été réalisé. Dans ces
conditions, les éléments de l'entrefer ainsi obtenus ne présentent pas de déformations
importantes. En effet, chaque élément est constitué des nceuds, les plus proches sur les surfaces
rotorique et statorique. La figure 3.9 présente le maillage complet (figure 3.9a) et le maillage de

I'entrefer avec les éléments tétraédriques (figure 3.9b) :

Figure 3.9a : 12151 nceuds, 61596 éléments.

nceuds reliés au stator avec les
conditions anti-périodiques

rotor

direction de copie des
_éléments du stator

direction
de copie des
éléments du rotor

Figure 3.9b.

Figure 3.9 : Maillage incliné en tétra¢dres. Maillage complet (3.9a), extrémité latérale du domaine discrétisé (3.9b).
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Afin de tester la validité des différents maillages (2D, 3D droits et 3D inclinés), nous
avons effectué une série de calculs, avec un rotor lisse et homogéne. Dans ces conditions,
l'inclinaison ne joue plus aucun rdle. La machine est a l'arrét et on considére que les matériaux
magnétiques ont un comportement linéaire. Pour ce test, le circuit statorique est supposé ramené
a une seule bobine, répartie dans toutes les encoches du stator et alimentée par un échelon de
tension (1 Volt). Nous nous intéressons uniquement a la valeur du courant absorbé pour le
premier pas de temps (I ms). Nous en déduisons l'inductance équivalente du dispositif. Les
résultats obtenus pour chaque maillage sont présentés dans le tableau 3.1. L'évolution du courant,

calculée avec l'inductance équivalente obtenue, apparait sur la figure 3.10.

Type de maillage iat=1 ms en mA L ¢gen mH
Triangles 50 19,95
Quadrangles 50,5 19,76
Tétracdres (maillage droit) 52 19,18
Tétraedres (maillage incliné) 52,1 19,15
Hexaédres (maillage droit) 51,9 19,22
Hexae¢dres (maillage inclin€) 120 8,29

Tableau 3.1 : Courant absorbé et inductance équivalente.

12 ien A

—triangles

-=-- quadrangles

~~~~~~ tétraédres (maillage droit)
---- tétraédres (maillage incliné)
---— hexaédres (maillage droit)
—— hexaeédres (maillage incliné)

— courant final
tens

1 2

Figure 3.10 : Evolution du courant absorbé pour chaque maillage.

Comme on pouvait s'y attendre, le maillage en hexaédres incliné, donne des résultats
erronés. Par contre, on notera que, pour les autres approches, la valeur de I'inductance obtenue est
sensiblement équivalente. Nous écartons donc, suite a cette pré-étude, les maillages en éléments

hexaédriques.
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3.4. Choix des hypothéses.

Les hypothéses que nous avons présentées dans le chapitre 2 reposent sur les directions
d'invariance des potentiels. Si, dans le cas du fonctionnement a rotor bloqué, les hypothéses, dans
la partie rotorique, d'orientation de A dans la direction des barres, ne semblent pas choquantes, il
en est autrement quand les courants rotoriques sont de faible amplitude (vitesse de rotation
proche du synchronisme).

Pour vérifier les hypothéses applicables au synchronisme, nous avons effectué une série
de calculs en magnétostatique, dans des conditions sensiblement équivalentes & celles du
paragraphe précédent. On considére une seule bobine, la machine est a I'arrét, les matériaux sont
supposés linéaires et la conductivité des barres est supposée nulle. A la différence des calculs
précédents, la géométrie du rotor est conservée.

Le calcul 3D-complet, qui sert de référence, a montré que, comparées avec la composante
A,, les composantes Ay et A, étaient trés faibles. Dans ce paragraphe, nous allons étudier quatre
types d'hypothéses, comme l'indique le tableau 3.2, 3D-complet, 2D-3Djny, 3D-A;, 2D-3D et
2D-3D-A,. Pour ce calcul, I'approche 2D-3Dajy est représentative des méthodes mises au point
dans le chapitre 2 et qui reposent sur l'invariance des trois composantes du potentiel vecteur
magnétique dans la partie inclinée. L'approche 3D-A, correspond au principe du modéle n-
disques. En effet, le potentiel A ne posséde qu'une composante suivant Oz. Cette composante est
variante. Enfin, I'approche 2D-3D reproduit la méthode n°5 du chapitre précédent (2Dnhau-3Dbas)
et 2D-3D-A; annule de plus, en tenant compte des constatations ci-dessus, les composantes Ay et

Ay dans la région inclinée.

Hypothése Ay Ay A,

3D-complet Inconnues

2D-3Dainy A, invariant suivant Oz au stator, Ay, Ay, A, suivant les barres au rotor

3D-A, nulles Inconnue

2D-3D nulle au stator, nulle au stator, inconnue, invariante
inconnue au rotor inconnue au rotor suivant Oz au stator

2D-3D-A, nulles inconnue, invariante

suivant Oz au stator

Tableau 3.2 : Approches utilisées.
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Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau 3.3 et la figure 3.11 présente
I'évolution du courant absorbé, calculée avec la valeur d'inductance obtenue. L'écart relatif est
calculé par rapport au modele 3D-complet. Le nombre d'inconnues du probléme pour chacune

des approches est également donné.

iat=ImsenmA| L¢enmH |nombre d'inconnues

3D-complet 57 17,5 29930
SR e o 5
BE18%) | 172 11326

58 (e=1,8 %) 172 17543

59 (63,5 %) 16,9 7697

Tableau 3.3 : Résultats au premier pas de temps.

---2D-3D Ainv

----- 3D une composante
; ----2D-3D
4 ---- 3D une composante invariante au stator
-+~ courant final
2
3 tens
0
1 2

Figure 3.11 : Evolution du courant en fonction du temps.

Dans le cas ou les barres rotoriques ne sont pas alimentées, I'hypothése d'invariance de A,
dans la direction des barres, au rotor, conduit a des écarts trés importants en comparaison avec
les résultats obtenus en 3D-complet. Nous ne pouvons pas utiliser cette approche pour un point
de fonctionnement proche du synchronisme. Les trois autres approches présentent une

équivalence des résultats. Nous les conserverons pour la suite de notre étude.
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3.5. Modélisation a rotor bloqué.

3.5.1. Calculs en linéaire.

Pour modéliser le fonctionnement a rotor bloqué de la machine étudiée, nous allons la
considérer dans sa configuration réelle. Contrairement aux cas traités lors du choix des éléments
du maillage et du test de la validité des hypothéses invariantes, pour atteindre le régime
permanent, il est nécessaire d'effectuer une simulation sur cinq périodes de la tension
d'alimentation. Pour une fréquence de 50 Hz, la période T est de 20 ms et nous avons pris un pas
de temps At de 1 ms (20 points par période). Pour la valeur efficace de la tension d'alimentation,
nous avons choisi 26,37 V ; elle correspond a la valeur relevée expérimentalement pour un point
de fonctionnement proche du synchronisme.

Pour un fonctionnement a rotor bloqué, les effets des harmoniques de denture, comparés
aux autres phénomeénes, peuvent €tre négligés. Dans ces conditions, nous allons tester notre code
en comparant les résultats avec ceux d'une approche 2D. Une comparaison avec le modéle n-
disques sera également effectuée.

Pour vérifier les paramétres de calcul utilisés par chacune des méthodes, nous supposons,
dans un premier temps, un comportement linéaire des matériaux magnétiques. En effet, les
méthodes présentées ici sont mises en ceuvre par trois codes de calcul différents. De plus, pour
rester aussi proche que possible du modéle n-disques, nous choisissons pour ces calculs de ne pas
appliquer les hypothéses d'invariance, mais d'utiliser une approche tridimensionnelle avec la
seule composante A, variante (3D-A;). Aucune hypothése n'est faite quant au potentiel scalaire
électrique.

La distribution du vecteur induction magnétique, obtenue avec l'approche 3D-A,, est
présentée sur la figure 3.12. Sur la figure 3.13, nous donnons I'évolution de 1'induction normale
dans l'entrefer, obtenue par le modele n-disques (3.13a) et par notre approche (3.13b). Les allures
des courants absorbés sont représentées sur la figure 3.14, pour le modéle 2D (3.14a), la méthode
n-disques (3.14b) et l'approche 3D-A, (3.14c). Nous comparons, sur la figure 3.15, les courants

dans l'une des phases, obtenus par les trois modeles.
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Figure 3.12 : Distribution de l'induction, approche 3D-A,, t=100 ms.
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Figure 3.13 : Evolution de I'induction normale dans |
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Figure 3.14b.

Figure 3.14a.
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400 T Couranten A

temps en ms

Figure 3.14c.
Figure 3.14 : Courants absorbés. Modele 2D (3.14a), méthode n-disques (3.14b), approche 3D-A, (3.14c).

300 1 Couranten A

200 - /A
|

-100
-200 -
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Figure 3.15 : Courant absorbé par les trois méthodes dans I'une des phases.

Le modele n-disques et I'approche 3D-A, donnent des résultats sensiblement équivalents.
La différence des amplitudes des courants obtenus est de l'ordre de 1 %. Le déséquilibre des
courants de phase est atténué grice a l'inclinaison des encoches. En effet, pour la derniére
période, I'écart relatif entre les amplitudes des phases est de 1'ordre de 19 % pour le modeéle 2D et

de 3 % pour le modele n-disques et 'approche 3D-A,.

3.5.2. Calculs en non-linéaire.

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats obtenus par les modéles utilisés
précédemment, en tenant compte de la non-linéarité magnétique des matériaux. Nous employons

ici, de plus, 1'approche 2D-3Dajny qui limite le nombre d'inconnues [78].

79



Chapitre 3 : Modélisation de la machine asynchrone 4 encoches inclinées.

Nous ne pouvons, cependant, appliquer 1'hypothése d'invariance au potentiel scalaire
électrique. La propagation nodale des inconnues conduit & une différence de potentiel nulle pour
les barres rotoriques. La méthode 2D-3D;,, ne peut donc étre appliquée.

La figure 3.16 présente la distribution du vecteur induction magnétique a l'intérieur du
domaine modélisé, provenant de l'approche 2D-3D;,y. Les courants absorbés au stator, obtenus
par les différents modéles, apparaissent sur la figure 3.17, 2D (3.17a), n-disques (3.17b), 3D-A,
(3.17¢) et 2D-3Dainy (3.17d). Enfin, la comparaison des courants absorbés dans la premiére phase

est donnée sur la figure 3.18.

Figure 3.16 : Distribution de Il'induction, approche 2D-3D 4y, t=100 ms.

400 : Couranten A 400 | Couranten A

temps en ms temps en ms

Figure 3.17a. Figure 3.17b.
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Figure 3.18 : Comparaison des courants absorbés dans la premiére phase.
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La méme conclusion que dans le cas linéaire, au sujet du déséquilibre entre les courants

absorbés dans les trois phases, se retrouve en non-linéaire. Pour l'essai 4 rotor bloqué,

l'inclinaison des encoches permet d'équilibrer le courant dans les trois phases. En ce qui concerne

la différence d'amplitudes des courants obtenus par le modéle n-disques et I'approche 2D-3Daiqy,

elle est de 'ordre de 8 %.

Pour cet essai, nous avons également étudié les courants circulant dans les barres

rotoriques. La figure 3.19 présente les courants dans les cinq barres du domaine discrétisé,

obtenus par le modéle 2D. La comparaison des courants obtenus par les quatre modeéles est faite

sur la figure 3.20. Ici, I'écart entre le modéle n-disques et l'approche invariante est de 6 %

environ.
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1500 = Courant en A
i o AN

7

temps en ms

-1500 -

Figure 3.19 : Courants circulant dans les barres rotoriques, modéle 2D.
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Figure 3.20 : Comparaison des courants circulant dans la premiére barre.

En conclusion de 'étude & rotor bloqué, que ce soit en supposant un comportement
linéaire ou en tenant compte de la non-linéarité magnétique des matériaux, nous constatons que

le modéle n-disques et l'approche invariante, nous donnent des résultats similaires.

3.6. Modé¢lisation a une vitesse proche du synchronisme.

Pour vérifier la validit¢ des méthodes développées, nous disposons des résultats

82



Chapitre 3 : Modélisation de la machine asynchrone a encoches inclinées.

expérimentaux obtenus pour un point de fonctionnement proche du synchronisme (g=0,037 %).
La valeur efficace de la tension d'alimentation est de 26,37 V a 50 Hz.

Nous présentons, dans ce paragraphe, les résultats obtenus par le modéle 2D, dans le cas
des encoches rotoriques droites. Quand les encoches sont inclinées, les méthodes n-disques et
2D-3D sont utilisées. Pour chacune des approches, nous supposons un comportement non-
linéaire des matériaux magnétiques. En effet, le comportement des différents modeles a été testé
en linéaire et en non-linéaire dans le cas d'un fonctionnement a rotor bloqué. De plus, la
comparaison avec des résultats expérimentaux nous impose la prise en compte des non-linéarités
magnétiques.

Ainsi, sur la figure 3.21, nous donnons, pour le dixiéme pas de la rotation, la distribution
du vecteur induction magnétique pour I'approche 2D-3D ; la figure 3.21a est dédiée a la section
centrale du rotor et 3.21b & la méme section du stator. L'évolution de la composante normale du
vecteur induction dans l'entrefer est présentée sur la figure 3.22. La figure 3.22a représente
I'évolution obtenue par l'approche 2D-3D durant le régime transitoire. Les figures 3.22b et 3.22¢
correspondent, respectivement, & 1'€volution obtenue par le modéle n-disques et par 1'approche

2D-3D en régime permanent.

Figure 3.21a. Figure 3.21b.

Figure 3.21 : Distribution de l'induction, approche 2D-3D, t=1,85 ms. Section centrale du stator (3.21a),

section centrale du rotor (3.21b)
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Figure 3.22 : Distribution de I'induction normale dans I'entrefer. Approche 2D-3D & t=1,85 ms (3.22a),
modele n-disques (3.22b) et approche 2D-3D (3.22c¢) en régime permanent (t=160 ms).

Sur la figure (3.22a), nous constatons l'effet de l'inclinaison des encoches au niveau de
linduction dans les dents statoriques. La dent centrale "récupére" dans un premier temps
l'induction d'une dent rotorique puis, lorsqu'on s'approche de z=10 mm, un second pic d'induction
apparait dans cette méme dent. C'est I'induction qui provient d'une deuxiéme dent rotorique. Ces
effets sont moins remarquables sur les figures 3.22b et 3.22c. On apergoit tout de méme un
comportement similaire pour la dent statorique située entre 34° et 42°.

Pour cet essai, a t=0, le courant dans les trois phases est nul et la vitesse de rotation est
imposée (N=749,72 tr/mn). Les contraintes du maillage de la surface de glissement nous
imposent donc un pas de temps de discrétisation de 0,185 ms. La figure 3.23 représente
I'évolution en fonction du temps, pour les six premiéres périodes, des courants absorbés au stator,
obtenue avec le modele 2D (3.23a), n-disques (3.23b) et I'approche 2D-3D (3.23c). Toujours

pour ce méme point de calcul, la figure 3.24 permet de comparer le courant calculé dans une
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phase avec nos trois modeles.
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Figure 3.23a. Figure 3.23b.
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Figure 3.23c.
Figure 3.23 : Evolution des courants statoriques. Modéle 2D (3.23a), méthode n-disques (3.23b),
approche 2D-3D (3.23¢)
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Figure 3.24 : Comparaison des courants statoriques.

Pour compléter I'étude des courants statoriques, nous présentons, sur la figure 3.25, le
courant en régime permanent pour les méthodes n-disques et 2D-3D. La comparaison y est faite

avec l'allure expérimentale du courant dans une phase. La figure 3.26 présente quant 2 elle la
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décomposition harmonique des signaux.
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Figure 3.25 : Comparaison des courants statoriques en régime permanent.
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Figure 3.26 : Décomposition harmonique des courants statoriques.

L'effet de l'inclinaison des encoches apparait sur ces derniéres figures. Les méthodes n-
disques et 2D-3D lissent les allures des courants. Sur la figure 3.26, nous notons une nette
diminution de I'harmonique 11. Signalons que, sur cette figure, nous avons voulu étudier la
qualité de chaque signal séparément. Ainsi, les amplitudes des harmoniques sont données en
pourcentage de 'amplitude du fondamental de chaque courbe. Avec le modéle 2D, par exemple,
'amplitude de I'harmonique 11 est de 36 % de l'amplitude du fondamental. Ce méme harmonique
ne représente plus que 4 %, lorsqu'on utilise la méthode n-disques ou l'approche invariante. En ce

qui concerne le spectre du courant mesuré, rappelons que le réseau d'alimentation triphasé est
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couplé en étoile. Les harmoniques multiples de trois ne devraient donc pas apparaitre sur cette
décomposition. Par contre, les harmoniques de bobinage, de rang 2*3+1, peuvent étre rencontrés
dans le spectre. C'est le cas de I'harmonique de rang 5 (n=1). Son amplitude représente 5 % de
celle du fondamental. C'est plus que celle de I'harmonique 11, qui est & 2 %. L'origine de ce
dernier peut étre double. Il peut provenir a la fois de la denture rotorique et de la denture
statorique. Cette derniére peut aussi étre a 1’origine de I’harmonique de rang 13. L’amplitude de
I’harmonique 11 est fortement diminuée par l'inclinaison du rotor.

En ce qui concerne la valeur efficace du courant, le modéle n-disques nous donne la
meilleure approximation de la valeur expérimentale. Cette derniére est de 26 A, le modéle n-
disques est & 3,3 % et l'approche 2D-3D, tout comme le mode¢le 2D, est a 7,1 %. La diminution
du nombre de degrés de liberté au stator (approche 2D-3D ou modéle 2D) conduit, dans ce cas a
la dégradation de la solution.

Intéressons nous a présent a l'allure du couple électromagnétique. Nous présentons, sur la
figure 3.27, toujours dans le méme ordre, 1'évolution du couple calculé par les trois méthodes. La

comparaison est effectuée sur la figure 3.28.

150 © Couple en N.m 10 : Couple en Nm

100 4

50 +

temps en ms

temps en ms 220 -+

50 230 §
50 ;
! 40 +
-100 +
50

-150 - -60 -

200 - 70 -
| ;
-250 ! -80

Figure 3.27a. Figure 3.27b.

20 - Couple en N.m

temps en ms

-
40

Figure 3.27c.
Figure 3.27 : Couple électromagnétique. Modéle 2D (3.27a), méthode n-disques (3.27b), approche 2D-3D (3.27¢)
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Chapitre 3 :

Modélisation de la machine asynchrone a encoches inclinées.

150 : Couple en N.m

100 - Nﬂ

50 -

-100

-150 +

-200 ¢

-250 !

temps en ms

Figure 3.28 : Comparaison du couple électromagnétique.

Les allures du couple ainsi obtenu confirment l'effet de I'inclinaison des encoches constaté

au niveau des courants statoriques. Les oscillations, prépondérantes lorsque le rotor est droit,

diminuent nettement si on l'incline. La réponse obtenue en 2D est "moyennée” par les modéles n-

disques et 2D-3D. L'évolution du couple obtenu avec ces deux derniéres méthodes est

sensiblement équivalente. Elle est cependant plus lissée avec la méthode n-disques. La différence

se situe essentiellement au niveau du régime transitoire et tend a disparaitre lorsqu'on atteint le

régime établi. Ce comportement est conforme a celui constaté dans le cas des courants absorbés

au stator.

En conclusion, I'approche 2D-3D donne, somme toute, des résultats satisfaisants, en

comparaison avec le modéle n-disques. Par contre, l'approche 2D-3Dajny, moins onéreuse du

point de vue informatique, a donné des résultats corrects, pour l'essai en court-circuit

uniquement. Le tableau 3.4 présente les domaines d'application de ces deux méthodes :

En court-circuit A vide Remarques
2D-3Dainv | Résultats corrects N'est pas applicable |A tester pour les autres points de
fonctionnement
2D-3D Résultats corrects Résultats corrects Assez chére encore

Tableau 3.4 : Domaines d'application des approches.

Les perspectives immédiates apparaissent dans ce tableau. Nous avons modélisé la

machine asynchrone pour deux points situés aux extrémes de la plage de fonctionnement moteur.
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Chapitre 3 : Modélisation de la machine asynchrone a encoches inclinées.

Il serait intéressant de mener des investigations sur la validité de I'approche 2D-3Dajny pour des

points intermédiaires, car la réduction des cofits de calculs est considérable avec cette méthode.
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CONCLUSION

Ce travail apporte une contribution a la modélisation de la machine asynchrone a
encoches inclinée. L'approche invariante proposée s'inscrit dans la lignée des modeles cherchant
a prendre en compte la géométrie tridimensionnelle des dispositifs €lectrotechniques, tout en
évitant les durées et les places mémoires importantes, nécessitées par l'utilisation des
formalismes 3D complets.

Aprés avoir présenté les différentes méthodes de simplification des formalismes
tridimensionnels, nous avons étudi¢, dans le premier chapitre, 'évolution du potentiel vecteur
magnétique due a une distribution hélicoidale des courants. Une solution analytique approchée a
¢été ¢tablie. Nous avons ensuite montré qu'il était possible, en considérant le cas d'un courant
rectiligne équivalent et sous certaines hypothéses, de reconstruire le potentiel hélicoidal a partir
du potentiel rectiligne. Une étude comparative entre la solution directe et la solution reconstituée
a alors ét¢ menée pour un ensemble de conducteurs disposés sur un cercle et enroulés en hélice.
La ressemblance avec la cage d'une machine asynchrone est évidente. Les résultats obtenus par
les deux approches se sont montrés équivalents et encourageants pour la suite de I'étude.

Dans le deuxi¢me chapitre, nous avons développé une formulation en potentiel vecteur
magnétique et scalaire électrique avec les éléments finis nodaux en trois dimensions ; nous avons

utilisé, pour assurer 1'unicité de la solution, la jauge de Coulomb. Des cas tests élémentaires ont
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Conclusion.

alors été traités pour valider les développements. Un point important concernait le comportement
des grandeurs électromagnétiques au niveau des discontinuités magnétiques des structures. Des
comparaisons plus approfondies avec une formulation utilisant les ¢léments d'arétes et avec les
formulations nodales avec une jauge différente ont été effectuées. Les éléments d'arétes assurent
en effet un meilleur comportement des grandeurs magnétiques au passage des interfaces. Nous
n'avons cependant constaté, pour 'exemple traité, aucune différence notable entre les différentes
approches.

Les hypothéses d'invariance reposant sur la propagation nodale des inconnues dans les
directions privilégiées ont alors été¢ implantées dans le code de calcul. Nous avons dégradé le
modele 3D initial, en enlevant les degrés de libert¢ du probléme a résoudre. Un dispositif
présentant deux directions prépondérantes d'invariance a ét€¢ mis en place pour cette étude.
L'écart angulaire entre les directions a été paramétré, de fagon a observer le comportement des
différentes hypothéses. Deux modeles ont particuliérement été remarqués. Les résultats obtenus
étant suffisamment proches du calcul de référence en 3D complet, nous avons constaté
d'importants gains en temps de calcul et taille informatique du probléme. Ils ont permis de
montrer que, pour un dispositif simple, il €tait possible d'obtenir une solution équivalente a la
solution en 3D en dégradant le modéle initial et en diminuant donc le colit du calcul
informatique.

Une machine électrique est cependant plus compliquée que le cas académique présentant
des directions d'invariance fortes. Dans un premier temps il nous a fallu développer des modules
complémentaires afin de prendre en compte un maximum des paramétre de fonctionnement d'un
moteur électrique. Ces travaux ont été présentés dans le troisieme chapitre. Nous avons ensuite
¢tudié la machine avec certaines des approches utilisées dans le deuxi¢me chapitre et mis en
place de nouvelles méthodes. Les comparaisons avec le modele n-disques, validé déja depuis
longtemps, et le modele 2D classique ont été réalisées de facon systématique. Lorsque les
résultats expérimentaux étaient disponibles, a la vitesse de fonctionnement proche du
synchronisme, nous avons également effectué des comparaisons. Nous avons remarqué la bonne
prise en compte de l'inclinaison hélicoidale des barres rotoriques par nos approches (2D-3Dajny &
rotor bloqué et 2D-3D pour un point de fonctionnement proche du synchronisme). Le méme
comportement a été constaté pour le modele n-disques. Les solutions obtenues donnaient une
bonne approximation des allures expérimentales des courants. Ce dernier point a permis de
valider notre approche sur un exemple aussi complexe qu'une machine asynchrone.

Dans les perspectives immédiates de ce travail, il serait souhaitable d'étudier d'autres
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points de fonctionnement de la machine asynchrone. Nous pouvons aussi envisager de modéliser
d'autres types de machines électriques tournantes. Il serait également intéressant de mener une
réflexion sur l'implantation d'hypothéses d'invariance dans un code de calcul utilisant les
éléments d'arétes. Au premier abord, I'application de telles hypothéses est équivalente a utiliser
une jauge de type A.w=0, avec w, un champ de vecteurs orient¢ dans les directions
prépondérantes d'invariance.

Un autre développement possible consiste a utiliser les trois composantes invariantes du
potentiel vecteur magnétique dans la résolution de problemes a géométrie 2D. Effectivement,
dans certains cas, nous ne pouvons négliger les composantes tangentes au plan de 1'étude.

Rappelons aussi, que le principe de la propagation nodale a été¢ appliqué, avant ces
travaux, a des problémes de transferts thermiques. Il n'est donc pas exclu d'appliquer 1'approche

invariante dans les autres domaines de la physique.
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Annexe 1 : Intégration de 1'équation de Biot et Savart pour un courant hélicoidal.

Dans le chapitre 1, nous avons présenté la forme intégrale de 1'équation de Biot et Savart
(1.1), donnant en un point de I'espace le potentiel vecteur magnétique dii & un conducteur filaire
parcouru par un courant hélicoidal. Nous précisons les trois expressions (1.5) a (1.7) des
intégrales a calculer pour chacune des composantes du potentiel vecteur magnétique.

Lorsque la longueur du conducteur est finie, nous rencontrons des probleémes pour la
détermination de la primitive de l'expression a intégrer. En effet, le quotient d'une fonction
trigonométrique par une combinaison de fonctions polynomiales et trigonométriques n'admet pas
de primitive triviale. Nous avons donc supposé que le parametre angulaire 6 de la portion
d'hélice considérée est sujet a des variations trés faibles autour de la valeur a. Cette hypothése
reste vérifiée dans le cas de l'exemple que nous avons traité ainsi que dans le cas réel de la
machine étudiée dans le chapitre 3. Nous pouvons donc effectuer un développement limité des
expressions a résoudre. Le but est d'obtenir un quotient de fonctions polynomiales, plus évidentes
a intégrer. Nous débutons par le dénominateur (1.4), qui est commun aux trois expressions et qui
peut étre développé dans 1'équation (Al.1) :

1P =X, 4y, 47, +a’ +(I23_9j_ —zpp—e—Qa(xP cos(o +0)+y, sin(oc+9)) (Al.1)
T T

£(6)
Nous rappelons que :
(xp,yp,zp) est la position du point ou I'on calcule le potentiel vecteur magnétique,
a est le rayon du cylindre porteur de 1'hélice,
p est le pas de 1'hélice,
a est I'angle formé par I'axe Ox et le vecteur allant de 'origine au point d'intersection de
la portion d'hélice avec le plan Oxy,
0 est le paramétre angulaire de I'hélice ; c'est la seule variable de l'expression.
Nous allons nous intéresser a la partie trigonométrique f(0) du dénominateur. Au voisinage de

0=0 et en développant jusqu'a l'ordre deux, nous avons :

2
£(0) = (1 —%j(xp cosoL+y, sina) +6(y, coso — x, sinot) (A1.2)

P, P,

Le carré de la distance peut alors étre écrit sous la forme polynomiale suivante :
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Annexe 1 : Intégration de 'équation de Biot et Savart pour un courant hélicoidal.

2
r’=x,0 +y, +z, +a’ —2aP, +9(—zp %—2aP2) +62[(%) +aP1] (A1.3)

La distance peut, quant a elle, se mettre sous forme d'une fonction de 0 :

r=./k,6% +k,0 +k, (A1.4)
En posant :
2
K, =(£j +aP, (A1.5)
27
k, =—z,2-2
, =—2z,——2aP, (Al.6)
T
ky =x,” +y, +2zp +a’ —2aP, (A1.7)
avec :
P, = x, cosa +y, sina (A1.8)
P, =y, cosa — X, sina (A1.9)

De la méme maniere, nous développons les numérateurs et pouvons passer a la
détermination approchée des intégrales. Dans un premier temps, nous allons décomposer les

intégrales (1.5) et (1.6) en somme de deux intégrales plus simples :

I
A, =Z—jt(—acosocl,—asinocl2) (A1.10)
A :E(—asinal +acosa 1, ) (Al.11)
y 47'5 1 2 .
avec
1 sin®
= fe._r do (A1.12)
| 0
L= [ o (A1.13)
LT

Les numérateurs des deux derniéres intégrales (A1.12) et (A1.13) peuvent alors étre développés

jusqu'a l'ordre trois. Pour I}, nous obtenons :
93
e —_

I, ~ f 6 o (A1.14)
o k0% +k,0+k,

La solution de cette intégrale est de la forme :
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Annexe 1 : Intégration de I'équation de Biot et Savart pour un courant hélicoidal.

0, 1
J=[W(9)\/kle2 +k29+k3] o f 49 (AL.15)
o 000 +K,0 1k,
avec :
y(8)=u+vO+wo’ (A1.16)
Les parametres u, v, w et A, une fois identifiés, sont :
w = b (A1.17)
18k,
NUELL (A1.18)
4k,
u:i(l— 3vK, —2wk3) (A1.19)
k, 2
ho=—vk, - ul; (A1.20)
Nous pouvons alors écrire la solution compléte approchée de l'intégrale [ :
- .
k k k
(u+ vO, +w612)\/k1612 +k,0, +k, +—2L—In(9] +—2+ 07 +-20, +—3J -
R o N P A
I~ (A1.21)
k k k
(u=v0, +wo; Wk 07 —k,0, +k; ——Lln[—é)] 24 (07 =220, +
I boJk 2k, k, k)|
Cette forme n'est définie que lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :
k0] +k,0, +k; >0 (A1.22)
k07 —k,0, +k, >0 (A1.23)
k, >0 (A1.24)
k k k
[91+—2+ 0, +-20,+—2|>0 (A1.25)
2k, k, k,
k k k
(—el+—2+ 0; +-20, +—3J>0 (A1.26)
2k, k, k,

Les expressions (A1.22) et (A1.23) représentent le carré de la distance entre le point ou I'on
calcule le potentiel vecteur magnétique et les deux extrémités de la portion d'hélice. Elles sont
donc positives ou nulles. La condition (A1.24) est satisfaite également par la définition méme
(Al.5) de k. La premiere partie est élevée au carré et la seconde (aP;) correspond au module
d'un produit scalaire bidimensionnel entre les vecteurs positions (Xp,yp) et (acosa,asina). La

somme des deux est obligatoirement positive et différente de zéro. Pour vérifier les conditions
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Annexe 1 : Intégration de l'équation de Biot et Savart pour un courant hélicoidal.

(A1.25) et (A1.26) nous étudions une fonction de 6 qui s'écrit :

k
f(6)=9+ k, + 92+k—29+—3 (A1.27)
2k, k, k,
g(e)

D'apres (A1.22), nous savons que la racine est définie quelle que soit la valeur de 6. Ceci
implique que la fonction sous la racine (g(8)) est toujours positive. Nous pouvons calculer sa
dérivée et lorsque celle-ci s'annule, nous obtenons le minimum de la fonction g. Cette valeur, que

nous savons positive, s'écrit :

2
k
- k22 +=250 (A1.28)
4k’ k,

min{g(9)) =

La condition qu'il nous faut satisfaire peut alors s'écrire :

k k
6+—2+\/62+—26+Ei>0 (A1.29)
2k, k, ]
0t s Xag ke g K (A1.30)
Kk 2k,
k k k,’
00 Kg KL Kag K (A1.31)
kK, Kk, 4k
2
-Ei> 4k1<2 : (A1.32)
1 I

La derniere forme de la condition a remplir (A1.32) est automatiquement satisfaite par (A1.28).
Nous avons ainsi prouvé la validité de la condition (Al.25), en prenant 6=0,. Le méme
raisonnement, mais avec 6=-0,, démontre la condition (A1.26).

L'intégrale I, se calcule de la méme maniére. La solution compléte approchée de cette

intégrale est :

(u+v0,)k 07 +k,0 PRSI . S L B S
i 1Y 2V k \/k7 ' oK A
I, ~ ! ! ‘ ‘ (A1.33)
k
(u-v0,)Wk,02 —k,0, +k, -i—ln(_el +_2+\/912 Ky, +£J
_ N SR o

Les parametres k;, ko et k3, qui sont en rapport avec la distance r, ne changent pas. Les autres
parametres sont :

L
4k,

V =

(A1.34)
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Annexe 1 : Intégration de I'équation de Biot et Savart pour un courant hélicoidal.

N AL° (A1.35)
ok,

ho=1- vk, -2

(A1.36)

La primitive obtenue pour I, est définie grace aux démonstrations utilisées pour l'intégrale
I,. En effet, les termes pouvant poser des problémes de définition sont identiques dans ces deux
expressions. Les solutions de A, et Ay sont donc définies en tout point d'espace n'appartenant pas
au conducteur. En ce qui concerne A, dont l'expression est donnée dans le chapitre 1, sa
définition est aussi démontrée ci-dessus.

Dans le cas du conducteur rectiligne, la solution en potentiel vecteur magnétique est d'une
forme trés semblable a la solution de A, pour le fil hélicoidal. Sa définition se déduit de celle de

A,. Le paramétre 0, est remplacé par z, et le paramétre k, est égal a 1.
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Annexe 2 : Discrétisation nodale des potentiels et conditions de transmission

avec les éléments tétraédriques.

La démarche de mise en équation d'un systeme €lectromagnétique, pour sa résolution par
la méthode des éléments finis, en formulation A-¢ et a partir des équations de Maxwell, a été
présentée au chapitre 2. Ici, nous allons considérer les expressions (2.38) et (2.39) dans le cas
particulier d'un tétraedre. L'élément tétraé¢drique de premier ordre que nous utiliserons dans cette

annexe sera exprim¢ dans son repere de référence. Il est représenté sur la figure A2.1 :

2 4

N4

1e}} nj3

v

1y

Figure A2.1 : Elément tétraédrique.

Les coordonnées des nceuds n; de cet élément sont celles d'un élément de référence. Elles sont

données par la tableau A2.1 :

ny ny nj; ny
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 |

Tableau A2.1 : coordonnées de 'élément tétraédrique de référence.

La méthode des €léments finis fait appel, pour calculer la valeur d'une grandeur dans un élément,

a des fonctions particuli¢res dites d'interpolation. Ces fonctions o, des expressions (2.38) et
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(2.39), s'obtiennent d'une mani¢re assez simple. Il nous faut, au départ, choisir une base
polynomiale. La plus simple, pour I'élément de référence, est (1,x.y,z). Une matrice polynomiale
[P] est ensuite construite en exprimant les coordonnées des nceuds de 1'élément dans la nouvelle

base polynomiale. Pour notre élément, [P] s'écrit :

00

(A2.1)

(=
—_ o O O

0
1
0

Nous devons ensuite inverser la matrice [P] et, grice aux termes de [P'], présentés par
l'expression (A2.2) et & la base polynomiale, nous obtenons les fonctions d'interpolation sur
I'élément de référence tétraédrique exprimées par (A2.3). L'inversion de la matrice [P] est triviale
dans le cas des €léments de référence. Dans le cas d'un élément réel, exprimé dans le repére
global, les coordonnées des nceuds ne sont pas uniquement des 0 ou des 1. L'inversion est alors
plus compliquée. On exprime alors les fonctions d'interpolation dans le repére global, a l'aide des

fonctions d'interpolation de 1'élément de référence et de la matrice jacobienne de 1'élément réel.

100 0
[P']= oo (A2.2)
-1 0 10 '
10 0 1
o, (x,y.z)=1-x-y-z
o, (x.y,2) = x (A2.3)
(13(X,y,Z):y

Les fonctions d'interpolation présentent deux particularités principales. Leur somme, quelle que
soit la position, dans I'élément, du point ou nous les calculons, est égale a 1. La valeur de o est 1
au noeud nj et 0 au noeud ni si 1.

Nous pouvons maintenant identifier les matrices [n°] et [N°] et établir les opérateurs

matriciels [RotN°], [divN°] et [gradn®] utilisés dans le chapitre 2 :

[ne]:[l—x—y—z X y z] (A2.4)
l-x-y-z x y =z 0 0 0 0 0 0 0 0

[Ne]: 0 0 00 l-x-y-z x y z 0 00 0 (A2.5)
0 0 0 O 0 0 0 0 I-x-y-z X vy z
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Annexe 2 : Discrétisation nodale des potentiels et conditions de transmission avec les éléments tétraédriques.

000 0100 -1-1010

[RotNe]: -1 0 1 00 0 0 -1 00 (A2.6)
1 0 -1 -1 100 0 0 0

[divN]=[-1 1 0 0 -1 0 1 0 -10 0 1] (A2.7)
1100

[gradn‘]=|-1 0 1 0 (A2.8)
10 0 1

Pour étudier les conditions de transmission des grandeurs électromagnétiques, nous allons
revenir a la forme discréte du couple A-¢ inconnu. Nous pouvons développer les expressions

(2.38) et (2.39) dans le cas du tétraedre de référence :

AX Alx AZX A3x A4x

A=A =(I-x-y-z)A, +x]A, +yA, +ZA (A2.9)
Az A]z A2z A3z A42

¢y =(1-X-y=2)0, +X0, + Y0, +20, (A2.10)

Nous allons étudier les problémes liés a l'interface, matérialisée par la surface grise entre deux
tétra¢dres et appartenant a deux milieux de propriétés physiques différentes, représentés sur la

figure A2.2, ci-dessous :

b

n3

v

<4

Figure A2.2 : Interface entre 2 ¢éléments tétraédriques.

Pour chacun des éléments, nous pouvons reprendre les expressions (A2.9) et (A2.10) et écrire le

potentiel vecteur magnétique et le potentiel scalaire électrique :
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AL Alx AZX ASX A4x

A=A, =(1-x-y-2)A +XA, +yA, +7A, (A2.11)
A]z Alz AZZ A3Z A4z

¢ =(1-X-y-2)0, +X0, + Y0, +20, (A2.12)
A>2( Alx AZX ASX A4x

A=Al =(1-x+y-2z)A, +xA,, —yA +2ZA,, (A2.13)
Ai Alz A2z ASZ A4z

o' =(I-x+y-2)9, +X0, ~yQ, +70, (A2.14)

avec: A}, la projection sur 'axe Oj de A dans I'élément 1.
A, . la projection sur I'axe Ol de A au nceud k.

@', la valeur du potentiel scalaire électrique dans 1'élément i.

@, , la valeur nodale au nceud k du potentiel scalaire électrique.
II est clair qu'a l'interface entre les deux ¢léments (y=0), on a I'égalité vectorielle des potentiels A
calculés dans chaque élément. Il en découle la continuité des composantes normale et
tangentielle du potentiel vecteur magnétique a la traversée de l'interface entre deux milieux de
propriétés physiques différentes. 1l est évident également que le potentiel scalaire électrique est
continu a la traversée de la méme interface. Ces conclusions s'étendent aux différentes dérivées

des potentiels. Nous avons donc, au niveau de l'interface :

AZ :AI
o =0 (A2.15)
y=0

Nous allons commencer par vérifier la relation de continuité de la composante normale du

vecteur induction magnétique :

0A’ OA] |8A! 0A,

oy oz oy oz | o
OA] OA] |0A, 0A,

(B, —B,)-n=(RotA’ —~RotA') n= (A2.16)
oz ox oz ox
oA, oAl 10A, oAl |0
ox 3y | ox oy
OAT OAl 0A! 0Al
(B,-B,)n=|—-—*+ - "t|=0 (A2.17)

0z 0z Ox Ox

=0 =0

La condition (2.10) est donc satisfaite car le potentiel vecteur magnétique est identique de part et
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d'autre de l'interface.

Vérifions maintenant l'expression de continuité de la composante tangentielle du vecteur

champ électrique :

2

A
(E, —El)/\nZ[- =

|
—-grado, +% + grad(plj AR =

0L A 09, 2o,

ot

ot 0z 0z

=0

(E,-E,)An

OA, 0AT 09, D9,

=0

0

0

ot

ot ox  0x

=0

=0

6Ai a9, aAlX o,
8‘[2 Ox 8t] Ox
aAy B o9, + aAy n 9,
ot oy ot oy
6Ai o, aAlz o,
ot Oz ot Oz

(A2.18)

(A2.19)

La condition (2.12) est aussi satisfaite parce que les potentiels A et ¢ sont continus au passage de

l'interface. De plus, comme pour la relation (A2.17), la composante normale a l'interface du

potentiel vecteur magnétique Ay ne joue aucun role dans la satisfaction des conditions de

transmission. Le fait que les propriétés physiques sont différentes de part et d'autre de l'interface,

n'influe en aucune maniére sur la transmission de E; et B,,.

Intéressons nous a présent a l'équation (2.13), concernant la composante normale du

vecteur densité de courant :

A2 1
(Jz—Jl)-n= -o, a&t —ngrad(p2+cl%+0,grad(p]
2 |
OA o0, OA | %
v 0 0
(J,-J)n=|-0c,~—-oc, (p2+cl ~ 40, Pl
8’[7 oy 8‘[1 oy 0
oA, 99, oA, 99,
ot oz ot 0z
OA; OA,
(J,-J)n=| o, _y+?&j+51[ ‘V+%D
at Oy o Oy

j.n

(A2.20)

(A2.21)

(A2.22)

Il est montré ici que, pour deux milieux de conductivité différente, en raison de la continuité des

potentiels, la conservation de J, ne peut €tre assurée d'une maniére forte. Elle reste cependant

envisageable, dans le cas ou les dérivées partielles des potentiels s'annulent a l'intérieur de
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Annexe 2 : Discrétisation nodale des potentiels et conditions de transmission avec les éléments tétraédriques.

chacune des deux parentheses.
En ce qui concerne la continuité de la composante tangentielle du vecteur champ

magnétique, nous devons vérifier l'écriture ci-dessous :

(H, -H,)An=(v,RotA’ - v RotA' ) An (A2.23)

0A2 OA,  |0A, OA,
oy o0z oy 0z 0
2 AZ 1 aA]
(H,-H,)An=|v, oA, 9 L v, Ay 9.\ (A2.24)
°| oz Ox oz ox
oA 0A2 oA, oAl | I
ox 0y ox 0y
[aAi 8A2j (aA'y aA')
—V2 - X+ Vl .
0x oy ox oy
(H,-H,)An= 0 (A2.25)

OA’ 8A§j OA!  OA,
V| = — -V, =
oy oz oy oz

La continuité¢ de la composante tangentielle du champ magnétique ne peut pas €tre démontrée

dans ce cas. Elle reste néanmoins possible, comme pour la relation (A2.22), si les termes entre

parenthéses, multipli€s par la reluctivité du matériau, s'annulent en méme temps.

Il est aussi intéressant de considérer le cas d'un élément tridimensionnel extrudé a partir
d'un élément 2D. Nous avons choisi d'étudier le comportement du vecteur induction magnétique
a l'interface entre deux prismes appartenant chacun a un milieu différent. La figure A2.3 présente

le dispositif étudié :
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z
élément 2 8 L élément 1
",;.\‘Ii‘m4 6 111
milieu 2 4 milieu 1
5
-1 y
1
1 i
70 3
X 2

Figure A2.3 : Deux prismes ayant une face quadrangulaire commune.

Pour cette configuration, en utilisant les fonctions d'interpolation des deux éléments réels,

nous pouvons écrire la relation suivante :

1 1 1 1
(l—z)[AIZ _EAH —5A3Z}+(1+ Z)[A42 —EA,SZ —EAGZ}
AB|_,=(B,-B) = 1 - 1 1 (A2.26)
(Z_l)liAlx _EA'/X —EABX:I_(1+Z)':A4X _EASX _EAéx:|

Les conclusions faites dans le cas des ¢léments tétraédriques sont aussi valables dans le cas des
prismes. Par contre, si on utilise les hypothéses des calculs 2D plans, c'est-a-dire : A=A,~0,
A,#0 et invariant dans la direction de 'axe Oz, on obtient :
2Alz _A7z —A3z = 21A4z —-ASZ _A()
= 0 (A2.27)
y=0
0

z

AB\FO =(B,-B,)

C'est une forme typiquement bidimensionnelle. Elle correspond au cas de deux triangles ayant
une aréte commune. Ces triangles sont obtenus en projetant les prismes de la figure A2.3 sur le
plan Oxy.

Certains problémes tridimensionnels sont des extensions des problémes 2D. Le méme
type de comportement est rencontré aux interfaces. Pour remédier aux problémes de conservation
des composantes tangentielles de H, une méthode consiste a libérer la composante normale a

l'interface du potentiel vecteur magnétique [59] [60].
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Annexe 3 : Potentiel vecteur magnétique dans le cas du treillis infini.

Il est intéressant de considérer directement le potentiel vecteur magnétique dans le cas du
treillis infini. En effet, les méthodes qui sont mises au point pour résoudre ce probléme reposent
sur des hypothéses d'existence ou d'invariance des composantes de cette grandeur. Pour étudier le
comportement de ces composantes, nous avons effectué des calculs en 3D complet. Ainsi, nous
espérons obtenir des allures aussi proches que possible de la réalité.

Pour commencer, nous allons représenter une alternative a la figure 2.21. Dans la face
avant et la face latérale du domaine discrétisé, nous montrons, sur les figures A3.1 et A3.2, les

courbes isovaleurs des composantes A et A, du potentiel vecteur magnétique :

Figure A3.1 : A, sur les faces du domaine étudié (y=20°, t=250 ms, avec entrefer).

Figure A3.2 : A, sur les faces du domaine étudié (y=20°, t=250 ms, avec entrefer).
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Annexe 3 : Potentiel vecteur magnétique dans le cas du treillis infini.

Nous avons volontairement omis de présenter 1'évolution de A,. Cette composante, a
I'échelle des tracés isovaleurs, reste constante sur les faces du domaine. Les deux tracés de A, et
de A, sur les faces du domaine confirment la distribution du vecteur induction et laissent
supposer deux directions d'invariance, lorsque les lignes isovaleurs sont horizontales. Dans la
partie supérieure, cette direction est celle de I'axe Oz, dans la partie basse, la barre conductrice
semble orienter l'invariance du potentiel vecteur magnétique.

Les représentations de type équipotentiel ne sont utilisables, avec notre post-processeur,
que sur les faces extérieures du domaine. Pour explorer le comportement magnétique a l'intérieur

du volume modélisé, nous avons utilisé quatre plans de coupe, matérialisés par la figure A3.3 :

couche n°1
/ (barre d'alimentation)

couche n°2
(entrefer coté haut)

couche n°3
(entrefer coté bas)

— couche n°4
(barre induite)

Figure A3.3 : Position des plans de coupe.

Cette découpe du volume maillé nous permet d'étudier localement le potentiel vecteur
magnétique dans les parties supposées invariantes. L'invariance suivant Oz, peut étre confirmée
ou démentie par le comportement du vecteur A dans la couche n°1 et celle suivant la barre
conductrice inférieure, par le comportement magnétique, dans la couche n°4. La région de
changement d'invariance est pour sa part beaucoup plus intéressante. C'est pour cette raison que
nous disposons deux couches trés rapprochées. La couche n°2 se trouve juste sur la frontiere
supérieure de l'entrefer et la couche n°3 est constituée de nceuds de la frontiere inférieure de
l'entrefer. Pour les quatre plans ainsi disposés, nous pouvons représenter la distribution

vectorielle du potentiel A, sur la figure A3.4 :
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Annexe 3 : Potentiel vecteur magnétique dans le cas du treillis infini.

' couchen®] .

couche n°3

couche n°2

e couche n°4

Figure A3.4 : Potentiel vecteur magnétique dans les couches (y=20°, t=250 ms, avec entrefer)

Le potentiel vecteur magnétique apparait orienté suivant Oz dans les trois premicres
couches. Il semble aussi invariant dans cette méme direction. Les composantes Ay et A, sont
négligeables, ce qui respecte les hypothéses de la modélisation du probleme. Le treillis est infini
et le seul terme source Js est orienté suivant Oz. Dans la quatriéme couche, l'orientation du
vecteur A est modifiée par la présence de la barre conductrice. Cependant, on constate que le
potentiel vecteur magnétique se reproduit de fagon répétitive dans la direction de cette barre.

Nous pouvons donc conclure cette annexe en soulignant que l'approche 2Dpu-3Dpas-iny du
chapitre 2, qui utilise les hypothéses les plus réductrices, n'est pas sans fondements. Bien
entendu, lorsqu'on s'intéresse a la valeur de la densité de courant induit, la lecture du tableau 2.9
montre que dans le cas avec entrefer, cette approche conduit & des écarts assez importants avec la
solution de référence.

Rappelons que les figures de cette annexe sont données uniquement pour une inclinaison
de 20°, mais que les autres inclinaisons fournissent des comportements identiques. Les tracés
sont effectués a l'instant t=250 ms. Cet instant correspond au quart de la période électrique de la
densité de courant source. Le module du vecteur densité de courant induit prend alors sa valeur

maximale et les risques de perturbation du potentiel vecteur magnétique sont les plus importants.
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Annexe 4 : Treillis traité en magnétostatique.

Dans le cas de la magnétostatique, lorsque la barre induite est remplacée par une barre
conductrice d'alimentation, nous pouvons aborder le probléme du treillis d'une maniére
différente. Non seulement nous conservons les différentes directions d'invariance dues a la
répétition infinie d'une structure inclinée, mais en plus, nous considérons une orientation imposée
du potentiel vecteur magnétique dans les deux zones du maillage. Nous pouvons donc utiliser le
formalisme bidimensionnel dans chacune des deux régions. La zone de l'entrefer reste discrétisée
avec les éléments tridimensionnels et sert a coupler les deux régions modélisées en 2D.

Chaque zone de calcul 2D est orientée différemment dans I'espace. C'est pour cela que,
dans un premier temps, nous allons définir une matrice de passage des inconnues d'une région a
l'autre. La figure A4.1 présente le cas de deux reperes orthonormés en rotation l'un par rapport a

'autre :

w

Figure A4.1 : Deux repéres en rotation l'un par rapport a l'autre.

Nous appellerons R, le repere défini par (O, x, y, z) et R, celui défini par (O, u, y, w).
L'expression, dans R, d'un vecteur de coordonnées (u, y, w) dans R, sera obtenue a 'aide de la
matrice de passage de R, a R; multipliée par ses coordonnées. Cette matrice est présentée par
l'expression (A4.1) :

cosy 0 siny
[M]RﬁR1 =l 0 1 0 (A4.1)

—siny 0 cosy

108



Annexe 4 : Treillis traité¢ en magnétostatique.

On peut donc exprimer, pour un vecteur quelconque V défini dans Ry, la relation suivante
(A4.2) :
Ve = [M]V, (A4.2)
ou encore, en faisant apparaitre les termes de la matrice de passage et les composantes du vecteur
V, par la relation (A4.3) :

\Y% cosy O siny |V,

X

V.=l 0o 1 0o |V (A4.3)

y y
V, -siny 0 cosy|V,
Cette derniere relation nous aidera a exprimer les inconnues nodales pour un élément a la
frontiére entre les deux reperes. Cet élément hexaédrique, faisant la jonction entre les deux zones
de calculs bidimensionnels mais dont 'orientation est différente, sera appelé élément tampon. 11

est représenté sur la figure A4.2 :

Figure A4.2 : Elément tampon.

La figure A4.2 montre la géométrie et la numérotation des nceuds de 1'élément tampon.
Les éléments bidimensionnels voisins sont représentés en pointillés. Les hypothéses de calcul
utilisées sont les suivantes :

-calcul 2D invariant, suivant Oz, pour les éléments au-dessus du tampon.

-calcul 2D invariant, suivant Ow, pour les éléments en-dessous.
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Annexe 4 : Treillis traité¢ en magnétostatique.

-formulation 3D pour le tampon avec invariance des inconnues dans les deux directions

de calculs 2D, suivant la couche haute ou basse de 1'élément.
Si nous étendons les propriétés des calculs bidimensionnels utilisés pour les deux quadrangles a
I'élément hexaédrique, nous remarquons des égalités entre différentes valeurs nodales. Au nceud
1 par exemple, nous aurons une seule composante de A qui sera dirigée suivant Ow. Elle sera, de
par la géométrie de 1'élément, égale a la valeur nodale de A au nceud 4. Mais plus généralement,
tous les nceuds de la face supérieure de I'élément seront soumis a une invariance suivant Oz et
ceux de la face inférieure a celle suivant Ow.

Grace aux hypotheses d'invariance appliquées aux nceuds de 1'élément tampon, on peut

écrire la relation (A4.4) qui concerne les valeurs nodales du potentiel vecteur magnétique :

0 0 0 0
A=A, =0 A,=A,=|0 A=A, =|0 A=A, =] 0 (A4.4)
A]w A2z A3z A5w

Ecrivons maintenant la valeur du potentiel vecteur magnétique sur notre €lément tampon,

a l'aide des fonctions d'interpolation nodales et des potentiels aux nceuds exprimés dans R et R, :

0 0
A= 0+ 0 (A4.5)
2.6,3,7 AZ 1,458 AW
0 Ay
A, 0
A3Z
avec: A, =[a; = o] 0 et: AW:[OL,—>0L8]A'W
' 0 As,
A,, 0
A, 0
0 A,

Nous pouvons alors utiliser la matrice de passage [M] pour obtenir la relation (A4.6) du
potentiel vecteur magnétique dans l'élément tampon, exprimée dans le repére R; et faisant

intervenir I'angle de rotation vy :
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0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o, —>a ‘ 0 o siny 0 0 o, siny a_siny O 0 o,siny 0
1 ™8 I 4 5 8 0
A= 0 )al—mg 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 l 0 O COSY G, Gy G, COSY O COSY O O, Ol COSY |l g
0
o
A
Ay
Aj
A
A;  (A4.6)
Ay
As
As

Les potentiels nodaux numérotés de 1 a 5 proviennent des deux repéres en fonction de la
position du nceud auquel ils s'appliquent. Il suffit ainsi de quatre valeurs nodales pour décrire le
potentiel vecteur magnétique de ['élément tampon. Le méme raisonnement de projections
géométriques nous conduit aux expressions matricielles des opérateurs rotationnel et divergence.
Nous donnons, dans 'expression (A4.7), les matrices transposées, afin de faciliter la transcription
et la lisibilité de ces deux opérateurs différentiels. Elles sont exprimées dans le cas général de
calculs tridimensionnels dans chacun des deux repéres. Pour retrouver les expressions des calculs
bidimensionnels, il suffit de revenir a la forme classique des matrices dans les zones multipliées
par les valeurs nodales suivant x. Avec ces deux opérateurs matriciels, nous construisons la
matrice de raideur de l'élément tampon. Nous n'avons besoin d'aucune autre matrice. En effet,
nous choisirons la zone tampon dans une région ou la perméabilité est constante, la conductivité
nulle et sans densité de courant source. Il nous suffit donc de disposer de la matrice [S°] de

raideur élémentaire et de la matrice [P] de pénalité, pour jauger notre probléme.
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[RotNe]l =

cos oo, +si oo
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ooy s doug
cosy —— +siny —
! 0z ! Ox

0

S oa, s oa,
—CO —+Siny ——
o T

oo,

oo s dot
—Ccosy —=—+siny ——
! 0 ! 0z

X
do,
ox
oo,
Ox
8a8+, Oa g
—COSYy ——+siny —
! Ox ! oz

. Oa,
—siny —-

. Oog
—siny —

oy |

[divNe]t =

oo, |

Gl sin
cosy —L— —L
T Mg,
oo,

Ox
doL,
Ox
oo

4 _gin %0,

cosy —+—
! Ox Y Z
Ooy . Oog
cosy —=—siny —
o Mg

oo
Ox
oo,

ox
cos o
——SIn
Y P Y
do,

dy

oa,

O,

. a(X|+ da,

siny —+cosy —
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(A4.7)

Afin de tester les opérateurs matriciels développés ci-dessus, dans le cadre de 1'élément

tampon, nous avons effectué une série de calculs sur la méme géométrie que la maille
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Annexe 4 : Treillis traité en magnétostatique.

¢lémentaire 1ssue du treillis infini et traitée en magnétodynamique dans le chapitre 2. Nous avons
gardé les conditions de périodicité du probleme, pour pouvoir simuler deux réseaux infinis de
barres conductrices. Le changement est intervenu au niveau de la barre induite, ol nous avons
imposé une densité de courant source dirigée le long de la barre et de méme valeur (2500 A/m?)
que la densité source de la barre d'alimentation.

Pour une inclinaison y de 20°, nous avons calculé le potentiel vecteur magnétique, puis
nous en avons déduit l'induction et I'énergie magnétique emmagasinée dans le volume modélisé,
pour les deux configurations de calcul, avec et sans entrefer.

Le premier calcul a été effectué en 3D classique, pour servir de référence (2900
inconnues). Le second a également utilisé les fonctions d'interpolation tridimensionnelles mais
les coordonnées des neeuds dans la partie inférieure du maillage ont €té exprimées dans le repere
R, et les hypotheses d'invariance, dans les directions Oz et Ow, appliquées comme pour les
calculs suivants (290 inconnues). Pour le troisieme calcul, nous avons utilisé les fonctions 2D
dans la partie supérieure et 3D en bas (180 inconnues). Enfin, pour le quatriéme calcul, nous
avons utilisé les fonctions bidimensionnelles pour tous les ¢léments sauf, bien entendu, la zone

tampon (90 inconnues). Le tableau A4.1 compare les énergies calculées :

sans entrefer avec entrefer
3D 1.469 107 J 1.364 107 J
3D Ry/R, 1.444 107 ] 1.320107 ]
2D R, haut 3D R; bas 1.432 107 J 1319107 )
2D R, haut 2D R; bas 1.431 1077 1.306 107 J

Tableau A4.1 : Comparaison de I'énergie emmagasinée.

Dans les calculs utilisant les matrices ¢lémentaires 3D R,, nous multiplions la matrice
obtenue en sommant la matrice de raideur élémentaire [S°] et la matrice élémentaire de pénalité
[P°] par la matrice de rotation [M] a droite et par sa transposée [M]' & gauche. De méme, le terme
source est multiplié a gauche par la transposée [M]' de la matrice de rotation. Dans ces
conditions, le systeme reste symétrique.

Nous présentons, sur les figures suivantes, pour les mémes configurations de calculs, les
distributions du vecteur induction magnétique et du potentiel vecteur magnétique. Puisque les

écarts de représentations vectorielles pour chaque modéle envisagé ici ne sont pas facilement
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perceptibles, nous avons porté notre choix de représentation sur les résultats de références
tridimensionnels. On trouvera, sur les figures A4.3 a A4.5, respectivement, l'induction
magnétique en vue de face, l'induction magnétique en vue de c6té et une vue 3D du potentiel

vecteur magnétique :

Figure A4.4 : Distribution de I'induction magnétique dans la face latérale.

114



Annexe 4 : Treillis traité en magnétostatique.

Figure A4.4 : Potentiel vecteur magnétique dans le volume étudié.

Dans cette annexe, nous avons ¢tudié un cas d'invariance du potentiel vecteur magnétique
en magnétostatique. L'approche utilisée n'est valable que lorsqu'on impose la direction du
potentiel vecteur dans chaque région du maillage.

Nous l'avons réalisé en alimentant la barre induite par une densité de courant dirigée le
long de cette barre. Le potentiel vecteur suivait la direction imposée par le terme source dans les
deux parties du maillage et une zone de transition se dessinait au niveau de 'entrefer.

Nous devons cependant noter que cette distribution est obtenue pour le cas ou les deux
densités sources ont des normes équivalentes (les deux barres conductrices sont soumises, dans
I'exemple traité, a une densité de 2500A/m? dirigée le long de chacune d'elles). Lorsque cet
équilibre est rompu, la plus grande des valeurs impose sa direction au potentiel vecteur
magnétique. Pour un rapport de 2,5 (1000A/m? dans la barre inférieure) entre les valeurs des
densités de courant d'alimentation, par exemple, il n'y a plus d'orientation globale de A mais sa
direction oscille autour de 45° (l'angle d'inclinaison de la barre est de 20°). Or, dans le chapitre 2,
nous avons vu que les densités de courant induit obtenues sont en-dessous de ce rapport.

La plus importante des densités induites a été obtenue pour une structure inclinée de
1=20° et pour la configuration avec entrefer. Elle était de 594 A/m?. Le rapport entre les deux
densités de courant est alors de 4,21. Un test a été effectué pour cette valeur et aucune direction
principale du potentiel vecteur magnétique dans la partie inférieure n'a pu étre déterminée.
Supposer, en magnétodynamique, que le potentiel vecteur magnétique posséde une direction

connue peut étre dangereux. Par contre, l'invariance de A dans une direction reste possible.
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Annexe 5 : Non-linéarité magnétique et calcul des pertes.

En ce qui concerne le comportement magnétique des tdles de la machine étudiée, il nous a
été fourni une courbe B(H) modélisée avec la méthode des splines. Nous avons donc déterminé
les coefficients de Marrocco, pour approcher au plus prés la courbe de non-linéarité. Les valeurs
utilisées dans la formule (3.1), sont :

-0=5.,9

-1=223225

-C=1

-£=2,03 10

La figure AS.1 présente les deux caractéristiques. Un zoom est fait dans la région du

coude de la saturation, sur la figure A5.2 :

2,5

1,5 1’
—splines
1 Marrocco
0,5
Hen A/m
0 L
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000

Figure AS.1 : Caractéristiques non-linéaires B(H).
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1,6 BenT

1,4

1,2

0,8

0,6

——splines

------ Marrocco
0,4

0,2
H en A/m?

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figure A5.2 : Coude de saturation.

Le calcul de la puissance perdue dans les toles magnétiques s'effectue en trois €tapes. En
effet, les pertes totales peuvent étre décomposées de la maniére suivante [79]:
P=P,+P+P. (AS.1)
avec : Py, les pertes par hystérésis.

P, les pertes classiques.

P., les pertes en exces.
Les expressions des pertes sont données pour un champ magnétique variant sinusoidalement en
fonction du temps et sans changement d’orientation dans I’espace. Pour prendre en compte le
champ tournant dans les machines électriques, il est nécessaire d’effectuer des développements
supplémentaires. Les pertes par hystérésis correspondent & la puissance dissipée lorsque 1'état
magnétique du matériau évolue. Elles traduisent la non-linéarité de la loi constitutive qui lie
I'induction magnétique au champ magnétique. Ces pertes sont donc proportionnelles a la surface
du cycle B(H) et nécessitent un coefficient déterminé expérimentalement. L'expression des pertes
par hystérésis est :
Pr=knfBp’ (A5.2)
avec : f, la fréquence d'alimentation électrique.

B, la valeur maximale de 1'induction magnétique.

kp, le coefficient expérimental (k,=278,46).
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Les pertes classiques sont dues aux courants de Foucault. Elles sont calculées en supposant un
matériau idéalisé et uniformément aimanté. Il n'y a aucune hypothése quant & la structure

microscopique du matériau. Leur expression est :

P :%nzcdzBfoz (A5.3)

cl

avec : o, la conductivité des toles (6=4,739 10° @'m™).

d, I'épaisseur des tdles (d=0,65 mm).
Les pertes en exces sont liées au comportement local des domaines magnétiques. Un champ de
réaction local fortement hétérogéne, créé par les courants de Foucault et les interactions au
niveau de la structure microscopique des matériaux seraient a l'origine de ces pertes. Elles
nécessitent aussi un coefficient expérimental et s'expriment :
P.=k.B,* " (A5.4)
avec : k., le coefficient expérimental (k.=1,755).
Nous pouvons alors établir le bilan de puissance de la machine, en comparant & chaque instant la
puissance ¢lectrique absorbée, les pertes fer et la puissance mécanique disponible. Il faut
cependant garder a l'esprit qu'il s'agit d'un modele comportant des limites, liées par exemple aux

contraintes de fabrication des toles [80].
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Annexe 6 : Particularité du couplage avec les équations de circuits électriques.

Pour valider le couplage proposé, nous traitons le cas d'une bobine entre deux plaques
conductrices. La bobine est circulaire et de section rectangulaire. Elle est constituée de 700
spires. Sa résistance est de 12,4 Q. Nous appliquons & ses bornes un échelon de tension de 20 V.
La conductivité des plaques est de 3,28 10" Q'm™. La perméabilité de tous les matériaux, en
présence dans cet exemple, est py. Nous étudions I'évolution du courant dans la bobine pour deux
configurations de calcul, respectivement sans les plaques et avec les plaques. Pour des raisons de
symétrie, nous pouvons discrétiser le huitieme de I'ensemble qui est plongé dans une boite d'air.
Sur la face de la boite d'air y=0, nous imposons la condition Bi=0 (A,=0). Sur toutes les autres
faces, c'est la condition B,=0 (A=0) qui est imposée. Aux limites latérales de la plaque
conductrice, nous imposons aussi @=0. La figure A6.1 présente les dimensions du domaine

discrétisé :
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Figure A6.1 : Dimensions du domaine discrétisé.

Dans le cas de la machine asynchrone traitée, le réseau triphasé d'alimentation est couplé
en étoile. Nous devons donc, en plus du couplage des équations électriques et magnétiques,
imposer la somme des courants statoriques égale a zéro. Considérons, pour ce faire, le schéma

¢lectrique suivant :
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Annexe 6 : Particularités du couplage avec les équations de circuits électriques.

Vi in VL

V3

V2

Figure A6.2 : Réseau triphasé d'alimentation.

Pour cette configuration, nous pouvons €crire trois lois de mailles de type :

V=Tl Tnln (A6.1)
avec : ], l'indice de phase variant de 1 a 3.

Nous écrivons aussi la loi de nceuds :

11+ +H;3=1,=0 (A6.2)

Ceci nous permet d'identifier la matrice [r], dans la forme suivante :

rl + rn I‘n rn 11 VI
r, r, +1, r, L, [=|V, (A6.3)
rn I-n r3 + rn 13 V3

Pour la machine étudiée, les schémas électriques équivalents de la partie modélisée au
stator et au rotor sont représentés, respectivement, sur les figures A6.3 et A6.4. Le circuit
triphasé statorique est constitué de 12 bobines de deux sections concentriques au pas diamétral
de 1 a 6 et de 1 a 8 Chacune des phases comporte donc 4 voies paralléles. Les bobines
statoriques sont composées de 15 spires. La résistance des bobines dans une phase est Ry=25
mQ. La résistance des tétes de bobines dans une phase est Rp=80 mQ et l'inductance
correspondante Ly=96 pll. La cage rotorique est en aluminium. Sa résistivité est de 38,8 10
Q.m. La résistance d'une portion d'anneau de court-circuit, entre deux barres successives, est
R;a=0,325 pQ, I'inductance correspondante est L,,=3,53 nH. Pour notre étude, nous supposerons

que la cage rotorique est uniquement résistive.
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Annexe 6 : Particularités du couplage avec les équations de circuits électriques.
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Figure A6.3 : Partie modélisée du circuit statorique.
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Figure A6.4 : Partie modélisée du circuit rotorique.
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Annexe 7 : Calcul du couple.

Le couple élémentaire s'obtient en résolvant l'expression (3.16), que nous rappelons ici :

. B 8(dO
) J»B B o, =_I(£._a£dge +~B_B(_z)j (A7.1)
013 2u, A, o0 2u, 0 1

e B=cS®

Pour un élément tétraédrique de premier ordre, elle peut s'écrire :

. Oldet|J
po(Bo BB 1 dde]) (A7)
He 00 2p, det[J]] 46

avec : det[J], le déterminant de la matrice jacobienne de I'é1ément.

La dérivée partielle de B par rapport & 6 se calcule en utilisant le potentiel vecteur magnétique :
oB 0O 0

—=—(RotA)= ) —(grada, )A A, A7.3
oo~ 0RO = 2 5 (erader ) n 4, (A7)

i=]

Nous devons encore dériver le gradient des fonctions d'interpolation :

: Ly
— do,)=|J| ——grada, A74
ae (gra 1) [ ] ae g i ( )

avec : [J], la matrice jacobienne de I'élément.
Pour obtenir les expressions des dérivées, nous écrivons la matrice jacobienne d'un élément
tétraédrique en fonction des coordonnées de ses nceuds :
7% Vi 7Ye L7y
Dl=1x.-%, v,-vy, z,-2,|=[X Y Z] (A7.5)
X37Xy Y37 Y4 437724
Nous exprimons aussi son déterminant et sa matrice inverse en fonction des vecteurs X, Y et Z :

det[J|=X-(YAZ)=Y-(ZAX)=Z-(X1Y) (A7.6)

[YAZ ZAX XAY] (A7.7)

. 1
1" =
] det[J]
Les dérivées de [J] et de det[J] sont alors obtenues en calculant les dérivées des vecteurs X, Y et

Z par la méthode des coordonnées homogenes [76]. Les nceuds fixes ont une dérivée nulle et la

dérivée des coordonnées d'un nceud mobile s'écrit :

ox; 0Oy, 0z;|
{“a'e— E %:I*[Xi Yo % 1][D] (A7.8)

La matrice [D] est l'opérateur de dérivation virtuelle. Dans le cas de la rotation autour de l'axe Oz
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Annexe 7 : Calcul du couple.

et de centre (0,0,0), cette matrice s'écrit, pour un tétraedre :

0 1 0

[D]= -1 0o (A7.9)
0 0 0
0 0 0

Le calcul du couple a ét¢ validé, dans le cas de la machine asynchrone étudiée, par la
comparaison avec d'autres formulations du L2EP, dont certaines utilisent la méthode du tenseur

de Maxwell.
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