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INTRODUCTION 

En 1986, dans un article paru aux ~Vluthemutische Annalen, J. Bruna et J.  M. Ortega 
[BO] ont étudié les valeurs au bord des fonctions de la classe Ak>O(lËi) := O(IB) nCk+-"*lÉ3) 
où IB désigne la boule unité de Cn, k un entier naturel et cu un réel, avec O < a < 1. Ils 
ont pu, en particulier, démontrer l'existence de valeurs au bord pour certaines dérivées 
d'ordre supérieur à k des fonctions de Ak>"(@). Le fait bien connu que les foiictions 
dans Ak,~(IËi) sont, en règle générale, de régularité double dans la direction complexe- 
tangentielle influence bien sûr l'ordre maximal de ces dérivées supplémentaires. 

Plus précisément, Bruna et Ortega associent à tout monôme de dérivation un poids 
w donné par w = pl2 + q,  eù p désigne le nombre de dérivées complexes-tangentielles 
et q le nombre de dérivées transverses composant le monôme. Ils obtiennent alors, sous 
l'hypothèse a # 112, un théorème d'existence et de régularité de valeurs au bord pour 
les dérivées des fonctions de lorsque le poids vérifie w < k + a. 

Forts de ce résultat, ils construisent ensuite des fonctions de Ak@(B)  dont les dérivées 
de poids inférieur à k + a ont des valeurs prescrites sur une partie compacte convenable 
dii bord. C'est un problème d'interpolation de jets de Whitney à régularité non isotrope. 

Dans le cas des doma.ines strictmement pseiidoconvexes, l'article [BO] fait mention de 
résultats analogues. 

Dans le cas des domaines faiblement pseudoconvexes, on peut espérer un meilleur 
gain de dérivées supplémentaires dans la direction complexe-tangentielle, gain relié à la 
géométrie du bord. Dans ces domaines, on est très vite confronté à de très sérieuses 
difficultés techniques, imputables à une &ornétrie plus compliquée. 

Sous l'hypothèse de type fini, ces difficultés peuvent être levées à l'aide des con- 
structions de V. Thilliez [Tl], [T2], [T3], introduites en 1991 afin d'obtenir des résultats 
d'interpolation Gevrey dans les domaines de type fini de C2.  On peut alors espérer relier 
le gain de dérivées tangentielles en un point du bord au type de ce point. 

Le but de ce travail est d'obtenir ainsi des résultats dans l'esprit de ceux de Bruna 
et Ortega [BO], mais dans le cadre de domaines de type fini de CZ pour le gain de 
dérivées tangentielles et, moins généralement, dans les ellipsoïdes pour les résultats 
d'interpolation. 

La thèse est divisée en sept chapitres, les trois premiers traitant le gain de dérivées 
tangentielles, les quatre derniers l'interpolation dans l'ellipsoïde. 

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler les définitions d'outils associés à 
la géoïnétrie des domaines de type fini de C2 : coordonnées adaptées de D. Catlin [Ca], 
pseudo-distance S et pseudo-boules correspondantes, régions d'approclie admissibles d'un 
point. di] bord. suivant la description qui en est donnée par V. Thilliez dans [Tl]. [TL?] : 
grossièrement, pour deux points z et z' au voisinage d'un point de type fini, la pseudo- 
distance S(z1, z) est de l'ordre de la distance euclidienne cl dans la direction transverse, 



et de do("',") dans la direction complexe-tangentielle. Pour z' E d a ,  le nombre O(zl, z') 
n'est autre que le type B(zl) du point z'. 

Après ces rappels, on décrit deux constructions de chemins affines par morceaux 
joignant des point situés dans des régions d'approche données. L'une de ces constructions 
est reprise de [Tl] ,  [T2] ; l'autre a été développée spécifiquement pour établir l'existence 
des dérivées supplémentaires pour Akj". 

Dans le chapitre 2, on obtient, en plusieurs étapes le résultat de base de cette thèse. 
On sait d'abord que l'appartenance d'une fonction holomorphe dans un domaine R à 
la classe Akla(b) peut être caractérisée par un contrôle de l'explosion des dérivées au 
voisina.ge du bord : de l'ordre de dist(z, dft)k+a-"our les dérivées d'ordre 1 > k, voir 
par exemple [McNS]. Ici, on obtient une version non isotrope de cette estimation, valable 
pour les points z d'une région d'approche admissible d'un point z' de do .  Ce n'est alors 
plus l'ordre de dérivation 1 qui intervient, mais le "poids" p/O(zl, z)  + q  où p est le nombre 
de dérivées complexes-tangentielles et q le nombre de dérivées transverses. Le théorème 
correspondant (théorème 2.5) est à comparer à des estimations obtenues par S. Grellier 
dans [G], sans qu'aucun des deux résultats ne recouvre l'autre. 

Ces est,in~ations non isotropes, jointes à des dé~eloppement~s de Taylor le long de 
chemins construits dans la première partie, conduisent à une proposition qui permet 
de vérifier le critère de Cauchy d'existence d'une limite en un point z' du bord, et en 
restriction à une région d'approche admissible de z', pour les dérivées des fonctions de 
Ak**(R), lorsque l'on a p/0(z1) + q  < k + a. 

Il est donc possible de définir des valeurs au bord pour ces dérivées en tout point z' 
du bord, non seulement pour p + q I: k, ce qui est évident, mais aussi, plus généralement, 
pour p/B(zr) -+ q  < k + a. Un exemple simple (2.11) montre que ce "poids" de dérivation 
est le plus grand possible. 

Ce résu1ta.t peut bien être interprété comme une extension de la partie "existence" 
du thkorèrne de Bruna et Ortega, puisque, dans le cas strictement pseudoconvexe, on a 
évideninient Q(z1) = 2 pnur tout z'. 

Dans le chapitre 3, on étudie la régularité des valeurs au bord précédemment définies. 
On établit alors pour cela une formule de Taylor non-isotrope pour les fonctions de 
A"a(fi) : l'esprit de ce résultat est celui du théorème (1.5) de [BO] ; les méthodes de 
démonstration font appel aux idées de [Tl], [T2]. 

Muni de cet outil, on démontre alors un théorème de régularité holderienne pour 
les valeurs au bord des dérivées des foctions de Akl'"(fi), sous la restriction technique 
a < I l m .  Ce résultat contient en particulier le fait qu'une fonction holomorphe et 
a-holderienne au sens usuel dans un domaine C? strictement pseudoconvexe est automa- 
tiqiiement a-holderienne par rapport à la pseudo-distance non isotrope sur le bord de 0: 
voir [St]. Pour ces domaines et pour a < 1/2, il recouvre également la partie "régularité" 
du théorème de Bruna et Ortega. 

Au chapitre 4, on commence par définir, dans un voisinage U d'un point de type 
fini m sur dQ, des classes Ck," non isotropes cN:(fi n U )  constituées des fonctions de 



CW(R n G) qui vérifient les mêmes estimations que celles établies au théorème (2.5) pour 
les fonctions de Akla(0) (en particulier, on a Ak'a(fi) C c$;(O n U)). On énonce ensuite, 

k pour les classes C;;, les analogues des théorèmes obtenus dans les chapitres 2 et 3 pour 
Ak>*. On donne enfin un théorème d'extension de type Whitney dans C$:(O n U )  après 
avoir défini, de manière appropriée au vu du théorème de Taylor non isotrope, une classe 
de jets non isotropes C$?(E) sur une partie compacte E de U n dR dont chaque point 
est de type maximal m. On termine ce chapitre par une estimation plus précise de la 
solution du problème d'extension. 

Dans toute la suite, on se limite au cas de l'ellipsoïde Cl = {z E C2 : /z lJm + 1z2J2 < 1) 
où m est un entier pair. Les points de type m sont les points du cercle C = {(O,  e") ; 0 E 
R). On considère un jet F appartrnant à la classe C~;:(E) et on cherche des 
conditions assurant que l'on puisse construire une fonction 7' dans A"'"(0) dont ie jet 
sur E soit égal à F. Les résultats du chapitre 4 permettant d'étendre F en une fonction 
g de Ckl;;(n n U ) ,  l'essentiel du travail consiste alors à "corriger" la solution g pour la 
rendre holomorphe : ceci fait l'objet des chapitres 5, 6 et 7. 

Au chapitre 5 ,  après quelques lemmes géométriques dans l'ellipsoïde, on construit, 
sous la condition 

où IR désigne un arc quelconque de longueur R sur C et N,(IR n E )  désigne le nombre 
minimal d'arcs de longueur r recouvrant IR n E, une fonction support h s'annulant sur E 
comme 6(z, E) et avec de bonnes estimées sur ses dérivées. On termine ce chapitre par 
des estimations sur la croissance de la forme de division w = dg/hT où r est un paramètre 
convenable. 

Le chapitre 6 est consacré à la résolution des équations = w et 8bu = w au sens 
de Skoda, avec une estimation précise de l'explosion de la solution (et de ses dérivées) 
en termes de puissances de 6(z, E ) .  Comme dans [BO], on fait appel à un argument de 
noyaux intégraux. Dans le cas de la boule, J. Bruna et J. M. Ortega utilisent les noyaux 
à poids de Ph. Charpentier. Pour les ellipsoïdes, bien que des formules à noyaux aient 
été utilisées par plusieurs auteurs [A], [BC], [DFW] dans des buts divers. il semble ici 
que les noyaux de Berndtsson-Andersson [BA] soient mieux adaptés au problème étudié. 
Après des rappels sur ces noyaux puis des lemmes d'intégration, on donne la solution U 
de la première équation sous forme intégrale à l'aide de noyaux aux sections bien choisies. 
Les noyaux de Berndtsson-Andersson étant particulièrement bien adaptés aux calculs de 
dérivées. on obtient alors les bonnes estimees Sur la solution U et ses dérivées. On termine 
par la résolution de la deuxième équation en utilisant un procédé de régularisation [Sk]. 

Le chapitre 7 vient conclure toute l'étude et l'on y montre, par des résultats ciassiques 
sur le noyau de Bochner-Martinelli, que la solution "corrigée" F = g - hrU est bien un 
élément de Ak'"(o). En faisant intervenir les estimées obtenues dans le chapitre 5 sur h et 



dans le chapitre 6 sur U ,  on montre alors que les dérivées de hTU de poids p l m t q  < k+a 
s'annulent sur E et l'on a donc obtenu que 3 réalise bien l'interpolation. 

On achève ce travail eri montrant que la condition (i) est une condition nécessaire à 
la résolution du problème. 

Une partie des résultats a déjà été annoncée dans une note [VI. 



81. RAPPELS SUR LA GEOMETRIE DES DOMAINES 

DE TYPE FINI DE CZ. 

Tout ce qui suit est emprunté à [Ca], [Tl] et [T2], excepté la première construction 
de chemins (1.5) et les lemmes qui s'y rattachent (1.6) et (1.7). 

1.1 NOTATIONS GENERALES. 

Soient R un domaine de 4;;' à frontière de classe Cm, z0 un point de dR et r une 
fonction définissante pour R au voisinage de zO. Pour z = (zl,z2) dans C2, on note 
x, = %ez, et y, = Smz, ( j  = 1,2j. 

1.2 COORDONNEES DE CATLIN ET PSEUDO-BOULES [Cal. 

OU peut supposer dr/8x2(z0) > O ; il est alors démontré dans [Ca] qu'il existe dans 
un voisinage convenable U de zO, pour tout entier m, des applications do, d l , .  . . ,dm de 
classe Cm sur U ,  uniques telles que, pour tout z' de U ,  l'application q5,J qui à ( de CZ 
associe z donné par : 

définisse un changement de coordonnées holomorphes dans C2 et telles que la fonction 
pz, = roq5,i, définissante pour fi,, = #sl(R) au voisinage de O,  admette un développement 
de la forme 

où les aj,k sont des fonctions de classe Cm sur U. 
On pose, pour 2 < I 5 m, Al(zl) = maxj+k,i lajk(zl)l. On fait alors l'hypothèse que le 
point z0 est de type fini m, ce qui signifie que l'on a Ai(zO) = O pour 1 < m et A,(zO) # O. 
Quitte à rétrécir U ,  on a alors A, # O dans U et on peut définir, pour z' dans U et 6 
réel strictement positif, les quantités 

O(Z') = min ( 1 ;  Al(zl) # O} 

(en particulier, pour z' E U n  dR, 9(z1) est le type de z'), 

Log S 
T(zl, 6) = 

Log(.(.', &)/r (z1 ,  1)) ' 



La quantité précédente est un analogue continu du T de Catlin [Ca], avec une normali- 
sation convenable qui permet, par des considérations élémentaires de fonctions convexes, 
de montrer que T(zl, 6 )  est une fonction croissante de 6 ,  comprise entre B(zl) et m, qui 
se prolonge en O en posant T(zf, O) = O(zl). 

On définit enfin une famille de pseudo-boules (voir [Ca], [NSW]) par 

où Rs(zl) est le bidisque ouvert de centre O, de birayon (r(zl, 6), 6). On Ieur associe une 
pseudo-distance définie, pour z' et z dans U, par 

6(z1, z) = inf {V > O ; z € Q,(z')). 

Quitte à restreindre U, on pourra supposer que, pour tous z et z' de U, on a 6(z1, z) < 1. 

Dans toute la suite, si X est un ensemble et A(x), B(x) sont deux expressions 
dépendant de x dans X, on écrira souvent A(x) 6 B(x) pour dire que l'on a A(x) 5 
CB(x) où C est une constante positive indépendante de x. De même, A(x) N B(x) 
signifie que 1' on a simultanément A(x) 2 B(x) et B(x) 5 A(x). 

1.3 OUTILS GEOMETRIQUES. 

On définit maintenant la quantité O(zl, z) := T(zl, 6(z1, 2)). Cette quantité décrit 
alors la taille de la plus petite pseudo-boule de centre z' coritenant t en ce sens que, de 
façon simpliste, cette taille est de l'ordre de 6''' dans la direction complexe-tangentielle 
et & dans 1à directio~ traiîsrerse. On a üne liste de propriétés ([Tl], [T2]) résumée 
ci-dessous. 

(i) 2 5 %(z') 5 @(zf,z) 5 m, 

(ii) 6(z1, z) < S(zl, 2") entraîne O(zl, t) 5 O(zl, z"), 



(iii) O (zl,zl) = Q(zl), 

(iv) S(zl, z) N !cl 1'("'~") + /Ç2 / pour z = 4,) (0, 
(v) T(z', 6(Z1, 2)) N &(Zt ,  Z)l''(Z"Z) 

(vi) Pour tous i, j E N et pour z = $,,(O, on a 

On note L1, Lz les champs de vecteurs définis respectivement par 

- 
et, on pose L,,i = L, et La,-: = L, pour z =z 1.2. Le champ Li est complexe-tangentiel 
tandis que L2 est transverse. 
Dans ce travail, on sera amené à utiliser systématiquement des itérés de ces champs. 
Dans toute la suite, pour a ,  b entiers naturels, on notera Sa,* l'ensemble des suites P = 
(,gl)l<l<a+b à valeu15 dans (1,2) telles; que #{!,PL = 1) = a et # { l  ,pi * - - q' LJ - - b . "-. 1 U L I ~  

j3 E Sa,*, on pourra alors considérer les itérés LOI . . .Lon+* OU LPliel . . . LPa+b,Ea+b, où ( 6 1 )  

désigne un élément de {-l.l)"+*. 
On est également amené à utiliser les champs de vecteurs X,,,, associés aux coordonnées 
de Catlin : 

Explicitement, on a 

x ,~ ,~ = (&)* - pour j = 1,2. GJ 1 

- 1 d r  
On peut vérifier que do(zl) = et dl(zl) = - -(z')) -(zl). 

2 dz2 ( " 821 

En particulier, le champ X,,,l est à coefficients polynomiaux holomorphes et il est 
approximativement complexe-tangentiel en ce sens que l'on a 

mec (dr/dz2(z1)I zz 1 et A(zl,z) = O(jz1 - zil) Le champ Xz,,z, luij est transverse. 

On notera d,, = a/&, pour j = 1, 2. Soit P = (pl,p") un biindice. On désigne par 
la lettre minuscule correspondante p la longueur /PI = pl + p". La notation x:,~ (resp. 



ÇT, 8.3) désigne X;,',~X:,':, (resp. fc?", 83:;). Si Q est un second biindice, xZQ (resp. 

ÇPQ, a,PQ) représente X;,,X,&,, (resp. (:(FI 8: 8:). 

Soient trois points z' E U 0 0,  z" E U n aR et z = $,f(Ç) E U n R. D'après 
Catlin [Ca], 4,)) se factorise en 4,) O S>,,,,,J où q,,,,,~ : R,!! -+ O,, est le changement de 
coordonnées associé par (1.2) au domaine R,, et au point Ç" tel que z" = $, , (Cu).  On a 
donc $ Z ~ , Z f r ( ~ )  = Ç avec , (1 = ( t + U l  

où !es cl;, O < j' 2 rn, dépendent de façon Lm de z' et z". 
Soit EC,,,j le champ sur CL,, défini par 

On a alors a a m - I,!,,, = - + 3- avec E((j = x j d ; ( ~ ,  - (;)J-l, 
3Çl  X 2  3=1 

- a q",~ = do'-. 
aç2 

1.4 R E G I O N S  D ' A P P R O C H E  ADMISSIBLES. 

Du fait que l'on a supposé drldz:, > O dans U ,  on déduit facilement l'existence d'une 
constante h, avec h _> O, telle que pour tous points z' de U n dR et z = $,,(Ç) de U n fi, 
et tout réel i avec O 5 t < 1; le point 

vérifie 

(1.4.2) P ~ ~ ( ( " " ~ )  - pz((() " -t 
et donc 

(1.4.3) lp ,~ (~""~) l  lpz~(6)I + t .  

En l'absence de risque de confusion, on omettra l'indice 2' : on notera Çt = Ç " > ~ ,  p = pz!. 

On définit alors, pour a réel positif, le bidisque non isotrope 

P"."(z') := P(ot,  (7.(z1, alp(Ot)l), ajp(Ot)l)). 



11 est établi dans [Tl]  qu'il existe une constante a avec O < a < 1, telle que l'on ait, quitte 
à rétrécir U, +,r(Ptla(zt)) C R n U pour O < t 5 1. On a en outre la propriété essentielle 
suivante : 

Pour Ç E Ptla(zl), le point z = &(Ç) 
(1.4.4) 

satisfait S(zt,z) N (r(z)j = lp(Ç)\ t. 

Pour O < to 5 1 et O < a. 5 a, on peut alors définir la région d'approche admissible 

~ ; : , ~ o  := q4Z'(v,t:>ao) 

avec 
v,t;,ao := U pto,ao[, l  ). 

O<t< to  

Compte tenu de (1.4.4), on a évidemment 

S(zl, z) N Ir(%) 1 pour z E U$'~'.  

On rappelle ici l'estimée suivante ([Tl]  (3.3) ou [T2] (2.9)). Soit X un réel positif. Pour 
trois points z1 et z" dans U n  dR, z = ujz1(5) dans n i2 vérifiant S(zt', z )  5 XS(zl, z), on 
a 

alE ---(cl) < S(zl, z)l-(l+l)/@(z'r.t) 
lac 1 -  p o u r O < _ l < _ m - 1  

où E a été défini en (1.3). (Pour 1 > nz, on a évidemment dlE/dÇ! r O.) 

1.5 PREMIERE CONSTRUCTION DE CHEMINS. 

Soient z' un point de U n a R ,  z et z" deux points de et (, ç" tels que z = $,I(('), 
z" = 4,t(Çf1). Par définition de u:?'"', il existe t et t" avec O < t < io, O < t" _< to, tels 
que l'on ait 5 E Pt,aO(z') et Ç" E Pt","o(z!) ou, autrement dit, 

On supposera, pour fixer les idées, que l'on a 

(1.5.1) t 5 tu. 

Définissons alors des chemins SI, Sz, S3 de la façon suivante. Le chemin Si est le segment 
[ç, [] avec ( := (Ci, Çz - h(tl' - t)/do(zt)). Les points de _C; sont les points 



On pose z's8 = $zi(ul'S). Le chemin S2 est le segment [(,Et'] avec = ((:, (2). Les points 
de 5'2 sont les points 

u2*' = (Ç1 + s((: - avec O 5 s 5 1. 

On pose z2lS = 4zl(~233). Le chemin S3 est le segment [Et', ç"], constitué des points 

u3lS = ( ( y ,  Ez + s(Ç; - (2)) avec O 5 s 5 1. 

On pose z3y8 = 4z,(~31s). On note enfin w = zlJ = z210 et w" = z2J = z3y0. 

Remarque : Pour t = t", le chemin Sl est réduit au point Ç. 

On montre maintenant que les chemins construits restent dans la région d'approche 
de départ, voir le schéma ci-dessus. 

1.6 LEMME. 

Le chemin SI uS2US3 défini précédemment est contenu dans T , t O .  Plus précisément, 
on a 

(1.6.1) Ul,s pt+s(tl'-t),ao (2') pour tout s avec O 5 s _< 1, 

Preuve : On établit d'abord (1.6.1). On a 

121+"( = (cl ( 5 7(z1, aolp(Ot)l) 5 ~ ( z ' ,  ao)p(Of+s(t"-t) )Il 



car S H 7(z1,(S) est croissante et lp(~t+s(t"-t))l 2 lp(Ot)l en vertu de (1.4.2) et (1.5.1). On 
a également 

h h h US!" ---+t + s(t" - t)) = çz - -s(t" - t )  + ---(t + s(t" - t)) 1 d o ( ~  1 1 j do(zo do(-") 

et l'assertion (1.6.1) est établie. 
On prouve maintenant (1.6.2). On a d'abord 

On a également 

puisque l'on a jp(0'")j 2 Ip(Of) 1. Ceci montre que l'on a S2 c P~'""' (2'). 
3 Pour S3, on a sirnilairement l 1 ~ ~ ' ~ /  = I(:/1 < 7(z1, ao ip (~~" ) l )  et 

Ceci établit l'inclusion S3 c P ~ " > ~ ~ ( Z ' )  et achève de prouver le lemme. 

Le lemme suivant contrôle la variation de O le long de Si, S2 et S3. 

1.7 LEMME. 

Pour tout s avec O 5 s 5 1, on a 



Preuve : On a S(z l ,  z l+)  N t  $s( t"  - t )  d'après (1.4.4) et (1.6.1). Il en résulte 6 ( z 1 ,  zlaS) 2 
t  N S ( z l , z )  en particulier. On en déduit (1.7.1) en calquant la preuve de [ T l ] .  (3.4.4). 
On a par ailleurs 6(z1,  z21S) N ô ( z l ,  W )  x E(zl,  w")  N 6 ( z 1 ,  z3,') N 6 ( z i ,  2")  N t" en vertu de 
(1.4.4) et (1.6.2). Les estimations (1.7.2) à (1.7.4) en résultent aussitôt via les arguments 
de [ T l ] ,  (3.4.3) ou [ T 2 ] ,  (0.9). 

1.8 DEUXIEME CONSTRUCTION DE CHEMINS IT11. IT21. 

Soient deux réels t o  et cco avec O < to  5 1 et O < a0 5 a .  La construction de [Tl], $3 
(voir aussi [T2] .  (1.5)-(1.6) et (2 .11))  fournit une constante & avec 61 > O ,  ne dépendant 
que de la géométrie de (2, et deux réels so et bo avec O < so 5 to et O < bo 5 ao, dépendant 
de C o ,  a. et de la géométrie de 0, tels que les propriétés suivantes soient vérifiées : 

On considère z' et z" deux points de U n  80 et z  = $ , t ( Ç )  un point de ~:~ ,"5ér i f iant  
S(r l ,  z )  < Slboto. On considère un réel s avec O < s 5 so tel que l'on ait z  E $ , ,~ (PS~bo(z l l ) ) .  
On pose t  := (261t0)-15(z1,z) et. on définit J := Ot = ( O ,  - h t / d o ( z l ) ) ,  x  := $ , t ( J ) ,  w  := 
(Çi, -h t /do(z l ) ) ,  y := 4,1(w) ainsi que les segments Tl := [O,(] et T2 := [ J , w ] ,  constitués 
respectivement des points vlxX := ( O ,  -h tX /do(z l ) )  et v2,' := (Ac1, - h t / d o ( z l ) )  avec O <: 
X 5 1. On pose XI*' = $, , (v1J)  et r2.' = $,r(v2J).  On a alors 

(1.8.1) 6(z1', z )  N s 5 t M S(z l ,  z ) ,  6 ( z1 ,  zl,') N Xt et S(zl ,  x2,') N t  

En outre, si on pose v0 := v' := +,f(z) et si on considère le segment T := [vO,vl]  
décrit par v X  := v0 $ X(vl - v O )  pour O 5 X < 1 ,  on a 

(1.8.3) = vp pour O 5 X < 1,  

(1.8.5) $,II ( T )  c u,t:;"~ n dz1 (ptlbO ( z ' ) ) ,  

(1.8.6) v x  E ~ ~ ~ ( ~ - ~ ) ~ ' " ~ ( ( z " )  pour O 5 X 5 1 



et enfin, en posant x4' = 4Z~1(~X),  

Remarque : Avec les notations de [Tl], [T2], on a v' = ul-'. 





$2. ESTIMATIONS NON ISOTROPES ET VALEURS AU BORD 

DES DERIVEES COMPLEXES-TANGENTIELLES. 

2.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS. 

Soient k un entier naturel et a un réel avec O < a < i. On note Ckra(fi) l'ensemble 
des fonctions de classe Ck sur 0, dont les dérivées d'ordre k sont a-holderiennes sur Q. 
Soit O(R) l'ensemble des fonctions holomorphes sur Q. On pose 

On note Ij.11 la norme usuelie sur  fi), donnée par 

p,PQ f (z) - 8:Q f (Io) 1 
j l f  I l  := SUP lYQf(z)l  + sup 

~+q<k p+q=k I Z  - wIa 
t E Q  Z E ~ ~ , U J E ~ ~ , Z # W  

Cette norme munit Ck>'"(fi) et A ~ ~ " ( O )  d'une structure d'aigèbre de Banach. 
Soit 4,,, z' E U ,  le changement de coordonnées polynômial sur C2 défini en (1.2) 

et soit fi,, = $;'(fi). Il est facile de voir que pour f E Ak@(Q) (resp. Ckl"(n)), on a 
f 0 421 E Ak'"(flzt) ( r e s ~ .  C''"(fiz!)) et Ilf l l , ~ , r n ( f i !  llf 0 dz/llc~,o!*~,j. 

Dans la suite, on notera souvent 

en omettant l'indice z', pou; abréger. 

Avant de poursuivre, on introduit, pour des raisons de commodité, une notation 
supplémentaire. Pour et y réels avec P > O ,  on pose 

Quand y varie, la quantité W(P, y) décrit une échelle de croissance en P adaptée à 
l'expression des estimations que l'on se propose d'obtenir. On utilisera les propriétés 
élémentaires suivantes de W (P, y). 
Dans (2.1.1) à (2.1.7), on suppose toujours O < /3 < 1. 
Tout d'abord, pour X réel positif, on a 

(2.1.1) pXW(p,  5 W(,8, y - Xj .  

Soit, par ailleurs, E un réel avec O < E < 1. On a les estimations 

avec C, = (1 - 2"a-~)/(y - k - a )  7 



avec C' = 1 -t 2"'", et enfin 

(2.1.4) 1 + \Log Dl 5 W(P, k + a )  I 2 + jLog Pl. 

On a, en outre, les propriétés suivantes : 

1 1 
(2.1.5) -P 5 P' 5 KP, avec K > 1, implique -W(P, y) < W(P1, y) < K,W(P,r), K Kî 

(2.1.6) y < y' implique W(B, y) I ~Y'-YW(P, Y'), 

et enfin, poür K 2 6, 

Les preuves de toutes ces assertions sont élémentaires et seront données en annexe. 

Rappelons maintenant lc caractérisation suivante classique de Ak~'"(R) (voir [Duj ou 
[McNS, Lemme 81). Une fonction f holomorphe dans R appartient à Ak,a(R) si et seule- 
ment si, pour tous entiers naturels p et q, il existe une constante C(p,  q, f )  telle que l'on 
ait, pour tout z de C2, 

et on a alors C(p, q, f )  5 Cp,, 1 1  f I l  où Cp,* ne dépend que de p, q, k ,  a et de la géométrie 
de Q. On observe maintenant, comme conséquence de (2.1.2) et (2.1.3) appliqués avec 
E = minfa; 1 - a ) ,  que (2.1.8) peut se reformuler en 

On va obtenir une version non isotrope de (2.1.9). Le résultat correspondant fera l'objet 
du théorème (2.6). Auparavant, plusieurs lemmes techniques sont nécessaires. 

Dans toute la suite, la notation O'(cp(zl, 2)) désigne une quantité bornée en module par 
Cinf(1, cp(zl, z)) où C est une constante ne dépendant pas de z et z'. 

2.2 LEMME. 

Soient f E Cw(O n U). p et q deux indices, (Dl) une suite de Sp,, et ( ~ 1 )  une suite 
de (-1, l )pfq .  II existe alors des fonctions y ~ , , , ~ , ~ , l , ~  E Cm(U x U) telles que, pour tout 
z' E 0 n U et tout z E Rn U, on ait 



avec 

Preuve : Pour éviter d'alourdir encore un peu plus les notations, on oubliera les dérivées 
antiholomorphes, l'ensemble des estimations suivantes restant vraies lorsqu'elles intervi- 
ennent. 
On pose 

Un calcul rapide montre facilement que l'on a 

et, puisque jdo(zl); N 1, il suffit de déimntrer les estimatiûns sur {Lhl Lh2 . . . LhPtqF)(Ç). 
Traitons tout de suite le cas p = O. On a, dans ce cas, pour F = f O d,,, 

où z = d,,(Ç), ce qui est bien la formule demandée. 
Pour p # O, les arguments de ([G], lemme 3-2) établissent facilement l'existence de 

fonctions ~ o , ,  , q , z ,J  (z', Z )  telles que 

et où chaque EP,,,ijj est un ensemble de couples (a ,  6 )  de p-uples a = (aT)l<,5, et b = 

(b,)l<T<p d'entiers naturels vérifiant Cf=, a, = p - i, Cr=, b, = p + q - j et a, + b, 2 1 
pour tout i E (1, .  . . , p )  et où chaque v(a, b j  est un coefficient réel. 

Il s'agit donc de montrer que y,g,,,,,,,,(tl, z )  = 0'(6(z1, ~) j -q+(~-~) l@(" '~")) .  Comme p 
est une fonction de classe CCo, on a évidemment 

et donc 

Pour montrer l'autre estimée contenue dans la notation O', deux cas se présentent à nous. 



a Supposons j 5 q. Puisque i 5 p, on a j - q + (i - p)/O(zl, z) 5 O et, dans ce cas 
O1(S(z', z).l-q+("p)l"(z'~z))) = O(1) et (2.2.3) permet de conclure. 

a Supposons J > q. Puisque C:=, a, = p  - i,  il y a au moins i indices a,  qui sont n'ils 
et comme a, $ b, > 1 pour tout r E (1,. . . , p l ,  il y a au moins i indices b, qui ne sont 
pas nuls et donc, au plus ( p  - i )  indices b, qui sont nuls. 

Si on appelle I le nombre de ces indices b, nuls, on a donc I _< p - i. De plus, comme 
p + q - 1 = CF=l b, > p - I, on a I > j - q. On peut facilement se ramener au cas où les 
indices b, nuls sont b l ,  b 2 , .  . . , b I .  

Pour les I indices b, nuls, les indices a, correspondants ne sont pas nuls. On obtient 
alors, en utilisant l'estimée (1.3 (vi)), 

Or, puisque p - i > ~f~~ a, et I 2 j - q ;  on obtient 

ce qui conclut la démonstration. 

2.3 LEMME. 

Soient f E Cm(R n I I ) ,  P et Q deux biindices. Il existe alors des fonctions I'p,E,P,~,i,j E 
Cm(U x U) telles que, pour tout z1 E fl f? U et tout 2 E R n U, on ait 

avec 
ro,E,p,Q,i,j(zl, Z) = o1 (~(ZI, z)j+(i-p)/@(z'!z) . ) 

Preuve : On va se limiter à montrer ce lemme dans le cas de dérivées holomorphes. 
En reprenant les notations de (2.2), on va montrer un résultat un peu plus général 

avec, pour tout r E N, 



Pour r = O ,  on aura bien obtenu la formule recherchée. 
On procède par récurrence sur l'entier p. Pour p = O, on a 

et la formule est bien vérifiée. 
Supposons la formule vra,ie au rang p. On a alors 

Pour obtenir le résultat, on voit qa'il suffit de montrer les 3 estimées suivantes, r;our :oüt 
r G I f V :  

Les deux premières sont tout à fait triviales (pour la deuxième, il suffit d'utiliser Leibniz 
pour et d'écrire que les dérivées de ( 0 p l d ~ ~ i - l  sont bornées.) 
Pour la dernière, la majoration par une constante est triviale. De p!us, par la remarque 
précédente et l'utilisation de la formule de Leibniz, on peut écrire, en appelant I, le terme 
à majorer : 

t+u<r 

en utilisant l'hypothèse de récurrence et (1.3 (vijj. On obtient donc 

ce qui est le résultat souhaité. 



2.4 LEMME. 

Soient f E CM(R n  U )  et deüx points z1 E U n  a et z E U n  R. On suppose que, pour 
tous biindices I et J, on a 

où Ai,?(f) est une constante positive. Alors, pour tous biindices P et Q, pour toute suite 
(Pi) de S,,, et toute suite ( E I )  de (-1, l )p+? ,  on a 

où AP,,(f) est donné par C,,,(sup,+,,,+, A,,,(f)) avec une constante C,,, ne dépendant 
que de p + q et de la géométrie de R F  

Preuve : Ici encore, on oublie les dérivées antiholomorphes. 
C'est une conséquence immédiate di1 lemme (2.2). On reprend la formule (2.2.1) et deux 
cas se présentent à nous. 

2 - q + (i - p)/O(zJ. z)  2 O ,  alors en utilisant (2.2.2) puis (2.1.1) on a 

ce qui est le résultat souhaité. 
j - q+ (i -p)/O(zl, z )  < O,  alors i/O(zJ, z) + j < p/O(zl, z) + q et en ut,ilisant (2.2.2) 

et (2.1.6) on a 

ce qui achève la démonstration. 

Le iemme qui suit est une conséquence immédiate du lemme (2.31, de la nlême rnànière 
que (2.4) était une conséquence immédiate de (2.2). 

2.5 LEMME. 

Soient f E C"(R U )  et deux points z' E U n  0 et z E U n  Cl. On suppose que, pour 
tous indices i et j ,  tcüte suite ( P i )  de St,j, toute sgite (ci) de (-1,132fJ, on ait 



où A i j ( f )  est une constante positive. Alors, pour tous biindices P et Q, on a 

où A;,,(f) est donné par C , , , ( ~ u p ~ + ~ ~ ~ + ,  A;,j(f)) avec une constante C,,, ne dépendant 
que de p + q et de la géométrie de 9 .  

Nous allons écrire maintenant l'analogue non isotrope de (2.1.9). 

2.6 THEOREME. 

Pour toute fonction f de Ak*a(R), tous points z' de U n dfl, z de tout couple 
d'indices (p, q) et toute suite (P i )  de S,,,, on a 

où C,,, désigne une constante positive ne dépendant que de p,  q, k, cu et de la géométrie 
de Cl. 

Preuve : Grâce au lemme (2.4), il suffit d'établir les mêmes estimatioris avec l'itéré -- 
Lp, . . . Lp,,, des champs LI, '2 remplacé par l'itéré X,Pt,1X,P,,2 des champs X2,,1, Xz,,2. 
On montre d'abord qu'avec les notations de (1.4), on a, pour O < s < 1 et q 2 k + 1, 

avec F = f O 4,l et C,,, une constante convenable. Pour cela, on utilise le lemme (1.3) 
de [Tl], [T2] qui stipule que le bidisqüe 

satisfait $,,(Ps) C fl pour une constante al bien choisie, ne dépendant que de la géométrie 
de 0. En appliquant la formule de Cauchy sur ce bidisque, on a 

où do désigne comme d'habitude le bord distingué. 
Comme on a, par hypothèse, q - k + 1 2 2, il s'ensuit 



et, suivant l'idée utilisée par E. M. Stein [St] dans le cas strictement pseudoconvexe, on 
obtient alors, par soustraction, 

Par ailleurs, on sait que i'on a 

De (2.6.2), (2.6.3) et de la définition de PS, on déduit immédiatement (2.6.1). 
Dans le car q 2 k + 1, le théorème (2 6) n'est cpi'une reformulation de (2.6.1 ). En 

effet, pour s = 0, (2.6.1) s'écrit 

1 ( ~ ~ 1 , ~ ~ ~ 1 , ~ f )  (211 5 cp ,q  /If 11 l r(z)/ k+a-(~/O(z~,z)+q) 

avec --- + q 2 k t i > k + a  + ~ a v e c ~ = 1 - c u e t d o n c  
@(r1,  z )  

I ~ ( ~ ) J A + ~ - ( P / C ~ ( Z ' , Z ~ ~ ~ ~  

compte tenu de (2.1.2). Dans le cas q < k, on écrit 

avec 

Quand z décrit i,n U ,  les points $ , l (C1 )  restent dans une partie compacte de 0. Il 
s'ensuit aisément que l'on a 1 El 1 5 Cp,q sup j F 1 < 1 1  f 11 pour des constantes C,,,, Ci,, 
convenables. En appliquant (2.6.1) avec q = k + 1, on obtient par ailleurs 

avec /p(Ç")j F-: lp(Ç)l + s d'après (1.4.3) et sk--9 < (/p(Ç)l + s)k-q puisque l'on a supposé 
q  5 k .  Il vient donc, quitte à aügmenter C:,,, 



Les estimations obtenues pour 1 El et 1 E2 1 prouvent évidemment le théorème, puisque 
dP+" 

IP(OI = lr(z)i et m(0 = (x~t.ix2t.21) (2). 

2.7 COMMENTAIRES. 

(i) Dans les hypothèses faites, on a jr(z)l N 6(z1, z )  en vertu de (1.4.4) et donc, compte 
tenu de (2.1.5), on peut remplacer W(lr(z)l,p/O(zr, z) +q) par W(6(z1, z),p/O(zl, z )  +q) 
dans le résultat obtenu. On peut aussi y remplacer les itérés ( L p ,  . . . Lpp+, f ) (z)  par ies 
Itérés (X$,,XZ,,,f)(z), en vertu du lemme (2.5). Dans tout ce qui suit, on utilisera ces 
remarques sans les mentionner. 

(ii) En fonction de p, q, z', z la quantité W(b(z', z),p/O(zf, z) + q) peut varier "con- 
t.inûment" d'une estimation en 6(zf, z)k+f"-(~/@(Z"Z)fq) à une estimation en /Log S(zt, z ) /  
(voir (2.1.2) à (2.1.4)) ; ceci niotive l'utilisation de W pour formuler commodément le 
théorème. 

(iii) Le théorème (2.6) peut être vu comme une généralisation aux domaines de type 
fini de C2 d'un résultat établi par J. Bruna et J. -M. Ortega dans la boule [BO, lemme 
1.11. 

(iv) D'après un travail de S. Grellier ([G], corollaire A). on sait que pour toute fonction 
,f de Aky"(a), tous entiers p et p vérifiant 

on a, en tout point z de R, l'estimation 

où Cp,,(f) désigne une constante positive dépendant de p, q, f et de la géométrie de R 
et c une constante positive assez petite, ne dépendant que de la géométrie de R. 

On sait aussi, d'après [Ca], que z E Qs(zl) implique r(z,6) x rjz', 6). En particulier, 
pour z E u:;~, on a lr(z)i M 6(z1, z) et donc ~ ( z ,  cIr(z)l) N ~ ( z ,  S(Z', z)) E r(zl ,  6(z1, 2)) N 
6(z1, z)'/@("'<~) N lr(z) lll@(z'*z). L'estimation (2.7.2) donne alors 

ce qui, compte tenu des propriétés de W décrites en (2.1) et de (2.7.1), équivaut à 

Le théorème (2.6) fournit la même estimation sans la restriction (2.7.1) sur les in- 
dices. En revanche, il ne s'applique qu'aux points z appartenant à une région d'approche 
admissible de z'. En un certain sens, le théorème (2.6) peut donc être vu comme une 
généralisation locale du corollaire A de [G]. 



(v) Soient (p, q) un couple d'indices, (D l )  une suite de S,,,. On va montrer maintenant 
que pour f E Ak'n(R) et zJ E IJ n as2. il est possible de définir (Lp, . . . LPpSy f)(zJ) 
non seulerilent pour p $ q 5 k (ce qui est évident) mais aussi. plus généralement, pour 
p/6(zt) + q < k + a. On donnera ultérieurement (en (3.7)) une propriété de régularité 
pour les fonctions z' H (LPi . . . Lpp+q f)(zJ)  ainsi définies. Comme on l'a mentionné en 
introduction, ces résultats généralisent un théorème de J. Bruna et J.-M. Ortega ([BO], 
théorème 1.2) limité au cas de la boule. A la connaissance de l'auteur, ce théorème de 
[BO] semble être à ce jour la seule autre référence établissant explicitement l'existence de 
dérivées complexes-tangentielles "d'ordre excessif" pour les fonctions de la classe A'">". 
Le résultat sera obtenu en plusieurs étapes, faisant l'objet des points (2.8) à (2.11) qui 
suivent. 

2.8 PROPOSITION. 

Soit f une fonction de Ak>"(n). Soient z' un point de U n  BR, z et z" deux points de 
u::" et (p, q j un couple d'entiers naturels tels que l'on ait 

Soit E un réel, avec O < E < 1. Si on pose 

on a alors 

où C(  f )  est une constante ne dépendant aue de f ,  k, a et de la géométrie de Cl 

On donnera en (2.10) la preuve de cette proposition. 

2.9 REMARQUES. 

(i) Compte tenu de (2.8.1), du fait que p/O(zl, .) +q 5 p/O(z') +q et que B(zJ) ne prend 
clue des valeurs ~ntières entre 2 et m, on a clairement infz,z,{k + a - (p/O(zJ. z) + q)) > 0. 

Cette remarque sera utilisée dans la preuve qui suit. Elle implique également qu'à E 

fixé, on a inf,,,,,,~, a, > 0. 

(ii) Lorsqu'on suppose a < l l m ,  les conditions p/0(z1) + q < k t  a et p/O(zJ) + q 5 k 
sont équivalentes. De là, il est facile de voir que, dans les hypothèses de (2.8), on peut 
touver E tel que 



quels que soient z', z, z", p et q. En particulier, pour p = q = 0, z" = zi, le résultat 
obtenu s'écrit, pour f E AO@(i=l) 

(2.9.2) 1 f (z) - f (zl)l 5 S(zl, z)" pour z E 1~::'. 

Dans [McNS], J. YicNeal et E. M. Stein démontrent une forme globale de (2.9.2) (c'est- 
à-dire que z n'est pas astreint à rester dans une région d'approche de z') lorsque R est 
un convexe de type fini de Cn. L'estimation (2.9.2) permet une interprétation naturelle 
de la restriction GY < l / m ,  voir [McNS]. Un résultat simiiaire figure dans un travail de 
D.-C. Chang et S. Krantz ([CK], théorème 2.10). 

(iii) Pour l / m  5 GY, on n'a plus (2.9.1). Dans le cas p = q = O, on a a, 2 (1 - €) lm 
et donc 

if(.) - f (.')i < t-',j-(L', .)!'-"'!" 

pour f E A0>"(a) et z E u,';~. Cette estimation n'est évidemrrient pas optimale. Une 
amélioration de la proposition (2.8) dans le cas GY > l l m  semble très compliquée, en 
particulier pour GY rationnel de la forme j/O(zi) avec 1 < j < 6(zt). Cette difficulté 
correspond à la restriction GY # 112 rencontrée dans [BO]. 

2.111 P R E U V E  DE L A  PROPOSITION (2.8) .  

On se place dans le cadre de la première construction de chemins, voir (1.5) à (1.7). 

(i) Estimatioii le long de SI : 

Soit J1 l'entier naturel tel que l'on ait 

P ~ + G Y + E - 1 < - - -  t q t J ~ I k t c u + ~ .  
O(z', z) 

On a évidemment O < Ji < k + 2. Soit 

11 = (x:, ,~x:,,~~) ( 2 )  - (X;!,~X:,,~~) (w). 

En notant, comme en (2.1), F := j o d,,, on a 

avec 
Ji 1 ap+q+i~ ap+q+Ji+l~ 

PI = --(t)(ÇZ - [ 2 ) j  et RI = (ul'")ds. 
jZ1 3! aÇiPaÇ2 J ~ !  a(:aç;+J1+l 

On estime d'abord le polynôme de Taylor Pl. 
Pour 15  j 5 J I , o n  a 

( P < (t'l - t ) W  6(zi, w), - N 0 (z', W) + < + j )  



compte tenu du théorème (2.6) et d11 lemme (2.5). On a aussi O < tu- t  5 t" % 6(z1, w) N 

6(z1,z") et dcnc, compte tenu de (2.1.5j, 

P 

Par (1.7.1) et (2.1.6)-(2.1.7), on a aussi 

Enfin, on a p/O(zl, z) + q + j 5 p/O(zl, z) + q t Ji 5 k $ a + E et donc, par (2.1.5) et 
(2.1.21, 

/ 
p; W (6(z1, z!'), k + a + E) 

5 6-l6(z1, z / ~ ) - ~ .  

De ces considérations, il résulte que l'on a 

(2.10 1) 1 Pi 1 6 E-'~(z',  z1')'-'. 

On eutirne m a i n t e n d  le reste de Taylor Ri. On z sans dificiilté 

(2.10.2) IRl! < (t" - t)J1fl P 
0(z1, zlrS) 

+ q  + Ji + 1) ds. 

D'après (1.7.1) et (2.1.6)-(2.1.7), on a aussi 

P + q +   JI+^) 
On a par ailleurs 6(z1, ~ ' 3 ~ )  FZ t + s(tll - t )  et donc 

en vertu de (2.1.5). 
Enfic, comme on a p/O(zl,z) + q  + Ji + 1 > k + a + E ,  il vient 

( , + q + J1 + 1 5 E-l(t + S(tll - t ) j k + n - ( p / @ ( z i , r ) + î + J ~ + 1 )  W t +s(tU-t),--- 
O(zl, 2) ) 

d'après (2.1.2). En reportant dans (2.10.2), on obtient 

t l ~ k + e - ( ~ / O ( ~ ' , z ) + î + J ~ + l )  dS R I \  5 ~ - l ( t "  - t )  /l(S(til - t )) j l  ( I  + ~ ( t "  - ,, 
O 



par un calcul direct. Suivant les hypothèses qui ont été faites et selon la remarque (2.9 
(i)), on en déduit alors 

IRl 1 < E-lS(z', z")"ta-(~/0("'~")t4) 

et, compte tenu de (2.10.1), 

(ii) Estimation le long de Sz : 

Soit J2 l'entier naturel tel que l'on ait 

On a clairement O 5 J2 5 m(k $- 1) + 1. On pose 

1 2  = ( ~ / , , ~ ~ : 1 , 2 f )  (w) - ( ~ ~ ~ , ~ x j ~ , ~ f )  (wu) = PZ -i- R2, 

avec 

J2 1 ap+q+.ip ( - J i d p t q f J 2 ~ 1 ~  
P, = CT--- ([")(FI - ç:')j et = 

j,l 3 ! aç;+vaç; J Z !  1 sh ae+h+!açs ( u ~ ~ ~ ) ~ s '  

Pour 1 5 j < J z ,  compte tenu de (1.7.3)' du fait que l'on a b(zl, wu) a: S(zt, z") et 
( p  + j)/O(z1, 2") + q < k + a + E/@(z', z"), on obtient 

via des arguments similaires à ceux utilisés pour l'estimation de Pl 
Par ailleurs, dans la construction (1.5), on a 

IF1 - Fll = ICI - G'l 5 1(11 -t 1i:'l 5 T(z', u ) ~ ( o ~ " ) ~ )  5 ~ ( 2 ,  s(z'~ Z'~)) 

et donc 

(2.10.5) 111 - ,gi 6 btZ;, zt ;) l /@(~l,~") 

Par (2.10.4) et (2.10.5), on a aussitôt 

(2.10.6) 11 (1-e) /@(zl,z"). /pz :2/ 6 &-16(z1, z ) 

On estime à présent RZ. On a tout d'abord 



en vertu de (1.7.3), du fait que l'on a S(zl, 2%') N S(zi, 2") et des propriétés (2.1.5) à 
(2.1.7) de W. On en déduit, compte tenu de (2.10.5), 

On a aussi ( P  + J2 + 1j/O(z1, z") + q 2 k + u t (E  - l)/O(zl, z") + l/O(zi, z") = k + a' + 
E / O ( Z ~ , Z ~ ~ )  et donc, par (2.1.2), 

Il vient donc 
1 ~ ~ 1  5 & - 1 ~ ( ~ ' ,  Z~)kta-(~/Q(z',z")+q) 

et, compte tenu de (2.10.6), 

(iii) Estimation le long de 4 : 
On procède de façon similaire en définissant J3 l'entier naturel tel que l'on ait 

P k + a + ~ - l <  
O (z', 2") 

$ q + J 3 < k $ f f - i - & .  

On a évidemment 0 5 J3 5 k + 2. On pose 

avec 

On a )[; - Ç;I 5 al,p(~~")l 5 t" et donc 

(2.10.8) I[; - 5 qz', 2").  

De là et de l'estimation 

les argunie~lts dijà invoqués perrrietterit d'obtenir 

(2.10.9) /p3) w < E - l ~  ( t ,  1 il-~)lQ(z',z") 



De même, on a 

et, compte tenu de (1.7.3), (1.7.4) et de l'estimation 6(z1, z31S) % 6(z1, z") N t", 

On conclut alors, avec les mêmes a,rguments que pour l'estimation de Rz, à la majoration 

IR3/ < E-1&(Z17 Z/1)k+a-(~/@(z',z")+9) 

et, conipte tenu de (2.10.9), 

(2.10.10) 1 1 ~ 1  E - l ~ ( Z ~ ,  Z~l)min~k+a-(~/O(~',z'i)tq),!l-~)/@[z',zl')} 

(iv) Conclusion : 

Posons ' = (x~ / ,~x~~ ,2f )  (2) - ( x ~ ~ , ~ x ~ ~ , ~ ~ )  (2") = 11 + I2 + 13. 

En regroupant (2.10.3), (2.10.7) et (2.10.10), on obtient 

mais cette estimation est liée au fait que l'on a supposé, pour simplifier les notations, 
t" 2 t ,  c'est à dire S(zl, z") 2 S(zl, z), dans la construction de chemins (1.5). Dans le cas 
général, il convient de tenir compte de !a symétrie des rôles de z et z" et on obtient ainsi 
immédiatenent 

111 < €-l(6(z1, z) + 6(z1, zI1)"~ 

où a, est l'expression spécifiée en (2.7). 

2.11 THEOREME. 

Dafis les dIypûth2ses de 1a prûposltion (2.8), la !imite 

existe. On la note par abus (X,P,,,X~l,, f)(zl). De même, pour toute suite (P l )  de S,,,, la 
limite 



existe. On la note par abus (Lo, . . . Lp,+,f )(zl). De plus, on a 

où les ~ p , ~ , ~ , i , ~  sont les fonctions de Cw(U x U )  définies en (2.2). 

Preuve : L'existence des limites (2.11.1) est un corollaire trivial de la proposition (2.8) et 
de la remarque (2.9 (i)), via une simple application du critère de Cauchy pour l'existence 
de limites. 

L'existence des limites (2.1 1.2) découle du lemme (2.2) et de la formule (2.2.1). En 
effet, trois cas se présentent pour les termes qui apparaissent dans cette formule. 

r i/0(z1) + j < k. + a .  Puisque i/O(zr, z) + j < i/O(zl) + j < k + a, la limite de 
(X;,,,X;,,, f ) (z)  existe alors quand z tend vers z' dans u:,'~. 

r i/8(z1) + j > k + a .  Alors, puisque i/O(zl, z )  + j 5 z/O(zl) + J ,  on obtient, en posant 
p = (i/8(z1) + j - ( k  + cu))/2 > O et en utilisant (2.1.2), 

avec 

Quand on fait tendre z' vers z dans ~JZ;", SI tend vers 0, puisque j - q+ (i -p)/O(z',z) 2 
j - q + (i - p ) / 8 ( z ' )  > k + a - (p/O(zl) + q) > O. Pour ,Yzl puisque i 5 p, on a (i - 
p)/@(zr,  ?) > (i-p)/O(z'), d'où p-16(zt, z)k+ ~-(i/@(z'))-q+ (i-P)!@(zl?) < &($, Z)k+a-(~/o(z')+q) 

h. 

qui tend également vers O. 
i/8(z1) + j = k $ <Y. On a alors 

avec (i - p)/O(z', z)  + j - q 2 (i - p)/8(z1) + j - q = k + cu - ( ~ / 0 ( z ' )  + q) > O, donc le 
terme correspondant tend aussi vers O.  

1 En faisant tendre z cers z' dans Ci,'a, on obtient donc bien la formule (2.11.3) souhaitée. 

2.12 EXEMPLE, 

A titre d'il!ustratioo, on peut considérer l'ellipsoïde 0 = {/zl14 + jzz12 < 1) qui est de 
type fini 4 et vérifier adment ,  à l'aide des inégalités Izl 1 < il - z ~ / ~ / ~  et Il - z2/ 2 Ir(z)l, 



que la fonction f (2) = zSLog(l - z 2 )  est dans A0*'/2(fl) : il  SUE^ pour cela de voir que 
Idf/dz,(z)l 6 I r ( ~ ) j - ~ / ~  pour i=1,2. On peut alors, par des calculs simples, montrer que 
(LI f ) ( O ,  1) existe (et est nulle) tandis que (LS f)(O, 1) et ( L 2  f j ( 0 , l )  n'existent pas. Ceci 
correspond bien à la condition (2.8.1) sur les ordres de dérivation. 





$3. FORMULE DE TAYLOR NON ISOTROPE ET APPLICATIONS. 

3.1 NOTATIONS ET HYPOTHESES. 

Dans toute la suite, on supposera de plus 

(3.1.1) ma $ IN. 

Soit f E Soit z' un point de U n dQ de type m. Soient SI, sa et bo les nombres 
associés par (1.8) à a. = a et to = 1. On associe à f un développement de Taylor non 
isotrope 

1 
T f ( 2 )  = C (-Y:.,l~~::,l f )  (zr)(;( :  pour z = dl!(() 

i , j € N  
i / m t j < k t a  

On pose égaiement h := f - T$~ f; H := h O q,,. 

3.2 LEMME. 

Soit f une fûncticn de Ak-a(fi). Pcur tout poh t  z' de V ,Q 29 eet tcut couple d'indices 
(p, q) tel que p/0(zt) + q < k + a ,  on a 

où Cp,q(f) est une constante ne dépendant que de p, q et f .  
De plus, pour tous points z', z" de U n dR et z de U n et tout couple d'indices 

( ~ 7  4 7  on a 

où C;,,(f) est une constante ne dépendant que de p;q et f .  

Preuve : Pour démontrer (3.2.1), on utilise le résultat (2.8.2). Pour O < 6 < 1, avec a, 
défini en (2.8), on a 

pour z' dans U n dfl et z ,  z" dans US;". On fait alors tendre z" vers z', t,out en restant 
dans la région d'approche et on obtient, quitte à augmenter C(E, f ) ,  

1 ( f )  ' )  - ( , , z f )  ( 1  < ~-'C(f)6(z ' ,  

où p, = rnin((1 - ~) jB(z ' ) ,  k $ a - (pjO(zi, zj + q)), donc 



pour tout z dans u::". On fixe E et on pose z = z;,, = 4,,(o1I2). On a alors S(zl, z:,,) N 1 

De plus, l'ensemble {z;,,, z' E U Ti dR) est inclus dans un compact de R, donc les 
!(Xz,,1Xt,,2 f ) ( ~ ~ ~ , ) l  sont uniformément bornés pour z' E U n dR. On en tire facilement 
(3.2.1). 

Pour démontrer (3.2.2), il suffit de voir que (Xz,,,,X,9,,,,(~,$~f))(z) est Cm en z et z" 
et que le degré et les coefficients de G,'~ f sont uniformément bornés en z' d'après (3.2.1). 

3.3 THEOREME. 

Soit f une fonction de dk>a(f i )  avec € ] O , l [  vérifiant ma 4 N. ,Soient z' un point 
de U n '1dn de type rn, z" un point de lJ n do, z un point de U n avec 6(z1, z )  < Slboto 
et z E u,sP,'~o, et p et q deux indices tels que p/@(z1', z) + q < k  + a. Alors on a 

On fait la preuve en 3 étapes (3.4), (3.5) et (3.6). On se place désormais dans ie schéma 
de construction de chemins du (1.8). 

3.4 ESTIMATION EN w.  

Soient p et q deux entiers naturels tels que p lm + q < k  + a. On a alors l'estimation 

Preuve : Elle se réalise en deux étapes. 

(i) Première Etape : Estimation sur [E, w ] .  

Soit J l'entier naturel tel que l'on a.it 

On a évidemment O < J < m ( k  $ 1 ) .  Par développement de Taylor, on peut écrire 



On va tout d'abord estimer lRj. On a 

I i $ + t 4 + J + 1 ~  
1 J+1 I R  5 $1 11 1 iib+J+la(2 (u~~ ' - " )  1 do. 

l 

Par des considérations de degré immédiates, la condition (p + J + l j /m  -+ q  2 k + a 

et donc, en vertu du théorème (2.6) et du lemme (2.5), 

avec O(zl, .) =r m puisque z' est de type m. On en tire 

p + J + l  
m + q )  do. 

De plus, d'aprPq (1.3 (iv)), on a ICI 1 < S(zl. z]~I'(' '~~) = 6(z1; z ) ' / ~  
On a donc 

On va maintenant utiliser les propriétés relatives à W. Puisque S(zl, x2s1-o) N t N S(zl, z), 
on a, par (2.1.5), 

La condition (p + J $ l ) /m + q  2 k +a,  jointe à l'hypothèse (3.1.1), assure que l'on a en 
fait (p + J + l ) / m  + q - (k + (Y) 2 E avec E = rninjE~o,l,..,m~ la - j lml .  De là, en utilisant 
(2.1.2), on obtient finalenlent 

(ii) Deuxième Etape : Estimation sur [O, []. 

Pour 7 > O, on procède à un développement et à des estimations le long de [vlJ,[j 
avec le paramétrage X -+ v ' ~ ~ ( ~ - ' ) + '  pour O 5 X < 1. On fera ensuite tendre 7 vers O. 

Pom û 5 j < J. soit L, l'entier naturel te: que l'on ait 



On a évidemment L, 5 k $1.  On peut alors écrire, par développement de Taylor 

d p + g + j ~  

aç;+jaç; ( t )  = P," + R:, 

avec 
LJ 1 d p + q + ~ + l ~  p , " = C -  (vll"(& - u;,')' 

1=O l !  d(;+~d<;+" 

(Vl,Vo+l-~)do, 
L,! 

Quand q tend vers O ,  v l J  tend vers O en restant dans ~ f , ' " .  Compte tenu de (2.11) et de 
ptq+,+Ijy 

la définition de T $ ~  f ,  on voit alors que pour O 5 1 5 L,, chaque terme (vlJ"' 
a(;+' 

tend vers zéro. Ainsi on a 

(3.4.43 lim P; = O 
7i-O 

O n  va maintenant estimer fi:. Il vient 

Ona! t2 - -v :" j  I ) ~ 2 j + j ~ ~ " j ~ t t l î t ~ t .  D e p l u ~ p u i s q u e ( p + j ) / m + ~ + L , t l  2 k+cu 
et pour des raisons de degré sur T,$~ f, on a 

On applique l'estimée donnée par le théorhine (2.6) et le lenme (2.5). Il vient 

- - t ~ J + i  1' ,,,L~W (6(zl, zl.n.+l-. ) ,  P -- + i t q t L j  t 1 da. 
m 1 

Puisque S(zl ,  z"v+l-o ) % (170 + 1 - a) t ,  on a alors d'après (2.1.5): 

Compte tenu du choix de L, et de (3.1.1), on a ( p +  j ) / m t q +  L, + 1 > k+a  et. d'après 
(2.1.2) et un argument d6jà utilisé dans ia première étape, 



On remarque alors que dans l'intégrale de droite, la fonction intégrée est plus petite que 
la fonction g (a)  = oL] (1 - o)kta-((pi~)'m+q+L~+l) et que l'intégrale J,' g(a)do converge 
puisque l'on a k + cy - ((p + j ) /m  + q + L, i- 1) > -1. On a donc 

uniformément en 7.  
Finalement, en faisant tendre g vers O et en utilisant (3.4.4), on obtient alors 

On peut alors injecter cette estimation dans (3.4.1) et, grâce à (3.4.2), on obtient 

ce qui donne le résultat annoncé. 

3.5 ESTIMEE DE RACCORD. 

Comme dans [T2] (3.5),  on définit 

(On se reportera à (1.3) pour la définition de Ec~~ , l . )  On va montrer par récurrence sur 
l'entier p que l'on a l'estimation 

I A : ) ~  5 6iZJ, z)k+a-((~++/m+d. 

Preuve : Pour p = O, on vient. de le montrer en (3.4) pour les entiers i ,  j tels que i /m + 
j < k + a. D'après (3.1.1), il ne reste plus qu'à le montrer pour i, j entiers tels que 
i l m  + j > k + a. On a, par des considérations de degré 

Par le théorème (2.6), le lemme (2.5) et puisque O(z l ,  .) m, on a 

On utilise alors (1.8.1) et (2.1.5) pour obtenir 



et '  puisque i / m  + j > k + a ,  on â, en utilisant (2.1.2) et (3.1.1), 

ce qui clôt le cas p = 0. 
On suppose la formuie vraie au rang p - 1. Alors, d'après [S2] (3.5)' on a 

d'où, en utilisant l'hypothèse de récurrence et (1.4.51, eri remarquant que Ç1 = wl, 

< S(z', z)k+"-((?++!m+3) 
N 

ce qui donne l'estimation souhaitée. 

3.6 FIN DE LA PREUVE. 

On fixe CO, un réel strictement positif. Soit L l'entier naturel tel que 

On a évidemment L < k + 1. 
On peut alors écrire. par un développement de Taylor, 

où H* = h O 4,ii. 
Estimons tout d'abord R. En utilisant (1.8.4), on a 

1 dp+q+L+l~* 
181 6 &(z', z)L+l /o f fL  1 aUjaul+L+I (VI-" ) 1 do. l 



Comme on n'a pas nécessairement p lm + q + L 4 1 2 k + a,  le terme Ez dans l'égalité 
précédente n'est pas forcément nul, mais en vertu du lemine (3.21, on peut affirmer 

Compte tenu du théorème (2.6) et du lemme (2.5) qui permettect de majorer /El!, il 
vient maintenant 

donc 

On va maintenant utiliser diverses propriétés de W. En combinant (1.8.7), (2.1.6) et 
(2.1.7): on obtient 

D'après (1.8.6), on sait aussi que vl-u appartient au bidisque Ps+Otla(zlt), donc on a 
S(zl/, x3,'-") N s + ut, et enfin 

+ q + L + l ) d u .  !RI 5 6:z1, IlLt1 jol u L w  (a + ut7 

Puisque p/O(zl', z) + q + L  + 1  > k + a + E O ,  on obtient 

p + + L + 1 + at~~tu-i~@(~ll,~j+'itL+lj w (a +ut,- 
\ O (zt1, z) 

donc, compte tenu du fait que S(zl, z) N t, 

1 
IR/ 5 / l ( a t ) ~ ( s  + ot)'~"-(~/@(i',i)~i+L+l)du. 

O 

De l'inégalité évid~nte (s + r r f l L  2 (rrtjL, on déduit que 

fil 2 t /"lis + ut)k~"-(~/@(~1'~~)+4+1)do 
O 

et en faisant le ca!cul direct de l'intégrale, on a 

l + t)*+'-(~/~(~~l. 'i+,i 

t (k + a - (p/O(zt', 2) + q)) 



puisque p/O(zl', z)  + q < 6 $ a. On obtient donc 

avec 6(z1, z) N t et s 5 t,  d'où 

1 
(3.6.1) ~ ( ~ 1 ,  Z)k+~-i~/@(z",2)+q), I R '  k + a - (p/O(z'l, z) + y)  

D'autre part, pour O 5 1 < L ,  on a 

avec de plus, /do/ N 1 et jz2 -y?!  < S(zl, z). En utilimnt ( 3 . 5 )  et le fait que EC,,,i et a/&', 
commutent, on obtient alors l'estimation : 

< S(z'; z)k+a-i~/m+s) IPI r_ 

donc, a fortiori, 

(3.6.2) JP j N < 6 ( z 1 ,  c ) A + ~ - ( ~ l @ ( ~ " 3 ~ ) + q ) ~  

En regroupant (3.6.1) et (3.6.2), on a le résultat souhaité : 

En application du théorème de Taylor (3.3), on démontre maintenant un résultat de 
régularité pour les fonctions z' - (X,P,,IX:,,2 f)(zl)  et z' ++ (La . . . LppSq f)(z1) comme 
annoncé en (2.7 (v)). 

3.7 THEOREME. 

On suppose O < a < l /m .  On considère f une fonction de Ak-'"(fi), z' un point 
de type m dans O' n dR et V un voisinage convexe de z' dans C2, avec V relativement 
compact dans U .  

Soient z" un poiiit de V n el (p, y)  un ~ o u p l e  d'entiers ~~at l i re ls  vélifidlli 



On a alors 

où C ( f )  est une constante dépendant de f  et de la géométrie de R.  
Pour toute suite ( D l )  de S,,,, on a aussi 

où C 1 ( f )  est une constante dépendant de f et de la géométrie de bl. 

Preuve : Pour démontrer (3.7.1),  on commence par décomposer le terme de gauche et or1 

La démonstration se découpe en trois étapes. Compte tenu de (3 .2) ,  on peut clairement 
se limiter au cas où on a S(z l ,  zl'j < hl boto, où bl, bo et to figurent en (3.1).  

(i) Première Etape 
On estime tout d'abord A l ( z t ,  zl'). Comme on a supposé 6(z1 ,  z") < Slboto; tout point 
z  de U ~ E ' ~ '  suffisamment proche de z" vérifie également 6(r1 ,  z )  < Slboto. On applique à 
un tel point z  le théorème (3.3) en remarquant que les hypothèses sur p, q, a entraînent 
p / 0 ( z u )  + q 5 k et a fortiori p /O(z" ,  z )  + q 5 k. On obtient 

On fait alors tendre z  vers z" tout en restant dans et on obtient 

(ii) Deuxième Etape 
On désire maintenant estimer N z ( z l ,  z"). Four cela, on pose 

Par définition, on a 



et donc 
1 (~,$,f) o jz, O 4;; = P c $Zr,. 

On considère l'application $,I,,,, et les dérivations aldu, décrites en (1.3). Par ce qui 
précède, on a alors 

Soit 3 l'ensemble des familles a = ( a z j )  de nombres complexes indexées par les biindices 
i . j  E W tels que i /m  + j  < k + a. 

L'ensemble F s'identifie à cd, où l'on a posé d = #{(i, j )  ; ilm + j < k + a } .  A  out 
élément a de 3, on fait correspondre le polynôme 

On pose alors; pour (2, w,  z", a )  E U x V 2  x 3, 

de telle sorte que si a"' désigne l'élément de 3 défini par 

Z 
(3.7.4) a:; = ( x ~ , , , x ~ ~ ~ )  (2') pour - + j < k + a ,  m 

alors on a 

(3.7.5) 5 (2, zl, zl', a") = B(z, zl, 2''). 

est de classe Cm. On a en outre 

pour tous (2, z") de bT x V et tout a de J. 
Soit alors K: un compact de 3. En appliquant à El le théorème des accroissements finis 
par rapport, à la troisième variahle, on déduit de (3.7.6) que l'on a 

(3.7.7) lB(z,  tu, z', a ) !  5 Cju - zr'i pour (2, w, z', a )  E (I x v2 x X, 

C designant une constante positive convenable qui dkpend de K .  
D'après le lemme (3.2), il existe un compact K: de 3 tel que l'on ait 

{a"' ; z' E U n aQ et B(zr) = rn) c K. 



On applique alors (3.7.7) avec ce compact K ,  avec w = z', n = a'' et en notant que l'on 
a a.ussi 

11 l/m 1.' - z"i < iG'i + IGI 2 (lSllm + iC2 1 )  

< 6(z1, ~ / ' ) l / ~ .  

Compte tenu de (3.7.5), on obtient la majoration 

Pour finir, quand z tend vers z", on constate, compte tenu des définitions, que 
B(z ,  z', z") tend vers A2(z1, z"). On obtient ainsi 

(iii) Troisième Etape 
En regroupant (3.7.3) et, (3.7.5), on obtient 

L'estimation (3.7.1) en résulte, puisque min{l/m, k+ a- (p/8(z1') +q)) 2 a. L'estimation 
(3.7.2) découle immédiatement de (3.7.1) et de (2.1 1.3). 

3.8 REMARQUES. 

(i) Dans le cas a 2 l / m ,  la preuve de (3.7) fournit un résultat moins bon : sous 
réserve que l'on ait m a  $ IN, on obtient 

avec, comme dans (3.7.9), /? = min{l/m, k + CY - (p/6(zt') + q)) .  

(ii) Si on suppose û < l / m  mais 6(z1) < m, on obtient également une estimation plus 
faible, à savoir 

( . . . + z )  - ( L ~ ~  . . . (2''jl c l ( f )  ( I T ( ! @ ( ~ ' )  + 11;1jm 
pour z" = $,>(('') vérifiant 6(z1') < 6(z1) et p/6(z1') + q < k + a. La preuve consiste 
à reprendre les méthodes précédentes en travaillant avec la pseudo-dista~ice "tronquée" 
6(") définie à partir de 

Pour 0(z1) = Y, on a 6(")(z1, z") N IÇ[/' + 1Çl1. Bien sûr, dans ce cas, les résultats ne sont 
plus liés de façon optimale à la géométrie du bord. 





$4. CLASSES Ckg* NON ISOTROPES. 

4.1 DEFINITION. 

On définit la classe Ckg" non isotrope ~ $ ; ~ ( f l n  U) comme étant l'ensemble des fonctions 
f de Cm(R n U) pour lesquelles il existe des réels t j  et ai  avec O < tf 5 1; O < a f  < u, 

tels que pour tous poirits z' de U fi dR, z de  if'^', tout couple d'indices (p, q) ,  toute 
suite ( P i )  de S,,,, toute suite ( ~ l )  de {-l,l)*+q, on ait 

C(p,  q, f )  désignant des constantes ne dépendant que de p, q ,  et de la fonction S. 

4.2 REMARQUES IMPORTANTES. 

(i) Soient f dans C;F(~ n U )  et (1, J) un couple quelconque de biindices. Puisque 
i/O(zl, z)  + j 5 i + j ,  on a 

en utilisant (2.1.6) et le lemme (2.5). Pour i + j > k + a ,  il en résulte, quitte à augmenter 

C1(4 j>  "f), 1 (X::J) (z)i 5 C1(i,j,  f ) I r ( ~ ) / ~ + ~ - ( ~ + ~ )  

à l'aide de (2.1.2). 
II est par ailleurs facile de voir que l'on a, pour P, & deux biindices tels que p t q  = k+1, 

où les b?? sont des coefficients de classe Cm dans U x U. Le premier terme est majoré 
comme plus haut par 

C1(p, q ;  f) lr(z)  la-'. 

On peut majorer tous les ternles de la somme CI,J par une constante à l'aide de (2.1.3) 
et puisque peur les indices de cette sûmme on a 

On en tire 

J a P Q f ( ~ ) 1  < c"(P, q,  /)\r(z)la-'. 



Il est alors clair, d'après un résulta,t classique de Hardy-Littlewood ([HL, appendice 1, 
proposition 2 ] ) ,  que f appartient à Cktm(fln V), où V est un voisinage de zO, avec V CC U. 

En résumé, on a établi l'inclusion c,$j(fl n U) c Ckln(fl n V). 

(iij Du théorème (2.6) résulte le fait fondamental 

~ " ~ ( n )  c c $ ~ ( f l  ;2 U) 

ayant motivé la définition (4.3). En fait, la preuve de (2.6) est purement locale et l'on 
a, plus généralement, si V est un voisinage de zO, Ak@(i? fi V) c Ci;(fi fi I r ) ,  quitte à 
rétrécir U. 

(iii) Comme on l'a déjà remarqué en (2.7 (i)), on peut remplacer, dans les estimations 
de la définition (4.1), W (/r(z)/.p/O(zt, z) + q) par W [S[zl, z),p/O(zl. z j  + q). On peut 
aussi y remplacer les itérés ( L ~ , , ~ ,  . . . Lpp+q,E,tq f )  (z') paï les itérés (x,qQ f) (z) ,  en vertu 
du lemme (2.5). En utilisant ces remarques et en reprenant toutes les démonstrations 
faites dans les deux chapitres précédents avec, cette fois, des fonctions de C$y(fi n Y), 
on obtient les résultats suivants. 

4.3 THEOREME. 

Soit f une fonction de c N ; ( ~  n U). Soient z' un point de U n da, (P, Q) un couple 
de biindices tels que J'on ait 

Alors la Jinli t e 

iim ( ~ , 4 ~ f )  ( z )  
i z~ ,Z~<JzCf  

existe. On la note par abus f ) (z l ) .  De même, pour toute suite (13,) de S,,, et toute 
suite ( E ~ )  de {-1, l)ptq, Ja limite 

existe On la note par abus ( ~ p ,  . . . Lpp+q,ptq f )  ( z ) .  Enfin, il existe des fonctions 
~ p , ~ , p , Q , l , J  de Cm(U x U) telles que J'on ait 

On associe à f ,  de manière cohérente avec (3.1), un développement de Taylor non 
isotrope 



On a alors, sirnilairement à (3.3) et (3.7) les résultats suivants. 

4.4 THEOREME. 

Soit f  une fonction de C$;(Q n U )  avec a: E ~ O ,  1[ vérifiant ma: $ N. Soient z' un point 
de U n dfl de type m, r" un point de Cr n dfl, z un point de Un fi avec 6(zf, z) < S l b f t f  
et z E u:!'~', et P et Q, deux biindices tels que p/@(z1', z)  $ q < Ic + a. Alors on a 

4.5 THEOREME. 

On suppose O < a < l l m .  On considère f une fonction de cN;(~ n U), zi un point 
de type rn dans U n dR et V un voisinage convexe de z' dans @" avec V relativement 
compact dans U .  Soient z" un point de V n dR et (p, y) un couple d'entiers naturels 
vérifiant 

P 
E + Q < ~ + Q .  
"Id 1 

Pour tous biindices P, Q de longueurs respectives p et q, on a alors 

(4.5.1) 1 ("zQ f )  (z') - ( ~ : ? f )  (z") 1 5 C( f )6(zi, z")O 

où C(f)  est une consta,nte dépendant de f et de la géométrie de fl. 
Pour toute suite ( P l )  de S,,, et toute suite ( ~ r )  de (-1, l)p+q, on a aussi 

où C(f) est une constante dépendant de f et de la géometrie de fl. 

Les théorèmes précédents vont nous permettre de définir une notion de jet de Whitney 
de classe Ck@ non isotrope sur une partie compacte E du bord dont tous les points sont 
de type maximal m. Il s'agira ensuite d'établir un théorème d'extension pour ces jets. 
Tout ceci fait l'objet des points (4.6) à (4.16) qui suivent. 

Etant donné E urie partie compacte de U i?R, on posera 

Pour tout point z de 0 n U, on note 2 un point de E qui réalise 6(z, E), c'est-à-dire, 

(4.5.3) h(zl t) = 6(z, E). 



4.6 POSITION DU PROBLEME D'EXTENSION DE JETS. 

On suppose toujours, dans la suite, que a vérifie m a  @ IN. 
On suppose que E est un compact de U ri dfl dont tous les points sont de type m. 
Un jet de Whitney F sur E est défini par une famille {(FPQ) ; P, Q E  ID;^,^/^ + q < 

k + a) d'applications continues sur E, à valeurs dans C. 
Le jet F sera dit appartenir à la classe non isotrope c$:(E) s'il existe, pour tous 

biindices P, Q tels que plm + q < k + a ,  une constante CP,Q ne dépendant que de P, Q 
et de la géométrie de fl telle que l'on ait, pour tous z', z de E, 

(4.6.1) 1 F ~ Q  ( r )  - (xPQ P$~F) (z) < CP,QE(Z'; 2 )  k+i"-(p/m") 

avec 
1 

P,(~F(Z) = C --FIJ(z')ÇIJ pour z = &(Ç). 
I , J  I !  J !  

Par exemple, si f est une fonction de C,$?(O n U), alors f définit un jet de c,$(E) 
en prenant FpQ(z1) = f )(z'). La continuité des FpQ est assurée par le théorème 
(4.5) et par une adaptation immédiate de la remarque (3.8). En appliquant le théorème 
(4.3) avec z" = z, ce qui est possible puisque z" appartient à u:!'~' fl dfl, on ~b t i en t  
exactement (4.6.1), en remarquant que O(zl, .) O(z", .) G m puisque z' et z" sont de 
type m. 

Pour F E c$~(E) ,  on se propose réciproquement de construire f dans c$(Q n U) 
telle que, pour tous biindices P. Q avec p~lrn + q < k + a et tous z' de E, on ait 

4.7 LEMME GE RECOUVREMENT DE TYPE WHITNEY [CW]. 

Il existe y > 1, C > O et N E IN" tels que, si E est une partie compacte de U fi dfl, 
on puisse trouver une famille de boules ( Q , , ( z ; ) ) ; ~ ~  vérifiant les propriétés suivantes, où 
Qt (resp. Qr) désigne QT,(zi) (resp. Q,,,(z;)) : 

1 
(4.7.3) CS(z, E) 5 S(zi, E) 5 -6(z, E )  pour tout z E (U n fi) n Q:, 

C 

(4.7.4) pour tout j E N, Q j  coupe au plus 1Y boules de la famille (Qf)iEw 
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Soit à présent F E C$?(E). On définit, pour z dans fi n U, le polynôme Pbaar ,  
P ~ Z )  = P $ ~ F ( ~ ~ .  
On note ( ( 1 )  et ( ( I )  les coordonnées associées à zi et à Zr. 
On a alors z = 421(((1)) = di, ( ( ( 1 ) )  et 

On fixe .A un réel positif tel que, pour tout z" E U n d a ,  tout z E u:;: 0 Q;, on ait 
l'inégalité S(z", z )  5 Ar, : pour justifier l'existence de A ,  il suffit de voir que l'on a, pour 
de tels points, 

6(z". z) FZ Ir (z) 1 2 S(z, E) N r, 

4.8 LEMME. 

On a, pour tout n E N, 

Preuve : D'après (4.6) et (4.7), on a r, N 6(z,, Zn). Puisque T(z,, S(z,, Zn)) = Zn),  
on utilise alors [Tl] (3.4.3) ou [T2] (0.9) pour dire que 

On utilise alors le lemme (0.9) de [Tl] pour écrire 

et on conclut en remarqualit que @(Zn,  z,) = m puisque tout point de E est de type m. 

4.9 LEMME. 

Soient deux points z" E U n dR et z E U n fi n (Q:\Q,) tels que S(zl',z) < Ar,, 
avec z = 4,,(Ç(n)] et z" = ~,,(Ç(r.)") !e champ Ei(,),,,i = (I$,,);'(X,::,~) sur O,, 

d 
s'exprime sous la forme - a 

+ *'"'ai(.). avec 



Preuve : Il suffit d'appliquer les lemmes (6.3) et (6.4) de [Tl] en remarquant au préalable 
que l'on peut, dans ceux-ci, remplacer l'hypothèse z E u:;: par l'hypothèse moins restric- 
tive S(zf', z)  5 cr où c est une constante positive donnée. On applique alors ces lemmes 
arec z' = z, en remarquant que l'on a jr(zn)j 5 6(zn, E )  N r, par (1.3) et les propriétés 
du recouvrement. On utilise alors le lemme (4.8) pour conclure. 

4.10 PROPOSITION. 

Soit E un compact dans Un3R. Il existe une famille de fonctions de CM(flnU) 
satisfaisant les propriétés suivantes : 

4, - 1 sur ( U n  n ) \ E  
 EN 

Pour tous biindices P, Q, il existe des constantes Cp,* ne dépendant que de P, Q telles 
que on a, pour tous z" E U n d o ,  tous z E U n R tels que S(zl', z )  5 Ar,, 

Preuve : Nous allons utiliser le lemme (1.4.2) de [Ma]. Il existe des constantes CI 2 O ne -- 
dbpendûnt qüe de I E N2 telles que, si K est un compact de C et si E est un nembre réel 
strictement positif, il existe une function ,y, sur C, de classe CCo vérifiant 

a) xE = 1 au voisinage de K ,  x,(t) = O si d( t ,  10 2 E, O < a, < 1. 
b) pour tout t E C et tout I E IN2, 

Soit z U avec z = $,,(((njj. On applique une première fois ce résultat avec 
E = T(z,,YT,) - T(z,,T,) et Ii' = {t  E C ; ltl 5 r(z,,r,)} et on obtient ainsi une 
prcmièrc fonction 9:. De n ê x e ,  en appliquant une seconde fois ce résultat avec les 
valeurs a = (y - ljr, et Ic = { t  E C ; jtl 5 r,}, on obtient une seconde fonction y;. 

On définit alors une fonction y, par 

On a alors trivialement p, 1 sur Q,, cp, 5 O sur (Sn et O < cp, < 1. 



De plus, pour deux biindices I ,  J, on a, pour z E U n a n Qn , 

Puisque 1'(zn,7rn) L T(z,, r,) et ~ ( z , ,  1) N 1, on a 

T(zn. - 7 (z,, y,) r; ~ ( z , .  1 j(yT,)2/T(Zn~'Tn) - T (zTL, 1 ) ~ i / ~ ( ~ ~ i ~ ~ )  > r7L/7(zn,T9ij 

donc il existe des constantes CI,J ne dépendant que de I ,  J telles que 

A l'aide de (4.8), on obtient alors, quitte à augmenter !es condantes 

- 
Pour 7'' E TI  ? ô!! et 7 E U I! Ti Q,I tel3 que 6(z1 ' , z )  < Ar,, or, va montrer yxe 
IX:,,,,X$,,,y,(z)J admet ld même majoration. On remarque d'abord que l'on peut mon- 
trer cette estimée uniquement pour les points z E UnRn(Q:\Q,) tels que S(z", z)  < Ar, 
puisque, en dehors de la couronne Qn\Q,, les dérivées de y, sont toutes nulles et que 
l'estimée est triviale pour I = J = 0. 
On évalue alors 

= ( ~ i S I ) ~ l ~ n )  !i<n>>) 

à l'aide de la méthode de récurrence sur p dkjà utilisée en (3.5), en remarquant que l'on 

avec z" = 4," (6 (n)") . 
En utilisant le lemme (4.9) et le fait que Ido) N 1, on obtient 

pour tout z E U n 0 fl (Qi \Qn)  tel que S(z", z) 5 Ar,. 
On pose alors $jl = cpl et, pour n > 1, 

Les propriétés (4.10.1) et (4.10.2) sont immédiates. Un calcul simple donne, pour tout 
n, G1 $ . . . + $, = 1 - (1 - y l )  . . . (1 - cp,-,). Si on considère z E (U fl a ) \ E ,  il existe i tel 
que z appartienne à Q, de sorte que yi(z) = 1. Il s'ensuit que l'on a  SI^ +. . . +Gn)(z) = 1 
dés que n 2 i et on a bien (4.10.3). 



Enfin, en utilisant Leibniz, pour z E U n n  tel que 6(zU,z) 5 Ar,, en utilisant (4.10.5) 
et les propriétés du recouvrement. on obtient 

1 ( x ~ P  $n) (z! < Cp,Qr;(~/m+q). 

Ceci achève la preuve du lemme (4.10). 

On considère désormais, pour z E (U n n)\E, la fonction 

(4.10.6) d z )  = x S T L ( Z ) ~ ~ ( Z ) ,  
nEN 

où les polynômes P, ont été définis en (4.7). 

4.11 LEMME. 

Soient deux points z" E G n dR et z E U Ti n Q; tels que 6(z1',z) < Arl, avec 
z = 4,;(<(1)) et 2'' = pj,(<(1)l1). Alors le chanip ZF:i),,,i = (di,);l(X,~~,I) sur Ri, s'exprime 

d d 
soiis la forme - + E ( i ) r  avec 

ds.(l)l Ù C ( 0 2  

Preuve : Il suffit, pour obtenir l'estimée, d'appliquer [T2], prop. (2.9) avec z' = Zn puisque -- 

lion a S(zl', z )  < 1.1 N S(Z,, z)  d'après (4.5.3) et (4.7.2). 

4.12 LEMME. 

Soient P, Q deux biindices. II existe des constantes C P , ~ ( F ) ,  C$,Q(F) ne dépendant 
que de P, Q, F et de lagéométrie de R telles que l'on ait, pour tous z" E LTnaR, z E U n R ,  

Preuve : (x:?P$~F)(~) est de classe Cm en z, z" et continue par rapport à z' pour 
z' E U r i  dn, donc il existe des constantes CpSQ(F) tclles que /(x? ~ $ , F ) ( z ) j  5 C ~ , Q ( F )  
pour tûus z, z', z". (+.!2.1) s'ensuit pour z' = ZL. 

Pour (4.12.2), on commence par examiner APQ (2,) = dPQ(p'  O @;, ) ( < ( E ) )  - FPQ (ZI). 
((1) 

Pour p/m + q < k + a,  on a 



Puisque (1, J )  f- (P, Q) et i' > p', j' 2 q', i" 2 pu, j" 2 q", or1 a i lm + j - (p/m + q) > 
l / m  et donc 

De plus, à l'aide des relations j((l)l/ < 6(Zi, z)l/Q('llZ) r;lm et l((1)21 5 6(Z/, z) rl, ûn 

obtient l'existence de constantes C;,j(F) telles que 

C C;,J(F)rp-~)/m+~-ri I C ci, J ( F ) ~ ; ' ~  
I , J  I , J  

p ! m t ~ t l l m < ~ l m t j < k + a  ~ l m t ~ + l l n < ~ l m + j < L + o  

1 r ( l  /p T l l m  
1 bP,Q\ ) 1 

puisque la somme est finie. On a donc obtenu (4.12.2). 

4.13 PROPOSITION. 

Pour tous hiindices P, Q, il existe une constante C P , ~ ( F )  ne dépendant que de P. Q, 
F et de la géométrie de 52 telle que, pour tout point z" E l[nÛR, toiit a E IJnf=LnQ;n Q; 
tel que 6(zt', z)  < Ari, on ait ia rriajoration 

(4.13.1) 1 (x,:? (P" - P' ) )  (2) / 5 ~ p , ~ ( ~ ) r : ~ ~ - ( ~ ~ ~ ~ ~ ) .  

Preuve : Nous allons utiliser une récurrence similaire à celle de (3.4). (3.5) combinée avec 
le lemme (4.10). Pour cela. nous allons tout d'abord estimer, pour z E U n fi n Q; n &:, 
la quantité 1(x:@(pn - P1))(z)I. On effectue d'abord le développement de Taylor d~ 
Pn - P h u  point ZI : 

= Sl (z) t s2 (2) 

Examinoiis tout d'abord (xCQ4) ( r ) .  On a 



La condition de jet (4.6.1) donne, pour z = Zi et z' = 2, 

~ ~ ~ ( 2 ~ )  - (xYpn) (2,)l 5 6(Zl, z , ) ' ~ ~ - ( " ~ + ' ) .  

On remarque que l'on a ri N T ,  puisque z E U n  fi ri&? r) Qi et, à l'aide de (4.5.2), (4.7.3) 
et (4.7.3), on obtient 

& ( B i ,  2,) 5 S(Z1,zl) + &(a,  z )  + 6 ( z ,  z,) t S(Z,, 5,) < rl. 

De pliii on a ~ ( l ) ' - ~ p ~ J - Q l  - < ~ j ' - ~ ) ~ ~ ~ ~ - ~  et on peut donc écrire qu'il existe der coiistanteî 
CI,  j ( F )  telles que 

d'où 
k+a-(plmts) 1 (x:"s,) ( z ) /  5 C P , Q ( F ) ~ ,  

car la somme du membre de droite est finie. Examinons maintenant ( X ; ~ S , ) ( ~ ) .  On a 

Ccxme dans [T2]  (2.8) app!iqué wec z" = 2, et 2' = 2,. on ohsprvp que. polir z = 

V*,(C(~L)I I  
t (n ) l  est un polynôme de degré { O  ::hi:i: 

et en remarquant alors que 

et que 

aIJ  [(,)HT - 
C(0 

a ( a  ( ( ( n ) ) )  = 0 si i > h + r r ~ t .  



on obtient 
(X::P") E O pour j > k + n  et pour i > m(k + a) .  

Il reste donc finalement 

En utilisant (1.12.1) et le fait que rfpP)f"t3-q < ri k t a - ( p f m f q )  pour z/m + j > k $ a,  il 
existe des coristantes CI j ( F )  telles que 

puisque ia somme est finie. On a donc montré qu'il existe une constante C'p,Q(F) telle 
que 

(4.13.2) 1 (x:' ( P" - p i ) )  ( z )  1 < C P , ~  kta-(plm+q) 

ii reste maintenant à passer de X i Q  à x,. Ii suEt pour cela d'utiliser le lemme ( 4 . i i )  
afin d'estimer par récurrence sur p la quantité 

A ( p )  1,J - - ( ,/J ( ( l )  ( ~ : ( ~ ) l I ( p ~  - p i ) )  ( ( ( 1 ) ) )  

et on obtient alors le résultat annoncé en (4.13 1). 

4.14 PROPOSITION. 

Pour tous biiridices P, Q, il existe des constantes Cp,Q(P) et Cb,Q(F) nc dépendant 
que de P ,  Q, F et de la géométrie de R telles que pour tous z" E U n dR, z F Un ';2 n Q; 
tel que S(zl', z )  5 ArI, on ait 

Preuve : On a y - P L  XnEN $,(Pn - P l )  d'après (4.10.3) et (4.10.6). D'après les 
propriétés (4.7.4) et (4.10.2)' on peut se limiter à estimer (X;?$~(P" - Pi' I I [ . " )  Pour 
z E U n fi n Q; n Qn tel que Ô(z1', z )  < Ar!. En utilisant (4.10.4) et (4.13)' en notant pour 
cela qiie l'on a fi(zoj z )  5 Arl et r! x rr .  on obtient qu'il existe une constante C . P , ~ ( F  ne 
dkpendant que de P, Q, F et de la géométrie de R telle que 



En combinant (4.14.1) avec (4.12.1), on obtient (4.14.2) puisque, pour k + a -  ( ~ / m + ~ )  < 
0, on a rj+a-(plmiq) <  fi, Z)k+n-(~lm+?), - 
4.15 THEOREME D'EXTENSION DE JETS. 

Pour tout jet F E c$:(E), il existe une fonction g dans ~i;y(fi n li) telle que, pour 
tous biindices P, Q avec p lm + q < k + a et tout zi E E, on ait 

Preuve : Eri effet, 011 a, d'après (3.1.1), (2.1.2) et (2.1.31, 

Puisqu'ün point z E Clif n Q; vérifie automatiquement 6(z", z )  5 Arl, (4.14.2) implique 
donc que, poür tout ti' E Cr i? de, pour tout z E Li:;:, on ait 

et donc 

puisqiie O(zf', z) < m. A l'aide du lemme (2.4), on conciut que 

On va montrer maintenant que g réalise bien l'extension du jet F. Soit z E Q;. On 
a alors automatiquement S(z,Zi) 5 rl. Les résultats (4.12.2) et (4.14.1) appliqués avec 
2'' = Zi nous permettent alors d'écrire, pour p/m + q < k + a,  que 

puisque rl N 6(z, E). On fait maintenant tendre z vers z' un point donné de B dans u;,'~. 
Dans ce cas, Zi tend également vers z' puisque 

6(bl, z') 5 6(Zi, z) + 6(z, z') 5 6(z, E) s S(t ,  2') 

On va rnontrer que, pour p/m + q < k + a, 

(x:'~) ( z )  tend vers (x,PQg) (t') quand z vers z' dans u::", 



l'entier I = l(z) étant toujours clloisi tel que z E Qy. On utilise pour cela le lenmie (2.3) 
qui nous apprend que 

avec 
ro,E,p,Q,t,j(zl, Z) = u1 (&(il ,  z)3+(i-p) jm))  

puisque O(?!, .) r m. 
Quand z t,end vers z' dans u:;", on a deux cas de figure : 

si z/m + j + q < k $ a ,  alors 

puisque I'a.E,r,~,2,3 E Cm(U x U) et puisque 5, tend aussi vers z'. D'après !e théorèrne 
(4.4), on obtient également que 

quand z tend vers z' dans c ~ I ) ~ .  
r si ilm + j +- q > k + a ,  alors, puisqie g E C , $ Y ( ~  n li), on a, pour z E u:,'~ n Q; et 
puisque S(il, z) 2 S(z, E) 5 S(z', z), 

et ce majorant tencl vers O quand z tend vers z'. On a donc montré que, quand z tend 
vers z' dans 

(xlQs) (2) tend vers ~ B , ~ , I J , Q , ~ , ~ ( ~ ' ,  z') ( ~ o ~ , ~ ~  . . . L 8 , t J . L t t J ~ ? g )  (z') 
< + > < P  

< l m t i t q < k + ~  
B E S , , J  

. ~ { - i , l ] ~ + J  

et ce dernier terme coïncide avec (x,IQg)(z') : il suffit, pour voir cela, d'adapter la 
méthode utilisée en (2.11) à l'aide du lemme (2.3). On a donc montré le résultat recherché. 
On peut maintenant faire tendre z vers z' dans (4.15.3) et on obtient que, pour tous 
biindiccs P, Q tels que plrr~ + q < k + a: et tout z' de E ,  u11 a 

ce qui achève la preuve de (4.15). 

A l'aide de l'estimée (4.15.1) et de (4.15.21, on peut même, pour la fonction g, obtenir 
une estimation plus fine que celle donnée par le théorème de Taylor. 



4.16 PROPOSITION. 

Soit g la fonction fournie par le théorème (4.15). Pour tout P et Q, biicdices tels 
que p / n ~  + q < Ic + a, i! existe une constante C P , ~ ( F )  ne dépendant que de P, Q, F et 
de la géométrie de R telle que, pour tous points z' de U n dR de type m, z" E U  ri 80, 
z E U n  fi avec S(z', z) < Slhgt ,  et z E on ait 

où a été défini en (4.3). 

Preuve : Il nous suffit d'adapter légiremerit la preuve du théorème (3.3). Les parties (3.4) 
et (3.5) resterit inchangées. Or! rnodifie uniquement la partie (3.6). 

On y considère alors L l'entier naturel tel que 

On a évidemment L 5 k + 1. On écrit alors le même développement de Taylor avec 
h = g - et H* = h o d,,,. En utilisant pour g l'estimée (4.15.1) au lieu de la définition 
(4.11, on obtie~it, au lieu de (3.6.1)' 

Il suffit de remplacer dans la démonstration, pour tout z E R, la quantité O(zl, z) par m. 
De même, l'estimation (3.6.2) est remplacée par 

En regroupant ces deux nouvelles estimées. on obtient bien le résultat. 



65. ESTIMATIONS DANS LES ELLIPÇOÏDES. 

Dans toute la suite, on se limitera au cas d'un ellipsoïde complexe. On prendra donc 
R = {z E C2, izljm + z2I2 < 1) où rn est un entier pair, m > 4. Les points de type rn 
sont les points 2, = (O, eZS) où s E IR. les autres points du bord sont des points d~ stricte 
pseudoconvexité. 

On suppose que les points z, sont dans U pour s €]so, sl[ où so et s l  sont des réels 
tels que s, > su. On pose alors I =]so.sl[et  C = {z, ; s E 1). 

Un calcul sirnpie montre alors que i'on a 

et. 
1 

p z s ( ( )  = + / tm  + 1/G12. 

Tour z E C" on pose 

X(Z) O ,  - = (O, ezsz). ( ,::Il 
Dans toute la suite E désigne un sous-ensemble compact de C et on considère V un 

volpinage de zo avec E c V c l f  te1 que, pour tout z E V, on ait ~ ( z )  E C. . 
Soit S, une fonction dans Cr(so ,  s l ) ,  l'espace des fonctions positives à valeurs réelles 

infiniment dérivables à support compact dans ]so, s l [  telle que $ -= 1 sur Il = [sh, si]  avec 
so < sh < si < sl cl~oisis de telle sorte que E C {z, ; s E 1'). Pour z E r;l V et s E 1, 
on Dose 

et, pour f E L1(I), 

P f (2) = l/ P(z ,  s)  f (,)$(a) ds. 
2 k  1 

On rappelle enfin une estimée spécifique à l'ellipsoïde. On obtient très simplement, par 
!e calcul, que pour toüt z' E Cr n 0,  en a, pour ! 5 1 5 m, 

5.2 LEMME. 

Pour toüt z E V n 0, on a 



Preuve : Si on écrit 4,(,)(Çz) = z avec Çz = ((,,1, Ç2,2), on a, à l'aide de (5.1.1) et (5.1.2), 

Cela implique, par (1.3 (iv)) et (5.1.2) 

Soit maintenant s E IR tel que z, E U. Comme z, est de type m, on a S ( Z , , ~ )  ZZ 

l<s,llrn + /Çs,z/  avec dz,(Çs) = z et Ç, = (Ç,,I, Çs,2), c'est à dire 

On en tire 

On a donc 6(z, z,) > C(lzlIm + lzz - eisi) pour une constante C bien choisie et S(z,C) 2 
inf, C(jzlIm t 122 - eisi) avec 122 - eisI = le-isz2 - 11, minimal pour s = s,, donc S(z,C) > 
C(Izllrn t /z2 - eisz 1) d'où 6(z,C) $ S(z,a(z)). On a donc, en remarquant que a(z)  
appartient à C' 

et le résultat suit. 

Remarque : Si E est un sous ensemble de C, on a alors naturellement, pour tout z E Vnn, 

5.3 LEMME. 

Pour tout s E I ,  pour tout z E fl ri V, on a 



Preuve : On reprend les notations (5.2.2) et (5.2.4) pour dire que les coordonnées de z, 
dans RTi,) sont 

On a donc S(K(Z), 2,) x leisz-eisI. On obtient alors, par l'inégalité triangulaire, 6(zs, z) < 
6(zs,r(z))  + 6(7r(z),z) 5 leZSz - e"i t h(r(z) ,z)  5 js - s,/ t 6(7r(z),z). 

D'après (5.2.6), on a 6(7r(z): z j  < 6(z,,z) pour s E 1. En utilisant (5.2.3) et ( 5 . 2 . 5 ) ,  
on obtient /s, - sl < leisz - eZ" < leisx - z21 + ;zz - eisl 5 6(7i (~) ,  Z )  + S(Z,,Z), ce qui 
permet d'écrire S(.ir(z), z) + s ,  - s /  5 6(zs, z )  et on a (5.3.1). 

Pour (5.3.2), on a, d'après (5.2.5), lz2 - eiS 1 < S(zs, z ) .  On a également, 1 zl l m  5 1 - 1 z2 < 
1 - lzzl < Iz2 - eisi pour tout s E 1, ce qui permet de conclure. 

A toute fo~ct lon f de I,'(l) et à toiit intervalle J on associ~ maintenad la moyenne 

où iJ1 est la longueur de J .  On considère l'espace 

Une adaptation immédiate des arguments de IBO] {dans un cas très simple puisqu'ici I 
s'identifie à un conipact du cercle-unité) mène au résultat suivant. 

5.4 THEOREME. 

Soit f dans BMO(I) .  Il existe une constante C ( f )  ne dépendant que de f et de la 
géométrie de R ,  telle que, pour tout z dans R n V, tout coupIe (P ,  Q) de biindices, 

5.5  DEFINITIONS. 

On désigne, pour tout réel r > 0, par lVT(B) le nombre minimal de pseudoboules de 
rayon r dont, les centres sont siti~és à, des pseudodista.nces mutuelles supérieures ou égales 
à r ;  et recouvrant E. (Ce nombre est équivalent au nombre minimal de pseudoboules de 
rayon r, de centres quelconques, recouvrant E.) On dira que E satisfait (*) s'il existe 
une constante CE > O telle que pour tout O < R < 1 et toute pseudoboule QR de rayon 
Fi centrée sur fi 'Y', o ~ i  ait 



En particulier, pour R = 1, on obtient JD N C ( E ) d ~  < m, ce qiii est équivalent à dire que 
LogGE appartient à L'(condition de Carleson). En fait, en caiquant la démonstration 
faite dans [BO], on vérifie que (*) donne un résultat beaucoup plus précis : 

5.6 COROLLAIRE.  

Si le compact E vérifie (*), on a 

Lo~GE E BMO(1)  

De là, on peut établir un résultat crucial pour la suite de cette étude. 

5.7 T H E O R E M E .  

On suppose que le compact E vérifie la condition (* j. Alors il existe une fonction h 
holomorphe siIr 0 telle que, pour tout z E 0 n If, 

et pour tout couple d'indices (p, q), 

Preuve : On pose 

Log SE(sj$(sjds 
,?i I I  1 - e-is -2 - 

pour z E R. On montre alors (5.7.1) de manière identique à celle dans [BO]. 
Pour montrer (5.7.2), il suffit dc considérer les dérivées de 

puisque l'on a 

La fonction g ne dépend que de zz. On regarde donc simplement 



En vertu du théorème (5.4), il suffit de se limiter au cas où on a S(x(z), z)  5 XS(z, E) 
pour une constante X fixée. 

Comme dans [BO], on est alors amené à considérer It, = {s, 1s - s,j < ;\S(z, E)) où 
X est choisie telle que 

SE(s) N S(z, E) dans K,. 

On pose également 

et on remarque que. puisque l'on peut choisir $ t,eile que /$("(s)l = U(S(z,, E ) -7  pour 
tout i E N, alors il existe des constantes C, telles que, pour tout s E K, et tout z E W, 

Il suffit alors, comme dans [BO], de montrer que 

P ~ u r  cela, on procède par récurrence sur q .  On suppose, plus généralement, que pour 
tout 1 5 j 5 y .  tout 1 dans IN, on ait 

Cornine dans [BO], on utilise une intégration par parties, on applique l'hypothèse de 
récurrence à l'un des deux termes obtenus et, pour l'autre. on remarque que, pour z E 
R n  V .  /z2j N 1 et que, d'après (5.3.2) et (5.3.1), on a 

et donc &((O, e-i(Sz-X"(",E)), z) 2 XS(z, E ) .  On obtient alors bien le résultat d'après (5.7.4). 

5.8 REMARQUE. 

On voit clairement, d'après les estimat,ions (5.7.1) et (5.7.2), que l'on peut prolonger 
h de telle sorte que l'on ait h E CW(n\E) .  Les estimatiorls (5.7.1) et (5.7.2) restent alors 
valables pour z E BR\E. 

5.9 PROBLEME. 

Soit E un sous-ensemble compact de V n 8R dont chaque point est de type m. Un 
jet F de C$:(E) au sens de (4.7) sera dit d-plat si les fonctions FpQ sont identiquement 
nulles sur E pour tous biindices P, Q tels que pu # O ou q" # O. On convient alors de 
noter FE>& par F,, dans les autres cas (p = [Pl = pl, q = [QI = 4'). 



A partir de maintenant, on supposera que E est contenu dans l'ensemble C défini en 
(5.1) et que le jet F de c$;(E) du paragraphe (4.7) est On cherche alors à trouver 
une fonction 3 dans Akta(fl) qui interpole F ,  c'est à dire telle que, pour tous biindices 
P, Q avec pj'm + q < k + CY et tous z' de E, on ait 

On va voir que ceci est toujours possible lorsque E vérifie la condition (*). Pour cela, on 
veut rendre la solution du problème (4.7) holomorphe. La solution g que l'on a obtenue 
en (4.15) appartient à C$:(fi f l  I J ) .  On va construire une fonction li telle que 

où h est la fonction holomorphe construite en (5.7) el où r est un réel choisi de telle 
sorte qüe !a fonction hTU appartiezne 3 Ck,m(!?) et que toutes ses dérivées de poids 
pj'm + q < k $ o. s'annulent sur E. La fonction F = g - hrU sera alors une soli~tion du 
problème d'interpolation dans A k > ~ ( n ) .  

On posera dans toute la suite 
r = k + a .  

On considère également la (0,l)-forme w donnée par : 

et on &rit w ( z )  = L ~ ~ ( z ) ~ z ~  + wZ(z)dZ2.  

A l'aide de la proposition (4.16). on va obtenir, en (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14) de 
nouvelies estimées sur g, puis sur dg et d .  Les estimées sur i*. joueront un rôle crucial 
dans la résolution du problème précedent au $6. 

5.10 LEMME. 

Soit X un réel positif fixé. Soient z" un point de V n dR, z un point de V n 6 tels que 
&(sr', z )  < XS(z, E ) .  On a alors, pour tout entier h, l'estimation 

où T,t,(zl) a été défini en (1.3). 

Preuve : Pour h > m - 1, on a clairement X,(,,,T,~~(zl) = O. Pour h 5 m - 1, on a 



Puisque l'on a 6(z1'? z) 2 S(z, E), on a 

De plus, pour 2 5 1 < m, on a, à l'aide de (5.10.1), (5. i .3) et de (5.2.7), 

En regroupant ces deux estimées, on obtient le résultat. 

5.11 LEMME (ESTIMEES SUR ai.  

Pour tous biindices P et Q tels que plf # O ou q" # O, il existe une constante Cp,*(F) 
ne dépendant que de P ,& et F telle que, pour tout point z" de V n dfl, tout point z de 
V n fi avec z E u:,?'~~, on ait la majoration 

Preuve : Pour les biindices Y, Q tels que p/m $ q > k + a, il nous suffit d'utiliser les 
iemmes ( 4 . 1 ~ )  et (4.121, ia définition (4.10.6) de g et la propriété (4.6.4). 

Pour les Liindices P, Q tels que plm + q < k + a, on reprend la conclusion dc la 
proposition (4.16) qui stipule que l'on a 

1 (x:,,~x~,~ (9 - ~:,y) )  (z) 1 < CpQ (F)6(z,  z')iia-ip!mtq) 

Or on a, par (4.7.3) et puisque le jet est 

et donc, à l'aide du changement de variable holomorphe $J,,,,,, défini en (1.3) et puisque 
p" # O ou q" # O, 

( x , O , ~ X $ , , ~ T $ ~ ~ )  (2) = O. 

On applique alors le résultat obtenu au point z' = S figurant en (4.7.2). 

5.12 LEMME (ESTIMEES SUR dg). 

Pour tous biindices P et Q, il existe des constantes C P , ~ ( F )  et CbIQ(F) ne dépendant 
que de P, Q et de F telles que, pour tout point 7" de V n i)Q, tout point z de V n fi avec 
z E u,";'~~, on ait les majorations 



Preuve : Soit z  E 0 r; li' avec z = $,,t(u). On obtient facilement 

1 dG 
- --- 

do(zu) 862 ( u )  

où G = g O $,O et T,, ,(z ,)  a été défini en (1.9). 
Soient. maintenant. deux biindices P = ( p l , p " )  et Q = (q' ,  ql'). Par ce qui précède, il 
existe fine constante C P A ( F )  telle que !'on ait 

Puisque pour un point de u Z , ? ' ~ ~ ,  on a S(z l ' , z )  5 S ( z ,  E ) ,  on obtient, à l'aide du lemme 
(5.10) et de (5 .11) ,  quitte à augmenter C P , Q ( F ) ,  

et on a donc bien (5.12.i)  
De même, on obtient (5.12.2) en remarquant simplement que 



5.13 PROPOSITION. 

Pour tous biindices P, Q, il existe des constantes C p , ~  (F) et C$,Q!F) ne dépendant 
que de P, Q et F telles que, pour tont point z de V n n, on ait la majoration 

Preuve : Pour simplifier, on ne va regarder que le cas P = (p, O), Q = (q, O ) ,  ce qui ne -- 

restreint pas la généralité. Des farrnules rappelées en (1.3), on obtient facilement que, 
pour tout z' de I f ,  

Il existe z' E V n dR tel que z E U,"B'*~. On va donc appliquer (5.13.3) avec ce point z'. 
On obtient alors facilement, 

où Ep,q,i est un ensemble de j-uples h = (hT)1C7<j  d'entiers naturels vérifiant C:=l h, = 
p - j - i et où chaque y(h) est un coefficient réel. 
En utilisant les lemmes (5.10) et (5.12) avec z" = z' où z' est défini plus haut, on obtient 

ce qui conclut (5.13.1 j. 
On obtient (5.13.2) de la même manière. 



5.14 PROPOSITION. 

Pour tous biindices P et Q, il existe des constantes C ~ , Q ( F )  et C&,Q (F) telies que, 
pour tout point z de V n fi, on ait les majorations 

Preuve : On écrit tout d'abord que, pour p: 9 entiers, on a 

où chaque Es,t est un ensemble de couples (a, b) de (s $ t)-uples a = (a,)i<,c,+t et 
b = (b,)l<,<s+t d'entiers naturels vérifiant CE?, a, = p - s et bu = q - t et où 
chaque ?(a,  b) est un coefficient réel. 
On utilise alors (5.7.1) et (5.7.2) pour écrire que, quitte à augmenter les constantes, 

Quitte à augmenter C,,,, on a donc obtenu que, pour tous entiers p, q ,  on a 

Il suffit, ensuite, de regrouper cette est.imée avec celles obtenues en (5.13) en utilisant la 
formule de Leibniz pour obtenir le résultat. 



66. U N  PROBLEME DE 8. 

6.1 NOTATIONS ET DEFINITIONS. 

Dans toute la suite, on notera 

On donne naintenant, dans un souci de clarté, une notation dont l'intérêt apparaîtra 
dans les calculs qui vont suivre. Soit f une fonction. Pour i, j deux entiers naturels, on 
posera 

On pose, pour C, z E fi 

On peut supposer, dans la suite, que w est à support dans V. Avant d'aborder les noyaux 
de Berndtsson-Andersson, on a besoin de 2 lemmes. Le premier est extrait de [BCDJ, 
que l'on peut appliquer puisque R est convexe de type strictement fini. 

6.2 LEMME. 

Pour z E dR et Ç E a, on a 

(6.2.1) 6(z, 5) N I@(Ç, z) - r(Ç)l N l@(z, 01 

Le deuxième lemme est issu de [RI]. 

6.3 LEMME. 

On a, pour tous (, z E fi, 
2 

g e @ ( Ç , z )  - r(Ç) > -r(Ç) - r(z)  + ~ Z I I ~ - ~ / Ç I  - 211 + - zljm + jÇ2 - z2I2. 

On déduit alers de ce lerr?rne !es rés~l ta ts  fgrt importants suivants: 

pour tous Ç, z E n. On a également pour tous Ç, z E fi: 



Ce résultat s'obtient facilement à partir de (6.3.1) en remarquant simpiement que l'on a 
I ( l I m - 2  5 izllm-2 + /Cl - zlim-2. 011 obtient également, par (6.3.1), 

La combinaison de (6.3.1) et du lemme (6.2) permet d'affirmer que, pour z BR, C E fi, 
on a 

On a facilement, d'après (6.3.1), pour tous Ç, z E 0, 

En annexe 3 (en (A3.1)), on montrera que, pour tous Ç, z E fi, 

6.4 RAPPELS ET NOTATIONS. 

On donne maintenant quelques rappels de jB.41 : 

Soient s et Q des 1-formes données par 

où sl ;  s2  : a x a -+ C2 sont de classe C1 et vérifient 

(6.4.2) / ( s ,Ç-z ) l  ~ C L I Ç - Z ~ ~ ,  ( E f l ,  Z E L ,  compact d e n  

avec (Ç, z) = (1.~1 + 6 2 2  et où Q I ,  QZ : 0 x 0 -+ CZ sont de classe Cl, holoniorphes en z. 
Soit enfin G une fonction holomorphe d'une variable complexe au voisinage de l'image 
de a x 0 par la transformation ((, z) -t 1 + (Q, z - Ç), avec G(1) = 1. 
On peut alors considérer les noyaux 

et 
1 

P = --G1'((Q,z - [) + l)!dQ)'. 
2 

Le noyau P a des coeficients continus dans 0 x a, I< est continu dans Cl x Cl en dehors 
de la diagonale et on a d0,K = P au sens des courants en dehors de la diagonale. De 
plus, tous les coefficients de II sont intégrables en C E 0,  uniformément pour z dans un 
compact quelconque L c Cl. Toutes ces propriétés conduisent au théorème qui suit [BA]. 



6.5 THEOREME. 

Soit la composante de K de bidegré (0,O) en z, ( 2 , l )  en ( et soit I(oIl celle de 
bidegré ( 0 , l )  en z, ( 2 , O )  en Ç. Alors, si f est une (0, 1)-forme à coefGcients dans C'(fi), 
on a, pour tout z E 0 ,  

liop&rateur 8, étant pris au sens des distributions dans R. 

6.6 CHOIX DES NOYAUX. 

avec 
SI((, z) = (-r(z)j2((1 - z l )  - @(z, Ç)~(zj'] 

On obtient facilement 

et on voit donc aisément que s vérifie les hypothèses rappelées en (6.4.1) et (6.4.2). 
On choisit la fonction 

G(E) = J-' 

et, pour i', z E 0, on pose &(Ç, 2) = QI((, z)d(Ci - zi) + Qz(Ç, z)d((z - 22) avec 

On a G(1) = 1 et (6.3.3) permet de justifier que G est holomorphe au voisinage de l'image 
de fi x fi par la transformation ((, z) H 1 + (Q, [ - z). 

Remarque importante : La forme Q n'est pas de classe C1 dans fi x fi mais, comme il est 
expliqué dans [BA], on peut considérer les formes Q, définies en ïemp!açant r par r + E ,  

appliquer le théorème (6.5) puis faire tendre E vers O. Le théorème (6.5) reste donc vrai 
pour ce choix de Q. Par ce même procédé, les coefficients de I< sont toujours intégrables 
en Ç E 0, uniformément pour z dans un compact quelconque L c 0. Ceux de P ne sont 
plus continus sur fi x mais sont intégrables en ( E 0 .  

On obtient ainsi les noyaux 
K = I{(') + ~ ( 2 )  



ainsi que 

On donne maintenant quelques notations qui serviront dans toute la suite. On appellera 
II'~,~ la composante de Ii de bidegré (1, O) en z ,  (2,O) en 5 et Pi,o celle de P de bidegré 
(1,O) en z, (2 , l )  en C. On posera alors 

L'exposant (i) signalera les composantes issues du noyau ~ ( ' 1 ,  pour i = 1 , 2  

6.7 DEFINITION ET THEOREME. 

Soit f une (p, 1)-forme (O < p 5 2) à coefficients dans L1(,c2). On suppose que l'on a 

Alors I 'in tégrale 

existe pour presque tout z E R et on a T ( f )  E Li,,,(R). 
De plus, si p = O et si f cst 8 - f e r ~ é c  au sens des distributions dans R, alors on a 
dT(f)  = f au sens des distributions dans 0. 

Preuve : Le fait que l'intégrabilité de f et la propriété (6.7.1) entraînent l'existence et 
l'intégrabilité de T( f )  est établi en annexe 3. On y montre, en outre, que l'on a alors 

On suppose maintenant af = O. On va montrer que pour tout ouvert 0' relativement 
compact dans R, on a ( ? ~ ( f )  = f au sens des distributions dans R', ce qui établira le 
résultat final. Pour cela, on remarque d'abord que l'on peut construire une famille de 
formes (fE)E>o à coefficiei~ts dans Cm(R), vérifiant àf, = O dans Ci', et telles que l'on ait, 



La construction de f, est assez classique et a, par exemple, déjà été utilisée dans un 
travail ancien de N. Ovrelid [O]. Pour la commodité du lecteur, on rappelle l'argument 
utilisé : on commence par construire localement f,. Dans un voisinage V, d'un point w 
de R, on pose simplement f, = f * X, où y,(() = E - ~ ~ ( ~ / E ) ,  pour une fonction x fixée 
positive de classe Cm à support compact dans la boule unité et de masse 1. La version 
locale (c'est-à-dire avec R remplacé par V,) de (6.7.3) et (6.7.4) est alors un fait classique 
de théorie de l'intégration ; de plus dans Vw on a df, = ( 8  f )  * ,y, = O. Lorsque w est 
un point de 80, les assertions précédentes restent vraies dans V, n R pourvu que 'v', soit 
assez petit et que l'on remplace ,y par une fonction X, du même type mais choisie avec 
un support contenu dans un cône assez étroit dirigé par le vecteur normal sortant à R 
en W .  On obtient alors une approximation globale au moyen d'une partition de l'unité 
subordonilée à un recouvrement fini de fi par des voisinages 11, ; la condition df, = O 
dans R1 est obtenue simplement en imposant que l'une des fonctions de la partition soit 
égale à 1 au voisinage de 0'. 

De là, (6.7.2), (6.7.3) et (6.7.4) montrent que T(f,) converge vers T(f )  dans L1(Q) 
et donc dT(f,) converge vers df au sens des distributions dans R, a fortiori dans 0'. Par 
ailleurs. on peut maintenant appliquer (6.5) à f,, en remarquant que l'intégrale de bord 
est nulle puisque, par construction, I(o,i([, z) = O pour Ç E i3R. On obtient ainsi 

où g, est donnée par 

9€(') = &7€(0 A I~o,i(Ç, '1 
pour z E R. Il suffit donc, pour conclure, de justifier que g, converge vers O au sens des 
distributions dans RI. Soit donc Il, une (2.1)-forme de classe Cm à support compact dans 
RI. On 2 

Dans l'intégrale double précédente, seuis sont à considérer des couples (Ç, z) avec z dans 
le support de 4, donc dans un compact de RI, et Ç dans le support de df,, donc en dehors 
de 0'. Pour de tels points, on a jKo,i(Ç,z) A $ ( z ) /  < 1. Il vient alors immédiatement 

et le résultat s'ensuit compte tenu de (6.7.5). 

On donne maintenant un lemme issu de [BB]. 

6.8 LEMME. 

Pour f E C,q;(n), avec les notations donnkes en (6.6), on a 



De plus, si f appartient à C,4;(0), est à support dans V et vérifie 8 f = O, alors on a 

(6.8.1) T(f) E Cm(f i )  dans 0. 

La preuve de ce dernier résultat est placée aux paragraphes (A4.3) et (A4.4) de l'anriexe 
4 pour ne pas surcharger inutilement ce chapitre. 

Le lemme suivant est élémentaire ; pour le détail de la preuve, on pourra se reporter à 
i'annexe 2. 

6.9 LEMME DE CHANGEMENT DE VARIABLES. 

Soit E un réel, C < a < 1. Il existe un réel ho(&) ne dépendant quc de i72 et r,  v4rifiant 
O < ho(&) < 1 et tel que pour tout z de 17 n avec jzll 5 1 - 6, les variables 

forment un système de coordonnées Cm dans {{ ; 6(z,() < &(E)), avec un jacobien 
majoré et minoré par des constantes ne dépendant que de c et m, mais pas de z .  

6.10 LEMME. 

Pour tout réel a avec O 5 CT < 1 $2/m, il existe une constante Ca > O telle que, pour 
tout réel p > O et tout point z E (V n dR)\E avec lzll < 112, l'intégrale 

vérifie 
J a x W  5 Cu (sup (1 , p)S(z, E ) ) ~ + ~ ' ~ - ~ .  

Preuve : On pose s(p) = s ~ p { l , ~ ) .  On peut se limiter au cas où p6(z, E) 5 S0(1/2) 
où S0(1/2) est le réel défini en (6.9). Dans le cas pS(z, E )  2 d0(1/2), il suffit en effet de 
remarquer que l'intégrale 

1,6((, E ) -CdV(o  

est finie puisque l'on a S(Ç, E )  > 1 - lÇ21 et O < 1 $ 2/m. Le résultat est alors trivial. 
En utilisant le changement de variable du lemme (6.9), il suffit d'estimer, en utilisant le 
fait que lÇl[m $ 1 - 1Ç2/ = u + /Çllm et les propriétés (5.2.71, (6.2.1) et (6.3.1), quitte à 
accroitre le domaine d'intégration, l'intégrale 

Cas 1 < < 1 + 2/m. On intègre d'abord en v pour obtenir 



On intègre alors en u et on obtient 

avec m(a - 1) < 2. Puisque I'on a 

lÇiI I /zlj t - zll 5 (1 t , I L ~ ' ~ ) S ( Z ,  E ) ~ J ~  2 (s(<)s(z, E ) ) ~ / ~ ,  

on a, quitte à augmenter le domaine d'intégration, 

e Cas a = 1. On choisit O < 7 j  < l / rn et on écrit 

On intègre d'abord en v puis en u et on obtient 

On majore p6(z,E) + l(1lrn par s(p)b(z, E )  puis on intègre en Çi après avoir, comme 
précédemment, agrandi le domaine d'intégration ; on obtient alors le résultat. 

Cas O 5 a < 1. On intègre d'abord en v puis en u et on obtient 

On majore ,u6(z, E) + Jil j m  par s(p)G(z, E) puis on intègre en Cl après avoir, comme dans 
le cas 1 < a < 1 $- 2/m, %grandi le domaine d'intégration. On obtient alors le résiiltat. 

6.11 LEMME. 

Pour tous réels 2 5 p < 3, tout z E ( V  n dfl)\,E tel que jzl / < 112, les intégrales 

Iz:lm-2 -- dl ' ( ( )  et I(p = 1ç1 - 21 /nL-2 

J" = .Lz,c)owz im(--. ji(z,os*%g) Ia(z; 01" d V ( 0  

vérifient 
J, = 0 (6(z, ,Y)'-@) et 16 = 0 ( ~ ( 2 ,  E ) ~ - ~ )  . 

Preuve : Comme en (6.10), on peut ne montrer ce lemme que dans le cas où on a 
XG(z, E )  < So(1/2) où S0(l/2) est le réel fixé par (6.9). Dans le cas contraire, il suf- 
fit de voix que les intégrales 



sont convergentes puisque l'on a, dans le domaine d'intégration, 

d'après (6.2.1), de même que les intégrales 

pour lesquelles II suffira, dans les calculs qui suivent, de remplacer ÀS(z, El par 6,(1/2) 
partout. 
Supposons donc ÀS(z, E) < 60(l/2). On utilise alors les lemmes (6.2)' (6.3) et (6.9) pour 
affirmer que 

Cas 2 < /3 < 3. On passe en poiaire pour obtenir 

Izl lm-2rdrd8 1 
dudv ' /u,!ul(A6(z.E) (u + lu)"' 

dudv. 
Jp 5 /u ,U!, im<,\s lzF)  (u + I V  + Iz1m-2r2)o 

On intègre en u, puis en v et on obtient le résultat. Pour I(p, on a, en passant en polaire 

rm-2rdrdH 
dudv ' ~ , l ~ l j A t ( ~ , E )  (u + VI)'-' 

et le résultat suit. 

Cas /3 = 2. Après la première intégration en polaire, on obtient 

dudv. 
J2 ' /Y . /v616(z ,E)  U + [ V I  

On choisit O < 7 < 1 et on écrit 

dudv 
uq(u + 1 ~ 1 ) ~ - ~  

On intègre d'abord en v et on obtient 

On majore u + XS(z, E) par 2XS(z, E), puis on intègre en u pour obtenir le résultat. On 
procède de même pour ICz. 



Remarque : Dans tocte la suite, on pourra appliquer les lemmes (6.10) et (6.11) en notant 
que, pour tout point z de V fi a, on peut supposer /zlj 5 112. 

6.12 LEMME. 

Pour tout réel /? > 2 et tout point ( E V n R, les intégrales 

où da est la mesure de Lebesgue sur dR, vérifient 

Preuve : On pose /3 = 2 + u avec u > 0. On suppose que 1(11 5 112. On peut alors, 
utiliser, par symétrie et comme dans le lemme (6.9), le changement de variables 

(Dans le cas où /Çlj  > 112, on a alors IÇzl 5 112 et, par symétrie, on pourra utiliser le 
changement de variables (u. v, zz 1.) 
On peut également se limiter à montrer ce lemme en intégrant seulement sur { z  E 
30, S((. z) 5 60(1/2)} où So(1/2) a @té défini en (6.9) (il suffit de voir que, pour S(z, Ç) 2 
6,,(1/2), on a, d'après (6.2.1), IQ>(t, () / > So(1/2)). En remarquant que, sur le bord, on a 
u = O.  on combine alors ces nouvelles variables avec (6.2.1) et (6.3.2) pour affirmer que 
l'on a 

On passe en polaire pour obtenir 

16 lm-2rd~db' 1 
du. 

Lb ' lu!,~m<60(1/2) (-T(() + V I  + /<llm-2r2)2iu 

On intègre en v et on obtient le résultat. Pour Mp, on a 

On a, en passant en polaire 

et le résultat suit. 



6.13 LEMME. 

La (0,l)-forme w définie au $5 satisfait 

Preuve : La première inégalité est évidente à l'aide des estimées sur wl, en (5.14) et 
du fait que l'ori a S(Ç,  E) 2 1 - 11ç2/. Puisque (6.13.3) entraine (6.13.2), il ne reste plus 
qu'à montrer (6.13.3). Il suffit d'établir la convergence de 

i = iEa(-r(())119n-16((, ~ ) - l / ~ d ç . ( ~  

et 

J = ~ E n ( - r ( 0 ) l ~ m - ' l t  "-'a((, B)- '~v(c) .  

D'après (5.2.7) et le fait que IÇllrn 5 u + 1111" < S(Ç, E), il suffit d'estimer I. On voit 
qu'il suffit de majorer 

pour z E E .  On peut alors utiliser le changement de variables suggbré en (6.9) et on doit 
regarder 

dudvdV((1) 

On considère alors un réel E avec O < E < l l m .  On a alors 

(u + ~(l\")'/" = ( u  + lÇllrn)"(. t I1ç1lrn)'/"-" 

2 1Çl ~fn 'u i~m-"  

d'où 

ce qui donne ie résultat, après intégration en u et en cl. 



6.14 CALCULS DES COMPmANTES DES NOYAUX. 

On ne calculera ici que les composantes de li' et P intervenant explicitement dans la 
suite du chapitre. On notera que, pour tout (' E 0, tout i = 1,2, ori a T(C)C = r((j6 et 
que pour j # i on a r(()Cct = r(()CIG = 0. 

On a 
sl(ç, z)e1 = si((, z ) ~ ~  = O ,  

sl(( ,  z ) ~ ~  = r(zjZ + r ( ~ ) ~ ~ r ( z ) ' l ,  sl((, z)I2 = î ( ~ ) ~ ~ r ( z ) ' ~ ,  

z2- s~(( ,z)" '  = ~ T ( Z ) T ( Z ) ~ I ( ( ~  - Z1) - T(z)""~(z~ - Cl)r (~)z l  - r(z)  lQj(z, C), 

SI((, z)"' = ~ r ( z ) r ( z ) ' ~ ( f ~  - zi) - r(z)"l(zz - ç2). 

De même, on obtient 
s*((,z)4' = s2((, z)C2 = O ,  

s2((, zjC1 = T ( Z ) ~ ~ T ( Z ) ~ ' ,  s2((, z j "  = ~ ( 2 ) ~  -/- T ( z ) ' ~ T ( z ) ~ ,  

s2(Ç, 2)'' = ~ T ( Z ) T ( Z ) ~ ~ ( ( ~  - z2) - T ( Z ) ' ~ ~ ~ ( Z ~  - çI )T(Z) '~,  

s2((, z)ZZ = 2r(z)r (z)=~(& - 22) - T ( Z ) ~ ~  (22 - C2). 

On peut également calculer 

Composante (0,O) en z de K ( ~ )  : 

On a facilement s A ds = (slds2 - s2ds1) A d(Çl - zl) A d(Ç2 - z2). La composante (0,O) 
en z de cette forme est, en vertu des calculs précédents et après simplification, 

où l'on a posé 



On voit donc que l'on a en particulier 

(6.14.1) ( S  A d s ) ~ , ~ ( { ,  Z )  = O pour z E 80. 

Composante (0,O) en z de fd2) : 
On a, de manière très simple, s A dQ = (sldQ2 - s,dQ,) d(Ç1 - z,) A d(C2 - z,). 
La composante (0,O) en z de cette forme est égale à 

oii l'on a posé 

Composantes (1'0) en z de P : 
On a facilement dQ A d& = -2dQl A dQ2 A d(Çl - z l )  A d(C2 - z2) .  
Sa composante en d& A d(, A dl2 A dzl a pour coefficient -2QCl(( ) / r3(( )  avec 

@cl ( C )  = r ( ( ) " r ( ~ ) ~ ' r ( ( ) ~ ~ C ~  + r(()C2r((){?r ( ( ) L  - r ( ~ ) ~ f r ( ( ) C ' t ~  r ( ~ ) .  

Xotons que \iicl(()C: = O eri vertil de l'expressiori explicite de i .  et de Ilkgalité 

La composante en dcl A d(1 A dC2 A dzl a pour coefficient -24c2(Ç)/r3(( )  avec 

Qc,(()  = Y(()" r(()':r(~)' - r(Ç)C2r(()'l6 r(()C1. 

La composante en df2 A d(1 A d(2 A dz2 a pour coefficient -2V?&(()/r3(() avec 

Enfin, la composante en d& A dCl A dÇ2 A dzl a pour coefficient -24[ , ( ( ) / r3 ( ( )  avec 



Composantes (1,0) en z de ldl) : 
En notant que, pour i, j = 1,2, on a s,((, z)C = O ,  on vérifie que 

où l'on a posé 
= s1s? - ~ 2 . 3 1 '  et @;J,, = SIS? - s~s? .  

Composantes (1,O) en z de K(') : 

La composante de s A dQ en dC1 A dC2 A dzl a pour coefficient Q[SA,,((, z) avec 

En notant que r (~ )c :  = 0, on voit de même que la composante de s A d Q  en dÇi A di2 A dzz 
a pour coefficient (i, z) avec 

6.15 PROPOSITION. 

La fonction U donnée par 

est définie en tout point z de a\E. De plus, elle vérifie 

(6.15.2) dCr = w dans R 

Preuve : (6.15.2) est une conséquence immédiate de (6.7) et (6.13). Pour l'étude de la 
régularité au bord de !a fanction Cr, il suffit de se limiter au cas de points z dans (Vl/nfi)\E 
en raison du support de W .  En effet, il existe une constante c telle que, pour tout z de 
R\V, tout Ç dans le support de w ,  on ait /( - zl 2 c. On conclut alors à l'aide de (6.3.5) 
et (6.3.6). 
On pose À = (2Cj-l où C est ia constante de i'inégaliié triangulaire pour S. On considère 
un point z E (VfiâR)\E et une fonction p de classe Cm à support dans Qxs(,,E)(z), valant 
1 dans dS),qiz,qlî(z). 
On a alors, par le choix de A, 

(6.15.4) S((, E )  z S(z, E )  pour Ç dans le support de y ,  



puisque S(z, E) 5 C(b(2, C) 
b(z, E ) )  < &(z, E) .  
On peut construire, corrirrie 
l'on ait, pour tous biindices 

dans la proposition (4.10), !a fonction p de telle sorte que 
1, J, tout ç E RIE, 

On écrit alors 
W = wt + wtt 

Par des considérations de support, il est facile de voir que 

D'apiès (6.8.1) et puisque du' = O, T(wt) est un élément de CC0(n). 
Posons ensuite, pour [ E 0 ,  

Cette fonction est évidemment de classe Cm dans R et on a simplement, pour tous 
biindices P, Q et tout point suffisamment voisin de 2 dans R (donc en dehors du 
support de wu), 

La proposition (A4.7) placée en annexe 4 permet alors d'affirmer que S et toutes ses 
dérivées se prolongent continûment en z. On a ainsi S E C"(~\ ,E)  et (6.15.3) s'ensuit 
puisque C = T(wl) + S. 

Dans toute la suite, toutes les constantes figurant implicitement dans les riotations O 
ou 2 dépendent du jet F choisi en (4.7). Pour alléger la rédaction, on oubliera de le 
mentionner. 

6.16 THEOREME. 

Pour tous biindices P, Q, on a, pour tout z E BR\E, 

Preuve : D'après (6.15.3), on peut se limiter au cas de points z E (Vil df i j \E puisque, 
pour z E âR\E ,  on a S(z,E) 2 1. 



D'après (6.15.2), on a d u  = w dans R et cette dernière est une forme de CG(O\E). On 
peut donc écrire, si p" > 0, 

et on a le résultat par (5.14.1). De même, si q" > 0: on a 

et on conclut à l'aide de (5.14.2). 
Il ne reste donc plus qu'à considérer le cas où P = (p, O) et Q = ( q ,  O). 
En reprenant les notations de (6.15), on a immédiatement 

a P + ¶  U aP+"(wt) 
azfaz; ('1 = az:az; (z) t Z(wU)(z j 

où l'on a posé 

d'après (A4.7). 
On peut appliquer le lernrne (6.8) à w' puisque l'on a (6.15.5) et on obtient, en notant 
que dw' = O, 

a q w t ) ( ~ )  = T (aw') ( z )  t 

On peut itérer le procédé et on obtient, comme dans [BB], 

avec 

où chaque Ei est un ensemble de quadruplets d'entiers naturels (a, b, c, d) tels que, si 
i = 1 , a l o r s a + c = p - 1 e t b t d = q t a n d i s q u e , s i i = 2 , a l o r s a + c = p e t b + $ = q - 1 ,  
et où les p(a, b,c, d) sont des coefficients réels. En notant que 

on peut écrire 



où les termes W, X ,  Z sont définis plus haut, la forme w' ou wl' étant évidemment 
remplacée par l'argument correspondant. 
Par des considérations de support, la forme gdY/hT  est dans C g @ )  et on peut donc lui 
appliquer le lemme (6 .8)  pour obtenir, en itérant et en notant que 8 ( g d P / h T )  = w ,\ acp, 

dp+q~(gL%p/ h T )  
( z )  = ~ ( ~ d c p / h ' ) [ z )  + X ( g d F / h T ) ( z )  + Y ( w  A d c p ) ( z )  az:az; 

où Et a été défini en (6.15) et oh les u ( a ,  b, c, d )  sont dcs coefficients réels. En se plaçant 
en point de fi, en dérivant sous le signe somme (ce qui est possible grâce au choix du 
support de d y )  et en utilisant (A4 .7)  pour prolonger en 2 ,  on obtient également 

et on a donc 

et en replaçant cela dans (6.16.2), on obtient donc 

a p + w  
(6.16.3) - 

dz:dz; 
( z )  = W(vw)( . )  + X( ipw)(z )  t Z((1 - v ) w ) ( z )  - Y ( w  A % ) ( z ) .  

Dans les paragraphes (6.18) à (6.21), on va démontrer les estimées sur ces termes. après 
un lemme technique en (6.17). Par facilité, on omettra d'indiquer les arguments des 
opérateurs W ,  X ,  Y et Z ; par exemple, W(cpw)(z )  sera noté W .  

6.17 LEMME. 

Pour tous Ç E 0, tous z E d o ,  tous entiers naturels i , j ,  on a les estimées suivantes : 



Preuve : On va se contenter de montrer la première estimée, l'ensemble des autres faisant 
appel aux mêmes techniques et aux mêmes calculs. 
On peut d'abord remarquer que la majoratmion par une constante est triviale puisque 
toutes les quantités considérées sont bornées. Ensuite, on obtient facilement, à l'aide de 
(6.3.4)' que l'on a 

( 1  - ) 5 ~Q(~,OI~/"-'./"'", 

De même, on obtient par le calcul et en renarquaat que seule la sitration oh l'un des 
deux entiers naturels i et j est nu! est à considérer, la majoration 

Enfin, à l'aide de (6.3.4), on obtient par les mêmes arguments que 

ainsi que 
irn:zii 5 lzllm-(mj+z) + IQ>(. 7 f)ll-(i!m+j), Z 

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient alors le résultat cherché, en remarquant 
que l'on a, pour a, b entiers naturels 



Ceci prouve (6.17.1). Dans tous les autres calculs, on utilise aussi la relation 

IÇII 5 izil + ici - 211 2 Izil t i W ,  01 

ainsi que, dans la démonstration de (6.17.5), (6.17.6), (6.17.9) et (6.1 7.i0),  l'inégalité 

résultant de (6.2.1) et (6.3.1). 

6.18 ESTIMATION DE W. 

D'après la remarque (6.14.1), on ne doit estimer que quatre termes. donnés par la 
composarlte (0,G) de On a donc 

avec 
dV(C); 

w; = - 3 J  

et 

Estimation de W: : En remarquant que l'on a, pour z E 80, s,(Ç, z) = - @ ( z ,  C)r(z)"l, 
on obtient, par des considérations de support, 

D'après (6.2.1), (6.3.1), (5.14.1), (6.15.3) et (6.15.4), on a, puisque lzllm-' < / z ~ / " - ~ ;  

On applique alors le lemme (6.11) et on obtient 



Estimation de Wi : Par des arguments similaires, on a, en notant que pour z E d o ,  

s2(<, Z) = -@(z, Ç ) ~ ( z ) ' ~ ,  la majoration 

On pose 4 5 , ~ )  = 1"-2(122 - I z I / " - ~ z ~ ~ ~  et on obtient à l'aide du théorèrne de Taylor 
et puisque lzl lm- '  5 \zl 

Ia((,z)I = I I ~ I J ~ - ~ % ( z ~  - (2) + i2(!(llm-2(1 - / z l~m-2 i l ) /  
(6.18.1) 

< I Z I I ~ - ~ / Z ~  - (21 -t ( l Ç ~ l ~ - ~  + I~l l" -~) l  jl - zl / .  

En utilisant l'inégalité triviale lCil 5 /zll + lÇ1 - zlI et (6.3.4)' on obtient 

l ~ ( i + ~ ) l  5 l ~ l l ~ - ~ l @ i z ,  + (jçl - ~ ~ l ~ - ~  + I z ~ I ~ - ~ ) I @ ( z ,  ()lllm 
(6.18.2) 

< (iC1 - Z I ~ ~ - ~  + ~ ~ / ~ ~ - ~ ) l @ ( z , ( ) l l / ~ .  

puisque j@(z, 01 < 1. On peut donc écrire, en utilisant le lemme (6.11); 

Estimation de IV: : Comme précédemment, il nous faut estimer 

On utilise encore le lemme (6.11) pour obtenir 

Estimation de Wi : Il nous faut estimer 

où CY( ( ,Z )  a été défini plus haut. On a jC1l"-l 5 S(Ç, E)'-'im 2 S ( z , ~ ) ' - l / ~  d'après 
(5.2.7) et (6.15.3). On a donc 



On s'est donc ramené à l'étude déjà faite plus haut pour W,' et on obtient. 

W i  2 6 ( z ; ~ ) - p ' ~ - q .  

On a donc établi 

(6.18.3) ~ W I  5 S(Z, E)-P'~"-~. 

6.19 ESTIMATION DE Z.  -- 

On peut écrire 

avec, pour i = 1 ,2 ,  

Compte tenu des calcüls de composantes de I<~:J et KA? menés en (6.141, on est amené 

à évaluer, pour les ~ i ( l ) ,  l'expression 

et, pour les z(~),  l'expression 

où les fonctions Q'I) et ont été définies en (6.14). En effet, on a clairement 

pour i = 1,2. On a 

m 
( @ ( i , z j  - .(O)" = -T161"-2tl, ( m ( 5 , ~ )  - = -i2 



et il est alors clair que, pour p entier non nul, i, j deux entiers naturels quelconques, on 
a 

1 ICI p - 1 )  1 ((@((Y z) - r(())p ) 6 a ( < ,  4 - r (c) l~+i+j  
lZI  p - 1 )  + I@(Z, ()li(l-11m) 

l@(C,z)-r(()Ifi+i+j * 

On a donc, en utilisant (6.2.1), 

Estimation de 2;'' : 11 existe des constantes et des fonctions Cz:.MlD, ((, 1) tellm . ->  3.. 

que 
B$')((, z)  = C ai:;:$3 c:::pi:E (5, z) 

avec 

On calcule, pour pz, q z  E N' tels que pa t q z  f O, un deveIoppement de 

Ce terme est égal à 

où chaque ET,, est un ensemble de couples (a, b) de ( r  + s)-uples a = et 
b = (62L)1C,CT+S d'entiers natürels vkrifiant a, 2 1 pour 1 5 w 5 r ,  bu > ? pcür 
r -t 1 5 u 5 r + S, CZ;L? a, = pz, CLz+=l bu = qz  et où chaque y(a, b) est un coefficient réel. 
On applique (6.17.2) et on obtient que, pour r, s,  a ,  b fixés 

En remarquant que 



est égal à 
jzl 1 ( 4 (~+s ) -qz )m-~z  + () / 4 ( ~ + s ) - q z - ~ z / m  , 

on a montré que l'on a 

On a donc obtenu que, pour p2 t q2 # O ,  

et on a donc a fortiori, 

cette estimation restant trivialement vraie dans le cas pl + q2 = O .  Or? regroupe alors 
(6.19.3) avec p = 3: (6.19.4), (6.19.5) et (6.17.3) pour obtenir 

En reportant tout cela dans (6.19.1), on voit qu'il y a donc 3 types d'intégrales à estimer. 
compte tenu du fait que Ir(Ç)l < jQ(z,()l : 

pour (4(7-+ s) t 2 - q2 - qs)m - p z  - p 3  - 1 + p l ( m  - 1) < 0. 
Pour la première intégrale, or, utilise u:: découpage a d q t é  en écrix.rant 



A l'intérieur de la couronne Q ~ ~ + ~ x & ( ~ , E ) ( z ) \ & z ~ x ~ ( ~ , ~ ) ( z ) ,  on a, par (6.2.1), /@(z,()l 2 
2"XS(z,E). De plus, on a, par (5.2.7)' (zl(  5 S(z, E)'lrn et donc 

puisqu'il y a un nombre fini d'entiers n tels que 2"X < 1. On peut donc écrire, puisque 
Pl +PZ + P3 = P et Y1 + qz + q3 = q, 

On utilise alors le lemme (6.10) avec u = l /m  et en tenant compte encore du fait qu'il y 
a un nombre fini d'entiers n tels que 2"X < 1, on obtient ainsi 

et donc 

puisque la série est convergente. Pour la deuxième intégrale, à l'aide du même decoupage 
et des mêmes remarques, on peut écrire 

et on conclut identiquement. Enfin, pour la dernière intégrale, puisque l'on a 14i(z, Ç) /  5 1 
et que, dans le cas considéré, on a -4 - 4r - 4s - p l  - pl > -2 - 1 jm - p / m  - q, on est 
ramené au cas précédent. 

Estimation de 22') : Il s'agit maintenant d'estimer B;)(<, z). On peut refaire exactement 

les mêmes calculs qu'au-dessus mais, ce coup-ci, il fdui renlplacer pai q!). On utilise 
alors (6.17.4) et on obtient alors 3 types d'intégrales à estimer : 



pour ( 4 ( r  + s )  + 3 -q2 - qsjm - P Z  - P S  - 2 + ~ 1 ( m  - 1) 2 0, 

1 

pour ( 4 ( r  + s )  + 3 - q2 - q3)m - p2 - p3 - 2 +pl  ( m  - 1 )  < O. On conclut alors de la même 
façon qu'auparavant en utilisant le lemme (6 .10)  avec a = 1. 

Pour les deux termes restant, 2jZ) et 22('), on utilise la même méthode avec !es estimées 
(6.17.1),  (6.17.5),  (6.17.6),  (6 .19 .3)  avec p = 4 et l'inégalité: valable pour tout ,b > 2 ,  

obtenue par (6.2.1) et (6.3.1). En regroupant dans (6.19.2), on parvient à des intégrales 
que l'on estime comme précédemment. 

En regroupant tous les ré~ult~ats,  on a donc obtenu 

6.20 ESTIMATION DE Y .  

On écrit tout d'abord Y sous la forme 

On a w A dy  = ( 4 l w z  - ( F G ~ l ) d G  df2.  
11 est à noter que Ie support de d? est contenu dans la couronne Qxs(,,E)(z)\Qxs(,,E)f2(z). 
En regroupant (5 .14) ,  (6.15.3) et (6.15.4),  on obtient que, pour tout Ç E (V n fi) \ E ,  on 
a 

Pour estimer Y:;!$, il nous faut majorer, en utilisant le calcul effectué en (6 .14) ,  



n d  'p = &p + Zp + [p la 3 = E 3  f 2 3  + 1 3  anb q!vj np 
nual aldu102 'apJ3?lu!,1 ~a~oFvru ~ n o d  ' ( ~ y ç )  ?a (1'0z.g) ' anb~vura~  a1133 s10p asg!?n u o  

'(1'z'g) ap ap;v,l p 'v uo ' (z)z /1~ 'z)9~g\~(z)(3Bz)9~Q auuo~n03 PI suva 
.aqvI!wis lu.e+? saJ7n.e sa1 ~ n o d  u o ~ ~ v ~ ~ s u o m ? p  .el 'a~.e.xS?lu! a ~ a r u ~ a l d  o1 anb lal!vq PA au u o  

'0 > (1 - u ) I 3  + z - 6 3 - Z 3 - ~  ( & p - =p - E + (9 + J)P) "0d 

: Jaruqsa y sa~v~8?lu!~p saddl E P 6 p,nb I!uaTqo y'nbsnf (~ '61 '9)  $a (g.fj1.9) 
' ( ~ ' ~ 1 ' 9 )  3an.e (61.9) ap U O ~ ~ P J ~ S U O U I ? ~  .el ~u!od J P ~  +u~od raido:, lcad T I O , ~  anb ?!o.\ u o  



Estimation de x::;,~,~ : A des constantes multiplicatives près, i! nous faut estimer? d'après 

les formules de (6.14) et (6.19), 

Pour estimer cette intégrale, on utilise, selon une id& de [BCZ], la formule de Stokes. 
On a alors, en remarquant que \Ir5(()Cz = O et (-r(Ç) + a(( ,  z ) ) ( ~  = 0, 

La première intégrale est nulle puisque - r ( ( )  = O sur dR 
On peut alors réitérer le procédé et on majore 

On sépare alors les cas. 
Si i = 1 et j = 1, alors on obtient sans difficulté que 

pour des raisons de support. 
On peut alors majorer J X ~ : ~ , ~ , ~ J  à l'aide de (6.2.1), du lemmr (6.10) appliqué avec 

a = O et puisque j(1(11""2(l)cI 5 S(z, ~ ) " ( l - l / ~ ) ,  par 

En simplifiarit, on obtient, puisque a -+ c = p - 1 et b + d = q, 

Si i = 1 et j = 2, alors on a 

et o ~ i  peut alors majorer j ~ : : , , , ~ j  par 

et on obtient, puisque a + c = p - 1 et b +- d = q ,  



et, donc, puisque a + c = p et b + d = q - 1: 

~ x : ~ ~ , ~ , ~ ( ( , ~ ) ~  5 6(z5E)-p1rn-q' 

Enfin, si i = 2 et j = 2, alors on a. 

pour des raisons de support et donc, puisque a + c = p et b + d = q - 1, 

On a donc obtenu 

On regroupe maintenant (6.18.31, (6.19.6). (6.20.3) et (6.21.1) dans (6.16.3), ce qui achève 
la démonstration du thcorème (6.16). 

On rappelle maintenant la définition du da au sens de H. Skoda [Sk]. 

6.22 DEFINITION. 

Etant donnée une (0,l)-forme f ,  8-fermée, dont les coefficients sont des mesures 
bornées dans Cl, nous dirons qu'une fonction u E L1(dR) est une solution de l'équation 
dbu = f ,  si pour toute forme rl de degré (2,1), de classe C1 dans 6 ,  8-fermée, on a 

On va alors montrer le théorème suivant : 

6.23 THEOREME. 

Soit f une (0, 1)-forme à coefficients dans L1(bl). On suppose que l'on a 

PLlcrs 1 'intégrale 

t ( f  )(.) = - f ( 0  A I~o.o(( ,  z) 

existe pour presque tout z E dR et on a t ( f )  E L1(dR). 
De plus, si f est 8-fermée au sens des distributions dans Q, alors on d d b t ( f )  = f du bens 
de Skoda. 

La preuve du théorème (6.23) va faire l'objet des points (6.24) à (6.28) qui suivent. 



6.24 LEMME. 

Pour toute (0,l)-forme f à coefficients dans L1(R), la propriété (6.23.2) entraîne 
l'existence et I7intégrabiIité de t ( f ) ,  avec 

IIt(f ) l l ~ l ( a ~ )  < Ilf l l~ l (n )  + Il(-r)l'm-lar A f jlLi(n). 

Preuve : On pose f (Ç) = f1(()d& + f2(C)d&. En reprenant les notations de (6.14) et 
(6.18) avec p = q = O, on voit que pour l'existence et l'intégrabilité de t ( f ) ,  il suffit 
d'établir que les intégrales q, v2, V2 données par 

sont toutes finies. De plus, on aura alors 

Estimation de 5;' : Par simple riti!isation de Fubini, on a, à l'aide de (6.2.1), 

En écrivant Izllrn-l 5 / ~ ~ j ~ - ~  <: $ Izl - (ljrn-2, on obtient, d'après le lemme 

(6.121, 

i$<'l 5 I f ~ ( O i I r ( ~ ) l ~ ( ~ 5  t & ) d ~ ( ( )  5 I h i ~ ~ i ~ ~ .  

Estirn~ticn de V: : Ccmme prkrédr~ment ,  on a, à l'aide de (6.2.1), 



Estimation de 15 : Par Fubini, on a 

A l'aide de (6.2.1) et de l'inégalité (6.18.1) sur a((, ' ) ,  on en tire 

On utilise encore l'inkgalité jzl/m-2 5 l(i - zijm-2 + l ( l l m - 2  et le lemme (6.12) pour 
obtenir que 

Compte tenu de (6.24.1), le lemme est donc démontré. 

6.25 REGULARISATION. 

On reprend ici des arguments déjà développés dans [Sk]. Considérons x une fonction de 
classe Cm telle que Jn x(CjdV(() = 1 et telle que x soit à support dans la boule de rayon 
112. On pose 

XE([) = E-~x(Ç/E). 

Pour p une mesure (resp. f une 1-forme) dans R, on appellera ,Li (resp. f )  le prolongement 
de p (resp. f )  par O en dehors de R. On considère les formes régularisées f, : 

On considère également l'ellipsoïde complexe R, défini par la fonction définissante r, = 
r + E .  ce qui a été fait précédemment avec l'ellipsoïde R peut être refait avec 
l'ellipsoïde R,, avec des constantes uniformes en E dans toutes les estimations. On définit 
alors, comme en (6.7), une fonction T,(f,) sur R,, puis, comme en (6.23), la fonction 
t,(f,) sur 80,. D'après le lemme (6.24), on obtient 

Par simple utilisation de Fubini, on a aussi 

On a besoin maintenant, pour finir la démonstration, de 2 lemmes dont la démonstration 
est identique à celle des lemmes (8.2) et (8.3) de [Sk]. 



6.26 LEMME. 

Soit p une mesure sur R telle que 

/ r l im-idpl  < +m. 

Il existe une constante C(R), indépendante de E et de p, telle que 

r,~""-'& * ~ ~ l d h  < C(0)  / Ir\'/"-'dlr[. 
n 

6.27 LEMME. 

Il existe une constante C(R),  indépendante de E et de f ,  telle que 

[(8r A fi * XI - 8' A (f * ~ € 1 1  I L , ( n s )  I ~ ( f l ) ~ " " l l f  l l~ l (n ) .  

6.28 FIN DE LA PREUVE DU THEOREME (6.23). 

On obtient, en combinant (6.24), (6.26) et (6.27) que, pour tout E > 0, 

On en déduit donc que 

On conclut alors comme dans [Sk]. La suite f, est une suite de formes Cm satisfaisant 
uniformément aux hypothèses du théorème (6.23). De plüs, par simple application de 
Stokes et du théorème (6.7), on a, pour toute forme 7 de degré (2'1)' de classe C1 dans 
O,, 8-fermée 

ln t & ( f C ) ( O 7 ( 0  = J f (O A 7 ( 0 .  
n, 

On peut alors passer à la limite, faire tendre E vers O et on a le résultat. 

6.29 NOTATION. 

On pose u(z) = t(w)(z) pour z E 8 0 .  D'après le lemme (6.13) et le théorkme ( 6 . 2 3 ) )  
on a u E L1(dR) et - 

dbU = W .  

Au cours de la preuve de (6.15), on a également établi U = T(wl) +S avec T(wl) E ?(fi), 
s € Cm(fi\E) et S(z) = -Jnw"(Ç) A &,o(Ç,z) pour z E dCl\E. En rappelant que 
w' + w" = w, on voit donc clairemerit que 



57. INTERPOLATION. 

7.1 NOTATION. 

Pour f E Lm(dR) et z E R, on pose 

B M ( f  )(z) = la KBM(I, z ) f  (0. 
où KBM désigne le iioyau de Bochner-Martinelli : 

La fonction B M ( f j  ainsi dkfinie est de classe Cm dans 9. Les lemmes qui suivent per- 
mettent de préciser son comportement à la frontière. 

7.2 LEMME. 

Soient r un entier avec 1 < r < m, f une fonction de CT(8R) et soit f* une fonction 
de CT(C2) telle que fian = f .  Alors, pour i = 1,2,  on a 

Preuve : C'est simplement la formule de Stokes [R2], p.165. 

7.3 LEMME. - 

Pour tout rée lû  avec0 < a <  1, on a 

BM ( c ~ ~ ~ ~ a n j )  c%*(jlj. 

Preuve : Soit f une fonction de C'~~(dfl) .  On étend f en une fonction f de Co,a(W), où W -- 
est un voisinage de 80 dans c2 (par exemple, on peut prendre f = f O T ,  où T : W -t dR 
est la projection naturelle). 
P o u r z ~ W n Q , o n a  

ôibM d ln -+(, 2) = -BM(l)(z) dz; = 0 

car BM(1) = 1. Ainsi, on a 

a ah-,, 
-~-u( f ) ( l )  az; = 1 an -((, dzi z ) ( f ( i )  - $(z)), 



On en tire, en notant a la mesure de surface; 

d / J du(o pour 2 6 w n n, -BM(f)(r)  < 8n - 214-0 / m, 
d 

-BM( f ) (z)  s'évalue similairement.. En définitive, on obtient 
8% 

(7.3.1) I V B M ( ~ ) ( ~ ) I  6 1 dg(0 - pour z E w n R. 
an 15 - z14-O 

Il reste à évaluer l'intégrale figurant au second membre. Pour cela, on considère une 
boule euclidienne B, centrée en z, de rayon E assez petit pour que l'on ait c R, et on 
applique la formule de Stokes sur O\% : il vient 

où B est la boule de centre z et de rayon R fixé de telle sorte que l'on ait il c B ( t ,  R) 
pour tout [ E 0,. Ainsi 

En prenant E = d(z,dR)/2 et en regroupant (7.3.2) et (7.3.3) dans (7.3.1), on a donc 
obtenu 

(7.3.4) 
1 

'BM(f)(z)i 5 ,(,, an)l-a pour tout z de W n R. 

11 est alors classique que l'estimation (7.3.4) implique BM(f )  E C'>"(a) 



7.4 LEMME [HC]. 

Soit f E Cn(dR), vérifiant db f = O au sens de Skoda. Alors BM( f )  appartient à 
O(R) nCO(Q) et on a BM(f)jsn = f .  

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer et prouver le théorème d'interpolation qui 
résout le problème posé en (5.9) et qui a motivé tout le travail des chapitres 4, 5, 6 et 7. 

7.5 THEOREME. 

Soient m un entier pair, m > 4, k un entier naturel et a un réel dans [O, 11 tel que 
ma $ N. On considère R l'ellipsoi'de {z E c2 ; lzllrn + 1z2/' < 1) et z0 un point de type 
rn sur dR. II existe un voisinage V de z0 satisfaisant la propriété suivante : 

Soit E un sous-ensemble compact de V n dR. On suppose que 
(i) tous les points de E sont de type mJ 
(ii) il existe une constante CE > O telle que, pour tout R ~ ] O , l i  et toute pseudoboule 

QR centrée sur n V, on ait 

Alors, pour tout jet F de c$;(E), 8-piat, il existe une fonction F de Ak@(n) vérifiant, 
pour tous entiers pl q tels que pjm + q < k + a et tout point z' de El 

7.6 COMMENTAIRES. 

(i) Les hypothèses sur le compact s'interprètent de la façon suivante : (7.5.i) signifie 
que E est contenu dans le cercle C = {(O. 2 2 )  ; 1.~21 = 1). De là, on peut montrer que 
(7.5.ii) peut se reformuler en termes d'arcs de cercle : pour tout arc IR de longueur R 
contenu dans Cl on a 

iR N ~ ( E  n IR)& < CER. 

(ii) Le théorème (7.5) étend le théorème (5.9) de [BO], valable dans la boule, au cas 
de compacts situés sur le bord des ellipsoïdes. 

7.7 DEBUT DE LA PREUVE. 

La preuve va se découper en 4 étapes. La première consistera à montrer que la fonction 
Vu où u a été définie en (6.29) est un élément de c'">"(BR). La deuxième aura pour but 
de montrer que l'intégrale de Bochner-Martinelli de la restriction de g - hTU à dR est 
un élément de Ckj"(R) .  Après un lemme, on montrera, dans la troisième étape, que la 
fonction holomorphe g - hTU est donnée, dans R, par l'intégrale de Bochner-hfartinelli de 
sa restriction au bord. Elle sera donc, compte tenu de la deuxième étape, un élément de 



Ckt"(fi). Dans la quatriPrne et dernière étape, il ne restera plus qu'à montrer que g - h"U 
réalise bien I'interpolation. 

lère étape : On voit, en regroupant (5.7.2) et (6.16.i) et en utilisànt la formiile de Leibniz, 
que l'on a, pour tous biindices P, Q, 

(7.7.1) /8FQ(h'u)(z) 1 = 0 (6(z, E ) * + ~ - ( ~ ~ ~ ' ~ ) )  pour tout 2 de afl\E. 

En particulier, pour tous biindices P, Q tels que p/m + q < k + a, 

(7.7.2) la fonction 8fQ(hTu) se prolonge continûment par la fonction nulle sur E. 

On epplique alors (7.7.1) pour P, Q tels que p+q = k t l .  On a alors, pour tout z E aR\E ,  

Soient zl. z" deux points de 80. Pour obtenir le résultat recherché dans cette étape, il 
nous faut montrer que, pour tous biindices P,  & tels que p + q = k, on a 

Cas o i ~  l'on a jz' - zl'/ 2 c6(z1, E )  et 1 % '  - zl'l 2 c6(z1', E) où c est une constante positive 
choisie. 

(7.7.4) découle directement de (7.7.1), puisque l'on a alors, pour z' E dR\E 

a Q ( h T ) ( )  = 0 (6(z1, E ) * ~ ~ - ( P / ~ + ~ )  ) - - 0 ( 6 (zl, E )~+P( ' - ' /~ ) )  N < S(zl, E)" 

2 lzl - zllla 

et. similairement, pour z" E iJO\E 

Ces deux dernières estimées restent valables pour 2' E E ou z" E E d'après (7.7.2) et 
puisque p/m + q < p + q = k < k $ a. 

Cas où l'on a lz' - zl'l < c6(z1, Ej. 
On peut appliquer le théorème de la valeur moyefine à une courbe dans 80 joignant z' à 

z", de longueur comparable à lzl - zl'l et incluse dans la boule euclidienne B(zl, cS(zl, E)). 
On choisit alors c suffisamment petit de telle sorte que B(zl ,  c6(z1. E ) )  C &X6(z,,E)(z1) où 
X a été défini en (6.15). On a alors, pour tout point z de cette courbe, 

et on obtient aiors, en utilisant (7.'7.3), que 



Cas où l'on a lz' - zt'l < cS(zl', E). 
La démonstration de (7.7.4) est identique à celle du cas précédent. 

En regroupant tous les cas étudiés, on conclut que 

2ème étape : Puisque g E c;I(~ n U), on peut affirmer, d'après la remarque (4.21, que g 
est un élément de ck>'"(a) et donc, on a montré que 

Puisque &U = w d'après (6.29)' on a, pour toiite forme 7 6 C[,,,)(fi) telle que 87 = 0, 

6,177 = J , , g n - J , , u h ~ v = / , , ~ n - ~ h ~ w ~ n  

= / , , s n - p ~ 7 = 0  

où l'on a utilisé, pour la dernière égalité, le théorème de Stokes sur l'ellipsoïde R, avant 
de faire tezdre E vers O. On a donc 

(7.7.6) db f = O au sens de Skoda. 

On applique alors le lemme (7.4) à f compte tenu de (7.7.5) et (7.7.6). Soit 3 = B M ( f )  
la fonction holomorphe ainsi produite. Gne application répétée du lemme (7.2) montre 
que les dérivées d'ordre k de 3 dans fl sont données, compte tenu de (7.7.5), par l'action 
de BM sur des fonctions de CO,"(dR). Elles appartiennent donc à C',"(a) d'après le 
lemme (7.3). On a ainsi établi 

7.8 PROPOSITION. 

La fonction 3 définie en (7.7) vérifie 

Preuve : Compte tenu de l'holomorphie de 3, il suffit d'établir que les dérivées holo- 
morphes de 3 (qui soilt parfaitement definies dans fi) appartiennent à c O ( R \ ~ ) .  Soit 
(i, j )  E IN2 un couple d'indices, z' un point de  fi\^ et soit x une fonction de classe CM 
dans C2, va!ant 1 au voisinage de z' et ? a i i  voisinage de E.  
On a 3 =Fi + F2 avec 



d"+'F2 
Par des considérations de support, F2 est Cm au voisinage de z' ; en particulier, -- 

az; az; 
est continue au voisinage de z' dans fi. 
Par ailleurs, la fonction xf appartient à Cm(aR) ; on peut écrire 

$ t j  a i t3  

. BiM(x f) = B M  (-aian) dans R '  az:az; al; aç: 
en vertu du lemrne (7.2). On a aussi 

on a donc 
$+J 

-BM(x~) E n c o l q n )  az;az: Oi0<l 

d'après le lemme (7.3). En particulier, on a 

Le point z' étant quelconque dans R\E, les considérations sur FI et F2 montrent claire- 
ment que l'on a bien 

d'où la proposition. 

7.9 FIN DE LA PREUVE. 

3ème étape : Il est clair que la fonction g donnée en (4.10.6) est daus c"(!?\E), ainsi 
que h d'après la remarque (5.81, et I; d'après (6.15 ). A l'aide de la proposition (ï.bj, F 
et g - hTU sont donc deux fonctioils de O(R) n Cm(n\E)  qui coïncidrnt sur d R \ E  ; ceci 
entraîne clairement 

4ème étape : Il ne reste plus maintmant qu'à établir (7.5.1). Soit d'abord z" un point 
de C\E. Puisque F, g et h rU sont dans Cm(O\E), (7.9 1) entraîne, pour p, q entiers tels 
que p/m + q < k -t a ,  

On utilise alors les formules (1.3) pour obtenir que, pour p, q entiers, z E R, 



où Ep,q,i,, est un ensemble de familles d'indices (a,) vérifiant xQ=l a, = p - j - i et où 
chaque u(a) est un réel. 
On fait tendre dans cette formule z vers z" et on voit que les seuls termes qui n'annulent 

Pas 

sont ceux qui correspondent à a, = m - 1 pour tout s tel que 1 5 s 5 j .  011 a alors 
( m  - l ) j  = p - j - i, ce qui signifie que i /m  $ j + q = plm + q et donc que 

Observons maintenant que C\E est dense dans C (dans le cas contraire, E contiendrait 
un intervalle et cn aurait & ( E )  > 115, en co~tradiction avec (+)). 

Soit z1 E E.  On peut donc faire tendre z'' vers z' dans (7.9.2). Les propriétés de 
continuité des "dérivées supplémentaires" en restriction à C entraînent que, d'après (3.7), 

et, d'après les théorèmes (4.5) et (4.151, 

En faisant tendre zl' vers z' dans le second membre de (7.9.3), on obtient à l'aide de 
(7.7.2) et puisque i l m  $ j $ q < Ic + a ,  

Ceci achève la démonstration de (7.5.1) et du théorème (7.5). 

7.10 PROPOSITION. 

Soit E un sous-ensemble compact de V n dR dont tous les points sont de type m. Si 
E est un cnscmble d'interpoIation pour Ak'"(Q), en ce sens qu'il satisfait !es conclusions 
du théorème (7 .5) ,  alors E vérifie la condition (*). 

Preuve : On identifie t0u.t d'abord E avec {O) x E' où E' est un compact de Ô D ,  où 
ID est le disque unité dans C. On va montrer que E' est un ensemble d'interpolation 
pour Akv"(li)). En suivant [Dy] et la caractérisation de tels domaines, la propriété 
d'interpolation entraîne la condition (K) "uniform hole condition", et par ailleurs, la 
condition "uniform hole condition" entratne (*) d'après le lemme 4.1 de [BO]. 
On écrira toujours, dans la suite, pour z'. z points de E, z' = ( 0 , ~ ; )  et z = (O,  z2 )  avec 
zi et zz points de El. 



zh et zz points de El. 
On commence par prendre un jet d-plat de classe Ch,'* sur E', c'est-à-dire une famille 
F = (FQ)*<h d'applications continues sur Er telles qu'il existe, pour tout Q tel que q 5 k ,  
une constante CQ telle que l'on ait, pour tous z;, a2 de E', 

avec 

Le jet définit un jet F = ( ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ + ~ < k + ~  sur E, en posznt, pour z E E, 

Puisque ce jet ne dépend pas de la variable 21; la condition (4.6.1) est automatiquement 
vérifiée à l'aide de (7.10.1). Il suffit de remârquer que, pour z', z dans El on a !zi - zz/ N 

S(z'; z) et (xrQF'&F) ( z )  = 32 Pz; F(z2) par construction. 
Le jet F est &plat. et appartient donc à c N : ( ~ ) .  On peut donc l'interpoler, par hypothèse, 
dans !'e!!ipsoïde. On obtient ainsi une fonction dans Aka(R)  qui réalise l'interpolation 
de F. 
Il suffit alors de considérer la fonction F(z2)  = y ( 0 ,  zz). Cette fonction interpole F dans 
le disque et appartient à A ~ ~ D ) .  
Ceci achève la preuve. 



ANNEXE 1 

PREUVE DES ESTIMATIONS (2.1.1) A (2.1.7) 

PREUVE DE (2.1.1) : 

PREUVE DE 12.1.2) - (2.1.3) : 

Par u:i calcul direct, on a 

pour y # k + a. Dans le cas -, 2 k + cu + 6 ,  on a 

,t p k + ~ - ~  - (1 + p)k+a-y 2 pk+e-9 - (2,fl)k+a-r 2 (1 - 1 ~ + ~ - 7 ) @ ~ + ~ - 7 ,  d'où 1 ' 0 ~  déduit 
' 

(2.1.3). On fait un calcul analogue dans le cas y 5 k + a - E .  

PREUVE DE (2.1.4) : 

Immédiate. 

PREUVE DE (2.1.5) : 

Dans les hypothèses faites, on a sans difficulté 

pour O 5 s 5 1, O < ,B < 1, d'où le résultat. 

PREUVE DE (2.1.6) : 



avec ( s  + @)Y'-? 5 27'-~: d ' ~ ù  

1 ds 
W(P, y) < 1 + 2?'-' /O (s + / ~ ) I + Y ~ - ~ - Q  

< 27'-7w(p, y,). - 

PREUVE DE (2.1.7) : 

< eKw(@; y). - 



ANNEXE 2 

Pour z E 80, on considère la transformation 

~ ( 0  = g m @ ( ( . ~ )  = Sm (r( i)( l( i l  - i l )  + ( r ( O b ( ~  

= G(z1, Çl) t ~m(rZ(ç2 - 22)) 

Le Jacobien Jz(() est donné par 

On a Izz - Çzl < / Z  - ( 1  5 clS(z,()'lm d'où 

On suppose 1211 5 i - E ,  avec O < E < 1. On a alors /z2I2 2 1 - (1 - E ) ~  := d ( ~ )  > 0. 
Soit 

On a clairement 
i 

6 ( 2 , 0  < e ( ~ )  ==+ Xe(22iz) > 



En résumé : 

(On a aussi, trivialement, 1 J,(Ç)l 5 2.) 
La version à paramètre du théorème des fonctions implicites stipule qu'il existe alors ho(&), 
ne dépendant que de E et vérifiant O < &O(&) < 1, tel que pour toiit z avec lzll 5 1 - E, 

l'application F, définisse un système de coordonnées locales pour Ç E Qs,,(,)(z). 

Remarque : L'injectivité de la transformation peut être vérifiée "à la main" 
Soient 2, Ç, Ç' avec 

z E aR, Iz i  5 ! - E  

S(z, Ç) < e ( ~ )  et F,(() = FZ( i l )  

S(z, C') < 4 6 )  

On a immédiatement Cl = <:. 
Les relations 

1Ç212 = 1 - lCllrn - 40 
5m(ç,z2) = G(z1, Çl )  - v ( 0  

permettent d'en tirer 
iç21 = lC:l 

5rn(Ç2z2) = ~rn(( iz2)  

et donc 

1 3 r n ( f 2 s )  = 3m(fiz2). 

1"' cas : ERe(f2z2) = ERe(({z2j. On a alors 1 2 ~ 2  = f4z2 avec zz # O d'où Ç2 = (a. 
+me cas : sRe([2z2) = -SRe(<:z2). On a alors Lz2  = -m = 

Montrons que ce cas est à exclure. Dans la situation considérée, on a 

en vertu des calculs déjà faits. 
On a aussi 

ce qui est évidemment contradictoire avec l'inégalité précédente. 





Le lemme qui suit est élémentaire et a une démonstration similaire à celle de (6.9). 

A3.2 LEMME. 

Soit E un réel, O < E < 1. Il existe un réel E;(E) ne dépendant que de m et E,  vérifiant 
O < SA(&) < 1 et tel que pour tout Ç de V n 0 avec lÇil 5 1 - E, les variables 

forment des systènes de coordonnées Ch^ dans { z  ; 6(5, r) < E;(E)), avec un jzcobien 
majoré et minoré par des constantes ne dépendant que de E et m, mais pas de Ç. 

Voici maintenant un lemme dont la démonstration est immédiate. 

A3.3 LEMME. 

Pour tous réels a > O, p 2 O, R > O, on a 

A3.4 LEMME. 

A3.5 PREUVE. 

On va estimer 

puis 

Puisque w est à support dans V, on pourra n'intégrer en z que sur V puisqu'il existe une 
constante c telle que, pour tout point z E R \V  et tout Ç dans le support de f ,  on ait 
I Z  - ( 1  2 C. Comme les intégrands que l'on estime ont des dénominateurs dans lesquels 
apparaissent seulement des puissances de a([, z )  - r(Ç) et de @ ( z ,  Ç), on pourra conclure 



à l'aide de (6.3.5) et (6.3.6). 
A Ç fixé, on pourra même n'intégrer en z que sur V ri Qso(l/2)(Ç) puisque, pour z E 
V\Qecin((), 0" a S((,z) 2 Sh(1/2) et donc 15 - zl 2 1. En utilisant alors (6.3.5) et 
(6.3.6), on conclut de même. 
Par abus, on appellera encore, pour j = 1,2,3, E: I'ensembie E ~ T ~ Q ~ ~ ( ~ / ~ ) ( Ç )  en reprenant 
les notations de (A3.1) et (A3.2). 
Dans toute la suite, on sera amené à découper les intégrales selon les ensembles E: et, 

< 
pour une intégrale I donnée sur Ci, on notera 14 l'intégrale restreinte à EZ.  
Estimation de I : On veut montrer que I 2 1 / W / I ~ I ( ~ ~ )  11 nous suffit, pour cela, de majorer 
par une constante l'intégrale 

L'expression de (s A ds)o,o donnée en (6.14) montre que 

par l'inéga!it& élémentaire l@(z, () i  6 iÇ  - z l .  On est donc raniené à majorer l'intégrale 

Regardons tout d'abord 15. On peut écrire, en utilisant (6,3.3), pour E réel te! que 
E < l / m  et à l'aide de (A3.1.2), 

A l'aide des coordonnées données en (A3.2.3), on peut donc écrire 

où M est un réel suffisamment grand. On intègre en u', puis en q pour obtenir 



qui est borné indépendamment de z, puisque m& < 1. 

Dans E;, on a encore (A3.1.2) et on peut donc faire les mêmes calculs pour I.$ 
Pour l'intégrale sur E S ,  on peut écrire 

D'après (6.3),  on a 

et on a donc, puisque -r(z) > -r(Ç) dans E$, 

On utilise alors les coordonnées (zl, p, q )  pour obtenir 

où M est un réel suffisamment grand. On intègre en p puis en q  et on a,  à partir de 
(A3.31, 

qui est borné indépendamnient de ( 

Estimation de 3 : On va Ftablir l'inégalité 

Il nous faut estimer, en suivant la remarque faite plus haut 

Poiir obt,enir le résultat; il suffit de montrer que les intégrales Li, Ml, L2 et -M2 données 

Par 



vérifient Li 2 1, Ml < 1, Lz < 1 et Ad2 < /Log Ir(()lI. On obtient trks facilement 

On utilise les coordonriées (A3.2.2) pour écrire, à l'aide du lemme (6.3), 

qui est borné indépendamment de C. 
On a 

En passant aux coordonnées (A3.2.2) et en utilisant (6.3.1) et (A3.1.2), on obtient 

où M est un réel suffisamment grand. Soit O < E < 1 un réel. En écrivant que 

on obtient 

On intègre en v, en u' pour obtenir 



On intègre alors en zl en passant en polaire comme en (6.12) et on obtient le résultat. 

La méthode ne change pas pour M F .  
Pour M?, on peut écrire 

Puisque - r ( z )  2 -r(C) dam le domaine d'intégration, on a, à l'aide du lemme (6.3), 

Avec les coordonnées (u l ,  v; zl) ,  on a 

Aprks une première intégration en v, on obtient 

En écrivant, pour E réel dans ]O, l / m [ ,  

Le résultat est alors immédiat. 
-, 

Lz s'estime de la même manière que 1:'. En effet, en procédant comme pour Li,  on 
obtient 

d V ( z )  
~ . L 1 c ~ - ~ ~ 1 m ( c , 4 - ~ ( c ~ i i  

à l'aide des coordonnées (A3.2.2). On termine alors comme pour 1s où l'on avait estimé 
la même intégrale. 



II ne reste plus que iW2. On obtient, en utilisant l'inégalité (6.18.2) sur a(C, z), ainsi que 
(A3.1.2) et les coordonnées (A3.2.2), 

On intègre en v et on obtient 

On intègre en u' puis en zl et on obtient le résultat. 
E,I On procède de la. même manière pour M2 . 

Pour M F ,  on a, en utilisant le fait que -r(() < -i(z) dans le domaine d'intégration, la 
majoration 

En utilisant le lemnie (6.3) et (6.18.1) qui nous donne 

on a la majoration 

Après passage aux coordonnées (u', v, zl), on doit donc estimer 

Après des intégraiions en zl et en v, on obtient 

E( I du' 
?11,3 < ;; /Log /?(Ç)l!. 

J u l i ~  (-r(Ç) + ul )  

Ceci achève la preuve de (A3.4). 





A4.1 NOTATIONS. 

Comme dans (A3.1), il existe une constante dans ]O, 1[ telie que 

Pour z fixé, on note Fr, F," et F,Z les 3 ensembles suivants : 

F; = {Ç E Q\F; ; -r(Ç) > -2(1 - c)r(z) j c )  

et 
Fj. = n\(F; U F,"). 

On peut remarquer que, pour tout C E F," U F,", on a 

puisque, pour Ç E F,Z, 

et, pour Ç E F,", 
(1 - c ) r ( z )  -cr(() 2 - ; r ( ~ .  

Pour z E F:, OR a simplement 

A4.2 LEMME. 

Soit e un réel, O < E < 1. II existe un réel & ( E )  ne dépendant que de m et E ,  vérifiant 
O < & ( E )  < 1 et tel que pour tout z de V n avec lzl 1 5 1 - E ,  les variables 

forment des systèmes de coordorii~ées CM dans (Ç  ; S(z,  Ç) < & ( E ) ) ,  âvec un jacobien 
majoré et minoré par des constantes ne dépendant que de E et m, mais pas de z .  

On peut supposer que ie réel & ( E )  est le même que celui donné par le iemme (6.9). Ili 
suffit, bien entendu, de prendre le plus petit des deux. 



A4.3 PROPOSITION. 

Soit f une (p, 1)-forme (O 5 p 5 2) de classe C" dans R, à support dans V, et bornée 
ainsi que toutes ses dérivées. Alors, pour tout z dans f2, on a 

et, pour i = 1,2  et a, b entiers naturels quelconques, 

où C( f )  (resp. C,,b(f)) désigne une constante ne dépendant que de f et de la géométrie 
de R (resp. et des entiers a et b) .  

A4.4 PREUVE. 

Comme dans l'annexe 3, on pourra, a z fixé, n'intégrer en ç que sur 11 9 & 6 a ( I i L ) ( ~ )  

De plus, on pourra également se limiter au cas où z E R C? V. 
Par abus, on appellera encore, pour j = 1,2,3.  F,Z l'ensemble F~nQs,( l lz) (z)  en reprenant 
les notations de (-44.1) et (A4.2). 

On va d'abord estimer 

I = iE, f (O A I<&!(C, 3) puis J = iEv j ( ~  A ~<uTJ((, 

Estimation de I : Il faut donc majorer 

et, compte tenu de (6.3.3) et de l'étude faite en annexe 3, on est ramené à majorer 
l'intégrale 

EC 
L'estimation de IF (resp I F )  est identique à celle de If' (resp. I ,  '1, aprks utilisation 
des coordonnées (A4.2.2). 
Pour l'intégrale sur F;, on peut écrire 

On utilise alors les coordonnées données en (A4.3.1) pour ohtenir 



où M est un réel suffisamment grand. On intègre en p puis en q et on a, à l'aide du 
lemme (A3.3), 

qui est borné indépendamment de z. 

Estimation de J : il nous faut estimer 

On peut écrire 
lJ31 2 Lg + A43 

Pour L3, on procède comme pour L1 en (A3.5) avec les coordonnées ( u ,  v, (1). 

Pour MF et MF, la démonstration est identique à celle de (A3.5) en écrivant que 
! ( l l m - 2  5 l ~ ~ l ~ - ~ 1  + ICI - zllrn-' et en utilisant les coordonnées du lemme (6.9). 
Pour 1~3, on peut écrire 

Avec les coordonnées de (6.9), 011 a, en utilisant (6.3.1)' en écrivant que 

et en tenant compte de la définition de F,", 

poiir M suff;.czrnment grand et donc 



On décompose également J4 SOUS la forme 

avec 

L4 s'estime de la même manière que LZ dans (A3.5).  
E; Il ne reste plus que M4. et MF se traitent comme M:' et avec les coordonnées 

du lemme (6.9) et puisque /Ç1/m-2 5 jzllm-2 + Ill - zllm-2. 
Pour .MF, 011 a, en utilisant cette dernière remarque et (A3.5.lj, la majoration 

Après passage aux coordonnées du lemme (6.9) et une première intégration en v, on 
obtient 

En écrivant que 

on obtient 

après intégration en Ç1 par passage en coordonnées polaires comme en (6.12). Ceci achève 
la preuve de (A4.3.1). 

Pour (A4.3.2), il suffit d'appliquer la mBme technique qu'en (6.21) et on obtient, si 
on appelle X,,b,,,J(f) les termes à majorer, 



En utilisant (6.3.3) et le fait que ICZ1 zz 1 dans le support de f, le résultat est immédiat. 

A4.5 COROLLAIRE. 

Soit f un élément de CG (fi), à support dans V et telle que b f = O dans 0 .  Alors, on 
a 

T ( f )  E c m ( n ) .  

Preuve : On démontre ici, en fait, le résultat annoncé en (6.8.1). La forme f vérifie bien 
toutes les hypothèses de la proposition (A4.3).  Soient p, q deux entiers naturels. Comme 
en (6.16), on peut calcuier, pour z E R, 

avec 

où chaque E, est un ensemble de quadruplets d'entiers naturels ( a ,  b,c, cl) tels que, si 
i = ~ , a l o r s a + c = p - l e t b + d = q t a n d i s q u e , s i i = 2 , a l o r s a + c = p e t b + d = q - 1 ,  
et où les @(a, b, c, d) sont des coefficients réels. 
En utilisant la proposition (A3.4), on peut affirmer qu'il existe une coristante Cp,,(f) telle 

On rappelle aussi que, dans les hypothèses faites, on a bT(f)  = f .  
On a donc ainsi démontré le résultat puisque toutes les dérivées de T(f )  sont uni- 
formément bornées dans R. 

ap'qT(f) ( 2 )  

/ az:az; 

Dans ce qui suit, on reprend les notations X et C définies en (6.15). 

< q,,( f )  pour tout i E R.  

A4.6 PROPOSITION. 

Soit z un point de (V n BR)\E. Soit f une (0, 1)-forme de classe CCo à support dans 
~ \ Q x ~ ( ~ , E ) / ~ ( z ) .  POUT hous biindices f'? &, il existe une constante CprQ(z) telle que, pour 
tout E dans &X6(t,E)14~(~) n n, on ait 



Preuve : 
de f, on 

En écrivant 6(2' Ç) 5 C(S(z, [) + S([, Ç)), on obtient que, pour ( dans le support 
a 

X CA 
-6(z, E )  5 -S(z, E) + CS([, Ç), 2 4 C 

et donc 

&(t: 0 2 6(z, E l .  

On peut donc affirmer que 

(A4.6.2) I( - ( 1  2 6(z, E). 

D'après (6.3.51, (6.3.6) et (A4.6.2), on peut toujours affirmer qu'il existe une constante 
C(r)  > O ne dépendant que de z telle que 

Cela permet de justifier (A4.6.1). 

A4.7 COROLLAIRE. 

Soit z un point de (1' ç1 aR)\E. Çcit f une (0 '1) - f~rme de ciasse Cm à support dans 

~ ~ \ Q A ~ ( = , E ) I ~ ( Z ) .  
Alors la fonction T ( f )  et toutes ses dérivées se prolongent continûment à dR au voisinage 
de z. En outre, pour tous biindices P, Q, on a 

Preuve : C'est une conséquence immédiate de (144.6). p. 

Le co~ollaire (A4.7) est en particulier utilisé en (6.15), pour justifier les calcü!s relatifs 
à la fonction S ,  ainsi qu'en (6.16). 
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reiié B la géométrie du bord. On établit a s  
n isotrope pour ces v a l m  au bord. Dane 

R = { Z  E C2 ; lzllm + (z2I2 c 1) où rn èst un entier pair, on donne enfin des conditions 
sur E pemttant  d'interpoler les jets 8-plat9 de. c ~ ( E )  par des fonctions de Ak*"(dl). 
Ce travail génkrdise des résultats dom& pas J. Bruna et J,-M. Ortega dans la boule. 

Tangential DePmvatiues and interpolation for funetions 

of c2ms dkv" at the boundav of fslbite type domains. 

Ab~tractI-  Let fi be a domain of fhite type in C2 and let f be a function holomorphic 
in $î and bdonging to Ck@(fi). We prove the existence of boundary values for some 
suitable derivatives of f of order greater than A. The gain of derivatives holds in the 
complex-tangential direction and it is precisely related to the geometry of 6fi. Then 
we prove a property of non-isotropic BOlder regularity for these boundary d u e s .  In a 
suitable! neighbourhood U of a point of finite type m, we define then non isotropie Ckt" 
classas Cj;(Si n U) and, for a compact subset E of U n  dS;1 urhose points are of maximal 
type m, a clam of non Wmpic jeta C&E) for whkb we pave l~ l i  t~tdPtaiOB GHaearein to 

i l  U). Findly, in the case of the e1lipso;d R = {z E Ca ; [zllm + lz2I2 < 1) where n 
is an even integer, we give conditions on E allowing to interpolate 8-flat jets of c ~ ( E )  
by functions of dk@(R). This work generalizes some results given by J. Bruna and J.-M. 
Ortega in the unit bdl. . 

Mots-Clés. - Domaines de type fini - Comportement au bord des fonctions holo- 
morphes - Classes de Holder - Noyaux intégraux - Interpolation - Dérivées tangen 
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