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INTRODUCTION

Fn 1986, dans un article paru aux Mathematische Annalen, J. Bruna et J. M. Ortega
[BO] ont étudié les valeurs au bord des fonctions de la classe A**(IB) := O(IB)NC**(B)
ou B désigne la boule unité de C*, & un entier naturel et « un réel, avec ) < o < 1. Ils
ont pu, en particulier, démontrer ’existence de valeurs au bord pour certaines dérivées
d’ordre supérieur & k des fonctions de A®¥(IB). Le fait bien connu que les fouctions
dans A%*(IB) sont, en regle générale, de régularité double dans la direction complexe-
tangentielle influence bien sir Pordre maximal de ces dérivées supplémentaires.

Plus précisément, Bruna et Ortega associent a tout mondéme de dérivation un poids
w donné par w = p/2 + ¢, ol p désigne le nombre de dérivées complexes-tangentielles
et g le nombre de dérivées transverses composant le mondme. Ils obtiennent alors, sous
hypothése a # 1/2, un théoreme d’existence et de régularité de valeurs au bord pour
les dérivées des fonctions de A**(IB) lorsque le poids vérifie w < k + a.

Forts de ce résultat, ils construisent ensuite des fonctions de .A%*(IB) dont les dérivées
de poids inférieur & k + a ont des valeurs prescrites sur une partie compacte convenable
du bord. C’est un probléme d’interpolation de jets de Whitney a régularité non isotrope.

Dans le cas des domaines strictement pseudoconvexes, Patticle [BO] fait mention de
résultats analogues.

Dans le cas des domaines faiblement pseudoconvexes, on peut espérer un meilleur
gain de dérivées supplémentaires dans la direction complexe-tangentielle, gain relié a la
géométrie du bord. Dans ces domaines, on est tres vite confronté a de trés sérieuses
difficaltés techniques, imputables & une géométrie plus compliquée.

Sous I’hypothese de type fini, ces difficultés peuvent étre levées a ’aide des con-
structions de V., Thilliez [T1], [T2], [T3], introduites en 1991 afin d’obtenir des résultats
d’interpolation Gevrey dans les domaines de type fini de C*. On peut alors espérer relier
le gain de dérivées tangentielles en un point du bord au type de ce point.

Le but de ce travail est d’obtenir ainsi des résultats dans U'esprit de ceux de Bruna
et Ortega [BO], mais dans le cadre de domaines de type fini de C* pour le gain de
dérivées tangentielles et, moins généralement, dans les ellipsoides pour les résultats
d’interpolation.

La these est divisée en sept chapitres, les trois premiers traitant le gain de dérivées
tangentielles, les quatre derniers l'interpolation dans I'ellipsoide.

Dans le premier chapitre, on commence par rappeler les définitions d’outils associés a
la géométrie des domaines de type fini de €? : coordonnées adaptées de D. Catlin [Cal,
pseudo-distance § et pseudo-boules correspondantes, régions d’approche admissibles d’un
point du bord, suivant la description qui en est donnée par V. Thilliez dans [T1], [T2] :
grossierement, pour deux points z et 2’ au voisinage d’un point de type fini, la pseudo-
distance §(z', z) est de lordre de la distance euclidienne d dans la direction transverse,



et de d®*"#) dans la direction complexe-tangentielle. Pour 2/ € 89, le nombre ©(2/, 2')
n’est autre que le type #(2') du point 2.

Aprés ces rappels, on décrit deux constructions de chemins affines par morceaux
joignant des point situés dans des régions d’approche données. L’une de ces constructions
est reprise de [T'1], [T2] ; Vautre a été développée spécifiquement pour établir I’existence
des dérivées supplémentaires pour A%<,

Dans le chapitre 2, on obtient en plusieurs étapes le résultat de base de cette these.
On sait d’abord que ’appartenance d’une fonction holomorphe dans un domaine ) a
la classe A¥(Q) peut étre caractérisée par un contrdle de lexplosion des dérivées au
voisinage du bord : de l'ordre de dist(z, #Q)***~! pour les dérivées d’ordre I > k, voir
par exemple [McNS]. Ici, on obtient une version non isotrope de cette estimation, valable
pour les points z d’une région d’approche admissible d’'un point z’' de gf2. Ce n’est alors
plus Pordre de dérivation [ qui intervient, mais le “poids” p/O(z', z)+q ol p est le nombre
de dérivées complexes-tangentielles et ¢ le nombre de dérivées transverses. Le théoréme
correspondant (théoréme 2.5) est & comparer a des estimations obtenues par S. Grellier
dans {G], sans qu’aucun des deux résultats ne recouvre 'autre.

Ces estimations non isotropes, jointes a des développements de Taylor le long de
chemins construits dans la premiére partie, conduisent a une proposition qui permet
de vérifier le critere de Cauchy d’existence d’une limite en un point 2z’ du bord, et en
restriction & une région d’approche admissible de 2/, pour les dérivées des fonctions de
AR(Q), lorsque I'on a p/0(2') + ¢ < k + a.

Il est donc possible de définir des valeurs au bord pour ces dérivées en tout point 2’
du bord, non seulement pour p+¢ < k, ce qui est évident, mais aussi, plus généralement,
pour p/8(z")+ ¢ < k 4+ «. Un exemple simple (2.11) montre que ce “poids” de dérivation
est le plus grand possible.

Ce résultat peut bien étre interprété comme une extension de la partie “existence”
du théoreme de Bruna et Ortega, puisque, dans le cas strictement pseudoconvexe, on a
évidemment #(2") = 2 pour tout 2.

Dans le chapitre 3, on étudie la régularité des valeurs au bord précédemment définies.
On établit alors pour cela une formule de Taylor non-isotrope pour les fonctions de
AB(Q) @ Tesprit de ce résultat est celui du théoreme (1.5) de [BO] ; les méthodes de
démonstration font appel aux idées de [T1], {T2].

Muni de cet outil, on démontre alors un théoréme de régularité holderienne pour
les valeurs au bord des dérivées des foctions de A¥*(Q), sous la restriction technique
a < 1/m. Ce résultat contient en particulier le fait qu'une fonction holomorphe et
a-hélderienne au sens usuel dans un domaine {2 strictement pseudoconvexe est automa-
tiquement a-hdlderienne par rapport a la pseudo-distance non isotrope sur le bord de £,
voir [St]. Pour ces domaines et pour e < 1/2, il recouvre également la partie “régularité”
du théoreme de Bruna et Ortega.

Au chapitre 4, on commence par définir, dans un voisinage U d’un point de type
fini m sur 890, des classes C* non isotropes Ci3(Q N U) constituées des fonctions de



C=(Q2NT) qui vérifient les mémes estimations que celles établies au théoréme (2.5) pour
les fonctions de A¥*(Q)) (en particulier, on a A¥({) C CH¥(QNU)). On énonce ensuite,
pour les classes Cﬁ;}’, les analogues des théorémes obtenus dans les chapitres 2 et 3 pour
Ak On donne enfin un théoreme d’extension de type Whitney dans Cfv?(Q NU) apres
avoir défini, de maniére appropriée au vu du théoréme de Taylor non isotrope, une classe
de jets non isotropes C,@?(E) sur une partie compacte F de U N 08 dont chaque point
est de type maximal m. On termine ce chapitre par une estimation plus précise de la
solution du probleme d’extension.

Dans toute la suite, on se limite au cas de U'ellipsoide 0 = {z € C*; || +|2]? < 1}
ot m est un entier pair. Les points de type m sont les points du cercle C = {(0,¢%) ; 4 €
R}. On considére un jet O-plat F appartenant & la classe C}@?(E) et on cherche des
conditions assurant que 'on puisse construire une fonction F dans A%%(Q) dont Ie jet
sur F soit égal & F. Les résultats du chapitre 4 permettant d’étendre F en une fonction
g de CK¥(Q N U), Vessentiel du travail consiste alors & “corriger” la solution g pour la

rendre holomorphe : ceci fait Pobjet des chapitres 5, 6 et 7.

Au chapitre 5, aprés quelques lemmes géométriques dans ellipsoide, on coastruit,
sous la condition

R
(*) | MUrn B 5 R,

ot /g désigne un arc quelconque de longueur R sur C et N,(Ig N E) désigne le nombre
minimal d’arcs de longueur r recouvrant IgN F, une fonction support h s’annulant sur E
comme §(z, E) et avec de bonnes estimées sur ses dérivées. On termine ce chapitre par
des estimations sur la croissance de la forme de division w = dg/h” ou r est un parametre
convenable.

Le chapitre 6 est consacré & la résolution des équations OU = w et Jyu = w au sens
de Skoda, avec une estimation précise de I'explosion de la solution (et de ses dérivées)
en termes de puissances de §(z, E}). Comme dans [BO], on fait appel & un argument de
noyaux intégraux. Dans le cas de la boule, J. Bruna et J. M. Ortega utilisent les noyaux
a poids de Ph. Charpentier. Pour les ellipsoides, bien que des formules & noyaux aient
été utilisées par plusieurs auteurs [A], [BC], [DFW] dans des buts divers, il semble ici
que les noyaux de Berndtsson-Andersson [BA] soient mieux adaptés au probleme étudié.
Aprés des rappels sur ces noyaux puis des lemmes d’intégration, on donne la solution U
de la premiére équation sous forme intégrale & I’aide de noyaux aux sections bien choisies.
Les noyaux de Berndtsson-Andersson étant particulierement bien adaptés aux calculs de
dérivées, on obtient alors les bonnes estimées sur la solution IJ et ses dérivées. On termine
par la résolution de la deuxieme équation en utilisant un procédé de régularisation [Sk].

Le chapitre 7 vient conclure toute I’étude et 'on y montre, par des résultats classiques
sur le noyau de Bochner-Martinelli, que la solution “corrigée” F = g — A"U est bien un
élément de A%(§). En faisant intervenir les estimées obtenues dans le chapitre 5 sur b et



dans le chapitre 6 sur U, on montre alors que les dérivées de h"U de poids p/m+¢ < k+a
s’annulent sur £ et 'on a donc obtenu que F réalise bien l'interpolation.

On achéve ce travail en montrant que la condition (*) est une condition nécessaire &
la résolution du probleme,

Une partie des résultats a déjd été annoncée dans une note [V].



§1. RAPPELS SUR LA GEOMETRIE DES DOMAINES

DE TYPE FINI DE €2

Tout ce qui suit est emprunté a [Cal, [T1] et [T2], excepté la premiére construction
de chemins (1.5) et les lemmes qui s’y rattachent (1.6) et (1.7).

1.1 NOTATIONS GENERALES,

Soient 2 un domaine de C* & frontiere de classe C®, z° un point de JQ et r une
fonction définissante pour  au voisinage de 2°. Pour z = (z,2) dans C?, on note

T; = §R62j et Y; = szj (] = 1,2)

1.2 COORDONNEES DE CATLIN ET PSEUDO-BOULES [Ca].

On peut supposer 9r/dz,(z°) > 0 ; il est alors démontré dans [Ca] qu'’il existe dans
un voisinage convenable U/ de 2%, pour tout entier m, des applications dy, di,...,d,, de
classe C*® sur U, uniques telles que, pour tout 2 de U, Vapplication ¢, qui & ¢ de C?

associe z donné par :
4 !
n= 5n+q

= 2+do(2)+ Y ()
k=1

définisse un changement de coordonnées holomorphes dans C? et telles que la fonction
po = rod,, définissante pour 2, = ¢'(2) au voisinage de 0, admette un développement
de la forme

p(O) =)+ R+ Y aia()GG" + O (161 + (116

J+k<m

2R
ol les a; sont des fonctions de classe C* sur U.
On pose, pour 2 < I < m, A2') = max;r= |¢1(2')]. On {ait alors hypothese que le
point z° est de type fini m, ce qui signifie que 'on a A4;(2%) = 0 pour I < m et A, (2°) # 0.
Quitte a rétrécir U, on a alors A, # 0 dans U et on peut définir, pour 2z’ dans U et §
réel strictement positif, les quantités

8(z"y = min {I; A)(2") # 0}

(e;n particulier, pour 2z’ € U N 9Q, 8(2') est le type de 2),
Al(2') -
0= (E(4
et
§
I(,6) = 8

Log(r(z',6)/r(#', 1))
7



La quantité précédente est un analogue continu du 7" de Catlin [Cal, avec une normali-
sation convenable qui permet, par des considérations élémentaires de fonctions convexes,
de montrer que T'(2',6) est une fonction croissante de §, comprise entre 8(2') et m, qui
se prolonge en 0 en posant T'(2/,0) = 6(2').

On définit enfin une famille de pseudo-boules (voir [Ca}, [NSW]) par

Qs(?') = ¢ (Bs()),

ot Rs(2') est le bidisque ouvert de centre 0, de birayon (7(2",6),6). On leur associe une
pseudo-distance définie, pour 2’ et z dans U, par

§(z,2) =inf{ >0 ; z€@Q,()}.
Quitte a restreindre U/, on pourra supposer que, pour tous z et 2’ de U, on a 6(2',2) < 1.

|64 [=|A

M.

‘J%://// y

-

TE,$) ) (2 §)

Dans toute la suite, si X est un ensemble et A(z), B(z) sont deux expressions

dépendant de z dans X, on écrira souvent A(z) < B(z) pour dire que l'on a A(z) <

CB(z) ou C est une constante positive indépendante de z. De méme, A(z) ~ B(z)
signifie que |’ on a simultanément A(z) g B(z) et B(z) g A(z).

1.3 OUTILS GEOMETRIQUES.

On définit maintenant la quantité ©(z',z) := T(2',8(2',2)). Cette quantité décrit
alors la taille de la plus petite pseudo-boule de centre 2’ contenant z en ce sens que, de
facon simpliste, cette taille est de 'ordre de §'/® dans la direction complexe-tangentielle
et & dans la direction tramsverse. On a une liste de propriétés ({T1], [T2]) résumée
ci-dessous.

(i)2<8(z)<0B(,z) <m,

(i) 8(2', 2) < 8(2,2") entraine (2, z) < O(z', 2"},

8



(i) ©(«,2') = 0(2"),

(iv) 8(,2) 2 G + |G| pour = = 60(0),
(v) 7(#,8(2', 2)) m 6(<', 2)/OE")

(vi) Pour tous 7,5 € IN et pour z = ¢,/((), on a

8i+jp , . ,
2 ()] < inf {1,6(2', )17 EH/OE
agiog O] < L) }

On note Ly, L, les champs de vecteurs définis respectivement par

L or 0 @r@L_a

T 0n0n 020n 0 0n

et on pose L;; = Ly et Ly ; = L; pour 1 = 1,2. Le champ I, est complexe-tangentie]
tandis que Ly est transverse.

Dans ce travail, on sera amené 3 utiliser systématiquement des itérés de ces champs.
Dans toute la suite, pour a,b entiers naturels, on notera S,; U'ensemble des suites 8 =
(B)1<i<a4s & valeurs dans {1,2} telles que #{[, 5 = 1} = a et #{,4 = 2} = &. Pour
B € Sup, on pourra alors considérer les itérés Lg, ... Lg,,, ou Lg ¢, ... Lp, ., e0,sr OU (1)
désigne un élément de {—1,1}%%

On est également amené & utiliser les champs de vecteurs X,/ ; associés aux coordonnées
de Catlin :

d .
XZ’,j = (¢2’)* <a—c—) pour j = 1,2,
J

Explicitement, on a

f leyl(z) = + Tz;(zl);— avec Tz/(zl) = 2 ]Cdk(Zl)(21 _ Z{)k_l,
22 k=1

B
0
le’2(z): do(Z)—a-‘—
22
On peut vérifir que do(+") =+ [L2()) et ) = (2] ey
npeu T1 erq 14 —2 8222 e 1\ 2 = azzz 8212 .

En particulier, le champ X,.; est & coefficients polynomiaux holomorphes et il est
approximativement complexe-tangentiel en ce sens que l'on a
or 0

(2 (2 2)—
aZ2 < )L1(Z) + A\Z 72)622

‘XZIJ (Z) =

avec |0r/0zy(2')] = 1 et A(Z,2) = O(|z; — z{]). Le champ X/, lui, est transverse.

On notera 0,; = 0/0z; pour j = 1, 2. Soit P = (p',p”) un biindice. On désigne par
la lettre minuscule correspondante p la longueur |P| = p’ 4+ p”. La notation X 5’3- {resp.

9



.. [T 7 Tt 1 " . “ .
HE 3};) désigne X7, ;X7 ; (vesp. (7 (7, 85 0%). S5i @ est un second biindice, X% (resp.

(P2, 9F9) représente X5,1X3,2 (resp. ¢(F¢?, 8P 0%).

zZ1 72y

Soient trois points 2/ € UNQ, 2" € UNdN et z = ¢.(¢) € UN Q. Dapres
Catlin [Ca], ¢.» se factorise en @y 0 P,rn 00 Pt Qv — £, est le changement de
coordonnées associé par (1.2) au domaine Qs et au point (" tel que 2" = ¢,/(¢"). On a
donc 9, n(u) = { avec

G= ¢ +w

m
G= G +dju+ > did,
7=1
olt les d?, 0 < j <'m, dépendent de fagon C* de 2’ et 2"
Soit E¢n ; le champ sur (1, défini par

Zeni = (o) (;—) = ()7 (Kun), = 1,2
On a alors 5 5 ) |
Seny = P + E&;z— avec E(() = jz::ljd;!(gl — ¢y
g = dgé%.

1.4 REGIONS D’APPROCHE ADMISSIBLES,

Du fait que 'on a supposé 0r/0z, > 0 dans U, on déduit facilement I'existence d’une
constante h, avec h > 0, telle que pour tous points z' de U NN et z = ¢(() de U N1,
et tout réel ¢ avec 0 < ¢ < 1, le point

(1.4.1) ¢ = (Q,@ - a;%—z,—)t)
vérifie

(1.4.2) pr(¢7) = pur(() e —t
et donc

(1.4.3) o (¢ = Lpar(O)] - 2.

- . . . 1
En Pabsence de risque de confusion, on omettra l'indice 2’ : on notera (' = (**, p = p,.

On définit alors, pour a réel positif, le bidisque non isotrope
Pr() = P(0", (r(2',alp(0%)]), alp(0%)]))-

10



Il est établi dans [T1] qu'il existe une constante a avec 0 < a < 1, telle que l'on ait, quitte
4 rétrécir U, ¢,/(P"(2")) C QN U pour 0 < ¢ < 1. On a en outre la propriété essenticlle
suivante :

Pour ¢ € P(2'), le point z = ¢./(¢)

(1.4.4)
satisfait 6(z/,2) = [r(z)l = |p(O) =~ ¢

Pour 0 <t <1 et 0 < go < a, on peut alors définir la région d’approche admissible
Up™ = gu(V0™)

avec
to,a0 9, ’
Vi = |} PRy,

0<t<ty
Compte tenu de (1.4.4), on a évidemment

§(7',2) = |r(2)| pour z € U™,

On rappelle ici 'estimée suivante ([T1] (3.3) ou [T2] (2.9)). Soit A un réel positif. Pour
trois points 2’ et z” dans U N 9Q, z = ¢,(¢) dans U N Q vérifiant §(z",2) < A6(2, z), on
a

(1.4.5)

l” (@)

ot
ot E a été défini en (1.3). (Pour [ > m, on a évidemment 8'E/9¢} = 0.)

< 6(2, )t HIBE) pour 0 <1< m -1

1.5 PREMIERE CONSTRUCTION DE CHEMINS.

Soient 2’ un point de UNAQ, z et 2" deux points de UR'™ et ¢, (" tels que z = ¢,4((),
2" = ¢,(¢"). Par définition de U™, il existe t et t” avec 0 < t < 1o, 0 < " < tg, tels
que Pon ait ( € P (2) et (" € Pt “0(2") ou, autrement dit,

h
1] < 7(2',aolp(09))), |C2 + mt < aolp(0%)]
et
1 < a0, [+ it <l

On supposera, pour fixer les idées, que l'on a
(1.5.1) t<,
Définissons alors des chemins 53, S3, Ss de la fagon suivante. Le chemin Sy est le segment
1€, €] avec £ := {(1,(z — 2(¢" — t)/do(z’)). Les points de .S; sont les points
ul® = (Ch (= y ( 0 (t”—t)) avec 0 < s < 1.
olz

11



On pose z'* = ¢,,(u**). Le chemin 5; est le segment [§,£"] avec &" = (7, £2). Les points
de 5, sont les points

= (G + (¢ = 1), &) avec 0 < s < 1.
On pose 2%° = ¢,/(u>*). Le chemin 53 est le segment [¢”, ("], constitué des points

WS = (¢4, & + 5((f — &) avec 0 < s < 1,

2, 3,0

1:2

On pose z3° = ¢,,(u**). On note enfin w = 2} = 2®% et W’ = 2
4

g
¢z’

t | Se
(o) /
S4
gl[ S 2 §
I S " te,2,
‘SH 3 ot * §//

Remarque : Pour ¢ = ¢, le chemin 5 est réduit au point .

On montre maintenant que les chemins construits restent dans la région d’approche
de départ, voir le schéma ci-dessus.

1.6 LEMME,

Le chemin S;US;U S5 défini précédemment est contenu dans V3. Plus précisément,

ona

(1.6.1) ub?® € Pttt hour tout s avec 0 < s < 1,

(1.6.2) S;U S5 ¢ PYeo(2),

Preuve : On établit d’abord (1.6.1). On a

6] = 1G] < (', aolo(0)]) S 7' aolp(0+ )

12



car & - 7(2, §) est croissante et |p(0*F*("=9)| > |p(0%)] en vertu de (1.4.2) et (1.5.1). On
a également

II h
AR A

< aolp(01)] < aolp(0+°"9)|

(t4 s(" - t)))

uy® + e /\(t+s(t"—t))‘

2d()

=6+ t

ke
dg(zl)

et Iassertion (1.6.1) est établie.
On prouve maintenant {1.6.2). On a d’abord

h h
r;’s " — 2 . — ) //
v dO(Z')t | [C do(2 ')( B ‘10(2)
"1 < aolo(09)] < aolp(0”)].

(H

On a également
il = 16+ s(¢ = Q)] < (1= 8)7(2', aolp(0%)]) + 57(2', a0lp(07)]) < 7(2', aolp(07)))

puisque 'on a [p(07")] > |p(0%)]. Ceci montre que l'on a Sy C P (2').

Pour S3, on a similairement [uf*“’| =|c¥| < (), ao{p(Ui“)l)
i h " " h " h p
+T Rt = C2“d—0(“z",7(t — ) +s(G -G+ e )(t t))+d0(z/)t
_ h " h |
= C2+ < )t+3( d I /) —(€2+___do(z')t)’){
h 4 "
<(l——8)*€-2 ,\t—-}-sI? )

< (1 = s)aolp(0 )I+Sao|p(0t )< ao? (0")].

Ceci établit inclusion Ss € P*"%(2') et achéve de prouver le lemme.

Le lemme suivant contréle la variation de © le long de Sy, S; et Ss.

1.7 LEMME.
Pour tout s avec0 < s <1l,o0ona

1 1 1 1
B8(=.2%%)  B(=2) ~ Thog (2, 2)] ~ [Log 6(z.25%)"

(1.7.1)

1 1 1 1
0(z',22%)  O(z',w) S [Log 8(2', w)| S |Log 6(=', 2")|’

(1.7.2)

13



S Tog (2, 21|

1 1 1
(1.7.3) '@(z’,22’5) - 0(z', 2" S [Log (2, Z’/)|’
b 1 1
(1.74) ‘(9(2/’23,3) - @(zl’wll>l

Preuve : On a 6(2',2"°) & t+s(t" —t) d’apres (1.4.4) et (1.6.1). Il en résulte 8(2,2"°) >
t ~ §(2',z) en particulier. On en déduit (1.7.1) en calquant la preuve de {T1], (3.4.4).
On a par ailleurs §(2', 22°) & §(2', w) & §(2,w") = 6(2', 2>*) & §(2’,2") = 1" en vertu de
(1.4.4) et (1.6.2). Les estimations (1.7.2) & (1.7.4) en résultent aussitdt via les arguments
de [T1], (3.4.3) ou [T2], (0.9).

1.8 DEUXIEME CONSTRUCTION DE CHEMINS [T1],[T2].

Soient deux réels t; et ag avec 0 < #5 < 1 et 0 < ap < a. La construction de [T1], §3
(voir aussi [T2], (1.5)-(1.6) et (2.11)) fournit une constante é; avec & > 0, ne dépendant
que de la géométrie de 2, et deux réels sg et by avec 0 < s < fget 0 < by < ag, dépendant
de ty, ag et de la géométrie de (), tels que les propriétés suivantes soient vérifiées :

On considére 2’ et z” deux points de U NN et z = ¢,+(¢) un point de U™ vérifiant
§(#',z) < 81bgte. On considere un réel s avec 0 < s < sq tel que 'on ait z € @,#( P (2")).
On pose t ;= (28;1) 7 8(2', 2) et on définit & := 0 = (0, —ht/do(2")), z := @ (£), w =
(&1, —ht/do(2)), y := ¢.(w) ainsi que les segments Ty := [0, €] et Ty := [£,w], constitués
respectivement des points v := (0, ~htA/do(2)) et v** 1= (A(y, —ht/dp(2)) avec 0 <
A < 1. On pose 2'* = ¢.(v1?) et 22* = ¢,(v**). On a alors

(1.8.1) 6(z"2) ms gt m 8(2,2), 8(2',2) ~ At et 6(2, %) ~ t
et
(1.8.2) b(T, UTy) C U™,

En outre, si on pose v° := ¢/ (y), v' := ¢, (2) et si on considere le segment T := [v°,v?]
décrit par v* ;= 0% + A(v! —2%) pour 0 < A< 1, 0ona

(1.8.3) v =) pour 0 <A <1,
(1.8.4) ol — %] < 8(2, 2),

(185) b(T) C US™ 0 6u(P(2),
(1.8.6) v e Per=Nheo (M) pour 0 < A< 1

14



et enfin, en posant 2°* = ¢.u(v*),

1 1 1 1

USD - GGm) " 8(2) ~ Tog 8(7,2)] © [log (7, e

Remarque : Avec les notations de [T1], [T2], on a v* = ul~%.
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§2. ESTIMATIONS NON ISOTROPES ET VALEURS AU BORD
DES DERIVEES COMPLEXES-TANGENTIELLES.

2.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Soient k un entier naturel et o un réel avec 0 < & < 1. On note C¥*((Q) I'ensemble
des fonctions de classe C* sur §), dont les dérivées d’ordre k sont c-hélderiennes sur ).
Soit O(£) I'ensemble des fonctions holomorphes sur (2. On pose

AR () = Q) N O(D).
On note |.]| la norme usuelie sur C¥*({2), donnée par

PQf(z) — 0P f(x
“f” ‘= sup ianf(Z)l + sup 162 f(Z) “za f\i)l.
pragk _pto=k |z — w]
2€0 2€8,weD, 2w

Cette norme munit C¥*(Q) et A**(Q) d’une structure d’algebre de Banach.
Soit ¢, 2 € U, le changement de coordonnées polynomial sur C? défini en (1.2)
et soit 1 = ¢7'(0). 1 est facile de voir que pour f € A5 (Q) (resp. CH*(Q)), on a
Foda € A(Q) (resp. C#*(Q.r)) et [|flleraqmy = IS © blloraga,,)-
Dans la suite, on notera souvent
Fi=fod,
en omettant I'indice 2/, pour abréger.

Avant de poursuivre, on mtroduit, pour des raisons de commodité, une notation
supplémentaire. Pour 2 et 4 réels avec § > 0, on pose
TGy = [ — W) =1 (k
(8,7) —/0 GroT © (B,7) =1+ T8,y — (k+)).

Quand v varie, la quantité W(B,v) décrit une échelle de croissance en § adaptée a
’expression des estimations que 1'on se propose d’obtenir. On utilisera les propriétés
élémentaires suivantes de W(8, 7).

Dans (2.1.1) & (2.1.7), on suppose toujours 0 < § < 1.

Tout d’abord, pour A réel positif, on a

(2.1.1) BW(B,7) S W(8,7 = A).
Soit, par ailleurs, £ un réel avec 0 < € < 1. On a les estimations
kto—y 1 k+o—v
(212) 1+ CETSW(BA) S LI pour g 2 k+ae,

avec C,y = (1 — 28" /(y — k — ),

(2.1.3) 1$W(ﬂ,7)§%ponr0§7_<_k+a—6,
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avec C' = 1+ 252 ot enfin
(2.1.4) 1+ [Log 8] < W(B,k+a) <2+ |Log 8.

On a, en outre, les propriétés suivantes :
1 1
(2.1.5) -]?ﬂ < < KB, avec K > 1, implique —K—W(ﬂ,'y) SW(B,7) < KyW(B,7),
Y

avec K, = Ki+h—k-ol
(2.1.6) v <+ implique W(B,7) < 27 YW(8,7),

et enfin, pour K > 0,

(2.1.7) (ﬁ,wlL ﬁ!) W(B, 7).

Les preuves de toutes ces assertions sont élémentaires et seront données en annexe,

Rappelons maintenant la caractérisation suivante classique de A%*(Q) (voir [Du] ou
[McNS, Lemme 8)). Une fonction f holomorphe dans  appartient & A®*(Q) si et seule-
ment si, pour tous entiers naturels p et g, il existe une constante C(p, g, f) telle que 'on
ait, pour tout z de (2,

(2.1.8)

P ol (Z)’ < Cip,q, f) <1 + ,T‘(z),k+a"(P+Q)) ’

z1 z2

et on a alors C(p, g, f) € Cpq I f1] o2t C, ¢ ne dépend que de p, ¢, k, o et de la géométrie

de Q. On observe maintenant, comme conséquence de (2.1.2) et (2.1.3) appliqués avec
¢ =min{a, 1 — a}, que (2.1.8) peut se reformuler en

(2.1.9) |82.0%,£(2)| < Clo, QI FIV(r(2)}p + 9).

On va obtenir une version non isotrope de (2.1.9). Le résultat correspondant fera 'objet
du théoréme (2.6). Auparavant, plusieurs lemmes techniques sont nécessaires.

Dans toute la suite, la notation O'(p(2/, 2)) désigne une quantité bornée en module par
Cinf{l, (%, z)} o C est une constante ne dépendant pas de z et 2".

2.2 LEMME.

Soient f € C*( Q NU), petgq deux indices, (;) une suite de S, et (sl) une suite

sssss

z eQﬂUettoutzEQﬂU on ait

221)  (Loeilser - Lopgrpedd) ()= 3 Ypenars(#:2) (X0, X1,6) (2)

1,J, i<p
1<i+j<p+q

18



avec

(2.2.2) 'Yﬁ,e,p.q,I,J(Z’,Z) = (6(2”Z)f“Q+(i“P)/9(z',z))) .

Preyve : Pour éviter d’alourdir encore un peu plus les notations, on oubliera les dérivées
antiholomorphes, ’ensemble des estimations suivantes restant vraies lorsqu’elles intervi-
ennent.

On pose
, _Op 0 Op 0 0

=t = L=
8600, 0600, ¢ 2T ag,

Un calcul rapide montre facilement que l’on a

(L4 F) = do(=')(Lf) 0 dur ot (L4F) = do(#')(Laf) 0 6

et, puisque |dg(2'}] & 1, il suffit de démontrer les estimations sur (Lo Ly, ... Q,MqF)(C).
Traitons tout de suite le cas p = 0. On a, dans ce cas, pour F = f o ¢,/,
OF

(Lzﬁ .232 T /IGqF) (C) = ‘@(C)

olt z = ¢,((), ce qui est bien la formule demandée.
Pour p # 0, les arguments de ([G], lemme 3-2) établissent facilement 'existence de
fonctions yzyp,4..;(2, 2} telles que

gHF

Ly ... .Ls  F){) =
( 0L, - Bpsa )E) K‘%PM V3. ,J( )8C16C2 (€)
01\1 » a +b
Yopaid(s2) = 3 o1l ( BCpT }>
rei 2

(2:6)EEDp,q,i5
et o chaque Epg;; est un ensemble de couples (a,b) de p-uples a = (a,)1<,<p et b =
(br)1<r<p d'entiers naturels vérifiant 32 a, =p—14, S b, =p+qg—jet a, + b, > 1
pour tout 7 € {1,...,p} et ol chaque v(a,b) est un coefficient réel.
Il s’agit donc de montrer que vgp,.:i(2',2) = O'(8(2', 2)I~4+=P)/0G"2)) " Comme p
est une fonction de classe C*°, on a évidemment

8ar+br
I ( a “))‘

r=1

et donc

(2.2.3) Yepaii(z,2) < 1.

Pour montrer 'autre estimée contenue dans la notation ¢, deux cas se présentent & nous.
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8 Supposons § < ¢. Puisque : < p,onaj— ¢+ (1 —p)/6(,2z) < 0 et, dans ce cas
O'(6(2, )i =7+ (=p)RE"2)) = O(1) et (2.2.3) permet de conclure.

e Supposons j > ¢. Puisque 3-F_; a, = p—1, il y a au moins ¢ indices @, qui sont nuls
et comme a, + b, > 1 pour tout » € {1,...,p}, il y a au moins ¢ indices b, qui ne sont
pas nuls et donc, au plus (p — ¢) indices b, qui sont nuls.

Si on appelle I le nombre de ces indices b, nuls, on a donc I < p—i. De plus, comme
ptg—7i=3" b 2p—1I,onal>j—gq. On peut facilement se ramener au cas ol les
indices b, nuls sont by, 6,,...,b;.

Pour les I indices &, nuls, les indices a, correspondants ne sont pas nuls. On obtient
alors, en utilisant V'estimée (1.3 (vi)),

P 8ar+b,p | 1 (aarp ) | - (5 /
-\ £ A\ - §(2 . 2) (Zml ‘lr)/@(z ,z).
it (ac aeaer ")l < G0 )] = 62)

Or, puisque p — i > ! _, a, et I > j — ¢, on obtient

aur-{—b p
()

ce qui conclut la démonstration.

< 6(.2', Z)j*q-i-(i-P)/@(z’,z)’

~

2.3 LEMME.

Soient f € C*{QNU), P et @ deux biindices. Il existe alors des fonctions 'y, pgi; €
L < BePQyij
C=(U x U) telles que, pour tout 2/ € QN U et tout 2 € QN U, on ait

(XEXE0) ()= Y Tperii(ds2) (Lo - Loy e, L3 1) (2)

t+7<p
BeS; ;
ce{~11}it]

avec

Pﬁ,s,P,Q;i,j(Zly Z) oY (5(217 Z)j+(i—P)/@(z”z)> .

Preuve : On va se limiter & montrer ce lemme dans le cas de dérivées holomorphes.
En reprenant les notations de (2.2), on va montrer un résultat un peu plus général :

ap+qF , , "
,-:){-pac ) - Z Fﬁy?a?vivj(z ,Z) (L[31 e Lﬁ,{+]L2 F) (C)
~51 2 ;Ejsip

i,

avec, pour tout r € IN,

ar

5 Trmnasi(e, 62(0)) = O (8(s", 2 HirrOEn)
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Pour » = 0, on aura bien obtenu la formule recherchée.

On procede par récurrence sur Pentier p. Pour p =10, on a
0°F

0= Ly F(()

et la formule est bien vérifiée,
Supposons la formule vraie an rang p. On a alors

optite o
7 (Tapgii(2', 6u Ly ... Ly, L3F
e = 2 g Wanasle 6O (L, - L, 12F) ()
BeSy ;
, » [ 9p 9P L .
+ ;; L0l )((3(2) (L3 ZLZ) (L, L, LYF) (Q).
tHISP
BES; ;

Pour obtenir le résultat, on voit qu'il suffit de montrer les 3 estimées suivantes, pour tout
relN: )

o 0 7 \ o' (812 J+(i—p~-r-1)/0©('2)

3G 3G (Cppais(#s 8(0)) = O (8(2,2) ),

g ‘ dp - , 1ot it Nl {pE1)=r) O (2 2)
aC{ ((EZ;(C)) Fﬁ%q)i’j(z sz’(C))) = O (5(2 ,Z) +( (p+1) )/e( )) ,

et

& -1

5 (< (O) dp (C)Fﬂ,p,q, 1]( g ¢z'(0)) -0 (5(21’ z);-‘rle—(:0+1)~T)/®(z’,2)) .
Les deux premiéres sont tout a fait triviales (pour la deuxiéme, il suffit d’utiliser Leibniz
pour et d’écrire que les dérivées de (8p/3(;)~* sont bornées.)

Pour la derniere, la majoration par une constante est triviale. De plus, par la remarque
précédente et utilisation de la formule de Leibniz, on peut écrire, en appelant I, le terme
4 majorer :

o o
> Wﬁow (Fpoil44(0))

< Z 8, 2B (1 =P /0(<2)

t+u<r

en utilisant ’hypothese de récurrence et (1.3 (vi)). On obtient donc
L 3 6(c, 2 G —a/0e) o g1 Yt tHi-(pt1)=r)/0lhe)

tyugr

ce qui est le résultat souhaité.
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2.4 LEMME,

Soient f € C*(QNU) et deux points 2’ € UNQ et z € UNK. On suppose que, pour
tous biindices I et J, on a

(X212 20) (2)] S Aug ()W (Wv T ”)

ol A;;(f) est une constante positive. Alors, pour tous biindices P et (), pour toute suite
(8;) de S,,, et toute suite (&) de {~1,1}7*7, on a

i(Lﬁlvsl s Lﬁp+q:5p+qf>(z)t < A;,q(f)w (6(2 Z)? @( ; ) + q)

ot A, (f) est donné par Cypo{sup;;cpq Aij(f)) avec une constante C,, ne dépendant
que de p + g et de la géométrie de Q.

Preuve : Ici encore, on oublie les dérivées antiholomorphes.
C’est une conséquence immédiate du lemme (2.2). On reprend la formule (2.2.1) et deux
cas se présentent a nous.

o j—qg+(i—p)/O(z,2) >0, alors en utilisant (2.2.2) puis (2.1.1) on a

orF ot (i ) ¢
i < A ! )i—at(-p) /0 2) 12}, e 5
6{{8(5(0 < A7)0 2) W<5(z’z)’ (7, z) ])

Vﬁ,p,q,i.j(zl» z)

<A (W (5(z',z), @)'(5,7) + q) :

ce qui est le résultat souhaité.
0 j—g+(i—p)/O(2,2) < 0,alors i/O(2, 2)+j < p/O(7, z) +¢q et en utilisant (2.2.2)
et (2.1.6) on a

| IO o <a w5 i
1,J ,a . ; < : Ia y ]
'7»9%!1, s](z Z)aciGC% (C)I p,q(f) ( (Z Z) @(Z,’ Z) + ]>
' ' 14
< PR S
<A (W (6(2 ,2), 80 7) + q) )
ce qui acheve la démonstration.

Le lemme qui suit est une conséquence immédiate du lemme (2.3), de la méme maniere
que (2.4) était une conséquence immédiate de (2.2).

2.5 LEMME.

Soient f € C*(QNU) et deux points 2’ € UNQ et z€ UNK. On suppose que, pour
tous indices i et j, toute suite (f;) de 8;;, toute suite (¢;) de {71, 13 on ait

Lo 2] < AW (8022 g +)
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ott A; ;(f) est une constante positive. Alors, pour tous biindices P et @, on a

J(Xz,l ,21) z)l <A (W (5(2 z), ( py +q>
ol A, (f) est donné par Cp4(sup;;c,i, Ai;(f)) avec une constante Cp, ne dépendant
que de p + q et de la géométrie de ).

Nous allons écrire maintenant l'analogue non isotrope de (2.1.9).

2.6 THEOREME.

Pour toute fonction f de AF(Q), tous points 2’ de U N OQ, = de UL*, tout couple
d’indices (p, q) et toute suite (3;) de S, 4, on a

i \ rP
(2o L £ 6] < Gl (10 B +a).

ou Cy, désigne une constante positive ne dépendant que de p, q, k, o et de la géométrie

de Q.

Preuve : Grice au lemme (2.4), il soffit d’établir les mémes estimations avec litéré
Lp, ... Lg,,, des champs L, L, remplacé par Iitéré X7, , X7, ; des champs X.11, X, .
On montre d’abord qu’avec les notations de (1.4), on a, pour 0 < s <let g> k41,
grtap
a¢to¢
avec F'= fo ¢, et Cp, une constante convenable. Pour cela, on utilise le lemme (1.3)
de [T1], [T2] qui stipule que le bidisque

P2 = P(°, (1] p(C) )Y, aglp(¢))

satisfait ¢,.(P*) C Q pour une constante a; bien choisie, ne dépendant que de la géométrie
de Q. En appliquant la formule de Cauchy sur ce bidisque, on a

OFF
Vi zand ikl e (g— k)‘/ ackh
9¢to¢; (2im)? Jaops (wy — ()P (we — (3)77HH
o1 &° désigne comme d’habitude le bord distingué.
Comme on a, par hypothese, ¢ — k + 1 > 2, il s’ensuit

(261) Coa | F11(|Fo7 P04

(€)=

{wl ) u?)
dw dws

ak
8C2 (“"17(2)
/501’5 (wy = ()Pt wg — (5)a—k+1 dw;dw, = 0

23



et, suivant 'idée utilisée par E. M. Stein [St] dans le cas strictement psendoconvexe, on
obtient alors, par soustraction,

G*F OFF

(w1, w; w
ap+qF( s) _ (q—k)!/ 84'5( 1 2) 6(2 ( 1s Cz)
a¢tocs (2im)? Joops (wn ~ )P+ (wy — (5)r R+

Par ailleurs, on sait que ['on a

O*F OFF
(263) ;(?Cg ( 1,W2) 6Ck (WMCZ)

(262) dwlde

sioz

< 1wz =

De (2.6.2), (2.6.3) et de la définition de P*, on déduit immédiatement (2.6.1).
Dans le cas ¢ > k£ + 1, le théoréme (2.6) n’est qu’une reformulation de (2.6.1). En
effet, pour s = 0, (2.6.1) s’écrit

NX Xq,zf) z)) < Cog I fll Ir(2)Fte-w/OGE"2)4a)

2z

avec - +q¢>k+1>2k+atcavece =1 — aet done

P
(=, z)
|r(2)|Fro- (IO A+ < 1 Wy /‘r(z)| _P p

=GVl g

compte tenu de (2.1.2). Dans le cas ¢ < &, on écrit

(?P+qF
5@@(() = Fy + By
avec k
_ ~91 grretip o N
' =l aqagﬂ(c W =)
et

k—g+1 8p+k+1F
F (i(*%)“'—/ Cagag ) ®

Quand z décrit 3 N U, les points ¢,/(¢') restent dans une partie compacte de . Tl
s’ensuit aisément que l'on a |Ey| < Cygsup [F'| < C || fll pour des constantes Cyq, C)
convenables. En appliquant (2.6.1) avec ¢ = k + 1, on obtient par ailleurs

IE2 <C” ”f“/ CS ]oz p/O(2",2)— lds

avec |p(C*)] & |p(¢)] + s daprés (1.4.3) et s¥77 < (|p(¢)] + s)*~¢ puisque 'on a supposé

q < k. Il vient donc, quitte & augmenter C ,

P4

1
(B2l < L NN [ (s Lo pemterot et g
< G W (10 g + ).

24



Les estimations obtenues pour |F;| et |F,| prouvent évidemment le théoréme, puisque

ort .
1p(0)] = [r(2)] et 52}%2(0 = (X2, X3,1) (2).

2.7 COMMENTAIRES.

(i) Dans les hypothéses faites, on a |r(z)| & §(2’, z) en vertu de (1.4.4) et donc, compte
tenu de (2.1.5), on peut remplacer W(|r(z)|,p/©(2', z) +q) par W(6(#', 2),p/O(#', 2) +q)
dans le résultat obtenu. On peut aussi y remplacer les itérés (Lg, ... Lg,, f)(z) par les
itérés (X7, X7 ,f)(2), en vertu du lemme (2.5). Dans tout ce qui suit, on utilisera ces
remarques sans les mentionner.

(ii) En fonction de p, ¢, 2/, z la quantité W(é(#', z),p/O(2’, z) + ¢q) peut varier “con-
tindiment” d’une estimation en 8(2/, z)FTe~(P/0(z"2)+4) 3 yne estimation en |Log (2, z)|
(voir (2.1.2} & (2.1.4)) ; cecl motive utilisation de W pour formuler commodément le
théoréme.

(iii) Le théoréme (2.6) peut &tre vu comme une généralisation aux domaines de type
fini de €% d’un résultat établi par J. Bruna et J. -M. Ortega dans la boule [BO, lemnme
1.1].

(iv) D’apres un travail de S. Grellier ([G], corollaire A), on sait que pour toute fonction
f de A%(Q2), tous entiers p et ¢ vérifiant

(2.7.1) —p——}-q>k+aetq§/c,
m

on a, en tout point z de 1, 'estimation
(2.7.2) I(LELES) (2)] € Cpa( N ()17 (2, clr(2)]) 77,

ot Cp,(f) désigne une constante positive dépendant de p, ¢, f et de la géométrie de
et ¢ une constante positive assez petite, ne dépendant que de la géométrie de (.

On sait aussi, d’apres [Ca), que z € Qs(2") implique 7(z,6) & 7(z,8). En particulier,
pour z € U*, on a |r(2)] &~ §(2', 2) et donc 7(z, c|r(z)|) = 7(2,8(z', 2)) = 7(#,8(2', 2)) =
6(2', 2)1/®2) = |r(2)|/O"4), Lestimation (2.7.2) donne alors

(ZEL3F) ()] < Oyl (e rome/O o),

ce qui, compte tenu des propriétés de W décrites en (2.1) et de (2.7.1), équivaut a

(2.13) (1) (61 = G (o)l s + )

Le théoréme (2.6) fournit la méme estimation sans la restriction (2.7.1) sur les in-
dices. En revanche, il ne s’applique qu’aux points z appartenant & une région d’approche
admissible de 2’. En un certain sens, le théoréme (2.6) peut donc étre vu comme une
généralisation locale du corollaire A de [G].
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(v) Soient (p, ¢) un couple d’indices, (8;) une suite de S, ,. On va montrer maintenant
que pour f € A*({}) et 2/ € U N 89, il est possible de définir (Lg, e Lp D
non seulement pour p + g < k (ce qui est évident) mais aussi, plus généralement, pour
p/0(z") + ¢ < k + a. On donnera ultérieurement (en (3.7)) une propriété de régularité
pour les fonctions 2’ +— (Lg, ... Lg,, f)(2) ainsi définies. Comme on ’a mentionné en
introduction, ces résultats généralisent un théoreme de J. Bruna et J.-M. Ortega ([BO],
théoréme 1.2) limité au cas de la boule. A la connaissance de I’auteur, ce théoréme de
[BO] semble étre & ce jour la seule autre référence établissant explicitement existence de
dérivées complexes-tangentielles “d’ordre excessif” pour les fonctions de la classe 452,
Le résultat sera obtenu en plusieurs étapes, faisant 'objet des points (2.8) & (2.11) qui
suivent.

2.8 PROPOSTTION.

Soit f une fonction de A**(Q). Soient 2’ un point de UN R, z et 2" deux points de
U%* et (p,q) un couple d’entiers naturels tels que I'on ait

(2.8.1) 5(%5-4-q< k+a.

Soit € un réel, avec 0 < ¢ < 1. Si on pose

1—¢ 1—c¢

. P p
= k S [ —— k -
o m‘“{G(zaz)’ o) "¢ (@(z',z>+q>’ o (@(z',z">”>}’

on a alors

clf)

g

<

(6(z'2) +6(<', ")),

(282) |(X5.X2,.0) (2) = (XD, X2, 1) (")
ou C(f) est une constante ne dépendant que de f, k., « et de la géométrie de Q.

On donnera en (2.10) la preuve de cette proposition.

2.9 REMARQUES.

(1) Compte tenu de (2.8.1), du fait que p/O(2',.)+¢ < p/0(2')+¢ et que §{z’) ne prend
que des valeurs entieres entre 2 ef. m, on a clairement inf, , {k+a—(p/O(,2) +¢)} > 0.

Cette remarque sera utilisée dans la preuve qui suit. Elle implique également qu’a ¢
fixé, on a inf, ;v o > 0.

{il) Lorsqu’on suppose o < 1/m, les conditions p/8(z') +¢ < k+ a et p/0(z') +¢ <k
sont équivalentes. De 13, il est facile de voir que, dans les hypothéses de (2.8), on peut
touver € tel que

(2.9.1) 2> a
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quels que soient 2/, z, 2, p et g. En particulier, pour p = ¢ = 0, 2" = 2/, le résultat
obtenu s’écrit, pour f € A%*(Q)

(2.9.2) |f(2) = ()] < 6(2',2)* pour z € UL".

Dans {McNS], J. McNeal et E. M. Stein démontrent une forme globale de (2.9.2) (c'est-
a-dire que z n'est pas astreint a rester dans une région d’approche de z') lorsque {1 est
un convexe de type fini de C*. L’estimation (2.9.2) permet une interprétation naturelle

de la restriction & < 1/m, voir [McNS]. Un résultat similaire figure dans un travail de
D.-C. Chang et S. Krantz ([CK], théoréme 2.10).

(i) Pour 1/m < @, on n’a plus (2.9.1). Danslecasp=¢=0,0na a, > (1 —¢)/m
et donc
F2) = £l 5 €8, )1
pour f € A%(Q) et z € UL". Cette estimation n’est évidemment pas optimale. Une
amélioration de la proposition (2.8) dans le cas @ > 1/m semble trés compliquée, en
particulier pour « rationnel de la forme j/8(2') avec 1 < j < 6(2'). Cette difficulté
correspond & la restriction o # 1/2 rencontrée dans [BOJ.

2.10 PREUVE DE LA PROPOSITION (2.8).

On se place dans le cadre de la premiere construction de chemins, voir (1.5) a (1.7).

(1) Estimation le long de S, :

Soit J; Pentier naturel tel que 'on ait

E+a+e—-1 +gt+h<k+a+te.

P
< 8.7
On a évidemment 0 < J; < k 4 2. Soit
= (X7, X2.f) (2) = (X2, X0, ) (w).
En notant, comme en ( A1), F:=fogs,ona
8p+qF iakda

avec
S grHatiR . (¢ — §2)J1+1 ap+q+Jw+1F .,
P = < ﬁ_BCfacgﬂ ()¢ — 62)3 et By = -—-—————-——Jl! [) 8 —Wm( )ds.
On estime d’abord le polynéme de Taylor P.
PourlﬁjSJl,ona
grratip ; , 3p+q+: F l
Py - < (7 —

S W —tyw (6(2', w), @(—% +q+ j)
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compte tenu du théoreéme (2.6) et du lemme (2.5). Onaaussi 0 <" —¢ <" = §(2",w) =
6(=', 2"} et donc, compte tenu de (2.1.5),

/1 J ( P . SUENNAVAY Y] ron p . N
( Wké‘z w,(_)(z,’w)+q+])S6(2,2>W(5(Z,Z )’@(Zl,w)—rq—}_])

Par (1.7.1) et (2.1.6)-(2.1.7), on a aussi

! M p N s p
w (5(2,2' )’—_—_@(z’,w) +q+1) sW(é(z,z ),@( . +q+J>
Enfin, on a p/O(2,2) + ¢+ 7 < p/O(2,2) + ¢+ J1 £k + o+ ¢ et done, par (2.1.5) et
(2.1.2),

/
Wké(z',z”) +q+j) <SWI(8(2,2"),k+ a+e)

_r
TO(2,w)
S 5_16(25/, ZII)—s

De ces considérations, il résulte que l'on a

(2.10.1) |P] < e7h(2, ")

On estime maintenant le reste de Taylor Ry. On a sans difficulté

(2102) lRl| S (tll _ t)J1+1/ JIW ((5(2 Z ), @( 7 ) + q + J1 + 1) ds.
A 1,4

D’apres (1.7.1) et (2.1.6)-(2.1.7), on a aussi

W(&(z',zl’s) ——E——l—;+q+J1+1> gW((?(z’,zl +q+J1+1)

"0
On a par ailleurs §(2', 2%%) & ¢ + s(t” — t) et donc

p
h o

\
/.1 -
W(5(ZZ ),6( )+q+J1+1) W(t+5( t)’@(’ +(JTJ1+1)

en vertu de (2.1.5).
Enfir, comme on a p/©(2',2z) + ¢+ J1 + 1> k+ a + ¢, il vient

w (t +s(t" —t) ytat J1+ 1) e (t + s(t" — 1))k (/OGN tat )

K @(
d’aprés (2.1.2). En reportant dans (2.10.2), on obtient

}Rll < Svl(tn _ i) /l(s(t” ))J1 (t + (t” k+a (p/©(2' 2)+g+J1+1) ds
0

<e Yt —t) J/ l(t + s(t" — t))be-(/OE"+et) g
0
-1
-1 (k +a— (@(5 z) + q)) (tl/k+a—(p/®(z’,z)+q) _ tk+a—(p/®(z',z)+q))
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par un calcul direct. Suivant les hypothéses qui ont été faites et selon la remarque (2.9
(1)), on en déduit alors

1R1| < {;_—15(217 z//)k+a—(p/@(z’,z)+q)
et, compte tenu de (2.10.1),

(2103) !171| < 5—15(21, Z/I)mjn{k+a—-(p/@(z",z)+q),1—s}‘

(ii) Estimation le long de S, :

Soit J; l'entier naturel tel que I’on ait

e—1 < p+ 4
02" ~ B(,2")

E+oa+ +tg<k+a+

€
@(217 Z”)'
On a clairement 0 < J, <m(k +1) + 1. On pose
L= (XD, X7 ,f) () = (X5, X0,f) (w") = P, + Ry,

avec

1 Hptet " " (6 ")J2+1 8p+q+-72+1F
Z '3Cp+]3(q (f e~ &) et Ry = — 7! /0 CP+J2+TaCa(

Pour 1 <7 < J;, compte tenu de (1.7.3), du fait que l'on a 6(2,w") ~ §(2,2") et
(p+7)/0(Z,2") + ¢ < k+a+e/O(<,2"), on obtient

ap+q+j F
oo

via des arguments similaires & ceux utilisés pour l’estimation de P;.
Par ailleurs, dans la construction (1.5), on a

G =&l =16 =L al+ 16 g (2 alo(07)]) g 7(2,6(',2"))

(2.10.4)

(ﬁu)J < 6_15(2/, Z//)—s/@(z',z”)

et donc

(2.10.5) e — €] 5 8(<, 2O,
Par (2.10.4) et (2.10.5), on a aussitdt

(2.10.6) |Pa] < e78(2!, 2" -e)/el "),

On estime & présent R,. On a tout d’abord

; R +Jy+1 I +J2+1
W<5(z,z2’ ),%H) SW(é(z,z’),B@%ﬁﬂ)
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en vertu de (1.7.3), du fait que l'on a §(2,2%°) ~ §(2',2") et des propriétés (2.1.5) a
(2.1.7) de W. On en déduit, compte tenu de (2.10.5),

|R2| < 6(2 z )(J2+1)/9( ! ”)W <6(Z,’ 2")7 p+Ja+1 )

@(Z’,Z")
Onaaussi (p+ L +1)/0(z", 2"} +q 2 k+a+(e—1)/0(,2")+1/0(,z") = k+a+
e/O(Z, 2"} et donc, par (2.1.2),

" <5<z', ) B+ q) (O e L)
2,z

11 vient donc
[Ro| g e716(2!, 2" tem (/000" 4a)

et, compte tenu de (2.10.6),

(2107) J‘[zl S 5-15(2,/7 Zu)nﬁn{k+a—(p/@(;’yzu)_’_q)1(1_5)/6(21,211)}'

(i11) Estimation le long de S5 :

On procéde de fagon similaire en définissant J3 entier naturel tel que 1'on ait

ktat+e—-1<——c+qg+J3<k+ta+te.

p
6(«/,2")
On a évidemment 0 < J3 < k+ 2. On pose

L= (X2, X5, f) (") = (X2, X25,0) (") = Ps + R,
avec

Js 1 prretifp
‘6C a<q+1

3=

" B ( é’ _ <‘£/>J3+1 @:0+41+J3+1[’ .
(C )( 2 )] tR J3! /0 s 8CpaC§+J3+1( 3 )ds

On a |¢] — (3] < alp(0"")| < 1" et donc
(2.10.8) 165 — &3] < 8(2,2").

De la et de 'estimation

| ptatiF

laczac )

v p . .
SW((S(Z,Z )1@(2,,2,,)Tq+])’
les arguments déja invoqués permettent d’obtenir

(2.10.9) ,PS’ S 6_1(5(2”, Z”)(l"e)/@(z‘,z")‘
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De méme, on a

1
1 s J. " P
1R3{S§(Z,Z”) +1/0 sPW <5(2’l,23 ),W+Q+Jg+l> ds

et, compte tenu de (1.7.3), (1.7.4) et de V'estimation §(2’, 2>%) = 6(2/, 2"} = ",

|Rs| < 6(<',2") W (5(2’,2”), +q+ Jz+ 1) .

P
@(z/’ Z”)
On conclut alors, avec les mémes arguments que pour l'estimation de R, & la majoration

[R?a‘ < 6—15(ZI’ zu)k+a-(p/®(z',z”)+q)

et, compte tenu de (2.10.9),

(210'10) 1]3! < 5_16(2,, Z//)min{k+oz—(p/@(z’,z”)-f—q),(l—5)/@(2’,2”)}'

(iv) Conclusion :

Posons

I=(X2,%2,f) (=) = (X2,X0,0) (") = b + L + L.
En regroupant (2.10.3), (2.10.7) et (2.10.10), on obtient
“’{ < E.-I(S(ZI./ Z!/)min{k+a—(p/@(z’,z”)+q),(1—s)/@(z',z")}
mais cette estimation est liée au fait que l'on a supposé, pour simplifier les notations,
t" > t, cest a dire §(2/, 2") » 6(#', z), dans la construction de chemins (1.5). Dans le cas
général, il convient de tenir compte de la symétrie des roles de z et z” et on obtient ainsi

immédiatement

1] 5 &7 (6(2', ) + 62/, )

ol a, est U'expression spécifiée en (2.7).

2.11 THEOREME.

Dans les hypothéses de la proposition (2.8), la limite

(2.11.1) lim (Xf:,leng) (z)

) 22 2€U ;%

existe. On la note par abus (X% X}, ,f)(2'). De méme, pour toute suite (Bi) de Sy,q, la
limite

(2.11.2) lim (Lg, ... Lgypof) (2)

1
z—»z’,zEUz,’<z
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existe. On la note par abus (Lg, ... Lg,,,f)(2'). De plus, on a

(2.11.3) (Lo Lopad) () = X ppaca(@s?) (Xa XD of) ()

+3
i/6(z")+i<k+a
ott les g pq;; sont les fonctions de C=(U x U) définies en (2.2).

Preuve : L'existence des limites (2.11.1) est un corollaire trivial de la proposition (2.8) et
de la remarque (2.9 (i)), via une simple application du critére de Cauchy pour Pexistence
de limites.

L’existence des limites (2.11.2) découle du lemme (2.2) et de la formule (2.2.1). En
effet, trois cas se présentent pour les termes qui apparaissent dans cette formule.

0 i/0(2') +j < k+ . Puisque i/O(<,2) + j < i/6(z') +j < k + o, la limite de
(X5, X) o f)(z) existe alors quand z tend vers #’ dans ULt

¢ 1/0(2'Y+7 > k+a. Alors, puisque i/0(2',2)+5 < 1/0(z’) +j, on obtient, en posant

= (3/0(2') +j — (k+ a))/2 > 0 et en utilisant (2.1.2),

‘ 1 ] 7 =g (i— z'z ’ 7 -
o paii(252) (X X0o0) (2)] 5 82/, 2y 7 CnioElyy (5<z,z),m+1)

; .

. i—p)/O(z' 2 ¢ ]
< 5(21,2)] 7+ (i—2) /O )W (5(2’,2),@ +])
s Sl + S2~

avec
S, = 5(2/,2)1—9-#(1’—?)/@(1':2) et Sy = _1_5(2/7Z)k+a—i/9(2’)—q-*(i—P)/@(Z’,Z)'
i
Quand on fait tendre 2’ vers z dans Uy, S; tend vers 0, puisque j — g+ (i —p)/O(#, 2) >
J—q+(E—p)/o=") > k+a-(n/9(z)+q) > 0. Pour S, puisque ¢ < p, on a {1 ~
PIO(,2) 2= (1=p)/B(), Foik 35, 2)F+o- s i=nBE2) < (1 oo/

qui tend également vers 0.

0 i/0(z)+j=k+o. Onaalors

J’Yﬁ,p,q,i,j(zlyz) (X;',,]Xg,’zf) (z)) < 82, Z)~ g+ (i-p)/0(= 2y, (5 2, 2), (_9_(3_/5 +]')
< B!, 2O (1 4 [Log 8(, )
avec (i —p)/O(Z,2)+j—q2(GE—p)/0(Z)+7j—q=k+a—(p/0(s)+4) >0, donc le

terme correspondant tend aussi vers 0.
En faisant tendre z vers z' dans UJ®, on obtient donc bien la formule (2.11.3) souhaitée.

2.12 EXEMPLE.

A titre d’illustration, on peut considérer Uellipsoide @ = {|z1]* + |23]* < 1} qui est de
type fini 4 et vérifier ai sement a Vaide des inégalités |21} < |1 — 2 et |1 — 22| > |r(2)],
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que la fonction f(z) = 22Log(1 — z;) est dans A®/2(Q) : il suffit pour cela de voir que
|8f/8z(z)| < |r(2)[~1/% pour i=1,2. On peut alors, par des calculs simples, montrer que
(L1 £)(0,1) existe (et est nulle) tandis que (LIf)(0,1) et (L2f)(0,1) n’existent pas. Ceci
correspond bien a la condition (2.8.1) sur les ordres de dérivation.
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§3. FORMULE DE TAYLOR NON ISOTROPE ET APPLICATIONS.

3.1 NOTATIONS ET HYPOTHESES.

Dans toute la suite, on supposera de plus

(3.1.1) ma ¢ IN.

Soit f € A®*(Q). Soit 2’ un peint de U N 90 de type m. Soient &, sq et by les nombres
associés par (1.8) 4 ap = a et t; = 1. On associe & f un développement de Taylor non
isotrope

) 1 w ,
Tif()= Y == (XL, X0,0) ()¢ pour 2 = 6..(¢).
ijEN ily!
ifmtj<kto

On pose également h := f — T, f, H:=ho ¢,.

3.2 LEMME.

Soit f une fonction de A%*(Q). Pour tout point 2’ de U N8O et tout couple d’indices
(p,q) tel que p/8(z")+ g < k+a,ona

(3.2.1) (X2, X0, ) ()] < Coa(f)

olt Cyo(f) est une constante ne dépendant que de p,q et f.
De plus, pour tous points 2/, 2" de UN 00 et z de U N Q et tout couple d’indices

(p.q), on a

7

(f 1 X7 "z\iKrIJ))( )‘ < Crolf)

ou C} (f) est une constante ne dépendant que de p,q et f.

Preuve : Pour démontrer (3.2.1), on utilise le résultat (2.8.2). Pour 0 < € < 1, avec a,
défini en (2.8), on a

|(X2, X0 0F) (2) = (X2 X2 L) ()] S eI CU(8(2,2) + 62/, 2

pour 2’ dans U N O et z, 2" dans UL, On fait alors tendre 2” vers z', tout en restant
dans la région d’approche et on obtient, quitte & augmenter C(e, f),

(X5, X200) (2) = (X2, X80F) (2)] < e7°C(HS(Z, 2)
ot f = min{(1 — £)/0(2'), k+a - (p/O(,2) + ¢}, donc

(X2, X2,0) ()| < e CN8(, )% + | (XD 1 XEa ) (2)]
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pour tout z dans U%". On fixe ¢ et on pose z = 2} jp = ¢(0Y?). On aalors 6(2', 21 ;) = 1

et
J(Xf',ng',2f> (Z’)} }( 21 3/,2f) (21/2)]-

De plus, l'ensemble {z,,, ' € UN 39} est inclus dans un compact de 2, donc les
(X5 X5 5 f)(# ;)] sont uniformément bornés pour z' € UN Q. On en tire facilement
(3.2.1).

Pour démontrer (3.2.2), il suffit de voir que (X2, , X2 ,(T%,f))(z) est C*° en z et 2"

et que le degré et les coefficients de T%; f sont uniformément bornés en z’ d’apres (3.2.1).

3.3 THEOREME.

Soit f une fonction de A*(Q) avec o €]0, 1] vérifiant ma ¢ IN. Soient 2’ un point
de U N AN de type m, 2" un point de U N ON), z un point de Uﬂ Q avec 6(2', 2) < &:1boty
et z € U™, et p et q deux indices tels que p/@( ,2)+ g <k+a Alorsona

1
(X2 X (F - Tzvrf))<4)f~k+a (P/O(z",2) +q)

(2, Z)k+°t (p/®(="\2)+q)

N

On fait la preuve en 3 étapes (3.4), (3.5) et (3.6). On se place désormais dans le schéma
de construction de chemins du (1.8).

3.4 ESTIMATION EN w.

Soient p et g deux entiers naturels tels que p/m + ¢ < k + «. On a alors Pestimation

ot |
S (w)] < 8(2, z)Frerp/mra)

Preuve : Elle se réalise en deux étapes.
(i) Premiere Etape : Estimation sur [£,w].

Soit J Uentier naturel tel que l'on ait

p+J+1

J
PEL o g<kta<PIitlog
m m

On a évidemment 0 < J < m(k 4+ 1). Par développement de Taylor, on peut écrire

orte |

(3.4.1) S5

555w) =P+ R,

avec

(v 2u”")da.

J 1 8P+Q+JH J+1 /1 ap+q+J+1H

Z J_dcpﬂacq ) et R = Jr 5CP+J+15<-9

j=0

36



On va tout d’abord estimer |R|. On a

Rl < ‘CJ—H /

| gptatI+1 g 2o i
laczzuﬂ ¢ (v )| do.

Par des considérations de degré immeédiates, la condition (p+ J +1)/m+q > k+a
implique

ap+q+J+1H Y 8p+q+J+1F e
et donc, en vertu du theoreme (2.6) et du lemme (2.5),
}ap+q+~’+1H ] o g2 ptJ+1
]acP+J+1acq\ | /7 @(zl’xz.l-—a) 1

avec ©(2',.) = m puisque 2’ est de type m. On en tire
puisq p

1
|R| < |Cl|J+1/O W ((5(2’, 2179,

De plus, d’apres (1.3 (iv)), on a (1] < 6(2', 2)1/OE") = §(2, )1/,
On a done

1
R 5 8,00 [ ot (601,021, B2 ) ae

m

p+J+1

- + q) do.

On va maintenant utiliser les propriétés relatives & W. Puisque 6(2', 2% ~9) v t = §(2', 2),
on a, par (2.1.5),

1 1

R R G

Jo m

—&—q) do

L 7

1
< 8(7, 2Dy (5(21,2), ptotl + q> .
m
La condition (p+J +1)/m + ¢ > k + «, jointe & ’hypothese (3.1.1), assure que l'on a en

fait (p+J+1)/m+4q— (k4 a) > ¢ avec € = minje(o1...m} | — j/m|. De 14, en utilisant
(2.1.2), on obtient finalement

(3.4.2) |R| g 8/, 2)VHIImg(o! g)fto-lorIell/mba) o g(y7 g ykto(pimta),

(i1} Deuxiéme Etape : Estimation sur [0, £].

Pour > 0, on procéde a un développement et & des estimations le long de [v*", €]
avec le paramétrage A — 1=+ pour 0 < X < 1. On fera ensuite tendre 5 vers 0.
our 0 <7 < J, soit L; P'entier naturel tel que l'on ait

p+] p+y

tg+Li<k+a<—L g4+ L;+1.

37



On a évidemment L; < k + 1. On peut alors écrire, par développement de Taylor

grrati
(3.4.3) ————(¢) = P] + R],
BGH-]@(Q
avec .
. i ap+q+j+lH
i T 2 aertigah (v"7)(€2 = v3")'
=0 070G
et oL .
RW . (52 — 02'”) s+l 1 L ap+q+1+ J+1H (vl,n0+1—0)do.
7= L p+i g 9t+Li+1 '
3 0 8¢ 9¢;
Quand 7 tend vers 0, v'7 tend vers 0 en restant dans V*. Compte tenu de (2.11) et de

grtatitly

W()

la définition de T%, f, on voit alors que pour 0 < I < L;, chaque terme
tend vers zéro. Ainsi on a
N . T
(3.4.4) T/l_l_rzlon =0
On va maintenant estimer R;’ 1l vient

opratitLytl

1
IB]| 5 162 = vy 7* [ o™ V7)o,

8<1p+ja€£21+L]+1 ‘
Ona & —v"| < &)+ s < t+nt <t Deplus puisque (p+j5)/m-+q+L;+1 > k+a
et pour des raisons de degré sur T%,f, on a

geretitliviyg grtetitLitlp
e P/ i R
a¢rH g ¢ )=

On applique I’estimée donnée par le théoréme (2.6} et le lemme (2.5). Il vient

lno+l—0o
QI geathit (v 7eme).

1 _
L (5“'”1’""““’%@—(27%33—“—-5*q“"“) “

:tL7+l/ ]W((’ 1,70+1—- a) p+]+q+L+1>d0
0
Puisque 8(2',23"+17) = (no + 1 — o)t, on a alors d’aprés (2.1.5),
1 .
FAPS tLJ-H/ oW <t(1 +o(n—1)), ?-;r;-i +g+1L;+ 1> do
0

Compte tenu du choix de L; et de (3.1.1),ona (p+7)/m+q+L;+1 > k+oet, d’apres
Comp : ;
(2.1.2) et un argument déja utilisé dans la premiére étape,
. 1 ,
|RI| g thitigbra=lorifmiatl+l) j£ oHi (1 4 oy — 1)) (@rdimietLt) gy

— gkra=—((p+i)/m+q) /1 oLi(1+ oy — 1))k+a—((P+J')/m+q+Lj+1)do-.
o

38



On remarque alors que dans I'intégrale de droite, la fonction intégrée est plus petite que
la fonction g(o) = oli(1 — g)tta=(pri)/mietLy +) et que l'intégrale f) g(c)do converge
puisque 'on a k+a — ((p+j)/m+q-+ L; +1) > —1. On a donc

}Rﬂ < hro=((p+i)/m+q)
uniformément en 7.

Finalement, en faisant tendre n vers 0 et en utilisant (3.4.4), on obtient alors

grteti |
aeag ¢

On peut alors injecter cette estimation dans (3.4.1) et, grace a (3.4.2), on obtient

)i {rram(Hi)fmta) o g o ykban (i) ma),

aerq f

J
k+a-((z>+J)/m+q) ifm k+a—(p/m+q)
<> 87, 2) 82, 2 +6(2, 2

ce qui donne le résultat annoncé.

3.5 ESTIMEE DE RACCORD.
Comme dans [T2] (3.5}, on définit

49 = (07 = 1) () (ijip) € IV
2,7 * 6(18C2 (“1 01, P .

(On se reportera a (1.3) pour la définition de Z¢»;.) On va montrer par récurrence sur
Pentier p que 'on a ’estimation

AZ(:T;)( S6(2172)k+a—((p+1')/m+j)'

Prenve : Pour p = 0, on vient de le montrer en (3.4) pour les entiers 7,7 tels que i/m +
J < k+a. Daprés (3.1.1), il ne reste plus qu’a le montrer pour 7, entiers tels que
t/m+j > k+ a. On a, par des considérations de degré

0"‘“-7' H ot i+j F
ai agg a(, B(J

Par le théoreme (2.6), le lemme (2.5) et puisque ©(z',.) = m, on a

] 8’+’F ] / ‘ ) P
(WsW 52y ——+J (5(2',y,—+1>-
acac RETEy b
On utilise alors (1.8.1) et (2.1.5) pour obtenir
FHiF )
o <W (6 " 2),—+ )
{wcg UEMAN ST
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et, puisque i/m 4+ j > k + o, on a, en utilisant (2.1.2) et (3.1.1),

5Z+]H
a¢iag

(w)

ce qui clot le cas p = 0.

< 62, 2)retiimi,

On suppose la formule vraie au rang p — 1. Alors, d’apres [T2] (3.5), on a

il OF

1)
Az(illg Z l; '8(1( )AEij-l-l

d’oll, en utilisant 'hypothése de récurrence et (1.4.5), en remarquant que (; = wy,

‘A”‘ < 8(<, Z)k—i—a ((—1+i41)/mts) 4 Z ——é (2! Z)1 (14+1)/m

l+n—1

< 5(‘21’ Z)lc+oz—((p-}-i)/m-&-j)7
ce qui donne l'estimation souhaitée.

3.6 FIN DE LA PREUVE.

On fixe g4, un réel strictement positif. Soit L Pentier naturel tel que

k+a+50~1<——~p——+q+L§k+a+5o

0(z", 2)

On a évidemment L < k +1.

On peut alors écrire, par un développement de Taylor,

(X2, Xk) (2) = P+ R

ol

| —

grretl+lpr=

PZ‘

01\.1 H*=ho ¢Z”'
Estimons tout d’abord R. En utilisant (1.8.4), on a

=

L
0

_ l 1, 0\L+1 1
X?, X%Hp 272\ 4 po (v3 —v3) / L
( 2122 )(y) <d0(z”) (S I A 2 au€8u3+L+1

1'”)! do.

1 aP+Q+L+1H*
Rl < 8(, )5 [ of |
B T o 8u”8uq+L+1
Ona +g+L+1
grtatLel [
= (Xx?, Xt Py a+L+log
B ol T = (X2 X F) 0 dur — (XD XIS TR S ) 0 b

ZEl ——Eg.
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Comme on n’a pas nécessairement p/m + g+ L + 1 > k + o, le terme F, dans 1’égalité
précédente n’est pas forcément nul, mais en vertu du lemme (3.2}, on peut affirmer

Compte tenu du théoréme (2.6} et du lemme (2.5) qui permettent de majorer [Fql, il
vient maintenant

| gptatLtl pr= Yy s1es P
fW—FT( )SW(5(Z>I’ )7W+QTL+1>
donc
cr b 1 " Q _ D
Rl 824 [ ot (5( L) g ey T 1) e

On va maintenant utiliser diverses propriétés de W. En combinant (1.8.7), (2.1.6) et
(2.1.7), on obtient

1
(R < 5(z',z)L+1/0 alw (6( Bl-ay, +q+ L+ 1> do.

9()

D’aprés (1.8.6), on sait aussi que v'~% appartient au bidisque P*To%(z"), donc on a
8(2",2%7%) m s + ot, et enfin

1
|R| < 8(<, z)L+1/ otw (s + ot, +q+L+ 1) do.
0

_Pr
O(z",z)
Puisque p/0O(2",2) + ¢+ L+ 1 > k + a + &g, on obtient

(1

w (s + ot +q+ L+ 1) < (s + ot)from (/06" 2 +atL41)

_Pr
\ , O(Z”a 2,'}
donc, compte tenu du fait que §(2',2) = ¢,
1 1
B <t / (01)H(s + ot)FHa—EIOG")+atL+) g
0
De I'inégalité évidente (s + ot)L > (), on déduit que
Rl < t/l(s + Ut)k+a~(P/®(Z”,Z)+q+1)dg
0

et en faisant le calcul direct de I'intégrale, on a

rl | L . 1
§EHa-(p/O0" 2 rat]) 4o -
J, s +at) 7 T tlkta—(p/0(",2) +q))

((s + t)k+a—(p/@(2"72)+q)

)
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puisque p/O(2",2) + ¢ < k + a. On obtient donc

|R| < ! (s 4 t)F+o-(p/OGE"2)+e)

T k+a—(p/0(z",2) +q)
avec §(2',z) &t et s < t, d'od

1
~kta—(p/0("2) +q)

D’autre part, pour 0 <1< L, on a

(3.6.1) |R{ < §(2', 2kt @O )+a)

g 7 )\ 9H +i
» g+l do(2") 9
(lel’le//’Qh)( ) = —41/ 1 <_‘d0'('z"‘,—)‘) 8<_q+l If(w)
et
23—y |do(2") o7 |
I(Xf,,lx;’,f W)y )( d20(2”)2) ] dJZ ,)!W ~ pal H(Nlacwﬂ(w))

avec de plus, |do] = 1 et |2, —ya| < 6(2', 2). En utilisant (3.5) et le fait que Z¢uy et 8/0¢,
commutent, on obtient alors ’estimation :

|P| < 8(2, z)ete-(p/mta)
donc, a fortiori,
(3.6.2) [P < (2, z)Fto-e/0G"2)+a)

En regroupant (3.6.1) et (3.6.2), on a le résultat souhaité :

I pll Xqu h ‘ 6 l. k+a—(p/®(z",z)+q)'
|(Xz 1tz )(Z)' S k—{-a— (p/@(z",z) +q) (Z z)

En application du théoreme de Taylor (3.3), on démontre maintenant un résultat de
régularité pour les fonctions 2’ + (XI, X7 ,f)(2) et 2’ + (Lg ... Ly, f)(2') comme
annoncé en (2.7 (v)).

3.7 THEQOREME.

On suppose 0 < « < 1/m. On considére f une fonction de A»*(Q), 2/ un point
de type m dans U N 9§ et V un voisinage convexe de z’ dans C?, avec V relativement
compact dans U.

Soient z" un point de V N 04 et (p, ¢) un couple d’entiers naturels vérifiant

i "\+q<k+a
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On a alors

(3.7.1) (X2.X2,0) () = (X0, X5,.0) ()

SO, 2"

ot C(f) est une constante dépendant de f et de la géométrie de Q.
Pour toute suite (3,) de S, ,, on a aussi

(3.7.2) Loy Lopaf) (&) = (Ls, . Loy o f) (2)] < C(HS(, )
ou C'(f) est une constante dépendant de f et de la géométrie de (1.

Preuve : Pour démontrer (3.7.1), on commence par décomposer le terme de gauche et on
a

(Xf',ngf,‘zf) (') ~ (Xf”,ng”gf) (") = Au(#,2") + Aq (2, 2")

Ai(2,2") = (XBy X2, (f = TR0 f)) ()

et
Ao(#,2") = (X2, X3, T f) () = (X5, X5,6) ().

La démonstration se découpe en trois étapes. Compte tenu de (3.2), on peut clairement
se limiter au cas ot on a 8(2', 2") < 81bolg, Ol b1, by et to figurent en (3.1}

(i) Premiere Etape

On estime tout d’abord A;(#',z"). Comme on a supposé 6(2, 2"} < 8;bpto, tout point
z de U2 suffisamment proche de 2" vérifie également 6(2,z) < &;boto. On applique &
un tel point z le théoréme (3.3) en remarquant que les hypotheses sur p, ¢, o entrainent
p/6(z") + q < k et a fortiori p/O(2",2) + ¢ < k. On obtient

(X X0af = TD) ()] 5 82" ) omtriot 1),

On fait alors tendre z vers z” tout en restant dans U™ et on obtient

(3.7.3) |Ay (2, 2")] < 8(2, 2")FHe= (/0"

(ii) Deuxiéme Etape
On désire maintenant estimer A,(z’,z"). Pour cela, on pose

Blz,2,2") = (X2, X0 o (T51f) = (Tiref) © 6 0 671)) (2)

et

1 L.

PO = Y o (XD X0LF) ()G
ieNjeN ©J*
i/mtj<kto

Par définition, on a

Tirf =P o7}
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et donc

(Ti1f) o ga0 ¢ =Po .
On considére {'application i,/ » et les dérivations d/du; décrites en (1.3). Par ce qui
précede, on a alors

B(z,7,2") = 85Q(’P(¢z',z”(u)) — P(u))

u=¢7,(2)
Soit F P’ensemble des familles a = (ai;} de nombres complexes indexées par les biindices
1,7 € N tels que i/fm+ 7 < k+ a.
L’ensemble F s'identifie & C%, ol I'on a posé d = #{(4,§) ; i/m+j < k+a}. A tout
élément a de F, on fait correspondre le polynome
Pu)= 3 aylidd

ieN,JeN
ifmti<kto

On pose alors, pour (z,w,2",a) € U x VI x F,

E(z, w, 2", a) = 8562 (Paltbu,en(u)) — Po(u))

u=¢ 1 (z)
de telle sorte que si o désigne I’élément de F défini par
(3.7.4) af = (Xf,’le,if) (2') pour % +ji<k+a,
alors on a
(3.7.5) B (z,z',z",azl> = B(z,#,2").

La fonction
B UxVIxF — €
. (z7w’Z“7 a) — B(Z’w75"7 a)
est de classe C*°. On a en outre

(3.7.6) B(z,2",2",6) =0

pour tous (z,2”) de U x V et tout ¢ de F. _

Soit alors K un compact de F. En appliquant & B le théoreme des accroissements finis
par rapport & la troisiéme variable, on déduit de (3.7.6) que l'on a

(3.1.71) IB(z,w,z",a)l < Clw — 2"| pour (z,w,2",a) € U x V? x K,

C désignant une constante positive convenable qui dépend de K.
D’apres le lemme (3.2), il existe un compact K de F tel que 'on ait

{¥; 2 eUndQet 6(z)=m} C K.
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On applique alors (3.7.7) avec ce compact K, avec w = 2/, @ = a* et en notant que l'on

a aussi ,
[ = 2" e+ 16 < (G + i)™

S 5(2/’ Z//)l/m_
Compte tenu de (3.7.5), on obtient la majoration
%E(% ZI’ Z”)! < 6(2’, zl/)l/m.

Pour finir, quand z tend vers 2", on constate, compte tenu des définitions, que
B(z,2',2") tend vers Ay(2',z”). On obtient ainsi

(3.7.8) |Ay(2', 2" < 8(2, 2")H™.
(iii) Troisiéme Etape
En regroupant (3.7.3) et {3.7.8), on obtient
[A1(2,2") + Mg, 2] = | (X1 X0af) () = (X2 X0 ) (27)
< C(f)é(z’, zll)min{l,’m,k+a—(p/€(z")+q)}‘

(3.7.9)

L’estimation (3.7.1) en résulte, puisque min{l/m, k+a—(p/8(z")+q¢)} > «. L’estimation
(3.7.2) découle immédiatement de (3.7.1) et de (2.11.3).

3.8 REMARQUES.

(i) Dans le cas @ > 1/m, la preuve de (3.7) fournit un résultat moins bon : sous
réserve que l'on ait ma ¢ IN, on obtient

! Cl(f) / "
(Lo Lopuof) () = (Lor - Lo f) ()] < Fra— (o) s 4

avec, comme dans (3.7.9), # = min{l/m,k + a — (p/0(z") + ¢)}.
(if) Si on suppose @ < 1/m mais §(z') < m, on obtient également une estimation plus
faible, & savoir
(Lo Lo od) () = (L - Ly S) )] < CCR) (161 +151)

pour 2/ = ¢,(¢") vérifiant 6(2") < 6(2') et p/0(z") + ¢ < k + . La preuve consiste
3 reprendre les méthodes précédentes en travaillant avec la pseudo-distance “tronquée”

6% définie & partir de
-1
1 1/v
+(3)") v

v=1 /4 () ) i
My 8 = J
() 8) = (; ( 5
Pour §(z') = v, on a §)(2', 2") = |¢'|” + |(;|. Bien sir, dans ce cas, les résultats ne sont
plus liés de fagon optimale & la géométrie du bord.
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§4. CLASSES C* NON ISOTROPES.

4.1 DEFINITION.

On définit la classe C¥* non isotrope C} (QNU) comme étant ensemble des fonctions
f de C*(QNU) pour lesquelles il existe des réels t; et ay avec 0 < t; <1, 0 < a; < q,
tels que pour tous points z’ de U N 90, z de Uzt,f’af, tout couple d’indices (p,q), toute
suite () de S,q. toute suite (g;) de {—1,1}7*9, on ait

‘(Lﬁwfl e L.5p+qv5p+qf)(z)‘ SClpo, HW <IT(Z)‘7 @( z) * q)
C(p, g, f) désignant des constantes ne dépendant que de p, g, et de la fonction f

4.2 REMARQUES IMPORTANTES.

(i) Soient f dans Cﬁ,";(ﬂ NU) et (I,J) un couple quelconque de biindices. Puisque
i/0(z,z)+j<i+j,ona

(X27) (0] 5 €l W (1 oy +3) < C6 I +3)

en utilisant (2.1.6) et le lemme (2.5). Pour i+ > k+a, il en résulte, quitte 3 augmenter

(6,5, ), | iy
(X5 1) (2)| < C'Gyd, Flr(z)F+om 6

a laide de (2.1.2).
Il est par ailleurs facile de voir que 'on a, pour P, ¢ deux biindices tels que p+q = k+1,

P, PQ P, / \
() = B3 ) (XDOf) ()4 X W) (XTI F) ()
1,7

(4, PQ)

ir<p! i <pl!

<4 ""<a"
ol les bi’? sont des coefficients de classe C* dans U x U. Le premier terme est majoré
comme plus haut par

C'(p, g, Hir()1* .

On peut majorer tous les termes de la somme 37 ; par une constante & l'aide de (2.1.3)
et puisque pour les indices de cette somme on a

1
—  diciai< —1= )
®(z’,z)+]<2+j“p+q l=fk<k+a

On en tire

(2)] < C"(pyq, ()P
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I est alors clair, d’apres un résultat classique de Hardy-Littlewood ([HL, appendice 1,
proposition 2]), que f appartient a CH*(0IN V), ot V est un voisinage de 2%, avec V CC U.
En résumé, on a établi I'inclusion C;,?(Q NU)ycck(Qnv).

(ii) Du théoréme (2.6} résulte le fait fondamental
AR Q) c @)

ayant motivé la définition (4.3). En fait, la preuve de (2.6) est purement locale et I'on
a plus généralement, si V est un voisinage de 2°, A**(QN V) C i (Q N 1), quitte &
rétrécir U,

(iif) Comme on I’a déja remarqué en (2.7 (1)), on peut remplacer, dans les estimations
de la définition (4.1), W (|r(2)], p/O(¢’,2) + q) par W (6(z',2),p/O(Z, z) + ¢). On peut
aussi y remplacer les itérés (Lﬁl . ‘..Lﬁﬂq,gwqf) (2') par les itérés (X59 f)(2), en vertu
du lemme (2.5). En utilisant ces remarques et en reprenant toutes les démonstrations
faites dans les deux chapitres précédents avec, cette fois, des fonctions de C5 (2N U,
on obtient les résultats suivants.

4.3 THEOREME.

Soit f une fonction de Ci3 (N U). Soient 2’ un point de U N 89, (P,Q) un couple
de biindices tels que on ait

(4.3.1)

P
g(z’)+q<k+a.

Alors la limite
(4.3.2) im (XE9F) (2)
z—»z’,zEU;f'a‘f
existe. On la note par abus (X159 f)(2'). De méme, pour toute suite (3;) de S, et toute
suite (g;) de {—1,1}?%9, la limite
(4.3.3) lim,  (Lpey - Loyygepraf) (2)

z—»z'.zEUt,j'af
existe. On la note par abus (Lghs1 ...Lgpﬂ‘spﬂf) (2). Enfin, il existe des fonctions
Yp,e.p,0,1,0 de C(U x U) telles que l'on ait
(4.3.4) (Lover -+ Lopraepsaf) ()= X sepoua(ss ) (XF £) ().

1,7
if8(z")4i<kta

On associe & f, de maniére cohérente avec (3.1), un développement de Taylor non
isotrope

; 1 .
Mif@) = X g (KDaXhaf) (D pour 2 = 6(0).
1,JeN? h
ifmaj<kta
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On a alors, similairement & (3.3) et (3.7) les résultats suivants.

4.4 THEOREME.

Soit f une fonction de Ci (AN V) avec a €]0, 1] vérifiant ma ¢ IN. Soient 2 un point
de U N OO de type m, 2" un point de U N 0N, z un point de U N avec §(2', z) < é;bsty
et z € U:,{’bf, et P et Q, deux biindices tels que p/®(z",z) + ¢ < k+ «. Alors on a

2 g 1
'(Xﬁ’,lXS’,z(f“ TNIf)) (Z)' S kta-— (p/@(z“,z) + q)

§(2', z)kForlp/OL2)ve),

4.5 THEOREME.

On suppose 0 < o < 1/m. On considére f une fonction de Cx5(Q N U), 2’ un point
de type m dans U NN et V un voisinage convexe de # dans C*, avec V relativement
compact dans U. Soient z” un point de V N 09 et (p,q) un couple d’entiers naturels
vérifiant »

8(z")

+g<k+a
Pour tous biindices P, @) de longueurs respectives p et ¢, on a alors
(45.) (X2°5) () = (X221) (")

ol C(f) est une constante dépendant de f et de la géométrie de Q.
Pour toute suite (§)) de S,, et toute suite (g;) de {—1,1}7*, on a aussi

S CNs(, )"

< (N ")

(4'5'2) I(Lﬁhsl s L,@p+q15p+qf) (Z’) - (Lﬂl,sl s Lﬁp+q,5p+qf> (Z”)
ot C'(f) est une constante dépendant de f et de la géométrie de 1.

Les théorémes précédents vont nous permettre de définir une notion de jet de Whitney
de classe C** non isotrope sur une partie compacte £ du bord dont tous les points sont
de type maximal m. Il s’agira ensuite d'établir un théoréme d’extension pour ces jets.
Tout ceci fait Vobjet des points (4.6) & (4.16) gui suivent.

tant donné F une partie compacte de U N 80, on posera

6(z,E) = inf 8(z,2').

z'er
Pour tout point z de & N U, on note  un point de E qui réalise §(z, E), c’est-4-dire,

(4.5.3) 8(z, %) = 6(z, E).

49



4.6 POSITION DU PROBLEME D’EXTENSION DE JETS.

On suppose toujours, dans la suite, que o vérifie ma ¢ IN.

On suppose que E est un compact de U N 9§ dont tous les points sount de type m.

Un jet de Whitney F sur E est défini par une famille {(Fpg) ; P,Q € N*,p/m+¢ <
k + o} d’applications continues sur E, & valeurs dans C.

Le jet F' sera dit appartenir a la classe non isotrope C]Ii;?(E) s’ll existe, pour tous
biindices P, Q) tels que p/m + ¢ < k + a, une constante Cpg ne dépendant que de P, Q
et de la géométrie de (1 telle que Von ait, pour tous 2/, z de E,

(4.6.1) jFpQ(z) — (XP9PFLF) ()] < Crgb(+, z)Feteimso)

avec

PRz = 8 Pl pour 2 = 6u(0).

ifm+j<hta

Par exemple, si f est une fonction de C52(Q N U), alors f définit un jet de CH3(E)
en prenant Fpo(z') = (XL2f)(2)). La continuité des Fpg est assurée par le théoreme
(4.5) et par une adaptation immédiate de la remarque (3.8). En appliquant le théoréme

(4.4) avec 2" = z, ce qui est possible puisque 2" appartient & U:/f’bf N 98, on obtient
exactement (4.6.1), en remarquant que 0(2',.) = 6(z",.) = m puisque 2’ et z” sont de
type m.

Pour F € CI}CV?(E), on se propose réciproquement de construire f dans Cfi}‘;(ﬁ nU)

telle que, pour tous biindices P, Q) avec p/m + ¢ < k + « et tous 2’ de E, on ait

(XI°F) (2) = Fpo(2).

4.7 LEMME DE RECOUVREMENT DE TYPE WHITNEY [CW].

Hexiste y > 1, C > 0 et N € N* tels que, si E est une partie compacte de U 1 99,
on puisse trouver une famille de boules (@Q,,(2:))ien vérifiant les propriétés suivantes, ol

Qi (resp. Q;) désigne Qs (=) (resp. Qo () :

(4.7.1) UnQN\E=Un)nJQ=Un2)nlQ;.
1EN €N
(4.7.2) Crs < 8(z,E) < é pour tout z € (UNQ) N QL
(4.7.3) C8(2, ) < §(z, E) < —é—&(z,E) pour tout z € (U N Q) N QI
(4.7.4) pour tout j € IN, @} coupe au plus N boules de la famille (Q )ien-
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Soit a présent F' € C]’(,?(E) On définit, pour z dans QN U, le polynéme P! par,
PYz) = P3,F(z).

On note ¢(I) et ¢(I) les coordonnées associées & z et & Z.

On a alors z = ¢, {{(1)) = ¢5(C(1)) et

P= Y qfulior

ijmtj<kta

On fixe A un réel positif tel que, pour tout z” € U N 9N, tout z € UL 0 Qx, on ait
I'inégalité §(z", 2z} < Ar, : pour justifier 'existence de A, il suffit de voir que l’on a, pour
de tels points,

8(z" z) m r(z)] < 6(2, E) m
en utilisant (1.3), (1.4) et (4.7).
4.8 LEMME.
On a, pour tout n € IN,
1 1 1
— | g ——.
iT(zn,rn) ml ~ |Log ry)

Preuve : D’apres (4.6) et (4.7), on a 1, & 8(2,, £,). Puisque T2y, 8(2n,2,)) = O(2y, 22,
on utilise alors [T1] (3.4.3) ou [T2] (0.9) pour dire que

1 1 (< 1
T(zn,rn)  ©(2n,%,)| "~ |Log Tl

On utilise alors le lemme (0.9) de [T1] pour écrire

1 1

} B 1
O(zn, 2n)  O(2n,20)

<
~ |Log ra|

et on conclut en remarquant que ©(Z,, z,) = m puisque tout point de E est de type m.

4.9 LEMME.
Soient deux points 2 € UN AN et z € UN QN (Q:\Qn) tels que §(2",z) < Ary,
avec z = ¢, (C(n)) et 2" = ¢,.(((n)"). Alors le champ Z¢(nyry = ($20)H(Kor) sur Qs

s’exprime sous la forme avec

8ty T PO Be;

O En)
ol (n)}

< -/,

(¢r)1)
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Preuve : 11 suffit d’appliquer les lemmes (6.3) et (6.4) de [T1] en remarquant au préalable
que V'on peut, dans ceux-ci, remplacer I'hypothese z € UL par ’hypothése moins restric-
tive §(2”,z) < ¢r ol ¢ est une constante positive donnée. On applique alors ces lemmes
avec 2’ = z, en remarquant que l'on a |r(z,)| < 6(z,, E) & 7, par (1.3) et les propriétés

du recouvrement. On utilise alors le lemme (4.8) pour conclure.

4.10 PROPOSITION.

Soit E un compact dans UNOQ. Il existe une famille (¢, )en de fonctions de C*(ONU)
satisfaisant les propriétés suivantes :

(4.10.1) 0<¥ <1

(4.10.2) Suppypn C @,

(4.10.3) ¢ =1lsur (UNO\E
nelN

Pour tous biindices P, @), il existe des constantes Cpgq ne dépendant que de P, Q) telles
que on a, pour tous z” € U N 08, tous 2 € U N tels que §(z",2) < Ary,

(4.10.4) ]( 59?/171) (z)l < Cpgro/m+e)

Preuve : Nous allons utiliser le lemme (1.4.2) de [Ma]. 1l existe des constantes C7 > 0 ne
dépendant que de I € IN? telles que, si K est un compact de € et si ¢ est un nombre réel
strictement positif, il existe une fonction y. sur C, de classe C* vérifiant

a) xe = 1 au voisinage de K, x.(t) =01 d(t,K) 26,0 < a. < 1.

b) pour tout ¢ € C et tout I € IN?,

i) < 2.
Soit z € U avec z = ¢,,({(n)). On applique une premiere fois ce résultat avec
e = 7(2n,7rn) — T(zn,7n) €t K = {t € C; |t| < 7(z,,7.)} et on obtient ainsi une
premiere fonction ¢f. De méme, en appliquant une seconde fois ce résultat avec les
valeurs ¢ = (y — 1)r, et K = {t € € ; |t| < r,}, on obtient une seconde fonction ¢J.
On définit alors une fonction ¢, par

\

Pa(2) = 7 (C(m)1)#3 ({()2) = ¢n © ¢2,(((n)), pour 2z = ¢.,({(n)).

On a alors trivialement ¢, =1 sur @, ¢, = 0sur @ et 0 < ¢, < 1.
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De plus, pour deux biindices I,J, on a, pour z € UNQN Q% ,
05y (2n 0 62 ) ()] = 1000, #1(C(RI)Oyp5 (C ()2

CiCy
S =Dy o) = r (el

Puisque T{z,,77r,) > T(z,,7,) €t 7(24,1) = 1, on a

(500 770) = 7500 70) = 7o D7) = 2 rfTonm) 2 gl Ton

donc il existe des constantes U7 ; ne dépendant que de I, J telles que

(X2, X7 s ) (2)] < O gy T mmed i),

p:2

A Paide de (4.8), on obtient alors, quitte a augmenter les constantes,
I J (if
I(XZnlezn,z‘Pn) (= )‘ < Cp grEmtD),

Pour 2/ € Unod et z € UNNNQ: tels que §(z",7) < Ar,, on va montrer que
|XZ, 1X i o9n{2)] admet ld méme majoration. On remarque d’abord que Pon peut mon-
trer cette estimée uniquement pour les points z € UNQN(Q:\Q.) tels que §(z", 2) < Ar,
puisque, en dehors de la couronne @Q5\Q,, les dérivées de p, sont toutes nuﬂes et que
P’estimée est triviale pour [ = J = 0.

On évalue alors
gpj) = (8 (wg(n)r/%) (C(”)))

a l'aide de la méthode de récurrence sur p déja utilisée en (3.5), en remarquant que l'on

T owd - do(z" . ‘ e
(‘X;”,I‘X;",Z¢“> (2) = :é(n)",l ((ﬁ:(%) (‘X 230”) © (]5;”) (¢(n))
avec 2 = ¢, (((n)").

En utilisant le lemme (4.9) et le fait que |do| & 1, on obtient
(4.10.5) {(XZI,,’IX;],,QQ.%) (z){ <y grWlmts)

pour tout z € U NQN (Q:\Q,) tel que §(z",2) < Ary,.
On pose alors ¥ = 7 et, pour n > 1,
Yr = Pa(l = 1) .. (1 — ).

Les propriétés (4.10.1) et (4.10.2) sont immédiates. Un calcul simple donne, pour tout
Ny 1+ P =1—(1—¢1)...(1 = @a1). Sion considere z € (UNQ)\E, il existe ¢ tel
que z appartienne & ¢; de sorte que ¢;(z) = 1. Il s’ensuit que 'on a (11 +...+ 9, ){2) = 1
dés que n > i et on a bien (4.10.3).
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Enfin, en utilisant Leibniz, pour z € UNQ tel que §(2", 2) < Ary,, en utilisant (4.10.5)
et les propriétés du recouvrement, on obtient

|(X599.) (2)] < Cpgry®/m9),

Ceci achéve la preuve du lemme (4.10).

On considere désormais, pour z € (U N Q)\E, la fonction

(4.10.6) 9(2) = D a(2)P"(2)

neN
oli les polyndmes P, ont été définis en (4.7).
4.11 LEMME.

Soient deux points 2" € UNdN et z € UN QN Qr tels que 6(2",2) < Ary, avec
= ¢;,(C(1)) et 2" = qp';l(((l)”). Alors le champ Zgyny = (¢:)7 (X 1) sur Q, s’exprime

a 0
sous la forme ——— + Fy——— avec
5‘((1)1 8¢(1)s
|0"E . —(k41)/m
2 g -

Preuve : Il suffit, pour obtenir estimée, d’appliquer [T2}, prop. (2.9) avec 2z’ = %, puisque
Von a §(2",2) < 71~ 6(2,,2) dapres (4.5.3) et (4.7.2).

4.12 LEMME.

Soient P, @ deux biindices. Il existe des constantes Cpg(F'), Cpo(F) ne dépendant
que de P,Q, F et de la géométrie de Q telles que I'on ait, pour tous 2" € UNdQ, z € UNQ,

(4.12.1) l(X}f,”P‘ |\ Cpo(F)
et
- PQ pl l/m .p
(4.12.2) |(XE2P") () = Fra()| < Cpo(F)r) si-tg<kto
Preuve : (Xz,, P F)(z) est de classe C* en z,2” et continue par rapport a 2z’ pour

2 € UN oK, donc il existe des constantes CpQ( ) telles que |(XE2 PE1F)(2)] < Cpo(F)
pour tous z, 2/, z”. (4.12.1) s’ensuit pour 2’ = Z. N
Pour (4.12.2), on commence par examiner AP9(%) = BPQ( o g5 )(C(D)) — FpolZ).

Pour p/m+g<k+a,ona

. nn X I—Pd—-Q
ARy = Y (B s TS
(1,7)#(P,Q) I'J' (I" P)!(J_ Q)
f/m+J<k+a
% > I I> !
Il>pll ]”>q”
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Puisque (I,J) # (P,Q)eti' > p', 7> ¢, 1" 2", j" > ¢" onai/m+j—(p/m+q)>
1/m et donc

IAPQ(EOI < ; zl—:‘ﬁm JHENCU

F/m+q+l/Tn<‘/7n+J<k+a

De plus, & Vaide des relations |C(1)y] < (5, 2)/9C02) m p/™ ¢ 1E(Dal < 8(21,2) = 71, on
obtient l'existence de constantes C7 ;(F') telles que

) Oy (F)rfPImHime < > Cy S (Fyrm

I.J I,J
/m+q+1/m<;/m+]<k+a p/migqtl/m<Lifmtj<k+a

APz

puisque la somme est finie. On a donc obtenu (4.12.2).

4.13 PROPOSITION,

Pour tous biindices P, (), il existe une constante Cpo(F) ne dépendant que de P, Q,
F et de la géométrie de §) telle que, pour tout point 2" € UNIK, tout z € UNQANQINQ;
tel que 6(2",z) < Ary, on ait [a majoration

(413.) (XZE(P" = P)) (2)] < Cpgpyrfte ),

2!

Preuve : Nous allons utiliser une récurrence similaire a celle de (3.4), (3.5) combinée avec
le lemme (4.10). Pour cela, nous allons tout d’abord estimer, pour z € U 12N QF N Q7
la quantité |(XPQ(P” — PY)(2)|. On effectue d’abord le développement de Taylor de
P — P! au point 2 ¢

(P = PY(z) = %o i (KB (P = P) (C(0)
1,J "°

= Si(2) + 5:(2)

Silz)= > I'J‘ ((x&7P™) (2) = Fus(2)) SOV

'/m+;ik+a
et
Sle)= X 5 (XEP) @0

,/m+,’;k+a o

Examinons tout d’abord (X;Q.S'l) (). On a

N 1 .
xPe - N\ s 1J pr —_F (1 I~-PJ-Q
( 2 Sl) (2) zﬁzfm (I—-P}J-Q) <(XZ’ >(z1) U(Z])> ¢

ifme+j<hta

/> I I> i

Z”)p” ]”>q”



La condition de jet {4.6.1) donne, pour z =% et 2/ = Z,
B0 — (XEP?) (3] s 63 2060t

On remarque que l’on a r; & r,, puisque z € UNQNQINQ; et, & Paide de (4.5.2), (4.7.3)
et (4.7.3), on obtient

5(23,,%”) S 5(51,21) + 5(21,2) —+ 5(Z,Zn) + 6(2’”,2,) S .

De pluson a ‘C Hi-PJ- Ql < r “P)/mHi=0 ot on peut donc éerire qu'il existe des constantes
C14(F) telles que

i(Xzf:QSI\) (Z)i < S P keto—(ifm+5) (i—z‘)/mJ.—J—q

T£F,J#Q
i/mti<kta
I> I />q
Il>pll ]/I>q1/

S Cralpyfre i,

I£PJ#Q
i/mty<kta
I>pl ]I> 7
II>pII ]Il>q//

IA

d’olx

PQ ¢ ykta—(p/m+
(X£°8,) (2)| < Cpo(Fyrf o/
car la somme du membre de droite est finie. Examinons maintenant (X;QSZ)(Z). Ona

1

PQ 2 e IJ pn\ (g \FINI-PJ-Q
tfm4y>kta
Comme dans [T2] (2.8) appliqué avec 2" = % et 2’ = Z;, on observe que, pour z =
¢2n(C(7Z))7 .
x . b1 l
¢(n); est un polynome de degré { 0 le géli
et -
x <
¢(n)s est un polyndme de degré { - rrlz :2 ggg:

et en remarquant alors que

(xFpry= % HIT-FHF(ZTL) Oy (n)™"

H,T
himti<kta

et que

o, (é(n){fag(lb{(n)g) =0 sij>t

8” Q:(n)HT - { ) :
v %, (81 (CoEEmE)) =0 sii>h+mi,
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on obtient
(X,%JP”) =0 pour j > k+ a et pour ¢ > m{k + «).

1] reste donc finalement

1 ~
~PQ _ 1 pngs I-PJ-Q
i<ktai<mlk+a)
i/mtr>kta

En utilisant (4.12.1) et le fait que " P/™H™0 < pFe=/mHa) Lo ifm 45 > k+ o, il
existe des constantes C7 ;(F') telles que
(XE98) @< X GBI < o (p)trei

J<k+a,;Y<VM(k+a)
ifmti>kta

puisque la somme est finie. On a donc montré qu’il existe une constante Cpg(F) telle
que

(4.13.2) E(XgQ(P" - pl)) (z)i < CP’Q(F)T;*C+Q—(P/W+Q).

1l reste maintenant a passer de X; 3 XF?. 1 suffit pour cela d’utiliser le lemme (4.11)
afin d’estimer par récurrence sur p la quantlte

(P) — (81J (HPl)l’(Pn _ Pl>> (5(0))

et on obtient alors le résultat annoncé en (4.13.1).

4.14 PROPOSITION.,

Pour tous biindices P, @), il existe des constantes Cpo(F) et Upo(F') ne dépendant
que de P,Q), F et de la géométrie de Q telles que pour tous 2" € UNoQ, z e UNQANQ;
tel que 6(z",z) < Ary, on ait

(4.14.1) }(Xj,Q( - PY) (Z)‘ < Cpo(F)rkte=@im+o)
et
(4.14.2) (X529 (2)] < CpglF) (1 +6(=", z)rremtoimta)).

Preuve: On a g — P! = ¥, en ¥u(P" — P') d’aprés (4.10.3) et (4.10.6). D’apreés les

Siide (AT AN At a o ca Tim: 3 : PQ rpn _ Py, -
propriétés (4.7.4) et (4.10.2), on peut se limiter & estimer (X" (P" — P'))(z) pour
z € UNQNQTINQ7L tel que §(2”, 2) < Ary. En utilisant (4.10.4) et (4.13), en notant pour
cela que l'on a §(27, 2z} < Ary et 7 & r,,, on obtient qu'il existe une constante Cpg(F) ne
dépendant que de P, Q, F et de la géométrie de O telle que

t(Xg’Q (¢"(Pn - Pl))) (2)| < CP,Q(F)rf+a_(p/m+‘1),
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En combinant (4.14.1) avec (4.12.1), on obtient (4.14.2) puisque, pour k-+a—(p/m+q) <

0,0na rzk+ﬂ*(22/m4r4) < 5(21/’2)k+a—(p/m+q)_

4.15 THEOREME D’EXTENSION DE JETS.

Pour tout jet F € Cyj(E), il existe une fonction g dans C22(QNU) telle que, pour
tous biindices P, Q) avec p/m + q < k + « et tout 2’ € E, on ait

(x29%) () = Frg(2").

Preuve : En effet, on a, d’aprés (3.1.1), (2.1.2) et (2.1.3),
W<5,£+q> zlsi£+q<k—i—a
m m

et

w (5, Ly q> v Shro-imta) G Py p o
m m

Puisqu’un point 2z € UL* N QF vérifie automatiquement 8(z",z) < Ary, (4.14.2) implique

P

donc que, pour tout 2 € U N 89, pour tout z € UL*, on ait

. PQ P
(4.15.1) (X2%) ()] < Cra(FYW (Ir(2)], ~tg
et donc

P () < S
(4229) ()] < Crotr (1)l g +0)
puisque O(z",z) < m. A laide du lemme (2.4), on conclut que

On va montrer maintenant que g réalise bien I’extension du jet F. Soit z € Q7. On
a alors automatiquement (2, %) < r;. Les résultats (4.12.2) et (4.14.1) appliqués avec
z" = % nous permettent alors d’écrire, pour p/m + ¢ < k + «, que

(4.15.3) l(XgQg) (z) — FPQ(EZ)’ < 5(;;,E)min{l/m,kJra-(p/m-{-q)}

. . . . » 1
puisque r; & 6(z, E). On fait maintenant tendre z vers z’ un point donné de £ dans U,*.
Dans ce cas, #; tend également vers 2’ puisque

) g

6(2,7") < b8(z,2)+ 8(2,2') < 8(2, ) + 8(2,2)
< 6(z,2').

On va montrer que, pour p/m + ¢ < k + «,

X1%9) (2) tend vers (X%5%g) () quand = vers 2’ dans UY®,
5 9 z z
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Pentier I = I{z) étant toujours choisi tel que 2z € @F. On utilise pour cela le lemme (2.3)
qui nous apprend que
P ~
(X2%) (2} = 3 Tpepeis(in?) (Love - Loy, e, 159) (2)

i+7<p
BES] 5

ee{—1,1}tJ
avec o
Tgerqii(f,2) =0 (5(5152)“(’—’))/"1))

puisque ©(%;,.) = m.
Quand z tend vers 2’ dans UL®, on a deux cas de figure :
ssii/m+j+q<k+a,alors

Fﬁyeﬁp,Qin](%,z) tend vers Fﬁyeqp’Qyiﬂj(Zi,Z/)

puisque I'g. posi; € (U x U) et puisque 2 tend aussi vers 2. D’aprés le théoréme
(4.4}, on obtient également que

(L61,51 oL ng) (z) tend vers (ng1 - .Lﬁm‘sngg) (=)

quand z tend vers 2’ dans UL".
esii/m+j+q>k+ a, alors, puisque g € C]k\,?(Q NU), on a, pour z € UL* N Q5 et
puisque 6(%,2) < 8(z, B) < 6(7', 2),

[Fs,a,P,Q,i,j(éz,Z) (Lﬁl,sl ~--L’B;+J,s;+JL§9) (2)! < 85, 2t ERImG () ykramlilmtive)

< 5(21’ Z)k+a‘(p/m+9)

~

et ce majorant tend vers 0 quand z tend vers z. On a donc montré que, quand z tend
1,
vers 2’ dans U)",

P
(X5%9) () tend vers ; Tpep@ii(#2) (Lsses - Loy eny, L89) (2)
i/mwi?ZHa
BES;
eg{-1,1}%7

et ce dernier terme coincide avec (X%g)(#) : il suffit, pour voir cela, d’adapter la
méthode utilisée en (2.11) & Vaide du lemme (2.3). On a donc montré le résultat recherché.
On peut maintenant faire tendre z vers 2* dans (4.15.3) et on obtient que, pour tous
biindices P, @ tels que p/m + g < k+ « et tout 2 de E, on a

(X:%9) (') = Fro(2),
ce qui acheve la preuve de (4.15).

A Daide de Vestimée (4.15.1) et de (4.15.2), on peut méme, pour la fonction g, obtenir
une estimation plus fine que celle donnée par le théoréme de Taylor.
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4.16 PROPOSITION.,

Soit g la fonction fournie par le théoréme (4.15). Pour tout P et @, biindices tels
que p/m + q < k + «, il existe une constante Cpq(F) ne dépendant que de P, @, F et
de la géométrie de ) telle que, pour tous points 2’ de U N IQ de type m, 2" € U N 5Q,
2 € UNQ avec §(2',2) < b1byt, et z € U™, on ait

2!

(X5, X8 200 = Ti19)) ()] < Cra(F)8(2!, z)Fte-(eim+)

olt T4y a 6té défini en (4.3).

Preuve : Il nous suffit d’adapter légerement la preuve du théoréme (3.3). Les parties (3.4)
et (3.5) restent inchangées. On modifie uniquement la partie (3.6).
On y considere alors I lentier naturel tel que

Poigvi<tia<t v

m m
On a évidemment L < k + 1. On écrit alors le méme développement de Taylor avec
h=g~T% et H* = hod,.. En utilisant pour g I'estimée (4.15.1) au lieu de la définition
(4.1), on obtient, au lieu de (3.6.1),

IRl < 8(=, z)k+a—(p/m+<J)_

1l suffit de remplacer dans la démonstration, pour tout z € £, la quantité ©(7’, z) par m.
De méme, l'estimation (3.6.2) est remplacée par

1P| (2, z)Frorpim)

En regroupant ces deux nouvelles estimées, on obtient bien le résultat.
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§5. ESTIMATIONS DANS LES ELLIPSOIDES.

5.1 NOTATIONS.

Dans toute la suite, on se limitera au cas d’un ellipsoide complexe. On prendra donc
QO =1{z¢€ C%lz|™ 4 |2? < 1} ot m est un entier pair, m > 4. Les points de type m
sont les points z, = (0,€") ol 5 € IR, les autres points du bord sont des points de stricte
pseudoconvexité.

On suppose que les points z, sont dans U pour s €]sg, s1] olt sp et s sont des réels
tels que 5y > sp. On pose alors I =]sg, s1[ et C = {z,; s € I}.

Un calcul simple montre alors que ’on a

e\

(5.11) (0= e+ 5

et
pal€) = Rely + 161 + 716 P

Pour 2 € €%, on pose

(5.1.2) (z) = (olz—?!) = (0,¢),
22
Dans toute la suite E désigne un sous-ensemble compact de C et on considere V' un
voisinage de z% avec £ C V C U tel que, pour tout z € V, on ait #(2) € C. .
Soit v une fonction dans C5°(sg, s1), 'espace des fonctions positives & valeurs réelles
infiniment dérivables & support compact dans |sg, s1[ telle que ¢ = 1 sur I’ = [s}, s}] avec
Sp < 8§ < 8§ < 8 choisis de telle sorte que E C {z;; s € I'}. Pourz € QNVetsel,

on pose

et, pour f € L}(I), .
Pi(z) = 5= [ P(2,9)f(s)uls) ds.

On rappelle enfin une estimée spécifique a Pellipsoide. On obtient tres simplement, par
le calcul, que pour tout 2’ € UN, on a, pour 1 <{ < m,

(5.1.3) [di(2")| ~ |24

5.2 LEMME.
Pourtout z€ VN, ona
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Preuve : Si on écrit ¢.(,)((;) = z avec (; = ({51, (z2), on a, & l'aide de (5.1.1) et (5.1.2),

f 2= Cz,l
(5.2.2) ise
— isz €
29 = €77 + ) Ca2
Cela implique, par (1.3 (iv)) et (5.1.2)
(5.2.3) §(m(2),2) = |z |™ 4 |2g — €77 = |5 |™ + 1 — |z

Soit maintenant s € R tel que 2z, € U. Comme z, est de type m, on a §(z,,2) ~
(Cot|™ + 1G5 2] avec ¢, (C) = z et {5 = ((51,(s,2), Clest A dire

2 = CS.I
(5.2.4)
i85 €
Zg= € + 7@,2
On en tire
(5.2.5) 8(2s,2) ™ |z|™ + |22 — €.

On a donc §(z,z,) > C(J21|™ + |22 — €]) pour une constante C' bien choisie et §(z,C)
inf, C(|z1|™ + |22 — %]} avec |z, — €| = |e™*2; — 1], minimal pour s = s,, donc §(z,C)
Cllz|™ + |z — €*=|) d’olt §(2,C) » 6(z,7(2)). On a donc, en remarquant que 7(z)
appartient a C,

2
2

(5.2.6) 8(2,C) ~ 8(z, 7(2))

et le résultat suit.

Remarque : Si F est un sous ensemble de C, on a alors naturellement, pour tout z € VN,
(5.2.7) 8(z, E) 2 |z|™ + 1 — |=).

5.3 LEMME.

Pour tout s € 1, pour tout z € 2NV, on a

(5.3.1) 8(z5,2) {8 — s,| + 8(7(2),2)
et
(5.3.2) 8(z5,2) ~ |23 — €7,
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Preuve : On reprend les notations (5.2.2) et (5.2.4) pour dire que les coordonnées de z,

dans Q(,) sont
ez's - eisz
(0,2 - '—> .
gisz

On a donc §(7(z), z,) & |e™** —€*|. On obtient alors, par I'inégalité triangulaire, 6(z,, 2) g
Bz, () B(1(2),2) |6 — €] + 6(n(2),2) £ |5 — sa] + 6((2), 2).

D’aprés (5.2.6), on a 6(n(2),z) < 8(zs,2) pour s € I. En utilisant (5.2.3) et (5.2.5),
on obtient |s, — s| < |e¥* — e’ < |6 — | + |22 — €] < 6(n(2),2) + 8(25,2), ce qui
permet d’écrire 8(n(2),z) + |s, — 8| < 6(z,,7) et on a (5.3.1).

Pour (5.3.2), on a, d’aprés (5.2.5), |2, — %] < §(2,,2). On a également [z;|™ < 1—|z[% <
1 — |2o| < |22 — €% pour tout s € I, ce qui permet de conclure.

A toute fonction f de L*(7) et & tout intervalle J, on associe maintenant la moyenne
) = 15 [ fla)ds
NI ’

ou |/} est la longueur de J. On considere Pespace

BMO(I) = {f € L}(I); SJIg;J(if— J()I) < o0}

Une adaptation immédiate des arguments de [BO] {dans un cas tres simple puisqu’ici [
s'identifie 3 un compact du cercle-unité) mene au résultat suivant.

54 THEOREME.

Soit f dans BMO(I). 1l existe une constante C'(f) ne dépendant que de f et de la
géométrie de (O, telle que, pour tout z dans § NV, tout couple (P, )} de biindices,

(5.4.1) (079 P1(2)] < C(F)6(z,m(2)) 0™+,

5.5 DEFINITIONS.

On désigne, pour tout réel r > 0, par N,(E) le nombre minimal de pseudoboules de
rayon r dont les centres sont situés 3 des pseudodistances mutuelles supérieures ou égales
a7, et recouvrant E. (Ce nombre est équivalent au nombre minimal de pseudoboules de
rayon r, de centres quelconques, recouvrant E.) On dira que F satisfait (x) s'il existe
une constante Cg > 0 telle que pour tout 0 < R < 1 et toute pseudoboule Qp de rayon
R centrée sur Q NV, on ait

R
(+) /0 N.(QuN E)de < CgR.
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En particulier, pour R = 1, on obtient [J N,(E)de < oo, ce qui est équivalent & dire que
Logég appartient & L!(condition de Carleson). En fait, en calquant la démonstration
faite dans [BOJ, on vérifie que {*) donne un résultat beaucoup plus précis :

5.6 COROLLAIRE.

Si le compact E vérifie (%), on a

Logér € BMO(I)

De la, on peut établir un résultat crucial pour la suite de cette étude.

5.7 THEOREME.

On suppose que le compact E vérifie la condition (x). Alors il existe une fonction h
holomorphe sur §1 telle que, pour tout z € 2NV,

(5.7.1) |h(z)] = 8(z, E),
et pour tout couple d’indices (p, q),

ortap

57523 %)

(5.7.2) = O (6(z, B)~wim+a))

Preuve : On pose

\ . 1oplde™®z, N
(5.7.3) h(z) = exp (\5; V/I mLog OE(s)zp(s)ds)

pour z € 2. On montre alors (5.7.1) de maniére identique a celle dans [BO].
Pour montrer (5.7.2), il suffit de considérer les dérivées de

o) = [ TBEE) (0,

1 —eiszy

puisque 'on a

) ) 1 1
(5.7.4) h{z) = exp (; (\g(z) - 5/{Log Se(s)g(s) ds>> .
La fonction g ne dépend que de z5. On regarde donc simplement

0
;9;5(2)-
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En vertu du théoreme (5.4), il suffit de se limiter au cas ol on a §(n(z),2) < Aé(z, E)
pour une constante A fixée.
Comme dans [BOJ, on est alors amené a considérer K, = {s,]s — s,| < Aé(z, E}} ol

A est choisie telle que
8g(s) = é(z, E) dans K.

On pose également
6(s) = (~1)%(Log 6x(s) — K. (Log 8z))e™*"(s),

et on remarque que, puisque l'on peut choisir ¢ telle que [ (s)] = O(6(z,, E)™*) pour
tout 2 € N, alors il existe des constantes C; telles que, pour tout s € K, et tout 7 € IN,

69(s)| < Cib(z, B)™.

Il suffit alors, comme dans [BO], de montrer que

é(s)

Pour cela, on procede par récurrence sur ¢. On suppose, plus généralement, que pour
tout 1 <5 < g, tout [ dans IN, on ait

| ¢(l) s ! 1)
'/K_z(—ﬁJ—-)—-ds’:O(&(z,E)( -1.

1-— e’“‘zg)j

=0 (6(z,£)77).

Comme dans [BO], on utilise une intégration par parties, on applique 'hypotheése de
récurrence & 'un des deux termes obtenus et, pour lautre, on remarque que, pour z €
QNV, |z}~ 1 et que, d’apres (5.3.2) et (5.3.1),0on a

ll - e'i(’z+k5(z’E))i e 6((0, 7 C=FNEENY 2) 2 X8(2, E) + 8(z,7(2)) > A8(z, E)
et donc §((0, e~ie==28(=E)) 2} > \§(z, E). On obtient alors bien le résultat d’aprés (5.7.4).

5.8 REMARQUE.

On voit clairement, d’apres les estimations (5.7.1) et (5.7.2), que l'on peut prolonger
h de telle sorte que on ait & € C*(Q\E). Les estimations (5.7.1) et (5.7.2) restent alors
valables pour z € GQ\E.

5.9 PROBLEME,

Soit E un sous-ensemble compact de V' N 9Q dont chaque point est de type m. Un
jet F de CES(E) au sens de (4.7) sera dit d-plat si les fonctions Fipg sont identiquement
nulles sur E pour tous biindices P, Q tels que p” # 0 ou ¢” # 0. On convient alors de
noter Fpg par F,, dans les autres cas (p = |P|=p', ¢ = |Q| = ¢).
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A partir de maintenant, on supposera que E est contenu dans ’ensemble C défini en
(5.1) et que le jet F' de Cﬁ,?(E) du paragraphe (4.7) est O-plat. On cherche alors & trouver
une fonction F dans A**(Q) qui interpole F, c’est & dire telle que, pour tous biindices
P,Q avec p/m 4+ q¢ < k + a et tous 2z’ de E, on ait

(XI°F) () = Fro(2).

On va voir que ceci est toujours possible lorsque £ vérifie la condition (). Pour cela, on
veut rendre la solution du probleme (4.7) holomorphe. La solution g que I'on a obtenue
en (4.15) appartient 3 CHS( N U). On va construire une fonction U telle que

- _“39
8U—h—T

ot h est la fonction holomorphe construite en (5.7) et ot 7 est un réel choisi de telle
sorte gque la fonction A"U appartienne & C**(Q)) et que toutes ses dérivées de poids
p/m + q < k + & s’annulent sur E. La fonction F = g — 4"U sera alors une solution du
probleme d’interpolation dans A®((2).

On posera dans toute la suite
r=k+a.
On considere également la {0,1)-forme w donnée par :
0y
W= -
h’l‘
et on écrit w(z) = wy(2)dz; + wq(2)dz;.

A Taide de la proposition (4.16), on va obtenir, en (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14) de

nouvelles estimées sur g, puis sur dg et w. Les estimées sur w joueront un rdle crucial
dans la résolution du probleme précédent au §6.

5.10 LEMME,

Soit A un réel positif fixé. Soient 2" un point de V NS, z un point de V N tels que
8(2",2) < X8(z, E). On a alors, pour tout entier h, I’estimation

'(X:”JTZ”> (21)1 < 6(z, E)l‘(h“)/m7

ot T,u(z1) a été défini en (1.3).
Preuve : Pour h > m — 1, on a clairement X7, \T,u(2;) =0. Pour h<m—1,0na

X:L’/JTz”(Zl) = Z mdi(z,l)(z] _ Z{l)l-h—-l_

I=1+h
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Puisque 'on a 6(2",2) < 6(z, E), on a

(5.10.1) lor — 2] 5 8(2",2)/°C") < 6(z, B)OE"D) < §(z, E)V™,

De plus, pour 2 <7< m, on a, a l'aide de (5.10.1), (5.1.3) et de (5.2.7),
) = T S (el = 2l 4 [y 6, B,

En regroupant ces deux estimées, on obtient le résultat.

5.11 LEMME (ESTIMEES SUR g).

Pour tous biindices P et Q) tels que p” # 0 ou ¢" # 0, il existe une constanie Crpol(F)
ne dépendant que de P ,Q et F telle que, pour tout point 2 de V N 69, tout point z de
VNQ avec z € U™, on ait la majoration

(X5, X2 09) (2)] < Crg(F)s(z, Ey+o-teimsa)

Preuve : Pour les biindices P, Q tels que p/m + ¢ > k + «, il nous suffit d’utiliser les
lemmes (4.10) et (4.12), la définition (4.10.6) de g et la propriété (4.6.4).

Pour les biindices P, Q tels que p/m + ¢ < k + o, on reprend la conclusion de la
proposition (4.16) qui stipule que I'on a

l(Xj’,lXS’,Z(g - Tﬁ:lg)) (z)l < Cpo(F)b(z, 2y to-t/ma),

Or on a, par (4.7.3) et puisque le jet est d-plat,

4 1 Y ,
Tigle) = 3 sl powr 2 = 6.(0)
i,9EN e

ifmy <kt

et donc, & l'aide du changement de variable holomorphe 1,/ ,» défini en (1.3) et puisque
p"# 0oug” #0,
(X5, X3, Tig) (2) = 0.

On applique alors le résultat obtenu au point 2’ = # figurant en (4.7.2).

5.12 LEMME (ESTIMEES SUR Jg).

Pour tous biindices P et (), il existe des constantes Cpg(F) et Cpo(F) ne dépendant
que de P @ et de F telles que, pour tout point 2" de V N 39, tout point z de VN avec
z€ U, gbo , on ait les majorations

(5.12.1) ‘(Xﬁ?_gg) (2)| < Cpo(F)é(z, E)k+a-((P+l)/m+Q)
1
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et

(5.12.2) [(XPQ ﬁg.) (z)! < Cho(F)6(z, Byfte-loimrart),

Preuve : Soit z € QN U avec z = ¢,#(u). On obtient facilement

8g _ 96 % O,
821 ) N 8&1 “ 851 (Z) + 6U2 )821( )
96 T 96
- 8u1 ( ) 8U2
ot 3 oG ou 8G oa
B9y 2 96 Oy, OG0
75, = gu W5 ()4 5o (W5()
1 G

= u
do( ”) auZ
olt G =go et Tp(z) aété défini en (1.3).
Solent, maintenant, deux biindices £ = (p/,p") et @ = (¢',¢"). Par ce qui précede, il
existe une constante Cpg(F) telle que l'on ait

KX’?,Q ‘9_9) (XE5FOD9) (2)
Z”” 1 [y X ODOT yP-(009+0.1) ‘
S\ ( = ”> (1) ( “ g) (Z)]

< Cpo(F)(|(XIF"%) ()]

+”Z ( .07 ) )(_ 5/—(0,1),Q+<0,1)g)\

=0

1)

Puisque pour un point de Usy 9, 0ona 6(z",2) < 6(2, ), on obtient, & I'aide du lemme
(5.10) et de (5.11), quitte & augmenter Cpo(F),

()

< Cpo(F) <5(z’ E)kta=(lprl)/m+q)

U2y

1

P
+ 3" 6(2, B):- VMg p)Fto-((p=D/mtgtl)
3 b(e, By, ) )

1=0

et on a donc bien (5.12.1)
De méme, on obtient (5.12.2) en remarquant simplement que

Og 1 P,
X502 ) = (X590
( z 652) d0<zu)( Z g)
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5.13 PROPOSITION.

Pour tous biindices P,Q, il existe des constantes Cpg(F) et Cpo(F) ne dépendant
que de P, Q) et F telles que, pour tout point z de V N Q, on ait la majoration

(5.13.1 ore 99 (2)| € Cpo(F)6(z, B)fte(@+1)/mte),
) l 821 )

et

(5.132) 79 (22 )] < ChatFise, Byt oot

Preuve : Pour simplifier, on ne va regarder que le cas P = (p,0), @ = (¢,0), ce qui ne
restreint pas la généralité. Des formules rappelées en (1.3), on obtient facilement que,

pour tout z' de V,
1

a

T = A —TZ’ —————XZ’
5153 | 55 = o= Dotz 2o
K . 0.0} 1 —Q— B 1 X

Ozy  do(#) 2

1l existe 2/ € V N 0Q tel que z € U;ﬁ”bg. On va donc appliquer (5.13.3) avec ce point z'.
On obtient alors facilement,

e [ dg (k) { ) » dg
57792 <8z )( )= > X WH (X2, T(2)) (X leffzJa )( z)

0<i<r hEE, r=1
0<i<pmj Pigstad

ott E,4;; est un ensemble de j-uples kb = (h,)i<,<; d’entiers naturels vérifiant 37, b, =
p—j — 1t et ol chaque y(h) est un coeflicient réel.
En utilisant les lemmes (5.10) et (5.12) avec 2" = 2’ olt 2’ est défini plus haut, on obtient

o (s ’ 1=(hr+1)/m kta—((i+1)/mtq+i)
5757\, ) &) SCrall) 3 | T1 6z BY'7 0 ) 6(2, B)

0<i<p r=1
0<i<p—j
heEp PR

< Cpo(F Z 8(z E)J (p— J—Z+J)/m6(z E)k+a ((+1) ot g4 5)

0Li<p
0<Li<p—7

< (}P,Q( ) (Z’E)k+&—((p+1)/m+q)’

ce qui conclut (5.13.1).
On obtient (5.13.2) de la méme maniere.
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5.14 PROPOSITION.

Pour tous biindices P et (), il existe des constantes Cpq(F) et Cpo(F) telles que,
pour tout point z de V N §), on ait les majorations

(5.14.1) w1(2’)‘ < Cpo(F)8(z, B)~Ym=/n+a),
et
(5.14.2) 079un(2)] < Chg(F)i(z, By~ -0/,

Preuve : On écrit tout d’abord que, pour p, ¢ entiers, on a

orte (1> Z ( ) Z " éﬁt aau+buh )
17 T8 Z a ) au U
027024 b h it " b)eE“ 92 YN
olt chaque E,; est un ensemble de couples (a,b) de (s + t)-uples a = (a,)icucstt €t
b = (by)1<ugs+: d'entiers naturels vérifiant Y55 a, = p—s et T3 b, = g —1 et o

chaque ¥(a, b) est un coeflicient réel.
On utilise alors (5.7.1) et (5.7.2) pour écrire que, quitte & augmenter les constantes,

orta 1
0402} <—h—;>

5+t

1=(an/m+by)
Pq Z Z E r4s+t Z H 6 Z E
z<q ab)EE ,u—

1 ST1— —s)/m —
<o ¥ gy X, A By omai

s<r (ab)EEs,;
< Cpy 3 8(z, E)s/mrt=p/mta)-r,

Quitte & augmenter C, 4, on a donc obtenu que, pour tous entiers p, g, on a
orta [

<C FN-r-(p/mtd)
02807 ( ) ’ S Cradlz, B

Il suffit, ensuite, de regrouper cette estimée avec celles obtenues en (5.13) en utilisant la
formule de Leibniz pour obtenir le résultat.
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§6. UN PROBLEME DE J.

6.1 NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Dans toute la suite, on notera

On donne maintenant, dans un souci de clarté, une notation dont l'intérét apparaitra
dans les calculs qui vont suivre. Soit f une fonction. Pour ¢, j deux entiers naturels, on
posera

; o+ f

S = o),

On pose, pour (,z €
B((,2) = ()% (G — 21) + ()6 — ).

On peut supposer, dans la suite, que w est & support dans V. Avant d’aborder les noyaux
de Berndtsson-Andersson, on a besoin de 2 lemmes. Le premier est extrait de [BCD],
que P’on peut appliquer puisque {2 est convexe de type strictement fini.

6.2 LEMME,
Pourz€8Qet(€Q,ona
(6.2.1) 8(z,¢) = |®(¢, z) = ()] = [®(2, ().

Le deuxiéme lemme est issu de [R1].

6.3 LEMME.
On a, pour tous ,z € §,

Re®((,2) —r(¢) 2 —r(() —r(z) + Xl 21}2 +HG ="+ G — 2|

On déduit alors de ce lemme les résultats fort importants suivants:
19(C,2) = (Ol 2 —r(2) —r(() +[ImB((; 2)]
(6.3.1)
"G = Al G - a4 G -l

pour tous ¢,z € . On a également pour tous {,z € Q,
12(¢,2) =r(Ol 2 —r(z) = () + [Sm(¢, 2)]

(6.3.2)

HG™ G = 2 4 G - A" + |G - 2l
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Ce résultat s’obtient facilement & partir de (6.3.1) en remarquant simplement que Pon a
€™ < iz |™ 2 + |6 — z1/™"% On obtient également, par (6.3.1),

(6.3.3) Ir(O)] g 19(¢, 2) = r(Q)]-

La combinaison de (6.3.1) et du Jemme (6.2) permet d’affirmer que, pour z € 99, ¢ € Q,
on a

(6.3.4) 6= 21l g [@(2, )™ et (G = 2l 5 10, O,
On a facilement, d’apres (6.3.1), pour tous (,z € Q,
(6.3.5) [9(¢,2) = r(O)l 2 1C — 2™

En annexe 3 (en (A3.1)), on montrera que, pour tous {,z € {),

(6.3.6) {(s,( —z) 2 | — 2["™*2

6.4 RAPPELS ET NOTATIONS.

On donne maintenant quelques rappels de {[BA] :
Soient s et @ des 1-formes données par

5= 81d(( — 21) + 52d((2 ~ 23) et Q@ = Qrd({1 — 21) + Qd(( — 22)
ott 81,85 : 0 x 0 — C? sont de classe ! et vérifient

(6.4.1) 15(¢,2)] < el = 2|, (5,¢ = 2) # 0 pour ¢ # 2

(6.4.2) [(s,{ = 2)| > en]¢ — 2%, (€D, z€ L, compact de ©

avec ((,2) = (121 + (22 et ol1 Q1, Q2 : Q) x ) — C? sont de classe C', holomorphes en z.
Soit enfin ¢ une fonction holomorphe d’une variable complexe au voisinage de I'image
de Q x Q par la transformation ({,z) — 14+ (Q, 2 — (), avec G(1) = 1.

On peut alors considérer les noyaux

sAds , . s A dQ
RO — ) + 1

K=G((Q,z~¢)+ 1)@_?:2—

et
1 ., s
P =-3G"{(@,7 = () + 1)(dQ)",

Le noyau P a des coefficients continus dans Q0 x €, K est continu dans © x Q en dehors
de la diagonale et on a d; ., K = P au sens des courants en dehors de la diagonale. De
plus, tous les coefficients de K sont intégrables en ¢ € Q, uniformément pour z dans un
compact quelconque L C Q. Toutes ces propriétés conduisent au théoréme qui suit [BA].
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6.5 THEOREME.

Soit Kop la composante de K de bidegré (0,0) en z, (2,1) en ( et soit Ky, celle de
bidegré (0,1) en z, (2,0) en (. Alors, si f est une (0,1)-forme & coefficients dans C*((2),
on a, pour tout z € 1,

1) = [ FO) A Kox(¢.2) + [ DF(Q) A Koa(,2) =, [ F1C) A Kaol6, ),

Popérateur 9, étant pris au sens des distributions dans Q).

6.6 CHOIX DES NOYAUX.

On choisit

(¢, 2) = 51((, 2)d((1 — dz1) + 52(¢, 2)d( (o — dza)

avec

$1(C,2) = (=r(2))*(& ~ 71) — 8(2, Or(2)™
et

53(C,2) = (=r(2))*(Ga ~ 22) = ®(z, Or(2)™
On obtient facilement
(,¢ = 2) = (=r(2))’|C = 2P + |®(z,Q))?

et on voit donc aisément que s vérifie les hypotheses rappelées en (6.4.1) et (6.4.2).
On choisit la fonction

G(e) = €
et, pour {,z € (3, on pose Q((,2) = Q1((, 2)d((1 — z) + Qa((, 2)d((z — z2) avec
Y= r{()® et Q.(C.2) = r(()®
Q1(C,Z, T‘(() et Q‘(47 J T(C) 5
de telle sorte que
(Q,Z _ <> +1= _T(C) + @(C,Z)

=r(¢)

On a G(1) = 1 et (6.3.3) permet de justifier que G est holomorphe au voisinage de I'image
de & x Q2 par la transformation ({,z) = 14+ (@,{ — 2).

Remarque importante : La forme @ n’est pas de classe C* dans  x Q mais, comme il est
expliqué dans [BA], on peut considérer les formes @, définies en remplagant r par r + ¢,
appliquer le théoréme (6.5) puis faire tendre ¢ vers 0. Le théoréme (6.5) reste donc vrai
pour ce choix de (). Par ce méme procédé, les coeflicients de K sont toujours intégrables
en { € O, uniformément pour z dans un compact quelconque L C 2. Ceux de P ne sont
plus contlnus sur € x Q mais sont intégrables en ( € €.

On obtient ainsi les noyaux

K=KY4+K®
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avec

@ _ —r({) ® sAds
K (@(c,z>—r<o> G E— 2

@ _ )\ sndQ
K 3(@(4,2)—r<<)) 5i=2)

et

On donne maintenant quelques notations qui serviront dans toute la suite. On appellera
K la composante de K de bidegré (1,0) en z, (2,0) en { et Py g celle de P de bidegré
(1,0) en 2, (2,1) en (. On posera alors

K10(¢,2) = Kip1((,2) Az + Ky02((,2) A dz,

Pio(¢,2) = Proa(C,2) ANdzy 4+ Prps((,2) A dz.

L’exposant (i) signalera les composantes issues du noyau K&, pour ¢ = 1,2.

6.7 DEFINITION ET THEOREME.

Soit f une (p,1)-forme (0 < p < 2) & coefficients dans L'{(£)). On suppose que l'on a
(6.7.1) [(Log [r[)Or A f |11 (@)< oo.

Alors lintégrale

T(f)(z) = = [ F6) A Koo(C,2)

existe pour presque tout z € Q et on a T(f) € L} ().
De plus, si p = 0 et si [ cst d-fermée au sens des distributions dans €1, alors on a

OT(f) = f au sens des distributions dans .

Preuve ; Le fait que l'intégrabilité de f et la propriété (6.7.1) entrainent I'existence et
I'intégrabilité de T'(f) est établi en annexe 3. On y montre, en outre, que l'on a alors

(6.7.2) TNy < 11 llzry + 11(Log [rhor A flizsa)-

On suppose maintenant df = 0. On va montrer que pour tout ouvert ' relativement
compact dans Q, on a T(f) = f au sens des distributions dans ¥, ce qui établira le
résultat final. Pour cela, on remarque d’abord que l'on peut construire une famille de
formes (f.)e»0 & coefficients dans C*({2), vérifiant 8f. = 0 dans @, et telles que l'on ait,

(6.7.3) e — fllzvny — 0
(6.7.4) [(Log [r))dr A (f = fo)lloi -2 0,
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(6.7.5) Hgfe”Ll(n) " 0.

La construction de f. est assez classique et a, par exemple, déja été utilisée dans un
travail ancien de N. @vrelid [@]. Pour la commodité du lecteur, on rappelle Pargument
utilisé : on commence par construire localement f.. Dans un voisinage V,, d’un point w
de Q, on pose simplement f. = f * x. ol x.(() = e~*x({/¢), pour une fonction x fixée
positive de classe C* & support compact dans la boule unité et de masse 1. La version
locale (c’est-a-dire avec 2 remplacé par V,,) de (6.7.3) et (6.7.4) est alors un fait classique
de théorie de l'intégration ; de plus dans V,, on a 0f. = (3f) * x. = 0. Lorsque w est
un point de 9§}, les assertions précédentes restent vraies dans V,, N ) pourvu que V,, soit
assez petit et que ’on remplace y par une fonction y, du méme type mais choisie avec
un support contenut dans un céne assez étroit dirigé par le vecteur normal sortant & £
en w. On obtient alors une approximation globale au moyen d’une partition de l'unité
subordonnée & un recouvrement fini de { par des voisinages V, ; la condition df, = 0
dans ' est obtenue simplement en imposant que I'une des fonctions de la partition soit
égale a 1 au voisinage de V.

De la, (6.7.2), (6.7.3) et (6.7.4) montrent que T(f.) converge vers T(f) dans L(Q)
et donc AT(f.) converge vers Jf au sens des distributions dans €2, a fortiori dans (V. Par
ailleurs, on peut maintenant appliquer (6.5) & f,, en remarquant que l’'intégrale de bord
est nulle puisque, par construction, Kq({,2) = 0 pour { € 0. On obtient ainsi

9T(f5) = fe + g,

ou g. est donnée par
0.(2) = [ B0.(0) A Koa(¢.2)

pour z € Q. Il suffit donc, pour conclure, de justifier que g. converge vers 0 au sens des
distributions dans . Soit donc ¥ une (2, 1)-forme de classe C* & support compact dans

V. 0na B
[oens = [ [ 9£00) A Koal¢, 2) Ap(=)V ()dV (2)

Dans I'intégrale double précédente, seuls sont a considérer des couples ((, z) avec z dans
le support de 2, donc dans un compact de £, et { dans le support de df,, donc en dehors
de §. Pour de tels points, on a |Ko1((, 2) A ¢(z)| < 1. Il vient alors immeédiatement

!/95 A ¢1 < 10felln @

et le résultat s'ensuit compte tenu de (6.7.5).

On donne maintenant un lemme issu de [BB].

6.8 LEMME.

Pour f € C3(§2), avec les notations données en (6.6), on a
oT(f) :T(af)+/9f/\P1,o+/95f/\K1,o-
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De plus, si f appartient & cgg(Q), est & support dans V et vérifie 0f =0, alors on a
(6.8.1) T(f) € C*(Q) dans Q.

La preuve de ce dernier résultat est placée aux paragraphes (A4.3) et (A4.4) de Vannexe
4 pour ne pas surcharger inutilement ce chapitre.

Le lemme suivant est élémentaire ; pour le détail de la preuve, on pourra se reporter &
Pannexe 2.

6.9 LEMME DE CHANGEMENT DE VARIABLES.

Soit € un réel, 0 < & < 1. Il existe un réel éy(c) ne dépendant que de m et &, vérifiant
0 < 8o(e) < 1 et tel que pour tout z de VN Q avec |z;] < 1 — ¢, les variables

Ch U = “T(C)v v = \C}m(p((;’ Z)

forment un systéme de coordonnées C* dans {{ ; 6(z,{) < bo(e)}, avec un jacobien
majoré et minoré par des constantes ne dépendant que de ¢ et m, mais pas de z.

6.10 LEMME,

Pour tout réel o avec 0 < o < 1+2/m, il existe une constante C, > 0 telle que, pour
tout réel u > 0 et tout point z € (VN IONE avec |z| < 1/2, intégrale

o .
! ~/5(2,<>5u6(z,g)6(<’E) dv(¢)

vérifie

Jo* < Cy(sup{l, u}é(z, E))Ho/m=e,

Preuve : On pose s(g) = sup{l,u}. On pent se limiter au cas ol ud(z, F) < é(1/2)
ol 6p(1/2) est le réel défini en (6.9). Dans le cas ud(z, E) > &(1/2), il suffit en effet de

remarquer que l'intégrale
[ 8¢ Byrav(o)

est finie puisque on a §({, E) » 1 — (2| et o < 14 2/m. Le résultat est alors trivial.
En utilisant le changement de variable du lemme (6.9), il suffit d’estimer, en utilisant le
fait que {([™ + 1 —[(2l & u+ |G|™ et les propriétés (5.2.7), (6.2.1) et (6.3.1), quitte &
accroitre le domaine d’intégration, U'intégrale

+ [G™) " dudvdV ().
‘/1L+Iv‘+IC1-21|mS}A§(z,E)(u GI™) 7 dudvdV (1)

e Cas 1 <o <1+ 2/m. On intégre d’abord en v pour obtenir

("3 my—a
I < pé(z, E) qu|<1_211"%%(2,@(“+ICli )77 dudV((y).
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On integre alors en u et on obtient

1
Sl o= |m<ub(z,B) |G~

av(G)
avec m(o — 1) < 2. Puisque l'on a
Gl S lal+1G =2l < @+ pM™)é(z, B)Y™ < (s(u)é(z, E)M™,

on a, quitte a augmenter le domaine d’intégration,

1
Oy i — 2+2/m—o
TS ) B) /|<11is<;4>6(2,1~:) GV () = (s()6(z £) '

e Cas 0 = 1. On choisit 0 < 7 < 1/m et on écrit

1
vl - <us(=.BYy (v + |G )¢
On integre d’abord en v puis en u et on obtient

Jl,u < /,L(S(Z,E) / (M‘S(Z’E) + ICl}m)n

= lm<pub(z,5) {afmn

dudvdV (¢,).

JUE <

dvdV{(¢,).

On majore pé(z, E) + [(1]™ par s(u)é(z,E) puis on intégre en {; aprés avoir, comime
précédemment, agrandi le domaine d’intégration ; on obtient alors le résultat.

¢ Cas 0 < o < 1. On intégre d’abord en v puis en u et on obtient

Jo < ud(2, E $(z,E ™o gV,
SobeB) [ (e E) GV ()

On majore pé(z, E)+ (™ par s(u)é(z, E) puis on intégre en (; apreés avoir, comme dans
le cas 1 < o < 14 2/m, agrandi le domaine d’intégration. On obtient alors le résultat.

6.11 LEMME.
Pour tous réels 2 < 8 < 3, tout z € (VN IQ\E tel que |2;] < 1/2, les intégrales

Gy — 212

O<EE) Pz, 0))F

A(; ¢)<AS(2,E) f@(z 9l

av(¢)

_dV(C) et Kp = /5

vérifient

Jp = O (8(z,EP") et Ky = O (8(,E)*7).

Preuve : Comme en (6.10), on peut ne montrer ce lemme que dans le cas ob on a
A(z, E) < 60(1/2) ou éo(1/2) est le réel fixé par (6.9). Dans le cas contraire, il suf-
fit de voir que les intégrales

/ ,zllm -2 dV(C) et/ K.l le dV(C)
50(1/2)<8(2,0)<36(,B) |®(2,()|? 56(1/2)<8(=0)<M(=.B) | @(2, Q)]
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sont convergentes puisque 'on a, dans le domaine d’intégration,
12z, () & 6(2,() = 6o(1/2),

d’apres (6.2.1), de méme que les intégrales
_ zllm-—Z

/ [z1|m i dV(C) et / lCl dV(C\
5(:.0)<60(1/2) |9(2,)] 5z0)<00/2) 1002, 0)F ’

pour lesquelles il suffira, dans les calculs qui suivent, de remplacer A§(z, £) par é5(1/2)
partout.

Supposons donc Aé(z, E) < 6o(1/2). On utilise alors les lemmes (6.2), (6.3) et (6.9) pour
affirmer que

Izlim—Z
J <~/ dudvdV
PR Jutilties-nimenszm (u+ o] + (21" 2]¢ — 21 2)P (@)
* 6=z
K</ LS Bl _dudvdV((;).
f utlHiG —n <z, E) (U F o]+ [{ — z1{7)B (G

o Cas 2 < 3 < 3. On passe en polaire pour obtenir

m—2
[21|™*rdrdf dudy <

J</ / ! dud
T auau.
IR Juglrmrsemy (u o] + o228 R fpuienstey (w4 Jo] )P

On integre en u, puis en v et on obtient le résultat. Pour K, on a, en passant en polaire

m2d
@</ T rdrdd !

< ——————dud
Jelrm<as(zB) (u+ [v] 4+ rm)P ~ fu,MgAs(z,E) (u -+ |v[)p-t e

et le résultat suit.

o Cas 3 = 2. Apres la premiére intégration en polaire, on obtient

b ——dudv.
~ Ju iz, E) U+ [v]

On choisit 0 < n < 1 et on écrit

1

/ ~i—MM</ — dudy
w < 28(2,E) U + |v] ~ Juulers(zE) u (v + [v])17

On intégre d’abord en v et on obtient

n
Jy < (At 28z B))"

™~ Jugr6(z,B) u”

On majore u + Aé(z, E) par 2A8(z, E), puis on intégre en u pour obtenir le résultat. On
procede de méme pour K.
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Remarque : Dans toute la suite, on pourra appliquer les lemmes (6.10) et (6.11) en notant
que, pour tout point z de V' N, on peut supposer |z;] < 1/2.

6.12 LEMME.
Pour tout réel § > 2 et tout point { € V N §, les intégrales

_ G2 - [§ = 2|2
b= [ e gp e Mo = [ S gy 2o

ott do est la mesure de Lebesgue sur 08}, vérifient

Ly =0 (Ir(Q)F) et My = O (Ir(O)P7).

Preuve : On pose 8 = 2+ v avec v > 0. On suppose que |[(;| < 1/2. On peut alors,
utiliser, par symétrie et comme dans le lemme (6.9), le changement de variables

u=-r(z}), ©v=8mbz(), =.

(Dans le cas olt [(;] > 1/2, on a alors [(3] < 1/2 et, par symétrie, on pourra utiliser le
changement de variables (v, v, 2).)

On peut également se limiter & montrer ce lemme en intégrant seulement sur {z €
00, 8(¢, z) < 86(1/2)} ots &(1/2) a été défini en (6.9) (il suffit de voir que, pour 6{(z,{) >
80(1/2), on a, d’apres (6.2.1), |®(z, ()| » 8(1/2)). En remarquant que, sur le bord, on a
u = 0, on combine alors ces nouvelles variables avec (6.2.1) et (6.3.2) pour affirmer que
Ton a

G
Lg < - T - ——dvdo(z )
75 Justemairssos (r(0) T o1 % G TG = sy e )

On passe en polaire pour obtenir

[¢1 ™ 2rdrdf 1

d'U< ————————dv.
flam<so(t/2) (—r(C) 4 ol + G ™2r2)20 = Jpigsoi/e) (—=r(¢) + o)1

L <

On intégre en v et on obtient le résultat. Pour Mg, on a

[(1 — z|™?

Ms < dvd. .
i /ivi+1<1—zllm55o(1/2) (=r(¢) + o] + 1 — 2 fm)?+> vdo(z1)

On a, en passant en polaire

™= 2rdrdf 1

Mg < jf dv < f —
= Jlm<o@2) (=r(C) + ol +7m)2H T Jicsoasa) (—r(C) + [o)H

et le résultat suit.
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6.13 LEMME.
La (0.1)-forme w définie au §5 satisfait

(6.13.1) Hlwllzig) < oo,
(6.13.2) ll(Log [r|)0r Awlip: ) < oo.
et

(6.13.3) H(=r)m20r A wlls @) < oo.

Preuve : La premiére inégalité est évidente & I’aide des estimées sur wy, wy en (5.14) et
du fait que I'on a 6(¢, E) > 1 — |(2]. Puisque (6.13.3) entraine (6.13.2), il ne reste plus
qu’a montrer (6.13.3). Il suffit d’établir la convergence de

_ _ Jm—=1¢/¢ ~1/m 7/
L= [ (ol By mav ()

et

J= | (=r(O)m G BTV ().
cen

D’apres (5.2.7) et le fait que [{|™ < u+ [G|™ < 6(¢, F), il suffit d’estimer 1. On voit
qu’il suffit de majorer

‘= - 1ym=1g¢ M —-1/m
. /‘5(2)0550(1/2)( r(O)TTE(G, E)TYT V()

pour z € E. On peut alors utiliser le changement de variables suggéré en (6.9) et on doit
regarder

/ dudvdV (1)
wtoliG P <se(r/2) ut ™ (4 ¢y )M

On considere alors un réel ¢ avec 0 < &€ < 1/m. On a alors

(w+[GI™Y™ = (a4 G (e + ™)™
> |C1{msul/m—6
dot K < / dudvdV (¢;)
N Jutlelric I go(1/2) ulTE G me

ce qui donne le résultat, aprés intégration en u et en (3.

80



6.14 CALCULS DES COMPOSANTES DES NOYAUX.

On ne calculera ici que les composantes de K et P intervenant explicitement dans la
suite du chapitre. On notera que, pour tout ¢ € (), tout ¢ = 1,2, on a r(¢)% = r({}% et
que pour j # i on a r({)%% = r({)4% = 0.

Ona

81(¢,2)% = 51(¢,2)% = 0,
G = P (67 = )
51(C,2) = 2r(2)r(2)" (G — &) — r(2)77 (5 — Q)r(2)™ = r(2)%8(2, (),
51(¢,2)2 = 2r(2)r(2)2(G = 21) — r(2)™ (22 — (a).

De méme, on obtient

52(C,2)% = 89(¢,2)%2 = 0,

sxaaﬁ=(>nw>, sa((,2)% = r(2)" + r(2)r ()7,

s2((,2)7 = 2r(2)r(2)" (G = &) — r(2)*7 (21 — Q)r(2)?,
52(,2)% = 2r(2)r(2)2 (G — 22) — r{2)7 (22 — (a).-

On peut également calculer

r(O%dG +r(Q4%dG

dQ1<C,Z) = T(C)
r(Q8(r(Q)4dG + r(Q)4 G + r(§)2dG + r(()?dEy)
r(¢)?
ot <P Gogp
2 pl)6262
1Quig,) = U U
Q2 (r()4dG + ()4 dl + ()% dGs + r(¢)2d0y)
r(()? '

Composante (0,0) en z de KV :
On a facilement s A ds = (s1dsy — $adsy) A d((1 — z1) A d({; — z3). La composante (0,0)
en z de cette forme est, en vertu des calculs précédents et aprés simplification,

(s Ads)oo(C,2) = UIN(C, 2)dly A dCy A dGy + U(¢, 2)dCy A dCy A dey

ol I'on a posé
WG =@ (G =20 + (<))
~(G = AW ()" — 8 Or ) )
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et
WG = (e (G =2 7r(@)" = (G~ ) + (-r(2)?)
+6—(;,~§—)r(z)’2>.
On voit done que l'on a en particulier
{6.14.1) (s Ads)op({,2) =0 pour z € IN.
Composante (0,0) en z de K :

On a, de maniére trés simple, s A dQ = (81d@2 — $2dQ1) A d({1 — z1) A d({a — 22).
La composante (0,0) en z de cette forme est égale &

(s AdQ)oo(C,z) = UP(C,2)dl, A dly A dey + UP(C, 2)dEy A dCy A dGa

on Pon a posé

By = SR (GO0 | sl Ar(Q4r()?

\I"l (Cv )‘ T(C) r(C)Z + r(C)2
et _ _ -
W) = 2GAOErO8 _ slCANORE | sl 2)r(Q)r(O%

r({)? r(¢) r(¢)?
Composantes (1,0) en z de P :

On a facilement dQ A dQ = —2dQ1 A dQy Ad((1 ~ 21) Ad(( — ).

Sa composante en d{; A d{; A d(s A dz; a pour coefficient —2@51(()/r3(C) avec

B11(0) = (O (OB +r(O%r(O%r(0)% — ()55 (0).

Notons que Wfl({)@ = 0 en vertu de Pexpression explicite de r et de 'égalité
r(Oer(O%r(O% = r(O%r(Q)8r(¢) = r(OF (1 = |GI™).
La composante en d(; A d(y A d( A dz, a pour coefficient —Q\Iifz(o/ra(() avec
BE5(0) = r(O%r () () — ()24 ()

La composante en d{; A d(; A d{; A dz; a pour coefficient —2W%,(¢)/r*(() avec

U3 (0) = r(Or(Qr(O)% = r(Qr(O%r(Q)F = r( OO r(()2r(Q) 4.
Enfin, la composante en d; A d{; A d{s A dz, a pour coefficient —20F,(¢)/r3(C) avec

UE5(0) = r(O%4r(Q)%r() = r(OFr(O%r(Q)F = r(OPr(O) ()"

- _r(<)<2r(c)42r(c)(xfx_
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Composantes (1,0) en z de K1) :
En notant que, pour 4,5 = 1,2, on a s;((,2)% = 0, on vérifie que

(s Ads)o(,2) = gl()) U 2)dG Ay A dzy + \I’gl,c)m@, 2)d(y A d{ A dzy

ou 'on a posé

\1'101 = 51858 — 828! et 111102 = $185° — S287%.
Composantes (1,0) en z de K® :
La composante de s A d@} en d{; A d{s A dz; a pour coeflicient \111 0.1(¢,2) avec

) _ s (e (0 2(6, (O | s3(¢ )r(Q4r ()
‘1;1,0,1({’2) - - T(C)Z - T(C) + T(C)2 .

En notant que r(()Cg = (, on voit de méme que la composante de sAdQ en d(; Ad(; Adz,

a pour coefficient \If£233( (,z) avec

_aGAr(Q8r(e) | sal6Ar(O0r()
o (o

lI/gz()),2(<7 2) =

6.15 PROPOSITION.

La fonction U donnée par

(6.15.1) U(z) = = [ Q) A Koal¢,2)
est définie en tout point z de O\F. De plus, elle vérifie
(6.15.2) OU = w dans Q

et

(6.15.3) U e C®(O\E).

Preuve : (6.15.2) est une conséquence immédiate de (6.7) et (6.13). Pour I'étude de la
régularité au bord de la fonction U, il suffit de se limiter au cas de points z dans (VNQ)\E
en raison du support de w. En effet, il existe une constante c telle que, pour tout z de
O\V, tout ¢ dans le support de w, on ait I¢ — z| > ¢. On conclut alors & I'aide de (6.3.5)
et (6.3.6).

On pose A = (2C) 7 o1 C est la constante de 'inégalité triangulaire pour 6. On considere
un point z € (VNIN)\E et une fonction ¢ de classe C* & support dans Qxs(.,z)(2), valant
1 dans @ W Ab(z, E)/4\~)

On a alors, par le choix de A,

(6.15.4) 8(¢, E) =~ 6(z, F) pour ( dans le support de ¢,
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puisque 6(z, E) < C(6(z,() + 6((, E)) < 6(2, B)/2 + C8((, E) et 8(C, E) < C(6(¢,2) +
8(2,E)) < 6(2, E).

On peut construire, comme dans la proposition (4.10), la fonction ¢ de telle sorte que
'on ait, pour tous biindices I, J, tout { € Q\F,

| ~ifm—j
(6.15.5) 087 (0)] = 0 (5(¢, B)m7)
On écrit alors
w=uw +o"
ou lon a posé
! a3 g " 3 g \
= 05— t 4 = — ¢ — .
e=8(e8) avr=o{a-nt)
Par des considérations de support, il est facile de voir que
(6.15.6) w' € C5o ().

D’aprés (6.8.1) et puisque 0w’ = 0, T{(w’) est un élément de C*({1).
Posons ensuite, pour £ € {1,

S(&) == [ (6 A Kagl(,6).

Cette fonction est évidemment de classe C* dans ) et on a simplement, pour tous
biindices P, () et tout point { suffisamment voisin de z dans Q {donc en dehors du
support de w'),

0r25(6) = = [ &(¢) N OFOKoo((, ).

La proposition (A4.7) placée en annexe 4 permet alors d’affirmer que S et toutes ses
dérivées se prolongent continfiment en 2. On a ainsi § € C®¥(Q\E) et (6.15.3) s’ensuit
puisque U = T{w') + 5.

Dans toute la suite, toutes les constantes figurant implicitement dans les notations O
ou g dépendent du jet F choisi en (4.7). Pour alléger la rédaction, on oubliera de le
mentionner.

6.16 THEOREME.

Pour tous biindices P, @, on a, pour tout z € 00\ F,

(6.16.1) U ()| = O (5(z, B)~wim+9)).

Preuve : D’apres (6.15.3), on peut se limiter au cas de points z € (V N )\ E puisque,
pour z € JQ\E, on a §(z, E) » 1.
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D’apres (6.15.2), on a OU = w dans § et cette derniere est une forme de C$3(\E). On
peut donc écrire, si p” > 0,

8PV (z) = PO (1)
et on a le résultat par (5.14.1). De méme, si ¢” > 0, on a
8P (2) = BP0V 2)

et on conclut a aide de (5.14.2).
Il ne reste donc plus qu’a considérer le cas oit P = (p,0) et @ = (q,0).
En reprenant les notations de (6.15), on a immédiatement

aP+QU 6}3+

9004 = TBe Pa e+ 2606

ou ’on a posé

" l' 1 ap+q e " ap+q K
Z(W")(2) = lim (_/genw (C)/\Wﬁo,o(@ﬁ)) = */CEQW (ON 5577 5792 0,0(¢,2)
d’apres (A4.7).

On peut appliquer le lemme (6.8) & ' puisque 'on a (6.15.5) et on obtient, en notant
que Ow' =0,

OT(W)(2) = T (@) (=) + [ o(0) A ProlC.2).

On peut itérer le procédé et on obtient, comme dans [BB],
Ty, ,
avec ( arras
Y 2) = T w
M =T\ azag) ¢

et 2 +b d

B o+ OHP o

- Z Z #(CL’baC)d) ceq a(-facg(() A az{azg (C?Z)

1=1 (g,b,c,d)EE;

ol chaque F; est un ensemble de quadruplets d’entiers naturels (a,b,¢,d) tels que, si
t=1,alorset+c=p—1letb+d=qtandisque,sit =2 alorsat+ec=pet b+d=qg-1,
et ot les p(a,b, ¢, d) sont des coefficients réels. En notant que

W = pw + %5(,9 et w’ = (1 - @)w— —&p,

on peut écrire
orray;

(6162) 97 = W)+ Wlgdp/W)(z) + X(pw)(z) + X(gDp/)(2)

+Z((1 = p)w)(z) ~ Z(gdp/h")(2),
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ou les termes W, X, Z sont définis plus haut, la forme w’ ou w” étant évidemment
remplacée par I'argument correspondant.

Par des considérations de support, la forme gy /A" est dans Céﬁ(—) et on peut donc lui
appliquer le lemme (6.8) pour obtenir, en itérant et en notant que 0(gdp/k") = w A Dy,

02T (g0 / k")
028023

(2) = W(glo/h")(z) + X(gp/h™)(2) + Y (w A Op)(2)

oll

- oeth ) K 0,
Ywnbde)n=3, Y vlebed /cen 5(6?5/23 3")(0 4 BZfBz;, 7

=1 (a,b,c,d)€E;

ol F; a été défini en (6.15) et ol les v(a, b, ¢,d) sont des coefficients réels. En se placant
en { point de (2, en dérivant sous le signe somme (ce qui est possible grace au choix du
support de Oy} et en utilisant {A4.7) pour prolonger en z, on obtient également

T (g0p/h7)

RERE (2) = Z(gdo/h7)(z)

et on a donc
W(g0p/h")(z) + X (g0 /h )(2) + Y (w A Bp)(2) — Z(gOp/h")(2) = 0
et en replacant cela dans (6.16.2), on obtient donc

6163) V() = Wpw)(2) + X(pw)(2) + Z((1 - ))(2) = Y(w A Big)(2).

027023
Dans les paragraphes (6.18) & (6.21), on va démontrer les estimées sur ces termes, aprés
un lemme technique en (6.17). Par facilité, on ometira d’indiquer les arguments des
opérateurs W, X, Y et Z ; par exemple, W{pw)}(z) sera noté W.
6.17 LEMME,

Pour tous ¢ € 1, tous z € 89, tous entiers naturels 1, j, on a les estimées suivantes :

(6.17.1) {5,¢ = 214 = O (| 4 [@(z, Q-5
(6.17.2) ((s,¢( — 2252 = O (121](4—1%—2' 4 j@(z’c‘)i‘l*jvé/m) 7

(6.17.3) wi(¢, )% = o (jznfem=t |®(2>C)|2_j’(i+1)/m) ’
(6.17.4) V(215 = O (Jar] B2 4 |z, ¢ 6
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(6.17.5) v,z )%:T(O (1 fC-Dm=i=1 4 @ (2, ) pri=t+0mY
(6.17.6) v (¢, = réy (Jzfom =2 4 e, ()58
(6.17.7) U1 (C, )45 = O (Ja B Im=i2 @z, ()P~ /m) |
(6.17.8) W35, 2)3 7 = O (ja [Fmit @z, )i mY
(6.17.9) WG 25 = 0 (|l o, O
(6.17.10) UR(¢ 24 = O (|| i1 @ (5, P,

(C )?

Preuve : On va se contenter de montrer la premiére estimée, ’ensemble des autres faisant
appel aux mémes techniques et aux mémes calculs.

On peut d’abord remarquer que la majoration par une constante est triviale puisque
toutes les quantités considérées sont bornées. Ensuite, on obtient facilement, a "aide de
(6.3.4), que 'on a

l(lC - Z\z)zizg' < |®(z, Q)P m-Ci/md),

De méme, on obticnt par le calcul ef en remarquant que seule la situation ol 'un des
?
deux entiers naturels ¢ et 7 est nul est & considérer, la majoration

|(=r(2))77

Enfin, & l'aide de (6.3.4), on obtient par les mémes arguments que

< !lem—(Mj+i)-

802, 03] < o2 =054 - [z, O~/

ainsi que
< fa "D 4 (@ (2, )

]m%zg

En utilisant la formule de Leibniz, on obtient alors le résultat cherché, en remarquant
que l'on a, pour a, b entiers naturels

(]Zﬂa + |‘D(Z,C)|a/m) (lzllb + [@(z,(){b/”‘) < 2 (@ (z, 0@t iim,
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Ceci prouve (6.17.1). Dans tous les autres calculs, on utilise aussi la relation
Gl Szl + 16— 2] S Jaaf + [@(2, Q)
ainsi que, dans la démonstration de (6.17.5), (6.17.6), (6.17.9) et (6.17.10), I'inégalité

190
RGIRNEGE

résultant de (6.2.1) et (6.3.1).

6.18 ESTIMATION DE W.

D’apres la remarque (6.14.1), on ne doit estimer que quatre termes, donnés par la
composante (0,0} de K. On a donc

W =W+ W}+ W2+ W}

o), ( ~r(¢) )‘*sl(c,z)r(o@@
== o O a@a ) Tot e O
- () =)\ r(O%(s(G MO8 = 16 O%)
3/ acfacz (@D(c,z)— <c>) [0z, ) Pr(C)? WO,
2 0P (pwn) =r(Q) \' =sil¢,2)r(Q)4C
Wi =3 | Sa (@(@z)—r(@) B Opr() V)
et

) —r(¢) >“v~<<><1(52<<,z>r(<><l — 5 (6, 2)r(Q2)
W2 =3 TR A av(c).
/ 9ctag ( ®((,2) ~ r(C) [®(z,C)2r(()? ©

Estimation de W} : En remarquant que l'on a, pour z € 8Q, s1((,2) = —®(z, {)r(2),
on obtient, par des considérations de support,

wils o) O

N s s ) = r(Q* 12z, O

D’apres (6.2.1), (6.3.1), (5.14.1), (6.15.3) et (6.15.4), on a, puisque |z ™™ < |22,

av(¢).

!
810G ! 18(¢, 2

Wi < 8(z, By Ymoeimag,,
On applique alors le lemme (6.11) et on obtient

Wi| < 8(z, BY! VMRt < 6(z, BRI,
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Estimation de W} : Par des arguments similaires, on a, en notant que pour z € 09,

52(¢,2) = —®(z,{)r(2)™, la majoration
" (pwy) FOPIGL G202 - o220
Vi (
LEE /s(z,chwz,E) ] © 19(¢,2) — () [®(z, () WO
. |\ -1m—p/m=q 1G22 — 2| ™ 250
< 8(z, By Hmp /5<z,<>sm£> TN av(c).

On pose a((,2) = (1™ 212, — |11 2%.(, et on obtient & 'aide du théoréme de Taylor
et puisque |z;{™"! < {772,

(¢, ) = [l 2a(z - &) + 2061~ ja75)|
(6.18.1)
< lal™ s = G+ (16172 4+ 1z ™ )G — =l
En utilisant Pinégalité triviale |(3] < |z1| + [(; ~ 21] et {6.3.4), on obtient
2(C.2)] 5 a0z, O + (G = 2™ + |z ") 0 (2, O/
(6.18.2)
< (G =2l + a0z, O™,
puisque |®(z, ()| < 1. On peut donc écrire, en utilisant le lemme (6.11),

1W:}| < 6(2, E)’l/m_p/m—q(JS——l/m + [{B—I/m)

< 8(z, B)¥/m=,

Estimation de W : Comme précédemment, il nous faut estimer

!Wf i

</ sl | |<>|3 G
e0osen| 800 | BT, 2) = rOF e ©

S Vst a

< 8z, E)HTN (T, + K).
On utilise encore le lemme (6.11) pour obtenir

(W2l < é(z, )71,

Estimation de WZ : Il nous faut estimer
0749y r(OPIG o,

. Lol
2 1=\
;Wz}s/s(z,g)gz\ﬁ(z,E’) atacd [©(¢,2) = () |@(2,¢

ol &((,2) a été défini plus haut. On a |(|™} < 6((, E)Y™ = §(z, E)' =™ d’apres
(5.2.7) et (6.15.3). On a done

z

gy
v

[W§[ < 6(z, B)Y/m-pim=a / la(¢, )] V0,

Jo(z08(,8) |@(2, ()P
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On s’est donc ramené i 'étude déja faite plus haut pour W} et on obtient
W] < é(z, B)Pms,
On a donc établi

(6.18.3) W| < 6(z, E)~?/m1

6.19 ESTIMATION DE Z.

On peut écrire
72=704270427® 4 70

avec, pour ¢ = 1,2,

B 8p+qK(1)(/ 2)
W~ (1= ()i (O)dE A ——20>2 2
Z /CGQJ PO 528

et

o+ B(¢, 2)
827078

2 , ,
,0) menés en (6.14), on est amené

I i RN rN 3
7 = /(EQU — {C))ws(C5dG A

Compte tenu des calculs de composantes de I{((,}()) et K(()

N4 1 B
a évaluer, pour les Zi( ), Pexpression

p+q s
B, 2) = o ( v 2 ),i=1,2

T 55024\ (B(C, 2) — r(0))¥s,C - 2?

et, pour les Zim, Pexpression

G v(¢,2) o
== <<®<c,z> RO )T

ou les fonctions \1/1(.1) et ‘1152) ont été définies en (6.14). En effet, on a clairement

(1}] LAl A3 (1) Z\ 71
(619.1) 12905 [ ey FHOIROF [BG2) v (0)
et

® _ o
(6.19.2) 2015 [, s, OO PG 2] V()

pouri=1,2. On a

(8(C,2) = (O = =THal"ay (2(6,2) —r(O)? = =G
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et il est alors clair que, pour u entier non nul, 7, j deux entiers naturels quelconques, on
a
< G [Hm=n)
~ (¢, 2) — (e
Ja "V + |@(z, O -1/m
o 1®(G2) (et

()

On a donc, en utilisant (6.2.1),

i

(6.19.3) i((@(c,z>1~ r(ow> ik -

(=, ).

o' (|zll¢'(m~l)

Estimation de Z{l) : Il existe des constantes a2:%2:% et des fonctions C'9192:% (¢ 2) telles

Pr:p2,p3 P1,p2,P2
que
(1 — Z 91,942,903 (¥91,92+83
Bl (C’Z) - am»z’z,pacpl,mms(c’ Z)
Pi+p2+p3=p
9+ +a=q
avec
P1,q P2 92
1 22z,

0194 G536 = (Grgmier) mes) | (Pt

On calcule, pour py, ¢z € IN? tels que p, + g, # 0, un développement de
q pPp

1 zfzz;h
Ce terme est égal i
1 7438 i
2 [8(z, ¢ )|iirtas > e b) T] (s, ¢ = 2)Hn"=
15’;::%%;;” ’ (a,b)eE’Tﬂ u=1

ou chaque E, est un ensemble de couples (a,b) de (r + s)-uples a = (@u)icu<rss €t
b = {b,)1<u<rys d’entiers naturels vérifiant @, > 1 pour 1 < u < 7, b, > 1 pour
r+1<uLr4s, U0 ay = pa, T0ES by = g2 et ol chaque ¥(a, b) est un coefficient réel.
On applique (6.17.2) et on obtient que, pour r, s, a, b fixés

T+s b T+S
]_:_[ }((s,{ — )2y ! =0 (].:I (121)(4-bu)m—au + ]@(2,4)14—514-51&/"1)) .

En remarquant que

El r+s

B[S PARLBL O DALY YRRSTELED D DRSS DMsEZY
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est égal &
L

on a montré que l’on a

s

H (( zau fu

On a donc obtenu que, pour p; + ¢, # 0,

=0 (121‘(4(T+s)‘q’)m_m + ]@(Z7C)[4(T+S)—92—pz/m) )

P2 a2

1 7% 1 4
—— = e ' (|, (4 +s) a2 )mp2
((SaC—Z)Q) 15r+§2+q2 B(z, C)[Frar+ds (' 1]
r<pe, 8%y
10 (7, )+ m i)
et on a donc a fortiori,
1 27 % 1
—_— = e Ol IZ ‘(4(T+S)*q'-’)m"‘732
(6.19.5) ((s,{ - 2)2) TSP;;S% [0z, ¢)[r+ir+as ( 1

He(z, Ormemin),

cette estimation restant trivialement vraie dans le cas p; + ¢, = 0. On regroupe alors
(6.19.3) avec u = 3, (6.19.4), (6.19.5) et (6.17.3) pour obtenir

1
Chimm($r2) = Z |®(z, ¢)|THerHastmrar

r<p2,5%92

i ('zli(4(T+8)+2—q2—qa)m—pz—p3—1+p1 (m-1)
+ ®(z, é‘)‘4(T+5)+2*92'Qa—(P2+P3+1)/m+m(1-—1/m)> ]

En reportant tout cela dans (6.19.1), on voit qu’il y a donc 3 types d’intégrales & estimer,
compte tenu du fait que {r({){ < [®(2, ()] :

EA !(4(T+5)+2-Q2‘qa)m—pz—p3—1+p1 (m=-1)

L= av(¢
1 5(2,()2)\5(2,E) !wl (C)' ,@(27 C)’4+4T45+p1+q1 (@)

et
1

L= /S(z,g)zAs(z,E) fr(€)] I‘I’(Z,C)[2+1/m+1’/m+’? dV(()

pour (4r+s) +2—g; = gs)m —p; —p3 =L+ pi(m —1) > 0 et
1
Iy = / dv
27 Jsmozaste, E) ka0 |®(z, ¢)[F+er+astmta (€)

pour (4(r+5)+2— ¢ —q@)m—p,—ps—1+p(m—1) <0,
Pour la premiére intégrale, on utilise un découpage adapté en écrivant
lzl1(4("""5)’}'2“(12—qa)m—Pz—pa—1+p1(m—1)

I = / w
e Z 27 26(2,E)<8(2,0) <271 08(2,E) l 1 [@(Z, C)[4+4T+46+P1+q1

n=0

av(¢).
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A Tintérieur de la couronne Qgn+1xs0:,5)(2)\@2nas(z,m)(2), on a, par (6.2.1), |®(z,¢)| >
2"A8(z, F). De plus, on a, par (3.2.7), || < 8(z, E}/™ et donc

21| < (2"A8(z, E))H™

puisqu’il y & un nombre fini d’entiers n tels que 2®A < 1. On peut donc écrire, puisque
Pitpatps=petataata=g

+oo
I < Z(?”x\é(z,E))_4"4T"“_p"’“ (Qn)\(g(z’E))4r+4s+2—qz—qs—(m+ps+1)/M+p1(1—1/7n)

n=0

I {dV -
S B0V

+o0
= 2Nz, B)) e o [ wr (O)]dV(C).
(Z( ( . }) % §(z,C)S2"+1,\5(zyE)] 1<C)I (s)

n=0

On utilise alors le lemme (6.10) avec ¢ = 1/m et en tenant compte encore du fait qu’il y
a un nombre fini d’entiers n tels que 2"\ < 1, on obtient ainsi

B 1~ n+1 . IWHL/m _ fonygor . \\I+1/m
W dv < (2 Mz, FE ! é £y
/5(27052”“)\5(2’;7) | 1(C>| \C} ~ ( ( L)) o AE AU L))

et donc o
L g 5(2,E)—p/m~q Z(2n)*z>/m—q < 5(27E)—P/m—q
n=0
puisque la série est convergente. Pour la deuxiéme intégrale, & I'aide du méme découpage
et des mémes remarques, on peut écrire

4
8

I < 3 (2726(=, B)) 2 mevim=e [ (V)

by 5(2.0) <21 252, )

Il
<&

et on conclut identiquement. Enfin, pour la derniére intégrale, puisque 'on a |®(z, ()] < 1
et que, dans le cas considéré, ona —4 —4r —4s—p; —q > —2—1/m — p/m — g, on est
ramené au cas précédent.

Estimation de Zél) : 11 s’agit maintenant d’estimer B,S”(g, z). On peut refaire exactement

les mémes calculs qu'au-dessus mals, ce coup-ci, il faut remplacer ‘\Iigl) par ‘J!gl). On utilise
alors (6.17.4) et on obtient alors 3 types d’intégrales & estimer :

](4(r+s)+3-q;—q3)m—pg —pa—2+4p1(m—1)

Lo
/6(z,c)zm(z.E) fe2(C)] |9z, Q)[#HerHisteitn W)

et
1

v/t;(z,()ZAﬁ(z,E) (O] [@(z, )| 2/ mtn/m+q av(Q)
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pour (4(r+8)+3—q —gsym —pr~ps — 2+ p(m —1) >0,

1 ,
A‘(z’c)ZM(%E) o2 (€)1 B(z, )|FHar+istrita aV(()

pour (4(r+s)+3—q2—gs)m —py —p3s —2+p(m~1) < 0. On conclut alors de la méme
fagon qu’auparavant en utilisant le lemme (6.10) avec o = 1.

Pour les deux termes restant, Zlm et Z§2), on ntilise la méme méthode avec les estimées
(6.17.1), (6.17.5), (6.17.6), (6.19.3) avec yu = 4 et I'inégalité, valable pour tout 8 > 2,

Ir(OF I (9]
rQOPIR(C,2) = r(OF ~ [8(0,2) = r(Q)F ~ [8(z,

obtenue par (6.2.1) et (6.3.1). En regroupant dans (6.19.2), on parvient & des intégrales
que 'on estime comme précédemment.

En regroupant tous les résultats, on a donc obtenu

(6.19.6) 7] < 6(z, E)™?/m—9,

6.20 ESTIMATION DE Y,

On écrit tout d’abord Y sous la forme
: ()
Y = Z Z v{a,b,c, d)Ya,Jb,::,d

i,7=1 F,

ol

Y(]')’i _ / 9w A (999 8C+d](1(fgﬂ-.

abed = Jreq  9(rOCE 928028

OnawAdp = (QOEIWQ - ¢52w1)51§1 A dis.

11 est & noter que le support de dy est contenu dans la couronne @62,y (2)\@rs(z,2)/2(2)-

En regroupant (5.14), (6.15.3) et (6.15.4), on obtient que, pour tout { € (V N Q) \ E, on
a

aa+b

(6.20.1) WW&M — ¢w)(Q)| g 8(z, B)TIHmolmt,
1 2

Pour estimer Y,V il nous faut majorer, en utilisant le calcul effectué en (6.14),
a,b,c,d

BS&I(Q Z) = azfazd
2

gerd ( \D(l‘:) (¢
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Estimation de X ;f;c,d 1 A des constantes multiplicatives prés, il nous faut estimer, d’apres
les formules de (6.14) et (6.19),

[N ( ) /8a+b(¢wj) @i(‘clim—2§1)c
2bed P Jo THEOG (B(C, 2) — r(Q))Frer

Pour estimer cette intégrale, on utilise, selon une idée de [BCZ], la formule de Stokes.
On a alors, en remarquant que ¥7;(¢)% = 0 et (—r(() + (¢, 2)) = 0,

U7 (Oav ().

R G (9) L G PO (<Y Y 5 i
Xbeal?) = [ St e Oy e e G A d n dey

(=r(Q) 0 pws) . GGG ”
—/ﬂ 1 aceacttt (®(¢,2) — T(C))3+c+d (Q dav(

La premiere intégrale est nulle puisque —r({) = 0 sur 9Q.
On peut alors réitérer le procédé et on majore

©)

Qe e ) (a2

ebea| < Jy Top | aagrere |- e o0V

On sépare alors les cas.
e Sii=1etj=1,alors on obtient sans difficulté que

WD) 5 161 S 8(¢, B) T & (2, B) T

pour des raisons de support.
On peut alors majorer | X! el & laide de (6.2.1), du lemme (6.10) appliqué avec

o =0 et puisque |(|¢i|"72(1)] < 6(2, E)0-1™) par

8(z, B Hmoalme et dtd) o 5ip EYIHT % §(z, BV Y™ X §(2, B)TY™,
En simplifiant, on obtient, puisque a +c=p~1 et b+ d = g,

X25ealC2)| < 8z, BY P,
eSii=1letj=2 alorsona
9050 < 1GIP™ < 6(C, B)* ™ m 6(2, B)*™
et on peut alors majorer ]Xi’}),c:dj par
8(z, E)TI oo brer k) o (2, B x §(2, B) ™ x §(z, BT

et on obtient, puisque a+c=p—1letb+d=g,

[ X5l 2 )‘S5(Z,E)"p/m‘q.
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eSii=2etj=1,0na
95,0 s 16" < 1™ < 8¢, B) ™ w 6(z, B) AT

et, donc, puisque a+c=petb+d=¢q—1,

X35 ca(C,2)| 5 82, E)77Ims.
e Enfin,sit=2et =2, alorson a

0E,(0)] 5 161™2 5 6(¢, B) 2 w5 (2, B)Hm

pour des raisons de support et donc, puisque e +c=pet b+d=¢g—1,

(X200, )| 5 8z, B)7/me,
On a donc obtenu
(6.21.1) [X| < 6(z, E)P/m-1,

On regroupe maintenant (6.18.3), (6.19.6), (6.20.3) et (6.21.1) dans (6.16.3), ce qui achéve
la. démonstration du théoreme (6.16).

On rappelle maintenant la définition du 8, au sens de H. Skoda [Sk].

6.22 DEFINITION.

Etant donnée une (0,1)-forme f, O-fermée, dont les coefficients sont des mesures
bornées dans ), nous dirons qu’une fonction u € LHOQ) est une solution de Iéquation
Byu = f, si pour toute forme n de degré (2,1), de classe C' dans Q, d-fermée, on a

[ won(¢) = [ £ An(o)
On va alors montrer le théoréme suivant :

6.23 THEOREME.
Soit f une (0,1)-forme & coefficients dans L{(£}). On suppose que l'on a

(6.23.1) [(—=r)H™=18r A Fllzygy < oo.
Alors I'intégrale

HA)(2) = = [ F(0) A Kool¢,2)

existe pour presque tout z € 08 et on a t(f) € L'(99Q)).
De plus, si f est O-fermée au sens des distributions dans {1, alors on a Ot(f) = f au sens

de Skoda.
La preuve du théoréme (6.23) va faire Pobjet des points (6.24) & (6.28) qui suivent.
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6.24 LEMME.

Pour toute (0,1)-forme f & coefficients dans L'({)), la propriété (6.23.1) entraine
Pexistence et I'intégrabilité de t(f), avec

Wt lleey < F @y + 1(=r)™ 100 A flizia)

Preuve : On pose f(¢) = £i(¢)d(, + f2({)d(;. En reprenant les notations de (6.14) et
(6.18) avec p = g = 0, on voit que pour l'existence et l'intégrabilité de ¢(f), il suffit
d’établir que les intégrales V!, V2, V, données par

1 O
W= ook W rc,@@mwm““”‘*

_ Q) IO s
Lm/”5 1 3= BEohE Y e
et
[ 4
Vo= [ fBOr0R = el g

y |32(§,z)r(4)¢1 = 516, 2)r(0)¢|
19(z, O)PIr(O)P?

dV(()do(z)
sont toutes finies. De plus, on aura alors

(6.24.1) Wt eey s V4V + Va.

Estimation de V! : Par simple utilisation de Fubini, on a, & V'aide de (6.2.1),

Wl fsOor [, Beegao

En écrivant 2|1 < |z|™"% < Q™% + |z — (|™7%, on obtient, d’aprés le lemme

(6.12),

Vi s [IAOUIHOREs + M)V (Q) 5 1filleray

Estimation de V* : Comme précédemment, on a, & l'aide de (6.2.1),

|W|sﬂmmw@ﬁLm%§5%?

< felln )

av(¢)
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Estimation de V, : Par Fubini, on a

Vol 5 [ o VR(Or©OR = AR IIOP

« l52(C, 2)r () = 51(C, 2)r(0)%] s
/2659 18(C, 2) — r(0)[12(z, O)]2 do(2)dV ().

A l'aide de {6.2.1) et de P'inégalité (6.18.1) sur «({,2), on en tire

[§y — 2|2 |22

Wil [ 0 A O [ (@(Z,Q,s_lm + ,@(Z,Q,H/m) do(2)aV(0).

On utilise encore l'inégalité |z,|™7% < |¢ — z1/™7% + [(3]™72 et le lemme (6.12) pour
obtenir que

Wl <) [0 A DO P (Ls—rpm + Ms—1ym)dV (C)
< (=)™ A fllpyey-
Compte tenu de (6.24.1), le lemme est donc démontré.

6.25 REGULARISATION,

On reprend ici des arguments déja développés dans [Sk]. Considérons x une fonction de

i

classe C™ telle que [ x{{)}dV(() =1 et telle que x soit & support dans la boule de rayon

1/2. On pose
x=(¢) = e7x({/e).

Pour 4 une mesure (resp. f une l-forme) dans Q, on appellera ji (resp. f) le prolongement
de p (resp. f) par 0 en dehors de £. On considere les formes régularisées f, :

fe zf*Xs-

On considere également ’ellipsoide complexe €2, défini par la fonction définissante 7, =
r +e. Tout ce qui a été fait précédemment avec Vellipsoide ) peut étre refait avec
Pellipsoide €., avec des constantes uniformes en ¢ dans toutes les estimations. On définit
alors, comme en (6.7), une fonction 7,(f.) sur ., puis, comme en (6.23), la fonction
te(fe) sur 9Q,. D’aprés le lemme (6.24), on cbtient

e (fe)]
Par simple utilisation de Fubini, on a aussi
ez S )

O a besoin maintenant, pour finir la démonstration, de 2 lemmes dont la démonstration
est identique & celle des lemmes (8.2) et (8.3) de [Sk].

pea) S Welli@ + (=)™ 200 A folli -
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6.26 LEMME,

Soit y1 une mesure sur Q telle que
il < 4.
Il existe une constante C(Q1), indépendante de ¢ et de u, telle que

1/m=1]~ ] 1/m—1
[ e xelan < 0(@) [ it dlul

6.27 LEMME.

Il existe une constante C({}), indépendante de ¢ et de f, telle que

([lre /=2 [ A F) o xe = B A (F % x0)] ![L](m) < Q)™ fllr -

6.28 FIN DE LA PREUVE DU THEOREME (6.23).
On obtient, en combinant (6.24), (6.26) et (6.27) que, pour tout € > 0,

[[(=re)/™ 287 A fulliee < Ifllorey + (=)™ A fllp)-

On en déduit donc que

lte(f)llzr ey S 1 lltvey + (l(=m)™18r A F

On conclut alors comme dans [Sk]. La suite f. est une suite de formes C* satisfaisant
uniformément aux hypothéses du théoréme (6.23). De plus, par simple application de
Stokes et du théoréme (6.7), on a, pour toute forme n de degré (2,1), de classe C' dans
0., O-fermée

Q)

o, 1NN = [ 50 Anl0)

On peut alors passer & la limite, faire tendre ¢ vers § et on a le résultat.

6.29 NOTATION.

On pose u(z) = t{w)(z) pour z € 0Q. D’aprés le lemme (6.13) et le théoréme (6.23),
onau€ L'09) et

55'[/, = Ww.

Au cours de la preuve de (6.15), on a également établi U = T'(w') +S5 avec T(w') € C=(Q),
S € C2(O\E) et S(z) = — [uw"({) A Kop(¢,2) pour z € OQ\E. En rappelant que

w' +w" = w, on voit donc clairement que

UISQ\E = t(w) = u.
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§7. INTERPOLATION.

7.1 NOTATION.
Pour f € L°(99Q) et z € £, on pose

BM(f)(2) = [ Kau(¢,2)1(C),

ol Kpps désigne le noyau de Bochner-Martinelli :

! ((51 (= 52)0751) A dly A des.

4m?|¢ — 2?

La fonction BM{f) ainsi définie est de classe C*° dans §). Les lemmes qui suivent per-
mettent de préciser son comportement a la frontiére.

Kpm((,2) =

7.2 LEMME.

Soient r un entier avec 1 < r < co, f une fonction de C"(9Q) et soit f une fonction
de C"(C?) telle que f[ag = f. Alors, pourt=1,2,0n a

-5 () = B (3 o]

57 o )dans Q.

[el¢)

Preuve : C'est simplement la formule de Stokes [R2], p.165.

7.3 LEMME.

Pour tout réel o avec 0 < < 1, 0n a

BM (C®*(89)) C C*°(2).

Preuve : Soit f une fonction de (). On étend f en une fonction f de Co (W), ou W
est un voisinage de 8Q dans C? (par exemple, on peut prendre f=fomoum: W — 00
est la projection naturelle).

Pour z e WN, ona

2 pu(r)() = [ 2B g

Jz; on Oz
et ars 8
ORpp _ 9 -
L (G2 = g BM()(z) = 0
car BM(1) = 1. Ainsi, on a

e,

0K
G BM()e) = [ B

() = ),
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avec

(g,

<l¢—2™

et
Q) - f@)| s ¢ =21

On en tire, en notant ¢ la mesure de surface,

0 do(¢)
B A .
57 M(f}(2) S/an T pour z € WnNH
5—_-3!% (£)(2) s’évalue similairement. En définitive, on obtient
%
do(¢)
(7.3.1) IVBM()(z}| S/an T pour z € W N Q.

1l reste a évaluer lintégrale figurant au second membre. Pour cela, on considére une
boule euclidienne B, centrée en z, de rayon ¢ assez petit pour que ’on ait B, C £, et on
appligue la formule de Stokes sur Q\ B, : il vient

/aol?%%‘zzfa&l?%+o</ﬂ\if%>'

Orona

. da(() 1 .
(732) AB! m = 64_a0'(aB5) = 0(5 1)
et

/ do(() / _do(()

OB [ — 2P T UBE | — 2P

otr B est la boule de centre z et de rayon R fixé de telle sorte que l'on ait & ¢ B(£, R)
pour tout £ € 3. Ainsi

(7.3.3) / do(Q) /ER P _ o),

\-B—:' |(‘ _ ZlS—oz Tﬁ—a

En prenant ¢ = d(z,00)/2 et en regroupant (7.3.2) et (7.3.3) dans (7.3.1), on a donc
obtenu

(7.3.4) VBM(F)(2) < E(‘;‘élﬁ)l_—é pour tout z de W N Q.

Il est alors classique que I’estimation (7.3.4) implique BM(f) € C®%(Q).
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7.4 LEMME [HC].

Soit f € C°(89), vérifiant O,f = 0 au sens de Skoda. Alors BM(f) appartient &
OQ)NCQ) et on a BM(f)loq = f.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et prouver le théoréme d’interpolation qui
résout le probléme posé en (5.9) et qui a motivé tout le travail des chapitres 4, 5, 6 et 7.

7.5 THEOREME.

Soient m un entier pair, m > 4, k un entier naturel et « un réel dans [0, 1] tel que
ma ¢ IN. On considére Q Pellipsoide {2z € €2 ; |2:|™ + |z|? < 1} et 2° un point de type
m sur 0. I existe un voisinage V de 2° satisfaisant la propriété suivante :

Soit E un sous-ensemble compact de V N oQY. On suppose que

(i) tous les points de E sont de type m,

(ii) il existe une constante Cg > 0 telle que, pour tout R €]0, 1] et toute pseudoboule
Qg centrée sur ANV, on ait

R
() /0 N.(Qr N E)de < CgR.

Alors, pour tout jet F de Cx3(E), 8-plat, il existe une fonction F de A**({)) vérifiant,
pour tous entiers p, q tels que p/m + q < k + «a et tout point 2’ de E,

(7.5.1) (Xfl,ng',z}—) (2) = Fpe(2').

7.6 COMMENTAIRES.

(i) Les hypothéses sur le compact s’interprétent de la fagon suivante : (7.5.1) signifie
que E est contenu dans le cercle C = {(0,22) ; l22! = 1}. De 14, on peut montrer que
{7.5.11) peut se reformuler en termes d’arcs de cercle : pour tout arc Ig de longueur R
contenu dans C, on a

R
/0 N.(EN Ip)de < CxR.

(il) Le théoréme (7.5) étend le théoréme (5.9) de [BO], valable dans la boule, au cas
de compacts situés sur le bord des ellipsoides.

7.7 DEBUT DE LA PREUVE,

La preuve va se découper en 4 étapes. La premidre consistera & montrer que la fonction
h'u ol u a été définie en (6.29) est un élément de CH*(0Q). La deuxiéme aura pour but
de montrer que P'intégrale de Bochner-Martinelli de la restriction de g — h"U & 9% est
un élément de C**(€)). Aprés un lemme, on montrera, dans la troisitme étape, que la
fonction holomorphe g — h"U est donnée, dans €, par Uintégrale de Bochner-Martinelli de
sa restriction au bord. Elle sera donc, compte tenu de la deuxiéme étape, un élément de
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Ck()). Dans la quatritme et derniere étape, il ne restera plus qu’a montrer que g — AU
réalise bien I'interpolation.

lére étape : On voit, en regroupant (5.7.2) et (6.16.1) et en utilisant la formule de Leibniz,
que l'on a, pour tous biindices P, @,

(7.7.1) 0;’3Q(h’"u)(z)f =0 (6(z,E)k+"“("/m+")) pour tout z de GQ\E.

En particulier, pour tous biindices P, Q) tels que p/m + ¢ < k + «,
(7.7.2) - la fonction 879(h"u) se prolonge continiiment par la fonction nulle sur E.

On applique alors (7.7.1) pour P, @ tels que p+¢ = k+1. On a alors, pour tout z € IQ\E,

AW u)(2)| = O (8(z, BYro-tlmtisi=n) = O (§(z, B)o-+#0-1/m))
(7.7.3)
< 6(z, E)* L.

Soient 2/, 2" deux points de dQ. Pour obtenir le résultat recherché dans cette étape, il
nous faut montrer que, pour tous biindices P, Q) tels que p+ ¢ =k, on a

(1.7.4) |67 (R"u) (=) — BT () (")

|IA__ //[Q‘
SiETE

¢ Casoli on a |2/ —2"| > ¢8(#', E) et |2/ — 2"| 2> ¢6(2", E) ol1 ¢ est une constante positive
choisie.
(7.7.4) découle directement de (7.7.1), puisque 'on a alors, pour 2’ € GO\ E

88 (hru) ()] = 0 (6(2', BYFre-tim+ion) = 0 (§(2', By +0-1m)) < (<, E)*
s izl — Z”|Q’
et, similairement, pour z” € 90\ FE

|07 (hu) (")

S 121 . zllla.

Ces deux derniéres estimées restent valables pour 2/ € F ou 2” € E d’aprés (7.7.2) et
puisque p/m+qg<p+qg=k <k+a.
e Cas ot l'on a |2’ — 2| < ¢6(7, E).

On peut appliquer le théoreme de la valeur moyenne & une courbe dans 30 joignant ' &
2, de longueur comparable & |z’ —2"| et incluse dans la boule euclidienne B(2', c¢6(2', E}).
On choisit alors ¢ suffisamment petit de telle sorte que B(2/,¢6(2', E)) C Qus(,p)(2) ot
A a été défini en (6.15). On a alors, pour tout point z de cette courbe,

§(z,E) ~ 6(2', E)

et on obtient alors, en utilisant (7.7.3), que

ian(hru)(z') - 3fQ(hru)(z”)i < !ZI ___ lel6(z/7E)a~l < !Z’ - e
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e Cas ol 'on a |7/ — 2"] < ¢b(", E).
La démonstration de (7.7.4) est identique & celle du cas précédent.
En regroupant tous les cas étudiés, on conclut que

Ru € CRe(0).

2eme étape : Puisque g € CHY(QNU), on peut affirmer, d’aprés la remarque (4.2), que g
est un élément de C**(Q) et donc, on a montré que

(7.7.5) f=1(g—hU)sa € CH*(0Q).

Puisque Oyu = w d’apres (6.29), on a, pour toute forme 5 € C(IOJ)(Q) telle que Oy = 0,
- — [ whry= / - / Bw A
5q fn /cm IT™ Jog ™ T 917 Jgt 0T
50 qn /Q g AT

u l'on a utilisé, pour la derniere égalité, le théoreme de Stokes sur lellipsoide §2, avant
e faire tendre ¢ vers 0. On a donc

2. O

(7.7.6) O.f = 0 au sens de Skoda.

On applique alors le lemme (7.4) & f compte tenu de (7.7.5) et (7.7.6). Soit F = BM(f)
la fonction holomorphe ainsi produite. Une application répétée du lemme (7.2) montre
que les dérivées d'ordre k de F dans Q) sont données, compte tenu de (7.7.5), par action
de BM sur des fonctions de C™*(9Q). Elles appartiennent donc & C®*(Q) d’apres le
lemme (7.3). On a ainsi établi

(7.7.7) F € AM(D).

7.8 PROPOSITION.
La fonction F définie en (7.7) vérifie

F € C®(Q\E).

Preuve : Compte tenu de 'holomorphie de F, il suffit d’établir que les dérivées holo-
morphes de F (qui sont parfaitement définies dans §1) appartiennent a CO{Q\E). Soit
(3,7) € N? un couple d’indices, 2’ un point de Q\E et soit y une fonction de classe £
dans €2, valant 1 au voisinage de z’ et 0 an voisinage de E.

OnaF =F + F,; avec
Fi = BM(xf) et Fo = BM((1-x)f).
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T,
82102

Par des considérations de support, F; est C*° au voisinage de 2’ ; en particulier,

est continue au voisinage de z’ dans 2.
Par ailleurs, la fonction yf appartient & C=(99) ; on peut écrire

2 (2
M(x —y
21073 193 0

) dans {2,

en vertu du lemme (7.2). On a aussi

O Fe N et
5(154”/ 0<B<1

on a donc .
azH Oﬁ
BM(xf)e [} ¢*(Q)
0z 8 0<f<1

d’aprés le lemme (7.3). En particulier, on a

FHF -

—— € C°(Q).

02402} ®

Le point ' étant quelconque dans Q\E, les considérations sur Fy et F» montrent claire-
ment que l'on a bien

O F =
e (O\E),
02,0z} €CINE)

d’ott la proposition.

7.9 FIN DE LA PREUVE.

3eme étape : 11 est clair que la fonction g donnée en (4.10.6) est dans C*(Q\E), ainsi
que h d’apres la remarque (5.8), et U d’apres (6.15). A I’aide de la proposition (7.8), F
et g — h™U sont donc deux fonctions de O(R) NC®(Q\E) qui coincident sur O\ E ; ceci
entraine clairement

(1.9.1) F=g-hU.

4eme étape : Il ne reste plus maintenant qu’a établir (7.5.1). Soit d’abord 2" un point
de C\E. Puisque F, g et h"U sont dans C®(Q\E), (7.9.1) entraine, pour p, g entiers tels
que p/m+qg < k+a,

(7.9.2) (X2, X0, F) (2") = (X0 X 59) (2) = (K20 X2 KUY ().
On utilise alors les formules (1.3) pour obtenir que, pour p, ¢ entiers, z € {1,

" aas 5i+q+j hU
(32, X2.00) ()= 3, Y wla)do(z qﬂH( )(82 azm>(z)

0<j<p a€EX,
0<i<p—j Pad
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olt B, est un ensemble de familles d’indices (a,) vérifiant S0 _ a, = p— j — i et ol
chaque v(a) est un réel.
On fait tendre dans cette formule z vers 2” et on voit que les seuls termes qui n’annulent
pas

J 6(15

I (5557t
sont ceux qui correspondent a a, = m — 1 pour tout s tel que 1 < s < 5. On a alors
(m—1)j = p—j—1, ce qui signifie que i/m + j + ¢ = p/m + ¢ et donc que

itgtI T
u) (Z”).

02i025%

(7.9.3) (X2, X8,00) (") = Y Y ) (

6<i<p a€Ep 44,5
0L 291125
ifmij+e=p/mtq

Observons maintenant que C\E est dense dans C {dans le cas contraire, E contiendrait
un intervalle et on aurait N.(E) > 1/¢, en contradiction avec (*)).

Soit 2’ € E. On peut donc faire tendre 2 vers 2z’ dans (7.9.2). Les propriétés de
continuité des “dérivées supplémentaires” en restriction & C entrainent que, d’aprés (3.7),

(X2, X2,F) (") - (X2.,X2,7) (),
et, d’apres les théorémes (4.5) et (4.15),

(X201 X220) (") o=, (XD1 X0 00) (2) = Fyul).

2/ —z2!

En faisant tendre 2” vers 2z’ dans le second membre de (7.9.3), on obtient 4 l'aide de
(1.7.2) et puisque i/m +j+g < k+a,
(X2, X8 ,57U) (27) = 0.

2 ag!

Ceci acheve la démonstration de (7.5.1) et du théoreme (7.5).

7.10 PROPOSITION.

Soit E un sous-ensemble compact de V N 05} dont tous les points sont de type m. Si
E est un ensemble d’interpolation pour A¥*(Q), en ce sens qu’il satisfait les conclusions
du théoréme (7.5), alors E vérifie la condition ().

Preuve : On identifie tout d’abord £ avec {0} x £’ ou E’ est un compact de 0ID, ol
ID est le disque unité dans C. On va montrer que £’ est un ensemble d’interpolation
pour A¥*(ID). En suivant [Dy] et la caractérisation de tels domaines, la propriété
d’interpolation entraine la condition (K) “uniform hole condition”, et par ailleurs, la
condition “uniform hole condition” entraine (*) d’aprés le lemme 4.1 de [BO].

On écrira toujours, dans la suite, pour z’, z points de E, 2’ = (0,2}) et z = (0, 2;) avec
z} et 2z, points de K’
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2} et z points de E'. )
On commence par prendre un jet d-plat de classe C%* sur E’, c’est-a-dire une famille
F = (Fg).<k d'applications continues sur E’ telles qu'il existe, pour tout @ tel que ¢ < k,
une constante Cg telle que I'on ait, pour tous 25, 25 de E',
(7.10.1) |Fo(2) = 02 P F(29)] < Colh — 2o+
avec

P%F(z) Z F (25) (22 — 25)°.

_7<k

Le jet définit un jet F= (ﬁpQ)P/m+q5k+a sur F, en posant, pour z € F,
Fpg(0,20) = 0si P#0et Fpg(0,25) = Fg(z) st P=0.

Puisque ce jet ne dépend pas de la variable 2y, la condition (4.6.1) est automatiquement
vérifiée & l'aide de (7.10.1). Il suffit de remarquer que, pour 2/, z dans E, on a |2, — 29| ~
8(2,2) et (XPOPY F)(z ) o9 PZIQF(ZQ) par construction.

Le jet F est §-plat et appartient donc & C 7(E). On peut donc U'interpoler, par hypothese,
dans Pellipsoide. On obtient ainsi une fonction F dans .A**(Q) qui réalise I'interpolation
de F.

11 suffit alors de considérer la fonction F(z,) = F(0, z). Cette fonction interpole F dans
le disque et appartient & A%%(ID).

Ceci achéve la preuve.
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ANNEXE 1
PREUVE DES ESTIMATIONS (2.1.1) A (2.1.7)

PREUVE DE (2.1.1) :

1 gf\
W8, 7) =ﬂ“+/0 st

gl_*_/ol_(_.._(_":f._@_/\_ds

s+ l@)l«{»'y—k—a
< W(ﬂa Y- )‘)
PREUVE DE (2.1.2) — (2.1.3) :
Par un calcul direct, on a
: 1
=1 - Bk+a—'y —(1 kta—y
W(B. ) =1+ (14 8)+=

poury# k+ o Danslecasy > k+a+¢,0na

1 ﬂk+a—’y

1
kta—y _ ktoa—vy « < Zgkta—v
e S A (R iy 5

*—-——7—k—-a_

et Gto=r — (1 4 G)tomy > ghto=y _ (ogkta—y > (1 . gkta=7)ghta=y d'ol lon déduit
(2.1.3). On fait un calcul analogue dans lecas v <k + o —&.

PREUVE DE (2.1.4) :

Immédiate.

PREUVE DE (2.1.5) :

Dans les hypothéses faites, on a sans difficulté
1
T (s BT S (s 4 BT S K (s + B) R
-

pour 0 <s<1,0< <1, dou le résultat.

PREUVE DE (2.16) :

On a

3 ds e (5+/3)’Y’-’7
/0 (s 1 B)+i-Fa '/0 (s +5)1+’y’-k-—ads
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avec (s + )™ < 277, d'olt

o ds
W(B,v) <1427 /0 1Ak

< 2TW(B, ).

PREUVE DE (2.1.7) :

On a

K B 1 (5 + 5)—K’/!Log el
1% (5’7+|_L@B—I) —1+/0 m;mx:ds

avec (s 4 B)7K/lbes Al < g=K/llog 8] — & ooy

) y _{{_‘~ pK I————-——————ds
W (/ﬁ v -+ oz ﬁf) <l+e /0 (s + f)Fr—*—a
< SW(B, 7).
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ANNEXE 2
Pour z € 99, on considere la transformation
F,: CP~R' — R*
¢ = (G u((),v(6))

ol
G =&+,
u(() =-r(() =1~ 1GI" =[G/
=1-1GI" - & -3,
v(() =Sme((2) = Sm (r(()* (G — 21) + (1% (G2 — 22))
= G(21,01) + Sm((((r — 22))
= G(21> () - %m(fzzz)
= Gla1, (1) ~ y2ba + z2ma.
Le Jacobien J,(¢) est donné par
10 o0 0 {

01 0 0
* & ~26 —3npy

J:(¢)

R T3

~2(2283 + n2y2)
“2%8(22(_:2).

i

Onalz— Gl <1z = <ablz, )™ don
|26 = |22*| < culzal6(z, )V

et
Re(zala) 2 |2 (J2a] — c16(2, O™ .

On suppose |z1| <1 —¢,avec 0 < e < 1. On a alors |z,]2 > 1 — (I—&)" :=d(e) > 0.
Soit .
yile)
C(E) = (*——2—6-1—) .

On a clairement .
6(2,0) < e(e) = Re(%0) > §d(6)'
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En résumé :
‘le <l-¢
8(z,¢) < e(e)
{On a aussi, trivialement, |J,(()} < 2.)
La version & parametre du théoréme des fonctions implicites stipule qu’il existe alors o(¢),
ne dépendant que de ¢ et vérifiant 0 < &(e) < 1, tel que pour tout z avec || < 1 —¢,
'application F, définisse un systéme de coordonnées locales pour { € Qg,()(2).

}—‘—‘# 120 > d(e).

Remarque : L’injectivité de la transformation peut étre vérifiée “a4 la main”.
Soient z,({,{’ avec

z€ |z <1—¢
8(z,¢) < ele) et F({) = F.({).
6{z,¢") < e(e)

On a immédiatement {; = {J.

Les relations
{ G = 1= |G™ = u(()
Sm((z) = Gla, G) —v(()

permettent d’en tirer

{ Gl = 1G]
Sm(lrz) = Sm({hee)
et donc _ .
Re((2z2) = £Re((322)
{ Im(Goze) = Im(G2).
17 cas : Re({225) = Re((hz;). On a alors (pze = {52z avec 23 # 0 dott (o = (.

9eMme (o Re(Crzo) = —Re((lzo). On a alors Gozp = —((hz) = ~ (37,

Montrons que ce cas est a exclure. Dans la situation considérée, on a

_ ] _
=Gl = o+ 02 = =05 + Gl
23 |22]
1 -
= Tl 12%6(22@)1 > 2 (lz2] ~ c1d(2,0)™)
> \/d(s)
en vertu des calculs déja faits.

On a aussi

PRy
lzz - Czl < 015(2,01/7” < \/d;s)

=
22~ (] < bz, ¢ < YE2

2
ce qui est évidemment contradictoire avec 'inégalité précédente.
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ANNEXE 3.

A3.1 NOTATIONS.

Le lemme (6.3) nous permet de dire que, par symétrie, il existe une constante ¢ €]0, 1
telle que, pour tout {, z € O,

Red(z,() —r(z) 2 c(—r(z) —r({) + leim_zlﬁ - 21]2 FlG =™+ - 22[2)
et donc
(A3.1.1) 8(z,O)f = (1 = e)r(z) + e(=r(O) + a2 — 21 + G = 2™ + G2 = 22f).

On va donner maintenant un découpage de  inspiré de [Me]. Pour ( fixé, on note E¥,
E% et Ef les 3 ensembles suivants :

Ef={zeQ; |G[" G —al’+1G —al™ + 16— 2l > —2(1 - ¢/2)r(2)/c},
ES = {z € \Ef; —r(¢) > —2(1 — ¢/2)r(2)/c}

et
= O\(E{ U ES).

On peut remarquer que, pour tout z € Ef U ES, on a
(43.12)  [0(= 012 =r(0) = r(=) +GI" G = B 4 (G = " 4 e -
puisque, pour z € Ef,

(L= () + el 6 — 2l 16— al" + [ = ) 2
—5r(@+ 5 (al G = Al 4 16 - a4 G - 2f)

et, pour z € Eé,

c
(1= O)r(z) = en(Q) 2 ~5(r(0) + r(2)).

Pour z € E§ , on a simplement

G20 =z + G = 2™+ G = 2f* < =2(1 = ¢/2)r(z)/c

—7(¢) £ —2(1 = ¢/2)r(2)/c.
On va maintenant montrer (6.3.6). On peut remarquer que, pour z € Ef U E§, on a,
d’apres (A3.1.2),

(. ~2) 2 10(z, O 2 I¢ — 2"

et pour z € E$, on a (8,(=2) > (=r(2))*¢~2|* avec —r(z) 2 |(— z{m d’apres (A3.1.3).0n
en tire que, pour tous ¢ et z de §, on a

(,{ —2) 2 ¢ — 2*™*2.

(43.1.3)
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Le lemme qui suit est élémentaire et a une démonstration similaire & celle de (6.9).

A3.2 LEMME.

Soit ¢ un réel, 0 < e < 1. Il existe un réel §y(¢) ne dépendant que de m et ¢, vérifiant
0 < 65(e) < 1 et tel que pour tout { de VN Q avec |1} £ 1 — ¢, les variables

(A3.2.1) z, p=Re®(z,(), ¢q=ImP(z(),
(A3.2.2) 7y, u' =-r(z), ©v=9md((,2)
et

(A3.2.3) zn, uw=-r(z), g¢=%md(z])

forment des systémes de coordonnées C*° dans {z ; 8(¢,z) < 64(e)}, avec un jacobien
majoré et minoré par des constantes ne dépendant que de € et m, mais pas de (.

Voici maintenant un lemme dont la démonstration est immédiate.

A3.3 LEMME.
Pour tous réelsa >0, >0, R>0,0n a

'R dz 1
)y e <

A3.4 LEMME,

On a ~
HT (W)l @y < llwllz@y + ||(Log Ir])or A wli q)-

A3.5 PREUVE.

On va estimer

= '/Cen -/zeQ 'W(O A Ko(¢s Z)‘ dV{2)dV({)
puis

J= /(GQ /en w(¢) A KE(¢,2)] dV(2)av (C).

Puisque w est & support dans V, on pourra n’intégrer en z que sur V puisqu’il existe une
constante ¢ telle que, pour tout point z € Q\V et tout ¢{ dans le support de f, on ait
|z = {| > ¢. Comme les intégrands que 'on estime ont des dénominateurs dans lesquels
apparaissent seulement des puissances de ®(¢,z) —r({) et de ®(2, (), on pourra conclure
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a I'aide de (6.3.5) et (6.3.6).
A ( fixé, on pourra méme n’intégrer en z que sur V N Qs1(1/2)(¢) puisque, pour z €
V\ng(l/g)(o on a §(¢,2z) > 63(1/2) et donc |[( — z| > 1. En utilisant alors (6.3.5) et
(6.3.6), on conclut de méme.
Par abus, on appellera encore, pour j =1, 2, 3, Eg Pensembie E¢ 2 11Qs1(1/2)(C) en reprenant

les notations de (A3.1) et (A3.2).
Dans toute la suite, on sera amené & découper les intégrales selon les ensembles Ef et,

s ’ R TTI . N
pour une intégrale I donnée sur ), on notera I% Pintégrale restreinte & Ef

Estimation de I : On veut montrer que | < llwl|L1(qy- Il nous suffit, pour cela, de majorer
par une constante l'intégrale

]1 = /
zeV

L’expression de (s A ds)oo donnée en (6.14) montre que
(s Ads)ool < (=r(2))*(IC ~ 2+ |8(2,O)) 5 (=7(2))*[¢ — 2]

par l'inégalité élémentaire |®(2,()| < |{ — z|. On est donc ramené a majorer 'intégrale

=r(¢)

* L (r(2) — o] ]
3.7 -0 W)

L= (=rG) = 2P + Bz PP

¢
Regardons tout d’abord IQEl. On peut écrire, en utilisant (6.3.3), pour ¢ réel tel que
e < 1/m et & Vaide de (A3.1.2),

B _ (=r ()¢ = 2ldV(2) (=r(2)|C = 2dV(2)
f /E<< ZrPIC = 2P+ 180z O © Jas (Zr(2) B[ — 218z, )P
dV(z)
S ot o) + [9md(5, O] + 6 = )Pl — ]
clV(z)

< .
= JBf (—r(2) + [Sm®(z, O] + |G~ & |™)* e |G — e
A T'aide des coordonnées données en (A3.2.3), on peut donc écrire

B du'dgdV (z;)

2

< 7 1 ) —_— £
v el -algsM (U gl + |G = |G - e

ot M est un réel suffisamment grand. On intégre en u', puis en ¢ pour obtenir

ES M+ K‘l — | )
L </ ———dV(z
27 8 Ki—zl<M  [( — zq]ttme (21)
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qui est borné indépendamment de 2, puisque me < 1.

Dans Ef, on a encore (A3 1.2) et on peut donc faire les mémes calculs pour ]2 .
Pour intégrale sur ES, on peut écrire

—r({{)
®(¢,2) — (<)
o -r(() 1 ~r(z)dV(z)

s /E§ 18(¢,2) - T(C)‘ ((=r(2))*[¢ — 27 + |@(z, {)[2)>/*

s —r(z) X —r(2)|¢ — 2|dV(2)
=r(2)[¢ = 2|((—=r(2))2|¢ — 22 + |@(2, () |2)3/2

g
I?

~ <
Eg

D’apres (6.3), on a ‘
- [
’ ,(I)(C7Z) =T g)

et on a donc, puisque —r{z) > —r({) dans ES,

E§ —T(C)dV(Z)
B8 o 0P - P+ R OP

._/

< —r(()

—r(z

On utilise alors les coordonnées (2, p, g) pour obtenir

75 / ~r({)dpdgdV (zy)
S ala—zigm ((=r(0))%¢ = 21]* + p? + ¢2)¥/?

ou M est un réel suffisamment gra‘nd. On intégre en p puis en ¢ et on a, & partir de

(A3.3),
e —7(¢)dV (=) dV{z)

e '/I<1—21|§1\4 ((=r(O)2¢ — =n|2)/2 - /K““'SM G ==l

qui est borné indépendamment de (.

Estimation de J : On va établir 'inégalité

J g lwllz @y + H(Log |r)or A wllzaay-

1l nous faut estimer, en suivant la remarque faite plus haut

| —r(¢ * on(Q)s1(C 2)r(Q)9% + wy(()sa(C, 2)r(() 4
5 oo o579 2| g e v
et
_ “T(C) 4 |82(C,Z)T(C)Cl _ sl(CVZ)T(€)<2i i
J2 =/<EV’BM“’(O!/M 80C.2) = (0] IREPTGE dV (z)dv(().

Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que les intégrales Ly, My, L, et M, données

par
_ —(Q)
b=/

CI)(C, Z) - 7’(

(r@fIC o]
o L)
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—r(Q) 180 Ol ()7 + ()44
567 - 0| Q=g
R O ( r(2))?I¢ — 2|dV (2)
Lz"/zevlw,z)—r )| (5,0~ 2)[8(C,2) = r(O)?

-0 [ BEOIeGAl

M, =
: /zev &((,2) —r(Q)] (s,( = 2)®(¢,2) —r(O))?
vérifient Ly <1, My <1, Ly < 1 et My < [Log [7({)||. On obtient trés facilement

M1:

2V

et

N

(_T(z))QK —z[ dV(Z)

L8 ) (G Ore =2 F + 12 0PB(E ) = (0]

dV(z)
S/wcl—zlu@( S

On utilise les coordonnées (A3.2.2) pour écrire, & aide du lemme (6.3),

i du'dvdV (z)
I <
e -/u'»lvi»léx—ulsM (G = al(u + o] + 6 = z1]™)
/" dv'dvdV (z)

wllla-alsH [ — 2a|ut/2[oft/?
qui est borné indépendamment de (.
Ona

M < [2(z, Ol(r(z)™ [ + \T(C)ml)dv(z) o [ U2+ (94 )aV(2)

B (s,¢ = 2)|®((;2) —r(Q) ~IE 19z 0110 2) = (O]
En passant aux coordonnées (A3.2.2) et en utilisant (6.3.1) et (A3.1.2), on obtient
(I(Im 2_Lif_7|m 2\

<
~ Ju ol im e —a PG —an medm (W o]+ 1G] G - o P+ |Cl - z™)
y du'dvdV (z;)
(W + |G — 2+ G — ™)

olt M est un réel suffisammment grand. Soit 0 < ¢ < 1 un réel. En écrivant que

o+ ol + GG = Al G = al™ 2 W+ GG - ) G = ™) R

£
£y
M;

on obtient
< (G2 + |G — 21 |™ ) du'dvdV (z)
Jur ot sl - i (' + G2 G — 22+ G = 2 ™)l

On intégre en v, en »' pour cbtenir

M (1612 + |6 = =" 2)dV (21)

~ -/lcl|”-2|<1—21I2+l£1—z1|"‘5M (G2 = 22 + 16— 2 ™) e
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On intégre alors en z; en passant en polcure comme en (6.12) et on obtient le résultat.
La methode ne change pas pour Ml .

Pour M1 , on peut écrire

. ) [P V)
M8 e |32 - Q)| Bt = 2 P(0)]
§ ) [ v (z)
S Jes [ - r0)| =G — alr Q)

Puisque —r(z) » —r(() dans le domaine d’intégration, on a, & I'aide du lemme (6.3),

4

5 [ | V()
b S [0(C ) = (O r(626 - 2l
< av{z)
~ IR [ z) = ()
Avec les coordonnées (u/,v,2;), on a
du'dvdV (z;)

» |
= Ju ol ent G = z(o 4 o] + ]G - 2 f)?
Apres une premiére intégration en v, on obtient

E3 du'dV(z)
< .
~ /u',lcl—zumsw 62— zl(v + G — 2 ™)

En écrivant, pour £ réel dans ]0,1/m],
u ]G = al™ 2 u G - s,

on obtient donc dudv
<
MP < [ wdviz)

NermmfmeM (1 — 2 [LFmeg/i=e”
Le résultat est alors immédiat.

¢
L, s’estime de la méme maniére que I,*. En effet, en procédant comme pour L;, on
obtient

/ dk/ 4«}
* Jo 16 = al®(C.z) - r(QF
du’de(zl)
S ‘/“I‘!'“!-!Cl“zl!SM G = 2l + ol + ¢ — 20|m)?

g , . ES . .
& laide des coordonnées (A3.2.2). On termine alors comme pour I,* ol I'on avait estimé
la méme intégrale.
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Il ne reste plus que M,. On obtient, en utilisant Pinégalité (6.18.2) sur «((, z), ainsi que
(A8.1.2) et les coordonnées (A3.2.2),

E la(¢, 2)|dV (2)
© S e 1B(G,2) - r(OFIR( O
(JG™ 2+ ]G = z|™?)
S /u',lui,lcl—zllswf (W' + | + Q™20 — 22+ G — z™)?
du'dvdV (z)

X .
(' + G2 ¢ — 21 P + G = 2t
On intégre en v et on obtient

(|( ;m -2 -+ !Cl - lem z)du'dV(zl)
</, amalM @ |G = 7P 1 [ = m )i

On intégre en u’ puis en z et on obtient le résultat.
¢

On procede de la méme maniére pour MZEQ.
Pour Mfé, on a, en utilisant le fait que —r({) < —~7(z) dans le domaine d’intégration, la
majoration

~r(¢) [* ol¢,2)jdv(2)

E§ |0((,2) —r(0)] r(¢)*(s, ( — 22

- —r(Q) ' _le(¢2)ldV(2)

~ B 2) = r(()] —r(2)IC - 2[r(()?

§ —r(Q) [ la(¢,2)ldV(z)

=BG 0(C2) = (O] ¢ —2](=r(0))?

En utilisant le lemme (6.3) et (6.18.1) qui nous donne

(A3.5.1) la(¢.2) < (IGI™ 2+ G — 2™ B¢ — 2,

ES
M,

~

on a la majoration

M2E§ < / (G2 + 16 - z1|’""23|)dV(z).
12(¢,2) = (O
Aprés passage aux coordonnées (u',v,z), on doit donc estimer
3 o / ([lem—z + 1(1 — zllm‘2|)du’dvdV(z1)
> Ju a6 —n PHa-nimem (=r(0) o + o] + GG - 2+ (G - slm)?

Aprés des intégrations en z; et en v, on obtient
[ du’

7\/[2 e B
~ Jusu (Zr(Q ¥ w) S

{Log ()1l
Ceci acheve la preuve de {A3.4).
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A4.1 NOTATIONS.
Comme dans (A3.1), il existe une constante dans 10, 1] telie que
(A44.11) 18(z,() 2 (1 = o)r(2) + c(—r(¢) +1a[" |G — 2 + 16 = 2" + 16 — 2).
Pour z fixé, on note F7, Ff et F} les 3 ensembles suivants :
FF={e; [a" G —al +]G =" + 16— 2 2 -2(1 - o)r(z)/c},

7 ={Ce N\F; =r(() 2 ~2(1 - o)r(z)/c}

et
F; = Q\(F} U F;).

On peut remarquer que, pour tout { € F7 U F}, on a
(A4.1.2) [@(2,Q)] 2 —r(O) + 21" G = 2P + G = ™ + 16 - 2
puisque, pour { € F7,

(1=c)r(z)+c(lz "2 —21 P+ G =2 Ha—2") = (|G —2 P+ G =2 "+ G~ )

¢
2
et, pour { € F},

(1= (=) = er(€) 2 =5r(0).
Pour z € F%, on a simplement

1™ 2G = 7+ |G =zl + [ = 2P < =2(1 = e)r(z)/c

(44.1.3) {
—r{{) £ =2(1 — ¢)r(2)/c.
A4.2 LEMME.

Soit ¢ un réel, 0 < e < 1. Il existe un réel é(¢) ne dépendant que de m et ¢, vérifiant
0 < 8y(e) < 1 et tel que pour tout z de VNN avec || < 1 — ¢, les variables

(A4.2.1) (1, p=Re®(z,(), ¢q=8md(z{)
et
(A4.2.2) G, u=-r((), q=8md(z)

forment des systémes de coordonnées C* dans {¢ ; §(z,() < &{e}}, avec un jacobien
majoré et minoré par des constantes ne dépendant que de € et m, mais pas de z.

On peut supposer que le réel §p(¢) est le méme que celui donné par le lemme (6.9). 1i
suffit, bien entendu, de prendre le plus petit des deux.
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A4.3 PROPOSITION.

Soit f une (p,1)-forme (0 < p < 2) de classe C* dans Q, & support dans V, et bornée
ainsi que toutes ses dérivées. Alors, pour tout z dans {1, on a

(42.3.1) IT()(2)] < O()

et, pouri = 1,2 et a, b entiers naturels quelconques,

[riern T Boie <o,

(A4.3.2) T

ot C(f) (resp. Cop(f)) désigne une constante ne dépendant que de f et de la géométrie
de Q (resp. et des entiers a et b).

A4.4 PREUVE,

Comme dans I’annexe 3, on pourra, & z fixé, n'intégrer en ¢ que sur V 0 Qs /2)(2).
De plus, on pourra également se limiter au cas ol 2 € QN V.
Par abus, on appellera encore, pour j = 1,2,3, F¥ 'ensemble 7 NQs,(1/2)(#) en reprenant
les notations de (A4.1) et (A4.2).

On va d’abord estimer

1= fQn ey pis T = [ 1O AKE(Cz).

Estimation de I : Il faut donc majorer

B ~r({) (s A ds)o 0
1= [ 70 <@<<,z>—r<c>> PR

et, compte tenu de (6.3.3) et de l’étude faite en annexe 3, on est ramené & majorer

Pintégrale
(=r(2))%)¢ = 2|
= [ = v (¢).
*= b - R 1o ©
. . ¢ ¢

L’estimation de [fl (resp. ]31,:2) est identique & celle de ]51 (resp. Ifz ), apres utilisation
des coordonnées (A4.2.2).
Pour lintégrale sur F¥, on peut écrire

o —r(e) x r(C -2V
Fe S = AU () — 2T + 180z O
< —r{z)dV(¢) |
~Jrp ((=r(2)?1C — 2 + 12(2,Q)1)*
On utilise alors les coordonnées données en (A4.2.1) pour obtenir
% < f —(2)dpdqdV(G:)
¥ Jnalamalm ((=r(2))?|G — 21 + 7 + ¢
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ot M est un réel suffisamment grand. On intégre en p puis en ¢ et on a, & l'aide du
lemme (A3.3),

Ff —r(x)dV(a) / av(¢)
I¢

I g = .
8o Q=21 <M ((_T(z))QKJ - 21]‘)1/2 -2 <M |C1 - 211

qui est borné indépendamment de z.

Estimation de J : 1l nous faut estimer

- -r(¢) Y A(O)s1m{0)2% + f5(C)syr(0)a0
3/ (‘I’(C,Z)—T(C)> (5, =2)r(() v(¢)

et

. OO = HOMON (O — 8r(0%)
3, ( —ro> (5.6~ LT W

On peut écrire

[Ja] < Ls + M3

- (=r(2))l¢ - 7]
A e T A

(= I 21 G
ar |9(¢,2) = r(Q)i{s, ¢ ~ 2)
Pour L, on procéde comme pour L; en (A3.5) avec les coordonnées {u, v, (1).

Pour MSFz et M3Fz, la démonstration est identique & celle de (A3.3) en écrivant que
Gim? < [zlim 3+ |G — #1/™? et en utilisant les coordonnées du lemme (6.9).

M; =

Pour 1W3 on peut écrire

av() _ av(g)
e (s, 0= PG 2) = ()] ® Uiy 521G — 221106 ) = (0

Avec les coordonnées de (6.9), on a, en utilisant (6.3.1), en écrivant que

My g

—r(2) +u ol + "G — A 4+ G - 2w ]
et en tenant compte de la définition de F%,

- / dudvdV ()
= Juja-nlmg—r@)blsM —r(2)|G — 2 [ul/mpft=1/m

pour M suffisamment grand et donc

(=)= S 1.
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Oun décompose également J, sous la forme

[l $ La+ My
avec ~ (=r(2))2I¢ = 2|dV (¢)
Le= /v (s,¢ = 2)|®(¢,2) = r{())
et

_ 12(2, Ol )]
M4 B /V <'3>C - z)]@(g‘,z) - T(C)Iz

L4 s’estime de la méme maniére que L, dans (A3.5).

dv(().

- - < <
Il ne reste plus que M. ]W,,F et Mf se traitent comme MQE Let AMQE ? avec les coordonnées
du lemme (6.9) et puisque |(|™ 2 < {z|™ 2 4 |G — 2™
Pour M4 , on a, en utilisant cette derniere remarque et (A3.5.1), la majoration

la(¢, 2)[dV (<) </ lo(¢, 2)[dV(¢)
£ (8¢, 2) = r(QF (s, ¢ = 2)172 ™~ IRz —r(2)[¢ = 2[|@(¢, 2) — ()
(lar|™ 2 + |G = ;™2 )dV(()
i —r(2)|9(¢,2) ~ (O

Aprés passage aux coordonnées du lemme (6.9) et une premiére intégration en v, on
obtient

s
M,

M® < / (Ja:|™ 2 + 1¢0 — 21| %) dudV ()
bR ula - a G -nimg—r) —1(2)(=r(z) ut [0 - A+ G - 2lm)

En écrivant que
—r(z)Fu+ |z G = w1 - a2 e (TG - g P G - A )Y

on obtient

< / (|22 4 |G — 2™ ) dudV ($)

N Ju et~ PG~ < —r(z) = (2)ut (|22 — )2+ [ =z )2
1

S )

F3
M,

(=r(2)/*12,

apres intégration en {; par passage en coordonnées polaires comme en (6.12). Ceci achéve
la preuve de (A4.3.1).

Pour (A4.3.2), il suffit d’appliquer la méme technique qu’en (6.21) et on obtient, si
on appelle X, ;(f) les termes & majorer,

B“+b+3fj 142 (I6™2¢)e

—r(Q)re? '
o667 | (o) — O

Kol 5 [

wl(O]dv ().
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En utilisant (6.3.3) et le fait que |{2| ~ 1 dans le support de f, le résultat est immédiat.

A4.5 COROLLAIRE.

Soit f un élément de C&"](Q), a support dans V et telle que 8f = 0 dans Q). Alors, on
a

T(f) € C=(4).

Preuve ;: On démontre ici, en fait, le résultat annoncé en (6.8.1). La forme f vérifie bien
toutes les hypotheses de la proposition {A4.3). Soient p, ¢ deux entiers naturels. Comme
en (6.16), on peut calculer, pour z € {1,

ap+qT(f) _ 3
W(Z) =W(f)(z)+ X (f)(z)
avec ap+qf
W()(z) =T (W} @)
et
_ d geref 9P g4
X=X X sebed Lo 757569 A g (€0

ot chaque E; est un ensemble de quadruplets d’entiers naturels (a,b,c,d) tels que, si
i=1,alorsa+c=p—1letb+d=gqtandisque,sii =2 alorsa+c=petb+d=q—1,
et o les u{a,b,c,d) sont des coefficients réels.
En utilisant la proposition (A3.4), on peut affirmer qu’il existe une constante C,,,( f) telle
que
1 3p+qT( ) (
| 922020
On rappelle aussi que, dans les hypotheses faites, on a 0T(f) = f.

On a donc ainsi démontré le résultat puisque toutes les dérivées de T(f) sont uni-
formément bornées dans (.

)| < Cuy(f) pour tout z € Q.

Dans ce qui suit, on reprend les notations X et C' définies en (6.15).

A4.6 PROPOSITION.

~ Soit z un point de (V N OQ\E. Soit f une (0,1)-forme de classe C* & support dans
N\Qxs(z,5y/2(2). Pour tous biindices P, ), il existe une constante Cpg(z) telle que, pour
tout € dans Qys(=,5)/4c(2) N Q, on ait

(A4.6.1) /CEQ 17(¢) A 0P Kog(¢,6)] < Cral2).
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Preyve : En écrivant 6(z,{) < C(8(2,£) +6(¢,()), on obtient que, pour ¢ dans le support
de f,on a

) CA
;5( JE) < {56(, B) + C5(6,0),
et donc
6(6.) 2 6=, E).
On peut donc affirmer que
(446.2) €= Cl 2 8z, B).

D’apreés (6.3.5), (6.3.6) et (A4.6.2), on peut toujours affirmer qu’il existe une constante
C(z) > 0 ne dépendant que de z telle que

18(C, &) = r(O] 2 Cl2) et {s,{ = &) 2 C(2)-
Cela permet de justifier (A4.6.1).

A4.7T COROLLAIRE.

Soit z un point de {(V N OQ\E. Soit f une (0, 1)-forme de classe C* & support dans

O\Qas(z 1)/ (2)-
Alors la fonction T f) et toutes ses dérivées se prolongent contintiment & 0§} au voisinage
de z. En outre, pour tous biindices P, (}, on a

oreT()e) = lim ([ | F(0) A 07 Kao(6.6)) = [ F(C) A 0P Kl 2).

=1
tmrz
EEQ

Preuve : C'est une conséquence immédiate de (A4.6).
Le corollaire (A4.7) est en particulier utilisé en (6.15), pour justifier les calculs relatifs
a la fonction S, ainsi qu’en (6.16).
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Résumé.- Soit Q un domaine de type fini de C>. Etant donnée une fonction I
de C**(Q), holomorphe dans , on montre I’existence de valeurs au bord pour cer-
taines dérivées de f d’ordre supérieur a k. Le gain de dérivées a lieu dans la direction
complexe-tangentielle et est relié & la géométrie du bord. On établit ensuite une propriéte
de régularité holderienne non isotrope pour ces valeurs au bord. Dans un voisinage con-
venable U/ d’un point de type fini m sur le bord de €, on définit alors des classes C¥* non
isotropes C]k\,}’(f—l N U) et, pour une partie compacte E de U N 0N dont chaque point est
de type maximal m, une classe de jets non isotropes C]’:,?(E) pour laquelle on démontre
un théoreme d’extension & C3(Q N U). En se limitant ensuite au cas de lellipsoide
Q={z€C?; |z1|™ + |22]* < 1} ol m est un entier pair, on donne enfin des conditions
sur E permettant d’interpoler les jets d-plats de Cx7(E) par des fonctions de AH*({).
Ce travail généralise des résultats donnés par J. Bruna et J.-M. Ortega dans la boule.

Tangential Derivatives and interpolation for functions

of class A® at the boundary of finite type domains.

Abstract.~ Let  be a domain of finite type in C* and let f be a function holomorphic
in 0 and belonging to C**(€)). We prove the existence of boundary values for some
suitable derivatives of f of order greater than k. The gain of derivatives holds in the
complex-tangential direction and it is precisely related to the geometry of 9Q2. Then
we prove a property of non-isotropic Holder regularity for these boundary values. In a
suitable neighbourhood U of a point of finite type m, we define then non isotropic C*
classes Cy3 (N U) and, for a compact subset E of U N # whose points are of maximal
type m, a class of non isotropic jets Ci3(E) for which we prove an extension theorem to
CH3(QNU). Finally, in the case of the ellipsoid @ = {2 € €% ; |z|™ +|2,|* < 1} where m
is an even integer, we give conditions on E allowing to interpolate J-flat jets of Ch3(E)
by functions of A¥4(Q). This work generalizes some results given by J. Bruna and J.-M.
Ortega in the unit ball.

Mots-Clés. - Domaines de type fini - Comportement au bord des fonctions holo-
morphes - Classes de Holder - Noyaux intégraux - Interpolation - Dérivées tangentielles.

Classification AMS. - 32A40, 32A25, 32F20, 32A37.



