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Introduction

En 1934, L. Lusternik et L. Schnirelmann associent & une variété M un
entier appelé catégorie de M qui permet d’estimer par défaut le nombre de
points critiques d’une fonction différentiable définie sur M [31]. Quelques
années plus-tard, R. H. Fox étend la définition de Lusternik et Schnirelmann
aux espaces topologiques : si X est un espace topologique, la catégorie de X
est le plus petit entier n pour lequel X peut-é&tre recouvert par n+ 1 ouverts
contractiles dans X [13]. Par exemple, la catégorie d’un espace contractile est
0, celle d’une sphére est 1. Cependant, malgré la simplicité de la définition,
la catégorie se révele étre un invariant homotopique difficile & appréhender.
Les difficultés apparaissent tout autant dans la détermination explicite de
la catégorie d’un espace donné, méme s'il s’agit d’'un espace bien connu par
ailleurs comme c’est le cas d’un groupe de Lie, que dans la recherche des
propriétés de cet invariant. Ainsi, la question peut-on celculer la catégorie
d’un produit d’espaces X x Y connaissant les catégories respectives de X et
de Y n’a toujours pas, & 'heure actuelle, une réponse compléte.

Une étape importante dans I’étude de la catégorie réside dans les ca-
ractérisations introduites respectivement par G. Whitehead et T. Ganea [47]
[14). Celles-ci permettent, grice & la construction d’espaces particuliers, d’ex-
primer la catégorie en termes d’existence de relévement d’application ou de
section. Il devient alors possible (ou en tout cas plus direct) d’utiliser les
outils de la théorie homotopique (suites exactes d’homotopie, d’homologie,
théorie de I'obstruction etc...) pour étudier la catégorie. Jouant un role cen-
tral dans notre travail, la caractérisation de Ganea s’énonce & partir d'une
suite de fibrations

G)  E0O2Xe,x)=R x

associée 3 tout espace X. Ganea montre que la catégorie de X est inférieure
ou égale & n si et seulement si la fibration g,(X) admet une section. Outre la
formalisation de la catégorie qu’elles apportent, les caractérisations de White-
head et de Ganea ont également suggéré des approximations de cet invariant
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parmi lesquelles on trouve les catégories faibles weat (au sens de White-
head) et G-wcat (au sens de Ganea), linvariant de Toomer ey défini pour
un corps k... L’étude de telles approximations permet d’aborder la catégorie
aussi bien d’un point de vue calculatoire que d’un point de vue théorique.
Dans cette perspective, nous nous intéressons a l'information contenue dans
les fibrations de Ganea aprés suspension. Plus précisément nous définissons
une version “suspendue” de la catégorie :

Définition : Pour i > 0, ¢*cat X est le plus petit entier n pour lequel I’ap-
plication g, (X) : £!G,(X) — T'X admet une section homotopique.

Nous obtenons ainsi une suite décroissante d’approximations de la catégorie
dont la limite est notée ocatX. Afin de guider Vétude de ces invariants, for-
mulons les questions suivantes :

- Comment o’cat se situe-t-il parmi les antres approximations de la
catégorie ?

~ Comment calculer ocat?

— Quelles sont les propriétés de o?cat ?

- Que nous apprend-il sur la catégorie ?

L’enjeu de la premiére question est & la fois de cerner ces nouveaux inva-
riants et d’examiner s’ils sont effectivement nouveaux. Nous dressons dans le
chapitre 2 les inégalités

ex(X) < ocatX < o'catX < o'catX = G-weatX < o%catX = catX

et montrons le cas d’égalité suivant :

Théoréime A. 5i X est un CW-compleze (g — 1)-conneze tel que dim(X) <
g(catX +1) — 2, alors ocatX = catX.

Nous montrons également que, y compris dans ce rang, les invariants ey et
ocot sont en général différents. 11 est d’ailleurs intéressant de remarquer que,
contrairement & I'invariant de Toomer, ocat rend compte des opérations de
Steenrod. En revanche, lorsque 1'espace X est un espace rationnel {compléte-
ment dépourvu de telles opérations), les nombres eq(X) et otcat(X) (1 > 1)
coincident. Cela nous fournit un premier moyen de calculer les invariants
otcat que nous complétons dans le chapitre 3 d’une étude des variations du
comportement de oicat lors d'un attachement de cellule. A la manitre de
Berstein et Hilton [4], nous associons, & un espace X de catégorie k et & une
application « : 57 — X, un élément H(a) du groupe 7,(Gx(X)), appelé



inwvariont de Hopf et nous montrons

Théoréme B. Soient X un CW complere (g — 1)-conneze {q > 2) de
catégorie inférieure ou égale d k et s : X — Gy(X) une section de gp(X).
Considérons une application o : 8P — X (p > q+1) et notons Y = X U,eP*!
sa cofibre homotopique. Pour touti >0 :

{a) §i L H{a) = 0 alors oicaty <k,

(b) Si, de plus, dim(X) < g(k+ 1) — 2, alors la réciproque est vraie i.e.
oicatY < k implique S1H(a) = 0.

Nous pouvons alors, grace & quelques techniques homotopiques, calculer
les invariants o’cat sur des exemples. En particulier, nous montrons gue cha-
cune des inégalités énoncées ci-dessus peut étre stricte.

Concernant les propriétés de ocat, nous nous sommes essentiellement
intéressés au comportement de ces invariants vis-a-vis du produit. En 1971,
Ganea demandait si tout espace X vérifie 'égalité cat(X x S™) = catX +1
[15]. Cette question, dont la version affirmative est connue comme étant la
conjecture de Ganea, est restée longtemps ouverte. Trés récemment N. Iwase
[23] y a répondu par la négative en montrant que l'espace Q = 5% U, €', ol
o est un élément d’ordre 3 du groupe my(S?), vérifie cat@ = cat(Q x S*) =2
potur tout n plus grand que 2. Pour les invariants o'cat, nous montrons

Théoréme C. Soit X un espace conneze par arcs. Pour tout i > 0 et tout
m>1,
ot eatX +1 < oleat(X x §™) < o'catX +1

En conséguence nous obtenons I'égalité ocat(X x S™) = geatX + L.

Compte tenu des travaux d’'Iwase, la question de Ganea devient naturel-
lement : pour quels espaces X a-t-on 'égalité cat(X x S™) = catX + 17 Les
résultats déjd obtenus sur la conjecture de Ganea sont autant d’éléments de
réponse A cette question. Ainsi grace A K. Hess et B. Jessup, on peut affirmer
que tout espace rationnel X vérifie I'égalité cat(X x S™) = catX +1 [21] [27].
Plus récemment, J. Strom a montré quun CW-complexe X (g — 1)-connexe
dont la dimension est majorée par q(catX + 1) — 2 vérifie aussi cette égalité
[41). Mentionnons également les travaux de Y. Rudyak [36] qui, dans le pro-
longement de ceux de W. Singhof [39], donnent des conditions suffisantes en
termes de dimension et de connexité pour qu’une variété vérifie la conjecture



de Ganea. La combinaison des théordmes A, B et C nous permet & la fois
de retrouver certains de ces résultats et de les compléter. Plus précisément,
comme conséquence immédiate du théoréeme C nous obtenons la condition
suffisante suivante :

8t o™ leatX = catX alors cat(X x S*) = catX + 1 pour tout k < n.

La forme limite de ce critére rejoint une condition suffisante énoncée par Ru-
dyak en termes de poids catégorique pour gu’un espace vérifie la conjecture
de Ganea. En utilisant maintenant le théoréme A, nous retrouvons le résultat
de Strom :

81X est un CW-complexe (q — 1)-conneze tel que dim(X) < glcatX +
1) — 2, alors cat(X x S™) = catX + 1 pour tout n > 1.

Et enfin, grice au théoréme C, nous obtenons

Théoréme D. Soit X un CW-compleze (q—1)-conneze considérons une ap-
plication e : 8P = X (p > q+1). Supposons que dim(X) < {catX +1)g—2 et
soitm > 1. SiZ™ H(a) # 0 alors cat{(XUyeP™)x S™) = cat(X UneP™)+1.

Ce dernier résultat nous permet d’exhiber de nouveaux espaces vérifiant la
conjecture de Ganea et pour lesquels la condition de Strom ne suffit pas.

Paralleglement 3 I'étude de o’cat, nous examinons une version enrichie
de cet invariant. Cet enrichissement provient d’une structure supplémentaire
lie & I'application diagonale. Si A : Y — Y A'Y désigne la composée de
l’application diagonale et de l'application d’identification Y x Y - Y AY,
nous définissons

Définition. Pour ¢ € N, o%cat(X) est le plus petit entier n tel que la 1*™
suspension de la n®™¢ fibration de Ganea Tig,(X) : ¥'Gn(X) — £'X admet
une section homotopique s : £¢X — ¥'G,(X) rendant le diagramme suivant
homotopiquement commutatif :
X L TG, X
ziai l):‘((gn(xwd)czx)

XADX =X ADGX.

idAs

Nous obtenons ainsi une suite d’approximations de la catégorie qui sont,
a priori, plus proches de la catégorie que ne le sont les invariants o*cat. Nous



établissons quelques propriétés de o cat parmi lesquelles il est intéressant de
mentionner 'inégalité

o catX + 1 < ojeat(X x §") pouri > 1,n > 1

et le fait que, si X est un espace rationnel, alors, pour tout 7 > 1, o' catX est
le plus petit n pour lequel ’application induite en cochomologie par la fibration
gn(X), admet une rétraction de H*(X; Q)-modules. Cette caractérisation de
o' cat pour les espaces rationnels permet, en particulier, de montrer que, sur
certains exemples, cet invariant est effectivement strictement plus grand que
o'cat.

L’étude des invariants ocat et oacat constitue la premiére partie de ce
texte. Dans une seconde partie, plus courte et complétement indépendante de
la premiere, nous présentons un travail sur le transfert de Becker et Gottlieb.

Dans [18] D. Gottlieb construit, pour une fibration F 5 E % B dont
la fibre F' est une variété compacte, connexe, orientable, un transfert qui
généralise celui des revétements : le transfert est une application v : H*(F; Z)
—» H*(B;Z) de H*(B; Z)-modules telle que la composée 7o H*(p) est la multi-
plication par xr, la caractéristique d'Euler-Poincaré de F'. Cette construction
repose sur le Théoréme de l'inclusion de la fibre qui affirme qu’il existe une
classe @ € H*(E;Z) vérifiant H*(i)(e) = xp - w, ob w € H"(F,Z) désigne
la classe fondamentale de F. Plus-tard, & partir d’une généralisation de la
dualité de Spanier-Whitehead, Gottlieb et Becker [2] étendent ce transfert &
toute fibration de fibre un CW-complexe fini. Nous renvoyons & [29] pour un
exposé des travaux de Gottlieb et Becker sur le transfert.

L’objet de notre seconde partie est de montrer que le transfert défini par
Becker et Gottlieb existe au niveau d’un modele algébrique de la fibration
F 5 E 5 B siles espaces E et B sont dans le domaine d’Anick et si F
est un CW-complexe de dimension finie. Plus précisément, sous ces condi-

tions, I’application p peut &tre modelée par une KS-extension (AX,d) A
(A(X®Y),d) et nous construisons un morphisme de AX-modules différentiels
7 (A(X@®Y),d) = (AX,d) tel que 7(z) = xr-2 pour tout z € AX. Lorsque
xr # 0, le transfert définit une rétraction de AX-modules différentiels du
morphisme 7, et cela nous permet, en particulier, de minorer la catégorie de
Lusternik et Schnirelmann du rationalisé de F par la catégorie du rationalisé
de B. De plus, lorsque H*(F'; k) satisfait la dualité de Poincaré avec classe
fondamentale w € H"(F; k), nous donnons la construction explicite d'un co-
cycle 2 € AX @7) telle que i*([2]) = xr - w, [2] désignant la classe de z
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dans H*(A(X @ Y)) = H"(E; k).

Le plan de ce travail est le suivant :
Apres quelques pages de généralités dans lesquelles nous fixons les notations
que nous utilisons, nous entamons la premiére partie consacrée a la catégorie
de Lusternik et Schnirelmann.
Le Chapitre 1 est essentiellement un rappel sur la catégorie : nous y dennons
la définition de cet invariant, ses premiéres propriétés, ses caractérisations
ainsi que les approximations que nous considérerons dans la suite.
Dans le Chapitre 2, nous posons la définition de ocat et le comparons aux
autres approximations de la catégorie. Nous donnons également la définition
de oacat et calculons ces invariants dans le cas particulier des espaces ra-
tionnels.
Le Chapitre 3 est consacré & I’étude du comportement de ocat lors de 1'atta-
chement d’une celiule. Aprés avoir caractérisé ce comportement grice aux
suspensions d’un invariant de Hopf, nous continuons la comparaison de ccat
avec les autres approximations de la catégorie en calculant tous ces invariants
sur quelques exemples explicites.
Dans le chapitre 4, qui cléture notre premiére partie, nous nous intéressons
aux propriétés de ocat et de oacat relatives aux produits de deux espaces. En
particulier, nous y présentons les applications de nos résultats & la conjecture
de Ganea.

Vient ensuite la deuxiéme partie sur le transfert de Becker et Gottlieb.
D’un seul tenant, cette partie contient une construction du morphisme de
transfert au niveau du modele d’une fibration ainsi qu’'une démonstration
dans ce cadre du théoréme de 'inclusion de la fibre.

Pour terminer, je voudrais remercier tous ceux qui m’ont entourée durant
ces années de travail. Daniel Tanré a encadré cette thése avec patience et
exigence. Je lui suis trés reconnaissante du sérieux et de 'ouverture avec
lesquels il s’est impliqué dans mon travail et je garderai un trés bon souvenir
de nos discussions. Je le remercie également de s’étre toujours soucié de
ce que mes conditions de travail soient les meilleures possibles. Durant ces
deux derniéres années, j’ai passé beaucoup de temps a Louvain-la-Neuve ot
Péquipe d’Yves Félix m’a accueillie sans réserve ni formalité. En plus de
cette généreuse hospitalité, Yves Félix m’a souvent recue dans son bureau
pour parler de mathématiques. C’est un grand plaisir pour moi qu'il ait
accepté d’étre rapporteur de ma these. Lors d’un séjour & Oberwolfach, j’ai
eu d’intéressantes discussions avec Hans Scheerer. J'ai beaucoup apprécié
I'intérét qu’il a porté & mes questions et le remercie d’avoir bien voulu étre
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rapporteur. Jean-Michel Lemaire me fait I'honneur de présider le jury, je lui
en suis trés reconnaissante. C'est aussi une grande joie pour moi de compter
Octave Cornea et Pascal Lambrechts parmi les membres du jury. Ils m’ont
tous deux donné beaucoup de conseils et m’ont constamment soutenue de leur
enthousiasme. Je voudrais aussi remercier Steve Halperin qui m’a donné de
précieuses indications pour la partie concernant le transfert. Thomas et moi
avons passé de longues heures 3 parler de mathématiques. Nos discussions
quotidiennes ont éclairci de nombreux points et m’ont beaucoup apporté.
Merci.
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Notations et conventions

Un espace topologique pointé (X, zg) est dit bien pointé si le point z; est
fermé dans X et si la paire (X, zp) a la propriété d’extension des homotopies.
Par exemple, un CW-complexe X dont le point base est choisi parmi les 0-
cellules est toujours bien pointé. Ainsi, 'intervalle I = [0, 1] muni du point

n+tl
base * = 0 et la n-sphere S” = {(zy,...,Zps1) € R* | 3 22 = 1 munie du
a1

point base (1,0...,0) sont des espaces bien pointés.

Dans tout ce texte, nous entendrons par espace un espace topologique de
Hausdorff compactement engendré bien pointé du type d’homotopie d’un
CW-complexe. Un tel espace est automatiquement du type d’homotopie
pointée d’'un CW-complexe pointé par une O-cellule. Le point base est géné-
ralement noté x. Nous travaillons dans la catégorie constituée de ces es-
paces et dans laquelle les morphismes, appelés applications, sont les applica-
tions continues préservant les points de base. Les fibrations, cofibrations, et
équivalences d’homotopie sont respectivement repérées par les symboles : —,
» et =. Deux applications homotopes (f ~ g¢) sont toujours, sauf mention
du contraire, homotopes relativement au point base.

A deux applications f: X = Y et g: X — Z nous associons I'espace

7. = XxIuvyuz
T (.’L‘,O) ~ f(.’L'), ($, 1) ~ g(:v), (*7t) ~ (*a 0)

En particularisant les applications f et g nous obtenons les constructions
réduites suivantes :

Le cylindre /X := Zig;q, le cone CX := Zy,, la suspension ¥.X := Z,,,
le cylindre de P'application f(mapping cylinder) Zy := Zj;0 = Y Uy IX et
la cofibre homotopique (mapping cone) C; = Zs, = Y Uy CX. Si prx :
XxY = Xetpry : X xY — Y désignent les projections canoniques, le
joint de X et ¥ est I'espace X Y = Zyy oy

13
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Certaines de ces constructions admettent des descriptions alternatives
utilisant le smash-produit A qui est, puisque les espaces sont compactement
engendrés, associatif et commutatif 4 homéomorphisme naturel prés. Ainsi, le
cone CX et la suspension £X sont naturellement homéomorphes aux espaces
IAX et ST A X. Notons, pour 5 > 1, &' X la suspension ¢ fois itérée de X
ie. Z1X = TX et X'X := B(X"1X). Par convention X°X = X. La ¢*™*
suspension de X est naturellement homéomrphe & S™ A X. Le joint X %Y
est, quant 3 lui, naturellement homotopiquement équivalent & (X AY).
Toute application f : X — Y se décompose en une cofibration suivie d’une
équivalence d’homotopie. Nous utiliserons la décomposition suivante :

AN

Zrid

dans laquelle la cofibration X — Z;;4 est 'inclusion z — {z, 1) et ’équivalence
d’homotopie ¢ : Zfq = Y Up IX — Y est définie par o(z,t) = f(z) et
o(y) =y pour z € X,t € I et y € Y. Remarquons que la cofibre homoto-
pique de f est exactement la cofibre de la cofibration associée.

Une suite A = B 5 C est une cofibration homotopique si le composé po ¢
est homotopiquement triviale et si 'application induite ¢, — C est une
équivalence d’homotopie {ou, de facon équivalente, si I'application induite
C — Z,/A est une équivalence d’homotopie}.

Décrivons & présent les versions duales au sens d’Eckmann et Hilton de ces
différents objets. Sous cette dualité I'espace X! des chemins libres A : T = X
pointé par le chemin constant x correspond au cylindre 7X. Notons, pour
t €1, ev, - XT = X Dapplication d’évaluation en t ie. ev,(A) = A(t). A
deux applications f : ¥ — X et g : Z = X, on associe 'espace Py, =
{(Ay,2) € X2 xY x Z | evo(A) = A(0) = f(y) et ev;(A) = A(1) = g(z)}. En
particularisant les applications, nous obtenons 'espace des chemins d’origine
fixée PX 1= Py, = {} € X1 | A1) = *}, I'espace des lacets QX = P,, =
{X € X¥| A(0) = A(1) = *}, I'espace des chemins de ’application f (mapping
path space) P; = Pp;g = {(\y) € XT x Y | ewg(A) = M0) = f(y)} et 1a
fibre homotopique Fy := Py,. Comme précédemment, toute application f :
Y — X se décompose en une équivalence d’homotopie suivie d'une fibration
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et nous utiliserons la décomposition suivante :

!

AN

Pria

Y

L’équivalence d’homotopie Y = Py ;4 est 'application définie par y — (¢, ¥)
oul cp(y) désigne le chemin constant en f(y) et la fibration Py — X est
Pévaluation en 0.

Unesuite F > E 5 B est une fibration homotopique si le composé poi est ho-
motopiquement trivial et si Papplication induite F' — F} est une équivalence
d’homotopie.

Les foncteurs ¥ et € constituent une paire de foncteurs adjoints de la
catégorie des espaces dans elle-méme. Cela signifie qu’il existe des bijections
naturelles )

[EA,B) &2 [A,QB]
b
inverses I'une de I'autre. De plus, les applications ¥ et * préservent les lois
de groupes. L’application idhz : ¥B — B est l'application d’évaluation
[w,t] = w(t) (w € OB, t € I) que nous noterons souvent ev. L’application
z’dg: 40 A— QTA, quant 4 elle, associe & un point ¢ € A le lacet w, défini par

Ele S

wa(t) = [a,1] € TA. Remarquons que les relations suivantes sont satisfaites :
- £ -db
une application f : ©A — B coincide avec la composée LA L 508 "9 Bet

idt b
une application g : A — QB se décompose sous la forme A d—%" 0raA % OB,

Enfin, si k un corps commutatif et si V = {V;}ez est un k espace vectoriel
gradué (evg), nous dirons (par abus) qu'un élément v € V; est un élément de
V de degré i et nous noterons |v| = i. Nous noterons parfois la graduation
en haut en utilisant la convention suivante V¢ = V_;. La suspension (resp.
désuspension) d'un evg V est Uevg sV (resp. s7'V') défini par (sV}; = Via
(resp (s71V); = Vi41). Si V est connexe ie. Vo = ket V; = 0 pour ¢ < 0,
on note LV, levg k @ sV ot V = Vip. De méme, si ¢ : V. — W est un
morphisme entre evg connexes tel que (1) = 1, X désigne le morphisme
k & s@ et "'y le morphisme k & s~'@. L’homologie d’un espace vectoriel
gradué différentiel (evgd) (V,d) est notée H(V,d). Un morphisme d’evgd qui
induit un isomorphisme en homologie est repéré par le signe “~” et appelé
quasi-isomorphisme.
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Premieére partie

Suspension des fibrations de
Ganea et invariant de Hopf

17







Chapitre 1

La catégorie et ses
approximations

La catégorie de Lusternik et Schnirelmann fut introduite en 1934 pour
minorer le nombre de points critiques d’une fonction différentiable définie sur
une variété [31]. Des variétés, la notion fut ensuite étendue par R. Fox aux es-
paces topologiques [13]. Nous adoptons la version “pointée” de la définition
de Fox. Aprés avoir énoncé les premiéres propriétés de la catégorie, nous
présentons la caractérisation de cet invariant établie par T. Ganea en 1967
[14]. Celle-ci traduit en termes d’existence de section la catégorie d'un espace
et joue un rdle central dans notre travail. Dans la section 3 nous détaillons
une autre caractérisation de la catégorie, antérieure a celle de Ganea et due
4 G. Whitehead [47]. Ces caractérisations suggeérent la définition d’approxi-
mations de la catégorie dont la derni¢re section fera l'exposé. Dans tout ce
chapitre, les résultats sont énoncés sans démonstration et sont accompagnés,
sauf s'ils sont immédiats, d’une ou plusieurs références.

1.1 La catégorie

Soit X un espace. Un ouvert /' C X contenant le point de base est dit
contractile dans X si Uinclusion U «— X est homotopiquement triviale.

Définition 1.1.1. La catégorie de X, notée catX, est le plus petit n € N
pour lequel X peut &tre recouvert par n + 1 ouverts contractiles dans X. Si
aucun entier ne vérifie cette propriété, on pose catX = co.

Par exemple, la catégorie d’un espace contractile est 0. La sphére S™
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peut, quant & elle, étre recouverte par les deux calottes sphériques Uy =
{(z1, 22, ,Zny1) € S™ | Tnar > —3} et Uy = {{1, %2, , Bng1) € S™ |
Tnt1 < %} toutes deux contractiles dans S™. Ce recouvrement est minimal et
la catégorie de S™ est 1.

La premiére qualité de la catégorie est d’étre un invariant homotopique.
Cela provient de son comportement vis-a-vis d’une relation de domination
définie pour les espaces. Plus précisément :

On dit qu'un espace ¥ domine un espace X §'il existe des applications
i: X =>Yetr:Y — X telles que ro i = idy.

Proposition 1.1.2. S5i l'espace Y domine lespace X, alors catX < catY .

Deux espaces X et ¥ ont le méme type d’homotopie si et seulement s'ils
se dominent mutuellement. Il en découle :

Corollaire 1.1.3. La catégorie est un invariant du type d’homotopie.

Remarque. Selon notre définition, tout espace contient dans son type d’ho-
motopie un CW-complexe bien pointé, Or, pour un espace normal, bien
pointé et connexe par arcs, la définition 1.1.1 est équivalente & sa version
“non pointée”. Il en résulte que la seule différence entre ces deux définitions
de la catégorie concerne uniquement les espaces non connexes par arcs qui,

selon notre définition (i.e. déf. 1.1.1), sont toujours de catégorie infinie.

Proposition 1.1.4. Soit A % B 5 C une cofibration homotopique. Alors
cat C < catB + 1.

Proposition 1.1.5. Seit F' 5 E 3 B une fibration. Alors cat(E UCF) <
catB.

1.2 La construction de Ganea

Un espace X est contractile si et seulement si la fibration des chemins
evp : PX — X admet une section. Plus généralement, Ganea a défini, par
récurrence 3 partir de la fibration des chemins, une suite de fibrations

in{X) Gn(X) Qn()g) X

Gn)  Fu(X)
dans lesquelles catG, (X} < catX et qui permettent de caractériser la catégo-
rie en termes d’existence de sections.

Rappelons cette construction : posons Fo(X) = QX, Go(X) = PX, g(X) =
evy et supposons avoir construit (G,). Considérons 'application g;,,; : Gn(X)U
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CF.(X) — X qui prolonge g,(X) en envoyant le cone sur le point de base *.
La fibration gn41(X) est obtenue en décomposant I'application g;,,; en une
équivalence d’homotopie suivie d’une fibration

Ga(X) UCF,(X) T X
Ontl
~ gn1(X)
Pg;ﬂ = Gp1(X)

Notons £,1(X) la fibre de gn41(X).

a1

0x F(X)

io(X)l il(x)l
G (X) Gy X)ﬂGn(X)UCFn(X)$Gn+1(X)

PX 1 (
(X
N)l %
X

Théoréme 1.2.1 ([14]). La catégorie de X est le plus petit n € N pour
lequel la fibration g,(X) admet une section homotopigue i.e. il existe une
application 5 : X — Go(X) telle que g,(X) o s >~ idx.

Remarque. Puisque 'application g,(X) est une fibration, on peut toujours
supposer que la section est exacte. Autrement dit, catX < n si, et seulement
s'il existe une application s : X — G,(X) telle que g,(X) o s = idx.

(X) = Foi1(X)
i in41(X)

(X

Les fibrations g, (X) et les espaces totaux G,(X) sont respectivement ap-
pelés fibrations de Ganea et espaces de Ganea de P’espace X.

Notons les propriétés suivantes de la construction de Ganea :

La construction est fonctorielle,

catGn{X) < nsin < catX (cf. Prop. 1.1.4),

catGn(X) = catX sin > catX (cf. [3]),

L’espace F,,(X) a le type d’homotopie du joint itéré aX den+1
copies de QX (cf. [16]),

- Si X, désigne la composante connexe du point base, alors, pour tout
n >0, F(X) = Fp(X.) et Go{X) = Gn(X.). Les espaces F,,(X) pour
n > 1et G,(X) pour n > 0 sont connexes par arcs.

|
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- La premiére fibration g;(X) : G1(X) — X est équivalente, au-dessus
de X, & Vapplication d’évaluation ev = idhy : SQX — X définie par
ev([w, t]) = w(?).

Précisons le dernier point. Considérons I’équivalence d’homotopie CQX —
PX qui & une classe [w,] (w € QX, t € [0,1]) associe le chemin w, défini
par w;(r) = w(rt). Cette application induit une équivalence d’homotopie
K : 20X — G1(X) telle que g;(X) o & = ev. L’application d’évaluation n’est
pas une fibration, cependant tout inverse & droite donne par composition avec
x une section de la fibration g;(X). Il est parfois plus aisé de construire un
tel inverse & droite. C’est par exemple le cas si Pespace X est une sphére S?
ou, plus généralement, une suspension XA puisque, par I'adjonction, ’appli-
cation Lid% : A — LQXA vérifie idsy = idhy 4 o Tidk ;. En conséquence

!

la composée LA Yz v0va 5 G1(ZA) est une section de g;(ZA) et les
espaces qui sont des suspensions sont de catégorie 1. De plus, lorsque X est
une sphére S9 (g > 1), la fibration g;(5?) est, compte tenu de la connexité de
F1(89) ~ Q59 %259, une (2g — 1)-équivalence. Il en résulte que la section de
¢1(S7) décrite précédemment est unique & homotopie prés pour ¢ > 1. Plus
généralement, si X est (g — 1)-connexe, la fibration g,(X) : G(X) » X
est une g(n + 1) — 1-équivalence. Par conséquent catX < n pourvu que
X est un CW-complexe de dimension inférieure ou égale & g(k + 1) — 1.
En outre, la fibration g,(X) admet une unique section (& homotopie prés)
lorsque l'inégalité est stricte.

Les fibrations de Ganea ne sont pas les seules & “calculer” la catégorie
d’un espace X. Par exemple, une application équivalente & gn(X) au-dessus
de X peut permettre de détecter si la catégorie est inférieure ou égale a n.
Une telle application rentre dans le cadre plus général des n-LS applications
définies par H. Scheerer et D. Tanré [37] :

Définition 1.2.2. Une application g, : Gn(X) — X est une n-LS applica-
tion 8’1l existe un diagramme commutatif & homotopie pres :

Grn(X) 2 Gal(X) = G (X)

sl

X

ie. gn(X) o9 =~ g, et §pop =~ g (X).
Dans les chapitres 2 et 4 nous expliciterons des n-LS applications pour
les espaces rationnels et pour le produit d’un espace et d’une sphere X x 5™,
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1.3 Caractérisation de Whitehead

Intéressons-nous & présent & la définition alternative de la catégorie pro-
posée par G. Whitehead [47].

Notons pour un espace X et pour n € N, A" : X — X™*! Papplication
diagonale, A"*(z) = (z,2,---,z). En 1956, G. Whitehead a prouvé que
le nombre minimal d’ouverts contractiles dans X nécessaires pour recouvrir
X tout entier correspond & la possibilité de déformer, pour un certain n,
I'application A™*! dans un sous-espace de X™*! appelé fat wedge et noté
T™(X). Plus précisément, T™(X) = {(z1,%2, - ,Zn1) € X" [Fi € [I,n+
1] | 3, = #} est le sous-espace des (n + 1)-uplets dont au moins 'une des
composantes est le point de base. Notons j7(X) : T"(X) — X™*! Pinclusion
du fat wedge dans X"+,

Théoréme 1.3.1 ([47]). Soit X un espace. La catégorie de X est le plus pe-
tit n € N pour lequel la dicgonale A : X — X™ se déforme a homotopie
prés dans le fat wedge T™(X). Autrement dit,

catX =inf{n € N|3¢: X — T™(X) vérifiant 7*(X) o ¢ ~ A"}

Si X = LA est une suspension, un relévement de la diagonale A : ¥4 —
T A x LA est donné par I'application de pincement

v: TA - TY{SA) =SAVEZA
([a, 2t], %) 0
le1] = {(*,[a,%—l]) 1

Lorsque X est une sphére S", I'application j(S") : S®V.S™ — S™ x S™ est
une (2n—1)-équivalence, le pincement s’aveére ainsi étre I'unique, & homotopie
prés, relevement de la diagonale. Les suspensions ne recouvrent pas la tota-
lité des espaces de catégorie 1 encore appelés co-H-espaces. Ces espaces sont
tres étudiés en théorie de 'homotopie notamment parce qu'ils constituent la
version duale des H-espaces et qu'ils permettent de munir les ensembles de
classes d’homotopie [X,Y] d’une loi de composition. Les premiers exemples
de co-H-espaces qui ne sont pas des suspensions sont dus & Berstein et Hil-
ton [4] et sont de la forme 5% U, €”*! ol p est un nombre premier impair et
o € my,(S%) est un élément d’ordre p.

Des théorémes 1.2.1 et 1.3.1, il apparait que l'existence d’une section
pour la n®™ fibration de Ganea équivaut & Pexistence d’une application re-
levant la (n + 1)®™¢ diagonale dans le fat wedge. Gilbert, en 1968, montre
que ces deux applications se déduisent I'une de 'autre par lintermédiaire
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d’un produit fibré et établit ainsi un lien direct entre les caractérisations de
Whitehead et Ganca [17]. En 1991, J-P Doeraene (6] montre que ce lien est
de nature catégorique en ce sens qu’il existe dans toute catégorie modele
au sens de Quillen [35] munie d’un axiome supplémentaire dit “axiome du
cube”. Précisons le produit fibré utilisé par Gilbert.

Convertissons P’application j*(X) : T*{X) — X™! en une fibration :

IMX)

\ 2vg

-Pj"(X) = (Xn+l)[0’l] X(em,j"(X)) Tn(X)

™(X)

Xn+1

et considérons p,(X) : P,(X) — X la fibration induite par evy le long de
AL X — X" Gilbert et Doeraene ont montré que cette fibration avait
le méme type d’homotopie fibrée que la n**™¢ fibration de Ganea (cf aussi
[28]). Nous obtenons ainsi un diagramme commutatif dans lequel le carré
central est un produit fibré et qui établit une bijection entre les relévements
de la diagonale et les sections de g,(X) :

Ga(X) = Py(X) Py ™X)
gN) m! 37(X)

b

Remarquons qu’un point de P,(X) est un (n + 1)-uplet (A}, A%,--- An+1)
de chemins de X commencant tous en un méme x € X et dont l'un, au
moins, finit au point de base i.e. pour tout 4, A*(0) = x et il existe 7, tel que
Xio(1) = *. Notons {x, A}, AZ,- -+, A"*1) un tel point. L’application p,(X) en-
voie ce point sur z, l'origine commune des n + 1 chemins.

La projection Pjn(xy — T™(X) est un inverse homotopique de l'applica-
tion T™(X) — Pjn(x), nous obtenons ainsi un diagramme naturel et homo-
topiquement commutatif qui est un produit fibré homotopique au sens de
Mather [33]

Gl X) = T7(X)
yn(X)l LJ’“(X)
X__ﬂXn&l

En particulier F,(X) est la fibre homotopique de j*(X) : T*(X) — X"*! et
nous notons 9,(X) : F,,(X) — T™{X) Papplication induite.
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1.4 Approximations de la catégorie

La détermination explicite de la catégorie se révele difficile. Afin d’obte-
nir des résultats partiels, de nombreuses approximations ont été introduites,
certaines par défaut, d’autres par exces. Dans tout ce travail, nous nous
intéresserons plus particuliérement aux approximations par défaut.

Notons C,(X) la cofibre homotopique de g,(X) et p,(X) : X — C,(X)
I'application induite. La cofibre de j*(X) : T"(X) — X" notée X+l
est le smash-produit de n + 1 copies de X. Notons gnyp : X*H — X0+
application d’identification. La composée gy 0 A" @ X — X+ notée
Antl ) est dite diagonale réduite. Cette application induit une application
€n : Co(X) = X1 et un diagramme homotopiquement commutatif

Gu(X) = T™(X)

Pn(X)l Wi gnt1
Cn(X) —%;-X(n-kl)

Ce diagramme suggére les définitions suivantes de versions “faibles” de la
catégorie introduites respectivement par Gilbert en 1966 [17] et par Berstein
et Hilton en 1959 [4].

Définition 1.4.1. Soit X un espace,
- G-weat(X) est le plus petit n € N tel que 'application
(X)) : X = C,(X) est homotopiquement triviale;
— weat(X) est le plus petit n € N tel que la diagonale réduite A™** :
X — X+ est homotopiquement triviale.

Nous nous intéresserons également & ’invariant de Toomer qui est d’abord

défini & partir de la suite spectrale de Milnor-Moore, mais que Toomer décrit
aussitot de la fagon suivante [45] :
Définition 1.4.2. Soit k un corps commutatif et X un espace. L’invariant
de Toomer de l'espace X, noté ey (X), est le plus petit » € N pour lequel
’application lindaire H,(g,(X);X) : H(Gn(X); k) — H,(X;k), induite en
homologie par la n®™ fibration de Ganea, est surjective.

1.4.3. Si X est un CW-complexe 1-connexe de type fini Halperin et Lemaire
[20] montrent que ey (X) peut étre calculé & partir d’un modele d’Adams-
Hilton (TV,d) & C.(QX;k) de X [1]. Plus précisément, rappelons que la
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bar-construction d’une algébre de chaines augmentée (A, d) est la coalgebre
différentielle BA = (T(sA),d; + dy) ot A est I'idéal d’augmentation, sA

désigne la suspension de 'espace vectoriel gradué A ((sA); = A;_1) et, dy et
dy sont donnés par

difsay |- | san] = =D (=1)[say | --- | sday | -+ | san],
i=1

dofsar |-+ | sa,) = Z(-—l)s(i)[sal [+ | sa;_18a; |- | san).

1=2
i—1
Ici e(1) = 0 et, si |a;| désigne le degré de a; € A, e(i) =2 — 1+ X |ai
j=1

pour ¢ > 1. Notons B<pA = T<"(sA) le sous-complexe des mots de longueur
inférieure ou égale & n. L'entier ex(X) est alors le plus petit n pour lequel
I'application linéaire H(B<,TV) — H(BTV) = H,(X;k) est surjective.

Ces (a priori) différentes approximations de la catégorie s'ordonnent de
la fagon suivante :

Proposition 1.4.4. Soit X un espace et k un corps commutatif.
ex(X) < G-weatX < catX et weatX < G-weatX < cotX.

Ces invariants sont effectivement différents : il existe pour chacune des
inégalités un espace pour lequel elle se révéle stricte; nous en donnerons des
exemples dans le chapitre 3. Notons également que l'invariant de Toomer et
la catégorie faible au sens de Berstein et Hilton wcat ne sont pas comparables.
Nous montrerons, par exemple, dans le chapitre 3 que les espaces X = S3Uq€’
et Y = S2V 52U ed, ol @ € mg(S?) est un élément d’ordre 4 et 8 =
[ia, [1a,)] € ma(S2V SZ) est le crochet de Whitehead itéré des inclusions,
vérifient les propriétés suivantes :

e(X)=1 et weat(X)=2
ex(Y)=2 et weat(Y)=1



Chapitre 2
La o-catégorie

Les fibrations de Ganea g,(X) : G,(X) — X permettent de caractériser
la catégorie de l'espace X en termes d’existence de section. Nous étudions
la catégorie d'un point de vue “stable” en ce sens que nous nous intéressons
3 linformation contenue dans les suspensions successives des fibrations de
Ganea. Nous définissons ainsi, pour tout ¢ > 0, une “catégorie suspendue”
appelée o'-catégorie et notée o’cat. Cela nous donne une suite d’approxi-
mations de la LS-catégorie dont la limite peut étre comprise comme une
version topologique de U'invariant de Toomer mais qui, au contraire de celui-
ci, rend compte des opérations de Steenrod. L'objet de la deuxiéme section
est de comparer les invariants o'cat aux approximations de la catégorie in-
troduites dans le chapitre 1. Nous compliquons ensuite ces “catégories sus-
pendues” d’une structure liée & I'application diagonale. Cela donne lieu 3 une
nouvelle suite d’approximations de la catégorie, notée (o cat);>o, dont nous
établissons les premieres propriétés dans la section 3. En particulier, o cat
témoigne d’une partie de la structure multiplicative de la cohomologie des
fibrations de Ganea. Enfin, dans la derniére section, nous calculons o’cat et
o cat pour les espaces rationnels.

2.1 Définition

Définition 2.1.1. Pour ¢ € N, la o-catégorie de X, notée o’cat(X), est
le plus petit entier n pour lequel la i suspension de la n®™ fibration de
Ganea Tig,(X) : £!G,{X) — Z'X admet une section homotopique i.e. il
existe une application s : $¢X — X'G,(X) telle que T¥g,(X) o 5 = id.

La o-catégorie de X est le nombre gcat(X) := infien otcat(X).

Par convention, o%atX = catX. Vérifions tout d’abord l'invariance ho-

27




28

motopique des nombres o'cat.

Proposition 2.1.2. Considérons une application £ : Y — X et supposons
que D€ : TV — X admet une section homotopique, alors o'catX <
oicatyY. En particulier, si Uespace Y domine lespace X, alors, pour tout
i >0, 6fcatX < oleaty.

Corollaire 2.1.3. La o'-catégorie est un invariant du type d’homotopie.

Démonstration de la proposition 2.1.2. Soit ¢ : Z'X — 'Y une ap-
plication telle que € o ¢ ~ idssx. Supposons que c’catY < n et donnons-
nous une section s : 'Y — LiG,(Y) de 2ig,(Y). Formons le composé
TG (£) osop: DX — T'GL{X). En composant par £'g,{X), nous obte-
nons X'g,(X) 0 BiGn(€) 0 s 0 = D¢ 0 Tig,(Y) 0 50 p = D€ 0 p = idyix.
Par conséquent, I’application £'G,,(€) o s 0 ¢ est une section homotopique de
ign(X) et o'catX < m. O

Si la catégorie de X est inférieure ol égale & n, il existe une application
5: X = Gn(X) telle que g,{X)os = id. La i*™ suspension de cette applica-
tion est clairement une section homotopique de £g,{X). De la méme facon,
la suspension d’une section de $g,(X) est une section de L*'g,(X). Au-
trement dit, nous venons de prouver que les invariants o*cat(X) constituent
une suite décroissante d’approximations de la LS-catégorie.

ocatX < o leat(X) < o'cat(X) < catX

Nous allons maintenant comparer ces approximations a ceiles que nous avons
introduites dans le premier chapitre.

2.2 Comparaison des invariants

Commencons par comparer la o’-catégorie 4 invariant de Toomer. Soit k
un corps. Si olcatX < n, Papplication linéaire H,(X'g,(X); k) est surjective.
Or cette application s'identifie & $*H,(g,(X); k) qui ne peut &tre surjective
que si H,(g,(X); k) l'est déja. Par conséquent, nous avons, pour tout > 0,
I'inégalité :

er(X) < o'catX.
Remarquons qu’une section de H.(g,(X); k) provenant de 'hypothese e, (X) <

n est, a priori, moins riche qu'une section issue de l'inégalité oicatX < n.
Par exemple, lorsque k = Z/pZ, 'homologie d’un espace a coefficients dans
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Z/pZ bénéficie d’une structure supplémentaire : c’est un module sur A,
Valgebre de Steenrod mod p. Une application continue induit en homologie
une application linéaire compatible & cette structure si bien que, dans notre
cas, H*(g,(X); Z/pZ) est un morphisme de .A,-modules. En utilisant le fait
que les opérations de Steenrod commutent & la suspension, nous obtenons :
Proposition 2.2.1. Si o'catX < n alors H.(g,(X); Z/pZ) admet une sec-
tion de Ap-modules.

Cela laisse soupconner qu’il existe des espaces pour lesquels o'cat est
strictement plus grand que Vinvariant de Toomer. Nous pourrons d'ici peu
confirmer cette impression en constatant que ex(Sp(2)} < o'cat(Sp(2)) pour
tout ¢ > 0.

Récemment Rudyak a introduit une version stable de G-weat. Son inva-
riant 7(X), défini en premier lieu en termes de poids catégorique, est le plus
petit n € N pour lequel I'application p,(X) : X — C,(X) est stablement
inessentielle [36]. En utilisant les propriétés classiques de la suite de Puppe
d’une cofibration (cf. lemme 2.2.6) il est facile d’établir la

Proposition 2.2.2. Soit X un espace 1-conneze. Pour touti > 1, o*cat(X)
est le plus petit n € N tel que Uapplication L1 X — Y710, (X) est homo-
topiquement triviale. En particulier o'cat(X) = G-weat(X) et, st X est un
CW-compleze fini, ocat(X) = r(X).

Nous avons finalement obtenu les égalités et inégalités que la proposition
suivante rassemble :

Proposition 2.2.3. Soit X un espace 1-connere. Pour 1 < i < j et pour
tout corps k, nous avons :

ex(X) < ocatX < olcatX < o'catX < olecatX < catX.

De plus, si X est 1-conneze, o'catX = G-weatX.

Remarque. Dans le chapitre 1 nous avons signalé que wcat et I'invariant
de Toomer ne sont pas comparables en général. De la méme fagon, il n’est
pas possible d’établir une relation entre ocat et weat, nous donnerons dans
le chapitre 3 des exemples illustrant cette affirmation.

L’un des objectifs du chapitre 3 est de construire des espaces pour les-
quels au moins l'une des inégalités de la proposition 2.2.3 se révele stricte.
Néanmoins quand la catégorie d’un CW-complexe est maximale compte tenu
de sa connexité et de sa dimension la plupart des invariants coincident :
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Théoréme 2.2.4. Soit X un CW-compleze (g — 1)-conneze (q > 2) et soit
i > 0. SictcatX =n et si dim(X) < g(n+1) — 2+ alors c*lcat(X) =n.
8i dim{X) < g(catX + 1) — 2 alors ocat(X) = weatX = catX.

Ce résultat nous permet de distinguer sur un exemple les invariants ocat
et ey :
Exemple. Considérons le groupe de Lie Sp(2), cet espace admet une décom-
position cellulaire de la forme : $3Ue” Ue!®. Dans [38] Schweitzer montre que
 la catégorie de Sp(2) est 3. De la proposition 2.2.4, il résulte que ocatSp(2) =
catSp(2) = 3. Par ailleurs, en utilisant le modele d’Adams-Hilton, Halperin
et Lemaire ont prouvé que, pour tout corps k, 'invariant de Toomer de Sp(2)
valait 2 [20].

Sous les hypotheses du théoréme 2.2.4, égalité weat X = catX est prouvée
dans [3] [41] . Nous utilisons les mémes techniques pour démontrer que
oeatX = catX. L'ingrédient majeur de la démonstration est la conséquence
suivante du théoréme d’excision homotopique de Blakers-Massey :

Lemme 2.2.5. Soit A % B 5 C une cofibration homotopique dans la-
quelle tous les espaces sont 1-connezes. Notons F' la fibre homotopique de p,
x : F' = B Uapplication induite et d : A — F un relévement de ¢, i.e. X et d
vérifient xod ~ 1. S1 A et C sont respectivement (a —1) et {c—1)-connezes,
alors Uapplication d est une a + ¢ — 2 équivalence.

Démonstration. Quitte & la modifier dans son type d’homotopie faible,
on peut toujours supposer que la cofibration homotopique 4 = B 5 C est
une vraie cofibration. Convertissons 'application p : B — C en fibration et
notons ' : F = P, = C! x¢ B Pinclusion de la fibre.

xﬂ

F—""'Pp

1A

L £

A—B—C

L’application x : F' — B de énoncé est la composée F X P, % B. Par le
lemme des cing appliqué aux longues suites exactes d’homotopie des paires
(P,, F) et (B, A), 'application d est une a+ ¢ — 2 équivalence si et seulement
si Papplication de paires e : (B, A) — (P,, F') est une a + ¢ — 1 équivalence.
La paire (B, A} et Pespace A sont respectivement (¢ — 1)-connexe et (z —1)-
connexe, il résulte donc du théoréme d’excision homotopique de Blakers-
Massey que application d'identification p : (B, A) — (C,*) est une a+c—1
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équivalence. Puisque I’application § : (P,, F) — (C,*) induit un isomor-
phisme en homotopie, le diagramme commutatif suivant

(B, A) = (P, F)

f| |s

(Cy%) (C,%)

implique que l’application e est une a + ¢ — 1 équivalence. |

Démonstration du théoréme 2.2.4. L’égalité ccat = cat se déduit
par une récurrence immeédiate de la premieére partie de 1’énoncé. Puisque
o'tleat(X) < o'cat(X), la seule chose & prouver est que o*cat(X) > n.
Supposons que ce n’est pas le cas i.e. oitleat(X) < n — 1. Considérons la

cofibration homotopique Gy, _1(X) Foni(X) gri y BonoafX) TiCh_1(X). No-
tons F la fibre homotopique de Tip, 1(X) et x : F — X Papplication
induite. Soit d : £'G,,_1(X) — F un relévement homotopique de Tig,_;(X)
dans la fibre; c’est-a-dire d vérifie y od ~ T'g,_1(X). Puisque Z'Gy_1(X) et
TiC,-1(X) sont respectivement (g-+1i— 1) et (gn+1 — 1)-connexes, il découle
du lemme 2.2.5 que d est une g(n + 1) + 2¢ — 2 équivalence. L’hypothése
de dimension implique alors que Vapplication dy : [BX,2'G,_1(X)] —
[ZiX, F] est surjective. Par ailleurs, puisque o**'cat(X) < n - 1, Pappli-
cation Yip, ;(X) est homotopiquement triviale et x admet une section ho-
motopique 7 : X'X — F. La surjectivité de d; garantit I'existence d’une
application § : B°X —» T'G,_1(X) telle que d4(3) = d o § = 7. Clairement, §
est une section homotopique de T¢g,_1(X). Il en résulte que ocat(X) < n—1
ce qui est une contradiction. O

Nous terminons cette section en énongant les propriétés de la suite de
Puppe d’une cofibration desquelles la proposition 2.2.2 se déduit immédiate-
ment.

Lemme 2.2.6. Considérons une cofibration homotopique A B 5 C 00 C

est 1-conneze et sa suite de Puppe A 5 B 5 C Lra%vBEYC ..
Les énoncés suivents sont équivalents :

- Uapplication p est homotopiquement triviale,

- la cofibration C L5458 est homotopiquement triviale i.e. XA ~
CV LB,

- Uapplication § admet une rétraction homotopique r : A — C,
- .l’applicat'ion ¥t admet une section homotopique o : LB — LA.
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De plus, si ces conditions sont remplies, si Pespace C' est un co-H-espace €t
Uapplication § une application primitive, alors les applications 6, r,Tieto
satisfont la relation coLe+8or =~ idsa et lapplication TA B TAVEA Y
C V IB, ou v désigne le pincement, est une équivalence d’homotopie.

O

Dans la suite, nous utiliserons également le lemme suivant :

Lemme 2.2.7. C’onszdemns une ﬁbratwn homotopzque F LEB Betsa
suste de Puppe --- — OF Bor B a5 F 45 B D B Les énoncés
sutvants sont équivalents :

— Uapplication § est homotopigquement triviale,

- la fibration QF % OF R OB est homotopiquement triviale i.e. QF ~

QF x QB,

— lapplication Qi admet une rétraction homotopique v : QE — UF,

~ Vapplication Qp admet une section homotopique o : 0B — F.
De plus, lorsque ces conditions sont remplies, les applications Qi, r, Op et o

satisfont la relation o o Qp + Qi o7 ~ idagr et Vapplication QF x QB — g
OEXQE 5 QF, ot p désigne la multiplication des lacets, est une égquivalence
d’homotopte.

|

A titre d’exemple, nous retrouvons, pour deux espaces X et Y, les équi-
valences naturelles de Puppe

DX xY)3ZXVIYVEXAY)
et
QOAX * Q) x QX x QY S QX VYY)

Preuve. Désignonsparprx : X XY — X, pry : XxY =V, ix : X = XVY

et iy : Y — X VY les projections et inclusions canoniques et par j l'inclusion
XVY = XxY.Lacomposéer : D(X xY) 5 L(X xY)VE(XxY) SpT X VRPTY
X Vv LY, ot v est le pincement, constitue une rétraction de l'application
Tj:Z(X VYY) B{X xY). En appliquant le lemme 2.2.6 & la cofibration
homotopique X XY 5 X AY — (X VY), nous obtenons 'équivalence ¥ =
(rvEg)ov: (X xY) 5 EXVIY VE(XAY). De maniére duale I'application
QX x Qv TG (X VY x QX VY) 5 Q(X VY), dans laguelle  désigne
la composition des lacets, est une section de 7 : QX VY) — Q(X xY). En

considérant, cette fois la fibration homotopique Q(QX +QY) = QX VY) i
(X x Y) nous obtenons (X QYY) x QX x QY S QX VY). o
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2.3 Une version enrichie de la o-catégorie

L'application linéaire H*(g,(X);k) admet une structure de H*(X;k)-
modules que nous détaillons dans la suite. C’est cette structure supplémentaire
qui suggeére la variation de la g-catégorie que nous introduisons & présent :

La donnée d’'une application f : ¥ — X permet de construire le composé
YA3YxY SYAY S X AY que nous notons A;. Pour y € ¥, A(y) =
f{y)Ay. Grace 4 Vassociativité et a la commutativité du smash produit, nous
pouvons associer & f : ¥ — X des applications &'V — X A XY définies
de la facon suivante : pour tout ¢ > 0, notons R; : DY A Z) - Y AXIZ
et Li : XY A Z) — TY A Z les homéomorphismes naturels et formons les
composés B; o DA : Y = THX AY) -5 X AT,

Définition 2.3.1. Soit f : ¥ — X une application. Pour i € N, o cat(f)
est le plus petit entier n tel que la i®™ suspension de la n®™¢ fibration de
Ganea 2ig,(Y) : 2'G,(Y) — ©*Y admet une section homotopique s : Y —
TIGL{Y) rendant le diagramme suivant homotopiquement commutatif :

Yy »GLY
RioXiA; l lRWz"Bfogﬂ(Y)

X AZY —= X AZIG,Y.

idAs

La limite des o cat(f) est natée oacat(f).
Pour un espace X, ohcat(X) := o cat(id) et opcat(X) := oacat(id)

Remarque. Etant donnée une application f : ¥ — X, le nombre o’ cat(f)
est plus grand que o'cat(Y) puisque, non seulement I'application Tig,(Y)
doit admettre une section homotopique mais, en plus, cette section doit étre
compatible avec une certaine “structure”. Néanmoins, il se peut que cette
condition de compatibilité soit toujours remplie, c’est par exemple le cas
lorsque les applications R; o Z*A; et R; o S'Ajoy,(v) sont triviales. Ainsi,
lorsque f : ¥ — X est 'application triviale, on a ohcat(f) = oicat} et,
si Y est un co-H-espace alors, pour toute f : ¥ — X, on a oheat(Y) =

oY cat(f) = o'caty = 1. Nous donnerons dans la section suivante I’exemple

d’un espace pour lequel o cat et o*cat different.

Afin de mieux cerner les nombres chcat commencons par établir les
inégalités suivantes :
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Proposition 2.3.2. Soit f : Y — X une application, pour tout i > 0, on a

oacat{f) < a5 teat(f) < ohcat(f) < ojeat(f) = caty
oteat(Y) < oAcat(f) < oheat(Y).

Démonstration. Supposons que catY < n. Toute section s : ¥ — Gp(Y)
de g,(Y) vérifie la relation (id A s) o Ay = Ay, ) © s 1l en découle que
o cat(f) < n ce qui permet de conclure  I'égalité odcat(f) = catY De plus,
en usant, aprés i suspensions, de la naturalité de R; : Z¢(X A Z) 3 XATiZ
nous obtenons la relation (id A £'s) o R; 0 D!A; = R; 0 ¢ Afog vy © Z $
et, par conséquent, U'inégalité o’ cat(f) < n. Avec les mémes arguments
nous montrons que la suite (0 cat(f))ien est décroissante récoltant ainsi
la premidre ligne d’inégalités. Supposons & présent ol caty < n et notons
s : TV — TG, (Y) une section homotopique de Z¢g,(Y) rendant homoto-
piquement commutatif le carré supérieur du diagramme ci-dessous :

£IGY

RioT g, (v)

Ziy'/
&oziA'

YASY —= Y ATGY
f/\idi lf/\id

X AT —= X AZG,Y

idAs’

Comme le carré inférieur est commutatif, nous retrouvons, par composi-
ton, le diagramme que 1'application s’ doit rendre commutatif. Il en résulte
Vinégalité o cat(f) < oheat(Y). La derniére inégalité ayant déja été dis-
cutée, la proposition est démontrée. a

Les nombres o'y cat vérifient les propriétés de domination suivantes :

Proposition 2.3.3. Considérons un diagramme commutatif o homotopie prés

YLZ_§_>Y

NpA

X
Si & oo~ id alors ohcat(f) < ocat(g) et ohcat(Y) < ohcat(Z).

En particulier o'\cat est un invariant du type d’homotopie des espaces.

Pour démontrer cette proposition nous utilisons le lemxme suivant qui sera
également utile dans la suite :
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Lemme 2.3.4. Considérons un diagramme commutatif & homotopie prés :

NS

Alors, pour tout i > 0, les composés (idAZip)oR;05' A et R;oXiA 0% p sont
homotopes. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif & homotopie
pres

Y

. b )
DY — =%z
R,iozdﬂfi lRioE"Ag
X/\Z’YmX/\E’Z.

Démonstration. Vérifions le cas ¢ = 0. Les autres cas s’obtiendront par
suspension et par argument de naturalité. Par définition (id A ) o Ay =
(id A ) o (f Aid) o A = (f Ap) o A. Puisque les applications f et g o ¢ sont
homotopes, on obtient (idAgp)oAs =~ (gopAp)oA ~ (gaid)o(pAg)oA ~
(gAidyoNop=Ago0p. a]

Démonstration de la proposition 2.3.3 Supposons que o'cata(g) < n
et soit s : £'Z — L!G,(Z) une section homotopique de Tig,(Z) vérifiant
(id As)o R;oS'A, ~ R0 £'A yog. (7 © s. Nous savons (cf Prop. 2.1.2) que la
composée § = $'G,(€) o s o Tl est une section homotopique de ig,(Y). 1l
nous reste & vérifier que (idA3)o R;o LA, ~ R;oTiA foga(v)© 8. Remarquons
pour cela que gop = f et que (f 0 g,(Y)} 0 Gp(€) =~ g o go{Z}. En utilisant
le lemme 2.3.4 et la relation de compatibilité satisfaite par ’application s,
nous obtenons les diagrammes homotopiquement commutatifs suivants :

Sip prifem

Sy sig— 3G, (2) —= v, (Y)

R,vo):*z&fi ‘(Rioz'ég l [

XASY 5 X AN Z —gr X ATGu(Z) == X AEGr(Y).

idASip

La relation souhaitée vient de la composition de ces diagrammes et I'inégali-
té ol cat(f) < n est ainsi établie. Pour prouver la relation ojycat(Y) <
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o cat(Z), il suffit de considérer le diagramme homotopiquement commutatif

1

ZiGa(€

DY e 5 g —— e 5G,,(Z) LS EL(Y)
Rl-az:‘[si [Rioziﬁ [
Y A E"Ytdm:wz ANTIZ — Z A Z’Gn(%llm(g ATIG,(Y).
et de suivre le méme raisonnement. ]

Précisons & présent le lien qui existe entre Vapplication Aj: Y - X AY
et la structure de module sur P’algebre de cohomologie de X que Papplication
f:Y - X permet d’associer 4 la cohomologie de 'espace Y.

Fixons un corps commutatif k. Notons H*(S) = H*(S;k) V'espace vec-
toriel de cohomologie de I'espace S a coefficients dans k et m* le mor-
phisme induit en cohomologie par une application m : § — T. La diagonale
A: 8 — 8 xS munit H*(S) d’une structure d’algébre par le cup-produit

o H¥(S) ® H*(S) 5 H*(S x 8) & H*(S).

Considérons & présent une application f : Y — X. Elle induit une struc-
ture de H*(X)-module sur H*{Y)

ap=Ao(f xid)*: H'(X)@ H*(Y) S H* (X x Y) — H*(Y)

donnée par ap(z @ y) = f*(z) wy pour z € H*{X) et y € H*(Y).

L’application (Ay)* est la restriction de application ey au sous-espace H* (XA
Y) = k@ H*(X) ® H*(Y) ot H désigne la cohomologie réduite. Dans la
définition de I'invariant o4 cat est intervenue I’application R;o S'As : 'Y —
X A TY qui, par l'isomorphisme H*(ZY) = SH*(Y) = k@ sH*(Y), induit
en cohomologie :

ke H(X)®sH'(Y) = k& sH(Y)
1 =1
z®s'y = s (f(z)-y)
Le morphisme (R; o £'A;)* est donc exactement la restriction de Sia; =
k & s'ay.

Proposition 2.3.5. Soit f : Y — X une application. Si opcat(f) < n,
alors (g.(Y))* admet une rétraction de H*(X)-modules.
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En particulier, si oacat(X) < n, alors (9,(X))* admet une réiraction de
H*(X}-modules.

Démonstration.

Supposons que o’ cat(f) < n. Il existe donc une application 7 : &Y —
NiG,Y telle que Tig, (Y)or =~ id et telle que le diagramme suivant commute
4 homotopie pres :

oY — %G, Y
R,LoEiZ\fl [Rch*B,ogn(y)

X ASY == X ATIG,Y.

En cohomologie nous obtenons, en particulier, 7* o X(g,(Y))* = id, et de
la désuspension de cette égalité résulte une rétraction linéaire, X%r*, de
(gn(Y))*. Montrons que cette rétraction est un morphisme de H*(X)-modules
i.e. que la relation 77 (((go(Y))" o f*)(z) « 2) = f*(x) « (E7'7*(2)) est
vraie pour tout z € H*{X) et tout 2z € H*(G,Y).

Remarquons, pour cela, que le diagramme ci-dessus induit en cohomologie :

~ .~ d®T* ~ o~
k@ B (X) ® s B (GaY) 28y g H4(X) @ s B (V)
k@s*afogn v) I' kos'ay
¥
k@ s H(G,Y) — ke sH*(Y).

Décomposons H*(X)® H*(G,(Y)) = k@ H*(X)® H*(G,Y)e H*(X)9ka
k ® H*{(G,{Y)). Lorsque z ® z € k@ H*(X) ® H*(G,Y) la relation découle
de la désuspension du diagramme ci-dessus. Si z ® z € k ® H*(G,(Y)), elle
est immédiate; si z ® z € H*(X) ® k il vient T™'7*(((g2(Y))* 0 f*)(z) ~
z) = (Z77*) o (gu(Y))* o f*)(z) - 2z car z € k et, finalement, puisque
L% 0 (g,(Y))* = id, on obtient T ({(g.(Y))* o f*) () v 2) = f*(z) - 2 =
fr@)- (7 (2)). o

2.4 o'-catégorie rationnelle

Nous fixons k = Q et nous considérons des espaces S 1-connexes de type
fini i.e. dont la cohomologie rationnelle H*(S; Q) est un Q-espace vectoriel
gradué de dimension finie en chaque degré. Un tel espace S est un espace
rationnel si ses groupes d’homologie & coefficients entiers H,(S; Z) sont des
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Q-espaces vectoriels, ou, de fagon équivalente, si ses groupes d’homotopie
m.(S) sont des Q-espaces vectoriels. Une application ¢ : S — T' est une
équivalence d’homotopie rationnelle (notée ~q) si m.(¢) ® Q {ou, de fagon
équivalente H,(y;Q)), est un isomorphisme. On dit que deux espaces S et T’
ont le méme type d’homotopie rationnelle s'il existe une chaine d’équivalences
d’homotopie rationnelle les connectant S L8082 .87 Aunes
pace S l-connexe de type fini, nous pouvons associer un espace rationnel Sq
ayant méme type d’homotopie rationnelle. L’espace Sq, unique & équivalence
d’homotopie pres, est le rationalisé de S. Il constitue une approximation de
I’espace .S qui peut étre complétement représentée par des objets algébriques
tels que des algébres graduées différentielles commutatives (agde) ou des
algébres de Lie graduées différentielles (lgd). De cette facon, la LS-catégorie
de T'espace Sgq, dite catégorie rationnelle de S et notée cats(S), peut étre
calculée algébriquement et s’avére étre une excellente approximation de la
catégorie de S. En 1974, Toomer {45] avait conjecturé que, pour les espaces
rationnels, la LS-catégoric coincidait avec I'invariant eq. Cela s’est révélé
faux et c’est & J.-M. Lemaire et F. Sigrist que l'on doit le premier contre-
exemple : ils construisent un espace S vérifiant eq(S) = 2 et cato(S) = 3 [30].
La différence entre eq et caty se trouve, en fait, étre aussi grande que pos-
sible comme l’ont ensuite montré Y. Félix, S. Halperin et J.-C. Thomas [10},
Nous calculons les invariants o'cat et 0% cat pour les espaces rationnels. Nous
trouvons que o'cat(Sq) = eq(S) et que ohcat(Sq) est un réel intermédiaire
entre l'invariant de Toomer et la catégorie. Nous commencons par rappeler
les techniques et résultats d’homotopie rationnelle dont nous aurons besoin.
Pour davantage de détails et de développements, nous renvoyons & [7] {11]
[43].

e Modeéles de Sullivan, modéles de Quillen et formalité

Dans ce qui suit, une adge (A4, d) est une algébre graduée A munie d’une
différentielle d de degré -+1 vérifiant d{ab) = (da)b + (—1)%ladb (a,b € A),
commutative dans le sens gradué (ab = (—1)l*l¥lpa) et augmentée. Une lgd
(L,d) est une algébre de Lie graduée munie d’une différentielle d de degré
—1 vérifiant d[z,y) = [dz,y] + (=1)"![z,dy), z,y € L.

Une algébre de Sullivan est une adge de la forme (AV,d) ot AV est
P’algébre graduée commutative libre engendrée par l'evg V et V s'éerit V =
Do V (k) tel que dyoy = 0 et d(V(k)) C A(Sp<r-1V (p)) pour k > 1. S,
de plus, d(V) € A22V, I'algebre de Sullivan (AV,d) est dite minimale. Un
modéle de Sullivan d’une agde (A, d) est un quasi-isomorphisme 8 : (AV,d) —
(A, d) provenant d'une algébre de Sullivan. Une adge (A4, d) cohomologique-
ment I-connexe admet toujours un modeéle minimal de Sullivan et celui-ci
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est unique & isomorphisme prés. Le foncteur (contravariant) Apy de Sul-
livan [42] associe & un espace S 1-connexe de type fini une agdc cohomo-
logiquement 1-connexe de type fini qui est quasi-isomorphe & 1’algébre des
cochaines singulitres C*(5; Q). Ce foncteur constitue un invariant complet
de la théorie homotopique des espaces rationnels. En particulier, il existe
un foncteur réalisation (—) de la catégorie des adge cohomologiquement 1-
connexes et de type fini dans la catégorie des espaces 1-connexes de type fini
satisfaisant & la propriété suivante : si S est un espace 1-connexe de type fini
et si (AV,d) est un modele de Sullivan de S, alors (AV,d) et S ont le méme
type d’homotopie rationnelle.

Par, définition, un modéle {minimal) de Sullivan d’un espace S 1-connexe
de type fini est un modele (minimal) ((AV,d),0) de l'agde Ap(S). Les
algébres H*(AV,d) et H*(S;Q) sont ainsi isomorphes. De plus, si (AV,d)
est le modéle minimal de S (de type fini), I'evg V est de type fini et est
isomorphe au dual de Phomotopie de U'espace VP = Hom(m,(S), Q) et donc
a Phomotopie rationnelle de S (V? = 7,(5) ® Q).

Cette modélisation se prolonge aux morphismes d’adgc et aux applica-
tions. Une KS extension est un morphisme d’agdc (4, ds) = (A® AV, d) tel
quearra®l,dla®1) =dsa®1 et V est muni d'une base bien ordonnée
{Va}aes pour laquelle la différentielle d vérifie d(1 ® va) € A ® AVq. Tout
morphisme d’'agde (A4,d) — (B, d) se factorise en une KS extension suivie
d’un quasi-isomorphisme d’agdc

(4,d) (B,d)

A

(A® AV, d)

Ainsi, si (AV,d) est un modele de Sullivan d’un espace T, une application
¢ : 8 — T est modelée par une KS extension (AV,d) — (A(V & W),d)

obtenue en factorisant le morphisme (AV,d) = Apr(T) Arr{e) Apr(S). Une
telle KS extension est appelée modéle de Sullivan relatif de I'application ¢.

La théorie homotopique des espaces rationnels peut également étre mo-
delée par la théorie homotopique des algebres de Lie graduées différentielles
(lgd). Ainsi, D. Quillen [35] associe par un foncteur A & tout espace S 1-
connexe une lgd A(S) = (L,d) l-réduite (ie. Ly = 0) telle que H(L,d)
est isomorphe (sans hypothése de finitude) & algébre de Lie 7,((25) ® Q
{munie du crochet de Samelson}. Un modéle de Quillen de S est alors une
lgd libre (L(V),d) quasi-isomorphe & A(X). Il est dit minimal lorsque la
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différentielle est décomposable d(V) < [L(V),L(V)], l'evg V est alors iso-
morphe & s7'H,(S; Q). Grace & un résultat de M. Majewski [32], on sait que
les modeles de Quillen et de Sullivan d’un espace S 1-connexe de type fini
sont reliés par les foncteurs C* et £ de Quillen.
Nous utiliserons également la notion de formalité :

Un espace S l-connexe de type fini est formel s’il a méme modéle mini-
mal que Pagde (H*(S;Q),0) ie. s'il existe des quasi-isomorphismes d’agdc
(H*(S;Q),0) & (AV,d) = Apr(S) ot (AV,d) est le modele minimal de
S. Cela est équivalent & l'existence d’'un modéle minimal de Quillen 4 diffé-
rentielle purement quadratique [43]. Le type d’homotopie rationnel d’un es-
pace formel est ainsi complétement déterminé par sa cohomologie rationnelle.
Soient S et T' deux espaces 1l-connexes de type fini de modéles minimaux
respectifs (AV,d) et (AW, d). Une application ¢ : S — T entre deux es-
paces formels est formalisable [30] [12] 51l existe deux quasi-isomorphismes
s : (AV,d) 5 (H*(S;Q),0) et 8y : (AW,d) = (H*(T;Q),0) et un mor-
phisme d’agdc ¢ : (AW, d) ~ (AV, d) tels que le diagramme suivant commute
4 homotopie prés :

(H'(T; Q),0) <2~ (AW, d) —~> Ap,(T)
W’i \,‘ﬁ lAPL((P>
(H*(5;Q),0) <Z— (AV,d) == Ap;(S)

Par exemple, la suspension d’une application est formalisable, elle est done,
a équivalence d’homotopie prés, déterminée par 'application qu’elle induit
en cochomologie.

s o-catégorie et oa-catégorie rationnelles
Comme nous l’avons déja rappelé, la catégorie rationnelle d’un espace X
l-connexe est, par définition, la catégorie de son rationalisé : cafp(X) =
cat(Xgq). Dans [46], Toomer montre que les espaces de Ganea d’un espace
rationnel sont des espaces rationnels et en déduit ’existence, pour tout n > 0,
d’un diagramme homotopiquement commutatif

GH(X)Q Gn(XQ)

92{X)q 9n(Xq)
Xq

Une application ¢ : S — T entre espaces 1-connexes de type fini induisant
une (unique 4 équivalence d’homotopie prés) application entre les rationalisés
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g : Sq = Tq, il résulte de ce diagramme que la catégorie rationnelle d’un
espace S 1-connexe de type fini est une borne inférieure de la LS catégorie
cato(S) < cat(S).

De la méme fagon nous posons, pour un espace X l-connexe de type
fini, ocaty(X) 1= olcat(Xq), ocato(X) = ocat{Xq) et pour une application
[ Y = X, olcato(f) = oicat{fq) et oacaty(f) := oacat(fq). En remar-
quant que la rationalisation commute avec la suspension et le smash-produit
et en utilisant le diagramme ci-dessus, il est facile de voir que o’caty et o’ caty
sont des approximations respectives de o'cat et de o’ cat.

Dans la section précédente, nous avons montré que, pour une application
f Y = X et pour un corps k , I'inégalité oicat(f) < n implique que
Vapplication H*(g,(Y); k) induite en cohomologie par la fibration G,(Y} —»
Y admet une rétraction de H*(X;k)-modules. Du diagramme

Gn(Y)q = Gn(Ya)
4n ¥ )

(Yk AQ

Yq

e

Xq

il résuite que les structures de H*(X;Q) = H*(Xq; Q)-modules des mor-
phismes H*{¢,(Y); Q) = H*(g.(Y )q; Q) et H*(9,(Yq); Q) sont équivalentes.
Par suite, si 0 cat(f) < n ces morphismes admettent tous deux une rétraction
de H*(X; Q}-modules. Cela admet une réciproque :

Théoreme 2.4.1. Soit f: Y — X une application entre espaces 1-connezes
de type fini. Alors, pour tout 1 > 1, olcaty(f) = oacate(f) et oacato(f)
est le plus petit n € N pour lequel H*(9,(Y); Q) admei une rétraction de
H*{(X; Q)-modules.

En particulier, pour touti > 1, olcaty(Y) = acaty (V) = eq(Y) et oacato(Y) <
n si et seulement si H*(g,(Y); Q) admet une rétraction de H*(Y'; Q)-modules.

Démonstration. Supposons que 'application H*(g,(Y); Q) admet une
rétraction 7 : H*(GL(Y); Q) — H*(Y; Q) de H*(X; Q)-modules. De maniére
équivalente, Papplication H*(g,(Y)q; Q) admet une rétraction de H*{Xgq, Q)-
modules que nous noterons également r. Pour établir notre énoncé, il nous
suffit, puisque les entiers (o cato(f))ien forment une suite décroissante, de
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prouver que ok cato(f) < n. En considérant la suspension du diagramme

Gn(Y)a = Gn(Ya)
ﬂn(yk A’Q)

Yq

le probleme revient & construire une application s : EYq — ZGn(Y)q qui
vérifie £g,(Y)q © s = id et qui rend homotopiquement commutatif le dia-
gramme suivant

TYq *— LG (Y)q
RioBAf, l lmeuomm)q
Xq A EYq —;(}XSXQ AZG, (Vg

Notons 7 : H.(Yq) — H.(G.{Y)q) le dual de r, ce morphisme vérifie
H.(ga(Y)q) o ¥ = id et rend commutatif le diagramme

H,(Yq)

_!

¥
dRT

H.(Xq) ® H.(Yq) — H(Xq) ® H.(Ga(Y)q)

Hy(Gn(Y)a)

Appliquons le foncteur L des algébres de Lie libres et munissons les algébres
de Lie ainsi obtenues de la différentielle 0 :

(LH.(Ya),0) (LH.(G4(Y)a),0)

| |

(Lﬁ* (XQ) @ ﬁ* (YQ)= 0) - (Lﬁ*(XQ) ® ﬁ*(Gn(Y)Q)a 0)

L’application Lg,(Y)q étant formalisable, le morphisme

LA, (g,(Y)q) : (LH.(G.(Y)q,0) — (LH.(Yq,0) en est un modtle. Par
conséquent le morphisme L7 se réalise en une section homotopique o : £¥Yg —
LG, (Y)q de Ygn(Y)q- Remarquons que I'application o est formalisable
car c’est une application entre suspensions qui est injective en homologie
[12]. En conséquence 7 = s 'H.(c). Par formalité les morphismes verti-
caux du diagramme ci-dessus sont les modeles des applications Ry o Ay, ¢
EYQ — XQ A ZYQ et Ryo EAonn(Y))Q : EGH(Y)Q — XQ A EGn(Y)Q En
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réalisant ce diagramme, nous obtenons donc une application m : XqAXYq —
Xq AZGR(Y)q et un diagramme homotopiquement commutatif

EYQ 2 X6y (Y)Q
R10%Ag, L lRWEAUogn(Y»Q

Xq AXYq — Xq A EGT,(Y)Q

dans lequel il nous reste a montrer que m = id A o. L’application id A o :
Xq AN EYq — Xq A ZGR(Y)q est une application entre suspensions in-
jective en homologie, elle est donc formalisable [12] et admet pour modele
Ls7'H,(id Ao) = id @ L : L{H.(Xq AXYg),0) — L(H.(Xq AXG,Yg),0).
En conséquence m ~ id A 0. O

La catégorie rationnelle s’est révélée étre un ingrédient essentiel dans
Pétude de 'homotopie rationnelle des espaces. Le résultat fondamental dans
cette direction est le théoréme suivant dit mapping theorem établi en 1982
par Y. Félix et S. Halperin :

Théorzdme 2.4.2 ([8]). Soit f : S — T une application entre espaces 1-
connezes de type fini. §i m(f) @ Q : m(S) ® Q = 7(T) ® Q est injective
alors cato(S) < cate(T).

L’une des applications majeures de ce théoréme est de pouvoir séparer la
classe des espaces 1-connexes de type fini et de catégorie rationnelle finie en
deux classes disjointes : la classe des espaces elliptiques i.e. les espaces dont
I'homotopie rationnelle est finie et la classe des espaces hyperboliques i.e.
dont 'homotopie rationnelle croit de fagon exponentielle. Historiquement, le
point de départ du mapping theorem et de ses diverses conséquences réside
dans une caractérisation en termes de modeles de Sullivan de la catégorie
rationnelle. Rappelons cette caractérisation : soit (AV, d) un modéle minimal
de S, considérons la projection m, : (AV,d) — (AV/A>"V,d) et factorisons-
la en une KS extension suivie d’un quasi-isomorphisme : (AV,d) — (AV ®
AW, d) = (AV/A>"V, d). Dans [8] Félix et Halperin montrent que caty(S) est
le plus petit n pour lequel la projection , : (AV,d) = (AV/A>"V,d) admet
une rétraction homotopique ce qui signifie que la KS extension (AV,d) —
(AV ® AW,d) admet une rétraction d’agde. Cette caractérisation a alors
suggéré la définition de la module-catégorie : Mcato(S) est le plus petit
n pour lequel la projection m, admet une rétraction homotopique de AV-
modules différentiels. En 1988, K. Hess montre que les invariants Mcat, et
catg coincident [21]. Ce résultat combiné aux travaux de B. Jessup sur Mcaty
[27]) permet d’établir la formule caty(T x S™) = caty(T) + 1. Plus récemment,
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en utilisant également le résultat de K. Hess, Y. Félix, S. Halperin et J-M.
Lemaire [9] ont prouvé la formule générale cato(S x T) = cato(S) + cato(T).

Exprimons, & présent, invariant o cato(f) en termes de modeles de Sul-
livan. Considérons une application f : ¥ — X et (AV,d) R {AW,d) un
modéle de Sullivan relatif de f (W = VV @ V). La réalisation géométrique de
ce modele est homotopiquement équivalente & l'application fq : Yq — Xq.

Le morphisme d’agde 7, : (AV,d) — (AV/A”"V, d) munit 'algebre
H(AV/A>"V,d) d’une structure de H(AV,d)-modules définie comme suit :
notons [a] la classe de cohomologie d'un cocycle a. Alors, [z] € H(AV, d) et
[y] € HAV/A>™V,d) [z] - [y] = [ma(@)y] = [zy] -

Par ailleurs, H. Scheerer et D. Tanré ont montré que la réalisation géométrique
du morphisme 7, : (AV,d} — (AV/A>"V,d) est une n-LS application [37].
Autrement dit, il existe des applications continues ! et & telles que le dia-
gramme suivant commute

Ga((AV)) —L= (AV/A>"V) 2 G ((AV))

'/(ﬂ'n)
gm (V)

(AV)

Nous en déduisons la caractérisation suivante :

Proposition 2.4.3. Soit f : Y — X une application entre espaces 1-connezes
de type fini. Soit fq : Yo — Xq sa rotionalisation et (AV,d) — (AW, d) un
modéle de Sullivan de f. Alors, oicato(f) < n si et seulement si H(m,) :
H(AW,d) — H(AW/A>"W,d) admet une rétraction de H(AV, d)-modules.

O

Nous allons, & présent, construire & partir du générateur » € m»(S?) et de
I’application de Hopf n € m5(CP?), des espaces qui permettent de séparer les
invariants oacaty, ocaty et caty.

Le premier de ces espaces a été construit par Lemaire et Sigrist [30]

Un espace pour lequel oacaty # ocatg
Désignons par X l'espace (CP?V S%)U, e ol @ = [17,¢]. Son modéle minimal
(AZ,d) est défini par Z = @p»o 27
Z%: g,y dz=dy=0
Z3:a,b da=1?db=my
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Z4: v dv=gzb-ya

Z%: c,w de =y, dw=ab+zv

Z% . m,n dm = av — zw,dn = bv — yw

Z27 est construit par récurrence pour que H24(AZ, d) = 0.(cf {30],{7])
La cohomologie H(AZ, d) est représentée par les cocycles

L, z,y,9% zc + y°b.

11 est déja connu que eg(X) = 2 et que catp(X) = 3 [{30]. Nous savons
donc que ceaty(X) = 2. Montrons que oacafe(X) = 3. La cohomologie
H<8(AZ/A>?Z) étant représentée par les cocycles

11 I? y! y2’ $b, ybY C’ xv’ yv3 I-C’ lyC5 Iw’ yw

il existe une unique rétraction linéaire de H{p,) : H(AZ,d) — H(AZ/A>?Z, d).
Cette rétraction envoie [1] — [1], [z] — [z], [v] = W], [¥?] = ¥}, [zc] —
[zc+y2b] et toute autre classe sur 0. Elle envoie donc la classe [¢] sur 0 ce qui
lui interdit d’étre une rétraction de H{AZ, d)-modules car elle devrait alors
envoyer la classe [zc] = [z] - [c] sur 0. Finalement oacato(X) = 3.

En modifiant Pattachement de la derniére cellule, nous construisons

Un espace pour lequel oacaty # caty
Considérons I’espace Y = (CP* v §%) Ug €® ott 8 = [[,1],]- Nous allons
prouver que gacatp(Y) = 2 tandis que cato(Y) = 3.
Le modele minimal de Y, (AV,d) est défini, en reprenant les notations de
Vexemple précédent, par
VP = ZP pour p < 5,
V8. u,m,n du=1y%*— xc,dm = av — zw,dn = bv — yw
V7 :p,r s dp = be— yu,dr = xm + aw, ds = ym + bw + v?
et V28 est construit par récurrence pour que H2%(AV,d) = 0.

e Prouvons que oacato(Y) =2
Les cohomologies H(AV, d) et H(AV/A>?V, d) sont respectivement représentées
par les cocycles
1,z,vy, yz,yzv + zu + ac,

et
1,z,y,%°, za, b, yb, ¢, ab, yv, av, bv, ye, Tu, 6c. . -

Nous construisons alors une rétraction linéaire de H(ps) : H(AV,d) —
H(AV/A>2V,d) par [1] = (1, [¢] = [o], (4] = ], [5%) = 7], fou + ac] >
[y%v + zu + ac] et toute autre classe est envoyée sur 0. Mises & part [y?] et
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[yc], aucune classe de H(AV/A>?V,d) n’est décomposable sous I'action de
H(AV,d)-modules, la rétraction linéaire construite précédemment est donc
une rétraction de H(AV,d)-modules. Par conséquent oacate(Y) = 2.

e Prouvons & présent que cato(Y) = 3.
Compte tenu de la décomposition cellulaire de Y, il est clair que catp(Y) <
3. Pour montrer 'inégalité inverse, nous construisons, de la méme fagon
que dans [8], une application (§* x CP?)q — Yq injective en homotopie.
Considérons I Iidéal de AV engendré par z,a,b,y%, v? et V25, Cet idéal est
" stable par la différentielle. Le quotient de AV par I est 'adgc (Ay/y® ®
Av/v?,0). La projection (AV,d) — (AV/I,d) = (Ay/y® ® Av/v?%0) factorise
& travers le modele minimal de (Ay/y® ® Av/v?,0) & savoir A(y,v,, 3),
do = 1%, dB = v* Nous obtenons ainsi une application & : (AV,d) —
(A(y,v,a, 3),d) qui est surjective sur les générateurs : h(y) = y, h(v) =
v,h(c}) = « et h(s) = B. L'algébre A(y,v,a, 8) étant le modeéle minimal
de S? x CP?, la réalisation de h donne lieu & une application continue
(8% x CP?)q — Yq injective en homotopie. Le mapping theorem nous per-
met d’en déduire que caty(S* x CP?) < catyY. Par la formule de K. Hess
et B. Jessup, nous obtenons cat(S* x CP?)q = 1 + cat(CP?)q = 3. Il en
découle, finalement, 1'égalité cat¥q = 3. O



Chapitre 3

Attachement d’une cellule

Dans tout ce chapitre, nous considérons un CW-compleze X (g — 1)-
conneze (g > 2) et une application ¢ : S* - X, (p > g+ 1).

Le but est d’étudier le comportement des o’-catégories lors de ’attache-
ment d’une cellule & 'espace X le long de Papplication a. Une telle étude a
déja été réalisée pour la LS-catégorie par Berstein et Hilton [4]. Leurs travaux
montrent que les variations de la catégorie lors d’un attachement de cellule
sont détectées par une classe d’homotopie liée a P'application d’attachement
et appelée invariant de Hopf. Grice A cette analyse, Berstein et Hilton ont, en
particulier, pu exhiber le premier exemple d’un espace qui est un co-H-espace
sans étre une suspension. Nous considérons un analogue de leur invariant de
Hopf et montrons que le comportement de la oi-catégorie est fonction de la
i¥™e suspension de cette classe d’homotopie. Aprés avoir donné quelques tech-
niques de détermination de l'invariant de Hopf, nous appliquons ce résultat
au calcul explicite de la o*-catégorie sur quelques exemples. Avant tout, nous
commencons par examiner le squelette de basse dimension des espaces de
Ganea de I'espace Y = X U, eP*! ce qui motivera la définition de Vinvariant
de Hopf que nous donnons dans la section 2. Nous serons souvent amenés,
par raison de commodité, & ne pas distinguer une application de sa classe
d’homotopie.

3.1 Espace de Ganea d’un espace d’adjonc-
tion
Notons j : X — Y = X U, e’*! linclusion de X dans la cofibre homo-

topique. L’application Qj o of = Q(j o a) o (idg:)? : P71 — QX — QY est
homotopiquement triviale. Nous obtenons donc, par la propriété universelle

47
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des sommes amalgamées une factorisation de Qj :

g1 —2 L 0x

Nous voulons décrire les espaces de Ganea de Y en fonction de ceux de
X. Cette description repose sur le lemme suivant démontré en fin de section.

Lemme 3.1.1. L’application { : QX Uy €@ — QY est une (p+ ¢ — 2)-
équivalence.

Par suspension nous obtenons une (p+ ¢ — 1)-équivalence ¢ : QX Ug
e?*1 — TOY. Du cube commutatif suivant

Dot
SP OX
\ 05
cse QY
| |
SP X evy
cs —mm =Y

nous déduisons que la (p+¢ — 1)-équivalence X¢ s’inscrit dans un diagramme
commutatif

SOX — DX Upys et Zosay

X ‘ Y Y
J

dans lequel I'application €v : LQX Ugpy €771 — X U, e#7! = Y coincide
avec evy sur L0QX et envoie la cellule e?*! sur elle-méme par Videntité.
Via P’équivalence d’homotopie k : £QZ = G(Z), décrite dans la section
1.2, ce diagramme s’identifie & un méme diagramme ot les applications evy,
€v, evy et L(j sont respectivement remplacées par les applications g;(X),
51 = (91(X),id), 1(Y) et G1(j).
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Plus généralement, notons k; = & et k, la composée QX = Gy (X } -
G,.(X). Chaque composée S? wnoBg? Gn(X) Gnld) Gr(Y) est homotopique-
ment triviale. Par la propriété universelle des sommes amalgamées, nous ob-
tenons des applications §y, : Grn(X) Ux ozt €75 = Y, G @ Ga(X) Uy, opat
e’ — G,(Y) et un diagramme commutatif dans lequel j, : Go(X) —
Gn(X) Uy oxat €87 est inclusion et ¢, 0 j, = Go(j).

Fr(3)

Fa(X) Fu.(Y)
z'n(X)l iz‘n(y)
GalX) "> Gal(X) Uy ot €~ G (Y)
yn(X)i 5 lgn(w
X . Y Y.

Proposition 3.1.2. Pour tout n > 1, le diagramme ci-dessus vérifie :

(i) Le carré de gauche est une somme amalgamée;

() Fo(j) est une (ng +p — 1)-équivalence;

(11i) ¢, est une (p+ ¢ — 1)-équivalence;

(iv) Les applications g,(X) et g,(Y) induisent une application C(Gr(J)) —
C(5) = SP*! qui est un isomorphisme en homologie jusqu’eu degré p+q— 1.

Démonstration de la proposition 3.1.2 L’énoncé (i) découle de 1’égalité
gn(X) 0k, 0 Tal = « et de la propriété de composition des sommes amal-
gamées. Pour (i), rappelons que P’application Fy,(j) s’identifie au joint itéré
i Q7. L'application £27 : 2X — QY est une (p — 1)-équivalence. En utili-
sant la connexité de QX il est facile d’en déduire le résultat. L’énoncé (i)
se prouve par récurrence sur n. Le cas n = 1 vient du fait que I'applica-
tion (; est exactement (via x) la suspension de P’application ¢ du lemme
3.1.1. Supposons le résultat vrai pour » > 1. Remarquons que l'espace
Gra1(X)Uy,, omar €°7 est, via I’équivalence d’homotopie Gy, (X )UF, (X) ooy
Grni1(X) dans le méme type d’homotopie que la cofibre homotopique du com-

posé F,(X) i3 G (X) 2 Ga(X) U, oxat €11, Considérons le diagramme
suivant :

Fo(X) == F, (X) — F(Y)
in(X)l \—/ ljn“ﬂ(x) lin(y)

Gn(X) - Gn(X) Uy, onat €811 ras G,(Y)

En prenant les cofibres homotopiques des applications i, (X), jn © in(X) et
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in(Y) et en utilisant I’équivalence d’homotopie a4 nous obtenons une suite
Gri1(X) = Gry1(X) Uy, oxat €11 — Gnyi(Y). Par argument de propriété
universelle, il est facile d’identifier cette suite avec le composé (11 © Jpi1.
D’aprés le point (iz), Vapplication Fy(j) est une (ng + p — 1)-équivalence. Il
résulte alors du lemme des cinq et de 'hypothése de récurrence que (41 est
aussi une (p + g — 1)-équivalence ce qui termine la preuve.

(iv) La construction des cofibres homotopiques des applications j,, G, (j) et
j donne, en particulier, le diagramme suivant :

Gn(X) Uy opat €71 — 2 G (Y)

|

C(dn) = 571

SP‘H. mc(])

dans lequel U'application C(Gy(j)) — C(j) est induite par g,(X) et ga(Y).
L’application SP*! — C(G,(7)) a pour inverse & gauche C(G,(j)) — C(j) =
57+l elle induit donec un morphisme injectif en homologie. D’autre part,
puisque le carré supérieur du diagramme ci-dessus est une somme amal-
gamée, nous pouvons déduire du point (ii} que SPT — C{G,(j)) est une
(p + g — 1)-équivalence. En définitive, cette application induit un isomor-
phisme en homologie jusqu’au degré p + ¢ — 1 et il en est donc de méme de
son inverse & gauche. ]

Démonstration du lemme 3.1.1 1l ¢’agit de montrer que la fibre homo-
topique F' de Papplication ¢ est (p + ¢ — 3)-connexe. Considérons F' la fibre
homotopique de V'inclusion j : X — Y. Notons x : F' — X Papplication
induite et d : 57 — F un relevement de « dans F : y od ~ a. D’apres le
lemme 2.2.5, Papplication d est une (p+ g — 2)-équivalence, il en découle que
son adjoint d* : §P~1 — QS? X QF est une min(2p—3, p-+q— 3)-équivalence,
soit une (p + ¢ — 3)-équivalence. La cofibre homotopique QF Uy e? de d* est
donc p + ¢ — 3 connexe. Dans [37], H. Scheerer et D. Tanré montrent que
les espaces QF Uy e? et F' s'inscrivent dans une cofibration homotopique
QFUg e? — F' — Q2Y % SP7L. Le joint QY * SP~! étant (p+ g~ 3)-connexe,
il en résulte que F' est également {p + ¢ — 3)-connexe. 0
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3.2 Invariant de Hopf et o-catégorie

3.2.1. Nous commencons par préciser le comportement en homotopie des
applications intervenant dans le diagramme

et par fixer quelques notations.

L'application 7, (X) — 7,(Gr{X)) qui & une classe [ﬁ] associe la classe
[kn 0 6] est une section de 7.(g,(X)). Ceci montre, en particulier, que I'ap-
plication g, (X) est surjective en homotople En fa.lt dette section en homoto-

pie provient d’une section naturelle o : QX —Qf‘ QZQX g OG,(X) de 1a fi-

bration g, (X). La seule existence de cette section permet, grice 4 la version
duale du lemme 2.2.6 de prouver que la fibration QF,(X) — QG,(X) —» QX
est triviale. En particulier Papplication ¢, (X) : QF,(X) — QG,(X) admet
une rétraction w : QG (X) — QF, (X) vérifiant 4, (X)ow+00Qgna(X) > id
et 1, (X) : Fp(X) — Gp(X) est injective en homotopie.

De la méme fagon, 57(X) : QT™(X) — QX! admet une section na-
turelle o' : QX"+ = (X)) — (QT™(X))*' 5 QT™(X) (dans laquelle
la premiére fleche est définie & partir des différentes inclusions de X dans

le fat wedge et la seconde est la composition des lacets) ce qui assure la
trivialité de la fibration homotopique QF,{(X) = 4960 QT"(X ) YD 1,
En conséquence, il existe une application naturelle o’ : QT"(X)} — QF,(X)
vérifiant w’ o Q1,(X) = id et QI (X) o' + 0’ 0 Q" X) = id.

Enfin, la projection X! — X sur un facteur quelconque constitue un
inverse & gauche de I’application diagonale. L’application 2A™*! admet donc
une rétraction et celle-ci induit, par la trivialité des fibrations considérées ci-
dessus, une rétraction de Qv @ QG,(X) — QT™(X). En particulier, v, est
injective en homotopie.

Supposons désormais que la catégorie de X est inférieure ou égale a k > 1.
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Rappelons que le diagramme

Gr(X) 2> TH(X)

Qk(X)l lj’“(X)
k+1

b ¢ At Xk

établit une bijection entre les sections de gy (X) et les relévements & homo-
topie prés de la diagonale. Fizons une section s : X — Gi(X) de gr(X) et
notons ¢ = y, 08 : X — TF(X) le relévement de A** correspondant. La
catégorie de ’espace X U, eP*! est au plus k + 1. Il en est donc de méme
des oicatY . Pour cat et pour o’cat, se pose alors la question : “ Sous quelles
conditions la borne k + 1 est-elle atteinte 7’ Dans le cas de la catégorie, la
question peut étre abordée par I'un des problemes équivalents suivants :

(a) sous quelles conditions I’application X < Gy(X) G Gi{Y) s'étend-
elled ¥Y'?

ki
(b) sous quelles conditions l’application X 2 Tk (X) Y TH(Y) s’étend-
elleaY?

Berstein et Hilton répondent & la question en montrant que ’obstruction &
I’extension de ¢ réside dans une classe d’homotopie Hy(a) appelée invariant
de Hopf délicat dont voici la définition :

A la classe o : S — X, Berstein et Hilton associent I’élément Hola) =
(W' o Q¢ oat) € mpy(F(X)) 2 mppr (X*+1, TH(X)) et montrent :

Théoréme 3.2.2 ([4]). Soient X un CW compleze (g — 1}-conneze (g > 2)
de catégorie inférieure ou égale & k et ¢ : X — Tp(X) un relévement de
A¥t1 Considérons une application o : S — X et notons Y = X U, eP*! sa
cofibre homotopique. Si Hg(o) = 0 alors catY < k. La réciprogue est vraie
lorsque dim(X) < q\(/» +1) -2

|

/

Dans le cas de/oicat (i > 0) les problemes (a) et (b) “suspendus” ne
sont plus équivalents. L'extension de T'Gy(j) o Tis : T'X — TIGL(Y) &
'espace LY permet toujours de construire un relevement de L'A*! mais
il n’est pas possible en général (comme l'illustrera Pexemple 4) d’obtenir
une section homotopique de Tigy(V) & partir d’un relévement de TEA*!
Nous sommes amenés 4 aborder la question par le probléme (a). Nous al-
lons associer & 'application o un invariant de Hopf dont la i*™® suspension
représentera ’obstruction & étendre l'application TGy (j) o T's & 'espace
%Y. Plus précisément cet invariant va mesurer le défaut de commutativité
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du diagramme
z0sr — I GL(X)

Eid"T ]s
e = X
dans lequel la composée ky o Qo o Tid? = k4, o Lad est Papplication d’atta-
chement de la cellule eP*! & espace de Ganea Gi(X) que nous avons étudide
dans la section 3.1. Autrement dit (voir 3.2.1), Pinvariant de Hopf mesure la
différence entre la section de g,(X) induite par s et la section naturelle o
toutes deux évaluées en o :

Définition 3.2.3. L’nvariant de Hopfdeo : S — X est l'élément Hy(a) =
H(a)=frroXal —soa=(coat — Qsocf) € m(Gr{X)).

Remarquons que g;{X} o (), o Lot — soa) =~ * ce qui signifie que l'inva-
riant de Hopf H(a) est dans I'image de 4;(X) : Fr(X) — G¢(X). Considéré
comme une classe d’homotopie de Fi(X) (nous le noterons alors H,{(c)), cet
invartant est la traduction en termes des fibrations de Ganea de l'invariant de
Hopf défini par Berstein et Hilton (cf. prop. 3.2.7). Notons que cet invariant
de Hopf version “4 la Ganea” apparait déja dans les travaux d’Iwase [24].

Nous mentrons alors :
Théoréme 3.2.4. Soient X un CW compleze (g — 1)-conneze (¢ > 2) de
catégorie inférieure ou égale ¢ k et s : X — Gp(X) une section de gx(X).
Considérons une application o : SP — X (p > q+1) et notons ¥ = X U, eP¥?
sa cofibre homotopique. Pour tout 1 > 0 :

Si L' H () = 0 alors o'catY < k.

Si, de plus, dim{X) < q(k + 1) — 2, alors la réciproque est vraie i.e.
o'caty < k implique Y'H{a) = 0.

Lorsque l'espace X est une sphere 59, la condition sur la dimension est
toujours remplie et le théoréme se simplifie en :
Corollaire 3.2.5. Considérons une application o : S — 89 (¢ > 2,p >
g+ 1) de cofibre homotopique Y = SP U, e**l. Alors, pour tout i > 0,
oleaty <1 si et seulement si SPH(a) = 0.

Avant de démontrer le théoreme 3.2.4 situons-le par rapport aux résultats
de Berstein et Hilton [4] et de Gilbert {17].
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Gilbert étudie linfluence sur la catégorie faible G-wcat de 'attache-
ment d’une cellule & une sphére 59 Remarquons tout d’abord que l'es-
pace £$87 est homotopiquement équivalent & un wedge infini de sphéres
V51 S™@~D+1, Lrapplication Sed : 8P — TQS? ~ \/,.,, S"#=U+1 coincide
alors avec 'invariant de Hopf compose défini par Hilton [22] Gilbert considere
la classe H'(a) € my(V,,55 S™9~D+1) obtenue par projection de Tof. La sec-
tion s = Tid : 57 — EQ_S” coincidant avec I'inclusion S¢ — \/_,, S™a-U+L
cette projection s'identifie & I’application g : £QS7 — C(s) ~ \/,, SME-D+L,
Ainsi H'(a) = goZa! = go H(a). De plus, I'application g admet une section
homotopique 7 : \/, 5, SM4- D+ — 057 vérifiant 7 o o + 50 ev 2~ idpase.
Il en résulte que H(a) = 0 si et seulement si H'(cr) := g0 H(a) = 0 et, de
méme pour tout i > 1 : LH () = 0 si et seulement si $¢H'(«) = 0. Gilbert
utilise la classe X H'(«) pour étudier les variations de G-wcat. Il montre que
G-weat(S? Uy ePT1) < 1 si et seulement si TH'(a) = 0. Le cas i = 1 du
corollaire 3.2.5 est donc exactement le théoréme de Gilbert et le cas i = 1
du théoréme 3.2.4 étend 1’étude de Gilbert & tout espace. Notons, au passage
que, pour o : S? — 59, H(e) = [Sat ~ (Zid') o o] est obstruction & ce que
Papplication « soit une application de co-H-espace.

3.2.6. En suivant Gilbert, nous définissons H'(a) = po H(a) € mp(C(s)) ot
0: Gi(X) — C(s) désigne I'inclusion de Gi(X) dans la cofibre de s : X —
Gy(X). Par le diagramme suivant dans lequel toutes les lignes et colonnes
sont des cofibrations homotopiques

X = —_—

A

— X —
I
*

Cs) —

N
Ce(X)
;
—3C(s)

on observe que £C(s) ~ Cx(X). Par conséquent, pour i > 1, la classe £*H'(«)
est élément de 7, (£ Cr(X)). Remarquons également (en prolongeant les
suites de Puppe des deux lignes du bas) que l'application Tp : EGr(X) —
YC(s) est une rétraction homotopique du connectant § : C(X) — LGr(X)

de la suite de Puppe de la cofibration Gi(X) 9w x o Cr(X).

Venons-en au résultat de Berstein et Hilton énoncé précédemment. Nous
allons voir que ce résultat est complétement contenu dans le cas 1 = 0 du
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théoréme 3.2.4. Pour cela, nous allons mettre en relation I'invariant de Hopf
défini par Berstein et Hilton et celui de la définition 3.2.3. A cette occa-
sion, nous rassemblons dans la proposition suivante les différents invariants
de Hopf rencontrés jusqu'ici et les relations existant entre-eux.

Proposition 3.2.7. Soit s : X — Gy(X) une section de la k™ fibration de
Ganea. Notons ¢ := y, 0 s le relévement de la diagonale correspondant et o
Gi(X) = C(s) Uapplication obtenue en construisant la cofibre homotopigue
de s. A une application o : S* — X nous avons associé :

(1) H(a) = kyoSat —soa € m,(Gi(X)), d’adjointe H{a)! = coa!—Qsoat
et Hs{w) € mp(Fp( X)) défini par H(a) = ix(X) o Hs(a)

(2) Ho(a) = (woQgoat) € my(Fi(X)) =2 mppt (XFHL, TH(X). Cet élément
vérifie Hy(a)! = —w'oQyoH () et H(a) = —ix(X)oHy(a) ot 1x(X) :
Fi(X) = Gi(X) est Uinclusion. Autrement dit Hy(a) = —Hs(c).

(8) H'(c) = po H(a) =~ po ko Zot € m,(C(s)). Pouri > 1, T H'(a) €
Ty (T C(X))

Les applications H : 71y(X) — 7p(Ge(X)), H(= Hy = —H,) : (X)) —
mp{Fe(X)) et H : 7p(X) — 7,(C(s)) sont des homorphismes de groupes qui
satisfont les relations suivantes :

H=0eH=0 et H=0=H =90
YH=0=SH=0 e YH=0&SH =0 pourtouti> 1.

Remarque. L’équivalence H = 0 < Hy = 0 montre que le cas ¢ = 0
du théoréme 3.2.4 est exactement le théoréeme de Berstein et Hilton énoncé
précédemment. Aprés suspension, implication H = 0 = H = 0 n’est plus
vraie car les applications Ty (X) : B (X) — L!Gk(X) ne sont, en général,
pas injectives en homotopie.

Démonstration de la proposition 3.2.7 Les points (1) et (3) sont les
définitions des invariants H et H’' (cf définition 3.2.3 et n® 3.2.6). Pour
montrer la coincidence des éléments Hy(e)! = w' o Q(y; 0 s 0 a) o id' et
—w' o Qy o H(a)! = —w oQy 0 (0 0a* — Qs oaf), il sagit de prou-
ver que «' o ¥y, 0 0 o of = 0. Par naturalité de o, 7 et ', on obtient
WoQyoooal =woQyoQGi(a)ogoid =w o QT (a)oQyoooid =
QF;.(a)ow' oy oooid!. Remarquons A présent que les applications Qyzoooidt
et o' o QAP o id* constituent toutes deux des relevements de I'application
QAL o 4df 1 SP71 — Q(SP)*! le long de Qi (SP). Cette derniére étant
une ((k + 1)p — 2)-équivalence, elle induit une bijection [SP~1, QT*(S?)] —
[SP=1, (2SP)5F1]. I en résulte que Qy; o o o idF et ¢’ o QA o id* sont homo-
topes. Par conséquent w' o Qy, 00 00l = QF(a)ow oo’ o QA oidt = 0
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puisque w' o o/ = 0. Montrons & présent que H(a) = —ix(X) o Hyla).
Puisque €y; admet une rétraction (cf 3.2.1), il suffit d’établir que {2y, o
H(a)" = —Qry, 0 Qir(X) o Hy(a)!. Par la relation démontrée précédemment
et Q9 (X) 0w’ + ¢’ 0 Q™(X) = id nous obtenons Oy 0 Qi (X) o Hy(a)t =
— Q9 (X) ow' oQypo H(a) = (07 0 (X) —id) o Qypo H(a)f = —Qypo H{a)!
car Q7 (X) o Qyy 0 H(a)! ~ QAF+ 0 Qg (X) o H(a)* ~ *. Nous avons ainsi
obtenu i (X)oHs(a) = —H(a) = —ix(X)oH(), Pégalité Hyola) = —H,{a)
découle de l'injectivité en homotopie de I’application i;(X). Venons-en & la
seconde partie de ’énoncé. Puisque les applications d’adjonction préservent
les lois de composition, il est clair que H, H', H(= Hs = —H;) sont des ho-
momorphismes de groupes. Enfin, les seules implications non évidentes sont
H=0=H=0e ZH =0 = Z'H = 0. La premiere se déduit de la
relation H{a) = —ix(X) o H(a) et de l'injectivité en homotopie de 'applica-
tion x(X) : F(X) = Gi(X). Pour la seconde implication, remarquons que
l’application T's est une suspension (i > 1) qui admet une rétraction homo-
topique, en 'occurence Ttgy(X). Il découle du lemme 2.2.6 que la cofibration

X I8 TIG(X) ZF TIC(s) est triviale et que T'p admet une section homo-
topique 7 : $C(s) = T'Gr(X) vérifiant 70 Tip + Tis o T'gp(X) = idsic,(x).
Sachant que Y¥po T'H = 0 et que Yigy(X) o XH = 0, on en déduit que
TIH = 0. ]

Démonstration du théoréme 3.2.4 Considérons un entier i > 0.

(a) L’égalité £'H(a) = 0 signifie que les applications ¥(xg o Za') et Li(so
o) = Tis o Dia sont homotopes. Les applications id : £5? — 'SP et Lis :
YiX — Y'GL(X) induisent ainsi une application entre les cofibres homoto-
piques de Y (k). o Tof) et de S'a que V'on note §: BY — TG (X) Ug,oxat
eP*1). Considérons alors le diagramme suivant :

, i . 5t )
sigp —2 s wiy ! iy
‘ E"gk(X)l 1|>:1'g,c
i ~ 5 i p+1
zt );“,Di(nkoila ) Gk(X) > (Gk<X) UM‘OEQH € )
E‘s] ?5

ST = Y.

isP

Par le lemme des cing, le composé £ := Xi§; o § induit un isomorphisme
en homologie, c’est donc une équivalence d’homotopie. Le choix d'un in-
verse homotopique £~! permet de former I'application § o £~! qui consti-
tue une section homotopique de £¢Gx(Y). En composant § o £~ par £ :
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SHGR(X) Ugyozat €811) = T'Gi(Y), nous obtenons une section homotopique
de ¥'gr(Y) et il en résulte que c'caty < k.

(b) Supposons que o'caty < k et soit § : LY — T'Gy(Y) une section
homotopigue de Yig(Y). Etant donné la connexité de F(Y), la fibration
ge(Y) est une (g{k + 1) — 1)-équivalence, sa i*™ suspension est donc une
(g(k + 1) — 1 + 4)-équivalence. Puisque dim(X'X) < g{k + 1) — 2 + 1, lap-
plication £ig,(Y) induit une bijection [S¢X, DG (Y)] — [Z'X, T¥Y]. De la
relation Tg(Y) o £Gi(j) 0 's ~ T'j ~ Tigp(Y) o § o T¢j il découle que
les composées iGr(7) o £is et § o X' sont homotopes. Nous obtenons ainsi
LIGL(j) o T H(a) = TiGi(j) o THEF — so a) = TiGk(j) o Ti(—s0a) =
—50X%% o ¥a = 0. De T'Gy(j) o Z'H(e) = 0 il nous reste & déduire que
TiH{a) = 0. Pour cela distinguons deux cas :

(¢ = 0) Dans la proposition 3.2.7, nous avons montzré que H(a) = —ix(X)o
H(a) avec Hia) € mp(Fir(X)). L'égalité Gi(j) o H(a) = 0 implique done
it (Y) o Fy(j) o H(e) = 0. Puisque l'application ix(Y") est injective en ho-
motopie , il vient Fy(j) o H{e) = 0. D’aprés la Prop 3.1.2 (i1) P’application
7p(Fi (7)) est injective et nous pouvons conclure.

(i > 1) Notons C(s) la cofibre homotopique de s et o : Gx(X) — C(s)
I'application induite. De méme notons 4 : LG(Y) — C(§) lapplication
induite dans la cofibre de . Puisque D'Gy(j) o $fs ~ § o 27, il existe une
application ¢ : TiC(s) — C(3) telle que ¥ o Tip = o TG,(7).

S H S ECG) Y c5)
S| /|

. " ] I's
ZZSPEH‘:H(Q) UGy (X)E—-a-ick(j)Z”Gk 8]
i

X T

oty

[’égalité TGy (4) o Z*H(c) = 0 nous donne ainsi ¢ o Z'po S H (o) = 0. Mon-
_trons que X*H' (o) = g0 X H () est nul, de la proposition 3.2.7 il découlera
que ZH(a) = 0 et I'énoncé sera démontré. Remarquons que Zigo T H(a) €
Tp1i(5C(s)). Par la proposition 3.1.2, I'application £iC(Gy(j)) = SP™+! in-
duite par Z'gx(X) et g (Y) donne en homologie un isomorphisme jusqu’au
degré p+q—1+4. Il en est donc de méme de sa section homotopique induite
par Yis et § Puisque g > 2, il en résulte que la cofibre homotopique de ¥
est au moins p + 4 + 1 connexe et que 9 est une (p + i + 1)-équivalence.




58

L’application induite par ¥ en homotopie est donc injective dans le degré
p+iet DigoTiH(a)=0. O

3.3 Exemples

Dans la section précédente, nous avons ramené la détermination de la
o'-catégorie d’un espace X U e?*! au calcul de classes d’homotopie. Nous
disposons ainsi de divers outils pour calculer : quelques relations entre les
classes d’homotopie qui permettent parfois de réduire le calcul & celui de
classes connues, la suite EHP lorsqu’il s’agit d’applications o : 87 — §9
et un invariant de Hopf “grossier” dont nous commencgons par donner la
définition.

Soient X un espace de catégorie k et s : X — Gi(X) une section de
9x(X).

Considérons I’application d’identification gy; : (X*+1, T*(X)) — (X *+1)
et notons g**! : Fi,(X) — QX%+ Papplication induite

Pour étudier les variations de weat, Berstein et Hilton introduisent un ho-
momorphisme H : m,(X) — 7,11 (X®+1) appelé invariant de Hopf grossier
et défini par H{a) = (gs41)s © H(e). Ils montrent que si H(a) = 0 alors
weat(X Ug eP™1) < k et que la réciproque est vraie si dim(X) < g(k+1)—2
[4]. Via I'isomorphisme 7,(Fi(X)) & 7,1 (X*+1, T*(X)), Phomomorphisme
H peut s’interpréter comme le composé (7% o #)? = ("+1)* o ©H. Rappe-
lons que ¢, : Cy(X) — X%+ désigne I'application induite entre les cofibres

5*)
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de gx(X) et 7%(X) et que TH'(a) € mp41(Cr(X)) (cf 3.2.6)

Gp(X) 2= TH(X)

yk(X){ ’“(X)

Proposition 3.3.1. H(a) = ¢; 0 SH'(c)

Démonstration. Considérons le diagramme suivant dans lequel les deux
premiéres colonnes sont des suites de cofibrations homotopiques et [ : TF(X) —
Cr(X) est Papplication induite

ix{X)

Fy(X) === Gy(X) =~ T*(X)

95(X) tj’“(X)

SF(X) —— Cu(X) — X (kD)

LF(X) = EGi(X)

Sie(X)

La composée c; ol : TF,(X) — X®+1 est I’application induite par 4 o
ix(X) =~ Ux(X), elle est donc homotope & (Gy41)’. Nous obtenons ainsi
H(a) = cyoloXH(a). Par ailleurs, nous avons déja remarqué (3.2.6) que 'ap-
plication Zp : TG (X) — XC(s) ~ Cx{X) est une rétraction homotopique du
connectant & : Ci(X) = LG,{X). 1l résulte de cette remarque et de la pro-
position 3.2.7 que H(a) = ¢yoTgodoloTH(a) = ¢;0TgoTir(X)oBH(a) =
croXpo BH (o) = ¢ 0 TH' (). O

Comme conséguence, nous obtenons
Corollaire 3.3.2. Pour tout i > 1, ©'H = 0 smpligue T 1H = 0.
L’invariant A est plus grossier mais en méme temps plus facile & calculer.

En particulier, lorsque X est une sphére, il coincide avec la suspension de
I'inyariant de Hopf originel. Plus précisément :
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Considérons une application o : S? — S?. Nous avons déja signalé que
l'application Taf : 87 — £QS ~ V5, "0V s'identifie 4 I'invariant de
Hopf composé défini par Hilton [22]. En particulier, si I'on note A, : 2257 ~
Vst gmia-1+1 5 gnle-1+1 |5 projection canonique et H, la composée h, ©
Yol alors Hy est I'identité et Hj est l'invariant de Hopf classique. De plus,
nous avons les relations :

— H =0 si et seulement si H' =0,

- si H = 0 alors H,, = 0 pour tout n > 2,

- H=XH, (cf [22)).

Par exemple, si n € 73(S?) désigne I'application de Hopf alors Hy(n) = id.
It en résulte, par raison de dimension, que H{n) = iy of 1, : SME V¥
Vs 5™ D71 est Iinclusion.

e formule de composition
Par définition, pour o S? — X la classe H (o) mesure le défaut de commu-
tativité du diagramme suivant :

K oXQa

08P Gr(X)
Sidt 1s
Sp _—L___,\. X

Sil’on considére, a présent, une application 8 : S™ — S?, alors, en composant
les défauts de commutativité dans le diagramme suivant,

205 2 £05P — Gi(X)
Eid”] Eid"] Is
gm—— S —— X

nous obtenons la formule de composition similaire & celle démontrée par
Hilton [22] :

H(wo B) = H{a) o f + £, 0 (£00) 0 H(J).

En particulier, si 3 est une application de co-H-espace, H{a o ) = H(c) 0 8.

Calculons 3 présent les invariants oicat sur quelques exemples. Nous uti-
lisons, pour les éléments des groupes d’homotopies des spheres, les notations
de Toda [44].

Exemple 1. Considérons ¥; = 5% U, €7 ott & = ¢/ € 76(5?) est un éiément
d’ordre 4. Cet espace vérifie :



61

ex(Y1) = 1, weatyy =2 et Vi > 0 o'cat(¥;) = 2.
Démonstration. Un modele d’Adams-Hilton de Y7 = 8% U, €7 est donné
par I'algebre graduée différentielle T'(z,y), dz = dy = 0, |z] = 2, |y| = 6. Ce
CW-complexe a donc méme modele d’Adams-Hilton que le wedge S®v S7. Il
en résulte (cf section 1.3) que ex(Y) = (S Vv S7) = 1. Montrons & présent
que oicaty; = wcat) = 2. Puisque D'espace ¥ a deux cellules il est déja
clair que ces entiers sont majorés par 2. Considérons la suite EHP pour la
2-localisation de la sphere S° :

e (S8) e () T 5(SFy) —En ma(SEy) —E 75(SPy) ——

La suspension E : my(S%) — m5(5(,)) étant un isomorphisme, le morphisme
H, est surjectif. En conséquence, il existe un élément z € Z/4Z non nul tel
que Hy(z-v') = n oun € m(S%) est une suspension itérée de 'application de
Hopf $% — S% La classe Hy(2/) est donc stablement non nulle. Par le corol-
laire 3.2.5 nous obtenons o'catX > 1 pour tout ¢ > 0 et par [4] weaty > 1.0

Exemple 2.[17] Soit Y2 = S% U, €!® oli & = €3 0 11 0 v14 € mi7(S?) est un
élément d’ordre 2. Gilbert a prouvé que TH'(a) = 0 cependant que H'(e) #
0. 1l s’ensuit que Y5 est un espace vérifiant :

Vi > 1 oteat(Ys) = weatYy = 1 et 0%at(Ys) = catys = 2.

Exemple 3. Considérons Y; = 5% U, e!% olt o € m9(S?) est un élément
d’ordre 3. Cet espace a déja été étudié par Gilbert [17] et, récemment, Iwase
a prouvé qu'il constitue un contre-exemple & la conjecture de Ganea [23].

Vi > 2 o'cat(Ys) = 1 et weatYs = o%cat(Vz) = olcat¥s = 2.

Démonstration. L’application de Hopf 5 : $% — 52 induit un isomor-
phisme entre les groupes d’homotopie mo(S?) et mg(S?). L’application « se
décompose ainsi en S° 488 4 g2 oy B € m(S%) = Z/3Z est un élément
d’ordre 3. Nous allons prouver que £ est une application de co-H-espaces (i.e.
H(B) = 0) vérifiant 8 # 0 et £*4 = 0. La formule de composition nous don-
nera H(a) = H(nof) = H(n)oB = 1308. Il en résultera que I'invariant H(c)
coincide avec Hy(a) et qu'il vérifie H(a) # 0, SH(a) # 0 (donc H(w) # 0)
et TH(a) = 0 pour tout ¢ > 1). Le corollaire 3.2.5 et le résultat de Ber-
stein et Hilton sur weat [4]{Cor. 3.19] permettent d’en déduire I’énoncé. La
classe 34 est non nulle car le morphisme de suspension my(S?) — m10(S*) est
injectif. En revanche, m1;(S%) = Z/2Z ne contient aucun élément d’ordre
3 ce qui entraine Y28 = 0. Pour prouver que [ est une application de
co-H-espaces, il s’agit de prouver que la classe H(8) € mo(E0S5?), ou de
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facon équivalente H'(c) € mo(T0S%/5%), est nulle. Pour cela, nous allons

montrer que le groupe mo(205%/S%) ne contient pas d’élément d’ordre 3.
oo

Calculons ce groupe : m(E085%/5%) = mg(V S} = my(85 v §7 v §9).
n=2

Gréce & Iéquivalence d’homotopie Q(X VY) ~ OX x QY x Q(QX = QY),

on obtient que mg(S® Vv STV S%) = m(S®) & m(S7) & 7e(S?). Finalement

m(2Q8%/S%) = Z/27Z & Z/2Z & Z ne posséde aucun élément d’ordre 3 et

H{8) = 0. o

Remarque. L'inclusion i : 5% — LQS? factorise & travers la fibre F3(S?) =
QS% x Q5% en 1y = 4,(S?) o (ids2)* * (1ds2)%. 1l en résulte que H(a) =
(ids2) * (idg2)* o B et donc on a également TH(a) # 0 et £*H{a) = 0.

Exemple 4. Considérons Y; = 52V SZU,€e® ol a € my(S2V SE) est le produit
de Whitehead itéré [i4, [tq, ¢3]] des inclusions. Cet espace vérifie

weat(Yy) = 1 et atcatYy = e (Yy) = 2 pour tout 1 > 0.

Démonstration. L’égalité weat(¥,) = 1 est prouvée dans [4]. Pour démontrer
la seconde partie de 1’énoncé, il suffit de voir que ex(Y;) = 2. Soit 4 =
T(a,b,e) avec laj = |b] = 1, |e| = 4, da = db =0 et de = [a, [o, b]] un modéle
d’Adams-Hilton de P’espace ¥;. Rappelons que ex(Y}) est le plus petit n pour
lequel (B,A = T<"(sA), D) — (BA, D) est surjective en homologie (cf sec-
tion 1.3). Puisque D(sa) = D(sb) = 0 et D(se) = —sa®b+ sha?, il n’existe
pas dans sA d’élément m distinct de se tel que D{se+m) = 0. Autrement dit
H(B1A) — H(BA) = H.(Yy;k) n’est pas surjective et ex(Y2) > 1. Puisque
ex(Ys) < caty < 2, il en résulte que e, (¥y) = 2.

Remarque. VY, est un espace pour lequel A : TV, — X(Y; x Yi)
se releéve dans la suspension du fat wedge cependant que Tg1{Ys) n’admet
pas de section homotopigue. Pour montrer cela, rappelons (cf. chapitre 2
section 2) que l'espace X(Y; x Y;) se décompose, via 1’équivalence de Puppe,
sous la forme (Y Vv ¥y) V- X(Yy x ¥,). En particulier $51(Y;) admet une
rétraction 7 : S(Yy x V) > TV VEY, et Bg : B(Va x Vy) = (Vi A Ys)
admet une section homotopique £ vérifiant 52 (Ys) or + £ o Lgp ~ id. Puisque
weatYy = 1, Papplication gy o LA est homotopiquement triviale et par
conséquent 7 o LA est un relevement de LA, Pourtant Xg,(¥;) n’admet pas
de section homotopique puisque o’catYy > 1 pour tout ¢ > 0. O



Chapitre 4

o' catégorie d’un produit
d’espaces

4.1 Introduction

Les difficultés rencontrées dans I'étude de la LS-catégorie se manifestent
dés I'examen des propriétés de base. Ainsi, il n’est pas facile de déterminer la
catégorie d’un produit d’espaces connaissant celle de chaque facteur. Cette
question déja étudiée par Fox [13] a été au centre de nombreux travaux que
nous rappellerons dans ce chapitre et n’a toujours pas trouvé une réponse
compléte. Bien-sir, le probléme du produit se pose également pour les ap-
proximations de la catégorie. Dans cette perspective, nous nous intéressons
aux nombres o'cat(X x Z), ohecat(X x Z) et, de fagon intermédiaire, &
dhcat(X x Z 73 X). En 1941, Fox démontre que la LS-catégorie du pro-
duit de deux espaces X et Z connexes par arcs est majorée par la somme de
leur catégorie respective [13] :

cat(X x Z) < catX + catZ.

Dans la section 5, nous démontrons :

Théoréme 4.1.1. Soient X et Z deus espaces connezes par arcs. Alors,
pour tout ¢ > 0,

o dicat(X x Z) < otcatX + oicatZ;

o ohcat(X x Z™3 X) < ocatX + o'catZ.

En particularisant les espaces X et Z, il est possible d’améliorer ce résultat.

Ainsi, I'égalité eq(X x Z) = eq(X) + eq(Z), prouvée par Toomer [45] pour
les éspaces 1-connexes de type fini, combinée au théoréme 2.4.1 montre que,
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pour X et Z l-connexes de type fini et pour i > 1, on a o'cat(Xq X Zq) =
olcatXq + o'catZq. Le cas 1 = 0, cat(Xq x Zq) = catXq + catZq, est
également vrai et provient d’un théoreme récent de Y. Félix, S. Halperin et
J.-M. Lemaire [9] associé au résultat fondamental de K. Hess [21]. Dans ce
contexte, nous obtenons

Théoréme 4.1.2. Soient X et Z deus espaces 1-connezes de type fini. Alors,
pour tout 1 > 1,

ahcatXq + olcat Zg < ohcat(Xq x Zq) < ohcatXq + o'ycatZq.

Un deuxieéme cas particulier consiste & supposer que I'un des espaces est
une sphére. L'égalité cat(X x S™) = catX + 1 a longtemps été I'objet d'un
probléme ouvert connu comme étant la conjecture de Ganea. Treés récemment,
Iwase [23] a donné un contre-exemple & cette conjecture. Dans le cas de la
o'-catégorie, nous obtenons les inégalités suivantes :

Théoréme 4.1.3. Soit X un espace connexe par arcs. Pour tout i > 0 et
tout m > 1,

o 0" catX +1 < o'cat(X x S™) < olcatX +1;

o ol ™catX + 1 < oheat(X x S™ ¥ X) < ohcatX + 1.

Corollaire 4.1.4. Soit X un espace connexe par arcs. Pour m > 1,
e geat(X x S™) = ocatX + 1;

o opcat(X x S™ e X) =oacatX + 1;

e opacatX +1 < opcat(X x S™).

A Dorigine de la conjecture de Ganea, dont nous détaillerons les différents
éléments de réponse dans les sections 2 et 3, se trouvent I’exemple des espaces
de Moore que Fox exhiba pour montrer que 1'égalité cat(X x Z) = catX +
catZ est en général fausse : soient p un nombre premier et » un entier non
nul, un espace de Moore de type (n,p), noté M(n,p), est, par définition, la
cofibre homotopique d’une application S* — S™ de degré p. Si g est un
nombre premier distinct de p, I'inclusion M(n,p) vV M(n,q) = M(n,p) x
M(n,q) est une équivalence d’homotopie. Comme M (n,p) et M(n,q) sont
des suspensions (M (n,p) = ZM(n — 1,p)), il en résulte que cat{M(n,p) x
M(n,q)) = catM(n,p) = 1 cependant que catM(n,p) + catM(g,n) = 2.
En 1971, ces espaces constituaient les seuls exemples connus pour lesquels la
catégorie d’un produit differe de la somme des catégories. L'importance de la
torsion homologique dans ces exemples a conduit Ganea & poser le probléme
suivant [15], connu depuis comme étant la conjecture de Ganea :
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Soit X un CW-complexe fini et m > 1 un entier, a-t-on
cat(X x S™ =catX +17

Dans la suite, nous dirons qu’un espace X vérifie la conjecture de Ganea
pour m s'il vérifie I'égalité précédente et qu'il vérifie la conjecture de Ganea
si I’égalité est vraie pour tout m > 1.

Remarque. Puisque pour les espaces de Moore les invariants otcat et cat
coincident, l'exemple précédent nous montre que I'égalité oleat(X x Z) =
ocatX + otcatZ est en général fausse.

4.2 La conjecture de Ganea

Le premier élément de réponse au probléme posé par Ganea est dil &
Singhof en 1979 [39] qui prouve qu’une variété A linéaire par morceaux
(n — 1)-connexe et de dimension d vérifie la conjecture de (Ganea pour m
pourvu que sa catégorie catM excede %”l + 2.

A la fin des années 80, la question a été abordée avec les techniques d’ho-
motopie rationnelle et a trouvé dans ce cadre une réponse compléte. Plus
précisément la conjecture de Ganea est vraie pour les espaces rationnels
et cela résulte de la combinaison des travaux de B. Jessup [27] et de K.
Hess [21] : B. Jessup établit, pour tout espace X I-connexe de type fini,
Iégalité Mcato(X x S™) = Meato(X) + 1 tandis que K. Hess démontre
que, pour de tels espaces, les invariants Mcaip et caty coincident. Notons que
'égalité cato(X x Z) = caty{X )+ caty(Z) mentionnée ci-dessus se décompose
également en une égalité établie pour l'invariant Mcaty [9] complétée du
résuitat de K. Hess.

Plus récemment Y. Rudyak prouve que la conjecture est vraie pour toute
variété fermée S-parallélisable (¢ — 1)-connexe et de dimension inférieure ou
égale & 2gcatM — 4 [36] et J. Strom montre que tout CW-complexe (g — 1)-
connexe dont la dimension satisfait dim(X) < g(catX + 1) — 2 vérifie la
conjecture de Ganea [41].

La formule produit satisfaite par les invariants o*cat (cf théoréme 4.1.3)
nous permet d’énoncer la condition suffisante suivante :

Proposition 4.2.1. Soit X un espace et m > 1,
Si 0™ eat(X) = cat(X) alors cat(X x S™) = cat(X) + 1,
Si ocat(X) = cat(X) alors cat{X x S™) = cat(X) + 1 pour tout m > 1.
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En particulier nous retrouvons la condition de Rudyak [36] : si 7(X) =
cat(X) alors l'espace X vérifie la conjecture de Ganea.

Démonstration de la proposition 4.2.1. Les valeurs possibles de cat(X x
5™) sont catX ou catX +1. Pour ¢ = 1, la premiére partie du théoréme 4.1.3
géerit o™ eat(X) + 1 < oleat(X x 8™). En appliquant o™ cat(X) =
cat(X) on obtient cat(X)}+1 < oleat(X x §™) < cat(X x ™). Il en découle
que cat(X x S™) = catX + 1. Le deuxitme énoncé se déduit de la méme
fagon du corollaire 4.1.4. o

Dans la Proposition 2.2.4, nous avons établi le cas d’égalité suivant :
Soit X un CW-complexe {g — 1)-connexe, si dim(X) < g(catX +1)— 2 alors
ocatX = catX.

Nous retrouvons ainsi le résultat de Strom :
Corollaire 4.2.2. 5i X est un CW-compleze (¢ — 1)-conneze de dimension
inférieure ou €gale ¢ q(catX + 1) — 2, alors X vérifie la conjecture de Ganea.

Par exemple, Sp(2) vérifie la conjecture de Ganea.

Les résultats du chapitre 4 nous permettent de compléter cet énoncé par

une condition suffisante pour qu'un espace d’adjonction Y = X UeP*! vérifie
la conjecture de Ganea ;
Théoreme 4.2.3. Soit X un CW-compleze {q — 1)-conneze (q > 2) et de
catégorie majorée par k > 1. Soit également s: X — Gi(X) une section de
(X)) et considérons une application o : S* — X (p > q+ 1). Supposons
que dim(X) < (k+1)g—2.

Ym > 1, §i Y™ H(a) # 0 alors cat((X UaeP™™ ) x S™) = cat(X Uy ePt) 41,

Autrement dit, si T H(a) # 0 alors l'espace Y = X U, e?*! vérifie la
conjecture de Ganea pour m.

Démonstration. Du théoréme 3.2.4 et de 'hypothése ™+ H(a) # 0 nous
déduisons que o™ cat(Y) > cat(X). Puisque 0™ cat(Y) n’a que deux va-
leurs possibles en Poccurence catX et caty, nous obtenons o™ cat(Y) =
cat(Y). La proposition 4.2.1 compléte la démonstration. m|

Ce théoreme nous permet d’exhiber de nouveaux espaces vérifiant la
conjecture de Ganea et pour lesquels la condition de Strom n’est pas suf-
fisante :
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Exemple 5. Considérons ¢3 € m11(5%) un élément d’ordre 2. Par [44] nous
savons que Hy(e3) est une classe stable ce qui implique que élément Hes)
est stablement non trivial. Par conséquent, I'espace S°U,, e'? vérifie la conjec-
ture de Ganea.

Cependant, comme nous 'avons déja signalé, la conjecture de Ganea est
fausse en général. Le premier contre-exemple est dit & N. Iwase [23]. Nous
le présentons dans la section suivante afin de mettre en évidence le rdle
tenu par les invariants de Hopf dans 'argument d’Iwase. Depuis, D. Stan-
ley [40] a construit une série d’espaces qui sont des contre-exemples & la
conjecture de Ganea et qui permettent, dans le méme temps, de former des
espaces pour lesquels la longueur en cones introduite par O. Cornea [5] et
la LS-catégorie different. Ces espaces sont de la forme Z = T’(S‘) Uy €°
olt a est une application pour laquelle il existe un entier n grand tel que
YhH(a) # 0 et 2" H(a) = 0. D. Stanley montre que, pour m > n + 1,
on a cat{Z x S™) = catZ = r. Le théortme 4.2.3 compléte ce résultat en
établissant que cat{Z x §™) = catZ + 1 pour m < n.

4.3 Exemple d’Iwase et invariant de Hopf

Iwase considére Pespace @ = S? U, e!® oll o € mp(S?) est un €lément
d’ordre 3 (cf chap 4 ; exemple 3). Cet espace est de catégorie 2 (nous noterons
sg 1 @ — G»(Q) une section de go(@)) et [wase montre que, pour tout m 2> 2,

cat(Q x S™) = cat@ = 2.

Retragons, sans entrer dans les détails, la preuve d’Iwase [23]. 14 //z
Notons j : §? — @ Vinclusion de S? dans la cofibre homotopique de o v
et s : S = G1(S?) la section de g,(S?). Rappelons que (cf section 4.1) &,
la composée Gi(j) o k o Za! est homotopiquement triviale. De la relation -
Gi(j) o H{a) = G1{j) o (ko Saf —soa) = —G1(j) osow on tire le diagramme ‘
homotopiquement commutatif suivant : v

o _ZRURHR) b o 2 |

al Lix(Q) L,&;‘ju/‘/f(} ~ ) L

e GQ b

Gi(j)os ! =L, i 147“ '_."l:, o

Notons S™ I’élément représentant idsm dans le groupe mp, (8™, %). La construc- = —fo

tion du crochet de Whitehead des classes & ¢t S™ donne la somme amalgamée
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suivante :

59 % gm—1

|

[e,5™]

S x ggm-1 Ungmq C8% x §m—1 s G2 5 g™ U];zx‘ Q x *

CS° x cgmt

Par une construction similaire, qui s’avére &tre une construction naturelle,

Iwase obtient un diagramme commutatif

F(Q)x S™1

QxS™

Fl(Q) x C§m-1 Upl(QrSm—l CFl(Q) x §m-1 ——+G1(Q) x §™ UTle* GQ(Q) X %

CF(Q) x CS™ !

dans lequel Papplication G1(Q) X S™ Ug,oxx G2(@) X * = Go(X) x 5™ est
P’application issue de la propriété universelle des sommes amalgamées dans

le diagramme
G1(Q) — Gy(X) x S™

1

G2(Q) — Go(Q) x S™

Par naturalité, il vient alors un diagramme homotopiquement commuta-

tif :

(F1(f)eH(a))x8™ !

S9 % gm~1 31

[a,s'ﬂ]

G1(j)osxidUsgx
A

e -

(@) = sm!

b1(Q2 X 5™ Ug, gus Go(@) X

Q% §m i | Ga(@) x S™

92(Q)xid
Qx 8™

GQ(Q) x §m
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dans lequel la premiére colonne est une cofibration homotopique. Nous mon-
trerons dans la section 6 que la composée §; : G1(Q) X S™Ug,0xxG2(@) X * —

Ga(Q)x S™ 9@ () x S™ est une 2-LS application (corollaire 4.6.2). Il suffit
done, pour montrer que cat(@ x S™) = 2, de lui construire une section ho-
motopique. Dans 'exemple 3 du chapitre 4, nous avons vu que Y2 H{a) =0,
il en découte que Papplication (F1(j)oH(a))*x S™ ! o= T™Fi(j) o Z™H(e) est
homotopiquement triviale pourvu que mm > 2. Puisque c’est le cas, il existe
une application §' : @x S™ — G1(Q) X S™Ug, gxxG2(Q) x * telles que jos' et
3dx« gm sont homotopes sur S x S™UQ x . La différence entre ces deux ap-
plications se manifeste par une classe d’homotopie § € Ty m+1(Q X S™) qui se
reléve le long de g en une classe &' € moymi1(G1{Q) X S™Ug, gxx G2{Q) X ).
En ajoutant la classe &' & I'application s’ via la coaction @ x 5™ — @ X Smy
(8% x S™~1), on obtient une section homotopique de g; et par conséquent
cat(@ x S™) = 2. i

La trivialité de la classe £2H (o) s’est révélée avoir un réle essentiel dans
la démonstration précédente. Plus généralement, Iwase [24] a montré que
pour un CW-complexe (g — 1)-connexe dont la dimension vérifie dim(X) <
g(catX +1) — 2 et pour une application & : S» = X la non trivialité de la
classe £™H () est une condition nécessaire pour que I’espace YV = XU,ert!
vérifie la conjecture de Ganea pour l'entier m.

4.4 X-espaces et X-applications

Les démonstrations des théoreémes 4.1.1 et 4.1.3 se déroulent en deux
temps. La premiére étape consiste & prouver 1’énoncé concernant 'invariant
aicat, cela nous amene, en particulier, & construire des sections homoto-
piques de suspensions de fibrations de Ganea. L'objet de la seconde étape
est de vérifier que ces mémes sections homotopiques rendent commutatifs (&
homotopie prés) des diagrammes du type :

' Y
X ATV~ X ATG(Y)

Pour préparer cette deuxiéme étape, nous établissons dans cette section les
propriétés concernant les applications de la forme Y — X A'Y dont nous
aurons besoin.




70

4.4.1. Dorénavant X est un espace fixé et nous disons qu’un espace ¥ muni
d’une application a: Y — X AY est un X -espace. Une application ¢ : ¥ —
Z, entre deux X-espaces (Y, ) et (Z,3) est une X-application st fop ~
(id A ) o @, on note alors ¢ : (Y,a) — (Z,3) Cette notion présente un
caractere stable : si (Y, a) est un X-espace, alors on peut considérer pour
tout i > 0 Papplication RjoZia : BY — X AT'Y et, par suite (Z'Y, R;oXia)
est un X-espace. De méme les suspensions itérées Ly d'une X-application
w: {Y,a) = (Z, ) sont aussi des X-applications.

Tout espace S admet une structure triviale de X-espace donnée par I'ap-
plication ¥ : § - X A S.
La définition de ocata d’une application f : Y — X a déja mis en évidence
plusieurs structures de X-espaces construites a partir de f :

— (Y, A;) et ses suspensions itérées (S'Y, R; o 'Ay),
— {Gp(Y), Atog,(vy) et ses suspensions itérées (Z'G,(Y), £'Asoq,(v))-

Dans ce nouveau cadre, le lemme 2.3.4 signifie que, si 'on considére un
diagramme commutatif & homotopie prés

NS

alors, pour tout i > 0, I’ application Xy : Y — T'Z est une X-application
entre les X-espaces (X'Y, R; 0 S Aj) et (2°Z, R; 0 DEA,). Par exemple, étant
donnés un espace Y et une application f : Y — X, les fibrations de Ganea
n(Y) : Go(Y) — Y et leurs suspensions itérés sont des X-applications pour
les structures de X-espaces décrites précédemment. L’invariant o cat(f) est
alors le plus petit entier n pour lequel I’application Lig,(X ) admet une sec-
tion homotopique de X-espaces.

Y

Avant de détailler les exemples qui nous serviront ensuite, remarquons
que la notion de X-application est préservée par composition et par passage
a Uinverse :

Proposition 4.4.2. Soient ¢ : (Y,a) = (Z,8) et ¥ : (Z,5) = (W,v) deux
X -applications.

La composée 9o : (Y, @) = (W,~) est une X -application,

Si @ est une équivalence d’homotopie, alors tout inverse homotopique de ¢
est aussi une X -application.
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Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Démontrons le se-
cond point. Soit & un inverse homotopique de ¢. Puisque ¢ est une X-
application, on a (id Ayp)oaof = fopof =~ F. En composant par id A, il
vient a0 € = (id A€o B. O

4.4.3. Soient (Y,q) et (Z,8) deuz X -espaces, le bouquet YV Z est muni de

la X -structure Y v 2 5 (XAY)V(XAZ)S X A(YVZ). Ainsi, pour
qu’une application ¢V ¢ 1YV Z - Y'V Z' soit une X -application, i suffit
que 0. (Yia) = (Z,8) et ¢+ (Y, &) — (Z',0'} soient toutes deuz des
X -applications. Si (Y, ) est un X -espace, glors pour tout espace Z, Y AN Z
est un X -espace pour aNid: Y ANZ - X AY ANZ.

Les deux propositions suivantes rassemblent les exemples de X-applica-
tions qui interviendront de facon essentielle dans les démonstrations des
théorémes 4.1.1 et 4.1.3.

Proposition 4.4.4. Considérons une application f : Y — X, un espace Z
et la projectionprz : Y x Z — Z. Les espaces Y, Z, Y x Z et Y A Z sont
munis des structures de X -espaces respectives : [lf, x: 7 >XMNZ, Afoprz
et A ¢ Aid. Les suspensions itérées et les bouquets de ces espaces sont mu-
nis des structures définies en 4.4.1 et 4.4.3. Compte-tenu de ces structures,
les applications suivantes et leurs suspensions itérées sont des X -applications

(i) les applications R: Z(YAZ) 2 Y ANZZ, L: (Y AZ) = ZY AZ et leur
inverse R™Y et L71;

(11) Uapplication de pincement v : XY = LY VIY

(113) Uapplication d’identification ¢ : Y X Z =Y AN Z.

Démonstration. Puisque la suspension et le passage & I'inverse préservent
les X -applications, il nous suffit de prouver que chacune des applications des
points (3}, (i), (#1) est une X-application.

(i) La propriété découle de la naturalité des applications R et L et des rela-
tions (id AR)oR=Ret (RAid)o L =(idAL)cR.

(11) Puisque les suspensions d’applications sont compatibles aux structures
de co-H-espaces induites par I'application de pincement, on a v 0 TA; =
(ZA; V £A;) o v. Comme, de plus, (id A v) o R coincide avec le composé

SXAY) BB X ASY VX VEY 2 X A(SY VEY), on en déduit que v
est.une X-application.
{1ii) Les espaces Y x Z et ¥ A Z sont munis des structures respectives :




72

éfOPTY (yv Z) = f(y) A (yrz)) (y: Z) € Y X Z

As Aid(y A 2) =fyAyrz,yhzeYANZ.

On a donc clairement (Az Aid) o g = (id A q) 0 Asopry.
O

Considérons, & présent, le composé suivant noté ¥ :

(Y x Z) " By x Z)VE(Y x Z)VS(Y x 2) FYEYTE oy sy A
ZYVEZ. Pour (y,2) €Y xZettel,

([w; 3], %, %) Ostsé
([ (y, 2),t]) = { (*,[q(y, 2), 3t = 1], %) % <t< 3
(*,*,[z,3t—2]) £<t<1

Cette application est exactement ’équivalence (naturelle} de Puppe que nous
avons décrite dans le chapitre 2 (section 2, lemme 2.2.6). En particulier,
Papplication ¢ : Z(Y x Z) — Z(Y A Z) admet une section homotopique
£: (Y AZ) > (Y x Z). Notons U1 SY VE(Y A Z) VEZ — S(Y x 2)
I'inverse homotopique de ¥ défini par

\I;—l([t, yL *, *) = [t’y> *]
U, [tz A 2], %) = E([t,z A 2])
Tl (x,x, [t, 2]) = [t, %, 2]

et notons H : (Y x Z) x I — Z(Y x Z) 'homotopie entre I'identité et
Ulow,

Proposition 4.4.5. Soient f 1 Y — X une application et Z un espace. Les
espaces sont munis des structures de X -espaces décrites dans la Prop 4.4.4
Lapplication ¥ : E(Y x Z) - EXVE(Y AZ)VEZ, son inverse homotopigue
Ut et leurs suspensions itérées sont des X -applications.

Démonstration. Par définition, 'application ¥ est une X-application si
les applications (Ri 0 ZA; VR o S(AfAid) V) o U et (idAT) o Ry o DA 4,
sont homotopes. L'application K : Z(Y x Z} x I = (X AZY)V (X AZ(Y A
ZN) V(X ANTZ) définie, pour (y,2) €Y X Z et £,7 €I, par :

(Fly) Aly, 3], %, %) 0<t s%
K([(y,2),thr) = (5 f@)AllyAz),3t—1],%) % <t<i
(sd AU) 0 Ry 0 Tl jopry, © H{[(y,2),3t — 2],7) £ <t<1

constitue une homotopie entre ces deux composées. Par conséquent, ¥ est
une X-application et il en est de méme de son inverse ¥~! et de leurs sus-
pensions itérées.
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4.5 Démonstrations

Démonstration du théoréme 4.1.1

o Montrons d’abord que oicat(X x Z) < o'catX + c'catZ. Le cas i = 0
est exactement le théoréme de Fox [13]. Soit i > 1, supposons o'catX < n
et olcatZ < k et notons sx et sy des sections homotopiques respectives
de %'g,(X) et de Ligi(Z). Nous voulons construire, & partir des applica-
tions sx et sz, une section homotopique de Eig,H_,c(X x Z). Remarquons que
cat(Gn(X) x Gx(Z)) < n+k, cela nous garantit 'existence d’une application
p: Gu(X)XGe(Z) ~ Gpan(X x Z) telle que gnon (X X Z)op ~ go(X) x gr(2).
La commutativité & homotopie prés du diagramme

G X V SHG X A GLZ)V TG Z Z2E TG0 X X GrZ) e TG (X % Z)

t /m‘m

THX % Z)

TIXVEHX AZ)VEZ

dans lequel ¥ est I'équivalence de Puppe, permet de réduire le travail & la
construction d’une section homotopique de g, (X) V (g, (X) A gx(Z)) V
Yigy(Z) : si S désigne une telle section, la composée sxxz = S'poXi~1¥ 1o
So¥1¥ sera une section homotopique de Tig,.4(X x Z) et il en découlera
que o'cat(X x Z) < n + k. Remarquons que ’application Z*{gn(X) A gx(2))
se décompose comme suit T (g (X) A ge(Z)) = L' o (Zign(X) Aidz) o L; o

o(tdg,(x) ANY'gx(Z)) o R; Nous en obtenons une section homotopique par
la formation du composé sxaz := L' o (sx Aid) o Lo Ry o (id A sz) o R;.
Nous complétons cette application par sx et sy sur les autres composantes
du wedge, autrement dit nous posons S = sx V sxaz V sz obtenant ainsi la
section homotopique souhaitée.

e Pour prouver la seconde inégalité, nous allons “pister” les structures de
X-espaces dans la démonstration précédente. Plus précisément, supposons
que oheat(X) < n et que o'catZ < k. Cela signifie, en reprenant les nota-
tions ci-dessus, que les applications sx : (£'X, R; 0 BA) = (Z'GR(X),Rio
TiA,(x) et sz 1 (T'Z,%) = (Z'Gr(Z), %) sont des X-applications (les es-
paces ©'Z et TiG(Z) étant munis des X-structures triviales, sz est “gra-
tuitement” une X-application). Il s’agit de montrer que Papplication sxyz
construite a partir de sx et sz est une X-application relativement aux struc-
tures B; o S, et R; 0 B'A o9, ., (Xx2)- Les espaces Gn(X) X Gi(Z) et
Gn(X) A G(Z) sont munis des structures de X-espaces respectives
Aper(gn(X xge(X)) = Agn(X)OPTGn(X) et Agn(x) A id. Puisque p vérifie prx o
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Inix(X x Z) o u =~ pry o (gn(X) X g:(Z)), le lemme 2.3.4 entraine que Tin
est une X-application. D’autre part, la proposition 4.4.5 nous garantit que
T et LU sont des X-applications. Il nous reste donc & montrer que
S = sx V sxaz V 8z posséde également cette propriété. Par la proposition
4.4.4, Vapplication sxaz = L7l o (sx Aid) o Ly o R7* o (id A sz) o R; est
une X-application comme composée de X-applications. Finalement chacune
des applications sy, sz et sxaz est une X-application et il résulte de la X-
structure associée & un bouquet d’espaces {(cf. 4.4.3 que P’application S est
~ une X-application. En conclusion, ojcat(X x Z ¥ X)<n+k. |

Démonstration du théoréme 4.1.2 Soient (AV, d) et (AW, d} des modéles
de Sullivan des espaces X et Z. Rappelons {prop 2.4.3) que, si (AU, d) est
un modele de Sullivan d’un espace S, alors pour tout i > 0, ofcat{Sq)
(resp ohcatSq) est le plus petit entier n pour lequel I'application H(pAY) :
H(AU,dy — H(AU/A>™U, d) admet une rétraction linéaire (resp de H{AU, d)-
modules). Montrons que o cat(Xq % Zq) < o4 cat(Xq)+0okcat(Zq). Suppo-
sons que o’ cat(Xq) < net que ol cat(Zq) < k. Notons rx : H{AV/AT™V) —
H(AV) (resp rz : HAW/A>*W) — H(AW)) les morphismes de H(AV)-
modules (resp H(AW)-modules) dont l'existence est garantie par ces hy-

pothéses. Le morphisme d’agde 72V @ 72V factorise & travers le morphisme
AVew) |
n+k 4

AV AW
Tn ®7rk

AV @ AW —2"5 = AV/A>™Y @ AW/A>W

AVaw
l‘ﬁ"'(*'k /

AV & W)/A™HV & W)

Le morphisme A est un morphisme de (A(V @W))-modules, il induit donc un
morphisme de H(A(V & W))-modules. Par ailleurs, la structure de H(A(V &
W))-modules de I’application H(r2Y @ %) = H(x}V) ® H(#i") pro-
vient du produit tensoriel de la structure de H{AV)-modules de H(72V)
par la structure de H{AW)-modules de H(n£"). Cela implique, en particu-
lier, que le morphisme ry ® rz constitue une rétraction de H(A(V & W))-
modules de H(m2Y) @ H{(z{"). Par suite (rx ® rz) o H(A) est un mor-
phisme de H{A(V & W))-modules vérifiant (rx ® rz) e H(A) o H(wﬁfﬁw))
et o'cat(Xq X Zq) <n+k.

La démonstration de 'inégalité o cat Xq+o'catZq < o cat(Xqx Zq) est
une adaptation immédiate d’une démonstration de B. Jessup [27]. Supposons
que oicatZq = eq(Zq) = k et que ohcat(Xq X Zq) < n + k. Puisque
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eq(Zq) = k, il existe un cocycle o € A”*W qui n’est pas un cobord. Nous
pouvons alors considérer Papplication AV-linéaire m : AV — AV ® AW
définie par m(v) = v ® . Cette application commute a la différentielle,
¢’est donc un morphisme de AV-modules différentiels. D’un autre c6té, soit
E un supplémentaire de Qo dans AW ie. AW = Qo @ E et considérons
Papplication AV-linéaire p: AV @ AW = AV ® Qud AV ® E — AV définie
par p(a) = 1 et p(E) = 0. Puisque la différentielle de AV @ AW est la
différentielle produit et que o n’est pas un cobord, I’application p commute
a la différentielle. C’est donc un morphisme de AV modules différentiels qui
vérifie pom = id. Par ailleurs, la longueur (de mots) de I'élément o implique

que le morphisme w:f,/faw) om factorise & travers AV/A>"V :

AV U AV @ AW

AlVew
”71} v lﬂnik )

AVIAZY - AV @ W) /AR (V @ W)

L’application /m induite par m est un morphisme de AV-modules différentiels.
Par Phypothése ocata (Xq X Zq) < n+k il existe un morphisme de H(A(V®
W))-modules 7 : HA(V & W)/A>" (Ve W)) - HAV @W)) tel que ro
H (wﬁi‘i@w)) = 1d. Du diagramme ci-dessus, nous déduisons que ’application
H(p) oro H(m): HAV/A™V) — H(AV) est une rétraction de H(AV)-
modules de H(p}V). Par conséquent ohycat(Xq) < n. o

4.6 Produit d’un espace et d’une sphére

Nous commengons par construire une (n + 1) LS application pour le pro-
duit X x S™.
Théoréme 4.6.1. Soit X un espace. L’application fnyy : Gy = (Gn(X) x
5™ U C(F(X) X %) — X x 8™ qui étend gn(X) x id en envoyant le cone
sur le point de base, est une {n+ 1) LS application. Autrement dit, il existe
des applications ¢ © Gpi1(X x 8™) = Grp1 et v 1 Gpir = Grar(X x S™)
telles que gni1 = gne1(X X Sm) oy et gnp1(X X S™) = Gui1 0@, De plus,
les applications @ et v sont compatibles auz structures de X -espaces industes
par les applications prx o gn1(X X S™) et prx © Pni1-

Démeonstration. Nous construisons les applications y et ¢ telles que prx o
G (X X 8™}y = prx © Gnyy €6 prx 0 gay1(X x ™) = prx o gni10 . Parle
lemme 2.3.4 elles sont donc des X-applications pour les structures Apr 4o,
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et Apryogu (Xx5m)-

e construction de ¢
Considérons le diagramme commutatif suivant

Fo(X x ™) —— Fr(X) x Fo(8™) —22 L F(X) x *
in(XxS'"‘)l . in(X)
Gr(X x 8™} —G,(X) x G,(5™) Gnr(X) x 8™,

idx gn(5™)
Rappelons que g7, ;(X x 8™) : Go(X x S™)UCF(X x 5™) — X x S™
désigne Papplication qui prolonge gn{X x S™) en envoyant le cone sur le
point de base. De la commutativité du diagramme ci-dessus, nous déduisons
Pexistence d’une application ¢’ : C(i,(X x S™)) = G,{X x S™) UCF(X x
5™} — Gny1 entre les cofibres homotopiques des applications 7,(X x S™) et
in(X) % *. Considérons & présent le diagramme suivant :

Fo(X x ™) FplX) x *

| \ \

Gn(X x 8™

CF,(X x §™)

Nl

X x 8™ X x 5™

par propriété universelle des sommes amalgamées, 'application ¢’ vérifie
Gni1 © ¢ =~ gh, (X x S™). Choisissons un inverse homotopique c;, de
Papplication @11 @ Gu{X X SM)UCF(X x S™) 3 Gpe1(X x S™). Cette
application vérifie g/, (X x S™) o at; = gnt1(X X S™) et, par conséquent,
p=¢ o a;il convient.

e construction de vy
Supposons avoir construit des applications pi : G,(X) x 8™ = Gpy1 (X x 5™)
et H : OF,(X x*) = Gpi1(X x.S™) telles que gny1 (X X S™)op = gn{X ) xid,
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gnt1(X x §™) o H = « et telles que le diagramme en traits pleins suivant
commute

Fy(X) X % —— Gy (X) x §™

Gt (X x 5™)

Notons vy : Guit — Gri1(X xS™) Iapplication provenant de la propriété uni-
verselle des sommes amalgamées. Cette application vérifie g,41{X xS™)oy =
Jns1 et répond ainsi au probléeme. Le travail se réduit donc & la construction
des applications u et H. Pour cela, nous allons remplacer les fibrations de
Ganea par les fibrations p,(Z) : P,(Z) —» Z obtenues par image réciproque
des fibrations associées aux inclusions j% : T"(Z) — Z™** (cf Chap 1). Rap-
pelons qu’un élément de P,(Z) est noté (z, AL,..., \"™1) oti les A* € Z* sont
des chemins de Z commencant tous en z et parmi lesquels au moins un ter-
mine au point base. L’application p,{Z) associe & un tel élément le point z.
Notons ®,(Z) la fibre de p,(Z).

En utilisant ’homéomorphisme (X x S™)' 22 X* x (§™), un élément de
P.{X x 8™} est un couple de n + 2 uplets

(Iv'}‘ly'-a/\n+2 NERY) ) m
( (S,Mlﬁn,#n“; ou M e XL pe (™ et (z,5) € X x S™

et tel qu’a une certaine position 4, les chemins A% et p® finissent tous
deux en *. Regardons la sphére S™ comme le sous-ensemble de R™! défini

par {(z1,22, " ,Tme1) € R™T | 3722 = 1} muni du point de base x =
(1,0,---,0). Considérons les calottes sphériques Uy = {(21, 22, ,Tm41) €
S™ | Zmi1 > —5} et Uy = {(21,22,7 1 Zmy1) € 8™ | Trmyr < }. La nor-

malité de la sphére assure ’existence d’une application continue (exception-
nellement non pointée) ¢t : §™ — I, s — i, telle que ¢, = 0 sur un voisinage
de Up\Uy N U1, ¢, = 1 sur un voisinage de U \Upg N Uy et ¢, = % Les ouverts
U, et U; étant contractiles dans S™, il existe deux applications continues
ho . IU() — 5™ et h1 : IU1 — S™ telles que hj(“,ﬂ) = ide et hj(—,l) = %
pour j € {0,1}. Notons pour j € {0,1} et s € U;, p?(s) le chemin h;(s, —)
commencant en s et finissant au point de base. Notons également 7 = 2-(711-;-}1)
et w = } L’application u est définie de la fagon suivante :
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(e pour 2i7 < ¢, < (264 1)1

) wt,

( ((L’ )\17. ,)\z AL 213Ai+1"")\n+1) )
(s, 2(8), .., (), 1M (8)wt,—2i 1°(8), .., 1°(5))

(N, A, ) =
e pour (2i+1)7 <, < (204 2)7

( (Z‘ )\1’ 7)\1‘ )‘i+1")‘?-2ﬂ5»2)7 oty ’)‘n+1) )
\ ('5 H (3)7' y M (S) o (S) H (s)(22+2 VTt ;#0(3))

oui€{0,1,..,n}

Cette application est continue par construction et vérifie an(X x 5™ o
= pn(X) xid. En écrivant ¢, = § = 2(¢+1)7sin = 2g+1ett, = I=(2q+
1)7 si n = 2¢, nous obtenons que I'image d’un point ((*, A}, A2, .., A1) x) €
@, (X) x * par le composé @, (X) x * — Po(X) x S™ & P11 (X x 5™) est :

*, %k, L %, R E, L,

1 q+1" q+2 n+1
((*”\’("’A %A *)’\ ))sin=2q+1,

et

(*1*7'7*7*!*’ *3

(%, AL, ., A9, A9+L Aa+L o AT .
*) sin = 2q.

L’application ®,(X) x * — Py(X) x S™ % P, (X x ™) est homoto-
piquement triviale et nous définissons une homotopie H : C(®,(X) x %) =
C(Pn(X)) = Poy1(X x S™) par :

g+l & g2 n+1
H([*,)\],-.,)\n+1),7']) — ( (* /\1 e :)\ »r;AaAl—rs' /\ ’.") ) pour n:2q+1

(*1*!" 5 ki 7'}*)

et, pour n = 2¢,

(%, A1, .., 09, A?*ér,)\q“ .y AT

(%, %, .., %, %, % *)

TS%
PRy Ty Ty Ty vy

H([*v/\IV"v)‘n+1)’r]) = (*7)‘51!72”' /\2 2r /\2 2ry " a/\VIH-ZIT) r >
(4, %, 0y %, %, %, %) -

R A B |

B

#
*,
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Remarque. L’application u : Go(X) x S™ — Gpy1(X x S™) permet de
donner une preuve alternative  celle de Fox de I'inégalité cat(X x S™) <
catX + 1.

Corollaire 4.6.2. L’application Gp,(X)x 8™Ug, x Gp41(X) = X x S™ issue
de la propriété universelle dans le diagramme

GA(X) x % —2222 L G (X) x §™

Gn+1(X) e Gn+1 (X) Ue.x GH(X)

X Ognt1 = \

est une (n + 1)-LS application.

Démonstration. Par I’équivalence d’homotopie a1, 'application est équi-
valente au-dessus de X x S™ & Vapplication G, (X) x S™Ug, x (Gn{X)Ur,(x)
CF.(X)) — X x 5™. Il suffit, pour conclure, de remarquer que cette derniére
application est exactement l'application §,.; décrite dans la proposition
4.6.1. 0

Démonstration du théoréme 4.1.3

o L’inégalité o'cat(X x S™) < o'catX + 1 est déja établie. Supposons que
oieat(X x S™) < n + 1. En reprenant les notations du théoréme 4.6.1, cela
entraine que 'application ¥'§,.; a une section homotopique 5. Notons, pour
un espace Z, gz 1 Z xS™ - ZAS™ l'application d’identification. Considérons
Papplication § : Gy — Go(X) A S™ définie par §(u) = g, (x)(u) si u €
Gn(X)xS™ et G{u) = * siu € C(F,{X)x+*). Par construction, nous obtenons
un diagramme commutatif

én+1 : GH(X) A ST
§n+ll lgﬂ(x)/\id
X x S —— e X A S™.

Rappelons que la composée £ : L(X A S™) — TX VEX AS™)V

nsm L T(X x S™) est une section homotopique de Egx (cf section 2).
Par conséquent, Papplication (X‘§) o § o £ constitue une section homotopique
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de Ti(gn(X) Aid) =~ ZF™g, (X)) ce qui implique o*™™cat(X) < n.

o Il reste & montrer que o5 ™cat X +1 < ol cat(X x S™ X ). Supposons
que o cat(X x §™ ¥ X) < n+ 1. Cela signifie que Eigy,1(X x S™) admet
une section homotopique compatible aux structures de X-espaces. Puisque
application @ : Gpy1(X X S™) — G4y construite dans le théoréme 4.6.1 est
une X-application, on peut supposer, en reprenant les notations précédentes,
que §: LHX x 8™) — DiGp,y est aussi une X -application. Remarquons que
le point (i) de la proposition 4.4.4 permet d’identifier les X-applications
9a(X) Aid et £7™g,(X). Pour prouver que o’y ™catX < n, il s’agit donc de
montrer que I’application (£°§)o3o£ est une X- apphcation Par la proposition
4.4.5 et des arguments de composition il suffit de voir que § posseéde cette
propriété. A cet effet, rappelons que la structure de X-espace de Gppq =
Gn(X) x 8™ Up,(x) C'(F (X) x x) issue de g4, est donnée par

- APTx°§n+1 (u) = (gn(X) OpTGn(X)(U')) Ausiy€ Gn(X) x 5™

— Apryogus (u) = * siu € CFL(X).

Vérifions que § : Gn(X) x 5™ Up, (x) C{Fn(X) X %) = Gp(X)AS™ est une X-
application : siu € CF,(X) ona (A, Aid)og(u) = (1dAG)0Dpryoga: (U) =
*, et si u € G,(X) x S™, on obtient (A, (xyAid)od{u) = (A, (xyAid)og(u) =
(1d A q)((gn(X) o pra,(xy){u) Au) car Papplication d’identification est une X-
application (Prop 4.4.4). m|




Deuxieme partie

Sur le transfert de Becker et
Gottlieb
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Chapitre 5

5.1 Introduction

Dans [18] D. H. Gottlieb montre que, pour une fibration F - F 5 B
dont la fibre F' est une variété compacte, connexe, orientable et de classe
fondamentale w € H"(F;Z), il existe une classe o € H"(E;Z) vérifiant
H*(i)(a) = xF - w, olt xF est la caractéristique d’Euler-Poincaré de F. Cet
énoncé constitue le théoréme de l'inclusion de la fibre. A partir la classe a,
Gottlieb définit un transfert qui généralise celui des revétements : le transfert
est une application 7 : H*(E;Z) — H*(B;Z) de H*(B;Z)-modules telle que
la composée 7 o H*(p) est la multiplication par yr. Grice & l'existence du
transfert, Gottlieb montre qu’aucun des espaces projectifs RP?*, CP?" ou
HP® ne peut étre I’espace total d’une fibration non triviale de fibre une
variété. Plus-tard, & partir d’une généralisation de la dualité de Spanier-
Whitehead, Gottlieb et Becker [2] étendent ce transfert & toute fibration de
fibre un CW-complexe fini (cf. [29] pour un exposé des travaux de Becker et
Gottlieb sur le transfert).

Le but de cette partie est de donner, sous certaines hypothéses, une
construction du transfert au niveau d’un modele d’une fibration.

Soit k un corps commutatif. Nous considérons une fibration F = E 5 B
dans laquelle les espaces E et B sont dans le domaine d’Anick (la définition
est rappelée dans la section suivante) et H*(F; k) est de dimension finie. L’ap-
plication p peut alors étre modelée par une KS-extension (AX, d) 2 AMX &
Y),d). Nous montrons qu'’il existe un transfert pour cette KS-extension. Plus
précisément, nous construisons un morphisme de AX-modules différentiels
7 (AX®Y),d) — (AX, d) tel que 7(x) = xp- pour tout x € AX. Lorsque
xr # 0, le transfert définit une rétraction de AX-modules différentiels du
morphisme 1, et cela nous permet, en particulier, de minorer la catégorie de
Lusternik et Schnirelmann du rationalisé de F par la catégorie du rationalisé
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de B. De plus, lorsque H*(F;k) satisfait la dualité de Poincaré avec classe
fondamentale w € H™(F; k), nous donnons la construction explicite d’un co-
cycle 2 € A(X @7) telle que *([2]) = xr - w, [2] désignant la classe de z
dans H*(AM(X 8 Y)) = H"(E; k).

Avant d’entamer la construction du transfert au niveau des modeéles, nous
donnons une rapide présentation des modeéles d’une fibration dans le domaine
d’Anick que nous utiliserons. Nous renvoyons & [11], [19] et [34] pour davan-
tage de détails sur ces modéles.

5.2 Modele d’une fibration

Dorénnavant k est un corps commutatif fixé. L'entier p(k) désigne la
caractéristique de k lorsque celle-ci est finie et on pose p(k) = co sinon. Les
k-espaces vectoriels gradués différentiels (evgd), (V,d), sont des k-espaces
vectoriels Z-gradués V = {V'},cz munis d’une différentielle de degré +1.
Les bifoncteurs — ®y — et Homy(—, —) sont notés respectivement — ® — et
Hom(~, —), de méme la cohomologie d’un espace S a coefficients dans k est
notée H*(S).

Définition 5.2.1. Soit r > 1. Un espace topologique S 1-connere est dit r-
tempéré (ou dans le domaine d’Anick) si son homologie H,(S) est concentrée
en degrésr <1 < rp(k).

Lorsqu’un espace S est r-tempéré, 'algebre graduée différentielle (agd)
des cochaines singuliéres C*(S) est “naturellement” équivalente & une algébre
graduée différentielle commutative (agde) A(S) : cela signifie qu’il existe une
chaine de quasi-isomorphismes d’agd A(S) < D(S) = C*(S) et que, bien
que A ne soit, pas fonctoriel, on peut associer & une application f : S = T
entre deux espaces r-tempérés un morphisme A(f) tel que le diagramme
usuel commute [19]. Une fibration p : £ — B entre deux espaces r-tempérés
peut donc étre modelée par une KS-extension (ou modeéle de Sullivan relatif)

(AX,d) 5 (AX Y),d):

AX —=— A(B) <=— D(B) —~C*(B)

o L

AX ®Y) = A(B) <= D(E) —~ C*(E)

Notons € : (AX,d) — k l'augmentation et d la différentielle induite sur
AY par la projection 7 = e @xx id : AX BY) > kenx AX @Y) =
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AY. Remarquons que le morphisme d’agde (AX,d) = (A(X @ Y),d) est
en particulier un morphisme de AX-modules différentiels et que ’algébre
AMX®Y)=AX ®AY est un AX-module libre. La KS-extension est donc,
en particulier, une résolution AX-semi-libre (au sens de [11]) du morphisme
de AX-modules différentiels (AX,d) — (A(X @ Y),d). Puisque AX est 1-
connexe (i.e. X = X22), ce morphisme de AX-modules différentiels admet
une résolution semi-libre minimale :

(AX®Y),d) —= (AY, d)

~_

(AX ® H(AY, d),d) —2~ (H(AY, d),0)

(AX, d)

Dans ce diagramme, I'application ¢ est un quasi-isomorphisme de AX-modules
différentiels, ¢ est un quasi-isomorphisme d’evgd et p désigne la projection
£ ®ax tdg.“Minimale” signifie ici que la différentielle sur 'evgd quotient
k @xx H(AY,d) = H(AY,d) est nulle. Si p : E — B est une fibration

de fibre F alors Vevgd (AY,d) est quasi-isomorphe & C*(F'), autrement dit
les deux espaces vectoriels H(AY,d) et H*(F) sont isomorphes. De plus,
sous hypothése supplémentaire H,,(#) = 0, L. Menichi [34] a montré
que les morphismes d’algebres H(r) : H(A(X & Y),d) — H(AY,d) et
H*(i) : HY{(E) — H*(F), ot i : F — E désigne I'inclusion de la fibre,

sont identiques & isomorphisme prés; en particulier les algebres H(AY, d) et
H*(F) sont isomorphes,

5.3 Transfert

Dans cette partie, nous considérons une fibration F = E % B dont
la base et 'espace total sont r-modérés et de type fini. Nous supposons
également que I,,u(E) = 0 et considérons (AX,d) LA (AXe®Y),d) un
modéle de Sullivan relatif de ’application p.

Si la cohomologie de la fibre H*(F) est de dimension finie, on appelle
nombre de Lefschetz d’une application continue g : F — F et on note Ay € k,
la trace graduée de H*(g), Ay = 3-(—1)"tr H'(g). Lorsque g = id, on retrouve

1
la caractéristique d’Euler-Poincaré de F': Ay = xz-

Rappelons que, si H*(F) est de dimension finie, l'application linéaire
T : Hom(H*(F),k) ® H*(F) — End(H*(F)) définie par T(§ ® h)(h') =
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(~=D)HIATE(WYR pour h, k' € H*(F) et £ € Hom(H*(F),k) est un isomor-
phisme. En particulier, si {e;};c; est une base de H*(F) et si on note {&}ie;
sa base duale, 'élément 3 (—1)1%/¢; ® ¢; € Hom(H*(F), k) ® H*(F), appelé
i€l
élément universel, a pour image l'identité de H*(F) : T(3 (~1)¢l¢,®e;) = id.
€7

Le nombre de Lefschetz de g s'écrit alors A, = 3_(~1)/%/¢;(H*(9)(e;)) =
i€l

S(=1)elen(&; ® H*(g)(e;)) ot ev : Hom(H*(F),k) ® H*(F) — k désigne

icl

. Papplication d’évaluation.

Théoréme 5.3.1. Considérons une application continue f : E — E telle
que po f = p et notons f : F — F sa restriction & la fibre. Si H*(F) est
de dimension finie, alors il existe un morphisme de AX -modules différentiels
T (AMX@®Y),d) = (AX,d) dont la restriction ¢ AX est la multiplication
par le nombre de Lefschetz de f : To1p(z) = Aj-z, z € AX.

En particulier, si Af # 0, le morphisme ¥ : (AX,d) = (A(X ®Y),d) admet
une rétraction de AX-modules différentiels.

Avant d’entamer la preuve, examinons le cas de la fibration triviale F' —
F — %. L’espace F est ici dans le domaine d’Anick, nous pouvons en considérer
un modéle de Sullivan (AY,d). Le transfert est alors le morphisme d’evgd
7 : (AY,d) — k défini par 7(1) = xr-1 = xpet 7(y) = 0siy € ATY.
Décrivons-le d’une fagon un peu plus compliquée mais qui guidera le cas
général. Considérons la résolution k semi-libre minimale de k — (AY,d)
donnée par k — (H*(F),0) = (AY,d). Notons - le produit de H*(F) et
{e;}icr une base de l'espace vectoriel H*(F). En notant {&}c; la base de
Hom(H*(F), k) associée, on définit le transfert T en posant :

() = S (E (F)(e) ).
i€
Autrement dit, si n : k — End(H*(F)) est définie par n{1) = id, le transfert
est le composé
H*(F) 2 k® H*(F) "% End(H*(F)) @ H*(F) "—%"
Hom(H*(F), k) ® H*(F) © H(F) “®7L D
Hom(H*(F),k) ® H*(F) ® H*(F) “25 Hom(H*(F),k) ® H*(F) < k.

Remarquons que cette description utilise de fagon fondamentale ’élément
universel et le produit de H*(F). La preuve du Théoréme 5.3.1 consiste &
adapter cette construction au cas général. Les rdles de k et H*(F) seront res-
pectivement tenus par (AX, d) et par un AX-module différentiel de rang fini
(AX ® K, d). Les bifoncteurs — ® — et Hom(—, —) seront remplacés par les
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bifoncteurs — ®x — et Homax(—, —) qui, & deux AX-modules différentiels
(M, dy) et (N,dy), associent les AX-modules différentiels (M ®sx N,d)
et (Homax{M, N), D). Leurs différentielles sont respectivement définies par
d(m ®ax n) = dym ®ax n + (=1)™m @4 x dyn et Df(m) = dy(f(m)) —
(=) f(dpm) pour m € M, n € N et f € Homax(M,N). Rappelons
que si (M,dy) et (N,dy) sont deux AX-modules différentiels libres comme
AX-modules non différentiels (M = AX @ K, N = AX ® K') il en de
méme des AX-modules différentiels (M ®@x N,d) et (Hompx(M,N),D) :
ces AX-modules sont en effet respectivement isomorphes aux AX-modules
libres AX ® K ® K' et AX ® Hom(K, K').

La proposition suivante nous garantit 'existence d’un élément universel.

La démonstration est une adaptation directe du cas classique.
Proposition 5.3.2. 8i (M,d) = (AXQ K, d) est un AX-module différentiel
de rang fini, alors Vapplication Thx : (Homax(AX @ K,AX) @ix AX @
K,d) — (Endax (AX®K), D) définie, pour z,w € AX®K et f € Hompx(AX®
K, AX), par Tax(f ®ax 2)(w) = (1) f(w) - 2 est un isomorphisme de
AX-modules différentiels.

Rappelons que les cocycles de (Endax(AX ® K), D) sont les morphismes
de AX-modules différentiels. En particulier I'identité est un cocycle et étant
donnée une base, nous pouvons former dans Homyx (AX @K, AX)@sx AX®
K un cocycle “universel” de la facon suivante :

Soit {h;}ie; une base de K et {b; | i € I} C Hom{K k) sa base duale,
alors {f = 1®@b; | i€ I} CAXQKet {fi =id®b |iel}cC
Homax(AX ® K, AX) constituent respectivement des bases des AX-modules
AX ® K et Homax(AX @ K, AX). L'élément ¥ (—1)%13; ® §; dont I'image

2
par Thx est I'identité est alors un cocycle, appelé cocycle “universel”.

Le deuxiéme ingrédient nécessaire pour notre construction du transfert est
un “relévement” du cup-produit de la fibre. Plus précisément nous utiliserons
I'énoncé suivant :

Proposition 5.3.3. Soit (AU, d) — (AU & V),d) une KS extension et
considérons sa résolution (AU, d)-semi-libre minimale

(AU, d) -~ (AU®V),d) —= (AV,d)
(AU @ H(AV, d),d) =2 (H(AV,d),0)

Notons v le produit de H = H(AV,d). Alors, il existe un morphisme de AU-
modules différentiels p: (AU @ H @y AU @ H,d) — (AU @ H,d) rendant
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commutatif le diagramme sutvant :

(AU ® H @y AU @ H,d) —~ (AU ® H, d)

pos| I

(H® H,0) S (H,0).

Démonstration. Notons respectivement m et m' les multiplications des
algbres A(U @ V) et AV. L'application AU® HRAU Q@ H L5 AU V)®
AMU®V) = AU & V) induit un morphisme de AU-modules différentiels
m: (AUQ® H @y AU® H,d) — (AU & V), d). Puisque le module AU ®

H @sy AU @ H est un AU-module différentiel semi-libre, il existe, par le

lemme- de relévement [2] un morphisme de AU-modules différentiels p :
(AU ® H @y AU @ H,d) — (AU ® H,d) et une application AU-linéaire
6: AUQH RN\ AURH — A(USV) de degré -1 tels que popu—m = df+0d.
Notons ji le morphisme d’evgd k®pp - (H®H,0) — (H,0). Montrons que i
est exactement le produit de H et I’énoncé sera démontré. Puisque 6 est AU-
linéaire, l'application 7 o # induit une application ' : H @ H — AV de degré
-1 telle que 708 = &' o (p® p). On vérifie facilement que §' est une homotopie
entre les morphismes d’evgd ojiet mopRPie Fofi—mo@g®p = df.
Soit g : (AV,d) — (H,0) une rétraction d’evgd de @, g o @ = id. On obtient
donc i — gom' o 3 ® @ = qdf = 0. 1l suffit, pour conclure, de remarquer que
le produit de H est exactement le composé gom’' o (¢ ® @). D

Démonstration du Théoréme 5.3.1. Rappelons que ¥ : (AX,d) —
(AMX ®Y),d) est un modele de Sullivan relatif de la fibration p : £ — B.
Notons € : AX — k 'augmentation. Considérons la résolution AX-semi-libre
minimale du morphisme de % :

AXeY),d)— (AY,d)

~_

(AX ® H(AY,d),d) = (H(AY, d),0)

(AX,d)

Tl suffit de construire un morphisme de AX-modules différentiels 7 : (AX ®
H,d) = (AX,d) tel que 7(z) = Az pour z € AX. D’aprés [34], on sait que
les morphismes d’algébres H* () et H*(¢) coincident, en particulier I’algébre
H(AY,d) est isomorphe & H*(F). On note donc H = H{AY,d) = H*(F) et
« le produit. L’application f : E — E induit un morphisme de AX-modules
différentiels & : AX ® H — AX ® H. La projection de @ sur H, k ®,x ®,
s'identifie & Dapplication linéaire H*(f) induite par la restriction de f a la
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fibre. Soit {e; };c; une base de l'espace vectoriel H et {€;};cr sa base duale.
Les ensembles {¢; = 1®e¢; |1 € I} et {§;=id® ¢ | i € I} constituent alors
des bases des AX-modules AX ® H et Homax(AX ® H,AX). Nous allons

construire le transfert & partir du cocycle “universel” 3"(—1)&; @4x €.
i€l
Notons (®;;) la matrice de ® dans la base {e;}. Remarquons que (¢®;)
est exactement la matrice de H*(f) dans la base {e;} et que, pour rai-
son de degré, on a ®; = £®; pour tout i. A Vaide du morphisme u :
AX @ H@ax A X ® H - AX ® H construit dans la proposition 5.3.3
pour la KS extension ¢ : (AX,d) = (A(X @ Y),d), on définit V'applica-
tion 7 : AX ® H — AX par 7(x @ h) = z - 3_(=1)1&,(u(®(e:) ®ax b))
i€l
pour z € AX et h € H. En utilisant 1'égalité d(Z(~l)|E"15i ®ax &) =0, 1l
i€l
est facile de voir que 7 commute & la différentielle. L’application T est ainsi

un morphisme de AX-modules differentiels qui, de plus, vérifie pour z € AX :

7(z®1) = z7(1) = - Z( DEle(@(g;) = = Z (-1, = o3 (—1)=led, =
x-z(—l)le"s@i:/&f-z. t u

En notant Sq le rationalisé de I’espace S, nous obtenons comme conséquence
du théoréme 5.3.1 :

Corollaire. Soit F + E 5 B une fibration dans laguelle tous les es-
paces sont 1-connezes et du type d’homotopie d’un CW-compleze de type fini.
Si H*(F; Q) est de dimension finie et si xp # 0 alors catEq > catBqg.

Fixons pour le reste de cette section k = Q. Tous les espaces 1-connexes
et ayant le type d’homotopie d'un CW-complexe de type fini sont ainsi dans
le domaine d’Anick. Rappelons que Félix et Halperin [8] ont caractérisé la
LS-catégorie du rationalisé d’un espace de la facon suivante :

Soit S un espace 1-connexe du type d’homotopie d’'un CW-complexe de type
fini et soit (AU, d) un modele de Sullivan de cet espace. Considérons, pour
tout n > 0, un modéle relatif de la projection (AU,d) — (AU/A>"U,d) :

(AU, d) —2 (AU ® AV, d) =~ (AU/A>"U, d)

Alors (8] catSq est le plus petit n € N pour lequel j admet une rétraction
d’aged. Dans [21] K. Hess montre que ceci est équivalent & P'existence d’une
rétraction de AU-modules différentiels.

Démonstration du corollaire. Soit (AX,d) 4 AXe Y),d) un modele
(sur Q) de la fibration p. Supposons catEq < n, et considérons un modéle
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de la projection
AX@Y),d -2~ (AX@Y) AV, d) 2= (AX 8 Y)/AM(X ©Y),d)

et 7 (AX ®@ AY ® AV,d) = (A(X @ Y),d) une rétraction de AX ® AY
modules différentiels de application j;. Considérons également

(AX,d) -2 (AX ® AW, d) -2~ (AX/A>"X, d)
un modele de la projection et
¥ (AX/A"X,d) = (A(X @ Y)/A*™(X &), d)

I’application d’agde induite par . Nous obtenons ainsi le diagramme com-
mutatif en traits pleins suivant

AX —2 S~ AX @AY L AX®AY @ AV

jzj A ¢1[N

AX ® AW “r (AX/A>"X,d) —~ (A(X ® V) /A>*(X Y ). d)

dans lequel toutes les applications sont des morphismes de AX-modules
différentiels et ¢; est un quasi-isomorphisme surjectif. Par le lemme de re-
levement [2], il existe un morphisme de AX-modules différentiels A tel que
¢1 0 A =1 o ¢y. Soit maintenant 7 : (AX ® AY,d) — (AX,d) le transfert
construit dans le Théoréme 5.3.1 vérifiant 7 o 1 = xp. Puisque xr # 0,
formons le composé 7 = —IF—T or o \. Cette application est un morphisme de
AX-modules différentiels et vérifie 7 o j; = idsx, par conséquent catBg < n.
O

5.4 Inclusion de la fibre

Rappelons la définition suivante :

Une algébre graduée connexe A de dimension finie satisfait la dualité de
Poincaré pour w € A" si A" = w -k, A”" = 0 et si la multiplication de A
induit une forme bilinéaire non dégénérée P : A@ A — A L k on T est
I’application linéaire définie par I{w) = 1 et J(A<") = 0.

L’application v : A — Hom{A4,k) définie par v(a)(b) = I(a.b) est alors une
application linéaire bijective de degré —n.
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Si {b;}ics est une base homogéne de 'espace vectoriel gradué A, on note
{b; }ics sa base duale pour la dualité de Poincaré P. L’élément b vérifie
deg(b;) = n — deg(b;) et P(b} ® b;) = ;. L’application v transforme la base
{b;} en la base duale de {;} pour la dualité lindaire i.e. v(b}) = &;.

Pour une fibration F' — F — B dans laquelle la cohomologie de la fibre
satisfait 1a dualité de Poincaré, nous montrons que cette dualité s'étend en
une dualité entre un modele de E et son dual comme module sur un modéle
de la base. Nous nous servons ensuite de cette dualité pour démontrer dans
notre cadre le théoréme de 'inclusion de la fibre et en déduire la construction
d’un morphisme de transfert.

Considérons & nouveau une fibration F < E % B dans laquelle la base et
’espace total sont r-tempérés et de type fini. Supposons que H,,u(E) =0
et notons (AX, d) LA (A(X ©Y),d) un modéle de Sullivan relatif de l'ap-
plication p. Considérons également la AX résolution semi-libre minimale du
morphisme

(AX,d) — (A(X ®Y),d) "> (AY, d)

\ ‘Pll’“ v‘)]~
(AX ® H,d) —2—~ (H,0)

ot H = H(AY,d) = H*(F).
Théoréme 5.4.1. Supposons que H = H*(F) satisfait la dualité de Poin-
caré pour lo classe w € H*(F). Notons Inx : AX ® H — AX Uapplication
définie par Inx(z @ h) = (—1)Inz - I(R) et p le relévement du produit de H
(cf Prop 5.3.8). Alors
(i) Lapplication vpyx : AX ® H — Homax(AX ® H,AX), définie par :

vax(w)(v) = Iix o plu®axv) uw,vEAXQH

est une bijection de AX -modules différentiels de degré —n.

(i) Pour toute applicaiion f: E — E vérifiant po f = p il eziste un cocycle
z € AX ® H tel que p(z) = Aj-w ot f est la restriction de f & la fibre.

De plus, vax(z) : AX @ H — AX est un transfert i.e. vax(z) est un mor-
phisme de AX -modules différentiels tel que vpx(2)(z) = Aj-z pour z € AX.

Démonstration. (%) Notons Pyx le composé AX @ H @, x AX ® H =y

AX®H A¥ AX. Pour raison de degré I x est une application différentielle,
Pyx et vpx sont donc des applications de AX-modules différentiels.
Pour montrer que vy x est bijective, nous montrons qu’elle transforme une
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base en une base. Soit {€;}ic(o,..ny une base de H telle que eg = 1,ex = w et
| & |<| e; | pours < j. Notons g; = 1®e; les éléments de la base de AX @ H
correspondante.

La commutativité du diagramme

AXQ@HOsx AX@H —t AX @ H 25X

l Pk

H®H H k

nous donne les relations suivantes :

Prx{ei®axe;) =0si |e |+ e |<n,
PAx(é‘i Rax 6]‘) = P(ei & ej) si I &; 1 + l €; l= n,
PAX(Ei Rax Ej) e AT X si ] €; t + | €; |> .

Soit {e]} la base duale de e; pour la dualité de Poincaré. En suivant le
procédé de Gramm-Schmidt, nous construisons une base {¢}} du AX-module
libre AX ® H telle que ] = 1 @ €] + 3 aij - €] ol a3 € AT X et telle que
a>1
Pyx(e] Qax €5) = 6;;. Les ef sont définis par récurrence par ey = 1 ® e}y et
ever=1®en_, — > Pax(1 ® ey ®ax €n—i) - £~ Par ailleurs, notons
<k

13
&; = id ® &; 'image ée la forme linéaire ¢&;, duale de e;, par I'isomorphisme
canonique Hom(H, k) > Homax(AX ® H,AX). Les éléments {;} forment
une base de Homax(AX @ H,AX). L'image de €] par vax est exactement
£; ce qui signifie que lapplication v, x transforme une base en une base. Le
point (i} est donc démontré.

(11) L'application f induit un morphisme de AX-modules différentiels @ :
(AX ® H,d) - (AX ® H,d) dont la projection sur H s’identifie & 'appli-
cation linéaire H*(f) induite par la restriction de f & la fibre. Notons (&)
la matrice de ® dans la base {e;}. Rappelons que (¢®;;) est la matrice de
H*(f) dans la base {e;} et que £®;; = ®;; € k pour tout .

Nous cherchons un cocycle z € AX ® H tel que p(z) = Aj-w. Remar-

N N
quons que Aj-w = 2(—1)“5”6@@-6;‘ — g = Z(—l)'ei\‘e@n‘pu(a;‘ ®px €i) =

=0 i=0

P(%(—l)w@z‘i#(sf ®ax €i)) -

1=0
N
L'élément, 3 (—1)F1®ye! ® ¢; est un cocycle car il est 'image inverse du

i=0
cocycle @ par la bijection différentielle Thx o (vax ® id) : AX ® H ®ax
AX @ H — Endyx(AX ® H). Puisque i commute & la différentielle z =



93

Z(—l)'gf@ﬁp(s; ® ¢;) est également un cocycle. Ce cocycle vérifie p(z) =

/{f - w et répond donc & la question. Son image par vpx est également
un cocycle i.e. un morphisme de AX-modules différentiels vyx(2) : (AX ®
H,d) = (AX,d). Vérifions que vpx(2) est un transfert : soit z € AX, on a
vax(2)(z) = (=D)laxGlz. vy (1) = 2 Iy op((-1)105u(e; ®e:) ®1) =

z

- Z(‘l)lgiiéiiPAx(Ef ®Ei) = Af - . O
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La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’une variété minore le nombre
de points critiques d’une fonction différentiable. A partir de la suite de fibra-
tions utilisée par Ganea pour caractériser la catégorie d'un espace X, nous
introduisons une suite décroissante d’entiers, oicatX, s’intercalant entre 'in-
variant e de Toomer et la catégorie. Pour un espace rationnel, o'cat et e
coincident mais ils different en général.

A la manitre de Berstein et Hilton, nous étudions le comportement de
oteat lors d’'un attachement de cellule et montrons qu’il est fonction d’une
classe d’homotopie, appelée invariant de Hopf, déterminée par 'application
d’attachement. Des comparaisons de o'cal avec des approximations déja
connues de la catégorie sont données & travers plusieurs exemples explicites.

Nous étudions ensuite la o*-catégorie d’un produit et obtenons en parti-
culier o+ ™catX + 1 < oteat(X x S™) < oicatX + 1. Nous en déduisons des
conditions suffisantes pour qu'un espace X vérifie la conjecture de Ganea,
ie. cat(X x S™) = catX + 1. Nous obtenons également une condition suf-
fisante en termes d’invariant de Hopf et pouvons ainsi exhiber de nouveaux
espaces vérifiant la conjecture de Ganea et pour lesquels les résultats récents
de Rudyak et Strom ne s'appliquent pas. Nous considérons également une
version de o'cat enrichie par ’application diagonale et la caractérisons pour
les espaces rationnels. .

Dans une seconde partie, nous construisons le transfert de Becker et Got-
tlieb d’une fibration au niveau d'un modele algébrique. Nous en déduisons
que la catégorie rationnelle de I'espace total majore celle de la base lorsque
la caractéristique d’Euler-Poincaré de la fibre est non nulle.




