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Introduction 

En 1934, L. Lusternik et L. Schnirelmann associent à une variété M un 
entier appelé catégorie de M qui permet d'estimer par defaut le nombre de 
points critiques d'une fonction différentiable définie sur M [31]. Quelques 
années plus-tard, R. H. Fox étend la définition de Lusternik et Schnirelmann 
aux espaces topologiques : si X est un espace topologique, la catégorie de X 
est le plus petit entier n pour lequel X peut-être recouvert par n + 1 ouverts 
contractiles dans X [13j. Par exemple, la catégorie d'un espace contractile est 
O,  celle d'une sphère est 1. Cependant, nialgré la simplicité de la définition, 
la catégorie se révèle être un invariant homotopique difficile à appréhender. 
Les difficultés apparaissent tout autant dans la détermination explicite de 
la catégorie d'un espace donné, même s'il s'agit d'un espace bien connu par 
ailleurs comme c'est le cas d'un groupe de Lie, que dans la recherche des 
propriétés de cet invariant. Ainsi, la question peut-on calcuier la catégorie 
d'un produit d'espaces I;;' x Y connaissiint les catégories respectizjes de X et 
de Y n'a toujours pas, à l'heure actuelle, une réponse complète. 

Une étape importante dans l'étude de la catégorie réside dans les ca- 
ractérisations introduites respectivement par G. Whitehead et S. Ganea [47] 
[14]. Celles-ci permettent, grâce à la construction d'espaces particuliers, d'ex- 
primer la catégorie en termes d'existence de relèvement d'application ou de 
section. 11 devient alors possible (ou en tout cas plus direct) d'utiliser les 
outils de la t heorie homotopique (suites exactes d'homotopie, d'homologie, 
théorie de l'obstruction etc.. .) pour étudier la catégorie. Jouant un rôle cen- 
tral dans notre travail, la caractérisation de Ganea s'énonce à partir d'une 
suite de fibrations 

associée à tout espace X. Ganea montre que la catégorie de X est inférieure 
ou égale à n si et seulement si la libration g,(X) admet une section. Outre Ia 
formalisation de la catégorie qu'elles apportent, les caractérisations de White- 
head et de Ganea ont également suggéré des approximations de cet invariant 



parmi lesquelles on trouve les catégories faibles wcat (au sens de White- 
head) et G-wcat (au sens de Ganea), l'invariant de Toomer ek défini pour 
un corps k... L'étude de telles approximations permet d'aborder la catégorie 
aussi bien d'un point de vue calculatoire que d'un point de vue théorique. 
Dans cette perspective, nous nous intéressons à l'information contenue dans 
les fibrations de Ganea après suspension. Plus précisément nous définissons 
une version "suspendue" de la catégorie : 

Définition : Pour i 2 O, aicatX est le plus petit entier n pour lequel l'ap- 
plication Cig,(X) : CiG,(X) -+ CiX  admet une section homotopique. 

Nous obtenons ainsi une suite décroissante d'approximations de la catégorie 
dont la limite est notée ocatX. Afin de guider l'étude de ces invariants, for- 
mulons les questions suivantes : 

- Comment aicat se situe-t-il parmi les autres approximations de la 
catégorie ? 

- Comment calculer oicat ? 

- Quelles sont Ies propriétés de sicat ? 

- Que nous apprend-il sur la catégorie ? 

L'enjeu de la première question est à la fois de cerner ces nouveaux inva- 
riants et d'examiner s'ils sont effectivement nouveaux. Nous dressons dans le 
cha.pitre 2 les inégalités 

et montrons le cas d'égalité suivant : 

Théorelne A. Si X est un C W-complexe ( q  - 1) -connexe tel que d i m ( X )  _< 
q(catX + 1) - 2, alors m a t X  = catii'. 

Nous montrons également que, y compris dans ce rang, les invariants ek et 
acat sont en général différents. 11 est d'ailleurs intéressant de remarquer que, 
contrairement à l'invariant de Toomer, acat rend compte des opérations de 
Steenrod. En revanche, lorsque l'espace X est un espace rationnel (complète- 
ment dépourvu de telles opérations), les nombres e Q ( X )  et aicat (X)  (i > 1) 
coïncident. Cela nous fournit un premier moyen de calculer les invariants 
aicat que nous complétons dans le chapitre 3 d'une étude des variations du 
comportement de <r%cat lors d'un attachement de cellule. A la manière de 
Berstein et Hilton [4], nous associons, à un espace X de catégorie k et h une 
application a : SP -+ X, un élément H ( a )  du groupe . ir ,(Gk(X)),  appelé 



invariant de Hopf et nous montrons 

ThBorème B. Soient X un  CW complexe (q  - 1)-connexe ( q  > 2) de 
catégorie inférieure ou égale à k et s : X -+ G k ( X )  une section de  gkfX). 
Considérons une application a : SP --+ X (p > q+ 1)  et notons Y = XUa ep+' 
sa cofibre homotopique. Pour tout i 2 O : 

(a)  Si CiH(û.) = O alors oicatY < k ,  
( b )  Si, de plus, d i m ( X )  < q ( k  + 1) - 2, alors la réciproque est vraie i .  e. 

aicatY 5 k implique CiH(a) = O .  

Nous pouvons alors, grâce à quelques techniques homotopiques, calculer 
les invariants aicat sur des exemples. En particulier, nous montrons que cha- 
cune des inégalités énoncées ci-dessus peut être stricte. 

Concernant les propriétés de a%&, nous nous sommes essentiellement 
intéressés au comportement de ces invariants vis-à-vis du produit. En 1971, 
Ganea demandait si tout espace X vérifie l'égalité cat(X x Sm) = catX + I 
[15]. Cette question, dont la version affirmative est connue comme étant la 
conjecture de Ganea, est restée Iongtemps ouverte. Très récemment N. Iwase 
[23] y a répondu par la négative en montrant que l'espace Q = S2 U, elo, où 
a est un élément d'ordre 3 du groupe r g ( S 2 ) ,  vérifie catQ = cat(Q x Sn) = 2 
pour tout n plus grand que 2. Pour les invariants o'cat, nous montrons 

Théorème C .  Soit X un espace connexe par arcs. Pour tout i > O et tout 
m 2  1, 

oi+"catx + 1 < o % a t ( x  x Sm)  5 o i ca t x  + 1 

En conséquence nous obtenons l'égalité ocat(X x Sm) = ocatX + 1. 

Compte tenu des travaux d'Iwase, la question de Ganea devient naturel- 
lement : pour quels espaces X a-t-on l'égalité cat(X x Sn) = catX + I ? Les 
résultats déjà obtenus sur la conjecture de Ganea sont autant d'éléments de 
réponse à cette question. Ainsi grâce à K. Hess et B. Jessup, on peut affirmer 
que tout espace rationnel X vérifie l'égalité cat(X x Sn) = cutX + 1 121) [27]. 
Plus récemment, J. Strom a montré qu'un CW-complexe X ( q  - 1)-connexe 
dont la dimension est majorée par q(catX + 1) - 2 vérifie aussi cette égalité 
[41]. Mentionnons également les travaux de Y. Rudyak 1361 qui, dans le pro- 
longement de ceux de W. Singhof [39], donnent des conditions suffisantes en 
termes de dimension et de connexité pour qu'une variété vérifie la conjecture 



de Ganea. La combinaison des théorèmes A, B et C nous permet à la fois 
de retrouver certains de ces résultats et de les compléter. Plus précisément, 
comme conséquence immédiate du théorème C nous obtenons la condition 
suffisante suivante : 

Si antlcatX = catX alors cat(X x S k )  = catX $- 1 pour tout k 5 n. 

La forme limite de ce critère rejoint une condition suffisante énoncée par Ru- 
dyak en termes de poids catégorique pour qu'un espace vérifie la conjecture 
de Ganea. En utilisant maintenant le théorème A, nous retrouvons le résultat 
de Strom : 

5i.X est un CW-complexe (q  - 1)-connexe tel que d i m ( X )  < q(catX i- 
l) - 2,  alors cat(X x S n )  = catX + 1 pour tout n > l .  

Et enfin, grâce au théorème C, nous obtenons 

Théorème D. Soit X un CW-complexe ( q -  1)-connexe considérons une ap- 
plication ai : SP -+ X (p 2 q+ 1). Supposons que d i m ( X )  < (catX + 1)q- 2 et 
soit m 2 1. Si Cm+' H (a)  # O alors cat ((Xu,eP+l) x Sm) = ca t (X~ ,ep+~)+l .  

Ce dernier résultat nous permet d'exhiber de nouveaux espaces vérifiant la 
conjecture de Ganea et poilr lesquels la cûndition de Strom ne suffit pas. 

Parallèlement à l'étude de aicat, nous examinons une version enrichie 
de cet invariant. Cet enrichissement provient d'une structure supplémentaire 
liée à l'application diagonale. Si A : Y -+ Y A Y désigne la composée de 
l'application diagonale et de l'application d'identification Y x El' + Y A Y, 
nous définissons 

Définition. Pour i r N, ahcat(X)  est le plus petit entier n tel que la .ihe 
suspension de la nème fibration de Ganea Cign(X)  : CiG,(X) i CiX admet 
une section homotopique s : CiX -+ CiG,(X) rendant le diagramme suivant 
homotopiquement commutatif : 

Nous obtenons ainsi une suite d'approximations de la catégorie qui sont, 
a priori, plus proches de la catégorie que ne le sont les invariants aicat. Nous 



établissons quelques propriétés de ahcat parmi lesquelles il est intéressant de 
mentionner l'inégalité 

0ancatx + 1 < o a e a t ( ~  x Sn) pour i 2 1, n > 1 

et le fait que, si X est un espace rationnel, alors, pour tout i 2 1, u h c a t x  est 
le plus petit n pour lequel l'application induite en cohomologie par la fibration 
g, (X) ,  admet une rétraction de H * ( X ;  9)-modules. Cette caractérisation de 
cracai pour les espaces rationnels permet, en particulier, de montrer que, sur 
certains exemples, cet invariant est effectivement strictement plus grand que 
0% cat . 

L'étude des invariants acat et aacat constitue la première partie de ce 
t.exte. Dans une-seconde partie, plus courte et compléternent indépendante de 
la première, nous présentons un travail sur le transfert de Becker et Gottlieb. 

Dans [18] D. Gottlieb construit; pour une fibration F 1 E -% B dont 
la fibre F est une variété compacte, connexe, orientable, un transfert qui 
généralise celui des revêtements : le transfert est une application T : H*(E;  Z) 
--+ H * ( B ;  2) de H * ( B ;  Z)-modules telle que la composée roH*(p)  est la rnulti- 
plication par XF,  la caractéristique d'Euler-Poincaré de F. Cette construction 
repose sur le Théorème de l'inclusion de la fibre qui affirme qu'il existe une 
classe a E Hn (E; 2) vérifiant H*(i) (a)  = X F  . W ,  où w E Hn (F; 2) désigne 
la classe fondamentale de F. Plus-tard, à partir d'une généralisation de la 
dualité de Spanier- Whitehead, Gottlieb et Becker [2] étendent ce transfert à 
toute fibration de fibre un CW-complexe fini. Nous renvoyons à [29] pour un 
exposé des travaux de Gottlieb et Becker sur le transfert. 

L'objet de notre seconde partie est de montrer que le transfert défini par 
Becker et Gottlieb existe au niveau d'un modèle algébrique de la fibration 
F 4 E 4 B si les espaces E et B sont dans le domaine d'Anick et si F 
est un CW-complexe de dimension finie. Plus précisément, sous ces condi- 

I I  tions, l'application p peut être modelée par une KS-extension (AX, d) -+ 
( A ( X $ Y ) ,  d) et nous construisons un morphisme de AX-modules différentiels 
T : (A(X @ Y ) ,  d )  -+ (AX, d) tel que r (x) = XF .x pour tout 5 E AX. Lorsque 
XF # O,  le transfert définit une rétraction de AX-modules différentiels du 
morphisme $, et cela nous permet, en particulier, de minorer la catégorie de 
Lusternik et Schnirelmann du rationalisé de E par la catégorie du rationalisé 
de B. De plus, lorsque H * ( F ;  k) satisfait la dualité de Poincaré avec classe 
fondamentale w E Hn(F; k),  nous donnons la construction explicite d'un co- 
cycle z 6 A(X @ Y) telle que i*([~]) = XF s W ,  [z]  désignant la classe de z 



dans Hn(A(X $ Y)) = Hn(E;  k). 

Le plan de ce travail est le suivant : 
Après quelques pages de généralités dans lesquelles nous fixons les notations 
que nous utilisons, nous entamons la première partie consacrée à la catégorie 
de Lusternik et Schnirelmann. 
Le Chapitre 1 est essentiellement un rappel sur la catégorie : nous y donnons 
la définition de cet invariant, ses premières propriétés, ses caractérisations 
ainsi que les approximations que nous considèrerons dans la suite. 
Dans le Chapitre 2, nous posons la définition de acat et le comparons aux 
autres approximations de la catégorie. Nous donnons également la définition 
de oacat et calculons ces invariants dans le cas particulier des espaces ra- 
tionnels. 
Le Chapitre 3 est consacré à l'étude du comportement de m a t  lors de l'atta- 
chement d'une cellule. Après avoir caractérisé ce comportement grâce aux 
suspensions d'un invariant de Hopf, nous continuons la comparaison de acat 
avec les autres approximations de la catégorie en calculant tous ces invariants 
sur quelques exemples explicites. 
Dans le chapitre 4, qui clôture notre première partie, nous nous intéressons 
aux propriétés de ocat et de aacat relatives aux produits de deux espaces. En 
particulier, nous y présentons les applications de nos résultats à la conjecture 
de Ganea. 

Vient ensuite la deuxième partie sur le transfert de Becker et Gottlieb. 
D'un seul tenant, cette partie contient une construction du morphisme de 
transfert au niveau du modèle d'une fibration ainsi qu'une démonstration 
dans ce cadre du théorème de l'inclusion de la fibre. 
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ces années de travail. Daniel Tanré a encadré cette thèse avec patience et 
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cette généreuse hospitalité, Yves Félix m'a souvent reçue dans son bureau 
pour parler de mathématiques. C'est un grand plaisir pour moi qu'il ait 
accepté d'être rapporteur de ma thèse. Lors d'un séjour à Oberwolfach, j'ai 
eu d'intéressantes discussions avec Hans Scheerer. J'ai beaucoup apprécié 
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tous deux donné beaucoup de conseils et m'ont constamment soutenue de leur 
enthousiasme. Je voudrais aussi remercier Steve Halperin qui m'a donné de 
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Notations et convent ions 

Un espace topologique pointé (X, xo) est dit bien pointé si le point xo est 
fermé dans X et si la. paire (X, xo) a la propriété d'extension des homotopies. 
Par exemple, un CW-complexe X dont le point base est choisi parmi les O- 
cellules est toujours bien pointé. Ainsi, l'intervalle P = [O, 11 muni du point 

n+ 1 
base * = O et la n-sphère Sn = {(xl,. . . , x,+~) E Rn+' 1 xz = 1 munie du 

i-1 
point base (1,O. . . , O )  sont des espaces bien pointés. 

Dans tout ce texte, nous entendrons par espace un espace topologique de 
Hausdorff compactement engendré bien pointé du type d'homotopie d'un 
CM/-complexe. Un tel espace est automatiquement du type d'homotopie 
pointée d'un CW-complexe pointé par une O-cellule. Le point base est géné- 
ralement noté *. Nous travaillons dans la catégorie constituée de ces es- 
paces ei dans laquelle les morphismes, appelés ~pplicatz'afis, sont les applicz- 
tions continues préservant les points de base. Les fibrat ions, cofibrations, e t  
équivalences d'homotopie sont respectivement repérées par les symboles : +, 
+-+ et 25. Deux applications homotopes (f ci g) sont toujours, sauf mention 
du contraire, homotopes relativement au point base. 

À deux applications f : X + Y et g : X + Z nous associons l'espace 

X x I U Y U Z  
Z f ~  = (x, O) f (x), (x, 1) - g ( 4 ,  (*' t )  (*> 0) 

En particularisant les applications f et g nous obtenons les constructions 
réduites suivantes : 
Le cylindre I X  := le cône CX := Zid,*, la suspension C X  := Z*,,, 
le cylindre de l'application f (mapping cylinder) Zf := Zf,id = Y Uf I X  et 
la cofibre homotopique (mapping cône) Cf := Zf,. = Y Uf CX. Si prx : 
X x Y -+ X et prr : X x Y -+ Y désignent les projections canoniques, le 
joint de X et Y est l'espace X * Y = Z,,,,p,,. 



Certaines de ces constructions admettent des de~cript~ions alternatives 
utilisant le smash-produit A qui est, puisque les espaces sont compactement 
engendrés, associatif et commutatif à homéomorphisme naturel près. Ainsi, le 
cône CX et la suspension EX sont naturellement homéomorphes aux espaces 
1 A X et S1 A X. Notons, pour i > 1, CiX la suspension i fois itérée de X 
i.e. CIX := C X  et C i x  := C ( C ~ - ~ X ) .  Par convention cOX = X. La ième 
suspension de X est naturellement homéomrphe à Sn A X. Le joint X * Y 
est, quant à lui, naturellement homotopiquement équivalent à C(X A Y). 
Toute applicatior, f : X -+ Y se décompose en une cofibration suivie d'iine 
équivalence d'homotopie. Nous utiliserons la décomposition suivante : 

dans laquelle la cofibration X --+ Zj,id est l'inclusion x H (x, 1) et l'équivalence 
d'homotopie cp : Zf,id = Y Uf IX -+ 1' est définie par cp(x, t )  = f (x) et 
( ~ ( 3 )  = y pour x E X ,  t E 1 et y E Y. Remarquons que la cofibre homoto- 
pique de f est exactement la cofibre de la cofibration associée. 
Une suite A 4 B 4 C est une cofiliration homotopique si le composé p o L 

est homotopiquement triviale et si l'application induite C, -+ C est une 
équivalence d'homotopie (ou, de façon équivalente, si l'application induite 
C -+ Z,/A est une équivalence d'homotopie). 

Décrivons à présent les versions duales au sens d'Eckmann et Hilton de ces 
différents objets. Sous cette dualité l'espace X I  des chemins libres X : 1 -+ X 
pointé par le chemin constant * correspond ail cylindre IX. Notons, pour 
t E 1, eut : X I  -+ X l'application d'évaluation en t i.e. evr(X) = A(t). À 
deux applications f : Y -+ X et g : Z -+ X, on associe l'espace Pf,9 := 
{(A, y, z )  E XI x Y x Z 1 eva(A) = X(0) = f (y) et evl(A) = X(1) = g ( z ) } .  En 
particularisant les applications, nous obtenons l'espace des chemins d'origine 
fixée P X  := Pid,* = (A E XI 1 X ( 1 )  = *}, l'espace des lacets R X  := P*,, = 
{A E X I  1 X(0) = X(1) = *), l'espace des chemins de l'application f (mapping 
path space) Pf := = {(A, y) E X I  x Y 1 evo(X) = A(0) = f (y)} et la 

, fibre homotopiqile Ff := Pf,,. Comme précédemment, toute application f : 
Y + X se décompose en une équivalence d'homotopie suivie d'une fibration 



et nous utiliserons la décomposition suivante : 

L'équivalence d'homotopie Y 7 Pf,id est l'application définie par y + (cf(,), y) 
où cf(v) désigne le chemin constant en f (y) et la fibration Pf,id -* X est 
l'évaluation en O. 
Une suite F 5 E 3 B est une f ib~ation homotopique si le composé poi est ho- 
motopiquement trivial et si l'application induite F -+ Ff est une équivalence 
d'homotopie. 

Les foncteurs C et i2 constituent une paire de foncteurs adjoints de la 
catégorie des espaces dans elle-même. Cela signifie qu'il existe des bijections 
naturelles 

Li 
[CA, BI Z [A, OB] 

b 

inverses l'une de l'autre. De plus, les applications b t  préservent les lois 
de groupes. L'application idh,  : CflB + B est l'application d'évaluation 
[w, t ]  ti w ( t )  (w E fiB, t t 1) que nous noterons souvent eu. L'application 
id;, : -4 + QCA, quant à elle, a,ssocie à un point a E A le lacet w, défini par 
w,(t) = [a, t] E CA. Remarquons que les relations suivantes sont satisfaites : 

idb 
une application f : CA -+ 3 coïncide avec la composée CA Z C B  B et 

idu 
une application g : A 7' QB se décompose sous la forme A 3 12CA R4b QB. 

Enfin, si k un corps commutatif et si V = {KjEZ est un k espace vectoriel 
gradué (evg), nous dirons (par abus) qu'un élément v E r/, est un élément de 
V de degré i et nous noterons JvJ  = i. Nous noterons parfois la graduation 
en haut en utilisant la conventiori suivante V'i = La suspension (resp. 
désuspension) d'un evg V est l'evg SV (resp. s-'V) défini par  SV)^ = I/I-i 
(resp (s-~V)~ = V,+i). Si V est connexe i.e. T/o = k et I/, = O pour i < 0, 
on note C V ,  l'evg k @ sl/ où 7 = De même, si p : V --+ est UE 

morphisxe entre evg connexes tel que p(1) = 1, Cv désigne le morphisme 
k @ s p  et C-ly  le morphisme k $ s-lp L'homologie d'un espace vectoriel 
gradué différentiel (evgd) (V, d) est notée H(V,  d). Un morphisme d'evgd qui 
induit un isomorphisme en homologie est repéré par le signe "w" et appelé 
quaçi-isomorphisme. 
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Chapitre 1 

La catégorie et ses 
approximations 

La catégorie de Lusternik et Schnirelmann fut introduite en 1934 pour 
minores le nombre de points critiques d'une fonction différentiable définie sur 
une variété [31]. Des variétés, la notion fut  ensuite étendue par R. Fox aux es- 
paces topologiques 1131. Nous a.doptons la version "pointée" de la définition 
de Fox. Après avoir énoncé les premières propriétés de la catégorie, nous 
présentons la caractérisation de cet invariant établie par S. Ganea en 1967 
[14]. Celle-ci traduit en termes d'existence de section la catégorie d'un espace 
et joue un rôle central dans notre travail. Dans la section 3 nous détaillons 
une autre caractérisation de la catégorie, antérieure à celle de Ganea et due 
à G. Whitehead [47]. Ces caractérisations suggèrent la définition d'approxi- 
mations de la catégorie dont la dernière section fera l'exposé. Dans tout ce 
chapitre, les résultats sont énoncés sans démonstration et sont accompagnés, 
sauf s'ils sont immédiats, d'une ou plusieurs références. 

1.1 La catégorie 

Soit X un espace. Un ouvert U c X contenant le point de base est dit 
contractile dans X si l'inclusion U X est homotopiquement triviale. 

Définition 1.1.1. La catégorie de X, notée ca tX ,  est le plus petit n E N 
pour lequel X peut être recouvert par n + 1 ouverts contractiles dans X. Si 
aucun entier ne vérifie cette propriété, on pose catX = cm. 

Par exemple, la catégorie d'un espace contractile est 0. La sphère Sn 



peut, quant à elle, être recouverte par les deux calottes sphériques Uo = 
{(XI)  5 2 ,  . - , xn+1) t Sn / x,+1 > -$} et Ui = {(XI'  $2,. . . ,xn+l) E Sn 1 
x,+l < i} toutes deux contractiles dans Sn. Ce recouvrement est minimal et 
la catégorie de Sn est 1. 

La première qualité de la catégorie est d'être un invariant homotopique. 
Cela provient de son comportement vis-à-vis d'iine relation de domination 
définie pour Ies espaces. Plus précisément : 

On dit qu'un espace Y domine un espace X s'il existe des applications 
i :  X + Y et r :  Y - + X  telles que r o i  = i d x .  

Proposition 1.1.2. Si l'espace Y domine l'espace X, alors catX < catY. 

Deux espaces X et Y ont le même type d'homotopie si et seulement s'ils 
se dominent mutuellement. Il en découle : 

Corollaire 1.1.3. La catégorze est un invariant du tppe d'homotopie. 

Remarque. Selon notre définition, tout espace contient dans son type d'ho- 
motopie un CW-complexe bien pointé. Or, pour un espace normal, bien 
pointé et connexe par arcs, la définition 1.1.1 est équivalente à sa version 
'bon pointée". II en résulte que la seule différence entre ces deux définitions 
de la catégorie concerne uniquement les espaces non connexes par arcs qui, 
selon notre définition (Le. déf. 1.1. l), sont toujours de catégorie infinie. 

Proposition 1.1.4. Soit A 4 B 4 C une eofibration homotopique. Alors 
cat C 5 catB + 1. 

Proposition 1.1.5. Soit F 4 E -% B une fibrution. Alors cat(E U CF) < 
catB. 

1.2 La construction de Ganea 

Un espace X est contractile si et seulement si la fibration des chemins 
evo : PX -» X admet une section. Plus généralement, Ganea a défini, par 
récurrence a partir de la fibration des chemins, une suite de fibrations 

dans lesquelles catG,(X) < catX et qui permettent de caractériser la eatégo- 
rie en termes d'existence de sections. 
Rappelons cette construction : posons F o ( X )  = SIX, Go ( X )  = P X ,  go(X) = 
eu0 et supposons avoir construit (Gn). Considérons l'application g;,, : G,(X)U 



CFn(X) -+ X qui prolonge g n ( X )  en envoyant le cône sur le point de base *. 
La fibration gn+l(X) est obtenue en décomposant l'application gn+, en une 
équivalence d'homotopie suivie d'une fibration 

Notons Fn+l (X) la fibre de gn+, ( X ) .  

Théorème 1.2.1 
lequel la fibrution 
application s : X - 

([14]). La catégorie de X est le plus petit n E N pour 
g,(X) admet une section homotopique i.e. il existe une  
+ G, (X)  telle que g,(X) o s = i d x .  

Remarque. Puisque l'application g, (X) est une fibration, on peut toujours 
supposer que la section est exacte. Autrement dit, catX 5 n si, et seulement 
s'il existe une application s : X -+ G,(X)  telle que g,(X) o s = i d x .  

Les fibrations g , ( X )  et les espaces totaux G,(X) sont respectivement ap- 
pelés jîbrations de Ganea et espaces de Ganea de l'espace X .  

Notons les propriétés suivantes de la construction de Ganea : 

- La construction est fonctorielle, 

- catG,(X) 5 n si n 5 catX (cf. Prop. 1.1.4)' 

- catG,(X) = catX si n > catX (cf. [ 5 ] ) ,  

- L'espace F,(X) a le type d'hornotopie du joint itéré n:l RX de n + 1 
copies de StX (cf. [16]), 

- Si X, désigne la composante connexe du point base, alors, pour tout 
n > O,  F,(X) = F, (X,) et Gn(X) = G, (X,) . Les espaces F , ( X )  pour 
n 2 1 et G,(X)  pour n 2 O sont connexes par arcs. 



- La première fibration gi (X) : GI (X) -» X est équivalente, au-dessiis 
de X ,  à l'application d'évaluation eu = idb,, : COX i X définie par 
eu ([w , t ] )  = w ( t )  . 

Précisons le dernier point. Considérons 1'6quivalence d'homotopie CRX + 
PX qui à une classe [w, t] (w E RX, t E [O, 11) associe le chemin ut défini 
par wt ( r )  = w ( r t ) .  Cette application induit une équivalence d'homotopie 
K : EslX -+ Gi (X) telle que g l ( X )  O K = eu. L'a,pplication d'évaluation n'est 
pas une fibration, cependant t,out inverse à droite donne par composition avec 
tc une section de la fibration gl(X). Il est parfois plus aisé de construire un 
tel inverse à droite. C'est par exemple le cas si l'espace X est une sphère SQ 
ou, plus généralement, une suspension CA puisque, par l'adjonction, l'appli- 
cation z i d L A  : CA -+ CGCA vérifie idEa = idno O z i d k A .  En conséquence 

la composée CA '5 C a C A  7 Gs(CA) est une section de gl(CA) et les 
espaces qui sont des suspensions sont de catégorie 1. De plus, lorsque X est 
une sphère 5 4  (q > l), la fibration gl (S4) est, compte tenu de la connexité de 
F1(S4) N SlSq * S1Sq, une (2q - 1)-équivalence. Il en résulte que la section de 
gl(Sq) décrite précédemment est unique à homotopie près pour q > 1. Plus 
généralement, si X est (q - 1)-connexe, la fibration g,(X) : G, (X) -» X 
est une q(n + 1) - 1-équivalence. Par conséquent catX < n pourvu que 
X est un CW-complexe de dimension inférieiire ou égale à q(k + 1) - 1, 
En outre, la fibration g,(X) admet une unique section (à homotopie près) 
lorsque l'inégalité est stricte. 

Les fibrations de Ganea ne sont pas les seules à "calculer" la catégorie 
d'un espace X. Par exemple, une application équivalente à g,(X) au-dessus 
de X peut permettre de détecter si la catégorie est inférieure où égale à n. 
Une telle a.pplication rentre dans le cadre plus général des n-LS app l i~a~ t ions  
définies par H .  Scheerer et D. Tanré [37] : 

Définition 1.2.2. Une appli~at~ion ij, : G,(x) -+ X est une n-LS applica- 
tion s'il existe un diagramme commutatif à homotopie près : 

11, Gn (x) - G, (X) -!-+ 6, (x) 

Dans les chapitres 2 et 4 nous expliciterons des n-LS applications pour 
les espaces rationnels et pour le produit d'un espace et d'une sphère X x Sm. 



1.3 Caractérisation de Whitehead 
Intéressons-nous à present à la définition alternative de la catégorie pro- 

posée par G. Whitehead 1471. 

Notons pour un espace X et pour n f N, An+' : X + Xn+l l'application 
diagonale, A"+' (x) = (x, x, - , . , x). En 1956, G. Whitehead a prouvé que 
le nombre minimal d'ouverts contractiles dans X nécessaires pour recouvrir 
X tout entier correspond à la possibilité de déformer, pour un certain n, 
l'application An+l dans un sous-espace de Xn+' appelé fit wedge et noté 
Tn (x) . plus précisément, Sn (X) = { (xl ) 52, . . - , xn+1) E Xn+l 1 32 E [I ) n + 
11 1 x, = *) est le sous-espace des (n + 1)-uplets dont au moins l'une des 
composantes est le point de base. Notons jn (X)  : Tn(X) + Xn+l l'inclusion 
du fat wedge dans Xn+l. 

Théorème 1.3.1 ([47]). Soit X un espace. La catégorie de X est le pius pe- 
tit 7~ E N pour lequel la diagonale An+l : X -+ Xn+l se défirme à homotopie  
près dans le fat wedge Tn(X). Autrement dit, 

Si X = CA est une suspension, un relèvement de la diagonale A : CA + 
CA x CA est donné par l'application de pincement 

Lorsque X est une sphère Sn, l'application j1 (Sn) : Sn V Sn -+ Sn x Sn est 
une (2n- 1)-équiva,lence, le pincement s'avère ainsi être l'unique, à homotopie 
près, relèvement de la diagonale. Les suspensions nc recouvrent pas la tota- 
!ité des espaces de catégorie 1 encore appelés co-H-espaces. Ces espaces sont 
très étudiés en théorie de l'homotopie notamment parce qu'ils constituent la 
version duale des H-espaces et qu'ils permettent de munir les ensembles de 
classes d'homotopie [X, Y] d'une loi de composition. Les premiers exemples 
de CO-H-espaces qui ne sont pas des suspensions sont dus à Berstein et Hil- 
ton [4] et sont de la forme S3 Uo e2pC1 où p est un nombre premier impair et 
a E nzp(S3) est un élément d'ordre p. 

Des théorémes 1.2.1 et 1.3.1, il apparaît que l'existence d'une section 
pour la nème fibration de Ganea équivaut à l'existence d'une application re- 
levant la (n + I )"~ diagonale dans le fat wedge. Gilbert, en 1968, montre 
que ces deux applications se déduisent l'une de l'autre par l'intermédiaire 



d'un produit fibré et établit ainsi un lien direct entre les caractérisations de 
Whitehead et Ganea [17]. En 1991, J-P Doeraene [6] montre que ce lien est 
de nature catégorique en ce sens qu'il existe dans toute catégorie modèle 
au sens de Quillen [35] munie d'un axiome supplémentaire dit "axiome du 
cube". Précisons le produit fibré utilisé par Gilbert. 

Convertissons l'application jn (X)  : Tn (X) -+ Xn+l en une fibration : 

et considérons pn(X) : Pn(X)  + X la fibration induite par eu* le long de 
Ans' : X --+ Xn+'. Gilbert et Doeraene ont montré que cette fibration avait 
le même type d'homntopie fibrée que la n""me fibration de Ganea (cf aussi 
[28]). Nous obtenons ainsi un diagramme commutatif dans leqliel le carré 
central est un produit fibré et qui établit une bijection entre les relèvements 
de la diagonale et les sections de g,(X) : 

Remarquons qu'un point de P,(X) est un (n + 1)-uplet (A1, X2,  . - , An+') 
de chemins de X commençant tous en un même II: E X et dont l'un, au 
moins, finit au point de base i.e. pour tout 2, Xi(0) = x et il existe io tel que 
Ab(l) = **. Notons (x, A', X2, - . . , An+') un tel point. L'application pn(X) en- 
voie ce point sur x, l'origine commune des n + 1 chemins. 

La projection P,n(x) -+ P ( X )  est un inverse homotopiquo de l'applica- 
tion Tn(X)  -+ Pjn(x), nous obtenons ainsi un diagramme naturel et homo- 
topiquement commutatif qui est un produit fibré homotopique au sens de 
Mather [33] 

G, (X) "- T" (x) 

En particulier F, (X) est la fibre homotopique de jn  (X) : T n  (X) -+ Xn+' et 
nous notons dn(X)  : F n ( X )  --+ Tn(X) l'application induite. 



1.4 Approximations de la catégorie 

La détermination explicite de la catégorie se révèle difficile. Afin d'obte- 
nir des résultats partiels, de nombreuses approximations ont été introduites, 
certaines par défaut, d'autres par excès. Dans tout ce travail, nous nous 
intéresserons plus particulièrement aux approximations par défaut. 

Notons C, (X) la cofibre homotopique de g,(X) et p,(X) : X -+ C n ( X )  
l'application induite. La cofibre de jn(X) : Tn(X) -+ Xn+', notée x("+'), 
est le smash-produit de n + 1 copies de X. Notons qn+l : Xn+' -+ x(,+') 
l'application d'identification. La composée q , + ~  o An+' : X i x("+'), notée 

est dite diagonale rkduite. Cette application induit une application 
c, : C,, (X) + et un diagrainme homotopiquement commutatif 

G, ( X  ) 5 T" (X) 

C, (X) 7 x ( n + l )  

Ce diagramme suggère les définitions suivantes de versions "faibles" de la 
catégorie introduites respectivement par Gilbert en 1966 [17] et par Berstein 
et Hilton en 1959 141. 
Définition 1.4.1. Soit X un espace, 

- G-wcat(X) est le plus petit n E N tel que l'application 
p,, (X) : X -+ C, (X) est homotopiquement triviale ; 

- wcat (X)  est le plus petit n E N tel que la diagonale réduite an+' 
X + x("+') est hornotopiquement triviale. 

Nous nous intéresserons également à Z'invariant de Tourner qui est d'abord 
défini à partir de !a suite spectrale de Mi!noi-Moore, mais que Toorfier décrit 
aussitôt de la façon suivante [45] : 

Définition 1.4.2. Soit k un corps cornrnutatif et X un espace. L'invariant 
de Toorner de l'espace X, noté ek(X), est le plus petit, ?z E N pour lequel 
l'application linéaire H, (g, (X) ; k) : H, (G, (X); k) -+ H, (X; k) , induite en 
homologie par la nème fibration de Ganea, est surjective. 

1.4.3. Si X est un CUT-complexe 1-connexe de type fini Halperin et Lemaire 
[20] moritrent que ek(X) peut être calculé à partir d'un modèle d'Adams- 
Hilton (TV, d )  2 C, (nX; k) de X [l]. Plus précisément, rappelons que la 



bar-construction d'une algèbre de chaînes augmentée (A, d) est la coalgèbre 
différentielle BA = (T(sA), dl + dz) où A est l'idéal d'augmentation, SA 
désigne la suspension de l'espace vectoriel gradué A ((S.& = et, dl  et 
dz sont donnés par 

n 

d2 [sai 1 O + 1 sa,] = x(- l)'(i)[sai / . . . 1 sui-lsai / . . - 1 sa,]. 
i=2 

i-1 

Ici ~ ( 1 )  = O et, si lai/ désigne le degré de ai E A, ~ ( i )  = i - 1 + lail 
3=1 

pour i > 1. Notons B<,A = T<"(sA) le sous-complexe des mots de longueur 
inférieure ou égale à n. L'entier ek(X) est alors le plus petit n pour lequel 
1'appIication linéaire H (B<,TV) - -+ H (BTV) E H, (X; k) est surjective. 

Ces (a priori) différentes approximations de la catégorie s'ordonnent de 
la façon suivante : 

Proposition 1.4.4. Soit X un espace et k un corps commutatif. 

Ces invariants sont effectivement différents : il existe pour chacune des 
inégalités un espace pour lequel elle se révèle stricte; nous en donnerons des 
exemples dans le chapitre 3. Notons également que l'invariant de Toomer et  
la catégorie faible au sens de Berstein et Hilton wcat ne sont pas comparables. 
Nous montrerons, par exemple, dans le chapitre 3 que les espaces X = S3u,e7 
et Y = Si v Si  UUp e5, où a E 7r6(S3) est un élément d'ordre 4 et B = 
[i,, [i,, ib]] € sr4 (Sa V Si )  est le crochet de Whitehead itéré des inclusions, 
vérifient les propriétés suivantes : 

ek(X) = 1 et wcat (X) = 2 
ek(Y) = 2  et u ~ c n t ( Y ) = I .  



Chapitre 2 

Les fibrations de Ganea g,(X) : G n ( X )  -.t X permettent de caractériser 
la catégorie de l'espace X en termes d'existence de section. Nous étudions 
la cat.égorie d'un point de vue "stable" en ce sens que nous nous intéressons 
à l'information contenue dans les suspensions successives des fibrations de 
Ganea. Nous définissons ainsi, pour tout i > 0 ,  une "catégorie suspendue" 
appelée O*-catégorie et notée aicat. Cela nous donne une suite d'approxi- 
mations de la LS-catégorie dont la limite peut être comprise comme une 
version topologique de l'invariant de Toomer mais qui, au contraire de celui- 
ci, rend compte des opérations de Steenrod. L'objet de la deuxième section 
est de comparer les invariants aicat aux approximations de la catégorie in- 
troduites dans le chapitre 1. Nous compliquons ensuite ces "categories sus- 
pendues" d'une structure liée à l'application diagonale. Cela donne lieu à une 
nouvelle suite d'approximations de la catégorie, notée ( a a c ~ t ) ~ ~ ~ ,  dont nous 
établissons les premières propriétés dans la section 3. En particulier, oàcat 
témoigne d'une partie de la structure multiplicative de la cohomoiogie des 
fibrations de Ganea. Enfin, dans la dernière section, nous calculons &eut et 
oacat pour les espaces rationnels. 

2.1 Définition 

Définition 2.1.1. Pour i E N, la oi-catégorie de X, notée a%at (X) ,  est 
le plus petit entier n pour lequel la ième suspension de la nème fibration de 
Ganea Cig,(X) : C G n ( X )  -t C% admet une section homotopique i.e. il 
existe une application s : z i X  II CiG,(X) telle que Cign(X)  o s id. 
La 0-catégorie de X est le nombre cicat(X) := id iEN oicat (X) .  

Par convention, aOcatX = catX. Vérifions tout d'abord l'invariance ho- 



motopique des nombres aicat. 

Proposition 2.1.2. Considérons une application ( : Y -+ X et supposons 
que Ci[ : CiY + CiX admet une section homotopique, alors oicatX < 
oicatY. En particulier, si l'espace Y domine l'espace X ,  alors, pour tout 
i > O ,  aicatX < aicatY.  

Corollaire 2.1.3. La ai-catégorie est un invariant du type dihomotopie. 

Démonstration de la proposition 2.1.2. Soit cp : CiX -+ CiY une ap- 
plication telle que Cie O cp E idcix Supposons que aicatY 5 n et donnons- 
nous une section s : C"Y -+ CiGn(Y)  de Cign(Y) .  Formons le composé 
CiGn ([) O s O cp : CiX -+ CiGn ( X ) .  En composant par Cig,(X) , nous obte- 
nons C k n ( X )  O CiGn(e) O s O cp = Ci[ O Z ign(Y)  O s O <p = Ci< O 9 b? ~ d ~ t ~ .  
Par conséquent, l'application CiGn (0 O s O cp est une section homotopique de 
CEgn(X)  et aicatX < n. O 

Si la catégorie de X est inférieure où égale à n, il existe une application 
s : X + G,(X)  telle que g n ( X )  o s  = id .  La ième suspension de cette applica- 
tion est clairement une section homotopique de CignfX). De la même façon, 
la suspension d'une section de Cig, (x)  est une section de Ci+lgn(X) .  Au- 
trement dit, nous venons de prouver que les invariants o i c a t ( x )  constituent 
une suite décsoissante d'approxiniations de la LScaiégoriê. 

ocatX < 0"' cat ( x )  < dca t  ( x )  5 catX 

Nous allons maintenant comparer ces approximations à celles que nous avons 
introduites dans le premier chapitre. 

2.2 Comparaison des invariants 

Commençons par comparer la ai-catégorie à l'invariant de Toomer. Soit k 
un corps. Si oicatX _< n, l'application linéaire H,(Cign(X); k) est surjective. 
Or cette application s'identifie à CiH, (gn  ( X )  ; k )  qui ne peut être surjective 
que si H,(g,(X); k )  l'est déjà. Par conséquent, nous avons, pour tout i > 0, 
l'inégalité : 

e k ( X )  < o % a t ~ .  

Remarquons qu'une section de H, ( g n ( X ) ;  k) provenant de l'hypothèse e k ( X )  5 
n est, a priori, moins riche qu'une section issue de l'inégalité oicatX < n. 
Par exemple, lorsque k = Z / p Z ,  I'homologie d'un espace à coefficients dans 



ZlpZ bénéficie d'une structure supplémentaire : c'est un module sur 4, 
l'algèbre de Steenrod mod p. Une application continue induit en homologie 
une application linéaire compatible à cette structure si bien que, dans notre 
cas, H*(g,(X); Z/pZ) est un morphisme de &-modules. En utilisant le fait 
que les opérations de Steenrod commutent à la suspension, nous obtenons : 
Proposition 2.2.1. Si oicatX 5 n alors H,(g,(X); Z/pZ) admet une sec- 
tion d e  &-modules. 

Cela laisse soupçonner qu'il existe des espaces pour lesquels o%at est 
strictement plus grand que l'invariant de Toomer. Nous pourrons d'ici peu 
confirmer cette impression en constatant que ek(Sp(2)) < o%at(Sp(2)) pour 
tout i 2 0. 

Récemment Rudyak a introduit une version stable de G-wcat. Son inva- 
riant r ( X ) ,  défini en premier lieu en termes de poids catégorique, est le plus 
petit n E N pour lequel l'application p,(X) : X -+ C,(X) est stablement 
inessentielle [36] .  En utilisant les propriétés classiques de la suite de Puppe 
d'une cofibration (cf. lemme 2.2.6) il est facile d'établir la 

Proposition 2.2.2. Soit X un espace 1-connexe. Pour tout i > 1, oicat(X) 
est le plus petit n E N tel que l'application Ci-lX + C i - l C n ( ~ )  est homo- 
topiquement triviale. En particulier ulcat(_X) = G-wcat(X) et, si X est un 
C W-complexe fini, acat (X)  = r (X) . 

Nous avons finalement obtenu les égalités et inégalités que la proposition 
suivante rassemble : 

Proposition 2.2.3. Soit X un espace 1-connexe. Pour 1 5 i 5 j et pour 
tout corps k ,  nous avons : 

e k ( X )  < ocatX < o j c a t ~  < a k a t ~  5 o ' c a t ~  < catX.  

De plus, si X est 1-connexe, alca tX = G-wcatX. 
Remarque. Dans le chapitre 1 nous avons signalé que wcaf et l'invariant 
de Toomer ne sont pas comparables en général. De la même façon, il n'est 
pas possible d'établir une relation entre ocat et wcat, nous donnerons dans 
le chapitre 3 des exemples illustrant cette affirmation. 

L'un des objectifs du chapitre 3 est de construire des espaces pour les- 
quels au moins l'une des inégalités de la proposition 2.2.3 se révèle stricte. 
Néanmoins quand la catégorie d'un CW-complexe est maximale compte tenu 
de sa connexité et de sa dimension la plupart des invariants coïncident : 



Théorème 2.2.4. Soit X un CW-complexe (q  - 1)-connexe (q  2 2) et soit 
i > O .  Si oicatX = n et si dirn(X) 5 q(n + 1) - 2 + i alors $+'cat(X) = n. 
Si dim(X) _< q(catX + 1) - 2 alors aca t (X )  = wcatX = ca tX .  

Ce résultat nous permet de distinguer sur un exemple les invariants crcat 
et ek : 
Exemple. Considérons le groupe de Lie Sp(2), cet espace admet une décom- 
position cellulaire de la forme : S3 U e7 U el0. Dans 1381 Schweitzer montre que 
la catégorie de Sp(2) est 3. De la proposition 2.2.4, ii résulte que ocatSp(2) = 
catSp(2) = 3, Par ailleurs, en utilisant le modkle d'Adams-Hilton, Halperin 
et Lemaire ont prouvé que, pour tout corps k, l'invariant de Toorner de Sp(2) 
valait 2 1201. 

Sous les hypothèses du théorème 2.2.4, l'égalite wcatX = catX est prouvée 
dans [3] [41] . Nous utilisons les mêmes techniques pour démontrer que 
ocatX = catX.  L'ingrédient majeur de la démonstration est la conséquence 
suivante du théorème d'excision homotopique de Blakers-Massey : 

Lemme 2.2.5. Soit A -$ B 4 C une cofibralion homotopique dans la- 
quelle tous les espaces sont 1-connexes. Notons F la fibre homotopique de p, 
x : F + B l'application induite et d : A -+ F un relèvement de L ,  i.e. x et d 
vérifient x O d 2 L .  Si A et C sont respectivement ( a  - 1 )  et ( c  - 1)-connexes, 
alors l'application d est une a + c - 2 équivalence. 

Démonstration. Quitte à la modifier dans son type d'homotopie faible, 
on peut toujours supposer que la cofibration homotopique A 4 B 3 C est 
une vraie cofibration. Convertissons l'application p : B -+ C en fibration et 
notons X' : F + Pp = CI x c  B l'inclusion de la fibre. 

L'application x : F -+ B de l'énoncé est la composée F 5 Pp 5 B. Par le 
lemme des cinq appliqué aux longues suites exactes d'homotopie des paires 
(Pp, 8') et ( B ,  A), l'application d est une a + c - 2 équivalence si et seulement 
si l'application de paires e : (B, A) --+ (P,, F) est une a + c - 1 équivalence. 
La paire (B ,  A) et l'espace A sont respectivement (c - 1)-connexe et (a - 1)- 

. connexe, il résulte donc du théorème d'excision homotopique de Blakers- 
Massey que I'application d'identification p : ( B ,  A) -+ (C, *) est une a + c- 1 



équivalence. Puisque l'application ,i? : (P,, F )  -+ (C, *) induit un isomor- 
phisme en homotopie, le diagramme commutatif suivant 

implique que l'application e est une a + c - 1 équivalence. ri 

Démonstration du théorème 2.2.4. L'égalité acat = cat se déduit 
par une récurrence immédiate de la première partie de l'énoncé. Puisque 
o"'cat(x) < okcat (x ) ,  la seule chose à prouver est que o"'cat(X) > n. 
Supposons que ce n'est pas le cas i.e. ais lcat (X)  < n - 1. Considérons la 

zig,-i (X) Cipn-i(X) cofibration homotopique C"n-i (X,) --+ C% x +C"C,,,-i (X). No- 
tons F la fibre homotopique de C"p,_l(X) et x : F -+ CiX l'application 
induite. Soit d : C i G n - l ( ~ )  -+ F un relèvement homotopique de Cign-,(X) 
dans la fibre ; c'est-à-dire d vérifie x o d = Cig,-l ( X ) .  Puisque CiGn-l (X) et 
CiCn-l (x) sont respectivement (q + i - 1 )  et (qn + i - 1)-connexes, il découle 
du lemme 2.2.5 que d est une q(n + 1) + 22 - 2 équivalence. L'hypothèse 
de dimension implique alors que l'application dg : [C iX ,  CiG,_l (X)]  + 
[CiX,  FI est surjective. Par ailleurs, puisque ai+lcat(X) 5 n - 1, l'appli- 
cation C'p,,-i ( X )  est homotopiquement triviale e t  x admet une section ho- 
motopique r : C X  -+ F .  La surjectivité de dtl garantit l'existence d'une 
application S : CiX x ZzC"Gn-i(X) telle que dg( ; )  = d o = T. Clairement, S 
est une section homotopique de Cign-l(X).  Il en résulte que o i c a t ( x )  5 n-1 
ce qui est une contradiction. R 

Nous terminons cette section en énonçant les propriétés de la suite de 
Puppe d'une cofibration desquelles la proposition 2.2.2 se déduit immédiate- 
ment. 

Lemme 2.2.6. Considérons une cofibrotion homotopipue A -$ B 3 C où C 

est 1-connexe et sa suite de Puppe A 4 B 4 C 3 C A  % CB 3 CC -+ . - 
Les énoncés suivants snn,t dq2~iualents : 

- l'application p est homotopiquement triviale, 

- la eofibration C 3 CA 3 CB est homotopiquement triviale é.e. CA +., 
C v CB, 

- l'application S admet une rétraction homotopique r : CA + C, 

- 1'applicat.ion C L  admet une section homotopique a : EB -+ CA.  



De plus, si ces conditions sont remplies, si l'espace C est u n  CO-H-espace et 
l'application 6 une  application primitive, alors les applications 6 ,  r ,  C L  et a 
satis.font la relation o o C L  + 6 o r  E idzA  et l'application CA CA V CA 9 
C V C B ,  où u désigne le pincement, est une équivalence d'homotopie. 

Dans la suite, nous utiliserons également le lemme suivant : 

Lemme 2.2.7. Considérons une fibration homotopique F -$ E 3 B et sa 

suite de Puppe -+ R F  3 R E  3 R B  3 F 3 E 3 B.  Les énoncés 
suivants sont équivalents : 

- l'application S est homotopiquement triviale, 

- la jibration R F  3 RE 3 R B  est homotopipuernent triviale i .e .  R E  - 
52F x RB: 

- l'application n i  admet une rétraction hornotopique r : flE -+ C!F, 
- l'application Rp admet une section homotopique a : flB -+ 52E. 

De  plus, lorsque ces conditions sont remplies, les applications Ri, r ,  Rp et a 
satisfont la relation o o Op + Ri o r = idnE et l'application R F  x flB "2 
QE x fiE 3 RE, où p désigne la multiplication des lacets, est une équivalence 
d'homotopie. 

O 

À titre d'exemple, nous retrouvons, pour deux espaces X et Y ,  les équi- 
valences naturelles de Puppe 

C ( X  x Y )  ~ ~ X V ~ Y V ~ ( X A Y )  

Preuve. D é s i g n ~ n s p a r p r ~  : X x Y  + X , p r y  : X x Y  - + Y , i x  : X + X V Y  
et iy  : Y -+ X V I f  les projectioils et inclusions canoniques et par j l'inclusion 

X V Y  i X x Y  Lacornposéer : C ( X x Y )  A C ( X x Y ) v C ( X x Y )  rpTxF 
C X  V CI7, où v est le pincement, constitue une rétraction de l'applicatiori 
C j  : C(X \d Y) ++ U(X x Y) En appliqânt le lemme 2.2.6 à la cofibration 
hornotopique X x Y 4 X A Y -+ C (X v Y), nous obtenons l'équivalence XP = 
(rVCq)ou : C ( X  x Y) 7 CXVCY vC(XAY). De manière duale l'application 

Rix x Riy 
O X  x ilY i O(X v Y) x R(X v Y) -% Q(X v Y),  dans laquelle * désigne 
la composition des lacets, est une section de R j  : R(XVY) -+ f l(X x Y). E,n 

considérant, cette fois la fibration hornotopique fl (QX * RY) i Q (X V Y) fti 
R(X x Y) nous obtenons O ( 0 X  * RY) x OX x QY 7 R(X v Y).  0 



2.3 Une version enrichie de la O-catégorie 

L'application linéaire H* (g,(X); k) admet une structure de H * ( X ;  k)- 
modiiles que nous détaillons dans la suite. C'est cette structure supplémentaire 
qui suggère la variation de la a-catégorie que nous introduisons à présent : 

La donnée d'une application f : Y -+ X permet de construire le composé 
Y 3 Y x Y -% Y A Y 'Gd X A Y que nous notons Li. Pour y E Y, = 

f (y) A y. Grâce à l'associativité et à la commutativité du smash produit, nous 
pouvons associer à f  : Y -+ X des applications C'Y + X A CiY définies 
de la façon suivante : pour tout i 2 0 ,  notons R, : Ci(Y A 2) + Y A z i Z  
et Li : Ci(Y A 2) -+ CiY r\ Z les homéomorphismes naturels et formons les 
composés .Ri o xi& : C ~ Y  -+ C i ( X  A Y) -+ X A E T .  

Définition 2.3.1. Soit f : Y + X une application. Pour i E N, oieut (  f )  
est le plus petit entier n tel que la ième suspension de la nème fibration de 
Ganea Cig, ( Y )  : CGn(Y) --+ C'Y admet une section homotopique s : CiY i 
CiGn(Y) rendant le diagramme suivant homotopiquement commiitatif : 

La limite des ahcat ( f )  est notée aacat( f ) .  
Pour un espace X, &cat (X)  := abcnt(id) et ~ c a t ( X )  := ~ c a t ( i d )  

Remarque. Étant donnée une application f  : Y -+ X, le nombre oh,cat( f )  
est plus grand que $ca t (Y )  puisque, non seulement l'application C"g,(Y) 
doit admettre une section homotopique mais, en pIus, cette section doit être 
compatible avec une certaine "structure". Néanmoins, il se peut que cette 
condition de compatibilité soit toujours remplie, c'est par exemple le cas 
lorsque les applications Ri O zaaI et Ri o c~~~,,,(~), sont triviales. Ainsi, 
lorsque $ : Y i ri est l'application triviale, on a o i ca t (  f )  = oicatY et, 
si Y est un CO-H-espace alors, pour toute f : Y -+ X, on a ohcat(Y) = 
aacat( f )  = uécatY = 1.  NOUS donnerons dans la section suivante l'exemple 
d'un espace pour lequel oacat et oicat diffèrent. 

Afin de mieux cerner les nombres d c a t  commençons par établir les 
inégalités suivantes : 



Proposition 2.3.2. Soit f : Y -;r X une application, pour tout i 2 0,  on a 

Démonstration. Supposons que catY < n. Toute section s : Y + G,(Y) 
de g,(Y) vérifie la relation (id A s) o af = a I o g n ( v )  O S .  Il en découle que 
&eut( f) < n ce qui permet de conclure à l'égalité oicat (  f )  = catY.  De plus, 
en usant, après i suspensions, de la naturalité de Q : C Y X  A 2) 5 X A C", 
nous obtenons la relation (id A Cis) O R, O zQni = Ri O c ~ A ~ ~ ~ ~ ( ~ )  O Eis 
et, par conséquent, l'inégalité o iea t ( , f )  < n. Avec les mêmes arguments 
nous montrons que la suite (oacat( f ))iEN est décroissante récoltant ainsi 
la première ligne d'iriégalités. Supposons à présent ohcatY 5 n et notons 
s' : CiY -+ CiGG,(Y) une section homotopique de C"S,(Y) rendant homoto- 
piquement commutatif le carré supérieur du diagramme ci-dessous : 

&oOC~À / , R ~ o E ~ A ~ ~ ( Y )  

Y A CV Y, A AC"G,Y 
1 

fAidl i f Aid 

x A CV Y,, A CC"G,Y 

Comme le carré inférieur est commutatif, nous retrouvons, par composi- 
ton, le diagramme que l'application s' doit rendre commutatif. 11 en résulte 
l'inégalité o ica t (  f )  5 o i c a t ( Y ) .  La dernière inégalité ayant déjà été dis- 
cutée, la proposition est démontrée. 0 

Les nombres uGat vérifient les propriétés de domination suivantes : 

Proposition 2.3.3. Considérons un diagramme commutatzf a homotopie près 

Si E O E id alors o i c a t ( f )  < ~ i c a t ( ~ )  et o i c a t ( Y )  5 o i c a t ( Z ) .  
En particulier ahcat est un invariant du t ype  d'homotopie des espaces. 

Pour démontrer cette proposition nous utilisons le lemme suivant qui sera 
également utile dans la suite : 



Lemme 2.3.4. Considérons un diagra-mme commutatif à homotopie près : 

Alors, pour tout i > O ,  les composés ( i d ~ ~ $ ) o ~ ~ o C % ~  et R ~ O C ~ & ~ O C "  sont 
homotopes. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif à homotopie 
près : 

Démonstration. Vérifions le cas i = O. Les autres cas s'obtiendront par 
suspension et par argument de naturalité. Par définition (id A 9) 0 Ar = 
(id /i p) O (f A id) O ii = (f A y) O a. Puisque les applications f et g 0 y sont 
homotopes, on obtient (id A i p )  O af e (g  a rp A rp) O à zz ( g  A id) O (p A p) o 6 E 

(g A id) A - a, R 

Démonstration de la proposition 2.3.3 Supposons que oicata (g) 5 n 
et soit s : CiZ z -tiGn(2) une section homotopique de Cign(Z) vérifiant 
(id A s) o Ri o z a g  = Ri o c % ~ ~ ~ ( ~ )  0 S. Nous savons (cf Prop. 2.1.2) que la 
composée S = CEG,(() 0 s o C" est une section homotopique de Cks,(Y). Il 
rious reste à vérifier que (id A S) O R, O CQaf E Ri O Ci&iosn(u) O S. Remarquons 
pour cela que g 0 cp E j' et que (f o g,(Y)) 0 Gn(t)  2 g o g,(Z). En utilisant 
le lemme 2.3.4 et la relation de compatibilité satisfaite par l'application s, 
nous obtenons les diagrammes homotopiquement commutatifs suivants : 

La relation souhaitée vient de la composition de ces diagrammes et  l'inégali- 
té obcat(f) < n est ainsi établie. Pour prouver la relation obcat(Y) 5 



ahcat(Z), il suffit de considérer le diagramme homotopiquement commutatif 

et de suivre le même raisonnement. • 

Précisons à présent le lien qui existe entre l'application af : Y i. X A Y 
et la structure de module sur l'algèbre de cohomologie de X que l'application 
f : Y -+ X permet d'associer à la cohomologie de l'espace Y. 

Fixons un corps commutatif k. Notons H* (S) = H* (S; k) l'espace vec- 
toriel de cohomologie de l'espace S à coefficients dans k et rn* le mor- 
phisme induit en cohomologie par une application rn : S --+ S. La diagonale 
A : S -+ S x S munit H*(S) d'une structure d'algèbre par le cup-produit 

u: H *  (S) 8 H*(S) % H*(S x S) 3 H*(S) .  

Considérons à présent une application f : Y -+ X. Elle induit une struc- 
ture de H*(X)-module sur H*(Y) 

donnée par ~ ~ ( x  @ y) = f*(x) y pour x E H*(X)  et y E H * ( Y ) .  
L'application (Af)* est la restriction de I'a,pplication a f  au sous-espace H *  (XA 
Y) = k @ H*(x) 8 R*(Y) où H désigne la cohomologie réduite. Dans la 
définition de l'invariant oicat  est intervenue l'application R, O CQdf : C" -+ 
X A C'Y qui, par l'isomorphisme H*(CY) = CH*(Y) = k $ &*(Y), induit 
en cohornologie : 

k @ H*(x) @ s q *  (Y) + k @ s"* (Y) 

1 l - F l  

z @ s" sy(f (s) y) 

Le morphisme (Ri O c%A* est donc exactement la restriction de Caf = 
k $ sias. 

Proposition 2.3.5. S o i t  f : Y + X u n e  application. S i  aAcat( f )  < n, 
alors (g,(Y))* admet une rétraction de H * ( X )  -modules.  



En particulier, si oacat(X) 5 n, alors ( g n ( X ) ) *  admet une rétraction de 
If* ( X )  -modules. 

Démonstration. 
Supposons que o b c a t ( f )  < n. II existe donc une application 7 : C V  + 

CiGnY telle que Cig,(Y) o r  E i d  et telle que le diagramme suivant commute 
à hornotopie près : 

En cohorriologie nous obtenons, en particulier, r* o Ci (gn (Y ) )*  = id, et de 
la désuspension de cette égalité résulte une rétraction linéaire, Cuir*,  de 
(9, (Y))* .  Montrons que cette rétraction est un morphisme de H* (X)-modules 
i.e. que la relation C-ir*(((g,(Y))* o f*)(x) - z )  = f*(x) v (CVi r* ( z ) )  est 
vraie pour tout x E H * ( X )  et tout x E H*(G,Y). 
Remarquons, pour cela, que le diagramme ci-dessus induit en cohomologie : 

Décomposons H * ( X )  63 H*(G,(Y)) = k @ H*(x)  @ H*(G,Y) @ H*(x)  8 k @ 
k @ &* (G,(Y)). Lorsque x  8 z E k $ H* (x) @ H*(G,Y) la relation découle 
de la désuspension du diagramme ci-dessus. Si a: @ z E k 8 H* (G, (Y)), elle 
est immédiate ; si x @ z E H* (X) 8 k il vient C-%* ( ( ( 9 ,  (Y))' a f *) (s) v 

z )  = ( ( F r * )  0 (gn(Y))* O f *) (x) - z car z E k et, finalement, puisque 
I-'T* (g,,(Y))* = i d ,  on obtient C- ' r* ( ( ( , (~ ) )*  o f *)(.-) - z )  = f *(z). z = 
j * ( x )  . (C - i r* ( z ) ) .  O 

2.4 oz-cat égorie rationnelle 

Nous fixons k = Q et nous considérons des espaces S 1-connexes de type 
fini i.e. dont la cohomologie rationnelle H* (S; Q )  est un Q-espace vectoriel 
gradué de dimension finie en chaque degré. Un tel espace S est un espace 
ratzonnel si ses groupes d'homologie à coefficients entiers H,(s; Z) sont des 



Q-espaces vectoriels, ou, de façon équivalente, si ses groupes d'homotopie 
x,(S) sont des Q-espaces vectoriels. Une application p : S -+ T' est une 
équivalence d'homotopie rationnelle (notée mQ) si T*((P)  @I Q (OU, de façon 
équivalente H*(p; Q)), est un isomorphisme. On dit que deux espaces S et T 
ont le même type d'homotopie rationnelle s'il existe une chaîne d'équivalences 

N N 

d'homotopie rationnelle les connectant S 7 - 2 . . 2 --!? T. A un es- 
pace S 1-connexe de type fini, nous pouvons associer un espace rationnel SQ 
ayant même type d'homotopie rationnelle. L'espace Sg ,  unique à équivalence 
d'homotopie près, est le rationalisé de S. Il constitue une approximation de 
l'espace S qui peut être complètement représentée par des objets algébriques 
tels que des algèbres graduées différentielles commutatives (agdc) ou des 
algèbres de Lie graduées différentielles ( l g d ) .  De cette façon, la LS-catégorie 
de l'espace SQ, dite catégorie rationnelle de S et notée cato(S}, peut être 
calculée algébriquement et s'avère être une excellente approximation de la 
catégorie de S. En 1974, Toomer 1451 avait conjecturé que, pour les espaces 
rationnels, la LS-catégorie coïncidait avec l'invariant e ~ .  Celz s'est révélé 
faux et  c'est à J.-M. Lemaire et F. Sigrist que l'on doit le premier contre- 
exemple : ils construisent un espace S vérifiant eq(S)  = 2 et cato (S) = 3 [30]. 
La différence entre e~ et cato se trouve, en fait, être aussi grande que pos- 
sible comme l'ont ensuite montré Y. Félix, S. Halperin et J.-C. Thomas [IO]. 
Nous calculons les invariants oicat et &cat pour les espaces rationnels. Nous 
trouvons que o%at(SQ) = eg(S) et que oicat(Sg) est un réel intermédiaire 
entre l'invariant de Toomer et la catégorie. Nous commençons par rappeler 
les techniques et résultats d'homotopie rationnelle dont nous aurons besoin. 
Pour davantage de détails et de développements, nous renvoyons à [7] [Il] 

[431. 

Modèles de Sullivan,, modèles de Quillen et formalité 

Dans ce qui suit, une adgc ( A ,  d) est une algèbre graduée A munie d'une 
différentielle d de degré +1 vérifiant d(ab)  = (da)b + ( - ~ ) ~ l a d b  (a, b E A), 
cornmiitative dans le sens gradué (ab = (-l)lallblba) et augmentée. Une lgd 
(L, d) est une algèbre de Lie graduée munie d'une différentielle d de degré 
-1 vérifiant d[z, y ]  = [ds,  y ]  + (-l)lZ[s, dy], z, y E L. 

Une algèbre de Sullivan est une adgc de la forme (AV, d )  où -AV est 
l'algèbre graduée commutative libre engendrée par l'evg V et V s'écrit V = 

$,>, V ( k )  tel que = O et d(V(k)) c A ( @ , < * - I ~ ( P ) )  pour k 2 1. Si, 
de plus, d(V) c h>'T/, l'algèbre de Sullivan (AV, d) est dite minimale. Un 
modèle de Su1liva.n d'une agdc (A, d) est un quasi-isomorphisme 6 : (AV, d) -+ 
(A, d) provenant d'une algèbre de Sullivan. Une adgc (A, d) cohomologique- 
ment 1-connexe admet toujours un modèle minimal de Sullivan et celui-ci 



est unique àI isomorphisme près. Le foncteur (contravariant) APL de Sul- 
livan [42] associe à un espace S 1-connexe de type fini une agdc cohomo- 
logiquement 1-connexe de type fini qui est quasi-isomorphe à l'algèbre des 
cochaînes singulières C*(S; Q). Ce foncteur constitue un invariant complet 
de la théorie homotopique des espaces rationnels. En particulier, il existe 
un foncteur réalisation (-) de la catégorie des adgc cohomologiquement 1- 
connexes et de type fini dans la catégorie des espaces 1-connexes de type fini 
satisfaisant à la propriété suivante : si S est un espace 1-connexe de type fini 
et si (AT/, d) est un modèle de Sullivan de S ,  alors {AV, d) et S ont le même 
type d'hornotopie rationnelle. 

Par, définition, un modèle (minimal) de Sullivan d'un espace S 1-connexe 
de type fini est un modèle (minimal) ((AV, d), 0) de l'agdc ApL(S). Les 
algèbres H*(AV, d) et H * ( S ;  Q) sont ainsi isomorphes. De plus, si (AV, d) 
est le modèle minimal de S (de type fini), l'evg V est de type fini et est 
isomorphe au dual de l'hoinotopie de l'espace VP Z Hom(%(S) ,  Q) et donc 
à l'homotopie rationnelle de S (Vp i $(S) 63 Q).  

Cette modélisation se prolonge aux morphismes d'adgc et aux applica- 
tions. Une KS extension est un morphisme d'agdc (A, dA) ;. (A @ AV, d) tel 
que a i1, a @ 1, d(a, @ 1) = dAa 63 1 et V est muni d'une base bien ordonnée 
(v , ) , ,~  pour laquelle la différentielle d vérifie d ( l  8 u,) E A @ AV<,. Tout 
morphisme d'agdc (A,  d) --+ (B, d) se factorise en une KS extension suivie 
d'un quasi-isomorphisme d'agdc 

Ainsi, si (AV, d) est un modèle de Sullivan d'un espace T, une application 
y : S -+ T est modelée par une KS extension (AV, d) -+ (A(V 8 W), d) 

APL('P) obtenue en factorisant le morphisme (AV, d) APL (T) --+ APL (S)  Une 
telle KS extension est appelée modèle de Sullivan relatif de l'application 9. 

La théorie homotopique des espaces rationnels peut également être mo- 
delée par la théorie homotopique des algèbres de Lie graduées différentielles 
(lgd). Ainsi, D. Quillen [35] associe par un foncteur X à tout espace S 1- 
connexe une lgd X(S) = (L, d) 1-réduite (Le. Lo = O) telle que H ( L ,  d) 
est isomorphe (sans hypothèse de finitude) à l'algèbre de Lie r*(StS) €3 Q 
(munie du crochet de Samelson). Un modèle de Quillen de S est alors une 
lgd libre (L(V), d) quasi-isomorphe à X(X) .  Il est dit minimal lorsque fa 



différentielle est décomposable d(V) c [L(V), L (V)], l'evg V est alors iso- 
morphe à s-'H,(S; Q ) .  Grâce à un résultat de M. Majewski 1321, on sait que 
les modèles de Quillen et de Sullivan d'un espace S 1-connexe de type fini 
sont reliés par les foncteurs C* et L de Quillen. 

Nous utiliserons également la notion de formalité : 
Un espace S 1-connexe de type fini est formel s'il a même modèle mini- 
mal que l'agdc ( H * ( S ;  Q), O) ive. s'il existe des quasi-isomorphismes d'agdc 
(H* (S ;  Q ) ,  O) t (AV, d) 7 ApL(S) où (AV, d) est le modèle minimal de 
S. Cela est équivalent à l'existence d'un modèle minimal de Quillen à diffé- 
rentielle purement quadratique [43]. Le type d'homotopie rationnel d'un es- 
pace formel est ainsi complètement déterminé par sa cohomologie rationnelle. 
Soient S et T deux espaces 1-connexes de type fini de modèles minimaux 
respectifs (AV, d) et (AW, d). Une application cp : S -+ T entre deux es- 
paces formels est formakisable [30] [12] s'il existe deux quasi-isomorphismes 
0, : (AV, d) 7 ( H * ( S ;  Q), O) et Br : (AW, d) 7 ( H e ( T ; Q ) ,  O) et un mor- 
phisme d'agdc (F : (AJlr, d) -+ (,IV, d) tels que le diagramme suivant commute 
à homotopie près : 

( H * ( T ;  Q), 0) (AW, d) " APL(T) 

APL(P) 

(H* ( S ;  Q), O) " (,IV, d) APL. (S) 

Par exemple, la suspension d'une application est formalisable, elle est donc, 
à équivalence d'homotopie près, déterminée par l'application qu'elle induit 
en cohomologie. 

O-catégorie et oA-catégorie rationnelles 
Comme nous l'avons déjà rappelé, la catégorie rationnelle d'un espace X 
1-connexe est, par définition, la catégorie de son rationalisé : euto (X) = 
ca t (Xg) .  Dans [46], Toomer montre que les espaces de Ganea d'un espace 
rationnel sont des espaces rationnels et en déduit I'existence, pour tout n 2 O, 
d'un diagramme homotopiquement commutatif 

Une application (F : S -+ T entre espaces 1-connexes de type fini induisant 
une (unique à équivalence d'hornotopie près) application entre les rationalisés 



c p ~  : SQ ;; TQ, il résulte de ce diagramme que la catégorie rationnelle d'un 
espace S 1-connexe de type fini est une borne inférieure de la LS catégorie 
cato(S) < cat(S). 

fini 
De la même façon nous posons, pour un espace X 1-connexe de type 
, o%ato(X) := oicat(XQ), ocato(X) := ocat(Xg) et pour une application 
Y --+ X, o ica to ( f )  := fficat(fg) et oAcato( f) := oAcat( f Q )  En remar- 

quant que la rationalisation commute avec la suspension et le smash-produit 
et eri utilisant le diagramme ci-dessus, il est facile de voir que oicato et o ica to  
sont des approximations respectives de a%at et de ohcat. 

Dans la section précédente, nous avons montré que, pour une application 
f : Y -+ x et pour un corps k , l'inégalité crhcat(f) 5 n implique que 
l'application H*(g,(Y); k) induite en cohomologie par la fibration G,(Y) -» 

Y admet une rétraction de H* (X; k)-modules. Du diagramme 

il résulte que les structures de H*(X;  Q) = H * ( X Q ;  Q)-modules des mor- 
phismes H* (9, (Y) ; Q )  = H* (g,(YjQ; Q) et H *  (9, (YQ); Q) sont équivalentes. 
Par suite, si ~ h c a t  ( f )  < n ces morphismes admettent tous deux une rétraction 
de H " ( X ;  Q)-modules. Cela admet une réciproque : 

Théorème 2.4.1. Soit f : Y -+ X une application entre espaces 1 -connexes 
de type $ni. Alors, pour tout i > 1, oicato(f)  = uAcato(f) et oAcato(f) 
est le plus petit n E N pour lequel H*(g,,,(Y); Q) admet uns ~étract inn de 
H * ( X ;  Q)-modules. 
En particulier, pour tout i > 1, $cdo (Y) = ocato (Y) = eQ(Y) et oAcato(Y) < 
n si et seulement si I-I*(g,(Y); Q) admet une rétraction de H * ( Y ;  Q)-modules. 

Démonstration. Supposons que l'application H *  (g,(Y) ; Q) admet une 
rétraction r : hT* (G,(Y); Q )  -+ H* (Y; Q) de H* (X; Q)-modules. De manière 
équivalente, l'application H*(gn(Y)g; Q)  admet une rétraction de H * ( X Q ,  Q)- 
modules que nous noterons également r. Pour étabiir notre énoncé, il nous 
suffit, puisque les entiers (ohcato j f forment une suite décroissante, de 



prouver que o ~ c a t o (  f )  < n. En considérant la suspension du diagramme 

le problème revient à construire une application s : CYQ + CG,(Y)Q qui 
vérifie Cgn(Y)Q o s Y id et qui rend homotopiquement commutatif le dia- 
gramme suivant 

Notons F : H,(YQ) + H,(Gn(Y)q) le dual de r ,  ce morphisme vérifie 

H,(g,(Y)q) T = id et rend commutatif le diagramme 

Appliquons le foncteur L des algèbres de Lie libres et munissons les algèbres 
de Lie ainsi obtenues de la différentielle O : 

L'application Co,(Y)q étant formalisable, le morphisme 
L H , ( ~ , ( Y ) ~ )  : (LH,(G,(Y)~, 0) -+ (LH,(Y~,  O) en est un modèle. Par 
conséquent le morphisme L? se réalise en une section homotopique 0 : CYQ -+ 
CG, (Y)Q de Cgn (Y) Q. Remarquons que l'application o est formalisable 
car c'est une application entre suspensions qui est injective en homologie 
[12]. En conséquence T = s-'H.(o). Par formalité les morphismes verti- 
caux du diagramme ci-dessus sont les modèles des applications Ri 0 CAfQ : 
CYq + X g  A CFQ et RI 0 CA(foon(Y))s  : CGn(Y)Q + X q  A CGn(Y)Q. En 



réalisant ce diagramme, nous obtenons donc une application rn : XgACYQ -+ 
XQ A CG, (Y) et un diagramme homotopiquement comrnuta.tif 

dans lequel il nous reste à montrer que m ZY id A 0. L'application id a : 
XQ A CYQ -+ XQ A CG,(Y)Q est une application entre suspensions in- 
jective en homologie, elle est donc formalisable 1121 et admet pour modèle 
~ s - ' B . ( i d  A o)  = id 8 Li: : L(H, (x~  /i CYQ), O) -+ L(H, (x~  ACGnYQ), O). 
En conséquence rn - id A a.  0 

La catégorie rationnelle s'est révélée être un ingrédient essentiel dans 
l'étude de l'homotopie rationnelle des espaces. Le résultat fondamental dans 
cette direction est le théorème suivant dit mapping theorem établi en 1982 
par Y. Félix et S. Halperin : 

Théorème 2.4.2 ( [ a ] ) .  Soit f : S -+ T une application entre espaces i- 
connexes de t3pe fini. Si T,( f )  8 Q : n, (S) Qi Q -+ T, (T) 8 Q est injective 
alors c a t o ( S )  5 ca to(T) .  

L'une des applications majeures de ce théorème est de pouvoir séparer la 
classe des espaces 1-connexes de type fini et de catégorie rationnelle finie en 
deux classes disjointes : la classe des espaces elliptiques i.e. les espaces dont 
l'homotopie rationnelle est finie et la classe des espaces hyperboliques i.e. 
dont l'homotopie rationnelle croît de façon exponentielle. Historiquement, le 
point de départ du mapping theorem et de ses diverses conséquences réside 
dans une caractérisation en termes de modèles de Sullivan de la catégorie 
rationnelle. Rappelons cette caractérisation : soit (AV, d) un modèle minimal 
de S, considérons la projection T, : (AV, d) -+ (hV/A>nV, d) et factorisons- 
la en une KS extension suivie d'un quasi-isomorphisme : (hV) d) --+ (Al7 @ 
A W, d) 4 (AV/A>"V, d) . Dans [8] Félix et  Halperin montrent que cato (S) est 
le plus petit n pour lequel la projection n, : (AV, d) -+ (AV/A>nV, d) admet 
une rS"cractio1i homotopique ce qui  signifie que la KS extension (AL', du") + 
(AV 8 AW, d) admet une rétraction d'agdc. Cette caractérisation a alors 
suggéré la définition de la module-catégorie : Ncato(S) est le plus petit 
n pour lequel la projection T, admet une rétraction homotopique de AV- 
modules différentiels. En 1988, K. Hess montre que les invariants Meuto et 
cnto coïncident [213. Ce résultat combiné aux travaux de B. Jessup sur McatD 
[27]'permet d'établir la formule cato (T x Sm) = cato (T) + 1. Plus récemment, 



en utilisant également le résultat de K. Hess, Y. Félix, S. Halperin et J-M. 
Lemaire 191 ont prouvé la formule générale cato(S x T) = cato(S) + cato(T). 

Exprimons, à présent, l'invariant oicato ( f )  en termes de modèles de Sul- 

livan. Considérons une application f : Y -+ X et (AV, d) -% (AW, d) un 
modèle de Sullivan relatif de f (W = V $ V'). La réalisation géométrique de 
ce modèle est homotopiquement équivalente & l'application fQ : YQ + XQ.  

Le morphisme d'agdc T, : (AV, d) -+ (AV/A>"V, d) munit l'algèbre 
H(AV/A>"V, d)  d'une structure de H(AV, d)-modules définie comme suit : 
notons [a] la classe de cohomologie d'un cocycle a. Alors, [XI E H(AV! d)  et 
[Y] E H(AV/'A'"V, [XI . [(y = [~n(x)vI = [xyl . 

Par ailleurs, H. Scheerer et D. Tanré ont montré que la réalisation géométrique 
du morphisme T, : (AV, d) + (hV/A>"Vj d) est une n-LS application [37]. 
Autrement dit, il existe des applications continues 1 et h telles que le dia- 
gramme suivant commute 

1 G,((AV)) - (AV/A>nV) L-+ G, ((AV)) 

Nous en déduisons la caractérisation suivante : 

Proposition 2.4.3. Soit f : Y + X une application entre espaces 1-connexes 
d e  type fini. Soit fg : Yq -+ Xg sa ra,tionalisation et (AV, d )  -+ (AW, d) un 
modèle de Sullivan d e  f. Alors, ahcato(f) 5 n si et seulement si H(nn) : 
H(AW, d) -+ H(AW/A>nW, d) admet une rétraction de H(AV. d)-modules. 

Nous allons, à présent, construire à partir du générateur L E nz (S2) et de 
l'application de Hopf 11 E n5(cp2) ,  des espaces qui permettent de séparer les 
invariants aacato, acato et cato. 

Le premier de ces espaces a été construit par Lemamire et Sigrist [30] 

Un espace pour lequel oacato # acato 
Désignons par X l'espace (CP' v S2) uo e7 où a = [q, 4. Son modèle minimal 
(AZ, d) est défini par Z = ePz2 ZP 
Z2:s,y  d x = d y = O  
Z 3 : a , b  d a = x 2 , d b = x y  



Z4 : v du = xb - yu 
z5 : C, w dc = y3, dw = ab + xv 
Z G : m , n  d m = a v - x w , d n = b v - y w  
ZZ7 est construit par récurrence pour que NT8(AZ, d) = O.(cf [3O],M) 
La cohomologie H(AZ, d) est représentée par les cocycles 

Il est déjà connu que e Q ( X )  = 2 et que cato(X) = 3 1301. Nous savons 
donc que acato(X) = 2. Montrons que aacato(X) = 3. L,a cohomologie 
H'6(AZ/A>2Z) étant représentée par les cocycles 

il existe une unique rétraction linéaire de H(p2) : H(AZ, d) -+ H(AZ/A>2Z, 2). 
Cette rétraction envoie [l] I+ [l], [x] i-, [XI, [Y] C, [Y], [y2] li [y2] , [XC] ++ 
[zc+ y2b] et toute autre classe sur 0. Elle envoie donc la classe [cl sur O ce qui 
lui interdit d'être une rétraction de H(AZ,  d)-modules car elle devrait alors 
envoyer la classe [xc] = [XI . [cl sur O. Finalement aaeato(X) = 3. 

En modifiant l'attachement de la dernière cellule, nous construisons 

Un espace pour lequel ancato # cato 
Considérons l'espace Y = \! S2) Ug e8 où P = [ [ q j  L I?  LI -  NOUS allons 
prouver que crAcato (Y) = 2 tandis que cato (Y) = 3. 
Le modèle minimal de Y, (AV, d) est défini, en reprenant les notations de 
l'exemple précédent, par 
V* =; ZP pour p 5 5, 
V 6 : u , m , n  d u = y 2 b - z c , d m = a v - x w , d n = b u - y w  
v7 : ~ , r , s  d p =  bc- yu,dr = x m + a w , d s =  y rn+bw+v2  
et v?%st construit par récurrence pour que Hlg(AV, d) = 0. 

Prouvons que ancato(Y) = 2 
Les cohomologies H(AV, d) et H(Av/A>~V, 2) sont respectivement représentées 
par les cocycles 

1 ,2 ,y ,  y2, $21 + XU + ac, 

et 
1, x, y,  y', xa, xb, yb, c, ah, yu, au, bu, yc, xu, ac.  . . 

Nous construisons alors une rétraction linéaire de H(p2)  : H(AV, d) -+ 
H(AVlA'2vl 4 Par [Il - [Il, [XI ++ [XI, [YI - [y], [y2] ++ [y2], [xu + acj - 
[y2u + xu + ac] et toute autre classe est eiivoyée sur O. Mises à part et 



[yc], aucune classe de H(AV/A>2V, d) n'est décomposable sous l'action de 
H(AV, d)-modules, la rétraction linéaire construite précédemment est donc 
une rétraction de H(AV, d)-modules. Par conséquent oAcato(Y) = 2. 

Prouvons à présent que cato(Y) = 3. 
Compte tenu de la décomposition cellulaire de Y,  il est clair que cato(Y) 5 
3. Pour montrer l'inégalité inverse, nous construisons, de la même façon 
que dans [8], une application (S4 x C P ~ ) ~  + YQ injective en homotopie. 
Considérons I l'idéal de AV engendré par x, a, b, y3, v2 et V>5. Cet idéal est 
stable par la différentielle. Le quotient de AV par I est l'adgc (Agly3 S$ 
Av/u2, O). La projection (AV, d) -+ (AV/I, 2) % (Ayly3 @ Av/v2, 0) factorise 
à travers le modèle minimal de (Ayly3 cE) Av/v2, 0) à savoir A(y, v ,  a ,  ,O), 
da = y3, d,û = v2, NOUS obtenons ainsi une application h : (AV, d) -+ 
(A(y,v ,a9P) ,d)  qui est surjective sur les générateurs : h(y) = y, h,(u) = 
v, h(c) = (Y et  h(s)  = B. L'algèbre A(y, v ,  a ,  @) étant le modèle minimal 
de S4 x C P ~ ,  la réalisation de h dorine lieu à une application continue 
(S4 x C P ~ ) Q  -+ YQ injective en homotopie. Le rnapping theorern nous per- 
met d'en déduire que cato(S4 x C P ~ )  < catoY. Par la formule de K. Hess 
et B. Jessup, nous obtenons cat(S4 x C P ~ ) ~  = 1 + c a t ( c ~ ' ) ~  = 3. Il en 
découle, finalement, l'égalité catYQ =f 3. CI 



Chapitre 3 

Attachement d'une cellule 

Dans tout ce chapitre, nous considérons un CW-complexe X ( q  - 1) - 
connexe ( q  2 2) et une application n : SP 3 X ,  (p 2 q + 1). 

Le but est d'étudier le comportement des  catégories lors de l'attache- 
ment d'une cellule à l'espace X le long de l'application al. Une telle étude a 
déjà été réalisée pour la LS-catégorie par Berstein et Hilton [4]. Leurs travaux 
montrent que les variations de la catégorie lors d'un attachement de cellule 
sont détectées par une classe d'homotopie liée à l'application d'attachement 
et appelée invariant de Hop$. Grâce à cette analyse, Berstein et Hilton ont, en 
particulier, pu exhiber le premier exemple d'un espace qui est un CO-H-espace 
sans être une s~~spension. Nous considérons un analogue de leur invariant de 
Hopf et montrons que le comportement de la oi-catégorie est fonction de la 
ihe suspension de cette classe d'hornotopie. Après avoir donné quelques tech- 
niques de détermination de l'invariant de Hopf, nous appliquons ce résultat 
au calcul explicite de la oi-catégorie sur quelques exemples. Avant tout, nous 
commençons par examiner le squelette de basse dimension des espaces de 
Ganea de l'espace Y = X U, epS1 ce qui motivera la définition de l'invariant 
de Hopf que nous donnons dans la section 2. Nous serons souvent amenés, 
par raison de commodité, à ne pas distinguer une application de sa classe 
d'honiotopie. 

3.1 Espace de Ganea d'un espace d'adjonc- 
t ion 

Notons j : X + Y = X U, eP+l l'inclusion de X dans la cofibre homo- 
topique. L'application Q j  o ad = n(j O a)  O ( idsP) f l  : SP-' -+ QX -+ nY est 
homotopiquement triviale. Nous obtenons donc, par la proprikté universelle 



des sommes amalgamées une factorisation de S2j : 

Nous voulons décrire les espaces de Ganea de Y en fonction de ceux de 
X. Cette description repose sur le lemme suivant démontré en fin de section. 

Lemme 3.1.1. L'application < : StX U,ti e p  --+ fiY est une ( p  + q - 2) -  
équivalence. 

Par suspension nous obtenons une (p + q - 1)-équivalence Cc : CRX U c a ~  
eH1 -r CRY. Du cube commutatif suivant 

nous déduisons que la (p + q - 1)-équivalence Cc s'inscrit dans un diagramme 
commutatif 

dans lequel l'application eü : CflX Uc,d ep+' -+ X U, epi l  = Y coïncide 
avec eux sur CRX et envoie la cellule ep+' sur elle-même par l'identité. 
Via l'équivalence d'l.iomotopie K : C R 2  G1(Z), décrite dans la section 
1.2, ce diagramme s'identifie à un même diagramme où les applications eux, 
Cu, evr  et COj sont respectivement remplacées par les applications g l ( X ) ,  
s, = (LI1 (q, gl ( Y )  et Gl ( j ) .  



Plus généralement, notons ni = K et r, la composée C f l X  -3 G1(X) --+ 
K. 0CaH G, (X). Chaque composée SP n+ G n ( X )  Ĝ- Gn(Y) est homotopique- 

ment triviale. Par la propriété universelle des sommes amalgamées, nous ob- 
tenons des applications f i ,  : G n ( X )  UKnaCcui ep+' -+ Y ,  Çn : G,(X) UnnoCafi 
ep+l -+ G n ( Y )  et un diagramme commutatif dans lequel j, : G,(X)  -+ 
G n ( X )  ~ ~ ~ , ~ ~ d  ep+' est l'inclusion et & o j, = G,(j) .  

Fn (X) 
F n  ( j  

-++ Fn ( Y )  

i n  ( Y )  

G, (X) 
'" G, (X) U,n,E,i epC1 2L- G, ( Y )  

Proposition 3.1.2. Pour tout n > 1, le diagramme ci-dessus vérzfie : 
(i) Le carré de gauche est une somme amalgamée; 
(22) Fn (3) est une (nq + p - 1) -équivalence; 
(iii) Cn est une ( p  + q - 1)-équivalence; 
(iv) Les applications g,(X) et g,(Y) induisent une application C(G, ( j ) )  -+ 
C ( j )  = Sp'l qui est un isomorphisme en homologie jusqu'au degré p + q - 1. 

Démonstration de la proposition 3.1.2 L'énoncé (i)  découle de l'égalité 
g n ( X )  O tc, O CaH = a et de la propriété de composition des sommes amal- 
gamées. Pour (ii), rappelons que l'application F,(j) s'identifie au joint itéré 
n+ 1 * Qj .  L'application R j  : RX -+ RY est une ( p  - 1)-équivalence. En utili- 
sant la connexité de f l X ,  il est facile d'en déduire le résultat. L'énoncé (iii) 
se prouve par récurrence sur n. Le cas n = 1 vient du fait que l'applica- 
tion est exactement (via rc) la suspension de l'application < du lemme 
3.1.1. Supposons le résultat vrai pour n > 1. Remarquons que l'espace 
Gn+i (X) u,,,, , ra~ e~" est, via l'équivalence d'hornotopie G, (X) uFn ( X )  ffgl 
G,+i ( X )  dans le même type d'homotopie que la cofibre ho~notopique du com- 

pos6 F,(X) GG.(X)  9 G, (X) UfinoE,8 eP+'. Considérons le diagramme 
suivant : 

Fn(X) ,> Fn(X)  
Fn (J.1 

: Fn(Y)  

En prenant les cofibres homotopiques des applications i n ( X ) ,  j, O i n ( X )  et 



&(Y) et en utilisant l'équivalence d'homotopie nous obtenons ilne suitme 
Gn+i (X) -+ (X) U,n+,,c,fi eP+' -+ G,+' (Y). Par argument de propriété 
universelle, il est facile d'ident,ifier cette suite avec le composé cn+l 0 jn+i. 
D'après le point (ii), l'application F,(j) est une (nq -/- p - 1)-équivaience. Il 
résulte alors du lemme des cinq et de l'hypothèse de récurrence que <n+l est 
aussi une (p 4- q - 1)-équivalence ce qui termine la preuve. 
(zv) La construction des cofibres homotopiques des applications j,, G,(j) et 
j donne, en particulier, le diagramme suivant : 

G, (X) eP+' -(= Gn ( Y )  

c (j,) = s p + l  - c(G,(j)) 

dans lequel l'application C(G,(j)) -+ C( j )  est induite par gn(X) et g,(Y). 
L'application S p + l  -+ C(Gn( j)) a pour inverse à gauche C(G, ( j))  + C(j)  = 
SPpS1 ; elle induit donc un morphisme injectif en homologie. D'autre part,, 
puisque le carré supérieur du diagramme ci-dessus est une somme amal- 
gamée, nous pouvons déduire du point (zii,) que S p + '  + C(G,(j)) est une 
(p + q - 1)-équivalence. En définitive, cette application induit un isomor- 
phisme en hoinologie jusqix'au degré p + q - 1 et il en est donc de même de 
son inverse à gauche. O 

Démonstration du lemme 3.1.1 Il s'agit de montrer que la fibre homo- 
topique FI de l'application < est (p + q - .?)-connexe. Consid6rons F la fibre 
homotopique de l'inclusion j : X -+ Y. Notons x : F -+ X l'application 
induite et d : S P  3 F un relèvement de a dans F : x O d E a. D'après le 
lemme 2.2.5, l'application d est une (p + q - 2)-équivalence, il en découle que 

son adjoint dl : SP-' -+ S2SP 9 12F est une min(2p- 3, p+ - 3)-équivalence, 
soit une ( p  + q - 3)-équivalence. La cofibre homotopique f lF Udr eP de dg est 
donc p -/- q - 3 connexe. Dans [37], W. Scheerer et D. Tanré montrent que 
les espaces ClF Udg eP et Fr  s'inscrivent dans une cofibration homotopique 
fiFudu ep -+ F' -+ G 2 Y *  Sp-l. Le joint Q2y * Sp-' étant (p+q - 3)-connexe, 
il en résulte que F' est également (p + q - 3)-connexe. r] 



3.2 Invariant de Hopf et O-catégorie 

3.2.1. Nous commençons par préciser le comportement en homotopie des 
applications intervenant dans le diagramme 

Gn (X) 5 Tn (X) 

A. 

et par fixer quelques notations. 
L'application i7,(X) t r*(G,(X))  qui à une classe [Pl associe la classe 

[ K ,  0 Cpd] est une section de x,(g,(X)). Ceci montre, en particulier, que l'ap- 
plication g, (X) est surjective en homotopie. En fait, dette section en homoto- 

c -zdb  - i 
pie provient d'une section naturelle O : RX y S2ES2X 9 nGn(X) de la fi- 
bration Og,(X). La seule existence de cette section permet, grâce à la version 
duale du lemme 2.2.6 de prouver que la fibration RFn (X) + flGn (X) + S1X 
est triviale. En particulier l'application 02, (X) : RF, (X) -+ RG,(X) admet 
une rétraction w : C2Gn(X) -+ flFn (X) vérifiant Rin(X) ow +aoS2gn(X) = id 
et in(X) : Fn(X) --+ Gn(X) est injective en homotopie. 

De !a même façon, 0jn(X) : flTn(X) + StXn+l admet une section na- 
turelle o' : !2Xn+' = (flX)"+' -+ (flTn(X))n+l > aTn(X) (dans laquelle 
la premikre flèche est définie à partir des différentes inclusions de X dans 
le fat wedge et la seconde est la composition des lacets) ce qui assure la 

Qfl(x) njn X )  trivialité de la fibration homotopique RF,(X) -+ RTn(X) 3 Rx"+'. 
En conséquence, il existe une application naturelle w' : S2Tn(X) -+ S2Fn(X) 
vérifiant w' o R6,(X) = id et S18,(X) o w' + a' O S2jn (X) = id .  

Enfin' la projection Xn'l -+ X sur un facteur quelconque constitue un 
inverse à gauche de l'application diagonale. L'application S2Anf l admet donc 
une rétraction et celle-ci induit, par la trivialité des fibrations considérées ci- 
dessus, une rétraction de $27, : RGn(X) -+ SITn(X). En particulier, y, est 
injective en homotopie. 

Supposons désormais que la catégorie de X est inférieure ou égale à k > 1. 



Rappelons que le diagramme 

établit une bijection entre les sections de g k ( X )  et les relèvements à homo- 
topie près de la diagonale, Fixons une section s : X + G k ( X )  de g k ( X )  et 
notons q5 = ~k O s : X -+ T k ( X )  le relèvement de Ak+' correspondant. La 
catégorie de l'espace X U, eP+' est au plus k + 1. Il en est donc de même 
des oica tY .  Pour cat et pour $cat, se pose alors la question : " Sous quelles 
conditions la borne k + 1 est-elle atteinte?" Dans le cas de la catégorie, la 
question peut être abordée par l'un des problèmes équivalents suivants : 

(a) sous quelles conditions l'application X 4 G k ( X )  '9) G k ( Y )  s'étend- 
elle à E' ? 

(b) sous quelles conditions l'application X -% Tk(x) T2) T~(Y) s'étend- 
elle à Y ? 

Berstein et Hilton répondent à la question en montrant que l'obstruction à 
l'extension de 4 réside dans une classe d'homotopie %$(a) appelée invariant 
de Ho;uf delicut dont voici la définition : 

À le classe <r : SP -+ X, Berstein et Hilton associent l'élément %+(ru) = 
(w' O ad)' t x P ( F k ( X ) )  T ~ + ~ ( X ~ + ' ,  T k ( X ) )  et montrent : 

Théorème 3.2.2 ([4]). Soient X un CW complexe ( q  - 1)-connexe ( q  > 2 )  
d e  catégorie inférieure ou égale à k et 4 : X + T k ( X )  u n  relèvement de 
Ak+'. Considérans une application a : SP X et notons Y = X U, ep+' sa 
cofibre homotopique. Si %$(a) = O alors catY 5 k. La réciproque est vraie 
lorsque d i m ( X )  5 ( k  + 1) - 2 .  "i l 

1 

Dans le cas de'oiccat (i > O )  les problèmes (a) et ( b )  "suspendus" ne 
sont plus équivalents. L'extension de CiGk( j )  o Cis : C2X -+ C i G k ( Y )  à 
l'espace CiY permet toujours de construire un relèvement de Xia"+' mais 
il n'est pas possible en général (comme l'illustrera l'exemple 4) d'obtenir 
une section homotopique de ITigk(Y) à partir d'un relèvement de ziAk++'. 
Nous sommes amenés à aborder la question par le problème ( a ) .  Nous al- 
lons associer à l'application ry un invariant de Hopf dont la zème suspension 
représentera l'obstruction à étendre l'application CiGk(j) o Cis à l'espace 
CiY. Plus précisément cet invariant va mesurer le défaut de comm~tativit~é 



du diagramme 
K ~ O C S ~ O :  

CfL9p - Gk VI 
~ i d d  

s p  
1. 

X 

dans lequel la composée Q o CQa O ~ i d 8  = KI, O C Q ~  est l'application d'atta- 
chement de Ia cellule eP+l à l'espace de Ganea G k ( X )  que nous avons étudiée 
dans la section 3.1. Autrement dit (voir 3.2.1) , l'invariant de Hopf mesure la 
différence entre la section de flgk(X) induite par s et la section naturelle a 
toutes deux évaluées en a: : 

Définition 3.2.3. L 'invariant de Hopf de a! : SP --+ X est l 'élément H, (a) = 
H ( a )  = hi, O c&U - s O = (0 O afl - RS O ~ 0 ) ~  E T~(G*(X)). 

Remarquons que g k ( X )  O ( f i l ;  O C d  - s o a!) CY * ce qui signifie que l'inva- 
riant de Hopf N ( a )  est dans l'image de i k ( X )  : F k ( X )  + Gk(X).  Considéré 
comme une classe d'homotopie de Fk(X)  (nous le noterons alors %,(a)), cet 
invariant est la traduction en termes des fibrations de Ganea de l'invariant de 
Hopf défini par Berstein et Hilton (cf. prop. 3.2.7). Notons que cet invariant 
de Hopf version "à la Ganea" apparaît déjà dans les travaux d'Iwase [24]. 

Nous montrons alors : 

Théorème 3.2.4. Soient X u n  CW complexe (q - 1)-connexe (q > 2 )  de 
catégorie inférieure ou  égale à k et s : X t Gk(X)  u n e  section de  gk(X).  
Considérons une application a : S P  3 X (p > q + l )  et notons Y = Xu,eP+l 
sa cofibre homotopique. Pour  tout i > O : 

S i  C i H ( a )  = O alors oicatY < k .  
Si ,  de plus, d i m ( X )  5 q(k + 1) - 2, alors la réciproque est vraie i.e. 

gicatY < k implique CiH(a)  = 0.  

Lorsque l'espace X est une sphère S g ,  la condition sur la dimension est 
toujours remplie et le théorème se simplifie en : 

Coro!laire 3.2.5. ~ o n s i d ~ r o r ~ s  xne ~ppl icat ion il! : sp -+ S"(q 2 ' *,P - ' i 
q + 1) de cofibre homotopique Y = SP U, e p + l .  Alors, ~ O U T  tout i > 0, 
aicatY 5 1 si et seulement si 'EiH(a) = 0. 

Avant de démontrer le théorème 3.2.4 situons-le par rapport aux résultats 
de Berstein et Hilton /4] et de Gilbert [17]. 



Gilbert étudie l'influence sur la catégorie faible G-wcat de l'attache- 
rnent d'une cellule à une sphère SQ. Remarquons tout d'abord que l'es- 
pace CRS9 est homotopiquement équivalent à un wedge infini de sphères 
V,>, sn(q-')+'. L'application C a b  SP --+ CQSq - VnZl sn(q-')+' coïncide 
alors avec l'invariant de Hopf composé défini par Hilton [22]. Gilbert considère 
la classe H i ( a )  E ?ip(Vn>? ~ ~ ( q - l ) + l )  obtenue par projection de  ad. La sec- 
tion s = ~ i d g  : Sq -+ ZCS~ coïncidant avec l'inclusion Sg + V,?, s"(~-')+', 
cette projection s'identifie à l'application Q : CRS@ -+ C(s) - V,,, Sn('-')+'. 
Ainsi Ht(cu) = Q O C d  = Q O H ( a ) .  De plus, l'application Q admetune section 
homotopique 7 : Vn>, Sn(qL1)+' -+ CRS4 vérifiant T O p + s O eu N idzns.. 
Il en résulte que H ( a )  = O si et seulement si H 1 ( a )  := Q o H ( a )  = O et, de 
même pour tout i 2 1 : C i N ( a )  = O si et seulement si CiH'(a) = O. Gilbert 
utilise la classe C H f ( a )  pour étudier les variations de G-wcat. 11 montre que 
G-wcat(S4 U, eP+') <_ 1 si et seulement si C H i ( a )  = 0. Le cas i = 1 du 
corollaire 3.2.5 est donc exactement le théorème de Gilbert et le cas i = 1 
du théorème 3.2.4 étend l'étude de Gilbert k tout espace. Xotons, au passage 
que, pour cu : SP + Sq, H ( a )  =  ad - ( ~ i d f l )  O a] est l'obstruction à ce que 
l'application a soit une application de CO-H-espace. 

3.2.6. En suivant Gilbert, nous définissons H 1 ( a )  = Q o H ( a )  E rP(C(s ) )  où 
Q : G k ( X )  -+ C(s) désigne l'inclusion de G k ( X )  dans la cofibre de s : X  -+ 
G k ( X ) .  Par le diagramme suivant dans lequel toutes les lignes et colonnes 
sont des cofibrations homotopiques 

on observe que CC ( s )  C k  ( X )  . Par conséquent, pour i 2 1, la classe Ci Hi ( a )  
est élément de ?I,+$ (CG -' Ck (X) ) . Remarquons également (en prolongeant les 
suites de Puppe des deux lignes du bas) que l'application CQ : CGk(X) -+ 
CC(s) est une rétraction homotopique du connectant 6 : Ck(X) -+ C G k ( X )  

gk(X) pk(X) de la suite de Puppe de la cofibration Gk ( X )  + X -+ C k  (X). 

Venons-en au résultat de Berstein et Hilton énoncé précédemment. Nous 
allons voir que ce résultat est complètement contenu dans le cas i = O du 



théorème 3.2.4. Pour cela, nous allons mettre en relation l'invariant de Hopf 
defini par Berstein et Hilton et celui de la définition 3.2.3. A cette occa- 
sion, nous rassemblons dans la proposition suivante les différents invariants 
de Hopf rencontrés jusqu'ici et les relations existant entre-eux. 

Proposition 3.2.7. Soit s : X --+ G k ( X )  une section de la kème fibraiion de 
Ganea. Notons 4 := yk 0 s le relèvement de  la diagonale correspondant et Q : 
Gk(X), -+ C(s)  l'application obtenue en  construisant la cofibre homotopique 
de S .  A une application a : SP + X nous avons associé : 

(1) H ( a )  = nkoCafl-soa E n-,(Gk(X)), d'adjointe H(a)fl = ooû.d-S1soafl 
et Xs (a)  E ( X ) )  défini par H (a)  = ik ( X )  O X, (a)  

(2) R4(a) = (w'ofl40a"~ E 7rp(Fk(X)) E 7 r p + 1 ( ~ k + ' , ~ k ( ~ ) ) .  c e t  élément 
vérifie xtim(a)l = -w'oflrkokf(a)fl et H (a)  = - i k ( X )  o'f ld(oi)  où i k ( X )  : 
F k ( X )  -+ G k ( X )  est l'inclusion. Autrement dit 'f14(a) = -X , (a ) .  

(3) H 1 ( a )  = p O H ( a )  E p O nk O Ca@ E rP(C(s) ) .  Pour i $ 1, C%'(a) E 

.,+i (Ci-lCk ( X ) )  
Les applications H : 7rp(X) -+ r P ( G k ( X ) ) ,  %(= 'Hm = -XS) : r p ( X )  3 

7rp(Fk(X)) et H' : n , ( X )  --+ r P ( C ( s ) )  sont des homorphismes de groupes qui 
satisfont les relations suivantes : 

H = O u ' H = O  et H = O + H t = O  
CiX=O=+CiH=O et C i H = O # C i H ' = O  p o u r t o u t i  2 1. 

Remarque. L'équivalence H = O u = O montre que le cas 2 = O 
du théorème 3.2.4 est exactement le théorème de Berstein et Hilto~i énoncé 
précédemment. Après suspension, l'implication H = O =+ 3-1 = O n'est plus 
vraie car les applications C i i k ( X )  : C i F k ( X )  --+ C a G k ( X )  ne sont, en général, 
pas injectives en homotopie. 

Démonstration de la proposition 3.2.7 Les points (1) et (3) sont les 
définitions des invariants H et H' (cf définition 3.2.3 et no 3.2.6). Pour 
montrer la coïncidence des éléments X4ja)fl = w' O SZ(yk O s O a )  O idfl et 
-w' G Q,yk O ~ ( a ) ~  = -w' O Qyk O ( a  o al - fis O ag), il s'agit de prou- 
ver que w' o SZyk o o 0 ait; = O.  Par naturalité de O, yk et w', on obtient 
w t ~ f l y i , O ~ O ~ ~  L J ' ~ ~ ~ ~ ~ o ~ G ~ ( & ) ~ o o . I ~ ?  = u ' o ~ ~ T ~ ( & ) o ~ ~ ~ o G o - I ~ "  
aFk  ( a )  owfoQyk oooidtl. Remarquons h présent que les applications nYk oooidF 
et 0' o SIAk+'l o idg constituent toutes deux des relèvements de l'application 
6!Ak+' 0 id" SP-' --+ f i ( S ~ ) ~ + '  le long de fljk (S*). Cette dernière étant 
une ( ( k  + 1)p - 2)-équivalence, elle induit une bijection [SPA', SITk(Sp)] + 
[Sp-', ( l lSp)k+l] .  Il en résulte que Qyk o O O idl  et a' o flA o idg sont homo- 
topes. Par conséquent w' O Ryk O cr o ad = flFk ( a )  O w' O a' G R A  O idfl = O 



puisque w' o a' = O.  Montrons à présent que H ( û )  = - i k ( X )  O /f14(a), 
Puisque i?yk admet une rétraction (cf 3.2.1), il suffit d'établir que Ryk O 

~ ( a ) b  --yk O nik ( X )  o .tr,(a)p. Par la relation démontrée précédemment 
et f28, (X) 0 w' + a' O n j n ( X )  = id  nous obtenons S2yk O Rik (X) O ?fg (a)" 
- n d k ( X ) O h J ' ~ n ~ ~ O H ( a ) ~  ? ( o l o Q j k ( X )  - ~ d ) ~ f l ~ ~ o H ( C i ) '  2 - n r k o ~ ( ~ ) l i  
car i2 j k ( X )  o Gyk o H fl A"' 0 f2gk(X) o H (a)d = *. Nous avons ainsi 
obtenu ik (X)0%@(u!)  = - H ( a )  = - i n ( X ) 0 N f l , ( ~ ) ,  l'égalité N 4 ( a )  = -?i,(cu) 
découle de l'injectivité en homotopie de l'application i k ( X ) .  Venons-en à la 
seconde partie de l'énoncé. Puisque les applications d'adjonction préservent 
les lois de composition, il est clair que H, H', R(= R4 = -'TLfl,) sont des ho- 
momorphismes de groupes. Enfin, les seules implications non bvidentes sont 
H = O + 3C = O et CZH' = O =+ CiH = O. La première se déduit de la 
relation H ( a )  = - i k ( X )  0 R(a) et de l'injectivité en homotopie de l'applica- 
tion i k ( X )  : F k ( X )  + G k ( X ) .  Pour la seconde implication, remarquons que 
l'application Cis est une suspension (i >_ 1) qui admet une rétraction homo- 
topique, en I'occurence C Z g k ( X ) .  Il découle du lemme 2.2.6 que la cofibration 

CiX X EC"Gk ( X )  3 lpC"C(s) est triviale et que Cie admet une section homo- 
topique T : C"(s) + C % ~ X )  vérifiant T o C" + EC"s o C V k ( X )  = idz3c,(x). 
Sachant que CZ@ O CiH = O et que CZgk (X) o Ci H = O ,  on en déduit que 
PH = o. O 

Démonstration du théorème 3.2.4 Considérons un entier i  > 0. 
(a) L'égalité C"(a) = O signifie que les applications c"& 0 E C ~ )  et C2(s  O 
a) = Cis O ZC" sont homotopes. Les applications id : C"P -+ C%p et C% : 
CiX + xiGk(x) induisent ainsi une application entre les cofibres homoto- 
piques de CYQ O Eau) et de Cia que l'on note S : C" Y C i ( ~ k ( X )  U,,,x,r 
epS1). Considérons alors le diagramme suivant : 

Par le lemme des cinq, le composé := zigk O S induit un isornorphisrne 
en homologie, c'est donc une équivalence d'homotopie. Le choix d'un in- 
verse homotopique <-' permet de former l'application B o (-' qui consti- 
tue une section homotopique de Cigk (Y) .  En composant S o J- l  par Ci& : 



Ci (Gk (X) ü,,,z,i eP+') + CiGk (Y), nous obtenons une section homotopique 
de Cigk(Y) et il en résulte que nicatY < k .  

(b j  Supposons que oicatY 5 k et soit S : C" Y EiGk(Y) une section 
homotopique de CQk(Y). Étant donné la coiinexit6 de Fk(Y), la fibration 
gk(Y) est une ( q ( k  + 1) - 1)-équivalence, sa ième suspension est donc une 
( q ( k  + 1) - 1 + 2)-équivalence. Puisque dirn(C2X) < q(k  + 1) - 2 + i, I ' a p  
plication CZgk(Y) induit une bijection [C iX ,  C"GY)] + [CiX, ET] .  De la 
relation Cigk(Y) O C%k(k(j) O C% s ZCij N Cigk(Y) o 5 O Ci j  il découle que 
les composées CiGk ( j )  O Lis et 3 o Gij  sont homotopes. Nous obtenons ainsi 
xeGx(j)  O C L H ( a )  = z G k ( j )  O ~"Crug - s O a)  = CiGGr(j) o Ci(--s O a)  = 
-5 O C" O Zia: = O. De CiGk (j) O CiH(a) = O il nous reste à déduire que 
z i H ( a )  = O. Pour cela distinguons deux cas : 

(i = O) Dans la proposition 3.2.7 ,  nous avons montré que H ( a )  = -ik(X)o 
%(a) avec 3t (0) E xP(Fk(X)). L'égalité Gk ( j )  O H ( Q )  = O implique donc 
ik(Y) O F k ( j )  O %(a) = O. Puisque l'application ik(Y) est injective en ho- 
rnotopie , il vient Fk ( j )  o %(a) = O. D'après la Prop 3.1.2 (ii) l'application 
?(Fk ( j ) )  est injective et nous pouvons conclure. 

( i  2 1) Notons C(s) la cofibre homotopique de s et Q : Gk(X)  -+ C(s) 
l'application induite. De même notons fi : CiGk(Y)  -+ C(S) l'application 
induite dans !a cofibre de S .  Puisque CGr ( j )  o CG s N O Xi j ,  il exist'e une 
application .llj : P C  (s) -+ C(H) telle que $ O CQ z ë 0 EiGk ( j ) .  

L'égalité C"Gx( O .EiH(a) = O nous donne ainsi q!~ O C"o .EiH(cu) = O. Mon- 
hrons que Ci ~ ' ( a j  = Cieo LiH(a)  est nul, de la proposition 3.2.7 il découlera 
que C"(a) = O et l'énoncé sera démontré. Remarquons que C" O C%H( E 
T ~ + ~ ( C %  (s)). Par la proposition 3.1.2, l'application CiC(Gk ( j ) )  -t SP+"+' in- 
duite par C"gk (X) et CiSk (Y) donne en homologie un isomorphisme jusqu'au 
degré p + q - 1 + i. Il en est donc de même de sa section homotopique induite 
par Cas et i. Puisque q 2 2, il en résulte que la cofibre homotopique de S, 
est au moins p + i + 1 connexe et que est une (p + i + 1)-équivalence. 



L'application induite par en homotopie est donc injective dans le degré 
p +  i et C i e o  C i H ( a )  = 0. O 

3.3 Exemples 

Dans la section précédente, nous avons ramené la détermination de la 
occatégorie d'un espace X U ep+' au calcul de classes d'homotopie. Nous 
disposons ainsi de divers outils pour calculer : quelques relations entre les 
classes d'homotopie qui permettent parfois de réduire le calcul à celui de 
classes connues, la suite EHP iorsqu'il s'agit d'applications cu : S P  -+ SQ 
et un invariant de Hopf "grossier" dont nous commençons par donner la 
définition. 

Soient X un espace de catégorie k et s : X -+ Gk(X)  une section de 
gk ( X ) .  

Considérons l'application d'identification qk+~ : (Xk+l,  Tk(X) )  -+ ( x ( ~ + ~ ) ,  *) 
et not'ons ijk+' : F k ( X )  -+ QX(~+')  l'application induite : 

q k + l  

Fk (X) ---+ ox(k+l) 
O k ( - V  1 I 

Tk(X) --- * 
j k ( W  1 

9k+l 

I 
xk+l - x(k+1) 

Pour étudier les variations de wcat, Berstein et Hilton introduisent un ho- 
momorphisme H : ?i,(X) -+ T ~ + ~ ( X ( ~ + ' ) )  appelé invanant de Hopf grossier 
et défini par R(a) = (qk+l), 0 Y(@). Ils montrent que si H ( Q )  = O alors 
w c a t ( X ~ ,  epfl) 5 k et que la réciproque est vraie si dim(X) < q ( k +  1) - 2 cf 
[4]. Via l'isomorphisme T ~ ( F ~  (X)) ?iptl ( X k + l i  T' (x)), I'hornomorphisme 
H peut s'interpréter comme le composé (ijk+' O 3t)b = (qk+l)b O ,EX. Rappe- 
lons que CI, : C k ( X )  -+ x(~+') désigne l'application induite entre les cofibres 



de gk (X)  et j k ( x )  et que CH1(a) E ?I,+~ ( C k ( X ) )  (cf 3.2.6) 

Gk (X) 71 T~ (x) . . 

si, ( X )  /.i'(X) 1 4 k + 1  x - xk+1 

Proposition 3.3.1. H ( u )  = ck O CH'(cu) 

Démonstration. Considérons le diagramme suivant dans lequel les deux 
premières colonnes sont des suites de cofibrations homotopiques et 1 : CFk (X) + 
C k ( X )  est l'application induite 

Fk (X)  2 Gk (X) -%- T~ (x) 

La composée ck o l : C F k ( X )  --+ x("~) est l'application induite par yk o 

i n ( X )  E Bk(X), elle est donc homotope à ( G ~ + , ) ~ .  Nous obtenons ainsi 
H ( a )  = ck 01 o CX(a).  Par ailleurs, nous avons déjà remarqué (3.2.6) que I'ap- 
plication CQ : CGk(X) + CC(s) - Ck(X) est une rétraction homotopique du 
connectant 6 : Ck(X) -+ C G k ( X ) .  Il résulte de cette remarque et de la pro- 
position 3.2.7 que ~ ( a )  = ckoC~06010C31(a) = c k o C ~ o C i k ( X ) o C U ( a )  = 
c k  O Ce O CH(a )  = s O CH1(a). • 

Comme conséquence, nous obtenons 

Corollaire 3.3.2. Pour tout i 2 1, C* = O implique Ci-'H = 0.  

L'invariant H est plus grossier mais en même temps plus facile à calculer. 
En particulier, lorsque X est une sphère, il coïncide avec la suspension de 
l'inyariant de Hopf originel. Plus prkcisément : 



Considérons une application a! : SP + 5 ' 4 .  NOUS avons déjà signalé que 
l'application : S* -+ CRS9 N Vn>' sn(q-')+l s'identifie à l'invariant de 
Hopf composé défini par Hilton [ 2 2 ] .  En particulier, si l'on note h, : CRS4 N 

VmZi srn(q-l)+l -+ sn(q-')+l la projection canonique et H, la composée h, o 

~ a f l  alors Hl est l'identité et Ifi est l'invariant de Hopf classique. De plus, 
nous avons les relations : 

- H = O si et seulement si H f  = 0, 

- si H = O alors H, = O pour tout n > 2, 
- H = CH2 (cf [22]). 

Par exemple, si 7 E 7r3 (S2) désigne l'application de Hopf alors H2(q) = id. 
Il en résulte, par raison de dimension, que H ( q )  = LZ où L~ : ~ ~ ( q - ' ) + '  -+ 
V,21 s*('-')+' est l'inclusion. 

formule de composition 
Par définition, pour a : SP -+ X la classe H ( a )  mesure le défaut de commu- 
t ativité du diagramme suivant : 

Si l'on considère, à présent, une application ,B : 5'"" SP, alorsj en composant 
les défauts de commutativité dans le diagramme suivant, 

nous obtenons la formule de composition similaire à celle démontrée par 
Hilton [22]  : 

En particulier, si P est une application de CO-H-espace, H ( a  O P )  = H ( a )  O B. 

Calculons à présent les invariants oicat sur quelques exemples. Nous uti- 
lisons, pour les éléments des groupes d'homotopies des sphères, les notations 
de Toda 1441. 
Exemple 1. Considérons Yl = S3 U, e7 où a = V I  f 7r6(S3) est un élément 
d'ordre 4. Cet espace vérifie : 



e k ( x )  = 1, wcatK = 2 et Vz > O aieat(Yl) = 2. 

Démonstration. Un modèle d'Adams-Hilton de = S3 UV! e7 est donné 
par l'algèbre graduée différentielle T ( x ,  y) ,  dz = dy = 0, 1x1 = 2,I y1 = 6. Ce 
CW-complexe a donc même modèle d'Adams-Hilton que le wedge S3 V S7. Il 
en résulte (cf section 1.3) que ek(Y)  = ek(S3 V S7) = 1. Montrons à présent 
que aicatYl = wcatYl = 2. Puisque l'espace Y a deux cellules il est déjà 
clair que ces entiers sont majorés par 2. Considérons la suite EHP pour la 
2-localisation de la sphère S3 : 

La suspension E : T ~ ( S ~ ~ ) )  -+ T ~ ( S ~ ! ~ )  étant un isomorphisme, le morphisme 
H2 est surjectif. En conséquence, il existe un élément x E 2 / 4 2  non nul tel 
que H z ( z .  v') = 7 où 77 E ns(S5) est une suspension itérée de l'application de 
Hopf S3 4 S2. La classe &(ut)  est donc stablement non nulle. Par le corol- 
laire 3.2.5 nous obtenons aicatX > 1 pour tout i > O et par [4] wcatY > 1. C-i 

Exemple 2.[17] Soit & = S3 Ua el8 OU a. = ~3 o ~ 1 1  O vlq E 7r17(S3) est un 
élément d'ordre 2. Gilbert a prouvé que C H 1 ( a )  = O cependant qce H1(a) $; 
0. Il s'ensuit que Y2 est un espace vérifiant : 

Vi 2 1 oicat(&) = wcatYz = 1 et a0cat(Y2) = catY2 = 2. 

Exemple 3. Considérons Y3 = S2 U, el0 où û. E r9(S2) est un élément 
d'ordre 3. Cet espace a déjà été étudié par Gilbert 1171 et, récemment, Iwase 
a prouvé qu'il constitue un contre-exemple à la conjecture de Ganea [23]. 

Démonstration. L'application de Hopf 7 : S3 -+ S2 induit un isomor- 
phisme entre les groupes d'homotopie .irg(S3) et rg(S2). L'application û. se 

décompose ainsi en S9 6 S3 -% S2 où /? E T Ï ~ ( S ~ )  = 2/32 est un élément 
d'ordre 3. Nous allons prouver que P est une application de co-H-espaces (Le. 
H ( P )  = 0) vérifiant C p  # O et C2/3 = O. La formule de composition nous don- 
nera H (u) = H (q  O P )  = H (q)  O ,O = LZ O p. Il en résultera que l'invariant H (a) 
coïncide avec H 2 ( û )  et qu'il vérifie H(a) # O, CH(cu) # O (donc H(a) # 0) 
et C~H(O) = O pour tout i > 1). Le corollaire 3.2.5 et le résultat de Ber- 
stein et Hilton sur wcat [$][Cor. 3.191 permettent d'en déduire l'énoncé. La 
classe C p  est non nulle car le morphisme de suspension 7;9(S3) + ~ 1 0 ( S ~ )  est 
injectif. En revanche, 7rll(S5) = 2/22 ne contient aucun élément d'ordre 
3 ce qui entraîne C2P = O. Pour proriver que P est une application de 
CO-Hespaces, il s'agit de prouver que la classe H ( P )  E ?I~(COS~), ou de 



façon équivalente H'(a)  E n 9 ( ~ f i S 3 / S 3 ) ,  est nulle. Pour cela, nous allons 
montrer que le groupe 7rg(CRS3/S3) ne contient pas d'élément d'ordre 3. 

W 

Calculons ce groupe : 7rs(X?S3/S3) = 7rg( V S2n+1) = 7rg(S5 V S7 V S9).  
n=2 

Grâce à l'équivalence d'homotopie S2(X V Y) S1X x StY x R(Ox * i:Y), 
on obtient que 7rg(S5 V S7 V S9) = r9 (S5) @ 7rg(S7) @ 7rg(S9). Finalement 
7r9(CQS3/S3) = 2/22 $ 2/22 $ Z ne possède aucun élément d'ordre 3 et 
H ( P )  = 0. cl 

Remarque. L'inclusion c2 : S3 -+ COS2 factorise à travers la fibre f i(S2) = 
525' * RS2 en LZ = i i (S2)  O (idsz)d * ( idsz)k.  Il en résulte que %(ai)  = 
( idp)N * (idS2)@ O et donc on a également C X ( a )  # O et C2%fl(a) = O. 

Exemple 4. Considérons Y4 = Si V Sz Ua e5 oi1 a E 7r4 (Sa V Si )  est le produit, 
de Whitehead itéré [L,, [L,, des inclusions. Cet espace vérifie 

wcat(&) = 1 et oicat& = ek(&) = 2 pour tout i 2 0. 

Démonstration. L'égalité wcat(Y4) = 1 est prouvée dans [4]. Pour démontrer 
la seconde partie de l'énoncé, if suffit de voir que ek(Y4) = 2. Soit A = 
T(a,  b, e) avec ]ai = Ibl = 1: le  = 4, da = db = O et de = [a, [a, b]]  un modèle 
d'Adams-Hilton de l'espace Y4. Rappelons que ek(Y4) est le plus petit n pour 
lequel (B,A = T<"(sA), D) i, (BA, D) est surjective en homologie (cf sec- 
tion 1.3). Puisque D(sa) = D(sb) = O et D(se) = -sa2b + sba2, il n'existe 
pas dans sÂ d'élément m distinct de se tel que D(se+m) = O. Autrement dit 
H(B1-4) ;t H(BA) = H, (6; k) n'est pas surjective et ek(Y4) > 1. Puisque 
ek(&) 5 catY4 < 2, il en résulte que ek(Y4) = 2. 

Remarque. Y4 est un espace pour lequel CA : CY4 + C(Y4 x Y$) 
se relève dans la suspension du fat wedge cependant que Cg1(Y4) n'admet 
pas de section homotopique. Pour montrer cela, rappelons (cf. chapitre 2 
section 2) que l'espace C(Y4 x Y4) se décompose, via l'équivalence de Puppe, 
sous la forme C(>$ V 1/41 v -C(Y4 x &). En particulier Cj1(Y4) admet une 
rétraction r : C(Y4 x Y4) -+ CY4 V C& et Cq2 : C(Y4 x Y4) + C(Y4 r\ Y4) 
admet une section hornotopique vérifiant j1(Y4) O T + S O Cq2 = id. Puisque 
wratY4 = 1, l'application Cgz O CA est homotopiquement triviale et par 
conséquent r 0 CA est un relèvement de CA. Pourtant Cg1(Y4) n'admet pas 
de section homotopique puisque aicatY4 > 1 pour tout i 2 0. O 



Chapitre 4 

aZ catégorie d'un produit 
d'espaces 

4.1 Introduction 

Les difficultés rencontrées dans l'étude de la LS-catégorie se manifestent 
dès l'examen des propriétés de base. Ainsi, il n'est pas facile de déterminer la 
catégorie d'un produit d'espaces connaissant celle de chaque facteur. Cette 
question déjà étudiée par Fox 1131 a été au centre de nombreux travaux que 
nous rappellerons dans ce chapitre et n'a toujours pas trouvé une réponse 
complète, Bien-sûr, le problème du p r ~ d u i t  se pose également pour les ap- 
proximations de la catégorie. Dans cette perspective, nous nous intéressons 
aux nombres o k a t ( X  x Z ) ,  ahcat(X x 2) et, de façon intermédiaire, à 
o ica t (X  x Z '3 X). En 1941, Fox démontre que la LS-catégorie du pro- 
duit de deux espaces X et Z connexes par arcs est majorée par la somme de 
leur catégorie respective Il31 : 

Dans la section 5 ,  nous démontrons : 

Théorhne 4.1.1. Soient X e t  Z deux espaces connexes par arcs. Alors, 
pour tout i > 0 ,  

oicat(X x 2) .< aicatX+aicatS; 
* ahcat (X x Z '3 X )  < oicatX + oicatZ. 

En particularisant les espaces X et 2, il est possible d'améliorer ce résultat. 
Ainsi, l'éga,lité eQ(X x 2) = eQ(Xj  + eq(Z), prouvée par Toomer [45] pour 
les éspaces 1-connexes de type fini, combinée au théorème 2.4.1 montre que, 



pour X et Z 1-connexes de type fini et pour i > 1, on a oicat(xQ x ZQ) = 
o%atxQ + a%atZQ. Le cas i = O, cat(XQ x ZQ) = catXQ + catZQ, est 
également vrai et provient d'un théorème récent de Y. Félix, S. Halperin et 
J.-M. Lemaire [9] associé au résultat fondamental de K. Hess [21]. Dans ce 
contexte, nous obtenons 

Théorème 4.1.2, Soient X et Z deux espaces 1-connexes de type fini. Alors, 
pour tout i > 1, 

Un deuxième cas particulier consiste à supposer que l'un des espaces est 
une sphère. L'égalité cat(X x Sm) = catX i- 1 a longtemps été l'objet d'un 
problème ouvert connu comme étant la conjecture de Ganea. Très récemment, 
Iwase [23] a donné un contre-exemple à cette conjecture. Dans le cas de la 
oi-catégorie, nous obtenons les inégalités suivantes : 

Théorème 4.1.3. Soit X u n  espace connexe par arcs. Pour tout i > O et 
tout m 2 1, 

~ ~ + ~ c a t ~  + 1 5 oicat(X x Sm) 5 oacatX + 1; 
Cri+m catX + 1 < &cat (X x Sm '3 X) < g i c a t ~  + 1. 

Corollaire 4.1.4. Soit X u n  espace connexe par arcs. Pour m. 2 1, 
acat(X x Sm) = acatX + 1; 
oAcat(X x Sm '3 X) = ~ c a t X  + 1; 
aacatX + 1 5 ancat(X x Sm). 

À l'origine de la conjecture de Ganea, dont nous détaillerons les différents 
éléments de réponse dans les sections 2 et 3, se trouvent l'exemple des espaces 
de Moore que Fox exhiba pour montrer que l'égalité cat(X x 2') = catX + 
catZ est en général fausse : soient p un nombre premier et n un entier non 
nul, un espace de Moore de type (n,p), noté M ( n , p ) ,  est, par définition, la 
cofibre homotopique d'une application Sn -+ Sn de degré p. Si q est un 
nombre premier distinct de p, l'inclusion M(n, p) V M(n,  q)  7 M ( n ,  p) x 
M(n,  q) est une équivalence d'homotopie. Comme M ( n , p )  et M(n ,  q) sont 
des suspensions ( M ( n , p )  = CM(n - l 'p ) ) ,  il en résulte que cat(M(n,p) x 
M(n, q)) = catM(n,p) = 1 cependant que cat,M(n,p) + catM(q, n) = 2. 
En 1971, ces espaces constituaient les seuls exemples connus pour lesquels la 
catégorie d'un produit differe de la somme des catégories. L'importance de la 
torsion homologique dans ces exemples a conduit Ganea a poser le problème 
suivant [15], connu depuis comme étant la conjecture de Ganeu : 



Soit X un CW-complexe fini et m 2 1 un entier, a-t-on 

Dans la suit.e, nous dirons qu'un espace X uérzfie la conjecture de Ganea 
pour m s'il vérifie l'égalité précédente et qu'il vkrifie la conject.ure de Ganea 
si l'égalité est vraie pour tout m > 1. 

Remarque. Puisque pour les espaces de Moore les invariants o%at et cat 
coïncident, l'exemple précédent nous montre que l'égalité oicat(X x 2) = 
oicatX + aicatZ est en général fausse. 

4.2 La conjecture de Ganea 

Le premier élément de réponse au problème posé par Ganea est dû à 
Singhof en 1979 1397 qui prome qu'une variété M linéaire par morceaux 
(n - 1)-connexe et de dimension d vérifie la conjecture de Ganea pour rn 
pourvu que sa catégorie catM excède + 2. 
À la fin des années 80, la question a été abordée avec les techniques d'ho- 
motopie rationnelle et a trouvé dans ce cadre une réponse complète. Plus 
précisément la conjecture de Ganea est vraie pour les espaces rationnels 
et cela résulte de la combinaison des travaux de B. Jessup [27] et de K. 
Hess [ Z l ]  : B. Jessup établit, pour tout espace X 1-connexe de type fini, 
l'égalité Mcato (X x Sm)  = Mcato(X)  + 1 tandis que K. Hess démontre 
que, pour de tels espaces, les invariants M a t o  et euto coïncident. Notons que 
l'égalité cato (X x 2) = euto ( X )  + cato (2) mentionnée ci-dessus se décompose 
également en une égalité établie pour l'invariant Mcato [9] complétée du 
résuitat de K. Hess. 
Plus récemment Y. Rudyak prouve que la conjecture est vraie pour toute 
variété fermée S-parallélisable ( q  - 1)-connexe et de dimension inférieure ou 
égale à 2qcatM - 4 [36] et J. Strom montre que tout CW-complexe (q  - 1)- 
connexe dont la dimension satisfait d i m ( X )  < q(catX + 1)  - 2 vérifie la 
conjecture de Ganea [$Il. 

La formule produit satisfaite par les invariants oicat (cf théorème 4.1.3) 
nous permet d'énoncer la condition suffisante suivante : 

Proposition 4.2.1. Soit X un espace et m 2 1, 
Si om+lcat(X) = cat ( X )  alors cat(X x Sm) = c a t ( X )  + 1, 
Si acat(X)  = cat ( X )  alors cat(X x Sm) = c a t ( X )  -i- 1 pour tout m 2 1. 



En particulier nous retrouvons la condition de Rudyak [36] : si r ( X )  = 
ca t (X)  alors l'espace X vérifie la conjecture de Ganea. 

Démonstration de la proposition 4.2.1. Les valeurs possibles de cat(X x 
Sm) sont catX ou catX + 1. Pour i = 1, la première partie du théorème 4.1.3 
s'écrit am+'cat(X) + 1 5 alcat(X x Sm) .  En appliquant amslcat (X)  = 
c a t ( X )  on obtient cat (X) + 1 5 crlcat(X x Sm) 5 cat(X x Sm) .  II en découle 
que cat(X x Sm) = catX + 1. Le deuxième énoncé se déduit de la même 
façon du corollaire 4.1.4. C! 

Dans la Proposition 2.2.4, nous avons établi le cas d'égalité suivant : 
Soit X un CW-complexe (q  - 1)-connexe, si d i m ( X )  5 q(catX + 1 )  - 2 alors 
m a t X  = catX. 
Nous retrouvons ainsi le résultat de Strom : 

Corollaire 4.2.2. Si X est un CW-complexe ( q  - 1)-connexe de dimension 
inférieure ou égale a q(catX + 1) - 2, alors X vérifie la conjecture de  Ganea. 

Par exemple, Sp(2) vérifie la conjecture de Ganea. 

Les résultats du chapitre 4 nous permettent de compléter cet énoncé par 
une condition suffisante pour qu'un espace d'adjonction Y = X ~ep+'  vérifie 
la conjecture de Ganea : 

Théorème 4.2.3. Soit X un CW-complexe ( q  - 1)-connexe (q > 2 )  et de 
catégorie majorée par k 2 1. Soit également s : X --+ G k ( X )  une section de 
g lc(X)  et considérons une application a : SP -+ X (p > q + 1). Supposons 
que d im(X)  5 ( k  + 1)q - 2. 

Vm > 1, Si c ~ + '  H (a)  # O alors c a t ( ( ~  u,ep+') x S m )  = c a t ( ~  U, eP") + 1. 

Autrement di t ,  si Cm+'H(a) # O alors l'espace Y = X U, ep+' vérzfie la 
conjectzlre de Ganea pour m. 

Démonstration. Du théorème 3.2.4 et de l'hypothèse CmilH(a) # O nous 
déduisons que um+'cat(Y) > ca t (X) .  Puisque rrm+'cat(Y) n'a que deux va- 
leurs possibles en l'occurence catX et catY,  nous obtenons amslcat(Y) = 
cat (Y) .  La proposition 4.2.1 complète la démonstration. O 

Ce théorème nous permet d'exhiber de nouveaux espaces vérifiant la 
conjecture de Ganea et pour lesquels la condition de Strom n'est pas suf- 
fisante : 



Exemple 5. Considérons ~3 E x ~ ~ ( S ~ )  un élément d'ordre 2. Par 1441 nous 
savons que est une classe stable ce qui implique que l'élément H ( E ~ )  
est stablernent non trivial. Par conskquent, l'espace S3u,, el2 vérifie la conjec- 
ture de Ganea. 

Cependant, comme nous l'avons déjà signalé, la conjecture de Ganea est 
fausse en général. Le premier contre-exemple est dû à N. Iwase [23]. Nous 
le présentons dans la section suivante afin de mettre en évidence le rôle 
tenu par les invariants de Hopf dans l'argument d'Iwase. Depuis, D. Stan- 
ley [40] a const~uit  une série d'espaces qui sont des contre-exemples à la 
conjecture de Ganea et qui permettent, dans le même temps, de former des 
espaces pour lesquels la longueur en cônes introduite par 0. Cornea [5 ]  et 
la LS-catégorie diffèrent. Ces espaces sont de la forme Z = T'(Si) U, es 
où a est une application pour laquelle il existe un entier n grand tel que 
C n H ( a )  # O et Cn+lH(a)  = O. D. Stanley montre que, pour m 2 n + 1' 
on a cat(Z x Sm) = catZ = r .  Le théorème 4.2.3 complète ce résultat en 
établissant que cat(Z x Sm) = ca tZ  + 1 pour m _< n. 

4.3 Exemple d91wase et invariant de Hopf 

Iwase considère l'espace Q = S2 U, el0 où a E r g (S2 )  est un élément 
d'ordre 3 (cf chap 4 ; exemple 3). Cet espace est de catégorie 2 (nous noterons 
SQ : Q -+ GÎ(Q) une section de gz(Q)) et Iwasr montre que, pour tout rn > 2, 

cat (Q x Sm) = catQ = 2. J :  : -9J-Q J I  

Retrasons, sans entrer dans les détails, la preuve d'Iwase [23]. n ; ~  r' Notons j : S2 H Q l'inclusion de S2 dans la cofibre homotopique de a 
/ L 

et s : S2 + G1 (S2) la section de g1 (S2). Rappelons que (cf section 4.1) J,, J:> ; 'P, LJ, 

la composée G l ( j )  O rc O ~ c r e  est horn~t~opiquement triviale. De la relation 
Gl ( j )  o H ( a )  = G,U) O (no Çat - s o a) = -Gl ( j )  o s  o a on tire ie diagramme 
homotopiquement commutatif suivant : e. -4 

Notpns Sm l'élément représentant idsm dans le groupe T ,  (Sm, *) . La construc- --Gr 2 ' b' 

tion du crochet de Whitehead des classes a et Sm donne la somme amaIgamée 
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suivante : 

Par une construction similaire, qui s'avère être une construction naturelle, 
Iwase obtient un diagramme commutatif 

FI (Q) * Sm-' 

Fl (Q)  x CSm-' UF,(Q ~ m - 1  CFI(Q) x Sm-' --+Gi(Q) x Sm U , g x *  Gz(Q) x * 

CFl (Q) x CSm-' 
1 

G,(Q) x Sm 

dans lequel l'application G1 (Q) x Sm UG, * G2 (Q) x * + G2 (X) x Sm est 
l'application issue de la propriété universelle des sommes amalgamées dans 
le diagramme 

G2(Q) + G2 ( Q )  x Sm 

Par naturalité, il vient alors un diagramme homotopiquement commut a- 
tif : 

S9 * Sm-1 . 
( F I  ( j ) o X ( ~ ) ) * S ~ - l  

FI ( Q )  * Sm-' 
l 

Ia,Srn1 l l 





4.4.1. Dorénavant, X est un espace fixé et nous disons qu'un espace Y muni 
d'une application a : Y + X A Y est un X-espace. Une application cp : Y + 
2, entre deux X-espaces (Y, a)  et (2 ,  ,O) est une X-application si ,û o cp E 

(id A cp) O a ,  on note alors cp : (Y, a )  -+ (Z,,O) Cette notion présente un 
caractère stable : si (Y, a)  est un X-espace, alors on peut considérer pour 
tout i > O I'application Ri O C b  : CiY -+ X A CiY et, par suite (ET, & O C h )  
est un X-espace. De même les suspensions itérées Ciq d'une X-application 
y : (Y, a)  -+ (2, ,O) sont aussi des X-applications. 

Tout espace S admet une structure triviale de X-espace donnée par I'ap- 
plication * : S -+ X A S. 
La définition de acata d'une application f : Y i X a déjà mis en évidence 
plusieurs structures de X-espaces construites à partir de f : 

- (Y, At) et ses suspensions itérées (ET,  Ri o c'a,), 
- (G, ( Y ) ,  iirogn et ses suspensions itérées (CiG, (Y), Eiàf,,,yl). 

Dans ce nouveau cadre, le lemme 2.3.4 signifie que, si l'on considère un 
diagramme commutatif à homotopie près 

alors, pour tout i > 0, 1' application Cicp : CiY i CiZ est une X-application 
entre les X-espaces (CiY, R, O C Q ~  et (C", Ri O CiAg),). Par exemple, étant 
donnés un espace Y et une application f : Y i X, les fibrations de Ganea 
g,(Y) : G,(Y) -* Y et leurs suspensions itérés sont des X-applications pour 
les structures de X-espaces décrites précédemment. L'invariant uicat (  f )  est 
alors le plus petit entier n pour lequel l'application Cig,(X) admet une sec- 
tion homotopique de X-espaces. 

Avant de détailler les exemples qui nous serviront ensuite, remarquons 
que la notion de X-application est préservée par composition et par passage 
à l'inverse : 

Proposition 4.4.2. Soient y : (Y, a)  + (2, ,O) et  6 : (2, ,û) + (W, y) deux 
X-applicat?:ons. 
La composée 29 O cp : (Y, a)  -+ (W, y) est une X-application, 
Si cp est une équivalence d'homotopie, alors tout inverse homotopique de (F 

est aussi une X-application. 



Démonstration. La première assertion est immédiate. Démontrons le se- 
cond point, Soit 6 un inverse homotopique de p. Puisque p est une X -  
application, on a ( id  A  y )  o a O ( ̂ : ,B o cp o c  = P. En composant par id A  <, il 
vient a O c 2 (id A 6) O p. 0 

4.4.3. Soient (Y, a )  et (2, ,8) deux X-espaces, le bouquet Y V Z est muni  de 

la X-structure Y V  Z ay (X A Y) v ( X  A Z )  q X A (Y V  2). Ainsi, pour 
qu'une application p V pt : Y V Z -+ Y' V Z t  soit une X-application, il s u f i t  
que cp : (Y, a )  -+ (2, P )  et qt : (Yt ,  a') + (Z', Pt)  soient toutes deux des 
X-applications. S i  (Y, a )  est un X-espace, alors pour tout espace Z ,  Y A Z 
est u n  X-espace pour a A i d :  Y A Z + X AY A Z .  

Les deux propositions suivantes rassemblent les exemples de X-applica- 
tions qui interviendront de façon essentielle dans les démonstrations des 
théorèmes 4.1.1 et 4.1.3. 

Proposition 4.4.4. Considérons une application f : Y + X ,  u n  espace Z 
et la projection prz  : Y x Z -+ 2. Les espaces Y ,  2, Y x Z et Y A Z sont 
munis  des structures de X-espaces respectéves : A/, * : Z + X A 2, A 
et A i d .  Les suspensions itérées e t  les bouquets de ces espaces sont mu- 
nis des structures définies en 4.4.1 et 4.4.9. Compte-tenu de ces structures, 
les applications suivantes et leurs suspensions itérées sont des X-applications 

( i )  les applications R : C ( Y  A 2) -+ Y A  CZ,  L : C ( Y  A Z) -+ CY A  Z et leur 
inverse R-l et L-l ; 
(iz) l'application de pincement v : CY + C Y  V  C Y ;  
(iii) l'application d'identification q : Y x Z -+ Y A 2. 

Démonstration. Puisque la suspension et le passage & l'inverse préservent 
les X-applications, il nous suffit de prouver que chacune des applications des 
points i i j ,  bij, (ii i j  est une X-application. 

( i )  La propriété découle de la naturalité des applications R et L et des rela- 
tions (id 1, A?) O R = R et ( R  A id) û L = (id PI L) o R. 
(ii)  Puisque les suspensions d'applications sont compatibles aux structures 
de CO-H-espaces induites par l'application de pincement, on a v o CAj = 
(CA/ V c & ~ )  O v. Comme, de plus, (id A Y) O R coïncide avec le composé 

( R V R ) o u  
C ( X r \ Y )  -+ X A C Y v X v C Y  E X A ( C Y V C Y ) , o n e n d é d u i t q u e v  
est .une X-application. 
(zii) Les espaces Y x Z et Y A Z sont munis des structures respectives : 



~ f o p r y ( ~ ' ~ )  = f ( ~ )  A (Y,z), ( Y ~ Z )  E Y x 
A r A i d ( y A z )  = f ( y ) A y A z ,  y A z  t Y A Z .  
On a donc clairement (af A id) O q = ( id  A q )  O bf,, . 
O 

Considérons, à présent, le composé suivant noté Q : 
( i d ~ u ) o v  

C ( Y X z )  + C ( Y X Z ) V C ( Y X Z ) V C ( Y X Z )  E p T Y v ~ ' p T Z ~ Y ~ ~ ( Y ~  
2) V CZ. Pour (y,x) E Y x Z et t E 1, 

Cette application est exactement l'équivalence (naturelle) de Puppe que nous 
avons décrite dans le chapitre 2 (section 2, lemme 2.2.6). En particulier, 
l'application Cq : C(Y x 2) + C(Y A 2) admet une section homotopique 
E :  C ( Y A Z )  + C ( Y  x Z ) .  Notons @-' : CY V C ( Y A 2 ) v C Z - i  C(Y x 2) 
l'inverse homotopique de 9 défini par 

q-'i[t, Y ] ,  *, *) = [ t , ~ ,  *] 
*-'(*, [t ,  x A z ] ,  *) = ( ( [ t ,  s A 21) 

*, [t' 21) = [t, *, X] 
et notons H : C(Y x 2) x I --+ C(Y x 2)  l'homotopie entre l'identité et 
m-l O S. 
Proposition 4.4.5. Soient f : Y + X une  application et Z un espuce. Les 
espaces sont  m u n i s  des structures d e  X-espaces  décrites dans la Prop 4.4.4 
L 'application 8 : C(Y x Z)  --+ C X  v C(Y A 2) VCZ, son inverse homotopique 
\k'-l et leurs suspensions itérées sont  des X - applications. 

Démonstration. Par définition, l'application @ est une X-application si 
les applications (R1 o C a f  V Ri o c ( & ~  A id) V *) o \k' et ( id  A Q) o R1 O  CA^.,,, 
sont homotopes. L'application K : C(Y x 2) x 1 -+ (X A CY) V (X A C(Y A 
2)) V (X A CZ) définie, pour (y, z )  E Y x Z et t ,  r E 1, par : 

constitue une homotopie entre ces deux composées. Par conséquent, \JI est 
une X-application et il en est de même de son inverse et de leurs sus- 
pensions iterées. O 



4.5 Démonstrations 

Démonstration du théorème 4.1.1 

r Montrons d'abord que oicat(X x 2) 5 aicatX + aicatZ. Le cas i = O 
est exactement le théorème de Fox [13]. Soit 2 2 1, supposons oicatX < n 
et aicatZ 5 k et notons s x  et s~ des sections homotopiques respectives 
de Cig,(X) et de Cigk(Z). Nous voulons construire, à partir des applica- 
tions sx et s z ,  une section homotopique de (X x 2). Remarquons que 
cat (G, (X) x Gk (2)) 5 n + k ,  cela nous garantit l'existence d'une application 

: G,(X)XGI,(Z) -+ Gn+k(-XxZ) telle que gnik(XxZ)op N gn(X)xgk(Z) .  
La commutativité à homotopie près du diagramme 

dans lequel \I, est l'équivalence de Puppe, permet de réduire le travail à la 
constructiori d'une section homotopique de Zign (x) V ~ y g , ( X )  A gk (2))  v 
Cigk(Z) : si S désigne une telle section, la composée sx,~ := c ~ ~ ~ c ~ - ~ V ~ ~  
S o L'-'il sera une section homotopique de C i g n + k ( ~  x 2) et il en découlera 
que &cat(X x 2) < n + k. Remarquons que l'application zi (g, (X) A g k ( Z ) )  
se déconipose comme suit Ci(g,(X) A gk(Z)) = LI' o (C"n(X) A idz) o Li 0 

RF' 0 (idcn(x) A Ckga (2)) O R, Nous en obtenons une section homotopique par 
la formation du composé sxnz := LT' o (sx A id) 0 Li 0 RI' 0 (id A sz) o Ri. 
Nous complétons cette application par sx et sy sur les autres composantes 
du wedge, autrement dit nous posons S = sx V s x A ~  V sz obtenant ainsi la 
section homotopique souhaitée. 

Pour prouver la seconde inégalité, nous allons "pister" les structures de 
X-espaces dans la démonstration précédente. Plus précisément, supposons 
que o k c a t ( X )  < n et que o%atZ < k .  Cela signifie, en reprenant les nota- 
tions ci-dessus, que les applications s~ : (CiX, R, o CA) -+ (CiG, (X),  R, o 
~i - L Ag,(x,) et sz, : (C", *) + (CGk(Z) ,  *) sont des X-applications (les es- 
paces C'Z et C Z G k ( Z )  étant munis des X-structures triviales, sz est "gra- 
tuitement" une X-application). Il s'agit de montrer que l'application sxxz 
construite à partir de sx et sz est une X-application relativement aux struc- 
tures Ri 0 CQpT, et R, o ~ ~ a ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ~ ( X ~ , q .  Les espaces G,(X) x Gh (2) et 
G,(X)  A Gk(Z)  sont munis des structures de X-espaces respectives 
~ p T X O ( g n ( ~ ) X g k ( ~ ) )  = Agn(~)opTGn(X)  et Agn(x) A i d -  Puisque P vérifie PTX O 



gn+k (X x 2) o ,u E prx O (gn (X)  x gt (Z)), le lemme 2.3.4 entraîne que Eip 
est une X-application. D'autre part, la proposition 4.4.5 nous garantit que 
CiSl et Ci*-' sont des X-applications. Il nous reste donc à montrer que 
S = sx V s x , ~  V s~ possède également cette propriété. Par la proposition 
4.4.4, l'application sx,z = L~:' 0 (sx A id) o Li o R;' a (id A sz) 0 Ri est 
une X-application comme composée de X-applications. Finalement chacune 
des applications sx ,  s z  et s x , ~  est une X-application et il résulte de la X- 
structure associée à un bouquet d'espaces (cf. 4.4.3 que l'application S est 
une X-application. En conclusion, ~ a c a t ( X  x Z '3 X) < n + k .  

Démonstration du théorème 4.1.2 Soient (AV, d) et (AW, d) des modèles 
de Sullivan des espaces X et 2. Rappelons (prop 2.4.3) que, si (AU, d) est 
un modèle de Sullivan d'un espace S ,  alors pour tout i > O, uicat(SQ) 
(resp &catSQ) est le plus petit entier n pour lequel l'application H : 
H(AU, d) -+ H (AU/rl>"U, d) admet une rétraction linéaire (resp de H(AU, d)- 
modules). Montrons que ohcat(XQ x Zq) < oacat(XQ) +oicat(ZQ).  Suppo- 
sons que a ica t (Xg)  5 n et que obcat(Zg) 5 k. Notons rx : H (AV/h>*V) -+ 
H(AV) (resp r z  : H(AW/A>~W) -+ H(AW)) les morphismes de H(AI/)- 
modules (resp H(AW)-modules) dont l'existence est garantie par ces hy- 
pothèses. Le morphisme d'agdc iiv @ n t W  factorise à travers le morphisme 

A(V@W) . 
Tn+k - 

Le morphisme X est un morphisme de (A(V@ W))-modules, il induit donc un 
morphisme de H(A(V $ W))-modules. Par ailleurs, la structure de H(A(V $ 

W))-modules de l'application H ( T ; ~  @ xtw) = H ( T $ ~ )  @ H (n tW)  pro- 
vient du produit tensoriel de la structure de H(AV)-modules de H(T,"') 
par la structure de H(AW)-modules de H ( T ~ ~ ) .  Cela implique, en particu- 
lier, que le morphisme rx @ rz  constitue une rétraction de H(A(V @ W ) ) -  
modules de H ( T ~ ~ )  @ H ( T ; ~ " ) .  Par suite (rx 09 r Z )  0 H ( X )  est un mor- 

A<V@W>)  phisrne de H(A(V $ W))-modules vérifiant (rx €9 rz)  o H ( A )  0 H (T,+~ 

et ohcat (xQ x ZQ) < n + k .  

La démonstration de l'inégalité ohcatXQ +o'catZg < oh cat (XQ x Zq)  est 
une adaptation immédiate d'une démonstration de B. Jessup 1271. Supposons 
que oicatZQ = eQ(ZQ) = k et que aacat(XQ x Zg)  5 n + k .  Puisque 



eq(Zq)  = k, il existe un cocyclr o E A>kW qui n'est pas un cobord. Nous 
pouvons alors considérer l'application AV-linéaire m : AV -+ AV @ AW 
définie par m ( v )  = v @ a. Cette application commute à la différentielle, 
c'est donc un morphisme de AV-modules différentiels. D'un autre côté, soit 
E un supplémentaire de Qa dans h W  i.e. AW = Qa 63 E et considérons 
l'application AV-linéaire p : AV @ AW = AV @J Qa @ AV 8 E + AV définie 
par p (a )  = 1 et p(E) = O. Puisque la différentielle de AV @ h W  est la 
différentielle produit et que a! n'est pas un cobord, l'application p commute 
à la différentielle. C'est donc un morphisme de AV modules différentiels qui 
verifie p o rn = i d .  Par ailleurs, la longueur (de mots) de l'élément a impliqrie 

O m factorise à travers AV/A>"V : que le morphisme rntk 

L'application f i  induite par m est iir, morphisme de AV-modules différentiels. 
Par l'hypothèse oicata ( x ~  x Z g )  < n+k il existe un morphisme de H(A(V63 
W))-modules r : H(A(V @ w)/A>"+'(v @ W)) + H(A(V $ W)) tel que r 0 
H(T;$@*)) = id. Du diagramme ci-dessus, nous déduisons que l'application 

H ( ~ )  O r O H(%)  : H(AV/A>"V) -+ H (AV) est une rétraction de H(AV)- 
modules l ie H ( p k V ) .  Par coi1ù6queiît aacat(Xq)  5 n. 13 

4.6 Produit d'un espace et d'une sphère 

Nous commençons par construire une (n + 1) LS application pour le pro- 
duit X x Sm. 

Théorème 4.6.1. S o i t  X u n  espace. L 'application : G,+~ = ( G n ( X )  x 
Sm) U C(F, (X) x *) -+ X x Sm, qui &tend g,(X) x id  ea envoyant  Ie cSne 
sur le point d e  base, est u n e  (n + 1) LS  application. Au t r emen t  di t ,  i l  existe 
des applications ip : G,+i(X x Sm) -+ G,+~ et y : GnÇl + G,+i(X x Sm) 
telles qze jn+l = gn+i (.Y x Sm) o 7 et grLSi (X x Sm) N g.,.rL+i O 10, De plus, 
les applications cp et y son t  compatibles aux  structures de X -e spaces  indui tes  
par les applications prx 0 gn+i (X x Sm) et p r x  0 fin+l. 

Démonstration. Nous construisons les applications y et cp telles que prx o 
~ n + ~  (X x Sm) 7' P ~ x  0 gn+l et P ~ x  0 gn+i (X X Sm) P ~ x  O gn+i  O (P. Par le 
lemme 2.3.4 elles sont donc des X-applications pour les structures AP7X09n+l 



e construction de cp 
Considérons le diagramme commutatif suivant 

Fn (X x Sv") - Fn (X) x F n  (Sm) i d x *  
' F , ( X )  x * 

Rappelons que g;+,(X x Sm) : Gn(X x Sm) U C F ( X  x Sm) -+ X x Sm 
désigne 17applic.ation qui prolonge g,(X x Sm) en envoyant le cône sur le 
point de base. De la comnriutativité du diagramme ci-dessus, nous déduisons 
l'existence d'une application cp' : C(i,(X x Sm)) = G,(X x Sm) U C F ( X  x 
Sm) -+ G ~ + ~  entre les cofibres homotopiques des applications in(X x Sm) et 
i , (X)  x *. Considérons à prkse~it le diagramme suivant : 

par propriété universelle des sommes amalgamées, l'application 9' vérifie 
ijn+i O cp' ZJ gL+i (X x Sm). Choisissons un inverse homotopique a;:, de 
l'application a,+~ : Gn(X x Sm) U C F ( X  x Sm) Gn+l(X x Sm). Cette 
application vérifie gL+,(X x Sm) O a;:, e gn+i(X x Sm) et, par conséquent, 
9 = ip' O a,, convient. 

construction de y 
Supposons avoir construit des applications p : Gn(X) x Sm --+ @,+l(X x Sm) 
et H : CFn (X x *) + G,+1 (X x Sm) telles que gn+l (X x Sm) o p  = gn (X) x id, 



gn+l (X x Sm) O H = * et telles que le diagramme en traits pleins suivant 
commute 

Notons y : G,+, -+ G,+l (X x Sm) l'application provenant de la propriété uni- 
verselle des sommes amalgamées. Cette application vérifie g,+l (X x Sm) 0 y = 
a,+1 et répond ainsi au problème. Le travail se réduit donc à la construction 
des applications p et H. Pour cela, nous allons remplacer les fibrations de 
Ganea par les fibrations p,(Z) : Pn(Z) 1;. Z obtenues par image réciproque 
des fibrations associées aux inclusions j; : Tn (2) --+ Zn+' (cf Chap 1). Rap- 
pelons qu'un élément de P,(Z) est noté ( z ,  A', . .., An+') où les A" t' sont 
des chemins de Z commençant tous en z et parmi lesquels au moins un ter- 
mine au point base. L'application p,(Z) associe à un tel élément le point x. 
Notons Qn(Z) la fibre de pn(Z). 

En utilisant l'homéomorphisme ( X  x sm)' E X' x (Sm)', un élément de 
Pn(X x Sm) est un couple de n + 2 uplets 

et te1 qu'à une certaine position io, les chemins A" et ,uio finissent tous 
deux en *. Regardons la sphère Sm comme le sous-ensemble de Rm+' défini 
par {(xl, x2, - - - , x ~ + ~ )  E Rm+' 1 C x: = 1) muni du point de base r = 
(1,0,  . . - , O ) .  Considérons les calottes sphériques Co = {(xi, xl, + . , x,+I) E 
Sm 1 x,+1 > -:} et U1 = {(XI, xz, - . , x,,~) E Sm / xm+l < i}. La nor- 
malité de la sphère assure l'existence d'une application continue (exception- 
neiiement non pointée) t : Sm -+ 1, s ++ t ,  telle que t, = 0 sur un voisinage 
de Uo\Uo n Ul, t, = 1 sur un voisinage de Ul\Uo n Ui et t, = 1. Les ouverts 
Uo et Ul étant contractiles dans Sm, il existe deux applications continues 
ho : IUo -+ Sm et hl : Illl + Sm telles que hj( - ,  O) = idu, et hj ( - ,  1) = * 
pour j E {O, 1). Notons pour j E { O ,  l} et s E U,, p j ( ~ )  le chemin h3(s, -) 
commençant en s et finissant au point de base. Notons également T = & 
et m = :. L'application p est définie de la façon suivante 



(x, A', . . ,  A" A 2  -,i, A"+', .., Ani') 

( ~ 7  -., fil(')l ~ ' (s)rnt~-2i)  pO(s), . * ,  pO(s)) 
p((x,  A', .,., An+')] S )  = 

1 
(x, A l ,  . ., Xi, XiS1 X P f l  ~zi+2>r-mtl..)' n+l I ( ($7 ~ ' ( ~ 1 7  --, P'(s) 7 P ' ( s ) ,  7 .-, ~ ' ( ~ 1 1  ) 

où i E {O, 1, ..., n) 

Cette application est continue par construction et  vérifie pn+' (X x Sm) o 
= pn(X)  xid. En écrivant t, = = 2 (q+ l ) r  si n = 2q+1 et t ,  = S = (2q+ 

i ) r  si n = 29, nous obtenons que l'image d 'un point ((*, A', x ~ ,  . ., XTL-bl), *) E 

@,(X) x * par le composé @,(X) x * -+ Pn(X)  x Sm 4 Pn+l (X x Sm) est : 

(*] A', .., XP, Ag+', .., An+l) 
si n = 2q. (*,"..,"1,$ ,.., i " )  

L'application @,(X) x * -+ P,(X) x Sm 4 Pn+l (X x Sm) est homoto- 
piquement triviale et  nous définissons une homotopie H : C(@,(X) x *) = 
C(Qn(X))  + Pn+l (X x Sm) par : 

H([* ,  XI, . ., An+'), T I )  = (*, A:-,, .., A:?:, g, AC:, . . ,  A") pour n = 2q+1 (*," ,.]"i"," . . ,q 
et ,  pour n = 2 q ,  

1 1  
(*, A', .., X P ,  A:';,, Ag+', ,., A"+') 7"Si 

(*, " ..) " G ]  " .., G) 
HU*, A', -., An+'), Tl)  = (*, A:-,,, .., X ,-,,, , ,-,,, ,., ,-,,) An+1 ) r-2;  (*," a . ,  " ,)" .., *) 



Remarque. L'application p : Gn(X) x Sm + G,,i(X x Sm) permet de 
donner une preuve alternative à celle de Fox de l'inégalité cat(X x Sm) 5 
catX + 1. 

Corollaire 4.6.2. L 'application Gn(X) x Sm~GnXGn+l  (X) -+ X x Sm issue 
de la propriété universelle dans le d iagramme 

est u n e  (n + 1) -LS application. 

Démonstration. Par l'équivalence d'homotopie clc,+l, l'application est équi- 
valente au-dessus de X x Sm à l'application Gn(X) x Sm Ucnx (G, (X) U F , ( ~ )  
CF,(X))  --+ X x Sm. Il suffit, pour conclure, de remarquer que cette dernière 
application est exactement l'application ?jn+l décrite dans la proposition 
4.6.1. O 

Démonstration du théorème 4.1.3 
L'inégalité c?%at(X x Sm) 5 aieatx + 1 est déjà étJablie. Supposons que 

cricat (X x Sm) 5 n + 1. En reprenant les notations du théorème 4.6.1, cela 
entraîne que l'application ~ ~ i j , + ~  a une section homotopique 5. Notons, pour 
un espace Z, q~ : Z x Sm + Zr\Sm l'applicatiori d'identification. Considérons 
l'application 4 : G,+, -+ G,(X)  A Sm définie par Q(u) = qc,(x)(u) si u E 

Gn(X) x Sm et q(u) = * si .U E C ( F , ( X )  x *) . Par construction, nous obtenons 
ur, diagramme comrnritatif 

Rappelons que la composée f : C(X A Sm) 9 C X  V C ( X  A Sm) V 

CSm 5' E(X x Sm) est une section homotopique de Cqx (cf section 2). 
Par 'conséquent, I'application (Ciq) O s O E constitue une section homotopique 



de (x )  A i d )  z Pmg, (x)  ce qui implique ~ ~ + ~ c a t ( ~ )  < n. 
11 reste à montrer que o F m c a t x +  1 < ohcat (X  x Sm '9 X). Supposons 

que ohcat  (X x Sm '3 X) < n + 1. Cela signifie que C",+I (X x S m )  admet 
une section homotopique compatible aux structures de X-espaces. Puisque 
l'application p : G,+l(X x Sm) i G,+~ construite dans le théorème 4.6.1 est 
une X-application, on peu: supposer, en reprenant les notations précédentes, 
que ii : Ci((X x S m )  -+ CiG,+i est aussi une X-application. Remarquons que 
le point (2) de la proposition 4.4.4 permet d'identifier les X-applications 
g , (X)  A id et Ci+mg,(X). Pour prouver que o F m c a t x  < n, il s'agit donc de 
montrer que l'application ( Ç i @ ) o ~ o <  est une X-application. Par la proposition 
4.4.5 et des arguments de composition il suffit de voir que ij possède cette 
propriété. À cet effet, rappelons que la structure de X-espace de = 
G , ( X )  x S m  U F I i ( X )  C(F,(X)  x *) issue de g,+i est donnée par 

-- ~ p r , o g n + l  (u) = (gn (X) 0 PTG, ( x )  (u)) A u si u E Gn ( X )  x S m  

- a p r x o y n + l  ( u )  = * si E CFn (X) . 

Vérifions que tj : G, (X)  x Sm U F , ( X )  C(F,(X) x *) -+ G, ( X )  A S m  est une X -  
application : si u E CF,(X) on a (agn(X)   id) oij(u) = (id Aij) oApTxOgnil ( u )  = 
*, et si 21 E G n ( X )  x Sm, on obtient (a,n(X) Aid)  o y ( u )  =  id) oq(u)  = 
(id A q)  ( (g, (X) O prc,(x)) (u )  A u)  car l'application d'identification est une X -  
application (Prop 4.4.4). • 







Chapitre 5 

5.1 Introduction 

Dans 1181 D. H. Gottlieb montre que, pour une fibration F 4 E -% B 
dont la fibre F est une variété compacte, connexe, orientable et  de classe 
fondamentale w E Hn(F; Z), il existe une classe a E Hn(E; 2) vérifiant 
H * ( i )  ( a )  = XF w ,  où XF est la caractéristique d'Euler-Poincaré de F .  Cet 
énoncé constitue le théorème de l'inclusion de la fibre. À partir la classe a,  
Gottlieb définit un transfert qui généralise celui des revêtements : le transfert 
est une application r : H*(E; 2) -+ H* (B; Z) de H* (B; 2)-modules telle que 
la composée r 0 H * ( p )  est la multiplication par X F .  Grâce à l'existence du 
transfert, Gottlieb montre qu'aucun des espaces projectifs RP~", CP" ou 
?3pzn ne peut être l'espace total d'une fibration non triviale de fibre une 
variété. Plus-tard, à partir d'une généralisation de la dualité de Spanier- 
Whitehead, Gottlieb et Becker [2] étendent ce transfert à toute fibration de 
fibre un CW-complexe fini (cf. [29] pour un exposé des travaux de Becker et 
Gottlieb sur le transfert). 

Le but de cette partie est de donner, sous certaines hypothèses, une 
construction du transfert au niveau d'un modèle d'une fibration. 

Soit k un corps commutatif. Nous considérons une fibrstion F f E 3 B 
dans laquelle les espaces E et B sont dans le domaine dlAnick (la définition 
est rappelée dans la section suivante) et  H*(F ;  k) est de dimension finie. L'ap- 

?CI plication p peut aiors être modelée par une KS-extension ( A X ,  d )  -i- ( A ( X  @ 

Y), d). Nous montrons qu'il existe un transfert pour cette KS-extension. Plus 
précisément, nous construisons un morphisme de AX-modules différentiels 
r : (A(X @ Y ) ,  d)  -+ ( A X ,  d) tel que ~ ( x )  = XF ex pour tout x E AX. 
XF # O, le transfert définit une rétraction de AX-modules différentiels du 
morphisme $, et cela nous permet, en particulier, de minorer la catégorie de 
Lusternik et Schnirelmann du rationalisé de E par la catégorie du rationalisé 



de B. De plus, lorsque H*(F;  k) satisfait la dualité de Poinca,ré avec classe 
fondamentale w E H n ( F ;  k ) ,  nous donnons la construction explicite d'un co- 
cycle z E A(X $ Y )  telle que i* ( [~] )  = XF u, [z] désignant la classe de r 
dans Hn(A(X $ Y ) )  = Hn(E; k). 

Avant d'entamer la constriiction du transfert au niveau des modèles, nous 
donnons une rapide présentation des modèles d'une fibration dans le domaine 
d'Anick que nous utiliserons. Kous renvoyons à [Illj 1191 et [34] pour davan- 
tage de détails sur ces modèles. 

5.2 Modèle d'une fibration 

Dorénnavant k est un corps commutatif fixé. L'entier p(k) désigne la 
caractéristique de k lorsque celle-ci est finie et on pose p(k) = co sinon. Les 
k-espaces vectoriels gradués différentiels (evgd), (V, d), sont des k-espaces 
vectoriels Z-gradués T/ = {Vi) i ,z  munis d'une différentielle de degré $1. 
Les bifoncteurs - Bk - et Hornk(-,  -) sont notés respectivement - 8 - et 
Hom(-, -), de même la cohomologie d'un espace S à coefficients dans k est 
notée H * ( S ) .  

Définition 5.2.1. Soit  r _3 1. U n  espace topologique S 1-connexe est dzt r -  
tempéré (ou dans !P d ~ m a i n e  di?nick) si son homologie H , (S}  est concentrée 
en degrés r < i 5 rp(k). 

Lorsqu'un espace S est r-tempéré, l'algèbre graduée différentielle (agd) 
des cochaînes singulières C* (S) est "naturellement" équivalente à une algèbre 
graduée différentielle commutative (agdc) A(S)  : cela signifie qu'il existe une 
chaîne de quasi-isomorphismes d'agd A(S)  D ( S )  C*(S)  et que, bien 
que A ne soit, pas fonctoriel, on peut associer à une application f : S -+ T 
entre deux espaces r-tempérés un morphisme A(  f )  tel que le diagramme 
usuel comrniite 1191. Une fibratinn p : E + B entre deiix espaces r-temperés 
peut donc être modelée par une KS-extension (ou modèle de Sullivan relatif) 

(AX, d)  -% (A(X @ Y } ,  d )  : 

Notons E : (AX, d) + k l'augmentation et 2 la diffkrentielle induite sur 
AY par la projection n- = E @ ~ x  id : A(X û3 Y) + k @,kx A(X @ Y )  = 



AY. Remarquons que le morphisme d'agdc (AX, d) -+ ( A i x  €6 Y), d )  est 
en particulier un morphisme de AX-modules différentiels et que l'algèbre 
A(X @ Y) = AX 8 AY est un AX-module libre. La KS-extension est donc, 
en particulier, une résolution AX-semi-libre (au sens de [Il]) du morphisme 
de AX-modules différentiels (AX,d) -+ (A(X @ Y), d). Puisque AX est 1- 
connexe (i.e. X = X 2 2 ) ,  ce morphisme de AX-modules différentiels admet 
une résolution semi-libre minimale : 

( A X ,  d) - (A(X @ Y), d) - (Au, d) 

\ 4- P l -  

Dans ce diagramme, l'application cp est un quasi-isomorphisme de AX-modules 
différentiels, p est un quasi-isomorphisme d'evgd et p désigne la projection 
E mAx i d H .  "Minimale" signifie ici que la différentielle sur l'evgd quotient 
k Brix H ( A Y ,  d) = H(hY, d) est nulle. Si p : E + B est une fibration 
de fibre F alors I'evgd (AY, d) est quasi-isomorphe à C*(F) ,  autrement dit 
les deux espaces vectoriels H(AY, d) et H * ( F )  sont isomorphes. De plus, 
sous l'hypothèse supplémentaire H,,(k)(E) = O, L. Menichi [34] a montré 
que les morphismes d'algèbres H ( T )  : H(A(X $ Y), d) -+ H (AY, 2) et 
H*( i )  : H * ( E )  --+ H * ( F ) ,  où i : F + E designe l'inclusion de la fibre, 
sont identiques à isomorphisine près ; en particulier les algèbres H(AY, d) et 
H* (F) sont isomorphes. 

5.3 Transfert 

Dans cette partie, nous considérons une fibration F 1 E -$ B dont 
la base et l'espace total sont r-modérés et de type fini. Nous supposons 

également que I&p(k)(E) = O et considérons ( A X ,  d) 3 (A(X @ Y), d) iin 
modèle de Sullivan relatif de l'application p. 

Si la cohomolngie de la fibre H * ( F )  est de dimension finie, on a-ppelle 
nombre de Lefschetx d'une application continue g : F -+ F et on note Ag E k, 
la trace graduée de H* (g), A, = C ( - l ) % r H i ( g ) .  Lorsque g = id, on retrouve 

Z 

la caractéristique d'Euler-Poincaré de F : Aid = X F .  

Rappelons que, si H * ( F )  est de dimension finie, l'application linéaire 
T : Hom(H*(F) ,  k) €3 H * ( F )  -+ E n d ( H * ( F ) )  définie par T((  @ h) (h f )  = 



(-l)lhllh'i[(ht)h pour h, h' E H * ( F )  et F E Hom(H*(F) ,  k) est un isornor- 
phisrne. En particulier, si (e i I iEI  est une base de H " ( F )  et si on note 
sa base duale, l'élément C (-l)eilëi @ e i  E Hom(H'(F),  k) @I H* (F) ,  appelé 

i EI 

élément universel, a pour image l'identité de H * ( F )  : ~ ( C ( - l ) l ~ ' i è ~ @ e ~ )  = id. 
i E I  

Le nombre de Lefschetz de g s'écrit alors A, = C(- l ) l ea~6 i (~*(g ) (e i ) )  = 
i E  I 

C(-l)leiiev (ëi @ H*(g)  (ei)) où eu : Hom(H* (P), k) 8 H* ( F )  -+ k désigne 
zEI  
l'application d'évaluation. 

Th6orème 5.3.1. Considérons une application continue f : E -+ E telle 
que p O f = p et notons f : F -+ F sa restriction à la fibre. Si H * ( F )  est 
de dimension finie, alors il existe un morphisme de AX-modules différentiels 
r : ( A ( X  @ Y), d) + (AX, cl) dont la restriction à AX est Eu multiplication 
par le nombre d e  Lefschetz de f : r O $(z) = Ai - x, z E AX. 
En particulier, si Ai # O, le morphisme T) : (AX, dj + (A(X $ Y ) ,  d)  admet 
une rétraction de AX-modules diflérentiels. 

Avant d'entamer la preuve, examinons le cas de la fibration triviale F -+ 
F 4 *. L'espace F est ici dans le domaine d'Anick, nous pouvons en considérer 
un modèle de Sullivan (AY, d). Le transfert est alors le morphisme d'evgd 
T : (AY,d) + k défini par ~ ( 1 )  = XF 1 = et ~ ( y )  = O si y E A+Y. 
Décrivons-le d'une façon un peu plus compliquée mais qui guidera le cas 
général. Considérons la résolution k semi-libre minimale de k -+ (AY, d) 
donnée par k -+ (H* (F), O) î (AY, d). Notons - le produit de H * ( F )  et 
{eiItEI une base de l'espace vectoriel H * ( F ) .  En notant {ëi),EI la base de 
Hom(H*(F) ,  k) associée, on définit le transfert r en posant : 

Autrement dit, si rj : k -+ End(H*(F))  est définie par ~ ( 1 )  = id: le transfert 
est le composé 

H * ( F )  E k @ H * ( F )  "1: E n d ( H * ( F ) )  @ H * ( F )  T2d 
i d @ H * ( f ) @ i d  

H ~ r n ( f J r * ( F ) ~  k) @ H * ( F )  @ H * ( F )  + 
H o m ( H * ( F ) ,  k) @I H*(F)  @ H* (F) '3 l iom(H*(F) ,  k) @ H * ( F )  k. 

Remarquons que cette description utilise de façon fondamentale l'élément 
universel et le produit de H * ( F ) ,  La preuve du Thkorème 5.3.1 consiste à 
adapter cette construction au cas général. Les rôles de k et H * ( F )  seront res- 

. pectivement tenus par (AX, d) et par un AX-module différentiel de rang fini 
(AX @ K, d). Les bifoncteurs - @ - et Hom(-, -) seront remplacés par les 



bifoncteurs - mAx - et HomM(-, -) qui, à deux AX-modules différentiels 
(M, dM) et (N, dN),  associent les AX-modules différentiels (M @NI N, d) 
et (HomAx ( M ,  N) , D) . Leurs différentielles sont respectivement définies par 
d(m C3~x n) = dhlm @AX n + (-l)lmlm @AX d ~ n  et  Df (m) = d ~ ( f  (m)) - 
(-1)lfl f (dMm) pour m t M ,  n E N et f E H o r n ~ ~ ( M ,  N). Rappelons 
que si ( M ,  d M )  et (N, dN) sont deux AX-modules différentiels libres comme 
AX-modules non différentiels (Ad = AX 8 K, .N = AX €9 K t )  il en de 
même des AX-modules différentiels ( M  BAx N, d) et ( H o m ~ x  (Ad, N ) ,  D) : 
ces AX-modules sont eri effet respectivement isomorphes aux AX-modules 
libres AX 8 K @ K' et AX @ Hom(K, K') . 

La proposition suivante nous garantit l'existence d'un élément universel. 
La démonstration est une adaptation directe du cas classique. 
Proposition 5.3.2. Si (Ad, d) = (AX @ K, d)  est un AX-module diflérentiel 
de rang fini, alors 1 'application SAX : (HornAx (AX C3 K ,  AX) BAx AX €3 
K, d) + (EndAx (hX@K) ,  D) définie, pour z, w E hX BK et f E HomAx(AX@ 
K;  AX), par % (f @AX z )  (w) = (- l)'IIWl f ( w )  - z est un zsomorphzsme de 
AX-modules d.iSférentiels. 

Rappelons que les cocycies de (Endnx(AX 8 K), D )  sont les morphismes 
de AX-modules différentiels. En particulier l'identité est un cocycle et étant 
donnée une base, nous pouvons former dans HomAx (AX @ K, A X )  @Ax AX 8 
K un cocycle "universel" de la faqon suivante : 
Soit { O i ) i E i  une base de K et {bi 1 i E 1) c HOTIL(K~ k) sa base duale, 
alors {pi = 1 C3 hi 1 i E 1} c AX @ K et {,Bi = id @ bi 1 i E I )  C 
Homax(AX@ K, AX) constituent respectivement des bases des AX-modules 
AX 63 K et HomAx(hX 8 K ,  hX) .  L'élément ~ ( - 1 ) I ~ ~ l , 8 ~  Pi dont l'image 

i 
par TAX est l'identité est alors un cocycle, appelé cocycle "universel". 

Le deuxième ingrédient nécessaire pour notre construction du transfert est 
un "relèvement" du cup-produit de la fibre. Plus précisément nous utiliserons 
l'énoncé suivant : 
Proposition 5.3.3. Soit (AU, d) -+ (A(U fB V), d) une KS extension et 
considérons sa résolution (AU, d)-semi-libre minimale 

(AU, d) --+ (A(U 63 V ) ,  d) (Av, 4 

(AU 8 H (AV, d),  d) ---%- (H (AV, d), O) 

Notpns v le produit de H = H(AV,  2).  Alors, il existe un morphisme de AU- 
modules diifférentiels p : (AU @ H AU @ H i  dj -+ (AU @ H, d) rendant 



commutatif .le diagramme suivant : 

Dérnonstrat ion. Notons respectivement rn et m' les multiplications des 
algèbres A(U $ V) et AV. L'application AU 8 H @ AU @ H 3 A(U $ V) 8 
A(U @ V) A(U @ V) induit un morphisme de AU-modules différentiels 
m : (AU 63 H AU €3 H ,  d) -+ (A(U $ V), d). Puisque le module AU @ 

H mhU AU 8 H est un AU-module différentiel semi-libre, il existe, par le 
lemme de relèvement [2] un morphisme de AU-modules différentiels p : 

(AU @ H AU @ H, d) -+ (AU 8 H, d) et une application AU-linéaire 
6 : A U @ H B ~ ~ A U @ H  + A(U$V) de degré -1 tels que cpop-m = dB+Qd. 
Notons ,CL le morphisme d'evgd kmAUp : ( I I @  H, O) -+ (H, O).  Montrons que ,G 
est exactement le produit de H et l'énoncé sera démontré. Puisque 8 est AU- 
linéaire, l'application 7r O 6 induit une application 0' : H @ H --+ AV de degré 
-1 telle que 7r O 19 = O' O ( p ~  p). On vérifie facilement que 8' est une homotopie 
entre les morphismes d'evgd @ O jl et m' O p 63 i.e. (o O j2 - m' O @ €3 @ = 26'. 
Soit q : (AV, d) + (H, 0 )  une rétraction d'evgd de p, q O = id. On obtient 
donc p - q O rn' O cp @ $5 = q d ~  = O. 11 suffit, pour conclure, de remarquer que 
Ie produit de H est exactement le coniposé q o m' û (@ @ $3). 0 

Démonstration du Théorème 5.3.1. Rappelons que $ : (AX,d) -+ 
(A(X $ Y), d) est un modèle de Sullivan relatif de la fibration p : E -+ B. 
Notons E : AX -+ k l'augmentation. Considérons la résolution AX-semi-libre 
minimale du morphisme de $ : 

1L 
( A X ,  d)  ---- (A(X @ Y), d) A (Ay ,  d) 

(AX @ H(AY, d), d) -!-+ (H(AY, d) ,  O) 

II suffit de construire un morphisme de AX-modules différentiels r : (AX @ 
X, d) 4 (AX, d) tel que r(x) = Aies pour z E AX. D'après 1341, on sait qiie 
les morphismes d'algèbres H* (T )  et H* (i) coïncident, en particulier l'algèbre 
H (AY, 4 est isomorphe a H* (F). On note donc H = H(AY, d) = H * ( F )  et - le produit. L'application f : E -+ iF: induit un morphisme de AX-modules 
différentiels : AX 8 H -+ AX @I H. La projection de CI? sur H ,  k @hx a, 
s'identifie à l'application linéaire ~ * ( f )  induite par la restriction de f à la 



fibre. Soit {eijiE1 une base de l'espace vectoriel H et (ëi)i,I sa base duale. 
Les ensembles { E ~  = 1 @ ei 1 i E 1) et (2; = id @ ëi 1 i E I )  constituent alors 
des bases des AX-modules AX @ H et HomAx (AX €3 H ,  AX). Nous allons 
construire le transfert à partir du cocycle "universel" C(-l)IL'lÈi @nx E i .  

i E i  

Notons (aij) la matrice de <P dans la base ( E ~ )  Remarquons que (5Qi j )  

est exactement la matrice de ~ * ( f )  dans la base {ei} et que, pour rai- 
son de degré, on a aii = &aii pour tout i. À l'aide du niorphisme p : 
AX 8 H @Ax AX 8 H -+ AX 8 H construit dans la proposition 5.3.3 
pour la KS extension $ : (AX, d)  -+ ( A ( X  @ Y), d), on définit l'applica- 
tion T : I\X @ H -+ AX par T ( X  €3 h) = 5 . C ( - l ) ' E i ' ~ i ( p ( @ ( ~ i )  @AX h)) 

i EI 

pour a: E AX et h t H. En utilisant l'égalité d(x(- l ) IEiki  @AX E ~ )  = O, il 
i E  I 

est facile de voir que T commute à la différentielle. L'application T est ainsi 
un morphisme de AX-modules différentiels qui, de plus, vérifie pour x E AX : 

T ( x @ ~ )  = x . T ( ~ )  = z.C(-I )l ' i l i (@(~~)) = x . C ( - - l ) I & i i ~ ~ ~  = x . C ( - l ) / ~ i l ~ @ ~ ~  = 
z i i 

x C(-l)Ie 'I~@ii = Ai X. 
2 

En notant SQ le rationalisé de l'espace S, nous obtenons comme conséquence 
du théorème 5.3.1 : 

Corollaire. Soit F -$ E 3 B une Ebration dans laquelle tous Les es- 
paces sont 1-connexes et du type d'homotopie d'un CW-complexe de type fini. 
Si H * ( F ;  Q )  est de dimension finie et si XF # O alors catEg 2 catBQ. 

Fixons pour le reste de cette section k = Q.  Tous les espaces 1-connexes 
et ayant le type d'homotopie d'un CW-complexe de type fini sont ainsi dans 
le domaine dlAnick. Rappelons que Félix et Halperin [8] ont caractérisé la 
LS-catégorie dil rationalisé d'un espace de la façon suivante : 
Soit S un espace 1-connexe du type d'homotopie d'un CW-complexe de type 
fini et soit (AU, cl) un modèle de Süllivan de cet espace. Considérons, pour 
tout n 2 O, un modèle relatif de la projection (AU, d) -+ (AU/A>nU, d) : 

j (ACT, d )  --+- (AU 8 .AVi d)  (IW/A'nU, d)  

Alors [8] catSQ est le plus petit n E N pour lequel j admet une rétraction 
d'agcd. Dans [21] K.  Hess montre que ceci est équivalent à l'existence d'une 
rétraction de AU-modules différentiels. 

Démonstration du corollaire. Soit (AX, d) 3 (A(X @ Y), d) i?n modèle 
(sur Q) de la fibration p. Supposons catEQ < n, et considérons un modèle 



de la projection 

(A(X ei Y ) ,  d) ( A ( X  @ Y )  @I Al, d )  -% ( A ( X  @ Y)/h>"(X @ Y ) ,  d)  

et r : (AX @ AY 8 AV, d )  -+ (A(X $ Y), d) une rétraction de AX @ AY 
modules différentiels de l'application jl . Considérons également 

(AX, à) --!L (AX @ hW, d) -$+ (AX/A>nX, d, 

un modèle de la projection et 

l'application d'agdc induite par $. Nous obtenons ainsi le diagramme corn- 
rnutatif en traits pleins suivant 

b 

X @l 1- 
AX CZI AW, ( A X / P n X ,  d) 7 (A(X @ Y ) / P n ( X  @ Y ) .  d )  

dans lequel toutes les applications sont des morphismes de AX-modules 
différentiels et q51 est un quasi-isomorphisme surjectif. Par le lemme de re- 
lèvement [2], il exist,e un morphisme de AX-modules différentiels X tel que 
q51 o X = $' O q52. Soit maintenant T : (AX 8 AY, d) -+ ( A X ,  d) le transfert 
construit dans le Théorème 5.3.1 vérifiant r O $ = XF. Puisque XF # 0, 
formons le composé i = $7 O r O A.  Cette application est un morphisme de 
AX-modules différentiels e t  vérifie F o j2 = i dAx ,  par conséquent catBQ < n. 

5.4 Inclusion de la fibre 

Rappelons la définition suiva,nte : 

Une algèbre graduée connexe A de dimension finie satisfait la dualité de 
Poincaré pour w E An si An = w - k, A>n = O et si la multiplication de A 
induit une forme bilinéaire non dégénérée P : A @ A -+ A k où I est 
l'application linéaire définie par I(w) = 1 et I(ACn) = 0. 
L'application v : A -+ Hom(A,  k) définie par v(a) (5) = I(a.b) est alors une 
application linéaire bijective de degré -n. 



Si (biIiEJ est une base homogène de l'espace vectoriel gradué A, on note 
(b,'IiEJ sa base duale pour la dualité de Poincaré P. L'élément bt vérifie 
deg(b,*) = n - deg(bi)  et P(bl 8 bj)  = bij. L'application v transforme la base 
{bt ) en la base duale de {bi) pour la dualité linéaire i.e. v(b:) = 6;. 

Pour une fibration F -+ E + B daris laquelle la cohomologie de la fibre 
satisfait la dualité de Poincaré, nous montrons que cette dualité s'étend en 
une dualité entre un modèle de E et son dual comme module sur un modèle 
de la base. Nous nous servons ensuite de cette dualité pour démontrer dans 
notre cadre le théorème de l'inclusion de la fibre et  en déduire la construction 
d'uri morphisme de transfert. 

Considérons à nouveau une fibration F -$= E 4 B dans laquelle la base et 
l'espace total sont r-tempérés et de type fini. Supposons que HTp(k ) (E)  = O 

et notons (AX, d) -% ( A ( X  8 Y ) ,  d )  un modèle de Sullivan relatif de l'ap- 
plication p. Considélrons également la AX résolution semi-libre minimale du 
morphisme $ 

( A X ,  d )  - (A(X @ Y ) ,  d )  A (AY, d) 

\ PI- P l -  
(AX @ H ,  d )  (If, O) 

où H = H @-Y, 2) = H ~ F ) .  

Théorème 5.4.1. Supposons que H = H * ( F )  satisfait la dualité de Poin- 
caré pour la classe w g H n ( F ) .  Notons IAx : AX (r;3 H + AX l'application 
définie par I A X ( x  8 h)  = (-l)lzlnx . I ( h )  et p le relèvement du produit de H 
(cf Prop 5.3. CI) .  Alors 
(i) L'application unx : AX @ H t Homnx (AX 8 Hl A X ) ,  définie par : 

est une bijection de AX-modules diflérentiels de degré -n. 
(iz) Pour toute application f : E -+ E vérifiant p o f = p il existe un cocycle 
z E AX 8 H tel que P ( Z )  = ilf . w où f est la restriction de f à la fibre. 
De plus, vAx ( z )  : AX @ H -+ AX est un transjert 2.e. vAx ( x )  est un mor- 
phisme d e  AX-modules différentiels tel que v.hx(z)(z) = Ai.  x pour x e AX. 

Démonstration. (il Notons Pm le composé AX @ H Bhu AX @ H -$ 
AX @ H '3 A X .  Pour raison de degré IAx est une application différentielle, 
PAX et u ~ x  sont donc des applications de AX-modules différentiels. 
Pour montrer que v~~ est bijective, nous montrons qu'elle transforme une 



base en une base. Soit {ei}i , Io, . . ,~)  une base de H telle que eo = 1, e~ = w et 
ei / _ < j  ej 1 pour i < j. Notons ~i = 1 @J ei les éléments de la base de AX @ H 

correspondante. 
La commutativité du diagramme 

nous donne les relations suivantes : 

Soit {e:) la base duale de ei pour la dualité de Poincaré. En suivant le 
procédé de Gramm-Schmidt, nous const;ruisons une base { E : }  du AX-module 
libre AX @J H telle que ~f = 1 @ ei + C aij E; où aii E A+X et telle que 

j>i 

PAX(&: ghX & j )  = Sij. Les ES sont définis par récurrence par EN = 1 @ e h  et 
 EN-^ = 1 B e>-k - Phx(l €3 ehvk Brix E ~ - ~ )  . E>-*. Par ailleurs, notons 

i < k  
Ei = id @ ëi l'image de la forme linéaire Z i ,  duale de ei, par l'isomorphisme 

cd 

canonique Hom( H ,  k) => Hûmhx (AX 8 H ,  AX). Les é!émentç {Ei) forment 
une base de Nornnx(AX 8 H,  A X ) .  L'image de ES  par vnx est exactement 
Ëi ce qui signifie que l'application vhx transforme une base en une base. Le 
point (i) est donc démontré. 

(22) L'application f induit un morphisme de AX-modules différentiels @ : 

(AX @ H ,  d )  --+ (AX 8 H, d) dont la projection sur H s'identifie à l'appli- 
cation linéaire ~"(7) induite par la restriction de f à la fibre. Notons ( Q i j )  

la matrice de Q, dans la base {ci). Rappelons que (dij) est la matrice de 
H* (f) dans la base {ei) et que &CDii Qii E k pour tout i. 
Nous cherchons un cocycle z E AX 8 H tel que p(x j  = A? . W .  Remar- 

N 
L'élément ~ ( - l ) I C ~ i @ i i ~ f  @ ~i est un cocycle car il est l'image inverse du 

i=O 
cocycle @ par la bijection différentielle TAX O (vAX @ id) : AX @ H @AX 

AX @I H -+ EndAx(AX @ H ) .  Puisque p cornmute à la différentielle z = 



C(-l)IE'l@ii,u(~: @ E ~ )  est également un cocycle. Ce cocyde vérifie p ( t )  = 
i 

Af . LJ et répond donc à la question. Son image par u ~ x  est également 
un cocycle i.e. un morphisme de AX-modules différentiels v ~ x ( x )  : (AX @I 

H ,  d )  + (AX, d). Vérifions que vAX(z)  est un transfert : soit x E AX, on a 
vnx (2) (x) = (- l ) l x l Y ~ ~ ( z ) I ~ -  vAX (1) = x . I~~ O ~ ( C ( - I . ) I ~ ~ ~ @ ~ ~ ~ ( E ~  Q ) E ~ )  81) = 

2 

2 .  ~ ( - I ) ' ' ~ ' @ ~ ~ P ~ ~ ( E ~   BE^) = A - .  f X. O 
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La catégorie de Lusternik-Schnirelrnann d'une variété minore le nombre 
de points critiques d'une fonction différentiable. A partir de ia suite de fibra- 
tions utilisée par Ganea pour caractériser la catégorie d'un espace X,  nous 
introduisons une suite décroissante d'entiers, oicatX, s'intercalant entre l'in- 
variant e de Toorner et la catkgorie. Pour un espace rationnel, aicat et e 
coïncident mais ils different en général. 
A la manière de Berstein et Hilton, nous étudions le comportement de 

aicat lors d'un attachement de cellule et montrons qu'il est fonction d'une 
classe d'hornotopie, appelée invariant de Hopf, déterminée par l'application 
d'attachement. Des comparaisons de oicat avec des approximations déjà 
connues de la catégorie sont données à travers plusieurs exemples explicites. 

Nous étudions ensuite la ai-catégorie d'un produit et obtenons en parti- 
culier ai+"catX + 1 < aicat(X x Sm) 5 aicatX + 1. Nous en déduisons des 
conditions suffisantes pour qu'un espace X vérifie la conjecture de Ganea, 
i.e. cat(X x Sm) = catX + 1. Nous obtenons également une condition suf- 
fisante en termes d'invariant de Hopf et pouvons ainsi exhiber de nouveaux 
espaces vérifiant la conjecture de Ganea et pour lesquels les résultats récents 
de Rudyak et Strom ne s'appliquent pas. Nous considérons également une 
version de aicat enrichie par 1'applicat)ion diagonale et la caractérisons pour 
les espaces rationnels. 

Dans une seconde partie, nous cokstruisons le transfert de Becker et Got- 
tlieb d'une fibration au niveau d'un modèle aigébrique. Nous en déduisons 
que la catégorie rationnelle de l'espace totai majore celle de la base lorsque 
la caractéristique d'Euler-Poincaré de la fibre est non nulle. 


