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Résumé :

Cette these est consacrée a I'étude de propriétés telles que existence, unicité ou er-
godicité des solutions de trois types d’équations différentielles stochastiques liées a la
Mécanique Statistique ; il s’agit de ’analyse de modélisations par une dynamique aléatoire
de systemes finis ou infinis de particules en interaction sur le réseau Z%, d > 1.

Dans un premier temps, nous traitons l'ergodicité de diffusions browniennes fini - dimen-
sionnelles dont la dérive est le gradient d’une fonction h appelée hamiltonien. Grace a
leur propriété de récurrence au sens de Harris, ces processus sont ergodiques, i.e la loi
du systeme dynamique aléatoire converge en temps infini vers un état d’équilibre qui ne
dépend pas des conditions initiales. De plus, la limite est identifiée comme 'unique mesure
de Gibbs associée au hamiltonien h.

Dans le chapitre suivant, nous généralisons cette problématique a des diffusions browni-
ennes de type gradient a valeurs dans R?*, donc infini-dimensionnelles. Celles-ci n’étant
plus récurrentes, nous exhibons des conditions suffisantes que doit satisfaire le hamiltonien
de la dérive pour qu’il y ait ergodicité du systeme, que 'interaction entre les coordonnées
soit a portée finie ou infinie. Notre méthode consiste a démontrer que le semi-groupe de
la diffusion est un opérateur exponentiellement contractant sur ’ensemble des fonctions
lipschitziennes. Quand elle existe, la limite ergodique est 'unique mesure de Gibbs, a
support régulier, associée au hamiltonien. Nous illustrons nos résultats théoriques par des
exemples issus de modeéles importants en Mécanique Statistique.

Dans le dernier chapitre, nous considérons la classe de diffusions a valeurs dans R% dites
de Ginzburg-Landau. Elles modélisent, en chaque site du réseau Z¢, ’évolution d’un flux
de courants aléatoires créés le long des arétes orientées ayant pour origine ce site. C’est
un type de modele conservatif pour lequel nous prouvons existence et unicité des solutions
dans certaines conditions de régularité des coefficients. Enfin, nous exhibons une famille
(paramétrée par les fonctions harmoniques sur Z?) de mesures de Gibbs invariantes pour

un exemple classique de dynamique de Ginzburg-Landau.

Mots clés : diffusion brownienne infini-dimensionnelle, ergodicité, modele de Ginzburg-

Landau, mesure invariante, mesure de Gibbs.

Classification AMS : 60H10, 60G60, 60K35, 60K60, 60J60




Title :

Some properties of infinite-dimensional diffusions related to Statistical Mechanics

Summary :

This thesis is devoted to the study of some properties (like existence, uniqueness or
ergodicity) of the solutions of stochastic differential equations related to Statistical Me-
chanics ; they are modelization of random dynamics of infinite particle systems on the
lattice Z2.

We first state the ergodicity of finite-dimensional Brownian diffusions when the drift
is the gradient of a Hamilton function, denoted by h. Thanks to their Harris recurrence
property, these processes are ergodic, that is the law of the dynamical system converges
for infinite time to an equilibrium state which does not depend of the initial conditions.
Moreover this limit distribution is identified as the Gibbs measure associated to the Hamil-
tonien A.

In the next chapter, we study the ergodicity of gradient diffusions but now in an
infinite-dimensional situation, i.e when the configuration space is RZ". Usually, they are
no more recurrent, then we have to state conditions on the Hamilton function & in order to
obtain the convergence to equilibrium. Since the limit distribution is the unique invariant
measure for the dynamics, we deduce that the set of regular Gibbs measures associated to
h contains at most one element (in other words, this is no phase transition). We illustrate
our results with some examples.

In the last chapter, we consider the class of infinite-dimensional Ginzburg-Landau dif-
fusions. These processes modelize at each site of the lattice Z? the sum of the currents of
magnetization with neighbour sites. We prove existence and uniqueness of these conserva-
tive diffusions under regularity conditions of the coefficients. Then, we present a family of
Gibbs measures - indexed by harmonic sequences on Z? - which are invariant for a typical

examples of Ginzburg-Landau dynamics.

Keys words :
[nfinite-dimensional Brownian diffusion, ergodicity, Ginzburg-Landau dynamics, invariant

measure, Gibbs state.
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Chapitre 1

Introduction générale



1 Introduction générale

Ce travail est consacré a I’étude de certaines propriétés de solutions d’équations différentielles
stochastiques infini-dimensionnelles ayant un lien avec la Mécanique Statistique. Plus
précisément, il s’agit de diffusions dont le terme martingale est brownien et dont le terme
de dérive est le gradient d'une fonctionnelle d’énergie appelée hamiltonien. Les solutions
de telles équations différentielles stochastiques modélisent ’évolution aléatoire de systémes

infinis de particules en interaction forte.

La Mécanique Statistique est un domaine a la frontiere entre la Physique théorique
et la théorie des Probabilités. Elle est fondée au début du 19° siecle, suite au contraste
entre la grande complexité de la structure microscopique de certains systemes physiques
et la relative simplicité de leur structure macroscopique, décrite a ’aide de certaines fonc-
tionnelles (énergie, entropie ...). Ce contraste, point de départ des travaux de Maxwell,
Boltzmann et Gibbs, va conduire ceux-ci & poser la question :

Etant donné un systéme infini de particules soumises a un potentiel d’interaction,
quelle est la (ou les) mesure(s) de probabilité sur l’espace des configurations appropriée(s)
pour décrire le phénomene physique d’équilibre?

Le postulat de Boltzmann-Gibbs y répond :

Une fois fizé un volume fini A et connaissant parfaitement [’état du systéme a {’extérieur
de A, la probabilité d’un état dans le volume A est proportionnelle a la fonction exp(—ha),
ot hy est la fonction hamiltonien sur A définie par 'interaction.

La Mécanique Statistique s’est donc fixé pour objectif d’expliquer le comportement macro-
scopique ou global de systemes infinis de particules en interaction & partir de leur structure

microscopique.



L’étude mathématique rigoureuse des systeémes gibbsiens, description mathématique
naturelle de I’état d’équilibre d’un systeme physique constitué d’un grand nombre de com-
posants en interaction, a débuté dans les années 1960 avec les travaux de Dobrushin (1968),
Landford et Ruelle (1969) qui introduisent les concepts de base. Donnons un apergu de
ce formalisme. On note S ’ensemble au plus dénombrable permettant d’étiqueter les
composants du systeme, ou encore l'ensemble des sites. On note £ ’ensemble décrivant
les états possibles de chaque composant, i.e. 'espace dans lequel les spins prennent leurs
valeurs. Une configuration du systéme est la donnée de la valeur du spin en chaque site
de S, c’est-a-dire qu’un état particulier du systéme est décrit par un élément w = (w;);es
de lespace produit ) = E¥, appelé espace des configurations.

Un état typique d’équilibre ne correspond pas a des configurations équiprobables puisque
les spins interagissent entre eux. D’ou la nécessité d’introduire une fonction quantifi-
ant ’énergie potentielle et la fonction hamiltonien A, somme de toutes les contributions
énergétiques. Intuitivement, a ’équilibre, pour un volume fini A et une configuration
extérieure n € E*° fixée, une configuration de E* apparait avec une probabilité qui est
une fonction (exponentiellement) décroissante de son hamiltonien. On est donc amené a
définir une famille cohérente I1%(d¢/n) de noyaux de probabilité indexée par l'ensemble
des parties finies A de S et par les configurations extérieures n € E*°. Elle est appelée

spécification de Gibbs associée a I’hamiltonien A et vaut :
X (d¢/n) == Zx(n) exp( = Bha(n))m(dl), ¢ € B,y EY

ou l'on a supposé que

Zi(n) = [, exp(=Bha(Cnm(dl) < +oo.
3 est U'inverse de la température du systeme, (7 est la concaténation des états ( € E* et
n € EA°, et m est une mesure de référence sur E.
Une mesure de Gibbs est alors une solution du probleme suivant, dit de D-L-R :
Eriste-t-il une mesure p sur §0 admettant comme lois conditionnelles par rapport a la
tribu canonique la famille de spécifications introduite ci-dessus; Ou encore satisfaisant le

systéme d’équations : uIll® = u, pour toute partie A finie de S?

Dans cette these, E = R et S = Z%. Nous adoptons une approche "dynamique” de
certains types de mesures de Gibbs, c’est-a-dire que nous exhibons celles-ci comme mesures

d’équilibre - limites ergodiques ou mesures invariantes -
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Voici le propos du deuxieme chapitre de la theése : nous partons d’une équation
différentielle gradient stochastique fini-dimensionnelle pour laquelle nous montrons ex-
istence et unicité de la mesure d’équilibre, qui est une mesure de Gibbs. Pour ce faire,
nous utilisons la propriété de récurrence au sens de Harris de la diffusion. La méthode
que nous utilisons pour montrer ['unicité de la mesure d’équilibre s’appuie sur les travaux
d’auteurs tels que Khas'minskii (1960), Revuz-Duflo (1969), Ichihara-Kunita (1974) et
Varadhan (1980).

Le troisieme chapitre de cette these est 1'étude du comportement asymptotique en
temps d’un systeme infini-dimensionnel, limite spatiale de ceux introduits au chapitre 2.
On considere donc une équation différentielle gradient stochastique infini-dimensionnelle
admettant une unique solution a valeurs dans un sous-espace de RZ". Nous exhibons
des conditions suffisantes satisfaites par I'interaction, supposée a portée quelconque, pour
obtenir 'ergodicité c’est-a-dire la convergence de la loi au temps ¢ de la diffusion vers une
unique mesure d’équilibre, indépendamment de la configuration initiale. Dans la littérature
récente, I'ergodicité (dans L? ) de processus de diffusion découle de 'hypercontractivité du
semi-groupe associé. Par opposition, le critere d’ergodicité que nous utilisons est partic-
ulierement simple : il se base sur la contractivité du semi-groupe quand il agit sur 'espace
des fonctions lipschitziennes.

Nous concluons ce chapitre en constatant que nous avons en fait obtenu des conditions
suffisantes sur une classe d’interactions pour qu’il y ait unicité des mesures de Gibbs as-

., . . . . . . . N d
sociées, ainsi construites comme limites ergodige diffusions & valeurs dans R%".

Dans tout ce qui précede, les spins sont définis sur les nceuds du réseau Z%. Le modele
de Ginzburg-Landau étudié dans le quatrieme chapitre est défini en chaque site de Z¢
comme la résultante de variables aléatoires dites courants aléatoires, définis le long des
arétes ayant pour sommet ce site. La dynamique stochastique de ce modele est plus
complexe que les précédentes car elle fait intervenir a la fois des opérateurs discrets et
continus.

Notons qu'il existe plusieurs modeles dits de Ginzburg-Landau, dont la particularité est
la dépendance entre les arétes. Celui que nous considérons généralise le modele utilisé par
Fritz (1987a, 1987b, 1989).

Nous démontrons - ce qui semble étre absent de la littérature existante - existence et



unicité de la solution, qui est obtenue comme divergence discrétisée de la solution d’une
équation auxiliaire.

Puisque le modele de Ginzburg-Landau est conservatif, il ne peut y avoir unicité des
mesures d’équilibre. Dans un cas particulier important, nous donnons explicitement une
famille de mesures de Gibbs, paramétrées par l'ensemble des suites harmoniques de 24,
qui sont toutes des mesures invariantes pour un méme processus de Ginzburg-Landau.
Malheureusement, la question de savoir si toutes les mesures invariantes sont de Gibbs

reste, entre autres, un probleme ouvert.

10



Chapitre 2

Limite ergodique d’un systéme gradient
fini-dimensionnel

11



2 Limite ergodique d’un systeme gradient fini-dimensionne

2.1 Introduction

" Dans les années 50, I’étude de la limite ergodique de processus de diffusion fini-dimensionnels
a attiré 'attention de nombreux auteurs.

En effet, avant 1955 les travaux de Fortet et Mourier font état de théoremes limites des
chaines de Markov (cf. Fortet & Mourier (1953)).

Puis, ces résultats sont étendus aux chaines de Markov récurrentes au sens de Harris et
a valeurs dans un espace mesurable quelconque par certains auteurs notamment Harris
(1956), Orey (1939) et Khas’minskii (1960).

Revuz et Duflo (1969) ou Ichihara et Kunita (1974) vont a nouveau utiliser les résultats
précédents afin d’étudier les propriétés ergodiques de processus de Markov a temps con-
tinu.

D’autre part, Varadhan (1980), en utilisant le générateur infinitésimal du processus so-
lution d’une équation différentielle stochastique, obtient des résultats de type ergodicité.
Cette derniere approche est a la base de ce chapitre, méme si la démarche que nous em-
pruntons n’est pas tout a fait identique a celle de Varadhan.

Notons que certains auteurs, notamment Fritz utilisent les techniques entropiques pour
montrer 'ergodicité de diffusions gradient puisque l'entropie relative de la loi de la diffusion
au temps ¢ par rapport a une mesure de référence est une bonne fonction de Liapounov:;
plus précisement le carré de la distance en variations entre deux mesures est majoré par

deux fois I’entropie le I'une par rapport a 'autre (majoration due a Pinsker).

Donc dans ce chapitre, aprés avoir fait quelques rappels sur les équations différentielles
stochastiques, nous décrivons l’évolution aléatoire d’un systeme fini de particules, puis
nous montrons que cette diffusion admet une mesure invariante et qu'elle est récurrente
au sens de Harris. Et enfin, nous démontrons son ergodicité. La méthode que nous util-
isons est une compilation de différents résultats déja connus.

Cette exposition a pour but de montrer la spécificité des techniques fini-dimensionnelles
que nous ne pourrons pas généraliser aux équations différentielles stochastiques de dimen-

ston infinie.

Soit (2, F, P) un espace probabilisé complet sur lequel sont définies toutes les variables

12



aléatoires de ce chapitre.
Notations
Sur un espace & normé on définit :
e P(X) 'ensemble des mesures de probabilité sur X',
e C(X) 'ensemble des fonctions continues sur X
e Cy(X') 'ensemble des fonctions continues et bornées sur X
e C*(X) 'ensemble des fonctions n fois contintiment différentiables sur X.

o C'(X) l'ensemble des fonctions n fois continiment différentiables et bornées ainsi

que toutes ses dérivées sur A.

o CI(X) 'ensemble des fonctions n fois continliment différentiables et a support com-

pact ainsi que toutes ses dérivées sur X
e Pour z,y € R” on note z.y leur produit scalaire dans R”,

e On désigne par |- | la norme ¢*(R") c’est-a-dire pour @ = (21,...,2,),
n
EIEDIEAL
=1

e on note || - || la norme ¢*(R™) c’est-a-dire

uxuq]ix?.

e et pour f,g € L*(R™,dz) on note (f, g) leur produit scalaire habituel dans L*(R™, dz).

2.2 Equations différentielles stochastiques fini-dimensionnelles

Dans cette partie, nous donnons des conditions suffisantes assez faibles pour obtenir

U'existence et 'unicité de la solution forte d’une équation différentielle stochastique.

Soient T > 0 et
[0,7] x R* — R"

o : [0,T] x R* —» R""

13



des fonctions mesurables.
Soient B = (B(t))»o un mouvement brownien n-dimensionnel, F;, ¢t > 0, la tribu en-
gendrée par les (B(s)) o et ¢ une variable aléatoire, a valeurs dans R”, indépendante de
B. B

On considérera des équations différentielles stochastiques n-dimensionnelles de la forme

o) { dX(t) = o(t, X(2))dB(t) + b(t, X (t))d¢

X(0) = =z

Le vecteur b est la dérive et la matrice o est le coefficient de diffusion et z € R" est

la condition initiale déterministe de (X(¢)); .

Définition 2.2.1

Sur lespace (2, F, B), un processus Y = (Y(t))i>0 est dit solution forte de [’équation
différentielle stochastique (2.1) s’il satisfait :

1) Y est (Fy)iyo-adapté;

2Y(0) =z ps

3) [ Nots, s / 165, Y (s))]I?ds < o0 ot [lo]* = T4 0%

/) Y(t _1+/ ).dB(s +/ (s, Y (5))ds

soit encore pour z =1,...,

Yi(t) = +/ ZO’U (5,Y(s Bj(5)+/0t bi(s,Y (s))ds

Quand b et o ne dépendent pas du temps on dit que I'’équation différentielle stochastique
(2.1) est homogene en temps.

e théoreme suivant nous donne des conditions suffisantes d’existence et d’unicité de la
solution forte d’une équation différentielle stochastique. Nous I'énoncons dans le cas ho-

mogene en temps puisque dans la suite c’est le seul cas qui nous intéresse.

Théoréme 2.2.2

Solent
b : R*" - R”

o . Kn ___)Ran

des fonctions mesurables telles que :

14



() il existe des constantes a # 0, ¢ € R pour lesquelles pour = (z4,...,2,) € R"
(2.2) z.b(z) < allz|® + ¢,

(11) les fonctions b et o sont localement lipschitziennes; ¢ ’est-a-dire, pour tout R > 0, il

existe une constante Kp telle que pour tout |[z]| < R et ||y|| < R

(2.3) llo(z) = a(y)ll + [[6(z) — b(y)ll < Ka(l + [z —yl)-
Alors ’équation différentielle stochastique (2.1) admet une unique solution forte a trajec-
toires continues .

Exemple 2.2.3 (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck)
Le processus vectoriel d’Ornstein-Uhlenbeck (0.U) est la solution de ['équation différentielle

stochastique linéaire de Langevin

(2.4) {dX(t) = dB(t) — L.X(t)dt

X(0) = zeR"

avec L une matrice carrée d’ordre n. [l est donn€ par : pour tout t > 0,
t

X(t)=elz 4+ e“Lt/ el*.dB(s)
0

On verra dans le chapitre 3 une généralisation infini-dimensionnelle de ’équation (2.4).

On rappelle maintenant le caractere markovien des solutions.

Notons @ la loi du processus (X ())¢>0, solution forte de I'équation différentielle stochas-
tique (2.1) ou o et b satisfont les hypotheses (2.2) et (2.3).

Les propriétés suivantes montrent la régularité de la solution forte par rapport a son état

initial. Cela va jouer un grand réle dans le paragraphe suivant.

Proposition 2.2.4
Soit f € Cy(R™). Alors, pourt > 0, l'application

z = T f(2)EQ*[f(X)EE[f(X.)/ Xo = 2]

est continue (Continuité de Feller).

De plus, pour tout T temps d’arrét fini Q° — p.s, et pour tout t > 0,
QU (Xewr)[Fo] = Q [F(X)].

15



(Proprieté forte de Markov).

Dans le cas gradient étudié par la suite, le processus vérifie une propriété plus forte que

la continuité de Feller, que nous définissons ci-dessous.

Définition 2.2.5
On dit que le semi-groupe (1}), satisfait la propriété forte de Feller si pour toute fonction

f mesurable bornée, l'application z — T, f(x) est continue.

Nous allons maintenant décrire le systeme gradient qui nous intéresse dans ce chapitre.

2.3 Description de la dynamique gradient

On se fixe comme espace d’états = C([0, +oo[, R"), I'espace canonique des fonctions con-
tinues sur Ry & valeurs dans R*, F la o-algebre canonique associée. Soit B un mouvement
brownien n-dimensionnel. On considere 1’équation différentielle stochastique suivante, ap-

pelée équation différentielle stochastique gradient |

dX(t) = dB(t) - ;Vh(X(t))dt ,t>0
{ X({0) = z€R"

olt V désigne l'opérateur gradient et h une fonction réelle définie sur R", contintiment
différentiable.

Coordonnées par coordonnées le systeme (2.5) s’écrit :

dX;(t) = dB;(t) —iVi;h(X(t))dt ,t>0,1=1,...,n
(2.6) °
‘X—,(O) = z; €R
Dans le cas ol la fonction h vaut h(z) = L||z||?, on reconnait 1'équation différentielle

stochastique (2.4) dont la solution est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Dans tout ce chapitre, on se place sous les hypotheses suivantes.

Hypotheses
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H,) il existe des constantes a > 0 et ¢ € R telles que pour tout & = (z1,...,2,) € R

. Vh(z) > a|lz]|* + ¢

H,) la fonction VA est localement lipschitzienne sur R™.
Sous les hypotheses (Hy) et (Hs) il est clair que les conditions (2.2), (2.3) du théoréme

tion forte fellerienne (X (¢)):»0 & trajectoires continues. La loi de ce processus de diffusion

est notée Q*.

Dans le reste de ce chapitre, on notera (X (t))¢>0 la solution de I'équation différentielle

stochastique (2.5) sous les hypotheses (H;) et (Hy).

Apres avoir introduit la dynamique, nous allons aborder la propriété de récurrence du
processus (X(t))¢>0, entrainant la grossiereté de la tribu asymptotique, puis 'ergodicité

du processus vers 'unique mesure invariante.

2.4 Existence d’une mesure invariante et
propriété

de récurrence au sens de Harris

Définition 2.4.1
Une mesure de probabilité p sur R™ est dite invariante sous [’action d’un semi-groupe

(T})i>0 st et seulement si pour tout f € Cy(R") et pour tout t > 0,
W(HE [ Tf(@) ulde) = [, £(@) plde)Eu()

On s’intéresse au semi-groupe (1}):>0 associé au processus de diffusion (X(¢)):>0 solution

du systeme gradient stochastique (2.5), défini pour f € Cy(R") et z € R" par
T.f (=) EELF(X(1)/X(0) = 2 ¥Q* (£(X(1))).
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Remarque 2.4.2
Pour f € C}R") la fonction (z,t) — T,f(z) est deux fois continiment différentiable en
r € R" et continiment différentiable en t > 0; de plus,

5, .
ath(x) = AT f(z) = T:Af(2) ,
ot A est le générateur infinitésimal de la diffusion (X(t))i>0 . Donc une mesure de prob-
abilité p sera invariante sous Uaction du semi-groupe (Ty); si et seulement si pour tout
FECHR) et t >0,

S TiAS(@) aldz) = 0,

ou encore

Jow Af(2) p(dz) =0.
Soit i la mesure sur R™ définie par

(2.7) w(dz) = %exp(—h(m))dm,

ou la constante de renormalisation Z = /R" exp(—h(z))dz.
On se place de plus sous 'hypothése suivante :
Hj;) La constante de renormalisation /I-R" exp(—h(z))dz est finie.

Les mesures de probabilité de la forme de u sont dites de Gibbs.
Remarquons que dans le cas ot n = 1, 'hypothése (H;) entraine (Hj), ce qui n’est plus

vral pour n > 2.
Nous montrons dans le théoréme suivant que cette mesure p est invariante sous ’action
du semi-groupe (T});.

Théoreme 2.4.3
Soit y la mesure de probabilité sur R définie par p(dz) = % exp(—h(z))dx. Alors, u est

invariante sous laction du semi-groupe (T3), associé au processus de diffusion (X(t))eo -

Démonstration :

Le générateur infinitésimal A du processus de diffusion (X (%)):;>0 est donné par :
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pour tout f € CZ(R"),
1
Af = 5(Af = V£.Vh)

oit A est I'opérateur laplacien. En intégrant par parties, pour f € C?(R") on obtient :
(2.8) /Rn Af(z)exp(—h(z))dz = /R" V f(2).Vh(z)exp(—h(z))de

Puisque u est une probabilité el que f ainsi que ses dérivées sont a support compact,
chaque membre de 1’égalité (2.8) est finie. Alors

Jon AF() () = l/R (Af(2) = Vf(2).Vh(z)) 2™ exp(~h(x))d = 0.

2

Par la densité de C2(R™) dans C?(R"), cette derniére égalité reste vraie pour tout f €
CZ(R").

Ce qui acheve la démonstration du théoreme. |
Analysons maintenant la propriété de récurrence au sens de Harris du processus (X (¢))>0 -
Celle-ci présente un caractere crucial pour I’étude de 'ergodicité de (X (¢))i>0 puisqu’elle

entraine la trivialité de la tribu asymptotique comme on le verra a la section 2.5.

Définition 2.4.4
1) Le processus (X (t))i>o est dit récurrent au sens de Harris s’il existe une mesure
finie v telle que pour tout borélien F' de R", le fait que v(F') > 0 entraine que pour tout
r € R",

([ 1r (X(0)dt = 0) = 1;
¢'est-a-dire que le processus (X (t))i»o , issu de x, passe un temps infini dans F' avec une
probabilité 1.
2) Une mesure de probabilité invariante v est dite extrémale si elle ne peut se décomposer
en combinaison linéaire non triviale de deux différentes mesures de probabilité invariantes,

c’est-a-dire
(1/ = (1l =ty +trvy, 0 <t <1 etvy,vades probabilités z'nvariantes) = (v =uv; = 1n).

Proposition 2.4.5
Le processus (X(t))i>o , solution de l’équation différentielle gradient stochastique (2.5),

est récurrent au sens de Harris.

19



Preuve : ( inspirée de Duflo & Revuz (1969) et Ichihara & Kunita (1974) )

L’ensemble des mesures de probabilité invariantes sous ’action du semi-groupe (7;) forme
un convexe non vide noté M car il contient la mesure de probabilité x définie en (2.7) .
Il existe dans ce convexe M; une mesure v qui est extrémale, car d’apres le théoreme de
Krein et Milman (cf. Dunford et Schwartz (1958), p.440) M coincide avec ’enveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux. Pour cette mesure extrémale v, on montrera

d’abord
(z) Qf(fom 1p (X(2))dt = oo) =1, pour tout € supp(v); puis,

(17)  que (2) reste vrai pour tout x de R" par la technique de densité du support dans

R™.

Puisque la mesure v est extrémale, par le théoreme ergodique de Birkhoff-Khintchine (cf.
Cramér-Leadbetter (1967), p.151 ), on a la convergence de la fonction %fOT Ip(X(t)) dt

vers v(F) > 0 quand T tend vers I'infini et ceci Q¥- presque slirement, ou
Q¥ [ 0v(do).

Puisque le borélien F' est de mesure v strictement positive, cette convergence est possible

si et seulement si

Q"( /Om Ir (X(2))dt = o0) = 1,

sinon on aurait v(F') = 0.

La mesure v admet une densité ¢, continiment différentiable, par rapport a la mesure de

Lebesgue :

v(dz) = ¢(z)dx

(cf. Azéma et al. (1967) ); donc supp(v) = supp(@).
Posons wu(z) = Q’”(fo‘x’ Ip (X(t)dt = oo), pour tout = € supp(v). La fonction u est

mesurable et bornée.

Puisque
- Qr(/o Ir (X(¢))dt = oo> v(dz) =1,
alors on a la fonction u(z) = 1 pour v-presque tout z.
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Montrons ensuite que la fonction u est invariante sous I'action du semi-groupe (7});

Tau(e) = Q7(u(X ( )

= Q*(Q O Jr uF (X(s))ds = o0))

= Ql<ft Ip (X(s))ds = )

= Q*(f U (. )dt o) = u(z).

Puisque le coefficient de diffusion de la dynamique que nous considérons est une matrice
identité, alors (7T}), satisfait la propriété forte de Feller, c’est-a-dire I'application Tiu(z)
est continue en z, (cf. Ichihara & Kunita (1974) Lemme 5.1). Donc la fonction u l'est de
meéme. Ainsi, u(z) = 1 pour tout z € supp(¢) car u(z) = 1 pour v-presque tout z et u est

continue.

On va maintenant montrer que () reste vrai pour tout € R". Le générateur infinitésimal
A de (X (t))e0 est elliptique du fait que le coefficient de diffusion du systeme (2.5) est une
matrice identité. On utilise donc le principe du maximum pour le processus de diffusion
(X(%)): (cf. Khas'minskii (1960) ).

Pour tout f € CZ(R™), puisque v est invariante, on a :

(Af,¢) =0.

Soit A™ le dual de A dans L*(R",dz) , alors (f, A*¢) = 0 pour tout f € C7(R"). Ainsi, on
obtient que A*¢ = 0 au sens des distributions (cf. Ichihara et Kunita (1974) ).

Supposons que —¢ prenne la valeur maximale 0 en un point de R™. Alors, d’apres le
principe du maximum, —¢ est identiquement nulle sur R, ce qui est contradictoire car
¢ est une densité de probabilité. Donc la fonction ¢ est strictement positive sur R". Par

suite, le support de ¢ est dense dans R". Ainsi, u(z) = 1 pour tout € R". |

2.5 La limite ergodique

Dans cette section, nous montrons la convergence de la diffusion (X (t))¢>0 vers la mesure
invariante g qui devient ainsi une mesure d’équilibre .

Définition 2.5.1

Le processus (X(t));>0 est dit ergodique dans R™ si et seulement s'il exviste une (unique)

mesure de probabilité m sur R" telle que pour z € R" et f € Cy(R"),

lim T, f(z) = m(f) .

t—00
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La mesure de probabilité m est unique et appelée limite ergodique du processus (X (t)):>o-

Remarquons que si m est la limite ergodique du processus (X (t))¢>0 alors elle est invari-

ante sous l'action du semi-groupe (7});.

Soient f la famille de translations sur 2 définie par : pour w € Q et s > 0,
Do, = w

et G, := (X (s) ;s <t) la o-algebre engendrée par les {X,; s < ¢} .

Notons F., la complétée de G, par rapport a toutes les mesures de probabilité Q, v
mesure de probabilité sur R™ .

Soit,

A= ()07 (Fo) = [) 7(X(s)5521)
teR, teR,

la tribu asymptotique de (X(£)):»0, ot @ désigne la completée de o par rapport a toute
les mesures de probabilité @¥, v mesure de probabilité sur R™ . Elle est caractérisée par :

A € A si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe A; € F, tel que:
HA = 9;1 o] HA,

On pose
Kt = 0;1(}-00)

D’apres Duflo & Revuz (1969, Proposition II-1), puisque le processus (X (¢)):>o est récurrent
au sens de Harris, la tribu A est grossiere Q- presque stirement, quelle que soit la mesure

de probabilité v, c’est-a-dire que pour tout A € A, Q¥(A) prend la valeur O ou 1 .

Enongons des lors le théoreme principal de cette partie qui assure que le processus (X (¢));»0

converge vers la mesure de Gibbs x quand ¢ tend vers l'infini (cf Duflo & Revuz (1969),

Théoreme I1-4).

Théoreme 2.5.2

Soient my et my deuxr mesures de probabilites sur R*, on a :
tlllg<> Hmth - mQTt”var = 03
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0U ||-||var désigne la norme de la variation totale sur l’espace des mesures signées.
En particulier, pour f € Cy(R") et z € R",
e § (W)ep(=h(y))dy

lim 7:f(z) = = u(f).
/Rn exp(—h(y))dy

Démonstration

Puisque la tribu A est grossiere (J*- presque sirement quelle que soit la mesure de prob-

abilité v alors, pour tout B € F,

Jim sup Q" (AN B)—Q"(A).Q"(B)| = 0.

t—~0 4ek,

En appliquant ce résultat a A := {X(t) €T}, B := {X(0) =z} et v := 3(8; + §,), on
obtient que pour tout I' € F,

lim sup [Pz, T) — Py, [)[=0;
t=®refs

ou Pz, A)dethH (z). En effet,

Q(ANB) = }[Q°(4/B).Q*(B) + Q*(4/B).Q*(B)]
= 1Q*(X(1) e I/X(0) = a)
= %Pt(:v,l’),
et, _
QU (A)Q"(B) = Q7(A) + QY (A)][Q7(B) + Q¥(B)]
= Ho7(x(t)er) +Qu(x(t) e T)]
ilPi(z,T) + By, T)].

Cela s’interprete comme si le processus perdait la mémoire de son état initial.

Soit N, l'ensemble des points pour lesquels la mesure m; := mT; — m,T;, dans sa

décomposition de Jordan-Hahn, est positive ; alors on a :

my(lly,) = /n Pi(z,N}) my(dz) — / Py, Vy) ma(dy)

= Jen oo [P@,N) = Puly, N ma(de)ma(dy)

qui tend vers 0 quand t tend vers U'infini, par le Lemme de Fatou; on a donc

thm “mtllvar = Oa
—+00
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déf -
car ||mflvar =mf + m;, avec pour tout B € F,

mf(B) € sup m(C)
. CcB
m; (B) = —gg% m(C).

Le cas particulier s’obtient en choisissant m; = §, pour z € R", et m, = p. u
1 ’ 2 I

Proposition 2.5.3
La mesure de probabilité p(dz) = % exp(—h(z))dx est l'unique mesure de probabilité in-

variante sous laction du semi-groupe de transition (T});>o-

Preuve
S’il existait une autre mesure de probabilité pg invariante sous I'action de (1})¢>0, on au-
rait toujours 7Ty f(z) qui converge vers uo(f) , pour x € R", quand ¢ tend vers U'infini. Par

unicité de la limite, on a p = po. |

Exemple

Nous présentons une application dans le domaine de la finance, plus précisément sur les

marchés financiers.

L’incertitude subie par les mouvements futurs des taux d’intérét constitue un point im-
portant en théorie de la décision financiere. On constate que la plupart des agents qui
interviennent sur les marchés financiers sont adverses au risque, et ce risque est en par-
tie lié aux taux d’intérét. Les décisions d’investissement, les problemes liés & la gestion
actif-passif sont tres sensibles aux pertubations de la courbe des taux. Pour se couvrir
contre le risque de taux, les marchés utilisent les produits financiers de plus en plus com-
plexes tels que les contrats "forward”, "futures”, options sur contrats constituant I’activité
du Marché a Terme International de France (MATIF). Pour ces intruments financiers,
les spécialistes des marchés et les universitaires du domaine de la Finance utilisent des
techniques mathématiques relativement poussées et sophistiquées tels que la théorie de
la modélisation des courbes de taux et I'étude de son comportement asymptotique. Ils
cherchent a analyser des évolutions a long terme et ceci dans le cadre de la valorisation de
la plupart des titres financiers ayant pour support le taux d’intérét court : par exemple,

les emprunts obligataires (une obligation étant un emprunt généralement de tres longue
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durée) ou les options sur contrats.

On va supposer donc que le taux d’intérét court se comporte comme un processus

d’Ornstein-Uhlenbeck donné par :

(2.9)

1l

dR(t) = odB(t)+a(b— R(t))dt ,t >0,
R(0) reR

ou a,b et o sont des parametres strictement positifs.

Ce modele est dit de Vasicek. Cette dynamique s’interpréte de la maniére suivante :

Le parametre o est la volatilité. Le parametre b désigne la moyenne des taux courts; une
force d’intensité a(b — R) tend a rappeler R(¢) vers cette moyenne avec une amplitude
a. Quand le taux court R(t) s’éloigne de b 'espérance conditionnelle de 'accroissement
instantanée de R(t), égale a a(b — R(t)), est positive si R(t) < b ( sous 'effet d’un choc
aléatoire odB) et dans ces conditions le taux court aura tendance & croitre dans le temps
vers b. Dans le cas contraire si R(t) > b 'espérance conditionnelle de [’accroissement
instantanée de R(t) devient négative, dans ce cas R(¢) décroit vers b. Donc la trajectoire

du taux court R fluctue autour du parametre b de maniere aléatoire.

Pour retrouver un systeme de la forme (2.5), c’est-a-dire avec un coeflicient de diffusion
¥y )
R(t)

o

identité, il suffit de se ramener a un autre processus R*(t) =

Le générateur infinitésimal A du processus taux R(t) est donné par :

AF(@) = a(b = 2)f(z) + 30°/" (=)

et I'unique mesure de probabilité invariante, qui est la limite ergodique est donnée par :

a(z — b)?

2

1

o. /X
a

(2.10) u(dz) =

exp ( - = )d:c.

En effet, par intégration par parties,

/R %a"’f”(w)exp (- ﬁ(—%_;—bﬁ)d:c = /Ra(x —b)f'(x)exp ( —

On conclut donc que dans un horizon lointain, le taux court se comporte uniquement

a(z — b)?
P

)dz

. ’ . . 2
comme une variable aléatoire normale de moyenne b et de variance .

(]
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Remarque 2.5.4

Quand la mesure invariante u(dz) = exp(—h(z))dz n’est pas finie, c’est-a-dire st 'hypothése
H;) n’'est pas satisfaite, alors pour tout compact K de R™ , P(z, ) tend vers 0 pour
r € R", quand t tend vers {'infini.

Il en est de méme pour les processus de diffusion (Y (¢)): qui sont transients.

Et donc dans ces deuz cas, on a la convergence de T,f vers 0, pour toute fonction f a

support compact, et non pas vers u(f) (¢f. Khas’minskii (1960) ).

On voit la donc I'importance de la récurrence et aussi de I’hypothese de finitude de la

mesure u dans l'existence de la limite ergodique.
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Chapitre 3

Limite ergodique d’un systeme gradient
infini-dimensionnel



3 Limite ergodique d’un systéme gradient

infini-dimensionnel

3.1 Introduction

Au cours de ces dernieres décennies, des progres majeurs ont été faits sur I'étude du
comportement asymptotique en temps de processus de diffusion sur un réseau, qui sont
solutions d’équations différentielles stochastiques & valeurs dans M~ ol M est un espace

métrique complet et S un ensemble dénombrable (infini).

En 1981, Holley et Stroock étudient le comportement asymptotique des processus de dif-
fusion infini-dimensionnels sur le tore T' par des techniques utilisant comme fonction de
Lyapounov la fonctionnelle d’énergie spécifique définie sur P'espace des mesures de prob-
abilité sur TZ". Une des difficultés de cette méthode réside dans le fait que l'existence
de cette fonctionnelle dépend de l'existence de densités lisses pour les marginales fini-

d
dimensionnelles de familles de mesures sur TZ .

Une technique fréquemment utilisée pour décrire le comportement asymptotique des pro-
cessus de diffusion est d’étudier le trou spectral et les inégalités de Log-Sobolev, respective-
ment équivalentes & [’étude de la convergence exponentielle dans L? et & ’hypercontractivité
du semi-groupe associé. Ces méthodes permettent de comprendre les applications des semi-
groupes hypercontractants dans la théorie des champs et de la Mécanique statistique.

A cet effet, Stroock et Zegarlinski (1992) ont donné un critere plus général pour obtenir
I'hypercontractivité sur les systemes de spins a valeurs dans une variété Riemannienne
compacte de dimension finie : ils mettent en évidence une propriété de mélange spatial
des mesures de Gibbs, appelée par eux propriété de Dobrushin-Shlosman-Mixing, qui per-
met d’assurer la dépendance analytique de la mesure de Gibbs par rapport au potentiel
d'interaction.

A partir de ces travaux Laroche (1993), dans sa thése, montre Iergodicité de systemes de
spins a valeurs dans un espace fini ({—~1;1} pour le modele d’Ising) et ensuite a valeurs
dauns une variété riemannienne compacte de dimension finie.

Aussi, parmi les résultats les plus récents, on peut citer quand M = R et S = Z¢, Zegarlin-

ski (1996) qui a montré 'ergodicité a vitesse exponentielle de processus de diffusion vers
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une mesure de Gibbs par les méthodes de semi-groupes hypercontractants et les inégalités
de Log-Sobolev.

Da Prato et Zabczyk (1995) utilisent dans le cas o M = R% ou un espace de Hilbert &
poids, ou un espace de Banach, des propriétés de dissipativité d’opérateurs pour obtenir
Vergodicité du processus. Ou encore Albeverio et al. (1997a) montrent la convergence
ergodique (dans L?) de solutions d’équations différentielles stochastiques de type anhar-

monique grace aux techniques de convergence des formes de Dirichlet associées.

Dans tous ces travaux les interactions intervenant dans la dynamique sont a portée finie,
c’est-a-dire I’équation différentielle stochastique satisfaite par chaque coordonnée de la dif-
fusion (a valeurs dans M) ne fait intervenir qu’un nombre fini d’autres coordonnées. Ou
bien la portée d’nteraction est infinie mais 'espace des spins est une variété Riemannienne

compacte fini-dimensionnelle (Laroche (1993) ).

Nous présentons ici, un premier exemple d’ergodicité pour des diffusions a valeurs dans
RZ" avec interaction & portée infinie et la technique que nous utilisons (plutét plus
simple que les autres techniques précédemment citées) fait appel & une idée de Sunyach,
développée élégamment par Royer (1979). En effet, Sunyach (1973) exhibe un critere
d’ergodicité dans un cadre général en considérant des processus dont le semi-groupe de
transition associé a une action exponentiellement contractante sur 'espace des fonctions

lipschitziennes.

Introduisons quelques notations avant la description de la dynamique.

Notations

d
o RZ (d > 1) est espace de configurations muni de sa filtration canonique (F4), ou A
décrit I'ensemble des parties finies de Z¢. F, est donc engendrée par les projections
spatiales (pr;);ea ou :
d

pri: RZ — R

T = (l‘])]EZd _ X
o S est I'espace des fonctions & décroissance rapide sur Z%. Son dual S’ est espace

des fonctions a croissance lente ; autrement dit & croissance moins rapide que celle

d’un polynéme.



Si lon note, pour tout 7 € R, | . |, la norme dans l'espace de Hilbert & poids £2((")

définie par : pour = = (2;);cz4,

j2f = 3= %7l

v/A
ou les 'yi(r) sont les poids (dits polynomiaux si 7 € IN" ) donnés par :
W= (L i)

Remarquons que | . [o = ||.]|

On a:
S =N {:cEIRZZd; |x|r<oo} et
reN*
s = U {zeR¥; z], <oo} .
reZ\N

A partir de maintenant on prend r < 0, et on note :
(3.1) E,. = {.1‘ e R%*; |z|, < oo}

qui est un espace de Hilbert séparable. Remarquons que les £, sont des espaces

décroissants en .

3.2 Equations différentielles infini-dimensionnelles

Soit (2, F, P) un espace probabilisé complet. Pour tout ¢t > 0, soit B(t) = (Bi(t))iezd
une famille de mouvements browniens v-dimensionnels indépendants; notons F; la tribu
engendrée par les (B(s))sQ. Soit ¢ = (0i);cze une famille de fonctions mesurables
de (R“)Z® (d,v > 1) vers l'espace des matrices carrées d’ordre v et b = (bi)icza une
zd

famille de fonctions mesurables de (R*)* vers R” .

On considere les équations différentielles stochastiques infini-dimensionnelles de la forme :

(32) {dX(t) = o(X(1)).dB(t) + b(X(t))dt, t > 0
X(0) = ze®)Z

ou coordonnées par coordonnées,

{ dX;(t) = o)X (8).dBi(t) + b(X(t))dt, t >0 i€ z?

(33) X(0) = ze(®R)E
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Définition 3.2.1
Un processus Y = (Y (t))e>o0 défini sur (Q, F, P) est dit solution de ["équation différentielle
stochastique (3.2) si et seulement sl satisfait :
1) Y = (Y(t))is0 est (Fi)exo-adapté ;
2)Y(0) =z P-p.s. ;
i ez, [y (s)IFds + [ IV ()IFds < o0, b florl = Do (o7 ™)
4) et Y = (Yi(t)) 20 satisfait ’équation différentielle stochastique (3.2) p.s.
€

3.3 Description de la dynamique

Soient ¢;,¢ € Z%, des fonctions de classe C? sur R et pour ¢ # j, é;; des fonctions de classe
C? sur R? satisfaisant ¢;; = ¢;,;. Les fonctions ¢; sont appelées potentiels d’interaction
propre et pour ¢ # j, les fonctions ¢; ; sont appelées potentiels d’interaction par paires.
Pouri € Z et 2 € IRZd, on pose
a0 déf
(3.4) hi(2)Eéilxi) + 3 dislwi )

T#i
qui n'est défini que sous certaines hypotheses sur ¢; ;, ou sur z.

Dans ce chapitre, nous considérons le systeme gradient stochastique suivant a valeurs dans

d
RZ" avec d>1:

(3.5) { dXi(t) = dBi(t) - LV (X (8)dt,t > 0,0 € 2¢
' X(0) = zerZ
ou encore,
dXi(t) = dBi(t) - (i(Xi(2))
(3.6) + i 05 (Xi(1), X;(1)))dt £ > 0, Wi € 27

d
X(0) = zeREL
avec pour z,y € R,

, 5}
¢z‘,j($73/) = a*xéi,j(%y)'

L’existence et I'unicité de la solution de (3.6) dans E,, r < 0, ont été montrées sous cer-
taines hypotheses sur les fonctions d’interaction et sur la condition initiale. Le théoreme

qui suit rappelle ce résultat : (cf. Doss & Royer(1978), Shiga & Shimizu(1980)).
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Théoreme 3.3.1

Supposons satisfaites les hypothéses suivantes :

a) sup [¢40)] <oco et IMER, Vie Z* ¢! > M
i€z

sup > [¢::(0,0)] < oo et Hqij); jege positive
€2 ji

ok
(H.) avec sup qu] < oo telle que —gb” > —q;;
(€24 jiti

2
v) ()i € S telle que  sup l%ay(ﬁi.j(l',y)l <cioj.
i, jEZ?
i#]

Alors, pour tout v < 0 fiz€, et pour tout x € E,, Uéquation différentielle stochastique
gradient (3.6) admet une unique solution d trajectoires continues dans F,.

Remarque :

L’hypothese (H,) entraine la convergence normale de la série qui apparait dans la dérive

du systeme gradient stochastique (3.6).

Dans le paragraphe suivant, le théoréme principal 3.4.2 montre que sous certaines hy-
potheses sur ¢; et ¢, ;, le processus (X(t)),5, solution de (3.6) est ergodique dans £, pour

une certaine valeur de r, que 'interaction soit & portée finie ou infinie.

Dans le paragraphe 3.5, on donnera deux exemples de potentiels d’interaction satisfaisant
les hypotheses du théoreme 3.4.2 : pour le premier, U'interaction est a portée finie et pour

Uautre la portée est infinie.

On définit comme usuellement le semi-groupe de transition (7}):;>0 associée & la solution
(X(£))50 de (3.6) par: Vt > 0, & = (2i);eze € Er et f € Cp(E),

(3.7) T.f(x) = E(J(X(1)) / X(0) = z)

3.4 Propriétés ergodiques de la diffusion infini-dimensionnelle

On ne peut généraliser directement au cas infini-dimensionnel la démarche empruntée

dans le chapitre 2 (cas fini-dimensionnel) pour montrer l'ergodicité, et ceci pour plusieurs
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raisons telles que :
- la propriété de récurrence au sens de Harris n’est plus respectée ;
- le hamiltonien n’est pas globalement défini mais peut-étre localement ;
- les probléemes liés a 'existence de mesures invariantes sous ’action d’une diffusion
infini-dimensionnelle, voire ’existence des mesures de Gibbs associées a un hamiltonien,
sont des problemes particulierement ardus ;
- le probléme de convergence vers un état d’équilibre et surtout lorsque ’espace de
spins est non borné n’est pas un probleme facile a élucider en se flant aux techniques
du chapitre précédent.
Ainsi, nous sommes amenés dans le cas infini-dimensionnel & utiliser des méthodes différentes
et a prendre des hypotheses plus restrictives pour montrer 'ergodicité de systemes infinis

aléatoires.

Nous rappelons d’abord la notion d’ergodicité d’un processus, cette définition ne dépendant
pas de la dimension de I’espace de configurations du processus, et ensuite le critere de Sun-

yach.

Définition 3.4.1
Le processus de diffusion (X(t))i>0 solution de (3.6) est dit ergodique dans E, s’il existe
une (unique) mesure de probabilité yy sur E, (invariante sous l'action du semi-groupe de

transition Ty) telle que : Yz € E, et f € Cy(E,),

lim 7, f() =/Erfdﬂo.

Soit (Y'(t)):>0 un processus de diffusion a valeurs dans un espace de Hilbert séparable X
et (F,)e>0 son semi-groupe de transition associé.

On rappelle (dans un contexte plus général) le critere de Sunyach (Sunyach (1975)
Théoreme 1) adapté au cas ou le temps est continu assurant ’ergodicité du processus de
diffusion (Y'(¢));>0 dés que son semi-groupe de transition associé (F;); est exponentielle-
ment contractant sur ’espace des fonctions lipschitziennes, avec en plus une condition de

non explosion.
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Soit Lip(X’) 'ensemble des fonctions lipschitziennes sur X" a valeurs réelles.

Pour tout f € Lip(X'), on désigne par [f] la constante de Lipschitz de f sur X.

Proposition 3.4.1

Si le processus (Y(t)):i>o satisfait aur hypothéses suivantes :
t) Il existe A > 0 tel que pour tout f € Lip(X)
(PSI < e7™[f] ¥t 20

(On dit que (P;); est exponentiellement contractant sur Lip(X))

1) Jyo € X tel que V¢ >0
E([Y(¢) = yollx) < +oo,

alors il existe une unique probabilité g (invariante sous 'action de F;) telle que pour tout
feLip(X) etz e X,

lim P,f(z) = / Fdu, .

—CO X

Remarque 3.4.2
Lergodicité se teste sur l'ensemble des fonctions continues et bornées alors que, dans le
critére de Sunyach ci-dessus, les fonctions tests sont les fonctions lipschitziennes. Pour

cette raison nous avons recours a une métrique adaptée, celle de Vasserstein.

Nous allons montrer que le processus de diffusion (X(¢));>0 solution de I’équation infini-
dimensionnelle (3.6) satisfait le critére de Sunyach dans £, (défini par (3.1)) et ensuite
qu'elle est ergodique (pour cela on introduira la métrique de Vasserstein).

Le théoreme 3.4.2 suivant est le résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 3.4.2
Considérons le systéme gradient stochastique (3.6) dans lequel Uinteraction satisfait, en

plus des hypothéses B) et v) de (Hy), les hypothéses

a') Uniformément en 1, les ¢; sont strictement convezxes, i.e.

IM > 0Vie Z4, ¢! > M et sup|¢}(0)] < +o0;
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6) Ja = (ai)jcye € S, positive telle que ag =0 et pour tous x,y,z,t ER et 1,j € 7Z°,
(x = y)(d1,(x,2) = 61 ;(y,1) 2 airj((z ~ y)* = (2 = 1)?) ;

n) dro < 0 tel que : (
1‘0)
K(rg) = = sup Z “ay%-i < M+ N,

olezZak<oo.

k30

Alors, (X (t))i>o0 solution de (3.6) est ergodique dans E,,.

Démonstration du théoréme 3.4.2 :

E’tape 1

Etant donné z = (%i);eze € Er, 7 <0, (respectivement y = (yi);cze € £;), notons X*(t)
(respectivement X¥(¢)) la solution de (3.6) d’état initial = (respectivement y) dans E.,.
Nous montrons la non explosion dans E, de la fonction u(t) := (X7(t) — X/(t)),cz4, et
plus précisement,

S A (xE() - Xt o)’ Sexp((K(r) = M = N)t) 3 (i - y:)?

N =/A =y/Ad

Ona:Vt>0,:ez
XE() = X¥(8) = (2 —yi) - l/ot (@’: (X7(s) = 81(X¥(5)) ) ds
-/ 5 (64, (X700, X5(9) = 4, (47, (X7 10)) )t

En dérivant (X7(t) — X¥(t))* par rapport & ¢, on a :

HEEOESHO)MECCOEREON CICEORTACH0))
=S (xzE) - X)) (6, (X7, X2(0) — 645 (XF (), X2 (1))
J#T
D’apres les assertions () et (6) , ¥t >0, 1 € Z*

d

S - xx0) < =M+ M) (X2 - X20)" + T, (X500 - x1(0)°

Y
JFt
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Posons : Vi, j € Z¢,
—(M+N),sit=y
Qij:= C,
Gy sii # ]
Remarquons que ¢;; = ¢;; et donc pour tout ¢ € 7% a; = a_; ; on a donc

VieZiett >0,

L(xx0 - x0) < X @u(Xrn - x1w)’
(3.8) ) /A
(X7(0) - X¥(0)) = (2i—w)

On a besoin maintenant d’un lemme de Gronwall infini-dimensionnel, valable pour des

constantes @);; de signe quelconque (la diagonale (Qii)iezd est négative).

Lemme 3.4.3

Soient ¥ = (7i);eza et a = (a;);eqge des suites positives sur Z* et Q = (Q;7):; une matrice
sur Z% x 7¢, symétrique. Soit u(t) = (ui(t));eme >0 une suite de fonctions positives
dérivables sur Ry. Supposons que : )

(1) a € () et Vt > 0, SLgt) u(s) et supu'(s) € £1(y), c’est-a-dire

s<t

(3.9) Z v;a; < oo et Vt >0, Z v; sup u;(s) et Z v sup u's(s) sont finies;

i€z iezd S ezt St
(2)3K € R, ¥j € Z*
(3.10) > Qi < K.
/A

Alors st

(3.11) wit) < Tjem Qijus(t)
lli(O) = a;. ’

on a:

(3.12) Z yiui(t) < oKt Z viai .
v/ i€Zd

Si. de plus, K >0, on peut affaiblir Uhypothése (3.11) en : Vi € 74t >0,

(3.13) w(t) <ait Y. Qij /Ot u;(s)ds

jeZ?
et (3.12) reste satisfait.

36



Démonstration du lemme 3.4.3

De I'inégalité (3.11) et par la symétrie de Q;; on a : Vi > 0,

Tiemt viwi(t) < K ¥iege viwi(t)
Tiezmd Niwi(0) = Fiepavia

Posons m(t) = Y vwi(t) et g(t) = e Fim(2);
/A
ona: ¢(t) = (m'(t)—Km(t)e ™
<0

La fonction g est donc décroissante sur IR.. Donc Vi > 0,

t) < > yiai = g(0)

v/

D’otl I'inégalité (3.12) pour K quelconque.

Maintenant si ' > 0, on affaiblit les hypotheses :
par les inégalités (3.13) et (3.9) on a : ¥Vt > 0,

Syt < Y 7iai+/t D>, Quviug(s)ds

/Al /A /ATy

Par I'inégalité (3.10) et du fait que @;; est symétrique on a : ¥t > 0,

S i) € X g+ K [ 8 g

iezd Pr=y/Ad ry/Ad

Posons, v(t) = e~ &t [ >iemd Viti(s)ds. Lafonction v est dérivable sur IRy car 'application

t = 3 iezd viui(t) est continue sur IR, Sa dérivée vaut :

V'(t) = (Z Yiu [\/ > vui(s ds) Kt

iez? v/
< ekt Z ..
iez
alors v(t) < Z yiai(1 — e %)
zEZd
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or fcf 2iczd Yiu;(s)ds = eKtv(t) donc,

ST ovu(t) <Y mai+ Y a1 — e M)

VA ieZZ¢ Ny/A

= M Z Vidi

iezd

ce qui nous donne l'inégalité (3.12) pour K > 0.

Remarque 3.4.3

Le choiz optimal de la constante K du lemme 3.4.3 est donné par

K = sup Z Q,]

JEZA ;g i

= sup Z /]Q”.

ZEZ ]ezd /l

Suite de la démonstration du théoréme 3.4.2

La suite de fonctions u;(t) = (Xf(t) - Xiy(t))2 satisfait les hypotheéses du lemme 3.4.3.
En particulier, par construction méme de la solution de (3.6),

(sti[t) ui(s)); € €1(y") (cf Shiga & Shimizu (1980) ). Do, grace au lemme 3.4.3,

(3.14) > ! (XI Xz-y(t))2 < exp(([‘\'(r) ~ M — f\")t) > ”/',(T)(rci —y:)?

VA i€Z?

ce qui clot la premiere étape.

Etape 2
Montrons que le semi-groupe T satisfait le ?) de la proposition 3.4.1 sur Lip(E,).

Soient f € Lip(E,)ett >0,

Tef(z) — Tef(y)] [E(fF(X*(1) = F(XY)

< E[f(X*(1) - F(X¥(0)
< (BIFCe@) - feepp)
(3.15) < V(B - x0p)”
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En combinant les inégalités (3.14) et (3.13), on a : Vt > 0,

IT.5() = Tof(w) < [flesp (=N 0y

Puisque, par I'hypothese (), il existe ro < 0 tel que K (rg) — M — N < 0, la diffusion
(X(t))i>0 perd avec une vitesse exponentielle, la mémoire de son état initial. On a donc :

Vi > 0et f € Lip(E,,),

[th} < [f] exp ([X’(TO) _91‘/[ - Nt) ‘

4

Donc I'hypothese ¢) de la proposition 3.4.1 est satisfaite.

Etape 3

D’autre part, par construction (cf Shiga & Shimizu (1980) ), le processus de diffusion
(X (t))e>0 satisfait pour tout t > 0,r < 0,E<|X(t)‘r> < +o0. Donc I'hypothese (ii) de la
proposition 3.4.1 est satisfaite et cela prouve que la diffusion (X(¢));>0 admet une unique
probabilité yg, invariante sous 'action de T3, telle que : Vf € Lip(&,,) et z € E,,

lim Tif(e) = [ f dpo.
o
Nous allons montrer que cette convergence reste vraie pour les fonctions f continues,

bornées sur E,,.

Soit
Pl(ET)(ﬁf{P € P(E,); 3z, € E, pour lequel, /E |z — 20|, dP(z) < —}—oo}

Munissons 1'espace P;(E,) de la métrique de Vasserstein, notée R, définie par :
VP, Q € P(E,),
R(P,Q):= /l\n}f/E]X -Y|,
ou X ( respectivement Y ) parcourt I’ensemble des variables aléatoires a valeurs dans E,

de loi P ( respectivement @ ).

Cette définition de R est équivalente a la relation duale de Kantorovich : plus précisément,
pour P,Q € Py(E),
R(P,Q) = sup|/ fd(P-Q)|.
[f1<1/ By
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L’espace (Pi(E:),R) est un espace métrique complet séparable; la convergence d’une
suite (P,), de Py(E,) au sens de la métrique R entraine la convergence étroite de (P,),

(cf.Dudley (1976), Théoréme 8.3).

On sait, par définition, que :
T.f(e) = [ FX0)dQ" = [ f0)dQ7()
Ainsi, il existe rq < 0 tel que pour tout f € Cy(E,,) et 2 € E,,
Jim T () = [, f dro

ou po est la probabilité invariante sous I'action de 7;. D’ou 'ergodicité de la diffusion

(X (t))i>0 solution de (3.6). .

Remarque 3.4.4

[- Dans la preuve du théoréme 3.4.2, la forme spécifique du poids v\") ne joue aucun réle.
On aurait donc les mémes résultats dans n’importe quel espace I*(vy) pour lequel on aurait
existence et unicite de la solution. C’est seulement dans les exemples qui suivent que ['on
utilise la forme explicite de 4\ pour calculer la valeur ezacte de la constante K ().

2- Dans le cas ou la portée de linteraction est finie la suite a = (a;);cpye définie dans

Uhypothése (&) a au plus un nombre fini de termes non nuls.

Corollaire 3.4.5
L'ensemble des mesures de (Gibbs a support dans E,, et associ€es au hamiltonien défini en

(3.4) est au plus réduit a un singleton.

Preuve

Quand elles existent, ces mesures de Gibbs sont des mesures invariantes du systeme
différentiel stochastique (3.5). Donc, s'il existe deux mesures de Gibbs, par ergodicité
de la diffusion infini-dimensionnelle solution de (3.5), c’est-a-dire par unicité de la mesure

d’équilibre, elles sont identiques. u

Ainsi, on a obtenu un critére d’unicité des mesures de Gibbs, a support dans E,,, associées
au hamiltonien (3.4), en l'interpretant comme 'unique mesure invariante d’un systeme
gradient ergodique. Cela résoud le probléme d’unicité dans un certain cadre, qui en général
n'est pas une tache facile car ’espace des spins (ici R) n’est pas borné (cf. Georgii,

chapitre 8 ).
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3.5 Exemples

Les modeles que nous allons présenter proviennent de la mécanique statistique anhar-
monique c’est-a-dire que ’hamiltonien A = (hz’)iezd considéré est composé d’un potentiel
par paires quadratique et d’un potentiel propre non quadratique. On peut aussi con-
sidérer I'équation différentielle stochastique comme résultant d’une pertubation linéaire

d’un svsteme sans interaction, stationnaire en espace.
J b

3.5.1 Un cas d’interaction a portée finie

Définissons les fonctions d’interaction ¢; et ¢, ; par :

(2 =) sili—jl<p

sinon

O o=

¢i =V € CZ(IR,) et ¢i,j($i7$j) = {

p €]0,+oc] étant la portée de l'interaction. L’interaction par paires ¢;; est quadratique.

I’hamiltonien h = (k;);cz« est donc donné au site 1 € Z* par

(3.16) hi(e) = Vi) 432 3 (0= a,)?
“ li~ji<e

(cf. (3.4)) ot 2 = (T;);ez¢ € RZ‘. Remarquons que h; est défini sur tout Pespace R%",

Nous considérons le systeme gradient stochastique associé :

dx{(t) = dBi(t) - (w (1))
(3.17) + 3 (xPey - xPw))dt,t > 0.0z

li—jl<p

XW0) = zeR%.

Proposition 3.5.1

Si le potentiel d’interaction propre V est strictement convexe alors il existe ro < 0 tel que,
pour tout x € E,,, ’équation (3.17) admet une unique solution, notée (X1(t)),,, qui est
ergodique dans ’espace de Banach E,;.

Démonstration :
Puisque V' est strictement convexe et que ;9% i; = —1, alors les hypotheses «a,3,~ de

(Hy) sont satisfaites. Par la stricte convexité de V, il existe M > 0 tel que I’hypothese (&)

41



du théoréme 3.4.2 soit satisfaite. D’autre part, pour tous réels z,y, z,t et pour 1,5 € Z°,

on a :

(0= 0)(@,(@.2) = 6,(08) = =y =2 =y)(z =1
> S(w - - -1?)

Ainsi 'hypothese (6) du théoreme 3.4.2 est vérifiée avec

1 DI
5 sty <
%:{2 i< p

0 sinon
Donc :
l 1
S oa= Y s=1(B0I-1),
0<|k|<p kB (OO} ©

ot B,(i) = {j € Z*; |i — j| < p} est la boule de Z¢ centrée en i et de rayon p, et | B,(0)]
est le cardinal de B,(0). Il nous reste & montrer l'existence de r € Q7 tel que 'hypothese

(n) du théoreme 3.4.2 soit satisfaite.

K(r) = sup .
i€z 0<l;§|59 (l + 1l

L4 Ji| y-2r 1
= sup 5
ZEZ‘10<%< (1+’Z+l’“‘> 2

Par I'inégalité élémentaire : [¢| — |k < |i + k|, on a:

. L+ i+ k| + [k]y-2r
K(r) = sup > ,
i€zt pepyongoy LT IEHA )

< D> W+

keB,(0)\{0}

s(%wY”%WMW~U-

o] —

lvlr—*

On peut toujours choisir vy < 0 suffisamment grand (proche de 0) pour que :

2M

1<(1+p)—2r0<1+—"1—3—(—0—)|—_——1
o

Donc 'hypothese () du théoreme 3.4.2 est satisfaite.
Puisque l'espace F, est décroissant en r, pour tout ro < r < 0 on a ergodicité du processus

(X(l)(t))tzo dans E,. u

42



Le systeme gradient stochastique (3.17) au cas ou p = 1 (interaction uniquement
avec les plus proches voisins) a été étudié par Royer ( cf Royer (1979 ) ). Il a montré
l'existence d’une unique mesure de probabilité (de Gibbs) invariante mais n’a pas explicité

la convergence vers cette mesure de Gibbs.

3.5.2 Un exemple typique d’interaction a portée infinie

Ce deuxieme exemple, dans lequel la portée de 'interaction est infinie, souligne l'originalité

de ce chapitre.

Soient donnés b = (b;);czz¢ une suite positive de S, avec by = 0 et N' = Z b < oo, et
k#0
soit V' une fonction de C*(IR). Définissons les potentiels d’interaction propre (resp. par

paires) ¢; (resp. ¢;;) par :
o, = Vet (f)l'yj(.l‘i,l’j) = bi&j(l‘i - .73]')2,1‘,',1']’ eR,t,5€ 724,
Ainsi 'hamiltonien h = (h;);.z¢ est donné formellement au site 7 € z? par :

(3.18) hi(z) =V(z)+ D bisj(zi— ;)% @ =(2)iege -
jez?

d
On constate que h n’est pas défini sur R%Z mais, du fait que la suite b = (b;);c4¢ est a
décroissance rapide sur ZZ%, il est bien défini sur E,, pour tout r < 0. Nous considérons le

systeme gradient stochastique associé suivant :

dxi(t) = dBy(t) - 3(V(x()
+ 3 2 ,(XP ) - XxP(2)))dt,t > 0,0 € Z°
jez? ,
X®0) = zeRZ .

(3.19)

La portée de l'interaction n’est pas a priori finie, c’est-a-dire que I’équation différentielle
stochastique satisfaite par chaque coordonnée du processus de diffusion X (®(t) fait inter-

venir un nombre infini d’autres coordonnées.

Proposition 3.5.2
Si le potentiel d’interaction propre V est strictement conveze alors il existe ro < 0 tel que,

pout tout z € Eyq, la solution (X@(t)),;>0 de Uéquation (3.19) est ergodique dans E,,.
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Démonstration :

Puisque la fonction V' est strictement convexe et la suite positive b = (b;);cze appartient
a S, les hypotheses a, 8 et v de (Hy) sont bien satisfaites en prenant ¢;; = 2b,_; et ¢ = 2b.
Par la stricte convexité de V| il existe M > 0 tel que I'hypotheése (&’) du théoreme 3.4.2
soit vérifiée. L’assertion () est aussi satisfaite en prenant pour suite a la suite b. Il nous
reste a vérifier (7). On sait que K(r) = sup;eye Z#i(%m)_%bi_j . En utilisant I'inégalité

élémentaire : [¢| —|j| < |i —j| on a:

[{(7‘) < sup Z(1+'.}|+IZ_]’)—21‘6

i€Z4 24 1+ l]l -
< 2L+ R b = K(r)
k#0

Puisque b = (b;);cz¢ € S, elle décroit plus vite que l'inverse de tout polynéme, en par-
ticulier que (1 + [¢[)=%="*?) avec p > %. Ce qui fait de K(r) une somme de série de
fonctions normalement convergentes. Donc la fonction X est continue en 7 < 0 avec
K(0) = N = N. On peut donc toujours choisir ry < 0 (suffisamment grand, c’est-a-dire
proche de 0) pour lequel K(ry) < M + N. L’hypothese (7) du théoreme 3.4.2 est ainsi
satisfaite. D’ou ergodicité dans E,,. Par la décroissance en r de E,, l'ergodicité reste

vrale dans £, pour tout r > rp. n
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Chapitre 4

Un modele de Ginzburg-Landau
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4 Un modele de Ginzburg-Landau

4.1 Introduction

Les modeles de Ginzburg-Landau sur le réseau Z* sont caractérisés par la donnée d’une
dépendance entre les arétes du réseau, par opposition aux systémes précédents ou on ne
s'intéresse qu’aux interactions entre les points du réseau Z<.

Dans ces dernieres décennies, ’étude du comportement de tels modeles a attiré plusieurs
auteurs notamment Fritz qui, en 1987, étudie la loi des grands nombres dans le cas non-
stationnaire d’une dynamique de Ginzburg-Landau. En 1989, il montre ’existence de la
limite hydrodynamique, en d’autres termes, la convergence en probabilité du champ de
spins renormalisés en temps vers la solution déterministe d’une équation non-linéaire, par
la loi des grands nombres en dimension quelconque. Zhu {1990) s’intéresse au probleme
de fluctuation autour de I’équilibre d’un modele de Ginzburg-Landau sur le réseau uni-
dimensionnel Z. On peut aussi citer Funaki (1990) qui examine un modele de Ginzburg-
Landau de type "continu”, c’est-a-dire ol le réseau Z¢ est remplacé par ’espace continu
R?. 1l construit et caractérise alors 'unique mesure réversible pour ce modele.

Il n’existe cependant pas de référence dans laquelle l'existence du modele est montrée de
fagon claire et explicite.

Dans ce chapitre, nous considérons un modele de dynamique stochastique de Ginzburg-
Landau qui est une généralisation du modele considéré par Fritz pour lequel le potentiel
par pailres est de type convexe; ce dernier étant déja plus général que celui de Zhu ou
le potentiel par paires est nul. Nous montrons existence et unicité de ce processus de
diffusion associé grace a une équation différentielle stochastique auxiliaire de type gradient.
Et nous exhibons ensuite une famille de mesures de probabilité paramétrées invariantes
sous l'action du semi-groupe de transition associé au modele de Ginzburg-Landau pour

les interactions paires de type convexe.

4.2 Le modele de Ginzburg-Landau considéré
4.2.1 Notations et préliminaires

Nous commencons par introduire les opérateurs utilisés dans ce chapitre.
Sotent V,V*= et A les opérateurs discrétisés appelés respectivement gradient, divergence et

laplacien, définis par : pour (ej, ey, -..,e4) la base canonique de R,
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d d
v: RZ — (RYZ
z=(z) — Vz= (Vn:ck) reZd
n=1,....d
ou
Vnwkd=é Thye, — Tk €R
o
d d
v (Rd)z — RZ
y = (Yea) keZ = Viy= (V y’”)A z*
n=1,...,
ol
aét &
Viyr= Z(yk,n - yk—eq,n)'
n=1
®
. Zd v d Zd Aval Zd
A=V"V: R - (R%) DN R
T = (a) — Vz — Az = (A:L'k)kezd
avec
4l
A STk~ Vi)
n=1
d
= (xk+e,, "2$k+$k—en) = Z (.’E]'—IE;C).
n=1 Sli—kl=1
On rappelle que |.| est la norme {!, c’est-a-dire pour = = (21,...,24) € R?,
d
lz| = Z 2]
n=1
et ||.]| désigne la norme (% c’est-a-dire

2 _ d 2
lz][* = > 2y
n=1

d
On défini 'espace de Hilbert E,, r < 0, (sous-espace de RZ ) de la fagon suivante :

- d .
B e = (2),ge € RE |2 Y 4 (k)ad < oo},
d
kel
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ot v, (k) = ¥l r < 0.

(On remarque que E, est un espace {* a poids comme 'espace £, défini dans le
chapitre 3 mais avec un poids exponentiel et non plus polynémial).

On note IE,, avec r < 0, 'espace de Hilbert séparable a poids exponentiel, sous-

d Zd . .
espace de (R*)* défini par:

Ey = (n) oz € ®YES IZE S 5 (0)llnallP < oo},
d keZ?

n=1,...,

Les opérateurs définis ci-dessus possedent des propriétés de régularité que l'on
utilisera dans la suite. On exploitera aussi certaines propriétés élémentaires de la

fonction exponentielle. Cela fait 'objet des lemmes suivants :

Lemme 4.2.1
Pour tous k,j plus proches voisins dans Z%, et pour tout r < 0,
a) 7 (k) < ey (5) 5

B) lre(k) =7 ()l S €7 (77 = Dy (k)73() -

Preuve :

La démonstration de ce lemme est simple.

(k) y=r(j) = e lI=IED
< emrlli=kD)
< ey
d’ou a).
De plus,
(k) =70l = 7 (B)IL =% (5)v=r (k)]
< (e = Dmlk).
D’apres «),onay, (k) < e7 vz(k) 7z(7) - On a ainsi montré §). =

Lemme 4.2.2
L’opérateur linéaire divergence V* est continu de IE, dans E, de norme 2d (e™"+1),

c’est-a-dire :
|Voyl2 < 2d(e™ + 1D)lyll? .
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De plus, on a l'inégalité suivante :

S (X (Vy)?) <4dieT (e +1)|yll2

kEZd jvlj_kl:-l

Preuve :

La preuve découle de calculs simples, s’appuyant sur le Lemme 4.2.1.

d 9 d
> w(k)(};(yk,n—yk_en,n)) < d Y wk Zyk,n Ykmenm)

keZ* keZ® n=1
d

< 2 Y v (B) D (Wi, + Yioe, ) -
kEZd n=1

Or, d’apres o) du Lemme 4.2.1,

d d
Z H/T Z yk —en,n S e’ Z 7'(’1‘: - 6n)yl€—en,n

keZ?

=e"ly)i2 .

d

Et doncona: 37 % (k) X (4iy + Yice,n) < (77 + Dllyl7
keZ* =1

De plus, on a de la méme maniere,

(X (Vuy) £ X X (V)
keZd j,lj—kl:l keZdjvlj“kl=l
< (e + 1)e )

Décrivons maintenant le modele de Ginzburg-Landau qui nous intéresse dans ce

chapitre.

4.2.2 Description de la dynamique

d
On considere RZ", avec d > 1, comme Pespace des configurations. Soit A = (hx)reze

d
hamiltonien défini par : pour ¢ = (z4), _z¢ € RZ et k € 27,

he(z) =Vi(e) + > Ulag ),
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ot U et V sont de classe C? sur R? et R respectivement. V est le potentiel d’interaction

propre et U le potentiel par paires qui est par hypothese une fonction symétrique en

ses deux variables.

Pour k€ Z%et z € RZd, notons Jihy le gradient dans la k°™¢ direction de Ay :
Buhi(@) - hy(x) = V() + S U'aw ),

Oy lj—k|=1

. 5
ou U'(z,y) = £U(z,y).
Entre deux voisins de Z?, on définit un lien orienté. A cet effet, pour k et j deux sites
voisins de Z¢, c’est-a-dire vérifiant [k — j| = 1, on notera kj le lien orienté positif
ayant pour origine k et pour extrémité j, c’est-a-dire y =k +e,, n=1,...,d.

Soit (W) s=k+e,, une famille de mouvements browniens réels indépendants indexée
A
n=1,....,d
par les liens orientés positifs de Z%. Pour les liens orientés négatifs, c’est-a-dire de
la forme j =k—e,, n=1,...,d, on adopte la convention DV];J. + Wq =0
Le long de chaque lien orienté kj (qu’il soit positif ou négatif), on définit le courant
d
aléatoire Ji-(z) de la configuration z € RZ" satisfaisant I'équation différentielle

stochastique suivante : pour ¢t > 0,

(4.1) dI(X(8)) = =[Behu( X (1)) = Bih; (X ())}dt — AW, (1),

|~

Le modéle de Ginzburg-Landau (noté G-L) est obtenu en sommant, en chaque site,

les courants créés le long des liens orientés ayant pour origine ce site.

Définition 4.2.3
d
On appelle modéle de Ginzburg-Landau le processus a valeurs dans RZ" solution

(quand 1l existe) de I’équation différentielle stochastique suivante :

dSi(t) = — > dJg(S(t),t>0,kez
(4.2) Bli=kl=1
S(0) = oceR%Z,
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En remplacant le courant J par son expression donnée en (4.1), on a :

dSe(t) = 5 X [0ihi(S(t)) — Ochu(S(2))]dt
Jli-kl=1

(4.3) + D> dWg(Y), t>0,kez’
jrlj“kljl
S(O) = O €& RZ .

Pour k€ Z%et n=1,...,d, posons :

Bi, =W ,.
kk+e,
On remarque que pour k fixé, By = (Bgy)y=1,..4 €st un mouvement brownien

d—dimensionnel (ses d coordonnées sont indépendantes entre elles). On obtient :

o Wy o= > (W + W )
ali-kl=1 K =1 kk+e, kk—e,
d
= >y (W - W )
=1 kk+e, k—e,k
d
= Z(Bky"l - Bk—en,n>

n=1

= V*B,.

M~

En utilisant les opérateurs discrétisés définis dans la sous section 4.2.1, on arrive a

une forme simplifiée du systeme (4.3) :

(4.4) dSi(t) = VAV 0khi(S(t))dt + dBi(t)], t>0,ke2?
| S(0) = oeRrE,

ou encore en remplacant h par son expression, on a:

dSi(t) = V[V (V/(Sk(t)
+ Y U(S(t), Si(1))dt + dBi(t)], t>0,k ez

S(0) = oeRE.

Notre but est donc d’étudier l'existence et l'unicité de la solution de l’équation

différentielle stochastique (4.4).
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4.3 Une équation différentielle stochastique auxiliaire

La dérive du systeme dynamique (4.4) est de la forme laplacien discrétisé du gra-
dient de I'hamiltonien A et le terme pertubateur est du type divergence discrétisée
du mouvement brownien. Ce mélange d’opérateurs montre la complexité de tels
modeles. De ce fait, nous décomposons les difficultés en considérant la dynamique

d
auxiliaire suivante définie pour un processus a valeurs dans (Rd)Z :

dVi(t) = 1V (V(VY@) + Y U(VYL(), VY(t))dt

4: jvlj_k!=1

(4.6) FdBy(t), t > 0,k € 7
i(0) = y e (RY, kez!

soit encore pour tout n =1,...,d

AYen(t) = LV,(V(VY@)+ 3 U(VY(), VYi(t))dt

L Jli-kl=1
(47) +dBi,(t), t >0, kez?
Vin(0) = wm,€R, kezZ

Le terme dérive de I’équation différentielle stochastique (4.6) -ou le gradient discrétisé
s’applique a une fonction de la divergence discrétisée du processus- ne satisfait pas
les hypotheses introduites par Shiga & Shimizu (1980), rappelées au théoreme 3.3.1,
hypothese (Hy); d’ou la nécessité d’exploiter quelques propriétés élémentaires des
opérateurs discrétisés.

Nous allons alors montrer dans ce paragraphe l'existence et l'unicité de la solution
de ’équation (4.6), puis dans le paragraphe 4.4 nous prouvons que si ¥’ = (Yk)kezd
est la solution de (4.6) dans IE, alors V*Y est une solution du systeme (4.4) dans

E.; et pour finir, nous montrons que V*Y est I'unique solution de (4.4).

Le principal théoréme de cette section est le théoreme d’existence et d’unicité des

solutions de ’équation différentielle stochastique (4.6).

Théoréeme 4.3.1
Considérons des fonctions d’interaction U et V de classe C? sur R? et R respective-

ment, satisfaisant les hypothéses suivantes :
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1) V/(0) =0 et existe Ky > 0 tel que :
(4.3) V" < Ky

22) U'(0,0) =0 et il existe Ky € R, K3 > 0 tel que pour z,y,z,t ER :
(49  (@=y)(U'z,2) = U'y,1) ) > Kz — y)? — Ka(z — 1)?;

we) U’ est lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable uniformément en la

premiere, ¢’est-a-dire qu’il existe Iy > 0 tel que pour z,y,z € R :

U (z,y) — U'(z,2)] < Kyly — 2] .

Alors, siy € IE,, le systéme (4.6) admet une unique solution Y a valeurs dans

IE, tel que:

Démonstration du théoréeme 4.3.1 :

e 17 étape : 7 non-explosion des approzimations de la solution”.

Nous allons construire une suite d’approximations fini-dimensionnelles (Y(m))mEN
dont on va montrer qu’elle n’explose pas dans IE,.

La suite d’approximations (Y(™) __y est définie par :

i) = Ww(vyPm )+ X UV, viyre))de

+dBi(t), sit >0, k € A,
Y(m)(o) = yek,
Vi) = wesikd An

olt (Am)m est une suite de volumes finis croissants vers Z<.

Pour montrer la non-explosion on va prouver que pour tout 7' > 0,

déf m m),
NeE sup E|| [Yqy [P = sup E( Y. %(k) sup [VIV(O)]?) < o0,
meN meN keZ® 0<t<T

S déf d
avec |V = <o§?§T ||Yk(t)|]>kezd Y e (RHZ .

Par la formule d’It6 uni-dimensionnelle, on a : pour k € Z¥ et n=1,...,d
m 2 to -
(Vi ®)" = v+ 2/0' Vi (s)dvi (s) +1.
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En utilisant le systéme (4.7) on a :

(P) = v+ [ YT, (VTYs)
+ 3 U’(V*Y,}’”)(s),V‘};ﬂm)(s)))ds

Joli= kll

+9/ Y™ ()d By n(s) + 1 -

Cette égalité nous montre une fois de plus que les hypotheses de Shiga et Shimizu

ne s’appliquent pas dans ce modele que nous considérons.

Par suite on a :

¢ d
IO =l + [ 3 HP (V7 r )
+ 3 U(VY™s), vy ™)) ds

Bli- kll

w2 [ ZYk 5)dBiy(s) +dt.

Soit encore, en notant ” . ” le produit scalaire dans R?, on a :
VPO = P+ [ Y65 (V)
+ 3 U Y,f’" (s) . V¥ (s)))ds
7li—ki=1

¢ d
2 [ SV (s)dByy(s) + d it
=1
Le contréle du terme martingale est classique. En effet, si I'on pose
M ()% / Y™ (5) dByn(s)

en utilisant successivement 'inégalité de Cauchy-Schwartz, de Doob et le fait que

pour z € R,2z < z?+1,ona:

E(sup [MT(w)]) < (E sup [MIT(w)?)?

0<u<t O<u<t

IN
—
+
2=
é\‘x
oy
s 3
jo i
L

o4



Ainsi, on aboutit & 'inégalité suivante : pour ¢t € [0, 7],

= (BB sup M@ < ol + X B sup, [F4(0)V()
e 0<u<t /0

keZ® -
v (V(vy(s)
(4.10) + IZ U(VY™(s), VY (s)) ) ds
7li—kl=1
2 w(ME sup. HY;c H(w))? ds
keZ
++D)]?

ou 1 est le vecteur dont la k¢ coordonnée 1y est le vecteur e; + €3 + ... + ey.

On va énoncer et démontrer un certain nombre de lemmes utiles pour la suite de la

démonstration du théoreme 4.3.1.

Lemme 4.3.2
Soient U et V' des fonctions d’interaction satisfaisant les hypothéses 1), ii) et i1i) du
théoreme 4.3.1. Alors :

a) Yo,y € R
~File =) < (2 = )(V(2) — V() < Ko - 9)?

b) et d’autre part, Vm > 1 ,Vz,y,t € R et VY(z,),(y.),(z,) € RN on a :

(Z "(t,y,) — '(t,zu)))2 <MK} (g, —2.)%;
v=1 v=1

(V@) = Vi) + S (U (2) - Ulgw))” < (4KT +4m2 K3z — y)?

v=1
+2m[&3 Z( - y!/)
v=1
(4.11)
Preuve :

La démonstration du a) ne pose aucun probleme. Elle est basée sur I'inégalité (4.8),

c’est-a-dire le fait que |V”| soit borné par la constante K .
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Le premier volet du b) est obtenu en utilisant I’hypothese 722) du théoreme 4.3.1.

Du fait de la bornitude de V” et par l'inégalité simple (z +y)? < 2(z*+y?),on a :

N
.l_'..

IN
o
=
—
<

p
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+

i

NGRS
—
<
—~
&

8

T
~—

|
<
— 2
=
3
Q
\_/
+

o
N
[
3
~
8
T
Q\
~
QQ
cg

<
~—
~
v

IN

e
TN /N
<4

=

|

<
S
N

w

+

M —
—
NE
<
0

8

N

N
,@
\_/
-+

[C I
—
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ce qui prouve b).

Lemme 4.3.3

[l existe une constante ne dépendant que de d, K, K :

C(r) =8d*(e™™ + 1)(K} + 2d°K2(e™™ +2)) +

telle que pour tout Y = (Y(t))iep,1) € (Rd)Zd )

AW) E TS [ (k= ) = 00) Vecanns) (V(TVils)
keZ4 =1
(4.12) + > U(VYils), V'Yi(s)))ds

Jli—kl=1
t

< o) [IYEds

Preuve :

D’apres le 8) du lemme 4.2.1 on a I'inégalité suivante :

AY) € Fem =) Y3 [T )
keZd" !
+ Y V(YY) V()

nli—kl=1

En utilisant I'inégalité élémentaire zy < 1(22% + 2y%) on a :

56

£ (k= €0)[Vioep(s)] ds.



AY) < T d/tfyr(k)(V’(V*Yk(s))—F Y U(VYs), T Y(s)) ) ds
ke Z? Pli—kl=1
b1 T Y [k = ) (Ve () ds
keZ? =1

Par (4.11) du lemme 4.3.2 on a :

AY) < X [k d/ ((4K7 + 4(2d)PK2)(V"Yi(s))?

keZ?
K S (VY(s))?) ds] + (e —~1)2/0t||y(s)nfds.
) [l ds.

Jli—kl=1

En utilisant le lemme 4.2.2, on a :

AY) < (8d%(e™ + 1)(K? + 2 KX (e +2)) + i (e

Corollaire 4.3.4
On déduit du lemme 4.3.3 :

AY) E Y TE sup [ (b = &) = 3(8)) Vicep ) (V/(TYil5))

AeZd” 1 0<ust
(4.13) + Y U(VYi(s), VY(s))ds
duli- kl 1
< G [ B sup |[Y(w)]]?ds

0<u<<s

Lemme 4.3.5

Il existe une constante ne dépendant que de d, K, Ko, K3, Ky :
D(r) =2d(e™" + 1)(2dK3e™" + 2d max(0,—-K>) + K;) + C(r)

telle que pourt € [0,T] et m € N,

G S B sup [ BV (). (VI(TY(s)
keZd 0<u<tv0
(4.14) + 3 U(VY(s), v (s) ) ) ds
Bli—kl=1

< D) [ BV ds
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Preuve :

La démonstration de ce lemme est basée sur la dualité entre V et V*. En effet, on

G = X Esuwp (= [V (nyime) (VIVET(s)
ke Zd 0<u<t 0
+ 3 (U(VY(), VY™ (s))) ds]
li—ki=1
Par suite,

u d
GM = Y B sup { ~ [ (e 0¥G) = ek = e ¥ () (VI(T1 )

+ z (VY (s), VY s) = (VY (s), VIYs)) ) ds),

donc

G < S E sup [= [ V) (VTHTs)

veZ? 0<u<t

+ 3 (U(VYN6), VY (e)) ) ds]
Jli=k|=1

+2F Sup/ Z Yok = &) = 1 (k) Y2, L (5)
kEZd 0<u<t

(Vi(vyrs)+ Y UV Ykm)(s),V"Y}(m)(s) )) ds.

],lj-—kl:l

En plus de l'inégalité (4.9) , si on utilise le a) du lemme 4.3.2, c’est-a dire
—zl'(z,z) < max(0, —K,)z? + K322
—zV'(z) < K2°

et la remarque 4.3.4 appliquée 3 Y = Y™ ona:

M < S [ BB+ 2d max(0, - ) (VK (s))?
keZ®

TEs Y (VY(s)?) ds + C(r) /OtEHY(m)(s)Hfds.

],I]—k[:l

Par le lemme 4.2.2, on obtient donc :

Glm < (Qd(e-T +1)(2dK3ze™" + 2d max(0,—K,) + K)
t
+C(r)) | BIY™ ()2 ds. -
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Suite de la démonstration du théoréme 4.3.1

L’ inégalité (4.10) et le lemme 4.3.5 nous fournissent le résultat suivant : V¢ < T

2 w0E sup V@I < (Il + 2+ T) 11112)

keZ®
+ (D(r) + 2> E sup ||Y™(w)))? ds.

0<u<s

Par le lemme de Gronwall, on a : pour m fixéet t < T,

> (BB sup. I @IP < (12 + @+ T) 1) exp ((D(r) +2) ¢)
keZ®
< (IwlF+ @+ 1) [11)2) exp ((D(r) +2) T)

ol le majorant est indépendant de m. Par suite,

(4.15) sup 3 () sup [V ()2 < oo
mequezd

On conclut la premiere étape de la démonstration.

e 2°™¢ tape : "Les approzimations forment une suite de Cauchy dans IE,”

Pour cela, considérons la suite d’approximations (Y™}, et montrons qu’elle est de
Cauchy dans IE,; autrement dit, pour Z(mm) ¥y (m) _ Y™ montrons que : YT > 0,
lim E( sup [|Z0(#))2) =0

HAim B ( sup 127 @]7)
On va supposer que m > n. Remarquons que Z(m "™(0) = 0. Soit (An)syo une suite
de sous-ensembles finis de Z? telle que A, converge en croissant vers Z¢ lorsque n

tend vers linfini. Remarquons que , si k & A, alors Z™™ = 0. Dans le cas ol

ke Ap,ona:pourn=1,...,d

(2w = 2 tz(m"”( >>dzk'”")<)

= / 2" )V [V(VY(s) = VI(VY(s)
+ > (U(v ¥{™(s), VY™(s))
Jvlj—klzl

~U(V Y (s), VY (s)) )] ds.
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Ainsi, on a :

O / 2 (s). 9 [V Y (8) = VIV Y s)
+ X (U’(v YiM(s), VY (s) = U(VY(s), VY (s)) )] ds.
]v|]_kl=1
On a alors :
Z ,_YT Hzmn ( )H2 — Z 77‘ / mn} (V*Y( ( ))
kEAR kEAR

— V(VY(s)
+ ( UV Y™ (s), VY ()

Jli=kl=1

— (v Y(s), VY (s)) )] ds

(4.16)

On a donc besoin de quelques lemmes analogues aux lemmes 4.3.3 et 4.3.5 afin

d’obtenir une inégalité pouvant nous conduire au lemme de Gronwall :

Lemme 4.3.6
Pour tout t € [0,T] et m,n € N, et pour ZmmEyn) _y® on g

S [ (bl = en) = 500 2 () (V)

k€EAL n=1
—V(VY(s))
+ 2 (U(VE(6), VY () = (VY (s), TTY(s)) ) ) ds
Ali- kl 1
< C) [ 12 s)Rds
(4.17)

ot la constante C(r) est donnée dans le lemme 4.3.3

Preuve :

D’aprés le 8) du lemme 4.2.1 et du fait que A, est un volume fini de Z% on a

'inégalité suivante :

A < DS S [V - Ve
keZd” =1
+ 3 (U(VYs), vy (s) = UV (), VY (s) )|
Jli—kl=1

%(l" - en)lzk—e n( )| ds.
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De la méme maniere que dans le lemme 4.3.3, on a :

A < S (k) d / (487 + 424KV 2" (s))?
keZ*
— ,
+dRKE Y (V2 (s))?) ds+e4 1)““/0 126 (s)II7 ds.

D’ou
t v
A < () [ 12 )2 d

[ |
Lemme 4.3.7
Pour tout t € [0,T] et m,n € N,
C(m n) def Z / 7T (m,n) )V(V/(V*Yk(m)(s)) — L/’(V‘Y;(”)(S))
k€A
Y (U(TH), TY) — UV (), VY (s)) ) ds

ali= klt 1
< D) / 12 )7 ds ;
0
(4.18)

ou D(r) est la constante donnée dans le lemme 4.3.5.

Preuve :

La démonstration de ce lemme est basée sur la dualité entre V et V* comme dans

le lemme 4.3.5. En effet, on a :

G = = [ (020 6)) (VY ) = VTTEs)
k€An
+ 3 (U(VY(s), VY () = (VY (s), VY (s)) ) ds.
ii-kl=1

par suite,

d

G = = T [0 (920 - k- ) 2L ()

k€An
(vi(v- Y"”’<s>> VI(VYi(s))
+ 3 (UTY), VY (s) = UV (s), VY (s)) ) ds.

Jilj=kl=1
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De facon similaire au lemme 4.3.5 on a :

11

Ginm < Z/O7,(1;)(([\'1+Qdmax(o,—IX'Q)(V*ZIE«"L'R)(S))Q
keZ?®

e Y (VI ds+ OO [ 120 ds

j,[j—k]:l
Donc,

t
G < D(r) [C1Z20 W ($)) ds.
0
suite de la démonstration du théoréme 4.3.1
Par I'inégalité (4.16) et le lemme 4.3.7, on obtient : pour ¢ € [0,7]

S w2 O < D(r) /Ot 12 (5)|1? ds.

k€AL

Onadonc: Vit <T,

B( sup 12 @IR) < suppen 3 Manvan(h)3 () (£ sup 1Y () = uill?)

OSUSt ktEZd
+D(r)/ E( sup |20 (w)]]?) ds.
0 0<u<s

En utilisant le lemme de Gronwall, on a :

E( sup |2mM@)]12) < sup 30 w(k) (B sup [[YI(6) = yell?) PO
0<t<T mEN keAm\An 0<t<T

Grace a l'inégalité (4.15) on aboutit a :

lim E( sup |]Z(m’")(t)||f) = 0.

m,n—00 0<t<T
Par suite, il existe un processus (Y'(t))¢»0 & valeurs dans IE, et continu pour la

topologie de &, tel que :

lim E< sup ||Y((¢) — Y(t)[[f) = 0.

oo 0<t<T

Ainsi, il existe une sous-suite (n,),>q telle que, uniformément sur [0, 7],
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|Y ) (2) — Y(t)||, converge vers 0 en probabilité.
Le processus (Y(%));»o est donc solution de I’équation différentielle stochastique (4.6),

a valeurs dans IE, et continu presque strement.

e 35 étape: "Unicité de la solution”
On prouve enfin 'unicité de la solution. Soient (X (#))eso et (¥Y'(%)):»0 deux solutions

du systeme (4.6) a trajectoires continues telles que :
P(Y(0)=X(0)=y€kE,)=1.

On va montrer que P( X(t)y=Y(t),vVt> O) =1.
Soient ©, une boule de rayon n de IE, et 7, le premier temps de sortie de ©,, de ['un
des processus X et Y. Par la continuité p.s. de X et Y, ona: P(r, >0)=1. par

les mémes procédés que précédemment, on a : pourt >0etn € N |
BIY (A ) = X(EA)IE < D) [ BIV(s A7) = X(s Am) ds,
et par le lemme de Gronwall, on a : pourt >0 et n € N,
BIY(t A ) = X(EA )l = 0
ainsi P( X(t) =Y(t),¥t >0)=1. Ce qui acheve la démonstration du théoreme

4.3.1. |

On va maintenant examiner I’existence et ['unicité de la solution du systeme (4.4).

4.4 Retour au modele de Ginzburg-Landau
4.4.1 Existence et unicité

Nous montrons tout d’abord 'existence de la solution dans E, par I'intermédiaire
du systéeme auxiliaire (4.6) puis nous finirons en prouvant son unicité.
Enongons deés lors le lemme de la surjectivité de l'opérateur linéaire divergence,

nécessaire dans cette section.

Lemme 4.4.1

L'opérateur linéaire V™ est surjectif de IE, dans E..
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Preuve :
On introduit une marche aléatoire (cf. Iritz (1989)). Soit (X, ), la marche aléatoire

sur Z4, définie en tant que chaine de Markov par :

PXop=3/X=k)= é sty=k+e, pourn=1...,d.
Tous les autres sauts sont exclus. Pour i,k € Z% et j = k4 e, avecn = 1,...,d
notons par P(k,7) la probabilité que la marche aléatoire, partant du site 7, visite
en un temps positif les deux sites & et 7. Si le lien k—}' est négativement orienté,
c’est-a-dire que j = k —¢,, alors on prend par convention P;(k,7) = —FP;(j,k). Ainsi

on observe que :

Z Pi(k7j):{2 Si.i.#k

j:[j—k|=1 S11 = k

d d
Pour o € RZ , on peut donc définir y € (Rd)Z de la maniére suivante : pour k € 2% |

Ze,, Zal Pk k+e,);

=l ez
c’est-a-dire que yi est le vecteur d-dimensionnel dont la 7**™¢ composante est
(4.19) > 0Pk k+ey),

ieZ®
finie grace a la convention et du fait de 'exclusion de certains sauts. De plus, par
(4.19) et du fait que ¢ € E,, on a y € IE,. Le vecteur y étant ainsi défini, on vérifie
que V'y=o0:
pour k € Z¢

d
Ve = 3 B ok k) = Bk~ e )]
n=1,e7?

d
= ai Y [Pk, k + e;) + Pi(k, k —ey)]
ezt =l
ezt Bli-k=1
= Ok Z Pk('lcv.])—{" Z a; Z Pl(ka.])
Jili—kl=1 ieZd—{k} Jili—kl=1
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Théoreme 4.4.2

St le processus Y d’état initial y est la solution de I’équation différentielle stochastique
(4.6) dans Uespace de Banach IE,, alors V*Y est une solution de (4.4) dans ’espace
de Banach E. d’état initial V*y .

Démonstration
Pour tout £ € 2%, ¢ > 0, on a d(V*Yi(t)) = V*d(Yk(t)) . Donc,

dVYi(t) = VEV(V(VY(E)
+ > UAVYa(t), V(1)) dt + dBu(t)], t>0,k ez
j,[j—k[‘:l

vY(0) = V-yeRrZ

Ainsi, VY satisfait I'équation différentielle stochastique (4.4). De plus, si Y est dans

IE, alors V*Y est dans E, et ceci du fait de la continuité de l'opérateur divergence. ®

On va maintenant énoncer le théoreme d’unicité de la solution du systeme de Ginzburg-

Landau (4.4) .

Théoreme 4.4.3

Si o, condition initiale du systeme (4.4), est dans l’espace de Banach E, alors
[équation différentielle stochastique (4.4) admet une unique solution a trajectoires
continues dans E,. Cette unique solution s’écrit comme divergence discrétisée de la

solution de [’équation auxziliaire (4.6) dont l’état initial y est donné par :
c=V7y

Démonstration

Soient (S(¢))eso0 et (S(t))e>o deux solutions & trajectoires continues de (4.4) telles

que :

Soit (Y(t))¢>0 la solution de (4.6). On va montrer que
P(S(t)=8(t)=V"Y Vt>0) =1
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On sait que :

d(Se(t) = Su(®) = v (AV( V(Su(t)) = V'(Su(t))
+ 3 (US), 5i(0) = U(Sk(0), S5(1)) ) )t .
Jli—kl=1

* Posons Zy(t) = Si(t)—Sk(t) . En faisant les mémes calculs que dans la démonstration

du théoreme 4.3.1, il existe une constante G(r) > 0 telle que :

t
E|Z(tA7)? < G’(r)/ E|Z(s A7)[2 ds,
0
avec 7, le premier temps de sortie d’un ouvert de E, par I'un des processus (S(%)):>0

et (S(t ))eso - Ainsi, par le lemme de Gronwall, on a :
ElZAAT))?? =0

On obtient donc P(S(t) = S(t);vt > 0) = 1. Puisque V*Y est une solution a

trajectoires continues de (4.4), alors :
P(S(t)=5(t)=VY ,¥t>0) =1

Par la surjectivité de ['opérateur divergence, il existe y € IE, telle que 0 = V*y ; on
prend en particulier y comme ’état initial de la solution de ’équation différentielle
stochastique (4.6) puisque S(¢) = V*Y(¢) P. p.s .

n

4.4.2 Exemple

Dans le cas ou le potentiel par paires est une fonction de la différence des potentiels,
c’est-a-dire : pour z,y € R et f une fonction continue,
Ulz,y) = flz—y)

{ U0,0) = 0 ’
les hypotheses 1) et ¢i2) du théoreme 4.3.1 se résument aux faits que f” soit bornée
c’est-a-dire qu’il existe M; € R et My > 0 tels que : My < f” < M,; et f paire
c’est-a-dire que pour z € R, f(z) = f(—=z). En effet, d’une part

(e—y)( filz—2)= flly—1t)) (x—w%v—nU“ﬁ*““Z+f%2¢?ﬁU

(z-y)(z—t
Mz —y)? = Mz — y||z — ¢]

(M = )z ~y)* ~ Gz = 1)".

(AVARAY,
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ou M = max(|M,|; Ms).

D’autre part,
[z —y) = fllx = 2)| < Mly — 2],

On en déduit donc les différentes constantes du théoreme 4.3.1 :
K est la borne supérieure de |V”|, Ky = M — %, Ky = %l et Ny =M
Cas particuliers

L’exemple classique de fonction f est :

c’est-a-dire le systeme dynamique considéré est une pertubation par le potentiel

propre V' d’un systeme linéaire :

(420 dSi(t) = LA (V/(Su(t) + AS(t))dt + V*dBi(t), t>0,kez’
U S(0) = oer%

Dans ce cas, My = M; =1, donc Kp = K3 =%, Ky =1

Fritz (1987 , 1989) a étudié la limite hydrodynamique de ce cas particulier.

Le cas ou le potentiel par paires U est nul et les spins sont définis sur le réseau
uni-dimensionnel Z a été examiné par Zhu (1990) dans le cadre de I’étude de la

fluctuation d’équilibre. Plus précisement, il considere le systeme suivant :

dSi(t) = (V'(Seaa(t) = 2V/(Sk(t)) + V'(Sea(t))) dt
(4.21) +V2VdB(t), t>0,k€Z
S(0) = o€ RZ

On voit la que, bien que I'interaction par paires U = 0, il existe une interaction entre

les potentiels propres définis en des sites voisins.

4.5 Une classe de mesures invariantes

Dans cette section, nous montrons qu’un ensemble de mesures de Gibbs paramétrées

par les suites harmoniques de Z¢ sont des mesures de probabilité invariantes pour le
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modele de Ginzburg-Landau (4.20).

Soit A = (M), e € de. Notons (i) la famille de mesures de Gibbs sur de
kel

parameétrées par A ayant pour hamiltonien Ay, défini au site & par
hk',\(CE) = hk(l‘) - /\kl‘,lﬁ

d
et donnée par : pour k € Z% et z € RZ",
1

[L,\(dIk[ZE{k}c) = m exp(—hk(l) + /\kwk)dxk

ol zypye = ()4 et
(4.22) Z(y, zkye) = /Rexp(—hk(x) + yxg)day

est la constante de renormalisation.

Le parametre A est déterminé en intégrant par parties (4.22) :

1
209, 29) = Oubi(z) exp(~hulx) + yai)das

donc Ay = [Ochi(z)ur(dz). Il s’interprete donc comme la valeur moyenne de la

fonction dyhy. Cette derniere est appelée potentiel chimique.

Le théoreme suivant assure I'invariance de la famille de mesures de Gibbs (g ), pour
la dynamique de Ginzburg-Landau donnée dans 'exemple (4.20) correspondant a
une interaction par paires U quadratique entre les particules.(cf. Fritz (1987a) , p79

ou (1987b), p295).

Théoreme 4.5.1
La mesure de Gibbs uy, est invariante sous l’action de la dynamique associ€ au modele
de Ginzburg-Landau (4.20) si la suite X est harmonique, c’est-a-dire si elle vérifie :

VkGZd,A/\kZO.

Preuve:
; d . . ’ . .
Soit f € Cg(RZ ) . Le générateur infinitésimal A du processus de Ginzburg-Landau

est donné formellement par:

Af = % S (0hi0ef = 0,) + (8,05 — 02))

- keZd Jli—kl=1
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d
c’est-a-dire, pour ¢ € RZ"

Af@) =2 Y % explhi(2)d;(exp(—h;(@))(0f(x) - 9,£(2).

“ peZd ilimkl=1

ou dans cet exemple

o —

he(e) = V(e +5 D (xj —a)’

Jli—kl=1
(cf. Daleckii et Fomin (1983) ou Fritz (1982)).

Par une intégration par parties,

[ar@in@ =5 ¥ [( X 05 2)0@dn(z).

ezt ili—kl=1
Ainsi, si pour tout &k € Z%, Z (A; — Ax) = 0 alors /Afdu,\ =0 u
],’]—/\7’:1

Pour la dynamique (4.20), il existe donc toute une famille de mesures de Gibbs

invariantes.

- Remarquons que sur un réseau unidimensionnel le parametre A en chaque site
est linéaire en ce site : Yk € Z°

/\k:a+bk,

ou a, b sont des constantes.

- Notons que la question de savoir si toute mesure invariante est une mesure de
Gibbs demeure jusqu’a présent un probléme ouvert particulierement ardu.
- Aussi, on peut se poser la question a savoir vers laquelle de ces mesures invariantes

converge le systeme de Ginzburg-Landau 7 Ceci reste un probleme ouvert.
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