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A mes grands-parents, 
A mes parents. 

Weil, she 's walking through the clouds 
with a circus mind that's running wild. 

Butterflies and zebras and moonbeams and fairy tales 
(ta/king) Th at 's al! she ever thinks about ... 

Riding with the wind. 

When f'm sad she cornes to me 
with thousand smiles she gives to me free. 

/t's alright, she says, it's alright, 
take anything you want from me, anything. 

Fly on little wing. 

"Little wing" 
Words by Jimi HENDRIX 

©Bella Godiva Music 
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Résumé 

Les éoliennes de grande taille sont des systèmes mécaniques complexes compqsés de 
corps flexibles soumis à des efforts en grande partie aléatoires. Ces machines peuvent être 
classées dans la catégorie des systèmes souples polyarticulés. La majorité des codes de cal­
cul des efforts subis par les éoliennes développés jusqu'alors, se sont surtout focalisés sur 
la prédiction des efforts aérodynamiques s'exerçant sur le rotor. En outre, ils adoptent très 
souvent des hypothèses trop simplificatrices sur le comportement dynamique de ce type 
de machine. Cette thèse s'efforce de combler cette lacune, en proposant une démarche de 
calcul principalement fondée sur les formalismes récents, relatifs à l'étude dynamique des 
systèmes souples polyarticulés. L'application du formalisme de Kane et d'un schéma to­
pologique arborescent débouche sur une écriture récursive des équations de la dynamique, 
adaptée à une transposition algorithmique du problème. Les souplesses des différents corps 
sont introduites par le biais de leur représentation modale. Les pales constituant la partie 
principale de la machine, leur représentation modale doit refléter leur comportement réel. 
Par conséquent, elle découle d'une modélisation éléments finis de type poutre, prenant en 
compte leur géométrie complexe ainsi que l'anisotropie des matériaux qui les composent. 
Les efforts aérodynamiques sont, quant à eux, déterminés par l'application de la théorie 
combinée ou tourbillonnaire (type sillage prescrit). La résolution du système d'équations est 
fondée sur un schéma d'intégration temporelle. Un code de calcul a été écrit sur la base de 
ces développements, permettant un calcul des efforts en régime de vent stationnaire. 

Abstract 

Large size horizontal axis wind turbines are complex mechanical systems composed 
of flexible bodies mainly working under random loads. These systems can be classified 
among flexible multibody systems. Most of the computer codes concerning wind turbines 
prediction loads have been focused on rotor blade aerodynamics. However they are too 
often based on simplified dynamic modelisations. This thesis achieves to brigde this gap 
by proposing a dynamic modelisation based on recent formalisms developed for dynamical 
studies on flexible multibody systems. The use of Kane's formalism and tree topology leads 
to a recursive formulation of the dynamic equations, more suitable for a computer oriented 
approach of the problem. Flexibilities of different bodies are introduced through their modal 
representation. Since blades are the most important part of the wind turbine, their modal 
basis have to be representative of their real behaviour. So their modal basis is obtained 
by a finite bearn element model taking into account their complex shape and the material 
anisotropy which they are made of. Aerodynamic loads are determined from the application 
of the combined or the vortex theory (prescribed wake analysis ). The system resolution is 
based on a direct time integration method. Finally a computer code has been written on 
the basis of those developments and is able to compute loads for a steady wind. 
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Notations générales 

Numérotation 
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tenant pas à la partie sera précédée du chiffre de la partie dans laquelle elle/il a été créé 
(Ex.: (III-2.9)). 

• Les annexes sont numérotées par une lettre majuscule de l'alphabet latin. 

Conventions 

• to. une égalité à valeur de définition (Ex. : fyy to. j z 2 dS) 

• une barre inférieure désigne un vecteur (Ex. : Q) 

• une double barre inférieure désigne un dyadique (Ex. : JJ 
• [ J une matrice de dimension quelconque (Ex. : [ M]) 

• { } une matrice colonne ou un vecteur colonne (Ex. : {V}) 

• ( ) une matrice ligne ou un vecteur ligne (Ex. : < U >) 

• {V} T la transposé du vecteur colonne {V} telle que {V} T = (V) 

• un vecteur !!_ de composantes ( u, v, w) dans un repère donné pourra également se mettre 
sous la forme matricielle< u >=<uv w > 

• (0 XYZ) le repère de centre 0 et d'axes (OX), (OY) et (OZ) 

• (Xp, Yp, Zp) les coordonnées d'un point p dans un repère (0 XYZ) 

• t la variable temporelle 
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• .1{ la dérivée première par rapport au temps d'un vecteur J!c = J!c(x, y, ... , t) dans le repère 
local attaché à un corps mobile du système 

• u,x ou u' la dérivée première par rapport à une variable d'espace x de la fonction u 
âu 

u(x, y, ... , t) telle que u,x = âx 

• u,xx la dérivée seconde par rapport à la variable d'espace x de la fonction u = u(x, y, ... , t) 
fJ2u 

telle que u,xx = - 2 âx 

• Ü la dérivée première par rapport à la variable de temps t de la fonction u = u(x, y, ... , t) 

11 
. âu 

te e que u = ât 

• ü la dérivée seconde par rapport à la variable de temps t de la fonction u = u(x, y, ... , t) 

11 
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te e que u = ât2 

• A wB la vitesse angulaire du corps B par rapport (dans) au corps A (le repère A) 

• wB = Al:!d.B si A désigne le repère galiléen 

• A'QP la vitesse du P appartenant au corps B dans le repère A 

• Ag_B et Ag_B respectivement l'accélération angulaire et l'accélération 



Introduction générale 

Les dispositifs de conversion de l'énergie du vent en énergie mécanique remontent bien 
au-delà des traditionnels moulins à vent qui caractérisèrent longtemps le paysage du nord 
de l'Europe. En effet, au Xème siècle, des écrits rapportent déjà qu'à l'est de la Perse, le 
vent entraînait des moulins à axe vertical destinés à l'irrigation. Par contre, le passage à une 
exploitation de cette technologie à des fins de production d'électricité ne date que de la fin 
du XI Xème siècle. Suite à l'ensemble des travaux menés essentiellement en Europe durant 
ces trois dernières décennies, la technologie éolienne commence à atteindre son niveau de 
maturité dans la mesure où des industriels sont maintenant capables de proposer des sys­
tèmes fiables. 

Parmi les solutions techniques avancées en vue d'une exploitation à grande échelle, les 
constructeurs ont retenu la configuration des éoliennes à axe horizontal dans le vent 1 , avec 
une puissance nominale située autour des 630 kW. Cependant, l'étendue des ressources éo­
liennes en Europe poussent ces mêmes constructeurs à développer des machines dépassant le 
mégawatt. Cette évolution vers des éoliennes de grande taille, dont les composants doivent 
être de mieux en mieux adaptés, remet en cause lors de leur conception, la réduction de 
ces machines à des mécanismes simples. A cela, ajoutons que les textes de réglementations 
deviennent de plus en plus précis, obligeant les constructeurs à affiner les méthodes avec 
lesquelles ils doivent justifier la fiabilité de leurs produits. Dans ce contexte, le lien entre les 
nombreux travaux de recherche et les préoccupations industrielles doit se renforcer. Néan­
moins, un écart encore important subsiste entre ces deux points de vue. En effet, la plupart 
des laboratoires n'ont essentiellement abordé, de façon fort compréhensible, le problème éo­
lien que sous son aspect aérodynamique, tant il est vrai que la partie active de la machine 
est constituée par son rotor. Cependant, réduire la totalité de la machine uniquement à 
son rotor est aujourd'hui d'autant plus excessif que de nouvelles installations montrent que 
l'introduction de corps plus souples joue un rôle important sur les performances des éoliennes. 

Notre travail va d'abord s'efforcer de montrer que très peu de codes de calcul des efforts 
se proposent d'intégrer une modélisation structurale complète de la machine (rotor, nacelle 
et pylône). De plus, quand cela est le cas, les modèles adoptés pour représenter la dyna­
mique des pales ne reflètent souvent pas leur comportement réel. En effet, la nécessité de 
ramener le nombre de degrés de liberté à un niveau acceptable pour déterminer les équations 
de mouvement du système, contraint souvent les auteurs à une trop grande simplification 
de leur comportement dynamique. C'est par conséquent l'un des premiers points sur lequel 
nous nous proposons d'intervenir. En outre, la complexité cinématique de ces machines dé­
courage vite ceux qui souhaitent obtenir, à l'aide des théories classiques de la dynamique du 

1. Le plan rotor est situé en avant du pylône en fonctionnement 

1 



2 

solide, les équations de mouvement. Cet obstacle constitue le second point d'investigation 
de nos travaux. Nous montrerons qu'il existe aujourd'hui des moyens bien plus adaptés pour 
déterminer les équations de mouvement des systèmes multicorps souples, dont les éoliennes 
font partie. Enfin, il n'est guère envisageable de ne pas présenter les modélisations aérody­
namiques qu'il conviendra de mettre en oeuvre pour aboutir à une approche complète du 
problème. Ce travail débouchera finalement sur l'écriture d'un code qui viendra concrétiser 
et affirmer l'orientation des choix théoriques. 
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Introduction 
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Chapitre 1 

~ 

Etat de l'art 

1.1 Introduction 

Le calcul des efforts sur une éolienne fait appel à des connaissances multidisciplinaires 
telles que la météorologie, l'aérodynamique, la dynamique des structures, les systèmes de 
commande et enfin le génie électrique. De plus, la tendance des machines actuelles à prendre 
des dimensions de plus en plus importantes remet en cause la démarche de réduction de ce 
type de machines à des systèmes mécaniques simples, sans compter qu'elles sont soumises 
à des chargements aléatoires. Par conséquent, des efforts importants visant à améliorer les 
méthodes de calcul de ces systèmes ont été consentis durant ces vingts dernières années. Ils 
sont maintenant d'autant plus accrus que des facteurs déterminants viennent accélérer ce 
processus: 

- une amélioration graduelle des connaissances sur la technologie propre à l'éolien. Un 
plus large échange des travaux de recherche au niveau national et international permet 
d'accroître la fiabilité de la technologie éolienne, 

- la volonté d'abaisser les coûts tout en allant vers des machines de plus en plus puis­
santes. Les industriels remettent en cause leurs façons de concevoir en essayant d'opti­
miser les machines, tentant de mettre de côté un certain conservatisme en matière de 
conception, 

- l'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs. Ce phénomène touche de 
près les industriels qui peuvent d'ores et déjà exploiter sur de simples ordinateurs 
individuels, des codes de calcul performants jusqu'alors réservés à des installations 
coûteuses, 

- et enfin, les contraintes liées à l'émergence de règles de certification et de normalisation 
[1]. Dans les pays du nord de l'Europe (et en particulier au Danemark, en Allemagne 
et en Hollande), des normes de certification sont imposées aux constructeurs. De plus, 
la création récente d'une norme internationale [2] spécifie que la phase de validation 
de conception de machine doit nécessairement intégrer la représentation d'un certain 
nombre de phénomènes physiques tels que le traitement réaliste de la turbulence et de 
l'aérodynamique instationnaire (au niveau des pales). 
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6 1.1. Introduction 

L'analyse du contexte dans lequel s'est effectué ce travail va bien entendu à la fois 
guider et justifier nos travaux, puisqu'il s'agit dans un premier temps de modéliser correcte­
ment le comportement mécanique de la machine et dans un second temps, d'écrire un code 
de calcul pouvant répondre aux préoccupations actuelles et à venir des industriels. Un bilan 
des recherches actuelles doit donc être dressé et si nous voulions être tout à fait complet, il 
devrait se composer de quatres parties: la représentation des phénomènes météorologiques, 
l'aérodynamique des rotors, la dynamique des structures et enfin la transmission de puissance 
avec le système de contrôle de la machine. Cependant, l'aérodynamique et le comportement 
structural de la machine sont de loin les problèmes les plus importants. Par conséquent, nous 
ne ferons un bilan que de ces deux aspects fondamentaux: l'aérodynamique et le dynamique 
des structures. Cependant, l'analyse des codes de calcul éolien recensés nous montrera que 
ceux-ci sont surtout axés sur la modélisation aérodynamique des phénomènes plutôt que sur 
celle du comportement dynamique. Or, les codes basés sur la modélisation d'ensembles re­
lativement rigides se voient aujourd'hui remis en cause par l'introduction de souplesses sous 
deux formes: l'une est discrète et correspond à l'utilisation d'un moyeu articulé et/ou d'un 
rotor à vitesse variable, la seconde se traduit par une souplesse accrue des pales, du moyeu, 
de la ligne d'arbre et du pylône. Par conséquent, l'impact de la dynamique de la structure 
sur le fonctionnement de la machine prend une place de plus en plus importante, d'autant 
que des relevés expérimentaux s'accordent à montrer que les charges dynamiques peuvent 
être réduites de façon significative grâce à l'introduction de ces souplesses. 

La tendance naturelle des auteurs qui se sont penchés sur la modélisation des éoliennes, 
a d'abord été d'apporter des réponses sur l'aérodynamique du rotor, puisque le but de ce 
dispositif est bien de convertir l'énergie cinétique du fluide (le vent) en énergie mécanique 
(puis électrique). Ceci explique en grande partie pourquoi la plupart des avancées majeures 
sur le thème éolien se situent au niveau des modèles aérodynamiques. Ce n'est qu'ensuite 
que l'influence du comportement structural du rotor, caractérisé par les déformations des 
pales, a été intégrée dans les calculs de performances des rotors. Cette étape correspond à 
la phase de modélisation aérostructurale du rotor, c'est-à-dire au couplage fluide-structure. 
Cependant, la dynamique de l'éolienne ne se limite pas simplement à celle de son rotor, car 
pour être complète la modélisation doit maintenant intégrer le comportement dynamique de 
la machine tout entière, incluant par conséquent le rotor, le mécanisme de transmission de 
puissance (ligne d'arbre) et le pylône. 

En outre, on distingue nettement deux types de code éolien: les premiers s'adressent 
aux industriels alors que les seconds sont plutôt des outils de recherche. Ces derniers mettent 
en oeuvre des modèles très poussés d'un point de vue aérodynamique, mais font appel soit 
à une modélisation structurale trop simplificatrice, soit à des codes structuraux puissants 
(éléments finis) mais exogènes, c'est-à-dire non spécifiquement dédiés à l'éolien, et donc 
pas nécessairement adéquats pour traiter efficacement les problèmes de couplages fluide­
structure. L'existence de ces deux types de code n'est bien entendu pas incompatible, car 
il y a un échange continu entre les souhaits des industriels et les retombés des avancées du 
domaine de la recherche. C'est dans ce cadre que nous souhaitons présenter un état de l'art: 
comment, à partir des théories existantes, sont aujourd'hui structurés ces codes de calcul, et 
quelle voie doit on prendre pour leurs futurs développements. 

Signalons enfin que cette présentation ne constitue pas tout à fait une étude bibliogra­
phique au sens propre du terme, car dans un souci de clarté, nous avons préféré reprendre 
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les éléments bibliographiques appropriés dans les chapitres qui le nécessitent. 

1.2 Modélisation aérodynamique 

Les conditions générales de l'écoulement sur un rotor éolien sont instationnaires dans 
un repère lié au rotor (repère tournant). Les causes en sont naturellement les turbulences 
atmosphériques (rafales, topologie du terrain), mais également la simple présence de l'éo­
lienne dans l'écoulement. La prise en compte de la totalité des phénomènes instationnaires 
se révèle délicate, et une approche par étape successive, de complexité croissante, s'avère 
indispensable. 

Remarquons tout de suite que, quelle que soit la nature d'écoulement, la plupart des 
modèles admettent comme hypothèses de base que le fluide est parfait et incompressible. 
Elles sont liés aux premières modélisations proposées sur les hélices marines par Rankine 
(1865) [3] et Froude (1885) [4], car dans cette configuration, l'analyse de l'écoulement à 
travers le rotor peut être établie sur la base des lois de conservation (conservation de la 
masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie). L'écoulement sur ce type d'hélices est 
d'autre part idéal, puisqu'il est uniforme (même vitesse en tout point du fluide), stationnaire 
et perpendiculaire au plan du rotor. Ces modèles, qualifiés de monodimensionnels, ont été les 
premiers à apporter des informations sur les performances aérodynamiques des rotors éoliens 
malgré les hypothèses fortes sur la nature de l'écoulement ainsi que la réduction du rotor 
à un disque sans épaisseur et uniformément chargé (ce qui équivaut à supposer un nombre 
infini de pales). Les lois de conservation permettent d'établir d'une part, des relations entre 
la vitesse du fluide prise en divers points de l'écoulement (notamment au niveau du plan 
rotor et loin en aval du plan rotor) et d'autre part, de calculer le rendement maximal d'un 
rotor (cf.§ III-3.2.1). 

Malheureusement, ces applications souffrent d'un manque de prise en compte de la 
géométrie réelle du rotor, puisque celui-ci est constitué d'un nombre fini de pales. C'est 
pourquoi, sous l'impulsion des travaux de Stefan Drzewiecki [5] entre 1892 et 1920, la théorie 
de la quantité de mouvement appliquée aux hélices a été agrémentée de la théorie de l'élément 
de pale (Blade Element Theory), pour prendre le nom de théorie combinée de la quantité 
de mouvement et de l'élément de pale vers 1920 (Combined Blade Element and Momentum 
Theory). L'analyse de l'écoulement autour des profils des pales, en supposant que ceux-ci 
fonctionnent uniquement dans un plan, permet alors d'une part, d'introduire les effets de 
viscosité (viscosité locale) par l'intermédiaire des coefficients aérodynamiques (portance et 
traînée) et d'autre part, de raisonner sur des tubes de courant concentriques indépendants 
les uns des autres, offrant alors la possibilité d'avoir un écoulement non uniforme sur le 
disque rotor. De ce fait, pour le rotor éolien, la théorie combinée permet d'introduire les 
variations de l'intensité du vent amont suivant l'altitude (cisaillement du vent) due à trois 
paramètres: l'effet de couche limite du sol (vitesse nulle au niveau du sol), la topologie du 
terrain (inégalités du sol), et enfin la nature du sol (gradient de température). Une mise 
en oeuvre simple et maintenant quasi-standard de la théorie combinée est celle proposée 
sur la base de la méthode de Glauert (1935) [6]. Cette théorie a connu un grand succès 
et a très souvent été considérée comme la meilleure méthode pour la prédiction des efforts 
aérodynamiques et la conception des machines. Facile à coder, rapide, son utilisation est 
encore à l'heure actuelle celle qui prévaut dans les codes industriels. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Cependant, dans sa formulation de base, la théorie combinée comporte des lacunes im­
portantes, c'est pourquoi l'état de l'art correspond maintenant aux améliorations suivantes. 
Le rotor est modélisé par un disque sans épaisseur, constitué d'un nombre infini de pales: 
cette représentation est modifiée par l'application d'un facteur de correction, appelé facteur 
de perte en extrémités (Tip Loss Factor) de Prandtl [8], et issu de la théorie tourbillonnaire 
que nous allons aborder par la suite. D'autre part, l'écoulement autour des pales se carac­
térise par trois régimes : régime laminaire, régime au voisinage de la portance maximale et 
enfin régime détaché ou de post-décrochage (l'étendue de ces régimes est définie sur la courbe 
caractéristique de portance du profil en fonction de son incidence). Or, la géométrie des pales 
et le système de pilotage (lorsqu'il s'agit d'une éolienne à vitesse constante, cf. § 3.1.2) sont 
conçus pour que la résultante des efforts aérodynamiques délivre un couple moteur maximal. 
Par conséquent, ceci nécessite d'exploiter la courbe de portance du profil dans la zone où les 
phénomènes instationnaires liés au décollement de la couche limite risquent d'apparaître: ce 
comportement est défini comme le décrochage dynamique des pales (variation dans le temps 
de 1 'incidence des profils) dont les conséquences sur les performances et la dynamique du 
rotor sont importantes. La complexité du mécanisme de décrochage ne permet pas encore à 
l'heure actuelle de proposer des modélisations qui donnent toute satisfaction. Parmi les plus 
employées, on peut notamment citer les modèles bidimensionnels de l'Onera [9], Leishman et 
Beddoes [10]. De plus, l'écoulement autour des pales est fondamentalement tridimensionnel 
(induit par la rotation des pales) : quelques modèles [11] proposent maintenant de corriger 
les polaires des profils pour obtenir des prédictions d'efforts plus conformes aux données ex­
périmentales. Rajoutons à cette liste que le désalignement du vent avec l'axe de rotation du 
rotor est un cas de fonctionnement courant. Les études sur les hélicoptères en vol avançant 
peuvent alors utilement compléter le modèle de base [12]. Enfin, le caractère instationnaire 
de l'écoulement amont est traité comme une succession d'états stationnaires tant que les 
variations de la vitesse du vent et la vitesse de rotation du rotor sont assez lentes pour 
être traitées comme un écoulement quasi-stationnaire. De nombreux efforts [13] sont faits, à 
l'heure actuelle, pour introduire de façon plus rigoureuse les termes d'instationnarité dans 
la théorie combinée. Cette liste d'améliorations est actuellement intégrée dans les codes à 
vocation industrielle. 

L'autre voie pour la détermination des performances des rotors éoliens, reconnue comme 
plus physique mais aussi plus précise, est basée sur la théorie tourbillonnaire. La visualisation 
de l'écoulement en aval du plan rotor montre clairement qu'il est composé d'une structure 
complexe à base d'enroulements tourbillonnaires (figure 1.1): c'est le sillage du rotor. Cette 
théorie a pour objet de modéliser la structure tourbillonnaire de l'écoulement en aval du 
plan rotor à l'aide de singularités tourbillonnaires, et de déterminer les caractéristiques de 
l'écoulement en tout point de l'espace et plus particulièrement au niveau du plan rotor. 
Les lois de la dynamique des fluides qui gouvernent l'action et l'influence d'un tourbillon 
s'énoncent par: la loi de Biot et Savart, le théorème de la circulation de Kelvin et les lois 
de Helmholtz. N .E. Joukowski [15] posa les fondements de la théorie tourbillonnaire entre 
1912 et 1929. Afin de simplifier les formulations mathématiques, les premiers calculs furent 
effectués avec l'hypothèse de disque rotor possédant un nombre infini de pales, à l'image de 
la théorie de la quantité de mouvement. 

Puis, en 1929 S. Goldstein [16] développa une théorie tourbillonnaire pour les hélices 
avec un nombre fini de pales, dans le cas d'un écoulement purement axial. Le sillage était 
alors représenté par une nappe tourbillonnaire hélicoïdale s'étirant axialement à une vitesse 
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FIG. 1.1 Visualisation du sillage d'un rotor (clichés FFA [14}, Suède) 

constante et considérée comme une surface rigide (pas de distorsion du sillage). Par la sui te, 
d'autres auteurs tels que Lock (1930), Yeatman (1934) et Kaman (1943) reprirent le modèle 
de Goldstein afin de l'adapter notamment au cas du vol vertical des hélicoptères. Les solutions 
proposées par ces auteurs sont des formes analytiques des équations de l'écoulement, car le 
sillage est suffisamment simplifié dans sa géométrie pour rendre ces calculs possibles. Cepen­
dant, la structure du sillage et l'instationnarité de l'écoulement ne permettent pas d'utiliser 
plus longtemps cette analyse, et le sillage doit être représenté sous une forme discrète. Les 
inconnues du problèmes doivent alors être obtenues par des procédures numériques. 

La définition des éléments de la structure discrétisée du sillage dépend de la géométrie 
des pales et plus particulièrement de leur allongement 2. Pour des allongements importants. 
les pales sont modélisées par un tourbillon unique, d'intensité variable en envergure. Ce mo­
dèle est directement issu de la théorie de ligne portante [17], dérivé de la méthode de Prandt 1 
pour les ailes. Le sillage formé par l'ensemble des nappes tourbillonnaires qui se développent 
en bord de fuite de chaque pale est alors discrétisé par un réseau de mailles tourbillonnaires. 
Si, au contraire, l'allongement des pales est faible, on se tourne alors vers une modélisation 
par des surfaces portantes, qui sont ni plUs ni moins que l'extension bidimensionnelle de 
la méthode de la ligne portante. Il faut cependant ajouter deux remarques sur la théori<' 
de la ligne portante dans le cas de son utilisation sur les pales. On peut, dans le cas des 
ailes, donner une solution analytique de l'écoulement par cette théorie, alors que pour une 
pale, la complexité de la géométrie (hélicoïde) de sa nappe tourbillonnaire ne nous le permet 
pas. D'autre part, l'hypothèse selon laquelle il ne doit pas y avoir de changement rapide de 
l'environnement aérodynamique de la pale n'est pas toujours valable: la pale est rarement 
uniformément chargée et la nappe tourbillonnaire de la pale précédente peut modifier sensi­
blement l'écoulement de la pale suivante. Ces problèmes peuvent être palliés par l'utilisation 
d'une modélisation par surface portante. Depuis peu, et parallèlement avec l'accroissement 
des capacités de calcul des ordinateurs, certains auteurs [18] proposent de modéliser les pales 
par des panneaux (Panel Method). Cette assemblage permet de tenir compte de l'épaisseur 
du profil et s'affiche donc à l'heure actuelle comme la méthode de modélisation la plus fine. 
Le sillage, que ce soit par la méthode de la surface portante ou des panneaux, est discré­
tisée bien entendu par des surfaces sur lesquelles sont disposées des singularités (sources, 
tourbillons, doublets, etc). 

2. Quotient de l'envergure au carré de la pale sur sa surface portante 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Quelle que soit la méthode adoptée pour modéliser les pales, la détermination du sillage 
peut être implémentée de deux manières. La plus complète repose sur une analyse par sillage 
libre (Pree Wake Analysis) et une dégénérescence de celle-ci est celle par sillage prescrit 
(Prescribed Wake Analysis). Le principe de l'analyse par sillage libre est le suivant: celui-ci 
est construit par incrémentation successive de la géométrie discrétisée de la nappe hélicoïdale 
attachée à chaque pale, et la convergence simultanée des composantes de la vitesse de l'écou­
lement en des points choisis du sillage et du plan rotor doivent conduire à un positionnement 
unique des éléments discrets (lignes, surfaces tourbillonnaires) du sillage. Par conséquent, le 
sillage évolue librement au cours du temps, en fonction des conditions de l'écoulement en 
amont du plan rotor, et peut donc être parfaitement instationnaire. Sa mise en oeuvre lourde 
ainsi que les temps de calcul importants limitent l'utilisation de cette méthode à des travaux 
de recherche ou des études spécifiques: pour dix minutes de simulation d'écoulement, il faut 
compter plusieurs jours de calcul [19]. Dans le but de réduire ces facteurs pénalisant en vue 
de multiplier les études de cas de charge, des développements récents se proposent d'alléger la 
procédure de calcul en imposant (ou encore en prescrivant) la géométrie du sillage: quelques 
heures de calcul sont alors suffisantes. Le calcul des composantes de la vitesse de l'écoulement 
sera réduit à celles prises au niveau du plan rotor et non dans le sillage, car celui-ci est déjà 
imposé. La géométrie globale du sillage est réactualisée jusqu'à ce que les caractéristiques de 
l'écoulement au plan rotor convergent, puisqu'au départ, ces valeurs sont initialisées par une 
méthode de type théorie combinée (plus rarement avec un calcul par sillage libre), et ne cor­
respondent donc pas à la géométrie du sillage initialement imposée. Comme nous le voyons, 
la particularité de cette analyse est qu'elle demande d'être initialisée, et le gain potentiel 
en temps de calcul par rapport à une analyse par sillage libre sera fonction de la qualité 
avec laquelle on initialise la géométrie du sillage. Une conséquence importante liée à cette 
méthode réside sur sa capacité restreinte à traiter le cas d'un écoulement instationnaire. Si 
l'on considère que celui-ci peut être pris comme quasi-stationnaire (rafales "lentes"), le calcul 
instationnaire interviendra après avoir déterminé le sillage en régime permanent. Si nous 
souhaitons par contre introduire les turbulences atmosphériques, on ne peut avoir recours 
qu'à une analyse par sillage libre, qui par principe positionne le sillage au fur et à mesure 
des conditions instantanées de l'écoulement. La tendance actuelle voudrait que les analyses 
par sillage prescrit viennent peu à peu intégrer les codes industriels. Mais, leur apparition 
relativement récente et la restriction sur la nature de l'écoulement ne les positionnent pas 
encore en tête des applications industrielles. 

Soulignons également que des développements récents sont menés sur le support d'une 
analyse par sillage libre afin de reproduire le mécanisme tridimensionnel du décrochage dy­
namique intervenant surtout lorsque le vent est désaligné. Cette modélisation (de façon 
extrêmement simplifiée) introduit en plus du sillage principal, un second sillage, généré à 
partir du bord d'attaque de la pale: c'est le concept du double sillage [20]. 

Le but des méthodes d'analyse par sillage basées sur la théorie tourbillonnaire est d'of­
frir un compromis entre le temps de calcul, le nombre et la précision des informations que 
l'on souhaite obtenir sur l'écoulement. Le modèle le plus complet que l'on pourrait envisager 
d'implémenter, consisterait à résoudre les équations de Navier-Stokes pour un écoulement 
visqueux instationnaire. Malheureusement, et malgré les capacités déjà importantes des or­
dinateurs, cet objectif est encore loin d'être atteint. Malgré tout, les hypothèses du fluide 
(parfait, incompressible) permettent d'apporter des réponses assez satisfaisantes aux pro­
blèmes les plus courants rencontrés dans la conception des rotors éoliens par l'adoption 
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des méthodes potentielles: l'écoulement est régi par l'équation de Laplace. Par conséquent, 
même si les modèles par sillage libre ne tiennent pas compte des effets de viscosité, avec la 
méthode des panneaux il est toujours possible d'introduire ces effets grâce à l'intégration 
de l'équation de la couche limite. Dans ce cas, il n'y a pas besoin de donner les valeurs des 
coefficients aérodynamiques (portance, traînée) des profils, seule la description géométrique 
de ces derniers suffit. 

Enfin, l'importance des charges dues à la turbulence atmosphérique est maintenant 
universellement reconnue. Par conséquent, un modèle de vent adapté pour les calculs de 
conception est nécessaire et doit être capable de représenter correctement les variations 
spatiales et temporelles de la turbulence. Parmi ces modèles, deux s'en détachent. Le premier 
est dû à Veers [21] et le second à Mann [22]. Ce dernier est un modèle à trois composantes 
qu fut récemment étendu aux terrains accidentés. D'un autre côté, le modèle de Veers est, 
en principe, également capable de modéliser trois composantes ce qui n'a jamais encore 
été vérifié, à cause principalement du manque d'informations sur les corrélations croisées. 
Pour les terrains plats, l'application de l'un ou l'autre des modèles se révèle être fiable. 
Pour des terrains accidentés par contre, il n'y a pas de réponse définitive et les recherches 
sont toujours en cours. Pour être tout à fait complet sur la simulation de la turbulence, il 
faut citer également les travaux entrepris pour modéliser les perturbations engendrées par le 
sillage d'une éolienne sur les performances d'une autre éolienne implantée à proximité, cas 
typique d'une ferme éolienne 3 . 

Effets de la 
rotation des 
pales sur les 
coefficients 

aérodynamiques 

-Fluide visqeux, ~ 
- Ecoulement 

înstatiormaire 

Théorie tourbillonnaire 

Théorie de l'élément 
de pale 

Ecoulement potentiel 

de mouvement 

Théorie combinée 

Théorie combinée 
améliorée 1 

Théorie combinée 
améliorée 2 

1 

Fluide parfait, 
incompressible 

- Ecoulement stationnaire, 
wùforme, perpendiculaire 
au plan rotor, 

- disque sans épaisseur, 
nombre infini de pales 

- Ecoulement stationnaire, 
non uniforme, perpendiculaire 
au plan rotor 

- nombre fini de pales après 
correction 

-Ecoulement instationnaire, 
I------1 non uniforme, désaligné 

FIG. 1.2 Présentation des modèles aérodynamiques {1/2} 

- Cisaillement du vent, 
- ombre du pylône 

- Turbulences, 
- rafales discrètes 

3. Terme définissant une exploitation sur un même site d'un certain nombre d'éoliennes 
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Les figures 1.2 et 1.3 se proposent de résumer l'ensemble des modèles et leurs spécifi­
cités, faisant ainsi la synthèse dans ce domaine. 

- Méthode de Prandtl 
sur les ailes 

- pale à grand 
allongement 

- Ecoulement instationnaire, 
non uniforme 

• Ecoulement instationnaire, 
non uniforme, 

-modèle 3D du décrochage 

Théorie tourbillonnaire 
-Fluide parlait, 

incompressible 

Navier-Stokes r""o-----;.,_,1. Fluide visqueux, 
. - écoulement mstatwnna1re 

Prise en compte de 
1' épaisseur des profils 

- équation de la couche 
limite (viscosité) 

- Ecoulement quasi-stationnaire, 
non uniforme, 

-procédure d'initialisation 

Théorie combinée Sillage libre 

FIG. 1.3 Présentation des modèles aérodynamiques (2/2) 

1.3 Modélisation structurale 

Dans un premier temps, les calculs de prédiction ignoraient purement et simplement les 
effets structuraux. Ils se contentaient d'utiliser un modèle aérodynamique quasi-stationnaire, 
en introduisant des coefficients de sécurité élevés. Dans les années 1970, les chercheurs prirent 
conscience de l'importance d'intégrer la dynamique de la structure. Ce retard par rapport aux 
modèles aérodynamiques expliquent aussi le peu de références sur lesquelles nous pouvons 
nous appuyer pour faire une synthèse des modèles structuraux. 

Dès lors que l'on souhaite introduire la souplesse des corps, deux méthodes sont en­
visageables: une approximation par éléments finis ou une représentation modale. Ensuite, 
il existe deux niveaux d'analyse: le premier a pour objet de restreindre l'étude à celle du 
rotor et le seconde d'étudier l'ensemble de la machine. De plus, il nous faut encore intro­
duire une distinction sur le dernier niveau d'analyse qui conditionne cette fois la technique 
de mise en équation du système. Si l'on se limite à une configuration de machine unique, 
il n'est pas nécessaire d'obtenir les équations de mouvement sous forme explicite (23]. Dans 
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le cas contraire, les équations de mouvement sont obtenues sur la base de la formulation 
Lagrangienne de la dynamique des solides. Enfin, dans une analyse comme dans l'autre, la 
technique de résolution dépendra du type de d'équations différentielles obtenues précédem­
ment (linéaires, non linéaires) et fera appel soit à la méthode de superposition modale, soit 
à un schéma d'intégration temporelle directe. 

Les calculs de conception effectués avec une modélisation éléments finis et une intégra­
tion temporelle directe de l'ensemble de la machine n'existent pas encore à l'heure actuelle. 
Ils se limitent pour l'instant au rotor [24). Malheureusement, l'emploi de codes éléments finis 
commerciaux est inadapté. En effet, les formulations implantées dans ces codes considèrent 
que le solide étudié se déforme autour d'une position d'équilibre attachée à un repère fixe, 
et ne peut pas, par conséquent, posséder un mouvement de corps rigide, à l'image de celui 
du rotor. C'est pourquoi, des modèles spécifiques à l'architecture et au comportement struc­
tural d'une éolienne doivent être développés dans ce but. Les recherches se focalisent donc 
sur la modélisation du rotor avec l'intention d'introduire d'une part, le comportement non 
linéaire des pales (grands déplacements, petites déformations), et d'autre part, l'anisotropie 
des matériaux (composites). Des modèles basés sur des éléments de type plaque ont d'abord 
été proposés, mais ils ne constituent pas la solution idéale. En effet, le couplage avec une 
modélisation aérodynamique (théorie combinée, analyse par sillage; cf. § 1.2) va très vite 
déboucher sur des temps de calcul prohibitifs (nombre de degrés de liberté à résoudre trop 
élevé). Suite à leurs travaux, certains auteurs [19) préconisent alors de calibrer les modèles 
éléments finis avec des éléments de type poutre à partir de calculs préliminaires utilisant 
des éléments de type plaque. La calibration s'effectuera en procédant à des recoupements de 
résultats donnés suite à l'application de charges statiques et dynamiques. La comparaison 
des flèches entre les deux modèles permettant, dans le cas statique, d'accorder les rigidités 
de la poutre, et dans le cas dynamique, d'accorder la répartition des masses. 

Une modélisation complète de la machine par éléments finis n'étant pas envisageable 
pour l'instant, ses différents composants (pales, ligne d'arbre et pylône) sont approximés par 
des poutres, avec des degrés de raffinement divers. Le problème commun à ses modèles reste 
leur capacité à représenter judicieusement et correctement le comportement vibratoire de ces 
sous-ensembles, et en particulier celui des pales (couplage entre les modes dû à l'emploi de 
matériaux composites). Finalement, il existe trois modèles pour approximer le comportement 
structural des pales. Le plus simple est de les représenter par un assemblage de poutres rigides 
[25), articulées entres elles avec des raideurs et des amortissements à chaque articulation. 
Pour le seconde d'entre-eux, des poutres élastiques continues [23), [26) (au sens Résistance 
des Matériaux) peuvent modéliser les pales. Le dernier modèle est celui évoqué précédemment 
et qui s'appuie sur des éléments finis. Ces méthodes offrent généralement une représentation 
des modes de déformation des pales dans deux directions (battement et traînée), la torsion de 
la ligne d'arbre, le fléchissement du pylône dans deux directions ainsi que la torsion de celui­
ci. Ces modes s'obtiennent via un modèle éléments finis, la mécanique des milieux continus 
et également des mesures expérimentales. 

Néanmoins, la représentation modale véhicule un handicap important: son incapacité 
à modéliser le comportement non linéaire des corps souples, et tout particulièrement celui 
des pales (grands déplacements, petites déformations) qui peut survenir dans certains cas 
de fonctionnement (vents forts). De plus, la mise en forme des équations de mouvement du 
système complet (rotor, ligne d'arbre, nacelle et pylône) en vue d'une résolution par super-
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position modale, nécessite des traitements mathématiques laborieux (séries de Fourier). Qui 
plus est, les études de cas de fonctionnement se limiteront à celle de la stabilité du système; 
il sera très difficile de déterminer le comportement du système sur des régimes transitoires. 
L'héritage des modélisations adoptées dans le passé pour les rotors d'hélicoptères [27] ex­
plique que bon nombre de codes ont reposé sur une résolution des équations de la dynamique 
dans le domaine fréquentiel. Mais à l'image de l'évolution actuelle des modélisations des ro­
tors d'hélicoptères [28], notamment aux Etat-Unis, la résolution par intégration temporelle 
devient majoritairement privilégiée, car elle constitue une approche plus naturelle. Cepen­
dant, en contrepartie d'un temps de calcul raisonnable, les modèles structuraux choisissent 
de conserver une représentation modale de la souplesse des corps (diminution du nombre 
de degrés de liberté), tout en adoptant un schéma d'intégration temporelle pour l'étude du 
comportement dynamique du système complet. Ceci va nous être confirmé par le passage en 
revue des codes existants. 

1.4 Analyse des codes existants 

L'essentiel des modèles développés pendant ces dernières années sont le fruit des travaux 
de nombreux laboratoires universitaires et industriels: DEWI (Allemagne), ECN (Hollande), 
FFA (Suède), Garrad & Hassan (UK), RIS0 (Danemark) et NWTC-NREL (USA). La plu­
part des modèles sont basés sur le modèle aérodynamique classique de l'élément de pale 
couplé avec un modèle structural de poutre. Remarquons tout de suite que les analyses par 
sillage libre remportent la ferveur des laboratoires universitaires alors que les applications 
industrielles s'orientent toujours vers une utilisation de la théorie de l'élément de pale. Les 
paragraphes suivants détaillent la partie aérodynamique et la partie structurale de certains 
codes développés dans ces pays. 

Le NTUA (National Technical University of Athens) s'est fortement engagé dans le 
développement de modèles aérostructuraux avec la collaboration du CRES (Center of Rene­
wable Energy Sources en Grèce), de l'Université de Patras (Grèce) et notamment de l'Uni­
versité du Havre (France). Il propose un modèle de sillage libre connue sous le nom de GE­
NUVP (GENeral Unsteady Vortex ?article mode!) [24]. Ce modèle numérique complexe est 
à la base de nombreux travaux qu'ils ont effectués sur les études des effets de désaligne­
ment en lacet de la nacelle. GENUVP est, à notre connaissance, le modèle aérostructural 
le plus complet du moment (limité au rotor), car il travaille avec un modèle de sillage libre 
(permettant d'étudier les régimes instationnaires) couplé avec un modèle de décrochage basé 
sur le concept du double sillage (cf. § 1.2) et un modèle structural éléments finis de type 
poutre tridimensionnelle. D'un point de vue purement aérodynamique, GENUVP modélise 
les pales par des surfaces portantes, alors que le pylône et la nacelle sont implémentés par 
des solides non portants. Pour les pales, le NTUA a développé le code Probeam [29] qui 
effectue une harmonisation entre le modèle poutre et le modèle plaque, sensé représenter la 
structure tridimensionnelle à parois minces de la pale. 

A partir des résultats obtenus par GENUVP, le NTUA a développé deux autres codes. 
Le premier, Lsurf [30], est un modèle de type sillage semi-prescrit utilisant la théorie de la 
ligne portante. Le terme de semi-prescrit vient du fait que les calculs sont initialisés grâce 
aux prédictions du modèle de sillage libre, ce qui en limite l'intérêt. 
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Suite aux résultats de GENUVP, le second modèle, RAFT [31] (Rotor Advanced 
Fast Tool), un modèle amélioré de l'élément de pale, fut imaginé par l'ajout d'une part, d'un 
terme d'instationnarité dans les équations de la quantité de mouvement et d'autre part, par 
la correction de la vitesse axiale au niveau du plan rotor dans le cas d'un désaligement en 
lacet de la nacelle. Soulignons que ce code modélise, à l'égale de GENUVP, les pales par 
des éléments finis de type poutre améliorée. 

En Allemagne, l'IAG (Institut für Aerodynamik und Gasdynamik) présente depuis 1993 
un modèle aérodynamique pur de sillage libre/sillage hybride (dénomination des auteurs) 
nommé ROVLM [32] (ROtor Vortex Lattice Method) basé sur la méthode des panneaux 
[18]. La pale est donc discrétisée par un ensemble de panneaux dotés d'un doublet d'inten­
sité constante à leur centre. 

L'Université de Glasgow (UK) développe, sur la base des travaux effectués sur les éo­
liennes à axe vertical, un modèle de sillage prescrit depuis 1993 [33], sans couplage structural. 
L'originalité du modèle est de morceler axialement le sillage en zones dans lesquelles des po­
lynômes (obtenus par des mesures expérimentales) fixent la géométrie du sillage. D'autre 
part, la longueur du sillage proche (cf. § III-3.3.5) est fixé par un critère de coupure adi­
mensionné, donc en théorie valable pour tous les rotors, et celle du sillage lointain par une 
fonction de décroissance de la vitesse axiale variable en envergure. 

L'ECN (Energieonderzoek Centrum Nederland) en association avec le programme de 
recherche TWIN (acronyme allemand de Application of Wind Energy in Netherlands) et du 
NOVEM (Netherlands Agency for Energy and the Environment) proposent, quant à eux, 
un code de calcul, PHATAS [23] (Program for Horizontal Axis wind Turbine Analysis and 
Simulation), dont le modèle aérodynamique est basé sur la théorie tourbillonnaire avec une 
analyse par sillage cylindrique (réduction du sillage à son tourbillon marginal). Il permet 
de traiter les écoulements instationnaires et intègre également un modèle de décrochage et 
des effets tridimensionnels sur les polaires. D'autre part, ce code est l'un des rares offrant la 
possibilité de modéliser la totalité de la structure d'une éolienne à axe horizontal. La défor­
mation des pales en flexion (suivant deux plans), de la ligne d'arbre (en torsion) et du pylône 
(flexion et torsion) est basée sur une représentation modale. Les équations de mouvement de 
chaque sous ensemble font naturellement apparaître trois types d'inconnues: le déplacement, 
la vitesse et l'accélération de points de la structure. Afin d'obtenir qu'une seule inconnue, 
les dérivées de chaque degré de liberté sont approximées par une différence finie décentrée 
à gauche. Il s'agit donc d'une technique de résolution par intégration temporelle directe. 
Remarquons que cette méthode permet de traiter uniquement une configuration de machine 
précise, puisque Phatas ne se propose pas d'établir le système d'équations de mouvement 
de la machine entière, mais raisonne sur les équations des sous ensembles. Ce code, dans sa 
dernière version, date de 1995. 

Aux Etats-Unis, le laboratoire du NREL (National Renewable Energy Laboratory), qui 
fait partie des laboratoires nationaux de développement de l'énergie aux USA, mène depuis 
1976 des travaux sur le développement de codes de calcul éoliens. Parmi les codes aérody­
namiques purs, nous pouvons citer le premier d'entres eux, PROP (PROpeller Prediction), 
suivie de PROP-PC (1985), qui est une version réactualisée pour PC. Ce code est basé sur la 
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théorie combinée (méthode de Glauert) avec facteurs de correction de Prandtl. Puis le NREL 
donna naissance à une nouvelle version (1996), WT Perf (Wind Turbine Performance). 
Cette version est maintenant capable de traiter les rotors à vitesse variable, et possède un 
modèle de post-décrochage ainsi qu'une correction des polaires pour tenir compte des effets 
tridimensionnels de l'écoulement autour des pales. On peut également citer leurs travaux sur 
le développement d'un code pour le post-traitement d~ résultats issus de codes de calcul ou de 
campagnes d'essais ( GPP: General-Purpose Postprocessor for horizontal axis wind turb.ine 
data analysis). Entièrement dévoué à l'analyse aérodynamique, YawDyn/ AeroDyn, sont 
deux autres codes basés sur la théorie de la quantité de mouvement et de l'élément de pale 
modifiée de façon à tenir compte des effets instationnaires de l'écoulement amont. Ces codes 
fonctionnent avec le programme d'analyse structurale des systèmes multicorps ADAMS ( 
Automatic Dynamic Analysis of Mechanical Systems, distribué par Mechanical Dynamics, 
!ne). Il permet d'étudier des systèmes mécaniques à n degrés de liberté et la détermination 
des équations de mouvement est basée sur une formulation Lagrangienne (cf. § II-4.3.1). 
Ce code commercial utilisé pour la technologie éolienne se base sur les plus récents déve­
loppements effectués sur les systèmes multicorps articulés rencontrés dans l'industrie de la 
robotique et des systèmes spatiaux. 

Enfin, le code FAST [26] (Fatigue, Aerodynamic, Structures and Turbulence) est le 
résultat de leurs récents travaux. Ce code utilise toujours une aérodynamique basée sur la 
théorie combinée avec la particularité très intéressante qu'il permet de résoudre les équations 
de mouvement de toute la machine, à l'opposé de Phatas. La formulation des équations de 
mouvement utilise le formalisme des équations de la dynamique de Kane [34]. Cependant, 
le niveau de développement de cette formulation ne permet pas de traiter une configuration 
quelconque de machine, sans avoir à reformuler certaines parties des équations. Depuis juin 
1997, la version modifiée de ce code, Fast-Ad, travaille avec le logiciel AeroDyn (développé 
plus exactement par l'université de Utah). Cette version se veut être, en quelque sorte, l'égale 
de Phatas. 

Le bureau d'études Stentec B. V. au Danemark propose un code dénommé Twister 
[25]. La modélisation aérodynamique est basée sur la théorie combinée. Quant au modèle 
structural, les pales sont représentées par le chaînage de poutres rigides articulées. Enfin, la 
ligne d'arbre est infiniment rigide et le pylône est caractérisé en déformation par ses deux 
modes de vibration naturel au maximum. Nous ne possédons pas de détail sur la mise en 
équation de la machine, simplement on note que ce code utilise une technique d'intégration 
temporelle directe. 

Le tableau 1.1 et la figure 1.4 4 dressent la liste des codes de calcul dont nous venons 
de détailler les caractéristiques principales. Cette présentation est loin d'être exhaustive et 
ne prétend pas restituer l'ensemble des codes existant sur le sujet, car les laboratoires et 
les industriels ne divulguent pas toujours l'existence de leurs codes. L'intérêt de cette pré­
sentation est de positionner les codes en fonction du degré de complexité adopté pour les 
différentes modélisations. 

4. RAFT apparaît deux fois car la formulation dynamique utilisée n'est pas précisée par ses auteurs. 

Partie !. Introduction 
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TAB. 1.1 Synthèse des codes éoliens 
Nom Modèle Approx. Modèle Modèle de 

aéro. des pales structural décrochage 

ADAMS/WT BEM - Poutre NC 
FAST-AD BEM - Poutre Beddoes 
GENUVP FWA SP Poutre Sillage double 
LSURF Semi-PWA SP NC NC 
PHATAS BEM - Poutre NC 
PROP-PC BEM - - -

RAFT BEM - Poutre ONERA 
ROVLM FWA/hybride PM NC NC 
TWISTER BEM - Poutre -

WT-PERF BEM - - Th. plaques 
YawDyn/ BEM - - Beddoes 
AeroDyn 
sans nom PWA LP NC NC 

FWA :analyse par sillage libre (Pree Wake Analysis) 
PWA :analyse par sillage prescrit (Prescribed Wake Analysis) 
LP : Ligne Portante 
SP : Surfaces Portantes 
PM : Panneaux (Panel Method) 
NC :Non Communiqué 
BEM : méthode de l'élément de pale (Blade Element Method) 

: sans objet 

Pays 

USA 
USA 
Grèce 
Grèce 
Hollande 
USA 
Grèce 
Allemagne 
Danemark 
USA 
USA 

UK 

D'autre part, les développeurs de codes doivent maintenant répondre à des critères de 
qualité sur leurs produits. Pour une utilisation à vocation industrielle plutôt que de recherche, 
les logiciels doivent intégrer les caractéristiques suivantes: 

- recherche d'un maximum d'intéractivité, passant par l'emploi de pré et post-traitements 
des données, 

- capacités à effectuer des calculs de conception sur des ordinateurs standards, 

- production de résultats directement utilisables pour la conception et la certification, 

- documentation exhaustive du code et de son utilisation. 

La synthèse de ces connaissances actuelles sur les modèles aérodynamiques et structu­
raux va maintenant nous permettre de poser les bases de développement de notre travail. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Chapitre 2 

Objectifs du travail de thèse 

2.1 Introduction 

La revue des codes effectuée au chapitre précédent souligne trois points fondamentaux. 
En premier lieu, une modélisation éléments finis complète de l'ensemble de l'éolienne, bien 
que théoriquement possible, serait beaucoup trop lourde à mettre en oeuvre et l'alternative 
semble, à l'heure actuelle, se situer au niveau d'une représentation modale adéquate de la 
souplesse des différents corps. Cependant, dans cette approche, les pales souffrent d'un trai­
tement souvent trop réducteur de leur comportement structural réel auquel il est nécessaire 
de remédier. En second lieu, l'écriture des équations de mouvement du système complet in­
tégrant ces souplesses, reste très laborieux, si bien que très peu de chercheurs se sont lancés 
dans un tel travail. En troisième lieu, les codes basés sur la résolution des équations de mouve­
ment dans le domaine fréquentiel ne satisfont plus aux objectifs d'analyse du comportement 
des éoliennes de grande taille où les phénomènes sont essentiellement instationnaires. Tous 
les auteurs utilisent désormais un schéma d'intégration temporelle. Ces limitations impor­
tantes dans la modélisation du comportement dynamique des éoliennes, sont le résultat de la 
focalisation des recherches sur l'étude, presque exclusive, du comportement aérodynamique. 
Cependant, sans sous estimer l'importance et la complexité des phénomènes aérodynamiques, 
la volonté d'aller vers des machines de plus en plus puissantes (donc de grande taille), avec 
des principes de fonctionnement quelquefois novateurs font que leur comportement struc­
tural jouera un rôle de plus en plus déterminant. Les lacunes principales dont souffrent les 
modèles structuraux actuels se situent donc au niveau de la modélisation du comportement 
dynamique des pales et de la mise en équation du système complet. 

2.2 Définition des objectifs 

Face à ce constat, il est maintenant urgent de remédier aux points faibles des modèles 
structuraux actuellement implémentés dans les codes de calcul en se basant sur une repré­
sentation réaliste du comportement des pales et la mise en équation du système complet, 
qui sera ensuite résolu par une technique d'intégration temporelle directe. En outre, une 
modélisation aérodynamique du rotor s'inspirant de la théorie tourbillonnaire, tendant à 
être de plus en plus utilisée, sera inclue dans le code mais ne fera pas de notre part l'objet 
de développements spécifiques. Les modèles majoritairement employés pour représenter la 
déformation des pales reposent sur des poutres élastiques continues, dont la déformée est 
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20 2.2. Définition des objectifs 

très souvent calculée à l'aide des relations analytiques de la Résistance des Matériaux. Or les 
pales ont une géométrie comp xe et sont réalisées avec des matériaux composites, marquées 
par une forte anisotropie de 1, 1r comportement mécanique. Par conséquent, les modes de 
déformations sont couplés. De plus, dans leur forme classique les formulations des équations 
de la dynamique des solides ne sont pas par nature, appropriées pour une mise en équation 
simple du système complet qui puisse être facilement transposable dans un langage de pro­
grammation. 

Les objectifs de ce travail sont donc: 

- de proposer un modèle éléments finis de type poutre pour représenter de façon la plus 
réaliste possible le comportement des pales. En particulier, ce modèle doit être capable 
de tenir compte de l'anisotropie des matériaux, de la géométrie réelle de la pale et de 
rendre compte du couplage des déformations, 

- d'intégrer de façon simple les termes de couplage aérostructural dans les équations de 
mouvement par le biais d'une modélisation aérodynamique basée sur les développe­
ments récents, en employant toutefois les modèles déjà existants, 

- d'établir une procédure rapide et systématique de mise en équation de la machine 
complète et de la rendre facilement transposable dans un code de calcul, 

- d'avoir la capacité d'étudier les réponses de l'éolienne aux sollicitations instationnaires 
par une technique de résolution basée sur un schéma d'intégration temporelle, qui 
constitue la démarche la plus naturelle, 

- et enfin d'écrire le noyau d'un code de prédiction des efforts sur les éoliennes à axe 
horizontal de moyenne et forte puissance. Il sera développé en respectant un certain 
nombre d'impératifs tels que la convivialité, la rapidité de mise en oeuvre, un bon 
compromis entre précision des résultats et temps de calcul, ainsi que la transportabilité 
sur différents types de plates-formes informatiques. 

La seule restriction imposée par le formalisme utilisé pour établir nos équations de 
mouvement se situe cependant au niveau de la représentation de la déformation des corps 
souples qui doit apparaître explicitement dans les équations. Nous allons donc recourir à 
une représentation modale des déformées, en supposant que les corps souples subissent des 
déplacements et des déformations modérés (domaine de l'élasticité linéaire). 

En revenant sur la figure 1.4, on peut alors aisément situer les objectifs de ce travail 
par rapport aux codes existants (figure 2.1). 

Partie I. Introduction 
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FIG. 2.1 Trajectoire des travaux de la thèse 

2.3 Démarche adoptée au niveau des modélisations 

Dans ce travail, nous ne nous intéresserons qu'à une éolienne à axe horizontal dans 
le vent prise isolément, c'est-à-dire que l'on ne considérera pas les perturbations éventuelles 
engendrées par les machines voisines telles qu'elles peuvent survenir dans une ferme éolienne. 

L'éolienne est un système mécanique constituée de corps souples articulés entre eux par 
des liaisons de type pivot. La démarche naturelle pour déterminer le système d'équations 
gouvernant le mouvement du système serait d'appliquer le théorème classique de la résultante 
dynamique couplé avec les équations de liaisons. Malheureusement, ce type de développement 
est fastidieux et nous opterons pour l'utilisation du formalisme de Kane des équations de 
la dynamique, écriture plus systématique et adaptée à la mise sous forme algorithmique 
du problème. Les déformations des corps souples seront introduites par l'intermédiaire des 
fonctions de forme modales. Cependant, parmi tous les corps souples (pylône, ligne d'arbre, 
etc), on doit principalement se soucier d'introduire la souplesse des pales de la façon la 
plus réaliste possible, puisque le rotor constitue le coeur de la machine. Une attention toute 
particulière sera donc apportée à la modélisation du comportement vibratoire des pales 
grâce à l'utilisation d'une méthode éléments finis. Une pale sera considérée comme une 
poutre tridimensionnelle anisotrope que l'on modélisera par des éléments de poutres en 
leurs incluant les effets dus à la variation en envergure des caractéristiques géométriques 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 



22 2.4. Résumé des différentes phases du travail 

(sections de forme complexe) et mécaniques (anisotropie). Cela nous permettra de bâtir 
une base modale correcte du rotor. Le comportement dynamique de la ligne d'arbre sera 
ramenée à une ligne d'arbre dynamiquement équivalente également grâce à une analyse 
modale. Enfin, la souplesse du pylône sera également intégrée par le biais de ses premiers 
modes vibratoires de flexion et de torsion. Les équations de mouvement pourront alors être 
écrites en se basant, d'une part, sur une description _unique de la cinématique du système 
(topologie arborescente) et, d'autre part, sur le formalisme de Kane des équatio11s de. la 
dynamique permettant un traitement récursif des relations cinématiques. Ainsi que nous 
le verrons, cette formulation sera d'autant plus adaptée à une transposition algorithmique 
que le nombre de degrés de liberté (mouvements de corps rigides et de corps souples) sera 
important. Le couplage aérostructural sera, quant à lui, introduit par l'intermédiaire des 
forces actives généralisées dues à l'écoulement du vent amont à travers le plan rotor. 

Dans le code, la modélisation aérodynamique du rotor sera basée sur la théorie combinée 
de la quantité de mouvement et de l'élément de pale et pourra dans un second temps reposer 
sur l'application de la théorie tourbillonnaire (analyse par sillage prescrit). 

Bien que les cas de fonctionnement du rotor en régime instationnaire dus aux rafales 
et à la turbulence soient des cas dimensionnants, ils ne seront pas abordés dans ce travail, le 
but étant ici de poser les bases d'une modélisation aérostructurale complète de la machine. 
Ne seront donc considérés que les cas du régime de vent stationnaire. Toutefois ce code 
étant basé sur une méthode d'intégration temporelle, l'étude des régimes instationnaires et 
transitoires ne posera pas, dans le futur, de problème particulier dans la mesure où le schéma 
d'intégration temporelle les traite de façon naturelle. 

2.4 Résumé des différentes phases du travail 

Avant d'aborder les différentes phases de modélisation, le lecteur pourra acquérir rapi­
dement, dans le chapitre suivant, les notions essentielles relatives à la technologie éolienne, 
aux terminologies employées ainsi qu'aux modes de fonctionnement des éoliennes à axe hori­
zontal. Cette présentation sera suivie d'une analyse de l'évolution des concepts, des précur­
seurs jusqu'à nos jours. Le lecteur pourra ainsi voir que les objectifs de ce travail trouvent 
leurs sources dans les préoccupations issues du contexte actuel. 

Ce travail se décompose ensuite en trois parties, dans chacune desquelles (pour les deux 
premières), une courte étude bibliographique exposera les approches possibles et permettra 
de justifier celles qui ont été choisies: 

1. La première commencera par exposer la modélisation structurale des systèmes multi­
corps souples disposés en arborescence. L'objectif est d'établir les équations de mou­
vement d'un système quelconque, constitué de corps souples ou rigides et articulés 
entre eux. L'intérêt de la démarche adoptée repose sur l'emploi du formalisme de Kane 
des équations de la dynamique et d'une procédure de comptage des corps du système 
permettant d'aboutir à des relations cinématiques récursives. Nous introduirons pour 
cela les notions de vitesses généralisées, de vitesses partielles, ainsi que celles de forces 
actives et d'inertie généralisées. Nous relierons ensuite ces éléments à ceux intervenant 
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spécifiquement sur la dynamique d'un système constitué de corps souples, en parti­
culier les forces actives généralisées dues à la restitution élastique et l'amortissement 
structural. 

Le second chapitre exposera, quant à lui, la modélisation éléments finis développée 
pour représenter le comportement vibratoire des pales. Leur géométrie impose d'abord 
de définir un certain nombre de repères qui nous permettront d'évoluer vers un modèle 
aussi proche que possible de la réalité. Les développements commenceront par u-n bref 
rappel de la formulation classique des poutres, en ayant soin de préciser les hypothèses 
sur lesquelles elle repose, pour ensuite prendre en compte l'anisotropie des sections et le 
traitement de la variation en envergure des caractéristiques mécaniques. L'analyse des 
modèles éléments finis classiques de poutres nous conduira à employer une formulation 
plus adaptée aux structures des pales permettant de déterminer leurs matrices de rigi­
dité et de masse. L'anisotropie et la géométrie des sections induisent des phénomènes 
de couplage des déformations qui, après avoir été identifiés, nous permettront de dé­
velopper un nouvel élément de poutre en appliquant le principe de Hellinger-Reissner 
combiné à des relations cinématiques entre les différents centres de référence d'une 
même section et des changements de base appropriés pour exprimer les déplacements 
nodaux dans un repère de référence quelconque. Ce modèle éléments finis permettra 
de calculer les fonctions de forme modales des pales. 

2. La seconde partie abordera la modélisation aérodynamique du rotor en commençant 
par définir les grandeurs qui caractérisent le vent. L'analyse de l'écoulement autour 
des pales conduira à des méthodes permettant d'évaluer les composantes de la vitesse 
induite conditionnant la valeur des efforts aérodynamiques s'exerçant sur les pales. La 
première de ces méthodes est basée sur l'application de la théorie de l'élément de pale et 
de la quantité de mouvement, à laquelle nous adjoindrons quelques modifications issues 
des derniers travaux effectués dans le domaine. La seconde est basée sur l'application 
de la théorie tourbillonnaire et se propose de modéliser l'écoulement par une analyse 
par sillage prescrit. 

3. Dans la troisième partie, la formulation des équations de mouvement développées dans 
la première partie sera appliquée à l'éolienne tripale avec mécanisme de régulation 
du pas des pales. On introduira en premier lieu les différents repères nécessaires à la 
description de la configuration de la machine et on présentera une méthode de calcul 
qui permet de passer d'un repère à un autre à l'aide de chaînes de transformation 
exprimées sous une forme matricielle appropriée. Les équations de mouvement seront 
ensuite développées afin d'exprimer les forces actives et d'inertie généralisées du sys­
tème complet. Puisque l'éolienne est un système piloté avec boucle de régulation active, 
nous identifierons clairement les éléments en liaison directe avec la loi de pilotage qui 
interviendrons dans les équations de mouvement. Cette partie se terminera par une 
synthèse des différentes étapes mises en jeu dans la modélisation complète de la ma­
chine, partant des données initiales pour aboutir à la modélisation du problème par un 
schéma d'intégration temporelle. 

Avant de conclure, nous présenterons le noyau du code de calcul développé sur la base 
de ces travaux, qui nous a permis d'appliquer une partie des théories exposées. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 





Chapitre 3 

Quelques repères sur l'énergie éolienne 

La technologie des éoliennes à axe horizontal que nous connaissons actuellement est le 
fruit de travaux multiples menés séparément dans divers pays. Les réalisations d'éoliennes 
de moyenne ou forte puissance (classement que nous définirons) restent toujours limitées 
dans leur nombre car elles sont le plus souvent l'occasion de valider une conception nouvelle 
et rarement de démontrer que l'énergie éolienne pourrait s'avérer fiable et économiquement 
viable. Ce chapitre retrace donc les principales avancées des technologies employées sur 
les machines à axe horizontal afin de mieux comprendre l'environnement éolien que nous 
connaissons actuellement. Cette présentation, que l'on pourrait encore intituler "historique 
des éoliennes à axe horizontal de moyenne et forte puissance", se fera sur l'analyse des 
principaux travaux effectués dans les pays moteur de cette technologie. La terminologie 
propre aux éoliennes sera d'autre part d'abord introduite afin de faciliter la correspondance 
entre l'apparition du concept et sa mise en application sur les éoliennes actuelles. Cette 
présentation ne se veut pas exhaustive, car elle laisse certainement de côté des travaux de 
moindre importance et qui sont, sans doute, à la base de solutions technologiques notables. 

3.1 Terminologie 

Avant d'aborder la partie historique des développements sur les éoliennes à axe ho­
rizontal de moyenne et forte puissance, il est indispensable de posséder un minimum de 
vocabulaire propre à cette technologie. Nous pouvons, sans réserve, définir la terminologie 
éolienne à partir des machines actuelles car elles restent très proches des concepts de base 
élaborés dès l'apparition de celles-ci à des fins de productions d'énergie électrique. 

3.1.1 Constitution 

La figure 3.1 présente deux éoliennes à axe horizontal, l'une en configuration dite dans 
le vent (upwind) et l'autre sous le vent (downwind). 
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FIG. 3.1 Eolienne bipale dans le vent (a) et sous le vent (b) {35} 

Les éoliennes à axe horizontal se décomposent simplement en trois sous-ensembles 
comprenant : 

- le rotor. C'est l'ensemble des pales (deux ou trois, pour les concepts modernes), et du 
moyeu. 

Les matériaux utilisés pour la fabrication des pales dépendent de la maîtrise de leurs 
concepteurs. On trouve donc du métal, du bois, mais surtout et de plus en plus des 
matériaux composites. 

Le moyeu est la liaison entre les pales et la ligne d'arbre. Dans la cas des rotors bipales, 
celles-ci peuvent parfois pivoter autour d'un axe perpendiculaire à l'axe de rotation du 
moyeu. On parlera alors d'un moyeu articulé (teetered hub1 figure 3.2). 

FIG. 3.2 Moyeu articulé {35} 

Partie I. Introduction 



27 Chapitre 3. Quelques repères sur l'énergie éolienne 

L'autorisation de ce mouvement de rotation résulte de la nécessité d'amortir le phéno­
mène de chargement cyclique dû au passage de la pale devant le pylône alors que la 
seconde est en position verticale, position durant laquelle celle-ci est la plus chargée 
aérodynamiquement 

- la nacelle. Elle supporte tout le mécanisme de transmission de puissance et les dis­
positifs de pilotage. Typiquement, l'ensemble du mécanisme de transmission, désigné 
sous le nom de ligne d'arbre, est constitué du moyeu, d'un arbre lent, d'une boîte de 
.vitesses (multiplicateur), d'un arbre rapide et d'une génératrice. 

Arbre du énérateur 

Palier arrière 

Palier avant 

Support 

flexible 

Accouplement mobile 

FIG. 3.3 Agencement d'une ligne d'arbre Mod-5B/3,2MW {35} 

Un dispositif de freinage mécanique est souvent assuré par un frein à disque pour 
compléter le dispositif de freinage aérodynamique. Ces composants sont montés sur un 
bâti mobile en rotation qui supporte donc également le mécanisme d'orientation de la 
nacelle. 

- le pylône. Les deux types de pylône que l'on rencontre fréquemment pour les éoliennes 
de moyenne et forte puissance, peuvent être réalisés à l'aide d'un treillis métallique, 
cette solution étant de plus en plus abandonnée au profit des pylônes tubulaires (métal 
et plus rarement en béton). 

3.1.2 Modes de fonctionnement - Pilotage 

Pour distinguer les dispositions constructives d'une éolienne à axe horizontal, il est 
d'abord nécessaire de se pencher sur son mode de fonctionnement. On distingue essentielle­
ment les machines tournant à vitesse fixe et celles tournant à vitesse variable: 

- rotor à vitesse fixe. Un grand nombre d'éoliennes possède une ou des génératrices 
asynchrones conçues pour délivrer un maximum de puissance électrique dans une plage 
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Arbre lent ent 
Boîte de vitesses 

FIG. 3.4 Composants d'une nacelle (Vestas V27/225 kW) [35} 

étroite de vitesse de rotation. Avec ce type de génératrice il est donc nécessaire de 
disposer, d'un moyen de régulation de la vitesse de rotation de ligne d'arbre. Les pales 
sont alors pilotées en calage sur toute leur envergure ou partiellement, 

- rotor à vitesse variable. D'une technologie plus récente, certaines génératrices fonc­
tionnent avec une vitesse de rotation variable. Cependant, la fréquence du courant 
délivrée par ces génératrices varie en fonction de la vitesse de rotation et il est donc 
nécessaire de reconditionner ce courant avant de l'envoyer sur le réseau. Le rotor est 
alors muni de pales à calage fixe. 

D'autre part, le pilotage d'une éolienne est constitué de deux dispositifs bien distincts: 

- pour les éoliennes dans le vent, la nacelle doit être pilotée en lacet pour orienter en 
permanence le rotor face au vent; la nacelle est donc mobile en rotation autour d'un 
axe parallèle à l'axe du pylône. Les éoliennes sous le vent n'ont pas besoin de ce système 
d'orientation car elle fonctionne comme une girouette, 

- pilotage de la vitesse de rotation du rotor; qu'il soit à vitesse variable ou fixe, il faut 
pouvoir stopper le rotor en cas d'urgence ou dans des conditions météorologiques en 
dehors de la plage de fonctionnement de l'éolienne. Dans le cas de pale à calage variable, 
l'action de freinage se traduira par un positionnement des pales où la composante 
d'entraînement aérodynamique s'annule (mise en drapeau) et dans le cas d'un rotor 
à vitesse variable, les pales sont conçues pour que cette même composante s'annule 
à partir d'une certain vitesse de rotation (décrochage). Des freins aérodynamiques 
déclenchés mécaniquement peuvent venir compléter ces dispositifs. Soulignons ici un 
point particulier aux éoliennes sous le vent : le rotor est incapable de démarrer seul 
dans cette configuration et il faut alors utiliser la génératrice comme moteur pour y 
parvemr. 
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Pour finir cette brève présentation des termes spécifiques aux éoliennes, on a l'habitude 
de classer celles-ci suivant trois catégories de puissance: 

- les petites éoliennes, d'une puissance inférieure à 40 kW (diamètre rotor inférieur à 
12 m), 

- les éoliennes moyennes, d'une puissance comprise entre 40 et 1000 kW (diamètre rotor 
compris entre 12 et 45 m ), 

- et enfin, les grandes éoliennes, d'une puissance supérieure à 1 MW (diamètre rotor de 
46 met plus). 

3.2 Éoliennes destinées à la production d'électricité: les 
précurseurs 

Bien que l'utilisation de l'énergie éolienne à des fins utiles ne soit pas récente, l'appa­
rition des premières éoliennes destinées à la production d'énergie électrique date de la fin 
du XI Xème siècle. Deux inventeurs sont les précurseurs de cette technologie et, bien qu'éloi­
gnées géographiquement, leurs expériences furent menées avec succès sur des machines de 
configuration assez proche des éoliennes modernes. 

C'est en 1888, à Cleveland (USA), dans l'état de l'Ohio que F. Brush, industriel dans le 
génie électrique, conçut et construisit pour la première fois une machine capable de produire 
12 kW en courant continu. Cette éolienne possédait un rotor de 17 m de diamètre muni de 
144 pales, érigé sur un pylône de 18 m de hauteur (figure 3.5). Le rotor fonctionnait dans 
le vent, c'est-à-dire que le plan rotor se situait devant le pylône. L'orientation de l'ensemble 
était assurée pour un gouvernail rectangulaire de 18 m sur 6 m rendant ainsi l'installation 
entièrement autonome, la maintenance était réduite à son minimum. Cette machine fonc­
tionna pendant 20 ans jusqu'à ce que le rotor soit démonté en 1908. 

Presque simultanément, en 1890, le Danois Paul La Cour (1846-1908), météorologiste, 
inventeur et directeur d'une école publique, débuta ses expériences de conversion des moulins 
à vent traditionnels en système de production d'énergie électrique. Paul La Cour utilisait 
l'énergie électrique produite par ses éoliennes pour réaliser une électrolyse de l'hydrogène qui 
alimentait ainsi les lampes à gaz de son école. Malheureusement, il eut quelques désagréments 
avec ce procédé, car des petites quantités d'oxygène arrivaient à se mélanger avec l'hydrogène 
et quelques factures du vitrier témoignent des risques liés à ses expériences ... Fidèle au 
concept danois des moulins à vent, il conserva un rotor muni de quatre pales, vrillées, de 
forme rectangulaire, mais pressentit également l'intérêt d'utiliser des pales possédant un bord 
d'attaque cambré et une faible traînée. 

La Cour fut alors capable d'énoncer quelques règles fondamentales afin d'optimiser les 
performances d'un rotor et réussit à mettre au point des machines adaptées à la production 
d'électricité. Il conçu donc les premières centrales éoliennes d'une puissance de 5 à 25 kW 
pour les besoins de l'agriculture et des installations urbaines. Vers 1910 plusieurs centaines 
de ces éoliennes fonctionnaient au Danemark. Paul La Cour donna des cours sur l'énergie 
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éolienne à l'école publique de Askov (Danemark) et plusieurs de ses anciens élèves construi­
sirent par la suite des éoliennes bipales et tripales avec régulation par calage ou décrochage, 
principalement durant la seconde guerre mondiale. 

Paul La Cour publia également le premier journal au monde traitant de l'énergie éo­
lienne à des fins de production d'électricité. En 1918 quelques 120 communes danoises pos­
sédaient des éoliennes, d'une puissance allant typiquement de 20 à 35 kW, soit un total 
d'environ 3 MW installé. 

Fort de cette tradition, le Danemark est aujourd'hui devenu le premier producteur par 
le pourcentage de sa production d'énergie électrique par voie éolienne. Malgré leur potentiel 
industriel et la capacité d'innovation, le développement de l'énergie éolienne aux Etats-Unis 
a fluctué au gré du cours mondial des autres ressources d'énergie. Face aux problèmes des 
futurs approvisionnements en énergie et à cause de la pollution générée par les sources 
d'énergie fossile, l'Europe s'est lancée dans une ambitieuse politique de développement de 
l'énergie éolienne et vise d'ici l'horizon 2020, 10 % de sa production d'électricité par énergie 
éolienne. 

3.3 Évolution des éoliennes de moyenne et forte puis­
sance 

Sans schématiser de façon excessive, le nombre grandissant des travaux ainsi que l'inté­
rêt que suscite à nouveau l'énergie éolienne répondent principalement à l'heure actuelle à des 
préoccupations (diminution de l'effet de serre) environnementales. Bien que ne répondant 
pas essentiellement à des préoccupations de cette nature les travaux du Danois Paul la Cour, 
à la fin du XI X ème, et les quelques réalisations Américaines et Russes de ce début de siècle 
vont être suivies jusqu'au début de la seconde guerre mondiale par des projets qui resteront 
modestes. Dans la période allant de 1945 à 1970, les projets centrés essentiellement en Europe 
de l'ouest vont par contre asseoir les concepts encore employés à l'heure actuelle. Cependant, 
dans les années 60 - 70, les sources d'énergie fossile envahissent le marché de la production 
d'énergie, laissant les travaux de réalisation d'éoliennes au point mort. Toutefois, en 197 4 
date du premier choc pétrolier, les travaux en Europe de l'ouest redémarrent et seront suivis 
par un vaste programme de recherche en Amérique sur les éoliennes de moyenne et forte 
puissance. La seconde impulsion va être donnée par les problèmes environnementaux que 
suscitent la production d'énergie par les combustibles fossiles (rejets de gaz à effet de serre) 
ou le problème à long terme de stockage des déchets nucléaires. Après cette introduction 
au contexte économique et social, revenons maintenant sur l'évolution proprement dite des 
éoliennes de moyenne et forte puissance. 

C'est en Russie, en 1931, que le premier pas vers les éoliennes de grande taille fut fran­
chi. L'éolienne Balaclava (figure 3. 1) de 30 m de diamètre et d'une puissance de 100 kW, 
implantée sur les bords la Mer Noire, fonctionna pendant deux ans avec une production 
de 200 000 kWh en courant alternatif. Cette éolienne était assez rudimentaire puisque, par 
exemple, certains pignons étaient fabriqués en bois. 

En 1939, l'ingénieur américain Palmer C. Putman, se lança dans la conception, la 
réalisation et l'expérimentation de la première éolienne de la classe du mégawatt. C'est en 
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FIG. 3.5 Éolienne de F. Brush, USA, 
1888 {35} 

FIG. 3.7 Éolienne Balaclava de 100 kW 
implantée en Russie, 1931 {35} 

FIG. 3.9 Éolienne FLS bipale, Danemark 

{36} 

FIG. 3.6 Éolienne de Paul la Cour à 

l'école de Askov, Danemark 1890 {36} 

FIG. 3.8 Éolienne de Putman, USA 1939 
[35} 

FIG. 3.10 Éolienne FLS tripale, Dane­
mark [36} 
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collaboration avec l'entreprise S. Morgan Smith implantée en Pennsylvanie, qu'une équipe de 
spécialistes recrutés à travers tout le pays, comprenant le célèbre aérodynamicien Theodore 
van Karman et des ingénieurs en génie électrique, que la conception et la réalisation de cette 
éolienne fut menée. Ainsi, le 10 octobre 1941 sur une colline du Vermont, ont pu avoir lieu 
les premiers tours du rotor bipale d'un diamètre de 53,3 m (figure 3.8). Ce rotor entraînait 
une génératrice synchrone d'un puissance nominale de 1, 25 MW et les avancés technolo­
giques portaient essentiellement sur le contrôle du calage des pales ainsi que l'orientation de 
la nacelle par des servos-moteurs. Après plusieurs centaines d'heures de fonctionnement, une 
rupture d'un arbre de transmission en 1943 et en raison de la seconde guerre mondiale, la 
poursuite des essais fut retardée de deux ans. On découvrit à cette occasion que le pied de 
pale était sous-dimensionné et des plaques de renfort durent être soudées. Lors de la reprise 
des essais en 1945, une fissure se déclara au niveau d'un point de soudure des plaques de 
renfort. Dans l'incapacité de trouver un financement pour remplacer le rotor, les dirigeants 
du projet prirent alors le risque de continuer le programme de tests en espérant qu'il puisse 
être terminé avant rupture du rotor. L'éolienne fonctionna donc encore pendant plusieurs se­
maines avec d'excellents taux de production, mais le danger était trop important. Le 26 mars 
1945, la pale défectueuse se sépara du rotor et le projet ne fut pas reconduit. On doit retenir 
de cette expérience que Putman voulait avant tout démontrer que les éoliennes pouvaient 
complémenter la production des centrales électriques. Au delà des avancées technologiques, 
cette équipe mit en avant l'intérêt de fédérer autour d'un projet éolien une équipe d'indus­
triels et d'universitaires afin de mieux répondre aux spécificités technologiques propres à une 
éolienne. 

Le développement de la technologie éolienne pris place essentiellement en Europe de 
l'ouest, sous forme d'installations très modestes. Les paragraphes suivants se proposent de 
passer en revue les pays où les avancées furent les plus significatives. 

3.3.1 Danemark 

Le développement des éoliennes d'avant la seconde guerre mondiale eut principalement 
lieu au Danemark sous l'impulsion de Paul la Cour. 

Durant la seconde guerre, la cimenterie F.L. Smidth (FLS) construisit une série d'éo­
liennes bipales (figure 3.9) et tripales (figure 3.10) de 45 kW dont le pylône était bien natu­
rellement en ciment ce qui explique que par la suite, un grand nombre d'éoliennes danoises 
furent équipées sur des pylônes de ce type. 

De plus, le concept tripale, parfois reconnu comme le concept danois, fut adopté pour 
limiter les phénomènes vibratoires au niveau du pylône. Le courant délivré était du courant 
continu, car les installations électriques de ce type étaient les plus répandues dans ce pays 
et en 1951, sous l'impulsion de Johannes Juul, les génératrices furent remplacées par des 
génératrices asynchrones de 35 kW, annonçant les machines de la seconde génération. 

Fort de ce succès et en collaboration avec Johannes Juul, la firme FLS érigea en 1956-
57, sur l'île de Gedser, dans le sud-est du Danemark, une éolienne de 200 kW munie d'un 
rotor tripale de 24 m de diamètre. Comme ses prédécesseurs le pylône était en ciment. Cette 
éolienne fut exploitée par la compagnie SEAS (Sydostsjaellands Elektricitets Aktieselskab) 
de 1958 à 1967 sans intervention majeure et cessa de tourner fin 1960 suite à une rupture 
d'arbre de transmission. Cependant, en 1970 la NASA, qui avait besoin d'effectuer des relevés 
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expérimentaux pour un de ses nouveaux programmes de développement sur les éoliennes de 
grande taille, remis en état cette machine qui fonctionna pendant trois ans. 

La véritable entrée des Danois dans le secteur des éoliennes de grande taille se serait 
effectuée par l'installation de deux machines de 630 kW, munies d'un rotor tripale de 40 m 
de diamètre. Deux technologies vont être testées sur ces rotors: l'un possède des pales à 
calages variables sur toute leur envergure et l'autre un calage partiel. Fidèle à la tradition 
des éoliennes Gedser, le pylône est en ciment. 

L'implantation de ces deux éoliennes situées côte à côte (figure 3.12) sur le site de Nibe, 
près de Alborg au nord du Jutland, a permis entre autre d'étudier les interactions de sillage. 
Avec plus de 13 années de fonctionnement et de nombreux tests sur le choix des pales, elles 
ont également délivré de précieuses informations sur les coûts de maintenance ainsi que la 
fiabilité des concepts. 

3.3.2 Suède 

L'expérience suèduoise dans le domaine des éoliennes de grande taille va s'affirmer 
rapidement grâce à deux réalisations majeures. Le consortium danois KaMe Wa développa 
tout d'abord une machine de 2, 5 MW équipée d'un rotor bipale de 75 m de diamètre. Le 
moyeu est de type rigide dans le vent. Installée à Niisudden, sur l'île de Gotland, elle intégra 
des concepts assez inhabituels comme une boîte de vitesses à entrée-sortie perpendiculaire 
du fait du placement de la génératrice dans le pylône, éliminant ainsi toute la connectique 
tournante entre la génératrice et les câbles du réseau. On note également la présence d'un 
raille long du pylône en béton afin de permettre la mise en place de la nacelle et des pales 
sans avoir recours à une grue. 

La seconde réalisation sera le fruit de la coopération entre le Danois Karlskronavarvet 
et Hamilton Standard aux Etats-Unis. D'une puissance de 3 MW pour un rotor bipale sous 
le vent de 78 m de diamètre, cette éolienne est conçue de façon plus traditionnelle que la 
première, mais comporte des avancées technologiques telles que des pales en fibre de verre, 
le montage de la boîte de vitesses sur des amortisseurs pour absorber le couple dynamique, 
d'un moyeu articulé (teetered hub). 

Une version améliorée (figure 3.13) de cette dernière machine sera commandée par le 
centre de recherches de la NASA basé à Lewis avec une puissance portée à 4MW, ce qui en 
fait la machine la plus puissance jamais construite. L'objectif de cette réalisation était de 
démontrer la faisabilité d'une connection avec un système de production hydroélectrique. 

3.3.3 États-Unis 

Il faudra attendre l'année 1975 pour qu'une série de programmes sur les éoliennes de 
moyenne et grande taille voit le jour. Sous l'impulsion du secteur fédéral, une équipe de la 
NASA du centre de recherches de Lewis réalise pour le compte de la NSF (National Science 
Foundation) une série de tests sur une éolienne à concept modulaire baptisée Mod. 

De 1975 à 1987 l'éolienne Mod-O d'une puissance de 100 kW avec un rotor de 38,1 m 
de diamètre, permit d'évaluer de nombreuses configurations envisageables pour une éolienne 
à axe horizontal: pylône en treillis ou tubulaire, rotor dans le vent ou sous le vent, monopale 
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FIG. 3.11 Éolienne Gedser de 200 kW, 
Danemark {36} 

FIG. 3.12 Éoliennes Nibe-A et B de 
630 kW, Danemark {35} 

FIG. 3.13 L'éolienne WTS-4, la plus 
puissante : 4 MW (Woyming) 

FIG. 3.14 Mod-O à pales articulées, USA 
[35} 

FIG. 3.15 Éoliennes Mod-2 pour l'étude 
des intéractions de sillages, USA {35} 
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ou bipale avec moyeu rigide ou articulé, pales avec ailerons (figure 3.14) ou en deux parties 
articulées. 

Le programme Mod-OA, 'qui lança la construction de quatre éoliennes installées de 
1977 à 1979 sur des sites différents devait permettre d'identifier et de résoudre les problèmes 
d'interconnection sur un réseau en activité. 

Le programme Mod-1 débuta en parallèle avec l'installation des machines Mod-OA. 
D'une puissance de 2 MW pour un diamètre rotor de 61 m, elle fut la première éolienne de 
la classe du mégawatt à fonctionner de nouveau sur un réseau depuis celle de Putman en 
1939. Cette éolienne permit notamment d'identifier l'impact environnemental d'une machine 
de cette taille: le bruit, les interférences électromagnétiques et l'acceptation de la part du 
public de ces machines dans le paysage. 

Le programme Mod-2, qui débuta avant la première génération des Mod-1, mettait en 
oeuvre trois éoliennes de 2, 5 MW et d'un diamètre rotor de 91,4 m (figure 3.15). Le rotor 
dont la conception était inspirée par les séries Mod-O et Mod-1 fut néanmoins muni de pales à 
calage variable sur un portion d'envergure et était de type articulé pour des raisons de coût et 
de comportement structural meilleur. Disposées en triangle ayant pour côté respectif 5, 7 et 
10 fois le diamètre du rotor, elles fournirent de précieux renseignements sur les phénomènes 
d'interactions (effet du sillage) entre des éoliennes installées proches 1 'une de 1 'autre. 

Enfin, l'éolienne Mod-5B est la dernière et la plus impressionnante des machines issues 
de ce vaste programme. En effet, elle possède un diamètre rotor de 97,5 met une puissance 
de 3, 2 MW, ce qui la classe comme la plus grande éolienne fonctionnant à ce jour. L'avancée 
technologique majeur de la Mod-5B est son fonctionnement, avec succès, d'un rotor à vitesse 
variable. De plus, elle fut conçue à l'aide d'un code de calcul avancé de dynamique des 
structures baptisé Dylosat. Elle fut mise en route pour la première fois le 1er juillet 1987 
pour un série de deux tests de 500 heures chacun où elle put démontrer ses performances et 
sa fiabilité. Après cette période, elle fut vendue afin d'opérer sur le réseau courant exploité 
par l' Hawaiian Electric Industrie en même temps que quinze autres éoliennes de 600 kW 
(Westinghouse WWG-0600). 

3.3.4 France 

De 1958 à 1964, l'EDF en collaboration avec deux sociétés, BEST et Neyrpic construi­
sit également trois éoliennes de grande taille. La première, baptisée Best-Romani, fut érigée 
à Nogent-le-Roi, près de Paris et possédait un rotor tripale de 30 m pour une puissance 
annoncée de 800 kW pour un vent de 16 m /s. Elle fonctionna sur le réseau EDF pendant 
cinq ans, entre 1958 et 1963, avec quelques problèmes de lubrification de la boîte de vitesses, 
d'embrayage de la ligne d'arbre et sur le freinage mécanique. Cependant, la connection au 
réseau du générateur fonctionnait correctement. 

La seconde éolienne, dénommée type Neyrpic, avait un diamètre de seulement 21 m et 
une puissance de 132 kW pour un vent de 13,5 m/s (figure 3.16). Installée à Saint Rémy 
des Landes, elle tourna correctement pendant trois ans avec seulement 60 jours d'arrêt pour 
de multiples raisons techniques. 
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La troisième enfin, fut la plus puissante construite en France car elle délivrait 1, 1 MW. 
C'était également une éolienne de type Neyrpic implantée sur le même site que la première 
du lot. Dotée d'un rotor tripale de 35 m de diamètre, elle délivra sa production sur le réseau 
pendant seulement sept mois en 1963 et 1964. Durant le mois de novembre 1963, elle pro­
duisit un total de 200 000 kWh et pendant la période des ses sept mois de fonctionnement, 
elle capta 28 % de l'énergie du vent disponible sur le site, ce qui est une performance encore 
rarement atteinte par les éoliennes modernes de nos jours. 

Bien que ces trois prototypes aient démontré la faisabilité de coupler ce type de ma­
chines sur un réseau, les expériences et la recherche sur l'éolien furent arrêtées en 1964. 

3.3.5 Grande-Bretagne 

De 1948 aux débuts de 1960, on retiendra trois prototypes d'éolienne, d'une puissance 
de 100kW chacun et d'une conception totalement différente à chaque fois, destinés à être 
connectés au réseau. 

Le premier, installé sur l'île de Orkney en 1950 fut construit par John Brown & Co. 
Son rotor tripale sous le vent, d'un diamètre initial de 18 m fut porté à 15 m à la suite d'un 
choc avec le pylône survenu par vent fort (figure 3.17). Il connut également des problèmes 
structuraux au niveau du moyeu et de vibrations du pylône. Son activité cessa en 1956. 

Egalement en 1950, animée d'un rotor de 25 m, une seconde éolienne fonctionnait avec 
un concept tout à fait nouveau appelé concept de Andreau: il permettait de supprimer 
tout couplage mécanique entre la rotor et la génératrice puisque celle-ci était alors entraînée 
pneumatiquement. En effet, des évents radiaux, pratiqués sur la périphérie du pylône tota­
lement creux, permettait un écoulement d'air qui entraînait alors une turbine à air couplée 
au générateur. De plus, cet air était accéléré par la rotation des pales creuses et ouvertes 
à leur extrémité qui jouaient ainsi le rôle d'une pompe centrifuge. Bien que fonctionnant 
correctement, le rendement global de cette éolienne était faible. 

La dernière enfin, fabriquée par Smith (Horley) Ltd. était installée sur l'île de Man, 
fin 1950 et fonctionna jusqu'en 1963. Les innovations technologiques portaient cette fois sur 
le contrôle des pics de puissance par un système de décrochage aérodynamique pour des 
pales fixes en calage et l'utilisation d'aluminium extrudé pour la réalisation des pales afin 
d'en abaisser le coût. Elle fut arrêtée en 1963 après une sévère tempête qui endommagea les 
pales. 

Bien que reconnue comme active dans les recherches sur l'éolien, la Grande-Bretagne 
opte pour des réalisations plus modestes. En 1982, une éolienne de 250 kW, baptisée MS-
1, fut réalisée, suivie d'un prototype privé de 300 kW, appelé Howden. Vint ensuite un 
prototype de 3 MW (LS-1 ), installé à Orkneys, dont les essais commencèrent en 1987. 

3.3.6 Allemagne 

Sous l'impulsion des travaux de professeur Ulrich Hütter entre 1950 et 1960, une éo­
lienne de 100 kW avec un rotor de 34m de diamètre concentrait les principales avancées 
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FIG. 3.16 Eolienne Neyrpic) France {35} 
FIG. 3.17 Eolienne John Brown & Co) 
Grande-Bretagne {35} 

\ ___ , ' 

FIG. 3.18 Eolienne de f!Andreau) FIG. 3.19 Eolienne Growian) la plus 
grande: 100 m de haut (Allemagne) Grande-Bretagne {35} 

1' 

FIG. 3.20 Eolienne de Ulrich Allgaier: 
innovante sur bien des points) Allemagne 
{35} 
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technologiques de cette fin des années soixante sur l'énergie éolienne en Allemagne et seront 
reconduites dans les décennies à venir. En effet, l'éolienne de Hütter-Allgaier innovait sur 
plusieurs points: l'introduction de pales souples en fibre de verre, de grand allongement, à 

calage variable sur toute l'envergure et montées sur un moyeu articulé (figure 3.20). En rai­
son des moyens financiers limités et des problèmes de flottement (fiutter) des pales, quelques 
essais seulement purent avoir lieu durant l'année 1960. 

Ce n'est qu'en 1982 que le pas vers les éoliennes de grande taille est franchi. Le déve­
loppement de l'éolienne Growian (figure 3.19) fut l'un des défis les plus ambitieux et les plus 
risqués pris sur cette technologie. En effet, d'une puissance de 3 MW avec un rotor bipale 
dans le vent de 100 m de diamètre elle est la plus grande y'amais réalisée. D'autre part, le 
rotor est muni de pale en fibre de carbone à calage variable sur toute l'envergure et montée 
avec un fort degré de conicité. Le pylône est tubulaire, de faible diamètre, stabilisé par un 
haubanage, et est conçu pour permettre l'élévation de la nacelle sans l'aide d'une grue. On 
notera également que ce fut l'un des premières à fonctionner avec un rotor à vitesse variable. 
Malheureusement, le nombre d'inconnues imputables à cette technologie non pas permis de 
mener à bien tous les essais escomptés. 

3.4 Spécificités de la production d'énergie éolienne 

La production d'énergie électrique par l'éolien ne peut être considérée que comme un 
complément et non une substitution des moyens "classiques" de production du fait de son 
caractère fluctuant de production. Les avantages des installations éoliennes par rapport aux 
autres moyens de production sont: 

- aucune pollution atmosphérique (zéro rejet), 

- faible occupation de la surface des sols, 

- aucune pollution des sols (pas de rejet d'hydrocarbure, métaux lourds, etc), 

- revalorisation à 100 % des sites après arrêt et démentellement d'une centrale éoliennes, 

- très faible coût des interventions de maintenance, 

- facilité de remplacement d'une machine usée ou défaillante. 

Les inconvénients des installations éoliennes sont: 

- production fluctuante, 

- choix restreints des sites d'implantation à grosse échelle, 

- seuil de rentabilité éloigné dans le temps (à justifier avec des chiffres de coûts de 

production et d'installation et du prix du kW), 

- impacte visuelle et sonore, bien que les grandes installations soient dégagées des habi­
tations. 

Partie !. Introduction 



39 Chapitre 3. Quelques repères sur l'énergie éolienne 

Le tableau 3.1 présente une liste non exhaustive des éoliennes à axe horizontal dans le vent 
de moyenne et forte puissance. Les rotors munis de deux ou trois pales sont encore employés 
de façon équitable. Les pales en matériaux composites à base de fibres (verre et carbone) 
prennent par contre le dessus sur les matériaux plus classiques comme le bois et le métal. 

TAB. 3.1 Recensement des éoliennes à axe horizontal dans le vent de 
plus de 500 kW {35} 

Pays Machine 
Membre Fabricant Modèle 
Belgique Windmaster 

Danemark Groupement Ni be-A 
Danemark Groupement Nibe-B 
Danemark DWT Windane 40 
Danemark Tjœreborg 
Allemagne M.A.N. WKA 60 
Allemagne M.A.N. ·wKA 60 Land 
Allemagne MBB 
Allemagne Husumer Sch. 
Allemagne Tacke 

Italie Aeritalia 
Hollande Ho lee 
Hollande Stork-FDO 
Hollande Windmaster 
Hollande Windmaster 
Hollande Newinco 
Espagne Asinel, M.A.N. 

Suède KMWAB 
Suède Kvaerner-MBB 
Suède Kvaerner-MBB 

Angleterre WEG 
Angleterre WEG 
Angleterre Howden 
Angleterre Howden 
Angleterre 
Etats-Unis Boeing 
Etats-Unis Westinghouse 

GRP: fibres de verre renforcées 
CRP : carbone renforcé 
A : surface mouillée du rotor 
D: diamètre du rotor 
H: hauteur du moyeu 

Aeolus II 
HSW 750 
TW 500 

Gamma 60 
Halee 500 

NEWECS-45 
NL 500 

Windmast750 
Newinco500 
AWEC 60 
WTS-75 

Nasudden I 
Nasudden II 

LS-1 
LS-2 

750kW 
1MW 
HSW 

Mod-5B 
WWWG-0600 

Spécifications du rotor 
Pales Matériaux D[m] H[m] 

2 GRP 46,0 63,0 
3 Bois 40,0 45,0 
3 Bois 40,0 45,0 
3 GRP/Bois 40,0 45,0 
3 GRP 60,0 60,0 
3 GRP 60,0 50,0 
3 GRP 60,0 60,0 
2 CRP 80,0 77,0 
3 GRP/Bois 40,0 45,0 
3 GRP 36,0 35,0 
2 GRP 66,0 60,0 
3 35,0 
2 GRP 45,0 60,0 
2 GRP 33,0 
2 Bois/Epoxy 40,0 50,0 
2 Métal 34,0 
3 GRP 60,0 46,0 
2 GRP/Métal 75,0 77,0 
2 Métal 75,0 
2 CRP 80,0 77,0 
2 GRP /Métal 60,0 45,0 

3 Bois/Epoxy 45,0 35,0 
3 Bois/Epoxy 55,0 45,0 
3 GRP/Bois 40,0 45,0 
2 Métal 97,5 61,0 
2 Bois/Epoxy 43,0 31,0 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 

A[m2
] 

1,662 
1,256 
1,256 
1,257 
2,827 
2,827 
2,827 
5,077 
1,257 
1,018 
2,827 
0,962 
1,590 
0,885 
1,257 
0,908 
2,827 
4,418 
4,418 
5,027 
2,827 

1,590 
2,376 
1,257 
7,472 
1,452 
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Notations 

Conventions 

• [ Je la matrice relative à l'élément fini d'indice e. Ex.: [Q]e 

• " une rigidité équivalente. Ex. : Es 

• (0 xyz) le repère principal d'inertie de centre 0 d'une section quelconque de poutre 

• ( )* pour signaler une variable relative à la cinématique virtuelle d'un solide (Ex.: u*). 

• Grad {~} le gradient du vecteur~ tel que, si { u }T =< uv w >, alors 

• Div[O'] la divergence du tenseur des contraintes telle que 

Latines 

<Div>= j a \ ax 
a 
a y 

a ) az 

Majuscules 

A 
A 
B 
{B} 
Bk 

c 
'Dk 
< D* > 

E 
Elyy 

: centre aérodynamique d'un profil d'une section de pale 
: aire de la surface de la section S 
: solide considéré 
: vecteur colonne du second membre de l'équation matricielle permettant de 
: corps d'index k 

déterminer les coefficients am 

: centre de torsion 
: fonction de dissipation du corps Bk 
: vecteur ligne des déformations virtuelles extrait du tenseur [ t*] des 

déformations 
:module de Young. Centre élastique d'une section de pale 
: rigidité de flexion autour de l'axe (Ey) 
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Efzz 
pk 
{F} 
{Fn} 
G 
Hhk 
Ik 
lyy 

fzz 

{L,J,K} 
J 
L 
L1 
L2 
Mk/hk 

M 
N 
NB 
Nd 

Nddl 

Ne 
Nt 

t 

Nf y 
t 

Nfz 
t 

Nn 
NMk 
{Nfy} 
{Nfz} 
{Nt} 
NS 
0 

Rhk 

RB a 

RE 
RN v 

RPi 

Rpz 
Rse 
Rrr 
s 

:rigidité de flexion autour de l'axe (Ez) 
: résultante des forces travaillantes agissant sur le corps Bk 
: vecteur colonne des conditions aux limites 
: vecteur colonne des efforts nodaux dans le repère de pale Rpz 
: module de cisaillement- centre de gravité d'une section de pale 
: moment angulaire du corps Bk par rapport au point hk 
: dyadique d'inertie du corps Bk non déformé par rapport au point hk 
:moment d"inertie principal autour de l'axe (Ey) 
: moment d"inertie principal autour de l'axe ( Ez) 
: base orthonormée liée au repère de pale Rpz = ( Opz XY Z) 
: inertie de torsion 
: longueur de l'élément fini e; L = L2 - L1 

: abscisse du noeud 1 dans le repère associé à l'élément fini e 
: abscisse du noeud 2 dans le repère associé à l'élément fini e 
: moment résultant par rapport au point hk des forces travaillantes agissant 

sur le corps Bk 
: moment de flexion par rapport à ( 0 Z) 
: effort normal à la section S 
: nombre de corps du système 
: degré du polynôme approximant c/J;z 
: nombre total de degrés de liberté de la pale 
: nombre total d'éléments finis discrétisant la pale 
: iième fonction de forme nodales en traction-compression et en torsion 

: iième fonction de forme nodales en flexion suivant l'axe ( Oy) 
: iième fonction de forme nodales en flexion suivant l'axe (Oz) 
: nombre total de noeuds de la pale discrétisée par Ne éléments de poutre 
: nombre de modes de vibration libre du corps souple Bk 
: vecteur colonne des fonctions de forme nodales en flexion suivant ( Oy) 
: vecteur colonne des fonctions de forme nodales en flexion suivant ( 0 z) 
: vecteur colonne des fonctions de forme nodales en traction-compression 
: nombre de degrés de liberté du système 
: centre de référence d'un repère de section; le lieu des points 0 défini l'axe 

longitudinal de la pale 
: noeud i, i = 1, 2, de l'élément de poutre e de coordonnées (Xi, Yi, Zi) dans 

le repère pale Rpz 
: centre du repère de pale Rpz 
: vecteur position par rapport au centre du repère galiléen du point p appar-

tenant au corps Bk 
: vecteur position par rapport au centre du repère galiléen du point hk 
: repère de battement 
: repère élastique de centre E 
: repère non vrillé 
: repère principal d'inertie de centre E 
: repère de pale de centre Opz 
: repère de section de centre 0 
: repère de traînée 
: frontière du solide B ; section d'une poutre 
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Su 
sJ 
Sr; 
T 

UJ 
Ut 
{U} 

Notations 

: frontière du solide B sujette à des conditions aux limites cinématiques 
: frontière du solide B sujette à des forces surfaciques f 

-S 
: surface délimitée par la courbe moyenne f; 
: effort tranchant à la section S 
: composante suivant ( OpzX) du vecteur J1 due à la fléchissement de la pale 
: composante suivant ( OpzX) du vecteur J1 due à l'allongement de la pale 
: vecteur colonne des coordonnées du vecteur '!1 dals le repère de pale Rpz; 

{U}T =< UVW > 
: vecteur colonne des déplacements nodaux dans le repère de pale Rpz 
: composantes du vecteur J1 dans le repère de pale Rpz 
: énergie potentielle de déformation du corps Bk 
: volume du solide B 

Minuscules 

g_ 

am 
{a} 
<b> 
bk 

{Q~,Q~,~} 
c 
dm 
e 

df 

{f} 
fr 

f: 
Ls 
Lv 
g 

hk 
{i,j_,lû 

., 
l 

mij 
....... 
mz 
mmjy 

mmfz 

mjy 

: accélération d'un élément de masse dm 
: mième coefficient du polynôme approximant ePi/ 

: vecteur colonne des coefficients am 

: vecteur colonne des vecteurs de base l, J... et J{ 

: repère local de centre hk attaché au corps Bk 
: base orthonormée attachée au corps Bk 
: coefficient intervenant dans la définition de [ H] 
: masse élémentaire 
: numéro de l'élément fini considéré 
: résultante des efforts de contact et de distance agissant sur l'élément dm 
: vecteur colonne des forces de volume et de surface 
: force active généralisée associée à la rème vitesse partielle 
: force d'inertie généralisée associée à la rème vitesse partielle 
: forces surfaciques agissant sur le solide B 
: forces volumiques agissant sur le solide B 
: vecteur d'accélération de la pesanteur 
: centre du repère local bk 
: base orthonormée liée au repère ( 0 xyz) dont les axes dont les axes sont 

parallèles à ceux du repère Rpi et déduite de la base {t, j_', k.'} par la 

rotation d'angle c.p =a+ 'Pse(S) autour de (01, 02) 
: vecteur directeur unitaire contenu dans le plan de la section S et perpen­

diculaire à t_. j' est porté par la ligne dr référence du profil de la section S 
: vecteur direct~ur unitaire tel que k.' = i. 1\ j_' 
: facteur de correction de cisaillement de la section si de la phase i de la 

sectionS 
: vecteur position par rapport au point hk du centre de gravité du corps Bk 

après déformation 
: élément de la ligne i, colonne j de la matrice de masse élémentaire [m] 
: masse linéique équivalente de membrane 
: masse linéique équivalente membrane/flexion suivant ( OY) 
:masse linéique équivalente membrane/flexion suivant (OZ) 
: masse linéique équivalente en flexion pure suivant ( OY) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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ffiJz 

n 

nddt 

n'P 
p 

Pk 
qi 

% 
T' 

T'k 

t 
t 
{ t ., k'} _,:]_,_ 

u· 
' 

<Un> 

{ Un}toc 

Ur 

< uvw > 
v* 

w· ' 

: masse linéique équivalente en flexion pure suivant (OZ) 
: vecteur normal à la surface S 
: numéro du degré de liberté pris dans l'intervalle [1, Nddt] 

: nombre de phases d'une section S de poutre 
: point quelconque appartenant au solide B 
: point d'articulation appartenant au corps Bc(k) 

: ième coordonnée généralisée du système 
: élément de la ligne i, colonne j de la matrice [Q] 
: nombre de points d'intégration de Gauss 
: vecteur position d'un point p du corps Bk avant déformation par rapport au 

point hk 
: variable temporelle 
:vecteur directeur unitaire de l'axe (OX) 
: base orthonormée liée au repère de centre 0, 0 E [ 0 1 , 0 2], point de la ligne 

de noeuds, telle que j_ soit perpendiculaire au plan contenant [01 , 0 2], ce 
plan étant lui-même parallèle à ( Opt Z) ; ! est porté par ( 0 1 0 2 ) 

: vecteur position d'un point p du solide B après déformation élastique 
: déplacement virtuel d'un point p du solide B 
: composante suivant i_ du vecteur :g_* 

: déplacement du noeud i de l'élément fini e suivant i_ 
: vecteur colonne des coordonnées du vecteur :g_ dans le repère ( 0 xyz) 
: vecteur position d'un point p du corps Bk après déformation par rapport à sa 

position initiale 
: vecteur des déplacements nodaux dans le repère RPi 

: vecteur des déplacements nodaux dans le repère de section Rse 
: rème vitesse généralisée 
: composantes du vecteur :g_ dans le repère principal d'inertie Rpi 

: composante suivant j_ du vecteur :g_* 

: déplacement du noeud i de l'élément fini e suivant j 
: vitesse partielle du point p appartenant à un solide B par rapport au repère 

A associée à la vitesse généralisée Ur 

: terme ne dépendant que du temps t et des coordonnées généralisées qi 
: vecteur colonne des vitesses généralisées 
: composante suivant !s_ du vecteur :g_* 

: déplacement du noeud i de l'élément fini e suivant !s_. ième vitesse généralisée 
extraite de { w} 

: poids d'intégration de Gauss 
: condition cinématique sur la surface Su du solide B 
: abscisse courante d'une section de poutre dans le repère lié à l'élément de 

poutre e 
: vecteur colonne des coordonnées du vecteur propre associé au [ième mode 

de vibration libre du corps souple Bk ; { x
1}T =< xi · · · x~ddl > 

: vecteur directeur de l'articulation joignant les corps Bc(k) et Bk 

: vitesse relative de translation de la kème articulation suivant la nème direction 
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Grecques 

Majuscules 

: allongement de la pale 
: courbe moyenne de la cellule i 
: fonctionnelle (énergie potentielle complémentaire ou total) 
: flux de contraintes traversant la cellule i 

Minuscules 

/ij 

P.';(k) (r_c(k)) 

cf> il 

cf>ilp 

'PSe 

PJz 
Pi 
~ 

Pm 
{cr} 

: angle principal d'inertie d'une section S de centre 0 
: angle principal d'inertie d'une section s de centre oi 
: coefficient unitaire pair lorsque i = 1, impaire sinon 
: zème coordonnée modale du corps Bk 
: vecteur ligne des déformations extrait du tenseur des déformations [ t:] 
: vecteur colonne des coordonnées modales ; { 17} T = < ry1 · · · 1]N Mk > 
: déformation en cisaillement suivant les directions i et j ( i = x, y, z de 

même pour j) extraite du tenseur des déformations [e::]; /ij = 2Eij 

: coefficient de Lamé 
: coefficient de Lamé 
: coefficient de Poisson 
: fonction de gauchissement 
: vitesse angulaire du repère local bk par rapport au repère galiléen 
: vecteur de fonction de forme modale associé au [ème mode de vibration 

libre 

: [ème vecteur de rotation modale au point Pk 
: iième coordonnée du vecteur de forme modale associé au zième mode de 

vibration libre 
: composante i de t associée au déplacement du noeud p au [ième mode de 

vibration libre 
: angle entre le repère de base {f, i', k.'} et le repère principal RPi de la 

sectionS 
: angle de vrillage de la section S de la pale 
: masse linéique équivalente en flexion suivant ( 0 z) de la section S 
: masse linéique de la phase i de la section S 
: masse linéique équivalente en traction-compression de la section S 
: vecteur colonne des contraintes extrait du tenseur des contraintes de 

Cauchy [cr] 
: élément de la ligne i de la colonne j du tenseur des contraintes de 

Cauchy [cr] 
: vitesse relative de rotation de la kème articulation suivant le mème axe de rota-

tion 
: rotation du noeud i de l'élément fini e autour de l'axe ( Ox) 
:rotation du noeud ide l'élément finie autour de l'axe (OpzX) 
: rotation du noeud i de l'élément fini e autour de l'axe ( Oy) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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()y; 

() zi 

Bz; 
ç 
Ç; 
Çp 
<(> 

:rotation du noeud ide l'élément finie autour de l'axe (Op1Y) 
: rotation du noeud i de l'élément fini e autour de l'axe (Oz) 
: rotation du noeud i de l'élément fini e autour de l'axe ( 0p1Z) 
: variable d'espace adimensionnée 
: abscisse du point d'intégration i dans l'intégration numérique de Gauss 
: abscisse du noeud numéro p 

: vecteur ligne des efforts ; < ( > b. < N M T > 

Matrices 

Majuscules 

[A] : sous-matrice de [k] (3, 6) 
[A] :matrice (Nd+ 1, Nd+ 1) 
[B] :sous-matrice de [k] (3, 3) 
[Ck] : matrice d'amortissement généralisée du corps Bk 
[H] : matrice d'élasticité (81, 81) 
[H] : matrice des rigidités équivalentes (3, 3) 
[Kk] : matrice de raideur généralisée du corps Bk 
[K] : matrice de rigidité totale de la pale (Nddt, Nddt) 
[L] :gradient des déformations; [L] = Grad{!f.}. Second membre du système diffé-

rentiel 
[ M] : matrice de masse totale de la pale ( Nddl, Nddl) 
[M] : matrice de masse du système multicorps 
[P] : matrice de passage (3, 3) 
[ Q] : matrice de transformation du repère Rp; au repère Rpz 
[ Q o] : matrice de transformation du repère pale Rpz au repère de base {t, j'; k'} 
[Q;] : sous-matrice de [T] -
[T] : matrice de transformation élémentaire du repère principal d'inertie Rp; au 

repère pale Rpz (12, 12) 
[Tc] :matrice de transformation élémentaire du centre Cau centre 0 (12, 12) 
[V] : matrice modale dont les colonnes sont les N Mk vecteurs propres { x1}; 

(V]= ({xl}···{xNMk}] 

Minuscules 

[k] : matrice de rigidité élémentaire (12, 12) 
[k] : matrice de rigidité élémentaire obtenue par application du principe de 

Hellinger-Reissner (9, 9) 
[kJy] :matrice de rigidité élémentaire de flexion suivant l'axe (Oy) (4,4) 
[kJzl :matrice de rigidité élémentaire de flexion suivant l'axe (Oz) (4,4) 
[k] 9 zob : matrice de rigidité élémentaire associée aux déplacements nodaux 

< Un > (12, 12) 
[k]zoc : matrice de rigidité élémentaire associée aux déplacements nodaux { un}Zoc 
[km] : matrice de rigidité élémentaire de traction-compression (2, 2) 
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[kt] 
[kxz] 
[m] 
[mmJJ 
[mmfzl 
[m]gtob 
[mt] 
[mu] 
[mw] 
[qi] 

[t] 

: matrice de rigidité élémentaire de torsion (2, 2) 
: matrice de rigidité élémentaire de membrane/flexion suivant (OZ) 
: matrice de masse élémentaire (12, 12) 

Notations 

:matrice de masse élémentaire partielle en membrane/flexion suivant (OY) 
: matrice de masse élémentaire partielle en membrane/flexion suivant ( 0 Z) 
: matrice de masse élémentaire associées aux déplacements nodaux < Un > 
: matrice de masse élémentaire partielle en torsion (2, 2) 
: matrice de masse élémentaire en traction-compression (2, 2) 
: matrice d'inertie en translation suivant (Oz) 
: matrice de transformation du repère de base {.t., i'; k'} au repère principal 

d'inertie Rp; de la section 
: sous-matrice de [Tc] 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne. et forte puissance 





Chapitre 1 

Modélisation des systèmes multicorps 

1.1 Introduction 

Les éoliennes, d'un point de vue mécanique, se classent parmi les systèmes multicorps 
souples, c'est-à-dire un ensemble de corps déformables reliés entre eux par des articula­
tions. Par conséquent, nous sommes confrontés au choix d'une formulation dynamique pour 
modéliser le comportement de ces systèmes. Peut-on raisonnablement envisager d'employer 
les formulations classiques (Newton-Euler, Lagrangienne, Hamiltonienne) pour des systèmes 
aussi complexes? Ces préoccupations ne datent pas d'aujourd'hui et de les progrès récents, 
autant théoriques que pratiques sur les systèmes multicorps, vont nous permettre d'exploiter 
les avancées de ces dix dernières années dans ce domaine. Ce chapitre est donc divisé en 
deux parties: la première fait le bilan des formulations dynamiques classiques afin d'intro­
duire la méthode de Kane utilisée pour le développement des équations de mouvement. Elle 
se poursuit par une analyse des méthodes de modélisation des systèmes multicorps compo­
sés de solides rigides ou souples. La seconde partie présente ensuite le développement d'une 
modélisation des systèmes multicorps souples en arborescence topologique s'appuyant sur la 
méthode de Kane. 

1.2 Revue des formulations dynamiques 

Les formulations dynamiques classiques datent du XVII Jème siècle et découlent toutes 
de la conjonction des trois lois de Newton et du principe des travaux virtuels. Les diffé­
rences entre ces formulations résident dans leur formalisme mathématique. Les formulations 
dynamiques les plus connues sont au nombre de quatre: 

- le principe de d'Alembert, 

- les équations de Lagrange, 

- les équations de Hamilton, 

- le principe d'Hamilton. 
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A cette liste, nous pouvons maintenant ajouter les équations de Kane. 

Les premières études dynamiques portaient sur des systèmes "simples" tels que le pro­
blème de la toupie, du pendule double, etc. Une ingénuité considérable et des connaissance 
mathématiques approfondies sont nécessaires pour traiter ce genre de problème, si bien que 
l'aspect mathématique reste prédominant. En conséquence de quoi la formulation des équa­
tions de mouvement se trouve reléguée au second plan. Or, l'incapacité à formuler simplement 
et de façon systématique les équations de mouvement et leur résolution est un obstacle impor­
tant à l'étude de la dynamique des systèmes complexes. C'est à la suite de cette constatation 
que Kane publia, en 1961, un premier article sur sa méthode sans pour autant lui attribuer 
son nom. Dans les années 70, les études dynamiques entreprises sur les structures spatiales 
et les robots (bras polyarticulés) mirent en lumière l'inaptitude des formulations classiques 
à répondre aux impératifs techniques et économiques de ce type d'études. Aussi, certains 
dynamiciens comme Huston et al., Likins et al. utilisèrent les équations de Kane, en les pré­
sentant comme la forme Lagrangienne du principe de d'Alembert [1]. D'autres applications 
suivirent qui, cette fois, faisaient explicitement référence aux équations ou à la méthode 
de Kane. Ce formalisme se veut supérieur à ses homologues classiques dans le sens où il 
demande moins d'effort d'écriture pour obtenir les équations de mouvement. D'une mani­
pulation très systématique, cette formulation se concentre sur le mouvement plutôt que sur 
la configuration du système, permettant ainsi aux dynamiciens d'avoir une perception plus 
physique du problème. De plus, et contrairement au principe des travaux virtuels, elle ne 
fait pas appel au calcul variationnel, se limitant ainsi à l'emploi d'outils mathématiques d'un 
niveau plus élémentaire. Une autre de ses caractéristiques remarquables porte sur le traite­
ment des systèmes non-holonomes, sans pour cela introduire les multiplicateurs de Lagrange. 

L'élément principal, dans la formulation des équations de mouvement des solides par 
la méthode de Kane, réside dans l'introduction des vitesses partielles. Considérons pour cela 
le système holonome S, possédant p degrés de liberté dans un référentiel A. Si q1 , ... , qNs 
et u1, ... , UNS sont respectivement les coordonnées généralisées et les vitesses généralisées 
de S, alors Kane [4] montre que la vitesse du point p du solide B appartenant au système 
holonome S par rapport au repère A, peut s'écrire avantageusement sous la forme: 

où: 

NS 

AQp = LAQ~ur + AQf (1.1) 
r=l 

- A!t est la vitesse partielle du point p appartenant au solide B par rapport au repère 
A associée à la vitesse généralisée Un 

- Ur est la rème vitesse généralisée, 

- Alli est un terme ne dépendant que du temps t et des coordonnées généralisées qi du 
système S. 

Par conséquent, la seconde loi de Newton, appliquée à l'élément de masse dm du solide 
B occupant le domaine D peut maintenant s'écrire: 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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l [1!.r · d[_ + 1!.r · ( -g_dm)] = 0 pour r = 1 à NS (1.2) 

avec: 

- d[_ résultante des efforts de contact et de distance agissant sur l'élément dm, 

- g_ accélération de l'élément dm par rapport au repère galiléen. 

Par suite, les équations de Kane de la dynamique prennent la forme suivante: 

fr + f; = 0 pour r = 1 à N S (1.3) 

Les fr sont appelées forces actives généralisées holonomes : 

(1.4) 

et les J;, forces d'inertie généralisées holonomes: 

J* = -1 v · adm r -r -
1) 

(1.5) 

On trouvera en annexe F une synthèse des éléments de la méthode de Kane et un 
complément d'informations est fourni par les références [1], [2], [3] et [4]. 

Les différents formalismes de la dynamique classique ont été utilisés sous diverses formes 
dans les premiers travaux de modélisations des systèmes multicorps. Les paragraphes. suivants 
se proposent donc de brosser un tableau succinct de ces modélisations avant d'introduire la 
formulation dynamique développée dans cette thèse. 

1.3 Modélisation des systèmes multicorps 

Sous le terme système multicorps, on entend tout système constitué de solides reliés 
entre eux par des articulations. Par conséquent ces solides, qui dans l'espace possèdent six 
degrés de libertés, sont maintenant soumis à des restrictions de configuration et peuvent 
également être assujettis à des restrictions de mouvement. Ces restrictions se traduisent par 
des forces et des couples appelés forces et couples de restriction (de configuration et/ ou de 
mouvement). De plus, une distinction importante entre les différents systèmes multicorps 
porte sur l'hypothèse de comportement des corps constitutifs du système. On distinguera 
donc les systèmes multicorps composés de corps supposés rigides de ceux composés de corps 
élastiques. Une seconde distinction se fera sur des considérations de conformation de la 
configuration du système à un modèle générique ou non. · 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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1.3.1 Systèmes multicorps rigides 

La formulation des équations de mouvement d'un système mécanique, qu'il contienne 
ou non des corps déformables, peut se décomposer en deux étapes: 

1. formulation des équations de mouvement relatives à chaque solide pris isolément dans 
le système, 

2. assemblage des équations de mouvement de tous les solides du système mécanique afin 
d'obtenir le système complet des équations de mouvement. 

La première étape, lorsqu'il s'agit de solides indéformables, ne pose pas trop de pro­
blème grâce à la formulation dynamique largement répandue de Newton-Euler. La véritable 
difficulté survient lors de l'assemblage final des équations de mouvement du système mul­
ticorps complet. Les recherches sur le sujet nous permettent de distinguer deux méthodes, 
basées sur la configuration du système: 

1. la configuration du système multicorps est conforme à un modèle générique. Les so­
lides sont reliés entre eux par des articulations suivant une arborescence dotée d'une 
topologie. Les dynamiciens ont d'abord considéré les arborescences de type ouverte, 
c'est-à-dire ne possédant pas de boucle fermée dans le système (figures 4.1 et 4.2), car 
ils représentent une large gamme des structures aéronautiques et mécaniques et sont 
relativement simples à analyser. 

FIG. 1.1 Configuration arbores­
cente ouverte 

Boucle 
fermée 

FIG. 1.2 Configuration arbores­
cente fermée 

L'introduction de la topologie du système est motivée par la nécessité de décrire de 
façon univoque le cheminement des liaisons entre les solides et donc d'obtenir des 
équations cinématiques uniques du système. Inspirés par les travaux de Fletcher et 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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al. [5](1963), Hooker et Margulies (1965) [6] furent à la base du développement de 
ces configurations en posant les équations de mouvement à l'aide du formalisme de 
Newton-Euler et raisonnèrent en termes de couples et de forces externes de restric­
tion qu'ils introduisirent sur des sous-ensembles judicieusement choisis. Ces couples 
étaient ensuite éliminés par l'ajout d'une équation traduisant l'orthogonalité des vec­
teurs couples par rapport à l'axe de rotation de l'articulation 5 (les systèmes considérés 
sont alors plans et les solides ne possèdent que des mouvements de rotation). Witten­
burg (1977) [7], dans son ouvrage, reprend cette mise en équation (Newton-Eulër et 
couples de restriction) ainsi que le concept de Hooker basé sur la description arbo­
rescente des systèmes multicorps et propose, le premier, l'utilisation de la théorie des 
graphes. De plus, par l'emploi du principe de d'Alembert, il étend l'étude des systèmes 
uniquement animés en rotation à ceux possédant des degrés de liberté en translation 
ainsi que des boucles fermées. L'introduction du principe de d'Alembert permet ainsi de 
ne pas engendrer d'équations supplémentaires dues aux forces et couples de restriction 
dans les équations de mouvement. 

Huston et Passerello (1979) [8] prolongèrent ces développements aux systèmes arbores­
cents topologiques sans boucle fermée. Les équations de mouvement sont ici établies 
par la méthode de Kane, évitant ainsi l'introduction des couples de restriction. En 
effet, l'un des atouts de cette méthode est de supprimer l'écriture des équations de 
restriction pour peu que les vitesses angulaires relatives des articulations soient iden­
tifiées aux vitesses généralisées. Cette suppression des couples de restriction associée 
à une formulation récursive des vitesses angulaires débouche sur une méthode extrê­
mement performante par rapport à celles utilisées jusqu'ici. Cependant, beaucoup de 
systèmes mécaniques rencontrés dans la pratique possèdent des boucles fermées dans 
leur arborescence. Une manière d'analyser de telles configurations est de reprendre la 
formulation pour les systèmes arborescents topologiques et d'y introduire des restric­
tions supplémentaires pour assurer la fermeture des boucles. Plusieurs méthodes ont été 
proposées pour résoudre ce nouveau système d'équations. L'une d'entre elles introduit 
les équations de restriction dans le système complet par l'emploi des multiplicateurs de 
Lagrange (Lanczos [9], 1970), alors que d'autres suggèrent de réduire les équations par 
une transformation obtenue par décomposition matricielle des équations de restriction 
(Unda [10], 1986). L'efficacité de l'une des deux méthodes est hautement dépendante 
du problème traité. 

2. la configuration du système multicorps est quelconque. On abandonne cette fois toute 
idée de conformer le système à un modèle générique, les équations de mouvement 
sont donc écrites sur une configuration quelconque du système. Par conséquent, en 
absence d'un cheminement entre les solides articulés on doit formuler, pour chaque 
corps rigide pris isolément dans le système, ses équations de mouvement en termes 
de translations et de rotations absolues, et non plus relatives comme dans le cas des 
systèmes à arborescence topologique. Le formalisme est alors celui des équations de 
Lagrange et les équations de restriction représentant les interconnexions entre solides 
sont ajoutées au système d'équations par l'emploi de multiplicateurs de Lagrange. 
Parmi les codes de simulation des systèmes multicorps basés sur cette méthode, on 
peut citer ADAMS (1981, Automatic Dynamic Analysis of Mechanical) qui est la mise 
en application des résultats de recherche d'Orlandea (1973) [11]. 

5. Les liaisons sont considérées comme parfaites. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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1.3.2 Systèmes multicorps souples 

Dans les systèmes multicorps souples, les déformations élastiques et les mouvements de 
grande amplitude des corps vont être couplés. L'introduction des déformations des solides 
composant le système a débouché sur deux méthodes d'analyse de ces systèmes, qui se 
distinguent par l'écriture de la cinématique: 

1. la première traite le mouvement global de chaque corps déformable comme résultant 
de la superposition d'un mouvement de grande amplitude du repère attaché au corps 
supposé rigide (mouvement que l'on qualifiera de mouvement de corps rigide) et de 
ses petites déformations élastiques dans ce même repère. Cette méthode, développée 
par Likins (1970) [12], permet d'appliquer le large éventail des formulations éléments 
finis élaborées dans le cadre de la théorie linéarisée de l'élasticité des petits déplace­
ments et des petites déformations, mais peut considérablement compliquer le processus 
d'assemblage des équations de mouvement. Par conséquent, la méthode de Huston et 
Passerello [8] fondée sur la description arborescente topologique (cf. § 4.3.1) fut éten­
due aux systèmes multicorps souples par Singh, Vandervoort et Likins (1985) [13]. Un 
certain nombre de codes se base sur cette méthode, parmi lesquels on peut citer DIS­
COS (1978, Dynamic Interaction and Simulation of Controls and Structures), Treetops 
(1985) et Contops (1987). Une extension du code Adams, Dads (1986) permet de traiter 
des corps souples (formulation Lagrangienne). 

2. la seconde est basée sur une formulation non linéaire géométrique par éléments finis. 
Les translations et les rotations des corps sont de grande amplitude, mais les défor­
mations restent petites. Dans ce cas, on utilise soit une formulation éléments finis dite 
du Lagrangien total s'appuyant sur l'utilisation du second tenseur des contraintes de 
Piola-Kirshoff ou du tenseur des déformations de Green-Lagrange, soit une formula­
tion éléments finis dite du Lagrangien réactualisé utilisant le tenseur des contraintes 
de Cauchy ou le tenseur des déformations de Almansi [14]. Ainsi, chaque élément est 
assimilé à un corps et la connectivité des éléments permet de mettre en évidence le 
couplage de différents corps souples. Le code Latdyn (1989) utilise cette formulation. 

On doit cependant souligner que les codes développés à partir de ces méthodes sup­
posent souvent que les corps souples ont un comportement élastique linéaire et qu'il ne peut 
pas y avoir d'éléments sujets à de grandes déformations élastiques. Cette approche a été 
motivée et élaborée dans le cadre des approximations faites sur les systèmes aérospatiaux 
pour lesquels on ne considère pas les effets dus aux rigidités géométriques (non linéarité du 
comportement induite par les variations importantes de la géométrie du solide). 

Récemment, au cours des années 90, une nouvelle génération de méthodes adaptées 
au traitement de la dynamique des systèmes multicorps, connues sous le nom de méthodes 
récursives, a été activement développée. Ces méthodes améliorent de façon appréciable les 
implémentations informatiques par rapport à celles que nous venons de détailler et sont par­
ticulièrement bien adaptées aux calculs numériques utilisant des processeurs à architecture 
parallèle. Elles sont également basées sur une conformation de la configuration du système 
mécanique à une arborescence topologique avec ou sans boucle fermée. Le système d'équa­
tions global d'un problème multicorps, sous forme matricielle, se présente alors de façon 
générale: 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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{ 
[M]{w} = {L} 

{q} = {w} (1.6) 

où [M] est la matrice de "masse" du système, {w} est le vecteur d'état du système (de 
dimension égale aux nombre de degrés de liberté du système), {w} et {q} sont, respective­
ment, les dérivées premières et l'intégrale du vecteur d'état. Ces méthodes utilisent alors les 
propriétés de récursivité de la relation { w} = [M]-1

{ F}. Donc, au pas de temps donné, la 
matrice [M] à l'étape n se déduit de celle évaluée à l'étape ( n - 1) par la relation de ré­
cursivité [M](n) = f([M](n- 1))· Cette récursivité élimine ainsi la manipulation des matrices 
pleines et de grande dimension, qui sont la cause principale de l'augmentation des temps de 
calcul. 

1.4 Développement des équations de mouvement des sys­
tèmes multicorps souples 

1.4.1 Généralités 

Durant ces vingt dernières années, nous avons mentionné (cf. § 4.3.1) que des efforts 
importants ont été consacrés à la formulation et à la résolution des équations dynamiques 
des systèmes multicorps, sous la demande des industries aérospatiales, de la robotique, des 
biosystèmes, etc. Les équations de mouvement de ces systèmes peuvent être développées 
par les formulations dynamiques classiques déjà évoquées (Newton-Euler, Lagrangienne, Ha­
miltonnienne canonique), mais en pratique elles posent toutes des difficultés sur les points 
particuliers suivants : 

- le choix des variables (cinématiques) indépendantes, 

- l'organisation rigoureuse de la géométrique du système et sur la procédure de comptage 
afin d'obtenir une description cinématique unique du problème, 

- la souplesse de programmation des équations et leur résolution. 

Or, certains auteurs (Singh [13], Amirouche [15]) suggèrent que la méthode de Kane 
des vitesses généralisées (ou encore la forme Lagrangienne du principe de d'Alembert ou 
des puissances virtuelles) semble apporter une réponse aux faiblesses des formulations habi­
tuelles. En effet, celle ci évite d'introduire les forces et couples non travaillant de restriction 
exprimés par des fonctions scalaires d'énergie toujours fastidieuses à différencier. Ces forces 
et ces couples s'éliminent d'eux-mêmes [4] grâce à la formulation des équations de Kane, en 
conséquence de quoi, le système global d'équations possède une dimension minimum. 

Le développement des équations qui va suivre est donc basé sur la méthode de Kane, et 
la configuration du système sera supposée conforme à une arborescence topologique ouverte. 
Les formulations sont celles exposées par Singh et VanderVoort (13] et appliquées dans le 
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code Treetops. Les caractéristiques remarquables de ce type de développement résident dans 
le fait que: 

- les corps peuvent être rigides ou souples, 

- des boucles fermées sont permises si les restrictions sont cinétiques (mouvement guidé 
par des forces) plutôt que cinématiques (mouvement guidé par des liaisons mécaniques), 

- les articulations peuvent avoir de 0 à 6 degrés de liberté et les rotations des articulations 
peuvent être de grande amplitude, 

- la dimension du problème est égale au nombre de degrés de liberté du système (les 
forces et couples de restriction n'apparaissent pas dans la formulation), 

- les déformations de chaque corps peuvent être décrites par n'importe quel ensemble de 
vecteurs modaux. 

1.4.2 Développement des équations de mouvement 

Avant de détailler la formulation des équations, précisons d'abord les notations utilisées: 

- l'indice k du vecteur noté 'Qk se rapporte au corps numéro k, 

- l'indice hk du vecteur noté 'Qhk se rapporte au point hk centre du repère local bk lié au 
corps Bk, 

- la dérivée première par rapport au temps dans le repère galiléen est notée ( · ), 

- la dérivée seconde par rapport temps dans le repère galiléen est notée ( ·· ), 

- la dérivée première par rapport au temps dans le repère bk lié au corps Bk est notée 
( 0 ), 

- la dérivée seconde par rapport au temps dans le repère bk est notée ( oo ), 

- la dérivée première par rapport à la variable d'espace Ç est notée ( )'. 

Définition de la topologie du système 

L'élaboration d'une procédure de comptage pour une description cinématique unique 
nécessite d'établir un cheminement direct du repère fixe (attaché au corps no. 0) vers n'im­
porte quel autre corps du système mécanique. La procédure retenue est celle donnée par 
[13]. La règle de comptage est donc la suivante: pour n'importe quel corps k, on assigne un 
nombre c(k) qui est le numéro du corps adjacent menant au corps no. O. Par conséquent, 
chaque corps k possède un chemin unique dont les éléments sont k, 0, et tous les corps sur 
le chemin menant du corps k au corps O. L'ensemble p(k) peut être alors construit d'après la 
connaissance de k et de c(k) comme étant l'ensemble de tous les corps sortant de k, c'est-à­
dire s'éloignant du corps 0, en incluant k. Et de façon similaire, E(k) peut être défini comme 
étant l'ensemble possédant tous les éléments de p(k) à l'exclusion de k. 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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Branche 

___________________ Niveau no. 2 

, ------------------------------ Niveau no. 1 

Niveau no. 0 

FIG. 1.3 Topologie arborescente 

D'après la figure 4.3, on définit: 

- les corps feuilles comme les corps de l'arborescence ne possédant plus de corps sortant, 

- les corps de niveaux comme les corps supportant plusieurs corps sortants, 

- un branche comme une chaîne de corps émergeant d'un corps de niveau. 

Les relations topologiques de cet exemple sont données par le tableau 4 .1. 

TAB. 1.1 Relations topologiques de l'arborescence de la figure 4.3 

Définition d'une articulation 

Une articulation, schématisée par la figure 4.4, est définie par deux points matériels, 
de l'un et l'autre des corps adjacents. Les degrés de liberté discret du kème corps dans l'arbo­
rescence sont caractérisés par les translations et/ou les rotations relatives des deux repères 
locaux positionnés respectivement au point Pk du corps c(k) et hk du corps k. Les points Pk, 
hk et les repères locaux en ces deux points constituent la kème articulation. Une articulation 
fictive est assignée au corps de référence en supposant p0 comme un point appartenant au 
repère galiléen. Ainsi, le nombre d'articulations est égal au nombre de corps du système. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Corps c(k) Corps k 
...------Bc(k) 

Articulation j 

BO 

FIG. 1.4 Définition d'une articulation 

Relations sur la configuration du système 

Les équations de mouvement sont décrites via la méthode de Kane [4] (annexe F). 
Cette approche s'exprime en termes de coordonnées généralisées et de "quasi-coordonnées" 
(c'est-à-dire en composantes scalaires des vecteurs vitesses angulaires). La figure 4.5 montre 
Bk, le kème corps de l'arborescence, à l'état déformé. 

Le vecteur position, Rk, de l'élément de masse dm du solide Bk par rapport au repère 
galiléen est défini par : 

(1. 7) 

où r..k est fixe dans le repère local bk lié au point hk et le vecteur J:!..k représente la 
déformation élastique du corps Bk. Rhk représente le mouvement de corps rigide de Bk. Un 
ensemble deN Mk vecteurs modaux p_~, pour l = 1, ... , N Mk, ainsi qu'un nombre fini de va­

riables cinématiques "lt (coordonnées modales) sont choisies pour approximer la déformation 
élastique de Bk telle que: 

NMk 

Y:..k(r..k, t) = 2::: P.~ (r..k) "lt(t) (1.8) 
1=1 

Ainsi, le vecteur 'Y..k représentant le déplacement de l'élément dm dû aux déformations 
élastiques est la combinaison de fonctions d'espace ~(r..k) et de temps "lt(t). 
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Po 

FIG. 1.5 Configuration de deux corps adjacents 

Relations cinématiques 

La dérivation par rapport au temps de la relation ( 40 7), dans le repère galiléen mène à: 

0 k 0 hk k k k 0 k 
R = R + w 1\ (r. + Y:. ) + Y:. (1.9) 

wk étant le vecteur vitesse angulaire du repère bk 0 Puisque les vecteurs modaux de 
l'équation ( 408) sont indépendants du temps dans le repère bk, la vitesse de déformation 
relative est alors donnée par: 

NMk 

~k = 2::: p_; (r.k) r,t (1.10) 
1=1 

Considérons l'ensemble des vitesses généralisées w 1, ... , WNs (dérivées par rapport au 
temps des coordonnées généralisées caractérisant la configuration, c'est-à-dire Wp = qp, pour 

·k 
p = 1, .. 0, NS) représentatif des degrés de liberté du système. Alors, R peut toujours se 
mettre sous la forme [ 4] : 

NS 

ok """"' k k R = ~QpwP+:!Z.t (1.11) 
p=l 

où Q; et 0, appelées vitesses partielles, sont fonction des coordonnées généralisées et 
• hk ok 

du temps. De façon semblable, on peut exprimer R , wk et Y:. par: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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NS 
. hk 2:: hk + hk (1.12) R QP Wp 1Z.t 

p=l 

NS 

wk 2:: k k wpwP + wt (1.13) 
p=l 

NS 
ok 

LviJkw (1.14) '!:!:. -p p 

p=l 

Reportons maintenant ces expressions dans l'équation (4.9), alors: 

(1.15) 

Remarquons que Q;k est ~gale à zéro, à moins que la vitesse généralisée Wp corresponde 

à l'une des vitesses modales 17t du corps Bk. Si l'on compare les équations (4.11) et (4.15) 
alors il vient : 

[ 

NMk l k hk k k k k k 
QP = QP + wP 1\ r_ + L P.z (r_ ) 17z 

1=1 

(1.16) 

et: 

( 1.17) 

Relations dynamiques 

Les équations de mouvement de la structure arborescente vont maintenant être for­
mulées par la seconde loi de Newton sur l'élément de masse dm, repéré par le vecteur Rk 
(figure 4-5): 

(1.18) 

"k 
où dfk est le vecteur force s'exerçant sur l'élément dm et R le vecteur accélération de 

dm dans 1; repère galiléen. Par conséquent, la relation ( 4.9) mène à: 

(1.19) 
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0 

Notons que le terme 2(wk!\ Y:..k) représente l'accélération de Coriolis et une partie des 
autres termes celle de l'accélération d'entraînement. Les équations de mouvement de la struc­
ture arborescente peuvent alors se mettent sous la forme : 

(1.20) 

Soit encore: 

NB NB 

L r Q;. d[_k- L r Q;. j/ dm= 0, p = 1, ... 'NS 
k=l }Bk k=l }Bk 

(1.21) 

Par conséquent, on peut construire un système à N S équations de la forme: 

]p + J; = 0, p = 1, ... , N S (1.22) 

où ]p et J; représentent respectivement, les forces actives généralisées et les forces 
d'inertie généralisées du système. La pème force active généralisée s'exprime par: 

(1.23) 

où Mhk est le moment résultant agissant sur Bk par rapport au point d'articulation 
hk des forces travaillan tes (éliminant ainsi les forces non travaillantes de restriction de mou­
vement 6) et Fk est la force résultante agissant sur Bk obtenue par sommation des forces 
travaillantes (éliminant ainsi les forces de restriction de mouvement no:ri travaillantes ). Le 
dernier terme de l'équation ( 4.23) rend compte de la contribution des forces élastiques in­
ternes (dernier terme de droite de ( 4.23)) agissant sur le corps Bk ainsi que toutes les forces 
externes agissant sur Bk (cf. § 4.5.2). Pour chaque valeur de p correspondant à l'une des 
vitesses modales de Bk, l'intégrale représente la partie négative du produit d'une colonne de 
la matrice de rigidité (et d'amortissement) généralisée par la colonne des coordonnées mo­
dales (et des vitesses modales). De manière similaire, l'expression de la pème force d'inertie 
généralisée vaut : 

6. Liaisons supposées parfaites. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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NB 

- f; L [ Q; · Ël dm 
k=l }Bk 
NB 

L [mk ( Ïlk + t) · Q;k + ( ilk + mkLk 1\ Ïlk) · w;+ 
k=l 

Rhk . f Q;kdm + 0./ · f (r..k + 1:!/) 1\ Q;kdm + 
}Bk }Bk 

2wk. [ ~k 1\Q~kdm + [ Jlk ·Q~kdm + wk. n;. wk] 
}Bk }Bk 

(1.24) 

où mk est la masse du corps Bk, Lk définit la position du centre de gravité du corps 
déformé Bk par rapport au point hk (figure 4.6), tandis que Y:.k est donné par l'équation 
( 4.8). 

FIG. 1.6 Position du centre de gravité après déformation du corps k 

ilk et n; (la double barre inférieure désigne un dyadique (Annexe G)) sont donnés 

comme suit. Hhk est le moment angulaire de Bk par rapport à hk : 

(1.25) 

et la dérivée par rapport au temps de Hhk dans le repère galiléen mène à: 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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tk . 0.} + wk 1\ (tk . wk) + 
NMk 

L [hl ijf + [ (tb + M ~) . L,}] ryf + 
1=1 

2N~ · wki]f + wk 1\ [ (~ + ~) · wkryf]J + 

r [1l (\ ~k +~k (\ (0} (\ ~k) + 
}Bk 

2~k 1\ (wkl\ 1/) + ~k 1\ [wk 1\ (wk 1\ ~k)J] dm (1.26) 

où tk est le dyadique d'inertie de Bk (non déformé) par rapport à hk. Le vecteur hl 
et les dyadiques N~ et ~ sont définis quant à eux par: 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

où U est le dyadique unitaire. Le dyadique D~, de l'équation (4.24) est défini par: 

(1.30) 

La position du centre de gravité de Bk à l'état déformé peut s'exprimer par: 

(1.31) 

La substitution des équations ( 4.23) et ( 4.24) dans l'équation ( 4.22) mène aux équations 
fondamentales du mouvement du système composé de NB corps souples. 

D'après la figure 4. 7: 

(1.32) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Repère galiléen 
)1-----

FIG. 1. 7 Définition de DPk 

où: 

NMc(k) 
DPk = hc(k) dr + L p_~(k)(r_c(k))rJ~(k) (1.33) 

1=1 

avec hc(k) Q_Pk le vecteur d'origine hc(k) et d'extrémité Pk avant déformation du corps 

Bc(k), et p_~(k)(r_c(k) = J/) déplacements modaux (fixes dans le repère lié à Bc(k)) du point Pk· 

La dérivée par rapport au temps de Rhk dans le repère galiléen est alors donnée par : 

NMc(k) 
flk flc(k) + """' A-,c(k)(rc(k)) .c(k) + 

- ~ ~~ - 171 
1=1 

!!Lo(k) AD" + o(k) ;/ + [ w'(k) +Nt,'' </>';(k){z:'(k))!)~(k)l (1.34) 

k 
où c(k) y est la dérivée par rapport au temps de c(k)yk dans le repère lJPk d'origine 

Pk (figure 4.5), wc(k) la vitesse angulaire du repère bc(k). Le~ vecteurs P:;(k\r_c(k)) sont les 
rotations modales au point Pk définies par la dérivée par rapport à la variable d'espace Ç 
dans le repère bc(k) de p_~(k)(r_c(k)): 

(1.35) 
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La vitesse angulaire du repère bk peut s'exprimer par: 

NMc(k) 

wk = wc(k) + L 1!;(k)(r._c(k))ry~(k) +Pkwk (1.36) 
1=1 

où Pkwk représente la vitesse angulaire du repère de bk par rapport à bPk. 

Remarquons que flk ( 4.34) et wk ( 4.36) ont été écrits de manière récursive (comme on 

pourrait également le faire pour Rhk et ,,;./). En effet, si nous examinons par exemple Rhk, 

ce vecteur se déduit de Rhc(k) puisqu'il existe une relation topologique entre hk et hc(k). Par 
conséquent, l'accélération du point hk du corps Bk est fonction de l'accélération du corps 

Bc(k)· Ainsi, on peut exprimer Rh\ wk, Rhk et ~./ pour k = 1, ... , NB simplement par la 
connaissance de k et c( k). 

Définition des vitesses généralisées 

Pour la kème articulation, le choix des vitesses généralisées est fait de la manière sui­
vante: 

- Ô~ pour la vitesse relative de rotation 

NRk 

Pkwk = L é~I~ (1.37) 
m=l 

où I~ est le vecteur unitaire le long du mème axe de rotation. 

ok 
- Yn pour la vitesse relative de translation de la kème articulation 

NTk k 
ok L o k 
Y= Yn g 
- -n 

(1.38) 
n=l 

où gk est un vecteur unitaire, fixe dans bPk, le long du degré de liberté en translation. 
-n 

- ryf, · · · , ry'Jv Mk les taux de déformation du kème corps. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Définition des vitesses partielles 

Les coefficients des vitesses généralisées wP, donnés par 12.;k, w; et Q~k, peuvent être 
obtenus grâce aux équations ( 4.34) et ( 4.36). Considérons la /me articulation: 

- lorsque Wp coïncide avec è!r,, alors 

I~ 1\ ~jk pour le corps k sortant de l'articulation j, incluant le corps j 
Q. smon 
I~ pour le corps k sortant de l'articulation j, incluant le corps j 

(1.39) 

où le vecteur ~jk est défini par la figure 4.8. 

B1 (corps de réf.) 

FIG. 1.8 Définition des vecteurs ~jk et ;rjk 

Ces relations traduisent le fait que la vitesse partielle Q; du point hk dépend des 
déplacements des articulations en amont du corps k considéré (c'est-à-dire entre le 
corps racine et lui même). De même que la vitesse angulaire partielle w; du corps 
k dépend de la rotation de l'articulation j correspondant à la vitesse généralisée wp 

considérée. 

oJ 
- lorsque Wp coïncide avec Y n, alors 

Partie Il. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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gJ 
-n 

pour le corps k sortant de l'articulation j, incluant le corps j 
Q smon 
Q pour tout corps k 

(1.40) 

La remarque sur la signification de ces relations est la même que précédemment. 

Considérons maintenant le /me corps, alors: 

- lorsque wP coïncide avec ilf 

tJ (J!.m) +P.': (J!.m) A ;t;_jk pour le corps k sortant du corps j 
Q smon 

P.': (J!.m) pour le corps k sortant du corps j 
Q smon 

(1.41) 

où le vecteur xik est défini par la figure 4.8. La vitesse partielle Q;k du point hk, 

du corps Bk considéré, dépend de la vitesse de déformation modale P..1ü?.m) du point 
d'articulation Pm (menant au corps k) et de la vitesse de déformation angulaire modale 

P.': (J!.m) du point d'articulation Pm, lorsque wP coïncide avec le [ème mode de déformation 

du corps Bj. La vitesse partielle angulaire w; dépend de la vitesse de déformation 

angulaire modale f: (J!.m) du point d'articulation Pm· 

1.5 Équations de mouvement du système complet 

Les expressions ( 4.39), ( 4.40) et ( 4.41) définissent les coefficients des vitesses générali­
sées d'indice p, ces vitesses étant les coordonnées cinématiques associées à la configuration 
arborescente. La substitution de ces équations dans ( 4.23) et ( 4.24), mène au système com­
plet des équations du mouvement du système topologique arborescent. La forme matricielle 
associée à ces équations va être définie par la matrice de masse [M] dont les coefficients 
résultent des différents termes de (4.24). Les coefficients du vecteur {L} proviennent quant 
à eux des termes de (4.24) et (4.23). Par suite, le système matriciel complet des équations 
de mouvement pourra se mettre sous la forme: 

{ 
[M]{w} = {L} 

{q} = {w} 
(1.42) 

avec: { w }T = [w1 · · · WNs]. Ce système est composé d'équations différentielles du 
premier ordre avec second membre. Les paragraphes suivants vont s'attacher à développer 
les expressions générales des forces d'inertie et actives généralisées afin d'en extraire les 
termes du système matriciel ( 4.42) avant de détailler sa méthode de résolution. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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1.5.1 Forces d'inertie généralisées 

Les forces d'inertie généralisées sont données par l'équation (4.24) dans le cas géné­
ral. Par conséquent, pour chaque corps k et pour la coordonnée généralisée p donnée, les 
coefficients Mpt de la matrice de masse du système et la contribution des forces d'inertie 
généralisées aux coefficients Lp du vecteur colonne { L} se déduisent des 9 termes regroupés 
dans le tableau A.l de l'annexe A. De plus, l'un des termes (celui d'index 3) est lui même 
décomposé en 10 termes (3 01 à 310) donnés dans le tableau B.l de l'annexe B. .. 

1.5.2 Forces actives généralisées 

Les forces actives généralisées sont définies par l'équation ( 4.23) dont la formulation 
pour le corps Bk est issu de la définition suivante: 

(1.43) 

où d[_k est la résultante de toutes les forces travaillantes agissant sur l'élément de masse 
dm du corps Bk. Par suite, et à l'aide de l'équation ( 4.16), nous avons: 

(1.44) 

Comme Q;k, w; et Q~k sont indépendants du point m du corps k considéré, alors : 

(1.45) 

où pk est la résultante de toutes les forces travaillantes agissant sur le corps Bk: 

(1.46) 

et Mk/hk le moment résultant par rapport au point hk des forces travaillantes agissant 
sur le corps Bk: 

(1.47) 

Enfin, le dernier terme, { Q~k · d[_k, de l'expression ( 4.45) spécifique à la souplesse du 
}Bk 

corps k, s'exprime par : 
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pour Wp correspondant à rjf 
(1.48) 

Ce terme inclus, parmi d'autres, les termes de rigidité et d'amortissement du corps 
souple Bk. En particulier: 

- le [ème terme de la matrice colonne 

(1.49) 

où [Kk] et [Ck] représentent respectivement, la matrice de raideur généralisée (dia­
gonale) et la matrice d'amortissement visqueux généralisée du corps Bk (voir détails 
ci-dessous). Dans ce cas df_k sont les forces internes élastiques et d'amortissement vis­
queux agissant sur Bk. 

- les termes de la forme 

(1.50) 

où [<P71J et [<P'71J représentent respectivement, les matrices (3 x N Mk) des coordonnées 
des fonctions de formes modales en rotation. df_ définit une force ou un couple externe 
ponctuel agissant au point m. 

Parmi les forces actives généralisées agissant sur un corps souple, les plus courantes sont: 

- les forces actives généralisées découlant du champ de gravité. Pour tout corps 
Bk, les efforts dus à la gravité s'expriment simplement par 

dfk = -gdm 
-9 -

(1.51) 

où g est le vecteur d'accélération de la pesanteur. A l'aide de l'expression générale ( 4.45) 

et de celles des Q;k, w; et Q~k, on en déduit les forces actives généralisées fpJGravité dues 
à la gravité sur les différents corps du système. 

- les forces actives généralisées de restitution élastique. Le fléchissement du tout 
corps souple Bk donne naissance à des forces élastiques internes qui tendent à reposi­
tionner le corps sur son état non déformé. Par conséquent, les forces élastiques internes 
sont déduites de l'énergie potentielle vk de déformation élastique 

avk 
J;JE!as = - Bryp pour p correspondant à 'rit (1.52) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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L'énergie potentielle de déformation d'un corps Bk s'exprime par: 

(1.53) 

où k~j est le coefficient de la ième ligne, /me colonne de la matrice de raideur généralisée 

[Kk] = [k~j] = [VkjT[J<k][Vk], [Vk] et [J<k] étant respectivement la matrice modale et 
la matrice de raideur (obtenue par approximation éléments finis, § 5.6) du corps Bk. 

- les forces actives généralisées d'amortissement structural. Dans tout corps 
souple, une partie de l'énergie de déformation élastique est dissipée par le compor­
tement visco-élastique des matériaux constitutifs du corps. Les termes de dissipation 
qui caractérisent l'amortissement structural, sont délicats voire impossibles, à déter­
miner dans le cas des corps anisotropes. On définit les forces actives généralisées de 
dissipation à l'aide de la fonction de dissipation 'Dk telle que 

k f)Vk 
f - -- pour Wp correspondant à il1k piAmort - - f) 't 

Wp 
(1.54) 

La fonction 'Dk, dans le cas d'une approximation par éléments finis du corps Bk, s'ex­
pnme par 

(1.55) 

ou cijk est le coefficient de la ième ligne, /me colonne de la matrice d'amortissement 
généralisée [Ck] = [cfj] = [Vk]T[Ck][Vk], [Vk] et [Ck] étant respectivement la matrice 
modale et la matrice d'amortissement (obtenue par approximation éléments finis) du 
corps Bk. 

Rappelons que nous avons pris soin (cf. § 4.3.1) d'identifier les vitesses de translation 
et angulaires relatives des articulations aux vitesses généralisées (cf. § 4.4.2 - Définition 
des vitesses généralisées). Ainsi, il est inutile de déterminer les équations de restriction de 
mouvement (définies à partir des forces de liaison) entre les différents corps du système, car 
la définition des forces actives généralisées ( 4.43) à partir des vitesses partielles mène à des 
forces actives généralisées de liaison nulles. 

1.6 Choix des fonctions de forme modales 

N'importe quel ensemble de vecteurs de déplacement modalf;(r..k) (zëme mode du kème 
corps) peut être choisi afin de satisfaire les conditions suivantes : 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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(1.56) 

où le point hk est le point de référence du kème corps comme le montre la figure 4.5. 
Cette équation traduit le fait que le point hk est désigné (arbitrairement) comme le seul 
point du corps Bk ne subissant ni déplacement ni rotation, dû à sa souplesse. Ces conditions 
sont nécessaires pour appliquer la méthode de Likins exposée au paragraphe 4.3.2, à savoir 
que le mouvement de chaque corps est la superposition d'un mouvement de corps rigide et 
des petites déformations dans un repère lié au corps considéré. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 





Chapitre 2 

Modélisation structurale des pales 

2.1 Introduction 

A priori, la modélisation du comportement structural des pales ne constitue guère un 
obstacle pour son étude dynamique, car les moyens dont nous pouvons disposer à l'heure 
actuelle nous permettent de restituer correctement leur comportement mécanique. Cepen­
dant, ce serait mal considérer le sujet que de se lancer dans l'utilisation de codes de calcul 
commerciaux, dont l'investissement en moyens informatiques et en temps de mise en oeuvre 
seraient inadaptés à répondre aux critères que nous nous sommes proposés de respecter. 
Rappelons que le comportement des pales est introduit dans la formulation des équations de 
mouvement (cf. § 4.4) par le biais des fonctions de forme modales 1!; (l = 1 à N Mk nombre 
de modes de la pale k ). Cela signifie que la détermination de ces fonctions fait partie de 
la phase de conditionnement des données et non de la résolution des inconnues du système 
(degrés de liberté). 

Plusieurs modélisations peuvent être adoptées pour aboutir aux fonctions de forme 
modales des pales (modes propres et déformées modales associées). La plus simple est de 
considérer les pales comme une suite de poutres rigides articulées entre elles et la plus com­
plexe d'utiliser une approximation éléments finis avec des éléments de type volumique. Or, 
il est certain que la modélisation la plus simple (réduction des pales à des poutres articulées 
entre elles) ainsi que celle basée sur la résistance des matériaux (méthode analytique), se 
montrent impuissantes à traiter le cas des poutres de sections quelconques constituées es­
sentiellement de matériaux anisotropes (composites) pouvant être de surcroît soumises à de 
grands déplacements (comportement non linéaire). De fait, le choix d'une méthode de type 
éléments finis reste la plus appropriée. 

Utiliser une méthode éléments finis revient à discrétiser les solides étudiés en fonction 
de leur géométrie et de l'erreur maximale que l'on désire ne pas dépasser sur la détermination 
des inconnues du système. Dans le cas de solides massifs, il est nécessaire d'employer des 
éléments volumiques, alors qu'à l'inverse, pour des solides de type poutre, on n'emploie que 
des éléments linéiques. En ce qui concerne les pales d'éoliennes, il est toujours possible de 
les discrétiser à l'aide d'éléments volumiques et de coques de manière à obtenir un maillage 
s'approchant le plus possible de la structure réelle de la pale. La difficulté majeure avec ce 
type de maillage ne réside pas tant dans la résolution du problème correspondant (déplace­
ments sous l'action de forces extérieures, recherche des modes propres de vibrations, etc ... ), 
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puisque des codes industriels permettant de le faire existent depuis un certain nombre d'an­
nées (Ansys, Patran, Nastran, ... ),que dans le conditionnement proprement dit des données. 
En effet, réaliser le maillage d'une pale d'éolienne, de forme complexe, constituée de maté­
riaux composites, nécessite un temps très important, sans compter le volume des données 
à manipuler, d'autant plus qu'il s'agit d'une opération réalisée manuellement et ceci malgré 
la convivialité sans cesse croissante des codes commerciaux. En outre, la pale étudiée ne 
peut encore en être qu'au stade de la conception, c'est-à-dire qu'on désire déterminer ses 
caractéristiques vibratoires afin de calculer de manière prévisionnelle les efforts subis par 
l'éolienne. Dans ce cas, tout changement de disposition des matériaux au sein de la pale 
(que l'on désirerait effectuer de manière itérative pour diminuer les efforts qu'elle subit et 
tendre ainsi vers une pale optimale) entraînerait un remaniement conséquent du maillage, 
avec des temps de conditionnement loin d'être négligeables. En observant attentivement les 
pales d'éoliennes, on peut noter que leur envergure est comprise entre 10 à 20 fois la di­
mension caractéristique (en général la corde) de leur plus grande section. On peut alors 
considérer les pales comme des poutres (suivant la définition de la résistance des matériaux) 
modérément épaisses et n'utiliser alors qu'un maillage basé sur des d'éléments linéiques (ap­
pelés éléments de poutre). Le maillage est alors réduit à sa plus simple expression, mais 
nécessite la détermination préalable des caractéristiques mécaniques d'un certain nombre de 
sections de la pale. On pourrait être tenté de croire que cette étape reste aussi fastidieuse 
que dans le cas d'un maillage volumique, mais la détermination de ces caractéristiques n'a 
recours qu'à des principes physiques simples (calcul d'intégrales) même lorsque les formes 
des sections sont complexes. Dès lors, il suffit, pour un certain nombre de sections choisies 
en fonction du maillage effectué, de ne décrire que la disposition des matériaux dans chacune 
d'elles avant d'effectuer le calcul de ces caractéristiques. Des logiciels permettant d'exécuter 
ce type de calcul ont déjà été développés par ailleurs [18]. Ce conditionnement des données 
s'avère alors bien moins fastidieux que la construction d'un maillage volumique. Le temps 
de conditionnement et le volume des données s'en trouvent significativement réduits. Il est 
toujours possible de reprocher au modèle poutre sa trop grande simplicité (apparente), mais 
nous allons en fait montrer que l'on peut raffiner considérablement ce modèle afin de resti­
tuer le plus fidèlement possible le comportement dynamique des pales. Nous nous placerons 
dans le cas des pales souples anisotropes soumises à de petits déplacements et de petites 
déformations. 

Ce chapitre est principalement centré autour de deux formulations éléments finis. La 
première porte sur la modélisation des poutres rectilignes, isotropes et de sections constantes 
par des éléments finis de type poutre qui est largement répandue et dont nous rappellerons les 
points principaux. Cependant, les pales étant des structures constituées de matériaux aniso­
tropes, non rectilignes de section et de constitution variable en envergure, il faut faire appel 
à la notion de rigidité équivalente ainsi qu'à des relations cinématiques entre les différents 
points caractéristiques (centres élastiques, de torsion, ... ) d'une même section pour décrire 
de façon la plus réaliste possible les déplacements de la poutre tridimensionnelle. Ces points 
seront repris dans la seconde partie à travers le développement d'un modèle éléments finis 
de poutre basé sur la formulation variationnelle de Hellinger-Reissner, plus apte à répondre 
aux spécificités des pales, que celle utilisée dans les modèles classiques. De plus, comme nous 
l'avons mentionné en début de cette introduction, le but de cette modélisation est de dé­
terminer les fonctions de formes modales par l'intermédiaire des caractéristiques vibratoires 
de la pale. Par conséquent, le calcul de la matrice de rigidité sera complété par celui de la 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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matrice de masse. Les fréquences propres de la pale ainsi que les déformées modales sont 
alors déterminées par la résolution de l'équation aux valeurs propres: 

([K]- wl[M]){X;} = 0 (2.1) 

où: 

- [ K] matrice de rigidité de la pale, 

- [ M] matrice de masse de la pale, 

- w; ième mode de pulsation, 

- {X;} vecteur propre associé au ième mode de pulsation. 

Enfin, nous clôturerons ce chapitre par la détermination des fonctions de forme modales 
associées aux pales suivant deux procédés : 

- à l'aide des fonctions d'interpolation nodales, 

- par une approximation par des polynômes. 

2.2 Définition des repères liés à la pale 

Pour définir les caractéristiques géométriques et mécaniques d'une pale, il nous faut 
introduire un certain nombre de repères (tableau 5.1). 

Afin de rendre les notations de ces repères plus explicites, nous utilisons une notation 
distincte pour les repères utilisés pour modéliser la pale de celle intervenant dans la mise 
en équation du système multicorps (§ 4.4). De plus, parmi les repères liés à la pale, on 
distinguera nettement : 

- le repère de Pale Rpz. Il sert à décrire la position de la pale prise comme un solide 
isolé. On notera Rpz = ( Opz XY Z) tel que le centre Opz correspond à l'intersection 
de 1' axe longitudinal de la pale (qui n'est pas nécessairement rectiligne) avec le plan 
de section du pied de pale. Ce repère est doté de la base orthonormée {1, J, K}. L'axe 
( OpzX) correspond à l'axe de calage de la pale, 

- le repère de Section Rse· Il est lié à une section donnée de la pale et son centre de 
référence 0 est un point de l'axe longitudinal de la pale. On définit cet axe longitudinal 
comme le lieu des points 0 pris comme points de référence des sections et positionnés 
à 25% du bord d'attaque du profil (par convention). Un repère de section sera noté 
( 0 XY Z) tel que les axes ( OY) et ( 0 Z) soient compris dans le plan passant par 0 et 
perpendiculaire à l'axe longitudinal de la pale. De plus, l'axe ( OY) sera confondu avec 
l'axe de référence du profil. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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L'axe longitudinal de la pale n'étant pas nécessairement rectiligne, une série de trans­
formations doivent être effectuées pour passer du repère de pale Rpz à un repère de section 
Rse· L'enchaînement de ces transformations "St le suivant: 

- passage du repère Pale Rpz au repère Non Vrillé RNv par la translation de vecteur 
(XoL + Yol_ + Zo K), 

- passage du repère Non Vrillé RNv au repère Traînée Rrr par la rotation d'angle '1/Jrr 
autour de l'axe (OZNv), 

- passage du repère Rrr au repère Battement REa par la rotation d'angle eEa autour 
de l'axe ( OYrr ), 

- passage du repère REa au repère de Section Rse par la rotation d'angle r..pse autour 
de l'axe ( OXBa)· 

TAB. 2.1 Définition des repères liés à la pale 
1 Repère 1 Centre 1 Base 1 Axes 1 Transformation 

Rpz Opt {L J..., I<} (OpzX), (OpzY), (OpzZ) 
Translation 

RN v 0 Non définie Non précisés 
Rotation '1/Jrr 

Rrr 0 Non définie Non précisés 
Rotation eEa 

REa 0 Non définie Non Précisés 
Rotation r..p Se 

Rse 0 {t ., k'} _,) ,_ (OX), (OY), (OZ) 
Translation 

RE E {i ., k'} _,) ,_ (EX'), (EY'), (EZ') 
Rotation a 

RPi E {i,j_, k} (Ex), (Ey), (Ez) 
Translation 

Re c Non définie (Cx'), (Gy'), (Cz') 

Pour une section donnée de pale, on est amené à distinguer 5 centres caractéristiques 
(figure 5.5): 

- le centre de référence 0 souvent situé, par convention, à 25% du bord d'attaque du 
profil, 

- le centre de gravité G, 

- le centre élastique E, 

- le centre de torsion C, 

- et enfin, le centre aérodynamique A, point de réduction· des efforts aérodynamiques. 

Partie JI. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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' '· · ............ 
'·, ·,, 

FIG. 2.1 Passage du repère Rpz au repère local RNv 

FIG. 2.2 Passage du repère local RNv au repère local RTr 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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· ............. · ........... 

·-. 
'· 

2.2. Définition des repères liés à la pale 

Z ZTr 
Ba 

OXnv 

FIG. 2.3 Passage du repère local RTr au repère local REa 

FIG. 2.4 Passage du repère local REa au re'l!ère local Rse 

Partie Il. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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(Ez) (EZ') 

(OZ) 

(Ey) 

0 A 

FIG. 2.5 Description des centres et des repères d'une section Se de 
pale 

(OY) 

Dans la section Se dotée du repère de section Rse, on définit maintenant figure 5.5): 

- le repère Elastique RE de centreE et de coordonnées (0, YE, ZE) dans le repère Rse· 
Ce repère est déduit de Rse par la translation de vecteur (YE J.: + ZE K') et l'on notera 
RE= (E X'Y'Z'), 

- le repère Principal d'Inertie RPi de centreE déduit de RE par la rotation d'angle 
a, angle principal de la section, autour de l'axe (EX'). On notera RPi = (E xyz). 

2.3 Formulation éléments finis classique des poutres 

2.3.1 Formulation générale 

Soit le solide B de volume V et de frontière S = SuU Sf soumis à l'action: 

- des forces volumiques lvUvx, fvy, fvz) et d'inertie pjj_, 

- des forces surfaciques i_
5

Usx, fsy, fsz) sur la surface Sf, 

- des contraintes initiales { O'o}, 

avec les conditions aux limites cinématiques !f. = !f.su sur la surface Su, où !f. est le 
vecteur position d'un point p après déformation élastique de B comme le montre la figure 5. 6 
(Y.= pop, p0 position initiale du point p considéré). Le vecteur !f. se décompose, dans la base 
orthonormée {i, ,i, k} associée au repère galiléen ( 0 xyz ), comme suit: 

(2.2) 

. Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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(Oz) 

(Oy) 

,' 

FIG. 2.6 Configuration du solide B 

Au point p, les équations d'équilibre sur V s'écrivent: 

{ 

Œxx,x + Œxy,y + Œxz,z + fvx - P~ : 0 
Œyx,x + Œyy,y + Œyz,z + fvy - pv - 0 
Œzx,x + Œzy,y + Œzz,z + fvz - pw = 0 

Après déformation 
Avant déformation 

(2.3) 

où Œij est un élément du tenseur des contraintes de Cauchy au point p et Œij,k la 
dérivée par rapport à la coordonnée d'espace k ( k = x, y, z). En raison de la réci pro ci té des 
contraintes tangentielles, nous avons : 

Par conséquent, les conditions aux limites sur S1 s'expriment par: 

{ 

Œxxnx + Œxyny + Œxznz 

Œxynx + Œyyny + Œyznz 

Œxznx + Œyzny + Œzznz 

fsx 

fsx 

fsx 

(2.4) 

(2.5) 

avec rr.(nx, ny, nz) vecteur normal à la surface. Soit~*( u*, v*, w*) un déplacement ciné­
matiquement admissible, c'est-à-dire tel que ~* = .Q. sur Su. On démontre alors qu'il existe 
une formulation variationnelle associée aux équations d'équilibre obtenue par la méthode des 
résidus pondérés [16] telle que le bilan des différentes énergies mises en jeu soit nulle: 

w lv [u* (Œxx,x + Œxy,y + Œxz,z + fvx- pÜ) + 
v* ( Œyx,x + Œyy,y + Œyz,z + fvy - pv) + 
w* (Œzx,x + Œzy,y + Œzz,z + fvz- pw)j dV = 0 

Partie Il. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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Après intégration de la relation (5.6) et en tenant compte de la réciprocité des contraintes (5.4) 
ainsi que de la condition aux limites'!::!..* = Q. sur Su, alors: 

W = Wint- Wext (2.7) 

Avec, pour l'énergie de déformation du solide: 

Wint = 1 (D*) {a} dV (2.8) 

où le vecteur ( D*) est défini par : 

Et, pour l'énergie associée aux termes de forces extérieures (surfaciques, volumiques): 

Wext = { (u*) {fv} dV + { (u*) {fs} dS- { (u*) p { ü} dV h }~ h (2.10) 

Le vecteur (a) vaut, quant à lui: 

(2.11) 

Dans les méthodes classiques utilisant des éléments finis de type poutre, les hypothèses 
couramment retenues sont les suivantes : 

HI - la poutre est mince et peut donc être ramenée à des éléments linéiques de type poutre, 

H2 - l'axe longitudinal de la poutre est rectiligne, 

H3 - les matériaux constitutifs sont isotropes, 

H 4 - les centres caractéristiques des sections sont confondus (poutre symétrique suivant 
deux plans perpendiculaires), 

H5- la poutre est soumise à de petits déplacements et de petites déformations, on emploie 
alors la théorie linéarisée de l'élasticité. 

Ces hypothèses entraînent donc que les axes principaux d'inertie sont confondus avec 
les axes de symétrie des sections (pris comme axes de référence du repère de la section 
considérée) et que l'axe neutre (lieu des centres élastiques E) est également confondu avec 
l'axe longitudinal de la poutre (figure 5. 7). 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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(OX) 

FIG. 2. 7 Géométrie d'une poutre à axes confondus 

2.3.2 Formulation de l'élément de poutre 

Les poutres sont discrétisées par des éléments à 2 noeuds et 6 degrés de liberté par 
noeud (figure 5.8). D'après les hypothèses H3 et H 4, les centres E et 0 sont confondus, 
et les axes ( OX), ( OY) et (OZ) du repère de section Rse sont confondus avec les axes du 
repère principal d'inertie (Ex), (Ey) et (Ez). De plus, on choisit de confondre l'axe (OpzX) 
avec l'axe longitudinal de la poutre et que les axes ( Op1 Y) et ( Opz Z) sont respectivement 
parallèles aux axes (OY) et (OZ). 

(Oz), w 

(OpzZ) 

(Oy), v 

Noeud 1 Noeud 2 (Ox), u 

L 

FIG. 2.8 Représentation d'un élément de type poutre 

Pour le noeud i ( i = 1 à 2) de l'élément de poutre, ( ui, Vi, wi) et ( Bxi, Oyi, ()zir repré­
sentent respectivement les déplacements nodaux suivant les axes du repère de section Rse 
et les rotations nodales autour des axes de ce même repère. L'élément de référence associé à 
l'élément de poutre réel est caractérisé par la figure 5.9. 

La matrice de rigidité globale, [K], est le résultat de l'assemblage des matrices de 
rigidité élémentaires de chaque élément. Les différents termes de ces matrices élémentaires 

7. Bxi = Bx;, By; =()y; et Bzi = Bz; 

Partie Il. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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-1 0 1 

FIG. 2.9 Élément de référence 

s'obtiennent par intégration de la relation (5.8) en prenant en compte la loi de comportement 
des matériaux constituant la poutre. Pour un comportement élastique linéaire de ceux-ci: 

(2.12) 

avec Cijkl composantes du tenseur d'élasticité. Dans le cas particulier des matériaux 
isotropes, ces composantes s'expriment à l'aide de deux constantes indépendantes (>. et f.-l ou 
E et v) et les relations d'élasticité prennent alors la forme de la loi de Hooke: 

(2.13) 

Ev E 
où À= ( )( ) et f.-l = 

2
( ) sont les coefficients de Lamé, Ev= Exx+Eyy+Ezz 

1 - 2v 1 + v 1 + v 
(Sij symbole de Kronecker). Sous forme matricielle, la relation (5.13) s'exprime par: 

À+ 2v li li 0 0 0 
À+ 2v li 0 0 0 

{ 0'} = [ H]{ E}' [H] = li À+ 2v 0 0 0 
(2.14) 

li 0 0 
Sym. li 0 

li 

Les éléments de la matrice [ H] font intervenir les caractéristiques élastiques du matériau 
(module d'élasticité E et coefficient de Poisson v) et { r:} le vecteur des déformations qui, en 
théorie linéarisée de l'élasticité, est approximé par {D} (équation (E.2)), permettant ainsi 
de formuler l'énergie de déformation de la poutre Wint par: 

Wint = 1 < D* > [H]{D} dV (2.15) 

On a l'habitude de distinguer dans la contribution à Wint les parts respectives dues: 

1. Aux déplacements de traction-compression (translation suivant l'axe (Ox), figure 5.8). 
Les vecteurs < D* > et < a> se réduisent dans ce cas à 

< D* > 
<a> 

< u*,x> 

<D'xx> 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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De plus, en introduisant la loi de comportement (5.13) 

(2.18) 

où Hx, dans le cas d'une poutre isotrope (équation (5.14)), est pratiquement égale au 
module de Young E. La relation (5.15) devient alors 

(2.19) 

avec 

ES 1:; 1 Edydz (2.20) 

rigidité de traction-compression de la sectionS à l'abscisse courante x. Classiquement, 
on introduit alors les fonctions d'interpolation nodales Nf telles que 

, de même pour u (2.21) 

où les Nf sont définies dans le tableau 5.2. 

TAB. 2.2 Définitions des fonctions d'interpolation nodales 
Flexion (xOz) Flexion (xOy) Traction. 

z Nfz 
1 Wi N!Y 

1 Vi Nt 
1 Ui 

1 ~(1 - Ç) 2(2 + Ç) wl ~(1 - Ç) 2(2 + Ç) vl 
1-_{ 

Ul 
4L 

i(1- Ç2)(1- Ç) 
2 

1+Ç 
2 --(1 - Ç2)(1 - Ç) w2 = Oyl v2 = -Ozl -- u2 

8 
~(1 + Ç)2(2 - Ç) 

2 

3 ~(1 + Ç)2(2- Ç) W3 V3 

-~{-lH'){lH) L4 
4 w4 = Oy2 R(-1+Ç2)(1+Ç) v4 = -Oz2 

(Ç est une vanable d'espace ad1mens10nnée appartenant à l'mtervalle [-1, 1]) 

De plus, si nous employons des éléments isoparamétriques [17] alors, non seulement le 
champ de déplacement s'exprime en fonction des Nf mais les coordonnées géométriques 
également avec 

(2.22) 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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où L 1 et L 2 sont respectivement, les abscisses des noeuds 1 et 2 (L = L 2 - Lt) dans le 
repère de section Rse· Par suite, la relation (5.19) devient 

(2.23) 

L'élément de poutre ayant une section constante sur l'intervalle [ L 1 , L 2] et le matériau 
étant isotrope (de module d'élasticité E) nous retrouvons alors l'expression la plus 
usuelle de la matrice de rigidité élémentaire [km] définie par 

(2.24) 

Nous verrons par la suite(§ 5.3.3) comment exprimer [km] lorsque la poutre est consti­
tuée de matériaux anisotropes avec sections variables en envergure. 

2. Aux déplacements de flexion suivant deux plans perpendiculaires (xOy) et (xOz) 
(figure 5.8). Pour le cas de la flexion dans le plan (xOz), les fonctions d'interpolation 
nodales N(z (fonctions cubiques de type Hermite) sont définies dans le tableau 5.2 telles 
que 

(2.25) 

où Wi et ()yi sont respectivement, le déplacement suivant (Oz) et la rotation autour de 
l'axe (Oy) du noeud i. 

(Oz) 

Section 

1 

lW 
1 

ol___-----'--'-p~- ----------- '!!_-- ---------- -'------ (Ox) 
Ligne de référence avant déformation 

FIG. 2.10 Rotation d'une section de poutre selon le modèle de Navier­
Bernoulli 

Si l'on néglige les effets de cisaillement transversal conformément au modèle de Navier­
Bernoulli (figure 5.1 0) pour lequel les sections restent perpendiculaires à la fibre neutre 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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après déformation de la poutre, alors la relation (5.15), pour de la flexion dans le plan 
(xOz) devient 

(2.2{)) 

où Eiyy est la rigidité de flexion définie par 

Eiyy f::, 1 Ez2 dydz (2.27) 

Finalement, la matrice de rigidité élémentaire en flexion dans le plan (xOz), [kJz], se 
déduit de (5.26) en tenant compte des mêmes remarques formulées pour la détermina­
tion de [km] (variation des sections et isotropie). Ainsi, l'expression la plus courante de 
[kJz] est 

[ 

12 

Sym. 

-6L -12 -6L] 
4L2 6L 2L2 

12 6L 
4L2 

flexion dans le plan (x Oz) (2.28) 

Un développement analogue au précédent permet d'exprimer la matrice de rigidité 
élémentaire de flexion dans le plan ( xOy) par 

[ 

12 

Sym. 

6L -12 
4L2 -6L 

12 

6L ] 2L2 

-6L 
4L2 

flexion dans le plan ( xOy) (2.29) 

3. Aux déplacements de torsion (rotation autour de (Ox): figure 5.8). Le développement 
menant à la matrice de rigidité de torsion [kt] est moins immédiat que dans les autres 
sollicitations car elle fait intervenir la théorie de la torsion libre de Saint-Venant. C'est 
pourquoi nous nous bornons ici à ne donner que les formules, sans plus de détails. La 
relation (5.15), pour la torsion, prend la forme 

(2.30) 

où les fonctions d'interpolation nodales Nl sont celles données dans le tableau 5.2 et 
Bxi la rotation du noeud i autour de ( Ox ). GJ est la rigidité de torsion définie par 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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GJ 6 1 G[(w,z+y-yc)(y-yc)-(w,y-z+zc)(z-zc)] dydz (2.31) 

avec w la fonction de gauchissement ou fonction de Saint-Venant, et (yc, zc) coordon­
nées du centre de torsion de la section courante dans le repère principal (cf. 5.4). Par 
conséquent, si GJ est constant sur l'intervalle [L1 , L2], [kt] devient 

(2.32) 

où G et J représentent respectivement, le module de cisaillement et l'inertie de torsion. 

On note ainsi que pour des sections constituées de matériaux isotropes, les modules de 
Young E, de cisaillement G et les inerties principales fyy, Izz ainsi que l'inertie de torsion J 
peuvent être séparées dans leurs définitions intégrales (5.20), (5.27) et (5.31). 

2.3.3 Prise en compte de l'anisotropie des sections 

Jusqu'ici, nous n'avons considéré que le cas de la poutre dont les sections sont consti­
tuées de matériaux isotropes (hypothèse H3). Nous allons maintenant nous affranchir de 
cette hypothèse afin de tenir compte de la structure réelle des pales majoritairement fa­
briquées à partir de matériaux anisotropes (composites). Cela signifie entre autres, que le 
centre 0 et les axes du repère de section (0 XYZ) n'est plus nécessairement confondu avec 
le repère principal d'inertie (E xyz) (cf. 5.4) de cette même section (figure 5.11). 

(OZ) 

(Ez) (Ey) 

(OY) 

FIG. 2.11 Définition des axes principaux d'inertie de la section S 

Pour prendre en compte l'anisotropie nous ferons appel à la notion de rigidité équiva­
lente que nous notons " "'". 

Une section de pale étant constituée de n<P phases i représentant chacune un matériau 
donné (figure 5.12), le centre élastique E d'une section donnée est alors défini comme le 
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(OZ) 
tEz) 

Section S; 

SectionS 

(Ey) 

Phase i 

(OY) 

(Ey;) 

FIG. 2.12 Définition des phases d'une section donnée 

barycentre des modules d'Young E; de chaque phase i pondérés par leurs surfaces respectives 
S; (cf. 5.4). Les différentes rigidités équivalentes sont alors calculées de la façon suivante [18]: 

1. En traction-compression, l'équation (5.20) nous permet de définir la rigidité équi­
valente de traction par 

n'l' 

Es ~ L E; 1 dy;dz; 
i=l S; 
n'l' 

LE;S; (2.33) 
i=l 

2. En flexion, l'équation (5.27) donne la rigidité équivalente de flexion par 

-- ~~ [ 2 
Elyy = ~ E; Js z dy;dz; 

i=l S; 

(2.34) 

(2.35) 

3. En torsion, l'équation (5.31) permet de définir la rigidité équivalente de torsion de 
surfaces multiplement connexes 

n 

GJ = L 2Sr; <P; (2.36) 
i=l 
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Cellule i 

FIG. 2.13 Définition de la cellule z d'une section multiplement 
connexe à parois minces 

où n est le nombre de cellules, Sr; la surface délimitée par la courbe moyenne f; de la 
cellule i et <I>; le flux de contrainte traversant cette même cellule (figure 5.13). 

Dans le cas de sections plus complexes (parois épaisses), la formulation de Saint-Venant 
(torsion libre) doit être employée, mais elle nécessite la détermination de la fonction 
de gauchissement w que seul un calcul éléments finis permet de déterminer [19]. 

Le calcul des rigidités équivalentes ÊS, Êlyy, Êlzz et éiJ est une étape coûteuse en 
temps car elle nécessite préalablement de décrire, pour une section de la pale, la disposition 
des différents matériaux (phases). Cependant, une application logicielle telle que [20] peut, 
par exemple, rendre ce calcul beaucoup plus rapide et fiable. 

2.3.4 Prise en compte de la variation en envergure des caractéris­
tiques mécaniques équivalentes des sections 

De manière générale, les sections évoluent très fortement le long de l'envergure de la 
pale comme le montre la figure 5.14, à la fois dans leurs dimensions et leurs formes, mais 
également dans leur constitution. 

Il n'est donc pas réaliste d'adopter une valeur moyenne pour les différentes rigidi­
tés équivalentes sur l'ensemble de la pale car certains d'entres elles peuvent varier dans 
un rapport de 1 à 1000. La méthode classique, pour prendre en compte la variation des 
caractéristiques mécaniques équivalentes en fonction de l'envergure est de prendre leurs va­
leurs moyennes sur chaque élément de poutre défini lors de la discrétisation de la pale. On 
a alors une variation discontinue (dite en escalier) des rigidités en fonction de l'envergure 
(figure 5.15). 

Dès lors, pour rester proche de la réalité, il faut discrétiser la pale en un nombre 
d'éléments de poutre relativement important. Ceci a pour conséquence immédiate une aug­
mentation non négligeable du temps de conditionnement des données (description de la 
répartition des matériaux dans chaque section) afin de déterminer les caractéristiques mé­
caniques équivalentes de chaque tronçon de pale. C'est pourquoi dans l'optique de réduire, 
d'une part, la taille des matrices de rigidité et de masse du système et, d'autre part, de 
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1 

1 ... _, 1 
1 

; 

·+·t--J-f-·+-··1-·-+-·-+-· -t-·-t--+--+·+-r=+=s-

FIG. 2.14 Évolution des sections d'une pale d'éolienne (RIVA-12m) 
{18} 

1 . E 6 

1 . (5 

1. E 4 

I.EJ 

<E 1 YY> [N .m;:.:Z:_;.]----..,.-----r----.-----.,-----4 r--

.G .5 

Enur~ure [ml 
Pole RIVA 

1. Q 1.5 2.0 2.5 J.O 

FIG. 2.15 Variation discontinue des rigidités équivalentes [18} 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 



97 Chapitre 2. Modélisation structurale des pales 

limiter le nombre de sections à analyser pour obtenir les grandeurs équivalentes, nous avons 
opté pour une méthode d'intégration de Gauss des éléments des matrices de rigidité et de 
masse élémentaires. Prenons pour exemple le cas de la traction-compression, l'énergie de 
déformation (équation (5.19)) associée est alors de la forme: 

(2.37) 

Si nous considérons la section constante sur la longueur L de l'élément de poutre, ce 
qui équivaut à appliquer la méthode d'approximation par variations discontinues, alors: 

(2.38) 

où L1 et L2 sont respectivement, la position du noeud 1 et du noeud 2 de l'élément par 
rapport à l'origine Opz du repère lié à la poutre. Considérons maintenant une approximation 
de la forme intégrale Wint par une intégration numérique suivant la méthode de Gauss. Soit 
f, une fonction quelconque de la variable Ç ( Ç E [ -1, 1]), alors : 

(2.39) 

avec: 

- Wi poids d'intégration, 

- f.i abscisses des points d'intégration, 

- r nombre de points d'intégration. 

On note que si f est un polynôme de degré d, alors il suffit que r vérifie la relation d ~ 
2r- 1 pour intégrer exactement f sur l'intervalle [-1, 1]. Pour ramener Wint sur l'intervalle 
[ -1, 1], on effectue le changement de variable suivant : 

(2.40) 

Par suite, l'équation (5.23) devient: 

(u:) 2~ [ ~1 ~1 Jl: Es df, {ui} 

(u:) [km] {ui} (2.41) 
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Nous procédons maintenant à l'évaluation des éléments de cette matrice par une in­
tégration numérique de Gauss (relation (5.39)) pour finalement nous mener à la nouvelle 
expression de [km]: 

(2.42) 

Cette expression est analogue à la relation (5.24), sauf qu'elle tient compte de la va­
riation des rigidités équivalentes des sections sur la longueur L de l'élément. On formule de 
la même façon les matrices élémentaires de flexion et de torsion avec : 

- pour la matrice de rigidité élémentaire en flexion dans le plan ( xO z) 

(2.43) 

où les N(z sont données dans le tableau 5.2, 

- pour la matrice de rigidité élémentaire en flexion dans le plan ( xOy) 

[kJy] ~ : 3 t wk{N/Y ,çç (Çk)}Êlzz(Çk) < N/Y ,çç (Çk) > 
k=l 

(2.44) 

où les N/Y sont données dans le tableau 5.2, 

- pour la matrice de rigidité élémentaire en torsion 

(2.45) 

Un calcul comparatif effectué sur une poutre conique de section circulaire pleine (an­
nexe C) entre la méthode classique (approximation en marches d'escaliers, c'est-à-dire r = 0) 
et la méthode d'intégration de Gauss que nous venons d'exprimer montre que, dans le cas 
de l'approximation par variation discontinue (valeur moyenne sur la longueur de l'élément), 
l'erreur par rapport au modèle analytique (solution donnée par la R.D.M.) est de 0,164% 
pour 40 éléments alors que pour environ la même erreur, il suffit de 8 éléments par la mé­
thode d'intégration de Gauss. Ceci montre bien l'intérêt de cette méthode dans la mesure 
où elle ne nécessite que la connaissance d'un nombre limités de caractéristiques mécaniques 
équivalentes (entraînant une économie substantielle dans le conditionnement des données 
relatives aux dispositions internes des matériaux de chaque de sections). 
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Le choix du nombre de points d'intégration de Gauss va déterminer le nombre de 
sections par élément de poutre où l'on devra déterminer toutes les rigidités équivalentes. Par 
exemple, pour une pale discrétisée en 10 éléments, avec un calcul des termes des matrices 
de rigidité élémentaires sur 3 points d'intégration, il faudra déterminer, pour chaque rigidité 
équivalente, 3 x 10 = 30 valeurs de chaque! C'est pourquoi, dans le but de limiter le nombre 
de caractéristiques équivalentes des sections à déterminer, nous définirons pour la pale un 
certain nombre de sections de références (figure 5.14). A partir de ces dernières, toutes les 
rigidités équivalentes seront déterminées par interpolation parabolique dans un diagramme 
(figure 5.16) où les rigidités équivalentes seront reportées sur une échelle logarithmique en 
fonction de l'envergure (échelle linéaire). 
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t] aereborg 
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FIG. 2.16 Représentation des ,~ 11 en échelle lin- log 

Le choix d'une échelle logarithmique en ordonnée est conditionné par le fait que (comme 
nous l'avons souligné précédemment) les rigidités équivalentes peuvent le long de la pale, 
évoluer d'un facteur 1 à 1000, suggérant une variation par une loi en puissance. Il est alors 
plus judicieux d'interpoler de telles quantités sur une échelle logarithmique que sur une 
échelle linéaire. 

2.4 Formulation éléments finis de poutre spécifique aux 
pales 

Nous nous proposons maintenant de prendre en compte la différenciation des centres 
dans le cas de poutres de sections quelconques et anisotropes. Pour cela, nous allons utiliser 
une formulation qui s'appuie sur le principe de Reissner-Hellinger afin de déterminer la 
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matrice de rigidité élémentaire de traction-flexion combinée (prise en compte des couplages 
des déplacements). Par contre, pour la torsion, nous conservons la formulation éléments finis 
classique (cf. § 5.3.2). Bien entendu, la méthode d'intégration de Gauss qui vient d'être 
présentée reste valable pour les deux formulations. 

2.4.1 Position du problème 

Les pales ont des sections de forme quelconque (figure 5.14), dans la mesure où elles 
ne possèdent pas systématiquement au moins un plan de symétrie. Or, les formulations 
éléments finis classiques que nous venons de voir (cf. § 5.3.1) basées sur des éléments de 
type poutre considèrent, en majorité, l'existence de deux plans de symétrie perpendiculaires 
(sections circulaires, rectangulaires, en 'I', etc ... ). Elle ne permettent donc pas de traiter les 
problèmes de couplages des déplacements liés à la différenciation des centres des sections. 
Nous nous proposons donc de restituer ces couplages intervenant dans le cas des poutres de 
sections quelconques constituées de matériaux anisotropes, tout en conservant des éléments 
de type poutre linéique à 2 noeuds, mais dont le traitement s'appuie sur une formulation 
éléments finis originale. Dans un premier temps, nous décrirons les centres caractéristiques 
d'une section de pale et, dans un second temps, l'application d'une forme variationnelle 
mixte/hybride nous conduira aux nouvelles expressions des matrices de rigidité élémentaires 
partielles. 

2.4.2 Détermination des centres et description des modes de cou­
plage 

Si les dimensions des sections sont faibles par rapport à l'envergure la pale possède alors 
un fort allongement 8

, A > 50, et même si les centres sont différenciés, l'erreur qu'entraîne 
la non prise en compte de cette différenciation est négligeable. Cependant, on ne peut pas 
laisser de côté le cas des pales modérément épaisses, 10 ::=; A ::=; 30, dans lequel rentre les pales 
d'éolienne (exemple de celle de l'éolienne Tjœreborg 2 MW, figure 5.11: 30 m d'envergure, 
2 m de corde moyenne donnant un allongement de 15), et pour lequel cette différenciation 
est à la base de la spécificité du comportement structural des pales. 

Examinons la sectionS comportant nr.p phases (figure 5.18), alors: 

- les coordonnées du centre de gravité G dans le repère de section Rse (figure 5.19) 
sont données par 

Y a 

(2.46) 

Za 

n'P 

avec mt = L inti masse linéique équivalente de la section [18], et (Ya;, Za;) coordon­
i=l 

nées du centre de gravité de la phase i dans le repère Rse· 

8. Rapport de carré de l'envergure sur la surface portante de la pale -
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Thu Nov 12 11:18:31 1998 
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FIG. 2.17 Vue en plan de la pale Tjœreborg 2 MW 

Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 4 

FIG. 2.18 Exemple de définition des phases d'un profil 
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(OZ) (Cz') 
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zc z ---------------7F--------L-
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(EX') 
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FIG. 2.19 Position des repères liés à la section S 

- soit (E X'Y'Z') =RE le repère lié au centre élastique E (figure 5.19). L'axe (EX') 
est axe neutre si 

0 

(2.47) 

0 

Soit encore 

(2.48) 

de même pour ZE. Par suite, les coordonnées de E dans le repère de section Rse sont 
données par 

(2.49) 

Connaissant les rigidités équivalentes Ê]yy, Êizz et Eiyz, l'annulation du détermi­
nant associé au tenseur des inerties 
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-- --Ely y- (31 
Sym. 

Elyz --Elzz- f3z 
=Ü (2.50) 

donne les valeurs propres {31 et {32 qui représentent les rigidités principales équivalentes 
de la section S 

{ 
(31 = J!! yy 

f3z = Elzz 
(2.51) 

L'angle a du repère principale (E X'yz) (E xyz) par rapport au repère RE est donné 
par (figure 5.19) 

---Elyz tan(2a) = __ __ 
E!yy- Elzz 

(2.52) 

- le centre de torsion C d'une section S (figure 5.20) est, par définition, le seul point 
de la section qui reste invariant en rotation sous l'action d'un moment de torsion pure. 

(Ez) 

(Cz') 

c 
zc-------- ----f-------

Yc 

(Cy') 

(Ey) 

FIG. 2.20 Position du centre de torsion C 

Les coordonnées de C dans le repère prin ci pal ( E x y z) sont données par 

Yc 

zc 

avec 
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<I>(y', z') = w(y, z) + y'zc- z'yc (2.54) 

où w est la fonction de gauchissement, encore appelée fonction de Saint-Venant. On 
trouvera les détails du calcul de la position du centre de torsion dans [19]. 

La matrice de rigidité élémentaire d'un élément de poutre va maintenant être dét~~­
minée en tenant compte des couplages dus à la différenciation des centres. Pour cela, les 
hypothèses retenues dans l'écriture des équations sont: 

Hl - les effets de couplages propres aux matériaux sont négligés, 

H2 - la théorie linéarisée de l'élasticité est employée (petits déplacements, petites déforma­
tions), 

H3 - les sections sont infiniment rigides dans leur plan et ne subissent, par conséquent, que 
des translations ou des rotations (modèle de Timoshenko/Mindlin, figure 5.21), 

(OZ) 

Section Li ne de référence 
après déformation 

1 

lW 
1 

1 
1 
1 

Po u 1 

O.___ ___ ___.__._--- Üg~~ d~-;éfé;~;c~-~~.;:~t- déf~r~,_a_t-io_n ___ ( O X) 

FIG. 2.21 Rotation d'une section selon le modèle de Timo­
shenko /Mindlin 

H 4 - dans une section, le déplacement axial du au gauchissement (théorie de la torsion libre 
de Saint Venant) est négligé. 

Rappelons que la pale est modélisée par des éléments de type poutre (à 2 noeuds et 6 
degrés de liberté par noeud). La ligne de noeuds est donc la succession des Ne segments de 
longueur L, relative à l'élément e, comme le montre la figure 5.22. 

Les déplacements nodaux résultent de la combinaison des différentes déplacements dûs 
aux sollicitations de traction, flexion et torsion. Mais, du fait que les centres E et 0 sont 
distincts, une sollicitation de flexion pure (ligne d'action des efforts tranchants passant par 
E) sera accompagnée d'un déplacement axial de la ligne de noeuds: il y a un couplage de type 
membrane/flexion. De même, les centres E et C étant distincts, cela entraîne un couplage 
de type torsion/flexion. Enfin, les axes principaux d'inertie n'-étant pas confondus avec ceux 
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(OZ)pz 

(OY)pz L 

(OX)pz 

FIG. 2.22 Ligne de noeuds 

du repère de référence ( 0 XY Z), il existe un troisième couplage de type flexion/flexion. 
Pour résumer, 3 types de couplage sont donc susceptibles d'intervenir sur la déformation de 
la pale (figure 5.23): 

- le couplage membrane/flexion lorsque 0 est distinct du centre élastique E, 

- le couplage torsion/flexion lorsque le centre élastique E est distinct du centre de 
torsion C, 

- le couplage flexion/flexion lorsque les axes principaux d'inertie sont distincts des 
axes du repère de référence de la section considérée. 

Force 

FIG. 2.23 Représentation des couplages 

Par une prise en compte de l'ensemble de ces couplages nous pouvons maintenant 
remonter le plus fidèlement possible au champ de déplacement d'un point quelconque de la 
pale. De nouveaux termes, que nous allons déterminer, vont alors apparaître dans la matrice 
de rigidité: 

- en premier lieu, nous résoudrons le cas du couplage membrane/flexion en utilisant le 
principe de Hellinger-Reissner (§ 5.4.3), 

- en second lieu, nous aborderons le couplage torsion/flexion par le biais des relations 
cinématiques entre les points 0 et C d'une section (§ 5.4.4), 
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- et enfin, l'ensemble des couplages sera intégré dans la matrice de rigidité exprimée 
dans le repère global (Rpz) par l'application de différentes transformations (matrices 
de passage) mettant en jeu le couplage flexion/flexion (rotation des plans principaux 
d'inertie, § 5.4.5). 

2.4.3 Calcul de la matrice de rigidité élémentaire partielle relative 
au couplage membrane/flexion - Application du principe de 
Hellinger-Reissner 

Le couplage membrane/flexion nécessite maintenant d'introduire trois déplacements 
pour chaque noeud i d'un élément: celui de membrane Ui, de fléchissement Wi et de rotation 
de la section Wi x· Or, la dimension des bases polynômiales utilisées pour approximer les 

déplacements de, membrane (dimension 2, N{ et Nn et de flexion (dimension 4, N { à N 1, 
f = jy ou fz) est différente (tableau 5.2). Par suite, il nous est impossible d'avoir recours à des 
fonctions d'interpolation. La démarche consiste donc à utiliser une formulation qui permet 
d'introduire une ou des grandeurs physiques supplémentaires (déplacements, contraintes) 
au niveau du vecteur des inconnues nodales. C'est pourquoi une formulation mixte/hybride 
est utilisée à cette fin. L'introduction du champs des contraintes sur le premier noeud de 
l'élément et des déplacements de membrane permet, après une opération de condensation 
statique, de passer d'un total de 9 inconnues nodales ( ul' wl' On' u2, w2' eY2' Nl' Ml et 
T1 en flexion (XOZ), de même pour la flexion (XOY)) à celui de 6. Cette étape mène à 
une matrice de rigidité élémentaire partielle de dimension (6, 6) pour chaque plan de flexion. 
Cette nouvelle formulation éléments finis est basée sur la fonctionnelle de Hellinger-Reissner. 

Avant de développer le principe de Hellinger-Reissner pour traiter le couplage de mem­
brane/flexion, il est intéressant d'établir une courte synthèse des différentes formulations 
éléments finis en mécanique des structures afin de définir les raisons qui nous ont menées à 
l'utilisation de ce principe. Les formulations éléments finis se divisent en quatre catégories 
exposées dans le tableau 5.3. 

TAB. 2.3 Les différentes formulations E.F. en mécanique des struc­
tures 

Formulations Champs approximés Fonctionnelle II 
Aux déplacements Déplacements Energie potentielle totale 

II(~) 
Aux contraintes Contraintes Energie potentielle 

complémentaire II(~) 
Hybrides Contraintes internes et Variante de l'énergie 

déplacements à la frontière potentielle complémentaire 
Mixtes Déplacements fonctionnelle de Reissner 

et contraintes II(~,~) 

La distinction entre formulations mixtes et hybrides repose, dans le cas hybride, sur 
l'élimination d'un des champs au niveau de l'élément de façon à exprimer la fonctionnelle 
II à partir des déplacements nodaux. Pour introduire le déplacement axial des noeuds de 
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l'élément de poutre lors d'une sollicitation en flexion, nous allons donc utiliser une formu­
lation mixte/hybride: l'ajout d'un champ de contrainte à celui des déplacements permettra 
de déterminer le déplacement axial du noeud, mais ce champ sera ensuite éliminé afin de 
conserver une méthode des déplacements (figure 5.24). 

Formulation 

Principe de Hellinger­
Reissner MI [g, Q.] = 0 ----+ 

Méthode 
éléments finis 

Modéle 
mixte/hybride 

Méthode 
de résolution 

Elimination 
du champs Méthode des 

-t déplacements 
des contraintes 

FIG. 2.24 Synoptique de le formulation éléments finis pour traiter le 
couplage membrane/flexion 

Reconsidérons la forme variationnelle générale W donnée en introduction par la rela­
tion (5.6). Le bilan des équations d'équilibre du solide élastique B (figure 5.6) sous forme 
matricielle est le suivant: 

- équations d'équilibre sur V 

{Div[CT]} +{!v}- p{ü} = {0} (2.55) 

- conditions aux limites mécaniques sur si 

[Œ]{n}- {fs} = {0} (2.56) 

où < n >=< nx ny nz >est la normale à Sj, 

- relations déformations-déplacements sur V 

[t:]- ~([L] + [Lf) = {0} (2.57) 

avec [L] = Grad(yJ et [t:] tenseur des déformations au point p, 

- conditions aux limites géométriques sur Su 

{ U} - { U Su} = { 0} (2.58) 

- loi de comportement sur V 

[CT]- [H]{t:} = {0} (2.59) 

avec [H] matrice des constantes élastiques et < t: >=< Exx Eyy tzz /xy /xz /yz > vecteur 
ligne des déformations extrait du tenseur [t:]. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Par conséquent, on peut exprimer W sous la forme générale: 

W = -1(< u* > ({Div[o-]} + {fv}- p{ü}) 

1 
+ < CY* > ([t:] - 2([L] + [L]T) )+ < t:* > ([CY]- [H]{ t:} )) dV 

- { < u* > ([CY]{n}- {fs})dS- { < (/*(Zl) > ({u}- {usu}) = 0 
~ }~ 

avec: 

< u* > < u* v* w* > 
< C/* > <(/;x * (/yy (/;z * (/ xy (/;z (/;z > 
< t:* > < t:;x t:;y t:;z * Îxy Î;z Î;z > 

de même pour < u >, < CY > et < t: >, et : 

{ C/* (Zl)} = [a-*]{ n} 

(2.60) 

Après intégration par parties du premier terme de l'équation (5.60), nous en déduisons 
qu'il existe une fonctionnelle II(11, Q:, .f) telle que sa variation en < u >, < C/ > et < t: > 
correspond à W : 

II(11,Q:,f) = 1 (~ < t: > [H]{t:}- (CYx(t:x- u,x) + ... + C/yzhyz- w,y -V,z ))) dV­

r < u > {fv}dV- r < u > {fs}dS- r < CY(Zl) > ({u}- {usu})dS 
Jv Js, Jsu 

et: 

oiT= w = o 

(2.61) 

(2.62) 

L'expression (5.61) est appelée fonctionnelle mixte générale (due à Hu-Washizu) et le 
principe mixte de type Hellinger-Reissner se déduit de celle-ci si les relations de compor­
tement (5.59) sont satisfaites explicitement sur V [16]. Alors les relations (5.59) et (5.61) 
permettent de définir une fonctionnelle mixte des variables < u > et < C/ >, la variable 
< t: > s'exprimant en fonction de< u >: 

II(11, sz:) = IIint - IIext (2.63) 

avec: 
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et: 

1 ( -~ (CJ) [Hr1 { (J} + (CJ){ E(Y:.)}) dV - 1 (u) {!v} dV 

[ (u){fs}dS 
ls1 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

On note que: 

- IIint est l'énergie potentielle interne faisant intervenir le tenseur des contraintes du 
solide B, 

- IIext est l'énergie potentielle externe faisant intervenir les forces de surface fs. 

Considérons maintenant le cas de la poutre en flexion suivant l'axe (OZ). On choisit 
ici de positionner les axes du repère de section Rse parallèlement à ceux du repère principal 
d'inertie RPi de la section (figure 5.25). Nous avons vu que si l'axe neutre (Ex) est distinct 
de l'axe de référence ( OX), alors il y a un couplage de type membrane/flexion. Le vecteur 
(un) des déplacements nodaux de l'élément de poutre devient: 

(2.67) 

où ui, Wi et ()yi sont respectivement, les déplacement nodaux suivant l'axe (OX) et 
(OZ), et la rotation nodale autour de l'axe ( OY). 

(Ez) 

(OZ) 

0 
(Ex) 

(OX) 

FIG. 2.25 Définition des positions des repères Rse et RPi 
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(OZ) 

x 

-~-~-r:-N-1-----~-+J z.:.......::..J x:.;:___ ___ 2-lrt--2 r- N2 ( 0 X) 

M1 m M2 

FIG. 2.26 Charges d'un élément de poutre épaisse de longueur L 

L'utilisation de la formulation mixte/hybride permet, par rapport à la formulation élé­
ments finis classique (cf.§ 5.3.1), d'introduire les déplacements nodaux ui,_ Wi et les rotations 
eYi sans pour autant faire appel aux fonctions d'interpolation nodales Nf (tableau 5.2). 

Pour le cas d'un élément de poutre épaisse schématisée par la figure 5.26, II s'exprime par: 

1~ 1 - 1~ II= ((ç) {e}- 2 (ç) [Ht1 {ç}) dX- (u) {f} dX- (u) {F} 
L1 L1 

avec: 

- ( ç) vecteur des efforts défini par 

où 

N 

M 

T 

(ç) = ( N M T) 

1s Œxx dS effort normal 

1s ZŒxx dS moment fléchissant autour de ( OY) 

1s Œxz dS effort tranchant suivant l'abscisse X 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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(OZ) 

o L x 

Chapitre 2. Modélisation structurale des pales 

ZB* -Y 
q* 

(OX) 

FIG. 2.27 Déplacement virtuel d'une section de poutre en flexion dans 
le plan (XOZ) 

- { e} vecteur des déplacements défini à partir du vecteur < t:* > des déformations 
virtuelles. Considérons en effet le déplacement virtuel de la section de poutre de la 
figure 5.27: 

le vecteur de déplacement virtuel ~ du point q est donné par 

~;(x, Z) = (u*(X) + ZB~(X)) L + w*(X) K (2. 73) 

Par conséquent, le vecteur ligne des déformations virtuelles (5.66) se limite à 

< t:* > = < u*,x u*,z +w*,x > (2.74) 

A l'aide de la relation (5.73) nous pouvons donc en déduire que le vecteur des défor­
mations virtuelles vaut 

< t:* > < u*,x +ZBy,x By + w*,x > (2.75) 

que l'on définit (e) par 

(e) = ( u,x By,x By + w,x ) (2. 76) 

dans lequel on distingue la déformation de membrane u,x due à l'effort normal N, 
la déformation By ,x (courbure) due au moment de flexion M, et la déformation de 
cisaillement By + w,x due à l'effort tranchant T. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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- [H] désigne la matrice de rigidité équivalente définie par 

[ 
~ 

Hm 

Sym. il (2. 77) 

donc la matrice [H]- 1 a pour expression 

1 

~ 

Hjz 

Sym. ï, 1 
(2.78) 

et 

(2.79) 

où kz; est le facteur de correction de cisaillement de la section de la phase i en flexion 
dans le plan (XOZ). On reconnaît ici les expressions des rigidités équivalentes de 
traction et de flexion introduites précédemment par les relations (5.33) et (5.34) 1 ainsi 

que deux nouvelles quantités qui sont le moment statique équivalent, ÊM y, et la ....-.... 
rigidité équivalente de cisaillement, GS. 

- {f} désigne le vecteur des efforts de volume et de surface défini par 

<!> <!x fz m > (2.80) 

avec 

!x f fvx dS + f fsx(X, Y(S), Z(S)) dS 
ls las 

fz f fvz dS + f fsz(X, Y(S), Z(S)) dS 
ls las 

(2.81) 

m 1 Zfvx dS + ls Z(S)fsx(X,.Y(S), Z(S)) dS 
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- {F} désigne le vecteur des conditions aux limites défini par 

(2.82) 

tel qu'à l'extrémité i = 1, 2 (Xi = Li) 

(2.83) 

où Si prend les valeurs respectives, -1 au noeud 1 ( i = 1) et 1 au noeud 2 ( i = 2). 

Si l'on pose maintenant II1 tel que: 

et II2 tel que: 

1
L2 

(t:) { ç} dX 
LI 

J
L2 

[uN + fJy M + wT]f~ + < u > {f} dX 
LI 

alors: 

II II1 + II2 + (u) { F}8• 

IIint - IIext 

où: 

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 

(2.87) 
(2.88) 

Par définition, Wint 
6 

SIIint d'où nous allons extraire la nouvelle matrice de rigidité 
élémentaire. Afin d'appliquer le principe mixte/hybride sur l'élément e, on pose: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Alors, le calcul de Miint (annexe D) nous mène à l'équation suivante: 

avec: 

- [k] matrice (9, 9) définie par 

avec 

[k] = [ [0] [Af ] 
[A] -[B] 

0 10L01 ] -1 0 0 
0 0 1 

où [H]-1 est donnée par l'équation (5.78) et [P] par 

- {fn} est le vecteur colonne défini par 

(2.89) 

(2.90) 

(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 

(2.94) 

{ 

{fA} = < 0 0 0 Fx(L) Fz(L) F M(L) >T } 

{7.} b {fs} = -l~[P]T[flt' < Fx(X) FM(X) Fz(X) >T dX 

(2.95) 

avec 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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lx fxdX 1L2 Fx(X) Fx(L) fxdX LI LI 
lx fzdX 1L2 Fz(X) et en particulier Fz(L) fzdX LI LI 

lx Fz(X)dX 1L2 FM(X) FM(L) Fz(X) .. dX LI LI 

(2.96) 

Les variables N1, M1 et T1 sont des variables d'approximations locales que l'on élimine 
au niveau élémentaire par condensation statique [14]. Finalement, la matrice de rigidité 
élémentaire partielle de membrane/flexion se déduit de l'expression (5.91) de [k]: 

[kxz] = [Af [B] [A] (2.97) 

On remarque que cette formulation permet de prendre facilement en compte l'évolution 
des rigidités équivalentes sur la longueur de l'élément par l'intermédiaire de la matrice [B]. 
Cette matrice, définie à partir d'une intégrale sur l'intervalle [L1 , L2] peut être ramenée à 
l'intervalle [-1, 1] grâce au changement de variable (5.40) et ainsi être approximée par la 
méthode d'intégration de Gauss. 

Bien entendu, la matrice de rigidité élémentaire partielle de membrane/flexion dans 
l'autre plan (XOY) conserve une expression semblable puisqu'elle est déterminée en suivant 
le même développement. On prend simplement soin de remplacer l'indice fz par jy. Notons 
que, dans la matrice de rigidité élémentaire complète (c'est-à-dire comportant les termes 
de rigidité relatifs à la traction, la flexion et la torsion), il ne faut pas oublier d'inclure 
le couplage des rotations autour des axes (OZ) et (OY) par l'intermédiaire de la rigidité 

équivalente Hfyz qui n'est plus nulle puisque ( OX) n'est pas l'axe neutre: 

(2.98) 

La mise en évidence de ce terme est donnée en annexe E. 

Nous venons ainsi d'établir la nouvelle matrice de rigidité élémentaire partielle sans 
faire appel aux fonctions d'interpolation nodales (tableau 5.2). Déterminons maintenant les 
expressions des autres matrices de rigidité élémentaires relatives aux deux autres couplages 
torsion/flexion et flexion/flexion. 

2.4.4 Calcul de la matrice de rigidité élémentaire partielle relative 
au couplage torsion/flexion 

Nous avons vu que la détermination de la matrice élémentaire de torsion, [kt], était basée 
sur la première formulation éléments finis, utilisant des fonctions d'interpolation nodales. Le 
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phénomène de couplage torsion/flexion peut être mis en évidence par l'application d'un 
effort tranchant dont la direction ne passe pas par le centre de torsion C (ou encore centre 
de cisaillement ou centre de flexion) de la section considérée; le lieu des centres de torsion 
est appelé axe de flexion ou axe élastique. Il se produit alors un effet de déversement de la 
poutre; elle fléchit tout en subissant de la torsion. Ce phénomène est typique des poutres 
tridimensionnnelles isotropes à parois minces telles que les profilés en "I", en "T", en "U" et 
en "L". Le couplage torsion/flexion va donc être introduit par l'examen de la cinématique 
d'un point q appartenant à une section quelconque d'une poutre épaisse. On démontre [17] 
en effet que le déplacement du point q de la section S est relié à celui du point C par les 
relations cinématiques (virtuelles et réelles) suivantes: 

Total ~ernbrane 

U: }={y}+ { 
Flexion (xEz) 

(z- zc)By 
0 

wc 

Flexion (xEy) 

-(y- Yc)Bz 
vc 
0 

Torsion libre 

wBx,x } 
-(z- zc)Bx 
(y- Yc)Bx 

(2.99) 

où (y,z) et (yc,zc) représentent respectivement, les coordonnées de q et de C dans le 
repère principal d'inertie ( RPi, figure 5. 28), w est la fonction de gauchissement de la section 
et ()i la rotation de la section (plan yEz) autour des axes i = (Cx), (Ey), (Ez). 

(OX) 

(OZ) 

(Ez) 

Z------------,q 

zc-----~ C 

E,.__-r-------r--- ( E y) 
Yc Y 

~~----~-YE---------(OY) 

(Ex) 

FIG. 2.28 Cinématique d'un point q de la sectionS 

La relation (5.99) peut encore s'écrire, en remarquant que uc =ua+ zcBy- ycBz: 

(2.100) 

Pour redéfinir toutes les variables nodales au point 0, centre du repère de section Rse, la 
relation (5.100) est simplifiée en suivant l'hypothèse que la déformation due au gauchissement 
wOx,x, de la section S au point q est faible devant les autres déformations (nous conservons 
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ainsi le modèle de Timoshenko/Mindlin des sections planes, hypothèse H3). Ainsi, sous forme 
matricielle, nous avons : 

(2.101) 

avec: 

- { un}loc vecteur des déplacements nodaux dans le repère de section ( 0 XY Z) tel que 9 

(un)zoc = (uol vo1 Wo1 Bx1 ()Yl Bz1 uo2 vo2 wo2 Bx2 ()Y2 Bz2) 
(2.102) 

- [Tc] matrice de transformation défini par 

1 0 0 0 0 0 
0 1 0 -zc 0 0 

[ [t] [0]] [t] = 
0 0 1 Yc 0 0 

(2.103) [Tc]= [O] [t] ' 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 

- <Un> vecteur des déplacements nodaux dans le repère d'inertie principal (E xyz) tel 
que 

(2.104) 

La matrice de rigidité élémentaire [k], résultant de l'assemblage des matrices élémen­
taires partielles [kxz], [kxy] (équation (5.97)) et [kt] (équation (5.45)), a maintenant pour 
expressiOn : 

[kJzoc = [Tcf [k] [Tc] (2.105) 

où [k]zoc est la matrice de rigidité élémentaire locale relative aux degrés de liberté en 
traction-compression, flexion et torsion. Pour terminer ce paragraphe concernant la prise en 
compte des couplages, il ne nous reste plus qu'à considérer le couplage intervenant lorsque 
les efforts tranchants ont une ligne d'action non parallèle à l'un des deux axes principaux 
d'inertie; il apparaît alors une flexion combinée, que l'on désigne sous le terme de couplage 
flexion/flexion. 

9. Les axes des repères Rse et Rp; étant parallèles Bx; = Bx;, By; = By; et Bz; = Bzi {i = 1, 2). 
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2.4.5 Calcul de la matrice de rigidité élémentaire totale 

Il reste maintenant à intégrer dans notre formulation, en même temps que le cou­
plage flexion/flexion, le fait que la ligne de noeud discrétisant la pale (figure 5.29) n'est pas 
rectiligne en raison : 

- de la géométrie même de la pale, puisque sa forme en plan n'est pas nécessairement 
rectiligne, 

- de la différenciation des centres. Par commodité, les noeuds seront souvent situés au 
centre élastique de chaque section. 

Il faut donc, au moment de l'assemblage de la matrice de rigidité [K] du système, 
exprimer chaque matrice élémentaire (jusqu'alors calculée dans le repère de section Rse, 
paragraphe 5.4 .4, et dont les axes étaient choisis telles que les axes ( OY) et ( 0 Z) soient 
parallèles à (Ey) et (Ez) respectivement) dans le repère de pale Rpz afin de déterminer les 
fonctions de forme modales dans ce même repère (cf. § 5.6). Les déplacements nodaux d'un 
élément de poutre dans le repère principal d'inertie Rp; vont donc être exprimés dans le 
repère de pale Rpz par l'intermédiaire de la matrice de changement de base [T]. 
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FIG. 2.29 Ligne de noeuds d'une pale (Tjœreborg 2 MW) 

La matrice de rigidité élémentaire, [k] 9 tob, dans le repère Rpt, a alors pour expression: 

[k]glob = [Tf [k]loc [T] (2.106) 

avec [T], matrice de changement de base définie par: 

(2.107) 

et: 

[Qi] = [Qo] [qi], pour le noeud i (i = 1, 2) (2.108) 

où [Qo] est la matrice formée par les composantes des vecteurs de la base orthonormée 
(t j '&) attachée à l'élément e exprimées dans le repère de pale Rpt et [qi] la matrice de 
tra;;sformation (rotation) du repère de base {t .j_' k'} au repère de base (t j_ k) : 
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-ab -c 
a 

Ja2 + c2 Ja2 + c2 

[q;] = [ ~ 
0 

- s~~i l [Qo] = b Ja2 + c2 0 cos 'Pi (2.109) 
-be a sm 'Pi cos 'Pi c 

Ja2 + c2 Ja2 + c2 

avec: 

- 'f!i = O:i + i.pse(S) l'angle entre les repères Rse et RPi, i.pse(S) représentant l'angle de 
vrillage de la section S, 

- (a, b, c) les coordonnées du vecteur directeur ! de l'élément de poutre défini par la 
figure 5.30 

(2.110) 

(X1, Y1, Z1) et (X2 , Y2 , Z2 ) étant respectivement, les coordonnées du noeud 1 et du 
noeud 2 de l'élément e dans le repère de pale Rpl· 

(OZ se) 

1 
1 

(OYse) 

z2: y; 
--~--~~,~~~1--------~~--~2 (Op1X) 

1 ' 
1 ' 
1 ' 1/ ________ .. 

1 , 

1, 
1, 

x 2 ------------------------------------- !' 

, , 

FIG. 2.30 Élément de poutre dans le repère de pale Rpz 

Notons que, même pour une pale possédant un axe longitudinal rectiligne l'anisotropie 
des matériaux pourra induire que l'axe neutre, pris comme ligne de noeud, puisse être courbe. 
Cette dernière transformation est donc une nécessité si l'on désire modéliser correctement 
la pale. La précision de cette approximation dépend cependant du nombre d'éléments car 
ceux-ci sont à interpolation linéaire, donc peu adaptés dans le cas de fortes courbures. Bien 
entendu nous pourrions développer, au prix d'une complexité beaucoup plus importante, 
un modèle de poutre courbe mais, comme les pales possèdent des courbures de leur axe 
neutre généralement faibles sur la majeur partie de leur envergure, une discrétisation avec 
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des éléments de type poutre rectiligne semble suffisante. On peut néanmoins remarquer que, 
dans le but de réduire le niveau de bruit émis par les pales, certaines études [21] portent 
sur une modification de leur forme en extrémité (forme en "sabre", figure 5.31), pouvant 
présenter dans ce cas des courbures assez importantes. Il suffit alors de raffiner le maillage 
en extrémité. 

FIG. 2.31 Diverses formes en plan de l'extrémité d'une pale 

Pour finir, la modélisation éléments finis des pales va s'achever par le calcul de la matrice 
de masse [M) du système, dans lequel nous allons utiliser les transformations précédentes. 

2.4.6 Calcul de la matrice de masse 

La modélisation du comportement dynamique des pales est basée sur l'utilisation de 
fonctions de forme modales 1!._

1 
intervenant dans la mise en équation du système éolien 

(cf. § 4.4, partie Il). Ces fonctions de forme sont déterminées à partir des déformées mo­
dales obtenues par éléments finis. La matrice de rigidité [K] du système a été calculée au 
cours des paragraphes précédents et il ne nous reste donc plus qu'à déterminer l'expression 
de la matrice de masse élémentaire. Trois types de formulation existent dans ce domaine: 

- la matrice de masse concentrée. La masse de l'élément de poutre est concentrée par 
deux masses ponctuelles M1 et M 2 aux noeuds, ce qui mène à une matrice élémentaire 
diagonale non complète, 

- la matrice de masse cohérente. Les fonctions d'interpolation nodales (tableau 5.2) sont 
celles utilisées pour établir [k] (cf. § 5.3.2). La matrice obtenue est définie positive, 
assurant l'existence de solutions à l'équation (5.127) appartenant à JR+*, 

- la matrice de masse linéaire pour laquelle on utilise les mêmes fonctions d'interpola­
tion linéaires (Nf, tableau 5. 2) pour tous les déplacements (translations et rotations), 
menant à une matrice creuse. 

Nous avons retenu cette dernière formulation, car la prise en compte du couplage 
membrane/flexion dans la matrice de masse ne peut être conservée que si la dimension des 
bases polynômiales utilisées pour approximer les différents déplacements sont égales. En 
effet, dans le cas de la flexion (XOZ), par exemple, le couplage membrane/flexion introduit 
le déplacement de membrane u ainsi que ceux dûs à la flexion w et Oy. Or, lors de la 
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formulation classique ces déplacements sont donnés par u = N{u 1 + N~u 2 d'une part, et 
w = N(zwl + Njz()Yl + Nfzw2 + ()Y2Njz ainsi que ()Y = w,x d'autre part. Par conséquent, 
il y a incompatibilité entre les dimensions des bases dans lesquelles sont exprimés u et ()Y 

car, si l'on conserve la cinématique d'une section de poutre épaisse suivant la relation (5.73), 
nous sommes incapables de tenir compte du couplage membrane/flexion. Précisons ceci par 
l'examen de l'énergie associée aux forces d'inertie (relation (5.10)): 

Wextlinert = -1 < u* > p{ü}dV (2.111) 

Or, nous avons établi que la cinématique virtuelle d'une section de poutre épaisse en 
flexion dans le plan (XOZ) était définie par la relation (5.73). Par conséquent: 

avec: 

membrane 

membrane/flexion 
flexion 

(2.112) 

(2.113) 

Il apparaît donc clairement que les termes traduisant le couplage membrane/flexion 
dans l'équation (5.112) ne peuvent être mis sous forme matricielle que si les déplacements u 
et ()y sont exprimés dans une base polynômiale de même dimension. Par suite, nous retien­
drons les fonctions d'interpolation nodales Nf et N~ (tableau 5.2) pour exprimer l'ensemble 
des déplacements virtuels et réels (translations et rotations) et conserver ainsi les termes de 
couplage. 

La matrice de masse linéaire élémentaire est le résultat de l'assemblage des matrices 
de masse élémentaires partielles afférentes aux différents degrés de liberté. Puisque nous 
utilisons les mêmes polynômes d'interpolation pour l'ensemble de ceux-ci, alors un élément 
de la matrice de masse élémentaire peut seulement prendre 1 'une des 3 formes suivantes 
(après avoir effectué le changement de variable donné par la relation (5.40)): 
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mu(m) ~ 1: mNi\ç) dÇ (2.114) 

m1z(m) L 11 
2 _

1 
mNi(Ç)N~(Ç) dÇ (2.115) 

mzz(m) ~ 1: mN~\ ç) dÇ (2:116) 

où m est la masse linéique équivalente dont l'expression est tirée d'une de celles définies 
par la relation (5.113), en fonction des déplacements à laquelle elle se rapporte (membrane, 
couplage membrane/flexion, flexion ou torsion). Soit, après intégration numérique de Gauss: 

mu(m) L, [1-Çr ,...., 
2 ~ wimz(Çi) -

2
-t ,...., 

m12(m) 
L r 1- f,? ,...., 
2 L wimz(Çi) 

4 
t (2.117) ,...., 

i=1 

mz2(m) L ' [1 Hr ,...., 
2 ~ wimz(Çi) -

2
-t 

,...., 

Nous pouvons maintenant donner les expressions des matrices élémentaires partielles: 

- en membrane/flexion dans le plan (XOZ) 

mu(mz) 0 mu(mmJz) m12(mz) 0 m12(mm1J 
mu(mz) 0 0 m12(mz) 0 

[mmJJ = 
mu(m1J m12(mmfz) 0 m12(m1J 

m22(mz) 0 m22(m;,JJ 
Sym. m22(mz) 0 

m22(mJJ 
(2.118) 

avec comme vecteur nodal associé 

< Un >= ( UQ1 WC! On UQ2 WC2 eY2 ) (2.119) 

- en membrane/flexion dans le plan (XOY). Le traitement est analogue à celui de la 
matrice de masse élémentaire partielle en membrane/flexion dans le plan (XOZ), il 
suffit de remplacer l'index fz par jy et de prendre comme vecteur nodal associé 

(2.120) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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- en torsion 

(2.121) 

--où piP est l'inertie polaire équivalente de torsion définie par 

(2.122) 

et le vecteur nodal associé vaut 

(2.123) 

La matrice de masse élémentaire [ m], dans le repère de section Rse, est le résultat de 
l'assemblage des matrices élémentaires partielles [mm!.], [mmJJ et [mt]· Pour se ramener au 
repère de pale ( Opz XY Z), on utilise les matrices [Tc] et [T] définies par les équations (5.103) 
et (5.107) afin d'obtenir la matrice de masse élémentaire complète [m]91ob telle que 

(2.124) 

avec: 

[m]zoc = [Tcf[m][Tc] (2.125) 

2.4. 7 Synthèse relative à la méthode de calcul des différentes ma­
trices 

Les tableaux 5.4 et tableaux 5.5 présentent les différentes étapes de calcul de la ma­
trice de rigidité totale [ K] et de la matrice de masse totale [ M]. Les tableaux 5. 6, 5. 7 et 
5.8 donnent la décomposition des matrices élémentaires partielles, résultant des différents 
couplages établis dans ce chapitre. 

2.5 Calcul des modes et vecteurs propres de vibration 

Les algorithmes de recherche des valeurs propres Ài et des vecteurs propres associés 
{xi} les plus employés sont: 

- la méthode de l'itération inverse, 
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TAB. 2.4 Synthèse des différentes matrices de rigidité 

1 Matrice (Réf.) 1 Vecteur nodal associé Commentaires 

[km] (5.24) < ul u2 > Formulation 
[kJzl (5.28) < wl ()yl w2 ()y2 > classique 
[kJyl (5.29) < vl () zl v2 ()z2 > § 5.3.2 
[kt] (5.32) < ()xl ()x2 > 

[kxz] (5.97) < ul wl ()Yl u2 w2 ()Y2 > Couplage membrane/flexion 
[kxy] < ul VI ()Zl u2 v2 Bz2 > a [kxY-z] = [AjT[B][A] 

[k] < UOl vc1 WCl ()xl ()yl () zl Assemblage élémentaire b 

uo2 VC2 WC2 ()x2 ()y2 ()z2 > [kxz]e + [kxY]e + [kt]e 
[k]zoc (5.105) < UOl VOl WOl ()Xl ()Yl ()Zl Couplage torsion/flexion 

U02 V02 W02 Bx2 ()Y2 Bz2 > [k]zoc = [Tc]T[k][Tc] 
[k]glob (5.106) < Uo1 V01 W01 Bx1 ()Yl ()Zl Couplage flexion/flexion et 

Uo2 Vo2 Wo2 Bx2 ()y2 Bz2 > ligne de noeud non rectiligne 
[k]glob = [T]T[k]zoc[T] 

Ne 

[K] 2: < U01 Vo1 Wo1 Bx1 ()Yl () Zl Assemblage final 
e=l 

Ne 

Uo2 Vo2 Wo2 Bx2 ()Y2 Bz2 >e [K] = L[k]~lob 
e=l 

aBy; = By; car les axes (OY) et (Ez) sont parallèles, de même que Bz; = Bz; 
ble signe'+' symbolise l'opération d'assemblage 

TAB. 2.5 Synthèse des différentes matrices de masse 

1 Matrice (Réf.) 1 Vecteur nodal associé Commentaires 

[mmfzl (5.118) < UOl WCl ()Yl U02 WC2 ()Y2 > Matrice de masse linéaire 

[mmJJ < UOl vc1 Bz1 U02 VC2 Bz2 > conservant le couplage 
[mt] (5.121) < Bx1 Bx2 > membrane/flexion§ 5.4.6 

[m] < UOl vc1 WC! Bx1 ()yl Bz1 Assemblage élémentaire a 

U02 VC2 WC2 Bx2 ()y2 Bz2 > [mm!y]e + [mmfzle + [mt]e 
[m]zoc (5.105) < UOl vo1 WOl Bx1 ()Yl Bz1 Couplage torsion/flexion 

U02 V02 W02 Bx2 ()Y2 ()Z2 > [m]zoc = [Tc]T[m][Tc] 
[m]glob (5.106) < Uo1 Vo1 Wo1 Bx1 ()Yl Bz1 Couplage flexion/flexion et 

Uo2 Vo2 Wo2 Bx2 ()y2 ()Z2 > ligne de noeud non rectiligne 
[m]glob = [TjT[m]zoc[T] 

Ne 

[M] 2: < U01 Vo1 Wo1 Bx1 ()yl ()Zl Assemblage final 
e=l 

Ne 

Uo2 Vo2 Wo2 Bx2 ()Y2 Bz2 >e [M] = L[m]~lob 
e=l 

ale signe'+' symbolise l'opération d'assemblage 
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TAB. 2.6 Décomposition de la matrice de rigidité élémentaire partielle 
[kxz] = [Af[B][A] 

Matrice 1 Commentaires 

[A]= 
[ 

-~1 0 
0 ~1 ~ ~ ~ ] 

Sous matrice (5.92) découlant 
de la condensation statique de [k] (5.91) 

-1 0 0 1 L 

Sous matrice (5.93) découlant 
de la condensation statique de [k] 

[P] = [ H ~] Matrice de position de la section (5.94) 

Matrice de rigidité équivalente ( 5. 77) [ 
~ 

Hjz 

[Hl=~ 
c Sym. 1] 

TAB. 2. 7 Décomposition de la matrice de transformation 
[Tc] 

Matrice 1 Commentaires 

[ [t] 
[Tc]= [O] [0] l 

[t] Matrice (5.103) de changement de coordonnées 

1 0 0 0 0 0 
0 1 0 -zc 0 0 

[t] = 
0 0 1 Yc 0 0 Sous matrice (5.103) de [Tc]. 
0 0 0 1 0 0 (yc, - zc) coordonnées de C dans le repère RPi 

0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 
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TAB. 2.8 Décomposition de la matrice de passage 

Matrice 

[Q,[] 

-ab -c 
a 

Ja2 + c2 Ja2 + c2 
[Qo] = b Ja2 + c2 0 

-be a 
c 

Ja2 + c2 Ja2 + c2 

[ ~ 
0 ~ s~~i] [qi]= cos yi 

sm yi cos yi 

- la méthode de Jacobi, 

- la méthode de Ritz, 

- la méthode du sous-espace. 

[T] 
Commentaires 

Matrice de passage 

Matrice de changement de base au noeud i 

Matrice des coordonnées de la base locale 
dans le repère global 
(ligne de noeud non rectiligne) 

Matrice de rotation du repère d'inertie 
au repère local (couplage flexion/flexion) 

Pour des systèmes de grande dimension (nombre de degrés de liberté important), la 
méthode du sous-espace est très largement répandue et par conséquent sera retenue pour 
notre code. Elle consiste à appliquer de façon itérative la méthode de Ritz en améliorant 
les vecteurs de Ritz par itération inverse [22]. La méthode du sous-espace se décompose 
principalement en quatre opérations: 

1. Le choix de N Mk vecteurs propres initiaux. 

2. L'exécution d'une itération inverse pour calculer simultanément les N Mk vecteurs de 
Ritz {qi} en résolvant: 

[K]{qi} 
[K] [Q] 

[M] {xi} i = 1, ... ,NMk 

[M] [V] (2.126) 

3. L'application de la méthode de Ritz pour rechercher les vecteurs propres dans le sous­
espace de Ritz: 

([K]- Xi[M]) {Ai}= 0 (Jacobi) (2.127) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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où: 

2.6. Détermination des vecteurs de déplacements modaux 

[Q]T [K] [Q] 

[Q]T[M][Q] 
[Q]{A;} (2.128) 

4. L'utilisation d'un test de convergence sur "X; rendant nécessaire la répétition des opé­
rations 2, 3, 4 si celui-ci n'est pas satisfait. 

On démontre cependant que, lorsque les vecteurs de départ sont correctement choisis, 
les matrices [ K] et [ M] tendent vers des matrices diagonales, ce qui a pour effet d'accélérer 
la convergence, augmentant ainsi l'efficacité de la méthode de Jacobi. 

La méthode converge effectivement vers les N Mk plus petites valeurs propres à condi­
tion qu'aucun vecteur propre de départ ne soit orthogonal aux vecteurs propres recherchés. 
Les N Mk valeurs propres trouvées sont bien les N Mk plus petites valeurs d'après la propriété 
des suites de Sturm (séparation des valeurs propres). Pour cela, il faut décomposer la matrice 
[K]- P.·NMk + t:) [M] et vérifier qu'il existe N Mk pivots négatifs dans cette décomposition ( E 

est de l'ordre de 10-2 à 10-3 ). Remarquons que l'algorithme est nettement amélioré si, au 
lieu de calculer N Mk vecteurs propres, on utilise un sous-espace de dimension p supérieure 
à N Mk, en ne vérifiant que la convergence des N Mk plus petites valeurs propres. Bathe [14] 
propose d'utiliser p = Min(N Mk + 8, 2N Mk)· 

2.6 Détermination des vecteurs de déplacements modaux 

La formulation des équations de la dynamique exposée dans le chapitre 4 approxime 
les déformations des corps flexibles à l'aide de N Mk vecteurs de déplacements modaux :b' 
l = 1 à N Mk. Cette approximation est retenue de manière à appliquer la méthode de super­
position des déplacements de corps rigide et des déformations élastiques dans un repère local 
lié au corps considéré (cf. 4.3.2). Par conséquent, nous présentons dans cette section deux 
méthodes pour déterminer ces fonctions de forme modales. La première est basée sur l'emploi 
des fonctions de forme nodales alors que la seconde utilise des polynômes. Cette dernière 
technique est recommandée [23] pour le cas des poutres de section complexe, cadrant ainsi 
parfaitement au cas des pales. En effet, les vecteurs propres sont déterminés de façon discrète 
grâce à la formulation éléments finis et ils sont ensuite convertis en des fonctions continues 
par l'intermédiaire de fonctions de formes exprimées par des polynômes. La première tech­
nique est plus réservée au cas des poutres dans lesquelles on négligerait les contraintes de 
cisaillement (hypothèse des poutres minces). 

2.6.1 Expression à l'aide des fonctions d'interpolation nodales 

Pour exprimer les fonctions :b en fonction des fonctions d'interpolation nodales N/, il 

faut être en mesure d'utiliser les relations d'approximation nodales de type u =< N/ > { ui}. 
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Toutefois, ceci implique que la ligne de noeuds (centres des repères Rse) doit être confondue 
avec l'axe élastique de la pale afin de ne pas introduire de couplage membrane/flexion. En 
effet, nous avons vu au paragraphe 5.4.3 que ce type de couplage ne peut pas être traité 
grâce aux formulations éléments finis classiques utilisant les Nf (cf. § 5.3.1 ). 

Le vecteur'!:!:. s'exprime dans les différentes repères par: 

ui + vj + w!s_ 

UL+Vl+WK 
(2.129) 

(2.130) 

La relation (5.130) est équivalente à ( 4.8), partie II. Nous souhaitons exprimer les 
composantes U, V et W à 1 'aide des fonctions d'interpolation nodales Nf (tableau 5. 2) et 
des coordonnées modales 1Jt, l = 1 à N Mk. L'approximation par superposition modale permet 
d'exprimer les déplacements nodaux de la pale en fonction des N Mk coordonnées modales 
1]1 : 

<Un>= [V]{17} (2.131) 

avec: 

- < Un > vecteur des déplacements nodaux dans le repère de pale ( 0 Pt XY Z), 

- [V] matrice modale dont la [ème colonne est composée des coordonnées du vecteur 
propre associé au [ème mode de vibration 

et 

où Nddt est le nombre total de degrés de liberté de la poutre, 

- {17} le vecteur colonne des N Mk coordonnées modales. 

Par conséquent, pour le degré de liberté nddl E [1, Nddz], que l'on note ici Unddl : 

NMk 

Unddl = L x~ddl1]1 
1=1 

(2.132) 

(2.133) 

(2.134) 

Numérotons de la manière suivante les degrés de liberté des noeuds 1 et 2 de l'élément e: 
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130 2. 6. Détermination des vecteurs de déplacements modaux 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
(2.135) 

On peut alors dresser le tableau 5.9 qui résume les relations entre les degrés de liberté 
associés à l'élément e et les coordonnées modales 'T/1· 

TAB. 2.9 Relations entre degrés de liberté et coordonnées modales 
Traction 1 Flexion (XOp1Y) 1 Flexion (XOp1Z) 1 Torsion 

NMk NMk NMk NMk 

u1 = 2: xiry1 V1 = L x~ry1 w1 = 2: x~ry~ Ox1 = L x~ry1 
1=1 1=1 1=1 1=1 

NMk NMk NMk NMk 

u2 = 2: x~ry~ V2 = L x~ry1 w2 = 2: x~ry~ () X2 = L xio'Tll 
1=1 1=1 1=1 1=1 

NMk NMk 

OYI = L x~ry1 Oz1 = L x~171 
1=1 1=1 

NMk NMk 

Oy2 = L xi1'T11 Oz2 = L xi2'Tll 

1=1 1=1 

Soit [Q], la matrice de transformation (rotation) du repère local (0 xyz) au repère de 
pale ( Op1 XY Z) définie de façon analogue à (5.108) en remplaçant simplement r..p; par r..p 

(figure 5.30). 

Alors: 

{U} = [Q]{u} (2.136) 

où {U} est le vecteur colonne des coordonnées de Y:. dans ( Opz XY Z), c'est-à-dire 
< U V W > T et { u} le vecteur colonne des coordonnées de Y:. dans ( 0 x y z), < u v w > T 

La relation (5.130) s'exprime alors sous forme matricielle par: 

Y:.=< b > [Q]{ u} (2.137) 

où < b > est défini par : 

<l JI<> (2.138) 

Examinons maintenant la composante U, suivant l, du vecteur position Y:_. D'après (5.137): 

u uqu + vq12 + wq13 

<Nit> {ui}qu+ < N/Y > {vi}q12+ < N/z > {wi}q13 
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Posons: 

< Nit > { ui}qu 

< N/Y > { vi}q12+ < N(z > { Wi}q13 

(2.141) 

(2.142) 

où les Nf, u;, v; et w; sont définis dans le tableau 5.2 et les qij les éléments de la matrice 
[Q]. / 1 peut encore s'écrire à l'aide des relations (5.134) et (5.136): 

NMk 

L xi171 
1=1 

NMk 

L X~1]1 
1=1 

NMk 

L X~1]1 
1=1 e 

que l'on exprime de façon plus condensée par: 

Exprimons maintenant / 2 : 

NMk 

/2 = L ( ( q12 q22 q32 ) [X1]e 
1=1 

:t :! :!J { 
~[X 1]e 

Nf 
0 
N~ 
0 

NMk 

L X~1]1 
1=1 

NMk 

L X~1]1 
1=1 

NMk 

L X~7]1 
1=1 

} qu)~l 

e 

(2.143) 

(2.144) 

(2.145) 

Par conséquent, la composante suivant L du vecteur 1! vient d'être mise sous la forme: 

NMk 

u = :L c/>111]1 (2.146) 
1=1 

Ainsi, la coordonnée c/>11 du vecteur de forme modale t s'exprime à l'aide des différentes 

fonctions d'interpolation nodales N/, des coefficients qij de la matrice de transformation [ Q] 
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et des coordonnées x~ du vecteur propre associé au [ème mode de vibration de la pale. Un 
développement analogue à celui mené pour U nous permet d'en déduire que les composantes 
cP21 et cP3l s'expriment par: 

) [X
1
], { ~: } q,d ( q" 

Nf y 
1 q22 

Nfz 
cP21 = \ qu q21 q31 q22 q32 J [X1]e 2 q23 + Nf y 

3 q22 

Nfz 
4 q23 

(2.147) 
Nfz 

1 q23 

Nf y 
\ q13 q23 q33 J [X1]e 2 q22 

Nfz 
3 q23 

Nf y 
4 q22 

et: 

) [X
1
], { ~: } q3d ( q" 

N!y 
1 q32 

Nfz 
cP3l = \ qu q21 q31 q22 q32 J [X1]e 2 q33 + Nf y 

3 q32 

Nfz 
4 q33 

(2.148) 
NJz 

1 q33 
Nf y 

( q13 q23 q33 J [X1]e 2 q32 

Nfz 
3 q33 

Nf y 
4 q32 

Remarquons que U(X, t) est la composante suivant 1 de la déformée de la pale résultant 
de la superposition deux phénomènes: 

- UJ(X, t), le raccourcissement de la pale sous l'effet de son fléchissement, 

- Ut(X, t), l'allongement de la pale sous l'effet de l'effort centrifuge et de la pesanteur. 

Or, on peut raisonnablement négliger l'allongement de la pale devant les autres défor­
mations, car les rigidités équivalentes de traction-compression (cf. § 5.3.3) des sections de la 
pale sont élevées. Donc, U(X, t) ::::::! U1(X, t). Ceci revient alors à supprimer les termes qi1 , 

i = 1 à 3, dans les expressions (5.146), (5.147) et (5.148) des coordonnées du vecteur Pr 

De plus, les conditions aux limites à l'encastrement de la pale satisfont la relation ( 4.56) 
car, au pieds de pale U(X = 0) =< U1 Vi W1 >e=ep ( ep numéro de l'élément en pieds de 
pale): 

Ut= 0 } 
Vi = 0 ~ cP il ( 0) = 0 
w1 = o 

pour i = 1 à 3 (2.149) 
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pour les translations et pour les rotations fl_(X = 0) =< Bx1 ()Yl Bz1 >e=ep : 

Bx1 = 0 } 
()YI = 0 {:::=:} <Pn'(O) = 0 pour i = 1 à 3 
Bz1 = 0 

(2.150) 

2.6.2 Approximation polynômiale des fonctions de forme modales 

Les pales étant assimilables à des éléments de poutre unidimensionnelle (cette suppo­
sition peut être également reprise pour le pylône et la ligne d'arbre), les fonctions de forme 
modales ne dépendent que d'une seule variable d'espace, en l'occurrence l'abscisse curviligne 
notée ici ç. On se propose donc d'approximer ces fonctions par des polynômes. Pour cela, on 
rappelle que le déplacement du point p après déformation élastique du corps Bk est donné 
par Y:..k tel que: 

NMk 

Y:..k(r_k) = I: gt(r_k) TJt (2.151) 
1=1 

où r_k est le vecteur position du point p avant déformation dans le repère local bk 
(figure II-4.5). Dans ce même repère doté de la base orthonormée {f~7}: 

3 

Y:..k(r_k) = L u7(r_k)Q7 (2.152) 
i=l 

et: 

3 

p_~(r_k) = I: <P7t(r_k) !l (2.153) 
i=l 

D'où: 

(2.154) 

On souhaite rechercher la composante <PMr_k) sous la forme d'un polynôme: 

Nd 

<P7z(f.) = L amf.m (2.155) 
m=O 
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où Nd est le degré maximal du polynôme et ê, la variable d'espace. Nd est choisi suivant 
la composante i et le mode l. La détermination des am revient à minimiser E définit par 10

: 

Nn 

L [<Piz(Çp)- <Pizp] 2 ~:; E (2.156) 
p=l 

avec: 

- Nn nombre de noeuds de la pale discrétisée, 

N 

- <Piz(Çp) = L amê,;', 
m=O 

- ê,p abscisse du noeud p, 

- <Pilp composante i (i = u, v, w) associée au déplacement du noeud pau [ème mode de 
déformation. 

On a en effet, pour le déplacement nodale Unddl du noeud p correspondant au degré de 
liberté nddl (nddl E [1, Nddl]) du vecteur< Un > des déplacements nodaux: 

déplacements du noeud p 

(2.157) 

la relation : 

(2.158) 

où x~ddl est un élément de la matrice modale [V] définie par la relation (5.131). Mini­
miser E, c'est chercher les coefficients am tels que, Vm E [0, N]: 

(2.159) 

Or: 

(2.160) 

10. L'indice k est sous entendu afin d'alléger les écritures 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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Par conséquent, pour m donné: 

Nn Nn Nn Nn 

ao L ç; +···+am L ç;m +···+aN L Ç~+m = L ç;<Pilp (2.161) 
p=l p=l p=l p=l 

Par suite, les (Nd+ 1) coefficients am vont être déterminés par la résolution d'un système 
d'équations dont la forme matricielle est donné par: 

Nn Nn Nn 
Nn I:ç; I:ç~ 2::: <Pilp 

p=l p=l ao p=l 

Nn Nn Nn Nn 

I:ç; l:ç;j Lç~+N a· J 2::: ç;<t>ilp (2.162) 
p=l p=l p=l p=l 

Nn Nn Nn Nn 

I:ç~ Lç;+N I:ç;N aN 2:: ç~ <Pilp ..____. 
p=l p=l p=l ~{a} p=l 

~[A] ~{B} 

Soit encore, en introduisant [A], {a} et {B}: 

[A]{a} = {B} (2.163) 

Introduisons maintenant les conditions aux limites. Pour cela, distinguons les en deux 
catégories : 

- conditions aux limites en Ç =O. Dans le cas de la pale, l'abscisse Ç = 0 correspond 
au pied de pale (avec la notation du chapitre 4, ceci revient à poser r..k = .Q), c'est-à-dire 
en terme de liaison, à un encastrement. Par conséquent 

{ 
<J!:, (.Q) = Q trans:ations bloquées 

p_~ (.Q) = Q rotatwns bloquées 
(2.164) 

L'introduction de ces conditions aux limites se traduit par la suppression de la ligne 
et la colonne correspondant à ao et a 1 dans le système d'équations (5.162). Il est 
important de remarquer que nous satisfaisons par la même occasion les conditions im­
posées aux fonctions de formes modales (équation 4.56)) pour être compatibles avec la 
mise en équation d'un système multicorps souples suivant la méthode de superposition 
(cf. § 4.3.2) des déformées et des déplacements rigides, 
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- conditions aux limites en Ç =J O. En particulier, en extrémité de pale, les charge­
ments sont tels que 

<P~/' ( 1) 0 moment de flexion autour ( Op1 Y) nul 

<P~/' ( 1) 0 moment de flexion autour (Op1Z) nul 

<P~/'' ( 1) 0 effort tranchant suivant ( Op1 Y) nul (2.165) 

<P~/'' ( 1) 0 effort tranchant suivant ( Op1 Z) nul 

<Pî/ (1) 0 torsion 

Il faut maintenant rajouter dans le système (5.162) les équations correspondant à ces 
conditions aux limites. De façon générale, si l'on a ncL conditions aux limites en Ç = 3 
telles que <I> = <Pi1(3), et 

<I>' dérivée première 

(2.166) 

(2.167) 

dérivée d'ordre supérieur 

alors la nouvelle matrice [A'] issue de [A] a pour dimension (Nd+ 1, Nd+ 1 + ncL) et le 
nouveau vecteur {B'} pour dimension (Nd+ 1 + ncL). Mais, la dimension du vecteur 
des coefficients am, {a}, reste inchangée 

Nn 

L:ç;N 
p=l 

'=N 
~ 

N::::N-1 

Nn 

L: <Pilp 
p=l 

(2.168) 

p=l 

Pour retrouver un système carré, il suffit de multiplier le nouveau système matriciel 
par [A']T: 

[A']T[A']{a} = [A']T {B'} (2.169) .._,_.... ~ 
~[A"] { ~B"} 

La solution {a} sera celle qui minimise la norme 

II{B"}- [A"]{a}ll (2.170) 
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Finalement, il faudra résoudre 3 x N Mk le système d'équations (5.169) afin d'obtenir 
une approximation de Y:_k (r_k) par des polynômes. 

L'avantage de cette méthode est que l'on peut aussi mesurer les À; et les {xi} sur des 
pales réelles et les lisser ensuite sous forme de polynômes pour: 

- les comparer aux résultats éléments finis, 

- les inclure dans le calcul des efforts. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 





Chapitre 3 

Modélisation structurale des autres 
sous-ensembles 

3.1 Introduction 

Nous venons d'achever la modélisation mécanique des pales et les deux sous-ensembles 
restant se composent de la nacelle et du pylône. Pour ce dernier, le traitement va être ex­
trêmement simple puisqu'il s'agit d'une poutre élancée de section tubulaire (nous laissons 
de côté les pylônes en treillis et en béton). Par contre, la nacelle est beaucoup plus pro­
blématique. Dans cette nacelle figure la ligne d'arbre, chargée de transmettre la puissance 
mécanique générée par le couple aérodynamique vers le rotor de la génératrice. Plus que la 
nacelle en générale, c'est cette ligne d'arbre qu'un effort particulier de modélisation doit être 
entrepris. Malheureusement, la complexité, d'un point de vue constructif et dynamique, de 
ce sous-ensemble ne va pas nous permettre de proposer un modèle en tant que tel. Il faudrait 
en effet développer une volume d'investigations que nous ne pouvons pas prétendre intégrer 
dans cette démarche de recherche. C'est en conscience de cela que nous nous limitons ici à 
rappeler le lien qu'il conviendra de tisser entre une modélisation soignée de la dynamique de 
la ligne d'arbre et les éléments intervenant dans la mise en équation du système telle que 
nous la proposons. 

3.2 Pylône 

Nous excluons d'ores et déjà le cas des pylônes en béton ou en treillis métalliques, 
qui ne constituent plus le choix de la majeure partie des fabriquants d'éoliennes actuelles. 
Le pylône métallique de section tubulaire est maintenant considéré comme un standard et 
c'est celui que nous allons traiter. Par conséquent, cette solution technologique nous permet 
de classer le pylône comme une poutre encastrée de forme élancée et de section circulaire 
constituée d'un matériau isotrope qui est l'acier. Ces caractéristiques nous laisse le choix 
entre une modélisation par l'application de la résistance des matériaux, conduisant à des 
expressions analytiques, ou par une approximation par éléments finis, comme pour les pales. 
Nous allons privilégier cette dernière modélisation, car tous les éléments sont maintenant 
réunis pour traiter ce cas trivial de poutre que constitue le pylône. Il est donc inutile de 
revenir sur tout l'aspect modélisation et nous rappelons simplement que la finalité de cette 
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modélisation éléments finis est de pouvoir déterminer les vecteurs de de déplacement modale 
1!_~ du zème mode de déformation (l = 1 à N Mk) tels que: 

NMk 
uk L :E_~(r_k) TJI(t) 

1=1 

NMk 
c(k)wPk L p_;k(r_k) ryl(t) (3.1) 

1=1 

où r_k est le vecteur position d'un point quelconque du pylône dans le repère local 
bk (confondu avec le repère galiléen dans ce cas puisque le pylône est encastré) et TJt la 
[ème coordonnée modale associée au [ème mode propre de déformation du pylône. Nous ne 
retiendrons qu'au maximum les deux premiers modes de déformations dans chaque direction, 
car les autres sont beaucoup trop élevés pour intervenir sur la dynamique de l'éolienne. 

3.3 Modélisation de la ligne d'arbre 

La multiplicité des configurations et des organes de la transmission de puissance rendent 
la modélisation de cette transmission complexe. Par quelle méthode tous les éléments mé­
caniques de la ligne d'arbre vont pouvoir être intégrés dans la dynamique de l'éolienne? La 
réponse tient au vaste domaine des études des machines tournantes pour lesquelles le souci 
principal reste la détermination des vibrations et des vitesses dangereuses de la ligne d'arbre. 
Sous l'appellation ligne d'arbre, on entend l'ensemble des organes en rotation (arbres de 
transmission, engrenages, accouplements, etc) qui constituent la transmission de puissance. 
Par conséquent, une description complète d'une ligne d'arbre nécessite de connaître parfaite­
ment les caractéristiques telles que l'inertie et la raideur de chaque organe tournant. D'autre 
part, une ligne d'arbre peut fort bien posséder plusieurs arbres secondaires en parallèles (sor­
ties multiples d'un multiplicateur attaquant plusieurs génératrices par exemple) et donc ne 
pas systématiquement former une ligne en tant que telle. Nous excluons de notre étude ces 
configurations, car elles restent limitées dans les agencements actuelles de nacelles pour des 
raisons d'encombrement (l'avantage étant de savoir si une grosse génératrice est plus lourde 
que plusieurs génératrices pour la même puissance). La dynamique d'une ligne d'arbre d'éo­
lienne est influencée par les mouvements de balancement du pylône (d'avant en arrière et 
de côté), par la déformation des pales, le moyeu et l'arbre lent (lorsqu'il est présent), le 
multiplicateur (type d'engrènement, souplesse du montage sur le bâti) l'arbre rapide et le 
rotor de la génératrice ainsi que son comportement électrodynamique. Nous voyons donc 
que l'incorporation de la dynamique de le ligne d'arbre demande un traitement spécifique. 
Nous souhaitons simplement apporter ici les quelques éléments sur la modélisation d'une 
ligne d'arbre qui viendront s'inscrire dans les équations de la dynamique de l'éolienne tripale 
présentées dans le chapitre IV-2. En effet, nous rappelons encore une fois que l'incorporation 
des déformations des solides se fait par l'intermédiaire des vecteurs de déplacement modale 

~· 
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3.3.1 Principe de calcul d'une ligne d'arbre équivalente 

La modélisation d'une ligne d'arbre s'articule en deux étapes. La première consiste à 
substituer les organes d'une ligne d'arbre qui se résument à des arbres épaulés, des accouple­
ments, des réducteurs, par des modèles équivalents constitués de disques d'inertie Ii reliés 
entre eux par des ressorts de torsion sans masse, de rigidité torsionnelle ki. L'agencement de 
ces modèles selon la disposition constructive réelle de la ligne d'arbre, doit au final rame­
ner celle-ci à une ligne dynamiquement équivalente formée des n disques d'inertie Ii et des 
rigidités de torsion ki précédemment déterminées (figure 6.1). 

Arbre lent 

1 

1 
1 
1 
1 

Id -1: 
~ ~ 

,, JI 
JI Il ,, ,, 
Il JI 

==îr-~~~---------+~~~ 
......._.1~--n---,, --- ,, --
K I<2 ~~ Il 

Il Il 
ji ji ,, ,, 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 

1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

FIG. 3.1 Réduction de la ligne d'arbre réelle à une ligne équivalente 

La seconde étape consiste à rechercher les pulsations propres de ce système mécanique 
sachant que sa mise en équation suit les hypothèses suivantes : 

le système obéit à la loi de Hooke (élasticité linéaire), 

seules les déformations de torsion sont prises en compte, 

le système est conserva tif (pas d'amortissement), 
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- l'axe de rotation est un axe du réfPrentiel fixe, 

- les centres de gravité des disques appartiennent à l'axe de rotation, 

- l'axe de rotation est l'axe principal d'inertie. 

Soulignons que la quatrième hypothèse ne nous permet pas de tenir compte de l'effet 
de balancement du mât, puisque dans ce cas, l'axe de rotation de la ligne d'arbre n'est plus 
un axe fixe. Les équations de mouvement des n disques d'inertie reliés par ( n - 1) rigidités 
de torsion et repérés en rotation par l'angle ()i est de la forme: 

[M]{ ë} + [L]{ B} = 0 (3.2) 

avec [ M] matrice de masse des inerties : 

[M] = [ I1 0 ] 

0 In 

(3.3) 

et [L] matrice carrée des rigidités: 

kl -kl 0 
-kl kl + k2 -k2 

[L] = -k2 k2 + k3 -k3 (3.4) 

0 

et enfin: 

. (3.5) 

La résolution numérique de ce type de système d'équations différentielles du second 
ordre sans second membre ne présente aucune difficulté. Néanmoins, lorsque le nombre de 
degrés de liberté devient important, il faut se concentrer sur une méthode qui puisse répondre 
à ce type de problème. C'est pourquoi, pour la catégorie de ligne d'arbre que nous devons 
traiter, l'algorithme de Rutishauser [24] peut-être adopté. Cette méthode permet de calculer 
toutes les pulsations propres de torsion d'un système conservatif. Notre objectif est de dé­
terminer les vecteurs de déplacement modale p_~ qui interviennent dans la mise en équation 
de l'éolienne; on rappelle que, si la ligne d'arbre est repérée par l'indice k, alors: 

NMk 

Y:.k L ~(r.k) r71(t) 
1=1 

NMk 

wk I: cJ!/(r.k) i11( t) (3.6) 
1=1 

Partie II. Modélisation mécanique de l'éolienne à axe horizontal 
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où r..k est le vecteur position du point appartenant à la ligne d'arbre. Or, nous avons 
supposé que les déformations de la ligne d'arbre se limitaient à de la torsion pure. Par 
conséquent, si dans le repère local bk l'axe de vecteur directeur Q.~ correspond à l'axe de 
rotation de la ligne d'arbre, alors: 

NMk 

wk L <P;k iJz(t) Q~ 
l=l 

k bk 
wl -1 (3.7) 

Le calcul des vecteurs propres et des modes propres de l'équation (6.2) nous permet 
d'en déduire l'expression de w~(Pk)· Si On représente l'angle de déformation au point Pk (Pk 
est en bout de ligne et appartient au moyeu, cf. § IV-2), alors: 

NMk 

On= L X~7]t (3.8) 
l=l 

où les x~ sont extraits de la matrice modale [V] définie de façon analogue à la rela­
tion (5.132) et telle que: 

< o >= [v]{ 77} (3.9) 

D'où: 

(3.10) 

Par suite: 

pour l = 1 à N Mk (3.11) 

Ensuite, les P.7(Pk) associés à la ligne d'arbre peuvent être déduites des déformations 
angulaires grâce à la proportionnalité entre déformations et déplacements. 

Une seconde méthode de détermination des vecteurs de déformation modale consisterait 
à traiter la ligne d'arbre équivalente comme une poutre épaisse axisymétrique et à utiliser 
alors les développements éléments finis exposés sur les pales. 
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Modélisation aérodynamique du rotor 
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Notations 

Latines 

Majuscules 

A0 : altitude des rugosités du sol 
A : foyer aérodynamique. Aire du disque rotor 
Amoy : altitude de l'axe du moyeu 
APyl : altitude du sommet du pylône 
Ar : surface mouillée du rotor 
Aref : altitude de référence 
C : facteur d'échelle de la fonction de Weibull 
cd : coefficient de traînée 
Cf x : projection des coefficients aérodynamiques suivant l'axe ( OX) 
Cfy : projection des coefficients aérodynamiques suivant l'axe ( OY) 
Cz : coefficient de portance 
Cz,2D : coefficient de portance pour une envergure d'aile infinie 
Cz,3D : coefficient de portance corrigé par les effets tridimensionnels de l'écoulement 
Cm : coefficient de tangage 
Cp : coefficient de puissance 
F : fonction de distribution cumulative des occurrences. Facteur de pertes en extrémité 
Kc : coefficient d'obliquité du sillage 
Ls : longueur de stabilité de Monin-Obukhov 
M : débit massique 
M~ :moment des forces aérodynamiques par rapport au point P 
NP : nombre de pales 
N Seg : nombre de segments discrétisant la pale suivant son envergure 
NrL : nombre de tourbillons libres 
P : puissance du rotor 
Pv : densité de puissance du vent 
Pv : densité annuelle de puissance 
U0 : vitesse d'entraînement non corrigée 
V : vitesse instantanée du vent 
V.. : vitesse de friction 
vh : intensité de la composante horizontale du vent perturbé 
Vmoy : intensité de la composante horizontale du vent amont à l'altitude du moyeu 
V,.ef : vitesse du vent à l'altitude de référence Are! 

Vaup : intensité de la composante horizontale du vent amont à l'altitude maximale d'une 

149 



150 

extrémité de pale 
Vo : intensité de la composante horizontale du vent amont stationnaire 
V]_ : vitesse du vent à l'infini aval du plan rotor 
R : envergure de la pale 
Ra : rayon du moyeu 
Raval : rayon du sillage à l'infini aval du plan rotor 
Rda : envergure du début de la zone aérodynamique 
Rfa : envergure de la fin de la zone aérodynamique 
S : surface portante de la pale 
T : effort axiale s'exerçant sur le disque rotor 
W : vitesse relative du vent incident 
W0 : vitesse relative du vent incident non corrigée 
Z : altitude courante 

Minuscules 

a 
c 
co he 
dG 

dla 
dld 
dL 
dlx 
dly 
de 
di 
dM 
dMP 

a 

dpr 
dr 
dw 

!v 

:facteur d'induction axial (a= v/V0 ) 

: direction c =X, Y ou Z 
: cohérence entre deux positions séparées dans la direction c 
: couple élémentaire s'exerçant sur le rotor 
: force aérodynamique résultante élémentaire 
: force élémentaire de traînée 
: force élémentaire de portance 
: projection sur l'axe ( OX) des forces aérodynamiques élémentaires 
: projection sur l'axe ( OY) des forces aérodynamiques élémentaires 
: coefficient d'atténuation dans la direction c 
: abscisse curviligne le long du profil 
: débit massique élémentaire 
: moment par rapport à P des forces aérodynamiques élémentaires 
: distance suivant l'axe ( OX) d'un point P à l'axe vertical du pylône 
: envergure élémentaire 
: vitesse induite par un tourbillon d'intensité df 
: fonction de distribution des occurrences de la vitesse du vent stationnaire 

g : fluctuation horizontale de la vitesse du vent amont 
k : facteur de forme de la fonction de Weibull 
l : corde du profil à l'envergure r 
Pamont : pression au voisinage amont du plan rotor 
Patm : pression atmosphérique 
Pavai : pression au voisinage aval du plan rotor 
Ps : pression sur l'enveloppe du sillage 
rm : rayon de singularité 
rpyt : rayon du pylône à l'altitude Z 
rrL : position en envergure d'un tourbillon libre 
u : composante tangentielle de la vitesse induite w (au niveau du plan rotor) 
u, v, w : composantes du vent dues à la présence du pylône 
v : composante axiale de la vitesse induite w (au niveau du plan rotor) 
v0 : composante axiale moyennée sur le disque rotor 
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w : vitesse induite (au niveau du plan rotor) 

Grecques 

Majuscules 

!:ile : distance entre deux positions séparées dans la direction c 
C:i IJi : pas azimutal du sillage 
!:ii : intervalle de temps moyen 
r : circulation 
r 00 : circulation associée au rotor pour un nombre de pales infini dont la corde tend vers 

zéro 
A : allongement de la pale 
n : vitesse de rotation du rotor 
IJi s : fonction de stabilité atmosphérique 

Minuscules 

o: : exposant de la loi en puissance du modèle de gradient de vent. Angle d'incidence 
o:0 : incidence non corrigée 
O:'i : angle d'incidence induit 
f3 : angle de calage 
X : angle d'obliquité du sillage 
rt : rendement du rotor 
1 : coefficient de solidité locale du rotor 
;;, : constante de Von Karman 
f-l : ratio de la pale (envergure/ corde moyenne) 
<P : angle apparent 
<Po : angle apparent non corrigé 
<Pr,b : position azimutale de la pale b 
</Yy : angle de désalignement du vent amont avec l'axe du rotor 
p : masse volumique de l'air 
r : durée d'une rafale 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 





Chapitre 1 

Caractéristiques du vent 

1.1 Introduction 

Par définition, le vent est l'air en mouvement relatif par rapport à la surface de la 
terre. La première cause de ce mouvement est le réchauffement inégal de la terre (rotondité) 
par les radiations solaires. Pour une large part, l'air n'est pas directement réchauffé, car les 
radiations sont d'abord absorbées par la surface terrestre puis transférées sous diverses formes 
dans l'atmosphère environnante. Comme la surface terrestre est non homogène (terres, mers, 
déserts, forêts, etc) la proportion d'énergie qui est absorbée varie à la fois dans l'espace et 
dans le temps. Ceci crée des différences de température, de densité et de pression au sein de 
l'atmosphère qui, au final, génèrent les mouvements de l'air. La seconde cause importante 
du mouvement de l'air sur de grandes échelles est due à la rotation de la terre donnant lieu 
à deux effets. Le premier d'entre eux est la création de forces appelées forces de Coriolis qui 
accélèrent chaque particule d'air en mouvement. Lorsque les mouvements de l'air atteignent 
un état stationnaire, les forces de Coriolis équilibrent les forces dues au gradient de pression, 
menant alors à un déplacement de l'air approximativement le long des isobares: il s'agit 
du vent géostrophique. Le second effet de la rotation de la terre sur le mouvement de l'air 
est une accélération du vent de l'ouest vers l'est au niveau des latitudes moyennes. Comme 
les particules d'air sont en rotation, elles possèdent un moment angulaire. Or, les particules 
d'air migrent vers les pôles (à une altitude presque constante) en se rapprochant de l'axe de 
rotation de la terre. Par conséquent, la conservation de ce moment impose une accélération 
des particules fluides. L'échelle de cette description est planétaire et nous allons au cours de 
ce chapitre glisser progressivement vers les dimensions dans lesquelles une éolienne est mise 
en action. Ensuite, nous nous attarderons sur la manière dont on peut classer les origines 
des efforts aérodynamiques en distinguant, d'une part, les régimes de vent stationnaire à 
l'origine de chargements aérodynamiques cycliques et d'autre part, les turbulences à l'origine 
des chargements dynamiques. 

1.2 Mise en situation de l'éolienne 

La fonction de l'éolienne est de capturer l'énergie du vent pour la transformer en énergie 
électrique. L'unité de mesure fondamentale est la densité de puissance du vent, Pv, en Wjm2 

donnée par: 
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1 3 
Pv = "2pV 

1.2. Mise en situation de l'éolienne 

(1.1) 

avec p densité de l'air (kgjm3 ) et V intensité de la composante horizontale de la vitesse 
du vent [m/s]. Le critère de choix pour installer des éoliennes sur un site est donné par.la 
densité moyenne annuelle de puissance en [W/m2

]: 

Pv = O, Sp 1 V 3 dt 
8760 an 

(1.2) 

avec t en heure. A partir de Pv, on définit alors des classes de puissance du vent (ta­
bleau 1.1). On considère que pour une classe d'un niveau supérieur ou égal à 3, l'exploitation 
de l'énergie éolienne devient potentiellement intéressante. 

TAB. 1.1 Définition des classes à partir de la densité moyenne an­
nuelle de puissance à 50 m d'élévation {1} 

1 Classe 1 Pv 1 Vitesse du vent équivalente (m/s) 1 

1 0-200 0,0-5,6 
2 200-300 5,6-6,4 
3 300-400 6,4-7,0 
4 400-500 7,0-7,5 
5 500-600 7,5-8,0 
6 600-800 8,0-8,8 
7 800-2000 8,8-11,9 

D'autre part, les mouvements atmosphériques se produisent selon plusieurs éçhelles 
d'espace (du mètre aux milliers de kilomètres) et de temps (de la seconde à une dizaine 
d'années). Les éoliennes s'intègrent dans une échelle de vent d'environ 100 mètres en espace 
et 7 à 10 heures en temps. L'échelle la plus large (échelle climatique) inclue les variations 
saisonnières et les fluctuations annuelles du vent qui est alors utilisée pour définir les res­
sources potentielles d'une région. Un site d'implantation, en plus de sa classe, est choisi en 
fonction des fluctuations du vent sur une échelle s'étendant d'environ 80 m à 100 km et de 
40 min à 4 ans. 

Si nous descendons maintenant à l'échelle de l'éolienne, c'est-à-dire une centaine de 
mètres, nous devons distinguer deux catégories de régime de vent qui donnent naissance 
aux charges aérodynamiques. Le premier est le régime de vent quasi-stationnaire associé à 
la composante principale du vent moyennée par rapport au temps, le second est le régime 
de vent instationnaire associé aux rafales ainsi qu'à la turbulence du vent. D'autre part, la 
vitesse instantanée V du vent en un point P(X, Y, Z) de l'espace présente trois composantes 
(figure 1.1) que nous allons préciser dans les paragraphes suivants. Le plan (X PZ) contient 
l'axe du pylône. 
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(PX) 
(PZ) 

(OZ)Py 
' 
' 

-.QPy 

(OX)Py 

(OY)Py 

FIG. 1.1 Décomposition de la vitesse instantanée du vent en un point 
de l'espace 

1.3 Régime de vent quasi-stationnaire 

Des périodes de 10 minutes à 1 heure ont été définies comme acceptables pour qualifier 
un régime de vent dit stationnaire [2]. Dans le but de préciser la succession dans le temps de 
ces périodes, nous allons introduire plusieurs définitions. Ensuite, nous préciserons le profil 
du vent stationnaire qui agit sur l'éolienne. 

1.3.1 Caractéristiques temporelles 

Le caractère quasi-stationnaire du vent est donné par des études statistiques où appa­
raissent deux notions importantes : 

- la distribution des occurrences qui est la durée cumulée d'une intensité donnée de la 
vitesse du vent pendant un an. Cette distribution peut être définie en transformant la 
relation (1.2) 

o, 5p 1 v3 dt = o, 5p foo v3 !v dV 
8, 760 an 8, 760 Jo (1.3) 

avec 

- !!!._1 - !!:._ > fv - dV an- dV [F(Vl_ - V)] (1.4) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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où fv est la fonction de distribution des occurrences de la vitesse du vent stationnaire 
en [(hjan)/(m/s)], Fla fonction de distribution cumulative des occurrences en [h/an], 
et enfin V]_ une valeur arbitraire de V en [m/s]. Plusieurs modèles ont été proposés 
pour fv [1]. Néanmoins, la distribution de Weibull semble faire l'unanimité et définit 
l'équation de la courbe de durée F par 

(1.5) 

où C est le facteur d'échelle en [m/ s] et k le facteur de forme. Par conséquent, la 
fonction de Weibull de distribution des occurrences vaut: 

1.2 

1 
j\ f(V ) = 8,~60k t)k-1 e-( r)k --

1 \ 
1 \ 
1 \ 
1 \ 

/ ~ --

0.8 

Distribill:.m 

0.4 

0.2 

0 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 

Vitesse du vent normalisee V/ C 

FIG. 1.2 Distribution de Weibull des occurences du vent pour k 
2,29 etC= 7,07 m/s 

(1.6) 

3 

La détermination de ces facteurs peut être réalisée suivant différentes méthodes dépen­
dant des données dont on dispose et de la précision souhaitée [3], 

- la persistance qui est la durée pendant laquelle la vitesse du vent a une intensité 
comprise dans un certain intervalle. Notons que certains auteurs [4] on définit un 
modèle mathématique pour estimer la fonction de distribution de la persistance. 

Ces deux définitions sont complémentaires et l'exemplesuivant permet de s'en convaincre: 
une distribution des occurrences peut indiquer que le vent d'été souffle pendant 25 % du 
temps en dessous de le plage de démarrage (cf. § IV-3.2) de l'éolienne, tandis qu'une analyse 
de la persistance montre comment les périodes de non fonctionnement sont distribuées en 
terme d'étalement dans le temps (figure 1.3). 
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Occurrences [hjan] 

V [m/s] 

0,5 2 V [m/s] 

FIG. 1.3 Illustration d'une distribution des occurrences et de la per­
sistance 

t [s] 

D'autre part, il existe une corrélation entre l'intensité du vent stationnaire et celle des 
turbulences. Par conséquent, la distribution des occurrences se positionne comme un facteur 
significatif pour la durée de vie en fatigue de l'éolienne et de ses composants. La persistance 
quant à elle fournit une information sur la production énergétique potentielle d'un site. Plus 
elle est élevé, plus la production sera uniforme et sûre. 

1.3.2 Gradient vertical de vent 

Pour un vent parfaitement stationnaire, si l'on mesure suivant l'altitude Z la compo­
sante horizontale Va de la vitesse du vent (pour Y fixé, figure 1.1), on constate que celle-ci 
évolue verticalement comme le montre la figure 1.4. 

FIG. 1.4 Représentation du gradient de vent 

Ce profil de vitesse nous montre qu'en raison de ce gradient (également appelé cisaille­
ment) et même pour un régime de vent stationnaire, le rotor subit des charges cycliques 
qui vont affecter la durée de vie de la machine. Plus l'altitude augmente, moins cet effet 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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de gradient est sensible, d'où l'intérêt évident d'adopter des pylônes de grande dimension. 
Cette contrainte n'est bien sûr pas sans conséquence sur l'installation et le comportement 
dynamique de la machine. Le gradient de vent dépend essentiellement de la nature du terrain 
et peut être modélisé de plusieurs façons, pour lesquelles on suppose que la nature du terrain 
est invariante suivant Y (figure 1.1}, à l'exception de la première description: 

1. Description expérimentale. A partir de relevés sur le site, on établit un fichier de 
données relatif au cisaillement du vent. Les données sont alors directement intégrées 
au niveau de la simulation numérique des charges aérodynamique sur l'aérogénérateur. 

2. Description linéaire par morceaux. Elle est définie pour la partie au-dessus de 
l'axe du moyeu par 

avec 

V0 (Z) : vitesse du vent à l'altitude courante Z 
Vmoy : vitesse du vent amont mesurée à l'altitude de l'axe du moyeu [m/ s] 
Vsup : vitesse du vent amont mesurée à l'altitude maximale d'une extrémité de 

pale [m/s] 
Amoy : altitude de l'axe du moyeu [m] 

et pour la partie en dessous de l'axe du moyeu par 

z 
Vo(Z) = Vmoy-A 

moy 

3. Description en loi puissance. Cette loi est définie par 

Vo(Z) = Vmoy (A~oy) 
0 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

où l'exposant a caractérise la nature du terrain. Le tableau 1.2 donne les valeurs usuelles 
de a [5]. 

4. Description logarithmique. La loi de distribution du vent est donnée par [6] 

[ 

ln (i) ] 
Vo(Z) = Vmoy ln ( ~oy) (1.10) 
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TAB. 1.2 Valeurs usuelles de a= 0.24 + 0.096log A 0 + 0.016(log A0 )
2 

[5} 
Nature du terrain Inégalité du sol Exposant a 

Ao en cm 

Plat: glace, neige, mer, marécages, 
herbes courtes 0 à 20 0.08 à 0.12 

Peu accidenté: champs et pâturages, 
cultures 20 à 200 0.13 à 0.16 

Accidenté: bois, zones peu habitées 1000 à 1500 0.20 à 0.23 

5. Description logarithmique/linéaire. Elle est semblable à celle précédemment dé­
crite, sauf qu'elle intègre une fonction de stabilité atmosphérique W s dépendant de 
Z/Ls 

Vo(Z) = ~ [ln (~0 ) +'lis(~)] pour Z >> Ao (1.11) 

où Ls est la longueur de stabilité de Monin-Obukhov [8] en [m] et "' la constante de 
Von Karman, approximativement égale à 0, 4 et V,. la vitesse de friction [m/ s]. Cette 
vitesse étant difficile à évaluer, on détermine plutôt le rapport V../"' par 

pour Z >> Ao (1.12) 

avec V,.ef vitesse du vent à l'altitude de référence Aref· Le terme 'lis est fonction de 
la distribution verticale de la température qui est modifiée par la nature du sol et 
l'alternance du jour et de la nuit [9]. Trois états de stabilité sont possibles: stable, 
stabilité neutre et instable. Pour les applications éoliennes, la littérature propose alors 

Ws 0 atmosphère neutre 
z 

atmosphère stable Ws 4,5 Ls pour Z:::; Ls 

Ws 4,5 [1 +ln(~)] pour Z > Ls 
(1.13) 

z 
atmosphère instable Ws -0,5y- pour Z:::; Ls 

Ws -0,5 [;+ln(:,)] pour Z > Ls 

le rapport Z / Ls est généralement pris sur des tables définies empiriquement. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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1.4 Régime de vent instationnaire 

Une variation de la vitesse et de l'orientation du vent pendant une période inférieure 
à 1/10 d'heure est considérée comme un régime de vent instationnaire. Ces fluctuations 
provoquent des charges dynamiques sur les éoliennes qui sont considérées comme dimension­
nantes pour sa durée de vie. La vitesse instantannée du vent est la superposition des régimes 
de vent quasi-stationnaires (moyennés sur le temps) et des variations instantanées du ve11t 
en temps et en espace (turbulences) autour du régime quasi-stationnaire: 

Vh(X, Y, Z, t) = Vo(Y, Z) + g(X, Y, Z, t) (1.14) 

Avec: 

{ {t:J.t g(X = dpr, Y, Z, t) dtdAr = 0 
JAr Jo (1.15) 

où: 

- dpr la distance suivant l'axe (PX) (figure 1.1) du point P à l'axe vertical du pylône 
(OpyZ), 

- (X = dpr, Y, Z) les coordonnées d'un point P contenu dans la surface balayée par le 
rotor [m], 

- Vh(X, Y, Z, t) composante horizontale instantanée du vent amont [m/s], 

- Vo(Y, Z) composante horizontale stationnaire du vent amont [rn/ s], 

- g(X, Y, Z, t) fluctuations horizontales de la vitesse du vent [m/s], 

- Ar surface mouillée du rotor 11
, 

- !li intervalle de temps moyen [h]. 

On suppose couramment que la turbulence intervenant sur un rotor éolien est homo­
gène, c'est-à-dire qu'elle possède la même structure sur tout le disque rotor. De plus, la 
turbulence prend plusieurs formes, parmi lesquelles on n'en retient que deux fondamentales: 
les rafales de vent et la turbulence proprement dite. 

1.4.1 Rafales de vent 

Les rafales se caractérisent par une vitesse de vent Vh uniforme, instationnaire, telles 
que l'on puisse définir la fonction g de la relation (1.14) par: 

g = g(X = dpr, t) V(Y, Z) (1.16) 

Une rafale discrète se définit par trois paramètres: sa durée r, son amplitude !lv et sa 
forme. Pour ce dernier, certains auteurs [6] suggèrent plusieurs modèles dont celui de base 
est constitué par la rafale de type sinusoïdale (figure 1.5). 

11. Aire du disque balayé par les pales 
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14 

12 

Va= 10 .._ __ 

V(t) [m/ s] 8 

6 

4 

2 

V(t) =Va+ 0, 5.6.v(l- cos(21rtjr)) -

0 L-------~--------~--------~------~--------~ 
0 1 2 3 4 5 

Durée, t [s] 

FIG. 1.5 Rafale de type sinusoïdale! .6.v = 2 m/s! T = 5 s 

Ce régime de vent s'identifie à un front plan de rafale ou encore un modèle de rafale 
discrète. En effet, cette fluctuation du vent est uniforme si elle englobe la totalité de la surface 
mouillée du rotor. Bien sûr cette hypothèse devient de moins en moins réaliste lorsque les di­
mensions du rotor deviennent importantes, par conséquent des précautions supplémentaires 
doivent être prises pour traiter les rafales sur les rotors de grande taille. La dimension d'une 
rafale est généralement reliée à sa durée T : plus celle-ci est importante, plus la dimension 
de la rafale l'est. Pour estimer la durée de la rafale qui va englober tout le rotor, il convient 
d'introduire la fonction de cohérence (7]. La cohérence est un coefficient adimensionné com­
pris entre zéro et un qui représente le degré avec lequel deux évènements, séparés en espace, 
sont semblables dans leurs chronologies. Si elles sont identiques, la cohérence vaut un, sinon, 
elle tend vers zéro. On peut alors définir la cohérence de la vitesse du vent prise en deux 
points séparés en espace au moment de la rafale, par la formule empirique: 

avec: 

dc.6.lc 

cohc = e Vo.r 

- cohc cohérence entre deux positions séparées dans la direction c, 

- c coordonnée longitudinale (X), latérale (Y) ou verticale (Z), 

- de coefficient d'atténuation dans la direction c, 

- .6.lc distance entre les deux positions séparées dans le direction c. 

(1.17) 

La relation (1.17) est établie afin que pour des durées longues ou des positions en espace 
voisines, la cohérence approche l'unité. La littérature rapporte des calculs effectués avec 
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dx = 4, 5 et dy = dz = 7, 5. Une application particulièrement intéressante de l'équation (1.17) 
est celle du calcul de la durée minimum des rafales qui sont susceptibles d'englober la totalité 
du rotor: 

(1.18) 

Considérons un rotor de 30 m de diamètre (6.lc), sous un vent V0 de 15 m/ s à 10 m de 
hauteur. Si l'on suppose une cohérence cohc de 0, 5 et un coefficient d'atténuation de de 7, 5, 
alors la durée minimum de la rafale pouvant être considérée comme constante sur la totalité 
du plan rotor est de 22 s. 

1.4.2 Turbulence 

La turbulence peut être traitée de deux façons: 

1. La turbulence dans le plan d'équation X = dpr (figure 1.1) est non uniforme et insta­
tionnaire. La fonction g de la relation (1.14) est alors de la forme 

g = g(Y, Z,t) V(Y, Z) (1.19) 

L'écoulement réel sur une éolienne est de ce type et représente sous cette forme la 
partie la plus complexe de la modélisation du vent. Une vigilance particulière doit être 
apportée pour les éoliennes de grande taille: l'échelle 12 de la turbulence comparée à la 
dimension du rotor va fortement conditionner le choix d'un modèle et sa représentati­
vité réaliste du phénomène. C'est pourquoi, on classe tous les modèles de turbulence 
suivant trois catégories (mono, bi ou tridimensionnels), dépendants du nombre de co­
ordonnées spatiales qu'ils intègrent (x, y et z). Les modèles monodimensionnels (ou 
de "large échelle") supposent que le rotor est entièrement englobé par la turbulence, 
alors que les autres (donc de "petite échelle") modélisent les fluctuations de la vitesse 
du vent sur une échelle de longueur plus petite que le diamètre du rotor. A la limite, 
pour des éoliennes de taille modeste, on pourrait simplement se contenter des modèles 
précédents. La façon la plus rigoureuse pour fixer le choix du modèle, serait d'effectuer 
des mesures des caractéristiques du vent sur le site même d'implantation. Rappelons 
(cf. § I-1.2) que parmi les modèles développés, ceux de Veers [21] et Mann [22] semblent 
être privilégiés dans leur utilisation [10], [26]. 

2. Représentation stochastique (spectre de puissance en fonction des paramètres discrets 
de rafale) de la turbulence. Ce modèle est basé sur le fait que la turbulence est consti­
tuée d'ondes sinusoïdales possédants plusieurs périodes et des amplitudes aléatoires. 
On peut citer la méthode des cases [11] (method of bins) comme application de ces mo­
dèles stochastiques ou bien celle qui représente les variations dans le temps du ''front" 
de vent avec des formulations probabilistes. 

12. Taille caractéristique des plus grosses structures turbulentes 
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La turbulence représente un obstacle important dans la maîtrise du comportement à 
long terme de l'éolienne. Elle fait par conséquent l'objet à l'heure actuelle de nombreux 
travaux et nous ne prétendons pas ici développer les modèles de turbulence car pour le 
moment, nos objectifs sont tout autre (cf. § I-2.2). 

1.5 Perturbations de l'écoulement générées par la pré­
sence de 1 'éolienne 

La simple présence de l'éolienne dans le lit du vent provoque des perturbations de celui­
ci. Elles s'identifient en premier lieu à l'effet d'ombre du pylône: l'écoulement au voisinage du 
mât est alors modifié comme le montre la figure 1. 6. La seconde perturbation est celle générée 
par le sillage du rotor (cf. § I-1.1) et qui s'étend du plan rotor jusqu'à une certaine distance 
en aval de celui-ci. Le traitement détaillé de cette perturbation fait l'objet du chapitre 3. 

(OY) ... 
' -
:~ 
' 
' ' 

' 

' ' 

): 
' ,_.. 
' ' ' ... 
' ' ' -

Pylône ( 

-; 

Ecoulement perturbé 

FIG. 1.6 Effet d'ombre du pylône 

' '_.. 

,­
'_.. 

:-,...._ 

.­
' 

.­.... 
Ecoulement infini amont 

On peut proposer deux modèles pour rendre compte de l'effet d'ombre. Le premier 
suppose que la perturbation est bidimensionnelle (on néglige la composante verticale du 
vent). L'hypothèse de fluide parfait permet alors d'assimiler le pylône à une singularité de 
type source et déterminer le vecteur vitesse .l::o = -Grad<P de l'écoulement revient à connaître 
le potentiel <P tel que 

':/ <P = 0 (équation de Laplace) (1.20) 

On montre alors que le vecteur vitesse .l::o au point de coordonnées (X, Y, Z) est donnée 
par 

(1.21) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 



164 1.5. Perturbations de l'écoulement générées par la présence de l'éolienne 

avec rpyz rayon du pylône à l'altitude Z (0 :::; Z :::; APy/, APyl altitude du pylône). 
Le second modèle [10], plus complet, repose sur l'évaluation composantes u, v, w au point 
P(X, Y, Z) des perturbations dues au pylône par l'utilisation d'un champ d'écoulement po­
tentiel tridimensionnel crée par un dipôle semi-infini 

u 

v (1.22) 

w 

v; r2 
Avec [{ = ( ~ Pyl 

2
), rp = y' X~+ Yfi + Z~ la distance du point P au sommet du 

2 Xp + Yp 
pylône (figure 1. 7). 

FIG. 1.7 Composantes perturbatrices de l'effet d'ombre 

En complément de ces modèles, nous devons signaler que depuis 1977, des expériences 
ont été menées pour obtenir une description Lagrangienne de la turbulence, c'est-à-dire dans 
un repère tournant (par opposition à la description Eulérienne qui est effectuée dans un 
repère fixe, lié à la particule fluide). Elle consiste à mesurer et à reconstituer en différents 
points du rotor les variations en espace et en temps de la vitesse du vent. Plusieurs modèles 
mathématiques accompagnent ces travaux [12]. 

Terminons enfin par le vent oblique. Il est difficile de le classer parmi les deux types 
de régimes que nous avons définis, puisqu'il résulte uniquement de l'inadéquation entre la 
position du plan rotor et la direction principale du vent pendant une certaine période de fonc­
tionnement. On caractérise le vent oblique par son angle de désalignement </Jy ( Yaw Angle) 
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avec l'axe de la nacelle (figure 1.1). La présence de cet angle intervient de façon permanente 
lorsque celui-ci est inférieur en valeur à la consigne d'orientation de la nacelle dans le lit 
du vent. Notons que l'effet d'ombre peut être assimilé dans une certaine mesure à un vent 
oblique, puisque même lorsque le désalignement est nul l'effet d'ombre dévie localement la 
direction de la composante horizontale Va. La conséquence de ces deux phénomènes est un 
chargement cyclique du rotor affectant encore une fois sa durée de vie. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 





Chapitre 2 

Détermination des efforts 
aérodynamiques 

2.1 Introduction 

Nous avons vu au chapitre précédent que l'éolienne est soumise à un vent dont les 
caractéristiques moyennes peuvent être considérées, dans un certain intervalle de temps, 
comme stationnaire, régime auquel vient se superposer la turbulence ou des rafales de vent. 
En outre, au cours de leur révolution, les pales ont à subir l'effet d'ombre du pylône. Connais­
sant la nature de l'écoulement en amont du plan rotor, nous allons maintenant nous attacher 
à déterminer les efforts aérodynamiques s'exerçant sur les pales. Cependant, l'écoulement 
de l'air autour d'une pale est un phénomène complexe, rendant délicate une détermination 
correcte de ces efforts. Par sa présence même, le rotor modifie localement cet écoulement et 
il est nécessaire de faire des corrections en termes de vitesses induites, ce que nous allons 
finalement faire au chapitre suivant en faisant appel aux modèles aérodynamiques décrits 
dans le paragraphe I-1.2: l'application de la théorie combinée et l'analyse par sillage prescrit. 

2.2 Description du rotor 

Un rotor est caractérisé par sa géométrie et les caractéristiques aérodynamique de ses 
pales. La connaissance des paramètres suivants est nécessaire pour définir complètement la 
géométrie d'un rotor (figure 2.1) : 

- le type de profils (NACA, EPPLER, ... )des pales, 

- le rayon extérieur du rotor R, 

- le rayon du moyeu R0 , 

- l'évolution de la corde l et du vrillage suivant l'envergure d'une pale, 

- le calage des pales f3, 

- le nombre de pales Np du rotor, 
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- la présence d'appareils divers tels qu'ailerons, volets, etc (non représentés sur la fi­
gure 2.1). 

(OZ) 

(OY) 

(OX) 

FIG. 2.1 Définition géométrique d'un rotor 

De plus, on construit un repère orthonormé lié au rotor de façon à définir: 

- ( OX) l'axe de rotation du rotor, 

- (OZ) l'axe autour duquel une pale tourne pour prendre son angle de calage {3, 

- le plan (11) défini par les axes ( OY) et ( 0 Z); c'est le plan de rotation du rotor dans 
lequel l'hélice aéromotrice tourne à la vitesse de rotation n autour de ( OX), 

- le plan (P) plan de section de la pale au rayon r, perpendiculaire à l'axe (OZ) per­
mettant de définir le calage {3 et la corde l d'une section droite de pale (supposée 
quasi-rectiligne). 

La figure 2.2 définit les éléments d'un profil et leurs terminologies. L'incidence a du 
profil est positive sur cette figure. 
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Extrados li ne de référence 
Bord d'attaque 

w 

Intrados 

FIG. 2.2 Définition d'un profil 

Les caractéristiques aérodynamiques d'un rotor sont définies par: 

- les polaires des profils qui sont les courbes définissant l'évolution des coefficients aé­
rodynamiques C1 (portance), Cd (traînée) et Cm (moment de tangage) en fonction de 
l'incidence a du profil, 

- le début, Rda, et la fin, Rfa, de la zone aérodynamique d'une pale qui est comprise dans 
l'intervalle [Ro, R], 

- l'évolution en envergure du foyer aérodynamique A (point où le moment des forces 
aérodynamiques M~ est nul). 

2.3 Théorie de 1 'élément de pale 

Cette théorie trouve ses origines dans les travaux de William Froude en 1878, son 
développement complet est dû à Stefan Drzewiecki entre 1892 et 1920. Dans cette description 
l'écoulement autour des profils est supposé bidimensionnel, c'est-à-dire que l'écoulement de 
l'air est compris dans le plan du profil. Ainsi, les différents profils sont considérés comme 
ayant un comportement aérodynamique indépendant des profils voisins. Cette hypothèse 
revient à considérer une pale d'envergure infinie et que nous allons bien entendu être amenés 
à revoir dans un prochain paragraphe. 

2.3.1 Diagramme des vitesses 

Considérons le profil de pale défini dans le plan ( P) situé au rayon r. Si la vitesse du 
vent infini amont est égale à Va et la vitesse de rotation du rotor est égale à n, alors le 
diagramme des vitesses de l'écoulement autour du profil est donné par la figure 2.3. 

On définit alors au rayon r les grandeurs suivantes : 

- W0 la vitesse relative de l'écoulement telle que 

Wo = }Vcl + UJ avec U0 =-Or (2.1) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Sens de 
rotation 

(OX) 

FIG. 2.3 Diagramme des vitesses d'un profil 

- f3 le calage du profil, 

- cPo l'angle apparent du vent d'intensité W0 par rapport à (II), 

- a:0 l'incidence du profil. 

2.3.2 Diagramme des efforts 

Wo 

L'analyse du champ des pressions sur un profil quelconque montre que, pour un angle 
d'incidence a: supérieur à l'angle d'incidence de portance nulle, l'intradros du profil est soumis 
à une surpression, alors que l'extradros du profil est soumis à une dépression. Ce champ de 
pression sur l'élément de pale d'envergure dr donne naissance à une force aérodynamique 
élémentaire df qui se décompose en deux forces élémentaires de portance et de traînée 

-a 
respectivement notées df1 et d!d (figure 2.4). 

dfl et d!d s'expriment à l'aide des coefficients de portance cl et de traînée cd adimen­
sionnés tels que : 

cl= 1 dfl 

?f l WJdr 

cd= 1 dfd 

"2/ l WJdr 

(2.2) 

où pest la masse volumique de l'air. Ces forces s'exercent au foyer aérodynamique A du 
profil, point pour lequel le moment de tangage élémentaire dMf défini à l'aide du coefficient 
de tangage Cm est nul: 

(2.3) 

Partie III. Modélisation aérodynamique du rotor 



171 Chapitre 2. Détermination des efforts aérodynamiques 

d[_a ( OX) 
df --- ---
-l 1\ d[_x 

1 \ 
1 
1 
1 

1 

FIG. 2.4 Diagramme des efforts 

De plus, on définit r la circulation autour du profil telle que: 

r = { JYo.dL 
J(C) 

(2.4) 

mesurée dans le champ des vitesses .!16J sur toute courbe fermée (C) extérieure au profil 
et contenue dans son plan. La formule de Kutta-Joukowsky relie la circulation r à la vitesse 
relative W0 [13]: 

df1 = pWofdr (2.5) 

2.3.3 Extension de la théorie de l'élément de pale 

Les modèles précédents postulent que l'envergure de la pale est infinie. Nous allons 
maintenant réviser cette hypothèse en rappelant tout d'abord la physique de l'écoulement 
autour d'une aile d'envergure finie pour ensuite l'étendre à celle de la pale. 

Soit une aile de demi-envergure R, attaquée par un vent amont lCo sous l'incidence a 
(a supérieur à l'incidence de portance nulle). L'intradros du profil est alors en surpression 
et l'extradros en dépression. Par conséquent, du fait de l'envergure limitée de l'aile, son 
extrémité va être le lieu d'une recirculation des filets d'air de l'intradros vers l'extradros 
(figure 2.5). 

Si l'on suit maintenant la trajectoire d'une particule fluide sur l'extradros de l'aile, 
celle-ci ne sera pas parallèle à la direction du vent amont ~ du fait de la déviation du 
fluide des hautes pressions vers les basses pressions initiée en bord marginal. Il en est de 
même pour la trajectoire d'une particule fluide sur l'intradros de l'aile. Par conséquent, le 
cisaillement des trajectoires des particules fluides au bord de fuite de l'aile donne naissance 
à des tourbillons appelés tourbillons libres. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Tourbillon libre 

0 0 
0 

0 
0 
0 

FIG. 2.5 Création d'un tourbillon libre 

Finalement, l'ensemble des tourbillons libres émanant du bord de fuite définit une 
nappe de tourbillonnaire qui s'étire du bord de fuite vers l'infini aval de l'écoulement. Cette 
nappe crée, en un point M de l'aile, un champ de vitesse (figure 2. 6) qui, pour un tourbillon 
libre d'intensité dr issu de l'envergure r, s'exprime par la loi de Biot et Savart [13]: 

dw = -~ df(r) 
47r z-r 

(2.6) 

Par suite, au droit de l'aile, la vitesse rela­
tive W0 de l'écoulement autour d'un profil doit 
être corrigée par la composante w de la vitesse 
induite par la présence de la nappe tourbillon­
naire: 

1 j+R dr(r) 
w(z) = -- --

47r -R z-r 
(2.7) 

(OY) (OZ) 

dr 

(OX) 

FIG. 2.6 Vitesse 
induite par un 
tourbillon libre 

Considérons maintenant le cas de la pale: par rapport à 1 'aile, son mouvement de 
rotation va légèrement compliquer la détermination de la vitesse induite w. En effet, le 
triangle des vitesses de la figure 2.3 est modifié par la prise en compte de l'enroulement de 
la nappe tourbillonnaire attachée à chaque pale. Deux composantes u et v vont alors être 
introduites: u pour la composante tangentielle ou d'entraînement et v pour la composante 
axiale de la vitesse induite w au niveau du profil comme le montre la figure 2. 7. 

La théorie de l'élément de pale, telle qu'on la nomme aujourd'hui, prend maintenant 
systématiquement en compte les composantes v et u des vitesses induites. On notera que v 
se retranche à V car la fonction d'un rotor éolien est de prélever de l'énergie cinétique au 
fluide qui le traverse. Pour la même raison, le fluide est entraîné dans le sens de rotation 
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(OX) 

Va- v 
---------------------------
Vo Œi 
---------------o:-- -

Uo Uo + u 
(OY) 

FIG. 2. 7 Modification du triangle des vitesses par les vitesses induites 

inverse de celui de l'hélice aéromotrice. D'où l'addition à U de la composante u. La vitesse 
relative W0 de la relation ( 2.1) devient alors : 

W = J(Vo- v) 2 + (Uo + u)2 (2.8) 

L'incidence o:0 prend maintenant la valeur o: = o:0 + o:i, O:i étant l'angle d'incidence 
induit. Par conséquent, le diagramme des efforts aérodynamiques se trouve modifié et il 
est nécessaire de pouvoir calculer les composantes de la vitesse induite en chaque point du 
rotor aérodynamiquement actif. L'une des principales difficultés réside dans la détermination 
précise de ces composantes et il existe plusieurs méthodes pour y parvenir. Parmi celles-ci, 
nous allons examiner deux méthodes de calcul de ces vitesses induites. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Chapitre 3 

Détermination des vitesses induites 

3.1 Introduction 

L'étude de l'écoulement autour d'une pale (cf. § 2.3.3) nous montre la présence d'une 
nappe tourbillonnaire hélicoïdale s'étirant du bord de fuite de la pale vers l'infini aval de 
l'écoulement. L'existence de cette nappe est due à l'envergure finie de la pale et l'ensemble 
des nappes attachées à chaque pale forme le sillage du rotor. Par suite, l'écoulement en aval 
du plan rotor est perturbé et cette région est délimitée par l'enveloppe du sillage. Pour dé­
terminer les efforts aérodynamiques sur les pales, nous devons étudier les caractéristiques 
de l'écoulement au niveau du plan rotor. En effet, nous avons vu au paragraphe 2.3.2 que 
les composantes des efforts élémentaires agissant sur une pale d'envergure dr sont liés aux 
coefficients aérodynamiques par la relation (2.2). Or ces coefficients sont fonctions de l'inci­
dence a et de la vitesse relative de l'écoulement W dont leur valeur va être respectivement 
modifiée par l'angle d'incidence induit O:i et par la composante tangentielle u et axiale v de 
la vitesse induite par la présence du sillage (cf. § 2.3.3). Cependant, dans l'objectif de déter­
miner ces composantes induites, l'analyse de l'écoulement sur un rotor peut être envisagée 
suivant deux approches. La première consiste à réduire le rotor à un disque de discontinuité 
de pression sans épaisseur et d'appliquer les lois de conservation (masse, quantité de mou­
vement et énergie) en des points judicieusement choisis de l'écoulement: la description du 
sillage se réduit alors à son enveloppe et à une relation entre la vitesse induite axiale au 
niveau du plan rotor à celle en infini aval du sillage. La seconde approche est basée sur une 
détermination complète du sillage par l'application de la théorie tourbillonnaire: les nappes 
hélicoïdales sont discrétisées par des singularités de type tourbillon et les caractéristiques 
géométriques du sillage permettent alors d'évaluer la vitesse de l'écoulement en tout point 
du sillage. Notons que cette dernière description est celle qui se rapproche le plus de la réalité 
physique de l'écoulement en aval du plan rotor et est donc privilégiée dans les codes de calcul 
destinés à la recherche (cf.§ I-1.2). Malgré tout, l'historique et la facilité de mise en oeuvre 
des théories basées sur les lois de conservation leur laissent encore une large place dans de 
nombreux codes éoliens. Cependant, les limitations de cette théorie et les capacités de calcul 
grandissantes des ordinateurs actuels poussent de nombreux auteurs vers la mise en oeuvre 
de la théorie tourbillonnaire. Dans le but de porter la prédiction des efforts aérodynamiques 
à hauteur des applications de cette théorie, nous proposons également une mise en oeuvre 
d'une analyse de l'écoulement par une méthode dite de sillage prescrit dans la seconde partie 
du chapitre. 
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3.2 Application de la théorie combinée de la quantité de 
mouvement et de l'élément de pale 

L'application des lois de conservation sur les rotors date de l'étude des hélices marines 
par Rankine (1865) [14] et Froude (1885). Vers 1920, la théorie de l'élément de pale (cf.§ 2.3) 
fut combinée à la théorie de la quantité de mouvement. D'une mise en oeuvre très simple, 
elle est encore largement utilisée dans les codes éoliens (cf. § I-1.4). Il nous a donc parù 
utile de mettre en oeuvre cette théorie combinée en ayant cependant soin d'y apporter les 
améliorations suivantes, correspondant à l'état de l'art 13 : 

- la prise en compte du désalignement du vent amont avec l'axe de la nacelle (Yawing 
effect). Une correction de la composante axiale v sera alors introduite, 

l'introduction des effets tridimensionnels sur l'écoulement autour de la pale qui se 
traduit par une correction des coefficients aérodynamiques C~, Cd et Cm donnés par les 
polaires des profils (bidimensionnelles), 

- l'application d'un modèle de post-décrochage. 

Les hypothèses retenues dans l'application de la théorie combinée sous sa forme la plus 
simple sont les suivantes: 

- le rotor est modélisé par un disque actif ( Actuator Disk) qui est une surface circulaire 
sans épaisseur, siège d'une discontinuité de pression et qui par conséquent soumet le 
fluide qui le traverse à une décélération, 

- le chargement du disque rotor est supposé stationnaire, mais peut varier sur la surface 
du disque, 

- le disque actif supporte un couple qui communique au fluide qui le traverse un moment 
angulaire, 

- l'écoulement est stationnaire et perpendiculaire au plan rotor, 

- le fluide est parfait, incompressible, 

- les effets de viscosité n'interviennent qu'au niveau du fonctionnement des profils et 
le coefficient de portance Cz d'un profil est égal au Cz de ce même profil attaqué en 
allongement infini avec l'incidence o: (hypothèse de Prandtl), 

- l'effet de la pesanteur sur l'écoulement est négligé. 

On remarque que supposer une distribution des charges sur la totalité du disque équi­
vaut à considérer une infinité de pales. Cette hypothèse sera néanmoins reconsidérée dans 
nos développements. 

13. A l'exception de la prise en compte des régimes de vent instationnaires 
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3.2.1 Relation entre la vitesse induite axiale dans la plan rotor et 
dans le sillage lointain 

La théorie de Rankine-Fraude établit une relation importante entre la vitesse induite 
axiale v au niveau du disque rotor et la vitesse induite axiale dans le sillage lointain (région 
de l'écoulement aval où le sillage est en équilibre). D'après le théorème de la quantité de 
mouvement (théorème d'Euler), la force axiale T s'exerçant sur le disque rotor est dop.née 
par: 

T = M(Vo- Vi)= pA(Vo- v)(Vo- Vi) 

Pat 

1 
1 

- -- -- - -- - - - - - - - -1 

Pa mont: 
1 

1 
1 

---------------g 
c:l 

~ 

FIG. 3.1 Écoulement idéal à travers un disque actif sans rotation 

avec: 

- M débit massique de l'air traversant le disque rotor [kgjs], 

- p masse volumique de l'air [kgjm 3
], 

- A surface du disque rotor [m2
], 

- Va vitesse du vent infini amont [mjs], 

- v vitesse induite axiale au niveau du disque rotor [m/ s], 

- Vi vitesse du vent infini aval [m/ s]. 

(3.1) 

On note que l'enveloppe du sillage se dilate nécessairement en aval du plan rotor, car 
celui ci prélève de l'énergie cinétique au fluide qui le traverse et la loi de conservation de 
la masse implique une augmentation de la section de l'enveloppe du sillage. En outre, au 
voisinage immédiat du disque rotor (figure 3.1), la chute de pression causée par la traversée 
du fluide nous permet d'écrire: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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T = A(Pamont - Pavai) (3.2) 

L'application successive du théorème de Bernoulli sur une ligne de courant partant de 
l'infini amont jusqu'au voisinage amont du disque rotor et ensuite sur une ligne de courant 
partant du voisinage aval du disque rotor jusqu'à l'infini aval de l'écoulement nous donne 
(Pa tm pression atmosphérique) : ·· 

1 2 
2p(Vo -V) + Pamont 

1 2 
2p1!;_ + Patm 

(3.3) 

(3.4) 

En sommant ces deux égalités et en introduisant T à l'aide de la relation (3.2), alors: 

1 2 2 
T = 2pA[V0 -v;_] (3.5) 

Par suite, en identifiant les équations (3.1) et (3.5), nous obtenons: 

Vt = Vo- 2v (3.6) 

Autrement dit, l'intensité de la composante axiale de la vitesse induite dans le sillage 
lointain est le double de celle dans le plan du rotor. Par conséquent, la puissance P du rotor 
est donnée par : 

1 2 2 
P = 2pA(Vo -v;_ )(Va- v) (3.7) 

Si l'on pose a = v /Va, alors le coefficient de puissance Cp du rotor est le quotient de 
P par A Pv défini par 1 'équation ( 1.1) : 

p 2 
Cp = 0 5 Vr3 A = 4a(1 - a) 

' p 0 

dCp 
Ce coefficient de puissance est maximal lorsque 

da 
gure 3.2). Dans ce cas: 

16 
CP,Max = 

27 
= 0, 593 

0, c'est-à-dire a 
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0.7 

0.6 ry = 88,8% Cp=4a(1-a) 2
-

0.5 

0.4 
Cp Zone jamais atteinte 

0.3 

0.2 

0.1 

0.2 0.3 a - l 0.4 
a -..!:!... - 3 

-Va 

0.5 

FIG. 3.2 Représentation du coefficient de puissance CP 

Il s'agit du rendement théorique maximal que l'on pourrait obtenir pour une éolienne 
idéale, appelé aussi limite de Betz. Mais, elle ne représente pas le rendement maximum du 

rotor puisqu'en fait Pv = ~p"Va2 (Vo- v) au plan rotor. Le rendement ry du rotor vaut: 

p 
ry = 0' 5 p Va2 ( Vo - v) = 4a ( 1 - a) (3.10) 

Le but étant de tendre vers les conditions idéales, c'est-à-dire lorsque le coefficient de 
puissance Cp est maximal ( CP,Max = 0, 593), le rendement maximal du rotor est alors égal à 
88,8 % pour a= 1/3. On ne pourra jamais dépasser cette valeur pour aller jusqu'à a= 1/2 
pour laquelle ry = 100 %. 

3.2.2 Calcul des vitesses induites par la méthode de Glauert 

Glauert [15] proposa en 1935 une méthode simple de détermination des composantes 
des vitesses induites u et v sur la base d'un disque actif en rotation et de la théorie de 
l'élément de pale afin d'introduire les effets de viscosité de l'écoulement autour des profils. 
La résultante élémentaire des forces aérodynamiques df se décompose en un effort axial 

~ 

df x et un effort tangentiel dfy dans un repère ( 0 XY Z) en fonction de dh et dft (figure 2.4, 
l'angle c/>0 étant remplacé par c/> défini sur la figure 2. 7): 

{ 
dfx = dft cos cl>+ dfd sin cl> 

dfy = dft sin cP - dfd cos cP 
(3.11) 

Les efforts sur un élément de pale d'envergure dr et de corde l s'expriment quant à eux 
par: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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(3.12) 

De plus les coefficients liés au repère de l'hélice peuvent également se décomposer de 
la façon suivante: 

Par suite: 

dfx 

dr 
dG 
dr 

{ 
Cix = Czcosc/J+ Cdsinc/J 

CiY = Cz sin cP- Cd cos cP 

1 2 
2pW l Cix 

djy 1 2 
Np.r-d = -NpplrW CiY 

r 2 

(3.13) 

(3.14a) 

(3.14b) 

où dG est le couple élémentaire s'exerçant sur le rotor. Le débit massique du fluide qui 
traverse le disque éolien entre les cercles de rayon r et r +dr, s'exprime par: 

dM = p(Vo - v )27rT dr (3.15) 

En projection dans le plan de rotation (II) et en supposant égale à 2u la composante 
tangentielle de la vitesse induite à l'infini aval: 

Fr[Uo- (Uo + 2u)]dM = -dG (3.16) 

où F est le facteur de pertes en extrémité donné par Prandtl, qui permet de tenir 
compte du nombre fini de pales Np du rotor et que nous exposerons au paragraphe suivant. 
En remarquant que (figure 2. 7) : 

et: 

W = Uo+u 
cos cP 

. sin cP 
Vo- v= W sm cP= (Uo + u)-----::;: 

cos '+' 
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alors, les relations (3.14b ), (3.15) et (3.16) nous donnent: 

dG 2 sinc/J 1 (Uo + u) 2 

-d =4n-Frp(U0 +u)-----;.u=-Npplr 
2 

Ch 
r cos 'P 2 cos cjJ 

(3.19) 

Si l'on pose 1 = N
2 

pl (défini comme le coefficient de solidité local du rotor), alors~ 
7rT 

u =Ua ,cfy 
4F sin cjJ cos cjJ - 1C Jy 

(3.20) 

En projection sur ( OX): 

F[(Vo- 2v)- Vo]dM = -Npdfx + LPsdS (3.21) 

Si l'on admet que, quelle que soit la ligne de courant empruntée, le fluide subit la 
même variation de pression en amont et en aval du disque L Ps dS = 0 et en remarquant 

Va- v 
que W = . cP , alors : 

sm 

dfx 1 (Vo- v) 2 

Np-d = 4nFrp(V0 - v)v = -Nppl . 2 Cfx 
r 2 sm cjJ 

(3.22) 

Soit, après résolution: 

(3.23) 

3.2.3 Facteur de pertes en extrémité 

L'hypothèse initiale du nombre infini de pales peut être corrigée en employant un fac­
teur de correction F appelé facteur de pertes en extrémité (Tip-Loss Factor). Par définition: 

(3.24) 

où r 00 est la circulation associée au rotor lorsque le nombre de pales NP tend vers 
l'infini et que la corde des profils tend vers zéro (modèle du disque actif). Un facteur de 
correction F a été proposé par Betz (16] et Prandtl [17]. Cependant, pour les éoliennes et en 
l'absence de mesures sur les pertes en extrémités de pales, le modèle de Prandtl est le plus 
recommandé puisqu'il se base sur les arguments suivants [1]: 

- il prédit une variation continue de la circulation ce qui est qualitativement en accord 
avec le comportement des rotors éoliens, 
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- le calcul de la force axiale et de la puissance effectué avec ce modèle recoupe les mesures 
expérimentales, 

- ce modèle est facile à programmer. 

Dans la pratique, le facteur de pertes en extrémité proposé par Prandtl vaut : 

F = ~ arccos e- 2r sin cP 
[ 

Np(R- r)l 
(3.25) 

où r est la position courante en envergure et cjJ l'angle défini par la figure 2. 1. 

3.2.4 Prise en compte d'un désalignement du vent amont 

La configuration de fonctionnement du rotor éolien sous un vent amont désaligné par 
rapport à son axe de rotation est comparable au cas du vol avançant (Joward fiight) d'un héli­
coptère. Par conséquent, les modèles proposant de corriger la composante axiale de la vitesse 
induite découlent directement des développements avancés sur les rotors d'hélicoptères. Bien 
entendu, nous retrouverons les deux approches déjà évoquées pour l'analyse de l'écoulement 
sur le rotor: l'application de la théorie de la quantité de mouvement et la théorie tourbillon­
naire. C'est pourquoi nous en présentons, dans un premier temps, les éléments essentiels et 
dans un second temps, nous faisons une synthèse des formulations qui sont appliquées par 
les laboratoires de recherche. 

Les points suivants doivent être précisés lorsque l'on souhaite déterminer la composante 
axiale de la vitesse induite au niveau du plan rotor: 

- sa valeur moyennée sur le disque rotor, v0 , 

- sa distribution sur la surface du disque rotor, fonction de l'azimut et de la position 
radiale où elle est évaluée. 

Commençons par déterminer la valeur moyennée, v0 , de la composante axiale de la 
vitesse induite sur le disque rotor. Il s'agit en fait d'étendre la relation (3.1) en écrivant: 

T = pA IV+ Ql2v (3.26) 

"Il" représentant la norme du vecteur. Glauert [18] suppose alors que cette nouvelle 
expression reste valide pour le cas d'un angle ePy compris entre 0 et 90 degrés. On notera que 
la force axiale Tet la vitesse induite v restent perpendiculaires au plan rotor. Par conséquent, 
en réintroduisant la relation (3.26) dans l'égalité (3.21), nous pouvons en déduire v: 
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dfx = 2apVo V' dA avec V'= j(Vo cos c/;y- a Vo)2 + (Vo sin c/;y)2 (3.27) 

avec a = v /Vo, facteur de correction de la composante axiale de la vitesse induite. Les 
valeurs de v sont déterminées sur des anneaux de largeur dr et sa valeur moyennée v0 sur le 
disque rotor est égale à: 

1 [R 
Vo = R _ Ro j Ro v ( r) dr (3.28) 

Nous pouvons maintenant aborder la distribution de cette composante axiale sur la 
surface du disque en remarquant que l'azimut d'une pale est une fonction périodique (27r) 
et que v peut alors être développée en série de Fourier telle que, pour une position radiale r 
donnée: 

00 

v= vofo (r/ R) + L (vc,n(r/ R, c/;y) cos(nc/;y) + Vs,n(r/ R, c/;y) sin(nc/;y)) (3.29) 
n=l 

où la moyenne sur le disque de la fonction f 0 (r/ R) doit être égale à 1, soit: 

2 [R 
R 2 Jo r Jo( r / R) dr = 1 (3.30) 

Glauert ne retient de l'équation (3.29) que les termes du 1er ordre (n = 1), d'où: 

(3.31) 

où c/;r,b est le déphasage de la pale b avec la verticale et v0 la valeur moyennée de la 
composante axiale selon la relation (3.28). Coleman, Feingold et Stempin [19] trouvèrent une 
relation simple entre le coefficient Kc de l'expression de Glauert et l'inclinaison du sillage 
par rapport à l'axe du rotor (figure 3.3): 

Kc = tan(x/2) (3.32) 

Puis d'autres auteurs, toujours dans le domaine des hélicoptères, proposèrent différentes 
expressions de Kc. Néanmoins, ces formulations dépendent toutes de l'angle d'obliquité X 
(skew angle) du sillage qui s'exprime par sa tangente: 

V sin c/;y 
tan x = ----"-­

V cos c/;y- v 
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Enveloppe 
du sillage 

FIG. 3.3 Effet du désalignement du vent sur la géométrie du sillage 

Bien qu'il existe également une vitesse induite tangentielle u, sa modification induite 
par l'obliquité du sillage est estimée comme ayant un effet négligeable devant v. Le désali­
gnement se traduit par la modification de l'angle 4> (figure 2.3) et de la vitesse relative W 
de l'écoulement sur le profil au rayon r et pour la position azimutale c/>r,b de la pale b: 

A.. v cos c/>y - v 
tan~=----------~--------

Or + V sin c/>y cos c/>r,b + u 
(3.34) 

et: 

(3.35) 

En terme d'efforts, et à cause de la présence du cos c/>r,b, le désalignement crée un mo­
ment aérodynamique de tangage (rotation autour de (OY)). Cependant, lorsqu'on moyenne 
celui-ci sur une révolution de pale, il ne correspond pas à un moment de lacet (rotation 
autour de ( 0 Z)) comme on le mesurerait dans la réalité et qui tend à restituer un dés ali­
gnement nul. On notera que les travaux de Schepers [20] constituent une excellente synthèse 
qu'il conviendra de consulter si l'on souhaite aller plus avant dans le développement de ces 
modèles. En première approche, les modèles que nous venons d'exposer semblent suffire et 
des améliorations peuvent toujours être apportées à la lumière des développements les plus 
récents. Cependant, dans le souci de les mettre rapidement en oeuvre, nous profitons des re­
cherches récentes effectuées par certains centres. Parmi les laboratoires [21] qui ont travaillé 
sur ces modèles de correction, nous en avons retenu trois : 

1. Modèle de correction de l'ECN (Energieonderzoek Centrum Nederland) 

(3.36) 
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( r) 157r r . 
avec f R = 

64 
R (d'après le modèle statique de Pitt and Peters). Il faut souhgner 

que v0 est déterminée sur des anneaux de largeur dr selon l'expression (3.27) et n'est 
donc pas sa valeur moyennée sur le disque rotor. L'ECN remarque par ailleurs que 

(
15 )

2
·
5 

f ( ~) = ~ 
6
: donne de meilleurs corrélations avec les relevés expérimentaux 

auxquels ils ont pu procéder. 

2. Modèle de correction TUD (Technical University of Denmark). Très similaire 
au précédent, il se présente sous la forme 

(3.37) 

Avec f (~) = ~ + 0.4 (~r + 0.4 (~) 
5 

et v0 selon le relation (3.28). 

3. Modèle de correction de TA (Tecknikgruppen AB). Ce modèle porte sur la 
correction du coefficient a de la vitesse induite axiale (v = a V) 

(3.38) 

avec 

- f (~) = ryCbX et x en degré, 

_ 1] = 0.63 (~) [1 + 1.56 (~rl, 
- cb = c1 + c2.x + c3.x2 + c4.X3, où 

• À = OR rapport de vitesse d'extrémité de pale 
Va 

• cl = 2.6296.10-3 

• c2 = 1.6222.10-3 
• c3 = -1.11111.10-5 

• c4 = -3.7037.10-6 

Nous remarquons que ces modèles ont comme point commun l'utilisation de l'angle 
d'obliquité x, de l'angle azimutal c/Jr,b et d'une fonction f du quotient (rf R). Ces trois 
corrections ont été implantées dans notre code de calcul sous forme d'options. Notons que le 
choix d'un modèle par rapport à un autre est très délicat tant que des recoupements entre les 
résultats obtenus par le calcul avec ceux des mesures expérimentales n'ont pas été effectués. 
Un modèle peut s'avérer correct dans une configuration donnée et décevant dans une autre 
pour une même machine. En effet, les modèles aérodynamiques des rotors sont souvent établis 
dans le cas d'un fonctionnement nominal et l'approche des cas particuliers et/ou extrêmes ne 
permet plus de les appliquer directement. La preuve en est que les laboratoires ne proposent 
pas de modèle unique. 
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3.2.5 Prise en compte des effets tridimensionnels 

L'écoulement autour des pales est en réalité tridimensionnel pour deux raisons ma­
Jeures: 

1. Ces dernières ont une envergure limitée provoquant une recirculation des particules 
fluides en extrémité et par conséquent, dévie l'écoulement principal (cf. § 2.3.3). 

2. La rotation de la pale induit, d'un part, un gradient suivant l'envergure de la pression 
dynamique, et d'autre part, des forces centrifuges sur la couche limite de l'écoulement 
autour des profils. 

Or, les polaires d'un profil sont déterminées expérimentalement sur une aile en suppo­
sant que l'écoulement est parfaitement bidimensionnel dans le plan du profil. Afin de réajuster 
les valeurs des coefficients C1 et Cd en fonction des conditions d'écoulement tridimensionnel, 
des travaux complémentaires ont été menés sur ces deux effets. 

2.00 

1.60 

1.20 

0.80 

0.40 

0 

-0.40 

-0.80 
-10 

Portance Maxi. 
2.40 

2.00 
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0.40 

Régime attaché 0 
-10 10 30 50 70 

10 30 50 70 90 

FIG. 3.4 Variation des coefficients Cz et cd en fonction du rapport de 
forme de l'aile - Définition des régimes d'écoulement - NACA 4415, 
Re = 0, 5.106 {1} 

90 

Pour les effets d'envergure limitée, clairement mis en évidence sur la figure 3.4, no­
tamment pour des incidences supérieures à 30 degrés, on utilise, mais de façon inverse, les 
corrections proposées [22] pour les essais en soufflerie où les coefficients aérodynamiques sont 
ajustés pour tenir compte des effets de parois de la veine d'essai: 
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Cz C' l 

cd C' C? d+- (3.39) 1rf-l 

, 57,3 Cz a = a+ 
1rf-l 

où C{, C~ et a' sont respectivement les coefficients aérodynamiques et l'angle d'inci­
dence pour une aile d'envergure infinie. 11 = 2R/ l est le rapport de forme de l'aile (avec R 
demi-envergure et l corde moyenne). 

Examinons maintenant, les effets dûs à la 
rotation. Puisque la vitesse de rotation de la pale 
Dr est proportionnelle au rayon r, les forces cen­
trifuges déplacent la couche limite et les points 
de décollement en direction de l'extrémité de la 
pale. D'autre part, la couche limite va se sépa­
rer de la pale dans la région du bord de fuite. 
Ce mécanisme est à la base du retardement du 
décollement de l'écoulement vers des angles d'in­
cidence plus grands que ceux escomptés. Ce phé­
nomène a un effet significatif sur le coefficient de 
portance Cz et Snel et al. [24] proposent une loi 
empirique pour prendre en compte cet effet: 

FIG. 3.5 Décolle­
ment de la couche 
limite 

Ct,3D = Ct,2D + 3,1 ( ~) 
2 

(Cl,inv- Ct,2D) (3.40) 

où Cz,inv est le coefficient de portance pour un fluide non visqueux sans décollement. 
L'utilisation de ce modèle doit cependant suivre quelques recommandations: 

- le terme 3, 1(1/r)2 prend la valeur maximale 1, 0 car des coefficients de portance plus 
importants que ceux donnés pour des fluides non visqueux sont irréalistes, 

- la correction s'applique depuis la partie linéaire de la courbe de portance (écoulement 
laminaire) jusqu'à un angle d'incidence d'environ 30 degrés. Pour des angles supérieurs, 
Cz est linéaire entre les valeurs 2D à 30 degrés et 45 degrés, 

- pour une position en envergure supérieure à 80% du rayon d'extrémité R, aucune 
correction ne doit être appliquée. 

Malgré tout, leurs auteurs notent l'imprécision de ce modèle après le décrochage [10] 
et tentent d'y apporter des raffinements. D'autre part, Montgomerie [23] propose un modèle 
de correction faisant intervenir l'épaisseur relative du profil (quotient de sa corde par son 
épaisseur maximale) et des coefficients issus de mesures que nous avons repris dans notre 
code t'O.Cl. D'une programmation très simple, ce modèle semble convenir lorsque la vitesse 
de rotation des pales devient élevée, correspondant à un effet tridimensionnel par rotation 
important. 
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3.2.6 Modèle de post-décrochage 

Classiquement, les polaires des profils sont tirées de catalogues diffusés dans les bureaux 
d'études des avionneurs. Malheureusement, l'étendue en incidence de ces polaires se limite 
à un intervalle de [ -15°, + 15°], ce qui est largement insuffisant pour des applications sur 
les pales d'éoliennes. En effet, il n'est pas rare que leurs profils travaillent au-delà de ces 
valeurs pour deux raisons : la première est liée au type de rotor et la seconde aux conditions 
d'écoulement. Pour des rotors de type à calage fixe (cf. § I-3.1.2), les profils sont amenés·à 
travailler dans trois zones distinctes de leurs polaires (figure 3.4): 

- le régime attaché (partie linéaire de la polaire correspondant à un régime d'écoulement 
laminaire autour du profil), 

- le régime à portance maximale au voisinage du décrochage (séparation de la couche 
limite avec la paroi du profil au point de décollement), 

- le régime dit de plaque plane correspondant à un décrochage complet de la couche 
limite (point de décollement localisé au bord d'attaque du profil) pour lequel le profil 
se comporte de façon similaire à une simple plaque plane. 

D'autre part, même pour un rotor à calage variable, les pales doivent être orientées 
de façon à récupérer une portance maximale et donc travaillent au voisinage du décrochage. 
Or, les variations des conditions de l'écoulement comme le désalignement ou simplement le 
cisaillement de vent peuvent engendrer un décrochage d'une portion ou de la totalité de 
la pale dans certains secteurs azimutaux. Par conséquent, il est nécessaire de proposer des 
coefficients aérodynamiques pour des incidences supérieures à 15 degrés si l'on ne possède pas 
de polaires qui ont été spécifiquement tracées pour une application éolienne. En pratique, les 
polaires complètes sont rarement disponibles dans le domaine public. Un modèle empirique 
pour compléter les données bidimensionnelles sur des profils a été développé par Viterna et 
Corrigan [25] avec les trois hypothèses suivantes: 

1. en régime attaché, la relation (3.39) modélise correctement les effets d'extrémités et 
aucun facteur de correction F (3.25) n'est nécessaire, 

2. en régime à portance maximale, la force de succion (force qui tend à recoller la couche 
limite) ne diminue pas avec une incidence croissante, 

3. en régime dit de plaque plane, le paramètre dominant est la valeur maximale du coef­
ficient de traînée et il est déterminé par le rapport de forme f-L de la pale. 

Ce modèle de post-décrochage a été mis en place dans le code t'O.C1: 

- pour o: 2: o: 5 , 0:5 angle de décrochage (stall) 

C Cd,Max . (2 ) T/ cos
2 

o: 
1 

2 
sm o: + Hl-. -

smo: 
cd Cd,Ma:x sin2 

0: + Kd cos 0: 

. smo: 
(Cl s- Cd Max sm 0:8 COS 0:8 )--

2
-. . cos 0: 

Cd,s - Cd,Max sin2 
O:s 

COS 0:8 
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- pour f-l :S 50 

Cd,Max = 1, 11 + 0, 018f-l (3.42) 

- pour f-l > 50 

Cd,Max = 2, 01 (3.43) 

où Cd,Max est le coefficient de traînée maximale, Ct,s et Cd,s sont respectivement le 
coefficient de portance et de traînée à l'incidence de décrochage 0: 8 • 

3.2. 7 Algorithme de calcul des vitesses induites 

Suite à ces développements, nous sommes maintenant en mesure d'établir l'algorithme 
de calcul des composantes de la vitesse induite en tout point d'une pale. La zone aérodyna­
mique de celle-ci, définie par Rda et Rfa, est discrétisée par Nseg segments de longueur ~r 
(figure 3.6). 

(OZ) 

(OX) 
1 

1 

~ 

(OY) 

FIG. 3.6 Discrétisation d'une pale pour le calcul des composantes de 
la vitesse induite au rayon r 

Les composantes u et v de la vitesse induite sont alors calculées au centre de chaque 
segment que nous appellerons rayon de contrôle Rctrl· Les différentes étapes pour le calcul 
de u et v se résument par l'enchaînement des opérations suivantes (sans désalignement du 
vent amont) : 

1. Initialisation v = 0 et u = 0 

Pour le ième pas 
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Va- v 
2. calcul de c/J par tan c/J = n 

u 0 +u 

3. calcul de a avec a = c/J - f3 

3.3. Analyse par sillage prescrit 

4. calcul de Cd et Cz (expérimentalement connus en fonction de a) 

5. Correction de Cd et Cz 

6. calcul de C1x et Cfy (3.13) 

7. calcul de 1 

9. calcul de u et v par les formules (3.20) et (3.23) 

10. Si lui- Uï-11 < E et lvi- v;_ 11 < E, arrêt du processus sinon, retour à l'étape No. 2. 

Les composantes u et v calculées vont nous permettre de déduire les efforts élémentaires 
tlfz et ô.h sur chaque segment grâce à la relation (3.12). Cette discrétisation nous donne 
une répartition en "marches d'escaliers" de la distribution des efforts aérodynamiques puisque 
l'on suppose qu'au rayon r, tlfz et ô.h sont constants sur l'intervalle [r- ô.r /2, r + ô.r /2]. 
L'erreur introduite par cette approximation diminuera avec un nombre croissant de segment 
Nseg qu'il conviendra donc de fixer correctement en fonction de la précision et de la rapidité 
d'exécution des calculs souhaitées. 

3.3 Analyse par sillage prescrit 

Parmi les applications de la théorie tourbillonnaire, l'analyse du sillage du rotor par 
une méthode dite de sillage prescrit semble être un compromis intéressant (cf. §I-1.2) entre 
l'analyse par sillage libre et celle par sillage rigide pour laquelle le sillage est réduit à des 
surfaces hélicoïdales tourbillonnaires de diamètre et de pas constant, se déplaçant à une 
vitesse constante du plan rotor vers l'infini aval de l'écoulement. Notre motivation pour la 
modélisation du sillage par l'application de la théorie tourbillonnaire réside dans sa capacité 
à intégrer la géométrie réelle de l'écoulement en aval du plan rotor. D'autre part, il n'est 
plus question ici de raisonner avec un nombre infini de pales qui serait ensuite corrigé par 
un facteur ni même, à la limite, de considérer un rotor plan. Par conséquent, nous pouvons 
préserver la géométrie exacte du rotor. Il faut souligner également que le triangle respectif 
des vitesses de chaque profil est tributaire de l'ensemble du sillage. La théorie combinée ne 
raisonnait, quant à elle, que sur des tubes de courant concentriques, de rayon ret d'épaisseur 
dr totalement indépendants les uns des autres. Au final, une description plus fine du sillage 
que celle proposée par la théorie combinée (cf. § 3.2) doit nous permettre de prédire les 
efforts aérodynamiques de façon plus réaliste et surtout d'introduire à terme, les effets de 
la turbulence sous la condition que l'on puisse les considérer comme une succession d'états 
stationnaires. Dans le cas contraire, une analyse par sillage libre s'impose. 
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3.3.1 Principe de l'analyse 

Le sillage du rotor se caractérise par sa géométrie. Celle-ci est fixée par le pas des 
nappes hélicoïdales ainsi que leur rayon intérieur R0 et extérieur R variables suivant l'axe 
d'enroulement des nappes. L'objectif de toute analyse de sillage est donc de déterminer 
cette géométrie afin de calculer en n'importe quel point de l'espace, et plus particulièrement 
aux points de contrôle des pales, les vitesses induites par ce sillage. Le principe de cette 
analyse est de prescrire la géométrie du sillage en fonction des vitesses induites sur les pales. 
Cela signifie que le développement complet de la structure du sillage est établi sans tenir 
compte des vitesses induites par le sillage en des points appartenant à celui-ci (vitesses auto­
induites) comme cela est le cas avec les analyses par sillage libre. Le résultat escompté est 
bien sûr une accélération substantielle de la procédure de calcul. La géométrie du sillage est 
obtenue de façon itérative, en partant d'une initialisation effectuée par la théorie combinée 
(cf. § 3.2). Sur la base de ce calcul, un sillage initial est généré. Une fois que la structure de ce 
sillage est connue, on assigne à chacun de ses éléments la valeur des intensités tourbillonnaires 
correspondant à la variation en envergure et en azimut de la circulation rattachée aux pales. 
Une nouvelle estimation des vitesses induites sur les pales dues au sillage est alors calculée 
à l'aide de la théorie tourbillonnaire. Cette estimation diffère du calcul initial effectué par la 
théorie combinée, et par suite, une procédure itérative est employée pour obtenir une solution 
convergente correspondant à la géométrie du sillage. Une fois que cette étape est accomplie, 
une géométrie réactualisée et la procédure de réactualisation est répétée jusqu'à ce qu'un 
critère de convergence soit satisfait. Nous sommes donc en présence d'une procédure de calcul 
basée sur l'implémentation de deux processus itératifs imbriqués: le plus externe est gouverné 
par la géométrie du sillage et le second concerne la détermination des vitesses induites sur 
les pales. Le critère de convergence de ce dernier est en fait basé sur la convergence de la 
composante axiale de la vitesse induite car elle est prédominante sur l'écoulement, et le critère 
de convergence de la géométrie est reporté à la convergence de la circulation sur les pales. 
La structure du sillage est construite par l'agencement de singularités [26] de type tourbillon 
sur des lignes ou des surfaces. La complexité de la structure du sillage et par conséquent, la 
rapidité de la procédure, va dépendre du choix de la répartition des singularités, permettant 
ainsi de différencier les méthodes basées sur la ligne portante, la surface portante ou celle 
des panneaux [28]. 

3.3.2 Description du sillage 

La description du sillage est guidée par la modélisation aérodynamique des pales. Les 
modèles ont été exposés avec leurs spécificités que la figure I-1. 3 résume, et nous rappelons 
simplement qu'il en existe principalement trois: la méthode de la ligne portante, de la surface 
portante et des panneaux. Notre choix est guidé par la géométrie des pales et le compromis 
entre la précision de la méthode et sa rapidité de mise en oeuvre. Une pale d'éolienne de 
moyenne ou forte puissance possède un allongement A= (R- Ro? / S important 1\ typique­
ment 10 :::; A :::; 30. On peut alors modéliser celle-ci par un tourbillon unique d'intensité r 
variable en envergure: cette méthode constitue la plus simple des méthodes des singularités 
[26] et porte le nom de théorie de la ligne portante. Ce tourbillon d'intensité r, appelé tour­
billon lié, est placé au quart avant de la corde de chaque profil, et Prandtl suggère que la 
variation de la circulation rest à rapprocher avec l'existence de tourbillons libres d'intensité 

14. S est la surface portante de la pale 
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df en bord de fuite de l'aile qui forment la nappe tourbillonnaire (figure 3. 7) ou encore le 
sillage de l'aile. 

Circulation Tourbillons libres 

/ 

(OX) 
(OY) 

Tourbillon lié 

FIG. 3. 7 Représentation d'une aile et de sa nappe tourbillonnaire par 
la méthode de la ligne portante 

Il faut toutefois signaler que, dans le cas d'une application de la théorie de la ligne por­
tante à celle des pales, une de ses hypothèses n'est plus vérifiée: la vitesse de l'écoulement 
amont non perturbée n'est pas uniforme puisque la vitesse relative d'attaque des profils de 
la pale est donnée par W0 = .JVa2 + (nr)2. Chaque profil est cependant considéré comme 
fonctionnant "isolé" dans un écoulement plan. 

Le sillage est, quant à lui, constitué par les nappes tourbillonnaires hélicoïdales atta­
chées à chaque pale. Une nappe va être discrétisée par un "maillage" suivant deux directions. 
La première direction est définie par un nombre NTL de tourbillons libres issus de la jonction 
des segments du tourbillon lié (figure 3.8) qui représentent la variation en envergure de la 
circulation r attachée à la pale: ces tourbillons libres sont encore appelés tourbillons de bord 
de fuite (trailed vorticity). La seconde direction est définie par une succession de tourbillons 
orthogonaux aux tourbillons libres et qui représentent la variation de la circulation r suivant 
la position azimutale de la pale: ces tourbillons sont encore appelés tourbillons d'étirement 
(shed vorticity). D'autre part, l'enroulement continu d'un tourbillon libre va être ramené 
à une succession de segments rectilignes par une discrétisation azimutale de pas D. W. La 
figure 3.8 montre l'ensemble des éléments constituant le sillage discrétisé du rotor. 

La vitesse induite par une ligne tourbillonnaire en un point de l'espace est donnée 
par la formule de Biot et Savart. Elle se présente sous la forme d'une intégrale généralisée 
qu'il va falloir expliciter. Cette tâche est nettement simplifiée si l'on approxime une ligne 
tourbillonnaire par une succession de segments rectilignes. Cela justifie la discrétisation des 
nappes par des segments rectilignes. 
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Tourbillons libres 

Chapitre 3. Détermination des vitesses induites 

Tourbillons d'étirement* 

Tourbillon lié 

(OY) 

--._ (OX) 

(*): existent si l'écoulement est non uniforme et/ou instationnaire 

FIG. 3.8 Discrétisation du sillage (une seule nappe représentée) 

3.3.3 Hypothèses 

L'énoncé des hypothèses, dans le cadre où nous avons développé cette analyse par 
sillage prescrit, peut sembler très restrictif. Il se justifie en fait pleinement par le sens de 
la démarche que nous avons adoptée, et l'élaboration d'une analyse complète ne vient pas 
s'inscrire comme une priorité dans nos travaux (cf. § I-2.2). Cependant, cette analyse nous a 
permis, d'une part, de faire le point sur les différents travaux entrepris dans les laboratoires, 
et d'autre part, de mettre à jour les difficultés des concepts utilisés par cette méthode. Par 
conséquent, nos développements constituent la première phase d'élaboration d'une analyse 
par sillage prescrit avec les hypothèses suivantes: 

- le fluide est parfait, incompressible (hypothèse générale de la théorie tourbillonnaire), 

- le vent est perpendiculaire au plan rotor, 

- l'écoulement amont est stationnaire dans un référentiel lié à la pale. Cela signifie que 
le rotor tourne à vitesse constante et qu'aucun effet de turbulences spatiales telles 
que le cisaillement de vent et l'effet d'ombre du pylône ainsi que temporelles (rafales) 
n'intervient, 

- le rotor est contenu dans un plan, 

- les nappes tourbillonnaires formant le sillage ont un pas constant, 

- les effets de dissipation du sillage sont négligés, 

- les pales sont rectilignes pour rester dans le cadre d'une application de la théorie de la 
ligne portante droite 15 , 

15. Dans la théorie de la ligne portante courbe, il faut inclure les vitesses induites par le tourbillon lié 
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- les profils fonctionnent "isolés" dans un écoulement plan (hypothèse de Prandtl). 

Soulignons que l'hypothèse de stationnarité et/ou d'uniformité de l'écoulement ainsi 
que la non prise en compte de la dissipation impliquent qu'il n'existe pas de variation azimu­
tale de la circulation sur les pales. Par suite, la discrétisation du sillage se limite à des nappes 
tourbillonnaires représentées uniquement par des tourbillons libres d'intensité constante sui­
vant l'axe d'enroulement. 

3.3.4 Application de la loi de Biot et Savart sur un segment tour­
billonnaire rectiligne 

Les vitesses induites sont évaluées en des points particuliers de l'écoulement. En effet, 
dans l'introduction du principe de cette analyse (cf. § 3.3.1), nous avons souligné que la 
géométrie du sillage était actualisée en fonction des vitesses induites sur les pales. Par suite, 
des points dits de contrôle situés entre deux départs de tourbillons libres et positionnés sur 
le tourbillon lié à chaque pale vont être choisis comme points d'évaluation. Comme nous 
avons défini NrL tourbillons libres, il y a ( NrL - 1) points de contrôle. De plus, nous savons 
d'ores et déjà que la circulation varie fortement en extrémité de pale. C'est pourquoi une 
répartition linéaire des points de contrôle n'est pas forcément très adaptée à cette variation, et 
un resserrement des points de contrôle en extrémité de pale semble plus approprié. Ceci peut 
être mis en oeuvre par une répartition dite de Gauss des tourbillons libres en introduisant 
la variable () telle que, pour le tourbillon libre situé à l'envergure r: 

(3.44) 

avec () E [0, 1r]. D'autre part, l'intensité df des tourbillons libres est déduite d'une 
simple différence finie, et des travaux montrent [29], [30] qu'une dizaine de tourbillons libres 
suffisent pour obtenir une précision satisfaisante sur les vitesses induites: 

(3.45) 

où i est l'index du tourbillon libre (figure 3.9). 

Par conséquent, la structure du sillage est maintenant définie et il ne nous reste plus 
qu'à appliquer un des lois de la théorie tourbillonnaire pour déterminer les vitesses induites 
par le sillage en chaque point de contrôle de chaque pale. Soit une ligne tourbillonnaire 
C semi-infinie, d'intensité df. La vitesse induite en un point P de l'espace par cette ligne 
tourbillonnaire est donnée par la formule de Biot et Savart : 

(3.46) 

où r.o et r.1 sont respectivement, le vecteur position du point P et de l'élément di par 
rapport à l'origine du repère. Nous avons choisi de discrétiser les lignes tourbillonnaires 
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Points de 
contrôle 

f· 
' 

f1 (OX) 
1 

1 

y 

FIG. 3.9 Caractéristiques de la nappe tourbillonnaire d'une pale 

(OY) 

continues par une succession de segments rectilignes, car la formule de Biot et Savart (3.46) 
prend alors une expression analytique simple. Nous allons donc appliquer cette formule pour 
un segment tourbillonnaire rectiligne. Il est clair qu'une ligne tourbillonnaire ne peut pas 
débuter ou se terminer dans un écoulement, donc, les expressions suivantes ont pour but 
d'exprimer la contribution d'un segment appartenant à une ligne tourbillonnaire continue. 
Considérons le segment tourbillonnaire de longueurs et d'intensité constante df (figure 3.10). 

A 

B 

c 
FIG. 3.10 Représentation d'un segment tourbillonnaire 

La vitesse induite en un point A, défini par les vecteurs positions r.1 et r.2 est alors 
donnée par la relation : 

dw- = _ df ir. A dfl. 
_, 47r r3 

s 
(3.47) 

où r. est le vecteur allant de l'élément dfl. appartenant au segment tourbillonnaire au 
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point A et r = Id· On montre alors (28] que la vitesse induite au point A par ce segment 
tourbillonnaire est égale à: 

(3.48) 

avec Dl = z:.1 - z:.2 . Dans un repère cartésien, si les coordonnées des points A, B et C 
sont respectivement (XA, YA, ZA), (XB, YB, ZB) et (Xc, Yc, Zc ), alors les composantes de la 
vitesse induite au point A s'expriment par (29]: 

où: 

c 

l 

C [(YA- Yc)(Zc- ZB)- (ZA- Zc)(Yc- YB)] 
C [(ZA- Zc)(Xc- XB)- (XA- Xc)(Zc- ZB)] 
C [(XA- Xc)(Yc- YB)- (YA- Yc)(Xc- XB)] 

21r-r1r2 [(r1 + r2)2- !2] 
yf(XA- XB)2 + (YA- YB)2 + (ZA- ZB) 2 

yf(XA- Xc)2 + (YA- Yc)2 + (ZA- Zc)2 

J(Xc- XB)2 + (Yc- YB)2 + (Zc- ZB)2 

(3.49) 

(3.50) 

La formule (3.47) introduit une singularité: lorsque r tend vers zéro, la vitesse induite 
tend alors vers l'infini. Il faut en effet noter qu'un ligne tourbillonnaire est une idéalisation 
dans laquelle une quantité finie de tourbillons est concentrée sur une ligne de section infini­
tésimale. En réalité, la viscosité du fluide élimine cette singularité en diffusant les tourbillons 
dans un tube de section finie, mais de faible rayon, appelé rayon de singularité tourbillonnaire. 
Or, le traitement de celui-ci est très brièvement abordé dans la littérature. Cette singularité 
apparaît nettement lorsque certains tourbillons libres formant le sillage sont trop proches 
des rayons de contrôle (figure 3.9) où l'on souhaite déterminer les composantes de la vitesse 
induite. Ce cas de figure est rencontré, pour une pale donnée, en début d'incrémentation 
azimutale du sillage: soit par la nappe tourbillonnaire attachée à la pale elle-même, soit par 
la nappe de la pale précédente. Les études du sillage sur les rotors éoliens basées sur l'emploi 
de la loi de Biot et Savart n'apportent pratiquement aucune information sur la dimension 
du rayon de singularité à adopter. Nous avons donc traité cette singularité en se référant 
aux méthodes utilisées pour les rotors d'hélicoptères. Le tourbillon d'extrémité de pale (tip 
vortex) est celui qui possède la plus grande intensité, du fait du fort gradient de circulation 
dans cette zone. Il aura donc une influence prépondérante sur les valeurs des composantes de 
la vitesse induite en un point du plan rotor. Les autres tourbillons possèdent une intensité 
moindre, car la circulation dans la partie centrale de la pale varie plus faiblement. Ils auront 
donc une influence nettement plus faible sur la valeur des composantes de la vitesse induite. 
Par conséquent, la nappe tourbillonnaire attachée à une pale est décomposée en deux zones 
dans le sens de son envergure: la partie extrême de la pale, siège du tourbillon extremum, et 
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FIG. 3.11 Rayon de singularité 
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la partie restante, que l'on qualifiera de zone interne de la nappe tourbillonnaire. Le traite­
ment de la singularité sera différenciée dans ces deux zones. Nous allons donc introduire le 
rayon de singularité pour lever la singularité dans la formule de Biot et Savart. 

Il est défini comme la distance minimum entre la point A et la droite ( BC) supportant 
le segment tourbillonnaire rectiligne d'extrémités B et C: 

(3.51) 

Les composantes de la vitesse induite, au point A du plan rotor, engendrées par un 
segment tourbillonnaire [BC] trop proche du point A, c'est-à-dire si la hauteur du triangle 
(BAP) est inférieure à rm, seront prises nulles (figure 3.11). La décomposition de la répar­
tition de la circulation en envergure nous permet d'appliquer un rayon de singularité propre 
au tourbillon extremum et un autre propre à la zone interne de la nappe. Cette démarche 
suit les quelques recommandations faites sur les rotors d'hélicoptères qui préconisent égale­
ment de choisir un rayon de singularité extremum "suffisamment important" pour atténuer 
la singularité d'une ligne tourbillonnaire dans la zone interne sans pour autant préciser les 
paramètres qui permettent concrètement de fixer ce rayon. W. Johnson [31] stipule que le 
rayon de singularité est pris typiquement à environ 10 %de la corde de la pale. Pour pallier 
ce manque de précision, il nous a fallu mener une étude de sensibilité des rayons de singula­
rité sur les vitesses induites [32]. La conclusion de cette étude nous a permis de fixer le rayon 
de singularité extremum à 5 % de la corde moyenne pour la géométrie de pale provenant 
de l'éolienne danoise Frisia 4800/750 kW que nous pouvons considérer comme représenta­
tive des éoliennes de moyenne puissance de conception actuelle (tripale, dans le vent, à pas 
variable). 

3.3.5 Décomposition du sillage 

La décomposition du sillage suivant son axe d'enroulement (OX) permet d'inclure de 
façon pratique à la fois l'expansion et l'enroulement marginal des nappes tourbillonnaires 
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(Roll-up): en extrémité de pale, la nappe s'enroule sur elle-même en plus de décrire une 
surface hélicoïdale (figure 3.12}. 

(OZ) 

marginal 

FIG. 3.12 Représentation de l'enroulement marginal 

Nous avons donc procédé à une décomposition du sillage en deux parties en utilisant les 
paramètres de définition de Afjeh [29]. Le sillage proche (near wake) est défini lorsque celui-ci 
a effectué une rotation d'angle 1r. Dans cette partie du sillage, seul l'effet d'expansion est 
notable. Le sillage lointain (far wake) est le prolongement du sillage proche. Il est caractérisé 
par le fait, qu'en régime quasi-stationnaire, il a acquis un certain équilibre et donc que 
sa géométrie n'évolue pas dans le temps et dans l'espace si l'on suppose de plus que l'on 
ne tient pas compte des effets de dissipation (grâce auxquels le sillage va progressivement 
se confondre avec l'atmosphère environnante). Ce sillage lointain est nettement affecté par 
l'enroulement marginal des nappes tourbillonnaires hélicoïdales attachées à chaque pale. Il 
faut noter que ce phénomène est complexe et qu'il n'est pas dans notre propos de rentrer 
dans le détail de sa modélisation. Nous reléguons donc celui-ci à des études complémentaires 
qu'il conviendra d'intégrer par la suite. Par contre, l'expansion du sillage est simple à mettre 
en oeuvre, puisqu'il est implicitement introduit par la théorie de la quantité de mouvement 
développée au paragraphe 3.2. L'enveloppe du sillage est définie par le rapport entre le rayon 
du rotor Ret le rayon du sillage à l'infini aval Raval (figure 3.1). L'équation de conservation 
de la masse, appliquée entre le plan rotor et l'infini aval nous donne: 

(3.52) 

Par suite: 

Rava/ = [Vo="V 
R v~ 

(3.53) 
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Le contour de la section longitudinale de l'enveloppe (figure 3.1) peut être approximé 
par différentes courbes (linéaire, hyperbolique, conique, etc), mais une expression en expo­
nentielle [29] semble plus adéquate (continuité du raccordement) : 

R(X) = Raval- (Raval- R)e-(3X 

où 

f3 = 1 dR 1 

Raval- R dX X=O 

fÎÏÎI\ 
~ 

(3.54) 

(3.55) 

En théorie, le facteur d'expansion f3 peut être calculé en chaque point de contrôle de 
chaque pale, en utilisant les composantes radiales et axiales de la vitesse induite: 

dR' 
dX X=O 

r ,6.r Vr 1 

fl~~o ,6.X = V0 - v x _
0 flX~O -

(3.56) 

où Vr est la composante radiale de la vitesse induite au point de contrôle. v est facile­
ment obtenu par l'application de la théorie combinée (cf. § 3.2), mais Vr est plus délicate à 
déterminer. En pratique, le coefficient f3 est déterminé en considérant la position axiale X*, 
lieu où l'on observe la demi-expansion du sillage. Cette position est fixée expérimentalement 
et f3 se déduit de l'équation: 

Soit: 

* - 1 - -(3X* R(X ) - 2(R + Ravat)- Ravat- (Ravat- R) e 

f3 = 0,6931 
X* 

(3.57) 

(3.58) 

Bien sûr, l'accès à X* étant sujet à des mesures, cette valeur est fixée arbitrairement 
pour effectuer des calculs de sillage et sera éventuellement corrigée suivant les données dont 
on disposera. 

3.3.6 Algorithme de la méthode 

L'algorithme présenté par la figure 3.13 généralise la méthode par sillage prescrit, dans 
le sens où il est valable pour un écoulement non uniforme et/ou instationnaire. Néanmoins, 
on suppose que les turbulences intervenant sur le rotor évoluent "assez lentement" pour être 
assimilées à un régime quasi-stationnaire (succession d'états stationnaire). D'autre part, on 
remarquera que le nombre, et donc la position en envergure, des points de contrôle diffèrent 
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pour le calcul des vitesses induites par la théorie combinée et la méthode par sillage prescrit. 
Typiquement, une quarantaine de points de contrôle sont définis pour le premier calcul alors 
qu'une douzaine de points suffisent à déterminer correctement le sillage. Ceci implique qu'il 
faut avoir recours à une interpolation (parabolique) des caractéristiques de l'écoulement pour 
fixer ces valeurs aux points de contrôle utilisés par l'analyse par sillage. Il en est de même 
pour les polaires: lors de la description de la géométrie de la pale, seuls les profils caracté­
ristiques de celle-ci sont connus. Par conséquent, il faut également interpoler les polaires, à 
la fois aux points de contrôle de la théorie combinée, et à la fois aux points associés à la 
méthode de sillage prescrit. 

Dans le cas d'un régime non uniforme et/ou instationnaire, les nappes tourbillonnaires 
attachées à chaque pale sont discrétisées suivant deux directions. C'est pourquoi, en plus du 
double processus itératif, l'un sur les vitesses induites et l'autre sur la géométrie du sillage, 
une incrémentation azimutale du rotor apparaît dans cet algorithme. 
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Détennination de la répartition en envergure 
des points de contrôle et interpolation 

des caractéristiques des profils en ces points 

_1 
t 

Détermination de la position des points 
de contrôle pour cette azimut du rotor 

! 
Initialisation et interpolation des grandeurs 
obtenues par la théorie combinée aux points 

de contrôle définis pour le sillage prescrit 

_1 
- ~ 

Calcul des coordonnées des extrémités B et C 
des segments tourbillonnaires rectilignes pour 

le pas courant de l'azimut du sillage 

! 
Calcul des intensités 
des tourbillons libres 

! 
Calcul des composantes de la vitesse induite 
en chaque point de contrôle de chaque pale 
par sommation avec les valeurs précédentes 

! 
Non Convergence des composantes 

de la vitesse induite en tous 
points de contrôle 

l 
Calcul des nouvelles caractéristiques 

de la géométrie du sillage 

! 
Non Convergence de la géométrie 

du sillage 

! 
Incrémentation azimutale des pales 

afin de détenniner le nouveau sillage 
correspondant à cette position du rotor 

FIG. 3.13 Algorithme de calcul des vitesses induites par l'analyse par 
sillage prescrit 
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Notations 

La plupart des notations adoptées dans cette partie sont celles définies dans les parties II 
et III auxquelles il conviendra de se reporter. 

Latines 

Majuscules 

AHo :altitude au sommet du pylône (AHo = Apyz) 
APr : distance entre l'axe du moyeu et la sommet du pylône 
La : longueur de la ligne d'arbre équivalente 
M3 : masse de la ligne d'arbre équivalente 
PPr : distance du plan rotor à l'axe de rotation de la nacelle 
Rco : repère de conicité 
Rnp : repère de déport 
RH o : repère d'horizon 
RLa : repère de lacet 
RMoy :rayon du moyeu 
RN a : repère de nacelle 
RPr : repère du plan rotor 
Rro : repère tournant 
T : chaîne de transformations 

Minuscules 

d2 : mesure algébrique de la distance séparant les points d'articulation h2 et p3 

mz : masse linéique équivalente 

Grecques 

Minuscules 

E : variable de position du point d'articulation p3 par rapport au point h3 ( E = ±1) 
'1/JLa : angle d'orientation de la nacelle 
'1/Jpz : angle de calage des pales ('1/Jpz = /3) 
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'PSe : angle de vrillage de la pale à l'envergure r 
'PTo : angle azimutal des pales 
Oco : angle de conicité 
()Na : angle d'inclinaison de la nacelle 

Matrices 

Majuscules 

[ R] : matrice de rotation 
[T] : matrice de transformation associée à la chaîne T 

Minuscules 

[t] : matrice de translation 



Chapitre 1 

Description du système éolien 

1.1 Introduction 

Le chapitre II-1.4 a présenté le cadre formel permettant de modéliser le comporte­
ment dynamique des systèmes multicorps souples reposant sur le formalisme de Kane et 
l'agencement des corps suivant une arborescence topologique. L'association de ces deux élé­
ments permet de déterminer de manière récursive les paramètres constituant les équations 
de mouvement. Celles-ci sont d'autant plus aisées à établir qu'elles ne font pas intervenir 
les équations de liaison. De plus, l'intérêt de cette méthode est d'accéder rapidement et de 
façon très orientée vers la programmation au système d'équations différentielles régissant 
le mouvement du système mécanique. C'est pourquoi, nous pouvons maintenant appliquer 
cette méthode à la modélisation des éoliennes en prenant en compte leurs spécificités. Bien 
que nous soyons en mesure de modéliser un large éventail de configurations des machines à 
axe horizontal, nous concentrerons notre démarche (sachant qu'elle est en tout point trans­
posable aux autres types de machines) essentiellement sur le type de machine le plus utilisé 
de nos jours à savoir (cf. I-3.3): 

- l'éolienne tripale dans le vent, 

- avec mécanisme de régulation du pas. 

Ceci n'est pas du tout restrictif, car le principe de la démarche reste tout à fait valable 
dans le cas d'une configuration bipale. 

1.2 Description de la topologie 

L'éolienne est un système multicorps dont la configuration topologique arborescente 
est donnée par la figure 1.1 dans le cas d'une éolienne bipale, et par la figure 1.2 dans le 
cas d'une éolienne tripale. Le pylône, choisi comme corps de référence, est connecté au corps 
N o.O représentant la terre (repère galiléen). La procédure retenue est celle exposée dans [1] 
et présentée au chapitre II-1.4.2.0. Le cheminement direct, ainsi que les modes de comptage 
pour les deux configurations, sont donnés respectivement dans les tableaux 1.1 et 1.2. 
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TAB. 1.1 Définition de la topologie d'une éolienne bipale d'après la 
figure 1.1 

Corps 1 k 1 c(k) 1 Cheminement 1 
p(k) 

Pylône 1 0 {1,0} {6,5,4,3,2,1} {6,5,4,3,2} 
Nacelle 2 1 {2,1,0} {6,5,4,3,2} {6,5,4,3} 

Ligne d'arbre 3 2 {3,2,1,0} {6,5,4,3} {6,5,4} 
Moyeu articulé 4 3 {4,3,2,1,0} {6,5,4} {6,5} 

Pale no.1 5 4 {5,4,3,2,1,0} {5} cf; 
Pale no.2 6 4 {6,4,3,2,1,0} {6} cf; 

TAB. 1.2 Définition de la topologie d'une éolienne tripale d'après la 
figure 1.2 

Corps 1 k 1 c(k) 1 Cheminement 1 
p(k) 

Pylône 1 0 {1,0} {6,5,4,3,2,1} {2} 
Nacelle 2 1 {2,1,0} {6,5,4,3,2} {3} 

Ligne d'arbre+moyeu 3 2 {3,2,1,0} {6,5,4,3} {6,5,4} 
Pale no.1 4 3 {4,3,2,1,0} {4} cf; 
Pale no.2 5 4 {5,3,2,1,0} {5} cf; 
Pale no.3 6 4 {6,3,2,1,0} {6} cf; 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 
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ligne d'arbre 

Nacelle 

CD Pylône 

Po 

FIG. 1.1 Topologie arborescente d'une 
éolienne bipale 

Chapitre 1. Description du système éolien 

Nacelle 

CD Pylône 

Po 

FIG. 1.2 Topologie arborescente d'une 
éolienne tripale 

Soulignons que pour l'éolienne bipale, il peut parfois exister un degré de liberté en 
rotation d'une partie du moyeu par rapport à la ligne d'arbre (moyeu articulé cf. § I-3.1.1). 
Par suite, deux moyens sont à notre disposition pour tenir compte de ce degré de. liberté 
supplémentaire. Le premier consiste à distinguer le moyeu de la ligne d'arbre équivalente et le 
second à introduire ce degré de liberté au moment de l'identification des vitesses généralisées 
du système. Le tableau 1.1 reprend la première méthode. 

1.3 Définition des repères liés à l'éolienne tripale 

A cette description topologique il convient d'ajouter celle des repères mobiles (fi­
gure 1.3) et de leurs bases respectives (tableau 1.3) ainsi que les grandeurs caractéristiques 
(tableaux 1.5 et 1.6). 

A ce stade, il faut distinguer les angles dits de construction (tableau 1. 6) (fixes) des 
angles dits de pilotage (tableau 1. 7) (variables et nécessaires au fonctionnement de la ma­
chine) ou de position (repérage azimutal du rotor). 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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TAB. 1.3 Description des repères cinématiques de 1 'éolienne tripale 

Base Corps Description 
( i = 1 à 3) attaché 

lhl} 1 Repère galiléen, centré au pied du pylône 
{Qf2} 1 Repère lié au pylône, centré à son sommet 

{Qt} 2 Repère lié à la nacelle, centré sur l'axe de rotation 
{Qf3} 2 Repère lié à la liaison pivot de la ligne d'arbre 

{Qt} 3 Repère lié à la ligne d'arbre, centré sur son axe de rotation 
{Qf4} 3 Repère lié au moyeu 
{Q;} 4 Repère lié à la pale no.1, centré au pied de pale 
{Qfs} 4 Repère lié au moyeu 

{QD 5 Repère lié a la pale no.2, centré au pied de pale 
{Qf6} 4 Repère lié au moyeu ~ un 6 Repère lié a la pale no.2{-centré au pied de pale 

~· 

FIG. 1.3 Repères mobiles liés à l'éolienne tripale 
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TAB. 1.4 Description de l'ensemble des repères liés à l'éolienne tripale 
1 Nom 1 Centre 1 Base 1 Commentaires 1 

RPy Opy Repère Pylône 
RH a OH a Repère Horizon parallèle au sol 
RLa OLa Repère de Lacet 
RNa ON a Repère Nacelle 

RPr Opr Repère Plan Rotor 

Rra Oro Repère Tournant 

Rea Oc a Repère de Conicité 
Rnp Onp Repère de Déport 
Rpz Opz Repère de pale 

RN v ON v Repère Non Vrillé 

Rrr Orr Repère de Traînée 

RB a OB a Repère de Battement 

Rse Ose Repère de section 

TAB. 1.5 Définition des distances caractéristiques 

1 Distance 1 Description 

AHo Distance entre la base et le sommet du pylône 
Ppr Distance du plan rotor à l'axe de rotation de la nacelle 
Apr Distance entre l'axe du moyeu et le sommet du pylône 

RMoy Distance entre l'axe du moyeu et le pied de pale 

TAB. 1.6 Définition des angles de construction 

1 Angle 1 Description 

()Na Angle d'inclinaison de la nacelle ("Tilt angle") 
Oco Angle de conicité du plan des pales 

'PSe Angle de vrillage de la pale, fonction de l'envergure 

TAB. 1. 7 Définition des angles de pilotage et de position 

1 Angle 1 Description 

'1/JLa Angle d'orientation de la nacelle en lacet 
'1/J Pl Angle de calage des pales 

<pro 1 Angle azimutal des pales (position) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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1.4 Définition des transformations 

Pour finir, énumérons les différents changements de base qui vont servir à définir com­
plètement la position des solides composant l'éolienne. Les transformations d'une base à une 
autre se calculent grâce à l'emploi de matrices de dimension (3, 4) pour lesquelles on définit 
l'opérateur "•" [2]. 

Soit Rpy, le repère galiléen et Rq un repère quelconque. Un point P de coordonnées 
(Xp, Yp, Zp) dans Rq s'exprime dans Rpy par l'application d'une translation [t] et jou d'une 
rotation [R] définie respectivement par: 

translation (1.1) 

et: 

rotation (1.2) 

[R] 

Pour condenser les notations, il est commode de regrouper les deux transformations 
élémentaires précédentes en une matrice [T] telle que: 

(1.3) 

avec [t], vecteur colonne de translation et [R] matrice de rotation définies respective­
ment par les relations (1.1) et (1.2). Par suite, le produit de deux transformations T 1 et T 2 

est défini par l'opération suivante: 

[T] [T1 • T2] 

[[tt):[Rt]]• [[t2]:[R2]] 

[[t,~::.::~t,]: ~~.~:~:]] (1.4) 

Pour une translation pure, la transformation T associée s'écrit: 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 
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[T] = [ ~ ~ ~ ~ l 
w 0 0 1 

(1.5) 

Pour une rotation pure, la transformation T associée s'écrit: 

(1.6) 

Par conséquent, la position d'un point P(Xp, Yp, Zp) dans Rq s'exprime, dans le repère 
galiléen RPy, par le produit den chaînes de transformations: 

[ Xp 
1 

0 0 l [P](Rpy) = Yp 0 1 0 (1.7) 
Zp 0 0 1 (Rpy) 

et: 

n 

p(RPy) = II T; • p(Rq) (1.8) 
i=l 

avec: 

[ Xp 1 0 0 l 
[P](Rq) = Yp 0 1 0 (1.9) 

Zp 0 0 1 (Rq) 

On désigne maintenant par (r1 , r 2 , r3 ) les coordonnées d'un point P de vecteur position r._. 
La liste des transformations élémentaires [t] et [R] qui vont intervenir dans les chaînes de 
transformations sont : 

• Pour les repères liés au pylône, le passage du repère pylône de base {.Q~} au repère 
horizon de base {.Qf2

} 

(1.10) 

le passage du repère horizon de base {.Qf2 }au repère lacet de base {.Qn 

(1.11) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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• Pour les repères liés à la nacelle, le passage du repère lacet de base {t?}}au repère 
nacelle de base {.Qf3

} 

(1.12) 

le passage du repère nacelle de base {Qf3 }au repère rotor de base {Qrr} 

(1.13) 

• Pour les repères liés au moyeu, le passage du repère rotor de base {.Qrr}au repère 
tournant de base {Q;} 

0 
COS 'PTo 

-sm 'PTo 

le passage du repère tournant de base {.Q7}au repère conicité de base {.Qi•5
•
6

} 

[ 

cos Oco 0 sin Oco l [ r1 l 
0 1 0 r2 

-sin Oco 0 cos Oco r3 (b3 ) 

le passage du repère conicité de base {Qi'5'
6}au repère déport de base { _QfP} 

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 

• Pour les repères liés à la pale, le passage du repère déport de base { _QfP }au repère 

pale de base {.Qi'5'
6

} 

[ 

cos '1/Jpz 
-si~ '1/Jpz 
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1 

! Zpy 
1 

1 

Chapitre 1. Description du système éolien 

FIG. 1.5 Définition des repères RHo et RLa 

FIG. 1.4 Définition des repères Rpy et RHo FIG. 1.6 Définition des repères RLa et RNa 

FIG. 1. 7 Définition des repères RNa et RPr FIG. 1.8 Définition des repères RPr et RTo 
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• Pour les repères locaux lié à la pale, le passage du repère local pale au repère local 
non vrillé 

le passage du repère local non vrillé au repère local traînée 

le passage du repère local traînée au repère local battement 

le passage du repère local battement au repère local section 

0 
COS r.p Se 

-sm !.f!Se 
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FIG. 1.10 Définition des repères Rco et 

FIG. 1.9 Définition des repères RTo et Rco RDp 

FIG. 1.11 Définition des repères RDp et 
Rpz 

La description détaillée des repères liés à la pale a été abordée lors de la modélisation 
mécanique de celle-ci au paragraphe II-2.2 et nous rappelons simplement que, par convention, 
la section de pale Se est décrite dans le plan (YseOZse), avec: 

- 0 : centre de vrillage, 

- A : centre aérodynamique ou foyer aérodynamique, 

- G: centre de gravité, 

- E: centre élastique, 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 



222 1.4. Définition des transformations 

- C : centre de torsion. 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 



Chapitre 2 

Équations de mouvement 

2.1 Introduction 

Ce chapitre est consacré à la mise en équation de l'éolienne tripale à axe horizontal. 
Les équations de mouvement, dans cette configuration, sont établies par l'application du for­
malisme de Kane associé au comptage des corps disposés en arborescence (cf.§ II-1.4). Cette 
modélisation va nous permettre de déterminer, dans un premier temps, les vitesses partielles 
des différents corps grâce à la propriété de récursivité des relations cinématiques et, dans un 
second temps, d'en déduire les forces d'inertie et actives généralisées du système. L'enchaî­
nement des différentes étapes permettant de construire le système d'équations différentielles 
(II-1.42) peut alors se résumer comme suit: 

1. Parcours de l'arborescence des corps feuilles (pales) vers le corps racine (pylône), afin 
de déterminer les vitesses partielles w; et Q; de chaque corps Bk pour tous les degrés 
de liberté p (cf. § 2.3). 

2. Déduction des accélérations angulaires des corps Bk et des accélérations des points hk, 
centres des repères locaux attachés à ces corps (cf. § 2.4). 

3. Détermination des dyadiques d'inertie des corps Bk (cf. § 2.5). 

4. Déduction des forces d'inerties généralisées J;k et des forces actives généralisées J; 
agissant sur tous les corps Bk, pour tous les degrés de liberté p. 

5. Construction de la matrice de masse [M] du système complet et du second membre 
[L] telle que 

{ 
[M]{w} = [L] 

{q} = {w} 
(2.1) 

Nous allons appliquer de façon détaillée les relations développées dans le chapitre Il­
l. Les hypothèses retenues pour l'écriture des relations cinématiques et dynamiques d'une 
éolienne tripale à axe horizontal sont les suivantes : 

- tous les corps constituant l'éolienne sont considérés comme souples à l'exception de la 
nacelle supposée infiniment rigide, 
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- on ne retient que le premier mode de déformation pour le pylône d'index k = 1 et tel 
que 

(2.2) 

(2.3) 

où :!!:1(r.1
) est le vecteur position d'un point P repéré par r.1 dans le repère local b1 après 

déformation du pylône et 1~f2 le vecteur vitesse de déformation angulaire du sommet 
du pylône (point d'articulation p2 , figure 1. 3) incluant donc le 1er mode de flexion dans 
les deux plans (bases {Q~, Q,D et {Q~, g}) et de torsion (base {Q~, Qn). 

Soulignons que cette restriction au premier mode n'est justifiée, d'une part, que parce 
que ce mode domine majoritairement le comportement dynamique du pylône et, d'autre part, 
à une volonté d'orienter cette présentation sur le principe d'établissement des équations de 
mouvement et non d'en donner un développement exhaustif. Dans l'hypothèse de l'utilisation 
de pylônes plus souples, il faudrait envisager de tenir compte de deux modes au moins, mais 
cela ne changerait bien entendu en rien le principe d'écriture. 

2.2 Définition des vitesses généralisées 

Puisque nous souhaitons appliquer les développements exposés dans le paragraphe II-
1.4, il faut prendre soin de définir les vitesses généralisées en accord avec le choix émis dans 
ce même paragraphe. Dans ce cas, nous pouvons dresser le tableau 2.1 relatif aux vitesses 
généralisées de mouvement de corps rigides. 

TAB. 2.1 Définition des vitesses généralisées de mouvement de corps 
rigides 

Vitesse Vitesses Vecteur Commentaires 
angulaire relative généralisées (}k directeur Ik 

P2w2 '1/JLa b2 
~ Orientation de la nacelle 

Paw3 ({)To bJ 
-1 Rotation de la ligne d'arbre 

Pkwk '1/Jpz bk 
~ Calage de la pale Bk 

Le tableau 2.2 présente le vecteur colonne des vitesses généralisées Wp pour l'éolienne 
tripale (p = 1 à NS, nombre de degrés de liberté d'une éolienne tripale) qui constituent 
les inconnues du système à résoudre dans le système d'équations différentielles. Ce vecteur 
colonne est partitionné de manière à faire apparaître dans sa partie supérieure les vitesses 
généralisées associées aux mouvements de corps rigides et dans sa partie inférieure les vitesses 
généralisées associées aux mouvements de corps souples. 

De plus, pour déterminer l'ensemble des vitesses partielles, nous nous référerons aux 
tableaux 2.3 et 2.4. 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application i& l'éolienne tripale 
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T~B. 2.2 Vecteur colonne des vitesses généralisées - Eolienne tripale 
'ljJ La Orientation de la nacelle t 

'PTo Rotation de l'arbre 

'1/Jpz Calage des pales 

Déformation du pylône 

Déformation de la ligne d'arbre 

Déformation de la pale No. 1 

Déformation de la pale No. 2 
·5 

"lN Ms 

Déformation de la pale No. 3 

Mouvements 
de 

corps rigides 

t 

t 

Mouvements 

de 

corps 

souples 

TAB. 2.3 Définition des vecteurs de base des articulations 

1 c(k)yk 1 Vecteur 1 Commentaires 1 

de base 
1y2 

2y3 

3yk 

DPk 

DP2 

DP3 

DPk 

g Liaison pivot (pylône-nacelle) 
(_ b2 

-1 Liaison pivot (nacelle-ligne) 
bk 
~ Liaison pivot (moyeu-pale Bk) 

TAB. 2.4 Définition des vecteurs 
DPk 

Expression Commentaires 

AHolb + ~~(e2) "71 Pylône 

d2Qt Nacelle 
NMk 

La f2Î + L P.~ (5c) "71 Ligne d'arbre (pale Bk) 
/-1 . 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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2.3 Expression des vitesses partielles 

Nous abordons dans ce paragraphe, la première étape du processus décrit en introduc­
tion, consistant à déterminer les vitesses partielles Q;k et ~; de la façon suivante: 

1. Parcours de l'arborescence corps par corps (incrémentation sur Bk) dans le sens corps 
racine B 1 (pylône) vers les corps feuilles BkJ avec k = 4, 6 (pales). 

2. Pour p = 1 à NS, parcours de l'arborescence de l'articulation jou le corps j vers le 
corps courant Bk. Le mouvement de corps rigide ou souple correspondant au degré de 
liberté p permet alors d'en déduire la nature de la vitesse généralisée Wp (rotation ou 
translation de corps rigide ou déformation de corps souple). 

3. Suivant la nature de wP, calcul des vitesses partielles (angulaires et linéaires) à l'aide 
des équations (II-1.39), (II-1.40) et (II-1.41). 

Ceci permettra alors de dissocier plus tard les différents éléments de la matrice de 
masse [M] du système. 

Pour une éolienne, les articulations se limitent à des liaisons pivots. Ceci implique qu'il 
n'y a qu'une direction ( m = 1) pour les vitesses relatives ëtn 16 de l'articulation j (relation (II-
1.37)). Les vitesses partielles ne sont donc définies qu'à partir de deux équations: 

- pour l'articulation j, lorsque Wp coïncide avec iJj, alors 

pour le corps k sortant de l'articulation j, incluant le corps j, 

- pour le corps j, lorsque Wp coïncide avec id, nous avons 

p_'; (l!.m) pour le corps k sortant du corps j 
Q smon 

avec Pm point d'articulation du corps j menant au corps k (figure II-1.8) 

Nous pouvons donc déduire: 

- les vitesses angulaires partielles w~ associées à la nacelle 

g 
p_'~ (l!_2) 
0 smon 

16. On notera alors plus simplement iJi 
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Soit, sous forme matricielle 

(2.7) 

où { wp} est le vecteur colonne des vitesses généralisées défini par le tableau 2.2, 

- les vitesses angulaires partielles w~ associées à la ligne d'arbre équivalente 

{ 
w3 b2 
-1 ~ 

w3 b3 -2 -1 

w3 t'~(E2) ~ 

w3 0 sm on -p 

(2.8) 

Soit, sous forme matricielle 

(2.9) 

- les vitesses angulaires partielles w~ associées à la pale Bk (k = 4 à 6) 

(2.10) 

Soit, sous forme matricielle 

(2.11) 

Comme précédemment, les vitesses partielles Q; peuvent être définies à partir de deux équa­
tions: 

- pour l'articulation j, lorsque wp coïncide avec Oi, alors 

[i 1\ ~jk pour le corps k sortant de l'articulation j, incluant le corps j 
Q smon 

(2.12) 

où le vecteur ~jk est défini par la figure II-1.8, 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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- pour le corps j, lorsque Wp coïncide avec r,{ 

c/Jj (p ) + c/J'j (p ) 1\ ;t;_jk 
-l-m -l-m 

pour le corps k sortant du corps j 
(2.13) 

0 smon 

où le vecteur çrjk est défini par la figure II-1. 8. 

On en déduit alors: 

- les vitesses partielles y~2 associées à la nacelle 

Soit, sous forme matricielle 

~~ (p) + ~~~ (Ez) 1\ ~ 
Q. smon 
Q. Vt 

(2.14) 

(2.15) 

- les vitesses partielles y~3 associées à la ligne d'arbre équivalente. D'après la 

figure 1.3, 2y3 = dd (on notera que: Q~ = Q.{ = !!;_4
), avec E = ±1 suivant la position du 

point d'articulation p3 par rapport au point h3 ( E = 1 si p3 h3 est dans le même sens 
que Q.Î)· Par suite --

(E + dz)Q~ 
~~(Ez) + f~(Ez) 1\ [t6 + (E + dz)!!.~] 
Q. smon 

(2.16) 

Q. Vt 

où d2 est la mesure algébrique de la distance séparant les points d'articulation h2 et p3 

(d2 > 0 si h2p3 est dans le même sens que Q.Î, figure 1.3). Soit, sous forme matricielle 

0 0 

- les vitesses partielles y~k de la pale Bk (k = 4 à 6) 

0 . . . 0 ) { wp} 
(2.17) 
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NM3 

(t: + d2 + La)Q~ + g 1\ (L r}_~(p)r;{ + g) 
1=1 

NM3 

Q~k !!.i 1\ ( 2::: ~(p)r;r + g) 
1=1 

NM3 

rE~Ü~2) + p_'~(e2) 1\ (g + ( t: + d2)Q; + La!!.Î + L p_~(ek)r;f + g) 
1=1 

r}_~(ek) + p_'~(ek) 1\ g pour p = 4 + l, l = 1 à N M3 
0 smon 
Q Vt 

Soit, sous forme matricielle: 

. hk 1 - 2 2 ~ 3 3 k • 3 NM
3 

3 3 k • 
R = \ (t: + d2 + La)Q2 + ~ 1\ ('8 rEz (ek)'lz + ~): !!.1/\ (~rEt (ek)'lz + ~): 

NM3 

(2;18) 

o: p_~(E2 ) + p_'~(E2 ) 1\ (!6 + (t: + d2)!!.~ + Le!!.i + L ~(ek)rd + g): (2.19) 
1=1 

..r:(/'1) + f':(!',) 1\ g ; ... ; _<E';.,M, (!',) + _<E'~M, (!',) 1\ g ; 0 ... 0) { w,) 

On constate aisément que cette étape est très rapide et permet de déterminer de façon 
systématique les vitesses partielles w; et Q;. L'effort de calcul est réduit comparativement à 
celui qu'il faudrait fournir si l'on procédait d'une manière plus classique. On reconnaît dans 
ces grandeurs cinématiques deux choses : 

- les expressions des vitesses partielles s'enrichissent du passage du corps B1 jusqu'aux 
corps feuilles B4 à B6 ; on retrouve la composition vectorielle des vitesses, 

- les vitesses partielles découlent naturellement les unes des autres d'après la propriété 
de récursivité. 

2.4 Relations dynamiques 

Nous abordons maintenant la deuxième étape. Les relations dynamiques se déduisent 
directement des expressions des vitesses partielles que nous venons d'établir. Les accélérations 
partielles sont calculées par simple dérivation par rapport au temps des vitesses angulaires wk 

et linéaires Qk exprimées comme combinaison linéaire des vitesses partielles angulaires w; et 
linéaires Q;. Le vecteur accélération angulaire d'un corps Bk fait intervenir les accélérations 
des vitesses partielles w; et les accélérations généralisées wp suivant l'expression: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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0./ 

(2.20) 

Par conséquent, nous pouvons en déduire: 

- l'accélération angulaire w2 de la nacelle résultant de l'équation (2.7). En particu­
lier, les accélérations angulaires partielles sont données par 

(2.21) 

- l'accélération angulaire w3 de la ligne d'arbre équivalente résultant de l'équa­
tion (2.9). En particulier, les accélérations angulaires partielles sont données par 

·3 
wl 
. 3 

w2 
·3 

wP 
. 3 

wt 

(_f~(r2) (\ g) w4 

Q~ w1 + (:2'~ (r2) 1\ Qi) w4 
Q pour p 2: 3 
Q Vt 

(2.22) 

- l'accélération angulaire wk de la pale Bk (k = 4 à 6). L'expression de wk résulte 
de l'équation (2.11). Les accélérations angulaires partielles sont alors données par 

·k 
wl 
·k 

w2 
• k 
~ 

(:2'~(r2) (\ g) w4 

Q~wl + (_f~(r2 ) AQi)w4 
(g 1\ ~) W1 +(Qi 1\ ~) w2 + (q/(p2) 1\ ~) w4+ 

(:2'~(rk) 1\ ~) W(4+1) + ... + (f~~3 (rk) 1\ ~) W(4+NM3) 

Q pour p 2: 4 
Q Vt 

L'accélération du point hk, centre du repère local du corps Bk est donnée par: 
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Par conséquent, nous pouvons en déduire: 

•• h2 
- l'accélération R de la nacelle résultant de l'équation (2.15). En particulier, les 

accélérations partielles s'expriment par 

[ :e'~ (e2) 1\ (:e'~ (e2) 1\ !6)] w4 

Q. pour p =f. 4 
Q. Vt 

(2.25) 

•• hs - l'accélération R de la ligne d'arbre équivalente résultant de l'équation (2.17). 
En particulier, les accélérations partielles s'expriment par 

( t: + d2) [-Qi w1 + (:e'~ (e2) 1\ Q~) w4] 

( f: + d2)(:e'~(e2) 1\ g) wl + 
:e'~ (e2) 1\ [ :e'~ (e2) 1\ g + ( t: + J2)(f~ (e2) 1\ QD] w4 

Q. smon 
Q. Vt 

(2.26) 

- l'accélération iihk de la pale Bk (k = 4 à 6) résultant de l'équation (2.19) et en 
particulier, les accélérations partielles sont données par 
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232 2.5. Expression des dyadiques 

[-(c+d2+La)QÎ+.Q;At_k] w1- [.Q;AQ~k] w2+ 
NM3 

[(c + d2 + La)(~'~(E2) ;\ Q;) + (f~(E2) ;\ .Q;) ;\CI: 1?J(Ek)rJf + ~)+ 
1=1 

.Q; !\ (~'~(E2 ) !\ ~)] w4+ 

[ g 11 ( ~ (<f>~(r,) + 1>'; (E.l 11 1!.\l l] w(<+IJ 

[ !5 11 ( ~ t;'(E. Jry1 H.\l Hi 11 t' l w, - g• w, + 

[(f:(E,) Il QÎ)II (~ t;'(E.)ryf + IJ.\) + QÎ Il (f:(e,J AQ.\)l w.+ 

[ QÎ Il ( ~ (t;'(&) + <f>'~(E,) Ali.\))] W(4+1) 

Q 

~'~(E2 ) A [ [-(E + d2)QÎ + LaQ; + t_k] W1- Q~k w2+ 

~'~(E2 ) A [.Q; + (c + d2)Q; + LaQ{ + ~] w4+ 

N~ l [~ (~~(p) + ~~~(p_k) ;\ ~)] W(HI) 

NM3 [ 

~ f~(Ek) !\ t_k wl - gk w2 + (f~(E2) !\ ~) w4+ 

NM3 ] 

[~ ~'~(p_k) !\ ~] w(HI) pour p = 4 + l, l = 1 à N M3 

Q pour p > 4 + N M3 
Q Vt 

Le vecteur t_k étant défini par 

(2.27) 

(2.28) 

On peut remarquer que le vecteur~ peut s'exprimer dans le repère local b2 de base 
ŒD ( i = 1 à 3), à 1' aide de la chaîne de transformation T (cf. § 1.4) telle que 

(2.29) 

2.5 Expression des dyadiques 

Les forces d'inertie généralisées f; font intervenir les dyadiques d'inertie tk des corps 
du système (cf.§ II-1.5.1). Nous devons donc établir corps par corps l'expression de leurs 
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dyadiques respectifs. Pour cela, nous allons utiliser la relation liant les inerties scalaires Ii~k 
(définissant la matrice d'inertie du corps Bk par rapport au point hk) au dyadique tk : 

3 3 

Jhk = """' """' Jhk bk bk = ~~ t) -t -J 

i=l j=l 

(2.30) 

où !l (i = 1 à 3) sont les vecteurs de base du repère local bk de centre hk lié au corps 
Bk. La forme matricielle associée au dyadique tk est alors donnée par: 

(2.31) 

On souligne bien qu'il n'existe aucun opérateur mathématique entre 1J.7 et Q.j. La matrice 
d'inertie [Jhk] d'un corps Bk par rapport au point hk est définie par: 

1 (r~ + r~) dm -1 r1r2 dm -1 r1r3dm 
Bk Bk Bk 

[Jhkl = 1 (ri+ r~) dm -1 r2r3dm (2.32) 
Bk Bk 

Sym. 1 (ri+ r~)dm 
Bk 

où les ri, i = 1 à 3, sont les coordonnées du point courant p appartenant au solide Bk 
dans le repère local bk de centre hk. D'une manière générale, deux méthodes pourraient nous 
permettre de déterminer les inerties de chaque corps du système: 

- expérimentalement. Elles peuvent être mesurées sur un montage, 

- par le calcul. Les outils CAO (Conceptions Assistées par Ordinateurs) sont maintenant 
largement répandus dans les bureaux d'études et rares sont ces logiciels qui ne possèdent 
pas de module de calcul d'inertie. 

Nous supposerons donc que les éléments de la matrice d'inertie [Jhk ](bk) associees au 
corps Bk sont des données du constructeur, qu'il nous suffira d'intégrer dans la base de don­
nées. Néanmoins, nous pouvons proposer dans certains cas, une première approximation de 
ces matrices en raisonnant sur des corps dynamiquement équivalents : le centre de gravité et 
les axes principaux d'inertie sont aussi proches que possible du solide réel. 

La géométrie de la pale est a priori quelconque et par conséquent il est difficile de 
calculer directement sa matrice d'inertie par rapport à hk (k = 4, 6). Pour pallier cette 
difficulté, nous allons procéder à un calcul par tronçon de cette matrice afin d'utiliser les 
masses linéiques équivalentes qui ont déjà été introduites pour le calcul de la matrice de 
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(OZ) pz, -Q~ 
(GZ) 

(OY)pz, Q~ (GX) 

b 

1 

-- 1 

FIG. 2.1 Définition d'un tronçon de pale pour le calcul de son dya­
dique 

masse [M] de la pale (cf.§ II-2.4.6). On suppose que pour un tronçon de pale de longueur L, 
le solide équivalent est une barre de masse linéique équivalente mz définie par la relation (II-
2.113). Nous pouvons donc déterminer la matrice d'inertie [I0 ](Ra) de cette barre par rapport 
au point G, centre du repère local Ra défini par la figure 2.1. 

Dans ce cas cette matrice d'inertie a pour expression: 

(2.33) 

où l'inertie locale I est directement obtenue à partir de: 

(2.34) 

I peut être intégré numériquement par la méthode de Gauss dont la forme générale est 

définie par l'équation (II-2.39). Par suite, et à l'aide du changement de variable X= 
1

; Ç L: 

L311 
I = 8 _

1 
(1 + Ç) 2mz(Ç) dÇ 

L3 r 

~ 8 L wi(l + Çi) 2 mz(Çi) 
i=l 

(2.35) 

où les Wi et Çi sont respectivement les poids et les abscisses d'intégration de Gauss. 
La détermination de la matrice d'inertie de ce tronçon dans le repère local bk de la pale Bk 
(équivalent au repère pale Rpz défini au paragraphe II-2.2) par rapport au point hk va alors 
s'effectuer en 2 étapes: 

1. expression de [ ! 0 ] dans le repère local bk par la formule de changement de base 
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(2.36) 

où [D] est la matrice de changement de base permettant de passer de Re à bk. Par 
conséquent, on a 

-F* -E*] 
B* -D* 

C* 
(2.37) 

2. application du théorème de Huyghens pour ramener la matrice d'inertie [JG](bk) au 

point hk. Sachant que hkG = aQ~ +bQ~+ c~, alors 

(2.38) 

avec 

A A*+ m(b2 + c2
) 

B B* + m(c2 + a 2
) 

c C* + m(a2 + b2
) 

(2.39) 
F F* + mab 
E E* +mac 
D D* + mbc 

où m est la masse du tronçon de pale de longueur L. 

La matrice d'inertie totale de la pale sera obtenue par sommation des matrices d'inertie 
élémentaires [Jhk ](bk)' ce qui nous permet d'en déduire le dyadique L_hk de la pale Bk. 

La détermination du dyadique de la nacelle est délicate en raison du nombre de com­
posants qu'elle intègre (figure I-3.4} et de leurs dispositions respectives. Les inerties de la 
nacelle doivent être déterminées en y excluant la ligne d'arbre (ensemble des éléments tour­
nants de la transmission de puissance), car celle-ci est un solide à part entière tel que nous 
l'avons défini dans la topologie du système (cf.§ 1.2). On suppose que ce sont des données 
constructeurs (CAO ou mesures). 

D'après le paragraphe II-3.3, la ligne d'arbre réelle est réduite à une ligne d'arbre 
dynamiquement équivalente de diamètre De, de longueur La et de masse M3 . D'autre part, 
le point d'articulation h3 est considéré comme confondu avec le centre de gravité de cet arbre 
équivalent. Par conséquent, la matrice d'inertie [Jh3](b3) de la nacelle dans le repère local b3 

par rapport au point h3 s'exprime par: 
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6D2 
e 0 0 

h M3 
4 

3D; L2 [J 3](b3) =- 0 12 -4-+ a 

Sym. 3D; L2 
4+ a 

(2.40) 

2.6 Forces d'inertie généralisées 

Les forces d'inertie généralisées f; se déduisent de l'équation (II-1.24). Il n'est pas 
question ici de développer ces différents termes, car leurs expressions littérales ne présentent 
pas d'intérêt particulier puisque nous procédons à une résolution numérique du problème. 
Simplement, nous sommes capables de construire la matrice de masse [M] du système, ainsi 
que les termes du vecteur colonne { L} provenant des J; suivant les développements donnés 
par les appendices A et B du paragraphe II-1.5.1. Cependant, comme la majorité des corps 
du système sont souples, les coefficients Mpz de la matrice de masse [M] dépendent des 
coordonnées généralisées qp, p = 1 à N S. Nous avons donc à traiter un système d'équations 
différentielles du premier ordre non-linéaire, car les Mpz représentent également les coeffi­
cients des accélérations généralisées Wp qui doivent être réactualisés à chaque pas de temps 
(cf.§ 4). La technique de résolution de ce type de système fait l'objet du chapitre suivant. 

2. 7 Forces actives généralisées 

Le principal intérêt d'introduire les forces actives généralisées par le biais des vitesses 
partielles réside dans le fait qu'aucune des forces de liaison (forces de contact) ne va contribuer 
aux forces actives généralisées agissant sur le système [4]. Par conséquent, pour chaque corps, 
on décompose les forces actives généralisées par: 

(2.41) 

avec: 

- J;IGravité active généralisée due au champ de pesanteur, dont l'expression générale est 
donnée par l'équation (11-1.51), 

- J;IAéro active généralisée due aux efforts aérodynamiques (cf. § III-2), 

- J;IEias active généralisée due à la restitution élastique des corps souples, dont l'équation 
générale est donnée par la relation (11-1.52), 

- f~Amort active généralisée due aux effets d'amortissement structural, dont l'équation 
générale est donnée par la relation (11-1.54), 
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- J;IMéca active généralisée due aux efforts d'origine mécanique tels que les couples d'en­
traînement, résistant, de freinage, etc. 

La sommation sur k de ces forces, pour le degré de liberté p, viendra s'additionner aux 
termes du vecteur { Lp} issus des forces d'inertie généralisées. Cette étape est donc la dernière 
dans la construction du système d'équations différentielles donné par la relation (II-1.42). Les 
forces actives généralisées dues à la pesanteur, à la restitution élastique ainsi qu'aux effets 
d'amortissement structuraux peuvent être considérées indépendamment de la spécificité du 
corps k, c'est pourquoi nous les traiterons en premier. Nous développerons ensuite les forces 
actives généralisées. 

Pour l'ensemble des corps du système, les forces actives généralisées dues au champ de 
pesanteur se déduisent du torseur, au point hk, des efforts élémentaires de gravité s'exerçant 
sur l'élément de masse dm du corps Bk: 

gdmf21 

(r_k + !/) 1\ d[_g 
(2.42) 

où (r_k + 1/) est le vecteur position du centre de gravité G de l'élément de masse dm. 
Par conséquent, pour l'ensemble du système, les forces actives généralisées dues à l'action 
de la pesanteur s'expriment par: 

fpiGravité 

avec: 

!
lorsque Wp 

correspond à "77 

- F; la résultante des forces de gravité agissant sur le corps Bk 

- MZk le moment résultant par rapport à hk des forces de gravité 

- et enfin le terme de restitution élastique sous l'effet de la pesanteur 
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Pour les corps souples du système, c'est-à-dire le pylône, la ligne d'arbre et les pales, 
la détermination des forces actives généralisées de restitution élastique et d'amortissement 
structural s'identifient respectivement aux relations (II-1.52) et (II-1.54). Celles-ci font in­
tervenir les matrices de rigidité généralisées [Jc:k] et d'amortissement [Ck] du corps Bk. La 
modélisation par éléments finis des pales peut être étendue sans difficulté (modèle de poutre 
axisymétrique) au pylône et à la ligne d'arbre équivalente pour déterminer leurs matrices 
de rigidité généralisées respectives. La réelle difficulté, comme nous l'avons déjà mentionné 
lors du développement des expressions des forces actives généralisées d'amortissement struc­
tural, réside dans la détermination de la matrice d'amortissement. Une méthode simple, 
connue sous le nom d'amortissement proportionnel ou de Rayleigh [14], permet d'évaluer 
cette matrice par une combinaison linéaire des matrices de rigidité [K] et de masse [M]: 

[C] = a[M] + ,B[K] (2.47) 

où a et ,8 sont des constantes qui seront déterminées à partir de deux facteurs d'amor­
tissement correspondants à deux fréquences de vibration distinctes [14]. Cependant, certains 
auteurs [3] signalent que cette méthode tend plus à amortir les hautes fréquences. Il est im­
portant de noter qu'elle est largement utilisée, mais qu'il n'existe pas de critère permettant 
de justifier sa validité. 

Nous allons maintenant examiner les forces actives généralisées spécifiques à chaque 
corps de l'éolienne tripale. On négligera pour cela les efforts aérodynamiques agissant sur le 
pylône et la nacelle car on considère que ceux-ci sont très faibles au regard des autres efforts. 
Par conséquent, les développements spécifiques ne concernent que les pales, la ligne d'arbre 
équivalente et la nacelle. 

2. 7.1 Forces actives généralisées s'exerçant sur les pales 

Les forces actives généralisées spécifiques aux pales ont deux origines: 

- une origine mécanique due au couple d'entraînement en rotation de la pale autour 
de son axe longitudinal et qui détermine le calage des pales en accord avec la loi de 
pilotage, 

- et bien entendu, une origine aérodynamique. 

Examinons dans cet ordre les forces actives généralisées qui en découlent. 

Soit M Cal = Meal g le couple d'entraînement en rotation de la pale Bk autour de son 
axe longitudinal, alors : 

(2.48) 
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La détermination des efforts aérodynamiques découle de l'étude du fonctionnement du 
rotor éolien présentée au paragraphe III-2. Nous nous servons de ces résultats pour en déduire 
les forces actives généralisées dues aux efforts aérodynamiques ]pjAéro· 

Pour l'élément de pale d'envergure dr, les composantes élémentaires du torseur des 
efforts aérodynamiques (figure III-2.4) au point A (foyer aérodynamique) sont données par: 

dfz ~plCzW2 dr (portance) 

1 2 

2
ptCdW dr (traînée) (2.49) 

1 
2plCm W 2dr (moment de tangage) 

avec: 

- p masse volumique de l'air, 

- Cz, Cd et Cm respectivement, le coefficient de portance (lift), le coefficient de traînée 
(drag) et le coefficient de tangage (pitch) à l'incidence a du profil, 

- l corde du profil à l'envergure r, 

- W vitesse relative du vent incident au profil. 

Les caractéristiques de l'écoulement au niveau du plan rotor, représentées par W et 
les angles d'incidence respectifs des profils, sont déterminées par l'application d'un modèle 
aérodynamique du rotor (théorie combinée ou analyse par sillage prescrit) que nous avons 
présentée au chapitre III-3. 

Afin de mieux mettre en évidence l'action de ces efforts, supposons que l'axe longitu­
dinal de la pale soit rectiligne. La réduction au point hk du torseur des efforts élémentaires 
dans le repère local {;Pk s'exprime alors par: 

(2.50) 

Où <P est l'angle entre la vitesse relative W (cf. § III-2.3.2) et le vecteur de base !!/ et 
(r.k+1fk) le vecteur position du foyer aérodynamique A dans le repère local bk. On remarquera 
que: 

- - [dfrcos(<P) + dfdsin(<P)] est la force axiale élémentaire s'exerçant sur l'axe du rotor, 

- [ dfr sin( <P) - d]d cos( <P)] est la force d'entraînement élémentaire en rotation du rotor, 

1 - 2p lCm W 2dr est la moment de torsion élémentaire s'exerçant sur une pale, 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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- (r..k + Jl) 1\ dl_: sont les moments fléchissants élémentaires s'exerçant en pied de pale. 

Les forces actives généralisées dues aux efforts aérodynamiques s'expriment donc par: 

avec: 

6 1Rfa 
LÜ~;k . E!; + w;. M!:.k + 1:_~(r..k) . dl_:) 
k=4 Rda 

6 

"'(vhk · Fk + wk · Mhk) smon L....,; -p .::c......a -p ==-a 

k=4 

lorsque wp 

correspond à ryf 

- F~ la résultante des forces aérodynamiques agissant sur la pale Bk 

- M~k le moment résultant par rapport à hk des forces aérodynamiques 

- et enfin, les termes du couplage aéroélastique 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

Rda et Rfa désignent respectivement, le début et la fin de la zone aérodynamique définis 
au paragraphe III-2.2. Soulignons que nous venons d'introduire "naturellement" le couplage 
entre les efforts aérodynamiques dfk et les déformations des corps souples représentées par 

=-a 

leurs vecteurs de fonctions de forme modales 1:_~ (r..k). 

2. 7.2 Forces actives généralisées s'exerçant sur la ligne d'arbre 

La ligne d'arbre réelle possède un comportement mécanique complexe qui, en raison du 
nombre de degrés de liberté qu'elle nécessiterait pour une modélisation fine, nous amènerait 
à augmenter considérablement le nombre de degrés de liberté du système. On ne peut pallier 
cette difficulté qu'en utilisant un modèle de ligne d'arbre dynamiquement équivalente (cf.§ II-
3.3). Les forces actives généralisées y afférant sont alors dues: 

- au couple d'entraînement en rotation M~~ro = - M Aéro si le couple aérodynamique 
s'exerçant sur le rotor éolien est M Aéro = MAéro !!.Î 

(2.56) 
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au couple d'entraînement en rotation ~:1 -Meal de la pale autour de son axe 
longitudinal (pilotage du calage) 

! 3 3 Mh3 
p/Calage = WP. -Cal (2.57) 

- au couple de freinage spécifique sur la ligne d'arbre M Frein = MFrein Q.Î lorsque celui-ci 
est appliqué 

(2.58) 

- au couple résistant de la génératrice M Gêné = MGéné Q.Î qui se décompose en un couple 
magnétique M Elec et un couple dû aux pertes M Pertes (électriques et mécaniques) 

(2.59) 

Par suite: 

! 3 !3 !3 !3 !3 
p/Méca = p/QAéro + p/Qcal + p/Frein + p/Géné (2.60) 

2. 7.3 Forces actives généralisées s'exerçant sur la nacelle 

Sous l'appellation de nacelle rappelons (cf. § 2.5) que l'on y inclus tous les éléments se 
trouvant à l'intérieur de celle-ci à l'exception des éléments tournants associés à la transmis­
sion et à la conversion de puissance tels que les arbres de transmission, les organes mobiles 
en rotation du dispositif de freinage, les pignons d'engrenages de la boîte de vitesses, le rotor 
de(s) la génératrice(s), etc. Chaque nacelle possède une disposition constructive propre et 
la multiplicité de ses organes rendent l'évaluation des grandeurs mécaniques de celle-ci très 
problématique. De plus, nous supposons que celle-ci est rigide. Par conséquent, les forces 
actives généralisées spécifiques à la nacelle sont dues: 

- au couple d'entraînement en rotation de la nacelle &L = Me g, lorsqu'il est appliqué 

(2.61) 

- au couple de freinage spécifique sur la ligne d'arbre M~;ein = -MFrein lorsque celui-ci 
est appliqué 

! 2 _ 2 Mh2 
p/Frein- WP. -Frein (2.62) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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- au couple de freinage spécifique sur la nacelle M Raient = MRaient f6 lorsque celui-ci est 
appliqué 

J;IRaient = ~~ ' M Raient (2.63) 

- au couple résistant de la génératrice ~2éné = - M Géné 

! 2 2 Mh2 
PIGéné = wp. -Géné (2.64) 

Par suite: 

(2.65) 

Avec ce chapitre, nous venons de clore la détermination des éléments de la matrice 
de masse [M] du système ainsi que celle de son second membre {Lp}· A la lumière de ces 
développements, deux remarques importantes doivent être formulées: 

1. Le système d'équations différentielles du premier ordre est non linéaire car les coeffi­
cients Mpt dépendent des coordonnées généralisées qp (p = 1 à N S). 

2. Nous n'avons effectué aucune linéarisation des relations dynamiques (comme c'est gé­
néralement le cas en mécanique classique) et donc le mouvement du système mécanique 
est donc parfaitement représenté par ce système d'équations différentielles. 

La chapitre 4 présente la technique de résolution numérique qu'il conviendra de mettre 
en oeuvre afin de déterminer les inconnues du problème. Mais auparavant, nous allons nous 
attarder sur le traitement spécifique qu'il convient d'adopter pour le mécanisme de régulation, 
car il doit être mis en relation avec les inconnues du système avant d'aborder la résolution 
numérique proprement dite. 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 



Chapitre 3 

Mode de fonctionnement et mécanisme 
de régulation 

3.1 Introduction 

Un certain nombre de degrés de liberté (liés à certains mouvements de corps rigides) 
de l'éolienne sont régulés par le système de pilotage. Ce système se divise en deux parties: 
l'orientation de la nacelle dans le lit du vent et la régulation conjointe du calage des pales avec 
la vitesse de rotation de la génératrice. Les mécanismes de régulation régissant l'orientation 
de la nacelle, le calage des pales (lorsqu'il s'agit d'une éolienne équipée d'une génératrice 
asynchrone, cf. § I-3.1.2), l'application du couple de freinage sur la ligne d'arbre sont gérés 
suivant une loi de pilotage propre à chaque type de machine. Cependant, tous les systèmes de 
pilotage doivent répondre à un nombre clairement défini de cas de fonctionnement. En effet, 
ces systèmes vérifient différents paramètres dont les principaux sont la vitesse de rotation du 
rotor, l'orientation et la vitesse du vent amont. Indépendamment de l'orientation du vent, 
on peut définir les modes de fonctionnement suivants : 

- le mode normal qui se décompose en 

• arrêt par calme plat 

• rotation lente 

• rotation rapide 

• charge partielle 

• pleine charge 

- le mode lié aux conditions extrêmes avec 

• arrêt par tempête 

- le mode de disfonctionnement 

• disfonctionnement suite à une panne 

243 
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n [tr/min] 

+ 
Turbulence 

+ 
Turbulence 

FIG. 3.1 Agencement des modes de fonctionnement 

A cette liste, il faut également ajouter le processus d'arrêt de la machine, qui, suivant 
la nature de son déclenchement, ne s'effectue pas toujours suivant la même loi. 

Nous allons donc préciser ces modes afin de les hiérarchiser (en accord avec la dis­
tribution des occurrences et la persistance du site, cf. § III-1.3.1) afin qu'ils puissent être 
correctement pris en compte lorsqu'on désire établir un spectre de force réaliste sur l'éo­
lienne (figure 3.1). L'application de ce spectre permettra alors de calculer les efforts subis 
par la machine en des points jugés critiques (moyeu, pieds de pale, etc) et de les utiliser 
comme base de données pour des calculs de fatigue. Ensuite, nous présenterons un principe 
de régulation des modes de fonctionnement normaux et extrêmes dont les paramètres les 
plus couramment utilisés sont la vitesse, l'accélération en rotation du rotor et la puissance 
de sortie de la génératrice. Cette description du mécanisme de régulation nous permettra 
enfin de préciser l'intervention de celui-ci dans la boucle d'intégration temporelle (cf. § 4) du 
système complet. Le principe de pilotage de l'orientation de la nacelle ne fait pas l'objet d'un 
développement particulier, car il est simplement basé sur la comparaison entre une consigne 
et une grandeur mesurée. Nous ne traitons pas non plus le cas des modes de disfonctionne­
ment, car ils relèvent d'une étude spécifique. Sa transposition en terme de régulation n'est 
donc pas accessible spontanément. 

3.2 Mode de fonctionnement normal 

La décomposition de ce mode de fonctionnement nous amène à distinguer cinq cas, 
qui s'enchaînent de façon naturelle suivant les variations des conditions du vent amont (fi­
gure 3.2). 

- Arrêt par calme plat. La machine se trouve dans cette plage d'arrêt par calme plat 
si le nombre de tours du rotor serait inférieure à une vitesse nin! et quand la vitesse 
du vent est inférieure à une vitesse Vin! sur une courte période. Elle quitte cette plage 
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si la vitesse du vent pendant une période donnée dépasse la valeur prédéfinie Vin!· En 
période de calme plat, les pales sont en drapeau 17

, le frein sur la ligne d'arbre est serré et 
le mécanisme d'orientation de la nacelle n'agit pas. En effet, ces paramètres de coupure 
évitent que l'éolienne fonctionne dans une plage ou les phénomènes d'usure et de fatigue 
par démarrage sont prépondérants et limitent également le cas d'un fonctionnement 
intermittent. 

Rotation lente. Cette plage intervient si la machine quitte la plage par calme plat 
ou à partir de la plage de rotation rapide. Le démarrage de la rotation lente s'effectue 
en positionnant les pales sur un calage donné. Les freins sont libres et le mécanisme 
d'orientation de la nacelle est opérationnel. Lorsque la vitesse de rotation reste dans un 
intervalle dont la borne inférieure est supérieure à celle définie pour la rotation lente 
pendant un temps donné, on se trouve alors dans le cas d'une plage de rotation rapide. 
Cette borne inférieure est normalement choisie de façon à pouvoir utiliser le moteur 
asynchrone en tant que génératrice (dépassement de la vitesse de synchronisation 18

). La 
borne supérieure peut aussi constituer la vitesse de rotation lors d'un fonctionnement 
par tempête. 

Rotation rapide. La plage de rotation rapide intervient lorsque la machine sort de 
la plage de rotation lente ou de la plage de charge partielle. Cette plage correspond à 
la transition entre un fonctionnement en dessous de la vitesse de synchronisation de la 
génératrice et la passage à cette vitesse. Ceci correspond donc à la montée progressive 
de la puissance de la génératrice par une variation continue du calage des pales pour 
rejoindre son point de fonctionnement nominal. Si ce passage n'est pas atteint au bout 
d'un certain temps, on retombe sur une plage de rotation lente. 

Charge partielle. La machine se trouve dans la plage de charge partielle soit à partir 
de la plage de rotation rapide par dépassement de la vitesse de synchronisation, soit 
à partir de la zone de pleine charge. Le nombre de tours de la génératrice est fixé par 
la courbe caractéristique de celle-ci (nombre de tours- Puissance). Le calage demeure 
constant dans cette plage et c'est la vitesse du vent qui guide le passage au régime 
pleine charge ou non. 

Pleine charge. On se trouve en régime pleine charge lorsque la génératrice est au 
voisinage de son point de fonctionnement nominal. A ce moment, le mécanisme de 
régulation agit de façon à atteindre ce point en portant la vitesse de la génératrice à 
une valeur très légèrement supérieure à celle théoriquement déterminée de manière à 
rester le plus longtemps possible dans la plage de pleine charge. Si la vitesse limite nmax 

du rotor est atteinte pendant une courte période de temps ou alors si la vitesse critique 
ncrit du rotor est atteinte instantanément, la machine est découplée et se trouve en 
régime disfonctionnement. Un arrêt rapide intervient alors, puis un redémarrage. 

17. 1/Jp1 = 90° pour un rotor à vitesse constante. 
18. Un "moteur'' asynchrone peut fonctionner suivant deux modes: moteur ou génératrice en fonction de 

la vitesse de rotation de son rotor. 
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n [radjs] 

'1/Jpz = f(O) 

Charge partielle 

1 

'1/Jpz = Cste 
n = J(V) 

Pleine charge 

1 ------L-----L--------r----------

'1/Jpz = Cste 

----------L------~--------------
1 1 

V/' V-+: V/' 

V~ VinJ 
V augmente jusqu'à Vinf, '1/Jpz = 90° 

V-+ 

1 
1 

________ , __________ _ 

V/' 

FIG. 3.2 Définition des plages de fonctionnement 
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3.3 Mode de fonctionnement par conditions extrêmes 

Les conditions extrêmes peuvent être consécutives, soit au cas de vents sortant de 
la plage supérieure de fonctionnement de la machine pour aller jusqu'à la tempête, soit 
au cas d'une accumulation de glace sur le bord d'attaque des pales résultant de basses 
températures. Cette dernière configuration est plus difficile à gérer car la surcharge sur le 
rotor est progressive et les profils des pales se trouvent modifiées par cette accumulat_ion, 
pouvant alors aboutir sur une déroute du système de pilotage (plus d'adéquation entre calage 
des pales et vitesse de rotation). Nous laissons donc cette situation de coté et nous nous 
consacrons plutôt au cas de l'arrêt par tempête. 

Cette situation a lieu lorsque le vent atteint une valeur prédéfinie pendant un certain 
laps de temps. Les pales sont alors positionnées en drapeau pour un arrêt normal, les freins 
restent déserrés et l'orientation de la nacelle reste active. Si le vent retombe en dessous 
d'un certain seuil pendant une période assez longue, la machine se remet en fonctionnement 
rotation lente. 

3.4 Disfonctionnement 

Lorsqu'une avarie est décelée, la machine se met en position panne: elle est normale­
ment déconnectée, les pales sont en drapeau et les freins serrés. L'orientation reste active si 
la panne ne touche pas ce système. 

3. 5 Processus d'arrêt 

Le processus d'arrêt n'est pas unique. En effet, celui-ci est guidé par la cause de son 
déclenchement et l'on distingue généralement 3 types d'arrêt: 

- l'arrêt normal. Les pales sont mises en drapeau à une vitesse de calage modérée, la 
génératrice fournit de la puissance jusqu'à ce qu'elle tombe en dessous de sa vitesse de 
synchronisation. Les freins sont ensuite actionnés, 

- l'arrêt rapide. Il intervient lors du dépassement de la vitesse limite Umax et la procédure 
est identique à celle de l'arrêt normal mis à part que la vitesse de calage des pales est 
supérieure, 

l'arrêt d'urgence. Les pales sont mises en drapeau rapidement, les freins sont serrés 
immédiatement et la charge de la génératrice est supprimée sans délai. Cet arrêt est 
causé par l'atteinte de Ucrit, une perte de charge du réseau ou pour toute autre anomalie 
non identifiée. 

Pour tous ces modes, le fonctionnement de base de l'éolienne peut être considéré comme 
une machine animée par des régimes de vent stationnaire. Les charges sur les différents 
composants sont alors périodiques. Les autres états peuvent être traités, au niveau du calcul, 
soit comme un évènement venant perturber cet état d'équilibre (rafales, disfonctionnement, 
changement d'orientation de la nacelle), soit comme des perturbations autour de cet état 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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d'équilibre (turbulence). Ceci a une incidence directe sur la façon dont seront dressés les 
différents cas de calcul. 

Quel que soit le cas de fonctionnement, il faudra toujours déterminer la solution pé­
riodique en régime de vent stationnaire (et il faudra s'arrêter là pour le fonctionnement 
normal) et entrer cette solution périodique comme état initial pour le traitement des autres 
cas (turbulence, rafale, disfonctionnement, etc). 

3.6 Principe de régulation du calage et de la puissance 

L'élément central conditionnant le fonctionnement correct et garantissant le rendement 
optimal d'une machine réside bien entendu dans son mécanisme de régulation. Le schéma 
bloc d'un régulateur du nombre de tours par minute et d'un régulateur de puissance est 
donné par la figure 3.3. 

Régulation 
tr/min 

1 Filtres 1 Consigne de calage 
du nombre 

Ace. 1 PT! PT2 1 

de tours 

Filtres d/dtet dl dt et 
PT! PT2 filtres filtres D-Ace. Régulation - r-'- -- :---

tr/min PT! PT2 PT! PT2 

Ace. 
de 

puissance 

Filtres J Sortie vers transformateur 
PT! PT2 1 

Courbe 

tr/min 
caractéristique 

- dela 
puissance 

FIG. 3.3 Schéma bloc d'un système de régulation 

La régulation du calage des pales est basée sur le filtrage à la fois, de la vitesse de 
rotation n = cpro et l'accélération n = (/;ro du rotor, alors que la régulation de la puissance 
de sortie n'est basée que sur l'accélération. 

3.6.1 Régulation du calage des pales 

Le calage des pales influence directement la vitesse et l'accélération du rotor et réguler 
ce calage revient à réguler ces deux paramètres. Pour définir la loi de pilotage du calage 
en degré par seconde, on régule donc la vitesse de rotation du rotor, n, qui est détermi­
née par la différence entre la vitesse de rotation réelle filtrée et sa consigne théorique. Plus 
exactement, le critère de régulation est basé sur la variation de l'énergie cinétique du rotor: 

!:lErot= ~J(n~- nD (J moment d'inertie du rotor). 
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Quant à l'accélération, celle-ci est définie par la valeur den filtrée et dérivée (opérateur 
djdt), le critère de régulation reposant alors sur la puissance instantanée 'P = Jf!. Cette 
accélération peut ainsi être ramenée en kW sur la génératrice pour définir la vitesse de 
calage qui amène la génératrice vers son point de fonctionnement nominal. 

3.6.2 Régulation de la puissance de sortie 

La puissance de sortie est régulée à partir de l'accélération (Ace) et de la puissance 
instantanée du rotor (D-Ace) d'une part, et de la courbe caractéristique de la puissance de 
la génératrice d'autre part. La comparaison de ces paramètres permet alors de réguler la 
puissance de sortie de la génératrice. 

3. 7 Intégration de la régulation dans le système d'équa­
tions différentielles 

On rappelle que le système d'équations différentielles du système est donné par la re­
lation (2.1 ), système dans lequel les éléments Lp du vecteur colonne { L} font intervenir les 
vitesses et plus particulièrement les accélérations partielles (annexes II-A et II-B). Or, pour 
chaque pas de temps, les paramètres de régulation sont: 'lj;La, l'angle d'orientation de la 
nacelle, 'lj;pz, l'angle de calage et enfin cpTo la vitesse de rotation du rotor. Par conséquent, 
ces paramètres et leurs dérivées par rapport au temps vont intervenir directement dans les 
expressions des accélérations partielles déterminées dans le paragraphe 2.4 et par suite condi­
tionner les éléments Lp du système d'équations différentielles. En particulier, on remarque 
que les accélérations partielles affectées par les paramètres de pilotage sont : 

- pour les accélérations angulaires 

• w~ = w~( wl, w4), équation (2.22) 

• w~ = w~(w1,w4) 
~ = ~( w1, w2, w4, w(4+1)' ... , W(4+NM3 )), équation (2.23) 

- pour les accélérations linéaires 

l = 1, N M 3 , équation (2.27) 

avec, pour mémoire, w1 = -J;La, w 2 = cpTo (tableau 2.2). On note que 'lj;p1 n'intervient 
pas dans les expressions des accélérations partielles. Ceci justifie a posteriori le fait que la loi 
de pilotage du calage présentée au paragaphe 3.6 est basée sur la vitesse de rotation et d'ac­
célération du rotor, soit w 2 et w2 respectivement. Par contre, l'angle de calage 'lj;p1 ((30 sur la 
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figure III-2.4) va conditionner les forces actives généralisées dues aux forces aérodynamiques, 
puisque l'angle c/J, dans la relation (2.50) est fonction de cet angle de calage. 

Par conséquent, la boucle de pilotage va s'insérer dans le schéma d'intégration tempo­
relle directe et reconditionner, à chaque pas de temps, les caractéristiques (vitesses, accélé­
rations) des mouvements de corps rigides en fonction de la réponse globale de la machine 
face à son environnement. Ainsi, la boucle de pilotage s'incorpore de façon naturelle dans 
le schéma d'intégration temporelle. A l'opposé, un schéma de résolution par superposition 
modale nous obligerait à chaque pas de temps à linéariser les degrés de liberté qp (p = 1 à 
N S) ainsi que leurs dérivées autour d'une position d'équilibre et à étudier la stabilité de la 
machine autour de cette position d'équilibre. Le contrôle s'effectuerait alors au travers de la 
base modale. 
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Technique de résolution numérique 

4.1 Introduction 

La modélisation dynamique du système débouche naturellement sur un système d'équa­
tions différentielles du second ordre qu'une transformation simple nous a permis de ramener 
à un système du premier ordre. En outre, ce système possède deux caractéristiques notables: 
il est couplé puisque les dérivés premières des fonctions Wp recherchées se combinent linéai­
rement avec les coefficients M1p, et les équations différentielles sont non linéaires puisque 
ces mêmes coefficients M1p sont fonction des degrés de liberté qP (p = 1, NS). Les équations 
étant couplées, elles ne peuvent donc pas être directement résolues par les techniques nu­
mériques employées classiquement pour les systèmes du premier ordre. En effet, ceux-ci se 
présentent normalement sous la forme générale : 

{ 

Y~ = ~1(Y1,···,Yn,t) 

Y~ hn(Yl,· · .,yn,t) 

( 4.1) 

Par conséquent, une opération de découplage de ces équations à l'aide d'une technique 
d'élimination (pivot de Gauss) devra précéder la résolution du système proprement dit afin 
de retomber sur la forme (4.1). Pour cette dernière, deux types de schéma d'intégration 
s'offrent alors à nous: les schémas à pas de temps unique et ceux de prédiction-correction 
basés sur des pas de temps multiples. Le schéma à pas unique de Runge-Kutta est le plus 
répandu en raison de sa simplicité de mise en oeuvre, tandis qu'un des schémas multi-pas 
gagnant la faveur de nombreux auteurs [4], est celui de prédiction-correction de Adams­
Bashforth-Moulton. Le choix de l'un d'entre eux peut sembler délicat. Cependant, on peut 
avancer les arguments suivants, permettant de départager les deux méthodes : 

- si l'évaluation des fonctions hP du système ( 4.1) est coûteuse en temps de calcul, un 
schéma de Adams est préférable, par contre, si l'évaluation des fonctions hP du sys­
tème ( 4.1) est rapide, et si une précision moyenne sur le résultat est suffisante au 
problème, le schéma de Runge-Kutta est à conseiller, 

- si les capacités de stockage en mémoire sont limitées, le schéma de Runge-Kutta l'em­
porte. Cependant, avec les machines actuelles, cet argument est de moins en moins 
justifiable. 
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Il faut également signaler que dans le cas d'un système d'équations différentielles "raide" 
pour lequel les solutions varient fortement en amplitude entre deux pas de temps, l'emploi 
d'un schéma de Runge-Kutta peut mener à des résultats incorrects [5]. Notons que les ou­
vrages sur les techniques numériques laissent peu de place aux schémas multi-pas, car ils 
répondent généralement à des applications spécifiques. Néanmoins, pour le traitement de la 
dynamique des rotors (hélicoptères et éoliens), deux auteurs ([7], [6]) utilisent avec satisfac­
tion le schéma de prédiction de Adams-Bashforth avec pour le second d'entre eux, également 
le schéma de correction de Adams-Moulton. Dans notre cas, les spécificités suivantes doivent 
être prises en compte: 

- les expressions des fonctions hp sont complexes et donc longues à évaluer, 

- il est nécessaire de stocker les résultats des pas de calcul précédents afin de retracer 
l'historique de système, 

- la limitation du stockage des données en mémoire ne constitue pas un problème du fait 
des capacités du matériel actuellement disponible sur le marché. 

Suite à l'ensemble de ces considérations, nous suggérons donc d'utiliser un schéma 
d'intégration temporelle directe de Adams-Bashforth-Moulton. Cependant, un schéma de 
prédiction-correction ne pouvant démarrer seul, il est nécessaire d'amorcer les n premiers 
pas de temps (n correspondant à l'ordre du schéma) par une méthode de Runge-Kutta. 

4.2 Établissement et résolution numérique du système 
d'équations 

L'ensemble des équations différentielles régissant le comportement dynamique du sys­
tème a été établi à l'aide de la formulation des équations de mouvement des systèmes mul­
ticorps souples à arborescence topologique (cf. II-1.4). Le formalisme de Kane ainsi que 
l'introduction du comptage des corps permettent de présenter les équations différentielles, 
pour l'ensemble des p degrés de liberté par: 

(p = 1, · · ·, NS) ( 4.2) 

où JP et f; sont respectivement, les forces actives généralisées et les forces d'inertie 
généralisées du système, développées dans le cas d'une éolienne tripale à axe horizontal dans 
le chapitre 2. Les relations de type ( 4.2) nous permettent alors de construire le système 
d'équations différentielles du premier ordre non linéaire couplé (cf. § 4.1) tel que: 

ou encore, sous forme développée : 

{ 
[M]{w} 

{q} 
{L} 
{w} 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 
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Or: 

et: 

Chapitre 4. Technique de résolution numérique 

[ :~~~ :J::s] { ::J [ r,:s] 
'-v-" 

Coefficients des accélérations Accélérations 

généralisées généralisées 

( 4.4) 

( 4.5) 

(4.6) 

Ainsi, pour obtenir les solutions Wp du système (4.4), il faut nécessairement résoudre 
celui-ci par rapport aux wP et ensuite résoudre numériquement le système d'équations diffé­
rentielles du type: 

Wp = hp ( w1 , ..• , w N s, t) pour p = 1 à N S (4.7) 

L'ensemble des phases de calcul est résumé sur les figures 4.1 et 4.2. La figure 4.1 
regroupe toutes les phases visant à conditionner les données du système mécanique avant 
d'appliquer le schéma d'intégration temporelle. Pour une configuration de machine donnée, 
ces données sont calculées une fois pour toute. La figure 4.2 décrit, quant à elle, les différentes 
étapes nécessaires à la mise en oeuvre du schéma d'intégration temporelle que nous allons 
maintenant détailler. 

Rappelons qu'il est, dans tous les cas, nécessaire de rechercher une solution périodique 
du système, car l'éolienne est d'abord conditionnée par un régime de vent stationnaire. 
Lorsque ce n'est plus le cas (introduction d'une rafale, de la turbulence), il faut de toute 
façon rechercher, avant d'effectuer le calcul transitoire, la solution périodique correspondant 
au fonctionnement du rotor à l'équilibre dans le cas de régime de vent stationnaire moyen 
avant l'application de la rafale ou de la turbulence. 

La résolution numérique du système ( 4.3) s'articule en deux étapes principales: 

- la recherche des accélérations généralisées Wp 

1. Initialisation des matrices [M] et [L] du système ( 4.4) à l'aide des valeurs du pas 
de temps précédent (ou suivant les conditions à t0 = tinit). 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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2. Résolution par rapport aux Wp (p = 1 à N S) du système d'équations ( 4.4) à l'aide, 
par exemple, d'une méthode par élimination de Gauss. 

- l'intégration temporelle proprement dite 

1. Si t = ta alors initialisation des quatres premiers pas de temps par un schéma 
de Runge-Kutta du 4ème ordre. On considère le système (4.7) (p = 1 à NS), sur 

[ l ) tfin-tinït 
l'intervalle tinit, t fin , avec wp( a = Ap· Soit le pas de temps ,6.t = 
alors 

avec 

. h 
w~ + 6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4 ) 

ti+ ,6.t pour i = 0, 1, 2, 3 

hp(ti,w~) 
,6,. t . ,6,. t 

hp( ti+ 
2

, w~ + 2k1) 

,6,. t i ,6,. t 
hp(ti + 2' wP + 2k2) 

hp( ti+ ,6.t, w~ + ,6.t k3 ) 

et ta = tinit, w~ = Ap, sinon passage à l'étape suivante. 

n 

(4.8) 

(4.9) 

2. Application du prédicteur du 4ème ordre de Adams-Bashforth (méthode multi-pas) 
pour résoudre l'ensemble des équations différentielles du type ( 4. 7) (p = 1 à N S) 

(4.10) 

Les nouvelles valeurs des Wp obtenues au pas courant sont alors utilisées pour 
réactualiser les coefficients M 1P et Lp du système (4.4). 

3. Résolution par rapport aux Wp (p = 1 à N S) à l'aide d'une méthode par élimina­
tion du système d'équations ( 4.4) réactualisé. 

4. Après quelques itérations sur les étapes 4 et 5, application du correcteur du 4ème 
ordre de Adams-Moult on 

(4.11) 

puis dernière réactualisation des coefficients M1p et LP du système ( 4.4). 

5. Résolution finale par rapport aux Wp (p = 1 à NS) du système d'équations (4.4) 
à l'aide d'une méthode par élimination. 

6. lncrémentation du pas de temps et retour à l'étape 1. 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 
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FIG. 4.1 Algorithme général (1/2): conditionnement des données 
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La valeur du pas de temps !::..t doit être déterminé en fonction d'un certain nombre de 
contraintes [26]. Dans le cas de l'application de la turbulence (cf. III-1.4), le nombre de pas 
de temps pour une révolution du rotor doit être pris comme un multiple de deux de celui 
utilisé pour échantillonner cette même turbulence. De plus, la plus haute fréquence naturelle 
du système que l'on désire prendre en compte, (habituellement le 1er mode de flexion en 
traînée ou le second mode de flexion en battement), conditionne la borne supérieure de la 
valeur du pas de temps à ne pas dépasser afin d'intégrer les modes à haute fréquence. 128 à 
256 pas de temps par tour sont des chiffres typiquement avancés par Wilson et al [26]. · 

On discerne bien sur la figure 4.2l'interaction entre la partie fluide et la partie struc­
ture. En effet, la position courante du système déformé va modifier le triangle des vitesses 
sur les profils respectifs des pales et inversement, la modification des conditions d'écoulement 
sur celles-ci vont agir sur la nouvelle position des corps souples du système. Cette description 
est souvent rapportée comme l'effet de "pompage" aérodynamique: la pale en se déformant 
modifie les caractéristiques locales de l'écoulement amont et ces dernières redirigent la struc­
ture vers une nouvelle position déformée. 

D'autre part, nous avons précédemment mentionné le fait qu'il faut, quel que soit le 
résultat recherché, d'abord déterminer la solution périodique du système en régime de vent 
stationnaire. Pour cela, il faut remplir les deux conditions suivantes pour un tour complet 
du rotor: 

- le sillage doit évoluer périodiquement, 

- les vitesses généralisées Wp représentant les déformations des corps souples doivent 
également évoluer périodiquement, 

- et enfin, les vitesses généralisées Wp représentant les mouvements de corps rigides tels 
que le calage des pales et l'orientation de la nacelle doivent être nulles, alors que la 
vitesse moyenne de rotation du rotor doit être constante (la vitesse instantanée peut 
quant à elle légèrement fluctuer, mais toujours périodiquement). 

Cela n'est possible qu'en employant dans le schéma de résolution numérique (figure 4.2) 
un critère de convergence sur l'égalisation à une valeur t près des wp entre deux tours 
consécutifs du rotor. On pourrait également imposer un critère de convergence sur le sillage 
pour s'assurer de l'adéquation entre la géométrie du sillage et celle des déformées des corps 
souples. Celle-ci serait néanmoins redondante, puisqu'en toute rigueur, les positions des corps 
souples sont directement associées à une géométrie du sillage. 

Partie IV. Mise en équation du système éolien - Application à l'éolienne tripale 
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Chapitre 1 

Présentation du code EO.Cl 

1.1 Introduction 

Le noyau d'un code de calcul, baptisé t'O.Cl, a été écrit afin de mettre en oeuvre les 
théories exposées dans la partie modélisation aérodynamique (partie III), ainsi que celles 
de la modélisation éléments finis du chapitre II-2. Malheureusement, les parties relatives à 
la mise en équation et à l'étude de la dynamique d'une machine complète n'ont pu être 
implantées dans le code à ce jour, faute de temps. De plus, le calcul éléments finis n'est 
pas totalement opérationnel puisqu'il ne permet pas de déterminer les fonctions de forme 
modales 't (cf. § II-2.6). Cependant, la partie modélisation aérodynamique a été codée de 
façon suffisamment avancée pour nous permettre d'effectuer des premiers calculs d'efforts 
sur n'importe qu'elle configurat~on d'éolienne à axe horizontal dans le vent. Un calcul de 
contre-vérification sur une éolienne de 750 kW (Frisia 4800/750 fabriquée par l'entreprise 
Danoise Wind World) a d'ailleurs été effectué avec ce code. A cette date, les caractéristiques 
de celui-ci sont les suivantes : 

- les pales sont considérées comme rigides, 

- les efforts aérodynamiques sont déterminés par l'application de la méthode de l'élément 
de pale et de la quantité de mouvement (cf. § III-3.2.2) modifiée, 

- les effets de gradient de vent (cf. § III-1.3.2), d'ombre du pylône (cf. § III-1.5) et de 
désalignement du vent (cf.§ III-3.2.4) amont sont prises en compte,. 

- les polaires prennent en compte les effets du à la rotation de la pale (effets 3D, cf.§ III-
3.2.5), 

- la gravité et les forces centrifuges sont additionnés aux efforts aérodynamiques. 

Signalons également qu'une analyse par sillage prescrit (cf. § III-3.3) est en phase d'im­
plémentation. 

Une attention toute particulière a été portée sur l'architecture et l'écriture (langage 
FORTRAN7'1) de ce code suivant des normes de qualité logiciel, en partie définies par l'Onera. 
L'objectif, à terme, étant de garantir la portabilité du code sur différents types de supports 
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informatiques (PC, stations de travail). En plus de cet objectif, les critères suivants ont été 
pris en compte : 

- convivialité (pré et un post-traitement des données), 

- capacité de calcul pour des conceptions rapides sur des supports informatiques stan­
dards, 

- production de résultats directement utilisables pour la conception et la certification, 

- documentation complète du code. 

Le souci de réaliser un code interactif nous a mené à employer la norme graphique 
PHIGS. 

1.2 Structure et écriture du code de calcul éolien 

La structuration d'un code de calcul, quel qu'il soit, est une nécessité et nous faisons 
ici la synthèse de l'architecture adoptée. On peut clairement découper le code EOCl en trois 
blocs (figure 1.1): 

- le pré-traitement, 

- le corps de calcul, 

- le post-traitement. 

Le pré-traitement a pour tâche de mettre en forme les données initiales (géométrie de 
l'éolienne, des pales, etc ... ) pour que le corps de calcul puisse les reconnaître comme des 
entrées universelles, c'est-à-dire indépendantes de leur mode d'évaluation (expérimentales, 
calculatoires, documentaires). Le corps de calcul est une boîte noire pour 1 'utilisateur, qui 
laisse un minimum d'initiative à celui-ci, en contre partie de laquelle le code doit fournir 
des messages d'avancement des procédures exploitables et surtout des messages d'erreurs 
succincts, mais donnant suffisamment d'informations pour permettre de corriger ces erreurs 
sans ambiguïté. Cette dernière capacité du corps de calcul est de loin la plus difficile à réaliser. 
Le post-traitement analyse, de façon la plus explicite possible, les différents résultats donnés 
par le corps du calcul. Les sorties graphiques étant un moyen sûr de synthétiser les résultats, 
elles ont donc été privilégié. 

Partie V. Le code EO.Cl 
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1.3 Pré-traitement 

La phase de mise en forme des données du calcul peut s'avérer fastidi~use si les moyens 
d'écriture et surtout de vérification de la base de données ne sont pas adaptés ou mal élaborés. 
Celle-ci se décompose en trois parties, destinée à: 

1. La modélisation éléments finis des pales pour laquelle il faut définir 

- la géométrie de la pale, --- les caractéristiques mécaniques (ES, Elyy, etc) d'un certain nombre de sections, 

- le maillage. 

2. Le calcul des efforts aérodynamiques qui demande de connaître 

- la définition géométrique et les polaires des profils, 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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- les caractéristiques topologiques et aérologiques du site. 

3. La définition des sous ensembles de l'éolienne telle que 

- le rotor (nombre de pale, etc), 

- la géométrie du pylône, 

- les caractéristiques de la ligne d'arbre (composants et mécaniques). 

D'autre part, des codes élaborés par le NWTC-NREL (Prop-PC, WT-Perf, Fast­
Ad) et 1 'Ecn (Phatas) distinguent nettement les données relatives à la conduite du calcul 
lui même de celles destinées à alimenter le calcul. Cette technique introduit une souplesse 
indéniable sur : 

- le traitement répétitif des cas de charges d'une étude, puisqu'il suffit de jouer sur une 
partie des données de calcul qui sont regroupées dans un fichier et non attachées au 
corps de calcul, 

- l'accès à l'historique d'un calcul. On peut clairement faire correspondre les résultats 
obtenus avec les paramètres calculatoires qui ont été définis; il s'agit en somme d'une 
démarche documentaire. 

1.3.1 Corps de commandes 

Ce fichier est le chef d'orches~re du code. En effet, il rassemble les ordres et les para­
mètres clés de l'exécution du programme (annexe lf). La structure du corps de commande 
se résume ainsi : 

1. Le support d'impression des messages de procédures 
Il existe deux types de supports: l'écran ou des fichiers de différents formats (ASCII 
pour le texte, Postscript pour les graphiques). L'écran est réservé au mode d'exécution 
interactif alors que des fichiers sont réservés au mode d'exécution en arrière plan (mode 
Batch). 

2. Les bascules d'entrées/sorties 
Introduisons d'abord la notion d'auto-documentation. L'auto-documentation d'un cal­
cul est toujours nécessaire pour archiver et recouper les cas d'études entre eux. En effet, 
une étude est un assemblage logique de données d'entrées, de résultats intermédiaires 
et de résultats finaux. Il est donc indispensable que le code donne la trace des exécu­
tions de procédures dans les documents générés par celui-ci. Concrètement, pour un 
fichier d'entrée ou de sortie, les écritures d'en-tête de celui-ci doivent communiquer à 
l'utilisateur l'identification de l'étude, la date d'exécution, ainsi que les éléments avec 
lesquels ce fichier a été élaboré. Le niveau de documentation des entrées/sorties est 
contrôlé par un ensemble de bascules (commutateur logique [oui/non]). Ainsi, une 
partie des données d'entrées (géométrie de l'éolienne, du rotor, des composantes de 
la nacelle, etc) pourront être résumées dans un fichier de résultats. Parmi l'étendue 
des données de sorties (vitesses induites, efforts, moments, couples, puissances, etc) 
l'utilisateur sélectionnera ensuite celles qu'il souhaite exploiter. 

Partie V. Le code EO.Cl 
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3. Liste des fichiers de données 
Elle regroupe l'ensemble des fichiers de données qui ont été créés par l'utilisateur grâce 
au pré-traitement ou par écriture directe à l'aide d'un éditeur de texte. Cette liste 
apporte en plus une grande souplesse dans les études de dimensionnement, car les 
configurations de machines, ainsi que leurs conditions de fonctionnement, peuvent être 
modifiées à volonté. 

4. Sélection des algorithmes 
Pour une même configuration, il est intéressant de comparer les résultats finaux suivant 
les algorithmes sélectionnés. En effet, nous avons décrit dans le chapitre III-3.2.4 qu'un 
certain nombre de modèles, relatifs à un même phénomène, sont disponibles. Cette 
sélection constitue un critère de souplesse supplémentaire du code. 

5. Paramètres de calcul 
Ces paramètres fixent le passage du modèle physique continu au modèle numérique 
discrétisé (répartition des points de contrôle sur les pales, nombre de segments pour les 
pales, nombre d'incrémentations azimutales, etc) ainsi que les critères de précision sur 
la convergence des algorithmes (nombre maximum d'itérations, précision souhaitées 
sur les vitesses induites, etc). 

Par rapport aux autres fichiers de données, le corps de commandes est documenté 
manuellement par l'utilisateur. Les contraintes liées à ce mode d'écriture se traduisent par 
un respect impératif de l'ordre et de la syntaxe dans lesquels les commandes doivent figurer. 

1.3.2 Fichiers de données élémentaires 

L'utilisateur a le choix entre deux modes d'écriture des fichiers de données élémentaires. 
Le premier a recours à une application de mise en forme des données, tandis que le second est 
constitué d'un simple éditeur de texte. Le logiciel de mise en format permet d'élaborer des 
bases de données fiables, car 1 'utilisateur résume son intervention à répondre à des questions 
ou à rentrer des valeurs. De plus, si cette application est bien conçue, toute valeur rentrée 
doit être analysée: est-elle compatible avec la grandeur à laquelle elle s'accorde (par exemple 
son signe) ? est-elle cohérente avec le groupe de données dont elle fait partie (par exemple 
la hauteur du pylône par rapport à l'envergure des pales)? Par opposition, l'écriture directe 
d'une base de données laisse trop de latitude à l'utilisateur. En conséquence, les erreurs 
d'écriture peuvent être nombreuses, surtout s'il s'agit de créer entièrement cette base. Par 
contre, une modification minime d'une base de données justifie pleinement ce second mode 
d'écriture. Dans les deux cas, une transcription graphique des données de ces différentes 
bases est un atout non négligeable dans la visualisation immédiate de leur cohérence pour, 
d'une part, éviter les échecs d'exécution du code suite à une donnée erronée, et d'autre part, 
documenter l'étude. La liste suivante énumère les fichiers de données utilisés: 

- fichier de site. Il regroupe les caractéristiques topologiques et aérologiques du site 
d'implémentation de la machine (annexe !), 

- fichier de ·machine. Y sont regroupées les dimensions (hauteur, rayon de base du 
pylône, etc) et les angles (inclinaison de l'axe de la ligne d'arbre, etc) caractéristiques 
de la machine ainsi que le nombre de pales du rotor (annexe J), 
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- fichier de pale. La géométrie de la pale est décrite sous forme de polynômes pour 
chaque grandeur caractéristique (corde, angle de vrillage, axe de vrillage, centrage, 
profils, envergure, zone aérodynamique). Ce fichier de donnée fait référence aux profils 
sous deux formes: leurs polaires et leurs définitions géométriques (annexe h}, 

- fichiers de polaires. Tableaux des coefficients aérodynamiques Cx, Cz et Cm en fonc­
tion de l'incidence. On trouve également des informations sur l'étendue de la partie 
linéaire du Cz et la position du foyer aérodynamique A, en pourcentage de corde (an­
nexe L), 

- fichiers de profils. Ce sont des tableaux de points de définition des profils (annexe M), 

- fichier de rigidités. Quatre tableaux synthétisent les différentes rigidités et masses 
équivalentes de la pale, ainsi qu'une description de l'évolution du centre élastique et 
de torsion en fonction de l'envergure (annexe N), 

- fichier de nacelle. La nacelle referme trois composants principaux. Le premier est 
le multiplicateur, le second la génératrice et le troisième le système de freinage. La 
transmission de puissance s'effectue bien sûr par des arbres dont il faut donner les 
caractéristiques pour ramener l'ensemble composants-arbres de transmission à un sys­
tème dynamique équivalent (annexe 0), 

- fichier de maillage. Les pales sont modélisées par éléments finis. Ce fichier fixe donc le 
nombre de noeuds et les degrés de liberté sur les pales. Notons que les coordonnées des 
noeuds sont celles des centres élastiques des sections correspondantes, donc, le fichier de 
maillage réellement utilisé par le code est issue d'une phase de pré-traitement (mailleur 
"automatique"). Celui-ci utilise le fichier de rigidités (annexe P). 

1.4 Menus de pré-traitement du code eO.Cl 

Le code EO.Cl possède un interface graphique (figure 1.2} pour l'écriture de toute la 
base de données qui vient d'être détaillée. 
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BEP.LU Pascal 
1905-1998 

FIG. 1.2 Ecran principal 

,~~L--·,?~~::~~~CE . ~~: 
CHOICE 

PRE -PROCESS ING 
LANCER UN CALCUL 
POST -PROCESSING 

Le menu principal (figure 1.3), en plus de la création d'une base de données (figure 1.4), 
permet d'une part d'accéder à une application spécifique pour l'élaboration du fichier de pale, 
(annexe K) et d'autre part, de visualiser la majeure partie des données (figure 1.5). Parmi 
celles-ci, on retiendra: 

- l'évolution des rigidités équivalentes (figure Il-2.16), et des centres (élastique et tor­
sion), 

- l'évolution des coefficients aérodynamiques (C1, Cd et Cm), 

- la géométrie de la pale (figure 1.6), 

- la configuration générale de la machine (figure 1. 7), 

le maillage de la pale (figure II-2.29). 

1. 5 Corps de calcul 

Le corps du calcul regroupe toutes les procédures de calcul. ll appelle, dans un premier 
temps le corps de commande, et suite à l'analyse de celui-ci, le corps de calcul va ouvrir et lire 
la base de données qui a été consignée dans le corps de commande. Les résultats sont écrits au 
fur et à mesure de l'avancement des différentes procédures (calcul des composantes du vent 
amont, calcul des vitesses induites, etc) pour être, soit analysés par l'opérateur, soit traités 
par des applications de post-traitement. L'annexe Q présente un fichier de résultats type que 
l'opérateur pourra directement exploiter, sans avoir recours à une application particulière. 
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,Création d'une base de données 

Vérification d'une base de données 

RETOUR 

FIG. 1.3 Menu général 
du pré-traitement 

Visualisation d'un site 

·Visualisation d'une pale 
'Visualisation d'un maillage 
'Tracé d'une polaire 
·Tracé d'un prof'il 

FIG. 1.4 Menu de 
création de la base de 
données 

Tracé d'une caractérist~ue mécan~ue 

RETOUR 

]fiG. 1.5 Menu de vi­
sualisation de la base de 
données 

FIG. 1.6 Visualisation 
de la. modélisation géo­
métrique· d'une pale 

FIG. 1. 7 Visualisation 
de la configuration étu­
diée 
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1.6 Post-traitement 

Le post-traitement est la partie la plus difficile (voir impossible) à présenter de façon 
formelle tant la complexité des systèmes étudiés donne un large choix dans l'exploitation des 
résultats finaux. De plus, les méthodes employées pour cette usage souffrent d'un manque 
d'harmonisation évident. Dans une première étape, on a veillé à ne présenter que les gran­
deurs qui présentent une signification universelle dans la conception de la machine . 

..... 
/v•/'IIM/MrJIIIf•lt-.lt.,....lt/llllSIA...'I/f..JIY~ 
~~ 
/-fiiGStt-rlll/"ll-/t_r-..ltlfllmA...41f..-,~ ... ~ 
/~rl.tnlt-.;<f~r""'lt/Flll$111....4/f.."Y/..-...1: 
12C.IIy 
'-f'IMIM•hll'"lt-tt_r .... lt/llltsl"'..4/fJl'f/'.V. 
12111.")' 
/~Mrllll•lt-/t.rwult/lllml\..<lffJIYI'-..14 
Ua. "Y 
/VM/IIIMAierlii/Mlt~f-r-1t/AI[$1A,..4/tJiiY/'-..Jt 
12*!,.,. 
/~rllll/•lt-.tt.,...Jt/FII~'I/t..JIY/""-11 ... ., 
~rlul•ll-.lf_,...lt/fllS~41f.JtY/IIM~~'~ .. , .. .,. 
,~,,.., .. ,.-',J-ltlfllSII!..4/f.;q/.-...Jl 

. -

•n . ..., ' 
/~rhl/_lt_lf_r_,lt/AIW!\..4".Jl'f/'-l•M ~f:. 

~rllll•lt_lf_,....lt/F111Slo\..41t..Jif'll'-•·•t 
~rllll•lt-.tr_,...,t!FIIm..._ .. ,_,/'W . .., 

FIG. 1.8 Variation azimutale des efforts et des moments 

Parmi celles-ci, nous pouvons citer la courbe de puissance en fonction de la vitesse 
nominale du vent, les différents efforts et moments :fléchissants (figure 1.8, 1.9 ) sur les pales. 

FIG. i.9 Cartographie du plan rotor pour la visualisation de la répar­
tition des efforts et des moments 
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La seconde étape qui n'a pas été implémentée dans ce travail, sera le traitement en 
fatigue des différents composants et en particulier des pieds de pales. Le post-traitement 
prendra ici toute son importance puisqu'il s'agira de construire des spectres de charges qui 
formeront la base de données de codes de fatigue spécifiques. Rappelons que le but de ce 
type de code est bien de valider les concepts de machines, de certifier (tenue aux efforts) et 
sans aucun doute d'optimiser. 
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Conclusion générale 

Deux points fondamentaux ont été abordés dans nos travaux. Le premier touche la 
détermination des équations de mouvement de l'éolienne à axe horizontal et le second la 
modélisation structurale des pales. 

A priori, la mise en équation du système complet pouvait sembler problématique, car 
la cinématique des corps est composée d'un mouvement de grande amplitude et de défor­
mations de ces mêmes corps. De plus, le couplage fluide structure apportait une difficulté 
supplémentaire quant à sa prise en compte dans les équations de mouvement. Or, l'applica­
tion du formalisme de Kane, développé pour pallier aux difficultés liées à la détermination 
des équations de la dynamique des systèmesmulticorps (robots, antennes déployables, etc), 
nous permet maintenant d'accéder rapidement et efficacement à ces équations de mouve­
ment. En effet, l'association de ce formalisme avec un comptage des corps de l'éolienne, dont 
la configuration est conforme à une disposition arborescente ouverte, nous a conduit à: 

- des relations dynamiques du système dans lesquelles les effets dus à la déformation de 
tous les corps souples sont pris en compte, 

une formulation des relations cinématiques récursives, adaptée à une transposition 
algorithmique, 

- une formulation des relations dynamiques dont les éléments peuvent être exploités sans 
une réécriture complète de ceux-ci si la configuration de l'éolienne venait à changer 
(bipale, tripale), 

- l'intégration du couplage fluide structure de façon simple, 

- l'introduction des paramètres de la boucle de pilotage dans le système d'équations et 
la possibilité d'intervenir sur ceux-ci au fur et à mesure de l'évolution du système, 

- une résolution numérique du système d'équations de mouvement par pas de temps, 
permettant d'étudier les phénomènes transitoires. 

D'autre part, une représentation modale des déformations des corps souples s'avère 
commode, car elle permet de conserver un nombre de degrés de liberté encore raisonnable. 
Mais, afin de ne . pas retomber sur les positions adoptées par de nombreux auteurs sur la 
modélisation des pales (utilisation de codes commerciaux, simplification du comportement 
structurale) et d'apporter une réponse mieux adaptée au problème posé, nous avons déve­
loppé un modèle éléments finis de type poutre pour déterminer les caractéristiques vibratoires 
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de celles-ci. 

Ajoutons à cela que le développement d'un code de calcul nous permet maintenant 
d'envisager une mise en oeuvre de l'ensemble des modèles, aussi bien structuraux qu'aé­
rodynamiques. Le noyau d'un code a été écrit afin de dégager dans un premier temps, les 
concepts indispensables à l'organisation d'un code dévolu à la modélisation des éoliennes à 
axe horizontal, et dans un second temps, de support d'application des théories développées. 
Même si nous n'avons pas été en mesure de transcrire la mise en équations du système, 
sa présence et ses capacités potentielles ne peuvent que nous encourager à poursuivre son 
développement. Dans cet objectif, nous ferons désormais clairement la distinction entre la 
partie aérodynamique et structurale. Pour cette première partie, dont certains éléments sont 
déjà opérationnels, son développement futur devra porter sur le caractère instationnaire des 
forces aérodynamiques. Cela signifie qu'il faudra: 

- introduire un modèle de décrochage dynamique, 

- implémenter un modèle de turbulence atmosphérique. 

On peut conserver ou combiner les deux niveaux d'approche qui ont été exposés pour le 
calcul des efforts aérodynamiques, c'est-à-dire, soit par la théorie combinée, soit par un ana­
lyse par sillage prescrit/libre. On remarquera que le modèle de décrochage dynamique, dans 
le cas de la théorie combinée, sera de type semi-empirique (modèle de Petot, par exemple), 
alors que pour une analyse par sillage libre, il s'agira de mettre en oeuvre le concept du 
double sillage. 

La partie structurale est, quant à elle, largement conditionnée par la modélisation du 
comportement mécanique des pales. Deux approches sont envisageables, avec des spécifica­
tions particulières : 

- on peut souhaiter, dans un premier temps, conserver une représentation modale des 
déformations des corps, et donc se restreindre au domaine des déplacements et des 
déformations modérées pour les pales, 

- puis dans un second temps, il peut être souhaitable d'introduire les non linéarités 
au niveau du comportement élastique des pales liées aux grands déplacements (les 
déformations restent modérées) et aux effets de raidissement géométrique 19• Dans ce 
cas, la représentation modale devra être abandonnée. On se tournera alors vers une 
modélisation éléments finis complète de l'éolienne et l'utilisation des formalismes des 
systèmes multicorps souples pour la détermination des équations de mouvement. 

Remarquons que cette dernière démarche est actuellement mise en oeuvre pour la mo­
délisation des rotors d'hélicoptères et de nombreux développements théoriques émergent sur 
ce thème. En effet, certains auteurs à l'origine de développements des formalismes des sys­
tèmes multicorps souples, se sont déjà investis dans ce type de recherches et elles constituent 
certainement une voie prometteuse. Cependant, la complexité mathématique de ces forma­
lismes ainsi que les quantités de calcul auxquelles il faut faire face, limitent encore leurs 

19. Action des forces centrifuges qui rigidifient les pales 
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applications à des systèmes simples (poutre en rotation attachée à une base fixe). 

Au-delà de ces aspects théoriques, il faut prendre conscience de l'enjeu de posséder un 
code de calcul dédié au dimensionnement des éoliennes. En effet, les points sur lesquels il est 
potentiellement capable d'intervenir sont les suivants: 

évaluation précise des performances, 

- détermination réaliste des spectres de charges dimensionnants (fonctionnement par 
grand vent, fortes rafales) qui vont donc permettre de corriger les dimensions des 
éléments les plus importants et de satisfaire ainsi aux impératifs fixés par la réglemen­
tation en terme de fiabilité et de sécurité des composants, 

- compréhension des phénomènes de fatigue pour d'une part, améliorer la planification 
des interventions de maintenance prévisionnelle et d'autre part, détecter les zones les 
plus sollicitées qui peuvent mener à terme à la destruction de la machine, 

- aide logicielle à la certification de la machine, 

- l'étude de nouveaux concepts (lois de régulation, pales particulières) sans passer dans 
un premier temps par une réalisation de la machine, 

- la simulation du potentiel de production d'une machine sur site donné. 

Le but de ces efforts est bien sûr d'amener le coût de production du kilowatt-heure à 
un niveau concurrentiel par rapport aux moyens de production classiques ou, à défaut, au 
niveau le plus bas possible. Même si les recherches et développements sur l'éolien menées 
ces dernières années en Europe semblent réveiller de multiples intérêts pour ce moyen de 
production d'énergie, il n'en reste pas moins que son succès passera par une coopération 
étroite entre industriels et laboratoires. A l'image des pays moteurs dans ce secteur, il est 
maintenant indispensable de posséder .une base de données issues de l'instrumentation de 
machines afin d'être en mesure de confronter les résultats théoriques avec la réalité et ainsi 
d'aller plus loin dans la maîtrise de la technologie éolienne. 
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Annexe A 

Développement des termes de l'équation 
relative à la force d'inertie généralisée 

J;k 

La force d'inertie généralisée p du corps k est définie par (II-4.24): 

On rappelle que les accélérations sont de la forme (pour tout corps k) : 

NS NS 
··hk 2::: hk . 2::: . hk . hk R - QI W1 + 1!..[ Wl + Y..t 

1=1 1=1 

NS NS 
• k 

w 2::: k. 2: ·k ·k ~ W1+ ~ W1+~ 
1=1 1=1 

ook 
NS 

u - LP:(r.k)wl 

1=1 

ook 
où les termes non nuls de .:g_ sont ceux correspondant à w1 = ri; : 

1 

< Wl > - < Wt 

1 

<rif 
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(A.1) 

NS 
(A.2) 
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TAB. A.l Termes de l'équation (II-4.24) déterminant les Mpt 

J Index 1 Expression 1 

1 
··,hk h 

mkR ·vk - -'-p 

2 
ïk 

mk l · vhk - -'-p 

3 i/k k 
- "'"'-2.p 

4 m ( zk 1\ Ï(k) . wk k- - ...:..p 

5 ··hk 1 vr,kdm R . 
-P B 

6 0.} ·1 (r.k + Y.k) 1\ y_~kdm 
Bk 

7 2wk. L ok 
Y. 1\vr,kdm 

-p 

8 
JB 

ook 
Y. ·vr,kdm 

-P 

9 wk. Dk. wk 
- =p -

Les différents termes de l'équation (II-4.24) sont donnés dans le tableau A.l. 

Chaque terme va contribuer à la construction de la matrice de masse [M] du système 
ainsi qu'au vecteur { L}, examinons par conséquent les coefficients Mpt et Lp en supposant 
que y_~k et w7 soient tous nuls : 

• Terme d'index 1: accélération du point hk 

M 1 = mk vh.k · vh~< pour l = 1 à N S p -P .!:::..l (A.3a) 

NS 

Lp = -mk('Q;k · L~h~<w1) pour p = 1 à NS (A.3b) 
1=1 

• Terme d'index 2: accélération du centre de gravité. Le vecteur position Ik du centre de 
gravité du corps Bk après déformation est donné par 

(A.4) 

Donc, l'accélération du centre de gravité du corps Bk de masse mk dans le repère galiléen 
b0 s'exprime par 
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Par conséquent, l'équation (A.5) entraîne que: 

Q;k . r [0 1\ (r_k +y/)+ ~(r_k)] dm 
}Bk 

pour w1 correspondant à ~;, q E [1, N Mk] 

Q;k. r [~k 1\ (r_k + 1/)] dm sinon 
}Bk 

(A.6a) 

NS NS NS 

-L, !';• · (B l, ~ 1\ (r' + !l.k) dm w1 + B ~ l, («t 1\ [w~ 1\ (r' + !<') J + 

2w7 1\ P.~ (r_k)) dm Wnwl) pour Wn correspondant à ry;, q E [1, N Mk] 
NS 

Q;k. (L r ~k" (rk +y/) dmwl + 
1=1 j Bk 

NS NS 

L L l ~kA [w~ A (r_k + 1l)] dm Wnwl) smon 
1=1 n=1 Bk 

(A.6b) 

• Terme d'index 3: accélération du moment angulaire ilk. Ce terme, défini par l'équa­
tion (II-4.26), se décompose en 10 facteurs tels que le présente le tableau B.l donné dans 
1' appendice B. 

• Terme d'index 4 

• Terme d'index 5 

- ~. r 'Q;k dm 
}Bk 

- 0 sinon 
NS 

mk([k A y_n · w; pour l = 1 à N S 
NS 

-mk (L:ak 1\ !!}) . w;) Wi 

1=1 

pour l = 1 à NS 
pour 'Q~k correspondant à ~, q E (1, N Mk] 

(A.7a) 

(A.7b) 

(A.8a) 

Lp - - L(i!.f · f 'Q~k dm) wz 
1=1 }Bk 

pour 'Q~k correspondant à ~, q E [1, N Mk] 

- ù smon (A.8b) 

• Terme d'index 6 
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~k . r (r_k + !/) (\ 'Q;k dm 
}Bk 

pour l = 1 à NS 
. k 

pour 'Q;k correspondant à p_q, q E [1, N Mk] 

0 sinon (A.9a) 
NS 

- 2:)0 . r (r_k + 1/) (\ 'Q;k dm) Wl 
1=1 }Bk 

. k 
pour 'Q~k correspondant à <P , q E [1, N Mk] 

-q .. 

0 sinon (A.9b) 

• Terme d'index 7 

Mpl 0 pour l = 1 à N S (A.10a) 

NS NS 

Lp -2 L LÜ~J ·1 ('Q~k 1\ 'Q;k) dm) WIWn 

1=1 n=1 Bk 

pour 'Q~k et 'Q~k correspondant 
respectivement à <Pk, q E [1,NMk] 

k -'-'/ 
et <P, rE [1,NMk] 

= 0 smon 

• Terme d'index 8 

r (fz (r_k) . 'Q;k) dm 
}Bk 

0 smon 

0 

• Terme d'index 9 

-r 

(A.10b) 

pour w1 correspondant à ijq, q E [1, N Mk] 
et pour 'Q~k correspondant à p_;, r E [1, N Mk] 

0 pour l = 1 à N S 
NS NS 

-LL(0. n; ·w~)W[Wn 
1=1 n=1 

(A.lla) 
(A.llb) 

(A.12a) 

(A.12b) 



Annexe B 

Développement des termes d'index 3 du 
tableau A.l de l'annexe A 

On rappel que, d'après la relation (II-4.26): 

lhk . c:,./ + wk 1\ (lhk . wk) + 
- -
NMk 

L: [~kij~ + [ (~ + ~k) . ~/] TJ~+ 
1=1 

2Nk . WkTJ· k + wk 1\ ·[ (Nk + Mk) . WkTJk]] + 
==! - 1 - ==l ====z - 1 

{ [:li\ ~k +.Y.k 1\ (c.;} 1\ :gk) + 
}Bk 

2:gk 1\ ( wk 1\ .Yk) + :gk 1\ [wk 1\ (wk 1\ :gk)] J dm (B.l) 

Nous allons expliciter les différents termes intervenant dans l'expression de ilk · w; 
(tableau B.l). 

Avec 

• Terme d'index 3 01 
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TAB. B.l Décomposition du terme d'index 3. 
1 Index 1 Expression 1 

3 01 (lhk . t.:/) . ~~ 
302 (wk 1\ (lh~c ·wk)) ·w; 

NM~c 

303 (L hk··k) k !..!:.! "li . wP 
1-1 

NM~c 

304 ( 2:: [ (~k + ~) · ~l] "ln · w; 
1-1 

NM~c 

305 2( L Nk · wki/) · wk ===1 -- 1 --p 
1-1 

NM~c 

3 06 L [ wk 1\ [ (~k + M~) . wkryf J J . w; 
1=1 

307 1 00 B Y:..k 1\ Y:..k dm . w; 

3 08 JB Y:..k 1\ (t.:/ 1\ Y:..k) dm. w; 

3 09 2 L y_kl\(wkl\~k)dm·w; 
310 1 Y:..k 1\ [wk 1\ (wk 1\ Y:..k) J dm. w; 

Bk 

(B.2a) 

NS 

Lp = --((tk · L ~) · w;) w1 (B.2b) 
1=1 

• Terme d'index 3 02 

Mpl = 0 pour l = 1 à N S (B.3a) 

NS NS 

Lp = --(2:: L(~k 1\ [bhk . ~]). w;)wnWI (B.3b) 
1=1 n=l 

• Terme d'index 3 03 

Mpl f!! · w; pour w1 correspondant à ij;, q E [1, N Mk] 

-- 0 sinon (B.4a) 

(B.4b) 
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• Terme d'index 3 04 

NMk 

Mpz = (2= (N~ + M~) · ~ ry~) · w; pour l = 1 à NS (B.5a) 
n=1 

NS NMk 

L = -("'"""'("'"""' (Nk + Mk) · ,.;/ nk) · wk)w p ~ ~ =n -n ~ "ln -p l (B.5b) 
1=1 n=1 

• Terme d'index 3 05 

Mpl = 0 pour l = 1 à N S (B.6a) 

NS NMk 

Lp = -2(L( L N~ · 0 7]~) · w;)wt (B.6b) 
1=1 n=1 

• Terme d'index 3 06 

M pl = 0 pour l = 1 à N S (B.7a) 

NS NMk NS 

Lp = -(2)L(L~k 1\ [(N~ + M~) ·w~]) ·w!wm)"l!)wt (B.7b) 
1=1 n=l m=l 

• Terme d'index 3 07 

NMk 

Mpt ((L P.~('r.k) ry~) 1\ ~(!:k)) · w; pour Wt correspondant à r;;, q E [1, N Mk] 
n=1 

0 sinon (B.Sa) 

(B.Sb) 

• Terme d'index 3 08 

NMkNMk 

Mvt = L L 1 P.~ 1\ (~ 1\ P.:) TJ!TJ~ dm· w; pour l = 1 à NS 
n=l m=l Bk 

(B.9a) 

(B.9b) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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• Terme d'index 3 09 

M pl = 0 pour l = 1 à N S 

NMk NS NS 

Lp - L L '2)1 1:_~ 1\ (0 1\ 1:_~) 7]~WmWI dm)· w; 
n=1 1=1 m=1 Bk 

• Terme d'index 310 

pour Wm correspondant à r,;, q E [1, N Mk] 

0 sinon 

Mpl = 0 pour l = 1 à NS 

NMk NS NS NMk 

Lp =- L L L L (1 1:_~ 1\ [~ 1\ (w~ 1\ p_;)J7J~W1Wm7]; dm)· w; 
n=1 1=1 m=1 r=1 Bk 

(B.10a) 

(B.10b) 

(B.11a) 

(B.11b) 



Annexe C 

Comparaison de la flèche d'une poutre 
rectiligne conique de section circulaire 

pleine suivant différentes méthodes 

On se propose de comparer l'erreur commise, lors d'un calcul éléments finis, sur la flèche 
en extrémité d'une poutre rectiligne conique de section circulaire pleine en prenant dans un 
premier temps, une variation discontinue des rigidités Elyy (r = 0: rigidité constante sur la 
longueur de l'élément) et dans un second temps, une intégration de Gauss de celle-ci avec 
deux abscisses (r = 2) de Gauss par élément. 

Erreur 

3 

2.5 1\ 

2 

1.5 

1 

0.5 

0 
10 

\ 
\ 

\ 
~ 

15 

=0~ 
-:2 ~ 

' !k ,._ 
~ 

1 T 

20 25 30 35 40 
Nombre d'elements 

FIG. C.l Comparaison de l'erreur commise sur la flèche en extrémité 

L'erreur (en pourcentage) est calculée par rapport à la flèche obtenue par la formule 
analytique déduite des relations de la résistance des matériaux. Avec les caractéristiques 
suivantes : · 

- R = 5 cm, rayon de la partie encastrée, 
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- r = 1 cm, rayon en extrémité, 

- L = 1 m, longueur de la poutre, 

- E = 2.1011 Njm 2 , qui correspond à un acier, 

la flèche de référence est de 1.697 mm sous un effort tranchant de 103 N. 

La figure C.l nous montre clairement l'intérêt de prendre une méthode d'intégration de 
Gauss pour déterminer les termes de la matrice de rigidité de la poutre car, pour un nombre 
d'éléments nettement plus réduit, l'erreur par rapport à la méthode en "marches d'escaliers" 
est beaucoup plus faible. La conséquence importante de ce résultat est de permettre l'uti­
lisation d'un nombre d'éléments plus faible et donc de diminuer la taille de la matrice de 
rigidité globale tout en conservant une bonne précision. 



Annexe D 

Développement du principe de 
Hellinger-Reissner pour déterminer la 

matrice de rigidité élémentaire en 
couplage membrane/flexion dans le plan 

(XOZ) 

La fonctionnelle II d'un élément de poutre de longueur L (L = L2 - Lt) telle que 
oiT = w = 0 est définie par: 

(D.l) 

Posons: 

(D.2) 

avec: 

(ç) = ( N M T) (D.3) 

N, Met Tsont définis par la relation (5.70). D'autre part, l'équation (5.76) donne: 

(e) = ( u,x Oy,x Oy + w,x ) (D.4) 

Alors: 
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1
L2 

flz = (u,x N + ()y,x M +(()y+ w,x )T) dX 
L, 

(D.5) 

Intégrons par parties l'équation (D.5) telle que: 

(D.6) 

Les équations d'équilibre de la poutre en flexion (XOZ) sont ( ü = 0): 

{ 

N,x+fx 0 
M,x -T+m 0 

T,x+fz = 0 

(D.7) 

D'où: 

(D.8) 

Par suite: 

1
L2 

Th= [uN+ BM + wT]~~ + < u > {f}dX 
L, 

(D.9) 

avec: 

< u >=< u w ()y > (D.lO) 

De plus: 

(D.ll) 
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Donc, avec l'expression de II2, on en déduit que IIint vaut: 

(D.l2) 

et IIext =< u > {F}. On définit le vecteur nodale <Un > tel que: 

(D.l3) 

afin d'appliquer le principe mixte oii(_g, Q.) = O. D'après les équations d'équilibre d'un 
point de la section d'abscisse X: 

N 

M 

T 

Soit, sous forme matricielle: 

En particulier, au noeud 2 de l'élément: 

N1- Fx(X) 

T1- Fz(X) 

Fx(X) 

fx FzdX 
jL1 

Fz(X) 

} = [P]{ui}- {ux} 

N2 Nt -1L2 

fx dX - Nt - Fx(L2) 
L1 L 

M2 - Mt + XTt - 12 

Fz dX 

T2 - Tt- {L
2 

fz d; - Tt- Fz(L2) 
jL1 

et sous forme matricielle: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 

(D.l4) 

(D.l5) 

(D.l6) 

(D.17) 
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Par définition, cHI = W, avec < c5un >=< u~ >. Donc, on peut évaluer les différents 
termes de cHiint avec: 

(D.18) 

en supposant que Fx et Fz ne sont pas fonction de l'état de déformation (hypothèse 
toujours vérifiée dans la cas des pales puisqu'on ne travaille que dans le domaine élastique). 
Par suite: 

1 1L2 1 [ ~ ~ ~ C l -- - 2Nc5NHfz- 2HmJz(Mc5N + NcSM) + 2Mc5MHm + 2Tc5T-=- dX + 
2 Ll C He 

c5 [uN+ BM + wT]Z~ (D.19) 

c5 [uN+ BM + wT]Z~ se développe par: 

(D.20) 

L'étape suivante consiste à remplacer N, M et T ainsi que N2, M2 et T2 en fonction 
de N1, M1 et T1 à l'aide des équations (D.14) et (D.16) puis d'appliquer l'opérateur "cS'' sur 
l'ensemble des variables. Après développement, cSIIint peut se mettre sous la forme matricielle 
suivante: 

La matrice [k] a pour dimension (9, 9) qui peut se décomposer en trois matrices: 

avec: 

[ 

-1 0 
[A]= 0

0
. 0 

-1 

où: 

[k] = [ [0) [A]T l 
[A] - [B] 

0 1 0 0 ] 
-1 0 0 L1 , 
0 0 1 

(D.21) 

(D.22) 

(D.23) 
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[ - ~ 

1] u 0 n Hfz -f!miz 
[P] c,. 1 [n]-1=~ Hm -... -.. -..2 

avec C = HmHfz - Hmfz 
0 Sym. 

(D.24) 

Enfin, les variables N1, M1 et T1 sont des variables d'approximation locales qu'il 
convient d'éliminer au niveau élémentaire par condensation statique. Par suite: 

(D.25) 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 





AnnexeE 

Mise en évidence de la rigidité 
.............. 

équivalente H fyz de la relation (2.98) 

D'après le principe des travaux virtuels, l'énergie de déformation d'un solide est donnée 
par la relation (5.8): 

Wint = 1 (D*) {a} dV (E.I) 

où le vecteur ( D*) est défini par : 

(D*) - ( * * * * + * * + * * + * ) - U lX V lY W lZ U lY V lX U lZ W lX V lZ W lY (E.2) 

Déterminons maintenant Wint d'un élément de poutre de longueur L = L2 - L 1 : 

(E.3) 

avec: 

N - 1 O"xdS 

Mx - L [(y- Yc )azz- (z- zc )o-zy] dS 

My - 1 ZO"xdS 

-1yaxdS 
(E.4) 

Mz -

Ty - 1 O"xydS 

Tz - 1 O"zzdS 
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De plus, les relations cinématiques ( 5.100) entre deux points d'une même section nous 
permettent d'écrire que: 

(E.5) 

où (yc, zc) sont les coordonnées de centre de torsion C dans le repère principal d'inertie 
de la section (figure 5.28) et (y, z) les coordonnées dans ce même repère d'un point q de la 
section. Introduisons la loi de comportement (loi de Hooke (5.13)): 

(E.6) 

où G ( = 1-l) est le module de cisaillement. De plus, 1 'hypothèse des petites déformations 
nous permet d'établir que uo,x =Ex (de même pour les variables virtuelles"( )*"), donc: 

(E.7) 

Par suite, l'équation (E.3) devient: 

Soit encore: 

t' uô,.f. EydS 0,,. dx +t' o;,.f. EzdS u0 ,. dx + 
L1 ~ L1 ~ (E.9) 

n,. 
Par conséquent, la rigidité Hfyz LEi 1 yz dSi traduit le couplage entre les ro-

i=I Si 

tations autour des axes (OY) et (OZ) ((OY) = (Oy) et (OZ) = (Oz) car ces axes sont 
parallèles) qui doit être inclue lors de l'assemblage des matrices élémentaires [ky] et [kz]. 



Annexe F 

Introduction aux équations de la 
dynamique de Kane 

Rappels 

Relation entre dérivés et repères 

Soient A et B deux repères quelconques et Q un vecteur, alors: 

Composition des_ vitesses 

a) Considérons n repères auxiliaires B1, B2 , ••• , Bn, alors: 

b) Si P et Q sont. deux points fixes appartenant au corps B ayant pour vitesse angulaire A wB 

dans A, alors: 

297 



298 

'E..QP est le vecteur d'origine Q et d'extrémité P. 

c) Si un point P est mobile dans un corps B alors que B est en mouvement dans le repère 
de référence A, alors la vitesse A'QP du point P dans A est reliée à la vitesse B'QP du point 
P dans B par: 

où A'QB est la vitesse dans A du point B de B qui coïncide ave P à l'instant considéré. 
De même pour l'accélération Ag_P: 

le terme (2Af=:!.B A B'QP) est appelé accélération de Coriolis. 

Configuration d'un système 

La configuration d'un ensemble S de v particules P1 , ... , Pv dans un référentiel A est 
supposée connue dès que le vecteur position de chaque particule par rapport à un point 
fixe dans A est connue. Par conséquent v quantités vectorielles ou, de façon équivalente 
3v quantités scalaires, sont nécessaires pour spécifier la configuration de S dans A. Si le 
mouvement de S est affecté par la présence de corps venant en contact avec une ou plusieurs 
particules parmi les Pi, des restrictions sont imposées sur les positions que pourraient occuper 
les particules de S. On dit alors que S est sujet à des restrictions de configuration ou 
des contraintes de configuration. Une équation exprimant une telle restriction est appelée 
équation de restriction de mouvement holonomique et est de la forme: 

où (xi, Yi, zi) designe les coordonnées de la particule Pi dans A et t est la variable de 
temps. Les équations de restriction de mouvement holonomiques sont dites rhéonomiques ou 
scléronomiques selon quet apparaît explicitement ou non dans la fonction f. 

Exemple 

Considérons le systèmeS formé de deux particules P1 ( Xt, Yb zi) et P2( x2, y2, z2) (Xi, Yi, Zi 
coordonnées dans le repère fixe A des Pi, i = 1, 2) reliées entre elles par une barre sans masse 
de longueur constante L. Le système est libre de se mouvoir entre deux plaques parallèles 
(figure F.l). 
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wt 

FIG. F.l Configuration du systèmeS 

La distance L séparant P1 et P2 se traduit par: 

Par conséquent, f = 0 est une équation de restriction de mouvement holonomique 
scléronomique. Si maintenant on désigne par wt la vitesse angulaire du système S dans A. 
Soit {kx, QY, !!.z} la base liée aux plaques. La restriction du mouvement imposée par la présence 
des deux plaques se résume alors par : 

p.·bz=O Vp. 
=--a - =--a 

Or Qz = cos(wt)~ + sin(wt)Q..x. Donc: 

p.· !!.z = Xisin(wt) + Zicos(wt) = 0 = f(xi,Zi,t) (i = 1,2) 
-1 

f = 0 est une équation de restriction de mouvement holonomique rhéonomique. 

Coordonnées généralisées 

Lorsqu'un ensemble de v particules Pb ... , Pv est sujet à des restrictions de mouvement 
représentées par M équations holonomiques, alors seulement n = 3v- M des 3v coordonnées 
cartésiennes Xi, Yi, Zi ( i = 1, ... , v) du corps S dans le référentiel A sont indépendantes 
l'une de l'autre. Dans ce cas de figure, on peut exprimer chacune des coordonnées Xi, Yi, Zi 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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comme une fonction simple de la variable temporelle t et des n variables dépendantes de t, 
q1(t), ... ,qn(t), afin que les équations de restriction de mouvement soient satisfaites pour 
toute valeur de t et de q1 , ... , Qn dans un domaine donné. Les variables q1 , ... , Qn sont 
appelées coordonnées généralisées du corps S dans A. 

Exemple 

Reprenons le système S formé des deux particules P1 et P2, reliées entre-elles par un 
barre sans masse de longueur L. Nous avons v= 2 et M = 3 équations holonomiques: 

Lp·b=O -1 -z 

11. p . b = 0 
-2 -Z 

111. jp - p J - L = 0 
-1 -2 

Par suite, n = 3v- M = 3 des 6 coordonnées cartésiennes de P1 et P2 sont indépen­
dantes l'une de l'autre. Choisissons par exemple pour coordonnées généralisées q1 , q2 et q3 

telles que: 

xl q1 cos(wt) 
Y1 Q2 

Zl -ql sin(wt) 
X2 [qi+ Lcos(q3 )] cos(wt) 
Y2 Q2 + L sin( q3) 
Z2 -[q1 + Lcos(q3 )] sin(wt) 

q1 , q3 et q3 sont des coordonnées généralisées du système S car elles vérifient les équa­
tions de restriction de mouvement et définissent complètement la configuration de S à tout 
instant t. 

D'autres choix peuvent être faits pour définir les Qi· Ce choix judicieux constitue une 
des difficultés de la mise en équations d'un système mécanique. De façon plus générale, le 
nombre n de coordonnées généralisées d'un ensembleS de v particules dans un référentiel A 
est le plus petit nombre de quantités scalaires telles qu'à chaque valeur du temps t correspond 
une configuration admissible de S dans A. 

Vitesses généralisées 

Les expressions des vitesses angulaires des solides et les vitesses des points d'un système 
S dont la configuration dans un référentiel A est caractérisée par n coordonnées généralisées 
Qt, ••• , Qn peuvent être mises sous une forme particulièrement avantageuse grâce à l'intro­
duction de n quantités scalaires u1, ... , Un appelées vitesses généralisées telles que : 
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n 

Ur= L Yrsqs +Zr r = 1, ... 'n 
s=l 

(F.1) 

où Yrs et Zs sont des fonctions de q1, ... , qn et du temps t. Ces fonctions sont choisies 
de telle sorte que les Ur pour r = 1, ... , n puissent être résolues uniquement pour q1, ... , iJ.n· 
Les équations (F.1) sont alors appelées équations différentielles cinématiques deS dans A. 

Remarque 

On est souvent amené à définir Ur = qr pour r = 1, ... , n. 

Vitesses angulaires partielles, vitesses partielles 

Si q1, ... , qn et u1, ... , Un sont respectivement les coordonnées généralisées et les vi­
tesses généralisées du système S possédant p degrés de liberté dans un référentiel A, alors 
la vitesse angulaire AwB du solide B appartenant à S et la vitesse Ay_P du point P dans A 
appartenant à S peuvent s'exprimer de façon unique par: 

n 

AWB = ~AWB U +AwB 
- ~ =r r -t 

r=l 

et, 

n 

AVP = ~AVP U +AvP 
- ~-r r ~ 

r=l 

-ABAP· · ABtAP( 1 ) td .c. d ou f:!d_,. , 'J2.r ams1 que ~ e 'J!..t , r = , ... , n , son es 10nct10ns e qb ... , qn et 
du temps t. Le vecteur A~ est la rème vitesse angulaire partielle holonomique de B dans A 
et Ai' est la rème vitesse partielle holonomique de P dans A. 

AwB et Ay_P peuvent également s'exprimer de façon unique par: 

p 

AWB = ~AWB U +AwB 
- ~ =-r r =t 

r=l 

et, 

p 

AVP = ~AVP U +AvP 
- ~ -r r ~ 

r=l 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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, A~B A~P · · A~B A~P ( 1 ) d .c · d ou wr , :!Z.r ams1 que ~ et :!Z.t , r = , ... , p , sont es 10nctwns e q1, ... , qn et 
du temps t. Le vecteur AC)~ est la rème vitesse angulaire partielle non holonomique de B dans 
A et AQ_~ est la rème vitesse partielle non holonomique de P dans A. 

Lorsque p = n, c'est-à-dire, lorsque S est un système holonome possédant n degrés de 
liberté dans A alors AC)B = AwB et Aî]P = AvP. 

' -r :=.r -r -r 

Accélérations et vitesses partielles 

Si q1 , ... , qn sont les coordonnées généralisées caractérisant la configuration du système 
S dans le référentiel A, alors Q 2 , le carré de la vitesse dans A d'une particule générique P 
deS, peut être envisagé comme une fonction scalaire des (2n + 1) variables indépendantes 
ql, ... , qn, lÏI, . .. , qn et t (les qi sont les dérivés premières par rapport à t des coordonnées 
généralisées). Si de plus, les vitesses généralisées sont définies par: 

Ur = qr pour r = 1, ... , n 

et :!Z.r est la rèrne vitesse partielle holonomique de P dans A, alors nous avons la relation 
suivante: 

AVP. AaP = ~ [!!.._ {)Q2 - {)Q2] 
.:=...r d a a (r = 1, ... 'n) - 2 i qr qr 

Forces actives généralisées - Forces d'inerties généralisées 

Soit un systèmeS occupant le domaine F. Considérons l'élément différentiel de masse 
dm de S, alors le théorème de la résultante dynamique (seconde loi de Newton) appliqué à 
dm s'écrit: 

df = dm Q. ou encore d[_ - dm g = Q (F.2) 

La formulation proposée par Kane consiste à introduire dans l'équation (F.2) les vitesses 
partielles 12.r associées aux n vitesses généralisées Ur. Si d[_ est la résultante de toutes les 
forces de contact et de distance agissant sur l'élément différentiel dm du solide S occupant 
le domaine F et sig est l'accélération de l'élément dm dans un repère galiléen N, alors: 

i [:!Z.r · d[_ + 'J4. • ( -dmg_)] = 0 pour r = 1, ... , n 

Posons par conséquent 
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et, 

Les fr sont appelés forces actives généralisées holonomiques et les f; forces d'inerties 
généralisées holonomiques. 

Equations de Kane de la dynamique 

D'après ce qui précède, les équations de Kane de la dynamique s'expriment par: 

fr + f; = 0 pour r = 1, ... , n 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Annexe G 

Présentation des dyadiques 

Vecteur d'inertie - Inertie scalaire 

Soit S un ensemble de particules P1, ... , Pv de masses m 1 , ... , mv respectivement, p. 
-l 

désigne le vecteur position par rapport au point 0 des Pi particules et !la est un vecteur 
unitaire, alors le vecteur L, appelé vecteur d'inertie de S par rapport à 0 suivant !la est 
défini par: 

v 

L t:. L mi~ 1\ (& 1\ e) (G.l) 
i=l 

La quantité scalaire lab, appelée inertie scalaire de S par rapport à 0 suivant !la et !4 
où !4 et I1z sont des vecteurs unitaires, est définie par: 

(G.2) 

Conséquences: produit d'inertie - moment d'inertie 

v 

a) lab = L mi (ei 1\ &) · Ü!.i 1\ !4) 
i=l 

c) - si na =f !4, lab est appelé le produit d'inertie de S par rapport à 0 suivant !la et !4, 

- si na = !4, la (notation condensée de laa) est le moment d'inertie de S par rapport 
à la droite (La) passant par 0 et parallèle à na: 

11 

la= Lmill 
i=l 
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l; distance de P; à (La), 

la= mk~ 

m masse totale de S et ka E IR~ est le rayon de gyration de S par rapport à la droite 
(La), 

v 

la = Lm; (E_; 1\ ~)2 
i=l 

d) Pour un corps B quelconque, modélisé par une courbe, une surface ou une enveloppe et si p 
représente la masse par unité de longueur, d'aire ou de volume de Ben un point générique 
P de B, si p est le vecteur position de P par rapport à 0, dT l'élément différentiel de 
longueur, d'~ire ou de volume du domaine F (courbe, surface ou enveloppe) occupé par 
B et ~ et fu sont des vecteurs unitaires, alors: 

Et: 

Matrice d'inertie- Introduction des dyadiques 

Les inerties scalaires ljk d'un ensembleS de particules par rapport à un point 0 dans 
la base normée {rrJ, ( i = 1, 2, 3) peuvent être utilisées pour définir la matrice carrée 1, 
appelée la matrice d'inertie de S par rapport à 0 dans la base {rrJ de la manière suivante: 

(G.3) 

La matrice d'inertie d'un ensembleS de particules par rapport à 0 peut avoir autant 
d'expression qu'il existe de bases {rr;}. En contraste, l'utilisation de dyadiques nous permet de 
décrire certaines problèmes mettant en jeux les vecteurs d'inertie et/ou les inerties scalaires 
dans une base indépendante de la configuration. 

Notions sur les dyadiques - Dyadique unitaire 

Afin de nous accoutumer avec les dyadiques, nous commencerons par concentrer notre 
attention sur 2 vecteurs y et Q définis par : 
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y_ = ( w . g_) Q + ( w . _ç) d. + ... 

Et: 

3:!. = g_ (!2. . w) + _ç (d. . w) + ... 

Où g_, Q., _ç, d_, ... et w sont des vecteurs quelconques. On peut encore écrire que: 

y_ = w . (g_ Q + _ç d. + ... ) (G.4) 

De même: 

(G.5) 

Introduisons alors: 

(G.6) 

Par conséquent, les équations (G.4) et (G.5) peuvent se mettre sous la forme: 

(G.7) 

Q est appelé dyadique. 

En somme, un dyadique est la juxtaposition de vecteurs comme le montre l'équation 
(G.6) et le produit scalaire (pré- ou post) d'un dyadique avec un vecteur donne un vecteur. 
Le dyadique unitaire U est défini par : 

(G.8) 

Où {!li} est une base orthonormale. On a donc Q · y = y_ • Q. 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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Dyadique d'un ensemble S de particules 

Considérons le vecteur d'inertieL_, alors d'après (G.l): 

v 

L. L mi(!h, E/ - !La · E; E) 
i=l 

v 

L m; (!la · U E; 2 
- !La · E; E) (G.9) 

i=l 

Par suite, le dyadique d'un ensembleS de v particules est défini par: 

v 

(G.lü) 

L est le dyadique de S par rapport à 0. 

De façon plus générale, si le corps B est modélisé comme occupant le domaine :F 
(courbe, surface ou volume) et si un point générique de B est repéré par rapport à 0 par le 
vecteur position E' alors : 

(G.ll) 

Où p est la masse linéique, surfacique ou volumique, dT est l'élément différentiel de 
courbe, de surface ou d'enveloppe. 

Conséquences 

a) I = n · I .::.a .;..:.a = 

C) lab = !la · b · fu 

d) Le dyadique Lest dit indépendant du repère car sa définition (G.10) ne fait intervenir 
aucun vecteur de base. Cependant, il peut être exprimé sous différentes formes ou appa­
raissent les éléments de la base. Par exemple, si {n.J est une base orthonormale, Li est le 
vecteur d'inertie deS par rapport à 0 suivant !lj, (j = 1, 2, 3), et Ijk est l'inertie scalaire 
de S par rapport à 0 suivant !!.j et !!.J., (j, k = 1, 2, 3), alors le dyadique L peut s'écrire: 

3 

1=~1-n­= L....i-:J -3 
i=l 
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Ou encore: 

3 3 

b = :L :L 1jk !lj fu 
i=l k=l 

Moment angulaire - Moment angulaire central 

Si S est un ensemble de v particules P1 ... , Pv de masses m1, ... , mv respectivement, 
en mouvement dans un référentiel A et ayant comme vitesses dans A A'QP1 , ••• , Ay_Pv, alors 
le vecteur A H 51°, appelé moment angulaire de S par rapport à 0 dans le référentiel A est 
défini par: 

v 

A Hs;o A L mi'/!..;, 1\ A'QP; (G.l2) 
i=l 

Où p. est le vecteur position de la particule Pi par rapport à O. Le point 0 n'est pas 
-1 

nécessairement fixe dans le référentiel A. 

Si 0 = S* où S* désigne le centre des masses de S, alors A H51° devient A H5
• /O et est 

appelé moment angulaire central de S dans le référentiel A 

Relation entre moment angulaire central et dyadique 

Si les particules de S forment un solide B, alors H le moment angulaire central de B 
dans le référentiel A est défini par : 

H=L·w (G.l3) 

Où w est la vitesse angulaire de B par rapport à A. L, appelé dyadique d'inertie central 
de B est le dyadique d'inertie de B par rapport au centr~ des masses S* du solide B. 

Théorèmes 

a) Soient [ 51° le dyadique d'inertie deS par rapport à 0, ls;s• le dyadique d'inertie central 

deS p; rapport à S* centre des masses et enfin Ls•;o}e dyadique d'inertie par rapport 
à 0 d'une particule située enS* et ayant une ma,;se égale à la masse totale deS, alors: 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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b) de même: 

1s;o = 1s;s• + 1s•;o 
-ab -ab -ab 

c) avec 1;/ s· scalaire d'inertie centrale 

cl) avec I~;s• scalaire d'inertie centrale 

Moments d'inerties principaux 

Si !lz est un vecteur unitaire tel que L soit parallèle à !lz, alors la droite ( Lz) passant 
par 0 et parallèle à !lz est appelée axe principal de S par rapport à 0, le plan (Pz) contenant 
0 et normal à !lz est appelé plan principal deS par rapport à 0, le moment d'inertie Iz deS 
par rapport à ( Lz) est appelé moment d'inertie principal de S par rapport à 0 et le rayon de 
gyration de S par rapport à ( Lz) est appelé rayon de gyration principal de S par rapport à 

O. Lorsque le point 0 est le centre de gravité deS, on parlera d'axes principaux centraux, de 
plans principaux centraux, de moments d'inertie principaux centraux et de rayon de gyration 
principal central. 

Lorsque !lz est parallèle à un axe principal de S par rapport à 0, le vecteur d'inertie 
Lz de S par rapport à 0 suivant !lz peut s'exprimer par: 

(G.l4) 

Et si !ly est un vecteur unitaire tel que !ly · !lz = 0, alors le produit d'inertie de S par 
rapport à 0 suivant !ly et nz est nul: fyz = 0 
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Exemple d'un fichier de commandes 

************************************************************************ 

* 
* 
* CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

A.D.E.M.E.- Nord Pas-de-Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE COMMANDES 

frisia 
FRISIA 4800/750kWh 
BERLU P. 9528 
01/98 

* 
************************************************************************ 
*/use/MDS/berlu/eolienne : chemin du repertoire racine 
************************************************************************ 
* GENERALITES 
************************************************************************ 
FRISIA_4800/750kWh : identification de l'etude 

*-----------------------------------------------------------------------
* Support d'impression : 

*-----------------------------------------------------------------------
Ecran : messages de procedures (E=Ecran, F=Fichier) 

*-----------------------------------------------------------------------
* Resumé des donnees d'entrees-sorties : 

*-----------------------------------------------------------------------
etalon 
OUI 
OUI 
OUI 
OUI 
OUI 

nom du fichier de résumé 
caracteristiques du site 
géometrie de la machine 
géometrie de la pale 
éléments de la nacelle 
algorithmes selectionnes et parametres du calcul 
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(.syn) 
('sit') 
( 'geo') 
('pal') 
('nac') 
('par') 
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OUI discrétisation de la pale ('Dis') 
OUI composantes du vent incident ('Vam') 
OUI composantes des vitesses relatives des profils ( 'uvi') 
NON composantes des efforts linéiques ('f_l') 
NON composantes des efforts résultants ( 'EFF ') 
*----------------------------------------------------------------------
* Impression des sorties : 
*----------------------------------------------------------------------
*ON 
*--
OUI 
OUI 
OUI 
OUI 
NON 
NON 
NON 
NON 

fichier (.xy) 
-------------
v_i 
u_i 
w 
G 
fx N42b 
fy_N42b 
mz_N42b 
my_N42b 

Commentaires 

vitesses induites axiales (v) 
vitesses induites tangentielles (u) 
vitesses relatives (W) 
circulation (Gamma) 
forces lineiques de battement (Thurst) 
forces lineiques de trainee (Drag) 
Moments lineiques de torsion (Torsion) 

NON mx_N42b 
Moments lineiques de battement (Flap bending mt) 
Moments lineiques de trainee (Torque) 

NON pow_N42b Puissances lineiques 
************************************************************************ 
* DESCRIPTION DU SITE 
************************************************************************ 
frisia : nom du fichier de donnees du site (.sit) 
************************************************************************ 
* DESCRIPTION DE LA GEOMETRIE (PYLONE+ROTOR+PALE) 
************************************************************************ 
frisia : nom du fichier de donnees machine (.geo) 
*frisia : nom du fichier de geometrie de pale (.pal) 
etalon : nom du fichier de geometrie de pale (.pal) 
************************************************************************ 
* DESCRIPTION DE LA NACELLE (GENERATEUR+MULTIPLICATEUR+FREINAGE) 
************************************************************************ 
frisia : nom du fichier de donnees de la nacelle (.nac) 
************************************************************************ 
* DESCRIPTION DES CARACTERISTIQUES MECANIQUES DE LA PALE 
************************************************************************ 
frisia : nom du fichier des caracteristiques mecaniques (.mat) 
************************************************************************ 
* SELECTION DES ALGORITHMES DE CALCUL DES VITESSES INDUITES 
************************************************************************ 
OUI 
OUI 
OUI 
OUI 

effets de pertes en bord marginal prise en compte ? 
effets de pertes au niveau du moyeu prise en compte ? 
Vitesse tangentielle induite ("swirl") prise en compte ? 
utilisation du modele de freinage complexe ? 

*-----------------------------------------------------------------------
* Modele de gradient de vent : 0 = neglige 
* 1 = lineaire 
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* 
* 
* 

Annexe H. Exemple d'un fichier de commandes 

2 = puissance => exposant a donner 
3 = logarithmique 
4 = experimental 

*-----------------------------------------------------------------------
2 : modele de gradient de vent 
0.16 [-] : exposant du modele en puissance 

*-----------------------------------------------------------------------
* Ombre du pylone : 

* 
0 = neglige 
1 = modele 2D 
2 = modele 3D * 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
1 : effets d'ombre du pylone 

*-----------------------------------------------------------------------
* Modele de correction de la vitesse induite axiale dans le cas d'un 
* desaligement du vent incident ('Yawing') avec la nacelle : 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

10 = ECN,d.e version initiale 
11 = ECN,d.e version courante 
20 = TUDk version initiale 
21 = TUDk version corrigee 
30 = TA 

*--------------------------------------~--------------------------------
11 
NON 
NON 

modele de correction de la vitesse induite axiale 'Yawing' 
: modele de post-decrochage de Viterna implemente ? 
: effets 3D sur les coefficients aerodynamiques ? 

************************************************************************ 
* PARAMETRES DE CALCUL DES EFFORTS AERODYNAMIQUES 
************************************************************************ 
* 
2 
40 
36 
0.0001 
100 
4.13 [deg] 

(Equirepartis=1, Gauss=2) 
type de repartition des points de controle 
nombre de segments (50 Maxi.) 
nombre d'incrementations azimutales 
precision souhaitee sur les vitesses induites 
nbre d'iter. maxi. sur les vitesses induites ( <200 ) 
calage des pales au niveau du moyeu 

************************************************************************ 
*MODELISATION E.F. DES PALES 
************************************************************************ 
frisia : nom du fichier de maillage (.nod) 

*-----------------------------------------------------------------------
* Nombre de points d'integration pour le calcul de [kij] 

3 
3 
3 

points appliqués à <ES>, <Eiyy>, <Eizz>, ky<GS> et kz<GS> 
: points appliqués à <GJ> 
: points appliqués à <Rom>, <Roip>, <Rofy> et <Rofz> 

************************************************************************ 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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* Selection de calcul 

************************************************************************ 
* 
NON 
OUI 

calcul statique 
calcul dynamique 

* 
************************************************************************ 
* FIN DU FICHIER 
************************************************************************ 
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Exemple d'un fichier de site 

*********************************************************************** 
* * CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* * NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE SITE 

frisia 
FRISIA 4800/750kWh 
BERLU 
Wed Jan 14 17:12:32 1998 

* 
*********************************************************************** 
* CARACTERISTIQUES DU VENT 
*********************************************************************** 
inconnu 
15.0 
64.5 
17. 
80. 
.79 
0.00 
1.225 

[m/s] 
[m] 
[m/s] 
[m] 
[m] 
[deg] 
[kg/m3] 

identification du site 
intensite du vent de reference 
altitude du vent de reference 
intensite du vent au dessus du moyeu 
altitude du vent au dessus du moyeu 
altitude moyenne des rugosités du sol 
direction principale du vent 
masse volumique de l'air 

*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 
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Exemple d'un fichier de machine 

*********************************************************************** 
* * CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

* 
* * NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE MACHINE 

frisia 
FRISIA 4800/750kWh 
BERLU 
Wed Jan 14 17:16:11 1998 

* 
*********************************************************************** 
* GEOMETRIE DU ROTOR 
*********************************************************************** 
FRISIA identification de la machine 
48. [m] diamètre du rotor 
64.5 [m] altitude du moyeu 
5. [deg] inclinaison de l'arbre rotor 
2.73 [m] distance du plan rotor à l'axe du pylône 
3 [-] nombre de pales 
o. [deg] angle de conicité du rotor 
0.75 [m] rayon du moyeu 
*********************************************************************** 
* GEOMETRIE DU PYLONE 
*********************************************************************** 
62.7 
3.6 
1. 

[m] 
[m] 
[deg] 

altitude du pylône 
: diamètre de base 
: demi-angle de conicité 

*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 
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Exemple d'un fichier de pale 

*********************************************************************** 
* 
* CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* * NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE PALE 

frisia 
FRISIA W4800/750KW 
BERLU 
Fri Jan 30 13:40:32 1998 

* 
*********************************************************************** 
APX 48 : identification de la pale 

*-----------------------------------------------------------------------
* * Description en CORDE 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
5 : nombre de troncens 

*-----------------------------------------------------------------------
*No Ne 

*--
Coef 1-5-9 

1 1 0.150000000D+01 
2 1 0.129999995D+01 

Coef 2-6-10 

3 2 0.129999995D+01 0.331111166D+OO 

Coef 3-7 Coef 4-8 

4 9 0.204444971D+01 -.497139075D-01 -.179327967D-01 -.696462827D-02 
0.388989112D-02 -.671130693D-03 0.5528032680-04 -.2224222250-05 
0.351433328D-07 

5 2 0.6069999930+00 -.7959999910+00 

*----------------------
Xd [m] Xf [m] 
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*-- ------- -------
1 0.000 0.125 
2 0.125 3.750 
3 3.750 6.000 
4 6.000 22.500 
5 22.500 23.250 

*-----------------------------------------------------------------------
* 
* Description en VRILLAGE 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
4 : nombre de troncens 
*-----------------------------------------------------------------------
*No Ne Coef 1-5-9 Coef 2-6-10 Coef 3-7 Coef 4-8 
*-- --------------- --------------- --------------- ---------------

1 2 O.OOOOOOOOOD+OO 0.287226664D+01 
2 1 0.107709999D+02 
3 9 0.107724223D+02 -.183266966D+01 0.149790658D+OO 0.425918404D-01 

-.190386694D-01 0.300369113D-02 -.236862710D-03 0.934514169D-05 
-.146851615D-06 

4 2 0.109999999D-01 -.146666666D-01 
*----------------------
*No Xd [m] Xf [m] 
*-- ------- -------

1 0.000 3.750 
2 3.750 6.000 
3 6.000 22.500 
4 22.500 23.250 

*-----------------------------------------------------------------------
* 
* Description en VRILLAGE SUIVANT Y 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
1 : nombre de troncens 

*-----------------------------------------------------------------------
*No Ne Coef 1-5-9 Coef 2-6-10 

*-- -- --------------- ---------------
1 1 0.0000000000+00 

*----------------------
*No 

*--
1 

Xd [m] Xf [m] 

0.000 23.250 

Coef 3-7 Coef 4-8 

*-----------------------------------------------------------------------
* * Description en VRILLAGE SUIVANT Z 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
1 : nombre de troncens 
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*-----------------------------------------------------------------------
*No Ne Coef 1-5-9 Coef 2-6-10 Coef 3-7 Coef 4-8 

*-- -- --------------- ---------------
1 1 O.OOOOOOOOOD+OO 

*----------------------
Xd [m] Xf [m] 

1 0.000 23.250 

*-----------------------------------------------------------------------
* 
* Description du CENTRAGE 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
2 : nombre de troncons 

*-----------------------------------------------------------------------
*No Ne 

*--
Coef 1-5-9 Coef 2-6-10 

1 2 0.500000000D+02 -.666666667D+01 
2 1 0.250000000D+02 

*----------------------
*No 

*--
1 
2 

Xd [m] Xf [m] 

0.000 3.750 
3.750 23.250 

Coef 3-7 Coef 4-8 

*-----------------------------------------------------------------------
* 
* Description des POLAIRES 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
13 nombre de troncons 
*--------------------------
*No L1 [m] L2 [m] Nol No2 
*-- ------- -------

1 0.000 0.125 1 1 
2 0.125 4.500 1 1 
3 4.500 6.500 2 3 
4 6.500 8.500 3 4 
5 8.500 10.500 4 5 
6 10.500 12.500 5 6 

7 12.500 14.500 6 7 
8 14.500 16.500 7 8 
9 16.500 18.500 8 9 

10 18.500 20.500 9 10 
11 20.500 21.500 10 11 
12 21.500 22.500 11 12 
13 22.500 23.250 12 12 

*-----------------------------------------------------------------------
* 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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* Fichiers de POLAIRES 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
*No Nom du fichier 

*--
1 CYLINDRE 
2 R0450 
3 R0650 
4 R0850 
5 R1050 
6 R1250 
7 R1450 
8 R1650 
9 R1850 

10 R2050 
11 R2150 
12 R2250 

*-----------------------------------------------------------------------
* 
* Caracteristiques GENERALES 

* 
*-----------------------------------------------------------------------
23.25 
6. 
22.5 

[rn] 

[rn] 

[rn] 

envergure de la pale 
: début de la zone aéra. 
: fin de la zone aéra. 

************************************************************************ 
* Fin du Fichier 

************************************************************************ 
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Exemple d'un fichier de polaires 

*********************************************************************** 

* 
* CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE POLAIRE 

R2050 
FRISIA 4800/750kWh 
BERLU 
Wed Jan 14 14:09:30 1998 

* 
*********************************************************************** 
* GENERALITE 
*********************************************************************** 
R2050 : identification de la polaire 
6.E+06 [-] : nombre de Reynolds 
25. [\Y.] : position du foyer aérodynamique 
10. [deg] angle de décrochage 
20 [-] : index du point de début de non linéarité du Cz 
-3.27 [deg) : incidence de portance nulle 
*********************************************************************** 
* TABLEAU DES COEFFICIENTS AERODYNAMIQUES 
*********************************************************************** 
*No i [deg] Cz Cx Cm 
*-- ------- ------- ------- -------

1 -180.00 0.0000 0.0150 0.0000 
2 -90.00 0.1000 1.3000 0.4581 
3 -70.00 -0.5400 1.2400 0.4265 
4 -40.00 -0.9000 0.7700 0.3370 
5 -30.00 -0.8300 0.5500 0.2733 
6 -20.00 -0.6000 0.3000 0.1517 
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7 -14.00 -1.0000 0.0250 -0.0580 
8 -10.00 -0.6700 0.0140 -0.0618 
9 -8.00 -0.4800 0.0110 -0.0655 

10 0.20 0.3533 0.0078 -0.0896 
11 1.16 0.4666 0.0078 -0.0920 
12 2.24 0.5923 0.0078 -0.0944 
13 3.44 0.7329 0.0082 -0.0971 
14 4.78 0.8883 0.0086 -0.0998 
15 6.00 1.0401 0.0091 -0.1021 

liste coupée - liste coupée ---
42 33.34 1.0389 0.4951 -0.2186 
43 34.10 1.0358 0.5144 -0.2224 
44 34.84 1.0327 0.5339 -0.2261 
45 35.57 1.0295 0.5530 -0.2297 
46 36.29 1.0263 0.5720 -0.2333 
47 37.00 1.0229 0.5908 -0.2368 
48 70.00 0.6000 1.3000 -0.4484 
49 90.00 0.0600 1.4000 -0.4581 
50 110.00 -0.5400 1.2400 -0.4365 
51 130.00 -0.8600 0.9500 -0.3764 
52 150.00 -0.8300 0.5500 -0.2933 
53 180.00 0.0000 0.0000 0.0000 

*----------------------------------
*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 
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Exemple d'un fichier de profil 

*********************************************************************** 
* * CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE PROFIL 

* NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

R2050 
FRISIA 4800/750kWh 
BERLU 
Thu Jan 15 09:01:43 1998 

* 
*********************************************************************** 
* GENERALITE 
*********************************************************************** 
NACA 63(2)-215 MOD B : identification du profil 
10. [\%] : épaisseur relative 

*********************************************************************** 
* TABLEAU DES COORDONNEES DES POINTS DE DEFINITION DU PROFIL 
*********************************************************************** 
*----------------------------------
*No 

*--
Xe [-] Ye [-] Xi [-] Yi [-] 

1 0.0000 
2 0.0002 

0.0000 
0.0034 

0.0000 0.0000 
0. 0002 -0.0011 

3 0.0004 0.0051 0.0004 -0.0022 
4 0.0006 0.0064 0.0006 -0.0031 
5 0.0008 0.0075 0.0008 -0.0037 
6 0.0010 0 .. 0085 0.0010 -0.0042 
7 0.0020 0.0125 0.0020 -0.0063 
8 0.0030 0.0156 0.0030 -0.0079 
9 0.0040 0.0182 0.0040 -0.0093 
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10 0.0050 0.0205 0.0050 -0.0104 
11 0.0100 0.0293 0.0100 -0.0150 
12 0.0200 0.0408 0.0200 -0.0211 
13 0.0300 0.0489 0.0300 -0.0256 
14 0.0400 0.0550 0.0400 -0.0294 
15 0.0500 0.0599 0.0500 -0.0328 
16 0.0600 0.0640 0.0600 -0.0357 

liste coupée - liste coupée ---
43 0.6750 0.0534 0.6750 -0.0332 
44 0.7000 0.0491 0.7000 -0.0295 
45 0.7250 0.0447 0.7250 -0.0258 
46 0.7500 0.0402 0.7500 -0.0221 
47 0.7750 0.0357 0.7750 -0.0185 
48 0.8000 0.0311 0.8000 -0.0150 
49 0.8250 0.0266 0.8250 -0.0117 
50 0.8500 0.0222 0.8500 -0.0086 
51 0.8750 0.0179 0.8750 -0.0058 
52 0.9000 0.0137 0.9000 -0.0033 
53 0.9250 0.0098 0.9250 -0.0013 
54 0.9500 0.0062 0.9500 0.0001 
55 0.9600 0.0048 0.9600 0.0005 
56 0.9700 0.0036 0.9700 0.0007 
57 0.9800 0.0023 0.9800 0.0008 
58 0.9900 0.0012 0.9900 0.0006 
59 0.9950 0.0006 0.9950 0.0003 
60 1.0000 0.0000 1.0000 0.0000 

*----------------------------------
*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 
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Exemple d'un fichier de rigidités 

*********************************************************************** 
* * CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE MATERIAUX 

* NOM DU FICHIER frisia 
* ETUDE FRISIA 4800/750kWh 
* AUTEUR BERLU 
*DATE Wed Jan 14 17:28:14 1998 

* 
*********************************************************************** 
frisia : identification de la nacelle 
*********************************************************************** 
* TABLEAU I : INERTIES EQUIVALENTES 
*********************************************************************** 
*----------------------------------------------------------------------
*No 

* 
*--

X se 
[m] 

<ES> 
[N] 

<Eiyy> 
[N .m2] 

<Eizz> 
[N .m2] 

<GJ> 
[N .m2] 

<kyGS> 
[N] 

<kzGS> 
[N] 

1 0.000 0.460E+11 0.150E+11 0.150E+11 0.100E+11 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
2 0.740 0.460E+11 0.150E+11 0.150E+11 0.100E+11 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
3 1.500 0.755E+10 0.220E+10 0.220E+10 0.500E+09 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
4 5.000 0.479E+10 0.586E+09 0.140E+10 0.207E+09 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
5 8.000 0.381E+10 0.240E+09 0.851E+09 0.928E+08 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
6 11.000 0.313E+10 0.121E+09 0.524E+09 0.477E+08 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
7 14.000 0.259E+10 0.609E+08 0.328E+09 0.247E+08 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
8 17.000 0.219E+10 0.305E+08 0.208E+09 0.129E+08 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
9 20.000 0.172E+10 0.143E+08 0.123E+09 0.623E+07 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 

10 23.000 0.114E+10 0.568E+07 0.618E+08 0.257E+07 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
11 26.000 0.590E+09 0.171E+07 0.264E+08 0.840E+06 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
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12 29.000 0.200E+09 0.300E+06 0.893E+07 0.180E+06 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 

*********************************************************************** 
* TABLEAU II : MASSES LINEIQUES EQUIVALENTES 
*********************************************************************** 
*----------------------------------------------------------------------
*No X se <Rom> <Roip> <Rofy> <Rofz> 
* [rn] [kg/rn] [kg .rn] [kg .rn] [kg.m] 
*-- ------- --------- --------- --------- ---------

1 0.000 14.62E+01 0.140E+04 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
2 2.000 13.44E+01 0.140E+04 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
3 4.000 12.26E+01 0.300E+03 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
4 6.000 11. 08E+01 0.207E+03 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
5 8.000 9.902E+01 0.128E+03 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
6 10.000 8.723E+01 0.810E+02 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
7 12.000 7.544E+01 0.500E+02 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
8 14.000 6.364E+01 0.320E+02 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
9 16.000 5.185E+01 0.190E+02 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 

10 18.000 4.006E+01 0.960E+01 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
11 20.000 2.826E+01 0.430E+01 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
12 22.000 1.647E+01 0.160E+01 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 
12 23.200 9.400E+OO 0.160E+01 O.OOOE+OO O.OOOE+OO 

*********************************************************************** 
* TABLEAU III CENTRES E, C ET ANGLE 
*********************************************************************** 
*----------------------------------------------------------------------
*No Xse [m] Ye [m] Ze [m] Yc [m] Zc [m] A [deg] 
*--

1 
2 
3 
4 

0.000 
0.740 
1.500 
5.000 

5 8.000 
6 11.000 
7 14.000 
8 17.000 
9 20.000 

10 23.000 
11 26.000 
12 29.000 

0.000 
0.000 
0.000 
0.059 
0.063 
0.058 
0.051 
0.045 
0.041 
0.040 
0.047 
0.082 

0.000 0.000 
0.000 0.000 
0.000 0.000 
0.000 0.013 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.018 
0.015 
0.015 
0.016 
0.017 
0.016 
0.014 
0.010 

0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 

0.000 
0.000 
0.000 
1.300 
1.090 
0.860 
0.860 
0.910 
0.830 
0.630 

0.000 0.160 
0.000 -0.520 

*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 



Annexe 0 

Exemple d'un fichier de nacelle 

*********************************************************************** 
* * CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* * NOM DU FICHIER 
* ETUDE 
* AUTEUR 
* DATE 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE NACELLE 

frisia 
FRISIA 4800/750kWh 
BERLU 
Wed Jan 14 17:28:14 1998 

* 
*********************************************************************** 
* CARACTERISTIQUES DU GENERATEUR 
*********************************************************************** 
frisia 
1 
1690.0 
1. 

[-] 

[tr/min] 
[-] 

identification de la nacelle 
modèle de la génératrice 
vitesse de rotation nominale 
rendement de la génératrice 

*********************************************************************** 
* CARACTERISTIQUES DU MULTIPLICATEUR 
*********************************************************************** 
60.4 
1. 

[-] 
[-] 

: rapport de multiplication 
: rendement du multiplicateur 

*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 
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Annexe P 

Exemple d'un fichier de maillage 

*********************************************************************** 
* 
* 
* 
* 
* 

CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE 

FICHIER DE MAILLAGE 

* NOM DU FICHIER tjb 
* ETUDE tjaereborg 
* AUTEUR BERLU 
* DATE Mon Sep 22 14:53:00 

* 
*********************************************************************** 
tjb : identification du maillage 

*********************************************************************** 
* TABLEAU DES NOEUDS ET DES CONDITIONS AUX LIMITES 

*********************************************************************** 
*--------------------------------------------
*No X se [m] Ynd [m] Znd [m] u v w Rx Ry Rz 
*-- ------- ------- -------

1 0.000 -0.450 0.000 1 1 1 1 1 1 
2 1.000 -0.386 0.000 0 0 0 0 0 0 
3 2.000 -0.278 0.002 0 0 0 0 0 0 
4 3.000 -0.129 0.006 0 0 0 0 0 0 
5 4.000 -0.016 0.010 0 0 0 0 0 0 
6 5.000 0.059 0.015 0 0 0 0 0 0 
7 8.000 0.063 0.030 0 0 0 0 0 0 
8 11.000 0.058 0.044 0 0 0 0 0 0 
9 15.000 0.049 0.063 0 0 0 0 0 0 

10 18.000 0.043 0.077 0 0 0 0 0 0 
11 21.000 0.040 0.092 0 0 0 0 0 0 
12 24.000 0.041 0.106 0 0 0 0 0 0 
13 27.000 0.055 0.123 0 0 0 0 0 0 
14 28.000 0.066 0.130 0 0 0 0 0 0 
15 29.000 0.081 0.137 0 0 0 0 0 0 

*--------------------------------------------
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*********************************************************************** 
* CONNECTIVITES DES ELEMENTS 
*********************************************************************** 
*----------------
*No Ni N2 Barre 
*--

1 1 2 1 
2 2 3 1 
3 3 4 1 
4 4 5 1 
5 5 6 1 
6 6 7 1 
7 7 8 1 
8 8 9 1 
9 9 10 1 

10 10 11 1 
11 11 12 1 
12 12 13 1 
13 13 14 1 
14 14 15 1 

*----------------
*********************************************************************** 
* LISTE DES FICHIERS ASSOCIES AUX BARRES 
*********************************************************************** 
*--------------------------------
*No Nom du fichier ".mat" associé 

*--
1 tjaereborg 

*--------------------------------
*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER 
*********************************************************************** 



Annexe Q 

Exemple d'un fichier de résultats 

*********************************************************************** 
* * * CALCUL DES EFFORTS SUR LES EOLIENNES DE MOYENNE ET FORTE PUISSANCE * 
* * 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

A.D.E.M.E. - Nord - Pas de Calais 

O.N.E.R.A. - I.M.F.L. 

FICHIER DE RESULTATS 

Exécuté le ............ : Tue Feb 17 11:22:47 
Fichier de commandes .. : frisia 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

* 
*********************************************************************** 
--- SYNTHESE DES DONNEES DU SITE --------------------------------------

Fichier source ... : [/use/MDS/berlu/eolienne/f_site/frisia.sit] 
Identification du site ..................... : inconnu 

Intensité du vent incident non perturbé .... : 15.000 [m/s] 
Altitude de référence du vent incident ..... : 64.500 [m] 
Intensité du vent au dessus du moyeu ....... : 17.000 [m/s] 
Altitude du vent au dessus du moyeu ........ : 80.000 [m] 
Altitude moyenne des rugosités du sol ...... : 0.790 [m] 
Direction du vent incident ................. : -35.00 [deg] 
Masse volumique de 1' air ................... : 1.225 [kg/m3] 

--- SYNTHESE DE LA GEOMETRIE DE LA PALE -------------------------------

Fichier source ... : [/use/MDS/berlu/eolienne/f_pale/frisia.pal] 
Identification de la pale .................. : APX 48 

Envergure des pales ........................ : 
Début de la zone aérodynamique ............. : 
Fin de la zone aérodynamique ............... : 
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23.250 [m] 
6.000 [m] 

22.500 [m] 
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---- SYNTHESE DES CARACTERISTIQUES MASSIQUES DE LA PALE ---------------

Fichier source ... : [/use/MDS/berlu/eolienne/f_inert/frisia.mat] 
Identification des materiaux ............... : frisia 

Masse de la pale ........................... : 
Mt statique de la pale/au pied de pale ..... : 
Mt statique de la pale/au centre du rotor .. : 

1804.554 [kg] 
14796.884 [kg.m] 
16150.300 [kg.m] 

--- SYNTHESE DES ELEMENTS DE LA NACELLE -------------------------------

Fichier source ... : [/use/MDS/berlu/eolienne/f_nacel/frisia.nac] 
Identification de la nacelle ............... : frisia 

Type de générateur ......................... : 
Vitesse de rotation du générateur .......... : 
Rendement du générateur .................... : 
Rapport de multiplication .................. : 
Rendement du multiplicateur ................ : 

--- SYNTHESE DES PARAMETRES DE CALCUL 

Point de controle equirepartis 
Nombre de segments de discretisation de 

la zone aerodynamique ... : 
Nombre d'incrementations azimutales ........ : 
Precision sur les vitesses induites ........ : 
Nombre d'iterations maximum sur les 

vitesses induites ... : 

1 [-] 
1690.000 [tr/min] 

1. 000 [-] 
60.400 [-] 

1.000 [-] 

40 [-] 
36 [-] 

0.00010 [-] 

100 [-] 

SYNTHESE DES ALGORITHMES UTILISES ---------------------------------

Prise en compte des pertes en bord marginal .......... : OUI 
Prise en compte des pertes au niveau du moyeu ........ : OUI 
Prise en compte de la vitesse induite tangentielle ... : OUI 
Utilisation du modele de freinage complexe ........... : OUI 
Modele de cisaillement du vent ....................... : Puissance, 0.160 
Prise en compte de l'ombre du pylone ................. :Modèle 2D 
Modèle de correction "Yawing" des vit. ind. ax ....... : ECN,d.e version corrigee 
Utilisation du modele de decrochage de Viterna ....... : NON 
Correction de Cx et Cz par les effets aero. 3D ....... : NON 

SYNTHESE DES EFFORTS, PUISSANCES RESULTANTES ------------

Vitesse instantanée du rotor ... : 2. 930 [rad/ s] 
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Calage des pales/moyeu ......... : 4.250 [deg] 

Résultantes dans le repère pale Rpl 

+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+---------
1 Azimut 1 Fx Fy Fz 1 Mx 1 My 1 Mz 1 Couple 1 Puissanc, 
1 [deg] 1 [kN] [kN] [kN] 1 [kN .m] 1 [kN .m] 1 [kN .m] 1 [kN .m] 1 [kW] 

+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+---------· 
0.0 

-10.0 
-20.0 
-30.0 
-40.0 
-50.0 
-60.0 
-70.0 
-80.0 
-90.0 

-100.0 
-110.0 
-120.0 
-130.0 
-140.0 
-150.0 
-160.0 
-170.0 
-180.0 
-190.0 
-200.0 
-210.0 
-220.0 
-230.0 
-240.0 
-250.0 
-260.0 
-270.0 
-280.0 
-290.0 
-300.0 
-310.0 
-320.0 
-330.0 
-340.0 
-350.0 

-23.05 
-23.30 
-23.68 
-24.17 
-24.74 
-25.35 
-25.95 
-26.51 
-27.01 
-27.38 
-27.64 
-27.73 
-27.64 
-27.48 
-27.29 
-27.15 
-27.02 
-26.20 
-23.15 
-23.67 
-24.86 
-25.19 
-25.30 
-25.36 
-25.40 
-25.41 
-25.33 
-25.10 
-24.80 
-24.41 
-24.02 
-23.66 
-23.35 
-23.10 
-22.96 
-22.94 

6.011 
9.111 

12.121 
14.951 
17.501 
19.681 
21.411 
22.621 
23.271 
23.351 
22.891 
21.901 
20.391 
18.421 
16.081 
13.451 
10.581 
7.371 
3.461 
0.48 

-2.10 
-4.70 
-7.06 
-9.07 

-10.65 
-11.74 
-12.31 
-12.37 
-11.90 
-10.96 
-9.55 
-7.72 
-5.49 
-2.93 
-0.10 
2.91 

67.031 
67.301 
68.101 
69.40 

-84.781 
-110.451 
-135.301 
-158.521 

-341.961 
-345.571 
-350.861 
-357.511 

71.16 -179.32 
73.33 -196.87 
75.85 -210.35 
78.64 -219.28 
81.61 -223.46 

-365.071 
-372.961 
-380.461 
-387.181 
-393.231 

84.67 -223.03 -397.65 
87.73 -218.32 -400.89 
90.70 -209.04 -401.54 
93.49 -195.46 -400.17 
96.01 -178.29 -397.74 
98.18 -158.20 -395.04 
99.94 -135.95 -392.92 

101.24 -112.20 -391.55 
102.04 
102.30 
102.04 
101.24 
99.94 
98.18 
96.01 
93.49 
90.70 
87.73 
84.67 
81.61 
78.64 
75.85 
73.33 
71.16 
69.40 
68.10 
67.30 

-85.10 -381.57 
-48.08 -336.56 
-24.60 -346.00 
-5.39 -362.47 
15.13 -366.09 
33.92 -366.98 
49. 69 -367 .42 
61.76 -367.72 
69.69 -367.67 
73.31 -366.74 
72.72 -364.11 
67.71 -360.68 
58.81 -356.23 
46.13 -352.00 
30.11 -348.07 
11.12 -344.51 

-10.44 -341.73 
-34.05 -340.16 
-59.06 -340.17 

-2.561 
-2.601 
-2.661 
-2.751 
-2.861 
-2.991 
-3.151 
-3.321 
-3.521 
-3.721 
-3.94 
-4.14 
-4.33 
-4.50 
-4.63 
-4.73 
-4.76 
-4.70 
-4.58 
-4.67 
-4.64 
-4.53 
-4.36 
-4.18 
-3.98 
-3.77 
-3.56 
-3.36 
-3.18 
-3.02 
-2.88 
-2.76 
-2.67 
-2.61 
-2.56 
-2.55 

89.29. 
117.29 
144.39 
169.73 
192.45 
211.63 
226.41 
236.25 
240.91 
240.54 
235.49 
225.47 
210.75 
192.11 
170.26 
146.03 
120.14 
90.63 
50.68 
24.97 
3.82 

-18.65 
-39.22 
-56.50 
-69.74 
-78.50 
-82.55 
-81.99 
-76.63 
-67.03 
-53.30 
-35.89 
-15.23 

8.25 
33.97 
61.24 

261.€ 
343 .E 
423.( 
497 .~ 
563.E 
620 .( 
663.2 
692.:;; 
705.9 
704.8 
690.0 
660.6 
617.5 
562.8 
498.8 
427.8 
352.0 
265.51 
148.41 
73.1! 
11.1! 

-54.6· 
-114.9 
-165 .5· 
-204.3! 
-230.0 
-241.8' 
-240 .2! 

-224.5· 
-196.4: 
-156.11 
-105 .1' 

-44.6: 
24.1' 
99.5· 

179.4! 

+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+--------+----------· 

Valeurs extrêmes et moyennes des résultantes 

+-----------+--------+--------+--------+ 
1 Composante 1 min. 1 Mean Max. 1 

Calcul des efforts subis par les éoliennes de moyenne et forte puissance 
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+-----------+--------+--------+--------+ 
Fx [kN] -27 . 731 -25.201 -22.941 
Fy [kN] -12.371 5.261 23.351 
Fz [kN] 67.031 84 . 671 102.301 
Mx [kN .m] -223.461 -72.931 73.311 
My [kN .m] -401 . 541 -368.031 -336.561 
Mz [kN .m] -4.761 -3.601 -2.551 

+-----------+--------+--------+--------+ 

*********************************************************************** 
* FIN DU FICHIER DE SYNTHESE * 
*********************************************************************** 


