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Introduction

Cette these présente un ensemble de contributions a ’étude des automates a contraintes,
de la réécriture et des contraintes ensemblistes.

Le point de départ de nos travaux est la recherche d’outils de décision les plus puissants
possibles. Lors de nos études, nous avons défini un outil de preuves d’indécidabilité que nous
nommons la méthode des Arbres-Grilles. Cette méthode est une adaptation aux arbres de
la méthode de la grille qui est un outil classique de preuves d’indécidabilité. Notre méthode
nous permet de montrer un résultat d’indécidabilité dans chacun des domaines cités ci-dessus.
Ces résultats concernent le probléme du vide pour les automates a tests entre cousins (sous-
termes a la profondeur 2), la décidabilité des formules de la théorie du premier ordre de
la réécriture en un pas et la décidabilité des formules de la théorie du premier ordre des
contraintes ensemblistes. Par la suite, nous avons poursuivi nos recherches dans chacun de
ces domaines en essayant de réduire la frontiere entre la décidabilité et 'indécidabilité de
chacun des problémes précédents.

Automates d’arbres & contraintes, Réécriture et Contraintes ensemblistes

Automates. [20] Les automates d’arbres ont été créés, il y a quelques années, dans le cadre
de la vérification de circuits. Plusieurs chercheurs ont contribué a cette école menée par A.
Church dans la fin des années 50 et au début des années 60: B. Trakhtenbrot, J.R. Biichi,
M.O. Rabin, Doner, Thatcher, etc ... Nombre de nouvelles idées surgirent de ce programme.
Par exemple, les connexions entre les automates et la logique. La théorie des langages d’arbres
reconnaissables s’est développée dans les années 70 et de nombreux résultats furent établis
a cette période. Un peu oubliés durant les années 80, les automates d’arbres ont connu un
regain d’intérét ces derniéres années pour plusieurs raisons.

Tout d’abord, ils constituent un modele de calcul simple pour lequel la plupart des pro-
priétés sont décidables avec une complexité praticable. Par exemple, pour un automate .4
donné, la question « Est-ce que le langage reconnu par A est vide? » (probléeme du vide) est
décidable en temps linéaire.

Les automates d’arbres constituent en particulier un outil de décision pour certaines théo-
ries logiques, dont la plus remarquable est la théorie monadique faible du second ordre a
deux successeurs, ou théorie (faible) de Rabin WS2S. Les propriétés de cloture des automates
d’arbres permettent une construction incrémentale d’un systéme de décision associé a une for-
mule et d’autre part, les opérations de déterminisation, minimisation et nettoyage fournissent
des moyens d’optimisation indépendants du type de logique considéré.

Les automates d’arbres sont donc de bons outils de décision mais ils ne peuvent distinguer
les termes non linéaires des termes linéaires. Un terme est non linéaire s’il contient deux
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occurrences d’une méme variable. Par exemple, I’ensemble des termes de la forme f(t,t)
n’est pas reconnaissable par un automate d’arbres. En effet, dans un automate, les deux fils
de la racine du terme sont reconnus indépendamment et seules des informations de taille
finie peuvent étre remontées jusqu’a la racine, tandis que t peut étre de taille arbitrairement
grande. Puisque les termes non linéaires apparaissent trés souvent, par exemple en logique, des
extensions des automates d’arbres ont été définies afin de prendre en compte la non linéarité
des termes. Et donc de pouvoir utiliser des techniques d’automates d’arbres sur des problemes
quelconques (comme la réductibilité inductive).

En 1981, M. Dauchet et J. Mongy [65], ont défini une nouvelie classe d’automates ap-
pelés RATEG. Dans ces automates, les membres des regles de transition peuvent étre non
linéaires et contenir des variables a n’importe quelle profondeur. Les régles permettent donc
d’imposer des égalités entre sous-termes. Ces automates reconnaissent par exemple I’ensemble
des termes clos réductibles par un systeme de réécriture. La classe des langages reconnus par
ces automates conserve les propriétés de cloture par union et intersection de la classe des
langages reconnus par les automates d’arbres précédents, dits standards. En revanche, le pro-
bleme du vide est indécidable pour les RATEG, ils ne peuvent donc étre utilisés comme outils
de décision.

Les automates RATEG permettant uniquement de vérifier des égalités, une nouvelle classe
d’automates, dits automates & contraintes, a été définie afin d’effectuer & la fois des tests
d’égalité et des tests de différence. Ces automates conservent la propriété de cléture par
opérations booléennes des automates d’arbres standards. Par contre le probléeme du vide est
indécidable pour ces automates. Afin de pouvoir utiliser les automates a contraintes comme
outils de décision, certaines sous-classes d’automates a contraintes pour lesquelles le probleme
du vide est décidable ont été définies. Les classes les plus remarquables sont :

o La classe des automates a tests entre fréres (ATF).

Ces automates autorisent des tests d’égalité et de différence entre sous-termes a la
profondeur 1. Par exemple, 'ensemble des termes de la forme f(t,t) est reconnu par
un tel automate. Cette classe est intéressante puisque la plupart des propriétés des
automates d’arbres standards peuvent y étre étendues en remplacant les conditions
de linéarité par des restrictions sur les non linéarités.

e La classe des automates de réduction (AR).

Ces automates, introduits par M. Dauchet, A.-C. Caron et J.-L. Coquidé [23], au-
torisent un nombre arbitraire de différences mais un nombre fini d’égalités dans
chaque calcul des automates. Les automates de réduction permettent en particulier
de reconnaitre ’ensemble des termes en forme normale d’un systéeme de réécriture
quelconque. La décidabilité du probléme du vide pour les AR permet de montrer
que le probléeme de satisfiabilité de la théorie de la réduction est décidable.

Par la suite [15], M. Dauchet, A.-C. Caron et J.-L. Coquidé, en collaboration avec H.
Comon et F. Jacquemard, ont généralisé les automates de réduction en autorisant
un nombre quelconque de tests d’égalité entre positions freres. Pour ces automates
de réduction généralisés (ARG) le probléme du vide reste décidable.

Réécriture. La réécriture de termes est une branche de I'informatique théorique qui com-
bine des éléments de logique, d’algebre universelle, de preuve automatique et de programma-



tion fonctionnelle. La base de celle-ci est la logique équationnelle. La distinction entre la ré-
écriture de termes et la logique équationnelle réside dans le fait que les équations en réécriture
sont utilisées comme des régles de remplacement orientées, c’est-a-dire que le membre gauche
peut é&tre remplacé par le membre droit, mais pas I'inverse. Par exemple, f(z,y) — g(z) est
une régle de réécriture qui permet de remplacer le motif f(z,y) par le motif g(z).

Les systémes de réécriture sont utilisées pour la simplification dans toutes les manipula-
tions symboliques, qu’il s’agisse de calcul formel, démonstration automatique, transformation
de programmes en précompilation, évaluation en programmation fonctionnelle ...

Par exemple, en démonstration automatique dans des théories égalitaires, pour prouver
la validité d’une équation e = ¢’, il suffit de remplacer des égaux par des égaux, c’est-a-
dire remplacer des sous-termes de € et €’ suivant les égalités d’un ensemble d’équations £,
jusqu’a obtenir deux termes syntaxiquement identiques. Dans certains cas, on peut associer
a un ensemble d’équations £ un systéeme de réécriture R par un mécanisme de complétion, le
systéeme R fournissant une stratégie orientée de remplacement, par laquelle on peut calculer
des représentants de classes de la congruence engendrée par £ et donc prouver la validité
d’équations.

La théorie du premier ordre de la réécriture en un pas pour un systéeme R sur une signature
¥, et un ensemble de variables X" est la théorie du premier ordre dont la structure est la
suivante : son support est I’ensemble des termes clos et son seul prédicat est la relation binaire
—. Une interprétation associe a chaque variable de A" un terme de T'(X) et la relation ¢ —z y
est interprétée par “z se réécrit en y en un pas par R”. D’importantes propriétés décidables
pour des systémes de réécriture quelconques s’expriment dans cette théorie.

Considérons par exemple la propriété décidable de confluence forte. Tout d’abord, un
systéme de réécriture R est fortement confluent (définition issue de [26]) si

VI, y1, 42, (T 9R AT =R ¥2 = 32(y1 =R 2 A Y2 —R 2))

oll  — y signifie que z = yVz — y. Il est fortement confluent clos si la propriété ci-dessus est
satisfaite quand z est restreint a prendre ses valeurs dans ’ensemble des termes clos. On peut
montrer que R est fortement confluent si et seulement s’il est fortement confluent clos dans
une signature étendue par de nouvelles constantes. Cette propriété peut étre exprimée dans
la théorie de la réécriture en un pas, puisque R est fortement confluent clos si et seulement
si la formule

Vz,y1,y2, (5 1 Az — yo = I2(y) = 2 A Y2 — 2))

est valide pour le systéme de réécriture R U {z — z}.

Considérons maintenant le probleme de réductibilité inductive. Un terme ¢ est dit in-
ductivement réductible pour un systéme de réécriture R si toutes ses instances closes sont
réductibles par R. Cette propriété peut s’exprimer en considérant plusieurs systémes de ré-
écriture. En effet, si on note S le systéme {t — ¢}, alors t est inductivement réductible si la
formule

Ve (z —=sz = Jy(z—-ry)

est valide. La décidabilité de la réductibilité inductive a été montrée par D. Plaisted [70].
Cette possibilité d’exprimer ces propriétés décidables permettait d’espérer que la théorie
de la réécriture en un pas était décidable. Mais cette conjecture s’avéra fausse lorsque R.
Treinen [89] montra 'indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie de la réécriture en un
pas pour tout systéme de réécriture. Par la suite, plusieurs chercheurs s’intéresserent a ce
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probléme. R. Treinen [88] affina son résultat au fragment 3*V* pour les systémes de réécriture
linéaires par codage du probléme de correspondance de Post, J. Marcinkowski [61) au fragment
3*V* pour les systémes ncethériens clos a droite par codage des arbres Thue réguliers (outils
définis dans [62] et [60]), et S. Vorobyov [94] au fragment 3*V*3* pour les systémes linéaires
et noethériens par codage du probléme de correspondance de Post.

La décidabilité du fragment existentiel de la théorie de la réécriture en un pas est un
probléme ouvert. Niehren et al. [66] ont tout de méme montré que le fragment existentiel
positif de cette théorie est décidable. En fait, toute formule de ce fragment est équivalente
en terme de solutions a un probléme d’unification du second ordre stratifiée, les probléemes
de ce type étant montrés décidables par M. Schmidt-Schauss [77]. Dans [46], F. Jacquemard
transforme toute formule du fragment existentiel positif de la théorie de la réécriture en un pas
en une formule décidable de la théorie faible monadique a deux successeurs, mais ce résultat
n’est valable que pour les systémes de réécriture tels que pour toute régle I — r, toutes les
occurrences d’une méme variable dans | — r sont a la méme profondeur.

Contraintes ensemblistes.  Les contraintes ensemblistes sont des inclusions entre expressions
désignant des ensembles de termes (ezp C exp’ ou exp € exp’), de telles expressions (ezp,
ezp’) étant des termes sur une signature ¥, un ensemble de variables X' et des opérateurs
ensemblistes (U, N, G, etc ... ).

L’interprétation des opérateurs ensemblistes est canonique c’est-a-dire que le symbole U
(respectivement N, C) est interprété comme 1'union (respectivement lintersection, le com-
plément) ensembliste. Une interprétation 7 d’une contrainte ensembliste associe a chaque
variable de X un ensemble de termes clos. Une telle interprétation satisfait une contrainte
positive exp C exp’ (respectivement négative ezp € ezp’) si Z(exp) C Z(ezp’) (respectivement
I(ezp) € I(exp')).

Les contraintes ensemblistes, compte-tenu de leur pouvoir d’expression et de leur simpli-
cité, sont a la base d’une technique d’analyse de programmes, appelée analyse ensembliste
[74, 49, 64, 42, 3, 40]. Cette technique peut se résumer en deux étapes: la premiere est la pro-
position d’un mécanisme d’extraction de contraintes ensemblistes & partir d’un programme et
la preuve de correction de ce mécanisme vis-a-vis de la sémantique du probléme. La seconde
étape est la proposition d’un algorithme de résolution de ces contraintes sous la forme de
calcul d’une solution particuliére ou d’un test de satisfiabilité afin d’obtenir des informations
utiles sur le programme (par exemple, vérification de sortes). Par exemple, si I’ensemble des
entiers naturels est défini comme le plus petit ensemble contenant 0 et le successeur de tout
entier (noté s) alors la contrainte suivante formalise cette définition:

Nat = 0 U s(Nat).

En programmation fonctionnelle ou logique, le contréle de sortes est souvent dynamique.
En d’autres termes, la procédure qui se charge de vérifier si une expression est bien sortée
intervient durant I’exécution. De grandes libertés sont donc laissées au programmeur aux
dépens de la sécurité et de V'efficacité. Pour pallier a ces inconvénients, des procédures d’ex-
traction et de vérification de sortes sont ajoutées a la phase de compilation. On obtient alors
un systéme riche d’informations qui pourront étre utilisées pour "optimisation du programme.

Le texte du programme est analysé automatiquement et les informations extraites sont
représentées dans un formalisme adéquat. Si les sortes sont considérées comme des ensembles



de valeurs, alors les expressions ensemblistes sont bien adaptées pour représenter ces valeurs et
les contraintes pour exprimer leurs relations. De nombreux algorithmes d’inférence de types en
programmation fonctionnelle, logique ou impérative évoluent autour d’un noyau qui consiste
en la résolution de contraintes ensemblistes.

Les algorithmes les plus anciens manipulent des contraintes au pouvoir d’expression assez
pauvre. Afin d’obtenir des informations plus consistantes, il est nécessaire d’enrichir le voca-
bulaire des contraintes. Plus ce vocabulaire est riche, plus ’analyse aura les moyens d’étre
précise et pertinente, mais aussi, plus les solutions seront difficiles & trouver.

Néanmoins pour que ’analyse garde un sens, une propriété essentielle doit étre préservée:
la décidabilité de la satisfiabilité, c’est-a-dire il doit exister une procédure qui détermine si un
systeme de contraintes ensemblistes posséde ou non des solutions. En d’autres termes, il faut
que les informations extraites permettent de dire si les objets du programme étudié possédent
un type.

Au cours de nos travaux, nous avons étudié la décidabilité de la théorie du premier ordre
des contraintes ensemblistes c’est-a-dire ’ensemble des formules du premier ordre dont les
formules atomiques sont les contraintes ensemblistes.

La théorie complete est indécidable en raison de I’indécidabilité de la théorie des algébres
libres finiment engendrées [83], par contre son fragment existentiel est décidable. Plusieurs
approches ont été abordées pour établir ce résultat. A. Aiken, D. Kozen, et E. Wimmers [2]
réduisent la décidabilité du fragment existentiel de la théorie des contraintes ensemblistes
dans le probleme d’accessibilité non linéaire pour les inégalités diophantiennes par utilisation
des hypergraphes. R. Gilleron, M. Tommasi et S. Tison [37] réduisent ce probléeme dans le
probléme du vide pour une nouvelle classe d’automates (les automates d’ensembles d’arbres
généralisés). Dans [18], W. Charatonik et L. Pacholski montrent que le fragment existentiel de
la théorie des contraintes ensemblistes avec symboles de projection est décidable. Récemment,
J.M. Talbot [84] a montré 'indécidabilité du fragment V3* de la théorie des contraintes sans
opérateur ensembliste par réduction du probleme de correspondance de Post.

Présentation des résultats et plan de la these

Cette thése se découpe en cinq parties, chacune d’entre elles divisée en plusieurs chapitres.
Ces parties correspondent essentiellement aux différents domaines abordés dans nos travaux.

Les deux premiéres parties, Préliminaires et Outils de décidabilité et d’indécida-
bilité, regroupent les notions théoriques nécessaires pour aborder ce document. Elles fixent
les définitions et les notations qui seront utilisées tout au long de cette these.

La premiére partie introduit de maniére concise les termes, les systémes de réécriture,
la logique des prédicats du premier ordre utilisée pour la définition des différentes théories
étudiées dans cette these, ainsi que quelques notions de topologie qui nous servent pour I’étude
des ensembles de solutions des systémes de contraintes ensemblistes.

La seconde se décompose en trois chapitres et comme son nom l’indique regroupe les
différents outils que nous utilisons pour la démonstration de nos résultats de décidabilité
et d’indécidabilité. Le premier chapitre rappelle les propriétés de cloture et les résultats de
décision pour les automates d’arbres finis standards (AAS) et la classe des langages régu-
liers (classe des langages reconnus par les AAS). Le second est consacré aux automates a
contraintes, automates introduits pour la résolution de problemes non linéaires. Il rappelle
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les différentes classes d’automates a contraintes existantes ainsi que leurs propriétés et cer-
taines de leurs applications. Nous établissons également dans ce chapitre un nouveau résultat
puisque nous montrons que l'image par un morphisme d’arbres semi-linéaire (un terme est
semi-linéaire si toutes ses non linéarités concernent des variables a la profondeur 1) d’un ré-
gulier est un langage reconnu par automates a tests d’égalité entre fréres (automates a tests
entre fréres dans lesquels seuls des tests d’égalité sont réalisés).

Dans le dernier chapitre, nous adaptons aux arbres la méthode de la grille afin d’obtenir un
outil de preuves d’indécidabilité. La méthode de la grille est un outil classique dans les preuves
d’indécidabilité puisqu’elle fournit un moyen pratique pour coder les calculs des machines
de Turing. Dans le codage d’un calcul, chaque ligne de la grille contient une configuration
de la machine de Turing considérée et deux lignes successives de la grille correspondent a
un mouvement de celle-ci. En fait, une cellule (m,n) de la grille contient la n'*™ valeur
de la mi*™¢ configuration du calcul considéré. L’avantage de cette structure réside en la
possibilité de vérifier uniquement par des tests locaux que les lignes successives d’une grille
correspondent aux configurations successives d’un calcul réussi de la machine de Turing. Ce
codage permet de déduire de I'indécidabilité de 1’arrét pour les machines de Turing d’autres
résultats importants d’indécidabilité. Par exemple, ce codage est utilisé dans la preuve de
I'indécidabilité de plusieurs variantes du probleme de pavage d’un plan par des dominos. Par
la suite, ces résultats ont permis de prouver I’indécidabilité de plusieurs sous-classes du calcul
des prédicats [50, 95, 39, 58] et 1'indécidabilité de la solvabilité des équations diophantiennes
exponentielles [93].

L’adaptation de la méthode de la grille que nous effectuons consiste & associer a toute
grille finie un arbre fini. Nous définissons ainsi un ensemble d’arbres particuliers codant les
calculs réussis d’'une machine de Turing débutant sur I’entrée vide et nous obtenons donc un
codage du probleme indécidable de I’arrét sur I’entrée vide des machines de Turing dans les
arbres. Nous appelons la méthode ainsi définie la méthode des Arbres-Grilles.

La troisieme partie, Automates d’arbres a contraintes, est composée de trois cha-
pitres. Nous nous intéressons, dans les deux premiers, a la frontiére entre la décidabilité et
I'indécidabilité du probléme du vide pour les automates d’arbres a contraintes. Dans le pre-
mier chapitre, nous associons, par notre méthode de la grille, & une machine de Turing M un
automate a tests d’égalité entre cousins (automates a contraintes dont les tests sont des tests
d’égalité entre sous-termes a la profondeur 2: automates ATEC) reconnaissant ’ensemble des
calculs réussis de M débutant sur ’entrée vide. Nous en déduisons que bien que le probleme
du vide soit décidable pour les automates imposant des tests d’égalité et de différence entre
termes fréres (automates ATF), ce probléeme devient indécidable des que des tests d’égalités
entre termes cousins sont autorisés (résultat précedemment établi par M. Tommasi dans son
rapport de D.E.A. [86]).

Dans le second chapitre, nous déduisons des éléments rendant le probléme du vide in-
décidable pour les ATF, une nouvelle sous-classe d’automates a contraintes pour laquelle le
vide est décidable. Nous obtenons ainsi une réduction de la frontiere entre la décidabilité et
I'indécidabilité du probléme du vide pour les automates d’arbres & contraintes. Ces automates
(automates ATEFCS) autorisent des tests d’égalité restreints soit entre termes freres (tests
entre sous-termes a la profondeur 1), soit entre termes cousins.

Lorsqu’on considére un langage reconnu par un automate a contraintes il est naturel de
se demander si ce langage est reconnaissable par un automate d’arbres standards, c’est-a-dire



les contraintes sont-elles réellement nécessaires pour définir le langage? Pouvoir se passer
des contraintes est intéressant car cela permet en particulier d’utiliser les algorithmes clas-
siques des langages reconnaissables par les automates d’arbres standard. Pour les automates
a contrainte généraux, ce probléeme contient strictement la décidabilité de la reconnaissabilité
de ’ensemble des formes normales d’un systéme de réécriture, probléme résolu mais dont les
preuves sont tres techniques [92, 54].

Nous montrons dans le troisieme chapitre de cette partie que ce probleme est décidable
pour la classe des langages reconnus par les automates a tests entre fréres. En fait, nous
définissons un type de minimisation similaire a la minimisation classique (théoréme de Myhill-
Nerode pour les langages reconnaissables par les automates d’arbres standards [20]) mais
prenant en compte les contraintes.

La quatrieme partie, Réécriture, est découpée en deux chapitres. Le premier est consacré
a la théorie de la réécriture en un pas. Aprés avoir défini cette théorie, nous rappelons les
liens existants entre celle-ci et I'unification contextuelle. En particulier, nous montrons qu’il
est facile de définir une légere généralisation des contraintes de réécriture (z — y) permettant
de positionner les applications de réécriture les unes par rapport aux autres et d’établir une
relation étroite entre cette généralisation et l'unification contextuelle stratifiée (J. Niehren et
R. Treinen [67]).

Ensuite nous nous intéressons a la frontiére entre la décidabilité et I'indécidabilité de la
théorie de la réécriture en un pas. Nous associons, par notre méthode de la grille, a une
machine de Turing M une formule du fragment 3*V* de la théorie de la réécriture en un pas
pour les systémes de réécriture linéaires, minces et convergents satisfiable si et seulement s’il
existe un calcul réussi de M débutant sur ’entrée vide. Nous en déduisons l'indécidabilité de
ce fragment pour les systémes de réécriture linéaires, minces, noethériens et confluents.

Finalement nous étudions la décidabilité du fragment existentiel de la théorie du premier
ordre de la réécriture en un pas. Nous donnons une procédure de décision basée sur des regles
d’inférence pour résoudre les formules existentielles construites sur les formules atomiques
r =R Y, * = y (contrainte d’égalité) et z € L (contrainte d’appartenance) ot L est un
langage reconnaissable par automates a tests entre freres. Cette procédure est définie pour
les systémes de réécriture dont toutes les occurrences de variables dans les réegles sont a
la profondeur 1 (systémes de réécriture ultra-minces). Nous en déduisons la décidabilité du
fragment existentiel de la théorie construite sur les formules atomiques précédentes pour les
systémes de réécriture ultra-minces. L’expressivité du fragment considéré est relativement
faible par rapport aux propriétés classiques utiles en théorie de la réécriture. Par exemple,
les formules de ce fragment ne peuvent exprimer la confluence que pour un nombre borné
de pas (a cause de la restriction “en un pas”) et pour les systemes ultra-minces. Néanmoins,
les résultats d’indécidabilité de la théorie de la réécriture en un pas et les connexions avec
I'unification contextuelle montrent que la résolution des formules de réécriture en un pas est
difficile et intéressante en elle-méme.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons tout d’abord au langage R*(L£) ou R est
un systéme de réécriture et £ un langage régulier. Ce langage, image de £ par application
d’un nombre quelconque de pas de réécriture, n’est pas en général régulier méme si R(L),
I'image de £ par application d’un pas de réécriture, I'est. Pourtant certains chercheurs ont
montré que R*(L) est régulier pour certaines classes de systémes de réécriture: M. Dauchet et
S. Tison [24] pour les systémes clos, K. Salomaa [76] pour les systémes monadiques linéaires
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a droite, J.-L. Coquidé et al. [21] pour les systémes semi-monadiques linéaires.

Les méthodes utilisées dans ces études nous semblant similaires, nous avons cherché une
méthode d’étude générique. Nous présentons tout d’abord les résultats de cette recherche
puis nous montrons que notre approche nous permet de définir une méthode générale d’étude
des questions de décision « Rel(Ly) C L7 » et « Rel(Ly) = L37 » ou L1 et L, sont des
langages réguliers et Rel(L;) est ’ensemble image des termes de £; par une relation Rel.
Ces questions sont décidables lorsque la relation est un morphisme d’arbres inverse ou un
morphisme d’arbres linéaire car alors Rel(L;) est un langage régulier.

Finalement nous étudions ces questions pour différentes relation Rel dépendantes d’un
systeme de réécriture. Nous considérons tout d’abord les cas ou Rel est I’application d’un pas
de réécriture et ’application d’une réécriture paralléle, cette derniére opération consistant
a appliquer en un pas de dérivation des réécritures s’appliquant sur des sous-termes a des
positions incomparables. Ensuite nous considérons le cas des réécritures en une passe.

Pour qu’un terme ¢ se réécrive en un terme u en une passe, il faut que toutes les occurrences
des membres gauches de regles utilisées dans la dérivation de ¢ en u apparaissent dans ¢ sans
chevauchement. De plus, 4 cause des non linéarités, il est indispensable de préciser si les sous-
termes sont réécrits avant ou apres avoir testé les égalités imposées par les regles. Il existe
deux stratégies usuelles pour résoudre ce probleme [28, 29, 30]. La premiére, appelée OI
(Outermost-Innermost), consiste a réécrire le terme de la racine vers les feuilles et la seconde,
appelée 10 (Innermost-Outermost), consiste & réécrire le terme des feuilles vers la racine.
Z. Fiildp et al dans [33] introduisent deux nouvelles stratégies: la réécriture en une passe
par la racine et la réécriture en une passe par les feuilles. Ces stratégies sont respectivement
des cas particuliers de réécriture en une passe Ol et en une passe IO dans lesquelles, une
réécriture concerne toujours les positions immeédiatement adjacentes aux parties du terme
réécrit précédemment.

Z. Fiilop et al dans [33] montrent que la question « Rel(L£;) C L2? » est décidable pour
les systémes linéaires a gauche lorsque Rel est I’une des relations suivantes : calcul des formes
normales ou des formes sententielles selon la stratégie de réécriture en une passe par la racine
ou par les feuilles. Les formes sententielles d’un terme ¢ sont les termes u pour lesquelles il
existe une dérivation de t en u, et les formes normales de £ sont les formes sententielles de ¢
ne pouvant plus étre réécrites par la stratégie considérée. Nous montrons que, sous certaines
conditions, les questions « Rel(L1) C L27 » et « Rel(L;) = L7 » sont décidables lorsque Rel
est le calcul des formes normales ou des formes sententielles selon une passe 10, une passe
OI, la stratégie de réécriture en une passe par la racine ou par les feuilles.

La cinquiéme partie, Contraintes ensemblistes, est composée de quatre chapitres. Le
premier contient les définitions des contraintes ensemblistes ainsi qu’un état de l'art rapide
de leurs études.

Dans le second, nous associons, par notre méthode de la grille, a une machine de Turing
M une formule du fragment 3*V* de la théorie des contraintes ensemblistes satisfiable si et
seulement s'il existe un calcul réussi de M débutant sur ’entrée vide. Nous en déduisons
I'indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes
pour les formules contenant pour seul opérateur ensembliste ’union.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons a l’enrichissement du vocabulaire des
contraintes ensemblistes afin, par exemple, de pouvoir obtenir des analyses ensemblistes plus
précises et pertinentes. Nous étudions en particulier les contraintes ensemblistes munis d’opé-



rateurs permettant de tester des égalités entre termes fréres (opérateurs de diagonalisation).
Nous définissons une nouvelle classe d’automates (automates d’ensembles d’arbres généralisés
avec tests entre fréres) pour laquelle le probléme du vide est décidable et nous montrons que
I’on peut associer a tout systéme de contraintes positives avec opérateurs de diagonalisation,
un automate d’ensembles d’arbres généralisés avec tests entre freres reconnaissant I’ensemble
des solutions du systéme. Nous en déduisons que le probléme de satisfiabilité pour les systémes
de contraintes ensemblistes positives avec opérateurs de diagonalisation est décidable.

Finalement certains résultats sur les contraintes ensemblistes peuvent s’obtenir par une dé-
marche topologique. Par exemple, dans [53], D. Kozen étudie la structure topologique de ’en-
semble des solutions des systémes de contraintes ensemblistes. Il définit une famille d’espaces
topologiques, appelés espaces rationnels, et donne une caractérisation compléte de I’ensemble
de solutions de tout systéme de contraintes ensemblistes en terme d’espaces rationnels. M.
Tommasi, dans [87], montre en utilisant les automates d’ensembles d’arbres que ’ensemble des
solutions d’un systéme de contraintes ensemblistes positives est un compact (donc un fermé).
En fait, il associe a4 chaque systéme SC de contraintes ensemblistes positives un automate
d’ensembles d’arbres particulier, dit sans condition d’acceptation, reconnaissant ’ensemble
des solutions de SC, le langage reconnu par un tel automate étant un compact.

Dans le dernier chapitre, nous étudions les propriétés topologiques des ensembles de solu-
tion des systémes de contraintes ensemblistes. Nous montrons directement que cet ensemble
est un fermé pour un systéme de contraintes positives. Et nous montrons que cet ensemble est
’intersection d’un fermé et d’un ouvert pour un systéme de contraintes positives et négatives.
Ensuite nous définissons un systéme de contraintes positives avec symboles de projection dont
nous montrons par le résultat précédent que ’ensemble de solutions n’est solution d’aucun
systéme de contraintes positives et negatives. Nous en déduisons que le pouvoir d’expression
en terme d’ensemble de solutions des contraintes ensemblistes positives avec symboles de pro-
jection est strictement supérieur a celui des contraintes ensemblistes positives et négatives.
Une classe de contraintes ensemblistes (C'1) est dite plus expressive qu’une classe (C2) si pour
tout systéme SC2 de contraintes de (C2), il existe un systéme SC1 de contraintes de (C1)
ayant méme ensemble de solutions que SC2.



10

INTRODUCTION



Premiere partie

Préliminaires

11






13

Chapitre 1

Ensembles

Dans ce chapitre, nous donnons quelques notations sur les ensembles et nous définissons
les notions de relations et d’ordres que nous utilisons tout au long de ce document.

1.1 Mots

Un alphabet A est un ensemble de symboles appelés lettres. Un mot fint u sur A est une
suite finie de lettres de A, c’est-a-dire u = u;...u, avec uy,...,u, € A. Le mot vide, noté
€, est le mot constitué d’aucune lettre. A* désigne I’ensemble de tous les mots finis sur A (le
mot vide compris) et A¥ ’ensemble A* privé du mot vide:

At =4* \ {€}-

Soit u un mot sur A. La longueur de u, notée |u|, est égale au nombre d’éléments de A le
constituant, c’est-a-dire :

o |u| = 0si u est le mot vide;

e |ul = nsiu= u...u, avec uy,...,u, appartenant a A et n entier strictement
positif.

Soient 4 = u;...u, €t v = v;...V, deux mots sur A. La concaténation de u et v, notée
uv, est le mot uy ...,y - ..V,

1.2 Notations

Nous désignons par :
e R 'ensemble des réels,

e 7 I’ensemble des entiers relatifs,

N ’ensemble des entiers relatifs positifs,

N, l'ensemble des entiers relatifs positifs non nuls,

[n] ensemble {1,...,n} pour n € N (ainsi [0] est une autre notation pour I’ensemble

vide 0),
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e 2F l’ensemble des sous-ensembles d’un ensemble F :

28 = {F|FCE}.

Soient A et B deux ensembles. On note AAB, la différence syméirique de A et B c’est-
d-dire AAB = (A\ B)U(B\ A). Et si B C A, on note [4B le complément de B dans A
c’est-a-dire (4 B = A\ B. Finalement, on note card(A) le cardinal de A c’est-a-dire le nombre
d’éléments de A. Dans le cas ou le cardinal est infini, on le note co.

1.3 Relations

Soit E un ensemble et n un entier strictement positif. Une relation sur FE d’arité n est un
sous-ensemble de E™. En particulier une relation R sur F d’arité 2 est dite binaire et on note
zRy si (z,y) € R. Une relation binaire R sur E est dite:

Réflexive si et seulement si Vz € E, Rz

Irréfierive si et seulement si Vz € E, -~(zRz)

Symétrique si et seulement si Vz,y € E, (zRy) = (yRz)
Antisymétrique si et seulement si Vzr,y € E, (zRy AyRz) = (z =y)
Transitive si et seulement si Vz,y,z € E, (zRy AyRz) = (zRz2)

Soient R et S deux relations binaires sur E. La composition de R et S est la relation
binaire Ro S sur E définie par Ro S = {(z,2) € E? |3y € E,(z,y) € RA (y,2) € S}.
Pour une relation binaire — sur E, nous définissons les compositions suivantes de — avec

elle-méme:
-0 = {(z,2) |2 € E} Identité
- = =
™l = SM o (m + 1)#¥™¢ composition (m entier de N..)
& = Unen, 2™ Cloture transitive
5 = Huoo Cléture réflexive et transitive
S = suf Cloture réflexive

Remarquons que la cléture réflexive — (respectivement la cléture transitive -t>, la cléture
réflexive et transitive —) de — est la plus petite relation binaire réflexive (respectivement
transitive, réflexive et transitive) sur F contenant —.

1.4 Ordres

Soit E un ensemble. Une relation d’équivalence ~ sur E est une relation binaire sur
E réflexive, symétrique et transitive. ~ induit pour tout = de E une classe d’équivalence
(gl ={ye E|z~y}.

Un ordre partiel est une relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive, notée ha-
bituellement >. Un couple (E, >) constitué d’un ensemble E et d'un ordre partiel sur E est
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appelé un ensemble partiellement ordonné. Un ordre strict est une relation binaire irréflexive
et transitive, notée habituellement >. Les ordres partiels et les ordres stricts sont interdéfi-
nissables puisque:

e Un ordre strict > se déduit de tout ordre partiel > :

(z>y @ z>2yAzc#y).

e Un ordre partiel > se déduit de tout ordre strict > :

(z>y @ z>yve=y).

Pour un ordre partiel >, z < y signifie y > z et z 2 y signifie =(z > y). De méme pour
un ordre strict >, z < y signifie y > z et z # y signifie ~(z > y).

Soient (E,>) un ensemble partiellement ordonné et S un sous-ensemble de E. Un ma-
jorant (respectivement inférieure) de S (dans E) est un élément M (respectivement m) de
E tel que pour tout élément s de S, on a M > s (respectivement s > m). Un majorant
M (respectivement minorant m) de S est strict si pour tout élément s de S, ona M > s
(respectivement s > m).
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Chapitre 2

Termes et Arbres

2.1 Signature, termes et contextes

Une signature est un couple (X, Arité), ou T est un ensemble fini de symboles de fonctions
et Arité est une application de ¥ dans N. Pour tout symbole f de &, Arité(f) est appelé I’arité
de f. Les symboles d’arité 0 sont nommés constantes et ceux d’arité 1,2,3,...,n sont dits
respectivement unaires, binaires, ternaires, . .., n-aires. Nous notons, ¥; (respectivement X,
¥>i), 'ensemble des symboles de fonction de ¥ d’arité ¢ (respectivement d’arité strictement
supérieure 3 ¢, d’arité supérieure ou égale a ¢). Dans les exemples, nous utilisons la notation
f/n pour désigner un symbole de fonction f d’arité n.

Exemple 1. La notation g = {e/0,i/1, f/2} définie une signature . composée d’une
constante e, d’un symbole de fonction unaire i et d’un symbole de fonction binaire f.

Remarque 2. Dans la suite de ce document:

o Nous supposons que toute signature considérée contient au moins une constante.

e Nous ne faisons plus la distinction entre une signature (X, Arité) et l'ensemble X,
en supposant que Arité désigne toujours l'application arité correspondant a .

Soient ¥ une signature et X un ensemble dénombrable de symboles appelés variables du
premier ordre. L’ensemble des termes construits sur la signature ¥ et les variables de X, noté
T(X,X), est défini comme le plus petit ensemble vérifiant :

e Les variables sont des termes c’est-a-dire X C T'(%, &),
o Les constantes de ¥ sont des termes c’est-a-dire £o C T(X, X),

e Si f est un symbole d’arité n, n entier strictement positif, et ¢4, ... , t, sont des termes
(t1,...,t, appartiennent a T(X, X)), alors f(¢;,...,t,) appartient a T'(X, X).

L’ensemble des variables apparaissant dans un terme ¢ est désigné par Var(t). Un terme
ne comportant pas de variables est dit clos et T(X) désigne I’ensemble des termes clos sur X.
Un terme ¢ est dit linéaire si et seulement si chaque variable z de Var(t) apparait une seule
fois dans t.
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Exemple 3. Soient la signature X de l'exemple 1 et l’ensemble de variables X = {z,y}.
Alors f(e, f(z, f(y,e))) est un terme linéaire de T'(Xg, X') et f(e,i(e)) un terme clos.

Soit n un entier. Alors X,, désigne un ensemble de n variables, X,, = {z;,...,z,}. Un terme
linéaire C de T'(%, A},) est appelé un contezte et I’expression C|ty,...,t,] avecty,...,t, termes
de T'(X) désigne le terme obtenu a partir de C' en remplacant pour tout ¢ de [n], z; par ¢;. On
note C™(X) I’ensemble des contextes sur ¥ et A7, et C(X) I’ensemble des contextes contenant
une seule variable.

Exemple 4. Soient la signature X de l'exemple 1 et l’ensemble de variables X = {z1,z2}.
Le terme C = f(e, f(z2,i(z1))) est un contexte de C*(X) et le terme obtenu a partir de C en
remplacant z, par e et z2 par i(e) est Cle,i(e)] = f(e, f(i(e),i(e)))-

Nous venons de voir dans cette section, une définition inductive des termes construits sur
une signature ¥ et un ensemble de variables X'. Dans la section suivante, nous voyons que les
termes de T'(X, X') se définissent également en utilisant les notions de positions et d’arbres.

2.2 Positions et arbres

On appelle position tout élément de (N4)*. Soient p et p’ deux positions. On dit que p’
et un préfire de p s’il existe une position ¢ telle que p = p’q. La relation “est préfixe de”
est de fagon évidente un ordre partiel sur ’ensemble (N;)* des positions et est appelé ordre
préfize. On note < cet ordre et <] I'ordre strict associé a <, c’est a dire p < p’ si et seulement
si p < p' et p # p'. Deux positions p et p’ sont dites paralléles (notation p || p’) si elles sont
incomparables par ’ordre préfixe < (c’est-a-dire p € p’ et p’ 4 p).

Exemple 5. Considérons les positions py = 21, pa = 212 et p3 = 22. Alors p; < p2 et p1||ps.

Un arbre fini t sur XU & est une fonction partielle de (N;)* dans ¥ U X dont le domaine
Pos(t) (appelé ensemble des positions de t) satisfait les propriétés suivantes:

1. Pos(t) est non vide et fini;

2. Pos(t) est clos par préfire, c’est-a-dire pour toute position p de Pos(t), si p = p’q avec
p’ et g positions alors ¢ appartient a Pos(t);

3. Pos(t) respecte I'arité des symboles de fonctions de ¥, c’est-a-dire que pour toute po-
sition p de Pos(t), si t(p) est un symbole de ¥, avec n entier, alors:

e Pour tout entier j de [n], pj apparient a Pos(t), et

e Pour tout entier j strictement supérieur a n, pj n’appartient pas a Pos(t);
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4. Pour toute position p de Pos(t), si t(p) est une variable de X', alors pour tout entier j,
pj nappartient pas a Pos(t).

Remarque 6. De facon évidente tout terme de T(X, X) est un arbre fini sur U X et
inversement. A partir de maintenant, nous ne faisons donc plus la distinction entre arbre et
terme.

Tout arbre ¢ peut étre représenté par un graphe acyclique orienté dont les sommets sont
étiquetés par les symboles de fonctions t(p) pour toute position p de Pos(t) et les fleches
relient le sommet ¢(p) de X, pour toute position p de Pos(t) aux sommets t(pj) pour tout j
de [n]. Dans ce document, nous dessinons les arbres de sorte que leurs fleches soient orientées
du haut vers le bas, ainsi nous remplagons les fleches par des arcs.

Exemple 7. Soit l'arbre t = f(e, f(z,i(x))) défini sur la signature L de l’ezemple 1. L’en-
semble des positions de t est Pos(t) = {€,1,2,21,22,221} et t(e) = f, t(1) = ¢, t(2) = f,
£(21) = z, t(22) =i, t(221) = z. La représentation graphique de t est:

f
~—\
e f
2\
z 1
I
z

Soit ¢ un arbre de T'(X, X'). Pour toute position p de Pos(t), t(p) est appelé étiquette de ¢
a la position p. Le symbole t(¢) est appelé symbole de téte de I’arbre et est notée téte(t). La
position € est appelée racine de I’arbre et toute position p de Pos(t) est appelée:

e Position non feuille ou neeud interne de t si t(p) est un symbole de ¥, avec n entier
strictement positif,

e Position feuille de t si t(p) est une constante ou une variable,
e Position de variable de t si t(p) est une variable.

On note ZPos(t) 'ensemble des positions non feuilles de ¢, LPos(t) 'ensemble de ses
positions feuilles et VPos(t) ’ensemble de ses positions de variable. Nous avons alors Pos(t) =
IPos(t) U LPos(t) et TPos(t) N LPos(t) = .

Un terme t est dit semi-linéaire si et seulement si pour toutes positions distinctes p; et p;
de VPos(t) telles que t(p1) = t(p2), on a |p1| = |p2| = 1. Donc toutes les non linéarités d’un
terme semi-linéaire sont a profondeur 1.

Exemple 8. Soit la signature ¥ = {h/4, f/2,9/1,a/0}. Alors les termes h{z, f(y, z), z,a) et
h(a,g(y),z, z) sont semi-linéaires mais pas le terme h(a, g(y),a, f(z,z)).
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Un chemin w dans ¢ est un sous-ensemble de Pos(t) totalement ordonné (c’est-a-dire pour
toutes positions p et ¢ de 7, on a p J ¢ ou ¢ < p) et clos par préfixe. Une branche dans ¢ est
un chemin de t contenant une position feuille.

Exemple 9. Pour l'arbret = f(e, f(z,i(z))), 2 est un neeud interne, 1 une position feuille,
221 une position de variable et m = {¢,2,21} une branche.

Le sous-arbre ou sous-terme de t a la position p de Pos(t) est ’arbre noté t|, défini par:
o Pos(tly) = {p' | pp’ € Pos(t)} et,
o Vp' € Pos(tlp), tlp(p') = t(pp)).

Soient t et t' deux arbres et n entier. t' est appelé sous-arbre de t a la profondeur n s’il
existe une position p de Pos(t) telle que t|, = t’ et |p| = n. Les sous-arbres de ¢ & la profondeur
1 sont appelés les fils du symbole téte(t) et téte(t) est appelé leur pére. Ces sous-arbres sont
également appelés les sous-termes directs de t. Les sous-arbres de ¢ a la profondeur 2 sont
appelés les cousins du symbole téte(t). L’ensemble des sous-arbres de t, notée Sarb(t), est
{tly | p € Pos(®)}.

Le remplacement d’un arbre t de T'(X, X') par un arbre u de (X, X') & une position p de
Pos(t) est 'arbre, noté t[u),, défini par:

* Pos(t[uly) = {pj | j € Pos(u)}U {p' | p’ € Pos(t),p £ v},

o Vp' € Pos(t[ul,), t{ul,(p)) =t(p)sip L p'.
= u(j) si p' = pj.

Exemple 10. Pour les termes t = f(e, f(z,i(z))) et u = f(z,e€), nous avons tiyx = i(z) et:

f
t{uloz = /\f
€
~\
r f
/\
r e

2.3 Applications associées

Nous définissons dans cette section, les applications usuelles associées a la notion d’arbre.
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2.3.1 Hauteur
La hauteur d’un arbre t de T'(Z, X'), notée Haut(t), est définie par:
o Haut(t) = 0 sit est une constante ou une variable,

e Haut(t) =1+ maxz({Haut(t;) |7 € [n]}sit= f(t1,...,t,) avec n entier strictement
positif.

Pour tout entier k, nous désignons par T(X)<i (respectivement T'(X)<x) ’ensemble des
termes de T'(X) de hauteur inférieure ou égale (respectivement strictement inférieure) a k
c’est-a-dire :

TS = {t€T(E)| Haurlt) < k),
T(S)er = {teT(S)| Haut(t) < k}.

2.3.2 Substitution

Les constantes et les variables sont des symboles d’arité 0 pourtant elles n’ont pas méme
utilité puisque contrairement aux constantes les variables peuvent étre remplagées par des
termes par 'intermédiaire de substitutions.

Une substitution sur T (X, X') est une application de A’ dans T'(X, X’) qui differe de I'identité
uniquement pour un nombre fini de variables. Le domaine Dom(o) d’une substitution o est
’ensemble des variables de X’ telles que o(z) # z, c’est-a-dire Dom(o) = {z € X | o(2) # z}.
Une substitution o de domaine {z;,...,z,} telle que pour tout i de [n}, o(z;) = t; terme
de T(X, X), est désignée par {2, + t1,...,Zn < tp}. On dit que o est une substitution
close sur T(X)) si pour toute variable z de Dom(c), o(z) est un terme de T'(X). L’ensemble
des substitutions sur T(X, X') (respectivement T(X)) est notée Sub(T' (X, X)) (respectivement
Sub(T(%))).

Toute substitution o sur T(X, X’) (respectivement 7'(X)) se prolonge de fagcon unique en
une application & de T(E, X') dans T(X, X') (respectivement T(Z) dans T'(X)) définie par:

e Pour toute variable z de X, 6(z) = o(2), et

e Pour tout terme t de T(Z, X)\ X tel que t = f(t1,...,t,), 6(t) = f(6(t1),--.,6(tn))-

Exemple 11. Soient la signature Lo de l'exemple 1 et un ensemble de variables X'. Nous
considérons les arbres s = f(e,z) et t = f(y, f(z,y)) de T(Zg,X), et la substitution o =

{z e i(y).y « €}. Alors 5(s) = f(e,i(y)) et 5(t) = f(e, f(i(y). ).

Une substitution o est appelée renommage (de variables) si c’est une bijection sur A" (donc
une bijection sur T'(X, X)).

La composition ot de deux substitutions o et 7 est définie par o7(z) = &(7(z)). De
facon évidente, o7 est une application de X" dans T(X, X) et puisque o7(z) = = pour toute
variable r n’appartenant pas & Dom(o) U DO’m(T); oT est encore une substitution. De plus,
il est facile de vérifier que la composition est une opération associative. Par définition de la
composition de substitutions, le prolongement de la composition o7 est juste la composition
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des prolongements de o et 7, c’est-a-dire T = §7 (ou 67 désigne la composition usuelle de
fonctions).

A partir de maintenant, nous confondons toute substitution ¢ avec son prolongement &
et nous utilisons la notation postfixée to pour désigner le résultat de P’application de & sur
un arbre ¢.

Un arbre ¢t de T(%, X') est appelé une instance d’un arbre s de T'(2, X) s’ll existe une
substitution o telle que so = t. L’instance t est dite close si t est un arbre clos.

Exemple 12. Soient les arbres s = f(e,z) et t = f(e, f(e, €)) de T(Eg, X). Alors t est une
instance close de s puisque pour la substitution o = {z « f(e,e)}, on a so =t.

Une substitution o est dite plus générale qu’une substitution 7 s’il existe une substitution
d telle que 7 = §o. Nous écrivons alors o < 7.

Exemple 13. Soient les substitutions 0 = {x « i(y)} et 7 = {z « i(e),y e} alorso < 7
puisque T = §o avec 6 = {y « e}.

Soient ¢ et ¢’ deux termes de T(X,X). Alors ¢ et ¢’ sont dits unifiables s’il existe une
substitution o telle que to = t'o, et o est appelée unificateur de t et t. Une substitution o
est I’'un des unificateurs les plus générauz de t et t' si o satisfait les conditions suivantes :

e o est un unificateur de t et t' et,

e o < 7 pour tout unificateur 7 de ¢ et t'.

Remarquons que la relation < n’est pas antisymétrique puisque pour o = {z + y} et
7 ={y « z}, nous avons ¢ < 7, 7 <o et 0 # 7. Finalement nous pouvons montrer qu’il n’y
a pas unicité de 'unificateur le plus général de deux termes.

2.4 Langages d’arbres

Soit ¥ une signature. Un langage d’arbres sur ¥ est un sous-ensemble d’arbres de T'(X) et
une classe de langages est un ensemble de langages d’arbres.

Soient X un ensemble de variables, » un entier strictement positif, C un contexte de C™ (%)
et Li,...,L,, n langages d’arbres de T'(X). Alors C[L,, ..., L,] désigne le langage d’arbres
suivant :

C[Ll,. ..,Ln] = {C[t]_,...,tn] I Vi € [TL],ti € Ll}

Dans la suite de ce document, nous nous intéressons aux propriétés de cloture des classes
de langages reconnus par différentes classes d’automates. Une classe de langages CL est close
par une propriété si I'application de cette propriété a tout tuple de langages de CL est un
langage de CL. Nous définissons ci-dessous les propriétés de cloture des langages d’arbres qui
nous intéressent en les divisant en deux groupes: les clétures booléennes et les clotures par
morphismes d’arbres.
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2.4.1 Clotures booléennes

Les opérations que nous considérons dans cette section sont les opérations booléennes
ensemblistes suivantes : I'union U, I’intersection N et le complément C. Soit CL une classe de
langages d’arbres sur . La classe CL est:

Close par union si et seulement si £, U L2 € CL pour tous langages L1, L2 de CL
Close par intersection si et seulement si £; N Ly € CL pour tous langages £; et L, de CL
Close par complément si et seulement si 0L € CL pour tout langage £ de CL.

2.4.2 Clétures par morphismes d’arbres

Les morphismes d’arbres sont des transformations d’arbres conservant la structure des
arbres. Ils sont une généralisation des morphismes de mots au cas des signatures quelconques.
Avant de définir la propriété de cléture par morphismes d’arbres, nous définissons les mor-
phismes d’arbres.

Soient ¥ et I' deux signatures, et & un ensemble dénombrable de variables. Soit ¢ une
application de ¥ dans T(I', X) qui & tout symbole de fonction f de £ d’arité n, n entier,
associe un terme ¢ty de T(I', X,) (nous rappelons que X, = {z1,...,2,}). Le morphisme
d’arbres ® de T'(X) dans T'(I') déterminé par ¢ est défini comme suit:

e ®(a) =t, pour toute constante a de £ (remarquons que t, est clos puisque Xy = §);

o B(f(t1,...,tn)) =tf{z1 < @(t1),...,2, ¢ ®(t,)} pour tout symbole f de T d’arité
n supérieure ou égale a un et pour tous termes ty,...,t, de T'(Z).

Soient ® un morphisme d’arbres de T(X) dans T(T') et £ un langage d’arbres sur X.
L’image de L par ® est le langage d’arbres sur I' défini par ®(L) = {®(t) | t € L}. Soit L un
langage d’arbres sur T'(I'). L’image inverse de L' par @ est le langage d’arbres sur ¥ défini
par ®7(L') = Upe s @71 (2).

Exemple 14. Soient ¥ = {f/2,¢9/1,a/0},T = {h/1,a/0} et ® le morphisme d’arbres déter-
miné par l'application ¢ définie par:

¢la) = a
elg) = h(z1)
@(f) = h(z2)

Alors l'image par ® du langage d’arbres {f(a,g"(a)) | n € N} est le langage {h"*1(a) | n € N}.

Nous définissons maintenant différents types de morphismes d’arbres. Soit ® un morphisme
d’arbres de T'(X) dans T(T') déterminé par une application ¢. Le morphisme @ est:

e Linéaire si pour tout symbole de fonction f de X, ¢(f) est un terme linéaire de T(T', X,),
c’est-a-dire un contexte de C™(T').
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e Semi-linéaire si pour tout symbole de fonction f de £,, ¢(f) est un terme semi-linéaire
de T(', X,,).

o ¢-libre si pour tout symbole de fonction f de X, f n’est pas réduit a une variable, c’est-a-
- dire ¢(f) n’est pas une variable de X'.

e Symbole-symbole si pour tout symbole de fonction f de %, il existe un symbole g de T’
d’arité pet yy, . .., yp variables de X, tels que ¢(f) = g(y1, ..., yp). Donc par application
d’un morphisme d’arbres linéaire et symbole-symbole les étiquettes de ’arbre d’entrée
sont modifiées, quelques sous-termes peuvent étre effacés et ’ordre des sous-termes peut
étre modifié.

e Complet si pour tout symbole de fonction f de X,, Var(ty) = A,

e Alphabétique si ® est un morphisme d’arbres complet, linéaire et symbole-symbole. En
fait, un tel morphisme change les étiquettes de I’arbre d’entrée et peut modifier 'ordre
des sous-termes.

e Un réétiquetage si pour tout symbole f de X, il existe un symbole g de I' d’arité n tel
que ¢(f) = g(z1,...,z5). Donc seules les étiquettes de 1’arbre d’entrée sont modifiées
par application d’un tel morphisme.

Exemple 15. Soient ¥ = {f/2,9/1,a/0} et T' = {f'/2,¢'/1,a’/0}. Considérons différents
morphismes d’arbres ® déterminés par différentes applications .

® est linéaire et complet mais pas symbole-symbole.

pa) = o
olg) = ¢'(z1) ® est ni linéaire, ni complet, ni symbole-symbole.
e(f) = ¢ (f’ z1,21))
e(e) =
olg) = f’(xl,zl ® est ni linéaire, ni e-libre, ni complet.
e(f) =
pla) =
e(g) = (:cl, z1) p P est symbole-symbole mais ni linéaire, ni complet.
e(f) = g'(z1)
p(a) = d
elg) = g'(z1) ® est alphabétique.
elf) = f'(rzvzl)
pla) = o
e(g) = ¢'(=1 ® est un réétiquetage.
e(f) = f (zlaxz)
)
)
)

g (g (z1))
f!

(z2,21)

565
o
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Les morphismes d’arbres étant introduits, nous définissons la notion de cléture par mor-
phismes. Soit CL une classe de langages d’arbres. Alors la classe:

o CL est close par morphismes d’arbres si et seulement si ®(L) appartient a CL pour
tout langage £ de CL et tout morphisme d’arbres ®.

e CL est close par morphismes d’arbres inverses si et seulement si ®~!(L) appartient
-a CL pour tout langage £ de CL et tout morphisme d’arbres .

Ces définitions s’étendent a tous les sous-ensembles de morphismes d’arbres possibles. Par
exemple, on dit que la classe CL est close par morphismes d’arbres alphabétiques inverses si et
seulement si ®~!(L) appartient & CL pour tout langage £ de CL et tout morphisme d’arbres
alphabétique.
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Chapitre 3

Systemes de réécriture

Les définitions et notations de ce chapitre sont habituelles et peuvent étre trouvées dans
tout document relatif a la réécriture, en particulier dans Particle de synthése de N. Dershowitz
et J.P. Jouannaud [26] et le livre de F. Baader et T. Nipkow [5].

3.1 Définitions

Soient ¥ une signature et X’ un ensemble dénombrable de variables. Une régle de réécriture
est un couple (I,r) de termes de T (X, X), noté en général [ — r, tel que Var(l) 2 Var(r).
On parle de membre gauche (respectivement de membre droit) d’une régle de réécriture / — r
pour désigner ! (respectivement r). Un ensemble de régles de réécriture est appelé systéme de
réécriture. Par la suite, nous considérons toujours des systémes de réécriture finis, c’est-a-dire
ne comportant qu’un nombre fini de regles.

Un terme t de T(X, X) se réécrit en un terme t’' de T(X, X') par un systéme de réécriture
R si et seulement s’il existe une régle [ — r de R, une position p de Pos(t) et une substitution
o sur T(Z, X) telles que lo = t|, et t' = t[ro],. On écrit alors t > t' out — ¢’ s’il n’y a pas
d’ambiguité pour R.

On écrit également, si ¢ et ¢’ sont deux termes de T(X, X'), R un systéme de réécriture, r
une régle de réécriture et p une position de Pos(t):

t —-t' sit—t par application d’une régle de R a la position p de ¢;
P

t >t' sit—t par application de la régle r;

t 55’ sit— t' par application de la régle r a la position p de t;
P

tAE st t).
—x et 2 sont des relations binaires sur T(X, X) dites relations de réécriture car elles
sont closes:

e Par contextes c’est-a-dire si t —x t' (respectivement ¢ -+ t'), alors C[t] =z C[t']
(respectivement C[t] = C[t']) pour tout contexte C de C(Z) et,

e Par substitutions c’est-a-dire si t —% t' (respectivement t - ¢'), alors to —r t'o
(respectivement to - t'c) pour toute substitution o sur T(Z, X).
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Pour toute relation de réécriture, sa cloture réflexive, sa cléture transitive et sa cléture
réflexive et transitive sont également des relations de réécriture.

Un terme t de T(X, X) est dit réductible par un systéme de réécriture R s’il existe un
terme t' de T(X, X) tel que t — t’. Un terme non réductible par R est irréductible par R,
ou en forme normale pour R ou encore une forme normale de R. Un terme t’ est une forme
normale d’un terme £, si t <> t' et t' est une forme normale de R.

Une chaine de dérivation ou dérivation dans un systeme de réécriture R est une séquence
de réécritures tg 9 t; 9r t2 #R ... =R tx >R .... Pour une telle dérivation, les termes
ti,...,tx sont appelés formes sententielles de to dans R. En fait, I’ensemble des formes
sententielles de tg dans R est ’ensemble des termes t’ tels que to —g t'. On définit alors
I’ensemble des formes sententielles dans R d’un langage £ sur ¥ comme ’ensemble des formes
sententielles des termes de £ c'est-a-dire {t' € T(X) | 3t € L,t g t'}.

3.2 Regles et systemes particuliers

Une régle de réécriture est close d gauche (respectivement d droite) si son membre gauche
(respectivement droit) est clos. Elle est close si elle est close a gauche et a droite. Un systeme
de réécriture est clos d gauche (respectivement a droite) si toutes ses régles sont closes a
gauche (respectivement a droite). Il est clos si toutes ses régles sont closes.

Une régle de réécriture est linéaire ¢ gauche (respectivement d droite) si son membre
gauche (respectivement droit) est linéaire. Elle est linéaire si elle est linéaire & gauche et &
droite. Un systeme de réécriture est linéaire ¢ gauche (respectivement d droite) si toutes ses
regles sont linéaires a gauche (respectivement a droite). Il est linéaire si toutes ses regles sont
linéaires.

Une régle de réécriture est semi-linéaire a gauche (respectivement a droite) si son membre
gauche (respectivement droit) est semi-linéaire. Elle est semi-linéaire si elle est linéaire a
gauche et a droite. Un systéme de réécriture est semi-linéaire & gauche (respectivement a
droite) si toutes ses régles sont semi-linéaires a gauche (respectivement a droite). Il est semi-
linéaire si toutes ses régles sont semi-linéaires.

Une régle de réécriture I — r est effagante si Var(r) G Var(l), ou si I et r sont clos et
card(Pos(r)) est strictement inférieur & card(Pos(l)).

Une regle de réécriture ! — r est mince si pour toute position p de variables (p appartient a
VPos(l) ou VPos(r)), la profondeur de p est inférieure ou égale & un. Un systéme de réécriture
est mince si toutes ses regles sont minces.

Une regle de réécriture | — r est ultra-mince si toutes les occurrences de variables appa-
raissant dans ses membres gauche et droit sont & la profondeur un. Un systéme de réécriture
est ultra-mince si toutes ses regles sont ultra-minces.

Finalement une regle de réécriture | — r est un réétiquetage si il existe n entier, et f et g
symboles de T tels que [ = f(z1,...,2,) et r = g(z1,...,Z5).
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3.3 Propriétés

3.3.1 Terminaison

Un systéme de réécriture est naethérien s’il n’existe pas de chaine de dérivation infinie dans
le systéme. On dit également que le systéeme termine. Le probléme de terminaison, énoncé
ci-dessous, est en général indécidable.

Probléme de terminaison
Entrée: Un systéeme de réécriture R.
Question : R est-il neethérien?

Ce probléme reste indécidable pour les systémes constitués d’une unique régle de réécriture
linéaire a gauche [22] mais devient décidable pour les systémes clos & droite [25]. N. Dershowitz
et J.P. Jouannaud dans [26] et F. Baader et T. Nipkow dans [5] décrivent des méthodes
permettant de prouver qu’un systéme de réécriture est ncethérien. L’une de ces méthodes
consiste a utiliser un ordre de simplification (définition 16 et théoréme 17). Nous détaillons
cette méthode car elle est utilisée dans la preuve du lemme 240 de ce document.

Soient ¥ une signature et X un ensemble dénombrable de variables.

Définition 16 (F. Baader et T. Nipkow [5]). Un ordre strict > sur T'(X, X) est un ordre
de simplification si et seulement si = satisfait les propriétés suivantes :

o (léture par contextes:

Vs1,s2 € T(Z, X),VC € C(Sigma), s1 > s2 = C(s1) > C(s2).

e Cloture par substitutions:

Vsy,s2 € T(E, X),Vo € Sub(T(Z, X)), s1 > 53 = 510 > $20.

e Propriété des sous-arbres: Vt € T(X, X),Vp € Pos(t) \ {e}, t > t|,.

Théoréme 17. Soit R un systeme de réécriture sur . 57il existe un ordre de simplication
> sur T(X, X) tel que I > r pour toute régle | — r de R alors R est nethérien.

Plusieurs types d’ordres de simplification existent: les ordres de simplification polyno-
miaux, les ordres récursifs de chemins, les ordres de Knuth-Bendix. Nous rappelons ci-dessous
la construction d’un ordre récursif de chemins particulier : I’ordre lexicographique de chemins
(définition 18) Un tel ordre est défini récursivement. En fait, deux termes sont comparés
tout d’abord en comparant leurs symbole de téte, puis en comparant récursivement leurs
sous-termes directs en les considérant comme des tuples ordonnés.

Définition 18. Soit > un ordre strict sur X.. L’ordre lericographique de chemins >, sur
T(X, X) induit par > est défini comme suit. Pour tous termes s et t de T(X, X'), nous avons
§>ipot st et seulement si:

ot € Var(s) ets#t, ou (Lpol)
os= f(s1,...,8m), t =g(t1,...,tp) et (LPO2)
* Il existe 1 dans [m] tel que s; > t, ou (LPo2a)
* f > g et s>pot; pour tout j de [n], ou (LPO2b)

* f=g,5>pot; pour tout j de [n], et il eriste ¢ dans [m], tel que
81 =11,...,8-1 =1t et s; >lpo t; (LPOZC)
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Tout ordre lexicographique de chemins est un ordre de simplication donc nous déduisons
du théoréme 17, le théoreme suivant.

Théoreme 19. Soit R un systéme de réécriture sur X.. S’il existe un ordre lezicographique
de chemins >p, tel que I >y,0 7 pour toute régle | — r de R, alors R est neethérien.

3.3.2 Confluence

Un systeme de réécriture est confluent si:
Vz,y,y2 € T(E,X), (¢ DAz Dy) =32 T(E,X), (1 = 2Ay 2 2)
Le probleme de confluence, énoncé ci-dessous, est en général indécidable.

Probléme de confluence
Entrée: Un systéme de réécriture R.
Question : R est-il confluent ?

Ce probléme devient décidable pour les systémes clos [24]. G. Huet dans [44] et, F. Baa-
der et T. Nipkow dans [5] décrivent des méthodes permettant de prouver si un systéeme de
réécriture est confluent. Nous donnons ci~dessous les notions de base de la méthode des paires
critiques (D.E. Knuth et P.B. Bendix [51], G. Huet [44]) utilisée dans la preuve du lemme 240
de ce document.

Soient ¥ une signature, A un ensemble dénombrable de variables et R un systeme de
réécriture. -

Définition 20. Soient I} — ry et l; = ro deuz régles de R telles que l; ne soit pas une
variable et dont les variables ont été renommées de sorte que Var(ly) NVar(ly) = 0. Soit p
une position de ly telle que l1|, ne soit pas une variable et telle que l1|, et I s’unifient. Alors
si 0 est 'un des unificateurs les plus généraux de Iy}, et Iy, (r16, (110)[r20],) est appelé une
paire critique de R.

Exemple 21. Soit les régles (1) := f(f(z,y),2) = f(=z, f(y, 2)) et (2) := f(i(z1),21) — e.
Le sous-arbre f(z,y) du membre gauche de la régle (1) et le membre gauche de la régle (2)
s’unifient et 0 = {x « i(z1),y < z1} est l'un de leurs unificateurs les plus générauz. La paire
critique associée a 0 est (f(i(z1), f(z1, 2)), fle, 2)).

Nous disons que deux termes t; et t; de T'(X, X) sont joignables si et seulement s’il existe
un terme s tel que t; — s et t; — s. Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoreme 22. Un systéme de réécriture neethérien est confluent si et seulement si toutes
ses patres critiques sont joignables.

Pour terminer ce chapitre, nous donnons une définition pour les systémes de réécriture
combinant les propriétés de terminaison et de confluence.

Définition 23. Un systéme de réécriture est convergent s’ est neethérien et confluent.
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Chapitre 4

Logique des prédicats du premier
ordre

Dans ce chapitre, nous présentons la logique des prédicats du premier ordre que nous
utilisons dans le chapitre Théorie de la réécriture en un pas de la partie Réécriture et
le chapitre Indécidabilité de la partie Contraintes ensemblistes. Dans un premier temps,
nous définissons les formules constituant cette logique (section 4.1). Puis nous donnons la
sémantique de cette logique (section 4.2). Pour la suite de ce chapitre, nous considérons une
signature ¥ et un ensemble dénombrable de variables X.

4.1 Formules

Soit P un ensemble de symboles appelés prédicats. L’ensemble des formules de la logique
du premier ordre construites sur X, X’ et P est défini comme suit. Une formule atomique est
une expression de la forme R(ty,...,t;) ol ty,...,t, sont des termes de T(X,X) et R un
symbole de prédicat de P d’arité n.

L’ensemble des formules du premier ordre est alors le plus petit ensemble vérifiant:

o Toute formule atomique est une formule;

e Si p et ¢ sont deux formules, alors —¢ (négation), ¢ V ¢’ (disjonction), ¢ A ¢’
(conjonction), ¢ = ¢’ (implication) et ¢ < ¢’ (équivalence) sont des formules;

e Si ¢ est une formule et x une variable, alors 3z (quantification existentielle) et Yz
(quantification universelle) sont des formules.

Une sous-formule d’une formule ¢ est une suite consécutive de symboles de ¢ formant une
formule.

Une occurrence o d’une variable z dans une formule ¢ est dite liée s’il existe une sous-
formule v de ¢ contenant o telle que ¥ commence par 3z ou Vz. Une occurrence de z dans
@ est dite libre si elle n’est pas liée. Pour une formule ¢, nous notons V() I’ensemble des
variables libres de ¢. Une formule close est une formule dans laquelle toutes les occurrences
de variables sont liées.
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Exemple 24. Soit la signature Xy = {a/0,s/1} et un symbole de prédicat binaire R. La
formule v := 3zVz R(z,z) est une formule close et est sous-formule de la formule ¢ :=
dy R(z,y) A J2V¥z R(z,z). Dans ¢, les occurrences de y et z, et la seconde occurrence de
sont liées tandis que la premiére occurrence de = est libre.

4.2 Structure

Une structure fournit une interprétation aux symboles de fonction et aux symboles de
prédicat. Formellement, une (X, P)-structure A consiste en:

1. Un ensemble non vide A appelé support;
2. Une application qui associe a toute constante e de ¥, un élément e# de A;

3. Une application qui associe a tout symbole de fonction f de X d’arité n strictement
positive une fonction f# de A™ dans A4;

4. Une application qui associe a tout symbole de prédicat R de P d’arité n, une relation
RA sur A d’arité n (c’est-a-dire un prédicat d’arité n).

Soit A une (X, P)-structure. Une valuation v sur le support A de A est une application
d’un ensemble de variables Vy (Vx C X) vers A. Lorsque Vy est fini, nous désignons v par
{21« dft,... 2, «— d} si V¥ = {21,...,2,} et pour tout entier i de [n], v(z;) = dA.

L’interprétation d’un terme t de T'(¥, X') dans une structure A sous une valuation v de
Var(t) dans le domaine A de A est un élément de A, noté |¢|7, défini inductivement par:

e Sit =z avec z variable, alors [t|A = v(z);

A _ LA

e Sit = e avec e constante, alors [t|7' = e*;

e Sit= f(t1,...,t,) avec n entier strictement positif et ¢;,...,¢, termes de T(Z, X),
alors 8|7t = fA([t1) .- -, [ta]2)-

Exemple 25. Soient la signature YN et le prédicat binaire R introduits dans l’eremple 24.
Dans la structure N de domaine N associant 0 & la constante a, la fonction z — z +1
au symbole s et la relation binaire "inférieur ou égal” < sur N au symbole de prédicat R,
Uinterprétation de s™(a) est n pour tout entier n.

Si = est une variable et v une valuation telle que v(z) = s(a), alors l'interprétation de
s™(z) dans N sous v est n+1 pour tout entier n.
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Nous rappelons maintenant dans quelle mesure une formule est satisfiable dans une struc-
ture donnée.

Soient .4 une (X, P)-structure, ¢ une formule du premier ordre sur &, X’ et P, et v une
valuation de Vi(p) dans A. Alors ¢ est satisfaite dans la structure A sous la valuation v et
on note A, v = ¢ si et seulement si:

e (o est une formule atomique R(ty,...,t,) et RA([tlij, e 1)),
e ¢ est une négation - et A, v £ 1.

e ¢ est une conjonction ;1 A 2, et A,v = ¢ et A v E ¢s.

w est une disjonction @1 V @2, et A, v = @1 ou A, v = @s.

e o est une implication ¢; = @2, et A, v = 1 ou A v |E @a.

¢ est une équivalence ¢; & @, et soit A,v = ¢ et A, v = ¢, soit A, v £ ¢ et
-A7 v % ¥2-

@ est une quantification existentielle Jz¢ et il existe une valuation v’ de V;(¢) dans
A telle que pour toute variable y différente de z, v'(y) = v(y) et 4,0’ = 9.

e ¢ est une quantification universelle Yz et pour toute valuation v’ de V;(¢) dans A
telle que pour toute variable y différente de z, v'(y) = v(y) et A, v’ | ¢.

La formule ¢ est dite satisfiable dans la structure A et on note A4 | ¢ s’il existe une
valuation v de Vi(¢) dans A telle que A, v = ¢.
Si pour toute valuation v de Vi(®) dans A, A,v E ¢, A est appelé un modéle de ¢.

Exemple 26. Reprenons les éléments introduits dans l'exzemple 25. Soit v une valuation de
{2} dans N. Il eziste un entier n tel que v(z) = n. Alors |0]Y = 0 et |z|¥ = n dou
10V < |z|Y. Donc pour toute valuation v de {z} dans N, nous avons N',v = R(0,z). Nous
en déduisons que la formule Vz R(0, x) est satisfiable dans N.

Par contre la formule 3z (R(z,0) A R(s(0),z)) est insatisfiable dans N puisque pour tout
entier n, on ne peut avoir n < 0 et 1 < n.

Soient ¢ et v deux formules du premier ordre. o est conséquence logique de v (noté
¥ = @) si tout modeéle A de ¢ est un modéle de . Si ¥ = ¢ et ¢ = ¥, alors ¢ et ¥ sont
dites équivalentes et on note ¢ = .

Une formule ¢ est dite en forme prénere si tous ses quantificateurs apparaissent en son
début, c’est-a-dire ¢ s’écrit Q¢’ ot ¢’ est une formule ne comportant pas de quantificateurs et
@ est une suite de quantifications. Pour toute formule close ¢, il existe (au moins) une formule
close ¢, en forme prénexe qui lui est équivalente. On peut alors distinguer les formules selon la
forme de la quantification de leur(s) forme(s) prénexe(s). Pour une forme donnée, ’ensemble
des formules qui mises en forme prénexe ont cette forme de quantification est appelé fragment.



34 CHAPITRE 4. LOGIQUE DES PREDICATS DU PREMIER ORDRE

Exemple 27. La formule ¢ := VzVy [3z (R(z, z) A r(y,2)) = Ju Q(z,y, u)] a pour prénexe
VaVyVz3u [-(R(z, z) Ar(y, 2)) V Q(z, y, v)]. La formule ¢ appartient donc av fragment ¥V*3*
(ou plus précisément V33) de la logique du premier ordre.

L’un des problemes classiques de la logique des prédicats du premier ordre est celui de la
décidabilité de cette logique.

Formellement, étant donné une (X, P)-structure A, la logique des prédicats du premier
ordre est décidable pour la structure A si pour toute formule ¢ de cette logique, on peut
décider si A = .
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Chapitre 5
Topologie

Dans ce chapitre, nous faisons quelques rappels de topologie que nous utilisons dans le
chapitre Topologie - Expressivité de la partie Contraintes ensemblistes. Nous rappelons
tout d’abord la notion d’espace topologique (section 5.1). Puis nous rappelons que ’on peut
associer un espace topologique 3 toute distance (section 5.2). Finalement nous définissons
une distance sur ’ensemble (2T(E))" ou X est une signature et n un entier strictement positif

(section 5.3).
La plupart des notions développées dans ce chapitre se retrouvent dans les livres de topo-
logie et en particulier dans le livre de J. Dugundji [27].

5.1 Espace topologique

On appelle topologie sur un ensemble E toute famille Topg de sous-ensembles de E vérifiant
les propriétés suivantes:

e () et E sont éléments de Topg;
e Toute union d’éléments de Topg est un élément de Topg;
e Toute intersection finie d’éléments de Topg est un élément de Topg.

Un couple (E, Topg) constitué d’un ensemble E et d’une topologie Topg sur E est appelé
un espace topologique et les éléments de Topg sont appelés les ouverts de ’espace topologique
(E, Topg).

Soit (E, Topg) un espace topologique. Un sous-ensemble F de E est dit fermé si CgF est
un ouvert. L’ensemble F des fermés de ’espace topologique (E, Topg) vérifie les propriétés
suivantes :

e () et E sont éléments de F;
e Toute intersection d’éléments de F est un élément de F;

e Toute union finie d’éléments de F est un élément de F.

Sotent (E, Topg) et (G, Topg) deux espaces topologiques. Une application f : E — G est
dite continue si 'image inverse par f de tout ouvert de (G, Topg) est un ouvert de (E, Topg).
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Puisque les ouverts et les fermés d’un espace topologique sont duaux par complément, nous
avons de fagon évidente qu’une application f : E — G est continue si et seulement si I'image
inverse par f de tout fermé de (G, Topg) est un fermé de (E, Topg).

Finalement nous considérons (H, Topy) un espace topologiqueet, f : E -+ Getg: G- H
deux applications. Alors si f et g sont continues, leur composée go f : F — H est continue.

5.2 Espace topologique associé a une distance

Soit E un ensemble. Une distance sur E est une application d : E X E — R telle que pour
tout z,y,zde E:

o d(z,y) > 0;

e d(z,y) = 0 si et seulement si z = y;

e d(z,y) = d(y,z) (d est symétrique);

e d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (d satisfait 'inégalité triangulaire).

d(z,y) est appelé distance entre z et y, et un couple (F, d) constitué d’un ensemble E et
d’une distance d est appelé espace métrique.

Dans la suite, nous considérons un espace métrique (E, d) et nous rappelons comment
associer un espace topologique a (F, d) (théoréme 28).

Tout d’abord, nous définissons les notions de boules ouvertes et de boules fermés. Soit
z un élément de E et r un réel strictement positif. L’ensemble B(z,r) = {y | d(z,y) < r}
est appelé boule ouverte de centre z et de rayon r. Soit r un réel positif, alors I’ensemble
Br(z,r) = {y | d(z,y) < r} est appelé boule fermée de centre z et de rayon r. De facon
évidente B(z,0) = 0, et B(z,r) C B(z,r')sir < r'.

Théoréme 28. L’ensemble Topg des sous-ensembles A de E satisfaisant :

e Soit A =0,

e Soit pour tout z de A, il existe un réel r strictement positif tel que B(z,r) C A,
définit un espace topologique (E, Topg).

Remarquons que toute boule ouverte (respectivement toute boule fermée) de E est un
ouvert (respectivement un fermé) de l'espace topologique (E, Topg).

Nous nous intéressons maintenant aux produits d’espaces métriques et a la continuité des
applications dans ces espaces.

Soient n un entier strictement positif et (E1,d1), ..., (Ey.d,) des espaces métriques. Alors
Papplication d définie ci-dessous est une distance sur I’ensemble E; X --- x E,,.

d:(Eyx--XE)Xx(Eyx---xE,) = R
((Sty..-,8n), (S1,---,50) —  maz({d;(S;,S}) | i € [n]})
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On peut donc associer un espace topologique a l’espace produit E} X - - - X E,,. Considérons
maintenant un autre espace métrique (E, d), pour tout i de [n] une application f; : E — E;
et ’application f suivante:

f:FE - E;x---xE,
z = (filz),..., fa(2))

Alors f est continue si et seulement si f; est continue pour tout  de [r]. Dans la suite toute
application f définie comme ci-dessus & partir de n applications f; sera notée (fi,..., fn). Ce
résultat de continuité et cette notation seront utilisés dans le chapitre Topologie - Expres-
sivité de la partie Contraintes ensemblistes.

Finalement nous rappelons rapidement la notion de suite dans un espace métrique. Une
suite dans F est une famille (u,)nen d’éléments de E. Une suite (u,) de | converge vers un
élément ! de E si lim,— o0 d(un,!) = 0 c’est-a-dire:

Vi > 0,3ng € N,Vn > ng, d(un,!) <.

Les suites convergentes dans un fermé F’ ont la particularité de converger vers un élément
de F':

Théoréme 29. Soit F un fermé de E et (u,) une suite dans F. Si (u,) converge vers I,
alors | est un élément de F'.

5.3 Distance sur I’ensemble (2T(Z))n

Dans cette section, nous utilisons la méthode usuelle de définition d’une distance sur un
n
produit cartésien d’espaces métriques pour définir une distance sur ’ensemble (2T(2)) ou X

est une signature et n un entier strictement positif.

Tout d’abord nous définissons une distance sur 27(¥). Soit Papplication d; définie par:
dy : 2TE) x 2T(E) 5 R

S, S’ - 0siS=9
( ’ )
= 27" si § # 5 avec m = min({Haut(t) | t € SAS'})

Proposition 30. d; est une distance sur 2T(®),

Preuve : d; satisfait trivialement les trois premieres propriétés des distances. Montrons que
dy satisfait 'inégalité triangulaire. Soient S, 52, S3 trois éléments de 2T(¥). Nous distinguons
deux cas suivant la valeur de d;(S?, S3).

Premier cas d(S!,53) = 0: Puisque d(S', S%) > 0 et d(S?, 5% > 0, I'inégalité d;(S?, 5% <
d1(S1, 5%) + d1(S?, S3) est satisfaite ce qui termine le premier cas.
Second cas d(S!,5%) = 27™: Alors il existe un terme ¢ de T(X) de hauteur m appartenant

4 SIAS3. Tout d’abord montrons par I’absurde que ¢ appartient a (S!AS2) U (S?AS3).

Supposons que ¢ n’appartienne pas & (STAS?)U(S2AS3). Comme t appartient & STAS3,
il appartient soit a S!, soit & S3. Supposons que t appartienne & S*. Alors ¢ appartient
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34 S? puisque d’apres I’hypothése faite, ¢t n’appartient pas & S'AS2. Donc t appartient
3 S puisque t n’appartient pas a S?AS3. Finalement t n’appartient pas & S'AS3 ce
qui contredit 1’ hypothese. Nous obtenons une contradiction similaire en supposant que
t appartienne & S3. Donc I’hypothése faite est fausse, d’oli t appartient a (STAS?) U

(S2AS3).

Nous en déduisons que m > min({Haut(t) | t € STAS?}) ou m > min({Haut(t) |
t € S2AS3%)}). Donc d1(S1,83) < d1(S?, 5?) ou d1(SY, S3%) < d1(S?,S53). Finalement
d1(S1,53) < d1(S1, S%) + d1(S2%, S3).

Donc d; satisfait I'inégalité triangulaire. Finalement d; est une distance sur 2T(Z), 0O

Soit n un entier strictement positif. L’application d; étant une distance sur 27(®) nous

n
en déduisons que application d,, définie ci-dessous est une distance sur (QT(E)) .

dn - (ﬂ(m)" x (2T<2>)" -~ R

((S1s--+,5n), (S1,-..,5L)) — maz({d:i(S;,S)) | i€ [n]})
De fagon évidente, pour tous n-uplets S = (Sy,...,S,) et S’ = (S1,...,S5}) de (QT(E))H,
on a:

e d,(5,8)=0siS=5,
e Sinon d, (S, S') = 2™ avec m = min({Haut(t) | It € [n],t € S;AS}}).
Finalement remarquons que d,, est une distance ultra-métrique puisque pour tous éléments

S, 52 53 de (2T(E))" :

dn (S, 5%) < maz({dn(S5", ), dn(52, 5%)}).
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Cette partie, décomposée en trois chapitres, est consacrée aux outils de décidabilité et
d’indécidabilité que nous utilisons dans ce document pour démontrer nos différents résultats
de décision.

Le premier chapitre rappelle les propriétés de cléture et les résultats de décision pour
les automates d’arbres finis standards. Le second est consacré aux automates & contraintes,
automates introduits pour la résolution de problemes non linéaires. Il rappelle les différentes
classes d’automates a contraintes existantes ainsi que leurs propriétés et certaines de leurs
applications. Nous établissons également dans ce chapitre un nouveau résultat puisque nous
montrons que 'image d’un régulier par un morphisme d’arbres semi-linéaire est un langage
reconnu par automates a tests d’égalité entre freres. Finalement, dans le dernier chapitre, nous
adaptons la méthode de la grille aux arbres afin d’obtenir un outil de preuves d’indécidabilité
appelé méthode des Arbres-Grilles. En fait, nous définissons un ensemble d’arbres particuliers
codant les calculs réussis d’une machine de Turing et donc de coder le probléme indécidable
de Parrét d’une machine de Turing.



A2



43

Chapitre 1

Automates d’arbres finis

Les automates d’arbres sont une extension des automates de mots au cas des signatures
possédant des symboles d’arité quelconque puisque les mots sur un alphabet fini peuvent étre
vus comme des termes composés de symboles de fonction unaires.

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et résultats de base concernant les auto-
mates d’arbres. Nous nous restreignons au cas des automates d’arbres finis ascendants et nous
définissons les automates comme des systemes de réécriture particuliers. Tous les résultats de
ce chapitre peuvent étre retrouvés dans les ouvrages traitant des automates d’arbres finis, et
en particulier dans la thése de F.Jacquemard [46] et le livre sur les automates d’arbres de H.
Comon et al. [20].

1.1 Définitions de base

Définition 31. Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate d’arbres finis
est un quadruplet (X,Q,Q¢, A) ou:

1. ¥ est une signature;
2. Q est un ensemble fini de symboles d’arité 1 appelés états (2N Q = 0);
3. Qf C Q est ’ensemble des états finaux;

4. A est un systéme de réécriture dont les régles sont de la forme:

fq1(21)s- - -1 gn(@n)) = q(F (21, - 20))

ou f est un symbole de ¥, n entier, q1,...,q,,q des états de Q et z1,...,z, des
variables distinctes de X'.

Les regles de A sont appelées régles de transition et A ensemble des régles de transition.

Remarque 32. Dans la suite de ce document, on utilise les expressions automate d’arbres
standard et AAS pour désigner un automate d’arbres finis.

Soient A = (X, Q, Qf, A) un AAS, t un terme clos de T(X) et g un étatde Q. Sit Sa q(t),
on dit que t se dérive en 'état q et si g est un état final de Qy, t est dit reconnu ou accepté par

A. Dans la suite, nous écrivons — 4 (respectivement — 4) au lieu de — A (respectivement —t)A)
et nous omettons l'indice A lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible sur I'automate utilisé.
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Le langage d’arbres £(A) reconnu par A est I’ensemble des termes clos acceptés par .A.
Un langage d’arbres £ sur ¥ est dit reconnaissable si £ = L({.A) pour un automate d’arbres
A. Tout langage reconnaissable par AAS est dit régulier et la classe des langages réguliers
est notée REG. Deux automates d’arbres sont équivalents s’ils reconnaissent le méme langage
d’arbres.

Pour tout état g de Q, on note L(A, g) l'ensemble des termes clos ¢t de T(X) tels que

t 54 q(t). Un état ¢ est dit accessiblesi L(A,q) # 0.

Exemple 33. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0} et 'AAS A = (T, Q,Qf, A) avec
O =1{44,9,97}, Qf = {gr} et A constitué des régles suivantes:

a — qa(a) g(qa(z)) - qg(g(x))
9(ge(2)) — qy(g(z)) flgg(2),94(y)) — as(f(z,y))

Alors

fg(a),g(a)) 4 f(9(92(a)), 9(ga(a)))
54 fleg(9(a),q5(9(a))) —a  qs(f(g(a),g(a))

Donc le terme f(g(a), g(a)) est accepté par l'automate A.

Les langages finis ont la particularité d’étre tous réguliers. En effet pour chaque terme t
d’un langage fini, on définit un état pour chaque position de ¢t. Puis on prend pour régles celles
permettant de reconstruire le terme ¢ a partir de ses états. On obtient un nombre d’états fini
puisque le nombre de termes dans le langage est fini.

Propriété 34. Tout langage d’arbres fini est régulier.

Exemple 35. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0}, et les termes s = f(a,g(a)) et t =

9(a)-
Pour le terme s, on considére l’ensemble d’états Q, = {q%, ¢}, q%,¢*'} et l'ensemble de
regles A :

g; (a)

¢ (a)

2 (g(x))

- g5 (f(z1,22))

9(¢?'(z))
fas (z1), ¢2(z2))

Et pour le terme t, on considére l’ensemble d’états Q; = {qf,qi} et 'ensemble de régles
At N

Ll

a = ¢(a)
(g (2)) — qi(g(z))
Alors Uautomate A = (3, O, U Q1,{¢5, ¢f}, As U Ay) reconnait le langage {s,t}.
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Considérant une dérivation t =4 g(t), avec t terme clos et g état, il est parfois utile de se
souvenir de l'historique de cette dérivation, c’est-a-dire de se rappeler dans quels états sont
dérivés les sous-termes de ¢. Nous considérons pour cela les définitions suivantes.

Soient A = (£,Q, 9, A) un AAS et t un terme clos de T(X). Un calcul r de A sur ¢ est
une application r de Pos(t) dans Q compatible avec les régles de A, c’est-a-dire pour toute
position p de Pos(t), si t(p) = f symbole de X, r(p) = ¢, r(pt) = ¢; pour tout 7 de [n], alors
fla1(z1),-- -1 qu(zn)) = g(f(21,... , n)) est une régle de A. Un calcul de A est réussisi r(e)
est un état final et un terme ¢ clos est accepté par A si et seulement s’il existe un calcul réussi
de A sur ¢.

Comme dans le cas des automates de mots, il est parfois commode dans la dérivation
d’un terme de modifier uniquement 1’état courant. Ceci est réalisé en ajoutant un nouveau
type de regles a I’ensemble des regles de transition d’un automate. Un AAS avec e-transitions
est un automate d’arbres dont ’ensemble des régles de transition est constitué de regles de
la forme habituelle, c’est-a-dire f(q1(z1),...,qn(Zn)) = ¢(f(Z1,...,2Zx)), et de régles de la
forme g(z) — ¢'(z) (e-transitions) ol ¢ et ¢’ sont des états.

Les e-transitions ne permettent pas d’élargir la classe des langages reconnus par les au-
tomates d’arbres finis (théoréme 36) mais elles sont utiles dans certaines constructions et
simplifient certaines preuves sur les automates.

Théoréme 36. Si L est un langage reconnu par un AAS avec e-transitions, alors L est
reconnu par un AAS sans e-transition.

Nous donnons l’'idée de la construction de ’automate sans e-transition puisque cette
construction est utilisée pour montrer que I'image d’un régulier par un morphisme d’arbres
semi-linéaire est reconnaissable par un automate a tests d’égalité entre fréres (propriété 137).

Soit A = (2,9, 9, A) un AAS avec e-transitions. Nous considérons A¢ P’ensemble des
e-transitions de A et nous notons pour tout état g, e-cloture(q) ’ensemble des états ¢’ tels
qu’il existe des états ¢y, ... , g, satisfaisant:

Vie[n—-1], ¢i(z) = gqit1(z) €A
q9 = ¢

!

g = @n

Le calcul d’un tel ensemble est équivalent & savoir quels sommets peuvent étre atteints a
partir d’'un sommet donné dans un graphe orienté. Ceci peut étre fait en temps quadratique.
Maintenant considérons l'automate d’arbres A’ = (X, Q, Qf, A’) ot A’ est défini par:

(F@ (@), - galzn)) = ¢(F(ar.-.. 0)) € &)

<
(f(ql(zl), ceos@n(z0)) = ¢(f(z1,...,7n)) EAet ¢ € e—cléture(q))

L’équivalence des deux automates se montrent par induction sur la longueur des dériva-
tions.
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1.2 Déterminisation et complétion

Notre définition des automates d’arbres correspond a la notion d’automates d’arbres finis
non déterministes, au sens ol pour un automate A, il peut exister plusieurs dérivations pos-
sibles pour un terme clos donné. Il est possible de définir la notion de déterminisme soit en
considérant les régles des automates, soit en considérant les calculs des automates. Pour cet
ouvrage, nous avons décidé d’utiliser la premiere solution.

Un AAS, d’ensemble de régles A, est déterministe si et seulement si A ne contient pas
d’e-transition et deux regles de A ayant le méme membre gauche modulo renommage de
variables ont le méme membre droit modulo renommage de variables. Donc si un automate
est déterministe, il existe au plus un calcul pour tout terme clos, c’est-a-dire pour tout terme
t clos, il existe au plus un état ¢ tel que t = ¢(t). Remarquons que cette propriété n’est pas
suffisante pour dire qu’un automate est déterministe (exemple 37).

Exemple 37. Soient la signature © = {g/1,a/0} et TAAS A = (Z,Q,Qf, A) avec Q =
{q0, 91,9}, Qf = {qo} et A constitué des régles suivantes:

a — qofa) g9(g(z)) — qi(g(z))
9(q1(z)) = qo(g(z)) 9(9(z)) — gol9(2))
9(q(z)) = a(g(z))

A nlest pas déterministe puisqu’il eriste deuz régles de membre gauche g(q(z)) et de
membres droits différents, pourtant il existe au plus un calcul sur tout terme clos de T'(X)
puisque l’état q est inaccessible.

Il est aussi intéressant de considérer des automates pour lesquels il existe au moins un
calcul sur chaque terme clos, d’ou la notion de complétude. Un automate d’arbres A est
complet s’il existe au moins une régle f(qi1(z1),...,¢.(2s)) = q(f(z1,...,z5)) dans A pour
tout symbole de fonction f de ¥, et tous états ¢, ...,¢,. Donc pour un automate complet,
il existe pour tout terme ¢ clos au moins un état g tel que ¢ = q(t). Remarquons que pour
tout automate déterministe et complet, il existe exactement un calcul sur tout terme clos.

Les notions de déterminisme et de complétude ne modifient en rien la classe des réguliers
(théorémes 38 et 39) mais elles sont utiles pour simplifier certaines preuves de la théorie des
langages d’arbres.

Théoréme 38. Pour tout automate d’arbres standard A, il existe un automate d’arbres stan-
dard A’ déterministe tel que L(A) = L(A').

Théoréme 39. Pour tout automate d’arbres standard A, il existe un automate d’arbres stan-

dard A’ complet tel que L(A) = L(A).

De plus lorsque ’algorithme de complétion habituel (que ’on trouve en particulier dans [20])
est utilisé, si A est déterministe, A’ 'est aussi. Cette remarque et les deux théorémes précé-
dents, nous permettent d’énoncer le théoréeme suivant.

Théoréme 40. Pour tout automate d’arbres standard A, il existe un automate d’arbres stan-
dard A’ déterministe et complet tel que L(A) = L(A").
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Exemple 41. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0} et 'AAS A = (%, Q, Qf, A) avec
O = {qa,94.97}, 95 = {gr} et A constitué des régles suivantes:

a = gua) 9(g.(2)) — gq4(9(2))
9(ge(2)) = qolg(z)) flag(2),45(v)) = g5 (f(z,v))

A est déterministe mais pas complet, puisque par ezemple il n’y a pas de régle de transition
de membre gauche f(q.(z), 4.(y)). Il est facile de définir un automate déterministe et complet
A’ reconnaissant le méme langage que A. Pour cela, on ajoute un état q, dit état puits.
L’automate A’ = (£, Q',Qy, A') est obtenu en ajoutant g, a l’ensemble des états (Q' =
QU {q,}) et les régles suivantes ¢ A :

9(g7(z)) — gp(9(2)) 9(g(2)) — gqp(g(z))
f(q(2),qa(y)) — ¢(f(z,9)) f(ga(2),9(y)) — ap(f(2,y))
fl6(2), 0(¥)) = @(f(2,y))

Pour des raisons pratiques, il est parfois utile de considérer des automates dans lesquels
les états inutiles (états inaccessibles) sont éliminés. Soit A un AAS. L’automate A est réduit
si tous ses états sont accessibles (I’automate A de exemple 41 est réduit).

Théoréme 42. Pour tout automate d’arbres standard A, il existe un automate d’arbres stan-

dard A' réduit tel que L(A) = L(A).

1.3 Minimisation

Nous rappelons dans cette section le théoréme de Myhill-Nerode permettant de montrer
que pour tout automate, il existe un unique automate déterministe de taille minimum en
nombre d’états qui lui est équivalent. Nous donnons ici les notions principales nécessaires
a la démonstration de ce résultat car nous les utilisons pour la résolution du probléme de
reconnaissabilité des langages reconnus par automates d’arbres a tests entre fréres (chapitre
Reconnaissabilité de la partie Automates d’arbres 4 contraintes).

Avant d’énoncer le théoréme de Myhill-Nerode, nous définissons la notion de congruence.
Soit ¥ une signature. Une relation d’équivalence = sur T'(X) est une congruence sur T(X) si
pour tout symbole de fonction f de ¥ d’arité quelconque n et tous termes sy,...,8n,81,.-- sin
de T'(Z):

(Vi€ [n].si=t) = f(t1....,ta) = f(tr, ... s tn).

De fagon équivalente, une congruence est une relation d’équivalence close par contexte
(pour tout contexte de C(X), si s =t alors C[s] = C[t]). Une congruence est dite d’indice fini
si le nombre de classes d’équivalence induites par = est fini.

Pour un langage d’arbres £ donné, soit la congruence =, sur T(X) définie par : pour tout
terme s et t de T(X), s =, t si pour tout contexte C de C(X),

Clsle L & C[t]eL.
Théoréme 43 (Myhill-Nerode). Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. L est régulier.
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2. L est l'union de classes d’équivalence d’une congruence d’indice fini.
3. La relation =, est une congruence d’indice fin:.

La preuve de ce théoréme n’est pas donnée ici mais nous définissons 'automate A,.;n
construit pour la preuve de l’assertion 3 = 1 dont nous nous inspirons pour la résolution
du probléme de reconnaissabilité des langages reconnus par automates d’arbres & tests entre
freres. Supposons que la relation =, soit une congruence d’index fini. Nous définissons alors
l’automate Anmin = (X, Qmin, Qmin / Apmin) avec Qin 'ensemble des classes d’équivalence de
la relation =g, Qmin, = {{t]z, | t € L} et Apin constitué des régles suivantes:

(=), lnleg(@a)) = [ty s tadle, (Fon, - 20)

pour tout symbole f d’arité n quelconque et tous termes t,...,t, de T(X). Nous pouvons
montrer que L(A,,;,) = L.

Nous déduisons du théoréme de Myhill-Nerode, la propriété suivante:

Propriété 44. Pour tout régulier L, 'automate A.,;n défini par la construction ci-dessus est
le plus petit AAS déterministe en nombre d’états reconnaissant L, et Ap,i, est unique modulo
renommage des états.

1.4 Propriétés de cloture

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés de cloture de la classe des langages
réguliers.

Tout d’abord, la classe REG possede d’excellentes propriétés de clotures booléennes car
elle est close par toutes les opérations booléennes ensemblistes.

Propriété 45 (Opérations booléennes). La classe des réguliers est close par opérations
booléennes (union, intersection et complément).

Pour les propriétés de clétures par morphismes d’arbres, la classe des réguliers se distingue
du cas des mots. En effet, la classe des reconnaissables par automates de mots est close par
morphismes et morphismes inverses de mots, par contre la classe des réguliers n’est pas close
par morphismes car elle n’est pas close par morphismes d’arbres non linéaires (i cause de la
non-linéarité des termes images). Voici ci-dessous les principales propriétés de clotures par
morphismes d’arbres de la classe des réguliers.

Propriété 46 (Morphismes non linéaires). La classe des réguliers n’est pas close par
morphismes d’arbres non linéaires.

Propriété 47 (Morphismes linéaires et morphismes inverses). La classe des réguliers
est close par morphismes d’arbres linéaires et par morphismes d’arbres inverses.

1.5 Problemes de décision

Dans cette section, nous rappelons quelques problémes de décision des automates d’arbres
et nous donnons leur solution dans le cas des automates d’arbres standards.
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Probleme d’appartenance

Probléme d’appartenance
Entrées: Un autornate d’arbres A et un terme t clos.
Question : Est-ce que t appartient ¢ L(.A) ?

Théoréeme 48. Le probléme d’appartenance est décidable pour les AAS.

Probléme du vide

Probléme du vide
Entrée: Un automate d’arbres A.
Question : Est-ce que L(A) =072

Théoréme 49. Le probleme du vide est décidable pour les AAS.

Probléme de finitude

Probléme de finitude
Entrée: Un automate d’arbres A.
Question : Est-ce que L(A) est fini?

Théoréme 50. Le probléme de finitude est décidable pour les AAS.

Probléme du plein

Probléme du plein
Entrée: Un automate d’arbres A sur la signature 3.

Question : Est-ce que L{A) = T(X)?

Théoréme 51. Le probléme du plein est décidable pour les AAS.

Probléme d’inclusion

Probléme d’inclusion
Entrées: Deur automates d’arbres A; et A,.
Question : Est-ce que L{A;) C L(A,)?

Théoréme 52. Le probléme d’inclusion est décidable pour les AAS.

Probléme d’équivalence

Probleme d’équivalence
Entrées: Deux automates d’arbres A; et A;.
Question : Est-ce que L(A;) = L(A,)?

Théoréme 53. Le probleme d’équivalence est décidable pour les AAS.
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1.6 Applications

Dans cette derniere section, nous citons quelques applications des automates d’arbres.
Nous considérons une signature ¥ et un ensemble dénombrable de variables X'.

1.6.1 Reconnaissabilité des instances closes

La linéarité d’un terme permet de construire un automate d’arbres standard reconnaissant
’ensemble de ses instances closes (propriété 54 et exemple 55).

Propriété 54 (AAS reconnaissabilité des instances closes). Sit est un contexte de
T(%, X), alors ’ensemble des instances closes de t est un régulier.

Exemple 55. Soient la signature © = {f/2,¢9/1,a/0}, le terme linéaire t = f(z,g(y)) et
Uautomate d’arbres standard A = (3,Q,Q5,A) ot Q = {q,q4,95}, Q5 = {qs} et A est
constitué des régles suivantes:

a — q(a) flg(z1),9(z2)) —= q(f(z1,22))
g(q(z1)) — gglg(z1)) flgg(z1),q(z2)) — q(f(z1,22))
9(gs(z1)) — go(g(z1)) flg(z1),94(z2)) — qr(f(z1,72))

flag(21),95(22)) — g7 (f(z1,22))

L’automate A reconnait 'ensemble des instances closes de t.

1.6.2 Reconnaissabilité des termes clos réductibles et des formes normales

Soit R un systéme de réécriture linéaire & gauche. Nous montrons que I’ensemble des
termes clos réductibles par R et I’ensemble des termes clos en forme normale pour R sont
réguliers. Nous définissons tout d’abord la notion d’entourage.

Définition 56 (Entourage). Soientt un terme de T'(Z, X) et u un terme de T'(X). On dit
que u entoure ¢ s’il existe une substitution o telle que to soit un sous-terme de u.

L’entourage joue un réle important en réécriture. En effet, un terme s est réductible par
un systéme de réécriture R si et seulement si s entoure au moins une partie gauche de regle.
La relation avec les automates d’arbres est donnée par la propriété suivante :

Propriété 57. Sit est un contexte de T(X, X), alors l'ensemble des termes entourant t est
régulier.

Exemple 58. Soient la signature ¥ = {f/2,g/1,a/0}, le contexte t = f(z,g(y)) et l'auto-

mate d’arbres standard A= (5, Q, Q1 A) ot Q = {4, 4y(y): U5 (z.0(»)) }: 2F = {95 (z0(v))} €L A
est constitué des régles suivantes :

a — gq(a) flg(z1),9(z2)) — q(f(z1,72))
9(g(z1)) — qlg(z1)) fa(z1), 44 (22)) = f(zg(w)) (F(21,22))
9(q(z1)) = gy (9(z1)) F45(z.9)) ( )Q(xz)) - qf(xg(y))(f(zlvx2))
9(5(zs)(T1) = o) (@(z1)  fla(21): Gr(z o) (22) — ) (f(z1,22))

L’automate A reconnait ['ensemble des termes entoumnt t.
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On déduit directement de la propriété précédente que:

Propriété 59 (AAS reconnaissabilité des termes clos réductibles). Soit R un systé-
me de réécriture linéaire a gauche. Alors l'ensemble des termes clos réductibles par R est
régulier.

Par la propriété précédente, ’ensemble des termes clos réductibles par R est reconnaissable
par un automate d’arbres standard A. Le complément de £(.A) est I’ensemble des termes clos
en forme normale pour R. Cet ensemble est donc régulier d’apres la cloture par complément
de la classe des réguliers (propriété 45).

Propriété 60 (AAS reconnaissabilité des formes normales closes). Soit R un systeé-
me de réécriture linéaire a gauche. Alors 'ensemble des termes clos en forme normale pour
R est régulier.

1.6.3 Théorie de la réduction

Nous définissons une théorie, appelée théorie de la réduction, en associant a tout terme ¢
de T(X, X) un prédicat unaire red;(.) capturant ’ensemble des termes clos entourant ¢.

La théorie de la réduction est ’ensemble des formules logiques du premier ordre construites
sur la signature I, ’ensemble de variables X et ’ensemble de prédicats P = {red;(.) | t €
T(X,X)}. La structure, notée Redys, de la théorie de la réduction que nous considérons ici
est définie comme suit :

e Le support est ’ensemble des termes construits sur ¥ c’est-a-dire T'(X),

e L’élément (respectivement la fonction) associé a toute constante e (respectivement
tout symbole de fonction d’arité au moins un) est canonique, dans le sens ou pour
toute constante e de ¥ (respectivement pour tout symbole de fonction f d’arité n
strictement positive), e®= = e (respectivement fRe9Z(t;,...,t,) = f(t1,---,tn)
pour tous termes ¢1,...,t, de T(X)).

e Pour tout terme ¢ de T(X, X'), La relation unaire associée au symbole de prédicat
red;(.) est ’ensemble des termes clos entourant ¢.

Donc pour tout terme t de T'(X, X) et tout terme clos u, on a Reds |= redi(u) si et
seulement si u entoure ¢.

Donc par la propriété 57, pour tout terme ¢ linéaire, il existe un AAS A, tel que L{A), =
{u € T(X) | Reds = red:(u)}. Nous déduisons alors le théoréme suivant de la décidabilité
du probléme du vide pour les AAS (théoréme 49), de la cléture par opérations booléennes
de la classe des réguliers (propriété 45), ainsi que d’autres propriétés non énocées dans ce
document (cléture par cylindrification et projection des langages de tuples reconnaissables
par automates d’arbres).

Théoréme 61. Le probléme de satisfiabilité de la théorie de la réduction restreinte auz pré-
dicats red;(.) ot t est un terme linéaire est décidable.
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1.6.4 Réductibilité inductive

La réductibilité inductive est I’'une des seules propriétés de systémes de réécriture décidable
en général. La preuve de cette propriété est due a D. Plaisted [70].

Dans cette section, nous définissons le probléme de réductibilité inductive et nous citons
une instance particuliére de ce probleme dont la preuve de décidabilité utilise les AAS (théo-
réme 65).

Définition 62 (Réductibilité inductive). Soient R un systéme de réécriture et t un terme
de T(X, X). On dit que t est inductivement réductible pour R si toutes les instances closes
de t sont réductibles par R.

Exemple 63. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0} et le systéme de réécriture R :=
{f(z, fly,2)) = 9(2)}-

Alors le terme f(z, f(y,z)) est de fagcon évidente inductivement réductible par R. Par
contre le terme g(z) ne lest pas puisque g(a) est une instance close de g(x) non réductible
par R.

Nous définissons ci-dessous le probleme de réductibilité inductive.

Probléme de réductibilité inductive
Entrées: ¥ une signature, X un ensemble de variables, t un terme de T(3, X)
et R un systéme de réécriture sur X.
Question : Est-ce que t est inductivement réductible pour R ?

Ce probléme est montré décidable pour les systemes linéaires a gauche en utilisant les AAS
(théoréme 65). L’ensemble des instances closes de ¢ n’est pas un régulier en général puisque ¢
n’est pas forcément linéaire. Il en est de méme pour ’ensembles des instances closes de ¢t en
forme normale pour R mais on peut montrer la propriété suivante :

Propriété 64. Soient R un systéme de réécriture linéaire a gauche sur ¥ et t un terme
de T(Z,X). Il existe un AAS A, tel que L(A,) = 0 si et seulement si t est inductivement
réductible pour R.

On déduit alors de la décidabilité du probléeme du vide pour les AAS, le théoreme suivant :
Théoréme 65 (Probléme de réductibilité inductive). Le probléme de réductibilité in-

ductive est décidable pour les systémes linéaires a gauche.

1.6.5 Vérification de sortes

La derniére application des automates d’arbres standards a laquelle nous nous intéressons
est la vérification de sortes. Avant d’aller plus loin, nous fixons les notions de signature multi-
sortée et de terme bien sorté.

Les systémes de réécriture sont un outil privilégié de preuve dans les types abstraits
algébriques. Dans ce cadre, il est naturel d’assigner aux termes des types, ou sortes. Les
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symboles de fonction se voient alors associer non seulement une arité mais aussi un type et
un domaine de définition, on parle alors de signature multi-sortée.

Formellement, une signature multi-sortée est une paire (S,%) ou S est un ensemble fini
de sortes et I une signature finie de symboles de fonction, avec pour chaque symbole f de X,
une arité n et un profil c’est-a-dire un tuple de n+1 sortes que ’on écrit sous la forme:

fis1 X---X 8, > s

Le tuple de sortes (sy,...,$,) (n = 0 pour une constante) est le tuple des sortes des
arguments de f et la sorte s est la sorte de f.

Exemple 66. Considérons l’ezemple classique de la signature multi-sortée des piles d’entiers
(N. Dershowitz et J.P. Jouannaud [26]). Cette signature utilise deuz sortes: Nat et Pile. Dans
la signature X de cette signature multi-sortée, on distingue un sous-ensemble C de symboles de
constructeurs, qui sont les symboles permettant de construire des entiers et des piles d’entiers :

0: Nat
s: Nat — Nat
A Pile
push: Natx Pile — Pile
in
Une pile d’entiers | - est alors représentée par le terme suivant construit sur len-
(3]
)

semble C des constructeurs:

push(s(...(s(0))...), push(. .., push(s(...(s(0))...),A)...))
| N— e’ N i
in io
Les autres symboles de ¥ sont des symboles de fonction pour manipuler les piles d’entiers.
Ces fonctions sont: top(p) qui retourne l’entier en téte d’une pile p, pop(p) qui retourne le

reste de p et alternate(p) qui combine deux piles p; et p;.
top : Pile — Nat
pop : Pile — Pile
alternate : Pile X Pile — Pile

On considére maintenant une signature multi-sortée (S, X) et un ensemble A" de variables
partitionné en ensembles infinis dénombrables de variables sortées:

X =|Jx.
SES

Pour vérifier qu’un terme de T(X, X’) est bien formé, il faut non seulement vérifier que le
. nombre d’arguments de chaque symbole de fonction est correct (suivant son arité) mais de
~ plus que les sortes des symboles sont respectées.

Formellement, un terme ¢t de T(X, X') est bien sorté si et seulement si:

e Ou bien t une variable de X}, s étant une sorte, auquel cas la sorte de t est s,
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e Ou bien ¢ est une constante a de ¥ de profil a : s et la sorte de t est s,

e Ou bien t = f(ty,...,tn), le profil de f est s; X --- X s, — set les termes ty,... ,t,
sont bien sortés de sortes respectives sy,..., s,. La sorte de ¢ est alors s.

Exemple 67. Nous considérons la signature multi-sortée pour les piles d’entiers définie dans
lexemple 66. Alors le terme

alternate(push(s(0), A), pop(push(0, A)))

est bien sorté mais pas le terme s(N).

Il a été montré que ’ensemble des termes clos de T'(X) bien sortés suivant la signature
(S,X) est un régulier.

Propriété 68. Soit une sorte s de S. Il existe un AAS A, reconnaissant l’ensemble des
termes clos de sorte s.

La construction de I’automate A; est simple puisqu’il suffit de considérer pour ensemble
d’états ’ensemble de sorte S, pour seul état final s et de construire les régles de transition
comme des déclarations des profils des symboles de X.

Exemple 69. Nous considérons toujours la signature multi-sortée pour les piles d’entiers
définie dans l’exemple 66. Soit ’AAS Ap;y. = (X, S, {Pile}, A) dont les régles sont :

0 — Nat(0)
s(Nat(z1)) — Nat(s(z1))
N — Pile(N)
push(Nat(z,), Pile(z;)) —  Pile(push(zy, z2))
top(Pile(z,)) — Nat(top(z1))
pop(Pile(z1)) —  Pile(pop(a1))
alternate(Pile(z,), Pile(z2)) —  Pile(alternate(z,, z2))

L’automate Ap;. reconnait l’ensemble des termes clos de sorte Pile.

La propriété précédente permet d’étendre le résultat de décidabilité pour la théorie de la
réduction (théoreme 61) a un fragment de la théorie de la réduction avec sortes.

La théorie de la réduction avec sortes, notée Redgeny, est I’extension de le théorie de la
réduction obtenue en considérant pour toute sorte s de S un prédicat supplémentaire unaire,
notée - € s, dont l'interprétation est 1’ensemble des termes clos de sorte s. Donc pour toute
sorte s de § et tout terme clos u, on a Redgeny = u € s si et seulement si u est de sorte s.
On déduit alors de la propriété 68 et des propriétés des AAS (propriété 45 et théoreme 49) le
théoreme suivant :

Théoréme 70. Le probleme de satisfiabilité du fragment de la théorie de la réduction avec
sortes dans lequel les prédicats red;(.) sont tels que t soit un terme linéaire est décidable.



55

Chapitre 2

Automates d’arbres a contraintes

Les automates d’arbres standards ne peuvent étre utilisés pour la résolution de problémes
non linéaires que dans certains cas trés restreints. Par exemple, le langage {f(¢,¢) |t € T(2)},
¥ étant une signature contenant le symbole binaire f, n’est pas régulier. En effet, les deux fils
de la racine sont reconnus indépendamment et seules des informations de taille finie peuvent
étre remontées jusqu’a la racine, tandis que ¢ peut étre de taille arbitrairement grande.

Pour pouvoir utiliser des techniques d’automates d’arbres sur des problémes concernant
des systeémes non linéaires, des auteurs tels que M. Dauchet et J. Mongy [65], B. Bogaert et S.
Tison [9, 10, 11], A.C. Caron {14], M. Dauchet et al. [15, 16] ont introduit des classes d’auto-
mates d’arbres étendus, les automates ¢ contraintes, dont les transitions sont contraintes par
des tests d’égalité et de différence. Le pouvoir d’expression de ces automates est strictement
supérieur au pouvoir d’expression des automates d’arbres standards mais malheureusement
certaines bonnes propriétés de ces derniers automates sont perdues. En particulier, le pro-
bléeme du vide est indécidable pour la classe la plus générale d’automates a contraintes. Malgré
tout, certaines sous-classes d’automates a contraintes pour lesquelles le vide est décidable ont
été définies.

Dans la suite de ce chapitre, nous définissons certaines classes d’automates a contraintes
et nous rappelons certaines propriétés et applications de celles-ci. Les éléments de ce chapitre
peuvent étre retrouvés dans les ouvrages traitant des automates a contraintes, et en particulier
dans la thése de F. Jacquemard [46] et le livre de H. Comon et al. [20].

2.1 Expressivité

Avant d’aller plus loin, nous définissons la notion d’expressivité permettant de comparer
les différentes classes d’automates entre elles suivant leurs langages reconnus.

Définition 71. Sotent C.A; et CAy deux classes d’automates. Alors le pouvoir d’expression
de CA; est supérieur a celui de CA» si la classe des langages reconnus par les automates de
CA; est incluse dans la classe des langages reconnus par les automates de C.A;.

Dans la figure 1, nous avons regroupé les résultats d’expressivité, de cléture et de décida-
bilité du probleme du vide pour les différentes classes de langages d’arbres de ce document.
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FiG. 1 - Propriétés des automates d’arbres.
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2.2 Les RATEG

Ces automates ont été introduits en 1981 au Laboratoire d’Informatique de Lille par M.
Dauchet et J. Mongy [65]. Le systéme de transition d’un tel automate est un systéme de
réécriture d’une forme plus générale que pour les automates d’arbres standards.

2.2.1 Définition

Définition 72 (RATEG). Soit X un ensemble dénombrable de variables. Un automate
RATEG est un quadruplet (2,9, Qy, A) ot:

1. ¥ est une signature;

2. Q est un ensemble fini d’états (XN Q = 0);

3. Q¢ C Q est l'ensemble des états finaux;

4. A est un systéme de réécriture dont les régles ont l'une des formes suivantes :

(a) to — q(to) ot to est un terme de T(X) et g un état de Q;
(b)) f(i(t1),...,qn(tn)) = q(f(t1,...,ts)) ot f est un symbole de ¥ d’arité n su-

périeure ou €gale a un, q,...,qn,q des états de Q et t;,...,t, des termes de
T(%, X).
Les termes t;,...,t, des membres gauches des regles de A peuvent avoir des variables

communes et méme étre non linéaires. Cette non linéarité (exemple 77) permet de prendre
en compte la non linéarité des systémes.
La reconnaissance d’un terme t de T(X) par un RATEG A est définie comme pour les

automates d’arbres standards par une relation de réécriture t —>a g;(t) ol g; est un état
final.

2.2.2 Propriétés de cloture

La classe des langages reconnus par les RATEG posséde des propriétés intéressantes
puisque :

Propriété 73 (Union, intersection). La classe des langages reconnus par les automates
RATEG est close par union et intersection.

Propriété 74 (Morphismes alphabétiques). La classe des langages reconnus par les au-
tomates RATEG est close par morphismes alphabétiques.

2.2.3 Probléme du vide

Contrairement aux AAS, le probleme du vide est indécidable pour les RATEG. Intuiti-
vement, cette indécidabilité vient de la possibilité de superposer des tests d’égalité lors du
calcul d’un tel automate, sans pouvoir borner le nombre de ces superpositions. J. Mongy dans
sa these [65] se sert de cette propriété pour construire un RATEG qui reconnait les solutions
d’un probléme de correspondance de Post donné.

Propriété 75. Le probléme du vide est indécidable pour les automates RATEG.
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2.2.4 Applications

Les non linéarités autorisées par les RATEG permettent de généraliser certaines applica-
tions des AAS (section Applications du chapitre Automates d’arbres finis). Mais compte-
tenu de P’indécidabilité du probléeme du vide pour les RATEG, nous ne pouvons déduire de
ces généralisations des résultats décidables.

Reconnaissabilité des termes clos réductibles

La reconnaissabilité par AAS des termes clos réductibles pour les systémes de réécriture
linéaires & gauche (propriété 59) se généralise a I’ensemble des systémes de réécriture.

Propriété 76 (RATEG reconnaissabilité des termes clos réductibles). Soient¥ une
signature, X un ensemble de variables et R un systéme de réécriture sur .. L’ensemble des
termes clos réductibles par R est reconnaissable par RATEG.

La construction d’un tel automate est donnée ci-dessous (exemple 77) pour un systéme
de réécriture simple.

Exemple 77. Nous considérons le RATEG A = (%,9Q,Q¢, A) avec ¥ = {f/2,9/1,a/0},
O ={q,qr}, Qs = {qs} et A composé des régles suivantes :

a — g(a) fla(z1), q(f(z2,21))) — gqs(f(z1, f(22,21)))
9(gs(z)) — 4¢5(9(=)) flg(z1),9(z2)) — q(f(z1,22))
9(g(z)) — qlg(z)) flgs(z1),9(z2)) — g7 (f(z1,22))

f(g(z1),q5(z2)) — gr(f(z1,72))
Cette automate reconnait l’ensemble des termes clos réductibles par le systéme de réécri-

ture R := {f(z, f(y,z)) — a}.

2.2.5 Vérification de sortes

Dans la section 1.6.5 du chapitre Automates d’arbres finis, nous avons vus que ceux-
ci permettaient de reconnaitre ’ensemble des termes clos bien sortés suivant une signature
multi-sortée donnée (propriété 68). Les automates RATEG permettent d’étendre ce résultat
aux signatures avec déclarations de sortes.

Une signature avec déclarations de sortes est définie par un ensemble fini de sortes S,
une signature finie de symboles de fonction ¥, un ensemble de variables X’ partitionné en
ensembles infinis dénombrables de variables sortées (X' = J,cs A;) et des déclarations de
sortes de la forme t € s avec t terme de T(X, X)) et s sorte de S.

Remarque 78. De facon évidente, toute signature multi-sortée est un cas particulier de
signature avec déclarations de sortes.

Soit une signature avec déclarations de sortes et R le systéme de réécriture composé des
régles t — sou t € s est une déclaration de sorte de la signature. Alors un terme clos t est de
sorte s si t se dérive en s par le systeme R, c’est-a-dire t =% s.

Propriété 79. Soit une sorte s de S. Il existe un RATEG A; reconnaissant [’ensemble des
termes clos de sorte s.
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La construction de automate .A; est la méme que dans le cas des AAS (propriété 68)
puisqu’il suffit de considérer pour ensemble d’états ’ensemble de sortes S, pour seul état final

s et de construire les regles de transition comme des déclarations des profils des symboles de
pIN

2.3 Automates d’arbres a contraintes

Les RATEG permettent de vérifier des égalités dans les termes sur lesquels on calcule.
Nous présentons maintenant les automates a contraintes qui non seulement sont capables de
réaliser ce type de tests mais peuvent aussi tester des différences entre sous-termes. B. Bogaert
et S. Tison ont introduit dans [10, 11] des automates d’arbres qui, pour effectuer certaines
transitions a partir d’une position p dans un terme ¢, testent des égalités ou différences entre
les fils de p. Par exemple, ils vérifient que t,; = ¢, ou bien que ¢y # t,3. Il s’agit d’automates
d’arbres dans lesquels certaines régles ont été contraintes, ce qui fait de ’ensemble des regles
de transition un systeme de réécriture contraint. Les contraintes d’une régle de transition

flai(21), 2(2), g3(23)) = q(f(21, 22, 23)) peuvent s’exprimer:

e Soit par des égalités et différences entre positions (par exemple 1 = 3 pour vérifier
que dans un terme ¢ on a t|; = t|3, ou bien 2 # 3 pour vérifier que t|, # t|3),

e Soit par 'utilisation d’un terme f(q1(z1), g2(z2), ¢3(z3)) non linéaire dans le cas ol
seuls des tests d’égalités sont a exprimer (par exemple z; = z3).

Ces deux formes d’expression sont bien évidemment équivalentes lorsque seules des égalités
sont a tester.

Par la suite, dans les travaux de A.-C. Caron [14], ces automates ont été généralisés en
autorisant des contraintes qui testent des égalités et différences entre sous-termes situés a des
profondeurs plus éloignées. Par exemple, pour effectuer une transition a partir d’une position
p dans un terme ¢, un tel automate sera éventuellement amené a vérifier que t,11 = £p221 OU
bien que ;2 # ty311. Les contraintes pour les regles de transition de tels automates peuvent
aussi s’exprimer des deux fagons définies ci-dessus.

Dans la suite de cette section, nous nous intéressons a la classe des automates d’arbres
a contraintes et dans les sections suivantes a certaines de ses sous-classes. Afin de simplifier
les définitions et notations, la forme d’expression utilisée pour les contraintes des regles de
transition varie suivant les automates considérés.

2.3.1 Définitions

Nous donnons tout d’abord la définition formelle et générale des contraintes qui vont &tre
ajoutées aux regles de transition. Ensuite nous définissons les automates a contraintes.

Les contraintes égalitaires sont des prédicats sur les termes de T(X), ¥ étant une signature
quelconque. Syntaxiquement ces prédicats sont la constante T (contrainte nulle) ou bien un
prédicat # = 7’ ol 7 et ©’ sont des éléments de (N4)* (I’ensemble des positions différentes de
€). La négation —(m = =’) d’une contrainte égalitaire est notée # # 7’ et appelée contrainte
diségalitaire. La négation de T est L (contrainte pleine).
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Soit ¢ un terme de T(X). On dit que ¢ satisfait une contrainte égalitaire 7 = 7’ et on note
tE m=n'si7et n’ sont des positions de ¢ et t|, = t|,. Dans le cas contraire, nous notons
t Exw # «'. D’autre part, t E T et t # L pour tout terme ¢ de T'(X).

Finalement la relation F est prolongée de facon usuelle a toute combinaison booléenne de
contraintes d’égalité.

Exemple 80. Soit la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0}. Alors

f
/\f E (1=21)A (1-2).
A\

a a

Définition 81 (Automates & contraintes). Soit X' un ensemble dénombrables de variables.
Un automate d’arbres & contraintes (AC) est un quadruplet (£, Q, Q¢, A) ot :

1. X est une signature;

2. Q est un ensemble fini d’états (XN Q = 0);

3. Qf C Q est l’ensemble des états finaur;

4. A est un systéme de réécriture dont les régles sont de la forme:
(a) a — q(a) ot a est une constante de ¥ et g un état de Q;

(b) f(g1(z1),---,qn(zn)) —[ﬂ) q¢(f(z1,...,2,)) ot f est un symbole de ¥ d’arité n supé-
rieure ou égale d n, qq,. .. ,qn, q des états de Q, z1,...,z, des variables distinctes
de X et ¢ une combinaison booléenne de contraintes égalitaires.

Les contraintes diségalitaires étant les négations des contraintes égalitaires, la combinaison
booléenne de contraintes égalitaires de chaque régle est une formule formée de conjonctions
et disjonctions de contraintes égalitaires et diségalitaires.

Par la suite, la contrainte nulle T est en général omise dans les régles ol elle doit norma-
lement apparaitre.

Soit A un automate & contraintes. L’ensemble des régles A de A est un systéme de
réécriture contraint, c’est-a-dire qu’un terme t de T(X U Q) se réécrit en un terme ¢’ de

T(X U Q) par application d’une régle contrainte f(gi(z1)....,qn(2n)) -ﬂ) q(f(z1,...,20)) 2
une position p de £ si et seulement si:

1. t se réécrit en ¢’ par application de la régle f(q1(z1),---,¢n(2n)) = ¢(f(z1,...,20)) &
la position p,

2. f(t‘pllv . -1t|pn1) F c.
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Remarque 82. Dans la formule f(t|pi1,...,tlpn1) F ¢, la position 1 est ajoutée auz positions
pl,...,pn car celles-ci correspondent aux positions des états, alors que la contrainte c¢ est
vérifiée sur les termes de T'(X).

La relation binaire — (notée en général — 4) est définie comme la relation de réécriture
contrainte par une régle de A sur 7(X U Q). Un terme t de T(X) est dit reconnu ou accepté
par Asit 5a q(t) avec ¢ un état final Q. Le langage des termes clos reconnus par A est

noté L(.A). Nous désignons par RAC la classe des langages d’arbres reconnus par les AC.

Le membre gauche (respectivement le membre droit) d’une régle f(qi(z1),-- ., gn(zn)) -,

q(f(z1,...,2,)) de Aest f(qi(z1),...,qn(2xn))[c] (respectivement q(f(z1,...,z,)))-

Exemple 83. Nous considérons 'AC A = (£,Q,Q4,A) avec ¥ = {f/4,s/1,0/0}, Q =
{an, 90,497}, Qf = {q5} et A composé des régles suivantes:

0 — (]0(0)
s(go(z1)) - gn(s(z1))
5(gn(21)) - gn(s(z1))
F(0(21), 40(22), 4n(23), 4a(24)) £ 47 (f(21, 22,23, 24))
flgo(z1), 40(3?2),%(733) go(z4)) s 21:*2 _ 97 (f(z1, 22, 73, 24))
f(g5(z1), gu(22), 4n(23), gn(z4)) lamsngimians=s) 95 (f(z1, T2, 3, 4))

Cet automate calcule la somme de deux entiers relatifs positifs écrit en base 1. En effet,
on a de facon évidente, L(A, qo) = {0} et L(A,¢,) = {s*(0) | k € N,}. De plus si t est
reconnu par A, alors on peut montrer qu’il eriste un terme ty et n,m entiers tels que t =
f(t1,s7(0),5™(0), s"*™(0)).

Inversement pour tous n, m entiers, il existe un terme f(t;,s™(0),s™(0), s"+™(0)) accepté
par A. Par exemple, Uarbre ci-dessous est accepté par A.

f

/\
f s s s
=7~ | | |
00 s s 0 s s
| | |
s s 0 s
| | |
s s 0

l |

0 0

Remarquons que pour tout automate a contraintes A = (X, @, Qf, A), il existe un auto-
mate & contraintes A’ = (%, Q, 9, A’) tel que L(A) = L(A') et les régles de A’ ne soient
contraintes que par des conjonctions de contraintes égalitaires et diségalitaires. Pour construire
A’, il suffit de mettre la contrainte ¢ de chaque régle de A sous forme normale disjonctive
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(c=c¢1 V- Ve avec les ¢y, ..., ¢k conjonctions de contraintes égalitaires et diségalitaires)
puis d’écrire une régle pour chacune des conjonctions de la forme normale.

Pour en terminer avec les définitions sur les automates a contraintes, nous définissons
comme pour les automates d’arbres standards la notion de calcul.

Soit A = (£, Q, Qf, A) un automate a contraintes et ¢ un terme clos de T'(Z). Un calcul r
de A sur t est une application r de Pos(t) dans Q compatible avec les régles de A, c’est-a-dire
pour toute position p de Pos(t), si tl, = f(t1,...,tn), r(p) = ¢, r(pt) = ¢; pour tout ¢ de [n],
alors il existe une contrainte ¢ telle que f(ty,...,t,) F c et

F@(1), - gal@n)) > q(F(z1, - 1 20))

soit une régle de A. Un calcul de A est réussi si r(€) est un état final et un terme clos ¢ de
T(X) est accepté par A si et seulement s’ il existe un calcul réussi de A sur t.

2.3.2 Expressivité

Pour tout langage £ reconnu par un RATEG, il existe un automate a contraintes A tel
que L = L(A). Nous en déduisons la propriété suivante.

Propriété 84. Le pouvoir d’expression des automates d contraintes est supérieur d celui des

RATEG.

2.3.3 Déterminisation et complétion

Les notions de déterminisme et de complétion se définissent pour les automates a contraintes
de facon similaire au cas des automates d’arbres standards.

Un automate & contraintes A = (3,9, Qf, A) est déterministe si et seulement si pour

toute paire de rigles £(q1(a1), -, dn(2n)) > q(f (o1, - 2a)) €t F(a1(21),- - dn(2n) >
¢ (f(z1,..-,2n)) de A, la contrainte ¢ A ¢ est insatisfiable si ¢ # ¢'.

Donc si un automate est déterministe, pour tout terme ¢ clos il existe au plus un état ¢
tel que t — q(t).

Propriété 85 (Déterminisation, A.-C. Caron [14]). Pour tout AC A, il ezxiste un AC
A’ déterministe tel que L(A) = L(A").

Un automate a contraintes est complet si et seulement si pour toute terme ¢ clos il existe
au moins un état g tel que t = g(t).

Propriété 86 (Complétion, A.-C. Caron [14]). Pour tout AC A, il eriste un AC A’
complet tel que L(A) = L(A').

De plus, dans le cas de ’algorithme de complétion de A.-C. Caron [14], si .A est déterministe
alors A’ est déterministe. Donc les AC ont les mémes propriétés de déterminisation et de
complétion que les AAS.



2.3. AUTOMATES D’ARBRES A CONTRAINTES 63

2.3.4 Propriétés de cloture

La classe RAC a les mémes propriétés de cléture par opérations booléennes que la classe
des langages réguliers.

Propriété 87 (Opérations booléennes). La classe RAC est close par opérations booléennes
(union, intersection et complément).

2.3.5 Probléeme du vide

Nous venons de voir que les automates a contraintes conservent certaines bonnes propriétés
des automates d’arbres standards. Malheureusement la décision du vide n’est pas conservée.

Propriété 88 (Probléme du vide). Le probléeme du vide est indécidable pour les AC.

Cette propriété se déduit de I'indécidabilité du probléme du vide pour les RATEG (pro-
priété 75) et de la propriété 84.

La classe des automates a contraintes ne peut donc étre utilisée pour résoudre des pro-
blémes de décision concernant des systémes non linéaires. Pour utiliser ces automates dans
la résolution de tels problemes, des sous-classes d’automates d’arbres a contraintes pour les-
quelles le vide est décidable ont été considérées. Ces sous-classes sont caractérisées par des
restrictions sur la syntaxe des contraintes d’égalité ou sur les positions ol s’appliquent de
telles contraintes. Apres avoir cité quelques applications possibles des AC, nous rappelons les
sous-classes de la classe des AC pour lesquelles le vide est décidable.

2.3.6 Applications

Les automates a contraintes permettent de généraliser aux termes et systémes de réécri-
ture non linéaires les résultats de reconnaissabilité de la section Applications du chapitre
Automates d’arbres finis.

Pour ’ensemble de cette section, ¥ est une signature et X un ensemble de variables.

Propriété 89 (AC reconnaissabilité des instances closes). Sit est un terme de l'en-
semble T(X, X), alors ’ensemble des instances closes de t appartient ¢ RAC.

Dans un premier temps, on considére £, le terme linéarisé de t, c’est-a-dire que f est
linéaire et qu’il existe un renommage de variables (éventuellement non injectif) o tel que
t = to. D’aprés la propriété 54, il existe un automate d’arbres standard A reconnaissant
’ensemble des instances closes de t.

Ensuite, on remplace chaque régle de A donnant un état final par une régle, de méme
ossature, contrainte par les égalités que doivent satisfaire les termes pour satisfaire les non
linéarités de t. On obtient un AC reconnaissant ’ensemble des instances closes de t.

Exemple 90. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0} et le terme t = f(z,g(z)). Le terme
linéarisé de t estt = f(z, g(y)) et ’ensemble de ses instances closes est reconnu par I’AAS A
de Uezemple 55. On en déduit VAC Ay = (X,{q, 99,95}, {q5}, At) dont les régles sont :

a = q(a) fla(@).a(@)) = a(f(@,z2)
9(e(z1)) = glolz1))  flgg(e1),9(z2) = q(f(a1,22))
00,6) = Glo) Sl a) T g (fae)

Flag(en) ap(@2)) S gy(flor,2a)
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Le langage reconnu par A; est l’ensemble des instances closes de t.

Puisque I’ensemble des termes clos réductibles par un systeme de réécriture est reconnais-
sable par RATEG (propriété 76) et le pouvoir d’expression des automates a contraintes est
strictement supérieur & celui des RATEG (propriété 84), nous avons la propriété suivante.

Propriété 91 (AC reconnaissabilité des termes clos réductibles). Soit R un systéme
de réécriture sur X. L’ensemble des termes clos réductibles par R appartient a RAC.

En fait, pour une régle de réécriture ! — r, on construit un AC reconnaissant ’ensemble
des instances closes de ! par la construction réalisée dans la preuve de la propriété 89. On
en déduit un AC reconnaissant ’ensemble des termes clos réductibles par la régle [ — r.
Les contraintes égalitaires de cet automate permettent de vérifier qu’a une certaine position
d’un terme on peut appliquer la regle [ — r. Elles assurent les égalités des sous-termes aux
positions correspondant & des occurrences multiples de variables dans ! (exemple 92).

Exemple 92. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0} et le systéme de réécriture R :=
{f(z,9(z)) - a}. On part de 'automate A; reconnaissant l’ensemble des instances closes
de f(z,g(z)) (ezemple 90) et on lui ajoute les régles suivantes:

9(gs(z1)) = g5(g(z1)) flas(=1),4(z2)) = gs(f(21,22))
flg(1), g5 (z2)) — ¢s(f(21,22))

L’automate obtenu reconnait l’ensemble des termes clos réductibles par R.

La classe RAC étant close par complément (propriété 87), on obtient en prenant ’automate
complément de I’automate de la propriété 91:

Propriété 93 (AC reconnaissabilité des formes normales). Soit R un systéme de réé-
criture sur X. L’ensemble des termes clos en forme normale pour R appartient ¢ RAC.

Exemple 94. Nous reprenons [’ezemple précédent (ezemple 92) et nous considérons ’'AC
An = (5,{q,49} {q, 95}, An) dont les régles sont :

a - qlo) fla@)a@) = a(f(z1,22))
9(g(21) = g(9(=1)  flgp(a1)a(e) =  a(f(z1,22)
06 (21)) = g(9(e)  Fla(z1) gp(a2) “E2D g(f(a1,22))

Fgs(21) a5(e2) 2E2D g(f(a1,22))

Chaque fois que ’automate rencontre dans un termet un sous-terme de la forme f(t1, g(t2))
avec ty,ty termes, il vérifie que ce terme n'est pas réductible & cette position (t; # t3). Cette
vérification est réalisé par la derniére régle ci-dessus.

On en déduit que le langage reconnu par A, est l'ensemble des termes clos en forme
normale pour R.
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2.4 Automates a contraintes diségalitaires

Dans sa these [46], F. Jacquemard restreint la classe des automates d’arbres & contraintes
en interdisant toute contrainte égalitaire dans les régles de transition. Les automates ainsi ob-
tenus sont appelés automates a contraintes diségalitaires et le vide est décidable pour ceux-ci.
En revanche, certaines propriétés de cloture des automates a contraintes sont perdues, comme
le complément ou la déterminisation. Mais ces automates n’en ont pas moins d’importantes
applications, en particulier ils permettent la reconnaissance de I’ensemble des formes normales
closes de n’importe quel systéme de réécriture.

2.4.1 Définition

Définition 95 (ACD). Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate d’arbres
a contraintes diségalitaires (ACD) est un automate a contraintes (¥, Q, Qf, A) dont les régles
de transition de A sont la forme:

1. a — g{a) ot a est une constante de ¥ et q un état de Q;

2. flr(z1),---sqn(zn)) 1, (f(z1,...,zn)) ot f est un symbole de ¥ d’arité n stricte-
ment supérieure @ un, qi,...,qn,q des états de Q, zy,...,x, des variables distinctes
de X et ¢ une combinaison booléenne de contraintes diségalitaires ne contenant que des

connecteurs V et A.

Nous désignons par RACD la classe des langages d’arbres feconnus par les ACD.

2.4.2 Déterminisation et complétion

Les ACD conservent la propriété de complétion des automates des AC. Par contre la
propriété de déterminisation n’est pas conservée.

Propriété 96 (Complétion, F. Jacquemard [46]). Pour tout ACD A, il existe un ACD
A’ complet tel que L(A) = L(A').

Propriété 97 (Déterminisation, F. Jacquemard [46]). La classe des ACD n’est pas close
par déterminisation.

2.4.3 Propriétés de cloture

Toutes les propriétés de cloture des AC ne sont pas vérifiées par les ACD. En effet, la
classe des langages reconnus par les automates a contraintes diségalitaires n’est pas close par
complément (propriété 99). Par contre:

Propriété 98 (Union, Intersection, F. Jacquemard [46]). La classe RACD est close
par union et intersection. -

Propriété 99 (Complément, F. Jacquemard [46]). La classe RACD n’est pas close par
complément.
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2.4.4 Probléme du vide

Les ACD ne possédent donc pas toutes les propriétés des AC. Mais contrairement aux
AC, le probléeme du vide est décidable pour ces automates.

Propriété 100 (Probléme du vide). Le probléme du vide est décidable pour les ACD.

La preuve de cette propriété établie par F. Jacquemard [46] s’inspire de la preuve de dé-
cidabilité du probléme du vide pour les automates d’arbres standards. F. Jacquemard définit
une opération de réduction sur les calculs d’un automate a contraintes diségalitaires A, géné-
ralisant ’opération de pompage sur les calculs des automates d’arbres standards. Ensuite, il
détermine une condition suffisante de réductibilité par pompage sur les calculs de 'automate
A. Il s’agit d’une borne en profondeur 5(A) telle que si un calcul r de .A est plus grand que
b(A), alors on peut réduire par pompage r en un calcul r’ de A. Donc il suffit d’énumérer
tous les termes de T'(X) de hauteur inférieure ou égale a b(.A) et de tester leur appartenance
a L(A) pour savoir si £(.A) est vide ou non.

2.4.5 Expressivité

Tout AAS étant un ACD, le pouvoir d’expression des ACD est supérieur a celui des AAS.
De plus la classe des réguliers étant close par complément (propriété 45) mais pas la classe
RACD (propriété 99), nous avons la propriété suivante.

Propriété 101. Le pouvoir d’expression des ACD est strictement supérieur a celui des AAS.
P p P

2.4.6 Applications

Nous avons vus qu’étant donnée une signature T et un systéme de réécriture R, il existe
un AC reconnaissant I’ensemble des termes clos en forme normale pour R (propriété 93). En
fait, on peut remarquer que I’automate construit est un ACD. En effet, les seuls tests qu’'un
automate a contraintes doit effectuer dans ses transitions pour vérifier qu’un sous-terme n’est
pas réductible par une régle de R sont des inégalités de sous-termes (exemple 94). De tels
automates peuvent donc étre construits dans la sous-classe ACD.

Propriété 102 (ACD reconnaissabilité des formes normales, F. Jacquemard [46]).
Sotent ¥ une signature, X un ensemble de variables et R un systéme de réécriture sur X.
L’ensemble des termes clos en forme normale pour R appartient ¢ RACD.

Les ACD permettant de généraliser la propriété 64 utilisant les AAS pour montrer que le
probléme de réductibilité inductive est décidable pour les systémes de réécriture linéaires a
gauche (théoréme 65).

Propriété 103. Soient ¥ une signature, X un ensemble de variables, R un systéme de ré-

écriture sur T et t un terme de T (X, X). Il existe un ACD Ay tel que L{A,) = ( si et seulement
si t est inductivement réductible pour R.

La décidabilité du probleme de réductibilité inductive se déduit alors de la décidabilité du
probléme du vide pour les ACD (propriété 100). Nous rappelons que la premieére preuve de
cette propriété est due a D. Plaisted [70].

Théoréme 104 (Probléme de réductibilité inductive). Le probléme de réductibilité in-
ductive est décidable.
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2.5 Automates A tests entre fréres

La classe des automates a tests entre fréres, introduite par B. Bogaert et S. Tison [11], est
une sous-classe de la classe AC pour laquelle les tests d’égalité et de différence sont restreints
3 des termes fréres (tests a la profondeur 1). L’ensemble des résultats mentionnés dans cette
section est issu de I’article de B. Bogaert et S. Tison [11].

2.5.1 Définition

Définition 105 (ATF). Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate d’arbres
3 tests entre fréres (ATF) est un quadruplet (3, Q, Qs A) ot :

1. X est une signature;

2. Q est un ensemble fini d’états (XN Q = 0);

3. Q¢ C Q est l'ensemble des états finaux;

4. A est un systéme de réécriture dont les régles sont de la forme:
(a) a — q(a) ot a est une constante de ¥ et q un état de Q;

(b)) f(a(z1), -, qn(zn)) E) g(f(z1,...,2,)) ot f est un symbole de ¥ d’arité n

supérieure ou égale a un, q,...,qn,q des états de Q, zq,...,z, des variables
distinctes de X et ¢ une combinaison booléenne de contraintes égalitaires de la
forme m = ' avec |7| = |7'| = 1.

Nous désignons par RATF la classe des langages d’arbres reconnus par les ATF.

2.5.2 Déterminisation et complétion
Les ATF conservent les propriétés de déterminisation et de complétion des AC.

Propriété 106 (Déterminisation, complétion, B. Bogaert et S. Tison [11]). Pour
tout ATF A, il existe un ATF A’ déterministe et complet tel que L(A) = L(A").

L’algorithme utilisé par B. Bogaert et S. Tison pour démontrer cette propriété a pour
entrée un automate a contraintes pleines (définition 108) et donne en sortie un automate a
contraintes pleines. Donc si A est un automate a contraintes pleines, A’ ’est aussi.

2.5.3 Normalisation

Dans la définition des ATF, les régles peuvent contenir des contraintes imposant des égali-

tés entre des sous-termes atteignant des états différents (par exemple la régle f(q:1(z1), g2(z2))

1=2 . . s . .
[———L q(f(z1,22)) avec q1 # q2). Pourtant, il est souvent intéressant et simplificateur de pou-

voir supposer que les égalités ne sont imposées qu’entre des sous-termes atteignant des états
identiques. Les ATF satisfaisant cette propriété sont dits normalisés.

Définition 107 (ATF normalisé). Un ATF est normalisé si pour toute régle

f(‘h(l‘l), .- 'squ(zn)) E} Q(f(zla ... ’zn))

de l’automate et toute contrainte égalitaire m = 7’ de ¢, on a q; = q.
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Dans le chapitre Automates & tests d’égalité entre fréres et cousins de la par-
tie Automates a contraintes, nous voyons que ’association des propriétés de complétude
et de normalisation est également intéressante. Cette association donne des automates dans
lesquels, pour tout terme t de (X, Q), il existe une et une seule régle applicable a ¢. Ces auto-
mates nécessitant une manipulation particuliere des contraintes des régles, nous commengons
par introduire un type particulier de contraintes.

Définition 108. Soient ¥ une signature et n un entier inférieur ou égal d ’arité mazimale
des symboles de fonction de L. Une contrainte pleine ¢ sur n positions est une conjonction
de contraintes égalitaires et diségalitaires telle que :

e Pout toute contrainte égalitaire 1 = n' (diségalitaire ® # 7'), on a |7| = || = 1,
c’est-d-dire ™ et ' sont des entiers strictement positifs;

e Pour tous entiers m,n’ inférieurs ou égaur & m, soit la contrainte égalitaire 7 = 7',
soit la contrainte diségalitaire m # 7' apparait dans c;

o c est satisfiable c’est-a-dire l’ensemble des termes t de T (X) tels que t F ¢ est non
vide.

En d’autres termes, si ¢ est une contrainte pleine sur n positions, il existe une partition
(Ei)ier de [n], I ensemble d’indices, telle que:

c:::/\ /\ =0 A /\ /\ 1#1.

kel LU'eEg k.k'el.k#k' I€ELl'eE

Pour simplifier I’écriture, nous notons ¢ = (E;);ecr et pour toute paire d’entiers k, ! infé-
rieurs ou égaux de n,

e k=, sila contrainte k = [ apparait dans c, et
e k7, lsila contrainte k # [ apparait dans c.

Pour tout entier n strictement positif, nous désignons par EC,, I’ensemble des contraintes
pleines sur n positions. Dans le cas particulier oi » = 0, nous notons EC| = {T}.

Exemple 109. Les contraintes pleines constituant l’ensemble ECY, sont les suivantes:
p 3

1=2 A 1=3 A 2=3; 1#£2 A 1=3 A 243;
1#2 A 1#3 A 2=3; 1=2 A 143 A 2#3;
1#2 A 1#3 A 2#3.

De fagon évidente, pour tout ATF A, il existe un ATF A’ & contraintes pleines tel que
L(A) = L(A)". Nous ne donnons pas ici la construction qui consiste uniquement & transformer
la combinaison booléenne de contraintes égalitaires de chaque régle en une disjonction de
contraintes pleines équivalente et de créer une régle par membre de cette disjonction (cette
opération augmente le nombre de régles). Lorsque nous nous restreignons aux automates a
contraintes pleines les notions de déterminisme et de complétude restent les mémes.
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Remarquons que pour deux contraintes pleines ¢ et ¢’ de EC], différentes, la contrainte
¢ A ¢ est insatisfiable. Nous avons donc:

Remarque 110. Un ATF A a contraintes pleines est déterministe si pour toute paire de

régles £(q1(21)s -, ga(®n) D> 4(f(@1,- -, 22)) €t £(@1(21), - - » @a(2n)) D ¢ (F(21,-- - 20))

de A,onag=¢.

Finalement, les restrictions faites sur les regles des automates pour qu’ils soient normalisés
ne portant que sur les contraintes égalitaires, nous définissons la notion suivante. Soient n un
entier strictement positif, ¢ une contrainte pleine de E'C7, et (s;)c[,) un n-uplet de symboles.
Alors (s;)icfn) satisfait les €galités de c si pour toute contrainte égalitaire 7 = 7’ de ¢, on a
Sqp = Spt.

Définition 111 (ATF normalisé-complet). Un ATF A = (X,Q,Qy, A) est normalisé-
complet si:

e [l est déterministe;
e Toutes les contraintes de ses régles sont des contraintes pleines;

e Pour tout symbole de fonction f de ¥ d’arité n, pour tout n-uplet (‘Ii)ie[n] d’états et
toute contrainte pleine c de EC], dont les égalités sont satisfaites par (‘Ii)ie[n]: il existe

un état q tel que la régle f(q1(z1),.-.,qn(zn)) —[3]-> q(f(z1,--.,2n)) appartienne a
Aj;

o Pour tout symbole de fonction f de ¥ d’arité n, pour tout n-uplet (g;)ic[n) d’états et
toute contrainte pleine ¢ de EC;, dont les égalités ne sont pas satisfaites par (g:)ic[n)s

il nexiste pas d’état q tel que la régle f(g1(z1),---,qn(z4)) [—C]-> g(f(z1,--.,2n))
appartienne d A.

Exemple 112. Nous considérons UATF A = (X, Q, Qf, A) défini par = = {f/2,h/1,a/0},
Q =1{q,q5}, Qs ={q;} et les régles suivantes:

a = gla) hg(e) = a(hler)

has(z)) = ap(h(z)) fla(z1) q(z2) =5 g5(f(z1,22))
fla(z1),qa2)) D q(f(ernea))  flaler),as(zs) ZD g(f(ar,20))
flar(=1), a(22)) E» (fene)  flar(@),a(z2) 1 gp(f(er,22))

f(‘If(zl)’ g¢(z2)) — q(f(z1, z2))

A est de facon évidente normalisé-complet.

Les ATF possedent la propriété de normalisation-complétion (propriété 113) ce qui permet
de simplifier un certain nombre de preuves sur cette classe d’automates. En particulier, les
preuves de cloture par opérations booléennes de la classe des langages reconnus par la classe
des ATF sont faites en considérant des automates normalisés-complets (section 2.5.4).

Propriété 113 (Normalisation-complétion, B. Bogaert et S. Tison [11]). Pour tout
ATF A, il existe un ATF A’ normalisé-complet tel que L(A) = L(A').
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2.5.4 Propriétés de cloture

La classe RATF a les mémes propriétés de cloture booléennes que la classe RAC.

Propriété 114 (Opérations booléennes, B. Bogaert et S. Tison {11]). La classe RATF
est close par opérations booléennes (union, intersection et complément).

B. Bogaert et S. Tison ont également étudié dans leur article [11], les propriétés de clture
par morphismes d’arbres de la classe RATF et ont obtenus les résultats suivants.

Propriété 115 (Morphismes symbole-symbole, B. Bogaert et S. Tison [11]). La
classe RATF est close par morphismes d’arbres symbole-symbole.

Propriété 116 (Morphismes inverse, B. Bogaert et S. Tison {11]). La classe RATF
n’est pas close par morphismes d’arbres inverses.

2.5.5 Problémes de décision

L’indécidabilité du probléme du vide pour les AC (propriété 88) vient de la possibilité
de superposer des tests d’égalité dans un calcul de 'automate. D’autre part, la preuve de
décidabilité du probléme du vide pour les ACD (propriété 100) est rendue difficile par la
possibilité de superposer (croiser) des tests de différence. Pour les ATF, on n’a jamais de
telles superpositions, ce qui d’une part rend le probleme du vide décidable et d’autre part
simplifie la preuve de décidabilité.

Propriété 117 (Probléeme du vide, B. Bogaert et S. Tison [11]). Le probléme du vide
est décidable pour les ATF.

Donc les ATF ont ’avantage de conserver les propriétés des AC tout en ayant un probléeme
du vide décidable. B. Bogaert et S. Tison ont également étudié le probleme de finitude pour
les ATF.

Propriété 118 (Probleme de finitude, B. Bogaert et S. Tison [11]). Le probléme de
finitude est décidable pour les ATF.

2.5.6 Applications

La restriction sur les contraintes des ATF étant assez forte, leur puissance d’expression
s’en trouve forcément limitée par rapport aux automates d’arbres 3 contraintes. Néanmoins,
ces automates permettent d’améliorer dans des cas intéressants certains résultats obtenus avec
les automates d’arbres standards (section Applications du chapitre Automates d’arbres
finis).

Pour la suite, nous considérons une signature ¥ et un ensemble de variables X'

Tout d’abord, la décidabilité du probleme de réductibilité inductive pour les systemes de
réécriture linéaire a gauche (théoreme 65) s’étend ainsi:

Théoréme 119 (Probléeme de réductibilité inductive, B. Bogaert et S. Tison [11}).
Le probléme de réductibilité inductive est décidable dans le cas d’un terme t semi-linéaire de
T(X, X) et d’un systéme de réécriture R semi-linéaire @ gauche.
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En effet, les semi-linéarités permettent de montrer que I’ensemble des instances closes de
t et ’ensemble des formes normales closes de R sont reconnaissables par ATE (propriétés 120
et 121). Donc I'intersection de ces deux ensembles I’est aussi puisque la classe RATF est close
par intersection (propriété 114).

Propriété 120 (ATF reconnaissabilité des instances closes). Si t est un terme semi-
linéaire de T (X, X), alors l’ensemble des instances closes de t appartient ¢ RATF.

Propriété 121 (ATF reconnaissabilité des formes normales). Soit R un systéme de
réécriture semi-linéaire a gauche. Alors l’ensemble des termes clos en forme normale pour R
appartient a RATF.

De plus, la propriété d’entourage (propriété 57) se généralise facilement au cas des termes
linéaires pour lesquels les non linéarités apparaissent entre positions fréres.

Propriété 122. Si t est un terme semi-linéaire de T(X, X)), alors l’ensemble des termes
entourant t appartient a RATF.

Exemple 123. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0}, le terme t = f(z,z) et VATF A =
(3,9,9f,A) ou Q={q,qr}, Qs = {qr} et A est constitué des régles suivantes :

a —  qa) 9(g(z1)) = q(g(z2))
9(gr(z1)) = gs(g(z1)) fle(z1),q(z2)) — q(f(z1,22))

)
fla(z1), q(z2)) —[1—:‘2‘]* gs(f(z1,22))  flar(z1),q(z2)) — g7 (f(z1,22))
flg(z1), g7 (22))

— Qf(f(l'hzZ))
L’automate A reconnait l’ensemble des termes entourant t.

Vérification de sortes

Dans la section 2.2.5, nous avons vus que les RATEG permettent de reconnaitre ’ensemble
des termes clos bien sortés suivant une signature avec déclarations de sortes (propriété 79). Ce
résultat reste valable dans le cas des ATF a condition que les non linéarités des déclarations
ne fassent intervenir que des positions freres.

Propriété 124. Soit une signature multi-sortée telle que pour toute déclaration de sorte
t € s, t est un terme semi-linéaire. Alors pour toute sorte s, il existe un ATF A, reconnaissant
Uensemble des termes clos de sorte s.

La propriété 122 et les bonnes propriétés des ATF (propriétés 114 et 117) permettent
d’étendre le résultat de décidabilité de la théorie de la réduction avec sortes obtenue par les
AAS (théoreme 70) aux déclarations de sortes.

Théoréeme 125. Le probléme de satisfiabilité du fragment de la théorie de la réduction avec
déclaration de sortes dans lequel les prédicats redi(.) et les déclarations de sorte t' € s sont
tels que t et t' sont semi-linéaires est décidable.
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2.6 Automates a tests d’égalité entre fréres

Avant de définir les automates a tests entre fréres, B. Bogaert et S. Tison [10] avait défini
les automates a tests d’égalité entre fréres. La classe de ces automates est une sous-classe
de la classe des ATF dans laquelle les contraintes des regles se limitent a des contraintes
égalitaires entre positions fréres. L’ensemble des résultats mentionnés dans cette section est
issu de ’article de B. Bogaert et S. Tison [10].

2.6.1 Définition

Définition 126 (ATEF). Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate
d’arbres & tests d’égalité entre fréres (ATEF) est un quadruplet (3, Q, Qf, A) ot :

1. ¥ est une signature;

2. Q est un ensemble fini d’états (XN Q = 0);

3. Qf C Q est l'ensemble des états finaux;

4. A est un systéme de réécriture dont les régles sont de la forme :

a) a — q(a) ot a est une constante de ¥ et q un état de Q;
q ;

() flgi(z1),--.,qn(zn)) = ¢(f(21,...,2,)) 0u f est un symbole de ¥ d’arité n su-
périeure ou égale @ un, qy,...,qn,q des états de Q et zy,...,x, des variables de
X.

Notons que les régles peuvent é&tre non linéaires. Cette non linéarité permet d’imposer des
égalités entre termes freres.

Remarque 127. Les égalités imposées par les automates a tests d’égalité entre fréres sont
ezprimées par la non linéarité des parties gauches de regles et non par des contraintes égali-
taires.

Nous désignons par RATEF la classe des langages d’arbres reconnus par les ATEF.

2.6.2 Propriétés de cléture

Les ATEF n’ont pas toutes les propriétés de cléture des ATF. En particulier 'absence de
contraintes diségalitaires dans les régles rend la classe des langages reconnus par la classe des
ATEF non close par complément.

Propriété 128 (Union, intersection, B. Bogaert et S. Tison [10]). La classe RATEF
est close par union et intersection.

Propriété 129 (Complément, B. Bogaert et S. Tison [10]). La classe RATEF n’est pas
close par complément.
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2.6.3 Expressivité

Tout AAS est de facon évidente un ATEF. De plus la classe des réguliers étant close par
complément (propriété 45) mais pas la classe RATEF (propriété 129), nous avons la propriété
suivante.

Propriété 130. Le pouvoir d’ezpression des ATEF est strictement supérieur a celui des

AAS.

Par exemple, ’ensemble des arbres binaires équilibrés appartient a la classe RATEF
(exemple 131) mais n’est pas régulier.

Exemple 131. Soit la signature ¥ = {f/2,a/0}. Les termes équilibrés de T(X) sont définis
récursivement par:

e a est équilibré ;
e Sity etty sont équilibrés, alors f(ty,t;) est équilibré.

L’automate a tests d’égalité entre fréres A = (2, {q}, {q},A) dont les régles sont définies
ci-dessous reconnait les termes €quilibrés de T(X).

a

q
- flg(z), q(z) q(f(z,z))

Tout ATEF est de fagon évidente équivalent & un ATF. De plus la classe RATF étant
close par complément (propriété 114) mais pas la classe RATEF (propriété 129), nous avons
la propriété suivante.

Propriété 132. Le pouvoir d’ezpression des ATF est strictement supérieur a celut des ATEF.

Par exemple, I’ensemble des arbres binaires non équilibrés est reconnaissable par ATF
(exemple 133) mais pas par ATEF.

Exemple 133. Soient la signature ¥ = {f/2,a/0} et 'automate a tests entre fréres A =
(Z,{9,95}, {45}, A) dont les régles sont définies ci-dessous.

N

]

o = qla) fla(z1)a(@2) =3 q(f(e1,22))
fa(@)a(22) = a(f@ne))  flas(a)a(@2)) - ar(f(z1,22)
flg(z1),q5(z2)) — qp(f(z1,22)) flag(z1),q5(22)) = qr(f(z1,22))

A reconnait les termes non équilibrés de T(X).
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2.6.4 Normalisation

La notion de normalisation définie pour les ATF reste valable pour les ATEF puisqu’elle
ne fait intervenir que des contraintes égalitaires. Nous adaptons donc sa définition a la forme
des regles des ATEF.

Définition 134 (ATEF normalisé). Un ATEF est normalisé si pour toute régle

f(Q1(-’L'1), .- .,qn(Il?n)) — q(f($17 ce 7x'n))
de A, (2;)ig[n est valide pour (g;)ic[n); c’est-a-dire si: Vi, j € [n],z; = z; = ¢; = g;.

Propriété 135 (Normalisation, B. Bogaert et S. Tison [10]). Pour tout ATEF A, il
eziste un ATEF A’ normalisé tel que L(A) = L(A").

Cette propriété est utilisée pour montrer que le pouvoir d’expression des automates a tests
d’égalité entre freres et cousins simples est supérieur a celui des ATEF (lemme 187).

2.6.5 Probléme du vide

Puisque tout ATEF est un ATF et le probleme est décidable pour les ATF' (propriété 117),
le probléme du vide est décidable pour les ATEF.

Propriété 136 (Probléme du vide). Le probléme du vide est décidable pour les ATEF.

2.6.6 Application

Nous considérons ¥ et I' deux signatures et A un ensemble de variables.

Propriété 137. Soient L un langage régulier et ® un morphisme d’arbres de T(X) dans
T(T) semi-linéaire. Alors ®(L) appartient ¢ RATEF.

Dans la preuve de cette propriété, nous construisons un ATEF A’ avec e-transitions, et
nous montrons que ®(L£) = L(A"). En procédant de facon similaire au cas des AAS (théo-
réme 36), nous pouvons montrer qu’il existe un ATEF équivalent a A’ sans e-transitions.

Preuve : Soient L un langage régulier et ® un morphisme d’arbres de T'(X) dans T'(T)
semi-linéaire déterminé par ’application ¢. D’aprés le théoreme 42, il existe un AAS ré-
duit A = (£,9, Qf,A) tel que L(A) = L. Tout d’abord, nous construisons un automate
A = (T, 2, ff’ Al

Considérons une régle r := f(q1(y1),---,9n(yn)) = ¢(f(y1,---,yn)) de A, le terme semi-
linéaire t; = ¢(f) de T'(T', X) et 'ensemble des positions Pos(t ). Nous définissons I’ensemble
d’états Q" = {q, | p € Pos(ts)} et I'ensemble de régles A” contenant les régles suivantes.
Pour toute position p de Pos(ty),

1. Si p=cet ts(p) est un symbole g de I'y, alors g(¢](21),..-,9%(2k)) = 7 (g(z1,. -, 2k))
avec

Vi,j €[], (2 = 7)) & (87 (3) € Xet t£(i) = £(5))

est une regle de A",
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2. Sip # eet tf(p) est un symbole g de T'y, alors g(g7,(21), .- -, ;k(zk)) — q(9(z1,- .., 2k))
avec 2y, ...,z variables distinctes de A" est une regle de A",

3. Si ts(p) = z; variable de Xy, alors ¢;(z) — ¢;(z) est une régle de A",
4. q;(z) — q(z) est une regle de A".

Nous procédons de méme pour toutes les régles de A. Nous supposons que les ensembles
d’états Q" sont disjoints et qu’ils sont disjoints de Q. Nous définissons maintenant A’ par:

® le Q U Qra
reA
L ] Q, = Qf’
e A'= U AT,
réA

A’ est de fagon évidente un ATEF. Montrons que &(£) = £(A").

®(L) € L(A"). Pour toute reégle r := f(q1(1),---,qn(¥n)) = ¢(f(y1,---,¥s)) de A, tous
termes ti,...,t, de T(I) tels que pour tout ¢ de [n], t; —»4+ g;(¢;) et toute position
p
de Pos(ts), nous montrons que

t'lp <4 g5 (t'l5) ey
avec t' = ts{x1 « ty,...,Z, ¢ tn} par induction sur la longueur de p.

Position feuille différente de €: Soit p une position de LPos(ts). Si tf(p) est une
variable z;, alors /|, = t; =4 ¢i(t;) = gy(t:) puisque la régle ¢;(z) — q;(z)
appartient a A" (point 3 de la définition de A").
Sinon t7(p) est une constante a de T, alors t'|, = a —4/ ¢;(a) puisque la régle
a—q (a) appartient a A™ (point 2 de la définition de AT).
Donc dans tous les cas, /|, —>4 ap(t']5)-

Position non feuille différente de €: Soit p une position de ZPos(ty) différente de

€. Supposons que la propriété (1) soit vraie pour toute position de longueur stric-
tement supérieure a celle de p.

Il existe un symbole g de I' d’arité k différente de zéro tel que t'|, = g(t'|p1, - - -, t'|pk)-
Pour tout entier ¢ de [k], on a par hypothése d’induction, t'|,; =54 qp;(t'|pi) puisque
lpel > [pl-

De plus la regle g(gp;(21), - - -+ gpe(2k)) = gp(9(21,.. ., 2)) ol z1,..., 2 sont des
variables distinctes appartient a A" (point 2 de la définition de A™). Donc

tlo =ar 9(@1 (F'lp1), - - - g (t'lok)) —ar g5 ()

La propriété (1) est donc vérifiée pour p.
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Position €: Si tf(€) est une variable ou une constante, la propriété (1) est vraie (cas
des positions feuilles).

Supposons donc qu’il existe un symbole g de I' d’arité k différente de zéro tel
que t' = g(t'|1,-..,t'|x). Pour tout entier : de [k], la propriété (1) est vraie pour
la position ¢ d’aprés les deux cas précédents donc t'|; S g7 (t'];). Dot t' 54
9(g1(¥'1), - -+, i (¥'lx))-

La reégle g(¢{(z1),--., a5 (2k)) = ¢7(g(21, ..., zk)) avec

Vi, j € [k, (2i = 2;) & (84(1) € Xet t7(1) = 5(5))

appartient 2 A" (point 1 de la définition de A”). Donc pour tous entiers ¢, j de
[k] tels que i # j, si z; = z;, on a tf(7) est une variable et t(:) = t¢(j). Nous en
déduisons que t'|; = t’|;. Donc

9@ (t'h)s - gk ('l8) = ar € (F)

par la régle ci-dessus. La propriété (1) est donc vérifiée pour la position e.
La propriété (1) est donc vraie. Nous en déduisons que:
Ei{T by ey Tt} = gtz by, -, Tn £ )) (2)

puisque ¥'|¢ = tf{z; « t1,...,Zn « Lo} et la régle ¢ — ¢ appartient & A (point 4 de
la définition de A").

Nous montrons maintenant que:

VEET(Z) t saq(t) = B(t) Da q(@(t) _ (3)

par induction sur la longueur de la chaine de dérivation t =4 ¢(t).

Base: Soit ¢t un terme de T'(X) tel que t — 4 ¢(t). Alors ¢ est une constante a de X
et la régle a — ¢ appartient & A. Donc ®(t) = tf est un terme clos et nous avons

ty = gq(t;) par la propriété (2). Donc la propriété (3) est vraie pour le cas de
base.

Induction : Soit k un entier strictement positif. Supposons que la propriété (3) soit
vraie pour toute chaine de dérivation de longueur inférieure ou égale a k.
Soit ¢t un terme de T'(X) tel que t =4 f(q1(t1),---,qn(tn)) =34 g(t) par une chaine
de dérivation de longueur k+1 avec r := f(q1(y1),---.qn(yn)) = ¢(f(y1,---,Yn))-
Par hypothése d’induction, nous avons pour tout i de [n], ®(t;) —u ¢:(®(t:))
puisque t; —4 ¢i(t;) par une chaine de longueur inférieure ou égale a k.
Par définition, ®(t) = t;{z1 + ®(t1),...,2, + ®(¢,)}. Donc par la propriété (2),
®(t) =4 q(®(t)) ce qui termine la preuve de la propriété (3).

Nous déduisons de cette propriété et de Q = Qy que ®(L) C L(A).
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L(A") C ®(L). Nous montrons que:

V' € T(T), t' Suq(t'), g€ Q@ = 3t e L{A, q)tel quet' = d(t) (4)
par induction sur le nombre d’états de Q apparaissant dans la réduction de t’ en ¢(t').

Base : Soit ¢ un terme de T(T) tel que t' =4 q(t') avec q état de Q et tel que
gsoit le seul état de Q apparaissant dans la réduction de ¢’ en ¢(¢'). Donc puisque
les ensembles d’états Q" sont disjoints deux & deux, il existe une régle r :=
flaa(yr), -+ -sqn(yn)) = ¢(f(y1,-..,yn)) de A telle que seules les régles de AT
sont utilisées dans la réduction de ¢’ en ¢(t'). Nous déduisons des régles de A" qu’il
existe un symbole f de X tel que t' = ¢(f).

Puisque A est réduit, il existe des termes ty,...,t, de T(X) tels que pour tout ¢
de [n], t; =4 ¢;(t;). Donc t = f(t1,...,tn) =4 q(t). De plus &(t) = ¢’ donc la
propriété (4) est vraie pour le cas de base.

Induction : Soit £ un entier non nul. Supposons que la propriété (4) soit vraie pour
toute dérivation dans laquelle apparait au plus &k états de Q.

Soit ¢ un terme de T(T) tel que t' =4 g(t') avec g état de Q et k+1 états de Q
apparaissant dans la dérivation de t’ en ¢(t'). Il existe alors C contexte de C™(T’)

avec m entier strictement positif, uj, ..., u;, termes de T(I'), s1,..., 5, états de
Q tels que:
ot/ =Cluy,...,ul,],

o t! D4 Cls (u1);- - -5 5m (upy)] = q(t'),
e ¢ est le seul état de ’ensemble Q apparaissant dans la dérivation de
Clsi(u}), ..., 5m(up,)] en ¢(t).
Par hypotheése d’induction, il existe u;, ..., u, termes de T(X) tels que pour tout
i de [m], u} = ®(u;) avec u; 4 5i(us).
Puisque les ensembles d’états Q" sont disjoints deux a deux, il existe une regle
r = fla(n), -, q(yn)) = @(f(y1,--.,¥n)) de A telle que seules les régles de
A" sont utilisées dans la réduction C[s;(u)),...,sm(u,)] en g(t’). Nous en dé-
duisons qu’il existe un terme semi-linéaire ¢; et t{,...,t, termes de T(T) tels
que Clsi(u}),...,sm(ul,)] = ti{z1 < q(t})),..., 2, « q.(t,)}. Notons que ¢’ =
Cluly. . up] =te{zy ), ...z, «tL}.
Soit le terme ¢ = f(v1,...,v,) tel que pour tout entier ¢ de [n],
e Si z; apparait dans ¢;, alors v; = u; avec j tel que g;(t}) = s;(u}),
e Sinon v; est un terme de 7'(X) tel que v; 4 gi(v;) (v; existe puisque A
est réduit).
Soit i entier de [n], tel que z; apparait dans ts. Alors v; = u; avec j tel que ¢;(t}) =
sj(u}). Donc @(v;) = u}; =t} et ¢; = s;. Or u; 54 55(u;). Dot v; D4 gi(vi)-

Finalement pour tout entier ¢ de [n], v; =4 ¢;(v;). Nous avons donc t' = ®(t) et

t a4 flqr(v1),. .. qn(vn)) D4 q(t).

Finalement la propriété (4) est vraie.
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Nous déduisons de cette propriété et de Q'; = Q; que L(A") C ®(L). Donc L(A") = ®(L)
d’olt ®(L) appartient & RATEF. 0

2.7 Automates de réduction

Nous avons vu dans la section Applications du chapitre Automates d’arbres stan-
dards que le probléme de satisfiabilité de la théorie de la réduction est décidable lorsqu’on
se restreint a des termes linéaires (théoréme 61). Dans [23], M. Dauchet, A.-C. Caron et J.-L.
Coquidé montrent que ce probléme est décidable dans le cas général en définissant une sous-
classe des automates a contraintes, appelée classe des automates de réduction, pour laquelle
le probleme du vide est décidable.

2.7.1 Définition

Les restrictions sur les contraintes caractérisant les automates de réduction sont moins
simples a exprimer que dans le cas des automates définis précédemment (ACD, ATF et ATEF).

En effet, la restriction n’est pas d’ordre syntaxique sur la forme des contraintes égalitaires
(r = 7') et diségalitaires (7 # 7’) mais concerne I’ensemble des calculs pouvant étre réalisés
par l'automate. L’idée est de borner le nombre de superpositions (croisements) d’égalités
testées dans les calculs, indépendamment du terme sur lequel ’automate calcule, afin d’obtenir
la décidabilité du probléme du vide.

Définition 138 (AR). Soit X’ un ensemble dénombrables de variables. Un automate de ré-
duction (AR) est un automate a contraintes (X, Q, Qy, A) tel qu’il existe un ensemble par-
tiellement ordonné fini S et une fonction w de Q vers S telle que pour toute regle de transition

flai(z1),- .-, gn(zn)) -[ﬂ) q(f(z1,...,25)) de A, w(q) est un majorant de {w(q1),...,w(g.)}

dans S et de plus, c’est un majorant strict si ¢ contient des contraintes égalitaires.
Nous désignons par RAR la classe des langages d’arbres reconnus par les AR.

Remarque 139. Soit un calcul r de A sur un terme t. Si en une position p det une régle fai-
sant intervenir des tests d’égalité est appliquée, on a w(r(t|,)) strictement plus grand w(r(t|,))
pour toute position p’ det telle que p <1 p'. Donc puisque S est fini, le nombre de tests d’égalité
sur chaque branche est fini.

Exemple 140. Soient la signature & = {f/2,a/0} et 'automate A = (X, {q, 45(s.4), 95}, {9s}s
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A) dont les régles sont:
= q(a)
= Gf(ay) (f(z1,22))

=2 (f(21, 22))

Uf(z,y)(f (21, 22))
- qf(a:,y)((f(wl,fﬂz))

=2, (F(a1, 72))

fla(z1), q(z2
f4f(z)(®1), a(22

F @5z (z1), 9(z2 27,

))
)
)
f(9(21): 95 (z,9) (22))
f(‘If(r y)(xl)v qf(z,y)(IZ))
)(21); €1 (z,9)(22))

)

)

)

)

)

F@fon P22 ey (f(@1,22))
flas(z1), g(z2 = gr(f(z1,22))
flg(z1), g5 (22 — g7 (f(z1,22))
flas (1), 45 (z,9) (72 = gs(f(z1,22))
f(qf(z,y (z1),q5(22 - gs(f(z1,z2))
f(gs(z1), 95 (2 = gs(f(z1,22))

Soient l'ensemble S = {0, 1} tel que 0 < 1 et la fonction w de S dans Q telle que w(qf) = 1
et w(q) = w(qs(z,y)) = 0. Alors Uautomate A est un AR déterministe et complet reconnaissant
Uensemble des termes entourant le terme f(f(z,y), z).

2.7.2 [Expressivité

Tout automate a contraintes diségalitaires est un AR puisque seules des inégalités sont
testées.

Propriété 141. Le pouvoir d’expression des AR est supérieur @ celui des ACD.

2.7.3 Déterminisation et complétion

La classe des automates de réduction est close par complétion mais non par déterminisa-
tion.

Propriété 142 (Complétion, M. Dauchet et al. [23]). Pour tout AR A, il existe un AR
A’ complet tel que L(A) = L(A").

Remarque 143. Dans le cas de l'algorithme de complétion de M. Dauchet et al., si A est
déterministe alors l'automate complet A’ est déterministe.

Propriété 144 (Déterminisation, M. Dauchet et al. [23]). La classe des AR n’est pas
close par déterminisation.
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2.7.4 Propriété de cloture

La classe des langages reconnus par les automates de réduction n’est pas close par complé-
ment. En effet, Pautomate A défini dans I’exemple 133 est un AR puisqu’aucune contrainte
d’égalité apparait dans ses regles. Donc cet automate reconnait ’ensemble des termes binaires
non équilibrés. Le complément de ce langage est ’ensemble des termes binaires équilibrés. Or
on peut montrer que ce langage n’est pas reconnaissable par AR.

Néanmoins, la sous-classe des langages reconnus par les automates de réduction détermi-
nistes est close par complément puisque ces automates peuvent étre complétés (propriété 142
et remarque 143).

Propriété 145 (Complément, M. Dauchet et al. [23]). La classe des langages reconnus
par les automates de réduction déterministes est close par complément.

Cette restriction sur le déterminisme des automates n’est pas nécessaire pour les autres
opérations booléennes et donc nous avons la propriété suivante.

Propriété 146 (Union, intersection, M. Dauchet et al. [23]). La classe RAR est close
par unton et intersection.

2.7.5 Probléme du vide

Comme nous ’avons vu ci-dessus, la finitude de S permet de borner le nombre de tests
d’égalité réalisés par un automate de réduction le long de toute branche d’un calcul. Cette
borne assure la décidabilité du probléeme du vide. ‘

Propriété 147 (Probléme du vide, M. Dauchet et al. [23]). Le probléme du vide est
décidable pour les AR déterministes.

L’algorithme de décision du probléme du vide de M. Dauchet et al [23] s’inspire de la
longue preuve de D. Plaisted [70] dont est déduite la décidabilité de la réductibilité inductive.

2.7.6 Applications

M. Dauchet et al. [23] montrent que les automates de réduction permettent de généraliser
les résultats sur la théorie de la réduction obtenues avec les AAS (propriété 57 et théoréme 61).

Tout d’abord, les régles de ces automates suffisent a reconnaitre I’ensemble des termes
entourant un terme quelconque.

Propriété 148. Soient ¥ une signature et X' un ensemble de variables. Alors si t est un
terme de T(X,X), l'ensemble des termes entourant t est reconnu par AR déterministes et
complets.

L’exemple 140 illustre cette propriété.

Puisque la classe des AR déterministes et complets possédent de bonnes propriétés (décida-
bilité du probléme du vide (propriété 147) et clotiire par opérations booléennes (propriétés 145
et 146), on a le théoreme suivant :

Théoréme 149 (M. Dauchet et al. [23]). Le probléme de satisfiabilité de la théorie de la
réduction est décidable. .
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2.8 Automates de réduction généralisés

Dans un article de 1994 [15], A.C. Caron, H. Comon, J.L. Coquidé, M. Dauchet et F.
Jacquemard introduisent une nouvelle classe d’automates généralisant a la fois les ATF (sec-
tion 2.5) et les AR (section 2.7). Plus exactement, pour un calcul de ces automates, appelés
automates de réduction généralisés, le nombre de tests d’égalité entre positions fréres est

quelconque (ATF) et le nombre de tests d’égalilité entre positions non fréres est borné sur
chaque branche (AR).

2.8.1 Définition

Définition 150 (ARG). Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate de
réduction généralisé (ARG) est un automate d contraintes (¥, Q, Qf, A) tel qu’il eziste un
ensemble partiellement ordonné fini S et une fonction w de Q vers S telle que pour toute

régle de transition f(q1(z1),...,qn(z2)) H, q(f(z1,...,2,)) de A, w(g) est un majorant de
{«(q1),--.,w(gn)} dans S et de plus, c’est un majorant strict si ¢ contient des contraintes
égalitaires de la forme 7 = @’ avec |w| > 1 ou |7'| > 1.

Nous désignons par RARG la classe des langages d’arbres reconnus par les ARG.

2.8.2 Expressivité

De fagon évidente, tout ATF est un ARG et tout ARG est un automate & contraintes.
D’ou les propriétés suivantes.

Propriété 151. Le pouvoir d’expression des ARG est supérieur a celui des ATF.
Propriété 152. Le pouvoir d’expression des AC est supérieur a celui des ARG.

Enfin tout AR est un ARG. De plus ’ensemble des termes binaires équilibrés est recon-
naissable par ARG mais pas par AR.

Propriété 153. Le pouvoir d’ezpression des ARG est strictement supérieur d celui des AR.

2.8.3 Probléme du vide

La propriété essentielle des ARG est de conserver la décidabilité du probleme du vide des
ATF et AR.

Propriété 154 (Probléeme du vide, A.-C. Caron et al. [15]). Le probleme du vide est
décidable pour les ARG.

2.8.4 Applications

Les tests et propriétés des ARG permettent de combiner les résultats de décidabilité
obtenus pour la théorie de la réduction d’une part avec les AR (théoréme 149) et d’autre part
avec les ATF (théoreme 125).

Théoréme 155. Le probléme de satisfiabilité du fragment de la théorie de la réduction avec
déclaration de sortes est décidable lorsque les déclarations de sorte t’ € s sont telles que t' est
semi-linéaire.
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2.9 Automates a tests d’égalité entre cousins

Nous avons dans les sections précédentes que le probleme du vide est indécidable pour les
AC (propriété 88) mais qu'’il devient décidable lorsque 'on se limite 4 des tests d’égalité entre
positions fréres (propriété 136).

Nous pouvions donc espérer conserver cette décidabilité en limitant les tests d’égalité a
des termes de méme profondeur. Pourtant, M. Tommasi [86] montre que le probléme du vide
est indécidable des que ’on ne borne pas le nombre de tests d’égalité autorisés entre termes
cousins (sous-termes a la profondeur 2). Dans le chapitre Tests d’égalité entre cousins de
la partie Automates & contraintes nous établissons une nouvelle preuve de ce résultat.

Dans cette section, nous définissons les automates ayant de tels tests et nous les appelons
automates a tests d’égalités entre cousins.

2.9.1 Définition

Définition 156 (ATEC). Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate
d’arbres a tests d’égalité entre cousins (ATEC) est un quadruplet (X, Q, 9, A) ot :

1. ¥ est une signature;

2. Q est un ensemble fini d’états (XN Q = P);

3. Q¢ C Q est l’ensemble des états finaur;

4. A est un systéme de réécriture dont les régles sont de la forme:

a) a — q(a) ot a est une constante de 2 et q un état de Q;
q

(b) flar(z1),-...qa(2n)) = q(f(21,...,25)) ot f est un symbole de & d’arité n su-
périeure ou €gale ¢ un, q,...,qn,,q des états de Q et xy,...,z, des variables
distinctes de X';

(c) flg1(u1), .-, qn(un)) = q(f(u1,- .., un)) ot pour tout i de[n], u; = fi(z},.. .,z;‘_))
avec f, fi, ..., fn symboles de ¥ d’arité respectiven,p1,....,pn (n<1),q1,.-.,¢n, q
des états de Q et les zf] des variables de X .

La troisieme forme de régles se représente plus facilement sous forme d’arbre:

f q
/T\ —_— |
qll - qin f
/I\
fl fn fl . fn
ST T PN T
m% iL‘zl” z7 ... x;n z} z},l z] zgn

Remarque 157. Seules les régles de la troisiéme forme peuvent étre non linéaires ce qui
permet d’imposer uniquement des €galités entre termes cousins.

Nous désignons par RATEC la classe des langages d’arbres reconnus par les ATEC.
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2.9.2 Expressivité

A tout ATEF, on peut associer un ATEC reconnaissant le méme langage. En effet, on
remplace toute regle f(q1(z1),...,qn(2n)) — ¢(f(21,...,2,)) par Uensemble des régles de la
troisieme forme pour tout n-uplet uy, ..., u, tel que:

e Pour tout entier ¢ de [n], u; soit une constante de ¥ ou un terme de la forme
fizi, ..., z;.)) avec f; symbole de ¥ d’arité p; et zf} variables distinctes de X,
et

o Pour tous entiers ¢, j de [n], u; = u; si z; = z;.

Donc le pouvoir d’expression des ATEC est supérieur a celui ATEF. Nous prouvons ci-
dessous que la classe RATEF est strictement incluse dans la classe RATEC.

Propriété 158. Le pouvoir d’expression des ATEC est strictement supérieur a celui ATEF.

Preuve : Soit 'automate A = ({a/0,b/0,¢/0,9/1, f/2, h/2}, {4a; @, G, 91, 92, 95}, {q5}, D)
avec A composé des regles de transition suivantes:

)
1

s

&

A A
AA%\AA

)
f(ga(z), 9(y)

f(ga(2), 9c(y)
h(g1(f(z,9)), ©2(f(2:2))) — q5(R(f(z,y), f(=, 2)))

Alors A est un ATEC reconnaissant le langage suivant :

L={teT(X)|t=nh(f(ts,t2), f(t1,t3)) avec t; € T({g,a}) et t2,t3 € {b,c}}.

Supposons que £ soit un langage de la classe RATEF. Alors il existe un automate a tests
d’égalité entre freres A’ = ({a/0,b/0,¢/0,9/1, /2, h/2}, Q, Qf, A) reconnaissant L. Pour
tout entier », nous notons t, le terme h(f(g"™(a),bd), f(¢"(a), c)). Alors puisque t, appartient
a L, il existe un état final ¢, de Qf et deux états q; n, g2, de Q tels que:

h qn
th —ar q/\q — 4 }'L
1,n 2,n
l | T
f(g™(a),b) f(g"(a),c) flg"(a),b) f(g"(a),c)

Soient m et n deux entier distincts (m # n). Puisque t,, et t, appartiennent & £, nous
avons f(g™(a),b) S a ¢1.m et f(g™(a),c) S g2.n. SUPPOSONS qUE G, = 1 5, alors

h(f(g™(a),b), f(9"(a),€)) = aa(h(f(g™(a),d), f(g"(a),C))).

Donc le terme h(f(g™(a),b), f(¢"(a), c)) appartient & L. On aboutit 3 une contradiction d’ou
g1.m 7 q1,»- Les états de la famille (g1 »)nen sont donc deux a deux distincts ce qui contredit
la finitude de I’ensemble des états Q. Nous en déduisons que £ n’est pas un langage de la
classe RATEF. O



84 ' CHAPITRE 2. AUTOMATES D’ARBRES A CONTRAINTES

Enfin tout ATEC est de fagon évidente un RATEG.

Propriété 159. Le pouvoir d’ezpression des RATEG est supérieur a celut des ATEC.

2.9.3 Propriétés de cloture

Propriété 160 (Union, intersection). La classe RATEC est close par union et intersec-
tion.

Preuve : Soient ¥ une signature, X’ un ensemble de variables et, A, = (X, Q1, Qf,,Ay) et
Az = (£, Q2,9yf,,Ag) deux ATEC. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 9
et Qs sont disjoints.

Soit "automate A = (5,9, Qf, A)avec Q = Q1 UQp, Qs =Q UQp et A=A;UA A
est un ATEC et nous avons de fagon évidente L(A) = L(A;)UL(A,). Donc la classe RATEC
est close par union.

Montrons maintenant que la classe RATEC est close par intersection. Nous désignons
par m; (respectivement 72) la projection de Q; X Q; sur Q; (respectivement Q) et nous
considérons I'automate A’ = (X, Q’, },A') défini par:

L4 Q, = Ql X QZa
d Ql = {q € Q, lVl € [2],7!',(q) € in}7 et
o A’ défini par:

St fg1(u1),---rqnlun)) = q(f(uy,...,u,)) est une regle de A et f(s1(vq),...,8,(vn)) —
s(f(v1,...,vs)) une régle de A, alors la régle suivante appartient & A:

f (g,9)
ST~ — I

(g1, 51} {(gn: 8n) f
| | TN

t tn b ... i,

avec f(t1,...,tn) = f(¥1,...,u,)0 ol o est 'un des unificateurs les plus généraux de
Flur, ... up) et f(vr,...,vn).

Alors nous pouvons montrer que pour tout terme ¢t de T'(X),
t—oaq(t) & Vi€ [2,t—a, 7i(g)(D)

Nous en déduisons que £(.A) = L(.A,) NL(A,) d’ou la cloture par intersection de la classe
RATEC. O

2.9.4 Probléeme du vide

Propriété 161 (Probleme du vide, M. Tommasi [86]). Le probléme du vide est indéci-
dable pour les ATEC.
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Chapitre 3

Méthode des Arbres-Grilles

L’utilisation des grilles pour coder les calculs des machines de Turing afin de prouver des
résultats d’indécidabilité est classique [50, 95, 39, 58, 93]. Nous adaptons cette méthode aux
arbres en codant toute grille finie en un arbre. Nous nommons la méthode ainsi obtenue la
méthode des Arbres-Grilles.

Tout d’abord, nous faisons un rappel sur les machines de Turing (section 3.1) puis nous
définissons la méthode des Arbres-Grilles (section 3.2).

3.1 Machine de Turing

Les machines de Turing sont un outil classique pour la démonstration de ’indécidabilité
de problemes. Elles ont été introduites par A.M. Turing [91] en 1936 et constituent 'un des
modéles les plus standards de calculateurs.

Dans un premier temps, nous rappelons les principales définitions relatives aux machines
de Turing (section 3.1.1). Nous suivons pour cela la présentation des machines de Turing de
J.E. Hopcroft et J.D. Ullman [43]. Ensuite nous rappelons certains résultats d’indécidabilité
liés au probléme de 1’arrét de ces machines (section 3.1.2).

3.1.1 Définitions

Plusieurs variantes des spécifications des machines de Turing existent dans la littérature,
le modeéle que nous considérons [43] (voir illustration en figure 1) est déterministe et consiste
en une unité de contréle finie contenant un état, une bande divisée en cellules et une téte
scrutant une cellule de la bande & un instant donné. La bande est bornée a gauche et infinie
a droite. Chaque cellule de la bande contient un symbole d’un alphabet fini dit de bande.

Initialement la téte scrute la cellule de la bande la plus & gauche et I'unité de controéle est
dans un état dit initial. De plus un mot d’entrée constitué de symboles pris dans un sous-
ensemble de l'alphabet de bande est stocké sur la bande en partant de la cellule la plus a
gauche, toutes les autres cellules contenant un symbole particulier appelé blanc (symbole de
I'alphabet de bande n’appartenant pas a I’alphabet d’entrée).

Une machine de Turing exécute des mouvements. Chaque mouvement dépend du contenu
de la cellule scrutée par la téte et de I’état contenu par 'unité de contréle. Dans un mouvement,
une machine de Turing

1. change d’état,
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2. remplace le symbole de la cellule scrutée par un nouveau symbole, et

3. soit garde la méme position pour sa téte, soit la modifie en la déplagant d’une cellule
vers la gauche ou la droite.

FiG. 1 - Une machine de Turing.

Bande

Unité de

controle

Maintenant que nous avons donné une idée du fonctionnement d’une machine de Turing,
nous en donnons une définition formelle.

Définition 162. Une machine de Turing déterministe est un septuple M = (Q,%,T, 4, go, O, F)
ou :

o O est un ensemble fini d’états;

X C(I'\{Q}) est lalphabet d’entrée;
o I' est l'alphabet de bande (ensemble fini de constantes);

e O appartient a T et est le blanc;

go appartient @ Q et est I’état initial;
o F C Q est l'ensemble des états finaux;

e § est la fonction de transition (ou ensemble des régles de transition): 6 : Q xI' —
OxTIx{L,0,R}.

Considérons une machine de Turing déterministe M = (Q, X, T, 4, o, O, F). Une regle de
transition §(g,z) — (¢’, 2, d) de M s’interpreéte de la facon suivante: si M est dans 1’état ¢
et la cellule scrutée par la téte contient le symbole z, alors M passe dans 1’état ¢’, stocke z’
a la place de z dans la cellule scrutée et suivant la valeur de d modifie ou pas la position de
sa téte. Si d = 0 la téte ne bouge pas, si d = L la téte se déplace d’une cellule vers la gauche
et si d = R d’une cellule vers la droite.

L’état global de M a un instant donné est décrit par un mot wqw’ appelé configuration
ou description instantanée ou:

e ¢ est ’état de la machine,
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e ww' est un mot de I'* constitué du contenu de la bande c’est-a-dire :

e Le premier symbole de ww’ est le contenu de la cellule la plus & gauche de
la bande,

e ww' contient le symbole non blanc le plus & droite de la bande lorsque
celui-ci existe, et

e Le premier symbole du mot w’ est le contenu de la cellule scrutée par la
téte.

Remarque 163. A un instant donné, une infinité de configurations sont possibles, celles-ci
ne différant que par le nombre de blancs se trouvant a l'extréme droite du mot w'.

Une configuration gow’ est dite initiale si w' appartient & ©*{O}* et une configuration
wqu’ est dite finale si ¢ est un état final de F.

Un mouvement de M consiste en une paire de configurations (C,C’) ot C’ est obtenue 3
partir de C' par application d’une regle de transition de §. Un mouvement entre C et C' est

noté C ka4 C'. Nous notons l— M la cloture réflexive et transitive de Faq, donc C I- Mm C'si
C = C’ (pas de mouvement) ou si la configuration C’ est obtenue a partir de la configuration
C par application d’un nombre fini de mouvements.

Une suite finie de configurations C1, ..., Cj telle que pour tout entier i de [k — 1],C; Fum
Cit1, est appelée

e Un calcul de la machine de Turing M si la configuration C) est initiale,
e Un calcul débutant sur w de M si C; = qow, et

o Un calcul réussi de M si C} est initiale et C}, finale.

3.1.2 Probléme de ’arrét

L’indécidabilité du probléeme de I’arrét des machines de Turing est un résultat qui revient
souvent dans les preuves d’indécidabilité. En particulier ce résultat a permis a E.L. Post [73]
de prouver ’indécidabilité du probléme des mots des systémes semi-Thueins. En 1953, H.G.
Rice [75] montre que toute propriété non triviale des langages récursivement énumérables
est indécidable (Théoréme de Rice). En 1967, D. Scott [81] établit une nouvelle preuve de
Pindécidabilité du probléme de correspondance de Post (la preuve initiale étant due & E.L.
Post [72]). L’indécidabilité du probléme de ’arrét des machines de Turing a permis également
de montrer 1'indécidabilité de plusieurs variantes du probleme du pavage d’un plan par des
dominos.

Avant d’énoncer le probléme de 1’arrét des machines de Turing et de ’une de ses variantes
appelée probleme de ’arrét sur I’entrée vide, nous définissons la notion d’arrét. Soit M =
(2,%.T,4, go, O, F) une machine de Turing. M s’arréte sur l’entrée w, w mot non vide de

*

x{a}*, si gow Fam wiq'we avec ¢’ état final de F et M s’arréte sur ’entrée vide s’il existe
un calcul réussi pour M a partir d’une bande ne contenant que des blancs.

Probléme de arrét
Entrée: Une machine de Turing M et un mot d’entrée w.
Question : La machine M s’arréte-t-elle sur Uentrée w ?
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Probleme de l’arrét sur l’entrée vide
Entrée: Une machine de Turing M.
Question : La machine M s’arréte-t-elle sur l’entrée vide ?

Ces deux problémes sont indécidables (A.M. Turing [91]). Ces résultats sont conservés
si ’on considére la classe des machine de Turing ne possédant qu’un seul état final et dont
I’alphabet d’entrée est constitué de deux symboles et I’alphabet de bande de trois symboles
(donc l'alphabet de bande est I'union de I’alphabet d’entrée et du singleton contenant le
symbole blanc).

Cette remarque nous conduit a la définition d’une classe dite restreinte de machine de
Turing (définition 164) utilisée dans la section suivante et dans laquelle nous pouvons montrer
que les deux problémes d’arrét précédents restent indécidables (théoremes 165 et 166).

Définition 164. Une machine de Turing M déterministe est dite restreinte si:
e M est de la forme (Q, {a,b},{a,b,0},6,q0,0,{qs});

e Aucun blanc n'est écrit sur la bande par application d’une régle de transition (donc
le symbole blanc n'apparait jamais a gauche de la téte de lecture);

e qo n‘apparait pas en partie droite des régles.

Théoréme 165. Le probléme de l’arrét pour les machines de Turing déterministes restreintes
est indécidable.

Théoréme 166. Le probleme de ’arrét sur l’entrée vide pour les machines de Turing déter-
ministes restreintes est indécidable.

3.2 Meéthode de la grille

La méthode de la grille est un outil classique dans les preuves d’indécidabilité puisqu’elle
fournit un moyen pratique pour coder les calculs des machines de Turing. Dans le codage d’un
calcul, chaque ligne de la grille contient une configuration de la machine de Turing considérée
et deux lignes successives de la grille correspondent a un mouvement. En fait, une cellule (m, n)
de la grille contient la ni*™¢ valeur de la mi*™¢ configuration du calcul considéré. L’avantage
de cette structure réside en la possibilité de vérifier uniquement par des tests locaux que les
lignes successives d’une grille correspondent aux configurations successives d’un calcul réussi
de la machine de Turing.

Ce codage permet de déduire de I'indécidabilité de I’arrét de la machine de Turing d’autres
résultats importants d’indécidabilité. Par exemple, ce codage est utilisé dans la preuve de
I’indécidabilité de plusieurs variantes du probleme de pavage d’un plan par des dominos. Par
la suite, ces résultats ont permis de prouver 'indécidabilité de plusieurs sous-classes du calcul
des prédicats [39, 50, 58, 95] et I'indécidabilité de la solvabilité des équations diophantiennes
exponentielles [93]. W. Thomas [85] utilise ce méme codage de la machine du Turing pour
démontrer I'indécidabilité de la théorie monadique du second ordre faible de la grille. De plus
amples informations sur la méthode de la grille se trouvent dans le livre de E. Borger, E.
Gradel et Y. Gurevich [12].

Dans la suite de cette section, nous adaptons la méthode de la grille aux arbres. Nous
obtenons ainsi un outil de preuves d’indécidabilité, appelé méthode des Arbres-Grilles, que
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nous utilisons dans la suite de ce document. En fait nous associons & chaque grillee fini un
arbre. Donc nous pouvons coder chaque calcul d’une machine de Turing en un arbre. En fait
la méthode que nous utilisons lorsque nous faisons appel a la méthode des Arbres-Grilles est
la suivante.

Méthode 167. Nous ezxprimons deux propriétés: d’une part qu’un arbre est le codage d’une
grille et d’autre part que la grille associée a cet arbre code un calcul réussi d’'une machine de
Turing.

L’étape consistant a vérifier si une grille code un calcul réussi d’une machine de Turing
peut s’effectuer par des tests locaux sur la grille (appartenance et exclusion de motifs parti-
culiers). Ces tests sont réalisables par des outils tels que les automates d’arbres, la réécriture
et les contraintes ensemblistes, ce qui nous permet de montrer que les théories suivantes sont
indécidables :

e Le probléme du vide est indécidable pour les automates a tests d’égalité entre cousins
(chapitre Tests d’égalités entre cousins de la partie Automates d’arbres a
contraintes);

e Le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas pour la
classe des systemes de réécriture linéaires, minces et convergents (chapitre Indéci-
dabilité de la partie Réécriture);

e Le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes pour les
formules contenant pour seul opérateur ensembliste I'union (chapitre Indécidabilité
de la partie Contraintes ensemblistes).

Dans un premier temps, nous présentons les grilles finies (section 3.2.1). Puis nous as-
socions & chaque calcul d’une machine de Turing une grille (section 3.2.2) et finalement &
chaque grille un arbre particulier appelé G-Arbre (section 3.2.3). Nous en déduisons la pro-
position 177 a laquelle nous faisons appel pour démontrer les trois résultats d’indécidabilité
cités ci-dessus.

3.2.1 Grilles finies

Définition 168. Une grille finie sur un ensemble de symboles ¥ est une fonctiong: Dy =+ X
dont le domaine D, est un sous-ensemble de N, x N satisfaisant les propriétés suivantes:

1. V(u+ 1,v) € Dy, (u,v) € Dy;
2. ¥(u,v+1) € Dy, (u,v) € Dy;
3. Y(u,v) € Dy, (u+1,v+1) € Dy s’il eriste w tel que (v + 1,w) € D,.

Rerharque 169. Toutes les grilles que nous considérons dans la suite de ce document sont
finies donc nous omettons a partir de maintenant l'adjectif “finie”.

Toute grille ¢ se représente par un quadrillage bidimentionnel ¢ dont les cellules contiennent
les différentes valeurs prises par g. En fait, la cellule de ¢ se trouvant au croisement de la m'*™®
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ligne et de la n'*™¢ colonne est désignée par le couple (m,n) et contient la valeur g(m,n) de
la grille, l'origine (1,1) du quadrillage étant situé en son coin inférieur gauche.

Par définition du domaine des grilles, chaque ligne (respectivement chaque colonne) du
quadrillage ¢ commence au bord gauche (respectivement au bord inférieur) du plan et est
constitué de cellules pleines (conditions 1 et 2 de la définition 168). De plus par la condition 3
de la définition 168, la longueur des lignes croit strictement lorsque ’on parcourt le quadrillage
de bas en haut (exemple figure 2).

FiG. 2 - Une grille sur £ = {a, b, ¢} et son quadrillage.

g(L,l) = g(24) = a bl lcla
g21) = g(22 = b
g(l,2) = g(23) = c a | ¢

Dans la suite, nous ne faisons plus la distinction entre une grille et sa représentation en
quadrillage, et nous désignons par lig,(m) (respectivement coly(n)) la m'*™ ligne (respecti-
vement la n'*™¢ colonne) d’une grille g:

ligg(m) = {(mvl) | (mv l) € Dy}
coly(n) = {(k,n)| (k,n)€ Dy}

3.2.2 Machine de Turing et grille

Les grilles étant définies, nous montrons dans cette section que I’'on peut coder tout calcul
d’une machine de Turing en une grille. Nous considérons une instance M de la classe res-
treinte des machines de Turing déterministe (définition 164). Supposons que M = (9, {a, b},
{a,b,0}, 4,¢5,0, gf) avec Q = {q1,...,qx}-

La signature ¥ ainsi que plusieurs autres entités construites par la suite dépendent de la
machine de Turing M mais par souci de clarté, nous allons omettre dans les notations l’indice
M. Pour des raisons techniques, les symboles de la bande situés a gauche de la téte seront
indexés par la lettre g pour gauche et les autres symboles de la bande par d pour droite.
Nous obtenons ainsi pour alphabet de bande ’ensemble de constantes ConstantesMT défini
ci-dessous.

Définition 170. (Constantes) Soit ’ensemble ConstantesMT de constantes suivant:

SymbGauches := {a;, b}
SymbDroits := {a,,b,,0,}
Etats = {1+ :qu}
ConstantesMT := SymbGauchesU SymbDroitsU Etats

Remarquons que le symbole O; n’existe pas puisqu’aucun blanc ne peut apparaitre a
gauche de la téte de la machine (restriction de la définition 164).
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Chaque configuration CF de la machine de Turing M est un mot sur I’alphabet Constan-
tesMT, et plus exactement un mot de ’expression réguliere suivante :

CF := SymbGauches™ Etats SymbDroits*.

Et chaque calcul de la machine M est une suite finie de mots de I’expression réguliere
précédente.

Nous considérons maintenant ’ensemble des grilles construites sur l'alphabet Constan-
tesMT. Toute grille g représente une suite finie de mots de ConstantesMT * ou g(m,n) est la
ni¥™e Jettre du mi®™® mot de la suite. Bien évidemment, toute grille ¢ ne code pas un calcul
de la machine de Turing M et nous allons donc définir dans quelles conditions cela est le cas.
Par la suite, nous ne faisons plus la distinction entre les configurations qui ne différent que
par le nombre de symboles blanc se trouvant a leur extréme droite (exemple 171).

Exemple 171. Les configurations aja;qb,a,.0, et a;a1qb.a,0,.0,0,.0, seront utilisées indif-
féremment.

Nous définissons maintenant un ensemble Pr de motifs bidimentionnels qui nous permet
de détailler les conditions que doit remplir une grille pour représenter un calcul de la machine

M.

Définition 172 (Pr). L’ensemble Pr est l’ensemble des motifs décrit en figure 3 ot z,y,z
sont des éléments quelconques de ConstantesMT, c;,d; des éléments quelconques de Symb-
Gauches, ¢, d, des éléments quelconques de SymbDroits et _ un élément quelconque de Constan-
tesMT.

Remarquons que Pr est un ensemble fini puisque I’ensemble ConstantesMT est fini.

Dans la proposition suivante, nous établissons une relation entre grille et calcul.

Proposition 173. Soit une grille g dont la premiére ligne est la configuration initiale ¢,0,.0,.
Alors g représente un calcul de la machine de Turing M débutant sur l’entrée vide si et seule-
ment si aucun des motifs de Pr apparait dans g.

Preuve : Soit une grille g dont la premiere ligne est la configuration initiale ¢;0,0,. Les deux
blancs assurent que si aucun des motifs de Pr apparait dans g, chaque ligne de g est une
configuration de la machine de Turing M.

Supposons dans un premier temps qu’au moins un des motifs de Pr apparaisse dans g. Si
le premier motif de la figure 3 apparait dans g, un symbole autre que le blanc apparait a droite
d’un blanc ce qui traduit le fait qu’un blanc est écrit sur la bande par la téte de la machine
M ce qui contredit la définition des machines de Turing restreintes (définition 164). Si I'un
des deux motifs suivants de la figure 3 apparait dans g, un caractére gauche (SymbGauches),
respectivement un caractére droit (SymbDroits), est modifié alors que la cellule de droite,
respectivement de gauche, ne contient pas un état (FEtats). Si I'un des autres motifs de la
figure 3 apparait dans g, les-symboles de la bande sont modifiés sans application d’une regle
de la machine de Turing M. Donc dans tous les cas, g n’est pas le codage d’un calcul de la
machine M. Donc si g représente un calcul de la machine de Turing M débutant sur ’entrée
vide alors aucun des motifs de Pr apparait dans g.
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Fic. 3 - Ensemble Pr de motifs.

Cl,|a: ou z # 0O,
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Supposons maintenant qu’aucun des motifs de Pr apparaisse dans g. Montrons par induc-
tion sur le nombre m de lignes de g que la ligne lig,(m) se termine par deux blancs et que g
représente un calcul de la machine M débutant sur P’entrée vide.

Base (m = 1). Soit g une grille dont la seule ligne est la configuration initiale ¢,0,0,. De
fagon évidente, la ligne lig,(m) se termine par deux blancs et g représente un calcul de

la machine M débutant sur 'entrée vide.

Induction. Soit m un entier strictement positif. Supposons que I’hypothése d’induction soit
vraie pour toute grille dont le nombre de lignes est inférieur ou égal a m. Soit g une grille
constituée de m+1 lignes dont la premiére ligne est la configuration initiale ¢;0,0, et
dans laquelle aucun des motifs de Pr apparait. Considérons la grille ¢’ définie par:

d Dg':Dg\{(m'l'lvv) ‘ (m+1’v)€Dg}»

o V(u,v) € Dy, ¢'(u,v) = g(u,v).

Alors ¢’ est une grille de m lignes dont la premieére ligne est la configuration initiale
¢s0,0, et dans laquelle aucun des motifs de Pr apparait. Donc par hypothese d’induc-
tion, la ligne lig,,(m) se termine par deux blancs et g’ représente un calcul de la machine

M débutant sur ’entrée vide.

Montrons maintenant que le passage de la ligne lig,(m) a la ligne lig,(m + 1) constitue

un mouvement de la machine M.
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Soit n le nombre de colonnes de la grille g’. Alors g(m, n) est le dernier symbole de la ligne
lig,(m). L’exclusion du troisieme motif dé Pr nous permet d’affirmer que g(m+1,n) =
0, puisque g(m,n — 1) = g(m,n) = O,. Par définition de la structure de la grille
(condition 3 de la définition 168), {{ e N|I > n et (m+ 1,I) € Dy} est non vide. Nous
déduisons de l'exclusion du premier motif de Pr que pour tout entier ! de I’ensemble
précédent, on a g(m+ 1,1) = O,. Finalement la ligne lig,(m + 1) se termine par deux
blancs.

De plus la ligne lig,(m) représente une configuration de la machine M car ¢’ représente
un calcul de cette machine. Nous pouvons alors montrer que la ligne lig,(m + 1) de
g représente une configuration obtenue a partir de la configuration représentée par la
ligne lig,(m) par application d’une régle de transition de M puisqu’aucun motif de Pr
apparait dans g.

Finalement g représente bien un calcul de la machine de Turing M débutant sur I’entrée
vide. O

Nous venons de définir une bijection entre I’ensemble des calculs de la machine de Turing
M débutant sur ’entrée vide et un ensemble de grilles particulieres. Dans la section suivante,
nous définissons un ensemble d’arbres particuliers pour représenter les grilles et nous en
déduisons un codage des calculs réussis de la machine M dans ces arbres.

3.2.3 Grille et Arbre

Pour représenter une grille, on peut utiliser un ensemble de symboles de fonction binaires
constitué des symboles de la machine de Turing M. Mais pour la simplification des preuves,
nous utilisons un symbole ternaire, I’ensemble des constantes constituant les symboles de M
et une nouvelle constante L. Nous notons I' la nouvelle signature ainsi définie.

Définition 174 (Signature I'). La signature I' contient les symboles de fonction suivants:

f : ternaire
lo : constante
ai, b, ar, b, 0, q1,. .. ,qc @ constante

Sur cette signature, nous définissons la notion de G-Arbres, arbres représentant les grilles.

Définition 175 (G-Arbre). Un terme clost d’une signature contenant I' est un G-Arbre
sur I' si:

t e T () (PURETE)

Pour tout sous-arbre f(z,y,z) de t:
z = Lo ou téte(z) = f (FiLs-1)
y=lgou téte(y) = f (FiLs-2)

z € ConstantesMT (CONSTANTES)
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Pour tout sous-arbre f(f(z1,y1,21), f(z2,y2, 22), 23) de t:
Y1 = T2 (EGALITE)

Pour tout sous-arbre f(f(z1,y1,21),y2,22) de t:

téte(y1) = f (Corps-1)

Pour tout sous-arbre f(zy, f(f(z2,y2,22), Y3, 23), 21) de t:

téte(zy) = f (Corps-2)

Tout G-Arbre sur I peut étre représenté par une grille et inversement. En fait, dans un
G-Arbre £, le dernier fils de chaque symbole f est le contenu d’une cellule de la grille, le
premier fils le voisin du dessus de cette cellule et le second fils le voisin de droite. Et la “fin”
d’une grille (sur une ligne ou une colonne) correspond a une feuille 1o de ¢ (exemple figure 4).

Fi1G. 4 - Une grille de deux lignes et son G-Arbre.

L I~
T f 7 ar
’ T /\\ /\

Lo [ b f 1o b,

LofarJ_ofa,

1o 4o 0O, 1o Lo 0O,

La condition EGALITE traduit le fait qu’en faisant a partir d’une cellule de la grille un
pas vers le haut puis un pas vers la droite, on aboutit a la méme cellule qu’en faisant un pas
vers la droite puis un pas vers le haut.

La condition CoORrPs-1 traduit le fait que toute cellule ayant un voisin du dessus a aussi
un voisin supérieur droit. En d’autres termes, pour tout entier m, la m + 1™ ligne de la
grille est strictement plus longue que la m**™* ligne (conditions 3 de la définition 168).

Finalement la condition CORPS-2 traduit le fait que toute cellule ayant un voisin supérieur
droit & aussi un voisin du dessus. Par conséquent toutes les lignes commencent a la méme
position (conditions 2 de la définition 168).

Nous pouvons donc associer facilement a toute grille un arbre appelé G-Arbre et vice-versa.
Nous pouvons également associer a tout motif d’une grille un contexte de T'(I', X') (contexte)
ayant la structure d’un G-Arbre. La construction est la méme que pour obtenir un G-Arbre
a partir d’une grille, excepté que les symboles Lo de fin de ligne et de colonne sont remplacés
par des variables de fagon a obtenir un arbre linéaire (exemple figure 5 et définition 176).

Définition 176 (Pr). Nous associons d tout motif de l’ensemble Pr un conterte de T (T, X').
L’ensemble obtenu est noté Pr.
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Fic. 5 - Un motif et son contexte associé.
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Nous venons de définir une bijection entre ’ensemble des grilles finis et un ensemble
d’arbres appelés G-Arbres. Les G-Arbres peuvent donc étre utilisés pour coder les calculs
de la machine de Turing M comme le font les grilles. Nous allons maintenant caractériser
Pensemble des G-Arbres codant les calculs réussis de la machine M débutant sur ’entrée
vide.

Proposition 177. Un G-Arbre t sur I' code un calcul réussi de la machine de Turing M
débutant sur ’entrée vide si et seulement si:

e t entoure larbre f(zy, f(z2, f(z3, Lo, Or),0,),qs) (InrT1)
o t n’entoure pas larbre f(f(z1,22,9s), T3, Z4) (IN1T2)
et n’entoure pas larbre f(z1, f(z2,%3,4s), T4) (IN1T3)
o t n’entoure aucun des motifs de Py (CaLcur)
ot entoure l’arbre f( Lo, z1,qy) (FINAL)

Preuve : Soit t un G-Arbre sur I'. Supposons que { code un calcul r réussi de la machine
de Turing M débutant sur 'entrée vide. La configuration initiale de la bande est alors n’im-
porte quel mot débutant par g, et se prolongeant par un nombre quelconque de blancs O,.
Puisque nous ne faisons pas la distinction entre les configurations qui ne différent que par
le nombre de symboles blanc se trouvant a leur extréme droite (exemple 171), nous pre-
nons pour configuration initiale de la bande ¢;0,.0,. La premiere ligne de la grille g asso-
ciée au calcul r est donc ¢;0,.0,. L’arbre linéaire associé a cette configuration est l’arbre
f(z1, f(z2, f(x3, Lo,0,),0,),¢s). Donc la condition INIT1 est satisfaite. De plus comme g,
n’apparait pas en partie droite des régles de la machine M (restriction de la définition 164),
cet état n’apparait que dans la cellule se trouvant en bas a gauche de la grille. Or si la condi-
tion INIT2 (respectivement la condition INIT3) n’est pas respectée, ¢, apparait sur une ligne
de g autre que la premiére (respectivement dans une colonne de g autre que la premiere).
Donc ces deux conditions sont également satisfaites.

Comme r est un calcul de la machine de Turing M, nous déduisons de la proposition 173
qu’aucun motifs de Pr apparait dans g d’ou la condition CALCUL puisque P est ’ensemble
des contextes associés a Pr (définition 176). De plus le calcul r est réussi, donc ’état final ¢y
apparait en ligne lig,(m) de la grille g ol m est le nombre de lignes de g. Nous en déduisons
la condition FINAL.

Finalement si ¢t est un G-Arbre sur I’ codant un calcul réussi de la machine de Turing M
débutant sur Pentrée vide, t vérifie les cinq conditions énoncées dans la proposition 177.
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Considérons maintenant un G-Arbre ¢ sur I satisfaisant les conditions INIT1, INIT2, INIT3,
173 et FINAL. Soit g la grille associée a t. Les conditions INIT1, INIT2 et INIT3 imposent que
la premiere ligne de g est la configuration initiale ¢;0,.0,.

De plus, nous déduisons de la condition CALCUL qu’aucun motifs de Pr apparait dans g.
Donc d’aprés la proposition 173, ¢ code un calcul de la machine de Turing M débutant sur
P’entrée vide. Il en est donc de méme pour ¢.

Finalement la condition FINAL impose que ¢; apparait en ligne lig,(m) de la grille g ou
m est le nombre de lignes de g, et donc le calcul est réussi.

Donc si t est un G-Arbre sur I' satisfaisant les cinq conditions énoncées dans la propo-
sition 177, t code un calcul réussi de la machine de Turing M débutant sur I’entrée vide.

d

Cette proposition constitue le coeur de la méthode des Arbres-Grilles que nous appliquons
dans les domaines des automates a contraintes, de la réécriture et des contraintes ensemblistes.
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Automates d’arbres a contraintes
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Cette partie, composée de trois chapitres, est consacrée a 1’étude des automates d’arbres
a contraintes.

Dans le premier chapitre, nous montrons en utilisant la méthode des Arbres-Grilles que le
probléme du vide est indécidable pour les automates & tests d’égalité entre cousins. Dans le
second, nous définissons une classe d’automates a tests d’égalité entre fréres et cousins pour
laquelle le vide est décidable ce qui nous permet de réduire la frontiére entre la décidabilité
et I'indécidabilité du probleme du vide pour les automates d’arbres & contraintes.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous montrons que le probléme de reconnaissabilité
pour les ATF est décidable c’est-a-dire que pour tout langage £ reconnu par un ATF, on peut
décider si £ est régulier.
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Chapitre 1

Tests d’égalité entre cousins

Dans le chapitre Automates d’arbres a4 contraintes de la partie Outils de décida-
bilité et d’indécidabilité, nous avons vu que le probleme du vide est décidable pour les
automates a tests entre freres (ATF) ainsi que pour les automates d’entourage généralisés
(ARG). Ces résultats permettaient d’espérer que le probléme du vide restait décidable en
effectuant des tests d’égalité entre sous-arbres situés a la méme profondeur. Pourtant, M.
Tommasi [86] montre que le probléme du vide est indécidable dans la classe des automates
a tests d’égalité entre cousins (ATEC), c’est-a-dire dés que ’on autorise des tests d’égalité
entre sous-arbres a la profondeur deux. Dans ce chapitre nous établissons une nouvelle preuve
de ce résultat en utilisant la méthode des Arbres-Grilles.

Théoréeme 178. Le probléme du vide est indécidable pour les automates a tests d’égalité
entre cousins.

Nous rappelons tout d’abord les différents éléments intervenant dans la méthode des
Arbres-Grilles que nous avons introduite dans la partie Outils de décidabilité et d’in-
décidabilité.

Soit M = (Q, {a,b},{a,b,0},6,¢5,0,q5), avec Q = {qi, ..., gk}, une instance de la classe
restreinte des machines de Turing déterministes (définition 164). Nous définissons une signa-
ture I' composée des symboles de fonction suivants:

f : ternaire
lo : constante
a;, by, ar, b, 00 qr,.-.,qe @ constante

sur laquelle on définit un ensemble d’arbres particuliers, appelés G-Arbres (définition 175),
représentant les grilles finies.

Définition 175 (G-Arbre). Un terme clos t d’une signature contenant I' est un G-Arbre
sur ['si:

teT) (PURETE)

Pour tout sous-arbre f(z,y,z) det:
r = lgou téte(z) = f : (FiLs-1)
y= 1o ou téte(y) = f (F1Ls-2)

z € {a;,b,a,,b-,0,,q1,...,qk} (CONSTANTES)
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Pour tout sous-arbre f(f(z1,y1,21), f(z2, Y2, 22), 23) de t:

Y1 = T2 (EGALITE)
Pour tout sous-arbre f(f(z1,y1,21),y2,22) de t:

téte(y1) = f (Corps-1)

Pour tout sous-arbre f(z1, f(f(z2,y2, 22), Y3, 23), z1) de t:
téte(z1) = f (Corps-2)
Nous définissons ensuite un ensemble Pr de contextes de T'(T', ') décelant les arbres qui
ne codent pas un calcul de la machine M. Finalement nous montrons qu’on peut caractériser

I’ensemble des G-Arbres codant les calculs réussis de la machine M débutant sur I’entrée vide
(proposition 177).

Proposition 177. Un G-Arbre t sur ' code un calcul réussi de la machine de Turing M
débutant sur Uentrée vide si et seulement si:

o t entoure l'arbre f(z1, f(z2, f(23, Lo, O,r), 0,), ¢s) (InrT)
o t n'entoure pas Uarbre f(f(z1,22,95),23,24) (INIT2)
o ¢t n’entoure pas larbre f(z1, f(z2, z3,¢s), Z4) (INIT3)
ot n’entoure aucun des motifs de Py (CaLcul)

)

o t entoure l’arbre f( Lo, x1,q5) (FINAL

Ces rappels faits nous donnons l'idée de la preuve du théoréme 178. Nous réduisons le
probléme de ’arrét de la machine M dans le probleme du vide pour les automates a tests
d’égalité entre cousins en utilisant la méthode des Arbres-Grilles. Nous construisons un ATEC
Ajtop reconnaissant I’ensemble des G-Arbres codant un calcul réussi de la machine M débutant
sur ’entrée vide. Le résultat d’indécidabilité de I’arrét de la machine de Turing sur Pentrée
vide (théoréme 166) nous permet alors d’énoncer le résultat du théoréme 178.

Le langage reconnu par ’automate Ao, est Vintersection de plusieurs langages:

L(A =L(A, ) VLA

stop) grille init) n E('Acalcul) n £('Afinal)

ol Agrille; Ainit, Acalcul €t Ajfinal sont des automates permettant de reconnaitre les arbres
satisfaisant les conditions de la proposition 177:

o Agyriye Teconnait les arbres qui sont des G-Arbres sur I' (définition 175);

e A;,;: reconnait les arbres satisfaisant les conditions relatives a la configuration initiale
(conditions INIT1, INIT2 et INIT3 de.la proposition 177);

® Aeslcul Teconnait les arbres n’entourant aucun des contextes de P (condition CAL-
CUL de la proposition 177);
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® Afina reconnait les arbres satisfaisant la condition sur I’état final (condition FINAL
de la proposition 177).

En fait, Agrie est un automate a tests d’égalité entre cousins dont les tests permettent
de reconnaitre les arbres satisfaisant la condition EGALITE de la définition 175. Les autres
automates sont des automates d’arbres standards puisque les tests nécessaires pour vérifier
que la grille associée a un G-arbre code un calcul réussi de la machine M sont locaux et font
intervenir des arbres linéaires (arbres associés aux motifs & exclure ou a retrouver dans la
grille).

L’idée de la preuve étant donnée, nous montrons dans un premier temps qu’il existe
un automate a tests d’égalité entre cousins Agriy. reconnaissant I’ensemble des G-Arbres
(proposition 179).

Proposition 179. Il existe un automate a tests d’égalité entre cousins Ay . tel que :

L(A ={t € T(T) |t est un G-Arbre sur T'}.

grille)

Preuve : Nous allons construire un AR A, reconnaissant l’ensemble des termes de T'(I)
satisfaisant les conditions PURETE, FiLs-1, FiLs-2, CONSTANTES, CORPs-1 et CORPS-2 de
la définition 175 et un ATEC A, reconnaissant I’ensemble des termes de T'(I') satisfaisant la
condition EGALITE de la définition 175 tels que

[’('Agrille) = ‘C(Ag) n ‘C(Agl) N

Les conditions PURETE, FiLs-1, FiLs-2, CONSTANTES, CorPs-1 et CORPs-2 de la défi-
nition 175 correspondent a des tests locaux sur les sous-arbres d’un arbre. Nous définissons
pour chacun de ces tests, un ensemble de contextes qu’un arbre ne doit pas entourer pour que
celui-ci satisfasse la condition associée au test.

e Condition FiLs-1: Fi; = {f(h,z1,22) | R € T\ {f, Lo}};
e Condition FiLs-2: Fiy = {f(z1,h,z2) | R € T\ {f, Lo}};

e Condition CoNsTANTEs: Co = {f(z1,z2,Llo), f(z1,22, f(z3,24,25))};

Condition Corps-1: Coy = {f(f(z1,h,z2),23,24) | h € To};
o Condition CORPS-2: C02 = {f(h, f(f(zl, 9, 233), x4, xs), $6) I he Fo}

Soit C un contexte de Fi; U Fia UCo U Co; U Coy. Alors ’ensemble des termes de T'(T')
entourant C est régulier (propriété 57). Or la classe des réguliers est close par complément
(propriété 45), donc ’ensemble des termes de T'(I') n’entourant pas C est régulier. Donc pour
toute condition ci-dessus, ’ensemble des termes de T'(I') vérifiant celle-ci est régulier car la
classe des réguliers est close par intersection (propriété 45).

De cette méme propriété, nous déduisons qu’il existe un automate d’arbres standard Ay re-
connaissant ’ensemble des termes de T'(I') satisfaisant les conditions PURETE, FiLs-1, FiLs-2,
CoNSTANTES, CoRPs-1 et CoRPs-2 de la définition 175 (la condition PURETE étant satisfaite
par le fait que tout arbre de £(A,) appartient a T(F)) Notons que Ay est un ATEC puisque
le pouvoir d’expression des ATEC est strictement supérieur a celui des ATEF (propnete 158),
lui-méme strictement supérieur a celui des AAS (propriété 130).
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Montrons maintenant que le langage
L={t e T(l)| tsatisfait la condition EGALITE de la définition 175}

est reconnu par 'automate a tests d’égalité entre cousins A, = (T, {¢}, {¢}, A) dont I’ensemble
des régles contient toutes les regles que ’on peut construire a partir de ’alphabet ' et du
seul état g exceptées les régles suivantes:

f q
TN — |
q9 q gq f
I AN
z y Cy z y Cy

ol z, y sont des variables distinctes, et C} est une constante ou une variable z,

f q
/\ —_ l
I o :
/\
f f C, f / C,
TN TN TN TN
Ty T2 T3 Y1 Y2 Y3 Ty T2 T3 Y1 Y2 Y3

ol 4 et C, est une constante ou 'arbre f(zq, 23, 23).
Yi, 1y )

Considérons un terme ¢t de T(I") de la forme f(f(t1,t2,%3), f(ta,ts5,%6),t7) avec ta # t4 et
supposons que pour tout entier i de [7],¢; =4, ¢(t;). S’il existe une régle r de 'automate A,
et un terme t' tel que t —+ ¢/, alors r est:

e Soit de la premiére forme définie ci-dessus avec z, y variables et C] une constante ou
une variable;

e Soit de la seconde forme avec z2 # y; et C; une constante ou l’arbre f(zy, 22, 23)-

Nous en déduisons qu’aucune regle de ’automate A, n’est applicable a ¢ est donc que ¢
n’appartient pas & £(A,). Nous montrons alors facilement que £L(A,) = L.

Finalement puisque la classe RATEC est close par intersection (propriété 160), il existe un
automate d’arbres a tests d’égalité entre cousins Ague tel que L(A, ;.) = LIA)NL(A,) =
{t € T(T') | t est un G-Arbre sur I'}. O

Maintenant que nous savons reconnaitre a ’aide d’un automates d’arbres a tests d’égalité
entre cousins ’ensemble des G-Arbres sur I', nous allons utiliser la proposition 177 pour
reconnaitre les G-Arbres codant les calculs réussis de la machine de Turing M débutant sur
’entrée vide. Nous montrons pour cela qu’il existe un automate d’arbres a tests d’égalité entre
cousins Ag,p reconnaissant cet ensemble de G-Arbres (proposition 180). Dans un premier
temps, nous montrons qu'’il existe des automates d’arbres standards A;nit, Acaicul €t Afinal
reconnaissant les arbres satisfaisant les différentes conditions énoncées par la proposition 177.
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Ensuite nous utilisons les propriétés de cloture des automates pour en déduire Pexistence de
Pautomate Agzop.

Proposition 180. Il existe un automates d’arbres a tests d’égalité entre cousins Agy,p recon-
naissant le langage L suivant:

L={t | testun G-Arbre sur I' codant un calcul

réussi de la machine M débutant sur entrée vide}.

Preuve : Nous allons tout d’abord montrer qu’il existe un AAS A;,;; reconnaissant le lan-
guage constitué des termes de T'(I") satisfaisant les conditions INIT1, INIT2 et INIT3 de la
proposition 177. Puisque I’ensemble des termes de T'(T') entourant un contexte de T(T', X)
est régulier (propriété 57) et la classe des réguliers est close par complément (propriété 45),
il existe trois AAS A;nit1, Ainitor et Ajnisar tels que:

L(A;,.;;) ={t € T(T)| t entoure ’arbre f(z1, f(z2, f(z3, Lo,0,),0,),¢5)}
L(A;..2) = {t € T(T) | t n’entoure pas ’arbre f(f(z1,z2,¢s),z3,z4)}
L(A;,;:s) = {t € T(T') | t n’entoure pas l'arbre f(z1, f(z2,z3,¢s), 1)}

Nous déduisons alors de la cléture par intersection de la classe des réguliers (propriété 45)
qu’il existe un AAS A;,;; tel que:

L(Aini) = L(Aiin) N L(Aiin) U L(Ajis)
{t € T(I") | t satisfait les conditions INIT1, INIT2 et INIT3
de la proposition 177}

Puisque les motifs de Py et 'arbre f(lo,1,qs) sont des contextes de T(T', X'), nous
montrons, en procédant de fagon similaire a ci-dessus, qu’il existe Acqicur €t Afina automates
d’arbres standards tels que:

L(A i) = {t € T(T) | t n’entoure aucun des motifs de Py}
L(Afina) = {t € T(T) | t entoure Parbre f(Lo,z1,45)}

Finalement nous déduisons du fait que la classe des réguliers est incluse dans la classe
ATEC (propriétés 158 et 130) et de la propriété de cloture par intersection de la classe
RATEC (propriété 128) qu’il existe un automate d’arbres a tests d’égalité entre cousins Ao,
tel que:

‘C('Astop) = L:('Agrille) n ‘C(Ainit) N ‘C(‘Acalcul) N ‘C('Afinal)‘

De fagon évidente, £(A,;,,) est 'ensemble des G-Arbres sur I satisfaisant les cinq condi-
tions énoncées dans la proposition 177. Nous déduisons alors de la proposition 177 que

L ('Astop) = L. |

Preuve : théoréme 178. D’apres la proposition 180, si nous pouvons décider si le langage
reconnu par l'automate A, est vide ou non, nous pouvons décider si la machine de Turing
M s’arréte sur 'entrée vide ce qui contredit le théoreme 166. Nous en déduisons que le
probleme du vide est indécidable pour les automates a tests d’égalité entre cousins. 0
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Le théoréme 178 permet d’affiner la frontiére entre la décidabilité et 1’indécidabilité du
probléme du vide pour les automates d’arbres a contraintes. En effet ce probléme est décidable
lorsqu’on effectue des tests a profondeur un (ATF) mais devient indécidable dés que l'on
effectue uniquement des tests d’égalité & profondeur deux (ATEC).
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Chapitre 2

Tests d’égalités entre freres et
cousins

Dans le chapitre précédent, nous avons affiné la frontiére entre la décidabilité et I'indéci-
dabilité du probléeme du vide pour les automates d’arbres a contraintes en montrant que ce
probléme est indécidable lorsqu’on effectue des tests d’égalité a profondeur deux (automates
3 tests d’égalité entre cousins). Nous montrons dans ce chapitre que l’on peut encore affiner
cette frontiére en définissant une classe d’automates a contraintes autorisant des tests d’éga-
lité entre freres et cousins contenant la classe des automates a tests d’égalité entre fréres et
dans laquelle le vide est décidable. Cette classe d’automates est obtenue en effectuant des
restrictions sur la forme des regles des automates.

2.1 Définition

Dans la preuve de 1’'indécidabilité du probleme du vide pour les ATEC du chapitre précé-
dent, nous construisons un automate permettant de vérifier si un arbre code bien une grille,
c’est-a-dire qu’en faisant a partir d’une cellule de la grille un pas vers le haut puis un pas
vers la droite, on obtient la méme description qu’en faisant un pas vers la droite puis un
pas vers le haut (point EGALITE de la définition 175). Un tel automate est en fait un ATEF
(automate A, de la preuve du lemme 179) dont les régles testent si pour tout sous-terme de
motif (f(f(z1, 22, 23), f(x4, 25, 26), 7)) d’un terme, on a z; = 4. Les positions de z; et x4
ne sont pas les mémes relativement a leur pere respectif ce qui permet de coder la structure
de la grille. Ce codage ne semblant plus possible en imposant que dans les regles entre cousins
les positions de deux variables égales soient les mémes relativement a leur pére respectif, nous
nous sommes intéressés a cette restriction afin de voir si celle-ci nous permettait de définir des
automates a tests d’égalité entre cousins particuliers pour lesquels le probleme du vide serait
décidable. Cette étude a abouti a la définition des automates a tests d’égalités entre freres et
cousins se trouvant ci-dessous. Dans ce chapitre, nous étudions les différentes propriétés de
cette nouvelle sous-classe d’automates a contraintes.

Définition 181 (ATEFCS). Soit X un ensemble dénombrables de variables. Un automate
d’arbres 2 tests d’égalité entre fréres et cousins simple (ATEFCS) est un automate a contraintes
(X, Q, Qf, A) dont les régles sont de la forme :

1. a — g(a) ou a est une constante de ¥ et q un état de Q;
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2. flgr(z1),-- s qn(zn)) = q(f(21,...,20)) ot f est un symbole de T d’arité n supérieure
ou égale @ un, q,...,qn,q des états de Q et z,,...,z, des variables de X telles que

3 f(ql (ul)’ ey Qn(un)) — ‘I(f(ul, L 7“’71)) avec

(a) f un symbole de ¥ d’arité n supérieure ou égale d un, qi,...,qn,q des états de Q;
(b) Pour tout entier © de [n], u; est un terme linéaire fi(zil,...,x;‘.) ot f; est un
symbole de X d’arité p; et z},...,z;, des variables de X';

(c) Pour tous entiers u,v,w, z, si ¢y, = 3 alorsw = z, f, = f, et q, = q,, c’est-a-
dire si deur variables sont égales, elles sont situées a la méme position sous des
symboles de fonction et des €tats égauxz.

Nous désignons par RATEFCS la classe des langages reconnus par les ATEFCS.

Exemple 182. Soit l’automate A = ({a/0,b/0,¢/0,9/1, f/2, h/2}, {qa, a6+ 9, 4, 45}, {5}, D)
avec A composé des régles de transition suivantes:

a — ¢fa)
b — qb(b)
c = glc)
9(¢e(z)) — a(g(2))
f(ga(z) @(y)) — q(f(z,y))
f(ga(), 0(y)) — a(f(z,y))
h(g(f(z,9)),4(f(z,2))) — qr(R(f(z,y), f(z,2)))

Alors A est un ATEFCS reconnaissant le langage suivant :

L={teT(X)|t=h(f(t1,t2), f(t1,t3)) avec t; € T({g,a}) et t2,t3 € {b,c}}.

2.2 Propriétés de clotures booléennes

2.2.1 Union

Proposition 183. La classe RATEFCS est close par union.

Preuve : Soient £ et L' deux langages de la classe RATEFCS reconnus respectivement par
les ATEFCS A = (£,Q,Q5,A) et A" = (T, Q', Q%, A’). Nous pouvons supposer sans perte
de généralité que les ensemble Q et Q' sont disjoints. Alors de facon évidente I'automate
B=(2,QuUQ,9;UQ, AUA’) est un ATEFCS reconnaissant £ U L’. 0
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2.2.2 Intersection

Proposition 184. La classe RATEFCS n’est pas close par intersection avec la classe des
réguliers, c’est-a-dire si L est un langage de RATEFCS et L, un langage régulier, alors
LN L, n'appartient pas forcément ¢ RATEFCS.

Preuve : Soit L le langage de la classe RATEFCS défini dans I’exemple 182 et £, le langage
régulier reconnu par "automate:

-Ar - ({CL/O, b/O’C/Oag/l, f/2a h/2}a {QM b, 9c, 91, 92, Qf}v {qf}, Ar)

avec A, constitué des regles suivantes:

a = g.(a)

b = qb(b)

c = g.c)

9(¢a(2)) — 4ga(g(2))
flaa(z) (y)) = a(f(z,v)
flaa(z),0:(y)) — @(f(z,y)
h(q1(z),92(y)) — qr(h(z,y))
(

Alors £, = {h(f(g™(a),b), f(¢™ (), ¢)) | m,m’ € N}. Donc
LNL, ={h(f(9"(a),b), f(g7(a),¢)) | » € N}.
Supposons que le langage £ N L, soit reconnu par un ATEFCS A:
A= ({a/0,5/0,¢/0,9/1,f/2,h/2},Q, Qf, A;).

Pour tout entier n, nous notons t, le terme h(f(g"(a),bd), f(¢g™(a),c)). Alors puisque t,
appartient a LN L,, il existe un état final g, de Qy, deux états q; ,, g2, de Q et une régle r
de A, tels que: ’

h In
ty, -:)A /\ LtA l
q1,n 92.n h
| | R
f(g™(a),b) f(g"(a),c) f(g™(a),b) f(g"(a),c)
avec r de I'une des formes suivantes:
h qn
/N —
din Q2.n h
/\
I T2 1 I9g
h gn
N — |
qin q2.n h
/ I f f
/\ /\ /N /\
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Dans la premiere forme de regle, les variables z; et z, sont distinctes d’apres la point (2)
de la définition des ATEFCS).

Dans la deuxieme forme de regle, les variables sont deux a deux distinctes (points (3b) et
(3c) de la définition des ATEFCS). En particulier, si les variables z; et z3 étaient égales, on
aurait q; , = ¢2.» et donc h(f(g"(a),b), f(g"(a), b)) appartiendrait & LN L,.

Soient m et n deux entiers distincts (m # n). Puisque ¢,, et t,, appartiennent a £, nous

avons f(g™(a),b) =4 qum et f(g"(a),c) T4 g2,n- Supposons que g1 m = 1,5, alors

h(g(g™(a),d), f(g™(a), ) =4 gn(h(g(g™(a),b), f(9"(a),))).

Donc le terme h(g(g™(a),bd), f(g™(a),c)) appartient & £L N L,. On aboutit a une contra-
diction d’ol q1m # q1,n- Les états de la famille (g1,.)nen sont donc deux a deux distincts ce
qui contredit la finitude de I'ensemble des états Q. Nous en déduisons que £ N L, n’est pas
un langage de la classe RATEFCS. O

Nous déduisons facilement de cette proposition et de la proposition 187, le fait suivant :

Corollaire 185. La classe RATEFCS n’est pas close par intersection.

2.2.3 Complément
Proposition 186. La classe RATEFCS n’est pas close par complément.

Preuve : Supposons que la classe RATEFCS soit close par complément. Alors soient £; et £,
deux langages de la classe RATEFCS. Nous avons £,N£; = 0(CL;UCL;). Nous en déduisons
que la classe RATEFCS est close par intersection puisqu’elle est close par union (proposi-
tion 183) et par complément (par hypothese). Ceci contredit le corollaire 185. Finalement la
classe RATEFCS n’est pas close par complément. O

2.3 Expressivité

Proposition 187. Le pouvoir d’expression des ATEFCS est strictement supérieur a celut
des ATEF.

Preuve : Soit £ un langage de la classe ATEF. D’apres la propriété 135, il existe un ATEF A
normalisé reconnaissant £. Nous déduisons de la définition des regles des automates a tests
d’égalité entre fréres normalisés que A est un ATEFCS. Donc le pouvoir d’expression des
ATEFCS est supérieur a celui des ATEF.

Finalement le langage £ défini dans I’exemple 182 n’est pas un langage de la classe RATEF
d’apres la preuve de la propriété 158. O

De facon évidente, tout ATEFCS est un RATEG donc le pouvoir d’expression des RATEG
est supérieur a celui des ATEFCS. De plus la classe des langages reconnus par RATEG étant
close par intersection (propriété 73) et la classe RATEFCS ne ’étant pas (corollaire 185),
nous avons la propriété suivante.

Propriété 188. Le pouvoir d’ezxpression des RATEG est strictement supérieur a celui des
ATEFCS.
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2.4 Morphismes d’arbres

Proposition 189. La classe RATEFCS n’est pas close par réétiquetages inverses.

Preuve : Soient les signatures ¥ = {a/0,g/1,h/1, f/2} et T = {a/0,g/1, f/2}, et le réétique-
tage ® défini par application ¢ de ¥ dans T'(T', X') suivante:

pla) = a olg) = g(=1)
o(f) = flz1,22) p(h) = g(z1)

L’ensemble {f(¢"(a),¢"(a) | n € N} est un langage d’arbres sur I de la classe RATEFCS
et son image inverse par @ est ’ensemble des arbres dont toutes les branches sont de méme
longueur et sont constituées des symboles g et A. On peut montrer que ce dernier langage
n’appartient pas a la classe RATEFCS puisque les régles des ATEFCS ne permettent pas
de tester I’égalité de la hauteur de deux termes différents. Nous en déduisons que la classe
ATEFCS n’est pas close par réétiquetages inverses. 0

2.5 Probléme du vide
Nous montrons dans cette section, le théoréme suivant :
Théoréme 190. Le probléme du vide est décidable pour les ATEFCS.

Nous considérons dans toute cette section un ATEFCS A = (X, Q, Qf,A). Nous allons
calculer pour tout entier v, tout état ¢ de Q et tout symbole de fonction f de X, I’ensemble
des arbres ¢ tels que Haut(t) < v, t — q(t) et téte(t) = f (section 2.5.1).

Nous montrons alors qu’il existe un entier k£ ne dépendant que des données de ’automate
A tel que pour tout entier v et pour tout ensemble défini ci-dessus de hauteur v non vide,
I’ensemble correspondant de hauteur k+1 est non vide (section 2.5.2). Nous en déduisons que
le probleme du vide est décidable pour les ATEFCS.

2.5.1 Algorithme

Nous définissons dans cette section ’algorithme qui va nous permettre de calculer I’entier
k. Tout d’abord, nous définissons les ensembies cités ci-dessus. Pour tout entier v, tout état ¢
de Q et tout symbole de fonction f de X, soient les ensembles (g, f)<, et (g, f)=, définis par:

(¢ fl<o = {t€T()]| Haut(t) < v,t 5 q(t) et téte(t) = f};
(0. )= = (g, f)<v N {t € T(T) | Haut(t) = v}.

Les différents ensembles (g, f)<, sont calculables et placés dans une table & deux entrées
comme suit (figure 1):

Colonnes: Pour tout état ¢ de Q et tout symbole f de £, le couple (g, f) est la téte d’une
colonne (remarquons que le nombre de colonnes est fini puisque les nombres d’états et
de symboles de fonction sont finis) ;

Lignes : Pour tout entier v, v est la téte d’une ligne;
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Fic. 1 - Table
<q17f1> <qlvfm> <q27 f1> (qn7fm>
0 || (g1, fi)<o (g1, fm)<o | (g@2: f1)<o {gns fm)<o
1 {q1, fi)<1 (g1, fm)<1 | (@2, fi)<1 (qns fm)<1
v <ql7fl>§v <q1afm>§v <Q2vf1>§v <Qn7fm>§u

Cellules : Pour tout entier v, tout état q de Q et tout symbole f de X, la cellule se trouvant a
I'intersection de la ligne dont la téte est v et de la colonne dont la téte est (g, f) contient
’ensemble (g, f)<.-

Soient ¢ un état de Q et f symbole de . Alors dans la colonne de téte (g, f), les ensembles
(g, f)<v sont croissants, c’est-a-dire pour tout entier v:

<Q7 f)Sv g (‘Ia f>$v+l (1)

Nous regardons si les ensembles de la table sont vides ou non et nous calculons celle-ci ligne
par ligne jusqu’a obtention de deux lignes successives telles que tout ensemble non vide le soit
précédemment. En fait, la table est construite par un algorithme calculant les lignes 0,1, ...
et ainsi de suite. Et ’algorithme s’arréte aprés avoir calculé la ligne k+1 si et seulement si la
condition d’arrét suivante est satisfaite:

Vge Q. VfeS ((¢,f)<e=0 = (g f)<k+1=0).

Proposition 191. L’algorithme termine.

Preuve : La table est constituée de card(Q) X card(Z) colonnes. De plus dans une colonne
donnée, les ensembles sont croissants (relation (1)). Donc il existe un entier k£ < card(Q) X
card(X) tel que la condition d’arrét de ’algorithme soit satisfaite. 0

Dans la suite de la preuve, k+1 désigne l'indice de la ligne pour lequel I’algorithme s’arréte
c’est-a-dire le plus petit entier pour lequel on a:

Vq€Q7Vf€E ((qvf>fk=® = <q7f>$k+1 =®)

2.5.2 Preuve du vide

Cette section dédiée a la preuve de la décidabilité du probléme du vide pour les ATEFCS
est constituée de trois étapes. Dans un premier temps, nous montrons que s’il existe un terme
de hauteur supérieure ou égale & k+1 de symbole de téte f et appartenant a L£(A,g), alors
il existe un terme de hauteur inférieure ou égale & k+1 de symbole de téte f et appartenant
a L(A,q) (lemme 192). Nous en déduisons que s’il existe un terme de symbole de téte f
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et appartenant 3 £(A,q), alors il existe un terme de hauteur inférieure ou égale & k+1 de
symbole de téte f et appartenant & L£(A,q) (corollaire 193). Finalement nous prouvons la
décidabilité du probléeme du vide pour les ATEFCS (théoréme 190).

Lemme 192. Vv € N,v > k+1; V‘I € Q,Vf €x, (<qa f>=‘u # 0 = (q’ f)Sk+l # Q)

Preuve : La preuve se fait par induction sur la valeur de v. La propriété énoncée est satisfaite
de facon évidente dans le cas ou v=k+1.

Soit v un entier supérieur ou égal a k+1. Supposons que la propriété énoncée par le lemme
soit satisfaite pour tout entier v’ tel que k+1 < v’ < v. Supposons de plus qu’il existe un
état g de Q et un symbole f de X tels que (g, f)=,+1 soit non vide. Alors il existe ¢,¢;,...,¢,
termes de T'(X), t' terme de T (XU Q) et r regle de A tels que:

e Haut(t) = v+1,
o t=f(ty,...,tz), et
ot St Dig(t).

Nous montrons que (g, f)<k+1 est non vide en construisant un terme s = f(sy,...,s,) de
T(Z) de hauteur inférieure ou égale a k+1 et un terme s’ de T(XU Q) tels que s = 5" =5 ¢(s).
Nous distinguons deux cas suivant la forme de la régle r.

Premier cas: r est de la forme f(qi1(z1),...,qn(zn)) = ¢(f(z1,-..,2,)).

Montrons tout d’abord que pour tout entier ¢ de [n], on a (g;, téte(t;))<x non vide. Soit
i un entier de [n]. De fagon évidente t; — ¢;(t;) et Haut(t;) < v. Donc par définition,
t; appartient a (g;, téte(t;))<,. Nous en déduisons qu’il existe un entier v; inférieur ou
égal a v tel que t; appartienne a (g;, téte(t;))=.,. Donc (g;, téte(t;))<k+1 est non vide
puisque :

o Siv; <k+1, (g;, téte(t:))=v; C (g, téte(t;))<rs1 €t (gi, téte(t;))=,, # 0;

e Si v; > k+1, v; < v donc par hypothese d’induction (g;, téte(t;))<r+1 # 0.
Nous en déduisons par la condition d’arrét de Palgorithme que pour tout ¢ de [n],
(gi, téte(t;)) <k est non vide. De plus, par définition des regles (point (2) de la définition
des ATEFCS), on a (z;);¢[n) valide pour (g:)ig[n)- D’0ll pour tous entiers ¢, j de [n], (z; =
z;) = (¢: = ¢;)- Donc il existe une famille (s;);c[,] de termes de T'(X) telle que:

o Vi € [n],s; € (q;, téte(t;))<k;

e Vi, j€[n],(z; = z;) = (si = s5).

- Nous en déduisons que (z;);¢[n) est valide pour (s;);c[n) €t donc que
5 f(q1(s1),- -+, qn(sn)) = q(s)-

Donc s appartient a (g, f)<k+1-
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Second cas: rest delaforme f(g1(u1),-..,qn(un)) = ¢(f(u1,...,u,)) avec pour tout entier
i de [n}, u; = fi(zl,. ..,z;i).
Pour tout entier 7 de [n], nous avons téte(t;) = f; donc nous montrons comme dans le
premier cas que pour tout 7 de [n}, (g;, fi)<k est non vide.

Soit (E})ier, I ensemble d’indices, la partition de [n] telle que:

e Vic I, Vu,v€ Eg, fu= fuet qu=qu;
o VIl € I,l;él’,VuE E;,Vv € Ey, fu # fu o qu # ¢u.

Il existe une famille (s;);c[n) de termes de T'(Z) telle que:

o Vi€ I,Yu€ Ei, su € (qu, fu)<k, et

o Vle I.Vu,v € Ej, 8, = 5,
Pour tout ¢ de [n], fi(z},. .., %) est linéaire (point (3b) de la définition des ATEFCS),
donc (z;)ep;] est valide pour (s;];) e[pa-

De plus, soient u, v, w, z des entiers tels que z¥ = z7, alors f, = f,, qu =q et w =2z
(point (3c) de la définition des ATEFCS). Donc par définition de la partition (Eg)xer,
on a s, = S,. D0l sy|y = Sy|:. Nous en déduisons que (2%)ienl.jelp est valide pour

(sili)ietnl, setpil-
Donc s =+ f(qu(s1), -- - gn(5)) = ¢(s). D’olt s appartient & (g, f)<i+1-

Finalement (g, f)<k+1 est non vide dans tous les cas. 0

Corollaire 193. Yv € N,Vge€ Q,Vf € L, ((q, = #0 = (¢, fi<ir # 0).

Preuve : Soient v un entier, ¢ un état de Q et f un symbole de ¥ tels que (g, f)=, soit non
vide.

Dans le cas oll v est supérieur ou égal a k+1, nous déduisons du lemme 192 que (g, f)<k41
est non vide. Dans le cas ou v est strictement inférieur a k41, nous déduisons des définitions

que (g, f)=v est inclus dans (g, f)<z+1. Donc (g, f)<k+1 est non vide. 0O

Nous montrons maintenant que le probleme du vide est décidable pour les ATEFCS (théo-
reme 190).

Preuve : théoréme 190. Soit A = (£, Q, Q¢, A) un ATEFCS.

LA)#D & FteT(Z),Iqe Q; tels que t — g(t)
& JveN,dge Qf,3f € X tels que (g, fH=o # 0
= dg € Qy,3f € L tels que (g, f)<k+1 #0 (Corollaire 193)

De plus pour tout état ¢ de Qy et tout symbole f de X, nous avons:

(¢, f)<k+1 # 0 = v € Ntel que (g, f)=, # 0.

Donc L(A) #0 & 3g € Q7,3f € T tels que (q, f<kss # 0.
Donc puisque notre algorithme termine (proposition 191), on peut décider s’il existe un
arbre dans le langage L(A). Donc le probleme du vide est décidable pour les ATEFCS.
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2.6 Perspectives

Dans ce chapitre, nous avons, comme dans le chapitre précédent, affiné la frontiére entre la
décidabilité et 'indécidabilité du probléeme du vide pour les automates d’arbres a contraintes,
mais cette fois-ci du c6té décidable.

Cette frontiére est trés fine puisque le probléeme du vide est indécidable pour les automates
d’arbres a tests d’égalité entre cousins (ATEC) et décidable pour les automates d’arbres & tests
d’égalité entre fréres et cousins simples (ATEFCS). Cependant, nous espérons encore pouvoir
affiner celle-ci du c6té décidable en aliégeant les restrictions sur les régles des ATEFCS. En
particulier, nous pensons que seule la restriction sur les positions des variables égales pour les
tests d’égalités entre cousins est indispensable pour obtenir la décidabilité du probleme du
vide.
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Chapitre 3

Reconnaissabilité

Dans le chapitre sur les automates a contraintes, nous avons parcouru I’ensemble des
classes de ces automates et leurs propriétés et applications. Une question naturelle se pose
lorsqu’on considére un langage reconnu par un tel automate: est-ce que le langage est régu-
lier, c’est-a-dire les contraintes sont-elles réellement nécessaires pour définir le langage? Cette
question n’est pas facile en général mais lorsqu’elle peut étre résolue, elle permet par exemple
d’utiliser les algorithmes classiques des réguliers. Pour les AR, ce probléme contient stricte-
ment la décidabilité de la reconnaissabilité de I’ensemble des formes normales d’un systéme
de réécriture, probleme résolu mais dont les preuves sont trés techniques [92, 54]. En effet,
’ensemble des formes normales d’un systéme de réécriture est reconnaissable par automates a
contraintes diségalitaires (propriété 102) et le pouvoir d’expression des automates de réduction
est strictement supérieur a celui des automates a contraintes diségalitaires (propriété 141).

Nous montrons dans ce chapitre que ce probleme est décidable pour la classe RATF (classe
des langages reconnaissables par automates a tests entre fréres) et indécidable pour la classe
RATEC (classe des langages reconnaissables par automates a tests d’égalité entre cousins).

3.1 Probléeme de reconnaissabilité

Le probleme qui nous intéresse dans ce chapitre est le suivant :

Probléme de reconnaissabilité
Entrées: Un langage £ d’une classe C sur une signature 3.
Question : Est-ce que L est réqulier?

Nous allons prouver que ce probléme est décidable pour la classe RATF. De plus, quand
le langage d’entrée est régulier, nous pouvons calculer un AAS le reconnaissant.

Nous donnons tout d’abord 1'idée de la preuve. Nous considérons un langage £ de la
classe RATF et un ATF, A, le reconnaissant. Nous définissons dans un premier temps, un
type de minimisation similaire a la minimisation classique (théoréme de Myhill-Nerode pour
les réguliers [20], théoréme 43). Nous en déduisons un ATF, A,,, dit minimisé, reconnaissant
L. Notre minimisation nous permet alors de montrer que A est régulier si et seulement si A,
n’est pas ”sensible aux contraintes”, c’est-a-dire que deux régles dont les membres gauches

différent uniquement par leurs contraintes ont méme membre droit. Les contraintes sont alors
f “ . . 1=2
inutiles. Par exemple, supposons que nous avons les deux régles suivantes f(g(z1), g(z2)) -[——]>
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a(f(z1,22)) et flg(z1),q(z2)) —[1f2—1> ¢2(f(z1,z2)) dans Pautomate minimisé. Alors si £ est

régulier, nous avons ¢q; = ¢. et donc les contraintes peuvent étre supprimées.

Avant d’aller plus loin, notons quelques détails techniques. Tout d’abord, notre minimisa-
tion tient compte de la notion de contraintes. En fait, deux états seront équivalents lorsqu’ils
auront le méme comportement pour le méme terme avec contraintes. Ceci nous amene a intro-
duire des termes dont les noeuds sont étiquetés par un symbole de fonction et une contrainte.
Ces termes sont appelés termes contraints et sont définis de sorte que tout terme contraint
posséde au moins une instance close pour laquelle la contrainte de tout noeud est satisfaite.

De plus, notre raisonnement ne fonctionne pas lorsque 'automate .4 possede un état dont

le langage associé est fini. Par exemple, l'automate A dont les regles sont ¢ — ¢(a),b — ¢(b)

et f(g(z1), q(z2)) —[ﬂ gf(f(z1,x2)) reconnait le langage {f(a,a), f(b,b)}. Ce langage est

fini et donc régulier (propriété 34). Or A est minimisé mais nous ne pouvons supprimer la
contrainte 1 = 2.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Dans un premier temps, nous éliminons
les états g tels que L£(A, g) est fini (section 3.2). Ensuite nous définissons la notion de termes
contraints (section 3.3). Puis nous définissons et calculons 'automate ”minimisé” (section 3.4).
Ensuite, nous montrons que le langage est régulier si et seulement si ’automate minimisé n’est
pas ”sensible aux contraintes” (section 3.5). Nous en déduisons la décidabilité du probléeme de
reconnaissabilité pour les RATF (théoreme 194) et obtenons une construction de ["automate
correspondant lorsque le langage est régulier. Nous étudions ensuite quelques applications
de ce résultat (section 3.6). Enfin nous montrons que le probléeme de reconnaissabilité est
indécidable pour la classe RATEC (section 3.7).

Théoréme 194. Le probléme de reconnaissabilité est décidable pour la classe RATF.

Nous considérons pour la suite de ce chapitre, une signature ¥ et un ensemble de variables
X.

3.2 Réduction au cas "infin1”

Soit £ un langage de la classe RATF. D’apres la propriété 113, il existe un ATF, A =
(X, Q, Q¢,A), normalisé-complet reconnaissant L. Supposons que .A posséde au moins un
état g tel que le langage associé & ¢ (£(A4, q)) est fini. Nous montrons dans cette section, qu’il
existe un langage L reconnu par un ATF dont tous les états ont un langage associé infini tel
que L est régulier si et seulement si £, est régulier. Finalement nous en déduisons que dans
le reste de la preuve du théoreme 194, nous pouvons considérer que pour état q de 'automate
A, L 4(q) est infini. Soient

Ly = U L(Aq) et Lp= U L(A,q).
g€Qs.L(Ag) fini 9€Q;.L(A,q) infini

Nous avons L(A) = £, U L,. Or £y est fini donc régulier (propriété 34). On en déduit
que L(A) est régulier si £, est régulier puisque la classe des réguliers est close par union
(propriété 45). De plus nous pouvons montrer que L est régulier si £L(A) est régulier. En
effet, a partir d’un automate d’arbres standard déterministe et complet reconnaissant £({A),
on construit un automate reconnaissant £ en supprimant de ’ensemble des états finaux de
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lautomate de départ les états dans lesquels les termes de £, se dérivent. Finalement £(A)
est régulier si et seulement si £, est régulier.

Le langage £, est reconnu par 'ATF, B = (2, Q, @/, A), normalisé-complet ot @', = {q €
Qs | L(A, q) infini}. La suite de la preuve consiste & construire une nouvelle signature I en
encodant pour tout état ¢ tel que £(B,q) est fini, les termes de L£L(B,¢) dans les symboles
de T'. Nous définissons ensuite un ATF, B’ = (I, @', Q;, A"), normalisé-complet tel que pour
tout état g de @', L(B’, q) est infini, ainsi qu’un morphlsme d’arbres ® linéaire de T'(I') dans
T(X) défini sur la définition de I' tel que ®(L(B')) = L(B) et ®~1(L(B)) = L(B'). Nous
en déduisons que L, est régulier si et seulement si L£(B’) est régulier puisque ® est linéaire
(propriété 47).

Avant d’aller plus loin dans la preuve, nous donnons un exemple de construction de ', B’
et ®.

Exemple 195. Soient ¥ = {a/0, f/2} et B= (%, Q, 9", A) avec Q = {q, ¢y, 45}, Q= {qs}
et A composé des régles sutvantes:

a — g

fa(=), q(y) y
flag(=), a5(y) (f(=z,y
fp(2), 3(y)) — ap(f(z,y
fla(), 2(y)) — @(f(z,y)) V(qr,92) € (2x Q)

B est un ATF normalisé-complet. De facon évidente L(B, q) = {a}, et L(B,q,) et L(B, q5)
sont infinis. Soient O un symbole n’appartenant pas a ¥ et la signature :

= {f(D,D)/z’ f(D,a)/:lv f(a,EI)/]-a f(a,a)/o}'
Alors VATF B' = (T, @', Q}, A') est défini par Q' = {gp, g5} et les régles suivantes:
f(a

faa(n(z
f(a. a) (Q2 (a:

)
) [1=2

= g5

~ Qp(f(m 0)(2)) Y1 € Q'

- @(fioe(z)) Ve € Q'

1=2] (
(
(

a)
)
)
fooyler(2), 45 (¥) — as(filam(z,y)
)
)

—
[

“(l:—> 9 fDD)(x y))

N
—

fo.0)(%(2), g (y

f(El,D) (q1(z), g2(y

Et ® : T(T') — T(X) est le morphisme d’arbres linéaire déterminé par l’application ¢ de
[' dans T(X, X') définie par:

@(f(a,a)) = f(ava’) 99(f(El,a))(x1) = f(‘tlva)
o(fom)(z1,22) = f(z1,22) o(fla,o)z1) = f(a,21)

172, gp(fo,0)(2,9)) Y(q1,42) € (2" x Q)

H
X
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Nous revenons maintenant a la preuve et donnons tout d’abord un ensemble de définitions.

Définition 196. B est normalisé-complet donc pour tout termet de T(X), il existe un unique
état g de Q tel que t appartienne a L(B,q). Nous notons g, cet état, et Tpn; et Tinfn;i les
ensembles suivants:

Tﬁm' = {t € T(E) | ,C(B, qt) est ﬁm},
Tinfini = {t€T(X)|L(B,q) est infini}.
Remarquons que T(X) = Tfni U Tinfni- Nous construisons maintenant une nouvelle si-

gnature I' en encodant les termes de Tg,; dans les symboles de I'. Soient O un symbole
n’appartenant pas 2 £ et I' la signature suivante :

I' = {fuywn) | F € Znet Vi€ n] u; € Tpe U{0O}}
\ {f(u;,...,un) I f(ulv R ) un) € Tﬁni}-
L’arité d’un symbole de fonction f,, _ ,,) de I est la cardinalité de I’ensemble {i € [n] |

u; = O}. Remarquons que pour toute constante a de ¥, a appartient a I si et seulement si a
appartient & T, f5ni.

Soit I'automate B’ = (', Q', Q%, A’) défini par:
o 9'=09\{q]| L(B,q) est fini};

e Définition de A’:

Nous construisons les régles de A’ en conservant dans une régle de A les états ¢ du
membre gauche pour lesquels £(B, g) est infini et en remplagant chaque autre état ¢ par
un terme de £(B, q).

Soient

m,n € N

f € En, flug,un) € Fms

g, .-, g €9,8,...,5m €@,
e gc @,

e cc EC, ¢ ¢ EC!,

tels que

o {k € [n]| L(B,qx) est infini} = {k € [n] | ux = O};
Par la suite cet ensemble est notée I (de fagon évidente m = card(l)) et nous
déﬁnissgns un ensemble d’indices (jk)kepm) Par quelquesoit & entier de [m], jk
est le £**™¢ élément de 1.

o Yk € [n]\I,qr = qu,;

e Yk € [m)],qj, = sk;

o Vk,l €[m], Uk =c 1) & (k= 1);
o Vk,l € [n)\I, (k=) & (v = w);
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e Vk € [m], VI € [n}\ I, jr . 1.

Alors
(f(ql(xl)v - -,qn(zn)) E) Q(f(:C], . 7‘7:71)) € A)

sl et seulement si

(f(u;,...,un)(sl(zl)? ceey Sm(Tm)) L% 9(fuyoun) (@15 -+, Tm)) € A')-

Nous montrons que B’ est un ATF normalisé-complet (proposition 197), tel que pour tout
état g, le langage L(B', q) est irnfini (proposition 198).

Proposition 197. B est un ATF normalisé-complet.

Preuve : Par définition, B’ est un ATF dont toutes les contraintes des régles sont pleines.
Montrons maintenant que B’ est déterministe. Soient
[c']
f(ul,...,un) (81 (Il)v teey Sm(zm)) - q(f(u;,...,un)(xla LR Im))
]
f(u;,...,un) (31 ('Tl)v seey Sm(xm)) - q,(f(ul,...,un)(xly sy zm))
deux régles de A’. En reprenant les éléments de la définition de A’, les régles
f@(en) o n(en) B q(forse. 7))

F@1(@1)se o tn(zn) D ¢ (flor,.. za)

appartiennent & A. Puisque B est déterministe, nous avons g = ¢’, d’6u B’ est déterministe
(remarque 110).

Nous considérons maintenant deux entiers m et n, un symbole de fonction f(,, . .,) d’arité
m, m états sq, ..., S, de Q' et une contrainte pleine ¢’ de EC! . Soient ’ensemble I, I’ensemble
d’indices (Jjk)refm): les états qi1,...,¢. de Q et la contrainte pleine ¢ de EC;, définis dans la
définition de A'.

Supposons que les égalités de ¢’ sont satisfaites par la famille (s;);¢[m]- Nous montrons
qu’il existe un état g de Q' tel que la régle

Fourm) 5121 -+ 8m(@m)) 2> ¢ Fursin) (11 -2 Zm))

appartienne a A/

Nous montrons tout d’abord que les égalités de ¢ sont satisfaites par la famille (¢;)ic[n)-
Considérons deux entiers 7 et j de [n] tels que i =, j. De fagon évidente, i et j appartiennent
soit a I, soit a [n}\ I. Nous distinguons donc deux cas.

i,j € I: Soient k et [ appartenant & [m] tels que 7 = j et j = 7;. Nous avons j; =. j; donc
k = l. Puisque les égalités de ¢’ sont satisfaites par la famille (s;);fm], nous avons
s = s;1. D’ou g;, = qj, puisque sx = g;, et s; = gj,. Finalement ¢; = ¢;.

i,J € [n]\ I : Puisque 7 = j, nous avons u; = u;. Dol ¢; = ¢; puisque ¢; = qu; et g; = qu;-
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Donc les égalités de c sont satisfaites par la famille (g;);c[n)- Puisque B est normalisé-

complet, nous en déduisons qu’il existe un état g de Q tel que la regle f(q1(z1),- -, gn(zr)) -,

q(f(z1,...,2,)) appartienne a A. Nous montrons que ¢ appartient & @’ en distinguant deux
cas.

m = 0: Il existe une constante a de I' telle que f,, . ,) = a. Nous avons alors ¢ = ¢, avec
¢ appartenant a Q' puisque a appartient a Tinfin;.

m > 0: Il existe un entier ¢ de {m] tel que u; = O. Nous avons alors de fagon évidente L(, q)
est infini puisque £(B, ¢;) est infini. Donc ¢ appartient & Q’.

Finalement ¢ appartient a Q'. Donc par définition de A’, la régle

(]

f(ul ..... un)(sl(zl)v .. wsm(zm)) — Q(f(ul,...,un)(zla ceey Im))

appartient 3 A'.

Finalement nous montrons que pour toute regle

f(ul,...,un)(sl (1?1), ceey Sm(zm)) -[‘:_1) q(f(ul,...,un) (xlv ey z'm))

de A’, les égalités de ¢’ sont satisfaites par la famille (s;);cfm)- Soit la regle

F(@1(21)s - s aa(@n)) B q(f(1, - - -, 20))

de A dont la régle précédente est issue (définition de A’). Alors

Vk,l € [m],(k=a 1) = (k=)
= ¢j, = g;, car B normalisé-complet

= S = 8.

Donc les égalités de ¢’ sont satisfaites par la famille (s;);g[m}- Finalement B’ est un ATF
normalisé-complet. 0

Proposition 198. Pour tout état q de Q', le langage L(B', q) est infini.

Preuve : Soit un état ¢ de Q'. Alors L(B, ¢) est infini, donc il existe une infinité de termes ¢
de hauteur non nulle telle que ¢ appartienne a L(B, q). Soit ¢ un tel terme. Il existe alors un
symbole f de ¥ d’arité n non nulle et t;,...,t, termes de T(X) tels que t = f(¢y,...,tn.

Nous notons I = {k € [n] | £(B,g,) est infini}. I est non vide. Nous définissons un
ensemble d'indices (ji)ig[card(r)) PAr quelquesoit i entier de [card(I)], j; est le i*™® élément de
I.] Soit (uk)ke[n) le n-uplet défini par:

o Vk e [n]\ I,ur = t, et
o Vkel,up=0.

Nous pouvons montrer que le terme f,, . u,.)(t;;,-- '7tjcard$1)) appartient & £(B', ¢). Nous
déduisons du fait qu’il existe une infinité de termes ¢t que L(B’, ¢) est infini. 0
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Nous construisons maintenant un morphisme d’arbres linéaire ® tel que ®(L(B')) = L(B)
(proposition 199) et ®~1(L(B)) = L(B’) (proposition 201).

Soit & : T(I') — T(X) le morphisme d’arbres déterminé par I’application ¢ de I' dans
T(XZ, X) définie par:

Y (ur,un) € Imy @(f(ug,un)) (Z15 -+ o1 Zm) = flt1, -5 10)

avec (tk)re[n) un n-uplet de termes de T'(T', X) tel que:

e Pour tout entier k de [n], si ux est un terme de T(X) alors t; = uy, et

e Pour tout entier k de [m], t;, = zi avec ji le k'™ élément de {i € [n] | u; = O}.

Remarquons que ® est de facon évidente un morphisme linéaire.
Lemme 199. &(L(B')) = L(B).
Preuve : Nous déduisons des définitions de T' et ® que:
B(L(B) = L(B) \ Tyni

De plus pour tout terme t de £(B), g; appartient & Q; donc L(B,¢;) est infini. D’ou ¢
n’appartient pas a Tfyn;. Finalement ®(L(B’)) = L(B). 0
Afin de montrer que nous avons ®~1(L(B)) = L(B') (proposition 201), nous montrons
dans un premier temps le lemme 200 caractérisant ’application ®~!.
Lemme 200. Pour tout terme t de T(X), nous avons:
o &71(t) =0 sit est un terme de Tpy;, et

o ®~1(t) est un singleton sinon.

Preuve : La preuve se fait par induction sur la hauteur du terme ¢. Soit ¢ un terme de T'(X).

t de hauteur 0: Il existe une constante a de T telle que t = a.

Supposons que a appartienne a Tg,;. Alors £(B, g,) est fini. D’ou a n’appartient pas a
I'. Donc par définition de ®, nous avons ®~1(a) = .

Supposons maintenant que a appartienne a Tj,4,;. Alors L£(B,q,) est infini. D’ol a
appartient 3 I'. Donc par définition de @, nous avons ®~*(a) = {a}.

Induction : Soit k un entier. Supposons que pour tout terme ¢t de T'(X) de hauteur inférieure
ou égale a k, nous avons ®~1(t) = 0 si ¢ appartient a Ty, sinon ®1(t) est un singleton.

Soit ¢t un terme de T(X) de hauteur k+1. Il existe un symbole f de ¥ d’arité »n non
nulle et des termes t1,...,t, de T'(X) tels que t = f(t1,... ,t,). Nous notons I = {k €
[n] | £L(B,g:,) est infini}.

Soit ¢ un terme de ®~1({¢}). Il existe un symbole f(uysun) de T d’arité m et des termes
tys---r by, de T(D) tels que t' = fry, . uny(t],-- - t7,) avec:

e Pour tout entier k de [n], si ux est un terme de T(X) alors uy = tg, et
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e Pour tout entier k de [m], ¢, appartient & @~ (¢;,) avec ji le k*™¢ élément de
I’ensemble {7 € [n] | u; = O}.

Montrons tout d’abord que I = {k € [n] | ux = O}. Par définitions de I" et ®, nous avons
I C {k € [n] | ux = O}. Supposons qu’il existe un indice k de [n] \ I tel que ux = O.
Alors L(B, g:, ) est fini, d’ott ®~(¢;) = 0 par hypothése d’induction. Donc pour l'indice
i de [m] tel que j; = k, t! est indéfini. Il y a donc contradiction. Nous en déduisons que
{k € [n] | ux = O} C I. Finalement {k € [n] | ux = O} = I. Donc m = card(I).
Supposons maintenant que ¢t appartienne a Tfgp;, c’est-a-dire que L£(B, ¢:) est fini. Sup-
posons de plus que m soit non nul. Soit k un entier de [m]. Alors L(B, ¢, ) est infini
car ji est un indice de I. Nous en déduisons que £(B, ¢;) est infini. Nous obtenons une
contradiction d’olt m est nul. Donc pour tout entier ¢ de [n], u; appartient & T§,;. Donc
f(us,...un) D’appartient pas a ' puisque ¢ = f(¢1,...,¢,) appartient & Tfn;. Finalement
t' n’existe pas et ®~1(¢) = 0.

Supposons maintenant que ¢ appartienne pas a Tfjn;, c’est-a-dire que ¢ appartient a
Tinfini- Puisque I = {k € [n] | ux = O}, nous avons pour tout entier i de [m], L(B, g:,,)
est infini, c’est-a-dire ¢;, appartient & Tjnfin;. Donc pour tout entier ¢ de [m], ¢} est unique
par hypothese d’induction. Finalement ®~!(¢) est un singleton.

Proposition 201. ®~1(L(B)) = L(B).

Preuve : Nous déduisons tout d’abord que £(B') C ®~1(£(B)) du lemme 199 et de la relation
L(B") € 2~1(2(L(B")).

Nous montrons maintenant que ®~'(L(B)) € L(B'). Pour cela, nous montrons la propriété
suivante

Vt € Tinfinis vt' € q)_l(t), t Sp qt(t') (1)
par induction sur la longueur de la dérivation t =5 g:(t).

Base: Soit t un terme de T, fni tel que t =5 g;(t). Il existe une constante a de ¥ telle que
t = a et @ — q, appartient a A. Puisque £(B,a) est infini, nous avons e appartient a
I',a— g, a A et ®1(t) = {a}. Donc a =5 ¢4(a).

Induction : Soit £ un entier. Supposons que la propriété (1) soit vraie pour toute dérivation
de longueur inférieure ou égale a k.

Soit t un terme de Tinfy; tel que t 55 flge, (1), - -y 41, (En)) D5 g (t) par une dérivation
]

de longueur k+1 avec r := f(gs, (21), .-+, Gt.(Zn)) —[c—> gt (f(z1,...,z0)).
L(B, ¢:) est infini puisque ¢ appartient a T;n4,;. Donc d’apres la preuve du lemme 200, il
existe un terme t' de T(T) tel que ®7'(t) = {t'}. De plus t' = fiy, __u,)(t],-- .,t’wrd(l))
avec

o I ={ken]|L(B,g,) est infini};

e Vie I u, =0,

o Vie [n]\I,u;=t;
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e Vi € [card(I)],u;, = O avec j; le i*™® élément de I;

o Vi € [card(I)}, 37(t;,) = {¢!}.
Par hypotheése d’induction, nous avons pour tout entier i de [card(I)], t: = g, (t1),
puisque t;, appartient & Tinfni.

Par définition de ’automate B’, la regle

[¢']
r, = f(ul ,-..,un)(qtjl (zjl)’ Tt qtjcard([) (xjcard(l) )) - qt(f(ul 7"-7uﬂ)(xj1’ Tt zjca"d(r)))

appartient 3 A’ avec ¢’ contrainte de EC’__ 4(0) définie par tous entiers k et [ de [card(])], (jx =.

Ji) & (k=g 1). De plus:

Vk,l € [card(I)] je=c 51 = tj, =t
=> =t

On en déduit que fry, .. un)(t1)- -, tlcard([)) it ¢’. Donc

tl _’33, f(u.1 ,...,un) (qJI (tll)’ tt qjcard(]) (tlcard(l))) —C-)B’ @ (t,)

ce qui termine la preuve de la propriété (1).

Montrons maintenant que ®~1(£(B)) C L(B'). Soit ¢ un terme de £(B). Alors ¢; appartient
a Q's et donc t est un terme de Tjnfn;. Donc d’aprés la propriété (1), nous avons pour tout
terme t' de ®~1(t), t’ =5 ¢;(t'). Donc ¢’ est un terme de L(B') puisque ’ensemble des états
finaux de B’ est Q's. D’ou ®~1(L(B)) C L(B').

Finalement ®~!(£(B)) = L(B'). O

Finalement nous montrons la proposition suivante :
Proposition 202. L(B) est régulier si et seulement si L(B') est régulier.

Preuve : Puisque la classe des réguliers est close par morphismes d’arbres inverses (pro-
priété 47) et que 71 (L(B)) = L(B’) (proposition 201), nous avons L(B’) est régulier si L(B)
est régulier.

De plus puisque la classe des réguliers est close par morphismes d’arbres linéaires (pro-
priété 47) et que ®(L(B’)) = L(B) (proposition 199) avec ® linéaire, nous avons L(B) est
régulier si £L(B') est régulier. Finalement £(B) est régulier si et seulement si £(B') est régu-
lier. 0

Nous avons vu au début de la section que notre langage de départ £ est régulier si et
seulement si £; est régulier. Nous venons de prouver que £, = L(BB) est régulier si et seulement
si L(B') est régulier. Or B’ est un ATF normalisé-complet tel que pour tout état g de Q', le
langage L(B', q) est infini (proposition 198).

Nous déduisons de tout cela que I’on peut toujours se ramener au cas ”infini” c’est-a-
dire que pour résoudre le probleme de reconnaissabilité pour la classe RATF, nous pouvons

supposer que le langage considéré est reconnu par un ATF normalisé-complet -tel que pour
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tout état, le langage associé a celui-ci soit infini. Nous allons donc nous placer dans ce cas-la
pour le reste de la preuve du théoréme 194.

Nous considérons a partir de maintenant un langage £ reconnu par un automate a tests
entre freres, A = (£, @, @y, A), normalisé-complet tel que pour tout état ¢ de Q, le langage
L(A, g) est infini.

3.3 Termes contraints

Dans le chapitre sur les automates d’arbres finis, nous citons le théoréme de Myhill-
Nerode (théoréme 43) permettant de minimiser les automates. La méthode développée utilise
une relation d’équivalence définie a partir de contextes. Nous effectuons ici une transforma-
tion similaire pour les ATF. Puisque les regles de ces automates contiennent des contraintes
d’égalité et de différence entre freres, nous définissons des termes imposant des égalités et
des différences entre termes freres (tests exprimés par des contraintes pleines). De tels termes
sont appelés termes contraints. Une étiquette d’un terme contraint & une position p est la
combinaison d’un symbole de fonction et d’une contrainte pleine ¢ de sorte que les égalités
de c¢ soient satisfaites par les fils de ’étiquette. Les feuilles peuvent étre des constantes, des
états ou des occurrences d’une variable unique. Un terme contraint est défini de sorte qu’il
posséde au moins une instance close pour laquelle la contrainte de tout nceud soit satisfaite.
Les contraintes ne doivent donc pas imposer des égalités entre fils clos égaux.

Définition 203. Soient z une variable de X et X' la signature définie par tout entier n,
Y ={f.| f € Zn,c € EC.}. Nous définissons également deur nouveaur ensembles de
constantes en associant a tout état q de A une constante q@ : Q9 est ensemble de constantes
{¢® | ge Q) et QF = {¢®| g€ Qf}.

Un terme contraint C sur TU Q est un terme de T(X', Q% U {z}) avec pour toute position
p non feuille de C', C(p) = f. tel que:

o La famille (Clpi)icpn) satisfait les égalités de c et,
e ¢ n’impose pas de différence entre termes égauz de T(X') c’est-da-dire :

Vi,j € [n], (Clpi € T(Z') et Clpi = Clp;) = (i = J)-

Exemple 204. Considérons f et g deur symboles de fonction d’arité deur, et q; et ¢ deur
états. Le terme f.(go(g2,2),9.(a2, 2)) avec ¢ := (1 =2) et ¢ := (1 # 2) n'est pas un terme
contraint puisque g.(q2,z) # g (¢2, 7).

Par contre, le terme f.(9.(¢2, z), g+(¢2,)) est un terme contraint.

Nous opérons deux types d’instanciation sur les termes contraints (exemple 205) :

Instanciation de z. Nous remplacons toute occurrence de r dans un terme contraint C' par
un terme contraint C’. Le terme obtenu, noté C[C’], est de facon évidente un terme
contraint si C’ n’est pas un terme de T(X').
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Instanciation d’état. Pour un terme contraint C' et un état g, nous remplagons chaque
occurrence de ¢ par un terme contraint issu de £(A, ¢) de sorte d’obtenir un nouveau
terme contraint.

Notons que les occurences d’un méme état ¢ peuvent étre remplagées par des termes
différents.

Exemple 205. Nous reprenons les éléments de ’exemple 204 et notons C' le terme contraint
fe(g9o(gP 2), 9o (9T 7))

Alors C[q2] = fo(90 (a2, ¢2), 9 (¢2, ¢P)) est une instance de C. Et si le langage reconnu
par q, contient deuz constantes a et b, le terme contraint f.(g.(a,b), g-(a,b)) est une instance

de C [ql@].

Nous étendons maintenant la relation de réécriture — 4 aux termes contraints. Soit C' un
terme contraint sur X tel que C = fc(ql@, ..+, q2) avec ‘11@ ,--.,q2 constantes de Q®. Alors
C —4 52 si et seulement si f(q1(21),-- -, qn(2Tn)) , s(f(zy,---,2n)) est une regle de A.

La relation = 4 s’étend alors aux termes contraints (exemple 206). Nous avons en parti-
culier C[q®] 54 s® si C =5 ou (C =1z et ¢® = 59).

Exemple 206. Soient la signature & = {f/2,9/1,a/0} et UATF A = (£, Q, Qf, A) avec
Q = {q,9}; Qf = {qo} et A constitué des régles suivantes :

— qo(a)
9(q0(z)) = alg(z))
{1#2]

flgo(2),90(y)) —— ¢(f(z,y))

Nous avons la dérivation suivante:

fiz2(9(a),9(@®) —a  fiz2(9(ad). 9(aD))

‘:).A f1¢2(q(?7 QC?)
—4 ¢°

La définition des termes contraints et le fait que .A est un automate normalisé-complet
permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 207. Pour tout terme contraint C et tout état g, il existe un unique état s tel
que C[q®] 54 .
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3.4 Minimisation

Dans cette section, nous utilisons les termes contraints afin d’étendre la transformation
du théoréme de Myhill-Nerode (théoreme 43) aux ATF.

Nous définissons tout d’abord une relation d’équivalence =4 sur I’ensemble des états de A
(définition 208). Cette relation est calculable et nous donnons un algorithme pour sa construc-
tion (algorithme EQUIV). Nous montrons la correction de 'algorithme (proposition 212).
Ensuite nous définissons 'automate A, basé sur les classes d’équivalence de la relation =4.
Nous montrons que cet automate est un ATF normalisé-complet (proposition 214) équivalent
a A (proposition 215).

Définition 208. Soit =4 la relation binaire définie sur Q par quelquesoit q, et qo états de
Q,q1 =4 q2 st pour tout terme contraint C sur X U Q,

(Claf) 5as? € 0F) & (Clef] 5452 € 2F).
La proposition 207 nous permet de montrer facilement que =4 est une relation d’équiva-

lence.

Algorithme EQUIV : Classes d’équivalence
Entrée: Un ATF normalisé-complet A = (£, Q, Qf, A)

Début
Soit P:= {Qy, Q\ Qf} /* P est la relation d’équivalence de départ */
Faire
P'=P

/* Affiner ’équivalence P’ dans P */
Si q; P'q2 et pour tout terme contraint C' de hauteur un,
ClqP)—> 452 et C[g21 45T avec 5, P's;
Alors ¢ Pgs
Jusqu’a P = P
Sortie: P ’ensemble des classes d’équivalence de =4
Fin

Nous notons § la classe d’équivalence d’un état ¢ suivant P, I’ensemble calculé par l’al-
gorithme EQUIV. Nous allons prouver que cet algorithme est correct c’est-a-dire que P est
bien I’ensemble des classes d’équivalence de =4 (proposition 212). Premiérement nous mon-
trons que les classes d’équivalences suivant P sont compatibles avec les regles de 'automate
A (corollaire 211). Pour cela, nous montrons que si ’on remplace, dans un membre gauche de
régle, toutes les occurrences d’un état liées par des contraintes d’égalité par un état équivalent
suivant P, on ne modifie pas la classe d’équivalence de 1’état en membre droit (lemme 209).
Lemme 209. Soient f(g1(z1),---,qn(2n)) Lcl) q(f(z1,...,z0)) et f(s1(z1),---,8n(zn)) ,
s(f(zy,-.-,zn)) deux régles de A telles qu’il existe un entier j de [n] tel que:

® q; €Es;, et

o Vi€ [n], (1%:7) = (si = q)-
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Alors ¢ = 5.

Remarque 210. A est normalisé-complet donc la famille (q;);c[n) satisfait les égalités de c.
D’ot pour tout entier i de [n], (1 =, j) = (s; = s;).

Preuve : Soient

F@1(@1)se o aa(en) D a(f(or-..,20))
[e

F(51(21)s- -1 8n(@n) D s(f(or,-- ,20))

deux régles de A telles qu’il existe un entier j de [n] tel que ¢; appartienne 4 s, et pour tout
i de [n], (i %c ) = (si = ¢i)-
Considérons le terme contraint C sur ¥ U Q défini par:
o téte(C) = fg

e Pour tout entier ¢ de [n] si ¢ =, j alors C(i) = z sinon C(3) = ¢2.

De facon évidente, pour tout i de [n], C[qj@]|i = fe(¢®,...,¢2)|; donc:

Cla?] = fo(gd, ..., ¢2) =4 ¢°.

Montrons maintenant que pour tout i de [n], C[s]@]|,- = f.(s2,...,59)[;. Soit un entier i de
[n]. Si i = j, alors s; = s; et C(i) = z. Donc C[sP]]; = s = sF = f.(sP,...,s0)]i. Si i . j
alors s; = ¢; et C(i) = ¢. Donc C[s?]]; = ¢® = s? = f.(sP,...,59)|;. Nous en déduisons
que:

C[sj@] = f.(s2,...,52) 24 s°.

De plus C est un terme contraint de hauteur un donc d’apres 'algorithme EQUIV, nous
avons ¢ = § puisque ¢; = 5;. 0

Puisque pour toute regle, la famille des états satisfait les égalités de la contrainte, nous
pouvons montrer le corollaire 211 en utilisant le lemme précédent et en modifiant au fur et a
mesure le membre gauche de la premiere réegle pour arriver au membre gauche de la seconde.
Corollaire 211. Soient f(q,(z1),. .., gn(z4)) Lc]—) g(f(z1,...,25)) et f(s1(z1)s-- -, sn(zn)) ﬂ)
s(f(z1,...,xs)) deur régles de A telles que pour tout j de [n], ¢; = S;. Alors §= 3.

Les classes d’équivalences suivant P sont donc compatibles avec les régles de "automate
A. Nous montrons maintenant que ’algorithme EQUIV est correct.

Proposition 212. L’ensemble P calculé par l'algorithme EQUIV est l’ensemble des classes
d’équivalence de =4 c’est-a-dire

Vg,s € Q (g=45) e (§=23).
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Preuve : Premiérement, nous montrons que pour tous états ¢ et s de @, nous avons (§ # 3) =
(¢ #4 s) en montrant la propriété suivante:

Vgq,5 € Q@ §# §=>3C terme contraint tel que (C[q@] 34 ‘12 € QJ@ o C[s@] 4 Sg ¢ Q?)
(2)

par induction sur le pas de I’algorithme EQUIV ou la relation § # § apparait. Soient ¢ et s
deux états de Q tels que § # 3.

Base : La relation § # § apparait au départ de P’exécution de 1’algorithme EQUIV. Donc par
définition de P, nous avons ¢ appartient a Qf si et seulement si s n’appartient pas a
Qy. Donc en considérant le terme contraint C = z, nous avons

(C[q@] 54q°€Q% & Cl®) 545 ¢ Q?).

Induction: Soit k£ un entier. Supposons que la propriété (2) soit vrai pour toute relation
G # § apparaissant a un pas inférieur ou égal a k de I’exécution de I'algorithme EQUIV.

Supposons maintenant qu’une telle relation apparaisse au pas k+1. Puisque P’ désigne
I’ensemble des classes d’équivalence calculé au pas k, il existe un terme contraint C' de
hauteur un tel que C[q®] >4 ¢2 et C[s®] 54 s® avec ¢ # $1 apparaissant & un pas
inférieur ou égal a k. Par hypothése d’induction, il existe un terme contraint C tel que

(Cilaf1 54 ag € QF & Cils?] Hasd ¢ 0F).
Soit le terme contraint C> = C1[C]. Nous avons
(Cz[q@] Sagg € QF & Cofs®] Sasy ¢ Q?)

ce qui termine la preuve de la propriété (2). Nous en déduisons que pour tous états g
et sde Q (g =45)=(§=35).

Nous montrons maintenant que pour tous états g et s de Q (§ = 3) = (¢ =4 s). Tout
d’abord, nous montrons la propriété suivante :

@1 * @
Vg,s € Q §=5= (VC terme contraint { g[[q@] _:A qg => gy = s;%)) (3)

par induction sur la hauteur du terme contraint. Soient g et s deux états de Q tels que ¢ =5
et C un terme contraint tel que C[¢®] 54 qg et C[s%] 54 sg.

C de hauteur 0. Nous distinguons trois cas.

Soit C € X} : Il existe une constante a de ' telle que C = a. Alors C[¢®] = C[s®] = a.
Donc les régles a — gu(a) et @ — sx (a) appartiennent a A. Or A est déterministe
puisque normalisé-complet d’oll gz = s4. Finalement ¢z = s%.

Soit C € Q%: Il existe un état q; de Q tel que C = ¢®. Donc C[¢®] = C[s®] = ¢2
d’ou g = sy = q. Finalement ¢ = s%.
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Soit C =z: C[¢®] = ¢® et C[s®] = s° donc ¢4 = g et s = 5. Finalement ¢ = sy
puisque § = §.

Donc la propriété (3) est vraie pour le cas de base.
Induction. Soit k& un entier. Supposons que la propriété (3) soit vraie pour tout terme

contraint de hauteur inférieure ou égale a k.

Supposons que C soit de hauteur k+1. Il existe un symbole f de ¥ d’arité n non
nulle, une contrainte pleine ¢ de EC;, et n termes contraints (C;)icp) tels que C =

fc(Cl’ .- ,Cn)

Il existe ¢1,...,qn €t s1,..., S, €tats de Q tels que :

Donc les regles

F@a@)s- - n(zn) D qu(fon...,zn)

F51(21); - 8n(®n) D s (f(@1s-- - s Ta)

appartiennent a A (’ensemble des régles de A). Or d’aprés ’hypothése d’induction,
pour tout entier i de [n], nous avons §; = §; puisque C;[¢®] D4 ¢2 et Ci[s®] 54 s2
avec C; terme contraint de hauteur inférieure ou égale 3 k. Nous déduisons donc du
corollaire 211 que g = s% ce qui termine la preuve de la propriété (3).

Au départ de I’exécution de I’algorithme EQUIV, P = {Qy, @\ Q}, donc nous pouvons_
montrer que

Vge Q5 Vse Q,(§=3) = (s€ Q) (4)

puisqu’a chaque pas de 1’algorithme ¢Ps. Nous déduisons de cette propriété et de la pro-
priété (3) que pour tous états g et s de Q (g 4 s) = (§ # 3)- 0

Nous déduisons du lemme précédent que 1’algorithme EQUIV calcule les classes d’équiva-
lence de la relation =4. Donc pour tout état ¢ de 9, g est la classe d’équivalence de ¢ suivant
=A.

Dans la suite de cette section, nous allons associer 4 'automate A, un ATF normalisé-
complet A,,, dit "minimisé”, tel que:

e Les états de A,, sont les classes d’équivalence de la relation =4;
o L{A)=L(A,);
e Pour tout état ¢ de A, L(Anm,q) est infini;

e Pour tous états g et s de A, (¢ =4,, 5) & (g=35).
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Remarque 213. Nous parlons d’automate minimisé non en terme d’états mais en terme de
contraintes c’est-a-dire que si le langage reconnu est régulier, les contraintes des régles de
Uautomate minimisé sont inutiles.

Soit l’automate A,, = (£, Qm, Qf,., Ar) défini par:

e Q.. est ensemble des classes d’équivalence suivant =4;
° 95, ={d1q€ 9}

o Ap = {f(G1(z1),.--,4n(zn)) 'E* q(fz1,-..,zn) | Vi€ [n] Jgp: € Gi,dqp €4
tels que f(q#,l(xl)’ .- '7Q#,n(zn)) [_C]) q#(f(xh ... ’zn)) € A}

Nous montrons tout d’abord que A, est un ATF normalisé-complet (proposition 214)
puis que L{A) = L(A,,) (proposition 215).
Proposition 214. A, est un ATFE normalisé-complet.

Preuve : Tout d’abord A,, est un automate a contraintes pleines. Premiérement, nous mon-
trons que A,, est déterministe. Soient

F@(@1), - s Gaen)) D §(f(21s - - s 20))

F@ (@), - s da(@n)) D 5(f(21, - -, 7))

wm

deux reégles de A,,. D’aprés la définition de A, :

e Vi€ [n] 3gg; € i, Jgg € § tels que fgg1(21),. -, qpn(zn)) H, qx(f(z1,--.,20))
appartienne a A.

o Vi€ [n]3sg,; € G;,Isy € § tels que f(sg1(z1),-- -, Sgn(Tn)) LGN su(f(z1,...,2zn))

appartienne a A.

Pour tout entier ¢ de [n], g#; = si; donc d’aprés le corollaire 211, nous avons gz =
s%. Finalement ¢ = § puisque § = ¢z et § = sx. Donc A, est déterministe d’apres la
remarque 110.

Nous considérons maintenant un symbole f de ¥ d’arité n, n états §i,...,q, de Q,, et
¢ une contrainte pleine de CE} tels que (g;);cn satisfait les égalités de c. Il existe alors
une famille (g4 :)ic[n) d’états de Q telle que pour tout : de [n], g4; appartient & ¢; et la
famille (g4 :)ic[n) satisfait les contraintes d’égalité de ¢. Or A est normalisé-complet donc

il existe une regle f(g#,1(21),---,q#.n(2n)) -Lc—]> q(f(zy,...,s)) appartenant & A. Donc la
regle f(gz1(x1), - -, 9 .n(20)) —[C—]> §(f(z1,...,2n)) appartient & A,, par définition de A,,. De
plus, pour tout ¢ de [n], nous avons ¢4 ; = ¢; donc f(qi(z1),...,qn(2n)) E]-> §(f(z1,---s2n))
appartient a A,,.

Finalement, nous considérons un symbole f de ¥ d’arité n, n états ¢i,...,¢, de @, et
c une contrainte pleine de CE/, tels que (Gi)ie[n) ne satisfait pas les égalités de c. Supposons

qu’il existe une régle f(gi(z1),- .., gn(zn)) E} §(f(zy,...,2,)) appartenant a A,,.
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Alors par définition de A,,, il existe un état gu; de ¢; pour tout i de [n] et un état gx de

g tels que la régle f(gg1(z1),.--,q#n(zn)) 1, g#(f(z1,...,2,)) appartienne & A. Puisque
deux classes d’équivalence différentes sont disjointes, la famille (Q#,i)ie[n] ne satisfait pas les
égalités de c. Donc nous obtenons une contradiction puisque .A est normalisé-complet. Nous en

déduisons qu’il n’existe pas de regle f(di(z1),. .., ¢n(zn)) 1, ¢(f(z1,...,2,)) appartenant a
Ap,.
Finalement A,, est un ATF normalisé-complet. 0O

Proposition 215. L(A) = L({A,,).

Preuve : Nous montrons tout d’abord que £(.A) C L(A,,). Pour cela, nous montrons que:

Vt € T(Z),Yg € Q, (t Daq(t)) = (t Ba, (1) ()
par induction sur la hauteur de t.

Base. Sit est de hauteur 0, il existe une constante a de X telle que ¢t = a. Alors a — ¢(a)
est une régle de A. Donc par définition, la régle a — §(a) appartient & A,,. Donc

a—A,, ('j(a)
Induction. Soit k un entier. Supposons que la propriété (5) soit vraie pour tout terme de
hauteur inférieure ou égale a k.

Soient ¢t un terme de T(X) de hauteur k+1 et ¢ un état de A tel que
t —*‘>A f(ql(tl)v .. -1qn(tn)) L).A q(t)

avecr .= f(ql(zl)a ey qn(xn)) ﬂ) q(f(xlv ety xn))~
Pour tout entier 7 de [n], t; =>4 ¢;(t;) donc par hypothése d’induction, t; 4, G;(t:).
Donc t =4, f(G1(t1)s---,Gn(tn))-

De plus f(q1(z1),---,Gn(zn)) —[f]—) §(f(z1,-.-,2n)) est une régle de A, et f(ty,...,tn)
satisfait ¢ donc f(q1(t1),---,dn(tn)) =4, 4(t)-

Ceci termine la preuve de la propriété (5). Nous en déduisons facilement que L£(A) C

L(A,)-
Montrons maintenant que £(A,,) € L(A). Pour cela, nous démontrons que:
Vie T(Z),VYge Q, (t 54, G(t)) = (3s € g tel quet 34 s(t)) (6)

Soient t un terme de T(Z) et ¢ un état de Q tels que t —4,, §(t). A étant normalisé-
complet, il existe un état s de Q tel que t =>4 s(t). Donc t = 4, 5(t) d’apres la propriété (5).
Or A,, est déterministe car normalisé-complet (proposition 214). Donc § = § ce qui termine
la preuve de la propriété (6).

Nous déduisons alors de la propriété (4) que L(A, ) = L(A). 0O
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I’automate A, que nous avons défini est donc un ATF normalisé complet reconnaissant
le méme langage que 'automate A de départ.
Pour terminer cette section, nous montrons que A,, satisfait les deux propriétés suivantes.

Proposition 216. Pour tout état q de A,,, L(An,q) est infini et pour tous états g et s de
Am; (4 =4, 5) & (= 9).

Preuve : Soient g un état de A,, et gz un état de Q tel que ¢ = ¢q. D’aprés la propriété (5),
L(A,q4) € L(Am,q). Or le langage L(A, g4) est infini par définition de A d’ott L(An,q)
infini.

Si nous appliquons ’algorithme EQUIV a 'automate A,,, nous montrons facilement que
I’ensemble des classes d’équivalence suivant la relation =4, est ’ensemble des états de A,,.
Donc pour tous états g et s de A, (¢ =4,, 5) & (g =5). O

3.5 Caractérisation

Dans cette section, nous montrons que le langage £ est régulier si et seulement si I’au-
tomate minimisé n’est pas ”sensible aux contraintes” c’est-a-dire que deux régles dont les
membres gauches different uniquement par leurs contraintes ont méme membre droit (théo-
réeme 217).

D’apreés les propositions 214, 215 et 216, nous pouvons supposer que A normalisé-complet,
que pour tout état g de A, L(A4, ¢) est infini, et que pour tous états get sde A, (=4 5)

(g = s).
Théoréme 217. Le langage L(A) est régulier si et seulement si pour toute paire de régles

F(@1(@1); -1 0a(@n) 2 q(f (1,1 20)) et f(@1(@1); - qal@n) =5 s(f(ar,-.. ) de
A, g=s.

Pour la preuve de ce théoréme, nous avons besoin de la construction suivante. Nous mon-
trons que I'on peut "instancier” tout terme contraint sur £ U @ de sorte d’obtenir un terme
contraint sur X en remplacant chaque état ¢ par le terme contraint associé a un terme d’un
sous-ensemble infini de £(A, ¢) (définition 218, lemme 219 et proposition 220).

Définition 218. Soit C un terme contraint. Nous notons:

o VPos(C) l'ensemble des positions de C ot une instance de = apparait, c’est-a-dire

VPos(C) = {p € Pos(C) | C(p) = =},

e SPos(C) l'ensemble des positions de C' ot une instance d’un état apparait, c’est-

a-dire SPos(C) = {p € Pos(C) | C(p) € Q}, et

e Pour tout état q de Q, SPos(C)(q) ’ensemble des positions de C ot une occurrence
de q apparait, c’est-a-dire SPos(C)(q) = {p € SPos(C) | C(p) = q}.

Lemme 219. Soient C' un terme contraint sur XU Q, q un état de Q et T, un ensemble
infini inclus dans L(A, q). Alors il existe un terme contraint C' sur U Q \ {q} tel que:

e Pour toute position p de Pos(C)\ SPos(C)(q), C'(p) = C(p) et
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e Chaque occurrence de l’état q est remplacée par le terme contraint associé a un
terme de T,, c’est-a-dire pour toute position p de SPos(C)(q), il existe un terme t
de T, tel que C'|, = lab,.

Ou pour tout terme t clos, lab; désigne le terme contraint sur X associ€ a t, ¢’est-a-dire :

e Pour toute position non feuille p de t, si t(p) = f alors lab,(p) = f. avec c la
contrainte pleine satisfaite par la famille (t|4:)icpn), €t

e Pour toute position feuille p de t, lab;(p) = t(p).

Preuve : Soient C' un terme contraint sur YU @, q un état de Q et T}, un ensemble infini inclus
dans L(A, g). Remarquons que T est bien défini puisque L(A, g) est infini.

Tout d’abord, nous déduisons des contraintes pleines des positions de C, une conjonction
Cs5Pos(C)(q) de contraintes égalitaires et diségalitaires sur les positions de C' étiquetées par ¢
telle que pour toute paire (p, p') de positions de SPos(C)(g), soit la contrainte p = p' soit la
contrainte p # p’ appartienne a C5Pos(C)(q)-

En fait, nous considérons les positions de C étiquetées par ¢ et nous exprimons toutes les
égalités entre ces positions imposées par les contraintes de C. Ensuite pour toute paire de
positions non liées par une égalité, nous choisissons d’imposer une contrainte diségalitaire.

Formellement pour toute position p de C telle que C(p) = f. appartenant & ¥/, nous notons
contc (p) la contrainte pleine ¢, et nous notons €5Pos(C)(g) la conjonction de contraintes définie
par:

(i) Nous exprimons toute les égalités imposées par les contraintes de C c’est-a-dire pour
toute position p de C, tous entiers : et j tels que i & o5 (p) J €t pour tout v tel que piy
appartiennent a SPos(C)(q):

(P1Y = PJ7) € CsPos(C)(a)-

(i) Nous faisons la cloture transitive de la contrainte trouvée au point précédent afin d’ex-
primer toutes les égalités:

(P1 = P2 A P2 = P3) € Cspos(C)(q) = (P1 = P3) € €5Pos(C)(q)-

(ii) Nous imposons des contraintes de différences entre les positions non reliées par des
égalités:

Vp,p' € SPos(C)(g),p# P, (p=19) & cspos(c)q) = (P # P') € CsPos(C)(a)-

Puisque T; est infini, nous pouvons montrer qu’il existe une famille (¢,),ecsP0s(c)(q) de
termes de T telles que:

1. La famille (t,)pesPos(c)(q) Satisfait la contrainte csp,s(cy(q)-

2. Pour toute position p de SPos(C)(g), t, est de hauteur strictement plus grande que
la hauteur de C et que la hauteur des termes de I’ensemble {t,/ | p' € SPos(C)(q) de
longueur strictement plus petite que la longueur de p}.

Soit C’ le terme de T(X') défini comme suit :

e Pour toute position p de Pos(C) \ SPos(C)(q), C'(p) = C(p);
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e Pour toute position p de SPos(C)(q), C'|, = laby,.

Nous montrons maintenant que C’ est un terme contraint. Soit p une position non feuille
de C'. Il existe un entier n non nul et une contrainte pleine ¢ de EC, tels que contci(p) = c.
Soient 7 et j deux entier de [n]. Nous distinguons deux cas suivant que ¢ =, j ou non.

Si i =, j: Nous avons C|,; = C|,; puisque C est un terme contraint et nous devons vérifié
"o
que C'|i = C'|,;.
5 . . ) T [ — B ! PR ) o
Si C|pi ne contient pas d’occurrence de g, alors C'|,; = Clpi et C'|p; = Clpj. Dot
C’|pi = C'|p;- Sinon, nous avons:

Vv, piy € SPos(C)(q) — (piy = pj7v) € cspos(c)(q) (Point (i)
= lpiy = lpjy (point 1)

= lab;, = labtpﬁ
=

/ - — { .
C'lpin = Clpjy
Nous en déduisons que C’|,; = C’|,;.

Si i %, 7 : Nous devons vérifié que C’|p; # C'|p; si C'|pi et C'|,; sont des termes de T'(X').

Supposons que C’|,; et C’|,; soient des termes de T'(X'). Nous distinguons trois cas.

C|pi et C|p; ne contiennent pas d’occurrences de ¢: Alors C|,; = C'[p; et Clp; =
C'|,; donc C|pi et C|p; sont des termes de T'(X'). Nous en déduisons que C|,; # C|p;
puisque C' est un terme contraint. D’ou C’|,; # C’|,;.

Soit C|pi, soit C|,; contient au moins une occurrence de g: Supposons que C|,;

contienne au moins une occurrence de g et que C|p; n’en contienne aucune (le cas
réciproque se traitant de facon similaire). Nous avons donc C|,; = C’|,;.
Soit v une position telle que pzy soit une position de SPos(C)(g). D’apres le point 2,
la hauteur de t,;,, donc la hauteur de lab;, , est strictement plus grande que la
hauteur de C. Donc la hauteur de C’|,; est strictement plus grande que celle de
C|p;- Nous en déduisons que C|p; # C|p;.

C|pi et C|,; contiennent au moins une occurrence de g: Soit vy la plus petite po-
sition telle que piy ou pjv soit une position de SPos(C)(q).
Supposons que piy et pjv soient des position de SPos(C)(g). Alors par construc-
tion, la contrainte csp,s(c)(q) contient la contrainte (piy # pjvy). Donc tpiy # tpjy
par le point 1. D'ou lab;,, +# lab;, _ et finalement C|,; # Cl|p;.
Supposons maintenant que piy soit une position de SPos(C)(q) et que pjy ne le
soit pas (le cas réciproque se traitant de fagon similaire). Si pjy n’est pas une
position de C, alors par définitions de C’ et v, pjvy n’est pas une position de C".
Donc Clpi # Clpis
Si pjy est une position de C et C’|,;, ne contient pas d’occurrence de g, alors
lab,, est de hauteur strictement plus grande que celle de C’|pjv par le point 2.
Donc Clg; # Clyss
Enfin si pjv est une position de C et il existe une position 4’ non nulle telle que
pjv7' soit une position de SPos(C))(g). Alors la hauteur de lab, __, est strictement
plus grande que celle de lab; .., par le point 2. Donc C|p; # C|yp;-

Nous en déduisons que C’ est un terme contraint sur XU Q \ {g¢}. 0O
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Nous déduisons facilement par itération du lemme précédent la proposition suivante.

Proposition 220. Soient C un terme contraint sur 3 U Q et pour tout état ¢ de Q, T,
un ensemble infini inclus dans L(A, q). Alors il existe un terme contraint C' sur X, appelée
instance d’états de C sur (Ty)qcq, tel que:

e Pour toute position p de Pos(C)\ SPos(C), C'(p) = C(p) et

o Chaque occurrence d’un €tat q est remplacée par le terme contraint associé ¢ un
terme de T,, c’est-d-dire pour tout état q¢ de Q et toute position p de SPos(C)(q), il
eziste un terme t de T, tel que C'|, = lab,.

Remarquons que si C’ est une instance d’états d’un terme contraint C sur ¥ U Q, nous
avons

Vg€ Q, (Cl¢®] 54 s® = C[q%] 54 s (7)

Montrons maintenant que la condition du théoreme 217 est nécessaire.

Proposition 221. Si A contient deux régles f(qi(z1),...,qn(Zn)) 1, q(f(z1,...,2,)) et

flai(z1), .., gn(zn)) 1, s(f(z1,...,%n)) telles que ¢ # ¢’ et ¢ # s, alors L(A) n’est pas
régulier.

Preuve : Supposons qu’il existe deux régles r := f(qi1(z1),- .-, qn(Zn)) LCl) g(f(z1,-..,zn)) et

r' = f(q1(z1),-- -, gnlzn)) 1, s(f(z1,-..,zy,)) telles que ¢ # ¢’ et ¢ # s. Supposons de plus
que L(A) est régulier. Alors d’apres le théoreme 40, il existe un AAS, B = (2, Qp, Qf5, Ap),
déterministe et complet tel que £(B) = L(.A). Puisque B est un AAS, nous pouvons montrer
la propriété suivante:

Vm € N+7VC € Cm(Z),Vq € Qb’ V(ti)z’e[m] € ‘C(Ba q)a V(t:)ze[m] € ‘C(B’ q)
Cltr, - - tw] € L(B) & C[t,, ..., t".] € L(B) )

Nous donnons tout d’abord, I'idée de la preuve. Nous construisons deux termes, nommés
t; et to, tels que

ot € L(A) ettr & L(A),
e 1, et t; ne different qu’a certaines positions p ol

e ti(p) =t2(p) = f,
o Les fils de t,(p) satisfont la contrainte c, et

e Les fils de t3(p) satisfont la contrainte ¢'.

Ensuite, nous déduisons de t; et ¢3, un terme linéaire C’_,’,, intuitivement le préfixe commun
de t; et t3, tel qu'il existe un état gs de B, deux familles (u;);cm) et (u})ic[m de termes de
L(B, g5) tels que C;[(u;)] appartienne a L(A) mais pas Cg[(u7)]-

Ce dernier point contredira la propriété (8). Nous en déduirons que notre hypothese ” £( A)
est régulier” est fausse.
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Puisque ¢ et ¢’ sont des contraintes pleines de EC), nous obtenons en scindant tous
les ensembles de ¢ et ¢’ en des singletons, la contrainte pleine ¢” constituée uniquement de
différences. Donc il existe une famille (c;);e[; (respectivement (c});e) de contraintes pleines
de EC], telle que ¢; = ¢, ¢; = ¢” (respectivement ¢ = ¢/, ¢}, = ¢”) et pour tout ¢ de [/ — 1]
(respectivement [I'—1]) ¢; et c;41 (respectivement c; et c;_ ;) ne différent que par la séparation
d’un ensemble en deux. Puisque A est normalisé-complet, il existe pour toute contrainte c*
définie ci-dessus, une régle de membre gauche f(g(z1),.--,¢n(zx))[c']. Nous pouvons donc
supposer sans perte de généralité que les contraintes ¢ et ¢’ ne différent que par la séparation
d’un ensemble en deux, c’est-a-dire qu’il existe un entier m et des sous-ensembles Fy, ..., E,,
I et J de [n] tels que

¢c = (Ey...,En,IUJ), card(c)=k+1;
¢ = [(Biyso s By Tid); cord(c) = k42

D’apres les hypotheses faites sur A au début de cette section, nous avons ¢ 4 s puisque
g # s. Donc il existe un terme contraint C' sur ¥ U Q tel que

(Cu®15aaP € 0f) & (Cl®) Sasf ¢ 0F).

Nous supposons que ql@ appartienne a Q(f@ et donc que 31@ n’appartienne pas a Q?. D’apres
la proposition 219, il existe une instance d’états C de C sur (£(A, ¢')),co- Nous déduisons
de la propriété (7) que C[q®] 4 ¢ et C[s®] 54 s8.

Par les hypotheses faites sur c, il existe un état g; de Q tel que ¢; = ¢ pour tout entier ¢

de T U J. Nous considérons le terme contraint F; = f.(sy,...,s,) tel que pour tout entier k

de [n]:
e Si k appartient a I U J, alors s; = z;
e Sinon s; = q,?.

D’apreés la proposition 219, il existe une instance d’états F] de F; sur (£(A, q))qe0- Donc
F| = fe(v1,...,vn) avec pour tout entier k de [n]:

e Si k appartient a I U J, alors vy = z;
e Sinon vi est un terme contraint obtenu a partir d’un terme de L(A, g)-

Puisque Fi[¢f?] 4 ¢°, nous avons Fi[gP] 54 ¢® d’aprés la propriété (7). Soit C le
terme contraint C[F}[¢P]]. Alors C; =4 C[q®] 54 ¢®.

Soit F le terme fu(v1,...,v,). Par les hypothéses faites sur ¢ et ¢/, nous montrons faci-
lement que Fj est un terme contraint. De plus, F3[¢f] 4 P (g2, ...,42) .4 59,

De maniére similaire & ci-dessus, nous notons C; le terme contraint C[Fj[g}]]. Notons que
les termes de T (X, {z}) obtenues a partir de F] et F; (respectivement C et C3) en supprimant
les contraintes des nceuds sont les mémes. Finalement nous avons Cy — 4 C[s%] 54 s&.

Notons que C; et C; sont des termes contraints sur ¥ U {g;} sans occurrence de z.

Puisque nous avons supposé que L£(A) = L(B) et que L(A, qz) est infini par définition de
A, il existe un état g5 de B tel que le langage T = L(A, q1) N L(B, g5) est infini.
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Or C; est un terme contraint sur £ U {qr} sans occurrence de z. Donc d’aprés la propo-
sition 219, il existe une instance d’états C{ de C; sur T, c’est-a-dire qu’il existe une famille
(p) pesPos(C1)(ay) de termes de T telle que le terme C; défini par:

e Pour toute position p de Pos(Cy) \ SPos(C1)(q1), C1(p) = C1(p) et,
e Pour toute position p de SPos(C,), Cil, = lab,,,

soit un terme contraint. Notons que C] est sans occurrence de z. Puisque pour toute position
p de VPos(C1)(q1), lab,, 5 4 g1, nous avons C}, 54 C; 54 ¢2. Donc le terme t; de T(X)

obtenu en supprimant les contraintes des nceuds de C} appartient 3 L£(.A) puisque t; —4

q1(t)-
De manieére similaire, il existe une instance d’états C de C; sur T, c’est-a-dire qu’il existe
une famille (up)pes’pos(cz)(ql) de termes de T telle que le terme C défini par:

¢ Pour toute position p de Pos(C3) \ SPos(C2)(qr), Ci(p) = C2(p) et,
¢ Pour toute position p de SPos(Cs), Cyl, = lab,,,

est un terme contraint et C5 =4 s2. Donc le terme ¢, de T(Z) obtenu en supprimant les
contraintes des nceuds de C} n’appartient pas a £(.A) puisque t» —> 4 s;(t2). Notons que Cj
est sans occurrence de z.

Soit C, le terme de T(, {z}) obtenu en supprimant les contraintes des nceuds de C[F}].
Par construction de F}, Cy est également le terme obtenu en supprimant les contraintes des
noeuds de C[F3).

Nous remplagons toutes les occurrences de r dans C, par de nouvelles variables distinctes.
I résulte de cette opération un contexte Cj sur de nouvelles variables (z,),cvpos(c,) défini
par:

e Pour toute position p de Pos(C,) \ VPos(Cy), Cy(p) = Cy(p) et,
e pour toute position p de VPos(C,), C;(p) = z,.

Nous pouvons montrer que t; = Cg[(u,)] et t2 = Cy[(u;)]. De plus pour toute position p

de VPos(C,). nous avons u, -5 q5(up) et ul, =5 qs(uj). Donc la propriété (8) est contredite
puisque ¢; appartient & £({.A), t; n’appartient pas a L£(A) et L(A) = L(B). Nous en déduisons
que L(A) n’est pas régulier. 0

Montrons maintenant que la condition du théoreme 217 est suffisante.

Proposition 222. Si pour toute paire de régles f(qi(z1),- .., ¢n(Zr)) E) g(f(zy, ... ,2n)) €t

fla(z1)y - gul(zn)) L, s(f(z1,...,2,)) de A, nous avons ¢ = s. Alors A est régulier et
on peut construire un AAS le reconnaissant.

Preuve : Supposons que pour toute paire de regles f(q1(z1),...,¢x(z,)) E]—) q(f(z1,...,20))
[

et f(qi(z1)s.--sqn(zn)) ———]> s(f(z1,--.,2,)) de A, nous avons ¢ = s. Soit B = (£, Q, Qf, A')
l’automate d’arbres standards dont I’ensemble de régles est défini par:

Vf € va(%‘)ie[n] € Q? f(Q1($1),---,qn($n)) - Q(f(fl'l, s 7xﬂ)) €A
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ol ¢ est déterminé par une regle f(qi(x1),...,gn(zn)) 1, g(f(zy1,...,2,)) de A (g existe
car A est normalisé-complet et est unique d’apres les hypothéses). Nous pouvons montrons
facilement que £(A) = L(B). Donc L(A) est régulier et est reconnu par PAAS B. 0O

Nous déduisons du théoréme 217 que le probléme de reconnaissabilité est décidable pour
la classe RATF (théoréme 194). De plus, d’aprés la proposition 222, lorsqu’un langage de la
classe RATF est régulier, on peut construire un AAS le reconnaissant.

3.6 Applications

Dans cette section, nous considérons 'image par morphisme d’arbres puis par application
d’un pas de réécriture d’un régulier.

Tout d’abord, soient ¥ et I' deux signatures, £ un langage régulier de T(X) et ® un
morphisme d’arbres de T'(¥) dans T'(T'"). Nous nous intéressons a la question « ®(L) régulier? ».

Dans le cas général, cette question est ouverte. Dans le cas particulier d’un morphisme
linéaire, ®(L) est régulier puisque la classe des réguliers est close par morphisme d’arbres li-
néaire (propriété 47). Nous nous intéressons maintenant au cas des morphismes semi-linéaires.

Proposition 223. 57 ® est semi-linéaire, la question « ®(L) régulier? » est décidable.

Preuve : Supposons que ® est semi-linéaire. Alors ®(L) appartient a la classe RATEF puisque
P'image d’un régulier par un morphisme semi-linéaire appartient 8 RATEF (propriété 137).
De plus le probleme de reconnaissabilité étant décidable pour la classe RATF (théo-
réme 194), il I’est aussi pour la classe RATEF puisque le pouvoir d’expression des ATF est
supérieur a celui des ATEF (propriété 132). Donc la question « ®(L) régulier? » est décidable.

d

Considérons maintenant un systéme de réécriture R sur X. Nous notons — la relation de
réécriture définie par R et nous considérons I’ensemble

RL)={teT(X)|FueLl,u—t}

correspondant a I'image de £ par application d’un pas de R. Nous nous intéressons a la
question « R(L) régulier? ».

Pour un systeme quelconque, R(L) appartient 8 RAR donc la question « R(L) régulier? »
est ouverte. Pour un systéme linéaire a droite, R(L) est régulier.

Dans le chapitre Réécritures controlées de la partie Réécriture, nous montrons que si
R est semi-linéaire a droite, R(L) appartient a la classe RATF (preuve de la proposition 303).
Donc pour un systéme semi-linéaire a droite, la question « R(L) régulier? » est décidable
d’apreés la décidabilité du probléme de reconnaissabilité pour la classe RATF (théoreme 194).

3.7 Casdes ATEC

Théoréme 224. Le probléme de reconnaissabilité est indécidable pour la classe RATEC.

Pour montrer ce théoréme, nous partons de la preuve d’indécidabilité du probleme du
vide pour les ATEC (chapitre 1). Nous considérons une machine de Turing M et Ay, =
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{I', Q,Qy, A} VATEC reconnaissant ’ensemble des G-Arbres sur I' codant un calcul réussi
de la machine M débutant sur I’entrée vide (proposition 180).

Soient g et h des symboles de fonction respectivement unaire et binaire n’appartenant pas
a I, ¢: et g5 deux états n’appartenant pas a Q et A = {I'U{g,h}, QU {a:,qs},{qs}, A"}
I’ATEC dont le systéme de réécriture A’ contient A et les régles suivantes:

9(q(z)) = @
g(‘]t(I)) — g9
h(g:(9(2)), a:(9(z))) — as(h(g(2),9(2)))

Proposition 225. La machine de Turing M s’arréte sur l’entrée vide si et seulement si
L(A) n’est pas régulier.

Preuve : Si la machine de Turing M s’arréte sur ’entrée vide, le langage £(A, ¢;) est infini.
Nous pouvons alors montrer que L£{A) = L(A, g¢) n’est pas régulier.

Par contre si M ne s’arréte pas sur ’entrée vide, £(.A, g;) est vide. Alors L{A) est vide
donc régulier. O

Puisque nous ne pouvons décider si la machine de Turing M s’arréte sur I’entrée vide, nous
déduisons de la proposition précédente que le probleme de reconnaissabilité est indécidable
pour la classe RATEC.
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Quatrieme partie

Réécriture
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Cette partie, composée de deux chapitres, est consacrée a I’étude de plusieurs domaines
de la réécriture.

Dans le premier chapitre, nous étudions la théorie du premier ordre de la réécriture en
un pas. Apres avoir défini cette théorie, nous rappelons les liens existants entre celle-ci et
Punification contextuelle. Ensuite nous montrons en utilisant la méthode des Arbres-Grilles
I’indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas pour
les systémes de réécriture linéaires, minces, ncethériens et confluents. Puis nous montrons que
la décidabilité du fragment existentiel de cette théorie munie de contraintes d’égalité et de
contraintes d’appartenance a des langages reconnaissables par automates a tests entre fréres,
pour les systémes de réécriture dont toutes les variables sont 3 profondeur un.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux réécritures controlées. Dans un premier
temps, nous définissons une méthode d’étude générale du langage R*(L) ot R est un systéme
de réécriture et £ un langage régulier. Ensuite, nous considérons les questions de décision
« Rel(L1) C L7 » et « Rel(Ly) = L27 » ot L, et L, sont des langages réguliers et Rel(L;)
est I’ensemble image des termes de £; par une relation Rel. Ces questions sont décidables
lorsque la relation est un morphisme d’arbres inverses ou un morphisme d’arbres linéaires.
Nous étudions ces questions lorsque Rel est 'application d’un pas de réécriture ou d’une
réécriture paraliele, ou encore le calcul des formes normales ou des formes sententielles selon
une passe IO, une passe OI, la stratégie de réécriture en une passe par la racine ou par les
feuilles.



146



147

Chapitre 1

Théorie de la réécriture en un pas

Soient ¥ une signature, X’ un ensemble de variables, R;, Ry, ... un ensemble dénombrable
de systémes de réécriture et un prédicat binaire —p, sur T(X) pour tout entier : de [n].

La théorie du premier ordre de la réécriture en un pas est ’ensemble des formules logiques
du premier ordre construites sur la signature ¥, ’ensemble de variables X’ et ’ensemble des
prédicats {— g, }. La structure de cette théorie, notée Ayx g, est définie comme suit :

e Le support est ’ensemble des termes construits sur £ c’est-a-dire T'(X),

e L’élément (respectivement la fonction) associé a toute constante e (respectivement
tout symbole de fonction d’arité non nulle) est canonique, dans le sens ol pour toute
constante e de ¥ (respectivement pour tout symbole de fonction f d’arité n non
nulle), e4ZVik = e (respectivement fASuiRi(t;,....t,) = f(t1,...,t,) pour tous
termes ty,...,t, de T(X)),

. . Ax u;R; .2 . q1- .
e Pour tout i, la relation — kf'u’a' associée au symbole de prédicat — g, est la relation
de réécriture associée a R; sur T'(X).

Donc si s et t sont deux termes de T(X), nous avons Ay ;R = s =R, t si et seulement
si s se réécrit en t par l'application d’une regle du systéeme R;. Dans la suite, lorsqu’il n’y a
qu’un seul systéme de réécriture R, nous omettons I'indice R dans les formules.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. Tout d’abord, nous rappelons les différentes
connexions existant entre la réécriture en un pas et l'unification contextuelle (section 1.1).
Puis nous nous intéressons a la décidabilité de certaines classes de formules de la théorie du
premier ordre de la réécriture en un pas (sections 1.2 et 1.3).

1.1 Réécriture en un pas et unification contextuelle

Nous définissons tout d’abord les notions d’unification sur les mots, d’unification contex-
tuelle et d’unification linéaire du second ordre. Puis nous donnons quelques résultats concer-
nant I'unification contextuelle. Finalement nous rappelons les différentes connexions existant
entre la réécriture en un pas et Punification contextuelle.

Soient une signature ¥, un ensemble dénombrable de variables du premier ordre &’ et un
ensemble dénombrable de variables d’arité un dites variables de contertes ou encore du second
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ordre. Nous désignons par C' les variables de contexte. Un terme du second ordre est:
e Soit une variable du premier ordre z,

e Soit un terme f(t1,...,¢,) o f est un symbole de X, et ¢;,...,t, sont des termes
du second ordre,

e Soit 'application d’une variable de contexte C sur un terme du second ordre t. Une
telle application est notée C(t).

En particulier, tout terme de T'(X, X') est un terme du second ordre. Les termes de (%, X)
sont aussi nommés termes du premier ordre.

Une contrainte de contezte ¢ est une conjonction d’équations t = ¢’ entre termes du second
ordre:

p=t=t|oA¢.

Pour ce qui est de l'interprétation, les variables de contexte sont interprétées comme des
fonctions de contexte, définies ci-dessous, et les termes du second ordre comme des termes.
Une fonction de contezte v est une fonction de T(X, X) dans T'(X, X') décrite par une équation
de la forme

¥(t) = s[z « ] pour tout arbre t,

ol s est un contexte de trou x, c’est-a-dire s est un contexte de C(X) possédant une seule
occurrence de la variable et aucune occurrence d’autre variable. Si 4 a la représentation
donnée ci-dessus, le chemin d’ezception de v est le chemin menant de la racine de s au trou
z.

Une substitution § associe & chaque variable du premier ordre un arbre et a chaque variable
de contexte une fonction de contexte. Alors l'interprétation $(t) d’un terme du second ordre
t par B est définie inductivement par:

Bf(trs--ostn)) = f(B(t1), ..., B(tn))
BC) = B(C)B()

Une substitution J satisfait une équation ¢t = ¢’ si et seulement si 3(¢t) = G(t'). Une solu-
tion d’une contrainte de contexte est une substitution qui satisfait toutes les équations de la
contrainte. Une contrainte de contexte est dite satisfiable si elle admet une solution. Finale-
ment ’unification conteztuelle est le probléeme de satisfiabilité des contraintes de contexte.

Nous définissons maintenant les notions d’unification sur les mots et d’unification linéaire
du second ordre.

Unification sur les mots. L’unification sur les mots est le probleme de résolution
d’équations de mots, une équation de mot étant une équation de la forme u = v ou u et
v sont des mots construits sur un alphabet et un ensemble de variables d’arité zéro. Les
variables sont interprétées par des mots sur ’alphabet. L’unification contextuelle est une
généralisation de 'unification sur les mots puisque les lettres de ’alphabet peuvent étre vus
comme des symboles de fonction d’arité un et les variables comme des variables de contexte.

L’unification sur les mots a été découverte et étudiée par plusieurs communautés indépen-
dantes de chercheurs (voir [7]). La notion d’unification sur les mots provient du domaine de
la déduction automatique [71, 82] ol elle est aussi appelée A-unification [6] avec un unique
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symbole de fonction associatif. Elle a été présentée pour la premiere fois par A. Markov [63]
et est appelée probleme de Markov par les mathématiciens des pays de I’Est. Elle est appe-
lée probleme de Lob par les mathématiciens de ’Ouest, par exemple par A. Lentin et M.-P.
Schiitzenberger [56, 55]. La décidabilité de I’unification sur les mots est restée pendant plus
de vingt ans un probleme ouvert. Mais en 1977, elle a été montrée décidable par G. Makanin
[59]. Par la suite, plusieurs chercheurs ont cherché une meilleure description de ’algorithme
de Makanin et a combler certains petits trous de sa preuve de correction [68, 69, 48, 79, 80].
La complexité de 1’algorithme de Makanin est étudiée dans [52].

Unification linéaire du second ordre. Dans 'unification linéaire du second ordre, les
variables de contexte peuvent étre d’arité quelconque et sont interprétées par des contextes a
plusieurs trous, c’est-a-dire par un terme linéaire dans lequel plusieurs variables apparaissent.
L’unification contextuelle est donc un sous-probiéme de I’unification linéaire du second ordre.

La décidabilité de I'unification linéaire du second ordre est un probléme ouvert mais trois
de ses fragments ont été montrés décidables [57]. Notons aussi que ’unification du second
ordre (sans la restriction de linéarité) est indécidable [38].

Nous revenons maintenant a ’étude de 'unification contextuelle. La décidabilité de I'uni-
fication contextuelle est un probléme ouvert mais comme poéur 'unification linéaire du second
ordre trois de ses fragments ont été montrés décidables [19, 77, 57].

M. Schmidt-Schauss [77] définit les notions de préfixe du second ordre et de contrainte de
contexte stratifiée. Le préfire du second ordre d’une occurrence de variable (du premier ordre
ou de contexte) dans un terme s est la suite de variables de contexte utilisées dans s sur le
chemin menant de la racine de s a ’occurrence de la variable. Une contrainte de contexte ¢ est
stratifiée si pour toute variable du premier ordre et de contexte, les préfixes du second ordre
de toutes ses occurrences dans les termes apparaissant dans ¢ sont les mémes (exemple 226).
Schmidt-Schauss montre que 'unification contextuelle restreinte aux contraintes de contexte
stratifiées est décidable.

Exemple 226. Soient la signature ¥ = {h/3, f/2,9/1,a/0}, deuz variables du premier ordre
z et y, et deux variables de contexte Cy et Cy. Alors le terme t ci-dessous est stratifié, mais
pas s puisque la variable  a pour préfizes du second ordre C; et C,.

h /
t= = T~ s= N\
G G f Cy (i
| | N l l
Cl'z y Cl'l C"1 r
z ![] C;z
y T
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Et la contrainte de contexte suivante est stratifiée :

h C[l
/4\ =
G G f f
| | /N N
Cl'z y Cl's a C;z a
T y T

H. Comon [19] montre que le fragment existentiel de la théorie du premier ordre des
contraintes de contexte uniformes est décidable, une contrainte de contexte ¢ étant uniforme
si pour toute variable de contexte C, toutes les occurrences de C dans ¢ ont méme sous-termes
(exemple 227). J. Lévy [57] donne une preuve différente de ce résultat.

Exemple 227. Soient la signature ¥ = {f/2,g/1,a/0}, trois variables du premier ordre z,y
et z, et deuz variables de contexte Cy et Co. Alors la contrainte de contexte ci-dessous est

uniforme.

f f f C
—\\ = P A /N = |
C: G f Cy oy f
I | /\ | /\
xr f zZ a T Z X
/\
zZ T

Par contre, la contrainte de contexte sutvante n’est pas uniforme puisque toutes les occur-
rences de Cy n'ont pas méme fils.

f f f Cs
AN = O~ A A =
G ! zy 1
| | A A
X f zZ a x a T
A
zZ T

Finalement ’unification contextuelle avec au plus deux occurrences de chaque variable (du
premier ordre et de contexte) est décidable. Ce résultat a été montré pour la premiere fois
par J. Lévy [57] dans le cadre de 'unification linéaire du second ordre. Une preuve adaptée a
'unification contextuelle est donnée par J. Niehren, M. Pinkal et P. Ruhrberg [45].

Nous rappelons maintenant les différentes connexions existant entre la réécriture en un

pas et 'unification contextuelle.
J. Niehren, M. Pinkal et P. Ruhrberg [45] montrent que le fragment existentiel positif
(c’est-a-dire sans négation —) de la’théorie du premier ordre de la réécriture en un pas est
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décidable. En fait si s et t sont deux termes et r, := [ — r une régle d’un systéme de réécriture,
alors du point de vue de la satisfiabilité

sI5t « 3C (s=C()At=C(r")

ot C est une variable de contexte, et I’ et ' sont des termes obtenus & partir de [ et r par un
renommage de variables de sorte que !’ et r’ ne partagent aucune variable avec s et t. De plus
la condition sur les variables fait que la contrainte de contexte ci-dessus est stratifiée. Donc
toute conjonction de contraintes de réécriture (s % t) est équivalente du point de vue de la
satisfiabilité a une contrainte de contexte stratifiée existentiellement quantifiée. J. Niehren,
M. Pinkal et P. Ruhrberg déduisent alors leur résultat de la décidabilité de ’unification
contextuelle restreinte aux contraintes de contexte stratifiées (M. Schmidt-Schauss [77]).

J. Niehren, M. Pinkal et P. Ruhrberg déduisent également de la relation précédente et
de V’indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la réécriture en un
pas (R. Trenein [90]) que le fragment 3*V*3* de la théorie du premier ordre de ’unification
contextuelle stratifiée est indécidable.

Il est facile de définir une légére généralisation des contraintes de réécriture et d’établir
une relation étroite entre cette généralisation et 'unification contextuelle (J. Niehren et R.
Treinen [67]). En fait, on considére des contraintes de réécriture indiquant quel est le terme du
second ordre se trouvant au-dessus de la position ol s’applique la réécriture. Formellement les
contraintes de réécriture sont de la forme z =% y en A ol z, y sont des variables du premier
ordre, r. := | — r une régle de réécriture et A une chaine de variables de contexte (c’est-
a-dire soit ¢, soit une variable de contexte, soit la concaténation de variables de contexte).
L’interprétation de ¢ est la fonction identité sur ’ensemble des termes clos et la relation s — ¢
en A est satisfiable s’il existe une substitution o telle que s = g(A(l)) et t = o(A(r)).

On considére également un symbole de relation d’ordre < sur les contextes.

J. Niehren et R. Treinen montrent premierement qu’il existe des translations constructives
préservant la satisfiabilité entre la classe des contraintes de contexte et la classe des contraintes
de réécriture généralisées, une contrainte de réécriture généralisée étant une conjonction de
contraintes * — y en A. Deuxiément ils montrent qu’il existe également de telles translations
entre la classe des contraintes de contexte stratifiées et la classe constituée des conjonctions
de contraintes £ —> y en D, C < D et C < € ot C et D sont des variables de contexte.

Tout d’abord, la translation d’une contrainte de réécriture généralisée en une contrainte
de contexte se fait par la regle (1).

l
S yen A

(1)
r=Al")YANy=A(r)

» ol !’ et v’ sont obtenus & partir de [ et r par un renommage de variables tel que les
variables de I’ et r’ sont libres.

Examinons maintenant la transformation inverse. Nous illustrons cette transformation sur
deux exemples, I’'un concernant une contrainte de contexte stratifiée (exemple 228), l'autre
une contrainte non stratifiée (exemple 229).
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Exemple 228. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0} et la contrainte stratifiée :

f Cy
/S~ = |
Ci f

l N
G { ¢
i ¢

T I

Exemple 229. Soient la signature ¥ = {f/2,a/0} et la contrainte non stratifiée :

f Cy
/N = |
CI' 1 a z
T
Considérons un probléme d’unification contextuelle ;) = tgA- - -Atgp_y = t2,. SiT1,...,Tp
p

sont des nouvelles variables du premier ordre, le probléme se transforme en le probléme
1= ATy =t AN ATy =Hton_1 NTy = t9,.

On transforme tout d’abord ce dernier systéme en remplacant toute équation = = t,
avec r variable et { terme du second ordre, par une contrainte de réécriture en la premiere
chaine de variables de contexte rencontrée en parcourant ¢t de sa racine vers ses feuilles. Cette
transformation est obtenue par saturation du probléme par les régles (2) et (3) (exemples 230
et 231).

z=At(ur,...,un))

(2)
/\ (zi = Au) Az &l—yﬂ)——)yi) z; en A)

i€[n]
» pour un entier n strictement positif, une chaine de contextes A, n termes uy, ..., u, dont
les symboles de téte sont des variables du premier ordre ou des variables de contexte, un
terme du premier ordre t(y,...,Ys) et n variables du premier ordre libres zy, ..., z,.

r= At

(3)

t—t
T —zTen A

» pour t clos.

On obtient une formule contenant uniquement des contraintes de réécriture et des équa-
tions de la forme z = Ay avec A chaine de variables de contexte.
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Exemple 230. Suite de l'exemple 228.
La contrainte se transforme tout d’abord en le probléme suivant:

z1 = f(C1(Ca(g(2))),a) A z2 = Ci(f(9(C2()), a)).
Par une premiére application de la régle (2), nous obtenons le probléme :

F(y1,0)—>n f(g(y2).a)—=y2 en Cy.

2y = CI(CZ(g(I))) N Ty zZiene AN zp = Cl(Cz(ZE)) N g ————— 29
Par une nouvelle application de la régle (2) sur la contrainte zy = C;(C2(g(z))), nous
obtenons le probleme:
_ 9(y3)—ys
23—01(62(1?)) AN z7 —— z3 en C1Cy

A oy flyr.e)=u zene A z=C(Ca(2)) A z2 f_(g(ﬁ)’a_)_’ﬁ z2 en C.

Exemple 231. Suite de l’ezemple 229.
La contrainte se transforme tout d’abord en le probléme sutvant:

z1 = f(Ci(z),a) A z2 =C,(z).
Par application de la régle (2), nous obtenons le probléme :

2 =Ci(z) N 3 le ene N zg = Co(z).

Ensuite, on supprime les équations de la forme £ = Ay. Dans le cas ou le probleme de
départ est stratifié alors la formule obtenue par saturation par les régles (2) et (3) est stratifiée
puisque ces régles conservent la stratification. On sature alors le probleme par la régle (4)
puisque toutes les occurrences d’une variable y ont méme préfixe du second ordre.

En fait, on exprime le fait que z; = 25 = --- = 2,, et que A est un contexte de z;
(exemple 232).

21 =AyA---Azyp = Ay

(4)

_.)
/\ Z; -1/——1-1-) Z; en A
i,5€[m]

» ou v est une variable du premier ordre.
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Exemple 232. Suite de l’ezemple 230.
Par application de la régle (4), la formule zz3 = Cy(Cq(z)) Aza = C1(Cs(z)) se transforme
en:
U=V
/\ z; — z; en C1C.
4,7€{2,3}

Dans le cas ou le probléeme de départ n’est pas stratifié, on applique la régle (5). En fait,
on exprime les différentes valeurs que peut prendre y. Ensuite les équations introduites par
cette regle sont éliminées par la régle (3) (exemple 233).

ZIIAly/\"'/\ZmzAmy

V N\ == AidE(a)

e constante i€[m]

» ou F est une variable de contexte libre.

Exemple 233. Suite de lexemple 231.
Par application de la régle (5), la formule 2, = C1(z) Az = Ca(z) se transforme en:

7 = C1(E(a)) A z3 = Cy(E(a))

puisque a est la seule constante de la signature ¥. Ensuite par application de la régle (3),
nous obtenons:
71 2% 2 en CLE A 25 225 24 en CoF.

Finalement la contrainte de contexte de départ est équivalente du point de vue de la satis-
fiabilité au systéme de contraintes de réécriture généralisées suivant :

fly,8)=u - -
zl—(—l-—z———>zl ene N z; —5 z; en C1E AN 20 == 7, en CLE.

La derniére opération a réaliser dans le cas d’un probléme stratifié est de transformer
les Telations de réécriture z =% y en A oil A n’est pas une variable de contexte. Pour cela,
on remplace toute chaine de variables de contexte par une nouvelle variable de contexte
(régle (6)).

Finalement les définitions des nouvelles variables de contexte sont remplacées par des
relations d’ordre sur les contraintes (régles (7) et (8)) (exemple 234).
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r S yen A
(6)

T yenCanNCa=A

» ot Ca est une variable de contexte libre.

Cap = AD

A LCap

» ol A est une chaine de variables de contexte différente de e.

Exemple 234. Suite de l’ezemple 232.

En appliquant les régles (6), (7) et (8), nous obtenons que la contrainte de contexte stra-
tifiée de départ est équivalente du point de vue de la satisfiabilité au systéme de contraintes

de réécriture généralisées suivant:

fyre)—=y 9(ys)—=v.
zl——(l—)——1—>zl enC. A 21&)23 en Co,c, N T2

A ( /\ z,'-v—_w-)z]' enCc,c, | N Ci1<Cc0, N CeLe

,5€{2,3}

fl9(y2),8)—=y2
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1.2 Indécidabilité

D’importantes propriétés décidables, telles que la confluence forte et la réductibilité in-
ductive, s’expriment dans la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas. Cette théorie
semblait donc décidable mais cette conjecture s’avéra fausse lorsque R. Treinen {89] montra
'indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas pour
tout systeme de réécriture. Par la suite, plusieurs chercheurs s’intéressérent a ce probleme. R.
Treinen [88] affina son résultat au fragment 3*V* pour les systémes de réécriture linéaires par
codage du probleme de correspondance de Post, J. Marcinkowski [61] au fragment 3*V* pour
les systemes ncethériens clos a droite par codage des arbres Thue réguliers (outils définis dans
[62] et [60]), et S. Vorobyov [94] au fragment 3*V*3* pour les systémes linéaires et noethériens
par codage du probléme de correspondance de Post. Dans ce chapitre, nous affinons encore
ce résultat.

Théoréme 235. Le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas
pour les systémes de réécriture linéaires, minces et convergents est indécidable.

Nous montrons ce résultat en utilisant la méthode des Arbres-Grilles que nous avons
introduite dans la partie Outils de décidabilité et d’indécidabilité. Nous rappelons tout
d’abord les différents éléments intervenant dans cette méthode.

Soit M = (Q, {a, b}, {a,b,0}, 6, g5, T, gf), avec Q@ = {q1, ..., gk}, une instance de la classe
restreinte des machines de Turing déterministes (définition 164). Nous définissons une signa-
ture I' composée des symboles de fonction suivants:

f : ternaire
lo : constante
a;b,a.,b.,00,q1,...,9 :  constante

sur laquelle on définit un ensemble d’arbres particuliers, appelés G-Arbres (définition 175),
représentant les grilles finies.

Définition 175 (G-Arbre). Un terme clost d’une signature contenant I' est un G-Arbre
sur I si:

t € T(T) (PURETE)
Pour tout sous-arbre f(z,y,z) det:
z = lgoutéte(z)=f (FiLs-1)
y=looutéte(y)=f (FiLs-2)
z € {anb,a,,0,,0,,q1,...,q} (CONSTANTES)

Pour tout sous-arbre f(f(z1,v1,21), f(22, Y2, 22), 23) de t:
Y1 =22 (EGALITE)
Pour tout sous-arbre f(f(z1,y1,21),y2, z2) de t:

téte(y1) = f (Corps-1)
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Pour tout sous-arbre f(z1, f(f(z2,y2, 22),y3, 23), z1) de t:

téte(zy)=f (Corps-2)

Nous définissons ensuite un ensemble Py de contextes de T'(I', X') décelant les arbres qui ne
codent pas un calcul de la machine M. Finalement nous montrons que I’on peut caractériser
I’ensemble des G-Arbres codant les calculs réussis de la machine M débutant sur I’entrée vide
(proposition 177).

Proposition 177. Un G-Arbre t sur T code un calcul réussi de la machine de Turing M
débutant sur ’entrée vide si et seulement si:

e t entoure arbre f(zq, f(z2, f(23, Lo,0,),0,), qs) (INtT1)
o t n’entoure pas l'arbre f(f(z1,z2,¢s), £3,74) (IN1T2)
e t n’entoure pas l'arbre f(z1, f(z2, z3,qs), T4) (INtT3)
e t n'entoure aucun des motifs de Py (CaLcur)
o t entoure arbre f(Lo,z1,4y) (FINaL)

Ces rappels faits nous donnons 'idée de la preuve du théoréeme 235. Nous réduisons le
probléme de 1’arrét de la machine M en la satisfiabilité d’une formule close, nommée stop,
dans une certaine structure Ay, r, (définition 237) en utilisant la méthode des Arbres-Grilles :

stop := 3z (grille(z) A init(z) A calcul(z) A final(z))

Les formules grille(z), init(z), calcul(z) et final(z) permettent de vérifier si un arbre
satisfait les conditions de la proposition 177:

e grille(z) teste si un arbre est un G-Arbre sur I' (définition 175);

e init(x) teste si un arbre satisfait les conditions relatives a la configuration initiale
(conditions INIT1, INIT2 et INIT3 de la proposition 177);

e calcul(z) teste si un arbre n’entoure aucun des contextes de Py (condition CALCUL
de la proposition 177);

e final(z) teste si un arbre satisfait la condition sur ’état final (condition FINAL de la
proposition 177).

Ces formules dépendent d’une construction excluant et imposant la présence de motifs
(contextes). Soit {my,...,7,} un ensemble de motifs. La partie technique de la preuve réside
en la définition d’une formule match ;] (z) (définition 247) qui teste si un arbre z entoure le
motif ;. Ce test s’effectue en utilisant une suite de réécritures appelée triangle.

Un triangle de longueur [ est composé de I+1 arbres, t,t;,...,t;, de T(Ep) satisfaisant la
propriété décrite en figure 1. Avec le systéme de réécriture que nous considérons, les négations
t; /> tj42, pour tout ¢ de [[ — 2], apparaissant dans la définition d’un triangle entrainent que
la chaine de réécriture de ¢, a t; ne peut étre réduite.

L’astuce utilisée dans la construction de la formule match [m] (z) est d’associer & un motif
m; un triangle de longueur :+3 tel que:

Si un triangle de longueur i+3 peut étre construit a partir de = en utilisant le
systéme de réécriture Rp alors z entoure ;.
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FiGg. 1 - Un triangle de longueur I.

La structure du triangle est également utilisée pour tester si un arbre est un G-Arbre
sur I'. En effet, la premiere condition qu’un arbre doit vérifier pour cela est d’appartenir a
T(T'). Nous appelons pureté la propriété pour un arbre d’appartenir & T'(I') (définition 236)
et nous utilisons un triangle de longueur 3 pour tester cette propriété (définition 245 et
proposition 246).

Définition 236 (Pureté). Soit t un arbre. Sit appartient a T(T'), il est dit pur sinon il est
dit impur.

L’idée de la preuve étant donnée, nous allons tout d’abord définir les signatures ¥, p
et le systéme de réécriture Rp que nous allons utiliser pour construire la formule stop. Le
systéme de réécriture Rp est défini par des ensembles de regles de réécriture numérotés par
un entier. Pour simplifier les preuves, nous utilisons ces numéros pour désigner une régle de
chacun de ces ensembles de régles. Par exemple, la notation “régle (6)” signifie “une régle de
P’ensemble (6)”.

Définition 237 (Signatures X, Yp, systéme de réécriture Rp). La signature ¥ est lex-
tension de la signature I par ajout d’un symbole unaire w et de deur symboles ternaires u et
v. Soit P = {m1,...,m,} un ensemble de contextes (appelés motifs) de T(X, X) \ (To U X).
La signature Lp est définie comme suit:

Y¥p = py
U {cr0/0| 7 € P,o € TPos(r)}
U{ei;/011<i<n1<j<i+3}
U {f/3.%/3,5/3,/1}

Pour tout m de P et o de Pos(r), soit dr, = 7|, st 0 € LPos(r), et dry 1= Cr, st
0 € IPos(r).
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Le systeme de réécriture Rp est constitué des ensembles de régles suivantes :

— Régles (1)-(3) pour vérifier qu’un arbre satisfait les égalités caractéristiques des G-
Arbres (condition EGALITE de la définition 175) :

{f(2,y,2) = u(e,y, 2), f(e,y,2) = r(z,y,2)} 1)
{u(e,y,2) = w(z)} 2)
{r(z,y,2) = w(y)} (3)

- Régles (4)-(6) pour construire un triangle de longueur 3 afin de vérifier la (non) pureté

d’un arbre:
{ar - br,br - O,,a, — Dr} (4)
{o—=a,,0>b,0—= 0, |acZp\Tl', Arité(a) = 0} (5)
{B(z1,...,2p) = ar, B(21,...,2p) = b, B(21, ..., 7p) = O |

B € Ep\Tl', Arité(B) = p,p > 0} (6)

- Régles (7)-(8) pour réduire un motif (figure 2(a)) en une constante spéciale :
{h(xh---azp)—)il(xlv*-"zp)lh:f7r7uouw} (7)
{A(dro1,--- +drop) = Cro | T € P,o € TPos(r), téte(n|,) = h, Arité(h) = p}  (8)

- Reégles (9)-(11) pour construire un triangle (figure 2(b)) afin d’identifier un motif:

{Cr.‘,e_}ei,j|lsign71.<_jsi+3}
{eij Feijp|1<i<n1<j<i+2} (
{ein — €iiya |1 < i< n} (

[l e N
- O ©
— e e

Avant d’aller plus loin, faisons les trois remarques suivantes.
b

Remarque 238. Par définition de P, I'ensemble PN (ToUX) est vide. Donc tous les motifs
sont de hauteur au moins un.

Remarque 239. Le systéme de réécriture Rp est constitué uniquement de régles effacantes
(régles (2), (3), (6) et (8)) et de réétiquetages (régles (1), (4), (5), (7), (9), (10) et (11)).
La figure 3 représente les réétiquetages du systéme.

Les régles effacantes du systéme de réécriture ne s’appliquent pas aur arbres purs, les
seules régles du systéme s’appliquant aur arbres purs sont les régles (1), ({) et (7).

Nous montrons maintenant que le systeme Rp fait bien partie de la classe de systémes
citée dans le théoréme 235.

Proposition 240. Le systeme de réécriture Rp est linéaire, mince et convergent.
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Fic. 2 - Comment utiliser Rp pour vérifier si un arbre entoure un motif.

€:,i+3
(a) Réduction d’un motif par les régles (7) et (8) de (b) Identification d’un motif =;
Rp. En partie gauche, 'arbre entoure 7;; en partie par utilisation d’un triangle de
droite le motif est remplacé par la constante spéciale longueur z + 3.
Ciry e
F1G. 3 - Schémas des réétiquetages.
r u
Ff @
a, b, a,
w Cri.e

t

€1 cee —>€{,:43
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Preuve : Le systeme de réécriture Rp est de fagon évidente linéaire et mince. Pour la conver-
gence de Rp, nous montrons qu’il est noethérien puis confluent.

Nous prouvons que Rp est ncethérien par utilisation de 'ordre lexicographique de chemins
(définition 18) sur T(Zp) induit par 'ordre strict > sur p suivant :

Va € Tp\l, a>a, >b. > 0O,
fu>r>w
Vh € {f,u,r,w},¥7 € P,Yo € TPos(r), h>h > cr,
Vi€ [n], Cnie> €1 > €ig> - > € it3

D’apres le théoreme 19, le systéme Rp est noethérien si >, 7 pour toute régle | — r
de Rp. Considérons la régle f(z,y, z) = u(z,y, z) (régle (1)). Par la condition (LPO1) de la
définition des ordres lexicographiques de chemins (définition 18), nous avons f(z, y, z) >0,
f(z,y,2) mpoy et f(2,y, 2) >1po z. Nous en déduisons que f(z,y, z) >0 u(z, y, ) par la condi-
tion (LPO2b) de la définition (18) puisque f > u. Nous procédons de méme pour les régles (2),
(3) et (7).

Considérons maintenant la régle a, — b, (régle (4)). Par la condition (LPO2b) de la
définition 18, nous avons @, >, b, puisque a, > b, et b, n’a pas de fils. Nous procédons de
méme pour les régles (5), (6), (8), (9), (10) et (11). Donc nous avons { >,, r pour toute régle
[ = r de Rp. Nous en déduisons que Rp est ncethérien d’apres le théoréme 19.

Nous montrons maintenant que toute paire critique de Rp est joignable. Soient s et t deux
termes de T(Xp) tels que (s, t) soit une paire critique de Rp. Il existe:

e [y = ry et Iy = ry deux regles de Rp telles que [; ne soit pas une variable et dont
les variables ont été renommeées de sorte que Var(l;) N Var(lz) = 0,

e p une position de I; telle que /;|, ne soit pas une variable et telle que /1|, et I,
s’unifient, et '

e 0 l'un des unificateurs les plus généraux de 1], et Iy,

tels que s = ri0 et t = (I10)[r20],. D’apreés les régles de Rp, nous avons deux cas possibles

pour p.

Premier cas: p = e. Alors ¢ = r;0. Nous en déduisons que les symboles de téte de s et ¢
appartiennent a {a,,b,,0,}U (Ep\T).

Second cas: p est un entier et /1|, est une constante. Alors I; — r; est la régle (8). Donc il
existe un motif 7 de P et une position non feuille o de 7 tels que s = ¢ ,. Et le symbole

de téte de t appartient 3 {f, @, 0, w}.
Donc dans les deux cas, s — O, et t — O, par les régles (4), (5) et (6). Donc toute

paire critique de Rp est joignable et d’aprés le théoréme 22, Rp est confluent. Finalement le
systeme de réécriture Rp est linéaire, mince et convergent. 0

Avant d’entrer dans la construction de la formule stop, nous énongons quatre faits tech-
niques (faits 241, 242, 243, et 244) du systéme de réécriture Rp que nous utilisons dans la
suite de la démonstration du théoreme 235.

Fait 241. Soient t,t; et to termes de T'(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure f(a).
Sit sty et r est un réétiquetage alors py = py = p3.
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Preuve : Soient ¢, t; et t; termes de T'(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(a) avec
t — t, par un réétiquetage r. Puisque r est un réétiquetage, nous avons Pos(t) = Pos(tz2).
Donc comme le systeme Rp est constitué uniquement de régles effacantes et de réétiquetages,
seuls des réétiquetages sont utilisés dans les réécritures de la figure 4(a) car t — t; — 5.

Si p; # ps alors t et t; différent en deux positions distinctes donc on ne peut avoir ¢t — to
par un réétiquetage de Rp. De fagon analogue t; /4 t; (respectivement t 4 1) si p; # p2
(respectivement p; # p3) car alors t; et t; (respectivement ¢ et t;) différent en deux positions
distinctes. Nous en déduisons que p; = p; = p3. O

Fait 242. Soient t,t; et t; termes de T(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(a)
tels qu’au moins une des réécritures est obtenue par application d’une régle effacante. Alors
t — ty par une régle effacante et p; < p;.

Preuve : Soient t,t; et t; termes de T(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(a)
tels qu’au moins une des réécritures est obtenue par application d’une régle effacante. Nous
considérons les cas t — t; par une regle effacante et t; — £, par une reégle effacante, et
montrons qu’alors ¢t — t; par une regle effacante.

t — t; par une regle effacante. Alors card(Pos(t1)) < card(Pos(t)). Or si t — t; par un
réétiquetage, on a card(Pos(t2)) = card(Pos(t)), donc t; 4 t; puisque le systéeme de
réécriture Rp est constitué uniquement de régles effagantes et de réétiquetages (re-
marque 239). Nous en déduisons que t — t2 par une régle effacante.

t; — t; par une régle effagante. Nous avons alors card(Pos(t2)) < card(Pos(t1)). De plus
card(Pos(t1)) < card(Pos(t)) puisque t — t; et Rp est constitué uniquement de régles
effacantes et de réétiquetages. Donc card(Pos(tz)) < card(Pos(t)). Nous en déduisons
que t — to par une regle effacante. ‘

Finalement ¢ — t; par une régle effacante. Montrons maintenant que p, < p;. Nous
distinguons deux cas.

Premier cas: p; et p; sont paralleles. Alors #; et t; différent en deux positions incompa-
rables. Donc pour que t; — to, il faut que p3 < p; et p3 < p2. Or
h—ta = t1(p3) # t2(ps)
p3<ApretpsAps = t1(p3) =ta(p3)
Nous obtenons donc une contradiction.
Second cas: p; < pz. Pour toute position p paralléle a p; ou telle que p <1 p1, on a t1(p) =
t2(p). De plus t1(p1) # t2(p1) puisque t2(p1) = t(p1) et t — t;. Nous en déduisons que
P1

p3 = p; d’apres les regles du systéme Rp. Donc il existe deux regles I} — ry et I3 —
de Rp telles que:

11—)7‘1 12—)1‘2

t t) — o

avec téte(ry) = téte(ly) et téte(ry) = téte(ly). Or il n’existe pas de telles régles dans
Rp.
De par leur conclusion les deux cas ci-dessus sont impossibles. Nous avons donc p; < p;.
a
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Fait 243. Soient t,t, et t2 termes de T(Zp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(a).
Alors sit — to par la régle (2) ou (3), la réécriture t — t; se fait en une position effacée

_ .(2 . 3 S g
par la réécriture t — to. Dons si t —(—)-> ty (respectivement t —(——)> t2), il existe o égal a 2 ou 3
(respectivement 1 ou 3), et une position p tels que p; = p2ap.

Preuve : Soient t,t; et t; termes de T(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(a).
(2

Supposons que t —)-> t2. Il existe trois termes sq, 52, 53 de T'(Zp) tels que t|,, = u(sy, sz, s3).

La regle (2) est effacante donc p, < p; d’apres le fait 242. Supposons tout d’abord que

p2 = p1. Alors t(p;) = u. Donc si nous notons r; la régle telle que ¢ — ¢;, nous avons soit
P1

r1 = (2), soit r; = (6), soit ry = (7). Dans le premier cas, nous avons t; = t;. Dans le second,
card(Pos(t1)) < card(Pos(tz)). Et dans le dernier, t1|,, = @(s1,S2,53) et t3]p, = w(s;) d’out
t1]p, 7 t2lp,- Donc dans tous les cas t; /4 t;. Nous en déduisons que p; < p;.

Donc il existe un entier a de [3] et une position p tels que p; = p.ap. Supposons que
a = 1. Alors il existe un terme s} de T(Xp) différent de s; tel que t1|,, = u(s),s2,s3).
Nous en déduisons que t; /4 ¢, puisque t3],, = w(s;). Finalement a est égal 4 2 ou 3. Nous

®3)

montrons de fagon similaire que si ¢ — ¢, il existe a égal 2 1 ou 3, et p position tels que
Pp1 = p20p. a

Fait 244. Pour tous termest,t; etty de T(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(b),
aucune régle effacante n’est appliquée dans les différentes réécritures.

Preuve : Soient t,t; et t, termes de T(Xp) satisfaisant la propriété décrite en figure 4(b).
Considérons que pour tout entier i de [n], t = t;.
pi

Supposons que 'une des réécritures soit obtenue par application d’une regle effacante.
Alors nous déduisons des faits 241 et 242 que r3 est une regle effacante et que p3 < p; < p;.
Donc r3 est 'une des régles suivantes : (2), (3), (6) ou (8).

Nous montrons que t; — t3 en distinguant le cas ou r3 est la régle (2) et celui ou r3
est la régle (6). Le cas ou r3 est la regle (3) (respectivement (8)) est similaire au premier
(respectivement second) cas.

Cas ou r3 est la régle (2). D’apres le fait 243, il existe o égal a 2 ou 3 et p position tels

. 2
que p2 = pzap. Donc puisque ps < p;, nous avons £; Q) t3.
p3

Cas ou r3 est la régle (6). Alorsil existe un symbole 3 de Ep\T', des termes sy, . . ., S 4rit¢(p)
de T(Zp) et une constante ¢ de {a,,b,,0,} tels que t|,, = B(s1,---,54rite(3) et
t3'p3 =C.

6 . . . N
Si p3 < pi, alors ¢ —(—)-> t3. Si p3 = pj, alors puisque t; /4 t3, t;(p3) doit appartenir a I’

sinon t; ——> t3 par la régle (5) ou (6). Donc ¢ Q) t1. D’ou t; (p3) et t3(p3) appartiennent

a lensemble {a,,b,,0,}. Puisque t; — t; —) tg,7 nous en déduisons que ¢{p3) = a,,
t2(p3) = b, et t3(p3) = O, et donc t; Q) t3.
- P3
Donc dans tous les cas, nous avons t; — t3 ce qui contredit ’hypothése t; A t3 de la

figure 4(b). Nous en déduisons qu’aucune regle effacante n’est appliquée dans les différentes
réécritures de la figure 4(b). - O
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F1G. 4 - Quatre propriétés techniques de Rp.

Ps 43 t — 1o
Y
to ts

(a) Faits 241, 242 et (b) Fait 244

243

Définissons maintenant a ’aide d’un triangle de longueur 3 la formule impure(z) (défini-
tion 245) nous permettant de tester si un arbre satisfait la condition PURETE de la défini-
tion 175 des G-Arbres (proposition 246).

Définition 245 (impure(z)).

)1
/ {
impure(z) := Jy1,¥2,¥y3 T — Y2

N
Y3

Proposition 246. Pour tout terme t de T(Xp): Ag, r, = —impure(t) si et seulement si t
est pur.

Preuve : Soient ¢(z) la formule telle que impure(z) = Jy1, Y2, y3 @(z) et t un terme de T'(Xp).

Supposons dans un premier temps que ¢ est impur. Il existe un contexte C de C(Xp), un
symbole 3 de £, \ T d’arité p et p termes ty,...,¢, de T(Xp) tels que t = C[B(t1,-..,1tp)]-
Alors pour la valuation ¢ := {y; < Cla,],y2 « C[b,],y3 « C[3,]}, nous avons As, ry,0 =
@(t) par les regles 5 et 6. Donc As, r, |= impure(t). Nous en déduisons que ¢ est pur si

As, rp | —impure(t).

Supposons maintenant que ¢ est pur et qu’il existe trois termes t1,%,,t3 de T(Xp) tels que
Az, Rp, 0 = ¢(t) avec o la valuation {y; « t1,y2 « t2,y3 ¢ t3}, C’est-a-dire :
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Puisque ¢ est un terme pur, les regles effacantes de Rp ne s’appliquent pas a t (re-
marque 239). Donc t — t, par application d’un réétiquetage. Nous déduisons alors du fait 241
que p; = p2. De facon analogue, nous avons p; = p3 car t — t3 par application d’un réétique-
tage. Donc p; = p, = p3 et il existe un contexte C' de C(I'), un symbole a de I d’arité p, trois

symboles 3,7, de Ep d’arité p, et p termes sy,...,5, de T(Xp) tels que:
t =Cla(s1,.-.,5p)]
t :C[ﬂ(sla -757.7)]
t2 = Cly(s1,-- -, )]
tz3 = 0[5(81, ey Sp)]

Comme seules les régles (1), (4) et (7) s’appliquent aux arbres purs (remarque 239), les
symboles 3,7, appartiennent a ’ensemble {u,r,b,,O,, f, a7, w}. Nous déduisons alors des
regles de Rp que nous n’avons pas ¢; — t — t3 ce qui contredit les hypothéses de départ.
Nous en déduisons que pour toute valuation o, As, r,,0 & ¢(t) d’ol As, g, | —impure(t).

O

Nous définissons maintenant & ’aide d’un triangle de longueur i+3 la formule match[r;] (z)
(définition 247) nous permettant de tester si un arbre entoure un motif n; de P (proposi-
tion 249).

Définition 247 (match|[r](z)). Pour tout entier i de [n], soit k; le cardinal de l'ensemble

IPos(r;) et la formule :
)
'
Y2
/ |
Y3
-
\yi+l
\
Yit2
1

Yi+3

match [m] (z) =3y, y1,-- ., yipz T =2k

La premiere partie de la formule z —2% y réduit un motif 7; en sa constante associée
Cr;.e- La seconde forme un triangle utilisé afin d’identifier via sa longueur le motif dont une
instance est sous-arbre de I'arbre de départ.

Remarque 248. Nous déduisons de la remarque 238 que pour tout motif ; de P, l’ensemble
IPos(n;) est non vide d’ou k; est non nul.
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Proposition 249. Pour tout entier i de [n] et tout terme t de T'(X) :

Az, Rp | match (7] (t) si et seulement sit entoure ;.

Preuve : Soient ¢ un entier de [n], ¢ un terme de T'(Z) et ¢;(z) la formule telle que match [r;] (z)
= Jy,y1,--.,Yi+3 @i(z). Supposons que t entoure 7; et que 7; appartienne a T(Z, X,), m
entier. Alors il existe un contexte C de C(X) et m termes ty,...,t, de T(X) tels que t =
C[ﬂi[tl, .. .,tm]].

Pour toute position o de ZPos(x;) telle que téte(m;|,) = h et Arité(h) = p, nous avons

h(dz; 01y dn;0p) —(—7)—} ﬁ(dﬁi,ol, ceey lriop) -(i)-> Cr; o car l’arité de h est différente de 0 puisque

0 est une position non feuille de 7;. Nous en déduisons que t —2% C [cx;.e] par application de

(M, ®

k; fois la succession de réécritures —> —. Donc si nous considérons la valuation o := {y «+
Clere)syr « Cleinl, ..., yits « Cleiits]}, nous avons As, rp,0 = ¢i(t) dou As, g, E
match [x;](t).

Supposons maintenant que Ax . g, |= match [m] (t). Il existe donc i+4 termes ', ¢y, ..., ti43
de T'(Xp) tels que Asx, rp,0 = ¢i(t) avec o la valuation {y « t',y; < t1,..., Yiys < tiya}.
Donc t', 1, . . ., tiy3 satisfont la propriété de la figure 5 et t —2ki ¢/

Tout d’abord montrons que ¢y,  est une feuille de t’. Pour tout entier j de [¢4+ 3], supposons
que t/ 7 t;. D’apres le fait 244, aucune régle effacante n’est appliquée dans les réécritures

de la ﬁgilre 5 et d’apres le fait 241, toutes les positions p; sont égales a une position unique
que nous notons p. Puisque seuls des réétiquetages sont appliqués dans la figure 5, les regles
possibles sont les régles (1), (4), (5), (7), (9), (10) et (11). Soit o le symbole a la position p
de t’. Remarquons que:

e Les régles (1) et (7) sont les seules régles applicables & une position non feuille.
Nous déduisons du fait que les symboles de téte des parties droites de ces régles sont
u,r, f, &, 7, W que nous ne pouvons construire un triangle en utilisant celles-ci. Donc
p est une position feuille.

e Si o est une constante de I seule la régle (4) est applicable (remarque 239) et donc
seulement des triangles de longueur 3 peuvent étre construits (la longueur du triangle
de la figure 5 est strictement supérieure a 3 puisque 7 est supérieur ou égal a un).

e S’il existe un entier k de [z + 3] tel que ¢/ —-(5—)> t, alors le triangle de la figure 5 peut
se réduire par utilisation de la regle (4) ou (5).

En effet supposons que la régle (5) soit appliquée. Nous notons k l'indice de l’arbre
t; obtenu par la premiere application de cette régle. Alors tx|, est un symbole de

{a,,b,,0,}.

. L s 5 5 .
— Si k est égal & un ou deux, alors ¢/ Q) tryr et t/ —(——)-> tkyo puisque tp — tryq —

. 4
te+2. Donc tgl, = ar, trq1lp = by et tgpo|, = O,. Finalement ¢ —(—)> teyo-
2
- Si k est strictement supérieur 3 deux, alors d’apres les remarques précédentes,

t — tr_o par application de la regle (9), (10) ou (11). Donc il existe un entier [
de [n] et un entier m de [l + 3] tels que tx_2(p) = €1 ,,. Nous en déduisons que

(5)
th—o — L.
P
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e Puisque Rp termine (proposition 240), les arbres ¢; sont deux i deux distincts. De
plus, parmi les regles (9), (10), (11), seule la régle (9) permet d’obtenir deux arbres
distincts & partir de ¢'.

Nous déduisons de ces remarques que pour tout entier j de [z + 3], ¢ —(—92> t;. Donc I’'un des
J

symboles de {c;, . | j € [n]} est une feuille de ¢’ et pour tout entier j de [i + 2}, t; 19, tit1

P
11 s —— . .
ou t; -(——-)-) tj+1. Nous en déduisons qu’il existe un entier k de [r] et un entier [ tels que pour
P
tout entier j de [i + 3], t;(p) = ek, j+i1. De plus comme t; — t;13, nous avons k = i et { = 0.
P
Donc ¢y, ¢ est une feuille de t'.

Nous devons maintenant montrer que puisque t —2%i ¢/ et Cr; e est feuille de ¢/, ¢ entoure
7;. Nous déduisons cela du fait que la seule possibilité pour que ¢,  apparaisse dans ¢’ & partir

de t appartenant & T'(X) en 2k; réécritures est d’utiliser k; fois la succession de réécritures

7 (8 . .
Q) —(—)) Finalement si Ag, r, = match [7r,~] (t), nous obtenons que t entoure 7;. 0
Fig. 5 -
]

t,

i+1

42

AN

143

Définissons maintenant la formule €gal(z) (définition 250) nous permettant de tester qu’un
arbre satisfait la condition EGALITE de la définition 175 des G-Arbres (proposition 251).
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Définition 250 (égal(z)).
égal(z) :=Vy,z,2,s,8,y
(z —2 y A match [f(r(:zl, T2, 3), u(z4, Ts, T6), 1:7)] (y)
Ay — z A match [u r(zy, T2, z3), u(z4, L5, T6), x7)] (2)
Az = s A match [u u(zo, 23, 24), zs)] (s)
A s — y' A match [w(w(zl))] (y")
Ay — 2' A match[r(r(zy, T2, 23), u(z4, T35, T6), 27 (2)

Az = &' A match[r(r(z1, 72, 23), w(z4), T5)] (s')) = sy
Proposition 251. Pour tout terme t de T(Xp) :

Asxp Rp E —impure(t) A égal(t)
si et seulement si
t est pur et satisfait la condition EGALITE de la définition 175.

Preuve : Soient t un terme de T(Xp) et ¢(z) la formule telle que égal(z) = Vy, 2, 2/, s, ', y'po().
Supposons que As, r, = —impure(t) A égal(t). Tout d’abord t est pur d’apres le proposi-
tion 246 puisque Ay, g, = ~impure(t).

Montrons maintenant que ¢ satisfait la condition EGALITE de la définition 175. Supposons
qu’il existe sept termes s;,...,s7 de T(I') tels que f(f(s1,s2,53), f(sa,Ss,S6), S7) soit un
sous-arbre de t. Il existe donc C contexte de C(I") tel que:

t= C[f(f(sh $2, 33)3 f(s4a S5, 36)5 37)]‘
Nous en déduisons les propriétés suivantes :

t _Sl)_) il—)-) tl A match [f(T‘(.’El, Zo, z3), U($4, Ts, 276), 1137)] (tl)

avec tl = C [f(r(sh 82, 53)’ u(547 S5, 36)7 37)]
1 =ty A  match [u(r(zl, T2, 3), u(z4, Ts, T6), x7)] (t2)

avec ty = C[U(T(Sl, 52, 53)a U(S4, 55, '56)’ 37)
ty —> t3 A  match [U(’U)(Iz), u(za, 23,24), xs)] (t3)

avec t3 = C[u(w(sz), u(sq, S5, S6), 37)]
t3 —> t4 A match [w(w(z2))] (ta)

avec ty = C [w(w(sy))]
t1 —> t5 A match [r(r(xl, T2, T3), u(z4, Ts, zs), 1’7)] (ts)

avec ts = C[r(r(sl, S92, 83), u(s4, S5, S6), 37)]
ts —> tg A match[r(r(zy, z2, z3), w(z4), T5)] (t6)

avec tg = C[r(r(sl, S2,53), w(s4), 37)]

Puisque Ax, r, = €gal(t), nous avons As, rp, 0 = ¢(t) avec o la valuation {y « t;,2z
t2,5 ¢ t3,y « ta,2'  t5,5 < tg}. Nous en déduisons que tg — t4. La régle (3) est la seule
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applicable a cette réécriture, donc ty = Clw(w(s2))] = Clw(w(ss))] d’olt s;=s4. Finalement ¢
satisfait la condition EGALITE de la définition 175. Donc si As, r, = —impure(t) A égal(t)
alors t est pur et satisfait la condition EGALITE de la définition 175.

Su<pposons maintenant que t soit pur et satisfasse la condition EGALITE de la défini-
tion 175. Tout d’abord As, r, = —tmpure(t) d’apres la proposition 246.

Montrons que Asx, r, = €gal(t). Supposons qu’il existe six termes ty,...,ts de T(Xp)
tels que: :

t—=%t; A match f(r(z1, 72, 23), u(z4, T5, T6), 77) | (t1)
At =tz A match|u(r(z1, 2, 23), u(z4, T5, T6), 27) | (t2)
A ta =tz A maich =u(w(zz), u(z2, T3, T4), xs)] (t3)
A tz—ts A match|w(w(za))](ts)
A ty —ts A match 'r(r(a:l,zg, z3), u(z4, Ts, T6), :c7)] (ts)
A ts = tg A matchir(r(zy, 22, z3), w(z4), :cs)] (te)

Il existe donc un contexte C de C(Xp) et sept termes sq,...,s57 de T(Xp) tels que t; =
C[f(r(s1, 52, 53), u(S4, S5, S6), 87)]. Puisque t est pur, nous déduisons des régles du systéeme Rp
que t = C[f(f(s1, s2, 83), f(54, S5, S6), 57)], C est un contexte de C(I') et sy, ..., s7 des termes
purs. Dot t4 = Clw(w(s3))] et ts = C[r(r(sy, s2, 83), w(s4), s7)]-

De plus comme ¢ satisfait la condition EGALITE de la définition 175, nous avons s; =
s4 et donc tg ﬂ) t4. Finalement pour toute valuation o de {y, z, 2/,s,s',y'} dans T(Zp),
Az, Rp, 0 = @(t) d’ou Az, rp = ~impure(t) A égal(t). 0O

Les formules impure(z) et égal(x) nous permettent donc de tester si un arbre satisfait les
conditions PURETE et EGALITE de la définition 175 des G-Arbres (propositions 246 et 251).
Nous en déduisons la formule grille(z) (définition 252) qui teste si un arbre est un G-Arbre
sur I' (proposition 255).

Définition 252 (grille(z)).
grille(z) :=
—impure (z) (R-PURE)

A /\ (ﬁmatCh [f(h(z37'-'7z2+Arité(h))7xlax2)] (:Z)
heZp\{Lo.f}

A —match [f(l'l, h(l’g, .y $2+Arité(h)))a .’L‘z)] (1‘)) (FILSl&Q)

A /\ - match [f(.’tl, z9, h(1:3, ey x2+Arite’(h)))] (a:) (R—FEUILLE)
he{f. Lo} U (Ep\T)
égal(x) (R-EGAL)
/\ ~match[f(f(z1, h(zs,. .., Taq Arité(h))> T2); T35 z4)](z) (R-Corpsl)
heZp\{f}
A /\ —match[f(h(z7.. .., Terarite(n), F(F (@1, T2, 23), 24, T5), T6)] (2)
heZp\{f}

(R-Corps2)
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Remarque 253. Dans les formules, lorsque h est une constante, h(z;, . . ., Ti_14Arité(h)) = b

Remarque 254. La formule grille(x) appartient au fragment V* car les occurrences des for-
mules grille et match sont négatives.

Proposition 255. Soient la signature Lp: D £ et le systéme de réécriture Rp: construits par
application de la définition 237, o P’ est ’ensemble des motifs mentionnés dans les formules
match de la définition 252. Alors un arbret de T(Xp/) est un G-Arbre sur I' si et seulement

si A, R = grille(t).

Remarque 256. L’ensemble de motifs P’ satisfait la restriction imposée par la définition 237
puisque P' N (Tg U X') = 0. Donc Xps et Rp: sont bien définis.

Preuve : Soit ¢t un arbre de T(XZpr). Dans le cas ol Ag,, r,, = —impure(t), nous avons t est
pur d’aprés la proposition 246. Donc ¢ est un terme de T'(X) ce qui nous permet d’appliquer
le proposition 249. Nous avons donc les propriétés suivantes:

As, Rp ~impure (t)
A /\ ('“matCh [f(h(zs, ce -T2+Arz'té(h))a z1, T«z)] (t)
heZp\{Llo.f}
A —match [ f(z1, h(z3, - - -, Top arite(n))), T2)] (t))

si et seulement si
t est pur et satisfait les conditions FiLs-1 et FiLs-2 de la définition 175.

A, Ry | mimpure(t) A Nne(s, 1o} u (e p\r) "mateh [f(21, 22, B(23, -, Tag arite(n)] (t)
si et seulement si
t est pur et satisfait la condition CONSTANTES de la définition 175.

As i Ry [ mimpure(t) A /\ —~match [ f(f(z1,h(2s, - - -, Tat aritén)) T2), T3, 24) | (2)

heZp\{f}
sl et seulement si

t est pur et satisfait la condition Corps-1 de la définition 175.

As Ry —impure(t)
A /\ —match [f(h(z'l'v'"5z6+Arité(h))7 f(f($1,$2,Z3),$4,25),$6)] (t)

hezp\{f}
si et seulement si

t est pur et satisfait la condition CORPs-2 de la définition 175.

En tenant compte de ces propriétés et de la proposition 251, nous obtenons que t est un
G-Arbre sur I si et seulement si As,, r,, | grille(t). 0
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Maintenant que nous savons reconnaitre a partir d’une formule les G-Arbres, nous allons
utiliser la proposition 177 pour reconnaitre les G-Arbres codant les calculs réussis de la ma-
chine M débutant sur I’entrée vide. Nous définissons pour cela les formules init(z), calcul(z)
et final(z) qui nous permettent de vérifier si un arbre satisfait les conditions énoncées par la
proposition 177. Ensuite nous définissons la formule stop qui code le probleme de ’arrét des
machines de Turing en une formule du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la
réécriture en un pas. Finalement nous en déduisons la preuve du théoréme 235.

Définition 257 (stop).
init(z) = match [f(xl,f(xg,f(zg, 10,3,),03,), qs)](z)

A-match [f(f(."cl, T2,9s), 23, 14)] (z)
A—match [f(l‘l, f(zz, z3, ‘Is)7 1”4)] (x)

caleul(z) = /\ —~match [p] (z)
pEPL
final(z) := match [f(J_o, zy, qf)] (z)
stop := 3z (grille(z) A init(z) A calcul(z) A final(z))

Preuve : théoréme 235. Soit P l’ensemble de tous les motifs utilisés dans les constructions
précédentes. P satisfait la restriction imposée par la définition 237 puisque PN (T'oUX) =0
donc nous pouvons construire £p O ¥ et Rp par application de la définition 237. Soit ¢ un
terme de T (Xp). Nous déduisons de la proposition 249, la propriété suivante:

As, rp | —impure(t) A init(t) A calcul(t) A final(t)
si et seulement si
t est pur et satisfait les conditions de la proposition 177.

En tenant compte de cette propriété et des propositions 255 et 177, nous obtenons:

As . rp [ grille(t) A init(t) A calcul(t) A final(t)
si et seulement si
t est G-Arbre sur I' codant un calcul réussi de ia machine M débutant sur ’entrée vide.

Donc la machine de Turing s’arréte sur l’entrée vide si et seulement si As, gr, = stop.
Or le systéme de réécriture Rp est linéaire, mince et convergent (proposition 240) et la
formule stop a une forme prénexe appartenant au fragment 3*V* donc c’est une formule de
ce fragment. Donc nous déduisons de I'indécidabilité du probleme de I’arrét des machines de
Turing sur I’entrée vide (théoréme 166) que le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre
de la réécriture en un pas pour les systémes de réécriture linéaires, minces et convergents est
indécidable. 0
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1.3 Décidabilité

Dans la section précédente, nous avons montré 'indécidabilité d’un fragment treés restreint
de la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas pour des systémes de réécriture
également trés restreints (fragment 3*V*, et systémes linéaires, minces et convergents).

Nous nous intéressons maintenant a la décidabilité du fragment existentiel de cette théorie.
Ce probléme est ouvert mais Niehren et al. [66] ont montré que son fragment existentiel positif
est décidable. En fait, toute formule de ce fragment est équivalente en terme de solutions a
un probléme d’unification du second ordre stratifiée, les problemes de ce type étant montrés
décidables par M. Schmidt-Schauss [77]. Dans [46], F. Jacquemard transforme toute formule
du fragment existentiel positif de la théorie de la réécriture en un pas en une formule décidable
de la théorie faible monadique a deux successeurs, mais ce résultat n’est valable que pour les
systemes de réécriture tels que pour toute regle ! — r, toutes les occurrences d’une méme
variable dans [ — 7 sont a la méme profondeur.

Dans ce chapitre, nous montrons la décidabilité du fragment existentiel de la théorie du
premier ordre de la réécriture en un pas pour les systemes de réécriture ultra-minces (toutes
les occurrences de variables apparaissant dans les membres gauche et droit des régles sont a
la profondeur un). Plus exactement notre résultat concerne la théorie (définition 258) dont
les formules sont construites sur les formules atomiques suivantes: z wg y ,z =yetz € L
ou L est un langage reconnaissable par automates a tests entre freres (RATF).

Définition 258. Soient ¥ une signature, X un ensemble de variables, R;,..., R, des sys-
temes de réécriture et Ly, ... , Ly des langages de la classe RATF. Soit I’ensemble P constitué
des prédicats suivants:

e —g, pour tout entier i de [u] : prédicat binaire sur T(X).

e ¢ L; (contrainte d’appartenance) pour tout entier i de [q]: prédicat unaire sur

T(%).
e = (contrainte d’égalité) : prédicat binaire sur T (X).

La théorie du premier ordre de la réécriture en un pas étendue est l'ensemble des formules
logiques du premier ordre construites sur ¥, X', P et les formules atomiques z —r, y pour
tout ¢ de {u], = € L; pour tout i de [n] et ¢ = y avec z et y variables. La structure de cette
théorie, notée T, est définie comme suit:

o Le support est l’ensemble des termes construits sur ¥ c’est-a-dire T(X),

e L’élément (respectivement la fonction) associé & toute constante e (respectivement
tout symbole de fonction d’arité non nulle) est canonique, dans le sens ou pour toute
constante e de I (respectivement pour tout symbole de fonction f d’arité non nulle),
el =e (respectivement f7 (ty,...,t,) = f(t1,...,t,) pour tous termesty,...,t, de

T(%)).

e Pour tout i de [u], la relation —7 associée au symbole de prédicat —g, est la
relation de réécriture associée ¢ R; sur T(X).

e Pour tout i de [q], la relation (€ L;)7 associée au symbole de prédicat € L; est la
relation d’appartenance ensembliste au langage L;.
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T

e La relation =’ associée au symbole de prédicat = est I'égalité sur T(X).

Donc si s et t sont deux termes de T'(X), 7 k= (t € L;), pour ¢ élément de [g], si et
seulement si t appartient au langage L;, et T |= (s = t) si et seulement si s et ¢ sont le méme
terme.

Remarque 259. Les systemes de réécriture Ry, ..., R, et les langages Ly, ..., L, sont des
paramétres de la théorie définie ci-dessus mais nous ne les mentionnons pas afin de simplifier
les notations.

Nous allons montrer dans la suite de ce chapitre le théoreme suivant :

Théoréeme 260. Le fragment existentiel de la théorie du premier ordre de la réécriture en
un pas étendue pour les systémes de réécriture ultra-minces est décidable.

Nous donnons dans ce chapitre une procédure de décision basée sur des régles d’inférence
pour résoudre les formules existentielles construites sur les formules atomiques ¢ = y,z =y
et z € L, L appartenant a la classe RATF.

Par souci de clarté, nous considérons des formules utilisant les prédicats — ot r est une
régle de réécriture, plutot que les prédicats —,. La premiere présentation est plus commode
pour I’exposition de notre algorithme et est équivalente a la seconde puisque 7 = (z =g, y)
si et seulement si 7 k= (V,ep, ¢ = Y)-

De plus, si les formules sont écrites en forme normale disjonctive, ¢ = \/;.; ¥;, alors ¢ est
satisfiable si et seulement si au moins I’'une des formules ¢; est satisfiable. Dans la suite de
ce chapitre, nous pouvons donc considérer uniquement le cas des formules sans disjonction.
Enfin, nous désignons par R le systeme de réécriture B; U---U R,.

Les formules que nous souhaitons obtenir par notre algorithme sont des formules sans
contrainte de réécriture et sans contrainte de non réécriture. Donc le but de celui-ci est d’éli-
miner celles-ci. Pour une formule avec n variables, I’algorithme essaye de trouver n termes
satisfaisant la formule de la facon suivante. A chaque pas, il devine dans un premier temps
un symbole de téte pour chaque variable z, c’est-a-dire qu’une substitution de la forme

z « f(zy,...,z,) est appliquée. Ainsi les nouvelles variables z,,...,z, sont ajoutées au
probléme. Dans un second temps, ’algorithme essaye de satisfaire chaque relation de ré-
écriture f(z1,...,2,) — g(¥1,---,Ym) soit & la racine de f(zi,...,z,), soit en-dessous.

Chaque cas nécessite d’ajouter aux problémes des égalités, ou des différences, ou des rela-
tions de réécriture entre les nouvelles variables. Dans le cas d’une relation de non réécriture
f(z1,...,20) & 9{y1,---,Ym), un traitement analogue est effectué: P’algorithme essaye de
contredire la régle r au lieu de la satisfaire.

Considérons 'exemple suivant :

Py:=3zr,y, z SyAy BzAz#y

avec r la regle f(a, 8) = f(a, ) ou o, 3 sont des variables, ¢ une constante et f un symbole
d’arité 2. Tout d’abord, des symboles de tétes sont devinés pour z et y. Par exemple, z =
f(z1,22) et y = f(y1,y2). Nous obtenons la formule suivante:

Py :=3xy, 22,41, y2, f(Z1,22) 2 f(y1,92) A Fyr, y2) 5 fz1,22) A f(z1,22) # F1,92)-
La contrainte de réécriture f(x1, z2) SN f(y1,y2) de Pj est:

e Soit appliquée a la racine, et alors la contrainte de réécriture est effagée et la formule
Ty = Y3 Ay1 = a est ajoutée,
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e Soit propagée sur 'une des branches de la racine, par exemple la contrainte est
transformée en z; — y; A T3 = yo.

Concernant la partie négative de P;, nous devons vérifier que la contrainte de non ré-
écriture ne s’applique pas a la racine, c’est-a-dire que z; # a ou y; # z2, et de plus qu’elle
ne s’applique pas sous celle-ci. Puisque la contrainte z # y apparait dans Fp, nous pouvons
distinguer trois cas et ajouter de facon non déterministe l'une des trois formules:

Y1 B TIAY #E T Ay = T Yo T2 Ay FT2AY = 1; Y1 # 1 Ayp F T2

Apres cela, nous obtenons une nouvelle formule et le nombre de contraintes de réécriture
et le nombre de contraintes de non réécriture n’ont pas augmenté. Pour s’assurer de la termi-
naison, nous prouvons que la partie de la formule non concernée par les réécritures peut étre
résolue indépendamment. Donc le nombre de parties réécriture différentes pour un nombre
de variables donné étant borné, la terminaison est assurée.

Au contraire si au lieu de z # y, la contrainte z = y apparait dans Py, nous obtenons
la contrainte f(z1,z2) & f(z1,22), et devons donc dire que z; £ z; et z3 /> z5. Donc le
nombre de contraintes de non réécriture augmente. Mais une propriété importante des sys-
témes de réécriture ultra-minces est que ’ensemble des solutions des contraintes de la forme
z /> z est reconnaissable par automates a tests entre fréres. Les contraintes z /£ z sont donc
transformées en contraintes d’appartenance a des langages de RATF. Les contraintes d’ap-
partenance évitent donc d’augmenter le nombre de réécritures. Elles augmentent également le
pouvoir d’expression des formules considérées et simplifient les preuves et constructions (elles
permettent par exemple de prendre en compte des termes clos).

L’expressivité du fragment considéré est relativement faible par rapport aux propriétés
classiques utiles en théorie de la réécriture. Par exemple, les formules peuvent exprimer la
confluence seulement pour un nombre borné de pas (a cause de la restriction “en un pas”)
et pour les systémes. de réécriture ultra-minces. Néanmoins, les résultats d’indécidabilité vus
dans la section précédente et les connexions avec ['unification contextuelle montrent que la
résolution des formules de réécriture en un pas est difficile et intéressante en elle-méme.

Nos méthodes pourraient étre adaptées aux systémes de réécriture quelconques mais la ter-
minaison de ’algorithme serait beaucoup plus difficile a2 obtenir. Il semble que cette difficulté
apparait des que des regles effacantes sont autorisées.

Remarque 261. Toutes les variables apparaissant dans les formules que nous considérons
sont quantifiées existentiellement. Donc afin d’alléger les notations, nous omettons les quan-
tificateurs dans la suite de ce chapitre.

De plus, nous ne faisons pas la distinction entre une formule P et la formule () obtenue
en supprimant les quantifications de P. Donc par abus de notation nous disons que P est
satisfiable si et seulement s’il existe une valuation o de Var(P) dans T (X) telle que T,0 = P.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Nous montrons tout d’abord que I'on peut.
se débarrasser des expressions de la forme z /> z en utilisant des automates & tests entre
freres (section 1.3.1). Ensuite, nous présentons l’algorithme de décision (section 1.3.2), le
systéme de regles se trouvant en section 1.3.5. Dans la section 1.3.3, nous donnons la preuve
du théoreme 260. Finalement, nous discutons des extensions possibles de la méthode que nous
utilisons (section 1.3.4).
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1.3.1 Relations de non réécriture et ATF

Notre procédure de décision doit traiter des expressions de la forme z /3 z. Nous allons voir
qu’en utilisant des automates a tests entre fréres, on peut se débarrasser de ces contraintes.
Nous allons en fait remplacer les contraintes de réécriture £+ z par des contraintes d’appar-
tenance a des langages de RATF. Ces contraintes d’appartenance seront également utilisées
pour le traitement des parties closes des régles de réécriture.

Cette transformation des contraintes de réécriture z /4 = en des contraintes d’apparte-
nance conduit & la définition de langages de RATF ne se trouvant pas dans notre probléme
de départ.

Notations

Les régles de réécriture peuvent contenir des termes clos (par exemple, g(a) dans la régle
f(g(a),z) = f(z,z)). Nous considérons une famille L,yy,..., L, de singletons telle que tout
singleton contient un terme clos apparaissant dans une régle de R et tout terme clos appartient
a un unique singleton. Puisque les langages Lg41,. .., Ly sont finis, ils sont réguliers et donc
appartiennent a la classe RATF (propriétés 130 et 132).

Nous considérons aussi les langages L, définis par {t € T(X) | t />t} et nous allons mon-
trer que ces langages appartiennent a RATF. Les langages L, sont indicés de la fagon suivante
Ly41, ..., Ln. Donc tout langage de RATF que nous considérons appartient a {L,..., La}.

Connexions

Proposition 262. Pour toute régle r de R, le langage {t EiT(Z) | t /+t} appartient a la
classe RATF.

Preuve : Soit une régle r := [, — r, de R. Un terme t de T(X) vérifie ¢ I t si et seulement s’il
existe une position p de t telle que t|, soit une instance close de I, et r,.. Donc si nous notons o
I’'un des unificateurs les plus généraux de I, et 7., ’ensemble {t € T(Z) | t >t} est I’ensemble
des termes entourant [.o. Nous pouvons montrer que /.o est semi-linéaire puisque le systéme
R est ultra-mince. Donc puisque ’ensemble des termes entourant un terme semi-linéaire est
reconnaissable par ATF (propriété 122) et que la classe RATF est close par intersection
(propriété 114), le langage {t € T(X) | t <>t} est dans RATF.

Nous déduisons alors de la cloture par complément de la classe RATF (propriété 114) que
{t e T(Z) |t /> t} appartient & la classe RATF . 0O

Automate produit

La proposition précédente nous permet de transformer les contraintes de réécriture de la
forme z 7r4> z en des contraintes d’appartenance de la forme z € L,. De facon naturelle, les

conjonctions de non réécriture de la forme z s z A z 7ZI-> z sont transformées en contraintes
d’appartenance de la forme ¢ € L, N L,.. Or il est plus pratique de pouvoir considérer un seul
automate pour manipuler toutes les conjonctions possibles. Ceci est réalisé par une construc-
tion classique d’automate produit. Nous donnons ci-dessous la construction d’un tel automate
et ses propriétés.

Soient Aj,...,.A, des automates a tests entre freres normalisés-complets (propriété 113)
reconnaissant respectivement les langages Ly, ..., L,. Chaque automate A; est déterminé par
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un quadruplet (£, S;, S,, A;) et nous supposons que les ensembles d’états sont deux a deux
disjoints. L’automate produit A est défini par (X, S,Ss,A)ou S =8 XS X--- xS, et A est
Pensemble des régles de la forme:

f(st ... s™) LR
ol ¢ est une contrainte pleine, chaque s un n-uplet (s{, . sfl) de S, s un n-uplet (sy,...,s,)
de S et pour tout ¢ de [m], la régle f(sl,...,s™) ﬂ) s; appartient a A;.

Nous pouvons montrer que ’automate produit A est un automate & tests entre fréres
normalisé-complet puisque chaque automate .A; ’est. Donc il existe pour tout terme t de
T(X) un état s tel que t appartienne & L£{A,s). Nous pouvons également montrer que pour
tout terme ¢t de T'(X) et n-uplet (sy,...,s,) = s de S, t =% s(t) si et seulement si pour tout
i de [n], t =7 si(t).

L’ensemble des états finaux Sy est inutile dans notre étude et nous nous intéressons uni-
quement aux ensembles de termes L£(A, s) pour tout état s de S et L(A,S) = {t € L(A,s) |
s € S}. En effet, si s; est un état de 'automate A; et ¢ un terme tel que t —7%. s;(t), alors il
existe s = (s1,...,5,) tel que t =% s(t). De plus pour tout terme ¢ tel que ¢ —% s(t), nous
avons t =7 5i(t). Donc si s; est un état final de 'automate A;, L(A,s) C L;. Et si s; n’est
pas un état final de 'automate A;, alors tout terme ¢ tel que ¢ —7 s(t) n’appartient pas a L;
puisque t =7 5;(t) et A; est déterministe. Donc L(A,s) N L; = 0.

1.3.2 Algorithme de décision

Dans cette section, nous décrivons et commentons notre algorithme de décision. Dans un
premier temps, nous construisons ’automate produit A a partir du systéme R et des langages
Ly,...,L,.

Exemple 263. Soient la signature ¥ = {f/2,a/0}, le systéme de réécriture R constitué de
la seule régle r := f(a,B) = f(a,a) avec a et B variables et les langages Ly et Lo définis
par:

o Li={te T(Y) |t} = {a}, et
o L, ’ensemble des termes binaires équilibrés sur X (exemple 131).

Alors lautomate produit A peut étre défini par A = (X, {s,, 55,5}, {5a, 55, Sp}, A) avec
A constitu€ des régles suivantes:

@ = s.(a) Flsr@)ss@a)) =3 ss(f(a1,22))
Fsa@) sa(z2) = sp(Fflanze)  Flsp(an)sp(@a) 22 s,(f(r,22))

f(s(z1),s'(z2)) — sp(f(z1,22)) pour tout (s,s") & {(sa;Sa), (5f,5¢)}

Nous avons alors L(A,s.) = L1 et L(A,s,) UL(A,sf) = Lo.
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Les formules que nous considérons a partir de maintenant sont des conjonctions de contrain-
tesz 2,z —y, x>y (z ety variables distinctes), € L(A, s) et = # y. Nous appelons
problémes de telles formules. L’un des parametres de notre algorithme est un type particulier
de problémes, appelés problemes d’entrée. Un probléme d’entrée P’ est un probléme tel que:

e Pour toute variable z de P’, il existe un unique état s de A tel que la contrainte
z € L(A,s) apparait dans P’, et

e Pour tout couple de variables distinctes z et y de P’, la contrainte z # y apparait
dans P'.

Pour obtenir un probléme d’entrée P’ & partir d’une formule P du fragment existentiel de la
théorie du premier ordre de la réécriture en un pas étendue, nous utilisons les transformations
non déterministes suivantes :

1. Pour toute contrainte z % z de P, nous choisissons s tel que £(A,s) C L, et nous
remplagons la contrainte z /4 z par la contrainte d’appartenance z € L(A, s);

2. Pour tout couple de variables distinctes z,y tel que z # y n’est pas dans P, soit nous
ajoutons z # y, soit nous substituons z par y;

3. Pour toute contrainte d’appartenance z ¢ L;, nous choisissons un état s tel que L(A, s)N
L; = 0 et nous remplagons la contrainte z ¢ L; par la contrainte d’appartenance z €

L(A,s);

4. Pour toute contrainte d’appartenance z € L;, nous choisissons un état s tel que £(A,s) C
L; et nous remplagons la contrainte x € L; par la contrainte d’appartenance z € £L(A, s);

5. Pour toute variable z de P n’apparaissant pas dans une contrainte d’appartenance, nous
choississons un état s et ajoutons la contrainte d’appartenance z € L(A, s).

Puisque l’ensemble des états est fini, il est évident qu’il existe un nombre fini de choix
pour chacune de ces transformations. De plus P est satisfiable si et seulement s’il existe un
probléme P’ obtenu par les transformations précédentes satisfiable.

Quand L, est non vide, il existe des états s, ,...,s,, de ’automate produit A tels que
Uie[k] L(A,s;,) = L,. Dans la premiére transformation, nous sélectionnons 'un d’eux. Si L,
est vide, il n’existe pas de tel état et le probleme est insatisfiable. Dans la seconde trans-
formation, nous devinons pour tout couple de variables si elles sont égales ou non. Les trois
transformations suivantes sont similaires a la premiere.

Exemple 264. (suite de ’exemple 263).
Soit le probléme P suivant:

TS yANy BzAz’ € L.
Alors un probléme d’entrée possible obtenu a partir de P en posant y = z est:

Po=z SyAyeL(As)) Az #yns' € LA sf))NT #z Az’ #y.
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L’algorithme de décision est détaillé en page 180. Nous en donnons une présentation
récursive et non déterministe. L’algorithme prend en entrée deux parametres: (i) Un probléme
P satisfaisant les propriétés décrites ci-dessus; (ii) Une liste de problémes initialement vide. Il
transforme de fagon non déterministe les problémes suivant un ensemble de régles d’inférence.
Les transformations modifient essentiellement la partie réécriture des problemes, c’est-a-dire
les formules atomiques dont les variables apparaissent dans aune contrainte de réécriture et
non réécriture. Quand aucun échec est détecté, la terminaison est basée soit sur une absence
de partie réécriture, soit sur une relation < sur les problemes évitant les calculs infinis.

Avant d’expliquer notre algorithme, nous considérons les notations suivantes utilisées dans
celui-ci.

Définition 265. Soit P un probléme.
e La partie réécriture de P est PR = PR.E A PRE A PR# gpec:

o PER |g conjonction des formules atomiques z — y, LHyetr Dz
apparaissant dans P,

o PRE lq conjonction des formules atomiques x € L(A, s) apparaissant dans
P avec z variable de PR-E, et

e PE# g conjonction des formules atomiques # y apparaissant dans P
avec © et y variables de PFR,

e La partie appartenance de P, notée P€, est la conjonction des formules atomiques
z € L(A, s) apparaissant dans P avec z variable n’appartenant pas ¢ PP,

e La partie différence de P, notée P#, est la conjonction des formules atomiques
z # y apparaissant dans P avec au moins une des variables r,y n’appartenant pas
v pR,R
a P&5.

Dans l'algorithme, un échec peut subvenir quand il y a trop de différences par rapport
aux contraintes d’appartenance.

Définition 266. Soit P un probléme ezistentiel. Alors

Dp(s) = card({z € Var(P) | la contrainte z € L(A, s) est dans P}).

Intuitivement, Dp(s) est le nombre minimal de termes clos différents qui doivent appar-
tenir & £(A, s) si nous voulons satisfaire la contrainte z € L(A4, s).

Exemple 267. (suite de l'ezemple 264).
Pour le probléme d’entrée Py, nous avons:

Bf = rDynyeLl(As)Az#y Dp,(s,)) = 1
PS = z' € L(A,sy) Dp,(sf) = 1
Pgﬁ = FzN' #Fy
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Enfin la notation @ < P (définition 268) exprime qu’un probléeme @ est moins contraint
qu’un probléeme P. Donc nous pouvons dire que grossieérement les transformations qui peuvent
étre faite sur P peuvent I’étre sur Q).

Tout d’abord nous notons @ C Q' pour deux problémes Q et Q' s’il existe P’ tel que Q'
soit syntaxiquement égal & Q A P'.

Définition 268. Soient P et () deuz problémes. Nous notons Q < P si et seulement s’il
eziste une application -injective p de Var(QFT) dans Var(PE) telle que :

o p(QRE) = PRE ¢
o p(Q7€) C PRE.
Nous disons que Q < P si en plus p(QF€) £ PRE,

Dans la suite, nous appelons ’application p un renommage des variables de réécriture.

Les régles d’inférence (Sequal, Sdiffy Sgens Sapplys Smember) sont données pour des systémes
de réécriture ultra-minces (voir page 187). Elles peuvent facilement étre adaptées a n’importe
quel systéme, mais la terminaison est uniquement montrée pour des systémes ultra-minces.

Afin d’expliquer notre algorithme, nous distinguons les tests d’arrét et le reste de la pro-
cédure appelé partie inférence.

Partie inférence

Nous nous concentrons sur les lignes 12 a 23 pour étudier le coeur de ’algorithme 1. Dans
les lignes 12-13, un symbole de téte est deviné pour chaque variable de PE_ et de nouvelles
variables sont introduites. Pour toute paire z,y de ces nouvelles variables, nous devinons si
z =youz #y (lignes 14 a 18). Puis nous procédons de sorte que les prédicats D, b Eet
# n’agissent que sur les nouvelles variables :

e Considérant les formules atomiques f(zy,...,%s) # 9(y1,---,Ym), les différences
doivent étre effacées (dans le cas ou f # g) ou propagées aux nouvelles variables
Ti,... Zn €t Y1,...,Ym. Ceci est réalisé ligne 19 avec le systeme Sy;5.

e Ligne 20, un traitement similaire est fait pour les contraintes d’appartenance. Il
consiste tout simplement & suivre les régles de I’automate produit A (systéme Syember)-

e Ligne 21, les relations de réécriture et non réécriture sont propagées ou supprimées
(systeémes Sgen €t Sqppiy). La notation Do est utilisée pour désigner une réécriture a
la racine. Par exemple, nous notons s =3, t si s se réécrit en t par application de la
régle r 3 la racine de s et ¢t.

Cette étape de l'algorithme introduit, bien sir, de nouvelles égalités et différences entre
variables puisque les regles de 'automate peuvent étre non linéaires. Donc une simplification
du probléeme (ligne 22) doit étre faite. Puisqu’un choix a été fait ligne 15 concernant les
égalités et différences entre nouvelles variables, la simplification consiste simplement en deux
régles, un échec pour les différences et une substitution pour les égalités (systeme Sequai).
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Algorithme 1: DecQuasiMince

1: DecQuasiMince(P, PP): Booléen
{P un probléeme, PP une liste de problemes}

2: Si P contient L Alors
3:  Retourner FAUX
4: Sinon Si il existe un état s € S tel que Dp(s) > card(L(A, s)) Alors
5:  Retourner FAUX
6: Sinon Si PE est vide Alors
7:  Retourner VRAI
8: Sinon S1Q < P avec Q € PP Alors
9:  Retourner FAUX
10: Sinon
11:  Mettre P sur PP
{Devirer un symbole de téte pour chaque variable}
12:  Soient fi,-.., fn symboles de ¥
13- Soit P la formule PR{z, « fi(z},... 230 IRy N € R 1 )
avec {T1,...,2,} = Var(PR)etz},... 2l ,...,2},... 27 nouvelles variables
{Deviner les égalités et différences entre nouvelles variables}
14:  Deviner une partition des nouvelles variables Var(P(9) = W, 7;
15:  Soit P{1) le probléme obtenu en
16: 1. Prenant une variable z,, dans chaque classe m;
17: 2. Substituant pour tout i, chaque z de 7; par z;
18: 3. Ajoutant pour tout ¢, tel que ¢ # j, Tr, # Zr;
{Propager ou effacer les différences}
19:  Soit P la cloture de P(V) par Saig
{Propager ou effacer les contraintes d’appartenance}
20:  Soit PP la cléture de P() par Spember
{Propager ou effacer les réécritures}
21:  Soit P la cléture de P®) par Syen, Sapply
{Simplifier le probléme par les égalités et différences}
22:  Soit P’ la cléture de P4) par Sequal
{Appel récursif avec le nouveau probléme}
23:  Retourner DecQuasiMince(P’, PP)

24: Fin Si




1.3. DECIDABILITE 181

Tests d’arrét

La terminaison est controlée aux lignes 2 3 9. Nous en donnons une présentation informelle
suivant quatre cas.

1. Echec (ligne 2): Le probléme contient le symbole L. Ce symbole est déduit de contra-
dictions simples, comme par exemple = # z avec z variable (régle (16)). Les échecs
peuvent aussi apparaitre lorsqu’une relation de non réécriture ne peut étre satisfaite

(regle (11)).
En fait, un échec est obtenu lorsque les choix qui ont été faits ne ménent pas a une
solution.

2. Trop de différences (ligne 4) : La quantité Dp(s) désigne le nombre de variables distinctes
dont l'interprétation doit appartenir & £(A4,s). Par exemple, considérons le probleme
z#yNz €L ANy € L, ou la regle r est a — a et la signature ¥ ne contient que deux
constantes a et b. Le langage L, est le singleton {b} et le probléme impose qu’il existe
deux termes dans L,.

3. Solution (ligne 6): Il n’y a plus de réécriture ni de non réécriture dans le probleme.
Rappelons que P® contient les contraintes de réécriture et de non réécriture de P.
Donc le probiéme obtenu est un probléme simple d’unification et de disunification, mais
avec des contraintes d’appartenance. Le test de la ligne 4 assure que la conjonction des
contraintes d’appartenance et de différence est satisfiable.

4. Boucle (ligne 8): Le probléme courant a moins de solutions ou est équivalent en terme
de solutions a un probleme calculé précédemment. Ceci est le test principal nécessaire
a 'obtention de la terminaison. Deux problémes P et () sont équivalents en terme
de solutions s’ils contiennent les mémes contraintes de (non) réécriture et les mémes
contraintes d’appartenance a un renommage de variables pres.

Le test Q < P assure que P est plus (ou aussi) contraint qu’un autre probleme
rencontré précédemment.

1.3.3 Preuve de la décidabilité
Propriétés

Soit P une formule du fragment existentiel de la théorie du premier ordre de la réécriture en
un pas étendue et Fp l'un des problémes d’entrée obtenus a partir de P par les transformations
vues au début de la section 1.3.2. La fonction DecQuasiMince est appelée avec les parameétres
Py, 0. Un calcul de DecQuasiMince conduit 3 la construction d’une suite de formules PP
mémorisée dans le second parameétre. Nous désignons par F,..., P les éléments de PP
aprés k passages dans DecQuasiMince. Puisque DecQuasiMince est non déterministe, nous
considérons 'arbre T 4. de tous les calculs possibles étiqueté par des problémes: le symbole
de téte est le probléme initial P, et une branche dont les étiquettes sont Py, ..., P, représente
un calcul de (P, 0) & (Py, PPy) ot PP est la suite de formules Fy, ..., P.

Nous caractérisons tout d’abord les propriétés des formules préservées par 1’algorithme.

Proposition 269. Chaque formule P; de T4, contient le symbole 1 ou est un probléme
d’entrée.
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Preuve : Soit P; une formule de Tg4.. D’apres DecQuasiMince, P; est une conjonction de
formules atomiques de la forme L, z =y, =z By, z 5z, z € L(A,s), £ # y ol , y sont
des variables distinctes de X', r une regle de R et s un état de S (lignes 13 a 22). Nous en
déduisons que soit P; contient le symbole L, soit F; est un probléme. Remarquons que si P;
contient le symbole L, il constitue une feuille de T 4.

Considérons que P; ne contienne pas le symbole 1. Montrons que pour toutes variables
distinctes z et y de P;, la contrainte = # y apparait dans P;. Les variables apparaissant dans
P; sont uniquement des variables fraichement introduites puisque DecQuasiMince propage ou
élimine les contraintes d’appartenance, de différences et de réécriture afin que les prédicats
Ly, [, € et # agissent uniquement sur les nouvelles variables. De plus, nous devinons des
différences et égalités pour tout couple de ces variables (lignes 14 4 18) et toutes les égalités
entre variables sont éliminées par substitution (application du systéme Seguq ligne 22). Donc
si z et y sont deux variables distinctes de P,, z # y est dans P;.

Finalement le probléme d’entrée initial Py satisfait la propriété: pour toute variable z de
Py, il existe un unique état s de A tel que la contrainte z € LA, s) apparaisse dans Fp. Cette
propriété est préservée par ’algorithme puisque les contraintes d’appartenance sont propagées
ou effacées (application du systéme Sp,emper ligne 20). Finalement P; est un probléme d’entrée.

|

Donc puisque toute formule P; de Ty est un probléeme, nous avons d’apres la défini-
tion 265, P, = PR A PE A PP

Terminaison

Pour montrer la terminaison de notre algorithme, nous montrons le lemme suivant.

Lemme 270. Soit Py, P,,... une suite infinie de problémes tels que PIR’R = PzR’R =...4a

des renommages de variables de réécriture prés. Alors il existe deuz entiers i et j avec i < j
tels que P, X P;.

Preuve : Soit P;, P,,... une suite infinie de problémes tels que PlR’R = Pf’R = ... a des
renommages de variables de réécriture pres.

Soit k le nombre de variables distinctes apparaissant dans les EB’R pour tout entier . Pour
tout entier 1, PZ.R’e contient au plus k variables distinctes puisque Var(PiR’e) c Var(P-R ’R).

(3

Donc le nombre d’états de A étant fini et le nombre de variables distinctes des parties R-R’e

étant borné par k, le nombre de parties PiR’e distinctes est borné. Donc il existe deux entiers
1 et j avec t < j tels que PiR

Or il existe un renommage des variables de réécriture p de Var(PE) dans Var(PjR) tel
que p(PRR) = PJR’R. Donc puisque Var(l’iR’e) - Var(PiR’R), Var(PJR’G) C Var(PJB’R) et p

i

, R.E s . P R
€c P; € 3 un renommage de variables de réécriture preés.

est injective, nous avons p(RB’E) - PjR’e. Finalement P; < P;. 0

Proposition 271. DecQuasiMince termine.

Preuve : La terminaison est une conséquence de la finitude de Ty,..

Chaque neeud de T 4o ¢ un nombre fini de fils. Soit un nceud étiqueté par un probleme P, le
nombre de ses fils est le nombre de choix différents qui peuvent étre faits dans DecQuasiMince
quand nous effectuons les opérations suivantes: Deviner un symbole de téte pour chaque
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variable de P (ligne 12); Deviner les différences et égalités entre nouvelles variables (ligne 15);
Propager ou effacer les différences entre variables non nouvelles (lignes 14 a 18); Propager ou
effacer les contraintes d’appartenance (ligne 20); Propager ou effacer les réécritures (ligne 21).
Puisque I’ensemble Var(PR), le systeme de réécriture et le nombre d’états de ’automate
produit sont finis, chaque noeud a un nombre fini de fils.

Chaque branche est finie. Tout d’abord, nous montrons que, pour chaque branche Py, Py,... le
nombre de contraintes de réécriture et le nombre de contraintes de non réécriture n’augmente
pas.

Avec les regles des systemes Sqif, Smember, Sequal, la partie PE du probleme considérée
n’est pas modifiée. Les régles de Sy, géneérent des réécritures et non réécritures a la racine
(respectivement —, et /%), et n’augmentent pas le nombre de contraintes ol les symboles
— et /> interviennent. Le systeme S;pp1, efface toutes les contraintes ot les symboles —, et
#, interviennent. Donc pour tout entier i non nul, le nombre de contraintes de réécriture
(respectivement de non réécriture) de P; et inférieur ou égal au nombre de contraintes de
réécriture (respectivement de non réécriture) de P;_;.

Nous en déduisons que si nous supposons qu’il existe une branche infinie dans T 4., il existe
sur cette branche un nombre infini de problemes Py, P, ... tels que PIR R PZR’R =...a
des renommages de variables prés. Donc d’apres le lemme 270, il existe deux entiers i et j
avec 1 < j tels que P, X P;. D’apres 'algorithme, DecQuasiMince retourne FAUX dans ce cas
(ligne 8). Donc T4 ne posséde pas de branche infinie.

Finalement T 4. est fini d’oit DecQuasiMince termine. O

Correction

Nous montrons que notre algorithme est correct (proposition 275). Tout d’abord, nous
pouvons montrer la correction des régles d’inférence (lemme 272), c’est-a-dire que si la formule
du dessous d’une régle est satisfiable dans la structure 7, alors la formule de dessus de cette
régle est satisfiable dans 7.

Notons que puisque le symbole L est engendré lorsque les choix qui ont été faits ne menent
pas 2 une solution, nous avons 7 f P pour tout probléme P contenant le symbole L.

Lemme 272. Toutes les régles des systémes Sgen, Sapply; Sdiff; Smembers Sequal SONE correctes.

Le lemme suivant montre qu’un probléme sans partie réécriture est satisfiable et que nous
pouvons nous passer des contraintes qui ne sont pas dans la partie réécriture.

Lemme 273. Pour tout probléme P; de Ty, PS A Pf est satisfiable. De plus, si PiR est
satisfiable, P; est satisfiable.

Preuve : Soit P; un probléme de T 4. Pour tout état s de A, il existe un terme clos ¢ tel que ¢
appartienne a £(A, s) puisque A est normalisé-complet. De plus pour toute variable z de F;,
il existe au plus une contrainte de la forme z € £(.A, s) apparaissant dans P; (regle 20). Nous
en déduisons que Pie est satisfiable. Or le test de la ligne 4 est évalué a FAUX, c’est-a-dire
que les contraintes d’appartenance sont compatibles avec les différences du probleme. Donc
la conjonction P€ A Pf est satisfiable.

Supposons maintenant ‘que PF est satisfiable. Il existe donc une valuation o de Var(PF)
dans T(Z) telle que 7,0 = PF. Si le probleme P; est insatisfiable, cela ne peut provenir que

des contraintes d’appartenance puisque PiR et PS A Pf sont satisfiables. Or d’apres le test
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de la ligne 4, les contraintes d’appartenance de P; sont compatibles avec les différences du
probléme. Donc il existe une extension ¢’ de o aux variables de F; telle que 7,0’ = P,.

Lemme 274. Pour tout probleme Py de Tg.., st P4y est satisfiable, PZ-R est satisfiable.

Preuve : Soit P;y; un probleme satisfiable de T 4... Nous pouvons construire une valuation o
de Var(PF) dans T(X) a partir des choix faits aux lignes 12 a 14 dans ’appel DecQuasiMince
(P;, PP;). Puisque les régles sont correctes (lemme 272}, nous avons 7,0 |= PE. Dot PE est
satisfiable. 0

Proposition 275. Sl eriste un calcul de DecQuasiMince a partir du probleme Py qui re-
tourne VRAI, alors le probléme Py est satisfiable.

Preuve : S’il existe un calcul de DecQuasiMince a partir du probléme Fp qui retourne VRAIL,
alors il existe une branche Fy, P, ..., Pr de T4, telle que P,f est vide. Donc P, = PkE A P,Zé .
Puisque P,f‘ = 0, Py est satisfiable d’apres le lemme 273. Nous pouvons alors montrer que
pour i de [k], P; est satisfiable par applications successives des lemmes 274 et 273. Finalement
Py est satisfiable. 0

Complétude

Nous montrons maintenant que notre algorithme est complet (proposition 279). Soit T .,
’arbre des calculs de DecQuasiMince obtenu sans faire le test de la ligne 8. Les lemmes 276
et 277 justifient que lorsque nous stoppons ’exploration d’une branche en utilisant le test de
la ligne 8, la complétude de I'algorithme est préservée.

Lemme 276. Soient Py et Q tels que Q, soit un ancétre de P, dans T ], (Q1 est d une
position inférieure d celle de Py), et Q1 <X Py. Alors s’il existe une branche de Py d P, telle que
P, ne contient pas L, il existe une branche de méme longueur de Q, ¢ @ telle que Q, =X P,
et Q, ne contient pas L.

Preuve : La preuve est faite par induction sur la longueur de la branche de P, a P,. Notons
Py, P,, ..., P, les problémes sur la branche de P; 4 P,. Nous montrons qu’il existe une branche
Q1Q2...Q; de Tj,, telle que pour tout entier ¢ de [z], @; ne contient pas L, @; X P, et
Dg,(s) < card(L(A, s)).

Base. Pour z = 1, nous avons par hypotheése @Q; < P;. De plus puisque (), est un ancétre
de P, dans T, les tests des lignes 2 et 4 sont évalués a FAUX pour Q3. Donc Q; ne
contient pas L et Dg,(s) < card(L(A, s)) pour tout état s.

Induction. Soit ¢ un entier de [z — 1]. Supposons que la propriété soit vraie pour tout entier
7 < i. Donc il existe une branche Q1Q; ...Q; de T telle que pour tout entier j de [],
Q; ne contient pas L, Q; X P; et Dg,(s) < card(L(A, s)) pour tout état s.

Il y a deux choses a montrer: (i) Les tests des lignes 2, 4 et 6 sont évalués a FAUX pour
Q;; (i) B, Q; et P41 étant donnés, nous pouvons construire ();4; ne contenant pas L
tel que Q; = P; et Do, (s) < card(L(A, s)) pour tout état s.

(i) Par hypothése d’induction, Q; ne contient pas L et Dg, (s) < card(L(A,s)) pour
tout état s donc les tests des lignes 2 et 4 sont évalués a FAUX pour Q);.
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De plus Q; < P; donc il existe un renommage de variables p de Var(QF) dans Var(PF)
tel que p(QlB’R) = Pf’R et p(QZB’e) - PiR’e. Or P; est un ancétre de P,y; donc le test

ligne 6 est évalué a FAUX pour F;. Donc PiR’R # 0, d’ou in’R # 0. Le test ligne 6 est
donc évalué a FAUX pour ();.

(ii) Les choix faits aux lignes 12, 15, 20, 21 et 22 pour PiR peuvent étre mimés par Qf-2
a travers p. On peut montrer que le probleme ();, ainsi obtenu satisfait : L n’apparait
pas dans Q;11, Qiz1 X Piy1 et Dg,,,(s) < card(L(A, s)) pour tout état s.

Finalement Q;Q;...Q;4+1 est de facon évidente une branche de T/, ce qui termine
I'induction.

Nous appliquons maintenant ce résultat a £ — 1. Donc il existe une branche de Q1 a @
de méme longueur que la branche de P, a P; telle que Q, X P; et (Q, ne contient pas 1.

Lemme 277. S’il eziste une branche de T ], terminée par P tel que PE soit vide, alors il
eziste une branche de Ty terminée par Q tel que QF soit vide.

Preuve : Supposons qu’il existe une branche de T/, terminée par P tel que PE soit vide. 11
existe donc une branche Py P; ... P, de T ], telle que P = P. S’il n’existe pas d’entiers i et j
avec ¢ < j tels que F; X P; alors la branche est dans T 4. Sinon, des applications successives
du lemme 276 permettent de construire une nouvelle branche QoQ; ...Q; de T J,, telle que
Py = Qo, Qi X P et il n’existe pas d’entiers ¢ et j avec 7 < j tels que Q; < Q;. Cette branche
est alors dans T 4... De plus P,f est vide, donc QIR est vide puisque Q; X Fp. 0

Soient P un probléme satisfiable et o une valuation de Var(P) dans T'(X) telle que 7,0 |=
P. Alors o est appelée solution de hauteur i de P si h est la hauteur maximum des termes
de o(Var(PF)).

Nous montrons maintenant qu’a partir de tout nceud de T/, étiqueté par un probleme
ayant une solution de hauteur h non nulle, il existe un calcul de ’algorithme privé du test de
la ligne 8 calculant un probleme satisfiable.

Lemme 278. Pour tout neeud 7 étiqueté par P dans T, , si P a une solution de hauteur h
non nulle, alors il existe un fils de ) dans T [, étiqueté par un probléme P’ ayant une solution
de hauteur inférieure ou égale a h-1.

Preuve : Soit un nceud n étiqueté par P dans T ], tel que P posséde une solution de hauteur
h non nulle. Considérons une solution ¢ de hauteur » du probleme P.

Puisque P est satisfiable, les tests des lignes 2 & 6 sont évalués a FAUX pour P. Donc
DecQuasiMince peut deviner les substitutions correspondant a la solution ¢ aux lignes 12
3 19. Puisque ces substitutions s’appliquent sur PR, nous obtenons un nouveau probleme
P® dont la solution est de hauteur inférieure ou égale 3 h-1. Dans la suite, nous examinons
notre systeme d’inférence et montrons qu’il est complet. Concentrons-nous d’abord sur les
contraintes de réécriture, c’est-a-dire examinons les systémes Sgen et Sqppiy-

Supposons que P{2) contienne la contrainte flze,...,z5) 2 g(y1, - .., ym). Cette contrainte
est satisfiable puisque P(?) est satisfiable. Il existe deux cas: soit (i) la réécriture s’applique a
la racine des deux termes f(zq,...,z,) et g(y1,...,Ym), soit (ii) elle s’applique sous la racine.
Dans le premier cas, la régle (1) s’applique ainsi que la régle (7). Dans le second cas, nous
pouvons dire que tous les sous-termes de f(z1,...,%,) et g(y1,...,¥Ym) sont deux a deux
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égaux sauf pour un couple pour lequel la relation de réécriture est satisfaite, ceci correspond
a la régle (2).

Supposons maintenant que P{?) contienne la contrainte f@1yeee 20) 5 91,y -- - s Ym)-
Alors la contrainte est satisfaite a la racine. Si f = g, nous devons également dire qu’elle est
aussi satisfaite pour toute position sous la racine. Par contre, si f # g, la satisfaction de la
contrainte a la racine suffit (régle (3)).

A la racine. Une regle de réécriture ne peut s’appliquer a la racine, soit si la régle n’est pas
de la bonne forme (régle (9)), soit si les contraintes de non linéarité de la régle ne sont
pas satisfaites (regle (10)), soit si 'un des sous-termes de f(zy,...,z,) ou g(y1,- .- , Ym)
n’est pas le bon terme clos de la régle (régle (12)).

Sous la ractne. Nous avons f = g. Afin d’éviter I’explosion du nombre de non réécriture,
nous utilisons une astuce consistant a considérer les trois cas suivants:

1. Soit la contrainte est satisfaite a la racine parce qu’il existe deux positions pour les-
quelles les sous-termes de f(z1,...,%5) et f(y1,--.,Yyn) sont différents (régle (5));

2. Tous les sous-termes de f(z1,...,%,) et f(yi,-..,ys) sont égaux deux a deux sauf
en une position ou la contrainte de non réécriture est propagée (régle (4));

3. Quand tous les sous-termes sont égaux, nous avons zy; = y1,Z2 = Y2,-..,Tn = Yn-
. 13 . -

Nous devons donc dire que z; /4 z; pour tout ¢. Nous transformons ces contraintes

en contraintes d’appartenance de la forme z; € L(4,s;) ol s; est un état tel que

L(A,s;) C L, (regle (6)).

La propagation des contraintes d’appartenance est également évidente puisqu’elles sont
satisfiables et donc aucun échec ne peut apparaitre (seule la régle (18) est appliquée). Pour la
méme raison, nous avons aussi Dpr(s) > card(L(A, s)) pour tout état s ou P’ est le probléme
construit ligne 22. Nous en déduisons que P’ posséde une solution de hauteur inférieure ou
égale & h-1. Puisque P’ est satisfiable, les tests des lignes 2 et 4 sont évalués 3 FAUX pour
P'. De plus h-1 étant non nul, le test de la ligne 6 est évalué a FAUX pour P’. Donc P’ est
’étiquette d’un fils de 7 dans T ... O

Proposition 279. Si le probléme Py est satisfiable, il existe un calcul de DecQuasiMince a
partir de Py retournant VRAL.

Preuve : Supposons que PP soit satisfiable. Nous montrons tout d’abord par induction sur la
hauteur de la solution de Py qu’il existe une branche de T/, terminée pas P tel que PE soit
vide. Nous supposons que P§ est non vide car ce cas est trivial.

Base. La hauteur de la solution de P, est zéro, donc toutes les variables de PéR sont inter-
prétées par des constantes. Examinons le comportement de DecQuasiMince. Puisque Fp
est satisfiable, les tests des lignes 2 a 6 sont évalués & FAUX. Donc on peut deviner les
substitutions correspondant a la solution de Py aux lignes 12 & 19. En conséquence,
toutes les relations de réécriture peuvent étre effacées ligne 21, puisque toutes s’ap-
pliquent. Les relations de non réécriture ont aussi une solution de hauteur zéro, donc
elles peuvent aussi étre satisfaites et effacées par les systemes Sy, et Soppiy. Pour les
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contraintes d’appartenance, puisque les substitutions correspondant & la solution ont
été choisies, aucun L est calculé et la conjonction des relations d’appartenance et des
différences est satisfiable. Donc nous obtenons ligne 22 un probléme P’ satisfiable dont
la partie réécriture est vide.

Induction. Ce cas est résolu par applications répétées du lemme 278.

Par le lemme 277, il existe une branche de T .. terminée par Q tel que QF est vide. Donc
il existe un calcul de DecQuasiMince a partir de Py retournant VRAI. 0

Finalement nous déduisons des propositions 275 et 279, la proposition 280 qui termine la
preuve du théoréme 258.

Proposition 280. DecQuasiMince est correct et complet: le probléme Py est satisfiable si et
seulement s’il existe un calcul de DecQuasiMince a partir de Py retournant VRAI.

1.3.4 Extensions et remarques

Complexité Il est facile de montrer qu’avec ’ordre < que nous considérons, chaque branche
de T4 a une borne exponentielle et donc que notre algorithme est NEXPTIME.

Extensions Les restrictions sur les systémes de réécriture impliquent que les contraintes
d’unification de la forme z = ¢ ou t est un terme de T'(X, X') apparaissent au cours des calculs.
Cette propriété montre que la satisfiabilité dépend uniquement des contraintes de réécriture
et d’appartenance. Quand nous diminuons les restrictions des systémes, cette propriété est
perdue, et donc nous ne pouvons prouver la terminaison de notre algorithme. Notons que
dans ce cas, nous pouvons concevoir un semi-algorithme en modifiant légerement le systéme
d’inférence. » ,

Par exemple, considérons le probleme P := {z = h(z1,22) ; = = Z3 ; T, — y} avec
r = f(o1,a2) = az et ' 1= f(oy,a2) = g(ay,a2). A cause des égalités introduites entre
termes de différentes profondeurs, nous pouvons générer une suite de problémes dont la taille
augmente selon notre ordre. Nous n’avons trouvé ni de critére, ni de stratégie pour limiter de
telles expansions tout en préservant a la fois la complétude et la terminaison.

Il semble que la difficulté survienne des qu’une regle effacante est autorisée, méme dans
le cas de contraintes positives. Pour une meilleure compréhension du probléme, une premiere
approche serait d’étudier le cas ol toutes les variables apparaissent a la méme profondeur
dans les regles de réécriture.

Connexions avec 'unification contextuelle Nous avons vu dans la section 1.1 que
'unification contextuelle et la réécriture sont fortement liées. Cette connexion suggere I’étude
des techniques appliquées 3 I'unification contextuelle dans [77, 78] afin de les reformuler dans
notre cadre.

1.3.5 Systéme de régles
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Une réécriture peut s’appliquer d la racine...

f(zlv"'axn)—r—)g(ylv-"vym)/\P

(1)

r

fler, .o 20) e gyr, - ym) AP

...ou sous la racine (propagation). Nous chotsissons un sous-terme ot la réécriture s’applique et nous disons

que les autres sous-termes sont €gaux.

flz1,...,z0) —r—>f(y1,...,yn)/\P

(2)

x; L)yi/\#ixj =y; \P

Maintenant pour les relations de non réécriture.

flz1, ..., 2z0) 7Z)g(y1,... s Ym) AP
3)

f(xla'--wzn) %Dg(yh'"vym)/\P
» Ou f#g.

Il y a trois cas pour les relations de non réécriture appliquées sous la racine. Dans tous les cas, la relation de

non réécriture doit étre satisfaite 4 la racine. Premier cas : une seule position ot les sous-termes sont différents.

f@1,ey2n) 2 f(yr, o n) AP

(4)
f(zla'-- 7x'n.) 7z)of(yl""73/71)/\-771'77_)yi/\zi¢yi/\j¢z‘zj=yj/\P

Second cas : élimination. Il existe deur positions ou les sous-termes sont différents.

@, 2n) B fWi - Yn) AP

f(mlvu-yxn) %of(yla""yn)/\zl?Eyl/\zm#ym/\P

(5)

> Oul#m.

Troisiéme cas : appartenance. Quand tous les sous-termes d la méme position sont égauz, la relation de non ré-

écriture doit étre propagée a chaque position fils de la racine. Mais nous utilisons des contraintes d’appartenance

pour dire qu’un terme ne peut se réécrire en lui-méme.

fe,ooy2n) 2 f(y1s - 9a) AP

(6)
fla1, - zn) Pe Fy1, - ) Ni(@i = yi Az € L(A,5)) AP

» Ou sy,...,s, sont des états tels que f(sy,...5,) = s € A avec L(A,s) C L,.

Systéme de régles 1: Le systeme Sy, exprime qu’une relation de (non) réécriture doit étre
satisfaite soit 4 la racine, soit sous la racine. Ce systéme est correct pour tout systéme de
réécriture.
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Application d’une relation de réécriture.

flzh, ... zl) Dy g(2?,... ,22)AP

) (7)
A Gl=Hr N\ Gl eLAs)AP
(5.k1p)el (j.k)eJ

» Ou r est de la forme f(ai,... ,%11) —g(a?,...,a2), I ={(,k1p)| oz{ ='a,1§1, {j,k} C
{1,2}, G, 1) # (k,p)}, T ={(4,]) | o] € T(X)} et Sqi est tel que L{A, sa{) = {a]}.

Une relation de réécriture échoue.

» Ot rest de la forme f'(a},...,al) = ¢'(a?,...,02), et f'# foug #g.
Pour les relations de non réécriture. Premier cas : la régle n’a pas la bonne structure.
f(215-- 3 %n) P g(Y1,- - Ym) AP
P
» Our=a— fettéte(a)# fou téte(f) #g.

Second cas: une égalité n’est pas satisfaite. Une contrainte d’égalité concerne des sous-termes en membre

(9)

gauche, ou en membre droit, ou dans les deuz.

f(zl,...,2) 77-). g(zf,... ,Z2)AP

- (10)
z] # 5N P

» Oi r est de la forme f(ol,...,al) = g(co?,...,a2) avec arl’ = a’;, {j,k} C {1,2} et
(]’l)¢ (k’p)'

Troisiéme cas : la régle a la bonne structure et il n’y a pas de contrainte d’égalité dans celle-ct.

f(zl»---vzn) %og(yla--"ym)/\P

L

» Our=a—f, Var(a)NVar(G8) =0, téte(a) = f et téte(B) = g.

Quatriéme cas : les termes clos de la régle assurent la relation de non réécriture.

f(xlv---azn) ;)Og(ylv-"aym)/\P

(12)
zt € L(A,S)AP
» Ol r est de la forme f(ol,...,al) = g(a?,...,a2), s est tel que L{A,s)N{oi} =0 et

(i,0) € J = {(,0) | &, € T(Z)}.

Systéme de régles 2: Le systéme S,pp1y est constitué des régles appliquant les (non) réécri-
tures. Il est correct uniquement pour les systemes de réécriture ultra-minces.
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Effacer les différences déja résolues par le choir du symbole de téte.

ey, z0) # 9y, - ym) AP

(13)
P
> Ouf+4g.
Propager les différences. Nous pouvons omettre les différences entre variables “anciennes”.
f(xla"' ’xn) # f(ylv 7yn) AP
(14)
i £y NP
» Ou f est d’arité strictement plus grande que zéro.
Différences non satisfaites.
a#aAP
(15)
1
» Ou a est une constante.
Systeme de regles 3: Systéme Sy;g. Propagation ou effacement des différences.
Echec.
z#z AP
(16)
L
Substitution.
r=yAP
(17)
Plz/y]

Systeme de regles 4: Systeme Scquq. Traitement des égalités et différences.




1.3. DECIDABILITE 191
Propager une contrainte d’appartenance.
flz1,...,zn) € L(A,S)AP
(18)
b O fls1,...50) Shse A,
Premier échec: pas de régle dans 'automate.
flz1,...,2,) € L(A, ) AP
(19)
1
» S’il n’existe pas de regle f(sy,...sn) H, € A.
Deuziéme échec: 'automate est déterministe.
flzy,...,z,) € LA, S)A fzy,...,2,) € L(A,S)AP
(20)

4
> Sis#s.

Systéme de régles 5: Systéme Syember- Propagation ou effacement des contraintes d’appar-

tenance.
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Chapitre 2

Réécritures controlées

Dans la littérature [76, 24, 21], plusieurs études du langage R*(£) oi R est un systéme de
réécriture et £ un langage régulier ont été faites. Ce langage, image de £ par application d’un
nombre quelconque de pas de réécriture, n’est pas en général régulier méme si R(L), l'image
de £ par application d’un pas de réécriture, ’est. Les constructions utilisées pour 1’étude
de ce langage nous semblaient similaires. Nous avons donc cherché une méthode d’étude
générique. Pour un terme donné, nous marquons ’ensemble des positions ot des réécritures
s’appliquent et nous en déduisons sous certaines conditions la construction d’un automate
d’arbres standard reconnaissant R*(L).

Notre approche nous permet également de définir une méthode générale d’étude des ques-
tions de décision « Rel(Ly) C L37 » et « Rel(Ly) = L2?7 » ot L; et L sont des langages
réguliers et Rel(L,) est 'ensemble image des termes de £; par une relation Rel. Ces ques-
tions sont décidables lorsque la relation est un morphisme d’arbres inverse ou un morphisme
d’arbres linéaire car alors Rel(L,) est un langage régulier. Mais en général, le langage Rel(L;)
n’est pas forcément régulier, nous cherchons donc a transformer les questions précédentes en
des questions équivalentes faisant intervenir des langages réguliers. Lorsque Rel dépend d’un
systeme de réécriture, nous marquons ’ensemble des positions ou des réécritures s’appliquent
et nous vérifions que la dérivation définie ainsi consiste en ’application de la relation Rel a
’aide d’un langage dit de controle.

Nous étudions ces questions pour différentes relation Rel dépendantes d’un systéme de
réécriture. Nous considérons tout d’abord les cas ol Rel est ’application d’un pas de réécri-
ture et 'application d’une réécriture paralléle, cette derniére opération consistant a appliquer
en un pas de dérivation des réécritures s’appliquant sur des sous-termes a des positions in-
comparables. Ensuite nous considérons le cas des réécritures en une passe.

Pour qu’un terme t se réécrive en un terme u en une passe, il faut que toutes les occurrences
des membres gauches de regles utilisées dans la dérivation de ¢t en u apparaissent dans t sans
chevauchement. De plus, a cause des non linéarités, il est indispensable de préciser si les sous-
termes sont réécrits avant ou apres avoir testé les égalités imposées par les régles. Il existe
deux stratégies usuelles pour résoudre ce probleme [28, 29, 30]. La premiere, appelée OI
(Outermost-Innermost), consiste a réécrire le terme de la racine vers les feuilles et la seconde,
appelée 10 (Innermost—Outermost), consiste a réécrire le terme des feuilles vers la racine.
Z. Fiilop et al. dans [33] introduisent deux nouvelles stratégies: la réécriture en une passe
par la racine et la réécriture en une passe par les feuilles. Ces stratégies sont respectivement
des cas particuliers de réécriture en une passe Ol et en une passe IO dans lesquelles, une
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réécriture concerne toujours les positions immédiatement adjacentes aux parties du terme
réécrit précédemment. Z. Fiilop et al. dans [33] montrent que la question « Rel(L;) C £L27 »
est décidable pour les systémes linéaires a gauche lorsque Rel est 'une des relations suivantes:
calcul des formes normales ou des formes sententielles selon la stratégie de réécriture en une
passe par la racine ou par les feuilles.

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous commencons par définir les différentes réécri-
tures en un pas et en une passe citées ci-dessus (section 2.1). Puis, nous étudions le langage
R*(L) ou R est un systéme de réécriture et £ un langage régulier (section 2.2). Ensuite,
nous définissons une méthode d’étude générale des questions de décision « Rel(L1) C L7 »
et « Rel(Ly) = L27 » ot Ly et L, sont des langages réguliers et Rel(L;) est ’ensemble
image des termes de £; par une relation Rel (section 2.3). Finalement, nous étudions ces
deux problémes suivant différentes relations Rel: application d’un pas de réécriture ou d’une
réécriture parallele, ou encore calcul des formes normales ou des formes sententielles selon une
passe 10, une passe OlI, la stratégie de réécriture en une passe par la racine ou par les feuilles
(section 2.4). Nous obtenons de bons résultats de décidabilité lorsque le langage de controle
est régulier.

Nous considérons pour le reste de ce chapitre une signature ¥, un ensemble de variables
X, un systéme de réécriture R composé de n regles notées regle; = I; — r; et deux langages
L, et Ly réguliers.

2.1 Définitions

2.1.1 Réécriture en un pas

La réécriture en un pas consiste a appliquer une seule regle de réécriture. Donc si notons
— la relation de réécriture définie par R, ’ensemble image d’un langage £ par application
d’un pas de réécriture est:

R(Ly=4{teT(X)|FueLl, ut}

Exemple 281. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0,b/0} et le systéme R sur 3 constitué
des régles suivantes :

flz,z) = g(z) b—a
Alors pour L = {f(b,b)}, nous avons R(L) = {g(b), f(a,b), f(b,a)}.

2.1.2 Réécriture parallele

La réécriture paralléle consiste a appliquer en une seule fois un ensemble de régles sur des
positions paralléles.

Soient u et t deux termes de T'(X). Si nous notons 4 la relation de réécriture paralléle,
t 4 u si et seulement s'il existe un entier k, un contexte C de C¥(k), une famille (45)jepx) de



2.1. DEFINITIONS 195
[n] (ensemble des indices des regles de réécriture) et une famille (o;;) [z de substitutions sur
T(X, X) tels que:
t=Clly0j,-.-,l,05]) et w=Clrioj,...,71:,05).
L’ensemble image d’un langage £ par application d’une réécriture parallele est:

Ry(L) = {t € T(E) | Fue L, udpt)

Exemple 282. Soient la méme signature X et le méme systeme R sur ¥ que dans l’ezemple
précédent. Alors pour L = {f(g(b), g(b))}, nous avons

R(L) ={f(g(b),g(b)), f(g(b),g(a)), f(g(a),g(b)), f(g(a),g(a)), g(g(b))}.

2.1.3 Réécriture en une passe

Dans le cas ol le systéme R est linéaire, un terme f se réécrit en un terme u en une
passe, si toutes les occurrences des régles utilisées dans la dérivation de t en u peuvent étre
appliquées en méme temps (c’est-a-dire toutes les occurrences des membres gauches de regles
apparaissent dans t sans chevauchement).

Exemple 283. Soient la signature ¥ = {h/3, f/2,9/1,a/0} et le systéme R constitué des
régles suivantes:

h(z,9(y), z) = f(y, z) 9(z) = a

Alors la chaine de dérivation ci-dessous peut étre réalisée en une passe.

h f f f
T 5 N N N - "\
f g a g f g f a |
VAN | | VAN I /\ /\
|g a .Iq a .i] a a a a a a
a a a

Dans le cas général R n’est pas linéaire, nous devons alors préciser si les sous-termes sont
réécrits avant ou aprés avoir testé les égalités imposées par les regles. Il existe deux stratégies
usuelles pour résoudre ce probleme [28, 29, 30}:

Passe OI. Cette stratégie consiste a réécrire le terme en une passe en allant de la racine
(Outermost) vers les feuilles (Innermost).

Passe I0. Cette stratégie consiste a réécrire le terme en une passe en allant des feuilles vers
la racine.

Si un terme ¢ se réécrit en un terme u en une passe Ol (respectivement 10), on note
t —=° u (respectivement t —*° u).
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Exemple 284. Soient la signature ¥ = {f/2,9/2,a/0,b/0} et le systéme R constitué des
régles suivantes :

f(z,z) = g(z, ) a—b

Nous avons les chaines de dérivation suivantes :

f g g f f g
/N = /\ = /A N o= AN o= AN
a a a a a b a b b b b b
Nous avons donc f(a,a) —=° g(a,b) mais f(a,a) A% g(a,b), et f(a,b) = g(b, b) mais

f(a,b) £ g(b,b).

Dans les deux sections suivantes, nous présentons deux nouvelles réécritures en une passe
introduites par Z. Fiilop et al. dans [33] : la réécriture en une passe par la racine (one-pass root-
started rewriting) et la réécriture en une passe par les feuilles (one-pass leaf-started rewriting).
La premiére (respectivement seconde) est une réécriture en une passe Ol (respectivement OI)
dans laquelle une réécriture concerne toujours les positions immédiatement adjacentes aux
parties du terme réécrites précédemment.

2.1.4 Réécriture en une passe par la racine

Dans la réécriture d’un terme ¢ de T'(X) en une passe par la racine, la premiere partie de
t réécrite contient sa racine. La réécriture continue ensuite en direction des feuilles de sorte
que chaque pas de réécriture s’applique a la racine d’un sous-terme non encore réécrit dont
la position est immédiatement adjacente a une partie du terme déja réécrite.

Pour la définition formelle, un systéme de réécriture R4, dans lequel un symbole spécial
force ce mode de réécriture, est associé a R.

Définition 285 (Z. Fulop et al., [33]). Soit # un nouveau symbole de fonction unaire. Le
systéme de réécriture en une passe par la racine associé a R est le systéeme Ry dont les
régles sont obtenues en ajoutant un # a la racine du membre gauche et devant les variables
du membre droit de toute régle de R. Donc pour toute regle l(z1,...,z,) = r(21,...,2,) de
R, la régle suivante appartient @ Ry :

#U(z1s -2 2p)) = r(F#(21), -, #(2p))-

Exemple 286. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,¢/0} et le systéme R constitué des régles
sutvantes:

flg(x1), 22) = f(z1, 9(22)) g9(z1) = g(c)
Alors le systeme Ry associ€é a R est constitué des régles :

#(f(g(z1),72)) = f(#(21), 9(#(z2))) #(9(z1)) = g(c)
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De facon évidente, le systeme /R4 est ncethérien. Afin de retrouver la chaine de dérivation
de R en une passe par la racine a partir des chaines de dérivation de Ry, on introduit
le morphisme d’arbre ¥ de T(X U {#}) dans T(X) effacant uniquement les occurrences du
symbole #. Si

#(t) DRy B Ry T2 PRy - Ry bk

est une chaine de dérivation de R4 débutant sur un terme t de T(X), alors
t o ¥(t1) o= Y(t2) or ... =r V()

est une chaine de dérivation de R en une passe par la racine. Si ¢ est irréductible par Ry,
W (tr) est appelé une forme normale de t pour R selon la réécriture en une passe par la racine.

Par la suite, nous notons —"° la relation de réécriture en une passe par la racine. Par
exemple, on a t —"° ¥(t;) pour tout entier  de [k].

Exemple 287. Nous considérons le systéme R de l'exzemple 286. Alors

flg(9(9),¢) =™ f(g(c), 9(c))
puisque

#(f(9(9(c))€)) ory f(#(9()), 9(#(c)) o=y F(9(c), 9(#(c))-

2.1.5 Réécriture en une passe par les feuilles

Dans la réécriture d’un terme t de T(X) en une passe par les feuilles, la dérivation com-
mence par ses feuilles pour remonter jusqu’a sa racine de sorte que toutes les variables d’un
membre gauche de régle appliquée dans un pas de dérivation soient substituées par des parties
du terme déja réécrites.

Cette fois—ci, le systeme de réécriture R¥ utilisé pour définir ce mode de réécriture est
construit en deux étapes.

Définition 288. Soit R. une extension du systéme R constitué des régles suivantes:

Hyr, o syl = rlyns - yp)
pour
o toute régle | - r de R avecl et r termes de T(X, A}),

o tout p-uplet yy,...,y, de termes de X U Xq tel que les variables apparaissant dans
Uensemble {yi,...,yp} soient deur d deur distinctes.
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Soient ¥/ = {f' | f € X} une copie disjointe de T telle que pour tout symbole f de T, f et
f' ont méme arité, et # est un nouveau symbole de fonction unaire. Le systéme de réécriture
en une passe par les feuilles associé @ R est le systéme R¥ dont les régles sont obtenues en
ajoutant un # devant les variables du membre gauche et a la racine du membre droit de toute
régle de R.. Donc pour toute régle l(zy,...,zp) = r(21,...,2,) de Re:

#(z1),- - #(2p)) = #( (21, ,3p)) € R¥

avec v’ obtenu d partir de r en remplagant tout symbole f de ¥ par son symbole correspondant
de .

Exemple 289. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,¢/0} et le systéme R constitué des régles
sutvantes :

flg(z1), z2) = f(z1,¢) g{c) > ¢
Alors le systéeme R, est constitué des regles:

f(g(xl)’x2) - f(zl,c) f(g(c)7z2) - f(cac)
flg(z1),¢e) — f(z1,¢) flg(e),e) = fleo)

g(e) =
Soit ' = {f'/2,4'/1,c'/0}. Alors le systéeme R#* associé @ R est constitué des régles:

flg(#(21)), #(22)) — #(f'(21,¢)) flg(e), #(z2)) — #(f'(c',))
flg(#(21));0) = #(f'(z1,¢)) flg(e),e) — #(f'(¢¢))
9(c) = #()

De facon évidente, le systeme R# est noethérien et ne peut faire qu’une passe sur un terme
donné puisque les membres gauches et les membres droits de ses régles n’ont en commun que le
symbole #. Afin de retrouver la chaine de dérivation de R en une passe par les feuilles a partir
des chaines de dérivation de R¥#, on introduit le morphisme d’arbre ¥’ de T(X U X/ U {#})
dans T'(X) effacant les occurrences du symbole # et les primes des symboles f’ de ¥'. Si

t—=ps 01 —Ry to —pa ... = lk
est une chaine de dérivation de R¥ débutant sur un terme t de T(X), alors
t or \I/'(tl) =R \I/'(tg) =R ... \Il,(tk)

est une chaine de dérivation de R en une passe par les feuilles. Si ¢ est irréductible par R#,
U'(t)) est appelé forme normale de ¢ pour R selon la réécriture en une passe par les feuilles.

Par la suite, nous notons —!* la relation de réécriture en un passe par les feuilles. Par
exemple, on a t —* W'(t;) pour tout entier i de [k].
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Exemple 290. Nous considérons le systéeme R de l’ezemple 289. Alors

fg(c), g(c)) = f(e,¢)

puisque

f(9(0),9(c)) 2r# flg(c), #(c) 2rs #(f'(¢, ).

Le systeme R, peut sembler redondant mais sans les nouvelles régles qu’il contient, cer-
taines réécritures en une passe par les feuilles seraient oubliées. En particulier, si aucune régle
de R ne contient de termes clos, aucune réécriture en une passe par les feuilles pourrait dé-
buter puisque toutes les branches des membres gauches des régles de R¥ contiendraient le
symbole #.

2.1.6 Notations

Pour un langage £ sur X, nous notons:

e FS.i(L) ’ensemble des formes sententielles de £ pour R selon la réécriture en une
passe Ol :

FSoi(L) = {t e T(Z) | Is € L, 5 = t}.

e FSi,(£) 'ensemble des formes sententielles de £ pour R selon la réécriture en une
passe IO :

FSi(£) = {t € T(Z)|Is € L,s = t}.

e FS (L) 'ensemble des formes sententielles de £ pour R selon la réécriture en une
passe par la racine:

FSi(L)={teT(X)|3Is € L,s>"°t}.
e FNy (L) 'ensemble des formes normales de £ pour R selon la réécriture en une passe

par la racine.

e FS+(L) 'ensemble des formes sententielles de £ pour R selon la réécriture en une
passe par les feuilles :

FS+(L) = {t e T(Z) |Is € L, s =" t}.

e FN4+(L) ’ensemble des formes normales de £ pour R selon la réécriture en une passe
par les feuilles.

Notons que pour tout terme t de T'(X), les ensembles précédents pour £ = {t} sont finis
donc réguliers. Par contre pour un langage £ quelconque de T'(X), ces ensembles ne sont pas
nécessairement réguliers méme si £ 1’est.
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2.2 Réécritures multiples

Nous nous intéressons dans cette section a I’étude du langage R*(L) ou R est un systéme
de réécriture et £ un langage régulier:

R*(L)={t|3s € L,s Dp t}.

Ce langage n’est pas en général régulier méme si le langage R (L) ’est. Pourtant certains
chercheurs ont montré que celui-ci est régulier pour certaines classes de systemes de réécriture:

e M. Dauchet et S. Tison {24] pour tout systéme R clos, c’est-a-dire dont les membres
gauches et droits de régles sont clos;

e K. Salomaa [76] pour les systémes monadiques linéaires a droite, une régle | — r
étant monadique si [ est de hauteur supérieure ou égale a un, et r de hauteur au plus
un;

e J.-L. Coquidé et al. [21] pour les systémes semi-monadiques linéaires, une régle ! — r
étant semi-monadique si [ est de hauteur supérieure ou égale a un, et r est soit une
variable, soit un terme dont les variables sont a la profondeur un.

F. Jacquemard [47, 46] quant & lui montre que I’ensemble des termes clos ayant une forme
sententielle en forme normale pour un systéme R croissant est régulier, une regle | — r étant
croissante si elle est linéaire et si toutes les variables communes & [ et r apparaissent dans [ a
profondeur zéro ou un. Les méthodes utilisées dans les preuves de ces résultats sont similaires
puisqu’elles consistent a construire de proche en proche un automate reconnaissant le langage
étudié a partir d’un automate reconnaissant L.

Nous avons donc cherché a définir une méthode générale d’étude du langage R*(L). L’idée
principale de notre étude consiste a marquer les positions ol une réécriture s’applique. Pour
cela, nous associons a toute régle regle; du systéeme R un symbole o; n’appartenant pas a
Y dont l’arité est égale au nombre de variables distinctes de regle;. Soit A ’ensemble de ces
nouveaux symboles et la signature I' = £ U A. Soient ¥; et ¥, les morphismes d’arbres de
T'(T) dans T(X) déterminés par les applications ¢ et ¢, de I' dans T'(X, A’) définies par:

e Pour tout symbole f d’arité p de 3, ¥, (f) = ¥i(f) = f(z1,-..,2p), et
e Pour tout ¢ de [n], ¥;(®;) = I; et ¥.(o;) = 1.

En fait, pour un terme ¢t donné, on peut voir \Ill"l (t) comme ’ensemble des termes de 7'(T")
obtenus en remplacant les occurrences de membres gauches de regles dans t par des symboles
e; de A. Nous montrons tout d’abord la proposition suivante :

Proposition 291. Pour tout langage L' sur ¥,
L'UR(LY C \II,(\IIZ‘I(E')) C R™(L).

Preuve : Tout d’abord, nous avons de fagon évidente L'UR (L) C ¥, (¥7'(L')). Nous montrons
maintenant la propriété suivante:

Vt € T(Z),Yu € U7L (1), ¥, (u) € R*({t}) (1)
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par induction sur le nombre de marques de » (symboles de A). Soient t un terme de T'(Z) et
u un terme de ¥} (2).

Base. Le terme u ne contient aucune marque. Alors ¥i(u) = ¥, (u) = u. Or ¥;(u) = ¢
puisque u est un terme de \Ill‘l(t). Donc t = u. Nous en déduisons que u appartient a

R*({t})-

Induction. Soit k£ un entier. Supposons que la propriété (1) soit vraie pour tout terme t' de
T(X) et tout terme u’ de ;! (') possédant au plus k marques.

Supposons que u contienne k+1 marques. Nous distinguons deux cas suivant que le
symbole de téte de u soit une marque ou non.

téte(u) est un symbole de A. Il existe un entier 7 de [n] et p termes uy,...,u, de
T(I'), avec p le nombre de variables distinctes de regle;, tels que u = o;(uy, ..., up).
Soit ¢ un entier de [p]. Le terme u; appartient & ¥;' (¥;(u;)) et possédent au plus k
marques. Donc par hypothése d’induction, le terme ¥, (u;) appartient a R*(¥;(u;)).
D’ou
LWi(ur), - -, Oi(up)] SR ri{Ur(u1), .-, ¥r(up)).

Or ¥i(u) =t = L;[¥1(u1), ..., ¥i(up)] et ¥, (u) = r;{¥, (u1),..., ¥ (up)]. Donc le
terme W, (u) appartient & R*({t}).

téte(u) est un symbole de X. Alors il existe un entier p, un contexte C de CP(X) et
p termes Uy, ..., u, de T(I') dont les symboles de téte sont une marque tels que
u=Cluy,...,up). ,
Soit i un entier de [p]. Le terme u; appartient & ¥;*(¥;(u;)), contient au plus
k+1 marques et possede pour symbole de téte une marque, donc par hypothése
d’induction ou par le point précédent, le terme ¥, (u;) appartient & R*(¥;(u;)).
Donc

Cl¥(w), - .-, Ulwy)] S ClE-(w), - .., r(up)].

De plus, puisque le contexte C ne contient aucune marque, nous avons ¥;(u) =t =
Cl¥i(uy), ..., ¥i(u,)] et ¥, (u) = C[¥,(u1),..., ¥ (up)]. Nous en déduisons que le
terme VU, (u) appartient & R*({t}).

Donc la propriété (1) est vraie et nous en déduisons que ¥, (¥; (L)) C R*(L). 0

Nous considérons maintenant la suite de langages (L) ey définie par Lo = L et pour tout
entier k non nul, £ = ¥, (¥ "(Lr-1)). Nous déduisons de la proposition 291 que pour tout
entier k,

LU R(ﬁk) - £k+1 - 'R,*([:k).

Donc pour tout entier k, L C Lr41 € R*(Lg) d’ot L C Li+1 € R*(Lo). Donc la suite
(Lk)keN est croissante et bornée par R*(Ly) c’est-a-dire :

LoC Ly CLeC--- CR (L)

Nous considérons maintenant le cas ot ¥; est linéaire et ¥, est tel que pour tout symbole
de fonction f de I':

e Soit ¥,.(f) est une constante ou une variable,
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e Soit ¢.(f) est un terme linéaire de hauteur un ne possédant pas de sous-terme clos,
c’est-a-dire qu’il existe un symbole g de ¥ d’arité n non nulle et z;, ..., z, variables
distinctes tels que ¥.(f) = g(z1,...,Zn).

Nous montrons qu’alors la suite (Li)ren est stationnaire a partir d’un certain indice.
Puis, nous en déduisons que R*(L) est régulier. Nous montrons tout d’abord la proposition
suivante.

Proposition 292. Soit L' un langage régulier et A un automate d’arbres standard recon-
naissant L'. Alors il existe un AAS D dont U'ensemble d’états est inclus dans celui de A
reconnaissant ¥, (U7 (L))

Remarque 293. Les constructions que nous utilisons dans la preuve de la proposition 292
s’inspire des preuves de cloture par morphismes inverses et morphismes linéaires de la classe
des réguliers (propriété 47) que l’on trouve dans les ouvrages traitant des automates d’arbres
standards (par ezemple [20]).

Dans la preuve classique de cléture par morphismes inverses, l'automate de départ doit
étre déterministe. Mais cette restriction n’est indispensable que dans le cas ou le morphisme
n’est pas linéaire.

Remarque 294. Afin de simplifier les constructions, les états des automates que nous consi-
dérons dans la preuve suivante sont des constantes, c’est-d-dire que les régles de transition
sont de la forme f(q1,...,q,) = q ou f est un symbole d’arité n et qy,...,qn,q des états.

Preuve : Soient £’ un langage régulier et A = (2, Q, Qf, A4) un AAS reconnaissant £'. Tout
d’abord ¥, (¥;(L')) est régulier par cloture par morphismes inverses et morphismes linéaires
de la classe des réguliers (propriété 47).

Par le théoreme 42, il existe un automate réduit B = (I', @', @, Aj) équivalent & A.
Remarquons que Q' est inclus dans Q. Nous considérons 'automate C = (X, Q’, Q}, Ac) dont
les regles sont définies par:

V€T Ya1, 00,0 €Q, (Li(Hlar,--- 4n] D59) = (Tr(Har,---dn) = ¢ € Ac).

Tout d’abord, les régles de Ac sont bien définies puisque pour tout symbole de T, ¥, (f)
est soit une constante, soit une variable, soit un terme de hauteur un ne possédant aucun
sous-terme clos. Remarquons que C peut contenir des e-transitions (cas ou W,.(f) est une
variable).

Nous allons montrer que C reconnait ¥,(¥;*(£’)). Nous montrons tout d’abord la pro-
priété suivante:

Yue T(T), (Wi(v) S549) = (¥ (u) ¢ q) 2)
par induction sur la hauteur du terme u. Soit » un terme de T'(I').

Base. Le terme u est de hauteur zéro donc il existe une constante a de I' telle que t = a.
Alors ¥;(u) est un terme clos et ¥, (u) une constante. Nous en déduisons que:

(Wi(w) =5 9) = (U:(u) > g€Ae) = (¥r(u) S q).

Donc la propriété (2) est vraie dans le cas de base.
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Induction. Soit k un entier. Supposons que la propriété (2) soit vraie pour tout terme u’ de
T(T') de hauteur au plus k.

Supposons que u soit de hauteur k+1. Alors il existe un symbole f de I' d’arité n
non nulle et uj,...,u, termes de T(I') tels que v = f(uy,...,u,). Nous avons alors

Ui (u) = O (H)[¥r(u1),--., Ui(u)] et U, (uv) = ¥ (NP (u1),---, Ur(u)]

Supposons que ¥;(u) -5 . Alors puisque ¥, est linéaire, chaque variable de ¥; n’ap-
parait qu’une fois dans ¥;. Donc il existe n états qp,...,¢q, de Q tels que:

¥ (u) 25 Yi(H)lgr,--- 9] =5 4.

Nous en déduisons que la regle ¥, (f)[q,---, 9] — ¢ appartient a A¢ et que pour tout
entier ¢ de [n], ¥;(u;) =5 ¢;. Donc pour tout i de [n], ¥,(u;) =¢ ¢; par hypothese
d’induction. Finalement :

‘I’r(u) ‘*—)C \I’r(f)[qlv R 1qn] —*C 9.

Donc la propriété (2) est vraie. Nous montrons maintenant que £(C) = ¥, (¥7*(L£)).

Soit ¢ un terme de ¥, (¥;!(L’)). Alors il existe un terme u de ¥; ' (L) tel que ¥, (u) =t
et un terme s de L tel que ¥;(u) = s. Puisque s est un terme de £’ il existe un état final
g de Q% tel que s 55 q. Nous déduisons de la propriété (2) que ¥, (u) ¢ ¢. Donc ¢ est un
terme de £(C) puisque g est un état final de C. Nous en déduisons que ¥, (¥; (L)) est inclus
dans £(C).

Soit ¢t un terme de £(C). Alors il existe un état final g de Q} tel que t S¢ g. Nous pouvons
montrer que par définition des régles de C il existe un entier n, un contexte C de C*(X) et n
états q,...,q, de Q' tels que:

i C[qla"' 7qn] 1’3 q, et
e Pour tous termes sq,...,s, de T(Z), t appartient 3 ¥, (U7 (C)[sy, .-, Sa])-

De plus puisque B est un automate réduit, il existe pour tout entier ¢ de [n], un terme s;
de T(X) tel que s; —5 g;- Donc si nous considérons le terme s = C[sy,...,s,), nous avons t
appartient 3 ¥, (¥ (s)) et s 5 ¢. Nous en déduisons que ¢ est un terme de ¥, (¥; (L))
puisque ¢ est un état final de B. Finalement C reconnait ¥, (¥ '(L")).

L’automate C est un automate avec e-transitions mais par le théoréme 36, il existe un
automate D = (X, &', ff, Ap) sans e-transition équivalent a C. Finalement D est un automate

reconnaissant ¥, (¥;1(L’)) dont I’ensemble d’états Q' est inclus dans Q. O

Nous donnons maintenant un exemple illustrant la proposition 292.

Exemple 295. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0}, le systéme R constitué de la seule
régle régle, = f(f(z,a),y) = g(z) et le langage L = {t, | n € N} ou:

to = a
vn € N, lny1 = f(tma)
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Les morphismes ¥, et &, sont définis par:

Pi(a) = a Ye(a) = a
vi(g) = g(z1) Y (9) = g(=)
vi(f) = f(z1,22) U (f) = f(z1,29)
Yi(e1) = f(fry,a),29) Yr(e1) = g(z1)

Et le langage L est reconnu par Uautomate A = (Z,{q1,92},{q1,¢2},A4) 0ot Ay est
constitué des régles suivantes:

a = q fla, 1) = @ flez, ) = @

L’automate A est réduit. Nous déduisons de la preuve de la proposition 292, l'automate
C = (% {q, ¢}, {a, 02}, Ac) ot A¢ est constitué des régles suivantes:

a = q flan, 1) — ¢ flez, 1) = @
9l@) = @ 9(g2) = @

Les deuz derniéres régles sont déduites des relations U;(e1)[q1,q1] =4 g2 et ¥;(®1)[g2, 1]
254 go. L'automate C reconnait ¥, (¥ (L")).

Nous déduisons de la proposition 292, que pour tout entier k, le langage L est reconnu
par un automate d’arbres standard Ay tel que I’ensemble d’états de Ag;, est inclus dans
I’ensemble d’états de A;. Donc puisque le nombre d’automates reconnaissant un langage
différent est borné pour un nombre d’états donné, la suite (Lx)keN est stationnaire a partir
d’un indice :. Donc pour tout entier k supérieur ou égal a ¢, nous avons L = L;.

Or pour tout entier k, R*(Lo) C Lk car R(Lx) € Li+1- Donc R*¥(Lo) C L; car la suite est
croissante. Nous en déduisons que R*(Ly) C L;. Finalement £; = R*(Lo) = R*(L) puisque
L; € R*(Lo). Donc R*(L) est régulier. Nous en déduisons la proposition suivante.

Proposition 296. Soit L un langage régulier. Alors R*(L) est régulier si R est linéaire et
tout membre droit de régle de R est soit une constante, soit une variable, soit un terme de
hauteur un ne possédant pas de sous-terme clos.

Notre résultat est plus restrictif que les résultats de K. Salomaa [76] et J.-L. Coquidé
et al. [21] puisque nous n’autorisons pas de terme clos a la profondeur un dans les membres
droits des regles. En fait I'intérét de notre méthode d’étude réside dans la maniére de marquer
l’applications des régles de réécriture (morphismes ¥; et ¥,.).

Remarquons également que la linéarité a gauche du systéme de réécriture nous est indis-
pensable (exemple 297).

Exemple 297. Soient la signature & = {a/0,g/1, f/2}, le systéme de réécriture R contenant
lunique régle f(x,z) — g(z) et le langage :

L=teTE)|t=f(f(...fla,t1),. . tn=1),tn) 08 ty,...,t, € T({g,a})}.
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Nous associons ¢ 'unique régle de R le symbole o. Alors les morphisme ¥, et U, sont
déterminées par:

Pi(a) = a Yo(a) = a

Yilg) = g(z1) vr(9) = g(z1)
Y(f) = flz1,22) U(f) = flz1,22)
1/H(') = f(zhfcl) ¢r(') = g(xl)

Pour tout entier n, nous notons t, le terme f(f(...f(a,a),...,g" " (a)),g™(a)) de L.

Soit n un entier. Le terme t,, se dérive en g"*'(a) en n+1 applications de R donc t,, ap-
partient @ R*(L). Or pour obtenir g"*(a) & partir de t,, il faut ezactement n+1 applications
de \Ilr(\Ill_l), c’est-a-dire que t,, appartient @ Lr41 mais pas @ L. Nous en déduisons que la
suite (Lx)reN est infinie.

2.3 Problemes de décision et méthode générale de résolution

Nous nous intéressons maintenant aux questions de décision « Rel(L;) C L7 » et
« Rel(Ly) = L27 » ou L; et Ly sont des réguliers et Rel(L;) est 'ensemble image des
termes de £, par une relation Rel. -

Les relations Rel(L;) C Ly et Rel(Ly) = L3 ne sont pas en général facilement mani-
pulables car Rel(L;) n’est pas toujours régulier. Dans cette section, nous présentons une
méthode générale de réduction de ces relations en relations équivalentes ne faisant interve-
nir que des langages réguliers ceci afin d’obtenir un probléeme plus simple a résoudre. Nous
rappelons tout d’abord la propriété ci-dessous.

Propriété 298. Soient A et B deuz langages sur ¥ et I' respectivement (I" signatdre) et ¥
une application de T(X) dans T(T"). Alors

U(A)C B « AC U I(B).

Nous supposons que la relation Rel est définie par une conjonction de réécritures et de
non réécritures. Par exemple, si Rel est le calcul des formes normales, on a pour tout langage
Ly, Rel(L,) est ’ensemble des termes t de T'(X) tel qu’il existe un terme s de £, satisfaisant
5 —* t et il n’existe pas de terme u de T(X) tel que t — u. Alors un terme ¢ de Rel(L;)
est I'image d’un terme s de £; par Rel si s se réécrit en t et si la relation est satisfaite.
Nous utilisons cette propriété pour tenter de définir une expression différente pour Rel(L,).
L’idée générale est de marquer les positions ou une réécriture s’applique puis de déterminer
un langage R., dit de controle, traduisant les propriétés que doivent vérifier les marques pour
qu’on ait bien application de la relation Rel. Par exemple, si Rel est I’application d’un pas
de réécriture, le langage de controle doit vérifier que les termes n’ont qu’une seule marque.

Pour marquer ’application de réécritures, nous considérons ’alphabet I" et les morphismes
¥, et U, définis sur le systeme de réécriture R (section 2.2). Les morphismes précédents ne
dépendent pas de la relation Rel. Donc pour traduire I’application de Rel, nous cherchons
a définir un langage de contréle R, sur ' tel que \Ill_l(ﬁl) N R. contrdle I'application de la
relation Rel. Par exemple, si Rel est la réécriture en un pas, alors R, est ’ensemble des
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termes de T'(T') ne contenant qu’un symbole o;. Pour étre facilement utilisable, le langage R
doit étre régulier. Si on arrive a déterminer un tel langage, on cherche a vérifier que 'on a

Rel(L1) = ¥ (¥71(£1) N Re) (3)

En effet si cette relation est vérifiée et que R, est régulier, nous allons montrer que la
résolution des questions de décision « Rel(L1) C L27 » et « Rel(Ly) = L7 » est simplifiée.

Nous donnons maintenant la méthode générale que nous allons utiliser dans la section
suivante pour montrer lorsque cela est possible que la relation (3) est vérifiée.

Méthode de preuve de la relation Rel(L;) = ¥, (¥ (£;) NR.).

Nous montrons tout d’abord que \Ilr(\Ill'l(Ll) NR.) C Rel(Ly). Nous considérons un
terme ¢t de ¥, (¥; " (£1) N R,). Il existe un terme u de ¥;7'(£;) N R, tel que ¥, (u) = t. Alors
¥, (u) € £; puisque u appartient & ¥;1(L;).

Puisque u appartient & R, nous montrons que ¥;(u) se dérive en ¥, (u) par application de
la relation Rel, c’est-a-dire que ¥, (u) appartient & Rel(¥;(u)). Nous en déduisons que ¥, (u)
appartient & Rel(L;) puisque ¥;(u) appartient & £;. Et finalement ¥, (¥;!(£;) N R.) C
Rel(Ly1) puisque ¥, (u) =t.

Ensuite nous montrons que Rel(L;) C \Ilr(\Ill"l(El) N R.). Nous considérons un terme t
de Rel(L;). Alors il existe un terme s de £; tel que s se dérive en t par application de la
relation Rel. Si R. a été bien choisi, nous pouvons montrer qu’il existe un terme u de R, tel
que s = ¥;(u) et t = U, (u).

Alors u € U;1(£1) N R, puisque u € ¥;!(s). Finalement t € ¥, (¥7}(L,) N R.) car
t = U, (u) ce qui termine la preuve de la relation Rel(£;) = ¥, (¥;!(£1) NR.).

Nous supposons maintenant qu’il existe un langage de contréle régulier tel que Rel(L;) =
¥, (¥71(L1) NRe). Alors puisque R est régulier, nous avons ¥, '(£;) N R, régulier (propo-
sition 299).

Proposition 299. Soit R, un langage régulier. Alors \I/I'I(L:l) NR. est régulier.

Preuve : Soit R, un langage régulier. La classe des réguliers étant close par morphismes
inverses (propriété 47), \Ill_l(ﬁl) est régulier puisque ¥; est un morphisme et £; est régulier.
Donc puisque la classe des réguliers est close par intersection (propriété 45), \Ill_l(ﬁl) NR.
est régulier. O

Nous allons maintenant distinguer deux cas suivant que R est semi-linéaire & droite ou
quelconque. Nous montrons que dans tous les cas la question « Rel(L£;) C £27? » est décidable
et que dans le premier cas, la question « Rel(L£;) = L27 » I’est aussi. Nous commengons par
le second cas.

a) R quelconque

Nous montrons tout d’abord que I'on peut transformer la relation Rel{L;) C L, (propo-
sition 300).

Proposition 300. 5i ¥, (¥ (£,) NR,) = Rel(L;), alors
Rel(L1) C L2 & YTHL1)N R, C YN L,).



2.3. PROBLEMES DE DECISION ET METHODE GENERALE DE RESOLUTION 207

Preuve : Supposons que \Ilr(\Ill_l(El) NR.) = Rel(Ly). Alors

Rel(L1) C Ly & U (¥7H(L)NR,) C Loy (par hypothese)
& YUY L) N R CYTN(L,) (d’apres la propriété 298)
a

Nous utilisons cette équivalence pour résoudre la question « Rel(L£1) C L2? » (proposi-
tion 301).

Proposition 301. Si Rel(L1) = ¥.(¥7(Ly) N R.) avec R. régulier, alors la guestion
« Rel(Ly) C L ? » est décidable.

Preuve : Supposons que Rel(L;) = ¥, (¥7!(L£;) NR.) avec R. régulier. Tout d’abord, par la
proposition 300, le probleme « Rel(L£;) C L27 » est décidable si et seulement si le probléeme
« UTH(Ly) N R, C ¥71(L2)? » est décidable.

Or d’apreés la proposition 299, ¥7!(£;) N R. est régulier. De plus ¥ (L) est régulier
puisque la classe des réguliers est close par morphismes inverses (propriété 47).

Donc puisque le probleme d’inclusion est décidable pour les automates d’arbres standards
(théoréme 52), le probleme « ¥;1(L1) N R, C U7 1(Ls)? » est décidable. Donc le probleme
« Rel(L1) C L7 » est décidable. 0

b) R semi-linéaire & droite

Nous supposons que R est semi-linéaire a droite. Alors ¥, est semi-linéaire puisque tout
membre droit de regle est semi-linéaire.

Nous montrons tout d’abord que ¥, (¥;'(£;) N R.) appartient 4 la classe des reconnais-
sables par automates a tests d’égalité entre fréres (proposition 302) et nous en déduisons que
la question « Rel(Ly) = L27 » est décidable (proposition 303).

Proposition 302. Si R est semi-linéaire a droite et R, régulier, alors ¥, (U7 (L) NR.)
est un langage de la classe RATEF.

Preuve : Supposons que R est semi-linéaire & droite et R, régulier. ¥, est alors semi-linéaire.
Or d’aprés la proposition 299, \IJI_I(Cl) N R, est régulier. Donc \Ilr(\Ill'l([Il) NR.) appartient
a la classe RATEF puisque I'image d’un régulier par un morphisme semi-linéaire appartient
a3 RATEF (propriété 137). 0

Proposition 303. Si Rel(L;) = \Il,(\Ill"l(El) N R.) avec R semi-linéaire a droite et R,
régulier, alors la question « Rel(Ly) = L, ? » est décidable.

Preuve : Supposons que Rel(£;) = ¥, (¥ ' (L) N R.) avec R semi-linéaire & droite et R,
régulier. Nous déduisons de la proposition 302 que ¥, (¥;!(£,) N R.) appartient & RATEF.
Or Rel(Ly) = ¥, (¥;'(L£1) N R.) donc Rel(L;) appartient & RATEF.

De plus le probléme de reconnaissabilité étant décidable pour la classe RATF (théo-
réme 194), il Pest aussi pour la classe RATEF (propriété 132). On peut donc décider si
Rel(Ly) est régulier. On déduit donc de la décidabilité du probléeme d’équivalence pour les
automates d’arbres standards (théoreme 53) que le probleme « Rel(L;) = L37 » est décidable.

a



208 CHAPITRE 2. REECRITURES CONTROLEES

Calcul des formes normales

Pour terminer cette section, nous considérons le cas ou la relation Rel consiste a calculer
des formes normales suivant une stratégie particuliere.

1l faut d’abord vérifier que la stratégie est bien appliquée puis que le terme obtenu est une
forme normale pour la stratégie considérée. La premiere étape est réalisée comme précédem-
ment avec un langage de controle R.. Pour la seconde, on définit ’ensemble E; des termes
qui permettent & la stratégie de se poursuivre. On en déduit I’ensemble RFN = {t ¢ T(T') | ¢
n’entoure pas u pour tout v de E;}. Finalement si on arrive & déterminer un langage de
contréle et I'ensemble E, on aura

Rel(L1) = U, (T (L) N R, NREN).

La classe de reconnaissables dont fait partie le langage RFN dépend des termes de E,.
Nous distinguons deux cas suivant que E; contient des termes quelconques ou uniquement
des termes linéaires, afin d’étudier les questions « Rel(L;) C L27 » et « Rel(Ly) = L27 ».

a) E; quelconque

Proposition 304. Si R, est régulier, ¥ (L£1) N R.NREN est reconnaissable par AR (au-
tomate de réduction) déterministes.

Preuve : Supposons que R, soit régulier. Soit u un terme de E;. L’ensemble des termes clos
entourant u est reconnaissable par AR déterministes et complets d’aprés la propriété 148.
Or la classe des langages reconnus par les AR déterministes est close par complément (pro-
priété 145). Donc ’ensemble des termes n’entourant pas u est reconnaissable par AR déter-
ministes. De plus ’ensemble E; étant fini, la classe RAR étant close par intersection (pro-
priété 146) et I'intersection d’automates déterministes étant un automate déterministe, REN
est reconnaissable par AR déterministes.

Par la proposition 299, 7' (£1)NR. est régulier puisque R, est régulier. Donc ¥;*(£;)N
R . est reconnaissable par automates d’arbres standards déterministes d’aprés le théoreme 38.
De plus tout automate d’arbres standard déterministe est de facon évidente un automate de
réduction déterministe. Donc ¥;*(£1) N R. est reconnaissable par AR déterministes.

Nous en déduisons que ¥ (£1) "R NREN est reconnaissable par AR déterministes. 0O

Proposition 305. SiRel(L1) = ¥, (¥ (L1)NR.NREN) avec R, régulier, alors la question
« Rel(Ly) C L2? » est décidable. '

Preuve : Supposons que Rel(£1) = ¥, (U7 (£1) NR.NREN) avec R, régulier. Tout d’abord,
en procédant de la méme facon que dans la preuve de la proposition 300, nous pouvons

montrer que:
Rel(L1) C L2 & UTHL)NRNREN C w7l(Ly).

D’ou
Rel(L)C Ly & THL)NRNARINACE (L) =0 (4)

D’apres la proposition 304, ¥ ' (L) NR.NREN est reconnaissable par AR déterministes
puisque R, est régulier. De plus U-1(L,) est régulier puisqu’image par morphisme inverse
d’un régulier (propriété 47). Donc 0¥ (L;) est régulier puisque la classe des réguliers est
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close par complément (propriété 45). Nous en déduisons que 01 (L,) est reconnaissable par
AR déterministes. Finalement ¥;1(£;) N R. N REFN N 0¥ 1(L;) est reconnaissable par AR
déterministes.

Nous déduisons alors de la décidabilité du probleme du vide pour les AR déterministes
(propriété 147) et de la relation (4) que la question « Rel(L;) C L7 » est décidable. 0

b) E; contient uniquement des termes linéaires

Proposition 306. S5i E; contient uniquement des termes linéaires et R, est régulier, le lan-
gage U7H(L1) N RN REN est régulier.

Preuve : Supposons que E; ne contienne que des termes linéaires et que R, soit régulier. Soit u
un terme de E;. Puisque u est un contexte, ’ensemble des termes clos entourant u est régulier
d’apres la propriété 57. Or la classe des réguliers est close par complément (propriété 45).
Donc I'ensemble des termes n’entourant pas u est régulier. Puisque E est fini et la classe des
réguliers est close par intersection (propriété 45), REN est régulier.

De plus par la proposition 299, \Ill_l(lll) N R, est régulier puisque R, est régulier. Finale-
ment \I'l_l(ﬁl) NR.NREN est régulier par cléture par intersection de la classe des réguliers.

a

Proposition 307. SiRel(L1) = U, (U7 (L) NRNREN) avec R, régulier, R semi-linéaire
a droite et Es contenant uniquement des termes linéaires alors la question « Rel(L1) = L27 »
est décidable. -

Preuve : Supposons que Rel(L;) = ¥, (¥ (£L1)NR.NREN) avec R, régulier, R semi-linéaire
a droite et E; contenant uniquement des termes linéaires. Tout d’abord, ;' (£,) "R NREN
est régulier d’apres la proposition 306.

De plus R étant semi-linéaire & droite, on peut montrer de fagon similaire & la preuve
de la proposition 302 que ¥, (¥;1(£;) N R. N RE N) appartient a la classe RATEF. Nous
en déduisons, en procédant comme dans la preuve de la proposition 303, que la question
« Rel(Ly) = L7 » est décidable. O

2.4 Résolution

Nous étudions les problemes de décision énoncés dans la section précédente pour différentes
relations Rel. Nous donnons pour chaque relation étudiée, le bon langage de controle R, et
les conditions pour lesquelles on a Rel(L;) = ¥, (¥;!(L£1) NR,).

2.4.1 Réécriture en un pas

Pour vérifier qu’une seule réécriture s’applique sur un terme, il faut qu’il posséde un unique
symbole de A. Nous définissons donc le langage de contréle R} par 'ensemble des termes de
T(I') qui ne contiennent qu’une et une seule occurrence de symbole de A. Clairement RL
est régulier. On peut montrer par la méthode développée dans la section 2.3 que pour tout
systéme de réécriture R,

R(L1) = T, (B (L) N RY).
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Puisque R} est régulier, on a d’aprés les propositions 301 et 303, les résultats suivants.

Proposition 308. Pour tout systéme de réécriture R, la question « R(L1) C L7 » est
décidable.

Proposition 309. Pour tout systéme de réécriture R semi-linéaire ¢ droite, la question
« R(L1) = L2? » est décidable.

Une des applications du résultat de la proposition 308 est la suivante. Soit £ un langage
régulier. On a

R(L) CL & RY(L)=L.

On déduit donc de la proposition 308 que la question classique « R*(L) = £ 7 » est
décidable (lemme 310).

Lemme 310. Pour tout systéme de réécriture R et tout langage L régulier, la question
« R*(L) = L? » est décidable.

2.4.2 Réécriture parallele

Pour vérifier qu’une réécriture paralléle s’applique sur un terme, il faut que chacune de ses
branches posséde au plus un symbole de A puisque les réécritures s’appliquent sur des positions
! par ’ensemble des termes de T'(I')
qui contiennent au plus une occurrence de symbole de A sur chaque branche. Clairement, Rg
est régulier. Par la méthode développée dans la section 2.3, nous pouvons montrer que pour
tout systéme de réécriture R,

paralleles. Nous définissons donc le langage de controle R

Ry(£1) = ¥ (¥ (£1) NRY).

D’apres les propositions 301 et 303, on a les résultats suivants puisque RLI est régulier.

Proposition 311. Pour tout systéme de réécriture R, la question « Ry (L1) C L7 » est
décidable.

Proposition 312. Pour tout systéme de réécriture R semi-linéaire 4 droite, la question

& R”(ﬁl) = Ez? » est décidable.

2.4.3 Réécriture en une passe 10

Dans le cas ou Rel est le calcul des formes sententielles selon la réécriture en une passe
10, il n’y a pas de langage de contréle et on peut montrer que:

U, (¥71(L1)) C FSio(Ly)-

En général, I'inclusion est stricte car certains termes obtenus par réécriture en une passe
IO d’un terme ne sont par capturés par ¥, (¥ !(L;)) (exemple 313).
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Exemple 313. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0,b/0} et le systéme R sur ¥ constitué
des régles suivantes:

régle, - f(z,z) — g(z)
régles : a — b

Nous avons f(a,b) —* g(b) puisque :
Fa,b) <% f(b,b) 2E g(b)

Or il n'existe pas de terme u de T'(T') tel que ¥;(u) = f(a,b) et U, (u) = g(b).

On peut montrer que si le systéme R est linéaire a gauche, on a
FSio(£L1) = ¥ (971 (L1))-
Nous obtenons donc par les propositions 301 et 303, les résultats suivants.

Proposition 314. Pour tout systéme de réécriture R linéaire d gauche, la question « FSio(L1)
C L27 » est décidable.

Proposition 315. Pour tout systéme de réécriture R linéaire a gauche et semi-linéaire a
droite, la question « FS;o(Ly) = L27 » est décidable.
2.4.4 Réécriture en une passe OI

Comme dans le cas précédent, lorsque Rel est le calcul des formes sententielles selon la
réécriture en une passe OI, il n’y a pas de langage de contréle et on peut montrer que:

¥, (¥;71(L1)) C FSoi(L1)-

En général, l'inclusion est stricte car deux mémes sous-termes & des positions différentes
peuvent &tre réécrit différemment alors qu’ils ont méme image par morphisme (exemple 316).

Exemple 316. Soient la signature ¥ = {f/2,9/1,a/0,b/0} et le systéme R sur ¥ constitué
des régles suivantes :

régle, : g(r) — f(z,z)
régle; : g(z) — a
régles : g(z) — b

Nous avons g(g(a)) —° f(a,b) puisque :

régle;

9(9(a)) = f(g(a), 9(e)) =52 f(a,g(a)) == f(a,b)

Or il n'eriste pas de terme u de T'(T) tel que ¥;(u) = g(g(a)) et ¥,.(u) = f(a,b).
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On peut montrer que si le systéme R est linéaire a droite, on a
FSei(L1) = ¥, (¥ (L1))-
Nous obtenons donc par les propositions 301 et 303, le résultat suivant.

Proposition 317. Pour tout systéme de réécriture R linéaire a droite, les questions « FSqi(L1)
C L37 » et « FSgi(L1) = L7 » sont décidables.

2.4.5 Réécriture en une passe par les feuilles

Dans un premier temps, nous nous intéressons au calcul des formes sententielles des termes
de £; selon la réécriture en une passe par les feuilles puis a celui des formes normales selon
cette méme stratégie.

Pour le reste de cette section et pour la section suivante concernant la réécriture en une
passe par la racine, nous notons, pour tout terme de T'(I'), I+ (t) le mot défini par les symboles
rencontrés sur la branche = de t. Si 7 n’est pas une branche de t, alors I(t) = e.

a) Formes sententielles

Nous rappelons tout d’abord le résultat de Z. Fiilop et al.

Théoréme 318 (Z. Fulop et al., [33]). Pour tout systéme de réécriture R linéaire & gauche,
la question « FS4(L1) C L2? » est décidable.

Nous utilisons maintenant notre méthode d’étude. Nous définissons dans un premier temps
notre langage de controéle. -

Pour vérifier qu’une réécriture en une passe par les feuilles s’applique sur un terme, il
faut que chacune de ses branches soit constituée, en remontant de sa feuille a la racine, d’une
succession de symboles de A suivie d’une succession de symboles de ¥. Nous définissons donc
le langage de controle R!® par ’ensemble des termes ¢ de T(T') tels que pour toute branche =
de t, I-(t) € Z*A*E, U Z*A*. Remarquons que les mots de A¥, traduisent I’extension R, du
systéme R. Nous pouvons montrer que RI® est régulier.

La méthode développée dans la section 2.3, nous permet de montrer que pour tout systéme
de réécriture linéaire a gauche R,

FSt(£1) = ¥ (%7 (£1) N RTY).

Remarque 319. La restriction linéaire d gauche est indispensable pour les systémes de ré-
écriture pour les mémes raisons que dans le cas de la réécriture en une passe I0.

Nous retrouvons par la proposition 301, le résultat de Z. Fiilop et al. (théoréme 318) et
nous déduisons de la proposition 303, le résultat suivant.

Proposition 320. Pour tout systeme de réécriture R linéaire d-gauche et semi-linéaire a
droite, la question « FS4(Ly) = L37 » est décidable.
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b) Formes normales
Le résultat de Z. Fiilop et al. obtenu dans [33] est le suivant:

Théoréme 321 (Z. Fuldp et al., [33]). Pour tout systéme de réécriture R linéaire a gauche,
la question « FN4+(L,) C L2? » est décidable.

Soit Ef N Pensemble des termes ne devant pas apparaitre dans un terme afin que celui-ci
ne puisse continuer a se réécrire selon la réécriture en une passe par les feuilles.

Pour que la réécriture en une passe par les feuilles d’un terme puisse se poursuivre, il faut
qu’une partie gauche de régle apparaisse juste au dessus de constantes ou de parties du terme
réécrites, c’est-a-dire juste au dessus des marques (symboles de A). Pour tout ¢ de [n], nous
notons p; le nombre de variables distinctes de [;. Alors nous pouvons montrer que:

E1I“?N = {li[ul’ <o 7”‘?.‘] | ie[n],
VJ € [pi]auj € E0 ou Jk € [n]ayla"' » Upy € X,Uj = .k(y17°" 5ypk)7
et les variables de U Var(u;) sont deux & deux distinctes}.
7€lpi]
On peut alors montrer que

FNt(£1) = ¥, (%71 (£1) N R nREN)

avec wa = {t € T(T) | t n’entoure pas u pour tout u de E{'N}

Nous retrouvons alors par 1’étude faite sur le calcul des formes normales et la proposi-
tion 305, le résultat de Z. Fiilop et al. (théoréme 321).

De plus lorsque R est linéaire a gauche, les termes de Ef N sont linéaires donc d’apres la
proposition 307, on a:

Proposition 322. Pour tout systéme de réécriture R linéaire a gauche et semi-linéaire a
droite, la question « FN4+(L;) = L7 » est décidable.

2.4.6 Réécriture en une passe par la racine

Dans un premier temps, nous nous intéressons a l’ensemble des formes sententielles des
termes de £; selon la réécriture en une passe par la racine puis a celui des formes normales
selon cette méme stratégie.

a) Formes sententielles
Nous rappelons tout d’abord le résultat de Z. Filop et al.

Théoréme 323 (Z. Fiilop et al., [33]). Pour tout systéme de réécriture R linéaire d gauche,
la question « FS (L£y) C L37 » est décidable.

Nous utilisons maintenant notre méthode d’étude. Nous définissons dans un premier temps
notre langage de contréle.

Pour vérifier qu'une réécriture en une passe par la racine s’applique sur un terme, il faut
que chacune de ses branches soit constituée, en descendant de la racine a sa feuille, d’une
succession de symboles de A suivie d’une succession de symboles de . Nous définissons donc
le langage de controle RE* par I’ensemble des termes t de T(T) tels que pour tout chemin 7
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de t, I.(t) € A*L*. Nous pouvons montrer que R} est régulier et que pour tout systéme de
réécriture linéaire a droite R,

FSy(£1) = . (¥ (L) NRY).

Remarque 324. La linéarité a droite est indispensable pour les mémes raisons que dans le
cas de la réécriture en une passe Ol

D’aprés les propositions 301 et 303, nous avons le résultat suivant.

Proposition 325. Pour tout systéme de réécriture R linéaire d droite, les questions « FS (L)
C L7 » et « FS (L1) = L2? » sont décidables.

Notre étude permet donc de trouver un résultat différent de celui de Z. Fiilop et al.
(théoréme 323) quant a la restriction sur la linéarité du systeme R. :

b) Formes normales

Le résultat de Z. Fiilop et al. obtenu dans [33] est le suivant :

Théoréme 326 (Z. Fiilop et al., [33]). Pour tout systéme de réécriture R linéaire d gauche,
la question « FN (£1) C L3? » est décidable.

Soit Ef N Pensemble des termes ne devant pas apparaitre dans un terme afin que celui-ci
ne puisse continuer a se réécrire selon la réécriture en une passe par la racine.

Pour que la réécriture en une passe par la racine d’un terme puisse se poursuivre, il faut
qu’une partie gauche de reégle apparaisse au niveau de la racine ou juste en dessous d’une
partie du terme réécrite, c’est-a~dire juste en dessous d’une marque (symbole de A). Nous en
déduisons les deux ensembles suivants permettant de déterminer les formes normales selon la
réécriture en une passe pas la racine.

EFN ={eify1, - sy, o1, -5 2o s -5 U] |
iLkenl,leplet xa, .. Zp, Y10 s Y1, Ykt1s- - -5 Up; € X}
Rle = {t € T(T') | t n’est instance d’aucune partie gauche de régles}.
On peut alors montrer que
FNy(£1) = T (%71 (L1) N RENREY nREY)
avec 'Rf;N ={t € T(I') | t n’entoure pas u pour tout u de EfN}

Proposition 327. Rle est reconnaissable par automates de réduction déterministes et com-
plets.
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Preuve : Soit ¢ un entier de [r]. En nous inspirant de la preuve de la propriété 148 [23], mon-
trant que ’ensemble des termes entourant un terme est reconnaissable par AR déterministes
et complets, nous pouvons montrer que I’ensemble des instances closes de I; est reconnaissable
par AR déterministes et complets. Or la classe des langages reconnus par les AR déterministes
est close par complément (propriété 145). Donc ’ensemble des termes qui ne sont pas ins-
tances closes de [; est reconnaissable par AR déterministes. De plus la classe RAR étant close
par intersection (propriété 146) et l'intersection d’automates déterministes étant un automate
déterministe, ’Rle est reconnaissable par AR déterministes.

Finalement, d’aprés la cléture par complétion de la classe des automates de réduction
(propriété 142) et la remarque 143, Rle est reconnaissable par AR déterministes et complets.

a

Nous déduisons alors de 1’étude faite sur le calcul des formes sententielles et de la propo-
sition 305, le résultat suivant.

Proposition 328. Pour tout systéme de réécriture R linéaire a droite, la question « FN (L)
C L3?7 » est décidable.

Notre étude permet donc de trouver un résultat différent de celui de Z. Fiilép et al.
(théoréme 326) quant a la restriction sur la linéarité du systeme R.
De plus lorsque R est linéaire a gauche, les termes de Ef N sont linéaires et on peut

montrer que Rle est régulier. Donc d’apres la proposition 307, on a:
Proposition 329. Pour tout systéme de réécriture R linéaire, la question « FN (L) = L7 »

est décidable.

2.4.7 Bilan et extension

Nous avons regroupé dans le tableau ci-dessous les résultats de Z. Fiilop et al. [33] ainsi
que ceux énoncés ci-dessus.

quelconque | semi-lin. droit | lin. droit | lin. gche lin. gche linéaire
semi-lin. droit
R - ¢, = ¢, = - c, = c, =
Ry c c, = C, = - C, = c, =
FSio C C, = C, =
FSoi c, = C, =
FS+ - G = c, =
FNy c C, = c, =
Fsl gv = g g Q., =
FNi - - - C, =

Une possibilité d’extension de ces résultats est de montrer que le probléeme de reconnais-
sabilité pour la classe RAR (reconnaissables par automates de réduction) est décidable. Si
c’est le cas, les restrictions de semi-linéarité disparaissent dans ’énoncé des résultats de ce
chapitre.

En effet, supposons que Rel(L1) = ¥, (¥ (£1)NR.) avec R, régulier. Alors ¥ ' (£1)NR.
est régulier d’apres la proposition 299. Si le nombre de pas de réécriture nécessaires pour
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décrire Rel est borné, le nombre de marques (symboles de A) apparaissant dans tout terme
de \I/l'l(ﬁl) NR. est borné. Nous pouvons alors montrer que ¥, (\Ill‘1 (£1)NR.) est un langage
de RAR. Donc Rel(L,) appartient & RAR.

Nous déduisons alors de la décidabilité du probléme de reconnaissabilité pour la classe
RAR que la question « Rel(L;) = L27 » est décidable.
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Cinquiéme partie

Contraintes ensemblistes
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Cette partie, composée de quatre chapitres, est consacrée a ’étude des contraintes ensem-
blistes.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions des contraintes ensemblistes ainsi
qu’un état de I’art rapide de leur étude. Dans le second, nous montrons en utilisant la mé-
thode des Arbres-Grilles 'indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des
contraintes ensemblistes pour les formules contenant pour seul opérateur ensembliste ’union
U. Dans le troisiéme chapitre, nous montrons que le probleme de satisfiabilité pour les sys-
témes de contraintes ensemblistes positives avec tests d’égalité est décidable en définissant
une nouvelle classe d’automates pour laquelle le probléme du vide est décidable. Finalement,
dans le dernier chapitre, nous étudions les propriétés topologiques de ’ensemble des solutions
de certains systémes de contraintes. Nous déduisons de cette étude que le pouvoir d’expres-
sion en terme d’ensemble de solutions des contraintes ensemblistes positives avec symboles de
projection est strictement supérieur a celui des contraintes ensemblistes positives et négatives.



220



221

Chapitre 1

Définitions - Etat de ’art

Les contraintes ensemblistes sont apparues (du moins sous ce nom) pour la premiére
fois dans [41]. Elles y sont mentionnées en fait plus précisément comme ”Herbrand Set
Constraints” (et donc en frangais "Contraintes Ensemblistes de Herbrand”), ce qui est bien
la terminologie la plus appropriée. En effet, une contrainte ensembliste (basique) est une for-
mule atomique (du premier ordre) interprétée a I’aide d’une sémantique (en I’occurrence, une
structure) fixée. Cette structure a pour support ’ensemble des sous-ensembles d’arbres finis
(d’ou le terme "Herbrand”) et prend en compte des opérations et des relations ensemblistes.

Nous rappelons tout d’abord les définitions tant syntaxique que sémantique se trouvant
dans [41], et reprises dans Ta plupart des travaux postérieurs (section 1.1). Puis nous faisons
un bref état de 'art sur les résuitats obtenus sur les contraintes ensemblistes (section 1.2).

1.1 Définitions

Soient ¥ une signature, X un ensemble de variables dites ensemblistes et £p, ¥_;, X,
trois signatures dont les éléments sont appelés opérateurs ensemblistes. £ est ’ensemble
{u/2,n/2,0/1} et ses symboles de fonctions sont appelés respectivement union, intersection
et complément. X _; est I’ensemble des symboles de fonctions unaires fi‘1 pour f symbole de
¥ d’arité non nulle et ¢ entier de [Arité(f)], appelés symboles de projection. Finalement, ¥,
est composé de deux constantes: T et L.

Une expression ensembliste est un terme construit sur X, ¥p, ¥_;, £, et X, c’est-a-dire
un élément de T(XUXgUX_, UL,, X). Par commodité, les symboles U et N sont utilisés en
écriture infixée : par exemple, au lieu de U(f(X,Y), f(a, Z)), nous écrivons f(X,Y)U f(a, Z).

Considérons maintenant ’ensemble des symboles de prédicats P constitué des prédicats
binaires C, ¢ et =, appelés respectivement inclusion, non-inclusion et égalité.

Une contrainte ensembliste est un atome exp; C exp, (contrainte positive), ezp, € exp,
(contrainte négative), ou exp, = exp, (contrainte égalitaire), ol exp; et exp, sont des expres-
sions ensemblistes (exemple 330).

Un systéme de contraintes ensemblistes est une conjonction de contraintes ensemblistes.
Pour SC un systéme de contraintes ensemblistes, on note Var(SC) '’ensemble des variables

de SC.
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Exemple 330. Soient les signatures £y = {a/0, f/2}, &2 = {0/0, s/1} et les variables X, Y
et ENT. Alors C, et C, définis respectivement sur 3; et ¥, sont des contraintes ensemblistes:
C: = aC f(X,)Y)
Cs ENT CO0USs(ENT)

La sémantique des contraintes ensemblistes, définie ci-dessous, est la structure notée
Tsc(X), de support I’ensemble des sous-ensembles d’arbres finis, et fixant une sémantique
pour les symboles de fonction de £g, 3, et ¥_; et les symboles de prédicats de P.

o Le support est 27(¥), I’ensemble des sous-ensembles de T (%),

e Les éléments et fonctions associés respectivement aux constantes et aux symboles de

fonctions d’arité non nulle sont définis comme suit. Soient E, ..., E, € 2T()
BIEC(E) {e}’Ve € 20
fTSC(E)(El,...,Ep) = {f(ts,...,tp) [ti € Ey,...,tp € E;},Vf € 50
1T5e(®) = 0
T7sc(%) 9T (%)
E,UBsc® B, = EUE,
El ﬂTSC (2) E2 = E]_ N E2
Cc(®E, = 2T() \ E;
(f7Y) e E)(Ey) {t: | f(tr,... . tp) € 1}, VFf €T, p>0,Vi€ [p]

e Les relations C7c(®)| ¢7sc(E) ot =Tsc(Z) associées respectivement aux symboles de
prédicats C, ¢ et =, sont respectivement 'inclusion, la non-inclusion et I’égalité dans
2T(). Lorsqu'il n’y a aucune ambiguité possible, nous écrivons simplement C, g et
= au lieu de QTSC(E)’ gﬁc(E) et =T5¢c(T)

Une interprétation ensembliste T est une application qui associe a chaque variable une
valeur dans 27(%) ;
I:x—2T®),
Toute interprétation s’étend a I’ensemble des expressions ensemblistes selon la sémantique
définie par Tsc(X). L’extension x7 d’une interprétation 7 est définie comme suit :

Pour toute variable X de A" et toute expression ensembliste e, ... ,e,,
xz(X) Z(X)
xz(fler,--e) = B (xz(er), ... xz(ep)),¥f € Tpp €N
xz(l) = 1 Tse(®)
xz(T) = TTsc(®)

xz(e1) UTSe® yz(es)
xz(e1) N7sc(®) xz(ez)
= 05O (xz(er))

= (f)75®) (xz(e1))

>
~
~
[s:]
S
C
o
32
N N Nt e N e’ N
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Une interprétation 7 satisfait une contrainte positive ezp; C ezp, si xz(ezxp;) CTsc(E)
xz(ezp,), une contrainte négative exp; ¢ exp, si xz(exp;) €75 xz(exp,), une contrainte
égalitaire exp, = exp, si xz(exp,) =75¢E) x1(exp,).

Une interprétation satisfaisant une contrainte ensembliste C' est appelée solution de C,
et Sol(C) désigne I'ensemble des solutions de C. Une solution d’un systéme de contraintes
ensemblistes est une interprétation satisfaisant toutes les contraintes du systéme. L’ensemble
des solutions d’un systeme SC est notée Sol(SC) et si Sol(SC) est non vide, SC est dit
satisfiable (exemple 331).

Remarquons que toute interprétation Z d’un systéeme de contraintes ensemblistes sur »
variables X,..., X, est entierement définie par la donnée du n-uplet (Z(X1),...,Z(X,)).

Exemple 331. Nous considérons les contraintes définies dans 'exemple 330. La contrainte
C; est insatisfiable puisque le singleton {a} ne peut étre inclus dans un ensemble dont tous
les termes ont f pour symbole de téte.

Par contre la seconde, C3, posséde plusieurs solutions (en fait, une infinité): ainsi, lin-
terprétation associant d la variable ENT, l’ensemble vide (0) est une solution (puisque le vide
est inclus dans tous les ensembles). En fait pour toute solution Z, Z(ENT) est inclus dans

{s™(0) | n € N}.

L’un des problemes majeurs étudiés dans les chapitres suivants est le probléme de satis-
fiabilité des contraintes ensemblistes énoncé ci-dessous.

Probléme de satisfiabilité
Entrée: Un systéme SC de contraintes ensemblistes.
Question : Est-ce que SC est satisfiable ?

Maintenant que les définitions principales sur les contraintes ensemblistes ont été données,
nous faisons un bref état de ’art sur les résultats obtenus pour celles-ci.

1.2 Etat de ’art

De part les études dont les contraintes ensemblistes ont fait I’'objet, on distingue parmi
les systemes de contraintes ensemblistes certaines classes syntaxiques. Nous considérons dans
ce chapitre certaines de ces classes et rappelons les résultats obtenus pour le probleme de
satisfiabilité de celles-ci.

Comme nous 'avons dit précédemment, les définitions tant syntaxique que sémantique
concernant les contraintes ensemblistes sont apparues dans [41]. Cependant, cet article res-
treignait la définition des contraintes ensemblistes en considérant pour symbole de prédicat
uniquement l'inclusion et en limitant la forme des expressions ensemblistes pouvant apparaitre
en partie droite et gauche d’une inclusion. Cette classe de contraintes ensemblistes a été
appelée classe des contraintes définies et notée (DSC) (Definite Set Constraints).



224 CHAPITRE 1. DEFINITIONS - ETAT DE L’ART

En 1992, A. Aiken et E. Wimmers ont introduit une nouvelle classe de contraintes appelée
classe des contraintes positives, notée (PSC) (Positive Set Constraints) [{4]. Cette classe est
constituée des contraintes ensemblistes positives sans symbole de projection.

Le probléme de satisfiabilité des systémes de contraintes de la classe (PSC) a été montré
décidable par plusieurs approches:

— Transformation syntaxique des systémes de contraintes: A. Aiken et E. Wimmers [4].

— Utilisation d’une nouvelle classe d’automates appelés automates d’ensembles d’arbres:
R. Gilleron, M. Tommasi et S. Tison [35].

— Caractérisation logique du probleme de satisfiabilité : L. Bachmair, H. Ganzinger et U.
Waldmann [8].

Enfin une étude exhaustive de la complexité de la classe (PSC) selon ’arité des symboles de
fonctions de la signature a été mené par A. Aiken, D. Kozen, M. Vardi et E. Wimmers [1].
Ces résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous (la notation n+ est mise pour ”"n ou
plus”).

Nombre de symboles Complexité du
d’arité 0 | d’arité 1 | d’arité 2+ | probleme de satisfiabilité
0 0+ 0+ trivial
1+ 0+ 0 NP-complet
1+ 1 0 PSPACE-complet
14+ 71 24 0 EXPTIME-complet
1+ 0+ 1+ NEXPTIME-complet

La classe (PSC) a été ensuite étendue en considérant en plus de la relation d’inclusion, la
relation de non-inclusion. La nouvelle classe ainsi définie est la classe des contraintes positives
et négatives notée (PSNC) (Positive and Negative Set Constraints). Cette classe est constituée
des contraintes ensemblistes positives et négatives sans symbole de projection.

Le probleme de satisfiabilité des systémes de contraintes de la classe (PNSC) a également
été montré décidable par plusieurs approches:

— Utilisation d’une nouvelle classe d’automates appelés automates d’ensembles d’arbres:
R. Gilleron, M. Tommasi et S. Tison [37].

— Utilisation des hypergraphes: A. Aiken, D. Kozen, et E. Wimmers [2].

Enfin, dans la continuité des idées développées par L. Bachmair, H. Ganzinger et U.
Waldmann, W. Charatonik et L. Pacholski {17] ont montré que le probleme de satisfiabilité
des systémes de contraintes de la classe (PNSC) est NEXPTIME-complet.

Dans les deux classes définies ci-dessus, les symboles de projection sont interdits. L’ex-
tension de la classe (PNSC) aux contraintes contenant les projections donne la classe des
contraintes positives et négatives avec symboles de projection notée (PNSCP) (Positive and
Negative Set Constraints with Projections). Cette classe est constituée des contraintes en-
semblistes positives et négatives avec symboles de projection.

Le probleme de satisfiabilité de cette classe a été montré décidable par W. Charatonik et
L. Pacholski dans [18].
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Finalement nous définissons une derniére classe de contraintes dont ’expressivité est étu-
diée dans le chapitre 4. La classe des contraintes positives avec symboles de projection, notée
(PSCP) (Positive Set Constraints with Projections), est la classe constituée des contraintes
ensemblistes positives avec symboles de projection.
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Chapitre 2

Indécidabilité

Soient X une signature et X un ensemble de variables ensemblistes. Nous rappelons que
P désigne I’ensemble des symboles de prédicats constitué des prédicats binaires C, ¢ et =.

La théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes est I’ensemble des formules lo-
giques du premier ordre construites sur la signature X, I’ensemble de variables X" et I’ensemble
de prédicats P. On peut également définir cette théorie comme ’ensemble des formules du
premier ordre dont les atomes sont les contraintes ensemblistes. La sémantique de cette théorie
est fixée par la structure 7sc(X) définie au chapitre précédent.

La théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes est indécidable en raison de I'in-
décidabilité de la théorie monadique des algebres libres finiment engendrées [83]. Par contre,
le fragment existentiel de cette théorie est décidable [36, 2, 18] et plusieurs algorithmes basés
sur les automates d’arbres ont été présentés pour la résolution de ce probléme. Dans la suite
de ce chapitre, nous raffinons le résultat d’indécidabilité en montrant le théoréme suivant :

Théoréme 332. Le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes ensem-
blistes pour les formules contenant pour seul opérateur ensembliste l'union U est indécidable.

Nous montrons ce résultat en utilisant la méthode des Arbres-Grilles que nous avons
introduite dans la partie Outils de décidabilité et d’indécidabilité. Nous rappelons tout
d’abord les différents éléments intervenant dans cette méthode.

Soit M = (Q, {a, b}, {a,b,0},8,¢s, 0, qy), avec @ = {q1, ..., gk}, une instance de la classe
restreinte des machines de Turing déterministes (définition 164). Nous définissons une signa-
ture I' composée des symboles de fonction suivants:

f : ternaire
lo : constante
ar,b,a,,b,,0,,q1,-..,qr : constante

sur laquelle on définit un ensemble d’arbres particuliers, appelés G-Arbres (définition 175),
représentant les grilles finies.

Définition 175 (G-Arbre). Un terme clos t d’une signature contenant I' est un G-Arbre
sur I si:

teT(D) (PURETE)
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Pour tout sous-arbre f(z,y,z) det:

r = lgoutéte(z)=f (FiLs-1)
y= looutéte(y)=f (FiLs-2)
z € {a,b,a0,b,,0,,q1, ..., Gk} (CONSTANTES)

Pour tout sous-arbre f(f(z1,41,21), f(22, Y2, 22), 23) de ¢:

Y1 =122 (EGALITE)
Pour tout sous-arbre f(f(z1,y1,21),¥y2,22) de t:

téte(y1) = f (Corps-1)

Pour tout sous-arbre f(z1, f(f(z2,y2, 22), Y3, 23), z1) de t:
téte(zy) = f (Corprs-2)
Nous définissons ensuite un ensemble Py de contextes de T'(T', X') décelant les arbres qui ne
codent pas un calcul de la machine M. Finalement nous montrons que I’on peut caractériser

I’ensemble des G-Arbres codant les calculs réussis de la machine M débutant sur ’entrée vide
(proposition 177).

Proposition 177. Un G-Arbre t sur I' code un calcul réusi et seulement si de la machine
de Turing M débutant sur l’entrée vide si et seulement si:

" ot entoure l'arbre f(zy, f(z2, f(z3, Lo, Or), 0,), ¢s) (InrT1)
o t n'entoure pas Uarbre f(f(z1,22,qs),Z3,24) (IN1T2)
o t n’entoure pas Uarbre f(z1, f(z2,23,¢s),Z4) (IN1T3)
o t n'entoure aucun des motifs de Py (CaLcul)
o t entoure l'arbre f(Lo, 1, qy) (FINAL)

Ces rappels faits nous donnons 'idée de la preuve du théoréme 332. Nous réduisons le
probleme de ’arrét de la machine M en la satisfiabilité d’une formule, nommée stop, de la
théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes en utilisant la méthode des Arbres-
Grilles :

stop := 31X (grille(X) A init(X) A calcul(X) A final(X)).

Les formules grille(X), init(X), calcul(X) et final(X) permettent de vérifier si un arbre
satisfait les conditions de la proposition 177:

o grille(X) teste si un arbre est un G-Arbre sur I’ (définition 175),

o init(X) teste si un arbre satisfait les conditions relatives & la configuration initiale
(conditions INIT1, INIT2 et INIT3 de la proposition 177),
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e calcul(X) teste si un arbre n’entoure aucun des contextes de P} (condition CALCUL
de la proposition 177),

e final(X) teste si un arbre satisfait la condition sur I’état final (condition FINAL de
la proposition 177).

L’idée de la preuve étant donnée, nous commengons par définir un ensemble de formules
(définition 333) afin d’alléger les notations. Puis nous définissons la formule grille(z) (défini-
tion 334) qui teste si un arbre est un G-Arbre sur I' (proposition 336).

Définition 333. Soient E et F deuz éléments de 27(T). Les formules vide(E), disjoint(E, F)
et sing(E) définies ci-dessous sont satisfiables dans la structure Tsc(T') si et seulement si res-
pectivement l’ensemble E est ['ensemble vide, les ensembles E et F' sont disjoints et [’ensemble
E est un singleton :

vide(E):=FE Ca, AECb,
disjoint(E, F):=VZ (ZC ENZ C F) = vide(Z)
sing(E) := ~wvide(EYAVZ Z C E = (vide(Z) VE C Z)

Définition 334 (grille(X)). Soient C l'ensemble I'o\{Lo} (C’ =U,¢ Fo\{.Lo}{c}) et grille(X)

la formule définie comme suit:
grille(X) := sing(X) A (3Z sousarbres(X, Z) A égal(Z) A corps1(Z) A corps2(Z))
ot

sousarbres(X,Z) :=Z C f(Z,Z,C)ULo AN X C Z
AYZ (Z'C f(Z,2,C)ULoAX C Z') = ZC Z'
égal(Z) = VYI,YZ,Y3,Y4,Y5,Y6,Y7< N —vide(¥:) A
i€[7]
F(f(N1,Y2,Y3), f(Ys,Ys5,Y%6),Y7) C Z) =Y, =Y,

corpsl(Z) :=VY1,Yy, Y, Ya |\ disjoint(f(f(V1,c,Y2),Ys,Ys), Z)
CEFQ
COl‘pS2(Z) = VYl, Yz, Y3, Y4, Ys, Ys

/\ disjoint(f(c, f(f(Y1,Y2,Y3),Y4, Y5),Ys), Z)
c€lo

La définition de la formule grille(X) étant donné nous allons montrer qu’elle permet bien
de tester si un arbre est un G-Arbre sur I' (proposition 336). Mais avant tout, nous mon-
trons (lemme 335) que la formule sousarbres(X,Z) définie I’ensemble des sous-arbres d’un
arbre satisfaisant les conditions FiLs-1, FiLs-2 et CONSTANTES de la définition des G-Arbres
(définition 175).
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Lemme 335. Soient T et S deuz éléments de 2T, Alors T5o(T) k= sing(T)Asousarbres(T, S)
st et seulement s’il existe un terme t de T(I') satisfaisant les conditions FiLs-1, FiLs-2
et CONSTANTES de la définition des G-Arbres (définition 175) tel que T = {t} et S soit
lensemble des sous-termes de t privé des constantes de C.

Preuve : Soient T et S deux éléments de 27(T). Supposons tout d’abord que Tsc(I') |= sing(T)A
sousarbres(T, S). Puisque Tsc(I') |= sing(T), il existe, d’aprés la définition 333, un terme ¢ de
T(T) tel que T = {t}.

D’apres la formule sousarbres(T', S), pour tout terme t’ de S, soit t’ = Lo, soit il existe ¢, t2
termes de S et t3 constante de C tels que t/ = f(¢t;,t2,t3). De plus t appartient 3 S puisque
{t} C S. Donc ¢ satisfait les conditions FiLs-1, FiLs-2 et CONSTANTES de la définition des
G-Arbres (définition 175) et S contient I’ensemble F des sous-arbres de ¢ exceptés les éléments
de C.

Finalement comme pour tout élément S’ de 27(1), nous avons Tsc (') k= (S’ C (S, 5',C)U
LoA{t} CS') = S5 C S, Sest le plus petit ensemble contenant F d’ou S = F ce qui termine
la premieére partie de la preuve.

Supposons maintenant qu’il existe un arbre t de T'(T') satisfaisant les conditions FiLs-
1, FiLs-2 et CONSTANTES de la définition des G-Arbres (définition 175) tel que T = {t} et
S soit I’ensemble des sous-arbres de t privé des constantes de C. Puisque T est un singleton,
nous avons Tsc¢(I') = sing(T) d’apres la définition 333.

De plus, comme ¢ satisfait les conditions FiLs-1, FiLs-2 et CONSTANTES de la définition
des G-Arbres (définition 175), nous avons pour tout sous-arbre t' de §, soit ¢/ = Lo, soit
il existe t;,f; termes de S et t3 constante de C tels que t' = f(t1,¢;,t3). Donc Tsc(l) E
S C f(5,5C)U Lo AT C S. Finalement comme S est le plus petit ensemble vérifiant
cette formule, nous avons pour tout élément S’ de 27 T5c(T) k&= (S’ € f(S',S',C) U
loA{t} CS) = S C S Nous en déduisons que Tsc(T') &= sousarbres(T, S). Finalement
Tsc(T) k= sing(T) A sousarbres(T, S). 0

Proposition 336. Soit t un arbre de T(T') alors t est un G-Arbre sur I’ si et seulement si
Tsc(T) = grille({t}).

Preuve : Nous avons de facon évidente, les propriétés suivantes pour tout élément S de 27(D) :

e Tsc(T) | corps1(S) si et seulement si tout arbre f(f(t1, t2,t3), L4, t5) de S satisfait
la condition CORPs-1 de la définition 175;

e Tsc(T) | corps2(S) si et seulement si tout arbre f(t1, f(f(t2,ts,t4),25,t6),t7) de S
satisfait la condition CORPsS-2 de la définition 175.

De plus Tsc(T') = égal(S) si et seulement si tout arbre f(f(¢1,t2,t3), f(ta,ts,t6),t7) de S
satisfait la condition EGALITE de la définition 175. En effet, supposons que Tsc (') | égal(S).
Alors pour tout terme ty,...,t7 de T(T):

f(f(t ta,t3), f(tasts,te), tr) € S = f(f({ts}, {t2}, {ta}), f({ta}, {ts}, {te}), {tr}) C S
= {t2} = {t4}
= ty =14

Donc tout arbre f(f(t1,t2,t3), f(ta,ts,t6),t7) de S satisfait la condition EGALITE de la
définition 175.
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Supposons maintenant que tout arbre f(f(t1,t2,t3), f(t4,ts,%6),t7) de S satisfait la condi-
tion EGALITE de la définition 175. Soient Yi,...,Yr ensembles non vides de 27(E) tels que
f(f(N1,Y2,Y3), f(Ya, Y5, Y6),Y7) C S.

Pour tout 7 de [7], soit ¢; un terme de Y;. Alors f(f(t1,t2,%3), f(t4,t5,t6),t7) appartient &
S. Donc t5 = t4 par la condition EGALITE. Nous en déduisons que Y> et Y sont des singletons
et que Y, = Y. Donc Tsc(T) | égal(S).

Finalement si t est un arbre de T'(I'), nous avons Tsc(I') = grille({t}) si et seulement
s'il existe S élément de 2T(T) tel que Tsc(T') = (sing({t}) A sousarbres({t},S) A égal(S) A
corps1(S) A corps2(S)). Nous déduisons donc des propriétés précédentes et du lemme 335 que
si t un arbre de T(I') alors ¢ est un G-Arbre sur I si et seulement si Tsc(I') k= grille({t}). o

Maintenant que nous savons reconnaitre a partir d’une formule les G-Arbres, nous allons
utiliser la proposition 177 pour reconnaitre les G-Arbres codant les calculs réussis de la ma-
chine M débutant sur I’entrée vide. Nous définissons pour cela les formules init(X), calcul( X)
et final(X) qui nous permettent de vérifier si un arbre satisfait les conditions énoncées par
la proposition 177 (définition 339). Les conditions de cette proposition nécessitent de recon-
najtre des motifs dans un arbre, nous définissons donc tout d’abord la formule match[p](S)
(définition 337) qui réalise cette opération (proposition 338).

Définition 337 (match [p] (Z)). Pour tout entier n et tout contexte p de C™(T"), nous défi-
nissons la formule suivante:

match [p] (Z2) == 3Xy,...,Xn p[X1,...,X,] C ZAﬂvide(p[Xl,... , Xn])-

Proposition 338. Pour tout entier n, tout contezte p de C™(T') et tout élément S de 2T(),

Tsc(Z) k= match{p](S) si et seulement s’il existe une instance close de p appartenant a S.

Preuve : Soit n un entier, p un contexte de C*(I') et S un élément de 27(T). Supposons que
Tsc(T) |= match[p](S) alors il existe n ensembles Si,...,S, de 2T() tels que Tsc(T) |=
p[S1,...,5:] C S et Tsc(I') | ~vide(p[Si,...,Sx]). Donc les ensembles Sy, ..., .S, sont non
vides et il existe pour tout ¢ de [n], un terme ¢; de S; tel que p[ty,...,¢,] appartienne & S.
Donc p[ty, ..., t,] est une instance close de p appartenant a S.

Supposons maintenant qu’il existe une instance close de p appartenant a S. Alors il existe
t1,...,t, arbres de T'(T) tels que p[ty,...,t,] appartienne a S. Nous avons donc

Tsc(T) k= (pl{tr}, - - -, {tn}] © S A —wide(p[{t1}, .. ., {tn}])

d’o Tsc(T) k= match[p](S). | .

Nous définissons maintenant les formules init(X), calcul(X) et final(X) ainsi que la for-
mule stop (définition 339) qui code le probleme de l'arrét sur ’entrée vide des machines
de Turing en une formule du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes
ensemblistes. Finalement nous en déduisons la preuve du théoreme 332.
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Définition 339 (stop).

init(Z) = match[f(z1, f(22, fz3, Lo, 0,), Or),¢5)](2)
/\—-match[f(f(zl,zz,qs),zg, 14)](Z)
A—match [f(a:l,f(xg,z3,qs),z4)](Z)
calcul(Z) = /\ —~match [p] (Z)
pEP;

final(Z) = match|f(Lo,z1,4q5)](Z)
stop := 3X sing(X) A (3Z sousarbres(X, Z) A égal(Z) A corps1(Z) A corps2(Z)
Ainit(Z) A calcul( Z) A final(Z))

Preuve : théoréme 332. Nous déduisons de la proposition 338 que pour tout élément S de
2T(D)

e Tsc(I) = init(S) si et seulement si ’ensemble S contient une instance close de ’arbre

f(zlv f(xZa f((l?3, J—Ov Dr)a D,.), qs)

mais aucune instance close des arbres f(f(z1,22,4;), 3, z4) et f(z1, f(z2,3,9;5), Ta)
(conditions INIT1, INIT2 et INIT3 de la proposition 177),

e Tsc(l') = calcul(S) si et seulement si S ne contient aucune instance close des motifs
de Pr (condition CALCUL de la proposition 177),

e Tsc(T') = final(S) si et seulement si S contient une instance close de f(lo,z1,qy)
(condition FINAL de la proposition 177).

Nous déduisons de ces propriétés et des propositions 336 et 177 que la formule stop est
satisfiable dans la structure Tsc(I") si et seulement s'il existe un G-Arbre sur ' satisfaisant
les conditions de la proposition 177. Donc la formule stop est satisfiable si et seulement s’il
existe un calcul réussi de la machine de Turing M débutant sur ’entrée vide.

De plus la formule stop est une formule close dont une forme prénexe appartient au
fragment 3*V* et dans laquelle seul ’opérateur ensembliste d’union U apparait. Nous déduisons
donc de I'indécidabilité du probléme de ’arrét des machines de Turing sur I’entrée vide que le
fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes pour les formules
contenant pour seul opérateur ensembliste I'union U est indécidable. 0

J.M. Talbot [84] a raffiné ce résultat en montrant que I'indécidabilité demeure lorsqu’aucun
opérateur ensembliste apparait dans les formules.

Théoréme 340. Le fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes ensem-
blistes pour les formules ne contenant aucun opérateur ensembliste est indécidable.



233

Chapitre 3
Décidabilité

Dans ce chapitre, nous enrichissons la syntaxe des contraintes ensemblistes en introdui-
sant de nouveaux opérateurs ensemblistes, dits opérateurs de diagonalisation, permettant de
prendre en compte les non linéarités des termes au niveau des termes freres. Nous montrons
que le probléme de satisfiabilité pour les systemes de contraintes ensemblistes positives avec
tests d’égalité entre freres est décidable. Pour cela, nous nous inspirons de la preuve de R.
Gilleron, S. Tison et M. Tommasi de la décidabilité du probléeme de satisfiabilité pour les
systémes de la classe (PNSC) faisant intervenir une nouvelle classe d’automates appelés au-
tomates d’ensembles d’arbres généralisés [37).

Nous commencgons par rappeler les travaux de R. Gilleron, S. Tison et M. Tommasi sur
les automates d’ensembles d’arbres généralisés (section 3.1). Ces rappels faits, nous éten-
dons les automates d’ensembles d’arbres généralisés en leur ajoutant des tests entre freres et
nous étudions les propriétés des nouveaux automates ainsi obtenus (section 3.2). Finalement
nous utilisons ces automates pour étudier les contraintes ensemblistes avec tests d’égalité
(section 3.3).

3.1 Automates d’ensembles d’arbres généralisés

Les automates d’ensembles d’arbres généralisés introduits par R. Gilleron, S. Tison et
M. Tommasi dans [37] sont des automates capables de reconnaitre des applications de T'(X)
dans E, ou ¥ est une signature et E un ensemble fini. Dans le cas ou £ = {0,1}", un
tel automate est alors un reconnaisseur de n-uplets de langages d’arbres. Les automates
d’ensembles d’arbres généralisés possédent de bonnes propriétés de cloture et le probleme
du vide est décidable pour ceux-ci. De ces propriétés, R. Gilleron, S. Tison et M. Tommasi
déduisent la décidabilité du probleme de satisfiabilité pour les systémes de contraintes de la

classe (PNSC).

Dans cette section, nous présentons tout d’abord la notion d’ensemble d’arbres générali-
sés (section 3.1.1) puis les automates d’ensembles d’arbres généralisés (section 3.1.2) et les
propriétés de ces automates (section 3.1.3). Finalement dans la section 3.1.4, nous rappelons
le lien existant entre ces automates et les contraintes de la classe (PNSC).
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3.1.1 Ensembles d’arbres généralisés

A et F étant deux ensembles finis, les arbres infinis E-valués sur A* sont les applications de
A* dans E.Si E = {0,1}", un arbre E-valués sur A* peut étre considéré comme I’application
caractéristique d’un n-uplet de langages sur A, c’est-a-dire un mot de A* appartient & la ¢*™¢
composante du n-uplet de langages d’arbres si et seulement si la ™ composante de son
image par ’application vaut un. Ces notions sont étendus en introduisant des applications de
T(X) dans E ou X est une signature. De telles applications sont appelées ensembles d’arbres

généralisés F-valués.

Définition 341. Soient ¥ une signature et E un ensemble fini. Un Ensemble d’Arbres Gé-
néralisé (EAG) E-valué est une application de T'(X) dans E. L’ensemble des EAG E-valué
est noté g};l.

Si ’ensemble E est I’ensemble {0, 1} pour n un entier non nul et g un EAG de g{% 13ns 9
est appelée ’EAG caractéristique du n-uplet £(g) = (L4,...,L,) de langages d’arbres sur £
ou pour tout i de [n], £; = {t € T(X) | g(t); = 1} avec g(t); la :*™¢ composante du vecteur

9(t).

Rappelons maintenant les opérations définies sur les EAG. Soient E et E’' deux ensembles
finis et g (respectivement g’) un EAG de G& (respectivement gg,). L’EAG g 1 ¢’ de ggx B
est défini par ¢ T ¢'(t) = (9(t), ¢’(t)) pour tout terme t de T(X). Inversement si g est un
EAG de gng, et 7 la projection de E x E' dans E alors 7(g) est 'EAG de GE défini par
7(g)(t) = 7(g(t)) pour tout terme ¢ de T(T). Finalement si G C GZ, g/ et G' C G alors
7(G) = {r(9) | g € G} et 7(G") = {4 € GFp | 7(9) € G'}.

3.1.2 Automates d’ensembles d’arbres généralisés (AEAG)

Nous montrons dans cette section comment R. Gilleron, S. Tison et M. Tommasi dans [37]
étendent aux EAG la notion d’automates d’arbres infinis vus comme reconnaisseurs d’arbres
infinis. Ils définissent pour cela un modéle de reconnaisseurs pour les EAG appelé automate
d’ensembles d’arbres généralisé.

Définition 342. Soient E un ensemble fini dont les éléments sont appelés étiquettes et  une
signature. Un Automate d’Ensembles d’Arbres Généralisés (AEAG) sur E est un quadruplet
A=(2,9,A,0) ou:

1. ¥ est une signature;

2. Q est un ensemble fini d’états (symboles de fonction d’arité 0);

3 AClU, QF X Xy X E X Q est un ensemble de regles dites de transition;
4. Q C 22 est un ensemble d’ensembles d’états dits ensembles acceptants.

Par la suite, une régle (qi,...,4p, f,{,¢) de A sera aussi notée f(g1,...,qp) -4

Remarque 343. Les états d’'un AFAG sont des constantes alors que pour les automates
d’arbres standards et 4 contraintes se sont des symboles de fonction unaires.
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Soit A = (%,9,A,Q) un AEAG sur E. Un calcul de A sur un EAG g de GE est une
application r de T(E) ans Q telle que pour tout symbole f de X d’arité p et tous termes
tl,...,tpdeT( )

flr(t),... ,r(tp)).m r(f(t,...,tp)) € A.

Donc une reégle f(q1,.-.,4p) -4 peut s’appliquer sur un terme t = f(¢;,...,tp) dans un

calcul 7 sur 'EAG g si r(t1) = q1,...,7(tp) = gp et t est étiqueté par [ c’est-a-dire g(t) = [.
Si la régle est appliquée alors r(t) = g.

Remarque 344. Un calcul r dans un automate d’arbres standards ou 4 contraintes sur un
arbre t est une application de Pos(t) dans ’ensemble des états. Tandis qu’un calcul d’un
AEAG sur un EAG est une application r de T(X) dans l’ensemble des états donc pour tout
terme t, il existe un état q tel que r(t) = q.

Un calcul r est réussi si le rang de r est dans Q c’est-a-dire r(T'(X)) appartient a Q. Un
EAG g de Q’g est accepté par A s’il existe un calcul réussi de A sur g. L’ensemble des EAG
de GE acceptés par A est noté G(A):

G(A) = {g € GE | g accepté par A}.

Un ensemble G d’éléments de GE (G C GE) est reconnaissable par AEAG si G = G(A) pour
un AEAG A.

Comme pour les automates d’arbres standards et a contraintes, nous pouvons distinguer
différents types d’AEAG.

o A est déterministe si pour tout tuple (q1,...,¢qp, f,{) de QP x ¥, X E, il existe au
plus un état ¢ de Q tel que f(q1,...,qp) -4 € A.

o A est fortement déterministe si pour tout tuple (q1,...,qp, f) de QF X X, il existe
au plus une paire (I,¢) de E x Q tel que f(q1,-..,p) € A.

e A est complet si pour tout tuple (g1,...,qp, f,1) de QF X £, X E, il existe au moins
un état ¢ de Q tel que f(q1,...,¢p) -9 € A.

o A est simple si Q est clos par sous-termes c’est-a~dire :

Vo, (we QAL Cw) = € Q.

Il existe en général un nombre infini de calculs méme dans le cas d’AEAG déterministes
(exemple 346). Mais dans le cas d’AEAG fortement déterministe il existe au plus un calcul
(exemple 345).
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Exemple 345. Soient E = {0,1}, ¥ = {0/0, s/1, nil/1, cons/2} et A= (2, Q, A, Q) VAEAG
sur E défini par Q = {Nat, Liste, Terme}, Q = 22 et A constitué des régles suivantes :

Cons(g, q')
s(q)

Term V(q,q) # (Nat,List)
Term Yq # Nat

0 - Nat
s(Nat) r Nat
nil 7 List
Cons(Nat, List) = List
é
0
—).
0

A est fortement déterministe, simple mais non complet et G(A) est un singleton. En effet,
il existe un unique calcul r sur un unique EAG g. Le calcul r associe a4 un entier naturel
l’état Nat, ¢ une liste l’état List et auz autres termes ’état Term. Donc g associe @ un entier
naturel la valeur 0, a une liste la valeur 1 et aur autres termes la valeur 0. Donc G(A) est
l’ensemble des listes d’entiers naturels.

Exemple 346. Nous prenons les mémes définitions que dans l'ezemple 345 et nous considé-
rons UAEAG A" = (£,9,A", Q) sur E ot A' =AU {nil—(}—) List, Cons(Nat, List) Y List}.

A’ est déterministe, simple mais non complet et G(A') est l’ensemble des sous-ensembles
de G(A). En effet, les calculs réussis peuvent maintenant étre définis sur des FAG g ou les
terme de G(A) sont étiquetés par 0-ou 1.

3.1.3 Propriétés

Nous rappelons ’ensemble des propriétés de la classe des ensembles d’EAG reconnaissables
par AEAG et des AEAG exhibés par R. Gilleron, S. Tison et M. Tommasi dans [37]. Dans la
suite, ' désigne un ensemble d’étiquettes et 3 une signature.

La classe des ensembles d’EAG sur E' reconnaissables est close par union et intersection
mais pas par complément. Donc si G, G, sont des ensembles d’EAG de Q’EE reconnaissables,
alors G; UG, et G1 NG, sont reconnaissables.

St F = E; x F,, alors la classe des ensembles d’EAG sur F reconnaissables est close
par projection, c’est-a-dire si 7 est la projection de F sur E) alors pour tout G inclus dans
GE reconnaissable, 7(G) inclus dans Q’%l est reconnaissable. De plus la classe des ensembles
d’EAG sur F; reconnaissables est close par projection inverse, c’est-a-dire pour tout G’ inclus
dans ggl reconnaissable, 771 (G”) inclus dans GE est reconnaissable.

Finalement si GGy et GG, sont des ensembles reconnaissables d’EAG de gg} et g§2 respec-
tivement, alors ’ensemble G; 1+ G2 = {91 1 92 | g1 € G1,92 € G2} est un ensemble d’EAG de
Q’gl « E, Teconnaissable.
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Considérons maintenant les propriétés de la classe des AEAG sur F':
1. Pour tout AEAG A sur E, il existe un AEAG complet A, sur E tel que G(A) = G(A,).

2. Pour tout AEAG déterministe et complet A,y sur E, il existe un AEAG A sur F tel
que G(A) =GE\ G(A,).

3. La classe des ensembles d’EAG sur FE reconnaissables par AEAG n’est pas close par
complément.

4. La classe des AEAG sur E n’est pas close par déterminisation.

Finalement les résultats de décision obtenus dans la classe des AEAG sont les suivants :

1. Le probleme du vide est décidable pour les AEAG sur E, c’est-a-dire pour un AEAG
A sur E, on peut décider si G(A) = .

2. Les problemes d’inclusion et d’équivalence sont décidables pour les AEAG sur E déter-
ministes.

3. Soit A un AEAG sur E déterministe. On peut décider si G(.A) est un singleton ou non.
4. Soient A un AEAG sur E' = {0, 1}", n entier non nul, et I C [r]. Alors on peut décider
sl existe un n-uplet (Ly,...,Ly,) de G(A) tel que pour tout ¢ de I, L; est fini.
3.1.4 Contraintes ensemblistes et AEAG

Nous rappelons maintenant le lien entre les AEAG et les contraintes établi par R. Gilleron,
S. Tison et M. Tommasi [37]. Pour tout systéme de contraintes SC de la classe (PNSC) (res-
pectivement (PSC)) sur n variables X3, ..., X,, il existe un AEAG A sur {0, 1}" déterministe
(respectivement déterministe et simple) tel que G(A) = Sol(SC). On en déduit le théoréme
suivant :

Théoréme 347 (R. Gilleron, S. Tison et M. Tommasi [37]). Le probléme de satisfia-
bilité pour les systémes de contraintes de la classe (PNSC) est décidable.

3.2 AEAG avec tests entre fréres

Dans cette section, nous étendons les travaux de R. Gilleron, S. Tison et M. Tommasi
énoncés dans la section précédente pour définir des automates d’ensembles d’arbres généralisés
avec tests entre fréres et pour étudier les propriétés de ces nouveaux automates.

3.2.1 Définitions

Définition 348. Soit p un entier. Nous désignons par EC, l’ensemble des conjonctions de
contraintes égalitaires et diségalitaires faisant intervenir uniquement des positions de [p].

Définition 349. Soient E un ensemble fini d’étiquettes et & une signature. Un AEAG avec
tests entre freres (AEAGF) sur E est un quadruplet A = (Z,Q,A,Q) ou:

1. ¥ est une signature
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2. Q est un ensemble fini d’états;

3. AC Up QP X B, x ExX EC, X Q est un ensemble de régles dites de transition;

4. Q C 29 est un ensemble d’ensembles d’états dits ensembles acceptants.

Par la suite, une regle (q1,...,49, f,1,¢,q) de A est aussi notée f(qi,...,qp) —[j—]) q et

flq1,--.,4qp) est appelé membre gauche de la régle.

Soit A = (X, Q,4,Q) un AEAGF. Un calcul (respectivement calcul partiel sur T(X)<x
avec k entier) de A sur un EAG g de GE est une application r de T(X) (respectivement
T(X)<k) dans Q telle que pour tout symbole f de ¥ d’arité p et tous termes t;,...,t, de
T(X) (respectivement T(X) k) :

r(f(ty,...,tp)) = g si et seulement s’il existe une contrainte de ¢ de EC), telle que

flr(ty),-..,r(tp) ——i—) r(f(ti,...,tp)) appartienne & A et f(ty,...,tp) Fec.
g(f(tl,... ,tp))

Donc une régle f(q1,...,qp) —[z;—]) g peut s’appliquer sur un terme ¢t = f(¢;,...,t,) dans
un calcul r sur PEAG g si r(t;) = q1,...,7(tp) = ¢p, t est étiqueté par I (g(t) = I) et
f(t1,...,t, Fc. Sila regle est appliquée alors r(t) = q.

Un calcul (respectivement un calcul partiel sur T(X)<x avec k entier) r est réussi si le
rang de r est dans Q, c’est-a-dire r(T(Z)) (respectivement r(T(X)<k)) appartient 3 . Un
EAG g de Q’g est accepté par A s’il existe un calcul réussi de A sur g. L’ensemble des EAG
de GE acceptés par A est noté G(A):

G(A) = {g € GE | g accepté par A}.

Un ensemble G € GF est reconnaissable par AEAGF si G = G(A) pour un AEAGF A.

Comme pour les AEAG, nous définissons différents types d’AEAGF.

o A est déterministe si pour tout tuple (q1,...,¢p, f,1) de Q° X 3, X E et tout tuple
(ti,...,tp) de termes de T'(X), il existe au plus une régle f(q1,...,¢p) _[:l:l) g de A
telle que f(t1,...,t;) Fec.

o A est fortement déterministe si pour tout tuple (qy,...,qp, f) de QP X I, et tout
tuple (fy,...,t,) de termes de T(X), il existe au plus une régle f(g1,---,¢p) —[j—]) q

de A telle que f(ty,...,tp) Fec.

o A est complet si pour tout tuple (gi,...,¢p f,I) de QP X £, X E et tout tuple
(t1,...,tp) de termes de T(X), il existe au moins une régle f(q,--. ,qp) —[-li gde A
telle que f(t1,...,tp) Fe.

o A est stmple si () est clos par sous-termes c’est-a-dire :

Vw,w' (w€ QAW Cw) =o' €.
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De fagon évidente, un AEAGF est déterministe si et seulement si pour toute paire de régles

flar, ..., qp) —[lc—]> get flqi,...,q) —[Cl—]-) ¢’ avec ¢ # ¢, la contrainte ¢ A ¢’ est insatisfiable. Et
un AEAGF est complet si et seulement si pour tout tuple (g1,...,¢p, f,{) de Q® X ¥, X E
la disjonction des expressions c; des regles f(qi,--.,¢p) —[CI—’]-> g, de A est équivalente a la

contrainte nulle (T).

Les AEAG étant des cas particuliers des AEAGF, il existe en général un nombre infini de
calculs méme dans le cas ’AEAGF déterministes (exemple 346). Mais dans le cas I’AEAGF
fortement déterministes, il existe au plus un calcul (exemple 345).

Dans le cas ou E = {0,1}" avec n entier et A est un AEAGF sur F, nous notons L(A) =
{L(g) | g € G(A)}. Dans la suite, nous confondons £(.A) et G(A).

3.2.2 Propriétés de cloture

Nous étudions maintenant les propriétés de cléture de la classe des ensembles d’EAG
reconnaissables par AEAGF et des AEAGF. Nous montrons que ces propriétés sont similaires
a celles des AEAG (section 3.1.3).

Comme pour les automates d’arbres a tests entre fréres, tout AEAGF est équivalent a un
AEAGEF A contraintes pleines (construction: on transforme chaque expression de contraintes
de chaque regle en une disjonction de contraintes pleines équivalente et on divise la regle
suivant chaque membre de la disjonction). Par souci de simplicité, nous utilisons dans certaines
des preuves (en particulier celle de la décidabilité du probleéme du vide) des automates a
contraintes pleines. Remarquons que pour tout tuple (Zy,...,t,) de termes de T'(X), il existe
une seule contrainte pleine c telle que f(ty,...,%,) F ¢ avec f symbole de E,.

Proposition 350. 1. Pour tout AEFAGF A sur E, il existe un AEAGF complet A, sur E
tel que G(A) = G(A,).

2. Pour tout AEAGF déterministe et complet A,y sur E, il existe un AFAGF A sur E tel
que G(A) = GE\ G(A.y)-

3. La classe des ensembles d’EAG sur E reconnaissables par AEAGF n’est pas close par
complément.

4. La classe des AEAGF sur E n’est pas close par déterminisation.

Preuve : 1. Soit A = (£, Q, A, ) un AEAGF sur E & contraintes pleines. Nous considérons
PAEAGF sur E, A, = (%, Q., A, 2,) défini par:

e Q.= QU{q} ol g est un nouvel état (¢ ¢ Q),
L4 AC:A U {f(ql,...,(Ip) [—(;]HII(411’---,9p7f7lac-,q)€Up QEXZPXEXEC;X QC
et {(q1,---,8p, , 1)} X ECl, x Q. N A =0},

e Q. =Q.
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De facon évidente, A, est complet et G(A) = G(A,).
2. Soit A = (%, Q,A,Q) un AEAGF déterministe et complet sur E. Nous considérons
PAEAGF sur B, A’ = (5,9, A, ) défini par:

e Q’:Q,
[ ] A,:A’
'y Q’:?Q\Q.

Nous déduisons du déterminisme et de la complétude de A que G(A') = GE \ G(A).

3. La preuve de cette propriété dans le cas de reconnaissables par AEAG fait intervenir
une signature dont les symboles de fonction sont d’arité maximum un [37]. Pour une telle
signature, la classe des AEAGF est égale a la classe des AEAG. Nous en déduisons que la
preuve de la propriété 3 dans le cas des reconnaissables par AEAGF est la méme que dans le
cas des reconnaissables par AEAG.

4. Supposons que la classe des AEAGF sur F soit close par déterminisation. Alors si A est
un AEAGF, il existe un AEAGF déterministe a contraintes pleines Aj; tel que G(A,) = G(A).
D’apreés la propriété 1, il existe un AEAGF complet A. sur E tel que G(A.) = G(A,). Par
construction cet automate est aussi déterministe puisque toutes les contraintes des régles sont
pleines. Donc d’apres la propriété 2, il existe un AEAGF A’ tel que G(A') = GE\G(A,) et donc
la classe des ensembles d’EAG sur E reconnaissables par AEAGEF est close par complément
ce qui contredit la propriété 3. Nous en déduisons que la classe des AEAGF sur E n’est pas
close par déterminisation. ‘ 0

Comme la classe des ensembles d’EAG reconnaissables par AEAG, la classe des ensembles
reconnaissables d’EAG par AEAGF est close par union et intersection.

Proposition 351 (Union, intersection). La classe des-ensembles d’EAG sur E reconnais-
sables par AEAGF est close par union et intersection. Donc si G, et G2 sont deuzr ensembles
d’EAG de g}% reconnaissables par AEAGF, alors G, UG, et Gy NG, sont reconnaissables par
AFAGF.

Preuve : Soient G; et G3 deux ensembles d’EAG de G§ reconnaissables par AEAGF, et
A = (5,801,A1,Q1) et Ay = (5, 92,A2,Q;) deux AEAGF sur E & contraintes pleines
reconnaissant respectivement G et G,. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
Q; et Q, sont disjoints.

Soit PAEAGF A= (£,9,A,Q)avec @ = Q1 UQ2, A = AjUAs et Q@ = Q;UQ,. Alors de
facon immédiate, nous avons G(A) = G(A;) UG(A,) = G; UG, donc la classe des ensembles
d’EAG sur F reconnaissables par AEAG est close par union.

Montrons maintenant que G'; N G, est reconnaissable par AEAGF. D’apres la propriété 1
de la proposition 350, on peut supposer que A; et A; sont complets. Nous désignons alors
par 7 (respectivement m;) la projection de Q; X Q; sur Q; (respectivement Q) et nous
considérons 'TAEAGF A’ = (2, @', A", ') défini par:

° Q’=Q1><Qz,

o (g a) g€ A) & (Vi€ 2] F(mla)s s milap)) Lo mila) € A),
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o O ={we2?|Vie2,mw) e}
Alors nous pouvons montrer que si r est un calcul réussi de A’, les applications :
1 T(Z) - O To T(E) - Q5
t = m(r(z)) t = mwa(r(t))

sont des calculs réussis de .A; et A, respectivement. De plus si r; et 5 sont des calculs réussis
de A; et A, respectivement, I’application :

r:T(X) —» @
t = (ri(t), r2(t))

est un calcul réussi de A’. Nous en déduisons que G(A) = G(A;) N G(A,) = G1 N G; donc la
classe des ensembles d’EAG sur E reconnaissables par AEAG est close par intersection.

Nous montrons maintenant que la classe des ensembles d’EAG sur E reconnaissables
par AEAGF est close par projection et projection inverse (corollaire 353). Pour cela, nous
montrons le lemme suivant.

Lemme 352. Soient E, et Ey deur ensembles finis d’étiquettes, G C QEI un ensemble re-
connaissable par AEAGF et R C Ey X E,. Alors l’ensemble R(G) = {¢' € ng |3g € G,Vt e
T(Z), (g(t),d'(t)) € R} est reconnaissable par AEAGF.
Preuve : Soit A = (X, Q, A, Q) un AEAGF tel que G(A) = Get A' = (E, 0, A/, ) TAEAGF
sur E, défini par:

® Q, = Q’

. A'={f(q1,---7qp)%>q|ﬂleEl,f(ql,---,qp)[—?HJEAet (IL,I') € R},

e O =0Q.
Nous montrons tout d’abord que R(G) = G(A").

D Soient ¢’ un EAG de G(A') et r' un calcul réussi de A’ sur ¢’. Nous montrons sur la structure
des termes qu’il existe un EAG ¢ de g,%l tel que pour tout terme t de T'(X), (g(¢), ¢'(t))
appartienne & R, et tel que r’ soit un calcul réussi de A sur g.

Soit @ une constante. Puisque 7’ est un calcul de A’ sur ¢/, on a a —)( ) r'(a) € A'.
g'(a

Donc d’aprés la définition de A, il existe une étiquette I, de E, telle que a I—> r'(a)

soit une régle de A et (l;, ¢'(a)) appartienne & R. Nous prenons alors g(a) = I,.

Soit ¢ un terme de T'(X) de hauteur ron nulle. Alors il existe f symbole de X d’arité n
non nulle et ¢y,...,t, termes de T(X) tels que t = f(¢y,...,t,). Puisque r’ est un calcul

de A’ sur ¢/, il existe une régle f(r'(t1),...,r'(¢p)) %) r'(t) dans A’. Donc d’apres la
g'(t

définition de A, il existe une étiquette l; de E) telle que f(q1,...,¢p) % r'(t) soit une
t

régle de A et (I, ¢'(t)) appartienne 3 R. Nous prenons alors g(t) = I;.

De fagon évidente, g appartient a ggl et 7’ est un calcul réussi de A sur g puisque
¥ = Q. Donc g appartient a G(A) donc & G. De plus pour tout terme t de T(E),
(9(t), ¢'(t)) appartient 2 R donc g’ appartient a R(G) et G(A') C R(G).
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C Soient ¢’ un EAG de R(G). Alors il existe un EAG g de G tel que pour tout terme ¢ de
T(X), (g(t), g'(t)) appartienne & R. Soit r un calcul réussi de A sur g. Nous montrons
sur la structure des termes que r est un calcul réussi de A’ sur ¢'.

Soit a une constante. Puisque r est un calcul de A sur g, la régle a —— r(a) appartient
a A. De plus (g(a), ¢'(a)) appartient 2 R donc d’apres la déﬁnitiong((iae3 A', ¢ — r(a)
est une régle de A’. e

Soit ¢ un terme de T'(X) de hauteur non nulle. Alors il existe f symbole de ¥ d’arité n
non nulle et ¢,...,t, termes de T(X) tels que t = f(ty,...,t,). Puisque r est un calcul

de A sur g, il existe une regle f(r(t1),...,r(ty)) ——[%) r(t) dans A. De plus (g(t), ¢'(t))
g(t

appartient a R donc d’apreés la définition de A, f(q1,...,¢p) ﬂ-) r(t) est une regle de

N g'(t)

De facon évidente, r est un calcul réussi de A’ sur ¢’ puisque Q' = Q. Donc ¢’ appartient

a G(A') et R(G) € G(A).
Finalement R(G) = G(A') donc R(G) est reconnaissable par AEAGF. 0

Corollaire 353. 1. La classe des ensembles d’EAG reconnaissables par AEAGF est close
par projection et projection tnverse.

2. Soient G, € Q’;‘,::l et Gog € g§2 reconnaissables par AEAGF. Alors Uensemble Gy 1 G2 =
{91 1 92| 1 € G1,92 € G2} est un ensemble d’EAG de gglez reconnaissable par
AFAGF.

Preuve : 1. Soient E et E’ deux ensembles finis d’étiquettes, et 7 la projection de E X E’ sur
E. Alors en posant Fy = EX E', E5 = FE et R = w, on déduit du lemme 352 que la classe des
ensembles d’EAG est reconnaissable par AEAGF est close par projection.

De facon similaire, en posant E; = E, E; = E X E' et R = 77}, on déduit du lemme 352
que la classe des ensembles d’EAG est reconnaissable par AEAGF est close par projection
inverse ce qui termine le point 1 du corollaire 353.

2. Soient FE; et F, deux ensembles finis d’étiquettes, et Gy C ggl et Gy C g§2 recon-
naissables par AEAGF. Alors si m; (respectivement 73) est la projection de E; x E; sur E;
(respectivement E5), on a Gy T Gy = 7] 1(Gl) Nmy 1(Gz). Nous déduisons donc de la cléture
par projection inverse (point 1) et par intersection (proposition 351) des reconnaissables par
AEAGF que G; 1 G2 est reconnaissable par AEAGF. O

3.2.3 Décision du vide

Théoreme 354. Le probléme du vide est décidable pour les AEAGF simples c’est-a-dire pour
un AEAGF simple A, on peut décider si G(A) = 0.

De facon évidente, les étiquettes des EAG n’ont aucune incidence dans le probleme du
vide pour les AEAGF simples donc nous considérons dans la suite des AEAGF simples sans
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étiquette. L’ensemble des régles de transition d’un tel automate A = (£, @, A, Q) est une
partie de Up QF X Zp, x EC, x Q.

Pour savoir quelles régles peuvent étre appliquées, il est suffisant de compter pour chaque
état q les termes ayant ¢ pour image dans un calcul en se bornant a ’arité maximum de la
signature ¥ [11]. Nous allons mémoriser quels sont les états atteints & chaque moment d’un
calcul. Donc nous définissons pour chaque calcul partiel sa frontiere F (ensemble des états
atteints par les termes de hauteur maximum) et son intérieur I (multi-ensemble des états
atteints par les termes de hauteur strictement inférieure a la hauteur maximum).

Nous construisons alors ’arbre des calculs (c’est-a-dire ’arbre des choix des régles appli-
quées dans la construction d’un calcul). Nous étiquetons chaque noeud de cet arbre avec son
couple (I, F) correspondant. Nous montrons alors que l’on peut trouver sur un chemin de
’arbre des calculs, une étiquette (I', F') sous une étiquette (I, F') vérifiant I =, I’ (=, étant
’égalité multi-ensemblistes) et F’' C F' si et seulement s’il existe un calcul réussi.

Le nombre de couple (I, F) étant borné par (p+1)°2"42) x24r4Q) o} p est I’arité maximale
de ¥, nous construisons ’arbre des calculs jusqu’a cette hauteur. Nous pouvons alors décider
si I’ensemble des EAG acceptés par A est vide ou non. Nous en déduisons que le probléeme du
vide est décidable pour les AEAGF simples.

L’idée de la preuve étant donnée, nous rappelons quelques définitions sur les multi-
ensembles.

Un multi-ensemble A d’états de Q est une application de @ dans N. Nous définissons les
opérations suivantes sur les multi-ensembles. Soient A et A’ deux multi-ensembles d’états de

Q.
Somme: Vge Q@ (A+ A')(q) = A(g)+ A'(q)
Différence: Vg€ Q (A — A")(¢g) = maz(0, A(q) — A'(q))

Pour les relations d’inclusion et d’égalité des multi-ensembles, nous définissons deux types
de relations:
AC, A & VYgeQ Ag) < Ag)

Relations multi-ensemblistes : { A=p A & (ACm A)A(A Cm A)

AC, A & (YgeQ Alg)>0= A'(q)>0)

Relations ensemblistes: { A=, A & (AC, A)A(AC, A)

Par la suite, nous comptons les termes atteignant chaque état en se bornant a ’arité maxi-
mum de la signature ¥. Nous associons donc a tout multi-ensemble un multi-ensemble dont
les images sont bornées par p. Soient Mul ’ensemble des multi-ensembles et Mul, 'ensemble
des multi-ensembles de rang {0,1,...,k} avec k entier. Nous notons maxy ’application de
Maul dans Mulj, définie par:

VA € Mul, maxg(A4):Q — {0,1,...,k}
g = min(k, A(g))

Nous définissons maintenant les notions d’intérieur et de frontiére associées a tout calcul
partiel (définition 355). Soient A = (X, @, A, Q) un AEAG simple et p I’arité maximum de la
signature X.
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Définition 355. Soient j un entier et r un calcul partiel de A sur Ts<;. Nous notons pour
tous entiers i de [j+ 1] et i/ < j, I; (intérieur) et F;/ (frontiére) les multi-ensembles suivants:

I =p maz(r(T(¥)<))
Fy =m mazy(r(T(Z)=s))

Proposition 356. Soient j un entier et r un calcul partiel de A sur Ts<;. Alors les frontiéres
et intérieurs satisfont les propriétés suivantes:

Vi € [4] L Cm Lipy (la suite (I)i<; est croissante) (1)

Vi<j FCm L ()
Preuve : Soient j un entier et r un calcul partiel de A sur Ts¢;.

Propriété (1). Soit ¢ un entier de [j]. Nous avons r(T'(Z)«;) C r(T(X)<i+1) donc pour
tout état ¢ de Q, nous avons {t € T(Z)«; | r(t) = ¢} C {t € T(Z)<i+1 | 7(t) = ¢q}. Donc
maxp(r (T (X)<i)) Em maxy(r(T(E)<it1)) Aot [; Cm Ligy.

Propriété (2). Soit ¢ un entier tel que ¢ < j. Pour tout g de Q, {t € T'(X)=; | r(t) = q} C
{t e T(E)<i+1 | r(t) = q}. Donc F; Cpy [i41. 0O

Nous montrons maintenant qu’il existe un calcul réussi sur A si et seulement s’il existe
i et j entiers avec ¢ < j, et r un calcul partiel de A sur T(X)<; tels que F; C, F; et
I; = I; (proposition 359). La condition est montrée nécessaire directement dans la preuve
de la proposition. Par contre, pour montrer qu’elle est suffisante nous montrons les lemmes 357
et 358.

Lemme 357. Soient i et j entiers avec t < j et r un calcul partiel de A sur T'(X)<; tels que
F; C; F; et Ij =m I;. Alors I;i41 =n Ljy1.

Preuve : Supposons qu’il existe ¢ et j entiers avec 7 < j et r un calcul partiel de A sur T'(X)<;
tels que F; C; F; et I; =, I;. Nous avons alors:

Liy1 =m magy(r(Te<js1))
=m mazy(r(Te<;) + r(Te=;))
=m mazp(l; + r(Tz=;))
=m mazy(li + r(Tg=;)) (3)
Soit ¢ un état de Q. Il existe un entier k de {0,1,...,p} tel que I;;1(q) = k. D’apreés la
propriété 1 de la proposition 356 et les hypothéses, nous avons:

{ Ii{q) < Li(e) < Ii(g)
Lig) = L9

Nous en déduisons que I;(q) = I;11(q) = I;(g) = k. Montrons que I;j+1(q) = Ii;1(g) en
distinguant deux cas suivant la valeur de &k (k < p ou k = p).

Cas k < p: Nous avons la suite d’implications suivante :

(@ =Lu@<p = r(T(X)=)(g)=0

Fi(g)=0

F;(¢)=0 car F; C, F;
(T(E)_J)( )=0
Iita(q) = ( )
IH-I( ) (

S R

)-



3.2. AEAG AVEC TESTS ENTRE FRERES 245

Cas k = p: D’apreés la propriété (3), I;11(q) = p. De plus I;11(¢q) = p donc I;41(q) = Li41(g)-

Finalement I;y =, [;11. O

Lemme 358. Soient i et j entiers avec ¢ < j et r un calcul partiel r de A sur T(X)<; tels
que F; C; F; et I; =y, I;. Alors r s’étend sur T'(X) de sorte que pour tout entier k > j :

Fr Cs Feyi-j) et I =m Iiy-j)-

Preuve : Supposons qu’il existe i et j entiers avec 7 < j et r un calcul partiel r de A sur
T(E)S_,- tels que F; C; F; et I; =, I;. Nous prouvons par induction sur la valeur de & que r
s’étend sur T'(X) de sorte que pour tout entier k¥ > j:

Fy Cs Fk+(i—j) et I =n Ik+(i—j)-

Considérons le cas k = j+1. D’apres le lemme 357, I;;; =, I;4;. Etendons maintenant r
sur T(X)=;4+1 de sorte que Fj4q1 Cs Fiys.

Construction de r sur T(XZ)=;+;: Nous rappelons que Fj41 = maxy(r(T(X)=;+1))-

Les frontiéres et intérieurs nous permettent d’imiter a la hauteur 741 une partie suf-
fisante de ce qui a été fait a la hauteur i+1. En fait, si f(t;,...,t,) est un terme de
T(X)=j+1, nous définissons son image en appliquant une regle appliquée a la hauteur
i+ 1. Pour cela nous allons tout d’abord déterminer un terme f(uy,...,u,) de T(X)=i+1
tel que (£:)ic[n) et (ui)ig[n) Satisfassent la méme contrainte pleine.

Soient f(t1,...,t,) un terme de T(X)=;41 et ¢ la contrainte pleine de EC}, telle que
f(ti,-..,tn) E c. Soit (Eg)rer, I ensemble, une partition de [n] regroupant les termes
égaux de la famille (¢z)xe[n) c'est-a-dire :

VekeIVI,I' e By, ti=ty (4)
VE K € Ik# K Vi€ E,VI € By, t 4ty (5)

Pour tout k de I et tous indices [, I’ de F, r(¢;) = r(¢y) puisque ¢; = ty. Soit (Sk)kes, J
ensemble, une partition de I regroupant les termes ayant méme état image c’est-a-dire:

Yk € JVLI € Sp,Vm € ELVm' € By rltm) = r(tm)  (6)
Vk, K € Jk #+ k', ¥Vl e S, V', e Spp,¥m € El,Vm' €Ey r(tn) # T(tml) (7)

Pour tout & de J, nous notons g I’état de Q tel que VI € Si, Ym € Ej, r(tn) = g 1l
existe (tf)keJies, termes de T(S) 4 distincts deux a deux tels que:

o Vk € J,VI € Sk, r(tF) = qi puisque card(Si) < I;+1(qr) et Lit1(qe) = Liv1(gk)-
o 3k € J,3l € Sk,tF € T(X)=; puisqu’il existe m € [n] tel que t,, € T(X)=; et
car F; C, F; par hypothése.

Soient uy,...,u, termes de T'(X) ;41 définis par Yk € J,VI € S, VI' € Ejup = t;‘. Soit
S1,---,8n états de Q défini par quelquesoit m appartenant a [n], r(tm) = Sp,. Alors
f(¥1,---,u,) E c et pour tout entier m de [n], r(¥m) = Sn. Puisque r est un calcul
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partiel sur T'(X)<;, il existe une regle f(sy,...,sn) L, g de A telle que f(u1,...,un) F

cdetg=r(f(ur,...,u,)). Comme c et ¢’ sont des contraintes pleines, nous avons ¢ = ¢’

puisque f(u#1,...,u,) F cet f(uy,...,u,) E ¢. Finalement la réegle f(sy,...,sn) ﬂ) q

" appartient a A.

On a f(t;,...,t,) F c. De plus pour tout entier m de [n], r(t,,) = sm, donc nous
pouvons appliquer la régle précédente au terme f(¢1,...,%,). Nous définissons donc

r(f(ts,...,tn)) par r(f(t1,...,tn)) = q.
Notons que par définition F;11(g) = 1 puisque f(uy,...,u,) est un terme de T(X)=;41.

Preuve de Fj4; C; Fiy, : Par construction de r(T(X)=;4+1), nous avons pour tout ¢ de Q,
Fj+1(q) =1= E+1(q) = 1. Donc F]‘+1 Cs Fi+1.

Finalement nous avons étendu r sur T(X)=;4; de sorte que Fj4; C; Fi11. De plus I;; =p,
I;+1 donc la propriété énoncée en début de preuve est vraie pour k = j+1.

Soit un entier k tel que k > j. Supposons que le calcul r puisse étre étendu sur T ()<
de sorte que pour tout entier k¥’ tel que k > k' > j:

F Cs Fog-j e Iy =n Ipyoj)-
De la méme facon que dans le cas k = j+1, nous étendons r sur T'(X)=¢+; de sorte que:
Fei1 Cs Frqaai—i) €t Tev1 =m lrpat(i-j)-

0

Proposition 359. Il existe un calcul réussi de A si et seulement s’il existe i et j entiers avec
i < j et un calcul partiel réussi de A sur T'(X)<; tels que F; C, F; et I, =, I;.

Preuve : Supposons qu’il existe r’ un calcul réussi de .A. Alors il existe un entier ! tel que
pour tout entier k > I, Iy =, I puisque la suite (Ix)ren est croissante (propriété (1) de
la proposition 356) et car le nombre de multi-ensembles de Mul, (applications de @ dans
{0,1,...,p)}) est borné par (p+1)°*"42). De plus il existe deux entiers 7, > [, i < 7, tels que
F; C; F; puisque le nombre de multi-ensembles de Mul, est borné par gcard(Q)

On note r le calcul partiel de A sur T'(X)<; défini par quelquesoit ¢ terme de T'(Z)<;, r(t) =
r'(t). Les frontiéres et intérieurs de r et r’ étant égaux, on a par abus de notation F; C; F;
et I; =n, I; pour le calcul partiel r de A sur T'(X)<;.

De plus r’ étant un calcul réussi, il existe un ensemble w de € tel que r'(T(X)) = w. A est
simple et r(T(Z)<;) € w donc r est un calcul partiel réussi de A.

Supposons maintenant qu’il existe 7 et j entiers avec ¢ < j et un calcul partiel réussi r de
A sur T(Z)<; tels que F; C; F; et I; =, I;. D’aprés le lemme 358, il existe r calcul de A tel
que pour tout entier k£ > 7:

F. C; Fk+(i—j) et I =, Ik+(i—j)'

De plus r étant un calcul partiel réussi de A, il existe w € Q tel que r(T'(X)<;) = w. De
facon évidente r'(T'(X)) = r(T(X)<; donc r est un calcul réussi de A. 0
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Nous montrons maintenant que la propriété sur les calculs partiels énoncée dans le lemme
précédent est décidable (lemme 360) et nous en déduisons le théoréme 354.

Lemme 360. Le probléeme 7il existe ¢ et j entiers avec ¢ < j et un calcul partiel réussi r de
A sur T(X)<; tels que F; C, F; et I; =, I;” est décidable.

Preuve : Nous notons T ’arbre des calculs de A c¢’est-a-dire ’arbre défini par:

- Les étiquettes de T sont des éléments de Mul, X Mul; (les éléments de Mul, et Mul;
sont des multi-ensembles de Q);

- La racine de T est étiqueté par (R, R) ol R est ’application qui a tout état de Q associe
la valeur 0;

— Pour tout calcul partiel r sur T'(X)<o, T possede un nceud étiqueté par (Io, Fp) dont le
pere est la racine de T';

— Pour tout entier £ non nul et tout calcul partiel r sur T(X)<, T posséde un nceud
étiqueté par (I, Fi) dont le pére est le nceud étiqueté par (Ix_y, Fr—1)-

Sur chaque chemin de T, le nombre de nceuds distincts est borné par (p + 1) 49 x
2¢2rd(Q) Donc pour décider du probléme il existe 7 et j entiers avec i < j et un calcul partiel
réussi r de A sur T'(X)<; tels que F; C; F; et I; =, I”, il suffit de construire I’arbre des
calculs jusqu’a la hauteur (p + 1)°@42) 2cerd(Q), 0O

Le théoreme 354 se déduit directement de la proposition 359 et du lemme 360. Donc le
probléeme du vide est décidable pour les AEAGF simples.

3.3 Contraintes ensemblistes avec tests d’égalité

Dans cette section, nous définissons une extension de la classe (PSC) et nous montrons
que le probleme de satisfiabilité pour les systémes de contrainte de cette classe reste décidable
en utilisant les AEAGF.

Soit X un ensemble de variables ensemblistes. La classe des contraintes ensemblistes peut
étre étendue en considérant des opérateurs imposant des égalités entre les fils des expressions
ensemblistes.

Formellement soit Alf= ; une famille d’opérateurs ensemblistes appelés opérateurs de diago-
nalisation, ot f est un symbole de fonction d’arité p non nulle et 1 < 7, j < p. Les expressions
ensemblistes que nous considérons maintenant sont construites avec les symboles de fonction
habituels et les opérateurs de diagonalisation.

La (sé)mantique associée aux opérateurs de diagonalisation est définie comme suit. Soit
E € 2T(®),

(ALNTBENE) = {f(tr, .. tp) | fltr,-. o ty) € B ti=t;} Vf €5, 1<10,j < p.
Pour toute interprétation Z des variables, on a pour toute expression ensembliste e:

(AL, (e)) = (AL ;)5 ®) (xz(e))

i=37
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oll x7 est Pextension de 7 a ’ensemble des expressions ensemblistes. Finalement nous dé-
finissons la classe (PSC) avec tests d’égalité comme la classe des contraintes positives sans
symbole de projection mais avec opérateur de diagonalisation. La suite de cette section est
dédiée a la preuve du théoreme suivant :

Théoréme 361. Le probléme de satisfiabilité pour les systémes de contraintes de la classe
(PSC) avec tests d’égalité est décidable.

La preuve de ce théoréme s’inspire fortement de la preuve de la décidabilité de la satis-
fiabilité pour les systémes de contraintes de la classe (PNSC) de R. Gilleron, S. Tison et M.
Tommasi [37].

Nous considérons un systéme de contraintes SC de la classe (PSC) avec tests d’égalité
et nous construisons un AEAGF simple et déterministe A tel que G(A) = Sol(SC). Nous
déduisons alors le théoréme 361 de la décidabilité du probléeme du vide pour les AEAGF
simples (théoréme 354).

Lemme 362. Soit SC un systéme de contraintes ensemblistes de la classe (PSC) avec tests
d’égalité contenant n variables X1, ..., X,. Alors il eziste un AFAGF simple et déterministe

A sur {0,1}" tel que G(A) = Sol(SC).

Preuve : Dans un premier temps, nous montrons que l’on peut réduire, sans perte de généralité,
le probléeme a une contrainte ensembliste unique et nous associons i cette contrainte un
AEAGF A. Nous montrons ensuite que A est simple et déterministe (lemme 365) puis que
G(A) = Sol(SC) (lemmes 366, 367 et 368).

Soit SC = A,¢[,) Ci un systéme de contraintes ensemblistes de la classe (PSC) avec tests
d’égalité contenant n variables X, ..., X,. Une solution de SC satisfait toutes les contraintes
C;. Supposons que, pour tout i de [n}, il existe un AEAGF simple et déterministe A; tel que
G(A;) = Sol(C;). Soit i appartenant & [n]. Toutes les variables Xi,..., X, n’apparaissent
pas forcément dans C; mais la preuve de la cléture par projection inverse de la classe des
ensembles d’EAG reconnaissables par AEAGF (corollaire 353), nous permet de construire un
AEAGTF déterministe et simple .A? sur {0, 1}" satisfaisant : G(A}") est ’ensemble des n-uplets
de langages d’arbres (Lj,...,L,) dont la restriction aux variables de C; est solution de C;.
Nous déduisons alors de la preuve de la cloture par intersection de la classe des ensembles
d’EAG reconnaissables par AEAGF (proposition 351), qu’il existe un AEAGF simple et dé-
terministe A sur {0, 1}" tel que G(A) = Sol(SC). Nous pouvons donc restreindre notre preuve
au cas d’une unique contrainte ensembliste SC sur n variables X;,..., X,.

Nous définissons maintenant I’ensemble £(ezxp) des sous-expressions d’une expression en-
semblistes ezp (ensemble des expressions apparaissant dans ezxp) par:

ET) = {T}
£(L) = {1}
E(X) = {X}, VX eX
E(flers--- &) = {fler,... &)U (Uil(ei))
ELe) = £(e)
g(Uiel) U,’S(ei)
E(ﬂiel) = U,‘(‘:(e,’)
E(AL;(e) = {AL (e)}ué(e)
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Si SC := ezp C ezp’ est une contrainte ensembliste, alors I’ensemble des expressions
apparaissant dans SC est £(SC) = E(exp) U E(exp) .

Remarque 363. Pour une contrainte ensembliste SC, tout élément de £(SC) est soit l'un
des symboles T ou L, soit de la forme f(ey,...,e,) ou A{=J- (e) avec f appartenant a ¥, et
e, €1,...,€p erpressions ensemblistes.

Soit ¢ une valuation booléenne c’est-a-dire une application de £(SC) dans les booléens
B = {0,1} telle que ¢(T) = 1 et (L) = 0. Cette valuation s’étend facilement & n’importe
quelle expression ensembliste ezp (respectivement contrainte ensembliste SC) construite sur
les éléments de £ (exp) (respectivement £(SC)) et les opérateurs ensemblistes (les opérateurs
U, N, G, C et € sont respectivement interprétés par V, A, =, = et = =) (exemple 364).

Exemple 364. Soient la signature ¥ = {g/1,a/0} et une variable ensembliste X. Alors
Uensemble des ezpressions apparaissant dans la contrainte SC :=aU f(X) C X est:

£(SC) ={a, X, f(X)}.
Donce pour les valuations booléennes ¢, et 2 défintes par:

e1(a)
¥2(a)

w1(X)=1 @i(f(X))
2A(X) =0  @(f(X))

1 0
1 1

I
i

A

nous avons ¢1(SC) = 0 et p2(SC) = 1.

Nous considérons 'TAEAGF A = (%, 9, A, Q) ou:
e Q={p:&(SC) - B|¢(SC) =1},
o Q= 2Q’

e A est défini comme suit: f(p1,...,@p) [—j]> ® € A ol (¢:)igp), ¢ sont des états de Q,

f un symbole de I, c une contrainte pleine de EC} et [ = (I1,...,1,) une étiquette
de {0,1}" et satisfaisant:

(¢i)iep) satisfait les contraintes d’égalité de c (8)
Vi€ [n], o(Xi) =1 (9)
Vee £E(SC) (eg XU{T}) =

(e= fler,...,ep) et Vi€ [p], vi(e;) = 1)
(ple)=1) & ( ou ) (10)

(e=AL (¢) et im, jet o) =1)

=3
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Nous montrons dans les lemmes suivants que notre construction est correcte, c’est-a-dire
que A est simple et déterministe (lemme 365) et que L(A) = Sol(SC) (lemme 368).

Lemme 365. L’AFAGF A est simple et déterministe.

Preuve : Soient f(p1,...,¢p) %]—) v et fler,-..,9p) —[—cl—]> ¢’ deux regles de A telles que

(¢, ) # (¢, ¢'). Si ¢ # ¢ alors la contrainte ¢ A ¢’ est insatisfiable puisque les contraintes sont
pleines. Nous considérons donc le cas ol ¢ = ¢’ et ¢ # ¢'. Il existe donc une expression e de
E(SC) n’appartenant pas a X U {T} telle que (e) # ¢'(e) (e n’est pas une variable d’aprés
la condition (9)). Nous considérons le cas ol ¢(e) = 1 et ¢'(e) = 0, le cas ol p(e) = 0 et
¢'(e) = 1 étant symétrique. D’apres la condition (10) et la remarque 363, nous avons:

(e= fle1,...,ep) et Vi € [p], p(ei) = 1)

ou
(e = A{zj(e') et i =, j et p(e') =1).
Nous montrons par induction sur la hauteur ¥ de ’expression e que nous obtenons une
contradiction.

Base. e est de hauteur 0 donc il existe a appartenant a ¥g tel que e = a. Nous avons alors
@(a) = ¢'(a) d’apres la condition (10). Nous obtenons donc une contradiction.

Induction. Soit un entier k. Supposons que nous obtenons une contradiction pour toute
contrainte €’ de hauteur % telle que ¢(e') = 1 et ¢'(e’) = 0.

Supposons que e soit de hauteur k+1. Nous distinguons deux cas suivant la structure
de e.

Premier cas: e = f(e1,...,ep) et pour tout ¢ de [p], ¢(e;) = 1.
Par hypothese d’induction, nous obtenons une contradiction s'il existe un entier ¢
de [p] tel que ¢'(e;) = 0. Donc pour tout i de [p], ¢’(e;) = 1. Nous en déduisons
que ¢'(e) = 1 par la condition (10). Ceci contredit I’hypothese ¢'(e) = 0.

Second cas: e = Aifzj (e), im.j et p(e) = 1.

Nous avons e = A{=~(e’) et i . j donc d’aprés la définition des regles (condi-
tion (10)), on a ¢'(e’) = 0 puisque ¢'(e) = 0. Donc ¢(€’) = 1 et ¢'(e’') = 0 avec ¢’
de hauteur k. Nous pouvons alors montrer qu’il existe une expression e” de £(SC)

de hauteur inférieure ou égale a k telle que soit @(e”) = 1 et ¢'(e") = 0, soit
(") = 0 et ¢'(e") = 1. Nous obtenons donc une contradiction par hypothese
d’induction.

Finalement, on ne peut avoir ¢ = ¢’ et ¢ # ¢'. Donc A est déterministe. De plus par
construction A est simple donc A est simple et déterministe. 0O

Nous montrons maintenant que £(A) = Sol(SC) (lemme 368). Tout d’abord, nous mon-
trons que L{A) C Sol(SC). Soient (L;,...,L,) un n-uplet de langages d’arbres reconnu par
A, g son EAG caractéristique (g est un EAG de gﬁm}n et L(g) = (L1,...,Ly)) et r un calcul
réussi de A sur g. Alors soit Z, 'interprétation telle que Z,.(X;) = £; pour tout ¢ de [n]. Nous
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confondons Z, avec son extension a I’ensemble des expressions ensemblistes. Nous caractéri-
sons l'interprétation Z, (lemme 366) et nous en déduisons dans la preuve du lemme 368 que
(L1,...,Ly) € Sol(SC).

Soit &’'(exp) ’ensemble de toutes les expressions ensemblistes apparaissant dans une ex-
pression ensembliste exp:

ET) = &)
E'L) = &)
£(X) = £X), VX eX
E/(f(el,.. )) = &(f(e,-- P))
E'Ce) = &( e)U{[:e}
&' (Use;) E(Uze;) U {U;e; }
(ﬁel) = S(ﬂez)u{ﬁe,}
£(al(e) = L)

et £'(SC) 'ensemble de toutes les expressions ensemblistes apparaissant dans SC.
Lemme 366. Ve € £'(SC), Vt e T(X), (t € I.(e))  (r(t)(e) =1).
Preuve : Nous montrons la propriété
Ve € £'(SC),Vt € T(Z), (t € Z,.(€)) & (r(t)(e) = 1) (11)
par induction sur la hauteur de e. '

Base. Soient ¢ un terme de T'(X) et e une expression ensembliste de £'(SC) de hauteur 0.
Alors e est soit une constante a, soit 'un des symboles T ou L, soit une variable X;.

Tout d’abord, il existe un symbole de fonction f d’arité p, p entier, et ¢y, ...,¢, termes
de T(X) tels que t = f(t1,...,tp). Puisque r est un calcul de A sur g, il existe une

regle f(r(t1),...,r(tp)) %} r(t) appartenant a A. Par définition des reégles de A, nous

avons:
(e = flex,...,ep) et Vi € [p], p(e;) = 1)
r@E=1s ou -
( (e= A{=j(e') et i =, j et p(e') =1) )

Si e = a, nous avons Z.(e) = {a} donc (¢t € I,(e)) & (t = a). Or par définition des
régles, (r(t)(e) = 1) @ (a = f). Finalement (¢t € Z,(a)) & (r(t){(a) = 1).
Si e = T alors par définitions Z.(e) = T(X) et pout tout état ¢ de Q, ¢(e) = 1. Donc
(teZ (M) e (r(t)(T)=1).
Si e = L alors par définition Z.(e) = @ et pour tout état ¢ de &', ¢(e) = 0. Donc
(teZ. (L)) e (r(t)(L) =1).
Si e est une variable X; de SC alors par définition Z,(X;)
nous avons r(t)(X;) = g¢(t);. Nous en déduisons que (¢

puisque £; = {t € T(S) | g(t); = 1}.
Finalement pour toute expression de £'(SC') de hauteur 0, nous avons:

Vi € T(S), (t € T, (e)) & (r(t)(e) = 1).

L;.0

= r par la condition (9),
€ I (X;) &

r@®X:) = 1)
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Induction. Soik entier. Supposons que la propriété (11) soit vraie pour toutes les expressions
de &'(SC) de hauteur inférieure ou égale & k. Soient e une expression de £'(SC) de
hauteur k+1 et ¢ un terme de 7'(X).

Tout d’abord, il existe f symbole de ¥ d’arité p non nulle et t1,...,t, termes de T'(X) tels
que t = f(t1,...,tp). Puisque r est un calcul de A sur g, il existe une contrainte pleine

¢ de EC] telle que f(r(t1),...,r(tp)) ?[2—)> r(t) appartienne & A et f(t;,...,¢,) F c.
Nous distinguons maintenant plusieurs cas suivant la structure de e.

e est de la forme f(ey,...,e,). Nous avons:

tel(e) & te f(Z(e1),..-,Z-(ep))

< tE€{f(ty,...,tp) | Vi € [p],t; € I, (e;)}

o te{f(ty,...,tp)| Vi €p],r(t:)(e;) =1} par induction
Supposons que t appartienne a Z,(e). Donc pour tout i de [p],r(¢;)(e;) = 1. Or
d’apres la condition (10),

(Vi€ [p], (r(t)(ei) = 1)) = (r(t)(e) = 1)

puisque e = f(ey,..., ep). Donc r(t)(e) = 1.
Supposons maintenant que r(t)(e) = 1. Nous déduisons de la condition (10), que
pour tout i de [p],r(t;)(e;) = 1 puisque e = f(ey,...,e,). Donc t appartient 3
Z,(e). Finalement (t € Z.(e)) & (r(t)(e) = 1).

e est de la forme Az-f___j (¢'). Nous avons:

teZ(e) & te{f(tr,...,tp) €L (e) | ti =1¢;}
& te€{f(t1,.- - tp) | r(f(t1,---,tp))(€) = 1,¢; =t;} par induction
Supposoﬁs que t appartienne a Z.(e). Alors t; = t; donc i =, j. D’aprés la condi-
tion (10),
(r(t)(e') = 1) = (r(t)(e) = 1)
puisque e = Alfzj(e') et 7 =. j. Donc r(t)(e) = 1.
Supposons maintenant que r(t)(e) = 1. Nous déduisons de la condition (10) que
i=, jetr(t)(e') =1 puisque e = Af—;_,— (¢’). Donc t; = t;, d’ou ¢ appartient a Z,(e).
Finalement (t € Z,(e)) < (r(t)(e) = 1).
e est de la forme e; U ey. Nous avons:
teZ.(egUes) & teZ(e)UZ (er)
< (r(t)(e1) = let r(t)(e2) = 1) par induction
< r{t)(egUez)=1.
e est de la forme e; Ne; ou e = Le. Nous montrons de la méme maniére que pour e
de la forme e; U es que (t € Z,(€)) & (r(t)(e) = 1).

Finalement la propriété (11) est vraie pour toute expression de £'(SC) de hauteur
inférieure ou égale a k+1 ce qui termine I'induction.

Finalement Ve € £'(SC),Vt € T(Z), (t € I.(e)) & (r(t)(e) = 1). , 0
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Nous effectuons maintenant ’opération inverse a la précédente, c’est-a-dire que nous as-
socions un calcul de A a une solution de la contrainte SC (lemme 367). Nous en déduisons
dans la preuve du lemme 368 que Sol(SC) C L(A).

Lemme 367. Soient I une solution de la contrainte SC et g I’EAG caractéristique de cette
solution (L(g) = (Z(X1),...,Z(Xy)) . Alors Uapplication r de T(X) dans Q définie par r(t) =
@ avec

Ve € £(SC), (ple) =1) & (t € Z(e))
est un calcul de A sur g.

Preuve : Soient Z une solution de la contrainte SC, g AEG caractéristique de cette solution
et r 'application définie par:

r:T(Z) - Q
t — tel queVe € E(SC),(ple) =1) < (t € Z(e)).

Nous allons montrer que r est un calcul de A sur g c’est-a-dire que r est compatible avec
les régles de A. Dans ce but, nous considérons tout d’abord les équivalences suivantes :

Vie T(Z),Vien], r(t)(X:))=1 < te€I(X;) pardéfinition de r
< g¢g(t)i=1 par définition de L(g).

Nous en déduisons que pour tout terme t de T'(X) et tout ¢ de [n], r(t)(X;) = ¢(t):- Donc
la condition (9) est satisfaite.

Soit ¢ un terme 7' (X). Montrons par raisonnement sur la structure de ¢ que l’application
r satisfait la propriété suivante:

Sit = f(ti,...,tp) alors il existe une contrainte pleine ¢ de EC), telle que la régle

f(r(ty), ..., r(tp)) —% r(t) appartienne a A et f(ty,...,t,) Fc.
g(t

Constantes. Il existe une constante a de ¥ telle que t = a. Par définition de r, nous avons:

Ve € £(SC), (r(a)(e) =1) < (a € Z(e))-

Or nous pouvons montrer que pour toute expression ensembliste e de £(SC) différente
d’une variable, du symbole T et de a, nous avons a n’appartient pas a Z(e). Nous
déduisons alors de la remarque 363 que:

Ve € E(SC) (e ¢ XU{T}) = (r(a)(e) =1 e =a).

Donc la regle a o) r(a) appartient 3 A puisque r(a) satisfait les conditions (9) et (10)

de la définition de A.
Cas général. Supposons que ¢ soit de hauteur non nulle. Alors il existe un symbole f de ¥
d’arité p non nulle et ¢;,...,t, termes de T'(X) tels que t = f(t1,...,tp)-

Soit ¢ la contrainte pleine de E'C; telle que f(¢1,...,ts) F c. Alors (r(t:))ieqp satisfait
les égalités de c. De plus pour toute expression e de £(SC)\ (XY U {T}), nous avons par
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la remarque 363:

(r®)(e) =1) & (teIle)
(e = flexr,...,ep) et Vi € [p], t; € Z(e:))
N ( ou )
(e:A{=-(e’) et t; =t; et t € I(e'))

( (e = fler,...,ep) et Vi€ [p],r =1)
g ou
)

(e=AL;(€) et i jetr(t)(e) =

Nous en déduisons que la régle f(r(t1),...,7(tp)) [—(c])+ r(t) appartient 3 A puisque r(t)
g(t
et ¢ satisfont les conditions (8), (9) et (10) de la définition de A.

Donc r est compatible avec les régles de A. Finalement r est un calcul de A sur g. 0

Lemme 368. G(A) = Sol(SC).

Preuve : Nous avons vu dans le début de la preuve du lemme 362 que l’on peut réduire sans
perte de généralité le probleme a une contrainte ensembliste unique. Nous supposons donc
que SC :=ezp C exp'.

Montrons tout d’abord que L(A) C Sol(SC). Nous considérons (Ly,...,L,) un n-uplet
reconnu par A. Soient r un calcul de A sur g, 'EAG caractéristique de (£y,...,L,), et Z,
'interprétation des variables telle que Z,(X;) = L; pour tout ¢ de [n]. Soit ¢ un terme de
T(X) appartenant a Z,(ezp). Par le lemme 366, r(t)(ezp) = 1 puisque ezxp est une expression
de &£'(SC). D’apres la définition de Q, chaque état ¢ de r(T'(X)) satisfait ¢(SC) = 1, donc
r(t)(ezp’) = 1. Donc t appartient & Z,(exp’) puisque exp’ appartient a £'(SC) (lemme 366).
Nous en déduisons que Z, satisfait la contrainte SC. Donc (£y,...,L,) est solution de SC.

Montrons maintenant que Sol(SC) C L(A). Nous considérons (Ly,...,L,) une solution
de SC. Soit T I'interprétation des variables associée a cette solution (Z(X;) = L; pour tout ¢
de [n]). Par le lemme 367, l’application r de T'(X) dans Q définie par r(t) = ¢ avec

Ve € £(SC)(ple) =1) & (t € Z(e))

est un calcul de A sur g, 'EAG caractéristique de (£4,...,£L,). Comme "automate A est
simple (lemme 365), (£1,...,L,) est reconnu par A.
Donc L{A) = Sol(SC), or G(A) = L(A) d’ou G(A) = Sol(SC). 0

La preuve du lemme 362 est maintenant terminée. Nous déduisons facilement de ce
lemme et du théoréme 354, la décidabilité du probléeme de satisfiabilité pour les systemes
de contraintes de la classe (PSC) avec tests d’égalité (théoreme 361).

Pour terminer ce chapitre, nous rappelons le résultat de W. Charatonik et L. Pacholski
généralisant notre résultat:

Théoréme 369 (W. Charatonik et L. Pacholski [17]). Le probléme de satisfiabilité pour
les systémes de contraintes positives et négatives avec tests d’égalité est décidable.
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Chapitre 4
Topologie - Expressivité

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés topologiques de I’ensemble des solutions
des systemes de certaines classes de contraintes ensemblistes (sections 4.1 et 4.2). Par la
suite, cette étude nous permet de comparer le pouvoir d’expression en terme d’ensembles de
solutions de certaines classes de contraintes (section 4.3).

Soient ¥ la signature et A" 'ensemble de variables ensemblistes sur lesquels les contraintes
ensemblistes de ce chapitre sont définies.

4.1 Etude de la classe (PSC)

M. Tommasi dans [87] montre en utilisant les automates d’arbres ensemblistes que 1’en-
semble des solutions d’un systéme de contraintes ensemblistes de la classe (PSC) est compact,
donc fermé. Nous donnons dans cette section une preuve directe du fait que cet ensemble de
solutions est fermé.

Nous définissons pour cela un ensemble d’applications continues (lemme 370) et nous
montrons que ’ensemble des solutions d’un systéme de contraintes ensemblistes positives est
I’image inverse du singleton constitué de ’ensemble vide par une composée de ces fonctions
(proposition 372).

Tout d’abord, nous associons une application a chacun des symboles de = U {U,n,C}:

Vi€, Fy:  (2T®) 2T(%) Fu: (2T™)? o 2T()
(X1,--0,Xp) = f(X1,...,Xp) (X1, X2) = X1UX,

Fp: 2T (%) N 9T(%) Fa: (27®)% o 2T

X — T(E)\X (Xl,Xz) — X1 ﬂXz

et nous définissons pour tout entier non nul et tout ¢ de [n] une application F* appelée
projection :
Fre (2TE)™ 5 oT(®
(Xl,...,Xn) — Xi

Lemme 370. Les applications F*, F, Fn, Fy et Fy sont continues pour tout i de [n], n stric-
tement positif, et pour tout symbole f de .
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Preuve : Nous prouvons ici uniquement que Fiy est continue, les autres preuves se faisant de
facon similaire. Nous prouvons que pour tout ouvert O de 2T(¥), F71(0) est un ouvert de
(273",

Soient O un ouvert de 2T(*) et & un élément de F71(0). Alors Fn(z) appartient & O,
donc il existe r > 0 tel que By, (Fn(z),7) € O puisque O est un ouvert. Montrons que
By, (z,r) C F3'(O). Soit y un élément de By, (z,r).

Dans le cas ol da(z,y) = 0, nous avons z = y donc Fn(y) = Fn(z), dou Fr(y) €
By, (Fn(z),r).

Etudions maintenant le cas ol da(z,y) > 0. Il existe X, X', Y, Y’ éléments de 27(%) tels
que z = (X, X') et y = (Y,Y’). Soient

n = min({Haut(t) |t € [(XAY)U (X'AY")]})
= min({Haut(t) |t € (X NX)AY NY")]})

Alors da(z,y) = 27" et dy(Fn(z), Frl(y)) =27™.
Soit ¢ un terme de [(X N X)A(Y NY")]. Alors si t appartient & (X N X’), t appartient a
X et X' et t n’appartient pas a la fois 2 Y et 2 Y’. Nous en déduisons que t est un terme de
[(XAY) U (X’AY")]. Nous obtenons la méme conclusion si nous supposons que ¢t appartient
a (Y NY'), donc:
(XNnX)A(Y NnY')] C [(XAY)U (X'AY").

Nous en déduisons que n < m ce qui nous mene aux implications suivantes :

n<m = 27" <L2™"

= di(Fn(z), Fn(y)) < da(z,y)

= di(Fa(z), Fn(y)) <r car da(z,y) <r

= Fn(y) € By, (Fr(z),r)

= Fa(y) €O car By, (Fn(z),r) CO
= y¢c F;1(0).

Finalement Bg,(z,r) C F7'(0) et donc F;*(O) est un ouvert de (2T(2))2. Donc l'image
inverse par F de tout ouvert de 27T(%) est un ouvert de (27'(“3))2 donc l'application Fn est
continue. O

Nous montrons maintenant que ’on peut associer a toute expression ensembliste e sur n

variables X,..., X, une application M, : (2T(E))" — 2T(T) telle que pour toute interpréta-
tion 7 des variables de e, on ait M. (Z(X,),...,Z(X,)) = Z(e) (lemme 371).
Soit e une expression ensembliste sur n variables X1, ..., X,,. On associe a e, I’application

M, : ('ZT(E))n — 2T(%) définie par:
e Sie= X, ¢ appartenant a [n], alors M, = F",

e Sie= f(e1,...,€) avec f symbole de X, et ej,..., e, expressions ensemblistes,
alors M, = Fyo (M,,,..., M.,),

e Sie=e; Uey avec e;, e expressions ensemblistes, alors M, = F, o (M., , Me,),

e Sie=e; Ney avec e, e; expressions ensemblistes, alors M, = F o (M,,, M,,), et
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e Si e = [e; avec e; expression ensembliste, alors M, = Fgo M., .

Lemme 371. Soit e une expression ensembliste sur n variables X1, ..., X,. Alors pour toute
interprétation I des variables de e, nous avons M.(Z(X4),...,Z(X,)) = Z(e).

La preuve de cette proposition se fait par induction sur la structure de ’expression en-
sembliste e. Nous pouvons maintenant prouver le résultat que nous annoncions en début de
cette section.

Proposition 372. L’ensemble des solutions de tout systéme de contraintes ensemblistes de
la classe (PSC) est fermé.

Preuve : Soit SC = /\f=1 e; C €. un systéme de contraintes ensemblistes de la classe (PSC).
Soient Xji,..., X, les variables apparaissant dans SC. Pour tout entier ¢ de [k], nous définis-
sons une application ¢; comme suit:

6 (2TO)F L 9T
(Yla'--7Yn) - Me,‘(Yla"'7Yn)\Mc$(Y17""Yn)

Soit ¢ appartenant & [k]. Alors:

Sol(e; C €}) = {interprétation Z | Z(e;) \ Z(e;) = 0}
= {interprétation Z | ¢;(Z(Xy),...,Z(Xn)) =0} (proposition 371)
= {("1,....Yn) € TN | ¢y(Yq, ..., Ya) = 0}
= ¢ ({0}).

Remarquons que nous utilisons la notation {#} pour désigner ’ensemble vide comme
élément de (2T7(®))™ (& différencier de ’ensemble vide partie de (2T(*))").

Puisque toute suite dans {@} converge, {§} est un compact de (27(*))™. Donc {f} est un
fermé.

De plus, d’apres les définitions de M., et de M., &; est une composée des applications
Fy, Fn, Fg, Fy et FT. Donc puisque ces applications sont continues (lemme 370), ¢; est conti-
nue. Nous en déduisons que ¢;'({0}) est un fermé de (2T(E))" car image réciproque d’un
fermé de 2T(%),

Finalement Sol(SC) = N, 7 ({0}) est un fermé de (27(=))" car intersection de fermés
de (2T(®))", i

Remarquons que ce résultat reste valable pour les systémes de contraintes possédant un
nombre dénombrable de contraintes ensemblistes positives.

4.2 Etude de la classe (PNSC)

Proposition 373. Soit SC un systéme de contraintes ensemblistes de la classe (PNSC) sur
n variables. Alors Sol(SC) est lintersection d’un fermé et d’un ouvert.
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Preuve : Soit SC = A%, e; C el A AL, +1 € € e un systéme de contraintes ensemblistes de
la classe (PNSC). Nous avons:

k {
Sol(SC) = (ﬂ Sol(e; C ei)) N ( ﬂ Sol(e; € eg)) .

i=1 i=k+1

Le systeme /\ie[k] e; C €. est un systéme de contraintes ensemblistes de la classe (PSC)
donc son ensemble de solutions est un fermé de (QT(E))n (proposition 372).

Montrons mainterant que ’ensemble des solutions du systéme /\f-=k +1 € € el est ouvert.

Soit ¢ un entier tel que k+ 1 < ¢ < I. Nous avons Sol(e; € €;) = ﬂ(zT(E))nSol(e,- C el). Or

Sol(e; C €!) est un fermé de (2T(E))" puisqu’il est I’ensemble de solutions d’une contrainte
ensembliste de la classe (PSC) (proposition 372). Nous en déduisons que Sol(e; Z €!) est un
ouvert de (2T(E))" car complément d’un fermé. Or toute intersection finie d’ouverts est un
ouvert donc ﬂ£=k+1 Sol(e; Z €!) est un ouvert de (27(®))™. Finalement 1’ensemble Sol(SC)
est 'intersection d’un fermé et d’un ouvert. 0

4.3 Expressivité

Nous comparons maintenant I’expressivité de certaines classes de contraintes ensemblistes
relativement aux ensembles de solutions (4.3.2). Nous donnons tout d’abord (section 4.3.1)
les définitions relatives a ’expressivité.

4.3.1 Définitions

Soient (S1) et (S2) deux classes de contraintes ensemblistes. La classe (S1) est dite plus
ezpressive que la classe (S2) en terme d’ensembles de solutions si et seulement si pour tout
systeme SC2 de contraintes de la classe (S2), il existe un systéme SC1 de contraintes de la
classe (S1) tel que Sol(SC1) = Sol(SC2). (S1) est strictement plus expressive que (S2) si (S1)
est plus expressive que (S2) et (S2) n’est pas plus expressive que (S1).

Finalement, les classes (S1) et (S2) sont dites équivalentes si et seulement si (S1) est plus
expressive que (S2) et (S2) est plus expressive que (S1).

4.3.2 Etude
Pour notre étude, nous distinguons trois cas suivant la structure de la signature X :
e Constante: X ne contient que des constantes.

e Unaire: X contient au moins une constante et un symbole de fonction unaire mais
aucun symbole de fonction d’arité au moins deux.

o Général: X contient au moins une constante et un symbole de fonction d’arité au
moins deux.

Dans tous les cas, la classe (PNSC) (respectivement (PNSCP)) est plus expressive que la
classe (PSC) (respectivement (PSCP)) puisque toute contrainte de la classe (PSC) (respecti-
vement (PSCP)) est une contrainte de la classe (PNSC) (respectivement (PNSCP)).
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Constante

Supposons que ¥ ne contienne que des constantes. Alors ’ensemble des symboles de pro-
jection et vide donc les classes (PSC) et (PSCP) sont égales (c’est-a-dire qu’elles contiennent
les mémes contraintes ensemblistes) et il en est de méme pour les classes (PNSC) et (PNSCP).

Si de plus X ne contient qu’une constante a, nous avons pour toute contrainte ensembliste
négative e; Z e, en terme d’ensemble de solutions:

elgeg (=4 elﬂcegz_l_
& e;Nle;=a.

Donc si ¥ ne contient qu’une constante, les classes (PSC), (PSCP), (PNSC) et (PNSCP)
sont équivalentes.

Si ¥ contient au moins deux constantes. Soit X = {a/0, 5/0}. Le systéme SC, défini
ci-dessous sur la variable ensembliste X, de la classe (PNSC) a pour ensemble de solutions

Sol($C) = {{a}, {b}}-

{0 § %

Nous conjecturons qu’il n’existe pas de systéme de la classe (PSC) sur la seule variable
X ayant méme ensemble de solutions que le systéme SC donc que la classe (PNSC) est
strictement plus expressive-que la classe (PSC).

Unaire

Supposons que X contienne au moins une constante et un.symbole de fonction unaire mais
aucun symbole de fonction d’arité au moins deux.

M. Tommasi dans [87] montre qu’avec une telle signature la classe (PNSC) est strictement
plus expressive que la classe (PSC).

Cette propriété se montre facilement par I’absurde. Considérons la signature ¥ = {f/1,a/0}
et la contrainte négative SC := X € @ ou X est une variable ensembliste. Alors

Sol(SC) = {£ € 2T®) | £ # 0}.
Soit la suite (X,)pen dans Sol(SC) définie par
Vpe N, X, = {fF(a)}.

La suite (X,),en converge vers § car pour tout entier p, d;(X,.0) = 27P. Supposons
que Sol(SC) est solution d’un systéme de contraintes de la classe (PSC). Alors Sol(SC)
est un fermé d’aprés la proposition 372. Nous en déduisons que @ appartient & Sol(SC)
(théoréme 29). Or @ n’est pas solution de SC donc Sol(SC) n’est pas solution d’un systeme
de la classe (PSC). Finalement la classe (PNSC) est strictement plus expressive que la classe
(PSC).

Ce méme résultat est obtenu par A. Aiken, D. Kozen et E. Wimmers dans [2] en utilisant
un théoréeme de compacité.
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Général

Supposons que ¥ contienne au moins une constante et un symbole de fonction d’arité au
moins deux.

Nous pouvons montrer que I’expressivité de la classe (PSC) est strictement augmentée
par les contraintes ensemblistes de la forme X C fi_l(Y) ou f est un symbole d’arité au
moins deux (projection positive). Nous en déduisons que la classe (PSCP) est strictement
plus expressive que la classe (PSC).

Montrons maintenant que la classe (PSCP) est strictement plus expressive que la classe
(PNSC) (proposition 375). Tout d’abord, nous rappelons le résultat suivant de L. Bachmair,
H. Ganzinger et U. Waldmann [8].

Proposition 374. St X contient au moins une constante et au moins un symbole de fonction
d’arité au moins deux, alors la classe (PSCP) est plus expressive que la classe (PNSC).

Preuve : Soit e; € e2 une contrainte négative sans symbole de projection. Cette contrainte est
de facon évidente équivalente en terme d’ensembles de solutions 3 la contrainte e; NCey € 0.

D’apres les hypotheses, il existe dans la signature ¥ une constante a et un symbole de
fonction f d’arité p supérieure ou égale 3 deux. Alors la contrainte e;Nle; ¢ L est équivalente
a la contrainte a C f 1(f(exNCez,a,...,a)) en terme d’ensembles de solutions puisque :

e1Nles ¢ L & JteT(),tc e nle,
& 3t eT(X),f(t,a,...,a) € f(e1 NCesa,...,a)
& agf;l(f(elﬂc«eg,a,...,a)).

Donc toute contrainte ensembliste négative sans symbole de projection est équivalente en
terme d’ensembles de solutions a une contrainte ensembliste positive avec projection. Nous
en déduisons que la classe (PSCP) est plus expressive que la classe (PNSC). 0

Proposition 375. S5iX contient au moins une constante et au moins un symbole de fonction
d’arité au moins deuz, alors la classe (PSCP) est strictement plus expressive que la classe

(PNSC).

Preuve : Nous montrons sur un exemple qu’il existe un systeme SC de contraintes ensemblistes
de la classe (PSCP) tel que Sol(SC) ne soit solution qu’aucun systéme de contraintes de la
classe (PNSC).

Soient la signature ¥ = {f/2,a/0}, deux variables ensemblistes X et Y, et le systéme de
contraintes SC de la classe (PSCP) défini par:

aUf(Y,a) = Y
Y © f(X)
X ¢ fVY)

Considérons maintenant la suite (t,),en définie par:
to=a et YneEN, t, = f(tn,a).

Alors pour toute solution Z du systeme Z(Y') = {t, | » € N}.
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Supposons que ’ensemble des solutions de SC soit solution d’un systeme de contraintes
de la classe (PNSC). Alors Sol(SC) est 'intersection d’un fermé Fer et d’un ouvert Ouv
d’apreés la proposition 373:

Sol(SC) = Fer N Ouv.

Considérons I’ensemble Sp = ({f(tn,t,) | » € N}, {t, | n € N}). Sy est solution du systéme
SC et est donc inclus dans Ouv. Donc il existe r > 0 tel que B(Sp, r) C Ouv. 1l existe alors
un entier non nul ng tel que B(So, 2“("0'1)) C Owuvw. Nous en déduisons que la boule fermée
BF = Bp(So,27™) est incluse dans I’ensemble Ouv. Finalement ’ensemble Fer N BF est
fermé et inclus dans Sol(SC).

Considérons maintenant la suite (Sp)pen définie comme suit :

VpeN, S, = ({f(tn,tn) [ 7 < mo} U{f(tn, tnsp) | n > no}, {ta | n € N}).

Montrons que (Sp)peN est une suite dans Fer N BF. Pour tout entier p, S, est solution de
SC donc S, appartient a I’ensemble Fer. De plus pour p entier non nul, d2(So, Sp) = 2~ (no+2)
puisque Haut(f(tny+1,tno+1)) = no+ 2 et

SoAS, = {f(tn:tn) | n > no} U{f(tn,tn4p) | > no}.

Donc S, appartient & BF et finalement (S,),en est une suite dans le fermé Fer N BF.
Montrons maintenant que (Sp)pen converge vers I = ({f(tn,tn) | » < no}, {t. | » € N}). Soit
p entier.

SpAl = {f(tn,tntp) | n > no}.

Donc da(Xp,l) = 2-(+P+2) puisque Haut(f(tng+1,tng+p+1)) = 7o + p + 2. Nous en
déduisons que limp_,o, d(Sp,!) = 0 et donc que (X,)en converge vers .

Puisque (S;)pen est une suite convergente dans Fer N BF et que Fer N BF est fermé, la
limite ! de (S;)pen appartient 3 Fer N\ BF (théoreme 29). Puisque Fer N BF C Sol(SC),on a
[ appartient 3 Sol(SC). Or [ n’est pas solution du systeme SC puisque la seconde contrainte
n’est pas satisfaite:

{taIneN}Z f71(1) = {tn | n < no}.

Nous obtenons donc une contradiction. Nous en déduisons que I’ensemble Sol(SC) n’est
pas solution d’un systéme de contraintes de la classe (PNSC). Donc nous obtenons par la
proposition 374 que la classe (PSCP) est strictement plus expressive que la classe (PNSC).

a
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Conclusion

Nous allons conclure cette thése en rappelant les points essentiels qui y sont développés.
Nos travaux ont été effectués dans les domaines des automates d’arbres & contraintes, de la
réécriture et des contraintes ensemblistes. Malgré les différences de ces domaines, nous avons
développé un outil de preuves d’indécidabilité qui leur est commun : la méthode des Arbres-
Grilles. Cette méthode est une adaptation de la méthode de la grille aux arbres. En fait
nous définissons un codage des calculs réussis d’une machine de Turing débutant sur ’entrée
vide en un ensemble d’arbres. Cette adaptation nous a permis de montrer les trois résultats
suivants :

e Le probleme du vide pour les automates a tests d’égalité entre cousins est indécidable
(résultat précedemment établi par M. Tommasi dans son rapport de D.E.A. [86]).

e L’indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre de la réécriture en
un pas pour les systémes de réécriture linéaires, minces et convergents.

e L’indécidabilité du fragment 3*V* de la théorie du premier ordre des contraintes
ensemblistes pour les formules contenant pour seul opérateur ensembliste ’union U.

Ensuite, a partir de ces résultats, nous avons essayé de diminuer la taille de la frontiere
existant entre la décidabilité et I'indécidabilité de ces différents problémes. Nous avons ainsi
défini une nouvelle classe d’automates a tests d’égalité entre fréres et cousins pour laquelle le
probléme du vide est décidable et nous avons montré:

e La décidabilité du fragment existentiel de la théorie du premier ordre de la réécriture
en un pas, munie de contraintes d’égalité et de contraintes d’appartenance a des
langages reconnaissables par automates 3 tests entre fréres, pour les systémes de
réécriture dont toutes les variables sont a profondeur un.

e La décidabilité du probleme de satisfiabilité pour les systémes de contraintes ensem-
blistes positives avec tests d’égalité.

Dans cette thése, nous nous sommes aussi intéressés a des problémes plus spécifiques a
chacun de nos domaines d’étude.

Pour les automates a contraintes, nous nous sommes posés le probléme de reconnaissabilité
de ceux-ci. Nous avons montré que ce probléme est décidable pour la classe des langages
reconnaissables par automates a tests entre freres, c’est-a-dire que pour tout langage £ reconnu
par un automate 3 tests entre freres, on peut décider si £ est régulier ou non. Par contre,
nous avons montré que ce probleme est indécidable pour les langages reconnaissables par
automates a tests d’égailité entre cousins. -
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Pour la réécriture, nous nous sommes intéressés a 1’étude des applications sur des langages
réguliers de relations basées sur des systémes de réécriture. Par exemple, nous avons étudié le
probleme de décidabilité « Rel(L;) C L27 » pour L; et L langages réguliers et Rel relation
basée sur des systemes de réécriture. Pour cela, nous avons eu 'idée de marquer 4 l’aide de
morphismes les positions ol des réécritures s’appliquent et d’utiliser un langage de controle
pour vérifier la bonne application de Rel. Notre méthode nous a permis d’étudier les questions
« Rel(Ly) € L27 », « Rel(L1) = L27 » et « R*(L) régulier? » pour R systéme de réécriture
et £ langage régulier. Nous retrouvons ainsi des résultats de décidabilité déja obtenus mais
nous en obtenons de nouveaux par utilisation en particulier des languages reconnaissables par
automates a tests entre freres et par la décidabilité du probleme de reconnaissabilité pour la
classe de ces langages.

Pour les contraintes ensemblistes, nous avons étudié les propriétés topologiques de 'en-
semble des solutions de certains systemes de contraintes et le pouvoir d’expression de dif-
férentes classe de contraintes. Nous avons en particulier montré que le pouvoir d’expression
en terme d’ensembles de solutions des contraintes ensemblistes positives avec symboles de
projection est strictement supérieur a celui des contraintes ensemblistes positives et négatives
sans symbole de projection.

La frontiére entre décidabilité et indécidabilité du probléme du vide pour les automates
a contraintes, des formules de la théorie du premier ordre de la réécriture en un pas et des
formules de la théorie du premier ordre des contraintes ensemblistes est trés fine. Donc 1’éta-
blissement de nouveaux résultats pour ces problemes nécessitent des preuves trés techniques.
En particulier, il reste un probleme ouvert tres intéressant, celui du fragment existentiel de
la théorie de la réécriture en un pas.

Concernant le probleme de reconnaissabilité des automates a contraintes, il faudrait cher-
cher les applications possibles du résultat de décidabilité obtenu pour les langages reconnais-
sables par automates a tests entre freres. Il serait également intéressant de voir si la classe
des langages pour laquelle le probleme de reconnaissabilité est décidable peut s’étendre.

Dans le domaine de la réécriture, nous avons défini une méthode utilisant des mor-
phismes pour marquer les applications des regles d’un systéme de réécriture. Cette découverte
étant récente, il faudrait voir les domaines d’applications de celle-ci. Par exemple, cette mé-
thode s’applique-t-elle aux stratégies de réduction (Outermost, Leftmost-Outermost, Parallel-
Outermost)?
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