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Figure 1-a : structure Figure 1-b : structure
multiniveaux horizontale multiniveaux verticale
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1 : blindage horizontal
2 : couplage entre lignes
horizontales

3 : blindage vertical

4 - couplage entre
lignes verticales

5 : ‘via’ tubulaire

Figure 1-c : structure
multiniveaux en 3 dimensions



Nous allons aborder le troisiéme millénaire avec de fantastiques perspectives de
développement de 1’électronique analogique mais surtout numérique, sur des porteuses
microondes et certainement dans un futur trés proche sur un support optique intégré ou se
cotoieront fonctions numériques, microondes et optiques. Mais est-il vraiment besoin de s’en
convaincre ? Une simple lecture des travaux publiés lors du symposium « IEEE MTT » du
mois de juin 1999, congres annuel de référence dans le domaine de I’électronique des

systémes micro-ondes, met nettement en évidence ces €volutions.

Le besoin de communications de plus en plus rapides nécessite une incessante course
vers ’accroissement des fréquences porteuses compte tenu de "augmentation des débits
d’information et de I’encombrement spectral que requiérent les messages a transmettre.

On parle pour les systémes futurs de térabits par seconde alors que les débits d’information
s’expriment encore en mégabits et en gigabits par seconde [1], [2]. Les systémes de
communication sans fil, les capteurs sans contact, les dispositifs de télémesure, les radars de
courte ou grande distance, anticollisions ou non, seront de plus en plus présent dans notre
environnement, et beaucoup I’ont compris.

Cette avancée nécessaire et souhaitée ne peut se faire que si le concepteur de systeémes et par
voie de conséquence de circuits électroniques microondes intégrés dispose de tous les outils
pour mener a bien son projet, ou encore décide de les créer. Par outils, nous entendons le
développement de processus technologiques innovants pour la confection de circuits intégrés,
mais aussi la création de logiciels d’aide a la conception. Nous incluons dans cette plate-
forme logicielle les codes de calculs électromagnétiques basés sur des méthodes d’équations

intégrales, de différences finies dans le domaine temporel, de méthode des lignes et



d’éléments finis pour ne parler que de ce qui nous préoccupe, ainsi que des logiciels experts
pour le suivi et le controle de processus technologiques tres pointus de fabrication.

11 est clair que les progreés réalisés, durant cette derniére décennie, dans le domaine de
I’ électronique haute et trés haute fréquence, numérique ou non, sont en partie redevables aux
maitres des processus technologiques qui touchent a I’infiniment petit ainsi qu’a I’émergence
puis au développement de nouvelles structures de guidage des ondes, de nouvelles techniques
de connexion, d’interconnexion et de mise en boitier ( packaging ) [3], [4], [5].
Ces progrés sont aussi liés, pour ceux qui sont en charge de concevoir des logiciels de
conception linéaire microonde, a la tres forte montée en puissance des moyens de calculs
informatiques et a la baisse c_les cotits. A cela, n’omettons pas non plus de signaler une
amélioration notable des techniques d’analyse numérique, et notamment celles de stockage et
de résolution des systémes matriciels de grande taille, systémes auxquels nous aboutissons

toujours en électromagnétisme.

Les besoins de I’électronique moderne sont confrontés & de nombreux défis dont I'un
est la miniaturisation des fonctions. Derriére cette contrainte se profilent I’augmentation des
fréquences de travail, la réduction des tensions d’alimentation pour une plus faible
consommation, un accroissement du nombre des connexions a condition, bien sir, d’en
maitriser la fabrication. La stratégie de miniaturisation des fonctions ne peut pas s’appuyer
uniquement sur la réduction de la surface des composants. Il est nécessaire, comme I’illustrent
les figures la et 1b, d’orienter la conception du circuit intégré microonde sur une approche
multiniveaux donc planaires des fonctions passives ( le plan horizontal ) ; fonctions que 1’on
reliera dans une seconde étape ( le plan vertical ) par connexions électriques ( un pilier ou un
via hole ) ou par couplage électromagnétique. Bien entendu, on pourra aussi isoler les

fonctions entre elles pour éviter les phénomenes de diaphonie au moyen d’écrans meétalliques.



L’ensemble des ces propos est illustré figure 1c. Cette technique, articulée sur la confection
de métallisations plus hautes que larges, met aussi en ceuvre une superposition de couches
diélectriques €élémentaires pour aboutir a des niveaux de 10 micrométres d’épaisseur chacun.
Ceci a été publié pour la premiére fois en 1995 et a été élaboré dans les centres de recherche
dépendant du ministére  des télécommunications japonais pour les besoins des
communications mobiles [6]. A ce stade de fabrication, les métallisations ne possedent plus la
forme rectangulaire classique. Comme [’illustre la figure2, les rubans métalliques sont en

forme de U, et sont plus hauts que larges [7].

Cet exemple de structure de propagation, qui n’est pas académique il faut le souligner,
rend inopérantes un grand nombre de méthodes mises au point en électromagnétisme, avec
pour objectif de déterminer constantes de phase et d’atténuation, impédance caractéristique et
cartes des champs. En effet, dans la plupart des cas, les structures de propagation sont
modélisées a partir d’un empilement de couches diélectriques homogénes ou les
métallisations, en général parfaites, sont d’épaisseurs trés faibles devant celles des autres
couches ou tout simplement du substrat. D’un point de vue électromagnétique, la présence
d’une métallisation est souv‘ent introduite au moyen d’une relation locale liant la densité de
courant dans le ruban au champ électrique, et ce, au moyen d’une impédance de surface. Dans
ce cas, le ruban est considéré d’épaisseur nulle ( la valeur finie de ’épaisseur, bien quelle soit
faible, apparaissant implicitement dans la formulation analytique de l’expression de
I'impédance de surface ). On comprendra que ceci n’est plus possible des lors que 1’épaisseur
de métallisation est du méme ordre de grandeur que le substrat ou encore que la couche
diélectrique qui la contient comme c’est le cas, aussi, pour les interconnexions dans les
circuits VLSIL. Signalons enfin que le volume occupé par les métallisations n’est plus

négligeable en regard de celui dédié aux couches de polyimide ou de silice, et de surcroit que



la forme de ces métallisations se complexifie avec la miniaturisation croissante des circuits
( forme en U, I, T, Trapézoidale) [8]. Dans ce contexte, les caractéristiques des matériaux
doivent étre prises en compte par le biais de leurs conductivités et tangentes d’angle de pertes
ainsi que leurs anisotropies. Nous venons implicitement de traduire le cahier des charges du
logiciel de simulation électromagnétique qu’il nous faudra mettre au point, hormis bien
évidemment notre volonté d’étudier les structures en volume, donc en trois dimensions, et

non plus uniquement en deux dimensions au travers de la section droite d’un guide uniforme.

Ce travail s’inscrit dans une stratégie d’équipe dont I’objectif réside dans I’étude et le
développement du plus grand nombre de méthodes et des codes de calcul correspondants pour
la modélisation électromagnétique de structures complexes. Ensuite, compte tenu de
I’expérience acquise, nous choisissons la méthode qui convient le mieux au probléme 2 traiter.
Parmi les méthodes mises en ceuvre dans I’équipe électromagnétisme des circuits, citons
celles baties sur :

Le raccordement de modes [9]

Les différences finies dans le domaine temporel [10]

Les méthodes des lignes [11]

Les éléments finis dans une moindre mesure [12]

Et enfin les équations intégrales qui constituent une bonne part des travaux et theses

publiés récemment [13], [14].

Compte tenu de notre souhait de ne plus segmenter les circuits mais plutot de les étudiver dans
leur globalité, nous voulons nous orienter vers une approche en trois dimensions du probleme
associee au cahier des charges cité précédemment. Ce type d’approche fait déja I objet
d’études dans I’équipe électromagnétisme de I'IEMN ; études bas€es sur les équations

intégrales. A ce stade, rappelons le titre de la theése, tres récente, de monsieur Lhoussain



KADRI : «Techniques d’Equations Intégrales Appliquées a la Modélisation
Electromagnétique de Circuits Intégrés Microondes en Technologie Uniplanaire, en Bande
W.» [14].

Pour notre part, nous choisissons d’appliquer les éléments finis bien qu’il y ait encore
peu de temps, éléments finis rimaient avec solutions parasites. Pour les nombreux détracteurs
des ¢éléments finis a variables nodales, les résultats étaient tout simplement inexploitables. Il
faut reconnaitre qu’ils étaient assez proches de la réalité. Cette mauvaise image de marque
s’appuyait en outre sur la réputation des éléments finis nodaux comme étant trés gourmands
en temps de calcul et taille mémoire. Cet état de fait a heureusement évolué. Grace a
’avenement des €léments d’ar€tes dans les années 90 [15], nous constatons un net regain
d’intérét pour les éléments finis d’autant qu’ils bénéficient des apports conjoints d’une baisse
des colts de I'informatique pour une puissance de calcul accrue et de l'inexistence des
solutions parasites dont les moyens de suppression alimentérent longtemps les débats

scientifiques dans le cas des éléments nodaux.

Forts de ces améliorations, les travaux résumés dans ce mémoire s’intitulent: « Mise en
(Euvre d’une Méthode d’Eléments Finis a Eléments d’Arétes en Deux et Trois
Dimensions. Applications aux Lignes de Topologies Complexes pour Circuits Intégrés

Monolithiques Microondes et aux Interconnexions sur Circuit Silicium ».

Ainsi, dans un premier chapitre, nous rappelons les concepts et les étapes menant a la
résolution d’un probleme général basé sur la méthode des €léments finis. Nous présentons
sommairement les différentes formulations par éléments finis utilisées en électromagnétisme,

et répondons aux principales questions que se pose un utilisateur de cette méthode.



Dans une seconde étape, le deuxiéme chapitre, nous présentons en détail la fagon
dont sont construits les éléments d’arétes en deux dimensions. Il s’agit d’une phase
indispensable a la construction future des éléments d’arétes en trois dimensions compte tenu

de leurs complexités.

Le troisiéme chapitre est articulé sur trois axes. Le premier concerne la validation du
code calcul mis au point en deux dimensions. Cette étape porte sur la comparaison avec des
relevés expérimentaux de constantes de phase, d’atténuation et d’impédances caractéristiques
pour des lignes microrubans, coplanaires et des lignes @ membranes diélectriques de
dimensions microniques. Des valeurs fournies par un logiciel commercial d’éléments finis
« High Frequency Structure Simulator » distribué par la société Helwett Packard
interviennent également dans cette validation. Dans le second volet, nous appliquons la
méthode mise en ceuvre a des structures de section droite plus complexe comme I’est celle
d’une grille champignon, d’une ligne coplanaire a ruban cehtral suspendue ou encore d’une
ligne ultracompacte. Pour toutes ces études, le caractére fini de la conductivité des
métallisations est nécessairement pris en considération. Le dernier volet repose sur une étude
des interconnexions sur circuit siliclum menée en collaboration avec D. DESCHACHT de

I’équipe du LIRM de Montpellier.

Ce travail trouve son aboutissement dans la mise en ceuvre, dans un quatriéme
chapitre, des éléments d’arétes en trois dimensions. Seuls les points différant de I’analyse en
deux dimensions sont abordés pour ne pas alourdir ce manuscrit avec des calculs extrémement
fastidieux. Bien que nous soyons en phase de mise au point, un exemple de discontinuité en
ligne microruban est proposé et comparé avec des travaux existants.

Enfin, une conclusion reprend les points essentiels de ces travaux.



BIBLIOGRAPHIE de PINTRODUCTION



[1] AJ. Seeds :

« Photonic Technologies and subsystem for Terabit communications »

IEEE-Micowave Theory and Techniques International Symposium, Vol 2, pp 615-618,
Anaheim califonia, june 1999

[2] J.E. Sitch : A

« Device Development for Terabit Systems »

IEEE-Micowave Theory and Techniques International Symposium, Vol 2, pp 619-622,
Anaheim califonia, june 1999

[3] K.Goverdhanam, R.N. Simons, L.P.B. Katehi :

« Novel Three Dimensional _Vertical Interconnect Technology for Microwave and RF
Applications »

IEEE-Micowave Theory and Techniques International Symposium, Vol 2, pp 641-644,
Anaheim califonia, june1999

[4] A. Jentzsch, W. Heinrich :

« Optimisation of Flip Chip Interconnects for Millimeter wave Frequencies »
IEEE-Micowave Theory and Techniques International Symposium, Vol 2, pp 637-640,
Anaheim califonia, june 1999 |

(5] K.Takahashi, S. Fujita, U. Sangawa, A. Ono, T. Urabe, S.Takeyama, H. Ogura, H.
Yabuki :

« Optimisation of Flip Chip Interconnects for Millimeter wave Frequencies »
IEEE-Micowave Theory and Techniques International Sympogium, Vol 1, pp 229-232,

Anaheim califonia, june 1999



[6] K. Ondera, M. Hirano, H. Tokumitsa, I. Toyoda, K. Nishikawa, I. Toyoda, S.
Aoyama, S. Sugitari, K Yamasaki :

« Three Dimensional Passive Technology for Ultracompact MMICs »

IEEE-Micowave Theory and Techniques International Symposium, Vol 3, pp 229-232,
Orlando, Florida, june 1995

[7] K. Ondera, M. Hirano, M. Tokumitsu, I. Toyoda, K. Nishikawa, T. Tokumitsu :

« Fold U-shape Microwire Technology for Ultra-compact Three Dimensional MMICs »
IEEE-Transaction on Micowave Theory and Techniques, Vol 44, N°12, pp 2347-2353,
december1996

[8] B. Kenmei, S. Robillart, E Paleczny, J.F. Legier, P. Kennnis :

« Study of Lossy Metallization Shape Impact on Propagation Characteristics of Planar
Transmission Line »

URSI, lille, september 1996

[9] E. Paleczny :

« Modélisation des pertes métalliques par la méthode du raccordement de modes : Application
aux lignes planaires utilisées en technologie monolithique micro-onde »

These de Doctorat de I’Université de Lillel, septembre 1992

[10] V. Leclerc :

« Contribution a I’étude des discontinuités coplanaires par la méthode des différences finies
dans le domaine temporel »

DEA, Université de Lillel, juillet 1994

[11] Yves Delplanque :

« Mise en ceuvre et évaluation d’un outil basé sur la méthode des lignes pour I’étude de
discontinuités planaires »

These de Doctorat de I’Université de Lillel, Décembre 1995



[12] Didier Kinowski :

« Etude comparative de ’approche dans le domaine spectral et d’une formulation par
¢léments finis pour la simulation de dispositifs micro-ondes et optroniques »

Thése de Doctorat de ’Université de Lillel, décembre 1992

[13] Philippe Pannier :

« Optimisation de méthodes de formulations intégrales pour I’analyse €lectromagnétique, en
régime forcé, de discontinuités entre lignes de propagation multimodale »

These de Doctorat de I’Université de Lillel, septembre 1997

[14] Lhoussain Kadri :

« Techniques d’équations intégrales appliquées a la modélisation électromagnétique de
circuits intégrés micro-ondes en technologie uniplanaire, en bande W »

Thése de Doctorat de I’'Université de Lillel, septembre 1999

[15] J.F. Lee, D.K. Sun, Z.J. Cendes

« Full Wave Analysis of Dielectric Waveguides Using Tangential Vector Finite Elements »

IEEE Trans on MTT, Vol 39, N°8, pp1263-1271, august 1991



CHAPITRE I



Introduction Chapitre 1

Comme nous I’avons signalé dans notre présentation générale, I’objectif de ce premier
chapitre n’est pas d’effectuer une énumération exhaustive de tous les travaux parus sur la
méthode des éléments finis. Nous désirons plutdt représenter la philosophie globale relative a
cette technique dont le développement repose sur quatre étapes.

D’une maniére générale, nous rappelons succinctement [’écriture des équations
différentielles qui régissent la description du phénoméne physique pour ensuite introduire la
mise sous forme intégrale du probleme. Cette rubrique majeure fait du reste intervenir la
notion de fonctionnelle ou encore de résidus pondérés ou forme faible de Galerkin. Aprés
avoir abordé ce point, la discrétisation des formes intégrales est entreprise par le truchement
d’éléments finis qui ne sont autres que des triangles de discrétisation et leurs fonctions
approchées; en I’occurrence les grandeurs physiques a calculer. Ce n’est qu’a I’issue de cette
avant derni€re étape que nous obtenons un systéme matriciel global dont la résolution, par des
méthodes numeériques appropriées, fournit les grandeurs qui nous intéressent. Ce pourra étre,
dans le cas général que venons d’introduire, une pression ou une contrainte mécanique, une
température voire aussi un champ électrique ou magnétique. Pour ce qui nous concerne, cette
. méthode est appliquée a la résolution des équations de Maxwell.

Ainsi, dans une seconde rubrique nous présentons rapidement les différentes
formulations qui sont a la base de la mise en ceuvre des éléments finis[1]. Par formulations,
nous entendons les différents arrangements des équations de Maxwell effectués pour aboutir
a des expressions ou trois composantes du champ électrique ou magnétique sont nécessaires a
I’étude. Bien évidemment, nous aborderons aussi le cas des formulations dites E ou H ou
seules deux composantes du champ électrique ou magnétique sont sélectionnées. On parlera
donc nécessairement d’équation(s) transversale et (ou) longitudinale en champ électrique

(formulation E) ou en champ magnétique (formulation H).
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Seules les formes différentielles, intégrales faibles et matricielles sont rappelées par souci de
simplification. Ce chapitre trouve son aboutissement dans la réponse aux questions que se
pose un utilisateur des éléments finis & éléments nodaux ( le triangle de Lagrange en élément
nodal) a propos des cinq formulations introduites dans ce chapitre. Ces questions, auxquelles

nous apportons une réponse, concernent :

La valeur propre recherchée (fréquence ou nombre d’onde)

L’existence de solutions parasites

- Le nombre de degré de liberté ou encore de composante de champ a étudier

- La forme et les propriétés du systéme matriciel final dans le cas de matrices réelles
uniquement

- La possibilité de traiter simultanément milieux diélectriques et magnétiques

- L’aptitude a prendre en compte des milieux a pertes

- La possibilité de modéliser les arétes vives des conducteurs métalliques par exemple sans

’emploi de fonctions spéciales

11
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Transformation des équations
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U Organisation matricielle et résolution
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Figure I-1 : Synoptique de la méthode des éléments finis
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I.1. Les étapes de la méthode

Quatre étapes majeures caractérisent la mise en ceuvre de la méthode des éléments
finis. Elles vont du choix des équations a résoudre pour aboutir a 1’étape ultime ; celle de la
résolution numérique d’un systéme algébrique. Deux stades intermédiaires essentiels a la mise
sous forme intégrale ou variationnelle des équations et leur discrétisation s’insérent dans cette
chronologie. Nous présentons le synoptique global de la méthode figure I-1.

I.1.1 Description générale des équations différentielles avec valeurs aux limites

Sur un plan général, nous décrivons I’équation différentielle a résoudre par un

opérateur linéaire qui, s’il est du second ordre, s’exprime de la maniére suivante

3 5 lu- Nous serons amenés, par la suite, a résoudre un probléme de
ox~ Oy

propagation avec conditions aux limites. Ainsi, considérons un systéme linéaire décrit par
I’équation différentielle d’ordre m suivante :

S(u)+f =0 dansle domaine Q de la structure figure I-2 ou : - Eq-l.1a

u = ug sur la frontiere I, délimitant le domaine  (condition de Dirichlet)  Eg-I-1b

SHE

=g sur la frontiére I'; délimitant le domaine (2 (condition de Neuman) Eg-I-1c

A

Y u=1ug /%:g
W

Figure I-2 : Conditions aux limites.
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Pour résoudre I’équation Eq-I.1 par la méthode des éléments finis, il convient donc de
I’exprimer sous forme intégrale, puis de la discrétiser .
I.1.2 Mise sous forme intégrale des équations
Deux procédés sont utilisés pour aboutir & une forme intégrale.
¢ Le premier est articulé sur la méthode des résidus pondérés qui permet la transformation
d’une équation aux dérivées partielles en une formulation intégrale.

L’utilisation des intégrations par parties fournit des formulations intégrales faibles qui

présentent les avantages suivants :

» Diminution des conditions de dérivabilité sur la fonction u.

> Apparition des conditions aux limites qui peuvent étre prises en compte dans la forme
faible au lieu d’étre identiquement satisfaites par la fonction u.

¢ Le second procédé est lié a la notion de fonctionnelle. I1 est souvent utilisé pour construire
directement la formulation intégrale. Nous verrons par la suite qu’il peut étre un cas
particulier de la méthode des résidus pondérés.

Nous allons rappeler rapidement aux paragraphes I.1.2.1 et 1.1.2.2 les spécificités de ces deux

meéthodes.

I.1.2.1 La méthode des résidus pondérés.

Considérons une structure dont le comportement est décrit par 1’équation Eq-1.1, les
variables inconnues u dépendant des coordonnées du plan (x, y). Nous appelons résidu iR(u)
la quantité R(u)= 3(u)+ g qui s’annule quand u est solution de I’équation Eq-I.1. La méthode
des résidus pondérés consiste a rechercher des fonctions u qui annulent la forme intégrale
W) :

W) = [u(x, yR(u)Q = gf) w(x, y)[3(u)+ gl =0 Eq-12
Q

14
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pour toute fonction de pondération y .

Considérons E,, I’ensemble des fonctions de pondeération et E,; I’ensemble des solutions de

I’équation Eq-1.1 satisfaisant les conditions aux limites. Toute solution u qui vérifie I’équation

Eq-L 1, vérifie également I’équation Eq-1.2 quel que soit le choix effectué sur la fonction E,,.

Par contre la solution de I’équation Eq-1.2 dépend du choix opéré sur E,, . Puisque I’ensemble

des fonctions de pondération E,, constitue un ensemble fini, la solution u qui satisfait

I’équation Eq-1.2 est une solution approchée de I’équation Eq-1.1.

Selon le choix que I'on effectue pour Pensemble des fonctions de pondération E,,, on

distingue :

e La méthode de collocation par point ou la fonction de pondération est une distribution de
Dirac y; :5(xi,yi).

e La méthode de collocation par sous-domaines ou \ est constante sur chaque sous-

domaine.

e La méthode de Garlerkin ou les variations de la fonction u sont prises en compte y = ou .

¢ Laméthode des moindres carrés faisant appel aux variations du résidu v = 8[3(u) + g].

1.1.2.2 Mise en ceuvre d’une fonctionnelle.

Une fonctionnelle ©t est une fonction d’un ensemble de fonction et de leurs dérivées :

= n[uéu—j Eqg-1.3
ox

Elle est utilisée pour construire directement une formulation intégrale. Pour ce faire, on utilise

le principe de stationnarité selon lequel toute fonction u qui annule la premiére variation

15
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m(u)est solution de 1’équation Eq-L.1. Si nous considérons la formulation intégrale Eq-I.2,
en choisissant \y = u et en effectuant une intégration par partie, nous pouvons construire une

fonctionnelle 7 telle que la solution u cherchée rende cette fonctionnelle stationnaire, &

Savolr :
5n(u)= W(u)=0 avec u=ug surly

Considérons la forme intégrale Eq-1.4

W6)= [l 56+ gh= fufs y{ﬁz—‘iﬁ-—;ﬁg}a oL
ox oy

Q

qui intégrée par parties fournit la forme de Galerkin dite faible Eq-1.5 :

Wu)=-f @@— Quiéu——wg}d()+ | \u%un—dFJr | wgngdl" Eq-1.5

0x Ox 0Oy Oy Ty Iy
A ce stade, on voit apparaitre des intégrales de contours dans lesquelles on peut prendre en

.. - Ou
compte la condition aux limites du type Neuman, = =g sur le contour Iy .

En considérant que sur le contour I',, u =ug et y =du = 0]’équation Eq-1.5 devient :

W(u):— —aigux— %%—WngQ+rfgwgdr Eqg-l16

Si nous considérons la fonctionnelle Eq-1.7

2 2
u?_u_éu_ :——I—I (Qu_) + ou —2ug dQ+ [ugdl ‘Eq-1.7
ox oy 2 (o oy T

on montre que

Sm=—| 8(6u)_6‘u_+ a(éu)gl—— Su g dQ+ [Sugdl = W(u) de I’équation Eq-1.6.
ox ox 0Oy oy Ty

Autrement dit, une fonctionnelle peut étre construite en utilisant la forme faible de Galerkin.
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Pour notre part, nous utiliserons la méthode des résidus pondérés de Galerkin pour la
construction des formes faibles dans le cadre de la formulation variationnelle des lois de
propagation des champs électromagnétiques.

I.1.3 Discrétisation des formes intégrales.

Nous avons remplacé la résolution de 1’équation aux dérivées partielles Eq-1.1 par la

recherche de fonctions u qui annulent la forme intégrale Eq-1.6. Afin de construire une

solution approchée, nous découpons notre domaine Q en sous-domaine Q° (figure 1-2) dans
lesquels nous effectuons des approximations de la fonction u. Ces sous-domaines sont appelés

éléments.

Figure I-3 : Division d’un domaine quelconque en sous-domaines quelconques.
L.1.3.1 Approximation des fonctions u
Cette approximation consiste en une interpolation des fonctions u®(x,y)définies en

des lieux précis de chaque sous-domaine. Selon que ces lieux sont choisis comme des points
p q p
géométriques ou des segments de droite, on parle d’éléments a variables nodales ou a vecteurs

tangentiels.

e Les éléments a variables nodales[2].

L’approximation de la fonction u®(x,y)sur chaque sous-domaine Q° est effectuée en

choisissant la forme géométrique de ces éléments et le degré d’interpolation nécessaire a cette

17
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approximation. En ce qui concerne la forme des sous-domaines, ceux-ci peuvent étre

triangulaires ou quadrilatéraux figure I-4.

Figure I-4 : Nature géométrique des éléments.
Pour notre part, nous ne retenons que les éléments de forme triangulaire car ils permettent ,
entre autre, une meilleure desgription de la topologie des structures a étudier.
La construction de la fonction approchée sur chaque sous-domaine est alors effectuée en
considérant des points particuliers de I’élément. Ces points sont appelés nceuds
d’interpolation. Ces nceuds occupent des positions bien définies sur chaque élément. Ils sont
pris aux sommets des triangles, aux milieux de ses arétes et parfois méme au barycentre de

ceux-ci comme ’'illustre la figure I-5.

A) trois nceuds d ’interpolation B) six nceuds d “interpolation C) dix nceuds d ’interpolation

Figure I-5

18
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A chaque nceuds d’interpolation i, on affecte une variable uf‘ qui coincide avec la valeur

exacte de la fonction u®(x, y) en ce point. Ainsi, la fonction approchée s’écrit :
u®(x,y) = %Ni(x,y)uf Eq-L8
i=1

ou N;(x,y)est la fonction d'interpolation de Lagrange et n le nombre de nceuds
d’interpolation.

Ce nombre n détermine le Adegré d’interpolation. Plus il est élevé, et meilleure est

I’interpolation. Lorsque ce nombre vaut trois, il s’agit d’une approximation du premier ordre.

En effet, les fonctions d’interpolation de Lagrange, dans ce cas, sont de degré un. Dans le cas
ou il vaut six, il s’agit d’une interpolation du second ordre. Les variables uf sont appelées

variables nodales car elles sont définies aux nceuds représentés par des points particuliers du
triangle. Elles sont les inconnues du probléme.

e Les éléments a vecteurs tangentiels[3]

I1s différent fondamentalement de ce qui précede par le fait que les variables inconnues sont

affectées aux arétes plutdt qu’aux nceuds des triangles. Ils ne s’appliquent qu’aux fonctions

vectorielles tels que les champs électromagnétiques. Les paramétres d’interpolation uf de la

fonction vectorielle u®(x,y)sont définies par les composantes de celle-ci tangentes a ’aréte

considérée. Si nous posons par convention que i est le numéro de I’aréte opposé€e au sommet 1

de I’élément triangulaire, nous avons alors le représentation suivante :
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€
U
Figure I-6 :Représentation des variables tangentielles.

Dans ce cas I’expression de la fonction vectorielle approchée peut étre du type :

.
u(x,y) = T¥i(x, y)us Eq-1.9
i=1

ou Y;(x,y)est la fonction de base vectorielle.

Dans le chapitre suivant, nous traiterons dans le détail la construction de ce type d’élément.
I.1.3.2. La forme intégrale de Galerkin discrétisée.
Dés lors que la section droite de la structure est partitionnée en un ensemble fini

d’éléments par triangulation, et que la fonction inconnue u est approchée sur chaque élément
par u®(x,y), la forme intégrale de Galerkin Eq-1.2 peut étre remplacée par une somme

d’intégrales construites sur chaque élément Q° ainsi :

nel €Je~|..€ €
W=73 [du"{Slu”|+gdQ Eqg-1.10
e:IQe

ot nest le nombre total des éléments. u®est la fonction approchée sur chaque élément et

Su® représente sa variation.

Considérons par exemple les éléments & variables nodales, ou :
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n .
u(x,y) = IN; e, yus = (N)up Eq-111
1=

et
Su€ = %Ni(x,y)Suf = <N>{5un}
i=1

ou  Su® e {N;duy, Nyduy, - N Sup}
Rappelons que, dans les expressions ci-dessus, N;représente le polynome d’interpolation de

Lagrange, et uf n’est autre que la valeur exacte de la variable au nceud i de 1’élément

triangulaire composé de n nceuds d’interpolation.
Cette nouvelle notation a pour but de simplifier I’écriture des équations. En effet, dans

I’équation Eg-1.10 I’intégrale sur chaque élément est représentée par I’expression suivante -

W€ = j5ue[3(ue)+g}iﬂe Eq-1.12
Qe

Le développement de cette intégrale, permet d’obtenir autant d’équations et d’inconnues qu’il
y a de variables nodales sur chaque ¢lément. Dans le cas présent, nous avons retenu
’hypothése générale ou le nombre de variable dans un élément est n. Par conséquent, les n

€quations sont :

WY = 8uy (N [S(N))up JHOS + [Njgd0®)
QF Q¢

W =8u,( IN2[3(<N>){un}]dQe + [N,2dQ°)
ok Q¢
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WE = 8up, ([N [S(N)fun ki + [Nugd0°)
Q° Q°

Ces équations peuvent s’écrire sous forme condensée, de la maniere suivante :

We = (8u,) je{N}[S(<N>){un}]dQe + je{Ngdge Eq-L13

Le systéme matriciel équivalent a cette forme intégrale discrétisée , est représenté par
I’équation Eq-1.14 :

w¢ :<6un>([k]e{un}+ {f}e> Eq-1.14
ou [k]e est la matrice élémentaire

{£1° est un vecteur constant
fu,} e {Sun} sont respectivement le vecteur élémentaire des variables nodales et celui des

variations des variables nodales.
D’aprés 1’équation Eg-1.10, la matrice globale se construit par addition des formes

¢lémentaires Eq-1.14 :

n n
W= zelwe = zell<6un>([k]e {un}+{f}e) Eq-1.15
- o

e=1

Cette somme est organisée sous forme matricielle telle que :

W =(8U, (K KU, }+ {F}) Eq-1.16
O [K]est la matrice globale
{F} le vecteur constant global
{U,} et {8U,} sont respectivement le vecteur global des variables et celui de ses variations.
Le passage de 1’équation Eq-I15 a I’équation Eq-1.16 constitue I’assemblage des éléments ; il

permet de construire les termes de la matrice [K] a partir de ceux de la matrice €lémentaire
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[k]°. Dans le méme esprit, I"assemblage des vecteurs élémentaires {f}° aboutit au vecteur

global {F} Nous obtenons le systéme équivalent & I’équation Eq-1.1 en résolvant la quantité
suivante:

[K]{Un }+{F}=0  ouencore [K]{Un}: ~{F} Eqg-1.17
puisque W doit étre nulle quel que soit ’ensemble des variations élémentaires <6Un>

considérées sur chaque triangle.

La résolution de ce systéme nécessite [’utilisation de méthodes numériques. La connaissance
des propriétés de ces matrices dicte le choix des algorithmes numériques a retenir. Dans les
paragraphes qui suivent, nous ﬁe nous attarderons plué sur le procédé permettant d’obtenir le
systéme matriciel, mais plutot sur les caractéristiques des systémes.

1.2 Formulation en éléments finis des équations de Maxwell

Nous présentons rapidement, dans ce paragraphe, les principales formulations qui ont
€té proposées pour rechercher le spectre de modes guidés dans les structures de propagation.
Nous avons montré, auparavant, que la résolution d’une équation différentielle par la méthode
des éléments finis repose sur une formulation intégrale de celle-ci. Par conséquent, les
formulations dont il est question, dans cette rubrique, ne différent entre elles que par les
formes intégrales des €quations de Maxwell qui sont retenues pour résoudre le probléme.

1.2.1. Equation de propagation

Le probleme traité concerne celui de la propagation guidée d’une onde
électromagnétique. Il convient de rappeler, et ce, méme sommairement, les lois qui régissent
un tel comportement physique. Ces lois sont décrites par les équations de Maxwell dont les

expressions en régime harmonique, pour les milieux linéaires, en ’absence de charges, sont :
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VxE =—jouH Eq-1.18
VxH= Jcoa()a:]:: Eq-1.19
V-D=0 Eq-1.20
V-B=0 Eq-1.21

dans ces expressions, les signes V., x, -, représentent respectivement 1’opérateur dérivée

premiére, les produits vectoriels et scalaires.

électriques E et magnétique H, fournissent les lois linéaires suivantes :

D =cf =cgs B

ou ¢ et | représentent la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique.

Suivant que le matériau est de nature diélectrique ou métallique nous utilisons :

* . © . _ . iy .
€ = El - ]—J ou G est la conductivité de valeur finie du matériau métallique.

ey

Ou encore,

D et B sont respectivement les inductions électriques et magnétiques qui, reliées aux champs

St 281.(1— jtgd)  ou tgd n'est autre que la tangente de l'angle de perte du matériau

diélectrique.

Les contours délimitant le plan de section droite de notre guide imposent aux champs

électromagnétiques des contraintes. Celles-ci sont répertoriées sous la forme suivante :

el
=1

Bx
ﬁ

L

=3}

sur un mur €lectrique

Eq-1.22



Figure I-7: Section droite d "un guide d *onde quelconque



Généralité sur la méthode des éléments finis Chapitre I

ti
=]}
I
o

sur un mur magnétique Eg-1.23
Hxii=0

ou nest le vecteur unitaire normal au contour et dirigé vers [’extérieur.
Considérons un guide d’onde figure I-7 dont la section droite Qest située dans le plan x-y
d’un triédre direct (7(, y, 2) ; ’axe oz représente la direction de propagation. Nous admettons
que les frontieres avec le milieu extérieur peuvent s’apparenter soit a un mur électrique
parfait, soit 2 un mur magnétique parfait ou encore une combinaison des deux. Les équations
d’onde a résoudre se déclinent alors sous deux aspects différents suivant que ’on privilégie
I’étude du champ électrique ouAmagnétique.
Ainsi, a partir des équations Eq-1.18 et Eq-1.19 nous obtenons deux formes possibles qui
sont

Vxe'VxH-K2u H=0 Eq-1.24
ou

Vxu'VxE-K2 E=0 Eq-1.25
ou K, est le nombre d’onde en espace libre, K, = mm

Notons que dans ’expression Eq-1.25 et dans toutes celles qui suivront, nous omettrons
Pasterisque sur le terme €, et ce, par souci de simplification. Bien évidemment, le terme ¢,
pourra étre considéré complexe dans le cas le plus général.

Dans les développements concernant cette rubrique, nos commentaires porterons sur
I’équation d’onde faisant intervenir le champ magnétique H. Ce choix est délibéré dans la

mesure ou , au chapitre suivant, nous expliciterons en détail la résolution de 1’équation d’onde

relative au champ électrique.
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Comme nous pouvons le constater, ces équations sont duales. Les résolutions sont identiques.
Du pomnt de vue pratique, on préféra toutefois utiliser plutdt I’'une ou 1’autre suivant que le
matériau constituant la section droite du guide est magnétique ou diélectrique.

Par hypotheése, les champs magnétiques se propagent dans la direction oz. Ils possedent alors

une expression de la forme :
H(x,y,z)=H(x,y)e "
ou vy est la constante de propagation.
La décomposition du champ H en deux composantes, dont ’une est transverse ItIt et Pautre

est longitudinale H,, permef ’obtention d’une forme transverse ainsi que d’une forme

longitudinale de I’équation Eq-1.24. En effet, en posant :

H=H,+zH, et V=V, 30
oz
I’équation Eq-1.24 devient :
V, xe;'V, xH, —ye]'V,H, - (u,Kg +y25;1)11 =0 Eq-1.26a
V, eV H, +yV, &7 H, +u,K3H, =0 Eq-1.26b

Toutefois, il existe une alternative qui consiste a réduire ces deux équations en une seule, et

ce, en utilisant la divergence du champ magnétique. En effet, I’équation DivB =0 s’écrit

aussi sous la forme :
V.-B=V,-uH, -y H, =0
On obtient une équation transversale modifiée faisant intervenir uniquement les composantes

transverse du champ magnétique, en substituant I’expression de H, issue de la divergence de

B dans celle Eqg-1.26a.

ﬁt Xg;lﬁt Xﬁt —s;lﬁt(vt 'ﬁt)— (P.rK(z) +’Y28;1):It = Eq-127
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Les diverses équations Eq-1.26a, b et Eq-1.27 mises sous formes intégrales constituerons le
point de départ des différentes formulations d’éléments finis mises en ceuvre pour 1’étude des
modes guidés dans les structures de propagation.
L.2.2 Présentation des formulations existantes
Les différentes formulations proposées dans la littérature peuvent étre obtenues par la
méthode des résidus pondérés de Galerkin. Elle permet la transformation du probléme avec
conditions aux limites en un systéme algébrique d’équations linéaires. Sous sa forme faible, il
est possible de prendre en compte des conditions aux limites de type Neumann a travers les
intégrales de contours. Cette possibilité sera discutée chaque fois que cela sera nécessaire sur
ces formulations.
1.2.2.1 Formulation basée sur I’équation transverse modifiée : ETM
Cette formulation intégrale faible est obtenue en transformant I’équation

transverse modifiée Eq-1.27 par la méthode de Galerkin.
J’[(vt X Wt ) 8;1 (i}t X I_:It )— (lJ.rK(% + 'Y28;1 )\_Vt . I_:It + (vt : 8;1Wt Xﬁt : I_:It )]dQ
Q

Eg-I.
- j(ﬁth)- (sglﬁt Xﬁt)dr+ j(ﬁ.v“vt)g;l(ﬁt 'ﬁt)dr =0 e
r r

Dans I’expression Eq-1.28 la fonction de pondération W, représente les variations du champ

magnétique transverse H,. n est un vecteur unitaire normal au contour I', et dirigé vers

I’extérieur du domaine.

—

La fonction de pondération Wt et le champ magnétique transverse H, sont continus a travers
toute la section droite.

On notera que lorsque l’équation Eq-1.28 est résolue, des conditions supplémentaires
apparaissent et viennent compléter I’ensemble de celles tangentielles et normales qui sont

imposées au départ du fait de !’écriture spécifique du probléme. Ces conditions
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supplémentaires sont appelées conditions naturelles aux limites. Elles doivent étre manipulées
avec précaution, car le résultat obtenu peut aller a ’encontre du phénomene physique de la
continuité des champs sur une interface séparant deux milieux différents. En effet, reportons

nous a P'écriture Eq-1.28 de la formulation faible pour ne considérer que les intégrales de
contours. La premiére fait apparaitre le terme e;ﬁt ><I?It qui est proportionnel au champ

électrique E,. Si nous omettons cette intégrale de contour, la continuité de E, a linterface
entre les éléments est assurée. Cette continuité a bien entendu un sens physique.

La seconde intégrale de contour évoque le terme 8;161 -f{tqui est égal 4 e 'yH,. En

omettant cette intégrale de confour, nous imposons de ce fait la continuité de £;'vH, . Ceci est
vral dans l’air, mais ne [’est en aucune maniére sur [’interface séparant des milieux
diélectriques différents.

L’omission de I'une ou l'autre de ces intégrales assure donc la continuité décrite
précédemment entre éléments.

Dans le méme esprit, ces conditions naturelles aux limites traduisent aussi la présence de murs
électriques ou magnétiques pour les derniers €léments délimitant le pourtour de la section
droite du guide, ou encore pour les arétes que I’on désire assimilées a un axe de symétrie pair
ou impair.

Omettre les intégrales de contours contenant les termes €'V, xH, et €'V, -H, revient a

considérer respectivement un mur €lectrique ou un mur magnétique a la condition toutefois
que les composantes transversales restantes soient forcées a zéro de fagon adéquate.
Comme nous I’avons signalé auparavant, nous ne précisons plus le procédé permettant I’acces

a une écriture discrétisée et par voie de conséquence matricielle du probléme.
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Apres arrangement des différents termes, I’étude de I’équation Eq-1.28 se raméne a la

résolution du systéme Eq-1.29 :

[Aermlb}-K5Bemdh) -7 [Comulb ) =0 Eq-1.29
ou §h,} représente le vecteur colonne contenant les inconnues associées au champ

magneétique transverse, et ou [AETM] [BETM]: [CETM] sont les matrices creuses regroupant
tous les termes issus de la forme faible Eq-1.28 discrétisée.
Lorsqu’un probléme de propagation sans perte est abordé, les matrices sont réelles et elles
sont non symétriques par exemple, pour des guides d’ondes présentant une inhomogénéité de
nature diélectrique au niveau de la section droite. Dans ce cas, c’est I'intégrale de contour le
long de D'interface qui détruit la symétrie des matrices. Signalons que les matériaux
diélectriques, au sens large, peuvent présenter des pertes. Dans cette situation, les matrices
conservent leur caractére creux mais sont complexes.

Enfin, compte tenu de la formulation retenue et des contraintes imposées dés le départ sur la

continuité des composantes normales et tangentielles du champ H, les remarques suivantes

s’imposent :

- Il ne semble pas judicieux d’utiliser la forme faible Eq-1.28 pour I’étude des conducteurs
métalliques, de conductivité finie présentant des arétes vives. En effet, la singularité du
champ au coin n’est pas correctement approcheée.

- L’étude d’inhomogénéité dans la section droite liée a la présence de matériaux

magnétiques n’est pas envisageable. En effet, dans la forme faible Eq-1.28 n’apparaissent

que des termes faisant intervenir le champ magnétique Ht et sa variation Wt sans que la

perméabilité p_n’intervienne. On ne peut donc assurer par le biais des intégrales de

contours la continuité normale de ’induction magnétique.
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En ce qui concerne la résolution du probléme, il est possible de fixer indifféremment le

nombre d'onde K, et par voie de conséquence la fréquence, pour déterminer la constante de
propagation y et vice versa. L’introduction de la condition de divergence dans I’équation

différentielle permet, outre la réduction de cette équation sous une forme transverse
uniquement, de ne pas étre confrontés au probléme des solutions parasites[4].
Pour conclure, cette formulation par éléments finis fit déja utilisée dans une configuration
nodale en 1974 par Williams et Cambrell [4], et concernait la détermination du spectre des
modes du barreau diélectrique. Elle fut reprise par Lu et Fernandez en 1990 et 1991 et
appliquée, entre autre, au guide image en bofitier. Le cas des matériaux de nature diélectrique
présentant des pertes ainsi qu’une anisotropie fiit pris en compte [5][6].

1.2.2.2 Formulation basée sur les équations transverse et longitudinale :
ETL

Elle repose sur les équations différentielles du second ordre Eq-1.26a et Eg-

1.26b définies précédemment et est décrite par les formes intégrales faibles suivantes :

j[(ﬁI x Wt)sr‘l(?l xﬁt)- (urKf) +y28;1)Wt H, —ye'W, -ﬁtHz]dQ

Q

Eg-1.30
—J(ﬁxWJ-(sr_l?txﬁt)dF:o q-1.30a
r

f[(vth)- er (V. H, )+ vV W, e H, - urK%WZHZ]dQ
Q

3 ) Eq-1.30b

- € +vH |-ndl =
W,e; [V H, +yH, |- Adl = 0
r

La présence des termes @t X ﬁt et ?t X Wt dans I’équation Eg-1.30a implique que le champ

H, et sa variation W, sont tangentiellement continues. Dans le méme esprit, de part
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’existence des gradients ﬁtWZ et iHZ dans les deux équations, le champ longitudinal H, et
sa variation W, doivent étre continus dans les €léments et aux frontiéres de ceux-ci.

En ce qui concerne les conditions naturelles aux frontiéres associées a chaque intégrale de
contour , nous retrouvons la condition concernant la composante E, du champ identique a

celle décrite dans la formulation précédente. Elle est issue de 1I’équation Eq-1.30a.

Dans I’équation Eq-1.30b, I’intégrale de contour fait apparaitre le terme :
-1 npd = _ - - o =\_ —
€, [VtHZ +yHt]-n——J03Et-(zxn)—JcoEt-s Eq-1.31
ou s est le vecteur unitaire tangent a la frontiére.
Si cette intégrale est omise, la composante E, -§ du champ électrique est alors continue a

travers les frontiéres entre les éléments du modéle géométrique de la structure et nulle sur les
frontiéres extérieures de type court-circuit électrique.

La forme générale du systeme matriciel est donnée par les équations Eq-1.32a et Eq-1.32b :
[A]{ht }" Kg [B]{ht }‘ Y[C]{hz }_ e [D]{ht } =0 Eq-132a
[Eln, }- X3 [Flh. }+v(c] b }=0 Eq-1.32b
ou nous retrouvons par la suite les expressions suivantes :
AGD)= 1[0, x W, )& @, x W, JJao
Q
B(i,j) = Iurwti 'Wu'dQ
Q
€)= Jer W (7. W, ho

D(i, J) = IS;IV—Vn . Wtde
Q

BG.i)= 1@, ) e (0, w, lao

Q
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F(l’ .]) = Jurwziwzde
Q

[C]" est la transposée de la matrice [C] et {n,},{h,} sontles vecteurs colonnes contenant les
inconnues du probléme.

La résolution du systéme Eq-1.32 se démarque du précédent car nous n’avons plus,
pour le nombre d’onde K, fixé, un probléme aux valeurs propres standard du type (Ké,yz)
mais (Kf),y,yz),

Pour I’étude des structures sans pertes, il est toujours possible, dans le contexte du
systeme Eq-1.32, de fixer la constante de propagation en vue d’obtenir la valeur propre
K, méme s’il est plus judicieux de procéder inversement.

Pour des structures comportant des matériaux a pertes diélectriques ou métalliques,
nous concevons qu’il est beaucoup plus fastidieux de trouver la valeur propre réelle K,

solution du probléme, lorsque la constante de propagation, au demeurant complexe, est fixée.

Pour pallier cet inconvénient, nous effectuons le changement de variable suivant :

Dans ce cas, I’équation Eq-1.32 devient :

Al - K2 [BYn, }-v2(clb, }+ [Dn, )
v (Bl }- k2l 4 O] o )= 0 Eq133

Puisque nous préférons fixer le nombre d’onde en vue d’obtenir la valeur propre

0 Eq-1.33a

complexe y, nous écrivons le systéme matriciel Eq-1.33 sous forme suivante :

{[A]—(ITS[B] ﬂ{i }W{Bi [E]_[gg[F]HEi } Eq-134
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Les matrices sont symétriques et creuses. Cette formulation standard a été trés utilisée par le
passé pour définir le spectre des modes hybrides se propageant dans les strucutres sans
pertes[7][8]. Malheureusement, I’apparition des modes parasites constituait un sérieux
handicap a son développement, tout au moins lorsqu’elle fait intervenir une interpolation
nodale des champs.
La suite nous montrera qu’elle est treés performante lorsque les éléments d’arétes sont

utilisés en lieu et place des éléments nodaux.

1.2.2.3 Formulation avec fonction de pénalité : ETLFP

L’originalité de cette formulation par rapport a celle qui précéde réside dans le

fait qu’elle intégre la condition de la divergence dans les formes intégrales. Plagons nous dans
la situation ou p, =1, la condition de divergence est V-H=0. Cette contrainte est prise en

compte dans la formulation en incorporant les termes suivants :

P I(Vt ‘W, Xﬁt ‘H, )1(2 dans I’équation transverse Eq-1.30a Eq-135a

80 Q

et 2 y? [W,H,dQ dans I’équation longitudinale Eq-1.30b Eq-1.35b
€0 [¢)

p est une fonction de pénalité qui doit étre spécifiée. Ainsi, les solutions sont contraintes a
satisfaire la condition de la divergence nulle. Plus le paramétre de pénalité est grand plus la
contrainte escomptée sur la divergence est meilleure. Ce procédé présente I’avantage de ne
pas modifier la taille du systéeme matriciel, sa symétrie et son caractere creux. Cependant, il
n’élimine pas completement les modes parasites. Nous nous contentons de les éloigner du
spectre des valeurs propres recherchées.

L’équation matricielle est presque identique a P'équation Eq-1.32, a I'exception des
termes additionnels provenant de la discrétisation de ’équation Eq-1.35. Il faut remarquer que

la difficulté rencontrée dans la résolution matricielle de cette formulation subsiste lorsque la

33



Généralité sur la méthode des éléments finis Chapitre I

valeur propre du systeme algébrique demeure le nombre d’onde, et ce, tout comme pour le
systéme précédent.

Des travaux sur les éléments nodaux , entre autre, utilisant cette fonction de pénalité
furent publiés par Rahman et Davies en 1984[9][10]. Leurs études concernaient les guides
rectangulaires métalliques chargés et les guides diélectriques pour des applications dédiées au
domaine optique.

1.2.2.4 Formulation basée sur les équations transverse et longitudinale

avec contrainte de la divergence nulle :ETLD

Nous pouvons contraindre la divergence a étre nulle en exprimant le champH, en
fonction de H, & partir de I’équation V-B =V, u -H, —yu H, =0. La mise sous forme
intégrale par la méthode de Galerkin de celle-ci, nous conduit a :

[W,u H,dQ=y" W, (V71 : urﬁt)dg Eqg-1.36
Q Q
La discrétisation de cette intégrale nous donne :
[Flth,}=v"[Glh} Eq-137
En substituant dans les équations Eq-1.32a et Eq-1.32b {hz} par y'l[G][F ]_l {n,} , on obtient

un systéme matricie] utilisant uniquement les composantes transverses {ht} .

Nous obtenons en définitive -
[aJh, }-K5[Bh - [CI T, 3~ v* [DRR. §=0 Eq-138a
[EDTh - K [F b 3+ v*[C] fh, }=0 Eq-138b
ou [1]=[F]"[G]

Le nombre de degré de liberté se trouve réduit, car il ne reste plus dans cette équation

que les variables relatives aux composantes transverses du champ. Cependant, nous détruisons

34



Généralité sur la méthode des éléments finis Chapitre I

le format creux des matrices du systeme final. Si nous spécifions la constante de propagation
pour déterminer le nombre d’onde, dans le cas des structures sans pertes, le systéme matriciel
final n’est pas toujours symétrique. Cette caractéristique, importante pour la résolution d’un
systéme, est obtenue en multipliant Eq-1.38a par la transposée de la matrice [J] et en
additionnant les équations Eq-1.38a et Eq-1.38b. Ce fiit ’option choisie par K. Hayata et al
[11]. 1I est aussi possible de rechercher le constante de propagation en fixant le nombre
d’onde ; ceci en utilisant uniquement I’équation Eq-1.38a . Hayata utilisat cette approche pour
résoudre les problémes a faibles pertes intégrant de surcroit l’anisotropie des couches
considérées[12][13]. Cette formulation est similaire a celle basée sur 1’équation transverse
modifiée décrite précédemment, a la seule différence que la divergence nulle est contrainte
numériquement.

L.2.2.5 Formulation basée sur I’équation transverse : FET

L’objectif consiste en la définition d’une équation algébrique dont les variables
sont les composantes du champ transverse. Le point de départ de cette formulation s’appuie

sur le systeme matriciel Eq-1.32. En effet, on exprime les variables {hz} en fonction de

{h;} en utilisant I'équation Eq-1.32b. I vient :

-1
)=~ ([E]- 3] [T o) Eq-139
En remplagant {h., } dans I’équation Eq-1.32a, on obtient :
[alh. }-KE[BJb. }-v* Kb, }=0 Eq-1.40

i [K]= [cl(E]- k3T - o]

Puisque le nombre de degré de liberté est réduit, la taille du systéme matriciel & résoudre ’est
aussi. Cependant, le caractere creux de la matrice est moins prononcé. Cette formulation a fait

I’objet d’une application concernant I’étude des structures de propagation composées de

35



Généralité sur la méthode des éléments finis Chapitre 1

matériaux anisotropes[14]. Elle admet des solutions identiques a celles provenant de la

formulation basée sur les composantes transversales et longitudinales du champ(ETL).

I.3: Conclusion : Récapitulatif concernant les différentes

formulations, les systémes matriciels obtenus et quelques spécificités
Rappelons que notre point de départ repose sur les relations issues des équations de

Maxwell. Ces relations sont :
L’équation longitudinale :EL — L.’équation transverse : ET — La divergence nulle : DN
L’utilisation conjointe des deux premieres relations fournit, pour la forme de Galerkin
correspondante et discrétisée, -le systéme matriciel que I’on notera ETL par simplification
(paragraphe 1.2.2.2). Dans le méme esprit, I’équation matricielle précédente peut étre
modifiée pour n’obtenir qu’une seule expression. Elle ne fait dans ce cas apparaitre que des
composantes transversales. Il s’agit du systéme matriciel que nous appellerons FET, car basé
sur une formulation transverse des équations de départ EL et ET (paragraphe 1.2.2.5). Dans
les formulations FET et ETL, la condition de divergence nulle est ignorée. Il y a donc un
risque sérieux d’apparition de solutions parasites.

Signalons aussi que dans les formes faibles de Galerkin discrétisées, I’équation de divergence

nulle peut intervenir de différentes maniéres.

- Sielle est appliquée directement de fagon analytique sur les équations différentielles, nous
obtenons I’équation transverse modifiée et le systéme matriciel correspondant noté ETM
(paragraphe 1.2.2.1 )

- Introduite par le biais d’'une fonction de pénalité que I’on ajoute, sous forme intégrale

faible, aux équations EL et ET de départ, ou encore numériquement au moyen de la forme
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Formulation Propriétés des Applications N
matrices
Valeur propre Solutions Nb de creuses | [M] Mag |pertes |Arétes
recherchée parasites composantes [N] et vives
diélec
de champs
ETL ¥ oul 3 oui SID et oul oui non
singuliere
SID
FET ¥ oul 2 non SID, SID oul oui non
ET™ kg ouy non 2 oul Non non oul non
symétrique,
SDP
ETLFP kg non 3 oui |[SSDP, SDP| non non non
ETLD kg non 2 non |SSDP, SDP| non oul non

Figure I-8 : Récapitulatif des propriétés de cinq formulations en éléments finis de type nodale.
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intégrale faible relative a la condition de divergence, il correspond respectivement les
systemes matriciels ETLFP et ETLD ( paragraphes 1.2.2.3 et 1.2.2.4).

En définitive, nous disposons de cinq méthodes différentes pour étudier un probléme de
propagation. Il est toujours possible de les présenter sous la forme d’un probléme standard
aux valeurs propres du type [M]{x}= A[N]{x}. Ainsi, nous proposons dans le tableau figure I-
8, un bilan non exhaustif mais répondant aux principales questions que se pose un utilisateur
potentiel de méthodes d’éléments finis. Les propriétés et particularités de chaque méthode
sont répertoriées suivant trois volets, et ce, dans le cas des €léments nodaux, donc pour les
champs calculés uniquement aux nceuds.

Le premier volet concerne la formulation au sens large. Il répond, aux colonnes 2, 3,
4 | aux questions suivantes :

- Quelle est la valeur propre recherchée ?

- Existe-t-il des solutions non physiques ?

- Quel est le nombre de composantes de champ intervenant dans le calcul ?

Le deuxiéme volet porte uniquement sur les propriétés des matrices [M] et [N] du
systéme correspondant a un probléme isotrope, sans pertes donc a matrice réelle.

- Le cas des matrices creuses est signalé colonne 5.

- Celui des matrices symétriques et définies positives (SD), symétriques et semi

définies positives (SSDP) et symétriques indéfinies (SID) est précisé colonne 6.

Enfin, dans une troisiéme rubrique, 1’étude des structures comportant simultanément
des matériaux magnétiques et diélectriques est évoquée. La possibilité de traduire la présence
de matériaux a pertes ainsi que les géométries de sous-domaine comportant des arétes vives

(conducteur métallique notamment) est précisée.
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Compte tenu de notre préoccupation qui, rappelons-le, consiste en I’étude des
structures de propagation planaires tant pour la conception de circuits intégrés micro-ondes
que logiques, aucune des formulations dont nous venons d’énoncer briévement les
fondements et les propriétés ne nous satisfait. En effet, on comprendra aisément que ’on
rejette les deux formulations nous fournissant, outre les solutions vraies, des solutions
parasites. Quant a celles restantes, aucune n’autorisent réellement a partir des champs définis
aux nceuds des triangles de discrétisations (les €éléments nodaux) I’étude des structures
planaires a pertes métalliques issus de ruban de conductivité de valeur finie comportant
nécessairement des arétes vives. Nous n’évoquons méme pas ici le caractére anisotrope des
couches entrant dans la confection du circuit.

Pour mettre en ceuvre une méthode d’éléments finis qui puisse répondre a nos besoins,
notre point de départ reposera, comme nous le verrons dans le chapitre suivant, sur la
formulation ETL ( donc trois composantes de champ ) batis non plus sur les éléments nodaux,
mais autour des éléments d’arétes. Ceci présente I’avantage de ne plus étre confrontés aux

problémes longtemps redoutés des solutions parasites.
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Introduction Chapitre 11

Nous présentons une formulation, par éléments finis a éléments d’arétes, en deux dimensions.
Cette formulation est basée sur la résolution des équations couplées transversale et
longitudinale de 1’équation d’onde. Nous utilisons les éléments tangentiels encore appelés les
éléments d’arétes pour mener a bien ces calculs.

Aprés avoir défini I’équation de base a résoudre et sa formulation intégrale, nous évoquons la
prise en compte des conditions globales aux limites et de continuité.

La discrétisation des formes intégrales est ensuite entreprise et les développements
analytiques effectués sur une maille élémentaire: un triangle de discrétisation.

Bien que nous étudiions les éléments tangentiels, I’élément nodal de Lagrange ( le triangle de
Lagrange ) est sommairementE abordé ainsi que les fonctions d’approximation des champs
suivant un polyndme du 17 ou du 2™ degré. Ce développement n’est pas assuré dans le
systéme cartésien mais dans un autre référentiel : le systéme de coordonnées barycentriques.
Cette opération exécutée sur le triangle de base associé aux coordonnées barycentriques
présente I’avantage d’aboutir a une formulation analytique trés simple et donc a un calcul
fiable et trés précis de I'intégrale effectuée sur un triangle élémentaire. Ceci constitue la base
sur laquelle reposent désormais nos développements concernant les éléments tangentiels
d’ordre zéro et d’ordre un pour un triangle élémentaire. |

Bien évidemment, nous effectuons ensuite une opération dite d’assemblage regroupant toutes
les matrices élémentaires consécutives a la résolution de I’équation d’onde sur chaque
triangle participant & la discrétisation de la section droite de la structure de propagation, et ce,
en tenant compte des conditions locales aux limites et de continuité.

La notion d’impédance de surface et d’impédance caractéristique est développée.

Vient ensuite la description des méthodes numériques choisies pour I'étude des structures

comportant des matériaux a pertes.
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I1.1. Position du probléme
Considérons un guide d’onde infini suivant la direction de propagation oz figure II-1.
Le plan de section droite forme un domaine € contenu dans le plan xoy et fermé par un
contour I'. Pour effectuer la recherche des modes guidés susceptibles de se propager dans la
structure figure II-1, nous devons résoudre I’équation d’onde établie au chapitre I, a savoir
Vx 'V xE)-kje,E=0 Eq-11.1
Compte tenu de I’investissement que réclame la mise au point d’un code de calcul
basé sur la méthode des éléments finis, nous avons entrepris de traiter dés le départ des
structures plus générales et ce, notamment pour ce qui cbncerne la nature des matériaux mis
en jeu. En conséquence, I’équation d’onde établie pour le champ électrique E en régime

harmonique, est étendue aux structures contenant des matériaux anisotropes, ces matériaux

pouvant présenter des pertes.

- 1. - -
Vx([u.:r VXE)—kg[s’:]E =0 dans Q Eq-11.2a
Exii=0 sur I} Eqg-TI.2b
~ «Fl- -
nx ([Hr] VxE)=0 sur Iy Eq-II.2¢c

ou kg =0y Uoeg west la pulsation, |1 eteg sont respectivement la perméabilité magnétique

et la permittivité diélectrique du vide, n est la normale dirigée vers [’extérieur du contour
considéré et Q est la section droite du guide dans [’équation Eg-I1.2a.
Les équations Eq-I1.2b et 2c représentent les conditions aux limites imposées par des

frontiéres ou des contours du type court-circuit électrique (CCE) sur Iy et court-circuit

magnétique (CCM) sur I',.
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Nous exprimons les tenseurs de permittivité [Sj]et de perméabilité [u:] relative sous la forme
suivante :
* * * *
Hrxx Hrxy O Erxx Erxy O
* * * * * *
Hr]=|Hyx Hryy O r]=|€ryx €y O
0 0 Ui 0 0 &rp

Dans le cas présent, nous avons choisi des tenseurs biaxiaux[1]{2][3]. Notons, en outre, que la
perméabilité magnétique et la permittivité diélectrique relatives sont complexes. De cette
fagon, nous pouvons notamment prendre en compte :
o D’une part, la tangente de I’angle de perte du matériau diélectrique considére.
o D’autre part, les phénoménes inhérents a la nature dissipative des matériaux métalliques
de conductivité finie.

Comme nous ’avons signalé auparavant, les champs de ’onde électromagnétique se
propagent suivant la direction oz du guide uniforme figure II-1. En conséquence, nous
pouvons relier les expressions générales des champs a la constante de propagation y tel que,

pour le champ électrique :
E(X> Yy, Z) :E(Xa Y)e~yz Eq-II3
ouy=a+jB , o et sont respectivement les constantes d atténuation et de phase.

Nous décomposons 1’opérateur différentiel nabla Vet la composante du champ électrique

total sous la forme suivante :

V=V, -7 et E(x,y)=E (x,y)+E,(x,y)Z

<}i
i

. 0 . —~ - -
X+gy et Et(X=Y):EX(X:Y)X+Ey(XaY)y

2|
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En conséquence, I’équation d’onde établie auparavant se décline sous la forme transverse, il
s'agit de I’équation Eq-Il.4a et longitudinale Eq-11.4b, auxquelles sont associées des

conditions aux frontiéres du type CCE sur I} et CCM sur I’ Eq-IL.4c, 4d.

V% : (V4 xﬁt)—y([ﬁ:kth)—([8:]k(2)+yz [ﬁ:])ﬁt =0 dans Q Eq-Il.4.a
Hrzz
- _* | = =~ A * 2
Vi (BeVIED+YVie (e JEt ) +e1z2 kg EZ, =0 dans Q Eq-IL.4b
Exii=0  sur I Eq-IL4c

Urzz

sur I'y Eq-11.4d
S I =
n([ur](vt EZ +'YEt )) =0

Notons que dans les équations Eq-II.4a & Eq-I11.4d nous avons substitué au tenseur inverse

1
* . . , gv, . .
[ur classique un tenseur que l'on peut qualifier de perméabilité transverse inverse

[ﬁ: |(Annexe I). Il est aussi appelé tenseur de pseudo-perméabilité[4]et s’ écrit

=1k % Hrxx = A P A > Hryx = A > Hryy A

I —* * * *
[LNL* I Mmx Hrxy ~*  Hrxx LNL* Hrxy  —*  Hryx _« Hryy
i il

Hryx  Hryy

R * * * *
ou A=y “Hryy “Hrxy "Hryx-
Avant d’aborder en détail la description du type d’élément triangulaire retenu pour la
discrétisation et par dela la résolution du systéme d’équation, nous rappelons brievement

’option choisie pour aboutir a une formulation intégrale de 1’équation Eq-I1.4.
I1.2. Formulation intégrale

En appliquant la méthode des résidus pondérés de Galerkin aux expressions Eq-1I.4a

et Eq-I1.4b, nous obtenons les formes intégrales suivantes :
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- Pour la forme transverse :

Ft:jva{?tx j ?txﬁt—y([ﬁ:]Vth)—([s—::]kgﬁLyz[ﬁ:])ﬁt}dﬂzo Eg-11.5a
Q

H IZZ

- Pour la forme longitudinale :

F, =W, [Yﬂ]t (b:]ﬁth )“’“Yﬁt ([ﬁ:]ﬁt )+S:ZZ Ez] dQ=0 Eq-IL.5b
Q

oit W =38E = Wt + W, Z représente la fonction de base ou de pondération.

Afin de pouvoir prendre en compte les conditions de continuité requises aux interfaces
entre différents milieux physiques ainsi que celles existant sur un court-circuit magnetique,
une intégration par parties doit étre appliquée sur les intégrales Eq-II.5a et Sb. De ce fait, les
identités de Green permettent d’obtenir les intégrales faibles suivantes :

Fy :il(?t <Ey)—— (7, th)—k(%(Lt]Et)-Wt —y%[ﬁ?]ﬁt)wt —y([ﬁ?]ﬁth»ﬂdQ

Brzz

pu|

SRR B
T Hpzz
Eqg-1L.6a

— % f— — ¥ |= *
F, = f[(vth)'([Hr]Vth)+YVtWZ '([ur]Et)_k(% 8rzzEzVsz]dQ
Q

- - Eq-IL6b
— (W[ kV.E, +yE)|fd =0
zlIHr tz t
r

En général, la résolution d’un probleme de propagation s’effectue en fixant la
fréquence dans le but de déterminer ensuite la constante de propagation y. Si ’on procede de
la méme maniére pour la résolution, a posteriori, des équations intégrales précédentes, nous
aboutissons a un systéme matriciel aux valeurs propres dont ’expression n’est pas du type
Ax=2Bx. Pour obtenir un systéeme de cette nature, donc plus aisé a résoudre, la
transformation de variable Ez =vezest appliquée aux intégrales faibles précédentes. Nous

obtenons en définitive les équations suivantes :
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F = (f){(% XEt)'Lj—(ﬁt ><VAVt)—k(z) ([St]ﬁt)'wt *Yz([ﬁ:]ﬁt)‘wt -y ([ﬁ:—t]@tez)'\7‘71}1Q

SRR T
=[x W) ——(Vy xE)dI'=0
r Krzz
Eqg-I1.7a
il e o (mlEo - ehaem b
F, =y [|(Viw) - ([r [Vie) +Viw, - ([ur Et)_ko Erzz€2 W7 fIQ
, “r 1. Eq-I1.7b
- J.WZ[[HI](VteZ +Et)]'ndr =0
r
Nous pouvons remarquer que les intégrales de contour font intervenir des termes qui

posseédent une signification physique.

En effet,
1 = = L1 s . -
leterme ——(V(xE;) estégala -jopoH,z Eq-11.8a
Hrzz
et

l’expressiony[[ﬁt](ﬁtez +Et)]- n Eq-I.8b vaut aussi —jcop.OIfItix~ ou ﬁti x i
représente la composante transverse tangente au contour I'. Dans la littérature, les relations
Eg-Il.8a et b sont appelées conditions naturelles aux limites. C’est au moyen de ces relations
que sont prises, implicitement en compte, certaines conditions. A cet égard, nous distinguons
trois cas selon que le contour I' constitue la frontiére délimitant la structure et le milieu
extérieur ou alors I’interface séparant deux milieux :

Si le contour I' de la structure de propagation est une frontiere du type court-circuit

magnétique, il en résulte que les composantes tangentielles du champ magnétique, sur ce

contour, doivent s’annuler. Par conséquent, en omettant ces deux intégrales de contour,

nous garantissons la condition Hxn =0.
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o Par contre, si le contour I décrit un court-circuit électrique, nous devons imposer la
condition Ex i = 0. Par conséquent, les fonctions de pondération ou les fonctions de test
vérifient W, xfi=0 et w, =0 . Ceci annule nécessairement les intégrales de contour.

o Dans le méme esprit, supposons maintenant que le contour I' représente l’interface
séparant deux milieux de permittivité et de perméabilité différentes, en omettant sur

I’interface ces deux intégrales de contour, nous garantissons la condition nxH; =nxH,.

En définitive, le traitement de 1I’équation d’onde Eq-Il.2a et des conditions aux limites
associées Eq-I1.2b et 2c établies au début de ce chapitre, se résume a la résolution des
équations intégrales faibles suivantes dans lesquelles les termes de contour ont disparu :

(Fx B J—(FoeW )i (1 - We—v2 (BT B0 Wi =1 (7 Frie,) -
Fi = [I\V(xE{ )} =V x Wi )= kg (Er [Et) We =77 ([ Et) Wi =77 (JE Viey)- W, [dQ

Hizz

Eq-I1.9a

- % |= - % |= *
F, = Yz I[(Vth) '([“:]Vtez)'*' Viw, '([“r]Et) - k% 8rzzezwz]dQ Eq-11.9b
Q

Nous insistons sur le fait qu’aucune autre condition n’est & imposer, hormis, bien entendu,
celle Exii=0 devant traduire la présence d’une frontiére du type court-circuit électrique.
I1.3 Les conditions aux limites et de continuité

Nous décrivons, par la suite, de fagon réaliste, notre probléeme de propagation si
I’équation d’onde est résolue correctement. Dans ce cas, elle doit vérifier toutes les conditions
aux limites et de continuité requises par les champs électromagnétiques. Bien que nous
n’ayons pas encore abordé la résolution des formes intégrales précédentes, nous pouvons
toutefois raisonner d’une maniére globale. Puisque certaines conditions sont assurées

implicitement alors que d’autres ne le sont pas ; un bilan s’impose :
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Figure II-2 : Interface séparant deux milieux différents.
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Nous avons déja mis en exergue que 1’omission des intégrales de contour traduit toutes
les contraintes relatives au comportement du champ magnétique tangent, tant sur une interface
entre deux milieux, que sur un contour du type court-circuit magnétique. Il s’agit, en

’occurrence, des équations Eq-I110a et Eq-II10b

jan]]

 x 0 =Hy xii Eq-1110a

T

xn=0 sur un CCM Eq-I.10b
Bien évidemment, toute résolution d’un probléme de propagation comportant des interfaces
diélectrique-diélectrique requiert, en supplément, la continuité des composantes tangentielles
du champ électrique ainsi que leurs nullités sur un court-circuit €lectrique. Il faut donc

imposer explicitement ces conditions, & savoir :

eal}

 xfi=Ey xii Eq-1110.c

Tit

xn =0 surun CCE Eq-1I.10d

A ce stade de notre bilan, seules subsistent les conditions a satisfaire :

D,-i=D, i Eq-11.10e
B, i=B, i Eq-11.10f
B-fi=0 surun CCE D-i=0 surun CCM Eqg-1I.10g

Pour cela, considérons d’une maniére générale, I'interface séparant deux milieux différents de
e * * * % . . ,
caracteristiques ([81],[}11 ]) et (f 21 [“2] ) figure II-2. Cette interface est située dans le

plan A0td’un triédre direct ATn ou n est un vecteur normal a I’interface. Dans ce systéme

de référence, nous pouvons écrire la relation Eq-1110f sous la forme :

8E, OE, . . . 0E. OE,
“9Ehy ot (VxE,)d=(Cor oSk
o ac )1 et ( 2) (ax P )2

(VxEp)-ii=(
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Nous voyons apparaitre les dérivées des composantes tangentielles du champ électrique.
Puisque ces composantes sont identiques a ’interface, il en résulte que leurs dérivées par
rapport aux variables Aet T sont continues et de ce fait, la relation By -fi=B, -fi se vérifie
implicitement.

Nous procédons de fagon similaire pour montrer que 131 ‘n = 132 -0 sachant que la condition

H; xn=H, xn est automatiquement assurée.

En définitive, des remarques précédentes, il découle que les relations Eq-1110g B-fi=0 et

D-fi=0 sont implicitement associées & Exfi=0 et Hxfi=0 traduisant respectivement

I"existence d’un contour du type court-circuit électrique CCE et magnétique CCM.

I1.4. Discrétisation des formes intégrales et calcul sur une maille
élémentaire

Cette discrétisation est le processus par lequel les formes intégrales établies
auparavant sont mises sous forme d’équations algébriques. Elle constitue I'un des points clés
de notre formulation par éléments finis et justifie I’utilisation d’un outil informatique pour
résoudre numériquement le systéme matriciel issu de cette discrétisation. Cette opération

nécessite plusieurs étapes :
1. La premiére consiste & décomposer le domaine Q en nj sous-domaines Q°.

2. La seconde concerne la forme géométrique de ces sous-domaines encore appelés
éléments. Bien évidemment, dans le probléme & deux dimensions qui est le notre, les sous-
domaines s’identifient a4 des polygones. Le triangle est sans doute 1’élement le plus

répandu lors d’une analyse 2D. On imagine sans difficulté, que n’importe quel domaine

51



Présentation des éléments a vecteurs tangentiels Chapitre 11

puisse étre approximé par des polygones eux-mémes subdivisés en un nombre finis de
triangles.

3. La troisiéme requiert la définition du type d’approximation retenu pour la description des
champs électriques sur ces éléments.

4. Enfin, les formes intégrales Eq-IL.9 s’expriment a partir d’'une somme d’intégrales

évaluées sur chaque élément Q2°

Iel

F,=YF =0 Eq-Il.11a
e=1
Te]

E, = YES=0 Eq-IL11b
e=1

FSet FS représentent les intégrales sur le domaine de I’élément triangulaire Q°.

Si la premiére et la seconde étape suscitent peu de commentaires, la troisieme en
revanche mérite que ’on s’y attarde. Dans la littérature, I’approximation utilisée pour

approcher le champ électrique sur un élément triangulaire fit et reste encore celle de

Lagrange. Les champs Eou H ne sont approximés qu’en des points particuliers du triangle, a
savoir ces trois sommets pour le cas le plus simple. On parle alors d’analyse nodale. Cette
démarche, et les résultats obtenus ont ét¢ abondamment commentés dans les ouvrages
scientifiques. Il est clair que ’apparition de solutions non physiques dans le spectre des modes
guidés [5] nous a incité a développer une autre méthode basée sur I’approximation des
champs sur les arétes du triangle. A ce niveau, il ne s’agit plus d’analyse nodale. Toutefois,
avant d’aborder les calculs relatifs a ce type nouveau d’approximation, nous avons juge utile
de présenter succinctement les éléments de Lagrange, et ce, méme s1 ce volet est

abondamment commenté dans les ouvrages et revues scientifiques. L’objectif étant, ici, de
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cerner les problémes consécutifs a [utilisation des éléments nodaux de Lagrange et

d’apprécier la fagon dont les éléments tangentiels apportent une amélioration.

IL.5. Construction des éléments de Lagrange, analyse nodale, espace de

référence et solutions parasites .

IL.5.1.Construction des éléments de type Lagrange [6] [7]

La construction des fonctions approchées, pour ce qui concerne le champ
électrique E(x,y), s’appuie sur la notion de fonction d’interpolation. Ainsi, 'idée de départ
repose sur le calcul d’une fonction d’approximation commune u(x,y) permettant d’approcher
les valeurs des composantes transverses et longitudinales du champ E(x,y). Cette fonction
u(x,y) est obtenue par combinaison linéaire de n fonctionsp;(x,y), elles-mémes,
linéairement indépendantes :

u(x,y)=p,;(x,y)ay +p, (x,y)az +...+pa(x,y)a,
Les fonctions p;(x,y)peuvent étre des polyndmes, des fonctions trigonométriques, voire
méme toute autre fonction. Pour notre part, nous retenons le développement a partir des
polynébmes. Quant aux a;, ce sont les parameétres généraux de ’approximation. Ils n’ont
aucun sens physique. Malgré tout, nous préférons que cette fonction approchée u(x,y)
posséde des parameétres ayant une signification physique. En I’occurrence, nous désirons que
ces parameétres prennent la valeur de cette fonction en des points particuliers appelés nceuds.
Dans le cas qui nous préoccupe, la fonction u(x, y)doit posséder les valeurs des composantes
du champ électrique en ces points. Ces n nceuds doivent étre réguliérement répartis sur le
périmetre du triangle voire a l'intérieur du triangle lui-méme. Par conséquent, on choisit

comme ensemble de nceuds le treillis principal K d’ordre n du triangle présenté Figure I1-3.
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Figure II-3 : Neeuds d ’interpolation d ’un triangle dans le cas ou n=3.
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X 3 Xi 3 1 2 i
K=xvy)/| [=ZXA; ;XA =1 Ajeq0,—,—,....1 Eqg-1L.12.
Y1l i=l LYi i=1 nn

Ces nceuds sont appelés nceuds d’interpolation. Leur position est repérée dans le systeme de

coordonnées cartésien par le couple des valeurs (x 0°Yo) (x1 Y ), (X a1 Yooy )
Dans ces conditions, notre fonction u(x, y) prend les valeurs particulieres :
u(x,,y,)=u,

ux,,y,;)=u,

Eqg-11.13
u(Xn—l ’ yn——l) = Up
De cette maniére, la fonction approchée s’écrit :
u(x,y)=Ny(x,yu, +N, xyju, +-+N__ (x,y)u__, Eq-1I.14

0 1#]
ou Ni (x iV )= {1 ] J sont les fonctions d’interpolation
1=)

Ces fonctions d’interpolation doivent étre égales au nombre n de nceuds choisis dans

le triangle puisque les N, (x,y) doivent constituer une base compléte de 1’espace vectoriel des

polyndmes de degré n. Les développements futurs de nos calculs portent sur la forme
quadratique de !’interpolation des champs. En conséquence, cela va constituer le point de
départ de notre étude sommaire.

Nous présentons figure 1I-4, le domaine triangulaire a six nceuds constituant notre
maille élémentaire. Tout le probléme consiste désormais a expliciter les fonctions

d’interpolation N, (x,y)pour 0<i<5.



Figure I1-4 : Elément triangulaire de type Lagrange d *ordre 2

0,y0
u A y A (X 7y )
(xLyl) (x2,y2)
1
—> —»
& 1 | L0 A 0 X
- )O
2

Figure II-5 : Transformation isoparamétrique
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I1.5.2 Calcul des fonctions de Lagrange et espace de référence.
La détermination de cette fonction s’avére dans bien des cas trés complexe et
fastidieuse, et ce, notamment pour le calcul des intégrales intervenant dans la forme faible

Eq-I1.9. Pour lever cette difficulté, la notion d’élément de référence est introduite. Le calcul
analytique peut alors étre envisagé en introduisant une transformation géométrique bijective 1
qui a un point P de I’élément Q° appartenant a un espace de référence, fait correspondre un et

un seul point P d’un élément Q° de I’espace réel, et inversement. Nous proposons un
exemple de transformation isoparamétrique Figure II-5. Dans ces conditions, la fonction

d’approximation s’exprime dans I’espace de référence, sous la forme.
u(h,w) =Py wa, +P, L wa, +-+P (W), EqIL15
Pour notre part, nous avons choisi un élément de jype Lagrange. Dans ce cas, les

fonctions P, (A, 1) sont construites a partir des monémes indépendants constituant une base

compléte de I’espace vectoriel des polynomes de degré deux. Le nombre de variables n est de

ce fait relié a ’ordre m de ’approximation par la relation n = (m +1)(m +2)/2. On comprend

alors aisément les raisons qui nous ont amené & sélectionner six nceuds pour I’élément
quadratique de Lagrange. La base polynomiale compléte se décline donc, dans I’espace de

référence (A, ) sous la forme suivante :

~ ~ ~ ~ 2~ 2
P,,w)=1;P,AW)=A P, A w)=pn;P;Aw=r ; P, Aw=4u; P, u)=u
Exprimons qu’en chaque nceud d’interpolation de coordonnées (ki M) a savoir : 1-0, 0-1,
0-0 pour les sommets et 0-1/2, 1/2-1/2, 1/2-0 pour les nceuds milieux, la fonction u(i,p)

prend la valeur u, (A, ). Nous obtenons le systeme Eq-I1.16 suivant :
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Py (rosto) Pylgu) Pylhguig) PyGgimg) Po(oug) Pothg.mg)|[d,

a

0 ~
. . . . . . a

u 1

ST

Autrement dit nous avons :

{ui = Pl : } Eq-IL17a {5 i }= [P]‘l{ui } Eq-11.17b
ou
11 0 1 0 O] i
101 0 0 1 0 0 1 0 0 0]
1 1 0 -1 -3 4 0 0
pl=[1 0 = 0 0 = Pl =
i . 2 , 4 i 2 2 0 -4 0
1 5 0 2 0 0 0 4 -4 -4 4
1 l l l = l _0 2 -4 0 O_
L 2 2 4 4 4]

Dans I’élément de référence, d’apres I’équation Eq-11.15
2 2\
W =(1 & A~ 2w ou @) Eq-II 18
nous souhaitons exprimer u(A, 1) sous la forme :
uCo) = (N ) N o) o Ny, | Eq-1119
En reportant {5 ; } dans I’équation Eq-II.18, nous obtenons :
2 2\ 14
ubw)={(1 A p A Au p )P] {ui } Eg-1120
et en identifiant les expressions Eq-11.20 et Eq-II.18, nous en déduisons que :

2 2
<N0(x,,u) N, () .. Ns(k,u)>:<l Aop A A ou >[P]_1 Eq-11.21
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Figure II-6.a : Systeme de référence

Figure II-6.b : Systeme de coordonnées locales
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ou encore :

NyQuw=-21-22) N, A w=-ud-20) N,Aw=-nl-2n) ou n=I-A-u
N, (A, 1) =4un N, (A, 1) = 4kn N, (A, ) =4Ap Eq-11.22
De la méme maniére, on parvient a établir les fonctions d’interpolation de Lagrange pour les
éléments du premier ordre. Ces fonctions se déclinent donc, pour un élément & trois nceuds
d’interpolation, sous la forme :

NO(K,u)zk NI(K,u):u N, (A,u)=m oum=1l-A-p Eq-11.23
Les coordonnées (A, 1) du systeme de référence dans lequel nous venons d’exprimer les
fonctions d’interpolation du ﬁremier et du second ordre peuvent s’interpréter d’une autre
fagon. En effét, ces coordonnées s’apparentent également a celles d’un systéme de
coordonnées locales. Ceci est illustré Figure II-6a et II-6b. Dans le systéme de référence
Figure II-6a, on privilégie le repérage des nceuds via une transformation adaptée. Dans le
systéme de coordonnées locales Figure I1I-6b, Aetp traduisent ’existence de droites
colinéaires aux arétes des triangles.

Dans le méme esprit, il existe un autre systéme local lié a chaque élément tout aﬁssi
intéressant. Il est connu dans la littérature sous le nom de systéme ‘simplex’ ou systeme de
coordonnées barycentriques[6][7]. Un élément triangulaire issu de la discrétisation de la
section droite ainsi que le systéme ‘simplex’ associé sont illustrés Figure II-7.

Ce systeme local fait intervenir les trois coordonnées & 0 ’&—‘1 ,5,2. D’un point de vue

analytique, éo,él,izsont reliées aux coordonnées cartésiennes (x;,y;)des sommets du

triangle par la transformation suivante :
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Figure II-7 : Systéme de coordonnées barycentriques
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o ! ag by o |l
E"l '2—A al bl C1 X Eq-1124
&y a, by ¢y |y
avec ag =Xy, =X,y by =y; -y, ¢ =X,-X
8] =X,¥"XgY, DTV, oV 6 =X X

3, XY TX¥g by =Yooy €y =X X
) A“1 b b t 1 face du tri |
ou —5( 1€, —b,c,)est la surface du triangle

ou encore, dans la mesure ou il est possible d’inverser la matrice précédente :

1 I S R L
Xp=1X, X; X, &1 Eq-11.25
V) Yo Y1 Yo il6,

L’expression matricielle Eq-11.24 s’écrit également sous une forme plus condensée tel que :

1 .
&, :EX(ai+bix+ciY) 1=0,1,2 Eq-11.26

A ce stade, quelques remarques s’imposent.

a Les éi sont des variables sans dimension. D’un point de vue concret, elles représentent les

coordonnées barycentriques d’un point P de coordonnées x, y situé, dans le cas présent,

dans 1’élément Figure II-7. Ce point délimite trois triangles de surfaces AO JALA, La

somme de ces trois surfaces est, bien entendu, égale & la surface A de I’élément considere.

o Une étude plus poussée montre en définitive que les coordonnées barycentriques
- . Ai . . | .
s’écrivent aussi &, = e Il s’agit donc d’un quotient de deux surfaces, ou A représente la

surface totale du triangle. Quant a A, elle fait intervenir les arétes du triangle (inscrit
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dans I’élément triangulaire Figure I1-7) repéré par les sommets j, k et le point intérieur P.

En conséquence, nous pouvons écrire : & 0 +&1 +E_,2 =1

o Remarquons également que ce systéme s’apparente fortement a celui décrit Figure I1-6b.

En effet, lorsque &, =0, cela implique que la surface A ,est nulle. Le point P de
0 P 0

coordonnées barycentrique éo,il +&, =1lest donc localisé sur 'aréte 0. Cette aréte

représente le coté opposé au sommet O du triangle.
o En identifiant les coordonnées d’un point du systéme simplex avec celles du systéme local
A, L définies précédemment, nous obtenons :
&y =2 &1:;,; §,=1-A-p Eq-11.27
Notons cependant, que le systéme simplex aurait pu étre obtenu a partir de la
transformation géométrique T en développant de maniére analytique cette transformation et en
constatant que I’on obtient les mémes relations que celles écrites sous la forme Eq-11.27.
Par analogie avec les équations Eq-11.22 et Eq-I1.23, les fonctions d’interpolation de

Lagrange adapté au systéme simplex se déclinent donc de la maniére suivante -

Pour le second ordre,

No(&oaélaéz):_ao(l_zéo) Nl(&O’él’éﬁl):_E’l(l_zél)
N2(€0a§1,§2>:—éz(1_2£2) N3(é0’él>i2):4élé2
N, €8 .8,) =488, N (o8 8,) =42,

pour le premier ordre,

No(éo:élaiz):éo N1(§O’&1’£2):&1 Nz(éoaéhéz):iz
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I1.5.3 Description des champs électriques par les éléments a variables nodales de
Lagrange en régime statique et solutions parasites.

L’utilisation de ces éléments pour la discrétisation des formes intégrales décrites
précédemment Eq-11.9 laisse apparaitre lors de la résolution du systéme matriciel équivalent,
des modes n’ayant aucune réalité physique[8][9][10]. IIs sont qualifiés de modes parasites.
Dé¢s lors, une attention particuliére ft portée sur leur identification ainsi que sur leur

suppression. Konrad[5] fit le premier a les identifier comme des solutions ne possédant pas

. = | * .. .. X
une divergence nulle (V-[srk =0). Il préconisa donc de forcer la condition de divergence
nulle dans les équations a résoudre. Plusieurs travaux corroborérent cette idée[11][12].
Cependant, lorsque nous observons 1’équation d’onde Eg-Il.2a, nous constatons qu’en

effectuant le calcul de sa divergence, nous obtenons :

V(Vx([u’:]_lﬁxﬁ)-kgk’;}é) =0 = kgv([s’:];:) =0 Eq-11.28
Il est clair que les solutions de cette équation possédent toutes une divergence nulle a
I’exception de celles résultant du régime statique. Ceci a conduit naturellement & rechercher
I’origine des solutions parasites a ce régime. Nous souhaitons vérifier, a présent, si les champs
tels qu’ils ont €té décrits sur les éléments de type Lagrange vérifient les relations découlant
du régime statique, & savoir :
o Le champ électrique dérive d’un potentiel scalaire V.
o Son rotationnel est identiquement nul.

Insistons sur le fait que toute grandeur approximée par les €léments de Lagrange du 17
ordre est continue a l’intérieur du domaine de I’élément ( lintérieur du triangle), y
compris sur ses frontiéres. Rappelons en outre, que les dérivées premieres de ces grandeurs
par rapports aux variables générales X, y, z ne sont pas continues. Par contre, les dérivées

premieres effectuées par rapport aux variables portant la direction des arétes sont continues.
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Maillage arbitraire

Figure II-8 : Subdivision de chaque triangle du maillage arbitraire en six autres.
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On dit, d’ailleurs dans la littérature [13], que ces éléments sont de classe c?.
Ainsi, plagons-nous dans la situation ou les grandeurs sont les composantes du champ
électrique approximées par des éléments de Lagrange du premier ordre.

Dans cette optique, est-il possible de trouver, en régime statique, une grandeur
scalaire V sur cet élément de type Lagrange possédant un gradient (I:lt = —%tV) continu sur

les frontiéres de ces éléments ?

Dans la mesure ou cette approximation du potentiel V existe, elle doit étre nécessairement de
forme quadratique puisque le champ E est du 1* ordre. Elle doit aussi posséder des dérivées
premiéres continues sur les frontiéres puisque les dérivées du potentiel représentent les

champs électriques et que certaines conditions de continuité sur E sont a assurer. Ces éléments

seraient donc de classe C!. Cependant, Cendes et Wong [14] ont montré qu’il n’existait pas
de fonction par morceau, quadratique, définie sur ce type d’élément, tel que sa dérivée
premiére soit continue sur les frontiéres. Tout de méme, ils démontrerent qu’en partant d’une
décomposition arbitraire d’un domaine en plusieurs sous-domaines de type Lagrange, il fallait
subdiviser chacun de ces sous-domaines en six autres sous-domaines identiques (Figure I1-8),
pour que le gradient de la grandeur scalaire soit continue sur les frontieéres. Ainsi, pour un tel
maillage, les solutions en régime statique sont bien modélisées et la constante de propagation
correspondant a la fréquence nulle est exactement zéro. Bien évidemment, si nous retenons un
maillage arbitraire, I’approximation de la constante de propagation calculée a la fréquence
nulle est représentée par des valeurs parasites, en général élevées, apparaissant dans tout le
spectre des valeurs propres, vraies solutions du probleme.

Les éléments a variables nodales appliqués a la discrétisation des formes intégrales
Eq-119a, Eq-11.9b[15] nécessitent, entre autre solution, un maillage spécial si I’on désire éviter

I’apparition de ces solutions parasites. L’emploi de ce maillage spécifique ne permet donc
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plus une utilisation systématique des mailleurs professionnels et commerciaux issus. des
logiciels comme IDEAS, CATIA, ANSYS, ou encore MOSAIC.

En conséquence, pour pallier le probléme des modes parasites et pour conserver la souplesse
du logiciel de maillage que nous avons adopté, notre choix s’est porté sur la méthode des
éléments d’arétes. En effet, la raison pour laquelle les éléments nodaux de Lagrange laisse
apparaitre les solutions parasites est liée au fait que ’on ne puisse pas trouver un potentiel
scalaire V dont dérive le champ électrique en régime statique.

Imaginons malgré tout, que le potentiel V soit approximé par les éléments nodaux de
Langrange, et souvenons-nous que les dérivées premicres des seules composantes
tangentielles sur les frontiéres du triangle sont continues. Dans ce cas, si I’on bétit, & partir des
éléments nodaux, une approximation ne faisant intervenir que les composantes nodales
projetées sur les arétes, les grandeurs sont continues ainsi que leurs dérivées. Nous venons de

traduire sommairement la base sur laquelle repose les éléments finis a éléments d’arétes.
I1.6. Les éléments tangentiels ou éléments d’arétes

Dans les développements qui vont suivre, nous utiliserons, comme point de départ, les
champs nodaux issus de I’élément de Lagrange. Ceci permet de mieux comprendre la raison
pour laquelle nous avons jugé utile d’en rappeler brievement les fondements.

Tout comme pour les éléments nodaux de Lagrange, les éléments d’arétes sont d’ordre
zéro, d’ordre un, voire d’ordre plus élevé. A ce jour, les travaux parus sur les €éléments
d’arétes concernent les ordres zéro et un pour les développements des champs dans le triangle.

Nous proposons en préambule de débuter notre étude par I'ordre zéro, méme si, nos
préoccupations concernent essentiellement 1’ordre un.

Comme nous le verrons dans les pages qui suivent, ordre zéro et ordre un different

notablement, et ce, par I’ajout de composantes normales aux arétes du triangle d’ordre un
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Figure 1I-9.a : Elément tangentiel d *ordre zéro
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comparé a [’ordre zéro ou seules des composantes tangentielles aux arétes du triangle sont
necessaires.
I1.6. 1.Elément tangentiel d’ordre zéro

Par définition, cet élément est construit en projetant sur les trois arétes de I’élément de
type Lagrange du premier ordre figure II-9a, les valeurs des champs nodaux transverses
Elt situés aux sommets 0, 1, 2 du triangle. Rappelons que I’approximation nodale du champ

transverse, dans le triangle, est de la forme:

- 2 .
Etransverse(xa y)= ZéiEt =E; (x,y) Eq-11.29
1=0

1=

Nous souhaitons décrire une nouvelle approximation des champs dans laquelle les

variables indépendantes e; sont plutdt affectées aux arétes qu’aux nceuds du triangle. Puisque

cette approximation est, dans un premier temps, a 1’ordre zéro, nous devons veiller a ce que le

champ soit approché par une constante sur chaque aréte. Ceci se traduit par les variablese;,
projections des champs nodaux E} sur les arétes du triangle repérées par les vecteurs unitaires

tangents aux arétes oy, tj;,tyg. On observera que deux champs nodaux Ejd’une méme

aréte possedent une projection identique sur celle-ci.

_.0 - t _.1 - ' _.2 - i
Ef -to1 =€ Et-tor =¢€3 Ei -ty =e
) 2) 3)
B0 Ty =¢) BT, = e B2.3, e
t 120 =€ t 112 =€o t 12 =°%0
Nous pouvons également écrire le champ au nceud 0, I:Z?dans la base (n Ol’ﬁzo) sous la
forme :
EY = ad,, +Bn,, o Mgy et Ny sont les normales aux arétes 01 et 02
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Chapitre I

nous déduisons d’apres la relation 1) que :

€ [
o == L B=— Z
Moo " to1 Dop o
- © o snp. . T2A
g toy =—sinfo=r—1—
o 01720
or nous pOUVOﬂS aussi écrire ; T
Lo Lo 2A
Mor-tao =SB0 =TT
01~ 20

ou A représente [’aire totale de ['élément et L;; la norme de ['aréte ij

De ce fait, nous obtenons les relations suivantes:

L. L

I . L
50 - _ 720701 -

01L20 =

2A 01 2A

L L
V.e =—_—203 V.e =--—103
V€ ==554 Mo Vb =75, o

et par voie de conséquence,

—.O L t

€] +——1’12062

Eq-11.30

Dans le méme esprit, nous pouvons exprimer les champs transverses a partir de leurs

composantes définies sur les arétes du triangle au moyen des relations Eq-I1.31 et 32. Ces

relations sont, du reste, démontrées dans I’annexe II.
—ol L ' —

_.2 L 1 —
Et =-L ,eoV&| +Lpe1Vig

Eq-11.31

Eq-11.32

A ce stade, ’approximation basée sur les composantes tangentielles que nous

souhaitons construire, est obtenue en reportant dans 1’équation Eq-I1.29 les expressions des

champs nodaux E? , I::% , E% traduites respectivement par les équations Eq-11.30,31,32.

70



- t12
nj;

Figure II-9.b : Elément tangentiel d *ordre zéro
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Nous obtenons :
Et(xa Y) = [&161&2 —&2§t&1]L1260 +[&2§té0 "Fvoﬁtéz ]Lzoel + [&0‘*71:&1 _&1§t§0]L016'2

Eq-11.33

En posant
To ) =8, V&, ~E,VE 7,060 =E, Vg —E Vi)
yz(xa Y) = éovtal _él§tg0

€y = L12% > e =Lyl ey =Ly
Nous aboutissons, en définitive, a I’expression approchée du champ sur cet élément

triangulaire figure II-9b qui s’exprime sous la forme :

_ 2
E(xy)=Z¥,(xy)e, Eq-11.34
i=0

Ou ?i (x,y) est appelé fonction vectorielle de base et e, est le produit de la composante

tangentielle du champ sur [’aréte considérée par sa longueur.
Cet élément associé & la formulation intégrale décrite précédemment a été utilisé dans
quelques travaux parus depuis 1996 avec succes[16][17].
Toutefois, dés que 1’on désire accélérer la convergence de la méthode, il est préférable
d’utiliser ce type d’élément a un ordre plus élevé. Pour cette raison, le paragraphe suivant
présente la construction de 1’élément tangentiel du premier ordre, qui rappelons-le, constitue
I’ ossature de ce mémoire de these.
11.6.2 Elément tangentiel du premier ordre

La construction de cet élément est, dans son ensemble, identique & celle qui précede.
Nous souhaitons que le champ sur chaque aréte du triangle soit approché par une fonction

linéaire.

72



Présentation des éléments a vecteurs tangentiels Chapitre 11

Par définition, et afin d’éviter I’apparition des solutions parasites, la composante transverse
du champ électriquelﬂit =EyX+E¥ sur cet €lément doit étre interpolée de maniére a ce que
Y“71 xEt -Z soit un polyndme du premier degré [18].

Pour expliciter tout ceci, considérons le triangle figure II-10 ou nous avons défini les vecteurs

unitaires tangentiels et normaux aux arétes comme suit :

N

Figure II-10 : Définition des vecteurs unitaires tangents et normaux aux arétes
Par analogie avec I’ordre zéro, I’obtention de 1’élément tangentiel du premier ordre repose sur
la projection des valeurs de champ situées sur les nceuds d’interpolation de I’élément de type

Lagrange, mais du second ordre (figure I1-11)

Figure II-11 : Neeuds d’interpolation de Lagrange d’ordre deux.

Ainsi, 'expression du champ transverse dans cet €lément s écrit
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- 5 L .
Ey = IN;(€o,&1,87)Eq Eq-11.35
i=0

ou Nj(o,E1,Ey)est le polynome de Lagrange du second degré au nceud i. E{ est la
variable nodale du champ au neeud i. C’est la valeur du champ a ce nceud.

Le but poursuivi consiste a remplacer les variables nodales E{ par des variables tangentielles

eﬁ définies de la maniére suivante :

=0 7 0 =3 Uiy 0 =207 0
E{ -toy =€ E{-to =€, Ef -ty =€y
=0 - 1 =1 7 1 =2 7 1
E{ -ty =€5 Et't01:e()1 Ei -t12 =€y

ou les indices i, j sont les numéros des nceuds définissant |’aréte mais ['exposant ne prend
logiquement que les valeurs 0, 1 sur chaque aréte.
Ces variables tangentielles sont les projections des champs issus des nceuds du triangle sur les

arétes de celui-ci. Ces nouvelles variables indépendantes sont représentées sur la figure 11-12.

1
€12 €12

Figure II-12 : Description des variables tangentielles pour le triangle d’ordre 1.

Les variables nodales du champ aux nceuds 3,4,5 situés aux milieux des arétes sont la

moyenne de celles situées aux sommets du triangle. Nous avons :
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g3 _E% +E%
3=
2
54 E{ +E{
-
2
iS5 _E? +E}
2 =
2

Les champs E%sont alors déduits des relations précédentes et s’expriment en fonction des

k

variables €j; sous la forme :

- [+ [§]
E)=— g5, +—2 1,
Ny - to1 ngp-tyo
0 1

N € [
E{—_‘ 12_, n 1+_ 0£ ﬁlz
nop -ty nyy - tog
0 1

- € e
B2 %0 g, 12 g
nyy -ty nyo -t

A cet égard, considérons le triplet (i, j, k) représentant les trois sommets du triangle figure II-

12 . En effectuant toutes les permutations circulaires de ce triplet, nous observons que

— -

jj-tj =-sinBjetni -ty =sinb; Annexe III
ou 8 représente I'angle au sommet ou au neeud i du triangle.
Ainsi, les variables nodales E} se simplifient et s’écrivent sous la forme suivante :

=0 1 1 = 0 =
E :—,——[e ng; —¢€ nzo]
t sin B 2070101

=1 1 |1 = 0 =
E :.—~[e Ny —e,iig ]
t sin 0 01 12701
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=2 1 1 = 0 =
Ef =— [e Nyg — €500 ]
t sin 65 12 20712

En reportant dans 1’équation Eq-I1.35 les expressions des champs E! ainsi obtenues, nous

obtenons 1’expression Eq-I1.36:

i=1sin B - X Y

Le but poursuivi consiste a 1’établissement d’une approximation du champ transverse dont le

V, xE est un polyndme du premier degré[19]. Le calcul de ce terme nous conduit au résultat

suivant :
5 = _ 2 1 _ 0 _
i=081n 6
En nous aidant des relations :
. ik
Vi = __?_Injk Annexe 111

njj XNy =—sin 6,z

nous écrivons ’expression du rotationnel sous la forme contractée tel que:

S ~_2ij[1 0]~ X
VixE¢{ = igoﬂ ey + €512 Eq-11.37
Comme nous pouvons le constater, la formulation Eq-I1.37 du rotationnel du champ
transverse ne fait intervenir que des termes constants. Ceci est contraire a ["hypothése de
départ[18] établie au début du paragraphe II5.2. qui stipule que le rotationnel est du premier
ordre. Des variables supplémentaires doivent donc étre introduites dans cet élément[15]. Ces

fonctions vectorielles de base ne contribuent, en aucune maniére, a la description des

composantes tangentielles le long des arétes de 1’élément. Ainsi, nous retenons deux
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composantes dénommées composantes faciales fj et f; Figure 1I-13 situées sur la face du

triangle et normale & deux des trois arétes de celui-ci. Ceci est défini figure II-13. C’est a ce
stade que nous constatons une différence notable entre ordre zéro et ordre un. Ces deux
variables faciales suffisent, a elles seules, & assurer le caractere complet de la base dans
laquelle le probléme est décrit. En effet, notre développement des champs repose sur une
association de fonctions de base linéairement indépendantes. Bien évidemment, il n’y a pas de
critére établi pour ce qui concerne le choix de I’aréte sur laquelle ces nouvelles variables sont

définies.

Figure II-13 : Adjonction des variables faciales fj et f;

Dans le contexte de la figure II-13, Les expressions définies précédemment des champs

E? et E? aux nceuds 4 et 5, se trouvent modifiées. Par conséquent, nous obtenons :

=0 =2
- E{ +E -
B ==L L ffigg
2
=0 =1
- Ef +E -
ESZ——t———t—-f-fanl

De ce fait, ’équation Eq-11.36 se transforme en :

- 2

E= Zsi—ii-e—[eiiﬁij "e%ﬁki ]+ fonig0(4€082) +f1n01(4€081) Eq-11.38
i=15in O;
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De la méme fagon, nous avons :

- - 2L 2 : -
VixE; =% i[eid +eg]2+—f0(L015in90§0 —LyysinB6,8,)z
i=0 24 A Eq-I1.39

2 . . -
5 fiL 12 sin 015, — Lo sin Bo&o) 2

A ce stade de notre développement, nous remarquons que 1’expression Eq-11.38 du
champ transverse est du second ordre en £. Quant a celle du rotationnel du champ transverse,
elle est du premier ordre. On notera que I’on retrouve dans cette expression le terme constant

obtenu au départ, sans I’adjonction des variables faciales. Le rotationnel du champ transverse
ainsi défini, garantit que la solution non triviale de 1’équation V, xE, =0 est E, =-VV.

Les solutions résultant du régime statique sont donc correctement modélisées et aucune
solution parasite ne peut apparaitre.

Dans les structures a étudier, un certain nombre de modes possédent une composante
longitudinale E,. De I’expression VxE= Vi xE; + ([, ](?tEZ +vE,))xZ l'utilisation des
polyndmes de Lagrange du second ordre pour décrire ce champ E, découle naturellement. En

effet, il faut que V, xE; et V,E, soient du méme ordre[18], en I’occurrence le 1 ordre

puisque E; et E, sont d’ordre 2. Nous posons par conséquent :

N;(E)EL Eq-11.40

M uw

E,=
i=0

il

ou
No=80(280-1D) N;=£;(251-1) Np=£,(28,-1)

N3 =418, Ny =4E08, N5 =4£0&

sont les polynomes d'interpolation de Lagrange du 2™ degré définis au paragraphe I11.5.2
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Conformément au principe de la méthode des éléments finis, I’approximation des
champs sur chaque triangle issu de la modélisation géométrique de la structure permet de
transformer la formulation intégrale en un systéme algébrique d’équations linéaires. Dans le
paragraphe qui suit, nous présentons ce systéme €tabli sur une maille élémentaire.

I1.6.2.1 Discrétisation des formes intégrales sur une maille élémentaire

Considérons la description des vecteurs tangentiels de I’élément triangulaire de la

figure II-13. Tout élément Q°du maillage de la structure faisant I’objet de notre étude,
possede la méme configuration de vecteurs que celle de I’élément de la figure II-13. Il nous
apparait donc judicieux de présenter la discrétisation des formes intégrales Eq-I.9a et b a
partir de cet élément avant de I’étendre sur I’ensemble de tous ceux constituant la section

droite de la ligne de propagation. Ainsi, en substituant dans ces équations intégrales les

. , . =¥ * . N . , .
expressions du champ électrique E ¢ et e ; obtenues respectivement a partir des équations

Eq-11.38 et Eq-11.40, nous obtenons le systéme matriciel suivant :

e =* e e =¥
At’[ O|IE t — 'YZ Btt CZt E t Eq-II41
0 O0fle*, C;, DY, |le*,

0
€01
1 [ %0
€01 e*z
0 1
12 e*,
1 %2
. —x e
ou Et:f(1)2>, et e*, =3 %
*
€50 e 421
6120 e*z
5
fo Le*z,
L f1

La numérotation de ces variables ainsi que de leur fonction de base sont décrites dans le
tableau II-1. Dans ce tableau, chaque ligne représente une variable du champ, son numeéro et

celul de sa fonction de base.
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Cette convention nous permet d’expliciter les termes du systéme Eq-11.41:

. N B Lo .
AfG,D= | (VtXWi)'—*-(VtXWj)—kg([S:}Vi)'Wj @ ijef, .., 8
QL Hrzz
SN -~* - - P
B, )= | (_I»lr}\”i)'Wde ijel, .., 8
Qe
- ~% = - . .
csG, = | ([ur ]Vt@i)-wjdg icf, ., 14} jef, .., 8}
Qe
C%,G, )= | ([nﬁ }q/i).vtcpjdgz iefl, ., 8 jefo, ., 14}
Qe
A E [(f/t@i)-([ﬁ? ]@;@j)—kéws?zz@icpj]dﬂ iel, ., 14} jef, .., 14
QC

Ces intégrales sont calculées de maniére analytique en observant que:

igiek g UKI2ZIA . ) e n
[ & 0616,dQ=———— . On comprend donc, & ce niveau, tout I'intérét de ramener les
of (+j+k+2)!

calculs & la maille de référence et au systéme barycentrique.

Comme nous I’avons signalé, le systeme matriciel Eq-I1.41 est défini sur 1’élément
triangulaire de la figure II-13. Cependant, pour I’étude d’une structure un grand nombre
d’éléments discrétise son plan de section droite. C’est pourquoi, les équations Eq-II.10a et b
doivent étre remplacer par une sommation des matrices ¢élémentaires de type Eq-1L41 ; il
s’agit de ’opération d’assemblage.

[L.6.2.2 Assemblage des matrices élémentaires.

Par matrices élémentaires, nous entendons les matrices obtenues sur chaque élément

du maillage de la structure. Elles sont rigoureusement identiques a celle établie au paragraphe

précédent. Cependant, elles différent les unes des autres uniquement par les caractéristiques
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POUR LE TRIANGLE DE BASE dele figure II-13

'Variables du champ  jnumérotation Fonctions de base
0 1
o1 yp=- .&0 I
Sin 60
1 2
o1 yy = .&1 np)
sin 0
0 3
°12 Gy =-—L 7
sin 61
1 4 - ~
°12 G4=—22 7
sin 0,
0 S - -
€20 Yy =— _&2 ny
sin 0y
1 6
€20 Ve = S0
sin B
fo 7 Y7 =480820 20
f) 8 yg =4Eo€ng;
e*) o 09 =&0 (289 - 1)
e*) 10 e10 =€1(281 -1
o*2 11 ¢11=82(28, -1
¥4
e*3 12 012 =48618>
e*t 13 913 =4E0E>
o3 14 014 =4808)
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géométriques de leur triangle ainsi que la nature physique des matériaux dans lesquels
baignent ces ¢léments.

Il est donc astucieux a chaque fois que nous désirons construire une matrice relative a
un triangle du modéle géométrique de la structure, de se reporter sur celle établie
précédemment. Pour ce faire, nous avons privilégié un sens de numérotation du triangle a
partir duquel I’affectation des variables du champ électrique est unique. Dans le cas de
I’élément figure I1I-13, nous avons considéré le repérage de son triangle par les numéros de ses
trois sommets suivant le sens trigonométrique, c’est-a-dire (0, 1, 2). Il convient par la suite
d’identifier les numéros des sommets de chaque triangle constituant la description
géométrique de la structure par rapport a ceux du triangle figure II-13 pour permettre le
repérage des variables et leurs affectations sans aucune ambiguite.

Bien que le calcul de ses matrices soit une étape importante, 1’objectif principal de

cette rubrique demeure la mise sous forme matricielle des équations Eq-11.10.a et b. Il consiste

a remplacer la somme des intégrales sur les sous-domaines Q°par la somme des matrices
élémentaires relatives a ces sous-domaines. Nous parlons donc a cet égard, d’opération

d’assemblage. Pour illustrer sa mise en pratique, considérons le cas le plus simple d’un

domaine Q subdivisé en deux sous-domaines Q' et Q. Remémorons-nous que, chaque
sous-domaine sélectionné séparément comporte :

o Six variables affectées aux composantes tangentielles aux arétes du triangle.

0 Deux variables attribuées aux composantes faciales normales aux arétes.

o Et enfin, une variable longitudinale associée a chacun des six neeuds du triangle, soit un

total de six variables longitudinales.
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€z
Figure [I4a: Les composantes transverses Figure I14b : Les composantes longitudinales

Figure I1.14¢ : Triangle de base
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Nous retrouvons a ce niveau les quatorze composantes citées précédemment au
paragraphe I1.5.2.1. Signalons en outre que, les deux variables faciales sont des entités
propres a chaque triangle. Elles ne peuvent é&tre, en aucun cas, mises en commun
avec les triangles environnants. Partant de ce constat, les deux sous-domaines pris
séparément mettent en jeu, vingt huit variables différentes.

Effectuons maintenant 1’association des deux sous-domaines comme l’indique les
figures II-14a (du point de vue des variables transverses) et II-14b ( pour le point de vue des
composantes longitudinales) ; ces deux figures étant identiques. A ce stade, il est nécessaire
de rappeler briévement les points suivants :

o La numérotation des nceuds et des variables des deux sous-domaines est absolument
quelconque.

o Du fait de ’association, une aréte et par conséquent trois nceuds sont communs aux deux
triangles.

Dans ces conditions, cing variables sont identiques, a savoir :

o Trois variables nodales, les champs longitudinaux aux nceuds 1,6,5.

0 Deux variables tangentielles & ’aréte passant par les noeuds 1-6 et 6-5.

En conséquence, pour la configuration adoptée figure 1I-14a-14b, seules subsistent vingt trois

variables indépendantes (2x14-5); quatorze sont transverses el...e!* et neuf sont

longitudinales elZ ...eg. Ces variables et la numérotation, a priori, sont répertoriées dans le
tableau I1-2, et ce, dans les colonnes trois, quatre et six, sept. Quant aux colonnes un et deux,
ces derniéfes répertorient ’ensemble des variables et leurs numéros d’affectation spécifiques
au triangle de base défini figure II-14c. Bien évidemment, comme il s’agit de I’élément de

base, la numérotation s’échelonne de un & quatorze.

84



Variables Variables Numéro Variables Numéro
tangentielles K globales I d’affectation globales 1 d’affectation
et
longitudinales Numeérotation Numérotation Numérotation
eO 1 e 1 Loc(1)=1 -€g 6 Loc(6)=6
01
e 1 2 €y 2 Loc(2)=2 -€s 5 Loc(5)=5
01
e0 3 e; 3 Loc(3)=3 eg 9 Loc(9)=3
12
ol 4 eq 4 Loc(4)=4 €10 10 Loc(10)=4
12
eO 5 €5 5 Loc(5)=5 el 11 Loc(11)=5
20
ol 6 e 6 Loc(6)=6 eln 12 Loc(12)=6
20
fo 7 eq 7 Loc(7)=7 e13 13 Loc(13)=7
f, 8 eg 8 Loc(8)=8 €14 14 Loc(14)=8
e*g 9 el 15 Loc(15)=9 ¢! 15 Loc(15)=9
0 3 6 = 5 7 =
e*lz 1 e3 1 Loc(16)=10 e 1 Loc(17)=10
5 7 = 8 =
e*% 11 e 1 Loc(17)=11 et 21 Loc(21)=11
4 8 = 9 =
e*i 12 e 1 Loc(18)=12 e 22 Loc(22)=12
6 = 7 3)=
e*g 13 el 19 Loc(19)=13 e’ 23 Loc(23)=13
R *i 14 ef 20 Loc(20)=14 eg 19 Loc(19)=14

Triangle de base

Sommets ;

sens 0.1.2

Le sous-domaine Q!

Sommets : sens 1.3.5

Le sous-domaine Q°

Sommets : sens 1.5.8

Tableau II-2 : Allocation d’un numéro i d’une variable globale 2 son homologue d’indice k du triangle de

base tel que Loc(i)=k.
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Nous abordons maintenant, la phase cruciale de notre opération d’assemblage. Pour
comprendre la signification de I’écriture de Loc(i)=k dans les colonnes cinq et huit de notre
tableau, il nous faut préciser la démarche adoptée. Dans un premier temps, il importe de

rappeler que chaque triangle est repéré par ses trois sommets, en I’occurrence (1,3,5) et (1,5,8)

respectivement pour les sous-domaines Olet 0? , et (0,1,2) pour le triangle de base. Cette
numérotation doit toujours s’effectuer dans le méme sens de rotation. Nous avons choisi le
sens trigonométrique.

Notre but consiste, désormais, a passer d’'une numérotation globale, trés gourmande en
taille mémoire, a une numérotation faisant toujours intervenir le triangle de base. Ce triangle
parcouru dans le sens trigonométrique est décrit figure II-14c. Ses variables, rappelons le, et
leur numérotation sont déclinées dans le tableau II-2 aux colonnes un et deux.

A ce stade, la variable Loc(i)=k est introduite pour allouer & un numéro d’indice 1
d’une variable globale sur un triangle quelconque, celui de son homologue d’indice k dans le
triangle de base figure II-14c. Cette allocation présente ’intérét de toujours conserver pour

I’élément triangulaire quelconque, des matrices d’ordre 14x14.
A présent, établissons les matrices élémentaires relatives aux triangles olet Q%

Pour Pélément ', le systéme matriciel équivalent est :

1 1 1 1 1
0 Oile 7z C tz D zZ eZ

1
{ lt}sont les variables du champ électrique affectées spécifiquement au sous-domaine ol
€z

Les termes des matrices sont résumés de la maniére suivante :

At (. ) = Af (Loc(), Loc(i)) B, ) =B (Loch),Loc(i)) Cl(,j) = C% (Loch), Loc()))
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C{Z @i, j) = C%, (Loc(i), Loc(j)) DlZZ (i,]) =D, (Loc(i),Loc(j)) avec i, j les numéros des
variables globales de I’élément considéré.

Pour I'élément Q2 le systéme matriciel équivalent est :

2 2 2 2 2
Att 0 Et — 2 Btt CZt Et Ea-11 43
2(7Y |2 n2 1.2 q-1
0 0]jez Ciz Dz ]lez

2
Ou {EE } sont les variables du champ électrique définies au tableau I1-2.
eZ

Les termes des matrices sont résumés de la maniére suivante :

AZG,j)= A% (Loc(i),Loc(j)) BA(, 1) =BE(Loc(i),Loc(})) C% ()= CE (Loc(i), Loc(j))

-

C%Z(i,j) = C§, (Loc(i),Loc(j)) D%Z (i,j) = DS, (Loc(i),Loc(j)) avec i, j les numéros des
variables globales de I’élément considéré.

Pour effecteur I’assemblage des deux systémes matriciels Eq-11.42 et 43, nous devons
d’abord les étendre a I’ensemble de toutes les variables inconnues du maillage. Ceci est
appelé : opération d’expansion des systémes matriciels.

Le systéme Eq-I11.42 doit étre écrit pour les vingt trois variables. Nous avons donc

91 - |1 |1 e
Ag OPEi|_ 2|By Cp By Eq-11.44
0 0les cl DL |le,

e}

Ou E, ={ } c’est-a-dire, toutes les variables transverses
ei4
e

Et e, =< } c’est-a-dire, toutes les variables longitudinales.
€z
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Autrement dit, la matrice 1‘5x1 est d’ordre 14x14 au lieu d’étre 8x8 comme A1 . La raison est
tt tt
ue les termes de la matriceAl correspondant aux numéros des variables attribuées a
q t p

a2 2 o n . . :
I’élément QQ° sont tous mis a zéro. Dans le méme ordre d’idée, 1’opération d’expansion des

autres matrices du systéme se résume par les transformations des matrices suivantes:

a Bh d’ordre 8x8 en B'tlt d’ordre 14x14
a C}[Z d’ordre 8x6 en C'tlz d’ordre 14x9
a Clzt d’ordre 6x8 en C'th d’ordre 9x14
Q DlZZ d’ordre 6x6 en D'ZZ d-’ ordre 9x9.
Cette expansion effectuée sur le systéme matriciel de I’élément 02 aboutia :
{Ag O}{Et} =7’ B:‘E C:tiz {Et} Eq-11.45
0 0fle; Cx Dz ]le:

A ce stade, ayant écrit les deux systémes matriciels par rapport a toutes les variables
inconnues, 1l convient donc d’en effectuer la somme. Nous pouvons constater tout
logiquement que seuls les termes des matrices des systémes Eq-11.44 et 45 dont le numéro de
ligne et de colonne sont identiques, s’additionnent. Ceci se traduit, tout simplement, par la
sommation des termes des matrices correspondant au numéro, des variables, commun aux

deux éléments. Nous obtenons en définitive :
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AL +aZiss) Alee+alise
AL 65+a%65 Al©66)+AaL66)

o
0

4] .
0|]e14
0

0

0

O-

d [
. . . o e
0 0 0 0000
. gl I 5)-;-B2(55) BL (5,6)+ B2 (5,6) cl s15-c2 15 el san-cieiny .l (519)-c2 (519 ‘

1t (> 1t (> 1t (% 1t (> A 1z S VASH (> TACE TACE el
1 2
BL(65)+B2(65) BL66)+BEE6) . che19-ci1s) .cLein-ciein ¢l (619)-c3 619

Tl chass-cdass clase-clase) . DL515+DLA51S) Di(1517)+D%(A517) DL (1519)+ DL 519) [l

. chars-ckars cLarne-cLare) . DLA715)+DLAT1S) DLA717)+DLA717) DL A719)+DZ(719) . )
o cLaos-c2ass clase)-ckass) . DL915)+DL(915) DL (1917)+D%(917) DL (1919)+ D% 1919) .|l °z

Ce systéme matriciel ne comporte pas tous ses termes. En effet, nous n’avons
représenté que ceux sur lesquels une addition ou une soustraction est nécessaire. Les pointillés
remplacent les termes provenant des opérations d’expansion. Ils peuvent étre nuls.

Pour réséudre cette équation, nous devons nous assurer que les conditions aux limites
de la structure ont été prises en compte. Lorsque nous souhaitons, par exemple, imposer les
conditions d’un court-circuit électrique, certaines variables du champ électrique sont nulles.
Par conséquent, nous supprimons dans les matrices globales les lignes et les colonnes
correspondant aux numeéros de ces variables.

Avant d’aborder le type de méthode numérique choisie pour la résolution du systeme,
nous désirons établir la maniére dont peut étre traité le probléme des pertes métalliques,

notamment pour I’étude future des lignes de transmission planaires.
I1.7 Calcul des pertes métalliques par le biais de I’impédance de surface

Nous avons vu précédemment que chaque domaine de la structure étudiée pouvait €tre
p
décomposé en éléments triangulaires. A priori, rien ne nous interdit d’en faire de méme pour

les rubans conducteurs constituant les lignes de propagation. Il suffit, a ce titre, de considérer
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le conducteur comme un milieu diélectrique de perméabilité relative p. =1 et de permittivité

relative complexe €, = (1—j——). La variable ¢ n’est autre que la conductivité finie du
0E

matériau conducteur. Nous présentons dans le chapitre suivant nos résultats lorsque nous
maillons dans les rubans conducteurs. Le fait de mailler dans ces rubans conducteurs entraine,
sans aucun doute, un accroissement de la taille du systéme matriciel a résoudre et par
conséquent une augmentation du temps de résolution, et ce, par rapport au cas ou le
conducteur est parfait ou bien remplacé par une impédance de surface.

Dans ce paragraphe, nous ne discutons pas de I’opportunité du choix du concept
d’impédance de surface pour l-a description d’'un conducteur métallique dont la conductivité
est de valeur finie[20]. Nous n’abordons pas, non plus, les calculs relatifs aux différentes
expressions possibles pour cette impédance. Ce dernier point a d’ailleurs été abondamment
étudié dans I’équipe électromagnétisme, par le biais des theses de Didier Kinowski [21] et
Christophe Delabie [22]. Notre objectif consiste simplement & montrer la facon dont est
introduite cette impédance de surface, dans les é€quations définies auparavant. A notre
connaissance, peu de travaux integre cette notion d’impédance de surface dans le cadre des
éléments finis a éléments d’arétes.

Considérons une interface décrite par une impédance Z. La relation qui lie les
champs électromagnétiques et cette impédance est définie par I’expression Eq-1146, a savoir

Exfi=ZAax@xH)  [23] Eq-I1.46
L’implantation de cette formulation dans les équations intégrales Eq-11.9a et b s’effectue en
ajoutant les intégrales de contour relatives aux triangles dont une des arétes I' est située sur la
frontiére définie comme étant celle d’un conducteur imparfait caractérisé par une impédance

dite de surface et notée Z.
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Ces deux intégrales de contour sont :
- - |
r Hrzz
J [([ﬁ:]?tez +Et)-ﬁ]wzdr Eq-11.47b
T

A ce stade, I'objectif consiste a remplacer V,xE, et [([ﬁ:}@tez +E;)-n par leur

expression tirée de I’équation Eq-11.46.

Pour y parvenir, nous exprimons le champ magnétique H en fonction du champ

électrique Eet décomposons 1’équation Eq-11.46 en deux expressions, |’une transversale et

”autre longitudinale.

Par conséquent, nous avons :
fFl- -

u| VxE
—Jorg

1
——
Uryz

H= [ur] VxE =

Ce qui nous permet d’écrire,

|
nxH=nx

Krzz

En définitive, nous obtenons :

.- L - L
fix (i xH) = VtXE*t + [[“J(Vth+YEt)'n](ﬁxz)

JOUH 1z, joro

: ?txﬁt—([[ﬁ?](VthwE)t]-ﬁ)z

ﬁt xﬁt +([ﬁt“§tEZ +yI::t])><2

Puisque Exn =E; xn+E,(zx1n) = Zsn x(n x H), nous en déduisons les relations suivantes :

- - 10 L =
S

Urzz

JOM o
ZS

[[ﬁ:](ﬁtez +Et)]-ﬁ =-

=¥

En les reportant dans les intégrales Eq-I1.47a et b, nous aboutissons a :
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[V, xBy ——fix Wy dl =~ 1220 [@xE ) (Gx W,) dT Eq-11.48a
r Hrzz s I

J’(Hﬁ:kvtez +Et)]'ﬁ)wz dr:_j(DLlo
r 4

fe,w, dl Eq-I1.48b
r

La discrétisation de ces intégrales de contour vient modifier en partie le systéme
matriciel & résoudre. En effet, pour prendre en compte la nature métallique ou

supraconductrice d’un matériau par le biais d’une impédance de surface, il suffit de

remplacer :
. L. jou . L
a ASGj)  par AL G+ 20 [GEx ;). (7 x§)dl
- S re
.. R [0
o DSGj)  par DS, (5, §)+ 220 | gip;dT
S re

Le calcul de ces intégrales de contour se fait de maniére analytique en observant
que tout point d’une aréte d’un triangle située sur un conducteur, posséde une des trois
coordonnées barycentriques nulle tandis que la somme des deux autres vaut l’unité. Par

conséquent, l’expression générale de [D’intégrale de contour se met sous la forme

[ £(&;,&;)dl". Dans I’annexe IV, nous montrons que [ f(§;,&;)dl" = Lijj'(l)f(ii,l—éi)déi ou
re re

Lj; est la longueur de I'aréte considérée.
I1.8 Résolution numérique

Le systéme matriciel & résoudre correspond a celui d’un probleme aux valeurs propres.
Le but de notre travail consiste a choisir dans la palette des méthodes numériques disponibles
celle qui correspond le mieux a notre probleme. Ceci suppose que soit clairement spécifier les

propriétés des matrices globales (Eq-11.49) issues de 1’opération d’assemblage, a savoir :
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Atgt O{ET}:YZ Btgt Cgt {Et} Eq-11.49
0 0fle; ct DE, |le:

Les propriétés de ce systeme dépendent de la nature des matériaux qui constituent le
support de propagation. Dans le cas des structures sans pertes, les matrices de ce systéme
sont réelles et symétriques. Par contre lorsqu’il existe des pertes, elles demeurent symétriques
mais a coefficients complexes. Bien évidemment, ces systémes contiennent beaucoup de
termes nuls qu’il sera judicieux de ne pas stocker.

Signalons, en outre, que, nos préoccupations concernent essentiellement le mode
fondamental et parfois, quelques-uns un des modes supérieurs. En conséquence, nos
algorithmes de recherche des valeurs propres devront étre capables de ne calculer que les
modes souhaités et notamment le mode possédant la plus grande constante de phase a
fréquence fixée, a savoir le mode fondamental. Dans cette optique, nous avons retenu trois
méthodes répondant a ces contraintes.

Il s’agit :

a de la méthode de Lanczos[18]

o de la méthode d’ Arnoldi[24]

o De la méthode de la puissance itérée. [16]

Toutes ces méthodes numériques permettent de calculer la valeur propre dont le module est le
plus important ainsi que le vecteur propre associé.

Avant d’aborder la description sommaire de ces trois méthodes, il nous semble
important de préciser les points suivants.

Du point de vue de la recherche du mode fondamental, la résolution du systeme Eq-I1.49, qui

sous forme contractée s’exprime comme Ax:ysz, ne nous garantit pas que la plus

importante valeur de y2 soit celle correspondant au mode fondamental.
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Dans le but de rechercher la valeur propre de plus grand module correspondant au
mode fondamental, nous effectuons une transformation au niveau du systéme Eq-11.49. En

effet, nous soustrayons membre & membre au systeme Eq-11.49, le systéme suivant :

g g » g g
02 Bi Cx {Et}:e2 Bi Cx {Et}
ct, DE, |le; c? D&, |lez

pour obtenir finalement I’expression matricielle Eq-I1.50.

. A
g g 2 tt g g
Bét Cgt {Et}:————ze 7| 8?2 "By ~Ca {Et} Eg-11.50
C D ez ’Y 6 eZ
tz ZZ _CtgZ D%z

La transformation que nous avons opérée nous permet, entre autre, de substituer a la
valeur propre yz du probleme Eq-11.49, celle 2 sur laquelle nous pouvons exercer un controle.

En effet, dans I’évolution du diagramme de dispersion ® =f(y), le mode fondamental
posséde la constante de phase la plus importante. D’autre part, pour des fréquences élevées, la
loi d’évolution pour ce mode tend vers celle d’une onde plane dont I’énergie est, pour une
grande part, confinée dans le milieu de perméabilité magnétique et de permittivité diélectrique
les plus importantes. Cette valeur asymptotique a, du reste, pour équation, I’expression :

8% = kgsrmaXUrmax
ou kreprésente le nombre d’onde dans I'air kg = m\/:s—ojo‘ erermaxlrmax SO, parmi les

milieux qui constituent la section droite du guide, ceux de perméabilité et de permittivité les

plus élevées.
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De ce fait, si I’on initialise le probléme en imposant, a fréquence fixe, la valeur de 6 définie
précédemment, nous sommes désormais assurés que la valeur propre ydéduite par notre
2
algorithme est bien la plus importante en module puisque A = —2—2trés grand — yz ~ 02
y° -6

Outre I'intérét d’obtenir, sans ambiguité, 1’évolution du mode fondamental, cette
transformation posséde ’avantage de rendre la procédure de recherche de la solution,
systématique. En effet, la variable 6 est alors considérée comme une variable d’initialisation.
Elle est définie, pour le mode fondamental comme nous [’avons wvu, a partir des
caractéristiques physiques des milieux constituant la section droite du guide. Rappelons que
les algorithmes de résolution matricielle que nous allons décrire succinctement sont dédiés a
la recherche d’un certain nombre de valeurs propres. Si I’on désire obtenir un mode de
propagation correspondant a une valeur propre différente du mode fondamental, nous
utiliserons d’une part, les propriétés de symétrie, et d’autre part, la notion de vecteur propre
orthogonal. Ce dernier point sera d’ailleurs développé par la suite.

Les contours de notre probléme étant ainsi cernés, nous décrivons sommairement la
philosophie des différents algorithmes des méthodes numériques mises en ceuvre dans le
cadre de ce travail. Auparavant, notons que le champ d’application de la méthode de Lanczos
est restreint aux matrices hermitiennes et par conséquent aux structures sans pertes. L objet
de notre travail est de calculer, entre autre, les pertes dans les lignes de transmission. Nous
avons donc retenu la méthode d’arnoldi et celle de la puissance itérée car elles sont une
extension de la méthode de Lanczos aux cas des matrices quelconques. Pour des raisons de

simplification, nous écrivons le systéme matriciel a résoudre Eq-H.50, sous la forme :

[M]{x} = K[N]{X} Eq-11.51
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AL _

BE g Tt _ R _ 8 E 2
oum]=| Bt Cat | N]o| g2 B TCa|  g=lB A=

Ctgz D%z g g €z YZ 62

-Ci -Dz
Signalons que les matrices [M] et [N] sont creuses.
I1.8.1. Méthode d’ Arnoldi [24]
Le but est de résoudre le systéme aux valeurs propres Eq-11.52 :
[A]{x} =0} Eq-I1.52

ou [A] = [M][N]_1 est une matrice d’ordre nxn.

Le principe de la méthode consiste & remplacer la résolution de ce systéeme par celle du

systeme Eq-11.53 :
[HIy} =21l Eq-11.53
ot [H]est la matrice d’Hessenberg supérieur d’ordre pxp avec p<n.
Cette matrice [H]est obtenue en écrivant la matrice [A] dans une base orthonormée

(v1 Vy V3 . Vp) de l’espace de Krylov engendré par la suite d’un vecteur

q; #0définie par K:(ql Aqy A2q1 qul). Cette matrice posséde les mémes

valeurs propres que la matrice d’origine [A] Par contre, ses vecteurs propres sont reli€s a

ceux du probleme Eq-I1.51 par la relation :

&}=[lly} Eq-TT 54
La matrice [Q]est d’ordre nxp dont chaque colonne représente les composantes du vecteur v; .

Dans ce contexte, les matrices [H] et [Q] sont respectivement de la forme :
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~ Vir Va1 - Vp-11 Vpi
hll h12 h13 hlp W Vi2 Va2 . Vp-—l,z Vp,2
h21 h22 h23 h?.p Vi3 Vo3 . Vp—l 3 Vp3
[H]=| © : . : [Q]=
0 0 h4p
i 0 hppa hpp|
[Vin V2n - Vp-In Vpn |

A ce stade, pour résoudre le probleme [A]{x}: Afx} , il convient de construire ces
deux matrices et de déterminer les valeurs et vecteurs propres de 1’équation [H[{y}=A{y} .
Les valeurs propres de ces deux systémes étant identiques, il suffit d’appliquer la relation
{x}=[Qly} pour obtenir les vecteurs propres recherchés.

La chronologie que nous présentons ici décrit trés succinctement la fagon dont sont

construites ces matrices.
o Initialisation : Nous choisissons le vecteur initial q; = 0de I’espace de Krylov de telle

maniére qu’il ne soit pas orthogonal a 1'un des vecteurs propres que nous recherchons. Si

tel est le cas, la valeur propre correspondante ne pourra pas étre déterminée.

0 Normalisation : Nous déterminons et normalisons le vecteur vy = a1
laa]
* J _ _ Xj+l
o Calcul: hll = VlAVI et yj+1 = AVj - Zhijvi 5 hj+1,j = ”XJ'H\ ’V_]'+1 = h
i=1 i+

. . *
0 Pouri1<j+1 nouscalculons hj i1 =vjAviy

La matrice [H] étant construite, nous déterminons par la méthode du QR adaptée a la
résolution des matrices d’Hessenberg, les valeurs et vecteurs propres associés. Le couple de

ces éléments propres dont la valeur propre est la plus €levée correspond a (A, y;) permet
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d’effectuer le test du résidu hj,g ; ”3'1” Si ce résidu est supérieur a une tolérance ¢ que nous
fixons au départ, alors I'indice j est incrémenté d’une unité et les opérations reprennent a
partir de I’étape trois.

Nous pouvons remarquer que le probleme [H]{y}: Aly} ne fournit que p valeurs
propres, alors que celui de I’équation [A]{x} = k{x} en possede n. Par conséquent, elles sont
les p plus grandes valeurs propres du probléme d’origine Eq-I1.52. Nous avons noté que seule
la valeur propre de plus grand module est déterminée avec une trés bonne précision.

En orthogonalisant par le processus de Gram-Schmidt[25] le vecteur initial q; par
rapport aux vecteurs propres déja déterminés, nous accédons aux autres couples
(x, E) d’éléments propres.

Pour notre part, nous avons constaté que le cumul des erreurs d’arrondi provoque des
defaillances sur I’orthogonalité des vecteurs. Cette perte d’orthogonalité ne nous permet plus
d’occulter les valeurs propres déja calculées, et notamment celle correspondant au mode
fondamental lorsque nous désirons obtenir les évolutions ® =f(y) des modes supérieurs. 1I
faut donc, entre autre, disposer de plus de précision numérique pour garantir le succes de la
procédure d’orthogonalisation. Enfin rappelons que les matrices [M] et [N] du probleme de

départ sont creuses, les procédures d’inversion et de multiplication classiques nécessaires a

I’obtention de la matrice [A] = [M][N]—l, suppriment le caractére creux de cette matrice. Ce

constat implique un accroissement de la taille mémoire requise pour le stockage des éléments

de [A].

Nous avons donc porté une attention particuliére sur le produit des matrices [M]N] ™t

Ceci fait I’objet du paragraphe suivant.
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I1.8.2 La méthode de la puissance itérée [16]

Notre but consiste a résoudre directement le systéme Eq-II.51 en conservant le format
creux de toutes les matrices. Par conséquent, l'algorithme que nous présentons ci-dessous est
basé sur la méthode de la puissance itérée. Il est congu de maniére a minimiser :

e Le temps de calcul CPU

o Et la capacité de stockage.
Avant d'aborder sommairement les différentes phases débouchant sur sa mise en ceuvre, nous

insistons sur le fait que cette méthode ne permet que le calcul de la valeur propre 2 de plus.

grand module ainsi que son vecteur propre associé. Pour ne pas alourdir ce mémoire par

l'exposé des considérations mathématiques fastidieuses, nous nous contentons d’une

description bréve des étapes suivantes :

o [Initialisation: cette phase est identique a celle de la méthode d'Arnoldi. Nous choisissons
un vecteur ug #O0non orthogonal au vecteur propre cherché et initialisons l'indice
d'itération k=0

o Incrémentation: nous incrémentons d'une unité l'indice d'itération k =k +1.

e Calcul du vecteur vy_; = [M]uk—l : La multiplication de la matrice [M]par le vecteur
vi_est effectuée de fagon a conserver le format creux.

e Résolution du systéme linéaire [M] Uy = vi_1. Dans le souci de préserver le format creux
de la matrice, nous avons fait usage d'une procédure numérique disponible dans la
bibliothéque IMSL et dédiée a ce type de probleme.

e Calcul du vecteur vy = [N]uk
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*
.. ugv ‘ L
e Estimation de la plus grande valeur propre: Ay :——*Ll(—« ou le symbole * désigne le
U V-1
complexe conjugué.
Uk

e Normalisation du vecteur propre associé: uy =

*
VUk Vk-1

e Calcul de la norme du résidu ”R”k = ”[M]uk —Kk[N]uk“. Plus cette norme tend vers

zéro, plus le couple d'élément propre converge vers celui dont la valeur propre est la plus
grande en module. Il ne peut jamais s'annuler. Nous lui imposons une valeur arbitraire €
proche de zéro. Si le résidu est supérieur a cette valeur, nous reprenons les opérations a
partir de 1'étape deux. Sinon, nous stoppons les calculs et la solution de notre probleme
correspond alors au couple d’élément propre (Ay,uy ).

Bien évidemment, la détermination des autres éléments propres correspondant aux modes

supérieurs de la ligne peut étre entreprise en choisissant le vecteur initial »,orthogonal aux

autres vecteurs propres connus. Ainsi, si uj, u,,..., uy, représentent les m premiers modes de la

structure, pour déterminer le m+1 mode nous initialisons de la maniére suivante le vecteur

ugp =ug —[uB[N]uJ up;— [uz [N]uzlk us —...—[uz; [N]um]. uy. Cette technique est tres
sensible aux erreurs d'arrondi comme nous I’avons déja signalé. Il peut en résulter une perte
d'orthogonalité et le risque de converger vers la plus grande valeur propre déja calculée. Pour
surmonter cette difficulté, nous pouvons constater que la valeur propre la plus grande en
module est proche de la valeur 8 que nous avons introduite dans le systéme. Par conséquent,
il suffit d'avoir une information sur [’amplitude de la valeur propre du mode recherché et de
l'attribuer a 6 . De cette facon, nous pouvons accéder assez aisément a tous les modes du

guide pour peu que nous ayons des solutions méme approchées du couple de valeurs propres.

100



Présentation des €léments a vecteurs tangentiels Chapitre 11

II.9. Détermination de I’impédance caractéristique d’une ligne de
transmission

La méthode des éléments d’arétes, que nous venons de décrire, trouve son
aboutissement dans I’exposé sommaire de cette rubrique. En effet, 'impédance d’une ligne et
plus particulierement I’impédance caractéristique pour les lignes planaires usuelles
propageant un mode hybride a fréquence de coupure nulle & savoir le mode quasi-TEM, n’est
accessible que si le systéme aux valeurs propres Eq-1L.51 est résolu. Cela signifie que nous
sommes en possession d’une valeur propre et de son vecteur propre associé. Nous sommes
donc, a ce stade, en mesure de fournir la cartographie des champs se propageant dans la
structure étudiée. Par voie de conséquence, nous sommes aussi capable de calculer la valeur
de 'impédance pour le mode considéré.

Notre objectif n’est pas de convaincre de l'utilité de cette grandeur, ni méme de
discuter du fondement des définitions qui suivent. Il est clair que la notion d’impédance
caractéristique est majeure. Elle I’est d’autant plus lorsque nous connectons, entre eux,
composants actifs, passifs, et guides planaires de propagation[26], et ce, sur plusieurs niveaux
de métallisation, ce qui constitue 1’étape ultime dans I’élaboration en trois dimensions d’un
probleme. En conséquence, nous rappelons les trois définitions communément admises pour

le calcul de 'impédance caractéristique d’une ligne de transmission[26].

2
A%
o Définition en tension Z :_H “
2P
o Définition en courant Z. = f‘“%
I

P : A%
a Définition en tension-courant Z . = T
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Dans les définitions précédentes, P est la puissance guidée a travers la section droite de la
ligne, V est la valeur de la circulation du champ électrique le long d’un chemin d’intégration
(grandeur homogene a une différence de potentiel), et I est le courant sur un conducteur ou
une fraction de celui-ci.

La puissance P est obtenue par intégration du vecteur de Pointing a travers la section droite

Q de la ligne et s’écrit : P = xH"dQ

1 -
5
Q
La tension le long d’un chemin T a pour expression : V = —jI:Z T
r

Le courant, dans la plus part des cas que nous aurons a ¢tudier, se résume pour |’essentiel au
courant longitudinal I,. Pour cette raison, il se décline, dans le cas d’un conducteur de

section Q, sous la forme : I, = [oE, dQ. [27].
QC

Comme nous ’avons mentionné, la résolution du systéme algébrique Eq-11.50, nous
permet d’accéder a la cartographie du champ électrique dans la structure et par conséquent,
aux valeurs des grandeurs mentionnées ci-dessus.

Compte tenu du fait que nous avons décomposé le domaine de la structure par des
éléments triangulaires, le calcul des trois grandeurs P, V, I est effectué a partir des
sommations suivantes :

Nej
a Pour le calcul de la puissance : P= 3 P; ou N est le nombre de triangles représentant
i=1

o e l = = . .
la modélisation géométrique de la structure, Pj = 5 [E; x HT dQ; est la puissance guidee
0
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a travers la section de chacun des triangles.

* - * ¥ - *
ﬁirxx [(Vth)x +'YEx]+Urxy [(Vth)y +'YEy”

P = [ (Ex ;
[ﬁ* [(6E)*+E]+~* [(ﬁE)HE”
- Y [ Y
+Ey vy t~z/y y ryx t~z/x X )in
—JWHo
Na
o Pour le calcul de la différence de potentiel : V= 3 V; ou N, est le nombre d’arétes des
=1

triangles situées sur le contour d’intégration I' et V;est la circulation du champ électrique
le long de l’aréte I;du triangle qui coincide avec le contour d’intégration. Ainsi,

considérons que chaque triangle est représenté par les numéros de ses trois sommets i, j, k.

Si par exemple, 1’aréte reliée aux sommets i, j est confondue avec le chemin d’intégration,

. ., . . Ljj X
alors nous aboutissons aisément a la formule suivante V; :%(e% +eij)ou Lj et egl

sont respectivement la longueur et les variables tangentielles associées a 1’aréte.
NC

0 Pour le calcul du courant :I, = Y I, od N.est le nombre de triangles discrétisant le
i=1

ruban conducteur et IiZ = fGEZinC avec (¢ un triangle i du ruban métallique. II est
Qc

c

A . . _ S
3 L(E2+E) +ES)on Ajest Iaire du triangle QL et E les

facile de montrer que I, =
valeurs des champs nodaux situés aux milieux des trois arétes du triangle.
Nous pouvons constater que le choix du chemin d’intégration I' et du conducteur de la ligne

de propagation dans lequel nous déterminons le courant électrique, offre une infinité de

définition possible de I'impédance caractéristique.
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En conséquence, le critére de sélection repose sur les trois considérations suivantes :

1. Le choix de I’'une des trois définitions doit étre conditionné par les grandeurs manipulées
lors de I’adjonction de composants actifs, passifs : courant, tension ou les deux.

2. Dans le cas ou nous désirons calculer la tension, le chemin d’intégration doit coincider
avec la position moyenne du composant mont€ sur le conducteur métallique.

3. Dans le cas ou nous souhaitons évaluer le courant, le conducteur retenu est I'un de ceux
sur lequel est connecté le composant.

La définition de I’'impédance caractéristique d’une ligne est intimement liée aux composants

auxquels elle est associée pour constituer une fonction de I’électronique. Puisque notre

objectif n’est pas, dans I’'immeédiat, d’étudier la connexion de ces composants sur la ligne,

mais plut6t la ligne elle-méme, nous avons retenu les critéres suivants pour la définition de

cette impédance :

1. Dans les lignes de type microruban et coplanaire, le courant est déterminé dans le ruban
central.

2. Pour ce méme type de structures, le chemin d’intégration coincide avec [’endroit ou le
champ électrique est maximal.

I1.10. Conclusion

Nous venons de décrire la maniere dont I’équation d’onde régissant le phénomene de
propagation dans les structures de transmission peut étre résolue par la méthode des élements
finis. Cette résolution permet, d’une part d’accéder aux caractéristiques de propagation que
sont la constante de phase et d’atténuation, et d’autre part, de déterminer la valeur de
’impédance caractéristique d’une ligne en présence de matériaux a pertes.

La mise sous forme intégrale faible de I’équation d’onde par la méthode de Galerkin, nous

a conduit aussi, a proposer la détermination des pertes métalliques par le biais du formalisme
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de 'impédance de surface.

Le systéme matriciel obtenu apres discrétisation a partir d’éléments triangulaires est
résolu de fagon efficace par le choix de I’algorithme de la puissance itérée. Cette option de
résolution numérique présente 1’avantage de conserver le format creux des matrices et de ne
calculer que les valeurs propres des modes souhaités.

Dans le chapitre suivant, nous proposons la validation du code de calcul mis en ceuvre
a partir des développements mathématiques que nous venons de décrire. Nous effectuons une
extension aux structures de propagation caractéris€ées soit par le caractére innovant de leur
section droite comme pour les lignes ultracompactes, soit par leur aspect plus complexes

comme pour les interconnexions entre portes élémentaires pour les circuits VLSI.
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Si 'on se référe aux travaux parus ces derniéres années, un grand nombre de
validation des codes éléments finis porte sur la comparaison entres les résultats issus de ces
codes et ceux obtenus de maniére analytique sur un guide rectangulaire métallique vide. Bien
entendu, cette validation trouve son aboutissement lorsque le guide est chargé par une, voire
méme, plusieurs couches de permittivité diélectriques différentes[1]. Signalons, encore, que la
permittivité des matériaux mise en jeu est exprimée sous forme tensorielle[2][3].

On peut comprendre une telle démarche dans la mesure ou, dans un premier temps, il est
préférable de comparer le code mis en ceuvre dans le cadre d’une structure de propagation
simple comme I’est le guide reqtangulaire métallique.

I1 est clair que nous avons opéré de la méme manieére, tant pour le guide rectangulaire
vide que pour celui chargé de couches de matériaux diélectrique a pertes et anisotropes.
Toutefois, ces résultats que I'on peut qualifier de trés classiques désormais, voire trop
classiques ne sont pas présentés dans le cadre de ce mémoire. Nous voulons montrer les
potentialités de notre outil numérique face a la détermination des paramétres
électromagnétiques de guides moins conventionnels que le classique guide rectangulaire

métallique vide ou non, ou encore le guide métallique a nervure.
Pour cette raison, nous choisissons de confronter les résultats de nos prédictions pour les
lignes planaires, et ce, pour le mode fondamental. Ces lignes confectionnées par la micro-

¢lectronique hybride ou monolithique peuvent étre classifiées suivant deux dénominations.

* La premiere concerne les lignes planaires traditionnelles. Il s’agit de la ligne microruban

et de la ligne coplanaire.
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» La seconde porte sur la version miniaturisée de la ligne coplanaire ou microruban
suspendue. Cette version est connue dans la littérature sous le nom de « microshield line »

ou ligne & membrane. Ce choix sera justifié par la suite.

Nous essaierons, tant que faire ce peut, de comparer nos résultats a d’autres, de fagon a
conserver un caractére objectif a ce travail.

En conséquence, les grandeurs électromagnétiques telles que la constante de phase, la

constante d’atténuation, ’impédance caractéristique sont comparées :

* D’une part a des relevés expérimentaux, qui, dans la majeure partie des cas ont été réalisés
par I’équipe électromagnétisme, voire en collaboration avec d’autres équipes.

* Et d’autre part, aux résultats fournis par un logiciel commercial d’éléments finis a savoir

High Frequency Structure Simulator (HFSS) distribué par Helwett Packard.

A ce stade, notre volonté, n’est pas, nous tenons a le préciser, de dénigrer le code
commercial HFSS. Nous désirons tout simplement définir, lorsque cela est possible, des
limites d’utilisation tant pour notre code de calcul que pour le logiciel commercial considéré.

Cette phase de validation effectuée, nous pouvons nous attaquer a des lignes dont la
topologie est moins conventionnelle. En effet, les performances requises dans la mise en
ceuvre des circuits complexes fonctionnant aux fréquences de plus en plus élevées font appel a
un besoin de miniaturisation , et a des concepts ou des processus technologiques de plus en
plus pointus[4][5]. Pour répondre aux besoins de performances, il faut concevoir des
structures de propagation présentant le moins de dispersion et de pertes métalliques pour le
mode fondamental quasi transverse électromagnétique, tout en conservant I’impédance de la
ligne la plus constante possible, et ce, sur la plus large bande monomode. C’est pourquoi nous
calculerons les grandeurs électromagnétiques de quelques lignes de topologies

nouvelles[5][6][7].
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Nous terminons ce chapitre par ’étude des interconnexions. Bien évidemment, leurs
topologies sont trés variables et méme trés complexes. Pour notre part, nous nous intéressons
aux rubans métalliques de section rectangulaire déposés sur un substrat, a pertes, de silicium.
Bien évidemment, ce ruban possede des dimensions transverses qui ne sont plus négligeables
devant I’épaisseur des couches de natures différentes mises en jeu. L objectif est de définir le
comportement de ces lignes dans un environnement du type circuit intégré multicouches
réalisé sur silicium.

Signalons enfin, que notre code a éléments d’arétes a ét€¢ mis au point, pour prendre en
compte la nature dissipative , au sens large des matériaux. Pour cette raison, les couches
diélectriques mises en jeu sont caractérisées par leur permittivité diélectrique mais aussi par la
tangente de I’angle de perte. La nature métallique ou supraconductrice d’un ruban ou d’un
plan de masse est prise en compte par la conductivité ¢ du matériau. Dans le cas du modele a
deux fluides, pour les supraconducteurs, cette conductivité est complexe.

Comme nous I’avons précisé au début de ce chapitre, nous pouvons, sans difficulte,
étudier des matériaux anisotropes tant pour la permittivité diélectrique que pour la

perméabilité magnétique.
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I11.1 Validation du code de calcul

II1.1.1 Préambule

Avant d’aborder la phase de validation, il nous semble important de spécifier les
conditions dans lesquelles I’ensemble des comparaisons a été effectué. Que ce soit avec des
relevés expérimentaux, avec notre code de calcul a €léments d’arétes ou encore avec un

logiciel commercial, nous décrivons brievement les moyens mis en ceuvre.

= Le code de calcul, le mailleur, et son environnement.

Notre code de calcul est établi en fortran 77. Il est testé sur une station de travail HP 9000
série 735, distribuée par la société Helwett Packard et fonctionne sous Unix version 8. Elle
comporte a ce jour 256 Mega-octets de mémoire vive. Le volet matriciel du probléme est
traité par I’établissement de sous prograrﬁmes spécifiques, mis au point pour les besoins de ce
mémoire. Nous faisons appel, aussi, a la bibliothéque mathématique connue sous le nom :
IMSL, et ce, dans sa version 2.0, pour le conditionnement des matrices. Ce code de calcul ne
saurait donner pleine satisfaction si nous ne disposions pas d’un mailleur performant. Comme
nous I’avons signalé dans les chapitres précédents, le maillage est une opération délicate qui
doit étre effectué avec soin. Pour les tous premiers tests, nous avons utilisé le mailleur congu
par ’équipe électromagnétisme en langage C. Les exigences requises pour l’étude des
structures de forme complexe nous ont rapidement incités a rechercher un mailleur
professionnel. Nous avons donc choisi un mailleur a deux dimensions(2D) dénommé
MOSAIC. Ce dernier est distribué par la société FRAMASOFT +CSI, émanation du groupe
FRAMATOME. Bien évidemment, il nous a fallu concevoir, en plus du code éléments finis,
une passerelle informatique pour adapter la topologie de nos structures aux exigences du

mailleur.
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Ces exigences sont :
le dessin de la structure et son quadrillage,
le contréle a posteriori de la forme des triangles (angle au sommet, arétes communes, etc....),
mais surtout la récupération d’un fichier répertoriant toutes les coordonnées des triangles.
Cette derniére €tape est bien évidemment la plus importante.
* Le logiciel High Frequency Structure Simulator

Ce logiciel est implanté au laboratoire sur des stations de travail HP comportant en
moyenne 128 Mega-octets de mémoire vive. La version utilisée pour la comparaison avec
notre code de calcul est notée sous la référence 3.0 et 4.0. Notre objectif n’est pas, a ce stade,
d’expliciter dans le détail le mode de fonctionnement de ce logiciel commercial.
Toutefois, quelques aspects méritent d’étre soulignés. Ce code a éléments finis comporte un
mailleur adaptatif et caractérise des structures de propagation en trois dimensions. Le point
de départ consiste a effectuer le dessin du volume de la structure. La recherche d’une solution
s’effectue par I’établissement d’un premier maillage que nous qualifions de grossier. Le
logiciel modifie, par la suite, le maillage initial de fagon a affiner les zones ou les gradients de
champs sont jugés importants. La dynamique est d’ailleurs fixée par l'utilisateur sous la forme
d’une fonction « erreur ». Du point de vue électromagnétique, les grandeurs fournies par

HFSS sont des parametres [S], et les caractéristiques de propagation o, ,1¢ . Du point de vue

matériau, la nature diélectrique ou métallique d’une couche n’est envisageable que dans des

contextes bien précis.
Pour ce qui concerne la prise en compte d’un ruban métallique de conductivité ¢ de

valeur finie, elle ne se fait que par le biais d’'une impédance de surface. Cette impédance Zg

T 1+ ] . g
déclinée sous la forme Zg :—S—J— représente le cas, connu, ou l’épaisseur du ruban est au
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moins supérieure a trois fois I’épaisseur de peau & a la fréquence de travail. Ce point sera
discuté par la suite.

Quant aux couches diélectriques, nous avons rencontré des problémes lorsque la tangente

de ’angle de pertes tgd avoisine 10%° . La valeur 10*° peut €tre atteinte trés rapidement si

’on considere par exemple un métal dont la permittivité complexe est décrite par la relation

(]

«1-7] » ou tgd =

est la tangente de [’angle de pertes.
OE ey OE e

» Le systéme et le principe de mesure

La mesure des parameétres électromagnétiques des lignes est effectuée a partir du relevé
des parametres [S], et ce, au moyen de ’analyseur de réseau HP8510 distribué par la société
Helwett Packard. Cet analyseur est connecté a une station de mesure sous pointe du type
« cascade microtech » et couvre les bandes de fréquence comprises entre 1GHz et 110 GHz.

Quant au principe de mesure, 1l a été développé dans 1’équipe électromagnétisme par
E Paleczny et J.F. Legier, [8] et utilisée par la suite par d’autres équipes du laboratoire[9].
Bien que la méthode soit connue, nous en rappelons briévement la philosophie.

La détermination de la constante de propagation du mode fondamental et par voie de
conséquence de ’atténuation est basée sur la mesure des parametres [S] de deux quadripdles
possédant des topologies identiques, et ne différent entre eux que d’un incrément de longueur
de ligne AL. Cette ligne de longueur AL est, du reste, la ligne dont on désire connaitre les
caractéristiques électromagnétiques. Nous présentons figure III-1, la chronologie et les
développements analytiques de base permettant d’accéder a la détermination du couple

o,B=f(®w) a partir des parametres [S] mesurés pour la ligne 1 et 2. Dans I’exemple choist, le
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Figure III-1 : Principe de mesure des caractéristiques de propagation des lignes planaires.
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support de propagation est une ligne coplanaire.

e Le point de vue technologique et la topologie
La ligne coplanaire notée ligne 1 figure III-1.a est constituée :

- D’untrongon de ligne 50 Q

- D’une transition Trl entre la ligne d’accés 50Q2 et la ligne d’étude caractérisée par le
couple de valeur Wo, So.

- D’une ligne coplanaire de dimensions Wo, So et de longueur L1 : la ligne a caractériser.

- D’une seconde transition Tr2, qui peut étre identique ou différente de la transition Trl.

- Etenfin, d’un trongon de ligne 50 Q.

Signalons que la ligne 2 figure III-1.b, ne doit se différencier de la ligne figure III-1.a
que par sa longueur utile L2 plus petite ou plus importante que celle L1 de la ligne 1.

Du point de vue analytique, les développements mathématiques sont basés sur
I’emploi de la matrice de transfert [T] d’un quadripdle. Celle-ci relie entre elles les amplitudes
et les phases des ondes incidentes et réfléchies & ’entrée du quadripble en fonction de celles
incidentes et réfléchies a la sortie du quadripdle. Cette matrice de transfert s’exprime, en

fonction des paramétres [S], de la maniére suivante :

1 -S
[T]:L[ 22} Eq-111.1
S,11S1; —AS

ou AS est le déterminant de la matrice [S] & savoir S;1S57 —S12S71.
e Le point de vue analytique

Par souci de simplification, le quadripéle Qi est décomposé en deux quadriplles
¢lémentaires Qa et Qs Figure III-1.a. Les matrices de transfert [Ta] et [Ts] sont alors définies

dans les plans P1, Pc et P2, Pc. Nous rappelons que les plans P1 et P2 sont ceux dans lesquels

nous effectuerons ultérieurement les relevés des parametres [S]. Le plan Pc est fictif et peut
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étre localisé, a priori, en tout point de la ligne de longueur Li. De part les propriétés
spécifiques de la matrice de transfert [T], nous exprimons celle du quadripdle Q1 par la
relation suivante :
[T]Q1=[TA][TB] Eq-TII-2
Comme nous ’avons signalé précédemment, le second quadripdle Q2 est pratiquement
la réplique du premier. La ligne coplanaire posséde ici une longueur utile L2 plus importante
figure III-1.b. Le quadripdle Q2 est reconstitué en chainant le quadripdle Qa le trongon de la
ligne coplanaire de longueur AL=L2-L1, puis le quadripdle Qg. Ceci se traduit par la relation :
[T]2=[TA][TAL][TB] Eq-1I1-3
La suite de cette étude ne repose que sur des développements mathématiques
fastidieux. Nous nous contentons donc de donner le fil conducteur permettant d’aboutir a la
relation que nous utiliserons pour le dépouillement des résultats de mesures.
A partir des deux formulations définies précédemment & savoir :
[Tla=[Ta][Tz]
et
[Tl2=[Ta][TaL][Ts]

on montre que I’égalité suivante est aussi vérifiée
[TulTlgs =[Ta Tt ITA T Eq-1I-4
Cela implique que la somme des termes de la diagonale principale des matrices [Tar]
et [T]Q2 [T]éll, ou encore que leurs traces sont égales.

e La formulation finale
Sachant que la trace de la matrice de transfert [TaL] d’un trongon de ligne d’impédance

quelconque et de longueur AL est égale a 2chyAL, nous obtenons finalement la formulation
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2 2
S121 +Si2,2 +S111822,2 + 51125221 =S111522,1 =511,2522.2
2chyAL = -

Eq-II1-5
$121512,2

Dans cette expression, y =o + jf3 représente la constante de propagation complexe.

Ainsi, la mesure des parametres S;; et Sy, des deux quadripdles aboutit a la détermination

de la constante de phase du troncon de ligne de longueur AL=L2-Li, mais aussi de
I’atténuation ; grandeur qui nous intéresse particuliérement.

Signalons enfin que cette technique a été utilisée pour caractériser aussi les lignes
microruban. Dans ce cas, les cellules d’excitation sont congues en structures microruban avec
connecteur ‘K’ [8]. Pour les structures comportant trois rubans planaires a savoir, la ligne
coplanaire, la ligne coplanaire avec métallisation centrale en ‘T’(la grille champignon), la
ligne sur membrane diélectrique, I’excitation et la mesure des parameétres sont effectués sous
pointes.

II1.1.2 Condition d’obtention des solutions issues de notre code

Aprés avoir précisé notre environnement de travail tant pour la phase de mesure que
celle logicielle, il nous semble important de décrire notre philosophie concernant la recherche
des solutions numériques. Bien évidemment, tout le probléme réside dans la convergence
numeérique des solutions et dans la fiabilité des résultats obtenus. Pour ce qui concerne la
méthode des éléments finis, le nombre de paramétres a prendre en compte pour I’étude de la
convergence est minime. En effet, on peut jouer soit sur le degré d’interpolation d’un élément,
soit sur le nombre d’éléments lui-méme.

A ce stade, il faut garder a l'esprit que pour un triangle a 3, 6 et 9 nceuds
d’interpolation, il correspond successivement 6, 20 et 33 variables a déterminer pour les
¢léments d’arétes. Nous constatons donc que, a taille mémoire fixe, le nombre de triangles est

d’autant plus réduit que le degré des polyndmes d’interpolation croit.
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Figure III-2a : Demi-structure microruban
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Dés le départ nous avons fait le choix dans ce mémoire, d’un €lément comportant 6
nceuds d’interpolation. Le seul parameétre a prendre en compte n’est donc plus que le nombre
de triangles pour discrétiser la section droite de la structure de propagation.
Notre volonté de calculer ’atténuation linéique consécutive a la nature dissipative des
métallisations nous ameéne a étudier la convergence d’une solution complexe. Il est clair que
la convergence de la constante de propagation complexe y n’est effective que si et seulement
si la convergence de la partie réelle et imaginaire est assurée.
Ainsi, aprés avoir effectué plusieurs types de maillage, les toutes premieéres
conclusions auxquelles nous aboutissons se résument de la maniére suivante, et ce, pour le
mode fondamental des lignes a rubans métalliques : |
- L>a convergence de la constante de phase B n’entraine pas nécessairement celle de
I’atténuation .

- Par contre I'obtention d’une solution fiable pour la partie réelle oo de la constante de
propagation y = o+ j3 nous fournit toujours une valeur fiable de la constante de phase
et, par voie de conséquence, de la permittivité relative effective ¢ .

En conclusion, les regles de convergence de la solution complexe y=o +jB sont

imposeées par celles relatives a la constante d’atténuation o, grandeur la plus sensible.

A titre d’exemple pour la ligne microruban, nous avons utilis€ les potentialités du
mailleur de ‘MOSAIC’ pour subdiviser le demi-plan de section droite figure I1I-2.a en sous-
domaines. Bien évidemment, compte tenu de la faible dimension du ruban métallique, seuls
les domaines de surface importante peuvent étre représentés. Un zoom des régions situées
dans le ruban et au voisinage des arétes délimitant le pourtour des rubans montre que nous

avons ajouté des sous - domaines de tres petite superficie,
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- Pour, d’une part, prendre en compte les effets de pointes qui apparaissent au coin des
métallisations [10][11]

- Et, d’autre part, traduire le mieux possible la pénétration des champs dans le ruban, et par
voie de conséquence, décrire le mécanisme des pertes 1ié a la conductivité ¢ de valeur
finie des dépots métalliques. Ce point sera discuté dans le paragraphe suivant.

Les différents types de maillage que nous avons effectués s’articulent essentiellement sur ces

deux derniéres contraintes. Signalons, en outre, que compte tenu de notre expérience, nous

avons également opté pour un pas de discrétisation variable. Ainsi, la dimension des triangles

croit lorsque I’intensité du champ diminue. Ceci est illustré figure III-2.b ou nous avons

représenté un exemple de maillage obtenu grace aux moyens du mailleur de ‘MOSAIC’.
I11.1.3 Validation du code de calcul

La validation de notre code de calcul s’articule sur deux axes.

- Le premier concerne la formulation utilisée pour traduire la notion d’impédance de
surface, et par voie de conséquence, la nature dissipative des dépdts métalliques. Aucun
maillage n’est, a ce stade, effectué dans les rubans de conductivité de valeur finie.

- Le second axe porte sur la mise en ceuvre d’un maillage dans la métallisation ; le concept
d’impédance de surface n’est, bien entendu, plus utilisé.

Comme nous I’avons signalé auparavant, cette validation concerne 1’évolution fréquentielle

des parametres €lectromagnétiques de trois lignes planaires. Celles-ci sont représentées figure

I11-3. Nous reconnaissons respectivement la ligne microruban, la ligne coplanaire ainsi que la

ligne sur membrane ou ‘microshield line’. Ces lignes ont été toutes réalisées au laboratoire

soit par les membres de l’équipe « Electromagnétisme des circuits» ou encore en

collaboration avec les équipes travaillant dans les domaines optique, millimétrique et
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Figure I1I-3: Topologies des lignes utilisées pour la validation de notre code de calcul
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE

Figure I1I-4: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne microruban.
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE

Figure I11-5: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne coplanaire.
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submillimétrique. Il s’agit des équipes optoélectronique et composants quantiques dirigées
respectivement par D. Decoster et D. Lippens.

Les topologies des sections droites de ces supports de propagation montrent, outre les
dimensions microniques de ces lignes, que 1’épaisseur des dépdts métalliques n’excédent pas
le micrométre. Bien évidemment, la structure qui requiert le plus d’opérations technologiques
est la microligne congue dans sa version coplanaire[12], pour ce qui nous concerne figure I1I-
3.c

La conception d’une telle ligne est basée sur la réalisation d’'une membrane en polyimide ou
en nitrure de silicium sur laquelle sont déposées les métallisations. L’ensemble membrane et
rubans métalliques possédent une épaisseur totale n’excédant pas les deux ou trois
micrométres. Cette ligne est fermée dans un boitier de forme trapézoidale, et ce, a cause de
’attaque chimique [13]. Elles furent, pour la premiere fois, réalisées au laboratoire par
I’équipe dirigée par D. Lippens en 1995[7] [9].

I11.1.3.1 Formulation avec impédance de surface : notre code de calcul, HFSS, les
mesures.

Les figures III-4 et III-5 illustrent les évolutions de la constante de phase et de la
permittivité relative effective associée, dans la bande des fréquences comprise entre 1 et 30
GHz, et ce, pour les lignes microruban et coplanaire. Les épaisseurs des rubans sont
respectivement égales a Ium et 0.7um. L’observation, méme sommaire, des évolutions
montre immeédiatement le bon accord entre les différentes formulations et les releves
expérimentaux. On notera toutefois que la présentation des résultats par le biais de la
permittivité relative effective a tendance a exalter les écarts ‘théorie-expérience’, et ce, méme
lorsque ceux-ci sont faibles. Signalons que seul 5% caractérise le désaccord pour les €carts les

plus importants en basse fréquence dans le cas de la ligne coplanaire.
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Une observation plus minutieuse des figures III-4, III-5 doit étre effectuée. En effet, notre
code de calcul a éléments d’arétes « MEF » exploite deux formulations différentes de
I'impédance de surface.

e La premiére est classique. Elle correspond a celle implantée dans la version du logiciel

e . . 1+
HFSS que nous avons utilis€e. Il s’agit de la relation connue sous la forme Zg = —6—J
c

Elle correspond dans notre légende a ’expression ‘MEF-Zs classique’. Ce cas est illustré
figure III-6 [10][14]. Une onde plane illumine une interface air-métal infinie dans les

directions ox et 0z.

. { Hx{—ﬁ ) Ez air B o
etal 0 /
/’/////////

E((x,0,z) = Z4J(x,0,2)
Figure III-6 : Interface air-métal et notion d’impédance de surface classique.
Sur 'interface air-métal, donc a ’ordonnée y=0, le champ électrique tangent Et est
relié a la densité de courant par un coefficient de proportionnalité que I’on appelle
impédance de surface. Dans le cas ou l'interface métallique est infinie dans une
direction, a savoir celle oy correspondant au sens de propagation de I’onde TEM pour

}7
- 2
la figure III-6, les champs décroissent au rythme de e ©. La grandeur 6= |—

OUC
est, bien entendu, 1’épaisseur de peau. Cette formulation d’impédance n’est valable
que si les rubans métalliques de la ligne étudiée sont d’épaisseur supérieure a trois fois

I”épaisseur de peau d, a la fréquence de travail. Cette valeur est communément admise
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par la communauté scientifique. Faut-il rappeler que pour une pénétration de I’onde de
quatre fois I’épaisseur de peau, I’amplitude des champs vaut déja le centiéme de celle
définie sur I’interface air-métal en y=0. Cette rubrique concerne donc les rubans épais.

Encore faut-il préciser la fréquence de travail.

e Dans notre esprit, le domaine de validité de ‘Zs classique’ correspond a des dépots
métalliques dont I’épaisseur est comprise entre trois a quatre fois I’épaisseur de peau et
Pinfini a priori. L’impédance de surface classique ne fait donc pas, explicitement
intervenir I’épaisseur de la métallisation.

Pour pallier cet inconvénient, considérons figure III-7, une lame métallique d’épaisseur

finie et de conductivité o [15]. Cette lame est, en I’occurrence, infinie suivant les

directions oz et ox, et baigne dans un milieu de permittivité g et de perméabilité L.

Zscth

Figure 111-7 : Impédance de surface pour une lame métallique d’€paisseur finie.
Supposons qu’une onde plane arrive sur la surface de séparation air-métal avec un

angle d’incidence nul. A partir de la théorie des lignes de transmission, nous pouvons

définir puis calculer une impédance ramenée par les milieux 1 et 2 dans le plan PP’ en

129



0¢l

ATTENUATION LINEIQUE (dB/cm)

Figure 1I1-8: Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne microruban.
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y = -t. Cette impédance s’écrit dans notre légende figure III-4, III-5 Zs cth et possede

I’expression suivante :

Z(y =—t) = Zscth = 1/”"“0 cth(\/jor oo 1) Eq-IIL.6
o)

Bien entendu, cette notion d’impédance de surface, tout comme la précédente,

demande a étre affinée afin de prendre en compte les dimensions transverses des
rubans. Mais n’oublions pas que seul le cas d’une illumination par une onde TEM a
été étudié. L approximation la plus importante réside probablement a ce niveau. Ceci
constitue un vaste débat. Notre objectif n’est pas, a ce stade, de discuter ce point en
détail, mais plutdt de proposer cette formulation. Il est clair que nous sommes
conscients du caractére approché de cette expression. Signalons enfin qu’elle a été
utilisée a maintes reprises dans les travaux de 1’équipe « Electromagnétisme des
circuits », notamment pour les films minces supraconducteurs [16][17].
Intéressons nous a présent aux figures illustrant les évolutions de 1’atténuation linéique pour la
ligne micoruban figure III-8 et coplanaire figure III-9, et ce, respectivement pour des dépdts
métalliques d’épaisseur 1pum et 0.7um.
Pour la ligne microruban figure I11-8, quatre remarques s’ imposent.
Trots valeurs d’atténuation caractérisent chaque point de fréquence noté « mesures ».
Ces valeurs sont représentatives de la reproductibilité des mesures. Les parametres pris en
compte dans les essais sont : le montage et le démontage des cébles en connectique de type
‘K’ et des cellules d’excitation des lignes, la soudure des fils d’or assurant la liaison
électrique, le tout en conservant le méme couple de lignes. Ainsi, la reproductibilité des
mesures induit une erreur relative de I’ordre de 10 a 20%.
De fagon globale, comparé aux relevés expérimentaux il est clair qu’aucune

simulation numérique « MEF » ne prédit I’atténuation de fagon satisfaisante.
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ATTENUATION LINEIQUE (dB/cm)

Figure 111-9: Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne coplanaire.
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Notre code de calcul et le logiciel HFSS fournissent, en tout point de fréquence, des

évolutions trés semblables. Ceci ne doit pas nous surprendre puisque les deux codes de calcul
5 o . e . . . I+ 4.
font appel a la méme formulation d’impédance de surface a savoir Zgclassique = —él Bien

évidemment, cela signifie aussi que nous avons maillé correctement le plan de section droite a
I’aide de ‘MOSAIC’ pour ce qui concerne notre code de calcul a éléments d’arétes. Enfin,
notons qu’en basse fréquence(1GHz) un écart relatif ‘théorie — expérience’ de 400% peut étre
observe.

Une réduction sensible de cet €cart aux basses fréquences est assurée en substituant a
I’expression Zsclassique dans ﬁotre code de calcul celle Zs cth prenant en compte 1’épaisseur
du ruban. L’amélioration apportée n’est certes pas encore significative mais on remarquera
toutefois que les lois d’évolution des pertes sont identiques a un fa;cteur pres puisque les deux
évolutions sont paralléles. Le mécanisme des pertes semble donc, a priori, mieux
appréhender.

En définitive, il n’est pas surprenant que le logiciel HFSS et notre code de
calcul « MEF » utilisant la méme formulation pour Zs fournissent une médiocre appréciation
de I’atténuation. En effet, le concept d’impédance de surface, faisant appel a la formulation
classique, n’a de sens que si les rubans possedent, a la fréquence de travail, une épaisseur au
moins égale a trois épaisseurs de peau O. Pour mémoire, cette épaisseur vaut environ
0.8micrometre pour de I'or a 10GHz.

Quant aux pertes de la ligne coplanaire figure III-9, nos conclusion,
comparativement a la ligne microruban, ne différent que sur un point.

Pour conserver une présentation analogue a celle de la figure III-8, nous avons tout d’abord
sélectionné six relevés d’atténuation par point de fréquence. Cela concerne les points notés

« mesures ». Au cours de nos essais, seule la pose et dépose des « pointes cascades » a pu étre
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Ligne coplanaire

Figure III-10: Le demi substrat ASGa sur lequel sont réalisées les huit lignes coplanaires
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effectuée en lieu et place des montages et démontages de connectique ‘K’ dans le cas de la
ligne microruban. Cette opération n’a aucune incidence sur la détermination de I’atténuation
consécutive a la nature dissipative des métallisations tant que I’on se confine a I’étude de
deux lignes. La reproductibilité liée a la connectique par contact des pointes est donc, en tout
point, remarquable. De ce fait, la reproductibilit¢é des mesures ne concerne plus la
connectique, mais bien la qualité du processus technologique mis en ceuvre pour la réalisation
des huit lignes de longueurs différentes sur un demi substrat d’arséniure de gallium figure II1-
10. Dans ce cas interviennent les dimensions transversales et I’homogénéité des dépots
métalliques dans la reproductibilité des résultats.

Nos constatations concernant le logiciel HFSS et notre code de calcul « MEF » sont
similaires a celles effectuées sur la ligne microruban. L’expression de I’'impédance de surface
‘Zsclassique’ décrit, ici, encore moins bien le phénomeéne des pertes métalliques. Souvenons-
nous que |’épaisseur du ruban vaut 0.7um alors que I’épaisseur de peau est égale a 0.8um a
10GHz. Les écarts « théorie — expérience » avoisinent les 400% en basse fréquence pour
atteindre 80% a 30GHz.

Par contre, 1l faut noter la bonne prédiction de I’atténuation grace & notre seconde
formulation ‘Zs cth’ de I’'impédance de surface. Ce point trés important sera discuté a la fin de
ce paragraphe.

IIL.1.3.2. Formulation avec maillage dans les métallisations : comparaison avec
les relevés expérimentaux.

Outre la possibilité d’introduire plusieurs formulations pour I'impédance de surface, notre
atout majeur réside dans I’établissement d’un maillage dans la totalité¢ de la section droite,
métallisation comprise. Cette opération est effectuée sur les lignes microruban et coplanaire

étudiées auparavant. Par ailleurs, nous avons voulu étoffer notre validation en analysant le cas
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE

Figure I1I-11.a :Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne

microruban
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE

Figure I1I-11.b: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne

coplanaire.
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Figure I11-12.a : Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne microruban.

1.8
]
1.6
n .-®
| . -®-
B L44 e n
L 11 Eo T ¢ |
i%; .-
= 121 n ]
2 - .
e
- |
z
O 0.8 “ — 4 5
5 w=10um e] .110°S/cem
=) -
Z, 0.6 - & - - MEF-discrétisation du ruban
E m  Mesures H=250pum
[2 0.4 - m  Mesures
m  Mesures
0.2 -
0 | L] 1} L 1]
0 5 10 15 20 25

FREQUENCE (GHz)

30



6¢1

ATTENUATION LINEIQUE (dB/cm)

Figure I1I-12.b : Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne coplanaire
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de la microligne dans sa version coplanaire déposée sur membrane diélectrique. Les
constantes de propagation des deux premiéres structures sont présentées figure III-11.a, b et
figure 11-12.a, b, par le biais respectivement de leur permittivité effective et constante
d’atténuation. Le mode de représentation des évolutions de la constante de propagation est
calqué sur les relevés précédents, notamment pour ce qui concerne la reproductibilité des
mesures.

A ce niveau de notre étude, peu de commentaires s’imposent. Les comparaisons
« théorie-expérience » figures III-11 et 12 traduisent, selon notre opinion, trés bien la
situation. Il est indéniable, mais était-il besoin de le souligner, que I’opération de maillage
dans le ou les ruban(s) métallique(s) fournit une meilleure prédiction de la constante de
propagation complexe, mais surtout de la partie réelle et donc de I’atténuation consécutive
aux pertes métalliques. Ces propos se trouvent confortés par 1’étude menée sur la microligne
coplanaire déposée sur une membrane diélectrique. Nous avons choisi cette structure car elle
regroupe, a elle seule, toutes les difficultés auxquelles est confronté le concepteur de systéme
fonctionnant dans le domaine des ondes millimétriques et submillimétriques. En effet, ne
serait-ce que pour dimensionner un quadrip6le d’adaptation ou des résonateurs quart d’onde
ou demi-onde dans le cas de structure de filtrage, il est nécessaire de connaitre avec le
maximum de précision ’évolution fréquentielle de la permittivité effective ainsi que
I'impédance caractéristique de la ligne. A notre connaissance, il existe peu de moyens pour
définir les caractéristiques citées précédemment, si ce n’est une discrétisation du plan de
section droite, notamment par les éléments finis. En effet, ce plan de section droite est
trapézoidal, il ne s’intégre donc pas dans le systéme de coordonnées cartésiennes. Les
solutions ne peuvent, de ce fait, plus étre traduites simplement par les fonctions propres

solutions de I’équation différentielle du 2™ ordre issues des équations de Maxwell,
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE

Figure I1I-13.a : Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne
coplanaire' microshield"
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ATTENUATION LINEIQUE (dB/cm)

Figure 11I-13.b : Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne coplanaire
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IMPEDANCE CARACTERISTIQUE (Ohms)

Figure 111-13.c : Evolution fréquentielle de I'impédance caractéristique de la ligne coplanaire
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Il est clair qu’une étude rigoureuse comme ’est celle du guide rectangulaire métallique, par
exemple, n’est pas envisageable. Pour cette raison, trés peu de travaux théoriques ont porté, a
ce jour, sur ce type de structures. Signalons enfin qu’elles ont été étudiées dés 1990 par
I'équipe de L.P. B . Katehi et ce dans le cadre d’activités contractuelles liant entre eux des
partenaires comme la NASA, et 'armée américaine. Ceci n’est pas surprenant puisque ces
lignes représentent probablement I’avant-garde de ce que seront les guides d’ondes et les
systémes futurs. De part ses dimensions transverses, les lignes déposées sur membrane
possédent quelques atouts majeurs. Un exemple de résultats est présenté figure I1I-13.a, b, c,
ou, grice a notre code de calcul nous avons pu mettre en évidence les points suivants
- Une tres bonne concordance avec les relevés expérimentaux[4]
- Une faible dispersion fréquentielle.
- Une permittivité relative effective proche de I’unité donc une vitesse de groupe proche de
celle de la lumiére.
- Une bande monomode supérieure & 120GHz puisque nous n’avons pas détecté de
fréquence de coupure jusqu’a cette valeur.
- Et enfin, une impédance caractéristique quasiment constante et égale a 46Q2 sur toute la
bande monomode.
Signalons que notre code de calcul doit fonctionner dans un cadre trés contraignant. En effet,
la plus grande dimension vaut 1350um, alors que la plus faible consiste en une couche dont
I’épaisseur vaut 0.5um soit approximativement 1/3000 de la plus grande dimension.
ITX-1.4 Remarques concernant la phase de validation
Nous allons conclure cette phase de validation en énumérant quelques points basés sur

I’expérience acquise au cours de ce travail.
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Pour ne pas nuire a la lisibilité¢ de ce mémoire, nous n’avons sélectionné que les évolutions les
plus représentatives. Un grand nombre de lignes coplanaires et microrubans ont été étudiées et
réalisées sur substrat d’Arséniure de gallium. Tant que cela a été possible, nous avons utilisé
le logiciel HFSS pour effectuer les comparaisons avec les résultats issus de notre code de
calcul et les relevés expérimentaux. De tout ceci, il découle les remarques suivantes :

- Le logiciel HFSS ne nous a pas permis d’étudier toutes les structures. C’est notamment le
cas pour la microligne coplanaire ou nous n’avons pas décelé la raison pour laquelle un
résultat fiable n’a pu étre obtenu. Nous sommes encore aujourd’hui dans I’expectative.

- Les mesures que nous avons effectuées pour chaque couple de ligne, nous permettent
d’obtenir un résultat trés fiable sur la constante de propagation. La mesure de ’impédance
caractéristique est quant a elle beaucoup plus délicate. Elle est basée sur le relevé d’un
coefficient de réflexion et donc peu précise si la ligne d’étude comporte de multiples
discontinuités, ce qui est notre cas. Nous n’avons donc, a ce niveau, pas de valeurs
d’impédance fiables & proposer.

- Comme nous avons pu ’apprécier, notre code de calcul a toujours fourni des résultats
conformes a la réalité, et ce, méme dans les cas les plus extrémes que sont les microlignes
sur membrane diélectrique. Toutefois, l’obtention des résultats fiables requiert
impérativement de mailler dans les rubans métalliques et par conséquent d’augmenter la
taille mémoire. Par souci de clarté, nous avons volontairement occulté la procédure
concernant le processus de maillage dans les métallisations.

Les critéres qui nous ont guidés ont été énoncés au début de ce chapitre. Nous les
rappelons briévement. Dans le sens de I’épaisseur, la plus grande dimension pour un

triangle ne doit pas excéder I’épaisseur de peau « & » a la fréquence de travail.
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Dans le sens de la largeur du ruban, il faut veiller 2 concentrer un grand nombre de
triangles au voisinage du coin pour prendre en compte ’effet Meixner qui n’est autre
que l’effet de pointes[10]. Ainsi, au niveau des arétes vives qui délimitent le coin du
ruban, le premier triangle possédera des dimensions dx0 voire méme inférieures. A ce
stade, nous avons encore deux possibilités qui dépendent du mailleur. En effet, on peut
opter pour un maillage régulier ou, ce qui est notre cas, a pas variable. Le maillage a pas
variable intervient essentiellement dans le sens de la largeur, et ce, de maniére progressive
pour éviter que les triangles aient des angles trop obtus ou aigus. Il y a donc, a ce stade,
des regles a respecter, le cas idéal étant le triangle €quilatéral. Cette opération n’est réussie
que si le découpage de la section droite du ruban métallique est effectué correctement.
L’emploi du pas variable dans la procédure de maillage nous a permis de trouver un
compromis raisonnable entre fiabilité du résultat obtenu et une taille mémoire acceptable.
Ainsi, les quelques observations suivantes résument parfaitement la situation :

- Mailler dans le ruban implique que Ia taille mémoire a, en général, doublé par rapport
au cas ou seul I’'impédance de surface est prise en compte.

- Le temps de calcul moyen dédié a chaque point de fréquence est de 'ordre d’une
heure. Il concerne la résolution et le stockage des termes non nuls d’un systéme
matriciel comportant en moyenne 2000 a 2500 inconnues. Rappelons que ces
inconnues affectées a chaque triangle de discrétisation, pris séparément, sont au
nombre de 14.

- Il est possible de supprimer le maillage dans les plans de masse de la ligne coplanaire.
Dans ce cas, leur nature dissipative est introduite au moyen de I'tmpédance de surface

Zs cth. Bien entendu, nous avons mailler dans le ruban central.
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- Méme si elle est approchée, la formulation d’impédance de surface notée Zs cth est
plus approprié€e, car fonction de I'épaisseur du dépdt métallique. Signalons en outre
que son efficacité a été démontrée lors des travaux antérieurs. Cette notion
essentiellement couplée avec 1’approche dans le domaine spectral fut appliquée dans
I’équipe Electromagnétisme pour les lignes métalliques et supraconductrices par D.
Kinowski [15] et C. Delabie [18]. Il faut rappeler que plus la métallisation est fine et le
ruban large, meilleure est la prédiction des pertes. Notons que ceci cadre parfaitement
avec les dimensions des plans de masse coplanaire puisque la section de cette
métallisation est de S00umx0.7um. la notion de guide plan métallique infini dans une
direction peut étre considérée sans peine puisque la largeur du ruban vaut 700 fois son
épaisseur. A notre connaissance, cette expression d’impédance n’a jamais été utilisée
dans une formulation par éléments finis. Elle est fiable et permet en outre de réduire

conjointement taille mémoire et temps de calcul.

I11.2 Etude de lignes de topologies particuliéres

Méme si notre code calcul fournit des prédictions fiables des parametres
électromagnétiques, il nous reste toutefois a tester les potentialités et les capacités de notre
logiciel a prédire les caractéristiques de structures de propagation de forme plus complexes.
Comme nous I’avons déja signalé, compacité, miniaturisation, faible dispersion et pertes
minimales, impédance constante sont les critéres sur lesquels repose la conception des circuits
nouveaux. Ce cahier des charges trés ambitieux ne peut étre atteint en partie que si [’on fait
appel au caractére innovant d’une structure de propagation. Ceci est en général toujours li€ au
progres réalisé dans la maitrise soit d’une technique nouvelle de transformation des signaux

soit d’un nouveau processus technologique.
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Figure I1I-14: Les versions coplanaires classiques a, b et avec conducteur central en « Te » ¢. d
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Avant d’aborder I’étude de la ligne coplanaire a ruban central suspendu que I’on peut
assimiler a un pont a air et des lignes dites ultra compactes, nous désirons effectuer un dernier
test. Une étude de sensibilité est entreprise pour juger de I’efficacité du code de calcul mis au
point, et de ses capacités a traduire I’effet lié a des faibles variations des parameétres qu’il

s’agisse des dimensions géométriques ou des parametres physiques.

II1.2.1 La ligne coplanaire avec conducteur central en forme de « Te »

Nous pourrions, pour répondre a cette €tude de sensibilité, nous contenter de faire
simplement €voluer quelques parametres des lignes classiques étudiées auparavant, telles les
dimensions des lignes, les épaisseurs des couches, la permittivité des matériaux. Nous avons
préféré intégrer ces variations au travers de I’étude de la ligne coplanaire dont le conducteur
central possede une métallisation en forme de champignon comme 1’est celle du transistor a
effet de champ. Nous présentons figure III-14 les différentes structures qui ont été réalisées
avec nos collégues de I’équipe dirigée par D. Decoster, et ce, par couple de longueurs
différentes pour permettre d’effectuer les mesures des paramétres électromagnétiques. Trois
étapes interviennent dans la mise en ceuvre d’une telle ligne. Elles sont répertoriées dans
Pordre chronologique a, b, ¢. Ainsi, dans un premier temps nous réalisons une ligne
coplanaire classique figure I1I-14.a. Dans une seconde phase, nous effectuons un dépdt de
silice(S102) figure I1I-14.b pour éviter ’affaissement, dans une troisieme étape, de la couche
supplémentaire déposée pour la confection de la métallisation en « Te » figure 1II-14.c ou d.
Rappelons, au préalable, que les dimensions transverses de la ligne figure III-14.a ont été
calculées pour qu’elle posséde une impédance caractéristique de 502, L’épaisseur des
couches tant métalliques que de silice est d’environ 0.6um. L’ensemble des dimensions a ét¢

contr6lé ainsi que les diverses épaisseurs des matériaux mis en jeu.
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE

Figure 111-15: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective mesurée pour
différentes topologies de la ligne coplanaire
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ATTENUATION LINEIQUE (dB/cm)

Figure 111-16: Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique mésurée pour différentes
toplogies de la ligne coplanaire
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Figure I11-17: Evolution fréquentielle de I'impédance caractéristique de différentes topologies de

la ligne coplanaire
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Comme nous I’avons précisé, un jeu de deux lignes a été réalisé pour chaque version
a, b, c. Nous disposons ainsi d’une ligne coplanaire classique, d’une ligne coplanaire dont la
fente est partiellement remplie de silice, et enfin d’une structure avec ruban central en forme
de «Te ». A ce titre, deux versions de métallisation en « Te » possédant & la base une largeur
de 70um, ont été congues ou seule la largeur du chapeau évolue de 80um a 100um.

Afin d’avoir un point de vue global, nous présentons dés a présent figure I1I-15,16 la
permittivité relative effective et I’atténuation mesurées pour les lignes réalisées dans leur
version a, b, ¢, d. Il s’agit des couples de lignes notées 12(a), 34(b), 56(c) et 78(d) dans notre
nomenclature. Il est clair que la permittivité relative effective n’évolue que lorsqu’il y a une
modification de la section droite du ruban métallique. On notera, compte tenu de ’échelle
choisie que I’ajout de silice pour la version simple ne produit qu’une trés faible variation de
permittivité relative effective. Dans le méme esprit, ’augmentation de la largeur du chapeau
de la métallisation (80um & 100um) pour les versions ¢ et d de la ligne coplanaire en « Te »
provoque une trés faible évolution de la constante de phase et donc de la permittivité relative
associée.

L’atténuation semble, quant a elle, plus sensible & I’ajout tant de la couche de silice dans la
version coplanaire classique que de la métallisation supplémentaire pour la structure en
« Te ». 11 faut noter que les variations sont faibles sauf pour ’impédance caractéristique des
lignes figure I11-17.

Comme nous ’avons signalé, dans leurs versions de base, les lignes notées 12 et 34 possedent
une impédance voisine de 502, pour passer de 48 a 42 Q pour les versions en coplanaire en

« Te »(Lignes 56 et 78) figure II-17.
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Figure 111-18: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne coplanaire

classique avec couche de silice et sans couche de silice: Comparaison simulation-mesures
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Figure I11-19: Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne coplanaire
avec le ruban central en "Te': Comparaison simulation-mesures
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Figure I11-20: Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne coplanaire classique
avec couche de silice et sans couche de silice: Comparaison simulation-mesures
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Figure I11-21: Evolution fréquentielle de I'atténuation linéique de la ligne coplanaire avec le
ruban central en "Te" :Comparaison simulation-mesures
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Cet ensemble d’évolutions met parfaitement en évidence le bien fondé de nos interrogations

quant aux aptitudes de notre code de calcul pour traduire d’aussi faibles variations de

permittivité relative effective et d’atténuation. Le cas de I'impédance nous améne & poser
d’autres questions.

Par souci de clarté et donc de présentation des résultats, nous décomposons nos commentaires

suivant deux volets.

- Le premier concerne les relevés « théorie — expérience » pour la constante de propagation
complexe des lignes de test réalisées dans leur version coplanaire classique avec les fentes
remplies d’air (lignes 12 (a)_) ou partiellement de silice (lignes 34 (b))

- Le second volet porte sur les structures congues dans leur version conducteur central en
« Te ». Ce sont les couples de lignes notées 56 (c) et 78 (d) dans notre nomenclature.

Au vu des évolutions reportées figures III-18, 19, 20, 21, les valeurs de permittivité relative

effective et d’atténuation tant théoriques que pratiques ne différent que de quelques pourcents.

Mais, il faut noter que le sens des variations lié a 1’étude des lignes coplanaires avec fentes

remplies d’air (lignes 12 (a)) puis de silice (lignes 34 (b)) et métallisation en « Te » avec

chapeau de largeur 80pm puis 100um, est le méme tant pour les évolutions théoriques de
permittivité effective et de 1’atténuation que pour ces mémes évolutions, mais mesurées. Cela
signifie que notre code de calcul est capable de réagir a une tres faible modification de la
nature d’un sous-domaine qu’il soit diélectrique ou métallique. Notons que les sous-domaines,

dont il est question ici, ont une superficie de 25umx0.6um pour celui rempli de silice et
10umx0.6um pour le domaine métallique. Cela correspond respectivement a environ
1/200000 et 1/500000 de la surface totale de la section droite.

Nous n’avons pas, jusqu’a présent, eu la possibilité d’effectuer la détermination de

’impédance caractéristique par le biais de la mesure des paramétres [S]. Des travaux récents
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Figure I1I-22: Evolution fréquentielle de l'impédance caractéristique de la ligne coplanaire pour
différentes toplologies retenues: Comparaison simulation-mesures
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effectués dans 1’équipe électromagnétisme et publiés par C. Séguinot [19][20] nous
permettent de présenter les tous premiers résultats sur les lignes coplanaires dans les versions
a, b, ¢, d figure 111-22. Malgré quelques fluctuations liées aux imprécisions de mesures en fin
de bande de fréquences, notre code de calcul, en comparaison avec les relevés expérimentaux,
fournit toujours une bonne prédiction de I’'impédance caractéristique, I’écart moyen « théorie-
expérience » n’excédant pas 2%. Cette derniére remarque est importante dans la mesure ou
nous n’avions pas, a ce stade de notre manuscrit, des repéres précis pour ce qui concerne les
valeurs d’impédance calculées(MEF) et mesurées.
Ces résultats relatifs a la ligne coplanaire classique et a celle avec métallisation centrale en
forme de « Te » nous autorisent a conclure définitivement quant au bon comportement de
notre code de calcul.
La détermination théorique de I'impédance correspond au stade uitime de notre probléme. En
effet, I’obtention de cette valeur repose sur le calcul de la puissance dans le plan de section
droite, de la différence de potentiel entre conducteurs, voire du courant dans le(s) ruban(s). Ce
calcul ne peut étre effectué de fagon fiable que si valeurs propres, vecteurs propres et champs
associés sont définis avec précision. Les trés bons résultats obtenus lors des comparaisons
entre relevés théoriques et expérimentaux montrent que nous maitrisons au mieux, de fagon
numérique, les différents calculs de flux et de circulations des champs électromagnétiques.
Estimant que notre code de calcul est suffisamment fiable, nous proposons d’étudier deux
versions particuliéres de support de propagation. Il s’agit :
e De la ligne coplanaire a ruban central suspendu
e De la ligne dite ultra compacte

I11.2.2 La ligne coplanaire a ruban suspendu

Nous présentons la section droite de cette structure figure I1I-23.a. Cette version est
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Figure III-23.a : Ligne coplanaire avec élévation du ruban central

Contacts ohmiques

Plan de masse de la ligne coplanaire

Figure ITI-23.b : Vue en perspective du ruban central, suspendu, en contact avec la diode.
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proposée sous sa forme académique puisqu’en toute rigueur le ruban central repose sur une
couche de polyimide ou de silice ou encore se sustente par l’intermédiaire de piliers
diélectriques. Dans ce dernier cas, la technique mise en ceuvre s’apparente a celle des ponts a
air, les piliers étant espacés, a priori, de fagon réguliére dans la direction de propagation.

Ce type de structure fut utilisée pour la premiére fois en 1994 dans la conception d’une ligne
de propagation non linéaire en vue de produire des impulsions bréves figure I1I-23 b. Aux
piliers di€lectriques sont alors substituées des diodes varactors ou Schottky, le systeme
complet possédant une fréquence de coupure supérieure a 700GHz [6]. Aucun argument ne
fut avancé sur les causes du mauvais fonctionnement d’un dispositif analogue mais réalis¢ en
structure coplanaire classique, donc a ruban non suspendu, ni sur les moyens de calcul mis en
ceuvre pour déterminer les caractéristiques électromagnétiques des lignes qu’elles soient
suspendues ou non. Toutefois, il fut rappelé que, de fagon globale, la fréquence de coupure
était d’autant plus importante que les capacités conjointes de la diode et de la ligne étaient
faibles, ce qui se comprend aisément. Cela signifie, entre autre, que la ligne non chargée par
les diodes possede une impédance élevée.

Partant de ce constat, il nous a paru intéressant de clarifier les points que nous venons
d’évoquer briévement. Ainsi nous avons entrepris d’étudier le support de propagation sans
diodes. Il s’agit dans le cas présent de s’inspirer des travaux menés par U. Bhattacharya [6].
Une ligne & ruban central suspendu de largeur 8um dont les bords sont espacés de Sum du

plan de masse de largeur 200um est déposé sur un substrat d’arséniure de gallium de 400um

d’épaisseur. Signalons enfin que I’épaisseur des métallisations est de 2um tout comme celle

des plans de masse. La conductivité des dép6ts d’or vaut 4.1 10°S/cm dans le cas présent.
Nous avons maillé dans le ruban suspendu et utilis¢ la formulation d’impédance Zs cth

pour la description du caractere dissipatif des plans de masse latéraux.
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PERMITTIVITE RELATIVE EFFECTIVE (greff)

Figure 111-24 : Evolution fréquentielle de la permittivité relative effective de la ligne coplanaire
pour différentes valeurs e de la hauteur d'élévation du ruban central
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Figure 111-25 : Evolution fréquentielle de 1'atténuation linéique de la ligne coplanaire pour

différentes valeurs e de la hauteur d'élévation du ruban central
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Figure I11-26 : Evolution fréquentielle de I'impédance caractéristique de la ligne coplanaire pour
différentes valeurs e d'élévation du ruban central
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Ainsi, nous présentons aux figures II1-24, 25 26 les évolutions fréquentielles
théoriques (MEF) de la permittivité effective, de l’atténuation consécutives aux pertes
métalliques ainsi que le comportement de I’impédance caractéristique. Plusieurs hauteurs
« e » du ruban central suspendu ont été choisies pour illustrer les propos qui suivent.

Comme nous pouvons le constater, le passage de la ligne coplanaire classique(e=0) a
la ligne a ruban suspendu implique que la permittivité effective et I’atténuation diminue alors
que I’impédance caractéristique croit.

Pour étre plus précis encore lorsque le ruban subit une élévation de 3pum,

- L’impédance a pratiquement doublé et par conséquent la capacité de ligne est réduite d’un
facteur quatre environ,

- Les pertes sont divisées par un facteur deux,

- La permittivité effective est, au mieux, quatre fois plus faible ; la vitesse de groupe est
donc deux fois plus importante.

Toutes ces remarques permettent désormais de mieux assimiler les propos de U.
Bhattacharya, S. T. Allen et M. J. Rodwell relatifs a la conception de leur dispositif non
linéaire nécessitant pertes faibles et impédance élevée. En dehors du fonctionnement de ce
dispositif de génération d’impulsion bréve qui ne constitue pas notre priorité, quelques
remarques d’ordre générales s’imposent. Ces remarques reposent sur la comparaison avec la
ligne coplanaire a ruban non suspendu.

Des travaux ont montré que les lignes coplanaires classiques d’impédance supérieure a
70€2 voire 80Q2 présentaient de fortes pertes[21]. Ceci s’explique car le quotient des largeurs
de la fente sur le ruban central est faible. En d’autres termes, le plan de masse latéral est tres

proche du ruban central. Ceci implique par conséquent I’existence d’effets de pointe
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importants pour les courants au coin des rubans et provoque donc un accroissement des
pertes. Ces inconvénients disparaissent lorsque le ruban central est suspendu.

Ce~ point est capital notamment pour la conception de filtres ou de lignes couplées nécessitant
la réalisation de trés fortes impédances, le tout a faibles pertes.

Nos constatations rejoignent a ce titre une publication parue en 1998, donc récente, et traitant
de ce type de ligne [22].

Signalons en outre que la ligne a ruban suspendu est monomode jusqu’a SO0GHz alors
que la méme ligne dans sa version non suspendue posséde un mode supérieur dont la
fréquence d’apparition est voisine de 100GHz [23]. En résumé, une faible dispersion
fréquentielle sur une bande monomode importante, le tout & impédance quasiment constante
caractérise ce type de ligne.

Il est clair que les avantages de cette structure sont indéniables notamment dans la
bande millimétrique, et ce, d’autant plus que le processus technologique est maitrisé puisqu’il
s’apparente a celui utilisé dans la fabrication des ponts a air. Toutefois, malgré ces atouts, il
ne semble pas que cette structure rencontre un succe€s important, puisque nous n’avons
dénombré sur le sujet que quatre publications écrites depuis 1995. Nos constatations sont de la
méme nature pour ce qui concerne I’étude suivante relative aux lignes ultra compactes. Nous
n’avons, pour notre part, trouvé qu’une publication depuis 1996 sur le theme des lignes ultra
compactes pour circuit intégré micro-ondes. Malgré le peu d’information recueillies sur ce
type de structure, nous avons €té attiré par son caractére innovant [24].

II1.2.3 La ligne ultra compacte

Notre objectif n’est pas, a ce stade, de mener une étude exhaustive de cette ligne. Nous
désirons seulement attiré I’attention sur ce que seront les topologies des circuits futurs dits

« ultra compacts » [5] et sur quelques performances typiques. Nous rappelons, pour mémoire,
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Substrat AsGa

[ ] Polyimide

Coplanaire en « U »

Figure I1I-27 : Lignes coplanaires « ultra compact » avec métallisation en « I » et en « U »

Figure I1I-28 : Photographie au microscope électronique d’une inductance spirale réalisée

avec des métallisations en « U » [5]

Figure I1I-29 : Photographie d’une jonction 180° avec métallisation en « U » [5]
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un exemple coplanaire des lignes « ultra compact » figure III-27. Elles se distinguent des
structures traditionnelles par la forme de leurs me’talllisations qui sont en « U» ou en « I » et
dont les hauteurs sont plus importantes que les largeurs. Bien évidemment, ce type de
technologie se décline aussi sous une version a un conducteur dans le cas de la conception de
self spirale figure I1I-28 voire deux et trois conducteurs pour la réalisation de jonction
180° figure I11-29 fonctionnant dans la bande des fréquences comprises entre 5 et 40 GHz.

Comme nous pouvons le constater, ces structures ne sont plus conventionnelles. Leur
caractere innovant repose sur une modification de la forme des conducteurs en vue d’obtenir
des caractéristiques électromagnétiques équivalentes voire meilleures tout en réduisant la
taille du circuit. Bien évidemment, il n’est plus question ici de négliger I’épaisseur de la
métallisation, ni méme de la considérer comme parfaite.

Cette tendance a complexifier la section droite du circuit élimine dans le méme temps
un certain nombre de techniques numériques classiques utilisées pour la détermination des
caractéristiques €lectromagnétiques. La méthode des éléments finis est donc, mais était-il
besoin de le souligner, tout particuliérement adaptée a la description de ce type de circuit. Le
choix des lignes ultra compactes en est un bon exemple.

Plutdt que d’axer notre étude sur les caractéristiques électromagnétiques d’une ligne,
nous avons préféré utiliser notre code de calcul pour mettre en évidence le gain de surface
obtenu par rapport a la technologie traditionnelle.

Considérons dans un premier temps un support AsGa sur lequel est déposée une couche de
polyimide de faible épaisseur. Par la suite, un dépdt d’or est effectué en vue de confectionner
une métallisation soit classique, soit en forme de « U» ou de «I». Ainsi, nous nous
proposons de rechercher les dimensions des lignes qui fournissent, pour une méme impédance

caractéristique de 500, des pertes équivalentes dans le cas des métallisations en « U » et
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classique. Cela revient donc a considérer deux processus technologiques différents appliqués

conjointement au cas d’une ligne coplanaire et microruban. L’ensemble de nos résultats est

répertorié dans le tableau figure III-30.

AsGa

Métallisation |En «U » | Classique

Dimension W=4pum | W=20um
g=11um | g=17um
t=10um |t=3um

Pertes

(dB/mm) 0.15 0.14

Meétallisation |En «U » | Classique

Dimension W=4um | W=10um
t=10um |t=4um

Pertes

(dB/mm) 0.22 0.19

Plan de masse
1 Polyimide

Figure I1I-30 : Mise en évidence des réductions des dimensions des lignes ultra compactes par

rapport aux lignes classiques, et ce, pour une méme impédance caractéristique ( 50Q2 )

Pour permettre la comparaison et mettre en valeur le gain d’espace, nous avons

toujours effectué nos calculs sur la base de lignes dont I’'impédance caractéristiques vaut 500,
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Figure I11-31:Evolution fréquentielle de la constante de phase et d'atténuation des lignes
coplanaires ultra compactes
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et ce, a la fréquence 10GHz. Ce n’est qu’a cette condition que 'on peut confronter
effectivement les résultats entre eux. Au vu des dimensions déterminées au moyen de notre
code de calcul dans les tableaux figure III-30, une ligne coplanaire réalisée dans sa version
traditionnelle requiert un dimensionnement minimum de 94pum (3W+2g) alors que seul 34 pm
suffisent pour la ligne avec métallisation en « U ». On notera que les pertes sont pratiquement
identiques dans les deux cas de figure. Cela aboutit donc & une réduction d’un facteur trois des
dimensions alors qu’un facteur deux au moins caractérise le gain en dimensions pour la ligne
microruban avec conducteur en « U ».

Dans I’exemple proposé, seul le cas des métallisations en « U » est abordé. En effet,
comme le prouve les relevés expérimentaux effectués sur ce type de ligne en « U » et en « I »,
les évolutions figure III-31 de la constante de phase et d’atténuation sont quasiment
confondues [5]. Il en est de méme pour nos résultats théoriques (MEF). Paradoxalement, la
version avec meétallisation en « U », bien qu’a priori plus complexe, est celle retenue pour la
confection des circuits car mieux adaptée au process technologique de fabrication de
I’ensemble du circuit intégré, transistors compris. Pour donner un dernier et bref apergu des
potentialités de ce type de technologie, nous proposons I’étude d’une structure comportant
deux conducteurs puisque le cas des lignes a un et trois conducteurs a été étudié auparavant.
En fait, il s’agit de la version miniaturisée des lignes microrubans couplées classiques. Notre
objectif, puisqu’il s’agit d’un coupleur, consiste a déterminer les évolutions des impédances
caractéristiques en mode pair et impair en vue d’obtenir le coefficient de couplage désiré.
Compte tenu des propriétés de symétrie que présente la structure figure I11-32, I’étude se
ramene au calcul des caractéristiques €électromagnétiques d’une ligne. Dans ce cas, I’axe ou le
plan de symétrie s’apparente successivement a un court circuit €lectrique parfait CCE (pour le

mode impair) et a un circuit ouvert parfait CCM (pour le mode pair). Les impédances
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Figure I1I-32 : Plan de section droite d’un coupleur congu a partir de lignes ultra compactes.
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déterminées en présence d’'un CCE ou d’un CCM parfait sont dénommées respectivement Z
et B . Leurs évolutions sont calculées a la fréquence 10GHz et présentées en fonction de la

distance « g » séparant les métallisations figure I1I-33. Pour que le coupleur soit adapté, il faut
que la relation Z,Z, :Z% soit vérifiée. L’impédance caractéristique Z.vaut 50Q. Ainsl,

pour une distance g=2.5um, le coupleur est du type —3dB adapté a 50Q. Lorsqu’il est réalisé

dans une version dite a méandre, un gain de dimension de I’ordre d’un facteur 10 est obtenu

par rapport & la version traditionnelle[5]. Nos investigations s’arrétent a ce niveau. Comme

nous 1’avons signalé, cette étude ne se veut pas exhaustive. Toutefois, quelques commentaires

s’imposent en guise de bilan. -

- Aucune défaillance de notre code de calcul n’a é€té constatée pour la description de ces
lignes. Les résultats fournis .sont conformes aux relevés expérimentaux lorsqu’ils existent.

- Les structures mises en ceuvre, qu’elles soient a un, deux, voire trois conducteurs
présentent des pertes comparables aux circuits traditionnels.

- Un gain d’espace important est obtenu dans 1’occupation de chaque couche de polyimide.
Ceci est un point majeur.

Nous n’avons abordé qu’urie faible part des dispositifs passifs réalisables. Cette
technologie est prometteuse car elle permet d’envisager la conception d’un systéme complet
fonctionnant a des fréquences allant jusqu’a 40GHz. Ceci touche alors les domaines des
télécommunications sans fils courtes distances pour des applications nécessitant des forts
débits d’informations, le tout confectionné sur ou dans un seul circuit. Il est clair que ce
circuit est réalisé en utilisant I’empilement de couche ( la troisieme dimension) . La maitrise
de la technologie de fabrication des métallisations en « U » et en « I» de 10um de hauteur
voire plus permet de résoudre en partie les problémes liés aux interconnexions entre

fonctions
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réalisées sur un méme niveau voire sur des niveaux différents, ainsi que ceux provenant de la
diaphonie entre lignes. Pour notre part, nous nous proposons d’étudier les interconnexions

dans la problématique de la montée en fréquence pour les circuits intégrés logiques congus sur

silicium.
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II1.3 Etudes des interconnexions dans les circuits intégrés logiques réalisés
sur silicium

II1.3.1 Introduction

Le souci de réaliser des circuits logiques de plus en plus rapides et complexes, conduit
a la réduction des dimensions des composants, et permet dans le méme temps une
augmentation de leur densité d’intégration.

Grace aux progrés technologiques, nous atteignons aujourd’hui des dimensions
jusqu’alors inégalées ; elles sont submicroniques. Les transistors MOS des années 70
permettaient de réaliser des circuits intégrés de quelques dizaines de milliers de transistors
avec des technologies supérieures & 10um. A ce jour, plusieurs millions de transistors peuvent
étre implantés avec les technologies inférieures & 0.5um[25].

I est clair que les avantages liés a la réduction des dimensions des transistors sont,
bien évidemment, l'amélioration des performances en terme de retard apporté par chaque
porte et la réduction de la puissance dissipée[25]. A ce titre, les fréquences de fonctionnement
des microprocesseurs et des mémoires sont aujourd’hui supérieures a 100MHz alors méme
qu’elles ne dépassaient pas le mégahertz dans les premiéres technologies [26]. Les tensions
d’alimentation sont passées successivement de 12 volts, Svolts pour se standardiser a 3.3volts.

Dans le méme temps, I’on ne peut pas envisager de diminuer les dimensions des
transistors sans effectuer une réduction des dimensions des lignes de connexion. En effet,
cette réduction est nécessaire pour offrir les meilleurs conditions de routage du circuit[27].

Dans ce contexte, apparaissent de nouveaux problémes liés aux interconnexions dans
les technologies qui ne cessent d’évoluer. Ces problemes se situent pour la plupart tant au

niveau temporel que sur la dégradation des signaux dans les circuits CMOS.
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Sur le plan temporel, le retard d’une fonction n’est plus uniquement li€¢ aux transistors
qui la constituent, mais également aux lignes de connexion reliant les blocs du circuit
entre eux. Désormais, l'on doit prendre en compte dans ce retard celui de la porte sans
ligne auquel se greffe celui introduit par la ligne. Comme I’ont démontré des travaux, il
n’est pas réaliste de retrancher, du retard de la porte avec ligne, celui de la porte sans ligne
pour obtenir le retard introduit par la ligne d’interconnexion[28]. Si ’on procéde de cette
maniere, on aboutit trés rapidement a des incohérences quand la taille du buffer d’entrée
est grande, ce qui conduit a des retards parfois négatifs n’ayant aucun sens. Ceci
s’explique par le fait que le retard d’une porte logique dépend des dimensions des
transistors qui la constituent, mais aussi et peut étre surtout de la charge de sortie.
Omettre la prise en compte des effets d’interconnexion sur cette charge de sortie conduit
tout naturellement a des résultats surprenants voire aberrants. En effet, le retard d’une
porte est égale au produit de la résistance Rtr du transistor en commutation par la capacité
Cporte de la charge. Dennard[29] a établi, a partir de cette définition, une loi qui fournit
une bonne appréciation du gain en performance lié a la réduction des dimensions des
portes. Selon cette idée, si les dimensions des transistors sont réduites d’un facteur S>1, la
capacité de charge est réduite par le méme facteur tandis que la résistance Rtr reste

constante. En conséquence, le retard et la surface de la porte sont respectivement réduits

par les facteurs S et S?. Autrement dit, le retard des portes diminue lorsque la longueur
des transistors diminue[29].

Par ailleurs, la complexité importante des circuits due au nombre croissant des transistors
suivant un facteur 2 a chaque nouvelle technologie[30], a conduit a I’augmentation du
nombre d’interconnexions et par conséquent a I’accroissement de la longueur totale des

connexions électriques. Pour s’en convaincre, la longueur totale d’interconnexions
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estimée & 380m pour une puce dans la technologie 0.35um, atteindrait plus de 10km pour
une puce dans la technologie 0.07um.[31].

En considérant, d’une part l’augmentation de la longueur des connexions d’une
technologie a ’autre par le facteur S., et d’autre part la réduction d’un facteur S des

dimensions transversales des lignes métalliques d’interconnexion, nous aboutissons pour

toute nouvelle technologie a une modification du retard d’interconnexion par le facteur

SS%. Dans cette formulation approchée du probleme, I’hypothése faite sur la réduction

des épaisseurs et de la largeur des lignes suivant un méme rapport n’est pas réaliste. En
effet, les épaisseurs des lignes métalliques restent sensiblement constantes d’une
technologie a l’autre. En conséquence, une analyse plus fine des effets liés a ces
dimensions doit étre entreprise. Des études ont d’ailleurs montrer que le retard
d’interconnexion semble décroitre moins rapidement que celui de la porte active. Une
division par deux de la longueur du canal du transistor permet de réduire d’un rapport
quatre le retard de la porte active tandis que le retard lié aux interconnexions serait
seulement réduit de moitié[28].

Au niveau des signaux d’attaque des portes, la présence de lignes d’interconnexion
apporte une dégradation sur le signal source. Ainsi, la détermination du retard d’une
structure a un échelon parfait de tension n’est plus suffisante pour caractériser les
performances des circuits. Il est donc indispensable d’étudier I’influence des pentes
d’attaque des signaux sur la caractérisation précise des retards occasionnés en différents
points du circuit. Il faut donc caractériser, en plus, les dégradations liées aux lignes
d’interconnexion afin de déterminer les pentes des signaux en entrée et en sortie de la
ligne. L’interconnexion est notamment a [’origine de la forme exponentielle et non plus

linéaire du signal lors de son transit au travers de la ligne.
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Compte tenu, des technologies actuelles, le modeéle distribué¢ RC est trés largement
répandu[32] et semble décrire correctement voire parfaitement la connexion électrique. A ce
stade, rappelons que la forme d’onde du signal d’attaque n’est pas traité, or il est établi que
cette forme a une influence sur le temps de retard[33]. La réponse du modele, a un échelon
classique, n’est donc plus assez précise ni méme appropriée pour modéliser les temps de
retard internes au circuit intégré. Signalons, qu’a notre connaissance, il n’existe pas de
travaux montrant I’influence de la réponse du retard d’interconnexion a un signal d’entrée réel
du driver a linterconnexion. Il est donc nécessaire de développer des modeles précis
d’interconnexion incluant a la fois le driver et I'influence des connexions €lectriques. Notre
contribution s’insére dans le cadre d’une étroite collaboration entre les membres de 1’équipe
¢lectromagnétisme des circuits de 'IEMN et ceux de I’équipe du LIRMM (Laboratoire
d’informatique de Robotique et de Microélectronique de Montpellier) et notamment
messieurs D. Deschacht et G. Servel.

Cette contribution concerne la mise en ceuvre d’une analyse électromagnétique
des interconnexions avec la prise en compte de la forme réelle des signaux d’attaque.
Ces formes réelles, comme nous I’avons signalé, nous sont fournies par D. Deschacht
notamment. L’objectif consiste, 2 partir de I’analyse électromagnétique servant de
référence, a définir le domaine de validité du modéle électrique RC mise en cuvre au
LIRMM et a proposer une version RLC aux concepteurs de circuits VLSI pour la
modélisation des interconnexions, voire RLCG par la suite.

II1.3.2 : Analyse Electromagnétique des Interconnexions

I11.3.2.1 Préambule : L’analyse traditionnelle

Comme nous l’avons signalé auparavant, le modele RC est trés largement répandu

dans la littérature[34][35] pour étudier les problémes liés aux interconnexions dans les circuits
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VLSI. La régle utilisée pour simuler le comportement des lignes d’interconnexion repose sur
la mise en cascade d’un nombre « n » fini de quadripdles RC élémentaires. A ce stade, I’on
doit veiller a ce que le temps de propagation sur chacun des quadripdles soit trés inférieur au
temps de montée du signal. En considérant la longueur « L » de la ligne, « V » la vitesse de
propagation et « n » le nombre de cellules élémentaires dans la distribution, on doit vérifier,
pour un temps de montée T du signal, la relation suivante :

L1 << T . Eqg-111.7
Vn

Rappelons que cette relation ne tient pas compte des conditions d’attaque et de charge de la
ligne. Or ces conditions ont une influence sur le comportement global du signal [35]. Omettre
ces conditions peut fausser la modélisation. Une étude plus détaillée a été effectuée par T.
Sakurai [34] a partir des trois modeéles élémentaires suivants :

- ModeleenL R

- Modéleenn cr_1L [ C/2

- Modeleen T R/2 R/2

c——

Figure II1.34 :Schémas électriques RC utilisés pour la modélisation des lignes

d’interconnexion.
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Ces études ont montré que les modéles en T et en © donnaient des résultats rigoureusement
identiques, et ce, quel que soit le nombre de cellules considérées. D’autres résultats obtenus
au LIRMM par E. Vanier [27] ont mis en évidence que le modéle en L et en © fournissaient
des valeurs asymptotiques identiques lorsque le nombre de cellules est important. En
revanche, pour un nombre de cellules relativement faible, le modéle en L présente de fortes
variations comparé a celui en m. Par conséquent, le modele en m est retenu pour la
modélisation des lignes d’interconnexion.

L’analyse électromagnétique dont il est question dans ce mémoire différe des modeles
distribués décrits précédemment en ce sens qu’elle prend en compte de maniere globale tous
les effets parasites liés aux interconnexions. Elle nous permettra, ainsi, de déterminer un
modéle équivalent qui incorpore les effets inductifs, mais aussi de définir le domaine de
validité du modele distribué RC.

Signalons que cette notion de modéle est essentielle pour les concepteurs de
circuits VLSI qui ne disposent pas de code de calcul comme celui mis au point dans ce
mémoire. Rappelons aussi, qu'une étude temporelle par le biais de logiciel comme
SPICE requiert, en outre, un schéma équivalent distribué du type self, capacité,
résistance voire conductance.

Les paragraphes qui suivent présentent les démarches liées a ’analyse électromagnétique tout
en fournissant quelques résultats typiques.

I1.3.2.2 : L’analyse électromagnétique : modéle d’étude pour les problémes liés
aux interconnexions

L’analyse électromagnétique du circuit a effectuer est représenté figure I11.35. Ce
modéle est retenu afin de prendre en compte [!’interaction qui existe entre la ligne

d’interconnexion et les portes.
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Ruban métallique

R

Ve(t) Vs(t) Si02

VO AL A A A v A e

Figure III-35 : Modéle utilisé pour I’analyse électromagnétique.

La ligne d’interconnexion posséde des dimensions spécifiques a la technologie 0.25um
caractérisée par une épaisseur de métallisation t supérieure a la largeur w du ruban. Un
exemple typique est fourni, a la page suivante figure III-37. L’analyse d’un tel circuit tient
compte de I’environnement dans lequel se trouvent les lignes d’interconnexion & savoir les
impédances de charge en entrée et en sortie.

I11.3.2.3 : L’analyse électromagnétique : principe de I’Analyse Electromagnétique
dans le domaine temporel

Cinq é€tapes caractérisent cette analyse illustrée par le synoptique figure III-36. Ces
¢tapes sont :

1. La détermination des caractéristiques de propagation de la ligne d’interconnexion

2. La forme du signal d’attaque Ve(t) et son expression dans le domaine fréquentiel

3. L’analyse fréquentielle du circuit incluant les charges en entrée et en sortie de la

ligne d’interconnexion
4. La détermination du signal en sortie de la ligne dans le domaine temporel
5. Et enfin, le calcul des caractéristiques temporelles comme le retard de propagation

et le temps de commutation
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L
—l —
: 1 ;
Ve(t) Vs(t)
o(f)B(£) Ze(f)
l Impédances de charge T
FFT FFT

l v {

Ve(f) || Matrice chaine — Vs(f)

Figure III-36 : Synoptique de I’analyse électromagnétique.

Chacune des étapes de cette analyse est décrite sommairement aux paragraphes suivants.

I11.3.2.3.1. L’analyse e’;lectromagnétique: détermination des caractéristiques de
propagation de la connexion électrique

Il s’agit de calculer les caractéristiques de propagation de la ligne d’interconnexion.
Cette étape a pour objectif de définir la matrice de chaine correspondant a une longueur L
quelconque pour cette ligne. Nous avons retenu, pour illustrer notre démarche, la topologie
suivante pour la section droite de la ligne d’interconnexion en technologie VLSI figure III-37.

air

0.84um I Si02 métal

>
0.84um 0.3um

~

Plan de masse
Figure I1I-37 : Section droite de ligne d’interconnexion.
Nous constatons que les dimensions transverses du ruban métallique sont du méme
ordre de grandeur que celles de la couche d’oxyde de silicium dans laquelle il est noy¢.

Notons que, I’épaisseur de métallisation est supérieure a la largeur. Cette topologie n’est pas
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Figure I11-38.a : Evolution fréquentielle de la constante de propagation de ligne Figure I1I-37.

Impédance caractéristique (Ohms) (Technologie 0.251um)

1500
1000_’ ——Re(Z0)
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Figure I1I-38.b : Evolution fréquentielle de I'impédance caractéristique de ligne Figure III-37.
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courante, tout du moins, si nous la comparons a celle des lignes de transmission utilisées dans
les circuits micro-ondes classiques. Cet état de fait élimine toutes les méthodes numériques
dans lesquelles les métallisations sont considérées infiniment minces, méme si la notion
d’impédance de surface permet de traduire plus ou moins bien la nature dissipative du
matériau métallique. Le cas des interconnexions, ou couches d’oxyde et section droite du
ruban sont du méme ordre de grandeur, est le plus contraignant. En effet, méme la version du
logiciel HFSS dont nous disposons n’est pas en mesure de prédire les caractéristiques
électromagnétiques de la ligne. Ceci justifie, s’il en ait besoin, I’emploi de notre code de
calcul et met en évidence notre_contribution dans I’analyse des interconnexions.

Comme nous le constatons sur la figure 11I-38.a, la constante de propagation montre
que ’on ne peut pas identifier le mode se propageant dans la structure figure I11I-37 comme
étant purement TEM. Il s’agit, dans ce cas, d’'un comportement d’ondes lentes aux basses
fréquences. Ce phénomeéne peut étre attribué a [’existence des fortes pertes métalliques
comme I’indique, aussi, la partie imaginaire de I'impédance de la ligne figure III-38.b.

Cette rubrique succincte nous a permis de caractériser du point de vue
¢lectromagnétique, la ligne d’interconnexion. Nous abordons & présent I’aspect relatif a la
nature du signal d’entrée de la ligne d’interconnexion.

I11.3.2.3.2 L’analyse électromagnétique : forme du signal d’entrée et son
expression dans le domaine fréquentiel

11 est toujours possible de déterminer le retard d’une porte logique a un échelon de
tension en présence d’interconnexions longues. Cependant cette approche ne rend pas compte
des performances réelles des circuits. En effet, les portes logiques qui attaquent les lignes

d’interconnexion sont noyées au milieu d’autres portes logiques. Comme nous [’illustrons sur
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la figure III-39, la réponse de 1’étage d’attaque a un échelon de tension est un signal dont le

temps de montée s’est dégradé.

W

N J
Y ~ ~N <

Etage d’attaque Etage de I’interconnexion

Figure III-39 : Influence de 1’étage d’attaque sur la forme du signal & I’entrée de la ligne.

Il est donc nécessaire de déterminer les pentes des signaux en réponse a un échelon
pour I’étage d’attaque, puis_ les pentes en entrée et sortie de ligne pour 1’étage
d’interconnexion. Signalons qu’une modification de la pente du signal a ’entrée de la porte de
I’étage d’interconnexion est obtenu en faisant varier les dimensions des transistors constituant
I’étage d’attaque. Il s’agira par la suite des grandeurs variables notées Wn et Wp [27].

Nous savons, par ailleurs, que la forme réelle des signaux en entrée de ligne ont une
influence sur les caractéristiques temporelles des lignes d’interconnexion. Dans ce cas, il est
intéressant de considérer le signal réel obtenu directement du buffer afin d’étudier son
influence sur le retard 1ié a la ligne d’interconnexion. Cette possibilité est envisagée et peut
étre considérée comme une démarche originale[36] au vu des études antérieures. Grace aux
travaux menés au LIRMM de Montpellier, une simulation conduite sous la direction de D.
Deschacht, permet d’extraire le signal réel a ’entrée de la ligne avec toutes les spécifications
issues du fondeur. Ceci permet de prendre en compte ’interaction complexe entre la grille
CMOS et la ligne d’interconnexion. Il est important de remarquer que ce signal récupéré en
sortie du buffer n’est pas linéaire mais présente une forme qui s’apparente a ’exponentielle
classique. Il est donc intéressant d’analyser I’influence de cette forme de signal sur les

caractéristiques temporelles du circuit.
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Figure I11-40: Représentation temporel des signaux réels d’entrée.

1 H .
@ 0.8 TN\t N e S S -
2 1 é : : '
L= ? i :
= ; . 5 :
E 0.6 oo N i S1NAl 3 it it
o ! ‘ 1 : -
= Signal 2 i 1 :
L ; : ;
1 e R A S e
~ : \ ; :
E | s
signa ; 5 ,
02 : g T T N R . e
O T K 1 T T T T l I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Fréquence (GHz)

Figure I1I-41: Représentation des signaux d’entrée dans le domaine fréquentiel.
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Quelle que soit ’allure du signal injecté au niveau de cette connexion, il est nécessaire
de passer du domaine temporel au domaine fréquentiel pour effectuer 1’analyse
électromagnétique. L’utilisation de la transformée rapide de Fourrier permet d’y parvenir,
moyennant quelques précautions pour minimiser ’erreur due a cette transformation.

I1 est clair que le spectre du signal peut, compte tenu des temps de montée tres bref,
étre trés riche. Cela nécessite par conséquent la détermination des parametres
électromagnétiques de la ligne d’interconnexion sur une tres large plage de fréquences dans
le diagramme de dispersion. Toutefois, des composantes spectrales du signal possedent une
contribution négligeable comparées a d’autres. Cela implique qu’une troncature du spectre est
envisageable dés lors que l'on estime le signal correctement reconstitué par transformée
inverse. En définitive, tout le probléme consiste a déterminer une fréquence maximale qui
s’apparente a la fréquence de coupure d’un filtre passe-bas. Cette phase préliminaire est
cruciale car, comme nous I’avons compris, limiter I’encombrement spectral réduit dans le
méme temps la plage d’étude dans le diagramme o =f(f). Ceci est souhaitable, voire
indispensable, compte tenu du temps de calcul requis pour I’obtention d’un couple ©;,B;. A
titre d’exemple nous avons reporté figure I111-40 des formes réelles de signaux d’attaque de
lignes d’interconnexion. Celles-ci nous été fournies par I’équipe du LIRMM et correspondent
a des dimensionnement de buffer variable[37][38]. Notons a ce propos, que les temps de
commutations définis lors de transition pour I’amplitude de 0.2 a 0.8 fois la tension
d’alimentation sont, eux aussi, variables grace au dimensionnement des buffers. Le calcul de
la transformée de Fourrier des signaux représentés figure I11I-40 dans le domaine temporel,
nous permet de reproduire figure I1I-41 leurs évolutions dans le domaine fréquentiel. La
valeur des composantes est normalisée pour permettre une comparaison des spectres des

différents signaux.
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Détermination de la bande de fréquences utile
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ligne.
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Il est bien évident que I’encombrement spectral croit lorsque le temps de montée
diminue. Tout le probléme consiste désormais a définir la fréquence maximale a partir de
laquelle nous allons tronquer les spectres de ces trois signaux. On pourrait opter pour une
définition énergétique spécifiant, par exemple, la fréquence du dernier harmonique permettant
de reconstituer 99% de la puissance du signal. Pour ’étude des interconnexions, le temps de
commutation du signal est un paramétre majeur. En conséquence, la fréquence de troncature
est estimée a partir de I’évolution du temps de commutation reconstituée par transformée
inverse en fonction de la fréquence figure III-42. Les valeurs minimales de fréquences a partir
desquelles nous obtenons un  temps de commutation pratiquement stabilis¢ sont
respectivement 6, 8, et 10GHz. Ces valeurs affectées aux spectres calculés figure I1I-41
montrent que I’amplitude normalisée avoisine la valeur 0.2 dans les trois cas de figure[38].

En tragant la variation de cette bande de fréquences utile en fonction du temps de
commutation a ’entrée de la ligne, on observe une variation quasi linéaire de I'évolution
figure II1-43. Cette bande utile est déterminée, souvenons nous, par la fréquence pour laquelle
le module normalisé du spectre vaut 0.2. Par souci de clarté, le temps de commutation en
entrée de la ligne s’écrit TCE . Ainsi, la droite figure III-43 admet pour

expression approchée :

F(GHz)=-3.3310° TCE + 11.510° Eq-I11.8

I11.3.2.3.3 L’analyse électromagnétique : analyse fréquentielle du circuit incluant
les charges a I’entrée et en sortie de la ligne d’interconnexion

Cette analyse repose sur le calcul du signal en sortie de ligne pour un signal d’entrée
de forme quelconque. Nous retiendrons, pour le besoin de cette analyse, un signal d’entrée de

forme exponentielle, car il correspond a la forme réelle du signal issu du buffer.

191



Longueur L du ruban métallique

Figure I11-44.a : Quadripdle « ligne d’interconnexion »
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Figure I1I-44.b : Quadripdle « impédance en entrée de ligne »
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Figure II1-44 ¢ : Quadrip6le « impédance en sortie de ligne »
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L’étape précédente de notre analyse électromagnétique, a montré I’intérét de limiter la
bande de fréquence dans laquelle le signal d’attaque est correctement représenté. En
conséquence, le spectre du signal de sortie doit étre exprimé dans cette méme bande utile.

A présent, calculons ’expression littérale liant le signal en sortie de ligne lorsque
celle-ci est chargée en entrée et en sortie par des impédances liées aux portes logiques. Pour
cela, la ligne d’interconnexion est décrite par sa matrice de chaine. Il en est de méme pour les
charges en entrée et en sortie. Sur la figure 111-44.a, la ligne d’interconnexion est caractérisée
par ses parametres électromagnétiques o(f), B(f) et Zc(f). La matrice de chaine pour cette

ligne s’écrit :

=| sinh(y.L) cosh(yL) y=a+jB Eq-111-9

{Vl} cosh(y.L) Z.sinh(yL) {Vz}
ZC

i i
Nous représentons également aux figures II1-44.b et I1I-44.c les quadripdles affectés a la
description des impédances d’entrée et de sortie de la ligne, dans le cadre du formalisme de la

matrice chaine. Les matrices de chaine des quadripbles pour les impédances en entrée et en

sortie de ligne sont respectivement Eq-III-10 et Eq-III-11 :

Ve|_[1 Za]Vi Eq-TI1-10
ie ] |0 11
v,7 [1 o]V
2= S Eq-T-11
L2 | | Ys 1] 15

La mise en cascade de ces trois quadripdles permet de déterminer la tension en sortie de ligne
en fonction de celle appliquée en entrée. Nous obtenons apres calcul :

V,
Vs = = Eq-11I-12

cosh(y.L)+ Za@w + Ys(Zsinh(y.L) + Zacosh(y.L))

c
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Figure I1I-45.a : Définition du temps de propagation pour les signaux a front descendant Tpd
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Figure I1I-45.b : Définition du temps de propagation pour les signaux a front montant Tpm
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Figure II1-46.b : Définition du temps de commutation pour des signaux a front montant Tcm
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Cette expression nous permet d’accéder au signal en sortie de ligne dans le domaine
fréquentiel. Puisqu’il s’agit d’effectuer une analyse temporelle, ce signal doit étre converti
dans le domaine temporel. Le paragraphe qui suit décrit la procédure utilisée.
I11.3.2.3.4 L’analyse électromagnétique : détermination du signal en sortie de
ligne dans le domaine temporel
Nous appliquons la transformée inverse de Fourrier au signal de sortie Vs(f) pour
obtenir la réponse de ligne d’interconnexion dans le domaine temporel.
L’ultime étape de cette analyse électromagnétique, concerne 1’évaluation des caractéristiques
temporelles du circuit et l’inﬂue_nce de I’interconnexion sur ces caractéristiques.
II1.3.2.3.5 L’analyse électromagnétique : calcul des caractéristiques temporelles,
retard de propagation et temps de commutation
Ces paramétres sont importants. Ils permettent d’évaluer les performances des circuits
logiques VLSI. On distingue :
- Le retard de propagation de la ligne. Ce dernier est défini tant pour des signaux
a front montant qu’a front descendant. Il s’agit respectivement des grandeurs Tpm
et Tpd. Ce retard se définit comme le temps de passage a mi-tension
d’alimentation en sortie de ligne auquel on retranche le temps de passage a mi-
tension en entrée de ligne figure I11-45.
- Le temps de commutation en sortie de ligne pour des signaux a front montant et
descendant respectivement Tcm et Tcd. Ce temps de commutation correspond au
passage, pour le signal, de 0.8 a 0.2 fois la tension d’alimentation Vcc figure I11-

46.
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II1.3.3 Quelques résultats issus de I’analyse électromagnétique -des
interconnexions

I11.3.3.1 Comparaison avec le modéle électrique distribué RC pour une

interconnexion de section 0.18 umz

Rappelons que, jusqu’a présent, il est vérifié et prouvé que le modéle RC distribué
permet d’analyser les caractéristiques temporelles des interconnexions traditionnelles. Dans
un premier temps, nous confrontons les résultats de ’analyse électromagnétique éléments
finis (EM) avec ceux provenant du logiciel de simulation électrique Eldo; simulation
électrique effectuée au LIRMM . Nous comparons d’une part le retard introduit par la ligne
d’interconnexion en présence d;a signaux réels dans les circuits VLSI, et d’autre part, le temps
de commutation. Cette comparaison est, bien entendu, effectuée pour les deux modélisations.
La dégradation du signal en sortie d’interconnexion cldt cette étude. Notons que cette
dégradation est traduite par la variation du temps de commutation en sortie par rapport a celui
en entrée de I’interconnexion.

Nous retenons pour les besoins de cette étude, I’interconnexion définie figure I1II-37 ou
nous considérons un ruban métallique d’aluminium de section O.lfsum2 soit 0.6umx0.3um.

Dans un premier temps, par souci de clarté, nous choisissons de présenter les résultats obtenus
conjointement par D. Deschacht et G. Servel (LIRMM) et I’équipe électromagnétisme sans
les commenter. Nous indiquons dans la colonne « erreur » des tableaux de valeurs, I’écart
relatif exprimé en pourcentage entre les deux analyses. Nos remarques conclurons ensuite
cette premiére partie.
e Le retard de propagation

Nous avons déterminé le retard introduit par une interconnexion de longueur Smm pour

une transition montante Tpm et descendante Tpd d’un signal réel appliqué en entrée de ligne,
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Taille de

Tpm (ps)| Tpm (ps)| erreur |Tpd (ps) | Tpd (ps) | erreur

laporte | (eldo) | (EM) (%) | (eldo) | (EM) (%)
Wn=5um | 229.5 223 2.9 238 232 2.6
Wp=10um
Wn=7.5m 213 208.9 2.0 224 8 218 3.1
Wp=15um
Wn=10pum| 199.8 198 0.9 213.7 212 0.8
Wp=20um
Wn=15um| 189 184 2.7 194.5 194.4 0.1
Wp=30um '
Wn=20pm{ 179 169.5 5.6 183.9 187 -1.7
Wp=40um

Figure I1I-47 : Comparaison des temps de propagation pour différentes dimensions du buffer

Taille de la

Tcd (ps) | Ted (ps) | erreur { Tcm (ps) | Tem (ps)| erreur

porte (eldo) (EM) (%) | (eldo) | (EM) (%)

Wn=5um 416 410.9 1.2 473 463 2.2
Wp=10pum

Wn=75um| 341 336 1.5 385 375 2.7
Wp=15um

Wn=10um | 309.6 304 1.8 343 333 3.0
Wp=20pm

Wn=15um | 2815 279.2 0.8 304 304.1 0.0
Wp=30pm

Wn=20um | 270 265 1.9 287.5 279 3.0
Wp=40um
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Figure II1-48 : Comparaison des temps de commutation pour différentes dimensions du buffer




Longueur | Tpm (ps) | Tpm (ps)| erreur | Tpd (ps) |tpd (ps)| erreur
de la ligne| (eldo) (EM) (%) | (eldo) | (EM) | (%)
L=Smm 183.9 179 2.7 189 187 1.1
L=10mm 665 682 -2.5 686 7055 | -2.8
L=15mm 1483 1486 -0.2 1452 1428 1.7

Figure III-49 : Retard de propagation pour différentes longueurs de la ligne

Longueur | Tcd(ps) |Tcd(ps) | erreur | Tcm (ps) | Tecm(ps) | erreur
de laligne| (eldo) | (EM) | (%) (eldo) (EM) (%)
L=5mm . 270 265 1.9 287.5 279 3.0
L=10mm 988 1031 | -4.2 1022 1079 -5.3
L=15mm | 2169 2203 | -1.5 2228 2102 6.0

Figure I1I-50 : Temps de commutation pour différentes longueurs de la ligne

450

200 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Temps de commutation en entrée (ps)

Temps de commutation en sortie (ps)

Figure III-51 : Comparaison entre simulation EM et modele RC(LIRMM) sur la dégradation

du signal
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la ligne étant fermée sur une capacité d’entrée d’une porte logique. Ces résultats sont donnés
dans le tableau figure I11-47[38]. Dans la premiére colonne de ce tableau sont répertoriées
les dimensions du buffer d’attaque. Elles correspondent aux tailles des transistors dont un
modele est fourni par le fondeur et utilisé au LIRMM. Pour le néophyte, 1l faut savoir que ces
valeurs ont une incidence sur les conditions de charge et le temps de commutation en entrée
de la ligne. Faire varier la taille de la porte revient a modifier charge et pentes des signaux
d’attaque. Typiquement, le temps de commutation en entrée varie de 30 a 270 ps pour la
transition descendante.
o Les temps de commutation en sortie

Pour différentes conditions d’attaque et par conséquent, du temps en entrée, nous avons
reporté figure 111-48 les temps de commutation en sortie résultant de I’étude électrique(Eldo)
et électromagnétique (EM), et ce, pour une ligne de longueur Smm.
e Casde ligngs de longueur différentes

Dans le méme esprit, les tableaux figures I1I-49 et 50 répertorient I’ensemble des valeurs

des retards de propagation et temps de commutation pour une méme charge, mais pour

trois lignes de longueur différentes.
o Dégradation du signal de sortie

Enfin, la figure ITI-51 retrace la dégradation du signal de sortie a ’issue de la propagation
d’une impulsion au travers d’une ligne de longueur Smm.

Nos conclusions sur ces relevés s’articulent sur deux axes.
Le premier concerne tout d’abord le temps calcul requis pour obtenir en sortie de

ligne, une réponse a une excitation en éntrée. Il est, pour 'analyse électromagnétique, de

I’ordre de grandeur du temps de calcul nécessaire a la détermination de tous les parameétres
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¢lectromagnétiques par notre code de calcul éléments finis, et ce, dans la bande de fréquences
utile. Ce temps est, pour chaque point de fréquence, de I’ordre de la demi-heure.

Le deuxiéme point concerne le bon accord entre les deux approches. A ce stade
plusieurs interprétations sont possibles.
Il nous fallait un point de repére pour valider notre démarche. Nous pouvons dire que cette
validation est effectuée méme si un modeéle est utilis€ pour comparer [’analyse

électromagnétique. Rappelons, malgré tout, que le modéle électrique II RC a montré son

efficacité et qu’il n’est pas contesté pour I’interconnexion de section 0.18 umz étudiée dans ce
mémoire. L’analyse électromagnétique est une analyse exacte. Le seul caractére approché de
I’étude réside dans la troncature du spectre du signal, bien que nous nous soyons donné une
marge de sécurité.

I11.3.3.2 Modéle RC et Modéle RLC

Nous venons de constater, dans les tableaux présentés figures I1I-47, 48, que I’erreur
liée a la prédiction des temps de propagation et de commutation par I’analyse électrique(Eldo)
et électromagnétique(EM) est faible. Remarquons toutefois que le désaccord semble croitre,
méme s’il est faible, lorsque la taille du buffer augmente, ou encore, lorsque le temps de
commutation appliqué a I’entrée de 1’interconnexion diminue. II est clair que cette tendance
demande a étre confirmée. On notera toutefois que dans la cinquieme version de dimensions
de porte (Wn=20pm, Wp=40um tableau figure III-47, 48), les €carts 5,6%, 1,7%, 2%, et 3%
sont les plus importants. Ils correspondent a des signaux d’entrée possédant les plus faibles
temps de commutation, et par conséquent ’encombrement spectral le plus conséquent.
La question que I’on doit se poser, a ce niveau, concerne I’opportunité d’introduire ou

non une composante selfique au niveau du schéma distribué électrique RC. La réponse
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est a priori négative puisque ’analyse approchée (1 RC) et I’analyse électromagnétique
(EM) concordent. Seule une étude plus approfondie nous apportera quelques
éclaircissements.

Compte tenu de la nature rigoureuse de 1’analyse électromagnétique, nous pouvons
escompter qu’elle nous fournisse précisément les trois composantes RLC du schéma distribué
de I'interconnexion. Insistons sur le fait que notre analyse électromagnétique n’utilise pas ces
¢léments. Le calcul est direct. Néanmoins, la connaissance de ces valeurs peut étre fortement
utile dans la mesure ou on utilise un logiciel comme SPICE pour déterminer la réponse dans
le domaine temporel d’un signal d’entrée. Pour notre part, seule Iinductance nous intéresse
dans un premier temps, les valeurs de R et C du schéma électrique étant déterminés par les
chercheurs du LIRMM.

Ainsi, par analogie avec les lignes de transmission, nous pouvons écrire les relations

suivantes :

y:a+jB:,/iR+jLoaiij Z,= R—EE Eq-IIL.13
jCo

Dans ces relations, la constante de propagation complexe vy et ’impédance caractéristique Z.

sont déterminées par notre code de calcul éléments finis a éléments d’arétes. Quant aux
termes R+jLo et 1/jCw, ils représentent respectivement les composantes série et parallele du
schéma de type ligne de transmission figure I11-52.

R L

VUL T

Figure ITI-52 : Schéma type ligne de transmission
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Pour I’interconnexion de sectioﬁ 0.18 umz étudiée dans ce mémoire, nous déterminons
une valeur d’inductance linéique de 4.8nH/cm. Cette valeur est constante dans toute la bande
de fréquences étudiées qui s’étend jusqu’a 30GHz.

Effectuons par exemple le calcul de I'impédance de cette inductance a la fréquence 10GHz.
Une valeur voisine de 3000 est obtenue. Cette valeur comparée a celle de la résistance
R=1680Q2 du schéma électrique RC calculée par I’équipe du LIRMM n’est pas encore
significative pour fausser les résultats de la simulation électrique RC, bien qu’elle représente
le 1/5 de la valeur de la résistance.

Notons que I'impédance de la self a été calculée & 10GHz. Cette fréquence n’a pas été choisie
au hasard. Elle correspond a la fréquence de troncature du spectre permettant la reconstitution
par transformée inverse d’un signal dont le temps de commutation est de ’ordre de 50ps en
entrée de la ligne. Il s’agit par exemple du signal 3 figure III-42. Nous rappelons, qu’a cette
fréquence la contribution dans le spectre figure III-41 est de l'ordre de 0,2. Ainsi, on
comprend mieux la raison pour laquelle I’analyse électromagnétique et I’analyse électrique
« RC » fournissent des résultats similaires. L’influence de I’inductance de I’interconnexion
n’est pas encore suffisante tant par sa. valeur intrinséque de 300Q2 que par la fréquence de
10GHz choisie pour effectuer les calculs, fréquence correspondant a la contribution minimale
(0,2 sur le module normalisé) mais nécessaire dans le spectre de reconstitution du temps de
commutation de ['impulsion.

A ce niveau de notre étude, il semble que deux voies distinctes peuvent étre
empruntees.

e La premiére consiste a poursuivre les travaux conjoints des équipes du LIRMM et de
’IEMN sur la technologie 0.25um tout en se cantonnant aux lignes de section 0.18 umz.

Dans ce cas, pour que I’inductance de la ligne ait une influence significative, il est
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Figure I1I-54.a : Constante de phase des lignes d’interconnexion en technologie 0.25um
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Figure III-54.b : Atténuation linéique des lignes d’interconnexion en technologie 0.25um
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nécessaire d’accroitre la fréquence maximale d’étude. Typiquement, l’impédance de
Pinductance est égale & la résistance du modéle RC pour une fréquence de I'ordre de
55GHz. Cela implique aussi que le temps de commutation soit trés bref. Il peut étre de ce

fait incompatible avec la technologie 0.25um.

¢ La seconde voie, plus intéressante a notre sens, concerne toujours la technologie 0.25um,
mais pour des niveaux de métallisation différents. La figure III-53 c1 dessous répertorie les

dimensions des rubans relatifs a ses divers niveaux.

O.84umf . I-W =0.8um T=Ium o1,B1, Zel

2-W=O6um T:OSHI’H az,Bz, ZC2

0.84pum w 3-W=0.4um T=0.6um  day,B;, Ze
4-W=03um T=0.45um oy4,B4,Z4
Figure I1I-53 : Géométrie de différents niveaux de métallisation de la technologie 0.25um

Comme on peut le remarquer, les sections des métallisations évoluent de O.8um2 a

0.135 um2 . Du point de vue physique, nous espérons déceler ’influence de I’inductance

de la ligne pour des sections de rubans plus importantes. En effet, les pertes liées a la
nature dissipative de la connexion doivent étre plus faibles comme le prédit, du reste, les
évolutions théoriques figure III-54 obtenues par éléments finis de la constante de
propagation y =a +)B des lignes 1-2-3-4 figure III-53. La résistance du modéle
électrique RC va donc décroitre lorsque la section des interconnexions augmentera, et ce

bien entendu, a valeur de conductivité constante.
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Taille de | Tpd (ps) | Tpd (ps) |Erreur| Tcd (ps) | Tcd (ps) | Erreur
la porte | (eldo) (EM) (%) (eldo) | (EM) (%)
Wn=10pm| 68.13 63.9 6.6 226 216.8 4.2
Wp=20um
Wn=15m 70.39 66 6.7 170 151.5 12.2
Wp=30um
Wn=20um| 68.82 67.6 1.8 1352 119.1 13.5
Wp=40pm
Wn=25um| 65.9 66.8 -1.3 120.5 101.8 18.4
Wp=50pm
Wn=30um| 66.77 66 1.2 112 90.2 24.2
Wp=60um

Figure III-55 : Comparaison des temps de propagation Tpd et de commutation Tcd pour

différents dimensionnements du buffer pour la transition descendante, et ce, pour une

connexion de section 0.8 umz .
Comparaison EM / Eldo
400 . . . . . .
J ; i i —--—-—— temps de propagation - EM
350

——0———temps de propagation - Eido

L e R temps de commutation en sortie - EM

R  Baebet temps de commutation en sortie - Eldo
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Figure II1-56 : Comparaison entre analyse électrique (Eldo-LIRMM) et électromagnétique

(EM-IEMN) des performances temporelles en fonction de la section de la ligne

206



Interconnexions Chapitre 111

Afin de justifier la nécessité de définir un modele incorporant I’effet inductif, nous
devons définir un ou des critéres a partir desquels nous considérons qu'un désaccord entre
les analyses m« RC» électrique et électromagnétique n’est plus acceptable. Ceci ne peut
étre effectué que si-la comparaison des performances conjointes de chaque logiciel (Eldo et
EM) est effectuée. Bien évidemment, cette confrontation des résultats concerne tous les
niveaux de métallisation, et ce, pour le plus grand nombre de condition de charge et, par voie
de conséquence, de temps de commutation. Cette étude tres lourde est effectuée au LIRMM
par D. Deschacht et G. Servel. Pour notre part, et dans le but d’alimenter de futures
discussions, nous nous contentons de reprendre des résultats déja dépouillés[38].

Ainsi, le tableau figure III-55 retrace le comportement du retard de propagation et du

temps de commutation pour une connexion de section 0.8 umz en aluminium et de longueur
5mm, et ce, pour différentes tailles du buffer donc pour des temps de commutation variables.
Au vu des résultats issus des analyses « Eldo» et « EM », force est de constater que les
conditions de charge variables ont une incidence raisonnable voire faible sur I’écart relatif li¢
aux deux analyses pour le temps de propagation. En revanche, le désaccord entre I’analyse
électrique m RC et électromagnétique sur la prédiction du temps de commutation est
important. Ce désaccord croit lorsque le temps de commutation diminue. II atteint une valeur
maximale de 25% dans notre tableau.

Dans le méme esprit, temps de propagation et temps de commutation ont été reportés
pour sept sections différentes d’interconnexion en aluminium, et ce, pour la configuration
suivante de buffer : Wn=15um Wp=30um, figure III-56. Comme on peut le constater, le
retard de propagation semble peu affecté, en revanche, il faut noter un désaccord d’environ

12% pour le temps de commutation en sortie(sur le front descendant) pour ’interconnexion de
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Figure I1I-57 : Plage du désaccord en fonction de la section pour des lignes en aluminium
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section 0.8 umz. Ce résultat est, du reste, déja reporté a la troisiéme ligne du tableau figure
II1-55.

II1.3.4 Conclusion

Pour conclure, la figure III-57 regroupe les plages d’erreur consécutive a la
détermination du temps de commutation en sortie (TCS) d’interconnexion pour le modéle
électrique m RC en fonction de I’importance de I’inductance par le biais du quotient Lw/R.

- La valeur relative du désaccord obtenu en comparant conjointement le temps de
commutation en sortie de ligne (L=Smm) pour I’analyse électrique et électromagnétique
est reportée en ordonnée.

- En abscisse apparait le quotient Lo/R. L’inductance L est commune a toutes les sections
d’interconnexions et vaut en moyenne SnH/cm. Elle est déterminer grice a notre code de
calcul éléments finis. La pulsation @ correspond a la valeur minimale permettant la
reconstitution correcte du temps de commutation du signal appliquée a l’entrée de
I'interconnexion. Cette valeur de pulsation est variable en fonction des dimensions du
buffer ou de I’étage d’attaque comme nous 1’avons maintes fois signalé.

Faire varier ces dimensions permet de faire évoluer le terme Lo et par voie de conséquent
le quotient Lw/R. Ce quotient évolue pour chaque section de ligne ainsi que le
pourcentage d’erreur correspondant. Ce graphe regroupe, a lui seul, toute I’étude relative
aux interconnexions de longueur Smm réalisé en aluminium. L’interprétation des résultats
rejoint nos propos de début de paragraphe.

Si’on accepte un désaccord maximal de 25% sur le temps de commutation et environ 3%

sur le retard de propagation, alors le modeéle RC convient pour la description du

comportement de I’interconnexion de section 0.8 nm? de la technologie 0.25um. Ceci est
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d’ailleurs couramment admis [38]. Par extrapolation, imaginons que la métallisation de

section 0.8 umz soit confectionnée en cuivre dont la conductivité est le double environ de

celle de ’aluminium. La résistance du schéma électrique ® RC est réduite d’un facteur
deux et en conséquence le quotient Lo/R a doublé. Le pourcentage d’erreur sur le temps
de commutation sera bien supérieure au 25% admissible. Le schéma distribué électrique ©
RC ne peut donc plus €tre utilisé pour modéliser 'interconnexion de type cuivre. Dans le
méme esprit, si I’on considére la nature dissipative du substrat , alors qu’il était sans pertes
jusqu’a présent, le schéma de l'interconnexion s’en trouve modifié. En effet, il est fort
probable qu’une modélisation du type RLCG distribuée soit requise pour traduire les
phénomeénes. La conductance G représente ici le caractere treés faiblement dissipatif du
substrat[39].

Les quelques pages de ce manuscrit afférentes aux interconnexions ne peuvent, en
aucune maniére, traduire l’intégralité des résultats obtenus conjointement par ’équipe de
recherche du LIRMM et I’équipe électromagnétisme des circuits de 'TEMN. Notre seul but a
consisté a montrer la fagon dont, d’une part notre code de calcul intervient dans la définition
du modéle RLC d’une interconnexion, et d’autre part, dans la détermination sur le plan
temporel des retards de propagation ou de commutation lorsque des signaux réels sont injectés
en entrée de ligne.

Il est clair que ce bref apercu a mis en évidence les limites du modeéle traditionnel RC
au profit d’'un modele RLC voire RLCG. Le modele RLC sera d’autant plus présent dans les
modélisations que les pertes séries de interconnexion seront réduites et la montée en
fréquence importante. Ceci montre I’ampleur de la tdche & accomplir sans compter que I’on
peut aussi se pencher sur I’étude de deux lignes trés proches donc couplées volontairement ou

non. Signalons pour terminer, que nous avons peu évoquer le probléme des longueurs
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d’interconnexions comme du reste I’influence d’un plan de masse non parfait (lignes d’un
niveau supérieur ou inférieur) sur les caractéristiques électromagnétiques d’une
interconnexion.

Ce manuscrit trouve son aboutissement dans une quatriéme partie qui est un peu plus que

prospective. Elle a trait a la mise en ceuvre d’un code de calcul éléments finis élaboré en trois

dimensions.
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Figure IV-1: Structure représentative d "une discontinuité microruban
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Introduction Chapitre IV

Considérons la structure figure IV-1 représentative d’une discontinuité couramment
rencontrée lors de la réalisation des circuits micro-ondes. Il est clair que ce type de topologie
requiert une étude en trois dimensions plutét qu’une caractérisation de la section droite.

A ce stade, plusieurs voies peuvent étre empruntées suivant que I’on choisisse les
méthodes des équations intégrales, des différences finies dans le domaine temporel, ou encore
celle des éléments finis. Curieusement, lorsque 1’étude porte sur des structures en trois
dimensions (3D), la constante de propagation ainsi que I’'impédance nous intéresse beaucoup
moins. Ceci se comprend aisément puisque ’on a acces au volume de la structure que par
I'intermédiaire d’une entrée ( ou de plusieurs) ainsi que d’une sortie dans le cas le plus
simple. Le volume peut représenter, entre autre, deux lignes planaires de topologies
différentes connectées entre elles par un pont a air. On comprend deés lors que la constante de
propagation n’est pas identique dans le fil ( le pont a air) et dans les lignes planaires, de méme
que les impédances. A ce niveau, les concepteurs de circuits sont plutdt intéressés par une
relation ou par des grandeurs physiques mesurables liant I’entrée de notre volume a sa sortie.
Ainsi, nous allons privilégié la détermination des paramétres de la matrice scattering [S] du
volume considéré au travers des ports d’entrées et de sortie.

Bien évidemment, une énumération des méthodes mises en ceuvre et nécessaires a
I’étude de structure figure IV-1 n’est pas I'objectif que nous nous assignons. Aussi,
rappelons-nous qu’il existe une palette de méthodes aussi bien numériques que basées sur des
modeles analytiques simplifiés pour traiter le probléme. Chacune d’elles présente des
avantages et des inconvénients dont l’utilisateur doit savoir tirer profit suivant la nature du

probléme a traiter[1].
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En ce qui nous concerne, nous avons retenu l’analyse en trois dimensions des
discontinuités par la méthode des éléments finis a €léments d’arétes (MEF) , et ce, a double
titre. D’une part, elle s’inscrit dans la continuité de la méthode 2D élaborée dans ce manuscrit,
et d’autre part elle présente un caractére séduisant au vu de la large variété des discontinuités
que ’on peut traiter[2][3][4].

A ce stade final de notre manuscrit, nous ne développons pas tous les calculs relatifs a
I’étude 3D comme nous I’avons fait pour les éléments finis en deux dimensions. Partant de
cette contrainte, nous évoquerons malgré tout succinctement les points qui différencient
fondamentalement les deux méthodes, mais dans le principe, et en fournissant les résultats
finaux de nos calculs.

Ce dernier chapitre est plus qu’une étude prospective puisque nous avons effectué
I'intégralité des développements analytiques et calculs relatifs a la méthode des éléments finis
a éléments d’arétes 3D et élaboré le code de calcul correspondant. Tout comme pour les
éléments finis 2D, une passerelle informatique a €té congue, mise au point, et testée pour
assurer le lien entre notre code de calcul et le logiciel de maillage 3D professionnel
SYSTUS+ de la sociéte FRAMASOFT-+CSL

Compte tenu de I’ampleur du travail que requiert la mise au point d’un tel code de
calcul, nous en sommes, au moment de la rédaction de ce manuscrit de these, a la phase de
recherche des « bug ». Cette opération est maintenant suffisamment bien avancée pour que

nous puissions proposer un premier résultat fiable.
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IV.1 : L’équation d’onde
Résolvons dans le domaine de la structure, les équations de Maxwell puisque les
phénomeénes mis en jeu sont ceux de I’électromagnétisme. A partir ces équations, on peut

montrer que le champ électrique E vérifie 1’équation d’onde Eq-IV.1.
Vx—VxE-k{yg,E=0 Eq-IV.]

Cette équation décrit les phénoménes de propagation d’ondes électromagnétiques que nous
observons dans les lignes de transmission. Elle est identique & celle que nous avons établie
pour I’analyse 2D. Par contre, quelques nuances méritent d’étre soulignées.

e Lors de I’analyse 2D, nous avons privilégié un axe de propagation, en I’occurrence ’axe

oz. Ceci nous a permis de traduire la dépendance spatiale du champ électrique
E(x,y,z) par la relation E(x,y,z) = E(x,y)e_yZ ou y est la constante de propagation,
inconnue de notre probléme. Nous avons ainsi remplacé I’opérateur V par V = ?t -zy.
o Dans I’analyse 3D dont il est question dans ce chapitre, notre but n’est pas de déterminer
la ou les constante(s) de propagation suivant 'une des trois directions de I’espace comme
nous ’avons évoqué. En conséquence, le champ électrique E(x,y,z) ne possede aucune

dépendance fixée, a priori, suivant les trois axes de coordonnées cartésiennes. Nous

posons donc :

= 0. 0. O
V=—X+—y+—2Z
ox oy Oz

Rappelons que notre objectif consiste en la détermination des champs
électromagnétiques dans la structure figure IV-1 en vue d’en extraire les parametres Sij. Cette

structure est, bien évidemment, isolée du milieu extérieur par des surfaces de contour S qui
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doivent étre prises en compte. Nous sommes donc en présence d’un probléme avec conditions

aux limites Eq-IV.2.

,

V x L? xE - k(z)er:Z =0 dans le volume V de la structure
Hr
ixE=0 sur les surfaces de contour de type CCE
Eq-IV.2
nx liiﬁ X E} =0 sur les surfaces de contour de type CCM
Hr

Remarquons qu’aucune condition n’a été spécifiée pour traduire la présence des acces
P, et P,, représentant respectivement les ports d’entrée et de sortie. Le traitement
électromagnétique d’une telle discontinuité requiert trois étapes.
- La premiére consiste a déterminer la distribution du champ électromagnétique du mode
fondamental de la section droite d’une ligne d’acces correspondant dans notre cas au port
Py . Cette séquence est résolue par le code de calcul éléments finis 2D que nous avons mis
en ceuvre et validé au chapitre III.
- La connaissance de cette distribution, nous permet par la suite de retenir les champs du
mode fondamvental pour exciter la structure. Ceci constitue la seconde étape.
- Enfin, les parametres Sij sont calculés a partir des champs électromagnétiques obtenus en

résolvant I’équation Eq-IV.2 .
Nous venons donc de voir qu’il est nécessaire d’appliquer aux plans terminaux P et
P, de la structure, des conditions particulieres. Celles-ci doivent traduire a la fois I’excitation
de la structure et la diffraction des champs par la discontinuité au port P;. Lorsqu’il s’agit de

I’acces P, (en ’occurrence la sortie), seuls les champs diffractés susceptibles d’atteindre ce
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port doivent étre pris en compte. Ces conditions particuliéres ne sont nullement traduites dans
I’équation Eq-IV .2.

Dans le paragraphe qui va suivre, nous montrerons la maniére dont ces conditions sont
introduites dans la formulation intégrale. Formulation qui, bien entendu, constitue une €tape

essentielle a la mise en ceuvre de la méthode des éléments finis & élément d’aréte.
IV.2 : La formulation intégrale

Nous ne souhaitons pas revenir sur I’opportunité d’utiliser ou non une fonctionnelle
pour décrire les équations intégrales de notre probleme. Celle-ci a été déja évoquée au
chapitre I. En conséquence, en appliquant systématiquement la méthode de Galerkin a

’équation Eq-IV.1, et ce, sous sa forme faible nous obtenons la forme intégrale Eq-IV.3, a

Savoir :
HE<E) LG xWhv-k2e, /B Wav + L [ x¥xE) Wds =0 Eq-IV.3
\' Hr v S Hr

W est la fonction vectorielle de pondération représentant les variations SE du champ
électrique et 1 est le vecteur unitaire normal a la surface S et dirigé vers I'extérieur.

Toﬁt comme pour |’analyse 2D, une intégrale de contour apparait dans 1’équation Eq-
IV.3. Des conditions aux limites peuvent étre traduites au niveau de cette intégrale notamment
celles relatives aux acces Py et Py . Dans la littérature, ces conditions sont traduites a [’aide de
parois absorbantes [5]. Ces conditions dites locales doivent étre placées suffisamment loin de
la discontinuité pour permettre une étude précise. Cependant, elles augmentent le volume
d’étude et le nombre d’inconnues. D’autres conditions qualifiées de globales, telle que la
technique de la FEM-BEM[6](Boundary Element Method), sont aussi utilisées. En associant
ainsi a la méthode d’éléments finis, une équation intégrale pour traduire les acces ouverts de

la structure, le systéme a résoudre est en partie pleine. Ceci représente un handicap du point
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Figure IV-2 :Description des variables tangentielles et faciales sur un tétraedre
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de vue numérique. Pour notre part, une technique mise au point par Z.J Cendes et connue
sous le nom d’éléments transfinis a retenu notre attention[7]. A partir de la connaissance de
différents modes susceptibles de se propager dans la ligne de transmission dont la section
droite est soit le port P; soit le port P,, nous appliquons les valeurs de leurs champs
électriques comme conditions aux limites. Rappelons que ces modes sont obtenus par le code
de calcul élément finis 2D é€tudié et validé dans ce mémoire.

Dans les développements qui suivent nous montrons la fagon dont nous excitons la
structure et traduisons la présence des champs des modes diffractés qui parviennent aux acces
Py et Py.

IV.3. : Discrétisation de la forme intégrale par les éléments d’arétes et prise

en compte des conditions aux accés par la méthode des éléments transfinis

IV.3.1 Elément d’aréte tétraédrique

Par analogie avec I’analyse 2D, le systéme matriciel final décrivant notre probleme est
obtenu en effectuant le découpage, non plus d’une surface, mais du volume de la structure, et
ce, par des éléments d’arétes tétraédriques. Nous ne souhaitons pas revenir sur le
développement mathématique fastidieux qui permet d’obtenir la description du champ
électrique sur chacun des tétraédres. Celui-ci est largement commenté dans les revues
scientifiques[8][9]. Nous nous contentons ici de rappeler la description géométrique de
I’élément tétraédrique ainsi que la fonction approchée du champ sur cet élément.

Pour un élément tétraédrique du 1% ordre, puisque tel est celui retenu dans ce
mémoire, les variables indépendantes egpermettant d’effectuer I’approximation de la fonction

du champ électrique sur le tétraédre, sont affectées aux arétes 1j du tétraedre figure IV-2 Elles

sont au nombre de 12.
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Figure IV-3 :Variables nodales sur | *élément tétraédrique et définition des vecteurs unitaires
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Remarquons que deux variables faciales f ii'( sont affectées a chacune des quatre faces

du tétraédre, et ce, au niveau de deux des trois arétes de la face k en question, soit 8 variables.
La construction de ces variables tangentielles résulte de la projection sur chaque aréte
ij du tétraédre des champs nodaux situé aux sommets du segment ij. Quant aux variables
faciales, elle; sont obtenues par projection du champ nodal situé au milieu de I’aréte ij en
question suivant la normale a cette aréte.
Comme pour I’élément triangulaire 2D, I’approximation nodale de type Lagrange sur

le tétraédre figure IV-3 constitue le point de départ. Celle-ci s’ écrit :

. 9 -
E(x,y,z) = ZE;N;(x,y,2) Eq-IV 4
1=0

ou N;(x,y,z)est la fonction d’interpolation de Lagrange du 2" ordre et Ei est le champ

associé au neeud i du tétraédre

L’approximation pour 1’élément d’aréte s’obtient ainsi en effectuant les projections des

variables nodales E; suivant les relations Eq-IV.5.

(F 5 _a0 BT - _al (B T — el (&3 1
Eo-to1 =¢q; E;-to1 =—en Ej - toy =—€p2 E3 - tp3 =—€(3
E, -ty =¢’ E -, =e? E, 1, = —el Ex. T2 =—e!

) 1 Bt =€y, 2ty =-€12 3113 =-€13
E, -ty =¢’ Ei-t E, -Tys =2 Ex-Thr = —el
B0 103 =¢€p3 L E1-t3 =ep3 | B2 123 =¢€p3 3 1y3 = —€33

0 1 [ 0 1 0 1

P BU BT, o027%02 e o €037 €03

4101 3 5102 > 6 - to3 5

~ .3 3 = =1 sl 9 = ~1 1 Eq—IV.5

Eq-ng) =1g) Es -1y = fpy Eg -no3 =fo3

= 2 2 = .3 .3 = .2 2

E4-npp =13 Es-ng, =1, E¢ -ng3 =13
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0 el ( 0 1 ,
— - €y —€ _
12 €12 = = _€;37¢€13
E -1 = E -t =
712 5 8113 2
- Ez +E3
5 o=0 _ 00 I 5 =0 0 1Eg = —~—+—
Ep-np, =1}, Eg-nj; = f}3 ? 2
. .,
| E7-Dp=em . Es-niz=esy ‘
\ E1+E2 -3 E1+E3 -2
ou @m == Dy egn = — i3

Notons que fij est le vecteur unitaire tangent a I'aréte ij, ﬁg est le vecteur unitaire normal a

l’aréte ij, et appartenant au plan de la face k. La variable egl est, quant a elle, tangente a
Y A .. k . .

l'aréte ij pour m prenant la valeur 0 ou 1 et f ij est la variable faciale appartenant au plan de

la face k et situé au milieu de I’aréte ij. Elle est dirigée suivant la normale ﬁg .

Rappelons que la face de numéro k, est le triangle opposé au sommet k du tétraedre.

Au vu de ces relations, une remarque s’impose. Les champs & chaque nceud du
tétraédre posseédent trois variables dans trois directions privilégiées de ’espace & I’exception
des nceuds 7, 8 et 9. Pour ce qui concerne le nceud 9, nous avons considéré une moyenne
quadratique des champs relatifs aux nceuds 1 et 3. Ceci permet ainsi de mieux représenter le
champ au nceud 9. Par contre, au nceud 7, lorsque nous considérons la face 3, il n’existe pas
de variable faciale. Or le champ a cet endroit n’est pas nécessairement tangent a ’aréte 1- 2.

Par conséquent, nous avons complété I'approximation du champ, a ce nceud, par une

composante faciale e7, qui n’est autre que la projection sur la normale ﬁfz de la moyenne

quadratique des champs aux nceuds 1 et 2. La méme démarche a été entreprise pour le nceud

8, et ce, sur la face 2 du tétraédre.
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Afin de déterminer ’expression du champ approché sur le tétraedre constituant la

maille élémentaire de la modélisation géomeétrique de la structure, il est nécessaire de reporter

dans relation Eq-IV.4 les expressions des champs nodaux I:Zien fonction des variables

indépendantes einn et fii-( obtenues a partir des relations Eq-IV.5.

Compte tenu de la lourdeur de cette expression, nous nous contentons de ne donner ici
que les expressions littérales des champs nodaux en fonction des variables de

|’ approximation.

- 1 = 0 = 0 = 0 ]
Eo=-%5 01|A_1|A1601 +Loa|A2|Azeq, +Los|As|Azeq; Eq-IV.6a
- 1 = = 0 -~ 0 ]
El = _W OIIAOIAOeOI +L12]A2|A2612 +L13|A3|A3e13 Eq-IV.6b
~ 1 -~ 1 + 1 2 .0 ]
E, = v 02/A0|Agenz +L1z|A1|Ae1z +LoslAs|Aze,; Eq-TV.6¢
- 1 < 1 < < ]
E;= ~ v 03 |Ao|Agens +Li13|A|Ase1s +Los|As|Aze)s Eq-1V.6d
0 1 2 3
- €n: — €01 - f -
By=-0 0lg 4 for Ay+—U &, Eq-IV.6e
'Az XA3’ ’Az XA3]
0 1 1 3
- €nn — €09 — f - f -
Eg =02 02 Ty + =22 Ay + 2 A, Eq-IV.6f
2 !AIXA3| IAIXA3'
o .1 1 2
. €y —€03 - - f -
Bg=-08 07 4+ f03 Ay +—08 &, Eq-IV.6g
2 Ay xAy| © [AxA,
0 1 0
- €1, — €719 - T - -
goof2 2y 2 x o, ®m % Eq-IV.6h
iAOXA3' |A0 XA3¥
0 1 0
- €, —€1z _ f - -
Bg =13 137, 13 A, +—30 A, Eq-IV6

+ - -
T T
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Figure IV-4 :Variables tangentielles et faciales de la face O du tétraédre figure [V-2

230



Eléments d’arétes 3D Chapitre 1V

~ L, [ 1 1'L12[~~o = - .
S T _L01301+L02602_+5A— Loitiz - to1€)y —Loatin - tope1n et Eq-IV.6j
|As] |As]
egn = 13 L greh; L 1-+L13k¥-50—L_{f1 Eq-IV.6k
8n = L01€01 T L03€03 ] 01%13 - to1€43 03113 - 103€]13 q-1v.
2A,| 2/A,|

Dans les expressions ci-dessus, V est le volume du tétraédre, ;‘*i est le vecteur unitaire
normal a la face i, face opposée au sommet i, .Ai' est le double de I'aire de la face i, et L la

longueur de I’aréte ij.

: 6V - . L
Signalons que lAi x A j‘ =————Lymtm lorsque nous considérons les numéros i, j, k, m

Ailaj

comme ceux des sommets du tétraedre.

IV.3.2 Prise en compte des conditions aux limites

Nous constatons que dans la description d’un élément d’aréte tétraédrique, chaque face
triangulaire (i j k) figure IV-4 posséde une approximation similaire voire identique a celle de
’analyse 2D. Nous utiliserons cette remarque pour prendre en compte [’excitation de la
structure et les champs diffractés qui parviennent aux acces. Pour cela, rappelons que ’on

souhaite résoudre I’équation intégrale Eq-IV.3, & savoir :

1@ E) L x Whv - k2e, [[fE - Wav + [ (G x T xE) Wds =0
\Y% Hr \% S Hr

lorsque le champ électrique est approché sur chaque tétraedre décrit précédemment par la

relation condensée de la forme Eq-IV.7.

E= Yoje; Eq-IV.7

e; représentent les variables indépendants einn et f 13( ©; sont quant a elles des fonctions

vectorielles de pondération pour I'élément d’aréte.
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La forme intégrale comporte deux parties. L’une est relative au volume entier de la
structure et 1’autre fait appel aux surfaces formant les contours de la structure, acces compris.
La discrétisation de la partie volumique de ’intégrale est réalisée en découpant le volume V
de la structure en éléments tétraédriques auxquels ’on associe I’approximation du champ
électrique de I’équation Eq-IV.7. Celle relative aux surfaces de contour est obtenue en
considérant les faces des tétraédres en contact avec ces surfaces. Dans ce dernier cas,
n’interviennent que les variables affectées aux triangles constituant ces faces. Nous utilisons
cette propriété pour traduire les conditions aux limites de la structure, objet de notre étude. A
ce titre, considérons deux cas.

e Nous pouvons, en premier lieu, distinguer les surfaces servant de boitier métallique a la
structure comme 1’on a coutume de I’observer dans la littérature trés abondante en la
matiére. L’application de ces conditions sont, rappelons-le, de type CCE ou CCM.
L’existence de ces conditions annulent I’intégrale de surface. Signalons en outre que ces
surfaces peuvent étre traduites par des milieux absorbants comme la PML mise au point
par Berenger[10]. Dans ce cas, nous traitons une structure ouverte.

e Le deuxiéme cas & considérer concerne la discrétisation de ’intégrale de contour relative a
la surface représentant les accés de notre structure. C’est a ce niveau qu’intervient en
partie la méthode des éléments transfinis. Afin de mieux comprendre les conditions que
nous voulons appliquer a ces ports d’entrée ou de sortie, nous traitons séparément le cas
de chaque acces.

- Pour ce qui concerne le port Pjou encore I'accés qui recueille I’énergie de ’onde
incidente, nous supposons pour simplifier le probléme, que seul le champ diffracté a cet
accés est celui du mode fondamental. II s’agit de 1’onde réfléchie. Ceci peut se

comprendre aisément sil’on a pris la précaution de s’éloigner suffisamment de toute
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discontinuité présente au niveau de I’accés pour que les modes supérieurs éventuellement

excités n’aient aucune influence. En conséquence nous pouvons écrire que le champ au

port P; résulte de la superposition du champ incident et réfléchie.

1l vient :

E=E" +a,E; Eq-IV 8
ot E™C est le champ incident du mode fondamental, E;; est le champ réfléchi. Ces
champs sont les données du probléme puisqu’ils sont obtenus a partir de notre code de
calcul 2D. Quant au terme aj;, il représente une fraction du champ Eidéterminé par
I’analyse 2D. Cette fraction Au champ est une inconnue de notre probléme.

- Le port P, correspond a la sortie de la structure ou I’on souhaite transmettre ou encore
récupérer tout ou une partie de ’énergie incidente. Pour les mémes raisons que celles
évoquées pour le port Pj, nous admettons que les champs électromagnétiques de 1’onde
qui parviennent a cet accés sont ceux du mode fondamental de celui-ci. Par conséquent,
nous posons :

E=a,Ey Eq-IV.9
Ol a,; est une fraction du champ électrique E,; du mode fondamental déterminé par notre
code de calcul 2D pour la section droite correspondant a ’accésP, . Il s’agit également

d’une inconnue.

A ce stade, notre probléme consiste désormais a résoudre I’équation intégrale Eq-IV.3

auxquelles sont associées des conditions aux limites Eq-IV.10 :
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(7 %E) (T xW)av-klec [JB- W av+ 3 ] (T xE) W dsp =0
\% Hr \ i=1 Sp; Hr

< AixE=0 sur une surface S de type CCE EqIV.10

E=E" taj;E|; surl'entrée P de la structure

E=a 21E21 sur la sortie P, de la structure

ou Sp, est la surface relative au P de la structure.

Au vu de ce qui préceéde, deux remarques s’imposent. Tout d’abord, signalons que I’on peut
traiter de mani€re générale ce probléme en considérant I’existence aux acces de la structure de
plusieurs modes diffractés. Dans ce cas, il suffit d’exprimer les champs électriques aux ports

P, et P, par les relations suivantes :

Au port Py :
— — o) e
E=E™ + Ya;,Eqp Eq-IV.11
n=}
Au port P, :
— 0 -
E= Yay) Eop Eg-IV.12
n=1

ou apy, sont les n coefficients modaux a déterminer et Ep,, les champs des n modes

susceptibles de se propager au port Pp,. Ces derniers sont déterminés par le code de calcul
2D.

Enfin, le calcul de 'intégrale relative aux accés de la structure, peut étre effectué de fagon
analytique. Pour cela, nous normalisons les champs électriques Emn pour qu’ils fournissent

une puissance d’un demi Watt, & savoir :
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1 pour un mode propagé
] I_:;mn X ﬁ?’ﬂnd_s.Pi = Eqg-1V.13
Sp; j pour un mod e évanescent

pour une structure sans pertes.

L’on démontre, par la suite, que pour les champs E et W d’un méme mode, 'on a :

ij_o mod e propagé

1L = =\ = 1 = (= =\ .= €0
iI ———(ﬁxVxE)-W dSp, = [f —Wx(VxE)- dSp, =1 Eq-1V.14
Spi 2% Spi Uy k“o

[ €0

mod e évanescent

Dans I’hypothése de I’orthogonalité entre les modes, on peut envisager le cas général ou

apparaissent, aux acces, des modes supérieures. En effet, le calcul analytique de cette

intégrale pour les champs E et W de modes différents vaut zéro.

IV.3.3 Discrétisation par éléments d’arétes tétraédriques et systéme matriciel

Nous avons cerné dans les rubriques précédentes, tous les problemes relatifs a la forme
intégrale a résoudre ainsi que les conditions aux limites qu’il est nécessaire de satisfaire. Dans
cette rubrique, nous montrons le procédé utilisé pour transformer cette intégrale sous la forme
d’un systéme matriciel qui puisse étre résolu par des méthodes numériques.

Nous avons présenté dans le chapitre I, la fagon dont le systéme algébrique peut étre
obtenu en utilisant la méthode de Galerkin associée a la discrétisation 2D de la section droite.
Nous ne rappelons ici que la spécificité de 1’analyse 3D. Pour cela, rappelons que le champ

électrique approché sur chaque tétraédre, posséde une expression de la forme :

.20
E=Yo0;¢
i=1
et vaut aux acces :
Port Py : E=E" +a)E)
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Port Pz : E2321E21
pour le cas le plus simple.
Conformément au principe de la méthode de Galerkin, les termes e;, ajjet ap, étant les

variables inconnues de notre probléme et @; les fonctions de pondération, nous obtenons :

= - - — T

W= (co16el 0)2662 ...60206820> Eq-IV.lS
Ce vecteur vaut aux acces :

- = 8
Port P : W= E115311 = 6&11 Zcﬁiei Eqg-1V.16a
i=1

-~ 8
Port P, : W =Ejjdas) =das 2 0je; Eq-1V.16b

i=1
Ou les variables e; sont des données du probléme déterminées par le code de calcul 2D sur la
face du tétraedre située sur les accés P et P .

Tout calcul fait, le systéeme matriciel est celui d’un probleme déterministe. Il s’€crit

sous la forme :
[Alix}={b} Eq-IV.17

VvV
¢

ou {x}=4ajy; et les e;’ sont les variables inconnues e; qui appartiennent au volume de la

an1

structure et non aux limites, puisque les valeurs de ces dernieres sont connues.

[Mvv] [MVP1 ] :Mva ]

[A]= [Pl]T[Mplv] [PI]T[MPIP1 IPI]Jerlpl [ Mplpz IP2]

[p,]" [Msz] [p,]" [MP2P1 IP1]+ Np,p, [P, I' :Mpzpz IPz]
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Les termes de la matrice [A] sont obtenus en effectuant I’intégration analytique suivante :

MG, j) = m{(vxcai)-i(ﬁxosj)- k23, -031} i\ Eq-IV.18
v Ky :
oo kI3
L’on observera que iedekel gy = a ou les E: sont les coordonnées
q ,@§0§1§2€3 (i+j+k+l+3)! &

barycentriques repérant un point du tétraedre.

Il est aussi a signaler que les indices v, Pjet P, des sous matrices [Mij]de [A] traduisent le

fait que le numéro des variables i ou j sont selon les cas ceux du volume V, ou des acces P; et
P, . Les matrices [P;] et [P,] sont respectivement celles des valeurs de champs aux accés Py

et P,. Quant aux sous matrices [Nplpl] et [Np2p2 ] , elles sont relatives aux intégrales de

contour sur les accés. Le vecteur colonne {b} correspond a ce que nous qualifions de matrice
source.
L’obtention des parameétres Sij de la discontinuité se fait ainsi grace aux champs électriques et

coefficients ayj et a,; provenant du systeme Eq-IV.17.
IV.4 : La phase de validation : un exemple de résultat

A ce stade de notre manuscrit, nous ne revenons plus sur les moyens informatiques
dont nous disposons. Ils ont été décrits au début du troisiéme chapitre.

Dans I’exemple proposé nous comparons les valeurs fournies par notre code de calcul
a celles publiées par deux auteurs différents. L’un fait appel a la méthode des éléments
finis[11], Pautre utilise les différences finies dans le domaine temporel FDTD[12].

IV.4.1: La structure étudiée

Cette phase de validation aurait pu s’opérer également en €tudiant une structure
simple ; un guide rectangulaire métallique par exemple. Bien que nous ayons débuté nos

essais par ce type de guide en trois dimensions, nous avons cherché, dans un premier temps,
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Figure IV-5 : Jonction du type pont diélectrique entre deux lignes microrubans: a=100um[11]
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une structure dont la complexité est moyenne et qui présente un intérét pratique comme la
connexion entre deux lignes planaires. Pour permettre une comparaison avec des résultats
déja publiés, nous nous proposons d’étudier les performances d’une jonction ( le volume 2)
réalisée entre deux lignes microrubans en boitier ( volume 1 et 3) figure IV-5. On peut
qualifier cette jonction ou connexion de pont a air lorsque la permittivité relative €, ( volume
2) vaut I'unité. Dans le cas général, il s’agit d’un pont enrobé dans un matériau diélectrique.

Cette jonction possédant une longueur d=317um est du type ‘stripline’ comme on
peut le constater. Elle est réalisée a partir de matériaux diélectriques dont la permittivité
relative vaut respectivement 1, 2.32, 3.78 et 9.8. Ces trois valeurs, outre celle de I’air,
s’apparentent aux caractéristiques des substrats commercialisés. Le second matériaux
(g9 =2.32) est congu sur une base de Téflon. Le troisieme représente le quartz bien connu.
Il s’agit d’une céramique d’alumine pour la quatrieme valeur de permittivité ( €5 =9.8).

Les lignes d’excitation de longueur Imm et de largeur 100pum sont déposées sur un
substrat AsGa de permittivité relative 12.9 sans perte et d’épaisseur 100um. Dans cet
exemple, la métallisation constituant le ruban est parfaite et posséde une épaisseur de 20pum.
La structure est enfermée dans un boitier dont les parois métalliques constituent un guide
rectangulaire de dimensions transv-ersales 500pmx300pum.

IV.4.2 : Un exemple de résultat

Pour permettre une comparaison dans des conditions optimales, nous avons repris les

graphes publiés par R. Mittra pour y reporter les valeurs théoriques (*) MEF fournies par

notre code de calcul a élément d’arétes en trois dimensions.
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Figure IV-6 : Evolution, en fonction de la fréquence

normalisée, de la constante de phase normalisée pour la ligne

d'accés de la jonction
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Figure IV-7 : Evolution en fonction de la fréquence
normalisée du module du coefficient de réflexion du pont
diélectrique, et ce, pour différentes valeurs de permittivité
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Avant d’étudier les performances de cette transition, nous avons comparé tout d’abord
les évolutions , pour le mode fondamental quasi-TEM, de la permittivité effective des lignes
d’accés aux travaux de R. Mittra[11]. Ces évolutions sont reportées figure IV-6 en fonction de

la fréquence normalisée kgpa. Signalons que pour la plage ka choisie par I'auteur et

comprise entre 0.05 et 3.5, il correspond des fréquences s’échelonnant de 25GHz a 166 GHz.
La concordance entre nos résultats et ceux publiés ne doit pas surprendre puisque notre
logiciel éléments finis 2D a fourni ces valeurs, ainsi du reste que la carte des champs dont
nous avons besoin pour I’excitation de la structure par le mode fondamental.

Notre phase de validation débute par la comparaison figure IV-7 de I’évolution du

module de coefficient de réflexion en fonction de la fréquence normalisée kpa pour notre

code de calcul et les travaux publiés [11][12].

Comme nous ’avons déja signalé, ceci esf le premier test que nous effectuons
réellement si I’on occulte celui relatif & un guide rectangulaire métallique vide, qui n’est a
notre sens pas vraiment représentatif.

Deux commentaires peuvent étre effectués. L’un porte sur I’aspect quantitatif et 1’autre
sur I’aspect qualitatif. Du point de vue du comportement micro-onde de cette jonction, on
remarquera qu’une résonance apparait pour la valeur normalisée kga =0.242(g,p =9.8). 11
s’agit dans ce cas d’un comportement du type réjecteur alors que pour les autres matériaux, le
fonctionnement est plutt du type passe-bande. On notera que la structure globale, réalisée
avec un pont diélectrique congu sur alumine, présente un coefficient de réflexion faible dans

la plage des valeurs normalisées de kpa comprise entre 0.05 et 0.2 soit pour une bande de

fréquence équivalente s’étalant de 24GHz a 100GHz.
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D’un point de vue qualitatif, les valeurs que prédit notre code de calcul épousent
quasiment celles publiées si ce n’est un décalage de la fréquence de réjection pour le cas de
figure €, =9.8. A ce stade de notre travail, nous ne pouvons pas conclure définitivement.

En effet, il faut admettre en toute honnéteté que quelques erreurs peuvent subsister compte
tenu de la taille du programme principal dont le contenu en ligne de code de calcul tient sur
environ 100 pages au format A4.

Compte tenu de I’expérience que nous avons acquise, nous demeurons a ce jour
prudent. Il est clair que ces travaux demandent a étre poursuivis. Une vérification
systématique sur d’autres structures est absolument nécessaire. Nous envisageons d’étudier
des discontinuités simples en structures coplanaires et de les associer en vue de réaliser des

filtres[13] avant de procéder a I’étude de structures plus complexes.
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CONCLUSION GENERALE



Le savoir-faire de I’équipe électromagnétisme repose sur la mise en ceuvre de codes de calcul
et sur leurs validations pour la modélisation électromagnétique des circuits microondes
complexes.

Les travaux qui m’ont été confiés, sur les éléments finis a éléments d’arétes, s’inscrivent dans
cette démarche.

Ainsi, nous allons, au terme de ce manuscrit, rappeler les points essentiels se dégageant de

nos travaux.

Nous n’avons pas voulu effectuer une bibliographie exhaustive concernant la méthode
des éléments finis car il nous a paru plus judicieux de rappeler les formulations en champs
électriques ou par dualité en champs magnétiques, qui sont a la base du calcul par éléments
finis. A ce stade, il faut distinguer les formulations issues des divers arrangements des
équations de Maxwell, de la méthode des éléments finis, en elle-méme, utilisée pour résoudre
un probléme de propagation. Il s’agit de la mise sous forme intégrale faible du probléme suivi
par la détermination du systéme algébrique émanant de ’opération de discrétisation par
¢léments finis trianguléires. Rappelons que ce chapitre, dédié aux éléments nodaux, nous a
permis de mettre en avant les spécificités, mais surtout les carences des cinq formulations E
ou H couramment employées et construites autour des éléments nodaux de Lagrange. A
I'issue de cette étude sommaire, nous pouvons nous rendre compte qu’il n’est
malheureusement .pas possible d’étudier des structures de propagation présentant
simultanément des pertes (notamment métalliques liées a 'imperfection des conducteurs
comportant de surcroit des arétes vives ) et une anisotropie sans que le spectre de modes soit
encombré par la présence de nombreuses solutions parasites. Partant de ce constat, nous nous

sommes donc orientés, grace a quelques travaux publiés dans les années 90, vers les éléments
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finis a éléments d’arétes. Ceci constitue la base sur laquelle s’appuie le second chapitre de ce

manuscrit.

Nous avons développé les éléments d’arétes en deux dimensions a partir des
équations transverses et longitudinales en champ électrique. Avant d’aborder dans le détail
’élaboration de cet élément, nous avons explicité la construction des polyndmes
d’interpolation d’ordre zéro, un et deux de ’élément nodal de Lagrange, et ce, dans un autre
référentiel . le systéme de coordonnées barycentriques. Cette phase intermédiaire est
indispensable a la bonne compréhension, par la suite, des développements analytiques
concernant les éléments d’arétes puisque nous effectuons dans un premier temps la projection
des grandeurs connues aux nceuds (les éléments nodaux ) sur les arétes des triangles. La
technique d’assemblage des matrices élémentaires associées a chaque triangle de
discrétisation de la section droite est ensuite développée ainsi que la procédure de résolution
numérique du systéme matriciel final. Rappelons enfin, que la notion d’impédance de surface
est introduite et explicitée en vue de décrire le probléme des structures comportant des rubans

métalliques de conductivité de valeur finie.

Le troisieme chapitre porte, dans un premier temps, sur la validation du code de calcul
reposant sur les développements mathématiques introduits au second chapitre. Cette phase de
validation s’appuie sur une comparaison systématique entre les caractéristiques
¢lectromagnétiques théoriques et expérimentales déterminées sur des structures microrubans,
coplanaires et 8 membrane diélectrique de dimensions microniques (o, 3, et Zc quand cela est
possible), sans oublier la confrontation avec les résultats issus du logiciel commercial
d’éléments finis HFSS. Tous les résultats présentés dans ce mémoire ont permis de montrer

que la bonne prédiction des pertes métalliques liées a la valeur finie de la conductivité des
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matériaux est tributaire d’'un maillage dans les rubans métalliques. Bien qu’un accroissement
de la taille mémoire requise soit consécutif a cette opération, seul le maillage dans les rubans
garantit la prédiction fiable des pertes. Rappelons que la procédure de maillage dans les
rubans n’est pas réalisable avec la version du logiciel HFSS dont nous disposons a ce jour.
Cette étape de validation de notre code de calcul élaboré en deux dimensions trouve son
aboutissement dans I’étude de la ligne coplanaire avec conducteur central en forme de T¢ ou
nous avons maillé toute la section droite. En effet, de part les modifications que nous avons
apportées, d’un point de vue technologique, sur la version coplanaire de base, nous avons pu
juger de ’aptitude de notre code de calcul a traduire la présence d’une tres faible quantité soit
de métal ou soit d’'un matériau diélectrique. Cette étape ultime a confirmé, dans la réalisation
d’une métallisation en Té, que nous maitrisions au mieux le volet numérique du probleme
concret auquel nous sommes confrontées puisque notre code de calcul est capable de traduire
les modifications qu’entraine un ajout ou la suppression d’un domaine (un matériau
métallique ou diélectrique ) représentant le 1/500000 de la superficie totale de la section
droite de la structure de propagation. A ce stade, aucune défaillance ni anomalie particuliere
n’ont été constatées au niveau de notre code de calcul. Signalons en outre qu’aucune solution
parasite n’est apparue au cours de nos divers essais. Dans un second volet, ligne coplanaire a
ruban suspendue et ligne ultracompacte ont été maillées intégralement (métallisations
comprises ) et étudiées pour mettre en avant les potentialités de notre code de calcul. Il faut
signaler que le cas des lignes ultracompactes, ou métallisations de forme complexe et hauteur
du ruban deux a trois fois plus importante que la largeur, est édifiant, et rend caduque un bon
nombre de méthodes pour une prédiction fiable des caractéristiques électromagnétiques de ce
genre de structures tres innovantes. Pour notre part, nous n’avons pu comparer nos évolutions
théoriques qu’a quelques relevés expérimentaux, voire théoriques, le dépot de brevets ne

facilitant pas la diffusion des résultats. Enfin, dans une troisiéeme partie nous abordons I’étude
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des interconnexions pour circuits VLSI. Ces travaux, menés en étroite collaboration avec les
chercheurs du LIRM, concernent la mise en ceuvre d’une analyse électromagnétique des
interconnexions avec la prise en compte de la forme réelle des signaux d’attaque fournis par
D. DESCHACHT. Notre objectif a consisté a définir les limites du modele RC utilisé pour
traduire la connexion entre portes logiques d’un méme niveau par comparaison avec une
analyse électromagnétique globale reposant sur I’élaboration de la matrice de chaine de
I’ensemble connexion et impédance des portes (la connexion étant caractérisée par les
¢léments d’arétes ). A I’issue des travaux menés conjointement avec D. DESCHACHT sur ces
interconnexions, la conclusion & laquelle nous aboutissons montre que le modéle simple RC
perdra toute son efficacité avec la montée en fréquence et ’apparition de métallisations a

base de cuivre. Il faut dores et déja mettre en ceuvre un modéle RLC de I’interconnexion.

Enfin dans un quatriéme chapitre, nous abordons brievement la description de la
méthode des éléments finis en trois dimensions a partir d’éléments tétraédriques. Cette étape a
nécessité, en réalité, un travail considérable tant d’un point de vue analytique que numérique.
Ainsi, pour ne pas alourdir cette présentation, seule la prise en compte des conditions aux
limites sur les accés d’entrée et de sortie est discutée et abordée au moyen des éléments
transfinis. Comme nous [’avons signalé, le code de calcul que nous avons construit subit
encore des tests puisque nous en sommes a la phase de recherche des «bug». Malgré cela,
nous avons propos¢ un exemple de discontinuité entre deux lignes planaires dont la connexion
est assurée par le biais d’un pont diélectrique au sens large du terme. Les tous premiers
résultats que nous obtenons sont encourageants. Nous en sommes toutefois qu’au début de

notre validation. La poursuite de ces travaux de vérification est par conséquent indispensable.
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Pour conclure, nous avons réalisé, testé, et validé un logiciel d’éléments finis congus a
partir des éléments d’arétes, et ce dans un premier temps, en deux dimensions. Ce code de
calcul 2D est suffisamment mature pour assurer la prédiction, avec une bonne précision, des
caractéristiques électromagnétiques de structures dont la section droite est trés complexe. 1l
offre la possibilité d’exécuter un maillage dans les rubans métalliques d’une ligne de
propagation, ou encore d’utiliser la notion d’impédance de surface que nous avons étendue
grace a !'implantation d’une nouvelle relation notée Zscth plus performante. A notre
connaissance, cette formulation qui fournit de bien meilleurs résultats sur la prédiction des
pertes n’a jamais été utilisée dans une version commerciale de logiciels basés sur les éléments
finis.

Pour ne pas nuire a la lisibilité de ce manuscrit, nous avons volontairement occulté
tous nos travaux concernant le volet anisotrope du probléme. Dans le méme esprit, nous
n’avons pas mentionné nos études relatives aux structures supraconductrices qui, par le biais
de la notion d’impédance de surface et du modéle a deux fluides, fournit d’excellents résultats
malgré la dynamique considérable des grandeurs mises en jeu.

Tout ceci nous a permis d’aborder la mise en ceuvre d’un code de calcul d’éléments
finis a éléments d’arétes en trois dimensions basé sur une discrétisation du volume a étudier
par des tétraédres. Méme si nous en sommes encore a la phase de test, nous pensons que dans
un avenir proche il faudra envisager la mise en ceuvre de codes de calcul mixtes articulés sur
I'interaction entre plusieurs méthodes pour minimiser les temps de calcul et permettre une

meilleure approche du probléme global.
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ANNEXES



Annexe [ Définition de la pseudo-perméabilité [ﬁ:]

1. . ‘
Le but est de remplacer la relation [u: V xE par une expression équivalente qui permet de

simplifier I’écriture de la forme intégrale de I’équation d’onde.

Ou [u:r est I’inverse du tenseur de perméabilité relative [ur] . 11 correspond de maniére

symbolique a une inversion de matrice 3x3.

* * *1 *q
Hrx Mrxy O 1 Brx Mgy O
) * * * * * *
Soit [ur]: Byx By O [Urr =|byx  Mry O
* *;
0 0 Uiz 0 0 by
Avec
* *
*nv _ Hryy *Inv _ Hryx
Hrxx ¥ * *  * IXy * * *  *
U«rxx“ryy - eryuryx rxx“ryy - eryuryx
* *
*nv _ Mrxx *nv _ Hrxy
Hryy ¥ = * x Hryx ¥ x  x
erxuryy - urxyuryx urxxuryy - urxyuryx
"
urllgv - *

H'I'ZZ

Pour cela, nous décomposons le champ électrique E et I’opérateur V en deux composantes,

Iune transversale et I’autre longitudinale.

Ilvient: E=E, +E,Z et V=V,-vyZ

Dans ce contexte,

*nv *nv

He = 1 o = iy By o w L2 )s
B = L9 <+ px B (G E, 448 x| (1)
Hrzz Hryx  Hryy

Nous introduisons la pseudo-perméabilité relative [ﬁ:] telle que :
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[ u*inv *nv ﬁ* ﬁ*

Ixx V, B > 7 = —

*nv ’Z?IIV ((VtEZ + YEt)x Z) = ~ixx ~:=Xy (Vth + YE) xz (2)
_uryx uryy Hryx uryy

B

Calcul [ﬁj_

Pour y parvenir, nous devons développer le membre de droite et de gauche de I’expression

(2). En posant §t :éi +§y~§/ et B, =ExX+Eyy, il vient :
- OE . | CE ~
VtEZ +'}’Et:{ axz +YEX:|X+[—5_YZ—+YEY}Y

—

y

-

OE
[ o ”E"}

et par conséquent, le membre de gauche de la relation (2), dans le plan xoy, se met sous la

forme :
[ siny| O siny| OB
. . nox | 5o+ 1Ey —u&;{—lﬂEx}
u*mv u*mv oy ox
IXx = = -
o u,{fgv | ¥, +vE )xz]=1 . N 3)
vX yy ’gg(v I:_ay_z__*_yEy:}_u’r";fr}l,V[ axZ +7Ex}
Le calcul du second membre de I’équation (2), nous conduit, tout d’abord, a :
(.« [oE .+ [6E
L HHX{?X“Z"’LYEX}‘“W z +yEy}
Hooe H - . L
{N?k Nixy}[vthJfYEt]: _
Hryx  Hryy A % OE % | OE
Uryx [-5_)(2‘+YEX +Hryy Ta;z_'lf“YEy
et finalement, nous obtenons :
_+ | OB, _+ [ 0E, 1
PR “WX[‘gx—”Ex}L“rw[jay“ﬂbyEyJ
B Hry ([o -y L
{Nixx fﬂ[‘%% +YEt])><Z= 4)
Hryx Moy _+ |COE -+ | OE
~Hrxx {_a‘XA“FyEx Hrxy 5yz +YEy
L
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En identifiant les relations (3) et (4), la pseudo-perméabilité [ﬁ:]: f*rxx

Hryx

en fonction du tenseur inverse de la fagon suivante :

~% *nv ~¥ *inv
Hrxx = Hryy Hrxy = “Hryx

~* *nv ~* *nv
Hryy = Hrxx Hryx = “Hxy

~*
H :
Nixy s’exprime
Hryy

D’aprés tout ce qui précéde, nous pouvons, dorénavant, remplacer la relation (1) par :

_* *

S T | u - _ -
[u’:] Vsz—*—Vtht+ ljixx ljixy (VtEZ+yEt) XZ

Hrzz Hryx  Hryy
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Annexe II Calcul des variables nodales en fonction des variables tangentielles

.« . . . ' =1 . ’ . B
Nous considérons ici, les projections e; des champs E} situés aux nceuds d’un triangle sur ses

arétes. Nous les traduisons, pour les nceuds 1 et 2 du triangle, par les relations suivantes
_.1 . t —-2 — _ ]
Ei-tor =€2 Ef -ty =e;

2) 3)
Bl T = e B2 1) =
t 2 =¢Co t “t1p =¢€g

Ecrivons, a présent, le champ au nceud 1 I:Z{ dans la base (ﬁ1 5> ﬁm) ;

—

—ol _ -
E; = on, +Bn01

d’aprés 2), nous en déduisons les expressions suivantes de o et B .

e e
o= —2 p=—"D"
Ny, toy Doyt
il va sans dire que nous avons :
1 €y - €o -
B A
12 01 01 "12
(. - ) 2A [ L
n.,-t..=snf, = 12 -
1201 1 , Vi, =——=1
Lor Ly 507 g4 12
Puisque < et ]
- 2A L
n, -t.,=-snb, = = o1 5
01" 12 1 , t& n
y Lo1 Lo 2 24 0

Il vient que :
—.1 L L
Et = _LOIGZVt&O +L1260V1a2
En procédant de la méme maniére a l'écriture du champ au nceud Z(E%)dans la base

(nzo,nlz), nous avons :

E{ =i, +PBii,
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€
o =-— 0_
Moo b
avec d’apres 3)
€
B=— T
L M2t

Du fait que nous ayons les relations suivantes :

2A

fi,, t,.=—-sinB, =———— = 12 =
12 720 2 ) Vi€, =——=n
L, Ly t>0 2A 12
< et <
- - ) 2A L
n,, -t,=sinf, =———— Ve - 205
20 12 2 , &, = n
L12 L20 | 1 2A 20

nous conduit a I’expression ci-dessous :

—02 t - 1 —
Et = —leeovtil +L2061Vt&0
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Annexe 1

Calcul de vt&i ’ ﬁl_] Xﬁjk et ﬁij X Mg

Considérons le triangle de la figure ci-dessous :

yA

Les coordonnées barycentriques &(,&;,E,qui permettent de repérer un point du triangle,
admettent pour expression, rappelons le :
1
&i :—27{(% +bjx +c3y) (1)

ou ap =X1¥Y2 —X2¥1 a1 =X32¥0 —X0Y¥2 a2 =X0¥Y1 —X1¥Yo

bo=y1-Y2 b1 =y2 — Yo by =yo-v1

Co =X3 —X] €1 =Xp — X3 €y =X1—Xp

A= %(bocZ - Cobz)Z%(blcz - Cle): %(bocl - cobl) est 'aire du triangle.

Afin de déterminer le V(&; pour i variant de 0 4 2 , nous exprimons le rotationnel transverse

en coordonnées cartésiennes :

= 0. O .
Vi=25+2
t axx 6yy
De ce fait, ?tﬁi _ Hi(ai +bix+CiY)}z“{i(ai +biX+CiY)}§’J
2A || &% oy

C’est-a-dire :
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- 1, .
Vi€ =ﬁ(bix+°i}’) (2)

A ce stade quelques précisions utiles concernant les vecteurs unitaires tangents et normaux

aux arétes du triangle s’imposent.

Soient Ly,t; et Ai; respectivement la longueur, les vecteurs unitaires tangent et normal &

I'aréte du triangle définie par les sommets i et j. Il est aisé de vérifier qu’ils ont pour

expression :

7 _CaX-byy - _—CX-byy
01 = Nor=—r

Loj 01
7. _%%X-bey - —coX-boy
12 = ny =

- Ly Lo1

_t‘ _Cli—blg' - _—Cl)_('—bly.
0=""T"7" Ny =——"""-

Lo1 Loy

Par ailleurs, si nous considérons que les indices i, j et k sont les numéros des trois sommets du
triangle et cyclique modulo 3, nous pouvons écrire sous forme condensée ces vecteurs

unitaires tels que :

-~  CX+byy - crX +byy
f; _ SkX T OkY et i _ kX ¥ DKy 3)
L L

Ainsi, en comparant les équations (2) et (3), nous obtenons :

V& :—Liﬁ'k 4
24

Pour le calcul des produits vectoriels des vecteurs unitaires normaux aux arétes du triangle,

nous effectuons les opérations suivantes :

- ~ 1 - . _ - -

Djj X 0k = Lily (bxX +cic¥)x (biX +¢i¥)= LoL, (bkci — cibi)z

. - 1 - - _ - 1 -

ijxnki = R (bkx+CkY)X(ij+CjY):f(bkcj——Ckbj)z
Ll_]L_]k ij* ik
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Nous remarquons, par exemple, que lorsque (i,j,k)=(0,1,2) nous avons byc; —cyb; = 2Aet

byc; —cxbj =—-2A. En conséquence,
N XN 245 et njxn 24 z
Njj XN j = z Njj X N ==
LjL jk LijLki
e . : 2A .
On observera trés aisément que sin6; = et sin©; = ou 6; et 6; sont
LjiL LijLi

respectivement les angles aux sommets des nceuds 1 et J.
En définitive, nous avons :

—

ﬁinij :sineji et ninﬁki :—Sineiz
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Annexe IV Calcul analytique de I’intégrale de contour sur une aréte du triangle

Le but est de déterminer 'intégrale {f (&i,ﬁ j)dF sur I’aréte I' d’un triangle.
r

Considérons un triangle définie par ses coordonnées barycentriques de la figure ci-dessous :

yA

(x +dx,y +dy)

Dans ce systéme de coordonnées, chaque aréte du triangle peut étre repéré en annulant I'une
des trois coordonnées barycentriques. Par exemple, dans le cas de l'aréte décrite par les
sommets O et 1, tout point situé sur cette aréte posséde les coordonnées barycentriques

suivantes : £, =0 et g +&;=1.

Sur cette aréte, si nous considérons un point (x,y) et un déplacement infinitésimal

(x +dx, y + dy) la longueur infinitésimal entre ces deux points est :

dr = /dx? +dy?

Rappelons, toutefois, I’expression analytique des coordonnées barycentriques d’un élément

triangulaire
1
E; :ﬂ(ai +bix +cyy)
ou ap =X1¥2 —X2¥1 21 =X2Yo —XqgY2 a2 =X0Y1 ~X1Yo
bo=y1-vy2 bj=ys2—-Yyo by =yp-vyi1
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Co =X2 — X1 Ci =Xg — X3 Cr =X1 —Xg
1 1 1 , .
AZE(bocz +cob2):5(b1c2 - cle):E(bOcl —cgby) est I'aire du triangle.

Les couples de valeur (x;,y;)sont les coordonnées cartésiennes des sommets i du triangle.

Puisque sur I’aréte définie par les sommets O et 1, nous avons £, =0 et par conséquent nous

obtenons I’équation de la droite suivante :

b a
C2 €2
: by
De ce fait, dy=-—=dx
C2
b d
En conséquence, dI" = dxz(l + —2J = —X1/b§ + c%
Co Cc
: : : , : by a
Si nous remplagons dans I’expression de &, 1’ordonnée y par sa valeur ——=x ——=, nous
€2 €2

obtenons :

1 CO a2
=— lag +box—Ob,x—22¢
o ZA[ 0 +bo o 2 o 0)

Par conséquent, en différentiant les deux membres de cette équation, nous aboutissons a :

—cob
2AdE, :%Lcﬂ_zdx
2

En remarquant que 2A =bgcy —cpby

Nous obtenons :

dx=cydEy et dl=4/bs +c3 d&g
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En plus, nous constatons que la longueur L, de I’aréte définie par les sommets O et 1 vaut

Lo = w/b% + c% et que sur cette méme aréte la relation £y + &) =1 entraine &; =1-§, ce
qui nous permet d’en déduire que :
d’aprés la définition des coordonnées barycentrique, £ ne peut varier que de 0 a 1 et de ce

fait, le calcul de I’intégrale sur I’aréte considérée est :

l[f(’éo,iq)ir =Lo1JpfEo.1-Eo Mo

D’une maniére générale, quelque soit I’aréte définie par les sommets i et j considérés dans le

triangle, nous avons :
1
J£(E;, £ M0 = Ly B EEL & K
r
ou L est la longueur de la aréte définie par les sommets i et .

Sous cette forme, cette intégrale peut facilement étre calculée de maniére analytique.
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