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Introduction générale 

INTRODUCTION GENERALE 

1. Généralités 

Dans le domaine industriel, il est nécessaire de faire des prévisions de plus en 

plus précises sur le comportement des pièces mécaniques sous diverses conditions de 

service. Il est intéressant de connaître l'état des contraintes et des déformations, que 

subissent ces pièces, après des chargements prolongés sous hautes températures, ainsi 

que des sollicitations dynamiques au-delà de la limite élastique des matériaux. Cela 

permet de déterminer la fiabilité des structures, leur durée de vie et assurer la sécurité. 

Dans la majorité des cas, il est nécessaire de prendre en compte les propriétés 

viscoplastiques des matériaux, ce qui nous conduit à une analyse inélastique des 

structures. 

En général, les matériaux viscoplastiques sont définis comme étant des matériaux 

qui présentent des déformations permanentes après cessation des sollicitations, et ayant 

un comportement non linéaire dépendant de façon marquée de la vitesse de 

déformation inélastique [Lemaitre et Chaboche (1988)]. La notion de seuil de plasticité 

stricte disparaît, un écoulement peut se produire pour une contrainte inférieure à une 

contrainte appliquée antérieurement. 

Le phénomène viscoplastique se rencontre de manière marquée dans les métaux 

et alliages opérant à de hautes températures (plus du tiers de la température de fusion), 

et subissant des sollicitations à des vitesses élevées. A part les métaux et alliages, les 
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Introduction générale 

théories viscoplastiques s'appliquent aussi aux résines ou aux polymères lorsqu'ils 

subissent des chargements importants, et encore aux sols, roches ou à la glace quand il 

s'agit d'étudier l'évolution mécanique sur des périodes de temps longues. 

Pourquoi est-il nécessaire de prendre en compte les grandes déformations quand 

on élabore des modèles élastoplastiques (viscoplastiques)? Question incongrue, lorsque 

l'on pense aux processus industriels de mise en forme (emboutissage, laminage ... ) qui, 

de toute évidence, mettent en œuvre des déformations inélastiques considérables. A y 

regarder de plus près cependant, la question subsiste : en effet, pour les matériaux 

utilisés, souvent des métaux, les déformations élastiques sont toujours très petites. De 

deux choses l'une : 

./ ou bien les déformations inélastiques sont "contenues", c'est-à-dire, également 

petites (c'est la situation habituelle en calcul des structures). On peut alors utiliser une 

théorie élastoplastique ( viscoplastique) en petites déformations; 

./ ou bien les déformations inélastiques sont grandes (c'est la situation habituelle en 

mise en forme). On peut alors négliger les déformations élastiques et utiliser une 

théorie rigide-plastique ou rigide-viscoplastique. 

En abordant les grandes déformations, par rapport aux petites déformations, des 

difficultés se présentent, non seulement du point de vue cinématique mais aussi au 

niveau des lois de comportement. On aura l'occasion de voir cela dans la suite de ce 

travail. 
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Introduction générale 

2. Historique 

L'idée directrice des investigations dans le domaine d' élastoplasticité 

(viscoplasticité) avec prise en compte des grandes déformations, du point de vue 

cinématique, est la décomposition du gradient de déformation en une partie élastique et 

une partie inélastique. Celle-ci, introduite par Bilby et al. (1957), Kroner (1960) et Lee 

et Liu (196 7), n'est pas unique car les rotations élastiques et inélastiques ne peuvent 

pas être déterminées d'une manière unique. Par conséquent, des suppositions 

supplémentaires concernant ces rotations ont été rajoutées. Mandel (1971) - (1973) 

aborde ce problème en introduisant la notion du trièdre de vecteurs directeurs, qui 

définit 1 'orientation dans la configuration relâchée. Ce concept a été critiqué car, ce 

trièdre peut bien être défini pour un monocristal, alors qu'il ne l'est pas pour un 

polycristal, ou d'autres structures complexes [Dafalias (1987)]. 

La première décomposition unique du gradient de déformation, sans aucunes 

suppositions supplémentaires concernant les rotations élastique et inélastique, a été 

proposée par Nemat-Nasser (1990). Schieck et Stumpf (1993) et Stumpf et Schieck 

( 1994) introduisent une décomposition alternative, écrite en fonction des tenseurs 

lagrangiens élastique et inélastique, et un tenseur de rotation défini unique. 

En grandes déformations, pour écrire les lois de comportement, Truesdell et Noll 

(1965) insistent sur le respect du principe d'objectivité (indifférence matérielle). Celui

ci doit assurer l'indépendance des lois de comportement par rapport à l'observateur. La 

loi de comportement doit donc s'écrire en fonction de grandeurs objectives. 

Cependant, la dérivée temporelle d'une grandeur objective n'en est pas une. La 

solution consiste alors à introduire une dérivée matérielle (dérivée objective) pour 

éliminer les rotations parasites [Sidoroff (1981) ]. Dans ce sens, plusieurs auteurs, afin 

de trouver des solutions aux équations constitutives, ont utilisé les dérivée objectives 

de Jaumann (1911), Truesdell (1955), Oldroyd (1950), Cotter-Rivelin (1955), Green

Naghdi (1965) et leurs versions modifiées : 
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Sowerby et Chu (1984), Reed et Atluri (1983), Truesdell (1955), Dines (1979) et Key 

( 1984) ont obtenu les solutions dans le cas d'hypoélasticité. Le cas des matériaux 

rigide-plastiques a été traité, en tenant compte de l'écrouissage isotrope, par Lee et al. 

(1983) et Nagtegaal et Jong (1982). Dafalias (1983), Reed et Atluri (1985) et Paulun et 

Pecherski (1985) 1 'ont étudié en introduisant 1 'écrouissage cinématique. Tandis que les 

matériaux élastoplastiques avec écrouissage isotrope et cinématique ont été examinés 

par Johnson et Bammann (1984), Atluri (1984) et Schieck et Stumpf (1995). Moss 

( 1984) a étudié les matériaux élastique - parfaitement plastiques. 

La dérivée de J aumann a été longtemps utilisée dans les codes de calcul des 

structures. Toutefois, en analysant la déformation plastique pour le problème de 

cisaillement simple, avec la dérivée de Jaumann, Dines (1979) a observé des réponses 

en contraintes oscillatoires pour une évolution monotone des déformations, ceci étant 

physiquement inadmissible. Son observation a suscité des discussions dans les 

littératures concernant le choix approprié des dérivées objectives [Haupt ( 1985), Szabo 

et Balla (1989), Xia et Ellyin (1993), Zbib (1993)]. 

Pour éviter les réponses en contraintes oscillatoires dues à la dérivée de Jaumann, 

et en s'appuyant sur les travaux de Mandel (1971) - (1981) et de Kratochvil (1971), 

Dafalias (1983), Loret (1983) et Onat (1984) proposent une équation constitutive 

supplémentaire pour le spin inélastique afin d'obtenir un taux corotationel (dérivée 

objective) approprié. Ils présentent une expression générale pour le spin inélastique, 

issue du théorème de représentation, avec des coefficients inconnus. Leurs résultats 

mènent [Van der Giessen (1991)] à ce que le spin inélastique s'annule pour les 

matériaux à comportement inélastique isotrope. Une expression simplifiée du spin 

inélastique, pour de petites déformations élastiques - grandes déformations plastiques, 

est proposée par Dafalias (1985a, b), puis étudiée par d'autres auteurs [Zbib et Aifantis 

(1988), Raniecki et Samanta (1989), Van der Giessen (1991), Paulun et Pecherski 

(1992)]. Contrairement à cela, Stumpf et Badur (1990) et Nemat-Nasser (1990) 

montrent que le spin inélastique est une fonction qui dépend des grandeurs 
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cinématiques, et ainsi il n'y a pas lieu de rajouter une équation constitutive 

supplémentaire pour le spin inélastique. 

Simo ( 1988) présente un concept pour les grandes déformations élastoplastiques 

basé sur la décomposition multiplicative du gradient des déformation, et utilisant la 

dérivée objective de Lie. Ce modèle a été considéré et appliqué par Duszek-Perzyna et 

Perzyna (1993) et Le et Stumpf(l993). 

Dans le contexte de petites déformations, les modèles viscoplastiques de Perzyna 

(1966), de Bodner-Partom (197 5) et celui de Chaboche (1977) sont connus comme les 

plus simples à utiliser pour décrire les principaux propriétés viscoplastiques des 

métaux. Pour ces modèles constitutifs, lors des processus lent (viscosité négligeable), 

1' approche tend asymptotiquement vers la théorie élastoplastique [Haupt et al. ( 1991)]. 

Dans les dernières années, on a observé un développement dans la description du 

comportement viscoplastique en grandes déformations. Ainsi, Rubin ( 1986) développe 

un modèle en grandes déformations à partir de 1 'approche de Bodner-Partom ( 197 5) 

destinée aux petites déformations. Il utilise le tenseur de déformation de Green droit 

pour une formulation dans la configuration de référence. Celle dans la configuration 

actuelle est donnée par Nishiguchi et al. (1990). Leurs équations constitutives 

inélastiques sont obtenues par le biais d'une dérivée objective qui est une extension de 

la dérivée de J aumann. 

Sansour et Kollmann (1997) proposent un modèle élasto-viscoplastique basé sur le 

modèle de Bodner-Partom. Ils utilisent, comme mesure du taux de déformation, le 

tenseur droit de la vitesse de la partie inélastique du gradient des déformations. Ce 

dernier étant conjugué au tenseur de contraintes intrinsèques de Noll, dit aussi tenseur 

de contrainte de Mandel [Kollmann et Sansour ( 1997)]. 

En appliquant le modèle de Chaboche, Lührs et al. ( 1997) présentent un modèle élasto

viscoplastique en grandes déformations, avec écrouissage cinématique. Pour définir les 

équations constitutives, ils utilisent la dérivée objective d'Oldroyd. 
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Dafalias (1990) montre l'intérêt du spin inélastique en viscoplasticité en énonçant un 

modèle viscoplastique avec écrouissage cinématique. Il utilise, comme dans son 

approche élastoplastique, 1 'équation constitutive du spin inélastique pour définir le 

taux corotationel. Ce modèle est appliqué au problème de cisaillement simple pour un 

matériau rigide-viscoplastique. 

3. Motivation 

De nombreuses études ont porté sur la viscoplasticité en petites déformations. 

Plusieurs modélisations mathématiques, ainsi que des simulations numériques sont 

actuellement maîtrisées. En revanche, dans le domaine de grandes déformations, 

beaucoup de problèmes restent à explorer : 

./ L'unicité de la décomposition du gradient de déformation et tous les résultats 

cinématiques qui en résultent. 

./ Le choix d'une dérivée objective appropriée . 

./ L'intérêt du spin inélastique pour définir un taux corotationel. 

./ L'anisotropie inélastique due aux effets d'écrouissage . 

./ L'écriture des équations constitutives élasto-viscoplastiques pratiques à 

implémenter dans un code de calcul. 

C'est pour apporter une contribution à ce domaine que nous allons présenter un 

modèle du comportement élasto-viscoplastique. Il est basé sur une décomposition 

unique du gradient de déformation proposée par Schieck et Stumpf ( 1993) dans leur 

approche en élastoplasticité. Pour définir la dérivée objective, on utilisera un spin qui 

peut être déterminé à partir des considérations cinématiques seulement. On tiendra 

compte des effets d'écrouissage. 
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4. Contenu du rapport 

Le premier chapitre de ce rapport sera consacré à la théorie des grandes 

déformations. Nous passerons en revue l'étude cinématique des grandes 

transformations, en présentant différentes mesures de déformations et de contraintes. 

On exposera la décomposition multiplicative du gradient de déformation en une partie 

élastique et une partie inélastique, puis les résultats cinématiques qu'elle engendre. Le 

formalisme des lois de comportement élastoplastiques sera présenté. Ensuite, en 

rappelant le principe d'objectivité, on essayera de discerner, parmi les grandeurs 

utilisées, celles qui sont objectives et celles qui ne le sont pas. A la fin de ce chapitre, 

on donnera quelques dérivées objectives utilisées dans les littératures. 

Nous consacrerons le deuxième chapitre au problème de cisaillement simple en 

grandes déformations. On donnera les différentes grandeurs cinématiques dans ce cas, 

ainsi que les équations constitutives pour un comportement rigide-plastique en tenant 

compte des effets de 1 'écrouissage. On se ramènera à un système d'équations 

différentielles faisant intervenir une variable qui dépendra de la dérivée objective 

utilisée. Ensuite, nous comparerons les résultats issus de la résolution de ce système, et 

ceci en appliquant, respectivement, la dérivée de Jaumann, de Green-Naghdi et celle de 

Dafalias. 

Dans le troisième chapitre, nous présenterons un modèle élasto-viscoplastique 

en grandes déformations, en s'inspirant de l'approche élastoplastique de Schieck et 

Stumpf ( 1995). On décrira la cinématique du mouvement, qui va nous conduire à 

exprimer les spins, élastique et inélastique, en fonction des considérations 

cinématiques seulement. Ainsi, on pourra déterminer le spin matériel afin de construire 

une dérivée objective. Avec celle-ci, on donnera les équations constitutives élasto

viscoplastiques, en utilisant le modèle viscoplastique de Chaboche, et en prenant en 

considération les effets de l'écrouissage. Notre modèle tiendra compte de la surface 
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d'écoulement dynamique. Finalement, pour formuler une loi incrémentale, on 

déterminera 1 'opérateur tangent élasto-viscoplastique. 

Pour valider notre modèle, on l'applique dans le quatrième chapitre au 

problème de cisaillement simple d'un matériau rigide-viscoplastique. L'analyse sera 

faite pour différentes vitesses de déformation. Ensuite, on cherchera la solution du cas 

rigide-plastique à partir du cas rigide-viscoplastique. Les résultats ainsi obtenus seront 

comparés avec ceux issus de l'application du modèle de Dafalias. Enfin, nous finirons 

par une discussion sur le spin inélastique. On montrera que 1 'équation constitutive du 

spin inélastique utilisée par Dafalias n'est autre qu'une bonne approximation de 

1 'expression cinématique de ce spin. De ce fait, il est nullement besoin de rajouter une 

équation constitutive supplémentaire. 
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Chapitre 1 Les milieux continus en grandes transformations 

Chapitre 1 

LES MILIEUX CONTINUS EN 

GRANDES TRANSFORMATIONS 

1. Introduction 

L'intérêt qu'a suscité, ces dernières décennies, le domaine des grandes 

transformations des milieux continus s'explique par son implication croissante dans les 

problèmes industriels. En effet, dans plusieurs cas on ne peut plus négliger la 

différence entre l'état initial et l'état actuel. Cela implique qu'il faut aborder la 

cinématique de la déformation dans sa plus grandes généralité. D'autre part, du point 

de vue purement théorique, les lois de comportement en déformations quelconques, 

jusqu'à présent, ne sont pas totalement élucidées et les travaux dans ce sens se 

poursuivent. Nombreux et divers sont les travaux qui traitent ce sujet. Toutefois, 

1' expérimentation, qui devrait être 1 'arbitre des modèles proposés, reste difficile à 

mettre en œuvre. 

Dans ce contexte, on essayera dans ce chapitre de passer en revue la cinématique 

des grandes transformations, ainsi que le formalisme des lois de comportement faisant 

intervenir différentes dérivées objectives qui caractérisent la diversité des approches 

parues dans la littérature. 
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2. Cinématique des grandes transformations 

Dans ce paragraphe, nous résumons les bases principales, et nécessaires pour 

notre étude, de la cinématique des grandes transformations. Le lecteur intéressé par 

plus de détails sur ce sujet est renvoyé aux références [Naghdi (1991)], [Rougée 

(1997)]. 

2.1. Tenseur gradient de déformation 

Pour décrire la déformation d'un solide en grandes transformations, nous suivons 

le mouvement au cours du processus de chacune de ses particules dans un repère 

inertial par la fonction 

x = x(X, t), 

où x est la position de la particule P à l'instant t, qui au début du processus se trouvait 

en X (Fig. 1.1.) 

Le tenseur gradient de déformation F est défini par : 

on a alors 

F = 
ax 
ax' 

dx= F dX. 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

Ce tenseur gradient de déformation F représente le mouvement local du milieu 

continu. Il permet également de passer de la configuration initiale à la configuration 

déformée [Sidoroff(l981)]. 
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Ce scalaire, tenseur d'ordre zéro, ne dépend d'aucun repère particulier. Seule compte la 

configuration de référence par rapport à laquelle on mesure les déformations. En 

revanche, nous pouvons projeter cette expression dans deux repères particuliers, l'un 

étant lié à la configuration initiale et l'autre lié à la configuration courante. Pour cela, 

nous utiliserons le tenseur gradient des déformations qui permet de passer de l'un à 

l'autre par la relation (1.2.2). De ce fait: 

dx ô x = (F dX) (F 8X) = dX C 8X, (1.2.5) 

avec C = FTF le tenseur de dilatation, dit aussi tenseur de Green. L'exposant "T" 

indique la transposition. 

Pour caractériser les allongements, on a la relation (1.2.4) qui, en utilisant la 

formule (1.2.5), donne: 

dx ôx - dX 8X = 2dX E 8X, (1.2.6) 

où le tenseur E, dit tenseur de Green-Lagrange, est défini par: 

1 
E = 

2 
(C - 1). (1.2.7) 

1 représente le tenseur identité d'ordre 2. 

Les deux tenseurs C et E opèrent sur des grandeurs définies dans la configuration 

initiale; ce sont des tenseurs lagrangiens. 

On peut, de la même manière, définir la déformation dans la configuration 

courante. On obtient alors comme pour la relation (1.2.6) 

dx ôx - dx (B-1
) ôx = dx (2A) ôx, (1.2.8) 

avec B = FF T qui vérifie dX 8X = dx B -1 ô x . 

Page 16 



Chapitre 1 Les milieux continus en grandes transformations 

A (1.2.9) 

B est appelé tenseur de Cauchy; et A le tenseur d'Euler-Almansi. 

Les deux tenseurs B et A opèrent sur les grandeurs définies dans la configuration 

courante; ce sont des tenseurs euleriens. 

La relation entre E et A qui définie les transports necéssaires au passage d'une 

configuration à une autre est donnée par : 

E = FTAF, 

ou (1.2.10) 

2.3. Tenseur des contraintes 

Fig. 1.2. Tenseur des contraintes. 
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Soit un élément de surface ds du solide, de normale unitaire n dans la 

configuration déformée (Fig. 1.2.). On suppose que ds subit l'effort df, le tenseur des 

contraintes de Cauchy a est défini par la relation : 

df = an ds, (1.2.11) 

a est un tenseur symétrique eulerien. Il est maintenant possible de transporter ce 

tenseur CJ pour définir d'autres tenseurs des contraintes. 

Si l'on choisit de caractériser l'élément de surface dans la configuration de 

référence par ds0, de normale unitaire n0, on obtiendra : 

(1.2.12) 

ce qui définit un nouveau tenseur des contraintes 1t : le premier tenseur de Piola

Kirchhoff qui n'est ni lagrangien ni eulerien, et qui n'est pas symétrique. Pour 

supprimer ces inconvenients et obtenir un tenseur lagrangien et symétrique, on peut 

transporter df dans la configuration de référence en écrivant : 

(1.2.13) 

Le tenseur S est le second tenseur de Piola-Kirchhoff; il est symétrique. 

La relation entre l'élément de surface dans la configuration de référence et dans la 

configuration courante se traduit par : 

(1.2.14) 

avec J = det F . 

A partir des relations (1.2.11)-(1.2.14) on obtient aisément les formules permettant de 

relier ces tenseurs des contraintes : 
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Chapitre 1 Les milieux continus en grandes transformations 

J (J = 't = 1t FT = F s FT. (1.2.15) 

Le tenseur 't = J a est appelé tenseur des contraintes de Kirchhoff. 

Pour illustrer la notion du produit contracté de deux tenseurs, regardons 

l'expression de la quantité intrinsèque que représente l'énergie interne locale des 

déformations W : 

W=S:E=T:A, (1.2.16) 

où":" symbolise le produit doublement contracté des deux tenseurs S (respectivement 

't') et E (respectivement A), le tenseur des contraintes et des déformations dans la 

configuration de référence et courante, respectivement. Le résultat doit être un scalaire 

intrinsèque. 

2.4. Décomposition polaire, tenseur taux de déformation et taux de rotation 

2.4.1. Décomposition polaire 

Suivant le théorème de la décomposition polaire, le gradient de déformation F 

peut être représenté par le produit d'un tenseur de rotation et d'élongation pure sous 

deux formes : 

F=RU=VR. (1.2.17) 

Ici, le tenseur de rotation R est orthogonal et les tenseurs d'élongation droit U et 

gauche V sont symétriques, et définis positifs. 

Ce théorème permet de séparer, dans F, la déformation et la rotation (Fig. 1.3.). 

L'élongation U est rattachée à la configuration de référence, tandis que V est rattachée 

à la configuration actuelle. 
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R. v 

F 

Fig. 1.3. Décomposition polaire. 

Pour démontrer ce théorème, on écrit simplement : 

(1.2.18) 

1 1 1 
- - -

Les tenseurs U et V sont respectivement C 2 et B 2 , en notant que C 2 ayant les mêmes 

directions propres que C, et pour valeurs propres les racines carrées des valeurs 

propres de C. Pour obtenir U, il faut donc diagonaliser C et appliquer la racine carrée. 

Ceci est toujours possible puisque C est symétrique et défini positif. 

On construit de la même manière V à partir de B. Quant à R, on l'obtient directement 

en écrivant, par exemple, R = F u-1
• 

2.4.2. Taux de déformation et taux de rotation 

La vitesse d'une particule d'un solide est donnée par : 

v(x, t) = 
a x 

at (1.2.19) 

A partir de cette vitesse v, on définit le tenseur gradient des vitesses des déformations 
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et si on pose F 

L 
av 
a x' 

av ' . L l fi . - , on peut ecnre sous a orme sm vante : a x 

(1.2.20) 

( 1.2.21) 

On rappelle que L est un tenseur eulerien non symétrique, qui relie un vecteur dx à sa 

dérivée par rapport au temps dx dans la configuration déformée : 

En effet, on a la relation 

dx 

dx = Ldx. 

dv = av dx. 
a x 

(1.2.22) 

(1.2.23) 

La partie symétrique de L définit le tenseur du taux de déformation D, quant à sa 

partie antisymétrique W, elle représente le tenseur taux de rotation dit aussi spin total. 

On a alors: 

L = D + W, 

D = Ls = _!_ (L + LT ), (1.2.24) 
2 

w = La = _!_ (L - LT ). 
2 

les exposants "s" et "a" désignent la partie symétrique et la partie antisymétrique, 

respectivement. 

A partir des équations (1.2.22-24), on peut écrire 
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d (dx ùx) = dx 8x + dx 8x 
dt 

L dx 8x + dx L 8x 

= 2 dx D 8x. 

Par différentiation de la relation (1.2.6), on obtient aussi 

d(dx8x) 
= 

dt 
2 dXÈ 8X, 

de sorte que le taux de déformation sera mesuré par È dans la configuration de 

référence, et par D dans la configuration courante, ces deux tenseurs étant "transportés" 

l'un vers l'autre par : 

(1.2.25) 

2.5. Décomposition multiplicative de Lee 

Comme en petites déformations, compte tenu du caractère élastoplastique 

(viscoplastique) des transformations, on cherche à décomposer la déformation totale en 

une partie élastique et une partie inélastique. Dans ce but, Bilby et al. (1957), Kroner 

(1960) et Lee (1969) ont introduit une décomposition multiplicative du gradient des 

déformations, appelée communément décomposition de Lee. Elle fait intervenir une 

configuration intermédiaire relâchée. Ce point de vue conduit à l'illustration de la 

figure (1.4.), avec 

ax ax ap 
= 

ax ap ax' 
(1.2.26) 

soit, 

(1.2.27) 
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F 

> 
X,x,p 

Fig. 1.4. Illustration de la décomposition multiplicative. 

x: composantes dans la configuration déformée C(t), 

p : composantes dans la configuration relâchée Cp, 

X : composantes dans la configuration de référence C0, 

Fe : partie élastique du tenseur gradient des déformations représentant le passage de 

Cp à C(t), 

F 1 
: partie inélastique du tenseur gradient des déformations représentant le passage de 

Co à Cp. 

Lorsque 1 'on applique une charge, la structure passe de la configuration C0 à la 

configuration C(t). La configuration relâchée Cp est introduite en supposant qu'après 

déchargement de la structure, on puisse libérer toutes les déformations élastiques par 

un découpage de celle-ci en morceaux infinitésimaux. Cette configuration est purement 

imaginaire, car elle est le résultat de la juxtaposition de morceaux déformés purement 

plastique, et dont l'assemblage est à priori discontinu, la dérivation partielle n'est plus 
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définie [Lee (1981)]. Elle est dite aussi configuration naturelle locale [Sidoroff 

(1981)]: 

* naturelle, car elle est libre de contraintes, c'est la configuration obtenue par 

relâchement des contraintes, 

* locale, parce qu'on ne peut la définir que localement au voisinage de chaque point. Il 

n'existe pas de configuration relâchée globale (existence de contraintes résiduelles). 

On parle en général du découpage du matériau en petits éléments que 1 'on relâche 

indépendamment. 

L'analyse des déformations est exprimée, en général, en terme de gradient des 

déformations [relation (1.2.1)] pour la déformation totale élastoplastique 

(viscoplastique) dans la configuration C(t). Le déchargement ayant lieu de C(t) à Cp est 

considéré élastique et donc réversible. Les contraintes et les déformations élastiques 

étant nulles dans la configuration Cp [Lee (1981)], alors la déformation élastique dans 

la configuration C(t) est donnée par le gradient des déformations élastique Fe : 

ox 
op (1.2.28) 

Vue que la contrainte est nulle en p, la déformation est purement inélastique et 

constitue aussi la déformation inélastique en x, sachant qu'il n'y a pas d'écoulement 

plastique de Cp à C(t) à cause de la réversibilité. La déformation inélastique en p et x 

est alors exprimée par le gradient des déformations F 1 
: 

Fr = op 
oX (1.2.29) 
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Dans la chronologie du processus de déformation, on observe une phase initiale 

purement élastique. Cette phase étant réversible, le retour à la configuration initiale est 

possible ; il est en effet obtenu par simple déchargement de la structure. 

Les déformations inélastiques, qui apparaissent ensuite en certains points de la 

structure lorsque 1' on poursuit le chargement, interdisent le retour à la configuration 

initiale. Cette chronologie est respectée par la décomposition de Lee. 

D'après Lee ( 19 81 ), " Fe et FI deviennent alors des fonctions ponctuelles des 

particules sans pour autant que cela rende la théorie plus complexe". Elle a le mérite 

de mettre en évidence une décomposition du tenseur gradient des déformations qui 

permet la distinction entre une partie élastique et une partie inélastique. Cependant, 

l'inconvénient de cette décomposition réside dans le caractère local de la configuration 

relâchée (définie localement au voisinage de chaque point). On ne peut alors 

déterminer son orientation d'une manière unique, et par conséquent la décomposition 

du gradient des déformations sera exprimée à une rotation près du corps rigide. 

3. Formulation des lois de comportement 

Le débat sur le choix de la description cinématique des grandes déformations est 

loin d'être clos. La configuration relâchée n'est définie qu'à une rotation près du corps 

rigide. Toutefois, l'introduction de la configuration intermédiaire, qui coïncide avec la 

configuration relâchée en supposant que celle-ci soit invariante pour tout changement 

de référentiel, paraît mieux correspondre à la base physique de la déformation 

élastoplastique (viscoplastique) dans les réseaux cristallins [Lee (1969)]. La rotation du 

corps rigide est alors combinée avec le gradient des déformations inélastiques. 

La substitution de la décomposition du gradient des déformations, relation (1.2.27), 

dans l'expression (1.2.21) du tenseur gradient des vitesses des déformations mène à 

Page25 



Chapitre 1 Les milieux continus en grandes transformations 

L (1.3.1) 

Comme on a souligné précédemment, la configuration relâchée est définie à une 

rotation près du corps rigide, ce qui engendre la non-unicité de la décomposition du 

gradient des déformations de Lee. Alors, pour des raisons pratiques, on considère le 

gradient des déformations élastiques Fe, associé au déchargement, libre de rotation 

[Lu barda et Lee (1981)]. Cette hypothèse restrictive permet d'écrire 

(1.3.2) 

ye étant l'élongation élastique issue de la décomposition polaire. 

L'équation (1.3.1) devient donc 

(1.3.3) 

Les expressions du taux de déformation totale et du spin total sont : 

D = De + [Ve (DI + WI )Ve-1 ]s 

(1.3.4) 

De + [VeDIVe-1 r + [VeWIVe-1 r. 

w we + [Ve(DI + WI)Ve-1 t 
(1.3.5) 

we + [VeDIVe-1 ]a + [VeWIVe-1 t. 

Les exposants "s" et "a" désignent, respectivement, la partie symétrique et 

antisymétrique des quantités placées entre "crochets". 

• -1 

De : la partie symétrique de V eVe . 
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D 1 : la partie symétrique de F 1 F ,., . 

• -1 w e : la partie antisymétrique de v eve . 

W 1 
: la partie antisymétrique de F 1 Fr' . 

L'équation (1.3.4) montre rigoureusement que: 

D ::t= De +D' 
' 

( 1.3 .6) 

ce qui est en contradiction avec les courantes formulations élastoplastiques 

(viscoplastiques). Cependant, puisque pour les métaux, les déformations élastiques 

sont souvent petites, de l'ordre de 10-3
, ve = 1 + o, où o ~ 10-3

, alors en négligeant 

o par rapport à 1 dans les produits avec d'autres termes, l'équation (1.3 .4) devient : 

D =De + D 1
. (1.3.7) 

Fondamentalement, il n'y a pas de différence entre l'expression ci-dessus et celle de la 

vitesse de déformation totale dans le contexte des petites déformations plastiques. 

Cependant, l'hypothèse restrictive Fe = ve, qui a permis l'écriture de cette égalité, 

viole le principe d'indifférence matérielle [Naghdi (1990)]. 

Pour une dérivée objective (respectant le principe d'indifférence matérielle qu'on 

détaillera dans le paragraphe suivant) donnée, on a la loi élastique linéarisée reliant le 

'V 'V 

taux de déformation élastique, ne' et le taux de contraintes objectif choisi, 't ou 0' : 

( 1.3 .8) 

ce étant le module d'élasticité. 
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Dans le cas d'élasticité isotrope, on a: 

Ce = 2 G 1 + (K - ~ G) 1 ® 1, 
3 

(1.3.9) 

où G et K sont, respectivement, les modules de cisaillement et de compression 

hydrostatique; 1 et 1 sont les tenseurs unité du 4ème et 2nd ordre, respectivement. 

ce peut s'écrire sous la forme matricielle suivante: 

1-u u u 
0 0 0 --

1-2u 1- 2u 1- 2u 
u 1- u u 

0 0 0 --
1-2u 1-2u · 1-2u 

u u 1-u 
0 0 0 --

ce 2G 1-2u 1-2u 1-2u 

0 0 0 
1 

0 0 
2 

0 0 0 0 
1 

0 -

2 

0 0 0 0 0 
1 

-

2 

u étant le coefficient de Poisson. 

Considérons la fonction f, seuil d'écoulement donné par le critère d'écoulement, 

dépendant des variables d'états : la contrainte 't et les variables internes. 

On se place dans le cas d'écrouissage isotrope, l'équation de la surface d'écoulement 

est 

f('t,K) 0, (1.3.10) 

K représente la variable interne associée à 1' écrouissage isotrope. 
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On écrit la loi d'écoulement [Sidoroff(l981); Dafalias (1988)] 

'A a f('t, K) 
a 't , 

où À (À ::::: 0) correspond à 1 'indice de charge. 

K est liée à la déformation inélastique cumulée È 1 par 

~~ = _'A a f('t,K). 
OK 

Pour calculer À , on utilise la condition de consistance traduite par 

f('t,K) = 
of 
o't 

v a f . 
't + - K = Ü. 

OK 

(1.3.11) 

(1.3.12) 

(1.3.13) 

Les relations précédentes nous mènent à l'expression de l'indice de charge 

8 f :ce: D 

À 
o't (1.3.14) 

a f :ce: af of OK of' 
+ 

o't o't OK 8E' 1 OK 

où K = K(E 1) est une donnée expérimentale. 

D'après la relation (1.3.8), on peut écrire 

(1.3.15) 
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En substituant les relations précédentes dans ( 1.3 .15), on obtient la relation liant le taux 

de contraintes au taux de déformation : 

avec 

cel ce - af 
8T 

v 
T ce': D, 

(Ce: ~) ®(QI_: Ce) 
aT a-r 
af af 8K :ce: + 
8T 8K 8È 1 

(1.3.16) 

af· (1.3.17) 

8K 

Cette écriture de loi de comportement présente 1' avantage d'esquiver la décomposition 

en déformation élastique et inélastique. Cependant, il reste le choix de dérivées 

objective, parmi la multitude proposée dans la littérature, qui est difficile et demande 

une justification physique. 

4. Objectivité des lois de comportement 

Lorsque, en grandes déformations, on postule une loi de comportement, la 

première chose à faire est de vérifier qu'elle est objective, c'est-à-dire, invariante dans 

tout changement de référentiel. Elle devra donc s'exprimer comme une relation entre 

des quantités elles-mêmes objectives. Il faut donc discerner, parmi les tenseurs qui ont 

été introduits, ceux qui sont objectifs et ceux qui ne le sont pas; seuls les premiers 

pourront intervenir dans une loi de comportement. 

Soit un solide dont le mouvement est décrit dans deux référentiels distincts par x 

et x*, respectivement. A chaque instant, un changement de référentiel sera traduit par 
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* x c(t) + Q(t) x, (1.4.1) 

où c(t) représente une translation, et Q(t) un tenseur orthogonal de rotation tel que 

Considérer qu'une quantité est objective, c'est dire qu'elle ne dépend pas du choix de 

l'observateur, par exemple la distance, l'angle, la force ... Par contre, parmi les 

grandeurs non-objectives on peut citer la position d'un point, sa vitesse ... 

En ce qui concerne le tenseur gradient des déformations F, les relations ( 1.2.1) et 

(1.4.1) nous permettent d'écrire sa loi de transformation 

F* = 
a x* 

a x 
= 

a x* a x 

ax ax 

F* = Q F. 

( 1.4.2) 

(1.4.3) 

On en tire directement les lois de transformation des différents tenseurs introduits 

précédemment ; par exemple : 

c* F*T F* C, (1.4.4) 

(1.4.5) 

et ainsi de suite. Finalement on obtient 

c· = C· B* = QBQT; 
' 

E* = E· A* = QAQT; (1.4.6) 
' 

U* = U; v· = QVQT R* = QR. 
' 
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Les tenseurs C, E et U sont invariants par rapport au changement de référentiel. Ce 

sont des tenseurs dans la configuration de référence, qui ne sont pas affectés par le 

changement de repère. 

Les tenseurs B, A et V se transforment comme des tenseurs dans la configuration 

courante, ce sont des tenseurs "objectifs". 

Le même calcul peut se faire pour les tenseurs cinématiques. En particulier, la loi de 

transformation pour le tenseur gradient des vitesses Lest: 

L* (1.4.7) 

d'où 

L* = QLQT + Q. (1.4.8) 

Q = Q Q T étant le tenseur antisymétrique qui décrit la vitesse de rotation relative des 

deux référentiels. On en tire directement la loi de transformation des tenseurs taux de 

déformation D et spin total W : 

D* = QDQT, 

W*=QWQT+Q. 

(1.4.9) 

(1.4.10) 

Le tenseur taux de déformation D est objectif, tandis que le tenseur spin total ne l'est 

pas. Une loi de comportement pourra donc faire intervenir D mais pas W. 

D'après les relations entre les différents tenseurs des contraintes données dans 

(1.2.15), on peut avoir les transformations suivantes pour les tenseurs des contraintes: 

1t*=Q1t 
(1.4.11) 

s· = s. 
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4.1. Dérivations objectives 

Soit M un tenseur objectif, c'est-à-dire qui se transforme dans la configuration 

actuelle tel que : 

(1.4.12) 

Un calcul direct donne la loi de transformation de sa dérivée par rapport au temps : 

M* QMQT + QM*- M* Q. 

Ainsi la dérivée temporelle d'un tenseur objectif n'en est pas un. Une autre 

difficulté surgit si l'on considère un matériau soumis à un état de contraintes constant 

sous déformation constante. Par suite de la rotation du matériau, la dérivée temporelle 

du tenseur des contraintes ne sera pas nulle, mais cette dérivée non nulle ne 

correspondra qu'à une variation factice résultant du mouvement de l'observateur par 

rapport au matériau. Ainsi si une loi de comportement doit faire intervenir une vitesse 

des contraintes, son écriture en grandes déformations posera un problème : on ne peut 

pas utiliser la dérivée temporelle. 

La solution consiste à utiliser une dérivée objective. Pour construire celle-ci, il 

faut éliminer les rotations parasites en dérivant le tenseur M dans un repère lié à la 

matière. 

4.2. Exemples de dérivées objectives 

Plusieurs dérivées objectives ont été proposées dont on citera quelques unes dans 

le tableau 1. 
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Tableau 1 

Truesdell Y' 

M = M - LM - M L r + M tr (D) 

Jaumann Y' 

M = M-WM+MW 

Green-Naghdi Y' 

M = M- QGNM + MQGN 

Dafalias Y' 

M = M-Q0 M+MQ0 

Lee Y' 

M = M- QL M + M QL 

Paul un-Pecherski Y' 

M = M - Qpp M + M Qpp 

Durban-Baruch Y' . 1 1 
M = M - (- D + W) M + M (W - - D) + M tr(D) 

2 2 

Sowerby-Chu Y' 

M = M-QscM+M~c 

Schieck-Stumpf Y' 

M = M - Qss M + M Qss 

Toutes ces dérivées sont objectives ; elles s'annulent pour un tenseur 

matériellement constant, et elles coïncident si D est nul, c'est-à-dire pour un 

mouvement du corps rigide. 

Les expressions des différents spms formulés dans le tableau ci-dessus sont 
données dans le tableau 2. 
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Tableau 2 

QGN RRT R: tenseur orthogonal ISSU de la 
= 

décomposition polaire. 

p: coefficient dépendant des variables 

1 
d'écrouissage, supposé constant dans le cas de 

QD = W+ -p(Da- aD) cisaillement simple. a: contrainte interne 
2 associée à 1' écrouissage cinématique 

(backstress ). 

n: vecteur principal 
. , 

à la valeur 
QL = W - (n <8> n) D + D (n <8> n) 

associe 
principale maximale de a. 

ô (Da - aD) 8 = H3E' ç 
Qpp W+ (1 + 3~:: 2 ) ' = 

1 

{ tr [ (D a - a D) 2 
] }2 

E, = ~ ~ tr(D
2

) ; t = 

t 

Jç dx. 
0 

RE: transformation diagonale du tenseur 

Qsc 
. T 

d'élongation V, V =REÀR~. À: - RE RE tenseur -

diagonal contenant les valeurs propres de V. 

Qss = W -(We + WP) w e: partie élastique du spin total. 

W P : partie plastique du spin total. 

Le tenseur spm total W a été fréquemment utilisé pour définir le taux 

corotationnel, ce qui correspond à la dérivée de Jaumann. Cependant, Lee et al. (1983) 

ainsi que Dafalias (1983) ont montré que l'adoption de la dérivée de Jaumann 

conduisait à des oscillations, difficiles à expliquer physiquement, des contraintes pour 

un accroissement monotone de déformation de cisaillement. Une analyse plus détaillée 

sur les insuffisances de la dérivée de Jaumann a été effectuée par Molenkamp (1986). 

Une étude comparative sur les dérivées objectives [Szabo et Balla ( 1989)] a 

révélé une similarité entre la dérivée de Durban-Baruch et de Jaumann d'une part, et 

entre celle de Green-Naghdi et Sowerby-Chu de l'autre. L'utilisation des dérivées 

objectives de Green-Naghdi et de Sowerby-Chu conduisent à des réponses de 
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contraintes qui croient d'une manière monotone avec la déformation. Néanmoins, on 

n'a pas de relation entre le spin relatif à ces dérivées objectives et l'état actuel des 

contraintes (pour une surface d'écoulement donnée). 

Quant à la dérivée de Lee, elle relève des discontinuités du spin avec lequel est 

écrite, et par conséquent des discontinuités du taux de contraintes [Dafalias (1983)]. 

En utilisant les dérivées objectives de Dafalias et de Paulun-Pecherski, on 

parvient, comme pour les dérivées de Lee, de Green-Naghdi et de Sowerby-Chu, à 

éliminer les oscillations de contraintes. Toutefois, elles font intervenir une équation 

constitutive supplémentaire pour le spin inélastique. 

Alternativement, l'utilisation de la dérivée de Schieck-Stumpf conduit à des 

résultats satisfaisantes, et seulement en se basant sur des considération cinématique 

pour calculer le spin inélastique. Il n'est nul besoin de rajouter une équation 

constitutive supplémentaire pour celui-ci. C'est pour cette raison qu'on s'est intéressé à 

cette approche pour l'appliquer dans une solution viscoplastique (chapitre 3). 
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Chapitre 2 

EXEMPLE D'APPLICATION DANS LE 

CAS DE CISAILLEMENT SIMPLE 

(RIGIDE-PLASTIQUE) 

1. Cinématique du cisaillement simple 

Les problèmes en grandes déformations, que ce soit en hypoélasticité ou dans le 

cas rigide-plastique, ont vu le plus souvent leurs applications dans le cas du 

cisaillement simple qui permet d'observer des changements de longueur et de rotation, 

et par conséquent met en évidence le rôle du spin. La géométrie du cisaillement simple 

est schématisée par la figure (2.1.) 

Pour le cisaillement simple suivant la direction x 1, le mouvement est décrit par : 

(2.1.1) 
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Xi et Xi, i = 1' 2, 3' sont les coordonnées cartésiennes dans la configuration courante (à 

l'instant t) et de la position initiale du point du matériau, respectivement. 

y h 

h 

a 

Fig. 2.1. Schématisation du cisaillement simple. 

Les relations (2.1.1) permettent d'écrire les expresswns du gradient des 

déformations (1.2.1), du gradient des vitesses (1.2.21), du taux de déformations 

(1.2.24)2 et du spin total (1.2.24)3 sous la forme 

(2.1.2)1 
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1 
W= 

2 [ 

o_ y oj 
-y 0 0 . 

0 0 0 

(2.1.2)2 

Les tenseurs d'élongation et de rotation issus de la décomposition polaire U, V et R 

dérivent de la relation (1.2.17) sous la forme U 2 
= FT F, V 2 = F FT et 

R = F U - 1 
, ainsi dans le cas de cisaillement simple, ils s'écrivent tels que 

1 
y 

0 
2 

2 1 2 

u = (1 + y_) -2 y 
y__+1 0 (2.1.3) -

4 2 2 
2 1 

0 0 (1 + L)2 
4 

2 

L+1 
y 

0 
l 

2 2 
y2 -- y 

V=(l+ -) 2 - 1 0 (2.1.4) 
4 2 

2 l 

0 0 (1 + L)2 
4 

1 
y 

0 -

2 l 
2 

y -- y 
1 0 (2.1.5) R = (1 + -) 2 --

4 2 
2 l 

0 0 (1 + L)2 
4 

2. Equations constitutives 

On établira les équations constitutives en vue de faire une comparaison entre les 

résultats obtenus en appliquant des approches utilisant différentes dérivées objectives. 
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Nous traiterons le cas des matériaux rigide-plastiques avec écrouissage isotrope et 

cinématique. La surface d'écoulement est donnée selon le critère de von Mises par: 

3 
f = - ('t' - a): ('t' - a) - -r~ 

2 
0, (2.2.1) 

où 't' représente le déviateur du tenseur des contraintes de Kirchhoff, a le tenseur des 

contraintes internes associées à l'écrouissage cinématique et 1 Y correspond à la 

contrainte d'écoulement. 

L'écrouissage isotrope sera décrit par: 

1 

avec ÈP [~ D' : D']', et h; étant le module d'écrouissage isotrope. 

La normale unitaire à la surface représentée par f = 0 est 

n = {I ('t' - a) . 

v2 -ry 

D'après la relation (2.2.1) n vérifie bien n: n = 1. 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

L'équation d'évolution de la contrainte interne associée à l'écrouissage 

cinématique est celle de Prager-Ziegler : 

(2.2.4) 

ha est un paramètre constant associé à l'écrouissage cinématique, qui correspond au 

module plastique en tension-compression uniaxiale. 
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Dans le cas du matériau rigide-plastique, le taux de déformation élastique est par 

définition nul, donc D = DP. La loi d'écoulement est de la forme : 

où les crochets de Macauley sont définis par 

1 
(x) = - (lxi + x). 

2 

(2.2.5) 

La condition de consistance f = 0, traduite par la relation ( 1.3 .13 ), nous donne : 

. v v 
f = 3 ('t' - a): ('t' - a) = 0. (2.2.6) 

En utilisant les relations (2.2.3) et (2.2.4), et en développant l'expression (2.2.6) on a: 

v v 
('t' - a): 't' = ('t' - a): a 

v v 
n: 't' = n: a 

2 
= 3 ha (;-.) n: n 

D'où 

v 
("A) = 't' : n. (2.2.7) 

Alors la loi d'écoulement donnée par l'équation (2.2.5) devient 

3 v 
('t': n)n. 

2ha 
(2.2.8) 
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Si l'on considère les suppositions simplificatrices : t 33 = 0 et que la valeur 

initiale du tenseur de contraintes internes associées à 1' écrouissage cinématique est 

nulle, traduit par [Lee et al. (1983) ; Dafalias (1985)] 

et sachant que 

(2.2.9) 

En identifiant la relation (2.2.9) à (2.2.5) en tenant compte de (2.2.3), on trouve 

(2.2.10) 

t 13 = t 23 = 0. 

L'équation de la surface d'écoulement (2.2.1) devient ainsi 

(2.2.11) 

ce qui conduit à 

(2.2.12) 
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En résumé on aura 

(2.2.13) 

J)" 

"Cy 
Le ± J3 , pour "C 12 , correspond à y >- 0 et y -< 0, respectivement. Ces 

relations vérifient bien le critère d'écoulement exprimé par l'équation (2.2.1 ). 

D'une manière générale, on formule les dérivées objectives d'un tenseur sous la 

forme 

v 
M M+Mn-nM, (2.2.14) 

où n est le tenseur spin, antisymétrique, relatif à la dérivée objective. Il est représenté 

par 

Ainsi, en appliquant cela à a, on obtient 

v 
a = àn +an- na, (2.2.15) 

soit 

v 
ali = ali - 2 co ai2' 

(2.2.16) 
v 

al2 = al2 +2roall. 
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Une identification avec l'équation (2.2.4) nous mène à 

(2.2.17) 

d'où le système d'équations à intégrer 

d ali 2ro -- = -.- a,2, 
dy y 

(2.2.18) 
d a 12 ha 2ro 

= -.-ali. 
dy 3 y 

2.1. Solution relative à la dérivée de Jaumann 

La dérivée objective de Jaumann utilise le spin total W. De ce fait, avec ro 
y 

= 
2' 

le système d'équations (2.2.18) devient 

d ali 
= a,2' 

dy 
(2.2.19) 

da 12 = 
ha 

- ali. --
dy 3 

En dérivant l'équation (2.2.19)1 on obtient 

d a 12 

dY' 
(2.2.20) 

puis en substituant celle-ci dans (2.2.19)2 on arrive à 
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3 
(2.2.21) 

De la même manière, en dérivant (2.2.19)2 et en la substituant dans (2.2.19)1 on trouve 

+ a,z O. (2.2.22) 

Avec les conditions initiales 

d ali (0) = 0, 
dy 

les solutions du système d'équations (2.2.19) sont alors 

ali = _!_ h (1 - cosy), 
3 a 

(2.2.23) 
1 h . 

al2 = - a smy. 
3 

A partir des relations données dans l'équation (2.2.13), on peut déduire les 

réponses des contraintes sous la forme 

tll = ~ha (1 - cosy), 

(2.2.24) 

1 h . ty 3 a smy ± J3. 

D'après ces équations (voir Fig. 2.2. et Fig. 2.3.), on voit l'aspect oscillatoire des 

réponses des contraintes dont on a parlé précédemment. Ces oscillations n'ont pas 
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d'explication physique, d'où l'inconvénient de l'utilisation du spm total dans les 

dérivées objectives. 

2.2. Solution relative à la dérivée de Green-Naghdi 

En utilisant le spin lagrangien R R r pour la dérivée objective proposée par 

Green-Naghdi, le spin co défini dans le système d'équations (2.2.16) est obtenu grâce à 

l'expression de R dans (2.1.5) 

co = (2.2.25) 

Ainsi le système d'équations (2.2.18) s'écrira, dans ce cas, sous la forme : 

d ali 4 
= ai2' 

dy y2 + 4 
(2.2.26) 

d ai2 ha 4 
= a JI· 

dy 3 y2 + 4 

De la même manière et avec les mêmes conditions initiales que le cas précédent, 

c'est à dire en dérivant (2.2.26)1 et en substituant dedans (2.2.26)2, on arrive à 

d ali 
+ 

dy 

4 
(2.2.27) 

Idem, pour obtenir l'équation différentielle en a 12 , on dérive (2.2.26)2 et on 

substitue dedans (2.2.26)1 afin de trouver 

d a 12 16 
+ ai2 = 

dy (y2 + 4)2 
(2.2.28) 
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d 

dy 

On introduit le changement de variable <t> = tg·' y__ En observant que 
2 

d 
[2 (1 + tg 2 <t>)r' -,les équations (2.2.27) et (2.2.28) se réduisent à 

d<t> 

(2.2.29) 

(2.2.30) 

La solution générale des équations homogènes est de la forme 

c 1 cos 2<1> + c 2 sin 2<1>, plus une solution particulière pour chacune des équations 

(2.2.29) et (2.2.30) obtenue en variant la constante. Les constantes c1 et c2 sont 

retrouvées à partir des conditions initiales. Ainsi on trouve : 

= ! ha [4 cos 2<1> Ln(cos<t>) - 2 sin 2<1> (tg<t> - 2<1>)], 
3 

(2.2.31) 

= ! ha [2 sin 2 <1> tg<l> + 4 <t> cos 2<1> - (1 + 4Ln (cos <t> )) sin 2<1>]. (2.2.32) 
3 

Des relations (2.2.13) on tire les réponses des contraintes 

1:
11 

= ! ha [4 cos 2<1> Ln(cos<t>) - 2 sin 2<1> (tg<t> - 2<1>)], (2.2.33) 
3 

1:
12 

=!ha [2sin2 <t>tg<t>+4<t>cos2<t>-(1+4Ln(cos<t>))sin2<l>] ± 1:~- (2.2.34) 
3 v3 
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Finalement ces réponses, en fonction de la déformation de cisaillement y , 

s'écrivent sous la forme suivante : 

ha 1 [4y(4tg- 1 (~)-y) -4(y 2 -4)L{ 2 
1Jl "CIl = 

3 y2 +4 
(y2+4)2 

(2.2.35) 

112 = ~ 1 [r'-4(y 2 -4)tg-1(r_)-4yll+4Ln[ 2 JI] ± 
"Cy 

3 y 2 +4 2 _!_ .fj" 
(y2 +4)2 

D'après ces équations, on voit que la réponse des contraintes, dans ce cas, croit 

d'une manière monotone avec y (voir Fig. 2.2. et Fig. 2.3.). On évite donc les réponses 

oscillatoires obtenues en utilisant la dérivée de J aumann. 

2.3. Solution relative à la dérivée de Dafalias 

En négligeant la partie élastique du spin total W e devant sa partie plastique W P , 

comme pour De par rapport à DP, la dérivée objective de Dafalias utilise le spin 

suivant [Dafalias ( 1985b)] : 

(l) = w - WP' (2.2.36) 

où W P est donné, en se basant sur le travail Wang ( 1970), par 

(2.2.37) 
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avec p une constante définie positive et qui a la dimension de (contrainte )-I. Si 

p = 0 , on retombe sur la dérivée de J aumann. 

D'après (2.2.10)1, on obtient la partie à droite de l'équation (2.2.37) sous la forme 

Ainsi, à partir des équations (2.2.36)-(2.2.38), on retrouve 

p . 
-y ali 
2 

De ce fait, le système d'équations (2.2.18) s'écrit 

d ali 

dy 

d arz 
= 

dy 

y_ (1 ) - pa" . 
2 

(2.2.38) 

(2.2.39) 

(2.2.40) 

(2.2.41) 

Le système d'équations donné par les relations (2.2.40) et (2.2.41) est résolu par 

le biais de la méthode de Runge-Kutta, pour différentes valeurs de p . Les réponses en 

contraintes sont données dans les figures 2.2. et 2.3. 
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3. Résultats comparatifs 

Les figures 2.2. et 2.3. présentent, respectivement, le diagramme de la contrainte 

normale -r 11 et de la contrainte de cisaillement t 12 , en fonction de la déformation de 

cisaillement, en utilisant la dérivée objective de Jaumann, de Green-Naghdi, et celle de 

~ 

Dafalias pour p = 0.3, p = 0.5 et p = 1. Le paramètre ha est pris égale à ..:_. 
2 

2 

-.- Dafalias p = 0.3 
- .. - Dafalias p = 0.5 
....... Dafalias p = 1 
-- Green-Naghdi 
-- Jaumann 

/ 
.;....--· 

./· "-.... 
/}, " .. ···· ........... ·.'\········ ············;;-, 

~--·······. " ' 1/ 
J~··· \ '\ 

\ ·'>_; 
\ / " ", / "-.. 

0+-~---,-----.----~--~---~r--~~~ 

0 2 4 6 8 

y 

Fig. 2.2. Contrainte normale -r 11 

Comparaison des solutions relatives à la dérivée de 

Jaumann, Green-Naghdi et de Dafalias (p = 0.3; 0.5; 1) 

10 
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"' p 

5,------------------------------------------------, 

[ J-·- Dafalias p = 0.3 
1 - .. - Dafalias p = 0.5 

4 l 1 . . . . . . . . Dafalias p = 1 

l

' ~-- Green-Naghdi 
-- Jaumann 

3 l 

1 

1 
1 

2 ~ 

0 

1 

1 

-
--::::::...: ---- . .--" - ---.......... ---__ / .......... ......._ -- /./ x· 

.................. ----<:: / .......... 
.......__ __ _,. ·---·---- ~-

-1 +---------,---------,---------,--------,--------~ 
0 2 4 6 8 10 

y 

Fig. 2.3. Contrainte de cisaillement 1' 12 

Comparaison des solutions relatives à la dérivée de 

Jaumann, Green-Naghdi et de Dafalias (p = 0.3; 0.5; 1) 

Dans les figures ci-dessus, on remarque qu'on n'a plus de réponses oscillatoires 

quand on adopte la dérivée de Green-Naghdi ou celle de Dafalias pour p = 1. Ces 

réponses croissent d'une manière monotone avec la déformation de cisaillement. 

Tandis que pour p = 0.3 et p = 0.5, on retrouve des oscillations comparables à celles 

obtenues en utilisant la dérivée de Jaumann. Ceci a été tout à fait prévisible car, 

d'après l'expression du spin plastique (2.2.37), en tendant p vers 0, on retombe sur la 

dérivée de J aumann. 

L'adoption d'autres dérivées objectives, citées dans le premier chapitre tel que 

celle de Lee et al. (1983), Paulun et Pecherski (1985) pour le cas rigide-plastique et 
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Durban et Baruch ( 1977), Sowerby et Chu ( 1984) pour le cas hypoélastique, permet de 

remédier aussi aux anomalies dues à l'utilisation de la dérivée de Jaumann en 

supprimant les oscillations. Cependant, ces approches nécessitent de développer 

l'analyse de la décomposition du gradient des déformation [Schieck et Stumpf (1995)]. 

Dans ce sens et pour combler ces lacunes, Schieck et Stumpf (1993) ont proposé, dans 

leur approche élastoplastique, une nouvelle décomposition du gradient des 

déformations. A partir de celle-ci est définie une dérivée objective, impliquant un spin 

déterminé en fonction des considérations cinématiques. C'est à partir de cette approche 

qu'on développera un modèle viscoplastique en grandes déformations dans le chapitre 

suivant. 
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Chapitre 3 

APPROCHE DANS LE DOMAINE 

ELASTO-VISCOPLASTIQUE 

1. Introduction 

Dans ce chapitre, nous allons présenter un modèle du comportement élasto

viscoplastique en grandes déformations, inspiré du modèle de Schieck et Stumpf 

(1993) pour l'élastoplasticité. On décrira la cinématique du mouvement, qui va nous 

conduire à exprimer le spin élastique et le spin inélastique en fonction des grandeurs 

cinématiques. Avec ces expressions, on pourra déterminer le spin matériel, celui-ci 

nous permettra de définir un taux corotationel (dérivée objective), à partir des 

considérations cinématiques, adéquat afin de formuler les équations constitutives. 

2. Cinématique des grandes transformations élasto-viscoplastiques 

La cinématique des grandes transformations est basée sur la décomposition 

multiplicative du gradient de déformation F, en une partie élastique Fe et une partie 

inélastique F 1
• Cette décomposition s'appuie sur l'introduction d'une configuration 
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intermédiaire relâchée; qui reste invariante pour tout changement de référentiel [voir 

chapitre 1]. La configuration relâchée n'est pas unique, car toute rotation arbitraire la 

laisse non contrainte, il existe donc une infinité de configurations relâchées définies à 

une rotation près. D'où la non-unicité de cette décomposition. Pour remédier à cela, 

dans ce qui suit nous allons utiliser la décomposition unique du gradient de 

déformation de Schieck et Stumpf (1993) pour décrire la cinématique du mouvement. 

On établira 1' expression du spin relatif à la dérivée objective en fonction du spin total, 

élastique et inélastique, qui eux sont fonction des grandeurs cinématiques. 

2. 1. Décomposition du gradient de déformation 

Pour définir la décomposition unique du gradient de déformation, on applique Je 

théorème de la décomposition polaire, décrit par la relation ( 1.2.17), à la partie 

élastique et la partie inélastique, issues de 1 'équation ( 1.2.27), respectivement 

(3.2.1) 

F 1 =R 1 U 1
• (3.2.2) 

Les tenseurs d'élongation élastique U e et inélastique U 1 sont symétriques et définis 

positifs. L'élongation totale U et 1 'élongation inélastique U 1 sont rattachées à la 

configuration initiale, non déformée B0 , tandis que l'élongation élastique ue est 

rattachée à la configuration transformée B 1 (voir Fig. 3.1.). 

On introduit le tenseur d'élongation élastique subissant une rotation inverse 

(back-rotated stretch) U e défini par [Schieck et Stumpf ( 1993)] 

Û e = R Ir U e R 1 . (3.2.3) 
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Celui-ci transforme la configuration inélastique étirée B6 en une configuration élasto-

inélastique étirée B~ 1 (fig. 3 .1. ). 

De même, on définit le tenseur de rotation orthogonale Q, composé d'une rotation 

élastique Re et une rotation inélastique R 1 

(3.2.4) 

Avec les équations (3.2.1)-(3.2.4) et (1.2.27), on obtient la décomposition unique du 

gradient de déformation sous la forme 

(3.2.5) 

Son unicité est expliquée par le caractère umque des grandeurs Issues de la 

décomposition polaire. 

F 

RI 

Fig. 3 .1. Schématisation de la décomposition unique 

du gradient de déformation. 
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A partir de (3.2.5), ort écrit la décomposition du tenseur d'élongation totale U 

(3.2.6) 

Cette décomposition peut être résumée géométriquement par le fait que la 

configuration non déformée B0 est étirée inélastiquement par U 1 vers B~, puis étirée 

élastiquement par ue vers B~ I' et enfin elle subit une rotation pure Q vers la 

configuration finale. 

2. 2. Description eulerienne 

De plus des grandeurs lagrangiennes U e et U 1 , on introduit les élongations 

euleriennes ve et V 1 en utilisant l'image directe (Push-forward), par Q, de ue et 

ur: 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

Ainsi la décomposition du gradient de déformation (3.2.5) peut s'écrire en grandeurs 

euleriennes sous la forme 

F = ve V 1 Q, (3.2.9) 

et la décomposition du tenseur eulerien d'élongation totale en une partie élastique et 

une partie inélastique s'écrit 

(3.2.10) 
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On introduit le taux corotationel défini par 

V' • • 
( ... ) = Q ( .. .) Q T ( ... ) - Q ( ... ) + ( ... ) Q, (3.2.11) 

où le spin Q relatif à la dérivée objective est 

(3.2.12) 

Par conséquent, les dérivées objectives du tenseur d'élongation élastique ve et 

inélastique V 1 sont, respectivement 

ye - Q ve + ve Q , (3.2.13) 

v' - n v' + v' n. (3.2.14) 

En dérivant l'équation (3.2.9) et en utilisant (3.2.12)-(3.2.14), le gradient des 

vitesses de déformation, donné par la relation (1.2.21), s'exprime sous la forme 

V' 
-1 

= Q + ve ve (3.2.15) 

Considérons la partie symétrique et la partie antisymétrique du gradient des 

vitesse L, et séparons leurs contributions élastique et inélastique, on peut en tirer les 

taux de déformation totale, élastique et inélastique, respectivement D, De et D' 

(3.2.16) 

avec 
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_!_ ( ;e ve~' 'V 
De ~ 1 

+ ve ve), 
2 

_!_(Ve 
'V 'V 

D' = v' v'~l ve~' + ve~l v'~l v' ve), 
2 

et les spins total, élastique et inélastique, respectivement W, we et W 1 

avec 

w = _!_ (L - L T) = 
2 

g + we + W 1 

' 

Ainsi le spin relatif à la dérivée objective Q s'obtient à partir de (3 .2.19) 

w- we - w'. 

(3.2.17) 

(3.2.18) 

(3.2.19) 

(3.2.20) 

(3.2.21) 

(3.2.22) 

La question qui se pose maintenant est : Comment déterminer le spin élastique 

W e et le spin inélastique W 1 
, pour calculer le spin Q relatif à la dérivée objective en 

fonction des considérations cinématiques ? 

Pour cela, on résout 1 'équation (3 .2 .1 7) afin d'obtenir le taux d'élongation élastique 

'V 

ve en fonction du taux de déformation élastique ne et du tenseur d'élongation 

'V 

élastique ye. Ensuite, on injecte l'expression de Ve dans l'équation (3.2.20) pour 

avoir 1' expression du spin élastique W e en fonction du taux de déformation élastique 

et du tenseur d'élongation élastique. 
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Pour déterminer le spin inélastique W 1 
, on procède de la même manière, on résout 

v 
l'équation (3.2.18) pour obtenir le taux d'élongation inélastique v' en fonction du 

taux de déformation inélastique D 1 et du tenseur d'élongation élastique et inélastique 

ve et V 1
, respectivement. Puis, on l'injecte dans l'équation (3.2.21) pour arriver à 

1 'expression du spin inélastique en fonction du taux de déformation inélastique, du 

tenseur d'élongation élastique et du tenseur d'élongation inélastique. 

Les calculs étant faits, on obtient les composantes cartésiennes du spin élastique 

dans le cas plan sous la forme 

wlel -w;2 = 
D~~ Vt2 - D~2 v;! 

vt~ + v;2 

w,~ 
D~2 (Vt, - v;2) + vt2 (D~2 -D~,) 

(3.2.23) 
vt, + v;2 

w;, = 
D~, cv;2 - Vt1) + v;, (D~ 1 -D~2) 

vt, + v;2 

Le spin élastique existe, car le dénominateur ne peut pas être nul (voir annexe). 

Le caractère symétrique du tenseur d'élongation élastique V e et du taux de 

déformation élastique De (D~2 = D~ 1 et V1~ = v;,), nous permet de réduire le 

système d'équation (3.2.23) à 

D~2 (Vt1 - v;2) + V1~ (D~2 - D~1 ) 

vt, + v;2 

(3.2.24) 

(3.2.25) 
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Idem pour les composantes cartésiennes du spin inélastique W I 

(3.2.26) 

A(D~2 - D: 1) + BD:2 = 
c (3.2.27) 

avec 

Les express10ns ci-dessus montrent que le spin élastique W e est fonction, 

uniquement, du taux de déformation élastique De et du tenseur d'élongation élastique 

V e ; tandis que le spin inélastique W I est fonction du taux de déformation inélastique 

DI, du tenseur d'élongation inélastique VI, et du tenseur d'élongation élastique ve. 
Ceci nous permet alors de déterminer le spin élastique et le spin inélastique, puis de 

déduire de (3.2.22) le spin Q relatif à la dérivée objective à partir des considérations 

cinématiques seulement. On peut constater aussi, d'après la relation (3.2.27), que le 

spin inélastique W 1 ne s'annule que si V e , VI et D 1 sont coaxiaux. Dans le cas de 

petites déformations élastiques, on peut négliger V e , le spin inélastique ne s'annule 

que si V 1 et D 1 sont coaxiaux, ce qui n'est généralement pas le cas. 

2. 3. Approximation du tenseur spin 

En transformations finies, pour simplifier l'analyse, on peut considérer plusieurs 

approximations du comportement élasto-viscoplastique, par exemple pour les métaux, 
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supposer des petites déformations élastiques et des grandes déformations 

viscoplastiques, ou négliger les déformations élastiques en se limitant seulement aux 

déformation viscoplastiques. Il serait alors intéressant d'étudier les expressions 

cinématiques obtenues précédemment dans ces deux cas. 

* Petites déformations élastiques - grandes déformations viscoplastiques 

On peut définir les petites déformations élastiques par 

(3.2.28) 

9 2 1 -<-< ' 

où 0 (9 2 
) représente un tenseur dont les valeurs propres sont de 1 'ordre de 9 2 

. 

On suppose que la vitesse est petite et du même ordre 

(3.2.29) 

Ainsi, 1 'expression (3 .2.20) devient 

we = ~[ ;'(1- E' + 0(8
3
))- (1- E' + O(S'l) ;, ] 

(3.2.30) 

1 [ ' 
v v 

E'] + 0(8
3 

v 
= - ~ 

ye ye ye) ~ 0(9 4
) 

2 

Pour les grandes déformations viscoplastiques, on définit 

v' = 1 + ~~, (3.2.31) 

~ 1 = 0(1)' 
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où 0(1) représente un tenseur dont les valeurs propres sont de l'ordre de 1. 

On suppose que la vitesse est grande 

Y' 

V 1 
= 0(1). 

En négligeant les termes en 9 d'ordre élevé, l'équation (3.2.21) s'écrit 

1 Y'r 1-1 1-1 

= -(v v -v 
2 

(3.2.32) 

(3.2.33) 

D'après les expresstons (3.2.30) et (3.2.33), le spm Q relatif à la dérivée 

objective, donné par (3 .2.22), se réduit à 

(3.2.34) 

avec W 1 donné par (3.2.33). 

* Grandes déformations (modèle rigide-viscoplastique) 

Dans ce cas, le spin Q s'écrit de la même manière que (3.2.34) 

g = w- W 1 

' 

avec le spin inélastique W 1 donné par 

(3.2.35) 

Dans certaines travaux [V an der Giessen ( 1991) ], on suppose que le spm 

inélastique est nul quand on n'a pas d'écrouissage cinématique. Pourtant à la vue des 
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équations (3.2.33) ou (3.2.35), le spm inélastique ne s'annule que si l'élongation 

\l 

inélastique V 1 et sa vitesse V 1 sont coaxiaux, ce qui n'est généralement pas le cas, 

même en 1' absence de 1 'écrouissage. 

3. Equations constitutives élasto-viscoplastiques 

On considère que 1' état actuel du matériau peut être défini par la donnée des 

variables observables (déformation), et des variables cachées, qu'on appelle variables 

d'écrouissage qui décrivent l'influence de l'histoire. Elles sont représentées par une 

variable à valeur scalaire pour l'écrouissage isotrope, et une variable à valeur 

tensorielle pour l'écrouissage cinématique. 

Nous nous proposons de formuler dans ce paragraphe les équations constitutives 

élasto-viscoplastiques, en utilisant la dérivée objective pt;ésentée précédemment. Le 

comportement écrouis du matériau est décrit par l'écrouissage cinématique et isotrope. 

On supposera que le comportement élastique du matériau est isotrope. 

3. 1. Equations constitutives élastiques 

Des études de laboratoire effectuées sur des métaux et des caoutchoucs [ Anand 

( 1979) et ( 1986)] montrent que le potentiel élastique peut être représenté par une 

fonction quadratique du tenseur de Hencky (tenseur de déformation logarithmique), ce 

qui correspond à 

1 W = - Ln ve : ce : Ln ve, 
2 

(3.3.1) 

OÙ Ce est le tenseur d'élasticité, constant d'ordre 4, dans la théorie linéaire, déterminé 

en fonction du module d'Young E et du coefficient de Poisson u. 
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Le concept "contraintes conjuguées aux déformations" a été introduit par Hill 

( 1968) comme étant un outil avec lequel on explore, dans la mécanique des solides, les 

égalités constitutives. 

Une contrainte A et une déformation B sont dites conjuguées si et seulement si A : Ê 

exprime la puissance par unité de volume. 

Dans ce sens, il a été prouvé dans Hoger (1987) et Heiduschke (1995), pour un 

comportement élastique isotrope, que le tenseur de contrainte de Kirchhoff 't est 

conjugué, dans le sens de Hill, au tenseur logarithmique d'élongation élastique Ln ve. 

Ainsi, de 1 'équation (3 .3 .1) on obtient 

r= aw 
à Ln ve 

= Ce: Ln ve. 

D'après (3.3.2), la dérivée matérielle, objective, de la contrainte est 

avec 

Hoger (1986) a démontré qu'on peut écrire 

à condition (nécessaire et suffisante) que 

(3.3.2) 

(3 .3 .3) 

(3.3.4) 

(3.3.5) 
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(3.3.6) 

Or la relation (3.2.17) permet de vérifier la condition (3.3.6), d'où (3.3.3) devient 

v 
T = t - Q T + T Q = Ce : De. (3.3.7) 

Finalement, la réponse élastique se traduira par 

T ce: Ln ye, (3.3.8) 

et sa loi d'évolution 

(3.3.9) 

Si on prend en considération la température, 1 'équation (3 .3 .9) s'écrira en introduisant 

la température .S et le tenseur de dilatation thermique T 

(3.3.10) 

3. 2. Relations constitutives viscoplastiques 

3. 2. 1. Lois d'évolution de l'écrouissage 

* Ecrouissage cinématique 

L'écoulement inélastique (viscoplastique) induit l'apparition des réseaux de 

dislocations. La distribution non-homogène des dislocations dans des cristaux 

provoque 1' augmentation des contraintes internes qui se développent quand le matériau 

est soumis à des contraintes extérieures. La contrainte interne repartie dans tout le 
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volume du matériau est définie par une variable tensorielle associée à 1 'écrouissage 

cinématique. Dans 1' espace des contraintes, 1' écrouissage cinématique correspond à 

une translation du domaine d'élasticité. Cette translation est décrite par une variable 

tensorielle qui définit le centre actuel du domaine élastique, et qui peut donc 

s'identifier à une mesure des micro-contraintes internes dues à l'inhomogénéité des 

déformations inélastiques et à l'interaction entre les grains de la structure [Woznica 

(1998)] 

Pour décrire 1 'écrouissage cinématique, la loi linéaire de Prager a été souvent 

utilisée. Sa linéarité présente l'avantage de rendre les algorithmes de calcul numérique 

plus stables. Par contre, si dans le cas de chargement cyclique 1 'effet de Bauschinger 

est qualitativement représenté, les effets de relaxation ne seront pas décrits [Lemaitre 

et Chaboche (1988)]. De plus, elle ne permet pas de modéliser l'effet de saturation 

observé expérimentalement. Pour palier à ce problème, W eichert et Gross-W eege 

(1988) proposent un modèle linéaire limité. Il est basé sur une condition d'écoulement 

à deux surfaces, correspondant à une surface d'écoulement et une surface de charge 

limitant le mouvement de la surface d'écoulement dû à 1 'écrouissage. 

Dans notre cas, pour éviter les inconvénients de la loi de Prager et pour décrire 

les effets de restauration, nous utiliserons le modèle non linéaire d'Armstrong

Frederick (1966). Celui-ci permet, d'une manière plus précise, de décrire le 

comportement des matériaux soumis à des chargements cycliques. Il s'écrit 

v 
a = ç D1 

- cr ID 1 
1 a, (3.3.11) 

où a est le tenseur de contraintes internes associées à 1' écrouissage cinématique, Ç est 

un paramètre d'écrouissage cinématique, et cr un paramètre du matériau qui contrôle 

le taux de convergence du modèle vers le cycle stabilisé. 
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Ce modèle, par rapport à celui de Prager, fait apparaître un terme de rappel dans 

l'équation (3 .3 .11), en l'occurrence le terme en cr . 

La relation contrainte interne - déformation inélastique n'étant plus univoque, 

puisqu'elle dépend de la vitesse de déformation inélastique <ID'I = ~~ D1 
: D1 

). 

Ce terme de rappel dans l'équation (3 .3 .11) correspond à l'effet de restauration 

dynamique. 

* Ecrouissage isotrope 

Dans l'espace des contraintes, 1' écrouissage isotrope mesure la variation de la 

taille du domaine élastique. Cette variation est décrite par une contrainte interne t Y de 

nature scalaire, qui représente la contrainte d'écoulement. 

L'écrouissage isotrope sera modélisé par une équation similaire à (3 .3 .11), qui 

correspond à un comportement asymptotique stable, nécessaire à une stabilisation 

cyclique [Chaboche et Rousselier (1983)]. 

(3.3.12) 

où hi désigne le paramètre d'écrouissage isotrope ; le paramètre cr conditionne la 

rapidité de convergence du modèle vers le cycle stabilisé. 

Il apparaît, comme dans 1' équation décrivant 1 'écrouissage cinématique, un terme 

de rappel, en 1' occurrence celui en Cr qui traduit 1' effet d'adoucissement (Cr -< 0} et 

de durcissement ( c r >- 0) . 
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3. 2. 2. Contrainte visqueuse et surface d'écoulement 

* Contrainte visqueuse 

Nous utiliserons la notion de fonction de la contrainte visqueuse ( overstress) <l> 

[Chaboche (1989)], souvent introduite pour formuler les lois de comportement 

viscoplastiques sous la forme 

(3.3.13) 

où N 1 représente la direction du taux de déformation inélastique D 1 
• 

Depuis le travail de Perzyna (1963), plusieurs formes de cette fonction, clé dans 

la théorie viscoplastique, ont été proposées [Chaboche et Rousselier (1983) ; Krempl 
< 

(1987); Nishiguchi et al. (1990)]. 

La fonction de la contrainte visqueuse, positive à valeur scalaire, est 

généralement définie comme étant la distance, dans 1 'espace des contraintes, entre le 

point de la contrainte actuelle, et celui de la contrainte d'équilibre, souvent localisé par 

la surface d'écoulement statique [Bruhns et Pitzer (1991); Chaboche (1989); Dafalias 

(1988)]. 

*Surface d'écoulement 

Pour une forme donnée de la fonction de contrainte visqueuse, 1 'expression de 

1' équation d'écoulement dynamique peut être obtenue à partir de 

(3.3.14) 

où la norme de D 1 et celle de N 1 sont données, respectivement, par 
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1 

ln'l = [~ D1
: Dl J 

1 

IN'I = [~ N1
: N1 

Dans le cas du modèle de Chaboche ( 1989), la fonction <1> s'écrit 

et la direction N 1 est 

3 't' - a 

2 J('t'- a)' 

où 

't'Y représente la contrainte d'écoulement associée à l'écrouissage isotrope ; 

a désigne la contrainte interne associée à 1 'écrouissage cinématique ; 

K est un coefficient de résistance du matériau ; 

n est un paramètre viscoplastique du matériau; 

11 est un coefficient de dimensionnement, 11 = 1 s-r ; 

J décrit le second invariant tel que 

1 

J('r' - a) ~ [~ (r' - a) : (T' - a) J'. 

(3.3.15) 

(3.3.16) 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

(3.3.19) 
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Etant donné la fonction de contrainte visqueuse <I> et la direction de 1 'écoulement 

N 1 , 1 'équation (3 .3 .14 ), représentant 1 'équation de la surface d'écoulement dynamique, 

devient 

(3.3.20) 

Ainsi la condition d'écoulement peut être traduite par 

1 

F [('t' - a) : ('t' - a))2 
[2[ ( 1 ) _!_ ] {= 0 écoulement, 

- ~J 'ty + K -IDII n 

11 -< 0 pas d' écoulement. 

(3.3.21) 

En composantes cartésiennes pour un tenseur de contraintes plan, la fonction F 

s'écrit sous la forme 

1 

(t " + 'n - 2a " - 2a n x a " + a n ) + 3(' " - a " )' r -

Les expressiOns (3 .3 .21) et (3 .3 .22) traduisent 1' équation de la surface 

d'écoulement dynamique en viscoplasticité. Celle-ci fait apparaître explicitement la 

1 

vitesse de déformation inélastique via le terme K ( ~ ln '1) ~ . 
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3. 3. Opérateur tangentiel élasto-viscoplastique 

L'opérateur tangentiel élasto-viscoplastique est introduit afin d'obtenir une 

formulation incrémentale du taux de contraintes en fonction du taux de déformation. 

D'une manière générale et en plus du critère d'écoulement, on peut écrire une loi de 

comportement d'un matériau élasto-viscoplastique sous la forme 

Y' 
't cevp : D. 

cevp est le tenseur d'ordre 4 qui désigne l'opérateur tangentiel élasto-viscoplastique. 

Cette formulation incrémentale de la loi de comportement permet d'écrire d'une 

manière concise la relation entre le taux de déformation et le taux de contraintes. Elle 

exprime directement la loi élasto-viscoplastique en grandes déformations. 

La loi élasto-viscoplastique s'obtient en formulant, à partir de la condition de 

consistance, 1 'expression de la fonction de contrainte visqueuse <I> qui se substitue à 

1' indice de charge dans la plasticité générale. 

On considère l'équation de la surface d'écoulement viscoplastique F( 't, a, 't Y) 

donnée par la relation (3 .3 .21 ), la condition de consistance dF = 0 s'écrit alors 

BF 
dF = 

11 BF 
't + aa 

11 BF . 
a + -- 't =O. 

8't y 
y 

(3.3.23) 

Avec les lois d'écrouissage données par (3.3.11) et (3.3.12), la condition de 

consistance (3 .3 .23) peut s'écrire sous la forme 

0. (3.3.24) 
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Etant donné 

D1 
= <DN 1 

la condition de consistance se traduit finalement par 

D'après l'équation de la surface d'écoulement (3.3.21), on a 

aF 
m 

aF 
aa = -1' 

aF = _ {2
3

. 
a-ry V3 

(3.3.25) 

D'où on peut formuler 1' expression de la fonction <D , à partir de 1 'équation (3 .3 .26), 

sous la forme 

<I>= .(3.3.27) 
aF aF aF aF :ce: + c -:a+ c -1: + ç + h. a-c a-c r aa r a-ry y 

1 

On introduit maintenant la relation ci-dessus de <D dans la réponse élastique donnée 

par 

(3.3.28) 
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Il en découle 

v 
't = cevp : D' (3.3.29) 

qui décrit la loi de comportement, incrémentale, élasto-viscoplastique, où 1' opérateur 

tangentiel élasto-viscoplastique est 

cevp = (3.3.30) 

On peut transformer l'expression (3.3.30) en utilisant le paramètre d'écrouissage 

mixte ~ qui décrit aussi bien 1 'écrouissage cinématique que 1' écrouissage isotrope 

[Skrzypek (1993)] 0 -< ~ -< 1, tel que 

(3.3.31) 

et 

(3.3.32) 

avec 

2 
htot = , 

3 E- ET 
(3 .3 .33) 

où E et ET sont le module d'Young et le module d'écrouissage cinématique, 

respectivement. 

Ainsi, l'opérateur tangentiel élasto-viscoplastique donné par (3.3.30) se réduit à 
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cevp (3.3.34) 

L'équation de la surface d'écoulement viscoplastique (3.3.21) nous permet d'écrire 

BF 
8't 

BF 
aa 

= 

(3.3.35)1 

't' - a 
(3.3.35)2 

~('t' -a): (T' -a)' 

't' - a 
(3.3.35)3 

~('t' -a): (T' -a) 

Soit, en tenant compte de la relation (3.3.22), les composantes cartésiennes des 

formules (3.3.35) pour un état plan de contraintes 

BF ~ 3 1 1 u- 2all- 2 1 22 
= 

mu 1 , 

If F +"(y + KIDII~ 

BF BF ~ 't 22 
3 1 

- 2a22 - 2 1 11 (3.3.36) -~ = 
8't 8't 22 

1 ' If F + 'ty + KIDII~ 

BF J6 'tu - al2 BF 
= = 

B't u 
1 B't 21 If F + 'ty + KIDII~ 
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àF jf 2a 11 + a22 - 't11 

àall 1 ' 

If + 't y + KID I 1 ~ F 2 

àF àF jf 2a 22 + a 11 - < 22 - ____., = (3.3.37) 
àa àa22 1 ' 

If + 't + KIDII~ F 2 y 

àF 
-~ 'tl2 - Œ12 àF 

= 
àal2 

1 
àa 21 

{fF + 't y + KID I 1 ~ 

4. Conclusion 

On a présenté un modèle élasto-viscoplastique, en se basant cinématiquement sur 

la décomposition unique du gradient des déformations de Schieck et Stumpf (1993) et 

Stumpf et Schieck (1994). Cette décomposition nous a conduit, en écrivant les 

principaux résultats de la cinématique, à formuler le spin élastique et le spin inélastique 

en fonction des tenseurs d'élongation et taux de déformation. Par conséquent, on a pu 

construire une dérivée objective avec un spin qui est déterminé à partir des 

considérations cinématiques seulement, et il n'y a donc pas de raison de faire appel à 

une équation constitutive supplémentaire pour le spin inélastique. 

L'étude cinématique nous a permis de montrer que le spin inélastique ne s'annule 

que si 1 'élongation inélastique et sa vitesse sont coaxiales, ce qui n'est généralement 

pas le cas, même en 1' absence de 1 'écrouissage cinématique. 

Avec la dérivée objective définie cinématiquement, on a présenté les équations 

constitutives élasto-viscoplastiques, pour un comportement élastique isotrope, en 

tenant compte de 1' écrouissage cinématique et isotrope. Enfin, pour formuler une loi 
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incrémentale élasto-viscoplastique, on a déterminé 1 'opérateur tangentiel élasto

viscoplastique. 

Notre modèle tient compte de la surface d'écoulement, dans laquelle apparaît 

explicitement la dépendance par rapport à la vitesse de déformation. 

Dans le chapitre suivant nous allons présenter la solution du problème de 

cisaillement simple avec la méthode décrite ci-dessus. Par la suite, on pourra comparer 

nos résultats avec ceux de Dafalias. 
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Chapitre 4 

EXEMPLE D'APPLICATION DANS LE 

CAS DE CISAILLEMENT SIMPLE 

(RIGIDE- VISCOPLASTIQUE) 

1. Introduction 

L'objectif de ce chapitre est de présenter une application du modèle élasto

viscoplastique, en grandes déformations, établi dans le chapitre précédent. Dans ce 

sens, nous analyserons numériquement le problème de cisaillement simple, pour un 

matériau rigide-viscoplastique, en tenant compte des effets d'écrouissage, pour 

différentes vitesses de déformations. On supposera l'isotropie du matériau au cours des 

déformations. 

Par la suite, le modèle viscoplastique va nous servir pour décrire le comportement 

rigide-plastique en tenant compte des effets de restauration. 
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Les résultats obtenus par 1 'application de notre modèle, que ce soit dans le cas 

rigide-plastique ou rigide-viscoplastique, seront comparés avec ceux de Dafalias, tout 

en rappelant brièvement son modèle. 

2. Applications et résultats 

2. 1. Cisaillement simple 

On cherche à résoudre le problème plan de cisaillement simple en grandes 

déformations, dont la géométrie et les principaux résultats ont été présentés dans le 

chapitre 2. 

Le mouvement sera décrit par 

(4.2.1) 

xi et Xi, i = 1, 2, sont les coordonnées cartésiennes dans la configuration courante (à 

l'instant t) et de la position initiale du point du matériau, respectivement. 

Ainsi les composantes non nulles du gradient des vitesses sont 

= 

avec y désignant la déformation de cisaillement. 

y 

2' 

y 

2' 

(4.2.2) 

( 4.2.3) 
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2. 2. Algorithme de résolution 

Connaissant le taux de déformation total D, la résolution incrémentale des 

grandeurs cinématiques peut être résumée par 

;e =Solution du système d'équations linéaire [ne = ( ;e ye-l) ], 
sym 

; 
1 = Solution du système d'équations linéaire [n 1 = (V e ; 1 V ,-

1 V e-
1

) ] , 

sym 

g = w- we - W 1 

v 
ye = ve _gye+ yeg ~ ve ~ ye(t+8t) = ye(t)+ ve8t 

v 
v' = v' -uv'+ v'u ~ v' ~ v'(t+8t) = v'(t)+ v'ot 

v 
't t -UT + TU ~ t ~ 't( t + 8t) = 't( t) + t8t 

Le modèle présenté dans le chapitre précédent va nous servir pour résoudre 

numériquement le problème plan de cisaillement simple, pour un matériau rigide

viscoplastique. Nous donnerons ci-dessous le schéma de l'algorithme de résolution. 
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PRE PROCESSEUR ] 

"" 
Saisie des données relatives aux 
propriétés du matériau 

1 
Initialisation 

1 

' 

[ PROCESSEUR 
Incrément 1 

....... 

f 1 

yn+l = Yn + ùy 
v en+! n ye +gye - yeg v = ye + 
v 

v rn+! = yin + yi + gyi - ylg 
v 

'tn+l = 'tn + 't + O't - 't0 

1 Itératio n .-
v 

Réponse élastique 't =ce: D 

Surface d'écoulement dynamique F( 't, a, 't y) 
v 

Réponse inélastique 't = cevp : D 

Q = w- we - W 1 

~ 
1 

Convergence 1 non 
1 / 

OUI 
~ 

POST PROCESSEUR 

Sortie des résultats 
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2. 3. Résultats 

Les calculs ont été faits pour deux vitesses de déformation y 1 = 0.007 .J3 s-1 et 

y 2 = 0.5.J3 s -! . Les valeurs des paramètres utilisés sont [Dafalias ( 1990) ; Schieck et 

Stumpf ( 1995)] 

E = 1000 Mpa ; v = 0.3 ET = 1.5 Mpa p = 0 cr = cr = .J3 ; n = 5 

11 = 1 s-1 
; K = 1 Mpa. 

-
p 

0,5 ....----------------------------, 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 -------------------
y 

y 

= 0.007 J3 s-1 

= o.sJj s-1 

o.o~----.-----.--------.-------,----~ 

0 2 3 4 5 

y 

Fig. 4.1. Contrainte normale t 11 pour deux vitesses 

de déformation ( 0.007.J3 s-1 et o.s.J3 s-1 
). 
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2,0 

1,8 

1,6 

M 1,4 
p 

1,2 

~~-------------------

1,0 
y = 0.007.J3 s·1 

0,8 
y = o.s.J3 s"1 

0 2 3 4 5 

y 

Fig. 4.2. Contrainte de cisaillement t 12 pour deux vitesses 

de déformation ( 0.007 .J3 s"1 et o.s.J3 s"1 
). 

Sur la figure 4.1. et la figure 4.2., on présente, pour y 1 et y 2 , la contrainte 

normale et la contrainte de cisaillement, respectivement. Elles évoluent d'une manière 

monotone par rapport à la déformation. 

Dans chaque cas, la réponse en contrainte n'est plus unique comme en plasticité, 

elle dépend de la vitesse de déformation. Pour une même déformation, la contrainte 

avec une grande vitesse de déformation est plus élevée que celle avec une faible vitesse 

de déformation. 
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3. Comparaisons du modèle présenté avec celui de Dafalias 

3. 1. Modèle viscoplastique de Dafalias 

L'approche viscoplastique de Dafalias repose sur une loi constitutive 

supplémentaire pour le spin inélastique, afin de construire un taux corotationel. Celle

ci est issue du théorème de représentation de Wang ( 1970). Cette loi constitutive 

utilisée fait intervenir un coefficient supplémentaire p, qui a la dimension de 

(contrainte )-I. 

Elle s'écrit sous la forme 

1 ( 1 I ) 

2
paD -Da. (4.3.1) 

En plus de l'équation constitutive du spin inélastique, le modèle de Dafalias (1990) est 

décrit par la loi constitutive d'évolution de la contrainte interne associée à 

1 'écrouissage cinématique 

V • n n = 2 h DI IDI 1 (X = (X - :=,,:; D (X + (X:=,,:; D 3 a - Cr (X ' (4.3.2) 

où le spin Q 0 relatif à la dérivée objective est 

(4.3.3) 

et ha un paramètre d'écrouissage du matériau. 

L'équation de la surface d'écoulement viscoplastique est 

1 

[~ (1:' -a): (1:' -a) J' (4.3.4) 
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Les équations ( 4.3 .1) - ( 4.3 .4) appliquées dans le cas de cisaillement simple, pour un 

matériau rigide-viscoplastique, conduisent au système d'équations suivant 

avec 

da 11 

dy 

da 12 

dy 

3. 2. Comparaisons 

= (4.3.5), 

(4.3.5)2 

(4.3.6), 

(4.3.6)2 

La solution du modèle de Dafalias est obtenue par l'intégration du système 

d'équations (4.3.5), en utilisant la méthode de Runge-Kutta, pour différentes valeurs de 

p . Les calculs ont été faits pour les mêmes vitesses de déformation y 1 et y 2 , comme 

au§ 2. 3. 2. du chapitre 4. 

Les valeurs des paramètres utilisés sont [Dafalias (1990)] 

h = 3 Mpa · K = 1 Mpa · n = 5 · c = '3 · , = 1 s-1 
a ' ' ' r '\j;)' '1 • 
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1-' 

"' p 

0,14 

1 

0,12 ~ 
1 

0,10 ~ 
1 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

0,00 

0 

1,20 

1 '15 

1 '1 0 

1,05 

1,00 

0,95 

0,90 

0,85 

0,80 

0,75 

0 

V' 
f 

~----------------...-
/ 

~ ~-------·-·-·-·-·-·-·-· 

j/ 

o/'" 

2 

y 

3 

-- Modèle présenté 
-- Dafalias p = 0.5 
. . . . . . . . Dafalias p = 1 
-·- Dafalias p = 2 

4 

Fig. 4.3. Contrainte normale t 11 (y = 0.007J3 s-1
) : 

Comparaison de notre modèle avec celui de Dafalias 

2 

y 

-- Modèle présenté 
-- Dafalias p = 0.5 
........ Dafalias p = 1 
-·- Dafalias p = 2 

3 4 

Fig. 4.4. Contrainte de cisaillement t 12 (y = 0.007J3 s-1
) : 

comparaison de notre modèle avec celui de Dafalias 

5 

5 
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Les figures 4.3. et 4.4. présentent, respectivement, la réponse de la contrainte 

normale --c 11 et de la contrainte de cisaillement t 12 , pour une vitesse de déformation 

y = 0.007J3 s- 1
. Les figures 4.5. et 4.6. décrivent la réponse en contraintes pour une 

vitesse de déformation y = 0.5 .J3 s- 1
. 

Sur ces figures, nous comparons les résultats (réponse en contrainte normale et de 

cisaillement) obtenus par notre modèle viscoplastique, dont le spin est obtenu à partir 

des considérations cinématiques, avec ceux de Dafalias (1990) pour différentes valeurs 

de p (0.5; 1; 2). 

Pour la petite vitesse de déformation (y = 0.007.J3 s- 1 
), on remarque que le 

modèle de Dafalias, pour p = 1, présente des résultats (réponses en contraintes) quasi 

identiques que les nôtres. En revanche, on observe des différences importantes pour les 

autres valeurs de p (0.5; 2). 

0,5~----------------------------------------------~ 

0,3 -·-,...,..... 

0,2 

0,1 

------------
················· . . . . . . . . . 

--·--·-- --·--·-.----· 

-- Modèle présenté 
-- Dafalias p = 0.5 
.. .. .. .. Dafalias p = 1 
--.- Dafalias p = 2 

0,0 -j-L--------,---------..----------,--------.--------1 

0 2 3 4 5 

y 

Fig. 4.5. Contrainte normale 't 11 (pour y = 0.5 J3 s-1
) : 

Comparaison de notre modèle avec celui de Dafalias. 
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2,0~--------------------.---------------.-----.-----.=----==--~~--~~l 
. ..--

1,8 / 
/ 

~/------------------, 
1,6 

1,4 

-- 1\Aodèle présenté 

1,2 
-- Dafalias p = 0.5 
. . . . . . . . Dafalias p = 1 
--.- Dafalias p = 2 

1 ,0 +-------~,-----------,-----------,----------,---------j 
0 2 3 4 5 

y 

Fig. 4.6. Contrainte de cisaillement 1: 12 (y = 0.5 J3 s·1
) : 

Comparaison de notre modèle avec celui de Dafalias. 

On constate, pour la grande vitesse de déformation (y = 0.5 J3 s·1 
), qu'il y a 

une dépendance importante du modèle de Dafalias par rapport à p. Dans le cas p = 1, 

la réponse selon l'approche de Dafalias se rapproche du celle du modèle présenté. Des 

différences restent observables pour p = 0.5 et p = 2. De plus la réponse de la 

contrainte de cisaillement 1: 12 , pour p = 0.5, présente une oscillation en y ~ 2.25 qui 

comme cela a été mentionné précédemment n'a pas de sens physique, puisque la 

réponse en contrainte doit suivre l'évolution monotone de là déformation imposée. 
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4. Etude de la plasticité à partir du modèle viscoplastique 

Dans ce paragraphe, nous allons décrire le comportement plastique à partir de 

l'approche viscoplastique. On tendra notre application au comportement rigide

plastique, avec la prise en compte des effets de restauration dynamique. 

Pour rendre le matériau insensible au changement de vitesse de déformation, il suffit 

de modifier les paramètres viscoplastiques, en l'occurrence, d'augmenter la valeur den 

(n = 10), et diminuer celle de K (K = 0.01 Mpa). 

Les résultats obtenus sont décrits dans les figures 4.7. et 4.8., ils sont comparés avec 

ceux de Dafalias et Aifantis (1990), pour plusieurs valeurs de p (0; 0.3; 0.5; 1; 2). 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

········· ....... ········································· 

-- Modèle présenté 
-- Dafalias p = o 
-. - Dafalias p = 0.3 
- .. - Dafalias p = 0.5 

Dafalias p = 1 
Dafalias p=2 

0,0 -JL-------,.---------r-------,------.,--------1 

0 2 4 6 8 10 

y 

Fig. 4. 7. Contrainte normale t 11 : Comparaison de notre modèle 

avec celui de Dafalias dans le cas rigide-plastique 

en tenant compte des effets de restauration 
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1,6 ,---------------------------
1 

_,...,----------1 1,4 ~ 
1 

1,2 

~.···· ·······················································' 

~~--:.·-==-·:~~==·=·==~~~=· ........... ------------------
~l 1,0 

0,8 

0,6 

-- Modèle présenté 
-- Dafalias p = o 
-.- Dafalias p = 0.3 
- .. - Dafalias p = 0.5 

Dafalias p = 1 
- Dafalias p = 2 

0,4 +--------,,--------,------r------,--------l 

0 2 4 6 8 10 

y 

Fig. 4.8. Contrainte de cisaillement '! 12 : Comparaison de notre modèle 

avec celui de Dafalias dans le cas rigide-plastique 

en tenant compte des effets de restauration 

On constate, comme dans le cas rigide-viscoplastique, que c'est la réponse selon 

l'approche de Dafalias pour, p = 1, qui se rapproche le plus de la notre, tandis que des 

différences importantes persistent pour les autres valeurs de p (0 ; 0.3 ; 0.5 ; 2). En 

particulier, pour p = 0.3 et p = 0.5 la réponse de Dafalias présente une oscillation. 

Pour p = 0, 1' oscillation s'explique par le fait que la dérivée objective de Dafalias se 

réduit, dans ce cas, à celle de J aumann dont 1' oscillation a été déjà observée par Dines 

(1979). 
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5. Discussion 

Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents, que ce soit pour le cas 

rigide-viscoplastique ou rigide-plastique, nous ont montré que les réponses en 

contraintes, selon 1' approche de Dafalias pour des valeurs de p autres que 1, 

présentent des différences importantes par rapport à celles issues de notre modèle. En 

revanche, pour p = 1, ses résultats se rapprochent des nôtres, et ils sont quasi 

identiques en viscoplasticité pour des petites vitesses de déformation. On va tenter 

dans ce paragraphe de trouver une explication à cela. 

Rappelons que 1 'approche de Dafalias est basée sur une loi constitutive 

supplémentaire pour le spin inélastique, issue du théorème de représentation [Wang 

(1970)], et qui s'écrit 

(4.5.1) 

Cette équation fait intervenir un coefficient supplémentaire inconnu p, qui a la 

dimension de l'inverse d'une contrainte, et auquel sont attribuées des valeurs 

constantes dans l'approche de Dafalias [Dafalias (1985 a, b), Dafalias (1990), Dafalias 

(1992)], sans donner un choix exact de la valeur de ce coefficient. 

Dans notre cas, le taux corotationel est défini à partir des considérations 

cinématiques, sans faire appel à une équation constitutive supplémentaire pour le spin 

inélastique 

(4.5.2) 

On a vu dans le chapitre 3 (paragraphe 2.3.) que cette expression se réduit dans le 

cas rigide-viscoplastique à 
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( 4.5.3) 

Y' 

Dans ce cas, le taux corotationel du tenseur d'élongation inélastique V 1 peut être 

supposé avec une approximation 

(4.5.4) 

En utilisant la forme hyperplastique de la contrainte interne associée à 1 'écrouissage 

cinématique [Schieck et Stumpf ( 1995)] 

a= ÇLn V 1
, (4.5.5) 

une approximation au premier ordre de (4.5.5) nous donne 

(4.5.6) 

L'introduction des relations (4.5.4) et (4.5.6) dans l'expression du spin inélastique 

(4.5.3) nous donne, au premier ordre 

(4.5.7) 

Or dans les calculs, que ce soit pour notre approche ou celle de Dafalias, le paramètre 

d'écrouissage est 

r = 3_h = 1. 
~ 3 a 

(4.5.8) 

Page91 



Chapitre 4 Exemple d'applications dans le cas de cisaillement simple 

Finalement, l'équation (4.5.7) devient 

w' ~~(an' -D'a). (4.5.9) 

La comparaison de (4.5.1) et (4.5.9) nous montre que l'équation constitutive du 

spin inélastique de Dafalias ( 4. 5.1) est une bonne approximation de 1 'expression 

cinématique exact (4.5.2), dans le cas d'un matériau rigide-viscoplastique avec 

écrouissage cinématique, pourvu que le coefficient p soit choisi égale à 1. Ceci a été 

observé dans les figures 4. 3 - 4. 8. 
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CONCLUSIONS GENERALES ET 

PERSPECTIVES 

Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle approche dans le domaine 

élasto-viscoplastique en grandes déformations géométriques. 

Comme nous avons indiqué précédemment, les problèmes en grandes 

déformations sont souvent étudiés en se basant cinématiquement sur la décomposition 

multiplicative du gradient de déformation, introduite par Bilby et al. (1957). Nous 

avons considéré la décomposition unique du gradient de déformation, proposée dans 

l'approche élastoplastique de Schieck et Stumpf(1993). Celle-ci nous a permis d'écrire 

la cinématique du comportement élasto-viscoplastique en grandes transformations. On 

a pu exprimer le spin élastique et le spin inélastique en fonction des grandeurs 

cinématiques. Cela a permis de construire un taux corotationel (dérivée objective) 

adéquat, avec un spin matériel déterminé à partir des considérations cinématiques 

seulement, et sans faire appel à une équation constitutive supplémentaire. 

Par le biais de la nouvelle dérivée objective, on a pu écrire les équations 

constitutives élasto-viscoplastiques pour un matériau élastiquement isotrope. Les effets 

d'écrouissage ont été pris en compte par la loi non linéaire du modèle d'Armstrong

Frederick ( 1966) pour 1' écrouissage cinématique. L'écrouissage isotrope a été introduit 

par une équation similaire. Notre modèle tient compte de la surface d'écoulement 

dynamique qui dépend explicitement de la vitesse de déformation. Pour formuler une 
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loi incrémentale, on a déterminé 1 'opérateur tangentiel élasto-viscoplastique en 

introduisant le paramètre d'écrouissage mixte. 

Nous avons appliqué cette méthode à l'analyse numérique du problème de 

cisaillement simple. L'étude a été faite pour un matériau rigide-viscoplastique, en 

tenant compte des effets d'écrouissage, et ceci pour deux vitesses de déformation. Pour 

des raisons de commodité, nous avons supposé que le matériau est isotrope. Les 

résultats obtenus (contrainte - déformation) confirment l'évolution monotone de la 

contrainte en fonction de la déformation. La réponse en contrainte n'est plus unique, 

comme en plasticité, vu qu'elle dépend de la vitesse de déformation. Pour une même 

déformation, la contrainte maximale pour la faible vitesse de déformation est inférieure 

à celle obtenue avec une vitesse de déformation plus élevée. 

Pour valider notre modèle, nous avons comparés nos résultats avec ceux obtenus 

par le modèle viscoplastique de Dafalias. Celui-ci utilise une équation constitutive 

supplémentaire du spin inélastique, à travers la dérivée objective, pour décrire les lois 

de comportement. Son équation constitutive fait apparaître un paramètre inconnu p, 

auquel il attribue des valeurs constantes, et qui dépend à priori des variables d'état. 

Pour p = 1, on a constaté une ressemblance des résultats de Dafalias avec les nôtres. 

Les courbes sont quasi identiques dans le cas de la faible vitesse de déformation, et on 

note une petite différence pour le vitesse de déformation élevée. En revanche, des 

différences importantes sont observées pour les autres valeurs de p . Ceci a été 

confirmé en prouvant théoriquement que 1' équation constitutive du spin inélastique de 

Dafalias est une bonne approximation du spin utilisé dans notre approche, pourvu que 

le coefficient p soit choisi égale à 1. 

De plus, on a pu remarquer que le spin inélastique ne s'annule que si les tenseurs 

inélastiques d'élongation et de taux de déformation sont coaxiaux, ce qui n'est 

généralement pas le cas même en 1' absence de 1' écrouissage. Ce qui corrige les 
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suppositions faites dans la littérature qui annulent le spin inélastique en 1 'absence de 

1' écrouissage [Van der Giessen ( 1991)]. 

A partir de la solution viscoplastique nous avons décrit le comportement rigide

plastique, en tenant compte des effets de restauration. Pour cela nous avons modifié les 

valeurs des paramètres viscoplastiques. Ainsi, les résultats obtenus nous ont permis de 

faire une comparaison avec ceux de Dafalias [Dafalias et Aifantis (1990)] pour 

différentes valeurs de p . On a pu observer les mêmes différences que dans le cas 

rigide-viscoplastique, qui ont été expliquées théoriquement, c'est-à-dire, que seul le 

cas p = 1 présente une réponse rapprochée de la notre. Pour des valeurs de p tendant 

vers 0, l'application du modèle de Dafalias conduit à des réponses oscillatoires qui 

n'ont pas de sens physique. 

L'originalité de cette étude réside dans le fait qu'elle est attachée aux aspects 

physiques. En effet, en partant d'une décomposition unique du gradient des 

déformations, on se base sur les données cinématiques, à travers la détermination du 

spin inélastique, pour définir la dérivée objective. On n'a pas besoin de rajouter une 

équation constitutive, ni d'introduire des paramètres supplémentaires et chercher à 

quoi ils correspondent. 

" Cependant, cette approche théorique nécessite une validation expérimentale, car il n'y 

a que l'expérience qui puisse être l'arbitre dans un domaine où on a une latitude dans 

le choix des modèles. Le problème d'identification des paramètres reste à explorer. On 

pourrait essayer d'appliquer cette méthode pour des problèmes plus complexes, et 

utiliser d'autres lois viscoplastiques (loi de Perzyna par exemple). Aussi 

l'implémentation de cette méthode dans un code de calcul de structures serait 

souhaitable. 
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Annexe 

ANNEXE 

Nous voulons montrer que V1e1 + v;2 est non nul 

On a 

ye = QUe Qr => det ye = ( det U e ) ( det Q) 
2 

(Al) 

ue = RIT ue R 1 => det ue = ( det U e ) ( det R 1 
) 

2 
(A2) 

Or 

Fe= ReUe 

det Fe >- 0 ,. det ue >- 0 

Re orthogonal 

l (Al) 

det ue >- 0 

l (A2) 

det Ve >- 0 

Alors 

e e e 2 
Vll V22 - Vu >- 0 (A3) 

On veut montrer que Vt1 + v;2 =t:. 0, procédons par absurde : 
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Annexe 

On suppose que Vt1 + v;2 = 0, on multiplie par Vt1 puis on retranche V1; 
2 

de part 

et d'autre de l'égalité, on trouve 

V e 2 ye ye ye 2 = 
Il + Il 22 - !2 

On peut 1 'écrire sous la forme 

(ve 2 ye 2) ( e ye ye 2) 
Il + !2 + VII 22 - !2 0 

>-0 >-0 

(A3) 

ce qui est absurde. 

Donc 
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MODELISATION OF THE ELASTO-VISCOPLASTIC BEHAVIOUR 
AT LARGE DEFORMATIONS 

ABSTRACT 

In this work, we have proposed a new approach for elastic-viscoplastic behaviour at 
large deformations. 

The basic kinematic assumption of our method is the unique decomposition of the 
deformation gradient introduced by Schieck and Stumpf, which allowed us to write the elastic 
and the inelastic spin as a function of the elastic and inelastic strain rate. Therefore, for the 
corotational rate, we can deduce the substructure spin by kinematical considerations only, and 
there is no need any additional assumption for the inelastic spin. 

With this corotational rate, and using the viscoplastic model of Chaboche, we formulate 
the constitutive equations for elastic-viscoplastic material undergoing isotropie and kinematic 
hardening. Our approach contains the dynamic yield surface which depend on the strain rate 
explicitly. Then we determine the elastic-viscoplastic tangential operator to find a relation 
between the stress rate and the strain rate. 

This theory is applied to analyse numerically the simple shear problem for rigid
viscoplastique material. Next, we describe the rigid-plastic behaviour with recovery effect 
from a viscoplastic solution. The results for rigid-viscoplastic as well as for rigid-plastic are 
compared with those of Dafalias who use supplementary constitutive assumption for the 
inelastic spin. The difference or the similarity observed in this comparison was proved 
theoretically. 

KEY WORDS: Elasto-viscoplasticity - Large deformations - Deformation Gradient -
Inelastic spin- Hardening- Yield surface- Simple shear. 


