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Résumé i

Résumé.

Cette these comporte, dans son premier aspect, une généralisation des résultats
matriciels connus sur les polynomes orthogonaux et polynémes orthogonaux de
dimension d > 1 aux polynémes biorthogonaux.

Notamment, les notions de noyau reproduisant, d’identité de type Christoffel-
Darboux seront abordées. Des propriétés matricielles des zéros des polynomes
biorthogonaux seront également mises en évidence. Ainsi, certains résultats
connus sur les polyndmes orthogonaux et les polynémes vectoriellement orthogo-
naux restent valables tandis que d’autres ne le sont plus en général.

Une relation sera de plus établie entre la méthode de bordage et le calcul des
polyndmes biorthogonaux. Les matrices de Hankel et de Toeplitz seront traitées
dans ce cadre.

Le second aspect de cette these est relatif a la résolution de systémes linéaires
4 seconds membres multiples. Ainsi, une méthode basée sur une modification de
la méthode de Lanczos et utilisant les polynémes biorthogonaux sera mise au
point.

Un résultat notamment sur des algorithmes sans utilisation de la transposée
pour la résolution de systemes linéaires de ce type sera ainsi établi. Pour cela,
des sous espaces de Krylov seront tout naturellement considérés.

Mots clés.

Polynoémes orthogonaux et vectoriellement orthogonaux, polynémes biortho-
gonaux, noyau reproduisant, identité de type Christoffel-Darboux, zéros des po-
lynémes biorthogonaux, matrices de Hankel, matrices de Toeplitz, systémes &
seconds membres multiples, sous espaces de Krylov, méthode de Lanczos, algo-
rithme sans utilisation de la transposée.






Abstract i

Abstract.

This thesis gives, in its first aspect, a generalization of known results about
the matrix interpretation of orthogonal and vector orthogonal polynomials to
biorthogonal polynomials.

Such notions as the reproducing kernel and Christoffel-Darboux type formulae
will be used. Some matrix properties on the zeros of biorthogonal polynomials will
be shown. Thus, some known results on orthogonal polynomials and orthogonal
polynomials of dimension d > 1 are still valid for biorthogonal polynomials while
some are not.

Then, a relation will be established between the bordering method and the
computation of biorthogonal polynomials. In particular, Hankel and Toeplitz ma-
trices will be treated.

The second aspect of this work is the solution of linear systems with multiple
right-hand sides. Thus, a method based on a modification of the Lanczos method
and using biorthogonal polynomials will be given.

A result on transpose—free algorithms for solving linear systems with multiple
right-hand sides is discussed. Krylov subspaces will be considered.

Keywords.

Orthogonal polynomials and vector orthogonal polynomials , biorthogonal po-
lynomials, reproducing kernel, Christoffel-Darboux type formula, zeros of biortho-
gonal polynomials, Hankel matrices, Toeplitz matrices, multiple right hand sides
linear systems, Krylov subspaces, Lanczos’ method, transpose—free algorithm.
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Introduction générale 7

Introduction générale

En analyse numérique, les matrices de Hankel jouent un réle tout particulier et
sont fréquemment rencontrées (problémes de moindres carrés, accélération de la
convergence, approximants de Padé, théorie des systémes ...). C’est pourquoi une
littérature abondante sur ce sujet peut étre trouvée quant a l'inversion de telles
matrices (voir Fuhrmann [39], Gemignani [40], Lascoux [49] et Trench [70] entre
autres). Les matrices de Toeplitz qui leur sont étroitement liées ont été également
largement étudiées (voir par exemple les travaux de Trench [69] mais également
de Cline et al. [29], de Dickinson [31] et de Kailath et al. [46]). Ces deux types
de matrices ont été associés respectivement aux polynomes orthogonaux formels
et orthogonaux formels de dimension —1. Des systémes ol des matrices formées
& partir des matrices de Hankel et de Toeplitz (systéme dont la matrice est une
somme de ces deux types) ont méme été étudiés par R.H. Chan et al. [25].

Certaines propriétés, notamment les relations de récurrence, des polynémes
orthogonaux ont été pleinement étudiées par Draux [32], tandis qu’une in-
terprétation matricielle a été mise en évidence par Gragg [41] et par Brezinski

[4].

Plus récemment, upe généralisation des polyndomes orthogonaux a été
développée par Van Iseghem et la notion de polyndmes orthogonaux de di-
mension d > 1 est apparue [73, 74, 75| et a également été abordée par Maroni
[62] . La notion de polyndmes orthogonaux vectoriels a méme été étudiée (voir
Draux et al. [33] et Le Ferrand [35]). L’orthogonalité matricielle a également été
abordée par Van Iseghem et al. [77].

On peut encore étendre la notion de polynémes orthogonaux de dimension
d > 1. On trouve alors les polyndémes biorthogonaux introduits par Brezinski
et étudiés quant & leur application & l’analyse numérique dans [8] et plus
précisément pour la résolution de systémes linéaires [9]. A ce jour, aucune
interprétation matricielle n’a été fournie pour les polynémes biorthogonaux,
méme si des résultats partiels ont été obtenus par Bultheel et al. [24]. C’est ce
que nous nous proposons de développer dans le premier aspect de cette thése, ce
qui donnera donc des résultats dans le cadre beaucoup plus général et unificateur
des polynémes biorthogonaux.
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C’est ainsi que des notions telles qu’identité de type Christoffel-Darboux,
noyau reproduisant, valeurs propres, vecteurs propres, polynémes biorthogonaux
4 droite et & gauche seront abordées. Une relation sera également mise en
évidence entre polynémes biorthogonaux et méthode de bordage.

Les polynémes orthogonaux, qui sont des polynomes biorthogonaux parti-
culiers sont utilisés pour la résolution de systémes linéaires. C’est le cas par
exemple des méthodes de type Lanczos [48].

Récemment, beaucoup d’intérét a été porté & la résolution des systémes
linéaires 4 seconds membres multiples. Ils ont été principalement basés sur
des versions “bloc” de méthodes existantes pour la résolution de systéemes
linéaires & second membre unique. C’est notamment le cas du Block CG (Block
Conjugate Gradient) [50] pour les matrices symétriques mais également du Block
Bi-CG (Block Bi-Conjugate Gradient) [50], des méthodes Block QMR (Block
Quasi Minimal Residual) (3, 61], du Block GMRES (Block Generalized Minimal
RESidual) [62, 64, 65] et également du Block GCR (Generalized Conjugate
Residual) issu du GCR de Saad [58] pour les matrices quelconques.

Plus récemment encore, de nouvelles méthodes originales de résolution de
systémes linéaires a seconds membres multiples sont apparues, qui permettent
une “communication” entre les différents systémes & résoudre. C’est notamment
le cas de celles établies par Simoncini et al. [63] et par T. F. Chan et al. [26]
qui utilisent les résultats obtenus pour la résolution de certains des systémes
considérés pour la résolution des autres.

Afin d’éviter, pour des raisons que nous détaillerons ultérieurement, les
résolutions par bloc, nous verrons que la méthode de Lanczos peut étre modifiée
pour la résolution de tels problémes. Les polyndémes biorthogonaux seront alors
tout particuliérement considérés ainsi que les méthodes de type Lanczos. Il en
découlera ainsi de nouveaux algorithmes pour la résolution de systémes linéaires
a seconds membres multiples. -

Voyons maintenant comment s’articule cette thése. Le plan général est défini
comme suit.

Dans la premiére partie, nous rappelons les principaux résultats matriciels
connus sur les polynoémes orthogonaux. Pour cela, nous ferons référence aux
travaux de Draux [32] et de Brezinski [4]. Ensuite, nous rappellerons également
les résultats majeurs connus sur les polynémes orthogonaux de dimension d > 1
en fajsant essentiellement référence aux travaux de Van Iseghem [73, 74, 75]. Cer-
taines définitions et notations nécessaires pour la suite seront également abordées.
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Ces rappels effectués, il sera possible de mettre en paralléle les résultats que
nous obtiendrons sur les polynomes biorthogonaux dans la deuxiéme partie.
Les notions de polynémes biorthogonaux 3 droite et polynomes biorthogonaux &
gauche seront alors considérées. Certains résultats sur les polynémes biorthogo-
naux seront ainsi des généralisations de ceux sur les polynémes orthogonaux et
orthogonaux de dimension d > 1 alors que d’autres ne pourront étre étendus. Il
sera alors intéressant de voir de quelle maniére la généralisation s’opére, quand
cela est le cas. D’autre part, nous verrons la relation qui existe entre le calcul
des polynomes biorthogonaux et la mise en ceuvre de la méthode de bordage.

Nous aborderons, & partir de la troisieme partie le second aspect de cette
thése. Ainsi, les principales méthodes de résolution de systémes linéaires &
seconds membres multiples (Block CG et Block Bi-CG [50], Block GMRES
[62, 64] et autres méthodes du type Block QMR [61] pour les versions “bloc”
mais également les récentes méthodes de Simoncini et al. [63] et T. F. Chan
et al. [26, 27]) seront considérées afin de pouvoir en apprécier les principales
caractéristiques.

Enfin, dans la quatriéme partie, aprés avoir rappelé la méthode de Lanczos
[48]. nous définirons une méthode de résolution de systeémes linéaires & seconds
membres multiples & partir de la méthode de Lanczos et basée sur les polynomes
biorthogonaux et les sous-espaces de Krylov. Nous verrons notamment que cer-
tains des algorithmes issus de cette méthode sont des algorithmes qui n’utilisent
ni la transposée ni les puissances itérées de la matrice de départ, afin d’opti-
miser la stabilité de ces algorithmes. Le lien sera fait entre cette méthode et
les méthodes de type Lanczos pour la résolution des systemes a second membre
unique comme le CGS (Conjugate Gradient Square) de Sonneveld [68] et le BiCG-
Stab (Bi-Conjugate Gradient Stabilized) de Van Der Vorst [71]. Une comparaison
numérique sur certains exemples des algorithmes définis dans cette partie avec la
méthode du Block Bi-CG sera de plus effectuée.
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Premiere partie

Interprétation matricielle des
polynomes orthogonaux formels
et polyndémes vectoriellement
orthogonaux

Introduction

Le but de cette partie est de rappeler les principaux résultats connus sur
Pinterprétation matricielle des polynomes orthogonaux et des polynémes ortho-
gonaux de dimension d > 1, essentiellement mis en évidence dans [4] et [41] pour
les premiers et dans [73, 74, 75] pour les seconds.

Il n’est pas question ici de décrire in ertenso toutes les propriétés connues
sur les polynémes orthogonaux et orthogonaux de dimension d > 1. Pour cela,
il sera utile de consulter [4], [32], [41], [77] ou encore [76]. Nous n’aborderons
que I'aspect qui nous intéresse par la suite, c’est-a-dire 'aspect matriciel, méme
si quelques notions supplémentaires seront nécessaires (notamment certaines
relations de récurrence).

Ainsi, la premiére section rappellera les relations matricielles connues sur
les polynomes orthogonaux formels. Nous considérerons tout d’abord quelques
définitions avant de donner les principaux résultats matriciels concernant ces
derniers, notamment ceux figurant dans [4] et [41].

Tandis que la seconde section énoncera les principaux résultats matriciels
connus sur les polynomes orthogonaux de dimension d > 1. Nous serons donc
a4 méme de déterminer les résultats “perdus” lorsque 1’on passe des polynomes
orthogonaux aux polynomes vectoriellement orthogonaux.
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1 - Polynémes orthogonaux formels

Avant d’aborder les relations matricielles connues sur les polynémes ortho-
gonaux formels, il est nécessaire de rappeler quelques définitions relatives & ces
derniers, ce que nous ferons dans la premiére sous-section.

La seconde sous-section présentera, quant a elle, les résultats matriciels
majeurs connus sur ces polynomes.

1.1 Définitions

L’interprétation matricielle des polyndmes orthogonaux formels (qui pourront
étre désignés par abus de language “polynémes orthogonaux”, méme si ces der-
niers sont relatifs & des intégrales définies par rapport a4 une fonction poids po-
sitive, bornée sur un intervalle donné) et biorthogonaux contient tellement de
notions diverses qu’il est nécessaire d’introduire quelques définitions afin d’en
mesurer pleinement la portée.

Nous aborderons ici aussi bien des définitions essentielles que certaines rela-
tions majeures concernant les polynémes orthogonaux.

Tout d’abord, P désignera ’espace vectoriel des polynémes & coefficients com-
plexes & une indéterminée (P = C[X]) et Px le sous-espace vectoriel de P formé
des polyndémes de degré < k.

Définition 1.1 - Fonctionnelle linéaire

On appelle fonctionnelle linéaire une forme linéaire définie en général sur
un espace fonctionnel quelconque et en particulier sur P. Ainsi, la fonctionnelle
linéaire c sera définie sur P par

c(z') = ¢ pouri=0, 1,...
ot ¢, C1, ... sont des complezes et sont appelés les moments de c.

La notion de polynomes orthogonaux étant étroitement liée a celle de fonction-
nelle linéaire, la définition d’une suite ou famille de polynomes orthogonaux peut
désormais étre énoncée.

Définition 1.2 - Polynémes orthogonauz formels
Soit {Pk}k>0 une suite d’éléments de Pi. Alors, si les polynomes Py, VEk,
vérifient

c(z'P) =0 pouri=0,... k-1, (1.1)

la suite de polynomes {Pk}k;o’ appelée famille, est dite orthogonale par rapport
d la fonctionnelle linéaire c. Par extension, on dira que le polyndome Py est or-
thogonal par rapport a c s’il vérifie les conditions d’orthogonalité (1.1).
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Les polynomes orthogonaux étant généralement associés 4 une matrice de Hankel,
il semble nécessaire d’en rappeler ici la définition.

Définition 1.3 — Matrice de Hankel
La matrice carrée de dimension k définie par

hi hy --- hy
hy hs hit1
hk hk+1 st h2k—1

est appelée matrice de Hankel d’ordre k et sera dite générée par le vecteur
(h1,hay .. hor1)".

Définition 1.4 - Polynémes orthogonaux réguliers (Drauz [32])
Soit Py un polynome de degré k orthogonal par rapport a c. Il est dit régulier
si le déterminant de la matrice de Hankel générée par (co,c1, . - . , Cox—2)" est non

nul. Ce déterminant sera noté H,EO).

Nous supposerons dans toute la suite que tous les polynémes orthogonaux
considérés sont réguliers (la fonctionnelle ¢ est alors dite définie).

Définition 1.5 - Mairice de Vandermonde
La matrice carrée de dimension k définie par

1 1 -1

U1 V2 s Vg

v2 02 v2
N -

est appelée matrice de Vandermonde d’ordre k et sera dite générée par le vecteur
('171,’02, T )'Uk)T‘

1l est & noter que, dans la littérature, on trouve parfois la définition matrice de
Vandermonde pour la transposée de la matrice de la Définition 1.5.

Les matrices de Hessenberg jouant un role tout particulier dans I'interprétation
matricielle des polynomes biorthogonaux, introduisons ici leur définition.

Définition 1.6 — Matrice de Hessenberg inférieure
La matrice carrée H = (h;j)1ick de dimension k telle que

EVES
hij=0si7>i+1

est appelée matrice de Hessenberg inférieure.
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On peut également définir des matrices de Hessenberg supérieures mais elles
n’interviendront pas dans la suite de ce travail.

L’interprétation matricielle des polynémes orthogonaux utilise quant a elle la
notion de matrice de Jacobi, que nous définissons.

Définition 1.7 - Matrice de Jacobi
Une matrice tridiagonale est appelée matrice de Jacobi.

Tout polynéme unitaire peut étre associé a une matrice, appelée matrice compa-
gnon du polynéme en question. Une telle matrice jouera un réle tout particulier
dans la suite. Introduisons dés lors sa définition.

Définition 1.8 - Matrice compagnon
Soit P, un polynéome unitaire de degré k défini par

Pi(z) = 2" + pp1z® ' + ...+ p1T + po.

La matrice carrée de dimension k définie par

0 1 0 0 cee 0

0 0 1 0 oe 0

0 0 0 0 0 1
—Po —P1 —P2 - —Pk-2 —Pk-1

est appelée matrice compagnon de Pj.

Elle est souvent notée F'; dans la mesure ou ce type de matrice est également
rencontré sous le nom de matrice de Frobenius.

Les polynomes étudiés étant basés sur certaines expressions matricielles, nous
parlerons par la suite de matrice principale d’ordre k.

Définition 1.9 - Matrice principale d’ordre k

On appelle matrice principale d’ordre k d’une matrice M la sous-matrice,
notée My, composée des k premiéres lignes et des k premiéres colonnes de la
matrice M .

1.2 Relations matricielles et relations de récurrence

Apreés avoir introduit les définitions de la sous-section 1.1, nous allons
maintenant considérer les relations matricielles des polyndmes orthogonaux.
Méme si l'identité de Christoffel-Darboux n’est pas une relation matricielle,
nous la classerons tout de méme dans cette Section. La justification d’une telle
classification sera donnée dans la Partie II.
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Les polynomes orthogonaux étant définis par rapport a une fonctionnelle c,
il est possible de donner une deuxiéme définition de ces derniers, sous forme
de rapport de déterminants. Plus maniable, elle est souvent utilisée pour des
démonstrations théoriques.

Théoréme 1.1
Etant donnée une fonctionnelle linéaire ¢ définie par ses moments ¢;, i =
0,1,..., alors le polynome Py défini par

co cl . n e ck
€t C2 *-* Cgy1
Cr—1 C "+ Cok-—1
Pu(2) 1 z --- zF
\T) =
C € -+ Ckp1
(&} Cy - Cy
Ck,—1 Cp -+ Cog—2

est I'unique polyndéme orthogonal unitaire ?a,r rapport a c¢. On rappelle que le
dénominateur de cette fraction est noté H ,§° .

Le Théoréme suivant est un résultat majeur sur les polynémes orthogonaux
unitaires et est parfois considéré comme définition de ces derniers, via le Théoréme

de Favart-Shohat.

Théoréme 1.2 - (Brezinski [4])
Les polynomes orthogonauzx réguliers unitaires vérifient la relation de

récurrence

Pra(z) = (z — ar) Pe(z) — BrPre—1(z) pour k£ =0,1,... (L.2)
avec Po(z) =1 et P_1(z) =0 et
Bo = 0
c(z*P;)

b = c(zF1P,_q)
C(CL‘k+1Pk) — ﬁkc(x"Pk_l)
c(z* Py) )

Cette relation est appelée relation de récurrence a trois termes.

©-
On peut montrer (Brezinski [4]) que c(z*P;) = ;(“;)1. Nous n’avons considéré

Qr =

k
ici que le cas ou tous les polyndmes orthogonaux existent. Dans le cas ol cette
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hypothése n’est pas satisfaite, on pourra consulter Draux [32] afin d’avoir des
relations plus générales.

L’un des résultats les plus importants en ce qui concerne les polynomes ortho-
gonaux est sans doute 1'identité de Christoffel-Darboux, que nous rappelons dans
le Théoreme suivant.

Théoréme 1.3 - (Brezinski [4])
Pour tout k > 0,

= [Pen(@) Belt) — Poss () Be(@)] = (0 ~ ) Y 2 B@)Pi(t)

k i=p |t
avec hy = c(z*P).

Cette relation est connue sous le nom d’identité de Christoffel-Darbouz.

Nous allons voir maintenant les relations matricielles concernant les polyndémes
orthogonaux. Tout d’abord, nous nous intéressons a une autre définition des po-
lynémes orthogonaux, basée sur la relation a trois termes que ceux-ci vérifient.

Théoréme 1.4 - (Brezinski [4])
Sost Ji la matrice de Jacobi définie par

aq 1 0 .- 0
B o 1 '
Je=10 B a . 0
DoTel Tl T 1
0 -+ 0 Br1 oz

oulesa, 1 =0,1,...  k—1etles B;,i=1,2,... ,k —1 sont les coefficients qui
interviennent dans les relations de récurrence du Théoréme 1.2.
Alors,

Pk(.'E) = lil)Ik - Jki
ou I, désigne naturellement la matrice identité de dimension k.

Le résultat suivant est alors évident.

Corollaire 1.4.1 - (Brezinski [4])
Les zéros de P, sont les valeurs propres de J.
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Notons désormais
Pu(z) =2* + pP 2+ 4 pPz 4 p)

lorsque le polynéme P est unitaire.
Soit alors T la matrice triangulaire formée des coefficients des k& premiers
termes de la suite de polynémes orthogonaux unitaires Py, c’est-a-dire,

1 0 -~ 0 O
1 - 0 o0
Ti=| ) 8 - 0 0
gk—l) pgk—n p(k 21) 1

Soit F'; la matrice compagnon de P; et Jj la matrice définie au Théoréme 1.4.
Alors, nous pouvons montrer (Gragg [41]) que les matrices Jy, T et F, vérifient

Ji Ty =T Fy.
Soit maintenant Z; la matrice diagonale Z; = diag(a;gk),xg“), , g“)) ol xgk)
est le i-éme zéro de P, les racines du polynéme P, étant prises avec leur ordre

de multiplicité.

Soit de plus V', 1a matrice de Vandermonde générée par (atgk), (k ), - ,xg“)) .

Alors (Brezinski [4]),
Fka = Vka- (13)

Donc, les valeurs propres de F';, aussi sont les zéros de F.
Ainpsi, en posant Q, = TV, on obtient le

Théoréme 1.5 - (Brezinski [4])
Les matrices J;, et Z; sont semblables et

Jka = kak-

Les premiéres relations matricielles étant énoncées, nous devons, pour aller plus en
avant, introduire la notion de noyau reproduisant. Certames relations matricielles
en découlent en effet.

Définition 1.10 - Noyau reproduisant
La fonction symétrique définie par
k

Ki@,t) = Y 3PP

=0
est appelée noyau reproduisant d’ordre k de la famille des polyndomes orthogonauz
{Pe}iso- Les quantités h; représentent toujours les valeurs c(z*F;).
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Le résultat suivant est la propriété majeure du noyau reproduisant et justifie son
appellation.

Propriété 1.1 - (Gragg [41])
Le noyau reproduisant K; défini dans la Définition 1.10 vérifie

c(p(z)Ki(z, 1)) = p(?)
pour tout polynéme p de degré < k (c agit sur = et t est un paramétre).

Utilisons alors ce noyau reproduisant afin d’obtenir des relations matricielles
supplémentaires concernant les polynémes orthogonaux.

Soit W la matrice, définie & partir du noyau reproduisant par les éléments
qu’elle contient, par

W, = (Kk(at,(k),x;k))) 1<igk

1<5<k

Soit de plus H la matrice diagonale définie par Hy = diag(hq,hs,... ,hg) ol
les quantités h; sont données par h; = c(z*P,).
Alors, on montre aisément la

Proposition 1.1 — (Brezinski [4])
Les matrices Ty, Cy, et Hy, vérifient

TkaTz =H ks
C. étant la matrice de Hankel composée des moments de la fonctionnelle c.
Si de plus on pose @, = TV, alors on obtient la

Proposition 1.2 — (Brezinski [4])
Les matrices Hy, Q, et Wy vérifient

H,=QW;'Q}.

Des deux derniéres Propositions, on trouve un résultat de congruence, que nous
donnons dans ie

Théoréme 1.6 — (Brezinski [4])
Les matrices Cy, Hy et W' sont congruentes et

Ci = VkW;c_lVi.

Enfin, les derniers résultats matriciels sont obtenus si I’on considére la notion de
matrice résolvante, dont la définition est la suivante.
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Définition 1.11 - Matrice résolvante
Soit M une matrice de dimension k quelcongue. Alors la matrice Ry,
dépendant de x, définie par

Rk(iL‘) = (ZEIk —_ M]‘;)_1
est appelée matrice résolvante de M.

On rencontre parfois dans certains ouvrages cette méme notion pour la matrice
définie par z ! Ry(z71).

Ainsi, si Hj est une matrice de Hankel et R (z) la matrice résolvante associée,
alors on a la décomposition (Gragg [41}) :

k
Ri(@) =Y (z—a")"'R{
=1

Iy . k s -
ol les matrices R,(- ) vérifient

k
I,=Y R
i=1

et

k
Jr=> RPzM.
i=1

Les coeflicients :c,(k) représentent ici les racines du k—éme polynoéme orthogonal
relatif a la forme linéaire dont les premiers moments génerent H.

Si Ri(z) = (rg;-) (a:)) 1<ick» lors on obtient (Brezinski [4]) une expression des

1<k
coefficients de R; par
1 & 1
rz(,l_cj)(m) = b Z (%) P (xi(-z.k))‘P_’i—l (x'l('lk)) pour 1 £4,5 < k.
3=l g1 T — T

Tandis que les éléments des matrices Rﬁl") sont définis par
hj_.]_P'_l ((Eq(zk))PJ_l(JI,gk)) pour 'l,] = 1, B ,k.

On peut ainsi montrer (Gragg [41]) que les matrices R sont des projecteurs. A
ce titre, elles vérifient

RO = RY.

Toutes ces relations sont ainsi les principales relations matricielles que ’on peut
trouver concernant les polynomes orthogonaux.
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2 Polynémes vectoriellement orthogonaux

Aprés avoir énoncé les principales relations matricielles connues sur les
polyndmes orthogonaux, intéressons-nous a une premiere généralisation de ces
derniers : les polynomes orthogonaux de dimension d > 1. Introduits par Van
Iseghem dans [73], ils ont une connexion directe avec les approximants de
Padé vectoriels (via leur dénominateur). Nous ne nous intéresserons, dans cette
Section, qu’a leurs propriétés intrinséques, indépendamment de leur implication
dans Palgorithme QD vectoriel. Nous verrons notamment les relations matri-
cielles principalement démontrées par Van Iseghem [73, 74, 75].

Dans une premiére sous-section, quelques définitions supplémentaires seront
introduites, propres aux polynémes orthogonaux de dimension d > 1.

Dans la seconde sous-section, certaines relations concernant les polyndémes
vectoriellement orthogonaux seront rappelées.

2.1 Définitions

L’orthogonalité vectorielle fait appel & des notions plus complexes que celles
rencontrées dans le cadre des polynomes orthogonaux. Il est utile d’en définir
quelques unes ici.

Définition 2.1 - Fonctionnelle linéaire vectorielle
La fonction C définie de C[X] dans C%, o d > 1, par

C(z*) = C; pouri >0

est appelée fonctionnelle linéaire vectorielle (de dimension d). Les quantités C;
sont bien sir des vecteurs de C2.

La fonctionnelle C' sera alors définie par ses composantes
C = (C(l), e ,C(d))T

ot CY) associe 3 z* la j—éme composante du vecteur C;.
On définit, & partir de ces fonctionnelles vectorielles les polynémes orthogonaux
de dimension d > 1.

Définition 2.2 - Polyndémes vectoriellement orthogonauz (Van Iseghem [73])
On appelle polyndémes orthogonauz de dimension d > 1 par rapport é la fone-

tionnelle linéaire vectorielle C ou polynomes vectoriellement orthogonauzx par rap-

port & C toute suite de polyndémes {P,},o de C[X] vérifiant les relations d’or-

thogonalité

C(z*P(z)) =0 pour 0<i<n—1

C@(z"P(z)) =0 pour 1 < a <k (4)

r=nd+k, {
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ot Uon a effectué la division euclidienne de r par d.

Lorsque 1'on cherche a trouver le polynéme P, satisfaisant les conditions d’ortho-
gonalité (1.4), on considére une matrice de Hankel généralisée et le déterminant
qui lui est associé.

Définition 2.3 - Matrice de Hankel généralisée
On appelle matrice de Hankel généralisée la matrice issue du systéme linéaire
(1.4), c’est & dire celle qui s’écrit

G G - Ciy
c, C, --- C.

Cn—l Cn st C'n+1'—2
Wl - el

our = nd+k, les quantités C; sont des vecteurs de C2, et les ngk) sont les vecteurs
de C* formés par les k premiéres composantes des vecteurs C;. La matrice ainsi
considérée est carrée.

Ces notions sont les principales relations spécifiques a la définition des polynomes
vectoriellement orthogonaux et peuvent étre mises en paralléle avec celles concer-
nant les polynémes orthogonaux de la Section 1.

2.2 Relations de récurrence

Vovons dans cette sous-section les relations matricielles et de récurrence qui
existent pour les polyndmes vectoriellement orthogonaux. Elles sont, pour la plu-
part. une généralisation de celles existant pour les polyndmes orthogonaux.

Ainsi, on trouve une expression sous forme de déterminant pour les polynémes
vectoriellement orthogonaux. Lorsque les déterminants des matrices de Hankel
généralisées sont tous non nuls, alors la famille des polynémes orthogonaux de
dimension d > 1 existe et 'on a le

Théoreme 2.1 - (Van Iseghem [78])
Le polynome P,, ou r = nd + k défini par
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O
1 z
P.(z) = Ce o
r—
Cn—l et Cn+r—2
k k
-

est vectoriellement orthogonal par rapport a la fonctionnelle C. Ainsi défini, ce
polynéme est unitaire et unique.

Ainsi, de fagon analogue aux polynémes orthogonaux, l’existence de la suite des
polynémes vectoriellement orthogonaux est subordonnée a la non nullité des
déterminants de Hankel (généralisés cette fois) introduits dans la Définition 2.3,
ce que nous supposerons désormais.

Le Théoreme suivant est, comme pour les polynomes orthogonaux classiques,
un résultat trés important pour les polynémes orthogonaux de dimension d > 1.
Il est également parfois utilisé pour définir ces derniers via une extension du
Théoréme de Favart-Shohat démontré par Van Iseghem [73].

Théoréme 2.2 — (Van Iseghem [73])
Les polynémes vectoriellement orthogonaux unitaires vérifient une relation de
récurrence 4 d + 2 termes du type

d
Poa(@) = (z— B)Pr(@) + 3 of’Pi(a) pourr =0,1,--- (L5

i=1
avec Py(z) =1 et Pi(z) =0 pouri < 0.

Les coefficients a,(-') pour i =d — k, ... ,d sont obtenus en multipliant (I.5) par
z™"! puis en appliquant C(k“), - ,C(d) successivement et en utilisant les condi-
tions d’orthogonalité (I.4). On obtient ainsi 'expression générale des coefficients
a,(’) pour i =d — k, ... ,d aprés résolution d’un systéme triangulaire.

D’autre part, on multiplie (I.5) par z" et 'on applique C,... ,C®), Les
conditions d’orthogonalité sont & nouveau utilisées pour 1’obtention des coefli-
cients az(-r) pour i = 1,...,d — k — 1. Ces derniers dépendent des az(-r) pour
i=d-—k,...,d

Le coefficient 3, est quant & lui obtenu en multipliant Pégalité (I.5) par 2™ et
en applicant C*+1). Les conditions d’orthogonalité nous ?ermettent a nouveau

T

d’obtenir ’expression de ce coefficient, qui dépend des ag :
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Remarque 2.1
On ne donnera pas ici une expression explicite de tous ces coeflicients dans
la mesure ot celle-ci est assez lourde et n’est, de plus, pas utilisée dans la
suite. Pour plus de détails, on pourra se référer a [73].

Remarque 2.2
Une identité de type Christoffel-Darboux peut étre trouvée dans [77] mais
elle utilise une forme bilinéaire différente de celle que nous allons utiliser
dans la Deuxiéme Partie. Nous ne la rappellerons donc pas ici.

Conclusion

Des deux Sections précédentes, on remarque que certaines des notions connues
pour les polynémes orthogonaux ont leur prolongement pour les polynémes
orthogonaux de dimension d > 1 (relations de récurrence, expression sous forme
de déterminants, conditions d’orthogonalité ...).

De plus, I'interprétation matricielle des polynémes vectoriellement orthogo-
naux n’a pas encore été traitée dans le détail. A travers la biorthogonalité, cer-
tains résultats matriciels sur les polyndmes vectoriellement orthogonaux seront
ainsi démontrés ou retrouvés.
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Deuxieme partie
Interprétation matricielle des
polynomes biorthogonaux

Introduction

Le but de cette partie est d’étudier dans le détail les polynémes biorthogonaux
et, d’'une certaine maniere, d’étendre certains des résultats généraux déja connus
sur les polynomes orthogonaux (voir [4, 8, 32]) ainsi que certains des résultats
sur les polynémes orthogonaux de dimension d > 1 (voir [76]), notamment en
terme matriciel. Nous nous intéresserons donc tout naturellement aux relations
de récurrence que 'on peut trouver ainsi qu’aux éventuelles propriétés quant
aux zéros de tels polynémes. Les notions telles que noyau reproduisant et iden-
tité de type Christoffel-Darboux auront tout naturellement leur prolongement ici.

C’est ainsi que dans la premiére section nous allons tout d’abord définir la
biorthogonalité ainsi que les conditions d’existence et d’unicité des polynémes
biorthogonaux. Des relations de récurrence seront également données.

Dans la deuxiéme section, des relations matricielles seront mises en
évidence, notamment des relations utilisant les zéros des polynémes biorthogo-
pnaux. Les valeurs propres de certaines matrices seront également considérées.
Dans ce cadre, les matrices de Hessenberg et de Vandermonde joueront un rdle
essentiel. D’autre part, 'introduction de polyndmes biorthogonaux a droite et
polyndmes biorthogonaux & gauche permettra quant & elle diverses relations
matricielles.

La troisiéme section sera consacrée a des notions telles que noyau repro-
duisant et relations de type Christoffel-Darboux. Ainsi, en étudiant les zéros des
polynémes biorthogonaux, de nouvelles relations matricielles vont apparaitre.
Ces relations permettront ’écriture d’identités de type Christoffel-Darboux.

La quatriéme section considérera une classe de projecteurs orthogonaux
issus des relations matricielles des Sections précédentes. Ces projecteurs seront
tout naturellement une extension des projecteurs connus sur les polyndomes
orthogonaux.
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Enfin, dans la cinquiéme section, on montrera la relation qui existe entre le
calcul des polynomes biorthogonaux et la méthode de bordage. Les cas particu-
liers des polynomes orthogonaux et des polynémes orthogonaux de dimension -1
seront étudiés.
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1 Biorthogonalité

Les polyndmes vectoriellement orthogonaux sont une extension des polynomes
orthogonaux (si 'on considére par exemple les relations de récurrence qu'ils
vérifient). Une notion plus large encore est celle des polynémes biorthogonaux,
a laquelle nous consacrons cette Section.

Dans la premieére sous-section, quelques définitions concernant la bior-
thogonalité seront introduites. Elles seront nécessaires a la compréhension de
cette derniere. La notion de polynémes biorthogonaux sera bien entendu abordée.

Les polynémes biorthogonaux définis, il sera alors possible d’étudier leur
existence ainsi que leur éventuelle unicité dans la deuxiéme sous-section.

Enfin, quelques relations de récurrence concernant ces polyndémes biortho-
gonaux seront considérées dans la troisiéme sous-section. Ces relations de
récurrence seront utiles pour d’éventuelles relations matricielles démontrées dans
la Section 2.

La notion de biorthogonalité étudiée dans cette partie est celle qui a été définie
par Brezinski dans [8].

1.1 Définitions

La biorthogonalité est une notion qui concerne d’une part des formes
linéaires et d’autre part certains polynomes. Introduisons alors ici les définitions
nécessaires a sa compréhension.

Sotent {L,},,, des fonctionnelles linéaires définies sur P par
Li(z7) = ¢;j pour i,5 = 0,1,...
Evidemment, compte tenu de la définition de ces fonctionnelles, il est possible de
regrouper les différents coefficients c; ; sous forme matricielle en posant

Co,0 Co,1

L= Cl,o

Dans le cas ou 'on considere la matrice principale d’ordre k¥ de la matrice
précédente, celle-ci peut étre rencontrée sous le nom de matrice de Gram et est
alors notée [L : f] ol f désigne le vecteur (1,x,22,... ,2%)T [78].

De fagon analogue, la matrice L™ représentera les formes linéaires £7 définies
par

LI (z?) = ¢j; pour i,5 = 0,1,...
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Ainsi, pour une matrice L donnée, deux familles de fonctionnelles peuvent étre
facilement associées {ou tout au moins les moments que de telles formes linéaires
peuvent prendre sur les premiers éléments de la base canonique).

On définit la suite de polyndmes biorthogonaux {Pi},,.

Définition 1.1 - Polynémes biorthogonauz (Brezinski [8])
Les polynomes Py, € Py, vérifiant

Li(P)=0pouri=0,...,k—1 (IL.1)

sont appelés polynomes biorthogonaus.

On appellera également ces derniers polynémes biorthogonaux & gauche de L.
De méme, on définira les polynémes biorthogonaux a droite de L, notés Py, par

LI(P)=0pouri=0,...,k—1. (11.2)

Le polyndome P; (respectivement I~’k) sera donc biorthogonal par rapport aux
k — 1 premiéres formes linéaires £; (respectivement L7]).

Convention

On pourra parler par abus de langage dans la suite, lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, de polynomes biorthogonaux sans préciser les fonctionnelles
utilisées pour cette biorthogonalité.

A partir de la Définition 1.9 de la Premitre Partie, on introduit la notion de
matrice fortement réguliére que ’on définit ci-apres.

Définition 1.2 — Mairice fortement réguliere

La matrice carrée M, de dimension k sera dite fortement réguliére si ses k
premiéres matrices principales d’ordre k sont inversibles (ont un déterminant non
nul).

1.2 Existence, unicité des polynémes biorthogonaux

1l faut désormais considérer 1'existence et 'unicité des suites de polyndmes P
et P, définies plus haut.

Nous allons donc tout d’abord considérer 1’existence de telles suites avant de
s’interroger sur leur unicité.
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1.2.1 Existence

Pour étudier I'existence des polyndmes P et 1‘5;5, il faut s’intéresser aux diverses
maniéres de les déterminer, d’aprés les conditions qu’ils doivent remplir selon
(IL.1) et (IL2).

Pour cela, notons désormais, de fagon canonique,

k k
Pi(z) =Y pPx et Pi(z) = pP. (IL3)
i=0

=0

On vérifie aisément que le polynome défini par

Co -0 "t Cok
(IL.4)
Ck—1,0 " " Cp-1k
1 z --- zF

satisfait les conditions d’orthogonalité (II.1). Il suffit, pour cela, d’appliquer
L; pour i = 0,...,k — 1 et de constater que deux lignes sont identiques. Le
déterminant est alors nul.

Un tel polynéme existera donc toujours. Un probléme peut se poser si 'on
veut qu’en plus ce polynéme soit de degré k exactement. Alors, il faudra de plus
que

Co ' Cok-1

| Lx| = #0. (IL5)

Ck—-10 " Ck—1k-1

En effet, |Li| correspond au coefficient de plus haut degré du polynéme défini en
(I1.4). Nous supposerons cette condition désormais satisfaite pour tout £ > 0.

1.2.2 Unicité

Supposons alors P’existence d’un polynéme de degré k exactement vérifiant les
égalités (I1.1). Interrogeons-nous alors sur son unicité.

En divisant P par pgk) = (—1)¥ | L], les équations (11.1) deviennent

k-1 p(j)
%Ci,j: —cixpourt=0,1,... ,k—1,
i=0 Dy

0 (1)

. . . k-1
ou les inconnues sont bien entendu p;’,p. 7, . .. ,pg ),
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Ce systeme étant un systeme de k équations a k inconnues, il admet une
solution unique si et seulement si il est de Cramer, c’est-a-dire s’il admet un
déterminant non nul. Or, le déterminant de ce systeme est

Co.0 €1 - Cok-—1
1 | cy €1,1 C1,k-1 | L
(k) | : : RGN
y . : : Py
Ck—-10 Ck—11 " Ck—1k-1

De plus, pour pouvoir diviser par pg“), il faut que celui-ci soit non nul, c’est-a-dire

| Li| # 0.

Ainsi, le polynéme P unitaire de degré k exactement existe et est unique si la
condition (IL.5) est remplie. Et il s’écrit

Coo **° - Cok
Cr-16 " " Cp—1k
1 z --- zF
Pk(x) = | Lkl (II.6)

On retrouve tout naturellement une extension des définitions des polynémes or-
thogonaux et vectoriellement orthogonaux de la Premiére Partie.

De méme maniére, on montre que le polynéme unitaire Py de degré k exac-
tement existe et est unique si et seulement si |L;| # 0. Comme |L}| = |Lg|, la
condition d’existence et d’unicité est identique pour les deux polynémes. Nous
supposerons dés lors que |Lg| # 0 pour tout & > 0.

1.3 Relations de récurrence

Nous allons étudier les diverses relations de récurrence que ’on peut exprimer
pour les polynémes Py et Px.

Deux types de relations seront considérées ici. Tout d’abord, nous aborde-
rons les relations oti une seule famille de polyndmes est utilisée. Ces relations
seront appelées relations fermées. Ensuite, des relations seront utilisées ou les
deux familles sont considérées simultanément. Ces relations seront, quant a elles,
nommeées relations mixtes.

1.3.1 Relations fermées

On appellera relations fermées des relations qui ne prennent en compte que
les polynomes d’une seule famille.
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On rappelle que |Li| # 0 pour tout k (c’est-a-dire que tous les polyndmes
biorthogonaux existent et sont de degré k exactement). Alors, deux principales
facons d’écrire Py et P peuvent, étre considérées. Elles figurent dans les Proposi-
tions (1.1) et (1.3).

Proposition 1.1
Les polynomes Py s’écrivent

k
Prei1(z) = zPe(z) — Zag)Pj(x) pour k=0,1,... (11.7)
3=0 .
avec Po(z) = 1 et ot les coefficients a,(cj) sont donnés par
NOR Lo(zFx)
k Lo(Py)

o _ LilzP) :{j SO LB

a .
* Li(P;) &% Li(F)

Preuve :

Les polynémes P; étant de degré j exactement, alors les polynomes zP;, P;,
..., Py forment une base de P;;;. L’écriture (I1.7) est alors possible et unique.
Pour I'expression des coefficients, il suffit d’appliquer £; & Py, successivement
pour Lo, Lq,... , Ly Le résultat devant étre nul d’aprés les conditions d’orthogo-
nalité (I1.1), on trouve le résultat.
|

Comme dans le cas des polyndomes orthogonaux ou des polyndmes orthogonaux
de dimension d > 1 , une telle expression pose un probleme si la valeur de £;(FP;)
est nulle.

Or, on démontre la

Proposition 1.2

Soit Py le polyndome biorthogonal unitaire par rapport aux formes linéaires L;.
Supposons la matrice Ly, fortement réguliére.

Alors les polynémes P; pour 0 < i < k existent et

L
Lk(Pk) = ||-£:l1|
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Preuve :

11 suffit de considérer P, sous la forme de rapport de déterminants exprimé en
(IL.6), ce qui est possible puisque |Li| # 0. On applique alors L et le résultat
est immédiat en revenant a la définition de cette forme linéaire.

Ainsi, dans I’hypothése ol les déterminants | Li| sont tous non nuls, ’expression
des coefficients de la Proposition 1.1 a bien un sens. Il s’agit & nouveau d’une
généralisation de 1’écriture des polynoémes orthogonaux et orthogonaux de di-
mension d > 1. La différence majeure est que la relation de récurrence n’a pas
un nombre de termes fixé puisque ce dernier dépend du degré du polynoéme.

Bien siir, une expression strictement identique peut &tre obtenue pour les po-
lynémes biorthogonaux P;.

Proposition 1.3 _
Les polynomes Py, sont exprimés par

k
Prua() = 2Pu(z) — > a0 Py(e) (IL8)
§=0
ot Py(z) =1 et otl les coefficients E,(f) ont une expression similaire ¢ celle de la

Proposition 1.1.

Preuve :

11 suffit simplement d’appliquer L] et d’utiliser les conditions d’orthogonalité
(I1.2).
=

Bien qu’évidentes, ces deux expressions joueront un réle pour Pinterprétation
matricielle proprement dite dans la Section 2.

1.3.2 Relations mixtes

_ Apreés avoir mis en évidence les relations que vérifient les polyndmes Py et
Py, par rapport aux polyndmes de la méme famille, cherchons maintenant une
expression des polyndmes Py et P, qui utilise les deux familles de polynomes
simultanément. ‘

Ceci nous permettra d’étudier les liens matriciels qui unissent les deux familles
de polynémes biorthogonaux.
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Proposition 1.4
Les polynomes Py, vérifient la relation

k
Piia(2) = sP(z) = Y b7 Pi(z) pour k=0,1,... (IL9)
§=0
avec Py(z) = Po(z) =1
w0 _ LolzBy)
, Lo(Fo)
. L;,zh) 20 Li(P) ,
By = LR b()—J—pourj=1,...,k.
¢ L;(P;) 2t L;(F;)

Preuve :

La démonstration de cette Proposition, bien que similaire 4 celle de la Propo-
sition 1.1, en differe quelque peu. _

L’écriture (I1.9) est toujours possible puisque les polynémes zP:(z), Pi(z),
Py_1(z),..., Py(z) sont de degré respectif ¥ + 1, k, ..., 1, 0. Ainsi ils forment
une base de Pyy1.

Pour trouver b,(co), on applique £y & (I1.9). Par orthogonalité (II.1), on obtient
Lo(P;) = 0si j # 0 ce qui nous donne I'expression du coefficient.

Pour les autres coefficients, on applique £; & (I1.9) et on utilise & nouveau les
conditions d’orthogonalité (II.1). Il est & noter que £; (xﬁk) est présent dans tous
les coefficients dans la mesure oui les fonctionnelles £; et les polynémes ﬁk ne
sont, en général, pas liés.

]

Cette expression est également toujours définie dans la mesure o L;(P;) # 0
pour tout j (puisque |Ljy,| # 0).
Une formulation analogue peut ainsi étre énoncée pour les polyndmes Fx.

Proposition 1.5 _
Les polynomes Py s’expriment par

k
Pi(z) = oPi(z) - Y8 Pi(z) (IL.10)

=0

0t Py(z) = Py(z) = 1 et od les coefficients 3,9) ont une expression similaire &
celle introduite a la Proposition 1.4.
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La relation (II.7) généralise donc naturellement la relation & trois termes des
polynémes orthogonaux et celle & d + 2 termes des polynémes orthogonaux de
dimension d > 1 étudiés par Van Iseghem.

La relation (I1.9), quant a elle, est nouvelle, dans la mesure ot ici les deux
familles de polynomes sont considérées simultanément, ce qui n’était pas le cas
précédemment.
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2 Relations matricielles

Apres avoir exprimé les différentes facons d’écrire les polynémes Pi et Isk,
intéressons-nous désormais aux différentes relations matricielles qui émanent
directement des polynomes biorthogonaux et des relations polynomiales définies
dans la Section 1.

Pour cela, nous considérerons dans la premiére sous-section des relations
générales.

Dans la deuxiéme sous-section, les zéros des polynémes biorthogonaux
seront considérés et de nouvelles relations matricielles seront obtenues et
démontrées.

Enfin, des relations matricielles seront mises en évidence dans la troisiéme
sous-section entre les polynémes biorthogonaux a gauche et les polynémes bior-
thogonaux a droite.

2.1 Relations générales

Nous allons tout d’abord introduire deux premieres matrices issues des
définitions méme des polyndmes biorthogonaux introduites en (I1.3).
Posons

1 0 .-« 0
(0) 1 :
T,=| "
: . . 0
0 k-2
Y - PP 1
et
1 0 0
_ ~0) 1
Te=| P
: . .0
(1} k—2
ﬁc—)l f)fc—l) 1

qui sont donc les matrices des coefficients des k£ premiers polynémes biorthogo-
naux respectivement a gauche et a droite.

Enongons tout d’abord quelques relations ne dépendant uniquement que de la
matrice L; et des matrices Ty et T';.
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Proposition 2.1

Si T, est la matrice des coefficients des k premiers polynémes biorthogonauz
d gauche et Ly la matrice des formes linéaires associées, alors la matrice LT}
est une matrice triangulaire inférieure.

Preuve :

1’élément de la ligne i, colonne ;5 de ce produit est, par définition, le produit
scalaire de la ligne ¢ de Ly par la colonne j de T (donc la ligne j de T%).

1l s’agit donc de L£;_1(Pj_1), qui est nul pour i = 1,2,...,j — 1 d’apres les
conditions d’orthogonalité énoncées en (I1.1), ce qui montre la forme triangulaire
inférieure du produit matriciel considéré.

Un raisonnement analogue sur les polynoémes biorthogonaux 2 droite, c’est-a-dire
sur les matrices T et L} nous donne la

Proposition 2.2

Si Ty est la matrice des coefficients des k premiers polynomes biorthogonaus
G droite et Ly la matrice des formes linéaires associées, alors la matrice T Ly
est une matrice triangulaire supérieure.

Preuve :

Il s’agit, en effet ici, de considérer le produit scalaire de la ligne i de T, par
la colonne j de Ly, c’est-a~dire £3_;(F;-1), qui est nul pour j = 1,2,...,i—1
d’aprés, cette fois-ci, les conditions d’orthogonalité exprimées en (I1.2), ce qui
nous donne la forme triangulaire supérieure en question.

En combinant les deux Propositions précédentes, on obtient de fagon triviale la

Proposition 2.3 _

Si Ty est la matrice des k premiers polynomes biorthogonauz ¢ gauche, Ty
la matrice des k premiers polynémes biorthogonauz d droite et Ly la malrice
des fonctionnelles linéaires associées, alors la matrice T LT}, est une matrice
diagonale.
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Preuve :

D’apres la Proposition 2.1, et par définition de f’k, i‘kLsz est le produit de
deux matrices triangulaires inférieures. Elle est donc triangulaire inférieure.

De plus, d’aprés la Proposition 2.2 et par définition de T, c’est aussi le produit
de deux matrices triangulaires supérieures. Elle est triangulaire supérieure.

Elle est donc diagonale.

Cette matrice diagonale sera notée D; et ses éléments diagonaux seront tout
naturellement notés (dy, ... ,dk—1)-

On remarque ici que si les matrices Ty et f’k sont inversibles (ce qui est le cas
puisqu’elles sont & diagonale unité), alors

L. =T, D,T;".

Or, la matrice T étant triangulaire inférieure et la matrice T'; également, il
s’agit en fait de la décomposition LU de la matrice L. La décomposition LU est
donc directement liée aux polyndomes biorthogonaux. La matrice diagonale D,
ne servant, en fait, qu’a la normalisation des deux suites de polyndmes.

Remarque 2.1
On retrouve ici une généralisation de la décomposition de Choleski d’une
matrice symétrique. En effet, pour une matrice symétrique, les polynémes
biorthogonaux i gauche et & droite sont identiques (puisque les deux ma-
trices Ly et Ly, sont alors identiques).

Suite aux écritures des polyndmes P; et Py en (IL7) et en (IL8), nous allons
définir deux nouvelles matrices de coefficients.

Posons
(¢ 1 0 ... 0 )
a§°) a&l) .
Je=| : | (I1.11)
: : .. 1
© @ gD

Qr 1 G4 ap_1
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puis
L 0 )
& g -
Je=| 1 1 .o (I1.12)
: : 1
5521 a’{kl—)l aﬁ'ill))

qui sont deux matrices de Hessenberg inférieures.
Introduisons de plus la matrice compagnon de F;.

0 1 0 e 0

0 0 1 oo 0

Fr= : : :
_psco) _pg) . _p£k~2) _pgc-n

Alors nous avons la
Proposition 2.4

Si F'y, est la matrice compagnon de Py et Ji la matrice de Hessenberg inférieure
introduite en (I1.11), alors les matrices Fy et Ji sont semblables et l'on a

JiTy, = Ty Fy. (11.13)

Preuve :

Adoptons avant tout quelques conventions.

Désormais,
k
e =1
pg) = 0sii>k
a§i+1) - 1
a§i+j) = 0sij>1.

. Alors, 1’élément de 1a ligne 1

Ainsi, T = (97" 6 i = (af7)
insi, T D4 L<ii<k et Jyi a;_ 1i gk

et colonne j du produit J;T' est

k
-1 j—1
S el Y. (I1.14)
=1
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D’apres (11.7), on a

ka(a:) Pk+1 :L') Za(J)Z (l) l Za(J)Z (l) l
Jj=0

7=0

en vertu des conventions adoptées plus haut.
Ainsi,

k+1 k k
-1 5 0 ] I
S04 - sl pshzl—z(za?) 20s!

Et, par identification des coefficients, on trouve

k
o = = a@p? (IL15)
7=0
k
pg_l) - pgll = Zag)pg) sil>1. (IL.16)

Ainsi, d’aprés (I1.14), la colonne d’indice 1 du produit matriciel J;Tx pour la
ligne 1 devient, si 7 < k

Z a(l_ll) p§°’1 + pfo) Z a;” p§°) par changement d’indice
=0

= Osii#ket — pg)) sinon d’aprés (I1.15).

Quant aux colonnes suivantes, on trouve

k
Z“:(Vz”l’fj—._ll) = Zafl)lpo )
(-

= Zaﬁ?lpﬁ Yy Zafl)lp(’ Vsii<k
=0 1=

k-1
= pdP —pl 4 Zafl)lp, Y d’apres (I1.16)

_ g7 _ gD 4 6D

- pg_ 2)

® (Z+J)

cara,’; =1leta, 7 =0sij>0

Enfin, si i = &,

k
- 2 :
Z:afc DU = gD _ g g 5> 1,
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Le produit matriciel J;T'\, est donc la matrice de Hessenberg inférieure

( 0 pgo) 0 ... ... 0 \
o p” 0 :
i 6 1 k-3 : ’
0 p%r% 3 p%f; s p%l?—z’s; (kO—z)
Om) 20 o e ey ey e ey
\—Pk Pply — Py Ppl1—Pr’ o P TPy D1 — Dy /

que 'on reconnait sans difficulté comme étant ’expression du produit matriciel
T Fy, ce qui acheve la démonstration.
?

Nous obtiendrons de méme que les matrices Ji et F, ol

0 1 0 e 0

- 0 0 1 “e 0

Fi = : : :
50 D ey

est la matrice compagnon de ﬁk, sont semblables avec f’kf'k = J k1~’k par un
raisonnement identique. On observe que les relations valables pour les polynémes
orthogonaux s’étendent sans probléme aux polynoémes biorthogonaux.

Remarque 2.2
La relation (I1.13) est en particulier valide pour les polynémes orthogonaux
de dimension d > 1. La matrice de Hessenberg sera alors une matrice bande
puisque la relation de récurrence ne comporte, pour ces polyndémes, que d-+2
termes.

2.2 Zéros des polyndmes et relations matricielles

Nous allons voir ici que les matrices précédemment définies sont liées d’une
certaine maniére aux racines des polyndmes biorthogonaux Py et Py, ainsi qu’aux
valeurs propres et vecteurs propres de certaines matrices.

Nous allons donc, dans cette sous-section, considérer les racines des polynémes
biorthogonaux et voir s’il est possible d’étendre certains résultats connus sur les
polyndmes orthogonaux.

Théoréme 2.1
Soit Py le polynome biorthogonal de degré k. Soit Ji la matrice de Hessenberg
inférieure introduite en (I1.11).
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Alors
Pk(:n) = I.’I)Ik — Jkl

ou I est la matrice identité de dimension k.
Par convention, on posera Py(z) =1 = |z — Jyl.

Démontrons tout d’abord le

Lemme 2.1
Soit G la matrice définie par

ao,o -1 0 0
a0 a1 -1
G = ' 0
-1
0k-10 Qg-11 **° **° Okp_1k—1

ot les coefficients (i), icick—1 SOnt des complezes.
S N\

Alors,
k-1
|G| = a1+ Zak—l,i G| .
=1
Preuve :

Si P'on développe par rapport a la derniére ligne, on trouve

k—1
Gl =) (—1)F Mgy,

=0

@ [Gi O .
G, = ~@) | sii>0
G G,

avec éi’) qui est une matrice triangulaire inférieure de dimension £k — ¢ —1 &
diagonale —1 et Ggo) = (=1)*axp. ‘
Ainsi, ‘Gg)' = (—1)¥*"1|G;| et I'on obtient le résultat annoncé.

P

ol
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Nous pouvons maintenant donner la démonstration du Théoréme 2.1.

Du Lemme 2.1 on déduit le résultat du Théoréme 2.1. En effet, on raisonne
par récurrence sur k :

— on vérifie que |zI; — Jy| = z — a¥) = Py(x).
- On suppose que |zI; — J;| = Pj(z) pour j =1,...k— 1.
— Alors, d’apres le Lemme 2.1,

|z — Ji| = (:c—a ))|:cIk 1— J- 1|—Za(') |lzX; — J,|—a(o)

=1

= zP4(z) - a Z a1 Pi(x) par hypothese de récurrence

= zP_4(z Za(')lPi(a:) car Py(z) =1
=0

= Pk(x)

Ceci acheve la démonstration.

On remarque qu'il s’agit d’une généralisation du résultat connu sur les polynémes
orthogonaux (Théoréme 1.4 de la Premiére Partie). Il permet également d’obtenir
une extension pour les polyndmes orthogonaux de dimension d > 1.

Ce Théoreme nous permet, bien entendu, de caractériser de fagon matricielle
les racines du polvnéme P; sous forme d’'un Corollaire.

Corollaire 2.1.1

S1 Py est un polynéme biorthogonal et J; désigne la matrice de Hessenberg
inférieury introduite en (I1.11), alors les zéros du polynéme Py sont les valeurs
propres de la matrice Jg.

Preuve :

La démonstration est immédiate si I'on revient & la définition des valeurs
propres d'une matrice et si I'on utilise le résultat du Théoréme précédent.
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On trouvera de méme que les zéros du polynéme ﬁk sont les valeurs propres de
la matrice Jj et que

Pi(z) = l.'z:Ik - jkl )

Intéressons-nous de plus prés aux zéros de ces polynémes biorthogonaux. Soit

désormais Z, la matrice diag(zL", ... , 2") ol les k scalaires (z,(:)) <icp SO0 les
1<
k racines (comptées avec leur ordre de multiplicité) du polynéme P;. Définissons

de plus la matrice de Vandermonde

1 ]_ e 1
€)) ¢ (k)
z z . e e z
V, = ’“ ’° k
-k—l -k—l -k—l
LOF @R

générée par ces zéros.

De méme, pour la suite, on posera Zk = diag(%fcl), - ,Efck)) et

1 1 s 1
O K)
~ yA ¥4 s VA
vi=| % T b
-k—l -k—l .k—-l
SO N

ol les complexes 70 sont les k racines du polyndme ﬁk, comptées, elles
k

)1<z'<k o
aussi, avec leur ordre de multiplicité.

En utilisant ces différentes matrices, on obtient la

Proposition 2.5
St V', est la matrice de Vandermonde générée par les zéros de Py, si Fy est
la matrice compagnon de Py, et Z; la matrice diagonale composée des racines de

. wWk—=I\T
Py, alors les vect ,‘z,(:), cee, z,(:) ) pouri =12, ... k sont des vecteurs
propres de F'j. et de plus

Fka = Vka

Preuve :



44 2 Relations matricielles

L’égalité matricielle précédente est évidente pour les k¥ — 1 premieres lignes.
Pour la derniére, I’élément de la colonne j est

Zp@) G — 9O car P(20) =
=0
en ce qui concerne le produit matriciel FyVy, ce qui est clairement la derniére
ligne du produit de Vi, par Zj.
Ceci justifie ’assertion sur les vecteurs propres et achéve 1a démonstration.

Ce résultat est une extension de 1’égalité matricielle sur les polynémes orthogo-
naux qui a été rappelée dans la Premiére Partie en (1.3).

En outre, un cas particulier donne une égalité matricielle identique pour les
polynomes orthogonaux de dimension d > 1.

Proposition 2.6

Si Ji est la matrice de Hessenberg inférieure introduite en (I1.11), si T est
la matrice des coefficients des polyndomes biorthogonauz, si Zy est la matrice
diagonale composée des zéros de P et si Vi est la matrice de Vandermonde
générée par ces racines, alors les matrices Jy, et Z sont semblables et, en posant

Q. =TV, 0ona
Jr Qi = Q2.

Preuve :

Ji TV = Ty F V) d’aprés la Proposition 2.4. Et T Fy 'V = Ty Vi Z;
d’apres la Proposition 2.5. En égalant les deux expressions, on obtient le résultat.

Cette derniére Proposition est une généralisation du Théoreme 1.5 de la Premiere
Partie portant sur les polynémes orthogonaux.

Toutes les relations fermées données ici nous permettent donc de généraliser
celles exprimées dans [4] aux polynomes biorthogonaux et également aux po-
lynémes orthogonaux de dimension d > 1.

D’autre part, il est bien évident que toutes les relations matricielles démontrées
pour les polynémes biorthogonaux & gauche (c’est-a~dire les Fi) ont leur
équivalent pour les polynémes biorthogonaux a droite (les ﬁk). Elles ne prennent
en compte qu'une seule famille de polynémes biorthogonaux.
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2.3 Relations matricielles mixtes

Apres avoir étudié les diverses relations matricielles qui pouvaient étre tirées
d’une unique famille de polynémes biorthogonaux, il serait intéressant de voir
si I’'on peut en trouver certaines qui feraient apparaitre simultanément les deux

familles {Pk}kzo et {Isk}

E>0

Pour cela, nous allons introduire ici deux nouvelles matrices, correspondant 3
Pécriture de (11.9) et de (IL.10).

Posons
(8 1 0 ... o0 )
B Y o
Je=1| ST (I1.17)
S S |
Fo—
oy B, e e Y
et
(39 1 0 ... o0 )
30 W Lo
Jy=1 : A I (11.18)
S -1
B0, B2y oo B

Ces matrices de Hessenberg inférieures définies, on obtient la

Proposition 2.7 _

Si les matrices Ty et Ty représentent respectivement les coefficients des po-
lynémes biorthogonaux & gauche et les coefficients des polynomes biorthogonauz
& droite, si Fy est la matrice compagnon de Py et si J'y est la matrice de Hes-
senberg inférieure introduite en (I1.17), alors ces matrices sont liées et vérifient
la relation

J" T = Ty Fy. (I1.19)

Preuve :
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En remarquant, d’aprés (I1.9), que

k
0 0
# = 3
3=0
) k
), = Y- Zb(]) Dsi1<igk
j=t
k+1
p§c+1) = 1,

et en raisonnant de fagon analogue & la démonstration de la Proposition 2.4, on
trouve le résultat.
|

De méme, on trouvera la

Proposition 2.8 _

Si les matrices Ty et T}, représentent respectivement les coefficients des po-
lyndémes biorthogonauz & gauche et les coefficients des polynémes biorthogonauz d
droite, si F'}, est la matrice compagnon de Py et si J';. est la matrice de Hessenberg
inférieure introduste en (I1.18), alors ces matrices sont lies par la relation

J Ty = T Fy. (11.20)

Preuve :

La démonstration est identique & celle de la Proposition précédente.

Les deux Propositions précédentes nous permettent d’obtenir le

Théoréme 2.2

Si la matrice T représente les coefficients des polynéomes biorthogonaeuzr a
droite, si F est la matrice compagnon de Py, si J'y est la matrice de Hessenberg
inférieure introduite en (I1.17), si F est la matrice compagnon de Py et si enfin
J'; est la matrice de Hessenbery inférieure introduite en(Il.18), alors les matrices
J’ kJ’k et Fka sont deux matrices semblables et elles vérifient

J’kjlkfk = Tkakﬁk.
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Preuve :

Il suffit de multiplier (IL.19) & droite par F'; et d’utiliser égalité (I1.20). Le
résultat est alors immédiat.
]

De méme on trouve le

Théoreme 2.3

St la matrice Ty représente les coefficients des polynémes biorthogonauz a
gauche, si Fy. est la matrice compagnon de Py, si J'; est la matrice de Hessenberg
inférz'eure introduite en (I1.17), si F, est la matrice compagnon de Py et si enfin
J': estla matrice de Hessenberg inférieure introduite en (II.18), alors les matrices
J’ wJ ' et Fka sont deuz matrices semblables et, a ce titre, elles vérifient

J'kJ'ka = TkaFk.

Preuve :

11 suffit de multiplier 3 gauche (I1.19) par J’; et d’utiliser I’ égalité (I1.20).

Enfin, sous une certaine condition, on trouve deux relations reliant toutes les
matrices de coefficients.

Proposition 2.9

Si Jy et J, représentent respectivement les matrices de Hessenberg inférieures
introduites en (I1.11) et (I1.12). Si Ty et Tk sont respectivement les matrices
des coefficients des polynomes biorthogonauzr & gauche et & droite, si J'x et J’ k
représentent respectivement les matrices de Hessenberg inférieures introduites en
(IL.17) et en (I1.18) et si, de plus, Pr(0) # 0 et Px(0) # 0, alors ces matrices
vérifient

~—1

T I =TT =TTy
Preuve :

Si P,(0) # 0 alors, d’aprés la Proposition 2.7, J'i sera inversible. En effet,
Te| = |Tx| =1, |Fi| = (~1)* " P(0) = |Ji| = | Fi| #0.
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De méme, on trouve que si I~’k(0) # 0, alors Jy est inversible. On utilise les
Propositions 2.4, 2.7 et 2.8. Le résultat est alors immédiat par passage & I’inverse.

Toutes les relations établies dans cette sous-section avaient leur équivalent pour
les polynomes orthogonaux associés a une matrice de Hankel méme si cela n’ap-
parait pas dans la Premiére Partie. En effet, certaines de ces relations sont alors
confondues dans la mesure oli, pour ces matrices, les polynémes biorthogonaux 2
gauche et & droite sont identiques (une matrice de Hankel est symétrique!). Par
contre, pour les polyndmes vectoriellement orthogonaux, ces relations n’étaient
pas connues dans la mesure o I’on a considéré ici les deux familles de polynémes
biorthogonaux simultanément. '
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3 Noyau reproduisant et identités de type
Christoffel-Darboux

Lorsque ’on rencontre dans la littérature la notion de polynomes orthogonaux
(et aussi de polyndmes orthogonaux matriciels [77]), on trouve généralement
également la notion d’identité de Christoffel-Darboux, ou de type Christoffel-
Darboux. Associée au noyau reproduisant, cette notion permet d’obtenir des
relations matricielles supplémentaires. Nous verrons, dans cette Section, que des
relations du méme type existent pour les polynémes biorthogonaux.

1l faudra alors tout d’abord définir la notion de noyau reproduisant dans le
cadre des polynémes biorthogonaux et analyser ses propriétés principales, ce qui
sera le but de la premiére sous-section.

Nous pourrons alors dans la deuxieme sous-section déterminer les relations
matricielles issues tout d’abord du noyau reproduisant.

Nous serons alors 4 méme de donner des relations de type Christoffel-Darboux
pour les polynémes biorthogonaux. Celles-ci seront regroupées dans la troisieéme
sous-section.

3.1 Noyau reproduisant - Définition, propriétés

La notion de noyau reproduisant est liée & une certaine forme bilinéaire que
nous allons définir dans un premier temps. Les propriétés du noyau reproduisant
seront établies ensuite.

Notons P et @ les polynémes de degré respectif k; et k.

k1
P(z) = Y p¥s

=0
kq
Qz) = Y 9
i=0
On définit tout d’abord une forme bilinéaire dépendant de la matrice Ly de
C[X] x C[X] dans C par
<P,Q >5,=1"Lu (11.21)

oit k > max (k;,ks) et p (resp. g) désigne le vecteur de C**! dont les k; +1
(resp. les ky + 1) composantes sont p®, pour ¢ = 0, ... ,k; (resp. ¢¥, pour i =
0,..., ko), toutes les suivantes étant nulles.
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Rappel 3.1
Les coefficients que I’on note d; sont les éléments diagonaux qui apparaissent
dans la matrice diagonale définie & la Proposition 2.3 par le produit D; =
T L TT.
Ainsi, on énonce la
Propriété 3.1
Soient P; le polynéme biorthogonal a droite de degré i et P; le polynéme bior-

thogonal ¢ gauche de degré j.
Alors, la forme bilinéaire définie précédemment vérifie

< B, P >g,= 6; ;d;

ot &; ; est le symbole de Kronecker (6;; =1 sii=j et 0 sinon).

Preuve :

1l suffit de constater que cette expression n’est autre que le coefficient de la
ligne i et de la colonne j de la matrice D; du Rappel 3.1. C’est en fait une
conséquence directe de la Proposition 2.3.

~Cette forme bilinéaire étant définie, il est possible maintenant d’introduire la
notion de noyau reproduisant.

Définition 3.1 - Noyau reproduisant (Bultheel et al. [2}])
St les polynomes Py et P, sont les polynomes biorthogonauz respectivement d
gauche et a droite de Ly, alors, le polynome & deuz variables défini par

k .
U (z,9) = > P(d)d; P(a),

=0
ot d; =< f’,-, P, >, , sera appelé noyau reproduisant relatif a la matrice Ly.

Les quantités d;' ont bien un sems car la matrice E’“ est supposée fortement
réguliere. Or, d’aprés la Proposition 2.3, |Dg| = |Tk||Li] |Tx| # 0 car tous
les polyndmes biorthogonaux sont supposés exister. Ainsi, aucun élément de la
matrice diagonale Dy ne peut étre nul.

Il est & noter qu’une autre définition du noyau reproduisant (cette fois-ci
matricielle) relatif & deux suites de polynomes a été introduite par Van Iseghem
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et al. dans [77].

Voyons les propriétés essentielles du noyau reproduisant introduit a la
Définition 3.1. Celles-ci sont associées également 3 la forme bilinéaire définie
précédemment.

Propriété 3.2
Soit Qi un polynome de degré au plus k. Alors le noyau reproduisant et la
forme bilinéaire définis plus haut vérifient

< Qi(9), Ulz, 9) >r,= Qr(z),

lorsque la forme bilinéaire agit sur ¢ et que x est un parametre. Ceci justifie
Uappellation de noyau reproduisant.

Preuve :

Les polynémes {E} étant de degré i exactement, ils forment une base

0<igk
de Pk
A ce titre on peut écrire

k
Qu(9) = Y 70 P;(9).
3=0

Ainsi,
k o k 5
<Qu8), Uz 8) > = <Y A B(#), Y P(9)dPla) >,
j=0 =0
k] K _ ~
= Y@ < B(9), A@)d Bla) >1,

j=0 =0
k . k _ _

3> d7P(z) < Bi(9), P(¢) >,
k

§=0 i=0

k
= Y @7 " d;7'Piz)di s
j=0 i=0
k - ~
= Y §9Pi(z) = Qu(a).
j=0

De méme, on trouvera la
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Propriété 3.3
Soit Qr un polynome de degré au plus k. Alors le noyau reproduisant et la
forme bilinéaire définis plus haut vérifient

< U (z, 8), Qr(z) >r,= Qr(9)

lorsque la forme bilinéaire agit sur x et que ¢ est un paramétre.

Preuve :

11 suffit d’écrire
k -
Qx(z) = quj)}};(m)
—

et de raisonner de fagon strictement analogue a la Propriété précédente.

La notion de noyau reproduisant existant pour les polynomes orthogonaux se
généralise donc tres bien aux polynémes biorthogonaux.

3.2 Relations matricielles et noyau reproduisant

Apres avoir défini la notion de noyau reproduisant, nous allons établir des
relations matricielles qui impliquent ce dernier. Nous démontrerons notamment
des relations entre les zéros des polynomes biorthogonaux et la valeur du noyau
reproduisant en ces racines.

Définissons ici trois nouvelles matrices issues du noyau reproduisant qui nous
seront utiles par la suite.
Posons

Wi = (% ,zk))) (11.22)
We = (26.24)) (I1.23)
W'k = (Qk(g](cj),zl(:)) (II.24)

Les coefficients de ces matrices sont donc les valeurs du noyau reproduisant pris
en des points particuliers : les racines du polyndéme biorthogonal de degré k a
gauche et les zéros du polynéme biorthogonal de degré k a droite.
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Remarque 3.1
Dans le cas des polynémes orthogonaux (généralement associé aux ma-
trices de Hankel), ces trois matrices sont les mémes puisque la matrice des
formes linéaires considérées est symétrique. De plus elles sont diagonales (ce
résultat est dii 4 I'identité de Christoffel-Darboux pour les polynémes or-
thogonaux). Ce caractére n’est malheureusement plus valable dans le cadre
des polynémes biorthogonaux.

Ainsi définies, ces matrices nous permettent d’énoncer la

Proposition 3.1
Soit Ly une matrice de dimension k fortement réguliére, V', la matrice de Van-
dermonde générée par les racines de Py. Soit W la matrice définie en (11.22).
Alors ces matrices vérifient

Wi =V,L,'Vy.

Preuve :

Remarquons tout d’abord que l’element de la ligne ¢ et de la colonne j du
produit matriciel TV} est P__l(zk ). On trouve alors que 1’élément de la ligne
i et de la colonne j de Q¢ D} YLV est

k k-1
> Paed Pae?) = YRGB
=1 =

k
= ZPz(z,ﬁ’bd;le(z,&”) car Pi(z{") =

= (Zk ,zk))

Ceci achéve la démonstration.

De méme, en raisonnant sur les polynémes biorthogonaux a droite de Ly, on
trouvera la

Proposition 3.2
Soit Ly une matrice de dimension k fortement réguliére, Wk la matrice définie
en (I1.28). Soit Vi la matrice de Vandermonde générée par les zéros de P.
Alors,

W=V, L'V,
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Preuve :

L’élément de la ligne i et de la colonne j de la matrice Tki}k est P,-_l(?,éj)).
Alors, 1’élément de la ligne i et de la colonne j de VT D, Q) est

k k—1
S PLENGABLE) = SO RED)TBED)
=1 =0
k K —~ - —~ R
= Zpl(zf))dz—lpz(gg)) car Pe(z) =0
=0

Ceci acheve la démonstration.

Maintenant, aprés avoir considéré séparément les zéros des polynomes des familles
{Pr}iso €t {ﬁk}k , nous allons pouvoir mettre en évidence des relations ou les
racines des polyn6>mes des deux familles sont liées.

Ainsi. on obtient le

Théoreme 3.1 _

Si la matnce Ty est la matrice des coefficients des polynémes biorthogonauz
a droite. s1 Dy est la matrice du Rappel 3.1, si Q, est la matrice définie d la
Proposttion 2.6 et si enfin W'y est la matrice définie en (11.24), alors, en posant
Qk = ’i‘. f’,, on trouve

W’k = Q;Dglék-

Preuve :

Remarquons tout d’abord que I’élément de la ligne i et de la colonne j de
Qy est P ( )). De méme, P'élément de la ligne ¢ et de la colonne j de Q,
est P,_l( )} (cest clair). On rappelle que la matrice Dy est inversible si L
est fortement reguhere L’élément de la hgne i et de la colonne j du produit
matriciel de D, par @ sera alors d; P, (z,c ) Le dernier produit matriciel
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nous donnera que 1’élément de la ligne 7 et de la colonne j de QzDglék est
k ' _ _ k-1 ' o
> Pae)d Ba@) = Y RGED)GRED)
= z—o

= ZP(Z() &P ED) car P(2) =0

= (Zlc 7Zk))7

ce qui achéve la démonstration.

Ce Théoréme est une extension de la Proposition 1.2 sur les polynémes orthogo-
naux. De ce Théoréme, on déduit immédiatement le

Corollaire 3.1.1 _
Soit L une matrice de dimension k fortement réguliére, Vi et Vi les matrices
de Vandermonde générées par les zéros respectifs des polynémes biorthogonauzx d
gauche et @ droite par rapport ¢ L. Soit W'y la matrice définie en (11.24).
Alors ces matrices vérifient

W' = Z.L,:l ‘7k-

Preuve :
De la Proposition 2.3, on déduit que
L;' = TiD;'T;. (I1.25)

En multipliant & gauche par V} et & droite par V&, on trouve le résultat.

En particulier, dans le cas ol la matrice L; est symétrique, on déduit le

Corollaire 3.1.2

St Ly est une matrice symétrique fortement réquliére, si Vi est la matrice de
Vandermonde générée par les racines de P et si les trois matrices Wi, W'y et
W . sont celles définies respectivement en (11.22), (I1.28) et (11.24), alors

Wi=W,=W)=VIL'V..
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Preuve :

Ceci est uniquement di au fait qu’une matrice symétrique a ses polynémes
biorthogonaux 3 gauche et & droite identiques. (puisque les formes linéaires as-
sociées L; et L] sont les mémes).

]

Ce Corollaire généralise & nouveau les résultats connus sur les polyndmes or-
thogonaux [4] et repris au Théoreme 1.6 de la Premiére Partie. En particulier,
Iexpression du Corollaire précédent est la méme que celle obtenue pour les po-
lynémes orthogonaux et peut donc étre étendue aux matrices symétriques (dont
les matrices de Hankel r’en sont qu’une partie). Toutefois, la forme diagonale de
W n’est généralement assurée que pour les matrices de Hankel.

Nous allons voir maintenant que, sous certaines hypotheses, les matrices W,
W', et W sont liées.

Proposition 3.3

Si les racines du polynéme biorthogonal Py sont toutes distincies et qu’il en est
de méme pour celles du polynome biorthogonal Py, alors les matrices Wi, W'y
et W, définies respectivement en (11.22), (I1.24) et (11.23) vérifient

WTW, = WiW'y = ViV,

Preuve :

On utilise le Corollaire 3.1.1 puis les Propositions 3.1 et 3.2. De plus, la matrice
W', est inversible si et seulement si les matrices Vi, V', le sont (puisque L,:l
est supposée 1’étre). Or, ces deux matrices étant de Vandermonde, elles sont
inversibles si et seulement si les vecteurs les générant ont des composantes deux
4 deux distinctes, c’est-a-dire si les zéros de P; ainsi que ceux de Py sont deux &
deux distincts.

=

Enfin, en utilisant les Propositions précédentes, on obtient le

Théoreme 3.2 e 7
Les matrices Ly, ainsi que les matrices W75, et W, définies respectivement en
(I1.22) et (I1.23) sont congruentes et vérifient

— —T
Ly = X, W'X,
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et
~T
L, = X,;W,CX,Tc

ot fk = ‘715: ';1 et Xk = Vk,W',:T.

Preuve :

On utilise le Corollaire 3.1.1 et la Proposition 3.1, ainsi la premiére égalité en
découle. D’autre part, en utilisant & nouveau le Corollaire 3.1.1 et la Proposition
3.2, la deuxieme égalité est évidente.

Ces relations étaient pour la plupart confondues dans le cas des polyndmes ortho-
gonaux. Ces derniers sont en effet généralement associés aux matrices de Hankel,
qui sont symétriques. Alors, il vient trivialement Ly = L;", ce qui implique
Pk———‘Pk, Vvk=V1c et Wk-'—‘Wk:W;c

D’autre part, ces résultats peuvent s’étendre aux polynémes orthogonaux de
dimension d > 1 (qui seront les P;). Seulement, il faudra considérer la matrice
de Hankel généralisée relative & ces polynémes ainsi que les polynémes biortho-
gonaux & droite (qui seront les P;) qui lui sont associés. La matrice J aura une
forme particuliére (ce sera une matrice bande puisque les polyndémes orthogonaux
de dimension d > 1 ne sont liés que par une relation de récurrence & d+2 termes).

3.3 Identités de type Christoffel-Darboux

Pour les polynémes orthogonaux, une identité de Christoffel-Darboux bien
connue a été énoncée (voir par exemple [4]) et rappelée dans la Premitre Partie.
En outre, pour les polynémes orthogonaux matriciels, une identité de type
Christoffel-Darboux a pu étre démontrée [77]. Elle peut mener i une identité de
type Christoffel-Darboux pour les polynémes vectoriellement orthogonaux mais
la forme bilinéaire utilisée differe de celle utilisée ici. Nous nous intéresserons
donc a une autre expression de cette identité.

Nous allons donc étudier ce que peut devenir l'identité de Christoffel-Darboux
dans le cas des polynémes biorthogonaux et quelles peuvent étre alors les diverses
facons de V’écrire, en fonction des relations matricielles déja obtenues & la Section
2.
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Afin de trouver une identité de ce type, nous allons rappeler tout d’abord une
certaine conception de cette notion qui permet ’expression du Théoréme 1.3 de
la Premiere Partie.

En effet, remarquons d’abord que I'identité de Christoffel-Darboux dans le cas
des polynomes orthogonaux consiste en une écriture différente de ’expression
du polyndéme 3 deux variables (z — ¢)Q%(z, ¢). Ainsi, on écrit Q% (z, ) puis
on remplace les occurrences de zP;(x) par son expression obtenue en utilisant
la relation de récurrence a trois termes du Théoréme 1.2. On procéde de méme
pour ¢Q%(z,d) en remplagant bien siir les occurrences de ¢P;(¢). Alors, dans le
cas des polynémes orthogonaux, certaines quantités se simplifient et 1’on obtient
Pidentité de Christoffel-Darboux du Théoréme 1.3 de la Premiere Partie.

Pour les polynomes biorthogonaux, on procédera de méme et les relations
matricielles obtenues a la Section 2 nous seront tres utiles.

On obtient ainsi le

Théoréme 3.3 _

Soit Dy la matrice diagonale du Rappel 3.1. Soient Ji et J; les matrices de
Hessenberg introduites respectivement en (I1.11) et en (11.12). Alors, une identité
de type Christoffel-Darboux pour les polynomes biorthogonauz peut s’écrire

Po(#) ' B P o ()
(- %@, 6) = | : | (Dihden—JT0aDih) |
Py(9) P %(2)
+ = (AR - R@Pn).-

Preuve :

Cherchons tout d’abord une expression de'ka (z, ¢). En remplagant ’expres-
sion de zP;(z) par celle de (IL.8), on trouve

k i+1
2Q(z, ¢) = Y P($)d; (26?)1%))
Jj=0

=0

. i+4+1 a N .
si on pose &) = 1. On reconnait 13 ’expression de

&P\ ([ 0\ [ Ba)
: Jk+1 : _ :
di ' Pi(9) 1 Pyy1(z)
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D’ou

R\ (R .
e, ¢)=| i | Dihden| i | +d7Pu$)Pnle).  (1126)
Pk(¢) ﬁk(:z:)

En raisonnant de méme avec ¢$2(z, ¢), on trouve

T

Py(z)) [ Po(#) ~

(z,4) = : D;+1Jk+1 : + d ' Pi(2) Prya(9)
Bu(z)) \Pi(0) /
Po(¢)\ /130(55)\ N

= ; D | 1 |+ P(@) P (9).
Fi(9)) \ﬁk (z))

Ceci acheve la démonstration.

On trouve ainsi un terme matriciel correcteur 3 P'identité classique de Christoffel-
Darboux pour les polynémes orthogonaux.

En effet, dans le cas ou L; est une matrice de Hankel, les polyndmes P; et
Pk sont des polynémes orthogonaux formels identiques. Les matrices J; et J, k
sont égales (puisque la matrice Ly est alors symétrique). Ainsi, en remarquant
que les quantités c(z*P;) introduites dans la Premiere Partie valent L;(P;), on
vérifie que ce terme correcteur (qui est alors une matrice de Jacobi) est nul.

En utilisant la relation (I1.13), on trouve également le

Corollaire 3.3.1

Soit Ly, la matrice des formes linéaires associées auz polynémes biorthogonaur
a gauche Py et soient Fy et Fy les matrices compagnons respectivement de Py et
P.

Alors une identité de type Christoffel-Darbouz peut s’écrire

T

1 1
(z — O)%(z,4) = : (L;-hﬁkﬂ - F;+1Ll:-{1-1)
¢ » ot

+ ?;; (Pk(¢)f’k+1($) - ﬁk(x)Pk“(‘ﬁ)) '
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Preuve :

Il suffit de réécrire I'expression de Q4 (z, @) & partir de (I1.26) en remarquant
que

Po(9) 1
: =Tptr | :
Pe(9) o*
On remarque de méme que
P o(z) 1
: =T
Py(z) z*
Ainsi, (11.26) devient
1" 1
: T£+1D1:i1-7 PESY LT I
¢k .'Bk

Enfin, en utilisant (I1.13), la Proposition 2.3 et en raisonnant de fagon analogue
pour ¢0f2(r.0), on trouve le résultat.

Une derni¢re expression peut étre obtenue pour 'identité de type Christoffel-
Darboux

Corollaire 3.3.2

Sott Ly la matrice des formes linéaires associées aux polynomes biorthogonauz
a gauche Py et sotent Fy et Fy les matrices compagnons respectivement de Py, et
de P, k-

Alors une identité de type Christoffel-Darbouz peut s’écrire

T

1 1
~T
@~ O%9) = | | (LehFen - Fralih)
¢k .’Ek

T (Pk(¢)Pk+1($) - ﬁk(“’)ﬁ"“(m) '

+dk
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Preuve :

Pour cela, nous allons écrire différemment £ (z, ¢). Nous obtenons

k i+1
2 (z,8) = Y P(¢)d;* (Z bﬁ”Pj(x))

=0 §=0

si 'on pose b§i+1) = 1. On reconnait 13 ’expression de
dgPo(¢)\ 0\ /[ Py2)
: J k41 : :
d;, " Pi(9) 1) \Pen(z)
D’olt
Po(g)\" Py(2)
ez, ¢)=| : | DipJen| |+ Pu(@)Pesi(a).
Pe(9) Pi(z)

On trouve de méme

P@\" _ (R®) o
%@ e)=| | Dipden| 1 |+ P(@)Pen(a).
PI;;(-T) Pk(¢)

En utilisant enfin les égalités (I1.19) et (I1.20), on achéve la démonstration.

Nous venons ainsi d’obtenir trois identités de type Christoffel-Darboux dont
Pécriture est différente, selon que ’on considére une seule suite de polyndémes
biorthogonaux ou les deux suites issues d’'une méme matrice. Ces trois identités
n’en deviennent bien entendu qu’une seule dans le cas ou la matrice considérée
est symétrique.

Pour les deux derniéres identités, on remarque une forte analogie entre les deux
expressions.
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-4 Un générateur de projecteurs orthogonaux

Dans cette Section, nous allons généraliser des résultats de [4] et [41] concer-
nant les matrices résolvantes. _

A partir de certaines relations matricielles établies plus haut, nous verrons
qu’il apparait certains projecteurs orthogonaux matriciels que nous nous propo-
sons de caractériser.

La matrice J désigne toujours la matrice de Hessenberg inférieure introduite
en (I1.11). Considérons alors, comme dans [4] et [41] pour les polyndmes orthogo-
naux, la matrice Ry, matrice résolvante de J; (dont la définition a été rappelée
dans la Premiére Partie, Section 1).

Rk(a:) = (Cl)Ik b Jk)—l

Alors, nous allons tout d’abord énoncer un premier résultat concernant ces ma-
trices résolvantes.

Lemme 4.1

Soit Qy, la matrice définie d la Proposition 2.6. Soit Z;, la matrice diagonale
composée des zéros de Py, et Ry la matrice résolvante de Jy.

Alors, si les zéros de Py sont deux d deux distincts, on a

Rk(.’II) = Qk(a:Ik — Zk)-lQ;‘:l.

Preuve :

De la Proposition 2.6 on a J; = Q. Z kQ,jl, ou Q; est inversible puisque les
zéros de P sont distincts.
Alors

(el ~Jx) = (I — QZxQ; )™
= Qu(zIr— Z)7'Q; "

Ceci acheéve la démonstration de ce Lemme.

Ce Lemme nous servira a caractériser plus précisément ces matrices résolvantes
R;. On obtient tout d’abord le
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Théoreme 4.1

Soit Ji la matrice de Hessenberg inférieure introduite en (I1.11) et soit Ry la
matrice résolvanie de Jy.

Alors, siles zéros de Py, sont deuz ¢ deux distincts, on peut trouver des matrices
ng) telles que

k
1 om
Ri(z) = Zl —® R\ (I1.27)
avec
k
I,=Y R{® (11.28)
=1
et
k
Jr=Y RPH (11.29)
=1
Preuve :

(xIy — Z}) est une matrice diagonale et son inverse est

(z — 2 0 k

| S e
. 1 2
0 (z — z,gk))“1 =1

ol la matrice Ez(-k) de dimension k contient un 1 sur la diagonale 3 la ligne i et

des zéros partout ailleurs.
Ainsi, si les zéros de Py sont deux a deux distincts, on peut appliquer le Lemme
4.1 et il S’en suit

k k
_ - 1 -
Ry(z) = Qk;(m - Zz(k)) 1E§k)Qk b= Zl 7 QkEz(k)Qk g
Ainpsi, en posant
R = QEPQ, (IL30)

nous obtenons P'écriture (I1.27).
Nous allons maintenant montrer que ces matrices vérifient les égalités (I1.28)

et (11.29).
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k
La premiere égalité est évidente dans la mesure ou Z E,(k) = I, par définition
=1

des matrices Egk).
k
La seconde se trouve aisément car Z; = Z z,(k) Egk).

=1
L’expression des matrices Rz(k) est alors déterminée par ’expression (I1.30).

Enfin, on montre un dernier résultat concernant ces matrices résolvantes et leurs
propriétés a travers un Lemme évident.

Lemme 4.2
Les matrices élémentaires Egk) définies au Théoréme 4.1 forment une famille
de projecteurs orthogonaux.

Preuve :
Ce résultat est évident et n’est dii qu’a la forme particuliére des matrices Egk).

Théoréeme 4.2
Les matrices ng) définies au Théoréme 4.1 forment une famille de projecteurs
orthogonauz, c’est-a-dire

R®? = g®

1

i ]
ng)ng) = 0 pour tout i # j.

Preuve :

Cela est simplement dii au fait que les matrices Egk) forment elles aussi une
famille de projecteurs orthogonaux.
Ainsi, on obtient

RYR® = @, EP Q' Q,EPQ; = Q.EPEPQ;,
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ce qui, en vertu du Lemme 4.2, achéve la démonstration.

1l s’agit donc d’une généralisation, pour les polynémes biorthogonaux, de ce que
'on trouve dans [4] et qui a été donné dans la Premiére Partie, Section 1.

Un travail analogue sur les matrices R; (z) nous montre, bien évidemment, que
les matrices ﬁgk), définies de fagon analogue aux matrices ng), sont elles-aussi
des projecteurs orthogonaux.

On trouve également trivialement la

Proposition 4.1

Soit Ji la matrice de Hessenberg inférieure introduite en (I1.11). Soient ng)
les matrices définies au Théoréme 4.1.

Alors Uinverse de la matrice résolvante vérifie

k
(I — Jk) = Z (x - z§k)) R®.
i=1
Preuve :

Le résultat est évident si ’on forme (I — Ji) & l'aide des relations (I1.28)
et (11.29) et que I'on factorise chaque terme de la somme par R;".

Toutes ces relations sont en particulier valables pour les polynémes orthogonaux
ainsi que pour les polynomes vectoriellement orthogonaux.
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5 Meéthode de bordage et biorthogonalité

Le but de cette Section est de montrer 1’équivalence qui existe entre le
calcul des polynémes biorthogonaux [8] (en utilisant les relations connues de
ces derniers) et la méthode de bordage [34]. L’application de ce résultat sur des
matrices particuliéres sera ensuite étudiée. Des résultats partiels de cette Section
peuvent &tre trouvés dans [53].

Nous allons donc tout d’abord définir le cadre général dans lequel nous
nous situerons dans la premiére sous-section ainsi qu’un bref rappel de la
méthode de bordage pour les systemes linéaires. Les polynémes biorthogonaux
des Sections précédentes seront alors considérés et 1’équivalence sera établie
entre le calcul de ces derniers et la méthode de bordage.

Dans la seconde sous-section, nous nous consacrerons plus particulierement
a deux types de polynémes biorthogonaux particuliers que sont les polyndémes
orthogonaux et les polynémes orthogonaux de dimension —1 (voir par exemple
[7] puis [23]). Respectivement, le cas des matrices de Hankel puis des matrices de
Toeplitz sera alors abordé.

5.1 Cadre général

Définissons ici le contexte d’étude ainsi que les diverses relations qui nous
seront utiles dans la suite.

Voyons ensuite les relations qui existent entre le calcul des polynomes biortho-
gonaux et la mise en ceuvre de la méthode de bordage.

5.1.1 Contexte

Considérons le systéme linéaire d’équations

Coi -t Cok ay bo
: : = : (I1.31)
Ck-1,1 --- Ck—1k ax br—1
ol tous les coefficients considérés sont des complexes.
En posant ay = 1 et ¢; o = —b;, le systéme devient

ap = 1
aoCo,0 + @1Co,1 + -+ -+ axcor =0
........................... (11.32)

GpCk—10 + A1Ck—11 + -+ apCr_1x = 0.
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Considérons maintenant, comme dans le cadre des polynomes biorthogonaux, les
fonctionnelles £; définies sur P par

Li(2?) = ¢;j pour 4,5 =0,1,...
et définissons le polyndome de C[X]
Pk(:r:) =aqy+a@r+---+ aka;k.

Alors, en utilisant la définition du polyndme P et les égalités (I11.32), le systéme
d’équations précédent peut s’écrire

Pi(0) =1
Li(P) =0 i=0,...,k—1. (11.33)

Pour s’en assurer, il suffit d’utiliser la linéarité des fonctionnelles £;. Cette nou-
velle écriture est alors évidente.

Ainsi, résoudre (II.31) est équivalent au calcul des polynémes P, lorsque ceux-
ci existent, qui satisfont (I1.33).

D’aprés la définition introduite dans [8] et rappelée dans la Définition 1.1, il
s’agit donc de calculer la famille des polynémes biorthogonaux a gauche P; par
rapport aux fonctionnelles £;.

On peut montrer (Brezinski [8]) que, si Pry1 est de degré k + 1 exactement,
alors il vérifie une relation du type

Pei(z) = Pi(z) — MzPP(z) (11.34)
ol P,Sl) est le polynome unitaire de degré k exactement qui vérifie
,C,-(:rP,fl)) =0pouri=0,...,k—1 (I1.35)
et ol
= L(Py)
Li(zP)

avec Py(z) = Po(l) (z)=1.

11 suffit en effet d’appliquer £; aux polynémes P, définis i la relation (I11.34)
et de considérer les conditions d’orthogonalité que vérifient les polynomes P,Sl)
en (II.35). L’unicité des polynémes biorthogonaux, & multiplication par une
constante pres, conduit alors a cette relation.

Ainsi, les solutions de (I1.31) pour des valeurs de plus en plus grandes de k
peuvent étre calculées récursivement si les polynomes P,gl) peuvent également étre
obtenus récursivement.

Comme nous le verrons plus loin, cela est possible dans certains cas. Mais,
pour le moment, cherchons le rapport qui existe entre ce processus et la méthode
de bordage.
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5.1.2 La méthode de bordage

Rappelons tout d’abord brievement la méthode de bordage ainsi que les nota-
tions que nous allons adopter dans la suite. Voyons dans un deuxiéme temps le
rapport qu'il peut y avoir entre la méthode de bordage et les polynémes biortho-
gonaux tels qu’introduits dans la sous-section 5.1.

Considérons les deux systemes linéaires d’équations d’ordre respectif k et k+1

Akzk = dk
A p12p1 = dp

_[Ar u _ (d
Ak+1 = ('Uk (Sk) et dk+1 = (fk) ,

Ay (resp. Agy1) étant une matrice carrée inversible de dimension & (resp. k+1), uy
et dr deux vecteurs colonne 3 ¥ composantes, vx un vecteur ligne & ¥ composantes,
ar et fi deux scalaires pour que les expressions précédentes aient un sens.

La méthode de bordage [34] consiste & calculer récursivement le vecteur zxi;
introduit en (I1.36) & partir de 2; par la relation

_ _ A1
v (3)e50(5)

(I1.36)

avec & = 6 — va,:luk.
Ainsi, on obtient le

Théoréme 5.1
Si Ay désigne la matrice du systéme (11.82), dy son second membre et z la
solution associée et si I’on multiplie chaque cdté de (I1.37) scalairement par le

vecteur (1,z,... ,z**1)" alors on obtient la relation polynomiale
— U2
Pors(o) = Pala) + =2 2p0 (o)

ou P,gl), qui est déterminé 4 multiplication par une constante prés, est choisi
unitaire et l’'on a de plus

By = Li(zP)
et

Vi = ﬁk (Pk) .
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Preuve :

-1

—A u 2 -\
Montrons que le vecteur f 1 admet zéro pour premiere composante.

La premiére ligne de la matrice A; considérée contient des zéros partout sauf

dans la deuxiéme colonne. Son inverse aura alors la méme caractéristique.
Compte tenu de la premiére ligne de Ay et comme le vecteur u; admet zéro

pour premitre composante, le produit A;'u; aura également un zéro comme

premiére composante. Ainsi, la présence de :cP,Sl) est justifiée. (Cela représente le

produit scalaire du vecteur précédent par (1,z,...,z*)T).
D’autre part, —A;luk représente les coefficients de 1,z,... ,z*"! de P,gl)' et
par définition & = cp 41 — Ve Ay ‘ux. Comme v = (Cr1,- .- ,Crp) b La(zFT1) =

Ck,k+1, alors on obtient bien & = Ly (mP,gl)).
D’un autre coté, fx = 0 et vgzr = Lx(Py) puisque z est le vecteur formé des
coefficients de P.

D’oti le

Corollaire 5.1.1
La mise en ceuvre de la méthode de bordage est équivalente au calcul des po-
lynomes biorthogonauz.

Ainsi, tout systéme linéaire d’équations peut étre résolu récursivement par la
méthode de bordage (voir [5] pour une procédure récursive de calcul des vecteurs
—A; 'y, et méme [12] pour un sous-programme en Fortran qui la met en ceuvre)
ou par les relations de récurrence (I1.34) portant sur une certaine famille de
polyndmes biorthogonaux.

La relation entre calcul de polynémes biorthogonaux et mise en ceuvre de la
méthode de bordage est donc immédiate.

Toutefois, pour que cette méthode soit d’'un quelconque intérét pratique, il
est nécessaire de pouvoir calculer récursivement les polynomes P,Sl). Ceci n’est
possible que s’il existe des relations simples entre les fonctionnelles £;, c’est-a-
dire, en d’autres termes, s’il existe des relations entre les coefficients c;; de la
matrice du systéme considéré.

C’est pourquoi nous allons étudier deux cas particuliers : les matrices de Hankel
et de Toeplitz, qui correspondent respectivement aux polyndémes orthogonaux
formels sur ’axe réel et sur le cercle unité. Des relations plus complexes entre les
¢;,j peuvent correspondre 3 une orthogonalité formelle sur des courbes algébriques
[10] (voir par exemple les travaux de Marcellan et al. [51] sur les lemniscates).
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5.2 Cas particulier : les matrices de Hankel et Toeplitz

Dans cette sous-section, nous allons appliquer les résultats obtenus dans la
sous-section 5.1 dans le cas ol les fonctionnelles considérées £; ont des propriétés
particulieres et sont liées par des relations simples.

Nous allons donc dans un premier temps étudier ce que deviennent les relations
précédentes dans le cas des matrices de Hankel. Puis les matrices de Toeplitz
seront considérées et les relations adaptées.

Cela nous ménera alors a la construction de divers algorithmes de résolution de
systémes associés & de telles matrices, qui seront équivalents au calcul des itérés
de la méthode de bordage.

Enfin, la mise en ceuvre de ces algorithmes sera étudiée sur quelques exemples
et les résultats obtenus seront commentés.

5.2.1 Les matrices de Hankel

Considérons un cas particulier des polynémes biorthogonaux pour lequel des
relations simples existent entre les fonctionnelles. 11 s’agit des matrices de Hankel,
liées naturellement aux polyndmes orthogonaux.

Supposons que, Vi > 0 et Vj > 2

Cij = Cit1,5-1
c’est-a~dire, en termes de relations fonctionnelles,
) -
Li(z7) = Liya(z77).

Puisque ¢; ; est un coefficient qui ne dépend, par définition, que de la somme
1+ 7, on peut poser

Cij = Citj
et ainsi définir la fonctionnelle linéaire ¢ sur P par
c(z’)=¢, i€N

avec ¢g arbitraire.
Les matrices des systémes successifs (I1.31) sont alors des matrices de Hankel

et ces systémes successifs deviennent

(& R & a Co,0
= — . (11.38)
Cg ... Cop1 ar Ck—1,0

Les matrices de Hankel considérées sont supposées inversibles Vk puisque c’est
une condition nécessaire 3 la mise en ceuvre de la méthode de bordage.
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Remarque 5.1
I1 ne faut toutefois pas oublier un point important. Nous avons en effet, par
définition, L£;(1) = ¢;0 = —b; et ainsi, dans ce cas particulier, on n’a pas
P’égalité c;p = ¢; = cmpn pour tout m et n tels que m+n = i. Alors, il vient
que les k derniéres équations du systéme (I1.32) ne forment pas une matrice
de Hankel rectangulaire.

On voit facilement que les conditions de biorthogonalité des polynomes P,Sl)
peuvent s’écrire

(e 'PYy=0pouri=0,... k-1
k

et ainsi {P,El)}kzo est la famille de polynémes orthogonaux formels (une
généralisation des polyndmes orthogonaux sur ’axe réel [4]) par rapport 3 la
fonctionnelle ¢) définie par ses moments par

() = e(z™) = ¢y

Puisque les polynémes unitaires P,gl) sont orthogonaux par rapport a la fonction-
nelle ¢(V, ils satisfont la relation de récurrence a trois termes donnée au Théoréme
1.2

P = (z+a)PO(2) - BPY(z) (I1.39)
avec PY(z) =0, P (z) =1et
IBk = ——-——C(l) (.’I)kPlgl))
W (k1R
oy = BVERD) - @A)

I1.40
c®(zk P (IL40)

si ’on utilise les notations adoptées dans cette Section.

Transformons maintenant les relations de récurrence précédentes en une
procédure de résolution du systéme (I1.31) quand la matrice est une matrice
de Hankel.

On pose

P(z) = agk) +---+ ag“)a:k avec o) =1,
PPz) = o+ +bFz* avec bF) = 1.
Ainsi (I1.34) nous donne immédiatement
agk+1) =1

ol = o® _ \bp® pouri=1,... .k (I1.41)

age) = =2
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avec

__Le(P) _ —ab + aPegyr + -+ aPen
Li(zP) B epr 4+ -+ b£ )c2k+1

De méme, (11.39) donne

B = b _ g

bgk“) = bgf)l + akbgk) — ,Bkbgk_l) pouri=1,... k-1
b = b8, 4 b

k+1
b =1

Les coeflicients oy et §; sont calcules par les relations (11.40) avec, par définition,
i k
Mz Pkm) = b} )Gz + - +b Chi+1-
Donnons maintenant une autre relation pour calculer le polynome P,g_)l. On
considére & nouveau le systéme (I1.38), mais avec un second membre ol ¢;o est
remplacé par ¢;, Vi. C’est-a-dire que 1’on obtient le systéeme

¢ - Ck (2] Co

Cr .- Cok—1 te Ck—1

Dans ce systeme, ¢y peut &tre choisi arbitrairement. Soit alors @y le polynéme
défini par

Qr(z) =1+ 1z + - + tz®

ou les coefficients t; dépendent de k. D’aprés la méthode de bordage, on peut

prouver. comme plus haut, que si Q41 est de degré k + 1 exactement, il existe
Aome unitai 1 4

un polvnome unitaire ;. de degré k exactement tel que

Qir1(z) = Qe(z) — Nz @ (2) (IL42)
avec, comme précédemment,

Al — L;‘; (Qk)
T n
Ly (zQy”)

et ol les fonctionnelles £} sont définies, Vi, j > 0, par
Li(27) = citj-
On a Qx(0) = 1 et I'on vérifie aisément que les conditions d’orthogonalité

o(z'Qx) = c(l)(ziQél)) =0pouri=0,...,k—1
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sont satisfaites.
Ainsi, Q et QS) sont les polynémes orthogonaux formels définis dans {4] et

l’on peut prouver [11] que les polynémes QS) se calculent récursivement par la
relation ’

QL1 (@) = 0:Qenn (2) + QP (@) (11.43)
ol 8 et y; sont solutions de
Ortr+1 =1
(2 Qrr) + e QM) = 0
tr41 étant le coefficient de z*+! dans Qg ;-

Proposition 5.1
Les polynémes P,Sl) et QS) sont identiques.

Preuve :

Les polynomes P,Sl) et QS) vérifient
(' PP(1)) = c(l)(xngl)) =0pour0<i<k—1

Les matrices de Hankel A, étant inversibles Vk, il y a existence et unicité des
polynémes orthogonaux formels unitaires (puisqu’alors deg(P,fl)) = deg(QS)) =
k) relativement & la fonctionnelle c.

De plus, de la méme fagon que I'on a montré que les polynémes P,Sl) étaient
unitaires, on montre que les polynomes QS) le sont également. Par unicité, ils
sont donc identiques.

1l s’en suit, d’apres (I1.43), que 'on a

PO.(@) = 0:Qrii(2) + PP (). (IL44)

Puisque les polynémes (J; sont orthogonaux par rapport a la fonctionnelle c,
ils peuvent étre calculés directement par leur relation a trois termes, sans utiliser
les polynémes P,gl).

Les polynémes @)y étant orthogonaux mais non unitaires, ils satisfont une
relation de récurrence & trois termes (Brezinski [4]) de la forme

Qr+1(x) = (mx + i) Qi(z) — wrQr-1() (I1.45)
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avec Q_1(z) =0,Qo(z) =1 et

v —wp =1
prc(z®Qr) — wee(z* Qi) =0 (11.46)
prc(@*TQr) + vke(2F Qr) — wic(2*Qx-1) = 0.

Effectuons maintenant un changement de notations et posons
k k
Qu(@) = 5" + -+~ + g

avec q[(,k) =1
De (11.44), on obtient

B = g g® D) 4y b®  pouri=0,... ,k
k+1
bl(c++1 =1
avec y = 1/ q,(c’f;l).
D’apres (I1.45), on a

g+ — 1

qgkﬂ) = ukqi(f)l + ukqgk) — wkqi(k_l) pouri=1,... ,k—-1
a0 = gy + veg?

gl = meal.

Les coefficients g, vx et wy s’obtiennent & partir de (I1.46) en remarquant que
c@Qe) = P+ -+ ¢
Finalement (11.42) nous donne

g =1

gV =¢® —Np® pouri=1,...,k
k+1 k
QI(:Q )= —)\;cbé )
avec
N, = Li(Q) _ e+ -+ gy .
LaPY) ok b e
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Ainsi, en combinant les diverses possibilités de calcul des polynémes P, Q. et
P,gl), trois algorithmes peuvent étre obtenus pour résoudre un systeme de Hankel.

Tout d’abord, on peut utiliser les relations (I11.34) et (I1.39). On obtient ainsi
un premier algorithme, noté H1.

Algorithme H1(A, b)

e Initialisations
a((,O) = bgo) =1

e Itérations

Pour £ =0,. n—lFaire
Ap (_ao )b + 21—1 a Clc+z') / (E?:o bz('k)ck+i+l)
Pour 1=1,. k Faire

(k+1) — a /\kb(k)

Fin de Pour.

alftd — — A

B (Zf’o c’““b(k)) / (Zz—o ck+z-1b(k_1))

Qp < (ﬂk Zz—O ck+zb(k_1) - Zf=o Ck+i+2bz(k)) / (Z?:o Ck+i+1bz§k))
b(k+1) — oy b(k) ﬁ bgk—l)
Pour:=1,. — 1 Faire
B b“‘3 + b — B
1
Fin de Pour.
B b8 4 o

k+1
b,£+l ) =1

Fin de Pour.

Puis, en utilisant les relations (11.34), (I1.42) et (11.44), on obtient un deuxiéme
algorithme, que ’on note H2.

Algorithme H2(A, b, co)

¢ Initialisations
a'(()O) — b(o) — q(()o) =1

e Itérations
Pour k=0,...,n—-1 Faire

A (—a(k)b +Yi0 Ck+z) / (Zf—o b* )Ck+i+1)
A (Z,_o q; ck+z‘) / (Z,—o bf )ck+i+1)

a[()k+1) — q(()k“) =1

Pouri=1,...,k Faire
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(k+1) - a(k) )‘kbz(li)l
,““’ = 3,
F(ﬁl;ie Pour.(k)
a; +1 — —)‘kbk
a5t —nb
B < 1/qis!

Y+ O (Zz:O ck+z+1Qz( 1)) / (Z?:o Ck+i+1bz<k))
Pour : =0,... ,k Faire

b(k+1) - 3 q(k+1) + Y b(k)
Fin de Pour.

b~ 1

Fin de Pour.

Et enfin, si Uon utilise les relations (I1.34), (11.44) et (11.45), le dernier algo-
rithme, noté H3, s’en suit.

Algorithme H3(A, b, ¢o)

o Initialisations
ago) _ bg)) _ q(()o) 1

e Itérations

Pour £=0,. -1 Falrek
Ap  (—aq )b + Z,—l af )Ck+z')/ (Zmo bz ck+i+1)
(k+1) =1
Pour 1=1,. 3Ic Faire
o) g8 30,

Fin de Pour.
ot
q(k+1) =1

Calcul! de p, vi et wi

Pouri=1,... ,k—1 Faire

@D a® g g® g

Fin de Pour.
) — gl + vegy

k
gt — g o)

O <1/ ‘Zt(cﬁl)
Y — —O (Zf:ol Ck+z’+1q,(k+l)) / (Z?:o Ck+z'+1b§k))
Pour i =0,...,k Faire

BED L 0,g D) 4 pb®

(k)

1Le calcul des coefficients u, v; et wy n’est pas explicité ici pour des raisons évidentes de
clarté. 1l se déduit sans peine de la résolution du systeme linéaire 3 x 3 sous-jacent.
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Fin de Pour.
b =1
k+1

Fin de Pour.

Le tableau suivant mentionne les besoins de chaque algorithme du point de
vue calculatoire (Flops) en reprenant le nombre d’opérations nécessaire & chaque
itération (itération k). Il consigne également ’encombrement mémoire requis
(mémoire) en donnant le nombre de vecteurs nécessaires a chaque algorithme
(il s’agit du nombre total puisqu’il n’est pas utile de stocker tous les vecteurs).

Algorithme H1 H2 H3?
Flops | 20k + 11 | 19k + 22 | 18k + 16
Mémoire 3 4 4

TAB. 1: Emplacement mémoire général et coiit opératoire requis par itération pour la
mise en ceuvre des algorithmes H1, H2 et H3.

Ainsi, chaque algorithme est un algorithme qui requiert O(n?) opérations. Par
exemple, H1 demande 37, 20k + 11 = 10n® + 21n opérations.

L'algorithme qui nécessite le moins d’opérations est H3 alors que celui
qui en demande le plus est H1. H2 se situe entre les deux. Du point de vue
encombrement mémoire, le premier algorithme (H1) requiert un vecteur de

moins que les deux autres.

I faut noter que, si certains des polynémes Py, Q. ou P,fl) n’existent pas, alors
une division par zéro se produit dans une des relations de récurrence. Une telle
situation est appelée true breakdown.

Une division par zéro peut aussi subvenir méme si tous les polynémes existent.
Cette situation, connue sous le nom de ghost breakdown, se produit quand les
relations de récurrence considérées ne peuvent pas étre utilisées. Ce point est
développé en détail dans [13] et de tels problémes peuvent étre évités en utilisant
des relations de récurrence spécifiques [11] qui proviennent d’une méthode de
bordage par blocs dans laquelle on rajoute simultanément plusieurs lignes et
plusieurs colonnes & la matrice.

Il en va de méme pour ce que ’on appelle near-breakdown qui est dii & une
division par un nombre voisin de zéro et qui est la cause d’instabilité numérique.

5.2.2 Les matrices de Toeplitz

D’autres fonctionnelles bénéficiant de relations simples de récurrence vont étre
maintenant considérées. Il s’agit des fonctionnelles liées aux matrices de Toeplitz

2L’inversion de la matrice 3 x 3 n’est pas prise en compte
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et dont les polyndmes sont orthogonaux de dimension —1.
Considérons désormais le cas ou

Cij = Cit1,541
qui correspond &
[-z(.’l?") = £i+1(iL‘j+1).

Puisque c; ; ne dépend que de la différence i — j, on peut poser, de facon similaire
au cas des matrices de Hankel,

Cij = Ci—j

et 'on définit la fonctionnelle linéaire ¢ , cette fois-ci sur ’espace des polynémes
de Laurent, en posant

c(2?) =¢;, i € Z.

Les matrices des systémes successifs (I11.31) sont alors des matrices de Toeplitz.

Comme dans le cas Hankel, £;(1) = —b; et I’on considére alors le systeme
Cc_l o cc—k 3} Co
e ey
° ak - : . (I1.47)
t Ck—
Ck—2 .. Cc_1 k k=1

Dans ce systéme, cx_1 est choisi de fagon arbitraire.
Soit @y le polynéme

Qr(z) =1+tyx+-- -+ tyx*

ot les coefficients t; dépendent de k.

Par la méthode de bordage, on peut prouver, comme plus haut, que si Qx4
est de degré k + 1 exactement, il existe un polyndéme unitaire QS) de degré & tel
que —

Qe (z) = Qu(z) — Ma QW (2) (IL48)

avec

)\I _ ;:(Qk)
F L (eQM)

et ol les fonctionnelles £} sont définies, Vi,j > 0, par

Li(z’) = cij.
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On peut prouver, comme plus haut, que Qg) est identique & P,fl) et que 'on a
(@ *Qx) = (¥ PP) =0 pour i = 0,... , k—1

o les polynomes @y et Py sont définis par Qi(z) = z¢Qi(z1) et PV (z) =
2t P (z1) (voir [7]).

Les polynomes ¢ et P,gl) sont des polynémes orthogonaux de dimension —1
(une généralisation des polynoémes orthogonaux sur le cercle unité) et 'on peut

prouver [7] que les polynémes P,Sl) s’obtiennent récursivement par la relation

PG\ () = meQuii (@) + meQu(2) (IL.49)
ol p; et 7 sont solutions de

Prtk+1 = 1~ N
prc(7F2Qp41) + ez Q) = 0,

tr41 étant le coefficient de 2% dans Q1.
Puisque les polynomes P,gl) sont orthogonaux de dimension —1, ils satisfont
une relation de récurrence a trois termes de la forme (noter le z devant P,gi)l)

PY(z) = (z+ )PP (z)~ BB (z) (11.50)
avec P (z) = 0,PM(z) =1 et
c(@™*2BM) = fre(z 1 BD)
akc(x"lP,gl)) = ﬁkc(:z;—lPk(l_)l).

Les polyndmes @), sont orthogonaux de dimension —1 et, ainsi, ils peuvent
étre calculés directement sans utiliser les polynomes P,Sl).

Ona
Qr+1(2) = (1T + 1)Qi(2) — wkrQp—1(7) (IL.51)
avec Q_1(z) = 0, Qo(z) =1 et
Mkf(x_k_lék)f wre(x Q1)
(Qr) = wrc(Qr—1)-

Utilisons maintenant ces relations de récurrence pour la résolution du systéme
(I1.31) quand la matrice est de Toeplitz.

(I1.34) nous donne a nouveau les relations (I1.41) ol A\x = —Ck—(f’z—z)— avec
Lk (IEPk )
,Ck(Pk) = -—a,(()k)bk + agk)ck_l +...+ (Igc)(lo

et ,Ck(:rP,gl)) = bgk)ck_l +...+ bg?lcg + b;ck)c_.1.
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Nous posons désormais

Q@) = ¢ + Pz + - + (Pa*.
Nous obtenons, d’apres (I1.48)
o = 1
g =¢® —No® pouri=1,...,k
oo
avec
vo— L@ _ a’at - tado

LizPM) by -+ 8P

(11.49) nous donne

b(k+1) pq(k+)+?7 ()pouri:(),...,k
k+1
by =1

avec pp =1 /q,(c}fﬁl).

De la relation (I1.50) on obtient
BE+D) — g, b
B = b® 4 b® — Bb* Y pouri=1,... ,k
D =1

Finalement, la relation (I1.51) donne

(k+1) =1

qfk“) = gy + ¢ —wegl) pour i =1,k
k41

ql(c-:; )= Mk ql(c )

avec

w (Qk)
* T L (@)

ol L(Qx) est obtenu avec les relations précédentes.

On peut ainsi obtenir trois algorithmes pour la résolution des systemes de
Toeplitz qui seront équivalents & la mise en ceuvre de la méthode de bordage
pour de tels systémes.



5.2 Cas particulier : les matrices de Hankel et Toeplitz 81

Ainsi, si 'on utilise les relations (I1.34) et (IL.51), on trouve un premier algo-
rithme, que ’on note T1.

Algorithme T1(A, b)

e Initialisations
o 10 =1

o Itérations

Pour £k =0,... ,n — 1 Faire
A (—a( )b + 30 f’“)ck_,) / (Zf—o bfk)Ck—i—l)
(k+1) =1
Pour i=1,... k Faire

o+ B 5 )

Fin de Pour.

o 0

Br. (Ez—o e iz )/ (Ek—ol bt 1)C~z'—2)
ax + Br (Ef—ol b+ 1)Ck—2—z') / (Zz—o bﬁ’“)ck_i_l)
b(k+1) — oy b(k)
Pour i =1,... ,k Faire
b(k+1) - b(k) + oy b(k) ﬂkb(’iIl)

Fin de Pour.
b(k+1) 1
k+1
Fin de Pour.

Un deuxiéme algorithme peut étre obtenu lorsque 1’on considére les relations
(11.34), (11.48) et (I1.49). 1l est noté T2.

Algorithme T2( A, b)
e Initialisations
0 49— g9 =1
e Itérations
Pour £k =0,... ,n— 1 Faire

A (-a(()k)b + b ae z) / (Ef—o bf’“)ck_,-_l)
Xe (Zz—ﬂ Qz(k)ck—i) / (Zz—l) o )Ck—i—l)

(k+1) q(k+1) 1

Pour i=1,...,k Faire
oD o)y p®)

q,(k+1) (k) X b(k)

Fin de Pour
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o) )

k
g (—kA%bi’”
pr 1/ qk+-!i )

M < — Pk (Zf:ol qi(kﬂ)c—iq) / (Zf:o Q§k)c—i—1)
Pour i = 0,... ,k Faire

b(-k+1) — qu(kﬂ) + ﬂkq(k)

(1 1 2

Fin de Pour.
D =1
k+1 =

Fin de Pour.

Enfin, un troisiéme et dernier algorithme peut étre donné en utilisant les
relations (11.34), (I1.49) et (IL.51). On le note T3.

Algorithme T3(A, b)

e Initialisations
ORGP

o Itérations
Pour £k =0,... ,n— 1 Faire

A (—a(()k)bk +3r, a§k>ck_,.) / (Ef:o bgk)ck_,-_l)
(k+1) _ 1
ao =

Pour i =1,... , k Faire
agkﬂ) — a,gk) - Akbgﬁ)l

Fin de Pour.

(k+1) — _Akbﬁk)

W < (Ef:o Q§k)ck—i) / (Zf;ol qx(k_l)ck—i—l)

Pr < W (Z::ol ‘Iz'(k_l)c—i—l) / (Zf:o q,“)c_i_l)
g =1
Pour ’7; =1,... ,kkFairek .

¢ — ug®, + ¢ — wg* Y
Fin de Poul;c.

1
gt gl

pr 1/

N < — P (Ef:ol qi(k+1)c—i-1) / (Zf:o ngk)c—i—l)
Pour i =0,... ,k Faire

b+ gl + mug®
Fin de Pour.
D =1

k+1
Fin de Pour.
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Le tableau suivant mentionne les besoins de chaque algorithme du point de
vue calculatoire (Flops) en reprenant le nombre d’opérations nécessaire a chaque
itération (itération k). Il consigne également I’encombrement mémoire requis
(mémoire) en donnant le nombre de vecteurs nécessaire & chaque algorithme (il
s’agit du nombre total puisqu’il n’est pas nécessaire de stocker tous les vecteurs).

Méthode T1 T2 T3
Flops | 18k+ 10| 23k + 18 | 25k + 21
Mémoire 3 4 4

TAB. 2: Emplacement mémoire général et cotit opératoire requis par itération pour la
mise en ceuvre des algorithmes T1, T2 et T3.

On voit alors qu’ici le troisiéme algorithme (T3) est le plus coiiteux, quelque
soit le critére considéré. Le premier (T1) est le plus avantageux et le deuxieme
(T2) se situe entre les deux autres. Il demande plus d’opérations que T1, moins
que T3 et nécessite plus de mémoire que T1 et autant que T3.

On vérifie & nouveau aisément que ce sont trois algorithmes en O(n?2).

5.2.3 Exemples numériques

Les algorithmes de la sous-section 5.2 ont été programmés en Matlab 4.2¢.1
en double précision. Nous présentons tout d’abord les résultats obtenus pour les
algorithmes relatifs aux matrices de Toeplitz. Ceux concernant les matrices de
Hankel apparaissent ensuite.

Que ce soit pour les systemes de Hankel ou de Toeplitz, plusieurs types de
matrices sont considérés. Pour chaque type, plusieurs dimensions sont utilisées.
Elle sont représentées par un indice (c’est-a-dire, par exemple, que T représente
une matrice de dimension 50).

Pour chaque matrice utilisée, le conditionnement est calculé, 4 ’aide de la fonc-
tion cond de Matlab, qui représente le rapport de la plus grande valeur singuliére
sur la plus petite (soit le conditionnement en norme 2).

Dans les deux cas (Hankel et Toeplitz), des matrices de dimension 50, 250 et
1000 sont étudiées afin de voir 'incidence de cette dimension sur chaque algo-
rithme.

Dans tous les exemples, les seconds membres sont toujours choisis au hasard
via la fonction rand de Matlab (leurs éléments sont ainsi compris entre 0 et 1).

Les résultats sont présentés sous forme de tableau ou figure la norme eucli-
dienne du résidu obtenu a 'itération n (out n désigne la dimension de la matrice)
pour chaque algorithme.

L’accent est mis sur l'algorithme qui présente le meilleur résultat par le fait
que le résidu le plus faible figure en caracteres gras.

La solution des systémes considérés est toujours notée z.
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Matrices de Toeplitz Dans ce paragraphe, nous discutons des résultats obte-
nus a l’aide des algorithmes T1, T2 et T3 définis a la sous-section 5.2.2. Quatre
types de matrices seront étudiés.

Remarque 5.2
Méme si pour les algorithmes T2 et T3 un coefficient c,,—; est nécessaire,
il n’intervient aucunement dans le calcul de Py (et donc de la solution),
Vk < n. Nous n’étudierons donc pas I'influence de ce coefficient.

~ La premitre matrice T considérée est une matrice de Toeplitz dont les
éléments sont choisis au hasard entre 0 et 1 (par la fonction rand de Matlab).
Comme une matrice de Toeplitz de dimension n ne dépend que de 2n — 1 coef-
ficients (la premiére ligne et la premiére colonne), ¢ désigne ces éléments, c’est-
a-dire le vecteur (c_pn,C_pny1,--. ,Cn—1)" dans écriture de la matrice en (I1.47)
lorsque n est la dimension utilisée.

Les tableaux 3, 4 et 5 consignent les résultats obtenus.

n =50 T1 T2 T3

b—TQ| |7.34x 1072 | 129x 102 | 110 x 1072

TAB. 3: ¢ = rand(1,99) ; b = rand(50,1) ; cond(T$y) = 1.33 x 103.

n = 250 T1 T2 T3
b— T x|l |2.09 x 10711 | 2,60 x 107! | 3.32 x 10~

TAB. 4: ¢ = rand(1,499) ; b = rand(250, 1) ; cond(T5gy) = 7.14 x 103.

n = 1000 T1 T2 T3
b— T @l |813x 10710 554 x 10710 | 4.50 x 10710

2

TAB. 5: ¢ = rand(1,1999) ; b = rand(1000, 1) ; cond(T{H,,) = 1.25 x 10%.
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On constate ainsi des résultats corrects en dépit d’un conditionnement assez
élevé dans les trois cas. On ne -peut pas dire si un algorithme est meilleur qu’un
autre vu le peu de différence que ’on observe dans la norme des résidus.

— La deuxiéeme matrice Tﬁf) de Toeplitz utilisée est une matrice tridiagonale qui

figure dans la Test Matriz Toolbox de Higham [45] (elle est nommée Tridiag).
Son expression générale est la suivante

Tridiag :

Les résultats des tableaux 6, 7 et 8 suivants ont été obtenus pour ce type de
matrice.

n = 50 T1 T2 T3
b-TOx , | 822 10~13 | 6.22 X 10~13 | 2.53 x 10~12

TaB. 6: TS =

Tridiag(50) ; b =rand(50,1) ; cond(T3) = 1.05 x 103.

n = 250 T1 T2 T3
b— T | 766 x 1071 | 1.79x 107 | 2.96 x 107"
TAB. 7: TS, = Tridiag(250) ; b= rand(250, 1) ; cond(T'3)) = 2.55 x 10*
n = 1000 T1 T2 T3
b— T3zl |3.73x 1072 | 1.09 x 10~8 | 1.87 x 103

TaB. 8 T2, = Tridiag(1000) ; b = rand(1000, 1) ; cond(T\=,) = 1.25 x 10*.

Les mémes constatations effectuées pour TV peuvent étre formulées pour ce
type de matrice ou la différence des normes des résidus n’est pas tres importante.

~ La troisitme matrice de Toeplitz T figure encore dans la
Test Matriz Toolbox de Higham. Il s’agit de la matrice Parter dont les
éléments sont les suivants
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( 1 )
N1} -
PTita/g

Les résultats des tableaux 9, 10 et 11 furent obtenus.

n = 50

T1

T2

T3

b— Tgf,)a:

2

9.85 x 1015

3.27 x 10712

2.47 x 1010

TAB. 9: TS = Parter(50); b = rand(50, 1) ; cond(TS)) = 3.04.

T1

T2

T3

1.25 x 1013

3.31 x 10710

3.38 x 10710

TaB. 10: TS, =

Parter(250) ; b = rand(250,1) ; cond(T5)) = 3.67.

n = 1000

T1

T2

T3

3
b— Tgo)oo"’

4.00 x 10712

2.41 x 1078

2.43 x 10~8

2

TaB. 11: T ) = Parter(1000) ; b = rand(1000,1) ; cond(T'),) = 4.23.

Paradoxalement, méme si la matrice est trés bien conditionnée quelle que soit
la dimension de cette derniére, la norme des résidus obtenus diminue trés vite en
fonction de la dimension de ce type de matrice. Ici, par contre, 'algorithme T1
donne de bien meilleurs résultats que les deux autres.

— Enfin, la quatriéme et derniére matrice de Toeplitz Tg‘) considérée est la ma-
trice Pdtoep de la Test Matriz Toolbox. Elle est définie positive et ses éléments
sont constitués de somme des cos(i — j) pour 1 £ 4,7 < n pondérés par des
éléments choisis au hasard via la fonction rand.

Ce dernier type de matrice a fourni les résultats des tableaux 12, 13 et 14.

n =50 T1 T2 T3
b-THx _| 101X 1072 | 5.48 x 103 | 1.23 x 1072

TaB. 12: T{) = Pdtoep(50) ; b = rand(50, 1) ; cond(T{y) = 1.63 x 102
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n = 250 T1 T2 T3
b— T x|l |6.24 x 10710 | 7.42 x 10710 | 6.34 x 1010

2

TAB. 13: T$Y, = Pdtoep(250) ; b = rand(250, 1) ; cond(TS5ey) = 1.32 x 105.

n = 250 T1 T2 T3
b— Tzl |963x107°|9.06 x 10~° | 1.07 x 1078

TAB. 14: T\t = Pdtoep(1000) ; b = rand(1000, 1) ; cond(T'5h,) = 8.43 x 10%.

Dans ce dernier exemple, on constate également qu’il n’y a pas une différence
significative entre les trois algorithmes, méme si le troisieme reste toujours en
deca des deux autres.

Matrices de Hankel Nous allons maintenant, a travers deux types de ma-~
trices, étudier les différents résultats obtenus avec les algorithmes Hi, H2 et H3.
Nous nous intéresserons tout particulierement 4 certaines valeurs de cg afin de
voir si ce coefficient a une grande incidence sur les résultats.
Chaque algorithme est ainsi représenté et le plus faible résidu est mis en
évidence par des caracteres gras.

-~ La premiere matrice H S) est, comme pour le cas Toeplitz, la matrice (de
Hankel cette fois-ci) dont les éléments sont choisis au hasard 3 I’aide de la fonction
rand. Elle est représentée, si 'on se réfere & (I1.38) par le vecteur & 2n — 1
composantes ¢ = (¢, Ca, ... ,Con-1)"

Les résultats relatifs a ce type de matrice figurent dans les tableaux 15, 16 et
17 de la page suivante.



n = 50 H1 H2 H3
Co - 102 1 102 1072 1 102
b— HDz| | 7.74x10713 | 1.32 x 10713 | 1.25 x 10-3 | 8.93 x 10~14 | 6.84 x 1013 | 1.87 x 10~! | 1.26 x 1012
TAB. 15: ¢ = rand(1,99) ; b = rand(50,1) ; cond(Hg}])) =2.51 x 102.
n = 250 H1 H2 H3
Co - 102 1 102 102 1 102
b— HP || [1.20x107° [ 8.24x 10712 | 7.24 X 10712 | 1.16 x 10~ | 2.54 x 10~'! | 2.78 x 1071 | 2.16 x 10~°
TAB. 16: ¢ = rand(1,499) ; b = rand(250,1) ; cond(HSg;) = 9.87 x 102,
n = 1000 H1 H2 H3
co — 1072 1 102 1072 1 10?
b— HY x| |337x1078[1.21 x 10-° | 3.37 x 10~1° | 6.46 x 107%° | 5.01 x 1075 | 2.32 x 108 | 3.33 x 107

TAB. 17: ¢ = rand(1,1999) ; b = rand(1000,1) ; cond(H ;) = 2.11 x 10°,

88
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On constate ici que le deuxiéme algorithme donne de trés bons résultats
(par rapport aux deux autres) pour la dimension n = 1000. En effet, alors que
H2 fournit un résidu de 3.37 x 1071, pour H3, il n’est que de 5.01 x 1076 et
3.37x 1078 pour H1. On note que I'influence de ¢, est réelle mais non significative.

— La seconde matrice étudiée est Pdtoep (la méme que dans le cas Toeplitz),
sauf bien siir que les colonnes ont été permutées afin que la matrice obtenue soit
de Hankel.

On obtient ainsi les données des tableaux 18, 19 et 20 de la page suivante.

Les constatations sont identiques a celles effectuées dans I’exemple précédent.
L’algorithme H2 semble en effet donner des résultats plus intéressants et
I'influence du coefficient ¢y ne semble pas vraiment déterminante (sauf peut-étre
pour H3).

D’une facon générale, pour les algorithmes T1, T2 et T3, il n’apparait pas
que P'un soit vraiment meilleur que les deux autres, méme si T1 a donné des
résidus légérement plus faibles dans presque tous les cas (mais il y avait si peu
de différence). Ceci peut s'expliquer par le fait que, d’aprés le Tableau 1, c’est
celui qui était le plus avantageux en terme de coiit opératoire.

Pour les matrices de Hankel, H2 semble quant & lui un peu plus stable que
H1 et nettement plus que H3, notamment lorsque la dimension des matrices
considérées croit. Cela peut paraitre “normal” compte tenu des conclusions du
rapport technique de Gutknecht et al. [43]. Les relations “courtes” qu’utilise H2
doivent, selon ce dernier, étre plus stables que celles utilisées par H1. Par contre,
on aurait pu penser qu’il en aurait été de méme pour H3, ce qui ne semble pas
étre le cas. Cela peut également s’expliquer par le Tableau 2 puisque c’est H3 qui
est le plus exigeant selon les deux critéres (nombre d’opérations et encombrement
mémoire). H2, de ce point de vue 13 semble alors un bon compromis.

Ces algorithmes semblent n’étre utilisable qu’avec des matrices de dimension
(relativement) petite. En effet, déja avec une dimension 1000, les performances
deviennent modestes.

Toutes ces procédures restent encore 3 étre comparées avec les méthodes exis-
tantes pour les systémes de Hankel et Toeplitz et, en particulier, & d’autres
procédures basées sur les polyndmes orthogonaux [55, 56] (méme si celles-ci ont
initialement pour but l'inversion des matrices de Hankel et Toeplitz) et avec
celles basées sur la méthode de bordage [69, 70]. Ces relations sont également &
rapprocher des travaux de Kailath et al. [46] et de Rissanen [57].



n =50 H1 H2 H3

co - 102 1 102 102 1 102

b— HYwx| |1.91x1072| 1.35 x 10718 | 2.71 x 1072 | 2.22 x 10~13 | 2.40 x 102 | 3.10 x 10~° | 3.17 x 10~12

TAB. 18: HY) = Pdtoep(50) [Hankel] ; b = rand(50,1) ; cond(H)) = 8.74 x 102,

n = 250 H1 H2 H3

Co - 102 1 102 102 1 102

b— HD x|l |3.41x 1078 | 2.19 x 10710 | 2.25 x 1070 | 2.29 x 10710 | 2.31 x 1078 | 1.04 x 10~ | 2.34 x 107

TAB. 19: HY), = Pdtoep(250) [Hankel]; b = rand(250,1) ; cond(H'2) = 5.88 x 10°.

n = 1000 H1 H2 H3

Co - 102 1 102 10-2 1 102

b— H o ,|8:02x107° | 4.51 % 107° | 1.53x 1077 | 2.35 x 107* | 7.46 x 1077 | 8.51 x 10~ | 2.91 x 10~°

TAB. 20: H{\ = Pdtoep(1000) [Hankel] ; b = rand(1000, 1) ; cond(H\2),) = 8.43 x 10%,
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Conclusion

On a donc vu, dans cette partie, que la majeure partie des résultats concernant
Pinterprétation matricielle des polynomes orthogonaux a pu étre étendue aux
polyndémes biorthogonaux.

Malheureusement, ’intérét des ces résultats ne semble que théorique. En effet,
bien que les racines des polynémes biorthogonaux aient été considérées pour cer-
taines relations, aucun nouveau résultat général n’a pu étre trouvé, par exemple,
quant a la localisation de ces zéros (quelques résultats limités ont déja été trouvés
par Brezinski et al. pour les polynémes quasi-biorthogonauz [15) dans le cas ol
les fonctionnelles £; vérifient des hypothéses particuliéres ainsi que pour les po-
lynémes orthogonaux de dimension d > 1).

De tels résultats existent pourtant pour les polynémes orthogonaux {15}, méme
s’ils ne sont que partiels. L’interprétation matricielle des polynémes biorthogo-
naux, n’a, dans cette optique, rien apporté de nouveau.

Toutefois, d’importants résultats, comme Pextension de lidentité de
Christoffel-Darboux ainsi que des résultats sur les propriétés de certaines ma-
trices résolvantes ont pu étre obtenus.

De nouvelles relations matricielles liant les familles de polynémes biorthogo-
naux a gauche et & droite ont également été démontrées.

Enfin, une équivalence a été établie entre calcul des polynémes biorthogonaux
et mise en ceuvre de la méthode de bordage. Dans ce cadre, des méthodes de
résolution des systémes de Hankel et des systémes de Toeplitz ont été proposées.
Elles nécessitent toutes un nombre d’ opérations de I'ordre de O(n?) ol n est la
dimension du systéme considéré. Certains de ces algorithmes semblent étre assez
efficaces sur des systémes de dimension.
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Troisieme partie

Principales méthodes existantes
de résolution de systemes
linéaires a seconds membres
multiples

Introduction

Le but de cette partie n’est pas de répertorier de facon exhaustive toutes
les méthodes de résolution de systémes linéaires lorsque plusieurs seconds
membres sont considérés mais de rappeler celles d’entre elles les plus souvent
rencontrées ou les plus récentes, dans la mesure ol nous y feront référence, pour
certaines, dans la quatriéme partie. Nous allons, pour chaque méthode, énoncer
les caractéristiques principales de celle-ci.

Dans cette optique, et dans la premiére section, nous rappellerons quelques
notions déterminantes pour la compréhension de ces méthodes. Elles ne sont
pas nécessairement utiles pour toutes les méthodes mais sont souvent rencontrées.

Ensuite, nous nous consacrerons aux méthodes de résolution proprement dites.
Ces derniéres sont de deux types essentiellement.

— Les premieres généralisent les méthodes de résolution classique en les
étendant aux systémes avec plusieurs seconds membres et sont appelées,
en général, méthodes par bloc. Elles seront rappelées dans la deuxiéme
section.

— Les secondes sont des méthodes originales mises en ceuvre exclusivement
dans le cadre de la résolution de probléemes a seconds membres multiples.
C’est ainsi que dans la troisiéme section nous considérerons ce type de
méthodes.
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1 Notations, Définitions, terminologie

Dans cette Section, nous introduirons quelques définitions complémentaires
ainsi que certaines terminologies susceptibles de nous éclairer dans les notions
utilisées pour la suite de cette partie.

Avant, nous allons définir les conventions et notations utilisées dans la suite
de cette partie ainsi que dans la quatrieme partie.

— Les lettres minuscules (grecques ou latines) seront des scalaires,
généralement complexes.

— Les lettres grecques minuscules en caracteres gras désigneront des matrices
carrées de dimension s (ol s sera le nombre de seconds membres considérés).

— Les lettres latines majuscules en caractéres gras seront des matrices carrées
de dimension n (ol n est la dimension du systéme & résoudre).

— Les indices seront utilisés pour désigner l'itération (ou la récurrence)
considérée.

— Les exposants concerneront les seconds membres de chaque systeéme.

— Les lettres majuscules latines désigneront des polynémes ou des matrices
rectangulaires (le contexte sera alors assez explicite pour pouvoir discerner
aisément de quel élément il s’agit).

— Les fonctionnelles linéaires reliées & la biorthogonalité seront désignées par
des lettres majuscules calligraphiées, tandis que celles directement liées &
Porthogonalité le seront par des lettres latines minuscules. La distinction
avec des scalaires sera alors assez claire.

Dans la mesure du possible, nous nous efforcerons de nous tenir & ces conventions
d’écriture. ’

La plupart des méthodes itératives de résolution de systémes (& second membre
unique ou & seconds membres multiples) est basée sur la génération d’un espace
de Krylov, que nous allons donc définir ici.

Définition 1.1 - Sous-espace de Krylov

Soit A € C*™ et v € C*. Le sous espace vectoriel engendré par les vecteurs
v, Av,... , AF v est appelé sous-espace de Krylov d’ordre k engendré par A et
v, et est noté Ki(A,v) = vect(v, Av, ... , AF ).

Cette notion a un sens aussi bien si v est un vecteur & n composantes que si v
représente une matrice rectangulaire de dimension n X s.

Ainsi, dans le cas ol v est un vecteur de C*, on parlera d’espace de Krylov
ou d’espace de Krylov simple si le contexte le nécessite, tandis que si v est
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une matrice rectangulaire, on utilisera la terminologie espace de Krylov matriciel.

Qu’elles soient par bloc ou non, les méthodes de résolution de systémes
linéaires & seconds membres multiples considérent parfois un systéeme central.
Nous définissons ici cette notion.

Terminologie

Certaines méthodes de résolution de systémes linéaires sont basées sur un
systéme central autour duquel s’organise la résolution des autres problémes.
Cette notion est rencontrée dans les ouvrages anglo-saxons sous le nom de
seed system.

Dans tout ce qui suit dans ce chapitre, nous rappelons que le probleme étudié
ici est la résolution d’un systéme linéaire de la forme

AX =B (IIL1)

ou A est une matrice carrée inversible de dimension n a coefficients complexes et
ou X et B sont deux matrices rectangulaires a coefficients complexes de dimension
n x s. Le paramétre s désigne donc le nombre de seconds membres considérés. Le
but est bien évidemment de trouver la matrice X de dimension n x s satisfaisant
I’équation (IIL.1) pour une matrice A et un second membre B donnés.



96 2 Les méthodes par bloc

2 Les méthodes par bloc

La majeure partie des méthodes existantes pour la résolution des systémes
linéaires a seconds membres multiples consiste en une généralisation des
méthodes existantes pour la résolution des systémes linéaires “traditionnels”
(c’est-a-dire avec un second membre unique). Il s’agit en fait dans ces cas précis
de versions par bloc des algorithmes correspondant.

Nous allons donc décrire ici quelques unes des principales méthodes de ce type
en nous intéressant tout particulierement a la méthode introduite par O’Leary
[50], que nous utiliserons par la suite. La premiére sous-section sera ainsi
consacrée au Block Bi-CG.

Dans la deuxieme sous-section, une version du Block GCR sera considérée.
Elle est notamment une extension du GCR de Saad que I’on peut trouver dans
[58].

Dans la troisieme sous-section nous rappelons les propriétés essentielles
des versions de type Block QMR, introduite par Boyse et al. dans [3].

Enfin, dans la quatriéme sous-section les principales caractéristiques de la
version du Block GMRES, étudiée par Simoncini et al. dans [62, 64, 65] seront
rappelées.

2.1 Le Block Bi-CG

Nous allons tout d’abord décrire dans le détail la méthode du Gradient
Biconjugué par bloc avant de considérer les propriétés essentielles de celle-ci. Un
algorithme permettant sa mise en ceuvre sera également donné dans la mesure
ou il sera utilisé par la suite.

La méthode du Block Bi-CG (ou gradient Biconjugué par bloc) de O’Leary
[50] est I'une des méthodes de référence pour la résolution des systémes linéaires
a seconds membres multiples. Il s’agit d’une généralisation de la méthode du
Gradient Biconjugué pour les systémes linéaires non symétriques avec un seul
second membre [47] (voir Fletcher [36] pour la forme algorithmique). A ce titre,
tout comme dans le cas d’un second membre unique, la matrice considérée peut
étre quelconque.

Le Block Bi-CG est une méthode basée sur la génération d’espaces de Krylov
matriciels de plus en plus grand. Elle utilise en outre la transposée de la matrice
A et, a chaque itération, il est nécessaire d’inverser deux matrices carrées de
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dimension s.

Dans la mesure ou cette méthode est utilisée dans le chapitre suivant pour des
essais numeériques, nous proposons ici un algorithme pour sa mise en ceuvre. Cet
algorithme est donné dans un cadre général. Certaines restrictions seront faites
quant & son application par la suite.

Algorithme Block Bi-CG(A, B, M, X,,¢)
¢ Initialisations
Ry« B-AX,
' Ro +— B — ATXO
Py < M Ry
Py + MTRO;YQ
e Pour k£ =90,... jusque convergence Faire
Qf — (PEAPk)_lﬁiRzMRk
Q;, — (P,;FATPk)_l‘yzR;MTRk
Br 7 (RAMRy) 'R M Ry
Br 7 (REM"Ry) 'Ry M" Ry
Ry + Ry — APy,
Xiy1 ¢ X + Proy
Si ||Ri+1]| < € Alors Stop.
Rk+1 — Rk — ATPk&k
Calcul'de v, et de ;4
Peyr = (M Rei1 + PiBr) Ve
Pri1 + (M"Rpy1 + PiBe)Trks1
Fin de Pour.

La matrice rectangulaire Xy correspond & une premiere estimation de la solu-
tion et £ est la précision désirée. La matrice M est une matrice carrée arbitraire
de dimension n (en fait il s’agit d’un préconditionneur). Quant aux quantités ~y,
et 9;, il s’agit, pour chaque itération, de deux matrices carrées de dimension et
de rang s, qui peuvent &tre choisies plus ou moins judicieusement3.

Dans l'algorithme ainsi que dans la suite, |{n/s| désigne le quotient de la
division entiére de n par s.

Le Gradient Biconjugué par bloc possede certaines propriétés d’orthogonalité.
En particulier, nous avons le

30’Leary préconise de choisir ces deux matrices de telle sorte que les matrices P, et P;
soient orthonormales, en effectuant une décomposition @ R ou une orthogonalisation de Gram-
Schmidt des matrices MRy + Py—18;_; et M"Ry + P;_18;_;. Ce processus engendre alors
un redémarrage de ’algorithme si une des deux matrices obtenues n’est plus de rang s.
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Lemme 2.1 - (O’Leary [50])
Les quantités Ry, Ry, Pr, Pr de U’Algorithme 2.1 ainsi que les matrices M
et A vérifient les conditions d’orthogonalité matricielle

I:EEMRJ'=R;-PM_TR]-=O oUr i < i
PiTAPj:HTATszo b J .

Si 'on considére la forme bilinéaire suivante, définie sur I’espace vectoriel des
matrices a coefficients réels de dimension n x s

(P,Q)m = P"MQ

ou P et @ sont deux matrices de dimension n X s, alors les conditions précédentes
peuvent s’écrire

R Ry = (R:. R:)agr = o
g%:ij))f: (1(’?1%’3)21‘2 0 ° } pour 7 <1, (I11.2)

ce qui justifie la terminologie employée d’orthogonalité matricielle.
Les relations essentielles données en (II1.2) permettent notamment d’énoncer
le

Théoreme 2.1 - (O’Leary [50])
La solution exacte X du systéme linéaire de n équations ¢ n X s inconnues
AX = B est atteinte en au plus |n/s| itérations pour la méthode du Block Bi-CG.

Une méthode plus simple mais basée sur une idée analogue peut étre obtenue
[50] dans le cas ol la matrice A considérée est symétrique (éventuellement définie
positive). Elle se déduit sans difficulté du Gradient Biconjugué par bloc et est
appelée Gradient Conjugué par bloc ou Block CG.

2.2 Le Block GCR

La méthode du Block GCR ou GCR par bloc est une généralisation du GCR de
Saad {58 . 1l s'agit, tout comme pour le Block Bi-CG, d’une méthode basée sur la
génération d'espaces de Krylov matriciels de tailles de plus en plus importantes.

Cette méthode requiert également l'inversion, & chaque itération, de matrices
carrées de dimension s.

Comme le Block Bi-CG, la méthode du Block GCR possede des propriétés
d’orthogonalité de telle sorte qu’en un nombre d’itérations inférieur ou égal a
|n/s] la solution des différents systeémes linéaires est obtenue.
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L’algorithme du Block GCR construit en effet deux suites de matrices Py et
Ry, de dimension n X s de telle sorte que

(Pj, P;)ara =0 pour j #1i
(Rj, P;)a=0pouri<j (111.3)

ou les formes bilinéaires considérées sont celles de la sous-section 2.1, R; = B —
AX; représente la matrice résidu obtenue & ’étape i et les matrices P; sont des
matrices auxiliaires utilisées dans ’algorithme Block GCR.

Ces propriétés d’orthogonalité ont une conséquence avantageuse certaine : tout
comme pour le Block Bi-CG, la solution exacte du systéme linéaire considéré est
obtenue en |n/s| itérations.

De plus, par construction, le bloc GCR posséde des propriétés intéressantes de
minimisation des colonnes des résidus R; sur certains espaces affines.

Néanmoins, cette minimisation a un coiit : la mémorisation de toutes les ma-
trices P; obtenues par les itérations successives, ce qui peut fatalement entrainer
un probléme d’encombrement mémoire lorsqu’un grand nombre de données est
considéré (soit di & une matrice de dimension importante : cela peut augmen-
ter d’autant le nombre d’itérations & effectuer, soit dii & un nombre de seconds
membres conséquent : cela augmente alors la dimension de toutes les matrices &
stocker).

Enfin, en considérant les conditions d’orthogonalité données en (II1.3), on
constate que la transposée A" de la matrice A est, comme pour le Block Bi-
CG, utilisée.

2.3 Les méthodes Block QMR

Les méthodes dites Block QMR sont une modification de méthodes par bloc
existantes. Elles utilisent, de facon générale, la méthode QMR présente dans
[37]. Ainsi, on peut trouver le QMR-MBCG dans [61] qui est une modification
du Block Bi-CG. Une version Block QMR pour les matrices symétriques est
également obtenue dans [3] et est basée sur les itérations de Lanczos.

Ainsi, ces méthodes héritent des avantages mais aussi des inconvénients
propres & chaque méthode de base.

La méthode mise au point par Boyse, est basée sur la méthode de Lanczos
(Gradient conjugué par bloc) et ainsi sur la construction d’espaces de Krylov
matriciels. La quasiémiiﬁmisa.tion des résidus est obtenue par une décomposition
QR. Le comportement de la méthode est meilleur que pour le Block CG mais les
calculs sont alors beaucoup plus importants (du fait de la décomposition QR).
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De plus, pour cette méthode, seulement les matrices symétriques peuvent étre
considérées, ce qui limite son champ d’application.

La méthode de Simoncini, le QMR-MBCG a avantage de ne pas se res-
treindre aux matrices symétriques. Elle utilise une procédure d’orthogonalisation
de Gram-Schmidt modifiée ainsi que des rotations de Givens afin d’éviter des
décompositions QR pour la minimisation des résidus.

Complexe, cette méthode permet une convergence plus certaine des résidus
par rapport au Block Bi-CG.

Toutefois, elle utilise encore la transposée de la matrice A. Par contre, les
matrices s X s & inverser ici ont une allure beaucoup plus favorable que celles
utilisées dans le Block Bi-CG. Elles sont en effet triangulaires ou diagonales.

Ainsi, méme si le nombre de calculs effectués par QMR-MBCG est plus
important que pour le Block Bi-CG, I'algorithme est plus fiable.

Toutefois, pour ces deux méthodes, une restriction majeure est & apporter :
il faut, pour des raisons de coiit et d’encombrement, que le nombre de seconds
membres soit négligeable devant la dimension de la matrice considérée. Ceci était
déja le cas pour les méthodes du Block CG et Block Bi-CG.

2.4 Le Block GMRES

La méthode du Block GMRES, décrite par Vital [79] est basée sur la méthode
d’Arnoldi, une décomposition QR ainsi que sur une orthogonalisation de Gram-
Schmidt modifiée, comme pour les méthodes Block QMR. Ainsi, un espace de
Krylov matriciel est également considéré.

La particularité de cette méthode par rapport aux autres est que I’espace de
Krylov utilisé est de taille m fixée dés le départ (c’est déja le cas pour le GMRES
lorsqu’un seul second membre est considéré).

Par rapport aux autres méthodes de résolution par bloc, elle posséde une pro-
priété de minimisation des résidus. Comme pour le Block GCR, cette minimisation
s’accompagne d’un besoin de mémoire supérieur, ce qui la rend délicate lorsque
les données 4 traiter sont de grande taille.

C’est pour cela que P'on utilise généralement une version redémarrée de cet
algorithme.
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3 Autres méthodes

Dans cette Section nous allons considérer des algorithmes qui ont été
spécialement congus pour la résolution des systémes a seconds membres mul-
tiples, en ce sens qu'’ils ne sont pas, contrairement aux algorithmes précédents,
juste issus de résolution de systémes linéaires & second membre unique. C’est-a-
dire que le fait d’avoir plusieurs seconds membres a été spécialement utilisé.

Ainsi, dans la premiére sous-section nous rappellerons un algorithme
élaboré par Simoncini et al. [63] et qui est basé sur une modification et une
adaptation du Block GMRES.

De méme, dans la seconde sous-section, deux algorithmes dus 4 T. F. Chan
et al. dans [26] seront considérés.

3.1 Meéthode basée sur le GMRES

Récemment, Simoncini et Gallopoulos ont proposé un algorithme hybride basé
sur le Block GMRES. C’est ainsi que le MHGMRES (pour Multiple Hybrid
GMRES) est apparu [63)].

Cet algorithme utilise lui aussi, comme le Block GMRES, un processus
d’Arnoldi mais non par bloc cette fois (en utilisant une procédure de Gram-
Schmidt modifiée pour Porthogonalisation). Ainsi un espace de Krylov simple
est constitué et les autres résidus sont projetés sur ce dernier.

Un systéme de moindres carrés est alors résolu via une décomposition QR
tandis qu’un systéme central doit étre considéré a chaque itération. Ce dernier
peut varier 4 chaque itération et est choisi selon un critére qui peut étre déterminé
différemment selon le probleme considéré (dans [63], le systéme central choisi est,
selon un procédé heuristique, celui ot la norme du résidu est la plus importante).

De plus, un probléme de valeurs propres généralisé doit étre résolu afin de
trouver les racines du polynéme du GMRES. 11 faut ainsi trouver les valeurs A
qui vérifient

HTHz—AF
= z.

ot H est une matrice de Hessenberg supérieure de dimension (m + 1) X m (avec
m le parametre généralement utilisé pour la mise en ceuvre du GMRES) et

H = [I,,,0] H et pour un 2z donné.

Ensuite, la procédure de Richardson est utilisée pour connaitre la valeur du
polynéme du GMRES pour chaque résidu.
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Cette méthode présente ’avantage de ne pas utiliser la transposée de la matrice
A. De plus, algorithme MHGMRES présente des propriétés de majoration sur
les résidus considérés.

En outre, ne s’agissant pas d’'une méthode par bloc, le MHGMRES ne nécessite
pas l'inversion de matrices de dimension s & chaque itération.

Par contre, elle introduit une notion délicate qui est la résolution de problémes
de valeurs propres généralisé (qui n’est pas génant si la valeur de m est petite).

La version MHGMRES donnée dans [63] est une version redémarrée.

3.2 Méthodes basées sur le Gradient Conjugué

Les méthodes originales mises au point par T. F. Chan et al. dans [26] mettent
en ceuvre deux algorithmes redémarrés. Deux versions sont en effet considérées.
L’une utilise un systéme central tandis que I’autre est une version par bloc qui
considere toutefois un systéme central (mais un systéme central par bloc cette
fois-ci).

Pour le premier algorithme, a chaque redémarrage un systéme central est choisi
parmi les systémes qui ne sont pas encore résolus.

Des lors I'algorithme du Gradient Conjugué est appliqué au systéme central
tandis qu’une projection de Galerkin est opérée sur I’espace de Krylov généré par
la méthode du Gradient Conjugué sur les autres systémes et ce jusqu’a résolution
du systéme central considéré.

Ainsi, basée sur la méthode du Gradient Conjugué, uniquement les matrices
symétriques définies positives sont considérées.

De plus, les seconds membres considérés par T. F. Chan sont sensés étre assez
“proches”. C’est-a~dire par exemple qu'ils peuvent se représenter par une forme
du type

B=[pY,... b9 (IIL.4)

ol b = b(t) avec b fonction vectorielle continue de t.

Cette condition est supposée afin d’entrainer un bon comportement de 1’al-
gorithme (méme si celui-ci peut étre mis en ceuvre pour des seconds membres
quelconques).

Un Théoréme concernant une majoration des résidus est notamment obtenu
pour le systeme central et il en est de méme si les autres seconds membres
ont ’expression supposée en (II1.4). De méme, étant basé sur la méthode du
Gradient Conjugué, V’algorithme proposé dans [26] est sensé ne redémarrer qu’un
nombre fini de fois (en fait il ne peut théoriquement y avoir plus de redémarrages
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- que le rang de B).

Pour la seconde version de I'algorithme, la version du Block CG est utilisée en
lieu et place du Gradient Conjugué. Le principe de I'algorithme est le méme que
dans le cas précédent sauf bien siir que, cette fois, une projection de Galerkin par
bloc est employée.

Des résultats analogues concernant les majorations des résidus sont obtenus
pour la méthode par bloc. De plus le nombre de redémarrage est fini car, comme
dans le cas de la méthode ol le Gradient Conjugué simple est considéré, le nombre
de redémarrage ne peut excéder |k/s| —1 ol k = rang(B).

Bien siir, cet algorithme étant basé sur la méthode du Block CG et 1a méthode
de Galerkin par bloc, il est nécessaire a chaque itération, et pour chaque se-
cond membre, d’inverser une matrice (qui est de dimension de moins en moins
grande puisqu’a chaque redémarrage un au moins des systémes considéré est
numériquement résolu).

La méthode par bloc est dans ce cas plus appropriée si les seconds membres ne
sont pas “proches”, contrairement & la méthode non bloc décrite précédemment.

1l est également a noter qu’aucune indication concernant le choix du systéme
central (pour la méthode non bloc) ou du choix des systémes centraux (pour la
méthode par bloc) n’est fournie dans [26]. En fait T. F. Chan considere, dans
chaque cas, les premiers systémes non résolus.

" Conclusion

Cette partie présente donc bon nombre des principales méthodes de résolution
de systémes linéaires & plusieurs seconds membres ainsi que d’autres plus
originales, méme si d’autres peuvent encore étre trouvées [59], [64], [38]. Pour les
matrices symétriques, les travaux de Bristeau et al. [21] et de Smith et al. [67]
peuvent étre considérés.

Les premiers types d’algorithmes (ceux par bloc) présentent 1'avantage, en
général, de nécessiter peu d’itérations pour obtenir la solution exacte des systémes
étudiés. Cette propriété intéressante s’accompagne souvent d’inconvénients. En
effet, soit le nombre de seconds membres considérés doit étre trés petit (ce que
Pon représente souvent par I'inégalité s < n), soit la place mémoire nécessaire a
la mise en ceuvre des méthodes décrites est importante du fait d’un stockage de
données important, c’est le cas notamment du Block GCR.

Les seconds types d’algorithmes ont d’autres caractéristiques intéressantes
mais nécessitent parfois d’autres traitements plus complexes que pour les
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premiers (décompositions QR, problémes de valeurs propres généralisés, ...)

Une majeure partie de tous ces algorithmes fait également appel a la transposée
de la matrice A 3 Porigine des systémes linéaires étudiés. Ce probléme est bien
entendu évité lorsque la matrice est symétrique. On peut toujours se rammener &
un tel cas, soit en considérant la matrice A™ A, soit en considérant la matrice de

dimension 2n définie par
0 A
AT 0

Mais, dans le premier cas, cela requiert des opérations supplémentaires et souvent
le conditionnement des matrices alors étudiées devient plus important, ce qui rend
les algorithmes d’autant plus instables.

Dans le second cas, la taille du probleme, qui peut déja étre importante,
devient double de celle du probleme initial.

On peut donc se demander si ’on ne peut pas trouver une méthode “simple”
et efficace qui permettrait de résoudre le probléme (II1.1), qui n’utiliserait pas la
transposée de la matrice A et qui ne serait pas tributaire, pour sa complexité, du
nombre de seconds membres en question (c’est-a-dire, par exemple, qu’il ne serait
pas nécessaire d’inverser a chaque itération des matrices dont la dimension dépend
précisément du nombre de seconds membres). Nous allons tenter de répondre 3
ce probléme dans la Quatriéme Partie.
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Quatrieme partie

Polynomes biorthogonaux,
systemes a seconds membres
multiples

Introduction

Cette partie propose de s’intéresser a la résolution de systémes linéaires de la
forme

AX=B8B (IV.1)

oll A est une matrice inversible non nécessairement symétrique de dimension n
et B une matrice rectangulaire n x s arbitraire. Dans cette partie, s ne doit pas
nécessairement étre négligeable devant n. Un accent tout particulier sera apporté
a l'expression de ce probleme en fonction des polynémes biorthogonaux.

On a vu dans la Troisiéeme Partie que nombre de méthodes proposent des
versions bloc de méthodes pré-existantes. C’est en effet le cas, rappelons-le, du
Block GCR (issu dur GCR de Saad [58]), du Block Bi-CG de O’Leary (voir
[50]), du Block GMRES mis au point par Simoncini et al. (voir [62, 64]) ou
encore du Block QMR étudié également par Simoncini et al. (voir [61]). Toutes
ces méthodes, comme nous ’avons vu, nécessitent 1’'inversion de matrices s X s
a chaque itération. Ainsi, s doit étre relativement petit, sinon des difficultés de
calcul et des problémes d’encombrement mémoire risquent d’apparaitre.

Certaines méthodes ont vu le jour pour éviter ces probléemes. Généralement,
un systéme central est considéré et les résultats obtenus pour la résolution de ce
systéme sont utilisés pour résoudre les autres systémes. C’est notamment le cas
de V'algorithme proposé par T. F. Chan et al. [26].

D’autres méthodes encore ont récemment été mises au point. Simoncini et al.
[63] considérent une méthode itérative qui nécessite la résolution d’un probléme
de valeurs propres généralisées. Cette méthode échange les informations obtenues
pour la résolution de chaque systeme afin d’accélérer la convergence.

Pour la résolution de systémes a second membre unique, beaucoup d’algo-
rithmes sont basés sur la méthode de Lanczos (voir [17] par exemple). Dans cette
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partie, on utilise un systéme central pour résoudre (IV.1). La méthode est basée
sur une modification de la méthode de Lanczos d’oli 'on tire des algorithmes
sans utilisation de la transposée ainsi qu’un algorithme de type BiCGStab (voir
[71]). Tous ces algorithmes permettront une interprétation matricielle spécifique
ainsi qu’une interprétation polynomiale en termes de polynémes biorthogonaux.
Ils peuvent également étre partiellement consultés dans [54].

Ainsi la premiére section rappelle brievement la méthode de Lanczos pour
la résolution d’un systéme linéaire & second membre unique puisque c’est a
partir de cette méthode que de nouveaux algorithmes seront construits pour la
résolution de systémes linéaires & seconds membres multiples.

La deuxiéme section décrit les modifications apportées a la méthode de
Lanczos pour des seconds membres multiples et considére le BiCGStab avec
ces modifications. C’est alors que des considérations en termes de polyndmes
biorthogonaux seront introduites.

Enfin, dans la troisiéme section, quelques exemples numériques d’application
de ces nouveaux algorithmes seront donnés. Ils seront notamment comparés a une
version du Block Bi-CG donnée dans la Troisieme Partie.
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1 La méthode de Lanczos et ses mises en ceuvre

La méthode considérée dans la Section 2 étant basée sur une modification de
la méthode de Lanczos, nous allons, dans une premiére sous-section, rappeler
brieévement la méthode de Lanczos et ses caractéristiques.

Dans la deuxiéme sous-section, le lien entre méthode de Lanczos et notion
de polyndmes orthogonaux formels sera donné.

Dans la troisiéme sous-section, les principales mises en ceuvre de 1a méthode
de Lanczos seront considérées, ce qui permettra la justification de la terminologie
employée par la suite pour les nouveaux algorithmes.

1.1 La méthode de Lanczos

Rappelons ici en quoi consiste la méthode de Lanczos [48] pour la résolution
de systémes linéaires. Pour cela, considérons le systeme

Az = b,

oli A est une matrice carrée inversible n X n a coeflicients complexes et ou =
et b € C*. La méthode de Lanczos construit deux suites de vecteurs {rg};-, et
>

{Zk} o telles que

z,— o € Kip(A, o) = vect(ry, Ar, ..., A" rp) (IV.2)
re=b—Az; 1 Ki(A* y)=vect(y,A'y,... , A" y) (Iv.3)

ol A* désigne la transposée de A et oll & et y sont deux vecteurs (presque)
arbitraires. Généralement, on choisit y = rg.
D’aprés la définition de la suite {zx},5, introduite en (IV.2), on trouve

T — g = —a1To — G Arg — ... — a AF g (IV.4)

ol aq,... ,a; sont des éléments de C.
Et alors, si P; est le polynéme de degré au plus k& défini par

Pi(z) =1+aiz+ ...+ az®, (Iv.5)
on obtient, en multipliant (IV.4) par — A et en ajoutant b,

re=b-—Ax; = To+a;Arg+... +arArrg
= Pk(A)'f‘o.
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Pour des conditions de régularité (notamment certaines relations de récurrence),
on suppose souvent que ce polynéme est de degré k exactement, ce que nous
supposerons pour tout k.

Les conditions d’orthogonalité (IV.3) peuvent s’écrire

(ri, A%y) = (A'ri,y) = (A'Py(A)r,y) =0 pour 0 < ¢ < k — 1.
Et les coefficients ay, - .. ,a; vérifient alors
a1 (A o, y) + .. + ax (Ao, y) = —(A'ro, y) pour 0K i< k- 1. (IV.6)

Le vecteur (ai,...,a;)" est alors la solution du systéme de Hankel

d’ordre k généré par ((ro,A*y),... ,('r'(),A"‘2'“_1y))T avec le second membre
T
(~tro, ), . =(ro, 4" 7'))

Propriété 1.1
Supposons que les wvecteurs y,A%y,...,A™ 'y soient linéairement
indépendants. Alors

dk < n,r, = 0.

1.2 La méthode de Lanczos et les polyndémes orthogonaux
formels

Il nous faut maintenant introduire la notion de polynoémes orthogonaux formels
pleinement étudiés par Draux dans [32] et rappelés dans la premigre partie. Soit
c la fonctionnelle linéaire définie sur 1’espace des polyndomes & une indéterminée
a coefficients complexes par ses moments

c(z') = ¢; = (A'ry, y) pour tout i > 0. (Iv.7)
Alors, pour tout polyndéme P, on a
c(P) = (P(A)ro,y). (IV.8)

Ceci est uniquement di a la linéarité du produit scalaire. Ainsi, les conditions
(IV.6) (et donc les conditions d’orthogonalité (IV.3)) deviennent

c(z'P) =0pour 0 i < k —1. (IV.9)

Une famille de polynomes satisfaisant (IV.9) est appelée famille de polynomes
orthogonaux formels par rapport 4 la fonctionnelle linéaire c. Ces polynomes étant
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définis & multiplication par une constante prés, on les choisit tels que P (0) = 1,
pour que la définition (IV.5) soit cohérente.

De tels polynémes peuvent s’écrire, s’ils existent pour tout k, sous la forme
d’un rapport de déterminants

1 o1 gk
Co ° Cg-1 Gk
Cek—1 - Cop—2 Cok—1
Pi(z) = H,Sl) (IV.10)
oll
e ot Gk
B =
Ck """ Cok—1

Ainsi, la famille de polynomes {Pk}k;o existe si et seulement si H. ,El) # 0 pour
tout k. De plus, le polynéme P est de degré exactement k si et seulement si

CO s ck—l
HY =| ;| #£0.
Ce—1 - Cop—2

Dans la suite, nous supposerons que la condition H, ,9) # 0 est satisfaite pour

tout £k > 0.
On peut introduire la famille de polynémes adjacents P,gl), orthogonale par
rapport a la fonctionnelle linéaire ¢{V) définie par

(2 = (2™ = iy
Ces polynomes vérifient
c(l)(xiP,gl)) =0pour 0<i<k—1 (Iv.iy)

Ils existent et sont uniques & multiplication par une constante prés. On trouve
aisément que le polynéme défini par

¢t - G G
Cg '+ Cop—1 Oy
1 ... k1 IEk;

F () =

HY
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“vérifie les conditions d’orthogonalité (IV.11) et qu’en plus il est unitaire. Le
dénominateur est ainsi identique a celui qui apparait dans Pexpression sous forme
de rapport de déterminants du polynéme P; donnée en (IV.10). L’existence de
Py et de P,Sl) est alors équivalente, ce qui justifie les normalisations P(0) = 1 et

Pk(l) unitaire.

1.3 Mises en ceuvre de la méthode de Lanczos

Les polynomes P; et P,Sl) précédemment définis vérifient certaines relations
de récurrence. De ces diverses relations naltront diverses possibilités de mise en
ceuvre la méthode de Lanczos (voir [17]).

Les trois algorithmes principaux sont appelés Lanczos/Orthodir, Lanc-
z0s/Orthomin et Lanczos/Orthores et nous allons les rappeler maintenant.

Ces trois algorithmes seront donnés & titre indicatif afin de pouvoir se rendre
compte de la différence avec les algorithmes de la Section 2.

1.3.1 Lanczos/Orthodir

s - 2 ~ 1
Deux premiéres relations de récurrence concernant les polynémes P,S ) et les
polynomes Py permettent une premiere mise en ceuvre de la méthode de Lanczos
et un premier algorithme.

Comme il est rappelé dans le Théoreme 1.2 de la Premiére Partie, les polyndmes
orthogonaux formels unitaires P,Sl) satisfont une relation de récurrence a trois
termes de la forme

P\ (2) = (z — k) P (z) — BeP () (Iv.12)

ou P_y(z) = 0et Py(z) =1.

Nous allons donner une expression différente des coefficients oy et 3 de celle
qui a été donnée dans la Premiere Partie. Elle nous sera utile dans la suite.

Soit [, un polvnéme de degré exactement 7. Par la linéarité de ¢, les conditions
d’orthogonahité (IV.9) peuvent encore s’écrire

c(UiPy) =0pour 0 i < k- 1. (IV.13)
De méme. on trouvera que (IV.11) peut s’écrire
WP =0 pour 0 < i <k — 1. (IV.14)

Ainsi, en multipliant (IV.12) par Ui_1 et en appliquant (), on trouve, en utilisant
les conditions d’orthogonalité (IV.14) pour i =%k — 1,

C(l) (:I}Uk._lplgl))
k =
D (U1 PL)

sik>0et =0 (IV.15)
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De méme, en multipliant (IV.12) par Uy et en appliquant V), on obtient, en
utilisant les conditions d’orthogonalité (IV.14) pour ¢ = k,

a = C(l) (.’L‘UkPISl)) — ﬁkc(l) (Ukplgl_)l) .

IV.16
WU, PM) ( )

On peut également montrer (Brezinski [8]) que les polynémes Py et les po-
lynémes Pk(l) satisfont une relation de récurrence de la forme

Piy1(z) = Pi(z) — Mz PV (2) (IV.17)

ot le coefficient Ay est donné, en considérant les conditions d’orthogonalité (IV.9)
et (IV.11), par

_ ca*Py)
(D)

que l'on peut encore exprimer sous la forme

C(Ukpk)

= __ATF 5 IvV.18
" OUERD) e

ot Uy est un polyndme de degré exactement k (il suffit de multiplier (IV.17) par
Uy, d’appliquer c¢ et d’utiliser (IV.13) pour i = k).

Enfin, on trouve des expressions plus maniables pour les coefficients (3, a; et
Ax en considérant la définition de c introduite en (IV.7), ’égalité (IV.8) et les
définitions de ces coefficients respectivement en (IV.15), (IV.16) et (IV.18). On
obtient

(AzUk_l(A)Pél)(A)ro,y) i
(AUk-1(A) P, (A)ro, y)
(A’U(A) PO (A)ro, y) — Br(AUL(A) P (A)ro, y)
(AU(A) PV (A)ro, y)
(Ux(A)Pr(A)ro,y)
(AU(A) P (A)r,y)

k>0

B =

Qr =

Ainsi, en posant q;, = P,Sl)(A)'ro et en rappelant que r;y = P;(A)ro, le premier
algorithme, que ’on appelle Lanczos/Orthodir, s’en suit

Algorithme Lanczos/Orthodir(A, b, g, y, €)
¢ Initialisations
Tg b-— A(Bo
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go=To
e Itérations
Pour k£ =0,... jusque convergence Faire
Si k=0 Alors
Bo =
Sinon

Br (AzUk—l(A)qlu y)/(AUk—l (A)Qk—h y)
Fin de Si.
ar  [(A’Ur(A)gy, ¥) — Bu(AU(A)gi_1, 9)] / [(AU(A) gy, y)]
A = (Ux(A)7rr, y)/ (AU (A)gs, y)
Qii1 < (A — o) — BrQr—1
Tyl & T — AkAqk
Try1 — Tk + Arqy
Si [|ri41]] < € Alors Stop.
Fin de Pour.

Cet algorithme est appelé Lanczos/Orthodir si Uy et Ui sont respectivement
P,Sl) et P,fl_)l.

1.3.2 Lanczos/Orthomin

Deux autres relations de récurrence permettent d’obtenir une autre mise en
ceuvre de la méthode de Lanczos.

Il est alors nécessaire d'introduire la famille de polyndmes {Qx},, dont les

éléments sont définis par QJ; = 5kP( ) ot ﬁk est tel que Pi et Qx ont le méme
coefficient du terme de plus haut degré (ils sont tous deux supposés de degré k
exactement). On peut facilement montrer que les polyndémes Q) et Py sont liés
par la relation

Qk+1(z) = Peqa(z) — 1Q(z) (Iv.19)
ou i est donné par

c(a:UkPk_H) (AUx(A)Pei1(A)ro, y)
T AOUkQr)  (AUk(A)Qr(A)ro, y)

ou Uy, est un polynéme de degré exactement k En effet, Qy vérifie, par définition,
les mémes conditions d’orthogonalité que P . On multiplie (IV.19) par zUy et
on applique ¢. Les conditions d’ orthogonahte donnent la premiere expression de
v&- La seconde est obtenue en considérant (IV.8).

Ainsi, si I'on pose @, = Q«(A)7q, on obtient une mise en ceuvre de la méthode
de Lanczos dont P’algorithme s’appelle Lanczos/Orthomin.
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Algorithme Lanczos/Orthomin(A, b, zy, ¥, )
o Initialisations
ro —— b— Az
do=To
e Itérations
Pour k£ =1,... jusque convergence Faire
s (AUx(A)ri11,9)/(AUL(A)Ge, )
Ak + (Ue(A)re, y)/ (AU (A) G, y)
Tl < Tk — AcAQ,
Tpy1 & Tk + MGy
Si ||7g+1]| < € Alors Stop.

§k+1 — Trt1 — Ve
Fin de Pour.

Cet algorithme est appelé Lanczos/Orthomin lorsque Uy, = P.

1.3.3 Lanczos/Orthores

Enfin, en utilisant uniquement le fait que les polynémes Py sont eux-aussi des
polynémes orthogonaux, on obtient une derniere mise en ceuvre de la méthode
de Lanczos, que I'on appelle Lanczos/Orthores.

Comme les polynémes P sont des polynémes orthogonaux, non unitaires, par
rapport & ¢, s’ils existent pour tout k et s’ils sont tous de degré exactement k, ils
satisfont une relation de récurrence a trois termes qui peut toujours s’écrire sous
la forme

Pk+1 ((E) = O [(x + ,Bk)Pk(iL‘) - 'Yk:Pk—l (.’E)] (IV20)
ol les coefficients a; et B; sont donnés par

c(zUr1Pr)  (AUp1(A)Pi(A)ro,y)

cUr-1Pi-1) ~ (Ur-1(A) Pe1(A)To, y)

Vec(UePi—1) — c(aUsPr) _ e(Ue(A)Pi_1(A)ro, y) — (AUs(A)Pe(A)ro, y)
(U Fx) (Uk(A)Pe(A)ro, y) '

Br

La premiere expression des coefficients est obtenue en considérant les conditions
d’orthogonalité que vérifient les polynémes P;. On multiplie ainsi (IV.20) par
Ui_1 et I'on applique ¢, ce qui donne ~y; (on peut diviser par a4 car les polyndmes
P, sont de degré k exactement, ce qui impose ai # 0). De méme, en multi-
pliant (IV.20) par Uy et en appliquant ¢ & nouveau, B est obtenu. Les secondes
expressions sont & nouveau trouvées a I'aide de (IV.8).
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Enfin, la normalisation P;(0) = 1 nous donne

_ 1
:Bk_")'k.

(673

Ainsi, on obtient I’algorithme Lanczos/Orthores.

Algorithme Lanczos/Orthores(A, b, o, ¥, €)
e Initialisations
ro +— b— Az
e Itérations
Pour £ =1,... jusque convergence Faire
Si k=0 Alors
Yo =10
Sinon
Vi < (AUp-1(A) 7k, y)/ (Ux-1(A)7T-1, y)
Fin de Si.
B < [(Us(A)ri—1,y) — (AUe(A)ri, )] /(Uk(A)7e, y)
ok < 1/(Bc — 1)
Tr1 — O [(A + Be)Te — VaTr—1)
Tpy1 < 0[BTk — Vi1 — T
Si ||rg41]] < € Alors Stop.
Fin de Pour.

Cet algorithme est appelé Lanczos/Orthores si l'on choisit Uy = Py et
U1 = P

1l est connu que les algorithmes utilisant les espaces de Krylov sont plus stables
lorsque I'on considére des relations de récurrence “courtes” (comme c’est le cas
pour Lanczos/Orthomin) que lorsque 'on considére des relations de récurrence
“longues” (comme c’est le cas pour Lanczos/Orthodir et Lanczos/Orthores). Ceci
est en effet un résultat du rapport technique de Gutknecht et al. [43].
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2 Considération de plusieurs seconds membres

La méthode de Lanczos et ses mises en ceuvre décrites dans la Section 1 étant
trés souvent étudiées, on peut se demander dans quelle mesure on peut trouver,
sur les mémes bases, une méthode de résolution de systémes linéaires lorsque
plusieurs seconds membres sont considérés.

Ainsi, dans la premiére sous-section une modification sera apportée 3 la
méthode de Lanczos dans cette optique. Tandis que la méthode de Lanczos pour
la résolution de systémes linéaires 3 second membre unique utilise exclusivement
des polynémes orthogonaux, une modification de cette derniere considérera des
polynémes biorthogonaux pour la résolution de systémes linéaires avec plusieurs
seconds membres.

Dans la deuxiéme sous-section une propriété essentielle de cette nouvelle
méthode sera considérée.

Enfin, dans la troisiéme sous-section, les diverses mises en ccuvre de cette
méthode seront considérées, par analogie avec les mises en ceuvre de la méthode
de Lanczos. Une modification du BiCGStab de Van Der Vorst [71] sera également
proposée.

2.1 Description de la méthode

Nous allons décrire la méthode issue d’une modification de la méthode de
Lanczos pour le cas d’un second membre unique. Un systéme central sera alors
considéré ou certaines informations seront recherchées pour la résolution des
autres systémes linéaires.

Pour cela, considérons désormais le systeme linéaire

AX =B
oli B = [b(l), - ,b(s)] est une matrice de dimension n x s. Chaque élément b%)
est ainsi un vecteur de dimension n. Considérons alors les 2s suites {a:,(cj)}l <i<s
k>0
et {r’?)}}é{'ﬁs définies par
29 — 2 e Ki(A,z) (IV.21)
) = — A2 1 K (4% ). (IV.22)

ou z, ¥ et a:[(,j) (j =1,...,s) sont choisis (presque) arbitrairement.
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Alors, on trouve d’apres (IV.21)

:cg) =z +aP2 4+ ...+ ag)A’“"lz pour k > 0 (IV.23)
ou les coeflicients ag), cee ag) sont des éléments de C.

Et ainsi, pour k > 0, en multipliant (IV.23) par —A et en retranchant b9, on
obtient

P = 39— Agd
= Y - Azl — P Az — ... — o) A2
= ) — A8, (A)2
ou <I>§cj_)1 est le polynéme de degré au plus k¥ — 1 défini par
o9 (z) =a¥ + ez + ...+ aPz* 1.

Les conditions d’orthogonalité (IV.22) peuvent alors s’écrire, pour tout &£ > 0
g! )

agJ')(Ain,y) +...+ a,(cj)(Az’+kz,y) = (Ai'r[()j)’y) pour { ;z(i, e ,I;— 1

. A\ T
Les vecteurs (agj), . ,ag)) sont les solutions des systemes de Han-
kel générés par ((Az,9),...,(A% 'z,y))" avec les seconds membres

; . T
((Tg)»yt--- -(A"'IT%’),?/)) pour j=1,...,s.

Remarque 2.1
Cette interprétation matricielle est similaire 4 celle obtenue dans la méthode
de Lanczos originale, 3 un détail prés. La matrice de Hankel formée ici ne
dépend pas d’un éventuel ry (donc du second membre) comme c’était le
cas dans la Section 1.

2.2 Un processus fini

Comme dans la méthode de Lanczos originale, et sous une certaine condi-
tion, on montre que la nouvelle méthode donne le résultat exact théorique en un
nombre fini d'itérations.

Proposition 2.1
Supposons que les vecteurs y,A%y,...,A™ 'y soient linéairement
indépendants. Alors,

Jk < n, 'r,(cj) =0pourj=1,...,s.
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Preuve :

Par les conditions d’orthogonalité, on obtient rg) L (y, A%y, .., A*"—ly)

qui sont n vecteurs linéairement indépendants. Or, r$) étant un vecteur 3 n
composantes, il est nécessairement nul. Le résultat est alors évident et les solutions
exactes sont donc obtenues en au plus n itérations.

La condition de la Proposition précédente n’est naturellement vérifiable, tout
comme pour la méthode de Lanczos ol un seul second membre est considéré,
qu’en calcul exact.

2.3 Mises en ceuvre de la nouvelle méthode

Explorons maintenant les possibilités de mise en ceuvre de cette méthode. Les
fonctionnelles linéaires utilisées sont d’abord définies. Ensuite, nous construisons
les suites qui ménent aux solutions des systémes.

De 13, nous tirerons les diverses manieres de mettre en ceuvre la méthode
proposée a la sous-section 2.1.

2.3.1 Fonctionnelles linéaires associées — Expression polynomiale

Considérons les n x s fonctionnelles linéaires définies sur I’espace des polynémes
par

LO(z™) = (A2, y) sim >0 (Iv.24)
£I(1) = —(Ardy) (IV.25)

pourl1ig<netl1 <j<s.

De facon analogue a la méthode de Lanczos originale, définissons la fonction-
nelle linéaire ¢V par

D (2Y) = ¢4 = (A2, y) pour i > 0.
On trouve aisément la

Proposition 2.2 _
Les fonctionnelles L et ¢V sont liées par

(2% = E%j) (™) pour i —m+1 > 0.
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Preuve :

Par définition, LY (zi-m+1) = (A™™1 5 o) puisque i — m + 1 # 0. Ainsi,
on a L& (zi-mH1) = (A2, y) = D ().

Soient ﬁk les polyndmes orthogonaux formels par rapport 3 cV). IIs satisfont
D(z'P) =0 pour 0 < i < k— 1. (Iv.26)
On les choisit unitaires et on rappelle alors un résultat de la Premiére Partie.

Propriété 2.1 (Drauz [32])
Les polynémes orthogonauz formels unitaires P par rapport d ¢ satisfont
la relation de récurrence a trois termes

Peia(z) = (z — a) Pe() — BiPi-i(z) (Iv.27)
avec Py(z) =1, P_1(z) =0 et
Bo = 0 B
Be c(lj((t:;l(:fl;]{;:)_l) pour k > 0 (IV.28)
o = O (21 B,) — Brc® (zk Bi_y) sour £ 3 0. (IV 29)

D (2 Py)

L’expression des coefficients est due  l'orthogonalité par rapport 3 ¢ des po-
lyndmes P.

En multipliant chaque coté de (IV.27) par un polynéme Uy_; de degré exacte-
ment k—1, en appliquant () et en utilisant les propriétés d’orthogonalité (IV.26)

que satisfait P, on trouve
C(l) (xUk_1ﬁk)
k= =
c(l)(Uk—IPk—l)
De plus, en multipliant chaque c6té de (IV.27) par un polynéme U, de degré
exactement k, en appliquant c{) et en utilisant les propriétés d’orthogonalité
(IV.26) que vérifie Py, on obtient également
(U Py) — Bpe (U Py_1)
W (UL Py

pour k£ > 0. (Iv.30)

pour k£ > 0. (Iv.31)

873
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Maintenant, en posant

POz)=14aPz+ ...+ a9 (IV.32)
pourl < j<s,ona

PP(0) =1

LIOPDY=0pouri=0,...,k—1. (IV.33)

En effet, on remplace = par 0 dans (IV.32), ce qui conduit & la premiere égalité.
La linéarité des £ et leur définition en (IV.24) et (IV.25) fournissent la seconde.
Ainsi, les polynomes P,SJ) sont les polynémes biorthogonaux introduits par

Brezinski dans [8]. Ils sont de degré au plus % et si P,g)l est de degré exactement
k + 1, il satisfait la relation

P, (z) = PO (z) + N2 Pe(2) (1V.34)
ol Py est le polyndme unitaire de degré k tel que
LO(zP)=0pour0<i<k—1 (IV.35)
et ol
A = —E’M. (IV.36)
Ly (zPy)

Or, d’aprés la Proposition 2.2, on trouve L9 (zF;) = L (zi~+1P,) = V(21 F)
et ainsi (IV.35) devient
c(l)(xil?’k) =0pour0<ig<k—1.

Les polynoémes 13,c sont ainsi les polynémes orthogonaux unitaires par rapport &
M et (IV.36) devient

. @) pWh)
X9 = _L (B ) (IV.37)
V(2% Py)
Les polyn6mes P,Ej ) peuvent étre écrits, par définition
PO (z) =1+ 20, (z)

et ainsi, les polynémes <I>,(j) vérifient, si ’on utilise (IV.34),

89 (z) = ), (2) + A Py (2).
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Et, comme mg) =z + <I>§c’21(A)z et rg) = b9 — Aa:,(cj), on obtient, en posant
g9, = Pi(4)z

g, = of + 20 (A)z =2 + 8, (A)z + ' Pu(A)z ==’ + \g,
il = 80— Azl =60 - A@Y + Wq) =) - X Aq,. (IV39)

Remarque 2.2
Contrairement a la méthode de Lanczos originale, les polynémes P(j) ne
sont pas, en general des polynémes orthogonaux. En effet, on n’a pas, dans
le cas général, E (1) = fJ )1 (z). De plus, nous n’avons pas, comme dans le
cas de la methode de Lanczos avec un second membre unique, une relation
du type vy’ = PO(A)r{).

Les polynomes P, et P(J) peuvent s’exprimer sous forme de rapports de
déterminants. Pour Pk, il suffit de consulter la Premiére Partie.
Le polynome Pk , quant a lui, peut s’exprimer par

1 x --- zk
—(ré’),y) G o o
j —(Ak 1"" YY) Ck ot Cop—1
PO (z) = .
cl PRI ck
Cp -+ Cog—1

En remplacant z par 0, on obtient de suite P,Sj ) (0) = 1. De plus, en appliquant L,(j )
a la premiére ligne du déterminant du numérateur et en utilisant la Proposition
2.2, on obtient les conditions d’orthogonalité (IV.33).

Ainpsi, les polynémes P et P,f’ ) existent si et seulement si H # 0 (on rappelle
que H, ) est le déterminant du dénominateur) et les polynémes P,S7 ) sont des

polynomes de degré k exactement si et seulement si

("'(()j)y 7)) & o Gk
0 . : :
H;S 3 = N : : # 0.
(rgj)’ A*k_ly) C -+ Cog—2
- Siles polynémes P et P,Sj ) nexistent pas, un probleme se pose. Une telle situation

est connue pour le cas d’un second membre unique. Ce probléme a été résolu pour
les polynomes orthogonaux par une technique de sauts développée par Brezinski
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et al. [13] et plus récemment dans [14] mais aussi par Brezinski et al. [18, 19, 20].
D’autres techniques existent également pour traiter ce probléme, voir [42] et [1].

Ces techniques devraient pouvoir s’appliquer ici car les polynémes f’k sont
des polynomes orthogonaux. De plus, les dénominateurs qui interviennent dans
le calcul des polyndmes biorthogonaux Py G) ne dépendent justement que de ces
polyndémes orthogonaux. Cela reste a etudler Nous allons, dans la suite, supposer
que tous ces polynOmes existent.

2.3.2 Analogie avec Lanczos/Orthodir

Donnons maintenant des expressions utiles des coefficients o, Bx et
,\53). Nous verrons qu’alors un algorithme semblable & Lanczos/Orthodir peut
étre obtenu pour la résolution de systémes linéaires & seconds membres multiples.

Par définition des fonctionnelles £ et ¢ et en utilisant leur linéarité, on
montre facilement, en posant g, = Pr(A)z, que

D(@P) = (ATP(A)z,y)

| = (4%g,y) (1v.39)
LI(BD) = —(Ard,y)+ (A", (A)z,y)sik >0
— (Azrk ’y) (IV40)

Il s’agit en effet de considérer la linéarité des fonctionnelles utilisées ainsi que leur
définition. On note que, d’aprés (IV.25), la derniére formulation reste valable si
k = 0. Ces relations permettent ainsi de déduire une expression utilisable des
divers coefficients.

Proposition 2.3
Sotent Uy et 'V @) des polynémes arbitraires de degré k exactement. Alors les

coe fhicients Ai’), oy, et B introduits précédemment peuvent s’écrire

W _ Ay @)

© T (A (AV9(4)g,y)
(A*q,,y)  (A%i1(A)g,,y)
(Afq_1,y)  (AUi_1(A)g;_1,v)
(A**%q,,y) — Bu(A" g, 4, 1)

(Ak“qk, y)
(A’Ux(A)gy, y) — Br(AUk(A)g,_ uy)
(AUr(A)qy, y)

(IV.41)

Br

(847
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Preuve :

La premiére expression de [ est obtenue en considérant (IV.28) et (IV.39).
La seconde est obtenue & 1’aide de (IV.30) et de (IV.39).

De méme, la premiére expression du coefficient o) est une conséquence de
(IV.29) et de (IV.39) tandis que la seconde vient de (IV.31) et de (IV.39).

Quant 3 la premiere expression du coefficient )\(3), on l'obtient a l'aide de
(IV.37), de (IV.39) et de (IV.40). Les polyndémes P,SJ) ne faisant pas partie d’une
famille de polynémes orthogonaux formels, la seconde égalité est plus délicate.
11 faut en effet considérer le fait (que 'on montre aisément par récurrence) que

1 A*y pour 1 < i < k. Ainsi, si le coefficient de plus haut degré de V}c(j) est
v,?), alors (AVU)(A)qk,y) = 'u(’)(Ak"'lq y) De meme comme 'r 1 A* pour
0<i< k-1, onaura (V;c (A)'rk Y) = g )(Ak'r ,4). Et le résultat s’en suit
(par &mphﬁca‘uon des v,(c’ ).

Remarque 2.3
L’expression des coeflicients oy, et By, est strictement analogue 3 ’expression
que I'on peut trouver dans le cadre de la résolution de systéme linéaire a
second membre unique pour Lanczos/Orthodir (puisque les polynémes Py
sont des polynémes orthogonaux formels). La différence majeure réside dans
les coeflicients )\g) car les polynémes P,SJ ) sont des polynémes biorthogonaux
et généralement non orthogonaux formels.

Pour des ralsons évidentes d’encombrement mémoire, il parait nécessaire que les
polynomes Vk qui interviennent dans (IV.41) ne dépendent pas de j.

Ainsi, en posant Ug(z) = z* et Vk(j) (x) = zF pour tout j, on obtient
immédiatement ’algorithme Multiple Lanczos/Orthodir suivant qui permet la
résolution de systémes linéaires a seconds membres multiples, similaire & Lanc-
z0s/Orthodir (pour un systéme & second membre unique).

Cet algorithme sera appelé M—Lanczos/Orthodir en référence & Multiple Lanc-
zos/Orthodir. Les données B et X, représentent respectivement la matrice se-

cond membre et une premidre estimation de la solution (X, =z, ... , z{9). De
méme, Ry = (rt(,l), ey r((,s)). Ces notations seront identiques dans les algorithmes

suivants.
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Algorithme M-Lanczos/Orthodir(A, B, Xy, , ¥, 2,€)
¢ Initialisations

gy =2
Y=Y
Ry+ B— AX,

e Itérations
Pour k£ =0,... jusque convergence Faire
dQ; — Ag;
dr < (@, Yx)
Pour(j =1,...,s Faire
) = (0, ya) [ d
rg-f)-l ) - \q,
2}, 2 + 30,
Fin de Pour.

Si max 17';311” < € Alors Stop.

B < di/dr—1
Yrs1 < A'Yy,
o [(q_ka Yes1) — Be(@r_1, ’.'lk)] /dx
Qk+1 < Tk — Gy — BrQe-—1
Fin de Pour.

Le probléme de cet algorithme, comme 1’a justement fait remarquer Simoncini
(communication personnelle), est qu’il nécessite le calcul des puissances itérées
de A* appliquées & un vecteur ¥y, ce qui est connu pour étre numériquement
instable. Il apparait donc nécessaire de faire un choix plus judicieux pour les
polyndmes Uy, et V}fj) afin d’éviter un tel inconvénient.

Ainsi, on peut choisir Vkm = Ui pour tout 1 < j < s. On a alors besoin,
d’aprés les expressions de la Proposition 2.3, uniquement des quantités Ux(A)q,,
Ur-1(A)g;, Ur(A)g;_, et Uk(A)"'g)' _

Un choix “nj}turel” pour Uk est Us E~Pk (puisqu’alors, par définition, on aura
Ur-1(A)q; = Pi—1(A)Pi(A)z = Fy(A)Pi—1(A)z = Ug(A)gg—1)-

Donc il nous faut calculer les vecteurs Py(A)q,, Pi_1(A)g; et Isk(A)r,(cj) en
utilisant les relations de récurrence des polynémes ﬁk et P,Sj .

On utilise la technique trouvée dans [16] qui consiste & multiplier les relations
de récurrences que vérifient les différents polynémes afin d’obtenir les relations
nécessaires 4 ’expression des vecteurs voulus.

Proposition 2.4 5 _ B _ .
En posant F,(j) = Pk(A)r,(f), G, = Pi(A)g, @ = Fi1(A)gy et ﬁcj) =
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I~’1¢_1(A)r,(f), on a

Gry1 = (A—o)’@) — 26c(A — o%)q, + BTy
Qi1 (A — )@y, — BeGy
#, = 1004
fgl)-l = (A- ak);:gi)-l - ﬁk"/:gcj) + )‘I(g)ﬁkAak
= (A- a7 - 37 - 2 AGiy,

avec
* (AQk: y)
;Bk (AQ&k, y)
(Aqk—h y)
ay (Azqka y) — :Bk (A&kn y) )
(A'jkn y)
Preuve :
Par définition de q;,;, on a @,z = Piy1(A)Pyy1(A)z. Ainsi, en

utilisant la relation de récurrence & trois termes (IV.27), on obtient
~ ~ 2

Gy = [(A—ak)Pk(A)—ﬂkPk_l(A)] z. En développant le carré et en

remarquant que f’k_l(A)ﬁk (A)z = @, 'expression obtenue de G, apparait.

Par définition de ¢, on a G = P((A)P.;1(A)z. En utili-
sant & nouveau la relation de récurrence (IV.27), on obtient qz,, =

ﬁk(A) [(A — ak)};k (A) — ﬂkﬁk_l (A)] z, d’olt 'expression de ;.. ;.

Par la relation que vérifie rﬂl en (IV.38),0na 'Fgll = P (A) [rg) — )\g) Aqk] .

D’ou 'expression obtenue de 'Fg_zl

Par définition de Fg)_l, on a Fg,)_l = ﬁk+1(A)7‘§£1- En utilisant la relation
de récurrence (IV.27), on trouve 'Ffﬂl = [(A — o3)Pe(A) — ﬂkﬁk_l(A)] rgll.
En utilisant la relation (IV.38), on obtient Fg)_l = [(A - ak)f’k(A)] rﬂl -

,Bkﬁk_l(A) [r,(f) - /\g)Aqk], ce qui nous donne la premiére expression obtenue
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de Fgll. La seconde expression est obtenue en utilisant la premiére ainsi que
P’expression de ?2"_21
Enfin, en remplagant Uy et Vk(’) dans la Proposition 2.3 par P, le résultat est

évident pour les coefficients oy, (% et /\,(cj).

Remarque 2.4

Par rapport & ce que 'on peut trouver dans [16], on n’a pas la méme sou-
plesse _{)our évaluer les vecteurs de la Proposition précédente dans la mesure
ot PP (A)z # r) en général. Or une relation de ce type est utilisée dans

[16].

De la Proposition 2.4 on obtient un algorithme sans utilisation de la transposée,
que ’'on nomme TFM-Lanczos/Orthodir (pour Transpose-Free Multiple Lanc-
zos/Orthodir).

Algorithme TFM-Lanczos/Orthodir(A4, B, Xy, ¥, 2,¢€)
¢ Initialisations

q-ozqozz
Ry« B— AX,
Ry =Ry

e Itérations
Pour £ = 0,... jusque convergence Faire
4 < Aqy
g, + Ag;
4, < Agy
dk «— (ak: y)
ﬁk <~ (Adk, y)/dk—l
Qp < [(6]5:7 y) - ;Bk(q.ka y)] /dk
Pour(j =1,...,s Faire
AkJ) «— (

_ F,‘ﬁ’,y)/gf
"’:531 ‘_ig) — A g

) (A — o)) - B + 20 Beq
a:gll — a:g) + Ag)qk
rg_,)_l +— r,(f) — /\§f)Aq,c

Fin de Pour,

Si Ioax rﬁlH < € Alors Stop.

Qi1 < G — 200G + Q2 qy, — 20k(Gr — Gy) + BEG, s
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Qi1 < Qi — Gy, — BrGy,
Qi1 < (A-— ak)qk — Brq_,
Fin de Pour.

Il faut remarquer que les vecteurs a:g) sont, par définition, identiques & ceux
évalués dans M-Lanczos/Orthodir. Cet algorithme présente donc un intérét limité
dans la mesure ou le résidu relatif a :c,(;’) ne peut étre calculé récursivement.
Les vecteurs intermédiaires sont uniquement utilisés pour le calcul des produits
scalaires !

2.3.3 Analogie avec Lanczos/Orthomin

L’algorithme Lanczos/Orthomin, rappelé en sous-section 1.3.2, utilise certains
polynoémes Py et @ pour calculer le polynéme Q1. Nous allons faire de
méme pour obtenir un algorithme analogue pour la résolution des systemes
linéaires a seconds membres multiples. Voyons alors & quoi peuvent correspondre
les polynomes P et Q.

Ainsi, on pose b = A:c((,o) — z et V'on consideére les deux suites {:Bg)) }k . et
>

{'rg))} définies par
E>0

:cg)) — a:go) S Kk(Aaz)
= b0 - 4l — Azl - Az® L Ki(A'w)

Alors
2 =2 +aVz + ... +a® A"z pour k > 0
ol a§°),». .. ,ag) sont des complexes. Alors, en posant
PO) =1+ + ...+ a0z,
on obtient r = 59 — Az = A2 - z - Az{¥ = AL) - 2 -
A (mgo) + ago)z +...+ ag))Ak”lz) = —z—ago)Az —... ——agj) AFz = —P,SO) (A)z.

On peut poser <I>§co_)1(x) = a§°) + ago)ac + 4 ag))x"”l comme précédemment.

On introduit la fonctionnelle linéaire ¢ définie par

¢(z*) = (A'z,y) pour i > 0.
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Alors, par définition de c¢ et par linéarité,

c(xiP,SO)) = (AiP,go)(A)z,y) =0pour0<ig<k-1

et la famille {P,SO)} est donc la famille de polyndémes orthogonaux formels par

rapport & c.
Les fonctionnelles linéaires ¢ et ¢!V seront ainsi liées par la relation

() = c(a™!) = (A2, ).

Considérons alors le polynéme @y = Ekﬁk oll Ek est choisi tel que @i et P,SO) ont
le méme coefficient de terme de plus haut degré (on suppose ces deux polynomes
de degré k exactement).

Les conditions d’orthogonalité que vérifient les polynémes P,go) et P et les
normalisations utilisées nous donnent alors les relations de récurrence

Pi(x) = PO2)+ 2 2Q: (IV.42)
Qesr(z) = P (@) + %Qe(@). (IV.43)

Par orthogonalité, les coefficients Aﬁ,") et v sont déterminés par

4O _ c(z*PY)
k c(l)(kuk)
)
D) (kuk)

Les relations (IV.42) et (IV.43) sont donc analogues & celles obtenues dans le
cadre de P'algorithme Lanczos/Orthomin. Encore faut-il pouvoir les appliquer &
la résolution de systémes linéaires & plusieurs seconds membres.

En posant g; = Qx(A)z, on obtient, d’aprés (IV.42) et (IV.43), q;,1 = WG —

0 0 0 0
f‘z(cll et 7'1(‘:131 = "'I(c )~ )‘é )AQk-
Proposition 2.5

Si Uy et Vk(o) désignent des polynémes de degré k exactement, les coefficients

()
k

v et A\’ peuvent s’écrire

Lo Ay B (AU, )
v (AFlq,,y) D (UrQr) (AUx(A)ay,y)
(Ak"'l(cO)’y) B C(V;c(O)PISO)) B (Vk(o)(A)rio),y)
(Ag,y)  COVOQ) (AV9(4)q,y)

(Iv.44)

2D
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Preuve :

La démonstration est umquement basée sur les conditions d’orthogonalité que
vérifient les polynémes P( et Qx ainsi que sur la linéarité des fonctionnelles c et
M,
c
|

On remarque que I’expression de /\éo) est compatible avec celle obtenue en (IV.41)
sij=0. )

Comme dans le cas précédent, si 1’on choisit Up(z) = z* et ka(x) = z¥ alors
la mise en ceuvre est immédiate et I’algorithme Multiple Lanczos/Orthomin (noté
M-Lanczos/Orthomin) est ainsi obtenu.

Algorithme M-Lanczos/Orthomin( A4, B, Xy, :vf,o), Y, Z,€)
e Initialisations

gy =2
b® Azéo) —z
Ry« B- AX,
réo) «— b0 — Aaz((,o) =—2z
Yo=Y
e Itérations
Pour k =0,... jusque convergence Faire
q = /{(Ik
dy = (ka'yk)
Pour(y , s Faire
) (. y,) /dy
W, 505,
2], al? +2g,
Fin de Pour.
Si max rk+1“ ¢ Alors Stop.
Ui — Ay

N (7';;(217 'yk+1)/dk

0
Qi1 < Ve — 7'§c4)-1
Fin de Pour.

Une remarque identique & celle formulée pour lalgorithme M-
Lanczos/Orthodir concernant le calcul des puissances itérées de A* peut
étre énoncée ici.
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C’est pourquoi, si I’on pose a nouveau, Uy = Qy, et Vk(j) = (i, alors on obtient
la

Proposition 2.6 : _ ) _
En posant 1“'2) = Qk(A)r,(f), g = Qr(Agy, 'Fg) = Qk_l(A)rg), et
i-'g) = P,SO)(A)rg), on a

#9 = #9 LaA0AFD 1 A0 450 2010 a2, (IV.45)
70, - 10— ag,
T = P+ wien
Q1 = 7I%q—k_i:§£i)-1—27kﬁ£i)-l
avec
o 1_‘;(5;) Y)
(Aqy,y)
Y~ ARy
(Agy,y)
Preuve :

Par définition, on a 1'274)_1 = P,fi)l(A)'rfﬂl. En utilisant la relation (IV.38) et
la relation (IV.42), on obtient 7}, = [P{V(4) + X" AF(4)] [r?) - AP 4q,].
Ainsi, en développant et en remarquant, comme P,SO) (A)z = —'rgo), que
P,SO)(A)q,c =-PB (A)rgo), on obtient le résultat annoncé.

Par définition de Ffﬂl, en util'%sant (IV.38) et le fait que rg:zl = Tg)) —)\g))Aqk,
on trouve que rkll = P(A) ['r%’) - )\,?)Aqk], d’ott le résultat.

Par la définition de F%?_l et en utilisant la relation de récurrence (IV.43), on
trouve que Fgll = [P,S?I(A) +7kﬁk(A)] "1921- En développant, Pexpression de

=(7)

Tryq est immédiate.

Par définition de ., on a Gy = 13,?+1(A)z. En utilisant la relation de

~ 2
récurrence (IV.43), on obtient @, = [P,gi)l(A) + 'ykPk(A)] z. En développant

. 5 © _ _ po , .
le carré et en remarquant & nouveau que 7./, = —F; (A)z, 'expression de
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G141 est obtenue.

L’expression des coefficients A,(f) et 7, est trivialement obtenue en remplagant
Uy et Vk(’) tous deux par Py dans (IV.41) et (IV.44).

]
Proposition 2.7 '
Comme P{%(0) = 1 alors on peut écrire #0) = pbi) — Aé':g) et
rd) = 0= #¥) =0 = AzY) = p¥).
De plus
ng_i)—l — 5 )‘(J) -—(0) )\S’)Fg) + /\g’) /\21') Ag,.
Preuve :

Par simple définition de rg), si r,(;’) = 0, il est alors clair que 'r,(f) = 0.
D’autre part, on remarque que , comme _P,So)(O) = 1, r,(f) = P,SO?(A)rgj) =
(I + AL (A)r? = (I + 432, (4)(8Y — AzY) = bY) — 43P Alors on
peut obtenir par récurrence a:g) en formant, & partir de (IV.45), # (J ) ri’_l)_l et en
multipliant par AL

=
9] (J)

Ainsi, il n’est pas nécessaire de calculer les vecteurs 7’ ainsi que les vecteurs x;
ce qui est intéressant du point de vue coiit opératoire et encombrement mem01re
De plus, cette fois, les vecteurs &;’ ne sont pas les mémes que ceux évalués avec
’algorithme M-Lanczos/Orthomin.

Un algorithme sans utilisation de la transposée s’en suit. Il s’agit de TFM-
Lanczos/Orthomin (pour Transpose Free Multiple Lanczos/Orthomin).

Algorithme TFM-Lanczos/Orthomin(A, B, X, a:(() ) Y, 2, €)
e Initialisations
b Az(()o) -z
90 =z

Xo=Xo
(0) g )
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Eo «— ._B - AXp
Ry =Ry

«(0) _

Py =—2

'F(()O) _ 1-_:(()0)

e Itérations
Pour £ =0,... jusque convergence Faire
gy < 4‘71;
dk A (qka y)
Pour j =0,...,s Faire
M« (70, y)/di
Fk+1 — 'Fg) — /\qu
Sij=0 Alors
o) =T
"’:531 = ?k+1
Ve (Aﬁ?py)/dk

A0 =
Fin de Si.
70 79+ 0 22007 - 2PN AG,

Fg21 — 7:](57.31 + YeTr1 ‘

30, 30— xr® - APRY 1 A0,
Fin de Pour,

Si max “rfﬁ_l” < € Alors Stop.

1<5€s
_ _ (0 0
Qi1 < Veqgy — 7'§c-21 - 271:7/:5«421
Fin de Pour.

Analogie avec le BiCGStab Supposons maintenant que, pour tout j, on ait
V;cm = Vi défini par récurrence par

Veri(z) = (1 + viz)Vie(z)
ou v, minimise
S
N2
S|l
=1
et ol 'Fg) est défini par

7 = vi(A)rd.
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Proposition 2.8 ) , ) )
_Sz' a, = Qx(A)z, en posant 'Fg) = Vk(A)rg), d, = Vi(A)g, et 5,(3) = Fg) —
2D Ag,, on obtient

_ 0
1 = I+ 1 A)G, — ""24)-1

7 = (I+unA)sd. (IV .46)

avec

(1"53 ) y)

(A‘Ika y)
> 60, A8))

T

1 (-2;0-{)-17y)
Vg (Aqkn y)

Y

Vp =

Y&

Preuve :

Par la relation de récurrence introduite en (IV.43), on a g, ; = Ykq; — 'ri le

et ainsi, i = (I + v A)q, — ""2:121 si 'on considére la relation que vérifie le

polynome V.

La définition de s ), celle de Vi et (IV.38) donnent ’expression de 7'1(:]-21

L’expression de )\,(c’ ) vient de (IV.41) et les conditions de minimisation imposées
donnent vy.

Pour ~k, on utilise (IV.44). Et 'on remarque que, par les condltlons d’or-
thogonalité que vérifie rg)), on a Vk(AVk(A)r,(ﬂl,y) = (Vk(A)rk Y +
vk(AVk(A)'rg:zl,y) = (V:=+1(A)r§£21, 7). Le dénominateur ne change pas et I'on
obtient ’expression voulue de 7.

=

Comme pour TFM-Lanczos/Orthomin, on la

Proposition 2.9 . )
Comme Vi (0) = 1, alors on peut écrire 7, = b9 — A:E,(C’) et

) = 0= =0 = Az = 1.
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De plus,

a:ffl = a:g) + /\,(cj)qk - vk.‘s‘g).

Preuve :

La démonstration est strictement identique a celle de la Proposition 2.7 mais
on utilise cette fois (IV.46) pour 'expression de &; G

Ainsi 'algorithme TFM-BiCGStab/Orthomin est obtenu.

Algorithme TFM-BiCGStab/Orthomin( A, B, X, a:o ,y, ,E)
e Initialisations
b0 Aa:g)) -z
9o =2
Xo = Xp
580) _ :v(()o)
Ro «~ B — AXQ
79— b— A'(o) =—z
e Itérations
Pour k£ = 0,... jusque convergence Faire
g < Ag;
dy (alm )
Pour (7 , s Faire
) (r‘” Y)/d
(J) - ,,.U) _ )‘(J)~
20 AsD
Fin de Pour.

2
Y _l(s,?%'si” ) i [
Pour j =0,...,s Faire
79 5V + v, 59
k+1 k kSk .
zl), &) + /\53) q@i — V5
Fin de Pour.

Si max “7'1(3121“ < € Alors Stop.

1<_1<s
Ye = =% (rk-{-l?y)/dk
Qi1 < Y@y + ve@y) — Fl(c-})-l



134 2 Considération de plusieurs seconds membres

Fin de Pour.

Remarque 2.5
Une analogie avec Lanczos/Orthores ne peut pas étre obtenue car les po-

lynémes P,Sj ) ne sont pas en général des polynémes orthogonaux. Or, cette
propriété était utilisée pour les formules de récurrence attachées a Lanc-
z0s/Orthores.

Le tableau 21 montre le nombre de produits scalaires, le nombre de produits
matrice-vecteur par itération (produits Mv) ainsi que ’encombrement mémoire
(nombre de vecteurs de dimension n) nécessaire 3 la mise en ceuvre de chaque
méthode.

Produits scalaires Produits Mv  Mémoire

M-Lanczos/Orthodir s+2 2 25+ 2
M-Lanczos/Orthomin s+3 2 2s+4
TFM-Lanczos/Orthodir s+4 25 +4 45+ 7
TFM-Lanczos/Orthomin 543 5+4 3s+8
TFM-BiCGStab/Orthomin 3s+3 §+2 45+ 6

TAB. 21: Coiit opératoire par itération (produits scalaires et produits matrice-vecteur)
et emplacement mémoire requis selon D’algorithme considéré.

Ce tableau montre que le nombre de produits matrice-vecteur ne dépend pas
de s pour les deux premiers algorithmes alors qu’il n’en est pas de méme pour
les algorithmes sans utilisation de la transposée. 11 faut également remarquer que
les algorithmes sans utilisation de la transposée nécessitent plus de mémoire et
qu’ils peuvent &tre rapprochés des algorithmes trouvés dans [16] et [28].

La méthode proposée ne requiert, pour les mises en ceuvre de base (M-
Lanczos/Orthodir et M-Lanczos/Orthomin) que deux produits matrice-vecteur
par itération (indépendamment du nombre de seconds membres considérés s).

Malheureusement, plus n est grand, plus les résultats numériques correspon-
dant aux algorithmes de base sont mauvais (voir la Section 4). Ces deux algo-
rithmes ne semblent alors avoir qu'un intérét théorique, a moins d’en améliorer
la convergence.

De plus, l'algorithme TFM-Lanczos/Orthodir semble prohibitif vu le nombre
de produits matrice-vecteur qu’il requiert par rapport aux autres. Pour les deux
derniers algorithmes (TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin),
I’un présente un avantage au niveau du nombre de produits matrice-vecteur tandis
que Pautre demande moins de produits scalaires.
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Remarque 2.6
Une forme de Conjugate Gradient Square (CGS) [68] ne peut pas étre mise
en ceuvre ici car nous nous sommes contentés de polynémes V; indépendants
de j, bien que TFM-Lanczos/Orthomin puisse y faire penser (puisque I'on

utilise P,So)z). Pour le CGS, il faudrait considérer P,gj )2 pour1 < j<s.

Remarque 2.7
E‘videmment, dans tous les algorithmes de cette partie, au lieu que le test
d’arrét ne porte sur le maximum des résidus obtenus, il peut porter, par
exemple, sur la moyenne de ceux-ci ou sur la norme de Frobenius de ces
derniers. 1l peut également étre défini par rapport aux seconds membres
(norme des résidus sur celle des seconds membres) ...
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3. Exemples numériques

Les exemples numériques seront de trois types. Dans une premiére sous-
section nous étudierons la répercussion du nombre de seconds membres sur
les algorithmes de la Section 2. Des graphes permettant une telle comparaison
seront alors donnés et commentés.

Tandis que dans la deuxiéme sous-section les trois algorithmes Block Bi-
CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin seront comparés,
dans un certain sens que nous préciserons. Cette comparaison sera menée afin
de mieux apprécier la convergence des algorithmes obtenus dans la Section 2 par
rapport, par exemple, a une méthode de résolution par bloc.

Enfin, dans la troisiéme sous-section, nous utiliserons des matrices creuses
de grandes dimensions afin de voir l'incidence de la dimension des matrices sur
les algorithmes de la Section 2.

3.1 Incidence du nombre de seconds membres sur la
convergence

Avant de considérer les exemples numériques, remarquons premierement
que les méthodes M-Lanczos/Orthomin et M-Lanczos/Orthodir ont paru
n’étre efficace que sur des matrices de trés petite dimension (inférieure
3 20!), méme si le colit opératoire est de loin le plus faible par rapport
-au TFM-BiCGStab/Orthomin et aux deux autres algorithmes sans utilisation
de la transposée. Cela est probablement di au calcul des puissances itérées de A*.

Deuxiémement, le TFM-Lanczos/Orthodir semble n’étre efficace que sur des
matrices de dimension inférieure & 100. Cela est peut-étre di au fait qu’un grand
nombre de produits matrice-vecteur est considéré.

C’est pourquoi nous n’étudierons que des exemples numériques utilisant le
TFM-BiCGStab/Orthomin et le TFM-Lanczos/Orthomin. Seuls ces deux algo-
rithmes ont en effet donné des résultats encourageants lors de leurs mises en
ceuvre.

Tous les algorithmes ont été écrits et programmés en Matlab 4.2¢.1 en double
précision. Toutes les matrices utilisées sont de dimension = 500 pour cette sous-
section. Les seconds membres ont été choisis au hasard, en utilisant la fonction
rand de Matlab. Les vecteurs zg’) sont toujours nuls. Le test d’arrét utilisé est

>3

2 v
< 1e718, afin de voir le comportement de la convergence (4 moins

)
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que l'itération ne corresponde a la dimension de la matrice, c’est-a-dire 500,
auquel cas I’algorithme a été arrété).

Nous avons utilisé trois matrices symétriques et trois matrices non symétriques
afin de voir la rapidité de convergence dans les deux cas. Ces deux types de
matrices sont donc regroupées selon ce critére. Pour chaque matrice, le condi-
tionnement a été calculé 4 I'aide de la fonction cond de Matlab, qui est définie
comme le rapport de la plus grande valeur singuliére sur la plus petite (le
conditionnement en norme 2).

Ensuite, nous avons considéré, si s désigne le nombre de seconds membres, s =
1,10, 20, 30,40 et 50 pour voir le comportement du TFM-BiCGStab/Orthomin
en fonction du nombre de seconds membres considérés (puisque le coefficient v
dépend de tous les résidus et donc du nombre de seconds membres). Il ne parait
pas nécessaire d’effectuer une telle comparaison pour le TFM-Lanczos/Orthomin
car chaque résidu est considéré indépendamment des autres, contrairement &
TFM-BiCGStab/Orthomin ou le coefficient »x dépend de tous les résidus.
Tous les résultats sont présentés sous forme de tableau pour la méthode M-
BiCGStab/Orthomin dans la mesure o 'on peut ainsi apprécier l'incidence du
nombre de seconds membres sur la mise en ceuvre de la méthode.

De plus, pour chaque matrice, un graphique contient les résultats pour s = 1
et s = 50 pour le TFM-BiCGStab/Orthomin et pour s = 50 pour le TFM-
Lanczos/Orthomin. Ceci nous permettra de comparer le comportement du TFM-
BiCGStab/Orthomin pas a pas lorsque 'on augmente le nombre de seconds
membres. Le TFM-BiCGStab/Orthomin et le TFM-Lanczos/Orthomin pourront
étre comparés également. Les graphes indiquent, avec une échelle logarithmique
pour les ordonnées, la moyenne de la norme euclidienne des résidus obtenue a
chaque itération. Dans les graphiques, on peut lire en abscisse 'itération pour
laquelle la moyenne des normes des résidus est calculée.

3.1.1 Les matrices symétriques

Nous allons tout d’abord étudier la mise en oceuvre du TFM-
BiCGStab/Orthomin et de TFM-Lanczos/Orthomin & Paide de matrices
symétriques.

La premiére matrice considérée est la matrice

20 -1

M, = -1 20
- 1
-1 20
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Elle est de dimension 500 et son conditionnement est 1.22. Les données du tableau
22 donnent les résultats obtenus (itération ol le critére d’arrét est atteint) pour
le TFM-BiCGStab/Orthomin.

8 1 10 20 30 40 50
Itérations 16 16 16 17 18 16

TAB. 22: Nombre d’itérations nécessaires d la satisfaction du critére d’arrét pour la
matrice M1 pour la méthode du TFM-BiCGStab/Orthomin avec successivement 1, 10,
20, 30, 40 puis 50 seconds membres.

La convergence pour s = 1 et s = 50 a le comportement décrit par la figure 1.

: T T T | B | T T
1 3\ TFM-BiCGStab (s=1) — 7
NN TFM-BiCGStab (s=50) ——-
0.01 e TFM-Lanczos/Orthomin (s=50) ---- -
0.0001 ‘\f\__q -
N N

1le-06 oS N .
1e-08 |- AN .
le-10 | N .
le-12 TR -
le-14 N =
18—16 = 1 [ 1 { n Y ) > =

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

F1G. 1: Résultats obtenus pour la méthode du TFM-BiCGStab avec 1 puis 50 seconds
membres et pour TFM-Lanczos/Orthomin (50 seconds membres uniquement) pour la
matrice M.

La convergence est rapide quelle que soit la méthode. Cela est slirement
di & deux facteurs. Premiérement, la matrice considérée est symétrique.
Deuxiémement, son conditionnement est trés bon. Ce qui semble intéressant est
que la courbe a une allure générale semblable, que s = 1 ou que s = 50 pour
le TFM-BiCGStab/Orthomin. TFM-Lanczos/Orthomin nous donne de bons
résultats également.
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La matrice suivante est

B -I
M, = -I B
|
-1 B
ol la matrice I est la matrice identité de dimension 20 et ou B = 4I est aussi
de dimension 20. Le conditionnement de la matrice M, de dimension 500, est
2.97. Le tableau 23 consigne les données recueillies.

s 1 10 20 30 40 50
Itérations 40 45 41 41 49 43

TAB. 23: Nombre d’itérations nécessaires d la satisfaction du critére d’arrét pour la
matrice Mo pour la méthode du TFM-BiCGStab/Orthomin avec successivement 1, 10,
20, 30, 40 puis 50 seconds membres.

L’allure de la convergence est représentée dans les graphes de la figure 2.

. T T T — 1 ]
NG TFM-BiCGStab Es:l) —
0.01 |- “~ TFM-BiCGStab (s=50) e
™ TFM-Lanczos/Orthomin (s=50) ----
0.0001 - NN i
1e-06 - R N -
1e-08 - NG _
le-10 “\\ _
le-12 = ' ‘\\\ _
le-11 : \\\\ -
le-16 - ': NV
le18 | ". i
le-20 b= 1 i 1 1 . 1 1 1 s -

0 3 10 15 20 25 30 35 40 45

FIG. 2: Résultats obtenus pour la méthode du TFM-BiCGStab avec 1 puis 50 seconds
membres et pour TFM-Lanczos/Orthomin (50 seconds membres uniquement) pour la
matrice M.

Dans cet exemple, nous voyons que le nombre de seconds membres n’a qu’une
influence minime sur le nombre d’itérations & effectuer pour arriver 3 la solution



140 3 Exemples numériques

correcte pour le TFM-BiCGStab/Orthomin. Le plus petit nombre d’itérations
nécessaire est 40 pour s = 1 alors que le plus important est 49 pour s = 40. Les
deux courbes pour le TFM-BiCGStab/Orthomin sont encore trés proches. Le
TFM-Lanczos/Orthomin nous donne ici un meilleur résultat.

La derniere matrice symétrique considérée est la matrice diagonale M3 =
diag(1,2,...,500) utilisée dans [26]. Le conditionnement de cette matrice, de
dimension 500, est naturellement 500. Voyons les résultats obtenus.

IIs figurent dans le tableau 24 pour M3 avec le TFM-BiCGStab/Orthomin.

s 1 10 20 30 40 50
Itérations 189 192 192 198 198 205

TAB. 24: Nombre d’itérations nécessaires a la satisfaction du critére d’arrét pour la
matrice M3 pour la méthode du TFM-BiCGStab/Orthomin avec successivement 1, 10,
20, 30, 40 puis 50 seconds membres.

Les graphes, pour M3, avec s = 1 puis s = 50 seconds membres sont
représentés dans la figure 3.

I I ! LD

L R TFM-BiCGStab (s=1) B
oo, ", . TFM-BiCGStab (s=50) ——
0.01 + X ,\"\M TFM-Lanczos/Orthomin (s=50) ---- =

0.0001
1e-06 T-
1e-08 -
le-10 |-
le-12 |-

le-14

le-16 — L . .
50 100 150 200 250

F1G. 3: Résultats obtenus pour la méthode du TFM-BiCGStab avec 1 puis 50 seconds
membres et pour TFM-Lanczos/Orthomin (50 seconds membres uniqguement) pour la
matrice M 3.

La convergence est correcte, en dépit d’un conditionnement non optimal (mais
pas trop important non plus). Les deux graphes sont encore trés voisins pour
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- le TFM-BiCGStab/Orthomin. Le nombre d’itérations minimum est 189 pour
s = 1 tandis que le nombre d’itérations maximum est 205 pour s = 50. Ainsi,
le nombre de seconds membres ne semble 4 nouveau pas étre un facteur décisif
de convergence ici. Le TFM-BiCGStab/Orthomin donne une convergence plus
rapide que le TFM-Lanczos/Orthomin pour s = 50 mais les deux algorithmes
ont le méme comportement.

3.1.2 Matrices non symétriques

Comme le TFM-BiCGStab/Orthomin et le TFM-Lanczos/Orthomin
semblent donner de bons résultats pour les matrices symétriques, on peut se
demander ce qu’il va en étre pour les matrices non symétriques (on sait déja
qu’en théorie, la convergence est assurée dans les deux cas).

Comme dans le cas des matrices symétriques, trois matrices seront ici étudiées.
La premiere matrice non symétrique que nous considérons est

B -1
M, = —I B
S
-I B
avec
4 0
B= 50 4
. 0
50 4

La dimension des matrices B considérées est 10. Le conditionnement de la matrice
M, de dimension 500, est 1.04 x 10

On a obtenu les données du tableau 25 pour M, avec le TFM-
BiCGStab/Orthomin.

8 1 10 20 30 40 50
Itérations 138 120 158 149 153 137

TAB. 25: Nombre d’itérations nécessaires d la satisfaction du critére d’arrét pour la
matrice M 4 pour la méthode du TFM-BiCGStab/Orthomin avec successivement 1, 10,
20, 30, 40 puis 50 seconds membres.

Le comportement de la convergence est représenté dans la figure 4 de la page
suivante.
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le+16
le+14
le+12
le+10
1e+08
le+06
10000

100

0.01
0.0001
le-06
1e-08
le-10

Bl

LT

L -1 40

| W O O O N Y T N O I I |

TFM-BiCGStab (s=1) _
le-12 \  TFM-BiCGStab $s=50) _____
le-14 \ TFM-Lanczos/Orthomin (s=50) ------
le-16 1 N R I 1 1 1 1

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

T 1T 1T 111

o

F1G. 4: Résultats obtenus pour la méthode du TFM-BiCGStab avec 1 puis 50 seconds
membres et pour TFM-Lanczos/Orthomin (50 seconds membres uniquement) pour la
matrice M 4.

Méme si la matrice a un conditionnement assez mauvais et qu’elle est non
symétrique, on peut constater que ’algorithme TFM-BiCGStab/Orthomin nous
donne une convergence acceptable quel que soit le nombre de seconds membres
(avec un minimum de 120 itérations pour 10 seconds membres et un maximum de
158 itérations pour 20 seconds membres). D’apres le graphe, on peut également
voir que le comportement de chaque courbe est trés proche pour cette méthode
que Pon considere 1 ou 50 seconds membres.

Par contre, pour TFM-Lanczos/Orthomin, il en va autrement dans la mesure
ot I’algorithme ne converge pas et que la norme des résidus oscille entre 10 et
10'4. Le conditionnement élevé de cette matrice est peut-étre déterminant pour
cet algorithme.

La matrice suivante utilisée est

M; =

considérée dans [16].
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Le conditionnement de cette matrice, de dimension 500, est 2.91 et les résultats
obtenus sont, pour M5 et algorithme TFM-BiCGStab/Orthomin, représentés
dans le tableau 26.

s 1 10 20 30 40 50
Itérations 274 285 284 279 286 294

TAB. 26: Nombre d’itérations nécessaires a la satisfaction du critére d’arrét pour la
matrice M s pour la méthode du TFM-BiCGStab/Orthomin avec successivement 1, 10,
20, 30, 40 puis 50 seconds membres.

Le comportement de la convergence pour M est décrit par la figure 5.

] ] L] 1
TFM-BiCGStab (s=1) —
TFM-BiCGStab (s=50) -
TFM-Lanczos/Orthomin (s=50) ----

1
0.01
0.0001
1e-06 -
1e-08 |-
le-10 |-
le-12 -
le-14 |-

le-16 E 1 ~1 ] I [ “\u]

F1G. 5: Résultats obtenus pour la méthode du TFM-BiCGStab avec 1 puis 50 seconds
membres et pour TFM-Lanczos/Orthomin (50 seconds membres uniquement) pour la
matrice M.

Méme si le conditionnement de la matrice est petit, on a une convergence
lindaire mais pas trés rapide de 'algorithme TFM-BiCGStab/Orthomin. Cela
doit en partie étre di au fait que la matrice est non symétrique. Toutefois,
pour s = 50, la convergence du TFM-Lanczos/Orthomin est beaucoup plus
rapide. Le nombre d’itérations nécessaire pour chaque second membre s pour le
TFM-BiCGStab/Orthomin est trés proche (de 274 si s = 1 4 294 si s = 50),
comme on peut le constater dans le tableau.

La derniere matrice non symétrique considérée est la matrice redhef f de la
Test Matriz Toolboxr de Higham [45] considérée également dans [16]. Si ’on écrit
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cette matrice Mg = (m;;)1<ig500, alors les coefficients satisfont

\J\
my; g = 1si _7 =1
m;; = 1 si i divise j
m; ; = 0 sinon.
Le conditionnement de cette matrice, de dimension 500, est 2.42 x 103.

On a obtenu, pour Mg, les résultats du tableau 27 avec ’algorithme TFM-
BiCGStab/Orthomin.

s 1 10 20 30 40 50
Itérations 50 45 47 46 48 46

TAB. 27: Nombre d’itérations nécessaires d la satisfaction du critére d’arrét pour la
matrice Mg pour la méthode du TFM-BiCGStab/Orthomin avec successivement 1, 10,
20, 30, 40 puis 50 seconds membres.

Et, pour s = 1 et s = 50, les graphes de la figure 6 ont été obtenus.

le+06 FiT T T ] T T T =
e TFM-BiCGStab (s=1 —

10000 = ;v TFM BICGStab (o=50) -

100 @ VT TFM-Lanczos/Orthomin (s=50) ---- —

1

0.01 |
0.0001 |-
1e-06
1e-08
le-10 |
le-12
le-14 -
le-16 + \
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90

F1G. 6: Résultats obtenus pour la méthode du TFM-BiCGStab avec 1 puis 50 seconds
membres et pour TFM-Lanczos/Orthomin (50 seconds membres uniquement) pour la
matrice Mg.

Encore une fois, le TFM-BiCGStab/Orthomin se comporte correctement pour
tout s, avec un nombre d’itérations minimum de 45 pour s = 10 et maximum
de 50 pour s = 1. Dans cet exemple, on peut voir que les deux courbes ont, une
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nouvelle fois, une allure trés semblable. Le TFM-Lanczos/Orthomin a atteint le
critére d’arrét en plus d’itérations que le TFM-BiCGStab/Orthomin.

3.2 Comparaison avec le Block Bi-CG

Dans cette sous-section, nous allons comparer les deux méthodes préalablement
étudiées avec celle du Block Bi-CG, qui utilise la transposée de la matrice A
mais qui est une référence en matiére de résolution de systémes linéaires & second
membre multiple.

Méme si les trois méthodes ont pour propriété commune I'obtention d’un
résidu nul en un nombre fini d’itérations, la comparaison exclusive de cette
donnée ne parait pas judicieuse. En effet, pour le Block Bi-CG le résultat exact
doit étre obtenu en un maximum de |n/s| itérations alors dans le cas des
deux autres algorithmes il en est de méme en n itérations. Ainsi, présenter les
résultats obtenus sous forme de graphe n’ameénerait rien de bien intéressant (si
ce n’est, théoriquement, une “convergence graphique” plus rapide pour le Block
Bi-CG mais les calculs nécessaires i cette convergence seraient plus importants
pour chaque itération). C’est pourquoi nous nous proposons de comptabiliser
le nombre d’opérations nécessaires a I'obtention d’une solution pour laquelle la
norme du résidu est inférieure ou égale & 1076 d’une part et inférieure ou égale
3 1078 d’autre part.

De plus, pour chaque méthode, il est indiqué, a titre indicatif, 'itération pour
laquelle le critére d’arrét a été obtenu.

Ce nombre d’opérations a été donné, dans chaque cas, & l'aide de la fonction
flops disponible sous Matlab et comprend les opérations contenues dans
Pinitialisation de chaque algorithme ainsi que les opérations effectuées jusqu’a
Pitération indiquée.

Ainpsi, il serait intéressant de pouvoir étudier ces trois méthodes (TFM-
Lanczos/Orthomin, TFM-BiCGStab/Orthomin et Block Bi-CG) en fonction du
nombre de seconds membres considérés. C’est pourquoi nous fournissons ci-apres
huit tableaux représentant successivement le nombre d’opérations nécessaires
pour un second membre 3 2, 5, 25 puis 50 colonnes avec un test d’arrét de 1076 et
10~8 (valeur de £). Dans les tableaux suivants figurent ainsi les résultats obtenus
pour chaque algorithme. Pour des raisons évidentes de place, le nom de I’algo-
rithme TFM-Lanczos/Orthomin est abrégé dans le tableau en TFM-L/Omin
tandis que celui du TFM-BiCGStab/Orthomin a été abrégé en TFM-BiCGStab.

Les six matrices M, M,, M3, M,, My et Mg que nous avons considéré
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correspondent aux six matrices de la sous-section 3.1, sauf que la dimension de
chaque matrice est ici ramené & 200.

Un “-” dans une case signifie que le résultat escompté n’a pas été atteint
avant 400 itérations, soit deux fois la dimension de la matrice étudiée!

Les nombres en caracteres gras dans chaque tableau représentent le nombre
d’opérations minimum constaté parmi les trois méthodes testées. Tandis que les
nombres en italiques indiquent que l’itération théorique maximale dans chaque
méthode a été dépassée pour la matrice considérée.

Le conditionnement de chaque matrice est rappelé, 3 titre indicatif également,
dans la colonne notée cond.

L’algorithme de mise en ceuvre du Block Bi-CG est bien évidemment 1’Algo-
rithme 2.1 introduit & la Section 2.1. Pour cet algorithme, les matrices auxiliaires
M, ~,, 7, ont toutes été remplacées par des matrices identités de dimensions
correspondantes.
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3.2.1 Comparaison pour 2 seconds membres

Considérons tout d’abord ce ~<‘1‘u’il en est pour 2 seconds membres. Les Tableaux
28 et 29 relatent les données recueillies pour & = 107¢ et £ = 1078 respectivement.

e=10"16 Cond. Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab
M, _It_;‘% 1.2222 7 7115 962 6 81123 776 4 7015:1 900
M, R;;l?;:i 2.8443 6 20122301 5 81151 926 11 732 115
M; ‘E%:L 200 46 og; 784 76 019592 245 39 3121(;7 753
M, _IE%__?;:SH_ 9.58 x 10%% — — 45 317305 273
M; "E%‘rlitp% 2.9094 41 433 790 46 623 344 91 715713581
M it%%;_;ml— 458.8501 12 7257) 415 28 722 600 12 ogg 148

TAB. 28: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 10716 pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (2 seconds
membres).

Pour € = 10716 .

On remarque que, pour 2 seconds membres, la méthode généralement la plus
efficace en termes d’opérations effectuées pour les matrices considérées est le
TFM-BiCGStab/Orthomin.

Ainsi, méme si pour M le nombre d’itérations est supérieur a celui re-
quis pour TFM-Lanczos/Orthomin (respectivement 14 contre 13). L’algorithme
TFM-BiCGStab/Orthomin requiert moins d’opérations par itération que TFM-
Lanczos/Orthomin.

Pour M ,, les algortthmes Block Bi-CG et TFM~Lanczos/Orthomin sont assez
proches, aussi bien du point de vue des itérations que du point de vue du coiit
opératoire.

M3 nous donme-des résultats proches pour le Block Bi-CG et le TFM-
BiCGStab/Orthomin. Toutefois, le nombre d’itérations pour le Block Bi-CG
est 91 contre 117 pour le TFM-BiCGStab/Orthomin alors que le nombre
d’opérations nécessaires est moindre pour la seconde méthode. Le coiit opératoire
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e=10°% Cond. | Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab

M, ﬁle.%:‘;m— 122221 683 5| 3 91; 504 3 683 a7
M -If%—igé’i 2.8443 5 19130895 4 802 044 6 381(? 065
M; -It“el«%%?" 200 34 922 923 41 13? 909 26 sgg 287
M. I_t;ri'?;:%“ 9.58 x 10'% H‘llo—?_eﬁ — 42 316322 134
M ier«%% 2.9004 25 855); 974 | 25 132 624 46 317388376
M ﬁle«“_rli%sgn— 458.8501 7 71145966 17 722 647 7 39%42 415

TAB. 29: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 10~% pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (2 seconds

membres).

du Block Bi-CG est plus élevé par itération (ceci est siirement dii au calcul de
Pinverse & chaque étape, méme si, ici, il ne s’agit que d’inverser une matrice de
dimension 2).

La matrice M, favorise, & nouveau, le TFM-BiCGStab/Orthomin dans la
mesure ol les deux autres méthodes n’ont pas convergé vers la solution du
systéme. On peut penser que le M-BiCGstab est moins sensible que TFM-
Lanczos/Orthomin au conditionnement de la matrice considérée (en effet, ce
dernier est relativement élevé pour M,).

La matrice M5, quant 3 elle, est favorable au Block Bi-CG, méme si le TFM-
Lanczos/Orthomin donne des résultats du méme ordre (mais toutefois moins
performants).

Enfin, pour la matrice Mg, en dépit d’un conditionnement plus important
que dans les autres cas, les résultats sont, pour les trois algorithmes, corrects,
avec toutefois un léger avantage au TFM-BiCGStab/Orthomin juste devant le
Block Bi-CG.

Pour ¢ = 1078 :

Les comportements sont globalement identiques lorsque la précision désirée ¢ =
10~16, Toutefois, pour M5, une précision de 10~8 entraine un nombre d’opérations
moindre pour TFM-Lanczos/Orthomin alors que pour 107¢ le Block Bi-CG était
le plus performant.
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On remarque également que pour M, la précision 106 n’était jamais atteinte
par le Block Bi-CG alors que pour 1078 cet algorithme satisfait au critére d’arrét
(avec néanmoins 107 itérations, ce qui est supérieur au critére théorique de 100
itérations). Toujours pour cette matrice, TFM-Lanczos/Orthomin ne converge
pas méme si le test d’arrét est rabaissé & 1072,
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3.2.2 Comparaison pour 5 seconds membres

Nous allons maintenant étudier le comportement des trois méthodes pour 5
seconds membres. Les Tableaux 30 et 31 contiennent les résultats obtenus.

g =101 Cond. Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab
M, “@% 1.2222 19 oég 587 10 3;? 580 9 43116 809
M Lg%l”s%‘ 2.8443 13 6;8 363 | 8 86]51 900 18 823 299
M, ‘B%rfzb_:n" 200 87 13:? 421 | 116 égé 410 73 0172;1 502
M, _It;rlz__%son— 9.58 x 10%% — — 81 312%48 445
M _1%%%?1_ 2.9004 75 ogg 491 |1 321 188 163 §§§ 915
Me "%%gi 458.8501 — 43 43? 664 21 23(75 291

TAB. 30: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 10716 pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (5 seconds
membres).

Pour £ = 10716 .

Comme dans le cas de deux seconds membres, la méthode qui semble la plus
efficace est le TFM-BiCGSTab/Orthomin.

Ainsi, pour la matrice M, le TFM-BiCGStab/Orthomin donne de meilleurs
résultats que les deux autres algorithmes, méme si TFM-Lanczos/Orthomin
converge en un nombre d’itérations moindre et en un nombre d’opérations as-
sez proche.

La matrice M, favorise quant a elle TFM-Lanczos/Orthomin alors que ’al-
gorithme du TFM-BiCGStab/Orthomin a requis plus du double d’opérations
pour un résultat analogue. Le Block Bi-CG, méme avec un nombre d’itérations
proche de TFM-Lanczos/Orthomin (10 contre 11 respectivement) nécessite lui
aussi beaucoup plus de calculs.

La matrice M3, avec un conditionnement de 200 fait échec au Block Bi-
CG puisque le critere d’itérations maximales est dépassé (65 alors que 40 sont
théoriquement nécessaires). Les deux autres algorithmes convergent assez len-
tement et le nombre de calculs effectués est le moins élevé pour le TFM-
BiCGStab/Orthomin.
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e=10"% Cond. | Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab
M, —It‘%%%l‘ 12222 |53 3594 %0 | 35 i 308 5 30?5 842
M, %n— 2848 | rorrr | e e PELE
M; j%ﬁ;—;_:n‘ 200 55 oé; 554 | 66 832 784 | 48 9?3 634
M, -It—gf%;)f—n 9.58 x 10 — — 76 6113(;) 425
Ms L?%’so'n— 2-9094 49 722 932 | 37 4;1?1 632 83 019421 688
M i%%;on— 458.8501 — 27 Ggg 21 | 16 532 040

TAB. 31: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 10™% pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (5 seconds
membres).

M, a causé des problemes de stabilité aux deux algorithmes Block Bi-
CG et TFM-Lanczos/Orthomin. De telle sorte que ces deux méthodes n’ont
pas convergé alors que, comme dans le cas ou deux seconds membres étaient
considérés, le TFM-BiCGStab/Orthomin donne un résultat correct.

La matrice M5, en dépit d’un conditionnement trées bon (2.9094) rend Yal-
gorithme TFM-BiCGStab/Orthomin instable puisque 278 itérations ont été
nécessaires a la convergence de ’algorithme. De méme, le Block Bi-CG dépasse son
itération maximale de 40 (puisque la convergence est atteinte en 56 itérations).
Toutefois, méme si TFM-Lanczos/Orthomin donne les meilleurs résultats, le
Block Bi-CG a occasionné un nombre d’opérations assez proche.

l.a derniere matrice, Mg, occasionne 3 nouveau une défaillance de 1’algo-
rithme Block Bi-CG et le TFM-BiCGStab/Orthomin nécessite deux fois moins
d’opérations que TFM-Lanczos/Orthomin. La convergence a été obtenue en 36
itérations pour le TFM-BiCGStab/Orthomin en dépit d’un conditionnement

assez ¢leve.

Pour - = 1078 .

Le comportement général des méthodes est & nouveau identique & la précision
1076, Le nombre maximal théorique d’itérations n’est toutefois plus dépassé pour
M 3 et M 5.
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3.2.3 Comparaison pour 25 seconds membres

Dans les Tableaux 32 et 33 figurent les données obtenues lorsque 25 seconds
membres sont considérés.

e=10"1° Cond. Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab
M, 'I't%,%o& 12222 75 3:9 136 29 43? 460 38 7;2 777
M; ﬁ%if?—“ 2.8443 94 1;5(3 905 29 4(111 460 113 85808 385
M; _It%rl%%g—n" 200 — 382 ;gg 470 273 ;(2)2 522
M., ﬁ%g_:{l— 9.58 x 10% - - 307 i?fé 221
M; "E%%%éon_ 2.9094 - 239 19267 928 624 §27é 343
Ms “It_f?rfz%:j" 458.8501 — 142 95070 224 84 222 263

TAB. 32: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 1076 pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (25 seconds
membres).

Pour e = 10716 .

Pour 25 seconds membres, les résultats sont plus mitigés que pour 2
et 5 seconds membres. En effet, le TFM-BiCGStab/Orthomin et TFM-
Lanczos/Orthomin donnent tous deux les meilleurs résultats dans 3 cas sur 6.

Pour la matrice M|, TFM-Lanczos/Orthomin requiert le moins d’opérations,
méme si en terme d’itérations, le Block Bi-CG est plus performant (mais
cela est théoriquement normal puisque I’algorithme Block Bi-CG est censé
donner le résultat théorique exact en |n/s| itérations contre n pour TFM-
Lanczos/Orthomin).

La matrice M5, elle aussi, fait ressortir TFM-Lanczos/Orthomin, tandis que le
TFM-BiCGStab/Orthomin nécessite beaucoup plus d’opérations et d’itérations
pour un résultat identique. Le Block Bi-CG, & nouveau, converge en un tres petit
nombre d’itérations (10) mais le nombre d’opérations effectuées est, de loin, le
plus important et est de plus supérieur au nombre théorique puisque 8 devraient
en effet suffire.

La matrice M3 fait échec au Block Bi-CG alors que pour 2 et 5 seconds
membres la convergence était effective (mais difficile). Le nombre de seconds
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=108 Cond. Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab
M, —IE%%?& 12222 75 3788 751 19 457;9 068 18 2388 414
M; —I't%ac;—f‘n_ 2.8443 75 3789 412 24 3792 948 41 oig 125
M; —I-t%r{i?% 200 — 211 1805; 824 | 182 28(?9 910
M, L;rl%téo_n_ 9.58 x 1072 — — 257 ;flii 599
Ms; 'IL;%?L 29094 ) = 3787 995 | 112 64591 52 | 332 ;1? 544
M ’E%%t;% 458.8501 — 88 222 141 59 2:;‘:’(1S 160

TAB. 33: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 1078 pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (25 seconds
membres).

membres semble, pour cette matrice, déterminant. Pour les deux autres méthodes,
c’est le TFM-BiCGStab/Orthomin qui converge en moins d’itérations et qui
nécessite le moins d’opérations.

La matrice M4, qui causait déja des problémes au Block Bi-CG et a TFM-
Lanczos/Orthomin pour 2 puis 5 seconds membres, ne permet pas, & nouveau,
la convergence de ces deux algorithmes pour 25. Le TFM-BiCGStab/Orthomin
continue a4 donner des résultats corrects pour cette matrice. La nature de la
matrice semble ici déterminante.

La matrice M5, comme dans le cas de 5 seconds membres, semble cau-
ser des problémes aux trois algorithmes. De telle sorte que le Block Bi-CG ne
converge pas et que le TFM-BiCGStab/Orthomin dépasse les 200 itérations.
TFM-Lanczos/Orthomin semble, dans ce cas un assez bon algorithme.

Enfin, la matrice Mg, pour laquelle le Block Bi-CG ne convergeait pas pour
5 seconds membres, donne les mémes caractéristiques avec un trés bon résultat
pour le TFM-BiCGStab/Orthomin.

Pour e =10-% .

Des différences avec un test d’arrét & 1076 existent pour la matrice M ainsi
que pour la matrice M. Pour la premiére, TFM-BiCGStab/Orthomin donne de
meilleurs résultats que TFM-Lanczos/orthomin si ¢ = 1072 alors que c’était le
contraire pour £ = 1078,
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Pour la seconde, le Block Bi-CG est la plus performante des trois méthodes
(en atteignant son nombre maximal théorique d’itérations, 8) si ¢ = 10~® alors
que dans le cas d’un test d’arrét & 1076 cette méthode ne converge pas!
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3.2.4 Comparaison pour 50 seconds membres

Enfin, dans les Tableaux 34 et 35 figurent les informations obtenues lorsque
Pon considére un systéme linéaire avec 50 seconds membres.

g=10"1 Cond. Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab
M, Lg%%m_ 1.2222 263 11806 463 64 2;3 840 65 8;)? 981
M; E%ﬁ,——fn— 2.8443 — 55 o 910 | 215 04296 876
M; —It-i%;fg’—n— 200 = 713 slai)g 795 | 561 éi?) 335
M, L;Z% 9.58 x 10%3 — — 592 ;gg 121
M; I—t;%lsgg— 2:9094 — 446 69765 003 1.2022271 10°
M —It;ﬁ% 458.8501 — 266 95872 24 | 157 93869 440

TAB. 34: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 10716 pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (50 seconds
membres).

Pour e = 10716 :

Comme dans le cas de 25 seconds membres, trois matrices sont favorables
a TFM-Lanczos/Orthomin et trois le sont au TFM-BiCGStab/Orthomin et il
s’agit des mémes pour chaque algorithme lorsque le nombre de seconds membres
est 50.

Pour la matrice M;, TFM-Lanczos/Orthomin donne les meilleurs résultats
mais le TFM-BiCGStab/Orthomin reste assez proche aussi bien pour le critére
des itérations que pour le critére du nombre d’opérations effectuées. Certes le
Block Bi-CG requiert moins d’itérations mais le nombre de calculs est beaucoup
plus important dans cet exemple.

La matrice M, est trés favorable 4 TFM-Lanczos/Orthomin alors que cette
fois-ci le Block Bi-CG n’a pas convergé vers la solution du systéme considéré. Le
fait d’augmenter le nombre de seconds membres en est siirement la cause (il faut
en effet considérer V'inversion de matrices de dimension 50).

La matrice M3 qui, pour 25 seconds membres, causait une divergence de
Palgorithme Block Bi-CG donne les mémes résultats pour 50. Alors que TFM-
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=108 Cond. Block Bi-CG | TFM-L/Omin | TFM-BiCGStab

M, —Itﬁfli——tpls(& 12222 103 330 802 36 4675 018 35 1389 439
M, It—?ﬂ%fi 2.8443 103 330 666 45 6399 148 83 4(1)? 873

M; —Itiﬁi*——tﬁ—;’n— 200 — 380 48927 329 390 58297 188
M., _It;rl_i—tpl:& 9.58 x 10% — — 504 é(l)g 695
M —Ri—ﬁ?— 2.9094 183 2.5’376 175 247 45731 363 605 ;:1))2 544
M _It%i;m_ 458.8301 - 174 03777 721 114 12164 435

TAB. 35: Nombre d’opérations nécessaires pour un résidu < 10~ pour les méthodes
du Block Bi-CG, TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (50 seconds

membres).

Lanczos/Orthomin reste la meilleure méthode pour cette matrice (4 fois moins
d’opérations que le TFM-BiCGStab/Orthomin).

Depuis 2 seconds membres le Block Bi-CG et TFM-Lanczos/Orthomin ne
convergent pas pour la matrice M, et il en est de méme ici pour 50. Le TFM-
BiCGStab/Orthomin est le seul & assurer une convergence satisfaisante.

Pour la matrice M, comme pour 25 seconds membres, le Block Bi-CG ne
converge pas alors que le TFM-BiCGStab/Orthomin converge en un nombre
d’itérations trop important (274) et un nombre d’opérations trés élevé. TFM-
Lanczos/Orthomin semble le meilleur des trois algorithmes pour cette matrice.

Le comportement des trois méthodes pour 50 seconds membres est le
méme que pour 25 en ce qui concerne la matrice M. C’est-a-dire que le
Block Bi-CG ne converge pas et les meilleurs résultats sont obtenus pour le
TFM-BiCGStab/Orthomin.

Pour e =108 :

Pour les matrices My, M, et Mg les comportements restent les mémes.

Pour la matrice M; TFM-Lanczos/Orthomin donne un résultat légérement
meilleur que TFM-BiCGStab/Orthomin pour € = 1076 alors que c’est I'inverse
pour ¢ = 1078.

Pour M3, la méme remarque peut étre formulée avec toutefois un nombre
d’opérations bien moindre pour TFM-BiCGStab/Orthomin si £ = 107,
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Pour M3, alors que pour un test d’arrét de 1076 la convergence n’est pas
assurée avec le Block Bi-CG il en est autrement si ¢ = 1078 et c’est alors le
meilleur résultat obtenu (méme si le nombre maximal théorique d’itérations est
dépassé, 7 au lieu de 4).

3.3 Etudede quelques matrices creuses de grandes dimen-
sions

Dans cette sous-section, nous allons traiter des matrices creuses de grandes
dimensions afin de voir P'incidence de ces dernieéres sur la convergence
(et aussi la stabilité) des algorithmes TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-
BiCGStab/Orthomin (puisque 1’on a vu que ces deux algorithmes étaient les
deux plus efficaces parmi ceux présentés dans les Sections précédentes).

Pour cela, nous allons & nouveau étudier les matrices M, My, M3, M,
et My de la sous-section 3.1, sauf qu’au lieu de les considérer de dimension 500,
nous allons travailler sur des matrices de dimension 10 000 (la matrice M, méme
si elle comporte beaucoup de zéros, ne se préte pas trés bien 4 un stockage en
matrice creuse).

Les algorithmes TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin ont
été légerement modifiés afin d’ étre compatibles avec un stockage de matrices
creuses {changement des produits matrice-vecteur uniquement). Le critére d’arrét
retenu est le méme que les critéres précédents et concerne la moyenne des normes
euclidiennes des résidus.

Le nombre d’opérations pour P'obtention du résidu satisfaisant ne figure pas
dans le tableau car il peut dépendre de la facon de stocker les matrices creuses.

Les résultats concernant ces matrices sont donnés dans le tableau 36 de la
page suivante pour 5 seconds membres uniquement (on a en effet remarqué que
le nombre de seconds membres influait peu la convergence des deux algorithmes
en question).

La colonne intitulée “nz” contient tout naturellement le nombre d’éléments non
nuls de chaque matrice. Les deux colonnes suivantes concernent respectivement
Palgorithme TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin.

Les nombres en caracteres gras sont mis en évidence car ils représentent, pour
une matrice donnée, le nombre d’itérations le plus bas qui a été nécessaire pour
obtenir un résidu satisfaisant le critere d’arrét.

Un ’-’ dans une case du tableau signifie que le critére d’arrét n’a pas été atteint
pour I’ algorithme et la matrice considérée.

On remarque que, pour ces exemples, le comportement des deux algorithmes
est semblable 4 ce qu’il était lorsque les dimensions des matrices étaient plus
petites (dans les deux sous-sections précédentes). L’avantage, notamment, d’un
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Matrice | nz | TFM-Lanczos/Orthomin | TFM-BiCGStab/Orthomin
M, 29 998 15 17
M, 29 960 33 ‘ 41
M, 10 000 1006 896
M, 37 980 - 145
M, 29 997 97 234

TAB. 36: Nombre d’itérations nécessaires a la résolution de systémes linéaires ot la di-
mension de la matrice considérée est 10 000 pour les méthodes TFM-Lanczos/Orthomin
et TFM-BiCGStab/Orthomin pour les matrices M1, Mo, M3, M4 et My avec 5 se-
conds membres.

algorithme par rapport 4 un autre reste, en particulier, identique pour chaque
matrice.

C’est-a~dire que ’algorithme TFM-Lanczos/Orthomin donne de meilleurs
résultats pour les matrices M, M, et My tandis que pour les matrices M3
et M4, TFM-BiCGStab est le plus performant.

Pour M, plus précisément, TFM-Lanczos/Orthomin ne converge toujours
pas, comme c’était déja le cas pour cette matrice lorsque la dimension considérée
était 200 ou 500.

Ces exemples concernant les matrices creuses de grandes dimensions correspon-
dant aux matrices des deux Sections précédentes confirment donc que la conver-
gence des deux algorithmes utilisés ne dépend pas de la dimension des matrices
utilisées.

En fait, cette convergence semble dépendre exclusivement du conditionnement
des matrices (en supposant que le conditionnement de ces cinq matrices évolue
proportionnellement & la dimension de celles-ci, ce qui n’est pas nécessairement
le cas).

Conclusion

Deux aspects doivent étre ici considérés : le point de vue théorique et le point
de vue numérique.

Pour le premier critére, nous avons obtenu une interprétation matricielle
unique, c’est-a-dire oit une seule matrice apparait pour le calcul des polynomes
orthogonaux, en dépit de plusieurs seconds membres (ce qui permet de classer ces
méthodes dans les méthodes & “systéme central”). De plus, une interprétation
polynomiale de la méthode, en termes de polynémes biorthogonaux a également
été démontrée.
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D’autre part, en étudiant les exemples de la sous-section 3.1, ceux de la
sous-section 3.2 et ceux de la sous-section 3.3, plusieurs remarques peuvent étre
formulées.

Premiérement, les algorithmes M-Lanczos/Orthomin et M-Lanczos/Orthodir
ne donnent pas des résultats tres encourageants en dépit de propriétés théoriques
intéressantes. L’algorithme TFM-Lanczos/Orthodir ne donne pas une conver-

gence efficace non plus. Cela doit étre dii, en partie, au fait que la suite {wg)}km

est la méme pour M—Lanczos/Orthodir et TFM-Lanczos/Orthodir (la différence
est la maniére de la calculer). Ainsi, si I'un des algorithmes est défaillant, Pautre
le sera également et de la méme maniere.

Deuxiémement, le TFM-BiCGStab/Orthomin et le TFM-Lanczos/Orthomin
nous donnent de meilleurs résultats avec des matrices symétriques, méme si les
matrices non symétriques donnent un comportement correct pour ces deux algo-
rithmes également. Dans les exemples de la Section 3, on ne peut pas dire si 'un
des deux algorithmes est meilleur que 'autre. D’un point de vue emplacement
mémoire, le TFM-Lanczos/Orthomin nécessite un vecteur supplémentaire et
d’un point de vue coiit, le TFM-BiCGStab/Orthomin nécessite beaucoup plus
de produits scalaires par itération (on retrouve ce coiit supplémentaire dans les
exemples de la sous-section 3.2).

Toutefois, il semblerait que sur des matrices & conditionnement “faible”,
l'algorithme TFM-Lanczos/Orthomin donne de meilleurs résultats que TFM-
BiCGStab (indépendamment de la dimension des matrices considérées) : c’est
notamment le cas des matrices M;, M, et M.

Tandis que pour les matrices & conditionnement “élevé”, TFM-BiCGStab
soit plus efficace : c’est notamment le cas pour les matrices M3, M, et Mg. La
notion de grandeur du conditionnement reste malgré tout trés subjective.

Troisiemement, le nombre de seconds membres ne parait pas avoir une
influence significative sur la convergence du TFM-BiCGStab/Orthomin dans
les exemples étudiés. (sauf, bien entendu, pour le coiit opératoire et la place
mémoire requise). Il en est de méme pour l'algorithme TFM-Lanczos/Orthomin.
Cela peut étre vérifié aussi bien dans la sous-section 3.1 que dans la sous-section
3.2. Méme si le coefficient a;, pour 1'algorithme TFM-BiCGStab/Orthomin, est
calculé a partir des différents seconds membres, ceux-ci ne semblent pas étre
déterminants pour la convergence de l’algorithme.

En outre, méme avec la propriété de minimisation du TFM-
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BiCGStab/Orthomin, cela ne semble pas étre un critére d’accélération de
la convergence (puisqu’alors, les résultats devraient étre bien meilleurs que le
TFM-Lanczos/Orthomin, ce qui n’est pas, en général, le cas, sauf pour M,
mais cela serait plus probablement di au conditionnement de cette matrice).
Cette constatation est, comme ’a fait remarquer Simoncini (communication
personnelle), déja vraie pour le BiCGStab pour la résolution de systémes &
second membre unique.

Etant basées sur le calcul de polyndmes orthogonaux pour le systéeme central,
les algorithmes TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin pour-
raient etre plus performant si I’on considérait non plus des bases orthogonales
(P, P,S ) mais des bases quasi-orthogonales (voir [2]). Encore faut-il étudier
si une telle considération est possible et comment la mettre en ceuvre. Cette
quasi-orthogonalité s’apparente en effet 4 une orthogonalité numérique, en
quelque sorte. Elle parait donc préférable du point de vue algorithmique et
engendrerait, peut-étre, une meilleure stabilité numérique.

De plus, lorsque l’on considére les exemples de la sous-section 3.2, on
constate que, d’une maniére générale, plus le nombre de seconds membres
considérés augmente, plus les méthodes TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-
BiCGStab/Orthomin sont stables par rapport au Block Bi-CG. Ceci parait
normal puisque dans la méthode par bloc on comsidére linversion de ma-
trices de dimension s ol s est le nombre de seconds membres, ce qui conduit
nécessairement 3 une difficulté numérique supplémentaire.

L’inconvénient majeur de ces algorithmes, comme on peut le voir notamment
avec les graphes de la sous-section 3.1, est que I'on n’a pas, en général, une
décroissance des résidus. Bien siir, comme il est dit dans {30], on peut toujours
considérer le résidu le plus faible & chaque itération afin d’avoir des courbes
décroissantes mais il ne s’agit alors que d’un artifice. L’'on peut également voir
si des procédures de lissage (smoothing) comme celles récemment introduites par
Heyouni et al. [44] ne peuvent pas étre appliquées. Des méthodes hybrides peuvent
quant 3 elles également étre considérées, comme c’était déja le cas pour un se-
cond membre unique dans un article de Sleijpen et al. [72] pour une adaptation
du BiCGStab appelée BiCGStab(l) et mise au point dans [66]. Il faut donc voir
s’il n’est pas possible de modifier & nouveau ces algorithmes afin d’obtenir cette
décroissance (réelle et non pas uniquement visuelle sur les courbes bien entendu),
tout en conservant le caractere fini du processus. En particulier, il nous faut main-
tenant étudier une amélioration numérique des algorithmes M—Lanczos/Orthodir
et M-Lanczos/Orthomin puisqu’ils requiérent un faible colit opératoire par rap-
port a TFM-Lanczos/Orthomin et TFM-BiCGStab/Orthomin (méme si la trans-
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posée de la matrice A est utilisée), en utilisant, notamment, des polynémes U
particulier et non les polynémes Ui (z) = z*.

Toutefois, plusieurs travaux relativement récents tendent & montrer pour
diverses méthodes que lorsqu’il y a un probléme numérique, quel que soit
'algorithme considéré, ce probléeme persiste [30], [22]. De tels résultats sont &
mettre en paralléle avec les travaux de Sidi [60] puisqu’il y est démontré que
beaucoup de méthodes sont, & la base, équivalentes.

Ces méthodes doivent également encore étre comparées avec les méthodes
de type Lanczos existantes, et en particulier avec le Global Lanczos [59]. Une
comparaison avec certaines autres méthodes, non issues de méthodes & second
membre unique, telle que celle mise au point par T. F. Chan et al. [26] serait
également judicieuse.

Enfin, il faudrait également voir si I'on peut donner des versions QMR et
préconditionnées des algorithmes étudiés dans cette Section et ce qu’il adviendrait
alors du comportement numérique des algorithmes correspondants.
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Conclusion générale

Apreés avoir décrit certaines propriétés que satisfont les polynomes orthogonaux
et orthogonaux de dimension d > 1, encore appelés polynémes vectoriellement
orthogonaux, nous avons pu généraliser certains des résultats connus sur ces der-
niers aux polyndmes biorthogonaux, en trouvant ainsi de nouvelles relations de
récurrence ainsi que de nouvelles relations matricielles.

Ces nouvelles relations ont été rendues possibles grace a des considérations
analogues a celles qui avaient été faites pour les polynémes orthogonaux et ortho-
gonaux de dimension d > 1. C’est notamment a travers les racines des polynomes
biorthogonaux qu'une majeure partie de ces résultats a pu étre mise en évidence.

C’est également en considérant ces racines ainsi que des notions telles que po-
lynémes biorthogonaux a droite et polynémes biorthogonaux a gauche que plu-
sieurs identités de type Christoffel-Darboux ont pu étre démontrées, généralisant
celle existant pour les polynémes orthogonaux.

D’autre part, on a également démontré, a partir de certaines matrices résolvantes,

que sous certaines hypothéses, les polynémes biorthogonaux étaient source de
projecteurs orthogonaux matriciels, qui ont été pleinement déterminés.

' De plus, on a prouvé les relations qui pouvaient exister entre le calcul des

polynémes biorthogonaux et la mise en ceuvre de la méthode de bordage. Les cas

particuliers des matrices de Hankel et de Toeplitz ont tout particulierement été

étudiés.

Tout ceci a donc permis d’enrichir et d’étayer, sous un aspect nouveau, la
connaissance, déja étendue, de ces polynémes biorthogonaux.

Apres avoir rappelé certaines des méthodes de résolution de systémes linéaires
a seconds membres multiples et en avoir analysé les principales caractéristiques,
le deuxiéme aspect de cette thése a également permis, a partir de la méthode
de Lanczos et de considérations sur les polynomes biorthogonaux, d’établir une
méthode de résolution des systémes linéaires & seconds membres multiples qui
possede des propriétés intéressantes. _

Cette méthode présente notamment une interprétation matricielle oli une seule
matrice est considérée, ce qui, par rapport aux autres méthodes existantes, semble
nouveau.
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Les algorithmes issus de cette méthode, dont deux présentaient des ca-
ractéristiques numériques intéressantes, se sont avérés plus efficaces dans la ma-
jeure partie des cas étudiés que la méthode du Block Bi-CG tout en nécessitant,
en général, moins d’opérations arithmétiques pour I'obtention de la solution aux
problémes posés.

Cependant, 1’étude de cette méthode n’est pas terminée dans le sens ol aucune
majoration ou propriété de décroissance des résidus n’a pu étre démontrée. Notre
prochain travail essaiera de résoudre ces problémes.
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