
THÈSE 

Présentée à 

L'UNIVERSITE LILLE 1 

Par Arnaud LEYSSENS 

pour obtenir le grade de DOCTEUR 

Spécialité: Mathématiques 

Préparée sous la direction de M. Jean-Claude DOUAI 

ESPACES HOMOGENES 
GENERIQUEMENT TRIVIAUX 

soutenue le 5 novembre 1999 devant le jury formé de : 

Professeur T.A. SPRINGER, Mathematisch Instituut Utrecht, 
[rapporteur, Président de Jury] 
Professeur L. BREEN, Université Paris XIII, [rapporteur] 
Professeur J.-C. DOUAI, Université de Lille 1, [Directeur de thèse] 
Professeur P. COHEN, Université de Lille 1 
Professeur P. DEBES, Université de Lille 1 
Professeur P. MAMMONE, Université de Lens 



Je souhaite remercier ici toutes les personnes qui m'ont 
accompagné et aidé durant ce travail, à commencer bien sur par le 
professeur Jean-Claude Douai qui m'a donné mon sujet de thèse et m'a 
initié aux différentes connaissances dont j'ai eu besoin tout au long de 
mes travaux. Sa patience et sa disponibilité m'ont été d'une grande 
aide pour mener à bien cette thèse. 

Le professeur Pasquale Mammone fut l'un des premiers à 
m'initier à la recherche mathématique à l'occasion d'un cours de DEA. 
Il a accepté aujourd'hui de faire partie de mon jury de thèse et je lui en 
suis reconnaissant. Je remercie également les professeurs Pierre Dèbes 
et Paula Cohen pour avoir accepté de participer au jury. 

Le professeur Lawrence Breen et le professeur T.A. Springer 
ont accepté d'être rapporteurs. Je souhaite ici les remercier pour 
l'intérêt qu'ils ont bien voulu porter à mon travail. 



Table des matières 

1 Gerbes et espaces homogènes 
1.1 Rappels sur les gerbes 

1.1.1 Gerbes . . . . . . . . 
1.1.2 Liens ........ . 
1.1.3 cohomologie non abélienne 

1.2 Espaces homogènes ..... . 

2 Gerbes génériquement neutres 
2.1 Résultats généraux . . . . . . . . . . . . . . 
2.2 Gerbes sur les espaces affines . . . . . . . . . 
2.3 Gerbes sur les anneaux de valuation discrète 

5 
5 
5 
6 
7 
8 

11 
11 
13 
17 

3 Espaces homogènes 21 
3.1 Résultats généraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 
3.2 Espaces homogènes sur les espaces affines . . . . . . . . 25 
3.3 Espaces homogènes sur les anneaux de valuation discrète 29 

1 



Introduction 

Soit Sun schéma intègre régulier noethérien, K son corps des fonc­
tions et G un schéma en groupes réductifs sur S. Dans le séminaire 
Chevalley de 1958, J.P. Serre ([19]) et A. Grothendieck ([11]) formulent 
la conjecture suivante: tout espace homogène principal de G défini sur 
S et admettant une section sur Spec K est localement trivial pour la 
topologie de Zariski. En d'autres termes, la suite 

est exacte. 

Cette conjecture a notamment reçu une réponse affirmative sous 
les conditions suivantes: S est une variété algèbrique intègre et lisse 
définie sur un corps k infini et G est un groupe réductif et connexe 
défini sur k (G vérifiant une certaine condition d'isotropie si k n'est 
pas parfait) ([3]), ou S est le spectre d'un anneau de dimension 1 ou 
d'un anneau local hensélien. ([15]). 

D'une manière plus générale, Nisnevich ([14]) montre que pour tout 
schéma régulier intègre noethérien S, la suite 

est exacte, H 1(Scd, G) désignant le premier ensemble de cohomologie 
pour la topologie complètement décomposée. 

Le but de ce travail est d'étendre ces résultats aux espaces ho­
mogènes non nécessairement principaux de G, le groupe d'isotropie 
étant supposé réductif. 
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Pour étudier les espaces homogènes de G sur un schéma S, nous 
utilisons la 2-cohomologie non abélienne développée par Giraud [lü]. 
Plus précisément, à unS-espace homogène X de G avec isotropie H, on 
associe une gerl>e dont le lien est localement représentable par H (voir 
le chapitre 1 pour les définitions concernant les gerbes, les liens et la 
2-cohomologie non abélienne ou [lü] pour un traitement détaillé). La 
neutralité de cette gerbe équivaut à l'existence d'un espace homogène 
de G dominant X sur S. 

Cette méthode est due à Springer qui utilise dans [20] la 2-cohomo­
logie non abélienne pour montrer la proposition suivante: Si G est un 
groupe algèbrique connexe défini sur un corps parfait k de dimension 
cohomologique inférieure ou égale à 1, tout espace homogène de G 
défini sur k est dominé sur k par un espace homogène principal de 
G. L'utilisation de la 2-cohomologie non abélienne a également per­
mis à Borovoi [2] de montrer un principe de Hasse pour les espaces 
homogène des groupes semi-simples simplement connexes définis sur 
les corps locaux ou les corps de nombres. La même méthode est en­
core utilisée par Flicker, Scheiderer et Sujatha [9] pour montrer une 
version du théorème de Springer sur les corps de dimension cohomo­
logique virtuelle inférieure ou égale à 1. 

La question de l'existence de points, localement pour la topolo­
gie de Zariski, dans les espaces homogènes génériquement triviaux 
a déjà reçu une réponse affirmative sous les conditions suivantes: G 
est un groupe réductif défini au-dessus d'une courbe sur un corps 
algèbriquement clos ou fini et le groupe d'isotropie est semi-simple 
[7]. La démonstration de ce résultat utilise une nouvelle fois la 2-
cohomologie non abélienne et l'étude des gerbes associées aux espaces 
homogènes. 

Le premier chapitre de cette thèse est consacré à une brève présenta­
tion de la théorie des gerbes et de la 2-cohomologie non abélienne dont 
nous ferons grand usage dans la suite de ce travail. D'autre part, nous y 
précisons les notions concernant les espaces homogènes, en particulier 
les liens entre ceux-ci, les gerbes et les espaces homogènes principaux. 

Le chapitre 2 est consacré à la démonstration des résultats cancer-
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nant les gerbes et la 2-cohomologie non abélienne. On s'intéresse en 
particulier aux gerbes génériquement triviales ou génériquement neutres. 
Dans la première partie, nous montrons que toute gerbe définie sur un 
amwe1u local régulier et génériquement tri\·ialc est triviale. Dans la 
seconde partie, on s'intéresse aux gerbes définies sur un espace affine 
au-dessus d'un corps ken s'appuyant sur des résultats de Raghunathan 
([17]) et Colliot-Thélène et Ojanguren ([3]) au sujet des torseurs des 
groupes réductifs sur les espaces affines. Enfin, la troisième partie est 
consacrée à l'étude des gerbes sur les anneaux de valuation discrète. 
Nous montrons en particulier qu'une gerbe génériquement neutre est 
neutre. 

Le troisième chapitre est consacré aux espaces homogènes ration­
nellement triviaux et à l'existence de points dans ces espaces. Ce cha­
pitre possède la même structure que le précédent. Dans la première 
partie, on s'intéresse aux espaces homogènes sur les anneaux henséliens 
et on montre qu'un espace homogène rationnellement trivial sur un 
schéma régulier admet des sections localement pour la topologie com­
plètement décomposée. La deuxième partie concerne les espaces ho­
mogènes au-dessus des espaces affines sur un corps k. Enfin, la troisième 
partie est consacrée aux espaces homogènes définis sur un anneau de 
valuation discrète. 

4 



Chapitre 1 

Gerbes et espaces 
homogènes 

1.1 Rappels sur les gerbes 

1.1.1 Gerbes 

Cette section est consacrée à de brefs rappels concernant la théorie 
des gerbes et la 2-cohomologie non abélienne. Nous renvoyons le lec­
teur souhaitant de plus amples détails à l'ouvrage de Giraud ([10]) 
auquel nous faisons de nombreuses références. 

Soit Sun site étale et Ç une catégorie fibrée au dessus de S. On sup­
pose que pour tout ouvert étale U deS, la fibre Ç(U) est un groupoïde. 
On dit que Ç est un préchamp si pour tout ouvert étale U deS et pour 
tout couple (x,y) d'objets de Ç(U), le foncteur Hom(x,y) est un fais­
ceau. 

On dit que le préchamp Ç est un champ si la condition suivante 
est vérifiée pour tout ouvert étale U de S, pour tout recouvrement 
étale (Ui)iEI de U et toute famille (xi)iEI E Ili Ç(Ui): S'il existe pour 
tout i et j dans I un isomorphisme c/>ij entre les restrictions de xi et 
x j dans Ç ( Ui n Uj) et si pour tous i,j ,k dans I, les restrictions de </Jij, 
cf>ik et </Jkj au-dessus de ui n uj n uk vérifient 4>ij = </Jik</Jkj' alors, il 
existe x E Ç(U) tel que la restriction de x au-dessus de chaque Ui est 
isomorphe à Xi. 
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On appelleS-gerbe ([lü], p. 129) un champ Ç au-dessus deS satis­
faisant les propriétés supplémentaires suivantes: 
(i) Il existe un recouvrement étc:de (Ui)iEI deS tel que pour tout 'i E I 
la fibre Ç(Ui) est non vide; 
(ii) Pour tout ouvert étale U deS, deux objets x et y de Q(U) sont lo­
calement isomorphes, c'est à dire qu'il existe un recouvrement (Ui)iEI 
de U tel que les restrictions de x et y dans Ç(Ui) sont isomorphes pour 
tout i E J. 

Etant donné un ouvert U de S, on appelle sections de Ç au-dessus 
de U les ·objets de la catégorie Ç(U). On dit que la gerbe Ç est neutre 
(ou a une section au-dessus de S) si la fibre g ( S) au-dessus de S est 
non vide. 

1.1.2 Liens 

([lü], Ch. IV §2.2)-Pour tout ouvert U deS, on note FAGR(U) la 
catégorie des faisceaux de groupes au-dessus de U et on appelle FAGR 
le champ au-dessus de S dont la fibre au-dessus d'un ouvert U de S 
est la catégorie FAGR(U). On considère au-dessus de S le préchamp 
défini de la manière suivante: Pour tout ouvert U de S, la catégorie 
au-dessus de Ua les mêmes objets que la catégorie FAGR(U) mais les 
morphismes entre deux objets F et G sont les quotients de Hom(F,G) 
par l'action des automorphismes intérieurs de F et G ([lü], Ch. IV 
§1.1). A tout préchamp on peut associer de manière canonique ([lü], 
Ch. II, Th. 2.1.3 et §2.1.3.2) un champ et on appelle Li le champ associé 
au préchamp défini ci-dessus. Un lien au-dessus de S est une section 
elu champ Li au-dessus deS, c'est à dire un objet de la catégorie Li(S). 

A toute S-gerbe Ç est associé un lien .C(Ç) de la manière suivante: 
Pour tout ouvert U de S, on définit un foncteur de la catégorie Ç(U) 
dans la catégorie FAGR(U) en associant à tout objet x de Ç(U) le 
U-faisceau Aut(x) des automorphismes de x et à tout morphisme 
cjJ : x ---+ y le U-morphisme inn( cjJ) : Aut(x) ---+ Aut(y) qui envoie 
a E Aut(x) sur cj;ac/J-1 E Aut(y). On compose ce foncteur avec le 
foncteur canonique Bu : FAGR(U) ---+ Li(U) pour obtenir un fonc-
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teur Ç(U) ~ Li(U). On note .Cx l'image de x par ce foncteur. Etant 
donnés deux objets x et y de la catégorie Ç(U), il existe un recouvre­
ment (Ui)iEI de U tels que les restrictions de Lx et .Cy au-dessus de 
Ui sont égales dans la catégorie Li(Ui) pour tout 'i E 1([10], Ch. IV 
§2.2.2.2). Puisque la catégorie fibrée Li est un champ, il est possible 
de recoller les objets .Cx (pourU variant parmi les ouverts étales deS 
et x variant parmi les objets de Ç (U)) pour obtenir une section de Li 
au-dessus de S, c'est à dire un S-lien que l'on note .C(Ç). On appelle 
ce lien le lien de la gerbe Ç. On dit aussi que la gerbe est liée par .C(Ç). 

On dit qu'un S-lien .C est représentable s'il existe un faisceau en 
groupes H défini sur S tel que .C = B(H) ([10], Ch. IV, Def. 1.2.1). 
Un S-lien est toujours localement représentable par un S-faisceau en 
groupes H. C'est à dire qu'il existe un recouvrement étale (Ui)iEI de 
s tel que la restriction de .c au-dessus de chaque ui est l'image par 
B de Hu;· UnS-lien .C localement représentable par unS-faisceau en 
groupe H définit un élément de H 1(S, Autext(H)) ([10], Ch. IV, Cor. 
1.1.7.3). On dit qu'une gerbe Ç est localement liée par unS-faisceau 
en groupes H si le lien de Ç est localement représentable par H. 

1.1.3 cohomologie non abélienne 

([lü], Ch. IV)-Etant donné un lien .C, deux gerbes Ç et Ç' sont dites 
.C-équivalentes si .C(Ç) = .C(Ç') = .C et s'il existe un isomorphisme de 
gerbes Ç ~ Ç' induisant l'identité sur le lien .C. Si une gerbe Ç liée 
par .C admet une section s au-dessus de S, elle est .C-équivalente sur S 
à la gerbe des torseurs de Aut(s). Son lien est alors représentable par 
Aut(s). 

Etant donné un lien .C, on définit l'ensemble de cohomologie H 2(S, .C) 
comme l'ensemble des classes de .C-équivalence des gerbes liées par .C. 
Si le lien .C est représentable par un faisceau en groupes H, on notera 
H 2 (S, H) pour H 2 (S, .C). 

Si le lien .C de la gerbe est représentable par un groupe H, l'en­
semble H2 (S, .C) = H2 (S, H) contient une classe privilégiée: la classe 
de la gerbe des torseurs de H. Cette classe sera appelée classe triviale. 
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C'est une classe neutre mais ce n'est pas la seule en générale. Toute 
classe neutre de H2(S, H) est la classe d'équivalence de la gerbe des 
torseurs d'une forme intérieure de H. Réciproquement, toute forme 
intérieure H' Je H ::our S Jéfini t une classe neutre clcms H 2 

( S, H) 
H2 (S, H'): la classe de la gerbe des torseurs de H'. 

On noteZ(!:) le centre abélien du lien/:. Si le lien 1: est représentable 
par un groupe H alors le centre de 1: est représentable par le centre 
de H. 

On rappelle la propriété suivante ([10]-Théorème 3.3.3) qui jouera 
un rôle essentiel dans la suite: 

Propriété 1.1 Soit .C un lien, alors H 2(S, .C) est un espace principal 
homogène sous le groupe H 2(S, Z(.C)). 

Si le lien 1: est représentable par un groupe H de centre Z, l'action 
de H 2 (S, Z) sur H2 (S, H) et l'existence de la classe triviale des tor­
seurs de H dans H2 (S, H) permettent d'identifier les deux ensembles 
H 2 (S, H) et H2 (S, Z). De plus, nous pouvons caractériser les classes 
neutres de H 2 

( S, H) de la manière suivante : 

Propriété 1.2 Soit x un élément de H 2 (S, H). On note a la classe 
d'équivalence de la gerbe des torseurs de H etE l'unique élément de 
H 2(S, Z) tel que x= E.a, le point désignant l'action de H 2 (S, Z) sur 
H 2 (S, H) alors: 

X est neutre -<==* E E Im[H1 (S, Had)--+ H 2 (S, Z)] 

1.2 Espaces homogènes 

Définition 1.1 Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, X 
un S-schéma sur lequel G opère. Le schéma X est un S-espace ho­
mogène de G si il existe un sous S-schéma en groupes H de G tel que 
localement pour la topologie étale, X est isomorphe au quotient étale 
de G par H. Le groupe H est alors appelé l'isotropie de l'action de G 
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sur X. 

Si le sous-groupe I-I est réduit ~ l'élément neutre de G, X est un 
espace homogène principal de G. On note H1(S, G, H) l'ensemble des 
classes d'isomorphie de S-espaces homogènes de G avec isotropie H. 
C'est un ensemble pointé par la classe d'isomorphie de G/H. 

Si X est un S-espace homogène de G avec isotropie H et Y un 
S-torseur de G, on dit que Y domine X s'il existe un S-morphisme 
Y --+ X équivariant pour l'action de G sur Y et X. Cette relation 
de domination induit une relation H 1 (S, G) -e+ H 1 (S, G, H) qui se 
réduit à l'application naturelle H 1(S, G) --+ H1(S, G / H) quand H est 
invariant dans G. La proposition suivante ([10]) est une propriété es­
sentielle de la relation de domination définie ci-dessus. Nous en ferons 
un usage important dans la suite de ce travail. 

Proposition 1.1 Soit G un schéma en groupes défini sur un schéma 
S, H un sous-schéma en groupes de G défini sur S. La suite d'ensembles 
pointés: 

est exacte. 

A un espace homogène X de G avec isotropie H, on associe une 
gerbe Yx, la gerbe des relévements de X à G, de la manière suivante: 
Les objets de Y x au-dessus d'un ouvert étale U deS sont les U-torseurs 
Y de G munis d'un V-morphisme Y--+ Xu équivariant pour l'action 
de G sur Y et X, Les morphismes de Ç x étant définis de manière 
évidente. Le lien de la gerbe Yx est localement représentable par H. 
L'espace homogène X est dominé par un G-torseur sur S si et seule­
ment si la gerbe Yx est neutre, c'est-à-dire admet une section sur S. 
Si l'espace homogène X est isomorphe sur S à G/H alors la gerbe Yx 
est équivalente sur S à la gerbe des torseurs de H. 

Supposons maintenant que l'espace homogène X admette une sec­
tion sur S alors il existe un sous-groupe H' de G, défini sur S et 
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localement isomorphe à H, tel que X est isomorphe sur S à G / H'. Ce­
pendant, X n'est pas dans ce cas nécessairement isomorphe à G/H sur 
S. Contrairement au cas des espaces homogènes principaux, il peut 
donc exister dans H 1 

( S, G, H) plusieurs classes distinctes d'espaces 
homogènes admettant une section sur S. Si l'espace homogène X ad­
met une section sur S, alors il est dominé sur S par le torseur trivial 
et la gerbe des relévements 9x est neutre. 
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Chapitre 2 

Gerbes génériquement 
neutres 

2.1 Résultats généraux 

Lemme 2.1 {(6}, lemme 1.1) Soit Sun schéma quelconque. Tout Set­
lien .C localement (pour la topologie étale) représentable par un S­
groupe réductif connexe H est représentable surS par une forme tordue 
quasi-déployée de H. 

Preuve : Le lien .C est localement ·représentable par H et H est 
localement déployé donc le lien .C est localement représentable par un 
groupe déployé. On peut donc supposer H déployé. Le lien .C définit 
une classe [.C] dans H 1 (S, Autext(H)). Le scindage canonique ([8], 
exposé XXIV) s de la sui te exacte : 

1 ---+ Had ---+ Aut(H) ---+ Autext(H) ---+ 1 

définit une classe s([.C]) dans H 1(S,Aut(H)). Soit HL un représentant 
de s([.C]). Alors le lien .C est représentable par HL. De plus, comme 
s respecte le quasi-épinglage naturel de H, le groupe HL est quasi­
déployé. 
C.Q.F.D. 

En particulier, siG est un schéma en groupes réductifs surS, H un 
sous-schéma en groupes réductifs de G et X un espace homogène de 
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G à isotropie H défini sur S, alors la gerbe 9x des relévements de X 
à G est localement liée par H. Donc elle est liée par une forme tordue 
de H : le lien de la gerbe des relévements de X à G est représentable 
et on peut donc considérer la classe d'équivalence de cette gerbe dans 
un ensemble H2(S, H') avec H' une forme tordue de H. 

Lemme 2.2 Soit A un anneau local régulier de corps des fractions 
K, H un schéma en groupes semi-simples défini sur Spec A, Ç une 
gerbe sur Spec A dont le lien est localement (pour la topologie étale) 
représentable par H et dont la restriction à Spec K est liée par H. Alors 
Ç est liée par- H s·ur Spec A. 

Preuve: Le lien L de la gerbe Ç est localement représentable par 
H et donc définit un élément [L] dans H 1(A, Autext(H)). L'image de 
[L] dans H1 (K, Autext(H)) est triviale. H étant semi-simple, le groupe 
Autext(H) est fini. L'application 

H 1(A, Autext(H)) --+ H 1(K, Autext(H)) 

a donc un noyau trivial ([12]) et [L] est nul dans H 1(A,Autext(H)) 
donc le lien de Ç est représentable par H sur Spec A. 
C.Q.F.D. 

Proposition 2.1 Soit A un anneau local régulier de corps des frac­
tions K, H un schéma en groupes semi-simples sur Spec A, Ç une 
gerbe liée localement (pour la topologie étale) par H sur Spec A. Si la 
restriction de Ç à Spec K est équivalente à la gerbe des torseurs de H 
sur K, alors Ç est équivalente sur Spec A à la gerbe des torseurs de 
H. 

Preuve: La gerbe Ç étant équivalente sur K à la gerbe des torseurs 
de H, elle est liée par H sur K. D'après le lemme précédent, elle est 
donc liée par H sur Spec A. La gerbe Ç définit donc un élément de 
H2(A, H). On noteZ le centre de H. L'ensemble H2 (A, H) est un es­
pace principal homogène sous le groupe H 2 (A, Z). On noteE la classe 
d'équivalence de la gerbe des torseurs de H dans H2 (A, H), a la classe 
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d'équivalence de Ç et '"Y l'élément de H 2 (A, Z) tel que a= '"'f.E. On note 
ŒK (resp EK, resp '"YK) l'image de a (resp E, resp '"Y) dans H 2(K, H). La 
restriction de Ç à Spec K est équivalente à la gerbe des torseurs de H, 
clone ou a oK =Er: ct '"YK =O. Or l'applicatiou H 2 (A, Z) __, H 2 (K, Z) 
est injective (4] donc '"'( = 0 et Ç est équivalente sur Spec A à la gerbe 
des torseurs de H. 
C.Q.F.D. 

2.2 Gerbes sur les espaces affines 

Pout tout corps k, on note An le schéma Spec k[t1 , ... , tn] et k(An) 
le corps k(t1 , ... , tn)· Si L est un corps contenant k, on note A~ le 
schéma Spec L[t1 , ... , tn]· On s'intéresse dans cette section aux gerbes 
sur An dont la restriction à k(An) est triviale ou neutre. 

Proposition 2.2 Soit k un corps de caractéristique 0, H un groupe 
réductif défini sur k et Q une gerbe liée par H sur An. Si il existe 
un point fermé xo : Spec k --+ An tel que la restriction de Ç à x 0 est 
neutre, alors Q est neutre sur An. En particulier, si Q est neutre au 
point générique de An, elle est neutre sur An. 
Si de plus Q est génériquement triviale, c'est à dire équivalente sur 
k(An) à la gerbe des torseurs de H, alors Ç est triviale sur An· 

Preuve: On note '"Y la classe d'équivalence de Ç dans H2 (An, H), Z 
le centre de H sur k, et . l'action de H 2 (An, Z) sur H 2 (An, H) qui fait 
du second un espace principal homogène sous le premier. On écrit '"'( 
sous la forme '"Y = a.E où E désigne la classe d'équivalence de la gerbe 
des H-torseurs sur An. On note axa l'image de a dans H2 (k, Z) par le 
changement de base défini par x0 . La restriction de Q à x 0 est neutre 
donc 

axa E Im(H1(k, Had) --+ H2 (k, Z)] 

On note a' l'image de axa dans H 2(An, Z) par le changement de base 
An__, Spec k, on a: 
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Or, pour un corps k de caractéristique 0, les groupes H2 (k, Z) et 
H2 (An, Z) sont isomorphes ([3], preuve du théorème 4.2) donc a'= a, 
et donc 

o E Im[H1 (A,, Had) --7 H 2 (An, Z)] 

ce qui implique que Ç est neutre. 

Si Ç est génériquement neutre, alors il existe un ouvert U de An 
tel que la restriction de Ç à U est neutre. Si x 0 : Spec k--7U est un 
point fermé de U, la restriction de Ç à x 0 est neutre. 

Si Ç est génériquement triviale, alors la restriction de a au point 
générique est nulle. Or l'application H 2 (An, Z) --7 H 2 (k(An), Z) est 
injective ([3], théorème 4.2) donc a est nul et Ç est triviale. 
C.Q.F.D. 

Corollaire 2.1 Soit k un corps de caractéristique 0 et H un groupe 
réductif défini sur k tels que l'une des conditions suivantes soit vérifiée: 

i) k est algèbriquement clos; 

ii) k est un corps local non archimédien etH est semi-simple connexe; 

ii'i) k est un corps global et H est semi-simple simplement connexe. 

Alor·s l'ensemble H 2 (An, H) ne contient que des éléments neutres. 

En effet, dans chacun de ces cas, H2 (k, H) ne contient que des 
classes neutres ( c.f. [5] pour ii) et iii)) 

Lemme 2.3 Soit k un corps de caractéristique non nulle et T un tore 
défini sur k. Alors l'application H2 (An, T) --7 H2(k(An), T) est injec­
tive. 
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Preuve : Soit T un tore défini sur k. On considère le diagramme : 

H 2 (An, T) ---+ H 2 (A~·, T) 

1 1 
H 2 (k(An), T) ---+ H2 (k(A~·), T) 

La flêche de droite est injective carT est déployé sur ks et l'application 

est injective ([13], p.107). Un élément a de H 2 (An, T) dont l'image 
dans H 2 (k(An), T) est nulle a donc une image nulle dans H2 (A~"', T). 
La suite spectrale de Hochschild-Serre relative au revétement galoisien 
A~· -+An montre que a est l'image d'un élément {3 de 
H 2(Gal(ks/k), T(ks[tl, · · · , tn])· Or, 

H 2 (Gal(ks/k), T(ks[ti, · · · , tn])) = H 2 (Gal(ks/k), T(ks)) = H 2(k, T). 

Donc a est l'image d'un élément de H 2 (k, T). Or, a est génériquement 
nul, donc a est nul. 
C.Q.F.D 

Proposition 2.3 Soit k un corps de caractéristique non nulle, H un 
gmupe réductif #fini sur k, Ç une gerbe liée par H sur An- Si la res­
triction de Ç au point générique est triviale, alors Ç est triviale sur An. 

Preuve : On note Z le centre de H, T un tore maximal de H et 
Tad le tore T /Z. La suite exacte 1 -+ Z -+ T -+ Tad -+ 1 donne un 
diagramme commutatif: 

H 1(An, T) ---+ H 1(An, Tad) ---+ H2(An, Z) ---+ H 2 (An, T) 

1 1 1 1 
H1(k(An), T) ---+ H 1(k(An), Tad) ---+ H 2 (k(An), Z) ---+ H 2 (k(An), T) 

La flêche de droite est injective d'après le lemme 2.3. Soit a un élément 
de H 2 (An, Z) dont l'image dans H2 (k(An), Z) est nulle. Une chasse 
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au diagramme montre que o: est alors l'image d'un élément {3 de 
H 1 (An, Tad) tel que la restriction de {3 au point générique de An 
provient d'un élément de H 1(k(An), T). Les Tad-torseurs sur An pro­
viennent de Tad-tor::>eurs sur Spec k par le changement de base An ---7 

Spec k ([17], p. 205), donc {3 est l'image sur An d'un élément de 
H 1 (An, T) et donc o: est nul. 
On écrit 1 la classe d'équivalence de Ç dans H 2 (An, H) et 1 = o:.E. 
La gerbe Ç est génériquement triviale donc o: est génériquement nul. 
L'injectivité de l'application 

montre que o: est nul et donc Ç est triviale. 
C.Q.F.D. 

Lemme 2.4 Soit H un groupe réductif défini sur un corps k et vérifiant 
l'une des deux conditions suivantes : 

i) H est semi-simple; 

ii) H est déployé sur k. 

Alors toute gerbe sur An localement (pour la topologie étale) liée· par 
H et génériquement liée par H est liée par H sur An. 

Preuve: Soit Ç une gerbe sur An localement liée par H et gé­
nériquement liée par H. Le lien L de Ç définit un élément [L] qe 
H 1(An, Autext(H)) dont l'image dans H1 (k(An), Autext(H)) est nulle. 
Dans le cas où H est semi-simple, le groupe Autext(H) est un groupe 
fini. Dans la cas où H est déployé, le groupe Autext(H) est un groupe 
constant. Dans ces deux cas, l'application 

a un noyau trivial. Donc le lien de Ç est représentable par H. 
C.Q.F.D. 
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2.3 Gerbes sur les anneaux de valuation 
discrète 

Lemme 2.5 Soit A un anneau de valuation discrète de corps des frac­
tions K, H un schéma en groupes semi-simples défini sur Spec A, H 0 

une forme intérieure de Hg définie sur Spec K. Alors il existe une 
forme intérieure de H, définie sur Spec A dont la restriction à Spec K 
est isomorphe à Ho 

Preuve : Le groupe H 0 est semi-simple, il existe donc un modèle 
semi-simple de Ho sur Spec A si et seulement si H 0 est déployé sur 
Knr, l'extension maximale non ramifiée de K . Le schéma en groupes 
H est défini sur Spec A, donc la restriction de H à Knr est déployée. 
Les restrictions de H et Ho au dessus de Knr étant isomorphes, Ho est 
déployé au dessus de Knr· Il existe donc un modèle réductif de H0 au 
dessus de Spec A, que nous noterons H1 . Montrons maintenant que 
H 1 est une forme intérieure de H sur Spec A. 
Le groupe Ho est une forme de H sur K, donc H0 et Hg ont même 
type sur Spec K. On en déduit que H et H 1 ont même type sur Spec A. 
Ainsi, H1 est une forme de H sur Spec A. On considère le diagramme : 

H1(A,Had) ---+ H 1 (A,AutH) -----+ H1(A,AutextH) 

1 1 le 
H1(K,Had) ---+ H 1 (I(,AutH) -----+ H 1 (K,AutextH) 

La forme H 1 de H définit une classe [H1] dans H 1 (A, AutH) dont 
l'image dans H 1(K, AutH) appartient à Im[H1(K, Had) -+ H1(K, AutH)]. 
L'application e est injective puisque Autext(H) est fini ([12]) donc [H1] 

appartient à Im[H1(A, Had) -+ H1(A, AutH)] et H 1 est une forme 
intérieure de H sur Spec A. 
C.Q.F.D. 

Théorème 2.1 Soient A un anneau de valuation discrète de corps 
des fractions K, H un schéma en groupes semi-simples sur Spec A, Ç} 
une gerbe sur Spec A dont le lien est représentable par H. Si la res­
triction de Ç} à Spec K est neutre, alors Ç} est neutre sur Spec A. 
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Preuve: La restriction de Ç à Spec K est neutre donc équivalente 
sur K à la gerbe des torseurs de Ho où H0 est une forme intérieure 
de H définie sur K. D'après le lemme précédent, il existe donc une 
forme intérieure cle I-I, notée H 1 , définie sur Spec A, dont la restric­
tion à Spec K est isomorphe à H 0 . Les schémas en groupes H 1 et H 
définissent le même lien, Ç est donc une gerbe liée par H1 sur Spec A et 
la restriction de Ç à Spec K est équivalente à la gerbe des torseurs de 
H 1 . La proposition 2.1 nous permet de conclure que Ç est équivalente 
sur Spec A à la gerbe des torseurs de H1 et donc est neutre. 
C.Q.F.D. 

Dans l'énoncé du théorème, on peut remplacer l'hypothèse "le lien 
de Ç est représentable par H" par "le lien de Ç est localement (pour 
la topologie étale) représentable par H". En effet, on sait que dans ce 
dernier cas, le lien de Ç est représentable par une forme tordue de H 
(lemme 2.1). 

On note, pour un schémaS quelconque, N 2 (S, H) le sous-ensemble 
de H2 (S, H) formé des classes neutres. L'existence d'un modèle sur 
Spec A pour toute forme intérieure de H définie sur K permet d'obte­
nir le résultat suivant: 

Corollaire 2.2 Soit H un schéma en groupes semi-simples sur Spec A, 
l'application 

est bijective. 

Preuve: L'injectivité est une conséquence immédiate de celle de 
l'application H 2 (A, Z) -+ H 2 (K, Z) [4]. Soit maintenant Ç une gerbe 
neutre sur K, elle est équivalente à la gerbe des torseurs de H' pour une 
forme intérieure H' de H. le groupe H' admet un modèle semi-simple 
sur Spec A qui est aussi une forme intérieure de H et que nous notons 
encore H'. La classe d'équivalence de la gerbe des torseurs de H' sur 
Spec A est un élément de N 2 (A, H) dont l'image dans N 2 (K, H) est 
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la classe d'équivalence de Ç. 
C.Q.F.D. 

Corollaire 2.3 Si K est un corps local ou un corps de nombres, H 
un schéma en groupes semi-simples simplement connexes sur X, alors 
toutes les gerbes de H 2 (A, H) sont neutres. 

En effet, toutes les gerbes de H2 (K, H) sont neutres [6]. 

Nous allons maintenant étendre le résultat du théorème 2.1 au cas 
où H est un schéma en groupes réductifs, non nécessairement semi­
simples. 

Soit H un schéma en groupes réductifs défini sur Spec A, Hss son 
groupe dérivé et Hsc le revêtement simplement connexe de ce der­
nier. On note Z le centre de H et zsc celui de Hsc. Le morphisme 
p : Hsc ---+ H induit un isomorphisme Hsc;zsc ~ H/Z et un dia­
gramme commutatif: 

H1(X, Had) H 1 (X,Had) 

8'1 18 
H2(X, zsc) H 2 (X, Z) 

Proposition 2.4 Soit A un anneau de valuation discrète de corps des 
fractions K, H un schéma en groupes réductifs sur Spec A, Q une gerbe 
liée par H sur Spec A dont la restriction à Spec K est neutre, alors g 
est neutre sur Spec A. 

Preuve: On note 1 la classe d'équivalence de Ç dans H 2(A, H), 
a la classe d'équivalence de la gerbe des torseurs de H et t: l'élément 
de H 2 (A, Z) tel que 1 = t:.a. On note a' la classe d'équivalence de 
la gerbe des torseurs de Hsc dans H 2 (A, Hsc). De plus, on note aK 
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et IK (resp. Eg, resp. a~() les images de a et 1 (resp. E, resp. a') 
dans H 2 (K, H) (resp. H 2(K, Z), resp. H2 (K, Hsc)). La restriction de 
Ç au-dessus de K est neutre donc 

Soit e un élément de H 1(K, Had) tel que Eg = r5g(e) et soit x l'image 
de r5 dans H2 (K, zsc). On a donc P*,K(X) = Eg. L'élément Il de 
H2(K, Hsc) défini par x.a' est neutre puisque X E Im[H1 (K, Had) ---* 

H2 (K, zsc)J. Donc d'après le corollaire 2.1, 11 est la restriction d'un 
élément de N 2 (A, Hsc) que nous notons encore Il· On note E1 l'élément 
de H 2 (A, zsc) tel que Il = El.a'. On a alors El,K =X· Soit finalement 
e1 E H 1(A, Had) tel que E1 = r5'(e1 ) (L'existence de e1 est assurée par 
la neutralité de 11). Le diagramme commutatif: 

montre que p*(E1)K = EK, d'où, l'application H 2 (A, Z) ---* H 2 (K, Z) 
étant injective ([4]), p*(E1) = E = r5(e1), ce qui montre que 

et donc que 1 est une classe neutre. 
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Chapitre 3 

Espaces homogènes 

3.1 Résultats généraux 

La proposition suivante permet de ramener, moyennant une hy­
pothèse sur le centre du groupe d'isotropie, l'étude des espaces ho­
mogènes génériquement triviaux à celle des espaces homogènes prin­
cipaux. La méthode utilisée nécessite certains résultats sur les gerbes 
(conditions i) et ii) de la proposition) et pourra donc s'appliquer dans 
les cas où ces propriétés sont démontrées dans le chapitre 2. 

Proposition 3.1 Soit Sun schéma intègre régulieT noethér-ien, K son 
coTps des fonctions, G un schéma en gmupes réductifs défini suT S, H 
un sous groupe semi-simple de G, de centre Z tel que 

On suppose de plus que les deux conditions suivantes sont vérifiées: 

i) Toute gerbe localement liée par H sur S et génériquement liée 
par H est liée par H sur S; 

ii) Toute gerbe liée par H sur S et dont la restriction à Spec K est 
triviale est triviale sur S. 

Si l'application H 1 (S, G) ----+ H 1 (K, G) a un noyau trivial alors tout 
espace homogène de G avec isotmpie H génériquement trivial admet 
une section sur S. 
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Preuve: Soit Ç la gerbe des relèvements de X à G. Elle est liée 
par H localement pour la topologie étale et liée par H sur K, donc elle 
est liée par H sur S (propriété i). De plus, X étant rationnellement 
trivial, la restriction de Ç à Spec K est équintlcnte à lèl gerbe des tor­
seurs de H, donc Ç est équivalente sur S à la gerbe des torseurs de H 
(propriété ii). En particulier, Ç est neutre et donc X est dominé sur 
S par un G-torseur. De plus, Ç étant équivalente sur S à la gerbe des 
torseurs de H, il existe un G-torseur Y et un G-morphisme Y ---+ X 
tels que Autc,x(Y ---+ X) = H. La restriction de X à Spec K est tri­
viale, donc X est dominé sur K par le G-torseur trivial. Le morphisme 
GK ---+ XK est une forme sur K du morphisme Yg --+ XK et définit 
donc un élément Ç de H 1(K,H), mais Autc,xK(G--+ XK) = H donc 
Ç E Im[H1 (K, Z) --+ H 1(K, H)] et donc Ç = 0 d'après l'hypothèse faite 
sur H. Le G-torseur Y est donc rationnellement trivial. D'autre part, 
l'application H 1 (S, G) ---+ H1(K, G) a un noyau trivial donc Y a une 
section sur S et il en est de même pour X. 
C.Q.F.D. 

L'hypothèse Im[H1(K, Z) --+ H 1(K, H)] = 0 est vérifiée notam­
ment quand le groupe H est adjoint, simplement connexe ou déployé 
sur Spec K. La proposition s'applique donc pour ces groupes. 

Les résultats sur les espaces homogènes principaux rationnellement 
triviaux sur les anneaux henséliens obtenus par Nisnevich ([15]) et les 
résultats du chapitre précédent au sujet des gerbes permettent d'ob­
tenir la proposition suivante: 

Proposition 3.2 Soit A un anneau local hensélien de corps des frac­
tions K, G un schéma en groupes réductifs sur Spec A, H un sous­
groupe semi-simple de G et Z le centre de H. On suppose que : 

Soit X un espace homogène de G avec isotropie H. Si X est rationnel­
lement trivial alors X admet une section sur Spec A. 

Preuve: On peut appliquer la proposition 3.1. La condition i) est 
vérifiée d'après le lemme 2.2 et la condition ii) est le résultat de la 
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proposition 2.1. L'injectivité de l'application H 1(A, G) -----+ H 1(K, G) 
est un résultat de Nisnevich [15] 
C.Q.F.D. 

Plus généralement, si A est un anneau local régulier, le lemme 
2.2 et la proposition 2.1 assurent que les conditions i) et ii) de la 
proposition 3.1 sont vérifiées. Donc si G est un schéma en groupes 
réductifs défini sur Spec A et H un sous-groupe semi-simple de G, de 
centre Z tel que Im[H1 (K, Z) -----+ H 1(K, H)] = 0, et si l'application 
H 1(A, G) -----+ H 1 (K, G) a un noyau trivial alors tout espace homogène 
de G avec isotropie H rationnellement trivial admet une section sur 
Spec A. C'est notamment le cas si A est un anneau local de dimension 
2 et G un schéma en groupes réductifs quasi-déployé ((16]). 

Nous verrons dans les sections suivantes d'autres cas d'application 
de la proposition 3.1.: proposition 3.4 (S est un espace affine de di­
mension n ou le spectre d'une algèbre locale sur un corps parfait k) et 
proposition 3.7 (S est le spectre d'un anneau de valuation discrète). 

La proposition précédente nous permet de caractériser, pour un 
schéma régulier intègre noethérien S de corps des fonctions K, le noyau 
de l'application H1(S, G, H) -----+ H1(K, G, H) en termes de topologie 
complétement décomposée. Nous commençons par quelques rappels 
concernant cette topologie (voir [14] pour un traitement détaillé). 

Soit X un schéma, Et/X la catégorie des schémas étales sur X et 
soit cp : X' -----+ X un morphisme étale. On considère le sous-ensemble 
suivant de X: 

cd(X'/X) ={xE Xl3x' E cp-1(x)I4Ya(k(x)) ~ k(x')} 

où qya est l'application canonique induite par cp sur les corps résiduels. 
Soit X un un objet de Et/X. Un famille de morphismes étales 

{epi: x:-----+ X'li E J} 

est un recouvrement complétement décomposé de X' si 

Ucd(X:/X') =X'. 
iEI 
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On définit une topologie de Grothendieck sur Et/X en prenant pour 
recouvrements de X' les recouvrements complétement décomposés de 
X'. On appelle cette topologie la topologie complétement décomposée. 

Soit ix : x ----* X un point de X. Une paire (U,s) consistant en un 
X-schéma étale de type fini cp : U ----* X et une x-section s : x ----* U 
de cp est appelée un voisinage complétement décomposé de x. On note 
Ncd(:r) la catégorie de tous les voisinages complétement décomposés 
de x et Ncd(x) 0 la catégorie duale. Alors on a: 

{im(u,s)ENcd(x)O = Spec o~,x 

où O'Jc,x est le hensélisé de l'anneau local Ox,x de X en x par rapport 
à son idéal maximal. 

Théorème 3.1 Soit S un schéma régulier intègre noetherien, K le 
corps des fonctions de S, G un schéma en groupes réductifs sur S, H 
un sous-groupe semi-simple de G, de centre Z vérifiant 

X un espace homogène de G à isotropie H. Si X est rationnellement 
trivial alors X a localement des sections pour la topologie complètement 
décomposée. 

Preuve: En effet, soit x un point de X et Ox l'anneau local de 
X en x et 0~ le hensélisé de l'anneau Ox. Le schéma Spec 0~ est la 
limite des voisinages de x dans la topologie complétement décomposée 
et la restriction de X à Spec 0~ admet une section par la proposition 
précédente, donc pour tout x de X, il existe un voisinage de x pour la 
topologie complètement décomposée tel que la restriction de X à ce 
voisinage admet une section, donc X a localement des sections pour 
la topologie complètement décomposée. 
C.Q.F.D. 
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3.2 Espaces homogènes sur les espaces af­
fines 

Proposition 3.3 Soit G un groupe réductif défini sur un corps k, H 
un sous-groupe de G semi-simple ou réductif déployé, X un espace ho­
mogène de G à isotropie H sur An. Si X est génériquement trivial, 
alors X est dominé sur An par un G-torseur. De plus, tout G-torseur 
dominant X sur An provient génériquement d'un H-torseur. 

Preuve: On construit la gerbe 9x des relévements de X à G. Elle 
est localement (pour la topologie étale) liée par H et génériquement 
liée par H. Donc d'après le lemme 2.4, 9x est liée par H sur An. La 
restriction de 9x au point générique est triviale donc 9x est triviale 
(d'après la proposition 2.2 si car k = 0, d'après la proposition 2.3 si 
car k > 0). La gerbe des relèvements de X à G est triviale, donc X est 
dominé par un G-torseur sur An- Soit Y un G-torseur dominant X sur 
An. La restriction de Y à k(An) domine Xk(An)- qui est trivial- donc 
Yk(An) provient d'un H-torseur. 
C.Q.F.D. 

Si k est un corps de caractéristique 0, on peut remplacer l'hy­
pothèse "X est génériquement trivial" par "X admet génériquement 
une section". En effet, dans ce cas la gerbe des relèvements de X à G 
est génériquement neutre et donc est neutre (proposition 2.2), ce qui 
assure que X est dominé sur An par un espace principal homogène de 
G. 

Dans [17] (p. 188) , M.S. Raghunathan introduit la notion de 
groupe acceptable : 

Définition 3.1 Un groupe G défini sur un corps k est dit acceptable 
si pour toute extension L de k, tout torseur de G sur Spec L[t] est 
l'image d'un torseur de G sur Spec L par le changement de base 
Spec L[t] ___. Spec L 
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En particulier, les groupes suivants sont acceptables [17]: 

i) Si car k=O, tout groupe G est acceptable; 

ii) Un tore est acceptable sur tous corps; 

iii) G est simplement connexe de type classique et car k > 5. 

Corollaire 3.1 Soit G un groupe acceptable sur k, H un sous-groupe 
de G réductif déployé ou semi-simple, k vérifiant l'une des conditions 
suivantes: 

i) dim k:::; 1; 

ii) k est un corps local de corps résiduel de dimension inférieure à 
1 et G est simplement connexe et quasi deployé; 

iii) k est un corps global et G est simplement connexe et quasi déployé. 

Alors tout espace homogène de G à isotropie H génériquement trivial 
admet une section sur An. 

En effet, dans chacun de ces cas, H 1 (An, G) est réduit à l'élément 
neutre ([17]). L'espace principal homogène de G qui domine X d'après 
la proposition 3.3 admet donc une section sur An et il en est de même 
pour X. 

Si car k=O et si dans les cas ii),iii) on suppose en plus H semi-simple 
simplement connexe, alors tout espace homogène X de G à isotropie 
H sur An a une section. En effet, la gerbe des relèvements de X à G 
est neutre (corollaire 2.1) donc X est dominé par un espace homogène 
principal de G sur An- Cet espace homogène principal admet une sec­
tion sur An et donc X admet une section sur An-

Théorème 3.1.-Soit G un groupe acceptable sur un corps parfait 
k, H un sous-groupe réductif déployé ou semi-simple de G, X un es­
pace homogène de G à isotropie H sur An génériquement trivial, alors 
X a localement des sections pour la topologie de Zariski. 
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Preuve: On note K le corps k(An)· D'après la proposition précédente, 
X est dominé sur An par un espace principal homogène Y de G et la 
restriction YK de Y à Spec K est l'image d'un espace principal ho­
uwgèuc de I-I sur K. Il existe donc un ouvert U clc An tel que Yu 
soit l'image d'un espace principal homogène Z de I-I sur U. De plus, 
G est acceptable sur k, donc il existe un ouvert V de An tel que Yv 
est l'image d'un espace principal homogène de G sur k par le chan­
gement de base V -----t Spec k ([17], Them·em A). Soit l1V = Un V et 
soit 7J -----t W un point fermé de W. On a un morphisme Zry -----t Yry et 
par le changement de base W -----t Spec k, on obtient un morphisme 
Z 71 x W -----t Y'TI x W, et Y'TI x W est isomorphe à Yiv. On appelle Z' 
le I-I-torseur sur An défini par Z' = Zry x An et Y' l'image de Z' dans 
H 1(An, G). L'image Y~ de Y' par le changement de base W -----tAn est 
isomorphe à Yw donc Yk est isomorphe à YK. Soit G' la forme de G 
sur k obtenue en tordant G par le cocyle correspondant à Yry. Il existe 
une bijection de H 1(An, G) sur H1(An, G') envoyant Y' sur O. L'image 
de Y dans H 1(An, G') est génériquement triviale donc elle est triviale 
pour un recouvrement de Zariski de An, la suite 

1 -----t H1ar(An, G) -----t H 1(An, G) -----t H1(K, G) 

étant exact ([3], Th. 3.1). Donc Y est localement isomorphe à Y' pour 
la topologie de Zariski. Donc localement pour la topologie de Zariski, 
Y provient d'un espace principal homogène de H et X est trivial, ce 
qui montre l'exactitude de la suite: 

1-----t H1ar(An,G,H) -----t H1 (An,G,H) -----t H1 (K,G,H). 

C.Q.F.D. 

Pour étudier les torseurs de G sur An, Ragunathan ([18]) introduit 
la condition d'isotropie suivante sur G: 

Chacune des composantes k-simples du groupe G est iso­
trope sur k. 

Sous cette condition, Colliot-Thélène et Ojanguren [3] montrent 
que l'application: 

H 1(L[t1, ... , tn], G) -----t H 1(L(tr, ... , tn), G) 
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a un noyau trivial pour tout corps L contenant k. 

Proposition 3.4 Scnt G ·un co·rp.-; défini sur LUL cmps /.;ct vérifiant la 
propriété d'isotropie ci-dessus, H un sous-groupe semi-simple de G et 
S un schéma de l'une des formes suivantes: 

i) S = Spec[L(t1 , ... , tn)] avec L zm corps contenant k; 

ii) S est le spectre d'une k-algebre locale essentiellement lisse. 

Soit f( le corps des fonctions de S. On suppose que 

Alors tout espace homogène de G avec isotropie H rationnellement 
trivial admet une section sur S 

Preuve: Il s'agit une nouvelle fois de l'application de la proposition 
3.1. La propriété i) de la proposition 3.1 est vérifiée d'après le lemme 
2.4 pour les espaces affines, d'après le lemme 2.2 pour les k-algèbres 
locales et la propriété ii) est une consquence des propositions 2.2 et 2.3 
dans le cas des espaces affines et de la proposition 2.1 dans le cas des 
k-algèbres locales. L'injectivité de l'application H 1 (S, G) -+ H 1 (K, G) 
est un résultat de Colliot-Thélène et Ojanguren ([3]). 

Corollaire 3.2 Soit k un corps algebriquement clos, G un groupe 
réductif défini sur k, H un sous-groupe semi-simple de G et A une 
k-algèbre locale essentiellement lisse. Tout espace homogène de G à 
isotropie H défini sur spec A et génériquement trivial admet une sec­
tion sur Spec A. 

En effet dans le cas où k est algèbriquement clos, la condition d'iso­
tropie sur G est automatiquement vérifiée et il en est de même de la 
condition sur le centre de H. 
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3.3 Espaces homogènes sur les anneaux 
de valuation discrète 

Proposition 3.5 Soit A 'Un annca'U de valuation dtsc1·ètc, G 'Un sché­
ma en groupes réductifs défini sur Spec A, H un sous-groupe réductif 
de G sur Spec A. Tout espace homogène de G avec isotropie H, dont 
la restriction à Spec K est dominé par un espace homogène principal 
de G S'Ur K, est dominé sur Spec A paT un espace homogène principal 
de G. 

Preuve: On construit la gerbe des relèvements de X à G. Elle est 
localement (pour la topologie étale) liée par H donc elle est liée sur 
Spec A par une forme tordue de H (lemme 2.1). De plus, X étant 
génériquement dominé par un torseur de G, la restriction de Ç à 
Spec K est neutre (proposition 2.4), donc Q est neutre et X est dominé 
par un espace homogène principal de G sur Spec A. 
C.Q.F.D. 

Proposition 3.6 Soit A, G, H comme ci-dess'Us avec G semi-simple, 
k le corps résiduel de A. Supposons de plus que l'une des hypothèses 
suivantes est vérifiée : 
1) dim(K) ::; 2; 
2) dim( k) ::; 2 et A est hensélien. 
Alors to'ute espace homogène de G à isotropie H défini sur Spec A 
et dont la restriction à Spec K admet une section a une section sur 
Spec A. 

Preuve: Supposons d'abord que G est simplement connexe. La 
gerbe des relévements de X à G est neutre donc X est dominé sur 
Spec A par un espace homogène principal de G. 
Dans le cas où dim(K) ::; 2, on a H 1(K, G) = 0 [1] et l'application 
H 1(A, G) -t H 1(K, G) a un noyau trivial [15] donc H 1 (A, G) = 0 et 
Y a un point sur A, il en est donc de même pour X. 
Si A est henselien, l'application H 1 (A, G) --+ H 1(k, G) est injective 
donc si dim(k) ::; 2, on a H 1 (k, G) = 0 [1] et donc H 1 (A, G) =O. 
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Comme précédemment, Y a un point sur A et il en est de même pour X. 

On suppose maintenant que G est semi-simple et on note esc son 
revêtement simplement connexe. On considère la suite exacte: 

1--+ Kerp--+ esc--+ e--+ 1. 

esc agit sur x par l'intermédiaire de p. x est donc un espace homogène 
de esc dont l'isotropie est réductive. Donc d'après ce qui a été fait ci­
dessus X admet une section sur Spec A. 
C.Q.F.D. 

Théorème 3.2 Soit A un anneau de valuation discrète, K son corps 
des fractions, k son corps résiduel, G un schéma en groupes semi­
simples sur Spec A, H un sous-groupe réductif de G. On suppose que 
dim(k) ::; 2. Soit X un espace homogène de e à isotropie H défini sur 
Spec A et dont la restriction à Spec K admet une section alors X admet 
une section sur Spec A. 

Preuve: Suivant Nisnevich [15],on considère l'application: 

Soit X un espace homogène de G avec isotropie H, admettant une 
section sur Spec K. La restriction de X à Kh a une section donc X 
admet une section sur Ah. Soit 8 1 E X(K) une section de X sur K et 
8 2 E X(Ah) une section de X sur Ah. On note 8I,J(h (Resp. 82,Kh) la 
restriction de 8 1 (Resp 8 2 ) dans X(Kh). X étant un espace homogène 
de G, il existe g E e(Kh) tel que 81,Kh = g.82,Kh· Or Nisnevich a 
montré [15] que G(Kh) = e(Ah)e(K), donc il existe g1 dans G(K) et 
g2 dans G(Ah) tels que g = g1,Kh.g2,Kh· Les sections g11 

81 et 9282 ont 
même restriction dans X ( Kh) donc elles se recollent en une section 
dans X(A) et X admet une section sur A. 
C.Q.F.D. 

Pour terminer ce chapitre, on remarquera qu'on peut une nouvelle 
fois appliquer la proposition 3.1 dans le cas où le schéma de base S est 
le spectre d'un anneau de valuation discrète A de corps des fractions K. 
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En effet, les conditions sur les gerbes dans la proposition sont vérifiées 
d'après le lemme 2.2 et la proposition 2.3 du chapitre 2 et l'injectivité 
de l'application H 1 (A, G) -+ H 1 (K, G) est un résultat de Nisnevich 
:1"J]. ~ous pouvons clone énoncer le résultat sui\'<:Wt: 

Proposition 3. 7 Soit A un anneau de valuation discrète de corps 
des fractions K, G un schéma en groupes réductifs défini sur A, ·H un 
sous-groupe de G de centre Z tel que 

Soit X un espace homogène de G avec isotropie H génériquement tr-i­
vial. Alors X admet une section sur Spec A. 
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