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CH Nortiod,



«...
Oh ! Regardez le ciel | cent nuages mouvants,
Amoncelés la-haut sous le souffle des vents,
Groupent leurs formes inconnues ;

Sous leurs flots par moments flamboie un pdle éclair,
Comme si tout a coup quelque géant de 1'air

Tirait son glaive dans les nues.

e

Extrait des Feuilles d’automne.
Victor Hugo
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Introduction générale

Introduction générale

L’étude de la propagation des ondes de gravité dans un air humide saturé a pour but de

mettre en évidence les différents types de mouvements pouvant exister dans ce milieu.

Le travail proposé définit une modélisation rhéologique, puis asymptotique, permettant
de décrire les mouvements convectifs du mélange « air sec-vapeur d’eau-eau liquéfiée »
composant cet air humide saturé, et, concrétement, un nuage.

Une interprétation physique du phénomene consiste & considérer le milieu comme étant
un nuage non-précipitant, et les mouvements étudiés se manifestent par la présence de langues
de vapeur a ’intérieur des nuages.

Le cas d’éventuelles précipitations est exclu et la description du milieu est abordée par
une rhéologie de milieu continu.

L’une des difficultés de la mise en équation provient du fait qu’il s’agit d’un mélange
ternaire, dissipatif et non inerte : le milieu physique est, en effet, un fluide composé de trois
phases (air sec, vapeur d’eau, eau condensée), dont la concentration est suffisante pour
appliquer une rhéologie de mélange, la phase « eau liquide » restant toutefois suffisamment

dispersée pour étre représentée comme un aérosol.

Une modélisation du mélange ternaire par un milieu continu équivalent a été effectuée
par Bois (1994), mais la mise en équation n’a été réalisée que pour les mouvements non
dissipatifs, tandis que pour les problémes considérés ici, les équations s’étendent au cas des

milieux dissipatifs.

12



Introduction générale

L’étude de la convection en milieu humide saturé souléve de nombreux problémes de
modélisation, dus notamment a la présence des trois phases dans le milieu, mais aussi a
I’existence des différents facteurs de dissipation ainsi qu’a la prise en compte des échanges de
masse entre les constituants.

En effet, dans le cas d’un nuage, le mélange est thermodynamiquement saturé, ce qui
signifie qu’il se produit entre les deux phases « vapeur » et « eau condensée » un processus
d’échange de masse par évaporation ou par condensation. La dissipation, quant a elle, est due
d’abord a la viscosité et a la conduction thermique, mais également a la diffusion moléculaire,
qui est spécifique des mélanges.

La prise en compte d’un grand nombre de ces propriétés peut étre envisagée dans une
simulation numérique, mais il est plus aisé d’isoler le plus grand nombre possible de ces

facteurs lorsque I’on cherche la caractérisation d’un phénomeéne particulier.

De nombreux travaux ont porté dans les derni¢res décennies sur la modélisation des
phénomeénes liés a la convection nuageuse. Citons, par exemple, les travaux de Bougeault
(1981), Durran et Klemp (1982), C.S. Bretherton & P.K. Smolarkiewicz (1987, 1988, 1989)
et Bois (1994). Chacun des ces travaux utilise les équations dans une optique différente. Par
exemple, Bougeault considére que les gaz sont parfaits, et 1’écriture a priori de
approximation de Boussinesq en vue de modélisation turbulente rend les conclusions
valables uniquement dans des couches minces. La dissipation est négligée dans les travaux de
Durran et Klemp, mais aussi dans ceux de Bois. Les échanges mutuels de masse par
condensation ou évaporation sont négligés par Bretherton, ou I’auteur fait de plus I’hypothése
que les nombres de Prandtl et de Schmidt sont exactement €gaux a un : cette propriété permet
des simplifications mathématiques variées, dont la plus simple est de faire disparaitre le
caractére double diffusif du probléme. Physiquement on peut admettre cette propriété lorsque
les dissipations sont d’origine turbulente, mais dans des problemes d’instabilité linéaire
comme ceux que 1’on examine au Chapitre 3, il est difficile de faire des hypotheses de type

turbulent.
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On examine dans le présent travail, I'influence des deux diffusions régnant dans le
milieu, 'une due a la dissipation thermique, I"autre a la nature hétérogéne du milieu et aux

changements de phase eau liquide-vapeur d’eau.

Diverses hypothéses, notamment la négligence de la pression de la phase liquide et la
prise en compte, dans les coefficients de diffusion, uniquement de ceux qui concernent la
diffusion mutuelle des deux gaz, permettent de ramener la description du milieu a celle d’un
milieu binaire. Il est possible, dans ces conditions, de réduire le modéle rhéologique a un
systéme simplifié double diffusif. On peut alors étudier dans le systéme réduit ’existence de

mouvements convectifs.

Les paramétres jouant un role effectif dans le probléme sont le gradient de concentration
de vapeur d’eau et le gradient de température, et les résultats dépendent fortement de la

chaleur latente de vaporisation et des deux nombres de Prandtl et de Schmidt.

Le mémoire présenté est organisé de la maniére suivante :

Dans un premier chapitre, la mise en équations des mouvements, les hypothéses
rhéologiques principales et les implications thermodynamiques sont écrites. Les équations les
plus importantes sont I’équation de Clausius-Clapeyron qui régit les échanges de masse entre
la phase gazeuse et la phase liquide, et la loi de Fick, qui régit quant a elle, la diffusion de la
vapeur d’eau dans l’air sec. Toutefois, I’hypothése de saturation joue également un rdle

important dans I’identification des variables indépendantes modélisant le milieu.
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Introduction générale

Dans un deuxiéme chapitre, on s’intéresse a la modélisation de mouvements de
convection : le cadre général est celui de 1’approximation de Boussinesq, qui est écrite sous
forme asymptotique afin de permettre aussi bien I’é¢tude de mouvements sur des grandes
échelles verticales (convection profonde) que des mouvements de petite échelle (convection
peu profonde). Aprés avoir réduit le systéme a une forme « bien posée» comprenant un
nombre égal d’équations et d’inconnues, on linéarise les équations. On s’intéresse alors aux
mouvements de convection profonde : dans ’hypothése d’une faible concentration de vapeur
(ce qui simplifie légérement 1’écriture), on examine ’équation de dispersion associée a une
propagation d’ondes. Deux résultats sont obtenus: d’une part I’identification, parmi les
mouvements, de ceux qui représentent des « couches-limites », et, d’autre part, résultat plus
orignal, la possibilité d’existence de mouvements périodiques non amortis malgré la

dissipation.

L’existence de mouvements linéarisés périodiques a la fois en espace et en temps
conduit a s’interroger sur ’existence de mouvements oscillatoires dans les problemes
d’instabilité : de tels mouvements n’existent pas, en effet, dans le cas des fluides purs. On
pose, ainsi, au Chapitre 3, un probléme de Rayleigh-Bénard en milieu peu profond en
choisissant des conditions aux limites de deux surfaces libres. La résolution, d’abord, d’un
probléme d’instabilité double diffusive simplifié permet d’identifier, dans ’espace défini par
le nombre de Rayleigh et un nombre de Rayleigh humide, deux zones d’instabilité,
stationnaire et oscillatoire. Pour le probléme exact étudié ensuite, on montre que la seule
instabilité qui se produit dans les cas réalistes est Iinstabilité stationnaire. L’étude des
solutions du probléeme complet d’instabilité oscillatoire permet finalement de tirer des

conclusions sur le degré de validité des résultats obtenus.
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Les équations des mouvements de
fluides hétérogenes a rhéologie de
meélange pour le cas de air humide
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de I'air humide saturé

1- Introduction

La dynamique des fluides hétérogenes (fluides complexes) fait apparaitre dans ceux-ci
des mouvements que I’on ne rencontre pas dans les fluides purs, et qui ont pour origine les
échanges thermodynamiques ayant lieu a I’intérieur du milieu lui-méme du fait de son non-
équilibre. La modélisation de ces mouvements doit donc examiner avec précision la nature
des échanges de chaleur dans le milieu, et adopter un formalisme cohérent pour la description

de ces échanges.

Dans le cas des fluides géophysiques (on s’intéresse ici a l’air nuageux, mais la
description est valable aussi pour I’eau salée), il est possible de se restreindre & une
description macroscopique utilisant la théorie des mélanges : ainsi, I’air nuageux, qui est un
air humide saturé, est composé de trois constituants : air sec, vapeur d’eau, eau condensée
’eau salée est composée de deux constituants : eau pure, sel liquide ; etc..

Dans tous les cas on s’intéresse ici a des mélanges de milieux qui, pris isolément, sont

des fluides purs.

L’objet du présent chapitre est d’établir les équations qui seront utilisées dans la suite :
les mélanges sont décrits par une rhéologie de milieu continu, et on rappelle tout d’abord (§2)
les équations des mouvements de ces milieux. On particularise ensuite le milieu (§3) en
examinant le cas de I’air humide saturé : I’existence d’échanges mutuels de masse entre deux
phases rend cet examen un peu délicat.

Enfin (§4), on forme les systémes généraux d’équations pratiques, systémes utilisant
diverses simplifications comme :

(a) loi d’état de gaz parfait pour les phases gazeuses ;

(b) petites concentrations.
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1'air humide saturé

2- Rappels sur les lois de bilan dans 1a théorie des mélanges

Un mélange est un milieu composé lui-méme d’autres milieux appelés constituants.
Dans la théorie des mélanges, on suppose que les constituants aussi bien que le milieu
global ont un comportement de milieu continu.

Une particule du milieu, de masse pdv, est supposée contenir une particule de chacun
des constituants (masse p,dv). On suppose ainsi que le milieu est constitué de N +1

constituants fluides (voir, par exemple, Bowen, 1976 ou De Groot et Mazur, 1962). A chaque
fluide correspond un indice @, celui-ci variant de 0 & N. Chaque constituant o a sa propre

vitesse u, et sa masse volumique p,, .

Ces constituants mélangés forment un milieu de masse volumique p. On a ainsi :
N
P=2P - (1.1)
a=0
On définit les concentrations g, par :
94, = (1.2)

La vitesse u du milieu moyenné, appelée vitesse barycentrique, est définie par :

.
pu=2.pu,, (1.3)

a=0
et on définit également la vitesse de diffusion v, par :

V,=u,—u. (1.4)
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé

N N
On vérifie aisément que Z q, =1 etque Z PV, =0.

a=0 a=0
2-1 Conservation de 1a masse

Le milieu moyenné étant un fluide, la masse totale se conserve dans le mouvement

barycentrique :

P
&

+V-(pu)=0. (1.5)

Le bilan de masse pour chaque constituant o est donné par les équations :

Ps
a

+V-(p,u,)=p,, a=0,... N, (1.6)

ou p, est un terme source qui représente le taux de masse volumique regu par unité de temps

par le constituant « de la part des autres constituants.

L’équation (1.6) est le bilan des masses dans le mouvement propre du constituant ¢ (la

[#4

« dérivée particulaire » dans I’équation (1.6) est P +u,-V).

La combinaison des N + 1 équations de (1.6) et (1.5) implique :
N
>.p, =0. (1.6 bis)
a=0

L’écriture des équations de la diffusion moléculaire est légérement modifiée grice a

’utilisation de la dérivée particulaire associée au mouvement moyen, soit :

i—§—+ \Y 1.7
77 u-V. (1.7)
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de ['air humide saturé

En utilisant la formule d’analyse vectorielle : V- (au) = aV - u + #Va, on obtient alors :

dq,
P

+V-(0,v,)=4,. (1.8)

L’équation (1.8) raméne le mouvement du constituant @ au mouvement moyen du

d
milieu (dérivée particulaire Z ). On I’appelle aussi équation de la diffusion moléculaire.

2-2 Conservation de la quantité de mouvement

Le fluide étant pesant, on désigne par g I’accélération de la pesanteur.

Dans sa forme la plus générale, I’équation du mouvement du fluide visqueux s’écrit

sous forme vectorielle :

du _
H— — +V‘ 1.9
Py = PE o, (1.9

ou ; est le tenseur des contraintes :
o =(-p+&V-ul+2uD, (1.10)

et D est le tenseur des taux de déformations ; & et u sont les coefficients de viscosité. On

2
fait P'hypothése de Stokes &£ = — FHH étant la viscosité dynamique du fluide.

Les éléments du tenseur D, appelés d, , sont définis par :

i >

1
d, :E(ui’f +u,). 1.11)
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1’air humide saturé

Apres quelques calculs, I’équation de la quantité de mouvement s’écrit :

di 1 |
pz,t‘l-l- Vp=pg+ y[Au+§V(V-u)J. (1.12)

(1.12) n’est autre que 1’équation classique de Navier-Stokes: a ce niveau, on ne

distingue pas la nature hétérogéne du milieu.
2-3 Conservation de I’énergie

La loi générale de conservation de I’énergie s’exprime par 1’équation :
*:::E—V-thQ. (1.13)

Nous avons supposé qu’il existe dans cette équation un terme source volumique de

chaleur Q.

q est le vecteur densité de flux de chaleur regue par le milieu ; les tenseurs o et D ont
été définis précédemment.

La prise en compte de nouvelles relations thermodynamiques permet de modifier
I’écriture de la relation (1.13) (voir aussi Annexe 1, §1-2). Considérons tout d’abord la

relation thermodynamique de Gibbs-Duhem :

1 N
de = Tds— pd(;)+ > g.dq,, (1.14)

a=0

ou g, est I’enthalpie libre du « -iéme constituant :
ga:hzz_Tsa:' Sa:Sa(Tapa)7 (115)

ainsi que la loi de Dalton :
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1'air humide saturé

i~
i
M=

Py - (1.16)

Compte tenu de ces deux relations, I’équation de I’énergie pour un milieu de mélange

dissipatif peut s’écrire, en éliminant I’énergie interne :

ar T dp & dg,
P dt dt+§,h“ dr

1
=0-—V-q+0. (1.17)
P
Les grandeurs A, représentent les enthalpies de chacun des constituants, @ est la
dissipation visqueuse, c, la chaleur spécifique du meélange a pression et a concentrations

constantes, A le coefficient d’expansivité a pression et a concentrations constantes. Ces

grandeurs sont définies par :

& 1 &p
¢y = T3y =~ G (1.18)
La loi de comportement pour q est donnée par :
a=q+ 2 oY, (1.19)

a=90

oules v, sont les vitesses de diffusion de chaque constituant.
Habituellement, pour un fluide, q' vérifte la loi de comportement thermique appelée loi

de Fourier, définie a I’aide du coefficient de conductivité thermique £ :

q=—kVT. (1.20)
Ces lois de comportement introduites dans 1’équation (1.17) fournissent alors :

dTpo” k

——— h =@ AT-—)» V- . 1.21
¢ Zad v pZo (PahvH+Q. (121
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Chapitre 1 Les eéquations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé

d.
La nature hétérogéne du milieu apparait dans les termes gf— du premier membre, et

dans les termes pq,h,v, du second membre.

3- Cas de Pair humide saturé

3-1 Conditions de ’étude

Nous nous intéressons, dans ce qui suit, & la modélisation des mouvements d’une
atmosphére humide saturée. Nous considérons !’air atmosphérique comme un mélange
ternaire constitué d’air sec, de vapeur d’eau et d’eau condensée (une étude de la

thermodynamique de ce milieu est rappelée en Annexe 1).

Dans des conditions réalistes, pour le cas d’un nuage, ce mélange est saturé, c’est a dire
qu’il se produit, entre les deux phases « vapeur » et « eau condensée », un processus
d’échange de masse par évaporation ou condensation.

Nous modéliserons ce mélange ternaire avec la restriction que ce mélange est supposé
continu : cela revient a supposer la phase liquide comme un milieu continu équivalent
(physiquement, il s’agit d’un aérosol).

L’humidité de I’atmospheére est, de plus, suffisamment faible pour exclure I’étude du

cas d’éventuelles précipitations.

Nous désignerons par les indices g, v, L, les quantités correspondant a I’air sec, la

vapeur d’eau, ’eau condensée, et par w celles correspondant a 1’eau « totale » dans le
mélange (eau liquide et vapeur d’eau).

Les grandeurs relatives au mélange n’ont pas d’indice. Par conséquent, st et
gr > g?> qv qL

sont respectivement les concentrations d’air sec, de vapeur d’eau et d’eau condensée, on a :
2 2

q,+49,+tq9,=49,+q,=1. (1.22)
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de [’air humide saturé

3-2 Loi de Fick

Nous reprenons I’écriture des équations de diffusion moléculaire. Dans ces équations

apparaissent les vitesses de diffusion v, v, et v, qui sont reliées aux gradients de
concentration par la loi de Fick. Les autres v_ sont liées aux concentrations par la

formule suivante, désignant arbitrairement par v, 'une des vitesses de diffusion :
il
Pa¥a = 2.PDyVe, . (1.23)
B=1

Les coefficients D,, sont les coefficients de diffusion du mélange. Ces coefficients ne

sont pas indépendants et satisfont aux relations d’Onsager.

N
Compte tenu de la relation Z L.V, =0 (voir §2-1), on a pour un mélange ternaire la
a=0
relation :
PV, = p(Dy,Vq,+ D, Vg, ). (1.24)

Nous gardons ’hypothése d’un mouvement non précipitant. Cette hypothése, courante
en théorie de la condensation, exprime que les gouttes d’eau sont suffisamment petites pour
ne pas étre soumises a la force de pesanteur : le milieu est un aérosol. Les gouttes liquides se
déplacent dans le mélange avec la vitesse principale du mélange.

Il en résulte que le seul coefficient différent de O est le coefficient de diffusion de la

vapeur d’eau dans Pair sec, D,,, que nous appellerons dorénavant D. Ainsi les coefficients

D, D,, D, sontnuls, v, =0 etlaloide Fick pour v, et v, est réduite a la loi de Fick

binaire :

(1.25)
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1'air humide saturé

D, par la suite, est suppos€ constant.

De plus, 1’air sec n’a pas d’échange de masse avec les autres constituants, par

conséquent, dans (1.6) et (1.6 bis) :

p,=0 e p+p =0, (1.26)

et les équations de diffusion moléculaire sont ramenées a ’'une des deux formes équivalentes :

dqg
p—S+DV-(pVq,)=0,

(1.27)

dq,
dt

dq,
Py DV -(pVq,)=-p

En introduisant la chaleur latente de vaporisation de ’eau L, = A, — h, et les équations
précédentes dans 1’équation de 1’énergie, celle-ci s’écrit alors :
dI AT dp dq

k
— L =D +—AT -, . -h ) ‘
““a " p at L o T-quv,-V(h,—h)+0Q (1.28)

Notons que les termes du second membre de cette €équation représentent a eux seuls les

termes dissipatifs.
3-3 Equation de Clausius-Clapeyron et équations d’état

Une autre approximation classique en théorie de la condensation est considérée (voir,
par exemple, Einaudi et Lalas, 1973 ou Durran et Klemp, 1982) : le milieu principal étant
I’air, les constituants autres sont alors des gaz ou des aérosols. En général dans ces mélanges,

la pression du gaz équivalent & 1’aérosol est négligeable. La pression de la phase liquide p,

est donc ici négligée, et a, par conséquent, pour loi d’état: p, = 0.
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de I’air humide saturé

Une conséquence de cette hypothése permet de traiter la phase liquide comme un gaz
parfait ayant une constante polytropique R, nulle.
Si la vapeur d’eau est a saturation, ’échange de masse entre la vapeur d’eau et 1’eau

liquide suit I’équation de Clausius-Clapeyron (voir, par exemple, Zemansky, 1957) :

g L
P T (1.29)
ar " TG, —1,)

ou 7, et 7, sont les volumes spécifiques des phases « réelles » vapeur et liquide

respectivement (voir note (1)).
Comme la vapeur est beaucoup plus légere que le liquide, le volume spécifique z, doit
€tre négligé par rapport & 7,, et la formule de Clausius-Clapeyron peut étre approchée par la

relation suivante :

L,p, dT
_d&: _"E"_ (130)

dt T dt
Il reste a définir les lois d’état pour les différents constituants: celles-ci sont

respectivement pour la vapeur d’eau, I’air sec et le mélange :

pv:pv(pv’n7 pg:pg(pgnn)
(1.31)
p=p,+p,=p(p,1.4,.4,).

Finalement, les équations (1.5), (1.12), (1.27), (1.28), (1.31) et la relation de Clausius-
Clapeyron (1.30) constituent un systéme fermé de neuf équations scalaires pour neuf variables

scalairesquisont u, p, p, 7, q,, q, et q,.

1
[(1) Le volume spécifique 7, est le volume spécifique réel de 1'can, tandis que 7, =;— est le volume
L

spécifique du milieu continu équivalent a 1’aérosol constitué par la phase liquide. Pour plus de détails concernant
les bases thermodynamiques de cette approximation, voir Einaudi et Lalas, 1973].
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4- Les équations de la dissipation dans I’atmosphére nuageuse

4-1 Ecriture des équations double diffusives pour une loi d’état arbitraire

On remarque que le systéme obtenu n’est pas un systéme trés « utilisable ». On s’est
donc attaché, dans un deuxiéme temps, a simplifier 1’écriture de ce systéme.

Nous avons donc éliminé dans les équations 'une des concentrations au profit des deux
autres. Notre choix s’est porté sur ’élimination de la concentration d’eau liquide ¢q, en
utilisant la loi d’échange adoptée pour I’interaction qui n’est autre que la loi de Clausius-

Clapeyron.

Nous pouvons modifier cette loi en différenciant la premiére relation (1.31) et en

introduisant le résultat dans (1.30). On aboutit a :

_1_@[

1dT 1dp
s (132
a2, dt L, &] (132)

ép T dt T pdt’

ou A, est le coefficient d’expansivité de la vapeur d’eau défini par :

17/
- L (T (133)

Par la suite, on veut obtenir une expression de la variation de la concentration de 1’eau

liquide dg, en fonction de dp, dg, et dT, résultat obtenu en « combinant » la relation de

Clausius-Clapeyron (1.32) et la loi d’état (1.31), qui prend la forme suivante en la

différenciant :
1 dqv T é,p\') (@) g_l_._
q, @7 T Pyt T -
P, | 1dp &P 1dp P, 14,
( ) ( )Tq,q +( )T . (134)
@d,\pdt Pt Ep,dt Op, g, dt
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de ['air humide saturé

On obtient alors dg, en exprimant dans (1.32) dp en fonction de dg, et dI qu’on

réinjecte ensuite dans (1.34) :

dq, | P, Py 1 _@’_ ﬁpg dg, 1 Py
T @ @ ». ar
{p( )pQVQg( )T T (5p)Tqvqg [(@) )TL lT)}d (1 35)

L’utilisation de (1.1) et la loi de Dalton (1.16) permettent d’alléger 1’écriture du

. dq,
coefficient de ——
dt

day _ |, do |\, Pey
dt dar " dt

KN N ) [_031 i)ﬂ
@, T[p(-ar)“qqu*(ap)mx @ T i]dt' (136)

En remplagant dg, par —(dq, +dq,) dans la premiére relation de (1.27), et grice a

(1.36), finalement I’équation de la diffusion moléculaire est donnée par :

SN EC ST S Sy |
( )T|: ( )p,q.gg+(ﬁp)T,qy,qg ( )T Jdi

PP @, T
qu4 f%; @_2
q, dt (@ )Tpdt P V-(pVg,). (137)

On peut alors éliminer dg, dans la premiére forme de 1’équation de 1’énergie (1.28), et

grice a (1.27), écrire :

df _idp  da,

k D
Sar poa = AT gV Vi =)+ 1"V (pVg,)+ @ +Q. (138)
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Le systeme final simplifié est constitué dorénavant par les équations (1.5), (1.12),

(1.32), (1.37), (1.38), systeme fermé de sept équations scalaires a sept inconnues : u, p, o,

Taqv'

Les deux équations de diséipation (1.37) et (1.38) prennent maintenant des formes

) . dj . i
totalement symétriques : si I’on suppose que :5 est connu dans ces équations (ce qui est a

peu pres le cas comme nous le verrons plus tard, grice a ’approximation de Boussinesq), les

d d ) .
inconnues réelles dans ce probléme sont — et 1 . Si les coefficients de ces parametres

dt dt

dans (1.37) et (1.38) sont constants, les équations se raménent a deux équations indépendantes

. .. L. di dq,
mettant en évidence des combinaisons linéaires de E et jt .

Les effets de diffusion et les effets de conduction de chaleur apparaissent dans les
laplaciens figurant dans les seconds membres des €quations et ne peuvent pas étre considérés
séparément : cette propriété caractérise un phénomene double diffusif. Dans la pratique, les
coefficients de dissipation ne sont pas constants mais restent des fonctions lentement variables
de Ialtitude (voir Chapitre 2).

Les deux équations de diffusion moléculaire et de I’énergie se raménent alors a des
équations double diffusives dont la structure mathématique est la méme que dans un probléme

de double diffusion classique.

4-2 Cas des gaz parfaits

Nous ajoutons maintenant une hypothése supplémentaire afin d’alléger I’écriture des
équations du systéme. En effet, les formules précédentes prennent des formes plus simples et
d’application pratique plus aisée dans le cas d’un mélange de gaz parfaits. On a donc supposé
concrétement que les gaz composant le milieu étaient des gaz parfaits.

Nous considérons pour 1’air sec, la vapeur d’eau et le mélange total, les lois d’état

suivantes :

29



Les équations des mouvements pour le cas de I'air humide saturé

Chapitre 1

p, =RpT, p,=RpT, p=RpT,
(1.39)

R,=R,q,+Rgq,.
R, et R, sont des constantes adiabatiques pour I’air sec et la vapeur d’eau, R, est un
coefficient moyen dépendant des rapports de mélange et des concentrations (les valeurs

pratiques pour R, (vapeur d’eau) et R, (air sec) sont 464 et 287 unités MKS respectivement).

Dans ce cas, (1.36), (1.37) et (1.38) prennent les formes particuliéres respectives :

de d R 1dp R L, dT
.lL_:_ l+q_g ____qL__m_____p_‘____ﬂ__‘i.i__, (140)
dt q,|d R, pdt R, RIdt
q,dg, R, L dI' R,1dp D
-t — e 1
qv dt +Rg RVTZ dt Rg pdt V (quv)> ( 41)

dl 1dp dq, k D
L= AT DV, Y~ )+ L=V -(pVg,) + @+ Q. (142)

“bdt  pdt v dt

En éliminant les termes de diffusion entre (1.41) et (1.42), il reste pour (1.42) :

‘ R I’ |dT 1 L d
R, RT |dt p| RT|dl g, | at

k
;AT+Dqu-V(hV~~hg)+<D+Q‘ (1.43)

Les équations (1.41) et (1.43) sont les formes double diffusives symétriques des

équations de dissipation : le laplacien Aq, se retrouve seul dans la partie droite de (1.41) et,

de la méme facon, AT se retrouve seul dans la partie droite de (1.43).
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4-3 Comportement de la chaleur latente .,

On notera que, pour le cas des gaz polytropiques, la relation L, = h, — A, implique

que:
L=L, +(c, ¢, XT-8), (1.44)

L, et 6, étant deux constantes, L, est la chaleur latente de vaporisation 2 fa température 6.

Maintenant, on élimine % dans (1.40). En utilisant la nouvelle équation d’état de gaz

parfait et (1.44), on obtient une relationentre q,, p et T

tdp 1 dg, ( Rv(l—a)~Lv0J1dT
———+——F+|la+ =
T dt

ot AT — =0, (1.45)

ou:

(1.46)

Un cas particulier trés important est celui ou (1.45), aprés intégration, peut s’écrire :

P,0° ( L"o Cn " Cp, )( 90)
| = ——€ex - 1I-—11{=49g,(p,]), 1.47

Dans ce cas, I’équation (1.47) peut étre considérée comme une « loi d’état » pour le
milieu dont la description serait réduite a ces variables.

Le cas ou (1.47) est satisfaite se produit si cette méme équation est vraie a ’instant
initial : dans ce cas, en vertu de (1.45), elle est vraie pour tout t. Cette circonstance est celle
qui se produit dans les cas pratiques.

On remarquera aussi que la variable g, , apres calculs, s’est €liminée.
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Les équations sont maintenant (1.41), (1.43) et (1.45) (ou (1.47)): les coefficients

e ) , d
dépendent de tout I’état du milieu, mais les opérateurs (A, Z’ etc.) ne portent que sur

p, p, T, q,. Si’on ajoute a ces équations I’équation de continuité et celle de la quantité de

mouvement, on retrouve le systéme, mais simplifi€, des sept équations scalaires pour les sept

inconnues p, p, T, q, etu.

5- Cas des petites concentrations d’eau et de vapeur

Les fluides que nous considérons ont été décrits par un modele rhéologique de
mélange ; on examine la particularité due a ce qu’un des constituants est beaucoup plus dense
que les autres.

Etant donné que le cas qui nous intéresse est celui d’'un nuage non précipitant, les
concentrations de I’aérosol d’eau liquide et de vapeur d’eau dans le mélange sont trés faibles
devant celle de I’air sec. Cette simplification peut étre discutée mais est généralement admise

(voir, par exemple, Einaudi et Lalas, 1973).

Nous supposons donc que g, et g, sont petits, du méme ordre, et, par conséquent, que

q,~1.

Seules les formules ou interviennent les concentrations vont alors étre légérement
modifiées. L’équation de continuité et 1’équation de la quantité de mouvement restent
inchangées. On donne la forme particuliére des équations (1.37) et (1.38) dans le cas des

petites concentrations, en ne gardant que la partie principale, soit :

1 dg 1ldp | &p,. L dar
——=r o (= ), A A = 1.48
qv dt (@)Tqv dg p dt [(@v )T T + v dt > ( )

dI AT dp

k
L.
o > di —+ L, dt pAT+Q+(D (1.49)
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d
Dans (1.49), le terme L, 5; peut étre en fait, soit conservé, soit négligé, suivant

Pordre de grandeur de L,. Dans ce cas, (1.37) est une équation dégénérée, puisque ses

conclusions sont déja contenues dans (1.48). Plutét que d’examiner une forme simplifiée de

(1.27), il est plus simple de retourner aux équations (1.27), et on pose directement :

dq, 49, D
&t dt p

V-(pvq,). (1.50)

Le caractére double diffusif présenté dans les équations (1.40) a (1.42) semble
disparaitre dans ce cas: en sortant dg, de (1.48) et en I'insérant dans (1.49), I’équation
résultante ne comporte seulement que les variations d7 et dp . Par la suite, le développement
de dq, est donné par (1.50).

Le caractére de la double diffusion dans un tel cas sera considéré alors plus tard. En
effet, dans le deuxiéme chapitre ou nous aborderons I’approximation de Boussinesq, nous
verrons de quelle fagon le caractére double diffusif de la dissipation peut subsister, dans le cas
notamment ot le nombre de Schmidt est petit et de méme ordre de grandeur que ¢, (le

nombre de Schmidt sera défini lors de la non dimensionnalisation des équations).
Nous nous intéressons maintenant comme précédemment au cas des gaz parfaits.
Les équations (1.49) et (1.50) restent valables.

Par ailleurs, 1a « loi d’état » (1.47), avec R, = R_, prend la forme particuliére :

peﬂ—l L"o C,—‘CL : 9
q, =4, ——;T'L_l exp[(lw - A = - )(1—39: =q,(p,T). (1.51)
0 v

{1.51) est 1’équation d’état pour g, dans un mélange saturé pour le cas des petites

concentrations.
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et | ’étude en convection profonde

1- Introduction

Bien que ’approximation de Boussinesq soit communément utilisée dans les problémes
traitant de convection, son caractére asymptotique n’est ni trés bien connu, ni beaucoup
utilisé.

Les travaux les plus anciens introduisant I’essentiel du caractére asymptotique de
I’approximation de Boussinesq datent d’il y a environ une quarantaine d’années, ot Spiegel et
Veronis (1960) présentérent cette approximation pour le cas des fluides parfaits. Plus tard,
d’autres travaux suivirent ce papier : Mihaljan (1962) étudia le cas pour les couches liquides
minces, et Dutton et Fichtl (1969) tentérent de présenter, sous une forme unifiée, le cas des
liquides et des gaz. Mais c’est seulement durant les années 1970-1980 que les progrés sur
I’utilisation des modeéles asymptotiques ont permis de formuler rigoureusement
I’approximation de Boussinesq : Zeytounian (1974) pour des milieux bornés en hauteur, et

ensuite Bois (1976-1979) pour d’autres milieux non bornés.

En pratique, Dintérét de cette forme asymptotique est de fournir des équations
comportant des coefficients lentement variables, qui peuvent étre plus facilement résolues par
I"utilisation des techniques asymptotiqués. L’introduction de coefficients lentement variables
permet de poser, en hauteur non bornée, des problémes dont I’écriture Boussinesq classique

n’est possible qu’en milieu confiné.

L’objet de ce deuxiéme chapitre est d’établir les équations de la propagation d’ondes

périodiques en convection profonde pour les milieux humides saturés.
On rappelle, tout d’abord, les conditions générales de validité de I’approximation de

Boussinesq (ayant, au préalable, effectué une analyse dimensionnelle), et on présente alors la

premiére dégénérescence des équations fondamentales (§2).
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On réduit par la suite le probléme de maniére a conserver un modéle double diffusif. On
en établit une version linéarisée équivalente a une équation d’ordre huit. Pour des solutions
d’ondes périodiques, cette équation se transforme en une équation complexe de degré huit
(§3), dont il faut étudier les solutions.

Nous verrons, enfin (§4), que les solutions de I’équation linéarisée décrivant les
mouvements montrent, notamment, que dans un milieu profond, il peut exister, malgré la

présence d’une dissipation, des mouvements périodiques faiblement amortis avec 1’altitude.

2- Approximation de Boussinesq

2-1 Equations adimensionnelles

L’un des principaux domaines d’application de I’approximation de Boussinesq est
I’étude de la convection dans les fluides géophysiques. Afin de modéliser le comportement
convectif du nuage, le phénoméne étudié sera décrit a 1’aide de I’approximation de
Boussinesq sous une forme asymptotique.

Pour écrire les hypothéses de Boussinesq sous cette forme, il est nécessaire d’effectuer
une analyse dimensionnelle. L’objet de cette analyse est d’écrire les équations du systéme que
I’on étudie en variables sans dimension et de faire apparaitre les paramétres gouvernant les
dégénérescences du probléme. Les parameétres physiques gouvernant ces équations ne peuvent
plus apparaitre que sous forme de nombres, et il devient alors possible de comparer entre elles

des grandeurs qui, dimensionnées, ne seraient pas mesurées avec les mémes unités.

Nous introduisons par conséquent maintenant quelques quantités caractéristiques : L,

U, p,, 6 etc, . L etU sontunelongueur et une vitesse caractéristiques de I’écoulement ;

P, €t 6, sont une masse volumique et une température de référence;, c, est la chaleur

Pg
spécifique de I’air sec, et c’est elle qui est prise comme référence. La pression de référence

vaut alors p, = PoC,, 6,.

On aégalement R, = 4 ¢, 'y estl’indice adiabatique de I'air sec.
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Les variables sans dimension sont les quantités « surlignées» 7, x,w, T, p, 4., P,

. @ et O reliées aux variables physiques par les relations :

L _ —
t:-l-jt, x=1Xx, u=Uu, Ir=6,T, P= PP > qarécja,
(2.1)
_ _ o’ _
p: pdcp060p> cp = Cpgcp, (D: 2 @ > Q: QOQ .
yré
Les équations en variables sans dimension s’écrivent alors :
ép
> (pu) (22)
_du 1 1 1 1 —
P t_+£2Vp‘_~F2 pk+ Re[Au+3V(V-u)], 2.3)
N BT (s
q, =4,, Z)-Ta exp{(Avo ta _1)(1_7):'— qv(P>T), (24)
9,49, _( 1 dp AvdT)_ P P
-'(7‘, 7 + (qg +rqu) ﬁﬂ + T‘Z dr - ReS* (Aqv + p—qu Vp): (25)

dl 1dp y -1dq, 1 AT y, -1 Y
e —-———">+A = Vg, -V +—®
“r g ﬁdf+ e y df RePr p +ReS va,-v " Re
+ 0,0+ —=r A, LY. GVg,). (26)
0 ReS* rv Ry v E p qv) ( .
. é d ) . ..
Les opérateurs EREIE V -, etc. sont sans dimension, et k est le vecteur unitaire de

la verticale ascendante.
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Nous rappelons que nous avons laissé de coté la loi d’état pour nous intéresser au
systéme de sept équations & sept inconnues, car c’est seulement dans cette équation d’état

qu’apparait la variable g, . Cette loi d’état sans dimension est :

_ -1 _ =
p: (qg +rqu)pT) (27)

que nous utiliserons par la suite dans le Chapitre 3.

Nous avons posé, dans les équations (2.2)-(2.6) :

LU IUC *
.Re::—po, Pr=—2 S = £ ,
H k Dp,
(2.8)
u
Fe—, g=—L
,[_Lg , ,cpoﬁo

Le nombre & caractérise la compressibilité de 1’écoulement dans le milieu ; le nombre
de Reynolds Re compare les forces d’inertie aux forces de viscosité ; le nombre de Prandtl
Pr compare les transferts de quantit¢ de mouvement associés aux forces visqueuses aux
transferts de chaleur par conduction ; le nombre de Froude F caractérise le rapport entre les
forces d’inertie et les forces volumiques associées au champ de pesanteur ; et enfin, le nombre
de Schmidt S compare les transferts de quantité de mouvement, associés aux forces

visqueuses, aux transferts de masse par diffusion moléculaire.

Dans ’équation (2.6), apparait de plus un nombre Q,, lié a lintensité réelle 0, du

terme source, par la relation :

~ _ LG

QO = CpoUgo . (2‘9)
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Nous avons posé aussi :

A Lv L"o Rv cPv
v o 2 vo: ? vrv,:_’ v <= T =
"R, R, R, e, £
C
y=—t Al =1-q=-1 (v ZL)’
c, ’ y-1

et utilisé les relations (valables pour des gaz parfaits) :

A =AL(T-D+A,,
Ep = qg + quv + ZLq—L .

CP = cpgqg +chql +prqv,

2-2 Conditions générales de validité

(2.10)

(2.11)

(2.12)

L’analyse qui sera présentée ici suit celle déja effectuée par Bois (1991) a laquelle on

peut se référer pour de plus amples détails.

11 faut avant tout poser les hypothéses de base de cette approximation.

L’approximation de Boussinesq référe le mouvement du milieu a un état statique dont

les variables ne dépendent que de I’altitude rapportée a une échelle significative de cet état,

soit H . L’écriture de I’équation d’équilibre Vp = pg montre que cette échelle peut étre (par

exemple) H = % : dans les gaz, H est ce que l’on appelle habituellement I’échelle

0

atmosphérique. En variables non-dimensionnées, I’équation d’équilibre s’écrit alors :
Y

P
d§+p—0,

(2.13)
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et l’étude en convection profonde

oip=t, 5= =
Do’ P’

grandeurs primées désignant les grandeurs physiques mesurées avec des unités.

; les grandeurs p, p, { sont des variables normalisées, les

SRS

14 14

Ona = E,,,et le mouvement s’effectue a I’échelle L telle que z = zf, soit { = &z .

Les conditions de validité de I’approximation de Boussinesq imposent ensuite que, si

P’on désigne par L 1’échelle caractéristique du phénoméne étudié (et qui satisfait donc par
I : L . . .
hypothése ’approximation de Boussinesq), alors d’une part, le paramétre £ = I% doit étre

petit, et, d’autre part, I’échelle de vitesse caractéristique du mouvement doit satisfaire 1’égalité
U, /*pl = g. L’échelle caractéristique L du milieu est petite devant I’échelle atmosphérique
Po

H . Nous ne discutons pas ici ces conditions de validité que nous supposons satisfaites.

Notons, cependant, que réécrites pour les parameétres sans dimension significatifs du

probléme, ces conditions impliquent :
g<<1, F’=¢. (2.14)

11 existe ainsi une relation entre les effets de compressibilité dans le milieu et le rapport
des deux longueurs verticales: c’est I’hypothése fondamentale de I’approximation de
Boussinesq.

Dans I’atmosphére terrestre, H est de 'ordre de 10 km, par conséquent, 1’échelle
verticale L ne doit pas excéder quelques kilométres (deux ou trois kilométres maximum, et,

usuellement, beaucoup moins).

En I’absence d’eau, le systéeme posséde des solutions d’équilibre pour lesquelles la
distribution de température est liée au terme source de I’équation de 1’énergie. Si nous
prenons en compte les échanges d’eau dus a la condensation ou a I’évaporation, il n’existe

pas, en général, une solution d’équilibre exacte.
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et 1’étude en convection profonde

Cependant, si I’on considére un état d’équilibre (w = 0), en ayant une distribution
imposée de température 7 =T7,({), et une concentration imposée de vapeur d’eau
q, = 0,,(4), les équations (2.2)~(2.7) sont alors satisfaites « approximativement » (a I’ordre
&) par 1a pression, la densité et la concentration d’air sec p= Py({), p=R,({) et

g, = 0,;(¢$) , qui satisfont les équations :

P+ R, ($)=0,
(2.15)

B = (03 O+ 100 VR OT &),

Notons que, lorsque le terme source dans I’équation de I’énergie est nul (O =0 dans
(2.6)), les équations (2.2)-(2.6) sont satisfaites exactement par des distributions linéaires de

température et de vapeur d’eau (les gradients sont constants). Quand Q # 0, si I’on néglige

les termes d’ordre &7, il est possible de trouver une solution quasi-statique : la vitesse, dans

cette solution, se lit: w= &ew({)k .

Dans la suite, nous nous intéressons seulement aux termes d’ordre O et 1 en &, aussi,
nous supposons que le repos est une solution particuliére a ’ordre considéré, les équations

(2.15) restant valables.

2-3 Equations fondamentales représentant la premiére approximation de

Boussinesq
On peut alors formuler I’approximation de Boussinesq par une procédure asymptotique
unique, & étant dorénavant le petit paramétre gouvernant cette expansion, ce qui permet de

réduire le systéme a un systéme d’équations a coefficients lentement variables.

Suivant le processus général de I’approximation de Boussinesq (Bois 1991), la

fluctuation de pression est d’ordre &, tandis que celles des autres variables sont d’ordre ¢ .

41



Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et |’étude en convection profonde

On définit donc, a partir de I’état statique, un développement asymptotique des
équations (2.2)-(2.7) par :

P=R()+&'p, T=T)+el, P=R () +ep,

(2.16)
7, = 00 )+, 7, = 00, () + 4,

La premiére dégénérescence des équations du systéme (2.2)-(2.6) s’écrit, aprés calculs

V=00, 2.17)
du i 1
RO'(QE"'V?:"Z’k'*'_R_C[Aﬁ"'EV(V-ﬁ)]+O(g)’ (2.18)
1 dﬁ 1 dTr A"o +a-1 1 Cﬁ' ~
RO« Tox* o Voo a X 2.19)

0, dg,

aq, An©dl 0,0,
06 QOO TE BTG 0O

13 P
GO+ 10N A B~ 1 = g 8+, (220)

ov

£ ©)
(OT(Q—RO@

y—1
7/ rVAOV (C)QOV

= 7’_1 Ay ()
RPR(Q T+ » ”RS Ag, +0(g). (221)
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et | ’étude en convection profonde

La loi d’état (2.7) s’écrit :

o~

9,t 14, o

7
0O +7.00 @) "R T O @22)
Nous avons posé dans (2.17)-(2.21) :
Ay, Q) =A, +A; (DD,
(2.23)

EPO(Q :'QOg(;) + 2,00, () + 2.0, (©) -

Le systeme (2.17)-(2.21) est un systéme quasilinéaire avec des coefficients lentement

variables. Ses solutions peuvent étre examinées de deux maniéres différentes :

o en conservant, d’une part, dans le systéme, les coefficients lentement variables, nous
pouvons modéliser des comportements de convection profonde dans le milieu, ce que
nous étudions dans la suite de ce Chapitre 2 ;

(i) d’autre part, en approchant les valeurs des coefficients par leur valeur a un niveau

donné (I’altitude de référence), le systéme décrit une convection peu profonde dans le

voisinage de cette altitude, ce qui fera I’objet du Chapitre 3.

3- Probléme réduit et équation linéarisée

3-1 Modéle double diffusif

Comme nous ’avons déja évoqué précédemment, nous laissons de coté la loi d’état

(2.22), et nous considérons le systéme (2.17)-(2.21), qui est autonome.

On linéarise alors les équations autour de I’état de repos.
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et I'étude en convection profonde

Cependant, le systéme linéarisé reste complexe, et c’est pourquoi nous allons apporter
des hypotheses simplificatrices supplémentaires, celles-ci ayant déja été évoquées dans la fin
du Chapitre 1 précédent pour le cas des petites concentrations d’eau et de vapeur. Cette -
simplification, outre son caractére mathématique, est cohérente avec la description réaliste

d’un nuage.

Ainsi, la premiére idée est de supposer que I’amplitude de la concentration de la vapeur
d’eau et celle de la concentration d’eau liquide sont petites et du méme ordre de grandeur que
q, : cette hypothése est réaliste (en effet, ’ordre de grandeur de g, est, en pratique, 107).

De nombreux coefficients dans le systéme (2.17)-(2.21) prennent alors des formes plus

simplifiées.

Malheureusement, cette simplification entraine quelques singularités qu’il est alors
nécessaire d’examiner. L une d’entre elles est que, lorsque I’on néglige les termes d’ordre ¢, ,
le caractére double diffusif du systéme disparait (les laplaciens figurant dans (2.20) et (2.21)
Ag, deviennent, en effet, négligeables).

Une autre singularité associée a la petite amplitude de ¢, apparait dans I’équation d’état

(2.22), mais sera examinée dans le Chapitre 3, lorsqu’on réintroduira celle-ci dans le systéme
pour examiner, sur les conclusions alors établies, les restrictions imposées par sa prise en

compte.

Afin d’éviter la disparition du caractére double diffusif de ce systéme pour un petit ¢,,
nous supposons alors que le nombre de Schmidt du probléme est petit lui aussi, du méme
ordre g, que les concentrations d’eau, & savoir :

S"=q,S, 2.24)

ou § est un nouveau nombre de Schmidt qui est lui-méme supposé d’ordre unité.
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En tenant compte de g, petit et de ’hypothese (2.24), les équations (2.20) et (2.21)

prennent les nouvelles formes suivantes :

__ 1, AOdl 0,
0, @& T dt 0,,(O)
RO RO, 1
- (A"” © XN po(;))] ~ ReS Ag, +0(¢), (2.25)

RePrR,(O) 7 " ReS

T _ -
— PO +1= AG, + K(£). (2:26)

Notons que, pour g, petit, €, {¢) et (,,($) sont approchés parla valeur 1.

Le systéme [(2.17), (2.18), (2.19), (2.25), (2.26)] est le systéme réduit associé au
probléme donné. Ce probléme est régulier, dans le sens qu’il posseéde les mémes singularités

que le probléme complet.

3-2 Equation linéarisée et comportement d’onde en convection profonde
Nous limitons maintenant notre attention au systéme réduit.
Nous linéarisons les équations autour de I’état de repos (en fait, nous remplagons les

dérivées matérielles par les dérivées partielles par rapport au temps dans ces équations).

Les solutions du systéme sont cherchées sous la forme :
@V, %,5,5.1.4,/9,) = UV, W,P,RT,Q)e"* =" (2.27)

On cherche en fait des solutions périodiques en temps, qui se déplacent dans le plan

(x,y), dont I’amplitude varie seulement en fonction de Ialtitude.
La fréquence est o (pulsation fixée, réelle), et les composantes d’un vecteur d’onde

horizontal sont (k,h).
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et l'étude en convection profonde

On remplace ces formes de solutions dans les équations du systéme.
Aprés quelques calculs, les équations linéarisées se réduisent & une équation linéaire
d’ordre huit, avec des coefficients lentement variables, satisfaite par la composante verticale

W de la vitesse, qui est finalement :

1 8
RS, PR O " Re &(4)’4@’0 "
L L BN
+ o0 BODW + Ro(/;){~la “ReR G DO(Q}D W

= ioK?R, (N (O(SO+ BOW +0(s),  (2.28)

Ou nous avons pose :

K =k +1, D* =

D> =(D?%)", (2.29)

et_:

N’Z

T(C)

; A
r@-29, {101 ao-22

0,0 @ 4©
B ©=ra0
| T(Q foler Ty el
AOB©-1 11
A©) = S, T PrS,’
(2.30)
s e
XN, v

46



Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et 1’étude en convection profonde

B =1+ 5+ 5 @ -).

ﬁ(()[

D)= -~ 1) +E2 w060~ 4,©) +1].

La quantité N(¢) est la fréquence de Brunt-Vaisild sans dimension de [’air sec.
Les deux paramétres N”(¢) et I'(¢) définissent la stabilité statique du milieu humide

(cette propriété, qui pourrait directement étre mise en évidence sur la version non dissipative

des équations de départ, sera explorée plus précisément au chapitre suivant).

On retrouvera la démarche du calcul conduisant a I’équation (2.28) dans I’ Annexe 2.

4- Etude de la propagation des ondes dans le milieu en convection

profonde

Il reste alors a étudier les solutions de cette équation de degré huit pour le cas de la

convection profonde.

4-1 Changement de variable

Puisque 1I’équation (2.28) n’est écrite qu’a 'ordre O en &, il n’est possible d’examiner

ses solutions qu’a cet ordre.

Nous cherchons par conséquent la solution sous la forme suivante :
W =we?* 2.31)

ou W est une amplitude (constante), et ¢’ est un nombre d’onde vertical (constant).
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Nous noterons au passage que si I’on considérait les termes d’ordre ¢, la phase ¢’z
devrait étre remplacée par une phase & = £ 2¢(¢) ; Pamplitude, quant 4 elle, serait cherchée
comme une fonction lentement variable, et enfin, une procédure de méthode d’échelles

multiples devrait étre appliquée.

La formule (2.31) correspond a I’ordre O de cette procédure.

L’introduction de (2.31) dans (2.28) fournit pour ¢'> une équation algébrique qui est

I’équation de dispersion (complexe) associée a (2.28).
On effectue, dans cette équation, le changement de variable suivant, en posant :

_ ReR, ()’

#7 =K +ReRQoy,  X="pr - (232)

Les changements (2.32), une fois introduits dans [’équation linéarisée (2.28),

fournissent, aprés calculs, I’équation de dispersion :

o
v -iow sy +{(1- 28y Lo 0] e

L’équation (2.33) montre que le nombre de Reynolds ne figure seulement qu’a travers
la variable X ; par conséquent, les cas limites d’un nombre de Reynolds petit ou grand
peuvent étre examinés en évaluant le développement des racines pour X petit ou X grand.

Comme il n’est pas possible d’obtenir des conclusions pratiques trés significatives dans

le cas général, nous nous intéressons maintenant au cas ou les coefficients 4, B, D,, sont
approchés par leur valeur en ¢ = 0 (cela revient & remplacer ces fonctions lentement variables

par leur valeur moyenne).

On obtient alors 1’équation approchée :

s , . iD, i
—idy’ +By” +i| 1-—— w:}(l—AVOJr&), (2.34)

- 4
PrSl// X
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avec, cette fois-ci :

B=1-A,, Mo = " rA,, §=5,
Au—1 1 1 K, 1, —1 1
g2 B=—2 14— .
A= e TS s e (235)

1 L——AVO
D= =5 (A )+ [ -A,)+1].

4-2 Comportement des racines et résultats qualitatifs

L’équation {2.34) posséde quatre racines, qu’on appellera v, (j=0, 1, 2, 3). Ces
racines y, peuvent €ire étudiées, dans le plan complexe, de la méme fagon que-Bois (1979)

I”avait fait pour I’équation analogue qu’il avait obtenue (de degré six) pour le cas de [’air sec.

Les y; sont des fonctions continues de la variable X , et les développements des v, doivent

étre construits pour des petites valeurs de X comme pour des grandes valeurs de X .

Les comportements des racines ¢, (j=90, 1, 2, 3) de 1’équation de dispersion se

déduisent-sans difficulté des comportements obtenus pour les racines ;.

Une étude développée de ces racines est donnée dans 1’ Annexe 3.

Nous présentons ici un exemple qualitatif (sur la Figure 2.a) des chemins suivis par les
racines dans le plan complexe quand X varie, (qu’on appellera plus loin « trajectoires »),
chemins reportés sur cette figure lorsque X devient positif. Notons que les valeurs négatives
de X peuvent aussi étre considérées, et les trajectoires correspondantes sont a peu prés

semblables.

D’autres exemples qualitatifs de représentation de chemins parcourus par les racines

sont donnés dans I’ Annexe 3.
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m (¢ %)

Re($ 2)

Valeurs qui ne sont jamais atteintes par ¢'.

‘Figure 2.a Chemins décrits dans le plan complexe par les racines de I’équation (2.28) lorsque X
variede 0 a +oo.

Apreés avoir effectué les calculs des comportements des racines pour les cas X — 0 et

X — oo, nous en donnons ci-dessous les conclusions.

®

Les trajectoires possédent alors les propriétés suivantes :

Pour X — 0, toutes les racines tendent vers 0. Physiquement, cette propriété signifie

que, pour un nombre de Reynolds tendant vers 0, (c’est a dire pour une grande

viscosité), tous les mouvements sont amortis avec e .
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(i) Pour X grand, trois des trajectoires (qu’on appellera (C)), (C,), (C,)) s’éloignent a
infini: comme la partie imaginaire du ¢/ correspondant est infinie, ces ¢/

définissent des mouvements amortis : il s’agit d’amortissements rapides. Puisque ces

mouvements sont définis pour des grands nombres de Reynolds, les trois. ¢

correspondants sont associés a des comportements de couches limites. En particulier,
de tels mouvements existent seulement dans les voisinages immédiats de frontiéres
telles qu’une surface libre ou une paroi éventuellement présente dans le domaine de

I’écoulement.

(i) La derniére trajectoire (qu'on appellera (C,)) décrit, pour X grand, un autre
" ‘mouvement plus complexe. Notons ¢, ‘la fimite du ¢’ correspondant pour X infini.
Suivant le signe de ¢;>, ’écoulement correspondant est soit oscillatoire non amorti,

soit amorti sans oscillation. Comme faire tendre X vers I’infini revient a examiner le

cas Re - o, c’est a dire le cas du fluide parfait, ces deux types de mouvement sont

ceux que I’on peut obtenir en fluide parfait.

Cependant, il peut exister, pour des valeurs de X autres que celles tendant vers 0 ou
vers I’infini, une racine réelle, appelée ¢ (associée a la racine y ). Cette racine, quand elle

existe, décrit le seul mouvement oscillatoire non amorti existant dans le fluide dissipatif.

L’existence d’un tel écoulement est due au caractére double diffusif du probléme
présent, et représente la différence qualitative essentielle entre ce probleme de fluide
hétérogene et le probléme de fluide pur (voir, par exemple Bois, 1979). De ce point de vue
physique, il est associé au fait que le principe d’échange des stabilités n’est pas valable dans

ce probleme (voir note (1)).

[(1) Le principe d’échange des stabilités démontre que les écoulements instables convectifs n’existent en fluide
dissipatif pur que s’ils sont stationnaires : ici, I’existence de la racine ¢" montre que 'on peut en trouver

également qui soient non stationnaires, propriété qui n’est pas surprenante lorsque 'on se rappelle que les
écoulements double diffusifs ne vérifient pas le principe d’échange des stabilités].
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Nous avons inséré dans I’Annexe 3, des données utilisées pour le probléme avec des
valeurs numériques bien précises. En effet, nous avons pu, grice a un programme numérique
de résolution d’une équation complexe de degré quatre & coefficients complexes (méthode de
Miiller), représenter numériquement les chemins suivis par les racines dans le plan complexe.
Ce travail nous a permis de vérifier et confirmer les résultats que nous obtenions

théoriquement.

Notons, pour finir que, puisque Re(d) > 0 quand ¢ — o, les petites valeurs de X
cotrespondent aussi a une altitude infinie.
Par conséquent, tous les écoulements sont amortis par viscosité a une altitude infinie, ce

qui est conforme a I’intuition physique.
Désormais, le comportement global des écoulements est compleétement décrit a ’ordre 0

en ¢ : I’étude des termes d’ordre 1 en £ serait utile uniquement afin de décrire le voisinage

d’éventuels points tournants ou des niveaux critiques pour une petite viscosité.
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Chapitre 3 Un probleme de Rayleigh-Bénard humide en convection peu profonde

1- Introduction

Nous appliquons, dans ce chapitre, les équations établies précédemment au probléme de
Rayleigh-Bénard en convection peu profonde.

On peut en effet s’attendre a obtenir, pour ce probléme, des conclusions différentes de
celles du probléme de Bénard classique, compte tenu du fait que I’étude des ondes
périodiques faite au Chapitre 2 a permis d’identifier dans le milieu des mouvements
périodiques (donc instationnaires) qui ne sont pas non plus atténués en espace.

De tels mouvements, si nous les faisons apparaitre dans un probléme d’instabilité
convective, caractérisent une instabilité oscillatoire qui n’existe pas dans le probléme de

Bénard.

Le probléme de Rayleigh-Bénard classique consiste & considérer une couche mince d’un
fluide dilatable comprise entre deux niveaux horizontaux s’étendant a ’infini, maintenues a
des températures différentes. La température du niveau inférieur est plus élevée que celle du
niveau supérieur. Le fluide, au voisinage de ce niveau, est plus dense et tend & descendre,
alors que le fluide plus chaud tend & monter. Il se forme ainsi, des courants qui accroissent
I’échange de chaleur entre les parties froides et chaudes lorsque la différence de température

entre les deux surfaces dépasse une valeur critique.

Ce phénomeéne, qui est trés répandu dans la nature, peut étre mis en évidence, aussi bien
dans les comportements des fluides atmosphériques ou géophysiques, que dans la formation
de petits cristaux, ou 1’évaporation d’une couche fluide, etc.. Le phénomeéne, qui est di
essentiellement a la variation de masse volumique en fonction de la température, est
applicable au milieu considéré ici, mais avec une masse volumique dépendant a la fois de la

température et de la concentration d’eau.
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L’étude de 'apparition de I’instabilité convective pour notre milieu peut alors étre
décrite a I’aide d’un nombre de Rayleigh Ra et d’un nombre de Rayleigh humide RA. On
cherchera a identifier dans P’espace des paramétres (Ra, Rh) des zones d’instabilité

stationnaire et d’instabilité oscillatoire.

Aprés avoir rappelé la formulation du probleme de Rayleigh-Bénard humide, pour le

probléme double diffusif (§2), nous en écrivons les conditions aux limites de surfaces libres.

Nous étudions alors les différentes instabilités stationnaires et oscillatoires pouvant se
manifester, puis nous examinerons ensuite les restrictions induites par la loi d’état (§4).
Nous finirons (§5) par interpréter les résultats et tirer les conclusions qualitatives ou

d’ordre physique.

2- Formulation du probi¢me de Rayleigh-Bénard humide

L’étude de I’apparition de Iinstabilité convective dans le milieu air humide saturé peut
étre, nous le verrons, décrite a I’aide de deux nombres de Rayleigh : un nombre de Rayleigh
Ra et un autre nombre de Rayleigh humide Rk, définis par la suite en fonctionde N” et I'.

Les hypotheses générales sont celles du Chapitre 2 : petites concentrations d’eau liquide

et de vapeur d’eau (d’ordre de grandeur ¢,) et petit nombre de Schmidt S~, tel que
S* =¢q,S . En revanche, on ne précise rien sur ’ordre de grandeur de la chaleur latente de

vaporisation A, ,lenombre de Reynolds Re, oule rapport = des diffusivités dans le milieu.

Les conditions de formation de I’instabilité sont alors établies dans le plan (Ra, Rh) en
fonction de 1’état statique du milieu, ainsi que des caractéristiques phénoménologiques
comme la chaleur latente de vaporisation et le rapport des diffusivités (calorifique et due a

I’hétérogénéité) de ’air nuageux.
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2-1 Modéle double diffusif et équation

Dans ce paragraphe, une convection libre peu profonde dans une couche d’épaisseur

finie est considérée. Cette épaisseur est choisie comme 1’échelle verticale L de nos équations,
qui est donc supposée-petite devant 1’échelle atmosphérique H : le rapport ¢ = T définit le

modeéle Boussinesq.

Etant donné que le comportement global des écoulements est totalement décrit a ’ordre
0 en ¢, les coefficients lentement variables des équations du systéme considéré sont
approchés par leurs valeurs en z = 0, hypothese liée elle-méme a ce que ’on s’intéresse a une
convection peu profonde.

Ces valeurs sont données en z =0 par:

RO=RO=L0-1,  RO=T-,
QOv(O):q07 QOL(O):qO(rv -, QOg(O):l_qOrv’ (.1
An©=A,, 2, (0= 1440 (. - 20 +1. (2, - D).

On a désigné par g, la concentration de vapeur d’eau dans le milieu en équilibre au

niveau de référence z = 0.

Les équations du systéme considéré sont les huit équations (2.17)-(2.22), aux huit

inconnues W, p, p, T, q,, q,, dans lesquelles g, ne figure uniquement que dans

I”équation algébrique (2.22).

Les coefficients lentement variables sont alors remplacés dans les équations (2.17)-

(2.22), par leurs valeurs indiquées compte tenu des formules (3.1).
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Nous faisons de plus I’hypothése que g, <<1. Cette hypotheése permet de simplifier
quelques coefficients dans le systeme des équations (2.17)-(2.22), mais cette simplification
doit étre faite avec certaines précautions, compte tenu du fait que, pour certaines formules,
elle introduit en méme temps une singularite.

On pose alors :
9. =94, g, =99, (3.2)
En utilisant les nouvelles notations, le systéme linéaris€¢ autour de I’état de repos,

associé aux équations (2.17), (2.18), (2.25), (2.26), (2.22), et I’équation (A2.8), prennent les

nouvelles formes :

V-i=0, 3.3)
Al 1
E+V’ﬁ: -pk +£Aﬁ, (3.9
ﬁv Vo 7 ‘/\"o’u0 —1 A
- wl = AT A .
a W ePr * ResS v’ (3.5
ar ) 1 =~ My A
—+WN* = AT )
a W RePr M ReS A9, (3:6)
p+T=-q,q, +1.4.), (3.7)
4, +p+(1-A )T =0. (3.8)

Les valeurs (constantes) des paramétres ont déja été citées auparavant.
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Les deux facteurs d’instabilité du milieu (formules (2.30)) prennent maintenant les

valeurs constantes suivantes :

r=st+Av°‘;Z_"1’ N =1+7;, (3.9)

Notons aussi que maintenant :

ty=——rA, . (3.10)

Le systéme est ensuite résolu en effectuant une analyse du probléme en modes
normaux, procédé classique pour un probléme de stabilité linéaire: étant donné que les

conditions aux limites sont indépendantes de x et de y, nous recherchons une solution du

systéme (3.3)-(3.8) de la forme (2.27), qui s’écrit :

ﬁJVﬂwﬂﬁ’E) T’qv) = (U9V’W’P7R) T’Q)el(a_kx—m})7 (3'11)

ou U, V, etc. ne dépendent que de z. k et h sont les composantes du vecteur d’onde

horizontal, o est une fréquence, qui, au seuil d’un état instable, doit étre réelle.

Aprés calculs, les inconnues peuvent étre éliminées successivement, et ainsi, les
équations se réduisent & une seule équation satisfaite par W (on le rappelle, W est la vitesse
verticale du milieu), qui n’est autre que 1’équation (2.28) du Chapitre 2, mais avec des

coefficients constants.
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On obtient, en définitive, I’équation de degré huit suivante :

1 oo do (A —1 1 1 ) ¢ O‘Z( 1 Avollo”lj .
—_— +————|D —l1+—+———|D
Re3SPrD W+Re2 ( S Pr PrS W+ Re e s W

2 2

i 2y
T-ANY-Res

. 3 _ _ 2 2 2
+,[ o 4o (- A s~ A N+ N }JD W

=ioK* (T~ A, N>+ NOW.  (3.12)

ou K? et D” sont donnés par les formules (2.29).
L’équation (3.12) peut, a nouveau, étre réduite a une équation ayant une forme plus

simplifiée, en introduisant les paramétres :

Ra =—-PrRe* N?, Rh=PrRe’T”,
(3.13)
S
*=T-A_N? -2
r WN2, T3

Le nombre Ra est le nombre de Rayleigh de I’écoulement (positif si NV est négatif).

Compte tenu de ce que Oy, =—-1'-A, N %) (voir ci-aprés, formules (3.35) 2 (3.37)), le

nombre Rh est le nombre de Rayleigh humide, rapporté au gradient total d’eau (liquide +

vapeur), de signe opposé a celui de ce gradient.

Le nombre 7 est le rapport des deux diffusivités du milieu (I’'une calorifique, ’autre

due a ’hétérogénéité).

Réécrite avec les nouvelles notations (3.13), la forme réduite de 1’équation (3.12)

s’écrit :
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D'W +ic Re[PH(A, s, ~ 1) + 7Pr—1|DW + 07 Re? Pr{e(1+ Pr) + A, g, ~ | D*W
+ [— io® Re’ tPr’-K? {RH(AVo - Rh[‘u&(AvO -+ r]}]D,ZW

+ioK*> RetPr(Ra— RWW =0. (3.14)

Le systéme (3.3)-(3.8) est un systéme double diffusif avec effet Soret et effet Dufour : il
n’est pas possible d’établir pour lui un théoréme d’échange des stabilités (qui, d’ailleurs, n’est
pas satisfait, voir remarques faites dans I’introduction).

Afin d’examiner les instabilités de ce systéme, relativement a des conditions aux limites
données, le seul moyen est d’en examiner successivement les instabilités stationnaires et les

instabilités oscillatoires, séparément.
2-2 Conditions aux limites

Bien que ce cas ait un caractére académique, il est plus commode de s’intéresser & un
milieu bordé par deux surfaces libres, qui permettront d’identifier aisément les seuils
d’instabilité. En effet, les conditions de surface libre pour le probléme de Bénard sont le cas le

plus simple des conditions aux limites associées a 1’équation (3.14).

Notons que ces « surfaces libres » ne sont pas les frontiéres d’un nuage, mais des
surfaces libres au sens Boussinesq classique, c’est a dire des surfaces sur lesquelles on a
I’annulation de la vitesse verticale et de la perturbation de pression : considérer des surfaces
libres, dans ce cas, présente I’avantage de permettre d’obtenir des solutions simples du point

de vue analytique.

Si nous écrivons la continuité de la température et de la concentration a ces limites, les

autres conditions aux limites sont standard (voir, par exemple, Drazin et Reid, 1981).
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Finalement, nous supposons :

W=DW=0, T=0, §,=0 en z=0 et z=1 (3.15)

>

T et g, désignent les deux perturbations de température et de concentration de vapeur.
Les deux premiéres relations expriment les conditions de surfaces libres dans I’approximation
de Boussinesq, les deux autres restantes traduisent, quant a elles, I’annulation sur cette surface
des perturbations de température et de concentration de vapeur : elles expriment la continuité
de la température et de la concentration de vapeur a la traversée de la surface libre.

Bien que le probléme ainsi pos€ soit un peu artificiel, la solution de ce probléme permet
d’inférer qualitativement celle d’un probléme a conditions aux limites plus réalistes.

Les conditions (3.15) sont satisfaites par des solutions particulieres de 1’équation (3.12)

de la forme :

W = Asinnnz (3.16)

ou A est une constante, et 7 un entier tel que n>1.

On considére donc ces solutions dans ce qui suit.

3- Probléme auxiliaire

3-1 Définition du probléme auxiliaire

Nous allons alors, dans un premier temps, réduire notre probléme, afin d’identifier dans
I’espace (Ra, Rh) défini par nos deux nombres de Rayleigh, des zones d’instabilité
stationnaire et des zones d’instabilité oscillatoire (nous envisageons plus loin comment le

probléme complet se rattache a ce probleme réduit).

Le probléeme réduit est donc défini par I’équation (3.14), abstraction faite des

restrictions pouvant s’exercer sur les parametres qui la définissent.
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Les solutions de 1’équation sont recherchées dans la famille (3.16).
L’équation (3.14) posséde des solutions stationnaires de méme que des solutions
oscillatoires, que I’on pourra identifier par une procédure classique de I’instabilité double

diffusive (voir, par exemple, Drazin et Reid, 1981).

En réinjectant la forme des solutions particuliéres (3.16) dans ’équation (3.14), on

obtient 1’équation algébrique suivante :

0 ~ic Re[Pr(AvO,u0 ~1D)+7Pr— 1]Q6 +0° Re® Pr{r(l +Pr)+ A, — I}Q4

<+[ia3 Re® zPr’+ Kz‘{{Ra(Avo -D- R}'_[”"(A"o - 1)'+T]}]Q2

+ioK?> RetPr(Ra— Rh) =0, (3.17)
oul’on a posé :
Q*=K>+n"7?, o =(0H)". (3.18)
On examinera, tout d’abord, les solutions de (3.17), au voisinage du seuil d’instabilité.
Ce probléme ne posseéde une solution non triviale que pour des valeurs particuliéres de

o , appelées en général valeurs propres associées a 4, amplitude de la perturbation.

Ces valeurs propres sont définies comme les racines de 1’équation caractéristique (3.17),

dite équation de dispersion.
3-2  Solutions stationnaires

Pour un départ d’instabilité stationnaire, correspondant au cas ¢ = 0, 1’équation (3.17)

se réduit a :

% =—Ra(A, -1+ Rh[,uo (A, -D+ 1'] . (3:19)
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Pour une valeur donnée de X, la valeur minimale pour laquelle il existe des modes
normaux, corresponda n=1.

On pose, dans (3.19), pour plus de facilité :

Q_6_ (K2 +n27[2 3

f(KZ) = KZ - » K2 (3'20)
Le seuil d’instabilité se détermine en annulant la dérivée. K dans (3.20).
Apreés calculs, le nombre d’onde K, du mode associé est obtenu pour :
nmw
Ko=—F, 3.21)
2
et on a alors pour (3.20) :
¢ 27n*x’
o= 2 (3.22)

On retrouve ’interprétation de ces résultats de calculs sur la Figure 3.a.
Le minimum absolu du nombre de Rayleigh est atteint pour n=1 (c’est seulement la

que ’on voit arriver cette condition), et on a finalement :

w
Ko =7=~22214,
(3.23)

27x*
Ra, = f ~657,51.

63



Chapitre 3 Un probléme de Rayleigh-Bénard humide en convection peu profonde

f (Ra,Rh)

R s O VI |

Figure 3.a Diagramme de stabilité de I’instabilité de Rayleigh-Bénard obtenu quand les paramétres sont
le nombre d’onde X et les deux nombres de Rayleigh. Le seuil d’instabilité est atteint pour une valeur de

K 277

Kc correspondant au minimum de la courbe : K. = 5 et f(KY)=
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Ces données permettent de fournir le résultat suivant: 1’équation (3.14), avec les
conditions aux limites (3.15), posséde des solutions stationnaires si, alors, est satisfaite

P’inégalité -

277t
I

Rh[ (A, ~1)+ 7}— Ra(A, -1)> (3.24)

Dans le plan (Ra, Rh), pour des valeurs réalistes des parametres (4, 20, A, >1),

cette inégalité (3.24) définit une région d’instabilité stationnaire. Cette zone, représentée sur la
Figure 3.b (voir page 65), est délimitée par la droite XY ; la partie stable correspond a la

région située au-dessous de la ligne XY .
3-3 Solutions oscillatoires

L’équation (3.14) posseéde également des solutions oscillatoires. C’est le cas
correspondant & o réel, différent de zéro.

Pour de telles valeurs de o, I’équation (3.17) possede une partie réelle et une partie
imaginaire qu’il convient d’annuler séparément. En éliminant la racine o =0 (puisqu’elle
correspond au cas précédent), on obtient alors les deux équations qui, respectivement,

représentent 1’annulation de la partie réelle et I’annulation de la partie imaginaire :

%Z— +0” Re? Pf% {1(1 +Pr)+ A, 4, —"1} = f'{Ra(A% -1)- Rh[,% (A, -D+ ?]} , (3.25)

6 2

—'{Pr(Av0 Ho — D)+ TPr— 1}% +o’ FR@2 tPr’ = —tPr(Ra — Rh). (3.26)

2
De la partie imaginaire (3.26), on peut déduire une expression de o’ }{—2 en fonction de
6
K

équations, on obtient, aprés un petit calcul, la relation satisfaite par les deux nombres de

qu’on remplace alors dans la partie réelle (3.25). Ainsi, en éliminant o’ entre les deux

Rayleigh :
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Qs—l A 1+ 7)A 1+ i+ Pr)
KZ T( voﬂo T)( voﬂo T ‘Pr - T FT
= Ra{r(1+P)+ A, (s~ D} - Rh(t — 1+ 7Pr). (3.27)
¢ 277

Or, la plus petite valeur de F telle que soit satisfaite (3.27) est la valeur

(correspondant & » = 1, méme argumentation que pour I’instabilité stationnaire).

Ainsi, les solutions oscillatoires de 1’équation (3.14) doivent vérifier deux conditions.

(a) D’une part, pour o> donné par (3.26), le couple ( Ra, Rh) doit vérifier 'inégalité :

Ra{r(1+P0) + A, (ty ~ D ~ Rty ~1+7P1) 27,
>
4

N (3.28)
(At =1+ 7NA, py — 147~ Pr + 7 Pr)

L’équation (3.14), avec des conditions aux limites (3.15), posséde des solutions
oscillatoires si I’inégalité (3.28) est vérifiée.

En prenant en compte le fait que, pour des valeurs réalistes des paramétres, le
dénominateur du premier membre est positif, le coefficient de Ra est alors positif, et celui de
Rh est négatif.

La relation (3.28) traduit le fait que le point figuratif du plan (Ra, Rh) doit se trouver
dans la zone située a la droite de la droite UV de la Figure 3.b.

La droite UV coupe la premiére droite XY en un point A qui est le point polycritique

du probléme.

(b) 1 reste, d’autre part, & vérifier que, lorsqu’un régime d’oscillation est établi, la quantité
o’ est positive (puisque o réel différent de zéro).

Pour obtenir les restrictions qu’impose la condition o> >0, nous procédons de la

maniére suivante : nous partons de la partie réelle (3.25) et de la partie imaginaire (3.26) dans

lesquelles nous posons &> = 0. Nous avons alors :
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5= Ry (A,, -+ 7]+ Ra(1- A,), (3.29)

%[Pr(AVO 4ty —1)+ 7Pr— 1.]: +PH(Ra— Rh) . (3.30)

6
La quantité¢ —- K2 est éliminée entre les deux équations (3.29) et (3.30) (en divisant par

exemple (3.30) par (3.29)), et on déduit la relation entre les deux nombres de Rayleigh :

Ra[(l — A ){PHA, y ~ 1) + P 1 - z’Pr]

fla-am A s -DPreepet]ecrdrn. 33D

Ainsi, la condition ¢ >0 impose une nouvelle restriction: o’ n’est positif sur la

droite-seuil que si est satisfaite une deuxiéme inégalité :

(A, —1)[(;101\ —1)Pr+ zPr— 1]+1Pr
[(A —1);10+1'][(,u0 —DPr+ 7 Pr— 1]+1Pr

Ra. (3.32)

Cette nouvelle inégalité définit une deuxiéme frontiére a la zone d’instabilité

oscillatoire.

En définitive, la discussion permet d’identifier dans le plan (Ra, Rh) deux principales
régions d’instabilité pour le probléme réduit, I’une stationnaire et 1’autre oscillatoire. Pour des

valeurs réalistes des parametres 7, Pr et A, , ces zones ont qualitativement I’allure donnée

sur la Figure 3.b. On distingue, par conséquent :
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) la région (1), région de stabilité : cette région est située au-dessous de la droite X7 ;

(i)  la région (II), région ou I’instabilité est stationnaire : cette région est située au-dessus

de la droite XY ;

(iii)  la région (III), enfin, région ou ’instabilité est oscillatoire : cette région correspond a

la zone intérieure de 1’angle UAZ .

On remarquera que dans la zone d’instabilité oscillatoire, on retrouve toujours en méme

temps I’instabilité stationnaire.

Le point A4 est le point critique du probléme : c’est le point ou coalescent les deux
instabilités oscillatoire et stationnaire. L’étude compléte de ce point nécessiterait une étude
faiblement non linéaire de son voisinage, en requérant une analyse asymptotique particuliére
avec développement intérieur (voir, par exemple, Baines et Gill, 1969 ou Knobloch et

Proctor, 1981).
L’existence de ce point est spécifique de la propriété de diffusion croisée dans le milieu.
Les résultats sont représentés sur la Figure 3.b : celle-ci n’est pas a 1’échelle, afin de mieux

différencier les diverses régions.

Notons que les trois droites XY, UV et ZT sont concourantes en A, dont les

coordonnées exactes sont . Raa = 790,7, Rha =13,676.

Nous avons utilisé pour cela, des valeurs numériques correspondant & des données

réelles (nous avons utilisé les valeurs numériques du Tableau 1 de I’ Annexe A3).
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Figure 3.b Zones d’instabilité da probléme de convection nuagense dans le plan (Ra, Rr) : (I) stabilité ;
(I0) instabilité stationnaire ; (III) instabilité oscillatoire. Le diagramine est uniquement qualitatif afin de
montrer graphiquement les diverses régions. Pour les valeurs numériques correspondant 2 des données
réelles, les coordonnées du point critique 4 sont : Raa#790,7 , Rha#13,676.

69



Chapitre 3 Un probléme de Rayleigh-Bénard humide en convection peu profonde

Nous avons donc obtenu pour le probléme réduit les différentes zones d’instabilité.
Cependant, les solutions du probléme réduit ne sont pas celles du probléme donné, auquel il

est alors nécessaire maintenant de revenir.

4- Probléme réel

Nous revenons, dans ce qui suit, au systeme réel : Rh est lié a la distribution de
gradient de concentration (voir ci-dessous) de sorte que la zone de validité de la solution dans
le plan ( Ra, Rh) doit étre réexaminée.

Par ailleurs, il s’agit d’introduire dans le systéme 1’équation (3.7), que I’on a négligée

jusqu’a présent.

4-1 Restrictions induites par la loi d’état

Nous rappelons, avant de revenir a 1’équation (3.14), que le systéme (3.3)-(3.8) est, par

rapport au systéme linéarisé exact, une approximation écrite sous I’hypothése g, <<1.
L’équation (3.7) qui est la loi d’état, montre en particulier que la quantité 5+ 7T est
d’ordre de grandeur ¢q,. Ainsi, les conditions aux limites du probléme étant homogeénes, une

telle condition peut étre satisfaite si toutes les inconnues figurant dans le systeme [(3.3), (3.4),

(3.5), (3.6), (3.8)] sont de ce méme ordre de grandeur.

On peut alors, en séparant g, des autres variables, poser dans le systéme d’équations

[(3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.9)] :

P=qp, 4, =499., T=q,0, P=qp, u=qu . (3.33)

Les nouvelles variables étoilées vérifient le méme systéme [(3.3), (3.4), (3.5), (3.6),

(3.8)], tandis que ’approximation de (3.7) s’écrit :

P+ =—G (3.34)

g°
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Examinons, par ailleurs, le gradient d’eau total dans 1’état statique. Ce gradient est
appelé O, .

Pour pouvoir I’exprimer maintenant ici, il faut rappeler qu’il est la version statique de
I’équation (1.40), écrite en utilisant les relations (2.15) (I’équation (1.40) est la relation qui
exprime les variations de la phase liquide en fonction des variations de pression, de vapeur et

de température), qui fournit :

’ _ QOg (4) ,(4)
QOW (g) - Q0v (éf) QOv (4’) (QOg (é/) +7, QOv (;)) P (Q
| Aw Q)
HO O+ ROV TS O, 339)

et qui s’écrit ici, en premiére approximation, compte tenu de g, <<1, Q,, =1, Q,, =~ g, et

7.__
- -1, Pp=—,1T,=1:
Ro= /4

Q(;w(g’):—%’” - +A Iy =—(T—-A,N?). (3.36)
d’ou:
O, =—Rh, (3.37)

Les deux formules (3.36) et (3.37) justifient tout d’abord I’affirmation faite plus haut :

que Rh n’est autre qu’une normalisation du gradient d’eau total dans I’état statique.

Elles impliquent ensuite, que, pour g, << 1, le nombre de Rayleigh humide Rh est petit

et du méme ordre: ce n’est donc que dans cette hypothése qu’il est réaliste d’étudier

I’instabilité.
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4-2 Domaine de validité de la solution

On observe, suite a ce qui précéde, que les solutions du probléme précédent ne sont a

considérer que dans I’hypothése :

|RH <<1. (3.38)

La solution calculée au paragraphe 4-1 ne doit donc étre prise en compte que sous la
condition (3.38).

(a) L’instabilité stationnaire est définie dans un domaine qui coupe toujours I’axe des Ra :
le voisinage de cet axe est donc, en toute circonstance, un domaine d’instabilité possible.
En fait, si I’on fait tendre RA vers 0, on voit qu’a la limite Rh =0 (qui englobe le cas

g, — 0), on a un domaine d’instabilité qui se réduit a la demi-droite Ra <—(A, -1) :

cette instabilité est celle que 1’on aurait si on n’avait pas la diffusion due a
I’hétérogénéité.
Par ailleurs, la propriété d’instabilité pour Ra <0 (au lieu de Ra >0 comme c’est le cas

en milieu homogene) est due au facteur A, —1, c’est a dire, en fait, au changement de

phase qui accompagne obligatoirement la convection: en ce sens, on peut dire que
I’instabilité stationnaire est étroitement corrélée a la propriété de changement de phase du

milieu.
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(b) L’instabilité oscillatoire, qui n’existe que dans la zone angulaire UAZ du plan (Ra,
Rh), n’existe qu’en méme temps qu’une instabilité stationnaire. Comme il s’agit
d’instabilité linéaire, elle n’existe, pratiquement, qu’au point polycritique A du
probléme. Elle est donc a I’origine de phénomenes de bifurcation comme on en rencontre
classiquement dans 1’étude non linéaire de ces points (voir par exemple Knobloch et

Proctor, 1981).

En pratique, I’instabilité oscillatoire ne peut exister que si la coordonnée Rh de A, soit

Rha , vérifie la condition (3.38). Or, pour les valeurs pratiques de la Figure 3.c pour
lesquelles g, =107, on a Rha =13,676 : la condition (3.38) n’est pas vérifiée mais on peut

souligner qu’elle n’est pas loin de I’étre.

C’est seulement un examen fin des valeurs de Rha en fonction de 7 qui permettrait de
conclure : dans 1’étude présente, on peut conclure que la zone d’instabilité oscillatoire,
conséquence de la double diffusivité, peut exister ou ne pas exister, selon les valeurs de

I’intensité de la concentration d’eau dans le milieu.

Les résultats sont résumés sur la Figure 3.c pour des valeurs numériques réalistes des
données correspondant a un nuage atmosphérique (voir Annexe 3).
Dans le cas de la figure, I’instabilité oscillatoire n’existe pas, mais comme noté plus

haut, on peut trouver des valeurs de g, pour lesquelles elle existerait.
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Figure 3.c Conclusions du probléme réel. Les échelles ne sont pas respectées sur cette figure afin de faire
apparaitre plus explicitement les différentes zones. Ces zones sont :
(I) instabilité oscillatoire ; (1) instabilité stationnaire.

Les coordonnées du point critique A sont :

Raai#790,7 , Rha#13,676 ,celles de B sont : Rab#-33,

Rhb = 0. La zone réaliste est la zone hachurée du plan. Le point polycritique 4 du probléme se trouve en
dehors du domaine de réalisme de la solution. Les droites XY, UV et ZT sont respectivement celles
d’équations données par (3.24), (3.28) et (3.32), oui I’on remplacerait les inégalités par des égalités.
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5- Interprétations et conclusions qualitatives ou d’ordre physique

On peut alors interpréter les résultats obtenus : tout d’abord, la validité du probléme
étudié n’est reconnue que si Rk et g, sont petits, du méme ordre de grandeur. Ainsi, le point
polycritique du probléme (point A4 de la Figure 3.c) n’appartient pas, en général, dans le plan

(Ra, Rh), au domaine de validité des solutions obtenues. Il peut y appartenir si g, n’est pas

trés petit.

En ce qui concerne les conclusions obtenues, le systéme considéré n’est ordinairement
instable que par une instabilité stationnaire. (Exceptionnellement, et si le point 4 appartient
au domaine d’instabilité, il peut y avoir également une instabilité oscillatoire, mais I’étude du

voisinage de 4 doit alors étre faite par une analyse faiblement non linéaire).

La conclusion d’instabilité stationnaire est en accord avec I’observation courante que la
forme des nuages dans le ciel est (aux mouvements de celui-ci prés), une forme figée.
On peut également rattacher a cette conclusion la constatation que le nuage convectif de

vapeur d’eau qui se forme au-dessus d’une centrale atomique est apparemment stable.

Les conclusions ci-dessus ont un caractére différent de celles d’un simple probléme
d’instabilité : par exemple, pour g, <<1, dans la région (II) du plan (Ra, Rh), le domaine
réellement instable n’est pas défini autrement que par un ordre de grandeur. Dans le cas ou ¢,
n’est pas petit, la détermination des régions d’instabilité doit étre faite par 1’étude directe de

I’équation de dispersion associée a (3.12).
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En fait, il faut souligner que le cas « g, non petit » n’a pas réellement de sens physique,
parce que ’hypothése de mouvement non précipitant ou celle de fluide constamment saturé
(ou les deux) ne sera plus satisfaite dans ce cas.

Pour la résolution d’un probléme pratique, les variations de Rh devraient étre bornées

par des contraintes portant sur la valeur de §, ou de ¢, exprimant ces conditions. Ainsi,

d’autres phénomeénes que la simple convection peuvent venir interférer avec la convection

dans ce cas.

Précisons, enfin, pour terminer, que ’hypothése (2.24) faite sur le nombre de Schmidt
n’est pas trés contraignante dans la mesure ou aucune hypothése n’a été faite sur le paramétre
de diffusivité . Toutefois, ’examen de ’ordre de grandeur du parameétre ¢ peut conduire a

d’autres conclusions pratiques, portant par exemple, sur la localisation des zones d’instabilité.
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Conclusion générale

L’étude qui précéde a mis en évidence ’influence des propriétés de double diffusivité
sur I’instabilité convective d’un milieu ou régnent les influences combinées de la conduction
de chaleur et de la diffusion de vapeur, elle-méme mélée a un changement de phase. Dans la
réalité, cette configuration est assimilée a un nuage.

Les équations de mouvement ont été décrites en utilisant une formulation asymptotique
qui est l’approximation de Boussinesq. Nous rappelons les principales hypothéses

utilisées dans la présente étude :

@ I’atmosphére humide est considérée comme un milieu continu et I’eau liquide est

traitée comme un aérosol, de pression négligeable ;

(i) il existe un état statique du milieu ou les variables ne dépendent que de I’altitude

rapportée a une échelle significative de cet état (ici, I’échelle atmosphérique) ;

(i)  DPéchelle caractéristique verticale des mouvements est petite devant 1’échelle

atmosphérique.

Sous ces conditions, les deux équations de dissipation ont été réduites a un systéme
. double diffusif, satisfait par les inconnues principales du milieu qui sont la température et la

concentration de vapeur d’eau.
Nous avons introduit des hypothéses supplémentaires simplificatrices, et en particulier,

celle de petites concentrations d’eau et de vapeur, de méme qu’un nombre de Schmidt du

méme ordre de grandeur que g, , celle de la concentration de vapeur.
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En linéarisant autour de I’état de repos, et en introduisant les paramétres caractéristiques
(qui sont le nombre de Rayleigh Ra et le nombre de Rayleigh humide Rh), ces équations ont

été réduites a une seule équation d’ordre huit.

Afin de poursuivre 1’étude de la nature double diffusive du probléme, nous avons choisi
des conditions aux limites de surfaces libres (plus simples du point de vue analytique). Nous
avons vu que, dans le cas de la convection profonde, il peut exister, malgré la dissipation, des
mouvements linéarisés périodiques : cette conclusion est, en fait, liée a la nature double
diffusive du phénomeéne ; on peut, en effet, la rapprocher de la conclusion analogue obtenue
dans le probléme de convection thermohaline (Turner, 1973) pour lequel on obtient également
des ondes périodiques a la fois en temps et en espace (« instabilité oscillatoire »). La
conclusion obtenue ici est plus précise, parce qu’elle se révéle exacte non seulement en milieu
peu profond mais également en milieu profond. L’atténuation, avec laltitude, de tels
mouvements, ne pourrait étre recherchée qu’a des distances d’ordre beaucoup plus élevé que

dans les ondes de gravité classiques.

Dans le probleme d’instabilité en milieu peu profond, nous avons établi alors les
conditions d’apparition de I’instabilité dans le plan ( Ra, Rh), en fonction de 1’état statique et
des caractéristiques phénoménologiques du milieu.

On obtient alors les résultats suivants :

(a) L’instabilité qui apparait dans le milieu est en général stationnaire. Lorsque Rh est
suffisamment petit, cette instabilité se produit pour les valeurs négatives de Ra, ce qui est

dii & la présence du facteur A, —1 dans la formule (3.24). On voit apparaitre ainsi le role

stabilisant du nombre de Rayleigh, role que I’on retrouve dans d’autres problémes

comportant des changements de phase (combustion par exemple).

(b) Exceptionnellement, des instabilités oscillatoires peuvent apparaitre, mais les conditions a
satisfaire sont assez nombreuses (Rh suffisamment important, et, dans ce cas,
uniquement les valeurs critiques de Ra et Rh) pour que ces instabilités ne soient

qu’exceptionnelles.
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L’ensemble de ces deux conclusions justifie ’observation courante que la forme des
nuages dans le ciel est une forme figée, se présentant soit en rouleaux, soit en cellules (voir la

photographie de présentation du mémoire).

On obtient de plus la nécessité |[RH| <<1 : en réalité, cette condition est tout a fait
réaliste, puisque, Rh étant du méme ordre que la concentration d’eau, pour une concentration
d’eau plus élevée, la modélisation de 1’eau liquide par un aérosol ne serait plus justifiée. Il
pourrait se former un nouveau phénoméne qui serait I’apparition de la pluie, c’est & dire la

prise en compte a partir d’un certain seuil, de la pesanteur sur la phase liquide.

Finalement, les conclusions les plus marquantes du point de vue pratique restent les

suivantes :

1. la stabilité inconditionnelle du nuage lorsque le nombre de Rayleigh est positif et que

I’humidité n’est pas homogeéne ;

2. Pexistence des mouvements d’instabilité stationnaire dus a la présence de I’humidité dans
des zones ou le nombre de Rayleigh est négatif, c’est a dire qui seraient statiquement

stables si le milieu n’était pas humide.

Quelques conclusions ou quelques conditions obtenues dans ce travail peuvent
permettre d’en dégager également quelques perspectives: par exemple, I’existence d’une
instabilité a la fois stationnaire et oscillatoire lorsque A existe: ’étude de D’instabilité
faiblement non linéaire serait probablement intéressante dans ce cas, mais peut-étre aussi un

développement (encore) plus poussé par rapport au paramétre g, .

Une autre question peut étre également celle de la modélisation de la contiguité d’une
zone saturée (nuage) avec une zone insaturée (air clair) : un probléme de ce type a été étudié
par Bretherton (1988) mais dans des conditions différentes. La présente étude permettrait

d’examiner les conditions de couplage entre deux instabilités.
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Enfin, un troisiéme probléme, réaliste lui aussi, peut €tre la description d’une frontiére
de nuage comportant une discontinuité de concentration d’eau : des réflexions de surface libre
devraient alors étre envisagées, mais ’écriture des conditions aux limites pourraient é&tre

moins simples.

Parmi les conditions imposées dans la présente étude, il faut noter celle qui porte sur le
nombre de Schmidt : le fait que 7 ne joue pas de role particulier dans les conclusions du
probléme d’instabilité peut faire penser que cette condition est peu contraignante, mais sa

validité devrait en tout état de cause étre confirmée.
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Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de I’air humide

1- Equation de Gibbs-Duhem
1-1 Loi d’état de Pair humide
La relation de Gibbs-Duhem prend, compte tenu du milieu, la forme :

1
de = Tds— pd(;) +g,dq, +g,dq, + ggdqg. (Al.1)

Pour une transformation réversible infinitésimale du milieu, du fait de ’hypothése de

saturation, les deux enthalpies libres g, et g, sont égales. Posons dq, =dgq, +dq, : q, est

la concentration aqueuse totale dans le milieu. On a dq, +dq,, = 0, de sorte que (Al.1) peut

également s’écrire :
1
de = Tds — pd(;) +(g, - 8,)dq,. (Al1.2)

Dans le milien saturé, on a d’aprées (Al2) e=e(s,p,q,). De plus,
T = (&/&)Xs,p.q,) = 1(s,p,4,), p=—(%/dr)s,p.q,), 04 7=1/p. Eliminant s entre ces

relations, on en conclut que dans le mélange saturé on a :
e=e(T,p.q,), r=pT,p.q,). (Al1.3)
Par ailleurs, ’hypothése de saturation implique une relation de la forme :

g, =4.(T,p.q,), (A1.9)
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le cas de saturation « juste » correspondant dans (A1.5)a g, =1—¢q, (onaalors ¢, =0, etla

pression p est la pression saturante). Compte tenu de la deuxiéme relation (A1.3), la relation

(A1.4) peut aussi étre écrite sous la forme :
9, =4,(T,p.q,). (Al.5)
Les relations (A1.3), (A1.4), (A1.5) sont utilisées dans ce qui suit.
1-2 Ecriture pour I’enthalpie de la relation de Gibbs-Duhem

On en déduit, de la relation de Gibbs-Duhem écrite sous la forme générale (si n+1

constituants), la relation :

de+ pdr = Tds+ ) g.dq,
a=0

58
T(—),,q ar + T(ép)rq‘iWZ[ a?

«

»+ &, ]dqa R (AL6)

que I’on peut réécrire en utilisant des formules classiques de thermodynamique (Maxwell,

réciprocité, etc.)

de+ pdr=c dT——dp+Z{7{dI ) ga}dqa . (AL.7)

Le premier membre est égal a la différentielle dh— wp (h est ’enthalpie du milieu).

Ainsi, le second membre s’exprime uniquement en fonction de dérivées partielles liées & A :

de + pdr = cpdT— c;u Z(——)Tpdqa . (A1.8)
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On a en particulier :

A =Ty, (AL9)
a. Tp = a r.p T 8a- .

( &

I1 est a noter que le second membre de (A1.9) n’est pas égal a ’enthalpie partielle A,
(reliée & g, pour la définition de I"enthalpie # du mélange: A= anha ) : cette propriété
0

n’est vraie que dans des cas particuliers (par exemple si les lois d’état des constituants sont

celles des gaz parfaits).

Si I’on veut introduire ’enthalpie partielle %, on peut différentier 4= _Z‘thcz et on
- ,

obtient :

Ay By wh =g (P an AL.10)
a. r.p = 19, a. rp TR =4y ﬁq,,, p ¥H,. (Al.

Comme I’enthalpie partielle peut s’exprimer en fonction (par exemple) des variables T’

et p, (pression partielle du constituant a ), la dérivée partielle h, /&y, , qui est prise 3 T
constant dans (A1.10), est proportionnelle elle-méme a la dérivée partielle ch, /P, . On voit
que dans le cas particulier ou &, ne dépend que de T (c’est le cas du gaz parfait), cette
quantité est nulle dans (1.8) dont le second membre se réduit alors & 4,. Dans le cas général,

cela n’est pas vrai : on a une différence qui est analogue a la différence entre les « potentiels

chimiques » & / a4y, dans I’équation de Gibbs-Duhem écrite avec la variable enthalpie libre,
et les enthalpies libres partielles g, de chaque constituant.

Dans le cas de ’air humide saturé, désignons par h*, (a=v, L, g) les dérivées
partielles ch/dy,, de I’enthalpie par rapport aux concentrations. La formule (A1.8) prend la

forme :
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AT
de + pdr = cpdT——';dp+h*L dq, +h*,dq, +h* dq,. (Al.11)
Compte tenu de ce que dg, +dq, +dq, = 0, on peut alors transformer (A1.11) en:
ﬂT * * *
de+pd‘r:cpdT——/-o—dp—Lv dq, +(h*,-h*)dq,, (A1.12)

ou I’on a posé :
L*=h* —-h*,. (Al1.13)

La quantité L * n’est pas a priori la chaleur latente de vaporisation du liquide : elle le
devient compte tenu de L, =h, —h, si’on a des lois d’état de gaz parfaits, les grandeurs

h*, et h, étant alors identiques.

2- Equation de I’énergie

La forme générale de I’équation de I’énergie est :
k 1<
—=EV.u+®+—AT-—) V-(pg h,v )+0Q, (Al.14)
p p a=0

ou les termes du second membre représentent la variation de 1’énergie interne réversible, la
dissipation visqueuse, la dissipation thermique, et la dissipation par diffusion. Quelques

manipulations et I’utilisation de (A1.9) transforment cette équation en :

dI T .dp k 1<
e, == i Yaul e =0+ AT-—Y V-(pghv)+0,  (ALLS)
a=0 o p

? a=0.
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puis ’utilisation de (A1.12) réduit cette équation a :

e dq, k
- - L *¥*~==0+—AT-q v _-Vh —h)+Q.
“Cat  p ar L T G Vg Vb, —h)+Q (A1.16)

On rappelle 1’équation de la diffusion moléculaire avec laquelle on travaille :

dqg
p—‘—l;t-wl-DV -(pVq,)=0. (AL17)

Le probléme admet donc les deux équations de diffusion (A1.16) et (A1.17). La vitesse

de diffusion v, dans ces équations, peut s’exprimer en fonction de la concentration g, par

I’une des relations résultant de la loi de Fick binaire :

v, =0, PV =—pY, = pDVq,. (A1.18)

La quantité dg, dans (A1.16) peut étre remplacée par —(dq, +dq,), compte tenu de

ceque g, +q, +q, =1.
Pour décrire le mouvement du milieu, aux équations (Al.17) et (Al.16), il faut
adjoindre la conservation de la masse, la conservation de la quantit¢ de mouvement et

1’équation de Clausius-Clapeyron. Ces trois derniéres équations peuvent s’écrire :

17
_5.+ V.-(ou)=0, (A1.19)
du 1
P Vp=pg+ ﬂ[Au+ §V(V . u)}, (A1.20)
dg [ p, }dT dp
L ), L - AT ==, (AL.21)
v (®v )T T P
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ou A, désigne le coeflicient de dilatation thermique isobare de la vapeur d’eau :

1 &p
A =—-——(2) . A1.22
v Py (07),,, (A1.22)
On a aussi :
p=p,+tp,=ppT.4,4,). (A1.23)

En définitive, le probléme est solution des équations (Al.19), (A1.17), (A1.23),
(A1.16), (A1.20), (A1.21), qui représentent un systéme de huit équations a huit inconnues

pour les huit variables scalaires uw, p, p, T, q,, ¢,. La concentration d’eau liquide ¢, se

déduirait de I’équation ¢, +q, +q, =1.
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Annexe 2 Etablissement de 1’équation (2.28)

1- Systéme réduit

1-1 Equations de diffusion

Nous rappelons que le systéme réduit associé au probléeme donné est le systéme
d’équations (2.17), (2.18), (2.19), (2.25), (2.26).

Nous allons, dans un premier temps, modifier I’écriture des équations (2.25) et (2.26)

que ’on désigne dans cette annexe respectivement par les équations :

1 _4q, AoV(§)dT [QOV(Q

T0nO @ T & 00O
O RO 1
(M@W@)ﬂ@&»st +0(e), (A2.1)
a1 + W[ +1] = AT + 1= = A"”'(‘Q'Aqv +0(8) . (A2.2)

di RePr RO 7  ReS

Nous utilisons les relations (2.15) qui se raménent a: PFP/({)=-R,({) et

-1
PO = 7—7—R0(§)7;,(Q, pour le modéle.double diffusif.

Griace a ces relations, une combinaison de (A2.1) et (A2.2) s’écrit :

1 10, © 1( 7))
%@w+[%@1@)“ﬁ w}

A 1 AT . Ad, (A7 -1
T T2 RePrR(O) ' ReS| IXQ)

- 1]-+ 0(e)y. (A2.3)
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Arnexe 2 Etablissement de 1’équation (2.28)

En introduisant les notations et les définitions (pour I'(¢), N?(¢), 1,()) (2.30) que

’on désigne d’ailleurs ici par :

0©), 1 ( __)
0, o\ B®

') =

N*()= 1+ I5©)

T(C)

y-1
(@) =4 @),

Les équations (A2.3) et (A2.2) prennent les nouvelles formes :

1 dT 1 AT ,10(4)
I (&) at ©)=Repr R (O, © " Res A7, +0(s),
1 dg, . A AT 1 A, [A,(Dm© |
0 @ TO RO RG RePr+ReS{ O "1}“’(8’ |

1-2 Equation de Clausius-Clapeyron

L’équation de Clausius-Clapeyron est I’équation (2.19).

Nous rappelons que nous avons noté dans (2.30) :

T(§)

Finalement, on peut réécrire I’équation de Clausius-Clapeyron sous la forme :

(A2.4)

(A2.5)

(A2.6)

(A2.7)
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Annexe 2 Etablissement de 1’équation (2.28)

| 4, 1 dp pQdT
00 d RO dt T, i

= 0(s). (A2.8)

Les équations du systeme réduit sous forme double diffusive sont dorénavant les
équations (A2.5), (A2.6) et (A2.8), auxquelles il faut ajouter 1’équation de la conservation de

la masse, et celle de la conservation de la quantité de mouvement.

2- Analyse en modes normaux

Les solutions du systéme sont recherchées sous la forme (2.27), aprés 1’avoir linéarisé
autour de I’état de repos (les dérivées matérielles par rapport au temps sont remplacées par les
dérivées partielles).

Le systéme s’écrit, avec les définitions (2.30) :

—ikU —ihV + W, = 0(e), (A2.9)
R, (O)ioU —ikP = DRS +0(e), (A2.10)
R,(O)ioV —ihP = li:: +0(g), (A2.11)

2

D'wW
. P _
Ry (Q)ioW + P, + R Re

+0(e), (A2.12)

M@ DT D'Q,[A ()
O =" () RO RePr | ReS | ()

Qov (9] H,(8) - 1} +6(z), (A2.13)

1 DT m@)
RePr R, ()7, (5) Re S

T+WN* ()= D?Q, +0(g), (A2.14)

T(Q
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Annexe 2 Etablissement de !’équation (2.28)

I 1 B0
002 RO O

T=0(e). (A2.15)

Pour obtenir I’équation linéarisée finale satisfaite par la composante W de la vitesse, il

faut éliminer une a une, dans le systéme ci-dessus, les autres inconnues.

2-1 Elimination de Ia variable U et de la variable I/

Gréice & (A2.9), et la combinaison ik( (A2.10) ) +iA( (A2.11) ), on élimine U et ¥
pour n’avoir plus que :

2

. 2y DW,
ioR, (W, + K*P = — =+ 0(e). (A2.16)

2-2 Elimination de la variable P

d
On dérive (A2.16) par rapport a z et ;I;( (A2.16) ) ~-K? ( (A2.12) ) donne :

4

ioR,(&)D*W — K*R = DRZ/ +0(e). (A2.17)

2-3 Elimination de la variable R

L’équation (A2.15) fournit R en fonction de 7, O, et W, que 'on peut alors

remplacer dans I’équation (A2.17) :

K*R,(O)

BOR ., D'W
0O &7 K

o T="+0(). (A2.18)

ioR,(O)D*W + 0,

Il reste a combiner I’équation (A2.18) avec les équations (A2.13) et (A2.14).
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Annexe 2 Etablissement de 1’équation (2.28)

2-4 Elimination de la variable 7

Au préalable, a l'aide de [I’équation (A2.14), on effectue la combinaison
( ic D?
I,(¢) RePrR(£)7,(0)

J( (A2.13) ) qui, aprés calculs, devient :

_ c’Q, ieD*Q, % DZQV{AOV(Q’)%(()_I}L;'JWI*(;)
1,900 (6) RePrR(9)1,(0)0(6) T,(5) ResS 1,(9) IN(9

po, oW [ A
TRESPIR(OLQ) - RO ORePr| O 10

Nz(g)] +0(g). (A2.19)

Par ailleurs, il faut éliminer D*T entre (A2.13) et (A2.14) :

iohy (DT _D*Q, i W( AL 2‘)
2¢ RS o "I o NV ©)re. (4220

Pour éliminer 7', il reste a reporter (A2.20) dans (A2.18) :

BOK® ,  ioK’ (on(a ) oA, () DWW oA,
ReS &P oo\ TP T ROLO R T 1) D
~K2Wﬂ(¢)[r(Q—MQN2(Q) +0(g). (A221)
T,($)

2-S Elimination de la variable O,

La derniére étape, pour éliminer la derniére variable (, , est de faire la combinaison :

(ﬁ(QKZ ioK’ [AW(@

rRes 2 T 0.0\ 1,0

+ﬂ(§)))( (A2.19) ).
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Annexe 2 Etablissement de 1’équation (2.28)

On utilisera, pour ce calcul, le résultat (A2.21).
Avec les notations (A2.4), I’équation finale satisfaite pour la composante verticale de la

vitesse W , de degré huit, est de la forme :

1 8
Re3S1PrR§(§)DW Re R(QA@DW

1, 4 . 3 K’N’ 2
+2=0"BE)D W+R0(Q["0 _E&%D"@JD "

=ioK’R,(O)N” GNP + SN +0(s).  (A2.22)
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Annexe 3 Etude des racines de 1’équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

Nous procédons a I’étude des racines de I’équation de dispersion de degré quatre en v,

équation numérotée (2.34) dans le Chapitre 2, et que I’on renommera ici de la fagon suivante :

4

PrS

iD,

i 4.3 2,41 o :__i_ _ »
iAy” + By +z(l X)W X(l A, +6). (A3.1)

De mani¢re générale, nous notons v, (j =0, 1, 2, 3) les quatre racines de I’équation
(A3.1).
Ces racines y; sont des fonctions continues de la variable X ; ainsi, nous étudions plus

particuliérement les chemins suivis par ces racines dans le plan complexe quand X varie de 0

a+oo.

On appelle, pour plus de facilité, (C,; ) les chemins suivis par les racines quand X' varie,

et les notations (4, B, D,, etc.) sont celles déja utilisées (voir Chapitre 2, formules (2.35)).

Nous présenterons, dans un premier temps, une étude théorique de cette équation de
dispersion, ce qui permettra de donner un grand nombre d’informations afin de procéder au
tracé « qualitatif » des chemins parcourus par les racines dans le plan complexe, et, dans un
second temps, une approche numérique utilisant la méthode de Miiller permettra, quant a elle,
d’apporter des vérifications et confirmations a notre étude théorique. Nous pourrons formuler,

alors, les résultats qualitatifs cités dans le Chapitre 2.
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Annexe 3 E'tude des racines de I'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

1- Approche théorique

1-1 Comportement pour X petit

On remarque que le signe de D, intervient dans la forme de trois des solutions qu’on

appelle y,, v, et y,. En effet :

1
~D, PrSji‘ —2ik=
it Tulblodl R

> Si D, <0: y/kz[ X]

: k=0,1,2. (A3.2)

1

. D, PrS\3 Za-2n
> SiD,>0: v, ~| X1 e’ , k=0,1 2. (A3.3)

La quatrieme solution, quant a elle, peut s’écrire :
i
v, ——(1-A, +5). (A3.4)
DO. °

1-2 Comportement pour X grand

Quand X est grand, une des racines de (A3.1) peut prendre la forme :
Vo= - (A3.5)
Pour I’étude des trois autres racines ¥, y, et y,;, onpose ¥, =iy, (j=1, 2, 3).

Les ', sont alors les trois solutions de I’équation de degré trois ramenée a une équation a

coefficients réels, qui est donnée par :
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Annexe 3 Etude des racines de I’équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

¥ + APrSY’ - BPrSY+PrS=0. (A3.6)

On remarque que les racines ‘¥, ne dépendent pas de X . Suite a ’étude de cette
équation, les' conclusions nécessaires peuvent €tre interprétées a partir des ¥, pour les

solutions y/; .

En supposant A4 et B positifs, on peut, par exemple, affirmer que :

(a) siune des racines y, est imaginaire pure positive, les deux autres racines y, et y, sont

imaginaires pures négatives ;

o

(b) siune des racines y, est imaginaire pure positive, les deux autres racines ¥, et y, sont

complexes, et, en admettant qu’elles ont, par exemple, la forme particuliére

v, =—-b+tia et y, =b+ia (avec (b,a) e R xR et a <0), on remarque qu’alors, dans

ce cas :

iPrS :
Vi= et (A3.7)

Une condition supplémentaire peut étre apportée dans le cas (a) ou (b) pour ¥, :
¥, >-APrS. (A3.8)

Finalement, il y a une grande dépendance au niveau des différentes valeurs des

coefficients mis en jeu.
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Annexe 3 Etude des racines de l’équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

1-3 Propriétés pour des valeurs de X autres que 0 et +

Nous avons étudié le cas ou ’axe y réel pouvait éventuellement étre traversé.

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire de 1’équation (A3.1), on obtient en

recherchant des racines réelles pures la condition suivante : il existe, au plus, une racine

réelle, appelée y ", pour une valeur atteinte X~ de X, définie par :

~(1-A, +6—AD, PrS)’

X? = . (A3.9)
PrS|B(1- A,, +8)+ D, |1+ 4BPrS)’
On remarque que pour ¥ :
, 1-A, +6-AD,PrS§ 1
(/[ = 2 v (1 B 10)

1+ ABPr S X

La condition X > 0 (car  réel) montre que (A3.9) est une condition nécessaire mais

, * . .
non pas suffisante : par conséquent, X existe ou n’existe pas.

Nous avons aussi étudié par la méme méthode le cas ou I’axe ¥ imaginaire pouvait étre
traverse.

On obtient le résultat suivant : ’axe y imaginaire n’est jamais traversé par une racine
L

D,

Q.

pour des valeurs de X, sauf si 'une des racines y,, y,, y, est égale 4 (I-A, +96)

(auquel cas, cette racine est stationnaire dans le plan complexe, indépendamment de la valeur

de X).L’étude du paragraphe 1-2 a montré que cette valeur était atteinte pour X — 0.
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Annexe 3 Etude des racines de I’équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

1-4 Représentation dans le plan complexe

Notons que les comportements des racines ¢ sont facilement déductibles de ceux

obtenus par les racines v/, , étant donné que :

NK?
¢ =K'+ X (A3.11)

On peut représenter pour X grand et X petit les chemins suivis par les racines dans le

plan complexe en se rapportant aux différents résultats obtenus précédemment.

Nous présentons ici plusieurs figures indiquant les différentes possibilités de chemins

suivis (Figure A3.a a Figure A3.c, ou nous représentons les graphes Im(¢'*) = f(Re(g'?)).

Un exemple a déja été présenté sur la Figure 2.a du Chapitre 2.

Nous remarquons, de méme, que nous pouvons relier entre elles les différents racines

suivant les valeurs de X et suivant les signes de quelques coefficients. Si, par exemple, on

appelle ¢;” les valeurs correspondant au cas oi X —> 0, et ¢;> celles correspondant au cas

ol X — +oo, on peut alors relier les ¢;* aux ¢;* (voir Figure A3.c).

Quand laracine " existe, elle est alors seulement I’intersection d’un des chemins avec

I’axe des réels.

Ces figures sont des représentations purement « qualitatives », mais donnent des allures

globales de courbes.
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Etude des racines de I’équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

m(s’2)

Re(d )

Im(d 2)

\/ Rc("Z)

Valeurs qui ne sont jamais atteintes par ¢'>.

Figure A3.a Chemins décrits dans le plan complexe par les racines de ’équation (2.28) lorsque X varie

de 0 2 +oo. Nous faisons apparaitre sur ces figures le cas ou les chemins peuvent éventuellement se

© croiser:

haut : configuration avec D, <0 ;

bas : configuration avec Dy >0.
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Annexe 3 Etude des racines de l'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

m(s'

Re(d' D)

m(e' %

1 g
¥
2
w

Re(d' D)

62

Valeurs qui ne sont jamais atteintes par ¢'2.

Figure A3.b Chemins décrits dans le plan complexe par les racines de Péquation (2.28) lorsque X varie
de 0 & +oo. Configuration avec D, <0 :

haut : eas oi X" existe, e’est A dire ¢*’2 existe ; Paxe des réels est traversé ;
* bas:casod X" wexistepas,c’est adire 4”° n’existe pas ; Paxe des réels n’est pas traversé.
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Annexe 3 Etude des racines de | ‘équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

Im(¢ %)

\_/_/ Re (" 2)

m(e'2)

Re(¢' D)

Valeurs qui ne sont jamais atteintes par ¢'~.

Figure A3.c ' Chemins décrits dans le plan complexe par les racines de I’équation (2.28) lorsque X varie
de 0 i +<0.. Nous faisons apparaitre sur ces figures le cas ot X * n’existe pas (¢*’2 n’existe pas). L’axe
des réels n’est pas traversé. Les ¢ etles ¢;2 sont alors reliées:

haut : configuration avec Dy <0 ; bas : configuration avec Dy >0.
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Annexe 3 Etude des racines de 1’équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe

2- Approche numérique

Afin de résoudre numériquement I’équation de dispersion (A3.1), nous avons appliqué
la méthode de Miiller (voir Stoer et Bulirsch, 1993).

C’est une méthode itérative trés efficace qui permet de trouver le zéro d’une fonction
dans le plan complexe, et, en particulier, une racine simple (réelle aussi bien que complexe)
ou multiple d’un polynéme.

Cette méthode interpole une fonction f par un polyndome quadratique a 1’aide de la

formule d’interpolation de Newton.

La Figure A3.d donne deux aspects de la représentation exacte d’un cas qui peut étre

qualitativement décrit. On peut noter qu’il est nécessaire de s’approcher trés prés du point

(-K*, 0) (point F sur la Figure A3.d), pour reconnaitre la configuration en e 3

(correspondant & D, > 0) des directions des courbes en ce point.

Les différentes données, utilisées pour la résolution numérique, sont exprimées en

unités MKS. Elles ont les valeurs suivantes :

4 107 6, 288

4 1,4 Pr 0,76

R, 287 S = S7 721,451
. . qo

C, 1004 A 8,987

L, 2600-10° R, 464

Tableau 1 Valeurs numériques exprimées en unités MKS, utilisées pour la résolution.

Pour les valeurs numériques du Tableau 1, les coefficients 4, B et D, de I’équation
(A3.1) prennent les valeurs : A#1,5563, B#25581 et D,#16,9432 . Les données du Tableau 1

ont été reprises pour le diagramme de stabilité du Chapitre 3.
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RSN T G WO OO O NONY O N A N N I NS SN SN O R A
i . -
100 — —
2 1 G F _
3 0 s . . ve B
] . C r
-100 - C, . ’ L
/A R S H A A A N N R S HN A R Bt R B B S B ¢
-20 -10 0 10 20
Re(¢'”)
0.02: AR TSN UUUN NN N S SR N SN AU NN NN NN N U MR NN S
] o E
0.01 7 . -
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X ] e F . -
3 0.0 e L
5 . | g -
_ -
-0.01] G .G C
-0.02 R s I S N O O N T E AR R BN N N B
-1.02 -1.01 -1.0 -0.99 -0.98

Re(¢'*)

Figure A3.d Chemins décrits dans le plan complexe par les racines de ’équation (A3.1) lorsque X varie

‘de 0 A +wo. Configuration avec D, > 0 effectuée avec la méthode numérique de Miiller.
C;» C,, C; ont une branche infinie. C, s’arréte en G . Le voisinage de F' est grossi sur le zoom de la
| | figure du bas. ‘

111



