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(( ... 
Oh 1 Regardez le ciel 1 cent nuages mouvants, 

Amoncelés là-haut sous le souffle des vents, 
Groupent leurs formes inconnues ; 

Sous leurs flots par moments flamboie un pâle éclair, 
Comme si tout à coup quelque géant de 1 'air 

Tirait son glaive dans les nues . 
. . . » 

Extrait des Feuilles d'automne. 
Victor Hugo 
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Introduction générale 

Introduction générale 

L'étude de la propagation des ondes de gravité dans un air humide saturé a pour but de 

mettre en évidence les différents types de mouvements pouvant exister dans ce milieu. 

Le travail proposé définit une modélisation rhéologique, puis asymptotique, permettant 

de décrire les mouvements convectifs du mélange «air sec-vapeur d'eau-eau liquéfiée» 

composant cet air humide saturé, et, concrètement, un nuage. 

Une interprétation physique du phénomène consiste à considérer le milieu comme étant 

un nuage non-précipitant, et les mouvements étudiés se manifestent par la présence de langues 

de vapeur à l'intérieur des nuages. 

Le cas d'éventuelles précipitations est exclu et la description du milieu est abordée par 

une rhéologie de milieu continu. 

L'une des difficultés de la mise en équation provient du fait qu'il s'agit d'un mélange 

ternaire, dissipatif et non inerte : le milieu physique est, en effet, un fluide composé de trois 

phases (air sec, vapeur d'eau, eau condensée), dont la concentration est suffisante pour 

appliquer une rhéologie de mélange, la phase « eau liquide » restant toutefois suffisamment 

dispersée pour être représentée comme un aérosol. 

Une modélisation du mélange ternaire par un milieu continu équivalent a été effectuée 

par Bois (1994), mais la mise en équation n'a été réalisée que pour les mouvements non 

dissipatifs, tandis que pour les problèmes considérés ici, les équations s'étendent au cas des 

milieux dissipatifs. 
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Introduction générale 

L'étude de la convection en milieu humide saturé soulève de nombreux problèmes de 

modélisation, dus notamment à la présence des trois phases dans le milieu, mais aussi à 

l'existence des différents facteurs de dissipation ainsi qu'à la prise en compte des échanges de 

masse entre les constituants. 

En effet, dans le cas d'un nuage, le mélange est thermodynamiquement saturé, ce qui 

signifie qu'il se produit entre les deux phases «vapeur» et «eau condensée» un processus 

d'échange de masse par évaporation ou par condensation. La dissipation, quant à elle, est due 

d'abord à la viscosité et à la conduction thermique, mais également à la diffusion moléculaire, 

qui est spécifique des mélanges. 

La prise en compte d'un grand nombre de ces propriétés peut être envisagée dans une 

simulation numérique, mais il est plus aisé d'isoler le plus grand nombre possible de ces 

facteurs lorsque l'on cherche la caractérisation d'un phénomène particulier. 

De nombreux travaux ont porté dans les dernières décennies sur la modélisation des 

phénomènes liés à la convection nuageuse. Citons, par exemple, les travaux de Bougeault 

(1981), Durran et Klemp (1982), C.S. Bretherton & P.K. Smolarkiewicz (1987, 1988, 1989) 

et Bois (1994). Chacun des ces travaux utilise les équations dans une optique différente. Par 

exemple, Bougeault considère que les gaz sont parfaits, et l'écriture a priori de 

l'approximation de Boussinesq en vue de modélisation turbulente rend les conclusions 

valables uniquement dans des couches minces. La dissipation est négligée dans les travaux de 

Durran et Klemp, mais aussi dans ceux de Bois. Les échanges mutuels de masse par 

condensation ou évaporation sont négligés par Bretherton, où l'auteur fait de plus l'hypothèse 

que les nombres de Prandtl et de Schmidt sont exactement égaux à un : cette propriété permet 

des simplifications mathématiques variées, dont la plus simple est de faire disparaître le 

caractère double diffusif du problème. Physiquement on peut admettre cette propriété lorsque 

les dissipations sont d'origine turbulente, mais dans des problèmes d'instabilité linéaire 

comme ceux que l'on examine au Chapitre 3, il est difficile de faire des hypothèses de type 

turbulent. 
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On examine dans le présent travail, l'influence des deux diffusions régnant dans le 

milieu, l'une due à la dissipation thermique, l'autre à la nature hétérogène du milieu et aux 

changements de phase eau liquide-vapeur d'eau. 

Diverses hypothèses, notamment la négligence de la pression de la phase liquide et la 

prise en compte, dans les coefficients de diffusion, uniquement de ceux qui concernent la 

diffusion mutuelle des deux gaz, permettent de ramener la description du milieu à celle d'un 

milieu binaire. Il est possible, dans ces conditions, de réduire le modèle rhéologique à un 

système simplifié double diffusif On peut alors étudier dans le système réduit 1' existence de 

mouvements convectifs. 

Les paramètres jouant un rôle effectif dans le problème sont le gradient de concentration 

de vapeur d'eau et le gradient de température, et les résultats dépendent fortement de la 

chaleur latente de vaporisation et des deux nombres de Prandtl et de Schmidt. 

Le mémoire présenté est organisé de la manière suivante : 

Dans un premier chapitre, la m1se en équations des mouvements, les hypothèses 

rhéologiques principales et les implications thermodynamiques sont écrites. Les équations les 

plus importantes sont l'équation de Clausius-Clapeyron qui régit les échanges de masse entre 

la phase gazeuse et la phase liquide, et la loi de Fick, qui régit quant à elle, la diffusion de la 

vapeur d'eau dans l'air sec. Toutefois, l'hypothèse de saturation joue également un rôle 

important dans l'identification des variables indépendantes modélisant le milieu. 
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Dans un deuxième chapitre, on s'intéresse à la modélisation de mouvements de 

convection : le cadre général est celui de 1' approximation de Boussinesq, qui est écrite sous 

forme asymptotique afin de permettre aussi bien l'étude de mouvements sur des grandes 

échelles verticales (convection profonde) que des mouvements de petite échelle (convection 

peu profonde). Après avoir réduit le système à une forme « bien posée » comprenant un 

nombre égal d'équations et d'inconnues, on linéarise les équations. On s'intéresse alors aux 

mouvements de convection profonde: dans l'hypothèse d'une faible concentration de vapeur 

(ce qui simplifie légèrement l'écriture), on examine l'équation de dispersion associée à une 

propagation d'ondes. Deux résultats sont obtenus: d'une part l'identification, parmi les 

mouvements, de ceux qui représentent des «couches-limites», et, d'autre part, résultat plus 

orignal, la possibilité d'existence de mouvements périodiques non amortis malgré la 

dissipation. 

L'existence de mouvements linéarisés périodiques à la fois en espace et en temps 

conduit à s'interroger sur l'existence de mouvements oscillatoires dans les problèmes 

d'instabilité: de tels mouvements n'existent pas, en effet, dans le cas des fluides purs. On 

pose, ainsi, au Chapitre 3, un problème de Rayleigh-Bénard en milieu peu profond en 

choisissant des conditions aux limites de deux surfaces libres. La résolution, d'abord, d'un 

problème d'instabilité double diffusive simplifié permet d'identifier, dans l'espace défini par 

le nombre de Rayleigh et un nombre de Rayleigh humide, deux zones d'instabilité, 

stationnaire et oscillatoire. Pour le problème exact étudié ensuite, on montre que la seule 

instabilité qui se produit dans les cas réalistes est l'instabilité stationnaire. L'étude des 

solutions du problème complet d'instabilité oscillatoire permet finalement de tirer des 

conclusions sur le degré de validité des résultats obtenus. 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

1- Introduction 

La dynamique des fluides hétérogènes (fluides complexes) fait apparaître dans ceux-ci 

des mouvements que l'on ne rencontre pas dans les fluides purs, et qui ont pour origine les 

échanges thermodynamiques ayant lieu à l'intérieur du milieu lui-même du fait de son non­

équilibre. La modélisation de ces mouvements doit donc examiner avec précision la nature 

des échanges de chaleur dans le milieu, et adopter un formalisme cohérent pour la description 

de ces échanges. 

Dans le cas des fluides géophysiques (on s'intéresse ici à l'air nuageux, mais la 

description est valable aussi pour 1' eau salée), il est possible de se restreindre à une 

description macroscopique utilisant la théorie des mélanges : ainsi, 1' air nuageux, qui est un 

air humide saturé, est composé de trois constituants: air sec, vapeur d'eau, eau condensée; 

1' eau salée est composée de deux constituants : eau pure, sel liquide ; etc .. 

Dans tous les cas on s'intéresse ici à des mélanges de milieux qui, pris isolément, sont 

des fluides purs. 

L'objet du présent chapitre est d'établir les équations qui seront utilisées dans la suite: 

les mélanges sont décrits par une rhéologie de milieu continu, et on rappelle tout d'abord (§2) 

les équations des mouvements de ces milieux. On particularise ensuite le milieu (§3) en 

examinant le cas de l'air humide saturé: l'existence d'échanges mutuels de masse entre deux 

phases rend cet examen un peu délicat. 

Enfin (§4), on forme les systèmes généraux d'équations pratiques, systèmes utilisant 

diverses simplifications comme : 

(a) loi d'état de gaz parfait pour les phases gazeuses; 

(b) petites concentrations. 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

2- Rappels sur les lois de bilan dans la théorie des mélanges 

Un mélange est un milieu composé lui-même d'autres milieux appelés constituants. 

Dans la théorie des mélanges, on suppose que les constituants aussi bien que le milieu 

global ont un comportement de milieu continu. 

Une particule du milieu, de masse pdv, est supposée contenir une particule de chacun 

des constituants (masse Padv ). On suppose ainsi que le milieu est constitué de N + 1 

constituants fluides (voir, par exemple, Bowen, 1976 ou De Groot et Mazur, 1962). A chaque 

fluide correspond un indice a, celui-ci variant de 0 à N. Chaque constituant a a sa propre 

vitesse ua et sa masse volumique Pa. 

Ces constituants mélangés forment un milieu de masse volumique p. On a ainsi : 

N 

p= LPa · 
a=O 

On définit les concentrations q a par : 

Pa qa=-. 
p 

La vitesse u du milieu moyenné, appelée vitesse barycentrique, est définie par : 

et on définit également la vitesse de diffusion v a par : 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

(1.4) 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

N N 

On vérifie aisément que L qa = 1 et que L Pa v a =O. 
a=O a=O 

2-1 Conservation de la masse 

Le milieu moyenné étant un fluide, la masse totale se conserve dans le mouvement 

barycentrique : 

op a+ V ·(pu)= O. (1.5) 

Le bilan de masse pour chaque constituant a est donné par les équations : 

a= O, ... ,N, (1.6) 

où Pa est un terme source qui représente le taux de masse volumique reçu par unité de temps 

par le constituant a de la part des autres constituants. 

L'équation (1.6) est le bilan des masses dans le mouvement propre du constituant a (la 

da 0 
((dérivée particulaire »dans l'équation (1.6) est dt = à+ ua . v). 

La combinaison des N + 1 équations de (1.6) et (1.5) implique: 

N 

LPa =o. (1.6 bis) 
a=O 

L'écriture des équations de la diffusion moléculaire est légèrement modifiée grâce à 

1 'utilisation de la dérivée particulaire associée au mouvement moyen, soit : 

d 8 
-=-+u·V 
dt ôt . (1.7) 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

En utilisant la formule d'analyse vectorielle: V· (au)= aV· u +uV a, on obtient alors : 

(1.8) 

L'équation (1.8) ramène le mouvement du constituant a au mouvement moyen du 

d 
milieu {dérivée particulaire dt). On l'appelle aussi équation de la diffusion moléculaire. 

2-2 Conservation de la quantité de mouvement 

Le fluide étant pesant, on désigne par g l'accélération de la pesanteur. 

Dans sa forme la plus générale, l'équation du mouvement du fluide visqueux s'écrit 

sous forme vectorielle : 

du = 

p dt =pg+V·u, (1.9) 

où CJ est le tenseur des contraintes : 

-
a-= (-p+ÇV · u)1+2J.lD, (1.10) 

et D est le tenseur des taux de déformations ; Ç et J.l sont les coefficients de viscosité. On 

2 
fait 1 'hypothèse de Stokes 4 = - 3 J.l , J.l étant la viscosité dynamique du fluide. 

Les éléments du tenseur D, appelés dif , sont définis par : 

1 
d .. = -(u . + u . ) . 

lJ 2 l,] ],l 
(1.11) 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

Après quelques calculs, l'équation de la quantité de mouvement s'écrit : 

du [ 1 ]· Pdj+ Vp= pg+ p Au+3V(V ·u) . (1.12) 

(1.12) n'est autre que l'équation classique de Navier-Stokes: à ce mveau, on ne 

distingue pas la nature hétérogène du milieu. 

2-3 Conservation de l'énergie 

La loi générale de conservation de 1' énergie s'exprime par 1' équation : 

de 
p-=a:D-V·q+pQ. 

dt 
(1.13) 

Nous avons supposé qu'il existe dans cette équation un terme source volumique de 

chaleur Q. 

q est le vecteur densité de flux de chaleur reçue par le milieu ; les tenseurs Œ et D ont 

été définis précédemment. 

La prise en compte de nouvelles relations thermodynamiques permet de modifier 

l'écriture de la relation (1.13) (voir aussi Annexe 1, §1-2). Considérons tout d'abord la 

relation thermodynamique de Gibbs-Duhem : 

(1.14) 

où ga est l'enthalpie libre du a -ième constituant : 

(1.15) 

ainsi que la loi de Dalton : 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1 'air humide saturé 

N 

p= LPa · (1.16) 
a=O 

Compte tenu de ces deux relations, 1' équation de 1' énergie pour un milieu de mélange 

dissipatif peut s'écrire, en éliminant l'énergie interne: 

dT T dp N dqa 1 
c ---Â-+Lh -=<t>--V·q+Q 

p dt p dt a=O a dt p . 
(1.17) 

Les grandeurs ha représentent les enthalpies de chacun des constituants, <1> est la 

dissipation visqueuse, cP la chaleur spécifique du mélange à pression et à concentrations 

constantes, À le coefficient d'expansivité à pression et à concentrations constantes. Ces 

grandeurs sont définies par : 

1 ôp 
Â,- -(-) 

p ôJ' Ma 

La loi de comportement pour q est donnée par : 

N 

q = q'+ L Pa ha V a , 
a=O 

où les v a sont les vitesses de diffusion de chaque constituant. 

(1.18) 

(1.19) 

Habituellement, pour un fluide, q' vérifie la loi de comportement thermique appelée loi 

de Fourier, définie à l'aide du coefficient de conductivité thermique k : 

q'= -kVT. (1.20) 

Ces lois de comportement introduites dans 1' équation ( 1. 17) fournissent alors : 

dT T dp N dq a k 1 N 
cp---À-+ Lha-= <1>+-~T-- :LV-(pqahava)+Q. 

dt p dt a=O dt P P a=(l 

(1.21) 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

L h ' ' ' d ·1· A d l dqa d . b a nature éterogene u m1 teu appara1t ans es termes --;JI u premter mem re, et 

dans les termes pq ah a v a du second membre. 

3- Cas de l'air humide saturé 

3-1 Conditions de l'étude 

Nous nous intéressons, dans ce qm suit, à la modélisation des mouvements d'une 

atmosphère humide saturée. Nous considérons l'air atmosphérique comme un mélange 

ternaire constitué d'air sec, de vapeur d'eau et d'eau condensée (une étude de la 

thermodynamique de ce milieu est rappelée en Annexe 1 ). 

Dans des conditions réalistes, pour le cas d'un nuage, ce mélange est saturé, c'est à dire 

qu'il se produit, entre les deux phases « vapeur » et « eau condensée », un processus 

d'échange de masse par évaporation ou condensation. 

Nous modéliserons ce mélange ternaire avec la restriction que ce mélange est supposé 

continu : cela revient à supposer la phase liquide comme un milieu continu équivalent 

(physiquement, il s'agit d'un aérosol). 

L'humidité de l'atmosphère est, de plus, suffisamment faible pour exclure l'étude du 

cas d'éventuelles précipitations. 

Nous désignerons par les indices g, v, L, les quantités correspondant à l'air sec, la 

vapeur d'eau, l'eau condensée, et par w celles correspondant à l'eau « totale » dans le 

mélange (eau liquide et vapeur d'eau). 

Les grandeurs relatives au mélange n'ont pas d'indice. Par conséquent, si qg, qv et qL 

sont respectivement les concentrations d'air sec, de vapeur d'eau et d'eau condensée, on a: 

qg + qv + q L = qg + q w = 1 · (1.22) 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

3-2 Loi de Fick 

Nous reprenons l'écriture des équations de diffusion moléculaire. Dans ces équations 

apparaissent les vitesses de diffusion v g , v v et v L qui sont reliées aux gradients de 

concentration par la loi de Fick. Les autres v a sont liées aux concentrations par la 

formule suivante, désignant arbitrairement par v 0 1 'une des vitesses de diffusion : 

N 

Pava= "L_pD~Vqp. (1.23) 
P=l 

Les coefficients D afJ sont les coefficients de diffusion du· mélange. Ces coefficients ne 

sont pas indépendants et satisfont aux relations d'Onsager. 

N 

Compte tenu de la relation LPaV a.= 0 (voir §2-1), on a pour un mélange ternaire la 
a=O 

relation: 

(1.24) 

Nous gardons l'hypothèse d'un mouvement non précipitant. Cette hypothèse, courante 

en théorie de la condensation, exprime que les gouttes d'eau sont suffisamment petites pour 

ne pas être soumises à la force de pesanteur : le milieu est un aérosol. Les gouttes liq1.1ides se 

déplacent dans le mélange avec la vitesse principale du mélange. 

Il en résulte que le seul coefficient différent de 0 est le coefficient de diffusion de la 

vapeur d'eau dans l'air sec, Dgv, que nous appellerons dorénavant D. Ainsi les coefficients 

DLg, D gL, Du sont nuls, v L = 0 et la loi de Fick pour vg et v v est réduite à la loî de Fick 

binaire: 

(1.25) 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1 'air humide saturé 

D , par la suite, est supposé constant. 

De plus, l'air sec n'a pas d'échange de masse avec les autres constituants, par 

conséquent, dans (1.6) et (1.6 bis) : 

(1.26) 

et les équations de diffusion moléculaire sont ramenées à l'une des deux formes équivalentes: 

(1.27) 

dqv dqL 
p--DV·(pVq )=-p-. 

dt v dt 

En introduisant la chaleur latente de vaporisation de l'eau Lv = hv -hL et les équations 

précédentes dans l'équation de l'énergie, celle-ci s'écrit alors: 

dT ÀT dp dqL k 
cp-d ---d -Lv-d =<1>+-I!T-qgvg·V(hg-hv)+Q. 

t p t t p 
(1.28) 

Notons que les termes du second membre de cette équation représentent à eux seuls les 

termes dissipatifs. 

3-3 Equation de Clausius-Clapeyron et équations d'état 

Une autre approximation classique en théorie de la condensation est considérée (voir, 

par exemple, Einaudi et Lalas, 1973 ou Durran et Klemp, 1982): le milieu principal étant 

1' air, les constituants autres sont alors des gaz ou des aérosols. En général dans ces mélanges, 

la pression du gaz équivalent à l'aérosol est négligeable. La pression de la phase liquide pL 

est donc ici négligée, et a, par conséquent, pour loi d'état : pL = 0 . 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

Une conséquence de cette hypothèse permet de traiter la phase liquide comme un gaz 

parfait ayant une constante polytropique RL nulle. 

Si la vapeur d'eau est à saturation, l'échange de masse entre la vapeur d'eau et l'eau 

liquide suit l'équation de Clausius-Clapeyron (voir, par exemple, Zemansky, 1957): 

dpv Lv 
dT T(rv- rÀ)' 

(1.29) 

où rv et rÀ sont les volumes spécifiques des phases « réelles » vapeur et liquide 

respectivement (voir note (1 )). 

Comme la vapeur est beaucoup plus légère que le liquide, le volume spécifique rÀ doit 

être négligé par rapport à rv , et la formule de Clausius-Clapeyron peut être approchée par la 

relation suivante : 

dpv LvPv dT ------
dt T dt. 

(1.30) 

Il reste à définir les lois d'état pour les différents constituants : celles-ci sont 

respectivement pour la vapeur d'eau, l'air sec et le mélange: 

(1.31) 

Finalement, les équations (1.5), (1.12), (1.27), (1.28), (1.31) et la relation de Clausius­

Clapeyron (1.30) constituent un système fermé de neuf équations scalaires pour neufvariables 

scalaires qui -sont u, p, p, T, qv, qg et qL. 

1 
[(l) Le volume spécifique TÀ est le volume spécifique réel de l'eau, tandis que rL =- est le volume 

PL 

spécifique du milieu continu équivalent à 1' aérosol constitué par la phase liquide. Pour plus de détails concernant 

les bases thermodynamiques de cette approximation, voir Einaudi et Lalas, 1973]. 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

4- Les équations de la dissipation dans l'atmosphère nuageuse 

4-1 Ecriture des équations double diffnsives pour une loi d'état arbitraire 

On remarque que le système obtenu n'est pas un système très « utilisable>>. On s'est 

donc attaché, dans un deuxième temps, à simplifier l'écriture de ce système. 

Nous avons donc éliminé dans les équations l'une des concentrations au profit des deux 

autres. Notre choix s'est porté 1>ur l'élimination de la concentration d'eau liq_uide qL en 

utilisant la loi d'échange adoptée pour l'interaction qui n'est autre que la loi de Clausius­

Clapeyron. 

Nous pouvons modifier cette loi en différenciant la première relation (1.31) et en 

introduisant le résultat dans (1.30). On aboutit à: 

(1.32) 

où Âv est le coefficient d'expansivité de la vapeur d'eau défini par: 

(1.33) 

Par la suite, on veut obtenir une expression de la variation de la concentration de 1 'eau 

liquide dq L en fonction de dp, dqv et dT, résultat obtenu en « combinant » la relation de 

Clausius-Clapeyron (1.32) et la loi d'état (1.31), qui prend la forme suivante en la 

différenciant : 

(1.34) 
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On obtient alors dqL en exprimant dans (1.32) dp en fonction de dqv et dT qu'on 

réinjecte ensuite dans (1.34) : 

L'utilisation de ( 1.1) et la loi de Dalton ( 1.16) permettent d'alléger 1' écriture du 

dqv 
coefficient de dt : 

(1.36) 

En remplaçant dqg par - (dqv + dqL) dans la pr_emière relation de (1.27),_ et grâce à 

(1.36), finalement r équation de la diffusion moléculaire est donnée par : 

q_g dqv Ôpg 1 dp D 
-----(-.-.) --=-V·(pVq ). (1.37) 

qv dt tPg T p dt p " 

On peut alors éliminer dqL dans la première forme de l'équation de l'énergie (1.28), et 

grâce à ( 1. 27), écrire : 
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Le système final simplifié est constitué dorénavant par les équations (1.5), (1.12), 

(1.32), (1.37), (1.38), système fermé de sept équations scalaires à sept inconnues: u, p, p, 

Les deux équations de dissipation (1.37) et (1.38) prennent maintenant des formes 

total ' 0 0 l' dp dan ' 0 ( 0 ' ement symetnques : st on suppose que dt est connu s ces equations ce qm est a 

peu près le cas comme nous le verrons plus tard, grâce à l'approximation de Boussinesq), les 

. ' Il d bl' dT dq v s· 1 ffi . de ' mconnues ree es ans ce pro erne sont dt et dt . 1 es coe tctents ces parametres 

dans (1.37) et (1.38) sont constants, les équations se ramènent à deux équations indépendantes 

, "d d b" . }" , . d dT dqv mettant en ev1 ence es corn tnatsons meatres e dt et dt . 

Les effets de diffusion et les effets de conduction de chaleur apparaissent dans les 

laplaciens figurant dans les seconds membres des équations et ne peuvent pas être considérés 

séparément : cette propriété caractérise un phénomène double diffusif. Dans la pratique, les 

coefficients de dissipation ne sont pas constants mais restent des fonctions lentement variables 

de l'altitude (voir Chapitre 2). 

Les deux équations de diffusion moléculaire et de l'énergie se ramènent alors à des 

équations double diffusives dont la structure mathématique est la même que dans un problème 

de double diffusion classique. 

4-2 Cas des gaz parfaits 

Nous ajoutons maintenant une hypothèse supplémentaire afin d'alléger l'écriture des 

équations du système. En effet, les formules précédentes prennent des formes plus simples et 

d'application pratique plus aisée dans le cas d'un mélange de gaz parfaits. On a donc supposé 

concrètement que les gaz composant le milieu étaient des gaz parfaits. 

Nous considérons pour l'air sec, la vapeur d'eau et le mélange total, les lois d'état 

suivantes: 
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Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de 1 'air humide saturé 

(1.39) 

R, et Rg sont des constantes adiabatiques pour l'air sec et la vapeur d'eau, Rm est un 

coefficient moyen dépendant des rapports de mélange et des concentrations (les valeurs 

pratiques pour R., (vapeur d'eau) et Rg (air sec) sont 464 et 287 unités MKS respectivement). 

Dans ce cas, (1.36), (1.37) et (1.38) prennent les formes particulières respectives : 

(1.40) 

(1.41) 

dT 1 dp dqv k D 
cp -d ---d +Lv -d = -AT+DVqv · V(hv -hg)+ Lv -V ·(pVqv)+<I>+Q. (1.42) 

t p t t p p 

En éliminant les termes de diffusion entre (1.41) et (1.42), il reste pour (1.42): 

k 
-AT+ DVqv · V(hv -hg)+ <I>+ Q. (1.43) 
p 

Les équations (1.41) et (1.43) sont les formes double diffusives symétriques des 

équations de dissipation: le laplacien !!qv se retrouve seul dans la partie droite de (1.41) et, 

de la même façon, AT se retrouve seul dans la partie droite de (1.43). 

30 



Chapitre 1 Les équations des mouvements pour le cas de l'air humide saturé 

4-3 Comportement de la chaleur latente Lv 

On notera que, pour le cas des gaz polytropiques, la relation Lv= hv- hL implique 

que: 

(1.44) 

Lvo et 00 étant deux constantes, Lvo est la chaleur latente de vaporisation à la température 80 • 

Maintenant, on élimine : dans (1.40). En utilisant la nouvelle équation d'état de gaz 

parfait et (1.44), on obtient une relation entre qv, p et T : 

l_ dp + ~ dqv +(a+ R,(1- a)- Lvo) _!_dT= 0 
p dt qv dt R,T T dt ' 

(1.45) 

où: 

c -c 
a=1- P. PL 

R, 
(1.46) 

Un cas particulier très important est celui où (1.45), après intégration, peut s'écrire: 

(1.47) 

Dans ce cas, l'équation ( 1. 4 7) peut être considérée comme une « loi d'état » pour le 

milieu dont la description serait réduite à ces variables. 

Le cas où (1.47) est satisfaite se produit si cette même équation est vraie à l'instant 

initial : dans ce cas, en vertu de (1.45), elle est vraie pour tout t. Cette circonstance est celle 

qui se produit dans les cas pratiques. 

On remarquera aussi que la variable qg, après calculs, s'est éliminée. 
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Les équations sont maintenant (1.41), (1.43) et (1.45) (ou (1.47)): les coefficients 

d 
dépendent de tout J'état du milieu, mais les opérateurs (A , dt , etc.) ne portent que sur 

p, p, T, qv. Si l'on ajoute à ces équations l'équation de continuité et celle de la quantité de 

mouvement, on retrouve le système, mais simplifié, des sept équations scalaires pour les sept 

inconnues p, p, T, qv et u . 

5- Cas des petit-es concentrations d'eau et de vapeur 

Les fluides que nous considérons ont été décrits par un modèle rhéologique de 

mélange; on examine la particularité due à ce qu'un des constituants est beaucoup plus dense 

que les autres. 

Etant donné que le cas qui nous intéresse est celui d'un nuage non précipitant, les 

concentrations de l'aérosol d'eau liquide et de vapeur d'eau dans le mélange sont très faibles 

devant celle de l'air sec. Cette simplification peut être discutée mais est généralement admise 

(voir, par exemple, Einaudi et Lalas, 1973). 

Nous supposons donc que qv et q L sont petits, du même ordre, et, par conséquent, que 

qg~ 1. 

Seules les formules où interviennent les concentrations vont alors être légèrement 

modifiées. L'équation de continuité et l'équation de la quantité de mouvement restent 

inchangées. On donne la forme particulière des équations (1.37) et (1.38) dans le cas des 

petites concentrations, en ne gardant que la partie principale, soit : 

(1.48) 

dT 2T dp dqv k 
c ----+L -=-!!T+Q+4>. 

Pdf pdf vdt p 
(1.49) 
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dqv 
Dans {1.49), le terme Lv dt peut être en fait, soit conservé, soit négligé, suivant 

l'ordre de grandeur de Lv. Dans ce cas, (1.37) est une équation dégénérée, pmsque ses 

conclusions sont déjà contenues dans (1.48). Plutôt que d'examiner une forme simplifiée de 

(1.27), il est plus simple de retourner aux équations (1.27), et on pose directement : 

dqL dqv D 
-=--+-V·(pVq ). 
dt dt p v 

(1.50) 

Le caractère double diffusif présenté dans les équations (1.40) à (1.42) semble 

disparaître dans ce cas: en sortant dqv de (1.48) et en l'insérant dans (1.49), l'équation 

résultante ne comporte seulement que les variations dT et dp . Par la suite, le développement 

de dqL est donné par (1.50). 

Le caractère de la double diffusion dans un tel cas sera considéré alors plus tard. En 

effet, dans le deuxième chapitre où nous aborderons l'approximation de Boussinesq, nous 

verrons de quelle façon le caractère double diffusif de la dissipation peut subsister, dans le cas 

notamment où le nombre de Schmidt est petit et de même ordre de grandeur que q v (le 

nombre de Schmidt sera défini lors de la non dimensionnalisation des équations). 

Nous nous intéressons maintenant comme précédemment au cas des gaz parfaits. 

Les équations (1.49) et (1.50) restent valables. 

Par ailleurs, la « loi d'état » ( 1. 4 7), avec Rm ~ Rg , prend la forme particulière : 

(1.51) 

(1.51) est l'équation d'état pour qv dans un mélange saturé pour le cas des petites 

concentrations. 
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Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et l'étude en convection profonde 

1- Introduction 

Bien que l'approximation de Boussinesq soit communément utilisée dans les problèmes 

traitant de convection, son caractère asymptotique n'est ni très bien connu, ni beaucoup 

utilisé. 

Les travaux les plus anctens introduisant l'essentiel du caractère asymptotique de 

l'approximation de Boussinesq datent d'il y a environ une quarantaine d'années, où Spiegel et 

Veronis (1960) présentèrent cette approximation pour le cas des fluides parfaits. Plus tard, 

d'autres travaux suivirent ce papier: Mihaljan (1962) étudia le cas pour les couches liquides 

minces, et Dutton et Fichtl (1969) tentèrent de présenter, sous une forme unifiée, le cas des 

liquides et des gaz. Mais c'est seulement durant les années 1970-1980 que les progrès sur 

l'utilisation des modèles asymptotiques ont permis de formuler rigoureusement 

l'approximation de Boussinesq: Zeytounian (1974) pour des milieux bornés en hauteur, et 

ensuite Bois (1976-1979) pour d'autres milieux non bornés. 

En pratique, l'intérêt de cette forme asymptotique est de fournir des équations 

comportant des coefficients lentement variables, qui peuvent être plus facilement résolues par 

l'utilisation des techniques asymptotiques. L'introduction de coefficients lentement variables 

permet de poser, en hauteur non bornée, des problèmes dont l'écriture Boussinesq classique 

n'est possible qu'en milieu confiné. 

L'objet de ce deuxième chapitre est d'établir les équations de la propagation d'ondes 

périodiques en convection profonde pour les milieux humides saturés. 

On rappelle, tout d'abord, les conditions générales de validité de 1' approximation de 

Boussinesq (ayant, au préalable, effectué une analyse dimensionnelle), et on présente alors la 

première dégénérescence des équations fondamentales (§2). 
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On réduit par la suite le problème de manière à conserver un modèle double diffusif On 

en établit une version linéarisée éq~ivalente à une éql!ation d'ordre huit. Pour des solutions 

d'ondes périodiques, cette équation se transforme en une équation complexe de degré huit 

(§3), dont il faut étudier les solutions. 

Nous verrons, enfin (§4), que les solutions de l'équation linéarisée décrivant les 

mouvements montrent, notamment, que dans un milieu profond, il peut exister, malgré la 

présence d'une dissipation, des mouvements périodiql1es faiblement amortis avec l'altitude. 

2- Approximation de Boussinesq 

2-1 Equations adîmensionnelles 

L'un des pnnctpaux domaines d'application de l'approximation de Boussinesq est 

1' étude de la convection dans les fluides géophysiques. Afin de modéliser le comportement 

convectif du nuage, le phénomène étudié sera décrit à 1 'aide de 1 'approximation de 

Boussinesq sous une forme asymptotique. 

Pour écrire les hypothèses de Boussinesq_sous cette forme, il est nécessaire d'effectuer 

une analyse dimensionnelle. L'objet de cette analyse est d'écrire les équations du système que 

l'on étudie en variables sans dimension et de faire apparaître les paramètres gouvernant les 

dégénérescences du problème. Les paramètres physiques gouvernant ces équations ne peuvent 

plus apparaître que sous forme de nombres, et il devient alors possible de comparer entre elles 

des grandeurs qui, dimensionnées, ne seraient pas mesurées avec les mêmes unités. 

Nous introduisons par conséq~ent maintenant quelques quantités caractéristiques: L, 

U , Po , 80 et c Pg . L et U sont une longueur et une vitesse caractéristiques de 1 'écoulement ; 

p0 et 00 sont une masse volumique et une température de référence; cPg est la chaleur 

spécifique de l'air sec, et c'est elle qui est prise comme référence. La pression de référence 

vaut alors Po = p0 c Pg 00 . 

On a-également Rg = r; 1 
CPg : r est Findiceadiabatiquede l'air sec. 
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Les variables sans dimension sont les quantités « sur lignées » t, x, u, T ~ p ,_lia,, p , 

:CP~ ID .et Q reliées .aux vMiablesphysiques par les œlations: 

L_ 
t=-t U' x= Lx, U=Du, T-= 0/l, p= PoP, 

Les équations en variables sans dimension s'écrivent alors : 

diï 1 1 1[ 1 ] p---=-+-VjJ= --jJk+- Au+-V(V -ü) , 
dt &

2 F 2 Re 3 

_ df 1 dp Y -1 difv 1 AT Xv -1 _ 8
2 

-
c----=-+Ar-----=--~+ .Vq -VT+-<1> 

P dt p dt v v y dt RePr p ReS v Re 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

-- 1 y-1 1 -
+QoQ +-

8
,.rvAv--=V -("jJVqv). (2.6) 

Re y p 

8 d 
Les opérateurs 

8 
___ , d ... , V·, etc. sont sans dimension, et k est le vecteur unitaire de 

la verticale ascendante. 
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Nous rappelons que nous avons laissé de côté la loi d'état pour nous intéresser au 

système de sept équations à sept inconnues, car c'"est seulement dans cette équation d'état 

qu'apparaît la variable qg. Cette loi d'état sans dimension est: 

que nous utiliserons par la suite dans le Chapitre 3. 

Nous avons posé, dans les équations (2.2)-(2.6): 

LUp0 Re=--, 
JI 

fiC Po Pr=-­k , 

u u 
F---- Jii' s= ---=== 

~CPo Bo . 

(2.7) 

(2.8) 

Le nombre s caractérise la compressibilité de l'écoulement dans le milieu ; le nombre 

de Reynolds Re compare les forces d'inertie aux forces de viscosité; le nombre de Pr&ndtl 

Pr compare les transferts de quantité de mouvement associés aux forces visqueuses aux 

transferts de chaleur par conduction ; le nombre de Fraude F caractérise le rapport entre les 

forces d'inertie et les forces volumiques associées au champ de pesanteur; et enfin, le nombre 

de Schmidt s• compare les transferts de quantité de mouvement, associés aux forces 

visqueuses, aux transferts de masse par diffusion moléculaire. 

Dans l'équation (2.6), apparru"t de plus un nombre Q0 , lié à l'intensité réelle Q0 du 

terme source, par la relation : 

- LQo 
Qo = c UB. · 

Po 0 

(2.9) 
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Nous avons posé aussi : 

R, 
r =­

v R ' 
g 

et utilisé les relations (valables pour des gaz parfaits) : 

2-2 Conditions générales de validité 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

L'analyse qui sera présentée ici suit celle déjà effectuée par Bois (1991) à laquelle on 

peut se référer pour de plus amples détails. 

Il faut avant tout poser les hypothèses de base de cette approximation. 

L'approximation de Boussinesq réfère le mouvement du milieu à un état statique dont 

les variables ne dépendent que de l'altitude rapportée à une échelle significative de cet état, 

soit H. L'écriture de l'équation d'équilibre Vp = pg montre que cette échelle peut être (par 

exemple) H = Po : dans les gaz, H est ce que l'on appelle habituellement l'échelle 
Pog 

atmosphérique. En variables non-dimensionnées, l'équation d'équilibre s'écrit alors : 

djJ -
dÇ+p = 0, (2.13) 
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, - p' p' z' 
ou p = - , p = -, Ç = H ; les grandeurs p, p, -Ç sont des variables normalisées, les 

Po Po 

grandeurs primées désignant les grandeurs physiques mesurées avec des unités. 

z' z' 
On a Ç = H ~ et le mouvement s'effectue a 1 'échelle L telle que z = L, soit ( = ez . 

Les conditions de validité de l'approximation de Boussinesq imposent ensuite que, si 

l'on désigne par L l'échelle caractéristique du phénomène étudié (et qui satisfait donc par 

L 
hypothèse 1 'approximation de Boussinesq), alors d'une part, le paramètre e = H .doit être 

petit, et, d'autre part, l'échelle de vitesse caractéristique du mouvement doit satisfaire l'égalité 

U ~ = IJ. L'échelle caractéristique L du milieu. est petite devant l'échelle atmosphérique vP: 
H . Nous ne discutons pas ici ces conditions de validité que nous supposons satisfaites. 

Notons, cependant, que réécrites pour les paramètres sans dimension significatifs du 

problème, ces conditions impliquent : 

IJ << 1' pz:= IJ. (2.14) 

Il existe ainsi une relation entre les effets de compressibilité dans le milieu et le rapport 

des deux longueurs verticales: c'est l'hypothèse fondamentale de l'approximation de 

Boussinesq. 

Dans l'atmosphère terrestre, H est de l'ordre de 10 km, par conséquent, l'échelle 

verticale L ne doit pas excéder quelques kilomètres (deux ou trois kilomètres maximum, et, 

usuellement, beaucoup moins). 

En l'absence d'eau, le système possède des solutions d'équilibre pour lesquelles la 

distribution de température est liée au terme source de l'équation de l'énergie. Si nous 

prenons en compte les échanges d'eau dus à la condensation ou à l'évaporation, il n'efC.ÏSte 

pas, en général, une solution d'équilibre exacte. 
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Cependant, si l'on considère un état d'équilibre (u = 0), en ayant une distribution 

imposée de température T = ~(Ç), et une concentration imposée de vapeur d'eau 

lfv = Q0v(Ç), les équations (2.2)-(2.7) sont alors satisfaites« approximativement» (à l'ordre 

&
2

) par la pression, la densité et la concentration d'air sec p = P0 ( () , p = R0 ( Ç) et 

qg = Q0g ( Ç) , qui satisfont les équations : 

(2.15) 

Notons que, lorsque le terme source dans l'équation de l'énergie est nul ( Q = 0 dans 

(2.6)), les équations (2.2)-(2.6) sont satisfaites exactement par des distributions linéaires de 

température et de vapeur d'eau (les gradients sont constants). Quand Q * 0, si l'on néglige 

les termes d~ ordre ~, il est possible de trouver une solution quasi-statique : ·ta vitesse, dans 

cette solution, se lit: u = .sw(Ç)k. 

Dans la suite, nous nous intéressons seulement aux termes d'ordre 0 et 1 en & , aussi, 

nous supposons que le repos est une solution particulière à l'ordre considéré, les équations 

(2.15) restant valables. 

2-3 Equations fondamentales représentant la ·première ·approximation de 

Boussinesq 

On peut alors formuler l'approximation de Boussinesq par une procédure asymptotique 

unique, & étant dorénavant le petit paramètre gouvernant cette expansion, ce qui permet de 

réduire le système à un système d'équations à coefficients lentement variables. 

Suivant le processus général de 1 'approximation de Boussinesq (Bois 1991 ), la 

fluctuation de pression est d'ordre &
2

, tandis que celles des autres variables sont d'ordre & . 
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On définit donc, à partir de l'état statique, un développement asymptotique des 

équations (2.2)-(2. 7) par : 

T = l'o(Ç)+t:T, 

(2.16) 

La première dégénérescence des équations du système (2.2)-(2.6) s'écrit, après calculs: 

V·ii=O(t:), (2.17) 

dU l 1 
l?a(l;) dt + Vp =-,Ok+ Re [Au+ 3 V(V ·ii)]+ O(t:), (2.18) 

_ Qog(Ç) difv + (Q (r\ + r Q (n) Aov(Ç) dT_ ~•.rQav(Ç)Q' (r\ 
Qov(0 dt Og ':JI v Ov ':JI I'o2(Ç) df rvlQOg(SJ Ov ':JI 

r;(Ç) P;(Ç} 1 ~ 
- (Q0g{Ç) +rvQ0,(Ç))(A0y(Ç) 7'o2 (Ç) ~(Ç))] =ReS* Aqv + O(s), (2.20) 

_ df Y -1 dlfv ~ _ , Po'(Ç) 
cPo(Ç) dt +-r-rvAov(Ç)~+w[cPo(Ç)I'o(Ç)- i?u(Ç) 

y-1 , l 1 ~ y-1 Aov(Ç) ~ 
+yrvÂov(Ç)Qov(Ç)]= RePr R{)(Ç)AT+yrv ReS* Niv +O(t:). (2.21) 
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La loi d'état (2.7) s'écrit: 

(2.22) 

Nous avons posé dans (2.17)-(2.21) : 

(2.23) 

Le système (2.17)-(2.21) est un système quasilinéaire avec des coefficients lentement 

variables. Ses solutions peuvent être examinées de deux manières différentes : 

(i) en conservant, d'une part, dans le système, les coefficients lentement variables, nous 

pouvons modéliser des comportements de convection profonde dans le milieu, ce que 

nous étudions dans la suite de ce Chapitre 2 ; 

(ii) d'autre part, en approchant les valeurs des coefficients par leur valeur à un niveau 

donné (l'altitude de référence), le système décrit une convection peu profonde dans le 

voisinage de cette altitude, ce qui fera l'objet du Chapitre 3. 

3- Problème réduit et équation linéarisée 

3-1 Modèle double diffusif 

Comme nous l'avons déjà évoqué précédemment, nous laissons de côté la loi d'état 

(2.22), et nous considérons le système (2.17)-(2.21 ), qui est autonome. 

On linéarise alors les équations autour de l'état de repos. 
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Cependant, le système linéarisé reste complexe, et c'est pourquoi nous allons apporter 

des hypothèses simplificatrices supplémentaires, celles-ci ayant déjà été évoquées dans la fin 

du Chapitre 1 précédent pour le cas des petites concentrations d'eau et de vapeur. Cette 

simplification, outre son caractère mathématique, est cohérente avec la description réaliste 

d'un nuage. 

Ainsi, la première idée est de supposer que l'amplitude de la concentration de la vapeur 

d'eau et celle de la concentration d'eau liquide sont petites et du même ordre de grandeur que 

q0 : cette hypothèse est réaliste (en effet, l'ordre de grandeur de q0 est, en pratique, 10-3 
). 

De nombreux coefficients dans le système (2.17)-(2.21) prennent alors des formes plus 

simplifiées. 

Malheureusement, cette simplification entraîne quelques singularités qu'il est alors 

nécessaire d'examiner. Uune d'entre elles est que, lorsque l'on néglige les termes d'ordre q0 , 

le caractère double diffusif du système disparaît (les laplaciens figurant dans (2.20) et (2.21) 

Aifv deviennent, en effet, négligeables). 

Une autre singularité associée à la petite amplitude de q0 apparaît dans l'équation d'état 

(2.22), mais sera examinée dans le Chapitre 3, lorsqu'on réintroduira celle-ci dans le système 

pour examiner, sur les conclusions alors établies, les restrictions imposées par sa prise en 

compte. 

Afin d'éviter la disparition du caractère double diffusif de ce système pour un petit q 0 , 

nous supposons alors que le nombre de Schmidt du problème est petit lui aussi, du même 

ordre q0 que les concentrations d'eau, à savoir: 

(2.24) 

où S est un nouveau nombre de Schmidt qui est lui-même supposé d'ordre unité. 
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En tenant compte de q0 petit et de l'hypothèse (2.24), les équations (2.20) et (2.21) 

prennent les nouvelles formes suivantes : 

(2.25) 

(2.26) 

Notons que, pour q 0 petit, c Po { Ç) et Q0g ( 0 sont approchés par la valeur 1. 

Le système [(2.17), (2.18), (2.19), (2.25), (2.26)] est le système réduit associé au 

problème donné. Ce problème est régulier, dans le sens qu'il possède les mêmes singularités 

que le problème complet. 

3-2 Equation linéarisée et comportement d'onde eu convection profonde 

Nous limitons maintenant notre attention au système réduit. 

Nous linéarisons les équations autour de l'état de repos (en fait, nous remplaçons les 

dérivées matérielles par les dérivées partielles par rapport au temps dans ces équations). 

Les solutions du système sont cherchées sous la forme : 

(ii - - - - T~ - / ) -(UV W P R T Q) i(at-loc-hy) ,v,w,p,p, ,qv q0 - , , , , , , e . (2.27) 

On cherche en fait des solutions périodiques en temps, qui se déplacent dans le plan 

(x,y), dont l'amplitude varie seulement en fonction de l'altitude. 

La fréquence est <J (pulsation fixée, réelle), et les composantes d'un vecteur d'onde 

horizontal sont (k,h). 
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On remplace ces formes de solutions dans les équations du système. 

Après quelques calculs, les équations linéarisées se réduisent à une équation linéaire 

d'ordre huit, avec des coefficients lentement variables, satisfaite par la composante verticale 

W de la vitesse, qui est finalement : 

i 8 ÜY 6 

Re3 St Pr Ro2(Ç) D W + Re2 i?o(Ç) A(Ç)D W 

1 2 4 [ 3 K
2 

N
2 

(Ç) J 2 
+R-e u B(Ç)D W +R0 (Ç) -iu - ReRo(Ç) D0(Ç) D W 

= iuK2 Ro (Ç)N2 (Ç)(ô(Ç) + PC0)W + O(e), (2.28) 

où nous avons posé : 

(2.29) 

et: 

1: 1 
N (s) = Tg (Ç) (1 + T;(s)), 

1 
p(Ç) = 'fo(Ç) (1-a)-lo(Ç)+a, 

(2.30) 

46 



Chapitre 2 Les équations de Boussinesq et 1 'étude en convection profonde 

l 1 ( ) B(Ç) = 1 + Pr + St Ân(Ç).uo(0 -1 , 

La quantité N(Ç) est la fréquence de Brunt-Vaïsala sans dimension de l'air sec. 

Les deux paramètres N 2 (t;) et r(Ç) définissent la stabilité statique du milieu humide 

(cette propriété, qui pourrait directement être mise en évidence sur la version non dissipative 

des équations de départ, sera explorée plus précisément au chapitre suivant). 

On retrouvera la démarche du calcul conduisant à l'équation (2.28) dans l'Annexe 2. 

4- Etude de la propagation des ondes dans le milieu en convection 

profonde 

Il reste alors à étudier les solutions de cette équation de degré huit pour le cas de la 

convection profonde. 

4-l Changement de variable 

Puisque l'équation (2.28) n'est écrite qu'à l'ordre 0 en & , il n'est possible d'examiner 

ses solutions qu'à cet ordre. 

Nous cherchons par conséquent la solution sous la forme suivante : 

(2.31) 

où W est une amplitude (constante), et (J' est un nombre d'onde vertical (constant). 
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Nous noterons au passage que si l'on considérait les termes d'ordre e, la phase rjJ'z 

devrait être remplacée par une· phase .9 = e-2 (J(t;) ; l'amplitude, quant à elle, serait cherchée 

comme une fonction lentement variable, et enfin, une procédure de méthode d'échelles 

multiples devrait être appliquée. 

La formule (2.31) correspond à 1 'ordre 0 de cette procédure. 

L'introduction de (2.31) dans (2.28) fournit pour (J' 2 une équation algébrique qui est 

l'équation de dispersion (complexe) associée à (2.28). 

On effectue, dans cette équation, le changement de variable suivant, en posant : 

(J' 2 = -K2 + Ref?o{Ç)uf!F, (2.32) 

Les changements (2.32), une fois introduits dans l'équation linéarisée (2.28), 

fournissent, après calculs, 1' équation de dispersion : 

(2.33) 

L'équation (2.33) montre que le nombre de Reynolds ne figure seulement qu'à travers 

la variable X ; par conséquent, les cas limites d'un nombre de Reynolds petit ou grand 

peuvent être examinés en évaluant le développement des racines pour X petit ou X grand. 

Comme il n'est pas possible d'obtenir des conclusions pratiques très significatives dans 

le cas général, nous nous intéressons maintenant au cas où les coefficients A, B, D0 , sont 

approchés par leur valeur en Ç = 0 (cela revient à remplacer ces fonctions lentement variables 

par leur valeur moyenne). 

On obtient alors l'équation approchée: 

(2.34) 
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avec, cette fois-ci : 

P= }-Av' 
0 

Av flo -1 1 
B= " +l+-

S Pr' 
(2.35) 

1 l-A { ] D =--.(a-A )+ vo J1o(8-A )+1. o Pr vo S vo 

4-2 Comportement des racines et résultats qualitatifs 

L'équation. (2.34) possède quatre racines, qu'on appellera 'tf/j (j= 0, 1, 2, 3). Ces 

racines f/lj peuvent être étudiées, dans le plan eomplex-e, de la même façon que Bois (1979) 

l'avait fait pour l'équation analogue qu'il avait obtenue (de degré six) pour le cas de l'air sec. 

Les f//j sont des fonctions ·continues de la variable X, et les développements d·es lf/j doivent 

être construits pour des petites valeurs de X comme pour des grandes valeurs de X . 

Les romportements des racines t/J; (j=·O, l, 2, 3) de réquation de dispersion se 

déduisent-sans difficulté des compcrtements obtenus pour les racines lf/j . 

Une étude développée de ces racines est donnée dans 1 'Annexe 3. 

Nous présentons ici un exemple qualitatif (sur la Figure 2.a) des chemins suivis par les 

racines dans le plan complexe quand X varie, (qu'on appellera plus loin «trajectoires»), 

chemins reportés sur cette figure lorsque X devient positif Notons que les valeurs négatives 

de X peuvent aussi être considérées, et les trajectoires correspondantes sont à peu près 

semblables. 

D'autres exemples qualitatifs de représentation de chemins parcourus par les racines 

sont donnés dans l'Annexe 3. 
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____ Valeurs qui ne sont jamais atteintes par f/' 2
• 

Figure 2.a Chemins décrits dans le-plm complexe par les racines-de l'équation (2.28) lorsque X 

varie de 0 à +oc • 

Après avoir effectué les calculs des comportements des racines pour les cas X ~ 0 et 

X ~ oo , nous en donnons ci-dessous les conclusions, 

Les trajectoires possèdent alors les propriétés suivantes : 

(i) Pour X~ 0, toutes les racines tendent vers O. Physiquement, cette propriété signifie 

que, pour un nombre de Reynolds tendant vers 0, (c'est à dire pour une grande 

viscosité), tous les mouvements sont amortis avec e-Kz. 
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(ii) Pour X grand, trois des trajectoires (qu'on appellera (C1 ), (C2 ), (C3 )) s'éloignent à 

l'infini: comme la partie imaginaire du ifJ; correspondant est infinie, ces ifJ; 

définissent des mouvements amortis : il s'agit d'amortissements rapides. Puisque ces 

mouvements sont définis pour des grands nombres de Reynolds, les trois. ifJ; 

correspondants sont associés à des comportements de couches limites. En particulier, 

de tels mouvements existent seulement dans les voisinages immédiats de frontières 

telles qu'une surface libre ou une paroi éventuellement présente dans le domaine de 

1' écoulement. 

(iii) La dernière trajectoire (qu'on appellera ( C0 )) décrit, pour X grand, un autre 

mouvement plus complexe. Notons rfJ: la limite du rp-~ correspondant -pour X infini. 

Suivant le signe de ifJ; 2 
, l'écoulement correspondant est soit oscillatoire non amorti, 

soit amorti sans oscillation. Comme faire tendre X vers 1' infini revient à examiner le 

cas Re~ oo, c'est à dire le cas du fluide parfait, ces deux types de mouvement sont 

ceux que l'on peut obtenir en fluide parfait. 

Cependant, il peut exister, pour des valeurs de X autres que celles tendant vers 0 ou 

vers l'infini, une racine réelle, appelée rp*' (associée à la racine v/). Cette racine, quand elle 

existe, décrit le seul mouvement oscillatoire non amorti existant dans le fluide dissipatif 

L'existence d'un tel écoulement est due au caractère double diffusif du problème 

présent, et représente la différence qualitative essentielle entre ce problème de fluide 

hétérogène et le problème de fluide pur (voir, par exemple Bois, 1979). De ce point de vue 

physique, il est associé au fait que le principe d'échange des stabilités n'est pas valable dans 

ce problème (voir note (1)). 

[(1) Le principe d'échange des stabilités démontre que les écoulements instables convectifs n'existent en fluide 

dissipatif pur que s'ils sont stationnaires : ici, l'existence de la racine tjJ* montre que l'on peut en trouver 

également qui soient non stationnaires, propriété qui n'est pas surprenante lorsque l'on se rappelle que les 

écoulements double diffusifs ne vérifient pas le principe d'échange des stabilités]. 
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Nous avons inséré dans l'Annexe 3, des données utilisées pour le problème avec des 

valeurs numériques bien précises. En effet, nous avons pu, grâce à un programme numérique 

de résolution d'une équation complexe de degré quatre à coefficients complexes (méthode de 

Müller), représenter numériquement les chemins suivis par les racines dans le plan complexe. 

Ce travail nous a permis de vérifier et confirmer les résultats que nous obtenions 

théoriquement. 

Notons, pour finir que, puisque Re(Ç) ~ 0 quand Ç ~ oo, les petites valeurs de X 

correspondent aussi à une altitude infinie. 

Par conséquent, tous les écoulements sont amortis par viscosité à une altitude infinie, ce 

qui est conforme à l'intuition physique. 

Désormais, le comportement global des écoulements est complètement décrit à l'ordre 0 

en 8 : l'étude des termes d'ordre 1 en 8 serait utile uniquement afin de décrire le voisinage 

d'éventuels points tournants ou des niveaux critiques pour une petite viscosité. 
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Chapitre 3 Un problème de Rayleigh-Bénard humide en convection peu profonde 

1- Introduction 

Nous appliquons, dans ce chapitre, les équations établies précédemment au problème de 

Rayleigh-Bénard en convection peu profonde. 

On peut en effet s'attendre à obtenir, pour ce problème, des conclusions différentes de 

celles du problème de Bénard classique, compte tenu du fait que l'étude des ondes 

périodiques faite au Chapitre 2 a permis d'identifier dans le milieu des mouvements 

périodiques (donc instationnaires) qui ne sont pas non plus atténués en espace. 

De tels mouvements, si nous les faisons apparaître dans un problème d'instabilité 

convective, caractérisent une instabilité oscillatoire qui n'existe pas dans le problème de 

Bénard. 

Le problème de Rayleigh-Bénard classique consiste à considérer une couche mince d'un 

fluide dilatable comprise entre deux niveaux horizontaux s'étendant à l'infini, maintenues à 

des températures différentes. La température du niveau inférieur est plus élevée que celle du 

niveau supérieur. Le fluide, au voisinage de ce niveau, est plus dense et tend à descendre, 

alors que le fluide plus chaud tend à monter. Il se forme ainsi, des courants qui accroissent 

1' échange de chaleur entre les parties froides et chaudes lorsque la différence de température 

entre les deux surfaces dépasse une valeur critique. 

Ce phénomène, qui est très répandu dans la nature, peut être mis en évidence, aussi bien 

dans les comportements des fluides atmosphériques ou géophysiques, que dans la formation 

de petits cristaux, ou l'évaporation d'une couche fluide, etc .. Le phénomène, qui est dû 

essentiellement à la variation de masse volumique en fonction de la température, est 

applicable au milieu considéré ici, mais avec une masse volumique dépendant à la fois de la 

température et de la concentration d'eau. 
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L'étude de l'apparition de l'instabilité convective pour notre milieu peut alors être 

décrite à l'aide d'un nombre de Rayleigh Ra et d'un nombre de Rayleigh humide Rh. On 

cherchera à identifier dans l'espace des paramètres (Ra, Rh) des zones d'instabilité 

stationnaire et d'instabilité oscillatoire. 

Après avoir rappelé la formulation du problème de Rayleigh-Bénard humide, pour le 

problème double diffusif (§2), nous en écrivons les conditions aux limites de surfaces libres. 

Nous étudions alors les différentes instabilités stationnaires et oscillatoires pouvant se 

manifester, puis nous examinerons ensuite les restrictions induites par la loi d'état (§4). 

Nous finirons (§5) par interpréter les résultats et tirer les conclusions qualitatives ou 

d'ordre physique. 

2- Formula-tion du problème de Rayleigb...:Bénard humide 

L'étude de l'apparition de l'instabilité convective dans le milieu air humide saturé peut 

être, nous le verrons, décrite à l'aide de deux nombres de Rayleigh: un nombre de Rayleigh 

Ra et un autre nombre de Rayleigh humide Rh, définis par la suite en fonction de N 2 et r. 
Les hypothèses générales sont celles du Chapitre 2 : petites concentrations d'eau liq_uide 

et de vapeur d'eau (d~ordre de grandeur q0 ) et petit nombre de Schmidt S*, tel que 

s* = q 0S . En revanche, on ne précise rien sur 1 'ordre de grandeur de la chaleur latente de 

vaporisation Av , le nombre de Reynolds Re, ou le rapport r des diffusivités dans le milieu. 
0 

Les conditions de formation de l'instabilité sont alors établies dans le plan (Ra, Rh) en 

fonction de l'état statique du milieu, ainsi que des caractéristiques phénoménologiques 

comme la chaleur latente de vaporisation et le rapport des diffusivités (calorifique et due à 

l'hétérogénéité) de l'air nuageux. 
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2-1 Modèle double diffusif et équation 

Dans ce paragraphe, une convection libre peu profonde dans une couche d'épaisseur 

finie est considérée. Cette épaisseur est choisie comme l'échelle verticale L de nos équations, 

L 
qui est .donc supposée petite devant l' -échelle atmosphérique H : le rapport 8 = H définit le 

modèle Boussinesq. 

Etant donné que le comportement global des écoulements est totalement décrit à l'ordre 

0 en 8 , les coefficients lentement variables des équations du système considéré sont 

approchés par leurs valeurs en z = 0, hypothèse liée elle-même à ce que l'on s'intéresse à une 

convection peu profonde. 

Ces valeurs sont données en z = 0 par : 

- P;(O) = Ro(O) = l'o(O) = 1, 
r -1 

P0(0)=-, 
r 

(3.1) 

On a désigné par q0 la concentration de vapeur d'eau dans le milieu en équilibre au 

niveau de référence z = 0 . 

Les équations du système considéré sont les huit équations (2.17)-(2.22), aux huit 

inconnues ii , p, j5, T, qv, qg , dans lesquelles qg ne figure uniquement que dans 

l'équation algébrique (2.22). 

Les coefficients lentement variables sont alors remplacés dans les équations (2.17)­

(2.22), par leurs valeurs indiquées compte tenu des formules (3.1). 
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Nous faisons de plus l'hypothèse que q0 << 1. Cette hypothèse permet de simplifier 

quelques coefficients dans le système des équations (2.17)-(2.22), mais cette simplification 

doit être faite avec certaines précautions, compte tenu du fait que, pour certaines formules, 

elle introduit en même temps une singularité. 

On pose alors : 

(3.2) 

En utilisant les nouvelles notations, le système linéarisé autour de 1' état de repos, 

associé aux équations (2.17), (2.18), (2.25), (2.26), (2.22), et l'équation (A2.8), prennent les 

nouvelles formes : 

V·ii=O, 

ai 1 
- + Vp- = -pk· +- t\ii a Re , 

~ A A IL -1 
r.Afv -r vo AT- voro A A -+w =--il + Llq 
â RePr ReS v' 

&_2 1- Po A 

-+wN =--AT +--Mj 
â RePr ReS v' 

Les valeurs (constantes) des paramètres ont déjà été citées auparavant. 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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Les deux facteurs d'instabilité du milieu (formules (2.30)) prennent maintenant les 

valeurs constantes suivantes: 

r = Q~ +Av __ r_, 
" r -1 

Notons aussi que maintenant : 

N 2 = 1 + 1:.' 0 , (3.9) 

(3.10) 

Le système est ensuite résolu en effectuant une analyse du problème en modes 

normaux, procédé classique pour un problème de stabilité linéaire : étant donné que les 

conditions aux limites sont indépendantes de x et de y, nous recherchons une solution du 

système (3.3)-(3.8) de la forme (2.27), qui s'écrit: 

(~ ~ ~ ~ ~ T~ A ) - (U v w p R T Q) i(at-kx-hy) u,v,w,p,p, ,qv - , , , , , , e , (3.11) 

où U, V, etc. ne dépendent que de z. k et h sont les composantes du vecteur d'onde 

horizontal, a est une fréquence, qui, au seuil d'un état instable, doit être réelle. 

Après calculs, les inconnues peuvent être éliminées successivement, et ainsi, les 

équations se réduisent à une seule équation satisfaite par W (on le rappelle, W est la vitesse 

verticale du milieu), qui n'est autre que l'équation (2.28) du Chapitre 2, mais avec des 

coefficients constants. 
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On obtient, en définitive, l'équation de degré huit suivante: 

1 8 ia (Av0 J1o -1 1 1 ) 6 a
2 

( 1 Av0 J1o - 1) 4 ---DW+-- +----DW+- 1+-+ DW 
Re3 SPr Re 2 S Pr PrS Re Pr S 

[ 

3 K
2 

2 K
2 

{ 2 2 }] 2 + -ia +--(r-A" N )--
8

(1-Av) p 0 (r-Av N )+N D W 
RePr -o Re . o o 

(3.12) 

où K 2 et D 2 sont donnés par les formules (2.29). 

L'équation (3.12) peut, à nouveau, être réduite à une équation ayant une forme plus 

simplifiée, en introduisant les paramètres : 

Rh= PrRe2 r•, 
(3.13) 

s 
r= Pr · 

Le nombre Ra est le nombre de Rayleigh de l'écoulement (positif si N 2 est négatif). 

Compte tenu de ce que Q~w = -(r- Av
0
N 2

) (voir ci-après, formules (3.35) à (3.37)), le 

nombre Rh est le nombre de Rayleigh humide, rapporté au gradient total d'eau (liquide + 

vapeur), de signe opposé à celui de ce gradient. 

Le nombre r est le rapport des deux diffusivités du milieu (l'une calorifique, l'autre 

due à l'hétérogénéité). 

Réécrite avec les nouvelles notations (3.13), la forme réduite de l'équation (3.12) 

s'écrit: 
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D 8W +fa- Re[Pr(Avo.UO -1) + T Pr-1]D
6
W + a- 2 Re2 Pr{-r(1 + Pr) + Av

0
Jlo -1}D4 W 

+ [-ia 3 
Re

3 
-rPr

2
- K

2 {Ra(Avo -1)- Rh[.u&(Avo -1) + -r]})n
2
W 

+iaK2 Re-rPr(Ra-Rh)W = 0. (3.14) 

Le système (3.3)-(3.8) est un système double di:tfusif avec effet Soret et effet Dufour: il 

n'est pas possible d'établir pour lui un théorème d'échange des stabilités (qui, d'ailleurs, n'est 

pas satisfait, voir remarques faites dans l'introduction). 

Afin d'examiner les instabilités de ce système, relativement à des conditions aux limites 

données, le seul moyen est d'en examiner successivement les instabilités stationnaires et les 

instabilités oscillatoires, séparément. 

2-2 Conditions aux limites 

Bien que ce cas ait un caractère académique, il est plus commode de s'intéresser à un 

milieu bordé par deux surfaces libres, qui permettront d'identifier aisément les seuils 

d'instabilité. En effet, les conditions de surface libre pour le problème de Bénard sont le cas le 

plus simple des conditions aux limites associées à l'équation (3.14). 

Notons que ces « surfaces libres » ne sont pas les frontières d'un nuage, mais des 

surfaces libres au sens Boussinesq classique, c'est à dire des surfaces sur lesquelles on a 

1' annulation de la vitesse verticale et de la perturbation de pression : considérer des surfaces 

libres, dans ce cas, présente l'avantage de permettre d'obtenir des solutions simples du point 

de vue analytique. 

Si nous écrivons la continuité de la température et de la concentration à ces limites, les 

autres conditions aux limites sont standard (voir, par exemple, Drazin et Reid, 1981). 
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Finalement, nous supposons : 

T= 0, en z=O et z=L (3.15) 

T et qv désignent les deux perturbations de température et de concentration de vapeur. 

Les deux premières relations expriment les conditions de surfaces libres dans 1' approximation 

de Boussinesq, les deux autres restantes traduisent, quant à elles, 1 'annulation sur cette surface 

des perturbations de température et de concentration de vapeur : elles expriment la continuité 

de la température et de la concentration de vapeur à la traversée de la surface libre. 

Bien que le problème ainsi posé soit un peu artificiel, la solution de ce problème permet 

d'inférer qualitativement celle d'un problème à conditions aux limites plus réalistes. 

Les conditions (3.15) sont satisfaites par des solutions particulières de l'équation (3.12) 

de la forme: 

W = A sinmz:z, (3.16) 

où A est une constante, et n un entier tel que n 2: 1 . 

On considère donc ces solutions dans ce qui suit. 

3- Problème auxiliaire 

3-1 Définition du problème auxiliaire 

Nous allons alors, dans un premier temps, réduire notre problème, afin d'identifier dans 

l'espace (Ra , Rh ) défini par nos deux nombres de Rayleigh, des zones d'instabilité 

stationnaire et des zones d'instabilité oscillatoire (nous envisageons plus loin comment le 

problème complet se rattache à ce problème réduit). 

Le problème réduit est donc défini par l'équation (3.14), abstraction faite des 

restrictions pouvant s'exercer sur les paramètres qui la définissent. 
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Les solutions de 1 'équation sont recherchées dans la famille (3 .16). 

L'équation (3.14) possède des solutions stationnaires de même que des solutions 

oscillatoires, que l'on pourra identifier par une procédure classique de l'instabilité double 

diffusive (voir, par exemple, Drazin et Reid, 1981). 

En réinjectant la forme des solutions particulières (3.16) dans l'équation (3.14), on 

obtient 1 'équation algébrique suivante : 

Q 8
- ÎŒ Re[Pr(Av

0
Jlo -1) + r-Pr-1]Q6 + o-

2 Re2 Pr{-r(1 + Pr)+ Av
0
flo -1}Q4 

+ Iio-3 Re3 
T Pr2 + K 2{Ra(Av

0 
-1}- Rh[.uo-(Avo -1} +-r]}]Q2 

+io-K2 Rer-Pr(Ra-Rh) = 0, (3.17) 

où l'on a posé: 

(3.18) 

On examinera, tout d'abord, les solutions de (3.17), au voisinage du seuil d'instabilité. 

Ce problème ne possède une solution non triviale que pour des valeurs particulières de 

Œ, appelées en général valeurs propres associées à A, amplitude de la perturbation. 

Ces valeurs propres sont définies comme les racines de 1' équation caractéristique (3 .17), 

dite équation de dispersion. 

3-2 Solutions stationnaires 

Pour un départ d'instabilité stationnaire, correspondant au cas o- = 0, l'équation (3.17) 

se réduit à: 

Q6 
-2 = -Ra(Av -1) + Rh[..uo(Av -1) + -r]. K a • 

(3, 19) 
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Pour une valeur donnée de K, la valeur minimale pour laquelle il existe des modes 

normaux, correspond à n = 1 . 

On pose, dans (3 .19), pour plus de facilité : 

Le seuil d'instabilité se détermine en annulant la dérivée : 2 dans (3.20). 

Après calculs, le nombre d'onde Kc du mode associé est obtenu pour: 

et on a alors pour (3 .20) : 

On retrouve l'interprétation de ces résultats de calculs sur la Figure 3.a. 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

Le minimum absolu du nombre de Rayleigh est atteint pour n = 1 (c'est seulement là 

que l'on voit arriver cette condition), et on a finalement: 

1[ 

K =-R~22214 
c J2 ' ' 

(3.23) 

271C4 

Rac =--~65751 4 ' . 
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f ( Ra,Rh) 

4 
27.21t 

4 

271t 

·4 

0 

n=3 

2 
K 

Figure J.a Diagramme de stabilité de l'instabilité de Rayleigb-Bénard obtenu quand les paramètres sont 

le nombre d'onde K et les deux nombres de Rayleigh. Le seuil d'instabilité est atteint pour une valeur de 

Kc correspondant au minimum de la courbe: Kc = ~ et j(K2
) = 27

K

4 

• 
'1/L. 4 
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Ces données permettent de fournir le résultat suivant: l'équation (3.14), avec les 

conditions aux limites (3. 15), possède des solutions stationnaires si, alors, est satisfaite 

1' inégalité : 

[ ] 
27;r4 

Rh f1o (A - 1) + T - Ra(A - 1) ~ --. 
~ ~ . 4 (3-.24) 

Dans le plan (Ra , Rh ), pour des valeurs réalistes des paramètres ( f-lD ~ 0, A>.!o ~ 1 ), 

cette inégalité (3.24) définit une région d'instabilité stationnaire. Cette zone, représentée sur la 

Figure 3.b (voir page 65), est délimitée par la droite XY ; la partie stable correspond à la 

région située au-dessous de la ligne XY. 

3-3 Solutions oscillatoires 

L'équation (3 .14) possède également des solutions oscillatoires. C'est le cas 

correspondant à u réel, différent de zéro. 

Pour de telles valeurs de u, 1 'équation (3 .17) possède une partie réelle et une partie 

imaginaire qu'il convient d'annuler séparément. En éliminant la racine u = 0 (puisqu'elle 

correspond au cas précédent), on obtient alors les deux équations qui, respectivement, 

représentent l'annulation de la partie réelle et l'annulation de la partie imaginaire: 

(3.26) 

De la partie imaginaire (3.26), on peut déduire une expression de u 2 Q: en fonction de 
K 

~: qu'on remplace alors dans la partie réelle (3.25}. Ainsi, en éliminant u 2 entre les. deux 

équations, on obtient, après un petit calcul, la relation satisfaite par les deux nombres de 

Rayleigh: 
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Q6 1 1 

K 2 -(Av f.1o -1 + r)(Av f.1o -1 + r--P +rPr) r o o - r 

= Ra{r(l + Pr) + Avo (J.Io -1)}- Rh(J.Io -1 +rPr). (3.27) 

Q6 27;r4 
Or, la plus petite valeur de K 2 telle que soit satisfaite (3 .27) est la valeur 

4 

(correspondant à n = 1, même argumentation que pour l'instabilité stationnaire). 

Ainsi, les solutions oscillatoires de l'équation (3.14) doivent vérifier deux conditions. 

(a) D'une part, pour u 2 donné par (3.26), le couple (Ra, Rh) doit vérifier l'inégalité: 

(3.28) 

L'équation (3.14), avec des conditions aux limites (3.15), possède des solutions 

oscillatoires si l'inégalité (3.28) est vérifiée. 

En prenant en compte le fait que, pour des valeurs réalistes des paramètres, le 

dénominateur du premier membre est positif, le coefficient de Ra est alors positif, et celui de 

Rh est négatif 

La relation (3 .28) traduit le fait que le point figuratif du plan (Ra, Rh) doit se trouver 

dans la zone située à la droite de la droite UV de la Figure 3.b. 

La droite UV coupe la première droite .xT en un point A qui est le point polycritique 

du problème. 

(b) Il reste, d'autre part, à vérifier que, lorsqu 'un régime d'oscillation est établi, la quantité 

0'
2 est positive (puisque u réel différent de zéro). 

Pour obtenir les restrictions qu'impose la condition 0'
2 z 0, nous procédons de la 

manière suivante: nous partons de la partie réelle (3.25) et de la partie imaginaire (3.26) dans 

lesquelles nous posons u 2 = 0. Nous avons alors: 
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Q6 
- = Rhf u (A - 1) + r-]+ Ra(l- A ) K2 lro v6 v0 ' 

(3-.29) 

(3..30) 

La quantité ~: est éliminée entre les deux équations (3-.29) et (3.30} (en divisant par 

exemple (3.30) par (3.29)), et on déduit la relation entre les deux nombres de Rayleigh: 

.Ra[(l- Av
0
){Pr(Av

0
Jlo -1) + rPr-1}- rPr] 

= {[(1- AvJJ.l,o- rj[(Av
0

J.l,o -1)Pr+ r Pr-1] + r Pr}Rh. (3.31) 

Ainsi, la condition CY
2 ~ 0 impose une nouvelle restriction: CY

2 n'est positif sur la 

droite-seuil que si est satisfaite une deuxième inégalité : 

(3.32) 

Cette nouvelle inégalité définit une deuxième frontière à la zone d'instabilité 

oscillatoire. 

En définitive, la discussion permet d'identifier dans le plan (Ra, Rh) deux principales 

régions d'instabilité pour le problème réduit, l'une stationnaire et l'autre oscillatoire. Pour des 

valeurs réalistes des paramètres r, Pr et Av , ces zones ont qualitativement l'allure donnée 
0 

sur la Figure 3.b. On distingue, par conséquent: 
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(i) la région (I), région de stabilité : cette région est située au-dessous de la droite .xy ; 

(ii) la région (II), région où l'instabilité est stationnaire: cette région est située au-dessus 

de la droite XY ; 

(iii) la région (III), enfin, région où l'instabilité est oscillatoire : cette région correspond à 

la zone intérieure de l'angle UAZ. 

On remarquera que dans la zone d'instabilité oscillatoire, on retrouve toujours en même 

temps l'instabilité stationnaire. 

Le point A est le point critique du problème: c'est le point où coalescent les deux 

instabilités oscillatoire et stationnaire. L'étude complète de ce point nécessiterait une étude 

faiblement non linéaire de son voisinage, en requérant une analyse asymptotique particulière 

avec développement intérieur (voir, par exemple, Baines et Gill, 1969 ou Knobloch et 

Proctor, 1981). 

L'existence de ce point est spécifique de la propriété de diffusion croisée dans le milieu. 

Les résultats sont représentés sur la Figure 3.b : celle-ci n'est pas à l'échelle, afin de mieux 

différencier les diverses régions. 

Notons que les trois droites XY, UV et ZT sont concourantes en A, dont les 

coordonnées exactes sont: Raa = 790,7, Rha = 13,676. 

Nous avons utilisé pour cela, des valeurs numériques correspondant à des données 

réelles (nous avons utilisé les valeurs numériques du Tableau 1 de l'Annexe A3). 
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Figure 3.b Zon~ d'instabllité du problème de convection nuageuse dans le plan (Ra, Rh) : (1) stabilité; 

(Il) instabilité stationnaire ; (Dl) instabilité oscillatoire. Le diagramme est uniquement qualitatif afm de 

montrer. graphiquement les diverses régions. Pour les valeurs numériques correspondant à des données 

réelles, les coordonnées du point critique A sont : Raa#190,1 , Rha#13,616. 
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Nous avons donc obtenu pour le problème réduit les différentes zones d'instabilité. 

Cependant, les solutions du problème réduit ne sont pas celles du problème donné, auquel il 

est alors nécessaire maintenant de revenir. 

4- Problème réel 

Nous revenons, dans ce qui suit, au système réel : Rh est lié à la distribution de 

gradient de concentration (voir ci-dessous) de sorte que la zone de validité de la solution dans 

le plan (Ra, Rh) doit être réexaminée. 

Par ailleurs, il s'agit d'introduire dans le système l'équation (3.7), que l'on a négligée 

jusqu'à présent. 

4-1 Restrictionsinduitespar la loi d'état 

Nous rappelons, avant de revenir à l'équation (3.14), que le système (3.3)-(3.8) est? par 

rapport au système linéarisé exact, une approximation écrite sous l'hypothèse q0 << 1. 

L'équation (3.7) qui est la loi d'état, montre en particulier que la quantité ji+ T est 

d'ordre de grandeur q0 • Ainsi, les conditions aux limites du problème étant homogènes, une 

telle condition peut être satisfaite si toutes les inconnues figurant dans le système [(3.3), (3.4), 

(3.5), (3.6)~ (3.8)] sont de ce même ordre de grandeur. 

On peut alors, en séparant qg des autres variables, poser dans le système d'équations 

[(3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.8)]: 

,...._. * ,.. • 
P = qop > qv = qoqv' (3.33) 

Les nouvelles variables étoilées vérifient le même système [(3.3), (3.4), (3.5), (3.6), 

(3.8)], tandis que l'approximation de (3.7) s'écrit : 

* r* ~ p + =-qg. (3.34) 
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Examinons, par ailleurs, le gradient d'eau total dans l'état statique. Ce gradient est 

appelé Q~w. 

Pour pouvoir l'exprimer maintenant ici, il faut rappeler qu'il est la version statique de 

l'équation (1.40), écrite en utilisant les relations (2.15) (l'équation (1.40) est la relation qui 

exprime les variations de la phase liquide en fonction des variations de pression, de vapeur et 

de température), qui fournit : 

et qui s'écrit ici, en première approximation, compte tenu de q0 << 1, Q0g ~ 1, QOv ~ q0 et 

y-1 
P'=-Ro =-1 P =- r_ = 1 o , o r , o 

d'où: 

(3.36) 

(3.37) 

Les deux formules (3.36) et (3.37) justifient tout d'abord l'affirmation faite plus haut: 

que Rh n'est autre qu'une normalisation du gradient d'eau total dans l'état statique. 

Elles impliquent ensuite, que, pour q 0 < < 1 , le nombre de Rayleigh humide Rh est petit 

et du même ordre: ce n'est donc que dans cette hypothèse qu'il est réaliste d'étudier 

1' instabilité. 
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4-2 Domaine de validité de la solution 

On observe, suite à ce qui précède, que les solutions du problème précédent ne sont à 

considérer que dans l'hypothèse: 

IRhl <<1. (3.38) 

La solution calculée au paragraphe 4-1 ne doit donc être prise en compte que sous la 

condition (3.38). 

(a) L'instabilité stationnaire est définie dans un domaine qui coupe toujours l'axe des Ra : 

le voisinage de cet axe est donc, en toute circonstance, un domaine d'instabilité possible. 

En fait, si l'on fait tendre Rh vers 0, on voit qu'à la limite Rh= 0 (qui englobe le cas 

q0 ---j- 0 ), on a un domaine d'instabilité qui se réduit à la demi-droite Ra< -(Av -1) : 
0 

cette instabilité est celle que l'on aurait si on n'avait pas la diffusion due à 

1 'hétérogénéité. 

Par ailleurs, la propriété d'instabilité pour Ra< 0 (au lieu de Ra> 0 comme c'est le cas 

en milieu homogène) est due au facteur Av. -1, c'est à dire, en fait, au changement de 

phase qui accompagne obligatoirement la convection : en ce sens, on peut dire que 

l'instabilité stationnaire est étroitement corrélée à la propriété de changement de phase du 

milieu. 
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(b) L'instabilité oscillatoire, qui n'existe que dans la zone angulaire UAZ du plan (Ra, 

Rh), n'existe qu'en même temps qu'une instabilité stationnaire. Comme il s'agit 

d'instabilité linéaire, elle n'existe, pratiquement, qu'au point polycritique A du 

problème. Elle est donc à 1 'origine de phénomènes de bifurcation comme on en rencontre 

classiquement dans 1' étude non linéaire de ces points (voir par exemple Knob loch et 

Proctor, 1981 ). 

En pratique, l'instabilité oscillatoire ne peut exister que si la coordonnée Rh de A, soit 

Rha, vérifie la condition (3.38). Or, pour les valeurs pratiques de la Figure 3.c pour 

lesquelles q0 = 10-3
, on a Rha = 13,676 : la condition (3.38) n'est pas vérifiée mais on peut 

souligner qu'elle n'est pas loin de l'être. 

C est seulement un examen fin des valeurs de Rha en fonction de T qui permettrait de 

conclure: dans l'étude présente, on peut conclure que la zone d'instabilité oscillatoire, 

conséquence de la double diffusivité, peut exister ou ne pas exister, selon les valeurs de 

l'intensité de la concentration d'eau dans le milieu. 

Les résultats sont résumés sur la Figure 3.c pour des valeurs numériques réalistes des 

données correspondant à un nuage atmosphérique (voir Annexe 3). 

Dans le cas de la figure, l'instabilité oscillatoire n'existe pas, mais comme noté plus 

haut, on peut trouver des valeurs de q0 pour lesquelles elle existerait. 
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" " " " " " " 2 , " (cr = 0) 
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Rh 

instabilité 
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Figure 3.c Conclusions du problème réeL Les échelles ne sont pas respectées sur cette figure mm de faire 

apparaître plus explicitement les différentes zones. Ces zones sont : 

(1) instabilité oscillatoire ; (Il) instabilité stationnaire. 

Les coordonnées du point critique A sont : Raa#790,1, Rha#l3,616, celles de B sont : Rab#-35, 

Rhb = 0. La zone réaliste est la zone hachurée du plan. Le point polycritique A du problè,ne se trouve en 

dehors du domaine de réalisme de la solution. Les droites XY, UV et ZT sont respectivement çe11es 

d'équations données par (3.24), (3.28) et (3.32), où l'on remplacerait les inégalités par des égalités. 
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5- Interprétations et conclusions qualitatives ou d'ordre physique 

On peut alors interpréter les résultats obtenus: tout d'abord, la validité du problème 

étudié n'est reconnue gue si Rh et q0 sont petits, du même ordre de grandeur. Ainsi, le point 

polycritique du problème (point A de la Figure 3.c) n'appartient pas, en général, dans le plan 

(Ra, Rh), au domaine de validité des solutions obtenues. Il peut y appartenir si q 0 n'est pas 

très petit. 

En ce qui concerne les conclusions obtenues, le système considéré n'est ordinairement 

instable que par une instabilité stationnaire. (Exceptionnellement, et si le point A appartient 

au domaine d'instabilité, il peut y avoir également une instabilité oscillatoire, mais l'étude du 

voisinage de A doit alors être faite par une analyse faiblement non linéaire). 

La conclusion d'instabilité stationnaire est en accord avec l'observation courante que la 

forme des nuages dans le ciel est (aux mouvements de celui-ci près), une forme figée. 

On peut également rattacher à cette conclusion la constatation que le nuage convectif de 

vapeur d'eau qui se forme au-dessus d'une centrale atomique est apparemment stable. 

Les conclusions ci-dessus ont un caractère différent de celles d'un simple problème 

d'instabilité : par exemple, pour q0 << 1, dans la région (Il) du plan (Ra, Rh), le domaine 

réellement instable n'est pas défini autrement que par un ordre de grandeur. Dans le cas où q0 

n'est pas petit, la détermination des régions d'instabilité doit être faite par l'étude directe de 

1' équation de dispersion associée à (3 .12). 

75 



Chapitre 3 Un problème de Rayleigh-Bénard humide en convection peu profonde 

En fait, il faut souligner que le cas« q0 non petit» n'a pas réellement de sens physique, 

parce que l'hypothèse de mouvement non précipitant ou celle de fluide constamment saturé 

(ou les deux) ne sera plus satisfaite dans ce cas. 

Pour la résolution d'un problème pratique, les variations de Rh devraient être bornées 

par des contraintes portant sur la valeur de qg ou de q L exprimant ces conditions. Ainsi, 

d'autres phénomènes que la simple convection peuvent venir interférer avec la convection 

dans ce cas. 

Précisons, enfin, pour terminer, que l'hypothèse (2.24) faite sur le nombre de Schmidt 

n'est pas très contraignante dans la mesure où aucune hypothèse n'a été faite sur le paramètre 

de diffusivité T. Toutefois, l'examen de l'ordre de grandeur du paramètre T peut conduire à 

d'autres conclusions pratiques, portant par exemple, sur la localisation des zones d'instabilité. 
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Conclusion générale 

Conclusion générale 

L'étude qui précède a mis en évidence l'influence des propriétés de double diffusivité 

sur l'instabilité convective d'un milieu où règnent les influences combinées de la conduction 

de chaleur et de la diffusion de vapeur, elle-même mêlée à un changement de phase. Dans la 

réalité, cette configuration est assimilée à un nuage. 

Les équations de mouvement ont été décrites en utilisant une formulation asymptotique 

qut est l'approximation de Boussinesq. Nous rappelons les principales hypothèses 

utilisées dans la présente étude : 

(i) l'atmosphère humide est considérée comme un milieu continu et l'eau liquide est 

traitée comme un aérosol, de pression négligeable ; 

(ii) il existe un état statique du milieu où les variables ne dépendent que de l'altitude 

rapportée à une échelle significative de cet état (ici, l'échelle atmosphérique); 

(iii) l'échelle caractéristique verticale des mouvements est petite devant l'échelle 

atmosphérique. 

Sous ces conditions, les deux équations de dissipation ont été réduites à un système 

double diffusif, satisfait par les inconnues principales du milieu qui sont la température et la 

concentration de vapeur d'eau. 

Nous avons introduit des hypothèses supplémentaires simplificatrices, et en particulier, 

celle de petites concentrations d'eau et de vapeur, de même qu'un nombre de Schmidt du 

même ordre de grandeur que q0 , celle de la concentration de vapeur. 
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Conclusion générale 

En linéarisant autour de l'état de repos, et en introduisant les paramètres caractéristiques 

(qui sont le nombre de Rayleigh Ra et le nombre de Rayleigh humide Rh), ces équations ont 

été réduites à une seule équation d'ordre huit. 

Afin de poursuivre l'étude de la nature double diffusive du problème, nous avons choisi 

des conditions aux limites de surfaces libres (plus simples du point de vue analytique). Nous 

avons vu que, dans le cas de la convection profonde, il peut exister, malgré la dissipation? des 

mouvements linéarisés périodiques : cette conclusion est, en fait, liée à la nature double 

diffusive du phénomène ; on peut, en effet, la rapprocher de la conclusion analogue obtenue 

dans le problème de convection thermohaline (Turner, 1973) pour lequel on obtient également 

des ondes périodiques à la fois en temps et en espace (« instabilité oscillatoire»). La 

conclusion obtenue ici est plus précise, parce qu'elle se révèle exacte non seulement en milieu 

peu profond mais également en milieu profond. L'atténuation, avec 1' altitude, de tels 

mouvements, ne pourrait être recherchée qu'à des distances d'ordre beaucoup plus élevé que 

dans les ondes de gravité classiques. 

Dans le problème d'instabilité en milieu peu profond, nous avons établi alors les 

conditions d'apparition de l'instabilité dans le plan (Ra, Rh), en fonction de l'état statique et 

des caractéristiques phénoménologiques du milieu. 

On obtient alors les résultats suivants : 

(a) L'instabilité qui apparaît dans le milieu est en général stationnaire. Lorsque Rh est 

suffisamment petit, cette instabilité se produit pour les valeurs négatives de Ra , ce qui est 

dû à la présence du facteur Av - 1 dans la formule (3 .24). On voit apparaître ainsi le rôle 
0 

stabilisant du nombre de Rayleigh, rôle que l'on retrouve dans d'autres problèmes 

comportant des changements de phase (combustion par exemple). 

(b) Exceptionnellement, des instabilités oscillatoires peuvent apparaître, mais les conditions à 

satisfaire sont assez nombreuses (Rh suffisamment important, et, dans ce cas, 

uniquement les valeurs critiques de Ra et Rh) pour que ces instabilités ne soient 

qu'exceptionnelles. 
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Conclusion générale 

L'ensemble de ces deux conclusions justifie l'observation courante que la forme des 

nuages dans le ciel est une forme figée, se présentant soit en rouleaux, soit en cellules (voir la 

photographie de présentation du mémoire). 

On obtient de plus la nécessité !Rh!<< 1 : en réalité, cette condition est tout à fait 

réaliste, puisque, Rh étant du même ordre que la concentration d'eau, pour une concentration 

d'eau plus élevée, la modélisation de l'eau liquide par un aérosol ne serait plus justifiée. Il 

pourrait se former un nouveau phénomène qui serait 1' apparition de la pluie, c'est à dire la 

prise en compte à partir d'un certain seuil, de la pesanteur sur la phase liquide. 

Finalement, les conclusions les plus marquantes du point de vue pratique restent les 

suivantes: 

1. la stabilité inconditionnelle du nuage lorsque le nombre de Rayleigh est positif et que 

l'humidité n'est pas homogène; 

2. l'existence des mouvements d'instabilité stationnaire dus à la présence de l'humidité dans 

des zones où le nombre de Rayleigh est négatif, c'est à dire qui seraient statiquement 

stables si le milieu n'était pas humide. 

Quelques conclusions ou quelques conditions obtenues dans ce travail peuvent 

permettre d'en dégager également quelques perspectives: par exemple, l'existence d'une 

instabilité à la fois stationnaire et oscillatoire lorsque A existe : l'étude de l'instabilité 

faiblement non linéaire serait probablement intéressante dans ce cas, mais peut-être aussi un 

développement (encore) plus poussé par rapport au paramètre q0 • 

Une autre question peut être également celle de la modélisation de la contiguïté d'une 

zone saturée (nuage) avec une zone insaturée (air clair): un problème de ce type a été étudié 

par Bretherton (1988) mais dans des conditions différentes. La présente étude permettrait 

d'examiner les conditions de couplage entre deux instabilités. 
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Conclusion générale 

Enfin, un troisième problème, réaliste lui aussi, peut être la description d'une frontière 

de nuage comportant une discontinuité de concentration d'eau: des réflexions de surface libre 

devraient alors être envisagées, mais 1' écriture des conditions aux limites pourraient être 

moins simples. 

Parmi les conditions imposées dans la présente étude, il faut noter celle qui porte sur le 

nombre de Schmidt : le fait que -r ne joue pas de rôle particulier dans les conclusions du 

problème d'instabilité peut faire penser que cette condition est peu contraignante, mais sa 

validité devrait en tout état de cause être confirmée. 
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Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de 1 'air humide 

1- Equation de Gibbs-Dohem 

1-1 Loi d'état de l'air humide 

La relation de Gibbs-Duhem prend, compte tenu du milieu, la forme: 

(Al.l) 

Pour une transformation réversible infinitésimale du milieu, du fait de l'hypothèse de 

saturation, les deux enthalpies libres gL et gv sont égales. Posons dqw = dqL + dqv : qw est 

la concentration aqueuse totale dans le milieu. On a dq g + dq w = 0, de sorte que (ALI) peut 

également s'écrire: 

(Al.2) 

Dans le milieu saturé, on a d'après (A1.2) e = e(s,p,qg). De plus, 

T = (&/&)(s,p,qg) = T(s,p,qg), p = -(&j&)(s,p,qg), où r = 1/ p. Eliminant s entre ces 

relations, on en conclut que dans le mélange saturé on a : 

p = p(T,p,qg). (A1.3) 

Par ailleurs, 1 'hypothèse de saturation implique une relation de la forme : 

(A1.4) 

88 



Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de l'air humide 

le cas de saturation «juste » correspondant dans (A1.5) à qg = 1- qv (on a alors q L = 0, et la 

pression p est la pression saturante). Compte tenu de la deuxième relation (A1.3), la relation 

(A1.4) peut aussi être écrite sous la forme : 

(A1.5) 

Les relations (A1.3), (A1.4), (A1.5) sont utilisées dans ce qui suit. 

1-2 Ecriture pour l'enthalpie de la relation de Gibbs-Dohem 

On en déduit, de la relation de Gibbs-Duhem écrite sous la forme générale (si n + 1 

constituants), la relation : 

n 

de+ pdr = Tds+ Lgadqa 
a=O 

EAL6) 

que l'on peut réécrire en utilisant des formules classiques de thermodynamique (Maxwell, 

réciprocité, etc.) : 

}..T n [1 & } ] de+pdr=cPdT--.dp+~ :;+.,. . +ga dqa. 
P a-0 <AJa T,p 

(AI.7) 

Le premier membre est égal à la différentielle dh- rdp (h est l'enthalpie du milieu). 

Ainsi, le second membre s'exprime uniquement en fonction de dérivées partielles liées à h : 

ÂT n m 
de+ pdr = cPdT--~+ L(;h )T,pdqa. 

P a=O <AJa 
(A1.8) 
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Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de l'air humide 

On a en particulier : 

m & 
( ;h )r,p == T( ;h )T,p +ga· 
~a~ ~~ 

(A1.9) 

Il est à noter que le second membre de (A1.9) n'est pas égal à l'enthalpie partielle ha 

n 

(reliée à qa pour la définition de l'enthalpie h du mélange: h == L qaha}: cette propriété 
0 

n'est vraie que dans des cas particuliers (par exemple si les lois d'état des constituants sont 

celles des gaz parfaits). 

n 

Si l'on veut introduire l'enthalpie partielle ha, on peut différentier h == Lqaha et on 
0 

obtient: 

(ALlO) 

Comme l'enthalpie partielle peut s'exprimer en fonction (par exemple) des variables T 

et pa (pression partielle du constituant a ), la dérivée partielle ma/ à] a , qui est prise à T 

constant dans (Al.l 0), est proportionnelle elle-même à la dérivée partielle ma/ ép a . On voit 

que dans le cas particulier où ha ne dépend que de T (c'est le cas du gaz parfait), cette 

quantité est nulle dans (1.8) dont le second membre se réduit alors à ha. Dans le cas général, 

cela n'est pas vrai: on a une différence qui est analogue à la différence entre les «potentiels 

chimiques » t%' j à] a dans 1' équation de Gibbs-Duhem écrite avec la variable enthalpie libre, 

et les enthalpies libres partielles ga de chaque constituant. 

Dans le cas de 1' air humide saturé, désignons par h *a (a == v, L , g) les dérivées 

partielles àl/âJa de l'enthalpie par rapport aux concentrations. La formule (A1.8) prend la 

forme: 
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Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de l'air humide 

(Al. 11) 

Compte tenu de ce que dq L + dqv + dqg = 0, on peut alors transformer (Al. 11) en: 

(A1.12) 

où l'on a posé: 

(A1.13) 

La quantité Lv * n'est pas a priori la chaleur latente de vaporisation du liquide: elle le 

devient compte tenu de Lv = hv -hL si l'on a des lois d'état de gaz parfaits, les grandeurs 

h *a et ha étant alors identiques. 

2- Equation de l'énergie 

La forme générale de 1' équation de 1 'énergie est : 

de p k 1 n 

- = -V· U + <1> +-AT--LV · (pqaha V a).+ Q, 
dt P P Pa=O 

(AL14) 

où les termes du second membre représentent la variation de l'énergie interne réversible, la 

dissipation visqueuse, la dissipation thermique, et la dissipation par diffusion. Quelques 

manipulations et l'utilisation de (A1.9) transforment cette équation en: 

dT T dp N az dqa k 1 N 

cp---À-+ L(-)p,T-= <1>+-AT--LV ·(pqahava)+Q, 
dt P dt a=O ÔCJa dt P /) a=O 

(A1.15) 
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Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de l'air humide 

puis l'utilisation de (Al.l2) réduit cette équation à: 

dT }.,T dp dqL k 
c-----L *-=<l>+-~T-q v -Vth -h)+Q. Pdf pdf v dt p gg \g v (AL16) 

On rappelle 1' équation de la diffusion moléculaire avec laquelle on travaille : 

(Al.l7) 

Le problème admet donc les deux équations de diffusion (A1.16) et (A1.17). La vitesse 

de diffusion v g, dans ces équations, peut s'exprimer en fonction de la concentration qv par 

1 'une des relations résultant de la loi de Fick bin!lire : 

(Al.18) 

La quantité dqL dans (A1.16) peut être remplacée par -(dqv +dqg), compte tenu de 

ce que qv + qg + q L = 1. 

Pour décrire le mouvement du milieu, aux éq"!lations (A1.17) et (Al.l6), il faut 

adjoindre la conservation de la masse, la conservation de la quantité de mouvement et 

l'équation de Clausius-Clapeyron. Ces trois dernières équations peuvent s'écrire: 

ôp a-+ v ·(pu)= 0,. 

dqv [ Ôpv ]dT dp -- (-.)L -}.,T·-·=--. 
qv . tPv T v v . T p ' 

(AL19) 

(Al.20) 

(A1.21) 
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Annexe 1 Eléments de thermodynamique des mélanges dans le cas de l'air humide 

où Âv désigne le coefficient de dilatation thermique isobare de la vapeur d'eau : 

(AL22) 

On a aussi: 

(Al.23) 

En définitive, le problème est solution des équations (A1.19), (A1.17), (A1.23), 

(A1.16), (A1.20), (A1.21), qui représentent un système de huit équations à huit inconnues 

pour les huit variables scalaires u , p, p, T, q v , qg. La concentration d'eau liquide q L se 

déduirait de l'équation qv +qg+ qL ::;:: 1. 
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Annexe 2 Etablissement de 1 'équation (2.28) 

1- Système réduit 

1-1 Equations de diffusion 

Nous rappelons que le système réduit associé au problème donné est le système 

d'équations (2.17), (2.18), (2.19), (2.25), (2.26). 

Nous allons, dans un premier temps, modifier l'écriture des équations (2.25) et (2.26) 

que l'on désigne dans cette annexe respectivement par les équations: 

dT ~ , 1 11r r - 1 A1>v(Ç) ~ 
-d + w[J;,(Ç) + 1] = R p P(/\ + --rv R S 11qv + O(c). 

t e r -''0 ~) r e 
(A2.2) 

Nous utilisons les relations (2.15) qui se ramènent à: P;(Ç) = -Ra(0 et 

P
0
(Ç) =y -l l?a(Ç)I'o(Ç), pour le modèle-double diffusif. 

r 

Grâce à ces relations, une combinaison de (A2.1) et (A2.2) s'écrit: 
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En introduisant les notations et les définitions (pour r(Ç), N 2 (0, J.lo (0) (2.30) que 

l'on désigne d'ailleurs ici par: 

2 1 
N (Ç) = 'fo(Ç) (1+ ~'(Ç)),-

y-1 
f.Jo{s} = -rÂ(-0 . r 

Les équations (A2.3) et (A2.2) prennent les nouvelles formes: 

1-2 Equation de Clausius-Clapeyron 

L'équation de Clausius-Clapeyron est l'équation (2.19). 

Nous rappelons que nous avons noté dans (2.30) : 

1 
PC0= 'fo(

0
(1-a)-Âo(0+a. 

Finalement, on peut réécrire l'équation de Clausius-Clapeyron sous la forme: 

(A.Z.4) 

(A2.5) 

(A2.6) 

(A2.7) 
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(A2.8) 

Les équations du système réduit sous forme double diffusive sont dorénavant les 

équations (A2.5), (A2.6) et (A2.8), auxquelles il faut ajouter l'équation de la conservation de 

la masse, et celle de la conservation de la quantité de mouvement. 

2- Analyse en modes normaux 

Les solutions du système sont recherchées sous la forme (2.27), après l'avoir linéarisé 

autour de l'état de repos (les dérivées matérielles par rapport au temps sont remplacées par les 

dérivées partielles). 

Le système s'écrit, avec les définitions (2.30): 

-ikU-ihV+~ =O(e), 

D2U 
f?o(Ç)iaU -ikP = --+ O(e), 

Re 

D 2V 
f?o (Ç)iaV- ihP =-+ O(e), 

Re 

(A2.9) 

(A2.10) 

(A2.11) 

(A2.12) 

(A2.13) 

(A2.14) 
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Annexe 2 Etablissement del 'équation (2.28) 

Pour obtenir 1 'équation linéarisée finale satisfaite par la composante W de la vitesse, il 

faut éliminer une à une, dans le système ci-dessus, les autres inconnues. 

2-1 Elimination de la variable U et de la variable V 

Grâce à (A2. 9), et la combinaison ik( (A2.1 0) ) + ih( (A2.11) ) , on élimine U et V 

pour n'avoir plus que: 

(A2.16) 

2-2 Elimination de la variable P 

d 
On dérive (A2.16) par rapport à z et dz ( (A2.16} ) - K 2

( (A2.12) ) donne: 

(A2.17) 

2-3 Elimination de la variable R 

L'équation ( A2.15) fournit R en fonction de T, Qv et W, que 1 'on peut alors 

remplacer dans l'équation (A2.17): 

. ,J)(!"\D2W+ K2~(t;)Q p(Ç)~(Ç)KzT= D4W 0( ) 
lŒ.~ ~J QovC0 v+ l'o(Ç) Re + 8 

. 
(A2.18) 

Il reste à combiner l'équation (A2.18) avec les équations (A2.13) et (A2.14). 
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Annexe 2 Etablissement del 'équation (2.28) 

2-4 Elimination de la variable T 

Au préalable, à l'aide de l'équation (A2.14), on effectue la combinaison 

(;,~()- RePr :(~T,(Ç))t (AZ. 13) ), qui, après calculs, devient: 

a
2
Qv iaD

2
Qv ia D

2
Qv [A0v(0.uo(0 J iaWI'(0 

- To(0Qov(0- RePr Ro(0To(0Qov(Ç)- To(Ç) ReS To(0 -l + 1;,(0 

D
4

Qv D
2
W [ . AovC0 2 J 

- Re 2 SPr R
0
(01'o(0 = Ro(Ç)I;,(0RePr r(0- To(0 N (0 + O(c). (A2.l 9) 

Par ailleurs~ il faut éliminer D 2 T entre (A2.13) et (A2.14) : 

(A2.20) 

Pour éliminer T, il reste à reporter (A2.20) dans (A2.18) : 

f3(0K
2 

2 iaK
2 

(AovC0 ) iaA0v(0 D
4
W a

2 
AovC0 2 

ReS D Qv + Qov(0 · To(Ç) + /3(0 Qv = Ro(Ç)I;,(0 Re + To(Ç) D W 

- K'Wp(Ç)(r(Ç)- ~~(<g N'(Ç)) + O(s). (A2.21) 

2-5 Elimination de la variable Qv 

La dernière étape, pour éliminer la dernière variable Qv , est de faire la combinaison : 
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Annexe 2 Etablissement de l'équation (2. 28) 

On utilisera, pour ce calcul, le résultat (A2.21). 

Avec les notations (A2.4), l'équation finale satisfaite pour la composante verticale de la 

vitesse W, de degré huit, est de la forme : 

= iaK 2 Ro (Ç)N2 (Ç)(p(Ç) + 8((;))W + O(e). (A2.22) 
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Annexe 3 Etude des racines de /'équation de dispersion (2. 34) dans le plan complexe 

Nous procédons à l'étude des racines de l'équation de dispersion de degré quatre en If/, 

équation numérotée (2.34) dans le Chapitre 2, et ql!e l'on renommera ici de la façon suivante: 

(A3.1) 

De manière générale, nous notons 1f1 1 (j = 0, 1, 2, 3) les quatre racines de l'équation 

(A3.1). 

Ces racines lf/i sont des fonctions continues de la variable X ; ainsi, nous étudions plus 

particulièrement les chemins suivis par ces racines dans le plan complexe quand X varie de 0 

à+oo. 

On appelle, pour plus de facilité, ( C1 ) les chemins suivis par les racines quand X varie, 

et les notations (A, B, D0 , etc.) sont celles déjà utilisées (voir Chapitre 2, formules (2.35)). 

Nous présenterons, dans un premier temps, une étude théorique de cette équation de 

dispersion, ce qui permettra de donner un grand nombre d'informations afin de procéder au 

tracé « qualitatif» des chemins parcourus par les racines dans le plan complexe, et, dans un 

second temps, une approche numérique utilisant la méthode de Müller permettra, quant à elle, 

d'apporter des vérifications et confirmations à notre étude théorique. Nous pourrons formuler, 

alors, les résultats qualitatifs cités dans le Chapitre 2. 

102 



Annexe 3 Etude des racines de 1 'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe 

1- Approche théorique 

1-1 Comportement pour X petit 

On remarque que le signe de D0 intervient dans la forme de trois des solutions qu'on 

appelle lf/o, 1J11 et lf/2 • En effet : 

1 

Si D0 < 0 : (
- D 0 Pr S)· 3 -2it!!_ 

lflt R:i lXI e 3, k = 0, 1, 2. 

1 

Si D0 > 0 : (
Dô PrS)3 i!!:(t-2t) 

lflt R:i lXI e 3 , k = 0, 1, 2. 

La quatrième solution, quant à elle, peut s'écrire: 

1-2 Comportement pour X grand 

Quand X est grand, une des racines de (A3 .1) peut prendre la forme : 

1 
lflo R:: X· 

(A3.2) 

(A3.3) 

(A3.4) 

(A3.5) 

Pour l'étude des trois autres racines lflt> 1J12 et lf/3 , on pose \fi = Îlfli (j = 1, 2, 3 ). 

Les \fi sont alors les trois solutions de 1' équation de degré trois ramenée à une équation à 

coefficients réels, qui est donnée par : 
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Annexe 3 Etude des racines de 1 'équation de dispersion (2. 34) dans le plan complexe 

'1'3 + APrS'P2
- BPrS'P + Pr S =O. (A3.6) 

On remarque que les racines '1'1 ne dépendent pas de X. Suite à l'étude de cette 

équation, les conclusions nécessaires peuvent être interprétées à partir des '1'1 pour les 

solutions lf/1 . 

En supposant A et B positifs, on peut, par exemple, affirmer que : 

(a) si une des racines fJ/1 est imaginaire pure positive, les deux autres racines fJ/2 et fJ/3 sont 

imaginaires pures négatives ; 

(b) si une des racines fj/1 est imaginaire pure positive, les deux autres racines fj/2 et f//3 sont 

complexes, et, en admettant qu'elles ont, par exemple, la forme particulière 

fJ/2 = -b + ia et fJ/3 = b + ia (avec (b,a) E 9t x 9t et a< 0 ), on remarque qu'alors, dans 

ce cas: 

(A3.7) 

Une condition supplémentaire peut être apportée dans le cas (a) ou (b) pour '1'1 

'1'1 >-APrS. (A3.8) 

Finalement, il y a une grande dépendance au mveau des différentes valeurs des 

coefficients mis en jeu. 
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Annexe 3 Etude des racines de 1 'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe 

1-3 Propriétés pour des valeurs de X autres que 0 et + oo 

Nous avons étudié le cas où l'axe 'If réel pouvait éventuellement être traversé. 

En séparant la partie réelle et la partie imaginaire de 1' équation ( A3 .1 ), on obtient en 

recherchant des racines réelles pures la condition suivante : il existe, au plus, une racine 

réelle, appelée If/* , pour une valeur atteinte x• de X, définie par : 

-(1- A +8 -AD PrS)3 

Xz= % o 

Pr s[B(l- A,o +8)+ D0 ~1+ ABPrS)2 
. 

(A3.9) 

On remarque que pour If/* : 

.. 1- A," + o- AD0 Pr S 1 
f// = 1+ ABPrS X. (AJ-.10) 

La condition X 2 > 0 (car If/ réel) montre que (A3.9) est une condition nécessaire mais 

non pas suffisante: par conséquent, x* existe ou n'existe pas. 

Nous avons aussi étudié par la même méthode le cas où l'axe If/ imaginaire pouvait être 

traversé. 

On obtient le résultat suivant: l'axe 'If imaginaire n'est j~ais traversé par une racine 

i 
pour des valeurs de X, sauf si l'une des racines lf/1 , lf/2 , f//3 est égale à D (l- A,

0 
+ 8) 

o. 

(auquel cas, cette racine est stationnaire dans le plan complexe, indépendamment de la valeur 

de X). L'étude du paragraphe 1-2 a montré que ~ette valeur était atteinte pour X---+ 0. 
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Annexe 3 Etude des racines de l'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe 

1-4 Représentation dans le plan complexe 

Notons que les comportements des racines r/JJ sont facilement déductibles de ceux 

obtenus par les racines lf/1 , étant donné que : 

(AJ.U) 

On peut représenter pour X grand et X petit les chemins suivis par les racines dans le 

plan complexe en se rapportant aux différents résultats obtenus précédemment. 

Nous présentons ici plusieurs figures indiquant les différentes possibilités de chemins 

suivis (FigureA3.a à Figure A3.c, où nous représentons les graphes Im(r/1' 2
) = f(R.e(r/J' 2

) ). 

Un exemple a déjà été présenté sur la Figure 2.a du Chapitre 2. 

Nous remarquons, de même, que nous pouvons relier entre elles les différents racines 

suivant les valeurs de X et suivant les signes de quelques coefficients. Si, par exemple, on 

appelle r/1; 2 les valeurs correspondant au cas où X~ 0~ et r/JJ 2 celles correspondant au cas 

où X~ +ex:>~ on peut alors relier les r/1; 2 aux r/JJ 2 (voir Figure A3.c). 

Quand la racine If/* existe, elle est alors seulement 1 'intersection d'un des chemins avec 

1' axe des réels. 

Ces figures sont des représentations purement « qualitatives », mais donnent des allures 

globales de courbes. 
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Annexe 3 Etude des racines de J'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe 

••• 2 

0 

_ _ _ _ Valeurs qui ne sont jamais ·atteintes par t;' 2 • 

Figure A3.a Chemins décrits dans le plan compl~e par les racines de l'équation (2.28) lorsque X varie 

de 0 à +oo • Nous faisons apparaître sur ces figures le cas où les chemins peuvent éventuellement se 

· croiser: 

haut : configuration avec D0 < 0 ; bas : configuration avec D0 > 0 • 
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Annexe J. Etude des racines de 1 'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe 

'2 +o 

_ _ _ _ Valeurs qui ne sont jamais atteintes par tf 2
• 

Figure A3.b Chemins décrits dans le plan complexe par les radnes de l'équation (2.28) lorsque X varie 

de 0 à -too • Configuration avec D0 < 0 : 

haut: eas où x* aiste, e'està dire ;..,2 existe; l'axe des-réels est traversé; 

~:cas où x* n'existe pas, c'est à dire- ;.*'2 

n'existe-pas; l'ue des réels n'est pas traversé. 
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Annexe3 Etude des racines de l'équation de dispersion (2. 34) dans le plan complexe 

'2 
~2 

0 

Valeurs qui ne sont jamais atteintes par ift'2
• 

Figure AJ.c ·Chemins décrits dans le p~an complexe par les racines de !~équation (2.28) lorsque X varie 

de 0 à +oo. Nous faisons apparaître sur ces figures le cas où x• n'existe pas ( t; .,z n~eùste pas). L'axe 

des réels n'est 'Pas traversé. Les t;;2
· et les tftJ2 sont alors reliées: 

haut : configuration avec D0 < 0 ; bas : configuration avec D0 > 0. 
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Annexe 3 Etude des racines de l'équation de dispersion (2.34) dans le plan complexe 

2- Approche numérique 

Afin de résoudre numériquement l'équation de dispersion (A3.1), nous avons appliqué 

la méthode de Müller (voir Stoer et Bulirsch, 1993). 

C'est une méthode itérative très efficace qui permet de trouver le zéro d'une fonction 

dans le plan complexe, et, en particulier, une racine simple (réelle aussi bien que complexe) 

ou multiple d'un polynôme. 

Cette méthode interpole une fonction f par un polynôme quadratique à 1' aide de la 

formule d'interpolation de Newton. 

La Figure A3.d donne deux aspects de la représentation exacte d'un cas qui peut être 

qualitativement décrit. On peut noter qu'il est nécessaire de s'approcher très près du point 

1f 
2ik-

(- K 2 
, 0) (point F sur la Figure A3. d), pour reconnaître la configuration en e 3 

(correspondant à D(J > 0) des directions des courbes en ce point. 

Les différentes données, utilisées pour la résolution numérique, sont exprimées en 

unités MKS. Elles ont les valeurs suivantes: 

qo w-3 80 288 

r 1,4 Pr 0,76 

Rg 287 s=sx 721,451 
qo 

cpv 1004 flo 8,987 

Lv 2600·103 
0 

Rv 464 

Tableau 1 Valeurs numériques exprimées en unités MKS, utilisées pour la résolution. 

Pour les valeurs numériques du Tableau 1, les coefficients A, B et D0 de l'équation 

(A3.1) prennent les valeurs: A#1,5563, B#2,5581 et D0 #16,9432. Les données du Tableau 1 

ont été reprises pour le diagramme de stabilité du Chapitre 3. 
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Annexe 3 Etude des racines de l'équation de dispersion (2.J4) dans le plan complexe 

C· 
100 

1 

..- c4 F .... 
' ~ 0 .. . .. . .. . . . 
"-" .. . 
.§ ... 

c3 
-100 c2 

-20 -10 10 20 

0.01 

..-.... 
' 
~ 0.0 
~ 

-0.01 

-0. 02 --t---,---.--,---,---,---,---,-------.-----.-----.--.----r-----r-----r-----r-----r-----r-----r-----r---1----

-1.02 -1.01 -0.99 -0.98 

Figure Al.d Chemins décrits dans le plan complexe par les racines de l'équation (A3.1) lorsque X varie 

de 0 à -too. Configuration avec D0 > 0 effectuée avec la méthode numérique de Müller. 

C1 , C2 , C3 ont une branche infmie. C4 s'arrête en G. Le voisinage de F est grossi sur le zoom de la 

figure du bas. 
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