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INTRODUCTION

Les deux grandes classes de méthodes numériques les plus largement utilisées en mécanique
sont la méthode des éléments finis et la méthode des éléments frontiére. La méthode des
éléments finis (MEF) (Zienkiewicz, 1977) est de loin la plus répandue. Sa facilité de mise en
ceuvre numérique, ajoutée aux possibilités qu’elle offre pour traiter des problémes posés sur des
géométries complexes et pour des matéraux a comportement non linéaire variés (Owen &

Hinton, 1980), justifie sa prédominance globale.

Il existe cependant de nombreux problémes pour lesquels la MEF perd de son efficacité. On
peut citer, a titre d’exemple, le cas de domaine infini ou encore de problémes dans lesquels les
champs mécaniques présentent de fortes singularités comme en mécanique de la rupture. Les
méthodes de frontiere (cf. par exemple Banerjee, 1994) se sont donc révélées comme une
alternative sétieuse aux éléments finis dans Pétudes de nombreux probléemes d’élasticité,
notamment ceux impliquant de fortes concentrations de contraintes. Dans ces méthodes, les
équations aux détivées partielles sont transformées en équations intégrales définies sur le contour
du domaine, ce qui réduit d’une unité la dimension du probléme. Bien que de structure
généralement pleine, le systeme d’équations a résoudre est de taille beaucoup plus réduite par
rappott a celle auquel conduirait la MEF pour le méme probléme. Contraitement donc 2 la MEF,
seul le contour du domaine est discrétisé en un nombre fini d’éléments sur lesquels sont
appliqués des fonctions polynomiales destinées a interpoler les champs approchés entre les
points nodaux. De plus, a la différence des méthodes basées sur une discrétisation du domaine,
les champs obtenus dans les méthodes de fronticre vérifient Péquation d’équilibre local et

conduisent de ce fait a des solutions de grande précision.

Les méthodes de frontiere ont connu depuis quelques années de nombreux progres en

mécanique des solides, et plus particulierement dans deux domaines spécifiques :

B étude des problemes de fissures (Bui, 1977 ; Nguyen and Yan, 1994), notamment les
fissures 3-D (Sladek and Sladek, 1982 ; Cruse, 1988).
B analyse de comportements non linéaires tels que la plasticité (Brebbia and Dominguez,

1992).



Ces progrés ont conduit d’une part a2 la mise en ceuvre de méthodes relativement
petformantes pour traiter les problémes de singularité en fond de fissure, et d’autre part pour
étendre le domaine d’application des méthodes intégrales aux comportements non linéaires Pour
un état de lieu récent sur ces questions, on peut se consulter I'excellent ouvrage de M. Bonnet
(1995). S’agissant des comportements non linéaires, on est conduit a la résolution d’une
succession de problémes linéaires, les contributions des non linéarités prenant souvent la forme
de termes additionnels de sources (ex : déformations initiales). Les travaux effectués sur ce sujet
sont malheureusement encore peu nombreux et il semble que les performances des méthodes

d’équations intégrales appliquées aux problémes non linéaires restent encore a démonttrer.

L’étude présentée dans ce mémoire s’inscrit dans cette perspective. Elle vise essentiellement
a étendre la méthode des discontinuités de déplacements (MDD) a la plasticité et a
Pendommagement. La MDD est une technique numérique mitiée et développée en élasticité
linéaire par Crouch (1976) aux USA. Des équipes francaises, dont celle de J.P. Henry il y a
quelques années au Laboratoire de Mécanique de Lille (cf. théses de E. Morel, 1987 ; de Y.
Belkacemi, 1991 etc..) ou celle de A. Ehtlacher (cf. thése de Yin, 1992 ; Yin & Ehtlacher, 1993)
ont également travaillé sur cette méthode numérique. Outre lutilisation méme de la MDD,

Pétude présentée dans ce mémoire a la double originalité de :

W s’affranchir des hypothéses d’incompressibilité plastique généralement faites dans les
travaux antérieurs concernant le comportement élastoplastique
B mettre en ceuvre la méthode développée pour diverses classes de matériaux dont le

comportement est soit plastique, soit élastique - endommageable.
Le mémoire est structuré en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré a une synthese bibliographique sur les méthodes intégrales
en élasticité linéaire et a leur extension aux comportements non linéaires. On y présente en
patticulier les divers formalismes disponibles pour le traitement des milieux non linéaires :
approche par contraintes initiales, approche par déformations initiales, approche par forces de

volume modifiées. Le cas particulier des méthodes de frontiere de type indirect est discuté.

Dans le second chapitrte on étudie lextension proprement dite de la méthode des
discontinuités de déplacements aux comportements non linéaires. Les développements y sont

présentés notamment en déformation plane. Un traitement soigneux est apporté aux diverses



questions liées a cette extension : régularisation des intégrales hypersinguli¢tes par utilisation du
ptincipe d’Hadamard, schéma d’intégration des cellules internes, analyse des tetmes issus de la
compressibilité des matériaux. Ce dernier aspect permet d’envisager I’application des méthodes a

de nombreux matériaux du génie civil.

L’implantation numérique de la méthode développée sur la base d’une approche par
déformations initiales est faite au chapitre 3. On présente les algorithmes d’intégration des lois
élastoplastiques. Les performances du code sont évaluées sur un certain nombre d’exemples test.
Des comparatsons avec des données d’expérience (lorsque celles ci sont disponibles) ou avec les

calculs Eléments Finis sont effectuées pour valider la méthode.

Le dernier chapitre est consacré a Panalyse des comportements élasto endommageables et de
la fissuration en élastoplasticité. On présente d’abord les algorithmes spécifiques nécessaires pour
Pimplantation de la loi d’endommagement isotrope tetenu. Puis on traite I'exemple d’une
structure en milieu endommageable. Le chapitre s’achéve sur I'étude des problemes de mécanique
de la rupture, a travers ’évaluation de lintégrale J de Rice dans diverses configurations de

fissures. Les premiers résultats obtenus sont comparés avec d’autres issus de la littérature.



Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

CHAPITRE 1:

METHODES DE FRONTIERE EN ELASTICITE ET EN MECANIQUE NON LINEAIRE

Ce chapitre essentiellement bibliographique concerne I’étude des méthodes
de frontiére en élasticité et de leur extension aux comportements non linéaires. Les
formulations intégrales, classiques en élasticité, sont présentées. L’extension au cas
non linéaire est abordée a l'aide de trois approches: déformations initiales,
contraintes initiales, forces de volume modifiées. Le cas particulier des méthodes
de type indirect, qui sera prolongé dans les chapitres suivants, est discuté a la fin

de ce premier chapitre.




Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

Dans ce chapitre, on rappelle d’abord bri¢vement les concepts de base de la théorie de P’élasticité
linéaire. Les équations aux dérivées partielles associées au probléme d’élasticité sont précisées. On
présente ensuite les équations intégrales (de types direct ou indirect) d’abord en élasticité linéaire puis

pour les comportements non linéaires.

1.1 Rappel des équations de Pélasticité linéaire

Soit un solide occupant un domaine 2 en équilibre élastique. On se place en hypothése
de petites perturbations. Le probléme d’équilibre élastique conduit aux équations locales
suivantes qui relient le champ de déplacement u# aux champs de déformation € et donc de

contraintes o par I'intermédiaire de la loi de comportement :

1
sij =_2-(ui,j +uj’i) 1.1a
oy = Cijklg 0= C,-jklukJ 1.1b
G, +b=0 1.1c

C est le tenseur d’élasticité et b le vecteur des forces de volume.

La convention de sommation d’Einstein est adoptée dans tout le mémoire. u, ; représente

la dérivée partielle Oy, / Ox ;.

Les composantes du vecteur contraintes sur une facette de normale n sont données

par .
p,=0,n; 1.2

Le matériau étant supposé élastique linéaire isotrope, les relations contraintes-

déformations sont fournies par la loi de Hooke :

2Gv
1—2v ok

S 1.3

c, =2Gsij + i

G et v sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du matériau.

1 E

—— avec K module d’élasticité du matériau.

T2(1+v)



Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

La combinaison de ’ensemble des équations conduit aux équations classiques dites de

Lamé- Navier :

G
Guj,kk +—V‘uk,,q~ -b.=0 14

1- J
Par substitution, on peut alors établir les conditions aux limites en contraintes

2Gv
1oy sl +G(uy,; +u; )n; = p, 1.5

La résolution des équations (1.4) et (1.5) fournit les champs solutions du probléme
d’équilibre élastique. Dans la plupart des situations pratiques, elle ne peut pas étre faite de
maniére analytique. D’ou 'intérét croissant des méthodes comme celles que nous présentons

maintenant.
1.2 Equations intégrales pour les problémes d’élasticité linéaire

Les méthodes des fronticre sont généralement rangées en deux catégories : les méthodes
directes et les méthodes indirectes. Les applications des méthodes de type direct (dans lesquelles
les inconnues sont des variables physiques, ex : déplacement) aux problemes d’élasticité linéaire
ont été décrites par Cruse (1969), Lachat & Watson (1976), Rizzo et Shippy (1977) etc..
Alternativement, les formulations indirectes, basées sur une distribution de source (de densités
inconnues,) ont aussi connu de nombreux développements en élasticité. Ceux ci sont par
exemple décrits dans Jaswon & Symm (1977), Banerjee (1994) ou Bonnet (1995). Ce paragraphe
est destiné a un bref rappel des équations intégrales en élasticité linéaire, en insistant sur la

démarche conduisant des solutions fondamentales aux formulations intégrales.

1.2.1 Solutions fondamentales

Les solutions fondamentales constituent I’élément de base de toute formulation
d’équations intégrales. Par souci de clarté, les solutions singuliéres unité sont présentées dans

cette section.



Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

La solution du probléme élastique correspondant a un milieu infini, homogéne, isotrope
avec une force ponctuelle est la solution fondamentale due a Kelvin. Les déplacements,
provoqués en un point quelconque g du domaine par une force ponctuelle unité appliquée an

point § suivant la direction j est (Brebbia, 1978 ; Brebbia et Dominguez, 1992) :

u, (q) =U,;(q,5)e;(s) 1.6a
ou
U,»j(q,s)=wn(1—_v)G;{(3—4v)8y +r,ir,j} 1.6b
pour les problémes 3-D
et

U;(q,s) = m{a—.‘w) In(r)s, —r,,.r’j} 1.7

pour les problémes de déformation plane.

r =r(s,q) représente la distance entre le point d’application de la charge s et le point

intérieur g ; ses dérivées sont prises par rapport aux coordonnées de ¢, c’est a dire,

r=(r)"”
v, =x,(q)—x,(s)
Oor r,
r,i = ax =
(q) r 1.8
aF_Fa_
n an

avec n; les cosinus directeuts de la normale extérieure n par rapport aux axes. Dans le cas 2-D,

ona n, =cos(n,x,), n, =cos(n,x,).

Les contraintes en chaque point intérieur g dues a la force ponctuelle en s peuvent alors

s’éctire sous la forme :

c;(q) = 65 (g,9)e, (5) 1.92

N *
ou 0

5 (@) est la solution fondamentale en contraintes :

7



Chapitre 1: Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

~1

" dan(l-v)r® {(l = 2V)k0y +T, jOu —1,i0) ¥ ﬁ’,i",ﬂ,k} 1.9b

O'Zk (q: S)

Le vecteur contrainte pour une facette de normale N s’écrit alots :

p; (@)= Pj(q,8)e,;(s) 1.10a

avec

N - or
Pi(q,8)= m{ [(1 - 2v)8ij + Br’,.r,j]—a; -(1- 2\’)(7‘,,«”, —r;n )} 1.10b

Remargue : Dans les expressions (1.9b) et (1.10b), a2 =2, 1; B =3, 2 respectivement pour les
cas 3-D et 2-D (déformation plane) ; les dérivées sont prises par rapport aux coordonnées du

point intérieur q.
1.2.2 Identité de Somigliana pour les milieux élastiques linéaires

Considérons un domaine 2 homogene isotrope, élastique linéaire, ayant comme frontiére
une surface tégulitre =T, UT, (figure 1.1a). Considérons également un domaine Q°
entourant Q (figure 1.1b). Soient deux états d’équilibre, correspondant a des conditions aux

limites différentes. Ces états sont représentés par les champs usuels ,,€,,4;,p, ,b,, dans Q

*

* * * * *
25U s D; b dans Q.

et les champs o

|

Figure 1.1a: Domaine Q et frontiere T Figure 1.1b : Domaine Q'



Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire
Le principe de réciprocité de Maxwell-Betti s’écrit :

[biudQ+ [pjudr = [buldQ+ [pu;dr 1.11
r Q r

Q

Supposons que les composantes b’ des forces de volume sont sous la forme de forces unité

appliquées au point § € Q" dans chacune des 3 directions orthogonales :

b; = 8(s,q)e, 1.12

ou 8(5,9) est la fonction delta de Dirac, ¢ €2 est un point courant du domaine. Utilisant

les propriétés de la fonction delta :

3(s,9) =0, si s#¢q
S(S,Q) = 0, Si S= q . 113

[F@86s.9)0 () = £(9),

Péquation (1.11) peut s’écrire sous la forme suivante connue sous le nom dIdentité de

Somigliana pour les déplacements en §:

u, ()= [U; (5,0)p,(Q)dT(Q) ~ [P} (s,0)u,(Q)dT(Q)

+ [U3 (5.9, (g)dg) 114

Dans cette formule et dans tout ce qui suit, 5,g€ Q,etS, Qe I .

1.2.3 Formulation intégrale de fronticre

Le vecteur déplacements en tout point intérieur du domaine peut étre évalué a 'aide de

Iidentité de Somigliana dés que pjg) et u, (Q) sont connus sur le contour, les forces de

volumes étant supposées données. Par conséquent la détermination des champs mécaniques

9




Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

n’est possible que si les variables 2 la frontiére sont connues. Les équations 1.14 étant valides

en tout point du domaine, une expression intégrale de frontiére peut étre obtenue a aide d’un

passage a la limite.

A cet effet, supposons que le domaine peut étre représenté comme indiqué 3 la figure 2.2

(cf. chapitre 2). Le passage a la limite effectué sur les équations (1.14) pour s - S (S el')

s’écrit comme suit :

[B;(5.0m,0dr@ = [U;(s,0)P,(Q)dr(Q)

F-T +I, I"—l"e+l"e

+ [U;(8,9%, (@)dq) 115
QB

La limite de la premiére intégrale de cette équation peut étre sépatée sous la forme

lim  [7;(S.0m,(Q)dr(Q) = lim | £(S.0)u,(Q)dT(Q)
rS

T-T +T

+ lim I P (S,Qu,(Q)dl (Q) 1.16

La premiére intégrale dans le membre de droite de (1.16) peut ensuite s’écrire

li J7; (5.0, Q) (©) = fiy [ 77 5.0, @) -, (S)|Ir (@)

* }e,i_rf%{“f ) J P} (S,Q)dr(Q)} 1.17

De la condition de continuité de (Q), on obsetve que la premiére intégrale dans le

membte de droite 1.17) s’annule. La seconde intégrale étant prise au sens de la valeur principale

de Cauchy, elle peut étre exprimée a 'aide de C défini par C;(S) = éiiréJP,-; (S,O)dI'(Q).1La
rs

detniére intégrale dans (1.16) ne présente pas de singularité particuliére et peut étre interprétée

10



Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

au sens classique de P'intégration. En définitive, lorsque & — 0, la représentation intégrale

suivante est obtenue :

Cyu,(S) = [U;(S,00p,(QdT(Q) - [ B} (S,Q)u,(Q)dr(0)

+ I U;(S,9)b,(q)dq) 1.18

Dans (1.18) la seconde intégrale du membre de droite est 2 considérer au sens de la valeur

principale de Cauchy ; les coefficients C;; (S) sont ceux précédemment définis. Pour un point
S situé sur une partie réguliére de la frontiere, C; (S) = A ;- Dans le cas contraire, il faut

prendre des expressions de ces coefficients présentées par exemple dans (Ricardella, 1973).
Soulignons qu’en pratique, le calcul explicite de C n’est généralement pas nécessaire puisqu’il
peut étre indirectement obtenu par considération des mouvements de solide rigide (Brebbia et

Dominguez, 1992).

La reptésentation intégrale (1.18) est valide pour les problemes 2-D ou 3-D ; elle fournit
une relation entre les déplacements de contour, les vecteurs contraintes au contour et les forces
de volume dans un milieu élastique. Les forces de volume étant supposées connues, cette
teprésentation permet, lorsque les conditions aux limites sont précisées, de déterminer les
vatiables inconnues. C’est ce point de vue qui est habituellement mis a profit pour obtenir des

solutions numériques dans les méthodes de type direct.
1.2.4 Champ de contraintes dans le domaine

L’équation (1.18) fournit les déplacements en tout point intérieur en fonction des
déplacements et contraintes de contour. Le champ de contraintes en un point intétieur peut
étre obtenu en différentiant les déplacements par rapport aux coordonnées de § puis en

substituant les déformations déduites dans la lo1 de Hooke généralisée :

aui auj
o,V ox, )

11




Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

L’expression finale se met sous la forme suivante :

6,(5) = [ D} (5.0)p(Q)dT(Q) - [ (5. 0u,(@)dr Q)

+ [ D (5,9, (@)dq) 119

Toutes les opérations de dérivation sont ditectement effectuées sous le signe intégrale au
point intérieur considéré. Pour la solution fondamentale de Kelvin, les deux tenseurs du 3°

ordre intervenant dans (1.19) s’écrivent :

Dix(g,5) =m{(1 =2V)(r 8, +r,8, —rd, ) tB 11, r,k} 1.20a
G or

* = —— I3 —1(1 = O,.r. +0 ., r )=y r r.

Pin(@:9) = 5o B[ (12908, +VGur, +8,r) =1 17, 7 |

+BY(nr 1y + 1) + (=200 Brgriry + n i+ midje) - (- 4vmedy | 1.20b

Les formules ci dessus sont applicables pour les milieux 2-D et 3-D. Pour le cas 2-D, a0 =1, B

=2ety=4;en3-Da=2B=3ety=5 Notons que toutes les dérivées indiquées pat les

. - .y - . r ,L 2 N
virgules sont prises aux points de la frontiére et la substitution =—F = a été déja

ox(s) 7 ox(q)

effectuée.

Les champs de contraintes obtenus a I'aide des formules précédentes sont en général plus
précis que ceux que l'on obtiendrait par d’autres méthodes numériques (p. ex. MEF).
Cependant, lorsque le point intérieur est treés proche de la frontiére (p. ex. 2 moins du quart de
la taille du plus petit élément proche du point), les valeurs obtenues pour ces champs sont peu
ptécises. Notons également que les valeurs obtenues pour les champs de déplacements au
contour sont connues 2 partir de la représentation intégrale. Ceci n’est pas le cas pour le champ
de contraintes du fait que le tenseur de contraintes a plus de termes indépendants que le vecteur

contraintes. Cette question sera examinée ultérieurement.

12




Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

1.2.5 Formulation indirecte

La formulation intégrale précédente est connue comme la représentation intégrale directe ;
elle fournit les déplacements dans le domaine et a la frontiere a I’aide des vecteurs contraintes
et des déplacements sur la frontiére. Il existe d’autres représentations intégrales pour lesquelles
les déplacements sont exprimés en fonction d’autres variables (distribution de soutces téelles
ou fictives) qui peuvent n’avoir aucun sens physique. Ces représentations forment la base des

formulations intégrales indirectes.

Dans cette section deux formulations indirectes seront présentées. L’approche suivie ici

pour établir celles-ci a partir de la représentation directe est initialement due 2 Lamb (1932).

Considérons les domaines intérieur Q° et extérieur Q' délimités par le contour I te
p

1.2).

exterior
(0)

~
>

0] X

Figure 1.2 Définition des domaines intérieur et extétieur

Considérons un état d’équilibre (59 ¢ 5@ ,®) sur le domaine intérieur et un autre état
G, € »U; ,D;
d’équilibre (5 gl 4@, p©) sut le domaine extéricur. Le vecteur contraintes associé au
jooy Y% P

domaine extérieur sera référé a I'aide de la normale # du domaine intérieur (voir figure 1.2). Par
souci de simplicité les forces de volume sont supposées nulles. Pour le domaine extérieur, en

utilisant le théoréme de réciprocité entre la solution fondamentale appliquée en un point dans

) >z .
(o)  (0) (o) (0) :
Q7 et Iétat (6, &%, 4, p) on obtient :
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

[U; (.07 (@dr(©) - [ (5,0 (@dr(@) =0 121

Les équations intégrales pour le domaine intérieur sont obtenues a 'aide de (1.14) :

u' ()~ [U; (5.0 ) @40 + [F (50 @dr@ =0 122
Soustrayant (1.21) de (1.22) on aboutit 2

W (8) = [U; (5.0 pP(@- P} Q) |ar©@)

- .[ PJ(S’Q)[ u? (Q) —u(Q) ]dF(Q) 1.23

.1 . . e s . \ : (0) — 5,0
SiPon impose la continuité des déplacements a travers le contour, soit ;" (Q) = uj.')(Q) ,

I’équation (1.23) s’écrit :

u(s)= [B (5,00t ,(Q)dT(O) 124a

dass laquelle T,(0) = p’(Q) - P (Q) 1.24b

Cette représentation connue sous le nom de formulation en discontinuité de forces

(potentiel simple couche de densité T ;(Q) ) et aboutit 2 une méthode dite de forces fictives..

Si lon impose la continuité du vecteur contraintes travers le contour, soit

P2(Q) = pY¥(0Q), et en posant Au (Q) = u (Q) - u{(Q), (1.23) s*écrit
ul’ () == [ B} (s, Q)Au, (Q)dT(Q) 125

Cette reptésentation est connue sous le nom de formulation en discontinuité de

déplacement Au (potentiel double couche de densité Au;(Q) ).
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiere en élasticité et en mécanique non linéaire

1.3 Formulation intégrale en milieu non linéaire

Dans cette section, on présente la formulation intégrale pour les probléemes posés en milieu
non linéaire. Les premiers travaux dans ce domaine ont été présentés par Swedlow et Cruse (1971),
la premiére mise en ceuvre numeérique étant proposée par Riccardella (1973). Ce n’est qu’a pattir des
années 80 que de sérieuses applications ont pu étre présentées en élastoplasticité (cf. p.ex. Telles et
Brebbia, 1979 ; Banerjee et Cathie, 1980 etc..) ou en viscoplasticité (Motjaria et Mukherjee, 1981). Cet
essor des méthodes de frontiére en plasticité s’est poursuivi dans de nombreux travaux (Banerjee et
Raveendra, 1986; Cruse, 1988; Aliabadi et Rooke, 1991 etc..). Le formalisme général qui sera présenté,
peut étre adapté a une large classe de comportements mécaniques incluant I’élastoplasticité, la
viscoplasticité ou 'endommagement. Les formulations indirectes en milieu non linéaire, sont ensuite
obtenues 2 partir d’un théoréme de réciprocité étendu aux déplacements en milieux non linéaires.
Trois formes étendues de l'identité de Somigliana seront établies en utilisant les déformations
initiales ou les contraintes initiales ou encore les forces de volume modifiées. Les formulations
indirectes pour les milieux non linéaires sont alors déduites en utilisant un formalisme similaire a

celui de la section 1.2.5.
1.3.1 Equations de base

On se place dans le cadre général des comportements mécaniques non linéaires (théorie de
incrémentale de la plasticité, endommagement). Les formulations intégrales seront également

recherchées sous forme incrémentale. Pour le probleme en vitesse, on a :

B [’équilibre du milieu non linéaire sous la forme

+b,=0 1.26

Gy

dans laquelle le . désigne la vitesse des grandeurs mécaniques considérées. Pour des comportements
non linéaires indépendants du temps physique, il s’agit simplement des incréments de ces grandeurs

(dépendance avec le chargement).

B la forme des conditions aux limites en contraintes s’écrit :
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

b ~G,m, =0 1.27

ou comme précédemment 7, reptésente les composantes de la normale unitaire extérieure 4 la

frontiére.

On se place en hypothese de petites perturbations, et la décomposition additive suivante du

champ de déformations totales du milieu non linéaire est adoptée :

. 1 . )
:, =E(g.; +z}.).)=g; +Ef 1.28

€% et €” sont respectivement les patties élastique et anélastique du tenseur de déformation totale
€. Notons que les déformations anélastiques, qui peuvent inclure les déformations plastiques, les
déformations de fluage, les déformations thermiques ou encore celles liées a la présence

d’endommagement sont considérées ici comme des "déformations initiales®.
g

B L’application de la loi de Hooke a la partie élastique de Pincrément de déformations donne :

) . o 2GV . .
qui peut également s’écrire :
. . 2Gv . 2
G, = 2Ggij + o gkkdj -0y 1.29b
C’est A dite :
O-lj = o‘; — O"; 1.29(:
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

=€ ’ . ’ : ’ . hY . , ’ .
O, représente 'incrément de contraintes élastique correspondant a 1’incrément de déformations

totales £ si le milieu était élastique et O représente les composantes du tenseur de "contraintes

initiales " données par (voir figure 1.3.1)

. 2Gv
G; =(2Ge; + SZSy.) 1.30

1-2v

Substituant (1.30) dans (1.29a) et (1.29b) et tenant compte de (1.29c), on obtient :

. . nyea vV .. b
Ujn +1_2v uy =25, +1_2v Ee) — G 1.31a
et

i v a v o, 2Gv G(a )
1%+2G&an+1_2v8%m)=f:§;%ﬂ%+ (&, ; +u,,)n, 1.31b

L’équation (1.31a) est la forme étendue des équations de Lamé - Navier et (1.31b) I’écriture des

conditions aux limites en contraintes correspondantes.

LY
Cd

€. €

Figurel.3.1 Représentation des contraintes initiales stress et des déformations initiales

17



Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

1.3.2 Lidentité de Somigliana dans le cas non linéaire

Cette approche fut a Porigine introduite par Swedlow et Cruse (1971 ) dans le cadre d’une
formulation directe des méthodes de frontiére pour la résolution de problemes d’élastoplasticité 3-D.

Dans cette section, la forme étendue de P'identité de Somigliana sera présentée en suivant une

procédure plus générale.

Considérons un domaine dont le comportement est initialement élastique linéaire. La réponse
non linéaire du matériau constituant le domaine est modélisée en prenant en compte les

déformations anélastiques, seulement aux points appropriés du domaine.
Afin d’établir la forme étendue de Iidentité de Somigliana, considérons deux états indépendants

d’équilibre du domaine, notés avec et sans *. Le principe de réciprocité pour le probléme en vitesse

peut étre éctit pour le probléme 3-D sous la forme suivante :

[o3(s.@)E5@)dA9) = [5,/(@)e; (5.9)dAg) 132
Q. Q

dans laquelle €; = €, — €j et { est le domaine obtenue en excluant la boule de rayon¢ et de surface

fg centrée au point singulier s ( point de chargement, voir figure 1.3).

Figure 1.3 Boule de rayon€ et surface Fa centrée au point singulier s, isolée dans le domaine

En tenant compte de 'écriture précédente de & on peut rééctire (1.32) :
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiéte en élasticité et en mécanique non linéaire

Joi (5,015, @0 = [6,@)5; (5.0)d%g) + [o .05 (@dAg) 1.3
Qg e 0,

En suivant la méme procédure que dans la section 1.2, (1.33) devient :

[P} (5.0)i (QAL(Q) = [u (5.0)p,(Q)dT(Q)

I‘+l:s I'+I—‘e

+qu{(s,q)li, (q)dn(q)+QIc,;-(s,q)é;(q>dQ(q) 1.34

Examinons d’abotd les intégrales de contour définies sur 1_: . La premiere intégrale dans (1.34)

peut s’écrire :

|70 #0)dr©) = [p; (5.0)[1,(Q) - 1,(9)|dr(©)

+1,(s) j P’ (5,0} (Q) 135
Comme u#,(q) est continu en tout point du domaine, on a:
lim Fefpf(s,Q)[ﬂ,-(Q)—iti(S)]dF(Q)=0 1.36
La derniere intégrale sur 1—: dans (1.35) peut étre évaluée en utilisant Pexpression (1.10a) :
lim [/ (5 Q0(Q) = ¢, lim [P} (s Q@) =5, ¢, 1.37
On en déduit :

,(s) [ P} (5,0)T(Q) = ,(s) e, 1.38
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

On peut vérifier que P'autre intégrale figurant dans (1.34) est telle que

lim fu}(s,0)p; (@) (Q)=0 1.39

E->0 T

De ces résultats et en prenant la limite lorsque & —> 0, la forme étendue de (1.14 ) est :

() = [u; (5,.0)p,(QdT(Q) - [P} (5,0)3,(Q)dT(Q)

+ [uy(5.0)5,@)dAg) + [0}, (5,9)8% ()dg) 1.40

L’équation (1.40) est P'identité de Somigliana pour les problémes en milieux non linéaites pour
Papproche par déformations initiales. L’intégrale de volume doit y étre considérée au sens de la valeur
principale de Cauchy. Cette équation est valide pour les problémes 3-D en utilisant les solutions
fondamentales de Kelvin. Pour les problémes 2-D, une attention spéciale doit étre accordée pour les
intégrales faisant intervenir les incréments de déformations anélastiques (Mukhetjee, 1977). Ce point

sera discuté en détail au chapitre 2 (section 2.1.4).

Notons que I'intégrale de volume dans (1.40) n’affecte pas la procédure de limite utilisée dans la
section 1.2.3 pour établir les équations intégrales de frontiére. Aussi, pour les milieux non linéaires
le terme de déformations initiales est a rajouter simplement a (1.18) pour obtenir les équations

intégrales de frontiére appropriées.

- | . es initia]

Reprenons Pexpression (1.29¢) G; =G + G} dans laquelle 65 = Cj €.

En tenant compte de la syméttie du tenseur d’élasticité Cy,, on obtient :
Joi (. 6@)dg) = [C, €1(5.9)8(@)d0Ag) = [55(q)e) (s.)dRg) 141
Qg Qe Qg
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiere en élasticité et en mécanique non linéaire

Cette équation peut étre réécrite en considérant la décomposition de G3:
foy(.0)8(@)dxAg) = [6, & (s.0)d2q) + [65 &5 (s.9)d2q) 1.42

Intégrant par parties les premiéres intégrales de chacun des deux membres de (1.42), comme dans la

section 1.2.2, on obtient :

[P0 1(@dr@ = [u(s,0)p,Qdr(©Q)

+ [u () B.(@dq) + [¢}(s.9)0%(@)dAg) 1.43

Suivant la méme procédure de limite que dans I'approche par déformations initiales, (1.43)

devient :

i () = [u;(5,0)p,(Q)dT(Q) - [P} (5,0)#,(Q)dT(Q)

+ [u(5,9)6,@)dq) + [€], (5.9)0% (9)dAg) 1.44

Cette équation est ’analogue en contraintes initiales de (1.40). Par conséquent, les équations
intégrales de frontiére correspondant a 'approche des contraintes initiales sont de la méme forme que

dans Papproche par déformations initiales, le dernier terme étant remplacé par Pintégrale de volume

., . .. - . )
associée aux confraintes initiales jgy’k (s,q) % (9)dQq) - On doit cependant noter que,
[¢]

contrairement a 'obsetvation faite dans I’approche par déformations initiales, la réduction des

équations aux problémes 2-D se fait ici simplement en faisant varier les indices de 1 a 2.
B [’approche par forces de volume modifiées

La derniére intéorale présentée dans Péquation (1.40) peut s’écrire i Paide des dérivées de U
grale p q p i

de la fagon suivante :
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Chapitre 1 : Méthodes de fronticre en élasticité et en mécanique non linéaire

2Gv . v a
jcykajkdg I{G(uyk Uy )+ T8 }z 2 dQ 1.45
L’intégration par parties donne
[o;8%da= ju,;zc;(éj.kn,, ootin )dl“ ju 2G( 5+ T 8,,j)dQ 1.46
Q r

La substitution de (1.46) dans (1.40) fournit

Cit, = [u}p,dr - [pyi,dr + [ujbdQ 1472
r r Q
- . AV .
avec b, =b, —2G(g], + 1_2\)8;“) 1.47b
v oo,
p = p, +2G(g;n, 1_2v8kk”1) 1.47¢

C; =1 pour les points intérieurs.

L’équation (1.47a) peut étre vue comme I'application des techniques d’élément de frontiére a

un milieu ‘élastique’ soumis a un champ de forces de volume modifiées l—)- et a des efforts surfaciques
p donnés par (1.47b) et (1.47¢). Ainsi, la résolution du probléme en milieu non linéaire est réduite

a la recherche de la solution d’un probleme élastique qui peut étre résolu a 'aide des méthodes
décrites au paragraphe 1.2. Remarquons que la solution en contraintes correspondant doit étre

calculée en utilisant les équations (1.28) et (1.29a).
1.3.3 Introduction a Ia formulation de Ia MDD en milieu non linéaire — Conclusion

Comme nous 'avions indiqué au début de ce chapitre, les formulations indirectes des équations
intégrales en milieu non linéaire peuvent étre directement détivées des relations entre méthodes

directe et indirecte. Dans cette section, on s’intéresse plus particuliérement a la formulation de la

méthode des discontinuités de déplacement (MDD) pour les milieux non linéaires.
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Chapitre 1 : Méthodes de frontiére en élasticité et en mécanique non linéaire

Considérons l'identité de Somigliana étendue (équation 1.40) et supposons la continuité du
vecteur contraintes a travers la frontiere. On obtient alots la formulation intégrale suivante que nous

désignerons par formulation en déformation initiales de la MDD :

i (5) = - [P} (5,0) A, (Q)dT (Q) + [0}, (5,9)% (9)dAq) 148

Cette équation est obtenue en I'absence de forces de volume. #%;(s) représente les composantes de
la vitesse de déplacement en un point intérieur s, Au (Q) est le vecteur vitesse de discontinuité de
déplacements en un point Q de la frontiére du domaine. Dans (1.48) 'intégrale de volume doit étre

considérée au sens de la valeur principale de Cauchy.

Conclusion : Dans ce chapitre, les équations intégrales de fronticre en élasticité linéaire ont été
présentées sous une forme qui unifie les formulations directe et indirect aussi bien en élasticité qu’en
meécanique non linéaire. Trois formulations directes en milieu non linéaire, associées a2 une méthode
de discontinuité de déplacements, ont été ensuite dérivées : approche par déformations initiales,
approche par contraintes initiales et approche par forces de volume modifiées. Les formulations
indirectes associées peuvent s’en déduire sans grande difficulté. Le cas de la méthode des discontinuité

de déplacements a été brievement examiné dans les grandes lignes.

Remarquons juste, comme nous I’avons vu, que si les vitesses du vecteur contrainte et de
déplacement sur la frontiére et la distribution de deformation/contraintes initiales sont connues, alots
on peut évaluer les vitesses de déplacement aux points intérieurs a partir de formulations d’éléments
de frontiétes basées sur des déformations ou contraintes initiales. Les vitesses de déformation et par
suite de contraintes aux points intérieurs peuvent étre obtenues via la loi de comportement non

linéaire. Le détail de cette extension sera présenté au second chapitre.

Soulignons a nouveau que I’évaluation des champs mécaniques aux points intérieurs a I’aide
des méthodes de frontiére de type indirect (cas de la méthode de discontinuités de déplacements) est
beaucoup plus efficace que par les méthodes de type direct, du fait du faible nombre de termes a
calculer. Pour la modélisation des problémes a comportement non — linéaires, il est nécessaire de
déterminer des champs de mécanique en un grand nombre de points intérieurs. Ceci est une raison

supplémentaite pour le choix de la MDD au détriment d’'une méthode directe.
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CHAPITRE 2:

METHODE DES DISCONTINUITES DE DEPLACEMENT EN MILIEU NON
LINEAIRE

Dans ce second chapitre on se propose d’étendre la méthode des discontinuités de
déplacement aux comportements non linéaires. Les expressions des champs de
déplacements et des champs de contraintes sont développées dans ce cadre via les identités
de Somigliana étendues. L’équation associée aux conditions aux limites en contraintes est
également fournie. Une formulation originale et plus générale, permettant d’étudier les
milieux compressibles est ensuite présentée avec les noyaux appropriés. Les intégrales
hypersinguliéres inhérentes aux développements proposés sont régulatisées en utilisant
lintégrale en partie finie d’Hadamard. Le chapitre s’achéve sur la présentation d’une

stratégie pout I'implémentation numérique de la méthode.
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non kinéaire

Introduction

Ce chapitre concerne une extension de la méthode des discontinuités de déplacement pour la
tésolution des probléemes en milieu non linéaire. A partir des identités de Somigliana étendues, nous
établissons les expressions des champs de déplacements et des champs de contraintes ainsi que
Péquation associée aux conditions aux limites en contraintes. Le cas plus général des matériaux
compressibles (ex : matériaux du génie civil) est ensuite étudiée de maniére soignée. Ceci constituera
Pun des apports originaux de ce chapitre. Les intégrales hypersinguliéres associées a ces
développements seront régularisées en utilisant une technique du type intégrale en partie finie
d’Hadamard.

2.1 Formulation par déformations initiales de la MDD

Ce paragraphe concerne I'établissement et I'étude des équations intégrales associées 2 une

formulation en déformations initiales de la MDD.

2.1.1 Identité de Somigliana pour les comportements non linéaires

Considérons une fissure plane, caractérisée par deux surfaces coplanaires notées I'; et I
(Figure 2.1). Ces surfaces sont traitées dans ]a MDD comme une unique surface I', mais avec des
normales opposées. Les composantes du vecteur discontinuité (ou saut) de déplacement Ay, sont

définies comme :
Au, (D) =u, (@) -4 (Q") 2.1

ou %, (Q") et u,(Q)sont les déplacements au point O respectivement sut les lévres supérieure et

inférieure de la fissure.

Rappelons d’abord que la vitesse de déplacement en un point intérieur (s), due 2 la

distribution des discontinuités de déplacement Au le long de la frontiére et 4 la distribution des

déformations initiales € dans le domaine, est donnée par identité de Somigliana étendue :
i, (5) = = [P} (5.0) 0 (Q)T (Q) + [0}, (5,9)E% ()dAq) 2.2
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Chaptre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéasre

ou O (s,q) et E.; (s,Q) représentent les solutions fondamentales de Kelvin données par les

expressions (1.8b) et (1.9b) ; 7 et / sont les directions d’axes associées au systéme de coordonnées
cartésiennes. Rappelons pour la suite que la distance entre le point source s et le point de champ Q

est notée 7. Remarquons également que les intégrales de frontiéres seront étendues aux sutfaces de

fissures I', =T, : UT, . Les intégrales du domaine sont évaluées seulement dans les régions ou

apparaissent des déformations anélastiques lors du chargement. Ceci constitue naturellement un des

avantages des méthodes de frontiére par rapport aux méthodes d’é1éments finis.

Figure 2.1 Définition des composantes du vecteur discontinuité de déplacement

2.1.2 Distribution des contraintes dans le domaine

Pour les solutions incrémentales des probléemes en milieu non linéaire, I'évaluation des
contraintes revéet également une importance fondamentale. Dans le but d’obtenir aussi bien une
bonne précision quune facilité de mise en ceuvre numérique, les formulations intégrales propres
pour les contraintes sont préférées a la méthode qui consisterait a calculer les déplacements aux
points intérieurs et a différentier numériquement ceux ci comme c’est le cas dans Banetjee et

Raveendra (1986).

Les équations intégrales correctes pour les contraintes en un point intérieur pour les
comportements non linéaites ont été présentées la premiére fois par Bui (1978) en s’appuyant sur le
concept de dérivation des intégrales singulieres de Mikhlin. La procédure utilisée ici pour obtenir ces
équations est similaire a celle donnée par Telles (1983). Les solutions fondamentales de Kelvin

seront considérées en conjonction avec I'approche par déformations initiales.
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milieu non linéaire

Les contraintes dans le domaine peuvent étre obtenues par différentiation des équations
intégrales de déplacement (2.2) et application de la loi de Hooke sur la partie élastique du tenseur de

déformation totale (les forces de volume étant négligées) :

oi, o4, 2Gv u 2Gv
5, =G(—-+— L8, —(2Gs; + pt 23
%= e e an, 12y %)

les dérivées des déplacements étant données par

o, p; .
ax_=—-[6xj dF+ Icykajde 24

r m

Rappelons que la vitesse de déformation est décomposée en parties élastique et anélastique :

; (a“’+—au’) & +4° 2.5
€y, =5 =g i .
7 =2 ax, Tax, )T T

La dérivées spatiales présentes dans (2.4) sont prises par rapport aux coordonnées spatiales du
point de charge. Une telle différentiation peut étre directement appliquée au tenseur solution
fondamentale pour la premicre intégrale de (2.3) comme dans le cas élastique, mais une attention
spéciale doit étre accordée a la derniére intégrale. A I'aide de la formule de Leibniz!, la dérivation de

Pintégrale sur le domaine peut étre évaluée de la maniére suivante (Telles, 1983) :

*

—Icykejde J.——sjde €% (5) Ic il mdL 26

I

La premiére intégrale dans le membre de droite de (2.6) est a interprétée au sens de la valeur
principale de Cauchy. I'j dans la seconde intégrale représente un cetcle de rayon unité pour les

problémes 2-D (ou la surface d’une sphére unité pour les problemes 3-D), cercle centré au point de

tz donne - (92@ ¢2(a) F(x,0) ‘/71( dpa1(@)
Laformule de Leibnitz donne j @) F(x,a)dx = jm(a) ot —=—=dx — F[qo( )a] +F[¢> (), a] o
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéaire

charge s. 1, est la dérivée de r ( distance entre le point de collocation (ou de charge) s et le point de

champ q) par rapport aux coordonnées du point de champ, c’est a dire., 7, =—0r / 0x,,.

Substituant expression (2.6) dans (2.4), on obtient :

612,' ap,;- . 60';k sa s a *
vy =—Jé;;u,dl‘+06;m‘81kdg"gjkr_!cykr,mdr 27

Le terme libre correspondant a Pintégrale sur I'} dans (2.7) peut étre évaluée dans le cas 3-D) sous

forme analytique, 0';;-]c étant donné par (1.8b) et

1

—— (8 —-10v)eZ —(1-5Vv)E;5, 2.8
15(1-\’) [( v)szm ( v)811 im

o (s B
—&% Ic,].krjmd[‘ =
n

Les contraintes dans le domaine sont alors données par :

&,(5) = = [P}, (5.0)A1,(Q)dT (Q) + [0}, (5. E5(@dAD) + £, (E)2 29

Les deux derniers termes dans (2.9) représentent Pinfluence des déformations anélastiques.
P q

* - o L . %
Les noyaux pyj sont obtenus par combinaison linéaite de dérivées des solutions fondamentales Py

, . . s . ”’ . * ’ o, . r s,
en €lasticité (voir équation 1.20b); oy représente les dérivées du tenseur contraintes généralisées

di aux forces unité :

R G
Oy = ——_—Za‘n(l ~ v)rB {[3(1 - 2V)(5y”,k”,: + Sk,r,ir’j) +Pv(d Wl T+ 8jkr,,r’,. + Sikr,,r,j + Sj,r,,.r,k)

~By ror e +(1=2V)(8,8, +8,8,)— (1-4v)8,5, | 2.10

a=2,1; B=23,2;7=5, 4 pour respectivement les problémes 3-D et de déformation plane.

? Soulignons a nouveau que la forme correcte de ces équations intégrales a été proposée pour la premiére fois par
Bui (1978) en s’appuyant sur le concept de dérivation dit a Mikhlin (1962), les expressions largement utilisées daras
les publications antérieures étant toutes erronées. C'’est un fait rare dans le développement des méthodes
intégrales qui mérite d’étre souligné.
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéaire

L’intégrale de frontiére dans (2.9) est réguliére mais I'intégrale de domaine contient une

singularité de type Cauchy, dordre (1/1%) lorsque le point de charge appartient 4 la cellule sur

laquelle est effectuée l'intégration. Le terme libre f; résulte de la différentiation de l'intégrale de

domaine dans (2.2), y compris les termes provenant de P'application de la loi de Hooke, c’est 4 dire :

.. 2Gv
-(2Gg; +

1—2vé’a’8”)’

2G
L&) =10 [7-5v)e5 + @ +5v)ess, 211

15(1 -
2.1.3 Formulations au contour

Les identités de Somigliana étendues donnent les déplacements et contraintes en tout point

intérieur du domaine, une fois que les discontinuités de déplacement sont connues sur la frontiére et

les &% dans les domaines appropriés. Par conséquent les champs mécaniques dans le domaine ne
peuvent étre évaluées que si le probléme aux limites est résolu. Comme précédemment, (2.2) et
(2.9) sont valables en tout point dans Q y comptis sur I ; les intégrales de frontiére peuvent étre
obtenues en considérant ces équations a la fronticre. Ceci permet de construire un systéme
d’équations qui, une fois résolu, fournit les valeurs des inconnues a la frontiére et dans les domaines
ou les déformations initiales sont non nulles. Ces derniéres étant a prioti inconnues, une procédure
itérative doit étre introduite pour rechercher celles qui satisfont simultanément les équations

d’équilibre et la loi de comportement non linéaire.
B Equation de déplacement a la frontiére

Pour r # 0l'intégrale de frontiere dans (2.2) est réguliére. Lorsque le point intérieur approche
la frontiére (s > Q), c’est a dire 7 — 0, la limite de la solution fondamentale P (s, Q) qui présente
une singularité en 1/r doit étre évaluée. Puisque les discontinuités de déplacement doivent étre
continues au point Q, la procédure de calcul de limite produit dans P'intégrale de I’équation (2.2) un
terme de saut sur les déplacements et une intégrale impropre. Pour un point S de la frontiére, (2.2)

s’écrit alors :

C,,(S) =~ [} (S.QAUQ)AT(Q) + [}, (S,q)5 (9)dAg) 2.12
r Q
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Chapitre 2 : Méthode des discontinnités de déplacement en milien non linéaire

L’intégrale de frontiére dans (2.12) doit étre considérée au sens de la valeur principale de

Cauchy. Les coefficients C;(S) sont ceux définis a la section (1.2.3) du premier chapitte. Ils valent

8, /2 pour une frontiére lisse au point S.

B Equation de contraintes a la frontiére

Le calcul des contraintes a la frontiére par les méthodes de frontiére est usuellement réalisé en
évaluant les contraintes par différentiation des fonctions de forme et insertion dans la loi de Hooke
(Btebbia et Dominguez, 1992). L’expression des conditions aux limites dans le repére local permet
d’établir les équations du probléme a résoudre. Dans cette étude une méthode différente est
adoptée. L’identité de Somigliana en contraintes (2.9) est considérée directement a la frontiére,
Pintégrale hypersinguliére qui en résulte est régularisée en utilisant Pintégrale en pattie finie
d’Hadamard. Il est bien reconnu que le calcul des contraintes a laide des équations intégrales
hypersinguliéres fournit des résultats plus précis comparativement au calcul par différentiation des
fonctions de forme (Hildenbrandt et Kuhn, 1992 ; Huber et al., 1993).

Dans P'évaluation de la limite dans (2.9) pour I'obtention de la représentation intégrale des

contraintes aux points de la frontiere, une attention particuliere est nécessaire. En effet, le terme
libre f;(e”) dans (2.9) comporte Pintégrale sur le cercle de rayon unité défini par I, résultant dela
différentiation de P'intégrale de domaine dans (2.2). Il s’en suit ’hypothése que le point s se trouve 2
Pintérieur du domaine délimité par la frontiére I". Lorsque le point se trouve sur la frontiere, il est
seulement possible de prendre la limite en partant du domaine vers un point régulier de la frontiere ;

aussi le cercle unité doit étre remplacé par un demi cercle de rayon unité.

En suivant une procédure similaire a celle de Telles (1983) dans les méthodes directes, on
peut prouver que si le point se trouve sur la frontiére, la différentiation de Pintégrale de domaine

conduit 2 une intégrale définie sur un demi cercle qui vaut la moitié de I'intégrale sur le cercle unité

a [F | R L
€% fc,.jkr,mdl“zgsjkf Gl mdl 213
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en miilien non kinéaire

L’intégrale de frontiére dans (2.9) présente une hypersingularité en 1/7* lorsque le point
intérieur approche la frontiére c’est a dire s—> Q. En faisant Ihypothése de la continuité de la
dérivée de la discontinuité de déplacement au point Q, la procédure de limite donne les équations

intégrales de contraintes en un point sur une frontiére régulicre :

6,(S) ==}, (S, Q)AUQ)AT(Q) + [0},,(S,9) 9)dAq) +§f,-,.(éz,) 2.14
r Q

L’intégrale (f dans le membre de droite indique une intégrale au sens de la valeur principale

d’Hadamard.

n étant la normale unitaire extérieure a la frontiére au point s, le vecteur contraintes sur la

frontiére est alors obtenu 4 Iaide de /, = 6,1,

£,(8) = =n,(S)- { Py, (S, Q)Adt, (Q)dT(Q)

+n,-(S)[ foru (.05 @2+ 5, [é“(S)]J 215

2.1.4 Problémes de déformation plane

On se propose d’examiner ici la réduction des formulations précédentes au cas plan. On
commence par établir les équations en milieu plan incompressible. Des résultats plus originaux sont

ensuite présentés dans le cas plus général ou le milieu étudié est compressible.

B Formulation pour matériaux incompressibles

Pour les problemes de déformation plane (la déformation totale hors plan est nulle), la

déformation anélastique hots plan n’est pas nulle: €] # 0 dans (2.12). Le travail (O i €33) fourni

suivant la troisiéme direction doit étre pris en considération dans I'intégrale comportant les vitesses

de déformations anélastiques. Ceci est généralement traité dans la littérature en faisant Phypothese
d’une incompressibilité des déformations plastiques, c’est a dire €y, = €], + €5, + €5, = 0. Cette

hypothése conduit 2 (Mukherjee, 1977) :
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Chapitre 2 : Méthode des discontinnités de déplacement en milien non bnéaire

u; (s) = —IP; (s, Q)Au (Q)dL (Q) + |6, (s,9)E% (9)dQ(q) 2.16
dans lequel :
2vrd,
o 4 gk
Gijk - Gijk + 47t(1 _ V)r 2.17

L’incrément de contraintes correspondant a pour exptression
6,(8) =~ [P (5:Q) A, ()T (Q) + [8}, (50063 (9)dg) + £, (5)] 218

dans laquelle la derniére intégrale est a prendre au sens de la valeur principale de Cauchy et,

&;kl = 0':.;,(, +m(4vr’ir,j5,d _2V8y8k1) 2.19
. =G ... .
Sy (€)= i) [28,] +(1-4v)e; 8, 2.20

Bien entendu dans ces expressions i, j,k,[ = 1,2.

Remarque : Comme nous I'avons déja souligné, 'hypotheése d’incompressibilité plastique n’est en
général pas vérifiée pour les géomatériaux tels les bétons et les roches qui nous intéressent pour des
applications ultérieures en génie civil. Une approche plane incluant la compressibilité des matériaux
s’avére indispensable. La section suivante est consacrée a cet aspect des développements.

B Formulations pour matériaux compressibles

Considérons a nouveau la formulation tridimensionnelle (2.2)

i (s) = — [P (5,0) A1, (Q)AT(Q) + [0, (5,9)8%,(¢)dAg) dans laquelle i, j, k = 1,2, 3.
r Q
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéaire

En déformation plane, le déplacements hors plan est tel que #,(s) =0. Le champ de

contraintes peut étre alots évaluée en utilisant seulement les déplacements dans le plan ; de méme
les composantes 13 et 23 des contraintes et déformations sont toutes nulles. I’équation précédente

peut alors étre réduite sous la forme suivante, avec les indices variantde 12 2 :

iy (5) = = [ P}/(5,008i,( QT (©Q) + [[0}4(5,0)8% (9) + 0y (s.0)85(9)}d2g) 221

Dans cette équation, les noyaux 2-D P,; (5,0) et © ;»k (s,9) , obtenues en intégrant les noyaux
3-D cotrespondants suivant X; sur Pintervalle (—oco, +0), sont respectivement données par les
équations (1.9b) et (1.8b) avec les paramétres appropriés. Le terme supplémentaire G;,,(s,g) pour

€3;(8) # 0 s’écrit de la maniére suivante :

——_—1-—2vr,. 2.22
dn(l-v)r -

+00
Ici33 (s, q)dx; =

-0
Remarquons que les intégrales dans (2.21) sont des intégrales de surface et de ligne. Nous
avons cependant gardé les notations précédentes afin de bien mettre en évidence la similitude avec
les équations intégtales 3-D. Notons également que si nous utilisons € =0 pour éliminer €3, dans
Pintégrale de surface de (2.21) pour les matériaux incompressibles, les noyaux modifiés suivants sont

obtenus :

5 (5,9) = M[(l =2V)(®y 7y +0ur,) =B 1, + 217, r,"] 22

Ce tésultat est bien celui présenté par Mukherjee (1977).

Etablissons maintenant les équations pour le champ des contraintes. La vitesse de
déformations dans le domaine est calculée en différentiant 'équation intégrale de déplacement

(2.21). Suivant la méme procédure que celle déja utilisée (section 2.1.2), on obtient :

00y ., O0% . .,, . g )
Ll + (1 48)d0 ~£5,(9) [opr,dl —€5() Jolyr,dl 224

m r m Q m m I L
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Chaprtre 2 : Méthode des discontinnités de déplacement en milien non linéaire

Les intégrales sur I'] doivent étre calculées sur le cercle de rayon unité, centré au point de charge.

Ceci donne :

—€5(s) J‘G;‘kr,mdr —€5(5) _[6:33",mdr =
rl

h

3—v) [(6-8v)Es, —(1-4v)igs,, +4vis,s, ] 225

A nouveau, pout les matériaux plastiquement incomptressibles, €3; peut étre éliminé de cette

équation en utilisant €5; = —(€]; +€3,), ce qui fournit

1
8(1-v)

—£5,(5) Joyurdl = 5(5) [, dT = [(6-8v)s;, 455, 2.26
I,

1y

Remarquons que P'équation (2.3) est également valide pour les problémes de déformation
plane avec 1,),k=1,2 et 1=1,2,3. Les incréments de contraintes correspondants sont alots obtenus en

substituant I’ expression (2.24) dans (2.3) :

6,(5) = = [P}y (5,081, (QT(Q) + [[07u(5:0)E1(9) + 050 (@ ]dAD + £,[8° ()] 227
r Q

La derniére intégrale est a prendre au sens de la valeur principale de Cauchy et,

*

Cy3n= 2vd, —4vr',ir’j) 2.28

2n(l1—-v)r? (

4(1-v)

£, = 26 + &5 +4vis)s, | 229

En utilisant €3, =—€;; ( /=1, 2) dans (2.21) et (2.27) on obtient 4 nouveau les équations (2.16) et

(2.18) pout les matériaux, incompressibles, Iinfluence de €j;, étant transmise via les autres

composantes du tenseur de déformations initiales. Les noyaux obtenus de cette maniére sont
exactement les mémes que dans (2.17) et (2.19). Ainsi les expressions plus générales (2.21) et (2.27),
que nous avons établies, se réduisent bien aux formulations usuellement présentées dans la

littérature pour les matériaux supposés incompressibles.
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéaire

Les problemes de contrainte plane peuvent étre résolus en utilisant (2.16) et (2.18) avec

A% » A

Gl = Oy, €tsy, = Oy, V devant étre remplacé par v = Tov© le terme libre donné par :

" a G a La
£, &) = _m[zay +£25, 230

2.2 Formulations en contraintes initiales de 1a MDD

Afin d’étre complet, on présente brievement ici les formulations en contraintes initiales de la

MDD. Celles ci peuvent étre obtenues a partir des déformations initiales en utilisant les expressions

suivantes :

* +q * - a
[or62d = [Cnencsde 231
Q Q
ot C est le tenseur d’élasticité et C,,, €% =0y, ,
232

. -a _ + -a _ * ra
J'Gijkgjkdg = chﬂmglmisjkdg - Iglmiclmdg
Q Q Q

Ainsi, les équations en vitesse de déplacement et en vitesse de contraintes pour approche en

contraintes initiales sont données par :

i (s) = - [ P} (5, 0)Ai,(Q)AT(Q) + e}, (5,9)6% (0)dq) 233
r Q

G,(8) = —i P (s, Q)M (Q)dL(Q) + ‘!2 &5 (8, 9)0 1 (@)AAG) + g; [d'“(S) 2.34

les intégrales associées au terme de contraintes initiales étant a considérer au sens de la valeur

. 0 . * “ N M ”
principale et le tenseur & relié a la solution fondamentale est donnée par :
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milieu non linéaire

. 1
Cu = doum(l - V)rp {(1 = 2\’)(5:1:81,' + ajksli - 61]'81:1 + Bsijr,kr,l)
+ PUUST Tk + St + Sgr gt + S v k) + BSrr, — By rr rer, | 2.35

avec @ =2,1; = 3,2; y =5, 4 pour respectivement les problémes 3-D et de déformation plane.

Les expressions pour les termes libres sont de la forme suivante :

1

50y [(7-5v62 +(1-5v)535,]  en 3D 2.36

& (da) =-
et

g,(6%) = 8(—1——) [262 +(1-4v)638,]  pour la déformation plane 2.37
-V

Remarquons pour le probleme de déformation plane que, a linverse de I'approche par
déformations initiales, les équations précédentes n’introduisent aucun terme de travail suivant la

troisieme ditection, ni aucune hypothése concernant 'incompressibilité plastique. La raison en est
que pour Papproche en contraintes initiales €, =0, et leffet de €3, est déja inclus dans les
expressions de G} . Les probléemes de contrainte plane peuvent étre traités en remplagant v par v

dans les expressions du probléme de déformation plane.

Choix de la méthode: Les approches en déformations initiales et en contraintes initiales sont
équivalentes. Elles ne différent essentiellement que par le choix des variables inconnues. L’approche
en déformations initiales a été choisie pour les raisons suivantes : i) elle fournit directement la carte
des champs de déformations anélastiques ; ii) elle a donné de bons résultats sur des applications

faites par d’autres auteurs sur des matériaux métalliques (cf. Brebbia et al., 1984).
2.3 Implémentation numérique
2.3.1 Discrétisation des équations intégrales

La résolution numérique des probléemes aux limites et des équations intégrales associées

nécessite de discrétiser la frontiére ainsi que le domaine nécessaire. Ceci se fait a I'aide d’une série
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Chapitre 2 : Méthode des discontinnités de déplacement en milien non linéaire

d’éléments sur lesquels les déplacements, contraintes et éventuellement déformations initiales
doivent étre interpolés a partir des valeurs aux points nodaux. Apres construction de la forme
discrétisée des équations intégrales pour 'ensemble des points nodaux de la frontiére et domaine
plastifiée, un systéme d’équations algébriques linéaire est obtenu. A Paide des conditions aux limites
imposées, le systéme d’équations peut étre résolu pour obtenir les variables inconnues. Les
déplacements et contraintes en tout point du domaine peuvent alors étre évalués par quadrature
numérique en utilisant les formulations appropriées. Dans cette section, une procédure générale de
discrétisation pour la résolution de problemes aux limites 2-D (déformation plane) est présentée. La

démarche pour les probléemes 3-D est strictement la méme.

Considérons la formulation générale en déformations initiales dans laquelle les déformations

anélastiques sont supposés comptessibles, c’est 4 dire €, # 0. Rappelons les équations associées.

Equation de déplacement :

C, ()it (S) = - [P}(5.0) A, (Q)dT' (Q)
r

+ (o3 (S.0)E%(@) + 05(S.9)e5(9)|dg) 238
Q

Eguation de contraintes :

&,(5) =~ [ Pli(5,.0)Ai4, (Q)dT (Q)
r

+ [[oputs i@ + ojmei@)]dg) + £ [6()] 239
Q

Equation associé a incrément du vecteur contraintes :

£,(8) = -n,(S)-JP;, (S,Q)Ad, (Q)dT(Q)

i, (S)[( 1055 D56+ [o7(S. 0680+ 1, (S)]] 240

37



Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non lindaire

L’équation (2.38) est valide pour en tout point de charge, avec C; = J; pour les points
intérieur, C; = 0, /2 pour les points situés sur une surface réguliére. Rappelons que la premiére
intégrale est a interpréter au sens de la valeur principale de Cauchy et que par souci de simplicité, les

forces de volume, qui ne posent aucune difficulté d’implémentation numérique ne sont pas

considérées ici.

Les équations (2.38) a (2.40) constituent les équations de base de la méthode des
discontinuités de déplacements en milieu non linéaire. Il est maintenant plus judicieux de ttavailler
avec une notation matricielle a la place de la notation indicielle. Pour une modélisation numérique
générale des problemes de fissure, (voir Figure 2.1), les léevres de fissure ainsi que le contour du
domaine sont discrétisés 2 I'aide de L éléments et le domaine ot apparaissent des déformations

anélastiques en M cellules.

L’incrément de discontinuité de déplacement a la frontiere est approximé sur chaque élément

a Paide des fonctions d’interpolation :

Ai = NAY 2.41a
ou N est la fonction d’interpolation et A’ les incréments de discontinuité de déplacement ( au

nombte de 2xQ en 2-D et 3xQ en 3-D, Q étant le nombre de noeuds sur P'élément) aux points

nodaux I', dela frontiére. En un noeud donné, on a dans le cas 2-D

Al
At = { .'} 2.41b
Au,

Les vitesses de déformations initiales 8; sont interpolées dans chaque cellule sous la forme :

¢ = N &'V 2.42

dans laquelle N est la fonction d’interpolation et £/ les valeurs des incréments de déformations
“a
€1
éa
I . . . 12
anélastiques en un certain nombrte de cellules internes. On a £ = ca

22
~ad
€33
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéasre

La matrice des fonctions d’interpolation est de dimension 2x2Q en 2-D et 3x3Q en 3-D. Pour
Péquation de déplacement, les composantes de la solution fondamentale p; peuvent étre écrites

comme une matrice 2x2:

. |ph Pl
p= 11 12

. . 2.43
Py Pxp

*

Le noyau 6 intervenant dans P'intégrale de domaine est exptimé sous la forme

oy 205, Ol O

~x 111 112 122 133

c = , . . . 2.44
Ga11 2631, Oxn Oop

Pout Péquation de contraintes, le noyau de contour P, et le noyau de domaine G sont
exprimés comme :

* *
Plll P112

%* * *
P =Ry By 245
* *
Ppy Py
et
* 2 * * *
Cunnr 4SSz S22 %nss
‘Ax _ * 2 * * * 2 4
G =|O211 201212 O O3 46
* 2 * * *
Oxni1 4%n12 %2222 Onss
Avec ces notations, la forme discrétisée de I'équation (2.38) pour un noeud de contour S;
sécrit :
L M
. * . Ax3T . i
C(S)Au(S,) = ->.| [p’ Nar |sai +)| [6*Naa|e™ 247
J=E\T; J=1\g

De méme ’équation de contraintes est discrétisée de la maniére suivante :

L M
5(s,) = _Z( j P NdF)Aaf +) j'&*ﬁdsz £°0 4 C'(5)°(s,) 2.48
J=I\I; JELNGy
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Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non linéaire

La forme discrétisée correspondant a Péquation du vecteur contraintes au contour peut étre

établie en suivant une procédure similaire pour le point S

L M . ) ,
£,(S)=-n(5). j P NdF]Au’ +n,(S)| Y| | 6'NdQ gV + %C (5;,)€°(s,) 2.49
J=1\r; J=t\ @;

Noter que (2.47) est aussi valide pour un point intérieur s; avec C = I. Les intégrales dans

les équations précédentes peuvent étre évaluées de maniére analytique dans des cas simples.
Cependant, de maniére générale, les schémas d’intégration numérique sont plus efficaces,

notamment lorsque des éléments courbes sont utilisées.

Les fonctions d’interpolation étant usuellement exprimés dans le systéme de coordonnées
homogenes, il s’avére nécessaire de transformer les coordonnées de I'élément du systéme intrinséque

au systéme global cartésien :

dr =|Jldn 2.50
dQ = |Gldtdn 2.51

Afin de calculer les valeurs des jacobiens J, il faut connaitre la variation des vatiables de
coordonnées intrinséques x en fonction de celles du systeme homogene. Celle ci est donnée par les
fonctions d’interpolation précédemment utilisées pour les déplacements, contraintes et déformations

anélastiques.
Pour la discrétisation du contout, on a
x = Ny’ 2.52

Pout la disctétisation du domaine, on a :

x = Nx’ 2.53
J , P sy, .
Les *  sont les valeuts nodales des coordonnées sur Pélément considéré.
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L’équation (2.47) peut alors s’écrire comme suit

J=1\T; j=1 \ Q;

C'Ai' = —i( Fa N]J\dnJAuf + i( j&*mG;den}"m 2.54

Pour les situations normales pour lesquelles S; # I';, Papplication des procédures d’intégration

numérique aux formules ci dessus donne

L ! M r o
Cu' ==Y (Z w (p" N)k]J]JAu’ + Z(Z w, (&*N)piG\}"m 2.55
J=1 \k=1

J=t\ p=1

ou /est le nombre de points d’intégration sur la surface des éléments et W, les poids en ces points. r
. ., . . £ ] A% aT . A
est le nombre de points d’intégration sut les cellules. Les fonctions (P~ N) et (6" N) doivent étre

évaluées aux points d’intégration. L’application de (2.55) sur Pensemble des noeuds du contour

conduit a la relation matricielles suivante :

i = — HAt + D&* 2.56

ou H est l]a méme matrice qu’en élasticité linéaire et D une matrice provenant des intégrales prises

sur les cellules.

De manicre similaire, I'équations de contraintes ainsi que celle du vecteur contraintes au

contour peuvent s’écrire comme suit :

6(s,) = —i(i w, (P N),,JJ\)Aaf + i(z wp('é*ﬁ)p!c;!]é"(f) +C'(5)E°(s,) 257

J=1 J=t \p=1

J=P

. L({1 : M( r R cali V.a
et (s)=-n -Zl(kzlw" (P N)kiJ])AiH +n 1( x w,(6 N)plGIJs W4 %c é 2.58
J= = =

Comme précédemment, des schémas d’intégration numérique peuvent étre utilisés pour

lintégration sur les cellules. Cependant, lorsque le point singulier s; se situe sur la cellule €2;,

Pintégration sur le domaine est seulement possible au sens de la valeur ptincipale. Noter également

que pour I'équation du vecteur contraintes, les intégrales de contour deviennent hypersinguliéres
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lorsque le point de charge coincide avec le point de champ ; dans ce cas, elles existent seulement au

sens de la valeur principale d’Hadamard.

L’application des équations (2.57) et (2.58) a Pensemble des noeuds de contour conduit aux

relations suivantes :

o =-HAu+ (D +C)e” 2.59
et

i=—HnNi+ (D +C)e” 2.60

ou C' et C' sont des matrices représentatives des termes libres, D' et D' sont les matrices dues 4 la
présence des déformations anélastiques. Les matrices H' et H' cotrespondent aux intégrales de

contour en élasticité, de maniére similaire a2 H.

Les équations (2.59) and (2.60) peuvent étre réécrites sous la forme

6 =—-H'Au+D"¢" 2.61
et

{=-HAu+D"g 2.62
avec D' = D'+C" et D" = D'+C".

L’incrément de contraintes correspondant est donné par

6 =6+0" 2.63
ot &°=-HAu+D"¢" 264
dans laquelle le second terme dans le membre de droite inclut déja les termes de contraintes
initiales, c’est a dire, (2G€; + " _szv €40,) -

Pout un probléme bien posé, un nombre suffisant de données en contraintes et/ou
déplacements doit étre prescrit. Les inconnues (discontinuité de déplacements) sont alors évaluées a

Paide de (2.56) et (2.62) (cf. la forme matricielle suivante) :

f =—AAu+ Bs° 2.65

ou la contribution des données prescrites est incluse dans le vecteur f .
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La multiplication de I’équation (2.65) par A7 donne

Au=m+ Ke*° 2.66a
ou

K=4"'B 2.66b

m=-A"'f 2.66¢

Substituant (2.66a) dans (2.61), on a

o=n+Fg° 2.67a
dans laquelle

F=D"-H'K 2.67b

n=-mH 2.67¢

Soulignons que la solution €élastique au probleme en vitesse est fournit par 7 et #. L’équation
(2.672) représente la relation entre d’une part les contraintes dans les cellules et les déformations
anélastiques correspondant et d’autre part la solution élastique. Cette équation lorsqu’elle est adjointe
a (2.65) fournit un moyen de résoudre le probleme non linéaire. Ceci fera 'objet du prochain

chapitre ou un algorithme général de résolution sera proposé

Pour terminer ce chapitre, examinons maintenant deux points techniques de grande
importance dans la mise en ceuvre numérique de la méthode développée: régularisation des

mntégrales hypersinguli¢res, schéma d’intégration des cellules internes.
2.3.2 Evaluation de Pintégrale hypersinguliére de Ia frontiére

La détermination analytique des intégrales hypersinguliéres en utilisant la partie finie est

réalisée de la maniere décrite ci dessous. Ceci correspond 2 une régularisation de ces intégrales.

Lotsque le point de charge coincide avec le point de champ, c’est a dire S— O,

P — KX présente une singulatité, puisquer = lS - QI Due 4 cette singularité de P, lintégrale
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hypersinguliere dans le membre de droite de (2.49) peut étre éctite dans le systéme de coordonnées

locales & sous la forme suivante :

1 Au(é) -e_Au(g) I AuE) ve Au(E)
fl(}; ‘g)zd}é g—)O fl = g)zd‘i 8_)0 ‘[ﬂ(& §)2d§ 8_)0 J:_E (& - g)zdé‘, 2.68

Supposons Au(§)/ O continu au sens de Holder en E', Cest A dire,

AiD ) - 2V ()| < Mg - |" 2.69

avec 0 <a <1 et A une constante positive.

Comme Dintégrale impropre est évaluée au voisinage de £, Pexpression (2.69) implique que

Aa(E) - AiE)) - AdPE)E-8) < dg - 270

avec <P <2.

L’équation (2.68) peut étre réécrite alors comme

e Au(g)
- (§-¢)

El AIJ(E:') = L)+, (&) + 1 —5dg 2.71

E-¢&)

o | Au(E) — Au(E) — AP (EWE-E)
oi Iy(8) = { —>of [ E-£) ]di
. ' I_s 1 _( ) } ._8 1
+Aug) | iy + And (@)E -5 d& } 2.72

et

' A A Az®D
lm2(§)={ lim -El [ (&) - u(i;) g;‘ ENE- @)]

e—>0

} . 2.73

G
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La derniére intégrale dans (2.71) peut s’évaluer comme

(e Au(E) i 200(E)
él—%-':-e(g g)zdzg &o{ € } 274

Remarquons que la premiere intégrale (2.72) est réguliére , les termes non bornés (seconde et

troisiéme intégrales) peuvent étre intégrés de fagon analytique pour donner

1 AuE
hmAu(g)E @ g)zda E_.);——éf% 2.75
et hmAu(g) fl . §)arg=éi_r:(l)mz(g')lns-ln(é;'—1)Aa“’(§') 2.76

Par substitution de (2.75) et (2.76) dans (2.72), on obtient 'expression suivante :
I,(&) = partie finie + Iin&[Az&(g D) L AV (E)In g} 2.77
& Fy

De maniére similaire (2.73) s’écrit

I,(&) = partie finie + 1}5}[@(5’ ) i - AuP(£)In g] 2.78

Substituant (2.74), (2.77) et (2.78) dans (2.71), nous avons

[l Ad(e) > d& = partie fi nze-l—hm{ Au(é.)}—lim{%z} 2.79
(é é: ) & &0 Fod

Les deux derniers termes s’annulent et 'intégrale existe ainsi au sens de la valeur principale

d’Hadamard.

Llustration :
L’application du principe d’Hadamard pour Iévaluation des noyaux de contour

hypersinguliers en élastostatique est illustrée sur exemple suivant. Considérons une ligne de

45



Chapitre 2 : Méthode des discontinuités de déplacement en milien non lintaire

discontinuité de longueur 2a dans un domaine élastique infini e 2.2). Par souci de simplicité

gu q phcite,
des éléments a un noeud (discontinuité de déplacement constant par élément) ont été utilisés et la
pattie élastique de I’équation de contraintes au contour (2.14) est considéré. La contrainte au point

(0,0) est donnée pat :

5,(0.0) = — fa PlyAuydr 2.80a

[ mdr [ Rosar
. . . Auy
ou 612 =— fa RZldr fa Plzzdr Au2 280b

oz i fa Py dr fa Ppdr |

Le noyau P, yk est donnée pat I'expression (1.2.22). Comme - 0,
n

n; =cos(n,x;) =0, n, =sin(n,x,) =1, 2.81
n n

ry=—=1, r,="=0,

1=, 2=,

* * *
alors Py =Py =Py =0,

2.82
. N * G
Ry =FRn=Pp= 21t(1—v)r2
et
GAu,

L’hypersingularité apparait quand 7 —> 0 ; P'utilisation du principe d’Hadamard conduit 4 :

o= —fa2n(l— W = - l‘i% d’ * [ g f 29

- GA -2 2 2 G
_G_ul%l (_+_ _)=

— A 2.
2n(1- V)s—>0 a g g 7n(l-v)a " 83b
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De méme, on établit :
G
n(l-v)a

_G
n(l - v)a

G2 = Aul 2.83¢

(o) 2= Au2 2.83d

Figure 2.2 Ligne de discontinuité de déplacement dans un domaine infini

Ces tésultats sont analogues a ceux présentes par Crouch et Starfield (1983). Ayant déterminé
de maniére analytique, la partie finie de I'intégrale, une procédure numérique standard peut alors étre
appliquée pour résoudre le systéeme d’équations algébriques correspondant. Les conditions
d’existence des valeurs principales des intégrales imposent des restrictions particuliéres pour la
modélisation des fissures. Afin de satisfaire ces conditions, diverses techniques numériques peuvent

etre utilisées. Ceci est discuté maintenant.

Si les points de collocation sont choisis aux noeuds des éléments de frontiere, Pintégrale en
valeur principale de Cauchy (intégrale en partie finie du premier ordre) dans (2.38) nécessite que les
composantes des discontinuités de déplacement soient continues au sens de Holder aux noeuds.
Dans ce cas, chaque élément de frontiére continu ou discontinu satisfait cette exigence. Cependant
pour ’équation du vecteur contraintes (2.40), Iintégrale en valeur principale ¢’'Hadamard (intégrale
en partie finie du second ordre) nécessite que les composantes des dérivées des discontinuités de
déplacement soient continues au sens de Holder sur le contour régulier. Dans ce cas, les éléments
discontinus, pour lesquels les noeuds sont des points intérieurs de I'élément ont la régularité

nécessaite (voir Figure 2.3).
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( * Noeud \

' x Extrémité contour

f d’élément
t Fissure

Figure 2.3 : Points de collocation sur la frontiére et sur une fissure

II existe une autre technique, dans laquelle les points de collocation sont distincts des noeuds
des éléments de frontiére et qui satisfait aussi la condition de continuité d’ Holder des dérivées
premiéres des discontinuités de déplacement aux nceuds. Elle consiste a prendre les points ot sont
évaluées les vecteurs contraintes a I'intérieur des éléments (Ling Chaoxi et al., 1995) (voir figure 2.4).
Noter que dans cette méthode, le nombre de points de collocation (‘points du vecteur contraintes’)

pour P’équation (2.40) est égal au nombre total de noeuds.

Dans la présente étude, des fonctions de forme les plus simples (discontinuité de déplacement
constante par élément) ont été utilisées. Avec ces fonctions de forme, les conditions de
différentiabilité imposées pour les composantes des discontinuités de déplacement Aw; pour assuret
Pexistence de Pintégrale en partie finie sont automatiquement satisfaites (noeud au milieu de chaque

élément).

. x point nodal d’élement
Téte de ﬁSSé P Front de fissure

* point de collocation

Figure 2.4 :Discrétisation d’une fissure — cas de points de collocation au centre des éléments
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2.3.3 Schéma d’intégration pour les éléments de frontiére et pour les cellules

Dans cette section, on présente un schéma d’intégration pour 'implémentation numérique des
équations décrites précédemment. L’objectif visé est d’évaluer 'applicabilité de la méthode des
discontinuités de déplacements aux problémes non linéaires. Pour des raisons de simplicité, mais
sans perdre la généralité de la démarche, des éléments triangulaires a déformations initiales
constantes dans les cellules et des éléments rectiligne a discontinuité de déplacements constante
(point de collocation située au milieu de chaque élément) sont utilisés. Il est évident que des résultats

plus précis pourront étre obtenus si des éléments d’ordre supétieur sont considérés.

Les vitesses de déformations anélastiques pour chaque élément triangulaire j, £ sont de la

. qa - a

forme [j €7, g 12 J €, J é;,]T. En référence a 'implémentation de type Kelvin, un schéma
d’intégration semi analytique est utilisée pour I'évaluation des intégrales de domaines intervenant
dans (2.12), (2.14) et (2.15). Il est inspiré des travaux de Telles (1983) ; nous en présentons ici un
résumé. Afin d’illustrer ce schéma d’intégration, le cas ou le noeud singulier coincide avec le centroide

de la cellule sera d’abord étudié. Considérons alots :

d= [6;8"dQ=¢" [6;,dQ 2.84
A, AQy,

ou '6‘;}“ est donnée par (2.10).

Afin d’évaluer lintégrale, on considére un systéme de coordonnées cylindriques (r) dont

. . . . . ~ ” *
Potigine est au point singulier (figure 2.5). Dans ce systéme de coordonnées le tenseur 'Gyy peut

étre représenté par :

1
r_z%kz 2.85

oll @ est une fonction de ¢ seulement. Pour calculer la valeur principale (au sens d’Hadamazd),

Pexpression (2.84) est alors écrite comme :

2 R ]
d=&" [io}ydo =& tim [ [ o-dra
i ijkl Woe 0 (Pr b 2.86
Aﬂm
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-24
b, cos¢ +a, sing

dans lequel R(¢) = avec A laire du triangle et b, , a, sont tels que

by’—‘J’x—yz, a, =X — X
b2
2
R(9)
o,
1
AY
e ¢
Y
3
X
e —————

Figure 2.5 Systéme de coordonnées cylindriques pour l'intégration semi analytique

L’intégration de (2.86) par rappott a r donne

b, cos +a, sin¢

. 2 -24
d =" %;IE}J: (p{ln[ J - ln(a)}dd) 2.87
Considérons d’abord la partie suivante de I'intégrale

® = j: oln(e)dd . 2.88

Noter que si on modifie les bornes d’intégration de (2.88) pour inclure la contribution de toutes les

cellules adjacentes connectée a un point intérieur Y, on vérifie, grace aux propriétés de @, que

o =—In(e) [pdp =0. 2.89
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De méme s’il s’agit d’'un point Y sur un contour régulier, alors les bornes d’intégration dans
(2.88) doivent étre modifiées pour inclure les cellules adjacentes connectées au point du contour. A

nouveau, grice a la propriété intrinséque de @, on obtient le méme résultat

® = —In(e) f<pd¢ =0 2.90

Ainsi le terme singulier s’annule et le reste de I'expression de d peut s’écrire

d = g% J:2q>1n —24 dé 2.91
B b, cos¢ +a, sin¢

L’intégration par rapport 2 ¢ ne présente pas de difficulté. Elle s’effectue par simple changement de

variable ¢ = ';—[n(d)z - ¢,)+ (¢2 +¢1)] ou 1 est défini sur I'intervalle [-1, 1].

Figure 2.6 Schéma d'intégration semi analytique : cas général

Pour le cas général ou le point singulier ¥ ne coincide avec aucun des “centroides” des
cellules, la méme procédure peut étre utilisée. Puisque les intégrales sont toujours régulieres, un
schéma d’intégration numérique peut étre utilisé dans ce cas. Néanmoins, la procédure d’intégration
semi analytique est recommandée afin de diminuer les temps de calcul et d’avoir une bonne
précision. En référence a la figure (2.6) 'intégrale peut étre exprimée comme :
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- am 3 PR3 () l fz 3($) l
d_gkl {fl Li(¢)¢rdrd¢+ 3J:(¢)(prdrd¢ 292

Les formules de quadrature de Gauss a une dimension (5 points d’intégration sont suffisants)

peuvent étre utilisées pour évaluer (2.92).
Quelques précisions :

Dans cette section, la discrétisation numérique de la MDD étendue aux milieux non linéaires
a été décrite. L’hypersingularité de ’équation de contraintes au contour a été traitée en utilisant le

principe d’Hadamard, ce qui permet d’expliciter les formes discrétisées des équations.

Si nous spécifions les valeurs des composantes du vecteur contraintes pour chaque élément de
contour (fissures comprises), alors les composantes des discontinuités de déplacement Au, peuvent

étre obtenues a 'aide des équations établies ( 2.65 et 2.66a). Les contraintes et déplacements en des

points choisis dans le milieu peuvent étre calculés en utilisant (2.54) et (2.57).

Noter que les formulations qui viennent d’étre présentées sont également applicables aux
problémes de fissures dans un solide infini (I' =I',) ; dans ce cas, la discrétisation de contour n’est
pas exigée. Ces formulations peuvent étre aussi utilisées pour résoudre les problémes intérieur
(milieu fini) ou extérieur (probléme de cavité) (voir figure 2.7). Dans ces cas les discontinuités de

déplacement le long du contour Iy sont fictives.

Soulignons enfin que le code de calcul développé pour résoudre les problémes énumérés
utilisent la méme convention que Crouch et Starfield (1983) : le contour est parcouru de maniére a
ce que la normale extétieure pointe en dehors de la région étudiée. Cette convention est illustrée sur

les exemples suivants (Figure 2.7).
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Figure 2.7 Convention pour le parcours du contour (a) : probléme de cavité ; (b) : Disque solide
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CHAPITRE 3:

MISE EN OEUVRE NUMERIQUE DE LA MDD POUR LES LOIS
ELASTOPLASTIQUES ET APPLICATIONS

Ce chapitre est consacré a I'implantation numérique de la MDD dans le cas
des lois élastoplastiques. La forme incrémentale de ces lois est d’abord briévement
résumée puis nous décrivons la mise en ceuvre des algorithmes précédemment
élaborés. Nous évaluons les performances du code développé sur un certain nombre
d’exemples test. Les comparaisons avec les données d’expérience (lorsque celles ci
sont disponibles) ou avec les calculs Eléments Finis confirment la pertinence de la
méthode. Le chapitre s’achéve sur 'étude d’un tunnel profond creusé dans un massif
rocheux : on montre bien dans ce cas P'avantage que peut présenter la MDD sur

d’autres méthodes numériques (ex : Méthode des Eléments Finis).
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Dans ce chapitre les techniques de mise en ceuvre de la MDD en milieu élastoplastique sont
décrites. Un algorithme de résolution adapté a Pécriture incrémentale des lois de comportement est

présenté et appliqué sur plusieurs cas de structures.
3.1 Solution de la MDD pour les lois de comportement non linéaires

Le schéma implanté est essentiellement le méme qu’en élément fini pour les problémes de
plasticité incrémentale [55]. Pour un probléme donné, les déplacements instantanés, les déformations
et les contraintes sont supposés connus et on recherche leur variation en réponse a un incrément de
charge. On dispose ainsi d’un nouvel état de départ pour un incrément de charge ultérieur, ce qui

permet de déterminer la réponse du matériau pour toute histoire du chargement considéré.

La représentation générale du code d’élément de frontiére pour la résolution des problémes non
linéaires est donnée sur la figure 3.1. Rappelons que les inconnues du probléme sont les discontinuités
de déplacement sur le contour et les déformations initiales dans les zones ou apparaissent les non

linéarités.
Notons Aq la variation d’une quantité q pour un incrément de charge donné. Supposons

Papplication d’une charge Af ; les équations (2.65) et (2.64) du chapitre 2 peuvent s’écrire

respectivement comme :
Af = —~AA[u]+ BA® 3.1
Ac® = —H' Au+ D' As” 39

ou A[u] désigne ici Fincrément de discontinuités de déplacement correspondant 3 Af, Ac® est Ia

contrainte élastique compatible avec les déformations initiales Ag“ issues de la loi de comportement

non linéaire considérée.

Remarquons que les équations (3.1) et (3.2) associées a l]a MDD ne sont pas non linéaires. Les

non linéarités du probléme proviennent de la loi de comportement du milieu.
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Comme de maniére générale les déformations initiales Ae”, apptroptiées pour un incrément de
charge Af donné, sont 2 prioti inconnues dans le domaine, une procédute itérative doit étre introduite
pour les déterminer. Celle ci se déroule de la maniére suivante. Pour un Af donné, on détermine grice
a la loi de comportement 'incrément de déformations initiales ; celui ci est alors appliqué dans le
domaine pour évaluer la redistribution des contraintes. Ceci génére un nouvel incrément de
déformations initiales a redistribuer et ainsi de suite jusqu'a ce que la contribution du dernier incrément
puisse étre négligée. Notons quun tel schéma itératif est basé sur le fait que les équations de contour
(3.1) et (3.2) sont linéaites. Ainsi, une fois terminé le processus, les équations d’équilibre et les relations

de comportement sont simultanément satisfaites dans tout le domaine.

Soulignons également que le déroulement du schéma itératif décrit génére les séquences de

pseudo incréments suivantes :
k k k
{&:k} {oog) er{sef)
k=0 k=0 k=0-

La limite de ces séquences lorsque k —> o sont respectivement Au, Ac®et Ac’. En pratique
cependant, le processus d’itération s’arréte a un nombre fini d’étapes quand la condition de

convergence est satisfaite. Puisque les équations de frontiére sont linéaires, les sommes partielles de ces

séquences 4 la £° itération satisfont

[

et (S o (S

k=0

80';) =—ﬁ(§6uk) +5(zk:éss;) 3.3

k=0

-~
(=

Ceci assure que les équations d’équilibre et les relations de comportement non linéaire sont

simultanément satisfaites dans tout le domaine.

L’algorithme implanté lors de cette étude est résumé ci dessous :
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Génération de données (définissant le contour et les éléments du domaine)

Initialisation : Définitions d’éventuelles précontraintes ¢ + Evaluation des déformations initiales et
des déformations totales associées a G

Evaluer les matrices du systéme ( par intégration des noyaux de contour)
Boucle sur les incréments de contraintes

Enregistrement de Pincrément de contraintes Af

Définir Pincrément de déformations initiales 8¢
Résolution du systéme d’équations

pour générer Pincrément de discontinuité de déplacement initialeSu, = —4 7' Af
Démarrer Ia boucle d’itération avec k =1,2,...

Evaluer lincrément de contraintes en supposant un comportement élastique aux points
intérieurs estimés (comme région des non linéarité)

86 =—Hbdu, , + D8’

Calculer Pinctément de contraintes corrigé 0G, ainsi que Pincrément de déformations

Initialesd€

Appliquer la loi de comportement
Accumuler les contraintes et les déformations initiales
Vérifier Ia convergence

comparer 3¢, calculé avec sa valeur cumulée obtenue lors de Pincrément de charge
courant, afin de conclure si la convergence est assurée ; sortir alots de la boucle.

Appliquer en retour incrément de déformations initialesde; au contour puis calculer

Pincrément de discontinuité de déplacement 8u, = A~ B¢

Poursuivre Pitération
Enregistrer les résultats
Appliquer Pinctément de charge suivant

FIN
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Chapitre 3 : Mise en auvre numérigue de la MDD pour les lois élastoplastiques et applications

Notons qu’une fois la convergence obtenue pour tous les points choisis, les contraintes et
Pincrément de déformations initiales sont accumulés ; afin d’éviter la propagation des erreuts, ces
valeurs sont utilisées comme point de départ pour le prochain incrément de charge. La procédure

adoptée est schématisée sur la figure 3.1

(o)
AGE [T i '
1
1
1
I
1
1
1
I
""" i Y
1 ]
1 R TR
1 ,’:- ]
1 ]
' o N
AG | o """"’"'7‘/562
| a | 1
I 581 ! !
[ RGN SR - -

1 i
1 )
" 1
! og) e
1 1

1 1 50‘1
" VI
1 I
. 1
1
1
1
1

Ag &

Figure 3.1 Schéma itératif associé aux incréments de déformation initiales

3.2 Application de la MDD aux problémes élastoplastiques 2-D

Dans ce patragraphe, on présente briecvement Pessentiel de la théorie classique de la plasticité
incrémentale. La présentation est réduite au strict minimum, les modéles proprement dits étant un peu
décrits en annexe Al. Pour une présentation plus détaillée de la plasticité, on pourra consulter des
ouvrages spécialisés (p.ex. Hill, 1950 ; Salencon, 1989). Quatre modéles de comportement, reliés aux
différents critéres de charge suivants sont implantés : critéres de Tresca et Von Mises pour la plasticité

des métaux, critéres de Mohr-Coulomb et Drucker-Prager pour les géomatériaux (toches, bétons,

sols).
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3.2.1 Equations de Iélastoplasticité classique

Sous 'hypothese de petites perturbations et de transformations isothermes, on adopte la régle de

partition des déformations totales en une partie €lastique réversible et une autre irréversible :

g =¢° +eP. €7 est la déformation plastique. La formulation des lois de comportement élastoplastique
se fait généralement dans le cadre de la thermodynamique des processus itrévetsibles. Elle nécessite le
choix d’un potentiel d’énergie ainsi que celui d’'une fonction seuil et d’un pseudo potentiel de

dissipation.

a) Potentiel d’énetgie : y=y(e—¢”,V,)=y(e’,V))

Les V}, sont des paramétres d’écrouissage. Les lois d’état déduites de ce potentiel s’éctivent :

o=% (3.5)

686

et les forces thermodynamiques associées aux variables internes

A =Y o= (3.6)
6Vk 68p

La non négativité de la dissipation intrinséque se traduit alors par :
c:EP -4V, 20 (3.7
b) Fonction seuil (ou de charge) et loi d’évolution de la déformation plastique
Le domaine d’élasticité est déterminé par une fonction seuil f(o i K )=0

K est un parametre, fonction d’un parametre d’écrouissage donnant la position instantanée de la sutface

de charge dans ’espace des contraintes.

Dans le cas des matériaux dits standard, le pseudo potentiel de dissipation coincide avec la

fonction de charge!. La loi d’évolution de la déformation plastique se résume alors par :
g plastq p

! Pour les loés non associées, il est nécessaire d’adjoindre un pseudo potentiel de dissipation g donnant I'évolution des déformations plastiques.
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f(o,x) <0, alors &7 =0

fo,k)=0 et f(o,x)<0, alorsé? =0 3.8

flo,k)=0 et f(o,x)=0, alorsé? 20

Dans le dernier cas, Pévolution de €7 est donnée par la loi d’écoulement (hypothése de notmalité)

oc
Le multiplicateut plastique A est donné par la condition de consistance f= gf-()' + if{ =0
G

Ecriture incrémentale des lois élastoplastiques

Les lois de comportement non linéaires se formulent généralement de maniére incrémentale. En

plasticité incrémentale on a :

6=C%¢ soit do; = C5,de; 3.10

avec la matrice élastoplastique tangente qui peut s’écrire Gy = Gy — ;C,-j,,mamna,,pCopk, . C est la matrice

of o of of
60'11, 60‘22’ 60'12, 0633

}. y estdonné par .

délasticité du matériau ; on a posé a tel que a’ = {

Y = a,Cy,0, + 0,0, (voir annexe Al).

dk
Remarques :

Les fonctions de charge des lois de comportement élastoplastiques retenues (Tresca, Von Mises,

Moht-Coulomb, Drucker-Prager) ainsi que les a’ correspondants sont également présentés en annexe

Al
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3.2.2 Implantation numérique des lois élastoplastiques

Nous présentons ici une démarche unifiée pour limplantation numérique des lois de
comportement élastoplastique pour des problémes plans. La formulation adoptée est de type
déformations initiales.

Lots de I'application d’un inctément de contraintes, un ou plusieurs éléments intérieurs peuvent
dépasser le seuil d’écoulement. Les contraintes et déformations dans la zone plastique doivent étre

ajustées de maniére a satisfaire a la fois la fonction de charge et la loi de comportement.

La procédure d’intégration des lois de comportement élastoplastiques est déctite ci dessous :
p gt P plastiq

Etape 4) Du programme ptincipal, on obtient 6,_,, €;_, and dc.

Faite une boucle sur les point intérieurs.

Etape b) Cumuler la contrainte totale pour chaque élément en supposant un comportement élastique

. s . e __ e
linéaite : 6, =0,_, + 060,

Etape o) Vétifier si F(o},%,_,) <0 alors le point intérieur est dans le domaine élastique ; passer alots a
I’élément sutvant

Sinon trouver la valeur de R tel que f(o,, +(1— R)80%) - k(x,,) =0

Si Pécoulement prend place dans le dernier élément, alors poser R=1

f(op) —k(x,.))
f(o)—f(o,)

Calculer P’état de contrainte pour I'élément plastifié ©,_, +(1— R)dc}

sinon R =

of a, (RS
Etape d) Calculer a, = % < d\, = m
Calculer P'incrément de déformations initiales 2 partir de 3¢} =dA,a,
Evaluer 6, =6, , +30; —dAaD,

Passer au point intérieur suivant

Reprendre le processus avec G, et dgj .
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Les différentes étapes ci dessus sont illustrées a la figure 3.2

f(o)=k(x,,)

Figure 3.2 Représentation vectorielle des contraintes et déformations initiales incrémentales

3.3 Exemples d’application numérique des modéles élastoplastiques

Dans le présent paragraphe, diverses applications numériques concernant des problémes
élastoplastiques 2-D sont étudiées en s’appuyant sur les algorithmes de résolution précédemment
ptésentés. Le programme de calcul a été congu de maniére suffisamment générale pour résoudre aussi
bien des problémes de déformation plane que de contrainte plane. Les 4 lois de comportement
présentées au 3.2 sont introduites dans le code. Pour la plupart des applications effectuées, les résultats
obtenus ont été compatés a ceux fournis par le code de calcul par Eléments Finis CESAR-LCPC.

I’ensemble des calculs a été effectué sur une station HP-9000.

3.3.1 Etude d’un cylindre épais creux soumis a une pression interne (figure 3.3)

La premicre application numérique est un cylindre épais creux soumis a une pression interne
croissante. Les diamétres intérieur et extétieur du cylindre creux valent respectivement 200 mm et 400
mm). Le but de ce premier calcul est de tester la validité du code développé sur un cas ou les conditions

aux litnites sont relativement simples.

Le chargement est appliqué suivant une séquence incrémentale de 100 MPa a 180 MPa.
L’incrément de charge est choisi inférieur 2 1 MPa . Des conditions de déformation plane somt

considérées suivant I'axe du cylindre.
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Figure 3.3 Cylindre creux sous ptression interne

La discrétisation des éléments de contour ainsi que du domaine intérieur est illustrée sur la figure
3.4. Des éléments de frontiere a discontinuité de déplacement constante, et des cellules internes
triangulaires 2 déformations initiales constantes sont utilisés. Puisque le probléme posséde une symétrie
radiale, seuls les éléments et cellules se situant dans le premier quadrant sont considérés dans P'analyse.
Les influences de chaque élément dans le premier quadrant et celles qui en sont déduites pour ses
images dans les trois autres quadrants sont additionnées pour avoir les influences complétes. En

consequence, la taille du systéme d’équations finales a résoudre a été réduite de 4.

Le maillage éléments finis correspondant a ce probléme est montré sur la figure 3.5; des éléments
quadratiques, isoparamétriques avec huit points d’intégration sont utilisés. Les parameétres du modéle
(ici le modele basé sur le critere de Von Mises) sont les suivants :

Module d’ Young E = 210000 MPa ; Coefficient de Poisson v = 0.3
Contrainte de seuil d’écoulement uniaxial ¢, =240 MPa ;

La distribution de contraintes circonférentielles pour une valeur spécifique de la pression interne
(p =120 MPa engendrant une zone plastique) est montrée sur les figures 3.6. Le compottement
élastoplastique est utilisé avec ou sans écrouissage (plasticité parfaite H’=0). Dans le cas du modéle avec
écrouissage, le module d’écrouissage utilisé vaut H'=84000MPa. Les chemins de sollicitations sont
identiques dans les deux calculs. On constate que 'ensemble des résultats obtenus est en accord avec

ceux fournis par le code de calcul par éléments finis (voir détails sur les figures 3.6).
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p=120 MPa

1.0 1

—0—FE.
081 ® BE.

o./oy

0.2t

0.0 } t t + |
1.0 1.2 14 1.6 1.8 20

R/a

Figure 3.6 (a) Matériau élastoplastique parfait : distribution de contraintes circonférentielles pour p =120 MPa

10+ p=130 MPa

® BE
08 7 —0—FE.

ooy

02+

0.0 f + ; t {
1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0

R/a

Figure 3.6 (b) Matériau élastoplastique parfait : distribution de contraintes circonférentielles ponr p =130 MPa
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P=140 MPa

R/a

Figure 3.6 (c) Matériau élastoplastique avec écromissage : distribution de contraintes circonférentielles pour

p =140 MPa

16 p=180 MPa

1.4 matériau avec écrouissage

1.2
—@—B.E.

1.0 1 ¢ FE.

08 +

C/Oy

04 1

02+

0.0 ; } } t —
1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0

R/a

Figure 3.6 (d) Matériau élastoplastique avec écronissage : distribution de contraintes circonférentielles pour

p =180 MPa
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3.3.2 Plaque perforée sollicitée en traction (figure 3.7)

Ce probleéme (figure 3.7) a été expérimentalement étudié par Theocaris et Marketos (1964). Les
discrétisations des éléments de contour ainsi que du domaine intérieur sont illustrées sur les figures 3.8
(Méthode de frontiere) et 3.9 (maillage Eléments Finis). Notons 4 nouveau que seules les régions o
sont attendues (par estimation) des déformations élastoplastiques doivent étre discrétisées. Ces zones
peuvent étre estimées simplement grice 4 une analyse de la géométrie et du chargement dans le

probléme posé.

2
& 4 IS
w 1} N
«—] L >
c, 41 -—- —20mm - ~—» ©,
«— ——
10 mm
< ' —p
36 mm

Figure 3.7 Plague en aluminium perforée

Figure 3.8 Plague en aluminium perforée. Eléments de contour et cellules internes
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Figure 3.9 Plaque perforée en aluminium : maillage en éléments finis isoparamétriques

Les paramétres matériau utilisés dans les calculs sont les suivants :
E=70000 MPa ; v=02; oy=243MPa, H'=2250MPa.

Les contraintes calculées a la racine de la plaque perforée, a I'aide de la MDD pour une charge
0, =110 MPa | située juste avant la rupture sont représentées sur la figure 3.10. Elles sont comparées
aux données expérimentales de Theocaris et Marketos (1964) ainsi qu’aux résultats de Panalyse
Eléments Finis du méme probleme a I'aide du code CESAR-LCPC.. Bien que les contraintes différent
des données de Pexpérience au voisinage du trou, les résultats obtenus sont en trés bon accotd avec le

calcul Eléments Finis.
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1.50 ¢
130 +
Aaga 44 A 4
1.10 - ¢ o
090 +
S | —— Experimental
o 0.70 4 reference [56)
e BE
0.50 +
a FE
0.30 +
0.10 +
-0.101:00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00
y/a

Figure 3.10 Contraintes normalisées Oy | O d la racine de la plague

3.3.3 Tunnel profond circulaire

Cet exemple est présenté afin de souligner I'un des avantages de la méthode de frontiére sur la
Méthode des Eléments Finis, a savoir la résolution de problémes en milieu infini. Le domaine infini est
supposé initialement soumis 4 un champ de contraintes uniforme de 10 MPa vertical et de 4 MPa
suivant la direction horizontale. Les charges extérieures sont appliquées sur la surface de I’ ouverture et
augementées progressivement jusquaux contraintes préexistantes (in situ) puis on décharge
complétement la frontiere de la cavité. Des conditions de déformation plane sont adoptées ainsi qu’un
modele de Mobr-Coulomb simulé a P'aide du critere de Drucker-Prager. Le matériau rocheux est supposé

parfaitement plastique avec :
E =5000MPa; v=02 ;cohésion c'=2.8 MPa et angle de frottement interne ¢ = 30°.

La discrétisation utilisée est indiquée sur la figure 3.11.
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Figure 3.11 Eléments de frontiére et cellules internes ( ancun élément de frontiére n'est requis sur les axes de symétrie)

Les contraintes le long de la section horizontale a la fin du processus de relaxation sont
représentées sur la figure 3.12 et comparées aux résultats du calcul MEF. Les résultats sont assez

concordants. La différence entre les deux valeurs de G, est probablement due 2 la maniere dont les

conditions aux limites sont imposées a la frontiere extérieure. En effet dans I'analyse de la MEF, il est
nécessaire de définir un contour extérieur du milieu alors que celui ci n’est pas exigé dans la MDD.
Dans le présent maillage Eléments finis, un cercle extérieur de rayon 10 R (R étant le rayon de la cavité)
est considéré, les conditions qui y sont imposées étant celles de déplacements nuls. Sur cet exemple, la
simplicité de mise en ceuvre du calcul et la précision des résultats obtenus confirment Pintérét des

méthodes de frontiéte pour les comportements non linéaires.

Conclusion :

Les applications effectuées dans ce chapitre valident le schéma d’implantation numérique
retenu et confirment la pertinence de la MDD pour Panalyse des contraintes dans les structures
élastoplastiques généralement réservée a la méthode des éléments finis. Il est clair que le nombre
d’applications présentées est encore réduit pour valider complétement le code. En tout état de cause,

Poutil de calcul numérique (enticrement développé au cours de cette thése) étant opérationnel, d’autres
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comparaisons plus fouillées (ex : composantes des champs de déplacements, de contraintes) sur
différents matériaux doivent étre menées sur la base des modeles implantés. L’extension aux lois
élastoplastiques non associées peut étre envisagée dans un avenir proche, ce qui permettra d’aborder

certains problemes relevant du génie civil.

8.00 T c/C'

7.00 1 — FE
—FE

6.00 -

5.00 -

3.00 ¢
2.00 T

1.00

0.00 + = : : . —— —

1.00 150 200 250 300 350 400 450 50y,

Figure 3.12 Distribution des contraintes le long de la section horigontale a la fin du processus de relaxcation
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CHAPITRE 4 :

APPLICATIONS A QUELQUES PROBLEMES D’ ENDOMMAGEMENT ET DE
MECANIQUE NON LINEAIRE DE LA RUPTURE

L’étude numérique compléte des problémes d’endommagement et de
fissuration dans les matériaux du Génie Civil est encore un domaine de
recherche nécessitant des efforts de recherche importants. A ce premier stade
de développement de l'extension de la MDD en meécanique non linéaire,
Pobjectif visé dans ce chapitre est relativement modeste. Dans un premier
paragraphe on  développe des algorithmes spécifiques a un modele
d’endommagement isotrope. Un exemple d’illustration est ptésenté en
s’appuyant sur une version modifiée du modéle d’endommagement isotrope
de Lemaitre et Chaboche (Marigo). Nous abordons ensuite les problémes de
mécanique de la rupture élastoplastique. Apres avoir décrit les méthodes de
calcul de l'intégrale de contour J, on montre ainsi sur un exemple étudié la
bonne comparaison des résultats fournis par le code avec d’autres calculs issus

de la littérature.
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4.1 Application de la MDD 2 la mécanique de ’endommagement

Les différents modéles élastoplastiques présentés peuvent trouver un certain nombre
d’applications en mécanique des géomatériaux. Cependant, dans de nombreux cas, la plasticité
n’est pas le mécanisme de déformation prépondérant. Par exemple, pour les roches qualifiées de
fragiles ((gres, granite etc.), ou encore les bétons, les déformations anélastiques sont la
conséquence d’une mésofissuration qui se développe au cours du chargement. Cette
mésofissuration provoque a Péchelle macroscopique un endommagement, c’est a dire une
dégradation des propriétés mécaniques du matériau. Bien que tres récente (les travaux fondateurs
se situent vers 1960), la mécanique de endommagement a réalisé au cours des derniéres années
d’énormes progres, les modeéles d’endommagement isotrope (variable d’endommagement
scalaite) ayant atteint maintenant un niveau de développement comparable a celui de leurs
homologues plastiques. Les études les plus récentes se concentrent essentiellement sur la
modélisation de Panisotropie induite par la mésofissuration Pour une synthése de ces travaux en
mécanique de I'endommagement par mésofissuration on peut se référer a louvrage de
Krajcinovic (1996). Malgré Fimportance de lanisotropie induite, nous n’abordons dans cette
ptemiére phase des travaux numériques que Iétude d’un modele couplé élasticité -
endommagement isotrope, les développements présentés dans les précédents chapitres ne
concernant que des milieux isotropes. A l'instar de la plasticité au troisiéme chapitre, nous
résumons d’abord les éléments essentiels du modeéle d’endommagement retenu. Puis nous
présentons 'algorithme mis au point pour 'implantation d’un tel modéle. Le paragraphe s’achéve

sur une application numérique que nous discutons en détail.

4.1.1 Présentation du modéle d’endommagement isotrope

Le modeéle retenu dans cette étude est une version modifiée du modéle d’endommagement
isotrope de Lemaitre et Chaboche (1978) (voir également Marigo, 1982). La forme modifiée, que
nous retenons, est décrite par exemple dans Desoyer (1995).

La variable interne d’endommagement est un scalaire noté d, dont les valeurs sont a prioti
comptises entre 0 et 1. Dans ce modéle formulé dans le cadre de la thermodynamique des
processus irréversibles, le seul mécanisme de dissipation considéré est 'endommagement. Les

éléments qui rentrent dans la formulation du modele sont les suivants.
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a) Potentiel d’énergie élastique :
1
(e.d)=7 {Ks2 +2G(1-d)eye, 41

K et G sont respectivement le module de compressibilité élastique et le module de
2Gv
1-2v

dest la variable interne d’endommagement, supposée affecter seulement le module de

cisaillement du matériau; K = avec v le coefficient de Poisson.

cisaillement et laisser intacte la compressibilité élastique; e; est la partie déviatorique du tenseur

Eu

3

de déformation : e; =¢; — 8,]. . Décriture des lois d’état conduisent aux définitions suivantes

- relations contraintes - déformations

o =M _ Ke 8, +2G(1-d)e, 42

v O,

y

- Force thermodynamique associée a d

ey
Fdz—-%‘:Ge,-je,-j 43

L’inégalité classique de Clausius-Duhem portant sur la dissipation prend la forme

F%d>0 4.4
b) Fonction seuil d’endommagement :

La surface seuil d’endommagement est donnée par :
f(F!,d)=F —k(d)=Ge e, —k(d)= f(&,d) 4.5

ot k(d) estune fonction d’écrouissage. On a pour Pévolution de la variable d’endommagement
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F(F?,d)<0, alorsd=0
F(Fe,d)=0 et f(F?,d)<0, alorsd=0 46

F(Fe,d)y=0 et f(F?,d)=0, alorsd=0

Dans la derniére condition 4.7, Pévolution de d est obtenue en faisant une hypothése de

normalité (on patle alors de matériau d-standard) c’est a dite

d
. F”,d
PROY: (Gt 47
ar
Le multiplicateur d’endommagement A est donné par la condition de consistance
VAN 4.8
o A
Ces relations conduisent a
. ® ]
d=—""2Gle,é,] 4.9

k'(d)
avec®=0sid=0et®=1si d>0.

c) Formulation en vitesse de la loi d’endommagement :

La loi de comportement sous forme incrémentale déctivant le couplage élasticité-

endommagement s’écrit :
6, = Kéud,; +2G(1-d)é; - 2dGe, 4.10a

L . (C) )
cestadire 6, = Kg,, 0, +[2G(1 -d)8,6 , —m(ZGek, )(2Ge, )]ek, 4.10b

. IS , e . d - -
ce qui conduit a Iécriture &, = Cj€, avec lopérateur tangent

1 ®
Cet = K5,5, —56,,,[2G(l—d)6,.j] +[2G(1—d)5,,,5 p —m(zGe,,,)(zGe,,)} 411

75



Chapitre 4 : Applications a quelques problémes d'endommagement et de mécanique non linéaire de la rupture

Pour la mise en ceuvte de la loi d’endommagement, on prend généralement
k(d)= %ko [1+2md], dans laquelle k, détermine le seuil initial d’endommagement du matériau

et m est un paramétre caractérisant la tendance 3 la ductilité du matériau lors du processus

d’endommagement. Outre les constantes élastiques, les valeurs de k, et m doivent étre

identifiées a partir des données d’expérience.

4.1.2 Mise en ceuvre du modéle ’endommagement : proposition d’un algorithme
Pour la mise en ceuvre numétique du modéle d’endommagement dans le code MDD, on

fait ’hypothése d’une décomposition de la déformation totale en parties élastique et inélastique :

de = de° + ds” 4.12

L’ensemble des équations de la formulation de la MDD pour la loi d’endommagement est :

Af =—AAu+ BAg®

Ac® = —H'Au+ D' As®

< _ pved ;.

. 0 _
d= mZG[e,dek,]

Pour un incrément de charge donné Af , les variables (o,d,e”,Au) sont réactualisées selon une

procédure conforme 4 la loi d’endommagement. Les conditions initiales pour (4.13) sont :

(0,d,€”,00) | _, = (Go.dysey” Athy) 4.14

L’algorithme mis en ceuvre pour le modéle d’endommagement est résumé ci dessous :
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Initialisation
Débuter P'incrémentation de la charge
Evaluer lincrément Af

Initialiser 'incrément de déformations initiales 4 dg

Calculer la valeur initiale des discontinuités de déplacement Su, = —A4~' Af
Débuter la boucle d’itération avec k£ =1,2,...

Evaluer Pincrément de contraintes en supposant un comportement élastique aux points

intérieurs ptessentis (pour les non linéatités) doy =—Hdu, , + D'de;_;

Calculer Vincrément de déformations correspondant, en utilisant la loi élastique 8¢, = C'8c¢
Cumuler les déformations totales
€, =€, +90¢g,
Vérifier le critere d’endommagement
f(g,d) =Gee, —k(d,) <0?
d,=d,, sif(g,d)<0
sinon d, =d,_, +0d,
Cotriger P'incrément de contraintes
ed
Recalculer 'incrément de déformations en supposant un comportement élastique
_ -1
oe, =C o0,
Cumuler les contraintes totales
o, =0, +00,
Calculer I'incrément de déformations initiales correspondant
a _ e
Vérifier la convergence
si "ESSZ " < tolerance? alots sottit de la boucle d’itération
sinon recalculer les incréments de discontinuités de déplacement suivants
— A1 a
du, = A Bdg}
Passer a Pitération suivante

Enregistrer les résultats

Passer a I'incrément de charge suivant
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Chapitre 4 : Applications a quelques problimes d’endommagement et de mécanique non linéaire de la rupture

4.1.3 Exemples numériques pour le modéle d’endommagement

L’exemple étudié ici est celui du cylindre creux sous pression, déja analysé au chapitre 3
(section 3.3.1). Ce type de test permet d’étudier les mécanismes de déformation et de rupture
autour de cavités. Il constitue également un probléme aux limites approprié pour valider des lois
de comportement. La géométrie du probleme est celle indiquée sur la figure 3.3. Le chargement

consiste en 'augmentation de la pression interne P, de 0 a 170 MPa , la pression externe étant

maintenue 2 0 MPa. Les valeurs des paramétres du modeéle d’endommagement sont les suivants :

Module d’Young E =210 000.MPa ; Coefficient de Poisson v = 0.3

ko =024 MPa ; m=8

Puisque nous ne disposons pas de données expérimentales sur ce exemple dans le cas dun
matériau endommageable, seule la comparaison des résultats obtenus avec les solutions élastiques

classiques sont présentées. Un exemple de distribution des contraintes circonférentielles
(normalisées avec Oy ) le long d’un rayon pour une pression p; de 140 MPa (située au dela du

seuil de dégradation) est présentée sur la figure 4.1.

2.0
16 1 ¢ damage
elasticity
£ A
1.2 F
o
-
O
0.8
041
0.0 t . + - S
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 22

R/a

Figure 4.1 : Distribution des contraintes circonférentielles pour un matérian élastique endommageable -

p; =140 MPa
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Nous remarquons que les contraintes circonférentielles prédites au voisinage de la cavité
pat le modele d’endommagement sont plus faibles que les valeurs élastiques. Cette redisttibution

des contraintes est la conséquence d’une dégradation du voisinage de la paroi.

La figure 4.2 montre la variation de 'endommagement d en paroi en fonction de la

pression p; appliquée. On note une croissance de d, d’autant plus importante que p; est élevée.

0.14 — evoluation de d
0.12 +
0.10
0.08 +
0.06 1 —e—variable d

0.04 +

0.02 +

0.00 + } } } } t } ]
10.0 110 120 13.0 140 150 160 17.0 18.0
P (MPa)

Figure 4.2 Evolution de l'endommagement en paroi avec la pression interne

4.2 Applications de Ia MDD z Ia Mécanique Elastoplastique de Ia Rupture

La mécanique de la rupture s’appuie sur un certain nombre de concepts pour caractériser
les conditions de propagation des fissures. Parmi ceux ci, on peut citer en élasticité linéaire, des
grandeurs locales telles que les facteurs d’intensité des contraintes ou des grandeurs globales
comme Pénergie d’avancement de fissures G. Ces concepts de base de la mécanique dite linéaire
de la rupture sont relativement classiques et ne sont pas présentés ici. On pourra par exemple se
téférer a Pouvrage de Bui (1978b). Différentes approches numériques par éléments de frontiére,
susceptibles de trouver des applications en mécanique linéaire de la rupture, sont décrites dans

Aliabadi et Rooke (1991). Parmi elles, l]a MDD apparait comme 'une des plus prometteuses, les
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Chapitre 4 : Applications a quelques problemes d'endommagement et de mécanique non linéatre de la rupture

petformances en mécanique non linéaire restant cependant a fairel. Dans ce paragraphe on
examine plus particulicrement P'application de la MDD aux problemes de la rupture en milieu
élastoplastique. La présentation est structurée en deux sections. Dans la premiére nous décrivons
brievement la notion d’Intégrale de contour ] de Rice (1968) et ses possibilités d’application en
plasticité. Nous présentons ensuite la procédure d’évaluation numérique de Pintégrale J. Le

chapitre s’achéve sur quelques exemples de résultats.

4.2.1: Notion d’intégrale de contour J en élasticité

La caractérisation des conditions de propagation de fissures en milieu élastique non linéaire
a été traitée pour la premiére fois par Rice (1968). Il en ressort la notion d’intégrale indépendante
de contour connue également sous le nom d’Intégrale de Rice J ou Intégrale de Rice-Cherpanov-
Eshelby. Considérons un systeme de coordonnées cartésiennes, le repére associé étant centré en

téte de fissure (voir figure 4.3).

Figure 4.3 : Trajet de contour pour le calcul de PIntégrale de Rice

L’intégrale de contour J est définie par :

J = j(Wn1 -t ——’)dl“ 415

' Au dela de la MDD, plus qu’un espoir, c’est ld un pari et un challenge pour les spécialistes des méthodes de frontiere.
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W est la densité d’énergie élastique, ¢, les composantes du vecteur contraintes et u; celles du
vecteur déplacement; dI reptésente un élément d’arc le long d’un contour d’intégration

arbitraire [ contenant la téte de fissure et 7; les composantes de la normale (extérieure unitaire)

au trajet de contour I" choisi (voir figure 4.3) Cette intégrale est indépendante du contour actuel
choisi, 2 condition que le point de départ et le point d’arrivée du contour soient sur les lévres
opposées de la fissure, celles ci étant non contraintes. Pour un contour fermé ne contenant pas le

fond de fissure, J =0 .

Pour un matériau élastique linéaire, Pintégrale J coincide avec ’énergie d’avancement de
fissure (J = G) et peut étre reliée aux facteurs d’intensité de contraintes associés aux différents
modes de propagation. Afin de préparer, la mise en oeuvre numérique en élastoplasticité, nous
discutons maintenant de l'implantation numérique du calcul de J par la MDD dans le cas
élastique linéaire ou les méthodes de frontiere sont réputées plus performantes que la MEF pour

Pindépendance de J vis avis du contour d’évaluation.

Considérons des trajets de contour circulaire centrés en téte de fissure. Un ensemble de
points intérieurs, situés dans des positions symétriques par rapport au plan de la fissure, est défini

le long du trajet (figure 4.4). Pour des problémes de déformation plane en élasticité linéaire, on

1
a :W=_2§[G:1"1 +02, —2v0,,6,, — VO,(0,, +G,,) +2(1+ V)O'fZ]. Les composantes du

vecteur contraintes, f,=c,n, , le long du contour sont f{ =6,n +0,n, et

i =0yl

t2 =0, +0pNn,.

Les dérivées u,, des déplacements sont directement obtenues 4 partit des équations

intégrales plutot que par différentiation des déplacements internes en utilisant les approximation

par les fonctions de fotme. Les déplacements #; ainsi que les discontinuités de déplacement Au;
étant reliés par Pidentité de Somigliana u:(s)=— [P} (s, Q)Au,(Q)dT(Q), les dérivées des

déplacements sont alors données par :

au. 61),;
— = Au .dl 4.16
axk l-‘[ a'xk uj :
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dans lequel

oF; 1
ox, 4n(l-v)r’

d
{ [— 20-2v)r, 8, —8r,r 1, +2(r8, +7,8, )] 5,%

+[a-2v)8, +2r,r, [0 420 =29y, = rir,m) = (1-29)@ o, =5 ) } 4.16b
L’intégration le long du trajet de contour est effectuée par quadrature de Gauss.
4.2.2 Evaluation de PlIntégrale de Rice ] parla MDD en élastoplasticité

V. Leitao et al. (1993) ont récemment présenté diverses intégrales de contour calculées 2
Paide de méthodes de fronticre de type direct en élastoplasticité. Une des conclusions de ces
auteurs est que dans le cas élastoplastique, I'intégrale J, évaluée a P'aide de ces méthodes, reste
raisonnablement indépendante du contour lorsque les efforts imposés ne sont pas trop élevés.
Ceci peut étre considéré comme une motivation supplémentaire des calculs effectués dans cette

section.
On suppose la décomposition de la densité d’énergie de déformation W en une partie

1 »
élastique W, et une pattie plastique W, : W=W, + W, avec W, =50‘ijefj et W, = f clde)).

Dans ces derniéres formules € est la déformation élastique, G, et de,’ sont les contraintes

équivalentes et les incréments des déformations plastiques équivalentes.

L’intégrale J pout un contour général I' en milieu plastique est donnée par :
J= [ (Wny — tou,,)dr + [ W,mdr 417

Soulignons que toutes les quantités intervenant dans la formulation de J sont calculées en suivant

Phistoire du chargement.

82



Chapitre 4 : Applications a quelgues problémes d'endommagement et de mécanique non linéaire de la rupture

Dans (4.17), les dérivées u;; des déplacements sont également calculées directement 2

partir de ’équation intégrale de déplacement. Nous avions établi que dans le cas de matériaux

élastoplastiques compressibles, les déplacements sont donnés par :
plasuq p P p

i, (5) = [ P} (5, Q) A, (QT(Q) + [[034 (59085 (9) + 07y (5, 0)E% (@) JAg)
r Q

ce qui fournit par dérivation

o, Sp; 8o ., . g .
ox =" Iaxj U dar + I jksjkdg 8Jk(s) Icukr dr +I 33833‘19""‘:33(5") I°i33r,mdr

m r m rl

4.18

Dans cette formule, les intégrales sur le cercle unité I', résultent de la différentiation des

intégrales de domaine cortespondant et peuvent étre intégrées comme suit

— (s)r! o} r,dl = 8(1 " [(6 8v)ed —(1- 4v)e,,5,.,,,] 4.19a
—-£5(5) j'c:”rmdf 2v €530 4.19b
° ’ 4(1-v)

Pout étre complet, précisons que les dérivées des noyaux G, et G s’écrivent :
) ijk 33

ac;k _ 1 {
ox,  An(l-v)r?

m

21-2V)r, (r,8, +7,8 , —7,8,) +(1-2v)(3 ,5

jm*~ ik

+ 8,8 sk Oy ) — 8T T T + 2Bl 7 + 8l i + 8,7} 4202

Jjm' i

003y _ 1
& 4n(l-v)r?

m

2v(,, —2r,r, 4.20b

Rappelons également que les contraintes sont données par :

8x ax) 1- 2V6x

J

2Gv
-(2Ge; +

“—G( 1-2v

€48;)
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4.2.3 Etude de la fissuration d’une plaque

Cet exemple consiste en 'étude d’une plaque fissurée en son centre (figure 4.4). Cette
plaque, soumise 4 une traction uniforme, a été également étudiée par V. Leitdo et al. (1993a,
1993b) a 'aide d’une formulation directe des méthodes de fronti¢re. Les résultats obtenus par ces

auteurs serviront de base de comparaison pour les résultats fournis par la MDD.

La géométrie ainsi que le chargement uniaxial (d’intensité o) de la plaque sont
a
montrées sur la figure 4.4. La taille 2a de la fissure centrale est telle que W 0.2 ou W représente

la demi largeur de la plaque (nous avons pris dans les calculs W =01 m). Des conditions de
conttainte plane sont considérées. Suivant Leitdo et al. (1993a), on suppose le comportement
élastique - parfaitement plastique, avec un critere de Von Mises. Les parametre du matériau sont

les sutvantes :

Module d’Young E= 100000 MPa; coefficient de Poissonv = 0.3
Seuil d’écoulement ¢, = 1000 MPa

Lles chatges o appliquées sont comprises entre 0 et o, =0.807y .

o T T 1

3 2w

o, v & 4 4

Figure 4.4 : Plague contenant une fissure centrale - géométrie et chargement

La figure 4.5 montre la discrétisation retenue pour I'étude de la plaque fissurée. 56

éléments de contour et 112 cellules internes triangulaires ont été utilisés.
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) 56 boundary
elements
D
D ®
112 internal
D triangles
g

Figure 4.5 : Plagque contenant une fissure centrale : 56 éléments de contour et 112 cellules internes

Les intégrales de contour J sont calculées pour différents chemins de contour entourant

la téte de fissure. Nous avons pu noter une certaine indépendance des résultats vis a vis du

NS - ., O )
contour d’intégration. La variation de 5~ avec le chargement normalisé — est montrée
(aO-Y ) O-n

sur la figure 4.6. Elle est comparée i celle obtenue par Leitdo et al. (1993a). On observe une
concordance entre les résultats, méme si on note une légere déviation entre les deux calculs aux

forts niveaux du chargement. Ceci peut étre est due a Putilisation, dans cette premiére phase de

notre étude, de cellules intetnes 3 £“ constantes, la conséquence étant probablement une
imptrécision sur les champs de déplacement dans la zone d’intégration (plastifiée). En tout état de

cause, des travaux complémentaires sont nécessaires pour améliorer ces résultats.
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> avec le niveau de chargement <z (o, =080y ). La drite correspond

Figure 4.6 : Variation de
(aO-Y ) Oy

d la solution élastique linéaire.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

La présente étude a été consactée a l'extension de la Méthode des Discontinuités de
Déplacements (MDD) aux milieux plans 4 comportement non linéaire. Elle a été motivée par le
fait que les seules extensions existantes de méthodes de frontieres aux matériaux non linéaires,
concernent des méthodes directes ou récemment des méthodes duales. Il nous a ainsi semblé
important de mener des études sur Pextension de la MDD, qui par ailleurs a largement fait ses
preuves dans I'étude des milieux élastiques fissurés. Cet objectif a été pour Pessentiel atteint,
méme si, comme nous le soulignerons a nouveau, certaines améliorations doivent étre apportées
a moyen terme. Hormis I’étude bibliographique, indispensable dans tout domaine de recherche
ou les développements sont récents, le travail réalisé a comporté plusieurs volets

complémentaires :

B développement des noyaux appropriés correspondant a Pextension de la MDD et
régularisation des intégrales hypersingulieres qui en découlent. Cette régularisation a été menée
avec soin en s’appuyant sur des méthodes bien éprouvées (principe d’Hadamard etc..

Les développements proposés ont été également étendus aux milieux compressibles. Cet aspect
constitue également une des originalités de cette étude; il ouvre des perspectives pour
Papplication de la méthode numérique aux géomatériaux. Des résultats nouveaux concernant les

termes supplémentaires issus de la compressibilité plastique sont établis et discutés en détail.

B Le développement d’algorithmes numériques appropriés pour 'implantation des lois
de comportement retenues (élastoplasticité, loi couplée élasticité — endommagement) dans le
cadre d’'une formulation en déformations initiales. Bien que la procédure d’extension en milieu
élastoplastique ne soit pas totalement nouvelle, la diversité des lois implantées constitue un atout
important du code développé. Les lois élastoplastiques étudiées pour Pinstant sont toutes de type
standard généralisé. Aucune difficulté supplémentaire n’est cependant a craindre pour des lois
non associées, les développements proposés au second chapitre restant toujours valables. Enfin,
le code a été écrit avec une structure tres générale, ce qui permettra I'étude de problémes 2-D
(déformation plane, contrainte plane) pour une large classe de comportements allant

éventuellement jusqu’au couplage plasticité - endommagement.

B Test du code de calcul sur un certain nombre de problemes modele. L’étude de
problémes de plasticité au chapitre 3 a permis un certain nombre de comparaisons, soit avec des
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résultats expérimentaux de la littérature, soit avec des résultats issus de Calcul Eléments Finis que
nous avons réalisés. De maniére générale, on note une bonne performance du code sur ces cas
test, ce qui confirme la pertinence de l'extension de la MDD pour I'étude des problémes de

lasticité. Ceci est encore plus net lorsqu’il s’agit de structures en milieu infini.
p p q gt

B L'un des domaines d’application visés ultérieurement étant la mécanique de la
rupture, nous avons enfin abordé au chapitre 4 ’étude d’une plaque élastoplastique fissurée par le
biais de P'intégrale de contour J (Intégrale de Rice). La comparaison avec les résultats obtenus par
Leitao et al. (1993a) montre encore un bon accord ; un léger désaccord pour des forts niveaux de
contraintes i.e. des cas ou les zones de plasticité sont importantes est néanmoins obsetvé. Nous
pensons que ces résultats pourront étre nettement améliorés a court terme par l'incorporation
d’éléments de frontiére quadratiques et de cellules internes de plus grande précision. Pour le
ptemier point, les travaux déja effectués par Kondo et Samba (1995) sur la MDD en élasticité

linéaire pourront servir d’excellente base de départ.

Un certain nombre de perspectives 2 moyen terme peuvent étre indiquées pour la suite de
ce travail. Tout d’abotd, il nous parait nécessaire de réaliser d’autres applications du code dans sa
forme actuelle. Nous pensons en particulier 2 une analyse comparative plus fouillée de diverses
structures, et a I’étude des problémes de multifissuration (diverses configurations de fissutes,
interactions entre fissures etc.) abordé par de nombreux auteurs dans le cadre linéaire (Ang,
1986 ; Nguyen et Yan, 1994 ; Chen et Chen, 1995 ; Yin et Ehrlacher, 1996 ; Renaud et al., 1996).
L’implantation de lois de comportement plus élaborées (ex : plasticité non associée) peut étre
envisagée. Quelques développements que I'on peut envisager ultérieurement pourront concerner
les deux thémes suivants : 1) étude des milieux hétérogenes (problemes d’inclusions) a Paide des
déformations initiales ; i) extension de nos travaux a I’étude des milieux anisotropes non

linéaires. Les récentes études de Le Van et al. (1997) peuvent étre mis a profit sur cet aspect.
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Modeéles élastoplastiques retenus - Critéres

Annexe Al : Modeles élastoplastiques — Critéres

La théotie de la plasticité telle que nous I'avons abordé dans cette étude (plasticité associée)
, , .. .. . d - d e d P ey, . ..
est résumée ici. La partiion classique d€; =de; +dg; est considérée et on écrit
do; = Cy(dey —de,”). Les de) sont les composantes du tenseur incrément de déformations

plastiques On définit également la surface de charge (surface seuil) qui, en tenant compte de

’écrouissage, s’écrit de maniére générale :

F(cij’K) = f(cy) ~k(x)=0 Al1

f est convexe et K est la variable d’écrouissage.

L’ expansion progressive de cette surface seuil peut étre définie en reliant le seuil d’écoulement
a la déformation plastique via le paramétre d’écrouissage k . On choisit souvent le travail plastique

cumulé :

K=w= jc,.jdsf; A2

Soulignons que dans I’ équation (A1.1), f(o,) est une fonction scalaire des G, qui joue le

role d’une contrainte équivalente désignée par G, . Par conséquent, on définit une déformation

plastique équivalente €/ dont incrément produit un incrément d’énergie de déformation plastique

tel que :
o,de, = c,de] = dx Al13

A un niveau de plasticité f = k, la vatiation dans la fonction de charge, due 2 un incrément

de contraintes est telle que :

df <0 décharge elastique
df =_—do, df =0 charge neutre Al4
df >0 charge plastique
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Modeles élastoplastiques retenus - Critéres

Dans le contexte des lois associées, la régle de normalité permet d’écrire :

o
del =dh Al15
Y oo i
. . .y . y , of
dA étant le multiplicateur de plasticité donné par la condition de consistance dF =0. 2 est une
c

normale a la surface de charge, correspondant a I'état de sollicitation considéré (figure A1.1).

surface de charge
f=k of
oo

Figure Al.1 Représentation de la régle de normalité

Par substitution des relations précédentes on a :

dcij = Cg‘kl (dS,d - a,ddl) Al.6a
oF ZA A1l.6b
avec d,, = —_ = .
“ ao-kl ackl

Pour évaluer dA , éctivons la condition de consistance

dF = 2 00, —%61( =0 Al1.7a
oo, 7 Ok
ok
soit a,.de',-j —&Gijdsg =0 Al1.7b

En combinant avec la régle de normalité, on a

ok
aydcy - Ecyaydl =0 Al7c
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Modeles élastoplastiques retenus - Critéres

La substitution de A1.6a dans cette derniére équation conduit a

iy ikl

1
di = _Y—a“C” de, Al.8a

avec ¥ = a,Cay, + 2 O A1.8b

Dans (A1.5), f(c;) étant une fonction homogene de degré 1, Papplication du théoréme d’Euler

donne :

2 f(c,) A19
c, = f(c,) =0, .
y oo y g

ce qui permet d’exprimer

Y =a,Cyay + H AL10
a,C,,de a’Cde
ou L L Al.11

= = T
a,Cpay+H ad,+H

avec dpy=Ca ; H’ =

=g beut étre interprété comme la pente locale de la courbe contrainte
e

uniaxiale — déformation plastique.

L’équation A1.11 peut étre utilisé pour éliminer dA dans A1.7c et on établit ainsi les relations

incrémentales

dcij = Cye'i/dsij Al1.12a

Al12b

1
ep __ =
avec QJH - QJH y CYijmnamnaapC‘opkl

oF o o af}

;e T
Le vecteur a s’éctit sous la forme a’ = { R , R
0c,, 0o, 0o, 00y
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Cas des lois élastoplastiques retenus :

Les critetes de plasticit¢ f(o;) en milieu isotrope s‘exptiment comme une fonction des

invatiants du déviateur du tenseur de contraintes: I, =0, J, = ES"S'/ = ES,-!-S Sk -
S; =0, — "3".]18 ; sont les composantes du déviateur de contraintes. On peut également considérer 4
la place deJ; un autre invariant ©, connu sous le nom d angle de Lode
7 1 ( 33 J 7
—-—<0=_Arcsin ——-———% <—.
6 3 2 J; 6

Les invatiants J, et J; du déviateur de contraintes S s’éctivent aussi

1
Jy= S (Sh+ S+ Sh)+ o 5 Ty =S5(S5 - 5).

Les différents criteres que nous considérons ainsi que l'expression des vecteurs a

correspondants sont donnés ci dessous.

a- Critére de Tresca :

Zﬁ;cose -6, =0 A1.13a

dans laquelle 6, est un parameétre matériau qui doit étre expérimentalement déterminé.

a"={, 1, 0, 1 A1.13b

b- Critére de Von Mises :

\3J,-06,=0 All4a

ona: aT = 1 {S“, S22’ 20-12, S33’} A1.14b
27,
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c- Critére de Mohr - coulomb :

J, 1
-};l-sind)+\/_J;(cos6——\/?sin9sin¢)—ccos¢ =0 Al.15a

¢ est la cohésion du matériau et ¢ I'angle de frottement interne.

J J J

d- Critére de Drucker - Prager :

at, + ()" =k Al1.16a
avec

___ 2sin¢
*=3(3—sing)’

6ccosd

Y= BG—sing)

A1.16b

Pour ce critere, le vecteur a est identique a celui dérivé pour Mohr - Coulomb.

En déformation plane, il est possible de simuler le critere de Mohr - Coulomb par celui de

tan¢ 3¢

k= .
(9 +12tan* )"’ (9 +12tan’ §)"?

Drucker - Prager en posant o0 =

De fagon plus générale, la matrice tangente peut également se mettre sous la forme
1
c* =C——;dDdg ou d,=Ca

Le vecteur d;, de la matrice élastoplastique a la forme suivante en déformation plane.

3

E
ma, + M,
E
d, = {1y 2 tMt =M A1.17
Ga3 (l—V )
E
H_I_—V'a‘, +M2‘
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et

e

N
S)
i
/K

w

&

[ E

1+v

=11+v

1+v

.

en contrainte plane

a, +M,

a, +M,

Ga,

a, +M,

N\

2

J

| =

Ev(a, +a, +a,)

1+ v)(1-2v)
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