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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail fait suite aux publications de P.B.Cohen [Co| et de Shiga-Wolfart
[S-W]. On considére un domaine symétrique borné complexe D et un groupe
arithmétique T' tel que le quotient I'\D soit en bijection avec une famille ana-
Iytique ¥ de variétés abéliennes polarisées d’un certain type comme dans [Shil].
En fait, le domaine D se décompose en un produit de g de domaines symétriques
bornés complexes élémentaires D, , et chaque élément de D, est une matrice &
coefficients complexes. En particulier, on peut parler des points algébriques du
domaine D.

Le théoreme principal obtenu par P.Cohen, H.Shiga et J.Wolfart est le suivant:

Théoréme. On a équivalence entre les propositions 1) et i1)

i) Le point z appartient ¢ D(Q) et U’élément de 3 associé ¢ z est définie sur
Q.

i) La variété abélienne sous-jacente a l’élément de 3 associé ¢ z est & multi-
plication complexe. On dit alors que z est un point spécial du domaine D.

L’implication i) = 4) était déja connue par la théorie de la multiplication com-
plexe, et I'implication i) = 4:) utilise les méthodes de la transcendance. L’espace
I'\D est en bijection avec ’ensemble des points complexes d’une variété algébrique
quasi-projective Vs . Notons

Jeg: D — VE(C)

une application holomorphe induisant un isomorphisme entre I'\D et Vz(C). Si
Jx et Vx sont correctement normalisées, alors le théoréme énoncé ci-dessus admet
le corollaire suivant

Corollaire. Soit z un point de D(Q) non spécial, alors

Js(2) ¢ Ve(Q).

Ce corollaire peut se voir en fait comme une généralisation du théoréme de
Schneider portant sur la transcendance des valeurs de la fonction modulaire ellip-
tique j aux points 7 € §) algébriques non quadratiques imaginaires.

Déja dans les articles [Co] et [S-W], on trouve des exemples de points z € D
non algébriques tel que Jx(z) ¢ Vs(Q). Le résultat le plus significatif dans cette
direction est le théoreme suivant que l'on trouve & la fois dans les articles de [S-W]
et dans [Co| dans un cas particulier (voir la proposition 4 p.19 pour la premiére
référence et la proposition 1 p.992 pour la seconde).

Théoréme. Soient F un corps de nombres totalement réel de degré n et ¥ une
famille analytique de variétés abéliennes polarisées de dimension n définies sur C
telle que Ualgébre des endomorphismes de la variété abéliennes sous-jacentes a un
élément de T contient F. Etant donné z = (z1,... ,2,) € H™ non spécial tel que
2, €0Q pour au moins un indice v compris entre 1 et n, alors

Ju(z) ¢ Va(Q).

Bien siir on aimerait généraliser ce théroréme dans le cas d'une famille analytique
Y quelconque de la maniére suivante:
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Conjecture. Soit z € D un point non spécial avec z, € D,(Q) pour au moins un
indice v compris entre 1 et g. Etant donné X une famille analytique de variétés
abéliennes polarisés paramétrées par D, on a

Ju(z) ¢ Vs(Q).

Cette conjecture sera démontrée ici dans le cas particulier ot D = § x § (voir
le théoréme 3.4 du chapitre III pour un énoncé précis). Le cas général reste ouvert,
puisque aucun contre exemple n’a encore pu étre prouvé. En fait, avant d’attaquer
la preuve de ce théoréme 3.4, on va, dans le chapitre II (voir 'introduction de ce
chapitre pour les détails) controler I'algébricité (en un sens que 'on définira) du
point Z € §),, associé & une variété abélienne polarisée (A,C) simple définie sur [0)
de dimension n.

Le travail présenté ici est divisé en quatre chapitres. Le premier chapitre est
consacré & des rappels sur les variétés abéliennes et les espaces de modules. Dans
le second chapitre, comme nous venons de le signaler, on controle ’algébricité du
point z € D associé 3 une variété abélienne simple définie sur Q. Nous montrerons
en particulier que les résultats obtenus dans ce chapitre généralise ceux obtenus par
la collaboration Cohen, Shiga et Wolfart. Le troisiéme chapitre est consacré aux
applications du second chapitre, et en particulier 4 la transcendance des valeurs
des fonctions automorphes arithmétiques. Enfin, dans le quatriéme chapitre, nous
allons exhiber les équations du plongement modulaire dans deux cas particuliers.
Ceci nous permet, en reprenant une idée due a H.Shiga, de donner aussi des résultats
de transcendance portant sur les valeurs des fonctions automorphes arithmétiques.
Nous comparerons alors les deux approches.

Les résultats les plus importants sont les théoremes 1.9 et 3.5 du chapitre II,
ainsi que les théorémes 2.1 et 3.4 du chapitre III.



PREMIER CHAPITRE
Introduction

Ce chapitre est consacré & des rappels sur les variétés abéliennes et les es-
paces de modules indispensables pour énoncer et démontrer les résultats que nous
présenterons ultérieurement. Ces généralités que nous allons maintenant rappeler
sont pour la plupart bien connues, et nous nous permettrons le plus souvent de don-
ner des références pour une preuve éventuelle. Le lecteur trouvera donc péle-méle
des résultats triviaux et des résultats un plus profonds. Il est peut-étre souhaitable
de commencer & lire le chapitre II et de se référer au chapitre I lors des multiples
renvoils.

§1 Généralités sur les variétés abéliennes polarisées

On désignera par k un corps.
Définition 1.1. Un groupe algébrique G sur k est une variété algébrique G définie
sur k£ munie de deux morphismes:

m:GxG—G

inv: G —= G

et d’un élément € € G(k) tel que la structure sur G(k) induite par m et inv soit
celle d'un groupe d’élément neutre €.

Définition 1.2. Une variété abélienne A est un groupe algébrique complet.

Remarque. Si Ay et A, sont deux variétés abéliennes alors A; x A, est encore une
variété abélienne.

Proposition 1.3. Une variété abélienne est une variété lisse et projective.

Référence. Pour une démonstration de la projectivité, on peut consulter le §7 de
Particle de [Mil].

Proposition 1.4. La loi de groupe sur une variété abélienne A est commutative.
Référence. Voir par exemple 'article de [Mil] corollaire 2.4 p.105.

Théoréme et définition 1.5. Un morphisme de variétés abéliennes f : A — A’
est un morphisme de variétés algébriques envoyant € sur_e'. Le morphisme f induit
alors un homomorphisme de groupes de A(k) dans A'(k).

Notation. On notera End(A) P’anneau des morphismes de la variété abélienne A
dans elle-méme, et End’(4) = End(4) ®z Q la Q-algébre déduite par extension
des scalaires.

Définition 1.6. Un morphisme de variétés abéliennes f: A — A’ est une isogénie
si f est surjective et dimA = dimA’.

Définition 1.7. Une variété abélienne A est simple s'il n’existe pas de sous-variétés
abéliennes non triviales de A.



Définition 1.8. Une polarisation C d’une variété abélienne A est un ensemble de
diviseurs de A vérifiant les trois conditions suivantes:

1) C contient un diviseur ample.

2) Si X; et X, appartiennent & C alors il existe deux entiers n; et ny strictement
positifs tels que n1X; et ne X, soient deux diviseurs algébriquement équivalents.

3) C est un ensemble maximal satisfaisant les deux conditions ci-dessus.

Remarque. Toute variété abélienne A peut toujours étre équipée d’au moins une
polarisation.

Définition 1.9. On dit que f : (A4,C) — (A’,C’) est un morphisme (resp. une
isogénie) de variétés abéliennes polarisées si f est un morphisme (resp. une isogénie)
de variétés abéliennes et si f*(X’) € C pour tout X' € C’.

Sauf mention contraire, & partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre
nous ne considérerons que des variétés abéliennes définies sur k = C, ce qui permet
de donner des preuves tres faciles des résultats qui vont suivre.

Si A est une variété abélienne, alors

ou T4 est Pespace tangent a l'origine de la variété abélienne A, et ot1t D est un
réseau de T4 .

Théoréme 1.10. Un morphisme de variétés abéliennes f : A — A’ s’identifie &
une application linéaire Home(f) € Home(Ta,Tar) vérifiant Home(f)(D) C D'.
Le morphisme f est une isogénie si et seulement si de plus on a simultanément les
deuz conditions suivante Home(f) est bijective et dimTy = dimTar. On définit le
degré de l'isogénie f par

deg(f) = Card (HoTcD(IJWD_)) :

Remarque. L’isogénie f est un isomorphisme si et seulement si deg{f) = 1.
Proposition 1.11. La relation “étre isogéne d” est une relation d’équivalence.

Preuve de la proposition. 1l est clair que la relation est réfexive et transitive. Pour
démontrer que la relation est symétrique, on montre en fait que si f : A — A’
est une isogénie de degré d alors il existe g : A* = A une autre isogénie telle que
gof =dldsa. On pourra consulter la premiere proposition du §2 de 1’article de
[Ros] pour les détails.

Remargue. En particulier une isogénie f de A s’identifie & un élément de End(A)
inversible dans End®(A4).

Proposition 1.12. Si A est une variété abélienne simple, alors tout f € End(4)
non trivial est une isogénie. En particulier EndO(A) est une algébre & division.

Référence. Voir larticle de [Ros| p.82.

Notons i I'isomorphisme entre l'algébre L = End’(A) et Palgébre des endomor-
phismes de I'espace T4 qui préservent Dg = D ®z Q.
6
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Si on choisit une base (t1,...,%,) de T4 sur C, on obtient une représentation
complexe, ® : L — M, (C), dite représentation complexe analytique de L.

Si on suppose de plus que A est simple, alors L = End°(A) est une algtbre &
division, et 'isomorphisme ¢ permet de voir Dg comme un L-espace vectoriel. En
particulier [L : Q] divise 2n. On notera:

2n
[L:Q

Corollaire 1.13. Soit A une variété abélienne simple de dimension n définie sur
C. Sl eziste une sous-algébre L, de L = End®(A) de degré 2n alors Ly = L.

m =

Preuve du corollaire 1.13. En effet:

m[L : Q] _
[L1:Q]

ce qui force en particulier [L: L] =1,1ie. Ly =L.

m[L : Ll] = 1

Nous allons maintenant traduire les définitions 1.8 et 1.9 dans le cas particulier
auquel nous nous sommes restreints.

Soient £ € Pic(A) = H'(4, 0%) et E I'image de £ par 'application de Chern
1 : HY(A,0%) — H*(A,Z) = A*Homg(D, Z).

Notons
W = Homg¢ (T4,C) .

L’image de E par Pinjection:

H%*(A,Z) — H*(A,C) = A’Homg (T4,C) = A>(W o W)

est Er, lextension R-linéaire de E. En fait Eg € Hb(A), et par suite:
Er(iz,1y) = Er(z,y)

pour tout (z,y) € Ta xT4.

Proposition 1.14. Le fibré en droite L est ample si et seulement si Er(iz,z) > 0
pour tout z € T4 \ {0}.

Définition 1.15. Soient V un C-espace vectoriel de dimension n et D un réseau
de V. On dit qu'une forme bilinéaire alternée non dégénérée E sur V est une
forme de Riemann pour le tore complexe T'= V/D si et seulement si:

1) E(z,y) € Z pour tout (z,y) € D?.

2) E(iz,iy) = E(z,y) pour tout (z,y) € V2.

3) E(iz,z) > 0 pour tout z € V' \ {0}.

On dit que la forme de Riemann E est normalisée pour le tore complexe T' =
V/D si de plus il existe di et dp deux éléments de D tels que E(dy,d3) =1.

Remarque. Si on pose:
H(z,y) = E(iz,y) + iE(z,y)

pour tout (z,y) € V2, alors H est une forme Hermitienne définie positive.
7



Corollaire 1.16. L’extension R-linéaire Er de ltmage de X € C ample par
Dapplication de Chern c1 est une forme de Riemann pour le tore compleze T4 /D.

Proposition 1.17. Etant donné un tore compleze T = V/D de dimension n et
une forme de Riemann E pour T, il existe une base B appelée base symplectique
de D sur Z et d = (61,...,6,) un n-uplet d’entiers strictement positifs vérifiant
81] .- |0k] ... |6n tels que:

Mats(E) = Jg
ou
Matg(E)
désigne la matrice de la forme de Riemann dans la base B,
g 0 ... ... 0
0 . . .
A=1: Sk ;
o
0 0 4,

0, A
e (% 2)

Preuve de la proposition 1.17. Résulte du théoreme de la base adaptée. On peut
consulter le lemme 1 du livre de [Lan] §3 chapitre VI pour les détails.

Remarque 1. Si la forme de Riemann est normalisée alors §; = 1. Le n-uplet
(61,.-. ,6n) ne dépend alors que de T et de E.

Remarque 2. Vu la définition de C, il existe toujours X € C ample tel que le n-
uplet d = (d1,...,d,) ainsi associé a 'extension R-linéaire de 'image de X € C
par c; vérifie § = 1. Par suite d = (1,82,...,08,) ne dépend que de (4,C) et
s’appelle le type de la polarisation.

Définition 1.18. On dit qu’une variété abélienne polarisée est principalement po-
larisée si elle est de type: d =(1,1,...,1).

Comme on 1'a vu, & une variété abélienne polarisée (A,C) définie sur C, on
associe un tore complexe T = A(C) et une forme de Riemann E. Réciproquement
on dispose du théoreme suivant:

Théoreme 1.19. Soit T un tore complexe muni d’une forme de Riemann E.
Alors T est l’ensemble des points complexes d’une variété abélienne A définie sur
C. De plus on peut munir A d’une polarisation C correspondant ¢ E.

Référence pour une démonstration du théoréme 1.19. Voir l'article de [Ros] p.85.

Théordéme 1.20. Soient (4,C) et (A',C') deux variétés abéliennes polarisées. On
note (Ta/D, E) (resp. (Ta/D',E')) le tore compleze muni de la forme de Rie-
mann normalisée associée & (A,C) (resp. d (A’,C")). Un morphisme f de variétés
abéliennes polarisées f : (A,C) — (A',C') s’identifie & un morphisme de (Ta/D, E)
dans (T4:/D',E'), te. & une application linéaire Homc(f) € Homg(Ta,Tar)
vérifiant

8



1) Home(f)(D) C D'

2) I existe ny € N* tel que E'(Homc(f)z,Home(f)y) = nsE(z,y) pour tout
(z,y) €Ty xTy.
Remarque. Ainsi, la donnée d’une variété abélienne polarisée & isomorphisme prés
est équivalente a la donnée d’un tore complexe muni dune forme de Riemann
normalisée & isomorphisme pres.
Mise en garde. 1l convient de ne pas confondre End(A4,C) et End(A4). En effet
Aut(A,C) est toujours fini, alors que si par exemple A = Ex E ol E est une courbe
elliptique non & multiplication complexe, on a: Aut(4) = M,(Z)* = Gl(Z).
Proposition 1.21. Soit f: A — A’ une isogénie et C' une polarisation de A’.
Alors il existe une et une seule une polarisation C de A telle que le morphisme f
se prolonge en un morphisme de (A,C) dans (A’,C').
Preuve de la proposition 1.21. Notons E’ la forme de Riemann normalisée sur
T4/D' induite par C’', et posons

E(z,y) = E'(Homc(f)z, Home(f)y)

pour tout (z,y) € Ta x Ta.

1l est alors facile de vérifier que E est une forme de Riemann pour T4 /D, ce
qui termine la preuve de la proposition 1.21.

Proposition 1.22. Toute variété abélienne A est isogéne & une variété abélienne
principalement polarisée.

Références pour la démonstration de la proposition 1.22. Voir la proposition figu-
rant au §5 de larticle de [Ros].

Proposition 1.23. Soient A; et As deux variétés abéliennes. Posons A = Ay x
As. Toute polarisation C de A induit de maniére naturelle une polarisation C, de
Ay et Co de Ay, et inversement.

Preuve de la proposition 1.23. On a
TA = TA1 X TA2
et
D= Dl X Dz.
Si By (resp. E») est une forme de Riemann normalisée pour T4, /Dy (resp.
T4,/D3), alors on pose:

E((x1,%2), (y1,42)) = E1(z1,91) + Ea(z2,92)
pour tout (z1,y1) € Ta, X Ta, et (x2,y2) € Ta, x Ta,. On vérifie que F est une
forme de Riemann normalisée pour T4/D.
Réciproquement, soit F une forme de Riemann normalisée pour T4/D, on pose
alors
Er(z1,y1) = E((21,0), (11,0))
et
Ez(22,y2) = E((0,22), (0, y2))
pour tout (z1,11) € Ta, X Ta, et (z2,y2) € Ta, X Ta,.
1t est alors facile de voir que F; (resp. FE3) est une forme de Riemann normalisée
pour T4,/Dy (resp. T4,/D2).
Nous rappelons maintenant le théoreme de réductibilité de Poincaré.
9
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Théoréme 1.24. Soit B une sous-variété abélienne de A alors, il existe une autre
sous-variété abélienne C de A unique d isogénie prés telle que:

A est isogéne ¢ B x C.

Références. Voir [Lan| chapitre VII §4.

Remarque 1. Vu ce qui précéde le méme théoréme est vrai si, au lieu de considérer
des variétés abéliennes et des isogénies, on considére des variétés abéliennes po-
larisées et des isogénies de variétés abéliennes polarisées.

Remarque 2. Ce théoréme est encore vrai sans I’hypothése £ = C. On peut con-
sulter [Mil] proposition 12.1 p.122 pour les détails.

Ce théoréme admet le corollaire suivant, encore appelé théoréme de réductibilité
de Poincaré.

Corollaire 1.25. Soit A une variété abélienne. Il existe Ai,...,A, des sous-
variétés abéliennes simples de A deux & deuz non isogénes, et ay, ... ,as des nom-
bres entiers strictements positifs tel que:

A est isogéne a AT* x AY? X ... x AJ*

De plus si

A est isogéne a Bf‘ X Bgz X ... X Bf"
ot Bji,...,B, sont des variétés abéliennes simples deuxr & deux non isogénes et
B1,...,Bk des entiers strictement positifs, alors k = s et il existe o une permuta-

tion de {1,...,s} telle que:
Bo(i) =
et
B, (i) isogene a A;.

Remarque. Bien entendu les deux remarques précédentes restent valables ici.

Proposition 1.26. Les notations étant celles du corollaire 1.25, supposons qu’il
existe une algébre & division Ly et un morphisme d’algébres injectif 6 de L1 dans
End®(A). Alors pour tout i compris entre 1 et s, il eziste un morphisme d’algébres
ingectif 0; de Ly dans End®(A%).

Preuve de la proposition 1.26. En effet, on sait que:
End’(A) ~ IT;<;<;End® (4%%),

Notons p; le morphisme projecteur de End®(4) sur EndO(A;?“') et §; = p;of pour
tout 1 <1< 5.

On a: 6;(1 L1) = 1End0( AZi)s et par suite 8; est un morphisme d’algebre injectif.
En effet, il suffit de considérer ker (6;), et de remarquer que tout idéal I de I’algébre
3 division L; différent de L; est nécéssairement réduit & {0}.

On rappelle maintenant la définition de la multiplication complexe.
10
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Théoréme et définition 1.27. On dit qu’une variété abélienne simple A est @
multiplication complexe si EndO(A) est un corps commutatif de degré 2dimA. On
montre alors que EndO(A) est une extension quadratique imaginaire d’un corps
totalement réel de degré dim(A). Si A est non simple, on dit que A est & multi-
plication complexe si A est isogéne & un produit de variétés abéliennes simples d
multiplication compleze.

82 Algebre des endomorphismes d’une variété abélienne.
Représentation complexe canonique admissible.

Etant donné une algebre semi-simple L de dimension finie sur Q, on dit que p est
une involution de L si p est un anti-automorphisme de L vérifiant (z°)” = z pour
tout € L. On dit que 'involution p est positive si de plus on a try g (zz”) > 0
pour tout z € L\ {0}, ol try o désigne la trace réduite de 'extension L/Q.

Théoréme 2.1. Soit (A,C) une variété abélienne polarisée de dimension n définie
sur C. Alors, la polarisation C induit sur L = EndO(A) une involution positive
dite involution de Rosati que 'on notera p. De plus on a:

Ex(®(a)z,y) = Er(z, 2(a”)y)

pour tout @ € L, z € C* et y € C*, oi Er est une forme de Riemann sur C*
associée ¢ (A,C) obtenue d partir du choiz d’une base de T4 sur C, et ® estla
représentation complexe analytique de L obtenue & partir de cette méme base.

Référence pour une démonstration du théoréme 2.1. Voir D'article de [Shil] p.154.

La classification des algébres & division munies d’une involution positive a été
réalisée par Albert et est résumée dans le théoréme suivant:

Théoréme 2.2. Soit L une algébre & division de dimension finie sur Q munie
d’une involution positive p. On note K = Z(L) le centre de L, ¢*> = [L : K] et
F ={z e K;p(z) =z}. Alors F est un corps de nombres totalement réel de degré
g et on dispose de la classification suivante:

Type I: L =F.

Type II: L est une algébre de quaternions totalement indéfinie; i.e. une algébre
centrale simple L sur F telle que les composantes simples de Ly = L ®g R soient
isomorphes a Ma2(R).

Type III: L est une algébre de quaternions totalement définie; i.e. une algébre
centrale simple L sur F telle que les composantes simples de Lg = L ®g R soient
isomorphes a H, algébre des quaternions hamiltoniens.

Type IV: L est une algébre centrale simple sur K et K est une extension quadra-
tique imaginaire de F.

De plus on a:

R9 st L est de type I,

Mo (R)9 . L est de type 11,
LagR~ 2(R) si yp

He st L est de type III,

M, (C)  si L est de type IV.
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Cela fournit g morphismes d’algébres:

R si L est de type I,
My(R) si L est de type II,
m, L — .
H st L est de type II,
M,(C) si L est de type 1V,
pour v = 1,...,9 par projection sur chacun des facteurs. En plongeant H de

maniére canonique dans M3(C), on obtient alors g (resp. 2g) représentations
complezes irréductibles de L dans le cas de type I, II ou III (resp. dans le cas de

type IV), que l’on notera x1,...,Xg (T€8P- X1, ,Xg)X1>- - »Xg /-

Références pour une démonstration du théoréme 2.2. Voir Particle de [Shil] pp.150-
153.

Définition 2.3. Etant donné K/k une extension de corps, deux k-représentations
complexes 61 et 82 de degré n d’une Q-algébre R sont K -équivalentes si et seule-
ment §'il existe P € Gl,(K) telle que:

Pb(a) = 02(a)P

pour tout a € R. On note alors: 6y ~g 65.

Proposition 2.4. Soit K/k une extension de corps et supposons que k est in-
fini. Deuz k-représentations 61 et 02 de degré n d’une Q-algébre R qui sont
K -équivalentes sont ausst k-équivalentes.

Preuve de la proposition 2.4. On peut consulter [C-R] p.200, ou bien raisonner de
la maniére suivante. Il existe un entier strictement positif s, des éléments ¢4, ... ,t;
de K qui sont k-linéairement indépendants, et des éléments Pi,..., P, de M,(k)

tels que
P=> t;P.
j=1

Ainsi on a
S

3"t (P61 (a) — 02(a)Py) = Op, (x0)-

=1

Vu les hypotheses on déduit que
P;01(a) = 62(a)P;
pour tout a € R et j=1,...,s. Considérons maintenant

fekXy,. .., X

défini par

f = det(X1P1 + ... +X5P5).
Comme f(t1,...,ts) # 0, il est clair que f est un polynéme non nul. Le corps &
étant infini par hypothese, on sait qu'il existe a4,... ,a, des éléments de k tels que

flai,--. ,as) #0.

12
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Par suite
P'=Y"a;P; € Gl (k)
i=1
et
P'91(a) = 03(a) P’
pour tout a € R.

Parmi toutes les représentations complexes C-équivalentes a @, il en existe une
construite & partir des représentations complexes irréductibles de L.

Proposition 2.5. On a:

P ~¢c Dy
ou:
0 . . .
Po(a) = : . ®,(a)
: . . 0
0 0 @4(a)

avec ®,(a) € M% (C), pour tout v =1,... 91, définie par:

xv(a) ® Ip st L est de type I,
&, (a) = xv(a) ® I, si L est de type II ou III,
’ Xo(a) ® I, 0 .
_ st L est de type IV.
0 XV(O‘) ® Isu

On rappelle qu’étant donné deuz matrices X € M,(C) et Y € M,(C), on a cou-
tume de noter:

CL‘11Y xluY

.'Euly :EuuY

Références. Voir [Shil] §2.1 pp.155-156.

Dans le cas ot L est de type I, II ou III alors la représentation complexe @y
ne dépend que de L et de n. Par contre, si L est de type IV, la variété abélienne
polarisée (A4,C) définit pour tout v compris entre 1 et g; un couple d’entiers
(rv,8,) soumis & la relation r, + s, = mq.

Définition 2.6. On appellera ®¢ la représentation complexe canonique admissible
associée & A.

13
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Lemme 2.7. Quitte & choisir une représentation C-équivalente & x,, on peut

supposer que X, (L) C M,(Q).

Preuve du lemme 2.7. Notons oy,... ,04 (resp. 01,...,04,01,...,04) les plonge-
ments de K dans K si L est de type I, II ou III (resp. si L est de type IV),
et par K% l'image de K dans K par o,. On peut munir I d’une structure de
K -algebre, en définissant ’action de z € K sur [ € L comme étant égale a yl,
ol y € K est I'unique préimage de x € K°~ par o,.

II est clair que L est une K9~ -algebre centrale simple, et que:

L®ke K ~ My(K).
La composée de l'isomorphisme décrit ci-dessus avec l'injection %, ou
i,,:L‘—)L@K«ru -I?,

fournit une représentation complexe irréductible x!, de L. On vient donc de con-
struire g (resp. 2g) représentations complexes irréductibles de L deux & deux non
équivalentes, dans le cas ot L est de type I, IT ou III (resp. de type IV). Ainst
toutes les représentations complexes irréductibles de L sont (& isomorphisme prés)
parmis celles que ’on vient de construire.

Comme X, (L) C M,(K), on déduit le résultat annoncé puisque K étant un
corps de nombres K s’identifie au corps des nombres algébriques.

Remarque. Dans tout ce qui suit, on supposera toujours que X, (L) C M, (@) pour
tout 1 <v <g.

§3 Espaces de modules de variétés abéliennes polarisées

Dans ce paragraphe nous allons rappeler la construction des espaces de modules
paramétrant des familles de variétés abéliennes polarisées. L’essentiel de la théorie
est dit & G.Shimura [Shil].

a) Espaces de modules maximaux de variétés abéliennes polarisées.
11 est facile de voir qu’il n’existe sur une courbe elliptique qu’une seule polarisa-
tion possible. La généralisation en dimension supérieure d’une courbe elliptique est

une variété abélienne polarisée. Pour obtenir un espace de module raisonnable nous
sommes amenés a considérer des variétés abéliennes munies de leurs polarisations.

Etant donné un n-uplet d = (61,... ,8,) d’entier vérifiant 61 =1 et dz|...|d,,

on rappelle que 'on a posé
I, = 0, A
= \-a 0,)

61 0 0
0o -
A=1:  §
) 0
0 0 &,

14
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On désigne par I'y, 4 le sous-groupe de Gly,(Z) défini par
Tpg = {M € Glon(Z); MJs*M = J;} .
Notons
9a(C) = {M € M,(C); *M = M et Im(M) est définie positive} .

On dispose d’une action du groupe I'y g sur $,(C). Plus précisément, 1'action de

M= Ml M2 c Fnd sur Z € f)n((c) notée Z'=MZ est définie par
My M,y ’

Z' = (M1Z + My A)Y(MsZ + MyA) 1A,
Théoréme 3.1. L’ensemble T';, 4\$,(C) est en bijection avec les classes d’isomorphismes

d’éléments de X, 4.

Preuve du théoréme 35.1.
a) Soit Z € $,(C), on note:

et

pour tout 1 <53 < n.

Posons:
Hy(z,y) = 'z (3(2)) '

et
Ez = (Hgz).

On vérifie que
Ez(Xj,A}) = Ez(Xjtns Ajran) = 0

et
EZ()\]‘, )\]/J,_n) = d](sjjl

Ainsi les éléments Aj,. .., Az, sont R-linéairement indépendants. En effet, sup-
posons une relation de R-dépendance entre ces éléments

2n
Z aj/\j = Ocn
7=1

on a alors

2n
Ez | e, > ajX; | =0
j=1

ce qui donne
agen =081 1 <k <n
15
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et
Qk—n=0sin+1<k<2n.

Le Z-module libre Az engendré par Aq, ..., Az, est un réseau de C*, et Ey est
une forme de Riemann de type d pour ce réseau. Le couple (C"/Az, Ez) définit a
isomorphisme prés un élément de X, 5 que 'on notera P(Z,n,d).

b) Réciproquement, donnons-nous un tore complexe T = C®/D muni d’une
forme de Riemann E normalisée de type d.
Soit B = (A1,...,Az,) une base de D sur Z telle que

M(LtB(E) = Jd.
Notons
Q=(Q 22)=(Ajhici<nigi<on € Mn2,(C)

la matrice des périodes ainsi obtenue.
A Taide des relations bilinéaires de Riemann:

QJd—l 0 = OM,,((C)
V=1(QJ71 > 0)

on déduit que:
Ql thA_l e QzA‘l tﬂl = OMn(C)
V=101 1A - QATHIQ)) > 0

ce qui prouve que 27 et s sont deux matrices inversibles et que:

Z = AQ;'Q; € H5,(0).

Supposons maintenant que 1'on ait choisi une autre base B’ = (A],...,\,,) de

D sur Z telle que
Math(E) = Jd.

Alors il existe u € Glz(D) telle que
u(A;) = )\;
pour tout j =1,...,2n. Notons M = Matg(u) € Glz,(Z). Comme
E (u(A), u(A) = E(Aj, Ay)
pour tout 1 < 3,7 < 2n, on déduit

CMIM = Jy.

Maintenant
Q' =QM

ie.
Q) = 4 M + Qo M;
16
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et
Q/2 =My + Qo My

(M M,
=5 i)

ol on a noté

avec M; € M,(Z). Par suite
Z' = ANQuM; + Qo My)~ (0 My + QM)
ie.
7' = A(ZMy + AMy)"Y(ZMy 4+ AMs3)
Comme 'Z = Z et 1Z' = Z', on déduit que
Z' = ("M1Z + "M3A) ("M Z + *MyA) A
avec M €T, 4.

Ainsi le couple (T, F) définit un élément [Z] € T, 4\$H,(C). De plus, si on
applique la méthode du a) au point Z € $,(C) que l'on vient d’obtenir, il est
facile de vérifier que 'on obtient un couple (1", E’) isomorphe au couple (7, E) de
départ.

Lorque d = (1,...,1), on notera X, pour désigner X, 4, et I';, = Sp,,(Z) pour
T',,q4. De méme étant donné Z € $,,(C), on désignera par P(Z,n) pour P(Z,n,d),
et A(Z,n) la variété abélienne sous-jacente & P(Z,n).

Rappel. Les objets P(Z,n) et P(Z',n) (resp. A(Z,n) et A(Z’,n)) sont isomorphes
si et seulement s'il existe M € Sp,,,(Z) (resp. M € Slo,(Z)) telle que 2’ = M Z.

Posons
Gl (Z) = {M € M5,(Z);det M € N*}

et
GSpy, (Mm)(Z) = {M € M, (Z); MJ*M =mJ},
ol E
OTL n
7= (—In on) ’
puis

GSpan(Z) = Umene GSpa, (m)(Z).
On vérifie sans peine que GSp,,,(Z) est un monoide.

Théoréme 3.2. Les objets P(Z,n) et P(Z',n) (resp. A(Z,n) et A(Z',n)) sont
isogénes si et seulement sl existe M € GSp,, (Z) (resp. M € Gl (Z)) telle que
Z' = MZ. Plus précisément, il existe [ : P(Z,n) — P(Z',n) une isogénie de
variétés abéliennes principalement polarisées de degré m si et seulement s’il existe
M € GSp,,,(m)(Z) telle que Z' = MZ.

Remarque 1. On a: GSp,,(1)(Z) = Sp,,(Z). On retrouve donc le fait qu'une
isogénie de degré 1 est un isomorphisme.

Remarque 2. Dans le cas ot n =1, on a: Sla(Z) = Sp,(Z) et GlF (Z) = GSp,(Z).
Ainsi un isomorphisme (resp. une isogénie) entre deux courbes elliptiques est
également un isomorphisme (resp. une isogénie) entre ces deux courbes elliptiques
munies de leurs polarisations canoniques.

En d’autre termes une courbe elliptique ne peut étre équipée que d’une seule
polarisation contrairement au cas des variétés abéliennes.

17
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b) Autres espaces de modules de variétés abéliennes polarisées.

On va dans ce sous-paragraphe s’intéresser a des familles de variétés abéliennes
polarisées vérifiant certaines conditions. Il est fortement conseillé au lecteur de se
référer a [Shil] pp.149-166 pour obtenir tous les détails. Nous nous bornerons ici &
énumérer les différentes étapes de la construction et & mettre en évidence les points
qui nous seront utiles pour la suite.

On se donne une algebre a division L; munie d’une involution positive p;, un
entier n tel que le degré de L, divise 2n et une représentation complexe ®; de L;

de degré n. Posons
2n

[L1: Q]

et définissons également les entiers g; et ¢ relativement au couple (Lq, p1)-

my =

Remarque 1. Si Ly est de type I ou un corps commutatif de type IV alors il n’existe
qu'une seule involution positive p; de L;.

Remarque 2. L’involution positive p; de Ly s’étend en une involution positive de
M, (L) en posant
M = (m;’il)lgi,jgr
si
M = (mij)i<ij<r € Mr(Ly).
Notons x1,... ,X;I (resp. x%, ey X;I , 7}, . ,7;1 } un systéme de représentants

des classes d’équivalences des représentations complexes irréductibles de L; dans
le cas ot L; est de type I, IT, III (resp. dans le cas olt Ly est de type IV) vérifiant

Xlll(Ll) C Mg, (@)
pour tout 1 <v <g;.

Etant donné B = (bij)1<i j<m; € Mm,(L1), on définit w:(B) € M, 4, (Q) de
la maniére suivante. Notons

(Biink)1<hib<a = Xxo(bij),

et
Bie = (Bijhe)1<i,j<mi € Mm, (Q).
On pose
Yoo ... By,
wi(B) = € Mmﬂll (@)
wio--- - Big

Par extension des scalaires on définit encore wi(B) € My, (C) lorsque B €
My, (L1 @ R).

On désigne par S(L1,®1,p1) Pensemble des triplets (A,C,0) ol A est une
variété abélienne de dimension n définie sur C munie d’une polarisation C et
18
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olt # est un morphisme d’algébre injectif de L; dans EndO(A) tel que de plus les
conditions suivantes soient réalisées:

1) la représentation complexe analytique de EndO(A) obtenue & partir d’une
base de T4 sur C, restreinte & L; via 8, est équivalente & ®;.

2) la restriction & 6(L;) de linvolution positive sur End®(A) induite par C
coincide sur #(L1) avec l'involution 6(z) — 0 ().

Remarque. Pour obtenir un bon espace de module, nous devons, contrairement
au sous paragraphe a), considérer non seulement des variétés abéliennes polarisées,
mais des triplets (A4,C,0). Comme 8(r) = rlgpqoa), ®1(r) = rI, pour tout r € Q
et p1|Q = Idg, on déduit que dans le cas o L1 = Q, S(L1, ®1,p1) s'identifie &
I’ensemble des couples (A,C) constitués d’une variété abélienne A de dimension
n définie sur C et d’une polarisation C sur A. En d’autre termes les nouveaux
espaces de modules que nous construisons ici généralisent celui construit au sous-
paragraphe a).

Il est maintenant naturel de préciser les morphismes entre ces triplets.
Définition 3.3. Soient (A4,C) et (A',C') deux variétés abéliennes polarisées et
 (resp. ') une injection de L; dans End°(A4) (resp. dans End®(4’)). Un
morphisme (resp. une isogénie) de (A4,C,8) dans (A',C’,8') est un morphisme
(resp. une isogénie) f de (A,C) dans (A',C') tel que f o 8(a) = 6’'(a) pour tout
ac L1 .

La remarque qui suit découle facilement de la Propostion 1.21.

Remarque. Soient (A’,C') une variété abélienne polarisée et 8 une injection de Ly
dans End’(4’). Suppposons que f : A — A’ soit une isogénie, alors il existe une

unique polarisation C de A et une unique injection # de L, dans EndO(A) telle
que f:(4,C,0) — (A',C',8") soit une isogénie.

Théoréme 3.4. Si S(Li,P1,p1) est non vide, alors la représentation compleze
&, est C-équivalente & la représentation compleze &) od

®i(a) © cee 0

0 . ' . .

Pi(@)=| . 3la)
: . 0
0 cee 0 @;1 (a)

pour tout a € Ly, et
xl{a)® Imy si Ly est de type I,
Bl xL(a) ® I,, si Ly est de type IT ou III,
o(a) = 1
Xu(a) ® Ir,l, 0 .
— si Ly est de type IV.
0 Xv (a) ® Is},

Ainsi on peut supposer sans perte de généralité que ®1 = @), et on appellera ®;
la ou une représentation complere canonique admissible selon que Ly est de type
I I, 1T ou IV.

Notons
H(®1) = hicy<y, H(D;)
19
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o 8L, si Lj est de type ],
Sy si Ly est de type II,
Apm,  si Ly est de type III,
Cv®  si Ly est de type IV.

H(®,) =

Bien entendu S; (resp. A;) désigne le C-sous-espace vectoriel de M;(C) constitué
par les matrices symétriques (resp. antisymétriques).

Remarque. Dans le cas ou L; est de type IV et ou le produit rlsl
convient que H(®L) est le C-espace vectoriel trivial.

Notons

est nul, on

H5(@1) =M<y, H(P})

ou .
D4y si Ly est de type I,

2
i, st Ly est de type II,
$2,,  si Ly est de type III,
$3, 1 si Ly est de type IV,

et
9} = {M € My(C); M = M, S(M) > 0}

7 = {M € M(C); *M = —M, I, — M*M positive hermitienne }
ﬁf’s = {M € M, ,(C); I, — M *M positive hermitienne}

Remarque 1. Dans le cas ot 7s = 0 l'espace $2, n’a aucune signification. On
convient alors que .63,5 est réduit & un point.

Remargue 2. Bien que l'espace $(®1) ne posséde pas de Q-structure, on posera

9;(@) = 95; N M:(Q)

pour tout 7 = 1,2, et _ _
97,5(Q) = 97, N Mys(Q),

ce qui permet de définir de maniére naive H(®1)(Q).

Posons

1_ Lt 0; 1 (0 1
et =[O, W)ure (0

G2 = {M:i(U);UEMt(]HI); t‘M(ét ’ )M: (ét 0; )}
t it t it

On rappelle qu’étant donné U = A + 7B € M;(H) avec A, B € M;(C), on note

i) = (_AE :ﬁi).

3 _ .t 11‘ 0 _ 17‘ 0
et~ fresnom(y O Yu=(y 2}

20
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Puis
Glﬁzlx...xG%nTl si Ly est de type I,
G(®;) = Gh, X -..xGL s? Ly est de type 11,
GL x..xG2, si L; est de type III,
Giiﬁ} XX Gi;l o si Ly est de type I'V.

Remarque. Si K est un sous-groupe compact de G(®;) alors (%) s’identifie &
G(®)/K.
Soient z = (21,...,24,) € H(P1) et V = (V1,...,Vy) € G(®1). Pour tout

v=1,...,91, on pose
_f{a b
v (o i)

ou a,,b,,c,,d, sont des matrices carrées dans le cas de type I, IT ou III, et ou
a, € M;1(C), et d, € My (C) dans le cas ou Ly est de type IV. L’action de
V € G(®y) sur z € H(®P1) que 'on note

V(z) = (21, ,2,)
est définie par

(avzy +b,)(cvzy +d,) 1 si Ly est de type I, IT ou 111,
=< (Gvz +E,,)(‘c‘l,z,, +d,)™!  siL; est de type IV et rlsl #0,
1 _

v
l 2 si Ly est de type IV et rls

Pour définir correctement des familles analytiques de triplets incluses dans S(Ly, ®1, p1),
on commence par se fixer:

1) Une matrice T1 € Glp, (L1) telle que
a) Tlpl = —T1
b) v=1(wl(T1))! soit de méme signature que J;} pour tout 1 < » < g1, ot

Imy 0 ]
2 si Ly est de type 1

0 —1m

Jl — 1m1 0 .
v = si Ly est de type IT ou III
0 =1,
1,1 0 .
v si Ly est de type IV
0 —1a

On pose alors
T} = wy(Th)

Si Ly est de type I ou II, on construit & partir de 7 une matrice W} & coeffi-
cients algébriques pour tout v = 1,... , g, satisfaisant P'égalité suivante

0 1
Wl Tl —1 twl — I Iy ) ,
I/( u) v —1l1 011

21



22

2

; 4 si Ly est de type I,
1 my 81 L est de type IL

Si Ly est de type III, on peut trouver un élément Wy € M,,, (L ®¢ Q) tel que
7, (WATy W) = V=11, .

On pose alors
W, = w, (Wh)

pour tout v =1,...,g1.
Si L; est de type IV, on choisit pour tout v = 1,...,g; une matrice W} €
Mm, g, (Q) telle que

wivEm W= (g ] )

2) Un Z-sous-module M; de LT de rang 2n vérifiant

tI‘Ll/Q(MlTlel) C Z.

Posons
G(Tl) = {U € Mml(Ll R0 R);UTlUpl = T1}

et
P(Tl,Ml) = {U € .Z\Jm1 (Ll);UTlUpl =T1,MU=M}

Pour tout U € G(T1), on note

—1_ —1 =1 _ —1
Y(U) = ¢ (WA (O) T, W, 7, (U)W, )

L’application ¥ est un morphisme de groupe injectif de G(T1) dans G(®;). L’action
de M € I'(T1, My) sur z € $H(®;) est déduite de l'action de ¥(M) sur z € H(Py).

Remarque. Soit 2/ = ¥(U)z, o U € T(T1,M1) et z € H(P1). Alors 2z, €
H(®1)(Q) si et seulement si 2/, € H(2L)(Q).

A Yaide de Ty et de My, G.Shimura construit pour tout z € (®1), un élément
(A4,C,0) de S(L1,®1,p1). La famille analytique (73, M;) désignera le sous-
ensemble de S(L1, ®1, p1) lorsque le point z décrit H(P,).

Théoréme 3.5. On dispose d’une bijection entre I'(T1, M1)\H(®P1) et les classes
d’isomorphisme d’éléments de (T, My).

Référence. Voir l'article de [Shil] théoréme 1 p.163 et théoréme 2 p.165.
Remarque. Pour faire le lien avec le sous-paragraphe a), il convient de remarquer

que
Yna = 2(Ja, Z*)

et
T.a=T(J4,Z%").
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Précisons maintenant le tore complexe A(C) sous-jacent au triplet associé a z
et appartenant & (T, M) Posons

2y

S
ME Nl"‘

v

]_ m
1 ) si Ly est de type ],
1m1 .

si Ly est de type II,
1,

-z, 1
™ ) si Ly est de type III,

1m1 EV
1.1 2z, .
i si Ly est de type IV.
Zv g
Puis .
X,(2, 1) =Y, W,
A Yaide de la matrice X}(z,T), on construit 7% (z,T1),. .. ,7%, (2, T1) des éléments

de €31 par les équations (17), (18), (19) et (20) de Particle de [Shil] pp.158-159.
Il est important de remarquer pour les démonstrations qui vont suivre que

2 € 5(2,)(@

implique

'Ql:

1

7"";(2, Tl) S @

pour tout 1 < 5 < m;j. On note
ri(z,T1) = t(rjl-(z,Tl),... (2, Th), -] (2, Th)) e C

pour tout 1 < j <mj.
Les éléments r1(z,T1),... ,7m,(z,T1) forment une base de C* sur ®;(L,). No-
tons

D(z,Ty,M;) = {Zl ®1(ai)ri(z,T1);(as,--- ,am,) € Ml} .

=1

On a alors

A(C) ~ C*/D(z,T1, M1).
Réciproquement on dispose du résultat suivant

Théoréme 3.6. Etant donné (A,C,0) € S(L1,P1,p1), i existe une matrice T} €
Gly, (L1) et My un Z-sous-module libre de LT de rang 2n vérifiant les conditions
ci dessus tel que (A,C,0) € (Ty, My)

Références. Voir le théoréme 1 p.163. de larticle de [Shil]

Indiquons la construction de 77 et de Mj & partir d'un élément (A4,C,0) de
S(Ly,®1,p1), puis la construction de z € $(®;) associé & (4,C,0) € T(T1, M;).
A isomorphisme prés, la donnée de (4,C,0) € S(L1, ®1,p1) est équivalente a la
donnée d'un réseau D de C" tel que Dg = D®zQ soit un ®;(L;)-espace vectoriel
et d’une forme de Riemann FE pour le réseau D.
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Fixons (ry,...,Tm,) une base de Dg sur ®1(Ly). On pose

miy
Ml = {(al,. .. ,aml) c LTI;Z(I)l(ai)T'i € D} s

=1

et on définit une unique matrice T = (ti;)1<i,j<m, € Glm,(L1) par

mi mi
ELS @ua)r, Y @100 | =troyya | > aitidf
=1 7=1

1<i,j<my

Passons maintenant & la construction du point z € $(®;) A partir de Ty, M; et
de la base (r1,...,Tm,) de Dg sur ®1(L;1). On construit les matrices X} & partir
des éléments rY,... 7, selon les équations (17), (18), (19) et (20) de l'article de
[Shil]. On note
v, v

(ﬁu V,,) si L; est de type I ou I,

= v, W
X,f(W:,)—l = J (T/—,, —Uu> si Ly est de type III,

A, B, .
si Ly est de type IV.

C, D,
et on pose
V, U, € ,S;,')]_'n;_l si L; est de type I ou II,
2z, ={ —V, WU, €92, si L est de type III,
A,'B, = {D;'C,) € 5%, siLy est de typeIV.
(L’é)lément (4,C,0) € T(Ty, My) est alors représenté par z = (z1,...,24) €
H(Pq).

Théoréme et définition 3.7. Un point z € $(P1) est spécial st z est le point fize
d’un tore mazimal T C G(®1) défini sur Q et compact. Etant donné X(Ty, M;)
une famille analytique incluse dans S(L1, ®1,p1), la variété abélienne sous-jacente
au triplet associé ¢ z et appartenant @ 3(T1, M1) est & multiplication compleze si
et seulement si z est un point spécial du domaine $(®1).

Remargue. Si z € H(®;) est un point spécial, alors z € H(®1)(Q). Le théoréme de
C.S.W donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un point z appar-
tenant & H(®1)(Q) soit spécial.

Théoréme 3.8. Il existe dans toutes les familles analytiques L(Ty, M) des variétés
abéliennes polarisées & multiplication complexe. De plus dans Uespace T'(Ty, M1)\H(P1)
les points spéciaux sont Zariski denses.

Théoreéme 3.9. Soient (A,C) et (A',C') deuz variétés abéliennes polarisées de
dimension n définies sur C. Soit 6 (resp. 0’ ) un morphisme d’algébre injectif
de L1 dans EndO(A) (resp. EndO(A’)), et supposons que (A,C,0) appartienne d
S(Ll, (191,,01) -
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1) Si A’ est une variété abélienne isogéne a A, et si (A',C',8') € S(L1,®P1,p1),
alors notant z = (21,...,2q,) € 9(P1) (resp. 2' = (21,...,2;,) € H(®1)) un
représentant de [z] € Ts, \H(P1) (resp. de [2'] € Tg;\H(P1)) associé & (A,C,0) €
Yy (resp. a (4',C',0") € £} ), alors pour tout v compris entre 1 et g1 on a

2 € H(8,)(Q) = 2, €5(2,)(Q)

En particulier, le fait que le point z, de $H(®L) soit algébrique est indépendant de
C, 6 et du choiz de la famille analytique 3y C S(Ly, ®1,p1)-

2) Si les triplets (A,C,0) et (A',C',8") sont isogénes, alors le triplet (A’,C’,¢)
appartient ¢ S(L1,®1,p01).
Preuve du théoréme 3.9. Commencons par démontrer la deuxiéme partie du théoréme.
La seule chose non triviale & vérifier est que I'involution positive p{ induite sur L
par la polarisation C’ de A’ est égale p; .

Désignons par f:(4,C,0) — (A',C’,8') une isogénie. On a:

E(z,®1(a’)y) = E(®1(a)z,y)

et
B(®1(a)z,y) = %E’(Homcm o & (a)z, Home(f)y).

Comme
Home(f) o ®1(a) = ®1(a) o Home(f)
on déduit que:
E'(Home(f) 0 #1(a)z, Home(f)y) = E' (Home(f)z, Home (f) o ®1(a)y)
Puisque
E'(Homc(f)z, Home(f) o ®1(a)y) = nsE(z, @1(a”)y)
on déduit que
E(z, ®1(a”)y) = E(z, P1(a”)y)
pour tout (z,y) € C* x C*. La forme bilinéaire alternée F étant non dégénérée,
on a: ’
<I>1(ap‘) = <I’1(a"l)
pour tout a € L;. Ce qui prouve que p} = p1, la représensentation ®; étant
injective. D’ou (A',C',6") € S(Ly1, 1, p1).

Passons maintenant a la démonstration de la premiére partie du théoréme. On
sait alors (voir [Shil] p.162 et p.165) qu'’il existe ALl € Glmy (C) (resp. ol e
Glp, (C)), (resp. ) € GL1(C) et A} € Gl1(C)) si Ly est de type I, (resp. de
type II ou III), (resp. de type IV), telle que, si on note

( A0
0 T si Ly est de type I,

=
N
Il

o0
—1 si Ly est de type II ou III,
0 x,

— si est de type IV.
'1/ 1 p
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alors on a:
ALX(2,Th) = X, (2, T1) 'wy(U)

ol U € My, (L1). D’autre part
X}z Ty) = Y}z T)W,

et
XM, T) =Y}, )W, .

On déduit, sachant que W} et W/! sont des matrices & coefficients algébriques,
que si 2/, € H(®1)(Q), alors

M., (Q)  si Ly est de type,

ALY, (2,T1) € { Mym,(Q) si Ly est de type II ou III,

Minyq, (Q)  si Ly est de type IV.

Pour établir 'algébricité de z, il ne reste plus qu’a évaluer le produit matriciel

ALY, (z,T1) dans chacun des cas suivants:
a) Ly est de type I, on a

ALl O'—"-L <Z Imy —_
- g T) € M, (Q)
(0"% Aul) v L)

AL} € Glmy (@)

v

ce qui prouve que:
puis que:
b) L, est de type II, on a
(28 i)

2L € Gln, (Q)

ce qui prouve que:

puis que:
2y € My, (Q).

¢) Ly est de type III, on a

211/ 0 —Zy Iml )
(7 =) (2 &)ewn@

v

ce qui prouve que:

%, € Glm, (Q)
puis que:

z, € M, @).
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d) Si Lp est de type IV, on a

Lo I, =z, —
(5 8)( ) ewnt

v v

A4

ce qui prouve que:

2111 € Gl'r}, (@)

puis que:

2y € MTE,:S,X,(Q)'

84 Notion de plongement modulaire

Commencons par le lemme trivial suivant:

Lemme 4.1. Donnons nous k un corps. Soient Ry et Ry deux k-algébres, et f:
Ry — Ry un morphisme de k-algébres, alors étant donné u un entier strictement
positif, Uapplication:

M,(f) : My(R1) = My(Rs)

définie par:
Mu(f)(A) = (f(aij))1<ij<u € Mu(R2)

A = (aij)1gij<u € Mu(Ry)
est un morphisme de k-algébre. De plus M, (f) est injective si f est injective.

Preuve du lemme 4.1. 11 est clair que:

M. (f)(A+ B) = My(f)(4) + Mu(f)(B),

et que:

My (f)(AA) = AM.(f)(4)

pour tout A € k et A, B éléments de M, (R;).
Il reste a vérifier que:

M (f)(AB) = (Mu(f)(A))(Mu(f)(B))-

Posons C = AB. On a:
fleii) = f (Z aikbkj> )
k=1

ie.
u

Flei) = flaw) f(brs)

k=1
ce qui prouve que

My (£)(C) = (Mu(f)(A))(Mu(f)(B))

et termine la démonstration du lemme.
27



28

On se donne une algebre a division Ls munie d’une involution positive ps.
Fixons un entier naturel strictement positif v, une Q-algébre L; et un morphisme
de Q-algebre injectif

1: L1 — Mu(Lg)

L’involution py s’étend de maniére naturelle en une involution positive sur
M, (Ls), comme on I’a rappelé au §3.b de ce chapitre, et la restriction via ¢ fournit
une involution positive sur L; que l'on notera p; .

Soient ny un entier naturel tel que [Ly : Q]|2ny et ®; une représentation
complexe canonique admissible associée & L, et & ny. Donnons nous (Az,Cs,02)
un triplet appartenant & une famille analytique Xy incluse dans S(Lz, ®2, p2).

Posons
A = AY

et
01 = Mu(ez) o 1.

Le morphisme de Q-algébre 6; de L; dans M, (End®(A2)) ~ End®(A4;) est injectif
par le lemme 4.1. Enfin si on désigne par Cy la polarisation produit induite par C;
sur Aj, alors le triplet (A;,C;,6,) appartient & une famille analytique X7 incluse
dans S(Ll, q)l, pl)

Théoréme 4.2. Il existe F € Homg(H(®,), H(P1)) dépendant que de T et L,
tel que limage d’un élément de Lo représenté par z € H(P2) par linjection canon-
ique Lo — X1 soit un élément de 31 représenté par F(z) € H(®,).

Référence. Voir le livre de [Sa] p.85. Il convient de noter qu'il est important de
travailler avec les domaines symétriques bornées. En particulier, on suppose ici que

Hl = {M € My(C); *M = M et I, — MM positive hermitienne} .

On identifiera toujours de maniére canonique H(®;) avec C% ou d; = dimcH(®;)
pour tout ¢ =1, 2.

Théoréme 4.3. On a

Math,Bl (F) € Mdz»d1 (Q)a

ot B; désigne la base canonique de C% pour tout i = 1,2.

Preuve du théoréme 4.3. En effet, pour tout z € $(®2) spécial on a z € H(%2)(Q)
et F(z) € H(®,)(Q). Comme de plus 'ensemble des points spéciaux z € §H(P2)
est dense on peut trouver une base de H(®;) formée de tels points.

Proposition 4.4. Soit z un point de H(®;) tel que F(z) € H(®1)(Q) alors z €

9(22)(Q)
Preuve de la proposition 4.4. 1l suffit en fait de montrer qu’il existe:

2 € 5(22)(@

tel que:
F(2') = F(z).

En effet, on aura z = vz’ ol v € I's;,, et on conclura que z € H(®,)(Q). Ainsi, la
proposition 4.4 va résulter du lemme suivant:
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Lemme 4.5. Soient M € My, 4,(Q) et Y € My, 1(Q). Alors, s’il existe X €
Mg, 1(C) telle que Y = M X , il existe ausst Xo € Md1,1(@) telle que MXy =Y.

Preuve du lemme 4.5. Il existe un entier ¢, des nombres complexes #y,... ,t, tels
que les éléments 1,¢;,... ,t, soient Q linéairement indépendants et des éléments

Xo,...,Xq de Mg, 1(Q) tels que
X=X0+t1X1+...+thq.
Par suite
Y=MXsg+tiMX1+... +thXq.

Comme Y, M X, M X4, ... , M X, sont des éléments de My, 1(Q), on déduit vu la
Q-linéaire indépendance des éléments 1,t1,. .. ,tq que:

Y = MXo.

Corollaire 4.6. Soit (A,C,0) un triplet appartenant d une famille analytique T
incluse dans S(L1,®1, p1) telle que H(P1) = H X H. Supposons que A soit isogéne
4 une puissance pure d’une vari€té abélienne simple Ay i.e Ay isogéne ¢ Ay . Alors,
st H(®y) = A, ot By est la représentation compleze canonique admissible associée
a Az, le triplet (A,C,0) € = est représenté par (',2") € H x $ vérifiant 2’ € Q
si et seulement si 2" € Q.

Preuve du corollaire 4.6. Tout d’abord, on peut supposer que
H={z€Clz| <1}.

Soit Cy la polarisation de A, induite par C; et lisogénie. Fixons f2 un isomor-
phisme entre une algébre & division Ly et End®(A4;). D’ott une injection

i: L1 — Mu(Lz)

Le triplet (A3, C2,02) appartient a une famille analytique X5 incluse dans S(Lz, ®3, p2).

Notons 7 € § un représentant de (Az,Cz,02) € Lo, et ¥y la famille analytique con-
struite & partir de (Az,C2,02), X2 et ¢ comme dans le préambule. Soit (Ay,C;,61)
limage de (Asz,C3,62) par linjection canonique ¥z «» ¥;. On sait d’apres le
théoréme qu’il existe o’ et a” deux nombres algébriques dépendant que de X; et
2, tel que (A1,C1,601) € Xy soit représenté par (21,27) € H x H ol

r_
zp=a'rT

no__
zZ1=a'T

Par suite z; € Q si et seulement si 2 € Q. Maintenant (4,C,0) et (A1,C1,61)
sont deux éléments de S(Lq,®1, p1) isogénes et on conclut par le théoréme 3.9.

Nous allons maintenant donner quelques applications du corollaire 4.6, pour cela,
nous allons avoir besoin du lemme suivant
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Lemme 4.7. Soit A une surface abélienne simple définie sur C. Notons L =
EndO(A). Alors L ne peut étre de type III, et on a la classification suivante

1) Si L est de type I, alors L est ou bien un corps totalement réel de degré 2
ou bien un corps isomorphe ¢ Q.

2) Si L est de type II, alors L est une algébre & division de degré 4 totalement
mndéfinie.

3) St L est de type IV, alors L est un corps commutatif de degré 2 ou 4.

De plus étant donné une algebre d division L comme ci-dessus, il eziste une
surface abélienne simple A définie sur C telle que L = Endo(A).

Notations. Si Ly est de type I, II, III on notera parfois D,(L;) au lieu de $(®,),
et Sp(L1,p1) au lieu de S(Ly, ®1,01). Bien endendu ®; désigne la représentation
canonique admissible associée & Ly et & n. Si on ne désire pas préciser une famille
analytique (T3, M,) incluse dans S(Lq, ®4,p1), on la notera plutét X, (Ly, p1).

Si L; est de type IV, étant donné pour tout v compris entre 1 et g; un couple
(rl,s) vérifiant v} + sl = miq:, on notera parfois Dn(L1,71,...,r}l ) au lieu de
H(®1), et Sn(L1,71,- .. ,T;l,pl) au lieu de S(L1, ®1, p1). Ici encore ®; désigne la
représentation complexe canonique admissible associée & Ly, n et au couple (rl, sl)
pour tout 1 < v < g;. De méme, si on ne désire pas préciser une famille analytique
¥(T1, M) incluse dans S(Ly,®1,p1), on la notera plutdt Tn(L1,71,. .- ,74,,p1)-

De plus lorsqu’il n’existe qu’une seule involution positive p; sur L; nous ne
ferons pas toujours figurer p; dans les notations.

Théoréme 4.8. Soit Ly un corps totalement réel de degré 2. Notons Xa(Lp)
une famille analytique incluse dans So(L1) paraméirée par Dy(L;) = $ X §. Soit
z = (z1,22) € $H x 5 tel que Uun des deur nombres complezes z1 ou 2z soit
algébrique lautre étant transcendant, alors la surface abélienne A sous-jacente au
triplet associé & z = (z1,22) et appartenant & Yo(Lq) est simple.

Preuve du théoréme 4.8. Raisonnons par absurde et supposons que A soit non
simple. D’aprés le théoréme de réductibilité de Poincaré et la proposition 1.26, il
est facile de voir que nécéssairement la variété abélienne A est isogéne & A2 ou
Ay est une courbe elliptique. Comme D;(Q) = $ la situation est redevable du
corollaire 4.6 | et on déduit que les deux nombres complexes 23 et 2z, sont soit
simultanément algébriques, soit simultanément transcendants. Contradiction.

Théoréme 4.9. Soient Ly une algébre ¢ division de type II et de degré 8 et py
une involution positive sur Li. Notons %4(Ly,p1) une famille analytique incluse
dans Sa(L1,p1) paramétrée par Dy(L1) = H x H. Soit z = (z1,23) € H x H
tel que un des deux nombres complexes z1 ou ze est algébriques, autre étant
transcendant, alors la variété abélienne sous-jacente au triplet associé & z = (21, 23)
et appartenant ¢ X4(L1, p1) est simple.

Preuve du théoréme 4.9. Raisonnons par 'absurde et supposons que A est non
simple. Par le corollaire 1.25, A est isogéne a

ATV XX AT XL AT
oll les variétés abéliennes A; pour ¢ = 1,...,s sont simples deux & deux non

isogenes. D’apres la proposition 1.26, on sait que pour tout indice ¢ compris entre
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1 et s Palgébre L; s’injecte dans EndO(A?"). Si s > 2, alors dimA* < 4, et on
ne peut avoir:
8 = [L; : Q] | 2dim(A*)

D’ol1 nécessairement s = 1 et A est isogene & A7'. Le cas dimA4; = 1 est &
exclure & Paide d’un argument similaire & celui donné au théoréme précédent. Ainsi
nécessairement dimA; =2, et A est isogene & A2.

Connaisant les différentes possibilités pour 1'algebre des endomorphismes d’une
surface abélienne et tenant compte du fait que L; s'injecte dans Mz (End®(4;)),
on déduit que nécessairement End° (A1) ne peut étre qu'un corps C.M. de degré 4
ou une algebre de type II et de degré 4. Il est clair que End®(4;) ne peut étre un
corps C.M. de degré 4, en effet A; serait & multiplication complexe et il en serait
donc de méme pour la variété abélienne A ce qui implique en particulier que les
nombres complexes 21 et z; sont tous les deux algébriques. Contradiction.

Ainsi L} = End®(4;) est une algbre & division de type IT et de degré 4. Comme
Dy(L}) = $, on déduit d’apres le corollaire 4.6 que les nombres complexes z; et
2o sont soit simultanément algébriques, soit simultanément transcendants. Contra-
diction.

Théoréme 4.10. Soit Ly un corps C.M. de degré 4. Notons X4(L1,1,1) une
famille analytique incluse dans S4(L1,1,1) paramétrée par Dg(L1,1,1) = H X 5.
Soit z = (21,22) € H X H tel que l'un des deuz nombres complezes z1 ou z
est algébrique, Uautre transcendant. Alors la variété abélienne A sous-jacente au
triplet associé & z = (z1,22) et appartenant ¢ %4(Lq,1,1) est simple. De plus
L= EndO(A) ne peut étre une algébre a division non commutative de type IV et de
degré 8.

Preuve du théoréme 4.10. Commengons par montrer que A est simple. Pour cela
raisonnons par ’absurde et supposons que cela ne soit pas le cas. Comme dans
les preuves des théoremes précédents, il est facile de voir que nécessairement A est
isogéne a une puissance pure d’une variété abélienne simple A;. En effet sinon
A serait isogéne & un produit de deux surfaces abéliennes simples & multiplication
complexe, ce qui impliquerait que A est & multiplication complexe et les nombres
complexes z; et 25 seraient algébriques.

1l est clair que le cas dimA; =1 est & exclure, en effet D;{Q) = 9 et la situation
est redevable du corollaire 4.6.

Ainsi nécessairement dimA4; = 2 et End®(4;) ne peut étre qu'un corps totale-
ment réel de degré 2, un corps C.M. de degré 2 ou 4, une algébre a division de
type II et de degré 4.

En appliquant une nouvelle fois le corollaire 4.6, on voit qu’il est impossible que
End®(4;) soit un corps C.M. de degré 2 ou méme une algebre  division de type
IT et de degré 4.

Par ailleurs, si End° (A1) est un corps C.M. de degré 4, alors A4; est & multipli-
cation complexe, et il en est donc de méme pour A. D’ou1 Valgébricité de z; et de
Za, ce qui contredit les hypothéses.

Ainsi EndO(Al) ne peut étre qu’un corps totalement réel F; de degré 2, et
Pélément (A,C,0) € £4(L1,1,1) est isogéne au carré d’'un élément appartenant
a Za(Fy). Vu le théoréme 3.9, on peut méme supposer que 1'élément (A4,C,0) €
¥4(L1,1,1) est isomorphe au carré d’un élément appartenant & %»(Fy).
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De plus, on a vu qu’il existe (a1, b1, a2,b2) quatre nombres algébriques tel que
si un élément de 35(Fy) est représenté par 7 = (71,72) € H X §, alors le carré
de cet élément, vu comme un élément de X4(L;,1,1) est représenté par z =
(21(7'),22(’7')) €EHXH ou

21(7) = a1711 + asm
22(7') = by + bo7o
Notons

M= (55 e @

La matrice M ne peut étre inversible, en effet, sinon, il existerait 7 € $ x § tel

que (z1(7), z2(7)) € H X $ soit un point générique pour les fonctions fi,..., fx
définies au théoréme 3 de l'article de [Shil|p.169 relativement 4 la famille analytique
¥4(Ly1,1,1).

Ainsi, 'élément (A4,C, 8) € X4(L1,1,1) associé & z est générique, par le préambule
du §4 [Shil] p.176.

Or d’aprés le théoréme 5 de l'article de [Shil]p.176, on sait que tout élément
générique (A,C,0) € X4(L1,1,1) vérifie EndO(A) ~ L. Contradiction. Ainsi la
matrice M € M»(Q) est singuliére,

b1z, = ay 22,

et
bgzl = a222.

Les quatre nombres algébriques ay, az, by et by ne peuvent étre tous nuls. D’ol
les nombres complexes 2; et 2z, sont soit simultanément algébriques, soit simul-
tanément transcendants. Contradiction.

Nous venons donc de prouver que la variété abélienne A est simple.

Supposons maintenant que L = End°(A) soit une algébre & division non com-
mutative de type IV et de degré 8. Alors comme Dy4(L;1,1) = $ on déduit que
d’apres le corollaire 4.6 que les nombres complexes z; et ze sont soit simultanément
algébriques, soit simultanément transcendants. Contradiction.

32



33
DEUXIEME CHAPITRE
Introduction

Soient L; une algebre a division munie d’'une involution positive p;, n un entier
vérifiant [L; : Q]| 2n et ®; une représentation complexe canonique admissible as-
sociée & L1 et & n. Considérons une variété abélienne A définie sur C de dimension
n munie d’une polarisation C, et une injection 6 de L; dans End’(4). Si (4,C,8)
appartient & S(Li,®1,p;) alors (A,C,0) appartient & une famille analytique ¥,
incluse dans S(L1,®1,p1). Au triplet (A4,C,8) € £;1 on associe un point z € H(P;)
bien défini modulo I’action de I's;, sur §{®,).

Le théoréme obtenu par la collaboration de P.B.Cohen, H.Shiga et J.Wolfart que
Pon appellera C.S.W et dont on trouvera une référence dans [Co] ou [S-W] s’énonce
de la maniere suivante:

Théoréme. Si A est définie sur Q, alors A est & multiplication complexe si et
seulement si z € $($1)(Q).

Dans tout ce qui va suivre, & ’exception du §3, on se place en fait dans le cas
oit Ly = Q. On a alors nécessairement ®,(a) = al, pour tout a € Q, p; = Idg,
et jj(q:)l) = 9n.

Au paragraphe 1, on va associer & Z € $,(C) un C-sous-espace vectoriel de
C?" de dimension n, que I’on notera Vz et que ’on définit par:

€1 €n+1
Vz = ¢ (e1,ez,... ,€2n) € C. z S+ : =0pum,.,()

€n €2n

Supposons maintenant que A est une variété abélienne simple. Nous noterons g le
degré du sous-corps totalement réel maximal inclus dans le centre de End’(4) =
End(4) ®z Q, et nous introduirons & la section 1.8 du paragraphe 1b) un entier
¢ qui va mesurer “la tendance a la multiplication complexe” de A. L’entier c est
compris, par définition, entre 0 et g. Nous montrerons au lemme 1.11 que ¢ = g
si et seulement si A est & multiplication complexe. Nous cherchons ici & évaluer
la codimension cod du plus petit C-sous-espace vectoriel de C?" contenant Vz et
défini sur @, & laide des entiers ¢, g et n. Nous montrerons en fait que si on

suppose de plus que A est définie sur Q alors

cod = En.
g

Vu que le C-sous-espace Vz de C?* est défini sur Q, ou ce qui revient au méme
que cod = n, si et seulement s1 Z € ﬁn(@), on déduit que le résultat proposé ici,
améliore, dans un cas particulier, le théoréme obtenu par [Co] et [S-W].

Le paragraphe 3 est quant & lui consacré aux retombées de ce résultat lorsque
Pon ne suppose plus nécessairement L; = Q. En effet, dans ce cadre plus général
le domaine $(®;) se décompose en un produit de g; domaines symétriques H(PL)

pour v =1,...,g1. Nous donnerons une majoration de

Card {1/ €e{l,...,q1}z € 5’)(‘1’11/)(@)}
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lorsque A est simple et défini sur Q en fonction de ¢, g et g;.

Le plan de ce second chapitre est le suivant. Dans le premier paragraphe, nous
donnons le résultat principal de ce chapitre. La démonstration de ce résultat figure
au §2, et la démonstration d’un point technique en annexe §4. Le paragraphe 3 est
quant & lui réservé 4 d’autres applications du résultat principal.

§1 Enoncé du théoréme principal

a) Corps de définition d’un K -sous-espace vectoriel de K™.

On fixe dans ce sous-paragraphe K/k une extension de corps. En fait pour les
applications, on aura K =C et £k = Q.

Définition 1.1. Notons V un K -sous-espace vectoriel de K™ de codimension p.

Alors:
x1

V=((z1,...,za) €KW A| 1 | =0p, (k)
T/l
avec
A € My o(K) de rang p.

On dit que V est défini sur & si et seulement s’il existe:

B =€ Gl,(K)
telle que:
BA € M, (k).
On a alors
z1
V=<¢(z1,...,2,) € K";BA =OM,,‘1(K)
Tn

Remarque. Les notations et les hypothéses étant celles de la définition 1.1, il existe
A; € Mp(K) une matrice extraite de A inversible. Il est facile de vérifier que V
est défini sur k si et seulement si A7'A € M), (k).

Proposition 1.2. Les notations et les hypothéses étant celles de la définition 1.1,
le K -sous-espace vectoriel V de K™ est inclus dans un K -sous-espace vectoriel de
K™ de codimension v et défini sur k si et seulement s’il existe

B e M, ,(K)
telle que
BA e M, (k)
et
rg(BA) =r.

Pour démontrer la proposition 1.2 nous avons besoin d’un lemme que nous
énongons
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Lemme 1.3. Soient Iy, Fy et F3 trois K -espaces vectoriels de dimension finie.
Considérons vy € Homg (F1,Fz) et vo € Homg (Fy, F5). Si ker(vi) C ker(vz), il
existe vs € Hompg (Fy, F3) telle que vy = vz 0 vy.

Preuve du lemme 1.8. Désignons par S un supplémentaire de Im(v,) dans F,. On
a:
Fy =Im(v)® S.

Soit:
z=1x1+x9 € Iy
avec
z1 € Im(v1)
et
zo € 8S.

Par définition de Im(v1), il existe y € Fy tel que

z1 = v1{y).

Supposons que ¥’ soit un autre élément de Fy tel que 1 = v1(y’'). On a alors

y —y' € ker(vy).
Par suite:

v2(y) = va(y').
On définit alors sans ambiguité une application vz de F, dans F3, en posant:

vs(z) = va(y).

11 est alors facile de montrer que vz € Homg (F», F3) et que vz = v3 0 vy.
Preuve de la proposition 1.2. La réciproque est claire, en effet, si on note:

Ty
V=< (z1,...,2n) E KM BA| = 0n, (k)
TIn
alors V'’ est un K -sous-espace vectoriel de K™ contenant V défini sur k et de
codimension r.
Etablissons maintenant le sens direct. Désignons par V'’ un K -sous-espace vec-
toriel de K™ contenant V' défini sur k£ et de codimension r. On a:
Z1
Vi=d(z1,...,2n) € K™D | = O, , (%)
J"n
ou D € M, ,(K) de rang r, et on sait par définition qu’il existe C € Gl,(K) telle
que D' =CD € M, (k). Ainsi:

V=< (2z1,...,an) € KD | 1 ) =04, (k)



36

avec D' € M, (k) de rang r. Il reste & montrer qu'il existe B € M, ,(K) telle
que D' = BA. Pour cela considérons:

V1 Mn,l(K) — M, J(K)

X = AX.
et
ve : My, 1(K) — M, 1(K)
X—DX.
On a:

ker(vy) C ker(vs),
puisque V C V'. Par suite, d’apres le lemme 1.3, on déduit qu’il existe
V3 Mp,l(K) — Mf,.‘l(K)
X — BX.
Ainsi, on a:
D'X = (BA)X
pour tout X € M, 1(K), ce qui prouve que:

D' = BA.

Proposition et définition 1.4. Soit V un K -sous-espace vectoriel de K™. On
peut alors considérer lintersection de tous les K -sous-espaces vectoriels de K™
contenant V et définis sur k. Le K -sous-espace vectoriel ainsi obtenu est défini
sur k. Il s’appelle le plus petit K -sous-espace vectoriel de K™ contenant V et
défint sur k.

Définition 1.5. On dit qu'une application K -linéaire f € Homg (K™, K™?) est
définie sur k si et seulement si

Mat(Bl,Bz) (f) € Mnlynz (k)

ot Mat(g, 5,)(f) désigne la matrice de 'application linéaire f dans les bases canon-
iques By et By de K™ et K™2 respectivement.

Proposition 1.6. Soit V un K -sous-espace vectoriel de K™ de codimension p et
défini sur k. Soit f un élément de Auty (K™) défini sur k. Alors f~Y(V) est un
K -sous-espace vectoriel de K™ de codimension p défini sur k.

Preuve de la proposition 1.6. Notons
M = (mij)i<ij<n = Mats(f)
ou B désigne la base canonique de K™. On a:

n
V=< - ¥n) EK”;Eaijyj =0pourtouti=1,...,p
j=1

36



37
ou
A = (aijh<i<pi<i<n € Mpn(K)

avec
rg(4) =p.

11 est clair que

FHV) =S (21, ,%n) EKH;ZGU (ijkxk) =0pourtout i =1,...,p

j=1 k=1
ou encore
n
) = {(xl, cee Tn) € K";Zcikzk =0 pourtouti=1,... ,p}
k=1

ol on a noté:
C= (Cik)lgigp,lngn =AM € Mn,p(K).

II est clair aussi que

rg(C) = p.
Par hypothese il existe:

B € Gl,(K)
telle que

BA € M, (k).

Comme

M € M, (k)
on a:

BC = (BA)M € M, (k).
D’ou la proposition 1.16.

Remarque 1. Soient E un k-espace vectoriel de dimension n et (ey,...,e,) une
base de E sur k. Posons Fx = E Qi K et considérons ¥ € Homg (K™, Ek)
définie par

‘I’(l’h... ,Cl:n) = Zei R ;.
i=1

On peut alors dire qu’un K -sous espace vectoriel V de FEx est défini sur k, si
U~1(V) est un K-sous espace vectoriel de K™ défini sur k selon la définition
1.1. Clairement cette nouvelle définition est indépendante du choix de la base
(e1,...,en) de E sur k, et d’autre part elle généralise celle donnée en 1.1. 1l est
également facile de vérifier que les résultats 1.2 et 1.4 restent valides.

Remarque 2. De méme, étant donné E et F' deux k-espaces vectoriels de dimension
ny et no, on peut généraliser la définition 1.5, et convenir que f € Homg (Fg, Fk)
est défini sur k si

MatBl,Bz (f) € Mnl,ﬂz(k)’

ol By, (resp. Bz) désigne une base de Ex, (resp. de Fk ) obtenu en étendant les
scalaires & K d'une base de E, (resp. F) sur k. Encore une fois la proposition
1.6 reste valable dans ce cadre plus général.
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b)Enoncé proprement dit.

Soit (A,C) un élément de X, 4 i.e. une variété abélienne polarisée de dimension
n et de type de polarisation d. Notons [Z] € T, 4\$H,(C) lélément associé &
(A,C) € Ehq et Z € $,(C) un représentant.

On notera dans tout ce qui suit:

—2n

V =M,1(Q) =Q

et
Ve=V ®@C = M2n71((C) =,

Soit
Ve={E€Ve;(Z L)E=0y,,0}

Alors Vz est un C-sous-espace vectoriel de V¢ de dimension n. Nous allons nous
intéresser a la codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de V¢ contenant
Vz et défini sur Q. Le lemme suivant montre que cette codimension ne dépend
que de la classe d’isomorphisme de la variété abélienne polarisée (A4,C) et non du
choix particulier de Z.

Lemme 1.7. Soit Z' € [Z] o2 [Z] € [, 4\Hn(C). Alors la codimension du plus
petit C-sous-espace vectoriel de Vi contenant Vz et défini sur Q est égale d la
codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de V¢ contenant Vz/ et défini

sur Q.

Preuve du lemme 1.7. Par hypotheése il existe:
A B
M = (C D) S Pn,d

Z'=MZ

telle que:

ie.

Z' = (AZ + BA™Y)(CZ + DA™H AL

Compte tenu du fait que les matrices Z et Z’ sont symétriques, on a aussi:
Z'=A"NZ'C+ATV'D)y N (ZPA+ ATUB).
Considérons maintenant g € End¢(Vg) définie par:

tA FCA
g(E) = (A-—ltB A1 tDA) E.

11 est clair que g est un automorphisme de V¢ défini sur Q et que g(Vz) = V. En
particulier Papplication g établit une bijection entre les C-sous-espaces vectoriels
de V¢ de codimension r contenant Vz et définis sur (_J_) et les C-sous-espaces
vectoriels de V¢ de codimension r contenant V. et définis sur Q. D’ol le résultat
annoncé.
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Définition 1.8. A toute variété abélienne simple A de dimension n on associe un
entier ¢ qui va mesurer “la tendance & la multiplication complexe”.

. { 0 si L est de type I-II ou III,
“= 1 card {ve{l,...,g};rvs, =0} siL estde typeIV.

Ici 7, et s, sont les multiplicités des représentations irréductibles x, et %, in-
tervenant dans la représentation canonique admissible &, associée & A. Cette
représentation a été introduite a la proposition 2.5 du paragraphe 2 chapitre L.

Remarque au sujet de la définition 1.8. Si A’ est une variété abélienne isogéne a
A, alors @ est encore une représentation complexe canonique admissible pour A’,
en particulier 'entier ¢ associé & A’ est égal & c.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal:

Théoréme Principal 1.9. Soit (A,C) un élément de L, 4 telle que la variété
abélienne A soit simple et définie sur Q. Désignons par Z un représentant de
la classe [Z] € Ty 4\9n(C) associée & (A,C). Alors le plus petit C-sous-espace
vectoriel de V¢ contenant Vg et défini sur Q est de codimension égale gn.

Les deux lemmes qui vont suivre montrent en fait que le théoréme principal 1.9
généralise les travaux de P.B.Cohen, H.Shiga et J. Wolfart.

Lemme 1.10. On a Z € $,(Q) si et seulement si Vyz est un C-sous-espace
vectoriel de Vg défini sur Q.

Preuve du lemme 1.10. Le sens direct est clair. Pour la réciproque, on sait d’aprés

la définition 1.1 qu’il existe
B e G1,(C)

telle que: _
B(Z I,)=(BZ B)E€ M,2,(Q).

D’ol finalement:

B € GL,(Q)

et
Z = B‘I(BZ) € Mn(@)

Lemme 1.11. Soit A une variété abélienne simple de dimension n. Alors A est
¢ multiplication compleze st et seulement si c =g.

Preuve du lemme 1.11. Si A est & multiplication complexe alors L = End(A) est
une algébre de type IV et m =1, ¢ = 1. Ainsi, pour tout 1 <v <g on a:

r,+ 8, = 1.

Cette égalité force:
78, =0

pour tout 1 < v <g. D'out c=g.
Réciproquement, si ¢ = g alors comme g > 1 on déduit déja que L = EndO(A)
est de type IV. Pour terminer la démonstration, on peut soit évoquer la proposition
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14 de [Shil] p.176 ou bien raisonner de la manieére suivante. Soit C une polarisation
de A, et 0 l'identité de L. On a:

(4,C,0) € (L, @0, p)

ol p est Pinvolution induite par C sur L. Si 7,8, = 0 pour tout 1 < v < g alors
$(®o) ne contient quun unique élément qui est alors nécessairement un point
spécial. D’ou la variété abélienne A est & multiplication complexe.

Corollaire 1.12. Soit (A,C) un élément de X, 4 telle que la variété abélienne
A soit simple et définie sur Q. Désignons par Z € $H,(C) un représentant de la
classe [Z] € T\, (C) associée ¢ (A,C). Alors Z € H,(Q) si et seulement si A
est & multiplication compleze.

Preuve du corollaire 1.12. Ce corollaire résulte du théoréme principal et des lemmes
1.10 et 1.11.

Nous aurons besoin, pour les applications que nous proposerons du théoreme
principal, d’'une majoration de Pentier c. C’est 'objet du lemme qui suit.

Lemme 1.13. Soit A une variété abélienne simple de dimension n non & mul-
tiplication complexe. Alors ¢ < 2 — 1 ot p désigne le plus petit nombre premier
intervenant dans la décomposition de l'entier n. En particulier, si n est premier,
ona: ¢=0.

Preuve du lemme 1.13. Vu la définition de ¢, on peut supposer que L = EndO(A)
est une algébre de type IV. Par suite [L : Q] = 2g¢% et n = mgqg®.

L’éventualité g =n, m =1 et ¢ =1 est 4 exclure. En effet, la variété abélienne
A serait alors & multiplication complexe, ce qui est contraire aux hypothéses. D’ou
g< 3

Sig# % alors il est clair que: ¢ < % -~ 1. Pour terminer la démonstration on
peut donc supposer que: g = %. Onaalors: m=p, g=1et & = Br<i<g(rvxu+
$uX,,) - Il reste & montrer que le produit 7, s, ne peut-étre nul pour tout v compris
entre 1 et g. Pour cela on peut soit évoquer de nouveau la proposition 14 de
Varticle de [Shil] p.176, soit raisonner par 'absurde et remarquer que H(®o) est
réduit & un seul point, nécéssairement spécial. Comme:

(A,C, 6) € S(La <I>0,p)

ou C est une polarisation de A et € lidentité de L, on en déduit que la variété
abélienne A est a multiplication complexe. Ce qui est contraire aux hypothéses.

La proposition suivante montre que la majoration de l'entier ¢ donnée par le
théoréme précédent est la meilleure possible.

Proposition 1.14. Soit n un nombre entier strictement positif non premier et
p le plus petit nombre premier intervenant dans la décomposition de Uentier n.
Alors il existe A une variété abélienne simple de dimension n non d multiplication
complexe avec ¢ = 1;- ~1.

Preuve de la proposition 1.14. Soient ¢g; = % et L; un corps C.M. de degré 2g;
muni de son involution positive canonique p;. On désigne par 04,... ,04,,G1,... ,04,
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les 2g; plongements de L; dans C. Notons ®; la représentation complexe canon-
ique admissible associée & L1, n et au gi-uplet r! ot 7! = (p,...,p,1). On
a n

my = —.

9

Soit (71, Mj) une famille analytique de variétés abéliennes polarisées appartenant
4 S(Ly,®1,p1). Le théoréme 5 p.176 de larticle de [Shil] montre en particulier
qu’un élément générique (4,C,0) de I(Ty, M;) vérifie §(L;) = End®(A4). Par suite
une telle variété abélienne est simple non & multiplication complexe avec ¢ = % —1.

Corollaire 1.15. Soient n un nombre premier et (A,C) un élément de 3y, g. Sup-
posons que A est simple non o multiplication compleze et définie sur Q. Désignons
par Z wun représentant de la classe [Z] € Ty a\Hn(C) associée & (A,C) € T 4.
Alors il n’existe pas de C-sous-espace vectoriel strict de Vi contenant Vy et défini

sur Q.

Remarque 1. C’est essentiellement ce corollaire que nous utiliserons pour les appli-
cations a la transcendance chapitre III §2 dans le cas ou n = 2.

Remarque 2. Le corollaire 1.15 tombe en défaut sans I’hypotheése de simplicité,
comme le montre ’exemple suivant.

Soient F; une courbe elliptique définie sur Q avec End(E;) = Z et E, une
courbe elliptique & multiplication complexe. On sait que F; est représenté par
T1 € $) non algébrique et que F, est représenté par 5 € §j quadratique imaginaire.

Notons A la variété abélienne produit des courbes elliptiques E; et Es, puis C
la polarisation principale de A induite par les polarisations principales canoniques
de E; et de E, fournies par les diviseurs D; = (Oy) et Dy = (O3). Il est alors clair
que la surface abélienne A est définie sur @ et n’est pas & multiplication complexe.
De plus (A,C) est représentée par [Z] € PSp,(Z)\$H2(C), ow:

_ T 0
(3 ).

V2CH§(C4

Or on a:

ol
H= {(61,62,63,64) € CYimeg+eg = 0}

est clairement un hyperplan de C* défini sur Q puisque 7 € Q.
§2 Démonstration du théoréme principal

Soit Z un élément de $),(C) représentant de [Z] € T, 4\9Hn(C) associée &
une variété abélienne polarisée (A,C) appartenant & X, 4. Comme on la vu, &
isomorphisme prés, la donnée de (A4,C) € X, 4 est équivalente & la donnée de (T =
C*/D,E) ou D est un réseau de C* et E est une forme de Riemann normalisée
de type d.

Notons B = (A1,...,A2,) une base de Dg = D ®7 Q sur Q et

Q= (Nj)i<i<ni<j<on € My 2n(C)
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la matrice des périodes obtenue & partir de cette base. L’objectif de la partie A est
de comparer la codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de V¢ contenant
V7 et défini sur Q a dim@(ker(uQ) N M, 1(Q)), ol

uq Mznyl((C) — Mn’l(C)
X — QX

On a vu au lemme 1.7 de ce chapitre que la codimension du plus petit C-sous-espace
vectoriel de V¢ contenant Vy et défini sur Q ne dépend que de [Z] € I', 4\H(C). 11
est également facile de voir que dimg(ker(uq)NMan 1 (Q)) est indépendant du choix
de la matrice des périodes 2. En effet, notons B’ = (\],...,A},) une autre base
de Dg sur Q, Q' la matrice des périodes associées. Désignons par P € Glz,(Q) la

matrice de passage de la base B vers la base B’. On a alors
Q' =Qp,

et Papplication linéaire inversible

M2, 1 (Q) = M2n 1 (Q)
X — PX.

envoie ker(ug/) N Moy, 1(Q) sur ker(ug) N M2, 1(Q). En particulier
dimg(ker(uqa/) N M, 1(Q)) = dimg(ker(uq) N M2y 1 @)).

La seconde partie de ce paragraphe consiste justement & évaluer cette dimension
sous quelques hypotheéses supplémentaires sur la variété abélienne A en choisissant
judicieusement une matrice des périodes Q.

PARTIE A.
On suppose que la base B de Dg sur Q provient en fait d’une base de D sur Z
et que Matg(FE) = J;.
Notons
= {G e Ve QG = OM,,J(C)} .

On dispose de la proposition suivante

Progosition 2.1. Il existe un C-sous-espace vectoriel de V¢ contenant Vi défini
sur Q et de codimension r si et seulement s’ existe un C-sous-espace vectoriel de
Ve contenant Vz défini sur Q et de codimension r.

Preuve du la proposition 2.1. Notons

I, O
wv=(5 4)
et définissons f € End¢(Ve) en posant f(G) = WG pour tout G € Ms, 1(C). 11
est clair que f est un automorphisme de Vg défini sur Q.
Vu la construction de Z € $,(C) & partir de Q € M, 2,(C) et de A donnée
au théoréme 3.1 du chapitre I, il est facile de voir que lapplication f|V; réalise
une bijection entre V; et Vz. On conclut alors grace a la proposition 1.16 de ce

chapitre.
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Proposition 2.2. I eziste un C-sous-espace vectoriel de Vg contenant Vi de
codimension 1 et défini sur Q si et seulement s’il existe D € Mo, .(Q) de rang r
telle que QD =0y, (c) -

Preuve de la proposition 2.2.
Cette preuve utilise de maniére essentielle les relations bilinéaires de Riemann
satisfaites par la matrice des périodes {2, et en particulier ’égalité suivante:

*) QI =0, g

Ensuite, d’aprés la proposition 1.2 du paragraphe 1a) du chapitre II, affirmer qu’il
existe un C-sous-espace vectoriel de V¢ contenant V; de codimension r défini sur
Q signifie qu’il existe C € M, ,,(C) telle que D' = CQ soit une matrice de rang 7
appartenant & M, 2, @).

Le sens direct est clair. En effet s'il existe C € M, ,(C) telle que D' = CQ soit

une matrice de rang r appartenant & M, 2, (Q), alors si on note
D=J;'D,

on déduit, puisque Jy € Glp, (Q), que D est une matrice de rang r, appartenant
& My, (Q). Vu Iégalité (x), il est également immédiat que QD = 0y, (c) -

Avant d’établir la réciproque considérons

vyt Mn,l((c) — Mgn’l((C)
X = J7t X

et

Vgl Mzn,l(C) - Mn,l((C)
Y — QY.

Vu I'égalité (x) on a:
vz 0v1 = Oum, 1 (0)-

ie.
Im(vy) C ker(vs).

Mais rg(Q) = n donc dim(Im(v;)) = dim(ker(vs)) = n, et finalement
Im(v;) = ker(va).
Supposons donc qu’il existe D € Mgn’r(@) de rang r telle que
QD =0y, () -

En considérant les colonnes de la matrice D, on déduit, vu ce qui précede, qu'’il
existe ¢’ € M, .(C) telle que

D=J;ttQcC’.
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Posons:
C=*'C"€ M,.(C)

et
D' = *(JyD) € M, 2,(Q).

11 est alors clair que la matrice D’ est de rang r, et que ’on a:
D' = 0.
D’ot la proposition 2.2.

Ainsi on vient de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 2.3. La codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de V¢ con-
tenant Vz et défini sur Q est égale ¢ dimg (M2n,1(Q) Nker(ug)), ou:

uq : Map1(C) — M, 1(C)
X — QX.

Comme nous ’avons déja indiqué, nous allons maintenant montrer que sous
certaines hypothéses de simplicité et de rationalité de la variété abélienne A, on
peut construire une matrice des périodes € telle que dimg(M3,,1 (Q) N ker(ug))
s’exprime naturellement & P'aide des entiers ¢, g et n. C’est 'objet de la partie B.

PARTIE B. Dans toute cette partie on suppose que la variété abélienne A est

simple et définie sur Q. L’espace tangent T4 de A est alors muni d’une Q-
structure.

Théoréme 2.4. Soit (t1,...,t,) une base de Ta sur Q. On déduit par extension
des scalaires une base de Ty c =Ty ®Q7(C sur C. Si ® désigne une représentation

compleze analytique de L = End®(A) obtenue & partir de cette base, alors on a:
®(L) C M,(Q).

Preuve du théoréme 2.4. Voir la référence [Mo] pp.269-270.

D’aprés la proposition 2.4 du chapitre I, on sait que les représentations ® et
@, qui sont C-équivalentes sont aussi Q-équivalentes. Par suite, il existe une base
(t1,... ,ts) de T4 sur Q telle que la représentation complexe analytique de L ainsi
obtenue soit égale & ®. Notons alors:

¢ C* — TA,C

k23
(:L‘l, - ,(l)n) — inti
=1

l'isomorphisme déduit par extension des scalaires. Soit:
exp : TA,C - A(C)

une application exponentielle telle que sa différentielle au point Or, . soit un
élément de Endc(Tac) défini sur Q. On notera

L = kerexp
44



45

et
Log=LRzQ
puis
Li,g=¢""(Lg)

Alors £1,g est un ®o(L)-espace vectoriel:
®o(a)(£L1,0) C L10
pour tout a € L, et on dispose du diagramme commutatif suivant:

cn ®o(a) s Qn

0| 9|

Tac SRR Tac

ol i(a) est 'endomorphisme de T4 ¢ induit par a € L.

Fixons (a1,...,am) une base de Ly g sur ®o(L), et notons
(**) aj = t(alj, - ,anj) eC”

les composantes du vecteur a;.

Théoréme 2.5. Les nm nombres complezes a;; pour 1 <i<n et l1<j<m

sont Q-linéairement indépendants.

Remarque au sujet du théoréme 2.5. Ce résultat d’indépendance linéaire des périodes
est dit & G.Wiistholz. La démonstration repose d’ailleurs sur le théoréme du sous-

groupe analytique de Wiistholz que nous allons énoncer au théoréme 2.6. Le lecteur

est invité & se référer & 'article de [S-W] pp.5-9 pour une démonstration du théoréme

2.5.

Théoréme 2.6. Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur Q. On note
T Vespace tangent a G en lorigine et Tgc =Tg ®7Q7(C. Soient v un élément de

Tac tel que expg(v) € G(Q) et F un C-sous-espace vectoriel de Tg ¢ défini sur
Q et contenant v. Alors il existe un sous-groupe algébrique W de G défini sur Q
tel que ve Twc CF.

Référence. Voir Varticle de [Wi].
Posons s = [L : Q] et notons (I1,...,l;) une base de L sur Q. On définit:
>\k = <I>o(l,~)aj,

pour tout k=i +s(j~1),avec 1 <i<set 1<j<m.
Ainsi (Ag)i<k<2n est une base de £ g sur Q. Notons

Ak = Atk 5 Ank)
les composantes de Ap € C*. On définit Q une matrice des périodes en posant:

Q= (Nik)1<i<n,1<k<zn € My 20 (C).
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Théoréme 2.7. Le Q-espace vectoriel ker(ug) N Mgnyl(@) est trivial st L est de
type I, II ou III. 1l est de dimension égale a gn st L est de type IV.

La démonstration de ce théoréme utilise la proposition 2.8 que nous énoncerons
au cours de la démonstration du théoréme 2.7 et que nous prouverons en appendice
§4.

Preuve du théoréme 2.7. Soit

x1

T2
X = . < Mzn’l((C).

Zan

Le vecteur X appartient & ker(ug) si et seulement si

Z /\h,kwk =0

1<k<2n

Z BhyigYii =0

1<i<s1<f<m

ou encore:

pour tout 1 < h < n, ol on a noté:

Yij = Tits(j—1)

et
Bhyij = Mhjits(i-1)

pourtout 1 <i1<s,1<j<metl<h<n.

Comme
_ i ,
HBh,ij = E , MpkAk;j
1<k<n
ol
— t , . . n
a; = "(a1j,... ,8kjy -+ ,0n5) €C

les composantes du vecteur a; considéré en (x%), et olt
M; = ®o(li) = (mhx)1<h k<n,
on déduit que:
X € ker(ug) < Z Z Z MpYii | ak; = 0.
1<j<m1<k<n \1<i<s

Si maintenant X € Mgnyl(@) on a alors:

Z miYi,i € Q.
1<i<s
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D’aprés le théoreme 2.5, on sait que les éléments a;; de C pour i =1,... ,n et
j=1,...,m sont Q-linéairement indépendants, d’ol1

X € ker(ug) N M2, 1(Q) < Z mipYii =0
1<i<s

pour tout 1 < A<n,1<k<net 1<3<m. ie

X e ker(uQ) n Mgnyl(@) — Z y,;,jMi = OM,,(@)
1<i<s

pour tout 1 < § < m. Or on dispose de la proposition suivante:

Proposition 2.8. Si L est de type I, IT ou III les éléments My,... ,M; de M,(C)
sont C-linéairement indépendants. Si par contre L est de type IV, alors

dime(Vecte(Ma, ... , My)) = s — cg®.

Suite de la démonstration du théoréme 2.7. Supposons dans un premier temps que
L est de type I, IT ou III, on déduit donc que:

Yi; =0

pour 1 <i<351<35<m.ie
wk:0

pour tout 1 < k < n. Ce qui prouve que:

ker(ug) N Man 1 (Q) = {OM%,I @} .
I1 reste & considérer le cas ou L est de type IV. On définit:

v:Q — M,(Q)
(yla"' )ys) = Z yiMi-

1<i<s
et ve Papplication linéaire induite par extension des scalaires de @ & C. On a:
dimgIm(v) = dimeIm(ve) = s — cq?.
Par le théoréme du rang on déduit:
dimg ker(v) = cq?

et par suite .
dimg(ker(ua) N M2,,1(Q)) = cmq?.

Comme
n = mgq’,
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on a finalement:

dimg(ker(ug) N Mzn1(Q)) = gn.

§3 Conséquences du théoréme principal 1.9.

Dans ce paragraphe nous utiliserons fortement les notations et résultats énoncés
au sous-paragraphe 3.b du Chapitre I.

On se donne L; une algébre a division munie d’une involution positive p; . Soient
n un entier tel que le degré de Ly divise 2n et ®; une ou la (selon que L, est
de type IV ou non) représentation canonique admissible associée & L; et & n. On
rappelle que

8@ 0 ... ... 0
0 . :
®1(a) = . ®l(a)
0o ... .. 0 ®; (a)

pour tout a € L;.

On se fixe (71, M;) une famille analytique de triplets incluse dans S(L1, 1, p1)
paramétrée par $(®1). Etant donné z € $(®;) et (A,C,0) € (T, M) le triplet
associé & z, on rappelle que

A(C) ~C"/D(z,T1, M1)

ol
my
D(z,Th,M;) = {Z &y (ai)ri(z,T1); (a1, ... ,Gm,) € Ml} .
=1

Vu la construction de la base (ri(z,T1),... ,Tm,(2,T1)) de C* sur ®(L;), on a
la propriété suivante

z, € H(®)Q) = r¥(z,Th) € Q™
pour tout 1 =1,... ,my.
a) Critére pour la multiplication complexe.

Bien que ce sous-paragraphe ne soit pas une conséquence directe du théoréme
principal 1.9, il figure & cet endroit pour pouvoir le comparer aux résultats que nous
développons au sous-paragraphe b).

Le lemme suivant est dd & P.Cohen [Co] pp.993-994. Pour les commodités du
lecteur nous nous permettrons de reproduire une preuve.

Lemme 3.1. Fizons un indice v compris entre 1 et g1. Soit A} un élément de
Mz (C) tel que ALt o ®l(a) = ®L(a) o AL pour tout a € Ly, alors le nombre de
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coefficients distincts non nuls o de ALl € M= (C) est inférieur ou égal ¢ 2L,
91 9N

L’égalité ne pouvant avoir lieu que lorsque Ly est de type IV et rlsl = 0.

Preuve du lemme 3.1. La forme de la matrice Al,! est donnée par la formule (33)

de Particle de [Shil] p.162. Nous sommes naturellement amené & distinguer trois
cas.

a) L’algébre L; est de type I. On a alors my = i—’:. D’otlt:
2
a < n_2 = 1nmy < nm
g 2o 9
b) L’algebre L est de type II ou III. On a alors m = Tar - On sait que:
ar=(% 9 enm.(o
v 0 =} e
avec
1
3, € Mf?f (C)
Par suite: )
( n ) n? nmi  nmi
201 491 2; g1

c) L'algébre L1 est de type IV. On a alors n = mig1¢?. On sait que:

A/1:(1q1®2,1, 0 )

0 1,0Al
avec
211/ € Mr}, ((C)
et
All, S Ms}/ ((C)
Par suite:

2
n nm
a< () +(s)" < (i +5))" = (—) =—
9191 )1

L’égalité ne pouvant avoir lieu que si rlsl =0.

Théoréme 3.2. Les notations et les hypothéses étant celles du préambule, on sup-
pose que (A,C,0) € B(T1, M,) est tel que A soit simple définie sur Q et que 0
réalise un isomorphisme entre L, et EndO(A). Soit z = (21,...,24) un point
de $(®1) représentant la classe [z] € T'(T1, M1)\H(®1) associée a (4,C,0) €
%(T1, M1). Alors pour tout indice v compris entre 1 et g tel que dim§H(®L) > 0
on a z, ¢ H(2;)(Q).

Prewve du Théoréme 3.2. Tout d’abord remarquons, puisque 8 est un isomor-
phisme, que ¢ = g1, m = my et ¥ = ®,. Raisonnons par 'absurde et sup-
posons qu’il existe un indice v compris entre 1 et g tel que dim$H(PL) > 0 et
z, € H(2,)(Q).

49



50

Les tores complexes C*/D(z,T1, M1) et Ta /L sont isomorphes. Il existe donc
u € Homg (Ta,c,C*) telle que u(L) = D(z,Ty, M;y). Posons

i(a) =uo®y(a)ou?!

pour tout a € Ly . On sait qu'il existe une base (1,... ,t,) de T4 sur Q induisant
une base de Ta,c = T4 ®gC sur C tel que 'élément i(a) € Endc(Ta,c) préservant
Lo = L ®z Q ait pour matrice ®1(a). Notons ¢ € Home(C®, T4 c) définie par

n
&(z1, . y2n) = Zziti.
i=1

On dispose donc du diagramme commutatif suivant:

cn ®1(a) cn

4] 4]

Tac SLICN Tac
Posons v =uo¢ € M,(C) et L1 =¢1(L). Ona:
vo®y(a) = ®1(a)ow

pour tout a € L, et
v(D(z,T1, M1)) = L.

Ainsi L g et D(z,T1, M)g sont deux ®;(Lq)-espaces vectoriels de dimension m
et v est une application ®1(Lq)-linéaire entre D(z,T1, M1)g et L1,¢-

Notons L o = pu(L1,g) et D(z,Tl,M1)6 = p,(D(z,T1,Mi)g) ol p, désigne
le projecteur de C™ défini par

Par définition méme de ®;, [I;,Q et D¥(z,Ty, M1)q sont encore deux ®;(L1)-
espaces vectoriels.

Comme v commute avec la représentation complexe ®;, on sait d’apres le lemme
3.1 qu’il existe v, un isomorphisme ®;(L1)-linéaire entre D”(z,T1, M1)q et L7 g

tel que v, ® R vu comme un élément de M,(C) comporte strictement moins de
2

TL?:LTM = %"l coefficients non nuls. Posons
1, :Csy - C
définie par

i(z¥) = (0,...,0,2",0,...,0).
Les éléments (i, (r¥(2,T1)),... i (r% (2, T1))) forment une base de D¥(z,T1, M1)g
sur ®1(L1), et vu l'hypothese de départ on a:

i (1Y (2 1)) € Q"
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pour tout ¢ = 1,... ,m. Par suite
A=, (6 (1Y (2, 71))) -, Am = v (4 (75, (2, T1)))

forment une base de L’f)Q sur ®3(L;), et la dimension du Q-sous-espace vectoriel de
C engendré par les composantes des vecteurs A1, ..., Ay, est strictement inférieure
a ? . Or on a vu au théoreme 2.5 du chapitre II que les composantes d’une base de

Lyg sur ®1(L;) sont Q-linéairement indépendantes. Il en est 3 fortiori de méme
pour les composantes d’une base de £y g sur ®1(L;). Contradiction.

A Paide du théoreme 3.2 de ce chapitre et de la propostion 4.4 du chapitre I, on
peut donner une démonstration du théoréme principal de [Co] et [S-W] dans le cas
ou les variétés abéliennes sont simples.

Théoréme 3.3. Les notations étant celles du préambule, supposons que (4,C,8) €
B(Ty, M1) soit tel que A est simple et définie sur Q. Notons z € H(®;) un
représentant de [z] € I'(Th, M1)\$H(®1) associé a (A,C,0) € Z(T1,M,). Alors si
A n’est pas ¢ multiplication compleze, on a

z ¢ H(®1)(Q).

Preuve du théoréme 3.3. On raisonne par I'absurde, i.e. on suppose que la variété
abélienne A n’est pas & multiplication complexe, et que: z € $(®;)(Q).

Notons L = End°(A4) et p Iinvolution positive sur L induite par C. On a
(A,C,1dL) € S(L, ®o, p). Notons 3(Tp, My) une famille analytique d’éléments de
S(L,®¢,p) contenant (A,C,Idy). On sait d’aprés la proposition 4.4 du chapitre
I que (4,C,IdL) € I(Tp, Mo) est représenté par [2'] € I'(Tp, Mo)\H(®o) tel que
2" € $(®0)(Q). Comme A n’est pas & multiplication complexe il existe au moins un
indice v compris entre 1 et g tel que dim (5(®o)) > 0, ce qui est en contradiction
avec le théoréeme 3.2 de ce chapitre.

b) Critére pour la multiplication complexe généralisée.

Définition 3.4. On dit qu’une variété abélienne simple A est & multiplication
complexe généralisée si End’ (A) est une algebre & division de type IV.

Avant d’énoncer le théoreme qui suit, on convient que tout point d’un domaine
symétrique complexe de dimension nulle est un point algébrique de ce domaine.

Théoréme 3.5. Les notations étant celle du préambule, soit (A,C,0) un élément
de Y(Ty, M) tel que A soit une variété abélienne simple définie sur Q. Alors, si
z=(21,... ,29,) € H(P1) est un réprésentant de la classe [z] € I'(T1, M1)\H(®1)
associée & (A,C,0) € B(Ty, My), on a:

Card {1/ €e{l,...,q1};z € ﬁ(q’i)(@)} <E (ggl) )

ot E(zx) désigne la partie entiére du nombre .
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En zlzrticulier, 5%l existe un indice v compris entre 1 et g1 tel que z, €
H(®L)(Q) alors la variété abélienne A est a multiplication compleze généralisée.

Remarque 1. Ce théoréme généralise le théoreme 3.2 énoncé au sous-paragraphe a)
de ce chapitre. En effet, dans le cas ot (L;) = End®(A4), on a g; = g, et il existe
précisément c indices v compris entre 1 et g tel que dim$(®}) = 0. Comme par
convention tout point z, € H(PL) avec dimH(PL) = 0 est algébrique, on déduit que
si v est un indice compris entre 1 et g tel que dim$(®2) > 0, ona 2z, ¢ H(21)(Q).

Remarque 2. La valeur de chacun des deux membres de I’inégalité est indépendante
du choix de la polarisation C sur A, du morphisme d’algébre 4, ainsi que de la
famille analytique X (7}, M1) C S(L1,®1,p1). Pour le membre de droite c’est clair,
et pour le membre de gauche cela résulte du théoréme 3.9 du chapitre I.

Pour la démonstration de ce théoréme nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 3.6. Soient p el q deux entiers vérifiant ¢ > p. Notons ly,...,l, des
I

éléments de My 4(C) et M = | © | € Mpq4(C). Sotent J un sous-ensemble

lp
L

de {1,...,p} de cardinal r gque Uon notera J = {j1,...,jr} et N = : €

L,
(C). Alors, sila matrice M est de rang p, la matrice N est de rang r.

1

M,

q

Preuve du lemme 3.6. Par hypothese les vecteurs I,...,l, de My 4(C) sont C-
linéairement indépendants. Il en est donc trivialement de méme pour les vecteurs
l

]'1,... ,ljr.

Preuve du théoréme 3.5. Soit (l1,...,ls) une base de Ly sur Q. Posons:
Aivs-1) = @1(le)ri(2,T1)
pour tout 1 <¢<s, 1< j<m;. On note alors
Q = (Aig)1<i<n,1<k<2n € My 20(C)
la matrice des périodes ainsi obtenues, et

0

avec
Q, € Mﬁ-,Zn(C)-

Il est facile de vérifier que:

z, € H(®1)(Q) implique Q, € Mﬁ’gn(@)
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Notons _
et
o = Card(I).
Posons
Vi = {E S M2n,1((c)vQE = OMn,I(C)} )
On a:
icw
ou

W = {E € M2, 1(C); Q,E =0y, ,(c) PoUr tout v € I} .
91’

Le C-sous-espace vectoriel W; de My, 1(C) est défini sur Q puisque €, est une
matrice & coeflicients algébriques pour tout v € I, et de codimension aﬂl par
le lemme 3.6. Or, on sait d’apreés le résultat principal 1.9 du chapitre I que la
codimension du plus petit C-sous-espace vectoriel de C?" contenant Vi et défini
sur Q est égale & gn.

D’on
n _c
a— < -n
g1 g
ce qui fournit:
c
a< -0
g

La premitre partie du théoréme est donc démontrée. Maintenant, si z, € $(®1)(Q)
pour au moins un indice v compris entre 1 et g;, alors a > 1, ce qui force, vu
I'inégalité que I'on vient d’obtenir ¢ > 1 et prouve en particulier que End® (A) est
une algebre & division de type IV.

§4 ANNEXE:
Dimension du C-sous-espace vectoriel de M,(C) engendré par ®q(L).

On rappelle que s = [L: Q] et que (I4,...,ls) désigne une base de L sur Q.
On note également M; = ®¢(l;) pour tout 1 <4 < s. Comme promis nous allons
maintenant démontrer la proposition 2.8 que nous rappelons.

Proposition 2.8. St L est de type I, II ou Il les éléments My, ... , M, de M,(C)
sont C-linéairement indépendants. Si par contre L est de type IV, alors

dimc (Vectc(Mi, ..., M,)) = s — cg°.

Preuve de la proposition 2.8.

a) L de type I, on a alors s = g, et

L®QR:>R9

1®g 1 (xu(1))i<v<o-
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Comme (I3 ®1,...,l;®1) est une base de L ®g R sur R, les éléments

(x1(li), - axu(ls), - 5 xg(ls) € RI

pour ¢ =1,...,s sont R-linéairement indépendants.

De plus, si on regarde (x1(l:), ..., xo (L), .- ,xg(li)) comme des éléments de CY
pour i =1,...,s, il est clair qu’ils sont C-linéairement indépendants.

Maintenant @, (1) = x, (1)®1zp donc les éléments (®1(l;),... , P, (L), ..., Pe(li))
de M=(C)? pour ¢ variant de 1 & s sont C-linéairement indépendants. On en
déduit la C indépendance linéaire des éléments ®y(l;) de M,(C) pour i =1,...,s.

b) L de type II, on a alors s = 4g, et
L®gR 3 My(R)?
1®g 1= (xo(D)i<v<y

On démontre exactement comme au a) que les éléments

(Xl(li)a s )XV(li)7 cee :Xg(li)) € MZ(R)g

pour ¢ =1,... s sont R-linéairement indépendants. Ces éléments sont également
C-linéairement indépendants si on les regarde comme des éléments de M,(C)9.

Maintenant ®,(I) = x, ([)®1,, donc les éléments (B1(l;),... , P, (L),... , P4(L))
de M=z (C)? pour i variant de 1 & s sont C-linéairement indépendants. On en
déduit qu’il en est de méme pour les s éléments Po(l1),... ,Po(ls) de M,(C).

c) L de type III, on a alors s = 4g, et
L®gR 5 HY
1®g 1l (m ()i

Les éléments (my(ls),... ,7g(l;)) de HY pour ¢ = 1,...,s sont R-linéairement
indépendants. Soit ¢ le morphisme de R-algébre injectif défini par:

1:H— Adé((y
. a_b
x b @

pour z = a + jb avec (a,b) € C2. Notons x, =iom,. Les éléments

(xa(la), -+ xg(l)) € M(C)?

pour i =1,... s sont C-linéairement indépendants. En effet, soit:

S A Gl (i) o xe(ls)) = Orra(oe
1<i<s
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une relation de dépendance linéaire sur C. On a alors

Z Aixw (L) = Opry(c)

1<i<s
pour tout 1 < v < g. Posons

m(l;) = af + jb7.

et .
ay b
wi= (5 )
On a .
S o= Y b =- Y AF = Y Aa=oc.
1<i<s 1<i<s 1<i<s 1<i<s
Ainsi: B
Z Aiag = Z Aay = Oc
1<i<s 1<i<s
et ~
Z Aiby = Z Aqby = Oc.
1<i<s 1<i<s

Ce qui prouve que:

Y RAa = > S(\)a¥ =0c¢

1<i<s 1<i<s
et
3RO, = D S =0c
1<i<s 1<i<s
le.

> ROy +35b) = > S(\)af +jbY) = 0n

1<i<s 1<i<s

pour tout 1 <v < g.
Ou encore:

3 RON((m (), ol my(li) = One

et

> SO)((mt), - mu(l), - me(li)) = Ops .

1<i<s

55

Ce qui fournit R(A;) = I(\;) =0 ie. A; =0 pour tout 1 <7 < s, et on conclut

comme précédemment.

d) L de type IV, on a alors s = 2gq¢?, et

Le®gR = Mq((C)g

[®g 1 (xu(D)i<v<y-
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Les éléments (x1(L),... ,xu(li),--. ,xg(li)) de My(C)? pour ¢ = 1,...,s sont
R-linéairement indépendants. Il est facile d’en déduire que les éléments

O - oxwll) - xe(la), Xa )y X (i) -+ 5 X (1))

de M,(C)% pour i =1,...,s sont C-linéairement indépendants et forment donc
une base de M,(C)?9. Considérons alors:

v : My(C)?9 — M,(C)*
(AI; Ca ,Ag,Bl, Ce ,Bg) [ (pl(A1)7 - ,pg(Ag),ql(Bl), e ,qg(Bg)) .
ol
{ IdMq(C) si Ty Z 1,
Py = .
OEndC(Mq ©) smon.

{ IdMq(C) si Sy 2> 1,

qv = .

OEndc(Mq (¢)) Ssmnon.

11 est clair que v € Endc(M,(C)?9) et que dimg ker(v) = cg?. Par le théoréme du

rang on déduit que:
dimcIm(v) = 29¢* — cg®.

Ainsi les éléments v (Xl (li)7 s an(li)771 (li)7 T 77g (ll)) de Mq((C)Zg engendrent
pour ¢ variant de 1 & s un C-sous-espace vectoriel de My (C)?? de dimension
s — cq®. Sachant d’autre part que

_ u(l) ® 17'1' 0
o, () = <X 0 X, (1) ® 1sv)

ou il est bien entendu qu’en particulier:

3.() = { Xo()® Ing i 5 =0,
v X, (1) ® Img iy =0,

on déduit que les éléments (®1(ls),... , 2y (li),. ., Py(li)) de M=z (C)Y pour i =
1,...,s engendrent un C-sous-espace vectoriel de M z (C)¢9 de dimension s — cq?.
Ce qui prouve que les éléments ®q(l;) engendrent, pour ¢ = 1,...,s, un C-sous-
espace vectoriel de M, (C) de dimension s — cq?.

56



57
TROISIEME CHAPITRE
Introduction

Ce chapitre est consacré aux applications des résultats développés au chapitre
II et notamment des théoremes 1.9 et 3.5. Comme applications nous avons essen-
tiellement en vue la transcendance des valeurs de la fonction Jy;. Comme nous
Pavons déja affirmé dans l'introduction générale la fonction Jy, est un analogue
de l'invariant modulaire elliptique 7 en dimension supérieure, et les résultats de
transcendance concernant les valeurs de cette fonction sont des généralisations du
théoreme de Schneider.

Le premier paragraphe est consacré aux rappels sur les variétés de Shimura
et les fonctions automorphes. En particulier, c’est dans ce paragraphe que nous
introduirons la fonction Jyx, associée & une famille analytique ;.

Dans le second paragraphe, nous donnerons des exemples de transcendance des
valeurs de la fonction Jx, ,. Nous ferons usage dans ce paragraphe du théoreme
1.9 du chapitre II.

Enfin le troisiéme paragraphe est consacré a trois autres exemples de transcen-
dance des valeurs de la fonction Jy, . Ici nous utiliserons les résultats établis a la
fin du §4 du chapitre I, ainsi que le théoréme 3.5 du chapitre II.

§1 Variétés de Shimura et fonction automorphe

Soit L; une algébre & division de dimension finie sur Q munie d’une involution
positive p;. Soit n un entier naturel tel que [L; : Q] divise 2n. Notons ®; une
représentation canonique admissible associée & Ly et & n.

Fixons également X; une famille analytique de triplets (4,C,8) incluse dans
S{L1,®1,p1). On a vu au chapitre I qu'’il existe un groupe modulaire I's;, agissant
sur H(P1), tel que les classes d’isomorphismes d’éléments de X; soient en bijection
avec I's, \H(®1).

La variété I'y;, \$)(®1) est en bijection avec ’ensemble des points complexes d’une
partie Zariski ouverte Vs, , appelé variété de Shimura, d’une variété projective. Soit
Jx, une application holomorphe de ${(®;) sur Vx,(C) qui induit un isomorphisme
de I's,\H(®1) sur V5, (C). On notera P(z,X1) le triplet (4,,C.,6,) associé a
z € H(P,) et appartenant & ¥;. Rappelons & ce titre que ce triplet n’est défini
qu’a isomorphisme prés. Nous désignerons par A(z,2) la variété abélienne sous-
jacente & P(z,%;). En fait, Shimura associe & £; un corps de nombres ks, de
degré fini sur Q (voir [Shi2] théoreme 5.1 p.322) et montre que 'on peut choisir
Vs, et Jy, de telles maniéres que les conditions suivantes soient satisfaites (voir
[Shi2] théoréme 6.2 p.329):

i) La variété Vs, est définie sur ky, .

ii) Le corps des modules, relativement & ’extension C/kx, , de Pélément P(z, X1)
est ky, (Jg, (), et ce pour tout z € H{Py).

iii) Soient o € Gal(C/ksx, ), deux éléments z et 2z’ de $(P1), les triplets P(z, Z1)
et P(z',21)7 sont isomorphes si et seulement si Jx, (2) = Jg, (z')7.

En fait, nous utiliserons seulement les propriétés i’), ii’) déduites immédiatement
de i), ii).
i') La variété Vx, est définie sur Q.
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ii’) Le corps des modules, relativement a I’extension C/Q, de I'dlément P(z,%;)
est Q(Jx,(2)), et ce pour tout z € H{P;).

Remarque. Dans le cas ot L1 = Q et n =1, La variété Vy, n’est rien d’autre que
Pouvert P! \ {co} de P! dont ’ensemble des points complexes sera identifié avec
C. Pour l'application Jx, on peut prendre la fonction modulaire elliptique j dont
le développement en série est:

1 [e0)
j(r) = ot T444 ) cng”

n=1
ol g =e%"" et (¢n)n>1 est une suite de nombres entiers positifs.

Théoréme 1.1. Soit (4,C,0) un élément de L; de corps des modules Kpoq rel-
ativement & lextension C/Q. Alors, il eziste une extension de degré fini de K04
telle que (A,C,0) soit définie sur cette extension.

Preuve du théoréme 1.1. Voir la proposition 5 de [Shil] p.166.

Vu quil n’existe aucune extension de degré fini de Q autre que Q lui-méme, on
déduit:

Corollaire 1.2. La variété abélienne polarisée P(z,31) est définie sur Q si et
seulement si

JE1 (Z) € VEl( )

Ainsi, le théoréme principal obtenu par P.Cohen, H.Shiga et J.Wolfart admet
comme corollaire le théoréme de transcendance suivant:

Corollaire 1.3. Soit z un point de $(®1). On a Jx, (2) ¢ Vx,(Q) dés que z nlest
pas un point spécial du domaine $(P1).

Référence. Voir [Co] ou [S-W].

Avant de présenter de nouveaux résultats de transcendance, faisons I’ observation
suivante:

L’ensemble I's, \H(®;) est infini non dénombrable dés que H(®P1) est de dimen-
sion strictement positive. Comme Vi, (Q) est dénombrable, on déduit qu’il existe
une infinité non dénombrable d’éléments [z] € I's, \$(®1) tel que Jx, (2) ¢ V=, (Q)

Le but de ce chapitre est de donner des exemples de points z € $(®;) non
algébriques tels que Jx, (2) ¢ Vx, (Q).

Il est clair que nous ne proposons que quelques exemples d’application, et que
beaucoup d’autres résultats du méme style peuvent étre démontrés par des méthodes
analogues. En d’autres termes la liste d’exemples n’est pas exhaustive.

§2 On suppose que X; =X, 4.

On notera pour simplifier Vsna = Vx,,, Jsna = Jx,, et P(Z,n,d) =
P(Z,Zn4).

a) Cas o1 n = 2.

Soit § un entier strictement positif et d = (1,4).
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Théoréme 2.1. Soient:
z1 un nombre algébrigue avec J(z1) >0,
zo un nombre transcendant avec $(z2) >0,
T un nombre algébrique vérifiant I(z1)S(22) — (§(z))? > 0.

On note:
Z= (zl ’”) € $2(C)
z2

T

et P(Z,2,d) € L34 la variété abélienne polarisée associée a [Z] € Ty 4\$H2(C). Si
les éléments 1,x,21 sont Q-linéairement indépendants alors la variété abélienne
polarisée P(Z,2,d) est simple et non définie sur Q. Par suite:

Js2,4(Z) ¢ Vs,2,4(Q).

De la méme fagon on établit le résultat suivant:

Théoréme 2.2. Soient:
t un nombre transcendant réel,
z un nombre algébrique réel non nul,
z1 et zz deux nombres algébriques vérifiant S(z1) > 0 et I(z2) > 0.
Alors on a:

— xt t —
Js,2,d (zl . * 2y — lt) ¢ Vs,2,4(Q)

dés que les éléments 1,21, 22, 2122 sont Q-linéairement indépendants.

Remarque 1. Si z € Q\ {0}, alors on a la méme conclusion en ne supposant
seulement que les éléments 1, z;, zo sont Q-linéairement indépendants.

Remarque 2. Nous ne démontrerons que le théoréeme 2.1, la preuve du théoréme 2.2
étant analogue.

Preuve du Théoréme 2.1. Comme Z ¢ $2(Q), la variété abélienne A(Z,2,d)
n’est pas & multiplication complexe. Raisonnons par ’absurde i.e. supposons que
P(Z,2,d) soit définie sur Q, et admettons un instant que I’on sache que A(Z,?2, d)
est simple. Vu le corollaire 1.15 du chapitre II, on sait qu’il n’existe pas de C-sous-
espace vectoriel de C? contenant Vz et défini sur Q hormis C? lui méme, ol on
rappelle que:

€
Vz = {(61,62,63,64) €eCy 2z (Z;) + (;) 20M2,1(C)}‘

Or il est clair que
H= {(61762,63,64) € (C4;ze1 + zeq + ez = 0}

est un hyperplan de C* défini sur @ et contenant Vz. L’hypothese de départ est
donc absurde et P(Z,2,d) ne peut étre définie sur Q. Vu le corollaire 1.2 de ce

chapitre on déduit que Js24(Z) ¢ Vs2,4(Q).

Il reste donc & montrer que A(Z,2,d) est simple. Pour cela, on commence par
rappeler le résultat suivant:
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Proposition 2.3. Soit A un réseau de C?. Le tore compleze T = C%/A est simple
si et seulement si pour tout (A1, \z) € A? les vecteurs A1 et Ao de C? sont liés sur
R dés qu’ils sont liés sur C.

Preuve de la proposition 2.3. Commencons tout d’abord par montrer le sens direct
par contraposé. On suppose donc qu’il existe A; et Ay deux éléments de A qui
sont liés sur C et R-linéairement indépendants.

Quitte a échanger Ay avec As, on peut supposer que:

)\2 = T)\l.
ol
TESH.
Ainsi T contient le sous-tore complexe
CA1/(ZX1 + ZX2)
qui est isomorphe &
C/(Z+7Z).
Réciproquement, supposons qu’il existe un réseau A’ de C tel que 7" = C/A’ soit
un sous-tore complexe de T'. Il existe donc
i € Homg(C,C?)
injectif tel que:
i(A") C A

Notons A} et A, une base du Z-module A’. Il est clair que les éléments \] et A}
de A’ sont liés sur C et R-linéairement indépendants, et qu’il en est de méme pour
les éléments i(\}) et i(\5) de C2.

Retour a la démonstration du théoréme 2.1.
On a:

A(Z) 2: d) ((C) = (C2 /AZ,Z,d

ol
Agpq = A7? + Z7?

(1)

Raisonnons par I’absurde et supposons que A(Z, 2, d) soit non simple. Vu la propo-
sition 2.3, il existe A; et Ay deux éléments de Az 4 qui sont liés sur C et R-
linéairement indépendants. Notons

U +c1z1 + diz
1= b1(5+c1w+dlzz

et

et
N, = @2 tCnt dyz
2= 62(5 -+ Co + ngz
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ou
(a1,a2,b1,b2,c1,c2,d1,d2) € Z8.

Par hypothese on sait que:

a1+ c1z1 +diz  as+cozy +dax =0
b15 +c1xr+ dle b25 + cox + d222 -

En tenant compte du fait que = et 2; sont des nombres algébriques et que z est
un nombre transcendant, on déduit que:

dg(al +c12z3 + dla:) =dy (a2 + cozy + dz:l?)
(a1 +c1z; + dl.’l?)(b25 -+ CziL‘) = (a2 + Coz1 + dga:)(b15 + clx)

i.e.

doay — dias + (dzcl - d162)21 =0
(a1b2 - agbl)d + (Clbz - 6261)6Z1 + (d1625 +ajcy — dobd — agcl)x + (d162 - dzcl):c2 =0

Les éléments 1, x,z; étant Q-linéairement indépendants, on déduit que le systéme
précédent est équivalent a:

a1ds = dyag
ads = dic2
(ayby — aghy)6 + (c1ba — c2b1)d21 + (d1bed + a1ca — dabi6 — azer )z + (dicz — dacy)x® =0
puis a:
a1dz = diaz (1)
c1dy = dies (2)
aiby = asby (3)
c1by = caby (4)
d1b26 + ajce = dab16 + azc1 (5)
Nous sommes amenés a envisager plusieurs cas.
1) le produit cycz n’est pas nul.

Vu les égalités (2) et (4), on déduit

d1b2 = dzbl
par suite:

dady = dij Az
et donc

d1 = d2 == 0

L’égalité (5) devient
a1Cy = AzCy.
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A T'aide de I'égalité (4) on déduit
Cg)\l = Cl)\z

ce qui force :
C1 = Cy = 0

et conduit & une absurdité.
2)Onac, =0 et cy #0.
Les égalités (2) et (4) fournissent:

puis ’égalité (5) se résume &

Ainsi:

ce qui est absurde.
3)Onacy=0c¢et c; #0.

Par un raisonnement analogue & celui effectué en 2) on montre que:

(3

4YOnac=c2=0

Aipsi
ce qui prouve

Les égalités:

et
biAg = by
fournissent:
al—ag—bl—b2—0
Ainsi

ce qui est absurde.
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b) Cas o1 n > 3.

Le lemme suivant donne des conditions suffisantes sur Z € $,(C) pour que
A(Z,n,d) soit simple et que ¢ =0.

Lemme 2.4. Soit Z = (2;j)1<ij<n un point de $,(C). Soient 1 < a,B,7v < n
avec a # [ et désignons par (Hlag) pour a # 3, (H1,) et (H2) les hypothéses
suzvantes:

(H1up) la famille constituée par les produits zarzip pour 1 < k,I < n, les
éléments zq; pour 1 € {1,...,n}\ {B} et zjp pour j € {1,... ,n}\ {a} ainsi que
par zqp et 1 est Q-linéairement indépendante.

(H1y) la famille constituée par les produits zyxzy pour 1 < k1 < n, les
éléments zy; pour 1 < i < n ainsi que par 1 est Q-linéairement indépendante.

(H2) la famille constituée par les éléments z;; pour 1 <i<j<n etparl est
Q-linéairement indépendante.

Alors si (H2) est vraie ainsi que I'une des deuz hypothéses (H1lo.g) ou (H1,),
on a:

End°(A(Z,n,d)) ~ Q.
En particulier A(Z,n,d) est simple et c=0.
Preuve du lemme 2.4. On a:
A(Z,n,d)(C) ~C*/(AZ" + ZzZ™),
et End®(A(Z,n,d)) est isomorphe & la sous-algébre de M,,(C) formée des éléments
M € M,(C) vérifiant:
MA =AA+ZB
et
MZ = AC + ZD,
o1 (4, B,C,D) € (M,(Q))*.
On est donc amené a résoudre ’équation matricielle:
AAAT'Z+ZBAT'Z - AC — ZD =0y, (o).
avec (A, B,C,D) € (M,(Q))*. Cette équation s’écrit:
Z Zikbradr " 2y + Z Siaqz;6 " — Z Zigdg; — ;¢35 =0
1<k,i<n 1<i<n 1<k<n
pour tout 1 <1¢,5 < n.
1l est facile de voir que chacune des conditions (H1qg) ou (H1,) implique:

B = OM,,(C)-

Il suffit en effet de choisir i = a, 7 = 8 ou i = j = v selon le cas.

L’équation matricielle se réécrit donc sous la forme:
AAA™YZ — ZD — AC = Oy, (o)

E (5iail5l—1zlj - Z Zikdgj — 8ici; =0

1<i<n 1<k<n

ie.

pour tout 1 < 4,5 < n. Vu maintenant I’hypothése (H2), on déduit
{aijzdij:cij:0 si i # j,
a; =di; =dete; =0 pourtoutz=1,...,n.
D’ol le lemme 2.4.
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Corollaire 2.5. Soient ty,t, et t3 trois nombres complezes Q-algébriquement

indépendants vérifiant S(t1) > 0 et S(t1)S(ts)—(S(t2))2 > 0, z et y deuz nombres

réels algébriques tels que les éléments 1,x,y soient Q-linéairement indépendants

et z un nombre complexe algébrique de partie imaginaire strictement positive.
Notons:

1 = to
Z=|z 2z y | €nsC).
t2 y t3

On a:

Js3,4(Z) ¢ Vs34(Q),
dés que lune des hypothéses sutvantes est vérifiées:
a) les éléments 1,z,x% sont Q-linéairement indépendants.
b) les éléments 1,y,y% sont Q-linéairement indépendants.
c) les éléments 1,z,y,ry sont Q-linéairement indépendants.

Prewve du corollaire 2.5. On vérifie facilement que a) (resp. b), resp. c)) implique
les hypotheses (H1y) (resp. (H1s), resp (H1i3)) du lemme 2.4. 1l est également
trivial de vérifier que I'hypotheése (H2) est satisfaite. D’ot A(Z, 3,d) est une variété
abélienne simple et ¢ = 0.

Raisonnons par 1’absurde et supposons que P(Z,3,d) soit définie sur Q. Alors,
par le théoréme principal 1.9 du chapitre II, on déduit qu’il n’existe pas de C-sous-
espaces vectoriels non triviaux de C® définis sur Q contenant Vyz, ol on rappelle
que:

e1 €4
Vz=1S(er,e2,...,e6) €C%Z | ea | + | 5 =000
es3 €6
Or il est clair que:
Vz C HGC®

ol
H= {(61,62,... ,66) S CG;I61+262+y63+65 :O}

est un hyperplan défini sur Q. Ceci fournit une contradiction et prouve que:

Js3,4(Z) ¢ Vs 3,4(Q).

§3 Autres exemples.

Nous allons maintenant donner deux jolies applications des théorémes 3.2 et 3.5
du chapitre II. C’est essentiellement dans ce paragraphe que nous utiliserons les
résultats établis & la fin du paragraphe 4 du chapitre L.

Théoréme 3.1. Soient L, une algébre d division de type II et de degré 8 et p;
une involution positive sur Ly. Désignons par L4(L1,p1) une famille analytique
d’élément de S4(L1,p1) paramétrée par $ X 9. Soit z = (z1,22) € H X H tel que
lun des deux nombres compleres z1 ou zy soit algébrique, l'autre transcendant.
Alors le triplet (A,C,8) associé & z et appartenant & T4(L1,p1) n'est pas définie
sur Q, ou ce qui revient au méme

JZ:4(L1 ,01) (z) ¢ VE4(L1 101) (@) :
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Preuve du théoréme 3.1. On sait, d’une part que A est simple d’apres le théoréme
4.9 du chapitre I et d’autre part que §(L;) = End®(A4) par le corollaire 1.13 du
chapitre I

Il est clair que le triplet (4,C,0) € %4(L1,p1) ne peut étre défini sur Q, en
effet, si tel était le cas la variété abélienne A serait définie sur Q, et le théoréme
3.2 du chapitre précédent fournirait la transcendance des nombres complexes z; et
z2 . D’ou

I54(L1,01)(2) & Vey(L1,00) (Q)-

Théoréme 3.2. Soit Ly un corps de nombres totalement réel de degré 2. Soit
Yo(L1) une famille analytique de triplets incluse dans S2(L1) paraméirée par $ x
. Etant donné z = (21,22) € H x 9 tel que l'un des deuz nombres z; ou 2o soit
algébrique et lautre transcendant, le triplet (A,C,0) associé & z et appartenant d
Yo(L1) nest pas définie sur Q, ou ce qui revient au méme

I5,(21)(2) & Va1 (Q)-

Preuve du théoréme 3.2. Par le théoreme 4.8 du chapitre I, on sait que la variété
abélienne A est simple. Raisonnons par ’absurde et supposons que le triplet
(A,C,0) est définie sur Q. Par le théoreme 3.2, on sait que 6(L;) s’injecte stricte-
ment dans End®(A4). D’oti pour des raisons de dimension le degré de End®(A)
est égal & 4. En appliquant le théoréme 3.5 on déduit que End®(A4) est une
algtbre de type IV. Ainsi [End®(A) : Z(End°(A4))] = 1ou 2. Mais comme la
dimension d’un corps gauche sur son centre est un carré parfait, on déduit que
[End®(A4) : Z(End(A))] = 1, ie. End°(4) = Z(End®(A)). Par suite A est une
variété abélienne de type C.M. et les nombres complexes z; et zp sont tous les
deux algébriques, ce qui fournit une contradiction et prouve que

Isa(2)(2) € Vay1,)(Q).

Théoréeme 3.3. Soit Ly un corps C.M. de degré 4. Soit £4(L1,1,1) une famille
analytique de triplets incluse dans Sq(L1,1,1). Etant donné z = (21,23) € Hx 5 tel
que l'un des deur nombres complexes z1 ou zo est algébrique et 'autre transcendant,
le triplet (A,C,0) associé a4 z et appartenant & X4(L1,1,1) n’est pas définie sur
Q, ou ce qui revient au méme

‘IE4(L1,1,1) (Z) ¢ VE4(L1,1,1) (@)

Preuve du théoréme 3.3. D’apres le théoreme 4.10 du chapitre I, on sait que la
variété abélienne A est simple. Raisonnons par 'absurde et supposons que le
triplet (A4,C,8) soit défini sur Q. Par le théoréme 3.2 on sait que 6(L;) est un
sous-corps strict de EndO(A). On déduit alors pour des raisons de dimensions que
[End®(4) : Q] = 8. Maintenant, par le théoréme 3.5 on sait que End°(A) est
une algebre & division de type IV. Le cas non commutatif ayant été écarté par le
théoreme 4.10 du chapitre I, on déduit que A est & multiplication complexe. D’olr
les nombres complexes z; et z; sont tous les deux algébriques. Ceci fournit une
contradiction et prouve que

Is21,1,0)(2) € Vo,2.,1,1) (Q)-

Les résultats des théorémes 3.1, 3.2 et 3.3 peuvent se résumer de la fagon suivante.
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Théoréme 3.4. Soit I' un groupe modulaire agissant sur $ X §. FEtant donné
z = (z1,22) € H x H tel que U'un des deuz nombres compleres z1 ou zp soit
algébrique, lautre étant transcendant, il existe une fonction méromorphe [ sur
H X H mvariante par Uaction de T et prenant des valeurs algébriques auz points
spéciauz tel que f soit définie en z et f(z) ¢ Q.

De la méme manitre que [S-W] problem 1 p.16, on peut se demander, si le
théoreme 3.4 reste vrai, si on considere plus généralement un groupe arithmétique

r.
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QUATRIEME CHAPITRE
Introduction

Une idée, due & H.Shiga et reprise ultérieurement par les mathématiciens P.Cohen,
H.Shiga et J.Wolfart consitait, pour vérifier qu'une variété abélienne définie sur Q
est & multiplication complexe de regarder si elle possede des quotients de périodes
algébriques. Nous allons dans un premier temps reproduire ce théoréme en donnant
une démonstration détaillée.

Dans un second paragraphe, nous montrerons comment, a partir de ce résultat
nous pouvons déduire des énoncés de transcendance concernant les valeurs de la
fonction Jy, (1,) ou Js, (1,,r,1) selon que L; est un corps de type I de degré n ou
un corps de type IV de degré n et ! = (1,...,1).

Il sera alors intéressant de comparer ces résultats avec ceux obtenus au chapitre
précédent.

Enfin dans le troisiéme paragraphe, nous établirons les équations du plongement
modulaire relative aux Pinclusions:

Yn(l1) = Ty
et
Zn(Ll,rl) — X,

ol Bp(L1) (resp. T,(L1,7')) désigne la famille analytique de variétés abéliennes
principalement polarisées incluse dans Sy, (L1) st L; est de type I (resp. Sn(Li1,7!)
si Ly est de type IV). Ces équations nous permettrons de donner de nouveaux
exemples de points Z € $),(C) non algébriques tel que Jx (Z) ¢ Vx, (Q)

§1 Quotients de périodes algébriques

Définition 1.1. On dit qu'une variété abélienne A définie sur Q possede des
quotients de périodes algébriques s’il existe w une forme différentielle holomorphe
de A définie sur Q telle que

Jow

v

fow

¥
pour tout 7y et ¥’ éléments de H1(A(C),Z), a chaque fois que:
¥

//w;ﬁO.

Proposition 1.2. Soient A; une variété abélienne simple définies sur Q et oy
un entier naturel non nul. Notons:

€eQ

A= A"

Alors, si A posséde des quotients de périodes algébrique, il en est de méme pour
Aq.

Preuve de la proposition 1.2. Soit w une forme différentielle holomorphe sur A
fournissant des quotients de périodes algébriques. On a :

238
W = E Wi
=1

67



68

ott les w; sont des formes différentielles holomorphes sur A; définies sur Q. Comme
w # 0, il existe au moins un indice 7 compris entre 1 et ay tel que w; # 0. On
peut méme supposer sans perte de généralité que 1 =1. On a:

H,(A(C),Z) ~ H (A1 (C),Z)*

Considérons 7 et 7' deux éléments de H1(A41(C),Z), et notons v et v’ les éléments
de H1(A(C),Z) obtenus en utilisant 'isomorphisme décrit ci-dessus, et en injectant
de maniére naturelle 7 et n’ sur la premiére composante de H;(A4;(C),Z)**. On

a:
n Y
w1 = w.
7’ v

Ainsi, si fn’ wy # 0, ce qui est en fait toujours le cas comme on le verra plus tard
puisque A; est simple, on a:
Lywor

oo © Q.

Ce qui prouve que A; posséde des quotients de périodes algébriques.

Le théoréme suivant était déja connu (Voir par exemple la proposition 3 de
Particle de [S-W] p.9). Néanmoins pour la commodité du lecteur nous décidons de
reproduire ici une preuve détaillée qui occupera toute la fin de ce paragraphe.

Théoréme 1.3. Soit A une variété abélienne simple définie sur Q. Si A posséde
des quotients de périodes algébriques, alors A est a multiplication compleze.

Preuve du Théoréme 1.8. Notons w une forme différentielle holomorphe de A don-
nant des quotients de périodes algébriques. Complétons w; = w avec les éléments
wa,. .. ,wy pour former une base de 'espace des formes différentielles holomorphes

de A définies sur Q. _
Notons (t1,...,tn) la base de T4 sur Q duale de (wy,... ,wn), et

¢ :C" — TA,C
n
(21,... ,Zn) — Zziti.
=1

Comme d’habitude:
L = ker(exp : Tac — A(C))

correctement normalisé, et
L1,g = ¢~ (Lq).
Soit (A1,...,A2,) une base de £y g sur Q, on notera:
)‘j = t()\l)j, N 1>‘":j) ceC*
pour tout 5 =1,...,2n.

Le théoréme 1.3 va résulter des lemmes 1.4, 1.5, 1.6 et 1.7.
Le lemme qui suit est un corollaire du théoréme du sous-groupe analytique de
Wiistholz.
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Lemme 1.4. On suppose seulement ici que A est simple et défini sur Q. Soit p =
“ury ..., pn) un élément appartenant @ Ly g — {0} alors les éléments p1,... , fin
sont Q linéairement indépendants. En particulier py # 0.

Preuve du lemme 1.4. En effet, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe
ai,...,an, des éléments de Q non tous nuls tels que:

n
Z a;p; = 0.
=1

Posons alors:
n
F= {(Zlv"' 7Zn) € Cn;zaizi = 0}
=1

F est un C-sous-espace vectoriel strict de C* défini sur Q. Ainsi ¢(F) est un
C-sous-espace vectoriel strict de T4 ¢ défini sur Q. D’apres le théoreme du sous-
groupe analytique de Wiistholz on déduit qu’il existe une sous-variété abélienne de
A non triviale. Etant donné que Pon a supposé que A était simple on aboutit donc
a une contradiction.

Lemme 1.5. Les notations et les hypothéses étant celles du théoréme 1.8. On
pose:
A1
g =5
7 A

ot A1,; désigne la premiére composante du vecteur A; pour tout j variant de 1 d
2n. Les éléments B1,... ,02n de Q sont Q-linéairement indépendants.

Preuve du lemme 1.5. Le fait que §; € Q pour tout j = 1,...,2n résulte des
hypothéses. Montrons maintenant que les éléments Sy, ... , B2, sont linéairement
indépendants sur Q. Supposons qu'il existe ay,...,as, des éléments de Q@ non
tous nuls tels que:

2n
> aifi=0
=1

et notons
2n

A= Zai)\i c £1,Q.

i=1

La premiére composante du vecteur A de C" est nulle. Par le lemme 1.4 on déduit
que:
)\ - O(Cn

et donc que:

a1=a2=...=a2n:0
ce qui prouve que les éléments By, .. , B2, de Q sont Q-linéairement indépendants.
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Lemme 1.6. Les notations et les hypothéses étant celles du théoréme 1.3. Il ex-

iste ly,... ,la, des éléments de EndO(A), tels que, si ® désigne la représentation
compleze analytique de L obtenue ¢ partir de la base (t1,... ,t,) de Ta, on ait:
G 0 0 ... 0
®(l) =
En particulier, 1y, ... ,l2, constitue une base de EndO(A) sur Q, et on a :

[End®(4) : Q] = 2n.

Preuve du lemme 1.6. Pour tout ¢ = 1,...,2n, on considere:
Wi={(z1,---,2a) €C*,(y1,..- ,¥n) € C*spn = fiz1}

W; est un C-sous-espace vectoriel de C* x C™ défini sur Q. Ainsi (¢ x ¢)(W;)
est un C-sous-espace vectoriel de T4 c X Tac = T(axa),c défini sur Q. D’apres
le théoréme du sous-groupe analytique de Wiistholz on déduit qu’il existe A; une

sous-variété abélienne non triviale de A x A telle que:
(¢ x ¢)(Ta,c) C Wi

Tout d’abord la variété abélienne A; est simple. En effet d’aprés le théoreme de
réductibilité de Poincaré, on sait qu’il existe B; une autre sous-variété abélienne
de A? telle que:

A; x B; soit isogéne & A?

Maintenant A; et B; se décompose en un produit de variétés abéliennes simples,
d’apres le corollaire 1.11 du chapitre I. Notons «; (resp ;) le nombre de variétés
abéliennes simples comptées avec multiplicités intervenant dans la décomposition
de A; (resp. de B;).

Ainsi la variété abélienne A% se décompose & isogénie prés en un produit de
a; + f; variétés abéliennes simples. Comme A est simple on déduit d’apres la
partie unicité du théoréme de Poincaré que:

a; + fi = 2.

Sachant que «; est un entier supérieur ou égal a 1 puisque A; est non triviale, et
qu’il en est de méme pour F;, on déduit que:

aizl

et par suite que A; est simple et isogéne & A.

Notons p1,; et pz; les deux morphismes projections de la variété abélienne A;
sur A. Il est clair que p;; et pa; sont non triviales. En effet, sinon A; serait
isomorphe & A, et:

(¢X ¢)(TAi,C) = {(1‘1,-.. 7"1"71) € Cnv(ylw-- ayn) E(Cn/yl =Y2=... =yn:0}
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ce qui est manifestement incompatible avec
(¢ X d))(TAin) W

Sachant qu’un morphisme de variété abélienne non trivial entre deux variétés abéliennes
simples est une isogénie, on déduit que p;; et ps; sont deux isogénies.
Soient l; = p1; o p;, 1 € End°(A4) et ® la représentation complexe analytique de

L obtenue 4 partir de la base (¢1,...,t,). On a:
I hn
(px ) (Taic) =4 (@1, ,20) €C*, (y1,- .. ,4n) €CP/R(L) | | =
Tn Yn
Comme:
(¢ x ¢)(Ta,c) C Wi,
on a:
;i 0 0 ... 0
() =
L’indépendance linéaire de fi,...,082, sur Q force l'indépendance linéaire de
l1,... ,l2n. Dol

[End®(4) : Q] > 2n.
Comme d’autre part on sait que:
[End®(A) : Q] divise 2n

On déduit que:
[End®(A) : Q] = 2n,
et li,...,la, est une base de End’(4) sur Q

Lemme 1.7. Les notations et les hypothéses étant celles du théoréme 1.3, la Q-
algébre End®(A) est commautative.

Preuve du lemme 1.7. Tout d’abord remarquons que si [ € End® (A) alors

zx 0 0 ... 0
®(l) =
avec £ € Q. En effet, on sait par le lemme 1.6 qu’il existe (ai,...,as2,) des

éléments de Q tels que

2n
l= Z aili.
=1
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Par suite ,
o) = a;®(L)
i=1

ie.

z O 0 0

* *

o(l) = :

* *

avec:

2n
T = Zaiﬁi € Q.
i=1

Soient 1} et I} deux éléments de End®(A) et posons | = Ijl} — 141, . Notons:

z, 0 0 ... 0
a(l) -

pour i =1 et 2.
En utilisant le fait que ® est un morphisme d’algebre et en effectuant le produit
matriciel, on déduit que:

B(l)11 = zizh —zhr) =0

En particulier ®(!) est une matrice non inversible. Nécessairement ! = ORnao(a)
en effet, si tel n’était pas le cas, il existerait I’ € End’(A) tel que:

' = lgaao(a)
puisque End®(A) est une algtbre & division, et on aurait:
e (l') =1,

ce qui prouverait que ®(I) est inversible. Contradiction.

Preuwve du théoréme 1.3. Par les lemmes 1.6 et 1.7 on sait que End®(A) est une
Q-algebre commutative de dimension 2n, i.e. A est & multiplication complexe.

§2 Transcendance des valeurs de la fonction Jym )

Dans ce paragraphe n désignera un entier naturel non nul, L; un corps com-
mutatif de degré n de type I ou IV, et p; l'involution positive sur L;. On a:

B { g1 si Ly est de type I,

2¢91 si L; est de type IV.
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Notons (o1,...,0y) les n plongements de L; dans R, (resp. C) si L; est de type
I, (resp. si Ly est de type IV). Dans le cas olt L; est de type IV, on suppose en
plus que

O2y = 02,1

pour tout v =1,... ,91.
On sait qu’il n’existe qu’une seule involution positive p; sur L;. Dans le cas ou
Ly est de type T on a p; = Idy, . Si par contre L, est de type IV alors, désignant

par o un élément primitif de L; tel que a® € Fy, on a pi(a) = —a.

Notons ®; la représentation complexe canonique admissible associée & Ly et a
n (resp. & L1, n et au gy-uplet r* = (1,...,1)) si L; est de type I (resp. si L;
est de type IV).

On a:

H9 si Ly est de type I,
(ﬁ%,l)gl si Ly est de type IV,

s(e) =

ou on rappelle que
Hi1={z€Clzl <1}

Théoréme 2.1. Soit 1 une famille analytique incluse dans S(L1,®1,p1). Alors
st z=(z1,...,2q,) est un point non spécial de $(®1) avec z, € Q pour au moins
un indice v compris entre 1 et g1, on a:

Jz,(2) ¢ Ve, (Q).

Preuve du théoréme 2.1. On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe
(A,C,0) € %y C S(Ly,®1,p1) représenté par z = (21,...,25) € H(P1) avec
z, € Q telle que A soit définie sur Q et non & multiplication complexe.

Etape 1 Nécessairement A est isogéne A une puissance d’une variété abélienne
simple.

Par le corollaire 1.11 du §1 chapitre I, on sait que A est isogéne :
AT x o x ASe

ol Ai,..., A, sont des variétés abéliennes simples définies sur Q@ deux & deux non
isogenes. D’aprés la proposition 1.26 du §1 chapitre I, on sait que pour tout indice
j compris entre 1 et s tel que L s’identifie & une sous-algebre de EndO(A?’).
Notons:
n; = dim(A3?)

D’une part:
n; <n

[+ 5] 2 2,7
car AjJ est une sous-variété abélienne de A.
Et d’autre part:
n|2n;

@

puisque L, s’injecte dans EndO(Aj )
D’on
2n; =kn < 2n
73



74

et k=1ouk=2.

Si k=1, alors dim(A?’ ) = %, et Ly est un corps commutatif de degré n inclus
dans EndO(A?j), ce qui prouve que L; est un corps de type IV et que AJO."' est
une variété abélienne a4 multiplication complexe pour tout j = 1,...,s,i.e. A est
4 multiplication complexe. Ainsi nécessairement k = 2 et A est isogéne & une
puissance pure d’une variété abélienne simple.

Notons 8; l'injection de L; dans End’(A$*) déduite de 8 et de lisogénie, et Cy
la polarisation de A}* induite par C et Iisogénie. Vu le théoréme 3.7 du chapitre
I et la remarque située aprés le théoreme 3.3 du chapitre I, quitte & considérer
(A*,Cy,601) au lieu de (A,C,8), on peut supposer que A est une puissance pure
d’une variété abélienne simple.

Etape 2 La variété abélienne A posseéde des quotients de périodes algébriques.

Il existe v € Homc(C™, Ty c) telle que u(D(z,T1,M;)) = L. On définit ¢ €
Endc(Ta,c) par
i(a) =uo®i(a)ou?,
pour tout @ € L.
On sait qu'’il existe une base (¢,...,t,) de T4 sur Q induisant une base de
Tac = Ta ®g C sur C telle que 'élément i(a) € Endc(Ta,c) préservant Lo =
L ®z Q ait pour matrice ®1(a) pour tout a € L;. Notons:

qb : TA,C - C"
n
t= Zziti = (21, 2n),
=1

puis £409 = ¢(Lg). Ainsi L; g est un ®,(L;)-espace vectoriel de dimension 2.
On dispose donc du diagramme commutatif suivant:

o 2@, en
dl +]

Tac ERIOMN Tac

d ‘|

cr 2l on
Posons
v=¢gouec M,(C)
On a:

vodi(a)=®1(a)ov

pour tout @ € F. Comme m; = 2 (et r! = (1,...,1) si L; est de type IV), on
déduit (voir [Shil]pp.161-162) que

(% 0 0
0 . . . .
v = : Uy EMn((C)
: . . . 0
0o ... ... 0 v,
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Ainsi v est un isomorphisme ®;(L;)-linéaire entre D(z,T1, M1)g et L1 g, et par
suite (v(r1(2z,T1)),v(r2(2z,T1))) est une base de L1 g sur ®1(Ly). On a:

v(ri(z,Ty)) = Y(viri1,vara1, - . ,UnTn1) €CH
et
v(ra(z,T1)) = *(virar, varaz, ... ,UnTn2) € C*,
si
'I“i(Z,Tl) Pl t(Tli,TQi, e ,’f‘ni) & (Cn

Soient A; et A2 deux éléments de C%,Q‘ 11 existe 14,19, 12,1} quatre éléments de
L; tels que:
X = oi(l)virin + o3 (l])virio

et
Ai2 = oi(l2)virin + oi(15)virsa,

ol A;1 (resp. A;2) désigne la iéme composante du vecteur A; (resp. Az). Si
)\,',2 ;é 0 on a:

X1 o(l)vra +oi(l)virie og(l)ra + o174

)

N2 oi(L)vira +oi(h)virie  oi(la)ra + oi(h)rie’

Par suite, si z; € Q alors ri;(2,T1) € Q, ri2(2,T1) € Q, et

Al =
—eQ
Aiz

D’olt A possede des quotients de périodes algébriques.

Etape 3 Fin de la démonstration du théoréme 2.1.

Vu le théoréme 1.2 on sait que A; posséde des quotients de périodes algébriques.
Par suite A; est & multiplication complexe, et il en est donc de méme pour la variété
abélienne A.

§3 Application a la transcendance des valeurs de la fonction Jx

Dans ce sous-paragraphe nous poserons Jgn = Jsnd €t Vsn = Vs q lorsque
d=(1,...,1), i.e. dans le cas principalement polarisé.

Nous allons au moyen d’un plongement modulaire établir 'existence de points
Z € $,(C) non algébriques tels que Js,(Z) ¢ Vs,(Q).

a) Cas L, de type L.

Fixons (z1,...,Zn,) une base de Op, sur Z, et notons (zf,...,z}) la base
duale relativement & la forme bilinéaire non dégénérée try, q.
Soit z = (z1,...,2,) un point de $H™(C). On pose

X = Hor(z) 2, 02(z) 22, . .. you(zi)2,) €CY
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et
)\i+n = t(o'l(w:l)a cee ,an(m’;)) eC
pour tout ¢ =1,... ,n. Notons
E =S%(H)
ou

3

am z:

'l.=1

On vérifie que
E(Ai»)‘j) = E()‘i+m’\j+n) =0

et
E(Xiy Ajtn) = 6ij.

Par suite les éléments Aq,...,A2, de C" sont R-linéairement indépendants. No-
tons D le Z-module libre engendré par Ay,...,As,. On a alors

®1(L1)Dg C Do

i.e. le doublet (D, E') définit un élément (4,C,0) € S(L1,®1,1dz,)-
Notons

= Yz1,...,2,) €C"

et
o = t(l,...,l)E(C"

Les éléments r1,rp constituent une base de Dg sur ®1(L4).

Posons
0 1
=4 o)

Mi = {(a1,a2) € Ly x L1;@1(a1)r1 + 1(az)ra € D} = O, x OF .

11 est alors immédiat en appliquant la construction de [Shil] que (4, C, §) appartient
a X(T1, M) = E,(L1) et est représenté par

et

[2] € T'(T1, M1)\H™(O),
ou on rappelle que I'(Ty, M) est le sous-groupe de Sl2(F) défini par

b

a
? t'
et que l'action de (c d

) e (T, My) sur z=(2q1,...,2,) € H™ est donnée par
,_ oi(a)z +0i(b)

%= ai(c)zi -I-O'i(d) €5

Si on regarde (A,C) comme un élément de 3, alors un représentant Z de ’élément
de Sp;, (Z)\H,(C) associé & (A4,C) est

Z = Q'
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ol
D = (wF;)1<4,5<n € Ma(C)
avec
wizj = Ui(l’;')
et

wij = oi(z;)zi

Un calcul simple montre que
Q' = (Wi;*)1gii<n € Ma(C)

avec

wi;? = oj(x;)

Par suite
n
Zi; = Zak(ximj)Zk.
k=1

Plagons nous dans le cas particulier ot n = 2. On a alors F = Q(vVA) ot
A est un entier supérieur ou égal & 2 sans facteurs carrés. On dispose alors de
deux plongements galoisiens o7 = Idg et oy ol 02(\/Z) = —+/A. D’autre part
(:vl =1,z5 = H’;/Z) (resp. (z1 = 1,22 = \/Z)) est une base de O sur Z si

A =1mod 4, (resp. si A =2 ou 3mod4). D’oli le théoréme suivant:

Proposition 3.1. Soit z = (21,22) € H X H un point associé 4 un élément
(A,C,8) de E2(F). Si on regarde (A,C) comme un élément de ¥, alors (4A,C)
est représenté par Z € $H2(C), ou:

Z—( z1+ 22 1+§/ZZ1+%ZZ2 )

%zl + %zz (HZLK)%I + (1_—_2;@)%2

st A=1mod4, et

7= ( \/Zz;;; fzzQ) @fﬁ?))

st A=2 ou3mod4.
On vient de démontrer le résultat suivant:

Théoreme 3.2. Soit z = (z1,...,2,) un point non spécial de $™(C) et notons:

Z = (Zak(mﬁ:j)zk> S ﬁn((C)
1<4,5<n

k=1

Alors, si z; € Q pour au moins un indice i compris entre 1 et n, on a:

JS,n (Z) ¢ VS,n(Q)'
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b) Cas L, de type IV.

Notons Of, l'anneau des entiers de Lq, et fixons (z1,...,T,) une base de O,
sur Z. On désigne par oy,...,04,,01,... ,04, les plongements de L; dans C, et

B,:LixL—~C
(@.9) = 5 (0u(2)7 ) + 0 )Fu(2)).
puis
B:LixL,—C

(:I,',y) = ZBV(I:7 y)'
v=1

Lemme 3.3. Pour tout x € Ly, on a:

B(z,z) € Q.

Preuve du lemme 3.3. 1l suffit de démontrer le lemme dans le cas out Iextension
F;/Q est galoisienne (on rappelle que F; = {z € L1; p1(z) = z} ), puisque la cléture
" galoisienne d’un corps totalement réel est encore un corps totalement réel.

Fixons z € Ly. Comme B(z,z) = B(z,z), il est clair que B(z,z) € F;. Soit
vp un indice compris entre 1 et g;. Pour tout v compris entre 1 et g;, il existe
un unique indice p,, (v) tel que

Opyy 00y = UPVO(V)'
Ainsi, on vient donc d’associer & vp une permutation p,, de {1,...,g:1}.

Remarquons maintenant que oy, © Gy = Gp, (1), ainsi 0,,(B(z,z)) = B(z,z),
et B(z,z) € Q.

Lemme 3.4. Si x et y désignent deux éléments de Ly, alors
B(z,y) € Q
Preuve du lemme 3.4. 11 suffit de remarquer que

B(z,y) = - (B(z +y,z +y) — B(z,z) — B(y,9))

[N

et d’appliquer le lemme précédent.

Par suite

B:L1XL1—>Q
91

() 3 > (@ @7) + 0,07, (2)

v=1
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est une forme Q-bilinéaire symétrique définie positive, puisque B(z,z) > 0 pour
tout z € Ly \ {0}, et par suite non dégénérée.
Notons (z1,...,z},) la base duale de (z1,...,z,) relativement & B, i.e.

B(a:i, CB;) = éij

pour tout 1 <14,5 < n.
Etant donné (zy,...,2u,... ,24) € (ﬁil)gl, notons

L _VE
V=

(2 —9) Y00 (25), 87, (z;)) € C°
et

v V2. , _
X, = 7z(z,, +1) Yoo (a}),i0,(z})) € C*.
Désignons par < .,. >» le produit scalaire hermitien sur C2. On a:
S(< AV, AL, >2) = (1 — |z)*) Bu(ai, 2f)
et
S(< AL, A >2) = S(< Ay A4y >2) =0

pour tout 1 <¢,57 < n.
Posons maintenant

A= 0L A e

Jreee
pour tout 1 < 7 <2n, et

g1

1
H(&,m) :Zi_—|7,,|5 <& >2

v=1

pour tout &,n appartenant & C". On vérifie que H est une forme hermitienne

définie positive. Notons
E =S(H).

Un calcul facile montre que:
EXj,Aj) =EXjtn, Ajrgn) =0

et
E(Aj, Njryn) = 550

pour tout 1 < 5,5 <n.
Ainsi les éléments Ay, ... , Ay, de C* sont R-linéairement indépendants. Notons
D le Z-module libre engendré par Aj, ..., Az,. Le réseau D vérifie

®1(L1)(Dg) € Do

On vient donc de construire un élément (A,C,0) € S(Ly, ®1,p1). Posons

TR = t(r,lc,... STy T
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ou

et
Ty = %—ii(zu +14)5(1,4).

Les éléments r, et ro forment une base de Dg sur ®1(L;). Posons

0 1
n=(4 o)

et
Mlz(’)le(’)zl,
puis fixons
5[
Wy—i( 1 1)
2 1 —
pour tout v =1,... ,¢7.

Il est alors facile de voir que (4,C,8) € £(T1, M1), et est représenté par
[2] € T(Ty, M)\ (931)" -

Notons 2 = (Ql QZ) = ()\ij)lgiﬁn,lijZn € Mn,2n ((C) la matrice des périodes,
et
Qe = (wh 1) 120<n,1<5<n

pour k=1,2. On a

2= i v (2 o))

%

w7y (z35-1) 10u(x)
et
a _ —iV2 Ty (x2j-1) —iou(®25-1)
w ju _— ‘-—‘ — .
’ Zy +1 O'U(x2j) “lou(x2j)
D’ott .
1 .
Ziy =2y 2 (By(-’L'zj_h.Tle_l) Bu(ivzj—l,wzj'))
5y = T4 ‘\ B o B o
= Zyt+t V(w2],w2]’—1) V($21’$2]’)
Corollaire 3.5. Soit z = (z1,... ,2,) un point non spécial de ($3 )9, et notons

Z =(Zj 1<) j'<ar s OU

Z. = —2i§: 2y — i [ By(T2j-1,%25:-1) Bu(225-1,25)
EE <z, +i\ Bu(z2j,m251)  Bu(2j,221)

alors on a

Iz, (Z) ¢ V. (Q)
dés que z, € Q pour au moins un indice v compris entre 1 et gy .

Cas particulier K = Q(v/ A) oli A est un entier relatif inférieur ou égal & —2
sans facteurs carrés.
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a)A est congru & 2 ou 3 modulo 4
Alors (z1 = 1,22 = V/A) est une base de Op, sur Z, et on a:

B(1,1) =1

B(1,VA) =0
B(VA,VA) = -A

D’ou
z—1 (1 0
4 =2——
iz—l(O d)
ou d = —A. Posons ]
z—1
T =2- €N
iz—1

On voit donc que la variété abélienne polarisée sous-jacente 4 'élément de ¥a(Lq,1)
associé & z € 5%,1 est isomorphe en tant que variété abélienne polarisée & FE, X Ey4,,
et par suite isogéne & EZ2.

b) A est congru & 1 modulo 4
Alors (71 = 1,22 = %K est une base de Or, sur Z, et on a:

B(a:l,:cl) =1
1
B(z1,z2) = 3

B(za, ) = %(1 ~A)

D’ou )
z—1 (1 =
=22 2
iz—l(% d)
oud= 1—2é. Posons
z2—1
T =2- €5
1z—1

alors

Notons maintenant

Dl - tAl_l,
A=2(4d - 1) 4,
et
D= (4d —-1)D;
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alors
A'D =2(4d — 1)*I,

)o=(% 2)
(5 b)
M € GSp,(2(4d — 1)?),

=1
MZ = 2 .
Conclusion: la variété abélienne principalement polarisée P(Z,2) est isogéne, en
tant que variété abélienne polarisée & F ESHRS E,., et donc par suite & EZ.

et

A

[N
QNI

Par suite, si on pose

on a:

et

D’ou le résultat suivant qui précise dans un cas particulier la proposition 18 de
Particle de [Shil].

Théoréme 3.6. Soit Ly un corps quadratique imaginaire. Toute surface abélienne
sous-jacente @ un triplet appartenant ¢ Ya(L1,1) est non simple. Plus précisément
une telle surface abélienne est isogéne & un produit de deux courbes elliptiques
isogénes.
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CONCLUSION

Pour établir des résultats de transcendance portant sur les valeurs des fonctions
automorphes arithmétiques, nous avons dans ce travail exploité deux voies. L’une
de ces voies repose sur une application du théoréme 1.9 du chapitre II. L’autre
approche consiste a étudier les quotients de périodes algébriques.

Comme on ’a vu la premiére méthode est efficace pour les petites dimensions.
La seconde reste & priviligier pour les dimensions supérieures.
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