"C//\i cy@ & oo (j‘({‘ﬂ

N° d’ordre : 2441

THESE

présentée a
L’UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE

pour obtenir

LE TITRE DE DOCTEUR DE L'UNIVERSITE

SPECIALITE : MATHEMATIQUES

par

Nizar JAOUA

Propriétés de similarité et de contractivité
de certains opérateurs de composition

sur des classes de fonctions analytiques

Soutenue le 22 Janvier 1999 devant la Commission d’Examen :

Président : F. H. VASILESCU Université de Lille I
Rapporteurs : H. JARCHOW Université de Ziirich
A. PAJOR Université de Marne-La-Vallée
Membres : D. LI Université d’Artois-Lens
M. MBEKHTA Université de Lille [
Directeur de these : H. QUEFFELEC  Université de Lille I



Remerciements

Cette these a été rédigée sous la direction du Professeur H. Queffélec. 1l m’a initié a la
recherche a travers un mémoire de D.E.A. portant sur les opérateurs de composition ap-
partenant aux classes de Schatten. Il m’a ensuite laissé évoluer dans cette direction tout en
m’apportant ses grandes idées et me faisant profiter de ses hautes compétences en la matiere.
Je n’oublierai jamais le soutien moral qu’il ma toujours apporté, notamment, au début de

cette these.

Je remercie tres vivement le Professeur H. Jarchow avec qui j'ai eu des discussions instruc-
tives a 'occasion des conférences qu’il a présentées aux universités de Lille I et d’Artois-Lens.

Je tiens a remercier les Professeurs H. Jarchow et A. Pajor d’avoir accepté de rapporter sur
cette these. Mes remerciements vont aussi aux Professeurs D. Li, M. Mbekhta et F. Vasilescu

qui me font 'honneur d’étre membres du jury.

Je suis également reconnaissant envers toute l'equipe d’Analyse Fonctionnelle de Lille I
qui m’a permis de développer mes qualités de chercheur-enseignant. Je tiens a remercier le
Conseil Scientifique de Lille I de m’avoir confié les taches d’A.T.E.R. pour une période de
deux ans durant laquelle j’ai pu rencontrer plusieurs enseignants tels que M. F. Barme. Cette
derniere m’a prodigué de nombreux conseils qui ont assuré lefficacité de mes travaux dirigés.
Je suls aussi reconnaissant a ’égard de mes collegues A.T.E.R. qui n’ont pas hésité a me
faire part de leur compétence en matiere de frappe. Je tiens a remercier le personnel de la
bibliotheque, des secrétariats et du service de la reprographie des mathématiques de Lille I,

notamment Annick et Alain.

Mes remerciements vont aussi & tous mes enseignants, et plus particulierement, a Mme.
Jafferin (prépa-Nice), M. Gouguenheim et Mme. Chollet (D.E.U.G. Math-Lille) qui m’ont

transmis leur passion de ’enseignement des mathématiques.

J'embrasse affectueusement mes parents, mon frere Noureddine, mon ami Farid et surtout
ma sceur Jalila qui ont toujours maintenu leur conflance en moi. Enfin, je suis extremement
ravi que ce travail se termine alors que j'entame une tres belle page de ma vie : celle que je
partage joyeusement avec mon épouse Sendes, a qui je dédie cette these.

“Les petits ruisseaux font les grandes rivieres”.

N. Jaoua



Table des matiéres

1 Préliminaires 7

-1

1.1 Principales notations . . . . .. .. ... .. o

1.2 Définitions et rappels . . . . . . ..o L 9

2 Contractivité des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy 35

21 Etudesur AP (1 <p<00) v v v v i i i it e 35
2.1.1 Opérateurs de composition contractifs . . . . . ... ... ... 35
2.1.2  Similarité a une contraction . . . .. .. ... ... 36

2.2 EBtudesur H*(B) . . . . . . 39
2.2.1 Opérateurs de composition contractifs . . . . . ... ... ... 40
2.2.2  Opérateurs de composition isométriques . . . . . . . . . . ... 43
2.2.3 Probleme de similarité a une contraction . . . . ... ... ... 45

2.3 Hypercontractivité des opérateurs de composition . . . . ... .. ... 46

3 Opérateurs de composition sur les espaces H} (1 < p < ) 61

3.1 Opérateurs de composition contractifs . . . . . . . . .. ... ... ... 62

3.2 Opérateurs de composition isométriques . . . . . . . ... .. .. ... 64

3.3 Opérateurs de composition de Fredholm . . .. .. .. ... ... ... 67

4 Opérateurs de composition bornés pour l'ordre sur les espaces de

Hardy et la classe de Nevanlinna 71
4.1 Définitions . . . . . . . .. 72
4.2 Opérateurs de composition (H?, Ly)-0b . . . .. . . ... ... .. ... 73
4.3 Opérateurs de composition (N, Lp)-0b. . . ... ... ... ... 7



[SV]



Introduction

Durant les trois derniéres décennies, les opérateurs de composition ont été le centre
d’intérét d’un grand nombre d’analystes. Cette réputation est due essentiellement au
role de passerelle qu'ils jouent entre I’Analyse Complexe, I’Analyse Fonctionnelle et la
Théorie des Opérateurs.

Ils sont induits par des fonctions ¢ analytiques sur le disque unité ouvert D a valeurs

dans D, et définis sur des espaces de fonctions analytiques sur D par
Cof = foe.

C’est dans les années vingt que tout a commencé avec le principe de subordination de
Littlewood (voir [45]). De ce principe découle directement la continuité de C., (avec
©(0) = 0) sur les espaces de Hardy HP. Plus précisément, si ©(0) = 0, C, est une
contraction sur ces espaces. En outre, la transformation de Mobius

a—z

val2) 1= 1 —az

induit un opérateur de composition borné sur H? pour tout z € D (voir [43] ou [10]).
Il est conclu alors, par composition avec cette transformation, que C,, est borné sur H?
pour tout symbole ¢.

D’autre part, la souplesse de la théorie des fonctions sous-harmoniques (cf [19] ou
[21]), a permis d'étendre la continuité de C, & d’autres espaces, tels que la classe de
Nevanlinna A". Par ce méme principe, nous montrerons que cette propriété concerne

également les espaces de Hardy & fonctions banachiques H%.

Certains auteurs, comme H. J. Schwartz et C. C. Cowen se sont intéressés au calcul
de la norme de C, dans ’espace des opérateurs bornés. Cette valeur se révele, jusqu'a
présent, indéterminable & ’exception de certains cas particuliers comme ¢(0) = 0 :
dans ce cas, C', est une contraction et, puisqu'il fixe la fonction constante 1, sa norme
vaut 1. Néanmoins, un encadrement de cette valeur a été établi dans le cas général (voir
par exemple [10] p. 123). La minoration a permis alors, compte tenu du principe de
subordination, de caractériser la contractivité de C, sur HP par la condition ¢(0) = 0.

Cela nous mene au probléeme suivant :

Est-ce qu’en affaiblissant cette condition, on parvient a caractériser une classe plus

grande : celle des opérateurs C, semblables a une contraction sur H? 7



Nous donnerons une réponse affirmative en faisant appel au fameux théoreme de
Denjoy-Wolff (cf. [13] ou [51]). Nous constaterons que si C, est polyndémialement
borné, alors C, est semblable a une contraction. Notons que si 'on consideére un
opérateur autre que C,, ce résultat peut étre faux d’apres un contre exemple récent de

G. Pisier (voir [40]).

D’autres auteurs se sont penchés sur l'aspect spectral des opérateurs de compo-
sition. La encore, on ne connait pas le spectre de C, (noté o(C,)) pour tous les
symboles. Par contre, lorsque ¢ est analytique sur un voisinage de D, H. Kamovitz
(cf. [31]) donne une description complete de o(C,) dont une partie nous servira a car-
actériser les C', semblables a une isométrie sur H?. Ajoutons qu’il y a quelques années,
C. C. Cowen et B. D. Maccluer (cf. [9]) ont déterminé o(C,) pour ¢ injective non sur-

jective et ayant un point fixe, en remplacant D par la boule unité ouverte de I’'espace C".

Par ailleurs, le probleme de I'augmentation de 'intégrabilité étudié par H. Hunziker
et H. Jarchow dans [27] nous a incité, dans un premier temps, a étudier le probleme

sulvant :

A quelle condition sur o, I'opérateur C,, envoie-t-il H? dans H%? (1 < 3 < oo) avec

une norme inférieure ou égale a 1 7

Dans le cas ou la réponse est affirmative, on dira que C, est hypercontractif (ou
B-contractif). Cette question a été résolue dans [50] pour d’autres opérateurs tels
que la convolution par le noyau de Poisson grace a laquelle nous obtiendrons une
caractérisation pour les C,, hypercontractifs. Pour les autres symboles, nous donnerons
des conditions nécessaires ou suffisantes.

D’autre part, ces mémes auteurs de [27] se sont intéressés aux opérateurs C,, bornés pour
Uordre sur HP; c’est & dire envoyant la boule unité de H? sur un ensemble latticiellement
borné dans H??. Ce qui signifie que la fonction maximale
AIC}, = sup |C~'¢f]
I£fle<1
appartient & LP(9D,m) ol Cl, = jC, avec j : f — f* (f~ étant la fonction limite
radiale de f et m = % la mesure de Haar sur le cercle unité dD). Ils ont caractérisé ces

opérateurs en termes des moments “analytiques” ||¢™]l;. Ils nous ont ainsi amené, dans
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un deuxiéme temps, a étendre cette notion aux espaces métriques, en ’occurrence, aux
espaces de Hardy H? pour 0 < p < 1 et a la classe de Nevanlinna /. Dans les deux cas,
nous donnerons une caractérisation complete basée également sur le comportement de
la suite des moments ||¢"||;. Nous constaterons, contrairement a ce qui a été fait dans
[27], que la classe des opérateurs C, (N, L?)-0b (bornés pour 'ordre dans un certain
sens) coincide avec celle des opérateurs C, compacts de N dans H?. Nous verrons
également que les opérateurs C,, (N, L?)-0b font partie de ceux qui envoient la classe

F* dans H?, c’est & dire ceux dont le symbole ¢ vérifie

o™l = O(e™™™) pourun A >0 (cf. [42]).

Enfin, un des résultats subtils sur les opérateurs de composition est le suivant :
st C, est de Fredholm sur HP, alors il est inversible sur HP.

Cela résulte du fait que les opérateurs C, de Fredholm sur H?, ainsi que les C,
inversibles, sont nécessairement induits par des automorphismes de D (voir [3], [37],
[2], [10] et tres récemment [23] et [34]). Nous montrerons que ce résultat subsiste sur

les espaces de Hardy a fonctions banachiques H¥%.

Tout d’abord, afin d’établir nos résultats, nous aurons besoin de quelques détails
de la Théorie des Opérateurs concernant les isométries. Puis, nous ferons appel a des
notions d’Analyse Complexe telles que la sous-harmonicité, le point de Denjoy-Wolff et
les suites de moments. Ces détails et notions feront ['objet du premier chapitre ou nous
rappellerons, entre autres, certaines propriétés sur les espaces de Hardy et la classe de
Nevanlinna.

Par ailleurs, le second chapitre sera consacré a ’étude de la similarité des opérateurs
C, a une contraction sur les espaces H?, de leur contractivité sur les espaces de Hardy

a poids H%(3) et finalement de leur contractivité de H? dans H?? (8 > 1).

Ensuite, dans le troisieme chapitre, nous aborderons les mémes notions que précédemment
sur les espaces H% et nous généraliserons a ces espaces des résultats connus dans le cas
scalaire.

Enfin, nous terminerons par le quatrieme chapitre ou nous étudierons les opérateurs

C, bornés pour l'ordre, d’abord sur les espaces H?, ensuite sur la classe V.



Premier chapitre :

Préliminaires



1 Préliminaires

1.1 Principales notations

Solent X et Y deux espaces de Banach sur le corps des complexes C,  un espace
mesuré et g une mesure complexe finie sur 2. On désigne par D le disque unité ouvert

dans C. Les notations suivantes seront utilisées au cours de cette these.
o [°(Q):={f:Q — C mesurables; sup ess,eq|f(w)|] < oo}.
o LP(Q,p) = {f : Q — C mesurables; [, |f[? du < 0o} (0 < p < o0).
e H(D,X):={f:D — X holomorphes}.
e H(D):= H(D,C) et H(D,D):={f:D — D holomorphes}.
o Aut(D) = ensemble des automorphismes de D.
o o, = itérée d'ordre n de p € H(D, D); v, :=powo---0¢ (n fois).
o H*:= H(D)NL>(D).
o H? := {f € H(D); sup ‘i/o2le |f(re®)P df < o0} (0 < p < o) = espace de

0<r<1 27
Hardy.

27 i
o N:={fe€ H(D); sup ;1—/ log® |f(re'®)| df < co} = classe de Nevanlinna.

0<r<1 4% JO

¢ D(a,r) := {z € C; |z —a| < r} = disque euclidien ouvert de centre a et de

rayon r.
e JF = frontiere de £ C C.
o B(X,Y):={T:X — Y bomé} et B(X):= B(X,X).
o K(X,V):={T:X — Y compact} et K(X):= K(X,X).

e Si H est un espace de Hilbert séparable, T € B(H) est dit de Hilbert-Schmidt si

o3
> || Te,|l* < 00, (€n)n>1 étant une base orthonormale de H.

n=1



o T: X — X est isométrique si ||Tz|| = ||z|| pour tout z € X. Par extension du
cas hilbertien, si 7' est de plus surjective, nous nous permettrons de dire que T'

est unitalre.

o T': X — Y est de Fredholm si dim ker(T') < oo et codim Im(T) < co. Cela est
équivalent a dire que 7" est inversible modulo les compacts (voir par exemple [35]

p. 28).
e 7: X — X est polyndbmialement borné s’il existe M > 0 tel que

IP(T)II < M| Plloo,

pour tout polynéme P a coefficients complexes ou ||Pll. = sup |P(z)]. A

z|=1

titre d’exemple, toute contraction sur un espace de Hilbert est polynémialement
bornée avec M = 1. Inversement, si toute contraction sur X est polynémialement
bornée avec M = 1, alors X est hilbertien. Il s’agit la du théoréme de von-

Neumann (cf. [39]).

o |T|lsx,y) ;== sup ||[Tz|y = norme de l'opérateur ' € B(X,Y). Saufs’ily a
zllx <1
risque de confusion, on notera tout simplement ||7|.

e o(T) := {) € C tel que A\l — T ne soit pas inversible sur X} : spectre de
T € B(X).

e X~ = dual topologique de X.

e T : opérateur adjoint de T'.

e C, : opérateur de composition induit par ¢ € H(D, D).

e z, > z: lasuite (z,) C X converge faiblement vers z. C’est a dire :

lim 7(z,) = 7(x) pour tout 7 € X~.

n—=o0

o f, 5 f: lasuite des fonctions (f,) (définies sur D) converge vers f uniformément

sur tout compact de D. C’est a dire :

lim sup |f.(2) — f(2)] =0 pour tout compact K C D.
€K

N—00 >



1.2 Définitions et rappels

I Isométries

Soit X un espace de Banach sur C. On dit qu'un opérateur 7 : X — X est une
isométrie st ||Tz|| = ||z]| pour tout z € X. Pour un espace de Hilbert H, la formule de

polarisation permet d’écrire cette définition de maniere équivalente :
<Tz,Ty >=<z,y> pourtous z,y€ H.

Ce qui est encore équivalent a 'egalité 77T = I.

Il découle de la premiere définition que toute isométrie est injective et que ||T][px) = 1.
Cette majoration entraine que le spectre de T' (noté o(T")) est nécessairement contenu
dans D. (Rappelons que o(T) C D(0,]|T||).) Dans le cas ou I'isométrie T est surjective
sur un espace de Hilbert, on dit qu’elle est unitaire. Un tel opérateur se caractérise

alors par la double identité

r7=TT" =1

Le théoréme suivant localise davantage o(7T').

Théoréme 1.2.1

Si u est un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert, alors o(u) C 9D.

Preuve :

Soit A € o(u). Cela signifie que AJ —u n’est pas inversible. Donc I —Au* = —u*(A] —u)

ne lest pas non plus puisque u~ est inversible. Comme 0 & o(u), alors A # 0 et 17 —u~
1

n'est pas inversible. Autrement dit, + € o(u”). Cela équivaut & : € a(u). Ce qui

entraine, compte tenu de linclusion o(u) C D, que o(u) C dD. n

Voici maintenant un exemple fondamental d’isométrie admettant pour spectre le
disque D tout entier. Il s’agit la de l'opérateur shift unilatéral S défini sur I'espace de

Hilbert H de base orthonomale (e,),ey par

Se, = e,p1 pour tout n € N.

Théoréme 1.2.2 (cf. [23] p. 227)

S est une isométrie non surjective et o(S) = D.

9



Dans le cas ou X est un espace de Hilbert, le théoreme suivant, dG & Wold-von
Neumann (cf. [35] p. 105), permet de préciser le résultat précédent en décomposant

orthogonalement les isométries non surjectives.

Théoréeme 1.2.3 (Décomposition de Wold-von Neumann)
St T est une isoméltrie non surjective sur un espace de Hilbert, alors T est la somme

directe d’un opérateur unitaire et d’opérateurs unitairement équivalents a S.

Preuve :

Soit H un espace de Hilbert. On pose

K=[\TMH) et L=T(H)*"+#{0}.

n=0
Soient u et v les restrictions respectives de T a K et K*+. Puisque u(K) = K, on en
déduit que u est unitaire sur K (éventuellement, K = {0}).
D’autre part, 7"(L) C T(H) = L* pout tout n > 1. Donc, T™(L) L T™(L) pour tous
n,m € N tels que n # m. Nous allons montrer que K+ = € T™(L).

n=0

Pour cela, remarquons que T*(L) = TY(T(H)*) C T™*(H)* C K* pour tout n. Cela
implique que € T™(L) C K.

n=0

[e0]

Pour l'inclusion inverse, il suffit de prouver, par récurrence sur n, que ﬂ THL)* C
k=0

T"(H). Cela est vrai pour n = 0. Soit n € N vérifiant cette inclusion. Il existe alors

y € H tel que z = Ty et < 2,7z >= 0 pour tout z € L. Comme T est une
isométrie, cela entraine que < y,z >= 0. Donc y € L* = T(H). Ce qui implique que

v =T"y € T"*(H). En conséquence, on a

(é (L)t = (Cj)T”(L)L c aT"(H) =K.

o0
D’ ol linclusion K+ C P T™(L).
n=0
D’aprés cette égalité, si B est une base orthonormale de L, alors {I™e; e € B, n € N}
est une base orthonormale de K'*. Pour tout e € B, on désigne par L. le sous espace de
K+ de base (T"¢e),ey. On peut donc écrire K+ = @ L. et constater que la restriction
e€B

T, de T a L. est unitairement équivalente a S. En conclusion,ona 7' =u & @ 7. n
ecB

10



Remarque :
Dans le cadre des opérateurs de composition, il est bien connu (cf. [37]), que C, est
une isométrie sur I’espace de Hardy H? si et seulement si ¢(0) = 0 et ¢ est intérieure

(i.e [o*(e*)] := lin} lo(re?)| = 1 pour presque tout €?). Dans ce cas, la partie unitaire

r<l
de €, selon la décomposition de Wold-von Neumann, est sa restriction au sous espace

des fonctions constantes. Pour la preuve, voir [37] ou [10] p. 304.

Grace a la décomposition de Wold-von Neumann et aux Théoremes 1.2.1 et 1.2.2.
on retrouve le fait que toute isométrie non surjective sur un espace de Hilbert admet
pour spectre le disque fermé D. Notons qu’on peut prouver ce résultat sans faire appel
a cette décomposition. En effet, le lemme suivant permet d’étendre ce résultat aux
espaces de Banach non hilbertiens. On rappelle que I’ensemble résolvant de a dans une
algébre A est défini par p(a) := {A € C; a— A1, inversible } et que pour tout A € p(a).

l'inverse de a — A1 4 est noté R(a, ).

Lemme 1.2.4
Soit A une algebre de Banach. Pour tout a € A, si (A, )nen est une suite de p(a) telle
que lim A, = A et | R(a,\,)|| = O(1), alors A € p(a) et R(a,\) = lim R(a,\,).

Preuve :

D’apres l'identité de la résolvante, on a

1£(a, An) = (e, An)ll = [An = Anll[ B(a; An) Bla, Am)|
< An = Al R(a; A Bla; A

Comme (A, )nen est de Cauchy et |[R(a, A,)|| = O(1), il s’ensuit que (R(a, An))nen est
de Cauchy dans .A. Puisque A est un espace complet, cela entraine ’existence de b € A

tel que lim |[R(a,An) — bl =0. Or,on a
R(a, \,)(a — A14) = (a — A 1a)R(a, Ay) = 1 4.
En passant a la limite quand n — oo, on obtient
bla—A4)=(a—Ala)b= 14

Cela signifie que A € p(a) et R(a,X) = b. =
Le théoreme suivant se trouve sous forme d’exercice dans [6] p. 213.

11



Théoréeme 1.2.5
Soit X un espace de Banach. SiT : X — X est une isométrie, alors ou bien o(T) C 0D

ou bien o(T) = D.

Preuve :

Supposons que o(T') € dD. Alors E :=o(T)N D # §. Comme E est fermé dans D, il
suffit de montrer qu’il est ouvert pour conclure, par connexité de D, que £ = D et le
résultat s’ensuit alors car o(7') est fermé.

Remarquons d’abord que D — E = o(T)*N D = p(T)N D. Soit (A,)ney une suite de

D — F telle que nlL% An = A. Pour tout € X, nous avons
T = And)z|| 2 | T2]| = Aalll]l = (1 = [AaDll]l,

ol la derniere égalité est due au fait que T' est une isométrie. Comme A € D (A, — A
pour la topologie trace), il existe 6 > 0 tel que |[(T" — A, I)z|| > é||z|| pour tous z € X
et n assez grand. Cela implique que ||R(T, A,)|]| = O(1). D’ou, par le Lemme 1.2.4,

A € p(T'). Par conséquent, E est un ouvert de D et ceci achéve la preuve. |

Remarque :
Lorsque T est une isométrie avec o(1') C 0D, T est nécessairement surjective. En
effet, si elle ne I’était pas, cela voudrait dire que 0 € (7). Ce qui serait absurde. En

conséquence, si 1" est une isométrie non surjective, alors o(7") = D.

II Transformation de Mobius

Pour tout a € D, ’application ¢, définie sur D par

a—z

Palz) = l—az

est un automorphisme de D. En particulier, elle vérifie les identités suivantes :

() 99;1 = Pa-

(11) 1 —|pa(2)]* = (=laP)=P) bour tout 2 € D.

|1—az]?
Une telle application s’appelle transformation de Mébius. Nous verrons, grace a celle-
ci, que I’étude de certaines propriétés des opérateurs de composition se voit réduite au

cas ¢(0) = 0. Elle intervient également dans quelques changements de variable.



IIT Noyau de Poisson

Soit z € D. Le noyau de Poisson en z est la fonction P, définie sur 0D par

1.2 i9
P,(e") :—1 2 :Re(e +z

).

e — z

La propriété fondamentale de cette fonction positive est que celle-ci reproduit, en un

certain sens, les fonctions harmoniques décrites dans le paragraphe suivant.

IV Fonctions harmoniques

Soient Q) un ouvert non vide de C et u :  — C une fonction de classe C%. On dit
que u est harmonique dans ) si

a2 2
Ay 0w au_

.=$5+—a-;3—0.

Il est bien connu (cf. par exemple [43] p. 237), que u est harmonique dans {2 si et
seulement si elle vérifie la propriété de moyenne. A savoir, pour tout z € Q et r > 0

tels que D(z,7) C Q, on a

1 2w .
u(z) = —/ u(z + re'?) db. (1)
2 Jo
De ce fait, il résulte que toute fonction harmonique dans D coincide avec son intégrale

de Poisson. Autrement dit, si u est harmonique dans D et continue sur D, alors

27 , .
u(z) i/ P.(e®)u(e) d§  pour tout z € D. (2)
0 .

:27r

Notons également que la réciproque est vraie. En effet, 'intégrale de Poisson de u
étant la partie réelle d’une fonction analytique sur D, le second membre de (2) définit
une fonction harmonique sur D si u(e”) est continue sur 9D.

Il est également connu que u : D — R est harmonique dans D si et seulement si u est
la partie réelle d’une fonction analytique dans D. En particulier, si u est harmonique

dans D et f € H(D), alors u o ¢ est harmonique dans D.
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V  Fonctions sous-harmoniques

Soit {2 un ouvert non vide de C. On dit que la fonction v : & — [—o0, +00] est

sous-harmonique si elle vérifie les deux propriétés suivantes :
(2) v est semi-continue supérieurement, c’est-a-dire :

v(w) > limv(z) pour tout w € Q.

Z—w

(1) pour tout z € , il existe 7, > 0 tel que D(2,7,) C Q et que pour tout 0 < r < r,,

on ait

()< 0 [ eletre) ao )
v(2) < 5= A 2 e )

(On montre alors que (*) a lieu pour tout r > 0 tel que D(z,7) C Q).
Les intégrales de (¢7) sont nécessairement convergentes. Cela découle de (7) et du fait
que v ne prend jamais la valeur +co.
Les fonctions sous-harmoniques peuvent aussi étre définies a 1’aide des fonctions har-
moniques. Par exemple (cf.[19] p. 7), v est sous-harmonique dans {2 si et seulement si,
pour tout ouvert borné B tel que B C ) et pour toute fonction u harmonique dans B
et continue sur B telle que v < u sur 8B, I'inégalité “v < u” a lieu partout dans B. A

titre d’exemple, on peut citer les cas suivants :

e v = |u| ol u est harmonique.
e v=|flPou fe H(D)et0<p< 0.
o v =log" |f| :== max(log|f],0) ot f € H(D).

e ¢ov ol ¢ est croissante, convexe sur [—oo, +oo[ et continue en —oo et v est
sous-harmonique. Pour la preuve, voir [21], p. 34. Par exemple, la fonction
log(1 + |f|) est sous-harmonique dans D pour tout f € H(D). En effet, sur un
voisinage de tout point a € D tel que f(a) # 0, on peut écrire f = expog ou ¢
est analytique. Cela entraine que sur ce voisinage, on a log(l + |f]) = ¢ o v ou

é(z) = log(1 + €*) (croissante et convexe) et v = Re(g) (harmonique).

Le théoreme suivant est une conséquence déterminante de la sous-harmonicité. En
effet, il permet d’établir la continuité des opérateurs de composition sur plusieurs sous-

espaces de H(D). Cela dit, sans utiliser les fonctions sous-harmoniques, Littlewood

14



donna une preuve (voir [45] p. 13) pour 'espace de Hilbert H? en utilisant seulement

I'opérateur shift unilatéral et 'opérateur de multiplication.

Théoréme 1.2.6 (Principe de subordination de Littlewood, cf. [19])
Soient v une fonction sous-harmonique dans D et ¢ € H(D, D) avec p(0) = 0. Pour
tout 0<r<1l,ona

/0 T (p(re®)) do < /0 " o(re®) do.

Preuve :

Soit u une fonction harmonique sur le disque rD, continue sur 7D et coincidant avec
v sur le cercle d(rD). Comme v est sous-harmonique, v(z) < u(z) pour tout z €
rD. D’autre part, par le lemme de Schwarz, ¢(re?) € rD. On a alors, u o ¢ étant

harmonique :

[ etotre) do < [ ulplre) do

=27 u(¢(0)) = 27 u(0) = /0% u(re'?) df = /0% v(re'?) do.

Le lemme suivant est une autre conséquence de la sous-harmonicité. Il inter-
viendra dans I'évaluation des fonctions de la classe de Nevanlinna qui sera présentée

ultérieurement.

Lemme 1.2.7

Soient v: D — [0,00[ continue et sous-harmonique et z € D. Alors, on a

1+]z 1 g2 :

v(z) < lcl sup (——/ v(Re") dt).
1 — |z| o<r<1 V27 Jo

Preuve :

Soit 0 < r < 1. La fonction v, : z + v(rz) est continue sur D et sous-harmonique dans

D. Elle est alors majorée par son intégrale de Poisson dans ce disque. En particulier.

on a
1 21

ve(2) £ — vr(eit)Pz(eit) dt

— 27 Jo

Or,

1.2
Pty Ll Ll

_|e“—zl2_l—|z'
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Donc,

fu—

2r . 27 .
1z 1 / v(ret) dt < L+ 2] sup i/ v(Re') dt.
0 0

< —_—
U(TZ) - 1 nd IZI 271' - 1 — IZ OSR<1 27‘&'

Le résultat s’ensuit alors par continuité de v sur D en faisant tendre r vers 1. |

VI  Métrique pseudo-hyperbolique

Soient a et b deux points de D. En posant d(a, b) := |»,(b)[, on obtient une distance

sur D dite pseudo-hyperbolique. En effet, nous avons

d(a,b) > 0.
d(b,a) = d(a,b).
d(a,b) =0 < a=0b.

Tandis que l'inégalité triangulaire est une conséquence immédiate de la relation

d(ab) < d(a,c)+ d(b,c)

= 14 d(a,c)d(b,c)’ (3)

qui, a son tour, découle de I'invariance de d sous ’action de Aut(D) (voir Lemme 1.2.8)

et de l'inégalité

-+
ol < T (4

our = d(a,c).
Pour établir (4), il suffit de voir que le disque pseudo-hyperbolique H(c,r) := {z €
D; d(z,c) < r} est en fait le disque euclidien de diametre [¢, ¢z}, ol

el =1 o lel+7 ¢

C = ———1 — Iclrrc'l- e Co

T 1t elr e

(Notons que la droite ¢;c; passe par 0). Puisque a € H(c,r), |a] < |c] = 1lil|t|rr

Le lemme suivant (cf. [45]) est une généralisation classique du lemme de Schwarz.

Lemme 1.2.8 (de Schwarz-Pick)
Soit o € H(D, D). Pour tout (z,w) € D?, on a

d(¢(2), p(w)) < d(z,w).

De plus, il y a €galité pour un (z,w) € D? si et seulement si 1l y a égalité pour tout

(z,w) € D?, et st et seulement si p € Aut(D).
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Preuve :
Notons que le cas particulier p(w) = w = 0 est tout simplement ce qu’affirme le
Lemme de Schwarz. Pour le cas général, ce lemme appliqué a la fonction ¢, 0 0,

avec a = ¢(w), donne, compte tenu du fait que pJ! = ¢, :

lpa(@(2))] < leu(2)].
Soit encore :
d(po(z),a) < d(z,w).

De plus, on a égalité si et seulement si, d’apres le lemme de Schwarz , ¢, 0w 0, est

une rotation de D. Ce qui veut dire que ¢ € Aut(D). |

Lemme 1.2.9 (cf. [45])

Pour tout compact K de D, on a (au sens de la distance pseudo-hyperbolique)

lim d(z, K) = 1.
|z[<1

Preuve :

Soit 7 = sup{|z|;z € K'}. Comme K est compact , il existe w € K tel que

Or, puisqu’on a

L= o)1 = fol’) _ (= R4 bel) _ (L= 4r)

11 — Zwl|? 1 — |w] l—r

1 —(d(z,w))* = (

3

il s’ensuit que
Ihlm1 d(z,K) = 1.

lz]<1

Le théoréme suivant, connu sous le nom de “principe de application contractive”,

résulte des lemmes précédents.

Théoréme 1.2.10 (cf. [45])
St o € H(D, D) est sans point fize dans D, alors on a

lon] =5 1.
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Preuve :
On suppose dans un premier temps que ¢ € Aut(D). La preuve se fait alors en deux
étapes. D’abord, on montre que

lim |,(0)] = 1. (%)

n—0oo

Ensuite, on déduit le résultat en utilisant les Lemmes 1.2.8 et 1.2.9.
Supposons que (*) n’ait pas lieu. Il existe alors une sous-suite (¢,,(0)); convergeant
vers un point @ € D. Posons z, = ¢,(0). D’apres le Lemnme 1.2.8, la suite (d(z,, 2211))n
est décroissante. Donc, elle converge vers un § € [0,1]. Mais puisque

lim d(zp,, 2n,41) = d(a,(a)),

k—o0o

d’un c6té, et puisque ¢ n’a pas de point fixe, de I'autre, on en déduit que’'0 < § < 1.

Or, nous avons aussi

hm d(an+1,an+2) = d(sg(a‘)’(r??(a)) = 6.

k—oo

Donc, on doit avoir
d(a,¢(a)) = d(¢(a), p2(a))-
Ce qui est, d’apres le Lemme 1.2.8, incompatible avec I'hypothese ¢ € Aut(D). Par

conséquent, (*) a nécessairement lieu.

Ensuite, si la conclusion du théoreme était fausse, il existerait deux compacts K, K’ C

D tels que
0. (K)N K'# 0 pour une infinité de n.

Nous aurions alors (modulo une sous-suite) w, € K tel que ¢,(w,) € K’, si bien que
d(n(0), K) < d(on(0), pn(wn) (pour unw € D)

< d(0,w,) (parle Lemme 1.2.8)
lw,| < sup{|z];z € K}.

Ce qui serait en contradiction avec le Lemme 1.2.9 que 'on peut appliquer car K’ est
un compact de D et car la condition (*) est vérifiée d’apres la premieére étape de cette
preuve. D’ou le résultat souhaité.

Supposons maintenant que ¢ € Aut(D). La conclusion du Théoreme 1.2.10 subsiste
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meéme si 'on consideére des automorphismes sans point fixe dans D (i.e non elliptiques).
En effet,

¢ € Aut(D) ssi p(z) = e¥pa(2),
pour un § € [—m,7[ et un @ € D. Une discussion sur les parametres § et a donne les

trols cas sulvants :

(1) la| < cos(%) : c’est le cas elliptique ot ¢ admet un point fixe dans D. A noter
que s’il en existe un autre dans D, le lemme de Schwarz entraine que ¢ = idp.

Ce fait est valable pour toutes les fonctions de H(D, D).

(2) |a| = cos(£) avec 6 # 0 : c’est le cas parabolique ol ¢ admet un seul point fixe

¢ dans D situé précisément sur D. On sait qu’alors

1 1
— = ¢ pour tout z € D,

e(z)=¢ 2-¢

oll ¢ est une constante non nulle. De cette égalité, on déduit que ¢, == (.

3) la] > cos(%) avec 6 # 0 : c’est le cas hyperbolique ol ¢ admet deux points fixes
2 ¥

distincts ¢ et ¢’ dans D situés précisément sur 0D et vérifiant
(O () =1 et 0<¢ ()¢ (¢") #1.

Prenons par exemple 0 < ¢’({) < 1. On sait qu'alors

z—¢
z ="

= = ¢'(().

Ce qui entraine que ¢, =5 (.

Le théoreme suivant, connu sous le nom de “théoréme de Denjoy-Wolff” et prouvé

dans [13] ou [51], précise la conclusion du Théoreme 1.2.10.

Théoreme 1.2.11
St ¢ € H(D,D) est sans point fize dans D, alors il existe un unique point ( €
9D (appelé point de Denjoy- Wolff de ) tel que

u.c

9971_)(-
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Dans [45], Vauteur donne une version plus précise du Théoréme 1.2.11. Elle est

connue sous le nom de “grand théoreme d’itération”. Voici ’enoncé :

Théoréme 1.2.12
soit @ une fonction de H(D, D) qui ne soit pas un automorphisme elliptique de D. On

a les assertions suivantes.
(1) Siw admet un point fivze a € D, alors

lo'(a)] <1 et @p Ha.

(2) St est sans point fize dans D, alors il existe un unique point ( € 0D (appelé
point de Denjoy- Wolff de ¢) tel que

() @n = (.
() lim o(r() = (.
(17) ©'(C) := li_{rg plz) = ¢ eziste et 0 < ¢'(¢) < 1. A¢ étant un secteur angu-
ZEA( -

laire quelconque inclus dans D de sommet ( et d’ouverture < «.

(3) Inversement, si ¢ admet un point ( € D vérifiant (i1) et (211), alors elle n’a pas

de point fize dans D et, ( est son point de Denjoy- Wolff.

(4) Si¢ € 0D est le point de Denjoy-Wolff de ¢ et ©'(() < 1, alors, pour tout = € D,
Porbite {©n(2)}, converge non-tangentiellement vers (. C’est a dire que, p,(z)

tend vers ¢ en restant dans un secteur A, d’ouverture < .

Remarque :
Dans [1], 'auteur étend le Théoréme 1.2.11 a certaines contractions sur des espaces

métriques localement compacts.

VII Espaces de Hardy

On rappelle que 'espace de Hardy H? (0 < p < o) est I'espace des fonctions f
holomorphes dans D telles que

£l = (sup o= [ 17(re?P d6)” < oo
P Boor o ’ ‘

0<r«t &
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Le théoreme suivant (cf. par exemple [43]), assure 'existence presque partout sur 9D
de la limite radiale de toute fonction f € H? (0 < p < o0). On note m la mesure de

Haar (m = 22).

Théoréme 1.2.13

Pour tout f € HP, on a les assertions suivantes.

(i) f(e¥) := 11_1}} f(re) existe presque partout.

r<1

(i) f* € LP(dD,m).

En fait, la convergence obtenue dans le Théoreme 1.2.13 a lieu aussi dans 'espace
LP(0D, m). Cela découle d’'un théoréme fondamental de F. Riesz qui entraine que

Papplication
j: HP — LP(OD,m)

foo=r
est une isométrie si ’on considere le cas 1 < p < oo pour lequel
1 gon . 1
= | sup — re’|P dg)”
171 = (sup 57 1P do)

est une norme faisant de HP? un espace de Banach. Rappelons aussi le théoreme de

factorisation de Riesz.

Théoréme 1.2.14 (Factorisation de Riesz, voir [19] p. 20)
Toute fonction f # 0 de HP (0 < p < o0) se factorise de fagon unique sous la forme

ou

lan| an — 2

B(z) =" || ———
( ) I;I a, 1 —a,z

est le produit de Blaschke associé a f ((a,), €tant la suite des zéros non nuls de f) et

g est une fonction de H? sans zéros dans D. De plus, || f|l, = |l9]l,-

Maintenant, nous sommes préts a établir la continuité de l'opérateur d’évaluation

sur H? (0 < p < o) et a déterminer sa norme dans (H?)*. Notons que pour 0 < p <1,
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[|-ll, n’est plus une norme. Mais, d,(f,9g) := ||f —gl|} définit une distance pour laquelle

HP? devient un espace métrique complet. De plus, en posant

I17ll(me)- := sup [7(f)],
[17llp=1

on peut voir, comme dans le cas des espaces de Banach, qu’'une forme linéaire 7 sur
H? est bornée (i.e ||7|| < o0) si et seulement si elle est continue. On peut aussi vérifier
que (H?)*, muni de cette norme, est un espaée de Banach.

Le théoréme qui suit, dont nous rappelons une preuve, est une autre application du

théoreme de factorisation de Riesz cité précédemment.

Théoréme 1.2.15 (voir [55])
Soit 0 < p < oo. L’evaluation 6, en tout point z € D, définie par é.f = f(z), est

continue sur HP et pour tout 1 < p < oo, on a

18,11 = (1 —|=[*)7%.

De plus, pour tout o € H(D, D), on a

Preuve :

Soit z € D. Supposons d’abord p = 2. Nous savons alors que, pour tout f(z) =

oo

> f(n)z", on a

n=0

op=

1Al = ( f: FmP)E.
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obti_ent
< S 1l < (1= 1) 4
D’oti la continuité de 8, sur H?2. Il existe alors un unique k, € H? tel que
f(z) = 6.f =< f,k, > pour tout f € H™. (%)
En particulier, pour f =€, : 2+~ 2" (n € N),on a
< k,, e, >=2z".
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Puisque (e, )nex st une base orthonormale de H?, il s’ensuit que

D'ou
8. a2y = [[kellz = (< kay b >)7 = ko (2)7 = (1 — |2]?)77.

Signalons que la propriété (*) justifie le terme “noyaux reproduisants de H*” que l'on
attribue aux fonctions k..
Soient maintenant 0 < p < oo et f € HP. Par le Théoreme 1.2.14, il existe h € H?

sans zéro dans D tel que
(1) IfIP < |A|* dans D.
(i7) |f*|? = |h™|? presque partout sur dD.
Les relations (z) et (i:) sont dues au fait que le produit de Blaschke B vérifie
|B| < 1 dans D et |B*| = 1 presque partout sur dD.

(B peut étre réduit & 1 si f n’a pas de zéros). On a alors
1F(2)] < TR(2)P < (1 = )7 RNZ = (1= (=) 7M.
Par conséquent, on en déduit que

_1
f()P < (1= 12) "2 [ fllp-
Ce qui entraine la continuité de §, sur H?. De plus, pour tout p > 1, ona [|é;]|] <
(1=12%)">.
Pour la minoration de ||8,]|(#»)+, il suffit d’évaluer en z la fonction f, := (1 — |z[*)?k.>
qui est de norme 1 dans H?.

La derniere assertion de ce théoréme a lieu, car pour tout f € H?, on a

Cob:(f) = 6:(Cof) = 8:(f 0 ) = f((2)) = bp(2)(f)-

23



VIII Espaces de Hardy a poids

Etant donné une suite de nombres réels B(n) > 0 (n € N) avec §(0) = 1, on appelle

espace de Hardy & poids, et on note H*(8), I'espace des séries f(z) = D a,2" telles
que n=0
[e¢]

IFI1P == D lan]?8(n)? < oo.

n=0

Muni du produit scalaire

< f,g>= i anb,B8(n)? avec f(z)= Z a,z" et g(z)= i b,2",

n=0 n=0 n=0
H?() est un espace de Hilbert dans lequel les mondmes z™(n € N) forment un systeme
orthogonal total (voir [38]. De plus, si I'on suppose que

lim ﬂ(n)% =1, (*)

n—od

on constate que les éléments de H*(5) sont en fait des fonctions analytiques dans D.
Dans cette thése, nous considérerons les espaces H?(§) ol les suites 3 vérifient la
condition (*). A noter que I’espace H?, vu dans le paragraphe précédent, coincide avec

'espace de Hardy a poids H?*(8) ou 8(n) = 1 pour tout n.

Le lemme suivant, dont nous rappelons une preuve, généralise la propriété des

noyaux reproduisants (déja vue pour H?) aux espaces H%(().

Lemme 1.2.16
L’espace H*(3) admet pour noyauz reproduisants les fonctions kP (2 € D) définies par

kP (w) = 2 w"  pour tout w € D.

Preuve :

Les fonctions k° données par ce lemme sont dans H?(8). En effet, la série entiere de
z p

’ ’ n
terme général -2~ admet pour rayon de convergence
B(n)?

<lim ,(3(71)_5)_1 = 1.

Cela implique que
2

2 5y

< oo pour tout z € D.
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Ce qui signifie que k7 € H?(3). D’autre part, pour toute fonction f(z) = ) f(n)z"
dans H%(8), on a

<F K= f(m)Hm)s
n=0

o0

f(n)z" = f(2).

n=0

Pour la réciproque, supposons que, pour tout z € D, il existe g, € H*(8) telle que

< f,g. >= f(z) pourtout f € H*(B).

Alors, en particulier, pour p,(w) = w", on trouve < p,,g. >= z". Or, puisque g, €
H*(B) C H(D), on peut écrire
= > 7:(n)w" pour tout w € D.
n=0
Il s’ensuit donc que

mﬁ(n)Q = z"

Dot I'égalité g. = k9 et cela acheéve la preuve. u

Le théoréme qui suit nous permet d’obtenir la continuité de l'opérateur C, sur

certains espaces de Hardy a poids a partir de sa continuité sur un autre.
Théoreme 1.2.17 (cf. [§])
Soient ¢ € H(D, D) avec ¢(0) =0 et § et v deuz suites vérifiant (x) telles que

Bn) . ()
Bln+1) = v(n+1)

pour tout n &€ N.

Si C, est borné sur H*(B), alors il est borné sur H*(vy) et on a
CollBazm) < N1CllBa2(8)-

Corollaire 1.2.18
Sip € H(D,D) avec ¢(0) = 0 et si § est une suite décoissante vérifiant (x), alors C..

est une contraction sur H*(3).



IX  Espaces de Hardy de fonctions banachiques

Soit X un espace de Banach. On dit qu’une fonction f : D — X est holomorphe
si, pour tout 7 € X*, onato f € H(D). Il est bien connu (cf. [24] (chap. 8)) que
f: D — X est holomorphe si et seulement si elle est analytique; a savoir, il existe une
suite d’éléments z,, de X telle que, pour tout z € D, on ait

= iz"wn ou z, € X.
n=0
Soit 1 < p < co. On désigne par HY l'espace des fonctions f : D — X holomorphes

telles que

[ fllp.x = Sup —/ | f(re’®)|% dé) < 0.

On vérifie aisément que ||.[[, x est une norme sur H% et que celui-ci est un espace de
Banach pour cette norme. Le cas particulier X = C redonne les espaces de Hardy H?
dans lesquels toute fonction admet une limite radiale presque partout sur dD. Rap-
pelons que cela nous permet d’identifier H? & un sous-espace de L?(9D, m). Toutefois,
dans le cas général, ce résultat n’est pas toujours vrai et cela dépend de l'espace X
(voir [3]). Cela nous mene & la définition suivante dans laquelle H§ dénote ’espace

des fonctions f : D — X analytiques telles que

1 flloo.x = sup || f(2)llx < co.
zeD

Définition (propriété de Radon-Nikodym analytique (cf. [20])) :
Un espace de Banach X a la propriété de Radon-Nikodym analytique si, pour tout
[ e HY,

f1(e”) = lim f(re”)

r—1

r<1

existe dans X pour presque tout e.

Dans [3] et [16], il est prouvé que X a la propriété de Radon-Nikodym analytique si
et seulement si f*(e) existe (pour presque tout ) pour tout f € H (1 < p < ).
L’auteur de [20] caractérise cette propriété en utilisant les martingales analytiques qui
sont les suites de fonctions F,, (n € N) définies sur [0, 27]" par

Fn(01> 927 T ) = Z eiekfk(ala 192, Ty gk—l)v
k=1

ol fi:[0,27]* ! — X est mesurable pour tout k¥ € N*. Voici sa caractérisation.
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Théoréeme 1.2.19 (définition initiale)
X admet la propriété de Radon-Nikodym analytique si et seulement si toute martingale

analytique L'-bornée dans X est convergente.

Pour un espace de Banach X séparable, il est connu que cette propriété entraine la
séparabilité de H% (voir [3]). La réciproque de ce résultat a été établie ultérieurement

dans [11].

X  La classe de Nevanlinna

On dit qu’une fonction f de H(D) est dans la classe de Nevanlinna A/, si

27 .
sup —1~/ log* | f(re?)] df < oo.
0

0<r<t 27

A partir de la double inégalité
logtz <log(l4+z)<14logtz (z>0),
on voit que f € N si et seulement si
Lo i0
1l = sup == [ log(1 + |(re)]) df < .
0<r<1 4T JO
Cette pseudo-norme permet de définir la distance suivante invariante par translation :

d(f,9) = IIf —gllx pour tous f,g € N.

Munie de cette distance, la classe A' devient un espace métrique complet, mais de
maniere surprenante ce n’est pas un espace vectoriel topologique : il existe des fonctions
f € N telles que d(cf,0) ne tende pas vers 0 quand ¢ tend vers 0 (voir [46]). D’autres
propriétés de l’espace (', d) sont étudiées dans [19] et [18].

Comme pour les espaces H?, la limite radiale f* de toute fonction f € A existe presque
partout sur 9D (voir [19]). Les fonctions de NV vérifiant

27 , 2r :
sup [ log* | f(re?)| d0 = [ log* [£7(e")] db

0<r<1/0

forment un espace vectoriel topologique, appelé classe de Smirnov et noté N'*. Pour le

détail, voir [52] ou 'auteur prouve, entre autres, que N'* n’est pas un espace vectoriel
) p 7 b
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localement convexe. Cependant, ce méme auteur montre dans [53], que la classe F*
des fonctions f(z Z f )z" telles que lf(n)| < c.efV™ pour tout € > 0, munie de

la famille des semi- normes
iflle ==Y 1f(n)]e™™ (¢ >0),
n=0

est un espace vectoriel localement convexe. Il prouve également qu’elle contient A/ *
comme sous-espace dense (alors que A ¢ F'+, cf. chap. 4, Lemme 4.3.3). En outre,

nous avons les inclusions strictes suivantes :

H* CH CH'CNTCNNFt (0<qg<p<oo).

Le lemme suivant montre que la topologie induite par la distance d sur la classe A/
est plus forte que celle de la convergence uniforme sur tout compact de D. Il décrit,

d’autre part, le comportement des coefficients de Taylor des fonctions de A .
Lemme 1.2.20

(1) Pourtous fe N etz€ D, ona

f(e) < exp (W)

L1z
(2) St f(z Z anz” € N, alors il existe a,b > 0 tels que |a,| < ae®™™ pour tout
n=0
n € N.
Preuve :

(1) D’apres le Lemme 1.2.7 appliqué a la fonction sous-harmonique v(z) = log(1 +

[f(2)]); on &

L+ |7
log(1 +1£(2)]) < 5 P lllfllzv_ - l leHN
ce qui entraine (1) en passant a l’exponentlelle.
(2) Posons A = ||f|lx. Les inégalités de Cauchy montrent, compte tenu de (1), que
pour tout 0 <r < 1,0n a
2\ 1 27 l—r
la,| < exp (-1_—T+nlog;) Sexp(l_r +n . )
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En particulier, pour r = 1 — \/ﬁ on obtient
la,| < exp (2v2/\n + O(l)).

Ce qui donne le résultat souhaité avec a = exp(O(1)) et b = 2v/2). u

Il est bien connu (cf. [54]) que I'assertion (2) du lemme précédent peut étre rem-
placée par |a,| < c.efV™ pour tout ¢ > 0si f € N*. Ceci justifie alors I'inclusion
Nt C F*. Par contre, I'inclusion inverse n’a pas lieu. Plus précisément, la proposition

suivante montre que F'* n’est méme pas contenu dans .

Proposition 1.2.21 (cf. [18])
Si > an|* = oo et Jir(rvlo]anli = 1, alors, pour presque tous les choix de signes, la

o0
fonction Z +a,z" n’ pas de limite radiale, et cect sur un ensemble de mesure 1.
n=1
[e0]

Par exemple, il existe des signes =+ tels que si f(z) Z ~ " alors
f € N. Evidemment, ici, f € F*.

On peut remplacer, dans la proposition précédente, les signes =+ par une suite de vari-
ables aléatoires (Z,) indépendantes, uniformément distribuées et prenant leurs valeurs
sur 9D. Une telle suite s’appelle suite de Steinhaus. On obtient ainsi le résultat suivant

qui semble nouveau.

Proposition 1.2.22
o0

St lean|2 = oo et Iim |a,|m = 1, alors, presque sirement, la fonction f,(z) =

Z anZn(w)z"™ n'appartient pas a N'. Plus précisément, on a

2 .
sup log |f.(re')| df = oo presque sirement.
0<r<1/0
Preuve : -
Posons M,(r) := (Z lan |*r 2”) (pour r < 1), do(8) = £, v :=do @ dw, Y, (f,w) :=
n=0
|fu(re®)], X (w):= [Flog(l + Y, (0,w)) do(h) et X := sup X, = th

0<r<1 r<1

Pour tout 6 fixé, il résulte de I'inégalité d’Ullrich-Favorov (voir [49]), que

2 2m
/ log(1 + Y,(0,w)) dw > / logY,(0,w) dw > log M>(r) — a,
0 0
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ou a est une constante strictement positive. Intégrons par rapport a o, puis appliquons

le théoreme de Fubini pour obtenir
E(X,) > log My(r) — a. (1)

Ici, E désigne l’espérance par rapport a dw.

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
27r
X2 </ 2(1 4 Y,(0,w)) do(9).

Or, la fonction z + log?(1 + z) est concave sur [e — 1,4o0]. Donc, par l'inégalité de

Jensen, il s’ensuit que

E(X}) <1+ log® (

1
i / Y, (6,w) do(0)dw),
ou M, = v{(f,w); Y. (6,w) > e—1}.

Rappelons maintenant 'inégalité de Salem-Zygmund (cf. [30]) :

1(JY dp)?
/Yd )2 YT 2)

ou u est une mesure de probabilité et ¥ est une fonction positive de carré intégrable.

Appliquée a pp = v et Y = Y,, cette inégalité donne

1(f[Y; dodw)?
v(¥e 2 5 //Ydd 4ffY2d0dw

Or, les inégalités de Khintchine (cf. [30]) impliquent que

(//Yr dodw)? > %//yf dodw = %(ZVIQ(T))Q_

On obtient alors
1
oY, > TM() 2 T
Comme Mj(r) — oo quand r — 1, il s’ensuit que M, > ¢ pour r > ro, et que

E(X?) <1+ log*(1+8My(r)) pour tout ro <r < 1. (3)

Soit P la probabilité associée a dw. (2) appliquée cette fois a u = Peta Y = X,
donne, compte tenu de (1) et (3) :

U (log(My(r) —a? 1
41 1+ log?(1 + 8My(r)) 4/\r (4)

E(X})) >
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pour tout 1o < r < 1.
Soit A > 0 fixé arbitrairement. (1) et (4) entrainent, pour r assez proche de 1 (ry <
r < 1), que

P(X, > A) >

1
"Ar>
4

et cela implique que P(X > A) > 1),. Comme A, — 1 quand r — 1, on obtient

P(X 2 A) >

Par passage & la limite quand A — oo, on en déduit que P(X = co) > 1. Enfin, par

la loi du zéro-un de Kolmogorov, on conclut que

P(X =00)=1.
Ce qui signifie que f,, & N presque siirement. |
Remarques :
1. La Proposition 1.2.22 permet d’écarter la conjecture de Bloch-Nevanlinna (actuelle-
ment réfutée) : f € N = f’ € N. Par exemple, pour tout w, la fonction f,(z) :=
© 7z .
> ln((':) 2™ est continue sur D, donc elle appartient & V. Par contre, f/ & N presque
ynlog®n
sirement.

2. 1l existe des fonctions f & A telles que

2w .
sup log | f(re'®)| df < oo.
0<r<1v0

27 .
Par exemple, si f(z) = exp (1—_1;)7, la formule de Jensen montre que sup log | f(re®®)| df =
0

0<r<1
log [f(0)] = 1. Pourtant, le Lemme 1.2.20 montre que f & N.

Le corollaire qui suit découle directement de la proposition précédente.

Corollaire 1.2.23
Soit (a,), une suite bornée avec Zlanl2 = o0. Si f,(z) = ZanZn(w)z", alors

fu € F* pour tout w et f, ¢ N pour presque tout w.
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XI Suites de moments

On considere l'opérateur A défini sur I'espace des suites F' = (F(n)),ex par :
AF(n)=F(n)— F(n+1).

La suite de ses itérés définie par :

A°F = F.
A" F = A(A"F) pour tout n € N.

satisfait la formule bindémiale suivante :

A"F(k) =) (7)(——1)3'F(j + k) pour tout k,n € N.
7=0 \J
Le théoreme suivant est une version du théoreme de Hausdorff (cf. [48] p. 9) adaptée

a nos objectifs.

Théoréme 1.2.24

Soit ' une suite réelle. Il existe une fonction mesurable f : [0,1] — [0,1] telle que
1
F(n) = / f()" dt  pour toutn € N,
0
st et seulement st
F0O)=1 et A"F(k)>0 pourtousk,n & N.

Désormais, on appellera suite de moments toute suite vérifiant les conditions du
théoréme précédent. Par exemple, pour tout ¢ € H(D, D), la suite (]|¢"||1)nex, étant
égale & la suite (||¢™"||1)nen (voir [19]), est une suite de moments. Plus précisément,
vue l'analycité de ¢, on dira qu’une telle suite est une suite de moments analytiques.
Généralement, la condition A™F'(k) > 0 est difficile & tester. On pourrait alors utiliser

la proposition suivante dans laquelle (™) désigne la dérivée nc™e de F.

Proposition 1.2.25
Si la fonction F : [0, +0o[— R est de classe C* telle que F(0) = 1 et sign F™) = (—1)"

pour tout n € N, alors (F(n))ney est une suite de moments.
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Cette proposition découle directement du Théoréme 1.2.24 et de la formule suivante

qu’on peut prouver par récurrence :

A"P(k) = // /F(")k+t1+t2+ - t,) dtydty - dt,
f01s

Par ailleurs, les suites de moments analytiques ont été caractérisées parmi les suites

de moments (cf. [27]) par la condition :

En général, cette condition est difficile a vérifier. C’est pourquoi nous ferons appel au
théoreme suivant (cf. [27]) permettant d’approcher toute suite de moments par une

suite de moments analytiques.

Théoréme 1.2.26
Pour toute suite F' de moments, il existe ¢ € H(D, D) telle que

1
[F(n) = lle*[l1] < 5 pour toutn € N.

Comme conséquence du théoreme précédent, on a le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.27
St F' est une suite de moments telle que
lim F(n)=0 e 2"F(n)>M >1 quand n — oo,

n—00

alors il existe o € H(D, D) telle que ||o"||y ~ F(n).

Notons que, dans la conclusion du corollaire précédent, nous avons nécessairement
<(_if i0
lo™(e")] <1 pour presque tout e".

Dans tout le reste, on désignera par ¢ toute fonction de H(D, D).
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Deuxieme chapitre :

Contractivité des opérateurs de

composition sur les espaces de Hardy
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2 Contractivité des opérateurs de composition sur

les espaces de Hardy

L’objet de ce chapitre est d’établir quelques propriétés des opérateurs de composition
définis sur des espaces de Hardy H qui different les unes des autres selon que la structure
est classique (c’est le cas lorsque H = H? avec 1 < p < o0) ou munie d’une suite de
poids B (dans ce cas H = H?*(3)). Nous traitons des notions telles que la contractivité
et la similarité a une contraction, d’abord dans le cas classique, ensuite dans le cas ou
I'on considere une suite de poids. A la fin du chapitre, nous étudions les opérateurs C,,
hypercontractifs; c’est & dire, ceux qui envoient H? dans H”? (8 > 1) avec une norme

inférieure ou égale a 1.

2.1 Etude sur H? (1 < p < 0)
On rappelle que HP est 'espace de Hardy classique: c’est a dire, I'espace des fonctions
f analytiques dans D vérifiant

1l = sup — / | Fre)ie do.

0<r<1 27

Sur cet espace, l'opérateur C, est borné. C’est par exemple une conséquence du
principe de subordination de Littlewood qui permet d’établir la contractivité de C,
lorsque ¢(0) = 0 (voir Théoreme 1.2.6). A noter qu’un opérateur borné est dit con-

tractif si sa norme est inférieure ou égale a 1.

2.1.1 Opérateurs de composition contractifs

La condition ¢(0) = 0 caractérise exactement les opérateurs C,, contractifs sur HP.
Cela découle d’un résultat de [10] p. 123, que 'on va compléter a l'aide d’un théoréme

de cette méme page et d’un résultat de [7].

Théoreme 2.1.1.1

C, est borné sur H? et on a

un (k) <1 s (1)
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D’autre part,

(1= laf?)"" sip=ac D
CL ] = 25 (14 [s ~ Jtf2 + (1 — s + [t2) — 4t)7) 77 sig(z) = sz +1
’ s#0et|s|+]t <1
(i—?{%},{)i st @ est intérieure.

De plus, lorsque o est intérieure et s’annule en 0, C, est une isométrie et inversement.

Remarque 2.1.1.2

Nous verrons, dans la section 3, que l'opérateur C, est inversible sur H% (X étant
un espace de Banach) si et seulement si ¢ est un automorphisme de D. Cela en-
traine, d’apres le Théoreme 2.1.1.1, que les rotations de D sont les seules a induire des

opérateurs de composition unitaires sur HP.

2.1.2 Similarité a une contraction

Théoreme 2.1.2.1
Dans les assertions suivantes, (1), (3) et (4) sont équivalentes pour tout 1 < p < oo.

De plus, si p = 2, elles sont équivalentes a (2).
(1) C, est semblable a une contraction.
(2) C, est polynémialement borné.
(3) C, est a puissances bornées.
(4) ¢ admet un point fize dans D.

Preuve :
(1) == (2) soit P un polyndéme & coeflicients complexes. On rappelle que ||P||s =
sup |P(z)|. D’apres 'hypothese, il existe S € B(H?) inversible tel que

|z]=1
C, = S7'CS ou C est une contraction sur H>.
P(C,) = ST'P(C)S.
IPCIl < ISTHIPEOMIST < ISTHHISIHIPlec-

La derniere inégalité découle du théoréeme de von-Neumann rappelé au début du pre-

mier chapitre.
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(1) = (3) dans la preuve de (1) = (2) , on remplace 2 par 1 < p < oo et on prend

P(z) = 2" pour obtenir
ICal < ISTHICI™ IS < IS~HHisT.

(2) = (3) est immédiat.
(3) = (4) supposons que ¢ n’a pas de point fixe dans D. D’aprés le théoreme de

Denjoy-Wolff, cité en préliminaire, il existe un unique point ( € 9D tel que

on 5 (

ol (¢r)nex est la suite des itérées de . A noter que la version faible |p,(0)| — 1 suffit.

Comme on a

ICRI = [[Conll = (1 = |2n(0)*) 77,

il s’ensuit que

lim ||C7]| = oo.

Ce qui contredit 'assertion (3).

(4) = (1) soit a € D un point fixe de ¢. On pose :

Y =(,0p0p, ou (foa(z): -

On rappelle que ¢, € Aut(D) et ;' = ,. Comme » € H(D, D) et 3(0) = 0, d’apres

le Théoreme 2.1.1.1, 'opérateur Cy est une contraction sur H?. Mais I'identité :
P =0 op;

entraine que

@ = C;al Cd’C‘Pa

D’ou 'assertion (1).

Corollaire 2.1.2.2

Si CL est compact pour un N € N* alors C, est semblable @ une contraction.

Preuve :
D’apres le Théoreme 2.1.2.1, il suffit de prouver que ¢ admet un point fixe dans D

des qu’une certaine puissance de C,, est compacte. Pour cela, on va d’abord montrer
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’existence d’un tel point lorsque C, est compact sur H. A noter que la compacité
d’un tel opérateur sur HP pour un p entraine sa compacité sur H? pour tout p (cela
est di essentiellement au Théoreme 1.2.14).
Soit (z,)nen une suite de points de D telle que dim |z,| = 1. Alors, si ky(2) := ”—fiﬂ
(les k., étant des noyaux reproduisants de H?; voir Lemme 1.2.16), on a k, =% 0. Mais,
comme ||k, [|> = O(1), il s’ensuit que k, — 0. Or, C;; est compact, donc Aim (|CokA |2 = 0.
Soit encore, puisque CLk, = ky () :
2

Jim G = o 0
D’autre part, si on considére une suite (7, )nexy C [0, 1] telle que Aim 7, =1, le théoréme
de Rouché appliqué aux fonctions tdp —r,¢ et tdp sur D(0,r,), pour tout n € N, assure

'existence d'une suite (z,)ney C D telle que

rn@(2n) = z, pour tout n € N (22)

Dans ce cas, on obtient :
1 —Jo(z)]?
—I—_ILPT(Z"T)I <1 pourtoutn € N (221)

Ceci est vrai, en particulier, pour une sous-suite de (z,) convergeant vers w € D. Si
@ était sans point fixe dans D, on aurait w € 9D, car sinon, par passage a la limite
dans (17), w serait fixe par ¢. Dans ce cas, (2) et (2¢7) seraient en contradiction. D’ot,
¢ admet un point fixe dans D.

Supposons maintenant C’g = (,, compact pour un /N € N*. D’apres ce qui précede,
wy admet un point fixe a € D. Donc ¢(a) est également un point fixe de ¢n. Si
¢(a) # a, d’apres le lemme de Schwarz, on doit avoir oy = idp. Mais alors CY = |

ne peut pas étre compact. Donc, ¢(a) = a. L

Pour étudier la similarité & une isométrie, nous allons exploiter le résultat suivant

(cf. [31]) donnant le spectre de C, dans un cas particulier.

Théoreme 2.1.2.3
Supposons o analytique sur un voisinage de D, non intérieure et admettant un point
fize a dans D. Si C}, n'est compact sur H? (1 < p < o) pour aucun n € N, alors il

eriste 0 < p < 1 tel que

o(Cp) ={A € G A < p} U{(¥'(a))";n € NJU {1},
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Théoréme 2.1.2.4

Supposons ¢ analytique sur un voisinage de D. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) C, est semblable ¢ une isométrie.

(2) @ est intérieure et admet un point fire dans D.

Preuve du Théoréme 2.1.2.4 :

(1) = (2) 'hypothese implique que C, est semblable & une contraction. Par le
Théoreme 2.1.2.1, ¢ a nécessairement un point fixe dans D. Supposons que ¢ ne soit
pas intérieure. Comme C7, n’est compact pour aucun n € N (un opérateur semblable &
une isométrie n’est jamais compact en dimension infinie), d’apres le Théoreme 2.1.2.3,
le spectre de C,, ne peut étre ni D ni une partie de D. Or, le spectre d’une isométrie
est une partie de 9D si elle est surjective, sinon, il est égal & D (voir Théoreme 1.2.5).
On en déduit que C, ne peut pas étre semblable a une isométrie. Ce qui est absurde.
(2) = (1) se démontre de la méme fagon que (4) = (1) du Théoréme 2.1.2.1. Si ce

n’est qu’ici, d’apres le Théoreme 2.1.1.1, Popérateur Cy, est isométrique puisque ¥ est

intérieure (comme étant composée de fonctions intérieures) et s’annule en 0. u
Question :

Le Théoréme 2.1.2.3 donne le spectre de C,, avec ¢ analytique sur un voisinage de D.
Peut-on se passer de cette hypothese dans le Théoreme 2.1.2.4 7

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des Théoremes 3.2.3 et 2.1.2.4.

Corollaire 2.1.2.5
Les opérateurs de composition semblables a des transformations unitaires sont ceur

dont le symbole est un automorphisme elliptique de D.

2.2 Etude sur H?(5)

Nous rappelons que I'espace de Hardy a poids H?(8) est ’espace des fonctions f(z) =
Z anz" telles que

n=0

”fH}zLﬂ(ﬁ) = > |an[’8(n)? <
n=0
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ol B = (B(n))nex est une suite réelle vérifiant

B(n) >0 pour tout n € N
p(0) =1
lim ﬂ(n)% =1.

n—0oo
o0
Nous rappelons également, pour tous f,g € H?*(8) avec f(z) = D a,z" et g(z) =
n=0

[eo]
Z b,z", que la relation

n=0

< f,g>= Z b, B(n)?
n=0

définit un produit scalaire pour lequel H?(8) est un espace de Hilbert et que les fonc-

tions & définies sur D par
8 PP
k(w) =) ——w" pourtoutw € D
: n=0 ﬁ(n)2

sont les noyaux reproduisants de cet espace (voir Lemme 1.2.16).

2.2.1 Opérateurs de composition contractifs
Théoréme 2.2.1.1

La condition ©(0) = 0 est nécessaire pour que C, : H*(8) — H?*(j3) soit de norme 1.

Preuve :

Puisqu’on a

2 ) * 2 2 = s (O)Pn = | (O)PH
HC¢” = ||C¢” 2 chkg”m(ﬁ) = ”kg(o)“m(ﬁ) = nZ::O Z(n)2 =1+ Z:l Z(n)g )

alors, si ||C,|| = 1, on doit avoir

= 0P
2 By 0

et, cela entraine que ¢(0) = 0. n

La suffisance de la condition du Théoreme 2.2.1.1 n’est pas toujours garantie. Cela

dépend de la suite § et du symbole .
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Définition :

On considere 'opérateur de multiplication M, défini par
Myf = of.

Contrairement & ce qui se passe sur H?, Popérateur M., n’est pas nécessairement borné
sur les espaces de Hardy a poids.

Pour cette raison, on définit ’espace H*((3) par
H=(8) = {g € H(D);4f € H(8) pour tout f & H*(8)}.
Puisque 1 € H?*(8), nous avons
H>(8) C H*(8) C H(D).
Enfin, pour tout g € H*(f), si on pose
19lloo6 = 1Myl 822 (sy):
alors cela définit une norme pour laquelle 'espace H*°(3) est une algebre de Banach.

Proposition 2.2.1.2
B(n+1)
Bn)

La condition ¢(0) = 0 est suffisante pour que C, soit de norme 1.

Supposons o € H®(8) avec [|¢]|lcop < irelg

Preuve :

On adapte la preuve de Littlewood faite dans le cas 8 = 1. On désigne par B 'opérateur

“backward” shift défini par

{ B(1) =0

B(z") =z""! pour tout n € N*
Soit f un polynéme de degré n. Pour tout z € D, on a
f(z) = £(0) +2(Bf)(=)

et donc
F(@(2)) = f(0) + (2)(Bf) ().

Soit encore

Cof = f(0) + M,C,Bf.
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Si (0) = 0, alors f(0) et M,C,Bf sont orthogonaux et on a
ICFIF = [F(0)F + | M,C,BS|I*.

Remplagant f par B*f pour tout k € N, il vient :

Bk +1)*

S 1B

IC,B* £II* = |f(R) + | MC, B fIP < | F(R)P +
Soit
BRYIIC,B*FII* < |f(K)PB(R)* + Bk + 1)*|C, B** £ (1)
Comme deg(f) = n, B¥f = 0 pour tout k¥ > n + 1.

Ecrivant (1) pour £ =0,...,n et, additionnant membre a membre, on obtient :

Carl? < 3 F PSR = 517

Soit maintenant f € H*(83). On pose f, := Zf(k)zk
k=0

D’apreés ce qui précede, pour tout (m,n) € N>, on a
1Cofn = Cofmll S fn = full-

La suite (f,)nen étant de Cauchy puisqu’elle converge vers f, il en est donc de méme

de la suite (Cy fr)nen- 1l existe alors g € H?*(8) tel que

lim [|Cyfn — gl = 0. (2)

n=—+00

D’autre part, on a

fo g
car la convergence dans H?({3) entraine la convergence uniforme sur tout compact de
D. Donc
frop =5 foo.
Ce qui donne, compte tenu du (2) :
Cof € HYB) et lim [Cofu— Cuf | = 0.

Par passage a la limite quand n — oo dans

1Co full < M £l
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on obtient :

ICAI < NIfIl pour tout f € H*(B).

D’ot la contractivité de C.,. u

Remarque 2.2.1.3

1. On a déja vu (cf. Corollaire 1.2.18) que si p(0) = 0 et 3 est décroissante, alors
1) = 1.

2. Il existe des fonctions ¢ de H(D, D) s’annulant a l'origine et induisant des opérateurs

de composition bornés mais non contractifs. En voici un exemple.
Soit ¢ non linéaire avec ||¢|lce < 1 et (0) = 0. Il est clair que C,(H?*(8)) C H™ C
H?*(B). Donc, opérateur C,, est borné sur H?(3). On prend maintenant 3 vérifiant

B(1)? < 3 laa(9)]*B(n).
n=2
Pour ce choix de § et, si on note p, la fonction qui a z associe z", on obtient :

Comilig = Ielag = > lan(@)PB()’
= la(@)PBY + X lan(@) (0

> (L4 |ai(e)*)B(1)?
> Pl

Ce qui implique que ||C,|| > 1, bien que ¢(0) = 0.

2.2.2 Opérateurs de composition isométriques

Proposition 2.2.2.1
Soit k € N*, a € D. Si C,, est isométrique, alors

la|]=1 et B(k™)=p(1) pourtoutn € N.

Preuve :
Posons ¢(z) = az*. Une récurrence montre que la n'*™¢ itérée de ¢ s’écrit sous

la forme : .
Qpn — GSn(k)Zk" Ol\l Sn(k) — Z k]
5=0
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Si C, est isométrique, alors C, ’est aussi, et par conséquent

llnll = 1Conzll = Il=]-

Soit encore

la[*"® B(k™) = B(1) pour tout n € N* (%)

Sik=1,s,(1) =n et (%) donne : |a|"5(1) = B(1). Donc, |a| = 1. Sinon, on a

sn(k) 1 ny L
o log |a| + k—nlogﬁ(k ) = Ln log (1)
et, puisque
1 - = 1
fim B =1 e tim ) = i TR =

on doit avoir |a| = 1. Ce qui entraine, compte tenu de (x) :

B(k™) = p(1) pour tout n € N™.

Remarque 2.2.2.2
1. Bien qu’intérieurs et nuls en 0, les monémes api(|a] = 1; & > 2) n’induisent pas
d’opérateurs de composition isométriques sur les espaces H?(3) tels que 8(k™) # B(1)

pour un n € N*.

2. Les rotations sont les seules a induire des opérateurs de composition unitaires sur
tous les espaces H*(3). En effet, un simple calcul prouve que toute rotation de D induit
un opérateur de compositon unitaire. Inversement, si on a un opérateur C, unitaire
sur tous les espaces H?(8) alors ¢ € Aut(D). D’autre part, comme C, est de norme

1, d’apres le Théoreme 2.2.1.1, »(0) = 0. Par conséquent, ¢(z) = Az avec |A| = L.

Question :
Existe-t-il une fonction ¢ non intérieure et une suite 3 telles que C, soit isométrique

sur H*(B3) 7
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2.2.3 Probléme de similarité a une contraction

Théoréeme 2. 2.3.1
1
Supposons Z n)? = 00
n=0

St sup ||C7|| < oo alors ¢ admet un point fize dans D.
neN

Preuve :
Supposons sup |C5]l < oo et ¢ sans point fixe dans D. Par le théoreme de Denjoy-Wolff

rappelé au second chapitre, il existe un point { € 9D tel que

D’autre part, on a

n " - > n 0 2k\ 2
IC21 = 11Cenll = IC5N 2 1C5, k5 N 208) = 185 o)l 220y = <Z i (k)l )
k=0 /B( )

Comme Jim lon(0)] =1 et W = 00, il s’ensuit, par le lemme de Fatou, que
k=0
len ()
lim
fn 3
Ce qui contredit I'hypothese sup [|C7|| < oco. D’ou le résultat par I'absurde. =
neN

Corollaire 2.2.3.2

1
Supposons — =
L 5y

Si C, est semblable a une contraction, alors ¢ admet un point firze dans D.

Contrairement & ce qui se passe sur I'espace H?, I’existence d’un point fixe dans D
n’est pas toujours une condition suffisante pour que C,, soit semblable a une contraction
sur H2(B).

Cela n’a rien d’étonnant puisque la nullité de ¢ en 0 n’entraine pas nécessairement la
contractivité de C', et puisque les automorphismes de D n’induisent pas toujours des
opérateurs de composition bornés.

Cependant, la proposition suivante donne un exemple d’espaces H*(3) partageant cette
propriété avec 'espace classique H2.

On dira que H?*(B) est invariant par automorphisme si les opérateurs de composition
induits par les automorphismes de D y sont bornés. Dans ce cadre, nous avons le

résultat suivant en analogie avec le Théoreme 2.1.2.1.
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Théoréme 2.2.3.3
Supposons 3 décroissante et H*(B) invariant par automorphisme. Les assertions suiv-

antes sont équivalentes.
(1) C, est semblable d une contraction.
(2) C, est polynéomialement borné.
(3) C, est a puissances bornées.

(4) ¢ admet un point fize dans D.

La preuve de ce théoréme se fait de la méme fagon que dans le cas classique H2.
Notons que la décroissance de 8 entraine la suffisance de la condition ¢(0) = 0 pour
que ||C,]| = 1 (voir Corollaire 1.2.18). Elle implique également la divergence de la série

s . 1
de terme général B

Questions :
1. Peut-on affaiblir 'hypothese faite sur 8 dans le Théoreme 2.2.3.1 ?
2. Existe-t-il un exemple d’application ¢ et de suite 8 pour lesquelles l'opérateur C,

n'est pas semblable & une contraction sur H*(3) alors que sup [|C|| < oo 7
neN

2.3 Hypercontractivité des opérateurs de composition

Dans cette section, il s’agit des opérateurs C,, envoyant H? dans H? (1 < 8 < o0) tout
en restant contractifs. Certains auteurs comme H. Hunziker et H. Jarchow, ont résolu
la premiére partie de ce probléme; & savoir, 'augmentation de 'intégrabilité (voir [27]).
Quant & nous, nous donnerons des conditions nécessaires ou suffisantes sur ¢ et 3 pour
que C,, vu comme opérateur de H? dans H*?, soit de norme 1.

Lorsque C,, envoie H? dans HPP(1 < B,p < o), sa norme dans l'espace B(H?, H?P)
sera désignée par |[Cy ]|,

La proposition suivante, dont la preuve (cf. [19]) repose sur le Théoreme 1.2.14, ex-
plique la raison pour laquelle on va se contenter du cas p = 2 pour étudier cette

question.
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Proposition 2.3.1
Si C,(HP) C HP? pour un 1 < p < 00, alors C,(HP) C HPP pour tout 1 < p < co. De
plus, on a

1Collz80 = ICell16:

Corollaire 2.3.2
St ||Collpsp < 1 pour un 1 < p < oo, alors ||Cyllps < 1 pour tout 1 < p < oo.

Définitions :
1. On dira que C, est 8-born€ (resp. B-contractif), si||Cyllpgp < 00 (resp. |Collpsp <
1) pour un 1 < p < .

2. Soit x une mesure de Radon complexe sur le disque D. u est dite B-Carleson si

0<h<1 P
0<aL2n

ol |u| est la variation totale de u et W(h,a) désigne la “fenétre de Carleson” de taille

h définie par
0 h h
I/V(h,a)::{re;1—h§7‘<1;a—§§9§a—|—3}.

Le théoréme suivant, prouvé dans [27], donne une caractérisation complete des

opérateurs C, S-bornés en termes des mesures de Carleson.

Théoréme 2.3.3

Les assertions suivantes sont €quivalentes.
(1) C, est B-borné.

2) m., est B-Carleson. (m, étant la mesure image de m par ©* : 0D — D
@ o)

Corollaire 2.3.4

Si C, est B-contractif, alors on a
(1) m, est g-Carleson.
2) #(0) = 0.
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Preuve :

(1) Cela découle immédiatement du Théoreme 2.3.3.

(2) Puisque ||Cyll22 < ||Cyll226 < 1, on en déduit, d’apres le Théoreme 2.1.1.1, que
©(0) = 0. |

Dans [50], 'auteur caractérise I’hypercontractivité des opérateurs de convolution

par les noyaux de Poisson P.(e*) = 1or? =, avec r €]0,1] assez petit. Ces

1-2rcosf+
opérateurs sont définis sur les espaces LP(0D, m) et HP par

. +(x> A .
((PIAET) =3 f(n)rile?,
Voici son théoreme.

Théoréme 2.3.5

Sotent p et ¢ deuz réels tels que 1 < p < ¢ < 0o. On a les assertions suivantes.
(1) ll[P]llBLe,cey = 1 st et seulement sir? < ‘:—:—i

(2) [P )llB(ae ey = 1 si et seulement si r? < :;3,

La caractérisation (2) et le lemme suivant vont nous permettre de déterminer les

opérateurs C,, hypercontractifs avec |a| < 1.

Lemme 2.3.6
Soient f € H® avec f(0) =0 et q €]0,4+00[. Pour tout € > 0 assez petit, on a

11+ eflle = 14 U713 + o).

Preuve :

Pour tout z € D, on a
4 90 29,4 2 2
(1 +efNE = 14edf(e) + LU 1) +ole?)
avec ici, o(¢?) indépendant de z puisque f est bornée. On a alors

L+ef(2)" =|(1+ef(2)i = (1+ef(2)i(1+ef(2))%
=1+ eqRe(f(2)) + €2L(2 — 1)Re(f2(2)) + 25| f(2)]* + o(c?)

48



Puisque les fonctions Re(f) et Re(f?) sont harmoniques sur D et f(0) = 0, I'intégration

sur [0,27] donne

s R 2
%/02 |1 +ef(e))?df =1 +52qz||fl|§ + o(&?).

Soit encore

I+ eflle = 1+ LTI + ofe?):

Théoréme 2.3.7
Soienta € D et 1 < f < oo.

Pour les assertions suivantes, il y a équivalence entre (1) et (2) et entre (3) et (4).
(1) Cy. est B-borné.
(2) o] < 1.
(3) Cq. est B-contractif.
(4) Jof < 8%,

Preuve :
(I) = (2) Supposons que |a| = 1. Alors, ¢ est une rotation de D dans D. Par
conséquent, opérateur C,, envoie H? sur lui-méme. D’ou le résultat par I’absurde.

(2) == (1) Puisque ||¢|leo = @] <1, 0n a
C,(H*) Cc H*® C H*,

Donc C, est f-borné.
(3) = (4) On consideére la fonction g définie sur D par g(z) = 1 + €z avec € > 0
suffisamment petit. Comme C,.g =1+ ¢f ou f(z) = az pour tout z € D, le Lemme
2.3.6 appliqué a ce f et ¢ = 2 donne

Blel?

2

Cogllas =1+ e® + o(e?).

Ce méme lemme appliqué cette fois a f = z et ¢ = 2 donne

1
lglla =1+ 552 + o(e?).
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Or, 'hypothese implique que ||Cg{l2s < ||g]l2- Simplifiant, puis, passant a la limite
quand € — 0, on trouve que |a|? < % Soit encore |a| < §72.

(4) = (3) Remarquons d’abord que ([P.]f)(z) = f(rz) pour tout f € H? et z € D.
Cela implique que ||[P;]||g(n2,m26) = ||Caz|l226 avec r = |a|. La preuve s’achéve alors

en utilisant ’assertion (2) du Théoréme 2.3.5. ]

Corollaire 2.3.8
Si(0) =0 et |[¢]le < 872, alors C, est B-contractif.

Preuve :

On pose r = @[l €t 1 = 2. Par le lemme de Schwarz, on a [¢(z)] < r|z|. Donc
Y € H(D, D). Dautre part, C, = C,y = CyC,, entraine que

1Coll1s < 1ICullgsllCrzllig < 1,

ou la derniere inégalité découle du fait que 1(0) = 0 et du Théoreme 2.3.7 que l'on

peut appliquer puisque r < 8. =

Dans le théoréme suivant, on désigne par HZ le sous-espace des fonctions de H?

s’annulant en 0.

Théoreme 2.3.9
Si C, est B-contractif, alors on a les assertion suivantes.
_1
(1) Cellpz) <872
(2) & g Plp(e)P db < HglR  pour tout g € HP. En particulier
llell: < B87%.

Preuve :
(1) Supposons d’abord f € H* avec f(0) = 0. Alors, il en est de méme de f o ¢,
puisque la contractivité de C, entraine que ¢(0) = 0 (voir Corollaire 2.3.4). Soit ¢ > 0

sufisamment petit. Par le Lemme 2.3.6, on obtient

{ I1+efoplls =1+E2]foelke?+o(c?)
11+ efll2 =1+ 37113 + o(?)

Or, d’apres I'hypothese, on a
I1+ef ol <11+ eflf2
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Donc, apres simplification, puis passage a la limite quand € — 0, on en déduit que

Blif o ellz < IIFI5.

Ce qui entraine que || f o @llz < 872/ f|2-

Soit maintenant f € HZ. La suite des sommes partielles (f,), définie par f,(z) =
> f(k)z* converge vers f dans H?. Donc, elle converge vers f uniformément sur tout
k=1

compact de D. D’autre part, comme f, € Hg®, d’apres ce qui précede, pour tout
r€[0,1[,on a

1

I i\ |2 2 o 1
— [ 1falere®) 40 < [1£n 0 el < 51l

Passant a la limite quand n — oo, on obtient

1 2 R 1
o . et o < il fla
D’ou,

If ol < B72||flla

(2) Cela découle de (1) en tenant compte du fait que la fonction zg € H3 pour tout
g € H?. =

Remarque 2.3.10

1. La condition “m, est §-Carleson avec ©(0) = 0” n’est pas suffisante pour que C,
soit f-contractif. Pensons par exemple a ¢(2) = az ou B77 < |a| < 1.

Ce méme exemple montre aussi que la condition “||¢||l < 1 avec ¢(0) = 0” n’est pas

non plus toujours suffisante.

2. Puisque la B-continuité de C, entraine sa compacité pour 1 < 8 < oo (voir
[27]), la condition “|¢*| < 1 presque partout sur 0D” est nécessaire pour avoir sa

B-contractivité.

Question :

La condition ||¢|lee < 1 est-elle nécessaire pour que C, soit B-contractif ?

Le lemme suivant va nous permettre de répondre a cette question sous réserve de

vérification de certaines hypotheses en termes de ¢ et 3.
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Lemme 2.3.11

On a les assertions suivantes.

(1) Si C, est B-borné, alors

(1—1z[%)

Gl

=, 00— lp()) quand 2] - 1.
lz]<1

(2) Si C, est B-contractif, alors

(1= |=%)5
TR TeeP =

Preuve :
(1) L’hypotheése implique que 'opérateur adjoint C; : (H*?)™ — (H?)* est borné. Soit
z € D fixé arbitrairement. Comme [’évaluation 6, en z est bornée sur H? et de norme

(1 — |2[2)”% (voir Théoréme 1.2.15), il s’ensuit que
IC38 Ny < NCHIMIE:N a2y = ICoall22ll: | ar2e)--
Or, C36. = d,(;) (d’apres le méme théoreme). Donc
(1= Jp(2)")7F < [[Collaan(1 — |2?)7%.

Soit encore

(1= =) ;
il DL (+
1— ILP(Z)IZ ” 90”2,2,8
(2) Remplagant dans (), ||C,]|3 55 par 1, on obtient
(1 |3

———<- <1 pourtout zé€ D.
1= lo(2)* =

D’ou le résultat souhaité. =

Dans le théoréme qui suit, nous avons besoin de la notion de fonction a-lipschitzienne
avec 0 < o < 1. On dit qu’une fonction f, définie sur une partie 2 de C a valeurs dans

C, est a-lipschitzienne de rapport k, si

|f(z) = f(y)| < klz —y|* pour tout (z,y) € Q7.

De telles fonctions forment un espace vectoriel sur C noté Lip*(Q). Mais d’abord,

établissons le lemme suivant.
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Lemme 2.3.12

Soient f € H(D) continue sur D et o €]0,1[. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) f € Lip*(D) avec rapport k.

(2) f € Lip*(0D) avec rapport k.

Preuve :

(1) = (2) C’est immédiat.

2) = (1) Supposons, dans un premier temps, que f est analytique sur un voisinage
p g

de D.

Soit v € dD fixé arbitrairement. Considérons la fonction ¢ définie sur D par

{g(u) = =Sl 54 £y

[u—v|*

g est continue sur D. En effet, elle I'est en tout point de D\{v}. De plus, comme elle

est analytique sur un voisinage de D, on obtient

Ililir%, g(u) = 11‘1_5% (|M||u —['7%) = 0.
u€D\{v} ueD\{v} u—v

Donc, g est continue sur D. D’autre part, g s’écrit localement comme module d’une
fonction analytique sur D. Donc, elle est sous-harmonique sur D. Le principe du

maximum donne alors

g(uw) < sup g(¢) pour tout u € D,
¢edD

Or, par hypothése, on a
If(u) — f(v)] < klu—v|* pour tout u,v € 9D.
On en déduit alors que g(u) < k, pour tout u € D. Soit encore
[f(w) = f(v)| < klu—v|* pour tout w € Detv € dD. (2)

Soit maintenant v fixé arbitrairement dans D. D’apres ce qui précede, en échangeant

les roles de u et v, on trouve
|f(u) = f(v)] < kju—v]* pour tout u € D.
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Considérant la méme fonction g, on remarque que celle-ci est continue sur D et locale-
ment sous-harmonique dans D\{v}. Comme elle s’annule en v, elle est sous-harmonique
partout dans D. Une fois de plus, le principe du maximum s’applique & g pour donner

le résultat souhaité; a savoir :
[f(u) — f(v)] < kJlu—v|* pourtout u € Detv e D. (11)
Traitons maintenant le cas général. Pour tout r €]0,1[, on pose
f-(z) = f(rz) pour tout z € D.
fr € Lip*(0D) avec rapport k. En effet, pour tout u € D, on a
filw) = (Fx P)(w) = [ Pw)f(u) dm(w)
Donc, pour tout u,v € dD, on obtient

B = £@) < [ RIS (@) - f(02)] dm(w)
< k/ w)|uw — v@|* dm(w)

= klu— v]"
Puisque f, est analytique sur D(0,%), il résulte, compte tenu de (¢) et (:z), que
|fr(u) = fr(v)] < kJu —v|* pour tout u,v € D.
D’ot, par continuité de f sur D, on en déduit que

[f(v) — f(v)] < klu ~v|* pour tout u,v € D.

Remarque 2.3.13
Le résultat du lemme précédent est vrai méme pour o = 1. En effet, si f est analytique

sur un voisinage de D, la fonction

OO siu#v
g(u,v):=¢ 77
fl(v) siu=vw
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est analytique sur D? et continue sur D’. Par le principe du maximum distingué (cf.
[26] p. 26), on a

sup |g(u,v)| < sup |g(u,v)].
u,vED u,v€3D

D’olt le résultat pour f analytique sur un voisinage de D. Le cas général s’en déduit

comme dans la preuve de (2) = (1) de ce lemme.

Théoreme 2.3.14
Supposons
Y € Lz'p%(aD) avec rapportk ot 0< k< 2571, (%%)

S5i C, est B-contractif, alors p(0) = 0 et |||l < 1.

Preuve :

On a déja vu que la F-contractivité de C, entrainait la nullité de ¢ en 0. Pour établir
la seconde assertion, nous allons supposer le contraire; a savoir ||¢[le. = 1.

Par continuité de ¢ sur 9D, il existe 0 € [0,27] tel que |p(e'?)] = 1. Comme ¢ €
Lip5(dD), par le Lemme 2.3.12, ¢ € Lip#(D

tout 7 € [0, 1], on a

D) avec le méme rapport k. Donc, pour

. . . 1
L= [p(re”)| < lo(e) — p(re?)| < K1 —r)5. (1)
D’autre part, on a
1 1 1
(1-r?)P . (-n? (1+r)8
1=lo(re®)Z T 1=fo(re®®)] 1+]e(re'?)]

> 1+ r)%_ll—éﬁ%% (par le lemme de Schwarz)
1

i1 (1-r)F
> 25 r_(#:aﬂ (car 8 = 1).
Soit encore, compte tenu du (1) :

(L —r*)s >2ﬂ

su 4 > 1.
ozrat L= [p(re®)P = %
, (1—|2)% . .
Par conséquent, sup —————— > 1. Ce qui contredit le Lemme 2.3.11. u
l1<1 1 — |o(2)]

Question :
Peut-on affaiblir I'hypothese (#*) du Théoréme 2.3.14 ?

35



Définitions :
Soient X un espace de Banach, (£2, ) un espace mesuré et g un réel tel que 0 < ¢ < 0.
Un opérateur T : X — L9(Q, ) est dit borné pour ’ordre (en abrégé ob) si la fonction

maximale associée My : w+—— sup |(Tz)(w)| est ¢g-intégrable. Si de plus, ||M7|, <1,
ll=l<1

on dit qu’il est contractif pour 'ordre (en abrégé oc).

Etant donné ¢ € H(D,D), on dira que C, : H? — HY(1l < p < q¢ < o0) est ob
(resp. oc) si lopérateur C, := jC,, est ob (resp. oc); j étant I’application de H? dans
LY(0D, m) qui a f associe sa limite radiale f~.

Soit B un réel tel que 1 < 8 < co. En utilisant le théoreme de factorisation de M.
Riesz, on vérifie que C, : H? — HPP est ob (resp. oc) pour un cetain 1 < p < oo si

et seulement si il l'est pour tout 1 < p < co. Dans ce cas, on dit qu’il est 8-0b (resp.

B-oc).
Le résultat suivant (cf. [27]), caractérise les opérateurs C, 8-0b.

Théoréme 2.3.15

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) C, est §-ob.
¢ 2 d8
(@) Jo" mpemme < oo

o0

(3) >_n ¢l < oo.

n=1

Le théoreme qui suit met en évidence le cas limite 3 = oo dans le cadre des opérateurs

C, ob.

Théoréeme 2.3.16

Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) llelleo < 1.
(2) C,(HP) C H® pour tout 1 < p < 0.
(3) C,(HP) C H*® pour un1 < p < oco.
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Preuve :
(1) = (2) Soit f € HP. Pour tout z € D, on a

fllo = @ =L@ 71 fll, < (1 = llellZ) 77 [ Fllp-

|f(e(2] < N10o(2)ll (rrr)»

_1
Donc fop € H® et ||f o pllo < (1= flellZ) 21,
(2) = (3) est immédiat.
(3) = (1) Pour tout ¢ € 9D, la fonction 2z (?_-l)_zl—; est dans HP. L’hypothese
assure alors ’existence d’un nombre ¢ > 1 tel que

._.__—1.__—1- S c‘
¢ —p(2)[>
Ce qui veut dire qu’il existe § €]0,1[ tel que
| —¢(2)] =6 pour tout z € D. (%)

Soit z € D tel que p(z) # 0. La relation (x), pour { = ﬁz—;l, donne

~1)>6

Donc, 1 — |¢(z)| > 6. Ce qui signifie que |¢(z)] < 1 — 6. Cela étant vrai pour tout
z € D, on en déduit que |[pflec L1 -6 < 1. =

Remarque 2.3.17

1. D’apres les théoremes précédents, les opérateurs C, B-0b (1 < f < co) n’envoient
pas forcément H?(1 < p < oo) dans H*. Cependant, c’est le cas lorsque leurs symboles
sont dans Lip%(aD,m). Cela découle du fait que si C, est 8-0b, alors il est S-compact.
Ce qui entraine, sous ’hypothese “p € Lz'p%(aD, m)”, que ||¢]|lee < 1. Pour les détails,
voir [27].

2. Par le Théoreme 2.3.16, on en déduit que si C,(H?) C H*™ pour un 1 < p < oo,

alors C, : HP — H* est compact pour tout p.

Nous terminons ce chapitre par un théoreme qui dit que I'évaluation en 0 est le
seul opérateur de composition §-oc et que c’est le seul a envoyer H?(1 < p < o) dans

H*® de fagon contractive.
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Théoréme 2.3.18

Les assertions suitvantes sont équivalentes.
(1) C, : HP — H® est contractif (pour un p;1 < p < 00).

(2) C, est B-oc.

Preuve :
Nous allons montrer que (1) et (2) sont équivalentes a (3).
(3) = (1) Pour tout f € H? (1 <p<o0),ona

Cof =fop=f(0) € H™.

De plus,
1/ o elleo = 1£(0)] < 115

(3) = (2) Puisque C,(H?) C H*, on va considérer C, comme opérateur de H? dans
HP?. Pour tout ( € 9D, on a

Mz (¢):= sup |f(2()l= Sup 1£(0)] = |60l ey = 1.

et

Donc la fonction maximale M est dans LP(0D,m) et, || My ||g, = 1. Par conséquent,
¥ ¥

C, est B-oc.

(1) = (3) Pour tout z € D et f € H? avec ||f|l, =1, on a

[fe()] < ||f o)l < 1.

Donc,
60()llErys = (1 — lp(2)]2)"% <1 pour tout z € D.

On en déduit que 1 — |¢p(2)]? =1 pour tout z € D. D’olt o = 0.

(2) = (3) C, étant S-oc, il est B-ob; par conséquent, d’apres [27], il est -compact. Il
existe alors A C 9D tel que m(A) =1 et |¢*(¢)| < 1 pour tout { € A. Soit p € 1, 00].
pour tout { € A, on a

~ Br.— ( su * Bp _ N (L. 1 )
(AMCH‘,(C)) = (||f]|,21 Lf(™ (D) 16, (C)”(Hp)- (1 =1o"(0)]?)°
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Comme m(A) = 1, 'intégration sur D donne

8 — 1 rr dé
1Mz, Iz =2 ho” et

o e

N 1 2T .
=1 __/ *( _10\12n d(9 )
+HZ=:1(27r [ LT (N)F dO)

Or, d’aprés I’hypothese, HJV[@HM < 1. On doit donc avoir ¢p* = 0 sur A. Ce qui

entraine, compte tenu d’un résultat classique (cf. [19] p. 17), que ¢ = 0. n
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Troisieme chapitre :

Opérateurs de composition sur les espaces
H% (1 <p<oo)
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3 Opérateurs de composition sur les espaces H%

(1<p< o)

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux opérateurs C,, définis sur ’espace de Hardy H% ou

X est un espace de Banach. On dit qu’une fonction f de H(D, X) appartient a HY si

1AIP = sup o= [ 17(re®)ll% db < o0
0<r<l 2T JO

Muni de cette norme, H% est un espace de Banach. En particulier, si X = H est
un espace de Hilbert séparable de base orthonormale (e,)nen, 'espace HY devient un
espace de Hilbert dont les fonctions €., : 2 — 2™e, (m,n € N) forment une base
orthonormale.

Certaines propriétés des fonctions analytiques se généralisent sans difficulté aux fonc-
tions holomorphes & valeurs vectorielles. Par contre, le principe du maximum “fort”
ne s’applique pas toujours. Autrement dit, si f est une fonction holomorphe sur un
ouvert connexe ( de C et, si || f(z)|| admet un maximum, alors || f(z)|| est constante.
Mais, f n’est pas nécessairement constante (contrairement au cas scalaire). Penser par
exemple & la fonction f qui a tout z € D associe le couple (1, z) avec ici, X = C?
muni de la norme ||(z1, z2)|] = max(|21],]22|). Dans cet exemple, nous avons | f(2)]]
constante (égale a 1) alors que f ne l’est pas. Toutefois, dans [14] (p. 164), on établit
une condition nécessaire et suffisante sur I'espace X pour que ce principe reste valable;
a savoir que X est strictement c-convexe.

Dans la suite, nous supposons que X vérifie la propriété de Radon-Nikodym analytique
(voir préliminaires sur les H% ). Dans ce cas, on peut identifier H% au sous-espace des
fonctions de L% (9D, dm) dont les ccefficients de Fourier d’indice négatif sont tous nuls.
Cela est di a I'existence presque partout de la fonction limite radiale f*. Ce qui nous

permet d’écrire :

1717 =11 = o= [ 1575 do.

Dans le cas d’un espace de Hilbert H, on utilise l'identité de Parseval pour montrer

que, si f € HY avec f(z) = 2"u, € Hf, alors || f]|> = D ||luallf-
n=0

n=0
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3.1 Opérateurs de composition contractifs

De méme que dans 1’étude sur H? , la condition ¢(0) = 0 est suffisante pour que C,
soit de norme 1. En effet, le principe de subordination de Littlewood, généralisé aux
fonctions vectorielles, s’applique ici & la fonction sous-harmonique |[f()|% = (¢ —
) o |l F()llx-

Afin de prouver sa nécessité nous avons besoin de la continuité de I’évaluation qui

prend ses valeurs cette fois dans X.

Lemme 3.1.1

Pour tout z € D, on a les assertions suivantes.

(1) l’évaluation

6, HY — X
fo—f(2)

est bornée et |6, ||puz x) = (1 —[2*)77.

e

(2) il existe T, € X~ tel que

Ire8llany = (1= [21)7.

Imollx« =1 et

Preuve :
(1) Soit T € X* avec ||7]

F:zv+— 7(f(2)) = F(z) est analytique dans D puisque f l’est aussi et 7 est linéaire.

x+» = 1. Pour tout f € H%, 'application

D’autre part, pour tout r € [0,1], on a

%/0% [m(f(re?)IP db < 51;/0% 1 (re®) B 4o < || f]P.

Donc F € H” et ||F|l, < ||f]I.

Pour tout z € D, on a

6:fllx = [lf(2)llx = sup |7(f(2))I-

ITllxs=1

Or, pour tout 7 € X*, on a
I (F(2))] = |F(2)] < (1= |2P)FIF], < (1= =) 77l

Il s’ensuit alors que
_L
N6l Beam x) < (1 — |2]%)7%.
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g -

Pour terminer la preuve de (1), on prend la fonction f, : w —— ((:_zlz%}l_)_) uavecu € X

tel que ||lul|x = 1. Cette fonction est dans H%, de norme 1 et ||6.f.]|x = (1 — [2]*)7>.
On en déduit alors que

16: 1Bz, x) = (1 = |z)? )
(2) Pour tout z € Det 7 € X* onarté, € (H)" et

Im8:llarg)- = sup |(78:)f| = sup |7(f(2))]
HE lIsl=1

Or, par le théoréme de Hahn Banach, pour tout z € D avec f(z) # 0, il existe 7, € X~
tel que

=l =1 et 7(f(z)) =lf(z)llx

Donc, pour ce 7,, on a

I728:1l gy = sup Im=(f()] = sup [If(2)llx

I]=1 If1l=1
f(2)#0 f(z)#0
= sup [|f(z)llx X)
lIfl1=1 .
= (- =)
ou la derniere égalité découle de l'assertion (1). ' =

Remarque 3.1.2
Dans le cas d’un espace de Hilbert H, sachant que 'on peut écrire || f||* = Z lunll%

pour tout f € H%, on peut retrouver ’assertion (1) du Lemme 3.1.1 en utlhsant

'inégalité de Cauchy- Schwarz.

Théoréme 3.1.3

Les assertions sutvantes sont équivalentes.

1) C, est contractif sur H% .
@ X

(2) ¢(0)=0.
Preuve :
(1) => (2) 'hypothese entraine que ||C}|| < 1. D’autre part, d’apres le Lemme 3.1.1,
il existe 7 € X~ tel que ||7|[x- =1 et |[76u(0)ll(mz) = (1 — |99(0)|2)_%. Il vient donc

L2 (|Gl lImdollars)e 2 1C5(80)llaz)e = 760l arz)- = (1 — |0 (0)[F)7%.

Ce qui donne ¢(0) = 0.
(2) = (1) a déja été expliqué au début de ce paragraphe. u
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3.2 Opérateurs de composition isométriques

Théoréme 3.2.1

Soit H un espace de Hilbert. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) C, est isométrique sur H}.

(2) ¢ est intérieure et ©(0) = 0.

Preuve :

(1) = (2) est valable méme pour H% avec X non hilbertien et p # 2. En effet,
I'hypothese entraine que C,, est de norme 1. Donc, d’apres le Théréeme 3.1.3, ¢(0) = 0.
Par ailleurs, si u € X avec ||ul]|x = 1, la fonction ¢.u : z — @(z)u est dans H%. C,

étant isométrique, donc
llp.ull = [|Co(idp-u)|| = [edp.ul| = 1.

Ce qui signifie que [ |¢*[? dm = 1. Mais comme ||¢|lce < 1, il s’ensuit que |p*| =1
presque partout suragD. Autrement dit, ¢ est intérieure.

(2) = (1) commencons d’abord par remarquer que pour toute suite (uy )ey d’éléments
de H, la famille {¢™.u,;n € N} est orthogonale dans H7,. En effet, pour tout (m,n) €

N? tel que m # n, on a

<P U, @ Uy > = = [T (€)o7 () < U, up >g dO
= (£ 57 ™ (%) db) < tm,un >n

=™ 0) < U, U, >g=0

Soit maintenant f € H¥ avec f(z Z z"u,. On a alors (C,f)(z Z p"u, et

n=0

o] o0
ICAI* = D ™ uall® = 3 luallr = A1
n=0 n=0
D’ou 'assertion (1). |

Question :
L’implication (2) = (1) du Théoreme 3.2.1 peut-elle avoir lieu lorsque X est nn espace

de Banach non hilbertien 7
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Lemme 3.2.2

On a les assertions sutvantes.
(1) Si DN I(p(D)) =0, alors p est surjective.

(2) Si DN A(p(D)) # 0 alors, il existe v € D et (zx)rexy C D tels que
klim lzi] =1 et klim o(z) = v.

Preuve :

(1) Puisque ¢ est analytique non constante, d’aprés le théoréme de ’application
ouverte, p(D) est un ouvert de D. D’autre part, si l’on désigne par WD I’adhérence
de ¢(D) dans D, on a

p(D) =9(D)ND =¢(D)U(dp(D) N D) = (D).
Donc, ¢(D) est a la fois ouvert et fermé dans D. La connexité de D entraine alors que
D = (D), et on a la surjectivité de .
(2) Soit v € DNI(p(D)). Il existe alors une suite (2x)kex dans D telle que klirn ©o(z) = v.
-0
Supposons que klirn |zi| # 1. Alors, modulo extraction, on peut supposer qu’il existe
—00
w € D tel que klirn z; = w. Cela implique que

v=lim o(z) = p(w) € ¢(D).

Ce qui est absurde puisque ¢(D) N d(¢(D)) = 0 (p(D) étant un ouvert strictement

inclus dans C). L

Théoréme 3.2.3

Les assertions suivantes sont €quivalentes.
(1) C, est inversible sur H%.

(2) ¢ € Aut(D).

Preuve :

(1) = (2) montrons d’abord que ¢ est injective.

Solent z et w dans D tels que ¢(z) = ¢(w). Alors, pour tout 7 € X, 7(6, — b,) €
ker(Cy). Or, Cj est inversible. Donc, ¢, = §, dans B(H%,X). Cela entraine que
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6.(tdpu) = é,(idpu) pour tout u € X. soit encore zu = wu pour tout v € X. 1l
s’ensuit alors que z = w, d’ou l’injectivité de ¢. Montrons maintenant que ¢ est
surjective. Pour cela, supposons le contraire. Alors, d’apres le Lemme 3.2.2, il existe

v € D et une suite (zx)rey C D tels que
lm |zx] =1 et Hm o(z) = v.
k—oo k—oo

78,

T ou T est la forme linéaire donnée par le Lemme 3.1.1. Comme
zk (HX)"

On pose 74, := 73

ki

T llmzye = (L= [2*) 77 et |T8ellaz)r < (1= lo(z)*) 77,

il s’ensuit que
”T5<p(zk)l|(H;)' 1— |z 1
78z llargys — 1= lo(2e)l?

R ]

1CETkll gy =

DOHC, klg?o “C;Tk”(Hf()‘ = 0. Mais, 1= “Tk“(HS’()t S ”C;_l”B(H;)“C;Tk“([_[g()-, d’ou la
contradiction. Par conséquent, ¢ est surjective.
(2) = (1) Phypotheése implique que ¢~! € H(D, D). Donc C, -1 est borné sur H% et

c’est précisément 'inverse de C, dans B(H%). u

Corollaire 3.2.4

Les assertions sutvantes sont équivalentes.
(1) C, est unitaire sur H%.
(2) ¢ est une rotation.

Preuve :

(1) = (2) cela découle des Théorémes 3.1.3 et 3.2.3.
(2) = (1) ¢ étant dela forme ((z) = % 2. Donc, pour tout f € H et r € [0,1], on a

1 2T . 1 27 +6o . 1 27 .
- i(6+60)\ )P — w0y P —- T ANTE:
5 | e N do = o= [T fre ) a0 = o [T 17re) e 40
D’ou
. 1 2r ;
Il = lim o= [ (eI db = 1£17
r<t

C, est alors isométrique. Or il est bijectif puisque ¢ € Aut(D). Par conséquent, C,

est unitaire sur H%. =
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3.3 Opérateurs de composition de Fredholm

Rappelons que sur 'espace H?, la classe des opérateurs C, de Fredholm coincide avec
celle des opérateurs C,, inversibles (voir [5] ou [34]). Le lemme suivant sera utile dans

la généralisation de ce résultat au cas vectoriel.

Lemme 3.3.1
Sotent Y un espace de Banach et T € B(Y). Sl eziste une suite (Y )new C Y vérifiant

lyall =1, =0 et lim [Ty =0,
alors T ne peut pas étre un opérateur de Fredholm.

Preuve :
Soit (yn)new une suite comme dans le lemme. Supposons que 7' soit un opérateur
de Fredholm. Alors (cf. [35]), il existe S € B(Y) inversible et K € K(Y') tels que
ST =1+ K. De I'inégalité

STyl < IS Tyx1l,
on déduit que lim |[STyy,|| = 0, autrement dit que limy—.oo ||y + Kynll = 0.
D’autre part, on a lim,_. || Ky.| = 0 puisque y, = 0 et puisque K est compact. Il en

résulte que lim, . ||[y.|| = 0, ce qui est une contradiction. n

Théoréme 3.3.2

Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) C, est un opérateur de Fredholm sur H%.
(2) ¢ € Aut(D).

Preuve :

(1) = (2) Montrons d’abord que ¢ est injective.

Supposons le contraire. Il existe alors deux points distincts a et b dans D et deux
disques disjoints D, et D, contenus dans D et centrés respectivement en a et b tels que
w(a) = ¢(b).

Par le théoreme de V'application ouverte, I’ensemble Q := ©(D,) Np(D,) est un ouvert
non vide de D (p(a) € ). Soit (wn)nex une suite de points distincts de Q. Il existe
alors deux suites (an)ney C D, et (b, )nexy C Dy telles que

c,o(an) = So(bn) = Wn-
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Pour tout 7 € X*, la suite (7(6,, — 8,))nex est dans ker(C}). On va prouver qu’elle
est linéairement indépendante pour au moins un 7. Cela permettra de conclure que

dim(ker(Cy)) = co. Ce qui sera en contradiction avec (1). Pour tout N € N, con-

sidérons des nombres complexes Ay, g, -+, Ay tels que
N
Z /\nT((Sﬂn - 5bn) = 0 (*)
n=1

Soit z € X avec z # 0. Pour tout £ = 1,2---, N, en appliquant (x) & une fonction
f € H% telle que f(a,) = d1z et f(by) = 0 pour tout n = 1,---, N, on obtient
Ar7z = 0 pour tout 7 € X* et k=1,2---N. Or, comme z # 0, par le théoreme de
Hahn Banach, il existe 7o € X tel que ||| = 1 et 7oz = ||z||. Cela entraine que A =0
pour tout k = 1,2---  N. D’ol I'idépendance linéaire du systeme {79(8s, — b, );n € N}.
Montrons maintenant que ¢ est surjective.

Si on suppose le contraire, le raisonnement utilisé dans la preuve du Théoreme 3.2.3
assure 'existence d’une suite (7 )rex C (H%)™ avec ||7k] = 1 et klinolo 1Comell a2y = 0.
De plus, on a 74 = 0. En effet, soit F' € H%. Posons f(z) = 7(F(z)) o 7 est la forme

linéaire intervenant dans l'expression de 7. On a alors f € H? (|| fll, < |[|[F||) et,

T(F(z)) f(z) 6, (f)
(F) = = = — 0.
) = sy~ Troallumy ooy £

(Cette limite a été calculée dans [27]). Cela implique, d’aprés le Lemme 3.3.1, que C;
ne peut pas étre de Fredholm. Ce qui signifie que C, ne peut pas I’étre non plus, d’ott
la contradiction.

(2) = (1) D’aprés le Théoreme 3.2.3, C, est inversible sur H%. Donc, il est de
Fredholm. ]

Remarque :
Si la compacité des opérateurs C, n’a pas été étudiée sur H%, c’est parce qu’elle entraine
automatiquement la condition dim X < oo. Cela résulte du diagramme suivant dans

lequel p; et uy désignent respectivement les injections canoniques de HP et de X
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dans H? ® X.

H & mrex & X

Col 1C, ®udx Ludy

Notons que, trés récemment, les auteurs de [33] ont caractérisé les opérateurs C.,

faiblement compacts sur H% pour X réflexif. Ils ont prouvé que ceux-ci sont exactement

ceux qui sont compacts sur H”.
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Quatrieme chapitre :

Opérateurs de composition bornés pour

P’ordre sur les espaces de Hardy et la

classe de Nevanlinna !

1Ce chapitre fait I'objet d’un article (cf. [28]) qui paraitra dans Studia Mathematica.
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4 Opérateurs de composition bornés pour ’ordre
sur les espaces de Hardy et la classe de Nevan-

linna

Dans ce chapitre, nous étudions les opérateurs C\, bornés pour l'ordre. On les considere
d’abord sur les espaces de Hardy H? (0 < p < 00), ensuite sur la classe de Nevanlinna
N munie de la distance d introduite dans le premier chapitre. Sur cette classe, la con-
tinuité de C, est due essentiellement au principe de subordination de Littlewood (voir
Théoreme 1.2.6). A noter que l'inclusion C,(N) C N est une conséquence directe des
égalités suivantes et du théoréme de Nevanlinna qui dit que toute fonction f € A s’écrit

comme quotient de deux fonctions g et A de H* avec h sans zéros (cf. [19] p. 16) :

Co(fg9) = (C,f).(C,g) pourtous f,g € H(D)et,
C, %) = -ci—f pour tout f € H(D) sans zéro dans D.

Par ailleurs, le probléme de sa compacité sur A/ n’a été completement résolu que
récemment dans [4]. Il y est prouvé que C,, est compact sur NV si et seulement si il est
compact sur H2. Notons que le probléme analogue sur les espaces HP a déja été réglé
récemment (voir [45]).

Les opérateurs C, bornés pour 'ordre de H? dans H? ont été caractérisés en termes
des moments analyiques ||¢™||; (voir [27]). Ici, nous allons généraliser ce résultat en
jouant sur les espaces source et but. Notre résultat principal consiste a caractériser les
opérateurs C,, bornés pour 'ordre de V' dans H?. Nous verrons qu’ils sont parmi ceux
qui envoient la classe F'* (vue au premier chapitre) dans I'espace HY; c’est & dire ceux

dont le symbole ¢ vérifie :
™l = O(e™™) pourun A >0 (voir [42]).

Nous verrons également, a la fin de ce chapitre, qu’ils sont exactement ceux qui envoient
N dans H? contintiment et compactement.

Notons que certains auteurs ont étudié les opérateurs C, bornés pour l'ordre entre
d’autres espaces et les ont caractérisés par le biais d’opérateurs intégraux et absolument

p-sommants (voir [27] et [15]).
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4.1 Définitions

1. Soit X un groupe topologique abélien additif muni d’une distance d invariante
par translation. On note Bx(0, s) la boule fermée de X de centre 0 et de rayon s. On

dit qu'une partie £ de X est bornée s’il existe s > 0 tel que £ C Bx(0, s).

2. Soit h une fonction positive croissante sur [0, +oo[. On désigne par L ’ensemble

des fonctions f mesurables sur D telles que

[ (1) d6 < oo

On dit qu’une application T : X — L, est bornée pour l'ordre si I'image par 1" de toute
partie bornée de X est latticiellement bornée. Ce qui signifie que la fonction maximale

M(T,s):= sup [Tz

Ieﬁx(o,s)
appartient a Ly, pour tout s > 0.

3. Dans le cas des opérateurs de composition, on prend X = H? (0 < p < o) ou
X = N et on aalors C,(X) C X, pour tout ¢ € H(D,D). D’autre part, on prend
h(z) = log™ z := max(logz,0) ou h(z) = 27 (0 < ¢ < o). On se limitera toujours
a ces deux exemples dans lesquels L, est un espace vectoriel et, a la place de L;, on
écrira log® L si h(z) = log™ z et L7 si h(z) = 2.
Etant donné une fonction ¢ € H(D, D) telle que |p*(e??)] < 1 presque partout,
on dira que C, est (X, Li)-borné pour ['ordre et on écrira (X, Lj)-0b, si l'opérateur
C,:=joC,: X — Ly est borné pour l'ordre. (Rappelons que j(f) = f*).
D’apres cette définition, nous constatons que les opérateurs C,, (X, L;)-o0b sont étroitement
liés aux opérateurs d’évaluation sur X aux points de I'ensemble D N ¢*(9D).
Dans tout le reste, la classe A/ sera munie de la distance d introduite dans le second
chapitre et 'espace X = HP de la distance d(f,g) = ||f —gllp sil < p < oo et de
la distance d(f,g) = ||f — g||? si 0 < p < 1. Notons que, dans les deux derniers cas,

’homogénéité de la distance entraine que

sM(C,1) si 1<p< oo

M@,s = 1 -
(Cers) {SFM(C¢,1) si 0<p<1

et, cela implique que C, est (HP, L;)-0b si et seulement si
Mg, = M(C,,1) € La.
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Remarque :

La classe des opérateurs de composition (X, Lj)-0b est stable par automorphismes de
D. En effet, il est clair que si § : X — X est borné; c’est a dire, si S envoie toute
partie bornée sur une partie bornée, et si T : X — Lj est borné pour l'ordre, alors

TS : X — L, est borné pour 'ordre. Puisque, pour tout 3 € Aut(D), nous avons
Cyop = CypCly,

on en déduit que si C, est (X, Ly)-0b, il en est de méme de Cyo,. Inversement, s’il
existe 1o € Aut(D) tel que Cy,o, soit (X, Ly)-0b, alors, d’apreés ce qui précede, il en
est de méme de Cy,, pour tout 3 € Aut(D), en particulier, pour % : z — z. Donc, C,

est (X, Ly)-0b. D’autre part, en remarquant que

M(Cpoy,s) = M(C,, ) 0,

presque partout sur D, pour tous ¥ € Aut(D) et s > 0, nous déduisons que C,, est

(X, Ly)-0b si et seulement si il en est ainsi pour Copoy.

4.2 Opérateurs de composition (H?, L,)-ob

Le théoréme suivant généralise le résultat de H. Hunziker et H. Jarchow établi dans

[27].

Théoréme 4.2.1

Les assertions sutvantes sont €quivalentes.

(1) C, est (H?, Ly)-o0b.

> n? Yt < 0o si h(z) = 2.

@ = el
> < o0 st h(z) =log" z.
n=1 n
Preuve :

Puisque |¢* ()| < 1 presque partout, (f o p)* = fop* et, par le Théoreme 1.2.15, on

obtient ‘
1\/[@(@’9) = sup |[(fo @) ()]
f€Byp(0,1)
= sup |f(¢"(e”))
feByr(0,1) .

= (1= g (D) >,
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Pour h(z) = 29, le résultat est prouvé dans [27]. Pour k(z) = log* z, nous avons
T 1 *( 1
h(Mg, (e7)) = 5 log(1 = |"(e ).

Cette identité, compte tenu de ’encadrement 1 < 1+ |p*| < 2, implique que Mg, € Ly
si et seulement si log(1 — [¢*|) € L!. Utilisant le développement en série entiére de la

fonction z — —log(1l — z), il vient

o |(,9*(6i9),n

—log(1 — [ (e”)) = 3 —

n==1

pour presque tout e,

Enfin, par le théoréme de Beppo-Levi et I’égalité ||o*[l1 = ||¢ll1, on conclut que (1) et

(2) sont équivalentes. ]

D’apres la définition et l'inclusion L? C log* L, les opérateurs de composition
(H?,L%)-0b sont nécessairement (H?,log* L)-0b. Cependant, la réciproque n’est pas

vraie, comme le confirme la proposition suivante.

Proposition 4.2.2
Il existe une famille & un paramétre d’opérateurs de composition qui sont (HP,log® L)-

ob pour tout 0 < p < oo et qui ne sont (H?, L?)-0b pour aucun couple (p,q).

Preuve :

Pour montrer ’existence d’une telle famille, il suffit d’appliquer le Corollaire 1.2.27 a

une famille de suites de moments (F3(n)),en satisfaisant

Z—-ﬁ(n)<oo et Z—M:oo pour tout 0 < a < 1. ()
n=1 n n=1 ne

Ensuite, on acheve la preuve en faisant appel au Théoreme 4.2.1.
Par exemple, toute suite équivalente & (logn)™# avec 8 > 1 vérifie (¢). En particulier,

pour tout 8 > 1 la suite (Fp(n))ney définie par
Fg(n) = (1 +log(n +1))7°

vérifie (o) et c’est une suite de moments (appliquer le Théoreme 1.2.25 et la formule de
Faa di Bruno rappelée dans [29] et employée dans la preuve de la Proposition 4.3.6).
Or, puisque Fg(n) — 0 et & = o(F3(n)), le Corollaire 1.2.27 assure I’existence de
wg € H(D, D) telle que

5l ~ Fp(n).
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D’ot, par le Théoréme 4.2.1 et (), nous concluons que les opérateurs Cy,, (8 > 1) sont

comme dans la Proposition 4.2.2. u

Remarque :
Dans la preuve de la proposition précédente, on a nécessairement ||¢g|lcc = 1. En effet,

si ||¢slleo < 1, on devrait avoir

(logn)™ ~ lloplls < llesll%.

Ce qui serait absurde. A noter qu’un opérateur C,, tel que ||¢|c < 1 est nécessairement

(HP, L?)-0b pour tous 0 < p,q < 0.

Voici maintenant une construction explicite (ne faisant pas appel a [29]) de plusieurs
opérateurs de composition qui sont (H?, L?)-0b, pour tous 0 < p,¢ < oo et induits par
des fonctions ¢ € H(D, D) telles que ||¢|c = 1.

Soit @ > 0. On considere une partition mesurable (4;)jex~ du cercle unité telle que
m(A;) = e*(e™*V7 — ¢70VIFT),
Définissons la fonction g, sur 9D par

zt ._____Ze Va__xj ,

Jj=1

ou x; désigne la fonction caractéristique de I’ensemble A;.

Nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.2.3

La fonction extérieure ¢, définie sur D par

Palz) : ‘_eXP(l /% e”_*_zlogga( )dt)

27 eit —

induit un opérateur de composition (HP, L?)-0b pour tous 0 < p,q < oo.

Preuve :

Puisqu’on a

—logga(e?) =>" TXJ' 0]

j=1VJ
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par intégration, on obtient

1

o

2 . P o oo
—log g (€") dt = —m(A;) La) m(4;) =a.
/ () dt =3 Zm{A;) € o3 (4

Donc log g, est intégrable sur 9D et on peut prendre la fonction extérieure associée ¢,

(définie comme dans 1’énoncé). Nous avons

|pa(2)] = exp(u(2)),

olt u(z) est 'intégrale de Poisson de la fonction négative log g, (0 < g < 1). Il s’ensuit

alors que ¢, € H(D, D). Rappelons (cf. [19] p. 5) que
u*(e’?) = log go(e") pour presque tout e,

Ce qui donne

lon ()] = go(e) < 1 pour presque tout e®.

Notons qu’ici, on a ||¢al|ec = 1. Pour le reste de la preuve, observons que

|
J—
S~
)
3
[w)
R 3
PN
mN
-
QL
T

ol = 5

Cela entraine que
b g
Z np_1||80nl|1 < oo pour tout 0 < ¢ < 0.
n=0
Enfin, on achéve la preuve en utilisant le Théoreme 4.2.1. =

Remarque :
Dans la preuve de la proposition précédente, la majoration des moments analytiques
a été suffisante pour établir le résultat. Toutefois, on peut trouver un minorant de la

meéme forme. En effet, on a

el = o [ antet) e
= e
Pallt 21 Jo Ja
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2n—-1 an

Z: e Vim(4;)

v

2n—1

e™ /" 37 m(4;)
j=n

— @ nea(e-—aﬁ — e Zn) ~ eae-—2a\/ﬁ.

v

4.3 Opérateurs de composition (N, L;)-0b

Lemme 4.3.1

On a les assertions suivantes.

(1) Pour tout s > 0, il existe by,c, > 0 tels que

Cs

)< sup [f(2)] < exp( ) pour tout z € D.

bs exp(
1— |z F€BA(0,5)

1 — |z

(2) Pour toutp>0etz€ D, ona

D
s 1f()] 2 exp(p2)
f€BN(0,p+1) - lzl

Preuve :
(1) Soit f € FN(o,sy Par le Lemme 1.2.20, on a

4

[f(2)] <exp (1—“jl) —1<exp (13—721)

Ce qui donne I'inégalité droite. Pour établir I'inégalité gauche, posons pour 0 < ¢ < 1:

(1 +w)

fe(w) :==exp ( ; ) -1 =:exp(g.(w)) — 1

et montrons d’abord que

[ felly < 6ve. (*)

En effet, pour tout i <r<lettout0<e<n, ona

1) 1= o [ log(1 + £(re)) d0 = log(1 -+ (re")) df

- 2_77' |6]><
1 6
5 L Jos(1+ 1fe(re)]) do

=: L(r)+ L(r)
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Sur P’arc {e' : |#] > €}, on utilise la majoration (noter que Re(g.) > 0)

exp(cP,(e)) < QICTT exp(cP,(e?)).

(XY . ’ 0 ’ y . . 2 [y
La derniere inégalité découle de |1 — re?|? > 4r sin? % > sin? % > %2—. D’ou

2c

|fo(re)] < lge(re”)|exp (Rege(re®)) < 1= re?]

L+ [fo(re®) < (14 2%) exp(cP,(e%)) < exp(?fez) exp(cP.(¢7)),

puis
1 = 2 . 2
L(r) < —/ ("5 4 P (e)) db = % +e.

— 2 Jx €

Sur I’arc complémentaire {e : |#| < €}, on utilise la majoration
log <1 + [exp(gc(w)) — 1|) < log (2 + exp(Regc(w))) < 2+ Reg.(w)
pour montrer que

1 ; 2¢e
< — 2 @ <= +e
hr) < 5 /MSE( +eP (M) db S = 4 e

Dot I(r) < 2c+ %% + 2 ce qui donne () en choisissant ¢ = m/c.
Donc, si on prend ¢ = ¢, := min(g—:;, 1), on voit que f, € By (0, s).
Maintenant, pour tout z = |z]e’* € D, la fonction A, définie par h.(w) := f.(e™"*w) est

aussi dans By (0, s), puisque ||kcllar = || fo]|la. D’autre part, on a

|he(2)] = exp (_——C(llj”zz]')) -1
> eXp(l _clzl) -1

2 (1= exp(i—)

Il s’ensuit que,

sup |f(z)] 2 he(2)| 2 bexp( );

FEBA(0,5) 1 — ||

oub=2"b,:=1—e"°.

(2)  Pour tout p > 0, considérons la fonction k, définie sur D par

p(l + w)

1l —w

).

ky(w) := exp(
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Comme

log(1 + [kp(re”)]) < 1+ log* ([ky(re”)]) < 1+ pP(e?),
Vintégration suivie du passage & la limite quand r tend vers 1 entraine que [[k,|lx <
1 4+ p. De méme que dans la preuve de (1), pour tout z = |z]e’* € D, la fonction

l, : w — ky(e™**w) appartient & Bur(0,p+ 1). De plus, elle vérifie

p(1+z]) P
= _) > —_).
|lP(Z)| exp( 1 — ,ZI ) - exp(l _ |Zl)
Par conséquent, pour tout z € D, on a
P
sup  |f(2)] 2 [lp(2)] 2 exp(7— IZI)'

fE€BN(0,p+1)

Ceci acheve la preuve.

Remarque :
D’apres (2), les constantes b, = 1 et ¢; = s — 1 conviennent pour tout s > 1. En

outre, pour les s suffisamment petits, on peut montrer qu’il existe des constantes b, et

¢, vérifiant :
s
by ~ ¢y ~ T
og 5

Théoreme 4.3.2

Les assertions suivantes sont €quivalentes.
(1) Il eziste s > 0 tel que M(C,,,s) € log¥ L.

(2) C, est (NM,log* L)-ob.

(3) 3 "l < oo.

n=0

(4) C, est (HP, LP)-0ob pour un et donc tout 0 < p < co.
(5) C,: H* — H? est de Hilbert-Schmidt.

Preuve :

Nous rappelons que (3), (4) et (5) sont équivalentes (voir [27] et [47]).

Par définition, (1) n’est rien d’autre que l’intégrabilité de toutes les fonctions log™ (M(C,,, s)).
Pour presque tout €Y, on a

M(Cy,s)(e?) = sup |f(o™(e?))].
fEBA(0,5)
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Par le Lemme 4.3.1, il existe b, c; > 0 tels que

C - . 2s
b exp(—————) < M(C,, s)(e?) < exp(—————
(1—,@*(619),) ( ¥ )( ) (1—199*(6“9”)
presque partout sur 0D.
D’autre part, comme la fonction log* est croissante et
log* (b, exp(+—rzr)) 2 log(l + by exp(————r)) — 1
1 — Jo=(e®)] 1= [=(e?)]
c
——— +log b, — 1,
)
il s’ensuit que
c ~ ‘ 2s
— __tlogh,—1 <logt M(C,,s)(e") < —————
T~ T (") (Cor N < T riem

presque partout sur §D. En développant 2= aux points = = |¢*(e?)| < 1, puis, en

appliquant le théoreme de Beppo-Levi, on en déduit que, pour chaque s > 0 fixé,
M(Cyys) €logt L siet seulement si Y [l [l < co.
n=0
Le Théoréme 4.3.2 s’ensuit alors en tenant compte de l'égalité |[¢"]|; = ||¢™ |1 u

Le lemme suivant va jouer un réle déterminant dans la caractérisation des opérateurs
. : : : _2
de composition (N, L7)-0b. Une partie de ce lemme (la majoration sans le facteur n™1)

se trouve dans [41] p. 106.

Lemme 4.3.3
Pour tout p > 0, il existe c1(p), ca(p) > 0 tels que

eXp(l .Zi z) =Y a(p)z" pour toutz € D,

n=0
avec
cl(p)n_%e2m < a,(p) < CQ(p)n"%ez‘/ﬁ pour toutn € N™.

Preuve :

Pour tout z € D, nous avons

exp(
l -z k=1



i'i (n+k n

z
DDV 0
o0 oo 7Z-+ k) .
X_: Z k'k+1)z
D an
n=0
avec, pour tout n € N,
o1& i (R
an(p) = ng El(E+1)!
_ i et )(n+2)---(n+k)
- =P R+ 1)

2 Ly - (e

Ici, I est la fonction de Bessel J; modifiée, définie par

)1+2k

=S by

Or, il est connu (cf. [32], p 123) que, pour z € Rt :
Li(z) ~ 82(271'2)_% quand |z| — oo.

D’ou une minoration de la forme

3

an(p) 2 cr(p)n~Fe/ .

Par ailleurs, si on pose

e DE+2) (k) L
Uk =P PIE] pour tout £ € N,

on peut trouver A, > 0 tel que

B < <5 tout k > A /7.
up  (k+1)(E+2) ~ 52 <5 pourtoutk > AT
On remarque alors que le reste d’ordre A,\/n de la série »  uy vérifie
keN
Z uk = of Z ux) quand n — oo.

k>Ap/m k<ApV/n
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D’autre part, pour tout £ € N, on a

k+1,.k k+1,k
p*in 1 k prrnt s
R il W Iy £ T
pErn ) D S naTe

U =
On obtient donc

an(p) = Y. uk+ Y. w

k<Apv/n k> ApV/n
<2 ) w ( pour n assez grand)
kE<Apy/m
5 Pk g
< 2 en
k<A\/_k'(k+1)
prHink
< ¢ ) T (pour une constante ¢ > 0)
b A "k +1)!
o0 k+1,. k
pn D1
< ——— = ¢(=)2[1(2/np).
S el pGan - dRThevRR

La derniere inégalité et le comportement de la fonction /; quand |z| — oo entrainent
une majoration de la forme
@, (p) < ca(p)n~ TR/,

Ce qui acheve la preuve.

Remarque :
On peut montrer que les meilleures constantes c;(p) et c;(p) dans la preuve du lemme

précédent vérifient :

alp) 26 if p>2pr >0
C2(P)S52 if p<pr<oo
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Théoréme 4.3.4

Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) ll¢™ll. = O(e~") pour tout t > 0.
(2) C, est (N, LY)-0b pour tout 0 < g < co.

(3) Cy est (N, LY)-0b pour un 0 < ¢ < co.

Preuve :

(1) = (2) Remarquons d’abord que (1) est équivalent a

> eV |||, < oo pour tout ¢ > 0. (1)

n=0
Soient ¢ et s deux réels fixés arbitrairement dans |0, +oc[. D’apres (1) du Lemme 4.3.1,

nous avons

M(C,s)(e®) = sup  |f(p™(¥))] < exp(—s ). (0

FEBN(0,3) 1 — |p*(e?)]

D’autre part, le Lemme 4.3.3 donne une constante positive cz(gq, s) telle que

(i) < erlg5) 3. VT () (i)
exp(——r——7) < &g, s e e (). i
1 — J=(e?)] =t

(La série, dans (42), converge presque partout car |p*(e?)] < 1 presque partout). Or,
d’apres (1), la série

Z e%/?n.qs“Lpn”1

n>1

converge. Donc, par le théoreme de Beppo-Levi et 'egalité ||¢™||; = ||¢™" |1, la fonction

> I ()]

n=1
est intégrable sur dD. Cela implique, compte tenu de (i) et (¢2), que la fonction maxi-
male M(C,,,s) est g-intégrable sur dD. Par conséquent, comme s et ¢ sont arbitraires,
lopérateur C, est (N, L?)-0b pour tout 0 < g < oco.
(2) = (3) est immédiat.
(3) => (1) Soit ¢ > 0 fixé arbitrairement. L’hypothese signifie que

M(C,,s) € LY (8D, m) pour tout s > 0.
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D’apres (2) du Lemme 4.3.1 appliqué a p = %, on a
P

M(C,,p+1)(") = sup fe* ()] > exp(—-—=x).
Copt 1 = sup ()] 2 exply— o)

Maintenant, la g-intégrabilité de M(C,,p + 1) sur 8D entraine D'intégrabilité de la
¢2 o
fonction : ¥ — eXp(i—_]ap?(_yT):)' D’ot, par le Lemme 4.3.3, la fonction Z n'%etﬁlgo*l"

n=1

est intégrable sur 9D et on obtient alors la convergence de la série » n‘%etﬁncpnlll, en
n=1
faisant appel au Théoréme de Beppo-Levi et & 1'égalité ||¢"||; = ||¢*"||;. Finalement,

puisque t est arbitraire, (1') et (1) s’ensuivent. n

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des Théoreme 4.3.4 et 1.2.8.

Corollaire 4.3.5
SiC, est (N, L7)-0b pourun 0 < q < 00, alors il est (H?, L?)-0b pour tous 0 < p,q < 00.

La réciproque du Corollaire 4.3.5 n’est pas toujours vraie. Plus précisément, on a

la proposition suivante.
Proposition 4.3.6

(1) Il existe une famille @ un paramétre d’opérateurs C,, avec ||¢|leo = 1, qui sont

(N, L?)-0b pour tout 0 < ¢ < oo.

(2) Il existe une famille a un paramétre d’opérateurs de composition qui sont (HP, L?)-

ob pour tous 0 < p,q < oo et qui ne sont (N, L?)-0b pour aucun 0 < q < oo.

Preuve :
Nous allons établir (1) et (2) simultanément. Pour prouver 'existence de ces ensembles,
il suffit d’appliquer le Corollaire 1.2.27 a une famille paramétrée de suites de moments

convenablement choisies. Le premier ensemble existe dés qu’on exhibe des suites de

moments (F,(n)),ey vérifiant
F,(n) = O(e~*Y™) pour tout a > 0. (o)
L'existence de l'autre ensemble sera assurée par d’autres suites (F,(n)).ex telles que
cae” V™ < F.(n) <c,n™® pourtout @ >0etn & N,
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Etant donné un nombre 0 < 4 < 1, on considere la fonction G = G, définie sur
[0, +-00[ par
Glz)=1-(z+1)".
La fonction F' = F,, = exp oG est alors de classe C*° sur [0,+oo[. La formule de Faa

di Bruno donne

n! G’

‘ G G(n)

) A

n!

Ici, la sommation s’effectue sur les entiers &y, - - -, k, tels que

n

=1

Comme signG®) = (—1)* pour tout k € N*, on obtient
signF™ = (=1)" (=1)%2,... (=1)"» = (=1)" pour tout n € N".

Or, puisque F'(0) =1 et F > 0, par la Proposition 1.2.25, on déduit que (F'(n))nen est

une suite de moments. Mais cette suite vérifie

lim F(n) =0 et 2% = o(F(n)),

n—oo

Donc, d’apres le Corollaire 1.2.27, il existe ¢ = ., € H(D, D) telle que [¢*(e?)] < 1
presque partout et

™[y ~ F(n) ~ e, (o0)
Les suites (F,(n))nen avec 3 < v < 1 satisfont (e). Il en est donc de méme des suites
de moments analytiques correspondantes. Par conséquent, d’apres le Théoreme 4.3.4,
les opérateurs Cy,, (3 <y < 1) sont (N, L9)-0b pour tout 0 < ¢ < co. Ceci termine la
preuve de (1).

D’autre part, les suites (F,(n))ney avec 0 < v < % vérifient

{e*m = o(F)(n))
Fy(n) = o(n™%)

pour tout o > 0.
Alors, d’apres (ee), on en déduit que, pour tout 0 <y < %,

e"oV < leZlli <n™* pour tout @ >0 et n € N
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Maintenant, par le Théoréme 4.2.1, on peut voir que la seconde inégalité implique que

chaque opérateur C,, (0 < v < 3) est (H?,L%)-ob pour tous 0 < p,q < oco. Alors

que la premiére inégalité, selon le Théoréme 4.3.4, montre que ces opérateurs ne sont

(N, L?)-0b pour aucun 0 < ¢ < co. Ceci termine la preuve de (2). n

Remarque :

On peut prouver (1) de cette proposition d’une autre maniere. En effet, comme dans
la Proposition 4.2.3, on peut donner une construction explicite.

Soient & > 0 et 3 < v < 1. On considére une partition mesurable (4;);ex- du cercle

unité telle que
m(AJ) = e“(e"aﬁ - e—a(j-H)'*).
Ici, on définit la fonction g, sur 9D par
i - —ayr! i
() = 35 e,

J=1

ou y; désigne la fonction caractéristique de A;. Maintenant, en prenant les fonctions
extérieures associées g, ., comme dans la Proposition 4.2.3 et en utilisant les mémes
arguments que dans la preuve de celle-ci, nous en déduisons par le Théoreme 4.3.4, que

les opérateurs C,,, . sont (N, L?)-0b pour tout 0 < ¢ < co.

Le théoréme suivant dit que la notion d’opérateurs de composition (N, L7)-0b

n’améliore pas leur compacité de A/ dans HY.

Théoreme 4.3.7

Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) lle™lls = O(e=*V™) pour tout A > 0.
(2) Cp: N — HY est compact pour tout 0 < ¢ < co.
(3) C, : N — H? est compact pour un 0 < ¢ < o0.

(4) C,: N — H? est borné sur tout borné pour un 0 < ¢ < co.

Preuve :
(1) = (2) Comme dans [4], on dit que C, est compact de N dans H? si, pour
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tout s > 0, 'image de B(0,s) par C, est relativement compacte dans H? et, par un

argument de famille normale, cela est équivalent a dire que

220 et |fullw < 5= Cofally — 0. (*)

L’hypothése implique que |o*(e?)| < 1 presque partout. Donc, si g, = f, o ¢, alors
g = fn 0" presque partout et

1 2 . 1 27 .
= [ leEr a0 = = [Tt ) a0
1 2 2sq
< — =\ dd
< %l P ()]
27 .
=: -2-1—/ M(?) do.
wTJO

M € L! car, par le Lemme 4.3.3, le théoréme de Beppo-Levi et ’hypothese appliquée

a A > 2¢/2sq, on a

1My = ian(zsq)nwul < aof2sq) + ilc?(?sq)ewmuwul < .

Cela prouve que g- € L?. Or, gz(k) = 0 pour tout ¥ < ~1. Donc g, € H et on a
lgnlls = llgz]l,- De plus, pour tout 0 <r <1, o0n a

1 : 1 :
o< = (o™ (€))7 do -—/ M (&%) df
lgally < 27 Jyori<r | fu(™(e7))] +27r or[r (e)
< sup | fa(w)l + L M(e?) db.
|w<r 27 [p*{>r
Il résulte alors de ’hypothese de (*) que
T 1 if
lim [|g.][3 < %/Itp‘br M(e") df =: p(r). (%)

Mais p(r) — 0 quand r — 1, puisque M € L! et m(|¢*| > r) — 0 quand r — 1. Dong,
par passage a la limite dans (+*) quand r — 1, on trouve que lim||g,[|2 < 0. Ce qui
prouve (*) et donc assertion (2).

(2) = (3) = (4) est immédiat.

(4) = (1) soient A > 0 fixé arbitrairement et s > 0 a choisir ultérieurement. On pose
s(1+ ei"z))

1 — etez

9a(2) := exp (
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D’apres la preuve de (2) du Lemme 4.3.1, on a ||ga||&r < 1 + s. Dong, il existe M; >0
indépendant de o tel que ||g, 0 ¢||; < M. Ce qui signifie que

Lo sl (),
— < M?
27r/o Iexp( 1 — eirp*(etf) )l a0 < M,

ou de fagon équivalente, en utilisant I’égalité 12 = —1 + %= et le Lemme 4.3.3,

1 o 'Sq(l_‘_ela *(629)) 2 _ -4 1 S ina, *n/ _16\12
2l 1o (G P = E g |32 anlsa)e™ e (e df

< M.

Maintenant, intégrons par rapport a £ , puis appliquons les théoremes de Fubini et de

Parseval pour obtenir

> lan(sq)Plle™ |l < M2e?.

n=0
En fixant ¢, il en résulte en particulier que

el = O(lan(sq)|?) = O(n7e=tV7F).
Or, puisque [l¢"ly < fl¢"lla = [l¢*"], il sensuit que
o™l = O(nte™T).
Enfin, (1) découle de cette derniére relation en ajustant s tel que 2,/5¢ > A. =
Remarque :

Dans la preuve de (4) = (1) du théoreme précédent, on peut se passer du théoreme

de Parseval. En effet, la fonction

Fy 1o exp (Sq(l + e *( )))) — ¢~ %0 i an(2sq)¢*"(ei6)eina

1 — eza<p (620 —=

est dans L' et donc |Fy(n)| < ||Fy||; pour tout n € N. Cela entraine, compte tenu du
Lemme 4.3.3, que

—s : x( 10\ |n 1 27\' s
e an(25q)]l¢™(e”)]" < 5 ), 1Fe(@)] dew
7 Jo
Intégrons par rapport a g—z et appliquons le théoreme de Fubini, en tenant compte de
llg9a © ©ll; £ M,, nous obtenons |a,(2sq)||l¢"|i < e?*M?I. Ce qui donne, d’apres le
Lemme 4.3.3

™l = O(n%e—2¢m>.
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le résultat découle alors en ajustant s tel que 2v/2s¢ > A.

Nous terminons ce chapitre par le probleme suivant.

Question :

Si l'on suppose que C, : NV — HY est continu, on peut prouver que ||¢"||: = O(e=*V™)
pour un A > 0. En effet, la continuité de C, entraine ’existence d’'un s > 0 tel que
llga 0 @l £ M, ou M, > 0 ne dépendant pas de . Par le méme raisonnement que
dans la preuve de (4) == (1) du théoreme précédent, on obtient la relation souhaitée
pour tout 0 < A < 2,/sq.

On rappelle que cette relation caractérise aussi bien les C,, envoyant la classe F'* dans
H? que les C, : F'* — HY compacts (voir [42]). Notons que, parmi ces derniers, il en
existe au moins un qui n’est compact de A" dans H? pour aucun ¢ > 0 (prendre y = %
dans la preuve de la proposition 4.3.6). Enfin, cette condition, serait-elle suffisante
pour que C, envoie N dans H? ? Si oui, C,, : N' — HY serait-il continu ou faudrait-il

que cette condition soit vraie pour tout A > 0 ?
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