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Introduction 

Durant les trois dernières décennies, les opérateurs de composition ont été le centre 

d'intérêt d'un grand nombre d'analystes. Cette réputation est due essentiellement au 

rôle de passerelle qu'ils jouent entre l'Analyse Complexe, l'Analyse Fonctionnelle et la 

Théorie des Opérateurs. 

Ils sont induits par des fonctions <p analytiques sur le disque unité ouvert D à valeurs 

dans D, et définis sur des espaces de fonctions analytiques sur D par 

Ccp!= Jo 'P· 

C'est dans les années vingt que tout a commencé avec le principe de subordination de 

Littlewood (\·oir [45]). De ce principe découle directement la continuité de C., (avec 

cp(O) = 0) sur les espaces de Hardy HP. Plus précisément, si cp(O) = 0, Ccp est une 

contraction sur ces espaces. En outre, la transformation de Mobius 

a-7 
'Pa( Z) := _-

1- az 

induit un opérateur de composition borné sur HP pour tout z E D (voir [45] ou [10]). 

Il est conclu alors, par composition avec cette transformation, que Ccp est borné sur HP 

pour tout symbole <p. 

D'autre part, la souplesse de la théorie des fonctions sous-harmoniques (cf [19] ou 

[21 ]), a permis d'étendre la continuité de ccp à d'autres espaces, tels que la classe de 

Nevanlinna.\·. Par ce même principe, nous montrerons que cette propriété concerne 

également les espaces de Hardy à fonctions banachiques H)c. 

Certains auteurs, comme H. J. Schwartz etC. C. Cmven se sont intéressés au calcul 

de la norme de C.,? dans l'espace des opérateurs bornés. Cette valeur se révèle, jusqu'à 

présent, indéterminable à l'exception de certains cas particuliers comme cp(O) = 0 : 

dans ce cas, C.;; est une contraction et, puisqu'il fixe la fonction constante 1, sa norme 

vaut 1. Néanmoins, un encadrement de cette valeur a été établi dans le cas général (voir 

par exemple [10] p. 123). La minoration a permis alors, compte tenu du principe de 

subordination, de caractériser la contractivité de Ccp sur HP par la condition cp(O) =O. 

Cela nous mène au problème suivant : 

E~t-ce qu ·en affaiblissant cette condition, on parvient à caractériser une classe plus 

grande : celle des opérateurs Ccp semblables à une contraction sur HP ? 
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Nous donnerons une réponse affirmative en faisant appel au fameux théorème de 

Denjoy-vVolff (cf. [13] ou [51]). Nous constaterons que si Ccp est polynômialement 

borné, alors Ccp est semblable à une contraction. Notons que si l'on considère un 

opérateur autre que Ccp, ce résultat peut être faux d'après un contre exemple récent de 

G. Pisier (voir [40]). 

D'autres auteurs se sont penchés sur l'aspect spectral des opérateurs de compo

sition. Là encore, on ne cannait pas le spectre de Ccp (noté O'(Çp)) pour tous les 

symboles. Par contre, lorsque r.p est analytique sur un voisinage de D, H. Kamovitz 

(cf. [31]) donne une description complète de O'(Ccp) dont une partie nous servira à car

actériser les Ccp semblables à une isométrie sur HP. Ajoutons qu'il y a quelques années, 

C. C. CO\,ven et B.D. Maccluer (cf. [9]) ont déterminé O'(ÇP) pour r.p injective non sur

jective et ayant un point fixe, en remplaçant D par la boule unité ouverte de l'espace en. 

Par ailleurs, le problème de l'augmentation de 1 'intégrabilité étudié par H. Hunziker 

et H. Jarchow dans [27] nous a incité, dans un premier temps, à étudier le problème 

suivant : 

A quelle condition sur r.p, l'opérateur C"' envoie-t-il HP dans H(Jp (1 < f3 ~ oo) avec 

une norme inférieure ou égale à 1 ? 

Dans le cas où la réponse est affirmative, on dira que C-P est hypercontractij (ou 

/3-contractij). Cette question a été résolue dans [50] pour d'autres opérateurs tels 

que la convolution par le noyau de Poisson grâce à laquelle nous obtiendrons une 

caractérisation pour les Gaz hypercontractifs. Pour les autres symboles, nous donnerons 

des conditions nécessaires ou suffisantes. 

D'autre part, ces mêmes auteurs de [27] se sont intéressés aux opérateurs C"' bornés pour 

l'ordre sur HP; c'est à dire envoyant la boule unité de HP sur un ensemble latticiellement 

borné dans H(Jp. Ce qui signifie que la fonction maximale 

appartient à L(JP(8D,m) où êcp := jCcp avec j : f f-l- j* (!*étant la fonction limite 

radiale de f et m = ~! la mesure de Haar sur le cercle unité 8D). Ils ont caractérisé ces 

opérateurs en termes des moments "analytiques" Il cpn lh. Ils nous ont ainsi amené, dans 
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un deuxième temps, à étendre cette notion aux espaces métriques, en l'occurrence, aux 

espaces de Hardy HP pour 0 < p < 1 et à la classe de Nevanlinna JV. Dans les deux cas, 

nous donnerons une caractérisation complète basée également sur le comportement de 

la suite des moments 1/'Pn Jh. Nous constaterons, contrairement à ce qui a été fait dans 

[27], que la classe des opérateurs C'P (N, Lq)-ob (bornés pour l'ordre dans un certain 

sens) coïncide avec celle des opérateurs C'P compacts de JV dans Hq. Nous verrons 

également que les opérateurs C'P (JV, U)-ob font partie de ceux qui envoient la classe 

p+ dans Hq, c'est à dire ceux dont le symbole <p vérifie 

Enfin, un des résultats subtils sur les opérateurs de composition est le suivant : 

si c'P est de Fredholm sur HP) alors il est inversible sur HP. 

Cela résulte du fait que les opérateurs c<p de Fredholm sur HP, ainsi que les Cc; 

inversibles, sont nécessairement induits par des automorphismes de D (voir [5], [37], 

[2], [10] et très récemment [25] et [34]). Nous montrerons que ce résultat subsiste sur 

les espaces de Hardy à fonctions banachiques Hj_. 

Tout d'abord, afin d'établir nos résultats, nous aurons besoin de quelques détails 

de la Théorie des Opérateurs concernant les isométries. Puis, nous ferons appel à des 

notions cl' Analyse Complexe telles que la sous-harmonicité, le point de Denjoy-Wolff et 

les suites de moments. Ces détails et notions feront l'objet du premier chapitre où nous 

rappellerons, entre autres, certaines propriétés sur les espaces de Hardy et la classe de 

Nevanlinna. 

Par ailleurs, le second chapitre sera consacré à l'étude de la similarité des opérateurs 

Crp à une contraction sur les espaces HP, de leur contractivité sur les espaces de Hardy 

à poids H2 (!3) et finalement de leur contractivité de HP dans HOP (!3 2: 1). 

Ensuite, clans le troisième chapitre, nous aborderons les mêmes notions que précédemment 

sur les espaces Hj_ et nous généraliserons à ces espaces des résultats connus dans le cas 

scalaire. 

Enfin, nous terminerons par le quatrième chapitre où nous étudierons les opérateurs 

erp bornés pour l'ordre, d'abord sur les espaces HP' ensuite sur la classe N. 
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Premier chapitre : 

Préliminaires 
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1 Préliminaires 

1.1 Principales notations 

Soient X et Y deux espaces de Banach sur le corps des complexes C, l2 un espace 

mesuré et J-l une mesure complexe finie sur n. On désigne par D le disque unité ouvert 

dans C. Les notations suivantes seront utilisées au cours de cette thèse . 

• L00 (D) := {!: n-+ c mesurables; sup esswEnlf(w)l < oo} . 

• LP(D, J-l) := {!: n -+ c mesurables; fo IJIP dJ-1 < 00} (0 < p < 00 ). 

• H(D, X) := {f: D -+X holomorphes}. 

• H(D) := H(D, C) et H(D, D) := {f: D-+ D holomorphes}. 

• Aut(D) =ensemble des automorphismes de D. 

• yn = itérée d'ordre n de :..p E H(D, D); Yn := r.p o rp o · · · o r.p (n fois). 

1 12;r 
• HP := {! E H(D); sup -. lf(rei8W dB < oo} (0 < p < oo) = espace de 

O<r<l 2r. 0 
Hardy. -

• JV := {fE H(D); sup _!_ {
2

" log+ IJ(rei8)j dB< oo} = classe de .\evanlinna. 
o::;r<l 2r. Jo 

• D( a, r) := { z E C; jz - ai < r} = disque euclidien ouvert de centre a et de 

rayon r. 

• éJE = frontière de E C C. 

• B(X, Y) := {T: X -+ Y borné} et B(X) := B(X, X). 

• K(X, Y) := {T: X -+ Y compact} et K(X) := K(X, X). 

• Si H est un espace de Hilbert séparable, TE B(H) est dit de Hilbert-Schmidt si 
00 

L liT en 11
2 < oo, ( en)n::=: 1 étant une base orthonormale de H. 

n=l 
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• T :X -+X est isométrique si IITxll = llxJJ pour tout x E X. Par extension du 

cas hilbertien, si T est de plus surjective, nous nous permettrons de dire que T 

est unitaire. 

• T : X-+ Y est de Fredholm si dim ker(T) < oo et codim Im(T) < oo. Cela est 

équivalent à dire que T est inversible modulo les compacts (voir par exemple [35] 

p. 28). 

• T : X -+ X est polynômialement borné s'il existe M > 0 tel que 

pour tout polynôme P à coefficients complexes où JJPIIoo = sup JP(z)J. A 
lzl=l 

titre d'exemple, toute contraction sur un espace de Hilbert est polynômialement 

bornée avec J\,1 = 1. Inversement, si toute contraction sur X est polynômialement 

bornée avec .1\!I = 1, alors X est hilbertien. Il s'agit là du théorème de von

Neumann (cf. [39]). 

• JJTJIB(X,Y) := sup IITxJJy = norme de l'opérateur T E B(X, Y). Sauf s'il y a 
llxllx:Sl 

risque de confusion, on notera tout simplement JJTJJ. 

• Œ(T) := {À E C tel que ÀI - T ne soit pas inversible sur X} 

TE B(X). 

• X* = dual topologique de X. 

• T* : opérateur adjoint de T. 

• C'P : opérateur de composition induit par r.p E H(D, D). 

• Xn ~x : la suite (xn) C X converge faiblement vers x. C'est à dire : 

lim T(xn) = T(x) pour tout TE X*. 
n~oo 

spectre de 

• fn ~ f : la suite des fonctions (in) (définies sur D) converge vers f uniformément 

sur tout compact de D. C'est à dire: 

lim sup lfn(z)- f(z)J = 0 pour tout compact J( CD. 
n~oo zEK 
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1.2 Définitions et rappels 

I Isométries 

Soit X un espace de Banach sur C. On dit qu'un opérateur T : X __,. X est une 

isométrie si IITxll = llxll pour tout xE X. Pour un espace de Hilbert H, la formule de 

polarisation permet d'écrire cette définition de manière équivalente : 

< Tx, Ty >=<x, y> pour tous x, y EH. 

Ce qui est encore équivalent à l'egalité T*T = I. 

Il découle de la première définition que toute isométrie est injective et que IITIIB(X) = 1. 

Cette majoration entraîne que le spectre de T (noté Œ(T)) est nécessairement contenu 

dans D. (Rappelons que Œ(T) C D(O, IITII).) Dans le cas où l'isométrie Test surjective 

sur un espace de Hilbert, on dit qu'elle est unitaire. Un tel opérateur se caractérise 

alors par la double identité 

T*T =TT*=!. 

Le théorème suivant localise davantage Œ(T). 

Théorème 1.2.1 

Si u est un opérateur unitaire sur un espace de Hilbert1 alors Œ(u) Ç fJD. 

Preuve: 

Soit À E Œ(u). Cela signifie que Àl -u n'est pas inversible. Donc I -Àu* = -u*(.\1 -u) 

ne l'est pas non plus puisque u* est inversible. Comme 0 tf. Œ(u), alors À=/= 0 et ±I -u* 

n'est pas inversible. Autrement dit, ± E Œ(u*). Cela équivaut à ± E Œ(u). Ce qui 

entraîne, compte tenu de l'inclusion Œ(u) Ç D, que Œ(u) Ç fJD. • 

Voici maintenant un exemple fondamental d'isométrie admettant pour spectre le 

disque D tout entier. Il s'agit là de l'opérateur shift unilatéral S défini sur l'espace de 

Hilbert H de base orthonomale ( en)nEN par 

Sen = en+l pour tout nE N. 

Théorème 1.2.2 (cf. [23] p. 227) 

S est une isométrie non surjective et Œ(S) = D. 
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Dans le cas où X est un espace de Hilbert, le théorème suivant, dû à Wold-von 

Neumann (cf. [35] p. 105), permet de préciser le résultat précédent en décomposant 

orthogonalement les isométries non surjectives. 

Théorème 1.2.3 (Décomposition de ·wald-von Neumann) 

Si T est une isométrie non surjective sur un espace de Hilbert, alors T est la somme 

di·recte d'un opérateur unitaire et d'opérateurs unitairement équivalents à S. 

Preuve: 

Soit H un espace de Hilbert. On pose 

<X> 

K = n Tn(H) et L = T(H)l_ =/- {0}. 
n=O 

Soient u et v les restrictions respectives de T à J( et f{ l_. Puisque u( K) = K, on en 

déduit que u est unitaire surf{ (éventuellement, f{ = {0} ). 

D'autre part, Tn(L) Ç T(H) = Ll_ pout tout n ~ 1. Donc, Tn(L) j_ Tm(L) pour tous 
00 

n, m E N tels que n =/-m. Nous allons montrer que K l_ = E9 Tn(L ). 
n=O 

Pour cela, remarquons que Tn(L) = Tn(T(H)l_) Ç rn+1(H)l_ Ç Kl_ pour tout n. Cela 
<X> 

implique que E9 Tn(L) Ç f{l_. 
n=O 

00 

Pour l'inclusion inverse, il suffit de prouver, par récurrence sur n, que n Tk(L)l_ C 
k=O 

Tn(H). Cela est vrai pour n = O. Soit n E N vérifiant cette inclusion. Il existe alors 

y E H tel que x = Tny et < x, Tn z >= 0 pour tout z E L. Comme Tn est une 

isométrie, cela entraîne que < y, z >=O. Donc y E Ll_ = T(H). Ce qui implique que 

x = Tny E rn+I (H). En conséquence, on a 

00 <X> <X> 

(EfJ Tn(L))l_ = n Tn(L)l_ Ç n Tn(H) =K. 
n=O n=O n=O 

<X> 

D'où l'inclusion f{l_ Ç EfJTn(L). 
n=O 

D'après cette égalité, si B est une base orthonormale deL, alors {Tne; e E B, nE N} 

est une base orthonormale de f{ l_. Pour tout e E B, on désigne par Le le sous espace de 

K l_ de base (Tne )nEN· On peut clone écrire K l_ = E9 Le et constater que la restriction 
eEl3 

Te de T à Le est unitairement équivalente à S. En conclusion, on aT= u EB EB Te· • 
eEl3 
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Remarque: 

Dans le cadre des opérateurs de composition, il est bien connu (cf. [37]), que Cc.p est 

une isométrie sur l'espace de Hardy H 2 si et seulement si tp(O) = 0 et tp est intérieure 

(i.e /tp*(ei8 )/ := lim /tp(rei8
)/ = 1 pour presque tout ei8 ). Dans ce cas, la partie unitaire 

r-1 
r<l 

de Cc.p, selon la décomposition de Wold-von Neumann, est sa restriction au sous espace 

des fonctions constantes. Pour la preuve, voir [37] ou [lü] p. 304. 

Grâce à la décomposition de vVolcl-von Neumann et aux Théorèmes 1.2.1 et 1.2.2, 

on retrouve le fait que toute isométrie non surjective sur un espace de Hilbert admet 

pour spectre le disque fermé D. Notons qu'on peut prouver ce résultat sans faire appel 

à cette décomposition. En effet, le lemme suivant permet d'étendre ce résultat aux 

espaces de Banach non hilbertiens. On rappelle que l'ensemble résolvant de a dans une 

algèbre A est défini par p( a) : = {À E C; a- ,\!A inversible } et que pour tout À E p( a), 

l'inverse de a - À lA est noté R( a, À). 

Lemme 1.2.4 

Soit A une algèbre de Banach. Pour tout a E A, si ( Àn)nEN est une suite de p( a) telle 

q'ue lim Àn =À et 1/R(a,Àn)/1 = 0(1), alors À E p(a) et R(a,À) = lim R(a,Àn)· 
n----o.oo n~oo 

Preuve: 

D'après l'identité de la résolvante, on a 

/IR( a, Àn)- R(a, Àm)/1 /Àn- Àm/1/R(a, Àn)R(a, Àm)/1 

< /Àn- Àmi//R(a,Àn)/11/R(a,Àm)l/ 

Comme (Àn)nEN est de Cauchy et 1/R(a,Àn)/1 = 0(1), il s'ensuit que (R(a,Àn))nEN est 

de Cauchy clans A. Puisque A est un espace complet, cela entraîne l'existence de b E A 

tel que lim /IR( a, Àn)- b/1 =O. Or, on a 
n->oo 

En passant à la limite quand n ----* oo, on obtient 

Cela signifie que À E p(a) et R(a, À)= b. • 
Le théorème suivant se trouve sous forme d'exercice clans [6] p. 213. 
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Théorème 1.2.5 

Soit X un espace de Banach. Si T : X -+X est une isométrie, alors ou bien O'(T) Ç 8D 

ou bien O'(T) = D. 

Preuve : 

Supposons que O'(T) ~ âD. Alors E := O'(T) nD=/= 0. Comme E est fermé dans D, il 

suffit de montrer qu'il est ouvert pour conclure, par connexité de D, que E = D et le 

résultat s'ensuit alors car O'(T) est fermé. 

Remarquons d'abord que D-E= (}'(T)c nD = p(T) nD. Soit (Àn)nEN une suite de 

D-E telle que lim Àn = À. Pour tout x EX, nous avons 
n-+oo 

où la dernière égalité est due au fait que T est une isométrie. Comme À E D ( Àn -+ ,\ 

pour la topologie trace), il existe 8 > 0 tel que JJ(T- Ànl)xiJ 2: 8JixiJ pour tous xE)( 

et n assez grand. Cela implique que IJR(T, Àn)IJ = 0(1). D'où, par le Lemme 1.2.4, 

À E p(T). Par conséquent, E est un ouvert de D et ceci achève la preuve. • 
Remarque: 

Lorsque T est une isométrie avec O'(T) Ç 8D, T est nécessairement surjective. En 

effet, si elle ne l'était pas, cela voudrait dire que 0 E O'(T). Ce qui serait absurde. En 

conséquence, si Test une isométrie non surjective, alors O'(T) = D. 

II Transformation de Mobius 

Pour tout a E D, l'application 'Pa définie sur D par 

a-z 
'Pa(z) := _ 

1- az 

est un automorphisme de D. En particulier, elle vérifie les identités suivantes : 

( ~) -1 • 'Pa = ya· 

Une telle application s'appelle transformation de Mobius. Nous verrons, grâce à celle

ci, que l'étude de certaines propriétés des opérateurs de composition se voit réduite au 

cas r.p(O) = O. Elle intervient également dans quelques changements de variable. 

12 



III Noyau de Poisson 

Soit z E D. Le noyau de Poisson en z est la fonction Pz définie sur fJD par 

iB 1 - JzJ2 eiB + z 
Pz(e ):= J ·e J2 =Re( ·e ). 

el - z e' - z 

La propriété fondamentale de cette fonction positive est que celle-ci reproduit, en un 

certain sens, les fonctions harmoniques décrites dans le paragraphe suivant. 

IV Fonctions harmoniques 

Soient D un ouvert non vide de c et u : D --+ c une fonction de classe C 2
. On dit 

que u est harmonique dans n si 

Il est bien connu (cf. par exemple [43] p. 237), que u est harmonique dans D si et 

seulement si elle vérifie la propriété de moyenne. A savoir, pour tout z E D et r > 0 

tels que D(z, r) cD, on a 

1 12rr ·e u(z)=-. u(z+re' )dB. 
27r 0 

(1) 

De ce fait, il résulte que toute fonction harmonique dans D coïncide avec son intégrale 

de Poisson. Autrement dit, si u est harmonique dans D et continue sur D, alors 

1 i2rr ·e ·e tl(z) =- Pz(e' )tl(e' ) dB 
27r 0 

pour tout z E D. (2) 

Notons également que la réciproque est vraie. En effet, l'intégrale de Poisson de u 

étant la partie réelle d'une fonction analytique sur D, le second membre de (2) définit 

une fonction harmonique sur D si u( eiii) est continue sur fJD. 

Il est également connu que u : D --+ R est harmonique dans D si et seulement si u est 

la partie réelle d'une fonction analytique dans D. En particulier, si tl est harmonique 

dans D et fE H(D), alors tl o cp est harmonique dans D. 
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V Fonctions sous-harmoniques 

Soit D un ouvert non vide de C. On dit que la fonction v : D -+ [-oo, +oo[ est 

sous-harmonique si elle vérifie les deux propriétés suivantes : 

( i) v est semi-continue supérieurement, c'est-à-dire : 

v(w) 2: limv(z) pour tout w E D. 
Z-+W 

(ii) pour tout z E D, il existe rz > 0 tel que D(z, rz) CD et que pour tout 0::; r::; rz, 

on ait 

v(z)::; 2_ {
2

rr v(z + reiB) d8. 
21r Jo 

(On montre alors que(*) a lieu pour tout r > 0 tel que D(z,r) CD). 

Les intégrales de (ii) sont nécessairement convergentes. Cela découle de ( i) et du fait 

que v ne prend jamais la valeur +oo. 

Les fonctions sous-harmoniques peuvent aussi être définies à l'aide des fonctions har

moniques. Par exemple ( cf.[19] p. 7), v est sous-harmonique dans D si et seulement si, 

pour tout ouvert borné B tel que B c D et pour toute fonction u harmonique dans B 

et continue sur B telle que v::; u sur âB, l'inégalité "v::; u" a lieu partout dans B. A 

titre d'exemple, on peut citer les cas suivants : 

• v = /u/ Olt u est harmonique. 

• v = /f/P où j E H(D) et 0 < p < oo. 

• v= log+ /1/ := max(Iog /]/, 0) où fE H(D). 

• <Po v où <P est croissante, convexe sur [-oo, +oo[ et continue en -oo et v est 

sous-harmonique. Pour la preuve, voir [21], p. 34. Par exemple, la fonction 

log(1 + /]/) est sous-harmonique dans D pour tout f E H(D). En effet, sur un 

voisinage de tout point a E D tel que f( a) =f. 0, on peut écrire J = exp og où g 

est analytique. Cela entraîne que sur ce voisinage, on a log(1 + /]/) = <P o v où 

<P( x) = log( 1 + ex) (croissante et convexe) et v = Re(g) (harmonique). 

Le théorème suivant est une conséquence déterminante de la sous-harmonicité. En 

effet, il permet d'établir la continuité des opérateurs de composition sur plusieurs sous

espaces de H(D). Cela dit, sans utiliser les fonctions sous-harmoniques, Littlewood 
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donna une preuve (voir [45] p. 13) pour l'espace de Hilbert H 2 en utilisant seulement 

l'opérateur shift unilatéral et l'opérateur de multiplication. 

Théorème 1.2.6 (Principe de subordination de Littlewood, cf. [19]) 

Soient v une fonction sous-harmonique dans D et cp E H(D, D) avec c.p(O) =O. Pour 

tout 0 ::; r < 11 on a 

Preuve: 

Soit u une fonction harmonique sur le disque rD, continue sur rD et coïncidant avec 

v sur le cercle éJ(rD). Comme v est sous-harmonique, v(z) ::; u(z) pour tout z E 

rD. D'autre part, par le lemme de Schwarz, c.p(rei8
) E rD. On a alors, u o <.p étant 

harmonique : 

[2" [2" 
= 27f u(<p(O)) = 27f u(O) =la u(rei0

) dB= la v(rei8
) dB. 

• 
Le lemme suivant est une autre conséquence de la sous-harmonicité. Il inter

viendra dans l'évaluation des fonctions de la classe de Nevanlinna qui sera présentée 

ultérieurement. 

Lemme 1.2.7 

Soient v : D -+ [0, oo[ continue et sous-harmonique et z E D. Alors1 on a 

1 + lzl 1 12
" · v(z):S Il sup (- v(Re't)dt). 

1 - z a~R<l 27r a 

Preuve : 

Soit 0 < r < 1. La fonction Vr : z ~---+ v(rz) est continue sur D et sous-harmonique dans 

D. Elle est alors majorée par son intégrale de Poisson dans ce disque. En particulier. 

on a 

Or, 
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Donc, 

v(rz) :S 
1 + :z: 

2
1 

{z1r v(reit) dt :S 
1 + :z: sup 2_ {2tr v(Reit) dt. 

1 - z 1r Jo 1 - z o::;R<l 27r Jo 

Le résultat s'ensuit alors par continuité de v sur D en faisant tendre r vers 1. • 

VI Métrique pseudo-hyperbolique 

Soient a et b deux points de D. En posant d( a, b) := l~a ( b) j, on obtient une distance 

sur D dite pseudo-hyperbolique. En effet, nous avons 

d(a, b) 2: O. 

d(b, a) = d(a, b). 

d(a, b) = 0 {=:::::} a= b. 

Tandis que l'inégalité triangulaire est une conséquence immédiate de la relation 

d(a,b) < d(a,c) + d(b,c), 
- 1 + d(a, c)d(b, c) 

(3) 

qui, à son tour, découle de l'invariance de d sous l'action de Aut(D) (voir Lemme 1.2.8) 

et de l'inégalité 

où r = d(a,c). 

jaj < /cl+ r 
- 1 + jcjr 

(4) 

Pour établir (4), il suffit de voir que le disque pseudo-hyperbolique H(c,r) ·- {z E 

D; d(z,c) :Sr} est en fait le disque euclidien de diamètre [c1 ,c2], où 

/cl- r c 
cl= 

1 - jcjr jcj 
et 

jcj + r c 
Cz = . 

1 + /clr jcj 

(Notons que la droite c1c2 passe par 0). Puisque a E H(c,r), jaj :S /czl = {~~~r· 

Le lemme suivant (cf. [4.5]) est une généralisation classique du lemme de Schwarz. 

Lemme 1.2.8 (de Schwarz-Pick) 

Soit cp E H(D, D). Pour tout (z,w) E D2
J on a 

d(c.p(z),c.p(w)) :S d(z,w). 

De plus} il y a égalité pour un ( z, w) E D2 si et seulement si il y a égalité pour tout 

(z,w) E D2
J et si et seulement si cp E Aut(D). 
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Preuve: 

Notons que le cas particulier c.p(w) = w = 0 est tout simplement ce qu'affirme le 

Lemme de Schwarz. Pour le cas général, ce lemme appliqué à la fonction 'Pa o cp o 'Pw 

avec a= c.p(w ), donne, compte tenu du fait que c.p::; 1 = 'Pw : 

lsoa(so(z))l :S lsow(z)l. 

Soit encore : 

d(c.p(z), a) s; d(z,w). 

De plus, on a égalité si et seulement si, d'après le lemme de Schwarz , 'Pao <po 'Pw est 

une rotation de D. Ce qui veut dire que <p E Aut(D). • 

Lemme 1.2.9 (cf. [45]) 

Pour tout compact J( de DJ on a (au sens de la distance pseudo-hyperbolique) 

lim d(z, K) = 1. 
/z/-1 
lzl<l 

Preuve: 

Soit r = sup{lzl; z E K}. Comme!\ est compact , il existe w E J( tel que 

d(z,K) = d(z,w). 

Or, puisqu'on a 

_ (d(.,. )) 2 _ (1 - lzl 2 )(1 - lwl 2
) (1 - lzl 2 )(1 + lwl) < (1 - lzl

2 )(1 + r) 
1 -,W - < 

1 

, 

11- zwl 2 - 1- lw - 1- r 

il s'ensuit que 

lim d(z,K) = 1. 
/z/-1 
lzl<l 

• 
Le théorème suivant, connu sous le nom de "principe de l'application contractive", 

résulte des lemmes précédents. 

Théorème 1.2.10 (cf. [45]) 

Si <p E H ( D, D) est sans point fixe dans D J alors on a 
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Preuve: 

On suppose dans un premier temps que <p tt Aut(D). La preuve se fait alors en deux 

étapes. D'abord, on montre que 

lim /<pn(O)/ = 1. 
n_.co 

Ensuite, on déduit le résultat en utilisant les Lemmes 1.2.8 et 1.2.9. 

Supposons que(*) n'ait pas lieu. Il existe alors une sous-suite ('Pnk(O))k convergeant 

vers un point a E D. Posons Zn= <pn(O). D'après le Lemme 1.2.8, la suite (d(zn, Zn+d)n 

est décroissante. Donc, elle converge vers un 8 E [0, 1]. Mais puisque 

d'un côté, et puisque <p n'a pas de point fixe, de l'autre, on en déduit que' 0 < 8 < 1. 

Or, nous avons aussi 

Donc, on doit avoir 

d(a,<p(a)) = d(<p(a),<p2 (a)). 

Ce qui est, d'après le Lemme 1.2.8, incompatible avec l'hypothèse <p tt Azd(D). Par 

conséquent, ( *) a nécessairement lieu. 

Ensuite, si la conclusion du théorème était fausse, il existerait deux compacts K, ]{' C 

D tels que 

<pn(K) n K' =J. 0 pour une infinité den. 

Nous aurions alors (modulo une sous-suite) Wn E ](tel que 'Pn(wn) E I<', si bien que 

d( <pn(O), K') < d( <pn(O), 'Pn(wn) (pour un W E D) 

< d(O, wn) (par le Lemme 1.2.8) 

/wn/ ::=; sup{/z/; z E K}. 

Ce qui serait en contradiction avec le Lemme 1.2.9 que l'on peut appliquer car ]{' est 

un compact de D et car la condition ( *) est vérifiée d'après la première étape de cette 

preuve. D'où le résultat souhaité. 

Supposons maintenant que <p E Aut(D). La conclusion du Théorème 1.2.10 subsiste 
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même si l'on considère des automorphismes sans point fixe dans D (i.e non elliptiques). 

En effet, 

<p E Aut(D) ss1 c.p(z) = eiB'Pa(z), 

pour un () E [ -1r, 1r[ et un a E D. Une discussion sur les paramètres () et a donne les 

trois cas suivants : 

(1) lai <cos(~) : c'est le cas elliptique où <p admet un point fixe dans D. A noter 

que s'il en existe un autre dans D, le lemme de Schwarz entraîne que c.p = idn. 

Ce fait est valable pour toutes les fonctions de H(D, D). 

(2) lai = cos(~) avec () =/= 0 : c'est le cas parabolique où <p admet un seul point fixe 

(dans D situé précisément sur aD. On sait qu'alors 

1 1 

( ) 
~" - --~" = c pour tout z E D, 

<pz-., z-., 

où c est une constante non nulle. De cette égalité, on déduit que 'Pn ::_:; Ç. 

(3) lai > cos(~) avec () =f. 0 : c'est le cas hyperbolique où <p admet deux points fixes 

distincts ( et (' dans D situés précisément sur aD et vérifiant 

c.p' (().cp' ( (') = 1 et 0 < c.p' ( (), <p1 
( (') # 1. 

Prenons par exemple 0 < c.p'( () < 1. On sait qu'alors 

c.p(z)- ( = c.p'((). z- (. 
c.p( z) - (' z - (' 

Ce qui entraîne que 'Pn ::_:; (. • 

Le théorème suivant, connu sous le nom de "théorème de Denjoy-Wolff' et prouvé 

dans [13] ou [51], précise la conclusion du Théorème 1.2.10. 

Théorème 1.2.11 

Si <p E H(D, D) est sans point fixe dans D, alors il existe un unzque point ( E 

aD (appelé point de Denjoy- ·wolff de c.p) tel que 

u.c ;" 
'Pn --7 '>. 
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Dans [45], l'auteur donne une version plus précise du Théorème 1.2.11. Elle est 

connue sous le nom de "grand théorème d'itération". Voici l'enoncé : 

Théorème 1.2.12 

soitr..p une fonction de H(D,D) qui ne soit pas un automorphisme elliptique de D. On 

a les assertions suivantes. 

( 1) Si r..p admet un point fixe a E D, alors 

Jr..p'(a)J < 1 
u.c 

et r..pn -t a. 

(2) Si r..p est sans point fixe dans D, alors il existe un unique point ( E 8D (appelé 

point de Den)oy- Wolff de r..p) tel que 

( i) r..pn ~ (. 

(ii) 

(iii) 

lim r..p( r() = (. 
r__,.l-

cp'(() := lim cp(z)- ( existe et 0 <cp'(() :S 1. 6.( étant un secteur angu
z-( Z - ( 

zEil( 

laire quelconque inclus dans D de sommet ( et d'ouverture < 1r. 

(3) Inversement, si cp admet un point ( E 8D vérifiant (ii) et (iii), alors elle n'a pas 

de point fixe dans D et, ( est son point de Den)oy- Wolff. 

(4) Si ( E 8D est le point de Den)oy- Wolff de cp et cp'(()< 1, alors, pour tout z E D, 

l'orbite {son(z)}n converge non-tangentiellement vers(. C'est à dire que, SOn(:) 

tend vers ( en restant dans un secteur L.1( d'ouverture < 1r. 

Remarque: 

Dans [1], l'auteur étend le Théorème 1.2.11 à certaines contractions sur des espaces 

métriques localement compacts. 

VII Espaces de Hardy 

On rappelle que l'espace de Hardy HP (0 < p < oo) est l'espace des fonctions f 
holomorphes dans D telles que 

1 i2;r l IIJIIP := ( sup -. lf(rei8JP dB) P < oo. 
O~r<l 27'1 0 1 
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Le théorème suivant (cf. par exemple [43]), assure l'existence presque partout sur ôD 

de la limite radiale de toute fonction f E HP (0 < p < oo ). On note m la mesure de 

Haar (m = ;!). 

Théorème 1.2.13 

Pour tout fE HPJ on a les assertions suivantes. 

(i) j*(eie) := lim f(reie) existe presque partout. 
r--+1 
r<J 

(ii) j*ELP(ôD,m). 

En fait, la convergence obtenue dans le Théorème 1.2.13 a lieu aussi dans l'espace 

LP(ôD, m). Cela découle d'un théorème fondamental de F. Riesz qui entraîne que 

l'application 

J : HP -+ LP (ô D, m) 

f r+ j* 

est une isométrie si l'on considère le cas 1 :; p < oo pour lequel 

est une norme faisant de HP un espace de Banach. Rappelons aussi le théorème de 

factorisation de Riesz. 

Théorème 1.2.14 (Factorisation de Riesz, voir [19] p. 20) 

Toute fonction f =/= 0 de HP (0 < p < oo) se factorise de façon unique sous la forme 

f(z) = B(z)g(z), 

où 

est le produit de Blaschke associé à f ((an)n étant la suite des zéros non nuls de J) et 

g est une fonction de HP sans zéros dans D. De plus) //f//P = 1/g/lp· 

Maintenant, nous sommes prêts à établir la continuité de l'opérateur d'évaluation 

sur HP (0 < p < oo) et à déterminer sa norme dans (HPt. Notons que pour 0 < p < 1. 
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/1-1/p n'est plus une norme. Mais, dp(f,g) := //f- g/1~ définit une distance pour laquelle 

HP devient un espace métrique complet. De plus, en posant 

1/T//(HP)• := SUp /T(f)/, 
1/f//p=l 

on peut voir, comme dans le cas des espaces de Banach, qu'une forme linéaire T sur 

HP est bornée (i.e //Tl/ < oo) si et seulement si elle est continue. On peut aussi vérifier 

que (HP)*, muni de cette norme, est un espace de Banach. 

Le théorème qui suit, dont nous rappelons une preuve, est une autre application du 

théorème de factorisation de Riesz cité précédemment. 

Théorème 1.2.15 (voir [55]) 

Soit 0 < p < oo. L'evaluation 8z en tout point z E D, définie par 8zf := f(z), est 

continue sur HP et pour tout 1 ::; p < oo, on a 

De plus, pour tout <p E H( D, D), on a 

Preuve: 

Soit z E D. Supposons d'abord p 2. Nous savons alors que, pour tout f(z) 
00 

L Î(n)zn, on a 
n=O 

00 1 

1/!1/2 = ( L /Î(nW) 
2

· 
n=O 

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient 

00 

/f(z)/ :S; L /Î(n)l/z/n :S; (1 -/z/ 2 )-~1/f/12· 
n=O 

D'où la continuité de 8z sur H 2
. Il existe alors un unique kz E H 2 tel que 

f(z) = 8zf =< f, kz > pour tout fE H 2
. 

En particulier, pour f = en : z 1-+ zn ( n E N), on a 
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Puisque ( en)nEN est une base orthonormale de H 2
, il s'ensuit que 

k ( ) ~ -n n 1 zW=L.....-zw= _. 
1- zw n=O 

D'où 

Signalons que la propriété ( *) justifie le terme "noyaux reproduisants de H 2
:' que l'on 

attribue aux fonctions kz. 

Soient maintenant 0 < p < oo et f E HP. Par le Théorème 1.2.14, il existe h E H2 

sans zéro dans D tel que 

( i) IJIP :::; lhl 2 dans D. 

(ii) lf"IP = lh*l 2 presque partout sur éJD. 

Les relations (i) et (ii) sont dues au fait que le produit de Blaschke B vérifie 

IBI < 1 dans D et IB*I = 1 presque partout sur aD. 

(B peut être réduit à 1 si f n'a pas de zéros). On a alors 

Par conséquent, on en déduit que 

Ce qui entraîne la continuité de Dz sur HP. De plus, pour tout p 2 1, ona ll5zll :::; 

(1 - lzl2)-~. 
1 2 

Pour la minoration de ll5zii(HP)•, il suffit d'évaluer enz la fonction fz := (1-lzi 2 )"Pkz"P 

qui est de norme 1 dans HP. 

La dernière assertion de ce théorème a lieu, car pour tout f E HP, on a 

• 
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VIII Espaces de Hardy à poids 

Étant donné une suite de nombres réels f3(n) > 0 (nE N) avec (3(0) = 1, on appelle 
= 

espace de Hardy à poids, et on note H2((3), l'espace des séries f(z) = L anzn telles 
n=O que 

00 

1/!112 
:= L lanl2f3(n) 2 < oo. 

n=O 
Muni du produit scalaire 

00 = 00 

< J,g >:= L anb-nf3(n) 2 avec f(z) = L anzn et g(z) = L bnzn, 
n=O n=O n=O 

H 2 (f3) est un espace de Hilbert dans lequel les monômes zn( n E N) forment un système 

orthogonal total (voir [38]. De plus, si l'on suppose que 

1 
lim (3( n)-;; = 1, 

n-oo 

on constate que les éléments de H 2 (f3) sont en fait des fonctions analytiques dans D. 

Dans cette thèse, nous considèrerons les espaces H 2(f3) où les suites f3 vérifient la 

condition ( * ). A noter que l'espace H 2 , vu dans le paragraphe précédent, coïncide avec 

l'espace de Hardy à poids H 2 (f3) où ,B( n) = 1 pour tout n. 

Le lemme suivant, dont nous rappelons une preuve, généralise la propriété des 

noyaux reproduisants ( déja vue pour H 2
) aux espaces H 2 (f3). 

Lemme 1.2.16 

L'espace H 2(f3) admet pour noyaux reproduisants les fonctions k~ (z E D) définies par 

oo -n 

k~(w) := E f3[n) 2 wn pour tout w E D. 

Preuve : 

Les fonctions k~ données par ce lemme sont dans H 2(f3). En effet, la série entière de 

terme général /3C:)2 admet pour rayon de convergence 

( lim ,B(nt~)-l = 1. 
n-+oo 

Cela implique que 
oo lzl2n 

,?;f3(n)2 <oo pourtoutzED. 
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00 

Ce qui signifie que k~ E H 2 (j3). D'autre part, pour toute fonction f(z) = L }(n)zn 
n=O 

dans H 2 ((3), on a 

(X) - 00 

< f, k~ >= L ](n)k~(n)f3(n) 2 = L }(n )zn = f(z). 
n=O n=O 

Pour la réciproque, supposons que, pour tout z E D, il existe 9z E H 2 (j3) telle que 

< f,gz >= f(z) pour tout fE H 2 (f3). 

Alors, en particulier, pour Pn(w) = wn, on trouve < Pn,9z >= zn. Or, puisque 9z E 

H 2 (j3) C H(D), on peut écrire 

00 

9z(w) = L':§;(n)wn pour tout w E D. 
n=O 

Il s'ensuit donc que 

D'où l'égalité 9z = k~ et cela achève la preuve. • 
Le théorème qui suit nous permet d'obtenir la continuité de l'opérateur C, sur 

certains espaces de Hardy à poids à partir de sa continuité sur un autre. 

Théorème 1.2.17 (cf. [8]) 

Soient cp E H(D, D) avec cp(O) = 0 et f3 et 1 deux suites vérifiant(*) telles que 

f3(n) < 1(n) 
(3( n + 1) - 1( n + 1) 

pour tout n E N. 

Si c<p est borné SUT H 2 ((3), alors il est borné sur H 2 (!) et on a 

Corollaire 1.2.18 

Si cp E H(D,D) avec cp(O) = 0 et si f3 est une suite décoissante vérifiant(*), alors C:: 

est une contraction sur H 2 (j3). 
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IX Espaces de Hardy de fonctions banachiques 

Soit X un espace de Banach. On dit qu'une fonction f : D --+ X est holomorphe 

si, pour tout TE X*, on aT of E H(D). Il est bien connu (cf. (24] (chap. 8)) que 

f: D --+X est holomorphe si et seulement si elle est analytique; à savoir, il existe une 

suite d'éléments Xn de X telle que, pour tout z E D, on ait 
00 

f(z) := L ZnXn OÙ Xn EX. 
n=O 

Soit 1 s; p < oo. On désigne par H"{ l'espace des fonctions f : D --+ X holomorphes 

telles que 

llfllr,x := ( sup 2_ {21r llf(rei0 )11~ de) i < oo. 
O~r<l 27r Jo 

On vérifie aisément que 11-llr,X est une norme sur H"{ et que celui-ci est un espace de 

Banach pour cette norme. Le cas particulier X = C redonne les espaces de Hardy HP 

dans lesquels toute fonction admet une limite radiale presque partout sur f)D. Rap

pelons que cela nous permet d'identifier HP à un sous-espace de LP(f)D, m). Toutefois, 

clans le cas général, ce résultat n'est pas toujours vrai et cela dépend de l'espace X 

(voir [3]). Cela nous mène à la définition suivante dans laquelle Hx dénote l'espace 

des fonctions f : D --+ X analytiques telles que 

llflloo,X := sup llf(z)llx < oo. 
zED 

Définition (propriété de Radon-Nikodym analytique (cf. [20])) : 

Un espace de Banach X a la propriété de Radon- Nikodym analytique si, pour tout 

fE H_'f, 

r<l 

existe clans X pour presque tout eiB. 

Dans [3] et [16], il est prouvé que X a la propriété de Radon-Nikodym analytique si 

et seulement si f*(ei 0 ) existe (pour presque tout ei0 ) pour tout fE H"{ (1 :::; p:::; œ). 

L'auteur de [20] caractérise cette propriété en utilisant les martingales analytiques qui 

sont les suites de fonctions Fn (nE .N) définies sur [0, 21r]N par 
n 

Fn(el, e2, .. ·) := L eiBk !k(el, e2, ... 'ek_I), 
k=l 

où fk : [0, 21rjk- 1 --+X est mesurable pour tout k E .N*. Voici sa caractérisation. 
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Théorème 1.2.19 (définition initiale) 

X admet la propriété de Radon-Nikodym analytique si et seulement si toute martingale 

analytique L 1 -bornée dans X est convergente. 

Pour un espace de Banach X séparable, il est connu que cette propriété entraîne la 

séparabilité de Hr;_ (voir [3]). La réciproque de ce résultat a été établie ultérieurement 

dans [11]. 

X La classe de Nevanlinna 

On dit qu'une fonction f de H(D) est dans la classe de Nevanlinna JV, si 

1 l2rr sup - log+ IJ(rei0 )1 dB < oo. 
O~r<l 271" 0 

A partir de la double inégalité 

log+ x~ log(1 +x) ::; 1 +log+ x (x 2: 0), 

on voit que f E JV si et seulement si 

1 1211" IIJIIN := sup -. log(1 + IJ(rei0)1) dB < oo. 
O~r<l 271" 0 

Cette pseudo-norme permet de définir la distance suivante invariante par translation : 

d(f, g) = Il!- giiN pour tous j, g EN. 

Munie de cette distance, la classe JV devient un espace métrique complet, mais de 

manière surprenante ce n'est pas un espace vectoriel topologique : il existe des fonctions 

fEN telles que d(éj, 0) ne tende pas vers 0 quand étend vers 0 (voir [46]). D'autres 

propriétés de l'espace (N, d) sont étudiées dans [19] et [18]. 

Comme pour les espaces HP, la limite radiale j* de toute fonction f E N existe presque 

partout sur aD (voir [19]). Les fonctions deN vérifiant 

forment un espace vectoriel topologique, appelé classe de Smirnov et noté JV+. Pour le 

détail, voir [52] où l'auteur prouve, entre autres, que N..J._ n'est pas un espace vectoriel 
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localement convexe. Cependant, ce même auteur montre dans [53], que la classe F+ 
00 

des fonctions f(z) = L }(n)zn telles que IÎ(n)j ~ c~e~Fn pour toutE> 0, munie de 
n=O 

la famille des semi-normes 

00 

llfllc := L IÎ( n) je-cy'7ï ( c > 0), 
n=O 

est un espace vectoriel localement convexe. Il prouve également qu'elle contient JV+ 

comme sous-espace dense (alors que ;V (j_ F+, cf. chap. 4, Lemme 4.3.3). En outre, 

nous avons les inclusions strictes suivantes : 

H 00 c HP c Hq c JV+ c ;V nF+ (0 < q < p < 00 ). 

Le lemme suivant montre que la topologie induite par la distance d sur la classe Ar 

est plus forte que celle de la convergence uniforme sur tout compact de D. Il décrit, 

d'autre part, le comportement des coefficients de Taylor des fonctions de ;V. 

Lemme 1.2.20 

(1) Pour tous fE fil et z E D) on a 

00 

(2IIJIIN) 
lf(z)j ~exp 1 -lzl - 1. 

(2) Si f(z) = L anzn E ;VJ alors il existe a, b > 0 tels que janl ~ aebfo pour tout 
n=O 

nE N. 

Preuve: 

(1) D'après le Lemme 1.2.7 appliqué à la fonction sous-harmonique v(z) = log(1 + 
lf(z)j), on a 

1 + jzj 2 
log(1 + lf(z)l) s; 1 -lzlllfiiN ~ 1 -lzlllfiiN· 

ce qui entraîne ( 1) en passant à 1 'exponentielle. 

(2) Posons À = IIJIIN· Les inégalités de Cauchy montrent, compte tenu de (1), que 

pour tout 0 < r < 1, on a 

( 
2À 1) ( 2/\ 1 - r) lanl ~exp -- + nlog- ~exp -- + n-- . 

1-r r 1-r r 
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En particulier, pour r = 1 - ~' on obtient 

Ce qui donne le résultat souhaité avec a= exp(0(1)) et b = 2&. • 
Il est bien connu (cf. (54]) que l'assertion (2) du lemme précédent peut être rem

placée par Jan J S cêeêVn pour tout é > 0 si f E JV+. Ceci justifie alors l'inclusion 

N+ C p+. Par contre, l'inclusion inverse n'a pas lieu. Plus précisément, la proposition 

suivante montre que F+ n'est même pas contenu dans N. 

Proposition 1.2.21 (cf. [18]) 
00 

Si L JanJ 2 = oo et lim JanJ~ = 11 alors! pour presque tous les choix de szgnes1 la 
n-oo n=l 

00 

fonction L ±anzn n 1 pas de limite radiale! et ceci sur un ensemble de mesure 1. 
n=l 

Par exemple, il existe des signes ± tels que si f( z) = f ± ~zn, alors 
n=l yn 

f rf. JV. Evidemment, ici, f E p+. 

On peut remplacer, dans la proposition précédente, les signes ± par une suite de vari

ables aléatoires (Zn) indépendantes, uniformément distribuées et prenant leurs valeurs 

sur éJD. Une telle suite s'appelle suite de Steinhaus. On obtient ainsi le résultat suivant 

qui semble nouveau. 

Proposition 1.2.22 
00 

Si L Janl 2 = oo et lim JanJ~ = 11 alors! presque sûrement! la fonction fw(z) 
n_.oo 

n=a 
00 

L anZn(w )zn n 1appartient pas à N. Plus précisément! on a 
n=a 

lo
27r 

sup log lfw(rei8 )J dfJ = oo 
a::;r<l a 

presque sûrement. 

Preuve: 
00 1 

Posons 1VI2 (r) := (2.: JanJ 2 r 2n) 2 (pour r < 1), dr7(fJ) := g!, v:= dr7®dw, }~(fJ,w) := 
n=a 

lfw(rei8 )J, Xr(w) := J~1r log(1 + Yr(B,w)) dr7(fJ) et X:= sup Xr = limXr. 
a<r<l r-1 - r<l 

Pour tout fJ fixé, il résulte de l'inégalité d'Ullrich-Favorov (voir [49]), que 

{271" {271" 
la log(l + Yr(fJ,w)) dw 2: la logYr(fJ,w) du: 2: logi'vf2(r)- a, 
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où a est une constante strictement positive. Intégrons par rapport à Œ, puis appliquons 

le théorème de Fubini pour obtenir 

E(Xr) 2: logMz(r)- a. (1) 

Ici, E désigne l'espérance par rapport à dw. 

D'autre part, l'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que 

Or, la fonction x f-+ log2 (1 + x) est concave sur [ e - 1, +oo[. Donc, par l'inégalité de 

Jensen, il s'ensuit que 

E(X;) ~ 1 + log2 (1 + ~ j j Yr(B,w) dCJ(IJ)dw), 
r 

où iV!r := v{(IJ,w); Yr(!J,w) 2: e- 1}. 

Rappelons maintenant l'inégalité de Salem-Zygmund (cf. [30]) : 

(2) 

où f1 est une mesure de probabilité et Y est une fonction positive de carré intégrable. 

Appliquée à 1-l = v et Y= Y~, cette inégalité donne 

v(Y: > ~ j j y dCJdw) > ~ (J f Yr dCJdw )z 
r - 2 r - 4 J J Y,.2 dCJdW 

Or, les inégalités de Khintchine (cf. [30]) impliquent que 

(j j Yr de7dw) 2 2: l j j Y,.2 dCJdw = ~(lv12 (r)) 2 . 

On obtient alors 

v(Y~ 2: llvf2(r)) 2: ~-
Comme i\112(r) ~ oo quand r ~ 1, il s'ensuit que lvfr 2: ~pour r 2: ro, et que 

E(X;) ~ 1 + log2 (1 + Si\112 (r)) pour tout r0 ~ r < 1. (3) 

Soit P la probabilité associée à dw. (2) appliquée cette fois à f1 = P et à Y = Xr 

donne, compte tenu de (1) et (:3) : 

P(Xr > ~E(Xr)) > ~ (log(lvfz(r))- a)Z =: ~Àr 
- 2 - 4 1 + log2 (1 + 8M2 (r)) 4 

(4) 
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pour tout r0 ~ r < 1. 

Soit A> 0 fixé arbitrairement. (1) et (4) entraînent, pour r assez proche de 1 (rA~ 

r < 1), que 
1 

P(Xr ~ A) ~ 4Àn 

et cela implique que P(X ~ A) ~ ~Àr· Comme Àr -+ 1 quand r -+ 1, on obtient 

P(X >A)>~- -4 

Par passage à la limite quand A-+ oo, on en déduit que P(X = oo) ~ ~- Enfin, par 

la loi du zéro-un de Kolmogorov, on conclut que 

P(X=oo)=l. 

Ce qui signifie que fw tiN presque sûrement. • 
Remarques: 

1. La Proposition 1.2.22 permet d'écarter la conjecture de Bloch-Nevanlinna (actuelle

ment réfutée) : f EN===? J' E JV. Par exemple, pour tout w, la fonction fw(z) := 

~ Zn(w) . - · ' V t d N L -----.,--2 -zn est contmue sur D, donc elle appartient a J . Par contre, fw v:. presque 
n=2 n log n 
sûrement. 

2. Il existe des fonctions f ti JV telles que 

sup f
2

rr log IJ(rei0 )1 dB< oo. 
o:s;r<l Jo 

1
211" 

Par exemple, si f(z) =exp (l!z)2, la formule de Jensen montre que sup log IJ(rei0 )1 dB= 
O<r<l 0 

log lf(O)I = 1. Pourtant, le Lemme 1.2.20 montre que f tiN. -

Le corollaire qui suit découle directement de la proposition précédente. 

Corollaire 1.2.23 

Soit (an)n une suite bornée avec L iani 2 = oo. Si fw(z) LanZn(w)zn, alors 
n n 

fw E p+ pour to,ut w et fw tiN pour presque tout w. 
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XI Suites de moments 

On considère l'opérateur~ défini sur l'espace des suites F = (F(n))nEN par: 

~F(n) = F(n)- F(n + 1). 

La suite de ses itérés définie par : 

{ 
~°F=F. 
~n+lp =~(~nF) pour tout nE N. 

satisfait la formule binômiale suivante : 

6." F(k) = t, (;) ( -t)i F(j + k) pour tout k, nE N. 

Le théorème suivant est une version du théorème de Hausdorff (cf. [48] p. 9) adaptée 

à nos objectifs. 

Théorème 1.2 .24 

Soit F une suite réelle. Il existe une fonction mesurable f: [0, 1] -t [0, 1] telle que 

F(n) =fol f(tt dt pour tout nE N, 

si et seulement si 

F(O) = 1 et ~nF(k) ~ 0 pour tous k, nE N. 

Désormais, on appellera suite de moments toute suite vérifiant les conditions du 

théorème précédent. Par exemple, pour tout r.p E H(D,D), la suite (II'Pnlh)nEN, étant 

égale à la suite (llrç;*nlldnEN (voir [19]), est une suite de moments. Plus précisément, 

vue l'analycité de rp, on dira qu'une telle suite est une suite de moments analytiques. 

Généralement, la condition ~nF(k) ~ 0 est difficile à tester. On pourrait alors utiliser 

la proposition suivante dans laquelle p(n) désigne la dérivée neme de F. 

Proposition 1.2.25 

Si la fonction F: [0, +oo[-t Rest de classe C00 telle que F(O) = 1 et signF(n) = ( -1)n 

pour tout n E NJ alors (F(n))nEN est une suite de momtnts. 

32 



Cette proposition découle directement du Théorème 1.2.24 et de la formule suivante 

qu'on peut prouver par récurrence : 

!:::.nF(k) = (-1t !allal··· fol p(n)(k +tl+ t2 + · · · + tn) dt1dt2 · · · dtn. 
'"---v---"' 

(n fois) 

Par ailleurs, les suites de moments analytiques ont été caractérisées parmi les suites 

de moments (cf. [27]) par la condition : 

En général, cette condition est difficile à vérifier. C'est pourquoi nous ferons appel au 

théorème suivant (cf. [27]) permettant d'approcher toute suite de moments par une 

suite de moments analytiques. 

Théorème 1.2.26 

Pour toute suite F de moments) il existe cp E H(D, D) telle que 

1 
IF(n)- llcpnlhl :S 

2
n pour tout nE N. 

Comme conséquence du théorème précédent, on a le corollaire suivant. 

Corollaire 1.2.27 

Si F est une suite de moments telle que 

lim F(n) = 0 et 2nF(n) 2: M > 1 quand n-+ oo, 
n-+oo 

alors il existe cp E H(D, D) telle que II'Pnlh "'F(n). 

Notons que, dans la conclusion du corollaire précédent, nous avons nécessairement 

lc.p*(eiiJ)I < 1 pour presque tout eiiJ. 

Dans tout le reste, on désignera par cp toute fonction de H(D, D). 
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Deuxième chapitre : 

Contractivité des opérateurs de 

composition sur les espaces de Hardy 
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2 Contractivité des opérateurs de composition sur 

les espaces de Hardy 

L'objet de ce chapitre est d'établir quelques propriétés des opérateurs de composition 

définis sur des espaces de Hardy H qui diffèrent les unes des autres selon que la structure 

est classique (c'est le cas lorsque H = HP avec 1 :::; p < oo) ou munie d'une suite de 

poids f3 (dans ce cas H = H 2 (f3)). Nous traitons des notions telles que la contractivité 

et la similarité à une contraction, d'abord dans le cas classique, ensuite dans le cas où 

l'on considère une suite de poids. A la fin du chapitre, nous étudions les opérateurs C'P 

hypercontractifs; c'est à dire, ceux qui envoient HP dans H!3P ((3 > 1) avec une norme 

inférieure ou égale à 1. 

2.1 Etude sur HP (1 < p < oo) 

On rappelle que HP est l'espace de Hardy classique: c'est à dire, l'espace des fonctions 

f analytiques dans D vérifiant 

1 121r llfll~ := sup - IJ(rei8)IP dfJ. 
o::;r<l 27r 0 

Sur cet espace, l'opérateur C'P est borné. C'est par exemple une consequence du 

principe de subordination de Littlewood qui permet d'établir la contractivité de C'P 

lorsque cp(O) = 0 (voir Théorème 1.2.6). A noter qu'un opérateur borné est dit con

tractif si sa norme est inférieure ou égale à 1. 

2.1.1 Opérateurs de composition contractifs 

La condition cp(O) = 0 caractérise exactement les opérateurs C'P con tractifs sur HP. 

Cela découle d'un résultat de [10] p. 123, que l'on va compléter à l'aide d'un théorème 

de cette même page et d'un résultat de [7]. 

Théorème 2.1.1.1 

c'P est borné sur HP et on a 
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D'autre part1 

(1 - lalz)--P~ si <p a E D 
1 

Û ( 1 + 1 s 12 
- 1 t 12 + ( ( 1 - 1 s 12 + 1 t 12 ) 

2 
- 41 t 12

) t) - ï> si <p ( z) = s z + t 

(
Hjcp(O)I)i 
1-jcp(O)i 

s # 0 et lsl + ltl ~ 1 

si <p est intérieure. 

De plus, lorsq,ue <p est intérieure et s 1annule en 01 C'P est une isométrie et inversement. 

Remarque 2.1.1.2 

Nous verrons, dans la section 3, que l'opérateur C'P est inversible sur Hi (X étant 

un espace de Banach) si et seulement si <p est un automorphisme de D. Cela en

traîne, d'après le Théorème 2.1.1.1, que les rotations de D sont les seules à induire des 

opérateurs de composition unitaires sur HP. 

2.1.2 Similarité à une contraction 

Théorème 2.1.2.1 

Dans les assertions suivantes1 (1) 1 (3) et (4) sont équivalentes pour tout 1 ::::; p < oo. 

De plus1 si p = 2, elles sont équivalentes à (2). 

( 1) c'P est semblable à une contraction. 

(2) c'P est polynômialement borné. 

(3) c'P est à puissances bornées. 

( 4) <p admet un point fixe dans D. 

Preuve: 

(1) ===? (2) soit P un polynôme à coefficients complexes. On rappelle que IJPIJoo := 

sup IP(z)l. D'après l'hypothèse, il existeS E B(H2
) inversible tel que 

lzl=l 

C'P s- 1 CS où C est une contraction sur H 2
. 

s-1 P(C)S. 

< IJS- 1 JIIJP(C)IJJISIJ::::; IJS- 1 JIIJSIJIJPIJoo-

La dernière inégalité découle du théorème de von-Neumann rappelé au début du pre

mier chapitre. 
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(1) ===? (3) dans la preuve de (1) ===? (2) , on remplace 2 par 1 ::::; p < oo et on prend 

P(z) = zn pour obtenir 

(2) ===? (3) est immédiat. 

(3) ===? (4) supposons que cp n'a pas de point fixe dans D. D'après le théorème de 

Denjoy-Wolff, cité en préliminaire, il existe un unique point ( E âD tel que 

où (c.pn)nEN est la suite des itérées de cp. A noter que la version faible /'Pn(O)/-t 1 suffit. 

Comme on a 

il s'ensuit que 

Ce qui contredit l'assertion (3). 

(4) ===? (1) soit a E Dun point fixe de cp. On pose: 

·1/J = 'Pa 0 cp 0 'Pa OÙ 
a-z 

'Pa(z) = _ 
1- az 

On rappelle que 'Pa E Aut(D) et c.p;;- 1 ='Pa· Comme 'lj; E H(D, D) et ?j;(O) = 0, d'après 

le Théorème 2.1.1.1, l'opérateur c1/; est une contraction sur HP. Mais l'identité : 

"'' -1 <p ='Pa 0 'fl 0 'Pa 

entraîne que 

D'où l'assertion (1). • 
Corollaire 2.1.2.2 

Si C~v est compact pour un N E N* alors C'~' est semblable à une contraction. 

Preuve : 

D'après le Théorème 2.1.2.1, il suffit de prouver que <p admet un point fixe dans D 

dès qu'une certaine puissance de C'~' est compacte. Pour cela, on va d'abord montrer 
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l'existence d'un tel point lorsque Ccp est compact sur H 2 • A noter que la compacité 

d'un tel opérateur sur HP pour un p entraîne sa compacité sur HP pour tout p (cela 

est dû essentiellement au Théorème 1.2.14). 

Soit (zn)nEN une suite de points de D telle que J~~ lznl = 1. Alors, si kn(z) := 11 ~:: 11 
(les kzn étant des noyaux reproduisants de H 2

; voir Lemme 1.2.16), on a kn ~O . .:\his, 

comme llknll2 = 0(1), il s'ensuit que kn ~o. Or, c; est compact, donc lim IIC;knll2 =o. n-+oo 
Soit encore, puisque c;kz = kcp(z) : 

lim 1 - J<p( Zn) J2 
n-+oo 1 -JznJ2 = 00. (i) 

D'autre part, si on considère une suite (rn)nEN C [0, 1[ telle que lim rn= 1, le théorème 
n-+oo 

de Rouché appliqué aux fonctions idD-rn<p et idD sur D(O, rn), pour tout nE N, assure 

l'existence d'une suite (zn)nEN CD telle que 

rn<.p(zn) =Zn pour tout nE N (ii) 

Dans ce cas, on obtient : 

(iii) 

Ceci est vrai, en particulier, pour une sous-suite de (zn) convergeant vers w E D. Si 

<p était sans point fixe dans D, on aurait w E aD, car sinon, par passage à la limite 

dans (ii), w serait fixe par <p. Dans ce cas, (i) et (iii) seraient en contradiction. D'où, 

<.p admet un point fixe dans D. 

Supposons maintenant C{: = CcpN compact pour un N E N*. D'après ce qui précède, 

'PN admet un point fixe a E D. Donc <p(a) est également un point fixe de 'PN· Si 

<p(a) =1 a, d'après le lemme de Schwarz, on doit avoir 'PN = idD. Mais alors C{: = I 
ne peut pas être compact. Donc, <p( a) = a. • 

Pour étudier la similarité à une isométrie, nous allons exploiter le résultat suivant 

(cf. [31]) donnant le spectre de Ccp dans un cas particulier. 

Théorème 2.1.2.3 

Supposons <.p analytique sur un voisinage de D} non intérieure et admettant un point 

fixe a dans D. Si C~ n}est compact sur HP (1 :::; p < oo) pour aucun n E N) alors il 

existe 0 < p < 1 tel que 
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Théorème 2.1.2.4 

Supposons <p analytique sur un voisinage de D. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) C"' est semblable à une isométrie. 

(2) <p est intérieure et admet un point fixe dans D. 

Preuve du Théorème 2.1.2.4 : 

(1) ==} (2) l'hypothèse implique que C"' est semblable à une contraction. Par le 

Théorème 2.1.2.1, <p a nécessairement un point fixe dans D. Supposons que <p ne soit 

pas intérieure. Comme c; n'est compact pour aucun nE N (un opérateur semblable à 

une isométrie n'est jamais compact en dimension infinie), d'après le Théorème 2.1.2.3, 

le spectre de Cr.p ne peut être ni D ni une partie de 8D. Or, le spectre d'une isométrie 

est une partie de f)D si elle est surjective, sinon, il est égal à D (voir Théorème 1.2.5). 

On en déduit que Cr.p ne peut pas être semblable à une isométrie. Ce qui est absurde. 

(2) ==} (1) se démontre de la même façon que (4) ==} (1) du Théorème 2.1.2.1. Si ce 

n'est qu'ici, d'après le Théorème 2.1.1.1, l'opérateur C!/1 est isométrique puisque 'ljJ est 

intérieure (comme étant composée de fonctions intérieures) et s'annule en O. • 

Question : 

Le Théorème 2.1.2.3 donne le spectre de Cr.p avec <p analytique sur un voisinage de D. 

Peut-on se passer de cette hypothèse dans le Théorème 2.1.2.4 ? 

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des Théorèmes 3.2.3 et 2.1.2.4. 

Corollaire 2.1.2.5 

Les opérateurs de composition semblables à des transformations unitaires sont ceux 

dont le symbole est un automorphisme elliptique de D. 

2.2 Etude sur H 2(j3) 

Nous rappelons que l'espace de Hardy à poids H 2(j3) est l'espace des fonctions f(z) = 
co 

L anZn telles que 
n=O 

co 

llfll1-2(iJ) := L lanl 2 /3(n) 2 < 00 

n=O 
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où (3 = ((3( n) )nEN est une suite réelle vérifiant 

{ 

f3(n)>0 

(3(0) = 1 

lim (3( n) -!ï = 1. 
n-oo 

pour tout nEN 

Nous rappelons également, pour tous j,g E H 2 ((3) avec f(z) 

00 

L bnzn, que la relation 
n=O 

00 

< j,g >:= L anb~(3(n) 2 

n=O 

00 

L anzn et g(::) 
n=O 

définit un produit scalaire pour lequel H 2((3) est un espace de Hilbert et que les fonc

tions k~ définies sur D par 

oo -n 

k~(w) =fa (3[n)2wn pour tout w E D 

sont les noyaux reproduisants de cet espace (voir Lemme 1.2.16). 

2.2.1 Opérateurs de composition contractifs 

Théorème 2.2.1.1 

La condition cp(O) = 0 est nécessaire pour que C"' : H2 ((3) -+ H 2 ((3) soit de norme 1. 

Preuve: 

Puisqu'on a 

Il e 11 2 JJC*!I 2 > JIC*kf311 2 llkf3 11 2 ~ Jcp(O)J
2
n 1 ~ Jcp(O)J

2

n 
"' = "' _ "'~o H2(f3) = 'l"(o) H 2(f3) = ~ f3(n)2 = + ~ (3(n)2 ' 

alors, si IIC10 1! = 1, on doit avoir 

oo Jcp(O) J2n 
]; ,B(n)2 = 0 

et, cela entraîne que cp(O) = O. • 
La suffisance de la condition du Théorème 2.2.1.1 n'est pas toujours garantie. Cela 

dépend de la suite (3 et du symbole cp. 
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Définition : 

On considère l'opérateur de multiplication M'P défini par 

Contrairement à ce qui se passe sur H 2
, l'opérateur M'P n'est pas nécessairement borné 

sur les espaces de Hardy à poids. 

Pour cette raison, on définit l'espace H 00 (j3) par 

H 00 (j3) := {g E H(D); gf E H 2(j3) pour tout f E H 2(j3)}. 

Puisque 1 E H 2 (j3), nous avons 

Enfin, pour tout gE H 00 (,8), si on pose 

alors cela définit une norme pour laquelle l'espace H 00 (j3) est une algèbre de Banach. 

Proposition 2.2.1.2 
. j3( n + 1) 

Supposons rp E H 00 (j3) avec IIVJIIoo f3 ::S mf /3( ) . 
' nEN n 

La condition rp(O) = 0 est suffisante pour que C'P soit de norme 1. 

Preuve: 

On adapte la preuve de Littlewood faite dans le cas j3 = 1. On désigne par B l'opérateur 

"backward" shift défini par 

=0 

pour tout n E N* 

Soit fun polynôme de degré n. Pour tout z E D, on a 

f(z) = }(0) + z(BJ)(z) 

et donc 

f(rp(z)) = /(0) + rp(z)(BJ)(rp(z)). 

Soit encore 
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Si <p(O) = 0, alors }(0) et Jv[.PC'PB f sont orthogonaux et on a 

Remplaçant f par Bk f pour tout k E N, il vient : 

Soit 

Comme deg(J) = n, Bkf = 0 pour tout k 2: n + 1. 

Ecrivant (1) pour k = 0, ... , n et, additionnant membre à membre, on obtient : 

00 

IIC<pfll 2 ~ L IÎ(kW!J(k) 2 
= 11!11 2

• 
n=O 

n 

Soit maintenant fE H 2 (tJ). On pose fn := L Î(k)zk. 
k=O 

D'après ce qui précède, pour tout (m,n) E N2
, on a 

(1) 

La suite Un)nEN étant de Cauchy puisqu'elle converge vers j, il en est donc de même 

de la suite ( C<pfn)nEN· Il existe alors g E H 2 (tJ) tel que 

(2) 

D'autre part, on a 

car la convergence dans H 2 (jJ) entraîne la convergence uniforme sur tout compact de 

D. Donc 

f u.c f 
n 0 <p ---r 0 <p. 

Ce qui donne, compte tenu du (2) : 

Par passage à la limite quand n ---r oo dans 
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on obtient : 

JICc,oJJI ~ IIJJI pour tout fE H2(f3). 

D'où la contractivité de Cc,o· • 

Remarque 2.2.1.3 

1. On a déjà vu (cf. Corollaire 1.2.18) que si cp(O) = 0 et f3 est décroissante, alors 

JIC'PII = 1. 
2. Il existe des fonctions cp de H(D, D) s'annulant à l'origine et induisant des opérateurs 

de composition bornés mais non contractifs. En voici un exemple. 

Soit cp non linéaire avec llcplloo < 1 et cp(O) = O. Il est clair que C41 (H
2 ((3)) C H 00 C 

H 2 (f3). Donc, l'opérateur C41 est borné sur H 2 (f3). On prend maintenant f3 vérifiant 

00 

(3(1)2 < L lan(cp)l2f3(n)2. 
n=2 

Pour ce choix de f3 et, si on note Pn la fonction qui à z associe zn, on obtient : 

00 

n=l 
00 

n=2 

> (1 + lai(cp)l 2 )(3(1) 2 

> IIP111~2(f3)• 

Ce qui implique que IIC41 II > 1, bien que cp(O) =O. 

2.2.2 Opérateurs de composition isométriques 

Proposition 2.2.2.1 

Soit k E N*, a E D. Si Capk est isométrique, alors 

lai= 1 et f3(kn) = /3(1) pour tout nE N. 

Preuve : 

Posons cp( z) 

la forme : 

azk. Une récurrence montre que la nieme itérée de cp s'écrit sous 

S (k) kn cpn =an z 
n-1 

où sn(k) = L kj. 
j=O 
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Si Cr.p est isométrique, alors C'Pn l'est aussi, et par conséquent 

Soit encore 

Si k = 1, sn(1) =net(*) donne: JaJnjJ(l) = ,8(1). Donc, JaJ = 1. Sinon, on a 

et, puisque 

lim ,B(kn)kt,. = 1 et lim sn(k) = lim 1 - -(n 
n-oo n-+oo kn n-+oo k _ 1 

1 

k -1' 

on doit avoir JaJ = 1. Ce qui entraîne, compte tenu de ( *) : 

jJ(kn) = ,8(1) pour tout nE N*. 

• 

Remarque 2.2.2.2 

1. Bien qu'intérieurs et nuls en 0, les monômes apk(JaJ = 1; k 2: 2) n'induisent pas 

d'opérateurs de composition isométriques sur les espaces H 2 (,8) tels que ,B(P) =/= /3(1) 

pour un nE N*. 

2. Les rotations sont les seules à induire des opérateurs de composition unitaires sur 

tous les espaces H 2 (j3). En effet, un simple calcul prouve que toute rotation de D induit 

un opérateur de compositon unitaire. Inversement, si on a un opérateur Cr.p unitaire 

sur tous les espaces H 2 (j3) alors cp E Aut(D). D'autre part, comme Cr.p est de norme 

1, d'après le Théorème 2.2.1.1, cp(O) =O. Par conséquent, c.p(z) = Àz avec JÀJ = 1. 

Question : 

Existe-t-il une fonction c.p non intérieure et une suite j3 telles que Cr.p soit isométrique 

sur H 2 (j3) ? 
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2.2.3 Problème de similarité à une contraction 

Théorème 2.2.3.1 
00 1 

Supposons]; ;3( n )2 = oo. 

Si sup Il c; Il < 00 alors 'P admet un point fixe dans D. nEN 
Preuve: 

Supposons sup IIC;II < oo et 'P sans point fixe dans D. Par le théorème de Denjoy-\Volff nEN 
rappelé au second chapitre, il existe un point ( E 8D tel que 

D'autre part, on a 

u.c /" 'Pn -+ '>. 

1 

11c;11 = IIC"'nll = IIC;J ~ IC;nkgiiH2 (!3) = llk~n(o)IIH2 (i3l = (E I'P;f~~rk) 2 

Comme J~~ I'Pn(O)I = 1 et E ;3(~)2 = oo, il s'ensuit, par le lemme de Fatou, que 

lim ~ I'Pn(O)Izk = oo. 
n->oo f:o j3( k )2 

Ce qui contredit l'hypothèse sup IIC;II < oo. D'où le résultat par l'absurde. • nEN 
Corollaire 2.2.3.2 

00 1 
Sïlpposons ]; ;3( n )2 = oo. 

Si C"' est semblable à une contraction, alors 'P admet un point fixe dans D. 

Contrairement à ce qui se passe sur l'espace H 2
, l'existence d'un point fixe dans D 

n'est pas toujours une condition suffisante pour que C"' soit semblable à une contraction 

sur H 2 (;3). 

Cela n'a rien d'étonnant puisque la nullité de 'P en 0 n'entraîne pas nécessairement la 

contractivité de C<,? et puisque les automorphismes de D n'induisent pas toujours des 

opérateurs de composition bornés. 

Cependant, la proposition suivante donne un exemple d'espaces H 2 (j3) partageant cette 

propriété avec l'espace classique H 2 . 

On dira que H 2 (j3) est invariant par automorphisme si les opérateurs de composition 

induits par les automorphismes de D y sont bornés. Dans ce cadre, nous avons le 

résultat suivant en analogie avec le Théorème 2.1.2.1. 
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Théorème 2.2.3.3 

Supposons f3 décroissante et H 2 (f3) invariant par automorphisme. Les assertions suiv

antes sont équivalentes. 

( 1) Ccp est semblable à une contraction. 

(2) Ccp est polynômialement borné. 

(3) Ccp est à puissances bornées. 

( 4) cp admet un point fixe dans D. 

La preuve de ce théorème se fait de la même façon que dans le cas classique H 2
. 

Notons que la décroissance de f3 entraîne la suffisance de la condition cp(O) = 0 pour 

que IICcpl/ = 1 (voir Corollaire 1.2.18). Elle implique également la divergence de la série 

de terme général ,13(~) 2 • 

Questions : 

1. Peut-on affaiblir l'hypothèse faite sur f3 dans le Théorème 2.2.3.1 ? 

2. Existe-t-il un exemple d'application cp et de suite f3 pour lesquelles l'opérateur C"' 

n'est pas semblable à une contraction sur H 2 (!3) alors que sup 1/ c; Il < oo ? 
nEN 

2.3 Hypercontractivité des opérateurs de composition 

Dans cette section, il s'agit des opérateurs Ccp envoyant H 2 dans H 2i3 (1 :S f3 :S oo) tout 

en restant contractifs. Certains auteurs comme H. Hunziker et H. Jarchow, ont résolu 

la première partie de ce problème; à savoir, l'augmentation de l'intégrabilité (voir [27]). 

Quant à nous, nous donnerons des conditions nécessaires ou suffisantes sur cp et f3 pour 

que Ccp, vu comme opérateur de H 2 dans H 2i3, soit de norme 1. 

Lorsque Ccp envoie HP dans Hi3P(1 ::=; (3, p < oo ), sa norme dans l'espace B(HP, HPP) 

sera désignée par IICcpllp,f]p· 
La proposition suivante, dont la preuve (cf. [19]) repose sur le Théorème 1.2.14, ex

plique la raison pour laquelle on va se contenter du cas p = 2 pour étudier cette 

question. 
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Proposition 2.3.1 

Si Cc.,(HP) Ç Hf3P pour un 1 ~ p < oo, alors Ccp(HP) Ç Hf3P pour tout 1 ~ p < oo. De 

plus, on a 

Corollaire 2.3.2 

Si IICcp/lp,f3p ~ 1 pour un 1 ~ p < oo , alors IICcp/lp,f3p ~ 1 pour tout 1 ~ p < oo. 

Définitions : 

1. On dira que Ccp est j3-borné (resp. /3-contracti/), si IICcpllp,f3p < oo (resp. IICcpllp,f3p ~ 
1) pour un 1 ~ p < oo. 

2. Soit p une mesure de Radon complexe sur le disque D. p est dite /3-Carleson si 

ltti(W(h, a)) 
sup hf3 < oo 

O<h<l 
O$a$2rr 

où lttl est la variation totale de tt et vV(h, a) désigne la "fenêtre de Carleson" de taille 

h définie par 

·8 h h 
vV(h, a) := {re' ; 1 - h ~ r < 1; a- 2 ~ e ~a+ 2 }. 

Le théorème suivant, prouvé dans [27], donne une caractérisation complète des 

opérateurs Ccp ,8-bornés en termes des mesures de Carleson. 

Théorème 2.3.3 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) c'P est ,8-borné. 

(2) m'P est ,8-Carleson. (m'P étant la mesure image de m par c.p* : ôD--+ D) 

Corollaire 2.3.4 

Si C 'P est ,B -contractif, alors on a 

(1) m'P est ,8-Carleson. 

(2) r.p(O) =O. 
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Preuve: 

(1) Cela découle immédiatement du Théorème 2.3.3. 

(2) Puisque IIC"'Ikz :::; IIC"'IIz,2/3 :::; 1, on en déduit, d'après le Théorème 2.1.1.1, que 

'P(O) =O. • 

Dans [50], l'auteur caractérise l'hypercontractivité des opérateurs de convolution 

1 d P · p ( ie) l-r
2 JO 1 [ · C par es noyaux e 01sson r e = l-ZrcosO+r2 , avec r E , assez petit. es 

opérateurs sont définis sur les espaces LP( oD' m) et HP par 

+oo 

([Pr]J)(eie) = LÎ(n)rlnleine. 
-oo 

Voici son théorème. 

Théorème 2.3.5 

Soient p et q deux réels tels que 1 < p < q < oo. On a les assertions suivantes. 

(1) II[Pr]IIB(LP,Lq) = 1 si et seulement si r 2 :::; ~· 

(2) II[Pr]IIB(HP,Hq) = 1 si et seulement si r 2 :::; ~· 

La caractérisation (2) et le lemme suivant vont nous permettre de déterminer les 

opérateurs Gaz hypercontractifs avec lo:l :::; 1. 

Lemme 2.3.6 

Soient fE H 00 avec f(O) = 0 et q E]O, +oo[. Pour tout é > 0 assez petit, on a 

Preuve: 

Pour tout z E D, on a 

avec ici, o(é2
) indépendant de z puisque f est bornée. On a alors 

Il+ cf(z)lq = 1(1 + éj(z))~l 2 = (1 + éj(z))~(l + éj(z))~ 

= 1 + éqRe(J(z)) + é 2 %(~- l)Re(jZ(z)) + é 2 ~ lf(z)IZ + o(c2) 
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Puisque les fonctions Re(!) et Re(j2) sont harmoniques sur D et f(O) = 0, l'intégration 

sur [0, 21r] donne 

Soit encore 

• 
Théorème 2.3.7 

Soient a E D et 1 < j3 < oo. 

Pour les assertions suivantes, il y a équivalence entre (1) et (2) et entre (3) et (4). 

(1) Gaz est /3-borné. 

(2) lai < 1. 

(:3) Gaz est /3-contractif. 

Preuve: 

(1) ==:} (2) Supposons que lai = 1. Alors, c.p est une rotation de D dans D. Par 

conséquent, l'opérateur Ccp envoie H2 sur lui-même. D'où le résultat par l'absurde. 

(2) ==:} (1) Puisque II'PIIoo = lai < 1, on a 

Donc C'P est /3- borné. 

(3) ==:} (4) On considère la fonction g définie sur D par g(z) = 1 + cz avec c > 0 

suffisamment petit. Comme Gaz9 = 1 +cf où f(z) = az pour tout z E D, le Lemme 

2.3.6 appliqué à ce f et q = 2/3 donne 

Ce même lemme appliqué cette fois à f = z et q = 2 donne 
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Or, l'hypothèse implique que 11Ccpgll 2,a ~ llgll 2 • Simplifiant, puis, passant à la limite 

quand c---+ 0, on trouve que jaj 2 ~ !· Soit encore lai ~ 13-t. 
(4) ====? (3) Remarquons d'abord que ([Prlf)(z) = f(rz) pour tout fE HP et z E D. 

Cela implique que II[Pr]IIB(H2,H2.B) = IIC.:~zll2,2,6 avec r = jaj. La preuve s'achève alors 

en utilisant l'assertion (2) du Théorème 2.3.5. • 
Corollaire 2.3.8 

Si cp(O) = 0 et II'PIIco ~ j3-t, alors Ccp est j3-contractif. 

Preuve: 

On pose r = II'PIIco et '1/J = ~'P· Par le lemme de Schwarz, on a i'P(z)l ~ rjzj. Donc 

'1/J E H(D, D). D'autre part, Ccp =Cr,;;= C,;;Crz entraîne que 

où la dernière inégalité découle du fait que '1/J(O) = 0 et du Théorème 2.3. 7 que l'on 

peut appliquer puisque r ~ j3-L • 
Dans le théorème suivant, on désigne par H6 le sous-espace des fonctions de H 2 

s'annulant en O. 

Théorème 2.3.9 

Si Ccp est /3-contractij, alors on a les assertion suivantes. 

(1) IICcpiiB(H5) ~ j3-t. 

(2) 2~ f0
2

7r jg(cp(eie))j 2 jcp(eie)l 2 dB < !llgll~ pour tout g E H 2
• En particulier, 

II'PII2 ~ 13-t. 

Preuve : 

(1) Supposons d'abord f E H= avec f(O) = O. Alors, il en est de même de f o cp, 

puisque la contractivité de Ccp entraîne que 'P(O) = 0 (voir Corollaire 2.3.4). Soit c > 0 

sufisamment petit. Par le Lemme 2.3.6, on obtient 

{ 
111 +cf o 'Pi12,a = 1 +~III o 'PII~c 2 + o(c2) 
Ill+ cfll2 = 1 + ~11!11~ + o(c2

) 

Or, d'après l'hypothèse, on a 
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Donc, après simplification, puis passage à la limite quand € --+ 0, on en déduit que 

,BIIJ o 'Pli~ ::; 11!11~· 

Ce qui entraîne que llf o 'PII2 ::; ,a-~ llflb· 
Soit maintenant f E H6. La sui te des sommes partielles Un )n définie par fn ( z) = 

n 

L Î( k )zk converge vers f dans H 2. Donc, elle converge vers f uniformément sur tout 
k=l 
compact de D. D'autre part, comme fn E H0 , d'après ce qui précède, pour tout 

rE [0,1[, on a 

Passant à la limite quand n --+ oo, on obtient 

D'où, 

(2) Cela découle de (1) en tenant compte du fait que la fonction zg E H6 pour tout 

gE H 2
• • 

Remarque 2.3.10 

1. La condition "m'~' est ,8-Carleson avec 'P(O) = 0" n'est pas suffisante pour que C'~' 

soit ,8-contractif. Pensons par exemple à 'P(z) = az où ;3-t < lai < 1. 

Ce même exemple montre aussi que la condition "II'PIIoo < 1 avec 'P(O) = 0" n'est pas 

non plus toujours suffisante. 

2. Puisque la /3-continuité de C'P entraîne sa compacité pour 1 < j3 < oo (voir 

[27]), la condition "I'P*I < 1 presque partout sur fJD" est nécessaire pour avoir sa 

;3-contractivité. 

Question : 

La condition II'PIIoo < 1 est-elle nécessaire pour que c'P soit /3-contractif? 

Le lemme suivant va nous permettre de répondre à cette question sous réserve de 

vérification de certaines hypothèses en termes de 'P et /3. 
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Lemme 2.3.11 

On a les assertions suivantes. 

(1) Si C'P est (3-borné, alors 

(1 -lzl 2 )~ = 0(1- I'P(zW) quand lzl -+ 1. 
JzJ-;.1 
lzl<1 

(2) Si C'P est {3-contractij, alors 

1 

(1 - lzl 2)ï3 
sup < 1. 
JzJ<l 1- I'P(z)l2 -

Preuve: 

(1) L'hypothèse implique que l'opérateur adjoint c;: (H 2f3)•-+ (H2 )* est borné. Soit 

z E D fixé arbitrairement. Comme l'évaluation 8z en z est bornée sur HP et de norme 
1 

(1 -lzl2rP(voir Théorème 1.2.15), il s'ensuit que 

Or, c;8z = 8c.p(z) (d'après le même théorème). Donc 

Soit encore 
1 

(1- lzl2)ï3 2 
1 -l<p(z)l2 :::; IJC'PIJ2,2{3 

(2) Remplaçant dans(*), IJC"'IJ§,2{3 par 1, on obtient 

D'où le résultat souhaité. 

1 

(1- lzl2)ï3 
l ( ) l < 1 pour tout z E D. 1-cpz 2 -

• 
Dans le théorème qui suit, nous avons besoin de la notion de fonction a-lipschitzienne 

avec 0 <a :::; 1. On dit qu'une fonction j, définie sur une partie D de Cà valeurs dans 

C, est a-lipschitzienne de rapport k, si 

If( x)- f(y)l :S klx- Yla pour tout (x, y) E 0 2
. 

De telles fonctions forment un espace vectoriel sur C noté Lip0 (D). Mais d'abord, 

établissons le lemme suivant. 
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Lemme 2.3.12 

Soient fE H(D) continue sur D et a E]O, 1[. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) fE Lipcx(D) avec rapport k. 

(2) fE Lipcx( fJD) avec rapport k. 

Preuve: 

(1) ==} (2) C'est immédiat. 

(2) ==} (1) Supposons, dans un premier temps, que J est analytique sur un voisinage 

de D. 

Soit v E fJD fixé arbitrairement. Considérons la fonction g définie sur D par 

{ 
g(u) = lf(u)- f(v)l 

ju-vja 

g(v) = 0 

si u #v 

g est continue sur D. En effet, elle l'est en tout point de D\ {v}. De plus, comme elle 

est analytique sur un voisinage de D, on obtient 

l. ( )- 1. (IJ(u)-f(v)ll _ ll-cx)-O lill g u - lill 0 u v - 0 

U-+V U-+V U - V 
uED\{v} uED\{v} 

Donc, g est continue sur D. D'autre part, g s'écrit localement comme module d'une 

fonction analytique sur D. Donc, elle est sous-harmonique sur D. Le principe du 

maximum donne alors 

Or, par hypothèse, on a 

g(u) ~ sup g(() pour tout u E D. 
(EâD 

IJ(u)- f(v)l ~ kiu- vlcx pour tout u,v E fJD. 

On en déduit alors que g(u) ~ k, pour tout u E D. Soit encore 

lf(u)- f(v)l ~ kiu- vlcx pour tout u E D et v E fJD. (i) 

Soit maintenant v fixé arbitrairement dans D. D'après ce qui précède, en échangeant 

les rôles de u et v, on trouve 

IJ(u)- J(v)l ~ kiu- via pour tout u E fJD. 
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Considérant la même fonction g, on remarque que celle-ci est continue sur D et locale

ment sous-harmonique dans D\ {v}. Comme elle s'annule en v, elle est sous-harmonique 

partout dans D. Une fois de plus, le principe du maximum s'applique à g pour donner 

le résultat souhaité; à savoir : 

/f(u)- f(v)/ ~ k/u- v/a pour tout u E D et v E D. 

Traitons maintenant le cas général. Pour tout r E]O, 1 [, on pose 

fr(z) = f(rz) pour tout z E D. 

fr E Lipa(éJD) avec rapport k. En effet, pour tout u E éJD, on a 

fr(u) = (J * Pr)(u) = { Pr(w)f(uw) dm(w). 
lan 

Donc, pour tout u, v E éJD, on obtient 

/fr (tl) - fr (V) / < { Pr(w)/f(uw)- f(vw)/ dm(w) 
lan 

< k { Pr(w)/uw- vw/a dm(w) 
lan 

k/u- v/a. 

Puisque fr est analytique sur D(O, ~),il résulte, compte tenu de (i) et (ii), que 

/fr(u)- fr( v)/~ k/u- v/a pour tout u,v E D. 

D'où, par continuité de f sur D, on en déduit que 

/f(u)- f(v)/ ~ k/u- v/a pour tout u,v E D. 

Remarque 2.3.13 

(ii) 

• 

Le résultat du lemme pr~cédent est vrai même pour a= 1. En effet, si fest analytique 

sur un voisinage de D, la fonction 

{ 

f(u)-f(v) si u #v 
g( u, V) := f'(u-)v . 

V SI U =V 
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est analytique sur D 2 et continue sur D
2

. Par le principe du maximum distingué (cf. 

[26] p. 26), on a 

sup Jg(u,v)l ~ sup Jg(u,v)J. 
u,vED u,vEéiD 

D'otl le résultat pour f analytique sur un voisinage de D. Le cas général s'en déduit 

comme dans la preuve de (2) ==:::;. (1) de ce lemme. 

Théorème 2.3.14 

Supposons 

r.pELi/!3(8D) avecrapportk où 0<k<2~-1 • 

Si Ccp est /3-contracti,h alors r.p(O) = 0 et /I'P/Ioo < 1. 

Preuve: 

On a déjà vu que la /3-contractivité de C"' entraînait la nullité de r.p en O. Pour établir 

la seconde assertion, nous allons supposer le contraire; à savoir /I'P/Ioo = 1. 

Par continuité de r.p sur aD, il existe() E [0,27!'] tel que Jr.p(ei8 )J = 1. Comme r.p E 
1 1 ---

Lipï3(8D), par le Lemme 2.3.12, r.p E Lipï3(D) avec le même rapport k. Donc, pour 

tout rE [0, 1[, on a 

(1) 

D'autre part, on a 

1 1 
(1-r) ïJ (I+r) ïJ 

- 1-/<p(re•0)/l+/cp(re•O)J 

> (1 + r)~- 1 
(
1-r)i (par le lemme de Schwarz) 

- 1-/<p(re•0)J 
1 

> 2 .L1 (1-r)i> ( a> 1) 
_ f3 1-/cp(re'e)/ car p _ . 

Soit encore, compte tenu du (1) : 

1 

, (1- lzJ2)ïJ 
Par consequent, sup l ( )12 > 1. Ce qui contredit le Lemme 2.3.11. 

/z/<1 1 - <p Z 
• 

Question : 

Peut-on affaiblir l'hypothèse ( **) du Théorème 2.3.14 ? 
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Définitions : 

Soient X un espace de Banach, (D, 11) un espace mesuré et q un réel tel que 0 < q < oo. 

Un opérateur T: X-+ Lq(fl,f.l) est dit borné pour l'ordre (en abrégé ob) si la fonction 

maximale associée !viT: w ~----+ sup I(Tx)(w)l est q-intégrable. Si de plus, IIMTIIq:::; 1, 
llxll9 

on dit qu'il est contractif pour l'ordre (en abrégé oc). 

Etant donné !.p E H(D, D), on dira que c'P : HP -+ Hq(l :::; p < q < oo) est ob 

(resp. oc) si l'opérateur C'P := jC'P est ob (resp. oc); j étant l'application de Hq dans 

Lq(éJD,m) qui à f associe sa limite radiale J*. 
Soit j3 un réel tel que 1 :::; f3 < oo. En utilisant le théorème de factorisation de M. 

Riesz, on vérifie que c'P : HP -+ Hf3P est ob (resp. oc) pour un cetain 1 s; p < 00 si 

et seulement si il l'est pour tout 1 :::; p < oo. Dans ce cas, on dit qu'il est /3-ob (resp. 

/3-oc). 

Le résultat suivant (cf. [27]), caractérise les opérateurs C'P /3-ob. 

Théorème 2.3.15 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) c'P est /3-ob. 

00 

(3) L n{J-lllr.pnlh < 00. 

n=l 

Le théorème qui suit met en évidence le cas limite j3 = oo dans le cadre des opérateurs 

c'P ob. 

Théorème 2.3.16 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) II'PIIoo < 1. 
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Preuve: 

(1) ===} (2) Soit fE HP. Pour tout z E D, on a 

1 

Donc f o <p E Hoo et Jlf o 'PJioo ~ (1 -JI<pii~)-P" Jlfllp· 
(2) ===} (3) est immédiat. 

(3) ===} (1) Pour tout ( E aD, la fonction z 1------t 
1 est dans HP. L'hypothèse 

((-z)2p 

assure alors l'existence d'un nombre c > 1 tel que 

1 
----1;- ~ c. 
1(- <p(z)I 2P 

Ce qui veut dire qu'il existe 6 E]O, 1[ tel que 

1(- <p(z)l ~ 6 pour tout z E D. 

Soit z E D tel que <p(z) =JO. La relation(*), pour ( = 1 ~/:i 1 , donne 

1 
l~.p(z)l(l<p(z)l-1) ~ 6. 

Donc, 1- l~.p(z)l ~ 6. Ce qui signifie que I'P(z)l ~ 1- 6. Cela étant vrai pour tout 

z E D, on en déduit que II'PIIoo ~ 1 - 6 < 1. • 

Remarque 2.3.17 

1. D'après les théorèmes précédents, les opérateurs C<p j3-ob (1 ~ j3 < oo) n'envoient 

pas forcément HP(1 ~ p < oo) dans H 00
• Cependant, c'est le cas lorsque leurs symboles 

1 

sont dans Lipï3(aD,m). Cela découle du fait que si C<p est /3-ob, alors il est /3-compact. 
1 

Ce qui entraîne, sous l'hypothèse "<p E Lipï3(aD,m)", que Jl~.plloo < 1. Pour les détails, 

voir [27]. 

2. Par le Théorème 2.3.16, on en déduit que si C'P(HP) C H 00 pour un 1 ~ p < oo, 

alors c<p : HP ----+ H 00 est compact pour tout p. 

Nous terminons ce chapitre par un théorème qui dit que l'évaluation en 0 est le 

seul opérateur de composition j3-oc et que c'est le seul à envoyer HP(l ~ p < oo) dans 

H 00 de façon contractive. 
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Théorème 2.3.18 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) Ccp: HP~ H 00 est contractif (p01tr un p; 1 :S p < oo). 

(2) Ccp est j3-oc. 

(3) 'P = o. 

Preuve : 

Nous allons montrer que (1) et (2) sont équivalentes à (3). 

(3) ==? (1) Pour tout fE HP (1 :S p < oo), on a 

De plus, 

Il! o 'PIIoo = lf(O)I ::; llfllp· 

(3) ==? (2) Puisque Ccp( HP) C H 00
, on va considérer Ccp comme opérateur de HP dans 

HPP. Pour tout ( E âD, on a 

1Vf0 (() := sup lf('P(())I = sup 1/(0)I = ll8oii(HP)• = 1. 
'f) llfllp:'Sl llfiJp:'Sl 

Donc la fonction maximale 1\10, est dans LPP( âD, m) et, IIN/0'~' llt3P = 1. Par conséquent. 

Ccp est {3-oc. 

(1) ==? (3) Pour tout z E D et fE HP avec 11/IIP = 1, on a 

lf('P(z))l :S 1/J O 'PIIoo :S 1. 

Donc, 

On en déduit que 1 -I'P(z)l 2 = 1 pour tout z E D. D'où 'P O. 
(2) ==? (3) Ccp étant {3-oc, il est {3-ob; par conséquent, d'après [27], il est /3-compact. Il 

existe alors A Ç âD tel que m( A) = 1 et I'P*( () 1 < 1 pour tout ( E A. Soit p E [1, oo[. 

pour tout ( E A, on a 
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Comme m(A) = 1, l'intégration sur 8D donne 

Or, d'après l'hypothèse, //l\!I0)/i3P :=; 1. On doit donc avoir cp* = 0 sur A. Ce qui 

entraîne, compte tenu d'un résultat classique (cf. [19] p. 17), que rp =O. • 
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Troisième chapitre : 

Opérateurs de composition sur les espaces 

Hz;(l<p<oo) 
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3 Opérateurs de composition sur les espaces H);_ 

(1 < p < oo) 

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux opérateurs C<p définis sur l'espace de Hardy Hi où 

X est un espace de Banach. On dit qu'une fonction f de H(D, X) appartient à Hi si 

1 1211" IIJIIP := sup - ilf(reiB)IIi d() <<Xl. 
O~r<l 27r 0 

Muni de cette norme, Hi est un espace de Banach. En particulier, si X = H est 

un espace de Hilbert séparable de base orthonormale ( en)nEN, l'espace Hk devient un 

espace de Hilbert dont les fonctions ém,n : z ~------+ zm en ( m, n E N) forment une base 

orthonormale. 

Certaines propriétés des fonctions analytiques se généralisent sans difficulté aux fonc

tions holomorphes à valeurs vectorielles. Par contre, le principe du maximum "fort" 

ne s'applique pas toujours. Autrement dit, si f est une fonction holomorphe sur un 

ouvert connexe f2 de Cet, si llf(z)ll admet un maximum, alors llf(z)ll est constante. 

Mais, f n'est pas nécessairement constante (contrairement au cas scalaire). Penser par 

exemple à la fonction f qui à tout z E D associe le couple ( 1, z) avec ici, X = C2 

muni de la norme ll(z1 ,z2 )11 = max(jz1 j, jz2 j). Dans cet exemple, nous avons ilf(z)ll 
constante (égale à 1) alors que f ne l'est pas. Toutefois, dans [14] (p. 164), on établit 

une condition nécessaire et suffisante sur l'espace X pour que ce principe reste valable; 

à savoir que X est strictement c-convexe. 

Dans la suite, nous supposons que X vérifie la propriété de Radon-Nikodym analytique 

(voir préliminaires sur les H)r_ ). Dans ce cas, on peut identifier H)r_ au sous-espace des 

fonctions de Li ( âD, dm) dont les cœfficients de Fourier d'indice négatif sont tous nuls. 

Cela est dû à 1 'existence presque partout de la fonction limite radiale J*. Ce qui nous 

permet d'écrire : 

Dans le cas d'un espace de Hilbert H, on utilise l'identité de Parseval pour montrer 
00 00 

que, si fE Hk avec f(z) = L znun E Hk, alors 11!11 2 = L llunll~· 
n=O n=O 
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3.1 Opérateurs de composition contractifs 

De même que dans l'étude sur H 2 
, la condition cp(O) = 0 est suffisante pour que C,.P 

soit de norme 1. En effet, le principe de subordination de Littlewood, généralisé aux 

fonctions vectorielles, s'applique ici à la fonction sous-harmonique /lf(.)!lj = (t 1--t 

tP) o /lf(.)/lx. 

Afin de prouver sa nécessité nous avons besoin de la continuité de l'évaluation qui 

prend ses valeurs cette fois dans X. 

Lemme 3.1.1 

Pour tout z E D, on a les assertions suivantes. 

(1) l'évaluation 

5z: H~ -t X 

f f-------7 f ( z ) 

(2) il existe Tz E X* tel que 

Preuve : 

(1) Soit rE X* avec /Ir/lx• = 1. Pour tout fE H~, l'application 

F: z f-------7 r(J(z)) = F(z) est analytique dans D puisque f l'est aussi et rest linéaire. 

D'autre part, pour tout r E [0, 1 [, on a 

~ {21r !r(J(reiO))IP d() ~ ~ {27r /lf(reiO)/Ij d() ~ /lf/IP. 
21r Jo 27r Jo 

Donc FE HP et /IF/IP ~ /lf/1. 

Pour tout z E D, on a 

/15zf/lx = /lf(z)/lx = sup !r(f(z))!. 
llrllx•=l 

Or, pour tout rE X*, on a 

Il s'ensuit alors que 
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Pour terminer la preuve de (1 ), on prend la fonction fz : w ~-------+ C~=~~;2 ) ~ u avec u E X 
1 

tel que //u//x = 1. Cette fonction est dans H):, de norme 1 et 1/b'zfzl/x = (1 -/z/2 )-ï>. 

On en déduit alors que 

(2) Pour tout z E DetTE X*, on a T8z E (H):)* et 

1/Tbzi/(HP)• = sup /(T8z)f/ = sup /T(j(z))/. 
x 11!11=1 11!11=1 

Or, par le théorème de Hahn Banach, pour tout z E D avec f(z) =/:- 0, il existe Tz EX"' 

tel que 

1/Tz/1 = 1 et Tz(f(z)) = 1/f(z)l/x. 

Donc, pour ce Tz, on a 

= sup /Tz(f(z))/ 
11!11=1 

f(z)f.O 

= sup 1/f(z)l/x 
11!11=1 

1 

= (1 - /z/ 2 )-ï> 

où la dernière égalité découle de l'assertion (1). 

Remarque 3.1.2 

= sup 1/f(z)l/x 
11!11=1 

f(z)f.O 

= l/8zi/B(H~,X) 

• 
00 

Dans le cas d'un espace de Hilbert H, sachant que l'on peut écrire 1/f/1 2 = L 1/un/1~ 
n=O 

pour tout f E H'f-I, on peut retrouver l'assertion (1) du Lemme 3.1.1 en utilisant 

l'inégalité de Cauchy- Schwarz. 

Théorème 3.1.3 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) C'P est contractij sur H):. 

(2) lf?(O) =O. 

Preuve: 

(1) ==? (2) l'hypothèse entraîne que 1/C;/1 ~ 1. D'autre part, d'après le Lemme 3.1.1, 
1 

il existe T E X* tel que 1/TI/x· = 1 et I/T8'P(o) 1/(H~.-)' = (1 - /lf?(OWrï>. Il vient donc 

1 2: I/C;I/.I/T8oi/(H~)· 2: IIC;(T8o)li(H~J· = 1/Tb''P(oJii(H~Y = (1 -I~P(0)/ 2 r~. 
Ce qui donne <p(O) = O. 

(2) ==? (1) a déjà été expliqué au début de ce paragraphe. • 
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3.2 Opérateurs de composition isométriques 

Théorème 3.2.1 

Soit H un espace de Hilbert. Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) C"' est isométrique sur H'k. 

(2) cp est intérieure et cp(O) =O. 

Preuve: 

(1) ====? (2) est valable même pour H~ avec X non hilbertien et p -=/:- 2. En effet, 

l'hypothèse entraîne que C"' est de norme 1. Donc, d'après le Thérème 3.1.3, c.p(O) =O. 
Par ailleurs, si u EX avec llullx = 1, la fonction c.p.u : z ~-----+ cp(z)u est dans H~. C"' 

étant isométrique, donc 

Ce qui signifie que f lc.p*IP dm = 1. Mais comme II'PIIoo ~ 1, il s'ensuit que lc.p"'l = 1 
ôD 

presque partout sur fJD. Autrement dit, r.p est intérieure. 

(2) ====? (1) commençons d'abord par remarquer que pour toute suite (un)nEN d'éléments 

de H, la famille {r.pn.un;n EN} est orthogonale dans Hk. En effet, pour tout (m,n) E 

N2 tel que m -=/:- n, on a 

< <pm.Um,<pn.Un > = 2~ fo2rr r.p*m(ei0 )r.p*n(ei0 ) < Um,Un >H de 
= ( 2~ frf7r r.pm-n(ei0 ) de) < Um, Un >H 

= <pm-n(O) < Um, Un > H= 0 

00 00 

Soit maintenant JE H'k avec f(z) = L znun. On a alors (C'PJ)(z) = L <pn.Un et 
n==O n==O 

00 00 

IIC'PJII 2 = L II'Pn·unll 2 = L llunll~ = IIJII 2
• 

n=O n==O 

D'où l'assertion (1). 

Question : 

• 

L'implication (2) ====? (1) du Théorème 3.2.1 peut-elle avoir lieu lorsque X est 11n espace 

de Banach non hilbertien ? 
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Lemme 3.2.2 

On a les assertions suivantes. 

(1) Si D n o(c.p(D)) = 0, alors cp est surjective. 

(2) Si D n o(c.p(D)) =/:- 0 alors, il existe v E D et (zk)kEN CD tels que 

lim JzkJ = 1 et lim c.p(zk) =v. 
k-"'X! k-+co 

Preuve : 

(1) Puisque cp est analytique non constante, d'après le théorème de l'application 

ouverte, c.p(D) est un ouvert de D. D'autre part, si l'on désigne par c.p(D)D l'adhérence 

de c.p(D) dans D, on a 

--D --
c.p(D) = c.p(D) nD = c.p(D) U ( oc.p(D) nD) = c.p(D). 

Donc, c.p(D) est à la fois ouvert et fermé dans D. La connexité de D entraîne alors que 

D = c.p(D), et on a la surjectivité de cp. 

(2) Soit v E Dno(c.p(D)). Il existe alors une suite (zk)kEN dans D telle que lim c.p(zk) =v. 
k-+co 

Supposons que lim lzkl =1- 1. Alors, modulo extraction, on peut supposer qu'il existe 
k-+co 

w E D tel que lim Zk =w. Cela implique que 
k-+co 

v= lim c.p(zk) = c.p(w) E c.p(D). 
k-.co 

Ce qui est absurde puisque c.p(D) n o(c.p(D)) = 0 (c.p(D) étant un ouvert strictement 

inclus dans C). • 
Théorème 3.2.3 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) C<.p est inversible sur Hj. 

(2) c.p E Aut(D). 

Preuve: 

(1) ===> (2) montrons d'abord que cp est injective. 

Soient z et w dans D tels que c.p(z) = c.p(w). Alors, pour tout TE X*, T(Oz- Dw) E 

ker(C;). Or, c; est inversible. Donc, oz = 6w dans B(Hj,X). Cela entraîne que 
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ôz(idDu) = ôw(idDu) pour tout u E X. soit encore zu =wu pour tout u E X. Il 

s'ensuit alors que z = w, d'où l'injectivité de r.p. Montrons maintenant que r.p est 

surjective. Pour cela, supposons le contraire. Alors, d'après le Lemme 3.2.2, il existe 

v E D et une suite (zk)kEN CD tels que 

lim lzkl = 1 et lim r.p(zk) =v. 
k--->oo k--->oo 

On pose Tk := Il 8 
7 f

1
z , où 7 est la forme linéaire donnée par le Lemme 3.1.1. Comme 

T zk (Hi)* 

il s'ensuit que 

IIC*Tkll HP • = IITÔ<p(zk)II(Hi)• < ( 1 -lzkl2 )~. 
'P ( xl i!Tôzkii(Hi)• - 1 -lr.p(zk)l 2 

Donc,}~~ IIC;Tkii(Hi)• =O. Mais, 1 = IITkii(Hi)• :::; IIC~-
1 

IIB(Hi)IIC~Tkii(H1-)•, d'où la 

contradiction. Par conséquent, r.p est surjective. 

(2) :::::::? (1) l'hypothèse implique que r.p- 1 E H(D, D). Donc C'P-1 est borné sur Hr; et 

c'est précisément l'inverse de C'~' dans B(Hr; ). • 

Corollaire 3.2.4 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

( 1) C'~' est unitaire sur Hr;. 

(2) r.p est une rotation. 

Preuve: 

(1) :::::::? (2) cela découle des Théorèmes 3.1.3 et 3.2.3. 

(2):::::::? (1) r.pétant delaformer.p(z) = ei80 z. Donc, pour tout fE H). et rE [0,1[, on a 

1 la21r 1 i2r.+élo 1 la2r. - IIJ(rei(él+élo))lli d() = - llf(reiél)lli d() = - llf(reiB)IIi dB 
27r 0 27r él0 27r 0 

D'où 

C'~' est alors isométrique. Or il est bijectif puisque r.p E Aut(D). Par conséquent, C'~' 

est unitaire sur Hr;. • 
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3.3 Opérateurs de composition de Fredholm 

Rappelons que sur l'espace HP' la classe des opérateurs c<p de Fredholm coïncide avec 

celle des opérateurs C'P inversibles (voir [5] ou [34]). Le lemme suivant sera utile dans 

la généralisation de ce résultat au cas vectoriel. 

Lemme 3.3.1 

Soient Y un espace de Banach et TE B(Y). S'il existe une suite (Yn)nEN C Y vérifiant 

IIYnll = 1, Yn ~ 0 et lim IITYnll = 0, 
n-+oo 

alors T ne peut pas être un opérateur de Fredholm. 

Preuve: 

Soit (Yn)nEN une suite comme dans le lemme. Supposons que T soit un opérateur 

de Fredholm. Alors (cf. [35]), il existe S E B(Y) inversible et f{ E f{ (Y) tels que 

ST = I + K. De l'inégalité 

on déduit que lim IISTynll = 0, autrement dit que limn-+oo IIYn + Kynll =O. n-+oo 
D'autre part, on a limn-+oo III< Ynll = 0 puisque Yn ~ 0 et puisque K est compact. Il en 

résulte que limn-+oo IIYnll = 0, ce qui est une contradiction. • 
Théorème 3.3.2 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) C'P est un opérateur de Fredholm sur H'§.c. 

(2) 'P E Aut(D). 

Preuve: 

(1) ==} (2) Montrons d'abord que <pest injective. 

Supposons le contraire. Il existe alors deux points distincts a et b dans D et deux 

disques disjoints Da et Db contenus dans D et centrés respectivement en a et b tels que 

<p(a) = <p(b). 

Par le théorème de l'application ouverte, l'ensemble n := <p(Da) n <p(Db) est un ouvert 

non vide de D (<p(a) En). Soit (wn)nEN une suite de points distincts den. Il existe 

alors deux suites ( an)nEN C Da et ( bn)nEN C Db telles que 
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Pour tout r EX*, la suite (r(8an- 8bn))nEN est dans ker(C;). On va prouver qu'elle 

est linéairement indépendante pour au moins un r. Cela permettra de conclure que 

dim(ker(C;)) = oo. Ce qui sera en contradiction avec (1). Pour tout N E N, con

sidérons des nombres complexes )11 , >. 2 , · · · , ÀN tels que 

N 

L Ànr(8an- 8bn) =O. 
n=l 

Soit x E X avec x ::J O. Pour tout k = 1, 2 · · · , N, en appliquant ( *) à une fonction 

J E Hlf.: telle que f( an) = 8n,kX et J( bn) = 0 pour tout n = 1, · · ·, N, on obtient 

Àkrx = 0 pour tout r E X* et k = 1, 2 · · ·, N. Or, comme x ::J 0, par le théorème de 

Hahn Banach, il existe r0 EX* tel que llroll = 1 et r0 x = llxll· Cela entraîne que >.k = 0 

pour tout k = 1, 2 · · ·, N. D'où l'idépendance linéaire du système {ra( 8an -8bJ; n E N}. 

Montrons maintenant que <p est surjective. 

Si on suppose le contraire, le raisonnement utilisé dans la preuve du Théorème 3.2.3 

assure l'existence d'une suite ( rk)kEN C (Hlf.: )* avec llrkll = 1 et lim IIC.>kii(HP )• = O. 
k-oo ..- X 

De plus, on a Tk ..::::, O. En effet, soit F E Hlf.:. Posons J( z) = r( F( z)) où r est la forme 

linéaire intervenant dans l'expression de Tk. On a alors JE HP (IIJIIP ~ IIFII) et, 

8Zk (!) 
ll8zk II(HP)• 

--+ o. 
k--oo 

(Cette limite a été calculée dans [27]). Cela implique, d'après le Lemme 3.3.1, que c; 
ne peut pas être de Fredholm. Ce qui signifie que Ccp ne peut pas l'être non plus, d'où 

la contradiction. 

(2) =? (1) D'aprés le Théorème 3.2.3, Ccp est inversible sur Hlf.:. Donc, il est de 

Fredholm. • 
Remarque: 

Si la compacité des opérateurs Ccp n'a pas été étudiée sur Hlf.:, c'est parce qu'elle entraîne 

automatiquement la condition dim X < oo. Cela résulte du diagramme suivant dans 

lequel /lt et JL 2 désignent respectivement les injections canoniques de HP et de X 
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dans HP® X. 
HP x 

Il 
HP J.Ll HP®X J.L2 x ~ f-' 

Ccp l l Ccp® id x lidx 

HP 1-'1 HP®X 1-'2 x ~ f-' 

Il 
HP x 

Notons que, très récemment, les auteurs de [33] ont caractérisé les opérateurs Ccp 

faiblement compacts sur Hj pour X réflexif. Ils ont prouvé que ceux-ci sont exactement 

ceux qui sont compacts sur HP. 
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Quatrième chapitre : 

Opérateurs de composition bornés pour 

l'ordre sur les espaces de Hardy et la 

classe de Nevanlinna 1 

1 Ce chapitre fait l'objet d'un article (cf. (28]) qui paraîtra dans Studia Mathematica. 
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4 Opérateurs de composition bornés pour l'ordre 

sur les espaces de Hardy et la classe de N evan

linna 

Dans ce chapitre, nous étudions les opérateurs C.p bornés pour l'ordre. On les considère 

d'abord sur les espaces de Hardy HP (0 < p < oo ), ensuite sur la classe de Nevanlinna 

N munie de la distance d introduite dans le premier chapitre. Sur cette classe, la con

tinuité de Ccp est due essentiellement au principe de subordination de Littlewood (voir 

Théorème 1.2.6). A noter que l'inclusion Ccp(N) C N est une conséquence directe des 

égalités suivantes et du théorème de Nevanlinna qui dit que toute fonction fEN s'écrit 

comme quotient de deux fonctions g et h de H 00 avec h sans zéros (cf. [19] p. 16) : 

(Ccpf).(Ccpg) pour tous f,g E H(D) et, 

-
1
- pour tout fE H(D) sans zéro dans D. C,J 

Par ailleurs, le problème de sa compacité sur N n'a été complètement résolu que 

récemment dans [4]. Il y est prouvé que Ccp est compact sur N si et seulement si il est 

compact sur H 2
. Notons que le problème analogue sur les espaces HP a déjà été réglé 

récemment (voir [45]). 

Les opérateurs Ccp bornés pour l'ordre de HP dans Hq ont été caractérisés en termes 

des moments analyiques 1/'Pnlh (voir [27]). Ici, nous allons généraliser ce résultat en 

jouant sur les espaces source et but. Notre résultat principal consiste à caractériser les 

opérateurs Ccp bornés pour l'ordre de JV dans Hq. Nous verrons qu'ils sont parmi ceux 

qui envoient la classe F+ (vue au premier chapitre) dans l'espace Hq; c'est à dire ceux 

dont le symbole cp vérifie : 

Nous verrons également, à la fin de ce chapitre, qu'ils sont exactement ceux qui envoient 

N dans Hq continûment et compactement. 

Notons que certains auteurs ont étudié les opérateurs Ccp bornés pour l'ordre entre 

d'autres espaces et les ont caractérisés par le biais d'opérateurs intégraux et absolument 

p-sommants (voir [27] et [15]). 
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4.1 Définitions 

1. Soit X un groupe topologique abélien additif muni d'une distance d invariante 

par translation. On note Bx ( 0, s) la boule fermée de X de centre 0 et de rayon s. On 

dit qu'une partie E de X est bornée s'il existes > 0 tel que E C Bx(O, s ). 

2. Soit hune fonction positive croissante sur [0, +oo[. On désigne par Lh l'ensemble 

des fonctions f mesurables sur an telles que 

On dit qu'une application T: X --)- Lh est bornée pour l'ordre si l'image parT de toute 

partie bornée de X est latticiellement bornée. Ce qui signifie que la fonction maximale 

NI(T, s) := sup ITxl 
xEBx(O,s) 

appartient à Lh, pour tout s > O. 

3. Dans le cas des opérateurs de composition, on prend X = HP (0 < p < oo) ou 

X = Net on a alors C10 (X) C X, pour tout r.p E H(D, D). D'autre part, on prend 

h(x) =log+ x:= max(logx,O) ou h(x) = xq (0 < q < oo). On se limitera toujours 

à ces deux exemples dans lesquels Lh est un espace vectoriel et, à la place de Lh, on 

écrira log+ L si h(x) =log+ x et Lq si h(x) = xq. 

Etant donné une fonction <.p E H(D, D) telle que l:,.:;"'(ei0 )1 < 1 presque partout, 

on dira que C"' est (X, Lh)-borné pour l'ordre et on écrira (X, Lh)-ob, si l'opérateur 

è<p :=jo C<p :X --)- Lh est borné pour l'ordre. (Rappelons que j(f) = J*). 

D'après cette définition, nous constatons que les opérateurs C10 (X, Lh)-ob sont étroitement 

liés aux opérateurs d'évaluation sur X aux points de l'ensemble D n r.p*( 8D). 

Dans tout le reste, la classe JV sera munie de la distance d introduite dans le second 

chapitre et l'espace X = HP de la distance d(J,g) = Il!- gllp si 1 :S p < oo et de 

la distance d(f,g) = Il!- gll~ si 0 < p < 1. Notons que, dans les deux derniers cas, 

l'homogénéité de la distance entraîne que 

( - ) {sNI(è<p,1) 
MC<p,s= 1 -

s"PM(C'P,1) si 

SI 1 :S p < 00 

0<p<1 

et, cela implique que c<p est (HP' Lh)-ob si et seulement si 
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Remarque: 

La classe des opérateurs de composition (X, Lh)-ob est stable par automorphismes de 

D. En effet, il est clair que si S : X -+ X est borné; c'est à dire, si S envoie toute 

partie bornée sur une partie bornée, et si T : X -+ Lh est borné pour l'ordre, alors 

TS: X-+ Lh est borné pour l'ordre. Puisque, pour tout '1/J E Aut(D), nous avons 

on en déduit que si Ccp est (X, Lh)-ob, il en est de même de C1/Jocp· Inversement, s'il 

existe 'l/;0 E Aut(D) tel que C1/Joocp soit (X, Lh)-ob, alors, d'après ce qui précède, il en 

est de même de C1/Jocp pour tout '1/J E Aut(D), en particulier, pour '1/J : z 1---7 z. Donc, Ccp 

est (X, Lh)-ob. D'autre part, en remarquant que 

presque partout sur âD, pour tous 7/J E Aut(D) et s > 0, nous déduisons que Ccp est 

(X, Lh)-ob si et seulement si il en est ainsi pour Ccpo1/J· 

4.2 Opérateurs de composition (HP, Lh)-ob 

Le théorème suivant généralise le résultat de H. Hunziker et H. Jarchow établi dans 

[27]. 

Théorème 4.2.1 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

h(x) =log+ x. 

Preuve: 

Puisque I'P*(ei 61 )1 < 1 presque partout,(! o <p)* = f o <p* et, par le Théorème 1.2.15, on 

obtient 
sup l(fo<p)*(ei 61 )1 

JEBHP(O,l) 

sup lf(<p*(eiB))I 
fEBHp(O,l) 

(1 - I'P*( eiewr~. 
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Pour h(x) = xq, le résultat est prouvé dans [27]. Pour h(x) =log+ x, nous avons 

h(Mè (eiB)) = -~log(1-jcp*(eiB)j2). 
"' p 

Cette identité, compte tenu de l'encadrement 1 ~ 1 + jcp*j ~ 2, implique que Mè'f' E Lh 

si et seulement si log(1- jcp*l) E L1 . Utilisant le développement en série entière de la 

fonction x ~---+ -log(1 -x), il vient 

-log(1 -jcp*(ei8)j) = f jcp*(eiB)In pour presque tout ei8 • 

n=l n 

Enfin, par le théorème de Beppo-Levi et l'égalité llcp*ll 1 = II'Pih, on conclut que (1) et 

(2) sont équivalentes. • 
D'après la définition et l'inclusion Lq C log+ L, les opérateurs de composition 

(HP,Lq)-ob sont nécessairement (HP,log+ L)-ob. Cependant, la réciproque n'est pas 

vraie, comme le confirme la proposition suivante. 

Proposition 4.2.2 

fl existe une famille à un paramétre d'opérateurs de composition qui sont (HP,log+ L)

ob pour tout 0 < p < oo et qui ne sont (HP, Lq)-ob pour aucun couple (p, q). 

Preuve : 

Pour montrer l'existence d'une telle famille, il suffit d'appliquer le Corollaire 1.2.27 à 

une famille de suites de moments ( F(J( n) )nEN satisfaisant 

00 F (n) L _(J_ < oo et 
n=l n 

00 F (n) 
~ _(J_ = oo pour tout 0 <a< 1. 
L..- na 
n=l 

Ensuite, on achève la preuve en faisant appel au Théorème 4.2.1. 

(o) 

Par exemple, toute suite équivalente à (lognt(J avec f3 > 1 vérifie (o). En particulier, 

pour tout f3 > 1 la suite (F(J(n))nEN définie par 

vérifie ( o) et c'est une suite de moments (appliquer le Théorème 1.2.25 et la formule de 

Faà di Bruno rappelée dans [29] et employée dans la preuve de la Proposition 4.3.6). 

Or, puisque F(J(n) -+ 0 et 2~ o(F(J(n)), le Corollaire 1.2.27 assure l'existence de 

'P(J E H(D, D) telle que 
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D'où, par le Théorème 4.2.1 et ( o), nous concluons que les opérateurs Ccp
13 

(j3 > 1) sont 

comme dans la Proposition 4.2.2. • 

Remarque: 

Dans la preuve de la proposition précédente, on a nécessairement II'P.alloo = 1. En effet, 

si II'P.alloo < 1, on devrait avoir 

Ce qui serait absurde. A noter qu'un opérateur Ccp tel que II'PIIoo < 1 est nécessairement 

(HP,Lq)-ob pour tous 0 < p,q < oo. 

Voici maintenant une construction explicite (ne faisant pas appel à [29]) de plusieurs 

opérateurs de composition qui sont (HP, Lq)-ob, pour tous 0 < p, q < oo et induits par 

des fonctions cp E H(D, D) telles que II'PIIoo = 1. 

Soit a> O. On considère une partition mesurable (Aj)jEN* du cercle unité telle que 

Définissons la fonction 9a sur â D par 

00 a 

9a(eit) := I::e--/] Xi(eit), 
j=l 

où Xi désigne la fonction caractéristique de l'ensemble Aj. 

Nous avons la proposition suivante. 

Proposition 4.2.3 

La fonction extérieure 'Pa définie sur D par 

induit un opérateur de composition (HP,Lq)-ob pour tous 0 < p,q < oo. 

Preuve: 

Puisqu'on a 
00 

it ~ 0:' it 
-log 9a( e ) = L..- ;;;Xi( e ), 

j=l v J 
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par intégration, on obtient 

Donc log 9et est intégrable sur oD et on peut prendre la fonction extérieure associée 'Pet 

(définie comme dans l'énoncé). Nous avons 

1 <p Ci ( z) 1 = exp ( u ( z)) , 

01\ u(z) est l'intégrale de Poisson de la fonction négative loggCi (0 < 9et < 1). Il s'ensuit 

alors que 'PetE H(D, D). Rappelons (cf. [19] p. 5) que 

Ce qui donne 
·g 

pour presque tout e1 
• 

Notons qu'ici, on a II'Petlloo = 1. Pour le reste de la preuve, observons que 

n an 00 an 

2::>-v'ïm(Aj)+ L e-v'ïm(Aj) 
j=l j=n+l 

n oo 
< e-etv'n:Lm(Aj) + L m(Aj) 

j=l j=n+l 

< e-ety'n + eCte-etv'n = (1 + eCi)e-etv'n. 

Cela entraîne que 

00 

L n!-I II'Pn lh < oo pour tout 0 < q < oo. 
n=O 

Enfin, on achève la preuve en utilisant le Théorème 4.2.1. 

Remarque: 

• 

Dans la preuve de la proposition précédente, la majoration des moments analytiques 

a été suffisante pour établir le résultat. Toutefois, on peut trouver un minorant de la 

même forme. En effet, on a 

76 



j=n 

2n-1 

> e-et..fii L m(Ai) 
j=n 

e-et..fiieet( e-etvn- e-etv'2n) rv eC<e-2et..fii. 

4.3 Opérateurs de composition (N, Lh)-ob 

Lemme 4.3.1 

On a les assertions suivantes. 

(1) Pour touts > 0) il existe bs, Cs > 0 tels que 

pour tout z E D. 

(2) Pour tout p > 0 et z E D) on a 

p 
sup lf(z)l ~exp( l l ). 

!EBN(O,p+1) 1 - Z 

Preuve: 

(1) Soit fE BN(O,s)· Par le Lemme 1.2.20, on a 

Ce qui donne l'inégalité droite. Pour établir l'inégalité gauche, posons pour 0 < c ~ 1 : 

(
c(1 + w)) 

fc(w) :=exp - 1 =: exp(gc(w))- 1 
1-w 

et montrons d'abord que 

En effet, pour tout ~ ~ r < 1 et tout 0 < E::; 1r, on a 

1 11!" I(r) :=- log(l + lfc(rei0 )1) dB 
27f -1!" 

__!__ { log(1 + lfc(rei0 )1) dB 
27r }IBI>e 

+ __!__ { log(1 + lfc(rei0 )1) dB 
27r }IBIS.e 

-· It(r)+Iz(r) 
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Sur l'arc { eie : lOI > ê }, on utilise la majoration (noter que Re(ge) 2: 0) 

La dernière inégalité découle de Il- ré812 2: 4r sin2 ~ 2: sin2 ~ 2: !~. D'où 

·e 2c7r ·e 2c1r ·e 
1 + lfc(ïe1 )1:::; (1 + -) exp(cPr(e1 

)) :::; exp(-) exp(cPr(ez )), 
ê ê 

pms 

Sur l'arc complémentaire { eie : IBI :::; ê }, on utilise la majoration 

log (1 + 1 exp(ge(w))- 11) :::; log (2 + exp(Rege(w))) :::; 2 + Rege(w) 

pour montrer que 

D'où, I(r):::; 2c + 2 ~1r +~,ce qui donne(*) en choisissant s = 1r..jë. 

Donc, si on prend c = Cs := min(;~, 1 ), on voit que fe E BN(O, s ). 

Maintenant, pour tout z = lzlé=- E D, la fonction he définie par he(w) := fe(e-iaw) est 

aussi dans BN(O, s), puisque llheiiN = llfciiN· D'autre part, on a 

lhe(z)l (c(l + lzl)) 1 
exp 1 -lzl -

c 
> exp( 1 - lzl) - 1 

> (1 - e-e) exp( c 1 1 ). 
1- z 

Il s'ensuit que, 
c 

sup lf(z)l2: he(z)l2: bexp( l 
1
), 

JEBN(O,s) 1 - Z 

(2) Pour tout p > 0, considérons la fonction kp définie sur D par 

p(l + w) 
kp(w) :=exp( ). 

1-w 
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Comme 

l'intégration suivie du passage à la limite quand r tend vers 1 entraîne que llkpiiN ~ 

1 +p. De même que dans la preuve de (1), pour tout z = lzlé~ E D, la fonction 

lp: w 1---1- kp(e-iaw) appartient à BN(O,p+ 1). De plus, elle vérifie 

p(1 + lzl) p 
llp(z)l =exp( l l ) ~exp( l l ). 1- z 1- z 

Par conséquent, pour tout z E D, on a 

p 
sup lf(z)l ~ llp(z)l ~exp( l 

1

). 

J{B.t~~(O,p+l) 1 - z 

Ceci achève la preuve. • 
Ren1arque: 

D'après (2), les constantes bs = 1 et Cs = s - 1 conviennent pour tout s > 1. En 

outre, pour les s suffisamment petits, on peut montrer qu'il existe des constantes bs et 

Cs vérifiant : 

Théorème 4.3.2 

s 
bs rv Cs rv -1 -1 . 

og:; 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) Il existes> 0 tel que NI(è'P, s) E log+ L. 

(2) C<p est (N, log+ L )-ob. 

00 

(3) L llsonll1 < oo. 
n=O 

(4) c<p est (HP, LP)-ob pour un et donc tout 0 < p < 00. 

(5) C<p : H 2 --+ H 2 est de Hilbert-Schmidt. 

Preuve: 

Nous rappelons que (3), (4) et (5) sont équivalentes (voir [27] et [47]). 

Par définition, ( 1) n'est rien d'autre que l'intégrabilité de toutes les fonctions log+ (lW ( è"', s)). 

Pour presque tout eiiJ, on a 

Jvf(è"',s)(ei1J) := sup lf(so"(eiiJ))I. 
JEB.t~~(O,s) 
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Par le Lemme 4.3.1, il existe bs, Cs > 0 tels que 

presque partout sur ôD. 

D'autre part, comme la fonction log+ est croissante et 

il s'ensuit que 

Cs < + - iB 2s 
/ ( .B)/ +logbs -1 _log M(Ccp,s)(e ) :::; / ( .B)/ 1 - cp* el 1 - cp* el 

presque partout sur ôD. En développant l~x aux points x = /cp*(eiB)/ < 1, puis, en 

appliquant le théorème de Beppo-Levi, on en déduit que, pour chaque s > 0 fixé, 

00 

!vi(ècp,s) E log+ L si et seulement si L 1/cp*n/h < oo. 
n=O 

Le Théorème 4.3.2 s'ensuit alors en tenant compte de l'égalité 1/'Pn/1 1 = 1/<p*n//I. • 

Le lemme suivant va jouer un rôle déterminant dans la caractérisation des opérateurs 

de composition (N, Lq)-ob. Une partie de ce lemme (la majoration sans le facteur n-~) 

se trouve dans [41] p. 106. 

Lemme 4.3.3 

Pour tout p > 07 il existe c1 (p), c2 (p) > 0 tels que 

p = 
exp(--)= L an(p)zn pour tout z E D, 

1- Z n=O 

avec 

Preuve : 

Pour tout z E D, nous avons 

p 
exp(--) 

1-z 
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avec, pour tout n E N*, 

oo 1 oo k(n+k-1)! n 
1 +]; n! .{; p (k- 1)!k! z 

~ 1 ~ k+l (n+k)! n 

1 + L.,.. J L.,.. p k'(k )' z 
n=O n' k=O • + 1 · 

00 

Ici, 11 est la fonction de Bessel J1 modifiée, définie par 

Or, il est connu (cf. [32], p 123) que, pour z E JR+: 

D'où une minoration de la forme 

Par ailleurs, si on pose 

. _ k+ 1 ( n + 1) ( n + 2) .. · ( n + k) 
Uk .- p k!(k + 1)! pour tout k E N, 

on peut trouver AP > 0 tel que 

p( n + k + 1) < p( n + k + 1) < 1 > 
(k + l)(k + 2) _ k2 _ 2 pour tout k _ ApVn· 

On remarque alors que le reste d'ordre Apfo de la série L uk vérifie 
kEN 

L Uk = o( L uk) quand n -4 oo. 
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D'autre part, pour tout k E N, on a 

On obtient donc 

k2:Apfo 

( pour n assez grand) 

La dernière inégalité et le comportement de la fonction 11 quand /z/ -r oo entraînent 

une majoration de la forme 

Ce qui achève la preuve. • 
Remarque: 

On peut montrer que les meilleures constantes c1 (p) et c2(p) dans la preuve du lemme 

précédent vérifient : 

{ 

c1 (p) 2: 51 if p 2: Pl > 0 

c2 (p) ~ 52 if p ~ P2 < oo 
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Théorème 4.3.4 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(1) l!c.pnlh = O(e-tfo) pour tout t >O. 

(2) C<p est (N, Lq)-ob pour tout 0 < q < oo. 

(3) C<p est (N, Lq)-ob pour un 0 < q < oo. 

Preuve: 

(1) ==} (2) Remarquons d'abord que (1) est équivalent à 

00 

L ety'nllc.pnlh < oo pour tout t >O. (1') 
n=O 

Soient q et s deux réels fixés arbitrairement dans ]0, +oc[. D'après (1) du Lemme 4.3.1, 

nous avons 

(i) 

D'autre part, le Lemme 4.3.3 donne une constante positive c2 ( q, s) telle que 

(ii) 

(La série, dans (ii), converge presque partout car lc.p"'(ei8 )1 < 1 presque partout). Or, 

d'après (1'), la série 

2::: e2v'2nqsllc.pnlh 
n>l 

converge. Donc, par le théorème de Beppo-Levi et l'egalité llc.pn lh = llc.p*n lh, la fonction 

00 L e2v'2nqslc.p*(eiB)In 
n=l 

est intégrable sur an. Cela implique, compte tenu de (i) et (ii), que la fonction maxi

male !v!(C<p,s) est q-intégrable sur an. Par conséquent, commes et q sont arbitraires, 

l'opérateur C<p est (N, Lq)-ob pour tout 0 < q < oo. 

(2) ==} (3) est immédiat. 

(3) ==} (1) Soit t > 0 fixé arbitrairement. L'hypothèse signifie que 
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D'après (2) du Lemme 4.3.1 appliqué à p = !: , on a 

- iB * iB p 
M(Ccp,p+ 1)(e ) = _sup lf(<p (e )1 ~exp( -l *( iB)I). 

JEBN(O,p+l) 1 if' e 

Maintenant, la q-intégrabilité de lvi( Ccp, p + 1) sur BD entraîne l'intégrabilité de la 
~ 00 

fonction: é 8 ~----+ expC-/'P~e'e)/ ). D'où, par le Lemme 4.3.3, la fonction L n-i etfol<f'*ln 
n=l 

00 

est intégrable sur BD et on obtient alors la convergence de la sérieL n-tetfoll<f'nlh, en 
n=l 

faisant appel au Théorème de Beppo-Levi et à l'égalité li<f'nll 1 = li<f'*nlh- Finalement, 

puisque test arbitraire, (l') et (1) s'ensuivent. • 
Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des Théorème 4.3.4 et 1.2.8. 

Corollaire 4.3.5 

Si c'P est (N, Lq)-ob pour un 0 < q < OOJ alors il est (HP, U)-ob pour tous 0 < p, q < 00. 

La réciproque du Corollaire 4.3.5 n'est pas toujours vraie. Plus précisément, on a 

la proposition suivante. 

Proposition 4.3.6 

(1) Il existe une famille à un paramétre d)opérateurs C'PJ avec li<f'lloo = 1) qui sont 

(JV, Lq)-ob pour tout 0 < q < oo. 

(2) Il existe une famille à un paramétre d)opérateurs de composition qui sont (HP, Lq)

ob pour tous 0 < p, q < oo et qui ne sont (N, Lq)-ob pour aucun 0 < q < oo. 

Preuve: 

Nous allons établir (1) et (2) simultanément. Pour prouver l'existence de ces ensembles, 

il suffit d'appliquer le Corollaire 1.2.27 à une famille paramétrée de suites de moments 

convenablement choisies. Le premier ensemble existe dès qu'on exhibe des suites de 

moments (F,(n))nEN vérifiant 

(•) 

L'existence de l'autre ensemble sera assurée par d'autres suites (F,(n))nEN telles que 
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Etant donné un nombre 0 < 1 < 1, on considère la fonction G = G7 définie sur 

[0, +oo[ par 

G(x) = 1- (x+ 1)7 . 

La fonction F = F7 = exp oG est alors de classe C00 sur [0, +oo[. La formule de Faà 

di Bruno donne 

Ici, la sommation s'effectue sur les entiers k1 , · · · , kn tels que 

n 

L::iki = n. 
i=l 

Comme signG(k) = ( -1 )k pour tout k E N*, on obtient 

Or, puisque F(O) = 1 et F > 0, par la Proposition 1.2.25, on déduit que (F(n))nEN est 

une suite de moments. Mais cette suite vérifie 

lim F ( n) = 0 et 
n->oo 

1 

2
n = o( F ( n)), 

Donc, d'après le Corollaire 1.2.27, il existe <.p = <.p7 E H(D, D) telle que I'P"'(ei8 )1 < 1 

presque partout et 

( .. ) 
Les suites (F7(n))nEN avec~< 1 < 1 satisfont (•). Il en est donc de même des suites 

de moments analytiques correspondantes. Par conséquent, d'après le Théorème 4.3.4, 

les opérateurs C'P-r (~ < 1 < 1) sont (N,Lq)-ob pour tout 0 < q < oo. Ceci termine la 

preuve de (1 ). 

D'autre part, les suites (F7(n))nEN avec 0 < 1 <~vérifient 

pour tout a > O. 

{ 
e-a.fiï - o( F

7
( n)) 

F
7

(n) : o(n-a) 

Alors, d'après ( •• ), on en déduit que, pour tout 0 < 1 < ~' 

e-a.fiï:::; II'P~Ih :::; n-a pour tout o: > 0 et nE N*. 
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Maintenant, par le Théorème 4.2.1, on peut voir que la seconde inégalité implique que 

chaque opérateur C'P.., (0 < 1 < ~) est (HP, Lq)-ob pour tous 0 < p, q < oo. Alors 

que la première inégalité, selon le Théorème 4.3.4, montre que ces opérateurs ne sont 

(JV, Lq)-ob pour aucun 0 < q < oo. Ceci termine la preuve de (2). • 

Remarque: 

On peut prouver (1) de cette proposition d'une autre manière. En effet, comme dans 

la Proposition 4.2.3, on peut donner une construction explicite. 

Soient a > 0 et ; < 1 < 1. On considère une partition mesurable (Ai)iEN* du cercle 

unité telle que 

(A ·) _ a( -ai'~ _ -a(j+l)'f) m 1 -e e e . 

Ici, on définit la fonction ga,-y sur an par 

00 

9a,-y( eit) := L e-ai-y-J Xi( eit), 
i=l 

où Xi désigne la fonction caractéristique de Aj. Maintenant, en prenant les fonctions 

extérieures associées 'Pa,-y comme dans la Proposition 4.2.3 et en utilisant les mêmes 

arguments que dans la preuve de celle-ci, nous en déduisons par le Théorème 4.3.4, que 

les opérateurs C'Pa,.., sont (N, Lq)-ob pour tout 0 < q < oo. 

Le théorème suivant dit que la notion d'opérateurs de composition (JV, Lq)-ob 

n'améliore pas leur compacité deN dans Hq. 

Théorème 4.3. 7 

Les assertions suivantes sont équivalentes. 

(2) C'P : N--+ Hq est compact pour tout o < q < oo. 

(3) C'P : JV--+ Hq est compact pour un 0 < q < oo. 

( 4) C'P : N --+ Hq est borné sur tout borné pour un 0 < q < oo. 

Preuve 

(1) ==} (2) Comme dans [4], on dit que c'P est compact de JV dans Hq Sl, pour 
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tout s > 0, l'image de BN(O, s) par Ccp est relativement compacte dans Hq et, par un 

argument de famille normale, cela est équivalent à dire que 

L'hypothèse implique que /cp*(ei8
)/ < 1 presque partout. Donc, si 9n = fn o <p, alors 

g~ = fn o <p* presque partout et 

j'vf E L1 car, par le Lemme 4.3.3, le théorème de Beppo-Levi et l'hypothèse appliquée 

à À> 2~, on a 

00 00 

1/Nf//t = L an(2sq)l/<.pn//t ~ ao(2sq) + L c2(2sq)e2v'2nsqi/'Pnl/t < 00. 

n=O n=l 

Cela prouve que g~ E U. Or, g~ ( k) = 0 pour tout k ~ -1. Donc 9n E Hq et on a 

1/gnl/q = 1/g~l/q· De plus, pour tout 0 < r < 1, on a 

< ~ { lfn(cp*(eiB)WdB+~ { JV!(eiB)dB 
27r Jlcp*l~r 27r }lcp*l>r 

< sup lfn(wW + ~ { M(ei8
) dB. 

lw~r 27r }lcp*l>r 

Il résulte alors de l'hypothèse de ( *) que 

Mais p(r)--+ 0 quand r--+ 1, puisque NIE L1 et m(/cp*/ > r) --+ 0 quand r--+ 1. Donc, 

par passage à la limite dans ( **) quand r --+ 1, on trouve que liml/gn 1/~ ~ O. Ce qui 

prouve ( *) et donc l'assertion (2). 

(2) ===? (3) ===? (4) est immédiat. 

(4) ===? (1) soient À> 0 fixé arbitrairement et s > 0 à choisir ultérieurement. On pose 

s(1+é=•z) 
9a(z) :=exp ( . ). 

1- ewz 
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D'après la preuve de (2) du Lemme 4.3.1, on a ll9aiiN:::; 1 +s. Donc, il existe J'vis> 0 

indépendant de a tel que ll9a o <pllq :::; Ms. Ce qui signifie que 

2_ {21r !exp (s(1 + ~ia<p*(~;e)))lq d() < M2 
21r Jo 1 - ew<p* ( e1B) -

ou de façon équivalente, en utilisant l'égalité ~~; = -1 + l~z et le Lemme 4.3.3, 

< J'vi2. 

Maintenant, intégrons par rapport à ~~, puis appliquons les théorèmes de Fubini et de 

Parseval pour obtenir 
00 

L ian(sqWII<p2nlh :S J'vi2eT · 
n=O 

En fixant q, il en résulte en particulier que 

1 

Or, puisque ll<pnllt :S ll<pnll2 = ll<p2nllf, il s'ensuit que 

Enfin, (1) découle de cette dernière relation en ajustant s tel que 2-JSëj > /\, • 

Remarque: 

Dans la preuve de ( 4) ===} (1) du théorème précédent, on peut se passer du théorème 

de Parseval. En effet, la fonction 

est dans L1 et donc IFe(n)l :::; IIFellt pour tout n E N. Cela entraîne, compte tenu du 

Lemme 4.3.3, que 

e-sqlan(2sq)ll<p*(ei0 )ln :S 2_ {
2

71: IFo(a)l da. 
21r Jo 

Intégrons par rapport à g! et appliquons le théorème de Fubini, en tenant compte de 

ll9a o <pllq :S J\!Is, nous obtenons lan(2sq)lll<pnlh :S eqsJ\!I'}. Ce qui donne, d'après le 

Lemme 4.3.3 
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le résultat découle alors en ajustant s tel que 2y'2.iq > ).. 

Nous terminons ce chapitre par le problème suivant. 

Question : 

Si 1 'on suppose que C,.P : N --+ Hq est continu, on peut prouver que 1/<pn lh = 0( e-.\v'n) 
pour un ). > O. En effet, la continuité de C'P entraîne l'existence d'un s > 0 tel que 

ll9a o 'PIIq :S 1\lfs où Ms > 0 ne dépendant pas de a. Par le même raisonnement que 

dans la preuve de (4) ===} (1) du théorème précédent, on obtient la relation souhaitée 

pour tout 0 < ). < 2vsq. 
On rappelle que cette relation caractérise aussi bien les C'P envoyant la classe p+ dans 

Hq que les C'P : p+ --+ Hq compacts (voir [42]). Notons que, parmi ces derniers, il en 

existe au moins un qui n'est compact deN dans Hq pour aucun q > 0 (prendre 1 = ~ 

dans la preuve de la proposition 4.3.6). Enfin, cette condition, serait-elle suffisante 

pour que C'P envoie N dans Hq ? Si oui, C'P : N--+ Hq serait-il continu ou faudrait-il 

que cette condition soit vraie pour tout ). > 0 ? 
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