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Résumé

Dans ce travail, nous avons décrit et étudié la parallélisation du procédé de
Gram-Schmidt. Les deux versions de ce procédé (classique et modifiée) ont été im-
plantées en data-parallele sur des machines massivement paralleles. Nous avons aussi
étudié la parallélisation du processus d’Arnoldi qui n’est autre que le processus de
Gram-Schmidt appliqué a une famille de vecteurs générateurs de sous-espaces de
Krylov.

Nous avons introduit et étudié une nouvelle méthode hybride paralléle, nommeée
GMRES(m,)/LS(k,)-Arnoldi(m;). Cette méthode permet de résoudre des systemes
linéaires non symétriques creux et de grande taille. Elle combine trois méthodes de
Krylov, la méthode GMRES, la méthode Moindres Carrés (LS(k,!)) et la méthode
d’Arnoldi (pour le calcul des valeurs propres). Cette méthode hybride nous permet
d’accélérer la convergence et d’augmenter le degré de parallélisme & gros grain dans
la méthode GMRES. L’hétérogénéité de cette méthode a la fois du point de vue
algorithmique et du point de vue parallélisme, nous permet de I'implanter sur des
réseaux hétérogenes composés de machines paralleles et séquentielles.

Dans la derniére partie de cette theése, nous avons introduit les méthodes FOM
et GMRES pondérées pour la résolution des systemes linéaires. Ces méthodes sont
obtenues a partir des méthodes FOM et GMRES en changeant le produit scalaire
euclidien par un autre associé a une matrice diagonale. Ce changement a pour but
d’accélérer la convergence en essayant de faire tendre les composantes du résidu vers
zéro d’une maniere uniforme. Nous avons également établi des relations entre ces
méthodes et les méthodes d’origine.

Mots clefs

Méthodes de Krylov, systemes linéaires, matrices creuses, parallélisme, processus
de Gram-Schmidt, processus d’Arnoldi, méthodes hybrides, méthodes pondérées.
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Abstract

In this work, we describe and study the parallelization of the Gram-Schmidt
process. The two versions of this process (classic and modified) were implemented
in data-parallel on massively parallel machines. We have also studied the paral-
lelization of the Arnoldi process, which is the Gram-Schmidt process applied to a
family of vectors generating Krylov subspaces.

We have introduced and studied a new hybrid parallel method, named
GMRES(m,)/LS(k,!)-Arnoldi(m,). This method allows us to solve nonsymmetric,
sparse and large linear systems, it combines three methods, the GMRES method,
the Least Squares method (LS(%,!)) and the Arnoldi method (for solving eigenvalue
problems). This hybrid method accelerates the convergence and increases coarse-
grain parallelism degree in the GMRES method. The heterogeneousness of this
method, at the same time, in the algorithmic point of view and in the parallelism
point of view, allows us to implement it on a heterogeneous network composed of
parallel and sequential machines.

In the last part of this thesis, we have introduced the weighted FOM and
GMRES methods for solving linear systems. These methods are obtained from
FOM and GMRES methods using, instead of the euclidean inner product, a differ-
ent one associated to a diagonal matrix. The aim of this change is accelerating the
convergence by trying to vanish the components of the residual in an uniform way.
We have also established relationships between these methods and the initial ones.

Key words

Krylov methods, linear systems, sparse matrices, parallelism, Gram-Schmidt
process, Arnoldi process, hybrid methods, weighted methods.
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Introduction générale

La résolution des systémes linéaires est I’un des problémes que rencontrent fré-
quement les scientifiques dans de nombreuses disciplines. Citons par exemple: la
mécanique des fluides, I’électromagnétisme, les prévisions météorologiques et la pol-
lution atmosphérique. En général, ces phénomeénes physiques sont modélisés mathé-
matiquement a 'aide d’équations aux dérivées partielles (EDP). La discrétisation
de ces équations aux dérivées partielles aboutit a résoudre un systéme linéaire re-
présenté par ’équation algébrique

Az =b. (0.1)

Nous supposons dans la suite de ce mémoire que la matrice A est réelle de taille n,
inversible et que b € IR".

Pour résoudre de tels systémes deux grandes classes de méthodes existent : les
méthodes directes et les méthodes itératives.

Les méthodes directes procedent a la factorisation de la matrice A sous forme
d’un produit de facteurs. Ces facteurs sont en général plus simples a manipuler que
la matrice A elle méme. Les factorisations LU et QR, sont les plus souvent utilisées
et les plus connues. Ces factorisations transforment le systéme linéaire initial en un
systeme triangulaire qui est, bien sur, plus facile a résoudre. Ces méthodes sont tres
cotiteuses du point de vue nombre d’opérations et du point de vue place mémoire.
En arithmétique exacte, ces méthodes délivrent la solution exacte du systeme au
bout de n itérations. Cependant, en précision finie, elles risquent de ne pas trouver
la solution exacte du systeme et ce a cause des erreurs d’arrondi.

Les méthodes itératives générent, & partir d’une solution de départ zo, une suite
{z1} d’estimations qui tend vers z* la solution exacte du systéme (0.1). Le coiit de
ces méthodes du point de vue place mémoire et nombre d’opérations, est en général,
plus faible que celui des méthodes directes.

Pour certains problémes, la précision imposée sur le calcul d’une approximation
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de la solution exacte du systeme n’est pas trés grande, ce qui permet de résoudre
ces problémes avec un faible coit algorithmique a ’aide des méthodes itératives.

Souvent la matrice A du systéme (0.1) est de grande taille et est creuse (i.e. A
contient peu d’éléments non nuls).

En général, les méthodes itératives n’utilisent la matrice A que pour effectuer des
produits matrice-vecteur. Pour cette raison, ces méthodes profitent de la structure
creuse des matrices en les stockant a 1’aide de formats économiques et adaptés a ce
genre de produit (CSR, Ellpack-Itpack, SGP,...). Notons que cet avantage est propre
aux méthodes itératives, ce qui les rend plus attractives que les méthodes directes
[11] puisqu’elles sont capables de résoudre des problemes de grande taille.

La classe des méthodes itératives contient une sous-classe de méthodes basées
sur la décomposition de la matrice A sous la forme A = M — N ou M est une
matrice non singuliere et facile a inverser. Ces méthodes sont appelées méthodes
stationnaires ou méthodes de relaxation car les itérés de ces méthodes vérifient la
relation 241 = M~! Nz, + M~1b. Parmi ces méthodes citons Jacobi, Gauss-Seidel
et SOR (Successive OverRelazation) [74, 76, 30].

Une autre sous-classe des méthodes itératives est la classe des méthodes de
Krylov. Les itérés de ces méthodes s’écrivent sous la forme z; = zo + P(A)rp ou zo
est une solution de départ, ro = b — Az le résidu associé a zg et P un polynéme de
degré k — 1. Chaque méthode de Krylov construit implicitement le polynéme P de
facon a faire converger la suite {z} vers z*.

Les méthodes de Krylov sont nombreuses. Parmi les plus connues, nous citons.

— La méthode CG (Conjugate Gradient) [31] due a Hestenes et Stiefel utilisée
dans le cas des matrices symétriques définies positives.

— La méthode BCG (Bi-Conjugate gradient) [39] due & Lanczos. Cette méthode
est une généralisation de le méthode CG pour les matrices non symétriques.

- La méthode FOM (Full Orthogonalization Method) [61] due & Saad et est basée
sur le processus d’Arnoldi. Notons que dans cette méthode peut survenir des
divisions par zéro ( Breakdown).

— La méthode GMRES (Generalized Minimum RESidual) [66] a été proposée par
Saad et Schultz pour remédier au probléeme des divisions par zéro dans FOM.

- La méthode QMR (Quasi Minimal Residual) [28], due & Freund et Nachtigal,

est basée sur le processus de Lanczos.
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- La méthode TFQMR (Transpose-Free Quasi-Minimal Residual) [27] a été pro-
posée par Freund pour éviter I'utilisation de la matrice transposée dans la

méthode QMR.

Plusieurs méthodes numériques (FOM, GMRES.,...) ont besoin d’orthonormali-
ser une famille de vecteurs. Le procédé de Gram-Schmidt est I'un des plus connus,
sa mise en ceuvre peut étre effectuée en deux facons, 'une s’appelle Gram-Schmidt
Classique (GSC) et I'autre s’appelle Gram-Schmidt modifié (GSM). Le processus
d’Arnoldi constitue un cas particulier du processus de Gram-Schmidt pour la fa-
mille des vecteurs générateurs des sous-espace de Krylov. Le premier théme traité
dans cette these est ’étude de la parallélisation des processus de Gram-Schmidt et
d’Arnoldi sur des machine massivement paralleles.

Le développement technologique a poussé les scientifiques a résoudre des sys-
témes linéaires de plus en plus difficiles et de tailles plus grandes. Pour ce faire, ils
ont été amenés a utiliser des machines paralleles pour la résolution de ces systémes.
Ces machines, de différentes architectures, permettent le traitement de beaucoup de
données dans un temps faible par rapport aux machines séquentielles. L’efficacité
de I'implantation d’'une méthode dépend de la nature des calculs a effectuer, des
données traitées et de 'architecture de la machine cible. Notons qu’une méthode
efficace en séquentiel n’est pas nécessairement efficace en parallele. Avec 1'utilisa-
tion du parallélisme, des méthodes anciennes qui sont trop cotliteuses en séquentiel
sont utilisées maintenant pour ’efficacité de leurs versions paralléles et de nouvelles
méthodes ont été congues spécialement pour le parallélisme.

L’implantation sur machine cible de certaines méthodes est confrontée a la di-
versité des natures des calculs nécessités. Ces méthodes sont algorithmiquement
hétérogenes puisqu’elles sont composées de parties paralleles et d’autres séquen-
tielles. Les méthodes hybrides qui nécessitent le calcul de certaines valeurs propres
font partie de ces méthodes. Parmi ces méthodes, nous citons la méthode hybride
GMRES/Moindres Carrés introduite par Saad [63]. Nous allons adapter cette mé-
thode au parallélisme en séparant la méthode d’Arnoldi pour le calcul des valeurs
propres de la méthode GMRES. Nous profitons de ’hétérogénité algorithmique de
la méthode obtenue pour 'implanter sur des réseaux hétérogénes de machines.

Dans cette theése, nous introduisons aussi les méthodes pondérées FOM et
GMRES. Ces méthodes sont basées sur le processus d’Arnoldi pondéré qui n’est
autre que le processus d’Arnoldi utilisant un autre produit scalaire. Nous montrons
qu’il existe des relations entre ces méthodes et les méthodes d’origine.

Cette these est composée de cing chapitres et est présentée selon le plan détaillé
suivant.
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Le Chapitre 1 est constitué de quelques rappels sur ’analyse numérique et le
parallélisme. Nous essayons au début de montrer le lien entre analyse numérique et
parallélisme. Nous présentons ensuite une classification des machines paralleles a mé-
moire distribuée et de quelques machines particuliéres que nous allons utiliser dans
les implantations de nos algorithmes. Nous présentons aussi une bréve description
de la parallélisation des algorithmes sur les machines paralléles. Nous terminons ce
chapitre par une description des matrices creuses et de quelques formats de stockage
de ces matrices.

Dans le Chapitre 2, nous étudions la parallélisation des deux versions (clas-
sique (GSC) et modifiée (GSM)) du processus de Gram-Schmidt, en parallélisme
de données sur des machines massivement paralleles. Nous proposons ensuite une
comparaison des deux versions sur des machines paralléles dont les processeurs sont
disposés sous forme d’une grille. Les tests numériques sont effectués sur la MasPar
MP-1 (16384 processeurs). Nous étudions ensuite le cas particulier du processus
d’Arnoldi et sa parallélisation en data-paralléle.

Au Chapitre 3, nous rappelons les méthodes GMRES pour la résolution des
systemes linéaires, Arnoldi pour le calcul des valeurs et vecteurs propres et la mé-
thode Moindres Carrés (LS), utilisée pour trouver une approximation polynomiale de
Pinverse d’une matrice, et qui peut servir aussi comme préconditionnement polyno-
mial. Nous décrivons aussi I'implantation en mode MIMD et SIMD de ces méthodes
sur des machines paralléles a mémoire distribuée.

Dans le Chapitre 4, nous présentons la méthode hybride GMRES/LS qui
combine les méthodes GMRES et Moindres Carrés et nous analysons sa conver-
gence. Nous introduisons ensuite la méthode hybride paralléle GMRES(m,)/LS(k,{)
-Arnoldi(m,) que nous implantons sur des réseaux hétérogenes de machines. Apres,
nous décrivons une implantation asynchrone de cette méthode utilisant deux ma-
chines paralleles et trois machines séquentielles. Nous présentons des résultats ex-
périmentaux de cette implantation effectués sur la ferme d’Alpha (16 nceuds), la
MasPar MP-1 et des stations SUN. Nous décrivons aussi une implantation entre-
lacée de la méthode hybride parallele utilisant une seule machine parallele et trois
machines séquentielles. Nous présentons également des résultats expérimentaux de
cette implantation effectués sur la CM-5 et des stations SUN. Ce travail a été réalisé
en collaboration avec des chercheurs du Laboratoire d’Informatique Fondamental de
Lille (LIFL), en particulier Guy Bergere [6, 7, 24] qui prépare une thése sur ’aspect
plus informatique de ce travail.

Finalement, dans le Chapitre 5, nous introduisons les méthodes FOM et
GMRES pondérées pour la résolution des systémes linéaires. Au début nous com-
mencons par introduire le processus d’Arnoldi pondéré sur lequel sont basées ces



Introduction générale 21

deux méthodes. Nous établissons ensuite des relations entre le processus d’Ar-
noldi pondéré et le processus d’Arnoldi. Aprées avoir défini les méthodes WFOM
et WGMRES redémarrées, nous établisons la relation liant les méthodes WFOM et
FOM et celle liant les méthodes WGMRES et GMRES. Nous terminons ce chapitre

par une comparaison numeérique des différentes méthodes.

Une conclusion de ce travail suivi de quelques perspectives termineront ce ma-
nuscript.
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Chapitre 1

Analyse numérique et parallélisme

Ce chapitre est consacré au parallélisme et a son utilisation en analyse numé-
rique. Nous donnerons une breve description du parallélisme et des deux classes de
machines paralleles SIMD et MIMD, en particulier des machines que nous utilise-
rons dans l'implantation des algorithmes paralléles: la MasPar, la ferme d’Alpha
et la Connection Machine CM-5. Nous présenterons ensuite quelques éléments es-
sentiels pour paralléliser des algorithmes sur des machines paralléles. A la fin, nous
présenterons les matrices creuses et nous décriverons quelques formats de stockage.
Ces formats permettent notamment une économie de place mémoire et une facilité
d’utilisation de ces matrices en programmation.

1.1 Parallélisme en analyse numérique

Dans beaucoup de domaines scientifiques ou industriels, la demande d’outils
et de méthodes d’analyse numérique est importante, notamment pour la résolution
des systemes linéaires et 1’étude de problémes aux valeurs propres. Souvent ces pro-
blémes proviennent de discrétisation d’équations aux dérivées partielles (EDP) et
nécessitent le traitement de matrices de tres grande taille. L’importance du nombre
de données pose des problemes de stockage et de temps de calcul qui sont exorbitants
sur des machines séquentielles (dites de Von Neumann), d’ou la nécessité d’utiliser
des machines paralleles pour surmonter ces limitations. Ces machines font coopérer
plusieurs processeurs et possedent une grande capacité mémoire. La minimisation
du temps de calcul paralléle provient de la réalisation de plusieurs opérations simul-
tanément. La facon dont les processeurs sont connectés, leurs composantes et leur
mode de controle conduit a 'obtention de plusieurs sortes d’architectures.
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1.2 Machines paralleles

Les machines paralleles existantes sont réparties selon ’acces a la mémoire en
deux grandes classes:

Les machines 2 mémoire partagée: Tous les processeurs de ces machines ac-
cedent aux données dans une méme mémoire. Dans ce cas ['utilisateur n’a pas besoin
de connaitre le lieu de stockage des données ni de gérer les communications entre les
processeurs. Pour cette raison, la conception de programme sur ces machines est tres
simple. Mais, le probléeme de 1’acces a la mémoire limite le nombre de processeurs.

Les machines & mémoire distribuée : Chaque processeur de ces machines dis-
pose de sa propre mémoire et de ses propres données. Sachant que ces processeurs
travaillent sur la méme application dont les données sont réparties, il est évidemment
nécessaire qu’ils communiquent entre eux pour échanger leurs données au cours de
I’exécution de I’application.

Par rapport a la premiere classe de machines paralléles, la deuxieme classe
permet d’utiliser des tailles mémoire tres grandes. Cependant, ’efficacité des pro-
grammes sur les machines a mémoire distribuée ne peut étre obtenue qu’en plagant
judicieusement les données, afin d’exploiter la localité des données pour minimiser
le coit des communications entre les processeurs et les mémoires. Dans notre these
nous n’utilisons que des machines paralléles & mémoire distribuée qui sont de plus
en plus répandues.

Flynn [25] se base sur la fagon dont sont manipulés le flot d’instructions et le
flot de données pour classer et comparer les machines paralleles. Selon cette taxi-
nomie, deux classes de machines paralleles a mémoire distribuée sont distinguées:
SIMD et MIMD [14], [16]. Avant de passer a la description de ces deux classes de
machines paralléles, notons qu’un processeur est formé de trois composantes : I'unité
de contréle (décode les instructions), 1'unité de traitement (effectue les opérations)
et la mémoire (stocke les données).

1.2.1 Machines SIMD

SIMD signifie Simple Instruction Multiple Data; il s’agit d’un ensemble de
processeurs supervisés par la méme unité de controle, qui exécutent tous la méme
instruction en méme temps, chacun sur ses propres données contenues dans sa propre
mémoire locale. Un ordinateur appelé frontal (FE, Front End) auquel sont reliés tous
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les processeurs a travers I’unité de controle permet 'acces a la machine paralléle.
En général les processeurs de ces machines sont trés nombreux, mais ils ne sont pas
puissants. Ce type de machines conduit souvent a une programmation basée sur le
parallélisme de données. Sur ces machines, nous procédons a la parallélisation des
données des applications dont le parallélisme potentiel est maximal. L’architecture
de ces machines est représentée dans la figure (1.1).

réseau de contrile

] [T P ]

I | I

réseau d’interconnexion

M  mémoire
UT unité de traitement
UC unité de contrble

FiGc. 1.1 - L’architecture des fnachines SIMD.

1.2.2 Machines MIMD

MIMD signifie Multiple Instruction Multiple Data; il s’agit d’un ensemble de
processeurs dont chacun d’entre eux a sa propre mémoire contenant des données
locales sur lesquelles s’exécute son propre programme. Chaque processeur peut donc
évoluer indépendamment des autres processeurs. Ces machines ne disposent pas de
frontal, mails chacun de ses processeurs peut jouer ce role. En général les proces-
seurs de ces machines ne sont pas trés nombreux, mais ils sont tres puissants. Ce
type de machines convient au deux modeles de programmation : parallélisme de don-
nées et parallélisme de taches. Les machines MIMD fonctionnent en mode SPMD
(Single Programme Multiple Data) lorsqu'un méme programme s’exécute sur tous
les processeurs. L’architecture des machines MIMD est représentée dans la figure

(1.2).

Les échanges de données entre les différents processeurs sur ces machines sont
effectués a P'aide d’une bibliothéque de communications, comme par exemple la
bibliotheque PVM [4](Parallel Virtual Machine) et la bibliotheque MPI (Message
P assing Interface) [50].
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M M o000 M

| f [
uUT UT [ N N UT

1 L |
ucC ucC NN uc

M  mémoire
i r ] UT unité de traitement
réseau d’interconnexion UC  unité de contrdle

Fic. 1.2 - L’architecture des machines MIMD.

1.3 Description de quelques machines paralleles

1.3.1 La MasPar MP-1

C’est une machine SIMD composée de 16384 (128 x 128) processeurs disposés
en une grille torique, chaque processeur est relié a ses 8 processeurs voisins [8], [16].
Ces processeurs 4 bits fonctionnent avec une fréquence d’horloge de 12.5 MHz et
sont équipés d’une mémoire locale de 64 Ko.

Chaque processeur est connecté a une unité de controle (ACU, Array Control
Unit) ou séquenceur. Cette unité de controle est un processeur 4 bits qui recoit
le code exécutable et chargé est d’envoyer ce code et les données aux processeurs
pendant I’exécution.

L’acces et le controle de la MasPar sont effectués par l'intermédiaire du fron-
tal (FE, Front End). C’est une station DEC 5000/240 chargé de la compilation et
I’exécution des calculs séquentiels.

Les communications entre les processeurs de la MasPar sont composées de deux
types:

* Les communications de voisinage X-Net permettant a chaque processeur de
communiquer avec tous les processeurs se trouvant a une distance donnée,

dans une des huit directions de la rose des vents (N, E, W, S, NE, NW, SE et
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SW).

* Les communications générales Global Router permettant a4 deux processeurs
quelconques de communiquer. Ce mécanisme de communication est réalisé
grace a trois niveaux de réseaux appelés Crossbars. Ces communications géné-
rales ne sont pas parfaitement parallélisables a cause des conflits qui peuvent
survenir entre les données. La durée des communications générales est donc
plus élevée que celle relative aux X-Net.

1.3.2 La ferme d’Alpha

La ferme d’Alpha est une machine parallele MIMD composée de 16 processeurs
DEC Alpha. Ces processeurs fonctionnent avec une fréquence d’horloge de 133 MHz
et sont équipés d’une mémoire locale de 64 Mo. L’accés a la ferme peut étre effectué
a partir de I’'une de ses machines qui joue dans ce cas le role du frontal.

Les machines de la ferme d’Alpha sont reliées par un Crossbar ayant un tres
grand débit appelé le GIGAswitch a base de fibres optiques FDDI (Fiber Distributed
Data Interface) pouvant atteindre une créte de 3,6 Gb/s!. Ce réseau assure les
communications entre ces machines. En plus du port GIGAswitch, les machines de
la ferme sont équipées d’un port Ethernet ayant un débit de 10 Mb/s2.

Le Crossbarest un réseau dynamique qui permet la connection de tous les nceuds
entre eux, c’est une matrice de points de croisement.

1.3.3 La Connection Machine CM-5

C’est une machine MIMD de Thinking Machines Corporation, prévue pour in-
terconnecter de 32 a 2048 processeurs [72],[16]. Les processeurs élémentaires sont
constitués d’un processeur Sparc, d’'une mémoire de 32 Mo et de quatre unités de
calcul flottant de 32 Mflops chacune.

La CM-5 possede trois réseaux : un réseau de données (Data Network) qui gere
les communications entre processeurs, un réseau de contrdle ( Control Network) qui
permet des opérations globales (telles que les diffusions, réductions, synchronisa-
tions, etc.), et enfin un réseau de diagnostic (Diagnostic Network) qui transmet les

1. Giga bits par seconde: 10° b/s
2. Méga bits par seconde : 10° b/s
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messages d’erreur.

La topologie adoptée pour le réseau de données est un fat-tree une topologie
complexe défini par Leiserson dans [43]. Une telle topologie offre & cette machine une
bonne résistance aux pannes, en permettant de doubler les liens entre les processeurs.

1.4 Parallélisation d’algorithmes

La parallélisation d’une méthode passe par plusieurs étapes, afin qu’elle soit
la meilleure possible sur une machine parallele donnée. Notons que cette machine
parallele doit étre adaptée aux calculs nécessités par cette méthode. Au début, il
faut explorer les différentes versions de cette méthode pour en choisir la meilleure
a paralléliser. La bonne version n’est pas obligatoirement celle dont l’algorithme
séquentiel est optimal. Cette raison a conduit a la réévaluation de beaucoup d’al-
gorithmes en fonction des nouveaux criteres du parallélisme, méme ceux qui étaient
délaissé depuis plusieurs années.

Aprés avoir choisi la meilleure version a paralléliser, il faut procéder au parti-
tionnement de ses calculs en sous-taches en exploitant le parallélisme potentiel et
a définir ensuite le graphe de précédence. Ce graphe montre les dépendances entre
les taches et donne l'ordre de leur exécution. L’aspect du graphe de précédence et
la nature des taches (granularité) nous permettent de choisir ’architecture de la
machine paralléle la mieux adaptée pour implanter cette méthode.

Une notion tres importante en parallélisme est la granularité, cette notion carac-

térise la nature des taches affectées aux processeurs. La granularité du parallélisme
est dite fine (ou parallélisme a grains fins) quand le parallélisme potentiel est maxi-
mal. Les taches sont réduites a des opérations élémentaires, Le nombre de processeurs
virtuels est donc supérieur ou égale au nombre de données.
A l'inverse, la granularité du parallélisme est dite grossiere (ou parallélisme a grains
grossiers) quand les taches regroupent plusieurs instructions. Le nombre de proces-
seurs est donc inférieur au nombre de données. Cette granularité est généralement
choisie dans le but de diminuer le nombre de communications.

Il n’est pas toujours possible de paralléliser certaines applications, a cause du
nombre excessif de dépendences entre ses données dans leur calcul. Un exemple
simple de ce cas est le calcul des itérés d’une suite récurrente un41 = f(u,), avec
uo € IR, n > 0 et f une fonction réelle donnée.

Chaque itéré dépend de 1’itéré précédent, ce qui rend impossible de faire des calculs
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en parallele. Par contre, si nous arrivons a trouver le terme général de cette suite
numérique et si ce terme ne dépend que de n, nous obtenons alors un parallélisme
potentiel maximal puisque chaque processeur calcule un terme de la suite indépen-
dament des autres.

Le processus d’Arnoldi, que nous allons étudier dans le chapitre suivant, constitue
lui aussi un bon exemple de ce genre d’applications. Selon la version utilisée pour
I’'implantation de ce processus, les dépendences entre les données changent et influent
considérablement sur sa parallélisation.

Beaucoup d’algorithmes en analyse numérique peuvent étre parallélisés, puis-
qu’ils nécessitent des opérations matricielles possédant un parallélisme intrinséque.
Nous citons parmi ces opérations, l'addition et la multiplication de matrices ainsi
que le produit matrice-vecteur.

1.5 Matrices creuses

La parallélisation des méthodes d’analyse numérique nécessite la connaissance
des données traitées et de leurs caractéristiques. Ces données sont en général sous
forme de matrices. Dans cette section, nous présontons la classe la plus courante et
quelques formats de stockage de ces matrices.

Les matrices a traiter en analyse numérique proviennent souvent de discrétisa-
tion d’équations aux dérivées partielles (EDP) sur un maillage de noeuds. La discré-
tisation peut étre effectuée soit par différences finis [34] soit par éléments finis [37].
Chaque équation obtenue par la discrétisation ne lie Qqu’un nombre limité de nceuds,
puisque chaque nceud interagit seulement avec les nceuds voisins. Les matrices ainsi
obtenues contiennent beaucoup de zéros. Par exemple, une EDP du second ordre
discrétisée sur un carré donne une matrice ayant au maximum 5 éléments non nuls
par ligne quelle que soit la taille de la matrice.

Les matrices contenant beaucoup de zéros sont appelées matrices creuses. Ce-
pendant, cette appellation ne peut étre atribuée a une matrice que si des techniques
spéciales sont utilisées pour profiter de I’abondance d’éléments nuls et de leurs po-
sitions [59)].

Dans le but d’obtenir une bonne approximation de la solution d’'une EDP sur
un domaine donné, la discrétisation doit étre la plus fine possible. Or, la taille de
la matrice obtenue correspond au nombre de nceuds du maillage, ces matrices sont
donc en général de tres grande taille.
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Afin d’éviter le stockage de la totalité des composantes nulles, les matrices
creuses sont stockées sous des formats différents de celui des matrices denses. Plu-
sieurs formats existent, chacun est adapté a une classe de matrices ou & une archi-
tecture de machine ou a un type d’opération de matrices. Parmi ces formats citons:
CSR, CSC, Ellpack-Itpack et SGP que nous décrivons briévement ci-apres. Dans la
suite, n désigne la taille de la matrice A et nnz le nombre d’éléments non nuls de A.

Le format CSR Compressed Sparse Row:

La matrice est stockée dans trois vecteurs: Aval, JA et TA.
Le vecteur Aval contient les nnz éléments non nuls de A stockés ligne par ligne.
Le vecteur entier JA contient les indices des colonnes des éléments stockés dans
Aval. Ce vecteur est aussi de taille nnz.
Le vecteur I A de taille n + 1 contient les positions dans Aval des premiers éléments
non nuls de chaque ligne de A, la derniere composante contient la valeur nnz + 1.
Dans la figure 1.3, nous présentons la compression CSR d’une matrice de taille 5.

0 0 2 -10
1 0 0 0 9
A=1 0 -3 2 0 6
-5 4 0 0 0

0 0 8 =70
Aval=[2[=1] 1] 9] =3[ 2] 6]-5]4[8[—7]

JA=[3[a]1]5] 213]5] 1[2]3[ 4]
IA=[T[ 335810

FIG. 1.3 - Ezemple de compression CSR d’une matrice

Ce format de stockage est bien adaptée pour effectuer les produits matrice-
vecteur sur des machines séquentielles ou MIMD. Sur les machines MIMD la ma-
trice est découpée en sous-matrices formées d'un certain nombre de lignes. Chaque
sous-matrice est stockée sous le format CSR sur un processeur. Ainsi, chaque pro-
cesseur calcule une partie du produit matrice-vecteur, correspondante aux lignes
compressées dont dispose ce processeur.

IIs existe plusieurs formats semblables au format CSR, 1’'un d’eux procéde au
stockage des colonnes au lieu des lignes et est appelé format CSC (Compressed
Sparse Column ).
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Le format Ellpack-Itpack:

Ce format procéde aussi a une compression de la matrice A en lignes. Comme
nous ’avons vu auparavant, les matrices provenant de discrétisation des EDP pos-
sédent un nombre limité d’éléments non nuls par ligne et par colonne, négligable
par rapport a n. Notons C,,., le nombre maximal d’éléments non nuls par ligne. Le
format Ellpack-Itpack stocke la matrice dans deux matrices: Aval et JA, de taille
n X Cmaz, chacune.

La matrice Aval contient la matrice A compressée par lignes, le reste des lignes étant
complété par des zéros.

Dans la matrice d’entiers J A sont stockés les numéros de colonnes de chaque élément
de Aval.

Dans la figure 1.4, nous présentons la compression CSR d’une matrice de taille 5.

0 0 2 -10 2 | -1 34

1 0 0 0 9 119 115
A=|0 -3 2 0 6 Aval=|-31] 2 | 6 JA=|2]3|5

5 4 0 0 O -5 4 112

0 0 8 =70 8 | =7 314

FiG. 1.4 - FEzemple de compression Ellpack-Itpack d’une matrice

Le format Ellpack-Itpack est plus coiiteux que le format CSR en mémoire, mais il
est bien adapté au calcul du produit matrice-vecteur sur les machines d’architecture
MIMD. En ce qui concerne les machines SIMD, le format SGP est bien adapté pour
le calcul des produits matrice-vecteur sur ces machines. Le format SGP est basé sur
le format Ellpack-Itpack et est décrit ci-dessous.

Le format SGP Sparse General Pattern:

Ce format procéde a une compression de la matrice A en colonnes [19]. Le format
SGP stocke la matrice A dans troix matrices: Aval, IA et JC, de taille Crraz X 1,
chacune.

La matrice Aval contient la matrice A compressée par colonnes, le reste des colonnes
étant complété par des zéros.

Dans la matrice d’entiers I A sont stockés les numéros de lignes de chaque élément
de Aval. :

Dans la matrice d’entiers JC sont stockés les numéros de colonnes dans les lignes
compressées, correspondants a chaque élément de Aval.
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Dans la figure 1.5, nous présentons la compression SGP d’une matrice de taille
5. Le tableau situé a droite de la matrice A représente la compression des lignes de
A, utilisé pour construire le tableau JC.

0O 0 2 -10 2 1 -1
1 0 0 0 9 119
A= 0 -3 2 0 6 -31 216
-5 4 0 0 0 -5 4
0 0 8 =70 8 | =7
1 [=3{2|—-11|9 11 |1]242
Aval=|-5| 4 |2{=7T(6| JC={1 212123
8 1
21 3111 112
IA= | 4 {413} 5 {3
5

FiG. 1.5 - Ezemple de compression SGP d’une matrice

Le tableau JC est nécessaire pour calculer facilement la compression SGP de
la transposée de la matrice A. Posons Aval T, IA_T et JC_T les tableaux de taille
Caz X n correspondants  la compression SGP de AT.

Les tableaux Aval T, IAT et JC_T sont définis comme suit :
pour tout 7 € {1,...,n} et pour tout j € {1,...,Chna:} tels que TA(i,7) # 0 nous
avons

Aval T(JC(i,5),IA(,§)) = Aval(s,7)
TAT(JC(1,5),[A(1,5)) =
JCT(JC(i, ), IAG,]) = i

Cette transposition est nécessaire quand nous calculons le produit de A par un
vecteur puisque nous n’avons pas 1’alignement dans la matrice Aval des composantes
de chaque ligne de A. Or, le tableau Aval T représente la transposée de la matrice A
compressée par ligne, ce qui facilitera le calcul de la somme des composantes d’une

ligne.

Afin de calculer y = Az nous commencons d’abord par multiplier chaque com-
posante du vecteur z par la colonne correspondante de Aval, nous obtenons une
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matrice intemédiaire Mval. Les matrices Mval, I A et JC correspondent au format
SGP d’une matrice M ayant la méme structure que A. Ensuite, nous calculons la
matrice Mval T en transposant le format SGP de la matrice M. Les colonnes de
Mwval T ne sont autres que les lignes de M compressées. Les composantes du vecteur
y s’obtiennent donc en faisant la somme des composantes des colonnes de Mval T.
Le calcul de produit d’une matrice représentée par le format SGP par un vecteur
est décrit par ’algorithme suivant

Algorithme 1.5.1 : Produit matrice-vecteur en SGP (y = Az)

1. Calcul de la matrice intermédiaire Mval :
Pour 3 =1,...,n, calculer le vecteur Mval; = z; * Aval;,

2. Transposer la matrice Mval en utilisant les matrices [A et JC
pour obtenir la matrice Mval T € IRCms=>",

3. Calcul de y le vecteur produit:

Cmaz
Pour 3 =1,...,n, calculer y; = Z Mval T, ;,

=1

_Cet algorithme génére des communications globales sur les machines paralléles
SIMD, toutefois le format de stockage SGP est le mieux adapté a ces machines.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons essayé d’expliquer 'importance du parallélisme
dans le calcul numérique. Nous avons également décrit quelques classes de machines
paralleles.

La classification des machines paralleles a mémoire distribuée que nous avons
présentée dans ce chapitre n’est pas la seule qui existe, mais c’est la plus utilisée. La
classification de ces machines est trés difficile puisque chaque machine parallele est
tres particuliere et souvent adaptée a un certain genre d’applications scientifiques.

Le traitement des matrices creuses de tres grandes tailles en parallélisme néces-
site en méme temps un bon choix du format de stockage facilitant les opérations
demandées et un bon choix de ’architecture de la machine parallele a utiliser.
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En plus des machines paralleles que nous avons cité dans ce chapitre, des ma-
chines paralleles dites hétérogenes peuvent étre obtenues en rassemblant des ma-
chines paralléles de différentes architectures et/ou des machines séquentielles & ’aide
du réseau Ethernet. Ces machines paralleles sont trés prometeuses pour ’implanta-
tion d’applications de nature hybride. Nous allons voir un exemple de telles applica-
tions et deux de ses implantations possibles sur deux réseaux différents de machines
dans le Chapitre 4.
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Chapitre 2

Le processus de Gram-Schmidt en
parallélisme de données

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un algorithme particulier
pour l'orthonormalisation d’une famille de vecteurs. Les algorithmes d’orthonorma-
lisation tels que Housholder, Givens et Gram-Schmidt [29] sont utilisés dans diffé-
rentes méthodes de résolution de systemes linéaires ou de calcul de valeurs propres.
En ce qui nous concerne nous allons particulierement nous intéresser au processus
de Gram-Schmidt et a sa parallélisation en data parallele. A la fin de ce chapitre
nous allons étudier le processus d’Arnoldi qui est un cas particulier du processus de

Gram-Schmidt.

Nous donnons d’abord les notations que nous utilisons dans ce chapitre. Les
matrices seront notées par des lettres majuscules (A, @, R, ...), les colonnes de
matrices seront notées par des lettres minuscules ayant un seul indice (a; désigne la
ki*me colonne de la matrice A) et les composantes d’une matrice seront notées par
des lettres minuscules ayant deux indices (a; ; désigne la :*™° composante de la 5™
colonne de la matrice A). ‘

Dans les algorithmes paralléles nous utilisons les notations array section utilisées
dans le livrte Matriz Computations de G. H. Golub et C. F. Van Loan [29], utilisées
aussi dans les langages de programmation Matlab, Fortran 90 et ses extensions pa-
ralleles :

A(m :n,p: q) désigne la sous-matrice (@;;)m<i<n, p<i<q-

A(m : n, k) désigne les composantes (a;r)m<i<n de la colonne k.
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A(k,p : q) désigne les composantes (a,;)p<j<q de la ligne k.

Etant donnée une matrice réelle A de taille m x n, la factorisation QR consiste
a factoriser la matrice A sous la forme A = QR ou @ € IR™*™ est une matrice
orthogonale, et R € IR™*™ une matrice triangulaire supérieure.

Le processus de Gram-Schmidt effectue la factorisation QR en se basant sur la
relation suivante

k=1
rk,qu = ar — Zri:kqi k = 1,...,77, (21)
=1
— T — —
avecri k=g ar 1=1,...,k—1, et rii = |lgx|l2.
gx est formé en soustrayant a a; sa projection sur les vecteurs ¢, qz,...,qk—1 €t en

normalisant le vecteur obtenu.

Dans la pratique, il existe deux versions du processus de Gram-Schmidt ; la pre-
miere est celle appelée méthode de Gram-Schmidt classique (GSC), la seconde est
appelée méthode de Gram-Schmidt modifiée (GSM). Ces deux versions demandent
le méme nombre d’opérations et sont mathématiquement équivalentes (i.e. en arith-
métique exacte), mais non numériquement puisque les calculs ne se font pas de la
méme facon.

Des versions de la factorisation QR par bloc sont étudiées par W. Jalby et B.
Philippe [35] et sont implantées sur deux machines paralleles & mémoire partagée
hiérarchique: CRAY-2 et ALLIANT FX80. L’algorithme proposé (B2GS) se com-
porte numériquement comme celui de GSM et il a ’avantage d’étre plus parallele
que GSM sur ce type de machines paralléles puisqu’il tire profit de leurs spécificités.
Ces résultats ne peuvent pas étre généralisés sur toutes les machines paralleles qui
ont des caractéristiques différentes. En particulier pour les machines data-paralleles
a mémoire distribuée.

La parallélisation de ces deux méthodes que nous allons présenter est en parallé-
lisme de données sur des machines d’architecture SIMD massivement paralléles dont
les processeurs sont disposés sous forme d’une grille. Cette étude est effectuée sur
un modele virtuel de machine, c’est-a-dire que nous supposons que nous disposons
d’autant de processeurs physiques que de processeurs virtuels.

Les essais numériques de ce chapitre sont réalisés a l’aide du MasPar For-
tran ([49], [48]), sur la MasPar MP-1 (voir § 1.3.1) du laboratoire LIFL (Laboratoire

d’Informatique Fondamentale de Lille).

Dans ce chapitre, les Sections 2.2 et 2.3 présentent respectivement les versions
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classique et modifiée du processus de Gram-Schmidt avec leurs parallélisation en
parallélisme de données. Une breve comparaison de ces deux versions paralleles est
présentée dans la Section 2.4. Dans les Sections 2.5 et 2.6, nous implantons GSC
et GSM sur la MasPar MP-1 et nous présentons quelques résultats expérimentaux.
Avant de conclure, nous traitons dans la Section 2.7 le cas particulier du processus

d’Arnoldi.

2.2 Le processus de Gram-Schmidt Classique

2.2.1 Description

La mise en ceuvre du processus de Gram-Schmidt classique se déroule de la
fagon suivante:
I’étape 1 consiste a normaliser a;, nous obtenons g; = a;/ry,1, avec r1 1 = ||ay||2-

A Vétape k, les vecteurs {qi, ..., qx—1} étant déja calculés, nous désirons former
le vecteur suivant gi et la colonne (r;)i=1 .- Nous devons alors orthogonaliser le
vecteur a; par rapport a la famille de vecteurs {qy,...,qr—1}. Pour cela nous sous-

trayons a a; des multiples des vecteurs de cette famille, de telle sorte que le vecteur
k-1

résultant ¢ = ay — Z r; ki soit orthogonal a tous les vecteurs g;. Les coefficients r; x
=1
sont donc donnés par la formule

rig=(ar,q) 1=1,...,k—1. (2.2)

Ensuite, nous obtenons le vecteur gx qui n’est autre que le vecteur § normalisé.

En posant ri; = ||g||2, nous avons alors la relation
k-1
ThkQk = Gk — D TikGi kE=1,...,n (2.3)

i=1
Nous notons que le calcul des n? éléments de la matrice R par la relation (2.2)

caractérise la méthode de Gram-Schmidt classique dont I’algorithme séquentiel est
décrit ci-dessous
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Algorithme 2.2.1 : GSC Séquentiel.

ri1 = |laillz 5
@ = a1/r;
pourk=2,...,n
pour t=1,...,k—1 rix=(ar,q);

k—1
q—ak—zrquz;

=1

rie = dll2;

qk—q/rkyk)

fin pour.

2.2.2 Algorithme GSC paralléle

Nous observons que le calcul d’un élément r;; ne nécessite pas la connais-
sance des autres éléments r;x (J # t¢) non nuls de la colonne k. Les quantités
rix (1 =1,...,k—1) sont donc indépendantes. Cette indépendance nous permet
de les calculer simultanément et donc le processus de Gram-Schmidt se préte faci-
lement au parallélisme de données. L’algorithme ci-dessous décrit le processus GSC
parallele.

Algorithme 2.2.2 : GSC Paralléle.

Pourk=1,...,
1 Rl:k—1,k)=Q(1:m,1:k-1)TA ( k);
2 QUl:m,k)=A1:m,k)—Q(1:m,1 )R(l ck —1,k);
4ﬁ Q(l:m,k)=Q(1 :m,k)/R(k,k);
n pour

Cet algorithme génére des communications générales a cause des instructions 1
et 2 puisque la colonne R(1 : k — 1, k) est calculée et ensuite utilisée comme une
ligne. ‘

La machine utilisée est une grille de processeurs torique sur la quelle les communi-
cations générales sont tres colteuses par rapport aux communications de voisinage.
Pour éviter ces communications, nous stockons les colonnes de R horizontalement a



2.2. Le processus de Gram-Schmidt Classique 39

la place des lignes, c’est-a-dire nous stockons la matrice R dans sa transposée.

2.2.3 Déroulement des calculs a une étape k de ’algorithme
GSC parallele

Nous supposons que nous disposons d’une machine paralléle fromée d’une grille
de m x n processeurs virtuels. Dans ce cas, chaque processeur de la machine dispose
d’un élément de la matrice A. Nous supposons que le réseau d’interconnexion permet
d’effectuer les réductions avec additions en un temps logarithmique.

A I’étape k, nous avons déja calculé les vecteurs q,...,qr—1. Les données sont
donc distribuées comme il est indiqué sur la figure 2.1. Les calculs de ’algorithme
GSC 3 cette étape se déroulent comme suit :

q 1,1 q 1k-1 a 1k 1k+1 i

m,l qm.k-l a mk a mk+l a m,n

Fig. 2.1 -

L’instruction 1 : nous commencons par diffuser la colonne & de la matrice A sur
ses (k — 1) premieres colonnes (voir figure 2.2).

a Lk q 1.1 a 1k q 1k-1 a Lk+1 a Ln
am.k qm.l am.k qm.k~1 amk+1 am.n
FiG. 2.2 -

Dans chaque processeur (7,7) ot (1 £: < m,1 <j < k — 1) nous effectuons
en une opération data-parallele le produit composante par composante suivant:
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a;; < Qi k*¢q;;-

Nous additionnons alors les lignes des (k — 1) premiéres colonnes de A pour obtenir
les produits scalaires ri ; =< ag,q; > (pour 1 < 7 < k — 1) que nous stockons dans
la ligne k& de la matrice R (voir figure 2.3). Le colt de cette derniére opération est
de V’ordre de log,(m) opérations data-paralleles (réductions avec additions) .

1k+1 Ln

a
mXk+1 m,n

Fic. 2.3 -

L’instruction 2: nous diffusons la k*™ ligne de R sur toutes les lignes pour
obtenir en une opération data-paralléle les produits a; +— 14 *¢; (pour 1 < 3 <
k — 1), nous stockons ensuite dans la colonne g; la somme des (k — 1) premieres
colonnes de A retranchée de a; (voir figure 2.4), cette opération est effectuée en
log,(k) opérations data-paralléles.

L’instruction 3: pour former ri; la norme de g, nous calculons le carré des
composantes de gk, ensuite nous sommons ces quantités, ainsi rix est la racine du
résultat obtenu et est placé sur chaque processeur de la colonne k. En total la norme
nécessite 2 + loga(m) opérations data-paralleles.

L’instruction 4 : nous divisons g par rix, ce qui nécessite une opération data-
parallele.

al.k ql.l al,k ql.k-l al.k qlk a'l,kd-l a'l,n
k.1 r kk-1 kk
aml qm.l am.k qm.k-l am.k qm.k am.k-c-l am,n
&1 r kk-1 I kX
Fig. 2.4 -

Apres avoir décrit le déroulement de l'algorithme de GSC, dans la section sui-
vante, nous étudions la complexité de cet algorithme.
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2.2.4 Complexité de P’algorithme

Dans le tableau ci-dessous, nous présentons le nombre d’opérations data-paralléles,

ainsi que le nombre de communications élémentaires de voisinage nécessité par
chaque instruction a l’étape k de I’algorithme GSC paralléle.
Notons d’abord que la somme de s éléments sur s processeurs alignés horizontale-
ment ou verticalement est réalisée avec une complexité de [logs(s)] (i.e. la partie
entiere supérieure de log,(s)) additions et s communications élémentaires. Dans la
suite, nous approchons la quantité [logs(s)] par log:(s) pour faciliter les calculs de
complexité.

instruction opérations communications
1 1 + logz(m) k— 14 logs(m)
2 1 + log,(k) m + logy(k)
3 2 + loga(m) loga(m)
4 1 1
Total 5 + 2loga(m) + loga (k) | k + m + 2loga(m) + loga (k)

Ainsi le nombre total d’opérations data-paralleles nécessaires pour n étapes est
Nop(GSC) = 5n + 2nlogz(m) + logz(n!),
et le nombre total de communications voisinage est

n(n+1)

Neom(GSC) = 3

+ mn + 2nlogz(m) + logy(n!).

Notons que la quantité log,(n!) est équivalent & nlogz(n) quand n tend vers
Iinfini. Notons aussi que le processus de Gram-Schmidt en séquentiel nécessite 2n?m
opérations.

2.3 Le processus de Gram-Schmidt Modifié

2.3.1 Description

Les exemples numériques effectués pour orthonormaliser une famille de vecteurs
a l’aide du processus de GSC montrent que ce processus présente une perte d’or-
thogonalité entre les vecteurs calculés. C’est pour cette raison que le processus de
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Gram-Schmidt modifié a été proposé, vu qu’il est plus stable numériquement [29].
La mise en ceuvre de cet algorithme se fait comme suit:

L’étape 1 consiste a normaliser a,, nous avons donc ¢, = a1/ry,1, avec ri; =
laa]]2-
A Vétape k, les vecteurs {q1," -, qr-1} étant déja calculés, nous désirons former le
vecteur suivant g et la colonne (r;x);=1,. Si nous supposons que nous avons déja

calculé (r;)j=1,-1, alors pour calculer r;; nous orthogonalisons le vecteur ax —
i—1
Z T kq; par rapport a g;, en lui soustrayant un multiple de ¢;, de telle sorte que le
i=1

1
vecteur résultant ay — »  r;q; soit orthogonal a g;. Ainsi, les coefficients r; ; sont
i=1
donnés par la relation suivante

1—1

rik = (ak — Y Tikgs, Gi)- (2.4)
J=1
k-1
Il s’en suit que le vecteur § = a; — Zri,kqi est orthogonal a tous les vecteurs
=1
q1, -, qk—1, et donc nous obtenons le vecteur unitaire ¢; en normalisant § (i.e.

4 = Tkkqk)-
Remarquons que nous retrouvons la relation (2.3), ce qui montre que les processus
GSC et GSM sont mathématiquement équivalents.

Le calcul des n? éléments de la matrice R par la relation (2.4) caractérise la mé-
thode de Gram-Schmidt modifiée, I’algorithme séquentiel de ce processus est décrit
ci-dessous

Algorithme 2.3.1 : GSM Séquentiel.

T, = ||<11||2 ;

q=ai/ria;

pour k=2,....n
Q = ai;

pour 1=1,....k—1;
rie = (4,¢i);
q=4q4—Tikq;;

fin pour i;
Tkak = HqAHZ ;
G = G/Tkk 5

fin pour k.
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2.3.2 Algorithme GSM parallele

Le processus de GSM décrit par 1’algorithme précédent ne peut pas étre paral-
lélisé directement comme ’algorithme GSC. Cela est di au fait que les coefficients
rik (pour ¢ = 1,...,k — 1) sont calculés I'un apres l'autre puisque chaque élément
rit+1k dépend de I’élément r; ;. Nous allons alors chercher une version de GSM plus

paralléle. Nous avons
i-1

rik = (ak = Y TikGs Gi)- (2.5)
j=1
Posons alors
a = g 1<k<n
_ i—1
ag) = ar— Y rjxg; 2<i<neti+1<k<n,
i=1
nous obtenons donc
agﬂ) = ak—er,kqj 1<i<net1+2<k<n
j=1 :
= af) —riq.

Notons A¢)(1 : m, i : n) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs az(i), agle, enyald,

La dernieére relation s’écrit matriciellement sous la forme
A mi+1:n) = AO1 :m,i+1:0) - Q(1:m,))R(G,i+1:n). (2.6)
A Taide des nouvelles notations, nous pouvons écrire

ri’k:(as),%’) k:i—}-l,...,n,

d’ol
R(i,i+1:n)=Q1:m)TAD1 :m,i+1:n). (2.7)
i-1 .
Et comme r;; = ||a; — >_ 7;:¢;l|» alors r;; = llat|l2, et donc

R(i,7) = [|AV(1 : m, 1), (28)

Les relations (2.6), (2.7) et (2.8) nous permettent d’obtenir I’algorithme paralléle du
processus de GSM qui est décrit comme suit
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Algorithme 2.3.2 : GSM Paralléle.
Pourk=1,...,n

1 R(k, k) = [[A(L : m, k)]|;

2 Q(l:m,k) = A(l: m,k)/R(k,k);

3 Rkk+1:n)=Q(1: m,k)TA(1: m,k+1:n);

4 Al:m,k+1:n)=A(1:mk+1:n)—Q(1: m,k)R(k,k+1:n)
fin pour.

2.3.3 Déroulement des calculs a une étape k de ’algorithme
GSM parallele

Nous avons la méme distribution de données que dans ’algorithme GSC. Alors,
les figures (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8) décrivent le déroulement de ’étape k de 1’algo-
rithme GSM.

A Pétape k, nous avons déja calculé q, ..., gx—; et nous avons mis a jour pendant
les étapes précédentes les colones k,k + 1,...,n de la matrice A (voir figure 2.5).
(4] [(3) )
q 1t q 1k-1 a 1x a 1k+1 a la
(3] (3] ®
qm.l qm,k-l am.k am.k-c—l a'm,n
FiG. 2.5 -

. . k
L’instruction 1: Pour former la norme ry; de agc )

composantes de a,(ck), ensuite nous sommons ces quantités, r x est alors la racine du
résultat obtenu (voir figure 2.6), en total la norme nécessite 2 + log.(m) opérations
data-paralleles.

, nous calculons le carré des

L’instruction 2: ¢ est obtenu en divisant aik) par Tk, en une opération data-

parallele.

L’instruction 3 : Nous commengcons par diffuser la colonne k de la matrice @ sur
ses (n — k) derniéres colonnes. Dans chaque processeur (¢,7)ou (1 <i<m, k+1<
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k) (] &)
ql.l ql.k-l a1.14: ql.k a'l.k+l a'Ln
I kk
(k) (3] &
qm,l qm,k»l am,k qm,k am,k+1 amm
I kk
FIG. 2.6 -

J < n) nous effectuons le produit suivant: ¢; ; +— gir * @, en une opération data-
paralléle (voir figure 2.7).

Puis, nous additionnons les lignes de cette sous matrice de ¢) pour obtenir les pro-
duits scalaires r¢; =< gx,a; > k+1 < j < n que nous stockons dans la matrice
R, ce qui nécessite un coit de logy(m) opérations data-paralleles.

®) ® &)
ql.l ql.k-l al,k ql.k al.k+1ql.k a in ql.k
r kk r kk+l r kn
&) 1] ®
qm.l qm.k-l am.k qm.k am,k+lqm.k am.n qm,k
r kk r kk+1 T kn
FiG. 2.7 -

L’instruction 4: Nous diffusons la ligne k£ de R verticalement, et comme la co-
lonne g est déja diffusée sur les (n — k) dernieres colonnes, nous obtenons alors les
produits g; ¢— 1 *gx ou k+ 1 < 7 < n (voir figure 2.8), ce qui se fait en une
opération data-parallele. Ensuite nous retranchons des a; les g; ainsi calculés, nous
stockons alors le nouveau résultat dans a;, le colit est d’une opération data-parallele.

&) (k1) &+1)
ql.l ql.k~l al.k qlk al.\(+1ql.k a 1n ql.k
I kk r kk+1 r ko
(k) (kel) kel)
qm.l qm,k-l am,k qm.k am.k+lqm.k am,n qm.k
I kk I kk+! r kn

Fic. 2.8 -
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Apres avoir décrit le déroulement de I’algorithme de GSM, dans la section sui-
vante, nous étudions la complexité de cet algorithme.

2.3.4 Complexité de algorithme

Dans le tableau ci-dessous, nous présentons le nombre d’opérations data-paralleéles,
ainsi que le nombre de communications élémentaires de voisinage nécessité par
chaque instruction a ’étape k de ’algorithme GSM paralléle.

instruction | opérations communications
1 2 + logz(m) logy(m)
2 1 1
3 1 + loga(m) n —k + logy(m)
4 2 m
total 6+ 2loga(m) | 1 + m 4+ n — k + 2logy(m)

Le nombre total d’opérations data-paralleles nécessaires pour n étapes est
Nop(GSM) = 6n + 2nlogz(m),

et le nombre total de communications est

n+ 1)

Neom(GSM) = n( 5 + mn + 2nlogy(m).

2.4 Comparaison entre les algorithmes GSC et
GSM paralleles

Si nous comparons le nombre d’opérations data-paralleles de GSC et GSM, nous
obtenons

Nop(GSC) — nop(GSM) = logy(n!) — n > 0.

Et si nous comparons le nombre de communications de GSC et GSM, nous obtenons

Neom (GSC) — Neom (GS M) = loga(n!) > 0.
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Nous observons donc que les nombres d’opérations et de communications de
I’algorithme GSC sont supérieurs a ceux de 1’algorithme GSM. Nous en concluons
que GSM est plus parallele que GSC en parallélisme de données.

2.5 Implantation de GSC et GSM sur la MasPar
MP-1

Les essais numériques effectués sur la MasPar MP-1 en Fortran parallele des
deux algorithmes GSC et GSM ont donné un résultat opposé de celui de la section
précédente. En effet, nous trouvons que le temps d’exécution de I'algorithme GSM
est plus grand que celui de l'algorithme GSC. Notons que les communications sur
la MasPar ne sont pas effectuées en un temps logarithmique de la distance entre les
processeurs, mais en un temps linéaire.

Des tests sur la MasPar a I’aide MasPar Fortran et aussi en MPL (extention
data-parallele du langage C), nous ont permis de remarquer que les communications
de gauche a droite sont plus couteuses que celles de droite a gauche, et que les
communications du haut vers le bas sont plus cotiteuses que les communications du
bas vers le haut. Cela n’est pas dii au probleme de placement des données sur les
processeurs physiques puisque nous avons fait des tests seulement avec des vecteurs
de taille 128. Notons que ce résultat ne figure dans aucun document décrivant la

MasPar MP-1.

Dans le processus GSM, les communications se font de la gauche vers la droite,
ce qui est coiteux. Pour éviter cela il faut changer le sens des communications,
cela se fait en appliquant l’algorithme GSM a la matrice A en inversant 1’ordre des
colonnes. Ainsi ’algorithme devient

Algorithme 2.5.1 : GSM Paralléle.

Pourk=mn,...,1, pas = —1

1 R(k,k) = [|A(L : m, k)||2;

2 Q(l:m,k) = Al :m,k)/R(k,k);

3 Rk,1:k—1)=Q(1:m,k)TA(l:m,1:k~1);

4 Al:m,1:k—1)=A(l:m,1:k-1)- Q1 :m,k)R(k,1:k—-1);
fin pour.

La remarque ci-dessus n’étant pas vrai pour toutes les machines SIMD, cet
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algorithme reste particulierement valable sur la MasPar. Notons que de telle optimi-
sation d’algorithme sur une machine paralléle dépend énormément de 1’architecture
et du réseau de la machine cible.

2.6 Résultats expérimentaux

Nous prenons comme matrice test la matrice de Hilbert. Nous considérons les
deux choix m = 128 et m = 256, pour cela nous utilisons tous les processeurs de
la MasPar: 128 x 128. Dans le cas ou m = 128, nous n’avons pas de probléme
de placement de données puisque chaque élément de la matrice est placé sur un
processeur de la machine. Par contre, dans le cas ou m = 256 la matrice est répartie
cycliquement et chaque processeur prend en charge quatre éléments de la matrice
A (par exemple, dans le processeur (1,1) il y a les quatre composantes suivantes de
A:ay1, a1,129, 61291, €6 G129,129)-

Les courbes montrant 1’évolution du temps CPU en fonction du nombre de
colonnes sont presentées dans les figures 2.9 et 2.10.

450 T T T L L} T T
400 F J
350 F 4
—’/-
300 GSC, ’,/"’ -
"/”’
@ 250 | /'/ T
Qu /,"
5 7
[ e
200 7 asMm .
150 | 4
100 + g
50 |- A -
0 il 4 o . S y - V. .
0 16 a2 48 64 80 % 112 128

FiG. 2.9 - L’évolution du temps CPU en fonction du nombre de colonnes, dans le
cas ot le nombre de lignes est 128

Les deux courbes montrent que 1’algorithme GSM est plus rapide que 1’algo-
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1600 T T T T T T I T T T T T L T T

1400 | -1

1200 F -

-
-~

Temps

800 | o J
600 |- 4
400 |

el

200 |- .

0 - 4 5 o . <+ b 4 e e e e $- 4

e
0 i6 32 48 64 80 96 112 128 144 160 176 192 208 224 240 256
n

FiG. 2.10 - L’évolution du temps CPU en fonction du nombre de colonnes, dans le
cas ou le nombre de lignes est 256

rithme GSC en temps CPU. Le processus GSM est donc plus parallele que GSC
en data-parallele et aussi plus stable numériquement. Dans la section suivante nous
étudions le processus d’Arnoldi et nous examinons ses parallélisations en utilisant

GSC et GSM.

2.7 Le processus d’Arnoldi

Le processus d’Arnoldi est I'un des processus que ’on retrouve souvent dans
des méthodes de projection sur des sous-espaces de Krylov pour la résolution de
systemes linéaires, ou de calcul de valeurs propres. Ce processus construit une base
orthonormale V;, = [v;, v, ..., vy] du sous-espace de Krylov

K..(A,v) = vect(v, Av, ..., A" ),

ou A€ IR et ve IR".

L’algorithme d’Arnoldi résulte de I’application récursive du processus de Gram-
Schmidt sur les colonnes de la matrice [v1, Avy, ..., Avp,y], ol v; est le vecteur v
normalisé.

Pour un certain j la relation de Gram-Schmidt qui construit le vecteur v;;1 a partir
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des vecteurs vy, ...,v; et de Av; peut s’écrire
J
h]‘+1’j’vj+1 = A'Uj - Z hi,j’ui, J= 1, cee, M, (2.9)
=1

Notons H,, la matrice de Hessenberg supérieure de taille (m+1) x m dont les
composantes non nulles sont les coefficients h; ;.

La relation (2.9) s’écrit sous la forme matricielle suivante

AV = Vit Hon. (2.10)

Notons par H,, la matrice de Hessenberg supérieure carrée de taille m x m qu
n’est autre que la matrice H,, privée de sa derniere ligne, nous avons alors

H, =VIAV,, (2.11)
et la relation (2.10) peut étre réécrite sous la forme
AVm = VmHm =+ hm1’mvm1€?n, (212)

ou e, est le m*™* vecteur de la base canonique de IR™.

Il existe deux versions du processus d’Arnoldi, selon le processus de Gram-
Schmidt utilisé classique (GSC) ou modifé (GSM). Comme nous l’avons vu aupara-
vant, le processus de Gram-Schmidt modifié (GSM) est plus stable et se préte mieux
au parallélisme que GSC. Mais, dans le cas du processus d’Arnoldi, les vecteurs a
orthonormaliser se calculent au fur et a mesure, ce qui rend impossible l'implanta-
tion paralléle de ce processus en utilisant I’algorithme de GSM (algorithme 2.5.1). A
I’étape k, cet algorithme calcule le vecteur g et met a jour les colonnes a,(clfgl, o, al®
de la matrice A. Ces colonnes ne sont pas encore formées dans le cas du processus

d’Arnoldi.

L’algorithme parallele du processus d’Arnoldi utilisant Gram-Schmidt classique
est décrit ci-dessous.
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Algorithme 2.7.1 : Arnoldi Paralléle.

B=V(L:n)|:;

V(l:n,1)=V(1:n)/,8,

Pourk=1,..

1 V(. nk—i—l) A(l:n,1:n)V(1:n,k);

2 H1l:kk)y=V(Q1:n,1:E)TV(Q :n,k+1);

3 V(: nk+1) V@1:nk+1)—=V(1:n,1:k)H(l:k,k);
4 Hk+1,k)=||V(1:n,k+1)|2;

5 Vl:n,k+1)=V({1:n,k+1)/H(k+1,k);

fin pour

Réorthogonalisation:

Nous pouvons remédier au probléme de stabilité de GSC par la technique de ré-
orthogonalisation. Si une perte d’orthogonalité est détectée a I’itération j on réortho-
gonalise le vecteur v;41, que nous venons juste de calculer, par rapport a vy, vz, ..., v;.
Ce qui revient a calculer le vecteur v}, tel que

T — . — ! .
Rit1,iV501 = Vi Z h; jvi

N ! _ T .
ou h}. = v;,,v; et en posant

hi; =hi;— h;-’j pour i=1,...,5 et hju;= v,

Remarquons que nous n’avons pas besoin de calculer un autre produit matrice-
vecteur et que le vecteur v;y; a réorthogonaliser peut ne pas étre normalisé.

Il existe plusieurs fagons de détecter une perte d’orthogonalité. Notamment, le
test adopté par Kelley dans [38] est fondé sur la condition de Brown/Hindmarch,
ou 'on réorthogonalise si 1’égalité suivante

| Avjll2 + 6hj41,; = || Avj]i2

est vérifiée en précision machine, avec 0 <« ¢ < 1. Kelley propose de prendre la
valeur de § égale a 1073, cette valeur est obtenue numériquement, mais ce choix
n’est pas démentré théoriquement.
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Le test proposé par Bennani dans sa these [5] consiste a choisir un réel € tel que
0 < € < 1 et 'on réorthogonalise si ||Avj||2 < €hj41,;.

Nous pouvons également réorthogonaliser a chaque itération en se passant d’un
test de perte d’orthogonalité, ce qui est relativement coliteux, mais 1’algorithme

obtenu reste plus performant que GSM.

Dans ’exemple ci-dessous nous comparons 1’algorithme d’ Arnoldi utilisant Gram-
Schmidt classique avec sa version réorthogonalisée.

Exemple numérique:

Nous prenons comme matrice test la matrice de Pascal définie par

Qiy1,541 = Qig1,5 + a;i+1; %7 € {1a ceey— 1}7

avec l'initialisation a;; = a1, =1; i€ {1,...,n}

ou n est la taille de la matrice. Cette matrice est trés mal conditionnée (la fonc-
tion cond de Matlab estime le conditionnement par l'infini). Dans cet exemple nous
prenons n = 128 et le vecteur v, est aléatoire.

Arnoldi

log 10
&

-4 | 4
Amoidi reorthogonalise
-16 k... A e, .o - oy - o e an e
i N e e SO P
M - - . —
20 40 60 80 100 120
colonnes
F1G. 2.11 - La courbe représente le mazimum des valeurs absolues des produits

. ;s j—1
scalaires de chaque colonne v; de Vi, avec les colonnes précédentes (thax |v]Tv,-| pour
. 1=1

la colonne j avec j € {2,...,n}).
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Dans la figure 2.11, nous remarquons que la réorthogonalisation du processus
d’Arnoldi est tres efficace pour cet exemple qui présente un grande perte d’orthogo-
nalité.

2.8 Conclusion

Nous avons donc montrer qu’en parallélisme de données, la version modifiée du
processus de Gram-Schmidt GSM est plus paralléle que sa version classique GSC. Ce
résultat est vrai seulement dans le cas ou nous connaissons des le début les vecteurs
a orthonormaliser, ce n’est pas le cas pour le processus d’Arnoldi.

Le processus d’Arnoldi étant beaucoup plus parallélisable en utilisant Gram-
Schmidt classique qui est moins stable que Gram-Schmidt modifié, la réorthogonali-
sation de son algorithme est nécessaire afin de remédier a cet incovénient. Cette réor-
thogonalisation peut doublé le nombre d’opérations de cet algorithme, sans compter
les opérations correspondantes au produits matrice-vecteur, si un test de perte d’or-
thogonalité n’est pas utilisé.

Ce résultat obtenu pour Arnoldi sur les machines paralléles SIMD reste valable
sur les machines paralleles MIMD. Nous utilisons ce résultat pour I'implantation de
GMRES et Arnoldi dans les deux chapitre suivants.

Aux deux chapitre suivants, nous implantons en parallélisme de données les
méthodes GMRES et Arnoldi en utilisant le processus de Gram-Schmidt classique,
quand il y a risque de perte d’orthogonalité, cet algorithme est réorthogonalisé.

Une autre technique basée sur 1'idée dévelopée dans [2], [12] et [57] par Reichel
et al est tres intéressante puisqu’elle perment d’obtenir des algorithmes tres stables
et plus paralléles construisant une base orthonormale d’un sous-espace de Krylov.
Cette technique utilise les points de Leja introduits par Edrei [21] et Leja [44].

Des implantations sur la Paragon d’Intel (machine paralléle & mémoire distribuée)
de certains algorithmes basés sur la méme approche sont étudiées par B. Philippe

et R. B. Sidje dans [71] et [56].
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Chapitre 3

Description et parallélisation des
méthodes utilisées

Dans ce chapitre nous allons décrire brievement les méthodes: GMRES (ré-
solution de systeme linéaire), Arnoldi (calcul des valeurs propres d’une matrice)
et la méthode Moindres Carrés (approximation de ’inverse d’une matrice). Nous
traitons aussi dans ce chapitre la parallélisation de ces méthodes en respectant les
natures des calculs dans leurs algorithmes. Dans le chapitre suivant, ces méthodes
seront combinées pour obtenir une méthode hybride pour la résolution de systemes
linéaires.

3.1 GMRES

3.1.1 Description

La méthode GMRES (Generalized Minimum RESidual) a été proposée par Saad
et Schultz en 1986 [66] comme une méthode de Krylov pour la résolution de systémes
linéaires non symétriques. Le m*®™ (m > 1) itéré z,, de la méthode GMRES est
celui qui minimise le résidu r = b — Az sur ’ensemble des z appartenant a ’espace
affine zo + K, (A, o). L'1téré z,, est donc solution du probléme aux moindres carrés
sulvant :

minimisersezo4 K. (4,r0) |0 — AZ||2. (3.1)

La méthode GMRES utilise le processus d’Arnoldi pour construire une base or-
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thonormale V,, du sous-espace de Krylov K,,(A, o). Les matrices Vi1 = [V, Vmta),
et H,, construites par le processus d’Arnoldi satisfont la relation (2.10).

Comme K,,(A,ro) = vect(vy,v2, - .., Upn), U'itéré z,, s’écrit sous la forme
Tm = To + mem7

ol y,, € IR™ et le résidu r,, = b — Az, associé a z,, s’écrit comme suit :

'm = b— A(Zo+ Viym)
= 19— AV, Un
= Vm+1(:361 - -H—mym)a

ou e; est le premier vecteur de la base canonique de IR™*!.

Comme la matrice V;,. 4, est orthonormale, la norme de r,, s’écrit:

lrmllz = [[Vmsr1(Ber = Hmym)||2

= ”,361 - Hmym”2~

Ainsi, y,, est solution du probleme aux moindres carrés suivant

minimiseyGRmHﬁel b —.ﬁmyllz. (3.2)

Pour résoudre ce probléme d’optimisation, nous utilisons la factorisation QR [29]
basée soit sur les transformations de Householder, qui est tres stable numériquement,
soit sur les rotations de Givens, qui a ’avantage de donner des estimation des normes
des résidus, sans avoir a calculer des produits matrice-vecteur.

La méthode GMRES est une amélioration de la méthode Full Orthogonaliza-
tion Method notée FOM [61] proposée par Saad. La méthode FOM calcule I'itéré
zF appartenant au sous-espace affine zo + K.(A,r0) en imposant la condition de

Galerkin suivante

b— Az] | K,.(A,ro).

Cet itéré s’écrit donc sous la forme zf, = 2o+ V,,y" ou ¥ est la solution du systéme
m m m
linéaire H,,y = Be;.

La propriété de minimisation permet a la méthode GMRES d’obtenir des itérés
dont les normes du résidus sont décroissantes, ce n’est pas le cas de la méthode

FOM.
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Des relations ont été établies entre FOM et GMRES dans [10] et [15]. En par-
ticulier, les itérés de la méthode GMRES peuvent étre obtenus a partir de ceux de
la méthode FOM par la technique de lissage MRS (Minimal Residual Smoothing
technique) [77].

Dans 'algorithme de la méthode GMRES le nombre de vecteurs a stocker croit
en fonction de m la dimension du sous-espace de Krylov. D’ou la nécessité d’utiliser
I’algorithme itérativement, en le redémarrant apres un nombre fixé m d’itérations
et en prenant z,, comme nouveau itéré de départ.

L’algorithme ainsi obtenu est appelé méthode GMRES redémarrée et est noté

GMRES(m).

Algorithme 3.1.1 : GMRES(m).

1. Initialisation : chotsir xo, m la dimension du sous-espace de Krylov
et € la tolérance,
calculer ro = b — Axo, B = ||rol|2 €t v1 =1o/B.

2. Processus d’Arnoldi (Gram-Schmidt classique)
Pour 3=1,....m
w = Av;
pouri=1,...,7 h;j = (w,v;),

J
w=w-— hijuv,

i=1
calculer hjyy; = ||lwl2 et viy1 = w/hjs1;

fin pour.

3. Calculer y,, = argglin |Ber — Hnmyll2 par la factorisation QR de Hy,
y e

et poser T, = o+ VilYm, rm = b — Az,,.

4. Redémarrage: si ||rpll2 < € stop
SINON POSET Tg = Tm, To = T'm, B = ||ro|l2 et vi = ro/B, et aller en 2.

Dans le cas ol pour un certain j la quantité hj4; ; est nulle, I’algorithme doit
étre arrété car la solution exacte du systéme a été obtenue a l'itération j et cette
solution est donnée par z* = zo+ Vjy; ot y; € IR’ est la solution du systéme linéaire
de taille m suivant

H;y; = PBes.
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Dans le cas ou la quantité hj;; ; n’est pas nulle mais trés proche de zéro (ce
phénomeéne est dit near-breakdown), une approximation de la solution est donnée
par la méme formule ci-dessus.

La version du processus d’Arnoldi que nous utilisons est celle basée sur Gram-
Schmidt classique GSC, bien qu’elle soit moins stable que celle basée sur Gram-
Schmidt modifié CGM. Comme nous ’avons vu au Chapitre 2, la premiére version
est plus paralléle et nous pouvons la rendre plus stable a ’aide de la technique de
réorthogonalisation.

Dans [66], Saad et Schultz ont établi un résultat de convergence de la méthode
GMRES. Ce résultat est rappelé dans la proposition suivante.

Proposition 3.1.1
Supposons que la matrice A est diagonalisable et posons A = XAX™, ou A est la
matrice diagonale des valeurs propres (A = diag{Ay, A2,---,An}).
Posons
(m) = i Al
T e B P

Alors, le résidu a l’étape m de GMRES vértfie linégalité suivante :
Irmllz < £(X)e™ Iroll2,

ot £(X) = || X|l2||X||2 est le conditionnement de la matrice X.

La convergence superliéaire de GMRES a été prouvée par Van der Vorst [73]
qui a observé a travers des résultats expérimentaux que la convergence de GMRES
est liée a la convergence des valeurs de Ritz vers les valeurs propres exactes de A.
Notons aussi que Sadok [67], dans un travail récent, a 1ié la convergence de GMRES
a la convergence des valeurs singulieres des matrices H,, et H,, vers celles de A.

Remarque 3.1.1

A partir de la proposition 3.1.1 nous pouvons déduire un résultat important sur
la convergence de GMRES(m ). Quand une valeur propre A, est bien approzimée par
une valeur de Ritz a une étape de GMRES(m), la composante de son vecteur propre
associ€ s’annule dans l'expression du résidu. A ’étape suivante, dans l’ezpression de
™) la minimisation ne se fait que sur o(A) — {\c}, ce qui accélére la convergence
de GMRES(m). Ce résultat est exploité par la méthode Moindres Carrés que nous
allons décrire dans la Section 3.3.
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3.1.2 Méthode GMRES(m) parallele

La méthode GMRES redémarré est composée de trois parties : le processus d’Ar-
noldi, la minimisation et le calcul de la solution approchée z,,.
La minimisation est complétement séquentielle puisqu’en général la valeur de m n’est
pas trés grande donc le nombre de données traitées n’est pas trés important. Tandis
que les deux autres parties sont paralléles. Nous présentons ci-apres les implantations
de la méthode GMRES(m) en parallélisme de données sur les deux architectures de
machines paralleles: MIMD et SIMD.

Implantation en mode MIMD

Nous implantons GMRES(m) en parallélisme de tiches sur une architecture
MIMD. Un processus pere lance p processus identiques sur p stations et distribue la
matrice et le second membre sur ces processus (voir figure 3.1). Chaque processeur
recoit n/p lignes de la matrice A et exécute la partie d¢ GMRES correspondante a
sa propre sous-matrice. Pendant ’exécution, le processus pere se charge des com-
munications entre les processeurs.

La projection étant parallele, chaque processeur exécute les calculs de cette
partie liés & ses propres données et obtient des résultats qu’il stocke dans sa mémoire.
A la fin de cette partie, nous obtenons la matrice H,, sur tous les processeurs, et la
matrice V,,4+1 qui a la méme répartition que la matrice A sur les processeurs. En vue
de minimiser les communications, la partie séquentielle (calcul de y,,) s’effectue de
facon redondante sur tous les processeurs. Ainsi, le vecteur y,, se trouvant sur tous
les processeurs permettra de calculer chaque partie de I’itéré z,, sur un processeur.
Tous les processeurs exécutent donc le méme programme sur leurs propres données
sauf le pére. Les processeurs fils fonctionnent donc selon le modéle de programmation

SPMD.

Degré de parallélisme dans GMRES(m)

Le temps total pour atteindre la convergence (d’un systéme linéaire donné) est
la somme du temps de calcul et des temps de communications qui dépendent du
nombre de processeurs utilisés ainsi que du type et de la puissance du réseau d’in-
terconnexion utilisé. Le temps de calcul est décroissant en fonction du nombre de
processeurs, puisque en augmentant le nombre de processeurs le nombre de lignes dis-
tribuées sur les processeurs diminue, les caluls sont donc effectués plus rapidement.



60 Description et parallélisation des méthodes utilisées

processus
gestionnaire de
communications

processus 1
GMRES

ferme d’ Alpha

processus 2
GMRES

processus 3
GMRES

Rin

processus 4
GMRES

i
FiG. 3.1 - Le schéma général de I'implantation de GMRES(m)

Au contraire, en augmentant le nombre de processeurs le nombre des communica-
tions augmente considérablement. Dans ce cas, les données transférées sont moins
importantes, mais le temps total des communications effectuées augmente. Le temps
des communications est donc croissant en fonction du nombre de processeurs.

Donc, il existe un nombre de processeurs optimal p.,; qui donne un temps total
minimal d’exécution (voir figure 3.2). Le nombre p,,; dépend de la taille et de la
structure de la matrice A, ainsi que de la taille du sous-espace de Krylov m, ce
qui veut dire qu'augmenter le nombre de processeurs au-dessus de p,,; handicape

l’algorithme. Nous en déduisons donc que le degré de parallélisme est limité dans la
méthode de GMRES(m).

Dans la figure 3.2, nous présentons la courbe représentant le temps total de-
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FiG. 3.2 - Le temps total de GMRES(400) pour atteindre la convergence tracé en
fonction du nombre de processeurs (la matrice "utm1700a”).

mandé pour atteindre la convergence de GMRES(m) en fonction du nombre de
processeurs. Ces résultats sont obtenus sur la ferme d’Alpha 1.3.2 en utilisant le
langage Fortran 77 et la bibliothéque PVM pour effectuer les communications. Nous
avons pris la matrice de test utm1700a” de dimensions 1700 x 1700 et m = 400
comme taille du sous-espace de Krylov de projection. Le nombre optimal de pro-
cesseurs correspondant a cet exemple est donc p,,: = 4, nous remarquons que cette
valeur est tres limitée.

Nous remarquons aussi que pour p = 2 le temps des communications nécissité n’est
pas compensé par le gain du temps de calcul di au rajout d’un processeur, le pro-
gramme exécuté en séquentiel est donc meilleur que ce cas particulier. A partir du
nombre de processeurs p = 3 la parallélisation de GMRES(m) est utile dans cet
exemple.

Implantation en mode SIMD

Nous l’avons vu auparavant, ’algorithme de la méthode GMRES nécessite la
résolution du probléme de minimisation qui est complétement séquentielle, son exé-
cution doit obligatoirement étre effectuée sur une machine séquentielle. Ainsi, nous
pouvons confier cette partie a la frontal de la machine paralléle cible ou a une sta-
tion puissante (Sun par exemple). La partie paralléle est bien slr exécutée sur I'unité
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data paralléle de la machine SIMD.

La matrice A est distribuée de telle sorte que son format de stockage soit adapté
a l'architecture de la machine parallele pour faciliter les multiplications matrice-
vecteur. Le format que nous utilisons est le format SGP décrit dans la Section 1.5.

3.2 Meéthode d’Arnoldi pour le calcul des valeurs
propres

Nous procédons maintenant a la description de la méthode d’Arnoldi pour le
calcul des valeurs propres d’une matrice réelle. Cette méthode admet beaucoup de
similitudes avec la méthode GMRES que nous venons de décrire. Ces deux méthodes
procédent au calcul des approximations voulues a partir de la projection sur un sous-
espace de Krylov.

3.2.1 Description

La méthode d’Arnoldi est I'une des méthodes les plus connues et utilisées pour le
calcul des valeurs propres des matrices creuses de tres grande taille. Cette méthode
a été initialement proposée par Arnoldi en 1951 [1].

Cette méthode calcule des approximations des valeurs propres de A dans le
sous-espace de Krylov K,,(A,v). Le processus d’Arnoldi réduit la matrice A a une
matrice de Hessenberg supérieure H,, sur K, (A,v). Notons (X;, yi)1<i<m les paires
respectivement des valeurs propres et vecteurs propres de H,,. Ces paires sont cal-
culées par la méthode de décomposition puisque la valeur de m est en général assez
petite. Les valeurs A; sont des approximations des valeurs propres de A et sont ap-
pelées les valeurs de Ritz de A. Les vecteurs u; = V,,y; sont des approximations des
vecteurs propres de A et sont appelés les vecteurs de Ritz de A.

D’une part la convergence de cette méthode ne peut pas étre atteinte facilement
pour une valeur assez petite de m et d’autre part le nombre de vecteurs a stocker croit
avec m, donc la valeur de m ne doit pas dépasser un certain seuil. Ce probléme est
surmonté par le redémarrage de ’algorithme apres un certain nombre m d’itérations
avec un vecteur v combinaison linéaire des parties réelles des vecteurs de Ritz u;
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associés aux d valeurs propres cherchées

d
v=> pR(w).
=1

Divers choix des coefficients p; sont possibles. Le choix proposé par Saad [60] est de
prendre les normes des résidus des valeurs propres (p; = || Aju; — Auil2).

Ainsi, la méthode d’Arnoldi pour le calcul de d valeurs propres dominantes ainsi
que de leurs vecteurs propres associés peut étre décrite par 1’algorithme suivant

Algorithme 3.2.1 : La méthode d’Arnoldi

1. Initialisation : choisir v un vecteur initial,
m la dimension des sous-espaces de Krylov,
d le nombre de valeurs propres dominantes voulues
et € la précision demandée.

2. Appliquer le processus d’Arnoldi a K,,(A,v).

3. Calculer les valeurs propres (A, 1 <t < d) et les vecteurs propres
associés (y;, 1 <t < d) de Hy,.

4. Calculer les vecteurs de Ritz u; = V,,y;, pouri=1,...,d.
5. Calculer p; = || hiv; — Auill2, 1 <17 < d.
6. Redémarrage : si max lpi| < € stop

d
sinon poser v =Y p;R(u;) et aller en 2.

=1

Dans le cas ou 'on voudrait calculer un plus grand nombre de valeurs propres,
nous pouvons soit déflater la matrice A [58], soit redémarrer avec un vecteur v
orthogonal aux vecteurs propres déja calculés, voir [60].

3.2.2 Méthode d’Arnoldi parallele

Les algorithmes des deux méthodes GMRES et Arnoldi sont constitués de plu-
sieurs parties qui ont les mémes natures. Ces deux algorithmes débutent par la
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projection d’Arnoldi qui est parallele, ensuite il y a une partie séquentielle, la mini-
misation pour GMRES et le calcul des valeurs et vecteurs propres de la matrice H,,
pour Arnoldi. Cela est da au fait que les nombres des données traitées (les matrices
H,, et H,) par ces deux parties ne sont pas trés grands, la majorité du temps d’un
traitement parallele de ces calculs passera dans le tres grand nombre des communi-
cations générées. Notons que la partie séquentielle d’Arnoldi est plus couteuse que
celle de GMRES.

Apres ces parties séquentielles, il y a ensuite le calcul de la solution z,, pour GMRES
et le calcul des vecteurs de Ritz pour Arnoldi. A la fin, les deux méthodes procédent
au redémarrage si la convergence n’est pas atteinte. Notons que les deux dernieres
parties des deux méthodes peuvent étre effectuées en parallele.

Nous remarquons donc que les parallélisations de la méthode d’Arnoldi sur les deux
architectures de machines paralleles sont semblables a celles de GMRES décrites
précédement.

La version du processus d’Arnoldi que nous utilisons pour implanter la méthode
d’Arnoldi est celle basée sur Gram-Schmidt classique GSC rendu plus stable a 1’aide
de la technique de réorthogonalisation (voir Section 2.7).

3.3 Meéthode Moindres Carrés

La méthode Moindres Carrés (Least Squares) que nous notons LS, est utilisée
essentiellement pour calculer le préconditionnement polynémial ou hybrider (com-
biner deux méthodes) une méthode de résolution de systemes linéaires. Comme la
méthode de Tchebyshev [45], la méthode LS tente d’approcher I'inverse d’une ma-
trice A par P(A), ou P est un polynéome minimisant une certaine norme de la matrice
I — AP(A). Dans la suite nous allons commencer par une breve description de la
méthode de Tchebyshev, ensuite nous décrirons la méthode LS.

Notons P; l'ensemble des polynémes de degré j. La méthode de Tchebyshev
détermine le polynéme P € Pi_; solution du probleme suivant

gam |1 —AFLAY, (3-3)

ou £(c,d,a) est une ellipse contenant les approximations des valeurs propres de la
matrice A.

Le polynéme résiduel Ri(A) = 1 — AP;(A) n’est autre que le polynome de Tche-
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byshev suivant

c—A c
1-AP.(N) =T -
«(3) k( d )ﬂn(d)’
ou T} est un polynéme de Tchebyshev du premier type et de degré k.

Le facteur de convergence de la méthode de Tchebyshev est donné par le rapport

suivant
=N+ =)
ct/(c2 — d?)

Ce facteur dépend des parametres de ’ellipse £(c, d, a). Afin d’améliorer la conver-
gence de cette méthode ’ellipse £(c,d,a) est donc calculée de telle sorte qu’elle
minimise ce facteur de convergence. Un algorithme calculant cette ellipse optimale
est donné dans [45] et [58].

Nous remarquons que si ’origine est a 'intérieur de I’ellipse, le minimum du
probléme (3.3) est au moins égal a 1, tandis que nous voulons tendre ce minimum
vers zéro, ce qui donne un mauvais polynéme moindres carrés. Pour éviter cet incon-
vénient de la méthode Tchebyshev, la méthode LS prend comme domaine contenant
I’approximation du spectre I’enveloppe convexe de cette approximation. Dans ce cas,
nous avons une bonne minimisation du polynome résiduel sur un domaine contenant
les valeurs propres sans l’origine, comme nous allons le voir dans la suite.

3.3.1 Description

Comme dans toutes les méthodes de Krylov, I'itéré de la méthode LS s’écrit
sous la forme

T = o + Pk(A)T‘o (34)

ol zg est une approximation initiale de la solution z* du systéme linéaire, rg le résidu
correspondant et P un polyndme de degré k — 1.

Soit P} le sous-espace des polyndmes réels défini par
P = {p € Px, tel que p(0) =1},
et soit Ry € P} le polyndme défini par Ri(z) =1 — zPi(2).
Le résidu de itéré & s’écrit alors

T = Rk(A)TQ.
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Supposons que A soit diagonalisable et notons o(A) = {A;,---,A,} son spectre
associé a la base formée des vecteurs propres {uy, uz, -+, un}.

Le résidu initial ro peut étre exprimé dans cette base sous la forme

n
To = E Pili,
i=1

et ainsi 7 peut étre réécrit comme suit

i :Rie(\i)u

Cette derniere égalité nous permet d’obtenir une majoration de la norme euclidienne
de 7 donnée par

I7ll2 < lirollz mas | Bx(A)] (3-5)

Cette inégalité permet de voir que pour minimiser |||z, un choix naturel de Ry
est le polynéme qui minimise le terme de droite de cette inégalité (3.5) majorant de
I7|l2- Ainsi nous considérons R; comme solution du probléme min-max suivant

Ri(X 3.
Rflel? Jmax [Fx(A)] (3-6)

Sachant qu’en général, nous ne disposons pas du spectre complet de A, mais seule-
ment de quelques estimations de certaines valeurs propres, nous nous rendons compte
que nous ne pouvons pas résoudre le probleme (3.6). Cependant, nous pouvons consi-
dérer le probleme suivant

Rmelgl max | Ri(A)], (3.7)

ou H est ’enveloppe convexe contenant les estimations des valeurs propres calculées
par la méthode d’Arnoldi (ou par une autre méthode quelconque). Dans le cas ou
nous prenons pour H une ellipse, nous obtenons la méthode de Tchebyshev, comme
nous 1’avons vu précédemment.

Sachant que la matrice A est réelle, les valeurs propres sont conjuguées, H est donc
symétrique par rapport a I’axe des abscisses.

Afin d’éviter d’inclure l'origine dans le domaine H, nous construisons donc H
comme réunion de deux convexes H; et H. 2, chacun est situé dans un demi-plan com-
plexe (voir figure 3.3). Le domaine H; (respectivement H;) est le convexe contenant
les valeurs propres de partie réelle négative (respectivement positive).
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E(c.d,a)

Fi1G. 3.3 - Le conveze et lellipse contenant le spectre

Remarquons de plus que la valeur de max |Ri(A)] est atteinte sur la frontiere
OH de H et ainsi (3.7) devient

Alin, max |Ri (M. (3.8)

Ce probléme min-max étant difficile & résoudre, Smolarski et Saylor [69] ont
proposé de remplacer la norme uniforme (i.e. maxyey |Rk(A)|) par la norme Ly ||. ||
sur ’espace des polynomes réels, affectée d’une fonction poids w bien appropriée.
Nous obtenons ainsi le probléeme aux moindres carrés suivant

min || Rgllw. 3.9
min, |l (3.9)
Notons H* la partie supérieurede 0H et E, (v =1, - -, u) ses c6tés, ainsi nous

avons 0Ht = UY_| E,. Soit ¢, et d, respectivement le centre et la demi-longueur du
coté E,.

Le produit scalaire (.,.),, sur I’espace des polynémes réels associé a la norme ||.||.
est défini apres simplification par

u —————
e =20 (3 [ 002 3.10)
. V=1 v ’
ou w, est la restriction de w sur le c6té E,, notons que w, est défini par

w,(}) = %uﬁ (A=) (3.11)
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Cette fonction est la fonction poids généralisée sur un segment (E,) complexe as-
sociée a la base des polynémes de Tchebyshev T; ()‘ c”) Cette propriété facilite le
calcul du produit scalaire. Exprimons p et ¢ dans cette base sur le segment E, par

n A . n _
p() =3 VT, (——) a) = 3¢, (5——) RNERE)
1=0 d” 1=0 dV
nous avons alors
u I n _
(prq)w = 2R [2 (2&3”4&’ - Zd“’cf”’)] : (3.13)
v=1 =1

Soit (t;);>0 la base de Tchebyshev sur ’ellipse £(c, d, a) définie comme suit

() =T (57;—6) T (5) =0t (3.14)

Cette base de polynomes est la meilleure base sur 'ellipse £(c, d, a) de surface mini-
male contenant H (voir figure 3.3), pour une raison que nous allons citer ultérieure-
ment. Un algorithme calculant cette ellipse optimale peut étre inspiré de celui donné

par Manteuffel [45].

De plus, cette base vérifie une relation de récurrence a trois termes de la forme

ﬂi+1ti+1(z) = (Z - a,-)t,-(z) - 5,~t,~_1(z) 1= 0, ]., ce (315)

L’utilisation de la base des (t;);>0 définie par (3.14) nous permet d’obtenir une
matrice My = (m;;) bien conditionnée [62] appelée matrice de Gram modifiée. Les
composantes de M sont définies par

mij = (tie1,tj-1)w ,j €{1,---,k+1}. (3.16)
Le produit scalaire (3.13) s’écrit alors

(pa ) (Mknvo) - (317)

ot n = (n,...,M) et 8 = (0y,...,0;) sont les vecteurs des coordonnées des poly-
nomes p et g dans la base des t;.

Procédons maintenant au calcul de P, et exprimons ce polynome dans la base
des Tchebyshev comme suit
k-1
= Z niti,
1=0

alors .
-1
Rk(/\) =1- )\Pk(/\) =1- Z ni)\ti()\)

1=0
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Or, d’apres la relation de récurrence (3.15) et sachant que ¢, = 1, nous pouvons
écrire

k-1
Ri(A) = to— Z Ni(Bix1tiv1 + out; + 6;ti—1),
=0 .
k
= to— > (Bimiz1 + il + Sig17miv1)ti.
1=0

Ainsi, Ry a pour coordonnées (e; — Tyn) dans la base des polynomes ¢;, ou Ty est la
matrice de taille (k+1) x k définie par

Qo 51 i
/31 a 52
,32 Q2
T, = . . . ’
Ok—1
/Bk—l (07790 )
A Be ]

et alors la fonctionnelle a minimiser s’écrit

| Bellw = (Rks Ri)w = (My(e1 — Tin), (&1 — Tn))-

La matrice M; étant symétrique, nous pouvons la décomposer sous la forme M; =
Li LT, nous obtenons alors

IBellw = (Li(er = Tun), Li (ex — Tin)) (3.13)
= [|L(es = Tin)ll2 (3.19)

= |[liae1 — Fenlje, (3.20)

(3.21)

ou F = LET est une matrice Hessenberg supérieure de taille (k+1) x k.
Ainsi, les coeflicients n; sont solution du probleme de minimisation suivant

in ||{ — F] .
7?61;21}‘ || 1,161 k77||2

C’est un probléme similaire au probléeme (3.2) rencontré dans la méthode GMRES,
que nous résolvons a ’aide de la factorisation QR.
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3.3.2 Calcul des coefficients de la relation de récurrence a
trois termes

Les polynémes ¢; de Tchebyshev sur Vellipse E(c, d, a) sont définis par

t() =T, (A - C) IT; (g) (3.22)

ou les T; sont les polynomes de Tchebyshev de premiére espece vérifiant la relation
de récurrence

Ti41(8) = 2£T5(8) — Ti-a(8)- (3-23)
A V’aide du changement de variable { = A:l—:f , hous obtenons
) —
Tun® =2 (25°) 10 - Tms(o) (324

et d’apres (3.22) nous avons

A\ —
Toa(a/ins(©) =2 (25°) Ta/0(E) — Talo/dtin(©), (329
d’ou nous obtenons la relation de récurrence a trois termes
Bivatiy1(€) = (A — ai)ti(A) — &itis(N), (3.26)
avec
a; = ¢
5. — dTuala/d)
t+1 2 Tl(a/d) i
5 = gTi_l(a/d)
T2 Ti(a/d)

En remplagant £ dans (3.23) par la valeur a/d nous obtenons
Tiva(a/d) = 25T(a/d) - Tis(a/d), (3.27)

et nous en déduisons les relations

2
52‘ = ii_a
46;

ﬂi+1 = a—¢;

avec les initialisations do = 0 et 8; = a/2.
D’apres ces relations, nous remarquons que les quantités j3;,, et é; sont réelles méme
si d est complexe, ce qui facilite le calcul de ces quantités.
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3.3.3 Calcul de I'itéré de la méthode LS

Nous nous proposons de calculer I'itéré = z¢+ Px(A)ro, ou P est le polynoéme
LS de degré k—1 qui s’écrit dans la base des polynémes ¢; (¢ =0,...,k — 1) sous
k-1
la forme P, = Z nit;.

=0

Les polynomes t; vérifient la relation de récurrence a trois termes suivante
1
Bit1
Définissons les vecteurs w; € IR™ par w; = t;(A)rp; la relation ci-dessus induit la

relation de récurrence liant ces vecteurs
1
Bit1

Or, I'itéré & s’écrit en fonction des vecteurs w; sous la forme

ti+1(/\) = [/\tz(/\) - Oliti()\) - 5iti—1()\)]- (328)

(Aw,- — Q;w; — (51"!17,‘_1). (329)

Wiy =

Z = zo+ P(A)ro,
k-1
= Zo+ Z nw;i,

=0

nous obtenons donc 1’algorithme suivant

Algorithme 3.3.1 :
To = b— Axo,
w_, =0, wo=r9, =0, T=uz0+ nowp.
pourt =0, k—2
Wit = —(Aw; — ayw; — dwi—q),
_ . Bin
T =2+ Nip1Wit1,
fin pour.

Remarque 3.3.1

Notons que la méthode LS est composée de deuz parties, la premiere est le calcul
des parameétres LS (a;, B, §; et n;), cette partie est complétement séquentielle. La
deuziéme partie est le calcul de itéré de LS, ce calcul est complétement paralléle
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puisqu’il consiste ¢ appliquer un polynéome matriciel a un vecteur.
Cette méthode donc peut étre implantée sur un réseau hétérogéne composé d’une
machine paralléle et une autre séquentielle.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit brievement les méthodes GMRES, Arnoldi
et Moindres Carrés. Nous avons également étudié les parallélisations de ces méthodes

sur les machines paralleles MIMD et SIMD.

Dans la méthode GMRES, d’une itération a l’autre les valeurs de Ritz s’ap-
prochent de plus en plus vers les valeurs propres de A correspondantes. Ainsi, dans
I’expression du résidu les composantes des vecteurs propres correspondants a ces va-
leurs propres tendent vers zéro. La méthode Moindres Carrés est basée sur ce méme
principe, la combinaison de cette méthode avec GMRES conduit donc a ’accéléra-
tion de la convergence de GMRES vers z* la solution du systéme linéaire.

Nous avons vu que le degré de parallélisme de gros grains dans la méthode
GMRES(m) est limité. Dans le chapitre suivant nous allons hybrider cette méthode
par la méthode Moindres Carrés, en vue d’'obtenir une méthode hybride dont le
degré de parallélisme est plus grand que celui de GMRES(m) et qui converge plus
vite. Les approximations des valeurs propres nécessitées par la méthode Moindres
Carrés seront calculées par la méthode d’Arnoldi redémarrée.
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Chapitre 4

La méthode hybride parallele
hétérogene

GMRES(m;)/LS(k,l)-Arnoldi(ms)

Nombreuses sont les applications scientifiques nécessitant la résolution de sys-
temes linéaires de la forme

Az = b, (4.1)

ou A est une matrice réelle de dimensions n x n, b € IR® un vecteur réel et posons
z* la solution exacte du systéme.

Pour résoudre de tels systémes on a souvent recours a des méthodes itératives
paralléles telles que la méthode GMRES(m) [66] décrite précédemment dans la Sec-
tion 3.1. Comme nous ’avons déja signalé, la convergence de cette méthode peut étre
tres lente lorsque la valeur de m est trés petite et parfois la méthode peut méme
stagner. Rappelons aussi (voir Section 3.1.2), que le degré de parallélisme dans
GMRES(m) est limité ; méme si nous disposons de plus de processeurs qu’un cer-
tain seull pop¢, Nous ne pouvons pas diminuer le temps d’exécution de GMRES(m).
Afin de remédier a ces problemes et d’accélérer la convergence de GMRES, nous
pouvons soit préconditionner la méthode GMRES (préconditionnement basé sur la
décomposition LU incompleéte, Préconditionnement polynomial, ... ) [59] soit lui as-
socier d’autres méthodes qui peuvent étre éventuellement paralleles telles que les
méthodes Tchebyshev ou Moindres Carrés.

Elman, Saad et Saylor ont proposé une méthode hybride GMRES /T chebyshev
[22]. Dans cette méthode, une itération GMRES(m) est effectuée pour obtenir une
approximation de la solution et la matrice H,, (construite par le processus d’Arnoldi
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appliqué au sous-espace de Krylov K,,,(A,ro)) est utilisée pour déterminer des ap-
proximations des valeurs propres de A (voir la Section 3.2). Ces valeurs sont utilisées
pour effectuer une itération Tchebyshev et obtenir ainsi une nouvelle approximation
de la solution z*. La méthode hybride est redémarrée tant que la précision imposée
n’est pas atteinte.

Plus tard, Saad [63] a proposé de remplacer la méthode Tchebyshev par la mé-
thode Moindres Carrés (voir Section 3.3) qui est plus précise que la précédente.
La méthode LS n’a pas I’inconvénient de la méthode Tchebyshev quand les valeurs
propres sont situées dans les deux demi-plans complexes séparés par 1’axe des imagi-
naires purs. Cette méthode évite cet handicap en prenant comme domaine de mini-
misation la réunion de deux convexes, chacun englobant les valeurs propres situées
dans un demi-plan complexe. Dans la suite nous nous intéresserons particuliérement
a la méthode hybride utilisant la méthode Moindres Carrés.

Nous allons adapter cette méthode GMRES(m)/LS(k,!) pour obtenir une ver-
sion dans laquelle ’algorithme d’Arnoldi est rendu indépendant de GMRES(m),
afin de calculer les valeurs propres avec une bonne précision, que nous notons
GMRES(m,)/LS(k, l)-Arnoldi(m;). Cette version, étant constituée de parties ayant
moins de dépendances entre elles, a l’avantage d’étre plus adaptée au parallélisme.

La nature hybride de cette association d’algorithmes, qui est plus coliteuse que
GMRES tout seul, demande 'utilisation intensive du parallélisme, ce qui nous per-
met d’augmenter le degré de parallélisme de gros grains qui est limité dans GMRES.
La diversité de la nature du parallélisme des différentes parties de la méthode hybride
nous permet de répartir les calculs sur des machines de différentes architectures, ces
calculs sont exécutés - quand c’est possible - d’une facon asynchrone. Nous obtenons
donc un parallélisme hétérogene [13] qui nous permet de tirer profit des ressources
informatiques séquentielles ou paralleles disponibles et ainsi accélérer considérable-
ment la convergence vers la solution z*.

Nous commencerons ce chapitre par une description et une analyse de la conver-
gence de la méthode hybride GMRES(m)/LS(k,!) dans la Section 4.1. Ensuite, nous
présenterons dans la Section 4.2 la méthode hybride parallele GMRES(m,)/LS(k, [)-
Arnoldi(mz) 7], [24]. Nous avons réalisé et étudié deux implantations de cette mé-
thode. La premiere implantation est asynchrone (voir Section 4.3.3), tandis que la
seconde est entrelacée (voir Section 4.4). Ces implantations de la méthode hybride
paralléle seront faites sur deux réseaux hétérogenes de machines parali¢les. Chaque
implantation sera suivie d’une série d’expérimentations numériques pour montrer
ses bonnes performances par rapport a la méthode GMRES(m;) implantée toute
seule sur le méme réseau.
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4.1 La méthode hybride GMRES(m)/LS(k, ()

4.1.1 Description

Cette méthode hybride combine les méthodes GMRES(m) et Moindres Carrés
notée LS(k,!). L’entier naturel k est tel que le polynéme des moindres carrés P soit
de degré k — 1 et [ représente le nombre de fois que nous appliquons cette méthode
itérativement.

Au début, GMRES(m) calcule 'itéré z,, qui est une solution approchée du
systéme (4.1). Or, la méthode LS nécessite le calcul de quelques valeurs propres
de la matrice A. La projection d’Arnoldi dans GMRES(m) est donc exploitée pour
obtenir des approximations de ces valeurs.

La méthode LS procede au calcul du convexe H et de I’ellipse E(c, d, a) optimale
qui contiennent toutes les approximations des valeurs propres déja calculées. Ces
parametres servent pour construire le polynéme des moindres carrés de degré k — 1.
Ce polynoéme est exprimé dans la base des Tchebyshev sur Dellipse E(c, d, a) (voir
Section 3.3).

L’algorithme (3.3.1) décrit dans le chapitre précédent est utilisé pour calculer
I'itéré de la méthode LS, en prenant comme point initial la derniére solution ap-
prochée z,, obtenue par GMRES(m). La méthode hybride est ensuite redémarrée
itérativement tant que la précision voulue n’est pas atteinte.

Ainsi, I’algorithme suivant décrit la méthode hybride GMRES(m)/LS(k,[) sé-

quentielle.
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Algorithme 4.1.1 : GMRES(m)/LS(k,l) séquentiel

1. Initialisation : choisir xo, m la dimension du sous-espace de Krylov,
k le degré du polynome des moindres carres,
€ la tolérance et | le nombre d’itérations Moindres Carrés
appliquées successivement,
calculer ro = b — Axy.

2. Effectuer m itérations du processus d’Arnoldi en démarrant avec ro,

iéme

3. Calculer z,,, le m itéré de GMRES en prenant xqg comme point initial,
st ||b — Azy||2 < € Stop sinon poser zo = T, et ro =b— Az .

4. Calculer les valeurs propres de H,,.

5. Calculer le polynome des moindres carrés Py sur la frontiére de H
l’enveloppe conveze de toutes les valeurs propres calculées.

6. Pour j = 1,+++«,1
Calculer & = zo + Pr(A)ro, €t poser zo = &, ro = b — Azo.
fin pour

7. Redémarrage : st ||rol|2 < € Stop sinon aller en 2.

4.1.2 Analyse de la convergence

Afin de faciliter ’étude du comportement de la méthode hybride, nous supposons
que la matrice A est diagonalisable de spectre o(A) = {A;,...,A,}. Nous suppo-
sons aussi que le convexe H actuel ne contient que les valeurs propres suivantes:

Myoeo e

Rappelons la définition du polynome résiduel Ry de la méthode LS de degré k,
pour tout A € R, Rr(A) =1 — AP:(A).

Le résidu de l'itéré de la méthode LS(k,!) s’écrit dans la base {uj,ug,...,un}
des vecteurs propres de A comme suit

7 = (Ri(A))'ro,
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n

= > pi(Re(M)) i,

=1

n
en supposant que le vecteur résidu initial s’exprime sous la forme ro = Z Pitl;.
1=1

Nous décomposons cette somme pour séparer les valeurs propres selon leur po-
sition par rapport a H

r= ipi(Rk()‘i))lui + Zn: pi( Re(A:)) ui. (4-2)

1=s+1

Nous avons vu dans la Section 3.3 que Rj est déterminé par la méthode des
moindres carrés de telle sorte qu’il minimise |Rg(A)| sur H selon la L,-norme de
fonction poids w. Ainsi, le premier terme du résidu 7 est tres petit par rapport au
second. Pour cette raison les vecteurs propres associés aux valeurs propres situées
a l’extérieur du convexe H deviennent dominants dans I’expression du résidu 7. Le
nombre de vecteurs propres composant le résidu 7 diminue au fur et a mesure que le
convexe H courant se rapproche du convexe exacte (le convexe englobant les points
du spectre o(A) de la matrice A).

Nous remarquons aussi, que lorsque [ croit, le premier terme tend vers zéro,
mais le second terme devient de plus en plus grand; cela induit que la norme du
résidu 7 peut étre tres grande par rapport a celle du résidu initial ro.

Ainsi, GMRES(m,) redémarré avec |’itéré de la méthode Moindres Carrés, dont
le résidu 7 est combinaison d’un petit nombre de vecteurs propres, converge plus
vite méme si la norme du résidu 7 est tres grande.

4.2 La méthode hybride parallele

Afin de paralléliser efficacement une application, la démarche la plus courante
consiste d’abord a choisir une version telle que son algorithme soit constitué en
plusieurs taches le plus possible indépendantes entre elles. Dans ce cas, les calculs
seront exécutés en parallele sur plusieurs machines avec un colit minimal des com-
munications entre les différentes taches.

Dans la méthode hybride, nous avons besoin de calculer des valeurs propres de la
matrice A. Si nous voulons des valeurs propres calculées avec une précision donnée,
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le processus d’Arnoldi doit étre redémarré avec un vecteur approprié. Cela n’est
pas possible dans la version séquentielle décrite par 1’algorithme 4.1.1 puisque cet
algorithme proceéde au calcul des valeurs propres & partir de la projection d’Arnoldi
de I’algorithme GMRES. Nous devons donc calculer les valeurs propres a ’aide de la
méthode d’Arnoldi avec sa propre projection d’Arnoldi. Afin de controler le calcul
des valeurs propres et d’avoir une méthode hybride plus souple, nous prenons une
dimension m, du sous-espace de projection de la méthode d’Arnoldi qui peut étre
différente de m; celle de GMRES.

Le calcul de l'itéré de la méthode LS se fait & partir de celui de GMRES et il

est complétement paralleéle puisqu’il ne nécessite que des produits matrice-vecteur.
Cette tache doit donc s’exécuter alternativement avec 1’algorithme GMRES(m;).

La méthode hybride comprend trois grands groupes de taches, indépendants
entre eux, mais qui ont besoin de communiquer aprés un certain temps. Ces grands
groupes de taches, sont les suivants

1. GMRES(m,): contient la projection et les calculs des solutions z,,, itéré de
GMRES(m,;) et £ itéré de LS(k,!), qui sont paralléles, et la résolution du
probléme de minimisation a 1’aide de la factorisation QR qui est séquentielle,

2. Arnoldi(m,): contient la projection, le calcul des valeurs et vecteurs propres
de la matrice H,,, par la méthode de décomposition qui est séquentielle et le
calcul des vecteurs de Ritz qui est parallele,

3. le calcul du convexe et de ’ellipse contenant les estimations des valeurs propres
et ensuite le calcul des coefficients du polynéme des moindres carrés; ce pro-
cessus est completement séquentiel.

Nous remarquons que cette méthode hybride est composée de taches paralleles
et d’autres séquentielles, d’ou la possibilité de [’utilisation du parallélisme hétéro-
gene pour implanter cette méthode. Les parties paralleles d¢ GMRES(m,) (avec le
calcul des itérés LS) et Arnoldi(ms) s’exécuteront sur des machines paralleles. Les
parties séquentielles de ces deux méthodes, ainsi que le calcul des parametres LS
s’exécuteront sur des machines séquentielles [19, 53].

Plusieurs organisations de la méthode hybride paralléle sont possibles. Nous al-
lons étudier dans ce qui suit deux versions de cette méthode. Ces deux versions dif-
férent dans ’exécution des projections d’Arnoldi des méthodes GMRES et Arnoldi.
La premiére est caractérisée par I’exécution des projections sur deux machines paral-
leles ; cette version est dite asynchrone. La deuxiéme est caractérisée par ’exécution
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des projections alternativement sur une méme machine parallele; cette version est
dite entrelacée.

Avant de passer a la description des deux versions de la méthode hybride, il est
nécessaire de préciser certains points de leur fonctionnement

e dés la réception des valeurs propres de ’algorithme d’Arnoldi(m.), le nouveau
convexe est calculé a partir de l’ancien et de ces nouvelles valeurs. Cela nous
évite de stocker toutes les valeurs recues et nous permet de minimiser le temps
de calcul du convexe, parce que le temps de mise a jour du convexe est plus

faible,

e le résidu de la méthode LS étant riche en informations obtenues a partir des
vecteurs propres associés aux valeurs propres situées a l’extérieur du convexe
H, le calcul de ces valeurs propres permet d’améliorer ’allure du convexe H
pour approcher de mieux en mieux le convexe englobant le spectre complet de
A. Pour cela, le résidu de la méthode LS constitue un bon vecteur de départ
pour litération suivante de la méthode d’Arnoldi. Ainsi ce résidu est envoyé
a l’algorithme d’Arnoldi apres chaque itération LS pour en constituer un vec-
teur initial. Cette technique est inspirée de celle utilisée dans les méthodes
Tchebyshev-Arnoldi [58] et Least Squares-Arnoldi [58] pour accélérer le calcul
des valeurs propres de parties réelles dominantes.

e les valeurs propres calculées avec la précision voulue, notée €,4_p, sont accu-
mulées. Ces valeurs sont envoyées au processus LS quand leur nombre dépasse
un seuil nVPy,;, fixé au début. Dans ce cas, 'algorithme Arnoldi(m,) est re-
démarré avec un autre vecteur initial que nous choisissons aléatoirement si un
nouveau résidu de la méthode LS n’a pas été recu au moment du redémarrage.

4.3 La méthode hybride GMRES(m;)/LS(k,!)-
Arnoldi(m;) parallele asynchrone

4.3.1 Description

Cette version de la méthode GMRES(m,)/LS(k, [)-Arnoldi(m,) [7], [24] est ca-
ractérisée par la séparation complete des algorithmes GMRES et Arnoldi. Chacune
des deux méthodes est exécutée sur une machine paralléle. De cette facon nous ob-
tenons moins de dépendance entre les différentes parties de la méthode hybride.
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Les parties séquentielles de GMRES, d’Arnoldi et de la méthode LS sont exécutées
sur des machines séquentielles. Dans le cas ou une machine paralléle a une archi-
tecture MIMD, la partie séquentielle de la méthode associée a cette machine est
exécutée d’une facon redondante sur tous les processeurs, cette machine étant libre
lorsque ce calcul doit étre effectué.

Algorithme Paralléle Algorithme Séquentiel
s 's )
Amold1 - - Calculer le polygone convexe
et ellipse E(c,d,a)
initialisation I v _L puis les coefficients 7 , du polyndme L.S.
J
Algorithme Paralléle
——
GMRES/LS

I Projection d’ Arnoldi I
‘ initialisation

Envoide H_ Algorithme Séquentiel
____________ Calcul des valeurs propres et
Réception des valeurs pr des vecteurs propres de H . - '>'<Si réceptionde n; et de (c.da) >

et des vecteurs propresde H

|

st le nombre des valeurs propres
calculées est suffisant

3 el 1 A
owm non

| | itérations LS| | itération GMRES |

Si la convergence
est atteinte

oui, non

- -

non oui - .-

'ambinaisﬂ [ Envoi des valeurs propreLh - PPt

Si réception d’un résidu L.S. -~
le prendre comme vecteur initial

inon prendre un vecteur arbitraire

Tuer tous les autres
processus et sortir
\_ J — y

Fic. 41 - Le schéma général de la méthode hybride asynchrone
GMRES(m,)/LS(k,1)-Arnoldi(m;).

Dans cette méthode hybride parallele asynchrone les calculs se déroulent comme
suit :
les algorithmes GMRES(m;) et Arnoldi(m;) sont lancés en méme temps, chacun
sur une machine parallele. Dées que le nombre de valeurs propres calculées - avec
la précision €,4_, choisie - dépasse le seuil nvpyi,, ces valeurs sont transmises a la
machine séquentielle qui calcule les parametres du polynome LS. Ces parameétres
sont transmis & la machine exécutant GMRES. A la fin de l'itération courante de
GMRES(m,), cet algorithme est arrété pour effectuer une itération de la méthode
LS(k,!), il est ensuite redémarré (voir figure 4.1).
Dans la suite, nous utilisons le terme «hybridation» pour dire que la méthode LS(k, [)
est appliquée apreés l’arrét de GMRES(m;,).
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4.3.2 Asynchronisation

Le premier test Le deuxiéme test

al al

Arnoldi gl Arnoldi

/-

LS GMRES

LS GMRES

F1G. 4.2 - L’asynchronisme dans GMRES(m,)/LS(k,l)-Arnoldi(m, ).

Les machines travaillent en général en temps partagé (time-sharing) avec d’autres
utilisateurs, c’est le choix adopté généralement par les centres de calcul. Ce qui in-
duit la variation de la charge au cours du temps. Si un test est lancé deux fois, la
premiere hybridation utilise les valeurs propres de l’itération a; d’Arnoldi et I’itéré
GMRES de l'itération g; pour le premier essai et g, pour le deuxieme essai. Nous
notons que g; # ¢» si un changement de charge a eu lieu, ce qui nous donne des
résultats différents (voir figure 4.2). Les moments de I’hybridation dépendent donc
de la charge des machines utilisées. Ce non déterminisme de ’algorithme hybride
parallele, di a la charge des machines, rend difficile la détermination des propriétés
de ’algorithme mis en ceuvre (voir le tableau 4.1).

Méthode hybride: (Chaque colonne représente un nouveau test)

Nombre des itérations GMRES 6 6 6 7 6
Nombre des itérations LS 2 1 2 3 2
Durée totale (en secondes) 574 | 544 | 611 | 734 | 684

TAB. 4.1 - La convergence de la méthode hybride avec la matrice “utmi1700a”
(n = 1700, m(GMRES)=400, m(Arnoldi)=256, k = 15, | =5).

En plus de la variabilité de la charge des machines, les moments d’hybridation
dépendent du systeme a résoudre ainsi que des parametres de ’algorithme d’Arnoldi.
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Ces parametres sont m. la dimension du sous-espace de Krylov, le nombre nvpnm;,
et €ya1_p la précision des valeurs propres a calculer.

La vitesse de convergence dépend de l’allure du convexe qui englobe les valeurs
propres trouvées, ainsi que de la composition en vecteurs propres des résidus des
itérés GMRES(m,;) aux moments de ’hybridation. La convergence est rapide quand
la plupart des valeurs propres, correspondantes aux vecteurs propres qui composent
le résidu courant, sont situées a 'interieur du convexe courant au moment ou la
méthode LS(k,!) est appliquée. Ces moments sont donc décisifs pour la rapidité
de la convergence de la méthode hybride. La détermination de ces instants est tres
difficile et reste un probléme ouvert.

4.3.3 Implantation de la méthode hybride asynchrone

Pour expérimenter cette version asynchrone nous utilisons les machines paral-
leles suivantes :

- La ferme d’Alpha : une machine paralléle de 16 nceuds (voir Section 1.3.2).

- La MasPar MP-1: une machine SIMD de 16k processeurs (voir Section 1.3.1).
Sur cette machine nous utilisons son compilateur Fortran data-paralléle, appelé
MasPar Fortran.

Nous utilisons en plus deux stations Sun pour exécuter les algorithmes séquen-
tiels. Sur ces stations Sun et sur les machines de la ferme d’Alpha nous utilisons
le compilateur Fortran 77. Toutes les communications entre les différentes machines
ainsi qu’a l'intérieur de la ferme d’Alpha sont gérées a 1’aide de la bibliotheque de
passages de messages PVM.

La ferme d’Alpha prend en charge ’algorithme GMRES(m;). L’implantation
utilisée, décrite dans le Chapitre 3, est effectuée sur p processeurs communiquant
a l'aide de PVM. Chaque processeur se charge des opérations correspondantes aux
n/p lignes de la matrice A dont il dispose. La partie séquentielle GMRES(m,) est
exécutée d’une facon redondante sur les p processeurs de la ferme d’Alpha, puisque
cette derniere est une machine MIMD ayant des processeurs puissants.

La MasPar prend en charge la partie parallele de ’algorithme d’Arnoldi com-
prenant la projection, le calcul des vecteurs de Ritz, le calcul des résidus et le redé-
marrage. La partie séquentielle de cet algorithme (le calcul des vecteurs et valeurs
propres de la matrice Hp,,) est exécutée sur une station Sun.
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FI1G. 4.3 - Le schéma général de I’implantation asynchrone de GMRES(m)/LS(k,l)-

Arnoldi(m).
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Une autre station calcule les parametres de la méthode Moindres Carrés (I’en-
veloppe convexe, l'ellipse et les coefficients du polynéme des moindres carrés). Apres
leur réception par le processeur péere de la ferme d’Alpha a travers le réseau Ethernet,
ces parametres sont diffusés a tous les fils via le GIGAswitch (voir figure 4.3).

Alafin de chaque itération, GMRES vérifie s’il a regu les parametres LS. Dans
le cas affirmatif, il applique la méthode LS(k,!) au dernier itéré obtenu par GMRES,
ce dernier algorithme est ensuite redémarré.

Le résidu de l'itéré LS est envoyé a la MasPar, afin de I'utiliser pour le redé-
marrage de ’algorithme d’Arnoldi(ms).

Pour éviter les échanges de données, la matrice est générée ou chargée simulta-
nément sur les deux machines paralleles. La matrice est stockée sous le format CSR
(Compressed Sparse Row) [64] sur la ferme et sous le format SGP [19] sur la MasPar,
afin de minimiser le coit mémoire et faciliter le calcul des produits matrice-vecteur.

4.3.4 Résultats expérimentaux

Pour comparer la méthode hybride GMRES(m,)/LS(k,1)-Arnoldi(m,) avec la
méthode GMRES(m,) tout seule, nous avons testé ces deux méthodes sur quelques
systémes linéaires. Notons que l'implantation de GMRES(m,) tout seul est pareille
a celle adoptée pour I'implanter au sein de la méthode hybride. Dans cette implan-
tation, nous utilisons 8 processeurs de la ferme d’Alpha (p = 8).

Nous comparons ces deux méthodes sans préconditionnement afin de mettre en
évidence les propriétées de la méthode hybride. Notons aussi qu’un précondition-
nement (SSOR, basé sur la décomposition incomplete LU, polynomial,...) n’est pas
efficace pour n’'importe quelle matrice. L’utilisation d’un préconditionnement peut
rendre plus difficile cette comparaison.

Nous avons considéré deux choix le second membre des systemes linéaires étu-
diés. Le premier b est calculé de telle facon que la solution exacte du systeme soit
égalea z* = (1,1,...,1)T, cela nous permet de calculer facilement l’erreur e = 2 —xz*.
Le second noté b, est pris égal & e; = (1,0,...,0)7. La solution initiale prise pour
les deux méthodes comparées est le vecteur zo = (0,0,...,0)%.
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Premier exemple (5-points)

Cet exemple provient de la collection SPARSKIT [64]. La matrice résulte de
la discrétisation de I’équation aux dérivées partielles suivante

~Au + 10°u, + —8—(1046—“”(1) =f
dy
sur le carré unité (]0, 1[*) avec les conditions de Dirichlet aux bords (u = 0 sur
9]0,1[?). La dimension n de la matrice est n = nz X ny ot nz est le nombre
de points dans la direction z et ny celui dans la direction y. Ici nous prenons
n = 100 x 100 = 10000. Dans cet exemple, nous prenons le vecteur b, comme
second membre.

Deuxiéme exemple (utm1700a)

Cet exemple provient du site MatrixMarket! de matrices. La matrice est géné-
rée par ’application TOKAMAK du physique nucléaire (plasmas), de la col-
lection SPARSKIT. Cette matrice de dimensions 1700 x 1700, possede 21313
éléments non nuls et Son conditionnement est estimé a 6.24e+06. Dans cet
exemple, nous prenons le vecteur b; comme second membre.

Troisiéeme exemple (vp)

Nous considérons la matrice A de dimensions 2¢ x 2q diagonale par des blocs
carrés de taille 2, représentée dans la figure 4.4. Les valeurs propres de cette
matrice sont les complexes a; +1b;, ou j € {1,---,q}.

Cet exemple nous permet donc de choisir les valeurs propres de A. Ici, nous
choisissons aléatoirement les valeurs propres dans deux rectangles, E; dont
les sommets sont —2.5 &+ 23, —1.5 + 21, et R, dont les sommets sont 1.2 & 4z,
1.8 & 4:. Chaque rectangle contient la moitié des valeurs propres. Dans cet
exemple, nous prenons le vecteur b; comme second membre.

Les résultats numériques montrent clairement que la méthode hybride
GMRES(m1)/LS(k,])-Arnoldi(m;) améliore la convergence de GMRES(m; ), a la fois
au point de vue itérations et temps (voir les figures 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10).
Notons aussi que parfois la méthode GMRES(m;) présente une stagnation (voir la
figure 4.8), alors que la méthode hybride converge.

Les performances de la méthode hybride varient d’un test & 'autre avec le
méme exemple et les mémes parameétres (voir table 4.1). Ce phénomeéne est dii au
non déterminisme de ’algorithme.

1. http://math.nist.gov/MatrixMarket/
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( a) b1/2 \
261 a;

Qs b2/2

262 as

aq bq/2
\ 2by g

FiG. 4.4 - La matrice “vp”.

Quand une hybridation a eu lieu, nous remarquons en général que le résidu
de V'itéré donné par la méthode LS est plus grand que celui de la derniére itération
GMRES(m,) effectuée. Cependant, pendant les itérations suivantes de GMRES(m,)
le résidu décroit plus vite que lors de la phase précédent I’hybridation (voir ’expli-
cation théorique dans la Section 4.1.2), ceci se traduit par des pics dans la courbe
représentant la norme du résidu.

Toutefois, des hybridations fréquentes endommagent la convergence parce que
GMRES(m;) n’a pas assez de temps pour faire décroitre le résidu. Dans ce cas, la
méthode hybride diverge.

Un corollaire qui peut étre déduit du paragraphe précédent est que la machine
qui exécute Arnoldi pour calculer les valeurs propres n’a pas besoin d’étre trés per-
formante. Une machine parallele obsolete ayant une taille mémoire suffisante peut
ainsi réduire le temps de calcul de GMRES(m,) sur une machine performante. Nous
pouvons donc nous permettre d’exploiter pour cet effet les vieilles machines paral-
leles sous-utilisées dans des laboratoires de recherche au sein d’un autre site.

La fréquence des hybridations est controlée par le parametre my, le seuil nvpn,in
et €,41_p la précision des valeurs propres. Donc pour éloigner les hybridations il suffit
d’augmenter 'un de ces parametres, ce qui retardera l’envoi des valeurs propres
calculées par la méthode d’Arnoldi vers le processus LS.

M (Arnoldi) 64 | 128 | 192 | 256
Nombre d’itérations GMRES 8 5 6 6
Durée totale(en secondes) 596 | 498 | 612 | 684

TAB. 4.2 - Résultats trouvés en variant la valeur de m(Arnoldi) (la matrice

“utm1700a”, m(GMRES)=400, k = 15, l = 5).
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FIG. 4.5 - L’évolution du résidu de la méthode hybride pour différentes valeurs de
l, comparée a celle de GMRES(100), (matrice “5-points”).
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FIG. 4.6 - L’évolution du résidu de la méthode hybride pour différentes valeurs de
k comparée a celle de GMRES(100), (matrice “5-points”).

Pour de petites valeurs de ! (notamment | = 1) dans certains exemples, la
méthode hybride est moins performante que GMRES lui-méme (voir figure 4.9).
Comme nous ’avons vu dans la Section 4.1.2, nous pouvons améliorer ’efficacité de
la méthode LS(k,!) en augmentant la valeur de I. Les pics sont plus grands dans ce
cas, mais la convergence est plus rapide.

Pour certains exemples, il est difficile de calculer des approximations des valeurs

propfes avec une bonne précision €,,;_p, aucune itération de la méthode LS(k, ) n’est
effectuée dans ce cas. Afin d’avoir des prises en compte de cette méthode nous avons
a augmenter la valeur du parametre €, _p.
Les tests sur la matrice “5-points” ont été effectués en prenant €y, = 102%. Bien
que les valeurs propres ne sont pas tres précises la méthode hybride présente de
bonnes performances (voir figures 4.5 et 4.6). Pour la matrice “vp”, nous avons pris
€salp = 1, par contre pour la matrice “utm1700a”, nous avons pris une meilleure
valeur €,,_, = 1073.

Etant donné que k£ — 1 est le degré du polynoéme LS, une itération LS demande
k — 1 produits matrice-vecteur, donc le calcul de l’itéré LS(k,l) demande (k — 1)!
produits matrice-vecteur. Ceci montre que nous n’avons pas intérét a prendre des
valeurs trop élevées de [ et k sinon la méthode LS(k, ) devient tres coliteuse. Ainsi,
les hybridations seront trées rapprochées et dans ce cas, la méthode hybride diverge.
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FI1G. 4.7 - L’évolution du résidu de la méthode hybride comparée & GMRES(400),
(la matrice “utm1700a”).
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Nombre d'iterations

Fi1G. 4.11 - L’évolution du nombre d’itérations et du temps de la convergence de la
méthode hybride, en fonction des paramétres k et de | (matrice “utm1700a”).
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Dans la figure 4.11, nous avons tracé l’évolution du nombre d’itérations et du
temps de convergence de la méthode hybride, en fonction des parameétres | et k.
Nous remarquons donc ’existence de valeurs optimales de k& et de [ qui donnent
une meilleure convergence de la méthode hybride. La détermination des valeurs
optimales de k et [ théoriquement est difficile puisqu’elles dépendent de la matrice
et de beaucoup d’autres parametres.

4.4 La méthode hybride GMRES(m;)/LS(k,[)-
Arnoldi(m,) paralléle entrelacée

4.4.1 Description

Nous savons que chacun des algorithmes de GMRES(m,) et Arnoldi(m,) est
partagé en deux parties, 'une parallele et I'autre séquentielle. Nous pouvons tirer
parti de cette propriété afin d’entrelacer les parties paralleles de ces deux algorithmes
sur une méme machine paralléle.

Ainsi, GMRES(m,) étant l’algorithme le plus important, nous profitons du
temps d’exécution de la partie séquentielle de GMRES sur une machine séquentielle
pour exécuter la partie paralléle de Arnoldi(m;). De méme, la partie séquentielle
de Arnoldi(m,) est exécutée sur une machine séquentielle pendant 1’exécution de
la partie parallele de GMRES(m;) et le calcul de l'itéré de la méthode LS(k,I).
Une telle organisation d’algorithmes a été déja réalisée pour implanter une méthode
d’Arnoldi hybride [19]. La partie séquentielle de la méthode Moindres carrés est
prise en charge par une troisieme machine séquentielle. La figure 4.12 représente
le schéma général de l'implantation de la version entrelacée de la méthode hybride
GMRES(m;)/LS(k, [)-Arnoldi(m,) [24] sur une seule machine paralléle et trois ma-
chines séquentielles.

Afin d’éviter de retarder 1’algorithme GMRES par Arnoldi, il faut choisir la
valeur de m, de telle sorte que le temps de la projection dans la méthode d’Arnoldi
ne dépasse pas celui de la résolution du probleme d’optimisation dans GMRES(m,).
Cette valeur doit étre nécessairement plus petite que m;, mais avec des valeurs
trés petites de m, le nombre de valeurs propres calculées avec une bonne précision
diminue. '

Dans cette version, au contraire de la version asynchrone de la méthode parallele
GMRES(m,)/LS(k,1)-Arnoldi(mz), il y a plus de synchronisation puisque dans ce cas
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les algorithmes GMRES et Arnoldi sont synchrones, mais la réception des parametres
LS reste asynchrone. Cette synchronisation induit des délais d’attente de GMRES
si la valeur de m, n’est pas bien ajustée, comme nous ’avons vu dans le paragraphe
précédent.

4.4.2 Implantation de la méthode hybride entrelacée

Nous avons implanté cette version sur le site de 'ETCAZ, qui dispose d’une
Connection Machine CM-5 avec 32 nceuds et de stations Sun. Ces différentes ma-
chines communiquent entre elles a 1’aide du réseau Ethernet. La CM-5 exécute la
partie parallele de V'algorithme et les trois stations Sun exécutent les trois parties
séquentielles de GMRES, Arnoldi et LS. Ces stations sont plus performantes dans
les calculs séquentiels que le frontal de la CM-5, pour cette raison cette derniere ne
sera utilisée dans cette implantation que pour accéder a la CM-5..

4.4.3 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous testons les systémes considérés dans la Section 4.3.4.
Les résultats numériques (voir figures 4.13, 4.14 4.15 et 4.16) montrent que la
méthode hybride parallele entrelacée, avec des parametres bien choisis, est meilleure
que GMRES(m;), comme c’est le cas de I'implantation asynchrone.

Des tests répétés sur un méme exemple avec les mémes parametres donnent
souvent les mémes résultats. Cette version est donc pratiquement synchrone, méme
si la réception par la CM-5 des parametres LS se fait d’une facon asynchrone.

Nous remarquons 1’existence de pics dans les courbes représentant 1’évolution
de la norme du résidu au cours du temps, comme dans la version asynchrone. Mais
ce qui differe de la version asynchrone est que les pics ont la méme largeur pour
différentes valeurs de [ (voir figure 4.15). Cela est di au calcul des valeurs propres de
H,., qui demande approximativement 10(m.)? opérations ce qui nécessite beaucoup
de temps si la valeur de m, est grande. La partie parallele de GMRES attend donc
la partie séquentielle de Arnoldi puisque la valeur my = 50 que nous avons pris pour
la matrice “vp” est tres grande.

Dans la courbe du temps total de la convergence en fonction de la dimension m;

2. Etablissement Technique Central de I’Armement, 16 bis avenue Prieur de la Cité d’Or, 94114
Arcueil Cedex, France.
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du sous-espace de projection d’Arnoldi (voir figure 4.16), nous constatons I’existence
d’un optimum. En-dessous de cette valeur, m, est insuffisant pour calculer assez de
valeurs propres. Au-dessus de cette valeur, le temps de calcul d’Arnoldi devient
assez important et dans ce cas, GMRES attend que Arnoldi finisse ses calculs pour
redémarrer. Cependant il y a une plage de valeurs de m, dans laquelle la méthode
hybride est meilleure que GMRES tout seul, bien que des délais d’attente de GMRES

existent.

4.5 Conclusion et travaux futurs

Les résultats numériques montrent l'intérét de la méthode hybride parallele
hétérogene qui permet d’augmenter le degré de parallélisme de gros grains limité
dans GMRES redémarré. La premiere implantation étant asynchrone nous permet
d’exploiter des machines paralleles obsolétes, ayant une taille mémoire suffisante,
pour accélérer la convergence d¢ GMRES assigné a une machine parallele puissante.
La deuxiéme implantation étant entrelacée nous permet d’exploiter le temps perdu
par une machine parallele puissante pendant ’exécution de GMRES pour exécuter
la méthode hybride parallele et accélérer la convergence de GMRES.
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Dans nos travaux futurs, nous envisagons d’implanter la méthode hybride sur
d’autres réseaux hétérogenes de machines et d’approfondir ’étude et la modélisation
de ce type d’applications.

Cette méthode hybride paralléle est particulierement intéressante dans le cas
de systemes linéaires avec plusieurs seconds membres puisque le méme polynéme de
la méthode Moindres Carrés peut étre appliqué a tous ces systemes. Dans le futur,
nous envisagons d’implanter la méthode hybride paralléle en remplacant GMRES
par Global-GMRES (Gl-GMRES) [36] ou par GMRES par bloc (BGMRES) {75, 68]

pour la résolution des systemes linéaires avec plusieurs seconds membres.
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Chapitre 5

Les méthodes FOM et GMRES

pondérées

5.1 Introduction

Certaines méthodes de Krylov de résolution de systémes linéaires sont congues
afin de remédier a des inconvénients de la méthode GMRES (ou de FOM).
H. Sadok a proposé la méthode CMRH [67], [32] qui utilise le processus de Hessen-
berg qui est moins coliteux que le processus d’Arnoldi puisque la norme utilisée est
la norme infinie (J|v]|e = r?zalx |vi]) et les composantes de la matrice de Hessenberg

obtenue sont faciles calculer.

C. Le Calvez et Y. Saad ont proposé la méthode ADOP [40], [41] dans laquelle
le produit scalaire euclidien de deux vecteurs est remplacé par un produit scalaire
discret des polynomes correspondants a ces vecteurs. Ce nouveau produit scalaire
est moins couteux et le processus de projection obtenu est plus parallele que celui
d’Arnoldi.

En vue d’accélérer la convergence nous considérons un autre produit scalaire plus
coliteux que le produit scalaire euclidien, contrairement aux cas des méthodes CMRH

et ADOP.

Dans ce chapitre, nous présentons deux nouvelles méthodes de résolution de sys-
témes linéaires, appelées WFOM (weighted FOM) et WGMRES (weighted GMRES)
[23]. Pour accélérer la convergence, ces variantes de FOM (Full Orthogonalization
Method) et GMRES redémarrés utilisent un produit scalaire noté (.,.), ou D est
une matrice diagonale bien choisie. Ce produit scalaire est différent du produit sca-
laire euclidien, de plus, il change a chaque redémarrage de la méthode. Le but de
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ce changement de produit scalaire est d’accélérer la convergence des composantes
du résidu qui sont les plus éloignées de zéro par rapport a celles qui sont les plus
proches de zéro. Pour ce faire, un poids approprié est associé a chaque terme du
produit scalaire. Un choix naturel de ces poids est celui des composantes du ré-
sidu initial. Les méthodes WFOM et WGMRES sont appelées méthodes pondérées
puisque nous avons introduit des poids dans le produit scalaire. L'implantation de
ces méthodes pondérées est facilitée par l'introduction du processus d’Arnoldi relatif
a ce nouveau produit scalaire, appelé Arnoldi pondéré.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la Section 5.2, nous introduisons le
processus d’Arnoldi pondéré et nous établissons quelques propriétés de ce processus.
Apreés la description de ces méthodes dans la Section 5.3, quelques liens entre les
nouvelles méthodes et celles d’origine sont établis dans la Section 5.4. Des résultats
numériques en séquentiel sont présentés dans la Section 5.5 pour montrer les bonnes
performances de WFOM(m) et WGMRES(m) comparés a FOM(m) et GMRES(m),

ensuite nous concluons.

Nous avons choisi d’implanter ces quatres méthodes seulement en séquentiel afin
de faciliter leur comparaison. Nous envisagons 'implantation des méthodes FOM et
GMRES pondérées en parallele dans nos travaux futurs.

5.2 Le processus d’Arnoldi pondéré

Avant de décrire le processus d’Arnoldi pondéré, nous allons introduire le D-
produit scalaire et la norme associée.
Soient u et v deux vecteurs de IR", leur D-produit scalaire est défini par

n
(u,v)p = vIDu = Zdiuivi,
=1
ou D = diag(dy,ds,...,dn) est une matrice diagonale. Nous notons d le vecteur

formé des éléments diagonaux de D, d = (dy, dz, ..., d,)7.

Ce produit scalaire est bien défini si et seulement si la matrice D est définie
positive, c’est-a-diresid; >0, V i€ {l,...,n}.

Dans ce cas, nous pouvons définir la D-norme associée a ce produit scalaire par

llullo = /(u,u)p =V uwIDu = ZdiU?, V ue R

i=1
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Le vecteur d est choisi de telle sorte que ||d||2 = v/n. Cette normalisation permet
de retrouver la norme euclidienne dans le cas ou tous les éléments de d sont égaux.

Le processus d’Arnoldi construit une base orthonormale du sous-espace de Kry-
lov K,»(A,v), tandis que le processus d’Arnoldi pondéré construit une base D-
orthonormale de ce sous-espace vectoriel. L’algorithme ci-dessous décrit le nouveau
processus utilisant le procédé de Gram-Schmidt modifié, en prenant comme vecteur
de départ ¥; = v/||v]|p.

Algorithme 5.2.1 : Arnoldi pondéré (Gram-Schmidt Modifié).

Pour y=1,...,m
w = A'f)j,
pourt=1,...,7
hi; = (w, %;)p,
w=w-— hi,jf},’,
fin pour
hit1; = ||wllo, si hjyr; =0 Stop,
Dj41 = w/hjy1,j,
fin pour.

La base construite par ce processus V,, = [01,...,0m] est D-orthonormale, ce
qui ce traduit par la relation

VIDV,, = I,,. (5.1)

Nous remarquons a partir de la normalisation des vecteurs de la base Vi que le
processus d’Arnoldi pondéré differe du processus d’Arnoldi appliqué a la matrice A
preconditionnée par la matrice diagonale D.

La matrice carrée de Hessenberg H,,, dont les éléments non nuls /~z,-7j sont obtenus
par l'algorithme d’Arnoldi pondéré s’exprime sous la forme

H,=VIDAV,. (5.2)

m+1xXm)

Nous définissons la matrice ﬁm € R( comme suit

= _( Hn
™ hm+1,me£ -

s
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De méme que pour Arnoldi, le nouveau processus vérifie la relation suivante

AV = Vet Hom. (5.3)

Afin d’établir des relations entre les deux processus, nous rappellerons les re-
lations vérifiées par les matrices construites par le processus d’Arnoldi, que nous
notons V,,, H,, et H,,

VIV, = I,
AVm = Vm+1H7n (54)
H, = VIAV,

Proposition 5.2.1

Supposons que 'algorithme d’Arnoldi et celui d’Arnoldi pondéré 5.2 ne présentent
pas de division par zéro avant ’étape m. Alors il existe une matrice triangulaire
supérieure Uy, telle que

Vin ViuUnm, (5.5)
Upn = VIV, (5.6)
Ul = VIpv,, (5.7)

et la matrice H,, s’exprime en fonction de H,, comme

|
I

m=Ur i HoUnp. (5.8)

Preuve -

Comme V; et \7] sont des bases du sous-espace de Krylov Kj;(A,v) pour tout
entier j € {1,...,m}, V;, s’exprime en fonction de V,, sous la forme

Vm = VmUma
ou U,, est une matrice triangulaire supérieure de dimensions m X m.

En multipliant (5.5) a gauche par V.I, nous obtenons (5.6), et si nous multiplions
(5.5) & gauche par V,I D, nous obtenons la formule (5.7), d’aprés la D-orthonormalité

de V,,.
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En remplacant la relation (5.5) dans ’expression (5.3), nous obtenons

AVmUm = m+1Um+1ﬁm7

et en utilisant (5.4) nous avons
Vm+lﬁmUm = Vm41 Um+1 Hm-
Comme V41 est orthonormale, la derniére relation devient
F’m Um = Um4+i H'm .

Finalement, multiplions cette égalité & gauche par la matrice U}, nous obtenons
ainsi le résultat (5.8). n

La relation (5.8) nous incite a nous demander si les matrices H,, et H,, sont
semblables. Malheureusement, ceci est faux comme nous allons le montrer dans la
proposition suivante.

Proposition 5.2.2 N
Sous les mémes hypothéses que la proposition 5.2.1, la matrice H,, s’exprime en
fonction de H,, comme

ﬁm = U";leUm + hm+1,mum,mgm+leg,;7 (59)

ot le vecteur gmyy € IR™ est obtenu a partir de la colonne m+1 de la matrice U},
en éliminant sa derniére composante.

m+l,mum,m

FIG. 5.1 - La matrice H,,, exprimee en fonction de H,,.
Preuve

En vue d’éviter toute confusion avec la matrice U, nous notons ¢; ; (1 <1,5 <
m) les composantes de la matrice U L.
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Décomposons d’abord la matrice U}, sous la forme

-1 S
-1 _ U’m gm+l _ m_l*_l
L= =
m+ 0 .. 0 gm+1’m+1 O P 0 gm+1’m+1
ol gmy1 = (g1,m+1,gz,m+1,...,gm,m+1)T. Ainsi, la matrice U,;il représente les m
premiéres lignes de la matrice U 1.

A partir de la relation (5.8) et de la décomposition ci-dessus, nous pouvons
écrire . —
Hm - 7;}*.1 H mUm7

nous avons aussi

_ H,.
[Uml gm+1] [ h T ] Um7

m+1,m€p,

=

- U;lleUm + hm+1,mgm+1e£Um-

Puisque la matrice U, est triangulaire supérieure, le produit suivant eX U,, est
égal & up mel. Ainsi, nous obtenons la formule (5.9). u

Remarques:

1. 1l est facile de voir & partir de la formule (5.9) que H,, et H,, sont semblables
dans le cas ol Uy, ;m = 0 0u g,41 = 0. Le premier cas revient a dire que le degré
du polyndéme minimal de A pour v; est égal a m, le second cas est satisfait si
VUm+1 €6 Ompq sont linéairement dépendants.

2. La matrice H,, s’écrit en fonction de H,, et hom+1.m, €lle contient donc plus
d’informations que la matrice H,,.

Corollaire 5.2.1
Sous les mémes hypothéses que la proposition 5.2.1, la matrice H, s’exprime en
fonction de H,, comme

Ir hm m -
Hp = UnH U7l + —2H80 o el (5.10)
. um+l,m+l
ot le vecteur un, 41 € IR™ est obtenu a partir de la colonne m+1 de la matrice Upyy

en €liminant la derniére composante.
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Preuve

La démonstration de ce corollaire découle immédiatement de la relation (5.9)
en multipliant cette relation a gauche par U, et a droite par U ', et en utilisant la
formule suivante

Umgm+1 = - Um+1-
Um+1,m+1

Cette relation se déduit de ’égalité U,,41Unt1 = In41, en utilisant les décomposi-
tions de Upy; et de Uy, . L]

Complexité:

Notons N,,, le nombre d’éléments non nuls de la matrice A. Pour le processus

d’Arnoldi comme pour celui d’Arnoldi pondéré, m étapes nécessitent le calcul de m
produits matrice-vecteur avec un cout de 2mN,, opérations.
Un produit scalaire euclidien colite 2n opérations alors qu’un D-produit scalaire
nécessite 3n opérations. Ainsi, 1’étape j du processus d’Arnoldi a besoin de 2jn
opérations, tandis que pour le processus d’Arnoldi pondéré utilisant le procédé de
Gram-Schmidt modifié cette étape nécessite 3jn opérations. Il s’ajoute a ces opéra-
tions le colit du calcul du vecteur j + 1 de la base pour chacun des processus qui
s’éléeve a 2jn opérations. Le nombre total des opérations nécessitées par chacun des
processus pour effectuer m étapes est résumé dans le tableau suivant

processus nombre des opérations
Arnoldi 2mN,, + 2m®n
Arnoldi pondéré (GSM) 2mN,. + (5/2)m*n

Nous remarquons donc que le processus d’Arnoldi pondéré utilisant le procédé
de Gram-Schmidt modifié est un peu plus couteux que celui d’Arnoldi.

L’implantation en paralléle du processus d’Arnoldi pondéré (comme c’est le cas
du processus d’Arnoldi vu dans le Chapitre 2) nécessite l'utilisation du procédé de
Gram-Schmidt classique qui est plus parallele que celui de Gram-Schmidt modifié.
Le processus d’Arnoldi pondéré utilisant GSC peut étre décrit par I’algorithme sui-
vant
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Algorithme 5.2.2 : Arnoldi pondéré (Gram-Schmidt Classique).

Pourj=1,....m

w = A’ﬁj,

w' = DAD;,

pourt=1,...,7
hi,j = (wlaﬁi);
w=w-—- Bi’jﬁi,

fin pour

hit1; = |[wllo, si hjya,; =0 Stop,
Uit1 = w/hjt15,
fin pour.

Le nombre total d’opérations nécessité par cet algorithme pour effectuer m
étapes est

2mN,., + 2m?n + 2mn.

Nous remarquons que cet algorithme est moins coliteux que ’algorithme 5.2
puisqu’il contient moins de produits de la matrice D par des vecteurs. De plus, cet
algorithme est plus coliteux que le processus d’Arnoldi de seulement 2mn opérations,
ce qui est relativement peu.

Cette version de ’algorithme d’Arnoldi pondéré est moins stable que le premier,
cet incovénient peut étre évité par 1'utilisation de la technique de réorthogonalisa-
tion.

5.3 Description des méthodes FOM et GMRES
pondérés

Comme dans toutes les méthodes de Krylov, le mi®*™¢ (m > 1) itéré de la méthode
FOM pondérée ainsi que celui de la méthode GMRES pondérée appartiennent au
sous-espace de Krylov affine z¢ + K (A, o).

L’itéré z’F de FOM pondéré est choisi de fagon a ce que son résidu r," soit
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D-orthogonal au sous-espace de Krylov K,,(A,ro)
TxF -LD I(m(A7 TO)’ (511)

Cependant, l'itéré zv¢ de GMRES pondéré est choisi de telle sorte qu’il minimise
la D-norme de son résidu sur le sous-espace affine z¢ + Kn(A, o).
Ainsi, cet itéré est solution du probleme des moindres carrés suivant

Minimiser,ezo+ K (A,r0) |0 — AZ||o- (5.12)

Ces méthodes utilisent le D-produit scalaire et sa norme associée ; donc pour construire
la solution sur le sous-espace affine xo + K,.(A, 7o), nous construisons une base D-
orthonormale du sous-espace de Krylov K,,(A,ro) par le processus d’Arnoldi pon-
déré décrit dans la Section précédente.

Un itéré de 'une des deux méthodes s’écrit sous la forme
Tm = ZTo + mema

ou y, € R™.

Ainsi, le résidu correspondant r,, = b — Az, s’écrit
rm = b— A(zo+ mem)
= To— Avmym
= Vm+1(,éel - ﬁmym)y

ou 3 = ||rel|p et €1 est le premier vecteur de la base canonique.

La méthode FOM pondérée consiste donc a trouver le vecteur y,.* solution du
probleme

VIDV,(Ber — Hnyl) =0,
ce qui est équivalent au probleme
H,y"F = fe,. (5.13)

Concernant la méthode GMRES pondérée, comme la matrice Vmﬂ est D-orthonormale,
nous avons

Irmlls = [Visr(Ber — Hmym)llp
= |Ber — Hnymll3,
et donc le probléeme (5.12) se réduit & chercher le vecteur y, ¢ solution du probleme

de minimisation ) _
minimiser,c g ||Be1 — Hmy||2- (5.14)



112 Les méthodes FOM et GMRES pondérées

Les solutions des problemes (5.13) et (5.14) peuvent étre obtenues par la factorisation

QR des matrices H,etH, respectivement, comme dans le cas des algorithmes FOM

et GMRES [47], [59].

Dans le cas ou m est égal au degré du polynome minimal de A pour rg, le sous-
espace de Krylov est invariant et donc la solution obtenue par les deux méthodes
est la solution exacte du systeme linéaire Az = b.

Les algorithmes de FOM et GMRES pondérés nécessitent le stockage de la
matrice V,,, c’est-a-dire m vecteurs de dimension n & 1’étape m. La valeur de m
est donc limitée par les contraintes de stockage et par le risque de propagation des
erreurs d’arrondi dans le processus d’Arnoldi pondéré. Le remede que nous pouvons
adopter en vue d’éviter ces problemes est celui utilisé pour FOM et GMRES, qui
est le redémarrage de ces algorithmes apres m itérations.

Les algorithmes ainsi obtenus sont appelés FOM pondéré redémarré et GMRES
pondéré redémarré, ils sont notés WFOM(m) and WGMRES(m). Notons que les
méthodes pondérées completes c’est-a-dire sans redémarrage donnent des résultats
semblables a ceux des méthodes non pondérées correspondantes. La pondération est
utile dans le cas des méthodes redémarrées.

) T : ;
En prenant le choix d = v/n M, ces algorithmes favorisent les composantes du

lIrol[2
résidu qui sont éloignées de zéro et donnent moins d’importance a celles qui sont voi-

sines de zéro. Les algorithmes WFOM(m) et WGMRES(m) sont décrits ci-dessous.
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Algorithme 5.3.1 : WFOM(m) (WGMRES(m)).

1. Initialisation :
choisir g, m et la tolérance ¢,
calculer ro = b — Axy.

2. Poser d = \/n|ro|/||7ol|2, calculer B = ||roll, et 51 = ro/B.

3. Construire la base D-orthonormale V,, par Arnoldi pondéré,
en prenant ¥; comme vecteur initial.

4. Former lapprozimation z,, :
WFOM : Calculer la solution du systéme H,ynm = Be:
par la factorisation QR de H,.
caleuler z,, = o + mem etr, =b— Azx,,.

WGMRES : Calculer la solution du probléme
Ym = arg m,,iln l|Ber — Hyll2
velR .
par la factorisation QR de H,

calculer z,, = o + Vintym €t 7y, = b — Ax,,.

5. Redémarrage :
st ||rmll2 < € Stop
sinon calculer g = x,,, To = T'm, et aller en 2.

Remarquons que ces méthodes different des méthodes FOM(m) et GMRES(m)
preconditionnées a gauche par la matrice diagonale D puisque les processus d’Ar-
noldi pondéré est celui d’Arnoldi preconditionné sont différents.

Quand une division par zéro (breakdown) survient a l'itération j, dans l’algo-
rithme d’Arnoldi pondéré, ce qui veut dire que hjp;; = 0, j est alors le degré du
polynoéme minimal de A pour ro. Dans ce cas le processus est arrété et la solution
du systeme est donnée par

T;=1zo+ f/}Hj_l(Bel)
pour les deux méthodes.
Dans le cas ou la quantité ki ; n’est pas nulle mais tres proche de zéro, ce phéno-

mene est dit near-breakdown et une approximation de la solution est donnée par la
méme formule ci-dessus. ’

Comme nous ’avons vu auparavant, l’algorithme de GMRES pondéré redémarré
minimise la D-norme du résidu, cette norme est différente a chaque redémarrage
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puisque la matrice D s’écrit en fonction du résidu ry initial utilisé pour le redémar-
rage. La norme euclidienne du résidu n’est donc pas monotone comme c’est le cas

de Valgorithme de GMRES.

5.4 Liens avec FOM et GMRES

Commencons tout d’abord par établir un lien entre FOM et WFOM. Exprimons
la correction z3F — zo € K,,(A,r0) dans les bases V,, et V,, sous la forme

WF _ i/ . WF __ L WF
zrt —x0 = Vi = Vil

o y¥F € R™ et g* € IR™ satisfont la relation yi* = U tywr.
Rappelons que le vecteur ynF est solution du systeme hnealre (5.13)
~mym = /Bel

Dans ce systéme, remplacons y?'F par U 1y"F et mult1pl1ons a gauche par U,,, nous
obtenons

Un HaU ' = Un(Ber).

Notons 8 = ||ro|l2, alors Un(Be1) = Bey, puisque (Bei) est les coordonnées de o
dans la base V,, et (Be;) ses coordonnées dans la base V.
En utilisant la relation (5.10) du Corollaire 5.2.1, nous écrivons

Um41,m+1

hmt1
(Hm__w_umHe )ym = Be,

ainsi, g est solution du systéme linéaire suivant

HngyF = Bey, (5.15)

ou H,, est la matrice dont les m — 1 premiéres colonnes sont identiques a celles de
la matrice H,, (voir figure 5.2) et H,, est définie par
— P
+1,m T
H,=H, — ————unp16,.
Um+1,m+1
Nous déduisons de ce résultat que la connaissance des composantes de ¥,,4+; dans la

base orthonormale nous permet de calculer l'itéré z'F a partir du processus d’Ar-
noldi.
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)
e

m m - hm+1,m

Um+im+l

Fi1G. 5.2 - La matrice ﬁm en fonction de H,,.

Ce résultat est trés important puisqu’il nous permet de déterminer l'itéré z'F de
telle facon que son résidu soit colinéaire a une direction choisie au départ dans le
sous-espace Kp,11(A,ro). Cette direction doit étre choisie telle que la composante
selon v,,41 soit non nulle, puisque dans la formule de j{\m, nous divisons par cette
composante.

Maintenant, nous allons établir le lien entre GMRES et WGMRES. Comme

pour FOM et WFOM, nous écrivons la correction z'¢ — z, sous la forme

WG — 17 . WG __ WG
z,° —20=Vou, =Vny, .

Nous avons déja vu que yo¢ est solution du probléme de minimisation (5.14)
ym® = argmin |Ber — Hmyllz-
yelR

Si nous cherchons Y%, les composantes de z — Xy dans la base orthonormale nous
m m ’
obtenons

Um' = argmin ||B€1 - HmU;IZ’)”%
geR
ainsi, en utilisant la formule (5.8) nous avons
grwnG = ax:gm}ln “U,,;_li_l(/gel - T{-mg)llz
yEIR.

Finalement, dans le but d’obtenir une relation entre GMRES et WGMRES, nous
pouvons voir le vecteur §'¢ comme solution du méme probleme d’optimisation que
celui de GMRES, mais, au lieu de la norme euclidienne, la norme correspondante a

la matrice symétrique U;L U L1 est minimisée

min ||Be; — Hpdl|y-1 g1 -

gem,,,liﬂ 1 myllUm+lUm_1H

Donc, contrairement au cas de FOM et WFOM, il est nécessaire de connaitre les
composantes de tous les vecteurs de V.41 dans la base orthonormale V.., pour
retrouver l'itéré z'¢ a partir du processus d’Arnoldi.
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5.5 Résultats expérimentaux

Dans cette Section nous allons présenter des exemples numériques pour compa-
rer les méthodes FOM et GMRES avec leurs versions pondérées. Les essais numé-
riques sont effectués sur un processeur Alpha, a l’aide du compilateur FORTRAN
77 en double précision. Les matrices testées sont non symétriques, creuses et pro-
viennent du site MatrixMarket (contenant des collections trés connues de matrices:
Harwell-Boeing [18] et SPARSKIT [64]). Les matrices sont utilisées avec le format
de stockage CSR et elles sont lu a partir de fichier ASCII sous le format Harwell-
Boeing. Dans cette collection, une estimation du conditionnement est donnée pour
certaines matrices test, nous reporterons cette estimation pour chaque exemple si
elle est disponible.

Pour tous les systemes, le second membre est un vecteur aléatoire dont les com-
posantes sont uniformément prises dans ’intervalle [0, 1]. L’approximation initiale
zo de la solution est le vecteur nul z¢ = (0,...,0).

Le critere d’arrét qui contréle la convergence des algorithmes est le test

lI7ll2/1lbll2 < epsilon,

la valeur de epsilon dépend de ’exemple. En général, cette valeur est la plus petite
puissance de 10 qui nous permet d’arréter I’algorithme avant la stagnation. L’unité
de mesure du temps dans tous les exemples est la seconde.

Dans les tableaux de résultats, le symbol * indique que la convergence n’a pas été
atteinte

Exemple 1: la matrice add20

C’est un matrice de dimensions 2395 x 2395, qui provient du groupe HAMM
parmi “the independent sets and generators” du site MatrixMarket, avec 17319 élé-
ments non nuls. Le conditionnement est estimé a 1.76e+4.

Nous avons testé cet exemple avec plusieurs valeurs de m (5, 10,15, ... ,80), nous
observons toujours que WFOM(m) est meilleur que FOM(m) et que WGMRES(m)
est meilleur que GMRES(m). Afin d’illustrer cet exemple la figure 5.3 et la table
suivante représentent les résultats obtenus avec m = 10 et nous avons pris epstlon =

10712,

méthode | FOM | WFOM | GMRES | WGMRES
itérations | 865 400 772 136
temps(s) | 79.44 | 37.34 75.25 13.17
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Fi1G. 5.3 - Convergence des différentes méthodes pour la matrice add20, avec m=10.

Exemple 2: la matrice orsirr_1

La matrice test est obtenue a partir de la simulation 3D d’un réservoir d’huile.
Cette matrice de dimensions 1030 x 1030 provient du groupe OILGEN de la col-
lection Harwell-Boeing et contient 6858 éléments non nuls. Le conditionnement est
estimé a le+2.

Nous prenons epsilon = 107! et I'algorithme est arrété si la convergence n’est pas
atteinte apres 2000 itérations.

Dans la table 5.1, nous reportons les résultats correspondants a différentes va-
leurs de m. La figure 5.4 représente les courbes des quatre méthodes avec m = 20.
Nous remarquons que, pour toutes les dimensions de sous-espace de Krylov, chaque
méthode pondérée converge en moins d’itérations et en moins de temps que la mé-
thode non pondérée correspondante.

Dans le cas particulier ou m = 10, la méhode WGMRES converge, cependant la
norme du résidu de GMRES stagne a 1.65e+01. La convergence de FOM et WFOM
est lente, mais, a I'itération maximale 2000, la norme du résidu est réduite a 5.24E-04

pour FOM et 2.26E-06 pour WFOM.

Dans la table 5.1, nous notons en gras le temps minimal relatif de chaque mé-
thode. Nous remarquons que la dimension du sous-espace de Krylov correspondant
a 'optimum pour WGMRES (respectivement WFOM) est plus petite que celle rela-
tivea GMRES (respectivement FOM), donc le stockage nécessité par les méthodes
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Fi1G. 5.4 - Convergence des différentes méthodes pour la matrice orsirr_1, avec
m=20.
m FOM WFOM GMRES WGMRES
iter | temps | itér | temps | itér temps itér | temps

10 | 2000 | 75.35 | 2000 | 75.96 || 2000 | 73.66 | 1734 | 68.46
|I7||l2=5.24E-04 | ||r|l2=2.26E-06 | ||r||.=1.65E+01
20 | 800 | 77.62 || 630 | 66.89 | 815 | 82.75 || 198 | 21.08
30 | 325 | 63.40 || 167 | 35.67 || 300 | 57.56 | 120 | 25.59
40 | 142 | 4435 || 82 | 27.09 | 156 | 47.88 || 64 | 21.93
50 | 64 | 30.12 || 53 | 27.90 | 77 | 3585 | 49 | 24.48
60 | 51 | 31.78 || 39 | 27.31 | 54 | 34.09 | 39 | 27.32
70| 42 | 36.37 || 32 | 3158 | 42 | 3594 | 28 | 27.05
80| 36 | 39.01 || 26 | 3121 | 34 | 37.13 || 27 | 33.01

TAB. 5.1 - Résultats obtenus avec la matrice orsirr_l.

pondérées pour obtenir la convergence optimale n’est pas plus élevé que celui des
méthodes classiques.

Exemple 3: la matrice fs_541_2

Cette matrice de dimensions 541 x 541 provient du groupe FACSIMILE des pro-
blémes de la pollution atmosphérique de la collection Harwell-Boeing. Elle possede
4285 éléments non nuls. Le conditionnement est estimé a 7.7e+11.
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Pour cet exemple nous prenons m = 40 et epsilon = 10719,

Les résultats donnés dans la figure 5.5 et dans la table suivante montrent
qu’exceptionnellement FOM converge plus vite que GMRES qui stagne a la va-
leur 1.16e+01. La méthode WGMRES converge, bien que jusqu’a l'itération 107 la
courbe de la norme du résidu oscille au-dessus de celle de GMRES.
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FIG. 5.5 - Convergence des différentes méthodes pour la matrice fs-541_2, avec
m=40.

méthode | FOM | WFOM | GMRES | WGMRES

itérations | 93 63 * 138

temps(s) | 14.67 | 12.75 * 27.50

Exemple 4: la matrice bfw782a

Cette matrice test de dimensions 782 x 782 provient du groupe BEFWAVE de la
collection NEP. Cette matrice admet 7514 éléments non nuls et son conditionnement
est estimé a 4.6e+403.

Les résultats sont présentés dans la figure 5.6 et la table ci-dessous, avec m = 20 et
epsilon = 10712,

Cet exemple est étudié afin de montrer que I’amélioration apportée par les mé-
thodes pondérées ne I’est pas seulement du point de vue du nombre d’itérations mais
aussi du point de vue du temps d’exécution.
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Ainsi, nous remarquons que les courbes dans les deux tracés de la figure 5.6 ont la

meéme allure.

méthode | FOM | WFOM | GMRES | WGMRES
itérations * 314 506 178
temps * 24.52 36.15 14.37
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FIG. 5.6 - La matrice bfw782a, avec m=20.
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Exemple 5: la matrice memplus

Cette matrice de dimensions 17758 x 17758 provient du groupe HAMM, 'un
des groupes de “the independent sets and generators” du site MatrixMarket. Cette
matrice possede 126150 éléments non nuls. Aucune estimation du conditionnement
n’est donnée.

Les résultats sont présentés dans la figure 5.7 et dans la table suivante, avec m = 30
et epsilon = 10712,

Nous étudions cet exemple pour montrer les performance des méthodes WFOM
et WGMRES sur les systemes creux de grande taille. Le facteur d’amélioration
relativement au temps est de 1.63 pour WFOM et 1.82 pour WGMRES.
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Fic. 5.7 - Convergence des différentes méthodes pour la matrice memplus, avec

m=30.

méthode FOM | WFOM | GMRES | WGMRES
1térations 308 161 289 127
temps(s) | 1341.01 | 819.76 | 1245.49 681.79

5.6 Conclusion et travaux futurs

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux nouvelles méthodes itératives WFOM
et WGMRES pour la résolution des systémes linéaires. Les différents exemples traités
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dans la Section précédente illustrent I'intérét de ces méthodes, méme si la conver-
gence est irréguliere puisque la norme du résidu présente des oscillations.

Toutes les relations déja établies entre FOM et GMRES [10] [15] sont aussi va-
lables pour WFOM et WGMRES. En particulier, les itérés de la méthode WGMRES
peuvent étre obtenus a partir de ceux de la méthode WFOM par une technique si-
milaire a celle du lissage MRS (Minimal Residual Smoothing technique) [77] et dans
laquelle la norme change a chaque redémarrage [33]. La technique de lissage MRS
peut servir a rendre monotone la convergence de WFOM et WGMRES.

Comme le nombre d’opérations du processus Weighted-Arnoldi utilisant le pro-
cédé de Gram-Schmidt classique n’est pas tres grand par rapport a celui du processus
d’Arnoldi et puisque les méthodes pondérées convergent en moins d’itérations, les
versions paralleles de ces méthodes semblent meilleures que celles des méthodes
d’origine.

Dans la Section 5.4, nous avons vu que l'itéré ' de WFOM peut étre obtenu

facilement a partir du processus d’Arnoldi si les composantes du vecteur v,,4; (dans
la base construite par Arnoldi) sont connues. Le vecteur ¥,,4; constitue une direc-
tion du vecteur résidu de WFOM.
La direction du résidu dans la méthode FOM peut donc étre choisie dans le sous-
espace de Krylov K, 11(A, o) en changeant la matrice H,, construite par le proces-
sus d’Arnoldi, par la matrice H,, (voir figure 5.2) dépendant de la nouvelle direction
du résidu. Cette idée peut nous mener a construire une méthode puissante si le
probleme du choix des directions des résidus est résolu.

Dans les travaux futurs, nous allons essayer de résoudre le probleme ouvert que
nous venons de soulever, trouver d le vecteur optimal, appliquer la technique de pon-
dération aux méthodes QMR [28] et TFQMR [27] basées sur le processus de Lanczos
[39] ainsi que préconditionner les méthodes pondérées par des préconditionnements
comme SSOR, ceux basés sur la factorisation LU incomplete (ILU) [59] et un pré-
conditionneur polynomial [59]. L’implantation de toutes ces méthodes en parallele
est aussi envisagée.
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Conclusion générale et
perspectives

Conclusion générale

Cette these débute par une comparaison des processus d’orthonormalisation de
famille de vecteurs ; Gram-Schmidt Classique et Gram-Schmidt modifié. Le proces-
sus Gram-Schmidt modifié est celui qui est le plus stable numériquement et est le
plus parallélisable dans le cas ou la famille de vecteurs est connue au début. Par
contre, pour une famille de vecteurs générant un sous-espace de Krylov, qui se cal-
cule au fur et & mesure, le processus de Gram-Schmidt Classique réorthogonalisé
est stable numériquement et est le mieux adapté au parallélisme. Nous avons donc
utilisé ce dernier pour 'implantation des méthodes GMRES et Arnoldi.

De nos jours, les problemes a résoudre sont de plus en plus difficiles et ont une
complexité croissante. Les méthodes hybrides sont de nouvelles méthodes compo-
sées de plusieurs algorithmes et chaque algorithme est adapté & un type d’archi-
tecture de machines et a un modéle de programmation (data-paralléle, parallélisme
de taches,...). Les environnements hétérogenes sont donc le milieu pour le dévelop-
pement de ces méthodes hybrides hétérogenes qui sont tres prometteuses pour les
problémes de trés grande taille. La méthode hybride paralléle GMRES(m;)/LS(k, [)-
Arnoldi(m;) que nous avons introduite est un exemple de ces méthodes, elles nous
permet d’augmenter le degré de parallélisme de gros grains qui est limité dans la
méthode GMRES et d’accélérer ainsi la convergence. Les résultats numériques que
nous avons présentés montrent 'intérét de cette méthode que nous avons implanté
de deux facon différentes, I’'une asynchrone et l’autre entrelacée sur deux résaux
hétérogenes.

Nous avons également introduit les nouvelles méthodes itératives WFOM et
WGMRES pour la résolution des systémes linéaires et nous avons établi les liens
les reliant aux méthodes FOM et GMRES. Ces méthodes convergent plus vite que
les méthodes d’origine. Nous pensons que méme si les méthodes pondérées sont un
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peu plus coliteuses, elles sont plus attractives surtout leur implantation dans un
environnement paralléle.

Perspectives

Nos futurs travaux sont naturellement dans la continuation des travaux présen-
tés dans cette these. Nous avons déja commencé a réaliser une partie de ces travaux
et nous envisagons de réaliser le reste dans le futur proche.

En plus d’implanter les méthodes pondérées en paralléle, nous envisagons de

remplacer dans la méthode hybride la méthode GMRES par la méthode WGMRES.

La méthode hybride parallele est tres intéressante dans le cas des systemes li-
néaires avec plusieurs seconds membres. Pour cela, nous sommes en train de rempla-
cer dans la méthode hybride parallele la méthode GMRES par la méthode Global-
GMRES (Gl-GMRES) [36] et nous envisagons aussi de remplacer GMRES par un
GMRES par bloc (BGMRES) [75, 68]. Nous projetons également de faire la méme
chose avec la méthode GMRES pondéré.

Nous avons commencé a effectuer des tests sur le choix de la direction des ré-
sidus de la méthode FOM (voir Section 5.6). Nous avons pris comme direction du
résidu de la méthode FOM avant le redémarrage le vecteur de Ritz dominant dans
I’expression du résidu initial. Des tests effectués en Matlab avec des matrices issues
du site MatrixMarket ont donné des résultats intéressants. Nous envisagons égale-
ment d’adapter ce choix a la méthode GMRES.

Les méthodes que nous pouvons obtenir de cette fagon sont elles aussi hétérogenes,
elles peuvent donc étre implantées sur des réseaux hétérogenes. Ces points la me-
ritent d’étre développés plus profondément.
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