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Introduction

L’origine de ce travail est le probléme suivant soulevé par Davydov : étant
donné X = {X(¢t},t € [0,1]}, un processus stochastique & valeurs dans R,
défini sur un espace probabilisé (2, 4,IP) & trajectoires presque strement
cadlag, on considére X, (t), les régularisations des trajectoires par approxi-
mations polygonales sur la subdivision uniforme de pas % de Vintervalle [0, 1].
Si VX, (t) est la ligne polygonale convexe formée & partir des segments qui
composent X, (¢) réordonnés par pente croissante, les questions suivantes se
posent alors sur le comportement de la suite VX, (¢), éventuellement nor-
malisée, lorsque n tend vers linfini :

o Sous quelles conditions sur X obtient-on une limite 7

¢ Quelle est la normalisation appropriée?

o Cette limite est-elle 1a méme pour presque chaque trajectoire?
o Quelles sont les propriétés de cette limite 7

Dans le cas des processus a trajectoires presque stirement absolument
continues, nous montrerons que les réponses sont triviales, en un certain
sens. Par contre dans le cas de processus & trajectoires presque sfirement
non différentiables l'étude est beaucoup plus complexe et dépend évidem-
ment de la nature méme du processus considéré.

Davydov [29] a répondu 4 ces questions en ce qui concerne le mouvement
brownien standard puis les processus a-stables (1 < @ < 2). Dans chacun de
ces deux cas, il obtient, sous normalisations appropriées, une courbe limite
convexe déterministe.

Notre objectif principal était donc de poursuivre ces investigations en
étudiant le cas d’autres classes de processus : les processus gaussiens ot les
processus de Ito-Wiener.

Davydov [29] a établi que ['étude de la convergence de VX, se raméne,
en partie, & I’étude de la convergence faible des ascillations du processus X
considérées comme des variables aléatoires sur ([0, 1], B 1}, A). Ceci nous a
amené & faire les liens avec les travaux de Azais et Wschebor concernant ce



4 INTRODUCTION

sujet (cf : [8], [9] et [68]) et & proposer une approximation faible de la mesure
d’occupation & partir du nombre de franchissements d'un niveau donné par
les approximations polygonales du processus convenablement normalisées.

Au cours de cette étude nous avons également étudié le cas de proces-
sus & valeurs dans IR%, d > 1. Nous remarquons qu’a partir des accrois-
sements sur la subdivision uniforme de [0,1], il est possible de construire
la somme de Minkowski des segments [0, Xnk] avec Xpe = (3, 004) o0
any = b7HX (k—;:l) - X (%)], by, étant une normalisation appropriée. Nous
notons Z, cet objet (d + 1)-dimensionnel qui est lié en un certain sens a
P'objet VX, que nous construisons lorsque le processus est a valeurs dans IR.
Nous remarquons que lorsque pour chacune des composantes X'(t),i =
1,...,d, nous connaissons le comportement asymptotique de V X7 (t) comme
¢lement de IR?, il est possible de déduire le comportement asymptotique de
Z, comme élément de R+,

Enfin nous avons exploité certains de ces résultats pour aborder des pro-
blémes d’estimation. Nous avons ainsi construit des estimateurs fortement
consistants de 'exposant de Hélder local de processus gaussiens qui caracté-
rise l'irrégularité des trajectoires.

Dans le chapitre 1 nous présentons la notion de réarrangement convexe,
en particulier nous définissons Vopérateur V qui permet a partir d’une courbe
suffisamment réguliére de construire une courbe convexe telle que nous 'avons
décrite précédemment puis aprés avoir établi quelques résultats préliminaires
concernant cet opérateur, nous énoncons les résultats précités sur le mou-
vement brownien et sur les processus strictement a-stables (1 < o < 2) a
valeurs dans IR. Nous définissons également la notion de passerelle apparen-
tée a la notion de pont (dans le cas du mouvement brownien ¢’est exactement
le pont brownien) d’un processus initial X et montrons que le comportement
asymptotique des réarrangements convexes de ce nouvean processus partant
et rentrant en 0, est le méme que celui du processus initial.

Dans le chapitre 2 nous abordons le cas des processus gaussiens & valeurs
dans IR, nous montrons que sous une condition de dépendance faible des
accroissements, pour presque chaque trajectoire la suite VX, (t) converge
vers la fonction convexe déterministe ¢ +— fot ®-1(s)ds ou @ est la distribu-
tion gaussienne centrée réduite. Pour démontrer ce résultat, nous utilisons
des techniques adaptées aux processus gaussiens en particulier nous appli-
quons le principe de concentration du supremum d’une fonction aléatoire
gaussienne autour de ses médianes. Il est & noter qu’au cours de la preuve
nous avons établi une loi forte des grands nombres pour certaines fonctions
de suites triangulaires de variables aléatoires gaussiennes.



Dans le chapitre 3 nous appliquons ce procédé de “convexification” aux
processus de It6-Wiener (selon la terminologie de Liptser et Shyriaev [50])
a valeurs dans IR, c'est & dire les processus du type X (¢) = fot b(s)dW, +
fot a(s)ds ott p.s., a € L[0,1] et p.s., b € L?[0,1] est adapté a la filtration
Fi = o{Ws,s <t). Sous une condition un peu plus forte d’intégrabilité du
coeflicient b nous montrons que pour presque chaque trajectoire ﬁVXn(t)

converge vers t ~> fot F;(s)ds ou Fy est un mélange de fonctions de répar-
titions gaussiennes. Soulignons que dans ce cas, & la différence des processus
abordeés précédemment, la limite est aléatoire puisqu’elle dépend de b. Pour
obtenir ce résultat nous utilisons des techniques propres aux martingales de
carré intégrable et nous établissons, entre autres, un résultat sur la conver-
gence presque siire des variations quadratiques de martingales browniennes.
Enfin nous retrouvons dans le cas d’approximations polygonales, un résultat
de Azais et Wschebor concernant 'approximation presque stre faible de la
mesure d’occupation & partir de processus régularisés par convolution. Ceci
concerne les martingales browniennes, les processus gaussiens et les proces-
sus strictement a-stables étudiés précédemment.

Dans le chapitre 4 nous étendons, en un certain sens, nos résultats aux
processus X = {X(t),t € [0,1]} & valeurs dans R?. En reprenant I'idée de
Davydov et Vershik [32] nous avons considéré Z,, les zonotopes (d + 1}-
dimensionnels engendrés par les accroissements du processus sur la subdi-
vision uniforme de lintervalle [0,1] c’est & dire les sommes de Minkowski
des segments [0, Xnx] 00 Xnk = (£, 0mk) 0% ame = b H{X(EEL) — X (&),
by, étant une normalisation appropriée. Nous montrons que si les projections
orthogonales sur les droites vectorielles de R*t! de la suite Z, convergent
presque srement vers une limite convexe alors Z,, converge vers un zonoide
dans R**! que nous identifions daus le cas gaussien.

Enfin le chapitre 5 est consacré & un probléme d’estimation connexe avec
les résultats du chapitre 2 dans le sens o ces derniers permettent d’exhiber
deux classes d’estimateurs consistants de ’exposant de Hélder de processus
gaussiens. Soulignons qu’a l'image de nombreux travaux récents concernant
ce sujet [10], [40], [45], [47), [58] ces estimateurs sont fondés sur les variations
discrétes du processus. La premiére classe évoquée n’est autre que Pexten-
sion & V’ensemble des processus gaussiens auto-similaires en 0 d’un résultat
de Peltier et Lévy-Véhel [56] consacré au mouvement brownien fractionnaire.
Par contre la méthode employée pour construire la seconde classe d’estima-
teurs semble novatrice puisqu'elle est basée sur les sommes partielles des
accrojssements ordonnés par valeurs croissantes. Aprés avoir explicité ces
constructions, nous illustrons ces résultats au moyen de simulations.



INTRODUCTION



Chapitre 1

Notion de réarrangement
convexe

1.1 Introduction

Le procédé de réarrangement convexe parfois aussi appelé convexifica-
tion fut introduit récemment par Davydov et Vershik [32] au cours d’une
étude concernant les mesures de probabilité sur ’espace des sous-ensembles
convexes de R?, d > 1. A partir d’une marche aléatoire ils construisent un
objet convexe au moyen d’un procédé que nous décrivons briévement ci-aprés.

Soit {z;,7 € IN}, une suite de variables aléatoires 2-dimensionnelles indé-
pendantes et de méme loi commune P, soit (p;, 8;), les coordonnées polaires
du vecteur z;. Enfin on note 8,,,0,,...,0,, les angles 8,7 = 1, ..., n apparte-
nant a lintervalle [—, 7| et réordonnés dans le sens croissant. Considérons
la ligne polygonale L, dont les sommets sont les points S5, S} = Ef 1 2ms
cette ligne représente exactement ce qu’on appelle le réarrangement convexe
de la marche aléatoire Sy = Zle Z;.

Davydov et Vershik ont étudié le comportement asymptotique des courbes
——L oll b, est une normalisation appropriée et les propriétés de leurs lois
hrmtes Par ailleurs, ils ont remarqué que ce procédé pouvait s’appliquer aux
trajectoires régularisées de processus stochastiques et étudié en particulier
le cas du mouvement brownien standard sur [0,1]. Ils ont ainsi obtenu un
résultat du type loi forte des grands nombres pour des suites engendrées par
les réarrangements convexes des approximations polygonales des trajectoires
et exhibé une courbe limite convexe déterministe.

Dans la suite de ce chapitre, aprés avoir fixé quelques notations, nous
définirons le procédé de réarrangement convexe d’une courbe et nous pré-

senterons quelques résultats concernant le comportement asymptotique de
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8 CHAPITRE 1. NOTION DE REARRANGEMENT CONVEXE

suites ainsi construites, puis nous soulignerons les motivations qui nous ont
poussé & appliquer ce procédé aux trajectoires de processus stochastiques
et nous énoncerons les premiers résultats établis concernant le mouvement
brownien standard [32] et les processus a-stables (1 < a < 2), [29]. Enfin
nous introduirons la notion de passerelle qui transforme un processus initial
défini sur Uintervalle {0, 1] en un autre processus prenant la valeur 0 en ¢ = 0
et ¢t = 1 et nous montrerons que les suites de réarrangements convexes engen-
drées par le processus initial et par sa passerelle ont le méme comportement
asymptotigue.

1.2 Notations

Nous commengons par préciser quelques indispensables notations qui se-
ront utilisées dans ce chapitre et dans les suivants. D’autres apparaitront
tout au long de cet ouvrage.

(2, A, IP) - lespace probabilisé de base.

== - symbole de la convergence faible des lois.

E - Pespérance mathématique sur I'espace probabilisé (Q, A, IP).

£. égalité en loi.

14 - la fonction indicatrice de 'ensemble A.

$ - la fonction de répartition de la loi gaussienne A'(0,1) .

&, - la fonction de répartition d'une loi gaussienne N (0, 62).

Ba - la tribu des boréliens de A.

Z4,x_ - respectivement les parties positive et négative de z.

p.s. - presque slrement.

O - signe marquant la fin d'une démonstration intermédiaire interne &
une preuve.

| - signe marquant la fin d'une preuve.

1.3 Reéarrangements convexes de fonctions

1.3.1 Définitions

Définition 1.1 Soit f une fonction mesurable sur [0,1], lunigue fonction
croissante Tf, cadlag et équidistribuée avec f ( Af~1 = MTf)™*, ot X est
la mesure de Lebesgue ) est appelée le réarrangement monotone de f.

L’opérateur T et ses analogues sont bien connus, il posséde différentes pro-
priétés intéressantes et joue un role important dans 'analyse et la théorie
des processus stochastiques (voir [33] et [46], par exemple).

Nous énongons maintenant une inégalité concernant 'opérateur T et la
norme dans LP[0,1].
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Théoréme 1.2 Soit f et g deuz fonctions appartenant & LP[0,1] et soit T
Vopérateur de réarrangement monotone. Notons ||-|l, la norme d’un élément
de Vespace LP[D,1). Nous avons l'inégalité suivante

Vp21, |ITf-"Tgl, <If~gl,

Pour la démonstration nous renvoyons le lecteur au livre de Krein et al. [46]
ou & la thése de Zhukova. [69].

On introduit ensuite un nouvel outil construit & partir de 'opérateur de
réarrangement monotone :
Definition 1.3 Soit £, l'espace des fonctions f(t), t € [0,1] absolument
continues par rapport & la mesure de Lebesgue. L’opérateur V défini sur
Uespace € par : V() = f(0) + fOtT(f’)(s) ds est appelé opérateur de
réarrangements convezes.
L'opérateur V, semble t-il, a été introduit par Davydov, certaines de se
propriétés sont étudiées par Zhukova dans [69].

Remarque 1.4 1l est clair que V' f est convexe et prend les mémes valeurs
que f aux points extrémaux de Uintervalle [0, 1].

Pour procéder a la convexification nous devons considérer des approximations
suffisamment lisses des courbes pour obtenir un objet absolument continu.
Le type d’approximation que nous considérerons dans cette étude est l'ap-
proximation polygonale, néanmoins nous évoquerons aussi le cas des approxi-
mations par convolution.

Par abus de langage nous confondrons de temps & autre, réarrange-
ment convexe des courbes avec réarrangement convexe des régularisations
des courbes.

Nous décrivons & présent le procédé de convexification d’une courbe.
Soit X (¢) une fonction mesurable sur [0,1]. On procéde par discrétisation
de pas % et par interpolation linéaire. Ainsi pour chaque n, on considére les
approximations polygonales engendrées par la subdivision uniforme {%, k=
0,1,...,n — 1} de l'intervalle [0,1] :

k+1

%) = X(E)+ - mIx (S22 - x (5

n)}, (1.1)

oute [k et k=0,1,..,n—1.

I est clair que VX, (t) est une fonction convexe et polygonale obtenue par
une perrmutation des segments du graphe de X,(t), ordonnés par pente crois-
sante. Cela explique la terminclogie choisie.
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Réarrangement convexe d’une ligne polygonale X(t)

1.0

0.5

0.5
-

—i.0

“1s

FiG. 1.1 — Exemple de réarrangement convexe

Pour illustrer ce procédé nous avons construit une ligne polygonale formée
de 10 segments (traits pleins) puis nous avons représenté le réarrangement
convexe de cette ligne (traits pointiliés).

1.3.2 Réarrangements convexes d’une fonction absolument
continue

Nous allons commencer ’étude des réarrangements convexes en étudiant
le cas d’une fonction absolument continue f. D’aprés la définition de 'opé-
rateur V', nous pouvons définir V f le réarrangement convexe de f. Si nous
considérons f,, approximation polygonale pour la subdivision uniforme de
la fonction f nous allons montrer gue Pétude du comportement asymptotique
de V fn est en quelque sorte triviale puisqu’on obtient, sans normalisation,
la convergence vers V f.

Théoréme 1.5 Soit f(t),t € [0,1], une fonction ebsolument continue et
s0it fn(t), la suite des approzimations polygonales de f(t) définie comme en
(1.1), nous avons ¥t € [0, 1],

Vit — Vi), (12)
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Preuve : Pulsque f est absolument continue, il existe ' € L'{0,1] telle

que f(t) fo s)ds + £(0), t € [0,1].
Par définition nous avons

t
an(t)zfo Tfi(s)ds + f(0), t € [0,1].

Remarquons d’abord que si s € [;’i—, k—ﬁi}, k€ {0,1,..,n — 1}, nous avons
k+1 k
e = ) -y
k1
= nﬁ f{u) du

Soit Fp, la tribu engendrée par les intervalles [£, ££1]. Nous remarquons que

fi=Ezx,(f'), ou E désigne 'espérance mathématique sur l’espace probabi-
lisé ([0,1], Bjo1j, A) et Ex, désigne I'espérance conditionnelle par rapport a

e

Nous ne pouvons pas utiliser directement le théoréme de convergence des
martingales car F,, n’est pas croissante, néanmoins nous avons le résultat
suivant di a Lebesgue

Lemme 1.6 Soit h une fonction mesurable sur ([0,1], By 1), A). Supposons
que h € L'[0,1] et posons hy, = Ex,(h). Nous avons alors

hp — h.

Preuve du Lemme : Nous avons directement les inégalités suivantes

/ [hn(z) — h{z)|dz

f / ™ lhata) ~ e
nz / = / lh(y (<) |dydz

/ / h(z)|dy
/0 /.1 ih(m + 5) ~ h(z)|dzdz

ou k est prolongée par 0 & gauche de 0

IA

IN

Il

L’intégrale de -1 & 1 converge vers 0 quand n tend vers +oo, car 'opéra-
teur de translation est fortement continu en 0 sur L. On conclut en appli-
quant un théoreme de convergence dominée. o
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Revenons 4 la preuve du Théoréme 1.5. L'application de ce lemme aux
fonctions intégrables f et f;, entraine la convergence

2

f !
o= F (1.3)
Par ailleurs le Théoréme 1.2. entraine directement
ITf ~TH < U= £y (1.4)
Comme conséquence des assertions (1.3) et (1.4) nous obtenons
Lt /
T =2 11 (1.5)

Pour conclure, soulignons que f,(0) = f(0) et remarquons que pour chaque
t de [0, 1] nous avons les inégalités suivantes

Vi) - Vi) < 1/'Tf;<s>ds+fn(> /Tf()ds~f(0)\

/ (TFL(s) ~ TF(s)|ds
\Tfn Il

D’apres (1.5), le membre de droite de la derniére inégalité tend vers 0 quand
n tend vers U'infini donc la preuve est achevée. | ]

IA

IN

Remarque 1.7 1. Le résultat obtenu dans le Théoréme 1.5. est encorc
vrai si la subdivision n’est pas uniforme & condition que le pas tende
vers 0 quand n tend vers Uinfini.

2. Il est bien conmnu que si une suite de fonctions convexes hy, définies
sur un intervalle borné [a, b] converge simplement vers une fonction A
continue sur [a, 4] alors cette convergence est uniforme.

Par conséquent la relation (1.2} cst équivalente & la convergence uni-
forme de VX, vers VX.

1.3.3 Réarrangements convexes d’une somme de deux fonc-
tions

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat concernant le compor-
tement asymptotique des suites engendrées par les réarrangements convexes
de la somme de deux fonctions dont 'une est suffisamment réguliére. Ce ré-
sultat appliqué aux trajectoires de processus stochastiques nous permettra
de mettre en évidence que lorsque ’on somme un processus dont les réarran-
gements convexes convergent et un processus plus lisse, le réle joué par ce
dernier en cas de réarrangement convexe de la somme sera négligeable par
rapport au poids du premier. Ainsi nous pourrons souvent supposer que les
processus que nous étudions sont centrés ou prennent la valeur O en ¢t = 0
sans perte de généralité.
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Théoréme 1.8 Soient f et g deuz fonctions appartenant ¢ L'[0,1], sodent
fn et gn respectivement les suites d’approzimations polygonales correspon-
dantes. Supposons qu’il existe une suite b, et une fonction l(t) telle que

) Vee(0,1], &Vl — ).
2) g Yisolo(8) —g(3) =2 0.
Alors ¥t € [0,1], .
SV +9),(0) = D).

by, n—o0
Preuve : Notons ||f||; la norme de f dans I'espace L![0,1]. Remarquons

d’abord que (f +g), = fn + gn puisque lapplication f — f,, est linéaire.
Par ailleurs il est clair que Vg € L{0, 1] nous avons

I

lgnlls

1
JarAcE:
Q

n—-1 .kfl
" k+1 k
= ,§/§ ”’Q(T) “9(;)4(1’5

n-1
k+1 k
= Y lo(==)-9()l
k=0

De plus, le Théoreme 1.2. entraine que [|T(f + g) — T f|; < llgll;. Par consé-
quent Vt € [0, 1], nous avons

4 1
VU0~ VRO < g [0+ - TR s

IA

1o, ,
T+ 6 = Tl

IA

1. T
E“gn!al‘

D’aprés Phypothése 2, le terme du membre de droite de la derniére inégalité
tend vers 0 quand n tend vers l'infini, ceci achéve la preuve. n

Corollaire 1.9 Soient f et g deuz fonctions appartenant & L'[0,1], soient
fn et gn respectivement les suites d’approzimations polygonales correspon-
dantes. Supposons qu’il eziste une suite b, et une fonction I(t) telle que
&V fa(t) — U(t). Supposons que g soit absolument continue et que by, —
n n—0 =00

oo, alors Vi € [0,1],
1
B;V(f +9), (1) =7 18)-

Preuve : L’absolue continuité de g et la condition b, — oo entrainent
n—00

directement la condition 2) du Théoréme 1.8. [ ]
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1.3.4 Remarque sur le lissage par convolution

Considérons a présent un deuxiéme type de régularisation : le lissage par
convolution. Soit f(t), une fonction mesurable sur [0,1], soit ¢ € L*[0,1],
une fonction positive suffisamment dérivable. Notons fc(t), la fonction définie
par

fe(®) = (f * ) (1),
ot f est la fonction définie en prolongeant f(-) par zéro & gauche de t = 0
et & droite de t = 1 et 1 (t) = %w(%) est une approximation de l'unité. Avec
ces hypotheses f.(t) est de classe C.
En considérant la somme de deux fonctions intégrables nous obtenons un
résultat similaire au Théoréme 1.8 mais avec des hypothéses un peu plus
fortes :
Théoréme 1.10 Soient f et g, deus fonctions intégrables sur {0,1] et soient
Je et ge leurs approzimations par convolution avec la fonction .. Supposons
qu il existe be 30 et une fonction l(t) tels que

1) Vi€ [07 1]; 'bLVfé(t) — l(t)v
¢ 0
2) g est absolument continue.
Alors ¥t € [0,1],
1

Preuve : La preuve est analogue & celle du Théoréme 1.8.
Comme (f+9)e = fe+9e, le Théoréme 1.2, nous permet d’obtenir 'inégalité
suivante : vt € {0,1],

1 1 1

“V(f+9) ) = V@) < gl (1.6)
be be be

D’autre part, nous avons directement 'inégalité suivante :

llgelty g’ = el
gl ey

Hg'lly el

L’hypothese 2) entraine donc que le membre de droite de l'inégalité (1.6)
tend vers zéro quand e tend vers zéro.
L’hypothése 1) permet alors de conclure, ]

IN

Remarque 1.11 Lorsque 'on étudie le comportement asymptotique des
trajectoires d’un processus X, les Théorémes 1.8. et 1.10. nous permettent
de supposer dans certains cas que X{0) = 0 ou que X({t) est centré sans
perte de généralité. En effet, X (0) est une constante sur [0, 1] donc est abso-
lument continue, de méme si IE X (t) est suffisamment réguliére, son role dans
le procédé de réarrangement convexe est négligeable d’aprés les théorémes
précédents.
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1.3.5 Relations avec les dérivées

Ce procédé de réarrangements convexes des trajectoires fut ensuite étu-
dié plus en détails par Davydov (]29]) qui a mis en évidence les relations
entre la convergence des réarrangements convexes d’une suite de fonctions
absclument continues sur [0,1] et la convergence faible de la suite de ses
dérivées considérées comme des variables aléatoires sur I'espace probabilisé
(10,1}, Byp,13, A)- Ce résultat sera U'un des outils principaux dans Vétude du
comportement asymptotique des suites engendrées par les réarrangements
convexes des régularisations des trajectoires de processus aléatoires.

Nous précisons d’abord la définition suivante

Définition 1.12 On dit que (gn),>,, une suite de fonctions mesurables sur

[0,1] converge faiblement (en tant que suite de variables aléatoires définies
. . . 0,1
sur Uespace probabilisé ([0, 1], Bpo,yj, A)), vers une fonction g notation : [=¢],
st
At = AgTh
=
Le résultat de Davydov est le suivant :

Théoréme 1.13 Soit (fn)n>1 une sutte de fonctions absolument continues
sur [0,1], alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une fonction conveze f telle que V f,(t) — f(®), vte[o,1].
2. La limite a = lim, o0 fn(0) existe et est finie. De plus, il existe une
fonction g telle que :
) L
@) ’; neo 7 .
' 1
b) Jo('edh = [i gxdr.
Dans ce cas, a = f(0) et on peut prendre g = f’.

Remarque 1.14 La condition b) ci dessus peut étre remplacée par
1 1 1
B) Fald) ~ £al0) = figdd 3 IfhdN = i1l dx
11 sera parfois plus commode d’établir ') plutdt que b).

Remarque 1.15 Ce résultat ramene en partie I'étude des suites de réarran-
gements convexes & une étude fine des oscillations de la fonction initiale par
la condition 2.a. appliquée aux régularisations de la courbe.

1.4 Application aux trajectoires de processus

1.4.1 Intéréts

Il semble intéressant d’appliquer ce procédé de réarrangement convexe
aux trajectoires de processus stochastiques afin d’étudier le comportement
asymptotique des suites ainsi construites. Sous quelles conditions obtient-on
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une limite convexe? Cette limite est-elle aléatoire ou déterministe? Est-il
possible d’utiliser ces résultats pour estimer certains paramétres liés aux
processus 7

Une motivation supplémentaire est que 1'étude des réarrangements convexes
d’un processus passe par une étude fine de ses oscillations (voir la remarque
1.15.). Nous pouvons donc espérer obtenir des résultats sur la presque siire
convergence faible des oscillations comme variables aléatoires sur l'espace
([0,1], Bg,1j, A), du méme type que ceux obtenus par Azais et Wschebor [8]
et en déduire des résultats sur 'approximation presque sfire faible de la
mesure d’occupation.

1.4.2 Processus a trajectoires absolument continues

Précisons d’abord que tous les processus considérés dans ce chapitre et
dans les suivants sont définis sur I'espace de probabilité (2, A4, IP).

Comme corollaire du Théoréme 1.5., nous obtenons directement

Théoréme 1.16 Soit X = {X(t),t € {0,1]}, un processus stochastique d
trajectoires presque sirement absolument continues. Alors presque sdrement
pour chaque t € [0,1],
VXa(t) — VX(2).
n—00

Autrement dit, pour presque chaque trajectoire 1a suite des réarrangements
convexes engendrées par les approximations polygonales de cette trajectoire
converge sans normalisation vers son réarrangement convexe.

Dans le cas de processus A trajectoires presque sirement non différen-
tiables, Pétude des convexifications est plus complexe.
Les résultats dépendent évidement de la nature méme du processus et il est
nécessaire de normaliser la suite de réarrangements convexes afin d’obtenir
une courbe limite de longueur finie sur [0,1].

Avant de présenter les premiers résultats concernant les réarrangements
convexes des trajectoires de processus stochastiques a trajectoires presque sii-
rement non différentiables, il semble utile de rappeler la définition de I'tnverse
généralisée d'une fonction de répartition au sens de Paul Lévy.

Définition 1.17 Soit F la fonction de répartition d’une loi de probabilité u
sur R. Pour tout u €]0,1] ensemble {z : F{z) > u} est un iniervalle de R,
non borné, admettant un plus petit élément. Si l'on note F~1(u) cet élément
minimum, on a :

{o: Fl@) 2 u} = [F~ (), +ool.

On définit de la sorte une application F~, croissante de )0, 1[ dans R. Cette
application coincide avec l'inverse de F, lorsque F applique bijectivement R
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sur ]0,1]. Dans le cas général, on l'appelle inverse généralisée au sens de
Paul Lévy.

1.4.3 Mouvement brownien standard

Le premier cas étudié ([29], [32]) fut assez naturellement le mouvement
brownien standard sur [0,1]. Nous énongons le résultat obtenu :

Théoréme 1.18 Soit W = {W(¢),t € [0,1]}, le processus du mouvement
brownien sur [0,1], soit {W,} la suste des approzimations polygonales cor-
respondantes. Alors presque strement pour chaque t € [0,1],

1 S
—J,;VWn(t) e A & (s)ds,

ot @ est la fonction de répartition d’une variable aléatoire dont la loi est
normale centrée réduite.

Remarquons que la limite est une courbe convexe déterministe. Ainsi pour
presque chaque trajectoire, la suite des réarrangements convexes normalisée
converge vers une fonction convexe non aléatoire.

1.4.4 Processus strictement a-stables (1 < o < 2)
Cas des approximations polygonales

Par la suite, Davydov ([29]), a étudié les effets de la convexification sur
la classe des processus strictement a-stables d’indice o €]1, 2] c'est & dire les
processus £(2) a accroissements indépendants et homogeénes tels que Vti,¢; €
[0,1], t2 > t; nous ayons

£ (1) — €@ (1)) £ (1 — 1) €@ (1).

Davydov a obtenu le résultat suivant :

Théoréme 1.19 Soit £ = {£@(1),t € [0,1]}, un processus strictement
a-stable , a €]1,2[ et soit {gﬁ“)} la suite des approzimations polygonales
correspondantes. Alors presque strement pour chaque t € [0,1],

t
—~1+iy,ea -1
wievenn = [ 0a)ds

ot Dy, est la fonction de répartition de la variable aléatoire £%(1).

Comme dans le cas du mouvement brownien, on obtient une limite convexe
déterministe.

Remarque 1.20 Signalons que pour démontrer ce résultat Davydov a établi
les relations suivantes

p.s, notrd(eayLp-t (17)
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et

1 ! S.
i [ ) e 2 B ), (1)

Le Théoréme 1.13. permettant alors de conclure.
Remarque 1.21
e Lorsque o = 2 nous retrouvons le mouvement brownien étudié au
Théoréme 1.16.
o Lorsque 0 < a < 1, espérance mathématique de £*(1) n’est pas finie.
Nous ne pouvons donc espérer obtenir des résultats du type loi forte
des grands nombres tel que le Théoréme 1.19.
Soulignons malgré tout qu'il est possible de déduire un résultat de
convergence faible dans C[0,1] lorsque 0 < o < 1 & partir des résultats
de Davydov et Vershik [32], qui prouvent l'existence d’une suite by, telle
que
Ly Ldlz,
bn

ol Z est strictement a-stable en un certain sens.

Cas des approximations par convolution

Considérons £)(t), o €]1,2[, la fonction deﬁnie sur R en prolongeant
£@)(¢) par 0 & gauche et 4 droite de 1. Soit 55 @) . les approximations par
convolution de ¢ \")( avec la fonction 1), définie comme en 1.3.5.

Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 1.22 Presque sdrement pour chague t € [0, 1], nous avons

1

nrr (a)/t /D
nwa R

oti Dy est lo fonction de répartition de la variable aléatoire £*(1)

Preuve : Posons Z.(t) = (W([;lel—ﬁ(éa))’(t). Au cours d'une étude sur
les oscillations de certains processus stochastiques [8], Azals et Wschebor ont
prouvé les assertions suivantes

) Ve € R, At €0,1]|Z(t) \x} 1Pf§<a‘(1)
ii) fo |Z(t ldt ]E]f(“) 1.
L’assertion 1) est équivalente a

0,1
P8y Ze £:j(’1)‘ Dq (1.9)

L’assertion 1) et la relation (1.9) sont les conditions suffisantes exigées par
le Théoréme 1.13. [ ]
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1.4.5 Notion de passerelle

A partir d'un processus initial nous allons construire un nouveau proces-
sus appelé passerelle que nous définirons de la maniére suivante

Définition 1.23 Soit £(t) un processus stochastiqgue sur [0,1) on appelle
passerelle engendrée par {(t), le processus défini par

E(t) = [E(t) — £(0)] — (1) ~ £(0)].

Remarque 1.24 I est évident que lorsque ¢ est le mouvement brownien
o

standard sur [0, 1], la passerelle £ n’est autre que le pont brownien.

Théoréme 1.25 Soit £ = {£(t),t € [0, 1]} un processus stochastique, soit &y,

la suite de ses approzimations polygonales paur la subdivision uniforme de
Uintervalle [0,1]. Supposons qu’il eziste by, ——-) oo et un processus {I(t),t €

[0,1]} tels que p.s., V¢ € [0,1], & (§n(t) €a(0)) v I(t). Alors p.s.,
vt € [0,1],
Ve 2 1),

Preuve : Ce résultat est un corollaire du Théoréme 1.8. En effet, nous

[
pouvons écrire £(t) = ((t) + o(t), avec

et
o(t) = t[¢(1) — £(0)].

Par hypothése nous avons presque sfirement pour chaque ¢ € [0,1],

VG = () (1.10)

[amdel

De plus, nous avons Y 72g lo(E£L) - o(£) = (£(1) ~ £(0)).
Ceci entraine que

k+ l k 5,
}g< )~ 2o (L11)
Le Théoréme 1.8. et les relations (1.10) et (1.11) permettent alors de conclure. M

Q
Remarque 1.26 1l est clair que (), la suite des approximations polygo-

nales d’une passerelle et £, la passerelle engendrée par la suite des approxi-

mations polygonales coincident.
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A présent nous considérons les régularisations par convolution et nous obte-
nons un résultat similaire pour les passerelles.

Remarque 1.27 Soulignons que contrairement aux approximations poly-

0
gonales la convoluée de la passerelle désignée par (£). n'est pas égale a la

o
passerelle de la convoluée désignée par (&).

Théoréme 1.28 Soit £ = {£(t),t € [0,1]} un processus stochastique, soit &
la suite de ses approzimations par convolution définie comme précédemment.
Supposons qu’il existe b, L)i) oo et I(t) tel que p.s. Vt € [0,1],

=

%V(m — £(0)) — 1(2).

=0

Alors p.s. vt € [0, 1],

o

1
b—EV(f)c(t) 2 ).
Preuve : Ce résultat est un corollaire du Théoréme 1.10. puisque nous
o
pouvons écrire £(t) = ((t) + ot) comme dans la preuve du Théoréme 1.26.
et nous avons par hypothése
1. pa i€ [0,1], EVIED) ~ £0)) = 1)

2. b ﬁig 00 et o(t) est absolument continue.
€

Ainsi nous pouvons appliquer le Théoréme 1.13. et conclure. |

Remarque 1.29 Lorsque I'on connait le comportement asymptotique de la
suite de réarrangements convexes engendrée par les régularisations du pro-
cessus initial, on connait le comportement de celle engendrée par les régula-
risations de la passerelle car le role joué par la partie absolument continue
qu’on additionne au processus initial est négligeable (voir les Théorémes 1.8.
et 1.10.).

1.4.6 Remarque sur les statistiques d’ordre

Soit X = {X(t),t € [0,1]} un processus & valeurs réelles, et soit X, =
{Xa(t),t € [0,1]}, ses approximations polygonales sur la discrétisation uni-
forme de Vintervalle {0, 1].

Notons 6,y = X ("—';-1) -X (%) les accroissements de X, et considérons dp;
les statistiques d’ordre engendrées par cette suite de variables aléatoires :

5n(0) < 5n(1) <..Z 5n(n*1)-
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D’aprés la définition de I'opérateur V, V¢ € [0, 1] nous avons
t
VX, (t) = X,(0) +/ T(X}.(s)) ds.
0

Ceci s’écrit également

[nt]~-1

VXn(t) = X(0) + Y by + (nt = [n])dnpny)-
=0

21

(1.12)

On vérifie aisément & partir de la formule ci-dessus que VX,(0) = X(0) et

VXa(1) = X(1).

Dans le cas ott X(0) = 0 et ol nt est entier nous obtenons

nt—1

VXn(t) = Y bugiy-

=0

Dans ce cas la valeur du réarrangement convexe de X, au point ¢ s’exprime

exactement comme une somme de statistiques d’ordre.

On peut donc voir certains des résultats concernant le comportement
asymptotique des suites de réarrangements convexes comme des résultats sur
le comportenient asymptotique de sommes partielles de statistiques d’ordre.
Soulignons que ces objets sont trés étudiés (voir par exemple [30]) et que
l'intérét réside surtout dans le fait qu’il s’agit ici d’'un tableau triangulaire

de variables aléatoires dépendantes.
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Chapitre 2

Cas des processus gaussiens

2.1 Introduction

Il nous semblait naturel de consacrer les prochaines investigations aux
processus gaussiens puisque ce sont des objets que 'on rencontre fréquem-
ment dans divers problémes liés & la statistique. Par exemple, il serait in-
téressant d’obtenir des résultats du méme type que ceux obtenus pour les
processus strictement a-stables (c’est 4 dire une limite convexe déterministe),
afin de construire des estimateurs du paramétre qui caractérise 1’irrégularité
des trajectoires : Pexposant de Holder {ceci fera Pobjet du chapitre 5).

Dans ce chapitre nous commengons par donner quelques résultats preli-
minaires qui serviront d’outils pour les démonstrations, puis nous énongons
un résultat, pour une classe assez large de processus gaussiens & accrois-
sements stationnaires, qui met en évidence la convergence, pour presque
chaque trajectoire, de la suite des réarrangements convexes engendrée par
les approximations polygonales convenablement normalisée vers la fonction
déterministe t — fot O Y(s)ds, ot ®(z) = %f_mw exp(—-s;)ds. Un cas
particulier est le mouvement brownien (voir Théoréme 1.18.) mais la dé-
monstration est fondée en partie sur I'indépendance des accroissements que
nous ne supposons pas icl.

Par ailleurs, nous proposons des conditions suffisantes portant sur la fonc-
tion variogramme du processus initial permettant de calculer rapidement la
normalisation attendue et de vérifier si la convergence a lieu ou non, puis
nous présentons quelques exemples. Enfin, en utilisant un résultat de Azais
et Wschebor, nous remarquons que 'on obtient des résultats similaires en
considérant des régularisations par convolutions au lieu des approximations
polygonales.

23
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2.2 Résultats préliminaires

2.2.1 Principe de concentration

Nous commengons par énoncer le principe de concentration du supremum
d’une fonction aléatoire gaussienne autour de ses médianes.
Théoréme 2.1 Soit § = {{,t € T'} une fonction aléatoire gaussienne cen-
trée bornée sur un espace probabilisé (Q, A, P), soit o° = supy Var&;, m une
médiane de la distribution de la variable aléatoire supy & et soitv ~ N (0, a?)
alors, Yz > 0 nous avons l'inégalité suivante :

P{|sup& —m| >z} <P{v > z}.
teT

Pour la preuve et des applications nous renvoyons le lecteur & la section
concernant les grandes déviations (chapitre 12) de 'ouvrage de Lifshits [49].

2.2.2 Quelques lemmes

Lemme 2.2 Soit (X,)n>1, une suite de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (€2, A, 1P) & valeurs dans R telle que X,, converge en pro-
babilité vers une constante a € R et soit (my,),», une suite de médianes de
X, alors my converge vers a. -

Preuve : Nous donnons 'idée de la preuve que I’ on peut trouver dans
Pouvrage de Loéve [51]. Soit X une variable aléatoire et m une meédiane de
X, on construit une variable symétrique X® = X — X’ ott X’ est une copie
indépendante de X et on établit que Ve > 0 et Ve € R nous avons

%IP(IX ~m[2¢ SP(X*[2¢) <P(IX ~¢f 2 %).

Ainsi si (Xp)p»>1 est une suite de variables aléatoires et a un réel tels que
X, — a converge en probabilité vers 0 alors ¢ — m, converge vers 0.
En effet dans ce cas Ve > (0 nous avons

P(la—mu|>e) < P(|Xp~al > %) +P(| Xy — M| > g)
< P(Xn-al>5)+2P( Xy —a > 7).
D’ou la conclusion. ]

Lemme 2.3 Soit (U, V) un vecteur gaussien centré, soient o2 et 03 respec-
tivement les vartances de U et V et enfin soit oy, la covariance entre U
et V, alors pour tout entier p > 1, il existe des constantes absolues Cpy,
ke {1,..,p} telles que la relation sutvante soit vérifide

Cov(UP,VP) = > Cprloun) (ouoy)?7*. (2.1)

1<k<p
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Ce résultat semble étre bien connu, cependant faute d’avoir trouvé une réfé-
rence nOUS Proposons une preuve.

Preuve : Soit Y une variable gaussienne centrée réduite et H(z), une
fonction mesurable de R dans IR vérifiant :

E(H(Y)) =0, E(H({Y)) <o, (2.2)

et sa décomposition sur la base des polynémes d’Hermite :
>
H(z) = ZaiH,-(m)
=k

ol H; est le i-éme polynoéme d'Hermite défini par
2

e & =5
Hi(g) = (=1)'eT 7me™,

et les coefficients a; vérifient > .o, a?i! < 00, ap # 0, ou k est l'indice d’Her-
mite de H, i.e. le plus petit entier tel que a; soit non nul.

Nous rappelons la formule suivante sur les polynémes d’Hermite qui est
un cas particulier de la formule du diagramme ([61]) :

Soient Y et Z deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites de
coefficient de corrélation p, alors

E Hy(Y)H;(Z) = 85, 5%, Vi,j>1,
ofl § est le symbole de Kronecker.
Pour prouver le lemme nous allons distinguer deux cas suivant la parité

de p.

Cas 1: pestimpair,ie. p=2m+1, me .

La fonction H(z) = zP vérifie bien les hypothéses (2.2) en partie parce que
si Y est une gaussienne centrée réduite, E(Y)?*™*! = 0, Vm € N. Posons
U=0,"'U et V= 0,1V, évidemment nous avons

Cov(U,V) = T

OyTy
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Dans ce cas il n’est pas difficile de vérifier que I'indice de Hermite est k =1
et par conséquent que H{z) = 3.7, a;H;(z). Nous avons alors

Cov(UP,V?) = oPo?Cov(U?,VP)
(ouoy )P E(TPVP)
= (040, E (HU)H(V))

P p
= (0u0y)? Z Z aia; [E (Hz(fj)HJ(V))

i=1 j=1

»
= (0uon)P ) afil[Cov(T, V)P

=1

P
— 2,08 p—i
= Eaiz!au’v(auav) .
i=1

11 est clair que les coefficients a; dépendent de p puisqu’ils dépendent de
H. Notons les a;(p). Nous avons donc obtenu la formule (2.1) avec Cp; =
ai(p)?i!, i=1,..,p.

Cas 2 : pest pair, i.e. p=2m, meIN.

Désignons les moments d’ordre 2m d’une variable aléatoire gaussienne cen-
trée réduite par boy,. La fonction H(z) = zP — by, vérifie bien les hypothéses
(2.2). Il n’est pas difficile de voir que dans ce cas l'indice d’Hermite est k = 2.
Nous obtenons alors

aﬁa{fCov(ﬁp, 1757)
= (0w, E(HOU)H(V))

Cov(UP, V¥)

Il

Y4
= (ouow)" > ail[Cov(U, V)"
1=2

P
= Za?z’!azyv(ouau)p".
=2
Finalement nous obtenons également la formule demandée avec Cp 1 = 0 et
\ND . .
Cpi = ai(p)*d! pouri=2,..,p. [ ]

Lemme 2.4 Soit (X},), une suite de variables aléatoires sur un espace pro-
babilisé (Q, A, IP), soit a une constante et soit f une fonction réelle continue.

Supposons que X, n]—fgo a, alors f(X,) —%of(a).
n

Preuve : On peut trouver la justification de ce résultat bien connu dans
le livre de Billingsley [21]. n
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Lemme 2.5 Soit (Yn)n>1, une suite de variables aléatoires g valeurs réelles
sur un espace probabilisé (Q, A,IP) et soit (dy)n>1 une suite de réels. Suppo-
sons que les deuz conditions suivantes soient vérifides :

1. Y, —d, n%oo,

P

2.Y, — 0.
n—oo
Alors
Yo 25 0
n—oo

Preuve : L’hypothése 1. entraine
1. Y, —d, 55 0.
n—oo
Les assertions 2 et 1’ entrainent que d, iP—> 0 c’est & dire d,, — 0.
n—reo n—oo
La conclusion découle alors de 'hypothése 1. n

Lemme 2.6 Soient (Xy)n>1, une suite de variable aléatoires sur un espace
probabilisé (Q, A, P), (an) une suite bornée et f une fonction continue sur
R. Supposons que X, —an =% 0 alors F (X)) — flan) 25 0.

n—0C n—+00

Preuve : Pour presque chaque w, X,(w) —an :~> 0. Comme a, est bor-
00

née, il existe A tel que a, € [—A, A] et donc il existe une constante qui
dépend de w notée C,, telle que X,(w) € T, =[-4 - C,, A+ C,].
Deéfinissons wy(Ti, h) = SUPg yer,,jo—yi<n | (@) — f()], le module de conti-
nuité uniforme de f sur 7.
Nous avons

[f(Xn(w)) — Flen)) < wy(Tu, he) n:‘jo 0,

ot hy = |an — Wy(w)]. D’ou le résultat. ]

Lemme 2.7 Soit X, une variable aléatoire positive sur un espace probabilisé
(92, A, TP) et soit m une médiane de X, alors nous avons l'inégalité suivante

%m <EX.

Preuve : Sim = 0, c’est évident puisque X est positive. Si m # 0, nous
avons par définition : P(X > m) > 1 <P(X <m).
L’inégalité de Markov entraine alors

<PX >2m) <

EX
X

O] =

Dot le résultat. ]
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2.3 Convergence des réarrangements convexes

2.3.1 Théoréme limite presque sdr

Soit X = {X(¢),¢ € [0,1]}, un processus gaussien & accroissements sta-
tionnaires et soit X, la suite des approximations polygonales de X détermi-
née par les subdivisons uniformes de V'intervalle [0,1]. D’aprés le Théoréme
1.8. et la remarque 1.10., nous pouvons, sans perte de généralité, supposer
que X est centré.

Pour chaque i € {1,2,...,n — 1} on note

i) = x (S0 - x (1),

7n n

les accroissements du processus X (t).
Par ailleurs nous définissons la fonction variogramme associée a X de la
facon suivante

o(t) = E (X (s + ) = X(s))*.

Enfin nous posons

Pour alléger I’écriture nous noterons dp; = §p;(X) lorsqu'il sera évident que
ce sont des accroissements du processus X qu'il s’agit.

Remarque 2.8 Posons v, j—; = Cov{dni, dn;), 4,7 € {1,2,..,n — 1} tels
que 7 > j. Nous avons les égalités sulvantes

Tnj—i = Ebnidn;
v(E=) +u(E)
= 9 —U(T)'

Nous pouvons alors énoncer le résultat principal de ce chapitre concernant
la convergence des suites engendrées par les réarrangements convexes des
approximations polygonales sur la subdivision uniforme de l'intervalle [0,1] :

Théoréme 2.9 Soit X = {X(t),t € [0,1]} un processus gaussien centré &
accroissements stationnaires et soit X, = {X,(t),t € [0,1]} la suite des ap-
progimations polygonales de X. Supposons que X vérifie 'une des hypothéses
Hj et Hy ci-dessous

Hy: 3C > 0,11 >0 tels que Vs € {1,...,n -1}

Yn,s

<ec
2 §)
Un

ot ¢s = min {1,C(Ins)"1"}.
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Hy : 355 e N*,C' > 0 et 7o > 0 tels que Vs > s on ait

Cl

Tn,s
2
Un

Alors nous avons presque sirement vt € [0,1],

—l—VXn(t) — t<1>-1(s) ds, (2.3)

bn n—oo Jg

ol by, = noy,.

Preuve : Si F est la fonction de répartition d’une loi de probabilité
sur IR, il est bien connu qu’en tant que variable aléatoire réelle sur U'espace
probabilisé ([0, 1}, Bjg,1}, A), o A désigne la mesure de Lebesgue, 'application
F~1 admet F comme fonction de répartition, donc s comme loi.

D’aprés le Théoréme 1.13., en considérant ®~1 comme une variable aléatoire
réelle sur ([0, 1], Bjg 15, A) donc de méme loi que Z ~ N(0,1) et en remarquant
que les distributions de X}, et de TX}, coincident, il nous suffit de vérifier :

1
ps., —x: 2ot (2.4)

by

et

1! 5.

E/ﬁ (X)), dt 25 EB(Z),.
Nous allons nous attacher dans un premier temps 4 établir (2.4), cela signifie
que nous devons montrer que pour presque chaque trajectoire, (iX,’l)n>1
en tant que suite de variables aléatoires sur ([0,1], Bjg 1], A) converge en foi
dans cet espace vers ®~1. Pour cela nous allons appliquer la méthode des
moments, c’est & dire, puisque @1 a méme loi que Z dans ([0, 1], By, A) et
que les variables aléatoires gaussiennes sont déterminées par leurs moments,
nous allons démontrer que pour tout entier positif &, nous avons

(2.5)

1l
| Gxaelte 25 e 2, (26)
Enfin nous établirons (2.5). Nous allons procéder par étapes en suivant le
schéma ci-dessous :
Etape 1 : Nous établirons d’abord (2.6) pour les moments d’ordres pairs,
c'est adire k =2poup e IN.
Etape 2 : Nous établirons (2.6) pour les moments d’ordres impairs, c’est
ddirek=2p+1loupelN
Etape 3 : Nous établirons (2.5).
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Etape 1 : Pour chaque p € IN, nous voulons établir
1
1 2, s 2
/0 [aXn(t)} dt =3 E|Z|”.
II est clair que p.s. B%X,’l(t) est bornée donc est un élément de L?[0,1].

Notons ||&Xp,|, la norme de g-Xp,(t) dans cet espace.

2p
Remargque 2.10 Il est clair que Vp € IN, la suite (HEI;-X' H est une
suite de variables aléatoires sur 'espace probabilisé (Q2, A, IP) et que " L X! (t)
est une suite de processus gaussiens.

Soit My, op, une médiane de H #;X;lllzp pour la mesure de probabilité IP c’est
a dire My 2p est un nombre réel tel que

vl 1 1.,
]P(HEXTLHM 2 Mﬂﬂp) 2 3 b ]P(H;,;Xnﬂzp < Mﬂﬂp)'
La stratégie pour franchir I’étape 1 sera la suivante :

1. Nous établirons ¥p € IN, l[biX,’l“h) - Moy f_'éo 0.
n n

2. Nous montrerons 4 laide du Lemme 2.3. que Vp € IN,
' 2
“b Xn”zp n:; E|Z|*.

3. Nous conclurons & l'aide des Lemmes 2.2, 2.4. et 2.5.

. .8,

Nous allons montrer que Vp € NN, “EITX;LHZF — M2, 7% 0. Pour cela
s ' T n—oo

nous allons appliquer le principe de concentration de la norme d’un vecteur

gaussien autour de ses médianes.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach nous avons la représentation sui-
vante de la norme de —;:X’ dans L%[0, 1]

= i),

ot S} est la boule unité de L9[0,1] avec ¢ = TZL

.
le

-1

Posons 1
2 _ = oyt
Vi= ;;Euspj Var <l(ann)>.
Nous avons
Loy . [/l
z(ggxn) = /O(EXn(t)y(t)dt
n-1 liii n
= Z/ =Sl dt
5 i by
=0 n
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i+l
oul; = f,» I(t)dt. Donc,

E(l(bi ) = %ZZ IE (60 )il

j=0

On en déduit

n—1—s

n ) h’nS| Z liliys,
n

5=0

itl

ouly=f," |I(t)]dt.
En appli(’iuant l'inégalité de Holder avec les exposants conjugués g et 2p,
nous obtenons

I < (/_-t |z(t)|4dt)%(/f—1 i,

ou encore

i < Bnn7, 2.7)

31 L
ot B(n) = maxocicn_1([i" |1(t)]9dt)7.

Remarque 2.11 1l est clair que 8(n) < 1 car [ € S}. En réalité on peut
montrer que 8(n) = 0 en remarquant que la mesure du(t) = |I(£)[?%dA(¢)
—r0Q

est absolument continue par rapport & A car 1|2 € L()).

Cas I : X veérifie Hy.
Nous pouvons alors proposer une majoration de V2

n—-1 n—l-s
Vi< 2y e Y Wi ¥ (28)
s=0 =0
Posons T =T + T3 ou

Iy = 2 Cs Z Zi.l-H-sa

n—1-—s

T2 = 2 Cs Z llz+s-

Considérons d’abord T}
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Remarque 2.12 Comme [ € L9 et g > 1 nous avons Vs € {0,...,n — 1}

n—1-s n—1l-s il

n 1
i};% i = Z/_ |l(t)ldts/0 W) dt=C < i, < 1. (2.9)

i=0
D’aprés (2.7) et (2.9) nous avons directement

,
nt/4P p—1-s

T < Zﬂ(n)n”l/zpz Z A

s=0 i=0
20,8(n)n 1.

IA

Donc,
T, < 2n~ Y%, (2.10)

A présent nous considérons Tp. Comme la suite ¢y, est décroissante nous avons

n—1-s
T, < 2Cn(4p)—1 Z Z lilits
son® T
1 gl
< o / / 1(8){1i(s)) deds
o Jo
__c
= (élnn)”'”‘
Ainsi,
CP:TI
T, Tt (2.11)
ot Cpry = (4p)**7.
De (2.8), (2.10) et (2.11), nous déduisons
Cpr +1
2 D71
Vi S et (2.12)
Cas II : X vérifie Hy.
Nous avons alors
n-1 n-—l—s—_ 4
o<y | Y i (2.13)
s=0 ™ i=0
OnaT =T +Tjon
n—1 ' n—1-g

’ -
Tl = 2 Z W Z lilH_s.
8§=8¢p [
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s¢g n—1-s

2, = 22 Z llz-}-s

s=0 =0
Directement nous obtenons

y 2¢"
< —
= (lnn)+

f=i
T} < 2sgn? .

De (2.13),(2.14) et (2.15) nous déduisons,

2C" +1
2
WS T

c’est & dire le méme type d'inégalité que (2.12).

33

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Nous allons a présent, utiliser le principe de concentration pour établir
: i i 1 x -
la convergence presque sire de la suite (|| 3 Xn”g,, Mn,2p)n21 vers 0.

Pour cela nous allons appliquer le Théoréme 2.1. au processus gaussien E%X;z

Rappelons que

H—X' H = supl(

X5,
% lesy bn )

d’aprés le Théoréme 2.1., nous avons donc l'inégalité suivante : Yu > 0,

1
PYILXL - M) >} <Pl > ul,

ott v ~ N(0,V2).

Si X vérifie H;, ¢ = 1,2, comme conséquence de (2.12) et de (2.16), nous

obtenons Yu > 0,

—_ Mn,Zp! > U,}

IN

1 2
RN exp( 557}

exp{—Inn(lnn)"K;},

IN

ol Kl -(—’*;—15 et K) = m
Ainsi, quand n est sufisamment grand, nous avons

max ((Inn)"Ki) > 2

Dans ce cas Yu > 0,

1
My op| > u} < exp{-2Inn} = =

1
P{l X, -
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Par conséquent le lemme de Borel-Cantelli nous permet de conclure que

H-X’ I, = Mnap bl

Afin d’appliquer le Lemme 2.2., nous allons maintenant établir que
)
=%l =2 o

otl ap désigne le moment d’ordre p de la variable Z ~ N(0,1).

Effectuons d’abord le calcul suivant

1 , 2p B 1 1 , 2p
Xl = /O (5-xa0) "
n—1 itl 2p
- T 2
= g/_ b?ém”dt

n2p—1 n-l

2
= 2p Z(sm P

n 1=0
n—1
— L 5. .2
- no 2[3 ni '
YR =0

Remarque 2.13 Vi € {0,1,..,n 1}, Vk € IN, nous avons IE(6,;)*

Nous obtenons alors

n—

E : 2,
6711, p
nm 2 —

- 2p
= Onzp E (6::)

o1
By,

— 2p
= 2p‘7n G2p

Pour obtenir (2.17), nous allons montrer que ¥p € IN, (

dans L*(Q, A,1P) (et donc en probabilité) vers agy.
Nous allons établir que

=Xl ),

2p LZ(Q)
il 2D o,

(2.17)

= Uﬁak.

converge
>1
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Ceci revient a montrer que

Ejl-X/ — a3
bn " 2P n—oo azp
. 2 .
En effet si on pose Y, = ”—LX’ H P de facon évidente, EY, — ag, ot
bn " nllop n—soo P

EY? s a$, entrainent E|Y, - agp|? e 0.

11 est clair que nous avons

4p _ (/O ‘b Idet)
- E / l_x;,(t)fpdt /o 1 (éx;@)fpds

4p2n 1n-1

S S

=0 j=0

Ainsi E “;}:X,’IHZ =5 + ¥y, avec

4p gn—Iin-1 2 2
5]
Tpdr ZZCQVMM’ nJ)
n j=0;5=0
417 on—ln—1 ,
<P 74
o 52 > BB
ba i=0 j=0

En tenant compte de la remarque 2.13, il est facile de voir que

Pour conclure, il nous suffit donc de montrer que

21 — 0.
n—so0

Pour cela nous appliquons le Lemme 2.3. au vecteur gaussien centré (dy;, dr;)
ainsi nous obtenons V'existence de constantes absolues Cy, x telles que

2p
Cov(82,628) =3 Cop [COV(8ns, Gng)]*.on P2

n1? ’ILj
k=1

Nous avons besoin & présent du résultat technique suivant :
Lemme 2.14 Pour tout entier r, et Vk € {1,2,..7} on a :

n—1n-—1

Sp(k) = %ZZ{cov(om,om)] = 0.
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Preuve : Par définition, nous avons Cov{bp;,dn;) = Yn|i~j €t donc en
posant s = | — j| nous obtenons

n—-1ln-1 n—1
ZZCOV(JM, Onj) = N¥npo + 22%,5(7‘; - 3).
1=0 j=0 s=1

Un calcul élémentaire nous donne alors

n—1ln-1

222 [Cov Oni, Onj) J

=0 7=0

Sn(k)

n—In—1

= 222 ww 5
n

1=07=0

Par définition du coefficient de corrélation Vi, j € {0,1,...,n—1}, nous avons
7%1-;—{ < 1. Ainsi Vk € {1,2,...,2p} il est évident que

syl < 1§y [dmizi
I nQ_LJZ o2
i=0j=0
-1
2 = Tngs
< ﬁz ;;5!("‘3)
5=0

Nous allons distinguer deux cas suivant que X vérifie 1 ou bien Hj,

Cas 1 : Supposons que X vérifie H;. Alors nous avons

S| < 23 (218)
s=0

Or ¢, — 0, donc d’apreés le théoréme de Cesaro nous avons
500

n—1
n 1265 — 0
n—oQ
§=0

D’aprés 'inégalité (2.18) nous avons donc

Sp(k) — 0.

5§00
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Cas 2 : Supposons que X veérifie Hz. Nous avons alors

-1
2 (]
)| = QZ -9+ m Y|
n n® & g2
$=8¢p
2som 2C
T e )
n n?(Inn)ltm
Donc il existe une constante K telle que
‘ - 1+T2
Par conséquent, S,(k) — 0 et la preuve est achevée. ]
§—00

Revenons a la preuve du théoréme. En appliquant le Lemme 2.3. avec r = 2p
nous obtenons

4p gn—1n~1

0 o= 5 3 Cov[(8ni)?, (8 5)*F]

i=0j=0
k=2p

> CoppSn(k)-

k=1

Le Lemme 2.14. entraine alors que

21 -— 0.

0
Finalement nous avons bien
1 2
E(HZ;Xng) a . %2p:
Ceci prouve que
1 ” P 12q)

H'l;; n joo aop-. (219)

1
Le Lemme 2.4. avec f(u) = u? et assertion (2.19) entrainent alors
- %
H “2 n:_go Gop -

D’apreés le Lemme 2.2. nous avons donc

L
M. 2p
™ T 2p-
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Comme on a établi que
1 ’ .8,
=X, = Mg — 0,
b “9p n—+00
on en déduit directement

1 5
el 25 o

Le Lemme 2.6. avec f(t) = % et a, = My, op entraine alors

L1
——‘Y’ 2p t p.s. o
| Gxmrea 2 o
D’ou la convergence presque stire des moments d’ordre pair de iX,’l vers les
moments d’ordre pair de Z.
L’étape 1 est achevée.

Remarque 2.15 Un résultat récent de Dasgupta et Kallianpur [27] met en
évidence cette convergence des moments d’ordre pair dans le cas particulier
du mouvement brownien fractionnaire au moyen de techniques complétement
différentes fondées sur la décomposition en chaos d’intégrales fractionnaires
multiples.

Etape 2 : Nous devons montrer 3 présent la convergence presque sire des
moments d’ordre impair de la suite (EIZX’II)nx vers ceux de Z qui sont tous

nuls puisque Z ~ A(0,1), c'est a dire nous devons établir que ¥p € IN,

!
[ (Exi@)®ae 25 o
Dans ce cas, on ne peut raisonner directement comme pour les moments
dordres pairs car lintégrale f; (&= X7,(1))%*1 di n'est pas égale en général a
1y |20+
15 Xnllgpsr
Par contre, nous pouvons décomposer cette intégrale de la maniére suivante :
classiquement nous écrivons
1 1 1
=X = (- X00) = (-Xa)
bn, b, + bn

’

nous avons donc,

/01 (%X;(t))zpﬂdt - /olKangé(t)). ‘(z‘i}XL(t))_]?pﬂdt

+

/ol (l—)l—X;z(f)ﬁ_pH dt — /01 (iX;L(t))ipﬂ it

il
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p+1
La derniére égalité est justifiée par le fait que les supports de { (b;lX;l (t)) i}

sont disjoints.

D’autre part il est clair que (Fl;X,’L(t)):t € L?*10, 1], ainsi nous pouvons
appliquer le théoréme de Hahn-Banach car la fonction

= Ul([w(t)h)?”“ dt} 2#, z € LM,
0

est convexe. Ceci nous donne la représentation :

1 1 . 1
[ Gz a] ™= s o(-x,)
0 Yn ©€eD(F) n

ot D} (=) sont des sous-ensembles de la boule unité de L%[0,1] avec d = g?g—l.
De la méme fagon que dans l’étape 1, on considére (Mniﬂp +1)n des suites

de médianes de [|(; X, puis, en utilisant le fait que X vérifie H; ou

n):tH2p+]
Hj, on fait une estimation des variances Vi,zl = SUPgeD; (+) Var[O(£ X))
et nous obtenons des inégalités de méme type que (2.12) et (2.16). "
Ainsi nous établissons

1
(=x) I -M= 2% 0. 2.20
”\bn n)ih%“ n2pl ol (2.20)

. 1T : 2o N 2p+1 2 e N .
Pour appliquer le Lemme 2.6. avec f(z) = zP7* et gy = (Mn’2p+1)7121 il

nous faut montrer que (Mrti,2p+1)n>1 sont bornées.

Or nous avons les inégalités évidentes :

1oy 2 1o, 2 ,
E|(=X;) | <E|(+—X;) | <]E|| X || (2.21)
bn T 2p+1 bn + 2p+2

D’aprés la convergence des moments d’ordres pairs de iX,’l, nous avons

presque sirement sup, [E H X! < 00, ainsi de (2.21) découle

Xz

(L) [ <o e

Ceci entraine directement

1
sup (]EH(b—X;L)iH ) <o, ps.
n ki 2p+1 p>1
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D’aprés le Lemme 2.7., presque sfirement

b s(x) | <

: +
donc les suites (Mn,2p+1)n21

Par conséquent, le Lemme 2.6. et l'assertion (2.20) entrainent

sont presque siirement bornées.

bn + n,2p+1 A

1 1 2p+1 .8
/ (X0 dt— (M, )P 2 o
0

! ; 2+l 2p+1 p-s
/O(EXn(t)) dt = (M) 25 0.

En faisant la différence nous obtenons

1
/ (X @yrid—d, 25 0, (2.22)
o bn n—roo
ol dy, = ((M, 2p+1)2p+1 - (M;,2p+1)2p+1)-
A présent il nous faut établir fol ([—}—X;L(t))Qp+1 a L o
n n— o0

Pour cela nous montrerons

1
/ (L xr@yrta 29 g,

by n—o0
Nous avons
n—1 T , nely .
j (b X (t)Hide = Z/ (G- Xatt ))2pﬂdt=Z;ﬁ{b—n5m]2“‘**.
i=
Par conséquent
1 n—ln~ 1
i=0j= 0
B pip noin 1C ~2p+1 P
- b‘*p“;;, ov(d*, 4%+,

puisque ]Eéi’f+1 = oPTIE g = (.
D’apres le Lemme 2.3. il existe des constantes Cgpy1 telles que

2p+1
Cov(620+1,6271) = Y Cop1 4[Cov (ni, 8ng) o 2725,
k=0
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En appliquant le lemme 2.14. avec r = 2p + 1, nous obtenons

4p n—1ln-1

n _
Copr gz D _IC0v(8ni, 61" 0n)PH7F — 0, VE€{L,2,..2p+1}.
o §=04=0

Ceci entraine

i 2
/0 (bix,g(t))zpﬂ it 29 ¢ (2.23)
n

Puisque les suites (M,ffzp 11)n>1 sont bornées, la suite dp, Pest aussi.
Ceci, les relations (2.22) et (2.23) nous permettent d’appliquer le Lemme 2.5.
avec Y, = [y (2 X5 (2))#*1 dt et dy = (M;})P+! — (M7 )%+1),

Par conséquent nous avons bien

1
/ (-Xa0)% dt 25 o,
0

n n—o0

Ce qui nous donne la convergence presque siire des moments d’ordre impair
de la suite #;X{L vers les moments d’ordre impair de Z.
L’étape 2 est achevée.

Etape 3 : Il nous reste & montrer

1(1X’(t)> dt ¥% E(2)

o \bn n 4+ noeo +°
D’apres I’étape 1, nous avons

Ml x o 2 E2p
g K] A T B2

br
donc nous avons presque sirement
1 | 1 , 2
sup Ian(t)i dt < 00.
n 0 i

Ceci entraine que les suites ((£X;,) ;t) ., Sont p.s. uniformément intégrable
n n

sur ([0,1], Bpo,135 A).

De plus d’aprés les étapes 1 et 2 nous avons presque siirement
Ly L4 g1
bn,

n—ro0

Les fonctions z — {z), étant continues presque partout sur R nous avons
presque slirement

1 ! [071] -1
(E;Xn)i 7:30 (@ ):t

Or il est bien connu (voir {21}, par exemple) que si {¥,}n>1 et ¥ sont des
variables aléatoires sur un espace probabilisé (€2, A, IP) telles que
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1., = Y,
n—00
2. La suite {Yn}n>1 est uniformément intégrable.
Alors E(Y,) — E(Y).
n—ro0

Par conséquent nous avons directement

1
1 ; p.s.
/O (-b—n-Xn(s))ids 2% B (2),. (2.24)
Ceci achéve Pétape 3 et donc la preuve du Théoréme. ]

Extension : une loi forte des grands nombres Au cours des étapes 1 et
2 de la preuve de ce théoréme, nous avons donc établi la convergence presque
stire des moments de rX’ en tant que suite de variables aléatoires sur
(10,1}, Big,1),A) vers les moments d’une variable aléatoire gaussienne centrée
réduite. C'est-a-dire nous avons montré que pour chaque k € IN,

1
1 1 k p-s. k
/0 [EXn(t)] dt = W2~

Autrement dit, en tenant compte de la relation (2.24) que nous venons d’éta-
blir, nous avons démontré

n—1
1 ps, ;
" 'E_ h(&n) — Eh(Z), (2.25)

avec h(t) = (t), ou h(t) = t, k€ Net £y =076, i€ {0,1,..,n — 1}.
Ainsi nous avons établi une loi forte des grands nombres pour certaines fonc-
tionnelles d'une suite triangulaire de variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites identiquement distribuées dépendantes. La condition requise dans
I'énoncé du Théoréme 2.9. (Hy ou Hy), n'est autre que la décroissance suf-
fisamment rapide des covariances des variables aléatoires ({ni);, c’est & dire
une dépendance faible.

2.3.2 Conditions suffisantes.

On discute & présent des conditions suffisantes portant sur la fonction
v(t) pour que 'une ou 'autre des hypothéses du Théoréme 2.9. soit vérifice.

Proposition 2.16 Soit X = {X(t),t € [0,1]}, un processus gaussien centré
& accroissements stationnaires, soit X, la suite des approzimations polygo-
nales de X,
1) Supposons que v soit dérivable et o €]0,1] tel que wy(h) = O(h%)
quand h — 0. Alors
a) Siv'(0) # 0, la condition Hy est vérifiée.
b) Siv'(0) =0 et ¢’il existe une constanie Oy > 0 et § € (0, of tels que
v'(h) > CYKB, la condition Hy est vérifide.



2.3, CONVERGENCE DES REARRANGEMENTS CONVEXES 43

2) Supposons que pour un d > 0, v" existe sur]0, 8] et qu’il eziste Cp > 0 et
v €]0,1[ tels que v" (k) ~ Coh™7"1 qu voisinage de 0 alors la condition
H; est vérifiée.

Preuve : Effectuons d’abord le calcul suivant
_ etk
Tnk = D n
ket

k
k3
/ v'(t
k k-1
k43
P 1

[ SRS
QU
o
|

ER
c\
S
u
£

DR

Distinguons les cas suivants :

1. Supposons que v soit dérivable et qu’il existe & €]0, 1] tel que wy (h) =
O(h®) quand h — 0, alors nous pouvons exhiber une constante C > 0 telle

que
1 C
[ynkl < 2—%'( )<

’
D’autre part, nous avons g2 = v(%) ~ %92. Par conséquent,

a) Siv'(0) = C' #0, alors

K
< =,
- (1

ol K = %
Ainsi H; est vérifiée.

b) Si v'(0) = 0 et v'(h) > CyhP, alors o2 > fo syds > m—*— pour n
suffisamment grand et donc nous avons

C
- C’ln"‘_ﬁ.

Tn,k

Alinsi Hy est vérifiée.

2. Si 2) est vrale, & partir de

Tk = / / du df

k+1

1 (5%
il < 3 [ 1" (@]

n

on montre que
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L’hypothése v”(t) ~ Cot~(7*1) nous donne, par minoration, l'existence d’une
constante C. telle que
1 c,

m=v(=) 2

- = (2.26)

Soit € > 0 suffisamment petit, considérons alors deux cas.
Cas1:1<k<ne

Dans ce cas, —f; < e, v"'(t) existe et par hypothése v"(t) ~ Cat~(7+D),
On a alors pour une certaine constante M,

kbl
el < M/ i
n Je-1
< Mk _._1)*%1
- n?' n
< 2M 1

D’aprés 'inégalité (2.26) il existe une constante B; telle que

By
S =

Tn.k
2
On

Ainsi Hy est vérifiée.

Cas 2:ne<k <n.
La fonction v/(t) est bornée sur [e, 1], on a donc pour une certaine constante

C,

kil

[ wo-vie- e

n

|
B =

h’n,k'

<

S|

Donc par (2.26), on établit existence d’une constante Bs telle que

Irk

B
< D2
o

_n.y7

d’ott la condition Hj. ]



2.3. CONVERGENCE DES REARRANGEMENTS CONVEXES 45

2.3.3 Exemples

Exemple 2.17 On considére le processus du mouvement brownien fraction-
naire W%(t) o0 0 < o < 1 c’est & dire le processus gaussien centré de fonction
de covariance 1

K(t,s) = 5[{"“ + 5% — |t — 5%].

W(t) est un processus gaussien a accroissements stationnaires et
o(t) = BE|Wo(t + s) - W(s)[? = £**.

D’aprés la Proposition 2.16.,
Cas 1:5i0 <« < 4, alors We(t) vérifie 'hypothése Hy.
Cas 2 : Si 1 <a <1, We(t) vérifie 'hypothése Hy.
Par conséquent presque strement Vi € [0,1]
1 b
—— a -
nl—aVW" (t) e d ; b7 (s) ds.

Comportement du réarrangement convexe pour aipha=0.5

0.1

c.0

-0
N

VX_N@Mnn{0.5)

F1¢. 2.1 - Réarrangements convexes du mouvement brownien

Pour illustrer cet exemple nous proposons le graphique ci-dessus qui si-
tue la courbe des réarrangements convexes par rapport & la courbe limite
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L{t) = fot ®~1(s) ds pour plusieurs valeurs de n. Nous avons simulé le proces-
sus du mouvement brownien (¢ = 0.5) en utilisant la procédure de Levinson
disponible sur Scilab (cf Chapitre 5). Nous avons ainsi obtenu des échan-
tillons aléatoires de tailles r» = 100, 500 et 1000. Puis nous avons appliqué le
procédé de réarrangements convexes & ces trois trajectoires discrétisées. La
fonction limite L(t) est tracé en ligne continue sur le dessin, nous constatons
la convergence de la suite nll—& V X, (2) vers L(2).

Exemple 2.18 On considére le processus gaussien V*(t) = e W3, ou
W% 0 < a <1, est le mouvement brownien fractionnaire.
V<(t) est un processus stationnaire, de fonction de covariance

R(t) = cosh 2t — 227} | sinh 2.

Remarquons que V(t) n’est autre que le processus de Ornstein-Uhlenbeck.
D’aprés la Proposition 2.16.,
Cas 1:5i0 < a < %, Vo(t) vérifie 'hypothése Hy.
Cas 2 : Si § < a < 1, V(¢) vérifie 'hypothese Ho.
De plus on vérifie que 2(1 — R(2)) ~ 22*n=2% d’ou presque slrement pour
chaque t € [0,1],
1 L
(s - 3
———2anl_aVVn(t) =2 A @'(s) ds.
Exemple 2.19 On considére X = {X = (t),t € [0,1]} un processus gaus-
sien stationnaire dont la fonction de covariance est R(t) = exp(—C|t|*®),
a €)0,1[.
Nous avons v(t) = E(X (£) — X(0))? = 2(1 — R(¢)) o 201t|%e.
—
D’aprés la Proposition 2.16.,
Cas1:Si0<a< %, alors X vérifie ’hypothése Hs.
Cas 2 : Si % <a <1, X vérifie 'hypothese Hy.
Finalement nous avons p.s., Vi € [0, 1],

1 v
——\/van(t) n::o A o (S) ds.

2.3.4 Cas du lissage par convolution

Considérons & présent (X}, les approximations par convolution d'un
processus & accroissements stationnaires X avec la fonction . définie au
cours du chapitre 1. Dans [8], Azais et Wschebor établissent la convergence
presque stre faible des dérivées (X]), convenablement normalisées ainsi que
la convergence presque sfire de leurs moments en tant que variables aléatoires
sur ([0,1], Bg 1}, A)- Ceci est formulé dans le théoréme suivant

Théoréme 2.20 Soit, {X(t),t € [0,1]} un processus gaussien & accrois-
sements stationnaires et soit X, = 1 * X, une régularisation de X par
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produit de convolution avec e approzimation de l'unité telle que Ve > 0,
Ye(t) = %w(é), 1 étant une fonction fizée & variation bornée, a support com-
pact et vérifiant f]R P(t) dt = 1. Supposons que les deus hypothéses suivantes
soient vérifiées :

Hj : La fonction v est deuzx fois différentiable en dehors de lorigine et il
existe une constante Cy > 0, une fonction Ly décroissante & variation
lente en 0 et a €]0,1] tels que pour chague t € [0,1], on ait u"(t)] <
Crlt** 2L (1) ;

Hy : Il existe une constante Cy > 0 et une fonction Ly & variation lente
en 0, bornée tels que v(e) o Cae® Ly (e).

Alors nous avons
. lr ¢ ' k p.s, k N ~
i) Pour toutk € N, f; (e X1)) dt;:)—())IEZ , o8 Z~N(@O,1),

ii) Pour tout ¢ € R*, Mt € [0, 1]|35 X((¢t) < z) ”:: P(Z < 7).
€

Nous déduisons de ce résultat la convergence presque sire des suites de
réarrangements convexes engendrées par le lissage par convolution

Corollaire 2.21 Soit X = {X(1),t € [0,1]}, un processus gaussien ¢ ac-
craissements stationnairves et soit (X.),, € > 0, lo suite de régularisation
obtenue par convolution de X avec la fonction ¢ définie précédemment. Sup-
posons que X vérifie les hypothéses Hy et Hy du théoréme précédent, alors
nous avons presque sirement pour chague t € [0, 1],

lyx {t) — /tqu( )d
be N a0 Jo 8) a5

ot be = v(e)%e“l.

Preuve : Le résultat ii) du Théoréme 2.20. est équivalent a

1 104 21
P, XL 2o (2.27)

De plus le résultat i) du Théorgme 2.20. entraine que la suite (bl—EXé)E est
uniformément intégrable sur ({0, 1], Bjg 1), A) et de la méme fagon que dans
létape 3 de la preuve du Théoréme 2.9., nous pouvons en déduire

! 4 p-s ! -1
/0 (E;Xe(t))idt;—a /0 (@1(0), dt. (2.28)

D’aprés le Théoreme 1.13., les relations (2.27) et (2.28) sont les deux condi-
tions suffisantes pour conclure. n
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Chapitre 3

Cas des processus de
It6-Wiener

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au comportement asymptotique
des suites de réarrangements convexes des approximations polygonales des
processus de type diffusion ou processus de It6-Wiener (dans la termino-
logie de Liptser et Shyriaev [50]) c’est & dire des martingales browniennes
fot b(s) dW, , b étant un processus presque slrement de carré intégrable sur
[0,1] adapté 4 la filtration engendrée par le mouvement brownien W, auquel
on ajoute un terme fot a(s)ds ol a est un processus presque strement inté-
grable sur [0, 1].

En utilisant des techniques adaptées aux martingales de carré intégrable,
complétement différentes de celles employées pour les processus gaussiens,
nous montrerons que sous une hypothése un peu plus forte d’intégrabilité du
coefficient b, ces suites de réarrangements convexes convergent presque stire-
ment vers les fonctions convexes t — fot F;1(s) ds avec Fy(z) = fol By () dt
oll @y est la distribution gaussienne centrée de variance b2(t). A la diffe-
rence des cas étudiés précédemment, il apparait que la limite est aléatoire.

Ce chapitre s’ouvre sur des résultats préliminaires (section 2) dont cer-
tains sont bien connus et qui seront nécessaires pour démontrer le résultat
principal, en particulier nous prouvons un résultat de convergence presque
stire des sommes des variations quadratiques pour des martingales brow-
niennes. La section 3 est consacrée 3 1’énoncé et & la preuve du résultat
concernant la convergence presque stire des suites de réarrangements convexes
de processus de It6-Wiener, dans le cas d’approximation polygonale et éga-
lement dans le cas d’approximation par convolution. Enfin nous soulignons
les liens de notre étude avec les résultats de Azais et Wschebor [8], notam-

49
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ment en ce qui concerne ’approximation presque sire faible de la mesure
d’occupation.

3.2 Résultats préliminaires

Nous présentons une série d’outils que nous utiliserons au cours des dé-
monstrations des principaux résultats.

3.2.1 TUne inégalité pour la métrique de Lévy-Prokhorov

Nous rappelons d’abord la définition de la métrique de Lévy-Prokhorov
[69] qui métrise la topologie de la convergence faible.

Définition 3.1 Soit (S,d) un espace métrique complet séparable et P la
classe des mesures de probabilités sur (S, d).

Pour chaque borélien D de (S,d) et Ve > 0 on pose D¢ = {z : d(D,z) < €}.
La métrigue n(P,Q; D) = inf{e : P(D) < Q(D)+¢,YD € D} ou P,Q € P et
D est ensemble des boréliens de S, est appelée métrigue de Lévy-Prokhorov.

Nous proposons alors le résultat suivant

Lemme 3.2 Soient £ et { deuz variables aléatoires sur un espace proba-
bilis¢ (Q, A, 1P), dont les lois de probabilités sont respectivement P et Pp.
Supposons que £ et ( possédent des moments d’ordres 2. Alors nous avons

linégalité suivante
7(Pe, ) £ VEI€~¢J%

O 7 est la métrique de Lévy-Prokhorov.

Preuve : Soit p>0,et A€ A,

1l

Pe(A) P{¢ € A}
P{ee A~ <pt+P{{€ 4|~ 2p}

P{Ce A}y +P{i¢ ~¢| 2 p}
2
P{ e 4} + = [‘p 4

IA

IA

Posons pg = {/IE|( — ¢|2. On a donc
Pe(A) S TP (A7) + po.

Ceci entraine 7(Pr, P;) < po. [ ]
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3.2.2 Inégalité de Burkholder

Nous énongons a présent un résultat bien connu concernant les martin-
gales dd & Burkholder [22],
Théoréme 3.3 Soit f = (f1, f2,...) une martingale sur un espace probabilisé
(A, A,P). Soitdy = fr,dz = fo— f1,... tels que fn =Y p_,dg,n > 1 et soit
Sa(f) = Xies dz]% Soit 1 < p < oo alors il existe une constante absolue

N, telle que
E|fnlP < NpESa(f)P

3.2.3 Une inégalité pour les moments de martingales brow-
niennes

Nous énongons I'inégalité suivante dont on peut trouver une justification
dans Pouvrage de Karatzas-Shreve [48].
Lemme 3.4 Soit W = {W;, 5,0 < t < T} le mouvement brownien stan-
dard unidimensionnel et soit b un processus mesurable adapté & Fy tel que
]EfOT Ib{s)?mds < 0o, ou T et m > 1 sont des réels. Alors

E ( /0 ' b(s) dW)*™ < m(2m — 1)1} /0 B [b(s)P™ dis.

3.2.4 Convergence presque stire des variations quadratiques

Pour terminer cette sous-section, nous proposons un résultat sur la conver-
gence presque siire des sommes de variations quadratiques de martingales
browniennes. Parmi les études de ce type, citons le célébre résultat de Bax-
ter [11] & propos des processus gaussiens et celui de Berman [16] concernant
les processus de diffusions.

Lemme 3.5 Soit & = fot b(s)dW,, t € [0,1] une martingale brownienne
ot b est un processus adapté & la filtration F; et il existe § > 0 tel que

ket
be L4+5([O, 1] x ). Définissons Vo, (&) = fi™ b(s) dWs, nous avons alors

n-1
Y ovEie 1bz(s) ds.
=0

—00 0

e 2 kw
Preuve : Posons au; = (f&“ b(s) dWS) — [.® ¥?(s)ds. Nous avons
n—-1 /.1 n—1 kjn-_l
Sviae - [Peas = X (Vo - [T #eds)
k=0 k=0 n
n-1

= Zank,

k=0

It
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Il nous faut donc montrer que
n—1
Y ank = 0. (3.1)
) n—oo

. . de
Pour établir ce résultat, nous montrerons que Spm ief S ieo Gnk est une

(Fm,m=0,1,..,n— 1)-martingale ot Fz = o(Wy,u < %) puis nous ap-
phquerons L megahte de Burkholder.
Enfin, nous conclurons par une majoration assez fine de Eaik.

Pour montrer que Sy, , est une F- m -martingale, il faut évidemment établir
que
E(Spm+1|Fm) = Spm.
Or il est clair que
]E(Sn)m+1‘.7:%) = E(Sn,m\f%) + ]E(Otnm‘f%).

Comme S, est ]—'%-mesurable nous avons ]E(Sn,,n]fg‘l) = Sp,m. Il reste
donc & montrer que

E(anmff%) =0.
Nous avons besoin du résultat bien connu suivant :
Lemme 3.6 Soit b un processus stochastique sur [0,T), T > 0, tel que Vt €
[0,77, b(t) est Fi-mesurable et p.s. fo b2(t) dt < oo alors ¥[u,v[C [0, T[ nous
avons

i) E[ £ b(t)dW ()| F.] =0,
i) E([ [ b(t)dW(t] |Fu) = [ IB[62 ()| Fy] dt.

Preuve : Pour une preuve détaiilée, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage
de Ghikman et Skorohod [37]. o

D’aprés Vassertion ii) de ce Lemme, nous avons bien
k41 L2351

E[(/& b(s)dWs)Q—L" b%(s) ds |7—'nm]

= 0.

i

E(anmlflx_)

Finalement pour chaque n fixé, Sy, est bien une Fm-martingale.

Appliquons & présent le Théoréme 3.3. 4 la .7-' m-martingale f; = Sp_1m
avec p = 2 4+ §/2. Nous obtenons alors Vexistence d’une constante Noyspo
telle que

n-1
S Noysp0 B ( ap
k=0

n—1

E ’ Z (o793
k=0

246/2 >1+5/4

(3.2)
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Rappelons ensuite le résultat suivant
Lemme 3.7 Soit (a;)o<i<n, une suite de nombres positifs et soit p > 1.

Alors nous avons
n—1

GLe)<ise

Preuve : Clest une conséquence de la convexité de la fonction f(z) = 2P
sur R*. ]

En appliquant ce lemme 2 la suite (2, ), avec p = 146/4, nous obtenons

n-l n—1
(?:_0 aik) i/ ( kz_o !ank|2+5/2) _ (3.3)

De (3.2) et (3.3) nous déduisons alors

146/4

= 2+6/2 5/4 - 246/2
E (Z |ank!> < Npysm™*E (Z e+ ) (3.4)
k=0 =0

Il est bien connu que si a,b € R alors Vp > 1 il existe une constante Ap telle
que |a — bP < Ap{|alP + bP). De ce fait, il est facile d’établir

+ E l ‘/&% b (s) ds!2+6/2).

D’une part le Lemme 3.4. avec m = 2 + §/2 entraine directement

IE]/

ot C5 = (24 §/2)(3 + §)+9/2,
D’autre part en utilisant 1'inégalité de Jensen nous avons

k+1 ktl
2+6/2 ™ 246/2
]EI/ s)ds ]E’n%/; bQ(s)dsi

bl

1 " 4+4
S WE/.& ‘b(S)I + ds

n

E [or [* /2<A2+5/2 ]El/

+
4+6
< Cs 1+mna:/ (s)[* ds,

Ainsi de Passertion (3.4) on déduit
n—1
E ‘ Z Qnk
k=0
ou K5 = Agi5/2Nay5/2(Cs + 1).
Le terme E fol |6(s)|**% ds est fini par hypothése et la convergence presque

siire de Z:;é ank découle alors du lemme de Borel-Cantelli.
Finalement (3.1) est établi. [ ]

22 _ s
1+§/4]E/ [b(s)["" ds,
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3.3 Convergence des réarrangements convexes

3.3.1 Théoréme limite presque sQr

Cette étude nous a amené & nous intéresser successivement au cas ou le
drift est nul puis au cas ol b n’est pas aléatoire et enfin au cas général. Nous
donnons le résultat sous la forme la plus générale :

Théoréme 3.8 Soit X; = fota(s) ds + fot b(s)dW,, t € [0,1] , un processus
de Ité-Wiener sur (2, A,TP) tel que

o Presque sirement a € L*[0,1];

o Le processus b est adapté ¢ la filtration Fy = o(W,, s < t) et il existe
§> 0 tel que E [ [b(s)I dW, < 0.

Soit X, = {X,(t),t € [0,1]}, la suite des approzimations polygonales de X
engendrées par les subdivisions uniformes de [0,1]. Alors presque sdrement
pour chaque t € [0,1] nous avons

1 t

—ﬁVXn(t) - i FY(s) ds, (3.5)

ot Fy(z) = fol Oy (z) dt, By étant la fonction de répartition d’une va-
riable aléatoire gaussienne centrée de variance b2(t).

Remarque 3.9 Nous remarquons immeédiatement que la courbe limite est
aléatoire ou pas suivant que b l’est ou non. Ceci différencie considérablement
ce résultat de ceux obtenus dans le cas des processus stables ou gaussiens. En
particulier il semble plus difficile d’utiliser ces résultats dans les problémes
d’estimation.

Preuve : Pour la preuve nous supposons dans un premier temps que a = 0,
c’est & dire nous commaencons par étudier le comportement asymptotique des
convexifications du processus X; = fot b(s) dW puis nous étendrons le résul-
tat au cas ot p.s. a € L}{0,1] en utilisant le Théoréme 1.8.

Comme dans la preuve du Théoréme 2.9., notre démonstration sera basée sur
le Théoréme 1.13., c’est-a-dire que nous chercherons & établir les deux condi-
tions suffisantes pour conclure & la convergence des suites de réarrangements
convexes (3.3). Ces conditions s’écrivent :

1
pa., ﬁX;,E"—iiF,;l, (3.6)
et
1 1
L p-s -1
/0 (ﬁXn(t»idtn:—go [ (E ) e (3.7)

La démonstration de (3.6) se fera en trois étapes :
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1 Cas out b est constante sur [0, 1].
2 Cas ou b est élémentaire.
3 Cas général : 36 > 0 tel que b€ L*T([0,1] x Q).

Nous étudierons chacun de ces cas pour établir (3.6), puis nous montrerons
(3.7).

1. b est constante Supposons que b(t) = B, t € [¢, d] ot ¢, d sont des réels
tels que ¢ < d et supposons que f est F.-mesurable. Alors nous avons

11
X(0) = [ b(s) W, = B (1) - W(e)

Ceci entrafne évidemment que ﬁX{L = —\%W,’L

Remarque 3.10 De la preuve du Théoréme 2.9. nous pouvons déduire que
pour chaque intervalle [¢,d] C [0,1], nous avons presque stirement

-1
’\{c,aU (\/—Wnﬂ{c,d‘) fgo (d— C)'Ya

ol - est la mesure gaussienne standard.

D’aprés cette remarque et le fait que B et W/ (1), t € [c, d], sont indépendantes
nous déduisons par le théoréme de Fubini que presque sfirement

-1
Nea(EWala) =, (@=ch, (38)

ol g est la mesure gaussienne associée & A(0, 52).
Ainsi nous avons presque stirement

TX’ L4 (d- ot

Lorsque ¢ = 0 et d = 1, nous avons bien (3.6).

2. b élémentaire On considére by une fonction aléatoire élémentaire sur
0, } ‘est & dire

N-1

by (s) = Bolgoy + Y Bily, g p(5)

=0

ou 0 =1 <t <ty < .. < ty sont des points de Vintervalle [0,1] et
Bj, 7 €{0,..., N}, sont des variables aléatoires F; -mesurables.
Soit XN(t) = J;bn(s)dW; et soit X2 (t) la suite de ses approximations
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polygonales engendrées par les subdivisions uniformes.
Posons Ax; = [t;,t;41], il est clair que nous avons
Y g ti+

1, ovn~l = L onn Tt
A{o,u(:;;(-’% ) ) = ZO PYNW (%(Xn ) ) .
j=

La difficulté dans ce cas consiste & prendre en compte que généralement
les points t; ne coincident pas avec les points de la partition uniforme de
lintervalle [0, 1]. C’est pourquoi nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.11 Soient (f,) et (gy) des suites de fonctions réelles définies sur
un intervalle A = [e,d] ot ¢, d sont deuz réels tels que ¢ < d.

Supposons que fn(t) = gnlt) pour t € A, 08 Ay C A A, = [cp,dy]. SVl
existe une mesure finie p telle que )\[C,d]fn_l = p et sicp, = ¢, dy — d,

alors )\[c,d}g,jl = b

Preuve du Lemme : Introduisons la distance en variation totale,
Définition 3.12 Soit p une mesure signée sur (2, A). La variation totale

de la mesure 1, notée ||ul, .., est la quantité définie par

= su An)ls
164 (SAB;M( )l

le sup étant pris sur les partitions finies de 2.

1l est bien connu que la convergence en variation totale implique la conver-
gence faible. Ainsi le lemme sera démontré dés que nous aurons établi

' -1 .
[Xag7" = #llyar =2, -
Or nous avons

Ixafn ' = Aagn lper Aanfat + Aavanfn = 2angn ' = Aavangn .,

Aavanfa g + 1Xavangn l,,,
(d—¢c)— (dn — Cn)-

IA

Il

11 est clair que le membre de droite de la derniére inégalité tend vers 0 quand
n tend vers Vinfini. Ceci achéve la preuve du lemme. 0

Considérons alors I'intervalle Ay ;, 7 € {0,..., N}. La subdivision de Vinter-
valle [0,1] induit une subdivision de Vintervalle A; et 'existence de suites
cn{g) et dn(J) telles que cp(j) = t; et dn(F) = tj41 et {en(), dn(d)] C Any.
Nous appliquons le lemme précédent aux fonctions (XVTa, )n et X qui
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coincident sur P'intervalle [e,(7), dy (7). Le cas 1 nous permet donc d’affirmer
que Vj € {0,1,..., N} presque sirement
1 Ny L
Mo (V) = Bwsbuag

Par conséquent nous avons presque srement

Ao, (% (x)')

La fonction de répartition F, du mélange fo ')’b\lfs) ds, ot Yy, (s €5t la me-
sure gaussienne associée a la distribution N (0 b3,), est un mélange de fonc-
tions de répartitions gaussiennes, Fy, (z) = fD @y(5)(2) ds.

Ainsi (3.9) est équivalent & la relation suivante :

-1 N-1 1
= Z%!AN,;'HW:/O Ton(s)ds. (3.9)
]:

p.S., 7(XN) F‘ (3.10)

Par conséquent la relation (3.6) est vérifi¢e dans le cas 2.

3. Soit b un processus stochastique sur [0,1] et § > 0 tels que b soit adapté
a la filtration F, et b € L*9([0,1] x Q). Un argument de densité des fonc-
tions élémentaires nous permet d’affirmer qu’il existe une suite de fonctions
élementaires (by) 5y telle que [|b— bN“4+6n1’;’00-

Posons &, = %Xﬁ Nous devons montrer

.5, & @Fb_l. (3.11)

On considére la métrique 7 sur (R,] {) et pour simplifier Pécriture nous
posons n, = Fb_l. 11 est clair que (3.11) est équivalent &

(&, m) 73, 0- (3.12)

Evidemment nous avons

( Y nb) < W(f’mén ) + 7((5,1 777b1v) + W(nvanb)
X7N\ Moy = Fijl.

Ainsi (3.11) sera démontré dés que nous aurons établi les assertions sui-
vantes :

. ~Ny -5y " P,
y 77(571591):;’0 §(N), ou 5(N)N:Zc

i) m(EN, my) 2% 0, uniformément en N.
n—-o0
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iii) (Wbmﬂb) 25 0.
00

Nous remarquons d’abord que ii) est une conséquence directe de la relation
(3.10) du cas 2

D’autre part, assertion i) est une conséquence des Lemmes 3.2 et 3.5.
En effet, par définition nous avons

1 n—1 k_jzi 2
[ e -ewra=3Y| [ bo-o)ar
0 k=0 ‘7w

Par ailleurs d’aprés le lemme 3.2 nous avons l'inégalité suivante

T(éns6) < M/ - &N (B dt. (3.13)

De plus le Lemme 3.5 entraine

n-1 k41

Zl/ t) — by (t)) dW; i Hb—bNH2 (3.14)

Par hypothése ||b — bNﬂg tend vers 0 quand N tend vers linfini. Par consé-
quent, les relations (3.13) et (3.14) entrainent i).

Enfin pour établir iii}, nous allons montrer, de fagon équivalente, que
presque sGrement

0, -
Mo [_)] - (3.15)

C’est pourquoi nous avons besoin du résultat suivant :

Lemme 3.13 Sotent b, (by)n>1 des suites de fonctions positives réelles défi-
nies sur [0,1]. Nous notons 73 Pn les mesures de probabzlztes assoczees auz
fonctions de répartitions G{z) = fo Dy (z) dt, Gplz) = fo Oy (1) (2) dt,

z € R. Supposons que
L2[0,1]
by S g,

n—eo

alors

Pn = P.

=0

Preuve : Cas particulier : Supposons que by %&) b, alors pour chaque
n—00

fonction continue bornée f : IR — IR, le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue nous assure que

fRfdGn = fol(fqu’bn(t)) dt — fol(ffd@b(t)) dt = fRf dG.
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Ceci entraine

Pp = P.

Cas général : Il suflit de prouver que chaque sous-suite (ng) C IN contient
une sous-suite {ng,;} C (ny) telle que

P(nki) =P, i —>00.

2[]

Par hypothése nous avons b,, — - b, donc il existe une sous-suite (ng,) C
n

(nx) pour laquelle
bn, 25 b

i n—oo

D’aprés le cas particulier, nous avons donc P,,, == P et la preuve du lemme
est achevée. o

Nous pouvons appliquer directement ce lemme, il est clair que (3.15) (et
donc iii)) est une conséquence directe de ce résultat.

Finalement nous avons bien établi (3.11), donc nous pouvons conclure
que (3.6) est vrai pour b € L*9([0,1] x Q).

Pour conclure il reste & démontrer(3.7).
11 est évident que

;I Z el X)

D’apres le Lemme 3.5.,

ZV"Q,C(X "p_joo/ b (s) ds.

k=0

Par hypothése nous avons presque stirement fo b%(s) ds < oo, car presque
strement b € L2[0, 1].
Ceci entralne que presque strement,

sup/ I——X’ dtgoo.

Donc les suites (:/%X;L)i sont presque stirement uniformément intégrables.
Nous raisonnons alors comme dans ’étape 3 de la preuve du Théoréme 2.9. et
nous déduisons (3.7} de la convergence presque sire faible (3.6). Ceci achéve
la preuve du Théoréme dans le cas ot a = 0.
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Etudions & présent le cas plus général on presque stirement a € L0, 1].
Par définition nous pouvons écrire le processus X comme la somme de deux

processus ¢ et f ou
t
=/ b(s) dW (s)
0

C~(t)=/0 a(s) ds.

et

D’aprés la démonstration du cas ¢ = 0, nous avons donc

p.s. Yt € 0,1, -\}_-T;Vgn(t) s /Ot FyY(s)ds. (3.16)
D’autre part nous avons
= Bl gk 1ol R
fﬂc( -0 < 75;%/ la(s)] ds
1
= %Ha!ll-

Le membre de droite de l'inégalité tend presque stirement vers 0 quand n
tend vers Vinfini prisque p.s., a € L*[0, 1]. Donc nous avons

—

n—

Lokt 5)1 23, (3.17)
\/nk=0r n n n—oo

Directement les assertions (3.16) et (3.17) permettent d’appliquer le Théo-
réme 1.8. et donc de conclure que

1 t
ps, VD, =VXL0) = | FyY(s)ds.

Ainsi la preuve du Théoréme 3.8. est achevée. n

3.3.2 Cas particuliers

Remarque 3.14 (Mouvement Brownien) Le mouvement brownien est
un exemple simple de processus de It6-Wiener, puisque c’est le cas pour
lequel a = 0 et b = 1 sur [0, 1]. Le résultat concernant la convergence presque
sire des convexifications engendrées par ses approximations polygonales vers
la fonction convexe déterministe ¢ — fo 1(s)ds (Théoréme 1.18.) est tout
a fait compatible avec le Théoréme 3.8.



3.3. CONVERGENCE DES REARRANGEMENTS CONVEXES 61

Remarque 3.15 (Mouvement brownien changé de temps) Considé-
rons & présent le cas ol b est déterministe et constant (4.e. b ne dépend ni de
wni det) et a = 0. Dans ce cas X; = fo {s) dW (s) est un processus gaussien
dont la fonction de covariance est R(t,s) = fgmm{t s} b?(s) ds. On peut voir
X; comme un mouvement brownien changé de temps c’est-d~dire que 'on
peut D'écrire sous la forme X; = W(F(t)) ou F(t fo b% d). Sous I'hypo-
thése un peu plus forte ot Vp < oo, b € LP[0,1], 11 est possible de démontrer
la convergence presque sire des moments des accroissements normalisés du
processus X, et d’en déduire la convergence presque siire pour chaque t de
la suite \/I—VX (t) vers fo ~1(s)ds en employant la méthode suivie pour
les processus gaussiens dans le chapitre 2.

3.3.3 Cas du lissage par convolution

Dans [8], Azais et Wschebor étudient au moyen des approxunatxons par
convolution, les oscillations des processus du type X(t) = fo b(s) dW (s)
avec b adapté a la tribu engendrée par le mouvement brownien et p.s., b €
Lo, 1].

Soit X, = % * X une régularisation de X par produit de convolution avec 1,
approximation de 'unité telle que 1e(t) = 2¢(t),e > 0 ot est une fonction
fixée & variation bornée et & support compact telle que fR t)dt = 1. Azals
et Wschebor ont établi, entre autres, le résultat suivant

Théoréme 3.16 Soit X un processus du type décrit ci-dessus, soit X, le
processus obtenu par convolution avec 1 comme ci-dessus. Nous avons les
relations suivantes :

.5, ﬁXé(t)%%Fb‘l, (3.18)
et
/l\/_X’(t|dt /1F (s)] ds. (3.19)

Nous pouvons en déduire le résultat suivant.

Corollaire 3.17 Soit X un processus de Ité-Wiener tel que Xy = fo s)ds+
fot b(s)dW (s), ot b est un processus adapté & la filtration (Fy) ou ’ft =
o(Ws,s < t) tel que presque sdrement b € L™([0,1]) et presque strement
a € L1[0,1]. Alors nous avons presque siirement pour chaque ¢ € 0,1,

VeV X, (¢ ———) / 3) ds,

ou Fy(z) = fol q)b(t)(z) dt
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Preuve : Par définition on peut écrire le processus X comme la somme de
deux processus £ et £ oll

et

L’assertion (3.18) nous permet de vérifier la condition 2.a du Théoréme 1.13.,
tandis que l’assertion (3.19) et le fait que v/e(X(1)—X(0)) e 0 entrainent
€

que la condition 2.5’ du Théoreéme 1.13. est vérifiée.
Par conséquent nous avons

ps. Vi€ [0,1), VeVE(t) — /OFb‘l(s)ds‘ (3.20)

De plus I'hypothése p.s. a € L]0, 1] entraine que
Vel&l, — o (3.21)

0
En effet dans ce cas &'(¢) = a(t) ce qui entraine ]@Hl = |lal;. Les relations
(3.20) et (3.21) permettent d’appliquer le Théoréme 1.10. et de conclure. m

3.4 Approximation presque siire faible de la mesure
d’occupation

Dans cette section nous exploitons P'ensemble des résultats précédents
(1.7), (2.4) et (3.6) qui concernent la convergence presque stre faible des os-
cillations en tant rque variables aléatoires sur ([0, 1], By 1), A) pour proposer
une approximation presque stre faible de la mesure d’occupation & partir du
nombre de franchissements. Wschebor dans le cas du mouvement brownien
[67] puis Azals et Wschebor pour une large classe de processus gaussiens, les
processus a-stables (1 < a < 2} et les martingales browniennes [8] déduisent
de leurs résultats concernant les oscillations, une approximation presque stre
faible de la mesure d’occupation en utilisant le nombre de franchissements
de niveaux par des processus régularisés par convolution. Il est a noter que le
résultat concernant les martingales browniennes a été étendu, en un certain
sens, par les mémes auteurs a l’ensemble des martingales continues [9].

En reprenant les arguments utilisés dans les travaux précités, nous allons
déduire le méme type d’approximation pour la mesure d’occupation mais
avec des processus régularisés par approximations polygonales sur la subdi-
vision uniforme au lieu de régularisations par convolution.
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Soit g(t), une fonction réelle sur un intervalle I. La mesure d’occupa-
tion de la fonction g est définie par

pe,1(B) = Mt € I,9(t) € B},

ol B est un borélien de IR. De plus le nombre de franchissements d’un
niveau u € R par la fonction g est défini par

Ni(I) = #{t € I,9(t) = u}.

Si X est un processus stochastique sur I, lorsque ux est absolument continue
par rapport 4 la mesure de Lebesgue, la dérivée de Radon-Nikodym de px
au point © n’est autre que le temps local L¥ {11, 1) {ou densité d’occupation).

De nombreux travaux ([4], [6], [7], [18]) traitent déja de 'approximation
du temps local LX(u,.) de tels processus stochastiques X par le nombre
de franchissements convenablement normalisé N¥¢(u,.) des régularisations
X, et mettent en évidence la convergence dans les espaces LP(§), A, IP) pour
chaque niveau du processus. Les résultats obtenus sur la mesure d’occupation
par Azais et Wschebor [8] dans le cas d’approximations par convolution, que
nous retrouvons ici dans le cas d’approximations polygonales, ont ’avantage
d’étre presque sirs et de ne pas nécessiter l'existence du temps local, par
contre nous n’obtenons que la convergence faible des mesures au lieu de la
convergence pour chaque niveau.

Si X désigne un processus a-stable d’indice 1 < « < 2, un processus
gaussien & accroissements stationnaires vérifiant 'une des hypothéses H,
et Hy du chapitre 2 ou un processus de 1td-Wiener tel que nous lavons
defini dans ’énoncé du Théoréme 3.8. et si X, désigne sa régularisation par
approximation polygonale sur la subdivision uniforme, nous pouvons établir
le résultat suivant :

Théoréme 3.18 En reprenant les hypothéses des théorémes 1.15., 2.9. et
3.8., presque sdrement pour toute fonction continue f : R — R, nous avons

+o00 1 pto0
Z [T mae = [ swbelsxena, (2)

Tn J-

avec
o 7, =n 5 (E X&) — X)), C = V5 et b(t) =1 dans le cas od X
est un processus gaussien,
e, =n, C= \/g et b est le coefficient de Uintégrale stochastique
dons le cas ot X est une martingaole brownienne,
o =nl"%, C = E[X1)|" et b(t) = 1 dans le cas ot X est un
processus a-stable, 1 < a < 2.
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Preuve : Soulignons que la preuve est due a Azais et Wschebor [8] puisque
nous reprenons leur démonstration étape par étape, notre contribution étant
réduite aux résultats sur la convergence faible des dérivées des régularisations
par approximation polygonale normalisées :

1 0,1 ,_

—x;, 2 57

T‘n n—00
ou f = ®,F, ou D, selon que X est un processus gaussien, une martin-
gale brownienne ou un _processus a-stable avec 7, valant respectivement

nTHEX(E) - XO)P)%, Vi, 07w

Pour la démonstration nous utilisons 'égalité suivante due & Nualart et
Wschebor [55] :
Pour tout intervalle borné I de IR, pour toute fonction f : R — R continue
et g: R — R, C!, nous avons

+o0 .
/ F@)NI(I) du = /, [lo@llg' (0 dt.

—0Q0
Cette inégalité entraine que pour toute fonction continue f: R —> R nous
avons
c

Tn J—oo

1
" )N ([0,1]) du -C— /0 X)) X0 (0)] de

! 1
= ’I‘g/ [f(){n(t)) - f{){(t))HX;l(i) gt
n Jo

C 1
+ [ pxamuxs o)
n Jo
D’apreés les relations (1.8), (2.5) et (3.5), fo | X7, (¢)| dt est presque stre-
ment borné pour chacune des trois classes de Processus.

La continuité de f, le fait que X et de X, soient presque srement uni-
formément bornés et le fait que presque strement, ;C: fol | X7 (t)] dt soit borné
entrainent que presque siirement le premier terme du membre de droite de
la derniére égalité tend vers 0 quand n tend vers U'infini.

D’autre part, des relations (1.8), (2.5) et (3.7) on peut déduire que
presque sirement pour chaque intervalle I C [0, 1], nous avons

1, 1
Jimxwia = & [poia

Par conséquent pour toute fonction g{t) qui est limite uniforme de combi-
naisons linéaires d’indicatrices, nous avons presque sirement

/ |—X’ |dt——>/ HIb()] dt.
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En particulier, c’est le cas de la fonction g(t) = f(X (¢)) puisque f est conti-
nue et que X () est presque strement cadlag.
Par conséquent le second membre de 1'égalité tend vers fol F(X(@®)]b(t)| dt

qui, par définition, est égal a fol f_“L;o F)b(t)| px (dt, du). ]
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Chapitre 4

Cas des processus
multidimensionnels

4.1 Introduction

Au cours des chapitres précédents, nous avons établi la convergence
presque sire de suites de courbes convexes aléatoires formées a partir des
approximations polygonales des trajectoires de processus & valeurs dans R.
Dans ce chapitre nous étendons, en un certain sens, la notion de réarrange-
ment convexe aux processus & valeurs dans RY, d > 1.

Dans cette optique nous reprenons idée de Davydov et Vershik [32]
qui ont établi les liens du procédé de convexification avec l’étude des zo-
notopes dans le cas des marches aléatoires d-dimensionnelles. Nous préci-
serons la nature de ces liens dans la suite du chapitre. Nous remarquons
que pour presque chaque trajectoire la suite de zonotopes aléatoires en-
gendrée par les accroissements normalisés du processus X c'est & dire les
somumes de Minkowski des segments [0, Xpx], avec Xpx = (£, B) € R ot
Bk = [X(EL) — X(£)]b, " sont des variables aléatoires d-dimensionnelles
convenablement normalisées, converge au sens de Hausdorff vers un zonoide.
Cette limite conserve en quelque sorte certaines propriétés remarquées dans
le cas uni-dimensionnel. En particulier dans le cas gaussien ou strictement
a-stable ce zonoide n’est pas aléatoire.

Dans la section 2 nous présentons quelques outils concernant la théorie
des ensembles convexes afin de formuler le probléme puis, dans la section 3,
nous établissons un résultat sur la convergence de suites de tels ensembles,
sous la métrique de Hausdorff. Enfin dans la section 4 nous appliquons ce
résultat aux suites de zonotopes engendrées par les X,,; et nous en déduisons
un théoréme limite presque sr, puis nous abordons le probléme d’identifi-
cation de la limite dans le cas gaussien.
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4.2 Rappels sur les ensembles convexes

4.2.1 Geénéralités

Nous poursuivons par quelques indispensables rappels sur les ensembles
convexes en nous inspirant assez largement de I'ouvrage de Schneider [62] et
de Varticle de Vitale [65] auxquels nous renvoyons le lecteur pour les diffé-
rentes preuves.

Dans tout ce qui suit, nous nous plagons dans l'espace R, ¢ > 1 muni
du produit scalaire euclidien -, ).
Soit (K, p) l'espace des sous-ensembles convexes compacts de IR? muni de la
métrique de Hausdorft ;

p(K1, K3} =max{ sup inf |21 — 22|, sup inf |z1— 22},
16Ky 12€K2 z€K, T1EK)
pour tout couple (K71, K») d’éléements de K.

Définition 4.1 La somme de Minkowski (ou somme vectorielle) de deur
ensembles quelconques A et B de RY est définie par

A+B={zlz=24+y, z€ A, yc B}.

Définition 4.2 Soit K un ensemble convere compact de RY. La fonction
support de K est définie par

hi(u) = sup{{z,u) |z € K}, uveRI\{0}.

Pour chaque éiément K de K on note Mg(-), la restriction de la fonction
support hg (- & la sphére unité ST~1. Cette fonction My () est appelée fonc-
tion de Minkowski de ’ensemble K.

Remarque 4.3 Soit K un ensemble conveze compact de RY et hy () sa
fonction support alors K vérifie :

K = {z(@,u) < hyc(u), Yo € RI\{0}}.

Alnsi un ensemble convexe compact est complétement déterminé par sa fonc-
tion support. De sorte qu’on peut exprimer la somme de Minkowski de tels
ensembles par leurs fonctions supports.

Pour tout élément K de (K, p), notons [[K|| = p(&, {0}).

Proposition 4.4 La fonction support vérifie les propriétés suivantes :
KCL<<hg<hg.
K =L hg =hy.

hox = ahg, a0

[

W

. hgir=hg + hr.
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La fonction de Minkowski posséde les propriétés supplémentaires suivantes :
5. |Mx (u) = Mg ()] < | Klllu —o/[], w,u’ € §471.
6. p(K, L) = supyega- {| Mg () — Mr(w)]}.
7. Ky n:p& K si et seulement si My, converge uniformément vers My .

Enfin nous énongons le théoréme de Blaschke (voir [62]) sur les suites d’élé-
ment de K.

Théoréme 4.5 De toute suite bornée d’ensemble convezes, on peut extraire
une sous-suite convergeant vers un ensemble convere.

4.2.2 Notion de zonotope

Nous allons introduire & présent 'outil principal que nous utilisons pour
étudier la convexification en dimension g : le zonotope.
Avant de définir cet objet, il nous semble utile de rappeler la définition d’un
polytope.
Définition 4.6 Un polytope est une partie de R qui est I’enveloppe conveze
d’un ensemble fini de points.
De facon équivalente, un polytope est défini comme une partie bornée de RY,
intersection de demi-espaces fermés.
Enongons & présent le définition du zonotope.
Définition 4.7 Un zonotope est un polytope défini par la somme de Min-
kowski de segments de droites fermés.
Ces polytopes ont fait l'objet de nombreuses études particuliérement les zo-
notopes de dimension 2 et 3 appelés respectivement zonogones et zonoédres
{voir [24], par exemple).
Remarque 4.8 Les zonotopes apparaissent dans des domaines d’applica-
tions tels que :
- Péconomie ou les productions possibles d’un groupe d’entreprise sont mo-
délisés par un zonotope ( voir [41], par exemple)
- le probléme de pavage ( voir [24], par exemple).
Définition 4.9 Un zonoide dans R? est la limite, sous la métrique de
Hausdorff, d’une suite de zonotopes de RY.

Définition 4.10 Le segment de bornes 0 et 2 de RY est définie par
0,2] = {z |z =082 0<pB<1}.

Définition 4.11 Soient 1,29, ...,2, € RY. Le zonotope associé & ces élé-

ments s’écrit : R

Z(21,32, -, Tp) — )_1U, i),
i=1

ot la somme est prise au sens de Minkowski.
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Proposition 4.12 Un zonotope est un polytope ¢ symétrie centrale dont
toutes les faces sont & symétrie centrale.

Preuve : Voir [63].

Corollaire 4.13 Tout polygone (en dimension 2) a symétrie centrale est un
zonotope.

4.3 Convergence d’une suite de convexes

Dans un premier temps nous proposons un résultat purement géome-
trique concernant la convergence de suites d’ ensembles convexes que nous
appliquerons dans la section suivante aux zonotopes engendrés par les ac-
croissements de processus & valeurs dans R?, d > 1.

Notations Pour commencer, nous introduisons quelques notations supplé-
mentaires :
g - la projection orthogonale d’un élément de IR? sur E, sous-espace
de RY.
25 la convergence sous la métrique de Hausdorff.

Nous introduisons également les ensembles
&4 = {E |E sous-espace de RY, dimE =k, k=1, ...,d}.

Le résultat suivant met en évidence que la convergence d’une suite compacte
d’ensembles convexes (V,), est caractérisée par la convergence des suites
formées par les projections orthogonales des ensembles V;, sur les sous-espaces
de dimension 1 de R?,

Théoréme 4.14 Soit (V,,),~, une suite d’ensembles convezes compacts de

R? tels que sup, || Vall < oo. Supposons qu'il existe un ensemble V < RY tel
que pour chaque E € £q1 Uensemble IIg(V) soit conveze et vérifie

p(Va) 3 Te(V), (41)

alors nous avons
V, 25 convV,
n—oco

ot convV désigne ’enveloppe conveze fermée de l'ensemble V.

Preuve : Par hypothese sup ||V,|l < oo, cecl entraine que la suite (Vi)
est compacte. Soit W un point limite de cette suite, ¢’est-a-dire il existe une
sous-suite (Vi;); qui converge vers . Le Théoréme 4.5. nous assure que W
est convexe.
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Les projections orthogonales sur les sous-espaces de dimension 1 étant conti-
nues, nous obtenons pour chaque E € &g,

g (Va,) = Oe(W). (42)
100
D’aprés 'hypothese (4.1) pour chaque £ € £;,; nous avons
HE(Vn;) —"""} HE(V)- (4'3)
10

Par hypothése IIg(V) est convexe, c’est donc un segment. Il est clair que la
projection orthogonale sur une droite vectorielle et le passage a 'enveloppe
convexe commutent par conséquent si convV désigne 'enveloppe convexe
fermée de V, pour chaque E € £q1 nous avons Hg(convV) = Hg(V).
Ainsi les relations (4.2) et (4.3) entrainent que pour chaque E € &£41,

MHE(W) - MHE(coan)- (44)

Pour chaque 8 € §41, considérons alors Ey = Span{6}, le sous-espace de
dimension 1 engendré par 6. D’aprés la relation (4.4) nous obtenons pour
chaque § € §4-1,

MHEB (conwvV) (9) = MHEB(W) (9)

Remarquons que pour chaque ensemble convexe K € IR%, nous avons
Mitg, (x)(6) sup{(z,0)|z € l1g,(K)}
sup{(Ilg, (y),0)ly € K}

sup{{y,0)|y € K}
Mk (6).

I

Nous en déduisons que
MW(G) = Mcom!V(g): ge Sd_l-
Par conséquent nous avons convV = W et donc
Vi, =2 conV. (4.5)
100
Le point limite W étant arbitraire nous en déduisons que V;, converge vers
convV sous la métrique de Hausdorff. [ ]

Du Théoréme 4.14. on déduit immeédiatement le
Corollaire 4.15 Soit (Vy,),5, une suite d’ensembles convezes de RY tels
que sup, [|Vull < oo. Supposons qu’il eziste k,1 < k < d, et qu’il eziste
un ensemble V. C RY tel que pour chague sous-espace F € Eqr Vensemble
Np(V) soit conveze et vérifie

Ip(Va) =3 TOr(V), (46)

alors nous avons
o
Vo, — convV.
N~y00
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Preuve : Le cas k = 1 est traité dans le théoréme précédent tandis que
si k = d, 'hypothese (4.6) donne immédiatement le résultat. Les cas plus
intéressants sont donc 1 < k < d. Soit F un sous-espace de dimension 1 de
F, la continuité des projections et 'hypothése (4.6) entrainent

Npllp(V) - Opllp(V).
n—o

D’autre part, il est clair que la composition des projections orthogonales
respectivement sur E et sur F donne la projection orthogonale sur E. Ainsi
pour chaque E sous-espace de dimension 1 de F nous avons

p(Va) 5 He(V).
n—00

Si F décrit £ pour k fixé alors E décrit &g -]

4.4 Convexification de processus d-dimensionnels

4.4.1 Résultat général

Pour comprendre les liaisons du probléme initial avec ’addition de Min-
kowski, étudions d’abord le cas ou le processus est a valeurs dans R. Pour

exemple de zonotope 2-dimenslonne!

5

10

os

oo
s

-0.5
L

-1.0

F1G. 4.1 - Exemple de zonotope

fixer les idées nous proposons le graphe précédent (Figure 4.1). Considérons la
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ligne polygonale X (en pointillés sur la figure) partant de 0 et passant succes-
sivement par les points X1, Xo, et X3 et le zonotope Z = 2?20[0, Xiy1 — X
ou Xp = 0. Dans ce cas, Z est 'hexagone délimité par les lignes pleines sur
la figure 3. Soit L la frontiére de Z, il est clair que la partie inférieure de L
(sous la droite (OX3)) coincide avec VX, le réarrangement convexe de X.

Plus généralement on remarque, en relation avec l’article [32], que le ré-
arrangement convexe d'une ligne polygonale formée de n segments coincide
avec la partie inférieure de la frontiére du zonotope construit sur le modéle
précédent. Ceci peut se démontrer en faisant une récurrence sur le nombre n
de segments, lorsque n = 2 c’est évident et le passage de n a n+ 1 se fait en
décomposant le zonotope & n + 1 segments comme le zonotope & n segments
auquel on ajoute un vecteur, au sens de Minkowski.

A présent X désigne un processus stochastique a valeurs dans IR et X3, =
(L, Buk) ott Bk = [X(%) — X(£)]b, 7" sont les variations normalisées de
X sur la discrétisation uniforme de Pintervalle [0, 1].

Remarque 4.16 Soulignons que si X est a valeurs dans IRY, les zonotopes
engendrés par les variations de X sont de dimension d + 1.

Considérons les ensembles convexes Z, = Z;é{O,Xnk] et leurs frontiéres
dans R? que nous notons Ly. Il est facile de comprendre que la partie infé-
rieure de Ly, que nous notons L, correspond exactement aux réarrangements
convexes normalisés iV X, (t) sur [0,1]. Par ailleurs, la partie supérieure L}
n'est autre que I'image de L, par symétrie centrale. Ainsi, si nous savons
que presque slrement L. converge vers une courbe que nous notons L™,
nous connaissons également la limite L™ de L} et nous pouvons déterminer
la limite de L,, (et donc de Z,) par recollement puis en déduire la limite des
projections de Z, sur les sous-espaces de dimensions 1.

Dans le but de formuler notre résultat sur les convexifications de pro-
cessus multidimensionnels, nous introduisons (e, ez, ..., ¢4) une base ortho-
normée de RY et notons eq le vecteur unitaire tel que § = Span{eg}, on
S est I'axe du paramétre ¢. Ainsi nous décrivons R comme le produit
S x RY. Un élément de R? rapporté & la base orthonormée e = (€1, ..s €4)
est noté (1, g, ..., 54). Soit également P;(-) la projection orthogonale des
ensembles convexes de R¥*! sur le sous-espace J de R%*!. Enfin si E est un
élément de £ 1, nous notons E le sous-espace de dimension 2 défini par Sx E.

Quand X est & valeurs dans RY, si nous pouvons identifier les limites
des frontiéres de chacune des projections de Z, sur les E nous pouvons iden-
tifier le zonoide limite en utilisant le Théoréme 4.14. Donc pour étudier le
comportement asymptotique de L,, il suffit d’effectuer 1’étude de Z,, et ré-
ciproquement.
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Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant
Théoréme 4.17 Soit X = {X(t),t € [0,1]}, un processus aléatoire & vo-
leurs dans R?, soit Buy = [X(%—l) - X(%)]bn'1 les accroissements de X
sur la subdivision uniforme de Uintervalle [0,1] convenablement normalisés
et soit Xnp = (L,8u) € R, Soit Z, = Z;é[O,XnM la suite de zomo-
topes aléatoires engendrée par les Xpy. Supposons que pour chaque E € £q,

il eziste L, un ensemble convere dans R? tel que

4 E

p-s., Pp(Zn) — L7, (4.7)

n—x0

alors il existe un zonoide Z caractérisé par les L tel que

p
p.8., Zy =2 Z.

Preuve : Dans le but d’appliquer le Théoréme 4.14., il nous faut d’abord
établir que presque stirement sup,, || Z,|| < 0. Introduisons G; = Span{eg, e;},
i =1,...,d, le sous-espace de dimension 2 engendré par ey et e;. L’hypothése
(4.7) du Théoréme entraine que presque sirement

sup || Pa,(Z,)]} < o0, Vi € {1,....d}.

Par conséquent pour chaque ¢ la projection orthogonale sur G; est contenue
dans un rectangle, nous pouvons donc constituer un pavé P dans R tel
que Vn > 1, Z, C P mais ceci implique que

D.8., sup || Z,|| < . (4.8)
n

D’autre part il est clair que VE € £4,1 I'ensemble PE(LE ) est convexe puisque
c’est un segment comme projection orthogonale d’un convexe sur une droite
vectorielle. De plus les mémes arguments que dans la preuve du Corollaire
4.15. nous assurent que VE € £g1 nous avons p.s.

Pg(Zy) 25 Pg(LF).
n—=o00

Le Théoréme 4.14 nous assure alors de l'existence d’un zonoide limite Z tel
que VE € gd,l» PE(Z) = PE(LE). | |
Remarque 4.18 Si X(t) est un processus d-dimensionnel strictement o-
stable (1 < a < 2), gaussien ou de Itd-Wiener et dont les composantes
vérifient respectivement les conditions des Théorémes 1.19., 2.9. ou 3.8, il
est clair que le Théoréme 4.17. s’applique. Le probléme qui se pose concerne
alors l'identification du zonoide limite Z. Dans le paragraphe suivant nous
proposons 1’étude du cas gaussien.
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4.4.2 Identification de la limite dans le cas gaussien

Soit X(t) = (X'(t), X%(¢),..., X%(t)), t € [0,1] un processus gaussien
centré & valeurs dans RY. Soit V(h) = v;(h), i,§ € {1,...,d}, la matrice de
covariance de X (h) — X (0), c’est & dire

vij(h) =B (X'(h) — X*(0)) (X’ (h) — X7(0)).

On fait les hypothéses suivantes sur V(h) :
V(h)~Rh% R — 0, a €]0,1], ot R est évidemment unc matrice d x d
symétrique définie positive. De plus
s Si0<acx< % on fait 'hypothése supplémentaire qu'il existe une
constante C; telle que au voisinage de 0, V" (h)~CyRh%*2,
s Si % < & < 1 on fait hypothése supplémentaire qu'il existe 0 < 8 <
20 — 1 et une constante Cy tels que V'(h)~CyoRAE? 4 droite de 0.
Les éléments de la diagonale de R sont notés 0,-2, i =1,..,d sont supposés
tous non nuls. Posons B, = na_l(X(l—cﬂnL—l) -~ X(%))

Théoréme 4.19 Sous les hypothéses précédentes, si Zy, = Zk OLO Xou1] on
Xnk = (L, Bnk), nous avons

p.s., Zn 2 Z,

n—ro0
ou
Z= {(t,i) |te0,1],z € R% (R 'z,2) < L* (1)},
avec L(t) = fo s)ds ou ® est la distribution gaussienne centrée réduite.

Remarque 4.20 Evidemment Pensemble Z n’est pas aléatoire. De plus si
nous posons H; = {t} x R? et V; = Z N H,, les sections V; forment une
famille d’ellipsoides homotéthiques définies par :

Vi = {m eR? | (R7,%) < Lz(t)}.

Dans le cas ol la matrice R est diagonale, les sections sont exactement
<, o
Vi={zer <1*(1)}.
: 125

=1
Preuve: La premiére étape consiste & établir la convergence de Z,, et donc
Pexistence de Z. D’aprés le Théoréme 4.17., il suffit pour cela de montrer
que la condition (4.7) est vérifice. Pour chaque # € §%~! nous posons

Iw

hatd M

Ey = Span{6}.
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Nous avons alors X6 (h) def Pg,X(h) = (X(h),8) donc
v (h) = E|XF(h) - X" (0)
= E(X(h) - X(0),6)
d

E (Zei(xi(h) »-X’(O)))
i=1

2

il

En utilisant les hypothéses faites sur V (k) il est clair que v} (h) vérifie les
hypothéses de la Proposition 2.16. ceci entraine que X ¢ vérifie 'une des
hypothése H; et Hy du Théoréme 2.9. Par conséquent pour chaque 8 nous
avons presque strement pour chaque ¢ € [0, 1],
Ly xBs(s) — (9,05 L), (4.9)
n—r00

nl—a
ou L(t) = [ @ 1(s) ds.

La figure ci-dessous représente une projection orthogonale 2-dimensionnelle
de Z sur un sous-espace Ey {avec (R6,6) = 1).

Ensemble (imite des projections dans ie cas gaussien

0.4

am
o
L
-

F1¢. 4.2 — Ensemble limite des projections

i Zn = SRZ410, Xok] 0 X = (3,023 (X (522) - X(£))), alors nous

n n
connaissons le comportement agsymptotique des projections othogonales de



4.4. CONVEXIFICATION DE PROCESSUS D-DIMENSIONNELS i

Z, sur les sous-espaces Eg = S x Ey. En effet dans ce cas nous avons presque
stirement
Pg,(Za) 5 L,

ol Lg, est un ensemble convexe dont la frontiére est symétrique par rapport
& S. La partie inférieure de la frontiére de Lg, est la courbe (RH,H)%L(t)
tandis que la partie supérieure est la courbe —{R#, 0)%L(t). Nous pouvons
donc appliquer le Théoréme 4.17. et affirmer 'existence d’un zonoide limite
Z.

La seconde étape de la preuve consiste & montrer que Z est bien 1’en-
semble décrit dans I’énoncé du théoréme. Nous allons distinguer deux cas
suivant que la matrice R est ou non la matrice identité d x d.

Cas 1 Nous supposons que R = I ol [ est la matrice identité d x d. Les
notations matricielles semblent bien adaptées pour le calcul des covariances,
rappelons notamment que si U et V sont deux vecteurs aléatoires centrés a
valeurs dans IR? et si A est la matrice d x d associée 3 une application linéaire
A:R? — R, alors nous avons Cov({A(U), A(V)) = ACov(U,V)AT. Nous
considérons & présent une rotation arbitraire de centre 0 notée @ ; R¢ — R?
et O la matrice d X d qui lui est associée et nous posons

Y(t) = O(X ().
Si ZX* désigne la suite de zonotopes engendrée par les accroissements de X
d’aprés la premiére partie de la preuve, il existe un zonoide Z* tel que p.s.,
zxt £, 7t (4.10)

=00

D’autre part, nous avons

Cov(Y(h) -Y(0),Y(h) — Y(O)) = OTCOV(X(h) - X(0), X(h) - X(0))O.
Par conséquent Cov(Y (h) — Y(0),Y (h) — Y(0)) ~ OTROA®*, h — 0. Evi-
demment OTRO = I et donc Cov (Y (h) — Y (0),Y (k) — Y(0)) a le méme
comportement que V{h) au voisinage de 0. Ainsi si Z,}l/ 1 est la suite de zo-
notopes engendrée par les accroissements du processus Y, nous obtenons
presque siirement

zht L 7
n—o0

Introduisons alors O : R4 - R4*! telle que

O(ZO,Z], ...,Z‘d) = ($07 O(zls ...,Z’d)).

Autrement dit O est une rotation dans R%+! d’axe §. N
Par continuité la relation (4.10) entraine p.s., O{Zn"") —_-_)—o)oO(Zl). Or il est
n

clair que O(Zﬁ(’l) = Z¥1 et donc

oY = z".
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Par conséquent Z' est invariant par rotation autour de §.

Finalement Z*! est un ensemble convexe dans R4t invariant par les rota-
tions d’axe S et tel que pour chaque 8 € 8§91 sa projection orthogonale sur
le sous-espace Ey est I’ensemble convexe symétrique par rapport a4 S, noté
C, dont la partie inférieure de la frontiére Ly est exactement la courbe L(t).
Ainsi Z! est I'ensemble obtenu en faisant “tourner” ’ensemble C autour de S.
Les sections de Z* par les hyperplans V; sont bien les sphéres de centre ¢ et de
rayon [L(t)], c'est & dire Z' = {(t,z) | t € [0,1], € R, % | 2? < L2(1) }.
Evidemment si 0?2 = ¢, i = 1,...,d, le méme raisonnement nous conduit &

1
une limite Z% dont les sections sont des sphéres de rayons |o L(t)].

Cas 2 Nous considérons & présent le cas général oli R est une matrice
symétrique définie positive dont les éléments de la diagonale sont notés o2,
i=1,...,d. D’aprés la premiére partie de la preuve, si Zf’z désigne la suite
de zonotopes engendrée par les accroissements du processus X dans ce cas,
il existe un zonoide Z? tel que p.s.,

zxr 2, 72, (4.11)

n—o0

Soulignons que d’aprés les hypothése R est diagonalisable, i.e. il existe une
matrice unitaire U telle que UTRU = R soit diagonale. Soit U/ : RY —» R?
une rotation de centre 0 ayant U pour matrice associée.

Nous introduisons & présent la dilatation D : R? — RY telle que Vu =
(11317 ey wd) € ]R‘d’

1 1 1
D(‘rl) oy md) = (—‘Tlv X2y —‘Ld)
o1 g2 Od

Soit D la matrice diagonale d x d associée a D.
Soit enfin S : R — R la similitude telle que § = U o D. Posons
Y(t) = UD(X(1)).
Nous avons alors
Cov(Y (k) — Y (0),Y (h) — Y(0)) = DTUTV(R)UD.

Par conséquent Cov (Y (h) — Y (0),Y (k) ~ Y(0)) ~ DTUT RUDR*®, h — Q.

Nous obtenons évidernment

Cov(Y (h) = Y(0),Y(h) — Y(0)) ~ Ih?**, h — 0.
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. N Y, . . .
Ceci entraine que Zn ’2, la suite de zonotopes engendrée par les accroisse-
ments du processus Y, a le méme comportement asymptotique que Z,}f’l,

i.e. presque srement,
zr? £, 71,

n—+00
Introduisons & présent S : R4 — R4+ telle que
8(zo, T1y 0y Ta) = (z0,S(1, .., 24)).
Par continuité (4.11) entraine que presque sirement
§(zX%2) n:‘-’.gc S(z?).
Or 1l est clair que p.s., g(Zﬁ(’?) = Z};’Z mais d’apres (4.11) ceci entraine que

$(2?) = 7. L’application & étant inversible nous obtenons 2% = §~(21).
Par conséquent Z2 est bien ensemble Z décrit dans I'énoncé du théoréme. m
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Chapitre 5

Application a I’estimation de
I’exposant de Holder local de
processus gaussiens

5.1 Introduction

La théorie fractale étudie des objets dont la forme présente des irrégula-
rités importantes ce qui est le cas entre autres, des trajectoires de certains
processus stochastiques. Ainsi, le degré d’irrégularité de ces courbes est ca-
ractérisé par un parameétre D €]1, 2[ appelé dimension fractale de la courbe.
Pratiquement, plus D est proche de 2 plus la trajectoire est irréguliére (voir
figure 5).

En ce qui concerne les processus gaussiens & accroissements stationnaires
X ={X({),t€0,1]} tels que

EIXEt+h) - X2~ Ceh®, h=o0, (5.1)

ot a €]0, 1], il est bien connu (voir [1] ou [42]) que o caractérise irrégularité
des trajectoires de X, en particulier nous avons

D=2-q.

Dans ce cas a est appelé exposant de Hdolder du processus X.
Définition 5.1 Les processus qui vérifient la relation (5.1) sont dits loca-
lement auto-similaires en 0.

Remarque 5.2 Le mouvement brownien fractionnaire W est 'unique pro-
cessus gaussien & accroissements stationnaires auto-similaire, c’est-a-dire
vérifiant IE|Wa(t) — W%(s))? = Colt — 5|??, Vs,t € [0,1]. En particulier W¢
vérifie la relation (5.1)

81
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Certains phénomenes & longue mémoire sont modélisés par ce type de
processus gaussiens en particulier dans le domaine de l'analyse des séries
chronologiques financiéres, certains cours boursiers notamment sont modéli-
sés par le mouvement brownien fractionnaire de parameétre «. Le probléme
d’identification se pose alors. Aussi l'estimation de « a fait 'objet de nom-
breux travaux. Parmi les approches proposées citons, sans exhaustivité, la
méthode fondée sur le nombre de franchissements d’un niveau donné utilisée
dans Azais [4] ou Feuergever et al [34], ou la méthode de Whittle basée sur
le maximum de vraisemblance utilisée dans Fox et Taqqu [36].

Récemment plusieurs estimateurs furent construits & partir des varia-
tions discretes, d’abord Higuchi [40] propose une méthode basée sur les mo-
ments absolus d’ordre 1 tandis que Poggi et Viano [58], Bardet [10], Istas
et Lang [45] ou Kent et Wood [47] exhibent des estimateurs basés sur les
variations quadratiques. Enfin, en se restreignant au mouvement brownien
fractionnaire standard {c’est 3 dire Cp = 1 et X est auto-similaire) Peltier
et Lévy-Vehel estiment les moments absolus d’ordre p des accroissements
pour obtenir un estimateur fortement consistant. Soulignons que Coeurjolly
[23] étend cette derniére méthode au mouvement brownien fractionnaire non
standard (C, # 1) dans un cadre beaucoup plus général puisqu’il considére
des filtrages du processus X. Signalons enfin que Taqqu et Teverosky [64]
décrivent et comparent un certain nombre des méthodes utilisées pour esti-
mer ce paramétre.

Nous allons mettre & profit les résultats du chapitre 2 en exhibant deux
classes d’estimateurs fortement consistants de ¢ basés sur les accroissements.
Dans un premier temps, & I'aide de la convergence des moments des accroisse-
ments (relation (2.6)), prouvée dans la démonstration du Théoréme 2.9., nous
étendons Je résultat de Peltier et Lévy-Véhel [58] & 'ensemble des processus
gaussiens localement auto-similaires en 0 (i.e. qui vérifient la relation (5.1)).
En particulier nous proposons une classe d’estimateurs consistants fondés sur
les moments absolus des accroissements. Ensuite nous proposons une nou-
velle approche basée sur les accroissements ordonnés 3 partir des résultats
concernant la convergence des réarrangements convexes des approximations
polygonales du processus qui nous conduit & une seconde classe d’estima-
teurs consistants. Pour finir, nous illustrons ces résultats, étudions la qualité
de ces estimateurs et les comparons au moyen de simulations.

Remarque 5.3 Nous nous intéressons ici aux courbes présentant partout la
méme singularité ce qui restreint sensiblement le domaine d’application & des
données réelles. En effet, il est illusoire de supposer que les cotes anglaises,
pour reprendre un exemple de Mandelbrot ([52], [53]) présentent partout les
mémes aspérités sans prendre en compte le phénomeéne d’érosion. En réalité
il est plus raisonnable de considérer que le degré d’irrégularité varie au cours
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du temps. Cette remarque a conduit indépendamment Peltier et Lévy-Véhel
[67] d’une part et Benassi, Jaffard et Istas [14] d’autre part 4 introduire
le mouvement brownien multifractionnaire (mbmf) qui généralise le mouve-
ment brownien fractionnaire en substituant au paramétre ¢, une fonction
de Holder a(t), 0 < ¢ < 1 (voir [57]). Mais dans ce cas nous perdons la
stationnarité des accroissements, largement utilisée dans la construction de
nos estimateurs. Pour un ty fixé, Peltier et Lévy-Véhel ont proposé des esti-
mateurs pour a(tg) en considérant des voisinages de g sur lesquels la fonc-
tion o est constante et en se ramenant ainsi & des estimateurs analogues &
ceux qu'il proposent dans le cas du mouvement brownien fractionnaire stan-
dard. Soulignons que Benassi, Cohen et Istas {13] ont introduit récemment
la définition de processus gaussiens multifractionnaires qui généralise & son
tour celle de mbmf et exhibent également une classe d’estimateur fortement
consistant de a(tg) en se ramenant a un voisinage de ¢y sur lequel a(-) ne
varie pas trop. Cela suppose une certaine régularité de la fonction a(t) et res-
treint toujours le champ des applications. C’est pourquoi récemment Ayache
et Lévy-Veéhel [3] ont introduit le mouvement brownien multifractionnaire
généralisé qui posséde une régularité holderienne «(t) pouvant étre trés ir-
réguliére. Le probléme d’estimation dans ce cas a été abordé récemment par
Benassi, Bertrand, Cohen et Istas [12].

5.2 Estimateurs de ’exposant de Hélder

Dans cette section, X = {X(t),¢ € [0,1]} désigne un processus gaussien
4 accroissements stationnaires tel que

1. v(t) ~ Culhl?®, h 0.

2. v(t) vérifie les hypothéses de la Proposition 2.16.

5.2.1 Estimateurs fondés sur les moments absolus des ac-
croissements

Nous reprenons ici la méthode suivie par Peltier et Lévy-Véhel dans [56]
pour estimer o dans le cas particulier du processus du mouvement brow-
nien fractionnaire standard. Cette méthode est basée sur la convergence des
moments absolus des variations discrétes sur {%k =0,1,..,n — 1}. Nous
étendons ce résultat & l'ensemble des processus gaussiens qui vérifient la
relation (5.1).

Pour chaque p € N, considérons

ri = ;T () - (3)

le p-iéme moment absolu des accroissements sur la discrétisation uniforme de
Pintervalle [0, 1] considérés comme variables aléatoires sur ([0, 1], Bio,1, A)-

p
3
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Posons

_ log[y/TRa(p) /(25 CET (1))
plogn

al(nvp)= , PENN.
Nous obtenons alors le résultat suivant,
Proposition 5.4 Pour tout entier positif p, nous avons

Jim &i(n,p)=a  ps.

Preuve : Au cours de la démonstration du Théoréme 2.9., nous avons
établi que

El-x,g S (5.2)
n

ou b, = noy,.
De plus, nous avons mis en évidence que ( le,’l)n> , est uniformément inte-
"

grable sur [0, 1]. Comme la fonction h(z) = |z] est continue sur R, (|ﬁX;|)n>l
est également uniformément intégrable et nous pouvons déduire de ce qui

précéde la relation suivante : Vp € IN, nous avons
1| Lxiopda 25 E|zP (5.3)
b b — ' '
Il est clair que Vp € IN, nous avons également

[

n—1 itl) _ i
biX;(t)'[p dt %Z !ML"
" i=0

On

i

= ?Rn(p)

11 nous reste a rappeler que

ofret

Eizp - B0
VT

et 4 remarquer que nous avons

1
ol = v(;b-) ~Cn~% n - oo,

pour déduire

Boptl
1 s 22T(E=)
——Ru(p) &5 R ol
O5n—pa n-—00 ﬁ
L’équivalence des logarithmes permet alors de conclure. ]
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5.2.2 Estimateurs fondés sur les réordonnements des accrois-
sements

Nous présentons une deuxiéme classe d’estimateurs consistants du para-

métre « en utilisant la convergence presque stire des réarrangements convexes
def ot

de X vers la fonction convexe non aléatoire L(t) '= [; ®71(s)ds. En parti-
culier ceci illustre I'intérét d’avoir obtenu une limite déterministe.
Posons
1
_ log|VXa(ta)/(C2 L(t0))]

logn

fiz(n, to) =1 , to E]O, 1[

Le Théoréme 2.9. nous alors permet d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 5.5 Pour chaque tp €]0, 1] nous avons

nli)rr;oag(n, ) =a ps.

Preuve : Clest une conséquence directe du Théoréme 2.9. puisque si nous
Pappliquons aux processus considérés dans cette partie nous obtenons en
fixant ¢y dans l'intervalle ]0, 1],

1 p.5.
‘mVXn(tO) n:‘go L{to)- (5.4)

La fonction V X, (t) n'étant pas nécessairement a valeurs positives, nous de-
vons considérer une fonction continue sur IR et & valeurs dans R™ afin de
pouvoir passer aux logarithmes. Nous avons choisi la fonction z — |z| car
celle ci permet de ne pas modifier le facteur C7no! de la relation (5.4).

L'équivalence en 'infini des logarithmes des deux termes nous permet alors
de conclure. ]

Remarque 5.6 Comme nous ’avons déja remarqué lors du chapitre 1 en
1.4.6., VX, (to) n’est autre qu’une somme partielle des statistiques d’ordre
des accroissements de X. Ainsi l'estimateur &a(n,tg) est une fonction non
linéaire de cette somme.

5.3 Simulation

Nous allons illustrer les résultats précédents en simulant

- un processus gaussien stationnaire dont la fonction de covariance est
R(t) = exp {—C|t|**}, ot C est une constante connue.

- le processus du mouvement brownien fractionnaire standard.
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5.3.1 Processus gaussien stationnaire

Afin de mettre en évidence que la classe d’estimateur &1(n,p) n’est pas
uniquement valable pour le mouvement brownien fractionnaire standard,
nous simulons un processus gaussien stationnaire X = {X(t},t € [0,1]}
dont la fonction de covariance est

R(t) = exp {~f]2*).

Par commodité nous avons fixé C = 1. Un tel processus vérifie bien les condi-
tions requises puisque dans ce cas v(t) vérifie les hypothéses de la Proposition
2.16. et

v(t) = 2(1 — R(#))~t**, t = 0.

Pour simuler ce processus nous utilisons un algorithme did & Chan et
Wood (voir [26]) construit & partir d’'une méthode introduite par Davies et
Harte [28], reprise par Beran [15] et améliorée par Wood et Chan [66] qui
consiste & extraire la matrice d’auto-covariance du processus en plongeant
cette derniére dans une matrice circulante facilement diagonalisable.

‘sampi paih it Spee0.2 104 D) ‘el puth wih #pbe-08 and 000

FE|
&

F1G. 5.1 - Exemples de trajectoires

Pour commencer, nous proposons deux trajectoires simulées (n = 100)
afin d'illustrer le fait que « caractérise le degré d’irrégularité des trajectoires
(figure 5.1). L'augmentation de l'indice fractal se visualise graphiquement :
pour a = 0.2, la trajectoire est visiblement trés irréguliére tandis que pour
a = 0.8, on s’approche, au sens on « s’approche de 1, de la régularité.

Qualités des estimateurs

Afin de comparer nos deux estimateurs, nous considérons 2 critéres clas-
siques : le biais et I'erreur quadratique moyenne (MSE) définis de la fagon
suivante :
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biais= E(& — ),

MSE= E(@ — o).
Le biais et le MSE sont estimés & partir de 100 trajectoires de taille n = 100,
en fixant p = 1 et £y = 0.5. Soient &y, @, ...Q100 les valeurs de l'estimateur
obtenues pour chaque trajectoire.
Le biais et le MSE sont estimés par la moyenne empirique c’est & dire

Q0 (o~ . . N g~
151005, — &) pour le biais et + S0 (&; — @)? pour le MSE.
n 1=1 n i=1 p

&1(100,1) 4(100,0.5)
o =01 biais 1.116e-02 1.257e-02
MSE 4.187e-04 4.762e-04

o=05 biais 3.775e-03 7.089%-03
MSE 2.695e-04  9.803e-04

=09 biais 9.171e-03 1.846e-02
MSE 2.317e-03 8.475e-03

TaB. 5.1 - Comparaison des estimateurs

Pour compléter le tableau précédent et mettre en évidence que la vitesse
de convergence dépend de la valeur de ¢, nous proposons les figures suivantes
qui représentent les MSE pour a = 0.1, ...,0.9 et ceci pour chacun des deux
estimateurs avec p = 1 et to = 0.5.

MSE for esimstor 1 NBE for astinatr 2

F1G. 5.2 - MSE

Les comportements des MSE semblent &tre trés proches pour les petites
valeurs de ¢, notamment pour o < 0.5.
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Lorsque o s’approche de 1, la vitesse de convergence de l’estimateur s
semble &tre plus lente que celle de @;.

Comportement de @;(n,p) en fonction de p

Nous proposons a présent un tableau numérique regroupant les MSE
obtenus pour l'estimateur @ en faisant varier p. Nous remarquons ainsi que
la valeur p = 2 semble étre la meilleure dans le sens o Verreur quadratique
est minimale. Soulignons que Coeurjolly a prouvé que p = 2 est bien la valeur

&,(100,1) &:(100,2) &;(100, 10)
a=01 blais 1116602 1108e.02 1.2306-02
MSE 4.187e-04 3.814e-04 1.230e-03

a=0.5 biais 3.775e-03 2.960e-03 1.875e-02
MSE 2.695e-04 2.235e-04  9.209e-04

a=0.9 biais 9.171e-03 1.243e-02 3.876e-02
MSE 2.317e-03  2.006e-03  2.912e-03

TaB. 5.2 - Comportement de @; en fonction de p

optimale (dans le sens ou elle donne une variance minimale) dans le cas du
mouvement brownien fractionnaire [23).

Comportement de dis(n,ts) en fonction de ¢

G2(100,0.1)  @2(100,0.5) @2(100,0.9)
«=0.1 biais 1.369e-02  1257e-02  3.104e-03
MSE 6.047e-04  4.762e-04  1.947e-03

a =05 biais 7.135e-03 7.089¢-03 3.464e-02
MSE 6.373e-04 9.803e-04 2.288e-02

a=109 biais 3.978-02 1.846e-02 -1.356e-01
MSE 4.891e-03 8.475¢-03 4.308¢-02

TaB. 5.3 — Comportement de @z en fonction de ¢

De la méme facon nous présentons ici les MSE obtenus pour Iestimateur
a lorsque ¢ varie. En se référant aux résultats numeériques, il semble difficile
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d’avancer une hypothése raisonnable en ce qui concerne la valeur optimale
de ty puisqu'’il semble que cette valeur varie avec . Ceci n’a pas fait 'objet
d’une étude théorique approfondie.

Box-plots pour différentes valeurs de «

Dans ce paragraphe, nous simulons 200 trajectoires de taille n = 100
ce qui nous donne 200 valeurs estimées pour a = 0.1,0.2,...,0.9. Nous pré-
sentons les diagrammes box-plots obtenus pour chacun des estimateurs.

Boxpiot for estimator 1 Boxplot for estimator 2
n=100 n=100
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Fi¢. 5.3 - Box-plots

Considérons d’abord les diagrammes de fagon indépendantes, nous consta-
tons que la dispersion des valeurs estimées est beaucoup plus importante
pour les grandes valeurs de ¢, en particulier a = 0.9.

Si I'on compare & présent les deux diagrammes, nous notons une similitude
des box-plots pour les petites valeurs de a, (0.1 ou 0.2) par contre, lorsque
« est supérieur & 0.5, Vestimateur @3 nous donne une dispersion beaucoup
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plus importante que &; et des valeurs aberrantes.

5.3.2 Mouvement brownien fractionnaire standard

Dans cette sous-section, nous simulons le processus du mouvement brow-
nien fractionnaire standard W, sur Pintervalle [0, 1]. Nous utilisons un algo-
rithme, disponible sur Scilab, construit & partir de la méthode de Levinson.
Comme pour le processus gaussien stationnaire, nous commencons par illus-
trer cette simulation par deux trajectoires, I'une trés irréguliere (o = 0.1) et

l'autre “proche” de la régularité (o = 0.9).

Frasiona BowniasMion, il

Fnctond Bovnie btion B0y

M

1)

|

I
H

S
[

Fia. 5.4 — Exemples de trajectoires de FBM

Qualité des estimateurs

&,(100,2) &2(100,0.5)

=01 biais 1851603 2.342¢-03
MSE 2.944e-04  3.209e-04
=05 biais 7.973e-05 2.946¢-03
MSE 2.761e-04 1.205e-03

=09 biais 2.330e-02 1.680e-02
MSE  3.056e-03  7.916e-03

TaB. 5.4 — Comparaison des estimateurs

T
W ouw W
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Nous proposons un tableau analogue au tableau 1 qui rassemble des va-
leurs numériques obtenues pour les deux estimateurs. Ce tableau confirme
que & est un meilleur estimateur dans le sens ou l'erreur quadratique moyenne
est moins importante.

Intervalles de confiance

Dans ce paragraphe, nous proposons des intervalles de confiances a 95%
pour o € {0.1,0.2,...,0.9} et pour chacun des deux estimateurs avec p = 1
et tg = 0.5. Pour obtenir ces intervalles nous avons simulé 200 trajectoires
de taille n = 100, pour chaque valeur de a nous avons calculé les 200 valeurs
estimées et nous avons ordonné ces valeurs par ordre croissant. La sixiéme
valeur et la cent quatre-vingt quinziéme sont les bornes de nos intervalles
de confiances. Notons que ces représentations confirment les résultats pré-

confidence region for estimator 1
n=100

|
=t

Q
?
S
©
Q
¥
o
o
°
Q
=]

alpha

confidence reglon for estimator 2

1
B}
o

00 02 04 06 08 1.0

apha

FiG. 5.5 - Intervalles de confiance

sentés sous forme de box-plots (figure 5.3) dans le cas du processus gaussien
stationnaire. Nous avons tronqué l’estimateur @ car il donnait des valeurs
aberrantes supérieures 4 1 quand o = 0.9, ceci explique pourquoi l'intervalle
de confiance de a = 0.9 est moins large que celui de o = 0.8.
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Comportement de &@;(n,p) en fonction de p

Nous présentons & nouveau les résultats numeériques obtenus pour le biais
et le MSE de Vestimateur &y, lorsque nous faisons varier p. Ces résultats
confirment ceux présentés dans le tableau 2.

2:(100,1) &1(100,2) @1(100, 10)
=01 bials 1.85le-03 1.858e-03 2.171e-02
MSE 2.944e-04 2.557e-04 1.131e-03

a=05 bials 7.973¢-05 9.210e-04 2.208e-02
MSE 2.761le-04 2.463e-04 1.279e-03

a=09 biais 2.330e-02 2.664e-02 5.384e-02
MSE 3.056e-03 2.879e-03  4.741e-03

TaB. 5.5 - Comportement de & cn fonction de p

Comportement de &3(n,t;) en fonction de ¢

Nous proposons un tableau numérique regroupant les valeurs obtenus
pour & guand tg varie.

%(100,0.1)  42(100,05) @2(100,0.9)
a=01 biais 4.718603  2.342¢-03  1.8750-02
MSE 4.320e-04  3.200e-04  1.213¢-03

a=0.5 biais 2.506e-03 2.946e-03 5.187¢-02
MSE 6.161e-04 1.205e-03 2.525e-02

a=0.9 biais 4.353e-02 1.680e-02 -1.256e-01
MSE 5.135¢-03 7.916e-03 4.134e-02

TAB. 5.6 - Comportement de &3 en fonction de tg

Ces résultats confirment ceux présentés dans le tableau 3 & savoir qu’il
est difficile d’avancer une hypothése raisonnable concernant la valeur de tg
qui nous donnerait une erreur minimale.



5.3. SIMULATION 93

Estimateur &,

Pour terminer nous proposons le document suivant qui présente les moyennes,
variances et boxplots de Pestimateurs & pour t = 0.1,0.2,...,0.9 et obtenus
en simulant 100 trajectoires de taille n = 10000.

1 0.08
08
0.06
06 g
=4
§ 5004
0.4 g
0.02
0.2
0 0
0 2 4 [ 8 10 0 2 4 8 8 10
H*10 10°H
01 T T T T T T T

i i L i ! - 1 L [ 7 l
05 15 25 35 45 55 65 75 85 95
H'10

Fi1G. 5.6 - n=10000

5.3.3 Conclusion

11 est clair que le sujet abordé dans ce chapitre est trés vaste comme
le prouvent les nombreux travaux sur ce théme existant dans la littérature.
La modeste contribution constituée par les deux classes d’estimateurs exhi-
bées n'a d’autre but que de proposer un exemple d'utilisation des résultats
concernant les réarrangements convexes.

En procédant comme pour la construction de &, il doit &tre possible de
construire un estimateur de lindice d'un processus strictement a-stable,
(1 < a < 2) en utilisant le Théoréme 1.19.
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Par ailleurs, plusieurs questions non abordées concernant nos estimateurs
mériteraient une réponse :

e Quelles sont les vitesses de convergences de nos estimateurs 7

e Existe t-il une valeur de tg optimale pour la seconde classe ?

e Si @; est meilleur (au sens ou l'erreur quadratique moyenne est plus
faible) que & pour « > 0.5, peut on espérer que &y soit meilleur pour
certaines (petites) valeurs de a7

e Quelles comparaisons peut on faire entre nos estimateurs et ceux exis-
tant déja dans la littérature ?



Perspectives

Si cette étude nous a permis de répondre & un certains nombre de ques-
tions notamment parmi celles que nous avions formulées dans Pintroduc-
tion, elle souléve néanmoins de nouveaux problémes ou autres questions
ouvertes auxquels nous consacrerons naturellement une partie de nos pro-
chaines études.

En effet, aprés le processus du mouvement brownien, les processus a-
stables (1 < a < 2), les processus gaussiens et les processus de It6-Wiener
successivement évoqués au cours de cet ouvrage, d’autres classes de proces-
sus mériteraient d’étre étudiées. Ainsi les résultats de Wschebor concernant
les accroissements de processus de Levy [67] nous laissent espérer un résultat
sur la convergence des suites de réarrangements convexes engendrées par des
régularisations de certains processus de Levy qui élargirait le résultat énoncé
lors du chapitre 1 concernant les processus a-stables. De méme, les résultats
de Azais et Wschebor concernant les martingales continues [9] motivent une
étude qui pourrait nous permettre d’étendre le résultat du chapitre 3 concer-
nant les processus de It6-Wiener.

Remarquons d’autre part que si nous avons établi des résultats du type loi
forte des grands nombres : presque siirement pour chaque ¢

VELD) =, 1),

e

il est naturel de se demander il est possible d’obtenir des résultats du type
théoréme central limite en étudiant la convergence en loi de

V(-

5V Xn(t) - l(t)) .

Enfin nous avons déja évoqué au cours du chapitre 5, les nombreuses ques-
tions relatives aux deux classes d’estimateurs de l'indice fractal que nous
avons exhibées, concernant notamment les vitesses de convergence.

Néanmoins utilisation de nos résultats pour les problémes d’estimations ne
semble pas se limiter au parameétre fractal, il existe peut-étre d’autres ques-
tions qui pourralent nous permettre d’exploiter les convergences des suites
de réarrangements convexes, notamment dans les cas ol nous obtenons une
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limite déterministe.

1l est clair que cette liste n'est pas exhaustive, certaines remarques mé-
ritant peut-étre quelques développements supplémentaires.



Annexes

Nous proposons en annexe le programme en Fortran qui nous a permis
de simuler le processus gaussien stationnaire. Soulignons que ce programme
est di en grande partie & Chan et Wood [66] et nécéssite l'acces & la NAG
library.

c File name: examplel.f

C Example program to simulate ! dimension Gaussian

C process, which has covariance function

C exp(-cit|~alpha)

C where ¢ = 100 and alpha = 1 as defined in a DOUBLE

C PRECISION  FUNCTION COVi, using the two subroutines,
c EIGEN1 and SIMSGF1.

C Set upper bound for m to be 2720 = 1048576
INTEGER MAXSIZE
PARAMETER (MAXSIZE = 1048576)
EXTERNAL EIGEN1, SIMSGFi, COV1
DOUBLE PRECISION COVL
DOUBLE PRECISION LAM(MAXSIZE), X(MAXSIZE), RHO,
SIGMA, EIG(3) INTEGER N, M, G, MAXG, ICORR, IFAULT,
ICOUNT CHARACTER ANS
C Timing parameters
DOUBLE PRECISION TIMEARRAY(2), TIMEDIFF

WRITE(*,*) ’SIMULATE ONE 1-DIMENSIONAL
GAUSSIAN PROCESS®
WRITE(*,*) ’PLEASE ENTER THE REQUIRED
LENGTH OF THE PROCESS:’
READ(*,%) N
RHO = DLOG(2DO*DBLE(N - 1))/DLOG(2D0)
G = IDINT(RHQO)
IF (DBLE(G) .LT. RHO) THEN

G=¢+1
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ENDIF
WRITE(*,*) ’*THE DEFAULT INITIAL VALUE OF G IS’, G, ’.’
WRITE(*,*) D0 YOU WANT TO SET A HIGHER
INITIAL VALUE? (Y/N)?
READ(*,*) ANS
IF ((ANS .EQ. ’Y?) .or. (ANS .EQ. ’y’)) THEN
WRITE(*,*) *PLEASE ENTER THE NEW INTEGER
INITIAL VALUE:?
READ(*,x) G
ENDIF
WRITE(*,%) ’THE DEFAULT MAXIMUM VALUE OF G IS 20.°
WRITE(*,*) °DO YOU WANT TO SET A LOWER
MAXIMUM VALUE? (Y/N)°
READ(*,%) ANS
IF ((ANS .EG. ’Y’) .or. (ANS .EQ. ’y’)) THEN
WRITE(*,*) ’PLEASE ENTER THE NEW INTEGER
MAXIMUM VALUE:’
READ(*,*) MAXG
ELSE
MAXG = 20
ENDIF
TIMEDIFF = DTIME(TIMEARRAY)
CALL EIGENL(LAM, COVi, N, M, G, MAXG,
ICORR, RHO, SIGMA,
EIG, ICOUNT, IFAULT)
TIMEDIFF = DTIME(TIMEARRAY)
WRITE(*,9) TIMEDIFF
TIMEDIFF = DTIME(TIMEARRAY)
CALL SIMSGF1(X, N, M, LAM, RHO)
TIMEDIFF = DTIME(TIMEARRAY)
WRITE(*,9) TIMEDIFF
WRITE(*,9) (X(ID), I =1, N)
WRITE(*,99) G, RHO, SIGMA, EIG, ICOUNT, IFAULT
FORMAT(F20.15)
FORMAT(I3,1X,5(F20.15,2x),216)
END

EXAMPLE COVARIANCE FUNCTION
DOUBLE PRECISION FUNCTION COV1(T)
DOUBLE PRECISION T, C, ALPHA
DOUBLE PRECISION DUMMY

ALPHA = 1DO
C = 1D2



aQQ

QO aaQ

99

IF (DABS(T) .LE. 0DO) THEN
COV1 = 1DO
ELSE
DUMMY = C*DEXP(ALPHA*DLOG(T))
IF (DUMMY .LE. 1.2D2) THEN
COV1 = DEXP(-DUMMY)
ELSE
COV1 = ODO
ENDIF
ENDIF
RETURN
END

File name: eigenl.f

Find g to satisfy all constraints in the prelimiary
step and return eigenvalues and other information
to simulate the required Gaussian process

Auxiliary Algorithms
(i) COV1, user supplies covariance function
(ii) Need to link with NAG library:
COBECF - Computes single 1-dimensional
complex discrete Fourier transform

SUBROUTINE EIGEN1(LAM, CGVi, N, M, G, MAXG, ICORR, RHO,
SIGMA, EIG, ICOUNT, IFAULT)

INTEGER MAXSIZE

PARAMETER (MAXSIZE = 1048576}

DOUBLE PRECISION COVi

EXTERNAL COV1

Subroutine from NAG library

EXTERNAL CO6ECF

DOUBLE PRECISION LAM(MAXSIZE), RHO, SUM, Y(MAXSIZE)
INTEGER M, N, G, MAXG, IFAULT

INTEGER GTEMP, MHALF, IAGAIN, I, J

Parameter used only in calling subroutine

from NAG library

INTEGER IFAIL

Parameter used only if IFAULT = 1

DOUBLE PRECISION SIGMA, EIG(3)

INTEGER ICORR, ICOUNT
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If there is no initial value for g, it is set
to be the smallest g such that 2°g >= 2(n - 1).
IF (G .EQ. 0) THEN
RHO = DLGG(2D0*DBLE(N - 1))/DLOG(2D0)
GTEMP = IDINT(RHO)
IF (DBLE(GTEMP) .LT. RHO) THEN
GTEMP = GTEMP + 1
ENDIF
ELSE
GTEMP = G
ENDIF
If there is no maximum value for g, it is set to be 20.
IF (MAXG .EQ. O) THEN
MAXG = 20
ENDIF
Check GTEMP before starting the loop
IF (GTEMP .GT. MAXG) THEN
IFAULT = 2
GOTO &
ENDIF
TAGAIN
IFAULT = O
RHO = 1DO
pct1I=1,3
EIG(I) = ODO
CONTINUE
Start the loop with either the user specified
initial value or the smallest possible g as above.
DO 2 WHILE ((IAGAIN .EQ. 1) .AND. (GTEMP .LE. MAXG))
SUM = 0DO
M = IDNINT(DEXP(DBLE(GTEMP)*DLOG(DBLE(2))))
MHALF = IDINT(DBLE(M)/2D0)
Compute the eigenvalues of C, i.e. the discrete Fourier
transform of the first row of the embedding matrix
D03I=0,M-1
J=1+1
IF (I .LE. MHALF) THEN
LAM(J) = COV1(DBLE(I)/DBLE(N))
ELSE
LAM(D)
ENDIF
Y(J) = 0DO
CONTINUE
Call subroutine CO6ECF from NAG library

"
[

LAM(M-I+1)
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to compute the DFT
CALL CO6ECF(LAM, Y, M, IFAIL)
Check if all eigenvalues are non-negative
ICOUNT = 0
DO 41I=1,M
SUM = SUM + LAM(I)
IF (LAM(I) .LT. ODO) THEN
IF (GTEMP .LT. MAXG) THEN
GTEMP = GTEMP + 1
GOTO 2
ELSE
IF (LAM(I) .LT. EIG(1)) THEN
EIG(1) = LAM(D)

ENDIF
EIG(2) = EIG(2) + DEXP(2DO*DLOG(-LAM(I)))
EIG(3) = EIG(3) - LAM(I)
ICOUNT = ICOUNT + 1
LAM(I) = 0DO
IFAULT = 1
ENDIF
ELSE
LAM(I) = DSQRT(DBLE(M))*LAM(I)
ENDIF
CONTINUE
TAGAIN = ©
G = GTEMP
CONTINUE

IF (IFAULT .EQ. 1) THEN
Approximation takes place
EIG(2) = DSQRT(EIG(2))
IF (ICORR .EQ. O) THEN
RHO = SUM/(SUM + EIG(3))
ELSEIF (ICORR .EQ. 1) THEN
RHO = DSQRT(SUM/(SUM + EIG(3)))
ENDIF
SIGMA = DSQRT((DEXP(2D0O*DLOG(1 - RHO))#*SUM +
DEXP (2D0*DLOG (RHO) ) *EIG(3))/DBLE(M))
ELSEIF (IFAULT .EQ. 2) THEN
STOP
ENDIF
RETURN
END
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C File name: simsgfl.f
C Simulate the required 1 dimension Gaussian process.

Auxiliary Algorithms

Need to link with NAG library:

CO6ECF - computes single 1-dimension complex

discrete Fourier transform

GOSCCF - Initialises random number generating
routines to give non-repeatable sequence

GOSFDF - Generates a vector of random numbers from
a Normal distribution

Qoo

SUBROUTINE SIMSGF1i(X, N, M, LAM, RHO)
INTEGER MAXSIZE
PARAMETER (MAXSIZE = 1048576)

C subroutines from NAG library
EXTERNAL GO5CCF, GOSFDF, COGECF
DOUBLE PRECISION X(MAXSIZE), LAM(MAXSIZE), RHO,
U(MAXSIZE) DOUBLE PRECISION ARE(MAXSIZE),
ATM(MAXSIZE) INTEGER N, M
INTEGER I, INDEX, J

C Parameter used only in calling subroutine from
NAG library INTEGER IFAIL

IFAIL = 0
MHALF = IDINT(DBLE(M)/2D0)
C Call subroutines GO5CCF and GOSFDF from
C NAG library to generate non-repeatable standard

Normal random numbers CALL GOS5CCF

CALL GOSFDF(0ODO, iDO, M, U)

ARE(1) = DSQRT(LAM(1))}*U(1)/DSQRT(DBLE(M))}

AIM(1) = 0DO

J = MHALF + 1

ARE(J) = DSQRT(LAM(J))*U(2)/DSQRT(DBLE(M))

AIM(J) = ODO

INDEX = 3

DO 1 I =1, MHALF - 1
J=I+1
ARE(D) DSQRT (LAM(J) )*U(INDEX) /DSQRT (2DO*DBLE(M))
AIM(D) DSQRT(LAM(J))*U(INDEX+1) /DSQRT (2DO*DBLE(M))
ARE(M-I+1) = ARE(J)
AIM(M-I+1) = -AIM(J)
INDEX = INDEX + 2



CONTINUE
Call subroutine COSECF from NAG library
to compute DFT
CALL CO6ECF(ARE, AIM, M, IFAIL)
po2I=1, N

X(I) = RHO*DSQRT(DBLE(M))*ARE(I)
CONTINUE
RETURN
END
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Convex rearrangements of stochastic processes

Abstract

We consider X = {X(¢), t € [0,1]} a stochastic process with real
values and almost surely cadlag sample path. We construct polygonal
approximations X, = {Xy,(t), t € [0,1]} by regularization of X. By
using convex rearrangements we obtain from X,, a new process VX,
with almost surely convex sample path. We study asymptotic be-
haviour of V' X, and we characterize the limit. Two classes are consid-
ered: Gaussian processes and It6 processes. For Gaussian processes, we
prove the almost surely convergence of convexifications to a non ran-
dom limit curve. This result, extending Davydov’s for Brownian mo-
tion, is a kind of strong law of large numbers. One of our main tools in
Gaussian case is the concentration principle. For 1t6 processes we also
prove the almost surely convergence of convexifications but the limit
convex curve is random in this case. We extend these investigations
to some processes with values in R, d > 1 by considering Minkowski
sums of [0, Xk where Xpx = (L, b7 [X(E)- X (£)]) € R%!, by, be-
ing a convenient normalization. We show that this sequence of random
zonotopes converge almost surely in R%! under the Hausdorff metric
to a zonoid which we identify in the Gaussian case. Finally we use
some of previous results to construct two new consistent estimators of
the local Hélder exponent of Gaussian processes and we illustrate it by
simulating fractional Brownian motion and some stationary Gaussian
process.

Key words: stochastic processes, convex rearrangements, almost
surely convergence, Gaussian prcesses, [t6 processes, oscillations, zono-
topes, estimation, Holder exponent.

AMS Classification: 60F15, 60G07, 60G15, 60G18, 60H05, 62120,
68U20.



Résumé

A partir d’un processus stochastique initial X = {X(¢), t € [0,1]}
a valeurs dans IR et dont les trajectoires sont presque sirement cadlag,
nous construisons la suite de processus X, = {X,(t), ¢ € [0,1]} au
moyen d’un lissage polygonale des trajectoires de X. Au moyen d’un
procédé de réarrangement convexe que nous définissons nous trans-
formons X, en une suite de processus V X,, dont les trajectoires sont
presque siirement convexes. Nous étudions la convergence presque sfire
de VX,, en particulier pour les deux classes suivantes : les proces-
sus gaussiens et les processus de It6-Wiener et nous attachons & ca-
ractériser les limites. Dans le premier cas nous obtenons une courbe
limite convexe déterministe tandis que dans le second cas la limite
est un processus aléatoire & trajectoires presque sirement convexes.
Nous étendons, en un certain sens, les investigations de ce type aux
processus X de mémes natures a valeurs dans RY d > 1 en consi-
dérant les sommes de Minkowski des segments [0, Xnx] ou Xy =
(1,671 x (BEL) — X (£)]) € R4, by étant une normalisation appro-
priée. Nous montrons que cette suite de zonotopes aléatoires converge
presque sirement dans R%! au sens de Hausdorff vers un zonoide
limite que nous identifions dans le cas gaussien. Enfin nous utilisons
certains des résultats précédents pour construire deux classes d’estima-
teurs fortement consistants de ’exposant de Holder local de processus
gaussiens et nous illustrons les comportements asymptotiques des es-
timateurs au moyen de simulations du mouvement brownien fraction-
naire et d’un processus gaussien stationnaire.
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