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NOTATIONS

Les numéros renvoient aux pages.
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(en(t,a))nen  base hilbertienne de H (,cr):18

T, translation z — z + a: 21

T translation z — z + 1: 21

T, opérateur de translation f — fo7,: 21
T opérateur de translation f — for7: 21
Sq opérateur f+— T, f — f: 63

S opérateur f — T'f — f: 33

my, multiplication z — pz: 68
M, opérateur de multiplication f +— fom,: 68
Apn 2 39
6(0) 1 45
S 145
S 142, 45
A(h,i) : 55
A(hy) : 56
B(h,i) : 55
B(hyi) : 56
u,v,w : b7
u' v : 57
w' : 58
uv,w : 58
wp, : 55, 61
4

2001© BUSTL & BRIVE Bruno. - Localisation : BU Lille 1




Introduction

Soit ¢ un nombre complexe non nul. Considérons I’équation fonctionnelle
(E) f(z+0) = f(z) =g(z), VzeC

ol g est la donnée et f l'inconnue.

Lorsque f et g sont deux fonctions entieres satisfaisant (E) pour o = 1,
on dit que f est la somme de g. Guichard [6] démontre l'existence d’une
fonction entiere somme d’une fonction entiere donnée. Sa méthode consiste
a construire cette somme au moyen d’intégrales a coupures de Hermite.

Supposons ¢ entiere.

Donnons-nous a > 0 et s > 0 et imposons a ¢g une condition de croissance
a 'infini de la forme

(1) 9(z) = O (eI .

Alors on recherche s’il existe, parmi les solutions de (E), une fonction entiere
f satisfaisant une condition de croissance analogue, c’est-a-dire

(2) flz)=0 <et|z|‘*) .

pourt > 0et 8> 0.

J.M.Whittaker [12] démontre que toute fonction entiere d’ordre fini donné
admet une somme de méme ordre. Il construit d’abord une série convergente
de polynomes d’interpolation, les polynomes de Bernoulli, dont la somme
soit la fonction cherchée. Il raisonne ensuite sur ’ordre de la somme de cette
série a partir de ses coefficients.

Abordons la résolution de (E) du point de vue de I’Analyse Fonctionnelle.
Considérons le premier membre de (E) comme la valeur au point z € C de
I'image de f par un opérateur S, agissant sur les fonctions entieres. Il s’agit
alors de construire deux espaces de fonctions X et Y tels que

(i) toute fonction g vérifiant (1) appartient a Y,

(ii) toute fonction f appartenant a X vérifie (2),
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(iii) S, induit un opérateur surjectif: dom(S,) C X — Y.
Dans les roles de X et de Y, nous considérons des espaces de type L? &
poids sur C. Nous substituons a la condition de croissance (1) la condition
d’intégrabilité

(3) /c 19(2)|? e s dA\(z) < +00.

L’ensemble des fonctions entieéres g satisfaisant (3) forme un espace de Hilbert
que nous notons H(s,a).

Les espaces de type H(s,a) servent donc de cadre a la résolution de (E).
Nous précisons (proposition 3) le lien entre les conditions (1) et (3) pour une
fonction entiere g.

Nous démontrons d’abord le théoreme suivant, qui résout I’équation (E)
pour 0 =1 et g € H(l,a) avec o < 1.

Théoreme 1 Soit 7 la translation z — z + 1 de C dans lui-méme et S
Dopérateur f — for — f de O(C) dans lui-méme. Soit a < 1.

(i) Pour tout B > « et tout t > 0, S induit un opérateur non-borné,
fermé, de domaine dense et surjectif de H(t,3) dans H(1,).

(ii) 11 existe ty tel que pour toutt >ty , S induise un opérateur non-borné,
fermé, de domaine dense et surjectif de H(t,«) dans H(1,a).

Pour démontrer que 'opérateur S est surjectif, nous utilisons une méthode
d’estimations a priori, c’est-a-dire que nous démontrons l’existence d’une
constante C' > 0 telle que l'inégalité

lgll < C- (15"

ait lieu pour toute fonction g du domaine de 'opérateur adjoint S*. Comme
on le verra, 'intérét des espaces H(s,a) est de ramener cette inégalité a une
inégalité entre séries, dont les termes dérivent des coefficients de Taylor des
fonctions. A la différence des méthodes de Guichard et de Whittaker citées
ci-dessus, notre approche n’est pas constructive. On peut cependant espérer
que la portée en soit plus générale. Elle fournit aussi des inégalités précises sur
les valeurs des constantes qui interviennent dans les conditions de croissance
des fonctions considérées.

Nous généralisons ensuite le résultat du théoreme 1 a tous les 0 € C* et
g € H(s,a), pour s > 0 et a < 1, et a certaines valeurs de o et de s pour
a = 1. De fagon précise, nous démontrons:

Théoreme 2 Soit o« < 1. Soit s > 0. Soit 0 € C*.
(1) Sia <1, il existet’ > 0 tel que pour toutt > t', S, induise un opérateur
non-borné, fermé, de domaine dense et surjectif de H(t,«) sur H(s,a).
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(2) Sislo| < V2w, il existe t” > 0 tel que pour tout t > t", S, induise un
opérateur non-borné, fermé, de domaine dense et surjectif de H(t,1)
sur H(s,1).

On en déduit:

Théoreme 3 Soit 0 € C*. Soit a < 1, soit s > 0.
(1) Sia <1, il existe t’ > 0 tel que:
Pour tout t > t' et pour toute fonction entiére g vérifiant

g(Z) =0 (eS|z|Ot)
au voisinage de |z| — +00, il existe une fonction entiére f vérifiant

(7) f(z+0)— f(2) =g(2) pourtout z € C,

(17) f(z) =0 (|z|°‘_1et|z|a) au voisinage de |z| — 400.

(2) Sislo| < V2w, il existe t" > 0 tel que:
Pour tout t > t" et pour toute fonction entiére g vérifiant

9(z) = O (e’
au voisinage de |z| — +o00, il existe une fonction entiére f vérifiant

(1) f(z+0)— f(z) =g(z) pour tout z € C,
(17) f(z) =0 () au voisinage de |z| — +o0.

Le chapitre 1 présente plusieurs espaces de fonctions entieres. On y trouve
la définition des espaces H(s,a) et leur relation avec les ensembles de fonc-
tions entieres d’ordre fini. L’étude concerne d’abord des espaces de type L
a poids pour 1 < p < +00.

Nous exposons la théorie du noyau reproduisant d’Aronszajn-Bergman
dans le cadre des espaces L? & poids généraux. Comme dans le cas classique
sans poids, ce noyau permet de calculer la projection orthogonale sur le
sous-espace fermé des fonctions holomorphes. Nous donnons une expression
du noyau reproduisant d’Aronszajn-Bergman pour une classe d’espaces plus
large que celle des H(s,a).
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Le chapitre 2 introduit les opérateurs de translation T, f(z) = f(z + a)
pour a € C. On étudie leur action sur les espaces de fonctions définis au
chapitre 1.

Enfin le chapitre 3 est essentiellement consacré a la démonstration des
théoremes cités plus haut. Il commence par la détermination des fonctions
périodiques des espaces H (s,a) et se termine par une application a la résolution
de I'équation f(z + o) —af(z) = g(z) ou a € C*.
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